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Résumé

Résumé (francais)

Dans cette these en théorie des opérateurs, on s’intéresse aux projections orthogo-
nales, a I'image numérique d’un opérateur agissant sur un espace de Hilbert, au
principe d’incertitude, au probleme du sous-espace invariant et aux perturbations
d’opérateurs diagonaux.

Apres un premier chapitre introductif, on s’intéresse a 'image numérique d’un
produit de projections orthogonales et aux applications possibles. On donne une
formule explicite de I'image numérique d’un produit de projections orthogonales en
fonction de son spectre. On montre comment reconstruire une partie du spectre d’'un
produit de projections a partir de son image numérique. Comme conséquence, on
donne de nouvelles caractérisations de vitesse de convergence dans la méthode des
projections alternées (Théoreme de von Neumann - Halperin), ainsi qu'une nouvelle
caractérisation de paires annihilantes (qui est une formulation du principe d’incer-
titude).

Dans le chapitre suivant, on s’intéresse aux différences de projections orthogo-
nales. On discute de la caractérisation des opérateurs qui peuvent s’écrire comme
différence de projections orthogonales. On applique ces résultats en écrivant certains
opérateurs unitaires (dont 'opérateur de décalage bilatéral) comme combinaisons
linéaires de projections orthogonales. Puis on applique encore ces résultats en éta-
blissant de nouveaux principes d’incertitudes pour des polynémes orthogonaux, ce
qui améliore un résultat récent de W. Erb.

Dans la derniere partie de cette these, on démontre I'existence des sous-espaces
hyperinvariants pour certaines perturbations compactes d’opérateurs de multiplica-
tion. Ceci représente une généralisation des résultats antérieurs de Fang-Xia et de
Foias-Jung-Ko-Pearcy. Enfin on construit des perturbations de rang un d’opérateurs
diagonaux sans valeur propre, ce qui constitue une réponse a un probléme ouvert
di a E. Tonascu.
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Around orthogonal projections: numerical range,
uncertainty principle and the invariant subspace
problem

Abstract

In this PhD thesis in Operator Theory, we are interested in orthogonal projections,
numerical ranges of operators acting on a Hilbert space, uncertainty principles, the
invariant subspace problem and perturbations of diagonal operators.

After an introductory chapter, we investigate the numerical range of a product
of two orthogonal projections and possible applications. We give an explicit formula
of the numerical range for a product of orthogonal projections depending on its
spectrum. We show how to reconstruct some parts of the spectrum of the product
of orthogonal projections from its numerical range. As a consequence, we give new
characterizations of the speed of convergence in the method of alternating projections
(von Neumann-Halperin like Theorems), and a new characterization of annihilating
pairs (which is a formulation of the uncertainty principle).

In the next chapter, we study differences of orthogonal projections. We give
a caracterisation of operators that can be expressed as a difference of orthogonal
projections. We apply these results to some unitary operators (including the bilateral
shift) by writing them as linear combinations of orthogonal projections. Then we
apply again these results by establishing a new uncertainty principle for orthogonal
polynomials, improving recent results of W. Erb.

In the last part of this thesis, we prove the existence of hyperinvariant subspaces
for some compact perturbations of multiplication operators. This generalize former
results of Fang-Xia and Foias-Jung-Ko-Pearcy. Finally, we show the existence of
rank-one perturbations of diagonal operators without eigenvalues, solving in this
way an open problem of E. Ionascu.
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Introduction

Dans le premier Chapitre on décrit le contexte et on rappelle quelques résultats
existants. Le deuxieme Chapitre porte sur 'image numérique d’un produit de pro-
jections orthogonales et sur certaines applications. Le troisieme Chapitre traite des
différences de projections orthogonales et de certaines conséquences. Le quatrieme
Chapitre discute de I'impossibilité d'utiliser quelques outils d’algebres de von Neu-
mann pour caractériser la convergence forte dans la méthode des projections aléa-
toires. Dans le cinquieme Chapitre, on construit des sous-espaces invariants pour
certaines perturbations compactes d’opérateurs de multiplication. Dans le sixiéme
Chapitre, on établit 'existence de perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux
sans valeurs propre. En rappelant que le probleme du sous espace invariant peut
étre reformulé en tant qu’un probléme d’existence de sous espace invariant commun
a P et @, ou P est une projection orthogonale et ¢ un idempotent, on peut dire
que cette these porte sur divers aspects des projections orthogonales.

Dans le premier Chapitre, on commence par rappeler le théoreme des deux sous-
espaces d’Halmos. C’est un ingrédient essentiel dans les preuves des Chapitres 2
et 3. Ensuite on introduit la notion de cosinus de 'angle de Friedrichs. C’est une
notion importante, qui apparait a la fois dans la méthode des projections alternés et
aussi pour quantifier certains principes d’incertitudes. On donne quelques propriétés
classiques sur ce dernier et on donne une nouvelle preuve d’une interprétation spec-
trale du cosinus de I'angle Friedrichs (Lemme 1.2.11). Ensuite on introduit l'image
numérique et le rayon numérique d'un opérateur agissant sur un espace de Hilbert.
On continue en introduisant les notions d’enveloppe convexe et de fonction support
d’un ensemble convexe. Ces notions sont tres utiles pour étudier I'image numérique
d’un opérateur puisque I'image numérique est toujours convexe.

Ensuite on explique la méthode des projections alternés et la méthode des pro-
jections aléatoires. On discute de leur vitesse de convergences et on rappelle les
résultats récents de Catalin Badea, Sophie Grivaux et Vladimir Miiller a propos de
la vitesse de convergence dans la méthode des projections alternés [BGM]. De nou-
velles caractérisations de la vitesses de convergence dans la méthode des projections
alternés seront discutées a la fin du Chapitre 2. De plus, on discutera de convergence
forte de la méthode des projections aléatoires dans le Chapitre 4.

On continue par des rappels sur le principe d’incertitude. On définit la notion
de paires (fortement) annihilantes et on discute de quelques propriétés classiques.
De nouvelles caractérisations des paires (fortement) annihilantes seront données a

11
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la fin du chapitre 2. Nous rappelons ensuite les résultats de Lenard [Len72] sur
I'image numérique de P + iQ). On y explique le lien entre ses résultats et les paires
(fortement) annihilantes. Puis on présente des résultats récents de W.Erb [Erb13]
sur un principe d’incertitude pour certains polyndomes orthogonaux. Ces résultats
seront améliorés a la fin du Chapitre 3.

On finit le Chapitre 1 en rappelant le probléme du sous-espace invariant, et
quelques résultats classiques.

Le Chapitre 2 porte sur I’étude de I'image numérique d’un produit de projections
orthogonales. Le premier résultat est une formule exacte pour la fermeture de I'image
numérique W ( Py, Py, ), exprimée comme 'enveloppe convexe de certaines ellipses
&()N), paramétrées par des points du spectre (A € o(Pa, Py, )). On commence par
définir ces ellipses.

Définition 0.0.1 (Définition 2.2.3). Soit A € [0,1]. On note &(A\) 'ensemble du
plan complexe délimité par 'ellipse de foyers 0 et A, et de longueur d’axe mineur

A1 = N).

Théoréme 0.0.2 (Théoreme 2.2.7). Soient My et My deuz sous-espaces fermés de
H tels que My # H ou My # H. Alors l'adhérence de l'image numérique de Py, Py,
est la fermeture de 'enveloppe convexe des ellipses &(X) pour X € o(Py, Py ), ¢'est
a dire :

W(PMQPMI) = COHV{UAGU(PMQPMl)éa()‘>}‘

La preuve utilise de maniere essentielle le théoreme des deux sous-espaces d’Hal-
mos (Théoreme 1.1.3). Nous allons utiliser une approche complétement différente
pour décrire I'image numérique (sans la fermeture) de T' = Py, Py, en faisant 'hy-
pothese supplémentaire que 'opérateur autoadjoint 17*1" = Py, Py, Py, est diago-
nalisable (voir la Définition 2.2.9). Dans ce cas, I'image numérique W (T") est I’en-
veloppe convexe des mémes ellipses cette fois paramétrées par le spectre ponctuel
O'p(T) de T = PM2PM1.

Théoréme 0.0.3 (Théoréme 2.2.24). Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient
M et My deux sous-espaces fermés de l’espace de Hilbert H tels que My, # H ou
Ms # H. Si Py, Py, Py, est diagonalisable, alors 'image numérique W (P, Par, )
est lenvelloppe convexe des ellipses &(N), avec les X parcourant les valeures propres
de Py, Py, c'est a dire :

W(PMQPMl) = COHV{U)\Eap(pMQPMI)5()\)}.

Concernant la relation entre le rayon numérique et le rayon spectral d’un produit
de deux projections orthogonales, on montre le résultat suivant.

Proposition 0.0.4 (Proposition 2.3.1). Soient My, My deuz sous-espaces fermés de
H. Le rayon numérique et le rayon spectral de Py, Py, sont reliés par la formule

suivante ]
w<PM2PM1> = 5 (\/ T<PM2PM1> + T<PM2PM1)) .

12
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La preuve est une application du Théoreme 2.2.7. La formule ainsi obtenue est
meilleure que l'inégalité de Kittaneh (Théoreme 1.4.5) quand I'angle de Friedrichs
(Definition 1.2.2) entre My et My est strictement positif.

Les Théoremes 2.2.7 et 2.2.24 peuvent servir a localiser W (P, Py, ) méme si on
ne connait pas le spectre de Py, Py, . On donne ici une conséquence importante de ces
résultats a propos de l'inclusion de W ( Py, Py, ) dans un secteur de sommet 1 dont
I'ouverture est exprimée en fonction du cosinus de I'angle Friedrichs cos(My, M)
entre les sous-espaces M7 et My. C’est un raffinement du résultat de Michel Crouzeix
[Cro08] pour un produit de deux projections orthogonales.

Proposition 0.0.5 (Proposition 2.2.31). Soient M, et My deux sous-espaces fermés
d’un espace de Hilbert H. On a l'inclusion suivante :

W (P, Pry) C {z € C, larg(l —2)| < arctanw I co(M, M
- 1, 2

cos?(My, Ms) }
V()

On considere ensuite des problémes spectraux inverses et on construit des exemples
de projections orthogonales tels que leur spectre est un ensemble compact dans [0, 1].
Ces exemples généralisent en dimension infinie les résultats que Nelson et Neumann
[NN87] ont obtenus en dimension finie. On va aussi donner deux exemples qui vont
répondre & deux questions ouvertes énoncées dans un article de Nees [Nee99].

Le résultat suivant permet de reconstruire o(Pa,Py,) N [1,1], les points du
spectre qui sont plus grands que i, quand l’adhérence de l'image numérique de
Py, Py, est connue.

Théoréme 0.0.6 (Théoreme 2.3.8). Soit a € [§,7|. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. m € O'(PMQPMI);
2. sup{Re(z exp(—ia)),z € W(Py, Pr,)} = m.

En fait, il est possible de reconstruire le spectre o(Py, Py, ) en entier a partir de
W<PM2PM1) et W(PM2<[ - PMI))

Finalement, on va expliquer pourquoi le fait que 1 € W(Py, Py, ) est relié a
la vitesse de convergence arbitrairement lente dans le Théoréme de von Neumann-
Halperin et on va donner de nouvelles caractérisations des paires annihilantes et
fortement annihilantes en fonction de W (PsFPs,).

Le Chapitre 3 discute de différences de projections orthogonales. Un résultat
de Crimmins (voir [CM11] ou [RW69]) dit que T est un produit de projections
orthogonales si et seulement si 72 = TT*T. Gustavo Corach a demandé si il existe
un analogue de ce résultat pour des différences de projections orthogonales. On
commence ce chapitre on va répondre par la négative a cette question. On commence
par prouver que pour tout polyndéme non commutatif & deux variable p € C|z, y], si
p(T,T*) = 0 pour toutes les différences de projections orthogonales, alors p(T',T*) =

13
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0 pour tous les opérateur T" autoadjoints. On montre finalement qu’il n’existe pas
de polynéme non commutatif p(x,y) tel que p(T,T*) s’annule si et seulement si T
est une différence de projections orthogonales.

Dans la suite de ce chapitre on présente une caractérisation des opérateurs qui
peuvent s’écrire comme différence de deux projections orthogonales. Notre caracté-
risation, semblable a la caractérisation de Davis (voir [Dav58]), utilise le théoreme
des deux sous espaces d’Halmos. Elle permet, via 'interprétation géométrique de la
construction, de reconstruire explicitement les deux projections P et () qui réalisent
la décomposition T'= P — Q).

On illustre ensuite ce résultat en montrant que certains opérateurs unitaires
(dont le shift bilatéral, voir aussi le Corollaire 3.5.1) peuvent s’écrire sous la forme

>i—o(i)f P

Proposition 0.0.7 (Corollaire 3.6.3). Soit u une mesure borélienne sur T telle que
pour tout borélien A C T on ait que p(A) = u(—A). Soit U : L*(T,u) — L*(T, u)
Uopérateur défini pour tout f € L*(T, u) par Uf(e?) = €9 f(e?). Alors, il existe 4
projections orthogonales Pre, Qre, Prm €t Qrm telles que U = Pre—Q re+iPrm—1Q1m.

On finit ce chapitre en généralisant le principe d’incertitude de Erb.

Théoréme 0.0.8 (Théoreme 3.7.5). Soit I1 une projection orthogonale sur un sous-

espace engendré par un nombre fini de polynomes. Si supp(w) = [—1,1], alors il
existe une constante ¢ = c(w,Il) > 0 telle que pour tout f € L*([—1,1],w) on ait
que

IfII* < e ((||f||2 —e(f) + (I - H)f||2) ,
autrement dit

117 < e ({0 = M) f. ) + 1 =D f)).

Un des ingrédients essentiel de la preuve est d’écrire I'opérateur de multiplication
M, comme différence de projections orthogonales.

Dans le Chapitre 4, on discute de méthode des projections aléatoires et d’al-
gebres de von Neumann. Davis [Dav55] a construit 3 projections orthogonales qui
engendrent B(H) comme algebre de von Neumann. II a aussi montré qu'il faut au
moins 3 projections orthogonales pour engendrer B(H) comme algebre de on Neu-
mann. Plus tard, Sunder [Sun88] a montré que 1'on pouvait prendre n projections
orthogonales (n > 3) telles que ces n projections engendrent B(H) comme algeébre
de von Neumann, mais n’importe quel sous ensemble strict de ces projections n’en-
gendrent pas B(H) comme algebre de von Neumann.

Récemment Paszkiewicz [Pasl2a] a construit deux contres exemples pour la
conjecture d’Amemyia-Ando. Dans [Pas12a], il a construit trois projections orthogo-
nales pour lesquelles la méthode des projections aléatoires ne converge pas toujours
en topologie forte. Cependant, Kopeckd et Miiller ont annoncé dans [KM] qu’il
semblerait que la preuve de Paszkiewicz ne soit pas correcte, et ont proposé une
autre preuve. Avant de montrer ce résultat, Paszkiewicz [Pas12b] a donné un contre

14
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exemple avec cinq projections orthogonales. Il est clair d’apres la construction qu’il a
faite, que si on choisit quatre projections parmi ces cing projections, ces projections
vont toujours converger en topologie forte dans la méthode des projections aléatoire.

A partir de ces deux remarques, il est naturel de se demander si il existe un lien
entre la convergence en topologie forte dans la méthode des projections aléatoire des
projections orthogonales Py, ..., P, et le fait que B(H) soit engendré comme algebre
de von Neumann par ces projections. Le résultat principal de ce chapitre est une
réponse négative a cette question.

Théoréme 0.0.9 (Corollaire 4.2.5). 1l existe trois projections orthogonales Py, Py, Py €
B(H) telles que My N My N My = {0} et la méthode des projections aléatoire sur les
sous-espaces My, My et M3 converge toujours en topologie forte. C’est a dire, pour
toute sélection aléatoire s : N — {1,2,3} et pour tout vecteur h € H on a que

lim
n—oo

Puny - Payh]| = 0.

De plus on a que
W*(Pl,pg,pg) - B(H)

Le chapitre 5 porte sur I'existence d'un sous-espace hyperinvariant pour certaines
perturbations compactes d’opérateurs de multiplication. En 2007 Foias, Jung, Ko et
Pearcy [FJKP07] ont montré le résultat suivant.

Théoréme 0.0.10 ([FJKP07]). Soit (e,)nen une base orthonormée d’un espace de
Hilbert compleze et séparable H. Soit D = Y, cny Anen @ €, un opérateur diagonal
borné agissant sur H. Soient u,v € H deux vecteurs tels que :

S uyen)|t < oo, 3 [(v,en)]

neN neN

1N

< 0Q.

Alors la perturbation de rang un D + u ® v de l'opérateur diagonal D posséde un
sous-espace hyper-invariant non trivial.

En 2012, Fang et Xia [FX12] ont amélioré ce résultat. Leur approche permet
de considérer des perturbations de rang fini d’opérateurs diagonaux. Ils ont aussi
amélioré la condition de sommabilité de Foias, Jung, Ko et Pearcy. Voici leur résultat.

Théoréme 0.0.11 ([FX12]). Soit (e,)nen une base orthonormée d’un espace de
Hilbert complexe et séparable H. Soit D = Y, cn Anen @ €, un opérateur diagonal

borné agissant sur H. Soient uy,...,u,,vq,...,v, € H des vecteurs tels que
T T
SN Husen)| <00, D0 (vk, )| < o0.
k=1neN k=1neN

Alors la perturbation de rang fini D+37_, u; @v; de l'opérateur diagonal D posséde
un sous-espace hyper-invariant non trivial.
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Dans ce chapitre on généralise ’approche de Fang et Xia. Cette généralisation
nous permet de considérer certaines perturbations compactes d’opérateurs de mul-
tiplication sur des espaces LP.

Théoréme 0.0.12 (Théoréme 5.1.3). Soit (2, ;) un espace mesuré, ou j est une
mesure borélienne o-finie. Soit f € L*>®(Q,u) une fonction a valeurs complezes
essentiellement bornée. On suppose que K € K(H) est un opérateur compact tel
qu’il existe (up)nen une suite dans LP(Q2, ) et (v,)nen une suite dans L(S2, )
et (Sp)nen une suite de mombres positifs tels que pour tout x € L(Q,u), la sé-
rie Y nen (fQ x(f)mdu(é)) U, converge et K = 3, cn Sply ® U,. Supposons qu’il
existe une courbe de Jordan I dans C telle que

1. 1l existe a,b € o.(My) tels que a soit dans Uintérieur de la courbe de Jordan
I' et b soit dans extérieur de la courbe de Jordan T,

2. p(f~H(T)) =0,

3. Pour tout n € N, et pour tout z € I, on a que u, € Im(M; — z) et v, €
Im(My — 2)",

4. Pour tout z € T', on note A(z) Uopérateur défini par la formule suivante :
A(2) = Shensn (My — 2)7u,) ® ((Mf - E)_lvn>. On suppose que pour tout
z €T, on ait que A(z) est un opérateur compact, et que l'application A : " —
K(X) est continue.

Alors Uopérateur borné My + K agissant sur LP(), ) posséde un sous-espace hyper-
imvariant non trivial.

On présente ensuite quelques exemples d’applications possible de ce résultat. Ce
résultat permet de généraliser aussi le résultat de Fang et Xia de la maniere suivante.

Théoréme 0.0.13 (Théoreme 5.1.4). Soit (e,)nen une base orthonormée d’un es-
pace de Hilbert complexe et séparable H. Soit D = Y, cn A\nen @ €, un opérateur
diagonal borné agissant sur H. Soit K € IC(H) un opérateur compact. On note la
décomposition en valeurs singulieres de K comme ceci : K = Y, cn Spln @ Uy St
il eziste deuzr suites (an)nen, (bn)nen de mombres réels positifs telles que pour tout
n € N, on ait que a,b, = s, et

> D lan (uns ex)| < o0 (1)

neN keN

Z Z [ <eijN>| < 0. (2)

neN jeN
St D+ K # M, alors D + K posséde un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Dans le Chapitre 6, on s’intéresse aux perturbations de rang un d’opérateurs
diagonaux. On va chercher des perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux
qui n’ont pas de valeur propre. Dans son article [Ion01], Tonascu a posé la question
suivante.
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Question 0.0.14 (Ionascu [Ion01]). Soit D un opérateur diagonal. Est-ce qu’il existe
une perturbation de rang un de cet opérateur, sans valeur propre, qui conserve le
spectre 7 Autrement dit, est-ce qu’il existe u,v € H tels que

1. o(D+u®wv)=0o(D),
2. op(D+u®v)=0.

Ionascu a montré dans [Ion01] que si le spectre de D possede un point isolé, ou
bien si au moins une valeur propre de D est de multiplicité supérieure ou égale a
2, alors la réponse est non. On mentionne aussi que Stampfli [Sta84] a construit un
opérateur diagonal D et un opérateur de rang un u®u tel que o,(D+u®v) = 0. Dans
une direction opposée, Sophie Grivaux a construit dans [Gril2] une perturbation de
rang un d’un opérateur diagonal unitaire qui possede une infinité non dénombrable
de valeurs propres de module 1.

Le but de ce chapitre est de montrer que si le spectre de D n’a pas de points
isolés et si toutes les valeurs propres de D sont de multiplicité 1 alors la réponse a
la question de Ionascu est positive.

Théoréme 0.0.15 (Théoréme 6.2.7). Soit D = Y,cny \ie; ® €; un opérateur diagonal
borné. On suppose que D posséde un vecteur cyclique. De plus on suppose que (D)
est un ensemble parfait. Alors, il existe u,v € H tels que

1. o(D+u®wv)=0o(D),
2. op(D+u®v)=0.
De plus on peut choisir u,v € H de sorte que ||u® v|| soit arbitrairement petite.

A la fin de ce Chapitre on généralise ce résultat aux opérateurs diagonaux non
bornés.

Théoréme 0.0.16 (Théoréme 6.7.1). Soit D = > ;e Aie; @ e; un opérateur diagonal
(éventuellement non borné). On suppose que pour tout i # j, N\; # Xj. De plus on
suppose que o(D) = {)\; :i € N} est un ensemble parfait. Alors, il existe u,v € H
tels que 0,(D +u ® v) = 0.

De plus on peut choisir u,v € H de sorte que |u ® v|| soit arbitrairement petite.
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Préliminaires

1.1 Le théoréeme d’Halmos

Dans cette section nous rappelons le théoréeme de Halmos concernant les paires de
projections orthogonales. Soient M et N des sous-espaces fermés d'un espace de
Hilbert. Dans ce chapitre, on désignera par P = P); la projection orthogonale sur
le sous-espace fermé M de H et par () = Py la projection orthogonale sur le sous-
espace fermé N de H. On commence par une définition.

Définition 1.1.1 ([Hal69]). Soit P la projection orthogonale sur le sous-espace
fermé M de H et () la projection orthogonale sur le sous-espace fermé N de H.
On dit que (P, Q) (respectivement (M, N)) sont deux projections orthogonales en
position générique (respectivement deux sous-espaces en position générique) si on a
que

(MNAN)=(MON*)=(M"NN)=(M"nN")={0}.

Si on se donne deux projections orthogonales P = Py, et ) = Py, on peut
décomposer H en cing sous-espaces comme Ceci :

H=MnNN)e(MnNHe(M-NN)e (M NN e, (1.1)

ott H est I'orthogonal du sous-espace engendré par les quatre premiers sous-espaces.
I1 n’est pas exclu que certains de ces sous-espaces soient réduits a {0}. Dans ce
découpage de H en cinq sous-espaces, on peut décomposer P et () comme sommes
directe d’opérateurs de la maniere suivante :

P=I¢l®060& P,
Q=130015060Q,

ot P et () sont les restrictions de P et () au sous-espace H. On remarque que (]5, Q)
sont des projections orthogonales de H en position générique. On appelle H la partie
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en position générique de (P, Q). On peut regarder ce que vaut PQ et P — () dans
cette configuration et on obtient que

PQ=1300030® PQ,
P-Q=0@Ie-I1a04P-Q.

On voit qu’en dehors de la partie en position générique H de (P,Q), on comprend
assez facilement ce qui se passe pour PQ et P — (). Le théoreme des deux sous-
espaces d’Halmos va nous permettre de comprendre ce qui se passe sur la partie en
position générique de P et () en nous donnant une description de P et Q.

Théoréme 1.1.2 ([Hal69]). Soient P,Q € B(H) les projections orthogonales sur
les sous-espaces fermés M, N de H. Supposons que (P,Q) soient en position gé-
nérique. Alors il existe une isométrie surjective V. : M — M*, et il eviste deux
opérateurs bornés C, S € B(M) tels que 0 < C < I,0< S < I, C*+5*=1,
Ker(C) = Ker(S) = {0} et dans H = M & M* on peut écrire P et Q comme
matrice d’opérateurs de la facon suivante :

I0 c* CSv*
(1) £
On note Hy, Hy deux espaces de Hilbert. Soient Ty € B(H;) et Ty € B(H;). On

dit que T; est unitairement équivalent a T, (on le note T} ~ T5), si il existe une
isométrie surjective W : Hy — Hs telle que

W, =T,W.
On peut aussi énoncer le théoréeme d’Halmos de la maniere suivante :

Théoréme 1.1.3 ([Hal69]). Soient P,Q € B(H) deux projections orthogonales de
H. Supposons que (P,Q) sont en position générique. Alors il existe un espace de
Hilbert K tel que H et K® K soient isométriques , et il existe deux opérateurs bornés
C,SeB(K) tels que 0 < C < I,0<S<1I,C*+ 5% =1, Ker(C) = Ker(S) = {0}
et dans H ~ K & K on peut écrire P et () comme matrice d’opérateurs de la fagon

sutvante : )
I 0 c- CS
PN(O O)’QN<SC S )

Il y a une petite différence entre les Théorémes 1.1.2 et 1.1.3. Le Théoreme
1.1.2 nous donne une formule dans H des parties de P et () en position générique,
tandis que le Théoréeme 1.1.3 nous donne une représentation des parties en position
générique de P et () dans une image isométrique de H. Suivant ce que 'on veut
faire avec ce résultat, il est parfois plus judicieux d’utiliser une formulation plutot
que l'autre. Par exemple, si on cherche a étudier I'image numérique du produit
de projections PQ), il est plus judicieux d’utiliser le Théoreme 1.1.3, car I'image
numérique est invariante par conjugaison par un opérateur unitaire, i.e. si U est
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Im@Q

ImP

FIGURE 1.1

un opérateur unitaire, on a que W(UPQU*) = W(PQ). Cette formulation nous
permet de s’affranchir de lisométrie V : M — M~ lorsque 'on manipule P et Q.
Par contre, si on sait qu'un opérateur s’écrit comme une différence de projections
orthogonales, et que 'on cherche une expression pour P et @), il est plus judicieux
d’utiliser le Théoreme 1.1.2, car I'isométrie V' va jouer un role important.

On se place pour le moment en dimension 2. Soit H ’espace de Hilbert engendré
par deux vecteurs orthonormaux e; et e;. On note P la projection orthogonale sur la
droite engendré par le vecteur ey, et on pose () la projection sur la droite engendrée
par le vecteur cos(f)e; + sin(6)es. Les matrices de P et () dans la base (eq, e2) sont

p= (4 0) 0= (il W)

Dans le Théoreme 1.1.3, si on pense a 'interprétation C' = cos et .S = sin, on peut
dire en quelque sorte que le théoreme des deux sous-espaces d’Halmos nous dit qu’en
position générique, P et () se comportent comme en dimension 2.

Dans [Len72], on peut aussi trouver ce corollaire du Théoréme 1.1.3.

Corollaire 1.1.4 ([LenT72]). Soient P,Q € B(H) deux projections orthogonales de
H. Supposons que (P,Q) sont en position générique. Alors il existe un espace de
Hilbert K tel que H et K & K soient isométriques, et il existe un opérateur borné
© € B(K) tels que 0 < © < 71, Ker(0) = Ker(/ —0) = {0} et dans H ~ K ® K
on peut écrire P et () comme matrice d’opérateurs de la facon suivante :

Po(5 )0~ (oo “ior® )

Dans ce Corollaire, la ressemblance avec la dimension 2 est encore plus frappante.
On peut aussi écrire le corollaire de cette maniere.
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Corollaire 1.1.5. Soient P,Q € B(H) deuz projections orthogonales de H. Suppo-
sons que (P, Q) sont en position générique. Alors il existe une isométrie surjective
Vi M — M*, et il existe un opérateur borné © € B(M) tels que 0 < © < II,
Ker(0©) = Ker(I — ©) = {0} et dans H = M & M+ on peut écrire P et Q comme
matrice d’opérateurs de la facon suivante :

P=(5 8) 0 (vuiiier 2B )

Le lecteur intéressé par le théoreme d’Halmos et ses conséquences peut consulter
par exemple [BS10], [Gal08] et [Gal04].

1.2 Cosinus de I'angle de Friedrichs entre deux
sous-espaces

Dans cette section nous allons définir le cosinus de I'angle de Friedrichs entre deux
sous-espaces fermés de H. En dimension deux, il est assez facile et naturel de définir
un angle entre deux droites. D’ailleurs, il est aussi tres facile de définir le cosinus
entre deux vecteurs x et y; il suffit de poser

(z,y)
| lyll

A partir de la dimension trois, il y a plusieurs définitions possible pour les angles
entres les sous-espaces. L’exemple suivant illustre ce propos en dimension trois.

cos(z,y) =

Exemple 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert de dimension 3. On prend {ey, e, e3}
une base orthonormée de H. On pose M; = vect{e, ey} le plan engendré par les
vecteurs e; et ey, et My = vect{e;,w} le plan engendré par les vecteurs e; et w =
cos(f)es + sin(f)es. On note M = M; N M,. La situation est illustré dans la Figure
1.2. On remarque que si on effectue une rotation d’angle # du plan M; autour de la
droite engendrée par ey, on obtient le plan M.

Il est naturel de se dire que I'angle entre deux sous-espaces est le plus petit angle
possible entre un vecteur de M; et un vecteur de Ms (c’est ce que 'on appelle 'angle
de Dixmier (on pourra par exemple consulter [Deu01] pour avoir plus d’informations
sur 'angle de Dixmier)). Ici, comme e; appartient a la fois & M; et a My, le plus
petit angle possible est 0.

Cependant dans cet exemple on a aussi envie de dire que les sous-espaces forment
un angle # entre eux. Dans cet exemple, 6 est le plus petit angle possible entre deux
vecteurs de ces sous-espaces qui sont en méme temps orthogonaux a l'intersection
de ces derniers (cf Définition 1.2.2). C’est ce que I'on appelle le cosinus de 'angle
de Friedrichs.

Evidemment, il va falloir choisir la définition la plus adaptée & nos problémes.
Dans cette these la définition la plus adaptée est celle du cosinus de 'angle de
Friedrichs.
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M N M,
FIGURE 1.2 — Illustration de 'exemple 1.2.1

Définition 1.2.2. Soient M; et My deux sous-espaces fermés de H. On définit le
cosinus de l'angle entre M; et M par :

cos(My, M) = sup{|{z, y)| .o € My N (M; N Mo)*, ||z < 1
y € My (M0 Mo)™, [yl < 1}

Remarque 1.2.3. Dans la définition du cosinus, on a par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz que 0 < (z,y) < |||/ |ly]] < 1. Donc 0 < cos(My, My) < 1. De plus,
comme |(x,y)| = |{z,y)|, on a cos(My, My) = cos(My, My).

La proposition suivante va nous permettre, dans certaines situations, de se ra-
mener a étudier le cas ou M; N My = {0}.

Proposition 1.2.4. Soient My, M, deuzr sous-espaces fermés de H. On note M =
My N My, et Ny = My N\ M+, Ny = My N M*+. Alors on a Ny N Ny = {0}, et pour
tout n € N,

(PN2PN1)n = (PMQPMl)n — Py
Démonstration. Tout d’abord Ny N Ny = (M; N My) N M+ = M N M+ = {0}. On
a que Py = Py, Py = (Py, Puy )Py En utilisant n fois cette identité, on a que

PM = (PMQPMl)nPM Donc

(Pary Prry)" — Py = (P, Py )" — (Pay Pary )" P
= (Py, Pry)" (I — Puy)
= (PMZPMI)TLPML.

Comme Py;. est idempotent, on a que Py;i = (Py;1)?". De plus on sait que Py.

23

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Hubert Klaja, Lille 1, 2014

Chapitre 1. Préliminaires

commute avec Py, et Ppz,. Donc

PMQQMLPM1ﬂMl)n
Py, Pn,)".

]

Lemme 1.2.5. Soient My et My deuzr sous-espaces fermés de H. On note M =
My N My, Ny = MyNM* et Ny =My,NM*. Alors on a

cos(My, My) = cos(Ny, Na).

Démonstration. Rappelons que Ny N Ny = {0} et donc (N; N Ny)*t = H. Donc on a
Nl = N1 N (Nl N NQ)J‘ et N2 = NQ N (Nl N NQ)J'. AlOI'S on a

cos(My, My) = sup{|{(z,y)|, =€ MiNnM* |z] <1y € Myn Mt ||yl <1}
=sup{|(z,y)|, @€ Ny, |z| <1,y € No, |ly| <1}
= sup{|<x,y>| ;T E Nl N (Nl N NQ)J_’ ||:L‘|| < 17
y € Np N (Ny N No) s lyll < 1}
= cos(Ny, Ny).

]

Remarque 1.2.6. Ce lemme nous dit en quelque sorte que se ramener au cas ou
N1 N Ny = {0} ne change pas la géométrie du probléme. On a aussi que pour tout
zeN 1, Y € No

[{z, y)| < cos(Ny, Na) [[z[| ]l -

Cette inégalité peut étre vue comme une amélioration de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Le lemme suivant nous permet d’interpréter le cosinus de l'angle Friedrichs
comme la norme d'un opérateur.

Lemme 1.2.7. Soient My et My deuzr sous-espaces fermés de H. On note M =
My N My, Ny = MyNM* et Ny =M, M*. Alors on a

cos(My, My) = || Py, P, ||
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Démonstration. La derniére égalité est une conséquence de la proposition (1.2.4).
Pour la premiere égalité on a que

cos(My, Mz) = sup{|(z,y)| ,x € Ny, ||z < 1,y € No, [lyl| < 1}
= sup{|(Pmv, %, Proy)| s [zl < 1, [lyll < 1}
= sup{|(Pv, Pxz, )l s [zl < 1, flyll < 17

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
|(Pny Pry@,y)| < || Py Py [[yl] < [| Py, Pry| -
Donc

cos(My, My) < sup{|| Px, Py, x|, [l < 1}

= HPNQPNIH :
PN, Pn,x
En prenant y = 72— on a = 1. Donc
p Y [Pry Py 2| [yl
PN PN T
Py. P —|{ Py P g, N2t N1t
N e o
< sup{[(Pr, Py, 2, )], [l < 1 [lyll < 1}
= cos(My, My).
En passant au sup sur ||z| < 1, on obtient que || Py, Py, || < cos(M;y, Ms). O

Corollaire 1.2.8. Soient M, et My deux sous-espaces fermés de H. On a que
cos(My, My) = 0 si et seulement si Py, et Py, commutent.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que Py, et Py, commutent si et
seulement si Py, Py, = Parna,, combinée avec le Lemme 1.2.7 qui nous dit que

cos(My, Ms) = || Pasy Prr, — Pty |- =

Voici un exemple tres facile ou 1'on calcule explicitement le cosinus de I'angle
Friedrichs entre deux sous-espaces.

Exemple 1.2.9. On se place dans H = C2 muni de la norme euclidienne. On pose
Ny = {(21,0),21 € C}, Ny = {(29,22),20 € C}. On a que N; N Ny = {0}. Soient
r = (z1,0) € Ny ety = (29,22) € Ny tels que ||z]| < 1et||y|| < 1. Alorson a |z]| <1
et |zo] < g Donc

(2, y)| = |17 + 073

= |21 7]
o V2
- 2

On a égalité en prenant z; = 1 et 2o = g Donc cos(Ny, Ny) = g Donc il y a un
angle de 7 entre Ny et No.

25

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Hubert Klaja, Lille 1, 2014

Chapitre 1. Préliminaires

L’exemple suivant montre qu’il existe des sous-espaces qui ont une intersection
nulle, et qui ont un angle nul.

Exemple 1.2.10. Soit H = [*(N). On note ¢, = (0,0,0,...,0,1,0,...), avec le 1
en k-¢me position. Ce sont les vecteurs d’une base orthonormée de [?(N, C). On note
Ty = €ap, Ypn = €opg €6 2, = cos(%)xn + sin(%)yn. On pose Ny = vect{x,,n € N} et
N2 = @{zn,n S N}

On a que Ny N Ny, = {0}. En effet soit a € Ny N Ny. Alors il existe A, u € 12 tel
que a = Y32 Ny et a = 320 iz = Y000 pi cos($)a; + i sin(+)y;. Donce on a pour
tout ¢ € N, ;sin() = 0. Comme sin(+) est non nul, on a y; = 0. Donc a = 0.

Maintenant on va montrer que cos(Ny, Na) = 1. On a

(T, 2n) = <xn, cos (i) T, + sin (i) yn>

= cos (711) (T, Tn)

— 1.

n—0o0

Donc cos(N1, Ny) > 1. D’apres la remarque (1.2.3), on a cos(Ny, No) < 1. Donc
cos(Ny, Ny) = 1.

On va donner maintenant une interprétation "spectrale" du cosinus de 'angle de
Friedrichs.

Lemme 1.2.11. Soient My et My deux sous-espaces fermés de H. Alors
cos(My, My) = sup{VA: X € o(Py, Par,) \ {1}}.

Ce résultat peut étre vu comme une conséquence du théoréeme d’'Halmos (voir
[BS10]). Nous allons donner une nouvelle preuve ici.

Démonstration. On remarque que o(Py,Py,) est un sous ensemble compact de
0,1]. De plus, on a que o( P, Par, Pur, N0} = 0((Par, Pary) Pary )\ {0} = 0(Par, Par )\
{0}. On sait que Py, Py, Pry, est un opérateur autoadjoint qui est positif, de norme
inférieure ou égale & 1. En utilisant la décomposition H = (M; N My) @ (M, N M)+,
on peut écrire que Py, Py, Py, = Puyang, ® (Pary Por, Pr, — Parnag, ), €t done on a
que

o (Pas, Prt, Pty ) = 0 (Paryrngy) U 0 (Pogy Pa, Prry — Payo)-

Comme
COSZ(MD MQ) = HPM1PM2PM1 - PM10M2H = Supa(PMIPM2PM1 - PMlﬁMz)v
on obtient que

COSQ(Ml,MZ) = SupO'(PMIPMZPM1> \ {1} = supa(PMQPMl) \ {1}
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1.3 L’image numérique

Dans cette section, nous allons introduire I'image numérique d'un opérateur linéaire
et borné agissant sur un espace de Hilbert complexe. Nous allons donner une défini-
tion, et ensuite nous allons énumérer une liste de propriétés importantes sur I'image
numérique. On invite le lecteur a lire [GR97] pour plus d’informations sur I'image
numérique d’un opérateur.

Définition 1.3.1. Soit H un espace de Hilbert complexe. Soit T" € B(H) un opé-
rateur linéaire borné. L’image numérique de T" (que I'on note W (T")) est I'ensemble
défini comme ceci :

W(T) ={(Tz,z), zeH |z =1}
La propriété la plus importante sur 'image numérique est fournie par le théoreme

de Toeplitz-Hausdorff.

Théoréme 1.3.2 (Toeplitz-Hausdortt). L’image numérique d’un opérateur linéaire
borné est un ensemble convexe borné.

Nous discuterons dans les prochaines sections des fonctions support d’ensemble
convexe. Cet outil nous permettra de déterminer l'image numérique de certains
opérateurs. Pour I'instant on va énumérer quelque propriétés basiques de l'image
numeérique.

Lemme 1.3.3. Soient T, S € B(H) deux opérateurs linéaires bornés, et soit o, 5 €
C deuz nombres complezes. Soit U € B(H) un opérateur unitaire (i.e. U*U = UU* =
I). Alors on a que

1. W(aT + BI) = aW (T) + 8,
2. W(T*) = {\, X e W(T)},

3. W(UTU*) = W(T),

4. W(T +S) Cc W(T)+W(S).

D’apres le (3) du lemme précédent, I'image numérique est invariante par conju-
gaison unitaire. Cette propriété va nous permettre, plus tard, d’utiliser le théoréme
d’Halmos sous la forme du Théoreéme 1.1.3. Nous allons ensuite présenter le lemme
de lellipse. Non seulement ce lemme donne explicitement I'image numérique d’une
matrice 2x 2, mais il peut aussi servir a démontrer le théoréeme de Toeplitz-Hausdorff.

Lemme 1.3.4 (Lemme de lellipse). Soient A\, Aa,a € C des nombres complexes.
Soit T la matrice 2 X 2 suivante

)\1 a

0 X /-

Alors l'image numérique de T est une ellipse (éventuellement dégénérée) de foyers
A1, Ag et de longueur d’aze mineure |a| (voir la Figure 1.3).
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FiGURE 1.3 — Image numérique d’une matrice 2 x 2

Quitte a faire un changement de base unitaire, toute matrice 2 x 2 peut s’écrire
comme dans le lemme ci dessus. Une autre maniere d’énoncer ce lemme est de dire
que l'image numérique d’une matrice 2 x 2 est toujours une ellipse. Une autre pro-
priété intéressante de 'image numérique est qu’elle permet de "localiser' le spectre
o(T) d’un opérateur 7. Dans la suite on notera o,(T") le spectre ponctuel de 7.

Proposition 1.3.5. Soit T' € B(H) un opérateur linéaire borné. Alors on a que

1. 0,(T) Cc W(T),

2. o(T) Cc W(T).

Si T est un opérateur autoadjoint, alors o(7") C R. Par contre la réciproque est
fausse en général. L’image numérique permet de caractériser les opérateurs auto-
adjoints.

Proposition 1.3.6. Un opérateur T € B(H) est autoadjoint si et seulement si
W(T) C R.

Avant de finir cette section nous allons énoncer un théoréeme de Michel Crouzeix

[Cro07].

Théoréme 1.3.7 ([Cro07]). Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné, et soit
p € Clz] un polyndme a coefficients complezes. Alors on a que

(1) < 12supfip(2)|, z € W(T)}.

Ce résultat permet d’avoir un contrle sur la norme opérateur de p(7), si on
connait 'image numérique de 7'. C’est une amélioration dun résultat de Delyon et
Delyon [DD99]. Ce résultat permet aussi de construire un calcul fonctionnel holo-
morphe sur I'image numérique.

Corollaire 1.3.8. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné, et soit f une fonction
holomorphe sur W(T). Alors on a que

A < 12sup{[f(2)[, 2 € W(T)}.
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1.4 Le rayon numérique

Dans cette section nous allons discuter du rayon numérique d’un opérateur. On peut
dire en quelque sorte que le rayon numérique est ’analogue du rayon spectral, mais
pour I'image numérique.

Définition 1.4.1. Soit 7" € B(H) un opérateur linéaire borné. Le rayon numérique
de T (que I'on note w(T")) est donné par la formule suivante :

w(T) =sup{|z|,z € W(T)}.

On va commencer par énoncer quelques propriétés simples du rayon numérique.
Le lemme suivant est une conséquence directe du Lemme 1.3.3.

Lemme 1.4.2. Soient Th, 1> € B(H) deux opérateurs linéaires bornés, et soit « € C
un nombre complexe. On a que :

1. w(aTh) = |a|w(Th),
2. w(Th + 1) <w(Th) +w(Ty).
Proposition 1.4.3. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné. On a que
HT) < w(T) < |T]| < 2u(T).

La premiere inégalité est une conséquence de la Proposition 1.3.5, la deuxieme
est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la troisieme de la formule
de polarisation. Cette proposition combinée avec le lemme 1.4.2 nous permet de
montrer que le rayon numérique est une norme équivalente a la norme opérateur sur
B(H). C’est tout a fait remarquable puisque le rayon spectral n’est pas une norme
(en effet il existe des opérateurs non nuls dont le rayon spectral est nul).

Théoréme 1.4.4. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné agissant sur un espace
de Hilbert H. On a pour tout n € N que

w(T™) < w(T)".
Ce résultat est aussi remarquable puisque en général, pour deux opérateurs

A,B € B(H), on n’a pas w(AB) < w(A)w(B). Le théoreme suivant est di a Kitta-
neh.

Théoréme 1.4.5 (Kittaneh [Kit03]). Soit T' € B(H) un opérateur linéaire borné.
On a que
%)

w(T) < ; (HTH + |72
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Cette inégalité nous permet d’estimer le rayon numérique d’un opérateur 1" si
on connait sa norme et celle de T%2. On verra plus tard que cette inégalité peut
étre stricte pour certains produits de projections orthogonales. On peut aussi choisir
certains produits de projections orthogonales tels que cette inégalité soit en fait une
égaliteé.

Le dernier résultat de cette section est une caractérisation des projections qui
sont orthogonales. Cette caractérisation, qui utilise le rayon numérique, est diie a
Furuata et Nakamoto.

Théoréme 1.4.6 (Furuta-Nakamoto [FNT71] ). Soit T' € B(H) un opérateur linéaire
borné tel que T?> = T. On a que w(T) < 1 si et seulement si T est une projection
orthogonale.

1.5 Enveloppe convexe

Dans cette section nous allons discuter d’enveloppe convexe ainsi que de quelques
applications a I'image numérique. Nous allons commencer par donner une définition
de I'enveloppe convexe d'un ensemble, puis nous allons discuter de I'image numérique
d’opérateurs de la forme A & B ainsi que des opérateurs normaux.

Définition 1.5.1. Soit F un sous ensemble convexe borné du plan complexe C. On
note par conv{E} l'enveloppe convexe de E, qui est le plus petit ensemble convexe
qui contient F.

Nous allons aussi noter conv{E} la fermeture de I'enveloppe convexe de E. L’en-
veloppe convexe d’un ensemble convexe borné peut aussi etre défini de maniere
équivalente de la maniere suivante.

Théoréme 1.5.2 ([TUZ03]). Soit E un sous ensemble convexe borné du plan com-

plexe C. Alors conv{E} est l’ensemble des combinaisons o-convezes des points dans
E, ie.

conv{E} = {> wnen, e, € E,z, €[0,1], Yz, = 1}

neN neN

On renvoie le lecteur vers [TUZ03| pour plus de détails. Maintenant que nous
avons une définition de I’enveloppe convexe on peut énoncer un résultat sur I'image
numérique de sommes directes d’opérateurs.

Lemme 1.5.3. Soit (A,)nen € B(H) une suite d’opérateurs bornés. On note ®penAn
la somme directe des A, agissant sur I>(H). On a que

W (BnenA,) = conv{U,enW(A,)}
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Démonstration. Soit z € W (@,enA,). D’apres la définition de I'image numérique il
existe & = @peney, € H tel que ||z]| =1 et 2 = ((BrenAn)z, z). On a que

2
1= ||z

= <x> .CL'>

= (®neNTn, Drentr)

=2 > (wn )

neN keN

= Z <xmxn>

neN

= llzall®,

neN
car si n # k, xz, est orthogonal a x;. On a aussi que

(Bnendn)z, ) = Z (A, x)

neN
neN
(AnZn, Tn)

=3 llzall” =

2
neN [EA|

Comme <A|*|f"|i§"> € W(A,) on a bien que W(®,enAy) C conv{U,enW (4,)}.

Soit z € conv{U,enW (A,)}. Alors il existe z, € H et a, € [0,1] tels que
|lznl] = 1, (@n,2k) = Sk, Yopen@n = 1 et 2 = X, ey an (Apxy, ,). Sion pose

T =D nenN A/ OnTy alors
fol? = {3 Vw3 v

neN keN

= Z Z <\/@$n, \/a_kmk>

neN keN

=22 VanVag (wn, k)

neN keN

-y >

neN keN
=1

De plus on a que

(®nendn)z,2) = > (Ayz, x)

neN
neN

= Z ap <Anxn7 xn)
neN

= Z.
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Donc on a bien que conv{U,enW(A,)} C W (BnenAn). O

Il n’est pas toujours facile de déterminer I'image numérique d’'un opérateur. Par
contre pour les opérateurs normaux c’est facile.

Théoréme 1.5.4. Soit N € B(H) un opérateur normal. On a que

W(N) = conv{c(N)}.

Ce résultat permet de répondre facilement a la question suivante : est-ce que
tous les ensembles convexes bornés fermés du plan complexe C peuvent étre réalisés
comme 'adhérence de I'image numérique d’un opérateur linéaire borné sur un espace
de Hilbert séparable? La réponse est oui. Si on se donne un ensemble convexe S
fermé et borné dans le plan complexe, et si on prend une suite (\,)en dense dans
S, on peut prendre I'opérateur diagonal (donc normal) suivant :

D= \e,®ey,

neN

ol (en)nen est une base orthonormée de H. Ainsi on a que

W(D) =a(D)
={\,:n €N}
=S.
En revanche la question suivante est encore ouverte : quels ensembles convexes
bornés du plan complexe C peuvent étre réalisés comme l'image numérique d’un
opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable ? On sait qu’il existe des

ensembles convexe bornés qui ne peuvent pas étre réalisés comme I'image numérique
d’un opérateur linéaire borné. Ce résultat est dii a Agler.

Proposition 1.5.5 (Agler [Agl82]). L’ensemble {z,]z] < 1} U{e?,0 € R\ Q} ne
peut pas étre réalisé comme ['image numérique d’un opérateur linéaire borné sur un
espace de Hilbert séparable.

1.6 Fonctions supports d’un ensemble convexe

Dans cette section nous discuterons de fonctions supports d’'un ensemble convexe.
C’est une notion classique d’analyse convexe qui va nous permettre de calculer ex-
plicitement certaines images numériques.

Définition 1.6.1. Soit .¥ un sous ensemble convexe borné du plan complexe C. La
fonction support de . a 'angle « est définie par la formule suivante :

p(a) = sup{Re(zexp(—ia)), z € .L}.
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La proposition suivante montre que la fonction support d’un ensemble convexe
caractérise sa fermeture.

Proposition 1.6.2. On note . l'adhérence de .. On a que :
./ ={z € C,Va,Re(z exp(—ia)) < pr(a)}.

Plus tard nous allons avoir besoin de ce lemme sur les fonction support d’enve-
loppes convexe d’ensembles convexes.

Lemme 1.6.3. Soient .71,.% deux ensembles convexes bornés du plan compleze,
et on note leur fonctions supports respectivement ps () et po,(a). Soit & tel que
po(a) = max;—1 2 py (). Alors on a que . = conv{.”, . }.

Dans cette theése, nous n’aurons pas besoin d’en savoir plus sur les fonctions
)
supports. Cependant nous invitions le lecteur intéressé par les fonctions supports a

lire [Roc70].

1.7 Meéthode des projections alternées et méthode
des projections aléatoires

Dans cette section nous allons présenter la méthode des projections alternées et
la méthode des projections aléatoire. Nous allons ensuite discuter de la conjecture
d’Amemyia-Ando et du contre exemple récent de Paskiewiecz a cette conjecture.
Commencons en dimension 2. On se donne deux droites dans le plan et on se donne
un point dans le plan. Ensuite on va projeter ce point sur la premiere droite pour
obtenir un nouveau point. On projette ce dernier sur la deuxieme droite, puis sur
la premiere, etc ...Il suffit de faire un dessin pour se convaincre que la suite de
points ainsi obtenue va converger vers l'intersection des deux droites. En faisant
un deuxieme dessin on peut aussi se convaincre que l'on va converger de moins en
moins vite au fur et & mesure que 'angle entre les deux droites diminue (voir Figure
1.4). En dimension infinie ce résultat se généralise de la maniére suivante : si on
se donne deux sous-espaces M; et My, et © € H un vecteur, et que l'on projette
successivement ce vecteur sur le premier sous-espace, puis le second, puis le premier,
etc ...on obtient une suite de vecteurs qui va converger fortement vers le projeté de x
sur I'intersection des deux sous-espaces. Le théoreme suivant, di a J. von Neumann,
est une reformulation de ce que I'on vient de dire.

Théoréme 1.7.1 (Von Neumann). Soient M; et My deux sous-espaces fermés de
H. Alors pour tout x € H, on a

nh—>nolo ||(PM2PM1)n<x> - PM10M2('I>|| = 0.
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On peut aussi dire que (P, Py, )" converge en topologie forte vers Pyynnr,. On
va voir dans la prochaine section que la vitesse de convergence dépend de 'angle de
Friedrichs entre M; et M,. Notons aussi qu’il existe des caractérisations différentes
de la convergence arbitrairement lente obtenue lorsque cos(M7, My) = 1, et aussi on
connait la meilleure borne dans le cas de la convergence géométrique (voir [KW88,
BDHO09)).

Ce résultat peut se généraliser de deux manieres a un nombre fini de projections
orthogonales. Dans un premier temps on se donne un nombre fini de sous-espaces
fermés My, ..., M,, et un vecteur z € H. Dans le méme esprit que précédemment,
on va projeter successivement sur le premier sous-espace, puis le deuxieme, etc, puis
le dernier, puis le premier, etc ...Comme précédemment on va obtenir une suite
de vecteurs qui converge fortement vers le projeté de x sur I'intersection de tous les
sous-espaces. Ce résultat est connu sous le nom de méthode des projections cycliques
ou théoreme de Von Neumann-Halperin.

Théoréme 1.7.2 (Von Neumann-Halperin [Hal62]). Soient M, ..., M, des sous-
espaces fermés de H. On note M = N_, M;. Alors pour tout x € H on a
T {|(Pas, P, -, - - Pas, Par, )" — Pagl| = 0.

Pour un nombre fini de sous-espaces fermés, Catalin Badea, Sophie Grivaux et
Vladimir Miiller ont généralisé dans [BGM, BGM10] la notion du cosinus de I'angle
de Friedrichs. On peut aussi regarder [BL10] pour une généralisation du Théoréeme
de von Neumann-Halperin dans des espaces de Banach. Comme précédemment, la
vitesse de convergence va dépendre de cet angle. Nous donnerons plus de détails
ultérieurement.

Enfin la derniere généralisation consiste a projeter non plus de maniere cyclique,
mais de maniere aléatoire. On se donne un nombre fini de sous-espaces fermés
My, ..., M,, et un vecteur x € H. Cette fois on va projeter de maniere aléatoire ce
vecteur sur les sous-espaces, par exemple on projette x sur le deuxiéme sous-espace,
puis sur le dernier, puis sur le deuxieme, puis sur le premier, puis le deuxiéme, etc
...Cette fois la suite de vecteurs obtenue va converger en topologie faible. C’est le
Théoreme d’Amemiya-Ando, ou bien la méthode des projections aléatoires. Avant
d’écrire proprement ce résultat, on a besoin de définir les sélections aléatoires.

Définition 1.7.3. On dit que s : N — {1,...,r} est une sélection aléatoire si
1. pour tout i € {1,...,r}, il existe une infinité de k € N tel que s(k) = ¢,
2. pour tout k € N, on a s(k) # s(k+1).

La premiere condition sur la sélection aléatoire nous permet de donner la limite
exacte. La deuxieme condition va nous empécher de projeter deux fois de suite sur le
méme sous-espace. En effet il n’est pas intéressant de projeter deux fois de suite au
méme endroit puisque pour toute projection orthogonale P, on a que P(Pz) = Px.
Maintenant on peut énoncer le résultat d’Amemiya-Ando.
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Théoréme 1.7.4 (Amemiya-Ando [AAG65]). Soient My, ..., M, des sous-espaces
fermés de H. On note M = Ni_,M,;. Soit v € H. Soit s : N — {1,...,r} une
sélection aléatoire. Alors on a

— N
s(n) s(n—1) ° s(2) 5(1)$ PM:E n—00 0’

c’est a dire PMS(n)PM

wn) PMS(Q)PMsu)x converge faiblement vers Pyx.

Pendant longtemps, on s’est demandé si dans le Théoreme d’Amemiya-Ando on
pouvait changer convergence faible par convergence forte. Tous les résultats partiels
laissaient penser que c’était possible. Cependant en 2012, Paszkiewicz a montré le
contraire.

Théoréme 1.7.5 (Paszkiewicz [Pasl2al). Il existe trois projections orthogonales
Py, Py, Py € B(H) sur les sous-espaces My, My et M3, une sélection aléatoire s :
N — {1,2,3} et un vecteur x € H tels que la suite Py ... PyayT ne converge pas
fortement vers Py, anynns®-

1.8 Vitesse de convergence

Dans cette section nous allons définir quelques vitesses de convergences. Ensuite
nous allons donner quelques résultats généraux sur les vitesses de convergences de
suites d’opérateurs. Puis dans la prochaine section, nous donnerons des résultats sur
la vitesse de convergence dans la méthode des projections aléatoires. La situation
est la suivante : on se donne une suite d’opérateurs linéaires bornés L,, € B(H) qui
converge vers L (dans un sens a préciser qui dépendra de la situation), et on veut
décrire la vitesse de convergence de L, vers L. Bien sur, on veut aussi savoir dans
quels genre de situation ces vitesses de convergences apparaissent. On va commencer
par quelques définitions.

Définition 1.8.1. On dit que L,, converge géométriquement vers L, si il existe deux
constantes o € [0, 1] et C' > 0 telles que ||L,, — L|| < Ca™.

Notons que la convergence géométrique implique la convergence en norme opé-
rateur. C’est une convergence tres rapide. Dans la suite nous allons avoir besoin de
I’ensemble des suites qui tendent vers 0, que I'on notera par

co={6:N— R, lim ¢(n) = 0}.
Maintenant on va définir des vitesses de convergences plus lentes.

Définition 1.8.2 ([DH10a]). On dit que L,, converge presque arbitrairement lente-
ment vers L, si

1. Pour tout = € H, on a que lim,, .. || L,z — Lz|| = 0,
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2. Pour tout ¢ € ¢y, il existe x € H et il existe (py)x une suite croissante d’indices
tels que pour tout n € N, ||L,,x — Lz|| > ¢(py).

Définition 1.8.3 ([DH10a]). On dit que L,, converge arbitrairement lentement vers
L, si

1. Pour tout = € H, on a que lim,, .. || L,z — Lz|| = 0,

2. Pour tout ¢ € ¢y, il existe x € H tel que pour tout n € N|
|Lnx — Lzx|| > ¢(n).

Comme la terminologie l'indique, la convergence arbitrairement lente est une
convergence lente dans le sens suivant : si L, converge arbitrairement lentement
vers L, alors pour tout x € H, la suite ||L,z — Lz|| est une suite qui tend vers 0
(autrement dit on a que (|| L,z — Lx||)nen € o). D’apres la définition, on peut donc
trouver h € H tel que pour tout n € N, on a ||L,h — Lh| > ||L,x — Lz||. Autrement
dit, si on se donne un vecteur x € H, on a que L,z va converger en topologie forte
vers Lx a une certaine vitesse, de plus on peut trouver un autre vecteur h € H tel
que L,h va converger (en topologie forte) plus lentement vers Lh.

Moralement, la convergence presque arbitrairement lente est 1’analogue "quitte
a extraire une sous suite" de la convergence arbitrairement lente.

La convergence arbitrairement lente implique clairement la convergence presque
arbitrairement lente. Mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Prenons L, un
suite qui converge arbitrairement lentement vers 0. Posons la suite A, telle que

1. Agk = Lk
2. A2k+1 = 0

Alors A, converge presque arbitrairement lentement vers 0. En effet, pour tout
xr € H, lim,_, ||A,z| = 0. De plus, par convergence arbitrairement lente de L,,, on
a que pour tout ¢ € ¢, il existe x € H tel que ||Agx|| = ||Lrx| < ¢(2k). Par contre
A, ne converge pas arbitrairement lentement vers 0. En effet, prenons ¢(n) = L.
Alors pour tout x € H, on a que |[Ag1z|| =0 < Tlﬂ

Dans la définition de convergence arbitrairement lente, on a choisit des suites
¢ € ¢o qui tendent vers zéro. Maintenant on va voir que l'on peut obtenir une
définition équivalente de la vitesse de convergence arbitrairement lente en prenant ¢
dans un sous ensemble de ¢y. On note ¢y ’ensemble des suites positives, décroissantes,

qui tendent vers 0, c’est a dire
&= {¢:N— R, lim ¢(n) = 0,6(n) > ¢(n+1) > 0}.
On va donner une définition équivalente de la convergence arbitrairement lente.

Proposition 1.8.4 ([DH10a]). On a que L,, converge arbitrairement lentement vers
L si et seulement st
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1. Pour tout x € H, on a que lim,_, ||L,x — Lz|| = 0,

2. Pour tout ¢ € ¢y, il existe v € H tel que pour tout n € N,
[ Lnz — La|| = ¢(n).

Proposition 1.8.5 ([DH10a]). On a que L, converge presque arbitrairement lente-
ment vers L si et seulement si

1. Pour tout x € H, on a que lim,_, ||L,x — Lz|| = 0,

2. Pour tout ¢ € ¢y, il existe x € H et il existe (py)r une suite croissante d’indices
tels que pour tout n € N, ||L,, x — Lz|| > ¢(pn)-

Maintenant on va énoncer le Théoréme de léthargie de Deustsch et Hundal qui
caractérise les suites L,, qui convergent presque arbitrairement lentement vers L.

Théoréme 1.8.6 (Théoreme de Léthargie, Deustsch-Hundal [DH10a]). Soient L,, €
B(H) et L € B(H) des opérateurs linéaires bornés. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. L, converge presque arbitrairement lentement vers L,
2. L, converge en topologie forte vers L, mais pas en norme opérateur.

On peut grice a ce théoreme (et beaucoup de travail), obtenir des informations
pus précises sur les vitesse de convergences des itérés d’opérateurs qui tendent vers 0.
Nous allons maintenant énoncer le Théoréme de Dichotomie de Deustsch et Hundal
qui caractérise les vitesses de convergence des suites d’opérateurs de la forme L, =
T".

Théoréme 1.8.7 (Théoreme de Dichotomie, Deustsch-Hundal [DH10b]). Soit T' €
B(H) un opérateur linéaire borné tel que T™ converge vers 0 en topologie forte. On
a la dichotomie suivante :

1. ou bien il existe ny € N tel que ||T™ | < 1, et alors T" converge géométrique-
ment vers 0,

2. ou bien pour tout n € N, |T"|| > 1, et alors T™ converge arbitrairement
lentement vers 0.

1.9 Cosinus du parametre de Friedrichs entre plu-
sieurs sous-espaces et vitesse de convergence
dans la méthode des projections cycliques

Précédemment, on a défini le cosinus de I'angle de Friedrichs pour deux sous-espaces
fermés. Dans cette section nous allons généraliser le parametre de Friedrichs entre
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plusieurs sous-espaces, et quelques quantités associées. Puis nous allons donner plu-
sieurs caractérisations de la vitesse de convergence dans la méthode des projections
cycliques. Tout d’abord on commence par définir le cosinus de l'angle Friedrichs
entre plusieurs sous-espaces.

Définition 1.9.1 ([BGM]). Soit N > 2, soient M, ..., My N sous-espaces fermés
de H. On note M = M; N ---N My l'intersections entre tous les sous-espaces M;.
Le cosinus de I'angle de Friedrichs associé aux sous-espaces (M, ..., My) est défini
par la formule

2 X<, Re((mj,my))
N-1 ¥ my|?

N
c(Ml,...,MN):sup{ IijMijLaZHmj‘F?éo}

J=1

1 Zj;ék(mjamk> 1 al 2
= sup tmy € My NV M=) |myl|" #0¢ .
{N—l S L

Si N = 2, on récupere la définition classique du cosinus de I'ange de Friedrichs.

Définition 1.9.2 ([BGM]). Soit N > 2, soient My,..., Mx N sous-espaces fermés
de H. On note M = M;N---N My l'intersections entre tous les sous-espaces M;. La
constante de configuration associée aux sous-espaces (Mj, ..., My) est définie par
la formule

2
N
1[5 m|

N
cmy e M; N M*ES ||my]|* # 0
NS gl 2 lms

=1

w(My,...,My) = sup

Définition 1.9.3 ([BGM]). Soit N > 2, soient My, ..., My N sous-espaces fermés
de H. On note M = M; N ---N My l'intersections entre tous les sous-espaces M;.
L’inclinaison des sous-espaces (M, ..., My) est définie par la formule

. maxi<i<nN dist (.’L' M)
[(My,...,My) = inf =I= S
(My,..., M) xlélM dist(z, M)

Maintenant nous allons énoncer un résultat de Catalin Badea, Sophie Grivaux
et Vladimir Muller qui caractérise de plusieurs fagons la convergence arbitrairement
lente dans la méthode des projections cycliques.

Théoréme 1.9.4 (Badea-Grivaux-Muller [BGM]). Soit N > 2, soient My, ..., My,
N sous-espaces fermés de H. On note M = M; N --- N My lintersection entre
tous les sous-espaces M;. On note P; la projection orthogonale sur M; et on note
T = Py ...P,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Im(T — I) n’est pas fermé;

(1°) pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices i1, ..., i tels que {iy, ..., ix} =
{1,...,N}, on a que Im(P,, ... P;, — I) n'est pas fermé;
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(2) T" converge arbitrairement lentement vers Py ;
(3) C(Mh. . .,MN) = 1,’

(4) pour tout € > 0 et tout sous-espace fermé K C M~ de codimension finie dans
M*, il existe v € K tel que ||z|| =1 et max{dist(z,M;):j=1,...,N};

(5) 1€ a(T - Py);

(5°) pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices i1, ..., i tels que {i1,... ,ix} =
{1,....N},onaqueleo(P,...P, — Puy);

(6) IT = Pyl =1;

(6°) pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices i, ..., i tels que {iy, ..., ix} =
{1,....N}, ona que ||P;, ... P, — Py| =1;

(7) T = Pull,=1;

(7°) pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices i, ..., iy tels que {iy, ... ix} =
{1,....,N}, ona que ||P,, ... P, — Pyl|,=1;

(8) 1 € 0.(T — Py);

(8°) pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices iy, ..., i tels que {i1, ... ix} =
{1,....N}, ona quel eo.(P,...P, —Puy);

(9) pour tout € > 0 et tout sous-espace fermé K C M+ de codimension finie dans
M*, il existe v € K tel que ||Tx — x| < ¢;

(9°) pour tout € > 0, pour tout sous-espace fermé K C M+ de codimension finie
dans M*, pour tout k > N et pour tout k-uplet d’indices i1, ..., 15 tels que
{iv, ...,y ={1,..., N}, il existe x € K tel que || P, ... P,z —z| <e;

(10) la somme de M; & --- ® My C HN"Vetde My ®--- @ My C HY7! nest pas
fermée dans HN=' ;

(11) M + ... M+ n'est pas fermé dans H ;
(12) (M, ..., My) = 1;
(13) I(M,, ..., My) =1.

Les conditions 1, 2, 5, 6, 7, 8 et 9 sont de nature spectrale, de plus elles ne dé-
pendent pas de l'ordre dans lequel on projette sur tous les sous-espaces. Les condi-
tions 3, 4, 10, 11, 12 et 13 portent sur la géométrie des sous-espaces M;. Nous
obtiendrons plus tard dans cette theése des résultats qui font intervenir 'image nu-
mérique de produit de projections orthogonales.

40

© 2014 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Hubert Klaja, Lille 1, 2014

1.10. Principe d’incertitude et paires annihilantes

1.10 Principe d’incertitude et paires annihilantes

Dans cette section nous allons parler de principe d’incertitude. Le principe d’in-
certitude c’est 1'idée qu’'une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent étre
simultanément petites. Il existe plusieurs manieres de quantifier mathématiquement
cette vague affirmation. Ici nous allons discuter de paires annihilantes. L’idée des
paires annihilantes est de dire que si le support d’une fonction est petit (dans un
certain sens), alors le support de sa transformée de Fourier doit étre grand. On invite
le lecteur a regarder le livre [HJ94] de Havin et Joricke pour plus d’informations sur
les paires annihilantes. Tout d’abord on commence par définir la Tranformation de
Fourier sur L?(R).

Définition 1.10.1. On note F la transformée de Fourier, qui est I'opérateur linéaire
F : L*(R) — L*(R) tel que pour tout f € L'(R) N L*(R), on ait

F(f)E) = \/12—7T/Rf(af) exp(—2irézx)dz.

Si on a une fonction f € L*(R), on a pour tout n € N que fli_,, € L'(R) N
L*(R). De plus, la suite f1;_,, converge dans L*(R) quand n tend vers co et on a

F(f) = lim F(fl_py) = lim z) exp(—2iréx)du.

1
n—00 n—00 4 /27'( /[mn] f(

La transformée de Fourier sur L?(R) est une isométrie surjective (i.e. F*F = FF* =
I). En particulier la Transformation Inverse de Fourier est F*. On notera parfois f
au lieu de F(f) pour la transformée de f. Nous allons maintenant définir le support
d’une fonction.

Définition 1.10.2. Soit f € L*(R). Le support essentiel de f, noté supp(f), est le
sous ensemble de R tel que

L. m{z € supp(f), f(z) = 0} =0,
2. m{z € R\ supp(f), f(z) # 0} = 0.

Le support et un ensemble qui est définit modulo un ensemble de mesure nulle.
Maintenant nous allons définir le concept de paires annihilantes.

Définition 1.10.3. Soient S, C R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S,Y) est une paire annihilante, si pour tout f € L*(R), on a que

supp(f) C S, suppf C © = f=0.

Si (S, X) est une paire annihilante, et que le support de f € L*(R) (avec f # 0)
est inclus dans S, alors le support de f doit forcément sortir de 3. Nous allons définir
le concept de paires fortement annihilantes.
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Définition 1.10.4. Soient S, ¥ C R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S, %) est une paire fortement annihilante, si il existe une constante ¢ > 0 (qui
dépend de (S,Y)) telle que pour tout f € L*(R), on a

frerase([ iora [ |fof ).

R\Z ’

Si une paire (5, Y) est fortement annihilante, alors elle est annihilante. En effet
si suppf C S, alors on a que

JlF@F =0

De meéme, si supp f C X, alors

Lol ar=o,

et donc

[ 1F@Fd=o,

ce qui revient & dire que f = 0 dans L*(R).
On peut reformuler ces définitions en utilisant des projections orthogonales. On
va définir deux projections orthogonales. Tout d’abord on pose

Ps : L*(R) — L*(R)
f — ]lsf

Ici Ps est la multiplication par la fonction indicatrice de S. Cet opérateur est une
projection orthogonale sur le sous-espace fermé de L?*(R) suivant

ImPs = {f € L*(R) : supp(f) C S}.
On pose aussi

Py : L*(R) — L*(R)
= F(LsF(f))

Cet opérateur peut étre vu comme Py, = F*M; F, ou My, est l'opérateur de
multiplication par la fonction indicatrice de X. Autrement dit, le diagramme suivant
est commutatif.
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L’opérateur Ps est une projection orthogonale sur le sous-espace fermé de L*(R)
suivant

ImPs = {f € L*(R) : supp(f) C &}

L’idée de la projection orthogonale Ps est que 'on prend une fonction f € L*(R),
on met a zéro tout ce qui est en dehors de S. La fonction que 1'on obtient est la
restriction de f sur S. L’idée de la projection Ps est que 'on prend une fonction
f € L*(R), on applique la transformée de Fourier, on met & zéro tout ce qui se trouve
en dehors de Y, puis on applique la transformation Inverse de Fourier. Autrement
dit, la fonction obtenue est la fonction dont la transformé de Fourier est la restriction
de f sur .

Gréce aux projections Pg et Ps, on peut reformuler le fait que (.S, %) soit une
paire annihilante.

Lemme 1.10.5. Soient S,Y C R deux sous ensembles de la droite réelle. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1. (S,%) est une paire annihilante,
2. ImPs N ImPs, = {0},
3. pour tout f € L*(R), Psf = Psf = f = f=0.

Lemme 1.10.6. Soient S,> C R deux sous ensembles de la droite réelle. On a que
(S, %) est une paire fortement annihilante, si et seulement si il existe une constante
¢ >0 (qui dépend de (S,X)) telle que pour tout f € L*(R), on a

1717 < e (I = P + (T = PoSIP)

Nous allons maintenant introduire la notion de paires compactes.

Définition 1.10.7. Soient S, ¥ C R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S,3) est une paire compacte, si PsPs est un opérateur compact.

La proposition suivante explique pourquoi cette notion de paire compacte est
intéressante.

Proposition 1.10.8. Soient S,% C R deuzx sous ensembles de la droite réelle. Si
(S,X) est une paire compacte et annihilante, alors (S,X) est une paire fortement
annihilante.

Théoréme 1.10.9. Soient S;¥ C R deux sous ensembles de la droite réelle. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. (S,%) est une paire fortement annihilante,
2. 1¢ o(PsPy),
3. ||PSPEH <1,
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ImPs NImPy = {0} et cos(ImPg, ImPys) < 1,
il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € ImPs, c||f|| < ||({ — Ps)f]],
il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € ImPg, c||f]| < (I — Ps)f]],

ImPs N ImPys = {0} et ImPg + ImPs. est un sous-espace fermé,

o RS

ImPs N ImPys, = {0} et ImPst +ImPst est un sous-espace fermé.

Le théoréme suivant est dii & Amrein et Berthier. Il nous donne une condition
suffisante pour que (S, X) soit une paire fortement annihilante.

Théoréme 1.10.10 (Amrein-Bertier [AB77]). Soient S, % C R deux sous ensembles
de la droite réelle. Si on a que

m(S) +m(X) < oo,

alors (S, X)) est une paire compacte annihilante, en particulier ¢’est une paire forte-
ment annihilante.

1.11 Le théoreme d’énergie de Slepian et Pollak

Dans cette section nous allons énoncer le théoreme d’énergie de Slepian et Pollak tel
qu’il est donné dans [HJ94]. De maniére abstraite on se pose la question suivante :
si P, @ sont deux projections orthogonales, et si on se donne h € H tel que ||h]| =1
et si on connait || Ph| € [0, 1], quelles sont les valeurs possibles pour ||Qh|| ?

Définition 1.11.1. On dit que la paire ordonné (P, () de projections orthogonales
est flexible, si il existe une famille (U(7)),cr d’opérateurs unitaires agissant sur H
et qui commutent avec P tels que

1. pour tout h € H le vecteur U(7)h dépend continument du parametre 7 qui
vit dans un espace topologique connexe,

2. un des opérateurs U(7) est l'identité,
3. pour tout h € H, inf{||QU(T)h||: 7€ T} =0.
Dans cette section on veut étudier ’ensemble
Weq = {([PRI[, [QAI) - [[2]l = 1}.
Soit a € [0, 1]. On note
(Wr@la ={B: (o, 8) € Wpo}-

Comme ||P|| <1let [|Q| <1, 0onaque Wpg C [0,1] x [0,1].
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Théoréme 1.11.2. Soient P, () des projections orthogonales. Supposons que

~

. (P,Q) est une paire compacte,
. (P, Q) est une paire flezible,

. (Q, P) est une paire flexible,

- Im(P) N Ker(Q) = {0},

- Ker(P) NIm(Q) = {0},

S & A L

. dim(Im(P)) = dim(Im(Q)) = occ.
On note ¢ = +/||PQP||. On a que

0, 1] si0<a<c
0, cos(arccos(c) — arccos(a))] sic<a <1

Wrq)a = {[

et on a que

On remarque que si (P, Q) est une paire annihilante, alors ||[PQP|| < 1 et donc
(1,1) ¢ Wpg. Maintenant on peut énoncer le théoreme d’énergie de Slepian et
Pollak tel qu'il est donné dans [HJ94].

Théoréme 1.11.3. Soient S, > C R deuz sous ensembles de la droite réelle tels que
0<m(S) <ooet0<m(X) <oo. Alors on a que les projections Ps et Ps vérifient
les hypotheses (et les conclusions) du Théoréme 1.11.2.

1.12 A propos de W(P +iQ)

Dans cette section nous allons nous intéresser au résultat de Lenard a propos de
I'image numérique de P + i(). Nous allons ensuite faire le lien entre ces résultats
et la section précédente. Dans cette section on notera P la projection orthogonale
sur le sous-espace fermé M (P = Py), et @) la projection orthogonale sur le sous-
espace fermé N (@ = Py). En découpant H comme dans le théoreme d’Halmos,
(voir ’Equation 1.1 en Section 1.1), on obtient que dans

H=MnNN)e(MnNHe(M-NN)e(M*nN) e,
on peut écrire que

P+iQ=I14ilI®il®d0d P +iQ.
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On rappelle que W(AI) = {A\}. On pose les ensembles suivants

v+ ={ R
W(P + lQ MAN- = {? Y mSl]IYOJ;l {0}
WP +i0) {? si MLSrlwni\; {0}y

WP +i0) 1 {g 51Mirswuf\;—{o}

D’apres le Lemme 1.5.3, on a que l'image numérique W (P + iQ) est l'enveloppe
convexe de ’ensemble

W (P4Q) s UW (PHQ) s UW (PHQ) s oy U (PHQ) s v UV (PHQ)

La partie la plus délicate concerne W (P + iQ)) 5 puisque sur la partie en position
générique de (P, Q), P +1iQ n’est pas un multiple de lidentité. Le théoréme de
Lenard va nous donner explicitement cette image numérique. Avant d’énoncer ce
théoreme, on va avoir besoin de certaines ellipses.

Définition 1.12.1. On note F(f) lellipse dont le bord est donné par 1'équation
paramétrique suivante

1 1 1 1
z(t) = 5 + §cos(t +0), yo(t) = 5 + 5 cos(f — t).

Maintenant on peut énoncer le résultat de Lenard.

Théoréme 1.12.2 ([Len72]). Soient P,Q € B(H) deux projections orthogonales en
position générique. Alors

W (P +1iQ) = conv{F(arccos(t)) : t = <Qh, h> h € ImP,||h|| = 1}.
Voici un cas particulier de ce théoréme.

Corollaire 1.12.3. Soient P,(Q € B(H) deux projections orthogonales en position
générique. On pose ) = arccos(cos(Im(P),Tm(Q))), et 8, = arccos(cos(Im(P), Ker(Q))).
Alors
W (P +iQ) = conv{F(0;) U F(6,)}.
En résumé, I'image numérique de P + i@ dépend de cos(M, N), cos(M, N*) et
du fait que les sous-espaces M NN, M NN+, M+ NN et M+ N Nt soient réduits
a {0} ou pas.
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Maintenant on va faire le lien avec la section précédente. Dans cette derniere
nous avons ¢tudié I'ensemble Wp o qui est I'ensemble des couples

(PRI [|QRD,

pour tous les h € H tels que ||h|| = 1. Déterminer Wp est la méme chose que
trouver tous les couples de la forme

(PR, QR ]%).

En identifiant R? & C, on peut dire que 'on est en fait en train de chercher tous les
points du plan complexe de la forme

1PR* + 1 [|QR[*.
Avec ce petit calcul, on trouve que

IPRI* + | QAI* = (Ph, Ph) +i(Qh. Qh)
— (P*Ph,h) +i(Q*Qh, h)
= (P*h.h)+1(Q%h.h)
<Phhy+thh>
= ((P+1iQ)h,h) .
En résumé, déterminer W(P+iQ) et déterminer Wp ¢ sont des problemes équiva-

lents. Le résultat de Lenard est plus fort que le Théoreme 1.11.2. En effet le résultat
suivant est un (autre) corollaire du résultat de Lenard.

Corollaire 1.12.4. Soient P,Q) € B(H) des projections orthogonales. Supposons
que

~

(P, Q) est une paire compacte,
2. M+ N N+ {0}
3. M NN+ ={0},
4. M* AN = {0},
5. dim(M) = dim (V) = oo.
On pose ¢ = /||PQP]||. Alors

0, 1] si0<a<c
[0, cos(arccos(c) — arccos(a))] sic<a <1

Weala = {

et on a que

(WRQ)O = [07 1[7 (WP,Q)I :]O’ C]'
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i cos?(Ps, Ps) +1i 1+i

1 +icos?(Ps, Ps)
W (Ps +iPx)

FIGURE 1.5

Ici, contrairement au Théoréme 1.11.2, on peut s’affranchir de la flexibilité (il
faut quand méme supposer que M+ N N+ # {0}).

On peut aussi donner une autre caractérisation des paires (fortement) annihi-
lantes en fonction de 'image numérique de Ps + iPs.

Théoreme 1.12.5. Soient S,% C R deuz sous ensembles de la droite réelle. On a
que (S, %) est une paire annihilante si et seulement si 1 +i ¢ W (Ps +1iPs).

Théoreme 1.12.6. Soient S, C R deux sous ensembles de la droite réelle. On a
que (S, X)) est une paire fortement annihilante si et seulement si 14+i ¢ W (Ps + iPs).

1.13 Polynoémes orthogonaux et principe d’incer-
titude de Erb

Le but de cette section est de rappeler quelques faits sur les polynémes orthogonaux
et d’expliquer le principe d’incertitude de Erb. Dans cette section, on se place dans
'espace de Hilbert H = L?*([—1,1],w) muni du produit scalaire

(F.o)= [ F@gtu(z)dr,

avec w(x) un poids positif tel que supp(w) = [—1, 1], et tel que les moments de wdz
sont finis, c’est a dire que pour tout n € N

/ z"w(z)dr < oo.
[_171]
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Notons que cette condition est équivalente a
/ w(x)dr < oo.
[_171]

On note {p;}1°, la famille de polynéme orthogonaux dans H tels que les p; soient
de degré [ et que les p; soient normalisés de telle sorte que le coefficient de plus
haut degré soit positif. Ces polynomes p; satisfont une relation de récurrence a trois
termes :
biyapiyi(z) = (v — a)pi(x) — bipr—1(z),

avec o

;= pi—1 (0)

" (0)

On va définir maintenant la classe et la sous classe de Nevai.

) a; = <xpl7pl> .

Définition 1.13.1. On dit que w(z) est dans la classe de Nevai (on le note w(x) €
M(0,1)) si lim, o a, =0 et lim, o0 b, = %
Définition 1.13.2. On dit que w(x) est dans la sous classe de Nevai (on le note
w(x) € M*(0,1)) si

1. w(z) € M(0,1),

2. supp(w) = [~1,1],

3. Ynen lan| + ‘bn — %‘ < 0.

Pour tout f € L*([—1,1],w), on note
(f) = (M. ) = [ alf@) wz)de.
[(—1,1]

Si || f]l = 1, on peut interpréter €(f) comme 'endroit ou est localisée la masse L? de
f. On note II" la projection orthogonale sur le sous-espace vect{p, : m <1 < n}.
Dans [Erb13], Erb s’est intéressé & déterminer 1'ensemble suivant :

Werp = {((f), I FI1%) = f € LA([=1,1],w), | f]| = 1.

Aprés avoir identifié R? a C, on peut refaire le méme petit calcul que dans la section
précédente

e(f) + T f1? = (M, f, ) + i (I £, 10 f)

Mo f, f) + V()T f)

( +

= +i
<Mff +i (I f, f)
( +i

{

\/\/\/\/

= (M$+1HZZ) f,f >.
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Donc I'ensemble de Erb est I'image numérique de M, +iII"". On pose

x;rfmax = SUP0<Hananm) \ {0}7
Ty in = inf o (I ML) \ {0}

On pose

7o e 1] = R

n,max’

N

1 1 m 2\ 1 m 2
v 5 (88 + (L= )1 = (@00 ))

et

V2 - [_1axnm,mzn] — R
1 1 m 2\ 1 m 2
T 5 + 5 (xxn,min + (1 - )2(1 - (xn,mm) )

N

).

On pose les sous ensemble de [—1, 1] x [0, 1] suivants

-z L+
A= ’ c _1’1 X 0’1 . < Uy < ’
{(:E ?J) [ ] [ ] Y 1 — x::,rfmal‘ y 1 + xzﬁ;mzn}

Cr ={(z,y) € [-L,1] x [0,1] : z €]a;?, 00, 1y > ()},
Co = {(iE,y) € [_1> 1] X [07 1] - E] - 17x7rzn,mm[:y > 72(1')}'

On peut maintenant énoncer le résultat de Erb sur I'image numérique de W, rim.

Théoréme 1.13.3 ([Erb13]). Si w(x) € M*(0,1), alors on a que
AC W C[—1,1] x [0,1]\ (C1 U Cy).

On peut reformuler ce théoreme d’'une maniere qui ressemble plus a la définition
paires annihilantes.

Corollaire 1.13.4. Siw(z) € M*(0,1), alors il existe une constante ¢ = c(w, II") >
0 telle que pour tout f € L*([—1,1],w) on ait que

1P < e (AFIP = ) + 1T =T £117)

autrement dit

712 < e ({7 = Ma)f, 1)+ I =TI SIE)

Ce principe d’incertitude nous dit que si une fonction est localisé (au sens de
e(f)) autour de 1, alors elle ne peut pas étre bien approchée par des polynomes.
Ce que montre aussi le Théoreme 1.13.3 (mais pas le Corollaire 1.13.4), ¢’est que le
méme phénomene apparait en -1.
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1.14 Probleme du sous-espace invariant

Dans cette section nous allons présenter le probleme du sous-espace invariant, et le
probléme du sous-espace hyperinvariant.

Question 1.14.1 (Probléme du sous-espace invariant). Soit X un espace de Banach.
Soit T € B(X) un opérateur linéaire borné. Est-ce que T posséde un sous-espace
invariant non trivial ¢ C’est a dire est ce qu’il existe un sous-espace M fermé dans

X tel que M #{0}, M # X et T(M)C M?

Question 1.14.2 (Probléme du sous-espace hyper invariant). Soit X un espace de
Banach. Soit T € B(X) un opérateur linéaire borné tel que T # N. Est-ce que T
posséde un sous-espace hyper invariant non trivial ¢ C’est a dire est ce qu’il existe
un sous-espace M fermé dans X tel que M # {0}, M # X et pour tout S € B(X)
tel que TS = ST, on ait que S(M) C M ?

Clairement, une réponse positive au probleme du sous-espace hyper invariant
implique une réponse positive au probleme du sous-espace invariant. De méme, une
réponse négative au probleme du sous-espace invariant implique une réponse néga-
tive au probléeme du sous-espace hyper invariant.

Si X est un espace de Banach non séparable, alors la réponse au probleme du
sous-espace invariant est oui. En effet soit 7" € B(X) et © € X tel que = # 0. Alors

M =vect{T"z : n € N}

est un sous-espace fermé, séparable (en particulier M # X), non nul (car z € M)
qui est invariant pour T (car T(T"z) = T™" ' x € M). Si X est un espace séparable,
nous ne sommes plus en mesure de déterminer facilement si M # X puisque M et X
sont séparable. Si on passe a l'autre extréme, et que 'on suppose que dim(X) = 1,
alors la réponse au probleme du sous-espace invariant est non. En effet les seuls sous-
espaces de X sont X et {0}. A partir de maintenant on suppose que dim(X) > 2.
Avec quelques hypotheses sur 'opérateur T', on peut parfois s’en sortir. L’hypothese
la plus simple que 'on puisse faire porte sur I'existence d’une valeur propre.

Lemme 1.14.3. Soit X un espace de Banach. Soit T € B(X) tel que T # X. Si
0,(T) # 0, alors T posséde un sous-espace hyper invariant non trivial.

Démonstration. Soit A € 0,(T"). On pose M = Ker(T — ). On a que M # {0} (car
A€ o,(T)), M # X (car T # N) et M est fermé. Soit S € B(X) tel que T'S = ST.
Soit z € M. On a que

ASx = S(A\x) = STx =TSx.

Donc Sz € M, et M est un sous-espace hyper invariant pour 7. O

Si X est un espace de Banach complexe de dimension finie (avec dim(X) > 2),
alors pour tout 7' € B(X) on a par le théoreme fondamental de ’algebre que o,(T) #
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(. Ainsi tout T' € B(X) tel que T' # Al posséde un sous-espace hyper invariant non
trivial.

Par contre, dans les espace de Banach réels de dimension finie, il existe des
contres exemples. Si X = R? on pose

T:<(1)_01>.

Les seuls sous-espaces non triviaux de X sont ceux de dimension 1. Or si un sous-
espace de dimension 1 est invariant pour 7', ¢a veut dire que T possede un vecteur
propre, et donc une valeur propre. Le polynéme caractéristique de 7" ici est pr(x) =
22 +1, qui ne posseéde pas de racines réelles. Donc T n’a pas de sous-espace invariant
non trivial.

Maintenant on va parler un peu des espaces de Banach séparables de dimension
infinie. En général, la réponse au probleme du sous-espace invariant est fausse. Enflo
a construit un espace de Banach sur lequel il existe un opérateur qui ne possede pas
de sous-espace invariant non trivial.

Théoréme 1.14.4 ([Enf87)). Il existe un espace de Banach séparable X tel qu’il
existe un opérateur linéaire borné T € B(X) qui ne posséde pas de sous-espace
invariant non trivial.

On mentionne aussi que Read a construit un contre exemple au probleme du
sous-espace invariant sur un espace de Banach "classique".

Théoréme 1.14.5 ([Rea86)). Soit X = I'. Il existe un opérateur linéaire borné
T € B(I') qui ne posséde pas de sous-espace invariant non trivial.

Dans les résultats de Enflo et Read, les espaces de Banach sur lesquels ils ont
réussi a construire des contres exemples ne sont pas réflexifs. En fait les problemes
du sous-espaces invariant et hyper invariant sont encore ouverts sur les espaces de
Banach séparables et réflexifs. En particulier, ces problemes sont encore ouverts sur
I'espace de Hilbert séparable.

On va terminer cette section sur une note positive. On va commencer par rappeler
le théoreme de Lomonosov.

Théoréme 1.14.6 (Lomonosov [Lom73]). Soit X un espace de Banach compleze. Si
T € K(X) est un opérateur compact tel que T'# N, alors T' posséde un sous-espace
hyper invariant non trivial.

Récemment Argyros et Haydon ont construit un espace de Banach avec une
propriété spéciale.

Théoréme 1.14.7 ([AH11]). Il existe un espace de Banach X tel que pour tout
opérateur linéaire borné T € B(X), il existe A € C et un opérateur compact K €

K(X) tel que T =M + K(X).
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En particulier, sur cet espace de Banach, tout opérateur linéaire borné possede
un sous-espace hyper invariant non trivial par le théoreme de Lomonosov. Bien
que dans cette thése nous allons nous concentrer sur les opérateurs agissant sur
des espace de Hilbert (ou Banach) complexe, il existe des travaux sur le probleme
du sous espace invariant pour des espaces de Hilbert (Banach) réels (on peut par
exemple aller voir [AGKO04]).

1.15 Le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford

Dans cette section on fait quelques rappels sur le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford.
On montrera comment on peut se servir de ce calcul fonctionnel pour trouver des
sous-espaces hyper invariants non triviaux. On commence par définir le calcul fonc-
tionnel de Riesz-Dunford.

Définition 1.15.1. Soit X un espace de Banach. Soit 7" € B(X) un opérateur
linéaire borné. Soit 2 un domaine de C qui contient o(7"). Soit f un fonction holo-
morphe sur Q. Soit I une collection de courbes de Jordan dans 2 telles que o(7T)
soit dans les composantes connexes bornées par I'. On définit f(7) € B(X) par la
formule suivante

) = | ) =T)

Ce lemme nous dit que le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford coincide avec le
calcul fonctionnel polynomial.

Lemme 1.15.2. Soit X un espace de Banach. Soit T € B(X) un opérateur linéaire
borné. Soit I' une collection de courbes de Jordan telles que o(T) soit dans les
composantes connexes bornées par I'. Alors on pour tout n € N que

T = / 2"(2I — T) 'dz.
r

Le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford possede de nombreuses bonnes propriétés,
en voici quelques unes.

Théoréme 1.15.3. Soit X un espace de Banach. Soit T € B(X) un opérateur
linéaire borné. Soit Q un domaine de C qui contient o(T). Soit f un fonction holo-
morphe sur . Si S € B(X) commute avec T, alors S commute avec f(T).

Ce théoreéme nous permet de garantir 'existence de sous-espaces hyperinvariants
pour des opérateurs qui ont un spectre "coupé en deux'.

Corollaire 1.15.4. Soit T € B(X) un opérateur linéaire borné tel que o(T) =
o1 U0y, ol o1, 09 sont fermés et oy Noy = (0. Alors T posséde un sous-espace hyper
tnvariant non trivial.

o4
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Démonstration. Soient U, Us deux ouverts de C tels que o; C U; et Uy NUy = (. On
pose
1 sizel

f(z):{ 0 sizelh

Alors f(T') est un idempotent qui commute avec tous les opérateurs qui commutent
avec T. En particulier Im(f(7")) est un sous-espace hyper invariant pour 7. O

1.16 Une reformulation du probleme du sous-espace
invariant
Dans cette section on va donner une reformulation du probléeme du sous-espace inva-

riant en terme d’idempotents. Ce résultat est dii a Nordgren, Radjavi et Rosenthal
[INRR76].

Théoréme 1.16.1 ([NRR76]). Soit H un espace de Hilbert. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Tout opérateur T € B(H) posséde un sous-espace invariant non trivial,

2. Toute paire d’idempotents P, Q) € B(H) posséde un sous-espace invariant com-
mumn.

3. Toute paire d’idempotents P,Q) € B(H) telle que P soit une projection ortho-
gonale, possede un sous-espace invariant commun.

La démonstration de ce théoréme est basée sur le fait que si A € B(H) est un

opérateur borné, alors
A A
Q= < I-A T-A )

est un idempotent.

1.17 Le théoréme de Weyl

Dans cette section nous allons rappeler un théoreme qui va nous étre tres utile quand
nous allons étudier les perturbations compactes d’opérateurs.

Théoréme 1.17.1 (Théoreme de Weyl). Soit T' € B(X) un opérateur linéaire bor-
née sur un espace de Banach X . Soit K € K(X) un opérateur compact. Alors on a
que

oT+K)Co(T)Uo,(T+K).

Ce résultat nous dit en particulier que tout la partie du spectre de T+ K qui
"déborde" du spectre T' (c’est a dire o(T'+ K)\o(T")) doit obligatoirement étre valeur
propre de T+ K. Autrement dit, si o(T+ K)\ o(T') # 0, alors 0,(T 4+ K) # ). Dans
ce cas T+ K possede un sous-espace invariant non trivial.

5}
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Chapitre 2

Image numeérique d’un produit de
projections orthogonales

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier I'image numérique et le rayon numérique d’un pro-
duit de deux projections orthogonales 7" = Py, Py, . Dans ce Chapitre, on note Py
la projection orthogonale sur M (un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H).
On va montrer que la fermeture de W ( Py, Py, ) peut étre décrite comme I'enveloppe
convexe de certaines ellipses explicites paramétrés par les points dans o (P, Py, )-
On va discuter d’applications possibles de ce résultat. On va aussi étudier la relation
entre 'image numérique (respectivement le rayon numérique) d’un produit de deux
projections orthogonales et de son spectre (respectivement son rayon spectral).

Les projections orthogonales dans les espaces de Hilbert sont des objets basiques
en théorie des opérateurs. Les produits et les sommes de projections orthogonales,
dans des espaces de Hilbert de dimension finie ou infinie, apparaissent dans di-
vers problemes et domaines des mathématiques. Par exemple, le fait que I'image
numérique d'un produit de projections orthogonales est inclus dans un secteur du
plan complexe de sommet 1 est un ingrédient essentiel de la preuve de Delyon et
Delyon [DD99] de la conjecture de Burkholder, qui dit que les itérés d’un produit
d’espérances conditionnelles sont presque surement convergentes vers une certaine
espérance conditionnelle dans un espace L?. Plus tard, Cohen [Coh07] a généralisé
ce résultat en donnant une preuve de la convergence presque sure des itérés d’'un
produit d’espérances conditionnelles sur LP. Pour un produit de deux projections,
on sait que son image numérique est incluse dans un secteur de sommet 1 et d’angle
& (Crouzeix [Cro08]).

Le spectre d'un produit de projections orthogonales apparait naturellement dans
I'étude de la vitesse de convergence de (Pyg, Py, )" vers Py n, (cf Chapitre 1). En
effet on a la dichotomie suivante (voir Théoreme 1.9.4) : soit 1 ¢ o(Ppg, Pay, — Parynis,)
et (Py,Pa,)™ converge en topologie opérateur avec une vitesse géométrique vers
Priong, 5 soit 1€ o(Pag, Puy, — Papnas,) et (P, Pag )" converge en topologie forte

o7
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avec une vitesse arbitrairement lente vers Py, -

L’image numérique de sommes de projections orthogonales apparait aussi dans
certains problemes d’Analyse Harmonique. Le principe d’incertitude est I'idée qu’une
fonction f € L?(R) et sa transformée de Fourier fe L*(R) ne peuvent étre simul-
tanément petites. Les paires annihilantes et fortement annihilantes sont un moyen
de formuler cette idée (cf Chapitre 1). D’apreés un résultat de Lenard (voir Théo-
remes 1.12.5 et 1.12.6), on sait que (S, X)) est une paire annihilante (respectivement
fortement annihilante) si et seulement si 1 +1i € W(Ps + iPs) (respectivement
1+ie W(Ps+iPy)).

Les résultats de ce Chapitre ont fait I'objet de 'article [Klal4b].

2.2 Description de I'image numérique en fonction
du spectre

2.2.1 L’adhérence de I'image numérique comme enveloppe
convexe d’ellipses

Le but de cette section est de prouver le Théoreme 2.2.7 en utilisant une interpré-
tation des fonctions support de W (P,P;), qui est un sous ensemble convexe de C.
Cette idée apparait dans 'article de Lenard [Len72] dans un contexte différent. Nous
allons d’abord supposer que nous sommes en position générique; le cas général se

déduira facilement par la suite.

Lemme 2.2.1. Supposons que Ny et Ny soient en position générique. On note P; =
Py,, 1= 1,2, la projection orthogonale sur N;. Alors, la fonctions support de [image
numérique de PoPy a l'angle o € [0, 27| est donné par la formule suivante :

1 .
pwimpy(@) = sup  (cos(a)A + /A(1 — sin(a)2))).
)\Ga'(Pzpl)

Démonstration. Soit a € [0, 27]. On a que
pw(pp) () = sup{Re((PoPih, h) exp(—ia)),h € H, ||h|| = 1}
= sup{Re((exp(—ia) PP h,h)),h € H, ||h]| = 1}
= sup{(Re(exp(—ia) PPy )h,h) ,h € H, ||| = 1}.

En utilisant le théoréme des deux sous-espaces de Halmos (Corollaire 1.1.4), il existe
un opérateur autoadjoint 71" tel que

cos(T)? 0 cos(T)* cos(T)sin(T)
Pl ( cos(T)sin(T) 0 > PP~ < 0 0 ) '

Donc on a que

: cos(a) cos(T')? xpi9) (6g(T) sin(7T)
Re(exp(_la)P2P1) ~ < exp(Q—ioe) COS(T) Sln(T) 2 0 .

o8
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On pose

cos(a) cos(t)? o2l cos(t) sin(t) ) .

M(t, o) = o
(t,a) ( EXp(Q ) cos(t) sin(t) 0

Alors on a que Re(exp(—ia)PoPy) ~ M(T, ). Apres quelques calculs on obtient que
M(t,a) = U*(t, ) D(t,a)U(t, o) avec

_ U1 (t> Oé) 0
D(t, o) = ( 0 va(t,ar) )7
2v1 (t,a) 22 (t,ar)
_ w1 (t,a uz(t,a
U<t7 Oé) - exp(ia) 1cE)s(t)) sin(t) exp(ia)zc(os(t)) sin(t) )
uq (t,@) ug (t,a)

avec

v1(t, ) = ;(cos(oz) cos(t)? + cos(t) \/1 — sin(a)? cos(t)?)

vo(t, ) = ;(cos(oz) cos(t)? — cos(t) \/1 — sin(a)? cos(t)?)

wi(t, ) = \/4(vi(t, «))? + cos(t)? sin(t)2.

En passant a la limite quand ¢ tend vers 7, on peut vérifier que :

1 -1
T 1 =1
U(§7 Oé) = ( ex;\)/(?a) ex;)/(?a) ) :

V2 V2

On a aussi que U(t,0)U*(t,a) = U*(t,a)U(t, ) = I. Comme toutes les éléments
de U(t,«) sont des fonctions boréliennes et que 7' est un opérateur autoadjoint,
on peut définir 212’11((;2‘)), 2;22((%’0[“)), eXp(ia)ujc(’;(z))sm(T) et eXp(io‘ch();(Bsm(T). Donc on peut
définir D(T,«v) et U(T, ), et on obtient que M(T,«a) = U*(T,a)D(T,a)U(T, «)
et U(T, ) U*(T, o) = U*(T,a)U(T, ) = I. Donc M(T,«x) ~ D(T, ) = vy (T, ) ®
va(T', o). Remarquons aussi que vy (t, ) > 0 et vy(t,a) < 0 pour tout ¢ € [0, 7] et
a € [0,27] . Comme o(T) C [0, 7], on obtient la relation d’ordre suivante vy (7, o) <
0 < vy (T, ). Remarquons que les opérateurs v;(T, @) sont autoadjoints. Ainsi on a

que

pw(popr) (@) = up (Re(exp(—ia) P Py)h, h)
=1

= sup <Ul(T7 CV)ZL’,.%’>
ll=l|=1

= [[or(T; )

= sup v (to, ).
to€a(T)

Le théoreme d’Halmos implique que

2
PPP; ~ < COSE]T) 8 ) .
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On a que o (P P)\{0} = o((PoPy)P1)\{0} = o(P P, P1)\ {0}, et cos?(a(T))U{0} =
o(P,P,Py). En notant A = cos(t)? et 4;(A, a) = (cos(a)\ £ \/)\(1 — sin(a)?))), on
obtient que pw(p,p) (@) = SUPrco(p,py) V1(A, ). [

Remarque 2.2.2. En utilisant une formule dtie & Lumer [Lum61, Lemma 12|, on
obtient que

pw(pp) () = sup Re(W (exp(—ia) B Py))
hm HI — tRe(exp(—la)P2P1)H —1

t—0+ t
= tesp(—ia)PR ]~ 1
t—0+ t ’

Pour rendre la formule de W (P, P;) plus explicite, nous allons la décrire comme
I'enveloppe convexe des ellipses & (). Plusieurs de ces ellipses sont représentées dans
la Figure 2.1.

Définition 2.2.3. Soit A € [0,1]. On note &(A) I'ensemble du plan complexe déli-
mité par lellipse de foyers 0 et A, et de longueur d’axe mineur /A(1 — \).

Remarque 2.2.4. On peut décrire les ellipses &(\) différemment. L’équation carté-
sienne de la frontiere de &(\) est donnée par :

(xx—3)°* 4}
Py ey = L,
4 4

tandis que I’équation paramétrique de la frontiere de &'(\) est donnée par :

VA A AL =)

zA(t) = —cos(t) + =, wua(t) = 5 sin(t).

Lemme 2.2.5. Soit A € [0, 1]. La fonction support de lellipse & () est donnée par
la formule suivante :

peoy () = ;(cos(a))\ + \//\(1 — sin(a)?\)).

Démonstration. Soit A € [0,1]. La fonction support de &(\) relativement au point
0 est donnée par

peiny (o) = igﬂg x)(t) cos(a) + yx(t) sin(a),

ol xx(t) et yx(t) sont les paramétrisations de la frontiere des ellipses & (). Soit
g = g la fonction définie par la formule suivante :

Ira(t) = z(t) cos(a) + ya(t) sin(a)

_2 cos(a) + Q cos(a) cos(t) + ML= )

5 5 — sin(a) sin(t).
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FIGURE 2.1 — Ellipse &(\) pour A =0.1,0.2,...,0.9
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Pour calculer explicitement pe(x)(cv), nous devons simplement étudier cette fonction
pour tout « € [0, 7] car les ellipses &(A) ont y = 0 pour axe de symétrie.

Supposons que cos(a) # 0. On a que g} ,(to) = 0 si et seulement si tan(ty) =
v1 — Atan(a). Les points critiques de gy o sont donc ty = arctan(y/1 — Atan(«)) et
t; = arctan(v/1 — Atan(a)) + 7. On pose ¢y = 1,€; = —1. En utilisant les inégalités
trigonométriques standards, on obtient que

COS

\/1 taun(a)27
V1 — Atan(«) '
\/1 A) tan(a)?

. En utilisant encore une fois la trigonométrie, on obtient que :

SlIl

cos(a)
|cos(a)]

On pose €, =
1
\/1 + (1 = \) tan(«)?

/ 78111 V1 — Atan(«a)
Fayal \/1 A) tan(a)?

=\ cos(a) + €V A cos(a o c08(0)
= cos() + oV cos( )\/cos(a)2 + (1 — \)sin(a)?

€aV/1 — Asin(a)
\/Cos(oz)2 + (1 — \)sin(«)?
€0€aV/' A
\/cos(a)2 + (1 — N)sin(«)?
=\cos(a) + eoea\/x\/cos(a)Q + (1 — \) sin(«)?

=X cos(a) + €eaV A/ 1 — Asin(a)2.

Finalement, on a que

peoy () = ()\ cos(a) + VA/1 — Asin(a )

20x.0(t;) =X cos(a) + e,V A cos(a)

+ e0y/A(1 — A) sin(a)

=Xcos(a) + (cos(a)? + (1 — ) sin(a)?)

A1-N)

Supposons maintenant que cos(a) = 0. Alors gy o (t) = Y= sin(t). Dans tous
les cas, on a que
A1 —=N)
peoy(a) = s
Ainsi X
pe(a) = §(COS(O<)>\ + \/A(l — sin(a)?)\))
pour tout a. u
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Maintenant on peut prouver facilement la version en position générique du Théo-
reme 2.2.7.

Théoréme 2.2.6. Soient Ny et Ny deux sous-espaces en position générique, alors :

W(ngl) = COHV{U)\EU(pQPI)g(/\)}.

Démonstration. D’abord on note que

1 ;
pwirspy (@) = sup  S(cos(a)A £ /AL —sin(@)2))) = sup  pey(a).
Aeo(PaPy) 2 A€o (P2 Py)

Comme les fonctions supports caractérisent la fermeture d’un ensemble convexe
fermé, on se sert simplement du Lemme 1.6.3 pour conclure. O

Théoréme 2.2.7. Soient M, et My deux sous-espaces fermés de H tels que My #+ H
ou My # H. Alors l'adhérence de l'image numérique de Py, Py, est la fermeture de
Uenveloppe convexe des ellipses &(N) pour A € o(Pu, Py, ), ¢’est a dire :

W(PM2PM1) = CODV{UAEJ(PMZPMl)éO()Q}'

Ce Théoreme est juste la version dans le cas général du Théoreme 2.2.6. Pour
faire la preuve, il s’agit juste de vérifier que la formule est juste quand on "recolle
tous les morceaux de la décomposition (1.1).

Preuve du Théoréme 2.2.7. D’apres les hypotheses du théoreme, on a que M; # H
ou My # H. On utilise les notations de la décomposition orthogonale (1.1) de H.
Supposons que H = {0}. Alors Py, Py, est la somme directe de 0 et I (ou bien
c’est 'opérateur nul si M; N My = {0}). On constate facilement que &(0) = {0}
et &(1) = [0,1]. Ainsi on a W(Py,Py,) = [0,1] = conv{&(0) U &(1)}. Quand
M, N My = {0}, on a que W (Py, Pr,) = {0} = &(0).

Supposons que H # {0}, et M- N Ms # {0} (les cas M- N My # {0} et
My N Mz # {0} se traitent de maniére similaire). Sur le sous-espace Mi- N Mj-, on a
que Py, Py, = 0. L'image numérique de Py, Py, sur (M{-NM;-) @ H est conv{{0}U
conv{Ujxes(p,p)E(A)}}. Comme &(0) = {0} C &(X) pour tout A € [0, 1], I'image
numérique de Py, Pay, sur (M- N Ms) @ H est donné par conv{Uneo(p,p)& (M)}

Supposons que M; N My # {0}. Comme Py, Py, = I sur intersection M; N Mo,
Pimage numérique de Py, Py, sur (MiNMs)@ H est conv{{1}Uconv{Useo(p,p)& ()} }-
Pour tout A € [0,1] on a que 0 € &(\). Comme H # {0}, 'image numérique de
Pagy Par, sur (My N M,) @ H est conv{[0, 1] U conv{Uxeo(p,p) & (A)}}. Mais on a que
&(1) = [0,1]. Finalement, 'image numérique de Py, Py, on (My N M) @ H est
conv{U)\eO(pM2 Pu)& (A)}. Ceci prouve le Théoreme. O

Dans le cas ou Py, = I et Py, = I, on a bien évidemment que W ( Py, Pyy,) =

{1}.
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Remarque 2.2.8. Dans [CM11], Corach et Maestripieri ont montré que la pseudo-
inverse de Moore-Penrose d’un produit de deux projections orthogonales est un idem-
potent (éventuellement non borné). Dans I'autre sens, la pseudo-inverse de Moore-
Penrose d’un idempotent est un produit de deux projections orthogonales. Il est
bien connu que I'image numérique d’un idempotent est une ellipse (par exemple voir
[SS10] ou bien [TW99]). En utilisant le théoréme des deux sous-espaces d’Halmos
d’une maniere similaire, on peut montrer que ’adhérence de I'image numérique d'un
idempotent E est 'enveloppe convexe des ellipses £1()) de foyer 0, 1 et de longueur

d’axe mineure 1/%, pour A\ parcourant le spectre o(E™) de la pseudo-inverse de
Moore-Penrose E* de E, i.e. :

W(E) = conv{Uyers+)ET(N)}.

Comme ET(\) C ET(N\2), si Ay < Ao, Penveloppe convexe de ces ellipses sera juste la
plus grosse de toutes ces ellipses, et on retrouve une nouvelle preuve (plus compliqué
que les preuves connues) que W (E) est une ellipse.

2.2.2 W(P,P) quand P, P,P; est diagonalisable

Soient N; et Ny deux sous-espaces fermés dans H. On note P, = Py,. Supposons
que N; et Ny soient en position générique. Comme on I'a vu dans la preuve du
Théoreme 2.2.7, si on trouve W (P, P;) quand (N7, Ny) est en position générique, on
peut retrouver apres W(P,P;) dans le cas général.

Dans cette section, nous supposerons que H est séparable, et on fait I’hypothese
que P, P, P, est diagonalisable, dans le sens suivant.

Définition 2.2.9. On dit que P, P, P, est diagonalisable si il existe une base ortho-

normeée (hn)nEN de H et une suite de nombre réels positifs (An)neN tels que :

PiPyPix =Y A (2, ) b (3 € H).

neN

Cette définition est vérifié quand, par exemple, P, P; est un opérateur compact.
En utilisant cette hypothese de diagonalisabilité, il sera possible de décomposer
P, Py comme somme directe de matrices 2 x 2. Comme l'image numérique d’une
telle matrice est une ellipse, ceci nous permettra d’en déduire 'image numérique de
P, P;. On commence par remarquer que 0 < PiP,P; < I. Ainsi on a 0 < ;\n < 1. Le
lemme suivant caractérise quand h., € Ny.

Lemme 2.2.10. Supposons que Ny et Ny soient en position générique. On a que
1. iLnEN1<:>S\n7£O

2. hy € N & X\, =0.
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Jn

fat— —

FIGURE 2.2

Démonstration. On sait que P1P2P1ﬁn = S\nﬁn Si S\n # 0, alors iLn = ;\iPngPJLn €

N;. Si A\, = 0, alors P,P,Ph, = 0. Donc PyPih, € NN Ny = {0}, car nous
sommes en position générique. Donc P, P h,, = 0. On obtient Pk, € Ni+NN; = {0},

Pyh,, = 0 et ainsi h,, € Ni-. O

A partir de maintenant, nous allons juste avoir besoin des vecteurs h,, qui sont
dans Nj. Pour simplifier les notations, on notera ces vecteurs par (h,)nen, chacun
d’entre eux correspond a un A, non nul. Par conséquent on a P,P,Ph, = A\,h,.
Comme on a h,, € Ny, on obtient que Pih,, = h,. On note (voir Figure 2.2)

fn
Ifall

Wnp,

wn:PZhru wn fn: (I_P1>P2h/n7 ,]?n:

 lwall’

Lemme 2.2.11. On a que (wy,,wg) = OppAy €t (Wp, hi) = 6p A, 00 Oy est le
symbole de Kronecker, qui prend comme valeur 1 sin =k, et 0 sinon.
Démonstration. Pour la premiere égalité, on a que,
(W, wg) = (PyPyhy, PaPihg) = (PLPyPihy,, hi) = Ay (B, hi) = Sp ki
Pour l'autre, on a
(Wn, hie) = (PaPrhy, Prhyg) = (PyPyPihy, b)) = Ay (B, hi) = On kA
O

Corollaire 2.2.12. Soit vect{h,w} le sous-espace fermé de H engendré par h et w.
Sin # k, alors vect{h,,w,} est orthogonal a vect{hy,wy}.

Proposition 2.2.13. L’image de vect{h,,w,} par Uapplication P,P; satisfait
Py Py (vect{h,, w,}) = vect{w,} C vect{hy,w,}.

Démonstration. 11 suffit de montrer que PP (h,) et Py P;(w,) sont colinéaires avec
wy. On a que Py Py (h,) = w,. Comme h,, est un vecteur propre de P, P, Py, on obtient
que PgPl(wn) = P2P1P2P1(hn) = PQ()\nh/n) = )\nwn ]
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Lemme 2.2.14. On a que vect{h,,w,} = vect{h,, f.}.

Démonstration. Comme ces deux sous-espaces sont de dimension 2, il suffit juste de
montrer que vect{h,,w,} C vect{h,, f,}. Comme h, € vect{h,, f,}, nous devons
juste montrer que w,, € vect{hy, f,}. On a que w, = P,Ph, = PP,Ph, + (I —
P))PyPih,, = A\pyhy + fr. Donc w,, € vect{h,, f,}. O

Corollaire 2.2.15. Sin # k, alors vect{h,, f,} est orthogonal d vect{hy, fr}. De
plus,
Py Py (vect{hy, fn}) = vect{w,} C vect{hy, fn}.

Proposition 2.2.16. On a que P»(Ny) = Ns.

Démonstration. L’inclusion Py(N;) C Ny est évidente. Pour montrer que Py(Ny) D
Ny, il suffit de montrer que Py(N;)* C Ni-. Soit y € P(Ny)*. Alors pour tout
r € Ny, on a0 = (y, (z)) = (Py(y), z). Donc Py(y) € Ni-. Comme Py(y) € Ny
et Ni- NNy = {0}, on obtient que P(y) = 0. Donc y € Ni-. Ceci montre que
Py(N,)* C N O

Corollaire 2.2.17. Les vecteurs (W, )nen forment une base orthonormée de Ns.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2.11, on sait que (0, ),en est un systeme ortho-
normé dans Ns. Il reste a montrer que c’est un systeme générateur. On note qu’en

utilisant que Po(Ny) = Ny et vect{w,,n € N} = vect{w,,n € N} C Ny, I'inclusion
Py(Ny) C vect{w,,n € N} implique que

N2 = PQ(Nl) C vect{u?n,n € N} C NQ,

et donc Ny = vect{w,,n € N}. Montrons P,(N;) C vect{w,,n € N}. Pour tout
x € Ny, il existe une suite (v,) telle que x = >, v, hy,. Ainsi Po(x) = Po(X, vnhy) =
>onUnPo(hy) = X, vpw,. Finalement on a que Py(x) € vect{w,,n € N}. O

De maniere similaire on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 2.2.18. On a que (I — P)(N2) = Ni-. De plus, (f,)nen est une base
orthonormée de Ni-.

Corollaire 2.2.19. L’opérateur P, P, peut etre écrit comme somme directe de ma-
trices 2 X 2, c’est a dire :

PQPl == @ P2P1 "U@Ct{hnufn} :

neN

Démonstration. Comme f, = ”}c”H, on a que vect{hy, fo} = vect{hn, fo},, et

PyPy(vect{hy, fn}) C vect{h,, fu}.
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On a aussi que vect{hy, fn} est orthogonal & vect{hy, f} quand n # k. De plus,
(fn)nen est une base orthonormée de Ni-. On peut ecrire H comme

H =N, @ N;
= vect{h,,n € N} @ vect{ f,,n € N}
= @pvect{hn, fn}

ce qui prouve le résultat. O

Lemme 2.2.20. Dans la base grthonormée (hn, fn), la restriction de PyP; sur son
sous-espace invariant vect{hy,, f,} est donné par :

An 0
PPy ’vect{hmfn}: )\n(l — )\n) 0/

Démonstration. Comme f,, € Nit, on a que P, f, =0, donc PP, f, = 0. On peut
représenter P, Ph,, comme : PyPh, = PLP,Ph, + (I — P)PyPih, = A\hy + fr, =

Afus + | full Fa-

Pour finir la preuve, il faut montrer que ||f|| = /An(1—=X,). On a || fo]l* =
I(I = POPaPihy|* = [[PePibnl* = (|PLPoPibal|* = (PiPaPili b)) = [Ahal® =
A — A2 O

Remarque 2.2.21. Comme 0 < PP, < I, on a que 0 < )\, < 1 pour tout n.
Il existe 6, tel que 0 < 6, < 5 et cos(f,)* = A,. Maintenant on peut réécrire
PP |M{hn,f~n} comme :

B cos(6,)? 0
P2P1 |vect{hmfn}_ ( COS(@H) Sin(en) 0 > .

Cette matrice correspond a la composition de deux projections orthogonales dans le
plan, qui projettent sur 2 droites d’angle 6,,.

Corollaire 2.2.22. L’%mage numérique W(PoP1 | e, f.y) €st Uellipse &(N,).

Démonstration. C’est une conséquence de lemme de I'ellipse pour I'image numérique
d’une matrice 2 x 2. O

Le corollaire suivant est une version "en position générique" du Théoreme 2.2.24.

Corollaire 2.2.23. Soient (N1, Ny) deuz sous-espaces en position générique tels
que Py Py Py soit diagonalisable, alors l'image numérique W(PoPy) est l’enveloppe
convezxe des ellipses &(N\) pour tous les N\ qui sont des valeurs propre non nulles
PPy, c’est a dire :

W(P2P1> = CODV{U)\eUp(pzpl)\{Q}g()\)}.
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Démonstration. D’apres le Corollaire 2.2.19, on a que H = EBnngect{hn, fn}. Soit
T = @pent, un vecteur de H tel que x,, € vect{h,, f,} et ||x|| = 3N ||acn||2 =1

Alors (PoPiz,x) = Ser (PaPitn, ) = Loen |l® 27555 Doapres le Corol-

laire 2.2.22, on a que % € &(An). Donec W(PyPy) C conv{Uxeo,(pr 0\ 0} (A)}-

Soit (e )nen une suite telle que ay, € [0, 1] et >, @ = 1. Soit (€,,)nen une suite
telle que €, € &(\,). D’apres le Corollaire 2.2.22, il existe des x,, € vect{h,, fn}
tels que ||z,|| = 1 et €, = (PaPiy, T,). Soit & = Y ,cn Qny, alors (PyPix,x) =
> oneN €. Donc conv{Uxe,, (pp )\ (036 (N} C W (PPy). O

Théoréme 2.2.24. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient My et My deux
sous-espaces fermés de l’espace de Hilbert H tels que My # H ou M, # H. Si
Py, Py, Py, est diagonalisable, alors l'image numérique W (P, Pay,) est Uenvelloppe
conveze des ellipses &(N), avec les X parcourant les valeures propres de Py, Py, , ¢’est
a dire :

W(PM2PM1) = CODV{U)\GUp(P]vIQP]Ml)g(A)}'

En utilisant la méme preuve que dans le Théoreme 2.2.7, on peut déduire le
Théoreme 2.2.24 a partir du Corollaire 2.2.23.

Grace au Corollaire 2.2.23, on peut voir qu’en général I'image numérique d’un
produit de projection n’est pas fermé.

Exemple 2.2.25. Soient (N7, N3) deux sous-espaces en position générique, et on
note Py, = P;. Supposons que P, PP, est diagonalisable. De plus, supposons qu’il
existe une base orthonormale (h,),en+ de N; telle que pour tout = € H on ait

1
PP Pz = (1 - — 1) (2, ho) .

neN*

Alors on a que 0,(P,P1) = {1 — =5,n € N} U {0} et o(PPy) = 0,(PP) U
{1}. Ainsi par le Corollaire 2.2.23 et le Théoreme 2.2.7, on a que W (PP,) =
conv{Uxeo, PP\ {0} 6 (A) } et W(PPy) = conv{Uxeo(py, Prr )6 (A}

On a que 1 € W(PP) mais 1 ¢ W(P,P;). Remarquons que 1 € &(\) si et

seulement si A = 1. On a que (voir la remarque 2.2.4)

JZI_L(O):E( 1-— L

n+1 2

1 —
n—|—1+ n+1

ye & — nil) C W(PP).

Comme lim,, o 1 ( )=1OnaqueleW(RP).

Supposons que 1 E W(PgPl) Alorsil existe z € H tel que ||z|| = let (P Pix,x) =
1. Comme 1 = |[(P Pz, x)| < ||PaPiz| ||z]] < 1,onaque [(PPx,z)| = || PPz ||z,
donc il existe A tel que PoPyz = Az. On a que 1 = (PPyz,z) = A (x,z) = A. Donc
A =1¢€ og,(P2Py). Ceci contredit ’hypothese que 1 ¢ 0,(P,P;), donc 1 ¢ W(PPy).

Exemple 2.2.26. Il existe des exemples non triviaux ou P PP n'admet que 0
comme valeure propre (et donc P, P, Py n’est pas diagonalisable). Soit T' € B(L?([0,1]))
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l'opérateur défini par T'f(x) = xf(z). On peut facilement montrer que 7' est une
contraction autoadjointe et positive sans valeur propre, avec Ker(I — T') = {0} et
o(T) = [0,1]. Si on pose C = T"? et S = (I — T)"?, on peut voir facilement que
C et S sont des contractions injectives et positives sans valeur propre telles que
C?+ 5% = 1. De plus C et S commutent. On pose H = L*([0,1]) & L*([0,1]) et

I 0 c s
Pl:(o O)’P2:<CS s? )

Alors P, et P, sont des projections orthogonales sur des sous-espaces qui sont en

position générique, et
c? 0
PPP = ( 00 ) .

Supposons qu’il existe f &g € H et A € o(PPy) tels que PLP,Pi(f ®g) = AN f D g).
Alors z f(x) = Af(x) presque partout, et 0 = Ag(x). Ceci implique que A =0 et f =
0. Donc 0 est la seule valeure propre de Py P,P;. Cependant on a que o(P,P2P;) =
o(T)u{0} =10,1].

Remarque 2.2.27. A la fin de [Nee99], I'auteur demande si ||P,Pi||* est un point
d’accumulation de valeurs propres et si le spectre P, P; sans zéro consiste seulement
de valeurs propres. L’exemple précédent répond négativement a ces deux questions.

2.2.3 Localisation de W (P,P))

Dans cette section, nous allons donner des moyens pour localiser W (P.P;) si on
ne connait pas le spectre de P, P;. On commence par cette simple conséquence du
Théoreme 2.2.7.

Corollaire 2.2.28. Soient Py, Py deux projections orthogonales. On a que :

W (P2Py) C conv{Uxep,116 (N}

Démonstration. Si P, = P, = I, c’est clair puisque W(I) = {1}. Maintenant
supposons que P, # [ ou P, # I. En utilisant le Théoreme 2.2.7 et le fait que
o(PPr) C [0,1], on al'inclusion conv{Uxeo(py, Prs, )6 (M)} C conv{Uxepp&(A)}. O

Ce corollaire nous dit que si on peut inclure conv{Uxc11&(A)} (voir Figure
2.3) dans un sous ensemble de C, alors pour n’importe quel paire de projections
orthogonale P;, P, on peut inclure W (P, P;) dans le méme sous ensemble. Le lemme
suivant est un exemple de localisation de I'image numérique qui utilise le Corollaire
2.2.28.

Lemme 2.2.29. Soient P, et Py deux projections orthogonales. Alors W (PyPy) est

un sous ensemble du rectangle dont les cotés sont x = —%, r=1y= % ety = —i.
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FIGURE 2.3 — convyepo,1{&(\)}
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Démonstration. En utilisant le Corollaire 2.2.28 et les équations paramétriques de
la frontiere de & () (voir remarque 2.2.4), on peut montrer que pour tout ¢t € R et
pour tout A € [0,1], on a que —g < z\(¢) < 1et —; < ya(t) < 5. O

Michel Crouzeix a montré dans [Cro08] que l'image numérique d’un produit de
projections est inclus dans un secteur du plan complexe de sommet 1.

Théoréme 2.2.30 ([Cro08]). Soient Py, P, € B(H) deux projections orthogonales.
On a que

W(P,P) C {z € C,|arg(l — 2)| < =}.

SE

La Proposition suivante est une amélioration du résultat de Michel Crouzeix.

Proposition 2.2.31. Soient My et My deux sous-espaces fermés d’un espace de
Hilbert H. On a l'inclusion suivante :

COS2(M1,M2) }

W(PM2PM1) C {Z S (C, \arg(l — Z)’ < arctan(d 1 COS2(M1 M2)

Cette proposition implique que l'opérateur Py, Py, est un opérateur de Ritt
de type arctan(,/%). On invite le lecteur & regarder [Le 12| pour plus

d’informations sur les opérateurs de Ritt.

Preuve de la Proposition 2.2.31. Supposons que 'on ait trouvé 6, tel que
EN) Cc{z e C,larg(l — 2)| < 6,}
pour tout A € [0, 1]. En prenant § = sup{6, : A\ € o(P,P;)}, on obtiendra que
W (PyPy) C conviaeo(pp)16(N)} C {2z € C, |arg(l — z)| < 6}.

Remarquons d’abord que &(0) = {0} et &(1) = [0, 1]. Donc on a que 6y = 0; = 0.
Pour A €]0, 1], on note (x(t), ya(t)) la paramétrisation de la frontiere de &'(\) donné
dans la remarque 2.2.4. On note 0, (t) 'angle entre la droite qui passe par les points
0 et 1 et celle qui relie les points 1 et (z(t),yx(t)). On a que ) = sup,cg |0 (t)], et

ya(t) AL = A)sin(?)

tan(0:(t)) = L—ay(t) 2—A— VA cos(t)

En dérivant tan(#,(t)), on voit que ¢y est un point critique si cos(tg) = % Donc
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on a que

M1 =) /1 — 52

tan(6,) = (@-A)*
g 2 \— \/X(QV_XM
VAL =) /(2= )2 =
- (2= A)2— A

S =)
NS
NSYEEEY

~~

V4 — B\ + N2

Comme 0 = sup,c,(p,p,) Or, on a que tan(0) = supe,(p,p )\ (1} \/%. Finallement on
conclut en utilisant le Lemme 1.2.11. O

Remarque 2.2.32. On obtient comme conséquence de ce résultat que 'image numé-
rique d’un produit de deux projections orthogonale est inclus dans un secteur de
sommet 1 et d’angle § ([Cro08]). De plus le résultat de la Proposition 2.2.31 est op-
timal, dans le sens ou si § < arctan(

dans {z € C, |arg(1 — 2)| < 0}.

2 , .
%), alors W (P,Py) n’est pas inclus

2.2.4 Quelques exemples

Soient Pi, P, deux projections orthogonales. Le spectre o(P,P) est toujours un
sous-ensemble compact de [0, 1]. Dans cette section, nous allons étudier le probléme
spectral inverse suivant : soit K un sous ensemble compact de [0, 1] ; quand peut-on
trouver deux projections orthogonales P; et P, telles que o(P,P;) = K 7 Nous allons
voir que c’est possible si et seulement si 0 € K ou bien K = {1}.

On commence avec le cas K = {1}.

Proposition 2.2.33. Soient M, et My deux sous-espaces de H. Si0 n’appartient pas
a 0(Py, Puy), alors on a que My = My = H, Py, = Py, =1 et o(Py, Payy) = {1}

Démonstration. On décompose H comme dans (1.1) :
H= (M NM)& (M NMy)® (M0 M) (M{-n M) H.
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Alors
Pu,Pyy =1300005 08 RP;.

Comme 0 n’appartient pas & (P, Py ), on obtient MiNMjy- = Mi-NMy = Mi"NM;- =
H = {0} (sinon Py, Py, aurait un noyau non trivial). On a donc que H = M; N My
et Ml = M2 =H. Ainsi P]\/[1 = PM2 =71 et O'(PM2PM1) = O'([) = {1} O

Maintenant on suppose que 0 € K.

Théoreme 2.2.34. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit K un sous ensemble
compact de [0,1] tel que 0 € K. Alors il existe deux projections orthogonale Py, Py
agissant sur H telles que o(PoPy) = K. De plus PP, P, est diagonalisable.

Démonstration. Comme K est un sous ensemble compact de [0, 1], il existe une
suite (A,) dans K telle que {\,,n € N} = K. Pour tout n € N, il existe un unique
0, € [0, 3] tel que A, = cos(f,)?. Soit (e, )nen une base orthonormée de H. On note
B = €an,y fn = Cops1 €t Wy = cos(0y,)ea, + sin(6,)eanq1. Soit Ny = vect{h,,n € N}
et Ny = vect{w,,n € N} (voir Figure 2.2). Alors on a que Pih,, = hy,, Pif, =0 et
Pyh,, = cos(6,)%h,, + cos(6,,) sin(Qn)fn, Pyf, = cos(0,,) sin(6,,)h, + sin(@n)an. Ainsi
Py Pih,, = cos(0,)?h, + cos(6,,) sin(@n)fn et P,P, f,, = 0. Nous avons alors

PP = @ PPy |sgaqn,

neN

PN ( Cosf§:>(2?r)12(9n> ; ) |

neN

On a aussi 0(P2P;) = {cos(6,)?,n € N} U{0} = {\,,n e N} U{0} = K. O

Remarque 2.2.35. On a prouvé dans la section précédente l'inclusion suivante :
W (PyP;) C conv{Uxcjo11&'(A)}. 11 existe des exemples ou cette inclusion est une
égalité. D’apres le Théoreme 2.2.7, on a juste besoin de deux projections telles que
o(PyP;) = [0, 1]. Les projections de I'exemple 2.2.26 font I'affaire, mais P P, P; n’est
pas diagonalisable. Avec le Théoreme 2.2.34, on peut aussi construire un exemple
tel que PP, P, soit diagonalisable et o(PyP;) = [0, 1].

Remarque 2.2.36. Comme on connait les formes possibles pour (P, P; ), le Théoreme
2.2.7 nous donne toutes les formes possibles pour W (P,P;).

Remarque 2.2.37. En utilisant la paramétrisation de la frontiere de &(\) (voir Re-
marque 2.2.4), on peut montrer que pour tout A € [0,1], &(\) C &(3). Soit
Ky, =10, i] and K, = {0, i} D’apres le Théoreme 2.2.34, il existe des projections
orthogonales Py, P5, Q1, Q)2 telles que o(PyP) = K et 0(Q2Q1) = K,. De plus, on
a que :

W(PP) = Conv{U/\E[Oé]é"(/\)} = é"(i) = conv{&(0) U é"(i)} = W (Q2Q1).

Ceci montre que tous les points du spectre de P, P, qui sont inférieurs a i ne sont
pas déterminés de maniere unique par l'image numérique. Nous allons voir dans
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la prochaine section que la situation est différente pour des valeurs spectrales plus
grandes que i.

2.3 Le spectre de P, P, en fonction de I’image nu-
mérique

2.3.1 La relation entre le rayon spectral et le rayon numé-
rique

Dans cette section nous allons montrer la proposition suivante, et la comparer avec
la formule de Kittaneh (voir Théoreme 1.4.5).

Proposition 2.3.1. Soient My, My deus sous-espaces fermés de H. Le rayon nu-
mérique et le rayon spectral de Py, Py, sont reliés par la formule suivante

w(Py,Par,) = ; (,/T(PszMl) + T(PMQPMl)) .

Preuve de la Proposition 2.3.1. Si M, = My = H, c’est vrai. Maintenant on suppose
que My # H ou My # H. En combinant la définiton du rayon numérique avec le
Théoreme 2.2.7, on obtient :

w(PP))= sup |w|= sup |w|= sup lw| .
weW (P2 Pr) weW (P Py) weE (X)), €0 (P2Pr)

D’abord on calcule sup,cs(y) [w| pour un A fixé. On note (xx(t), ya(t)) la para-
métrisation de la fronticre de &(\) donnée dans la remarque 2.2.4. On a que

sup |w| = sup \/:c,\(t)2 + ya(t)?
wes(N) teR

et 23(1)2 + ya(t)? = (A2 cos(t)? + 2Av/Acos(t) + A). Donc

sup |w| = \/i (/\2+2)\\/X+/\) = ;(/\%—\/X)

weE(N)
Finalement,
1 1
w(PyPy) = sup w = sup A+ VA = =(r(BP) 4+ \/r(BP)).
( ) wE£(A),AEU(P2P1)| | A€o (P2 Pr) ( ) 2( ( ) m)

]

Remarque 2.3.2. La formule de Kittaneh (voir Théoréme 1.4.5) nous dit que pour
n’importe quel opérateur 7', on a I'inegalité suivante :

Y.

o(T) < ; (HTH + |
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Nous allons comparer la Proposition 2.3.1 avec la formule de Kittaneh quand T =
PyPy. Si My N My, # {0}, alors 1 est valeur propre de P»P;. Donc ||PPi|| =

”(PQP1)2|| = 1, T(Pzpl) =1 et w(PQPI) = 1. Ainsi w(PQPI) = %( T(PQPl) +
r(PPr)) = (| PPyl + ||(P2P1)2||%) et dans ce cas, 'inégalité de Kittaneh est une
égalité.
Si MiNM, = {0}, alors d’apres le Lemme 1.2.7 on a que ||( P, P;)"|| = cos(My, My)*"~1
et ||P PP = cos(My, My)? = r(PPoPy) = r(PyP)). donc on a que w(PP)) =
1
l(\/ r(PyPr)+r(PePr)) = 5(cos(Mi, Ma)+cos(My, Mz)?) et aussi 5 (| PP [|+[(PaF1)?]2) =
(cos(Ml,Mg) + cos(My, My)2). Si cos(My, My) < 1, alors

%>.

OS
3
2

1
w(PaPr) < 5 (IR + | (P

Donc dans ce cas, I'inégalité de Kittaneh est stricte.

2.3.2 Retrouver o(P,P,) a partir de W(PP,) (et W(Py(I — Py)))

Contrairement aux sections précédentes, ou 'on a décrit W (P, P;) en fonction de
o(P,Py), le but de cette section est d’obtenir des informations sur le spectre de
P, Py a partir de son image numérique. On donne une idée de comment y parvenir.
On pose go(A) = 3(cos(a)\ + \/)\(1 —sin(a)?))), alors on a que pw(pp)(e) =
SUDeo(p, 1) Ja(A). On va se servir des fonctions supports pour identifier si I'ellipse
& () est dans I'image numérique. Si ¢’est le cas, alors A sera dans le spectre. On note
& I'adhérence de conv e 11{&'(A) }. Par le Corollaire 2.2.28, on a que W (PP,) C .77,
done sup)e,(p,pp) 9a(A) = pw(p,p)(@) < pr(a) = supyepq) ga(A). La continuité de
la fonction g,(-) et la compacité de o(P,P;), nous garantie I'existence d’un point
Ao € o(PyPy) tel que pw(pp) (@) = ga(Xo). Avec cette information, nous sommes
capables de trouver une formule explicite pour ps(«). De plus, nous verrons que
I'égalité pw (p,p () = por(a) est équivalente a la présence d'un unique point Ag
(qui dépend seulement de «) dans le spectre de P, P;.

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit
un point critique de g, (A).

Lemme 2.3.3. Soit Ay €]0,1] et « €]0,7[. Alors Ny est un point critique de g, i
et seulement si on a :
a = 2arcsin(y/1 — A sin(«@)?).

Démonstration. On a g, (\) = 3(cos(a) + M) Donc g/, (A\) = 0 si et

A(1—sin(a)2))
seulement si v/ cos(ar) = \/m —+/1 = Asin(a)?. Onnote X = /1 — sin(«
On a que ¢, (\) = 0 si et seulement si Slin(f)g cos( ) = 5% — X, ou bien, de
maniere équivalente, si et seulement si cot(a) = % On pose X = sin(7y)

1—2sin(y)?
2sin(7y) \/l—sin(7)2

et on obtient que cot(a) = = cot(27). Comme A € [0, 1], on a que
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X € [|cos(a)], 1], et v € [arcsin(|cos()]), 5] C [0, 5]. Donc 2y € [0, w1]. Ainsi g, (\) =

0 si et seulement si v = 2, si et seulement si v = 2arcsin(y/1 — Agsin(a)?). O

Le corollaire suivant nous dit que les fonctions support de W (P, Py) pour a €]0, ]
ne donnent aucune information intéressante sur o (PP ).

Corollaire 2.3.4. Si o € [0, 3], et Ay €]0,1[, alors Ao n’est pas un point critique de
Ja-

Démonstration. On a juste besoin de vérifier que la condition du Lemme 2.3.3 n’est
pas vérifiée. Si Ay €]0, 1], alors 2arcsin(y/1 — Agsin(«)?) €] arcsin(|cos(a)|), 7[. Si «
vérifie la condition du Lemme 2.3.3, alors a €] arcsin(|cos(a)|), 7[. On veut savoir
quand on a o = 2arcsin(|cos(a)|) ? Si @ = 2arcsin(|cos(a)|), en utilisant quelques
formules trigonométriques, on obtient que sin(«) = 2 |cos(«)|sin(a). Donc |cos(a)| =

5. Si o = %, alors 2arcsin(|cos(a)]) = 5 = a. Si a = &7, alors 2arcsin(|cos(a)|) =
7 # a. Autrement dit, o = 2arcsin(|cos(a)|) si et seulement si a = %. De plus si
a € [0, %], alors on a o < 2arcsin(|cos(a)|), donc g, n’a pas de points critiques sur
10, 1[. O

La proposition suivante nous dit que pw(p,p,)(cr) possede des informations sur
o(PyPy) quand o € [%, 7).

1+cos(a)
2sin(a)? *

Proposition 2.3.5. Sia € [3, 7], alors le seul point critique de g, est Ao =

Démonstration. D’apres le Lemme 2.3.3, on sait que A est un point critique de g,
si et seulement si a = 2arcsin(y/1 — Asin(a)?). On compose de chaque coté de
I'inégalité par la fonction sinus et on utilise quelques formules trigonometrique pour
obtenir que sin(a) = 2y/1 — Asin(a)2v/Asin(a). En divisant chaque coté par sin()
et en élevant au carré, on obtient que 4\? sin(a)? — 4\ + 1 = 0. Cependant si A est

un point critique de g,, alors A = 12;01?;52) ou bien A = 12;3)(2(?2) Si\= ;ﬁf(sg)é), alors

2arcsin(y/1 — Asin(a)?) = 2 arcsin( ;(1 + cos()))

=2 arcsin(cos(%))

# .

Le Lemme 2.3.3 dit que A n’est pas un point critique de g,. Si A = 1;;?&5?2), alors
. ; . 1
2arcsin(y/1 — Asin(«)?) = 2 arcsin( 5(1 — cos(a)))
=2 arcsin(sin(%))
= q.
D’apres le Lemme 2.3.3, A est un point critiq