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Résumé

Résumé (français)
Dans cette thèse en théorie des opérateurs, on s’intéresse aux projections orthogo-
nales, à l’image numérique d’un opérateur agissant sur un espace de Hilbert, au
principe d’incertitude, au problème du sous-espace invariant et aux perturbations
d’opérateurs diagonaux.

Après un premier chapitre introductif, on s’intéresse à l’image numérique d’un
produit de projections orthogonales et aux applications possibles. On donne une
formule explicite de l’image numérique d’un produit de projections orthogonales en
fonction de son spectre. On montre comment reconstruire une partie du spectre d’un
produit de projections à partir de son image numérique. Comme conséquence, on
donne de nouvelles caractérisations de vitesse de convergence dans la méthode des
projections alternées (Théorème de von Neumann - Halperin), ainsi qu’une nouvelle
caractérisation de paires annihilantes (qui est une formulation du principe d’incer-
titude).

Dans le chapitre suivant, on s’intéresse aux différences de projections orthogo-
nales. On discute de la caractérisation des opérateurs qui peuvent s’écrire comme
différence de projections orthogonales. On applique ces résultats en écrivant certains
opérateurs unitaires (dont l’opérateur de décalage bilatéral) comme combinaisons
linéaires de projections orthogonales. Puis on applique encore ces résultats en éta-
blissant de nouveaux principes d’incertitudes pour des polynômes orthogonaux, ce
qui améliore un résultat récent de W. Erb.

Dans la dernière partie de cette thèse, on démontre l’existence des sous-espaces
hyperinvariants pour certaines perturbations compactes d’opérateurs de multiplica-
tion. Ceci représente une généralisation des résultats antérieurs de Fang-Xia et de
Foias-Jung-Ko-Pearcy. Enfin on construit des perturbations de rang un d’opérateurs
diagonaux sans valeur propre, ce qui constitue une réponse à un problème ouvert
dû à E. Ionascu.
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Around orthogonal projections: numerical range,
uncertainty principle and the invariant subspace

problem

Abstract
In this PhD thesis in Operator Theory, we are interested in orthogonal projections,
numerical ranges of operators acting on a Hilbert space, uncertainty principles, the
invariant subspace problem and perturbations of diagonal operators.

After an introductory chapter, we investigate the numerical range of a product
of two orthogonal projections and possible applications. We give an explicit formula
of the numerical range for a product of orthogonal projections depending on its
spectrum. We show how to reconstruct some parts of the spectrum of the product
of orthogonal projections from its numerical range. As a consequence, we give new
characterizations of the speed of convergence in the method of alternating projections
(von Neumann-Halperin like Theorems), and a new characterization of annihilating
pairs (which is a formulation of the uncertainty principle).

In the next chapter, we study differences of orthogonal projections. We give
a caracterisation of operators that can be expressed as a difference of orthogonal
projections. We apply these results to some unitary operators (including the bilateral
shift) by writing them as linear combinations of orthogonal projections. Then we
apply again these results by establishing a new uncertainty principle for orthogonal
polynomials, improving recent results of W. Erb.

In the last part of this thesis, we prove the existence of hyperinvariant subspaces
for some compact perturbations of multiplication operators. This generalize former
results of Fang-Xia and Foias-Jung-Ko-Pearcy. Finally, we show the existence of
rank-one perturbations of diagonal operators without eigenvalues, solving in this
way an open problem of E. Ionascu.
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Introduction

Dans le premier Chapitre on décrit le contexte et on rappelle quelques résultats
existants. Le deuxième Chapitre porte sur l’image numérique d’un produit de pro-
jections orthogonales et sur certaines applications. Le troisième Chapitre traite des
différences de projections orthogonales et de certaines conséquences. Le quatrième
Chapitre discute de l’impossibilité d’utiliser quelques outils d’algèbres de von Neu-
mann pour caractériser la convergence forte dans la méthode des projections aléa-
toires. Dans le cinquième Chapitre, on construit des sous-espaces invariants pour
certaines perturbations compactes d’opérateurs de multiplication. Dans le sixième
Chapitre, on établit l’existence de perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux
sans valeurs propre. En rappelant que le problème du sous espace invariant peut
être reformulé en tant qu’un problème d’existence de sous espace invariant commun
à P et Q, où P est une projection orthogonale et Q un idempotent, on peut dire
que cette thèse porte sur divers aspects des projections orthogonales.

Dans le premier Chapitre, on commence par rappeler le théorème des deux sous-
espaces d’Halmos. C’est un ingrédient essentiel dans les preuves des Chapitres 2
et 3. Ensuite on introduit la notion de cosinus de l’angle de Friedrichs. C’est une
notion importante, qui apparait à la fois dans la méthode des projections alternés et
aussi pour quantifier certains principes d’incertitudes. On donne quelques propriétés
classiques sur ce dernier et on donne une nouvelle preuve d’une interprétation spec-
trale du cosinus de l’angle Friedrichs (Lemme 1.2.11). Ensuite on introduit l’image
numérique et le rayon numérique d’un opérateur agissant sur un espace de Hilbert.
On continue en introduisant les notions d’enveloppe convexe et de fonction support
d’un ensemble convexe. Ces notions sont très utiles pour étudier l’image numérique
d’un opérateur puisque l’image numérique est toujours convexe.

Ensuite on explique la méthode des projections alternés et la méthode des pro-
jections aléatoires. On discute de leur vitesse de convergences et on rappelle les
résultats récents de Catalin Badea, Sophie Grivaux et Vladimir Müller à propos de
la vitesse de convergence dans la méthode des projections alternés [BGM]. De nou-
velles caractérisations de la vitesses de convergence dans la méthode des projections
alternés seront discutées à la fin du Chapitre 2. De plus, on discutera de convergence
forte de la méthode des projections aléatoires dans le Chapitre 4.

On continue par des rappels sur le principe d’incertitude. On définit la notion
de paires (fortement) annihilantes et on discute de quelques propriétés classiques.
De nouvelles caractérisations des paires (fortement) annihilantes seront données à
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la fin du chapitre 2. Nous rappelons ensuite les résultats de Lenard [Len72] sur
l’image numérique de P + iQ. On y explique le lien entre ses résultats et les paires
(fortement) annihilantes. Puis on présente des résultats récents de W.Erb [Erb13]
sur un principe d’incertitude pour certains polynômes orthogonaux. Ces résultats
seront améliorés à la fin du Chapitre 3.

On finit le Chapitre 1 en rappelant le problème du sous-espace invariant, et
quelques résultats classiques.

Le Chapitre 2 porte sur l’étude de l’image numérique d’un produit de projections
orthogonales. Le premier résultat est une formule exacte pour la fermeture de l’image
numérique W (PM2PM1), exprimée comme l’enveloppe convexe de certaines ellipses
E (λ), paramétrées par des points du spectre (λ ∈ σ(PM2PM1)). On commence par
définir ces ellipses.

Définition 0.0.1 (Définition 2.2.3). Soit λ ∈ [0, 1]. On note E (λ) l’ensemble du
plan complexe délimité par l’ellipse de foyers 0 et λ, et de longueur d’axe mineur√
λ(1− λ).

Théorème 0.0.2 (Théorème 2.2.7). Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de
H tels que M1 6= H ou M2 6= H. Alors l’adhérence de l’image numérique de PM2PM1

est la fermeture de l’enveloppe convexe des ellipses E (λ) pour λ ∈ σ(PM2PM1), c’est
à dire :

W (PM2PM1) = conv{∪λ∈σ(PM2PM1 )E (λ)}.

La preuve utilise de manière essentielle le théorème des deux sous-espaces d’Hal-
mos (Théorème 1.1.3). Nous allons utiliser une approche complètement différente
pour décrire l’image numérique (sans la fermeture) de T = PM2PM1 en faisant l’hy-
pothèse supplémentaire que l’opérateur autoadjoint T ∗T = PM1PM2PM1 est diago-
nalisable (voir la Définition 2.2.9). Dans ce cas, l’image numérique W (T ) est l’en-
veloppe convexe des mêmes ellipses cette fois paramétrées par le spectre ponctuel
σp(T ) de T = PM2PM1 .

Théorème 0.0.3 (Théorème 2.2.24). Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient
M1 et M2 deux sous-espaces fermés de l’espace de Hilbert H tels que M1 6= H ou
M2 6= H. Si PM1PM2PM1 est diagonalisable, alors l’image numérique W (PM2PM1)
est l’envelloppe convexe des ellipses E (λ), avec les λ parcourant les valeures propres
de PM2PM1, c’est à dire :

W (PM2PM1) = conv{∪λ∈σp(PM2PM1 )E (λ)}.

Concernant la relation entre le rayon numérique et le rayon spectral d’un produit
de deux projections orthogonales, on montre le résultat suivant.

Proposition 0.0.4 (Proposition 2.3.1). Soient M1,M2 deux sous-espaces fermés de
H. Le rayon numérique et le rayon spectral de PM2PM1 sont reliés par la formule
suivante

ω(PM2PM1) = 1
2

(√
r(PM2PM1) + r(PM2PM1)

)
.
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La preuve est une application du Théorème 2.2.7. La formule ainsi obtenue est
meilleure que l’inégalité de Kittaneh (Théorème 1.4.5) quand l’angle de Friedrichs
(Definition 1.2.2) entre M1 et M2 est strictement positif.

Les Théorèmes 2.2.7 et 2.2.24 peuvent servir à localiser W (PM2PM1) même si on
ne connait pas le spectre de PM2PM1 . On donne ici une conséquence importante de ces
résultats à propos de l’inclusion de W (PM2PM1) dans un secteur de sommet 1 dont
l’ouverture est exprimée en fonction du cosinus de l’angle Friedrichs cos(M1,M2)
entre les sous-espacesM1 etM2. C’est un raffinement du résultat de Michel Crouzeix
[Cro08] pour un produit de deux projections orthogonales.

Proposition 0.0.5 (Proposition 2.2.31). Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés
d’un espace de Hilbert H. On a l’inclusion suivante :

W (PM2PM1) ⊂

z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ arctan(

√√√√ cos2(M1,M2)
4− cos2(M1,M2))

 .
On considère ensuite des problèmes spectraux inverses et on construit des exemples

de projections orthogonales tels que leur spectre est un ensemble compact dans [0, 1].
Ces exemples généralisent en dimension infinie les résultats que Nelson et Neumann
[NN87] ont obtenus en dimension finie. On va aussi donner deux exemples qui vont
répondre à deux questions ouvertes énoncées dans un article de Nees [Nee99].

Le résultat suivant permet de reconstruire σ(PM2PM1) ∩ [1
4 , 1], les points du

spectre qui sont plus grands que 1
4 , quand l’adhérence de l’image numérique de

PM2PM1 est connue.

Théorème 0.0.6 (Théorème 2.3.8). Soit α ∈ [π3 , π]. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. 1
2(1−cos(α)) ∈ σ(PM2PM1) ;

2. sup{Re(z exp(−iα)), z ∈ W (PM2PM1)} = 1
4(1−cos(α)) .

En fait, il est possible de reconstruire le spectre σ(PM2PM1) en entier à partir de
W (PM2PM1) et W (PM2(I − PM1)).

Finalement, on va expliquer pourquoi le fait que 1 ∈ W (PM2PM1) est relié à
la vitesse de convergence arbitrairement lente dans le Théorème de von Neumann-
Halperin et on va donner de nouvelles caractérisations des paires annihilantes et
fortement annihilantes en fonction de W (PSPΣ).

Le Chapitre 3 discute de différences de projections orthogonales. Un résultat
de Crimmins (voir [CM11] ou [RW69]) dit que T est un produit de projections
orthogonales si et seulement si T 2 = TT ∗T . Gustavo Corach a demandé si il existe
un analogue de ce résultat pour des différences de projections orthogonales. On
commence ce chapitre on va répondre par la négative à cette question. On commence
par prouver que pour tout polynôme non commutatif à deux variable p ∈ C[x, y], si
p(T, T ∗) = 0 pour toutes les différences de projections orthogonales, alors p(T, T ∗) =

13
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0 pour tous les opérateur T autoadjoints. On montre finalement qu’il n’existe pas
de polynôme non commutatif p(x, y) tel que p(T, T ∗) s’annule si et seulement si T
est une différence de projections orthogonales.

Dans la suite de ce chapitre on présente une caractérisation des opérateurs qui
peuvent s’écrire comme différence de deux projections orthogonales. Notre caracté-
risation, semblable à la caractérisation de Davis (voir [Dav58]), utilise le théorème
des deux sous espaces d’Halmos. Elle permet, via l’interprétation géométrique de la
construction, de reconstruire explicitement les deux projections P et Q qui réalisent
la décomposition T = P −Q.

On illustre ensuite ce résultat en montrant que certains opérateurs unitaires
(dont le shift bilatéral, voir aussi le Corollaire 3.5.1) peuvent s’écrire sous la forme∑3
k=0(i)kPk.

Proposition 0.0.7 (Corollaire 3.6.3). Soit µ une mesure borélienne sur T telle que
pour tout borélien A ⊂ T on ait que µ(A) = µ(−A). Soit U : L2(T, µ) → L2(T, µ)
l’opérateur défini pour tout f ∈ L2(T, µ) par Uf(eiθ) = eiθf(eiθ). Alors, il existe 4
projections orthogonales PRe, QRe, PIm et QIm telles que U = PRe−QRe+iPIm−iQIm.

On finit ce chapitre en généralisant le principe d’incertitude de Erb.

Théorème 0.0.8 (Théorème 3.7.5). Soit Π une projection orthogonale sur un sous-
espace engendré par un nombre fini de polynômes. Si supp(w) = [−1, 1], alors il
existe une constante c = c(w,Π) > 0 telle que pour tout f ∈ L2([−1, 1], w) on ait
que

‖f‖2 ≤ c
(
(‖f‖2 − ε(f)) + ‖(I − Π)f‖2

)
,

autrement dit
‖f‖2 ≤ c

(
〈(I −Mx)f, f〉+ ‖(I − Π)f‖2

)
.

Un des ingrédients essentiel de la preuve est d’écrire l’opérateur de multiplication
Mx comme différence de projections orthogonales.

Dans le Chapitre 4, on discute de méthode des projections aléatoires et d’al-
gèbres de von Neumann. Davis [Dav55] a construit 3 projections orthogonales qui
engendrent B(H) comme algèbre de von Neumann. Il a aussi montré qu’il faut au
moins 3 projections orthogonales pour engendrer B(H) comme algèbre de on Neu-
mann. Plus tard, Sunder [Sun88] a montré que l’on pouvait prendre n projections
orthogonales (n ≥ 3) telles que ces n projections engendrent B(H) comme algèbre
de von Neumann, mais n’importe quel sous ensemble strict de ces projections n’en-
gendrent pas B(H) comme algèbre de von Neumann.

Récemment Paszkiewicz [Pas12a] a construit deux contres exemples pour la
conjecture d’Amemyia-Ando. Dans [Pas12a], il a construit trois projections orthogo-
nales pour lesquelles la méthode des projections aléatoires ne converge pas toujours
en topologie forte. Cependant, Kopecká et Müller ont annoncé dans [KM] qu’il
semblerait que la preuve de Paszkiewicz ne soit pas correcte, et ont proposé une
autre preuve. Avant de montrer ce résultat, Paszkiewicz [Pas12b] a donné un contre
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exemple avec cinq projections orthogonales. Il est clair d’après la construction qu’il a
faite, que si on choisit quatre projections parmi ces cinq projections, ces projections
vont toujours converger en topologie forte dans la méthode des projections aléatoire.

A partir de ces deux remarques, il est naturel de se demander si il existe un lien
entre la convergence en topologie forte dans la méthode des projections aléatoire des
projections orthogonales P1, . . . , Pr et le fait que B(H) soit engendré comme algèbre
de von Neumann par ces projections. Le résultat principal de ce chapitre est une
réponse négative à cette question.

Théorème 0.0.9 (Corollaire 4.2.5). Il existe trois projections orthogonales P1, P2, P3 ∈
B(H) telles que M1 ∩M2 ∩M3 = {0} et la méthode des projections aléatoire sur les
sous-espaces M1,M2 et M3 converge toujours en topologie forte. C’est à dire, pour
toute sélection aléatoire s : N→ {1, 2, 3} et pour tout vecteur h ∈ H on a que

lim
n→∞

∥∥∥Ps(n) . . . Ps(1)h
∥∥∥ = 0.

De plus on a que
W ∗(P1, P2, P3) = B(H).

Le chapitre 5 porte sur l’existence d’un sous-espace hyperinvariant pour certaines
perturbations compactes d’opérateurs de multiplication. En 2007 Foias, Jung, Ko et
Pearcy [FJKP07] ont montré le résultat suivant.

Théorème 0.0.10 ([FJKP07]). Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de
Hilbert complexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal
borné agissant sur H. Soient u, v ∈ H deux vecteurs tels que :∑

n∈N
|〈u, en〉|

2
3 <∞,

∑
n∈N
|〈v, en〉|

2
3 <∞.

Alors la perturbation de rang un D + u ⊗ v de l’opérateur diagonal D possède un
sous-espace hyper-invariant non trivial.

En 2012, Fang et Xia [FX12] ont amélioré ce résultat. Leur approche permet
de considérer des perturbations de rang fini d’opérateurs diagonaux. Ils ont aussi
amélioré la condition de sommabilité de Foias, Jung, Ko et Pearcy. Voici leur résultat.

Théorème 0.0.11 ([FX12]). Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de
Hilbert complexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal
borné agissant sur H. Soient u1, . . . , ur, v1, . . . , vr ∈ H des vecteurs tels que

r∑
k=1

∑
n∈N
|〈uk, en〉| <∞,

r∑
k=1

∑
n∈N
|〈vk, en〉| <∞.

Alors la perturbation de rang fini D+∑r
i=1 ui⊗ vi de l’opérateur diagonal D possède

un sous-espace hyper-invariant non trivial.
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Dans ce chapitre on généralise l’approche de Fang et Xia. Cette généralisation
nous permet de considérer certaines perturbations compactes d’opérateurs de mul-
tiplication sur des espaces Lp.

Théorème 0.0.12 (Théorème 5.1.3). Soit (Ω, µ) un espace mesuré, où µ est une
mesure borélienne σ-finie. Soit f ∈ L∞(Ω, µ) une fonction à valeurs complexes
essentiellement bornée. On suppose que K ∈ K(H) est un opérateur compact tel
qu’il existe (un)n∈N une suite dans Lp(Ω, µ) et (vn)n∈N une suite dans Lq(Ω, µ)
et (sn)n∈N une suite de nombres positifs tels que pour tout x ∈ Lq(Ω, µ), la sé-
rie ∑n∈N

(∫
Ω x(ξ)vn(ξ)dµ(ξ)

)
un converge et K = ∑

n∈N snun ⊗ vn. Supposons qu’il
existe une courbe de Jordan Γ dans C telle que

1. Il existe a, b ∈ σe(Mf ) tels que a soit dans l’intérieur de la courbe de Jordan
Γ et b soit dans l’extérieur de la courbe de Jordan Γ,

2. µ(f−1(Γ)) = 0,

3. Pour tout n ∈ N, et pour tout z ∈ Γ, on a que un ∈ Im(Mf − z) et vn ∈
Im(Mf − z)∗,

4. Pour tout z ∈ Γ, on note A(z) l’opérateur défini par la formule suivante :
A(z) = ∑

n∈N sn ((Mf − z)−1un)⊗
(
(Mf − z)−1vn

)
. On suppose que pour tout

z ∈ Γ, on ait que A(z) est un opérateur compact, et que l’application A : Γ→
K(X) est continue.

Alors l’opérateur borné Mf +K agissant sur Lp(Ω, µ) possède un sous-espace hyper-
invariant non trivial.

On présente ensuite quelques exemples d’applications possible de ce résultat. Ce
résultat permet de généraliser aussi le résultat de Fang et Xia de la manière suivante.

Théorème 0.0.13 (Théorème 5.1.4). Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un es-
pace de Hilbert complexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur
diagonal borné agissant sur H. Soit K ∈ K(H) un opérateur compact. On note la
décomposition en valeurs singulières de K comme ceci : K = ∑

n∈N snun ⊗ vn. Si
il existe deux suites (an)n∈N, (bn)n∈N de nombres réels positifs telles que pour tout
n ∈ N, on ait que anbn = sn et∑

n∈N

∑
k∈N
|an 〈un, ek〉| <∞ (1)

∑
n∈N

∑
j∈N
|bn 〈ej, vn〉| <∞. (2)

Si D +K 6= λI, alors D +K possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Dans le Chapitre 6, on s’intéresse aux perturbations de rang un d’opérateurs
diagonaux. On va chercher des perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux
qui n’ont pas de valeur propre. Dans son article [Ion01], Ionascu a posé la question
suivante.
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Question 0.0.14 (Ionascu [Ion01]). Soit D un opérateur diagonal. Est-ce qu’il existe
une perturbation de rang un de cet opérateur, sans valeur propre, qui conserve le
spectre ? Autrement dit, est-ce qu’il existe u, v ∈ H tels que

1. σ(D + u⊗ v) = σ(D),

2. σp(D + u⊗ v) = ∅.

Ionascu à montré dans [Ion01] que si le spectre de D possède un point isolé, ou
bien si au moins une valeur propre de D est de multiplicité supérieure ou égale à
2, alors la réponse est non. On mentionne aussi que Stampfli [Sta84] a construit un
opérateur diagonalD et un opérateur de rang un u⊗v tel que σp(D+u⊗v) = ∅. Dans
une direction opposée, Sophie Grivaux a construit dans [Gri12] une perturbation de
rang un d’un opérateur diagonal unitaire qui possède une infinité non dénombrable
de valeurs propres de module 1.

Le but de ce chapitre est de montrer que si le spectre de D n’a pas de points
isolés et si toutes les valeurs propres de D sont de multiplicité 1 alors la réponse à
la question de Ionascu est positive.

Théorème 0.0.15 (Théorème 6.2.7). Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal

borné. On suppose que D possède un vecteur cyclique. De plus on suppose que σ(D)
est un ensemble parfait. Alors, il existe u, v ∈ H tels que

1. σ(D + u⊗ v) = σ(D),

2. σp(D + u⊗ v) = ∅.

De plus on peut choisir u, v ∈ H de sorte que ‖u⊗ v‖ soit arbitrairement petite.

A la fin de ce Chapitre on généralise ce résultat aux opérateurs diagonaux non
bornés.

Théorème 0.0.16 (Théorème 6.7.1). Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal

(éventuellement non borné). On suppose que pour tout i 6= j, λi 6= λj. De plus on
suppose que σ(D) = {λi : i ∈ N} est un ensemble parfait. Alors, il existe u, v ∈ H
tels que σp(D + u⊗ v) = ∅.

De plus on peut choisir u, v ∈ H de sorte que ‖u⊗ v‖ soit arbitrairement petite.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Le théorème d’Halmos
Dans cette section nous rappelons le théorème de Halmos concernant les paires de
projections orthogonales. Soient M et N des sous-espaces fermés d’un espace de
Hilbert. Dans ce chapitre, on désignera par P = PM la projection orthogonale sur
le sous-espace fermé M de H et par Q = PN la projection orthogonale sur le sous-
espace fermé N de H. On commence par une définition.

Définition 1.1.1 ([Hal69]). Soit P la projection orthogonale sur le sous-espace
fermé M de H et Q la projection orthogonale sur le sous-espace fermé N de H.
On dit que (P,Q) (respectivement (M,N)) sont deux projections orthogonales en
position générique (respectivement deux sous-espaces en position générique) si on a
que

(M ∩N) = (M ∩N⊥) = (M⊥ ∩N) = (M⊥ ∩N⊥) = {0}.

Si on se donne deux projections orthogonales P = PM et Q = PN , on peut
décomposer H en cinq sous-espaces comme ceci :

H = (M ∩N)⊕ (M ∩N⊥)⊕ (M⊥ ∩N)⊕ (M⊥ ∩N⊥)⊕ H̃, (1.1)

où H̃ est l’orthogonal du sous-espace engendré par les quatre premiers sous-espaces.
Il n’est pas exclu que certains de ces sous-espaces soient réduits à {0}. Dans ce
découpage de H en cinq sous-espaces, on peut décomposer P et Q comme sommes
directe d’opérateurs de la manière suivante :

P = I ⊕ I ⊕ 0⊕ 0⊕ P̃ ,
Q = I ⊕ 0⊕ I ⊕ 0⊕ Q̃,

où P̃ et Q̃ sont les restrictions de P et Q au sous-espace H̃. On remarque que (P̃ , Q̃)
sont des projections orthogonales de H̃ en position générique. On appelle H̃ la partie
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en position générique de (P,Q). On peut regarder ce que vaut PQ et P − Q dans
cette configuration et on obtient que

PQ = I ⊕ 0⊕ 0⊕ 0⊕ P̃ Q̃,
P −Q = 0⊕ I ⊕−I ⊕ 0⊕ P̃ − Q̃.

On voit qu’en dehors de la partie en position générique H̃ de (P,Q), on comprend
assez facilement ce qui se passe pour PQ et P − Q. Le théorème des deux sous-
espaces d’Halmos va nous permettre de comprendre ce qui se passe sur la partie en
position générique de P et Q en nous donnant une description de P̃ et Q̃.

Théorème 1.1.2 ([Hal69]). Soient P,Q ∈ B(H) les projections orthogonales sur
les sous-espaces fermés M,N de H. Supposons que (P,Q) soient en position gé-
nérique. Alors il existe une isométrie surjective V : M → M⊥, et il existe deux
opérateurs bornés C, S ∈ B(M) tels que 0 ≤ C ≤ I, 0 ≤ S ≤ I, C2 + S2 = I,
Ker(C) = Ker(S) = {0} et dans H = M ⊕ M⊥ on peut écrire P et Q comme
matrice d’opérateurs de la façon suivante :

P =
(
I 0
0 0

)
, Q =

(
C2 CSV ∗

V SC V S2V ∗

)
.

On note H1, H2 deux espaces de Hilbert. Soient T1 ∈ B(H1) et T2 ∈ B(H2). On
dit que T1 est unitairement équivalent à T2 (on le note T1 ∼ T2), si il existe une
isométrie surjective W : H1 → H2 telle que

WT1 = T2W.

On peut aussi énoncer le théorème d’Halmos de la manière suivante :

Théorème 1.1.3 ([Hal69]). Soient P,Q ∈ B(H) deux projections orthogonales de
H. Supposons que (P,Q) sont en position générique. Alors il existe un espace de
Hilbert K tel que H et K⊕K soient isométriques , et il existe deux opérateurs bornés
C, S ∈ B(K) tels que 0 ≤ C ≤ I, 0 ≤ S ≤ I, C2 + S2 = I, Ker(C) = Ker(S) = {0}
et dans H ∼ K ⊕K on peut écrire P et Q comme matrice d’opérateurs de la façon
suivante :

P ∼
(
I 0
0 0

)
, Q ∼

(
C2 CS
SC S2

)
.

Il y a une petite différence entre les Théorèmes 1.1.2 et 1.1.3. Le Théorème
1.1.2 nous donne une formule dans H des parties de P et Q en position générique,
tandis que le Théorème 1.1.3 nous donne une représentation des parties en position
générique de P et Q dans une image isométrique de H. Suivant ce que l’on veut
faire avec ce résultat, il est parfois plus judicieux d’utiliser une formulation plutôt
que l’autre. Par exemple, si on cherche à étudier l’image numérique du produit
de projections PQ, il est plus judicieux d’utiliser le Théorème 1.1.3, car l’image
numérique est invariante par conjugaison par un opérateur unitaire, i.e. si U est
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ImP

ImQ

θ

Figure 1.1

un opérateur unitaire, on a que W (UPQU∗) = W (PQ). Cette formulation nous
permet de s’affranchir de l’isométrie V : M → M⊥ lorsque l’on manipule P̃ et Q̃.
Par contre, si on sait qu’un opérateur s’écrit comme une différence de projections
orthogonales, et que l’on cherche une expression pour P et Q, il est plus judicieux
d’utiliser le Théorème 1.1.2, car l’isométrie V va jouer un rôle important.

On se place pour le moment en dimension 2. Soit H l’espace de Hilbert engendré
par deux vecteurs orthonormaux e1 et e2. On note P la projection orthogonale sur la
droite engendré par le vecteur e1, et on pose Q la projection sur la droite engendrée
par le vecteur cos(θ)e1 + sin(θ)e2. Les matrices de P et Q dans la base (e1, e2) sont

P =
(

1 0
0 0

)
, Q =

(
cos(θ)2 cos(θ) sin(θ)

sin(θ) cos(θ) sin(θ)2

)
.

Dans le Théorème 1.1.3, si on pense à l’interprétation C = cos et S = sin, on peut
dire en quelque sorte que le théorème des deux sous-espaces d’Halmos nous dit qu’en
position générique, P et Q se comportent comme en dimension 2.

Dans [Len72], on peut aussi trouver ce corollaire du Théorème 1.1.3.

Corollaire 1.1.4 ([Len72]). Soient P,Q ∈ B(H) deux projections orthogonales de
H. Supposons que (P,Q) sont en position générique. Alors il existe un espace de
Hilbert K tel que H et K ⊕K soient isométriques, et il existe un opérateur borné
Θ ∈ B(K) tels que 0 ≤ Θ ≤ π

2 I, Ker(Θ) = Ker(I − Θ) = {0} et dans H ∼ K ⊕K
on peut écrire P et Q comme matrice d’opérateurs de la façon suivante :

P ∼
(
I 0
0 0

)
, Q ∼

(
cos(Θ)2 cos(Θ) sin(Θ)

sin(Θ) cos(Θ) sin(Θ)2

)
.

Dans ce Corollaire, la ressemblance avec la dimension 2 est encore plus frappante.
On peut aussi écrire le corollaire de cette manière.
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Corollaire 1.1.5. Soient P,Q ∈ B(H) deux projections orthogonales de H. Suppo-
sons que (P,Q) sont en position générique. Alors il existe une isométrie surjective
V : M → M⊥, et il existe un opérateur borné Θ ∈ B(M) tels que 0 ≤ Θ ≤ π

2 I,
Ker(Θ) = Ker(I − Θ) = {0} et dans H = M ⊕M⊥ on peut écrire P et Q comme
matrice d’opérateurs de la façon suivante :

P =
(
I 0
0 0

)
, Q =

(
cos(Θ)2 cos(Θ) sin(Θ)V ∗

V sin(Θ) cos(Θ) V sin(Θ)2V ∗

)
.

Le lecteur intéressé par le théorème d’Halmos et ses conséquences peut consulter
par exemple [BS10], [Gal08] et [Gal04].

1.2 Cosinus de l’angle de Friedrichs entre deux
sous-espaces

Dans cette section nous allons définir le cosinus de l’angle de Friedrichs entre deux
sous-espaces fermés de H. En dimension deux, il est assez facile et naturel de définir
un angle entre deux droites. D’ailleurs, il est aussi très facile de définir le cosinus
entre deux vecteurs x et y ; il suffit de poser

cos(x, y) = 〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖

.

A partir de la dimension trois, il y a plusieurs définitions possible pour les angles
entres les sous-espaces. L’exemple suivant illustre ce propos en dimension trois.
Exemple 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert de dimension 3. On prend {e1, e2, e3}
une base orthonormée de H. On pose M1 = vect{e1, e2} le plan engendré par les
vecteurs e1 et e2, et M2 = vect{e1, w} le plan engendré par les vecteurs e1 et w =
cos(θ)e2 + sin(θ)e3. On note M = M1 ∩M2. La situation est illustré dans la Figure
1.2. On remarque que si on effectue une rotation d’angle θ du plan M1 autour de la
droite engendrée par e1, on obtient le plan M2.

Il est naturel de se dire que l’angle entre deux sous-espaces est le plus petit angle
possible entre un vecteur deM1 et un vecteur deM2 (c’est ce que l’on appelle l’angle
de Dixmier (on pourra par exemple consulter [Deu01] pour avoir plus d’informations
sur l’angle de Dixmier)). Ici, comme e1 appartient à la fois à M1 et à M2, le plus
petit angle possible est 0.

Cependant dans cet exemple on a aussi envie de dire que les sous-espaces forment
un angle θ entre eux. Dans cet exemple, θ est le plus petit angle possible entre deux
vecteurs de ces sous-espaces qui sont en même temps orthogonaux à l’intersection
de ces derniers (cf Définition 1.2.2). C’est ce que l’on appelle le cosinus de l’angle
de Friedrichs.

Évidemment, il va falloir choisir la définition la plus adaptée à nos problèmes.
Dans cette thèse la définition la plus adaptée est celle du cosinus de l’angle de
Friedrichs.
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M1

M2

M1 ∩M2

M1 ∩M

M2 ∩M

θ

Figure 1.2 – Illustration de l’exemple 1.2.1

Définition 1.2.2. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de H. On définit le
cosinus de l’angle entre M1 et M2 par :

cos(M1,M2) = sup{|〈x, y〉| ,x ∈M1 ∩ (M1 ∩M2)⊥, ‖x‖ ≤ 1
y ∈M2 ∩ (M1 ∩M2)⊥, ‖y‖ ≤ 1}.

Remarque 1.2.3. Dans la définition du cosinus, on a par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz que 0 ≤ 〈x, y〉 ≤ ‖x‖ ‖y‖ ≤ 1. Donc 0 ≤ cos(M1,M2) ≤ 1. De plus,
comme |〈x, y〉| = |〈x, y〉|, on a cos(M1,M2) = cos(M2,M1).

La proposition suivante va nous permettre, dans certaines situations, de se ra-
mener à étudier le cas où M1 ∩M2 = {0}.

Proposition 1.2.4. Soient M1, M2 deux sous-espaces fermés de H. On note M =
M1 ∩M2, et N1 = M1 ∩M⊥, N2 = M2 ∩M⊥. Alors on a N1 ∩ N2 = {0}, et pour
tout n ∈ N,

(PN2PN1)n = (PM2PM1)n − PM .

Démonstration. Tout d’abord N1 ∩ N2 = (M1 ∩M2) ∩M⊥ = M ∩M⊥ = {0}. On
a que PM = PM2PM = (PM2PM1)PM . En utilisant n fois cette identité, on a que
PM = (PM2PM1)nPM . Donc

(PM2PM1)n − PM = (PM2PM1)n − (PM2PM1)nPM
= (PM2PM1)n(I − PM)
= (PM2PM1)nPM⊥ .

Comme PM⊥ est idempotent, on a que PM⊥ = (PM⊥)2n. De plus on sait que PM⊥
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commute avec PM1 et PM2 . Donc

(PM2PM1)n − PM = (PM2PM1)nPM⊥
= (PM2PM1)n(PM⊥)2n

= (PM2PM⊥PM1PM⊥)n

= (PM2∩M⊥PM1∩M⊥)n

= (PN2PN1)n.

Lemme 1.2.5. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de H. On note M =
M1 ∩M2, N1 = M1 ∩M⊥ et N2 = M2 ∩M⊥. Alors on a

cos(M1,M2) = cos(N1, N2).

Démonstration. Rappelons que N1 ∩N2 = {0} et donc (N1 ∩N2)⊥ = H. Donc on a
N1 = N1 ∩ (N1 ∩N2)⊥ et N2 = N2 ∩ (N1 ∩N2)⊥. Alors on a

cos(M1,M2) = sup{|〈x, y〉| , x ∈M1 ∩M⊥, ‖x‖ ≤ 1y ∈M2 ∩M⊥, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈x, y〉| , x ∈ N1, ‖x‖ ≤ 1, y ∈ N2, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈x, y〉| , x ∈ N1 ∩ (N1 ∩N2)⊥, ‖x‖ ≤ 1,

y ∈ N2 ∩ (N1 ∩N2)⊥, ‖y‖ ≤ 1}
= cos(N1, N2).

Remarque 1.2.6. Ce lemme nous dit en quelque sorte que se ramener au cas où
N1 ∩ N2 = {0} ne change pas la géométrie du problème. On a aussi que pour tout
x ∈ N1, y ∈ N2

|〈x, y〉| ≤ cos(N1, N2) ‖x‖ ‖y‖ .

Cette inégalité peut être vue comme une amélioration de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Le lemme suivant nous permet d’interpréter le cosinus de l’angle Friedrichs
comme la norme d’un opérateur.

Lemme 1.2.7. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de H. On note M =
M1 ∩M2, N1 = M1 ∩M⊥ et N2 = M2 ∩M⊥. Alors on a

cos(M1,M2) = ‖PN2PN1‖
= ‖PM2PM1 − PM‖ .
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Démonstration. La dernière égalité est une conséquence de la proposition (1.2.4).
Pour la première égalité on a que

cos(M1,M2) = sup{|〈x, y〉| , x ∈ N1, ‖x‖ ≤ 1, y ∈ N2, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈PN1x, PN2y〉| , ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈PN2PN1x, y〉| , ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|〈PN2PN1x, y〉| ≤ ‖PN2PN1x‖ ‖y‖ ≤ ‖PN2PN1x‖ .

Donc

cos(M1,M2) ≤ sup{‖PN2PN1x‖ , ‖x‖ ≤ 1}
= ‖PN2PN1‖ .

En prenant y = PN2PN1x

‖PN2PN1x‖
, on a ‖y‖ = 1. Donc

‖PN2PN1x‖ =
∣∣∣∣∣
〈
PN2PN1x,

PN2PN1x

‖PN2PN1x‖

〉∣∣∣∣∣
≤ sup{|〈PN2PN1x, y〉| , ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
= cos(M1,M2).

En passant au sup sur ‖x‖ ≤ 1, on obtient que ‖PN2PN1‖ ≤ cos(M1,M2).

Corollaire 1.2.8. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de H. On a que
cos(M1,M2) = 0 si et seulement si PM1 et PM2 commutent.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que PM1 et PM2 commutent si et
seulement si PM2PM1 = PM1∩M2 , combinée avec le Lemme 1.2.7 qui nous dit que
cos(M1,M2) = ‖PM2PM1 − PM1∩M2‖.

Voici un exemple très facile où l’on calcule explicitement le cosinus de l’angle
Friedrichs entre deux sous-espaces.

Exemple 1.2.9. On se place dans H = C2 muni de la norme euclidienne. On pose
N1 = {(z1, 0), z1 ∈ C}, N2 = {(z2, z2), z2 ∈ C}. On a que N1 ∩ N2 = {0}. Soient
x = (z1, 0) ∈ N1 et y = (z2, z2) ∈ N2 tels que ‖x‖ ≤ 1 et ‖y‖ ≤ 1. Alors on a |z1| ≤ 1
et |z2| ≤

√
2

2 . Donc

|〈x, y〉| = |z1z2 + 0z2|
= |z1z2|

≤
√

2
2 .

On a égalité en prenant z1 = 1 et z2 =
√

2
2 . Donc cos(N1, N2) =

√
2

2 . Donc il y a un
angle de π

4 entre N1 et N2.
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L’exemple suivant montre qu’il existe des sous-espaces qui ont une intersection
nulle, et qui ont un angle nul.

Exemple 1.2.10. Soit H = l2(N). On note ek = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), avec le 1
en k-ème position. Ce sont les vecteurs d’une base orthonormée de l2(N,C). On note
xn = e2n, yn = e2n+1 et zn = cos( 1

n
)xn + sin( 1

n
)yn. On pose N1 = vect{xn, n ∈ N} et

N2 = vect{zn, n ∈ N}.
On a que N1 ∩N2 = {0}. En effet soit a ∈ N1 ∩N2. Alors il existe λ, µ ∈ l2 tel

que a = ∑∞
i=0 λixi et a = ∑∞

i=0 µizi = ∑∞
i=0 µi cos(1

i
)xi + µi sin(1

i
)yi. Donc on a pour

tout i ∈ N, µi sin(1
i
) = 0. Comme sin(1

i
) est non nul, on a µi = 0. Donc a = 0.

Maintenant on va montrer que cos(N1, N2) = 1. On a

〈xn, zn〉 =
〈
xn, cos

( 1
n

)
xn + sin

( 1
n

)
yn

〉
= cos

( 1
n

)
〈xn, xn〉

= cos
( 1
n

)
−→
n→∞

1.

Donc cos(N1, N2) ≥ 1. D’après la remarque (1.2.3), on a cos(N1, N2) ≤ 1. Donc
cos(N1, N2) = 1.

On va donner maintenant une interprétation "spectrale" du cosinus de l’angle de
Friedrichs.

Lemme 1.2.11. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de H. Alors

cos(M1,M2) = sup{
√
λ : λ ∈ σ(PM2PM1) \ {1}}.

Ce résultat peut être vu comme une conséquence du théorème d’Halmos (voir
[BS10]). Nous allons donner une nouvelle preuve ici.

Démonstration. On remarque que σ(PM2PM1) est un sous ensemble compact de
[0, 1]. De plus, on a que σ(PM1PM2PM1)\{0} = σ((PM2PM1)PM1)\{0} = σ(PM2PM1)\
{0}. On sait que PM1PM2PM1 est un opérateur autoadjoint qui est positif, de norme
inférieure ou égale à 1. En utilisant la décomposition H = (M1∩M2)⊕ (M1∩M2)⊥,
on peut écrire que PM1PM2PM1 = PM1∩M2 ⊕ (PM1PM2PM1 − PM1∩M2), et donc on a
que

σ(PM1PM2PM1) = σ(PM1∩M2) ∪ σ(PM1PM2PM1 − PM1∩M2).
Comme

cos2(M1,M2) = ‖PM1PM2PM1 − PM1∩M2‖ = supσ(PM1PM2PM1 − PM1∩M2),

on obtient que

cos2(M1,M2) = supσ(PM1PM2PM1) \ {1} = supσ(PM2PM1) \ {1}.
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1.3 L’image numérique
Dans cette section, nous allons introduire l’image numérique d’un opérateur linéaire
et borné agissant sur un espace de Hilbert complexe. Nous allons donner une défini-
tion, et ensuite nous allons énumérer une liste de propriétés importantes sur l’image
numérique. On invite le lecteur à lire [GR97] pour plus d’informations sur l’image
numérique d’un opérateur.
Définition 1.3.1. Soit H un espace de Hilbert complexe. Soit T ∈ B(H) un opé-
rateur linéaire borné. L’image numérique de T (que l’on note W (T )) est l’ensemble
défini comme ceci :

W (T ) = {〈Tx, x〉 , x ∈ H ‖x‖ = 1}.

La propriété la plus importante sur l’image numérique est fournie par le théorème
de Toeplitz-Hausdorff.
Théorème 1.3.2 (Toeplitz-Hausdorff). L’image numérique d’un opérateur linéaire
borné est un ensemble convexe borné.

Nous discuterons dans les prochaines sections des fonctions support d’ensemble
convexe. Cet outil nous permettra de déterminer l’image numérique de certains
opérateurs. Pour l’instant on va énumérer quelque propriétés basiques de l’image
numérique.
Lemme 1.3.3. Soient T, S ∈ B(H) deux opérateurs linéaires bornés, et soit α, β ∈
C deux nombres complexes. Soit U ∈ B(H) un opérateur unitaire (i.e. U∗U = UU∗ =
I). Alors on a que

1. W (αT + βI) = αW (T ) + β,

2. W (T ∗) = {λ, λ ∈ W (T )},

3. W (UTU∗) = W (T ),

4. W (T + S) ⊂ W (T ) +W (S).
D’après le (3) du lemme précédent, l’image numérique est invariante par conju-

gaison unitaire. Cette propriété va nous permettre, plus tard, d’utiliser le théorème
d’Halmos sous la forme du Théorème 1.1.3. Nous allons ensuite présenter le lemme
de l’ellipse. Non seulement ce lemme donne explicitement l’image numérique d’une
matrice 2×2, mais il peut aussi servir à démontrer le théorème de Toeplitz-Hausdorff.
Lemme 1.3.4 (Lemme de l’ellipse). Soient λ1, λ2, a ∈ C des nombres complexes.
Soit T la matrice 2× 2 suivante (

λ1 a
0 λ2

)
.

Alors l’image numérique de T est une ellipse (éventuellement dégénérée) de foyers
λ1, λ2 et de longueur d’axe mineure |a| (voir la Figure 1.3).
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+ +
λ1 λ2|a|

Figure 1.3 – Image numérique d’une matrice 2× 2

Quitte à faire un changement de base unitaire, toute matrice 2× 2 peut s’écrire
comme dans le lemme ci dessus. Une autre manière d’énoncer ce lemme est de dire
que l’image numérique d’une matrice 2× 2 est toujours une ellipse. Une autre pro-
priété intéressante de l’image numérique est qu’elle permet de "localiser" le spectre
σ(T ) d’un opérateur T . Dans la suite on notera σp(T ) le spectre ponctuel de T .
Proposition 1.3.5. Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné. Alors on a que

1. σp(T ) ⊂ W (T ),

2. σ(T ) ⊂ W (T ).
Si T est un opérateur autoadjoint, alors σ(T ) ⊂ R. Par contre la réciproque est

fausse en général. L’image numérique permet de caractériser les opérateurs auto-
adjoints.
Proposition 1.3.6. Un opérateur T ∈ B(H) est autoadjoint si et seulement si
W (T ) ⊂ R.

Avant de finir cette section nous allons énoncer un théorème de Michel Crouzeix
[Cro07].
Théorème 1.3.7 ([Cro07]). Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné, et soit
p ∈ C[z] un polynôme à coefficients complexes. Alors on a que

‖p(T )‖ ≤ 12 sup{|p(z)| , z ∈ W (T )}.

Ce résultat permet d’avoir un contrôle sur la norme opérateur de p(T ), si on
connait l’image numérique de T . C’est une amélioration d’un résultat de Delyon et
Delyon [DD99]. Ce résultat permet aussi de construire un calcul fonctionnel holo-
morphe sur l’image numérique.
Corollaire 1.3.8. Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné, et soit f une fonction
holomorphe sur W (T ). Alors on a que

‖f(T )‖ ≤ 12 sup{|f(z)| , z ∈ W (T )}.
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1.4 Le rayon numérique
Dans cette section nous allons discuter du rayon numérique d’un opérateur. On peut
dire en quelque sorte que le rayon numérique est l’analogue du rayon spectral, mais
pour l’image numérique.

Définition 1.4.1. Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné. Le rayon numérique
de T (que l’on note ω(T )) est donné par la formule suivante :

ω(T ) = sup{|z| , z ∈ W (T )}.

On va commencer par énoncer quelques propriétés simples du rayon numérique.
Le lemme suivant est une conséquence directe du Lemme 1.3.3.

Lemme 1.4.2. Soient T1, T2 ∈ B(H) deux opérateurs linéaires bornés, et soit α ∈ C
un nombre complexe. On a que :

1. ω(αT1) = |α|ω(T1),

2. ω(T1 + T2) ≤ ω(T1) + ω(T2).

Proposition 1.4.3. Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné. On a que

r(T ) ≤ ω(T ) ≤ ‖T‖ ≤ 2ω(T ).

La première inégalité est une conséquence de la Proposition 1.3.5, la deuxième
est une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la troisième de la formule
de polarisation. Cette proposition combinée avec le lemme 1.4.2 nous permet de
montrer que le rayon numérique est une norme équivalente à la norme opérateur sur
B(H). C’est tout à fait remarquable puisque le rayon spectral n’est pas une norme
(en effet il existe des opérateurs non nuls dont le rayon spectral est nul).

Théorème 1.4.4. Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné agissant sur un espace
de Hilbert H. On a pour tout n ∈ N que

ω(T n) ≤ ω(T )n.

Ce résultat est aussi remarquable puisque en général, pour deux opérateurs
A,B ∈ B(H), on n’a pas ω(AB) ≤ ω(A)ω(B). Le théorème suivant est dû à Kitta-
neh.

Théorème 1.4.5 (Kittaneh [Kit03]). Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire borné.
On a que

ω(T ) ≤ 1
2

(
‖T‖+

∥∥∥T 2
∥∥∥ 1

2
)
.
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Cette inégalité nous permet d’estimer le rayon numérique d’un opérateur T si
on connait sa norme et celle de T 2. On verra plus tard que cette inégalité peut
être stricte pour certains produits de projections orthogonales. On peut aussi choisir
certains produits de projections orthogonales tels que cette inégalité soit en fait une
égalité.

Le dernier résultat de cette section est une caractérisation des projections qui
sont orthogonales. Cette caractérisation, qui utilise le rayon numérique, est dûe à
Furuata et Nakamoto.

Théorème 1.4.6 (Furuta-Nakamoto [FN71] ). Soit T ∈ B(H) un opérateur linéaire
borné tel que T 2 = T . On a que ω(T ) ≤ 1 si et seulement si T est une projection
orthogonale.

1.5 Enveloppe convexe
Dans cette section nous allons discuter d’enveloppe convexe ainsi que de quelques
applications à l’image numérique. Nous allons commencer par donner une définition
de l’enveloppe convexe d’un ensemble, puis nous allons discuter de l’image numérique
d’opérateurs de la forme A⊕B ainsi que des opérateurs normaux.

Définition 1.5.1. Soit E un sous ensemble convexe borné du plan complexe C. On
note par conv{E} l’enveloppe convexe de E, qui est le plus petit ensemble convexe
qui contient E.

Nous allons aussi noter conv{E} la fermeture de l’enveloppe convexe de E. L’en-
veloppe convexe d’un ensemble convexe borné peut aussi etre défini de manière
équivalente de la manière suivante.

Théorème 1.5.2 ([TUZ03]). Soit E un sous ensemble convexe borné du plan com-
plexe C. Alors conv{E} est l’ensemble des combinaisons σ-convexes des points dans
E, i.e.

conv{E} = {
∑
n∈N

xnεn, εn ∈ E, xn ∈ [0, 1],
∑
n∈N

xn = 1}.

On renvoie le lecteur vers [TUZ03] pour plus de détails. Maintenant que nous
avons une définition de l’enveloppe convexe on peut énoncer un résultat sur l’image
numérique de sommes directes d’opérateurs.

Lemme 1.5.3. Soit (An)n∈N ∈ B(H) une suite d’opérateurs bornés. On note ⊕n∈NAn
la somme directe des An agissant sur l2(H). On a que

W (⊕n∈NAn) = conv{∪n∈NW (An)}.
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Démonstration. Soit z ∈ W (⊕n∈NAn). D’après la définition de l’image numérique il
existe x = ⊕n∈Nxn ∈ H tel que ‖x‖ = 1 et z = 〈(⊕n∈NAn)x, x〉. On a que

1 = ‖x‖2

= 〈x, x〉
= 〈⊕n∈Nxn,⊕k∈Nxk〉
=
∑
n∈N

∑
k∈N
〈xn, xk〉

=
∑
n∈N
〈xn, xn〉

=
∑
n∈N
‖xn‖2 ,

car si n 6= k, xn est orthogonal à xk. On a aussi que

〈(⊕n∈NAn)x, x〉 =
∑
n∈N
〈Anx, x〉

=
∑
n∈N
〈Anxn, xn〉

=
∑
n∈N
‖xn‖2 〈Anxn, xn〉

‖xn‖2 .

Comme 〈Anxn,xn〉‖xn‖2
∈ W (An) on a bien que W (⊕n∈NAn) ⊂ conv{∪n∈NW (An)}.

Soit z ∈ conv{∪n∈NW (An)}. Alors il existe xn ∈ H et an ∈ [0, 1] tels que
‖xn‖ = 1, 〈xn, xk〉 = δn,k,

∑
n∈N an = 1 et z = ∑

n∈N an 〈Anxn, xn〉. Si on pose
x = ∑

n∈N
√
anxn alors

‖x‖2 =
〈∑
n∈N

√
anxn,

∑
k∈N

√
akxk

〉
=
∑
n∈N

∑
k∈N
〈
√
anxn,

√
akxk〉

=
∑
n∈N

∑
k∈N

√
an
√
ak 〈xn, xk〉

=
∑
n∈N

∑
k∈N

an

= 1.

De plus on a que

〈(⊕n∈NAn)x, x〉 =
∑
n∈N
〈Anx, x〉

=
∑
n∈N
〈An
√
anxn,

√
anxn〉

=
∑
n∈N

an 〈Anxn, xn〉

= z.
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Donc on a bien que conv{∪n∈NW (An)} ⊂ W (⊕n∈NAn).

Il n’est pas toujours facile de déterminer l’image numérique d’un opérateur. Par
contre pour les opérateurs normaux c’est facile.

Théorème 1.5.4. Soit N ∈ B(H) un opérateur normal. On a que

W (N) = conv{σ(N)}.

Ce résultat permet de répondre facilement à la question suivante : est-ce que
tous les ensembles convexes bornés fermés du plan complexe C peuvent être réalisés
comme l’adhérence de l’image numérique d’un opérateur linéaire borné sur un espace
de Hilbert séparable ? La réponse est oui. Si on se donne un ensemble convexe S
fermé et borné dans le plan complexe, et si on prend une suite (λn)n∈N dense dans
S, on peut prendre l’opérateur diagonal (donc normal) suivant :

D =
∑
n∈N

λnen ⊗ en,

où (en)n∈N est une base orthonormée de H. Ainsi on a que

W (D) = σ(D)
= {λn : n ∈ N}
= S.

En revanche la question suivante est encore ouverte : quels ensembles convexes
bornés du plan complexe C peuvent être réalisés comme l’image numérique d’un
opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable ? On sait qu’il existe des
ensembles convexe bornés qui ne peuvent pas être réalisés comme l’image numérique
d’un opérateur linéaire borné. Ce résultat est dû à Agler.

Proposition 1.5.5 (Agler [Agl82]). L’ensemble {z, |z| < 1} ∪ {eiθ, θ ∈ R \ Q} ne
peut pas être réalisé comme l’image numérique d’un opérateur linéaire borné sur un
espace de Hilbert séparable.

1.6 Fonctions supports d’un ensemble convexe
Dans cette section nous discuterons de fonctions supports d’un ensemble convexe.
C’est une notion classique d’analyse convexe qui va nous permettre de calculer ex-
plicitement certaines images numériques.

Définition 1.6.1. Soit S un sous ensemble convexe borné du plan complexe C. La
fonction support de S à l’angle α est définie par la formule suivante :

ρS (α) = sup{Re(zexp(−iα)), z ∈ S }.
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La proposition suivante montre que la fonction support d’un ensemble convexe
caractérise sa fermeture.

Proposition 1.6.2. On note S l’adhérence de S . On a que :

S = {z ∈ C,∀α,Re(z exp(−iα)) ≤ ρS (α)}.

Plus tard nous allons avoir besoin de ce lemme sur les fonction support d’enve-
loppes convexe d’ensembles convexes.

Lemme 1.6.3. Soient S1,S2 deux ensembles convexes bornés du plan complexe,
et on note leur fonctions supports respectivement ρS1(α) et ρS2(α). Soit S tel que
ρS (α) = maxi=1,2 ρSi

(α). Alors on a que S = conv{S1,S2}.

Dans cette thèse, nous n’aurons pas besoin d’en savoir plus sur les fonctions
supports. Cependant nous invitions le lecteur intéressé par les fonctions supports à
lire [Roc70].

1.7 Méthode des projections alternées et méthode
des projections aléatoires

Dans cette section nous allons présenter la méthode des projections alternées et
la méthode des projections aléatoire. Nous allons ensuite discuter de la conjecture
d’Amemyia-Ando et du contre exemple récent de Paskiewiecz à cette conjecture.
Commençons en dimension 2. On se donne deux droites dans le plan et on se donne
un point dans le plan. Ensuite on va projeter ce point sur la première droite pour
obtenir un nouveau point. On projette ce dernier sur la deuxième droite, puis sur
la première, etc . . .Il suffit de faire un dessin pour se convaincre que la suite de
points ainsi obtenue va converger vers l’intersection des deux droites. En faisant
un deuxième dessin on peut aussi se convaincre que l’on va converger de moins en
moins vite au fur et à mesure que l’angle entre les deux droites diminue (voir Figure
1.4). En dimension infinie ce résultat se généralise de la manière suivante : si on
se donne deux sous-espaces M1 et M2, et x ∈ H un vecteur, et que l’on projette
successivement ce vecteur sur le premier sous-espace, puis le second, puis le premier,
etc . . .on obtient une suite de vecteurs qui va converger fortement vers le projeté de x
sur l’intersection des deux sous-espaces. Le théorème suivant, dû à J. von Neumann,
est une reformulation de ce que l’on vient de dire.

Théorème 1.7.1 (Von Neumann). Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés de
H. Alors pour tout x ∈ H, on a

lim
n→∞

‖(PM2PM1)n(x)− PM1∩M2(x)‖ = 0.
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On peut aussi dire que (PM2PM1)n converge en topologie forte vers PM1∩M2 . On
va voir dans la prochaine section que la vitesse de convergence dépend de l’angle de
Friedrichs entre M1 et M2. Notons aussi qu’il existe des caractérisations différentes
de la convergence arbitrairement lente obtenue lorsque cos(M1,M2) = 1, et aussi on
connait la meilleure borne dans le cas de la convergence géométrique (voir [KW88,
BDH09]).

Ce résultat peut se généraliser de deux manières à un nombre fini de projections
orthogonales. Dans un premier temps on se donne un nombre fini de sous-espaces
fermés M1, . . . ,Mr, et un vecteur x ∈ H. Dans le même esprit que précédemment,
on va projeter successivement sur le premier sous-espace, puis le deuxième, etc, puis
le dernier, puis le premier, etc . . .Comme précédemment on va obtenir une suite
de vecteurs qui converge fortement vers le projeté de x sur l’intersection de tous les
sous-espaces. Ce résultat est connu sous le nom de méthode des projections cycliques
ou théorème de Von Neumann-Halperin.

Théorème 1.7.2 (Von Neumann-Halperin [Hal62]). Soient M1, . . . ,Mr des sous-
espaces fermés de H. On note M = ∩ri=1Mi. Alors pour tout x ∈ H on a

lim
n→∞

∥∥∥(PMrPMr−1 . . . PM2PM1)nx− PMx
∥∥∥ = 0.

Pour un nombre fini de sous-espaces fermés, Catalin Badea, Sophie Grivaux et
Vladimir Müller ont généralisé dans [BGM, BGM10] la notion du cosinus de l’angle
de Friedrichs. On peut aussi regarder [BL10] pour une généralisation du Théorème
de von Neumann-Halperin dans des espaces de Banach. Comme précédemment, la
vitesse de convergence va dépendre de cet angle. Nous donnerons plus de détails
ultérieurement.

Enfin la dernière généralisation consiste à projeter non plus de manière cyclique,
mais de manière aléatoire. On se donne un nombre fini de sous-espaces fermés
M1, . . . ,Mr, et un vecteur x ∈ H. Cette fois on va projeter de manière aléatoire ce
vecteur sur les sous-espaces, par exemple on projette x sur le deuxième sous-espace,
puis sur le dernier, puis sur le deuxième, puis sur le premier, puis le deuxième, etc
. . .Cette fois la suite de vecteurs obtenue va converger en topologie faible. C’est le
Théorème d’Amemiya-Ando, ou bien la méthode des projections aléatoires. Avant
d’écrire proprement ce résultat, on a besoin de définir les sélections aléatoires.

Définition 1.7.3. On dit que s : N −→ {1, . . . , r} est une sélection aléatoire si

1. pour tout i ∈ {1, . . . , r}, il existe une infinité de k ∈ N tel que s(k) = i,

2. pour tout k ∈ N, on a s(k) 6= s(k + 1).

La première condition sur la sélection aléatoire nous permet de donner la limite
exacte. La deuxième condition va nous empêcher de projeter deux fois de suite sur le
même sous-espace. En effet il n’est pas intéressant de projeter deux fois de suite au
même endroit puisque pour toute projection orthogonale P , on a que P (Px) = Px.
Maintenant on peut énoncer le résultat d’Amemiya-Ando.
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Théorème 1.7.4 (Amemiya-Ando [AA65]). Soient M1, . . . ,Mr des sous-espaces
fermés de H. On note M = ∩ri=1Mi. Soit x ∈ H. Soit s : N −→ {1, . . . , r} une
sélection aléatoire. Alors on a

PMs(n)PMs(n−1) . . . PMs(2)PMs(1)x− PMx ⇀
n→∞

0,

c’est à dire PMs(n)PMs(n−1) . . . PMs(2)PMs(1)x converge faiblement vers PMx.

Pendant longtemps, on s’est demandé si dans le Théorème d’Amemiya-Ando on
pouvait changer convergence faible par convergence forte. Tous les résultats partiels
laissaient penser que c’était possible. Cependant en 2012, Paszkiewicz a montré le
contraire.

Théorème 1.7.5 (Paszkiewicz [Pas12a]). Il existe trois projections orthogonales
P1, P2, P3 ∈ B(H) sur les sous-espaces M1,M2 et M3, une sélection aléatoire s :
N → {1, 2, 3} et un vecteur x ∈ H tels que la suite Ps(n) . . . Ps(1)x ne converge pas
fortement vers PM1∩M2∩M3x.

1.8 Vitesse de convergence
Dans cette section nous allons définir quelques vitesses de convergences. Ensuite
nous allons donner quelques résultats généraux sur les vitesses de convergences de
suites d’opérateurs. Puis dans la prochaine section, nous donnerons des résultats sur
la vitesse de convergence dans la méthode des projections aléatoires. La situation
est la suivante : on se donne une suite d’opérateurs linéaires bornés Ln ∈ B(H) qui
converge vers L (dans un sens à préciser qui dépendra de la situation), et on veut
décrire la vitesse de convergence de Ln vers L. Bien sur, on veut aussi savoir dans
quels genre de situation ces vitesses de convergences apparaissent. On va commencer
par quelques définitions.

Définition 1.8.1. On dit que Ln converge géométriquement vers L, si il existe deux
constantes α ∈ [0, 1[ et C > 0 telles que ‖Ln − L‖ ≤ Cαn.

Notons que la convergence géométrique implique la convergence en norme opé-
rateur. C’est une convergence très rapide. Dans la suite nous allons avoir besoin de
l’ensemble des suites qui tendent vers 0, que l’on notera par

c0 = {φ : N −→ R, lim
n→∞

φ(n) = 0}.

Maintenant on va définir des vitesses de convergences plus lentes.

Définition 1.8.2 ([DH10a]). On dit que Ln converge presque arbitrairement lente-
ment vers L, si

1. Pour tout x ∈ H, on a que limn→∞ ‖Lnx− Lx‖ = 0,
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2. Pour tout φ ∈ c0, il existe x ∈ H et il existe (pk)k une suite croissante d’indices
tels que pour tout n ∈ N, ‖Lpnx− Lx‖ ≥ φ(pn).

Définition 1.8.3 ([DH10a]). On dit que Ln converge arbitrairement lentement vers
L, si

1. Pour tout x ∈ H, on a que limn→∞ ‖Lnx− Lx‖ = 0,

2. Pour tout φ ∈ c0, il existe x ∈ H tel que pour tout n ∈ N,
‖Lnx− Lx‖ ≥ φ(n).

Comme la terminologie l’indique, la convergence arbitrairement lente est une
convergence lente dans le sens suivant : si Ln converge arbitrairement lentement
vers L, alors pour tout x ∈ H, la suite ‖Lnx− Lx‖ est une suite qui tend vers 0
(autrement dit on a que (‖Lnx− Lx‖)n∈N ∈ c0). D’après la définition, on peut donc
trouver h ∈ H tel que pour tout n ∈ N, on a ‖Lnh− Lh‖ ≥ ‖Lnx− Lx‖. Autrement
dit, si on se donne un vecteur x ∈ H, on a que Lnx va converger en topologie forte
vers Lx a une certaine vitesse, de plus on peut trouver un autre vecteur h ∈ H tel
que Lnh va converger (en topologie forte) plus lentement vers Lh.

Moralement, la convergence presque arbitrairement lente est l’analogue "quitte
à extraire une sous suite" de la convergence arbitrairement lente.

La convergence arbitrairement lente implique clairement la convergence presque
arbitrairement lente. Mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Prenons Ln un
suite qui converge arbitrairement lentement vers 0. Posons la suite An telle que

1. A2k = Lk

2. A2k+1 = 0

Alors An converge presque arbitrairement lentement vers 0. En effet, pour tout
x ∈ H, limn→∞ ‖Anx‖ = 0. De plus, par convergence arbitrairement lente de Ln, on
a que pour tout φ ∈ c0, il existe x ∈ H tel que ‖A2kx‖ = ‖Lkx‖ ≤ φ(2k). Par contre
An ne converge pas arbitrairement lentement vers 0. En effet, prenons φ(n) = 1

n
.

Alors pour tout x ∈ H, on a que ‖A2k+1x‖ = 0 < 1
2k+1 .

Dans la définition de convergence arbitrairement lente, on a choisit des suites
φ ∈ c0 qui tendent vers zéro. Maintenant on va voir que l’on peut obtenir une
définition équivalente de la vitesse de convergence arbitrairement lente en prenant φ
dans un sous ensemble de c0. On note c̃0 l’ensemble des suites positives, décroissantes,
qui tendent vers 0, c’est à dire

c̃0 = {φ : N −→ R, lim
n→∞

φ(n) = 0, φ(n) ≥ φ(n+ 1) ≥ 0}.

On va donner une définition équivalente de la convergence arbitrairement lente.

Proposition 1.8.4 ([DH10a]). On a que Ln converge arbitrairement lentement vers
L si et seulement si
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1. Pour tout x ∈ H, on a que limn→∞ ‖Lnx− Lx‖ = 0,

2. Pour tout φ ∈ c̃0, il existe x ∈ H tel que pour tout n ∈ N,
‖Lnx− Lx‖ ≥ φ(n).

Proposition 1.8.5 ([DH10a]). On a que Ln converge presque arbitrairement lente-
ment vers L si et seulement si

1. Pour tout x ∈ H, on a que limn→∞ ‖Lnx− Lx‖ = 0,

2. Pour tout φ ∈ c̃0, il existe x ∈ H et il existe (pk)k une suite croissante d’indices
tels que pour tout n ∈ N, ‖Lpnx− Lx‖ ≥ φ(pn).

Maintenant on va énoncer le Théorème de léthargie de Deustsch et Hundal qui
caractérise les suites Ln qui convergent presque arbitrairement lentement vers L.

Théorème 1.8.6 (Théorème de Léthargie, Deustsch-Hundal [DH10a]). Soient Ln ∈
B(H) et L ∈ B(H) des opérateurs linéaires bornés. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Ln converge presque arbitrairement lentement vers L,

2. Ln converge en topologie forte vers L, mais pas en norme opérateur.

On peut grâce a ce théorème (et beaucoup de travail), obtenir des informations
pus précises sur les vitesse de convergences des itérés d’opérateurs qui tendent vers 0.
Nous allons maintenant énoncer le Théorème de Dichotomie de Deustsch et Hundal
qui caractérise les vitesses de convergence des suites d’opérateurs de la forme Ln =
T n.

Théorème 1.8.7 (Théorème de Dichotomie, Deustsch-Hundal [DH10b]). Soit T ∈
B(H) un opérateur linéaire borné tel que T n converge vers 0 en topologie forte. On
a la dichotomie suivante :

1. ou bien il existe n1 ∈ N tel que ‖T n1‖ < 1, et alors T n converge géométrique-
ment vers 0,

2. ou bien pour tout n ∈ N, ‖T n‖ ≥ 1, et alors T n converge arbitrairement
lentement vers 0.

1.9 Cosinus du paramètre de Friedrichs entre plu-
sieurs sous-espaces et vitesse de convergence
dans la méthode des projections cycliques

Précédemment, on a défini le cosinus de l’angle de Friedrichs pour deux sous-espaces
fermés. Dans cette section nous allons généraliser le paramètre de Friedrichs entre
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plusieurs sous-espaces, et quelques quantités associées. Puis nous allons donner plu-
sieurs caractérisations de la vitesse de convergence dans la méthode des projections
cycliques. Tout d’abord on commence par définir le cosinus de l’angle Friedrichs
entre plusieurs sous-espaces.

Définition 1.9.1 ([BGM]). Soit N ≥ 2, soient M1, . . . ,MN N sous-espaces fermés
de H. On note M = M1 ∩ · · · ∩MN l’intersections entre tous les sous-espaces Mi.
Le cosinus de l’angle de Friedrichs associé aux sous-espaces (M1, . . . ,MN) est défini
par la formule

c(M1, . . . ,MN) = sup

 2
N − 1

∑
j<k Re(〈mj,mk〉)∑N

j=1 ‖mj‖2 : mj ∈Mj ∩M⊥,
N∑
j=1
‖mj‖2 6= 0


= sup

 1
N − 1

∑
j 6=k 〈mj,mk〉∑N
j=1 ‖mj‖2 : mj ∈Mj ∩M⊥,

N∑
j=1
‖mj‖2 6= 0

 .
Si N = 2, on récupère la définition classique du cosinus de l’ange de Friedrichs.

Définition 1.9.2 ([BGM]). Soit N ≥ 2, soient M1, . . . ,MN N sous-espaces fermés
de H. On note M = M1∩· · ·∩MN l’intersections entre tous les sous-espaces Mi. La
constante de configuration associée aux sous-espaces (M1, . . . ,MN) est définie par
la formule

π(M1, . . . ,MN) = sup

 1
N

∥∥∥∑N
j=1mj

∥∥∥2

∑N
j=1 ‖mj‖2 : mj ∈Mj ∩M⊥,

N∑
j=1
‖mj‖2 6= 0

 .
Définition 1.9.3 ([BGM]). Soit N ≥ 2, soient M1, . . . ,MN N sous-espaces fermés
de H. On note M = M1 ∩ · · · ∩MN l’intersections entre tous les sous-espaces Mi.
L’inclinaison des sous-espaces (M1, . . . ,MN) est définie par la formule

l(M1, . . . ,MN) = inf
x/∈M

max1≤j≤N dist(x,Mj)
dist(x,M) .

Maintenant nous allons énoncer un résultat de Catalin Badea, Sophie Grivaux
et Vladimir Muller qui caractérise de plusieurs façons la convergence arbitrairement
lente dans la méthode des projections cycliques.

Théorème 1.9.4 (Badea-Grivaux-Muller [BGM]). Soit N ≥ 2, soient M1, . . . ,MN ,
N sous-espaces fermés de H. On note M = M1 ∩ · · · ∩ MN l’intersection entre
tous les sous-espaces Mi. On note Pi la projection orthogonale sur Mi et on note
T = PN . . . P1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Im(T − I) n’est pas fermé ;

(1’) pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que {i1, . . . , ik} =
{1, . . . , N}, on a que Im(Pik . . . Pi1 − I) n’est pas fermé ;
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(2) T n converge arbitrairement lentement vers PM ;

(3) c(M1, . . . ,MN) = 1 ;

(4) pour tout ε > 0 et tout sous-espace fermé K ⊂M⊥ de codimension finie dans
M⊥, il existe x ∈ K tel que ‖x‖ = 1 et max{dist(x,Mj) : j = 1, . . . , N} ;

(5) 1 ∈ σ(T − PM) ;

(5’) pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que {i1, . . . , ik} =
{1, . . . , N}, on a que 1 ∈ σ(Pik . . . Pi1 − PM) ;

(6) ‖T − PM‖ = 1 ;

(6’) pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que {i1, . . . , ik} =
{1, . . . , N}, on a que ‖Pik . . . Pi1 − PM‖ = 1 ;

(7) ‖T − PM‖e = 1 ;

(7’) pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que {i1, . . . , ik} =
{1, . . . , N}, on a que ‖Pik . . . Pi1 − PM‖e = 1 ;

(8) 1 ∈ σe(T − PM) ;

(8’) pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que {i1, . . . , ik} =
{1, . . . , N}, on a que 1 ∈ σe(Pik . . . Pi1 − PM) ;

(9) pour tout ε > 0 et tout sous-espace fermé K ⊂M⊥ de codimension finie dans
M⊥, il existe x ∈ K tel que ‖Tx− x‖ ≤ ε ;

(9’) pour tout ε > 0, pour tout sous-espace fermé K ⊂ M⊥ de codimension finie
dans M⊥, pour tout k ≥ N et pour tout k-uplet d’indices i1, . . . , ik tels que
{i1, . . . , ik} = {1, . . . , N}, il existe x ∈ K tel que ‖Pik . . . Pi1x− x‖ ≤ ε ;

(10) la somme de M1 ⊕ · · · ⊕M1 ⊂ HN−1 et de M2 ⊕ · · · ⊕MN ⊂ HN−1 n’est pas
fermée dans HN−1 ;

(11) M⊥
1 + . . .M⊥

n n’est pas fermé dans H ;

(12) π(M1, . . . ,MN) = 1 ;

(13) l(M1, . . . ,MN) = 1.

Les conditions 1, 2, 5, 6, 7, 8 et 9 sont de nature spectrale, de plus elles ne dé-
pendent pas de l’ordre dans lequel on projette sur tous les sous-espaces. Les condi-
tions 3, 4, 10, 11, 12 et 13 portent sur la géométrie des sous-espaces Mj. Nous
obtiendrons plus tard dans cette thèse des résultats qui font intervenir l’image nu-
mérique de produit de projections orthogonales.
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1.10 Principe d’incertitude et paires annihilantes
Dans cette section nous allons parler de principe d’incertitude. Le principe d’in-
certitude c’est l’idée qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent être
simultanément petites. Il existe plusieurs manières de quantifier mathématiquement
cette vague affirmation. Ici nous allons discuter de paires annihilantes. L’idée des
paires annihilantes est de dire que si le support d’une fonction est petit (dans un
certain sens), alors le support de sa transformée de Fourier doit être grand. On invite
le lecteur à regarder le livre [HJ94] de Havin et Jöricke pour plus d’informations sur
les paires annihilantes. Tout d’abord on commence par définir la Tranformation de
Fourier sur L2(R).

Définition 1.10.1. On note F la transformée de Fourier, qui est l’opérateur linéaire
F : L2(R)→ L2(R) tel que pour tout f ∈ L1(R) ∩ L2(R), on ait

F(f)(ξ) = 1√
2π

∫
R
f(x) exp(−2iπξx)dx.

Si on a une fonction f ∈ L2(R), on a pour tout n ∈ N que f1[−n,n] ∈ L1(R) ∩
L2(R). De plus, la suite f1[−n,n] converge dans L2(R) quand n tend vers ∞ et on a

F(f) = lim
n→∞

F(f1[−n,n]) = lim
n→∞

1√
2π

∫
[−n,n]

f(x) exp(−2iπξx)dx.

La transformée de Fourier sur L2(R) est une isométrie surjective (i.e. F∗F = FF∗ =
I). En particulier la Transformation Inverse de Fourier est F∗. On notera parfois f̂
au lieu de F(f) pour la transformée de f . Nous allons maintenant définir le support
d’une fonction.

Définition 1.10.2. Soit f ∈ L2(R). Le support essentiel de f , noté supp(f), est le
sous ensemble de R tel que

1. m{x ∈ supp(f), f(x) = 0} = 0,

2. m{x ∈ R \ supp(f), f(x) 6= 0} = 0.

Le support et un ensemble qui est définit modulo un ensemble de mesure nulle.
Maintenant nous allons définir le concept de paires annihilantes.

Définition 1.10.3. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S,Σ) est une paire annihilante, si pour tout f ∈ L2(R), on a que

supp(f) ⊂ S, suppf̂ ⊂ Σ⇒ f = 0.

Si (S,Σ) est une paire annihilante, et que le support de f ∈ L2(R) (avec f 6= 0)
est inclus dans S, alors le support de f̂ doit forcément sortir de Σ. Nous allons définir
le concept de paires fortement annihilantes.
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Définition 1.10.4. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S,Σ) est une paire fortement annihilante, si il existe une constante c > 0 (qui
dépend de (S,Σ)) telle que pour tout f ∈ L2(R), on a

∫
R
|f(t)|2 dt ≤ c

(∫
R\S
|f(t)|2 dt+

∫
R\Σ

∣∣∣f̂(t)
∣∣∣2 dt

)
.

Si une paire (S,Σ) est fortement annihilante, alors elle est annihilante. En effet
si suppf ⊂ S, alors on a que ∫

R\S
|f(t)|2 dt = 0.

De même, si suppf̂ ⊂ Σ, alors ∫
R\Σ

∣∣∣f̂(t)
∣∣∣2 dt = 0,

et donc ∫
R
|f(t)|2 dt = 0,

ce qui revient à dire que f = 0 dans L2(R).
On peut reformuler ces définitions en utilisant des projections orthogonales. On

va définir deux projections orthogonales. Tout d’abord on pose

PS : L2(R)→ L2(R)
f 7→ 1Sf.

Ici PS est la multiplication par la fonction indicatrice de S. Cet opérateur est une
projection orthogonale sur le sous-espace fermé de L2(R) suivant

ImPS = {f ∈ L2(R) : supp(f) ⊂ S}.

On pose aussi

PΣ : L2(R)→ L2(R)
f 7→ F∗(1SF(f)).

Cet opérateur peut être vu comme PΣ = F∗M1ΣF , où M1Σ est l’opérateur de
multiplication par la fonction indicatrice de Σ. Autrement dit, le diagramme suivant
est commutatif.

L2(R)

F
��

PΣ // L2(R)

F
��

L2(R)
M1Σ

// L2(R).

42



1.10. Principe d’incertitude et paires annihilantes

L’opérateur PΣ est une projection orthogonale sur le sous-espace fermé de L2(R)
suivant

ImPΣ = {f ∈ L2(R) : supp(f̂) ⊂ Σ}.
L’idée de la projection orthogonale PS est que l’on prend une fonction f ∈ L2(R),
on met à zéro tout ce qui est en dehors de S. La fonction que l’on obtient est la
restriction de f sur S. L’idée de la projection PΣ est que l’on prend une fonction
f ∈ L2(R), on applique la transformée de Fourier, on met à zéro tout ce qui se trouve
en dehors de Σ, puis on applique la transformation Inverse de Fourier. Autrement
dit, la fonction obtenue est la fonction dont la transformé de Fourier est la restriction
de f̂ sur Σ.

Grâce aux projections PS et PΣ, on peut reformuler le fait que (S,Σ) soit une
paire annihilante.

Lemme 1.10.5. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1. (S,Σ) est une paire annihilante,

2. ImPS ∩ ImPΣ = {0},

3. pour tout f ∈ L2(R), PSf = PΣf = f ⇒ f = 0.

Lemme 1.10.6. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On a que
(S,Σ) est une paire fortement annihilante, si et seulement si il existe une constante
c > 0 (qui dépend de (S,Σ)) telle que pour tout f ∈ L2(R), on a

‖f‖2 ≤ c
(
‖(I − PS)f‖2 + ‖(I − PΣ)f‖2

)
.

Nous allons maintenant introduire la notion de paires compactes.

Définition 1.10.7. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On dit
que (S,Σ) est une paire compacte, si PSPΣ est un opérateur compact.

La proposition suivante explique pourquoi cette notion de paire compacte est
intéressante.

Proposition 1.10.8. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. Si
(S,Σ) est une paire compacte et annihilante, alors (S,Σ) est une paire fortement
annihilante.

Théorème 1.10.9. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. (S,Σ) est une paire fortement annihilante,

2. 1 /∈ σ(PSPΣ),

3. ‖PSPΣ‖ < 1,
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4. ImPS ∩ ImPΣ = {0} et cos(ImPS, ImPΣ) < 1,

5. il existe une constante c > 0 telle que pour tout f ∈ ImPΣ, c ‖f‖ ≤ ‖(I − PS)f‖,

6. il existe une constante c > 0 telle que pour tout f ∈ ImPS, c ‖f‖ ≤ ‖(I − PΣ)f‖,

7. ImPS ∩ ImPΣ = {0} et ImPS + ImPΣ est un sous-espace fermé,

8. ImPS ∩ ImPΣ = {0} et ImPS⊥ + ImPΣ
⊥ est un sous-espace fermé.

Le théorème suivant est dû à Amrein et Berthier. Il nous donne une condition
suffisante pour que (S,Σ) soit une paire fortement annihilante.

Théorème 1.10.10 (Amrein-Bertier [AB77]). Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles
de la droite réelle. Si on a que

m(S) +m(Σ) <∞,

alors (S,Σ) est une paire compacte annihilante, en particulier c’est une paire forte-
ment annihilante.

1.11 Le théorème d’énergie de Slepian et Pollak
Dans cette section nous allons énoncer le théorème d’énergie de Slepian et Pollak tel
qu’il est donné dans [HJ94]. De manière abstraite on se pose la question suivante :
si P,Q sont deux projections orthogonales, et si on se donne h ∈ H tel que ‖h‖ = 1
et si on connait ‖Ph‖ ∈ [0, 1], quelles sont les valeurs possibles pour ‖Qh‖ ?

Définition 1.11.1. On dit que la paire ordonné (P,Q) de projections orthogonales
est flexible, si il existe une famille (U(τ))τ∈T d’opérateurs unitaires agissant sur H
et qui commutent avec P tels que

1. pour tout h ∈ H le vecteur U(τ)h dépend continument du paramètre τ qui
vit dans un espace topologique connexe,

2. un des opérateurs U(τ) est l’identité,

3. pour tout h ∈ H, inf{‖QU(τ)h‖ : τ ∈ T} = 0 .

Dans cette section on veut étudier l’ensemble

WP,Q = {(‖Ph‖ , ‖Qh‖) : ‖h‖ = 1}.

Soit α ∈ [0, 1]. On note

(WP,Q)α = {β : (α, β) ∈ WP,Q}.

Comme ‖P‖ ≤ 1 et ‖Q‖ ≤ 1, on a que WP,Q ⊂ [0, 1]× [0, 1].
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Théorème 1.11.2. Soient P,Q des projections orthogonales. Supposons que

1. (P,Q) est une paire compacte,

2. (P,Q) est une paire flexible,

3. (Q,P ) est une paire flexible,

4. Im(P ) ∩Ker(Q) = {0},

5. Ker(P ) ∩ Im(Q) = {0},

6. dim(Im(P )) = dim(Im(Q)) =∞.

On note c =
√
‖PQP‖. On a que

(WP,Q)α =
{

[0, 1] si 0 < α < c
[0, cos(arccos(c)− arccos(α))] si c ≤ α < 1

et on a que

]0, 1[ ⊂ (WP,Q)0 ⊂ [0, 1],
]0, c] ⊂ (WP,Q)1 ⊂ [0, c].

On remarque que si (P,Q) est une paire annihilante, alors ‖PQP‖ < 1 et donc
(1, 1) /∈ WP,Q. Maintenant on peut énoncer le théorème d’énergie de Slepian et
Pollak tel qu’il est donné dans [HJ94].

Théorème 1.11.3. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle tels que
0 < m(S) <∞ et 0 < m(Σ) <∞. Alors on a que les projections PS et PΣ vérifient
les hypothèses (et les conclusions) du Théorème 1.11.2.

1.12 A propos de W (P + iQ)
Dans cette section nous allons nous intéresser au résultat de Lenard à propos de
l’image numérique de P + iQ. Nous allons ensuite faire le lien entre ces résultats
et la section précédente. Dans cette section on notera P la projection orthogonale
sur le sous-espace fermé M (P = PM), et Q la projection orthogonale sur le sous-
espace fermé N (Q = PN). En découpant H comme dans le théorème d’Halmos,
(voir l’Equation 1.1 en Section 1.1), on obtient que dans

H = (M ∩N)⊕ (M ∩N⊥)⊕ (M⊥ ∩N)⊕ (M⊥ ∩N⊥)⊕ H̃,

on peut écrire que

P + iQ = I + iI ⊕ I ⊕ iI ⊕ 0⊕ P̃ + iQ̃.
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On rappelle que W (λI) = {λ}. On pose les ensembles suivants

W (P + iQ)M∩N =
{
∅ si M ∩N = {0}

1 + i sinon ,

W (P + iQ)M∩N⊥ =
{
∅ si M ∩N⊥ = {0}
1 sinon ,

W (P + iQ)M⊥∩N =
{
∅ si M⊥ ∩N = {0}
i sinon ,

W (P + iQ)M⊥∩N⊥ =
{
∅ si M⊥ ∩N⊥ = {0}
0 sinon .

D’après le Lemme 1.5.3, on a que l’image numérique W (P + iQ) est l’enveloppe
convexe de l’ensemble

W (P+iQ)M∩N∪W (P+iQ)M∩N⊥∪W (P+iQ)M⊥∩N∪W (P+iQ)M⊥∩N⊥∪W (P+iQ)H̃ .

La partie la plus délicate concerne W (P + iQ)H̃ puisque sur la partie en position
générique de (P,Q), P̃ + iQ̃ n’est pas un multiple de l’identité. Le théorème de
Lenard va nous donner explicitement cette image numérique. Avant d’énoncer ce
théorème, on va avoir besoin de certaines ellipses.

Définition 1.12.1. On note F(θ) l’ellipse dont le bord est donné par l’équation
paramétrique suivante

xθ(t) = 1
2 + 1

2 cos(t+ θ), yθ(t) = 1
2 + 1

2 cos(θ − t).

Maintenant on peut énoncer le résultat de Lenard.

Théorème 1.12.2 ([Len72]). Soient P̃ , Q̃ ∈ B(H) deux projections orthogonales en
position générique. Alors

W (P̃ + iQ̃) = conv{F(arccos(t)) : t =
〈
Q̃h, h

〉
, h ∈ ImP̃ , ‖h‖ = 1}.

Voici un cas particulier de ce théorème.

Corollaire 1.12.3. Soient P̃ , Q̃ ∈ B(H) deux projections orthogonales en position
générique. On pose θ1 = arccos(cos(Im(P̃ ), Im(Q̃))), et θ2 = arccos(cos(Im(P̃ ),Ker(Q̃))).
Alors

W (P̃ + iQ̃) = conv{F(θ1) ∪ F(θ2)}.

En résumé, l’image numérique de P + iQ dépend de cos(M,N), cos(M,N⊥) et
du fait que les sous-espaces M ∩N , M ∩N⊥, M⊥ ∩N et M⊥ ∩N⊥ soient réduits
à {0} ou pas.

46



1.12. A propos de W (P + iQ)

Maintenant on va faire le lien avec la section précédente. Dans cette dernière
nous avons étudié l’ensemble WP,Q qui est l’ensemble des couples

(‖Ph‖ , ‖Qh‖),

pour tous les h ∈ H tels que ‖h‖ = 1. Déterminer WP,Q est la même chose que
trouver tous les couples de la forme

(‖Ph‖2 , ‖Qh‖2).

En identifiant R2 à C, on peut dire que l’on est en fait en train de chercher tous les
points du plan complexe de la forme

‖Ph‖2 + i ‖Qh‖2 .

Avec ce petit calcul, on trouve que

‖Ph‖2 + i ‖Qh‖2 = 〈Ph, Ph〉+ i 〈Qh,Qh〉
= 〈P ∗Ph, h〉+ i 〈Q∗Qh, h〉
=
〈
P 2h, h

〉
+ i

〈
Q2h, h

〉
= 〈Ph, h〉+ i 〈Qh, h〉
= 〈(P + iQ)h, h〉 .

En résumé, déterminerW (P+iQ) et déterminerWP,Q sont des problèmes équiva-
lents. Le résultat de Lenard est plus fort que le Théorème 1.11.2. En effet le résultat
suivant est un (autre) corollaire du résultat de Lenard.

Corollaire 1.12.4. Soient P,Q ∈ B(H) des projections orthogonales. Supposons
que

1. (P,Q) est une paire compacte,

2. M⊥ ∩N⊥ 6= {0}

3. M ∩N⊥ = {0},

4. M⊥ ∩N = {0},

5. dim(M) = dim(N) =∞.

On pose c =
√
‖PQP‖. Alors

(WP,Q)α =
{

[0, 1] si 0 < α < c
[0, cos(arccos(c)− arccos(α))] si c ≤ α < 1

et on a que
(WP,Q)0 = [0, 1[, (WP,Q)1 =]0, c].
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1 + i cos2(PS, PΣ)

cos2(PS, PΣ) + i

W (PS + iPΣ)

0 1

1 + ii

Figure 1.5

Ici, contrairement au Théorème 1.11.2, on peut s’affranchir de la flexibilité (il
faut quand même supposer que M⊥ ∩N⊥ 6= {0}).

On peut aussi donner une autre caractérisation des paires (fortement) annihi-
lantes en fonction de l’image numérique de PS + iPΣ.

Théorème 1.12.5. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On a
que (S,Σ) est une paire annihilante si et seulement si 1 + i /∈ W (PS + iPΣ).

Théorème 1.12.6. Soient S,Σ ⊂ R deux sous ensembles de la droite réelle. On a
que (S,Σ) est une paire fortement annihilante si et seulement si 1+i /∈ W (PS + iPΣ).

1.13 Polynômes orthogonaux et principe d’incer-
titude de Erb

Le but de cette section est de rappeler quelques faits sur les polynômes orthogonaux
et d’expliquer le principe d’incertitude de Erb. Dans cette section, on se place dans
l’espace de Hilbert H = L2([−1, 1], w) muni du produit scalaire

〈f, g〉 =
∫

[−1,1]
f(x)g(x)w(x)dx,

avec w(x) un poids positif tel que supp(w) = [−1, 1], et tel que les moments de wdx
sont finis, c’est à dire que pour tout n ∈ N∫

[−1,1]
xnw(x)dx <∞.
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Notons que cette condition est équivalente à∫
[−1,1]

w(x)dx <∞.

On note {pl}∞l=0 la famille de polynôme orthogonaux dans H tels que les pl soient
de degré l et que les pl soient normalisés de telle sorte que le coefficient de plus
haut degré soit positif. Ces polynômes pl satisfont une relation de récurrence à trois
termes :

bl+1pl+1(x) = (x− al)pl(x)− blpl−1(x),
avec

bl = l
p

(l−1)
l−1 (0)
p

(l)
l (0)

, al = 〈xpl, pl〉 .

On va définir maintenant la classe et la sous classe de Nevai.

Définition 1.13.1. On dit que w(x) est dans la classe de Nevai (on le note w(x) ∈
M(0, 1)) si limn→∞ an = 0 et limn→∞ bn = 1

2 .

Définition 1.13.2. On dit que w(x) est dans la sous classe de Nevai (on le note
w(x) ∈M∗(0, 1)) si

1. w(x) ∈M(0, 1),

2. supp(w) = [−1, 1],

3. ∑n∈N |an|+
∣∣∣bn − 1

2

∣∣∣ <∞.

Pour tout f ∈ L2([−1, 1], w), on note

ε(f) = 〈Mxf, f〉 =
∫

[−1,1]
x |f(x)|2w(x)dx.

Si ‖f‖ = 1, on peut interpréter ε(f) comme l’endroit ou est localisée la masse L2 de
f . On note Πm

n la projection orthogonale sur le sous-espace vect{pl : m ≤ l ≤ n}.
Dans [Erb13], Erb s’est intéressé à déterminer l’ensemble suivant :

Wε,Πmn = {(ε(f), ‖Πm
n f‖

2) : f ∈ L2([−1, 1], w), ‖f‖ = 1}.

Après avoir identifié R2 à C, on peut refaire le même petit calcul que dans la section
précédente

ε(f) + i ‖Πm
n f‖

2 = 〈Mxf, f〉+ i 〈Πm
n f,Πm

n f〉
= 〈Mxf, f〉+ i 〈(Πm

n )∗Πm
n f, f〉

= 〈Mxf, f〉+ i
〈
(Πm

n )2f, f
〉

= 〈Mxf, f〉+ i 〈Πm
n f, f〉

= 〈(Mx + iΠm
n )f, f〉 .
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Donc l’ensemble de Erb est l’image numérique de Mx + iΠm
n . On pose

xmn,max = supσ(Πm
nMxΠm

n ) \ {0},
xmn,min = inf σ(Πm

nMxΠm
n ) \ {0}.

On pose

γ1 : [xmn,max, 1]→ R

x 7→ 1
2 + 1

2
(
xxmn,max + (1− x2) 1

2 (1− (xmn,max)2) 1
2
)
,

et

γ2 : [−1, xmn,min]→ R

x 7→ 1
2 + 1

2
(
xxmn,min + (1− x2) 1

2 (1− (xmn,min)2) 1
2
)
,

On pose les sous ensemble de [−1, 1]× [0, 1] suivants

A =
{

(x, y) ∈ [−1, 1]× [0, 1] : y < 1− x
1− xmn,max

, y <
1 + x

1 + xmn,min

}
,

C1 = {(x, y) ∈ [−1, 1]× [0, 1] : x ∈]xmn,max, 1[, y > γ1(x)},
C2 = {(x, y) ∈ [−1, 1]× [0, 1] : x ∈]− 1, xmn,min[, y > γ2(x)}.

On peut maintenant énoncer le résultat de Erb sur l’image numérique deWε,Πmn .

Théorème 1.13.3 ([Erb13]). Si w(x) ∈M∗(0, 1), alors on a que

A ⊂ Wε,Πmn ⊂ [−1, 1]× [0, 1] \ (C1 ∪ C2).

On peut reformuler ce théorème d’une manière qui ressemble plus à la définition
paires annihilantes.

Corollaire 1.13.4. Si w(x) ∈M∗(0, 1), alors il existe une constante c = c(w,Πm
n ) >

0 telle que pour tout f ∈ L2([−1, 1], w) on ait que

‖f‖2 ≤ c
(
(‖f‖2 − ε(f)) + ‖(I − Πm

n )f‖2
)
,

autrement dit
‖f‖2 ≤ c

(
〈(I −Mx)f, f〉+ ‖(I − Πm

n )f‖2
)
.

Ce principe d’incertitude nous dit que si une fonction est localisé (au sens de
ε(f)) autour de 1, alors elle ne peut pas être bien approchée par des polynômes.
Ce que montre aussi le Théorème 1.13.3 (mais pas le Corollaire 1.13.4), c’est que le
même phénomène apparait en -1.
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A

C1C2

0 1

1 + ii

−1

−1 + i

Figure 1.6
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1.14 Problème du sous-espace invariant
Dans cette section nous allons présenter le problème du sous-espace invariant, et le
problème du sous-espace hyperinvariant.

Question 1.14.1 (Problème du sous-espace invariant). Soit X un espace de Banach.
Soit T ∈ B(X) un opérateur linéaire borné. Est-ce que T possède un sous-espace
invariant non trivial ? C’est à dire est ce qu’il existe un sous-espace M fermé dans
X tel que M 6= {0}, M 6= X et T (M) ⊂M ?

Question 1.14.2 (Problème du sous-espace hyper invariant). Soit X un espace de
Banach. Soit T ∈ B(X) un opérateur linéaire borné tel que T 6= λI. Est-ce que T
possède un sous-espace hyper invariant non trivial ? C’est à dire est ce qu’il existe
un sous-espace M fermé dans X tel que M 6= {0}, M 6= X et pour tout S ∈ B(X)
tel que TS = ST , on ait que S(M) ⊂M ?

Clairement, une réponse positive au problème du sous-espace hyper invariant
implique une réponse positive au problème du sous-espace invariant. De même, une
réponse négative au problème du sous-espace invariant implique une réponse néga-
tive au problème du sous-espace hyper invariant.

Si X est un espace de Banach non séparable, alors la réponse au problème du
sous-espace invariant est oui. En effet soit T ∈ B(X) et x ∈ X tel que x 6= 0. Alors

M = vect{T nx : n ∈ N}

est un sous-espace fermé, séparable (en particulier M 6= X), non nul (car x ∈ M)
qui est invariant pour T (car T (T nx) = T n+1x ∈M). Si X est un espace séparable,
nous ne sommes plus en mesure de déterminer facilement siM 6= X puisqueM et X
sont séparable. Si on passe à l’autre extrême, et que l’on suppose que dim(X) = 1,
alors la réponse au problème du sous-espace invariant est non. En effet les seuls sous-
espaces de X sont X et {0}. A partir de maintenant on suppose que dim(X) ≥ 2.
Avec quelques hypothèses sur l’opérateur T , on peut parfois s’en sortir. L’hypothèse
la plus simple que l’on puisse faire porte sur l’existence d’une valeur propre.

Lemme 1.14.3. Soit X un espace de Banach. Soit T ∈ B(X) tel que T 6= λI. Si
σp(T ) 6= ∅, alors T possède un sous-espace hyper invariant non trivial.

Démonstration. Soit λ ∈ σp(T ). On pose M = Ker(T − λ). On a que M 6= {0} (car
λ ∈ σp(T )), M 6= X (car T 6= λI) et M est fermé. Soit S ∈ B(X) tel que TS = ST .
Soit x ∈M . On a que

λSx = S(λx) = STx = TSx.

Donc Sx ∈M , et M est un sous-espace hyper invariant pour T .

Si X est un espace de Banach complexe de dimension finie (avec dim(X) ≥ 2),
alors pour tout T ∈ B(X) on a par le théorème fondamental de l’algèbre que σp(T ) 6=
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∅. Ainsi tout T ∈ B(X) tel que T 6= λI possède un sous-espace hyper invariant non
trivial.

Par contre, dans les espace de Banach réels de dimension finie, il existe des
contres exemples. Si X = R2 on pose

T =
(

0 −1
1 0

)
.

Les seuls sous-espaces non triviaux de X sont ceux de dimension 1. Or si un sous-
espace de dimension 1 est invariant pour T , ça veut dire que T possède un vecteur
propre, et donc une valeur propre. Le polynôme caractéristique de T ici est pT (x) =
x2 +1, qui ne possède pas de racines réelles. Donc T n’a pas de sous-espace invariant
non trivial.

Maintenant on va parler un peu des espaces de Banach séparables de dimension
infinie. En général, la réponse au problème du sous-espace invariant est fausse. Enflo
a construit un espace de Banach sur lequel il existe un opérateur qui ne possède pas
de sous-espace invariant non trivial.

Théorème 1.14.4 ([Enf87]). Il existe un espace de Banach séparable X tel qu’il
existe un opérateur linéaire borné T ∈ B(X) qui ne possède pas de sous-espace
invariant non trivial.

On mentionne aussi que Read a construit un contre exemple au problème du
sous-espace invariant sur un espace de Banach "classique".

Théorème 1.14.5 ([Rea86]). Soit X = l1. Il existe un opérateur linéaire borné
T ∈ B(l1) qui ne possède pas de sous-espace invariant non trivial.

Dans les résultats de Enflo et Read, les espaces de Banach sur lesquels ils ont
réussi à construire des contres exemples ne sont pas réflexifs. En fait les problèmes
du sous-espaces invariant et hyper invariant sont encore ouverts sur les espaces de
Banach séparables et réflexifs. En particulier, ces problèmes sont encore ouverts sur
l’espace de Hilbert séparable.

On va terminer cette section sur une note positive. On va commencer par rappeler
le théorème de Lomonosov.

Théorème 1.14.6 (Lomonosov [Lom73]). Soit X un espace de Banach complexe. Si
T ∈ K(X) est un opérateur compact tel que T 6= λI, alors T possède un sous-espace
hyper invariant non trivial.

Récemment Argyros et Haydon ont construit un espace de Banach avec une
propriété spéciale.

Théorème 1.14.7 ([AH11]). Il existe un espace de Banach X tel que pour tout
opérateur linéaire borné T ∈ B(X), il existe λ ∈ C et un opérateur compact K ∈
K(X) tel que T = λI +K(X).
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En particulier, sur cet espace de Banach, tout opérateur linéaire borné possède
un sous-espace hyper invariant non trivial par le théorème de Lomonosov. Bien
que dans cette thèse nous allons nous concentrer sur les opérateurs agissant sur
des espace de Hilbert (ou Banach) complexe, il existe des travaux sur le problème
du sous espace invariant pour des espaces de Hilbert (Banach) réels (on peut par
exemple aller voir [AGK04]).

1.15 Le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford
Dans cette section on fait quelques rappels sur le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford.
On montrera comment on peut se servir de ce calcul fonctionnel pour trouver des
sous-espaces hyper invariants non triviaux. On commence par définir le calcul fonc-
tionnel de Riesz-Dunford.

Définition 1.15.1. Soit X un espace de Banach. Soit T ∈ B(X) un opérateur
linéaire borné. Soit Ω un domaine de C qui contient σ(T ). Soit f un fonction holo-
morphe sur Ω. Soit Γ une collection de courbes de Jordan dans Ω telles que σ(T )
soit dans les composantes connexes bornées par Γ. On définit f(T ) ∈ B(X) par la
formule suivante

f(T ) =
∫

Γ
f(z)(zI − T )−1dz.

Ce lemme nous dit que le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford coïncide avec le
calcul fonctionnel polynomial.

Lemme 1.15.2. Soit X un espace de Banach. Soit T ∈ B(X) un opérateur linéaire
borné. Soit Γ une collection de courbes de Jordan telles que σ(T ) soit dans les
composantes connexes bornées par Γ. Alors on pour tout n ∈ N que

T n =
∫

Γ
zn(zI − T )−1dz.

Le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford possède de nombreuses bonnes propriétés,
en voici quelques unes.

Théorème 1.15.3. Soit X un espace de Banach. Soit T ∈ B(X) un opérateur
linéaire borné. Soit Ω un domaine de C qui contient σ(T ). Soit f un fonction holo-
morphe sur Ω. Si S ∈ B(X) commute avec T , alors S commute avec f(T ).

Ce théorème nous permet de garantir l’existence de sous-espaces hyperinvariants
pour des opérateurs qui ont un spectre "coupé en deux".

Corollaire 1.15.4. Soit T ∈ B(X) un opérateur linéaire borné tel que σ(T ) =
σ1 ∪ σ2, où σ1, σ2 sont fermés et σ1 ∩ σ2 = ∅. Alors T possède un sous-espace hyper
invariant non trivial.
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Démonstration. Soient U1,U2 deux ouverts de C tels que σi ⊂ Ui et U1∩U2 = ∅. On
pose

f(z) =
{

1 si z ∈ U1
0 si z ∈ U2

.

Alors f(T ) est un idempotent qui commute avec tous les opérateurs qui commutent
avec T . En particulier Im(f(T )) est un sous-espace hyper invariant pour T .

1.16 Une reformulation du problème du sous-espace
invariant

Dans cette section on va donner une reformulation du problème du sous-espace inva-
riant en terme d’idempotents. Ce résultat est dû à Nordgren, Radjavi et Rosenthal
[NRR76].
Théorème 1.16.1 ([NRR76]). Soit H un espace de Hilbert. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Tout opérateur T ∈ B(H) possède un sous-espace invariant non trivial,

2. Toute paire d’idempotents P,Q ∈ B(H) possède un sous-espace invariant com-
mun.

3. Toute paire d’idempotents P,Q ∈ B(H) telle que P soit une projection ortho-
gonale, possède un sous-espace invariant commun.

La démonstration de ce théorème est basée sur le fait que si A ∈ B(H) est un
opérateur borné, alors

Q =
(

A A
I − A I − A

)
est un idempotent.

1.17 Le théorème de Weyl
Dans cette section nous allons rappeler un théorème qui va nous être très utile quand
nous allons étudier les perturbations compactes d’opérateurs.
Théorème 1.17.1 (Théorème de Weyl). Soit T ∈ B(X) un opérateur linéaire bor-
née sur un espace de Banach X. Soit K ∈ K(X) un opérateur compact. Alors on a
que

σ(T +K) ⊂ σ(T ) ∪ σp(T +K).
Ce résultat nous dit en particulier que tout la partie du spectre de T + K qui

"déborde" du spectre T (c’est à dire σ(T+K)\σ(T )) doit obligatoirement être valeur
propre de T +K. Autrement dit, si σ(T +K)\σ(T ) 6= ∅, alors σp(T +K) 6= ∅. Dans
ce cas T +K possède un sous-espace invariant non trivial.
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Chapitre 2

Image numérique d’un produit de
projections orthogonales

2.1 Introduction
Le but de ce chapitre est d’étudier l’image numérique et le rayon numérique d’un pro-
duit de deux projections orthogonales T = PM2PM1 . Dans ce Chapitre, on note PM
la projection orthogonale sur M (un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H).
On va montrer que la fermeture deW (PM2PM1) peut être décrite comme l’enveloppe
convexe de certaines ellipses explicites paramétrés par les points dans σ(PM2PM1).
On va discuter d’applications possibles de ce résultat. On va aussi étudier la relation
entre l’image numérique (respectivement le rayon numérique) d’un produit de deux
projections orthogonales et de son spectre (respectivement son rayon spectral).

Les projections orthogonales dans les espaces de Hilbert sont des objets basiques
en théorie des opérateurs. Les produits et les sommes de projections orthogonales,
dans des espaces de Hilbert de dimension finie ou infinie, apparaissent dans di-
vers problèmes et domaines des mathématiques. Par exemple, le fait que l’image
numérique d’un produit de projections orthogonales est inclus dans un secteur du
plan complexe de sommet 1 est un ingrédient essentiel de la preuve de Delyon et
Delyon [DD99] de la conjecture de Burkholder, qui dit que les itérés d’un produit
d’espérances conditionnelles sont presque surement convergentes vers une certaine
espérance conditionnelle dans un espace L2. Plus tard, Cohen [Coh07] a généralisé
ce résultat en donnant une preuve de la convergence presque sure des itérés d’un
produit d’espérances conditionnelles sur Lp. Pour un produit de deux projections,
on sait que son image numérique est incluse dans un secteur de sommet 1 et d’angle
π
6 (Crouzeix [Cro08]).

Le spectre d’un produit de projections orthogonales apparait naturellement dans
l’étude de la vitesse de convergence de (PM2PM1)n vers PM1∩M2 (cf Chapitre 1). En
effet on a la dichotomie suivante (voir Théorème 1.9.4) : soit 1 /∈ σ(PM2PM1−PM1∩M2)
et (PM2PM1)n converge en topologie opérateur avec une vitesse géométrique vers
PM1∩M2 ; soit 1 ∈ σ(PM2PM1 − PM1∩M2) et (PM2PM1)n converge en topologie forte
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avec une vitesse arbitrairement lente vers PM1∩M2 .
L’image numérique de sommes de projections orthogonales apparait aussi dans

certains problèmes d’Analyse Harmonique. Le principe d’incertitude est l’idée qu’une
fonction f ∈ L2(R) et sa transformée de Fourier f̂ ∈ L2(R) ne peuvent être simul-
tanément petites. Les paires annihilantes et fortement annihilantes sont un moyen
de formuler cette idée (cf Chapitre 1). D’après un résultat de Lenard (voir Théo-
rèmes 1.12.5 et 1.12.6), on sait que (S,Σ) est une paire annihilante (respectivement
fortement annihilante) si et seulement si 1 + i ∈ W (PS + iPΣ) (respectivement
1 + i ∈ W (PS + iPΣ)).

Les résultats de ce Chapitre ont fait l’objet de l’article [Kla14b].

2.2 Description de l’image numérique en fonction
du spectre

2.2.1 L’adhérence de l’image numérique comme enveloppe
convexe d’ellipses

Le but de cette section est de prouver le Théorème 2.2.7 en utilisant une interpré-
tation des fonctions support de W (P2P1), qui est un sous ensemble convexe de C.
Cette idée apparait dans l’article de Lenard [Len72] dans un contexte différent. Nous
allons d’abord supposer que nous sommes en position générique ; le cas général se
déduira facilement par la suite.

Lemme 2.2.1. Supposons que N1 et N2 soient en position générique. On note Pi =
PNi, i = 1, 2, la projection orthogonale sur Ni. Alors, la fonctions support de l’image
numérique de P2P1 à l’angle α ∈ [0, 2π] est donné par la formule suivante :

ρW (P2P1)(α) = sup
λ∈σ(P2P1)

1
2(cos(α)λ+

√
λ(1− sin(α)2λ)).

Démonstration. Soit α ∈ [0, 2π]. On a que

ρW (P2P1)(α) = sup{Re(〈P2P1h, h〉 exp(−iα)), h ∈ H, ‖h‖ = 1}
= sup{Re(〈exp(−iα)P2P1h, h〉), h ∈ H, ‖h‖ = 1}
= sup{〈Re(exp(−iα)P2P1)h, h〉 , h ∈ H, ‖h‖ = 1}.

En utilisant le théorème des deux sous-espaces de Halmos (Corollaire 1.1.4), il existe
un opérateur autoadjoint T tel que

P2P1 ∼
(

cos(T )2 0
cos(T ) sin(T ) 0

)
, P1P2 ∼

(
cos(T )2 cos(T ) sin(T )

0 0

)
.

Donc on a que

Re(exp(−iα)P2P1) ∼
(

cos(α) cos(T )2 exp(iα)
2 cos(T ) sin(T )

exp(−iα)
2 cos(T ) sin(T ) 0

)
.
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On pose

M(t, α) =
(

cos(α) cos(t)2 exp(iα)
2 cos(t) sin(t)

exp(−iα)
2 cos(t) sin(t) 0

)
.

Alors on a que Re(exp(−iα)P2P1) ∼M(T, α). Après quelques calculs on obtient que
M(t, α) = U∗(t, α)D(t, α)U(t, α) avec

D(t, α) =
(
v1(t, α) 0

0 v2(t, α)

)
,

U(t, α) =
 2v1(t,α)

u1(t,α)
2v2(t,α)
u2(t,α)

exp(iα) cos(t) sin(t)
u1(t,α)

exp(iα) cos(t) sin(t)
u2(t,α)

 ,
avec

v1(t, α) = 1
2(cos(α) cos(t)2 + cos(t)

√
1− sin(α)2 cos(t)2)

v2(t, α) = 1
2(cos(α) cos(t)2 − cos(t)

√
1− sin(α)2 cos(t)2)

ui(t, α) =
√

4(vi(t, α))2 + cos(t)2 sin(t)2.

En passant à la limite quand t tend vers π
2 , on peut vérifier que :

U(π2 , α) =
 1√

2
−1√

2
exp(iα)√

2
exp(iα)√

2

 .
On a aussi que U(t, α)U∗(t, α) = U∗(t, α)U(t, α) = I. Comme toutes les éléments
de U(t, α) sont des fonctions boréliennes et que T est un opérateur autoadjoint,
on peut définir 2v1(T,α)

u1(T,α) ,
2v2(T,α)
u2(T,α) ,

exp(iα) cos(T ) sin(T )
u1(T,α) et exp(iα) cos(T ) sin(T )

u2(T,α) . Donc on peut
définir D(T, α) et U(T, α), et on obtient que M(T, α) = U∗(T, α)D(T, α)U(T, α)
et U(T, α)U∗(T, α) = U∗(T, α)U(T, α) = I. Donc M(T, α) ∼ D(T, α) = v1(T, α) ⊕
v2(T, α). Remarquons aussi que v1(t, α) ≥ 0 et v2(t, α) ≤ 0 pour tout t ∈ [0, π2 ] et
α ∈ [0, 2π] . Comme σ(T ) ⊂ [0, π2 ], on obtient la relation d’ordre suivante v2(T, α) ≤
0 ≤ v1(T, α). Remarquons que les opérateurs vi(T, α) sont autoadjoints. Ainsi on a
que

ρW (P2P1)(α) = sup
‖h‖=1

〈Re(exp(−iα)P2P1)h, h〉

= sup
‖x‖=1

〈v1(T, α)x, x〉

= ‖v1(T, α)‖
= sup

t0∈σ(T )
v1(t0, α).

Le théorème d’Halmos implique que

P1P2P1 ∼
(

cos(T )2 0
0 0

)
.
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On a que σ(P2P1)\{0} = σ((P2P1)P1)\{0} = σ(P1P2P1)\{0}, et cos2(σ(T ))∪{0} =
σ(P1P2P1). En notant λ = cos(t)2 et ṽi(λ, α) = 1

2(cos(α)λ ±
√
λ(1− sin(α)2λ)), on

obtient que ρW (P2P1)(α) = supλ∈σ(P2P1) ṽ1(λ, α).

Remarque 2.2.2. En utilisant une formule dûe à Lumer [Lum61, Lemma 12], on
obtient que

ρW (P2P1)(α) = sup Re(W (exp(−iα)P2P1))

= lim
t→0+

‖I − tRe(exp(−iα)P2P1)‖ − 1
t

= lim
t→0+

‖I − t exp(−iα)P2P1‖ − 1
t

.

Pour rendre la formule de W (P2P1) plus explicite, nous allons la décrire comme
l’enveloppe convexe des ellipses E (λ). Plusieurs de ces ellipses sont représentées dans
la Figure 2.1.

Définition 2.2.3. Soit λ ∈ [0, 1]. On note E (λ) l’ensemble du plan complexe déli-
mité par l’ellipse de foyers 0 et λ, et de longueur d’axe mineur

√
λ(1− λ).

Remarque 2.2.4. On peut décrire les ellipses E (λ) différemment. L’équation carté-
sienne de la frontière de E (λ) est donnée par :

(xλ − λ
2 )2

λ
4

+ y2
λ

λ(1−λ)
4

= 1,

tandis que l’équation paramétrique de la frontière de E (λ) est donnée par :

xλ(t) =
√
λ

2 cos(t) + λ

2 , yλ(t) =

√
λ(1− λ)

2 sin(t).

Lemme 2.2.5. Soit λ ∈ [0, 1]. La fonction support de l’ellipse E (λ) est donnée par
la formule suivante :

ρE (λ)(α) = 1
2(cos(α)λ+

√
λ(1− sin(α)2λ)).

Démonstration. Soit λ ∈ [0, 1]. La fonction support de E (λ) relativement au point
0 est donnée par

ρE (λ)(α) = sup
t∈R

xλ(t) cos(α) + yλ(t) sin(α),

où xλ(t) et yλ(t) sont les paramétrisations de la frontière des ellipses E (λ). Soit
g = gλ,α la fonction définie par la formule suivante :

gλ,α(t) = xλ(t) cos(α) + yλ(t) sin(α)

= λ

2 cos(α) +
√
λ

2 cos(α) cos(t) +

√
λ(1− λ)

2 sin(α) sin(t).
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Figure 2.1 – Ellipse E (λ) pour λ = 0.1, 0.2, . . . , 0.9
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Pour calculer explicitement ρE (λ)(α), nous devons simplement étudier cette fonction
pour tout α ∈ [0, π] car les ellipses E (λ) ont y = 0 pour axe de symétrie.

Supposons que cos(α) 6= 0. On a que g′λ,α(t0) = 0 si et seulement si tan(t0) =√
1− λ tan(α). Les points critiques de gλ,α sont donc t0 = arctan(

√
1− λ tan(α)) et

t1 = arctan(
√

1− λ tan(α)) + π. On pose ε0 = 1, ε1 = −1. En utilisant les inégalités
trigonométriques standards, on obtient que

cos(ti) = εi
1√

1 + (1− λ) tan(α)2
,

sin(ti) = εi

√
1− λ tan(α)√

1 + (1− λ) tan(α)2
.

On pose εα = cos(α)
|cos(α)| . En utilisant encore une fois la trigonométrie, on obtient que :

2gλ,α(ti) =λ cos(α) + εi
√
λ cos(α) 1√

1 + (1− λ) tan(α)2

+ εi
√
λ(1− λ) sin(α)

√
1− λ tan(α)√

1 + (1− λ) tan(α)2

=λ cos(α) + ε0
√
λ cos(α) εα cos(α)√

cos(α)2 + (1− λ) sin(α)2

+ ε0
√
λ(1− λ) sin(α) εα

√
1− λ sin(α)√

cos(α)2 + (1− λ) sin(α)2

=λ cos(α) + ε0εα
√
λ√

cos(α)2 + (1− λ) sin(α)2
(cos(α)2 + (1− λ) sin(α)2)

=λ cos(α) + ε0εα
√
λ
√

cos(α)2 + (1− λ) sin(α)2

=λ cos(α) + εiεα
√
λ
√

1− λ sin(α)2.

Finalement, on a que

ρE (λ)(α) = 1
2

(
λ cos(α) +

√
λ
√

1− λ sin(α)2
)
.

Supposons maintenant que cos(α) = 0. Alors gλ,α(t) =
√
λ(1−λ)

2 sin(t). Dans tous
les cas, on a que

ρE (λ)(α) =

√
λ(1− λ)

2 .

Ainsi
ρE (λ)(α) = 1

2(cos(α)λ+
√
λ(1− sin(α)2λ))

pour tout α.
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Maintenant on peut prouver facilement la version en position générique du Théo-
rème 2.2.7.

Théorème 2.2.6. Soient N1 et N2 deux sous-espaces en position générique, alors :

W (P2P1) = conv{∪λ∈σ(P2P1)E (λ)}.

Démonstration. D’abord on note que

ρW (P2P1)(α) = sup
λ∈σ(P2P1)

1
2(cos(α)λ±

√
λ(1− sin(α)2λ)) = sup

λ∈σ(P2P1)
ρE (λ)(α).

Comme les fonctions supports caractérisent la fermeture d’un ensemble convexe
fermé, on se sert simplement du Lemme 1.6.3 pour conclure.

Théorème 2.2.7. SoientM1 etM2 deux sous-espaces fermés de H tels queM1 6= H
ou M2 6= H. Alors l’adhérence de l’image numérique de PM2PM1 est la fermeture de
l’enveloppe convexe des ellipses E (λ) pour λ ∈ σ(PM2PM1), c’est à dire :

W (PM2PM1) = conv{∪λ∈σ(PM2PM1 )E (λ)}.

Ce Théorème est juste la version dans le cas général du Théorème 2.2.6. Pour
faire la preuve, il s’agit juste de vérifier que la formule est juste quand on "recolle
tous les morceaux de la décomposition (1.1).

Preuve du Théorème 2.2.7. D’après les hypothèses du théorème, on a que M1 6= H
ou M2 6= H. On utilise les notations de la décomposition orthogonale (1.1) de H.
Supposons que H̃ = {0}. Alors PM2PM1 est la somme directe de 0 et I (ou bien
c’est l’opérateur nul si M1 ∩M2 = {0}). On constate facilement que E (0) = {0}
et E (1) = [0, 1]. Ainsi on a W (PM2PM1) = [0, 1] = conv{E (0) ∪ E (1)}. Quand
M1 ∩M2 = {0}, on a que W (PM2PM1) = {0} = E (0).

Supposons que H̃ 6= {0}, et M⊥
1 ∩ M⊥

2 6= {0} (les cas M⊥
1 ∩ M2 6= {0} et

M1∩M⊥
2 6= {0} se traitent de manière similaire). Sur le sous-espace M⊥

1 ∩M⊥
2 , on a

que PM2PM1 = 0. L’image numérique de PM2PM1 sur (M⊥
1 ∩M⊥

2 )⊕H̃ est conv{{0}∪
conv{∪λ∈σ(P2P1)E (λ)}}. Comme E (0) = {0} ⊂ E (λ) pour tout λ ∈ [0, 1], l’image
numérique de PM2PM1 sur (M⊥

1 ∩M⊥
2 )⊕ H̃ est donné par conv{∪λ∈σ(P2P1)E (λ)}.

Supposons que M1 ∩M2 6= {0}. Comme PM2PM1 = I sur l’intersection M1 ∩M2,
l’image numérique de PM2PM1 sur (M1∩M2)⊕H̃ est conv{{1}∪conv{∪λ∈σ(P2P1)E (λ)}}.
Pour tout λ ∈ [0, 1] on a que 0 ∈ E (λ). Comme H̃ 6= {0}, l’image numérique de
PM2PM1 sur (M1 ∩M2)⊕ H̃ est conv{[0, 1]∪ conv{∪λ∈σ(P2P1)E (λ)}}. Mais on a que
E (1) = [0, 1]. Finalement, l’image numérique de PM2PM1 on (M1 ∩ M2) ⊕ H̃ est
conv{∪λ∈σ(PM2PM1 )E (λ)}. Ceci prouve le Théorème.

Dans le cas où PM1 = I et PM2 = I, on a bien évidemment que W (PM2PM1) =
{1}.
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Remarque 2.2.8. Dans [CM11], Corach et Maestripieri ont montré que la pseudo-
inverse de Moore-Penrose d’un produit de deux projections orthogonales est un idem-
potent (éventuellement non borné). Dans l’autre sens, la pseudo-inverse de Moore-
Penrose d’un idempotent est un produit de deux projections orthogonales. Il est
bien connu que l’image numérique d’un idempotent est une ellipse (par exemple voir
[SS10] ou bien [TW99]). En utilisant le théorème des deux sous-espaces d’Halmos
d’une manière similaire, on peut montrer que l’adhérence de l’image numérique d’un
idempotent E est l’enveloppe convexe des ellipses E+(λ) de foyer 0, 1 et de longueur
d’axe mineure

√
1−λ
λ
, pour λ parcourant le spectre σ(E+) de la pseudo-inverse de

Moore-Penrose E+ de E, i.e. :

W (E) = conv{∪λ∈σ(E+)E+(λ)}.

Comme E+(λ1) ⊂ E+(λ2), si λ1 ≤ λ2, l’enveloppe convexe de ces ellipses sera juste la
plus grosse de toutes ces ellipses, et on retrouve une nouvelle preuve (plus compliqué
que les preuves connues) que W (E) est une ellipse.

2.2.2 W (P2P1) quand P1P2P1 est diagonalisable
Soient N1 et N2 deux sous-espaces fermés dans H. On note Pi = PNi . Supposons
que N1 et N2 soient en position générique. Comme on l’a vu dans la preuve du
Théorème 2.2.7, si on trouve W (P2P1) quand (N1, N2) est en position générique, on
peut retrouver après W (P2P1) dans le cas général.

Dans cette section, nous supposerons que H est séparable, et on fait l’hypothèse
que P1P2P1 est diagonalisable, dans le sens suivant.

Définition 2.2.9. On dit que P1P2P1 est diagonalisable si il existe une base ortho-
normée

(
h̃n
)
n∈N

de H et une suite de nombre réels positifs
(
λ̃n
)
n∈N

tels que :

P1P2P1x =
∑
n∈N

λ̃n
〈
x, h̃n

〉
h̃n (x ∈ H).

Cette définition est vérifié quand, par exemple, P2P1 est un opérateur compact.
En utilisant cette hypothèse de diagonalisabilité, il sera possible de décomposer
P2P1 comme somme directe de matrices 2 × 2. Comme l’image numérique d’une
telle matrice est une ellipse, ceci nous permettra d’en déduire l’image numérique de
P2P1. On commence par remarquer que 0 ≤ P1P2P1 ≤ I. Ainsi on a 0 ≤ λ̃n ≤ 1. Le
lemme suivant caractérise quand h̃n ∈ N1.

Lemme 2.2.10. Supposons que N1 et N2 soient en position générique. On a que

1. h̃n ∈ N1 ⇔ λ̃n 6= 0

2. h̃n ∈ N⊥1 ⇔ λ̃n = 0.
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Figure 2.2

Démonstration. On sait que P1P2P1h̃n = λ̃nh̃n. Si λ̃n 6= 0, alors h̃n = 1
λ̃n
P1P2P1h̃n ∈

N1. Si λ̃n = 0, alors P1P2P1h̃n = 0. Donc P2P1h̃n ∈ N⊥1 ∩ N2 = {0}, car nous
sommes en position générique. Donc P2P1h̃n = 0. On obtient P1h̃n ∈ N⊥2 ∩N1 = {0},
P1h̃n = 0 et ainsi h̃n ∈ N⊥1 .

A partir de maintenant, nous allons juste avoir besoin des vecteurs h̃n qui sont
dans N1. Pour simplifier les notations, on notera ces vecteurs par (hn)n∈N, chacun
d’entre eux correspond à un λn non nul. Par conséquent on a P1P2P1hn = λnhn.
Comme on a hn ∈ N1, on obtient que P1hn = hn. On note (voir Figure 2.2)

wn = P2hn, w̃n = wn
‖wn‖

, fn = (I − P1)P2hn, f̃n = fn
‖fn‖

.

Lemme 2.2.11. On a que 〈wn, wk〉 = δn,kλn et 〈wn, hk〉 = δn,kλn, où δn,k est le
symbole de Kronecker, qui prend comme valeur 1 si n = k, et 0 sinon.

Démonstration. Pour la première égalité, on a que,

〈wn, wk〉 = 〈P2P1hn, P2P1hk〉 = 〈P1P2P1hn, hk〉 = λn 〈hn, hk〉 = δn,kλn.

Pour l’autre, on a

〈wn, hk〉 = 〈P2P1hn, P1hk〉 = 〈P1P2P1hn, hk〉 = λn 〈hn, hk〉 = δn,kλn.

Corollaire 2.2.12. Soit vect{h,w} le sous-espace fermé de H engendré par h et w.
Si n 6= k, alors vect{hn, wn} est orthogonal à vect{hk, wk}.

Proposition 2.2.13. L’image de vect{hn, wn} par l’application P2P1 satisfait

P2P1(vect{hn, wn}) = vect{wn} ⊂ vect{hn, wn}.

Démonstration. Il suffit de montrer que P2P1(hn) et P2P1(wn) sont colinéaires avec
wn. On a que P2P1(hn) = wn. Comme hn est un vecteur propre de P1P2P1, on obtient
que P2P1(wn) = P2P1P2P1(hn) = P2(λnhn) = λnwn.
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Lemme 2.2.14. On a que vect{hn, wn} = vect{hn, fn}.

Démonstration. Comme ces deux sous-espaces sont de dimension 2, il suffit juste de
montrer que vect{hn, wn} ⊂ vect{hn, fn}. Comme hn ∈ vect{hn, fn}, nous devons
juste montrer que wn ∈ vect{hn, fn}. On a que wn = P2P1hn = P1P2P1hn + (I −
P1)P2P1hn = λnhn + fn. Donc wn ∈ vect{hn, fn}.

Corollaire 2.2.15. Si n 6= k, alors vect{hn, fn} est orthogonal à vect{hk, fk}. De
plus,

P2P1(vect{hn, fn}) = vect{wn} ⊂ vect{hn, fn}.

Proposition 2.2.16. On a que P2(N1) = N2.

Démonstration. L’inclusion P2(N1) ⊂ N2 est évidente. Pour montrer que P2(N1) ⊃
N2, il suffit de montrer que P2(N1)⊥ ⊂ N⊥2 . Soit y ∈ P2(N1)⊥. Alors pour tout
x ∈ N1, on a 0 = 〈y, P2(x)〉 = 〈P2(y), x〉. Donc P2(y) ∈ N⊥1 . Comme P2(y) ∈ N2
et N⊥1 ∩ N2 = {0}, on obtient que P2(y) = 0. Donc y ∈ N⊥2 . Ceci montre que
P2(N1)⊥ ⊂ N⊥2 .

Corollaire 2.2.17. Les vecteurs (w̃n)n∈N forment une base orthonormée de N2.

Démonstration. D’après le Lemme 2.2.11, on sait que (w̃n)n∈N est un système ortho-
normé dans N2. Il reste à montrer que c’est un système générateur. On note qu’en
utilisant que P2(N1) = N2 et vect{wn, n ∈ N} = vect{w̃n, n ∈ N} ⊂ N2, l’inclusion
P2(N1) ⊂ vect{wn, n ∈ N} implique que

N2 = P2(N1) ⊂ vect{w̃n, n ∈ N} ⊂ N2,

et donc N2 = vect{w̃n, n ∈ N}. Montrons P2(N1) ⊂ vect{wn, n ∈ N}. Pour tout
x ∈ N1, il existe une suite (νn) telle que x = ∑

n νnhn. Ainsi P2(x) = P2(∑n νnhn) =∑
n νnP2(hn) = ∑

n νnwn. Finalement on a que P2(x) ∈ vect{wn, n ∈ N}.

De manière similaire on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 2.2.18. On a que (I − P1)(N2) = N⊥1 . De plus, (f̃n)n∈N est une base
orthonormée de N⊥1 .

Corollaire 2.2.19. L’opérateur P2P1 peut etre écrit comme somme directe de ma-
trices 2× 2, c’est à dire :

P2P1 =
⊕
n∈N

P2P1 |vect{hn,f̃n} .

Démonstration. Comme f̃n = fn
‖fn‖ , on a que vect{hn, fn} = vect{hn, f̃n},, et

P2P1(vect{hn, f̃n}) ⊂ vect{hn, f̃n}.
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On a aussi que vect{hn, f̃n} est orthogonal à vect{hk, f̃k} quand n 6= k. De plus,
(f̃n)n∈N est une base orthonormée de N⊥1 . On peut ecrire H comme

H = N1 ⊕N⊥1
= vect{hn, n ∈ N} ⊕ vect{f̃n, n ∈ N}
= ⊕nvect{hn, f̃n}

ce qui prouve le résultat.

Lemme 2.2.20. Dans la base orthonormée (hn, f̃n), la restriction de P2P1 sur son
sous-espace invariant vect{hn, f̃n} est donné par :

P2P1 |vect{hn,f̃n}=
(

λn 0√
λn(1− λn) 0

)
.

Démonstration. Comme f̃n ∈ N⊥1 , on a que P1f̃n = 0, donc P2P1f̃n = 0. On peut
représenter P2P1hn comme : P2P1hn = P1P2P1hn + (I − P1)P2P1hn = λnhn + fn =
λnhn + ‖fn‖ f̃n.

Pour finir la preuve, il faut montrer que ‖fn‖ =
√
λn(1− λn). On a ‖fn‖2 =

‖(I − P1)P2P1hn‖2 = ‖P2P1hn‖2 − ‖P1P2P1hn‖2 = 〈P1P2P1hn, hn〉 − ‖λnhn‖2 =
λn − λ2

n .

Remarque 2.2.21. Comme 0 ≤ P1P2P1 ≤ I, on a que 0 ≤ λn ≤ 1 pour tout n.
Il existe θn tel que 0 ≤ θn ≤ π

2 et cos(θn)2 = λn. Maintenant on peut réécrire
P2P1 |vect{hn,f̃n} comme :

P2P1 |vect{hn,f̃n}=
(

cos(θn)2 0
cos(θn) sin(θn) 0

)
.

Cette matrice correspond a la composition de deux projections orthogonales dans le
plan, qui projettent sur 2 droites d’angle θn.

Corollaire 2.2.22. L’image numérique W (P2P1 |vect{hn,f̃n}) est l’ellipse E (λn).

Démonstration. C’est une conséquence de lemme de l’ellipse pour l’image numérique
d’une matrice 2× 2.

Le corollaire suivant est une version "en position générique" du Théorème 2.2.24.

Corollaire 2.2.23. Soient (N1, N2) deux sous-espaces en position générique tels
que P1P2P1 soit diagonalisable, alors l’image numérique W (P2P1) est l’enveloppe
convexe des ellipses E (λ) pour tous les λ qui sont des valeurs propre non nulles
P2P1, c’est à dire :

W (P2P1) = conv{∪λ∈σp(P2P1)\{0}E (λ)}.
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Démonstration. D’après le Corollaire 2.2.19, on a que H = ⊕n∈Nvect{hn, f̃n}. Soit
x = ⊕n∈Nxn un vecteur de H tel que xn ∈ vect{hn, f̃n} et ‖x‖2 = ∑

n∈N ‖xn‖
2 = 1.

Alors 〈P2P1x, x〉 = ∑
n∈N 〈P2P1xn, xn〉 = ∑

n∈N ‖xn‖
2 〈P2P1xn,xn〉

‖xn‖2
. D’après le Corol-

laire 2.2.22, on a que 〈P2P1xn,xn〉
‖xn‖2

∈ E (λn). DoncW (P2P1) ⊂ conv{∪λ∈σp(P2P1)\{0}E (λ)}.
Soit (αn)n∈N une suite telle que αn ∈ [0, 1] et ∑n∈N αn = 1. Soit (εn)n∈N une suite

telle que εn ∈ E (λn). D’après le Corollaire 2.2.22, il existe des xn ∈ vect{hn, f̃n}
tels que ‖xn‖ = 1 et εn = 〈P2P1xn, xn〉. Soit x = ∑

n∈N αnxn, alors 〈P2P1x, x〉 =∑
n∈N αnεn. Donc conv{∪λ∈σp(P2P1)\{0}E (λ)} ⊂ W (P2P1).

Théorème 2.2.24. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soient M1 et M2 deux
sous-espaces fermés de l’espace de Hilbert H tels que M1 6= H ou M2 6= H. Si
PM1PM2PM1 est diagonalisable, alors l’image numériqueW (PM2PM1) est l’envelloppe
convexe des ellipses E (λ), avec les λ parcourant les valeures propres de PM2PM1, c’est
à dire :

W (PM2PM1) = conv{∪λ∈σp(PM2PM1 )E (λ)}.

En utilisant la même preuve que dans le Théorème 2.2.7, on peut déduire le
Théorème 2.2.24 à partir du Corollaire 2.2.23.

Grâce au Corollaire 2.2.23, on peut voir qu’en général l’image numérique d’un
produit de projection n’est pas fermé.

Exemple 2.2.25. Soient (N1, N2) deux sous-espaces en position générique, et on
note PNi = Pi. Supposons que P1P2P1 est diagonalisable. De plus, supposons qu’il
existe une base orthonormale (hn)n∈N∗ de N1 telle que pour tout x ∈ H on ait

P1P2P1x =
∑
n∈N∗

(
1− 1

n+ 1

)
〈x, hn〉hn.

Alors on a que σp(P2P1) = {1 − 1
n+1 , n ∈ N∗} ∪ {0} et σ(P2P1) = σp(P2P1) ∪

{1}. Ainsi par le Corollaire 2.2.23 et le Théorème 2.2.7, on a que W (P2P1) =
conv{∪λ∈σp(P2P1)\{0}E (λ)} et W (P2P1) = conv{∪λ∈σ(PM2PM1 )E (λ)}.

On a que 1 ∈ W (P2P1) mais 1 /∈ W (P2P1). Remarquons que 1 ∈ E (λ) si et
seulement si λ = 1. On a que (voir la remarque 2.2.4)

x1− 1
n+1

(0) = 1
2(
√

1− 1
n+ 1 + 1− 1

n+ 1) ∈ E (1− 1
n+ 1) ⊂ W (P2P1).

Comme limn→∞ x1− 1
n+1

(0) = 1 On a que 1 ∈ W (P2P1) .
Supposons que 1 ∈ W (P2P1). Alors il existe x ∈ H tel que ‖x‖ = 1 et 〈P2P1x, x〉 =

1. Comme 1 = |〈P2P1x, x〉| ≤ ‖P2P1x‖ ‖x‖ ≤ 1, on a que |〈P2P1x, x〉| = ‖P2P1x‖ ‖x‖,
donc il existe λ tel que P2P1x = λx. On a que 1 = 〈P2P1x, x〉 = λ 〈x, x〉 = λ. Donc
λ = 1 ∈ σp(P2P1). Ceci contredit l’hypothese que 1 /∈ σp(P2P1), donc 1 /∈ W (P2P1).

Exemple 2.2.26. Il existe des exemples non triviaux où P1P2P1 n’admet que 0
comme valeure propre (et donc P1P2P1 n’est pas diagonalisable). Soit T ∈ B(L2([0, 1]))
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l’opérateur défini par Tf(x) = xf(x). On peut facilement montrer que T est une
contraction autoadjointe et positive sans valeur propre, avec Ker(I − T ) = {0} et
σ(T ) = [0, 1]. Si on pose C = T 1/2 et S = (I − T )1/2, on peut voir facilement que
C et S sont des contractions injectives et positives sans valeur propre telles que
C2 + S2 = I. De plus C et S commutent. On pose H = L2([0, 1])⊕ L2([0, 1]) et

P1 =
(
I 0
0 0

)
, P2 =

(
C2 CS
CS S2

)
.

Alors P1 et P2 sont des projections orthogonales sur des sous-espaces qui sont en
position générique, et

P1P2P1 =
(
C2 0
0 0

)
.

Supposons qu’il existe f ⊕ g ∈ H et λ ∈ σ(P2P1) tels que P1P2P1(f ⊕ g) = λ(f ⊕ g).
Alors xf(x) = λf(x) presque partout, et 0 = λg(x). Ceci implique que λ = 0 et f =
0. Donc 0 est la seule valeure propre de P1P2P1. Cependant on a que σ(P1P2P1) =
σ(T ) ∪ {0} = [0, 1].

Remarque 2.2.27. A la fin de [Nee99], l’auteur demande si ‖P2P1‖2 est un point
d’accumulation de valeurs propres et si le spectre P2P1 sans zéro consiste seulement
de valeurs propres. L’exemple précédent répond négativement à ces deux questions.

2.2.3 Localisation de W (P2P1)
Dans cette section, nous allons donner des moyens pour localiser W (P2P1) si on
ne connait pas le spectre de P2P1. On commence par cette simple conséquence du
Théorème 2.2.7.

Corollaire 2.2.28. Soient P1, P2 deux projections orthogonales. On a que :

W (P2P1) ⊂ conv{∪λ∈[0,1]E (λ)}.

Démonstration. Si P1 = P2 = I, c’est clair puisque W (I) = {1}. Maintenant
supposons que P1 6= I ou P2 6= I. En utilisant le Théorème 2.2.7 et le fait que
σ(P2P1) ⊂ [0, 1], on a l’inclusion conv{∪λ∈σ(PM2PM1 )E (λ)} ⊂ conv{∪λ∈[0,1]E (λ)}.

Ce corollaire nous dit que si on peut inclure conv{∪λ∈[0,1]E (λ)} (voir Figure
2.3) dans un sous ensemble de C, alors pour n’importe quel paire de projections
orthogonale P1, P2 on peut inclure W (P2P1) dans le même sous ensemble. Le lemme
suivant est un exemple de localisation de l’image numérique qui utilise le Corollaire
2.2.28.

Lemme 2.2.29. Soient P1 et P2 deux projections orthogonales. Alors W (P2P1) est
un sous ensemble du rectangle dont les cotés sont x = −1

8 , x = 1, y = 1
4 et y = −1

4 .
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Figure 2.3 – convλ∈[0,1]{E (λ)}
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Démonstration. En utilisant le Corollaire 2.2.28 et les équations paramétriques de
la frontière de E (λ) (voir remarque 2.2.4), on peut montrer que pour tout t ∈ R et
pour tout λ ∈ [0, 1], on a que −1

8 ≤ xλ(t) ≤ 1 et −1
4 ≤ yλ(t) ≤ 1

4 .

Michel Crouzeix a montré dans [Cro08] que l’image numérique d’un produit de
projections est inclus dans un secteur du plan complexe de sommet 1.

Théorème 2.2.30 ([Cro08]). Soient P1, P2 ∈ B(H) deux projections orthogonales.
On a que

W (P2P1) ⊂ {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ π

6 }.

La Proposition suivante est une amélioration du résultat de Michel Crouzeix.

Proposition 2.2.31. Soient M1 et M2 deux sous-espaces fermés d’un espace de
Hilbert H. On a l’inclusion suivante :

W (PM2PM1) ⊂

z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ arctan(

√√√√ cos2(M1,M2)
4− cos2(M1,M2))

 .
Cette proposition implique que l’opérateur PM2PM1 est un opérateur de Ritt

de type arctan(
√

cos2(M1,M2)
4−cos2(M1,M2)). On invite le lecteur à regarder [Le 12] pour plus

d’informations sur les opérateurs de Ritt.

Preuve de la Proposition 2.2.31. Supposons que l’on ait trouvé θλ tel que

E (λ) ⊂ {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ θλ}

pour tout λ ∈ [0, 1]. En prenant θ = sup{θλ : λ ∈ σ(P2P1)}, on obtiendra que

W (P2P1) ⊂ convλ∈σ(P2P1){E (λ)} ⊂ {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ θ}.

Remarquons d’abord que E (0) = {0} et E (1) = [0, 1]. Donc on a que θ0 = θ1 = 0.
Pour λ ∈]0, 1[, on note (xλ(t), yλ(t)) la paramétrisation de la frontière de E (λ) donné
dans la remarque 2.2.4. On note θλ(t) l’angle entre la droite qui passe par les points
0 et 1 et celle qui relie les points 1 et (xλ(t), yλ(t)). On a que θλ = supt∈R |θλ(t)|, et

tan(θλ(t)) = yλ(t)
1− xλ(t)

=

√
λ(1− λ) sin(t)

2− λ−
√
λ cos(t)

.

En dérivant tan(θλ(t)), on voit que t0 est un point critique si cos(t0) =
√
λ

2−λ . Donc
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on a que

tan(θλ) =

√
λ(1− λ)

√
1− λ

(2−λ)2

2− λ−
√
λ
√
λ

(2−λ)

=

√
λ(1− λ)

√
(2− λ)2 − λ

(2− λ)2 − λ

=

√
λ(1− λ)√

(2− λ)2 − λ

=

√
λ(1− λ)

√
4− 5λ+ λ2

=

√
λ(1− λ)√

(1− λ)(4− λ)

=
√
λ√

4− λ
.

Comme θ = supλ∈σ(P2P1) θλ, on a que tan(θ) = supλ∈σ(P2P1)\{1}

√
λ√

4−λ . Finallement on
conclut en utilisant le Lemme 1.2.11.

Remarque 2.2.32. On obtient comme conséquence de ce résultat que l’image numé-
rique d’un produit de deux projections orthogonale est inclus dans un secteur de
sommet 1 et d’angle π

6 ([Cro08]). De plus le résultat de la Proposition 2.2.31 est op-
timal, dans le sens où si θ < arctan(

√
cos2(M1,M2)

4−cos2(M1,M2)), alors W (P2P1) n’est pas inclus
dans {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ θ}.

2.2.4 Quelques exemples
Soient P1, P2 deux projections orthogonales. Le spectre σ(P2P1) est toujours un
sous-ensemble compact de [0, 1]. Dans cette section, nous allons étudier le problème
spectral inverse suivant : soit K un sous ensemble compact de [0, 1] ; quand peut-on
trouver deux projections orthogonales P1 et P2 telles que σ(P2P1) = K ? Nous allons
voir que c’est possible si et seulement si 0 ∈ K ou bien K = {1}.

On commence avec le cas K = {1}.

Proposition 2.2.33. SoientM1 etM2 deux sous-espaces de H. Si 0 n’appartient pas
à σ(PM2PM1), alors on a que M1 = M2 = H, PM1 = PM2 = I et σ(PM2PM1) = {1}.

Démonstration. On décompose H comme dans (1.1) :

H = (M1 ∩M2)⊕ (M1 ∩M⊥
2 )⊕ (M⊥

1 ∩M2)⊕ (M⊥
1 ∩M⊥

2 )⊕ H̃.
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Alors
PM2PM1 = I ⊕ 0⊕ 0⊕ 0⊕ P2P1.

Comme 0 n’appartient pas à σ(P2P1), on obtientM1∩M⊥
2 = M⊥

1 ∩M2 = M⊥
1 ∩M⊥

2 =
H̃ = {0} (sinon PM2PM1 aurait un noyau non trivial). On a donc que H = M1 ∩M2
et M1 = M2 = H. Ainsi PM1 = PM2 = I et σ(PM2PM1) = σ(I) = {1}.

Maintenant on suppose que 0 ∈ K.

Théorème 2.2.34. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit K un sous ensemble
compact de [0, 1] tel que 0 ∈ K. Alors il existe deux projections orthogonale P1, P2
agissant sur H telles que σ(P2P1) = K. De plus P1P2P1 est diagonalisable.

Démonstration. Comme K est un sous ensemble compact de [0, 1], il existe une
suite (λn) dans K telle que {λn, n ∈ N} = K. Pour tout n ∈ N, il existe un unique
θn ∈ [0, π2 ] tel que λn = cos(θn)2. Soit (en)n∈N une base orthonormée de H. On note
hn = e2n, f̃n = e2n+1 et w̃n = cos(θn)e2n + sin(θn)e2n+1. Soit N1 = vect{hn, n ∈ N}
et N2 = vect{w̃n, n ∈ N} (voir Figure 2.2). Alors on a que P1hn = hn, P1f̃n = 0 et
P2hn = cos(θn)2hn + cos(θn) sin(θn)f̃n, P2f̃n = cos(θn) sin(θn)hn + sin(θn)2f̃n. Ainsi
P2P1hn = cos(θn)2hn + cos(θn) sin(θn)f̃n et P2P1f̃n = 0. Nous avons alors

P2P1 =
⊕
n∈N

P2P1 |vect{hn,f̃n}

=
⊕
n∈N

(
cos(θn)2 0

cos(θn) sin(θn) 0

)
.

On a aussi σ(P2P1) = {cos(θn)2, n ∈ N} ∪ {0} = {λn, n ∈ N} ∪ {0} = K.

Remarque 2.2.35. On a prouvé dans la section précédente l’inclusion suivante :
W (P2P1) ⊂ conv{∪λ∈[0,1]E (λ)}. Il existe des exemples où cette inclusion est une
égalité. D’après le Théorème 2.2.7, on a juste besoin de deux projections telles que
σ(P2P1) = [0, 1]. Les projections de l’exemple 2.2.26 font l’affaire, mais P1P2P1 n’est
pas diagonalisable. Avec le Théorème 2.2.34, on peut aussi construire un exemple
tel que P1P2P1 soit diagonalisable et σ(P2P1) = [0, 1].
Remarque 2.2.36. Comme on connait les formes possibles pour σ(P2P1), le Théorème
2.2.7 nous donne toutes les formes possibles pour W (P2P1).
Remarque 2.2.37. En utilisant la paramétrisation de la frontière de E (λ) (voir Re-
marque 2.2.4), on peut montrer que pour tout λ ∈ [0, 1

4 ], E (λ) ⊂ E (1
4). Soit

K1 = [0, 1
4 ] and K2 = {0, 1

4}. D’après le Théorème 2.2.34, il existe des projections
orthogonales P1, P2, Q1, Q2 telles que σ(P2P1) = K1 et σ(Q2Q1) = K2. De plus, on
a que :

W (P2P1) = conv{∪λ∈[0, 14 ]E (λ)} = E (1
4) = conv{E (0) ∪ E (1

4)} = W (Q2Q1).

Ceci montre que tous les points du spectre de P2P1 qui sont inférieurs à 1
4 ne sont

pas déterminés de manière unique par l’image numérique. Nous allons voir dans
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la prochaine section que la situation est différente pour des valeurs spectrales plus
grandes que 1

4 .

2.3 Le spectre de P2P1 en fonction de l’image nu-
mérique

2.3.1 La relation entre le rayon spectral et le rayon numé-
rique

Dans cette section nous allons montrer la proposition suivante, et la comparer avec
la formule de Kittaneh (voir Théorème 1.4.5).

Proposition 2.3.1. Soient M1,M2 deus sous-espaces fermés de H. Le rayon nu-
mérique et le rayon spectral de PM2PM1 sont reliés par la formule suivante

ω(PM2PM1) = 1
2

(√
r(PM2PM1) + r(PM2PM1)

)
.

Preuve de la Proposition 2.3.1. SiM1 = M2 = H, c’est vrai. Maintenant on suppose
que M1 6= H ou M2 6= H. En combinant la définiton du rayon numérique avec le
Théorème 2.2.7, on obtient :

ω(P2P1) = sup
w∈W (P2P1)

|w| = sup
w∈W (P2P1)

|w| = sup
w∈E (λ),λ∈σ(P2P1)

|w| .

D’abord on calcule supw∈E (λ) |w| pour un λ fixé. On note (xλ(t), yλ(t)) la para-
métrisation de la frontière de E (λ) donnée dans la remarque 2.2.4. On a que

sup
w∈E (λ)

|w| = sup
t∈R

√
xλ(t)2 + yλ(t)2

et xλ(t)2 + yλ(t)2 = 1
4(λ2 cos(t)2 + 2λ

√
λ cos(t) + λ). Donc

sup
w∈E (λ)

|w| =
√

1
4
(
λ2 + 2λ

√
λ+ λ

)
= 1

2(λ+
√
λ).

Finalement,

ω(P2P1) = sup
w∈E (λ),λ∈σ(P2P1)

|w| = sup
λ∈σ(P2P1)

1
2(λ+

√
λ) = 1

2(r(P2P1) +
√
r(P2P1)).

Remarque 2.3.2. La formule de Kittaneh (voir Théorème 1.4.5) nous dit que pour
n’importe quel opérateur T , on a l’inegalité suivante :

ω(T ) ≤ 1
2

(
‖T‖+

∥∥∥T 2
∥∥∥ 1

2
)
.
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Nous allons comparer la Proposition 2.3.1 avec la formule de Kittaneh quand T =
P2P1. Si M1 ∩ M2 6= {0}, alors 1 est valeur propre de P2P1. Donc ‖P2P1‖ =
‖(P2P1)2‖ = 1, r(P2P1) = 1 et ω(P2P1) = 1. Ainsi ω(P2P1) = 1

2(
√
r(P2P1) +

r(P2P1)) = 1
2(‖P2P1‖ + ‖(P2P1)2‖

1
2 ) et dans ce cas, l’inégalité de Kittaneh est une

égalité.
SiM1∩M2 = {0}, alors d’après le Lemme 1.2.7 on a que ‖(P2P1)n‖ = cos(M1,M2)2n−1

et ‖P1P2P1‖ = cos(M1,M2)2 = r(P1P2P1) = r(P2P1). donc on a que ω(P2P1) =
1
2(
√
r(P2P1)+r(P2P1)) = 1

2(cos(M1,M2)+cos(M1,M2)2) et aussi 1
2(‖P2P1‖+‖(P2P1)2‖

1
2 ) =

1
2(cos(M1,M2) + cos(M1,M2) 3

2 ). Si cos(M1,M2) < 1, alors

ω(P2P1) < 1
2

(
‖P2P1‖+

∥∥∥(P2P1)2
∥∥∥ 1

2
)
.

Donc dans ce cas, l’inégalité de Kittaneh est stricte.

2.3.2 Retrouver σ(P2P1) à partir deW (P2P1) (etW (P2(I − P1)))
Contrairement aux sections précédentes, où l’on a décrit W (P2P1) en fonction de
σ(P2P1), le but de cette section est d’obtenir des informations sur le spectre de
P2P1 à partir de son image numérique. On donne une idée de comment y parvenir.
On pose gα(λ) = 1

2(cos(α)λ +
√
λ(1− sin(α)2λ)), alors on a que ρW (P2P1)(α) =

supλ∈σ(P2P1) gα(λ). On va se servir des fonctions supports pour identifier si l’ellipse
E (λ) est dans l’image numérique. Si c’est le cas, alors λ sera dans le spectre. On note
S l’adhérence de convλ∈[0,1]{E (λ)}. Par le Corollaire 2.2.28, on a queW (P2P1) ⊂ S ,
donc supλ∈σ(P2P1) gα(λ) = ρW (P2P1)(α) ≤ ρS (α) = supλ∈[0,1] gα(λ). La continuité de
la fonction gα(·) et la compacité de σ(P2P1), nous garantie l’existence d’un point
λ0 ∈ σ(P2P1) tel que ρW (P2P1)(α) = gα(λ0). Avec cette information, nous sommes
capables de trouver une formule explicite pour ρS (α). De plus, nous verrons que
l’égalité ρW (P2P1)(α) = ρS (α) est équivalente à la présence d’un unique point λ0
(qui dépend seulement de α) dans le spectre de P2P1.

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante pour que λ soit
un point critique de gα(λ).

Lemme 2.3.3. Soit λ0 ∈]0, 1[ et α ∈]0, π[. Alors λ0 est un point critique de gα si
et seulement si on a :

α = 2 arcsin(
√

1− λ0 sin(α)2).

Démonstration. On a g′α(λ) = 1
2(cos(α) + 1−2λ sin(α)2

2
√
λ(1−sin(α)2λ)

). Donc g′α(λ) = 0 si et

seulement si
√
λ cos(α) = 1

2
√

1−sin(α)2λ
−
√

1− λ sin(α)2. On noteX =
√

1− sin(α)2λ.

On a que g′α(λ) = 0 si et seulement si
√

1−X2

sin(α)2 cos(α) = 1
2X − X, ou bien, de

manière équivalente, si et seulement si cot(α) = 1−2X2

2X
√

1−X2 . On pose X = sin(γ)
et on obtient que cot(α) = 1−2 sin(γ)2

2 sin(γ)
√

1−sin(γ)2
= cot(2γ). Comme λ ∈ [0, 1], on a que
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X ∈ [|cos(α)| , 1], et γ ∈ [arcsin(|cos(α)|), π2 ] ⊂ [0, π2 ]. Donc 2γ ∈ [0, π]. Ainsi g′α(λ) =
0 si et seulement si α = 2γ, si et seulement si α = 2 arcsin(

√
1− λ0 sin(α)2).

Le corollaire suivant nous dit que les fonctions support deW (P2P1) pour α ∈]0, π3 ]
ne donnent aucune information intéressante sur σ(P2P1).

Corollaire 2.3.4. Si α ∈ [0, π3 ], et λ0 ∈]0, 1[, alors λ0 n’est pas un point critique de
gα.

Démonstration. On a juste besoin de vérifier que la condition du Lemme 2.3.3 n’est
pas vérifiée. Si λ0 ∈]0, 1[, alors 2 arcsin(

√
1− λ0 sin(α)2) ∈] arcsin(|cos(α)|), π[. Si α

vérifie la condition du Lemme 2.3.3, alors α ∈] arcsin(|cos(α)|), π[. On veut savoir
quand on a α = 2 arcsin(|cos(α)|) ? Si α = 2 arcsin(|cos(α)|), en utilisant quelques
formules trigonométriques, on obtient que sin(α) = 2 |cos(α)| sin(α). Donc |cos(α)| =
1
2 . Si α = π

3 , alors 2 arcsin(|cos(α)|) = π
3 = α. Si α = 2π

3 , alors 2 arcsin(|cos(α)|) =
π
3 6= α. Autrement dit, α = 2 arcsin(|cos(α)|) si et seulement si α = π

3 . De plus si
α ∈ [0, π3 ], alors on a α < 2 arcsin(|cos(α)|), donc gα n’a pas de points critiques sur
]0, 1[.

La proposition suivante nous dit que ρW (P2P1)(α) possède des informations sur
σ(P2P1) quand α ∈ [π3 , π].

Proposition 2.3.5. Si α ∈ [π3 , π], alors le seul point critique de gα est λα = 1+cos(α)
2 sin(α)2 .

Démonstration. D’après le Lemme 2.3.3, on sait que λ est un point critique de gα
si et seulement si α = 2 arcsin(

√
1− λ sin(α)2). On compose de chaque coté de

l’inégalité par la fonction sinus et on utilise quelques formules trigonometrique pour
obtenir que sin(α) = 2

√
1− λ sin(α)2

√
λ sin(α). En divisant chaque coté par sin(α)

et en élevant au carré, on obtient que 4λ2 sin(α)2 − 4λ + 1 = 0. Cependant si λ est
un point critique de gα, alors λ = 1+cos(α)

2 sin(α)2 ou bien λ = 1−cos(α)
2 sin(α)2 . Si λ = 1−cos(α)

2 sin(α)2 , alors

2 arcsin(
√

1− λ sin(α)2) = 2 arcsin(
√

1
2(1 + cos(α)))

= 2 arcsin(cos(α2 ))

6= α.

Le Lemme 2.3.3 dit que λ n’est pas un point critique de gα. Si λ = 1+cos(α)
2 sin(α)2 , alors

2 arcsin(
√

1− λ sin(α)2) = 2 arcsin(
√

1
2(1− cos(α)))

= 2 arcsin(sin(α2 ))

= α.

D’après le Lemme 2.3.3, λ est un point critique de gα.
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Remarque 2.3.6. La condition α ∈ [π3 , π] nous garantie que λα ∈ [0, 1]. On remarque
que

λα = 1 + cos(α)
2 sin(α)2 = 1

2(1− cos(α)) .

Si on a π
3 ≤ α ≤ π, alors 1

4 ≤
1

2(1−cos(α)) ≤ 1. Donc λα ∈ [1
4 , 1].

On donne maintenant une formule explicite pour ρS (α).

Corollaire 2.3.7. La fonction support de S = conv{∪λ∈[0,1]E (λ)} est donné par la
formule suivante :

ρS (α) =
{

cos(α) if α ∈ [0, π3 ]
1

4(1−cos(α)) if α ∈ [π3 , π] .

Démonstration. On sait que ρS (α) = maxλ∈[0,1] gα(λ). On a montré précédemment
que si α ∈ [0, π3 ], alors ρS (α) = max{gα(0), gα(1)} et si α ∈ [π3 , π] alors ρS (α) =
max{gα(0), gα(λα), gα(1)}, avec λα = 1

2(1−cos(α)) . On a que gα(0) = 0 et gα(1) =
cos(α) et aussi gα(λα) = 1

4(1−cos(α)) . Maintenant il ne reste plus qu’a montrer que pour
tout α ∈ [π3 , π], on a gα(λα) ≥ gα(1). Comme 1

4(1−cos(α))−cos(α) = 1−4 cos(α)+4 cos(α)2

4(1−cos(α)) =
(1−2 cos(α))2

4(1−cos(α)) , et que le dernier terme est toujours positif, on obtient le résultat annoncé.

Maintenant nous somme prêts pour montrer le Théorème suivant.

Théorème 2.3.8. Soit α ∈ [π3 , π]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1
2(1−cos(α)) ∈ σ(PM2PM1) ;

2. sup{Re(z exp(−iα)), z ∈ W (PM2PM1)} = 1
4(1−cos(α)) .

Preuve du Théorème 2.3.8. Soit α ∈ [π3 , π]. On sait que

ρW (P2P1)(α) = sup
λ∈σ(P2P1)

gα(λ).

Comme σ(P2P1) est un ensemble compact et gα est une fonction continue, il existe
un λ0 ∈ σ(P2P1) tel que : ρW (P2P1)(α) = maxλ∈σ(P2P1) gα(λ) = gα(λ0). D’après la
Proposition 2.3.5, on a gα(λ0) = 1

4(1−cos(α)) si et seulement si λ0 = λα = 1
2(1−cos(α)) .

”1 ⇒ 2” : Si ρW (P2P1)(α) = 1
4(1−cos(α)) = gα(λ0), alors on a que λ0 = λα =

1
2(1−cos(α)) . Comme λ0 ∈ σ(P2P1), on obtient que λα ∈ σ(P2P1).

”2⇒ 1” : Si λα ∈ σ(P2P1), alors on a que :

gα(λα) ≤ max
λ∈σ(P2P1)

gα(λ) ≤ max
λ∈[0,1]

gα(λ) = gα(λα).

Ainsi
ρW (P2P1)(α) = max

λ∈σ(P2P1)
gα(λ) = gα(λα) = 1

4(1− cos(α)) .

77



Chapitre 2. Image numérique d’un produit de projections orthogonales

Si on nous donne α, le Théorème 2.3.8 nous dit si λα est dans le spectre ou pas,
en regardant la fonction support de W (P2P1) dans la direction α. Si on se donne
λ, le corollaire suivant nous dit dans quelle direction αλ il faut regarder si on veut
savoir si λ est dans σ(P2P1) ou pas.

Corollaire 2.3.9. Soit λ ∈ [1
4 , 1]. On note αλ = arccos(1 − 1

2λ). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. ρW (P2P1)(αλ) = 1
4(1−cos(αλ)) ;

2. λ ∈ σ(P2P1).

Démonstration. On note f : [π3 , π] −→ [1
4 , 1] la fonction donnée par f(α) = 1

2(1−cos(α)) .
L’équivalence vient du Théorème 2.3.8, combiné avec le fait que f est bijective, et
sa fonction réciproque est donnée par la formule λ 7→ arccos(1− 1

2λ).

La proposition suivante est une "astuce" qui permet de reconstruire la plupart du
spectre de P2P1 à partir de σ(P2(I−P1)). Comme P2(I−P1) est encore un produit de
deux projections orthogonales, tous les résultats de ce chapitre sont encore valable
pour cet opérateur.

Proposition 2.3.10. Soit λ 6= 0. Si λ ∈ σ(P2(I − P1)), Alors 1− λ ∈ σ(P2P1).

Démonstration. On décompose H comme dans (1.1). Ainsi on a que

H = (M1 ∩M2)⊕ (M1 ∩M⊥
2 )⊕ (M⊥

1 ∩M2)⊕ (M⊥
1 ∩M⊥

2 )⊕ H̃

et

PM1 ∼ I ⊕ I ⊕ 0⊕ 0⊕
(
I 0
0 0

)

PM2 ∼ I ⊕ 0⊕ I ⊕ 0⊕
(
C2 CS
CS S2

)

I − PM1 ∼ 0⊕ 0⊕ I ⊕ I ⊕
(

0 0
0 I

)

PM2PM1 ∼ I ⊕ 0⊕ 0⊕ 0⊕
(
C2 0
CS 0

)

PM2(I − PM1) ∼ 0⊕ 0⊕ I ⊕ 0⊕
(

0 CS
0 S2

)

On rappelle que C2 + S2 = I, donc on a que σ(S2) = 1 − σ(C2). Supposons que
les sous-espaces M (⊥)

1 ∩M (⊥)
2 et H̃ ne sont pas égaux à {0}. Alors σ(PM2PM1) =

∪{{1}, {0}, σ(C2)∪{0}}. SiM1∩M2 = {0}, alors on doit enlever {1} dans la formule
précédente pour avoir σ(PM2PM1). SiM1∩M⊥

2 = M⊥
1 ∩M2 = M⊥

1 ∩M⊥
2 = {0}, alors

il faut enlever {0} dans la formule précédente pour avoir σ(PM2PM1). Si H̃ = {0},
alors on doit enlever σ(C2) ∪ {0} de l’union précédente pour obtenir σ(PM2PM1).
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De la même manière, si les sous-espaces M (⊥)
1 ∩M (⊥)

2 et H̃ ne sont pas égaux
à {0}, alors σ(PM2(I − PM1)) = ∪{{0}, {1}, (1 − σ(C2)) ∪ {0}}. Si M1 ∩ M2 =
M1 ∩M⊥

2 = M⊥
1 ∩M⊥

2 = {0}, alors il faut enlever {0} dans la formule précédente
pour avoir σ(PM2(I − PM1)). Si M⊥

1 ∩M2 = {0}, alors il faut retirer {1} dans la
formule précédente pour avoir σ(PM2(I − PM1)). Si H̃ = {0}, alors on doit enlever
(1− σ(C2)) ∪ {0} de l’union précédente pour obtenir σ(PM2(I − PM1)).

Soit λ 6= 0 tel que λ ∈ σ(PM2(I−PM1)). Supposons que λ = 1 etM⊥
1 ∩M2 6= {0}.

Alors on a que PM2PM1 = 0 sur M⊥
1 ∩M2. Donc 1− λ = 0 est une valeur propre de

PM2PM1 .
Dans les autres cas, on a que λ ∈ 1− σ(C2) et H̃ 6= {0}, ainsi 1− λ ∈ σ(C2) ⊂

σ(PM2PM1).

Exemple 2.3.11. Il existe des projections orthogonales telles que 1 − σ(PM2(I −
PM1)) 6= σ(PM2PM1). On va construire un tel exemple dans H = C3. Soit (e1, e2, e3)
une base orthonormée de C3. On pose M1 = vect{e1} et M2 = vect{e2}. Alors on
a que M1 ∩M2 = {0}, M1 ∩M⊥

2 = vect{e2}, M⊥
1 ∩M2 = vect{e1}, M⊥

1 ∩M⊥
2 =

vect{e3} et H̃ = {0}. Donc PM2PM1 = 0, PM2(I − PM1) = PM2 , σ(PM2PM1) = {0}
et σ(PM2(I − PM1)) = {0, 1}.

Remarque 2.3.12. Le Théorème 2.3.8 nous permet de reconstruire σ(P2P1) ∩ [1
4 , 1]

à partir de W (P2P1). Comme I − P1 est aussi une projection orthogonale, on peut
aussi déduire σ(P2(I−P1))∩ [1

4 , 1] à partir deW (P2(I − P1)). De plus la Proposition
2.3.10 nous permet de retrouver σ(P2P1) ∩ [0, 3

4 ] à partir de σ(P2(I − P1)) ∩ [1
4 , 1].

Autrement dit, on peut déduire σ(P2P1) à partir de W (P2P1) et W (P2(I − P1)).

Proposition 2.3.13. Soient P1, P2 deux projections orthogonales. Si α ∈ [0, π2 ],
alors on a que

ρW (P2P1)(α) = r(Re(exp(−iα)P2P1)) = ‖Re(exp(−iα)P2P1)‖ = ω(Re(exp(−iα)P2P1)).

Cette proposition est importante car si on connait en même temps les rayons
spectraux r(Re(exp(−iα)P2P1)) et r(Re(exp(−iα)P2(I − P1))) pour tout α ∈ [π3 ,

π
2 ]

alors, en utilisant le Théorème 2.3.8 et la Proposition 2.3.10, on peut en déduire
σ(P2P1).

Démonstration. Remarquons que Re(exp(−iα)P2P1) est un opérateur autoadjoint,
donc

r(Re(exp(−iα)P2P1)) = ‖Re(exp(−iα)P2P1)‖ = ω(Re(exp(−iα)P2P1))

et la plus grande valeur spectrale positive de Re(exp(−iα)P2P1) est la plus grande
valeur dans l’image numérique. Autrement dit, on doit juste prouver que pour tout
α ∈ [0, π2 ], la plus grande valeur spectrale positive de Re(exp(−iα)P2P1) est plus
grande que la valeur absolue de la plus petite valeur spectral négative.
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D’après les notations de la fin de la preuve du Lemme 2.2.1 (i.e. ṽi(λ, α) =
1
2(cos(α)λ±

√
λ(1− sin(α)2λ)) ), on a que

Re(exp(−iα)P2P1) ∼
(
ṽ1(C2, α) 0

0 ṽ2(C2, α)

)
.

On a aussi que pour tout λ ∈ [0, 1] et pour tout α ∈ [0, π], ṽ1(λ, α) ≥ 0 et ṽ2(λ, α) ≤
0. De plus λ ∈ σ(C2) si et seulement si ṽ1(λ, α) et ṽ2(λ, α) ∈ σ(Re(exp(−iα)P2P1)).
Cependant |ṽ1(λ, α)| − |ṽ2(λ, α)| = ṽ1(λ, α) + ṽ2(λ, α) = λ cos(α). Ce dernier terme
est positif si α ∈ [0, π2 ] et négatif si α ∈ [π2 , π]. Donc α ∈ [0, π2 ] implique que
ρW (P2P1)(α) = r(Re(exp(−iα)P2P1)).

2.4 Applications à la vitesse de convergence dans
le Théorème de von Neumann-Halperin et au
principe d’incertitude

2.4.1 Applications à la méthode des projections alternés
Von Neumann a montré que pour tout x ∈ H on a que

lim
n→∞

‖(PM2PM1)nx− PM1∩M2x‖ = 0.

D’après le Chapitre 1, si on pose N1 = M1 ∩ (M1 ∩M2)⊥ et N2 = M2 ∩ (M1 ∩M2)⊥,
on a que N1 ∩N2 = {0}. De plus on a que (PM2PM1)n − PM1∩M2 = (PN2PN1)n pour
tout n ∈ N. Ainsi l’étude de la convergence de (PM2PM1)n vers PM1∩M2 revient à
étudier la convergence de (PN2PN1)n vers 0.

La nouveauté de cette caractérisation de la convergence arbitrairement lente
viens de l’utilisation de l’image numérique de PN2PN1 dans les conditions 6, 7 et 8.

Proposition 2.4.1. Soient N1, N2 deux sous-espaces fermées de H tels que N1 ∩
N2 = {0}. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. (PN2PN1)n converge arbitrairement lentement vers 0

2. ‖PN2PN1‖ = 1

3. N⊥1 +N⊥2 n’est pas fermé

4. 1 ∈ σ(PN2PN1)

5. cos(N1, N2) = 1

6. 1 ∈ W (PN2PN1)

7. Il existe une suite (λn) dans [0, 1[ telle que lim λn = 1 et pour tout n ∈ N,
E (λn) ⊂ W (P2P1)
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8. Il existe θ < π
6 tel que W (PN2PN1) ⊂ {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ θ}.

Démonstration. Les équivalences 1 à 5 sont connues (voir Chapitre 1).
”6 ⇒ 2”. Comme 1 ∈ W (PN2PN1), on peut trouver une suite (xn) telle que

‖xn‖ = 1 et limn→∞ 〈PN2PN1xn, xn〉 = 1. Comme on a que

〈PN2PN1xn, xn〉 ≤ ‖PN2PN1xn‖ ‖xn‖
≤ ‖PN2PN1xn‖
≤ ‖PN2PN1‖
≤ 1,

on a aussi que ‖PN2PN1‖ = 1.
”4 ⇒ 6”. Comme 1 ∈ σ(PN2PN1) et σ(PN2PN1) ⊂ W (PN2PN1), on a que 1 ∈

W (PN2PN1).
”7⇒ 6”. Il est clair que xλn(0) =

√
λn
2 + λn

2 ∈ E (λn) ⊂ W (P2P1).
”4 ⇒ 7”. Comme N1 ∩ N2 = {0}, 1 n’est pas valeur propre de PN2PN1 . Donc il

existe λn ∈ σ(PN2PN1) tels que limn λn = 1. L’assertion 7 viens du Théorème 2.2.7.
”5⇔ 8”. C’est une conséquence du Lemme 2.2.31.

Remarque 2.4.2. Dans l’esprit de la section du Chapitre 1, on peut étendre ”1⇔ 6”
à un nombre fini de projections, pour obtenir l’énoncé suivant : Si PN1 , . . . , PNr sont
des projections orthogonale telles que ∩ri=1Ni = {0}, alors (PNr . . . PN1)n converge
arbitrairement lentement vers 0 si et seulement si 1 ∈ W (PNr . . . PN1). La preuve est
similaire.
Remarque 2.4.3. L’équivalence entre 5, 7 et 8 est encore vraie même sans l’hypothèse
que N1 ∩N2 = {0}.

2.4.2 Applications aux paires annihilantes
Dans cette section on va donner de nouvelles caractérisations des paires annihilantes.
On commence par rappeler le contexte. On note F la transformée de Fourier sur
L2(R). Soient S et Σ deux sous ensembles mesurables de R. On pose PS = M1S

et
PΣ = F∗M1ΣF .

La condition 1 /∈ W (PSPΣ) de la proposition suivante est une nouvelle caracté-
risation des paires annihilantes.

Proposition 2.4.4. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (S,Σ) est une paire annhilante

2. ImPS ∩ ImPΣ = {0}

3. 1 /∈ W (PSPΣ).
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Démonstration. On a que 1 ∈ W (PSPΣ) si et seulement si il existe h ∈ H tel que
‖h‖ = 1 et 〈PSPΣh, h〉 = 1. C’est équivalent à l’existence d’un certain h ∈ H tel
que ‖PSPΣh‖ = ‖h‖ = 1. Cette dernière assertion est équivalente a la négation de
(2).

Les conditions e, f, g, h et i de la proposition suivante sont des nouvelles carac-
térisations des paires fortement annihilantes.

Proposition 2.4.5. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. (S,Σ) est une paire fortement annihilante

b. r(PSPΣ) < 1

c. ImPS ∩ ImPΣ = {0} and cos(PS, PΣ) < 1

d. 1 /∈ σ(PSPΣ).

e. 1 /∈ W (PSPΣ)

f. ω(PSPΣ) < 1

g. pour tout α ∈ [0, π3 ], ω(Re(exp(−iα)PSPΣ)) < cos(α)

h. il existe α ∈ [0, π3 ] tel que ω(Re(exp(−iα)PSPΣ)) < cos(α)

i. il existe θ < π
6 tel que W (PSPΣ) ⊂ {z ∈ C, |arg(1− z)| ≤ θ} \ {1}.

Démonstration. “d⇔ e′′. D’après le Théorème 2.2.7, 1 ∈ W (PSPΣ) si et seulement
si E (1) ⊂ W (PSPΣ), si et seulement si 1 ∈ σ(PSPΣ).

“b⇔ f ′′. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.3.1.
“d⇒ g′′. C’est une conséquence du Corollaire 2.3.4.
“g ⇒ h′′ C’est trivial.
“i⇒ d′′ C’est une conséquence du Corollaire 2.3.4.
“c⇔ i′′ C’est une conséquence du Lemme 2.2.31, et de la proposition précédente.
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Chapitre 3

Différences de projections
orthogonales

Le but de ce chapitre est de présenter une caractérisation des opérateurs qui s’écrivent
comme une différence de deux projections orthogonales. Notre caractérisation, qui
est semblable à la caractérisation de Davis [Dav58], utilise le théorème des deux sous
espaces de Halmos (on rappelle que le résultat de Halmos est postérieur à celui de
Davis). Elle permet via l’interprétation géométrique de la construction de recons-
truire explicitement toutes les projections P et Q qui réalisent T = P −Q. Comme
application, on va écrire certains opérateurs unitaires (dont le shift bilatéral) comme
combinaison linéaire de projections orthogonales. Comme autre application, on va
démontrer une extension du principe d’incertitude de Erb, en utilisant le fait que
l’opérateur de multiplication par la variable Mx ∈ L2([−1, 1], w) est une différence
de projections orthogonales.

3.1 A propos d’un analogue du résultat de Crim-
mins pour les différences de projections or-
thogonales

Le but de cette section est d’expliquer qu’il est impossible de trouver un analogue
du réultat de Crimmins pour des différences de deux projections orthogonales. Le
point de départ est une caractérisation des opérateurs qui peuvent s’écrire comme
un produit de deux projections orthogonales. Ce résultat est dû à Crimmins (on
peut trouver ce résultat dans le papier de Radjavi et Williams [RW69, Théorème
8]).

Théorème 3.1.1 (Crimmins). Soit T ∈ B(H). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. il existe deux projections orthogonales P et Q telles que T = PQ,
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2. T 2 − TT ∗T = 0.

Naturellement on peut se demander si il existe un analogue de ce résultat pour
caractériser les différences de projections orthogonales. Avant de discuter plus en
détail de cette question, on va mentionner (à titre d’information) une autre ca-
ractérisation des opérateurs qui peuvent d’écrire comme un produit de projections
orthogonales.

Théorème 3.1.2 (Sebestyen [Seb90]). Soit T ∈ B(H). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. il existe deux projections orthogonales P et Q telles que T = PQ,

2. pour tout x ∈ Ker(T )⊥, on a que ‖Tx‖2 = 〈Tx, x〉.

On peut trouver des preuves courtes, élégantes et modernes de ces deux résultats
dans [CM11, Théorème 3.1].

Maintenant on va expliquer pourquoi la situation est plus délicate pour des
différences de projections orthogonales. Si on note par p1(x, y) le polynôme non
commutatif défini par p1(x, y) = x2 − xyx, on peut reformuler le Théorème 3.1.1 de
la manière suivante.

Corollaire 3.1.3. Soit T ∈ B(H). L’opérateur T peut s’écrire comme produit de
deux projections orthogonales si et seulement si p1(T, T ∗) = 0.

A priori, si on cherche à transposer le résultat de Crimmins aux différences de
projections orthogonales, il suffirait de trouver un polynôme non commutatif p(x, y)
tel que p(T, T ∗) = 0 si et seulement si T peut s’écrire comme différences de projec-
tions. Malheureusement ce n’est pas possible. Il faut d’abord remarquer que si T est
une différence de projections orthogonales, alors T est autoadjoint. Si ce polynôme
p(x, y) existe, alors le polynôme a une variable q(x) défini par q(x) = p(x, x) véri-
fie, pour tous les opérateurs T qui s’écrivent comme différence de projection, que
q(T ) = 0. Par le théorème de l’application spectrale (spectral mapping theorem) on
obtient pour toute différence de projections P −Q que :

q(σ(P −Q)) = σ(q(P −Q)) = σ(0) = {0}.

Or il est assez facile de construire, à l’aide du théorème d’Halmos et du théorème
spectral pour les opérateurs autoadjoints, deux projections P et Q telles que σ(P −
Q) = [−1, 1]. Cependant le lecteur qui n’est pas familiarisé avec ces deux résultats
peut regarder l’exemple 3.4.4 pour une construction explicite de telles projections.
Si on prend une différence de projections telle que σ(P − Q) = [−1, 1], on obtient
que le polynôme q(x) doit s’annuler sur [−1, 1]. Donc le polynôme q est nul. En
résumé, si il existe un polynôme non commutatif p(x, y) tel que p(T, T ∗) = 0 pour
toutes les opérateurs T qui s’écrivent comme différence de projections orthogonales,
alors p(T, T ∗) s’annule aussi pour tous les opérateurs autoadjoints.

En conclusion on ne peux pas trouver un analogue de du résultat de Crimmins
sans faire intervenir d’autres opérateurs que T et T ∗.
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3.2 Différences de projections orthogonales en di-
mension 2

Comme nous l’avons vu précédemment, le Théorème des deux sous-espaces d’Halmos
nous dit que la partie en position générique de deux projections orthogonales se
comporte comme en dimension 2. Il est donc important de comprendre ce qui se
passe en dimension 2 avant d’envisager de comprendre ce qui se passe en dimension
infinie.

Soit H un espace de Hilbert généré par deux vecteurs orthonormaux e1 et e2.
On note M la droite engendré par le vecteur e1. Soit θ ∈ [0, π2 ]. On note N la droite
engendrée par le vecteur cos(θ)e1 + sin(θ)e2. Les droites M et N forment un angle
(aigu) θ entre elles. La bissectrice ∆ de M et N est la droite qui va couper cet angle
en deux, i.e. ∆ est la droite générée par le vecteur cos( θ2)e1 + sin( θ2)e2. On note P∆
la projection orthogonale sur la droite ∆. On a que les matrices de P,Q, P∆ dans la
base (e1, e2) sont

P =
(

1 0
0 0

)
, Q =

(
cos(θ)2 cos(θ) sin(θ)

sin(θ) cos(θ) sin(θ)2

)
,

P∆ =
(

cos( θ2)2 cos( θ2) sin( θ2)
sin( θ2) cos( θ2) sin( θ2)2

)
.

On remarque que I − P∆ est la projection sur l’orthogonal de ∆, que l’on notera
∆⊥. Cette droite est la bissectrice de l’angle obtus formé par les droites M et N . La
matrice de T = P −Q dans la base (e1, e2) est

T =
(

sin(θ)2 − cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ) − sin(θ)2

)
.

La matrice T est Hermitienne, en effet T ∗ = P ∗ − Q∗ = P − Q = T . On peut
diagonaliser cette matrice dans une base orthonormée. En faisant un dessin de la
situation, il est facile de voir que les vecteurs f1 = cos( θ2 −

π
4 )e1 + sin( θ2 −

π
4 )e2 et

f2 = cos( θ2 + π
4 )e1 + sin( θ2 + π

4 )e2 forment une base orthonormé dans laquelle la
matrice T est diagonale. Dans cette base, la matrice de T s’écrit

T =
(

sin(θ) 0
0 − sin(θ)

)
.

A partir de cet expression de T , il est facile de voir que l’adhérence de l’image de
la partie positive de T (autrement dit le sous-espace Im(T+|T |

2 )) est le sous-espace
engendré par f1 et l’adhérence de l’image de la partie négative de T (autrement dit
le sous-espace Im(T−|T |2 )) est le sous-espace engendré par f2. Dans la base (f1, f2)
on a que les matrices P et Q s’écrivent comme ceci

P =
(

cos(π4 −
θ
2)2 cos(π4 −

θ
2) sin(π4 −

θ
2)

sin(π4 −
θ
2) cos(π4 −

θ
2) sin(π4 −

θ
2)2

)
,
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Q =
(

cos(π4 + θ
2)2 cos(π4 + θ

2) sin(π4 + θ
2)

sin(π4 + θ
2) cos(π4 + θ

2) sin(π4 + θ
2)2

)
.

La matrice de la projection orthogonale sur la bissectrice ∆ de M et N dans base
(f1, f2) s’écrit comme ceci

P∆ =
(

cos(π4 )2 cos(π4 ) sin(π4 )
sin(π4 ) cos(π4 ) sin(π4 )2

)

=
(

1
2

1
2

1
2

1
2

)

= 1
2

(
1 1
1 1

)
.

Pour simplifier les notations, on va noter Pos le sous-espace Im(T+|T |
2 ) et Neg

le sous-espace Im(T−|T |2 ). Si on utilise la représentation matricielle des opérateur
T, PPos, PNeg, P∆ dans la base (f1, f2), on obtient que

(I − P∆)TPPosP∆ = 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
sin(θ) 0

0 − sin(θ)

)(
1 0
0 0

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
sin(θ) 0

0 0

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
sin(θ) sin(θ)

0 0

)

= 1
4

(
sin(θ) sin(θ)
− sin(θ) − sin(θ)

)
.

De la même manière on obtient que

(I − P∆)TPNegP∆ = 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
sin(θ) 0

0 − sin(θ)

)(
0 0
0 1

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
0 0
0 − sin(θ)

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
0 0

− sin(θ) − sin(θ)

)

= 1
4

(
sin(θ) sin(θ)
− sin(θ) − sin(θ)

)
.

En résumé on a obtenu que (voir la Figure 3.1)

(I − P∆)TPPosP∆ = (I − P∆)TPNegP∆.
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+
P∆x

+
PPosP∆x

+
TPPosP∆x

+(I − P∆)TPPosP∆x

P∆x+PNegP∆x

+
TPNegP∆x

+(I − P∆)TPNegP∆x

Pos

Neg

∆

∆⊥

ImP

ImQ

Figure 3.1

Il s’agit de l’équation que l’on va généraliser en dimension infinie. Le premier pro-
blème ici est que la définition de ∆ dépend de P et Q. Il va falloir s’affranchir de
cette dépendance, il se peut que l’on ne sache pas au départ si T est une différence
de projections orthogonales, ou bien il se peut aussi que l’on ne connaisse pas P et
Q.

Pour analyser la situation on va prendre un opérateur T ∈ B(H) (toujours en
dimension 2). Supposons que −I ≤ T ≤ I (sinon T 6= P − Q ). On note Pos le
sous-espace Im(T+|T |

2 ) et Neg le sous-espace Im(T−|T |2 ). Pour construire la droite
∆ on va vouloir prendre une bissectrice de Pos et Neg. Pour pouvoir prendre une
bissectrice de Pos et Neg, il faut d’abord supposer que ces deux sous-espaces sont
de dimension 1. Dans la situation précédente, on a pris 2 droites M et N , on a put
choisir de manière canonique ∆ et prenant la bissectrice de l’angle le plus petit.
Comme Pos et Neg sont des droites orthogonale, on n’a pas de manière canonique
pour choisir ∆. On va voir plus tard que le choix de ∆ va influer sur la reconstruction
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deM et N . Une manière plus rapide de se rendre compte que le choix de ∆ influe sur
M et N est de refaire le même raisonnement que précédemment en intervertissant
les rôles de P∆ et I − P∆.

Comme dim(Pos) = dim(Neg) = 1 , il existe deux vecteurs orthonormaux f1, f2
tels que f1 engendre Pos et f2 engendre Neg. On va définir la projection orthogonale
P∆ dans la base orthonormée (f1, f2) par

P∆ = 1
2

(
1 1
1 1

)
.

On définit la droite ∆ comme l’image de P∆. Il existe deux nombres a, b ∈ [0, 1] tels
que dans la base (f1, f2) on ait que

T =
(
a 0
0 −b

)
.

On a que

(I − P∆)TPPosP∆ = 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
a 0
0 −b

)(
1 0
0 0

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
a 0
0 0

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
a a
0 0

)

= 1
4

(
a a
−a −a

)
.

De la même manière on obtient que

(I − P∆)TPNegP∆ = 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
a 0
0 −b

)(
0 0
0 1

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
0 0
0 −b

)(
1 1
1 1

)

= 1
4

(
1 −1
−1 1

)(
0 0
−b −b

)

= 1
4

(
b b
−b −b

)
.

Si on suppose que (I − P∆)TPPosP∆ = (I − P∆)TPNegP∆, on obtient que a = b.
Comme a ∈ [0, 1], il existe θ ∈ [0, π2 ] tel que a = sin(θ). Donc dans la base (f1, f2)
on a que

T =
(

sin(θ) 0
0 − sin(θ)

)
.
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Si on pose P et Q dans la base (f1, f2) comme ceci

P =
(

cos(π4 −
θ
2)2 cos(π4 −

θ
2) sin(π4 −

θ
2)

sin(π4 −
θ
2) cos(π4 −

θ
2) sin(π4 −

θ
2)2

)
,

Q =
(

cos(π4 + θ
2)2 cos(π4 + θ

2) sin(π4 + θ
2)

sin(π4 + θ
2) cos(π4 + θ

2) sin(π4 + θ
2)2

)
.

on a que T = P −Q.

3.3 Position générique et bissectrice entre sous-
espaces

Le but de cette section est de préparer l’approche pour la dimension infinie. On
a besoin d’introduire quelques notions avant d’attaquer le problème. Dans cette
section, H sera un espace de Hilbert quelconque et T désignera un opérateur linéaire
borné tel que −I ≤ T ≤ I. On note toujours P et Q les projections orthogonales
respectivement sur les sous-espaces M et N . D’après le théorème d’Halmos, on peut
décomposer H comme ceci :

H =
(
(M ∩N)⊕ (M⊥ ∩N⊥)

)
⊕ (M ∩N⊥)⊕ (M⊥ ∩N)⊕ H̃.

On a que

P = (I ⊕ 0)⊕ I ⊕ 0⊕ P̃ ,
Q = (I ⊕ 0)⊕ 0⊕ I ⊕ Q̃,

P −Q = (0⊕ 0)⊕ I ⊕−I ⊕ P̃ − Q̃.

Avant d’essayer de faire une décomposition similaire pour T , nous allons avoir besoin
du lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Soient P̃ et Q̃ deux projections en position générique. On a que
−1, 0, 1 ne sont pas valeurs propres de P̃ − Q̃.

Démonstration. En utilisant le Théorème d’Halmos 1.1.3, on peut voir que dans un
espace de Hilbert K ⊕K, P̃ − Q̃ peut s’écrire de la manière suivante

P̃ − Q̃ ∼
(

S2 −CS
−SC −S2

)
=
(

S −C
−C −S

)(
S 0
0 S

)
.

On définit U et |T | comme ceci

U =
(

S −C
−C −S

)
, |T | =

(
S 0
0 S

)
.
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L’opérateur U est unitaire, en effet on a que

UU∗ = U∗U

=
(

S −C
−C −S

)(
S −C
−C −S

)

=
(

S2 + C2 −SC + CS
−CS + SC S2 + C2

)

=
(
I 0
0 I

)
.

La dernière ligne de calcul s’obtient en se rappelant que S commute avec C (puisque
S = (I − C2) 1

2 ), et que C2 + S2 = I.
Soit h⊕ k ∈ K ⊕K. Supposons que U |T | (h⊕ k) = 0⊕ 0. En composant par U∗

de chaque coté de l’égalité on obtient que |T | (h⊕k) = 0⊕ 0. Donc on a que Sh = 0
et Sk = 0. Comme S est injectif on a que h = 0 et k = 0. Donc 0 /∈ σp(U |T |). Donc
0 n’est pas valeur propre de P̃ − Q̃.

Supposons que U |T | (h ⊕ k) = h ⊕ k. En composant par U∗ de chaque coté de
l’égalité on obtient que |T | (h ⊕ k) = U∗(h ⊕ k). Donc on a que Sh = Sh − Ck
et Sk = −Ch − Sk. En simplifiant la première égalité on obtient que Ck = 0,
et comme C est injectif on en déduit que k = 0. En remplaçant k par 0 dans la
deuxième égalité on obtient que Ch = 0, et comme C est injectif on en déduit que
h = 0. Donc 1 /∈ σp(U |T |). Donc 1 n’est pas valeur propre de P̃ − Q̃.

Supposons que U |T | (h⊕k) = −(h⊕k). En composant par U∗ de chaque coté de
l’égalité on obtient que |T | (h⊕k) = −U∗(h⊕k). Donc on a que Sh = −Sh+Ck et
Sk = Ch+Sk. En simplifiant la deuxième égalité on obtient que Ch = 0, et comme
C est injectif on en déduit que h = 0. En remplaçant h par 0 dans la première
égalité on obtient que Ck = 0, et comme C est injectif on en déduit que k = 0.
Donc −1 /∈ σp(U |T |). Donc −1 n’est pas valeur propre de P̃ − Q̃.

Si T est un opérateur autoadjoint tel que −I ≤ T ≤ I, on peut décomposer H
comme ceci :

H = Ker(T )⊕Ker(I − T )⊕Ker(I + T )⊕ Ĥ,
avec Ĥ étant le sous-espace orthogonal au sous-espaces engendrés par Ker(T ),
Ker(I − T ) et Ker(I + T ). Dans cette décomposition on a que

T = 0⊕ I ⊕−I ⊕ T̃ ,

où T̃ est la restriction de T à H̃. Si T peut s’écrire comme différence de projection
orthogonales (i.e. T = P −Q), comme −1, 0, 1 /∈ σp(T ) on peut identifier (M ∩N)⊕
(M⊥∩N⊥) à Ker(T ), M ∩N⊥ à Ker(I−T ), M⊥∩N à Ker(I+T ) et H̃ à Ĥ. Cette
identification justifie la définition suivante.

Définition 3.3.2. Soit T un opérateur autoadjoint tel que −I ≤ T ≤ I. On dit que
T est en position générique si Ker(T ) = Ker(I − T ) = Ker(I + T ) = {0}.
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Si T est un opérateur autoadjoint tel que−I ≤ T ≤ I, on va voir que sa partie qui
n’est pas en position générique est automatiquement une différence de projections
orthogonales, i.e. T restreint à Ker(T )⊕Ker(I − T )⊕Ker(I + T ) peut s’écrire sous
la forme P −Q. Supposons que la partie en position générique H̃ de T soit réduite
à {0}. Soient S1 et S2 deux sous-espaces de H tels que Ker(T ) = S1 ⊕ S2. Alors H
peut se décomposer ainsi

H = S1 ⊕ S2 ⊕Ker(I − T )⊕Ker(I + T ).

On peut donc écrire T comme ceci

T = 0⊕ 0⊕ I ⊕−I.

Si on pose P et Q de cette façon

P = I ⊕ 0⊕ I ⊕ 0
Q = I ⊕ 0⊕ 0⊕ I,

on a que T = P −Q, où P est la projection orthogonale sur M = S1 ⊕Ker(I − T )
et Q la projection orthogonales sur N = S1 ⊕Ker(I + T ).

Si T est un opérateur autoadjoint tel que −I ≤ T ≤ I, seule la partie en position
générique peut poser problème pour pouvoir écrire T comme différence de projections
orthogonales. Nous nous concentrerons sur ce point dans la section suivante. Pour
l’instant nous allons avoir besoin de définir la notion de bissectrice entre deux sous-
espaces orthogonaux. Il n’y aura pas de choix canonique pour cette bissectrice. Déjà
en dimension 2, si e1, e2 sont des vecteurs orthogonaux, les droites engendrées par
e1 + e2 et e1 − e2 sont deux bissectrices distinctes des droites engendrées par e1 et
e2.

Définition 3.3.3. Soit S1 et S2 deux sous-espaces orthogonaux de H. Si il existe
une isométrie surjective V : S1 → S2, on note P∆S1,S2 (V ) la projection orthogonale
définie sur H = S1 ⊕ S2 ⊕ (S⊥1 ∩ S⊥2 ) par

P∆S1,S2 (V ) = 1
2

 I V ∗ 0
V I 0
0 0 0

 .
On note ∆S1,S2(V ) l’image de P∆S1,S2 (V ). On appelle ce sous-espace la bissectrice des
sous-espaces S1 et S2 associés à l’isométrie surjective V .

Quand il n’y aura pas de risque de confusion on omettra de préciser les sous-
espaces S1 et S2 et on notera la bissectrice associée à l’isométrie surjective V par
∆(V ). Dans l’exemple précédent en dimension 2, si on note V1 et V2 les isométries
surjectives entre le sous-espace engendré par e1 vers le sous-espace engendré par e2
définies par V1(e1) = e2 et V2(e1) = −e2, on obtient que ∆(V1) est la droite engendrée
par e1 + e2 et ∆(V2) est la droite engendrée par e1 − e2.
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3.4 Quelques caractérisations des opérateurs qui
s’écrivent comme différence de projections or-
thogonales en position générique

Le but de cette section est de donner une caractérisation des opérateurs T ∈ B(H)
en position générique qui s’écrivent comme différence de deux projections orthogo-
nales. Dans cette section on suppose que T est en position générique, et on note
Pos = Im(T+|T |

2 ) et Neg = Im(T−|T |2 ). Comme T est en position générique, en par-
ticulier Ker(T ) = {0}, et T est autoadjoint, donc Pos et Neg sont des sous-espaces
orthogonaux et de plus on a que H = Pos⊕Neg. Voici le résultat principal de cette
section
Proposition 3.4.1. Soit T ∈ B(H) un opérateur en position générique. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. il existe deux projections orthogonales en position générique P et Q telles que
T = P −Q,

2. il existe une isométrie surjective V : Pos→ Neg telle que

(I − P∆(V ))TPPosP∆(V ) = (I − P∆(V ))TPNegP∆(V ).

Démonstration. Montrons que 1⇒ 2. Supposons qu’il existe deux projections ortho-
gonales P etQ en position générique telles que T = P−Q. D’après le Théorème 1.1.2,
il existe une isométrie surjective V : M →M⊥ et deux opérateurs C, S ∈ B(M) tels
que dans H = M ⊕M⊥ on ait

P =
(
I 0
0 0

)
, Q =

(
C2 CSV ∗

V SC V S2V ∗

)
.

Donc on a que

T = P −Q =
(

S2 −CSV ∗
−V SC −V S2V ∗

)
.

On pose A = (I +C) 1
2 et B = (I −C) 1

2 , et on pose dans H = M ⊕M⊥ l’opérateur

W = 1
2

(
A+B (−A+B)V ∗

V (A−B) V (A+B)V ∗
)
.

On a que

W ∗W = 1
4

(
A+B (A−B)V ∗

V (−A+B) V (A+B)V ∗
)(

A+B (−A+B)V ∗
V (A−B) V (A+B)V ∗

)

= 1
4

(
2A2 + 2B2 0

0 V (2A2 + 2B2)V ∗
)

=
(
I 0
0 I

)
.
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La dernière ligne de calcul s’obtient en utilisant le fait que A2 +B2 = I+C+I−C =
2I. De même on a que

WW ∗ = 1
4

(
A+B (−A+B)V ∗

V (A−B) V (A+B)V ∗
)(

A+B (A−B)V ∗
V (−A+B) V (A+B)V ∗

)

= 1
4

(
2A2 + 2B2 0

0 V (2A2 + 2B2)V ∗
)

=
(
I 0
0 I

)
.

Donc W est unitaire. On a aussi que

W ∗
(
S 0
0 −V SV ∗

)
W

= 1
4

(
A+B (A−B)V ∗

V (−A+B) V (A+B)V ∗
)(

S 0
0 −V SV ∗

)(
A+B (−A+B)V ∗

V (A−B) V (A+B)V ∗
)

= 1
4

(
A+B (A−B)V ∗

V (−A+B) V (A+B)V ∗
)(

S(A+B) −S(A−B)V ∗
−V S(A−B) −V S(A+B)V ∗

)

= 1
4

(
S((A+B)2 − (A−B)2) −2S((A−B)(A+B))V ∗
−2V S((A−B)(A+B)) −V S((A+B)2 − (A−B)2)V ∗

)

= 1
4

(
4SAB −2S(A2 −B2)V ∗

−2V S(A2 −B2) −4V SABV ∗
)

=
(

S2 −CSV ∗
−V SC −V S2V ∗

)
= T.

Les dernières lignes de calcul s’obtiennent en utilisant le fait que S commute avec
A et B, et que A2 − B2 = I + C − I + C = 2C et que AB =

√
(I + C)(I − C) =√

I − C2 =
√
S2 = S.

Comme S ≥ 0 on a que

PPos = W ∗
(
I 0
0 0

)
W, PNeg = W ∗

(
0 0
0 I

)
W.

On pose Ṽ : H → H l’opérateur unitaire défini dans H = M ⊕M⊥ par

Ṽ =
(

0 −V ∗
V 0

)
.

On va montrer que la restriction de Ṽ à Pos, Ṽ|Pos : Pos → Neg est l’isométrie
surjective qui satisfait la condition 2. Tout d’abord il s’agit de vérifier que Ṽ (Pos) =

93



Chapitre 3. Différences de projections orthogonales

Neg. Il suffit de montrer que PNegṼ PPos = Ṽ PPos et PPosṼ PNeg = Ṽ PNeg. On a
que

4WṼW ∗

=
(

A+B (−A+B)V ∗
V (A−B) V (A+B)V ∗

)(
0 −V ∗
V 0

)(
A+B (A−B)V ∗

V (−A+B) V (A+B)V ∗
)

=
(

A+B (−A+B)V ∗
V (A−B) V (A+B)V ∗

)(
A−B −(A+B)V ∗

V (A+B) V (A−B)V ∗
)

=
(

0 −((A+B)2 + (A−B)2)V ∗
V ((A+B)2 + (A−B)2) 0

)

=
(

0 −V ∗
V 0

)
.

Donc on a que

WṼ PPosW
∗ = WṼW ∗WPPosW

∗

= W

(
0 −V ∗
V 0

)(
I 0
0 0

)
W ∗

= W

(
0 0
V 0

)
W ∗,

et aussi

WPNegṼ PPosW
∗ = WPNegW

∗WṼW ∗WPPosW
∗

= W

(
0 0
0 I

)(
0 −V ∗
V 0

)(
I 0
0 0

)
W ∗

= W

(
0 0
0 I

)(
0 0
V 0

)
W ∗

= W

(
0 0
V 0

)
W ∗.

On obtient PNegṼ PPos = Ṽ PPos, et de la même façon PPosṼ PNeg = Ṽ PNeg. De plus,
on a que

P∆(V ) = 1
2W

∗
(
I V ∗

V I

)
W.
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On a que

W (I − P∆(V ))TPPosP∆(V )W
∗

= W (I − P∆(V ))W ∗WTW ∗WPPosW
∗WP∆(V )W

∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
S 0
0 −V SV ∗

)(
I 0
0 0

)(
I V ∗

V I

)
W ∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
S 0
0 0

)(
I V ∗

V I

)
W ∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
S SV ∗

0 0

)
W ∗

= 1
4W

(
S SV ∗

−V S −V SV ∗
)
W ∗.

De même on a que

W (I − P∆(V ))TPNegP∆(V )W
∗

= W (I − P∆(V ))W ∗WTW ∗WPNegW
∗WP∆(V )W

∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
S 0
0 −V SV ∗

)(
0 0
0 I

)(
I V ∗

V I

)
W ∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
0 0
0 −V SV ∗

)(
I V ∗

V I

)
W ∗

= 1
4W

(
I −V ∗
−V I

)(
0 0
−V S −V SV ∗

)
W ∗

= 1
4W

(
S SV ∗

−V S −V SV ∗
)
W ∗.

Donc on a bien que (I − P∆(V ))TPPosP∆(V ) = (I − P∆(V ))TPNegP∆(V ).
Montrons que 2 ⇒ 1. Il existe deux opérateurs A ∈ B(Pos) et B ∈ B(Neg) tels

que 0 ≤ A ≤ I, 0 ≤ B ≤ I et dans H = Pos⊕Neg, T s’écrive

T =
(
A 0
0 −B

)
.

95



Chapitre 3. Différences de projections orthogonales

On a que

(I − P∆(V ))TPPosP∆(V ) = 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
A 0
0 −B

)(
I 0
0 0

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
A 0
0 0

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
A AV ∗

0 0

)

= 1
4

(
A AV ∗

−V A −V AV ∗
)
.

On a aussi que

(I − P∆(V ))TPNegP∆(V ) = 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
A 0
0 −B

)(
0 0
0 I

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
0 0
0 −B

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
I −V ∗
−V I

)(
0 0
−BV −B

)

= 1
4

(
V ∗BV V ∗B
−BV −B

)
.

Comme (I − P∆(V ))TPPosP∆(V ) = (I − P∆(V ))TPNegP∆(V ), on en déduit que B =
V AV ∗. Donc dans H = Pos⊕Neg, on a que

T =
(
A 0
0 −V AV ∗

)
.

Comme 0 ≤ A ≤ I, il existe un opérateur Θ ∈ B(Pos) tel que 0 ≤ Θ ≤ I et
sin(Θ) = A. On définit P et Q dans H = Pos⊕Neg comme ceci

P =
(

cos(π4 −
Θ
2 )2 cos(π4 −

Θ
2 ) sin(π4 −

Θ
2 )V ∗

V sin(π4 −
Θ
2 ) cos(π4 −

Θ
2 ) V sin(π4 −

Θ
2 )2V ∗

)
,

Q =
(

cos(π4 + Θ
2 )2 cos(π4 + Θ

2 ) sin(π4 + Θ
2 )V ∗

V sin(π4 + Θ
2 ) cos(π4 + Θ

2 ) V sin(π4 + Θ
2 )2V ∗

)
.

Comme sin(π4 −
Θ
2 ) = cos(π4 + Θ

2 ) et sin(π4 + Θ
2 ) = cos(π4 −

Θ
2 ), on a que sin(π4 +
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Θ
2 ) cos(π4 + Θ

2 ) = sin(π4 −
Θ
2 ) cos(π4 −

Θ
2 ). De plus on a que

cos(π4 −
Θ
2 )2 − cos(π4 + Θ

2 )2

=
(√

2
2 (cos(Θ

2 ) + sin(Θ
2 ))

)2

−
(√

2
2 (cos(Θ

2 )− sin(Θ
2 ))

)2

= 2 sin(Θ
2 ) cos(Θ

2 )

= sin(Θ).

On a aussi que

sin(π4 −
Θ
2 )2 − sin(π4 + Θ

2 )2

=
(√

2
2 (cos(Θ

2 )− sin(Θ
2 ))

)2

−
(√

2
2 (cos(Θ

2 ) + sin(Θ
2 ))

)2

= −2 sin(Θ
2 ) cos(Θ

2 )

= − sin(Θ).

Donc on a que

P −Q =
(

sin(Θ) 0
0 − sin(Θ)

)
,

et donc T = P −Q.

Dans son papier [Dav58], Davis donne la caractérisation suivante des opérateurs
qui s’écrivent comme différence de projections orthogonales.

Théorème 3.4.2 ([Dav58]). Soit T ∈ B(H). Alors T est une différence de projec-
tions orthogonales si et seulement si −I ≤ T ≤ I et si l’opérateur T restreint à
Im(I − T 2) que l’on note T|Im(I−T 2) est unitairement équivalent à −T|Im(I−T 2).

Autrement dit, si T est en position générique et si il existe un opérateur unitaire
W ∈ B(H) tel que T = −WTW ∗, alors T est une différence de projection orthogo-
nales. Si l’opérateur W vérifie T = −WTW ∗ mais si W 6= W ∗, alors W n’est pas
directement utilisable dans la reconstruction de P et Q. Par contre si l’opérateur
V : Pos → Neg satisfait la condition (2) de la Proposition 3.4.1, alors on peut
reconstruire directement P et Q à l’aide de V .

Dans cette section on va reformuler la Proposition 3.4.1 en termes d’existence
de sous-espaces invariants d’une certaine forme pour |T | et T 2.

Corollaire 3.4.3. Soit T ∈ B(H) un opérateur en position générique. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. il existe deux projections orthogonales en position générique P et Q telles que
T = P −Q,
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2. il existe une isométrie surjective V : Pos→ Neg telle que

(I − P∆(V )) |T |P∆(V ) = 0,

3. il existe une isométrie surjective V : Pos → Neg telle que ∆(V ) soit un
sous-espace invariant de |T |.

4. il existe une isométrie surjective V : Pos→ Neg telle que

(I − P∆(V ))T 2P∆(V ) = 0,

5. il existe une isométrie surjective V : Pos → Neg telle que ∆(V ) soit un
sous-espace invariant de T 2.

Démonstration. Comme T est en position générique, il existe A ∈ B(Pos) et B ∈
B(Neg) tels que 0 ≤ A ≤ I et 0 ≤ B ≤ I, et dans H = Pos⊕Neg on puisse écrire

T =
(
A 0
0 −B

)
, |T | =

(
A 0
0 B

)
, T 2 =

(
A2 0
0 B2

)
.

Les équivalences (2) ⇔ (3) et (4) ⇔ (5) sont évidentes. Montrons (1) ⇔ (2).
D’après la Proposition 3.4.1, 1 est équivalent à l’existence d’une isométrie surjective
V : Pos→ Neg telle que

(I − P∆(V ))TPPosP∆(V ) = (I − P∆(V ))TPNegP∆(V ).

En passant le membre de droite à gauche on obtient que

(I − P∆(V ))T (PPos − PNeg)P∆(V ) = 0.

Or dans H = Pos⊕Neg on peut écrire que

T (PPos − PNeg) =
(
A 0
0 −B

)(
I 0
0 −I

)

=
(
A 0
0 B

)
= |T | ,

d’où (1)⇔ (2).
Montrons que (2)⇒ (4). On a que

(I − P∆(V )) |T |P∆(V ) = 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A 0
0 B

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A AV ∗

BV B

)

= 1
4

(
−A+ V ∗BV −AV ∗ + V ∗B
V A−BV V AV ∗ −B

)
.
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Donc B = V AV ∗. On a que

(I − P∆(V ))T 2P∆(V ) = 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A2 0
0 V A2V ∗

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
−A2 + A2 −A2V ∗ + A2V ∗

V A− V A V AV ∗ − V AV ∗
)

= 0.
Donc (4) est vrai.

Montrons que (4)⇒ (2). On a que

(I − P∆(V ))T 2P∆(V ) = 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A2 0
0 B2

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
−A2 + V ∗B2V −A2V ∗ + V ∗B2

V A2 −B2V V A2V ∗ −B2

)
,

d’où B2 = V A2V ∗. Comme 0 ≤ A et 0 ≤ B, on peut en déduire que B = V AV ∗.
Donc on a que

(I − P∆(V )) |T |P∆(V ) = 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A 0
0 V AV ∗

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
A AV ∗

V A V AV ∗

)

= 1
4

(
−A+ A −AV ∗ + AV ∗

V A− V A V AV ∗ − V AV ∗
)

= 0.
Donc on a bien (2).

On va illustrer ce résultat par un exemple.
Exemple 3.4.4 (L’opérateur de multiplication par la variable). On se place dans
H = L2([−1, 1]). On va étudier T = Mx défini pour tout f ∈ L2([−1, 1]) par
Mxf(x) = xf(x). On a que −I ≤ Mx ≤ I et Ker(Mx) = Ker(I −Mx) = Ker(I +
Mx) = {0}. Donc Mx est en position générique. On a que |Mx| = M|x|, |Mx|+Mx

2 =
M |x|+x

2
= Mx1[0,1] et

|Mx|−Mx

2 = M |x|−x
2

= −Mx1[−1,0] . Donc Pos = L2([0, 1]) et Neg =
L2([−1, 0]). On pose V : Pos→ Neg définie pour tout f ∈ Pos par V f(x) = f(−x).
On a que V est une isométrie surjective et de plus pour tout f ∈ Neg on a que
V ∗f(x) = f(−x). Dans H = Pos⊕Neg on a que

(I − P∆(V )) |T |P∆(V ) = 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
Mx 0
0 −Mx

)(
I V ∗

V I

)

= 1
4

(
−I V ∗

V −I

)(
Mx MxV

∗

−MxV −Mx

)

= 1
4

(
−Mx − V ∗MxV −MxV

∗ − V ∗Mx

VMx +MxV VMxV
∗ +Mx

)
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Soit f ∈ L2([0, 1]). On a que

(−Mx − V ∗MxV )(f)(x) = −xf(x)− V ∗Mx(f(−x))
= −xf(x)− V ∗(xf(−x))
= −xf(x)− (−xf(x))
= −xf(x) + xf(x)
= 0

Donc on a que −Mx − V ∗MxV = 0. De même, on montre que −MxV
∗ − V ∗Mx =

VMx + MxV = VMxV
∗ + Mx = 0. Donc on a que (I − P∆(V )) |T |P∆(V ) = 0, et

d’après le Corollaire 3.4.3, on a queMx peut s’écrire comme différence de projections
orthogonales. Si on pose θ = arcsin(x), on a que Mx = Msin(arcsin(x)) = Msin(θ).
En regardant la preuve de la Proposition 3.4.1, on a que T = P − Q avec dans
H = Pos⊕Neg.

P =
(

Mcos2(π4−
θ
2 ) Mcos(π4−

θ
2 ) sin(π4−

θ
2 )V

∗

VMsin(π4−
θ
2 ) cos(π4−

θ
2 ) VMsin2(π4−

θ
2 )V

∗

)
,

Q =
(

Mcos2(π4 + θ
2 ) Mcos(π4 + θ

2 ) sin(π4 + θ
2 )V

∗

VMsin(π4 + θ
2 ) cos(π4 + θ

2 ) VMsin2(π4 + θ
2 )V

∗

)
.

3.5 Le shift bilatéral comme combinaison linéaire
de 4 projections orthogonales

Maintenant nous allons exprimer l’opérateur de décalage bilatéral comme combinai-
son linéaire de 4 projections orthogonales.

Corollaire 3.5.1. Soit S : L2(T) → L2(T) le shift bilatéral défini pour tout f ∈
L2(T) par Sf(eiθ) = eiθf(eiθ). Il existe 4 projections orthogonales PRe, QRe, PIm et
QIm telles que S = PRe −QRe + iPIm − iQIm.

Le shift bilatéral est en fait la multiplication par eiθ, i.e. S = Meiθ .

Démonstration. On a que S = Re(S) + iIm(S), avec Re(S) = S+S∗
2 = Mcos(θ) et

Im(S) = S−S∗
2i = Msin(θ). Pour prouver le corollaire, il suffit de montrer que Re(S)

et Im(S) sont des différences de projections orthogonales. On va commencer par
montrer que Im(S) est une différence de projections orthogonales. Comme Im(S) =
Msin(θ), on a que PosIm = {f ∈ L2(T),1{eiθ,arg(eiθ)∈[0,π]}f = f} et NegIm = {f ∈
L2(T),1{eiθ,arg(eiθ)∈[π,2π]}f = f}. On pose V|Im : PosIm → NegIm, tel que pour
presque tout θ ∈ R on ait que V f(eiθ) = f(e−iθ). Dans H = PosIm ⊕ NegIm, on a
que ∣∣∣Msin(θ)

∣∣∣ =
(
Msin(θ) 0

0 −Msin(θ)

)
.
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On a que

(I − P∆(VIm)) |T |P∆(VIm)

= 1
4

(
−Msin(θ) − V ∗ImMsin(θ)VIm −Msin(θ)V

∗
Im − V ∗ImMsin(θ)

VImMsin(θ) +Msin(θ)VIm VImMsin(θ)V
∗
Im +Msin(θ)

)
.

Soit f ∈ PosIm, on a que

(−Msin(θ) − V ∗ImMsin(θ)VIm)(f)(eiθ) = − sin(θ)f(eiθ)− V ∗Im(e
iθ − e−iθ

2i f(e−iθ))

= − sin(θ)f(eiθ)− e−iθ − eiθ

2i f(eiθ)

= − sin(θ)f(eiθ) + sin(θ)f(eiθ)
= 0,

donc−Msin(θ)−V ∗ImMsin(θ)VIm = 0. De la même manière on montre que−Msin(θ)V
∗
Im−

V ∗ImMsin(θ) = VImMsin(θ) + Msin(θ)VIm = VImMsin(θ)V
∗
Im + Msin(θ) = 0. Donc (I −

P∆(VIm)) |T |P∆(VIm) = 0 et d’après le Corollaire 3.4.3 on a que Msin(θ) est une diffé-
rence de projections orthogonales, avec

PIm =
(

Mcos2(π4−
θ
2 ) Mcos(π4−

θ
2 ) sin(π4−

θ
2 )V

∗
Im

VImMsin(π4−
θ
2 ) cos(π4−

θ
2 ) VImMsin2(π4−

θ
2 )V

∗
Im

)

QIm =
(

Mcos2(π4 + θ
2 ) Mcos(π4 + θ

2 ) sin(π4 + θ
2 )V

∗
Im

VImMsin(π4 + θ
2 ) cos(π4 + θ

2 ) VImMsin2(π4 + θ
2 )V

∗
Im

)

On va s’occuper maintenant de Re(S). On pose α = π
2 − θ. On a que Re(S) =

Mcos(θ) = Msin(π2−θ) = Msin(α). On remarque que Re(S) ressemble beaucoup à Im(S)
et les calculs vont être presque les mêmes. On a que

PosRe = {f ∈ L2(T),1{eiθ,arg(eiθ)∈[−π2 ,
π
2 ]}f = f}

NegRe = {f ∈ L2(T),1{eiθ,arg(eiθ)∈[π2 ,
3π
2 ]}f = f}.

On pose V|Re : PosRe → NegRe, tel que pour presque tout θ ∈ R on ait que
V f(eiα) = f(e−iα). En faisant exactement les mêmes calculs que précédemment on
obtient que Re(S) = PRe −QIm. De plus dans H = PosRe ⊕NegRe on a que

PRe =
(

Mcos2( θ2 ) Mcos( θ2 ) sin( θ2 )V
∗
Im

VImMsin( θ2 ) cos( θ2 ) VImMsin2( θ2 )V
∗
Im

)

QIm =
(

Mcos2(π2−
θ
2 ) Mcos(π2−

θ
2 ) sin(π2−

θ
2 )V

∗
Im

VImMsin(π2−
θ
2 ) cos(π2−

θ
2 ) VImMsin2(π2−

θ
2 )V

∗
Im

)
.
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3.6 Certains opérateurs unitaires vus comme com-
binaisons linéaires de 4 projections orthogo-
nales

Dans cette section on va écrire certains opérateurs unitaires de la manière suivante∑3
k=0(i)kPk. Plus précisément, on va s’intéresser aux opérateurs unitaires de multi-

plicité spectrale égale à 1. Dit plus simplement, on va étudier les opérateurs de la
forme U : L2(T, µ)→ L2(T, µ) définis pour tout f ∈ L2(T, µ) par Uf(eiθ) = eiθf(eiθ),
avec µ une mesure borélienne sur T. Dans cette section on va faire l’hypothèse que
µ(A) = µ(−A) pour tout borélien A ⊂ T. Avec cette hypothèse on ne pourra
plus utiliser le découpage de T utilisé pour prouver le Corollaire 3.5.1. On va poser
Tk = {eiθ ∈ T, arg(eiθ) ∈ [0 + kπ

2 ,
π
2 + kπ

2 ]}. Dans la preuve du Corollaire 3.5.1, on
a "identifié", pour la partie réelle de S, T1 avec T4 et T2 avec T3, et pour la partie
imaginaire de S on a identifié T1 avec T2 et T4 avec T3. Ici on va identifier T1 avec
T3 et T2 avec T4 pour la partie réelle et la partie imaginaire de U .

La preuve du prochain corollaire de la Proposition 3.4.1 sera presque la même
que celle du Corollaire 3.5.1. Il faut juste changer les isométries surjectives VRe et
VIm, vérifier que ce sont bien des isométries surjectives, et vérifier que l’on garde bien
les relations −Msin(θ) − V ∗ImMsin(θ)VIm = −Msin(θ)V

∗
Im − V ∗ImMsin(θ) = VImMsin(θ) +

Msin(θ)VIm = VImMsin(θ)V
∗
Im + Msin(θ) = 0. On va le faire dans les deux prochains

lemmes.

Lemme 3.6.1. Soit µ une mesure borélienne sur T telle que pour tout borélien A ⊂
T on ait que µ(A) = µ(−A). Alors les applications VRe : PosRe → NegRe et VIm :
PosIm → NegIm, définies par V f(eiθ) = f(−eiθ) sont des isométries surjectives.

Démonstration. On va vérifier que VIm est une isométrie surjective. Pour VRe la
preuve est similaire. Soit f ∈ PosIm. On a que

‖VImf‖2 =
∫
T2∪T3

∣∣∣f(−eiθ)
∣∣∣2 dµ(eiθ)

=
∫
T1∪T4

∣∣∣f(eiθ)
∣∣∣2 dµ(eiθ)

= ‖f‖2

Donc VIm est une isométrie. Soit g ∈ NegIm. On pose f(z) = g(−z). Alors VImf = g.
Donc VIm est surjective.

Lemme 3.6.2. Avec les mêmes hypothèses et les mêmes notations que précédem-
ment, on a que −Msin(θ)−V ∗ImMsin(θ)VIm = −Msin(θ)V

∗
Im−V ∗ImMsin(θ) = VImMsin(θ) +

Msin(θ)VIm = VImMsin(θ)V
∗
Im +Msin(θ) = 0.

Démonstration. On va montrer que−Msin(θ)−V ∗ImMsin(θ)VIm = 0 . Les autres égalités
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se montrent d’une manière similaire. Soit f ∈ PosIm. On a que

(−Msin(θ) − V ∗ImMsin(θ)VIm)(f)(eiθ) = − sin(θ)f(eiθ)− V ∗Im(e
iθ − e−iθ

2i f(−eiθ))

= − sin(θ)f(eiθ)− −e
iθ + e−iθ

2i f(eiθ)

= − sin(θ)f(eiθ) + sin(θ)f(eiθ)
= 0.

En utilisant presque la même preuve que pour le Corollaire 3.5.1, on en déduit
ce résultat.

Corollaire 3.6.3. Soit µ une mesure borélienne sur T telle que pour tout borélien
A ⊂ T on ait que µ(A) = µ(−A). Soit U : L2(T, µ) → L2(T, µ) l’opérateur dé-
fini pour tout f ∈ L2(T, µ) par Uf(eiθ) = eiθf(eiθ). Alors, il existe 4 projections
orthogonales PRe, QRe, PIm et QIm telles que U = PRe −QRe + iPIm − iQIm.

3.7 Une amélioration du principe d’incertitude de
Erb

Dans cette section on va améliorer le résultat de Erb (i.e. le Corollaire 1.13.4). L’idée
pour réussir est d’essayer de "majorer" le principe d’incertitude de Erb par un prin-
cipe d’incertitude avec des projections orthogonales (de type paires annihilantes).
La remarque clef ici est que Mx est une différence de projections orthogonales. On
rappelle le contexte, on est dans l’espace de Hilbert H = L2([−1, 1], w), muni du
produit scalaire

〈f, g〉 =
∫

[−1,1]
f(x)g(x)w(x)dx,

avec w(x) un poids positif tel que supp(w) = [−1, 1], et pour tout n ∈ N∫
[−1,1]

xnw(x)dx <∞.

On commence par un lemme.

Lemme 3.7.1. Soit α ∈ [0, 1]. L’opérateur Mx ∈ B(L2([−1, 1], w)) peut s’écrire
comme une différence de projections orthogonales Pα −Qα. De plus on peut choisir
Pα tel que l’image Im(Pα) de Pα soitf(x) =


√

1 + xh(x) si x ∈ [0, 1]
√

1 + xh(−x)
√

w(−x)
w(x) exp(iαx) si x ∈ [−1, 0] : h ∈ L2([0, 1], w)

 .
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Démonstration. On note Pos = L2([0, 1], w) et Neg = L2([−1, 0], w). On pose

Vα : Pos→ Neg

h(x) 7→ h(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx).

On a que

V ∗α : Neg → Pos

h(x) 7→ h(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(−iαx).

Donc on a que

VαV
∗
α (h)(x) = Vα

h(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(−iαx)


= h(x)

√√√√ w(x)
w(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx) exp(−iαx)

= h(x).

De même, on a que V ∗αVα(f) = f . De plus on a que

‖Vαh‖2
Neg =

∫
[−1,0]

∣∣∣∣∣∣h(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx)

∣∣∣∣∣∣
2

w(x)dx

=
∫

[−1,0]
|h(−x)|2w(−x)dx

= ‖h‖2
Pos .

Donc Vα est une isométrie surjective. On pose dans H = Pos⊕Neg

Pα = 1
2

(
M1+x M√1−x2V ∗α

VαM√1−x2 VαM1−xV
∗
α

)
, Qα = 1

2

(
M1−x M√1−x2V ∗α

VαM√1−x2 VαM1+xV
∗
α

)
.

On a que

Pα −Qα =
(
Mx 0
0 VαMxV

∗
α

)
= Mx.

Nous allons maintenant montrer que Im(Pα) est bien le sous espace annoncé dans
le lemme. Soient gPos ∈ Pos et gNeg ∈ Neg. On pose g = gPos ⊕ gNeg. Pour presque
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tout x ∈ [0, 1], on a que

Pαg(x) = 1
2
(
M1+x(gPos) +M√1−x2V ∗α (gNeg)

)
(x)

= 1
2M

√
1+x

(
M√1+xgPos +M√1−xV

∗
α (gNeg)

)
(x)

=
√

1 + x

2

√1 + xgPos(x) +
√

1− xgNeg(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(−iαx)

 .

On pose pour presque tout x ∈ [0, 1],

h(x) = 1
2

√1 + xgPos(x) +
√

1− xgNeg(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(−iαx)

 .
Donc on a pour presque tout x ∈ [0, 1] que Pαg(x) =

√
1− xh(x). De même, on a

pour presque tout x ∈ [−1, 0] que

Pαg(x) = 1
2
(
VαM√1−x2(gPos)(x) + VαM1−xV

∗
α (gNeg)(x)

)
= 1

2VαM
√

1−x

(
M√1+x(gPos)(x) +M√1−xV

∗
α (gNeg)(x)

)
= VαM√1−xh(x)

=
√

1 + x

2 h(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx).

En résumé, si g ∈ ImPα, c’est à dire si Pαg = g, il existe une fonction h ∈ Pos tel
que pour presque tout x ∈ [0, 1],

g(x) =
√

1 + xh(x)

et pour presque tout x ∈ [−1, 0] on ait

g(x) =
√

1 + xh(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx).

Soit h ∈ Pos. Soit gPos ∈ Pos la fonction définie pour presque tout x ∈ [0, 1] par

gPos(x) =
√

1 + xh(x),

et soit gNeg ∈ Neg la fonction définie pour presque tout x ∈ [−1, 0] par

gNeg(x) =
√

1 + xh(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx).
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On note g = gPos + gNeg. Pour presque tout x ∈ [0, 1], on a que

Pαg(x) = 1
2
(
M1+x(gPos) +M√1−x2V ∗α (gNeg)

)
(x)

= 1
2
(
(1 + x)

√
1 + xh(x) +

√
1− x2

√
1− xh(x)

)
=
√

1− x
(1 + x+ 1− x

2 h(x)
)

=
√

1− xh(x)
= gPos(x).

On a aussi pour presque tout x ∈ [−1, 0] que

Pαg(x) = 1
2Vα

(
M√1−x2(gPos) +M1−xV

∗
α (gNeg)

)
(x)

= 1
2Vα

(√
1− x2

√
1 + xh(x) + (1− x)

√
1− xh(x)

)
= Vα

(√
1− x1 + x+ 1− x

2 h(x)
)

=
√

1 + xh(−x)

√√√√w(−x)
w(x) exp(iαx)

= gNeg(x).

Autrement dit Pαg = g, et donc g ∈ ImPα.

Lemme 3.7.2. Si
√

(1+x)w(−x)
(1−x)w(x) ne coïncide pas presque partout avec une fraction

rationnelle sur [0, 1], alors ImP0 ne contient pas de polynôme non nul.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que le polynôme non nul p(x) appartient
à Im(P0). Alors il existe h ∈ Pos tel que

√
1 + xh(x) = p(x) x ∈ [0, 1],
√

1 + xh(−x)
√

w(−x)
w(x) = p(x) x ∈ [−1, 0].

Donc pour tout x ∈ [0, 1], on a que
√

1 + xh(x) = p(x),
√

1− xh(x)

√√√√ w(x)
w(−x) = p(−x).

Autrement dit, on a que

h(x) = p(x)√
1 + x

= p(−x)√
1− x

√√√√w(−x)
w(x) .
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Donc
p(x)
p(−x) =

√√√√(1 + x)w(−x)
(1− x)w(x) .

A gauche on a une fonction qui coïncide presque partout avec une fraction ration-
nelle, contrairement au membre de droite de l’inégalité, ce qui prouve par l’absurde
ce lemme.

Voici l’analogue du lemme précédent.

Lemme 3.7.3. Si
√

(1+x)w(−x)
(1−x)w(x) coïncide presque partout avec une fraction rationnelle

sur [0, 1], alors ImP1 ne contient pas de polynôme non nul.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que le polynôme non nul p(x) appartient
à Im(P1). Alors il existe h ∈ Pos tel que

√
1 + xh(x) = p(x) x ∈ [0, 1],
√

1 + xh(−x)
√

w(−x)
w(x) exp(−ix) = p(x) x ∈ [−1, 0].

Donc pour tout x ∈ [0, 1], on a que
√

1 + xh(x) = p(x),
√

1− xh(x)

√√√√ w(x)
w(−x) exp(ix) = p(x).

Autrement dit, on a que

h(x) = p(x)√
1 + x

= p(−x)√
1− x

√√√√w(−x)
w(x) exp(ix).

Donc
p(x)
p(−x)

√√√√ (1− x)w(x)
(1 + x)w(−x) = exp(ix).

A gauche on a une fonction qui coïncide presque partout avec une fraction ration-
nelle, contrairement au membre de droite de l’inégalité, ce qui prouve par l’absurde
ce lemme.

On peut résumer les deux lemmes précédents comme ceci.

Corollaire 3.7.4. Il existe deux projections orthogonales P et Q telles que Mx =
P −Q, et Im(P ) ne contient aucun polynômes non nul.

On peut maintenant prouver ce théorème qui est une amélioration du Corollaire
1.13.4.
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Théorème 3.7.5. Soit Π une projection orthogonale sur un sous-espace engendré
par un nombre fini de polynômes. Si supp(w) = [−1, 1], alors il existe une constante
c = c(w,Π) > 0 telle que pour tout f ∈ L2([−1, 1], w) on ait que

‖f‖2 ≤ c
(
(‖f‖2 − ε(f)) + ‖(I − Π)f‖2

)
,

autrement dit
‖f‖2 ≤ c

(
〈(I −Mx)f, f〉+ ‖(I − Π)f‖2

)
.

Ce théorème améliore de deux manières le Corollaire 1.13.4. Premièrement, on
ne demande plus que w soit dans la sous classe de Nevai. Deuxièmement on ne
demande plus que Im(Π) soit engendré par les polynômes orthonormaux canoniques
de L2([−1, 1], w), on peut prendre n’importe quel espace engendré par un nombre
fini de polynômes quelconques.

Démonstration. D’après le Corollaire 3.7.4, il existe deux projections orthogonales
P et Q telles que Mx = P −Q, et Im(P ) ne contient aucun polynômes. On a que

W (Mx + iΠ) = W (P −Q+ iΠ) ⊂ W (−Q) +W (P + iΠ).

Comme Im(P ) ∩ Im(Π) = {0} et que Π est une projection de rang fini, on a que
(P,Π) est une paire annihilante compacte. D’après la Proposition 1.10.8, (P,Π) est
une paire fortement annihilante. Donc 1 + i /∈ W (P + iΠ), et il existe c > 0 tel que
pour tout f ∈ L2([−1, 1], w)

‖f‖2 ≤ c (〈(I − P )f, f〉+ 〈(I − Π)f, f〉)
≤ c (〈(I − P )f, f〉+ 〈Qf, f〉+ 〈(I − Π)f, f〉)
= c (〈(I − (P −Q))f, f〉+ 〈(I − Π)f, f〉)
= c (〈(I −Mx)f, f〉+ 〈(I − Π)f, f〉) .

Remarque 3.7.6. En se servant de l’image numérique de P + iΠ, on peut en dire un
peu plus sur le Théorème précédent. Supposons que Im(P0) ∩ Im(Π) = {0} (sinon
il suffit de prendre P1 à la place de P0). On pose θ = arccos(cos(Im(P0) ∩ Im(Π))).
Comme Im(P0)∩ Im(Π) = {0} et dim(Im(Π)) <∞, on a que cos(θ) < 1. Pour tout
x ∈ [1

2 + 1
2 cos(2θ), 1], on pose

γ(x) = 1
2 + 1

2 cos(2θ − arccos(2x− 1)).

D’après le Corollaire 1.12.3, on a que tout point du carré délimité par 0, 1, 1 + i, i
qui se situe au dessus de γ n’est pas dans l’image numérique de P0 + iΠ, et par
conséquent n’est pas dans l’image numérique de Mx + iΠ.
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Chapitre 4

Algèbres de von Neumann et
méthode des projections aléatoires

Dans ce court chapitre, on va parler de méthode des projections aléatoires et d’al-
gèbres de von Neumann engendré par un nombre fini de projections orthogonales.
Davis [Dav55] a montré qu’il existe 3 projections orthogonales qui engendrent B(H)
comme algèbre de von Neumann. Il a aussi montré que deux projections orthogonales
ne peuvent pas engendrer B(H) comme algèbre de von Neumann. Plus tard, Sunder
[Sun88] a montré que l’on pouvait prendre n projections orthogonales (n ≥ 3) tels
que ces n projections engendrent B(H) comme algèbre de von Neumann, mais n’im-
porte quel sous ensemble strict de ces projections n’engendrent pas B(H) comme
algèbre de von Neumann.

Récemment Paszkiewicz [Pas12a] à montré qu’il existe trois projections orthogo-
nales pour lesquelles la méthode des projections aléatoires ne converge pas toujours
en topologie forte. Kopecká et Müller ont annoncé dans [KM] qu’il semblerait que
la preuve de Paszkiewicz ne soit pas correcte, et ont proposé une autre preuve.

Avant de montrer qu’on pouvait le faire avec 3 projections, Paszkiewicz l’a fait
avec 5 projections [Pas12b]. Il est clair d’après la construction qu’il a faite, que si on
choisit 4 projections parmi ces 5 projections, ces projections vont toujours converger
en topologie forte dans la méthode des projections aléatoire.

A partir de ces deux remarques, on se pose la question naïve suivante.

Question 4.0.7. Soient P1, . . . , Pr des projections orthogonales. Est ce que si la
méthode des projections aléatoires converge toujours en topologie forte, alors

W ∗(P1, . . . , Pr) 6= B(H)?

Notons qu’une éventuelle réponse positive a cette question permettrait de donner
une condition nécessaire pour que la méthode des projections aléatoires converge
toujours en topologie forte. Le but de ce chapitre est de répondre négativement à la
Question 4.0.7 en construisant 3 projections orthogonales qui génèrent B(H) comme
algèbre de von Neumann et qui vont toujours converger en topologie forte dans la
méthode des projections aléatoires.
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4.1 Résultats préliminaires
Dans cette section on va faire quelques rappels sur les algèbres de von Neumann.
Ensuite on va donner une condition suffisante pour garantir la convergence en topo-
logie forte de la méthode des projections aléatoires. On commence avec les algèbres
de von Neumann. On note A′ le commutant de A, c’est à dire

A′ = {T ∈ B(H) : ∀A ∈ A, TA = AT}.

On note A′′ le double commutant de A, c’est à dire A′′ = (A′)′.

Définition 4.1.1. On dit que A ⊂ B(H) est une algèbre de von Neumann si

1. A = A∗, i.e. pour tout A ∈ A, A∗ ∈ A

2. I ∈ A

3. A = A′′.

Le théorème suivant est un théorème important sur les algèbres de von Neumann.

Théorème 4.1.2 (Théorème du double commutant). Soit A ⊂ B(H) tel que I ∈ A
et A = A∗. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. A = A′′

2. A est fermé en topologie forte

3. A est fermé en topologie faible.

Définition 4.1.3. L’algèbre de von Neumann engendrée par S ⊂ B(H) (que l’on
note W ∗(S)) est la plus petite algèbre de von Neumann qui contient l’identité, S et
S∗, c’est à dire

W ∗(S) = ∩ A.
A algèbre de von Neumann

S ⊂ A

Le résultat suivant est dû à Bauschke [Bau95].

Théorème 4.1.4 ([Bau95]). Soient M1, . . . ,Mr des sous-espaces fermés de H. On
note M = ∩ri=1Mi. Si pour tout J ⊂ {1, . . . , r} on a que ∑j∈JM

⊥
j est fermé, alors

la méthode des projections aléatoires converge toujours en topologie forte. C’est à
dire pour tout h ∈ H et pour tout sélection aléatoire s : N→ {1, . . . , r}, on a que

lim
n→∞

∥∥∥Ps(n) . . . Ps(1)h− PMh
∥∥∥ = 0.
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4.2 Réponse à la Question 4.0.7

Dans cette section on va construire 3 projections orthogonales qui vont engendrer
B(H) comme algèbre de von Neumann, et qui vont toujours converger en topologie
forte dans la méthode des projections aléatoires. L’idée est de modifier la construc-
tion de Davis de telle sorte que les projections obtenues satisfassent les conditions
suffisantes du théorème 4.1.4. On va commencer par construire les projections.

Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de Hilbert H. On pose xn = e2n
et yn = e2n+1. On pose θn = π

4 + 1
n
. On pose wn = cos(θn)xn + sin(θn)yn. On pose

z2n−1 =
√

2
2 (x2n−1 + x2n) et z2n =

√
2

2 (y2n + y2n+1). On pose M1 = vect{xn, n ∈
N}, M2 = vect{wn, n ∈ N} et M3 = vect{zn, n ∈ N}. On note Pi la projection
orthogonale sur le sous-espace Mi.

Lemme 4.2.1. On a pour tout i 6= j que cos(Mi,Mj) ≤
√

2
2 .

Démonstration. D’après la construction des sous-espacesMi on peut voir facilement
que l’on a cos(M1,M2) = cos(M1,M3) =

√
2

2 . Montrons que cos(M2,M3) ≤
√

2
2 .

Soient z ∈M3 et w ∈M2 tels que ‖z‖ = ‖w‖ = 1. Il existe αn, βn et γn tels que

z =
∑
n≥1

αnz2n−1 + βnz2n, w =
∑
n≥0

γnwn,
∑
n≥1
|αn|2 + |βn|2 = 1, et

∑
n≥0
|γn|2 = 1.

On a que

〈z, w〉 =
〈∑
n≥1

αnz2n−1 + βnz2n,
∑
k≥0

γkwk

〉

=
√

2
2
∑
n≥1

∑
k≥0
〈αn(x2n−1 + x2n) + βn(y2n + y2n+1), γk cos(θk)xk + γk sin(θk)yk〉

=
√

2
2

[∑
n≥1

αnγ2n−1 cos(θ2n−1) +
∑
n≥1

αnγ2n cos(θ2n)

+
∑
n≥1

βnγ2n sin(θ2n) +
∑
n≥1

βnγ2n+1 sin(θ2n+1)
]

=
√

2
2

[
α1γ1 cos(θ1) +

∑
n≥1

γ2n+1 (αn+1 cos(θ2n+1) + βn sin(θ2n+1))

+
∑
n≥1

γ2n (αn cos(θ2n) + βn sin(θ2n))
]
.
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Donc on a que

|〈z, w〉| ≤
√

2
2

|α1γ1 cos(θ1)|+

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

γ2n+1 (αn+1 cos(θ2n+1) + βn sin(θ2n+1))

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

γ2n (αn cos(θ2n) + βn sin(θ2n))

∣∣∣∣∣∣


≤
√

2
2

|α1γ1 cos(θ1)|+
∑
n≥1
|γ2n+1|2

 1
2
∑
n≥1
|αn+1|2 + |βn|2

 1
2

+
∑
n≥1
|γ2n|2

 1
2
∑
n≥1
|αn|2 + |βn|2

 1
2


≤
√

2
2

|γ1|+
∑
n≥1
|γ2n+1|2

 1
2

+
∑
n≥1
|γ2n|2

 1
2


≤
√

2
2 .

D’où cos(M2,M3) ≤
√

2
2 .

Lemme 4.2.2. On a que M⊥
1 + M⊥

2 + M⊥
3 = H. En particulier M⊥

1 + M⊥
2 + M⊥

3
est fermé.

Démonstration. Comme cos(M1,M2) = cos(M⊥
1 ,M

⊥
2 ) < 1, on a que M⊥

1 + M⊥
2 est

fermé. En particulier on a que (M1 ∩M2)⊥ = M⊥
1 + M⊥

2 . Comme M1 ∩M2 = {0},
on en déduit que M⊥

1 +M⊥
2 = H, ainsi M⊥

1 +M⊥
2 +M⊥

3 = H est fermé.

On rappelle que M1 ∩M2 ∩M3 = {0}.

Corollaire 4.2.3. La méthode des projections aléatoire sur les sous-espaces M1,M2
etM3 converge toujours en topologie forte. C’est à dire, pour toute sélection aléatoire
s : N→ {1, 2, 3} et pour tout vecteur h ∈ H on a que

lim
n→∞

∥∥∥Ps(n) . . . Ps(1)h
∥∥∥ = 0.

Proposition 4.2.4. On a que W ∗(P1, P2, P3) = B(H).

Démonstration. On va montrer queW ∗(P1, P2, P3)′ = {λI : λ ∈ C}. Le théorème du
double commutant nous permettra de conclure la preuve. Soit T ∈ W ∗(P1, P2, P3)′.
En particulier T commute avec P1 et P2. D’après le théorème d’Halmos, dans H =
M1 ⊕M⊥

1 , T est de la forme

T ∼
(
A 0
0 A

)
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avec A qui commute avec C. On rappelle que pour tout n ∈ N, Cxn = cos(θn)xn.
Autrement dit, C est un opérateur diagonal dans la base xn de multiplicité spectral
égal à 1. Donc A est un opérateur diagonal dans la base xn, c’est à dire Axn = λnxn.
Donc pour tout n ∈ N on a que Txn = λnxn et Tyn = λnyn. On a aussi que T
commute avec P3. Or

TP3(x2n−1 + x2n) = T (x2n−1 + x2n)
= λ2n−1x2n−1 + λ2nx2n.

On a aussi que

P3T (x2n−1 + x2n) = P3(λ2n−1x2n−1 + λ2nx2n)

=
〈
λ2n−1x2n−1 + λ2nx2n,

x2n−1 + x2n√
2

〉
x2n−1 + x2n√

2

= λ2n−1 + λ2n

2 (x2n−1 + x2n).

Comme TP3 = P3T on a que

λ2n−1 + λ2n

2 (x2n−1 + x2n) = λ2n−1x2n−1 + λ2nx2n,

et donc
λ2n−1 + λ2n

2 = λ2n−1 = λ2n.

Donc T = λ1I.

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.5. Il existe 3 projections orthogonales P1, P2, P3 ∈ B(H) telles que
M1 ∩M2 ∩M3 = {0} et la méthode des projections aléatoire sur les sous-espaces
M1,M2 et M3 converge toujours en topologie forte. C’est à dire, pour toute sélection
aléatoire s : N→ {1, 2, 3} et pour tout vecteur h ∈ H on a que

lim
n→∞

∥∥∥Ps(n) . . . Ps(1)h
∥∥∥ = 0.

De plus on a que
W ∗(P1, P2, P3) = B(H).
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Chapitre 5

Sous-espaces Hyperinvariants pour
des perturbations compactes
d’opérateurs de multiplication

5.1 Introduction
Soit X un espace de Banach complexe et séparable. On appelle problème du sous-
espace invariant la question : est-ce que tout opérateur linéaire borné T ∈ B(X)
posède un sous-espace invariant non trivial, c’est à dire est-ce qu’il existe un sous-
espace fermé M de X tel que M 6= {0}, M 6= X et T (M) ⊂ M ? Le problème du
sous-espace hyperinvariant est la question suivante : est-ce que pour tout opérateur
linéaire borné T ∈ B(X) tel que T 6= λI possède un sous-espace hyperinvariant
non trivial, c’est à dire est-ce qu’il existe un sous-espace fermé M de X tel que
M 6= {0}, M 6= X et pour tout opérateur S ∈ B(X) tel que TS = ST , on ait que
S(M) ⊂ M ? Enflo [Enf87] et Read [Rea86] ont montré qu’il existe des espaces de
Banach sur lesquels la réponse au problème du sous-espace invariant est négative.
D’un autre coté, Argyros et Haydon [AH11] ont construit un espace de Banach
sur lequel tout opérateur linéaire borné est de la forme λI + K, où λ ∈ C est un
nombre complexe et K ∈ K(X) est un opérateur compact. En vertu du Théorème
de Lomonosov, sur cet espace de Banach la réponse au problème du sous-espace
hyperinvariant est positive. Cependant les problèmes du sous-espace invariant et
hyperinvariant sont encore ouverts pour les espaces de Banach réflexifs séparables, en
particulier pour les espaces de Hilbert séparables. Pour les opérateurs normaux dans
les espaces de Hilbert, le théorème spectral nous garantit l’existence d’un sous-espace
hyperinvariant. Lomonosov [CP11, Theorem 6.1.2] a montré que tout opérateur
compact agissant sur un espace de Banach possède un sous-espace hyperinvariant.
Cependant, si N est un opérateur normal agissant sur H et K est un opérateur
compact agissant sur H, on ne sait pas en général si N +K possède un sous-espace
hyperinvariant non trivial. On invite le lecteur à regarder le livre de Chalendar et
Partington [CP11] pour plus d’informations sur le problème du sous-espace invariant.
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En 2007, Foias, Jung, Ko et Pearcy [FJKP07] ont montré le résultat suivant.

Théorème 5.1.1 ([FJKP07]). Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de
Hilbert complexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal
borné agissant sur H. Soient u, v ∈ H deux vecteurs tels que :∑

n∈N
|〈u, en〉|

2
3 <∞,

∑
n∈N
|〈v, en〉|

2
3 <∞.

Alors la perturbation de rang un D + u ⊗ v de l’opérateur diagonal D possède un
sous-espace hyper-invariant non trivial.

En 2012, Fang et Xia [FX12] ont amélioré ce résultat. Leur approche permet
de considérer des perturbations de rang fini d’opérateurs diagonaux. Ils ont aussi
amélioré la condition de sommabilité de Foias, Jung, Ko et Pearcy. Voici leur résultat.

Théorème 5.1.2 ([FX12]). Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de Hil-
bert complexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen⊗ en un opérateur diagonal borné
agissant sur H. Soient u1, . . . , ur, v1, . . . , vr ∈ H des vecteurs tels que

r∑
k=1

∑
n∈N
|〈uk, en〉| <∞,

r∑
k=1

∑
n∈N
|〈vk, en〉| <∞.

Alors la perturbation de rang fini D+∑r
i=1 ui⊗ vi de l’opérateur diagonal D possède

un sous-espace hyper-invariant non trivial.

Le but de ce chapitre est d’améliorer l’approche de Fang et Xia pour traiter
certaines perturbations compactes d’opérateur de multiplication sur des espaces Lp
séparables. Le théorème spectral pour les opérateurs normaux nous dit que tout opé-
rateur normal est un opérateur de multiplication sur un certain espace L2. Comme
tout opérateur diagonal est en particulier normal, on peut voir ceci comme une
généralisation du résultat précédent.

Les résultats de ce Chapitre sont tirés de l’article [Kla14a].

5.1.1 Notations
Ici nous allons définir quelques notations pour ce chapitre. On note H un espace
de Hilbert séparable, et X un espace de Banach séparable. On notera m la me-
sure de Lebesgue sur le plan complexe. On notera l’ensemble des opérateurs bornés
(respectivement l’ensemble des opérateurs compacts) agissant sur X par B(X) (res-
pectivement K(X)). Soit T ∈ B(X) un opérateur borné. On note le commutant de
T par

{T}′ = {S ∈ B(X), ST = TS}.

On note aussi respectivement le spectre, le spectre ponctuel et le spectre essentiel
de l’opérateur T par σ(T ), σp(T ) et σe(T ). Soit (Ω, µ) un espace mesuré borélien
σ-fini. Soient p, q ∈]1,∞[ deux nombres tels que 1

p
+ 1

q
= 1. Si f ∈ L∞(Ω, µ) est
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une fonction à valeurs complexes essentiellement bornée, on note Mf l’opérateur de
multiplication agissant sur Lp(Ω, µ) défini comme ceci :

Mf : Lp(Ω, µ)→ Lp(Ω, µ)
g 7→ fg

Soit u ∈ Lp(Ω, µ) et v ∈ Lq(Ω, µ), on définit l’opérateur de rang un u ⊗ v pour
tout x ∈ Lp(Ω, µ) par la formule

u⊗ v(x) =
(∫

Ω
x(ξ)v(ξ)dµ(ξ)

)
u.

Dans la suite de ce chapitre, on considérera des opérateurs compacts K agissant
sur Lp(Ω, µ) de la forme suivante. Soit (sn)n∈N une suite de nombres réels positifs
telle que limn→∞ sn = 0. Soit (un)n∈N une suite dans Lp(Ω, µ) et (vn)n∈N une suite
dans Lq(Ω, µ). On suppose que pour tout x ∈ Lp(Ω, µ), la série

∑
n∈N

(∫
Ω
x(ξ)vn(ξ)dµ(ξ)

)
un

converge. On note par K l’opérateur agissant sur Lp(Ω, µ) défini par

K =
∑
n∈N

snun ⊗ vn.

Si p = 2, tout opérateur compact peut s’écrire comme ci dessus (il s’agit de sa
décomposition en valeurs singulières voir [GGK90] et Théorème 5.1.8). De plus on
peut supposer que les familles (un)n∈N et (vn)n∈N sont orthonormées.

5.1.2 Résultats principaux
Ici nous allons présenter les résultats principaux de ce chapitre. Le premier résultat
est une généralisation de l’approche de Fang et Xia [FX12]. Cette généralisation
nous permet de considérer certaines perturbations compactes d’opérateurs de mul-
tiplication sur des espaces Lp. On rappelle au lecteur qu’un opérateur diagonal est
un opérateur de multiplication sur un espace mesuré L2(Ω, µ) avec µ une mesure
purement atomique.

Théorème 5.1.3. Soit (Ω, µ) un espace mesuré, où µ est une mesure borélienne
σ-finie. Soit f ∈ L∞(Ω, µ) une fonction à valeurs complexes essentiellement bornée.
On suppose que K ∈ K(H) est un opérateur compact tel qu’il existe (un)n∈N une suite
dans Lp(Ω, µ) et (vn)n∈N une suite dans Lq(Ω, µ) et (sn)n∈N une suite de nombres po-
sitifs tels que pour tout x ∈ Lq(Ω, µ), la série ∑n∈N

(∫
Ω x(ξ)vn(ξ)dµ(ξ)

)
un converge

et K = ∑
n∈N snun⊗ vn. Supposons qu’il existe une courbe de Jordan Γ dans C telle

que
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1. Il existe a, b ∈ σe(Mf ) tels que a soit dans l’intérieur de la courbe de Jordan
Γ et b soit dans l’extérieur de la courbe de Jordan Γ,

2. µ(f−1(Γ)) = 0,

3. Pour tout n ∈ N, et pour tout z ∈ Γ, on a que un ∈ Im(Mf − z) et vn ∈
Im(Mf − z)∗,

4. Pour tout z ∈ Γ, on note A(z) l’opérateur défini par la formule suivante :
A(z) = ∑

n∈N sn ((Mf − z)−1un)⊗
(
(Mf − z)−1vn

)
. On suppose que pour tout

z ∈ Γ, on ait que A(z) est un opérateur compact, et que l’application A : Γ→
K(X) est continue.

Alors l’opérateur borné Mf +K agissant sur Lp(Ω, µ) possède un sous-espace hyper-
invariant non trivial.

Le deuxième résultat est une généralisation du résultat de Fang et Xia (cf Théo-
rème 5.1.2) dans le cas des perturbations compactes d’opérateur diagonaux dans un
espace de Hilbert. Ce résultat est une conséquence du Théorème précédent.

Théorème 5.1.4. Soit (en)n∈N une base orthonormée d’un espace de Hilbert com-
plexe et séparable H. Soit D = ∑

n∈N λnen⊗en un opérateur diagonal borné agissant
sur H. Soit K ∈ K(H) un opérateur compact. On note la décomposition en va-
leurs singulières de K comme ceci : K = ∑

n∈N snun ⊗ vn. Si il existe deux suites
(an)n∈N, (bn)n∈N de nombres réels positifs telles que pour tout n ∈ N, on ait que
anbn = sn et ∑

n∈N

∑
k∈N
|an 〈un, ek〉| <∞ (5.1)

∑
n∈N

∑
j∈N
|bn 〈ej, vn〉| <∞. (5.2)

Si D +K 6= λI, alors D +K possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Notons que ce résultat généralise le Théorème 5.1.2. Dans un espace de Hilbert,
tout opérateur compact K peut s’écrire sous la forme K = ∑

n∈N snun ⊗ vn.

5.1.3 Résultats préliminaires
Avant de commencer les preuves des résultats principaux de ce chapitre, on va pré-
senter quelques résultats qui vont nous être utiles. Le premier résultat est classique.
On peut trouver une preuve de ce résultat dans le cadre Hilbertien dans l’article de
Fang et Xia [FX12, Proposition 4.1]. La preuve utilise le théorème de Lomonosov.
Ici nous allons en donner une autre preuve.

Proposition 5.1.5. Soit P ∈ B(X) un idempotent tel que dim(P (X)) = dim((I −
P )(X)) = ∞. Alors pour tout opérateur compact L ∈ K(X), l’opérateur P + L
possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.
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Démonstration. Si σp(P+L) 6= ∅, alors P+L possède un sous-espace hyperinvariant
non trivial. Supposons que σp(P + L) = ∅. Par le Théorème de Weyl, on a que
σ(P +L) ⊂ σ(P )∪σp(P +L) = σ(P ) = {0, 1}. Comme {0, 1} = σe(P ) ⊂ σ(P +L),
on a que σ(P + L) = {0, 1}. On peut donc trouver un sous-espace hyperinvariant
non trivial pour P + L en utilisant le calcul fonctionnel de Riesz-Dunford.

Le résultat suivant est une conséquence de la théorie de l’intégrale de Bochner.
Le lecteur peut trouver une preuve de ce résultat dans [HP57].

Proposition 5.1.6. Soit Γ une courbe de Jordan rectifiable continue par morceaux.
Si F : Γ→ K(X) est une application continue, alors

L =
∫

Γ
F (z)dz

existe et est un opérateur compact.

On rappelle maintenant un résultat classique concernant les opérateurs normaux
dans les espaces de Hilbert. Ce résultat nous dit que n’importe quel opérateur normal
sur un espace de Hilbert peut être vu comme un opérateur de multiplication sur un
certain espace mesuré. On invite le lecteur à regarder par exemple [Arv02, Theorem
2.4.5], pour une preuve de ce résultat.

Théorème 5.1.7. Soit N ∈ B(H) un opérateur normal sur un espace de Hilbert
complexe H. Alors il existe un espace mesuré (Ω, µ) muni d’une mesure σ-finie,
une fonction essentiellement bornée f ∈ L∞(Ω, µ) et une isométrie surjective W :
L2(Ω, µ)→ H tels que

WMf = NW.

Nous mentionnons ensuite un résultat à propos des opérateurs compacts dans les
espaces de Hilbert. Ce résultat est connu sous le nom de décomposition en valeurs
singulières. Le lecteur peut trouver une preuve de ce résultat dans [GGK90, Chapter
VI, Theorem 1.1].

Théorème 5.1.8. Soit K ∈ K(H) un opérateur compact agissant sur un espace de
Hilbert H. Alors il existe deux familles orthonormées (un)n∈N, (vn)n∈N de vecteurs
dans H et une suite de nombres réels positifs (sn)n∈N tels que limn→∞ sn = 0, et

K =
∑
n∈N

snun ⊗ vn.

5.2 Preuve du Théorème 5.1.3
Pour prouver le Théorème 5.1.3, on va s’inspirer de l’approche de Fang et Xia [FX12].
L’idée est de créer une "bonne" formule d’inversion à droite pour T − z. Ensuite, en
utilisant un calcul fonctionnel de Riesz-Dunford non conventionnel, nous allons prou-
ver que le commutant de T est inclus dans le commutant d’une certaine perturbation

119



Chapitre 5. Sous-espaces Hyperinvariants pour des perturbations compactes
d’opérateurs de multiplication

compacte d’un idempotent. Cette dernière possède un sous-espace hyperinvariant
non trivial, et donc T aussi. On commence par quelques résultats techniques pour
construire la formule d’inversion à droite de T − z. Dans cette section on suppose
que les hypothèses du Théorème 5.1.3 sont satisfaites. En particulier on suppose que
K = ∑

n∈N snun ⊗ vn est un opérateur compact (rappelons que tel qu’il est définit,
K n’a aucune raison d’être compact en général).

Lemme 5.2.1. Notons T = Mf + K la perturbation compacte de l’opérateur de
multiplication Mf sur l’espace de Banach Lp(Ω, µ). Supposons que les hypothèses 3
et 4 du Théorème 5.1.3 sont satifaites et que σp(T ) = ∅. Alors pour tout z ∈ Γ,
l’opérateur I + A(z)(Mf − z) est inversible.

Démonstration. Supposons qu’il existe z ∈ Γ tel que l’opérateur I + A(z)(Mf − z)
ne soit pas inversible. Comme A(z) est compact et que l’opérateurMf−z est borné,
on a que A(z)(Mf − z) est compact. Donc −1 ∈ σp(A(z)(Mf − z)). Il existe un
vecteur h ∈ Lp(Ω, µ) non nul tel que A(z)(Mf − z)h = −h. On a que

−h = A(z)(Mf − z)h

=
∑
n∈N

sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗
(
(Mf − z)−1vn

) (Mf − z)h

=
∑
n∈N

sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗ vn

h.
En composant de chaque coté de l’égalité par Mf − z on obtient que

−(Mf − z)h =
∑
n∈N

snun ⊗ vn

h = Kh.

Donc on a que zh = (Mf + K)h = Th, autrement dit z ∈ σp(T ). Ceci contredit
l’hypothèse que σp(T ) = ∅.

Le lemme suivant est une conséquence directe du Lemme 5.2.1.

Lemme 5.2.2. On suppose que les hypothèses 3 et 4 du Théorème 5.1.3 sont sa-
tifaites et que σp(T ) = ∅. Alors pour tout z ∈ Γ, on a que l’opérateur B(z) =(
I + A(z)(Mf − z)

)−1
A(z) est compact. De plus l’application

B : Γ→ K(X)
z 7→ B(z)

est continue.

On a aussi besoin du lemme suivant.
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Lemme 5.2.3. Soit Γ une courbe de Jordan telle que l’hypothèse 2 du Théorème
5.1.3 soit vérifiée. Soit L ⊂ Lp(Ω, µ) le sous-espace vectoriel (pas fermé) des combi-
naisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables Si tels que
f(Si) soit à distance strictement positive de Γ. On note W = ∩z∈ΓIm(Mf−z). Alors
L et W sont denses dans Lp(Ω, µ).

Démonstration. On a que w ∈ L si et seulement si il existe des nombres com-
plexes a1, . . . , ar ∈ C, des sous ensembles mesurables de Ω : S1, . . . , Sr tels que
w = ∑r

i=1 ai1Si et
inf

ξ∈Si,z∈Γ
|f(ξ)− z| > 0

pour tout i = 1, . . . , r.
Pour montrer que l’adhérence de L est Lp(Ω, µ), il suffit de montrer que toutes

les fonctions indicatrices d’ensembles mesurables sont dans la fermeture de L. En
effet le sous-espace des combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices est
dense dans Lp(Ω, µ). Soit B un sous ensemble mesurable de Ω. On note Bε =
{ξ ∈ B, dist(f(ξ),Γ) > ε}. On a que 1Bε tend vers 1B quand ε tend vers 0 (car
µ(f−1(Γ)) = 0). De plus on a que 1Bε ∈ L.

Donc la fermeture de L est Lp(Ω, µ). Comme L ⊂ W , l’adhérence deW est aussi
Lp(Ω, µ).

Maintenant on peut montrer le lemme suivant qui est l’analogue du Lemme 3.4
de [FX12].

Lemme 5.2.4. Avec les notations du Lemme 5.2.2, pour tout z ∈ Γ, on note R(z)
l’opérateur (éventuellement non borné) défini par R(z) = (Mf − z)−1 −B(z). Alors
pour tout w ∈ W , on a que

(T − z)R(z)w = w.

Dans ce lemme, R(z) peut être un opérateur non borné puisque (Mf −z)−1 n’est
pas borné lorsque z ∈ σ(Mf ) ∩ Γ. D’après le Lemme 5.2.2, on a que B(z) est un
opérateur compact pour tout z ∈ Γ.

Démonstration. Soient w ∈ W et z ∈ Γ. On observe que

(Mf − z)A(z)(Mf − z)

= (Mf − z)
∑
n∈N

sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗
(
(Mf − z)−1vn

) (Mf − z)

=
∑
n∈N

snun ⊗ vn

= K.
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Pour tout w ∈ W ⊂ Im(Mf − z), l’expression R(z)w a un sens. En remplaçant K
par cette expression on a que

(T − z)R(z)w

= (Mf − z +K)
(

(Mf − z)−1 −
(
I + A(z)(Mf − z)

)−1
A(z)

)
w

= (Mf − z)
(
I + A(z)(Mf − z)

)(
(Mf − z)−1 −

(
I + A(z)(Mf − z)

)−1
A(z)

)
w

= (Mf − z)
(
(Mf − z)−1 + A(z)− A(z)

)
w

= w,

ce qui prouve le Lemme 5.2.4.

Lemme 5.2.5. Soit S ∈ {T}′ et w ∈ W . Alors Sw ∈ W .

Démonstration. Soit S ∈ {T}′, z ∈ Γ et w ∈ W . En utilisant dans la quatrième
égalité le fait que K = (Mf − z)A(z)(Mf − z), on a que

Sw = S(T − z)R(z)w
= (T − z)SR(z)w
= (Mf − z)SR(z)w +KSR(z)w
= (Mf − z)SR(z)w + (Mf − z)A(z)(Mf − z)SR(z)w

= (Mf − z)
(
SR(z)w + A(z)(Mf − z)SR(z)w

)
.

Donc Sw ∈ Im(Mf − z).

Proposition 5.2.6. Soit Γ une courbe de Jordan qui satisfait les hypothèses 1 et 2
du Théorème 5.1.3. On note Θ la composante connexe de C bornée par Γ et m la
mesure de Lebesgue sur le plan complexe. Alors pour tout w ∈ L on a

M1f−1(Θ)
w = −1

2iπ

∫
Γ
(Mf − z)−1w dz,

où la courbe de Jordan Γ est orientée dans le sens trigonométrique. De plus, si il
existe a, b ∈ σe(Mf ) tels que a ∈ Θ et b /∈ Θ, alors dim(Im(M1f−1(Θ)

)) = dim(Im(I−
M1f−1(Θ)

)) =∞.

Observons queM1f−1(Θ)
est idempotent (c’est à dire que (M1f−1(Θ)

)2 = M1f−1(Θ)
).

Démonstration. Soit w ∈ L. Alors il existe des nombres complexes a1, . . . , ar ∈
C et des sous ensembles mesurables de Ω, S1, . . . , Sr, tels que w = ∑r

i=1 ai1Si et
infξ∈Si,z∈Γ |f(ξ)− z| > 0 pour tout i = 1, . . . , r. Comme µ(f−1(Γ)) = 0, on a pour
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µ-presque tout ξ ∈ Ω que f(ξ) /∈ Γ et
1

2iπ

∫
Γ
(Mf − z)−1w(ξ)dz =

r∑
i=1

1
2iπ

∫
Γ

ai1Si(ξ)
f(ξ)− zdz

=
r∑
i=1

ai1Si(ξ)
1

2iπ

∫
Γ

1
f(ξ)− zdz

= −
r∑
i=1

ai1Si(ξ)1Θ(f(ξ))

= −M1f−1(Θ)
w(ξ).

Maintenant nous allons montrer que si a ∈ σe(Mf )∩Θ, alors dim(Im(M1f−1(Θ)
)) =

∞. Un argument similaire permet de prouver l’autre affirmation. D’abord, remar-
quons que pour tout opérateur compact L ∈ K(Lp(Ω, µ)), on a que a ∈ σ(Mf + L).
Autrement dit, Mf + L − aI n’a pas d’inverse borné. Soit ε > 0 et notons par
B le disque B = {w ∈ C, |a− w| < ε}. Notons f̃ = f − (f − a − ε)1f−1(B). Si
|f(ξ)− a| ≥ ε, alors f̃(ξ) − a = f(ξ) − a. Sinon on a que f̃(ξ) − a = ε. Mainte-
nant f̃ est une fonction bornée et f̃ − a est minorée strictement par rapport à zéro
(c’est à dire qu’il existe une constante c > 0 telle que pour presque tout ξ ∈ Ω,∣∣∣f̃(ξ)− a

∣∣∣ ≥ c > 0). Donc 1
f̃−a est une fonction bornée et

M 1
f̃−a

= (Mf̃ − a)−1 = (Mf −Mf−a−εM1f−1(B)
− a)−1

est un opérateur borné. Si M1f−1(B)
était un opérateur compact, alors Mf̃ − a ne

serait pas inversible. Donc M1f−1(B)
n’est pas un idempotent compact. De plus on

a que dim(Im(M1f−1(B)
)) = ∞. Quitte à choisir ε suffisamment petit, on a que

Im(M1f−1(B)
) ⊂ Im(M1f−1(Θ)

), et donc dim(Im(M1f−1(Θ)
)) =∞.

Maintenant nous sommes prêts à démontrer le Théorème 5.1.3.

Proof of Theorem 5.1.3. Supposons que σp(T ) = ∅. On rappelle que pour tout z ∈
Γ, B(z) =

(
I + A(z)(Mf − z)

)−1
A(z) et R(z) = (Mf − z)−1 − B(z). D’après le

Lemme 5.2.2, B(z) est un opérateur compact et l’application B : Γ → K(X) est
continue. Donc ‖B(z)‖ est bornée sur l’ensemble compact Γ et on a∫

Γ
‖B(z)‖ dz <∞.

De plus, par le Lemme 5.2.4„ on a pour tout w ∈ W que (T −z)R(z)w = w. D’après
la Proposition 5.1.6, on a que

L = 1
2iπ

∫
Γ
B(z)dz

est un opérateur compact. D’après la Proposition 5.2.6, on sait qu’il existe un idem-
potent P (P = M1f−1(Θ)

) tel que pour tout w ∈ L,

Pw = −1
2iπ

∫
Γ
(Mf − z)−1wdz,
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et tel que dim(P (X)) = dim((I − P )(X)) =∞.
Soit S ∈ {T}′. Alors pour tout w ∈ W on a que (T − z)SR(z)w = S(T −

z)R(z)w = Sw = (T − z)R(z)Sw (car Sw ∈ W par le Lemme 5.2.5). Comme
σp(T ) = ∅, l’opérateur T − z est injectif. Donc SR(z)w = R(z)Sw. Pour tout w ∈ L
(rappelons que L ⊂ W ) on a

S(P + L)w = −1
2iπ

∫
Γ
SR(z)w dz = −1

2iπ

∫
Γ
R(z)Sw dz = (P + L)Sw.

Comme la fermeture de L est Lp(Ω, µ), on a que S ∈ {P+L}′. Donc {T}′ ⊂ {P+L}′.
Comme P +L possède un sous-espace hyperinvariant non trivial par la Proposition
5.1.5, T aussi en possède un.

5.3 Corollaires dans un espace de Hilbert
Dans cette section on va donner quelques corollaires du Théorème 5.1.3 pour des
perturbations compactes d’opérateurs normaux et diagonaux dans un espace de
Hilbert. On donnera aussi quelques exemples.

Soit N ∈ B(H) un opérateur normal sur un espace de Hilbert. Soit (Ω, µ) un
espace mesuré, f ∈ L∞(Ω, µ) et W : L2(Ω, µ) → H un opérateur unitaire comme
dans le Théorème Spectral 5.1.7. Soit K ∈ K(H) un opérateur compact. Alors
WKW ∗ est un opérateur compact agissant sur L2(Ω, µ), donc par le Théorème de
décomposition en valeurs singulières 5.1.8, il existe une suite de nombre réels positifs
(sn)n∈N telle que limn→∞ sn = 0 et il existe deux familles de vecteurs orthonormés
(un)n∈N et (vn)n∈N dans L2(Ω, µ) telles que

WKW ∗ =
∑
n∈N

snun ⊗ vn.

avec ces notations On peut énoncer ce corollaire direct du Théorème 5.1.3.

Corollaire 5.3.1. Soit N ∈ B(H) un opérateur normal borné et K ∈ K(H) un
opérateur compact. Avec les mêmes notations que précédemment, supposons qu’il
existe une courbe de Jordan Γ telle que

1. Il existe a, b ∈ σe(N) tels que a soit dans l’intérieur de la courbe de Jordan Γ
et b soit dans l’extérieur de la courbe de Jordan Γ,

2. µ(f−1(Γ)) = 0,

3. Pour tout n ∈ N, et pour tout z ∈ Γ, on a que un ∈ Im(Mf − z) et vn ∈
Im(Mf − z)∗,

4. Pour tout z ∈ Γ, on note A(z) l’opérateur (éventuellement non borné) défini
par A(z) = ∑

n∈N sn ((Mf − z)−1un) ⊗
(
(Mf − z)−1vn

)
. On suppose que pour

tout z ∈ Γ, on ait que A(z) est un opérateur compact, et l’application A : Γ→
K(H) est continue.
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Alors l’opérateur T = N +K possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Nous allons donner quelques applications simples de ce corollaire.

Exemple 5.3.2. Soit (Ω, µ) un espace mesuré muni d’une mesure σ-finie. Plus
précisément, on prend Ω = {ξ ∈ C, |ξ| ≤ 1} et on munit cet espace de µ = m la
mesure de Lebesgue sur le plan complexe. Soit A = {ξ ∈ C, 1

3 ≤ |ξ| ≤
2
3}. Soit

f ∈ L∞(Ω, µ) la fonction bornée définie pour tout ξ ∈ Ω par f(ξ) = ξ. Soient
g, h ∈ L2(Ω, µ). On pose u = (1− 1A)g et v = (1− 1A)h. Soit Γ = {z ∈ C, |z| = 1

2}.
Alors σe(Mf ) = Ω, µ(f−1(Γ)) = 0 et pour tout z ∈ Γ, u

f−z ,
v

f−z ∈ L
2(Ω, µ). De plus

l’application

A :Γ→ K(H)

z 7→ u

f − z
⊗ v

f − z
est continue. Par le Corollaire 5.3.1,Mf +u⊗v a un sous-espace hyperinvariant non
trivial.

Exemple 5.3.3. Soit (Ω, µ) un espace mesuré muni d’une mesure σ-finie. Plus
précisément, on prend Ω = {ξ ∈ C, |ξ| ≤ 1} et on munit cet espace de µ = m la
mesure de Lebesgue sur le plan complexe. Soit f ∈ L∞(Ω, µ) la fonction bornée
définie pour tout ξ ∈ Ω par f(ξ) = ξ. Soient gn, hn ∈ L2(Ω, µ) tels que ‖gn‖ ≤ 1 et
‖hn‖ ≤ 1. On pose un(ξ) = (1− |ξ|)gn(ξ) et vn(ξ) = (1− |ξ|)hn(ξ). Soit (sn)n∈N une
suite de nombres réels positifs telle que∑n∈N sn <∞. On pose Γ = {z ∈ C, |z| = 1}.
Alors pour tout z ∈ Γ on a que∫

Ω

|un(ξ)|2

|ξ − z|2
dµ(ξ) ≤

∫
Ω

|1− |ξ||2 |gn(ξ)|2

||ξ| − |z||2
dµ(ξ) =

∫
Ω

|1− |ξ||2 |gn(ξ)|2

||ξ| − 1|2
dµ(ξ)

=
∫

Ω
|gn(ξ)|2 dµ(ξ) <∞.

Donc un ∈ Im(Mf−z). De la même manière, on peut montrer que vn ∈ Im(Mf−z)∗.
Pour tout z ∈ Γ, on a que

‖A(z)‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗
(
(Mf − z)−1vn

)∥∥∥∥∥∥
≤
∑
n∈N

sn ‖gn‖ ‖hn‖

≤
∑
n∈N

sn <∞.

Donc A(z) est un opérateur borné. On pose AN(z) = ∑N
n=1 sn ((Mf − z)−1un) ⊗(

(Mf − z)−1vn
)
. Alors on a que

‖A(z)− AN(z)‖ =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1
sn
(
(Mf − z)−1un

)
⊗
(
(Mf − z)−1vn

)∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=N+1
sn.
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Le dernier terme est le reste d’une série convergente, donc il tend vers 0 quand N
tend vers l’infini. Donc A(z) est une limite d’une suite d’opérateurs de rang fini,
donc c’est un opérateur compact.

Soient z1, z2 ∈ Γ. Alors

‖A(z1)− A(z2)‖ ≤ ‖A(z1)− AN(z1)‖+ ‖AN(z1)− AN(z2)‖+ ‖AN(z2)− A(z2)‖ .

Les quantités à droite sont petites si N est assez grand et si z1 est assez proche
de z2. Donc l’application A : Γ → K(H) est continue. Ainsi, Mf + ∑

n∈N snun ⊗ vn
possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Maintenant on donne une version du Corollaire 5.3.1 pour des perturbations
compactes d’opérateurs diagonaux.

Corollaire 5.3.4. Soit (en)n∈N une base orthonormée de l’espace de Hilbert H. Soit
D = ∑

n∈N λnen ⊗ en un opérateur diagonal borné agissant sur H. Soit (sn)n∈N une
suite de nombres réels positifs telle que limn→∞ sn = 0. Soient (un)n∈N, (vn)n∈N deux
familles de vecteurs orthonormés de H. On note K = ∑

n∈N snun ⊗ vn. Supposons
qu’il existe une courbe de Jordan Γ telle que

1. Il existe deux points a, b d’accumulation de valeurs propres de D tels que a soit
dans l’intérieur de la courbe de Jordan Γ et b soit dans l’extérieur de la courbe
de Jordan Γ,

2. Γ ∩ σp(D) = ∅,

3. Pour tout n ∈ N, z ∈ Γ, on a que un ∈ Im(D − z) and vn ∈ Im(D − z)∗,

4. Pour tout z ∈ Γ on note A(z) l’opérateur (éventuellement non borné) défini par
A(z) = ∑

n∈N sn ((D − z)−1un)⊗ ((D∗ − z)−1vn). Pour tout z ∈ Γ, on suppose
que A(z) est un opérateur compact, et que l’application A : Γ → K(H) est
continue.

Alors l’opérateur T = N +K possède un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Démonstration. Soit Ω = N. On pose µ = ∑
n∈N

1
2n δ{n}, avec δ{n} la mesure de

Dirac au point {n}. Soit f : N → C l’application définie par f(n) = λn. Alors
D est unitairement équivalent à Mf , l’opérateur de multiplication par la fonction
f agissant sur L2(Ω, µ). Comme a et b sont des points d’accumulation de valeurs
propres de D, on a que a, b ∈ σe(D) = σe(Mf ). Comme Γ ∩ σp(D) = ∅, on a
que f−1(Γ) = ∅, donc µ(f−1(Γ)) = 0. Par le Corollaire 5.3.1, D + K possède un
sous-espace hyperinvariant non trivial.
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5.4 Conséquences pour des perturbations com-
pactes d’opérateurs diagonaux agissant sur des
espaces de Hilbert : preuve du Théorème 5.1.4

Le but de cette section est de prouver le Théorème 5.1.4. Nous allons avoir besoin de
quelques résultats préliminaires avant de commencer la preuve du Théorème 5.1.4.
Tout d’abord, nous allons montrer cette version modifiée du Lemme 2.1 de [FX12].

Lemme 5.4.1. Soit (λk)k∈N une suite bornée de nombres complexes, et soit (αn,k)n,k∈N
une suite de nombres complexes telle que∑

n∈N

∑
k∈N
|αn,k| <∞.

Alors pour presque tout x ∈ R on a que

∑
n∈N

∑
k∈N

|αn,k|2

|Re(λk)− x|2
<∞.

Démonstration. Supposons que ∑n∈N
∑
k∈N |αn,k| < ∞. Alors pour tout ε > 0 il

existe δ > 0 tel que
2δ
∑
n∈N

∑
k∈N
|αn,k| < ε.

On note In,k l’intervalle [Re(λk) − δαn,k,Re(λk) + δαn,k], et on définit les fonctions
fn,k sur R par la formule suivante :

fn,k(x) = |αn,k|2

|Re(λk)− x|2
1R\In,k(x).

On a que
∫
R
fn,k(x)dx =

∫
R\In,k

|αn,k|2

|Re(λk)− x|2
dx = |αn,k|2

2
δ |αn,k|

= 2 |αn,k|
δ

.

Notons F la fonction F (x) = ∑
n∈N

∑
k∈N fn,k(x). Comme les fonctions fn,k sont

positives, en utilisant le théorème de Beppo-Levi on obtient que∫
R
F (x)dx =

∑
k∈N

∑
n∈N

∫
R
fn,k(x)dx = 2

δ

∑
k∈N

∑
n∈N
|αn,k| <∞.

Donc F ∈ L1, et pour presque tout x ∈ R, on a F (x) <∞. On note Λ l’ensemble

Λ =

x ∈ R,
∑
k∈N

∑
n∈N

|αn,k|2

|Re(λk)− x|2
=∞

 .
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On a que

Λ ⊂
 ⋃
k,n∈N

In,k

 ∪ {x ∈ R, F (x) =∞}.

En utilisant l’additivité de la mesure de Lebesgue, on obtient que

m(Λ) ≤
∑
k∈N

∑
n∈N

m(In,k) +m({x ∈ R, F (x) =∞})

= 2δ
∑
k∈N

∑
n∈N
|αn,k|+ 0

≤ ε.

Comme on a choisi ε de manière arbitraire, on a que m(Λ) = 0.

Lemme 5.4.2. Supposons que les conditions (5.1) et (5.2) du Théorème 5.1.4 sont
satisfaites, alors pour presque tout x ∈ R, on a que

∑
k∈N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉|2

|Re(λk)− x|2
<∞,

∑
n∈N

∑
j∈N

|bn 〈ej, vn〉|2

|Re(λk)− x|2
<∞

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme 5.4.1.

Pour pouvoir utiliser le Théorème 5.1.3, on va devoir trouver une courbe de
Jordan qui va séparer les valeurs propres de D en deux parties. Puis il faudra vérifier
que A(z) possède bien toutes les propriétés requises sur Γ. D’abord on pose A1(z) =∑
n∈N an ((D − z)−1un) ⊗ en et A2(z) = ∑

n∈N bnen ⊗ ((D∗ − z)−1vn). On remarque
que

A(z) =
∑
n∈N

sn
(
(D − z)−1un

)
⊗
(
(D∗ − z)−1vn

)

=
∑
n∈N

an
(
(D − z)−1un

)
⊗ en

∑
n∈N

bnen ⊗
(
(D∗ − z)−1vn

)
= A1(z)A2(z).

Maintenant nous avons juste besoin d’estimer ‖A1(z)‖ et ‖A2(z)‖. Ensuite nous
pourrons choisir la courbe de Jordan Γ dont nous avons besoin.

Lemme 5.4.3. Soit z ∈ C \ {λk, k ∈ N}. On note x = Re(z). Supposons que
la condition (5.1) du Théorème 5.1.4 est satisfaite. Alors pour presque tout x ∈
R \ {Re(λk), k ∈ N}, A1(z) est un opérateur borné et on a que

‖A1(z)‖2 ≤
∑
k∈N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉|2

|Re(λk)− x|2
.
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Démonstration. Soit z ∈ C \ {λk, k ∈ N}. Rappelons nous que |Re(λk − z)| ≤
|λk − z|. On a que

∑
k∈N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉|2

|λk − z|2
≤
∑
k∈N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉|2

|Re(λk)− x|2
.

Soit h ∈ H. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient que

‖(A1(z))(h)‖2 =
∑
k∈N

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈N

an 〈h, en〉 〈un, ek〉
λk − z

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
k∈N

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

an 〈un, ek〉
λk − z

en

∥∥∥∥∥∥
2 ∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N
〈en, hn〉 en

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
k∈N

∑
n∈N

∣∣∣∣∣an 〈un, ek〉λk − z

∣∣∣∣∣
2

‖h‖2 .

Ainsi l’inégalité est prouvée. Notons que nous nous sommes servis de la condi-
tion (5.1) dans l’application de l’inégalité Cauchy-Schwartz pour nous assurer que(
an〈un,ek〉
λk−z

)
n∈N

est une suite de carré sommable.

De la même manière, on peut montrer le lemme suivant.

Lemme 5.4.4. Soit z ∈ C \ {λk, k ∈ N}. On note x = Re(z). Supposons que
la condition (5.2) du Théorème 5.1.4 est satisfaite. Alors pour presque tout x ∈
R \ {Re(λk), k ∈ N}, A2(z) est un opérateur borné et on a que

‖A2(z)‖2 ≤
∑
n∈N

∑
j∈N

|bn 〈ej, vn〉|2

|Re(λk)− x|2
.

Lemme 5.4.5. Supposons que les conditions (5.1) et (5.2) du Théorème 5.1.4 soient
satisfaites. Alors pour presque tout x0 ∈ R \ {Re(λk), k ∈ N}, pour tout z ∈ s0 =
{z = x0 + iy, y ∈ R}, on a que les opérateurs A1(z) et A2(z) sont compacts. De plus
les applications A1 : s0 → K(H) et A2 : s0 → K(H) sont continues.

Démonstration. Rappelons nous d’abord que les conditions (5.1) et (5.2) et les
Lemmes 5.4.3 et 5.4.4 nous garantissent que les opérateurs A1(z) et A2(z) sont
bornés pour presque tout x0. Soit EN la projection orthogonale sur le sous-espace
engendré par e0, e1, . . . , eN . Alors on a que

ENA1(z) =
∑
k≤N

∑
n∈N

an 〈un, ek〉
λk − z

ek ⊗ en.

Notons que ENA1(z) est de rang fini. Donc on a que

A1(z)− ENA1(z) =
∑
k>N

∑
n∈N

an 〈un, ek〉
λk − z

ek ⊗ en.
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En utilisant le Lemme 5.4.3, on obtient que

‖A1(z)− ENA1(z)‖ ≤
∑
k>N

∑
n∈N

|an 〈un, ek〉|2

|Re(λk)− x|2
.

D’après le Lemme 5.4.2, le terme de droite est le reste d’une série convergente pour
presque tout x0 ∈ R, donc elle tend vers zero quand N tend vers l’infini. Donc A1(z)
est limite uniforme d’opérateurs de rang fini, et donc c’est un opérateur compact.

Maintenant on choisit z1, z2 ∈ s0. Grâce à l’inégalité triangulaire, on obtient que

‖A1(z1)− A1(z2)‖ ≤‖A1(z1)− ENA1(z1)‖
+ ‖ENA1(z1)− ENA1(z2)‖
+ ‖ENA1(z2)− A1(z2)‖ .

On peut choisir N ∈ N assez grand, tel que les normes ‖A1(z1)− ENA1(z1)‖ et
‖ENA1(z2)− A1(z2)‖ soient petites. Maintenant un calcul simple nous donne que

ENA1(z1)− ENA1(z2) =
(

N∑
k=1

( 1
λk − z1

− 1
λk − z2

)
ek ⊗ ek

)∑
n∈N

anun ⊗ en

 .
Ainsi on a

‖ENA1(z1)− ENA1(z2)‖ ≤ max
k=1,...,N

∣∣∣∣ 1
λk − z1

− 1
λk − z2

∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

anun ⊗ en

∥∥∥∥∥∥ .
Notons que ‖∑n∈N anun ⊗ en‖ ne dépend pas de z1, z2. On a que pour tout k ∈ N,

x0 6= Re(λk), donc la fonction fk : R → C définie par f(y) = 1
λk−x0−iy est continue.

Donc la quantité

max
k=1,...,N

∣∣∣∣ 1
λk − z1

− 1
λk − z2

∣∣∣∣
est petite quand z1 est proche de z2. On en déduit que ‖ENA1(z1)− ENA1(z2)‖ est
petite quand z1 est proche de z2. Ainsi l’application A1 : s0 → K(H) est continue.
On peut faire une preuve similaire pour A2 : s0 → K(H).

Notons que si A1(z) et A2(z) vérifient les conditions 3 et 4 du Théorème 5.1.3,
alors A(z) = A1(z)A2(z) aussi. Maintenant nous sommes prêts pour la preuve du
Théorème 5.1.4.

Preuve du Théorème 5.1.4. On note ρ le rayon spectral de D. Si σe(D) = {λ},
alors il existe un opérateur compact Ke tel que D = λI + Ke. Donc T = D + K =
λI+Ke+K est une perturbation compacte d’un multiple de l’identité, et le Théorème
de Lomonosov nous garantit l’existence d’un sous-espace hyperinvariant non trivial.

Supposons que σe(D) contient au moins deux points a et b. Quitte à considérer
si nécessaire une rotation eiθD de D on peut supposer que Re(a) < Re(b). Par
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5.4. Conséquences pour des perturbations compactes d’opérateurs diagonaux
agissant sur des espaces de Hilbert : preuve du Théorème 5.1.4

le Lemme 5.4.5, pour presque tout x0 ∈]Re(a),Re(b)[\{Re(λk), k ∈ N}, on pose
s0 = {x0 + iy, y ∈ [−ρ − 1, ρ + 1]}, on a que l’application A : s0 → K(H) est bien
définie et continue. On pose

s1 = {x+ i(ρ+ 1), x ∈ [x0 − ρ− 1, x0]}
s2 = {x0 − ρ− 1 + iy, y ∈ [−ρ− 1, ρ+ 1]}
s3 = {x− i(ρ+ 1), x ∈ [x0 − ρ− 1, x0]}.

On remarque que (s1 ∪ s2 ∪ s3 ∪ (s0 \ σ(D))) ∩ σ(D) = ∅. Donc pour tout z ∈ s1 ∪
s2 ∪ s3 ∪ (s0 \ σ(D)), (D − z)−1 est un opérateur borné. Donc on a que

A(z) =
∑
n∈N

sn
(
(D − z)−1un

)
⊗
(
(D∗ − z)−1vn

)

= (D − z)−1

∑
n∈N

snun ⊗ vn

 (D − z)−1

= (D − z)−1K(D − z)−1.

Ainsi l’application A : s1 ∪ s2 ∪ s3 ∪ (s0 \ σ(D)) → K(H) est bien définie et
continue. On pose Γ = s0 ∪ s1 ∪ s2 ∪ s3. Comme A : s0 → K(H) est continue
et s0 ∩ (s1 ∪ s2 ∪ s3 ∪ (s0 \ σ(D))) 6= ∅, on a que l’application A : Γ → K(H)
est continue. Finalement, il nous reste plus qu’a appliquer le Théorème 5.1.3 pour
conclure.
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Chapitre 6

Perturbations de rang un
d’opérateurs diagonaux

6.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux perturbations de rang un d’opé-
rateurs diagonaux. Sans entrer tout de suite dans les détails, on va chercher des
perturbations de rang un qui vont changer la nature du spectre d’un opérateur dia-
gonal. Cette étude est motivée par une question posée par Ionascu dans [Ion01].
Tout d’abord on commence par fixer quelques notations. Dans ce chapitre, H est
un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie, et (ei)i∈N désigne une
base hilbertienne de H. Soient u, v ∈ H deux vecteurs. On note u ⊗ v l’opérateur
de rang un défini pour tout h ∈ H par la formule

u⊗ v(h) = 〈h, v〉u.

On rappelle que u ⊗ v est un opérateur de rang un, et que pour tout opérateur
R ∈ B(H) de rang un, il existe u, v ∈ H (pas uniques) tels que R = u ⊗ v. Un
opérateur D est dit diagonal si il existe une suite de nombre complexes (λi)i∈N et
une base orthonormée (ei)i∈N de H telles que

D =
∑
i∈N

λiei ⊗ ei.

Question 6.1.1 (Ionascu [Ion01]). Soit D un opérateur diagonal. Est-ce qu’il existe
une perturbation de rang un de cet opérateur, sans valeur propre, qui conserve le
spectre ? Autrement dit, est-ce qu’il existe u, v ∈ H tels que

1. σ(D + u⊗ v) = σ(D),

2. σp(D + u⊗ v) = ∅ ?

On mentionne aussi que Stampfli [Sta84] a construit un opérateur diagonal D et
un opérateur de rang un u⊗ v tel que D + u⊗ v n’a aucune valeur propre.
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Théorème 6.1.2 ([Sta84]). Il existe un opérateur diagonal D ∈ B(H) avec σ(D) =
{z ∈ C : Re(z), Im(z) ∈ [0, 1]} et il existe deux vecteurs u, v ∈ H tels que σp(D+u⊗
v) = ∅.

A l’inverse Sophie Grivaux dans [Gri12] a construit une perturbation de rang
un d’un opérateur diagonal unitaire qui possède une infinité non dénombrable de
valeurs propres de module 1.

Théorème 6.1.3 ([Gri12]). Il existe un opérateur diagonal unitaire U et il existe
deux vecteurs u, v ∈ H tels que σp(U + u ⊗ v) ∩ T soit non dénombrable. De plus
U + u⊗ v est hypercyclique.

Ce résultat est une réponse positive à une question de Shkarin qui demandait si il
existait une perturbation de rang un d’un opérateur unitaire qui était hypercyclique.

6.2 Quelques résultats existants sur les perturba-
tions d’opérateurs diagonaux

Dans cette section on va rappeler quelques résultats de Ionascu sur le spectre des
perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux.

Proposition 6.2.1 (Ionascu [Ion01]). Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal.

Si il existe i, j ∈ N tels que i 6= j et λi = λj, alors pour tout u, v ∈ H on a que

λi ∈ σp(D + u⊗ v).

Démonstration. On pose λ = λi = λj et T = D + u⊗ v. On a que

(T − λi)ei = λiei + 〈ei, v〉u− λiei = 〈ei, v〉u.

De même, on a que (T −λj)ej = 〈ej, v〉u. Si 〈ei, v〉 = 0 (respectivement 〈ej, v〉 = 0),
alors ei (respectivement ej) est un vecteur propre de T , et donc λ ∈ σp(D + u⊗ v).
Sinon on a que

(T − λ)
(

ei
〈ej, v〉

− ej
〈ei, v〉

)
= 0,

donc λ ∈ σp(D + u⊗ v).

Si on se souvient que seuls les opérateurs diagonaux de multiplicité spectrale
égale à un possèdent un vecteur cyclique, on peut réinterpréter le résultat précédent
de la manière suivante.

Corollaire 6.2.2. Soit D un opérateur diagonal qui ne possède pas de vecteur cy-
clique. Pour tous vecteurs u, v ∈ H, on a que

σp(D + u⊗ v) 6= ∅.
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6.2. Quelques résultats existants sur les perturbations d’opérateurs diagonaux

Ce corollaire nous dit que si D n’a pas de vecteur cyclique, la réponse à la
Question 6.1.1 est non. Voici un autre résultat de Ionascu.

Théorème 6.2.3 (Ionascu [Ion01]). Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ ei un opérateur diagonal.

Soit i ∈ N. Si pour tout j 6= i, λj 6= λi, et si λi est un point isolé de σ(D), alors
pour tous u, v ∈ H, on a l’alternative suivante

1. soit λi ∈ σp(D + u⊗ v),

2. soit λi /∈ σ(D + u⊗ v).

Ce théorème nous dit que si σ(D) possède des points isolés, alors la réponse à la
Question 6.1.1 est non.

Démonstration. Supposons que λi 6= 0 (sinon on peut considérer D+αI avec α 6= 0
et faire le même raisonnement). On pose T = D−λiei⊗ei. Comme λi est une valeur
propre isolée de D, on a que σ(T ) = (σ(D) \ {λi}) ∪ {0}. On a que

D + u⊗ v = T + λiei ⊗ ei + u⊗ v.

Comme λiei ⊗ ei + u ⊗ v est un opérateur compact (car de rang fini), d’après le
théorème de Weyl, on a que σ(D+ u⊗ v) \ σ(T ) ⊂ σp(D+ u⊗ v). Autrement dit, si
λi est dans le spectre de D + u⊗ v, alors c’est une valeur propre de ce dernier.

Définition 6.2.4. Soit E ⊂ C un sous ensemble du plan complexe. On dit que E
est un ensemble parfait si il ne possède pas de points isolés.

On vient de voir que si D n’a pas de vecteur cyclique ou si D a un point isolé,
alors la réponse à la Question 6.1.1 est non. Par contre les résultats de Ionascu
ne disent rien sur les opérateurs diagonaux qui possèdent un vecteur cyclique et
qui n’ont pas de point isolé dans leur spectre. Autrement dit, après les travaux de
Ionascu, la question à laquelle il n’y a pas de réponse est celle ci.

Question 6.2.5. Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ ei un opérateur diagonal. On suppose que D

possède un vecteur cyclique. De plus on suppose que σ(D) est un ensemble parfait.
Est-ce qu’il existe une perturbation de rang un de cet opérateur, sans valeur propre,
qui conserve le spectre ? Autrement dit, est-ce qu’il existe u, v ∈ H tels que

1. σ(D + u⊗ v) = σ(D),

2. σp(D + u⊗ v) = ∅ ?

Le résultat suivant est encore dû à Ionascu et nous donne des conditions néces-
saires et suffisantes pour que z soit une valeur propre d’une perturbation de rang
un d’un opérateur diagonal.

Proposition 6.2.6 (Ionascu [Ion01]). Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal

tel que pour tous i 6= j, λi 6= λj. Soient u, v ∈ H tels que pour tout i ∈ N on ait que
〈u, ei〉 6= 0 et 〈v, ei〉 6= 0. On a que z ∈ σp(D + u⊗ v) si et seulement si
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1. z /∈ σp(D),

2. ∑i∈N
|〈u,ei〉|2

|z−λi|2
<∞,

3. ∑i∈N
〈u,ei〉〈v,ei〉

z−λi = 1.

Démonstration. On va prouver le sens "⇒". Soit z ∈ σp(D + u ⊗ v), alors il existe
x ∈ H tel que ‖x‖ = 1 et

Dx+ u⊗ v(x) = Dx+ 〈x, v〉u = zx.

Autrement dit on a que
〈x, v〉u = (z −D)x.

Si 〈x, v〉 = 0, alors (D− z)x = 0. Comme les λi sont deux à deux distincts, il existe
un unique i ∈ N tel que z = λi et x = ei. Ce qui nous fait que 〈ei, v〉 = 〈x, v〉 = 0 et
contredit les hypothèses de la proposition. Donc 〈x, v〉 6= 0. On a donc que

u = −(D − z) x

〈x, v〉
.

Si z ∈ σp(D) alors il existe i ∈ N tel que z = λi. Donc

〈u, ei〉 = −〈(D − z)x, ei〉
〈x, v〉

= −〈(D − λi)x, ei〉
〈x, v〉

= 0,

ce qui contredit les hypothèses de la proposition. Donc z /∈ σp(D).
Si on pose x̃ = x

〈x,v〉 , on a que pour tout i ∈ N

〈u, ei〉 = −〈(D − z)x̃, ei〉 = (z − λi) 〈x̃, ei〉 .

Autrement dit
〈x̃, ei〉 = 〈u, ei〉

z − λi
,

et comme (〈x̃, ei〉)i ∈ l2, on a que

∑
i∈N

|〈u, ei〉|2

|z − λi|2
<∞.

De plus on a que x = −〈x, v〉 (D − z)−1u donc 〈x, v〉 = −〈〈x, v〉 (D − z)−1u, v〉 =
−〈x, v〉 〈(D − z)−1u, v〉 et donc comme 〈x, v〉 6= 0

−
〈
(D − z)−1u, v

〉
=
∑
i∈N

〈u, ei〉 〈ei, v〉
z − λi

= 1.

Montrons le sens "⇐". Soit z tels que les conditions (1), (2) et (3) soient vérifiées.
Posons

x =
∑
i∈N

〈u, ei〉
z − λi

ei.
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6.2. Quelques résultats existants sur les perturbations d’opérateurs diagonaux

D’après (2), on a bien que x ∈ H. De plus (z −D)x = u. Donc

zx = Dx+ u = Dx+ 〈x, v〉u

car 〈x, v〉 = ∑
i
〈u,ei〉〈v,ei〉

z−λi = 1. Donc z ∈ σp(D + u⊗ v).

La condition (1) de la Proposition 6.2.6 nous dit que si z = λi alors z ne peut
pas être valeur propre de D + u ⊗ v . On remarque que (2) revient à dire que
u ∈ Im(D − z). En effet si u ∈ Im(D − z), alors il existe h ∈ H tel que

u = (D − z)h
=
∑
i∈N

(λi − z)ei ⊗ ei(h)

=
∑
i∈N

(λi − z) 〈h, ei〉 ei.

Autrement dit on a que 〈u, ei〉 = (λi − z) 〈h, ei〉 pour tout i ∈ N, et donc

∑
i∈N

|〈u, ei〉|2

|z − λi|2
=
∑
i∈N

|(λi − z) 〈h, ei〉|2

|z − λi|2

=
∑
i∈N
|〈h, ei〉|2

<∞.

De même, si on a (2), et que l’on définit le vecteur h ∈ H en posant pour tout i ∈ N,

〈h, ei〉 = 〈u, ei〉
z − λi

,

on a que h ∈ H, et

(D − z)h =
∑
i∈N

(λi − z)ei ⊗ ei(h)

=
∑
i∈N

(λi − z) 〈h, ei〉 ei

=
∑
i∈N

(λi − z) 〈u, ei〉
z − λi

ei

=
∑
i∈N
〈u, ei〉 ei

= u.

Donc u ∈ Im(D − z). Autrement dit, si z /∈ σ(D), comme D − z est inversible,
on a que la condition (2) est automatiquement vérifiée. Le résultat principal de ce
chapitre est le théorème suivant, qui donne une réponse positive à la question 6.2.5.
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Théorème 6.2.7. Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal borné. On suppose

que D possède un vecteur cyclique. De plus on suppose que σ(D) est un ensemble
parfait. Alors, il existe u, v ∈ H tels que

1. σ(D + u⊗ v) = σ(D),

2. σp(D + u⊗ v) = ∅.

De plus on peut choisir u, v ∈ H de sorte que ‖u⊗ v‖ soit arbitrairement petite.

Pour prouver le Théorème 6.2.7, on va, dans un premier temps, construire un
vecteur u ∈ H tel que pour tout i ∈ N, 〈u, ei〉 6= 0 et pour tout z ∈ σ(D) \ σp(D) on
ait ∑

i∈N

|〈u, ei〉|2

|z − λi|2
=∞.

Ainsi la condition (2) de la Proposition 6.2.6 ne sera pas vérifiée quand z ∈ σ(D) \
σp(D), et donc ceci prouvera que (σ(D) \ σp(D)) ∩ σp(D + u⊗ v) = ∅.

Ensuite on va construire un vecteur v ∈ H tel que pour tout i ∈ N, 〈v, ei〉 6= 0
et pour tout z ∈ C \ σ(D) ∑

i∈N

〈u, ei〉 〈v, ei〉
z − λi

6= 1.

Cela revient à construire une fonction analytique de la forme∑
i∈N

ci
z − λi

− 1

qui ne s’annule pas sur C\σ(D), avec une condition de sommabilité sur ci qui permet
de garantir que v ∈ H. Ainsi la condition (3) de la Proposition 6.2.6 ne sera pas
vérifiée pour tout z ∈ C \σ(D) et D+u⊗ v et donc (C \σ(D))∩σp(D+u⊗ v) = ∅.
D’après la condition (1) qui affirme que σp(D)∩σp(D+u⊗v) = ∅, D+u⊗v n’aura
pas de valeurs propres, et on aura ainsi obtenu une réponse positive à la Question
6.2.5.

6.3 Résultats préliminaires
Avant de passer à la preuve du Théorème 6.2.7 en deux étapes, on va avoir besoin
d’un peu de matériel. Dans cette section nous allons présenter tous les outils dont
nous allons avoir besoin. Le premier résultat est une adaptation d’un résultat clas-
sique de théorie de la mesure. On peut trouver ce résultat sous une forme beaucoup
plus générale dans [Rog70, Th 32].

Théorème 6.3.1. Soit E ⊂ C un sous ensemble du plan complexe de mesure de
Lebesgue nulle. Alors il existe une famille de boules ouvertes (Oi)i∈N telles que

1. E ⊂ ∪i∈NOi,
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2. ∑i∈N diam(Oi)2 <∞,

3. pour tout z ∈ E, il existe une infinité de i ∈ N tels que z ∈ Oi.

On va donner une courte preuve de ce résultat. Cette preuve est un cas particulier
de la preuve plus générale que l’on peut trouver dans [Rog70].

Démonstration. Supposons que E soit de mesure de Lebesgue nulle. On a que

0 = m(E) = inf ∑
jm(Bj)

(Bj)j boules ouvertes
telles que E ⊂ ∪jBj

Donc il existe une suite de boules ouvertes (B(n)
j )j∈N telle que ∑j∈Nm(B(n)

j ) < 1
2n et

E ⊂ ∪j∈NB(n)
j . Comme m(B(n)

j ) = π
4diam(B(n)

j )2, on a que

∑
n∈N

∑
j∈N

diam(B(n)
j )2 =

∑
n∈N

∑
j∈N

4
π
m(B(n)

j ) ≤ 4
π

∑
n∈N

1
2n <∞.

Comme E ⊂ ∪j∈NB(n)
j , on a que pour tout z ∈ E, et pour tout n ∈ N, il existe

j ∈ N tel que z ∈ B(n)
j , autrement dit z appartient à une infinité de B(n)

j . Donc la
famille (B(n)

j )j∈N,n∈N satisfait les conclusions du théorème.

Nous allons avoir besoin aussi de la notion de point de Lebesgue d’un sous
ensemble mesurable du plan complexe. Nous allons les définir puis voir quelques
propriétés de ces derniers. On invite le lecteur à aller consulter le livre [SS05] pages
106-108. Dans la suite B sera une boule du plan complexe.

Définition 6.3.2. Soit E ⊂ C un ensemble mesurable du plan complexe. Soit z ∈ C.
On dit que z est un point de densité de Lebesgue pour E si

dens(z, E) = lim
m(B)→0,z∈B

m(E ∩B)
m(B) = 1.

Si z est un point de densité de Lebesgue pour E, alors il y a "beaucoup" (au sens
de la mesure de Lebesgue) de points autour de z qui appartiennent à E. Maintenant
on va voir le théorème de densité de Lebesgue qui nous dit que presque tout les
points de E sont des points de densité.

Théorème 6.3.3. Soit E ⊂ C un ensemble mesurable du plan complexe. Alors on
a pour presque tout z,

dens(z, E) = 1E(z).

Dans la suite nous allons devoir approcher des points de densité non pas par
des boules mais par des carrés dyadiques. Pour finir cette section on va donner un
résultat qui nous dira qu’utiliser des carrés au lieu de boules, ce n’est pas grave du
point de vue de la densité de Lebesgue.
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Définition 6.3.4. On dit qu’une famille d’ensembles mesurable (Uα) s’écrase régu-
lièrement sur z si il existe une constante c > 0 telle que pour tout Uα, il existe une
boule B telle que

z ∈ B, Uα ⊂ B et m(Uα) ≥ cm(B).

Un exemple d’une telle famille est la famille des carrés dyadiques ouverts. En
effet chaque carré est inclus dans la boule de centre l’intersection des diagonales
du carré et de diamètre la diagonale du carré. Si on note l la longueur du côté du
carré, on a que l’aire du carré est l2 et l’aire de la boule décrite auparavant est π

2 l
2.

Autrement dit on peut choisir c = π
2 dans la définition ci-dessus.

On peut trouver une preuve de la proposition qui suit dans [SS05].

Proposition 6.3.5. Pour tout point de densité de Lebesgue z ∈ E, si (Uα) s’écrase
régulièrement sur z alors

lim
m(Uα)→0,z∈Uα

1
m(Uα)

∫
Uα
1E(y)dy = lim

m(Uα)→0,z∈Uα

m(E ∩ Uα)
m(Uα) = 1E(z).

6.4 Un vecteur qui n’est pas dans Im(D − z)
Le but de cette section est de montrer que siD satisfait les hypothèses de la Question
6.2.5, alors il existe un vecteur u ∈ H qui n’appartient à Im(D − z) pour aucun
z ∈ σ(D).

Proposition 6.4.1. Soit D = ∑
i∈N λiei⊗ei un opérateur diagonal tel que pour tout

i 6= j, λi 6= λj et σ(D) est un ensemble compact parfait. Alors il existe un vecteur
u ∈ H tel que

1. pour tout i ∈ N, 〈u, ei〉 6= 0,

2. pour tout z ∈ σ(D) \ σp(D),

∑
i∈N

|〈u, ei〉|2

|z − λi|2
=∞.

La preuve de cette proposition est inspirée d’un article de Stampfli [Sta84]. On
va découper la preuve de cette proposition en plusieurs lemmes.

Sans perte de généralité, quitte à considérer αD + βI au lieu de D, on peut
supposer que σ(D) ⊂ [0, 1] × [0, 1]. Pour tout n ∈ N on note (Cn,k)22n

k=0 la famille
des carrés dyadiques [i2−n, (i+ 1)2−n]× [j2−n, (j+ 1)2−n] avec i, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}
(voir la Figure 6.1). On note Dn,k l’intérieur du carré Cn,k. On note Fn la frontière
des carrés dyadiques à l’étage n, c’est à dire

Fn =
2n⋃
k=0
{(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x = k2−n ou y = k2−n}.
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C1,1 C1,2

C1,3 C1,4

C2,1 C2,2 C2,3 C2,4

C2,5 C2,6 C2,7 C2,8

C2,9 C2,10 C2,11 C2,12

C2,13 C2,14 C2,15 C2,16

Figure 6.1

On pose

A1 = {z ∈ σ(D) : dens(z, σ(D)) = 1} \ ∪n∈NFn,
A2 = σ(D) \ A1.

On rappelle que d’après le Théorème de densité de Lebesgue 6.3.3, on a que
m(A1) = m(σ(D)) et m(A2) = 0.
Lemme 6.4.2. Si Dn,k ∩A1 6= ∅, alors Dn,k contient une infinité de valeurs propres
de D.
Démonstration. Soit z ∈ Dn,k∩A1. On a par définition de A1 que dens(z, σ(D)) = 1.
Autrement dit, si on note B(z, r) la boule centrée en z de rayon r, on a que

lim
r→0

m(B(z, r) ∩ σ(D))
m(B(z, r)) = 1.

Pour prouver le lemme on va montrer par l’absurde que m(Dn,k ∩ σ(D)) > 0. Sup-
posons que m(Dn,k ∩ σ(D)) = 0. On a que

m(B(z, r) ∩ σ(D)) = m(B(z, r) ∩Dn,k ∩ σ(D)) +m(B(z, r) ∩ (C \Dn,k) ∩ σ(D))
= m(B(z, r) ∩ (C \Dn,k) ∩ σ(D)).

Quand r est assez petit, on a que B(z, r) ⊂ Dn,k (car Dn,k est ouvert), donc
m(B(z, r) ∩ (C \Dn,k) ∩ σ(D)) = m(∅) = 0. Donc m(B(z, r) ∩ σ(D)) = 0 et

lim
r→0

m(B(z, r) ∩ σ(D))
m(B(z, r)) = 0.
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σ(D)

+

+

λi(1,1)

λi(1,3)

Figure 6.2

Ceci contredit l’hypothèse que z ∈ A1 et dens(z, σ(D)) = 1.

D’après le Théorème de densité de Lebesgue 6.3.3, on a que m(A2) = 0 (car
m(∪n∈NFn) = 0). D’après le Théorème 6.3.1, il existe une famille (Oi)i∈N de sous
ensembles ouverts du plan complexe C telle que A2 ⊂ ∪i∈NOi, pour tout i ∈ N,
Oi ∩ σ(D) 6= ∅, ∑i∈N diam(Oi)2 < ∞ et pour tout z ∈ A2, il existe une infinité de
i ∈ N tels que z ∈ Oi. Maintenant nous allons "re-numéroter" les valeurs propres
"λi" et les vecteurs propres "ei" de D par étage.

On initialise à l’étage 0 (n = 0). On a que C0,1 = [0, 1]×[0, 1] etD0,1 =]0, 1[×]0, 1[.
Si D0,1 ∩A1 6= ∅, on choisit i(0, 1) ∈ N tel que λi(0,1) ∈ D0,1 ∩ σ(D). Sinon on ne fait
rien. On note I0 = {i(0, 1) : D0,1 ∩ A1 6= ∅}, et E0 = {k ∈ N : D0,k ∩ A1 6= ∅}.

On choisit ensuite j(0) ∈ N \ I0 tel que λj(0) ∈ σ(D) ∩ O0 (on peut le faire car
O0∩σ(D) 6= ∅, σ(D) est un ensemble parfait et O0 est ouvert). On note J0 = {j(0)}.

Une fois que les étages 0, . . . , n − 1 ont été construits, on construit l’étage n
(voir la Figure 6.2). Pour chaque k ∈ {1, . . . , 22n}, si Dn,k ∩ A1 6= ∅, on choisit
i(n, k) ∈ N \ (Jn−1 ∪n−1

k=0 Ik) tel que λi(n,k) ∈ Dn,k ∩ σ(D). Sinon on ne fait rien. On
note In = {i(n, k) : Dn,k ∩ A1 6= ∅}, et En = {k ∈ N : Dn,k ∩ A1 6= ∅}.

On choisit j(n) ∈ N \ (Jn−1 ∪nk=0 Ik) tel que λj(n) ∈ σ(D) ∩ On (on peut le
faire car On ∩ σ(D) 6= ∅, σ(D) est un ensemble parfait et On est ouvert). On note
Jn = {j(k) : k = 0, . . . , n}.

Par construction, on a pour tous n,m ∈ N tels que n 6= m, que

Jn ∩ Jm = ∅, In ∩ Im = ∅, Jn ∩ Im = ∅, Jn ∩ In = ∅.

Autrement dit, les λi(n,k) et les λj(n) sont tous distincts.
A la fin de cette re-numérotation, il n’est pas exclu que l’on ait "oublié" certains

λi (c’est à dire qu’il est possible que N 6= ∪n∈NIn ∪m∈N Jm). On va découper notre
espace de Hilbert H en trois sous-espaces : H = H1 ⊕H2 ⊕Hreste avec

H1 = vect{ei(n,k) : n ∈ N, k ∈ En} = vect{ei : i ∈ ∪n∈NIn},
H2 = vect{ej(n) : n ∈ N} = vect{ej : j ∈ ∪n∈NJn},

Hreste = vect{ei : i /∈ ∪n∈NIn ∪m∈N Jm}.
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On pose βn = ]In. On définit u1, u2 et ureste de la manière suivante :

u1 =
∑
n∈N

∑
k∈En

1
n
√
βn
ei(n,k)

u2 =
∑
n∈N

diam(On)ej(n)

ureste =
∑

i∈N:∀n∈N,i/∈In∪Jn

1
i
ei

On a que

‖u1‖2 =
∑
n∈N

∑
k∈En

∣∣∣〈u, ei(n,k)
〉∣∣∣2

=
∑
n∈N

∑
k∈En

1
nβn

=
∑
n∈N

1
n2 <∞.

Donc on a bien que u1 ∈ H1. Pour u2 on a que

‖u2‖2 =
∑
n∈N

∣∣∣〈u, ej(n)
〉∣∣∣2 =

∑
n∈N

diam(On)2 <∞.

On a bien que u2 ∈ H2. On a aussi que ureste ∈ Hreste. On pose u = u1 + u2 + ureste.
On a bien que u ∈ H.

Pour finir la démonstration de la Proposition 6.4.1 on va montrer que si z ∈
A1 \ σp(D) alors u1 /∈ Im(D − z), et si z ∈ A2 \ σp(D), alors u2 /∈ Im(D − z), ceci
permettra de conclure. En effet si z ∈ σ(D) alors soit z ∈ A1, soit z ∈ A2. Si z ∈ Ai
alors ui /∈ Im(D − z) et donc u /∈ Im(D − z).

Lemme 6.4.3. Soit z ∈ A1 \ σp(D). Alors u1 /∈ Im(D − z).

Démonstration. Soit z ∈ A1 \ σp(D). Pour tout n ∈ N, il existe des uniques
ln(z),mn(z) ∈ {0, . . . , 2n}, tels que z ∈]ln(z)2−n, (ln(z)+1)2−n[×]mn(z)2−n, (mn(z)+
1)2−n[. On pose pour tout p ∈ {1, . . . , 2n}

Ln,p(z) =
⋃

[l2−n, (l + 1)2−n]× [m2−n, (m+ 1)2−n].
m, l ∈ {0, . . . , 22n}
|m−mn(z)| ≤ p

|l − ln(z)| ≤ p

On peut dire que Ln,p(z) est l’union des carrés Cn,k qui sont à p cases de z au
plus (voir la Figure 6.3).
Fait 1. Les Ln,p(z) s’écrasent régulièrement sur z.

143



Chapitre 6. Perturbations de rang un d’opérateurs diagonaux

+zLn,2(z)

+Ln,1(z)

+Ln,2(z)

+Ln,3(z)

Figure 6.3
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+Ln,p(z)Ln,p(z)
Pn,p(z)

Sn,p(z)

Bn,p

Figure 6.4

Preuve du Fait. En effet, si Re(z) < 2−1 et Im(z) < 2−1 (les cas Re(z) > 2−1 et
Im(z) < 2−1, Re(z) < 2−1 et Im(z) > 2−1, Re(z) > 2−1 et Im(z) > 2−1 se traitent de
manière similaire), Ln,p(z) contient le petit carré Pn,p suivant

Pn,p = [ln(z)2−n, (ln(z) + p)2−n]× [mn(z)2−n, (mn(z) + p)2−n].

On a que m(Pn,p) = (p+1)2

22n . De plus on a que Ln,p(z) est inclus dans le grand carré
Sn,p suivant

Sn,p = [(ln(z)− p)2−n, (ln(z) + p)2−n]× [(mn(z)− p)2−n, (mn(z) + p)2−n].

Comme Sn,p est un carré, il existe une boule Bn,p telle que Sn,p ⊂ Bn,p et

m(Bn,p) = π

2m(Sn,p) = π

2
(2p+ 1)2

22n ≤ π

2 4(p+ 1)2

22n = 2πm(Pn,p).

Autrement dit on a que Ln,p(z) ⊂ Bn,p et

1
2πm(Bn,p) ≤ m(Pn,p) ≤ m(Ln,p(z)).

Donc les Ln,p(z) s’écrasent régulièrement sur z.

Comme dens(z, σ(D)) = 1, d’après la Proposition 6.3.5 les Ln,p(z) assez petits
ont beaucoup de points en commun avec σ(D). C’est à dire qu’il existe ε > 0 tel
que pour tout Ln,p(z) tel que m(Ln,p(z)) < ε on ait que

m(σ(D) ∩ Ln,p(z))
m(Ln,p(z)) >

3
4 . (6.1)

Soit n ∈ N. Simn(z)−p+1 ≥ 0, ln(z)−p+1 ≥ 0,mn(z)+p ≤ 2n et ln(z)+p ≤ 2n,
alors

Ln,p(z) = [(ln(z)− p+ 1)2−n, (ln(z) + p)2−n]× [(mn(z)− p+ 1)2−n, (mn(z) + p)2−n]
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est un carré. On note Gn(z) les p qui vérifient cette condition, autrement dit si on
note

pn(z) = min{mn(z) + 1, ln(z) + 1, 2n −mn(z), 2n − ln(z)},

on a que
Gn(z) = {p ∈ N : 1 ≤ p ≤ pn(z)}.

Soit α ∈ N le plus petit entier tel que ε ≥ 4 2−2α. Soit p ∈ N tel que 1 ≤ p ≤ 2n−α.
On a que

m(Ln,p(z)) ≤ (2p− 1)22−2n

≤ 4p22−2n

≤ 4 22n−2α2−2n

= 4 2−2α

≤ ε.

Autrement dit, si 1 ≤ p ≤ 2n−α, alors Ln,p(z) vérifie (6.1).
On a que pn(z) ∼ 2n min{Re(z), Im(z), 1− Re(z), 1− Im(z)}. Si on fixe un ε > 0

tel que (6.1) soit vérifié et √
ε

2 ≤ inf
n∈N

pn(z)2−n,

alors on a que

2n−α ≤
√
ε

2 2n ≤ inf
n∈N

pn(z) ≤ pn(z).

Autrement dit si ε est assez petit, on peut de plus supposer que les Ln,p(z) pour
1 ≤ p ≤ 2n−α sont des carrés, composés de (2p−1)2 carrés Cn,k. On suppose à partir
de maintenant que cette condition est satisfaite.

On va montrer par récurrence que pour tout n ≥ 1 et pour tout p ∈ {1, . . . , 2n−α},
il existe un sous ensemble I ′n,p de In tel que ]I ′n,p = p, les I ′n,p sont deux à deux
disjoints, et pour tout i ∈ I ′n,p, λi ∈ Ln,p(z).

Soit n ≥ 1. Si p = 1, alors Ln,1(z) est le seul carré Dn,k contenant z. Comme
z ∈ A1 et que z ∈ Dn,k alors A1 ∩ Dn,k 6= ∅. Donc k ∈ En et λi(n,k) ∈ Dn,k, et on
pose I ′n,1 = {i(n, k)}.

Dans Ln,p(z), il y a (2p− 1)2 carrés Dn,k. Comme (6.1) est vérifiée, on a que

m(Ln,p(z) ∩ σ(D)) = m(Ln,p(z) ∩ A1) > 3
4m(Ln,p(z)).

Il y a au moins 3
4 des carrés Dn,k qui forment Ln,p(z) qui rencontrent A1. Sinon il

aurait plus de 1
4 des (2p− 1)2 carrés Dn,k inclus dans Ln,p(z) qui ne rencontrent pas

σ(D), c’est à dire

m(Ln,p(z) \ σ(D)) ≥ 1
4(2p− 1)22−2n,
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par conséquent

m(Ln,p(z) ∩ σ(D)) = m(Ln,p(z))−m(Ln,p(z) \ σ(D))

≤ (2p− 1)22−2n − 1
4(2p− 1)22−2n

= 3
4(2p− 1)22−2n

= 3
4m(Ln,p(z)).

Ce n’est pas possible car ça contredit (6.1).
Autrement dit, on a choisi pendant la re-numérotation au moins 3(2p−1)2

4 carrés
dans Ln,p(z). On note J ′n,p l’ensemble des indices i(n, k) correspondants. On a que
J ′n,p ⊂ In. Soit I ′′n,p = J ′n,p \ ∪

p−1
l=1 I

′
n,l. On a bien que pour tout i ∈ I ′′n,p, λi ∈ Ln,p(z)

et donc
|z − λi| <

p
√

2
2n .

De plus on a que

](I ′′n,p) ≥
3
4(2p− 1)2 −

p−1∑
l=1

l

≥ 3
4(2p− 1)2 − p(p− 1)

2
≥ p.

Donc on peut choisir I ′n,p comme étant n’importe quel sous ensemble de I ′′n,p de
cardinal p.

On a bien que les I ′n,p ainsi construits sont deux à deux disjoints, et qu’ils sont
tous contenus dans In. On a que

∑
k∈En

1∣∣∣z − λi(n,k)

∣∣∣2 =
∑
i∈In

1
|z − λi|2

≥
2n−α∑
p=1

∑
i∈I′n,p

1
|z − λi|2

≥
2n−α∑
p=1

22n

2p2p

= 22n

2

2n−α∑
p=1

1
p

≥ 22n

2 log(2n−α)

= 22n

2 (n− α) log(2).
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Donc on a que
∥∥∥(D − z)−1u1

∥∥∥2
≥
∑
n∈N

∑
k∈En

1
n2βn

1∣∣∣z − λi(n,k)

∣∣∣2
=
∑
n∈N

1
n2βn

∑
k∈En

1∣∣∣z − λi(n,k)

∣∣∣2
≥
∑
n∈N

1
n2βn

22n

2 (n− α) log(2)

= log(2)
2

∑
n∈N

(n− α) 22n

n2βn

≥ log(2)
2

∑
n∈N

n− α
n2

=∞.

Rappelons qu’il y a 22n carrés Cn,k à l’étage n, et par conséquent βn ne peut pas
excéder 22n et donc 22n

βn
≥ 1. Ceci prouve que si z ∈ A1 \ σp(D) alors u1 /∈ Im(D −

z).

Lemme 6.4.4. Soit z ∈ A2 \ σp(D). Alors u2 /∈ Im(D − z).

Démonstration. Soit z ∈ A2 \ σp(D). On note Jz = {i ∈ N : z ∈ Oi}. Alors on a que

∥∥∥(D − z)−1u2

∥∥∥2
=
∑
n∈N

∣∣∣〈u, ej(n)
〉∣∣∣2∣∣∣z − λj(n)

∣∣∣2
≥
∑
i∈Jz

∣∣∣〈u, ej(i)〉∣∣∣2∣∣∣z − λj(i)∣∣∣2
=
∑
i∈Jz

diam(Oi)2∣∣∣z − λj(i)∣∣∣2
≥
∑
i∈Jz

diam(Oi)2

diam(Oi)2

=
∑
i∈Jz

1

=∞,

puisqu’il existe une infinité de i tels que z ∈ Oi. Ceci prouve que si z ∈ A2 \ σp(D),
alors u2 /∈ Im(D − z).

On en conclut que si z ∈ σ(D) \ σp(D), alors u /∈ Im(D − z). Ceci achève la
preuve de la Proposition 6.4.1.
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6.5 Une fonction analytique qui ne s’annule pas
en dehors d’un ensemble parfait

Grâce au travail effectué dans la section précédente, on va pouvoir empêcher la
condition (2) de la Proposition 6.2.6 d’être vérifiée pour z ∈ σ(D)\σp(D). Autrement
dit on peut construire une perturbation de rang un de D qui n’aura pas de valeur
propre dans σ(D). Dans cette section on va construire l’outil qui va nous permettre
de s’assurer que l’on puisse construire une perturbation de rang un qui n’a pas de
valeur propre en dehors de σ(D). Pour cela, on va faire en sorte que la condition (3)
de la Proposition 6.2.6 ne soit pas vérifiée pour tout z ∈ C \ σ(D). Les résultats de
cette section sont dûs à William Alexandre.

Proposition 6.5.1. Soit F ⊂ C un ensemble fermé parfait. Soit (λi)i∈N une suite
dense dans F . Soit (γi)i∈N une suite de nombres strictement positifs tels que∑

i∈N
γi <∞.

Alors il existe une suite de nombre complexes (ci)i∈N telle que

1. pour tout i ∈ N, ci 6= 0,

2. pour tout i ∈ N, |ci| ≤ γi,

3. ∑∞i=1
ci

z−λi converge uniformément sur tout compact de C \ F ,

4. pour tout z ∈ C \ F , ∑∞i=1
ci

z−λi − 1 6= 0.

Démonstration. On veut trouver une fonction f holomorphe sur C \ F de la forme

f(z) =
∞∑
i=1

ci
z − λi

− 1

qui ne s’annule pas sur C \ F . Si on choisit f sous la forme

f(z) =
∞∏
i=1

z − µi
z − λi

,

avec des µi ∈ F \ {λi : i ∈ N} bien choisis, de sorte que le produit infini converge
uniformément sur tout compact de C \F , cela nous permettra de montrer que f(z)
ne s’annule pas sur C\F . Les µi vont être construits par récurrence. A chaque étape
N , on va considérer le produit partiel

fN(z) =
N∏
i=1

z − µi
z − λi

,
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et montrer que fN peut s’écrire sous la forme

N∑
i=1

ci,N
z − λi

− 1.

Avec un choix judicieux des µi, on va montrer que l’on peut avoir un contrôle sur
les ci,N . Ces derniers vont converger vers des ci,∞ = ci, ce qui va nous donner un
candidat naturel pour f(z) directement sous la forme

f(z) =
∞∑
i=1

ci
z − λi

− 1.

Il restera à vérifier que f(z) 6= 0 pour tout z ∈ C\F . Ce sera en fait une conséquence
du fait que fN va converger vers f uniformément sur tout compact de C \ F .

Soient c1,N , . . . , cN,N ∈ C, des coefficients complexes. On a que

N∑
i=1

ci,N
z − λi

− 1 =
∑N
i=1 ci,N

∏N
j=1, j 6=i(z − λj)−

∏N
i=1(z − λi)∏N

i=1(z − λi)
.

Si on veut que
N∑
i=1

ci,N
z − λi

− 1 =
N∏
i=1

z − µi
z − λi

,

on doit avoir que

N∑
i=1

ci,N
N∏

j=1, j 6=i
(z − λj)−

N∏
i=1

(z − λi) =
N∏
i=1

(z − µi).

Appliquée au point z = λk, cette dernière égalité se réécrit

ck,N
N∏

j=1, j 6=k
(λk − λj) =

N∏
i=1

(λk − µi).

Si on pose

ck,N = (λk − µk)
N∏

j=1, j 6=k

λk − µj
λk − λj

,

on a que

fN(z) =
N∏
i=1

z − µi
z − λi

=
N∑
i=1

ci,N
z − λi

− 1.

On se donne une suite de nombre réels positifs (εi)i∈N tels que

∞∏
i=1

(1 + εi) <∞.
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Maintenant, comme F est un ensemble parfait, on peut choisir par récurrence les
µk ∈ F \ {λi : i ∈ N}, tels que pour tout j < k on ait

|λk − µk|
|λj − µk|

< εk,

et ∣∣∣∣∣(λk − µk)
k+1∏
i=1

λk − µi
λk − λj

∣∣∣∣∣ < γk∏∞
i=k+1(1 + εi)

,

et on définit les coefficients ck,N associés à ces µk comme ceci

ck,N = (λk − µk)
N∏

j=1, j 6=k

λk − µj
λk − λj

.

On pose

ck = ck,∞ =
k−1∏
j=1

λk − µj
λk − λj

(λk − µk)
∞∏
j=k

λk − µj
λk − λj

.

On a alors

|ck| =

∣∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

λk − µj
λk − λj

(λk − µk)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∏

j=k+1

λk − µj
λk − λj

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

λk − µj
λk − λj

(λk − µk)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∏

j=k+1

(
1 + λj − µj

λk − λj

)∣∣∣∣∣∣
≤ γk∏∞

i=k+1(1 + εi)

∞∏
i=k+1

(1 + εi)

= γk.

Comme γk ∈ l1, on a que ck ∈ l1. Comme ck peut s’écrire comme un produit
convergent de nombres complexes, c’est à dire que

ck = Kk

∞∏
j=k+1

(1 + αj)

avec

Kk =
k−1∏
j=1

λk − µj
λk − λj

(λk − µk),

et
αj = λj − µj

λk − λj
,
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on a que ck 6= 0. Notons que ck = limN→∞ ck,N . Soit Ω ⊂ C\F un ensemble compact.
On a que

sup
z∈Ω
|f(z)− fN(z)| ≤ sup

z∈Ω

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ci − ci,N
z − λi

∣∣∣∣∣+ sup
z∈Ω

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i=N+1

ci
z − λi

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

dist(Ω, F )

 N∑
i=1
|ci − ci,N |+

∞∑
i=N+1

|ci|

 .
Comme ci ∈ l1, on a que

lim
N→∞

∞∑
i=N+1

|ci| = 0.

On a que

N∑
i=1
|ci − ci,N | =

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣(λi − µi)
N∏

j=1, j 6=i

λi − µj
λi − λj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∏

j=N+1

(
1 + λj − µj

λi − λj

)
− 1

∣∣∣∣∣∣
=

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
i−1∏
j=1

λi − µj
λi − λj

(λi − µi)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

N∏
j=i+1

λi − µj
λi − λj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∏

j=N+1

(
1 + λj − µj

λi − λj

)
− 1

∣∣∣∣∣∣
≤

N∑
i=1

γi∏∞
j=i+1(1 + εj)

N∏
j=i+1

(1 + εj)

∣∣∣∣∣∣
∞∏

j=N+1
(1 + εj)− 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∏∞j=N+1(1 + εj)− 1
∣∣∣∏∞

j=N+1(1 + εj)

N∑
i=1

γi.

Comme ∑N
i=1 γi ≤

∑∞
i=1 γi <∞ et que

lim
N→∞

∣∣∣∏∞j=N+1(1 + εj)− 1
∣∣∣∏∞

j=N+1(1 + εj)
= 0,

on a que fN converge vers f uniformément sur tout compact de C \ F . Comme fN
ne s’annule jamais sur C \ F , f non plus.

6.6 Preuve du théorème principal
Maintenant on peut répondre positivement à la Question 6.2.5.

Preuve du théorème 6.2.7. D’après la Proposition 6.4.1, il existe u ∈ H tel que pour
tout i ∈ N, 〈u, ei〉 6= 0 et pour tout z ∈ σ(D) \ σp(D) on a que

∑
i∈N

|〈u, ei〉|2

|z − λi|2
=∞.
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Soit δ > 0. D’après la Proposition 6.5.1, il existe des ci tel que pour tout i ∈ N on
ait

0 < |ci| ≤ δ |〈u, ei〉|2 ,
et pour tout z ∈ C \ σ(D), on ait que∑

i∈N

ci
z − λi

6= 1.

On définit le vecteur v en posant pour tout i ∈ N

〈v, ei〉 = ci

〈u, ei〉
.

Alors v ∈ H, car

‖v‖2 =
∑
i∈N

|ci|2

|〈u, ei〉|2

≤ δ2∑
i∈N
|〈u, ei〉|2

= δ2 ‖u‖2 .

Pour tout z ∈ C \ σ(D) on a que

∑
i∈N

〈u, ei〉 〈v, ei〉
z − λi

6= 1.

D’après la Proposition 6.2.6, on a que σp(D + u ⊗ v) = ∅. En effet si z ∈ σp(D)
alors z /∈ σp(D + u ⊗ v) par (1). Si z ∈ σ(D) \ σp(D), alors ∑i∈N

|〈u,ei〉|2

|z−λi|2
= ∞ , et

donc z /∈ σp(D + u ⊗ v) par (2). Si z ∈ C \ σ(D), alors ∑i∈N
〈u,ei〉〈v,ei〉

z−λi 6= 1 et donc
z /∈ σp(D + u⊗ v) par (3). De plus, on a que

‖u⊗ v‖ ≤ ‖u‖ ‖v‖ ≤ δ ‖u‖2 .

En choisissant δ arbitrairement petit, on obtient que ‖u⊗ v‖ est arbitrairement
petite.

Il reste à vérifier que σ(D) = σ(D + u ⊗ v). On a que σe(D) = σ(D) car σ(D)
n’a pas de points isolés. Donc on a que σ(D) = σe(D) ⊂ σ(D + u ⊗ v). Si z ∈
σ(D+u⊗v)\σ(D), alors par le Théorème de Weyl, on aurait que z ∈ σp(D+u⊗v).
Or D + u⊗ v n’a pas de valeur propre. Donc σ(D) = σ(D + u⊗ v).

6.7 Le cas non borné
Dans cette section, on va généraliser le Théorème 6.2.7 aux opérateurs diagonaux
non bornés.
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Théorème 6.7.1. Soit D = ∑
i∈N λiei ⊗ ei un opérateur diagonal (éventuellement

non borné). On suppose que pour tout i 6= j, λi 6= λj. De plus on suppose que
σ(D) = {λi : i ∈ N} est un ensemble parfait. Alors, il existe u, v ∈ H tels que
σp(D + u⊗ v) = ∅.

De plus on peut choisir u, v ∈ H de sorte que ‖u⊗ v‖ soit arbitrairement petite.

Démonstration. Dans la preuve précédente, seule la Proposition 6.4.1 ne fonctionne
pas pour des opérateurs diagonaux non bornés. Rappelons que dans la preuve de
la Proposition 6.4.1, on s’est ramené au cas où σ(D) ⊂ [0, 1] × [0, 1], ce qui n’est
possible que si σ(D) est borné. Pour s’en sortir, on va écrire D comme une somme
directe infinie d’opérateurs diagonaux bornés.

On note Cn,k =]n, n+ 1]×]k, k+ 1]. On a que C = tn,k∈ZCn,k. On pose pour tout
n, k ∈ Z :

Hn,k = vect{ei : λi ∈ Cn,k}.

On a que Hn,k réduit D,
D =

⊕
n,k∈Z

D|Hn,k ,

et
H =

⊕
n,k∈Z

Hn,k.

On va chercher à appliquer la Proposition 6.4.1 à D|Hn,k . On va voir que ce n’est pas
encore possible.

Si z ∈ σ(D|Hn,k) ∩ int(Cn,k), le point z ne peut pas être isolé dans σ(D|Hn,k),
sinon il serait aussi isolé dans σ(D), ce qui contredit l’hypothèse que σ(D) est un
ensemble parfait.

Si z ∈ σ(D|Hn,k)∩Cn,k \ int(Cn,k) est un point isolé de σ(D|Hn,k), alors z ∈ σp(D)
(sinon, comme z ∈ σ(D|Hn,k) il serait limite de λi ∈ Cn,k et ne serait pas isolé). Donc
il existe i ∈ N tel que z = λi. Comme z ∈ σ(D) et que σ(D) est un ensemble parfait,
z = λi n’est pas isolé dans soit σ(D|Hn+1,k), σ(D|Hn,k+1) ou D|Hn+1,k+1 .

Pour éviter que z = λi soit un point isolé de σ(D|Hn,k), il faut mettre le ei dans
le bon sous-espace "voisin" à Hn,k .

On note H̃n,k le découpage précédent de H qui prend en compte cette dernière
précaution. On a toujours que H̃n,k réduit D,

D =
⊕
n,k∈Z

D|H̃n,k ,

et
H =

⊕
n,k∈Z

H̃n,k.

Donc σ(D|H̃n,k) est un compact parfait et on peut appliquer la Proposition 6.4.1.
Il existe un,k tel que pour tout z ∈ σ(D|H̃n,k) \ σp(D|H̃n,k),

un,k /∈ Im(D|H̃n,k − z).
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Donc pour tout αn,k > 0, on a pour tout z ∈ σ(D|H̃n,k) \ σp(D|H̃n,k),

αn,kun,k /∈ Im(D|H̃n,k − z).

On choisit une suite de nombres strictement positifs αn,k telle que∑
n∈Z

∑
k∈Z

α2
n,k ‖un,k‖ <∞.

Si on pose
u =

⊕
n,k∈Z

αn,kun,k,

on a que u ∈ H. De plus on a que pour tout z ∈ σ(D) \ σp(D), il existe n, k ∈ Z
tels que z ∈ σ(D|H̃n,k) \ σp(D|H̃n,k). En effet, si z ∈ σ(D), alors il existe une suite λi
de valeurs propres de D qui convergent vers z. Quitte à extraire, on peut supposer
que tous les λi sont dans un seul carré Cm,j. D’après la construction des H̃m,j, λi
correspond à un ei qui est soit dans H̃m,j, H̃m+1,j, H̃m,j+1 ou bien H̃m+1,j+1. Par le
principe des tiroirs, il y a au moins un de ces sous-espaces qui contient une infinité
de ces ei. Pour se fixer les idées, notons le H̃n,k. Alors il y a une infinité de ces λi
dans le spectre de D restreint à H̃n,k. Comme λi converge vers z et que le spectre
est fermé, on a que z ∈ σ(D|H̃n,k). Comme on a que

un,k /∈ Im(D|H̃n,k − z)

et ainsi
u /∈ Im(D − z).

Comme la Proposition 6.5.1 ne demande pas que σ(D) soit borné, on peut finir
la preuve comme celle du Théorème 6.2.7.
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