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Résumé

Dans la théorie des fonctions de croyance, les distances sont des outils utiles pour l’ap-

proximation des fonctions de masse ou le clustering. Des approches efficaces sont pro-

posées dans la littérature, spécialement les métriques complètes qui tiennent compte

des interactions entre les éléments focaux. Dans cette thèse, un autre aspect particu-

lier est examiné : la capacité de détecter une information commune en rapport à deux

différents états de connaissance. Cette exigence, tout comme les deux autres mention-

nées précédemment, sont formalisés sous forme de propriétés mathématiques. Afin de

développer de nouvelles distances entre fonctions de croyance satisfaisant ces propriétés,

des distances basées sur des normes entre les matrices de spécialisation dempsteriennes

sont étudiées dans un premier temps. En effet, en utilisant les matrices de spécialisa-

tion dempsteriennes comme des représentations des fonctions de croyance, une distance

est alors obtenue en calculant la norme de la différence entre ces matrices. N’importe

quelle norme matricielle peut ainsi être utilisée pour définir une métrique complète. Il

est prouvé que la distance du type L1 basée sur les matrices de spécialisation dempste-

rienne réussit à satisfaire toutes les propriétés recherchées. Des liens intéressant et sans

précédent entre la règle de combinaison conjonctive et cette distance sont démontrés.

En guise de généralisation de la nouvelle famille de distances, nous montrons aussi que

d’autre matrices de croyance peuvent être utilisées pour évaluer une distance entre fonc-

tions de croyance. Ces matrices sont les matrices d’α-spécialisation et d’α-généralisation

qui sont étroitement liées aux règles de combinaison α-jonctives. Nous prouvons aussi

que la distance basée sur la norme L1 est consistante avec sa règle de combinaison

α-jonctive correspondante. Par contre, la propriété structurelle n’est satisfaite que si

α ∈
[

1
2 , 1
]

ou α = 0. De plus, les α-jonctions sont des règles combinaisons dépendantes

de la méta-connaissance [44]. Cette méta-connaissance inhérente aux α-jonctions est liée

à la véracité des sources d’informations. Par conséquent, le comportement des distances

entre fonctions de croyance est aussi analysé dans des situations diverses faisant inter-

venir une méta-connaissance incertaine ou partielle. Nous prouvons alors que, quand les

deux sources mentent de la même façon, les distances basées sur la norme du type Lk

ou d’opérateur 1 sont invariantes aux permutations des masses dues au mensonge des

sources d’informations si α = 1.

Plusieurs expériences de calcul des distances entre les fonctions de masse sont proposés

et interprétés afin de permettre la compréhension des avantages et des limitations des

nouvelles distances en comparaison aux autres distances existantes.





Abstract

Distances in evidence theory are useful tools for belief function approximation or clus-

tering. Efficient approaches are found in the literature, especially full metrics taking

focal element interactions into account. In this thesis, another aspect is investigated :

the ability to detect common evidence pertaining to two different states of beliefs. This

requirement, as well as the previously mentioned ones, are formalized through mathe-

matical properties. To find a belief function distance satisfying the desired properties,

matrix norms based distances between Dempsterian specialization matrices are inves-

tigated at first. Indeed, using specialization matrices as a representation of bodies of

evidence, an evidential distance can be obtained by computing the norm of the diffe-

rence of these matrices. Any matrix norm can be thus used to define a full metric. It

is proved that the L1 Dempsterian matrix distance succeeds to fulfil all requirements.

Interesting and unprecedented ties between the conjunctive combination rule and this

distance are demonstrated.

As a generalization of the newly introduced evidential distance familly, we also show

that other matrices can be used to obtain new evidential distances. These matrices are

the α-specialization and α-generalization matrices which are closely related to the α-

junctive combination rules. We prove that any L1 norm based distance thus defined

turns out to be consistent with its corresponding α-junction. However, the structural

property is satisfied if α ∈
[

1
2 , 1
]

or α = 0. Furthermore, α-junctions are meta-data

dependent combination rules [44]. The meta-data involved in α-junctions deals with the

truthfulness of information sources. Consequently, the behavior of evidential distances is

also analyzed in several situations involving uncertain or partial meta-knowledge about

information source truthfulness. We then prove that, when two sources lie in the same

way, distances relying on entry-wise norms or on the 1-operator norm are invariant to

mass permutations pertaining to the lie if α = 1.

Several mass function distance experiments are proposed and interpreted thereby al-

lowing to understand advantages and limitations of the newly introduced distances as

compared to existing ones.
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3.4.2 Influence de la ”définition” (definiteness) . . . . . . . . . . . . . . 92

3.4.3 Influence de l’interaction des éléments focaux . . . . . . . . . . . 93
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4.4.2 Méta-information inconnue et distances entre fonctions de masse 128

4.4.3 Même état des sources et distances entre fonctions de masse . . . 131

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

Conclusion générale 137

Annexes 141

A.1 Démonstration de la formule du coefficient de normalisation pour les dis-
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0.3mX + 0.5mX + 0.2mΩ, avec |Ω| = 7 et |X| = 3. L’ensemble Ai varie

par inclusions succéssives de ∅ jusqu’à Ω et A3 = X. . . . . . . . . . . . 134
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Notations mathématiques

Fonctions de croyance

m, mj mα
j : fonction de masse qui peut être indicée indiquant par exemple la source j

ou la fiabilité α.

m : négation de la fonction de masse m.

m(A) : masse de croyance attribuée au sous-ensemble A.

mA : fonction de masse catégorique totalement engagée sur A.

mθ
A :fonction de masse à support simple.

Sj : source d’informations ou expert.

⊙ : opérateur de combinaison dont on peur spécifier :

∩© : combinaison conjonctive,

∪© : combinaison disjonctive,

∪© : combinaison disjonctive exclusive, sa fonction de combinaison duale est ∩©,

∧© : règle prudente de Denœux.

⊕ : règle de combinaison de Dempster.

m12,m1⊙2 : résultat d’une combinaison de deux fonctions de masse m1 et m2.

m[B] : conditionnement d’une fonction de masse m par le sous-ensemble B.

⊑x : relation d’ordre entre fonctions de croyance ; m1 ⊑x m2 signifie que m1 est plus

engagée que m2 au sens de l’argument x.

Bel, P l, q, b : fonctions de croyance définies dans 2Ω. Elle sont nommées dans l’ordre :

crédibilité, plausibilité, communalité et implicabilité.

BetP : Probabilité pignistique.

κ : coefficient de conflit de Dempster.

an : auto-conflit résultant de la combinaison de n fois la même fonction de masse.

mΩ : fonction de masse définie dans le cadre de discernement Ω.

mΩ↑Θ : extension vide de la fonction de croyance m de Ω vers Θ.
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mΘ↓Ω : restriction de la fonction de croyance m de Θ vers Ω.

εΩ : espace vectoriel des fonctions de croyance.

CP (m1,m2) : coefficient de conflit entre m1 et m2.

∩©α : α-conjonction.

∪©α : α-disjonction.

g : fonction d’α-communalité.

h : fonction d’α-implicabilité.

Ensembles

| . | : cardinalité d’un ensemble.

Ω, Θ : cadre de discernement qui contient touts les hypothèses possibles à un problème

MΩ : ensemble des fonctions de masse définies dans Ω.

A, B, C, X, Y, Ai : sous ensembles d’un cadre de discernement, ils représentent les

élément focaux d’une fonction de masse et peuvent être indicés par i qui est l’ordre

binaire.

A : complémentaire du sous-ensemble A dans un cadre de discernement.

ωi, θi : singleton du cadre de discernement Ω, respectivement Θ.

2Ω : ensemble de toutes les disjonctions possibles de Ω (contient aussi l’ensemble vide

∅).
Fm : noyau contenant les élément focaux de la fonction de masse m.

Sx(m) : ensemble des fonctions de masse plus riches que m au sens de l’ordre partiel ⊑x.

A∆B : différence symétrique entre les ensembles A et B.

Fonctions diverses

〈m1,m2〉 : produit scalaire entre les fonctions de masse m1 et m2.

d(m1,m2) : distance entre les fonctions de masse m1 et m2.

dindice : distance entre fonctions de croyance, l’indice indique le nom de la distance. On

en cite par exemple :

dJ : distance de Jousselme.
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dD : distance de Diaz.

dT : distance de Tessem.

dZD : distance de Zouhal et Denœux.

dF : distance issue de la théorie des ensembles flous.

dIF i : distance issue des ensembles flous intuitionnistes, l’indice i ∈ {1, 2, 3}.
µ, ν : fonctions d’appartenance et de non-appartenance floues.

dset : distance d’ensemble.

1Cond : fonction indicatrice dépendant de la condition Cond.

‖.‖W : norme de type Minkowski pondérée par la matrice W.

d
(p)
W : distance de Minkowski pondérée par la matrice W et p ≥ 1 un entier non nul.

‖.‖k : norme de type Lk.

‖.‖opk : norme matriciel induite d’opérateur-k.

dk : distance matricielle de type Lk entre fonctions de croyance.

dopk : distance matricielle d’opérateur-k entre fonctions de croyance.

ρ : coefficient de normalisation des distances matricielles.

O(.) : ordre de complexité d’un calcul.

d∩ d∩,α : distance d’α-spécialisation.

d∪ d∪,α : distance d’α-généralisation.

Matrices

Diag(v) : matrice diagonale construite à partir du vecteur v.

M : matrice d’incidence utile pour transformer une fonction de masse en fonction de

plausibilité.

B : matrice d’implication utile pour transformer une fonction de masse en fonction d’im-

plicabilité.

Mα : matrice d’α−incidence.
Bα : matrice d’α−implication.

Si : matrice de spécialisation dempsterienne d’indice de la fonction de masse mi.

Q : matrice de communalité sachant que Q = Diag(q).

Sα, Qα : matrice issue d’une fonction de masse m affaiblie par un coefficient d’affaiblis-

sement α.

K, Ki : matrice de croyance relativement à une α-jonction indéfinie.

K∩, K∪ : matrice d’α-spécialisation, α−généralisation.
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Souvent, on sous-entend par distance évidentielle tout critère destiné à être utilisé

comme mesure de performance dans les algorithmes basés sur la théorie des fonctions de

croyance (TFC). Dans un cadre formel, le terme ”distance” est utilisé pour désigner un

opérateur de mesure ayant des propriétés précises. Il est donc plus judicieux d’utiliser

la terminologie indice de dissimilarité pour désigner la notion intuitive de différence

entre fonctions de croyance. Au long de cette thèse nous nous appliquons à respecter au

mieux ces différentes distinctions terminologiques.

Position du problème

La TFC, autrement appelée théorie de Dempster-Shafer [45], est un cadre formel

largement utilisé dans les processus d’aide à la décision et de fusion d’informations. Elle

permet de modéliser et de traiter des informations hétérogènes à la fois imprécises et/ou

incertaines contrairement aux autres formalismes de traitement d’informations qu’elle

généralise, à savoir, la théorie des probabilités, la théorie des possibilités et la théorie

des ensembles de Cantor. Les approches s’appuyant sur la TFC traitent des données re-

cueillies permettant de définir des fonctions d’ensemble décrivant l’état des connaissances

d’une source d’informations sur un problème donné. Les ensembles de connaissances re-

cueillis par chaque source individuelle sont appelés corps de preuves.

En cas de multiples sources d’informations, plusieurs approches ont mis en évidence la

nécessité de comparer les éléments de preuve à l’aide d’un moyen pertinent. Par exemple,

Zouhal et Denœux [59] utilisent un classifieur basé sur plus proches voisins où les pa-

ramètres intervenant dans leur approche sont optimisés en minimisant une dissimilarité

évidentielle. Fixen et Mahler [14] introduisent une pseudo-métrique pour évaluer les per-

formances de leur classifieur dont les sorties sont des fonctions de croyance. Dans [13]

et [53], les données d’un capteur sont représentées comme des fonctions de croyance et la

fiabilité du capteur est évaluée à l’aide de distances. Une difficulté, commune lorsque l’on

travaille dans le cadre TFC, est l’approximation d’un élément de preuves pour obtenir

un autre avec les propriétés désirées ou pour réduire la charge de calcul. Un moyen pra-

tique pour effectuer ces approximations est de recourir à des distances comme proposé

dans [1, 55, 11] ou [4].

De récentes recherches sur les indices dissimilarité entre fonctions de croyance ont été

développées par la communauté de la TFC au cours des dernières années. Un état de

l’art élaboré est proposé par Jousselme et Maupin dans [21]. Ce travail a permis de

poser un certain nombre de concepts et de clarifier le comportement et les corrélations

entre les différents indicateurs présents dans la littérature. Néanmoins, la définition de

dissimilarités entre fonctions de croyance demeure encore un problème ouvert. Aucune

définition formelle des propriétés, autres que celles d’une métrique, que devrait satis-

faire une dissimilarité entre fonctions de croyance n’est encore établie. La structure en
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treillis des informations traitées dans le cadre de la TFC, qui induit une forme d’interac-

tions entre les éléments focaux, et l’influence du degré d’ignorance sont des contraintes

principales qui doivent être prises en compte par une distance évidentielle. Définir une

distance pertinente entre fonctions de croyance est une tâche difficile par le fait que deux

aspects doivent être évalués conjointement dans une seule valeur, à savoir, l’incertitude

(à la manière de l’entropie dans un cadre probabiliste) et l’imprécision (à la manière de

la non-spécificité dans la théorie des possibilités).

D’autre part, l’agrégation des informations dans le cadre de la TFC est principalement

basée sur deux opérateurs de fusion : l’opérateur conjonctif dans le cas où les sources sont

fiables et distinctes et l’opérateur disjonctif dans le cas où l’on sait qu’une des sources

au moins est fiable. Le processus de fusion permet d’apporter des informations supplé-

mentaires à des éléments de preuve, ce qui a inévitablement un impact sur les distances

évidentielles entre ces éléments après combinaison. Les interactions entre ces distances

et les opérateurs de combinaison demeurent encore inexplorées dans la littérature.

Contribution

Tout d’abord, nous avons identifié trois principes auxquels il apparâıt justifié qu’une

distance évidentielle se conforme :

– (i) : deux fonctions de masse sont complètement similaires si et seulement si elles

représentent des éléments de preuves identiques au regard de la solution au pro-

blème donné.

– (ii) : une distance évidentielle doit respecter les propriétés structurelles introduites

dans [21] dans le but de prendre en compte les dépendances entre les ensembles

de solution.

– (iii) : deux fonctions de masse qui soutiennent des croyances communes devraient

être plus proches que des fonctions de masse qui s’engagent sur des hypothèses

disjointes.

Avant de procéder à la définition de nouvelles distances évidentielles, nous nous sommes

focalisés sur la formalisation de ces principes sous forme de propriétés mathématiques. La

première est une propriété de métrique, impliquant donc que les mesures de dissimilarité

que nous définissons doivent être des métriques complètes. Pour le second principe, une

propriété dite propriété structurelle est proposée. Enfin, la définition mathématique

apportée au principe des croyances communes est appelée propriété de consistance

avec une règle de combinaison.
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Distances de spécialisation

Vu l’intérêt des matrices de spécialisation dans un processus de combinaison conjonc-

tive, celles-ci constituent des éléments essentiels dans la représentation des connaissances

fournies par les sources d’informations. En effet, une matrice de spécialisation est en cor-

respondance bijective avec la fonction de croyance qui lui correspond et contient tous

les conditionnements possibles de celle-ci. L’idée est donc d’exploiter ces matrices dans

le calcul d’une distance entre les fonctions de croyance.

Nous avons défini dans [32] une famille de distances issue des normes matricielles entre

les matrices de spécialisation représentant les fonctions de croyance. L’étude de cette

famille de métriques est détaillée dans le chapitre 3. Les aspects de consistance avec la

règle conjonctive sont considérés puisque ces matrices interviennent dans le calcul de la

fusion conjonctive. Les différents conditionnements contenus dans ces matrices tiennent

compte de la structure en treillis de l’espace des fonctions de croyance.

Un algorithme de calcul rapide [31] est développé afin d’améliorer le temps de calcul de

la classe des distances Lp qui est une sous-famille de la famille des distances de spécia-

lisation introduites dans cette thèse. Initialement, ces distances sont calculées avec une

complexité de O
(

N3
)

1. Grâce à cet algorithme nous pouvons réduire cette complexité

à O
(

N1.58
)

et gagner en temps de calcul. Cet algorithme permet à ces distances d’être

très compétitives en terme de temps de calcul en plus de leurs propriétés mathématiques

et structurelles très attractives.

Généralisation aux α−jonctions

Les α−jonctions sont une famille de règles de combinaison linéaires généralisant les

opérateurs marginaux qui sont la combinaison conjonctive et la combinaison disjonctive

[51]. Tout d’abord, nous remarquons que la manipulation de ces règles dans l’espace vec-

toriel des fonctions de croyance se fait à travers des opérateurs linéaires faisant intervenir

des matrices dépendant d’un paramètre α et dites matrices de croyance. Ces matrices

sont en effet les matrices d’α−spécialisation et d’α−généralisation qui sont étroitement

liées aux règles de combinaison α−jonctives.
Comme nous l’avons vu dans [23], il est tout à fait possible d’utiliser les matrices

d’α−spécialisation et d’α−généralisation pour définir une nouvelle famille de distances

évidentielles basées sur les normes matricielles et qui généralise les distances de spécia-

lisation. En plus des aspects structurels, les aspects de consistance des distances basées

sur les matrices α−jonctives avec les règles de combinaison qui leur sont relatives sont

aussi explorés.

Les α−jonctions sont interprétées comme des règles de combinaison qui tiennent compte

des méta-informations liées à la véracité des sources d’informations comparées. L’in-

1. N est un entier tel que N = 2n avec n le nombre de solutions possibles au problème
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fluence de ces méta-informations est aussi abordée dans des cas impliquant une méta-

connaissance incertaine ou partielle.

Organisation

A la suite de cette introduction, notre travail est organisé comme suit :

– Le chapitre 1 est dédié aux concepts fondamentaux de la théorie des fonctions de

croyance. Dans ce chapitre, une section est dédiée aux représentations matricielles

des fonctions de croyance ; une attention particulière est consacrée aux matrices

de spécialisation dempstériennes.

– Les notions de dissimilarité et de distances évidentielles sont abordées dans le

chapitre 2. Dans ce chapitre, les indices de dissimilarité les plus connus entre

fonctions de croyance sont présentés et répertoriés en quatre catégories.

– Une nouvelle famille de distances evidentielles basée sur les matrices de spéciali-

sation est définie dans le chapitre 3. Les propriétés de cette famille de distances y

sont aussi étudiées.

– Dans le chapitre 4, nous présentons une généralisation de la nouvelle famille de

distances matricielles aux matrices issues des α−jonctions. En plus des propriétés

de ces distances, un autre aspect lié à leur nature en lien avec les méta-informations

est abordé dans ce chapitre.

Nous finissons ce rapport avec une conclusion générale et quelques pistes pour des pers-

pectives futures du travail.
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Chapitre 1

La théorie des fonctions de

croyance
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La théorie des fonctions de croyance (TFC) offre un cadre formel pour la gestion des

informations imparfaites. C’est un cadre qui modélise efficacement les données prove-

nant de sources d’informations incertaines et/ou imprécises. La théorie des fonctions de

croyance est un cadre général incluant la théorie des probabilités ainsi que la théorie des

ensembles flous. Cette théorie est initiée en 1967 par Dempster puis développée dans les

travaux de Shafer en 1976 [45] sous le nom de théorie de Dempster-Shafer.

Parmi les domaines applicatifs privilégiés de la TFC, on distingue la fusion d’in-

formations qui est une étape cruciale dans le processus de prise de décision. La fusion

d’informations permet en effet l’agrégation de connaissances incertaines et/ou imprécises

dans l’objectif d’atteindre des niveaux informationnels plus élevés. Traditionnellement,

l’outil de combinaison de base développé dans le cadre de cette théorie est la règle de

combinaison orthogonale de Dempster. Son utilisation impose le respect de la contrainte

d’indépendance des sources d’informations à combiner. Néanmoins, lors d’une combinai-

son, un conflit apparâıt fréquemment. Ce dernier est principalement dû à des mesures

aberrantes liées aux sources d’informations ainsi qu’à leur fiabilité. Une autre cause pos-

sible du conflit peut être aussi liée à l’approximation dans la modélisation utilisée pour

traduire les données en fonctions de croyance. Comme nous le verrons au chapitre 2,

cette notion de conflit peut être vue comme un indice de dissimilarité entre fonctions de

croyance.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Les fonctions de croyance

Le principe fondamental de la théorie des fonctions de croyance est inspiré de la

théorie des probabilités supérieures et inférieures. Il est donc question de modéliser la

croyance en un évènement en prenant en compte l’incertitude et l’imprécision de l’in-

formation acquise. Cette modélisation est basée sur des fonctions dites fonctions de

croyance définies sur des sous-ensembles d’un ensemble global et qui prennent des va-

leurs dans l’intervalle [0, 1].

La modélisation par fonctions de croyance repose principalement sur la définition préa-

lable d’un ensemble appelé cadre de discernement contenant toutes les hypothèses

singletons solutions potentielles du problème. Il est généralement noté Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}
et contient un nombre fini n d’hypothèses exhaustives et exclusives qui sont les solutions

au problème posé. Un exemple typique est celui où Ω est le domaine fini des valeurs

que peut prendre un paramètre ω0 inconnu. La condition d’exhaustivité du cadre de

discernement est aussi appelée, dans le modèle de Shafer, ”condition du monde fermé”
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(closed world) impliquant la non-existence d’hypothèses solution au problème en dehors

de l’ensemble Ω. Si cette condition n’est pas observée, on parlera alors de l’hypothèse

du monde ouvert (open world) [48]. Il est toujours possible de garder l’hypothèse d’ex-

haustivité du cadre de discernement, en introduisant explicitement dans Ω un élément

supplémentaire qui représente toute autre solution méconnue dans le cadre de discerne-

ment initial.

Bien que les hypothèses soient exclusives, tous les états de croyance, susceptibles d’être

imprécis, ne sont pas représentables uniquement par les hypothèses singletons contenus

dans Ω. On définit alors l’ensemble 2Ω qui contient toutes les disjonctions possibles de

Ω (ainsi que l’ensemble vide ∅) qui permettent de traduire des connaissances imprécises.

L’ensemble 2Ω est en effet appelé ensemble des parties de Ω. Il contient N = 2n

éléments et il est défini comme suit :

2Ω = {A|A ⊆ Ω}. (1.1)

L’appellation fonctions de croyance est un terme générique qui fait référence à

toutes les fonctions utilisées pour modéliser l’information dans la théorie de Dempster-

Shafer. Ces fonctions sont les fonctions de masse m, les fonctions de crédibilité Bel et les

fonctions de plausibilité Pl. Elles sont en correspondance bijective les unes par rapport

aux autres et elles modélisent toutes le même état d’informations.

D’autres fonctions sont aussi définies dans la TFC. Il s’agit de la fonction de communa-

lité q et de la fonction d’implicabilité b. Ces deux fonctions n’ont pas d’interprétation

concrète dans la modélisation basée sur la TFC contrairement aux autres fonctions de

croyance. Elles sont souvent utiles à des fins calculatoires et algorithmiques.

1.1.1.1 Fonctions de masse

L’élément fondamental de la modélisation dans la théorie des fonctions de croyance

est la fonction de masse. Celle-ci est définie comme suit :

Définition 1. Une fonction de masse mj associée à une source d’informations Sj
prend des valeurs dans l’intervalle [0, 1]. Elle est définie comme suit :

mj : 2
Ω −→ [0, 1],

A −→ mj(A),

sachant que :
∑

A⊆Ω

mj(A) = 1. (1.2)

La masse mj(A) représente la partie du degré de croyance exactement placé dans

l’hypothèse A. Cette croyance ne peut pas être affectée aux différents sous-ensembles
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de A compte tenu de l’état actuel de la connaissance. Ceci devient possible sous réserve

d’un nouvel apport de connaissances supplémentaires justifiant la spécification.

Définition 2. Etant donné une fonction de masse m, les définitions suivantes sont

essentielles dans la théorie des fonctions de croyance :

• Éléments focaux et noyau

Les sous-ensembles A dont la masse est non nulle sont appelés éléments focaux

de la fonction de masse m. L’ensemble : Fm = {A ⊆ Ω/m(A) > 0} est appelé

noyau de la fonction de masse m.

• Fonction de masse normale

Une fonction de masse est dite normale si l’ensemble vide noté ∅ n’est pas un

élément focal, m(∅) = 0. Sinon elle est dite sous-normale. L’obtention d’une fonc-

tion de masse normale ∗m à partir d’une fonction de masse sous-normale m se

fait par le processus de normalisation suivant :







∗m(A) = m(A)
1−m(∅) , ∀A ⊆ Ω, A 6= ∅,

∗m(∅) = 0.
(1.3)

Si m(∅) = 1, cette transformation est simplement impossible. La condition m(∅) =
0 est initialement imposée dans le modèle de Shafer mais elle est levée dans le

modèle des connaissances transférables introduit par Smets [48].

• Fonction de masse dogmatique

Une fonction de masse est dite dogmatique si Ω n’est pas un élément focal.

• Fonction de masse simple

Une fonction de masse est dite simple si elle a au plus deux éléments focaux

incluant Ω. Elle est, par ailleurs, non dogmatique. Celle-ci est notée mθ
A et elle

est définie ∀ θ ∈ [0, 1] comme suit :

mθ
A(X) =



















1− θ si X = A ⊂ Ω,

θ si X = Ω,

0 sinon.

(1.4)

• Fonction de masse catégorique

Une fonction de masse est dite catégorique si elle possède un seul élément focal.

Ceci implique que |Fm| = 1 avec |Fm| le cardinal de Fm. Autrement dit :

∃A ⊆ Ω tel que m(A) = 1 et m(B) = 0 ∀B 6= A. Cette fonction est notée mA.

Une fonction de masse catégorique est dite certaine car m(A) = 1 mais elle n’est

précise que si A est un singleton, i.e. |A| = 1.

• Fonction de masse vide
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La fonction de masse vide mΩ est une fonction qui admet pour unique élément focal

le cadre de discernement Ω. Une fonction de masse vide correspond à l’ignorance

totale impliquant que la source est certaine et que la solution se trouve dans le

cadre de discernement Ω mais totalement incapable de la désigner avec précision.

• Fonction de masse bayésienne

Une fonction de masse est dite bayésienne si tous ses éléments focaux sont des

singletons ; ∀A ∈ Fm, |A| = 1. Une fonction de masse bayésienne peut alors être

assimilée à une distribution de probabilités.

• Négation d’une fonction de masse

Selon Dubois et Prade, la négation d’une fonction de masse m est définie dans un

cadre de discernement par [52] :

m(A) = m(A), ∀A ⊆ Ω. (1.5)

où m est la négation de m et l’ensemble A est le complémentaire de A dans Ω.

1.1.1.2 Fonctions de crédibilité, de plausibilité, de communalité et d’impli-

cabilité

Dans la théorie des fonctions de croyance, le même état de connaissance que celui

modélisé par la fonction de masse m peut aussi être représenté par d’autres fonctions

associées et équivalentes. Celles-ci sont la fonction de crédibilité Bel, la fonction de

plausibilité Pl, la fonction de communalité q ainsi que la fonction d’implicabilité

b. Elles sont respectivement définies par les équations suivantes ∀A ⊆ Ω :

Bel(A) =
∑

B⊆A,B 6=∅

m(B), (1.6)

Pl(A) =
∑

B∈2Ω

B∩A 6=∅

m(B), (1.7)

q(A) =
∑

B∈2Ω
B⊇A

m(B), (1.8)

b(A) =
∑

B∈2Ω
B⊆A

m(B). (1.9)

La quantité Bel(A) représente la quantité d’informations exactement considérée dans

l’hypothèse A. Elle intègre l’ensemble des croyances apportées aux éléments de cette

disjonction. Nous pouvons facilement vérifier dans l’équation (1.6) que Bel(∅) = 0 et

que Bel(Ω) = 1.

22



Pl(A) peut être interprétée comme le degré de non-croyance en l’hypothèse complémen-

taire de A. La plausibilité est alors reliée à la crédibilité via la formule :

Pl(A) = 1−m(∅) −Bel(A),∀A 6= ∅

où A est le complémentaire de A dans Ω.

La fonction de plausibilité vérifie aussi les deux propriétés suivantes : Pl(∅) = 0 et

Pl(Ω) = 1−m(∅).
Les fonctions de communalité q et d’implicabilité b sont essentiellement utilisées pour

simplifier les calculs engendrés par la combinaison des croyances. La fonction de com-

munalité vérifie les propriétés : q(∅) = 1 et q(Ω) = m(Ω).

On remarque aussi que la communalité de la fonction de masse m est :

q(A) =
∑

B⊇A

m(B),

=
∑

B⊇A

m(B),

=
∑

B⊆A

m(B),

⇒ q(A) = b(A).

De la même manière, on peut obtenir :

b(A) = q(A).

Il est essentiel de noter qu’une fonction de masse et ses différentes représentations

associées, à savoir la crédibilité, la plausibilité, la communalité ainsi que l’implicabilité,

sont toutes des fonctions en correspondance bijective les unes par rapport aux autres. Il

existe donc une transformation unique pour passer de l’une de ces fonctions d’ensemble

vers l’autre. Cette transformation est dite transformée de Möbius. Soient deux fonctions

d’ensemble ϑ et ϕ : 2Ω −→ [0, 1], telles que :

ϑ(A) =
∑

B⊆A

ϕ(B). (1.10)

ϕ est la transformée de Möbius de ϑ. On a alors :

ϕ(A) = M{ϑ}(A) =
∑

B⊆A

(−1)|A|−|B|ϑ(B). (1.11)

La fonction ϑ est appelée transformée de Möbius inverse de la fonction ϕ.
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Figure 1.1 – Intervalle de croyance d’un sous-ensemble A

1.1.2 Interprétation des fonctions de plausibilité et de crédibilité

Etant donné deux fonctions Bel et Pl représentant un même état de connaissance

d’une source d’informations, pour deux sous-ensembles A,B ⊆ Ω, les relations suivantes

sont vérifiées dans le modèle du monde fermé (m(∅) = 0) :

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B). (1.12)

Pl(A ∪B) ≤ Pl(A) + Pl(B)− Pl(A ∪B). (1.13)

Bel(A) +Bel(A) ≤ 1. (1.14)

Pl(A) + Pl(A) ≥ 1. (1.15)

0 ≤ Bel(A) ≤ Pl(A) ≤ 1. (1.16)

Bel(A) + Pl(A) = Bel(Ω) = Pl(Ω) = 1. (1.17)

Notons que les deux equations (1.12) et (1.13) correspondent respectivement aux

deux propriétés de sur-additivité de la fonction Bel et de sous-additivité de la fonction

Pl. L’intervalle d’incertitude relatif à une proposition A est borné par les quantités

Bel(A) et Pl(A). Cet intervalle [Bel(A), P l(A)] est interprété comme un encadrement

de la probabilité réelle P (A) portée sur l’hypothèse A. Ainsi, nous pouvons écrire :

Bel(A) ≤ P (A) ≤ Pl(A).

Dans le cas ou le modèle est défini sans imprécision, nous pouvons noter que Bel(A) =

Pl(A) = P (A).

Il existe aussi dans l’intervalle de croyance d’autres fonctions symétriques à la crédibilité

et à la plausibilité [25]. Celles-ci sont l’incrédulité qui est la crédibilité du contraire

et le doute qui représente la plausibilité du contraire. Toutes les relations entre ces

différentes mesures de croyance sont résumées dans la figure (1.1) [25].
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1.1.3 Les combinaisons conjonctives et disjonctives des croyances

Dans un processus de prise de décision à l’aide de la TFC, la combinaison des fonc-

tions de de masse est une étape cruciale. Cette opération permet l’agrégation des connais-

sances initiales fournies par diverses sources d’informations afin d’atteindre un niveau de

connaissance élevé représenté par une seule fonction de masse synthétisant les données

recueillies. Celle-ci tient compte, en effet, de toute l’information fournie par les diffé-

rentes sources d’informations.

La majorité des règles de combinaison présentées dans la littérature utilisent soit l’opé-

rateur conjonctif, soit l’opérateur disjonctif ou bien une combinaison particulière de ces

deux derniers. En effet, étant donné deux fonctions de masse m1 et m2, définies sur

Ω et issues de deux sources distinctes, un opérateur de combinaison fusionne les deux

fonctions de masse précédentes en une nouvelle fonction de masse m12 traduisant le

nouvel état de connaissance après avoir pris en considération les deux sources d’infor-

mations. La fusion est conjonctive si m12 est plus informative que les deux fonctions

de masse initiales. Pour ce choix de combinaison, il est supposé que les deux sources

d’informations soient fiables. Dans le cas où au moins une des sources est fiable, et que

l’on ignore laquelle, on applique une stratégie de combinaison dite prudente utilisant

l’opérateur disjonctif. Cette opération fournit alors une nouvelle masse combinée m12

moins informative que les différentes fonctions de masse combinées. Le choix de la stra-

tégie de combinaison disjonctive implique une perte de spécificité.

Soient m ∩© et m ∪© les fonctions de masse obtenues après combinaison conjonctive et

disjonctive d’un ensemble de fonctions {mj}Mj=1, On a :

– Pour la combinaison conjonctive

m ∩©(A) =
∑

M
∩

j=1
Bj=A

M
∏

j=1

mj(Bj), (1.18)

– Pour la combinaison disjonctive

m ∪©(A) =
∑

M
∪

j=1
Bj=A

M
∏

j=1

mj(Bj). (1.19)

On note ∩© la règle de combinaison conjonctive et ∪© la règle de combinaison dis-

jonctive.
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1.1.4 Le conditionnement

Dans la théorie des fonctions de croyance, le conditionnement d’une fonction de

masse m par un sous-ensemble B ⊆ Ω est équivalent à la combinaison conjonctive de

cette fonction de masse par la fonction catégorique mB(B) = 1 engagée sur B. Le

résultat de ce conditionnement est noté m[B] = m ∩©mB . L’action de conditionnement

quantifie le degré de croyance dans le cas où l’hypothèse B est retenue. La règle de

conditionnement peut donc être calculée comme suit :

m[B](A) =











∑

B∩C=A
m(C) si A ⊆ B,

0 sinon.
(1.20)

La masse de croyance initialement attribuée à C ⊆ Ω sera transférée vers le sous-

ensemble A = C ∩ B après avoir retenu l’hypothèse B. Le conditionnement transfère

donc toute la croyance initialement distribuée sur le cadre de discernement Ω vers les

éléments du sous-ensemble B ⊆ Ω. C’est cette idée du transfert qui est à la base du

modèle de croyances transférables. Notons alors que la règle de combinaison conjonctive

généralise le conditionnement. Son expression simplifiée est donnée par :

m1 ∩©2(A) =
∑

B⊆Ω

m1[B](A)m2(B), ∀A ⊆ Ω. (1.21)

1.1.5 Le degré de Conflit

Lors de la combinaison conjonctive d’informations, un conflit apparâıt fréquemment

lorsque plusieurs sources d’informations imparfaites sont mises en jeu. Ce dernier est

différent de zéro si les sources combinées ne s’accordent pas dans la description d’un

même évènement en soutenant des hypothèses antagonistes. Dans un monde fermé,

nous supposons connâıtre toutes les solutions au problème. Si alors deux sources sont

en conflit, il est à déduire qu’au moins l’une d’entre elles est en erreur. Le degré de

conflit est défini dans ce cas par la masse transférée à l’ensemble vide (m(∅)) après une
combinaison conjonctive. Cette masse est aussi appelée l’indice de conflit de Dempster

et est donné par la formule :

κ =
∑

M
∩

j=1
Bj=∅

M
∏

j=1

mj(Bj). (1.22)

1.1.6 L’auto-conflit

La notion d’auto-conflit est introduite pour la première fois en 2006 par Osswald

et Martin dans [38]. Étant donné que l’opérateur conjonctif n’est pas idempotent, la
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combinaison de deux experts fournissant deux fonctions de masse identiques ne produit

pas, en général, une même fonction de masse. Cette combinaison peut produire en outre

une masse non nulle attribuée à l’ensemble vide bien que les deux masses combinées

soient identiques. La notion d’auto-conflit permet alors de définir et de calculer le degré

du conflit intrinsèque d’une fonction de masse [34, 33]. L’auto-conflit d’ordre n pour un

expert est donné par la formule :

an = (
n
∩©

i=1
m)(∅) =

∑

n
∩

i=1
Bi=∅

n
∏

i=1

m(Bi). (1.23)

La propriété principale de l’auto-conflit est qu’il augmente en fonction de l’ordre n.

Autrement dit, au fur et à mesure que l’expert est combiné davantage avec lui même,

l’auto-conflit augmente et tend davantage vers 1. Ainsi on peut écrire :

{

0 ≤ an ≤ 1 ∀n ∈ N∗,

an ≤ an+1.
(1.24)

Exemple 1. Étant donné une fonction de masse m définie sur Ω = {ω1, ω2} :

m = 0.75m{ω1} + 0.2m{ω2} + 0.05mΩ.

L’évolution de l’auto-conflit si l’on combine n fois la fonction m avec elle même est

illustrée dans la figure 1.2.

1.1.7 Décomposition canonique conjonctive

Shafer [45] a défini une fonction de masse séparable comme le résultat de la com-

binaison conjonctive de fonctions de masse simples. Nous pouvons, en effet, définir une

fonction de masse séparable comme suit :

m = ∩©
∅6=A(Ω

m
w(A)
A . (1.25)

sachant que m
w(A)
A est une fonction de masse simple et que w(A) ∈ [0, 1] ∀A ( Ω. Cette

représentation est appelée par Shafer décomposition canonique conjonctive. Elle

est unique si la fonction de masse m est non dogmatique.

Suite aux travaux de Shafer, Smets [50] a apporté une généralisation en 1995. Il a en

effet, prouvé que toute fonction de croyance non-dogmatique peut être décomposée de

façon unique en combinaison conjonctive de fonctions de masse simples généralisées. Une

fonction de masse simple généralisée autorise des poids supérieurs à 1, alors : w(A) ∈
[0,∞[, ∀A ( Ω. La fonction des poids w peut être alors calculée à partir de la formule :
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Figure 1.2 – Évolution de l’auto-conflit en fonction du nombre de fois que m est com-
binée avec elle même – Exemple 1.

w(A) =
∏

B⊇A

q(B)(−1)|B|−|A|+1
. (1.26)

La décomposition canonique constitue une caractéristique assez importante pour

les fonctions de masse non-dogmatiques. En effet, la combinaison conjonctive est alors

équivalente à :

m1 ∩©m2 =

(

∩©
A(Ω

mw1(A)

)

∩©
(

∩©
A(Ω

mw2(A)

)

, (1.27)

= ∩©
A(Ω

mw1(A)w2(A). (1.28)

Nous pouvons aussi écrire la propriété précédente comme : w1∩2 = w1w2.

1.1.8 Relations d’ordre partiel entre fonctions de croyance

Parmi un ensemble de fonctions de masse candidates et compatibles avec les données

collectées, la fonction de masse la plus appropriée est la moins informative. Ce choix est

justifié par le principe d’engagement minimal. Ce principe joue un rôle comparable à

celui du principe de maximum d’entropie dans la théorie des probabilités. Son application
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dans la théorie des fonctions de croyance devient possible grâce à un certain nombre

d’ordres partiels permettant la comparaison informationnelle des fonctions de masse.

Quatre ordres partiels, généralisant l’inclusion ensembliste, sont proposés par Yager [56],

Dubois et Prade [9] et Denœux [6]. Ces ordres partiels sont définis comme suit :

– m1 ⊑pl m2 si pl1(A) ≤ pl2(A),∀A ⊆ Ω,

– m1 ⊑q m2 si q1(A) ≤ q2(A),∀A ⊆ Ω,

– m1 ⊑w m2 si w1(A) ≤ w2(A),∀A ⊂ Ω,

– m1 ⊑s m2 si il existe une matrice carrée S dont les termes généraux S(A,B), A,B ⊆
Ω vérifient :







∑

A⊆Ω S(A,B) = 1, ∀B ⊆ Ω,

S(A,B) > 0⇒ A ⊆ B, ∀A,B ⊆ Ω.

avec :

m1(A) =
∑

B⊆Ω

S(A,B)m2(B), ∀A ⊆ Ω.

La quantité S(A,B) est vue comme la proportion de la masse m2(B) transférée

vers A. La fonction de masse m1 est vue comme une spécialisation de m2 à tra-

vers la matrice S = [S(A,B)] qui est dite matrice de spécialisation.

Interprétation : Si on admet que m1 ⊑x m2 ( x ∈ {pl, q, w, s}), on peut alors dire

que m1 est plus engagée que m2 [6, 40, 43]. Ce constat signifie que l’état des croyances

représentées par m1 est le résultat d’un apport d’éléments de preuves plus précis et/ou

certains que m2. En conséquence, m1 possède un contenu informationnel plus important

que m2. A partir de la notion de spécialisation, une nouvelle relation d’ordre partielle

plus forte en découle. Il s’agit de la spécialisation dempsterienne [22]. Ainsi m1 est

dite spécialisation dempsterienne de m2 ssi il existe une fonction de masse m telle

que m1 = m ∩©m2. Cette relation d’ordre est notée m1 ⊑d m2. Cette relation implique

donc l’existence d’unematrice de spécialisation dempsterienne qui est une fonction

de m. Dans [6], il est montré que la relation d’ordre ⊑w est plus forte que toutes les

autres relations citées ci-dessus. On a en effet :

m1 ⊑w m2 ⇒ m1 ⊑d m2 ⇒ m1 ⊑s m2 ⇒
{

m1⊑plm2

m1⊑qm2
. (1.29)

1.1.9 Autres règles de combinaison dans la TFC

L’importance de la combinaison de fonctions de masse a déjà été énoncé en section

1.1.3. Outre la règle conjonctive et la règle disjonctive énoncées précédemment, il existe

de nombreuses autres règles développées dans la littérature.

Dans cette section, nous nous intéressons aux différentes stratégies de combinaison des

croyances définies dans la TFC. Sans être exhaustifs, nous abordons les règles de com-
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binaison les plus utilisées dans la littérature.

1.1.9.1 Propriétés fondamentales des règles de combinaison

La combinaison d’informations est une étape cruciale dans l’agrégation des croyances.

Elle permet l’obtention d’éléments d’évidence plus informatifs que les éléments combinés.

Les différentes règles de combinaison présentent des propriétés algébriques qui caracté-

risent le comportement de chacune d’entre-elles vis-à-vis des résultats obtenus.

Commutativité : Étant donné deux fonctions de masse m1 et m2, l’opérateur ⊙ est

dit commutatif si :

m1 ⊙m2 = m2 ⊙m1.

Associativité : L’opérateur ⊙ est associatif ssi pour trois fonctions de masse m1, m2

et m3 nous pouvons écrire :

(m1 ⊙m2)⊙m3 = m1 ⊙ (m2 ⊙m3).

Quasi-Associativité : L’opérateur ⊙ peut être décomposé en plusieurs opérations élé-

mentaires associatives.

Idempotence : L’opérateur ⊙ est dit idempotent ssi pour une fonction de masse m

nous pouvons écrire :

m⊙m = m.

Ce résultat implique qu’un élément d’évidence n’est pris en compte sous cette loi

qu’une seule fois.

1.1.9.2 Règle de combinaison de Dempster

Également appelée somme orthogonale, la règle de combinaison de Dempster [5] est la

version normalisée de la règle conjonctive. Elle vérifie donc les propriétés d’associativité

et de commutativité. Dans le cas de plusieurs sources notées Sj (j = 1 . . .M), la fonction

de masse mD, résultat de la combinaison des fonctions de masse relatives à ces sources,

s’écrit comme suit :



















mD(∅) = 0,

mD(A) =
1

1−κ

∑

M
∩

j=1
Bj=A

M
∏

j=1
mj(Bj) si A 6= ∅. (1.30)

Notons que la règle de combinaison de Dempster n’est pas définie dans le cas où le
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Figure 1.3 – Sensibilité de la règle de combinaison de Dempster à la variation du degré
de conflit κ.

degré de conflit κ = 1. L’élément neutre de cette règle est l’ignorance totale (mΩ). On

note également que pour toute fonction catégorique sur un singleton m{ωi}, la combi-

naison avec n’importe quelle autre fonction donnera mD = m{ωi} à condition d’avoir

toujours l’hypothèse κ < 1. La combinaison de Dempster propose une gestion du conflit

en redistribuant celui-ci de façon équivalente et normalisée sur les différents éléments

focaux. Les fortes variations du coefficient de normalisation 1
1−κ rendent la règle de com-

binaison de Dempster extrêmement sensible à la variation du degré de conflit [25, 26, 27].

La sensibilité du coefficient de normalisation de la règle de Dempster au degré de conflit

κ est illustrée dans la figure 1.3

1.1.9.3 La règle de combinaison de Yager

Un autre point de vue de la gestion du conflit lors de la combinaison de sources

d’informations imparfaites est apporté par Yager [57]. Ce dernier suppose qu’au moins

une des sources combinées est fiable. Sans savoir laquelle, Yager répartit le conflit sur
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l’ignorance totale. La règle de combinaison de Yager est alors :

mY ag(A) =











































∑

M
∩

j=1
Bj=A

A 6=∅

M
∏

j=1
mj(Bj) si A 6= Ω ,

1− ∑

A∈2Ω/{Ω}

∑

M
∩

j=1
Bj=A

A 6=∅

M
∏

j=1
mj(Bj) sinon.

(1.31)

1.1.9.4 La règle de Dubois et Prade

Cette règle propose une gestion plus fine du conflit en répartissant chaque compo-

sante partielle du conflit sur les ignorances partielles impliquant ce dernier. La règle

de combinaison de Dubois et Prade [10] est alors définie pour tout A 6= ∅ de la façon

suivante :

mDP (A) =
∑

M
∩

j=1
Bj=A

M
∏

j=1

mj(Bj) +
∑

M
∪

j=1
Bj=A

M
∩

j=1
Bj=∅

M
∏

j=1

mj(Bj). (1.32)

1.1.9.5 Règle de combinaison robuste de Florea (RCR)

Florea et al. [16] énoncent un formalisme générique de règles de combinaison dans le

cadre de la théorie des fonctions de croyance basé sur la combinaison mixte et pondérée

de la somme d’une combinaison conjonctive et d’une combinaison disjonctive. Cette règle

de combinaison est reprise dans [15] où une étude spécifique est dédiée à deux lois de

combinaison particulières, en l’occurrence la RCR symétrique et la RCR logarithmique.

Dans un cadre général, cette famille de règles se définit comme suit : Étant donné deux

fonctions de masse m1 et m2 définies dans Ω, la règle de combinaison robuste (RCR)

est énoncée par la formule suivante :

mRCR(A) =







α(κ)m ∪©(A) + β(κ)m ∩©(A) si A 6= ∅,
0 sinon.

(1.33)

où α(κ) et β(κ) sont des fonctions qui dépendent du degré de conflit κ.

Du fait que mRCR est une fonction de masse, α(κ) et β(κ) doivent être choisies de

sorte à ce que mRCR puisse alors satisfaire la condition :
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∑

A⊆Ω

mRCR(A) = 1,

⇔ α(κ)
∑

A⊆Ω

m ∪©(A) + β(κ)
∑

A⊆Ω

m ∩©(A) = 1,

⇔ α(κ) + (1− κ)β(κ) = 1. (1.34)

Florea et al. adoptent une interprétation similaire à celle de Dubois et Prade concer-

nant la redistribution du conflit. La formulation générale de la RCR répond alors aux

conditions suivantes :

• α est une fonction croissante sachant que : α(0) = 0 et α(1) = 1,

• β est une fonction décroissante sachant que : β(0) = 1 et β(1) = 0,

• 1− α(κ) = (1− κ)β(κ), ∀κ ∈ [0, 1].

1.1.9.6 Règle de Dezert et Smarandache (PCR)

Dezert et Smarandache [46] ont proposé une liste de méthodes de redistribution

du conflit après combinaison. Ils s’intéressent à la redistribution de ce dernier sur les

éléments focaux responsables de son apparition. Le principe de la PCR (Proportional

Conflicting Redistribution) vise à transférer le conflit d’une façon proportionnelle vers

les sous-ensembles non-vides responsables de son apparition.

Plusieurs versions d’opérateurs de combinaison sont synthétisées par Dezert et Smaran-

dache pour redistribuer le conflit. La règle la plus aboutie est la PCR6. Elle est donnée

pour deux sources d’informations par :

mPCR5(A) = m ∩©(A) +
∑

B⊆Ω
A∩B=∅

(

m1(A)
2m2(B)

m1(A) +m2(B)
+

m2(A)
2m1(B)

m2(A) +m1(B)

)

. (1.35)

L’extension de cette règle pour plusieurs sources d’informations est reprise par A.

Martin et C. Osswald dans [38], [35], [33] puis généralisée sous l’appellation de PCR6.

Celle-ci est donnée par la formule suivante :

mPCR6(A) = m ∩©(A) +
M
∑

i=1

mi(A)
2

∑

M−1
∩

k=1
Bσi(k)

∩A=∅











M−1
∏

j=1
mσi(j)(Bσi(j))

mi(A) +
M−1
∑

j=1
mσi(j)(Bσi(j))











,

(1.36)
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où σi prends des valeurs de 1 à M selon i :







σi(j) = j si j < i,

σi(j) = j + 1 si j ≥ i.
(1.37)

Cette règle de combinaison assure une gestion plus fine de la redistribution du conflit

puisqu’elle le redistribue proportionnellement sur les sous-ensembles responsables de son

apparition. Néanmoins, elle est une règle de combinaison non-linéaire et aussi gourmande

en terme de temps de calcul.

1.1.9.7 Règle prudente de Denœux

Quand un agent reçoit deux fonctions de masse m1 et m2 issues de deux sources

fiables, la fonction de masse combinée m12 représente son nouvel état de connaissance.

Elle doit être plus informative que m1 et m2 :

m12 ∈ Sx(m1) ∩ Sx(m2). (1.38)

Sx(m) est l’ensemble des fonctions de masse plus riches que m au sens de l’ordre

partiel ⊑x avec x ∈ {pl, q, s, w}.

L’application du principe d’engagement minimal permet en effet de choisir dans

Sx(m1) ∩ Sx(m2) la fonction de masse la moins riche au sens de ⊑x si elle existe.

Soient m1 et m2 deux fonctions de masse non dogmatiques. L’élément le moins engagé

dans Sw(m1) ∩ Sw(m2) existe et est unique. On le note m1 ∧©2 et sa fonction de poids

conjonctifs w1 ∧©2 est telle que :

w12(A) = w1(A) ∧ w2(A) ; ∀A ( Ω. (1.39)

où ∧ désigne l’opérateur minimum.

La fonction m1 ∧©2 est le résultat de la combinaison des fonctions de masse m1 et

m2 en utilisant la règle prudente de Denœux ∧©. D’après la décomposition canonique

conjonctive, on a :

m1 ∧©2 = ∩©
A(Ω

mw1(A)∧w2(A). (1.40)

Il est à noter que cette règle s’applique seulement aux fonctions de masse non dogma-

tiques.
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1.1.9.8 Règle de combinaison hardie de Denœux

Dans le cas de la règle prudente, il est supposé que toutes les sources sont fiables.

Nous avons aussi vu que cette règle étend l’intersection ensembliste. Si nous supposons

une autre situation où une seule source d’informations est fiable, le comportement le

plus adapté pour la combinaison est le comportement disjonctif. Dans ce cas, Denœux

a montré dans [6] qu’il existe une relation d’ordre partielle basée sur les fonctions de

masse séparables complémentaires notée ⊑ν permettant de généraliser la disjonction en-

sembliste.

La fonction m1 ∨©2 est le résultat de la combinaison des fonctions de masse m1 et m2

en utilisant la règle hardie de Denœux ∨© :

m1 ∨©2 = ∪©
A 6=∅

mν1(A)∧ν2(A). (1.41)

Il est à noter que cette règle s’applique seulement aux fonctions de masse non normalisée

(m(∅) 6= 0).

1.1.9.9 Comparaison synthétique des règles de combinaison

Le Tableau 1.1 récapitule les différentes propriétés algébriques des lois de combinaison

vues précédemment.

Commutativité Associativité Quasi-associativité Idempotence

Conjonctive o o

Disjonctive o o

Dempster o o

Smets o o

Yager o o

Dubois et Prade o o

RCR (Florea) o o

PCR o o

Denœux o o o

Table 1.1 – Propriétés principales des différentes règles de combinaison

1.1.10 La prise de décision

Dans la théorie de la décision, le principe d’inférence bayésienne est un des plus

utilisés. Cette approche consiste à élire l’action pour laquelle l’espérance du coût est la

plus faible. Pour ce faire, il est tout d’abord impératif de définir un ensemble d’actions

A = {a1, a2, ..., an} et une fonction coût λ : A× Ω → R sachant que la valeur λ(ai|ωj)
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représente le coût du choix de l’action ai si la vérité est dans l’hypothèse ωj. Le risque

conditionnel de décider ai relatif à une mesure de probabilité P est défini comme suit :

RP (ai) =
∑

ωj∈Ω

λ(ai|ωj)P (ωj). (1.42)

La règle de décision bayésienne consiste donc à choisir l’action a∗i qui minimise le risque

conditionnel :

a∗i = arg min
ai∈A

(

RP (ai)
)

. (1.43)

A l’issue du processus de combinaison, si m est une fonction synthétisant l’ensemble

des connaissances, il est aisé de calculer des fonctions de crédibilité et de plausibilité à

partir de cette fonction de masse. En effet, elles représentent la croyance minimale et la

croyance maximale encadrant la probabilité effective de chaque hypothèse. Le problème

qui se pose est donc formulé comme suit : Afin d’utiliser la règle de décision de Bayes,

comment peut-on transformer préalablement une fonction de masse m en une distribu-

tion de probabilité ?

Dans [49], Smets définit la transformation pignistique pour transformer les fonctions

de masse en distributions de probabilités. Il s’est basé sur le principe de la raison in-

suffisante, autrement dit, en l’absence d’informations justifiant le choix d’une hypothèse

plutôt qu’une autre, on suppose qu’elles sont équiprobables. La transformation pignis-

tique redistribue alors la masse m(A) sur tous les éléments de A de façon équitable.

Cette transformation permet d’obtenir une distribution de probabilité particulière dite

probabilité pignistique et définie par :

BetP (ωi) =
∑

A⊆Ω,ωi∈A

1

|A|
m(A)

1−m(∅) . (1.44)

Nous remarquons que, contrairement à m, BetP est une mesure additive, alors

∀A, B ∈ 2Ω ; si A∩B 6= ∅, BetP (A∪B) = BetP (A) +BetP (B). Cette transformation

permet d’associer une distribution de probabilité pignistique à une seule fonction de

croyance. Inversement, il peut exister une infinité de fonctions de croyance associées à

une probabilité pignistique. Le passage d’une fonction de masse vers une distribution de

probabilité pignistique engendre en effet une perte d’informations.

Dans le cas où la fonction coût ne prend des valeurs que dans {0, 1}, la minimisation

du risque conditionnel au sein du processus d’inférence bayésien donné par la formule

(1.42) revient à choisir l’hypothèse de plus grande probabilité pignistique.

D’autres règles de décision basées sur le maximum de crédibilité ou sur le maxi-

mum de plausibilité peuvent aussi être utilisées dans le cadre de la théorie des fonctions
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de croyance. Celles-ci sélectionnent respectivement l’hypothèse la plus crédible et l’hy-

pothèse la plus plausible [25, 33, 40]. Il est aussi possible d’employer d’autres risques

conditionnels basés sur le principe de la définition des enveloppes supérieures et in-

férieures qui cernent la vraie probabilité de chaque hypothèse. En effet, deux risques

inférieur et supérieur sont donc respectivement définis par les formules suivantes :

R∗(ai) =
∑

A⊆Ω

m(A) min
ωj∈A

λ(ai|ωj), (1.45)

R∗(ai) =
∑

A⊆Ω

m(A) max
ωj∈A

λ(ai|ωj). (1.46)

La minimisation des deux équations précédentes conduit à la définition de deux stratégies

appelées respectivement stratégie de décision optimiste et stratégie de décision

pessimiste. Les deux risques définis dans les équations (1.45) et (1.46) encadrent le

risque pignistique :

R∗(ai) ≤ RBet(ai) ≤ R∗(ai). (1.47)

Notons que dans le cas où le coût est dans {0, 1}, la minimisation du risque inférieur

conduit à une prise de décision optimiste basée sur le maximum de crédibilité, tandis

que la minimisation du risque supérieur aboutit à une prise décision pessimiste basée

sur le maximum de plausibilité.

1.2 Autres opérations sur les fonctions de croyance

1.2.1 Affaiblissement

Dans un processus de fusion d’informations, un doute peut être émis sur la fiabilité

des informations recueillies par une source d’informations et représentées par la fonction

de masse m. Afin de prendre en compte ce doute dans le processus de modélisation, une

correction peut s’imposer sur cette même fonction de masse m si l’on connait le degré

de fiabilité de la source d’informations en question. Une des solutions proposées pour

répondre à cette question est l’affaiblissement.

L’affaiblissement d’une fonction de masse m est l’opération qui déplace une partie de la

croyance de chaque sous-ensemble A ⊆ Ω vers un autre sous-ensemble B ⊆ Ω tel que

A ⊆ B. La notion d’affaiblissement a pour objectif de pondérer les sources d’informations

selon leur fiabilité afin de mâıtriser leur impact dans le processus de combinaison.

La formulation la plus simple de l’affaiblissement est définie par Shafer [45] en 1976.

Selon lui, il s’agit de déplacer proportionnellement une part de la croyance affectée

à chaque sous-ensemble vers l’ensemble Ω qui caractérise l’ignorance totale. Ainsi on

diminue l’engagement de la source d’informations en question et donc son impact dans
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le processus de fusion (si celui-ci est de nature conjonctive).

Étant donné une fonction de masse m modélisant la connaissance d’une source S à un

instant donné et un coefficient α ∈ [0, 1] qui représente le taux de d’affaiblissement de

la source S, l’opération d’affaiblissement est alors définie par la formule :

mα(A) =







(1− α)m(A) si A 6= Ω,

α+ (1− α)m(Ω) sinon.
(1.48)

Nous pouvons facilement constater que si α = 0, aucune modification n’est apportée

sur la fonction m = m0. Une confiance totale est alors attribuée à la source S. Dans le

cas contraire, si α = 1, la fiabilité de l’information fournie pas S est totalement mise

en cause. Aucune confiance n’est alors attribuée à la source S et l’information qu’elle

fournit est totalement ignorée dans le cas d’une combinaison conjonctive en transformant

la fonction m en fonction de masse vide, encore appelée ignorance totale. Ainsi, nous

écrivons m1 = mΩ. Nous remarquons aussi qu’une fonction de masse catégorique mA

affaiblie devient une fonction de masse à support simple mα
A.

1.2.2 Grossissement et raffinement

Dans la théorie des fonctions de croyance, le degré de granularité d’un cadre de

discernement Ω, tout comme la taille de celui-ci est souvent l’objet d’une convention.

En effet, une hypothèse ω ∈ Ω peut éventuellement regrouper plusieurs partitions d’un

cadre de discernement Θ plus fin mais compatible avec Ω. Il est donc utile d’établir entre

ces deux référentiels Ω et Θ des relations régies par les deux opérations de raffinement

et de grossissement.

Soient Ω et Θ deux cadres de discernement à éléments finis tels que |Ω| < |Θ|. Une
fonction f : 2Ω → 2Θ est appelée raffinement si elle vérifie les conditions suivantes :

• ∀ω ∈ Ω, f({ω}) 6= ∅,
• l’ensemble {f({ω}), ω ∈ Ω} ⊆ 2Θ est une partition de Θ,

• pour tout sous-ensemble B de Ω, la relation suivante est vérifiée :

f(B) =
⋃

ω∈B

f({ω}).

L’ensemble Θ est appelé raffinement de Ω et inversement Ω est dit grossissement

de Θ. Soit, par exemple, un cadre de discernement Ω = {ω1, ω2, ω3}. Celui-ci est le
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Figure 1.4 – Raffinement Θ du cadre de discernement Ω

grossissement de Θ = {θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6, θ7} défini par le raffinement :



















f({ω1}) = {θ1, θ2, θ3},
f({ω2}) = {θ4, θ5},
f({ω1}) = {θ6, θ7}.

La situation expliquée dans l’exemple précédent est résumé dans la figure (1.4).

Étant donné un état de connaissance défini dans le cadre de discernement Ω par

la fonction de massé notée mΩ, le raffinement f défini entre les ensembles Ω et Θ est

étendu aux fonctions de masse en transférant toute masse mΩ(B ⊆ Ω) vers l’ensemble

A = f(B) avec A ⊆ Θ. Ce transfert est justifié par le principe de la raison insuffisante.

Cette opération est appelée extension vide et définie par la formule :

mΩ↑Θ(A) =







mΩ(B) si A = f(B) et B ⊆ Ω,

0 sinon.
(1.49)

L’opération inverse du raffinement consiste à transformer l’information contenue en

mΘ vers le cadre de discernement Ω. Cette opération est appelée restriction et elle est

définie par :

mΘ↓Ω(A) =
∑

B⊆Θ
f(B)=A

mΘ(B), ∀A ⊆ Ω, (1.50)

avec f une fonction de 2Θ → 2Ω telle que ∀B ⊆ Θ, f(B) = {ω ∈ Ω|f({ω})∩B 6= ∅}.
La fonction f est appelée réduction externe.
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La définition de la fonction f est souvent liée au contexte applicatif. Elle permet le

passage d’un niveau de hiérarchie à un autre via les équations (1.49) et (1.50). Toutefois,

elle entraine néanmoins une complexité algorithmique du fait de la variation de la taille

du cadre de discernement.

1.3 Fonctions de croyance et calcul matriciel

En 2001, Jousselme a utilisé pour ses travaux concernant les distances dans la théorie

des fonctions de croyance [19, 21] une certaine représentation géométrique qui considère

les fonctions de masse comme les composantes d’un espace vectoriel dont les vecteurs

de base sont ordonnés selon un ordre dit binaire ou naturel. Cette représentation est

ensuite développée par Cuzzolin [3, 4].

La notation matricielle est très utile dans la théorie des fonctions de croyance. Elle

permet, à la fois, de mieux mettre en évidence la linéarité dont jouissent la majorité

des opérations de base, mais aussi de simplifier très considérablement l’arithmétique des

fonctions de croyance. Cette notion est introduite dans le cadre du modèle de croyances

transférables en 2002 par Smets [52]. Il propose alors une analyse suffisamment élaborée

pour appliquer le calcul matriciel aux fonctions de croyance. Cette analyse est reprise

dans les travaux de Pichon [40].

1.3.1 Fonction de masse et ordre naturel

Pour des fins algorithmiques, une fonction de masse m (ainsi que les autre formes

dérivées de représentation d’informations bel, pl, b et q) définie dans un cadre de discerne-

ment Ω est souvent vue comme un vecteur colonne stochastique de dimension N = 2|Ω|.

Les éléments de ce dernier peuvent, en effet, être ordonnés de façon quelconque mais un

ordre en particulier rend les calculs algorithmiques facilement accessibles. Cet ordre est

appelé Ordre Naturel ou Ordre Binaire.

Dans un cadre de discernement ordonné de cardinalité n = |Ω|, on attribue une repré-

sentation binaire sur n bits à chaque sous-ensemble A ⊆ Ω. Les hypothèses ωi ∈ A sont

alors codées par la valeur 1 dans la représentation binaire. En effet, le ime élément du vec-

teur m est associé au sous-ensemble A de Ω correspondant à la représentation binaire de

la valeur i−1. Supposons, à titre d’exemple, un cadre de discernement Ω = {ω1, ω2, ω3}.
Le tableau 1.2 illustre l’ordre et la représentation binaire des éléments du vecteur m.

Le huitième élément correspond au sous-ensemble Ω = {ω1, ω2, ω3} car la représentation

binaire de 8 − 1 = 7 est 111. La représentation binaire 010 concerne le sous-ensemble

{ω2} ⊂ Ω qui correspond au troisième élément du vecteur m puisque 21 + 1 = 3.
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Table 1.2 – Ordre des éléments du vecteur m quand Ω = {ω1, ω2, ω3}

Position ω3ω2ω1 A m

1 000 ∅ m(∅)
2 001 {ω1} m({ω1})
3 010 {ω2} m({ω2})
4 011 {ω1, ω2} m({ω1, ω2})
5 100 {ω3} m({ω3})
6 101 {ω1, ω3} m({ω1, ω3})
7 110 {ω2, ω3} m({ω2, ω3})
8 111 {ω1, ω2, ω3} m({ω1, ω2, ω3})

Nous adoptons pour la suite du travail les notations matricielles suivantes :

• Les vecteurs sont des vecteurs colonnes et les matrices sont carrées. La longueur

des vecteurs est par défaut égale à N = 2|Ω| et les matrices sont de taille N ×N .

• Les vecteurs et les matrices sont notés en gras. Une matrice peut être notée par

l’écriture M = [Mi,j], mais aussi M = [M(A,B)], ∀A,B ∈ Ω. Les indices des

lignes et des colonnes i et j sont ceux correspondant aux sous-ensembles Bi et Bj

de Ω ordonnés selon l’ordre binaire. Par exemple, si Bi = {ω1} et Bj = {ω1, ω2},
on a M(Bi, Bj) = M2,4.

• 1 est la matrice dont tous les éléments valent 1.

• I est la matrice identité dont tous les éléments sont nuls exceptés ceux de la

diagonale principale qui sont égaux à 1.

• J est la matrice carrée dont tous les éléments sont nuls à l’exception des éléments

de la deuxième diagonale qui sont identiques et dont la valeur est 1. Les éléments

de la matrice J sont donc :

J(i, j) =







1 si i+ j − 1 = N,

0 sinon.
(1.51)

La propriété principale de la matrice J est que celle-ci inverse les lignes d’une

matrice M quand le produit matriciel J.M est réalisé, mais elle inverse l’ordre des

colonnes si cette fois-ci c’est le produit M.J qui est réalisé.

Les vecteurs fonctions de croyance sont alors notés en gras. Par exemple, on peut

écrire pour les négations des fonctions de masse :

m = J.m, q = J.b, b = J.q.

1.3.2 La transformation des fonctions de masse

Les différentes transformations possibles entre les différentes représentations d’une

fonction de croyance peuvent être exprimées en utilisant la notation matricielle.
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Étant donné une fonction de massem, la transformation de cette dernière en fonction

de communalité est donnée par la relation :

q(A) =
∑

Ω⊇B⊇A

m(B).

Celle-ci peut être écrite comme suit :

q(A) =
∑

Ω⊇B

M(A,B).m(B),

avec

M(A,B) =

{

1 siA ⊆ B,

0 sinon.

Les éléments M(A,B) sont les composantes d’une matrice M appelée matrice d’in-

cidence. M est une matrice triangulaire supérieure. Elle permet d’avoir :

q = M.m,

m = M−1.q.

La matrice de communalité est définie par la matrice Q dont les éléments sont :

Qij =

{

q(Ai) si i = j,

0 sinon.

La représentation matricielle nous permet de réécrire les fonctions Bel et Pl comme :

Bel = tM.m, Pl = N.m. (1.52)

où tM désigne la transposée de la matrice d’incidence M. La matrice N est quant à elle

définie par :

N(A,B) =

{

1 si A ∩B 6= ∅,
0 sinon.

(1.53)

Pour l’exemple du cadre de discernement Ω = {ω1, ω2, ω3}, la matrice M est donnée

dans le tableau 1.3.

Nous pouvons facilement constater que la matrice M est une matrice triangulaire

supérieure et qu’elle est construite à partir du bloc de construction :

M1 =

[

1 1

0 1

]

.
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Table 1.3 – Matrice d’incidence M quand Ω = {ω1, ω2, ω3}

∅ {ω1} {ω2} {ω1, ω2} {ω3} {ω1, ω3} {ω2, ω3} {ω1, ω2, ω3}
∅ 1 1 1 1 1 1 1 1

{ω1} 0 1 0 1 0 1 0 1

{ω2} 0 0 1 1 0 0 1 1

{ω1, ω2} 0 0 0 1 0 0 0 1

{ω3} 0 0 0 0 1 1 1 1

{ω1, ω3} 0 0 0 0 0 1 0 1

{ω2, ω3} 0 0 0 0 0 0 1 1

{ω1, ω2, ω3} 0 0 0 0 0 0 0 1

La matriceM1 représente la matrice d’incidenceM quand |Ω| = 1. L’obtention de la ma-

trice d’incidence pour un cadre de discernement à i éléments peut, en effet, être effectuée

à partir de la matrice d’incidence d’un ensemble à i − 1 éléments. Cette construction

est possible grâce au produit de Kronecker du bloc M1 par la matrice obtenue pour

l’ensemble à i− 1 éléments[52] :

Mi = Kron

([

1 1

0 1

]

,Mi−1

)

. (1.54)

La transformation de la fonction de massem en fonction d’implicabilité b est possible

grâce à la matrice B. On peut ainsi écrire b = B.m [52]. Cette matrice peut être

calculée à partir de la matrice M ; nous avons alors B = J.M.J [52]. Elle peut également

s’obtenir, comme pour la matrice M, en utilisant le produit de Kronecker. Le bloc de

construction est cette fois-ci :

B1 =

[

1 0

1 1

]

.

Il en découle donc :

Bi = Kron

([

1 0

1 1

]

,Bi−1

)

. (1.55)

1.3.3 Matrices de spécialisation dempsteriennes

1.3.3.1 Généralités

Le concept de spécialisation est fondé sur la redistribution de la masse de croyance

après l’ajout de nouveaux éléments d’informations. En effet, l’ajout de nouvelles connais-

sances modifie la connaissance initiale du problème et produit une fonction de masse au
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moins autant engagée que la fonction initiale [22, 37]. Il est alors possible de stocker le

transfert de masse dans une matrice appelée matrice de spécialisation.

Définition 3. Une matrice de spécialisation S est une matrice stochastique [52] suivant

les colonnes et dont les éléments vérifient S(A,B) = 0 ∀ A * B.

Soit une fonction de masse initiale m0 qui attribue au sous-ensemble B la valeur

m0(B). Si S(A,B) ∈ [0, 1] est la proportion de la masse m0(B) transférée vers un sous-

ensemble A ⊆ B. Après spécialisation, la nouvelle fonction de masse résultante m1 est

telle que ∀A ⊆ Ω :

m1(A) =
∑

B⊆Ω

S(A,B).m0(B) (1.56)

Dans le souci de conserver la totalité de la croyance m0(B) après le transfert, les deux

conditions suivantes sont observées :











∑

A⊆B
S(A,B) = 1, ∀B ⊆ Ω⇔ 1.S = 1,

S(A,B) > 0 ⇒ A ⊆ B.

On peut facilement constater que λ = 1 est une valeur propre de la matrice de

spécialisation S et que cette même matrice est une matrice triangulaire supérieure.

Si par exemple une fonction de masse m1 est une spécialisation de m0. Elle peut s’écrire

sous une forme matricielle comme suit :

m1 = S.m0.

Dans un processus de combinaison conjonctive, le transfert de masse est aussi consi-

déré à travers la règle de conditionnement de Dempster. En effet, la quantité (m ∩©mB)(A)

est une mesure des transferts de masse à partir d’un état de croyance défini par la fonction

de masse m si l’on apprend que l’hypothèse B ⊂ Ω est vraie. La quantité (m ∩©mB)(A)

est la proportion maximale de masse qui doit être transférée du sous-ensemble B vers

A ⊂ B si une source d’informations qui croit en B est à combiner avec m. Selon ce

transfert, une matrice de spécialisation peut être définie. Celle-ci est la matrice de spé-

cialisation dempsterienne.

Définition 4. La matrice de spécialisation dempsterienne S décrivant la fonction de

masse m définie dans un cadre de discernement Ω est une matrice carrée dont les élé-

ments sont donnés par :

S(A,B) = (m ∩©mB)(A), ∀A,B ⊆ Ω. (1.57)
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Selon la définition de la règle de conditionnement dempsterienne, nous concluons que

chaque fonction de masse définit une matrice de spécialisation dempsterienne unique et

inversement. Cette correspondance bijective sera intuitivement constatée dans le théo-

rème 2 ci-après. La matrice de spécialisation dempsterienne d’une fonction de masse

ne décrit pas uniquement l’état de la connaissance à un instant donné mais également

tous les états futurs qui peuvent être atteints à partir de celle-ci dans un processus de

combinaisons conjonctives puisqu’elle contient tous les conditionnements possibles de la

fonction de masse qui lui correspond.

Dans le cas de fonctions de masse catégoriques, la matrice de spécialisation dempste-

rienne est définie par le lemme suivant :

Lemme 1. Étant donné SX la matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction

de masse catégorique mX définie dans le cadre de discernement Ω, les éléments de cette

matrice sont définis comme suit :

SX (A,B) =

{

1 si X ∩B = A,

0 sinon.
(1.58)

Le lemme précédent est énoncé par Klawonn et Smets dans [22]. Nous le reprenons

dans notre travail et nous y apportons une démonstration légèrement plus explicite :

Démonstration. A partir de la définition des matrices de spécialisation dempsteriennes,

nous avons SX (A,B) = (mX ∩©mB)(A). Il résulte dans la théorie des fonctions de

croyance que mX ∩©mB = mX∩B parce que la théorie des fonctions de croyance gé-

néralise la théorie des ensemble de Cantor. Selon la définition d’une fonction de masse

catégoriquemX∩B , le résultat donné dans l’équation (1.58) est implicitement obtenu.

1.3.3.2 Fusion conjonctive et matrices de spécialisation dempsteriennes

La loi de combinaison conjonctive, sans doute la règle de combinaison la plus utilisée

dans les processus de fusion d’informations, peut être exprimée sous une forme matri-

cielle. En effet, la révision conjonctive d’une fonction de massem1 par une autre fonction

m2 est assurée par une matrice de spécialisation dite dempsterienne [22] notée S2. Cette

matrice est vue comme une fonction de la fonction de masse m2.

45



m1 ∩©m2(A) =
∑

B∩C=A

m1(B).m2(C),

=
∑

B⊆Ω

(

∑

B∩C=A

m2(C)
)

.m1(B),

=
∑

B⊆Ω

(m ∩©mB)(A).m1(B),

=
∑

B⊆Ω

S2(A,B).m1(B).

La définition 4 nous permet de constater que les éléments S2(A,B) ne dépendent

que de la fonction de masse m2.

La représentation matricielle de la règle de combinaison conjonctive est alors :

m1 ∩©m2 = S2.m1 = S1.m2. (1.59)

La règle de combinaison conjonctive doit satisfaire les propriétés de commutativité

et d’associativité. Sa définition matricielle (équation (1.59)) met en exergue son aspect

linéaire. Il est de plus aisé de prouver que la famille des matrices de spécialisation

dempsteriennes est associative et commutative par rapport au produit matriciel.

Nous donnons ci-après des résultats établis par Smets [52] accompagnés de preuves

concises.

Théorème 1. Soient S1 et S2 deux matrices de spécialisation dempsteriennes issues de

deux fonctions de masse m1 et m2 respectivement et soit S12 la matrice la spécialisation

dempsterienne de m12 = m1 ∩©m2. On peut alors écrire :

S12 = S1.S2 = S2.S1.

Démonstration. Soient trois fonctions de masse m1, m2 et m3. Le résultat de leur com-

binaison conjonctive est donné par :

m1 ∩©2 ∩©3 = S1.m2 ∩©3,

= S1.S2.m3.

Or nous savons que la combinaison conjonctive est commutative et associative. Ceci

permet d’écrire :
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m1 ∩©2 ∩©3 = m2 ∩©1 ∩©3,

= S2.S1.m3.

Comme ce résultat est vrai pour toute fonction m3, nous pouvons écrire donc que la

matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction de masse m12 est :

S12 = S1.S2 = S2.S1.

Théorème 2. Soit S1 une matrice de spécialisation dempsterienne et Q1 une matrice

de communalité d’une fonction de masse m1. Si M est la matrice d’incidence issue de

ce cadre de discernement, on écrit alors :

S1 = M−1 ∗Q1 ∗M. (1.60)

Démonstration. soit m12 = m1 ∩©m2. On peut alors calculer le vecteur de communalité

q12 correspondant à m12 comme suit :

q12 = M.m12,

= M.S1.m2,

= M.S1.(M
−1.q2).

Or, on a aussi par ailleurs :

q12 = Diag(q1).q2,

= Q1.q2.

Comme ces deux résultats sont vrais pour toute fonction de masse m2, on a alors

S1 = M−1 ∗Q1 ∗M.

47



1.3.3.3 Matrice de spécialisation dempsterienne et affaiblissement

Étant donné une fonction de masse m définie dans un cadre de discernement Ω et

α ∈ [0, 1] un coefficient d’affaiblissement. Le vecteur fonction de masse résultant de

l’affaiblissement de m par le coefficient α est :

mα = (1− α).m+ α.mΩ, (1.61)

où mΩ est l’ignorance totale définie sur Ω.

Soit alors qα la communalité de la fonction de masse affaiblie. Celle-ci se calcule comme

suit :

qα = M.mα = M.
(

(1− α).m + α.mΩ

)

.

on en déduit donc :

qα = (1− α).q+ α.qΩ, (1.62)

et aussi :

Qα = (1− α).Q + α.QΩ. (1.63)

Sachant que la matrice de communalité de l’ignorance totale est égale à la matrice

identité de rang 2|Ω|, on écrit alors QΩ = I.

La matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction de masse affaiblie mα est

obtenue par :

Sα = M−1.
(

Diag(M.mα)
)

.M,

= M−1.
(

Diag(qα)
)

.M,

= M−1.Qα.M,

= M−1.
(

(1− α).Q + α.QΩ

)

.M,

= (1− α).M−1.Q.M+ α.M−1QΩ.M.

Ce résultat nous permet d’écrire la relation suivante :

Sα = (1 − α).S + α.SΩ, (1.64)

où SΩ = I est la matrice de spécialisation de l’ignorance totale définie sur Ω.
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1.3.3.4 Matrices de spécialisation dempsteriennes des fonctions de masse à

support simple

Dans la TFC, une fonction de masse à support simple m = mw
X n’est autre qu’une

fonction catégorique m = mX affaiblie avec le coefficient w. La proposition suivante

justifie ce cas particulier et énonce un résultat qui nous est utile pour des démonstrations

ultérieures.

Proposition 1. Supposons m = mw
X une fonction de masse à support simple définie

dans un cadre de discernement Ω engagée sur le sous-ensemble X ( Ω. Si sa matrice

de spécialisation dempsterienne est notée par S, alors :

S = w̄SX + wI, (1.65)

où w̄ = 1−w, SX est la matrice de spécialisation dempsterienne de mX , la fonction de

croyance catégorique engagée sur X, et I la matrice identité.

Démonstration. Selon la définition des matrices de spécialisation :

S (A,B) = m[B](A),

avec m[B](.) la fonction de croyance à support simple m après conditionnement par

l’ensemble B. L’utilisation de la formule du conditionnement nous permet d’écrire :

S (A,B) =
∑

C⊆Ω
C∩B=A

m (C) .

Puisque m possède uniquement deux éléments focaux, i.e. X et Ω, on a :

S (A,B) = 1X∩B=Am (X) + 1Ω∩B=Am (Ω) ,

= w̄1X∩B=A + w1B=A, (1.66)

où 1Cond est la fonction indicatrice telle que :

1Cond =

{

1 si Cond est vraie,

0 sinon.

Notons SX la matrice de spécialisation de mX . D’après le lemme 1 nous pouvont écrire :

S = w̄SX + wI.

49



1.4 Mesures d’ambigüıté dans la théorie des fonctions de

croyance

Dans la théorie de Dempster-Shafer, il coexiste deux types d’ambigüıté, à savoir

la discorde et la non-spécificité. Des investigations sont menées par plusieurs auteurs

afin de définir une mesure d’ambigüıté généralisée dans la théorie des fonctions de

croyance. Une telle mesure doit satisfaire les cinq axiomes fondamentaux introduits par

Klir et Wierman en 1999 [24].

Dans la théorie classique des ensembles, le seul type de mesure d’ambigüıté défini

est la non-spécificité d’un sous-ensemble. La mesure standard de non-spécificité définie

dans ce cadre est la mesure d’ambigüıté de Hartley. Etant donné un sous-ensemble A

d’un certain cadre de discernement Ω, la mesure de Hartley est définie comme suit :

H(A) = log2(|A|). (1.67)

Dans la théorie des probabilités, ce type de mesure n’est plus utile puisque les dis-

tributions de probabilités sont uniquement engagées sur des singletons. Un autre type

d’ambigüıté est alors introduit dans l’optique de quantifier la discorde des distributions

de probabilités. Cette mesure est connue dans la littérature sous le nom d’entropie

de Shannon. Elle mesure la distribution de l’incertitude sur l’information délivrée

par une source d’informations. L’entropie de Shannon est en effet maximale si toutes

les hypothèses sont équiprobables. Elle est définie pour une distribution de probabilité

P = {px : x ∈ Ω} par la relation suivante :

S(P ) = −
∑

x∈Ω

px log2 px. (1.68)

Les deux mesures d’ambigüıté précédemment définies peuvent servir de base pour

définir des mesures d’ambigüıté plus générales dans le cadre de la théorie des fonctions

de croyance.

Jousselme et al. [18] ont tenté de définir une mesure d’ambigüıté totale à l’aide de

la transformation pignistique (BetP ). Cette mesure d’ambigüıté totale est donnée par

la formule :

AT (m) =
∑

x∈Ω

BetP (x) log2(BetP (x)). (1.69)
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1.4.1 Mesure de la non-spécificité

La non-spécificité dans le cadre de la théorie des fonctions de croyance donne une

information sur l’imprécision d’une fonction de masse. Elle est introduite par Dubois et

Prade sous le nom de mesure de Hartley généralisée.

Etant donné une fonction de masse m définie dans un cadre de discernement Ω. La

non-spécificité de la fonction m est définie par la formule :

N(m) =
∑

A⊆Ω
A 6=∅

m(A) log2(|A|). (1.70)

|A| désigne le cardinal du sous-ensemble A.

La mesure de Hartley dans la théorie des fonctions de croyance N(m) correspond

à la somme pondérée des non-spécificités H(A). Les pondérations sont données par les

valeurs des degrés de croyance alloués par la fonction de masse m à chacun des sous-

ensembles de Ω. Nous pouvons facilement déduire que la mesure de non-spécificité prend

ses valeurs dans l’intervalle [0, log2(|Ω|)].

Afin de pouvoir faire une comparaison de la non-spécificité des fonctions de masse

dans un cadre absolu, Smarandache et al. [47] ont introduit une normalisation dans la

formule (1.70). Ils aboutissent ainsi au résultat suivant :

NS(m) =
∑

A⊆Ω

m(A)
log2(|A|)
log2(|Ω|)

. (1.71)

La fonction NS(m) tient ainsi ses valeurs dans l’intervalle [0, 1] indépendamment de

la taille du cadre de discernement.

1.4.2 La discorde

Plusieurs types de fonctions sont définies afin d’étendre la notion d’entropie de Shan-

non au cadre de la théorie des fonctions de croyance. A présent, il n’existe pas encore de

mesure définitive permettant de quantifier de façon irréfutable la discorde d’une fonc-

tion de masse. Par définition, la discorde est la fonction qui mesure le niveau de conflit

présent dans l’information modélisée en degrés croyance. Si par exemple, il y a une in-

formation qui donne une raison de placer une croyance dans une hypothèse A et qu’en

même temps une autre information permet de placer une croyance sur une des autres

hypothèses A
′
antagoniste A ∩ A

′
= ∅, alors cette information introduit une ambigüıté

issue de la contradiction des preuves. C’est ce type d’ambigüıté que mesure la discorde.
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La formulation la plus adaptée pour mesurer cette dispersion est directement inspirée

de la mesure d’entropie de Shannon :

S(m) = −
∑

A⊆Ω

m(A) log2(m(A)). (1.72)

avecm(A) > 0. D’autres critères de discorde sont aussi introduits dans la littérature [47].

Ils sont basés sur les fonctions de plausibilité, de crédibilité et de probabilité pignistique.

Les différents critères d’entropie de Shannon déduits sont respectivement donnés par les

relations suivantes :

E(m) = −
∑

A⊆Ω

m(A) log2(Pl(A)), (1.73)

C(m) = −
∑

A⊆Ω

m(A) log2(Bel(A)), (1.74)

D(m) = −
∑

A⊆Ω

m(A) log2(BetP (A)). (1.75)

Etant donné que Bel(A) ≤ BetP (A) ≤ Pl(A) ∀A ∈ 2Ω, il est alors possible de

déduire que :

E(m) ≤ D(m) ≤ C(m). (1.76)

Dans le but d’effectuer une comparaison de plusieurs fonctions de masse, mj avec

j ∈ {1, 2, ...,M}, on peut se contenter de choisir un seul de ces différents critères. Le

choix du critère approprié est souvent assujetti aux besoins de l’application.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les concepts fondamentaux de la théorie des fonctions de croyance

ont été présentés. Cette théorie offre un cadre formel pour le traitement et la fusion

des informations imprécises et/ou incertaines. C’est un cadre qui généralise à la fois la

théorie des probabilités ainsi que la théorie des possibilités. En effet, les fonctions de

croyance offrent un outil efficace pour la modélisation de l’incomplétude des informa-

tions, la prise en compte de la méconnaissance et de l’imprécision. La notion de fiabilité

des informations est aussi prise en compte dans le processus de modélisation. Grâce à

cette souplesse dans la gestion de l’information, la TFC est une des théories les plus

utilisées dans les processus de fusion d’informations et d’aide à la décision.
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Pour la suite de notre travail, nous nous intéresserons à la notion de distance entre

les fonctions de croyance. Notamment, dans le prochain chapitre, nous présenterons les

différents indices de dissimilarité et distances définis dans dans la littérature. Notre étude

est loin d’être exhaustive mais nous nous intéresserons aux indices les plus connus dans

la TFC.
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Chapitre 2

Distances dans la théorie des

fonctions de croyance
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2.1 Introduction

D’un point de vue pratique, un calcul de distance dans la TFC a pour but de sa-

tisfaire plusieurs objectifs, à savoir l’optimisation et l’évaluation algorithmique pour

la classification ou l’approximation de fonctions de masse d’une part, la définition du

désaccord entre les fonctions de masse comparées d’une autre part. Dans la littérature,

plusieurs approches ont mis en évidence la nécessité de comparer les fonctions de masse

à l’aide de distances ou d’indices de dissimilarité pertinents. On peut citer, entre autres,

la correction des fonctions de masse avant l’étape de fusion grâce à un processus d’af-

faiblissement dont les coefficients d’affaiblissement sont obtenus à l’aide d’un calcul de

distance.

Au cours des dernières années, de plus en plus de travaux relatifs à la notion de

distance ou de dissimilarité entre fonctions de croyance ont vu le jour. Ils s’appuient

essentiellement sur une interprétation géométrique des fonctions de croyance. La distance

la plus connue dans ce domaine est sans doute la distance de Jousselme [19]. Celle-ci

tient compte de la quantification de la similarité entre les éléments focaux grâce aux

coefficients de similarité de Jaccard. Jousselme et al. [20] ont proposé en 2010 une étude

résumant certaines propriétés de la distance issue de l’interprétation géométrique de la

théorie des fonctions de croyance. Puis en 2012, ils publient dans [21] un état de l’art

très complet sur les distances dans la théorie des fonctions de croyance.

Dans la TFC, la majorité des dissimilarités définies dans la littérature sont fondées

sur un produit scalaire, soit en l’exploitant directement, soit à travers une métrique.

la famille de métriques la plus utilisée est la famille dite de Minkowski. Dans les sec-

tions ci-dessous, quatre grandes catégories de dissimilarités entre les fonctions de masse

coexistent dans la théorie de Dempster-Shafer. Ces quatre catégories sont :

• les indices directs calculés dans l’espace des fonctions de croyance,

• les indices indirects évalués après transformation des fonctions de masse vers un

autre espace de représentation,

• les indices mixtes qui sont des distances composites pouvant être construites à

partir de deux ou plusieurs indices élémentaires,

• les indices bidimensionnels qui utilisent conjointement un indice de conflit et une

mesure de distance élémentaire afin de définir un vecteur bidimensionnel.

Ces quatre catégories sont répertoriées selon la façon dont les fonctions de masse sont

prises en compte dans l’évaluation de la distance qui les sépare ainsi que selon leur nature

et leur contenu informationnel.

Ce chapitre est organisé comme suit : la section 2.2 présente les notions générales

des distances et de dissimilarité dans la TFC. Les indices de dissimilarité directs sont

présentés dans la section 2.3. Les indices de dissimilarité indirects sont traités dans la

section 2.4. La section 2.5 est consacrée aux indices de dissimilarité mixtes. Enfin, les
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indices de dissimilarité bidimensionnels sont présentés dans la section 2.6.

2.2 Généralités sur les distances évidentielles

D’une manière générale, nous désignons par le terme distance évidentielle une dis-

tance qui sert à quantifier la différence entre différents éléments de l’espace des fonctions

de croyance. Le présent chapitre est dédié aux indices de dissimilarité qui recouvrent les

distances entre fonctions de croyance. Néanmoins, la présente section est consacrée aux

notions fondamentales relatives aux dissimilarités entre fonctions de croyance.

2.2.1 Interprétation géométrique de la TFC

L’interprétation géométrique de la TFC est une approche qui permet de considérer

l’espace des fonctions de croyance comme un espace vectoriel dont les vecteurs de base

sont générés par fonctions de masse catégoriques.

Soit Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} un cadre de discernement contenant n hypothèses exclusives

et exhaustives et soit εΩ, un espace vectoriel de dimension N = 2n tel que {mA}A⊆Ω

est une base de εΩ. Une fonction de masse m est un vecteur dans l’espace εΩ. Chacune

des composantes m(A) ∈ [0, 1], A ⊆ Ω, constitue la coordonnée du vecteur m dans la

dimension mA de l’espace εΩ. Ainsi, nous pouvons écrire :

m =
∑

A⊆Ω

m(A).mA. (2.1)

On appelle produit scalaire sur l’espace εΩ la forme bilinéaire linéaire 〈., .〉 satisfaisant
les propriétés suivantes :

– (1) Symétrie : 〈m1,m2〉 = 〈m2,m1〉,
– (2) Linéarité : 〈a.m1 + b.m2,m3〉 = a.〈m1,m3〉+ b.〈m2,m3〉,
– (3) Positivité : 〈m,m〉 ≥ 0 ∀m ∈ εΩ, l’égalité est valable pour m = 0,

pour tout m1,m2,m3 ∈ εΩ et a, b ∈ R.

Une formulation générale du produit scalaire est donnée par l’équation :

〈m1,m2〉W = tm1.W.m2, (2.2)

où W est une matrice de pondération définie positive.

2.2.2 Distance entre fonctions de masse

En mathématiques, une distance est une application qui formalise l’idée intuitive

de distance, c’est-à-dire la longueur du chemin qui sépare deux points dans un espace
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donné. Dans l’espace vectoriel εΩ, une distance entre fonctions de croyance est définie

comme suit :

Définition 5. Dans l’espace vectoriel εΩ, une fonction d : ε2Ω −→ R est une métrique

”complète” si elle satisfait les axiomes suivants :

– (1) Non-négativité : d(m1,m2) ≥ 0,

– (2) Symétrie : d(m1,m2) = d(m2,m1),

– (3) Réflexivité : d(m,m) = 0,

– (4) Séparabilité : d(m1,m2) = 0⇒ m1 = m2,

– (5) Inégalité triangulaire : d(m1,m2) ≤ d(m1,m3) + d(m2,m3),

pour tout (m1,m2,m3) ∈ ε3Ω.

L’espace εΩ étant muni d’un produit scalaire est un espace normé noté (εΩ, ‖.‖W ).

Une distance peut alors être définie à partir de la norme ‖.‖W comme suit :

d(m1,m2) = ‖m1 −m2‖W . (2.3)

Si la norme du vecteur de massem est naturellement définie par ‖m‖W =
√

〈m,m〉W ,

une distance entre les éléments de l’espace εΩ est donc donnée par :

d(m1,m2) = ‖m1 −m2‖W =
√

t(m1 −m2)W (m1 −m2). (2.4)

Si la fonction d ne satisfait pas tous les axiomes précédents, elle n’est alors plus

une métrique ”complète”. Le tableau 2.1 résume les différentes natures de métriques en

fonction des axiomes satisfaits.

Table 2.1 – Propriétés des différents types de métriques

Métrique Semi-métrique Quasi-métrique Pseudo-métrique
(1) Non-négativité x x x x
(2) Symétrie x x x
(3) Réflexivité x x x x
(4) Séparabilité x x x
(5) Inégalité triangulaire x x x

2.2.3 Indices de dissimilarité entre fonctions de croyance

Dans la théorie des fonctions de croyance, un indice de dissimilarité peut être issu

d’une distance entre les éléments représentant les fonctions de masse en concurrence.

Étant donné une fonction f(x) monotone croissante et une distance d(m1,m2) normalisée

entre deux fonctions de masse d(m1,m2) ∈ [0, 1] tel que :

f(0) ≤ f
(

d(m1,m2)
)

≤ f(1),
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⇒ 0 ≤ f
(

d(m1,m2)
)

− f(0)

f(1)− f(0)
≤ 1. (2.5)

La normalisation de la fonction f(x) issue de la formule (2.5) est exploitée pour

définir tout un panel d’indices de dissimilarité entre fonctions de masse. Celle-ci peut

être définie comme suit :

D(m1,m2) =
f
(

d(m1,m2)
)

− f(0)

f(1)− f(0)
. (2.6)

Comparativement aux distances dans la TFC, un indice de dissimilarité D est une

fonction satisfaisant les propriétés suivantes :

• 0 ≤ D(m1,m2) ≤ 1.

• D(m1,m2) = 0 ⇔ m1 = m2.

• D(m1,m2) = D(m2,m1).

Plusieurs choix pour la fonction f définissant D sont possibles, à noter par exemple :

• f(x) = 1− exp(−x) :

⇒ D(m1,m2) =
1− exp(−d(m1,m2))

1− exp(−1) ,

• f(x) = x
1+x :

⇒ D(m1,m2) =
2.d(m1,m2)

1 + d(m1,m2)
.

La souplesse dans le choix de la fonction f(x) permet à ce genre d’indices de s’adap-

ter aux besoins particuliers d’un certain cadre applicatif.

Pour la suite de notre travail, nous faisons le choix le plus simple f(x) = x. Ce qui

revient à dire qu’une distance peut de toute évidence quantifier la dissimilarité entre

fonctions de croyance.

2.2.4 Autres propriétés pour les distances évidentielles

Outre que les axiomes et propriétés métriques énoncés dans la définition 5, les pro-

priétés de normalité et les propriétés structurelles sont très souhaitables pour une dis-

tance entre fonctions de croyance.

2.2.4.1 Normalité

Lorsqu’une distance est utilisée pour mesurer la similarité/dissimilarité entre fonc-

tions de croyance, celle ci doit être normalisée afin d’avoir une lecture plus directe de

la dissimilarité entre les élément comparés. En effet, si la distance après normalisation

vaut 1, ce résultat est simplement interprétable par le fait que les fonctions de masse

59



comparées sont complètement dissimilaires. Bien souvent, la valeur d’une distance non

normalisée dépend de la taille du cadre de discernement. Par ailleurs, la normalisa-

tion ramène la valeur de la distance dans l’intervalle [0, 1] et permet une interprétation

absolue et indépendante des spécificités liées au cadre de discernement.

2.2.4.2 Propriétés structurelles

Une distance entre fonctions de croyance doit satisfaire des propriétés spécifiques à

la nature des fonctions de croyance. La structure en treillis de l’espace des fonctions de

croyance doit être alors prise en compte dans le calcul de la distance entre fonctions

de masse. Dans [21], Jousselme et al. ont partagé les propriétés structurelles en trois

catégories :

• propriétés structurelles fortes où l’interaction entre les éléments focaux est prise

en compte dans le calcul de la distance entre fonctions de masse. Cette interaction

peut être par exemple une relation d’ordre partiel,

• propriété structurelle faible qui fait intervenir la cardinalité des éléments focaux

dans le calcul de la distance,

• la dissimilarité structurelle est satisfaite si les ensembles des éléments focaux des

fonctions de masse comparées sont mises en jeu dans le calcul de la distance. Cette

propriété est la plus faible parmi celles énoncées dans [21].

2.3 Indices de dissimilarité directs

Dans les deux sous-sections suivantes, nous allons répartir les indices directs en deux

sous-catégories. La première sous-section se consacrera aux indices exploitant directe-

ment un produit scalaire entre les vecteurs de fonctions de masse. La deuxième sera

dédiée à la sous-catégorie d’indices issus de la famille des distances de Minkowski. Ces

distances sont des métriques complètes. Ces deux sous-catégories d’indices ont le même

fondement mathématique, à savoir la définition d’un produit scalaire mais elles se diffé-

rencient par leur propriétés mathématiques.

2.3.1 Indices dérivés d’un produit scalaire

La mesure de désaccord la plus évidente dans la théorie des fonctions de croyance,

et qui est sans doute la première mesure quantifiant l’interaction entre deux fonctions

de masse, est le degré de conflit défini par Dempster.

Dans l’espace εΩ, le degré de conflit de Dempster peut être vu comme un indice issu

du produit scalaire tel que :

κ(m1,m2) = m ∩©(∅) = tm1.(1−N).m2, (2.7)
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où 1 est la matrice ”unité” de dimension appropriée. La matrice N est définie dans

l’équation (1.53).

Dans la littérature, on s’accorde à dire que l’indice κ est inadéquat pour décrire une dis-

similarité entre les fonctions de croyance. Dans [28] et [34] par exemple, il est souligné

que si le conflit interne d’une fonction de masse m1 n’est pas nul, on aurait alors une

valeur non nulle de κ(m1,m1) 6= 0. Cet indice n’est donc pas une métrique complète

puisqu’il ne satisfait pas la propriété de réflexivité. En contrepartie, cet indice satisfait les

propriétés structurelles énoncées par Jousselme dans [21]. Les interactions entre les élé-

ments focaux du cadre de discernement sont donc pris en compte dans l’évaluation de κ

par le fait que la matrice d’intersection des éléments focaux N intervient dans son calcul.

Shafer [45] propose un indice de désaccord (weight of conflict) dκ basé sur le degré

de conflit de Dempster :

dκ(m1,m2) = − log(1−m ∩©(∅)). (2.8)

Contrairement aux autres distances introduites dans la TFC qui prennent leur valeurs

dans [0, 1], cet indice possède la particularité de varier dans l’intervalle [0,+∞[. Il pos-

sède les mêmes limitations que κ concernant la propriété de réflexivité. En outre, cet

indice n’est pas défini dans le cas où m ∩©(∅) = 1.

Un autre procédé possible pour quantifier la différence entre les fonctions de masse

consiste à utiliser le cosinus issu d’un produit scalaire comme indice de dissimilarité.

Ce dernier est défini par :

cosdW (m1,m2) = 1− 〈m1,m2〉W
(‖m1‖W ).(‖m2‖W )

. (2.9)

La distance de Bhattacharyya, aussi connue comme le coefficient de fidélité dans la

théorie des probabilités, peut aussi être induite d’un produit scalaire. Cette distance est

basée sur la racine carrée de la distribution de probabilité. Son extension aux fonctions

de croyance est définie par Ristic et Smets en proposant la distance de Hellinger, dB est

donnée par l’équation :

dB(m1,m2) =
(

1− 〈√m1,
√
m2〉I

)
1
2 , (2.10)

où
√
m1 est le vecteur dont les éléments sont les racines carrées des éléments de m1.
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2.3.2 Indices issus de la famille des distances de Minkowski

La famille des distances de Minkowski entre deux fonctions de masse est définie par

la forme générique suivante :

d
(p)
W (m1,m2) = (t[(Um1 − Um2)

p/2] [(Um1 − Um2)
p/2])1/p, (2.11)

où W = tUU, p > 1 un entier non nul, et chaque vecteur vp, p ∈ R est le vecteur dont

les composantes sont vpi . En choisissant U = M, par exemple, on obtient la distance de

Minkowski entre les vecteurs de croyance Bel1 et Bel2.

La structure de chaque fonction de masse doit être prise en compte dans la mesure de

dissimilarité structurelle exprimée par la matrice W. La distance de Minkowski est une

métrique généralisée qui inclut plusieurs cas particulier connus de métriques. Théorique-

ment, une infinité d’indices découlent en faisant varier le paramètre p de l’équation(2.11).

Nous citons dans ce qui suit certains cas particuliers :

2.3.2.1 Distances de Chebychev

Quand p −→∞, on définit alors la classe L∞ des distances. Une distance appartenant

à cette classe est appelée distance de Chebychev. Elle est obtenue en évaluant la limite de

l’équation (2.11) quand p tend vers∞. La forme générique de cette famille de distances

est définie par :

d
(∞)
W (m1,m2) = max

A⊆Ω

(

|t(Um1)mA − t(Um2)mA|
)

, (2.12)

où mA est le vecteur de base de l’espace εΩ correspondant au sous-ensemble A.

2.3.2.2 Distances de Manhattan

La classe des distances dite de Manhattan est obtenue quand cette fois-ci p vaut 1.

Cette famille est aussi appelée classe L1 des distances. Elle est définie par :

d
(1)
Bel(m1,m2) =

∑

A⊆Ω

∣

∣

∣

t(Um1)mA − t(Um2)mA

∣

∣

∣. (2.13)

2.3.2.3 Distances euclidiennes

La classe des distances dites euclidiennes (p = 2) est donnée par l’équation :

d
(2)
W (m1,m2) =

√

1

η
t(m1 −m2)W (m1 −m2), (2.14)

où la matrice W est définie positive et η un coefficient de normalisation.

Le produit scalaire euclidien simple (W = I, matrice identité) ne fournit pas une mé-
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trique très appropriée au formalisme des fonctions de croyance puisqu’il ne tient pas

compte des interactions entre les éléments focaux. Une distance plus appropriée à la

TFC doit prendre compte d’une part des désaccords entre les sous-ensembles du cadre

de discernement Ω, et d’autre part de la distribution de chacune des fonctions de masse

comparées sur ses éléments focaux.

En 2001, Jousselme et al. [19] ont introduit une distance entre deux fonctions de

masse qui satisfait les propriétés structurelles en plus des propriétés métriques. Celle-ci

est calculée à l’aide d’un produit scalaire basé sur la matrice de Jaccard DJ qui permet

de tenir compte des différences de cardinalité des éléments focaux mis en jeu lors du

calcul de distance. La matrice DJ contenant les différents indices de Jaccard est définie

sur l’ensemble 2Ω. La distance de Jousselme est alors donnée par :

dJ(m1,m2) =

√

1

2
(tm1 −m2)DJ (m1 −m2), (2.15)

avec :

DJ(A,B) =

{

1 si A = B = ∅,
|A∩B|
|A∪B| sinon.

(2.16)

Le facteur 1
2 garantit le fait que 0 ≤ dJ(m1,m2) ≤ 1.

Dans [53], Sunberg et Rogers ont défini en 2013 une nouvelle métrique pour décrire

le conflit entre les fonctions de masse. Cette métrique est spécialement développée pour

mesurer le conflit entre des ensembles ordonnés. Elle utilise une distance de Hausdorff

pour quantifier la distance entre les éléments focaux. Cette nouvelle métrique notée dH

est définie par :

dH(m1,m2) =

√

1

2
t(m1 −m2)DH (m1 −m2), (2.17)

avec :

DH(A,B) =
1

1 +KH(A,B)
, (2.18)

où K > 0 est un paramètre de réglage défini par l’utilisateur. Pour des raisons de

simplicité, le choix de K = 1 est retenu. H(A,B) est la distance de Hausdorff entre les

sous-ensembles A et B de Ω sachant que :

H(A,B) = max{sup
a⊆A

inf
b⊆B

d(a, b) , sup
b⊆A

inf
a⊆B

d(a, b)},

où d(a, b) est la distance entre deux éléments des sous-ensembles. Elle peut être définie

par toute métrique définie sur Ω× Ω.

Diaz et al. [8] ont défini une distance qui pénalise de plus en plus les différences
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entre les petites cardinalités comparativement aux cardinalités les plus importantes. La

proximité par rapport à l’ignorance totale est ainsi un facteur primordial dans le calcul

de la distance de Diaz. Ils proposent l’utilisation d’une fonction de similarité modifiée

entre les éléments focaux. Cette fonction dépend de deux paramètres : la matrice de

similarité S qui tient compte des dépendances des vecteurs de base de l’espace εΩ et le

coefficient R qui décrit un seuil de pénalisation des cardinalités par rapport à l’ignorance

totale. Diaz et al. ont proposé dans [8] différentes matrices de similarité S qui peuvent

être utilisées dans le calcul de la distance dD :

dD(m1,m2) =

√

1

2
t(m1 −m2) F(S, R) (m1 −m2), (2.19)

où S est la matrice de similarité, R le coefficient qui évalue la proximité de l’ignorance

totale et F une fonction croissante monotone dépendant de S et R.

D’autres auteurs ont choisi d’autres matrices de similarité pour définir des distances

dans l’espace euclidien. Parmi ces matrices, on peut citer par exemple la matrice d’inci-

dence M ou la matrice de Dice D. Dans [21], des expériences montrent que les résultats

obtenus par les distances définies dans l’espace euclidien sont en majorité très corrélés

avec ceux engendrés par dJ ou dD. Le tableau 2.2 résume certains des indices directs les

plus connus définis dans l’espace euclidien.

Table 2.2 – Distances euclidiennes définies dans la TFC

Distance Symbole W

Fixen et Mahler dP P (A,B) = N.|A∩B|
|A|.|B|

Jousselme dJ DJ(A,B) = |A∩B|
|A∪B|

Dice dD D(A,B) = 2.|A∩B|
|A|+|B|

Cuzzolin dC M.tM

Les indices de dissimilarité directs définis dans le cadre de la théorie des fonctions

de croyance utilisent l’information présente dans le vecteur de masse m. Ils sont sus-

ceptibles de satisfaire certaines propriétés mathématiques assez importantes en plus des

propriétés structurelles spécifiques au cadre de la théorie de Dempster-Shafer. La famille

des distances de Minkowski, par exemple, permet d’assurer à la fois les propriétés d’une

métrique complète ainsi que les propriétés structurelles. Cet avantage dépend d’un bon

choix de la matrice W dans l’équation (2.11) qui doit être définie positive et tenir compte

des similarités entre les éléments focaux du cadre de discernement Ω.
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2.4 Indices de dissimilarité indirects

Dans cette catégorie d’indices, les fonctions de masse sont généralement transformées

en probabilités subjectives ou en mesures floues. Une fois cette transformation assurée,

la distance entre fonctions de masse est alors calculée dans le nouvel espace de repré-

sentation. La principale motivation de cette transformation est que, tant dans l’espace

des probabilités que dans celui des mesures floues, des distances sont bien établies et

justifiées dans la littérature. Néanmoins, une telle transformation engendre forcément

des pertes d’informations du fait que la dimension du nouvel espace est inférieure à la

dimension de l’espace des fonctions de croyance εΩ. Ce constat est attendu du fait que

la théorie des fonctions de croyance généralise à la fois la théorie des probabilités ainsi

que celle des possibilités [9].

2.4.1 Dissimilarités basées sur les probabilités

Le passage au domaine probabiliste se fait principalement via la transformation

pignistique. Une distance est alors calculée entre les probabilités pignistiques issues des

fonctions de masse transformées. On peut citer à titre d’exemple la distance de Tessem

[54] et la distance de Zouhal et Denœux [59]. Ces distances sont toutes les deux des

distances de type Minkowski. La distance de Tessem correspond à la norme L∞. Celle-ci

est définie par :

dT (m1,m2) = max
A⊆Ω
{|BetP1(A) −BetP2(A)|}. (2.20)

De même, la distance de Zouhal et Denœux est une distance euclidienne et définie

comme suit :

dZD(m1,m2) =
(1

2

∑

ωi∈Ω

(BetP1(ωi)−BetP2(ωi))
2
) 1

2
. (2.21)

2.4.2 Dissimilarités basées sur les fonctions d’appartenance floues

A l’instar des probabilités, la théorie des ensembles flous permet elle aussi de re-

présenter des connaissances sous forme de mesures incertaines. En 2011, Han et al. [17]

ont défini des indices de dissimilarité indirects basés sur la transformation des fonctions

de masse en grandeurs floues. Ils ont pour cela utilisé deux méthodes. La première de

ces méthodes consiste à transformer les fonctions de masse en fonctions d’appartenance

floues, la seconde à les transformer en ensembles flous intuitionnistes.

Une fonction de masse est transformée en fonction d’appartenance floue en utilisant les

plausibilités ou les crédibilités des singletons {ωi} du cadre de discernement Ω. L’utili-

sation des fonctions de plausibilité nous permet de transformer un vecteur de masse m
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en le vecteur µ suivant :

µ = t[µ(ω1) µ(ω2) · · · µ(ωn)], (2.22)

où deux choix sont possibles : µ(ωi) = Pl({ωi}) ou-bien µ(ωi) = Bel({ωi}). L’indice de

dissimilarité qui en découle est alors :

dF (m1,m2) = 1−
∑n

i=1(µ1(ωi) ∧ µ2(ωi))
∑n

i=1(µ1(ωi) ∨ µ2(ωi))
. (2.23)

L’opérateur ∧ représente la conjonction (min) et ∨ la disjonction (max).

Dans le cas particulier où aucun singleton {ωi} n’est un élément focal, il est alors néces-

saire d’utiliser la plausibilité dans la transformation floue afin d’éviter des divisions par

zéro.

2.4.3 Dissimilarités basées sur les ensembles flous intuitionnistes

Les fonctions d’appartenance et de non-appartenance à un ensemble flou intuition-

niste d’une fonction de masse m sont définies par :

{

µ(ωi) = Bel({ωi}),
ν(ωi) = 1− Pl({ωi}).

Le degré d’hésitation de l’élément ωi dans l’ensemble flou est défini quant à lui comme :

π(ωi) = 1− µ(ωi)− ν(ωi).

Trois indices de dissimilarité sont alors définis dans cette optique. Ils sont exprimés par :

dIF1(m1,m2) =
1

2n

n
∑

i=1

(

|µ1(ωi)− µ2(ωi)|

+|ν1(ωi)− ν2(ωi)|+ |π1(ωi)− π2(ωi)|
)

. (2.24)

dIF2(m1,m2) =
1
p
√
n

p

√

√

√

√

n
∑

i=1

(

ϕ1(ωi)− ϕ2(ωi)
)p

, (2.25)

dIF3(m1,m2) =
1
p
√
n

p

√

√

√

√

n
∑

i=1

(

ϕµ
1,2(ωi) + ϕν

1,2(ωi)
)p

, (2.26)

où : ϕk(ωi) =
µk(ωi)+1−νk(ωi)

2 , ϕµ
1,2(ωi) =

|µ1(ωi)−µ2(ωi)|
2 et ϕν

1,2(ωi) = |1−ν1(ωi)
2 − 1−ν2(ωi)

2 |.
Ces trois indices de dissimilarité sont bornés dans l’intervalle [0, 1]. Il est évident que
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dIF1 = dIF2 = dIF3 = 0 quand m1 = m2.

Les distances indirectes sont, d’un point de vue mathématique, généralement des

pseudo-métriques. Ceci est dû à la perte d’informations occasionnée lors de la transfor-

mation probabiliste ou floue des fonctions de masse. Sauf pour des cadres applicatifs

dédiés, les indices de dissimilarités indirects sont par conséquent peu utilisés compara-

tivement aux indices directs de la famille de Minkowski qui offrent une discrimination

plus appréciée des fonctions de masse et des propriétés mathématiques plus générales.

2.5 Indices de dissimilarité mixtes

Les indices de dissimilarité mixtes sont des indices définis comme des fonctions d’au

moins deux autres indices de dissimilarité élémentaires. Ce choix de stratégie est gour-

mand en terme de temps de calcul. Néanmoins, son utilisation est sensée apporter à la

mesure de dissimilarité un maximum d’avantages contenus dans les indices élémentaires.

Des travaux récents ont vu le jour mettant en exergue l’utilisation de deux indices dif-

férents afin de mieux discriminer les différences entre les fonctions de masse.

En 2010, Z. Liu et al. [29, 30] s’inspirent de la définition quantitative du conflit

énoncée par W. Liu en 2006 [28] pour définir un indice de dissimilarité mixte entre les

fonctions de masse. Les auteurs justifient leur définition en argumentant que la distance

n’est sensible qu’à un seul aspect de toute la différence possible entre deux fonctions de

masse comparées. Ils concluent alors que la dissimilarité entre les fonctions de masse doit

être impérativement caractérisée par une mesure de distance et une mesure de conflit.

Dans le but d’éviter les imperfections du degré de conflit κ = m(∅), ils introduisent le

coefficient du conflit défini comme suit :

CP (m1,m2) =







0 si Xmi
max = Xmi

max

max
x∈Ω

(BetP1(x))max
x∈Ω

(BetP2(x)) sinon.
(2.27)

où Xmi

max = argmax
x∈Ω

(BetPi(x)) .

Conjointement au coefficient du conflit, Z. Liu et al. proposent la distance de Min-

kowski définie dans l’espace des probabilités pignistiques pour définir un indice de dis-

similarité mixte :

d
(t)
BetP (m1,m2) =

(

1

2

∑

ωi∈Ω

|BetP1(ωi)−BetP2(ωi)|t
)

1

t

. (2.28)

La dissimilarité mixte introduite par Z. Liu et al. satisfait les propriétés de commutativité

et de monotonicité puisque elle est définie en utilisant la T-conorme de Hamacher. Elle
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est donnée par la formule :

dHam(m1,m2) =
d
(t)
BetP (m1,m2) + CP (m1,m2)

1 + d
(t)
BetP (m1,m2).CP (m1,m2)

. (2.29)

En 2013, Yang et al. [58] ont introduit un nouvel indice de dissimilarité mixte basé

sur la distance de Jousselme[19] et le degré de conflit de Dempster. Cet indice est défini

de la manière suivante :

dY (m1,m2) =







0 si dJ(m1,m2) = 0,
[

1
2

(

(

dJ(m1,m2)
)2

+
(

κ12
)2
)] 1

2
sinon,

(2.30)

où κ12 désigne le degré de conflit de Dempster entre m1 et m2.

Cet indice de dissimilarité défini dans l’équation (2.30) satisfait les propriétés mathé-

matiques de non négativité, de symétrie et il est borné entre 0 et 1. Ces propriétés sont

démontrées dans [58].

Cette même année, Mo et al. [36] utilisent conjointement les deux distances définies

par Jousselme [19] et Sunberg [53] dans le but de définir une distance mixte qui généralise

ces deux dernières tirant profit des avantages de chacune d’entre elles. Cette nouvelle

distance est, elle aussi, une distance euclidienne appartenant à la famille de Minkowski.

Elle est définie comme suit :

dM (m1,m2) =

√

1

2
t(m1 −m2)DM(m1 −m2), (2.31)

où DM = αDJ + (1− α)DH avec α un coefficient positif compris entre 0 et 1.

Il est à noter que, quand α = 1, cette distance est égale à dJ définie dans l’équation

(2.15) et quand α = 0 celle-ci est alors égale à dH définie dans l’équation (2.17).

Les indices de dissimilarité mixtes se justifient par la richesse de l’information qu’ils

contiennent puisqu’ils sont construits à partir de deux indices de dissimilarité complé-

mentaires différents. Néanmoins, le choix des indices qui les composent reste une question

ouverte et dépend des objectifs applicatifs ciblés.

2.6 Indices de dissimilarité bidimensionnels

Dans [28], après avoir analysé le conflit de Dempster ainsi que la distance de Tessem,

W. Liu a défini un indice de dissimilarité bidimensionnel du conflit. Selon Liu, ni le

conflit de Dempster (κ = m(∅)) ni la distance ne peuvent définir séparément et de façon

complète le désaccord que présentent les fonctions de masse. L’auteur affirme qu’il est

raisonnable de conclure que les sources comparées sont en conflit uniquement quand ces
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deux indices sont conjointement élevés. Selon Jousselme [21], ce principe bidimensionnel

peut être étendu en utilisant n’importe quel couple de dissimilarités entre fonctions de

croyance. Par exemple, l’indice de dissimilarité peut se baser d’une part sur une mesure

angulaire (issue du produit scalaire) liée aux aspects du conflit et d’autre part sur une

distance qui informe sur les aspects métriques entre les vecteurs de fonctions de masse.

La formulation générale de ces indices bidimensionnels est :

dV,W (m1,m2) =
(

〈m1,m2〉V , d
(P )
W (m1,m2)

)

. (2.32)

Une possible différence entre la matrice V de base du produit scalaire 〈., .〉V et la ma-

trice W de d
(P )
W est susceptible d’accroitre la complémentarité des deux indices utilisés.

L’apport de chacun d’entre eux est exploité pour avoir une interprétation plus adéquate

du conflit entre les sources d’informations dans la théorie des fonctions de croyance.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un résumé des indices de dissimilarité les plus

connus dans la TFC. Majoritairement, ces indices se basent sur la définition d’un produit

scalaire en l’exploitant soit directement soit via la définition d’une distance. Le choix de

la matrice de pondération dans la définition du produit scalaire permet de tenir compte

des interactions entre les éléments focaux des fonctions de masse comparées. Selon la

façon dont les fonctions de masse sont prises en compte dans le calcul de la dissimilarité,

quatre grandes catégories sont définies :

• les indices directs qui se basent principalement sur la représentation géométrique

de la TFC. Ces indices comparent directement les fonctions de masse dans l’espace

vectoriel des fonctions de croyance.

• les indices indirects qui transforment d’abord les fonctions de masse vers un nouvel

espace vectoriel dans lequel sont ensuite calculées les dissimilarités.

• les indices mixtes qui sont des fonctions d’au moins deux indices complémentaires

différents choisis parmi les indices directs ou indirects.

• les indices bidimensionnels qui à leur tour utilisent deux indices élémentaires dont

l’un est un produit scalaire et l’autre est une distance.

Contrairement aux indices de dissimilarité indirects qui sont en général des pseudo-

métriques, et aux indices directs exploitant un produit scalaire, les distances de Min-

kowski offrent le plus de propriétés mathématiques. Elles sont en général des métriques

complètes.

D’un point de vue mathématique, les indices bidimensionnels qui regroupent une mesure

de conflit et une mesure de distance ne sont pas des grandeurs scalaires contrairement
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aux indices mixtes. Leur structure vectorielle à deux dimensions rend leur utilisation et

leur interprétation plus difficile face aux indices scalaires qui quant à eux se montrent

plus intuitifs à interpréter.

Les indices de dissimilarité mixtes ou bidimensionnels tiennent compte de deux aspects

différents du désaccord entre fonctions de croyance. Néanmoins ils nécessitent un temps

de calcul plus important car ils dépendent inévitablement de deux indices élémentaires.

Dans le prochain chapitre, nous présenterons une nouvelle famille de distances entre

les fonctions de croyance capables de tenir compte de l’existence de croyances communes

entre les fonctions de masse comparées. Cette nouvelle famille est basée sur la norme

matricielle des matrices de spécialisation dempsteriennes.
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Chapitre 3

Distances de spécialisation

dempsterienne
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3.2.2 Nouvelles distances dans la théorie des fonctions de croyance . 77
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fonction de masse quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3.3 Distances dk entre fonctions de masse quelconques . . . . . . . 88

3.4 Comparaison des distances entre fonctions de croyance . . 91

3.4.1 Récapitulatif des propriétés principales . . . . . . . . . . . . . . 92
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3.1 Introduction

3.1.1 Motivation

Une distance est utilisée dans la théorie des fonctions de croyance pour décrire la

différence entre deux sources d’informations distinctes, ou plus exactement, entre deux

jeux de données imparfaites recueillies par ces sources. Plusieurs indices sont définis dans

la théorie de Dempster-Shafer afin de bien mettre en évidence les éventuelles dissimila-

rités entre les fonctions de croyance comparées qui représentent les données collectées

sous forme synthétique.

Les indices obtenus ont un sens quand les interactions structurelles entre les sous-

ensembles de Ω, telles que les relations d’inclusion, sont sont prises en compte. Par

exemple, la distance euclidienne calculée directement entre deux fonctions de masse

donne des résultats parfois contre-intuitifs car elle traite indifféremment tout ensemble

focal. Cette exigence est une conclusion issue des travaux de Jousselme [21] où les jus-

tifications de l’intérêt des propriétés des métriques complètes sont aussi fournies.

Dans notre travail, nous nous intéressons à l’analyse d’un autre aspect inexploré des

dissimilarités entre les fonctions de masse : le pouvoir discriminant de la croyance

commune. En effet, des différences significatives sont observées entre les dissimilarités

de fonctions de masse quand ces fonctions partagent des connaissances communes et

quand celle-ci ne partagent aucune croyance avec les autres.

Il n’est pas évident de donner une définition d’un tel pouvoir discriminant des distances

entre les fonctions de masse. La première étape vers cette définition est de savoir ce que

croyance commune signifie. La règle de combinaison conjonctive vise à conserver une

croyance commune tout en rejetant des croyances contradictoires. Une manière possible

de caractériser une croyance commune est donc de comprendre quelles combinaisons

conjonctives ont conduit aux deux états de croyances qui doivent être comparés. Suppo-

sons que trois fonctions de masse m1, m2 et m3 soient définies dans un cadre de discer-

nement Ω. De façon intuitive, nous remarquons que les fonctions de masse m13 et m23,

résultats de combinaisons conjonctives, partagent une croyance commune fournie parm3.

Une dissimilarité entre fonctions de croyance d devrait être capable de détecter cette si-

tuation dans le sens où l’on doit obtenir le résultat suivant : d(m13,m23) < d(m1,m2).

Analysons à présent un exemple élaboré dans le but de clarifier cette définition :

Exemple 2. Étant donné trois fonctions de masse m1, m2 et m3 définies dans le cadre

de discernement Ω = {ω1, ω2} comme le montre le tableau 3.1.

Les résultats obtenus en utilisant quelques uns des indices de dissimilarité les plus

connus dans la littérature sont donnés dans le tableau 3.2.

Pour rappel, ces différents indices de dissimilarité sont définis dans le chapitre 2.
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Table 3.1 – Differentes masses de croyance traités dans l’example 2

sous-ensemble ∅ {ω1} {ω2} Ω

m1 = m0.2
{ω1}

0 0.8 0 0.2

m2 = m0.8
{ω2}

0 0 0.2 0.8

m3 = m{ω2} 0 0 1 0

m13 = m1 ∩©m3 0.8 0 0.2 0
m23 = m2 ∩©m3 0 0 1 0

Table 3.2 – Indices de dissimilarité entre m1, m2 et entre m13, m23 - Exemple 2

Distances d(m1,m2) d(m13,m23)

dJ 0.5831 0.8
dT 1 0
dZD 1 0
dIF1 0.8 0.4
dIF2 0.5 0.4
dIF3 0.5 0.4

Relativement à la définition de la croyance commune que nous avons établie précé-

demment, nous constatons que la distance de Jousselme est moins discriminante que

les autres dissimilarités étudiées dans cet exemple. En regardant les résultats du ta-

bleau 3.1 concernant la combinaison conjonctive quand m3 est combinée avec m1 et

m2 respectivement, il apparâıt que la masse de croyance est réattribuée uniquement au

sous-ensemble {ω2} et à l’ensemble vide. Par conséquent, l’hypothèse ω1 ainsi que la

part d’ignorantce totale sont éliminées par le processus de combinaison. C’est pourquoi

nous devrions intuitivement avoir d(m13,m23) inférieure à d(m1,m2). Il est important

de souligner que le comportement de la distance de Jousselme n’est pas incorrect mais

critiquable. Premièrement, la discrimination en fonction de la croyance commune n’est

pas nécessaire dans tous les contextes applicatifs. Deuxièmement, d’autres critères dé-

crivant l’information commune peuvent être définis et la distance de Jousselme pourrait

très bien avoir un comportement satisfaisant à l’égard de ces nouveaux critères.

Concernant d’autres capacités discriminantes, tous les indices indirects sont critiquables

par le fait qu’ils ne satisfont pas la propriété de définition d’une métrique. Une valeur

nulle est par conséquent obtenue malgré le fait que les fonctions de masse comparées

soient différentes. Cette situation est observée dans le tableau 3.2 pour les distances de

Tessem dT et de Zouhal dZD parce que m13 et m23 conduisent à la même décision au

vu de leurs probabilités pignistiques.

Par conséquent, les remarques précédentes tendent à montrer que la recherche d’une dis-

tance entre fonctions de masse avec un pouvoir discriminant accru à l’égard des croyances

communes est justifié et reste une tâche difficile à réaliser.

Dans ce qui suit, le problème de la conception de distances entre fonctions de masse
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est formalisé par la définition de propriétés mathématiques. De nouvelles distances sont

ensuite introduites dans la section 3.2 et l’évaluation de leurs pouvoirs discriminants

comparée aux approches existantes est présentée dans la section 3.4.

3.1.2 Formulation du problème

Avant de définir de nouvelles distances entre fonctions de croyance, nous devons

clairement établir les propriétés que ces distances entre fonctions de croyance doivent

respecter. Ci-dessous, nous présentons trois principes que nous considérons d’une im-

portance primordiale :

– (i) : deux fonctions de masse sont complètement similaires si elles représentent des

états de connaissance identiques au regard de la solution au problème.

– (ii) : une distance entre fonctions de masse doit prendre en compte les dépendances

entre les éléments de 2Ω (même principe que la propriété structurelle forte de

Jousselme [21]).

– (iii) : deux fonctions de masse qui soutiennent des croyances communes devraient

être plus proches que des fonctions de masse engagées sur des hypothèses disjointes.

Les trois conditions précédentes sont traduites en propriétés mathématiques princi-

pales pour la conception d’une nouvelle distance. Le premier principe est assuré si la

propriété de définition des métriques est vérifiée, ce qui signifie que les distances éviden-

tielles doivent être des métriques complètes. Concernant le second principe, il n’existe

pas de traduction formelle en propriété mathématique. Beaucoup de propriétés pour-

raient être considérées afin d’assurer cet objectif. Nous proposons d’utiliser la définition

suivante à cet effet :

Définition 6. Soit dset une distance d’ensemble et d une distance entre fonctions de

croyance. d est dite structurée relativement à dset si, ∀A,B,C,D ⊆ Ω, on a :

dset (A,B) ≤ dset (C,D)⇔ d (mA,mB) ≤ d (mC ,mD) . (3.1)

Quand l’inégalité est stricte, la distance d est dite strictement structurée.

Dans le cadre la théorie des fonctions de croyance, l’intérêt de la propriété structu-

relle dépend du choix de la distance dset qui est primordial. Par exemple, il est justifié de

choisir pour dset les distances de Jaccard et de Hamming car ces distances d’ensembles

tiennent compte de l’interaction entre les éléments focaux de Ω.

Cette définition se justifie par le fait que la théorie des fonctions de croyance géné-

ralise la théorie des ensembles de Cantor. Par conséquent, une distance entre fonctions
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de croyance se doit de généraliser la distance entre les ensembles.

La troisième condition trouve sa justification dans les connexions qui existent entre

la dissimilarité entre fonctions de croyance et la règle de combinaison conjonctive :

Définition 7. Étant donné d, une distance entre fonctions de masse dans un cadre de

discernement Ω, d est dite consistante conjonctivement si pour toutes fonctions de

masse m1,m2 et m3 définies dans Ω, on a :

d (m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) ≤ d (m1,m2) . (3.2)

La propriété précédente peut être interprétée comme suit : si la même croyance est

incorporée dans deux fonctions de masse, ces deux dernières doivent être plus proches

après combinaison qu’avant.

Étant donné que les matrices de spécialisation dempsteriennes sont étroitement liées à la

règle de combinaison conjonctive, la recherche de nouvelles dissimilarités entre fonctions

de croyance utilisant ces matrices s’avère une idée d’une importance primordiale. Cette

idée sera développée au long des sections suivantes.

3.2 Nouvelles distances basées sur les matrices de spécia-

lisation dempsteriennes

3.2.1 Rappel sur les matrices de spécialisation dempsteriennes

On rappelle que le concept de spécialisation est fondé sur la redistribution de la

masse de croyance après l’ajout de nouveaux éléments d’informations. En effet, l’ajout

de nouvelles connaissances modifie la connaissance initiale du problème et produit une

fonction de masse au moins autant engagée que la fonction initiale [22, 37]. Il est alors

possible de stocker le transfert de masse dans une matrice appelée matrice de spéciali-

sation.

Si par exemple une fonction de masse m1 est une spécialisation de m0. Elle peut s’écrire

sous une forme matricielle comme suit :

m1 = S.m0,

Dans un processus de combinaison conjonctive, le transfert de masse est aussi consi-

déré à travers la règle de conditionnement de Dempster. La quantité (m ∩©mB)(A) est la

proportion maximale de masse qui doit être transférée du sous-ensemble B vers A ⊂ B

si une source d’informations qui croit en B est à combiner avec m. Selon ce transfert, la

matrice de spécialisation dempsterienne S issue de la fonction de masse m est unique et
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ses éléments sont donnés par :

S(A,B) = (m ∩©mB)(A), ∀A,B ⊂ Ω. (3.3)

Il est aussi à rappeler que la matrice de spécialisation dempsterienne d’une fonction

de masse ne décrit pas uniquement l’état de la connaissance à un instant donné mais

également tous les états futurs qui peuvent être atteints à partir de celle-ci au travers

de tous les conditionnements possibles de la fonction de masse qui lui correspond.

3.2.2 Nouvelles distances dans la théorie des fonctions de croyance

Une nouvelle famille de distances entre fonctions de croyance est introduite dans ce

travail. Cette nouvelle famille est obtenue en comparant les fonctions de masse à travers

leurs matrices de spécialisation dempsteriennes puisqu’il existe une correspondance bi-

jective entre chaque fonction de croyance et sa matrice de spécialisation dempsterienne

(regarder la section 1.3.3). En outre, lorsqu’une combinaison conjonctive est utilisée pour

fusionner les informations issues de sources diverses, la façon dont une fonction de masse

interagit avec les autres est décrite dans sa matrice de spécialisation dempsterienne qui

donne une information non seulement sur l’état actuel de la connaissance mais aussi sur

tous les états futurs. Notre idée est donc de comparer les fonctions de masse en utilisant

leurs matrices de spécialisation dempsteriennes.

3.2.2.1 Généralités sur les normes matricielles

La norme N (x) est une application sur un espace métrique qui permet d’introduire

une distance entre les éléments de l’espace en question. Dans un espace normé, une

distance est définie par la norme de la différence entre deux éléments de cet espace :

d(x, y) = N (x− y). (3.4)

Notons MN l’ensemble des matrices carrées réelles de dimension N ×N doté des pro-

priétés algébriques d’un espace vectoriel. Par conséquent, les distances matricielles ne

sont pas très différentes des distance vectorielles. A la suite de ce travail, nous nous inté-

ressons aux distances induites par des normes matricielles. Notons aussi que l’ensemble

des matrices de spécialisation dempsteriennes est clairement un sous-ensemble deMN .

Rappelons à présent la définition d’une norme matricielle :

Définition 8. Dans le K-espace vectorielMN des matrices carrées de dimension N×N ,

une norme matricielle ‖.‖ est une application définie de MN −→ R+ satisfaisant les

conditions :
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1. ‖A‖ = 0⇔ A = 0,

2. ‖λA‖ = |λ|. ‖A‖ pour tout λ ∈ K,

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,

Une norme matricielle est dite sous-multiplicative si, en plus, elle satisfait la propriété

suivante :

– ‖A.B‖ ≤ ‖A‖ . ‖B‖.
Intéressons nous dans notre travail aux deux familles les plus connues de normes ma-

tricielles : les normes d’opérateur (normes subordonnées) et les normes. On sous-entend

par norme vectorielle d’une matrice la norme de vecteur calculée sur le vecteur colonne

issue de la matrice de dimension N × N transformée et dont tous les éléments sont

stockés dans un vecteur colonne de dimension (N ×N)× 1.

Les normes d’opérateur k, notées ‖.‖opk, sont définies pour chaque matrice A ∈ MN

s’il existe une norme vectorielle ‖x‖k, x ∈ RN telle que :

‖A‖opk = max
x∈RN ,x 6=0

‖Ax‖k
‖x‖k

= max
x∈RN ,‖x‖k=1

‖Ax‖k , (3.5)

avec ‖x‖k la norme Lk vectorielle classique du vecteur x.

Nous pouvons aisément constater que de chaque norme vectorielle k découle une norme

matricielle subordonnée. Trois cas particuliers sont considérés dans la suite de notre

travail, à savoir : la norme d’opérateur-1, la norme d’opérateur-2 et la norme d’opérateur-

∞. Elles sont définies par les formules suivantes :

• norme d’opérateur-1 :

‖A‖op1 = max
1<j<n

∑

1<i<n

|Aij|. (3.6)

L’application de cette norme à n’importe quelle matrice de spécialisation demps-

terienne S donne ‖S‖op1 = 1.

• norme d’opérateur-2 :

‖A‖op2 =
√

Spec(A∗ ×A). (3.7)

où Spec(A∗ ×A) est le rayon spectral de (A∗ ×A) sachant que A∗ est la matrice

adjointe de la matrice A. Autrement dit ‖A‖op2 est la valeur propre maximale de

A.
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• norme d’opérateur-∞ :

‖A‖op∞ = max
1<i<n

∑

1<j<n

|Aij |. (3.8)

Les normes vectorielles Lk appliquées à des matrices sont notées par ‖.‖k et définies

comme suit :

‖A‖k =

(

∑

1≤i,j≤2|Ω|

|Aij |k
)

1
k

. (3.9)

On fait aisément la distinction entre une norme Lk appliquée à un vecteur ou une matrice

par le symbole mathématique associé qui est en minuscule ou en majuscule.

3.2.2.2 Distances basés sur les matrices de spécialisation

La famille des distances basées sur les matrices de spécialisation dans la TFC est

une nouvelle famille de distances que nous définissons entre fonctions de masse. Cette

nouvelle famille calcule la distance entre fonctions de masse sur la base d’une norme

matricielle entre les matrices de spécialisation des fonctions de masse concernées.

Définition 9. Soient deux fonctions de masse m1 et m2 définies dans un cadre de

discernement Ω et de matrices de spécialisation dempsteriennes respectives S1 et S2.

Nous appelons distance de spécialisation dx entre m1 et m2 la distance définie à

partir d’une norme matricielle donnée ‖.‖x, à savoir :

dx(m1,m2) =
1

ρ
‖S1 − S2‖x , (3.10)

où ρ = max
mi,mj

‖Si − Sj‖x est un coefficient de normalisation.

Pour les distances de spécialisation matricielles de type Lk, le coefficient de norma-

lisation est donné par :

ρ = (2 (2n − 1))
1
k . (3.11)

Démonstration. La preuve de ce résultat est données dans l’annexe A.1.

Concernant les distances de spécialisation basées sur les normes subordonnées, des

résultats de normalisation partiels sont regroupés dans le tableau 3.3.
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Table 3.3 – Coefficient de normalisation des distances de spécialisation subordonnées
(d’opérateur).

Distances ρ

dSop1 2

dSop2

√
2n

dSop∞ 2n − 1

3.2.3 Propriétés principales des distances de spécialisation

Après avoir défini une nouvelle famille de distances dans la théorie des fonctions

de croyance, il est à présent impératif de déterminer leurs principales propriétés. Ces

propriétés sont nécessaires pour pouvoir statuer sur le comportement que ces nouvelles

distances établies vont adopter dans des situations pratiques.

3.2.3.1 Propriétés métriques

Proposition 2. Toutes les distances de spécialisation sont des métriques complètes

normalisées.

Démonstration. Le fait que les distances de spécialisation soient définies à partir de

normes matricielles implique que ces distances sont des métriques complètes. Concernant

les distances Lk, l’équation (3.11) montre qu’elles sont bien normalisées. Selon l’équation

(3.5), il est clair que les normes d’opérateur sont des sommes finies d’éléments de matrices

finis. Ceci implique que ∀k, dopk(m1,m2) <∞ et par conséquent, il est toujours possible

de trouver un facteur de normalisation.

3.2.3.2 Propriété structurelle

Intéressons nous à présent à l’analyse de la propriété structurelle des distances de

spécialisation entre fonctions de masse. On a la proposition suivante :

Proposition 3. ∀k <∞, toute distance de spécialisation Lk est une distance structurée.

Démonstration. Pour la démonstration de ce résultat, consulter l’annexe A.2.

Dans la démonstration de ce résultat, il est clair que les distances de spécialisation Lk

généralisent la distance d’ensembles de Hamming. Par contre, il n’existe pas de distances

de spécialisation d’opérateur structurée 1.

Pour la distance dop1, ce résultat est évident puisqu’elle est aussi définie par la formule

(3.12) donnée dans le lemme suivant :

1. Ces distances ne généralisent ni la distance de Hamming, ni la distance de Jaccard
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Lemme 2. La distance de spécialisation d’opérateur-1 dop1 est égale à la distance de

Manhattan (L1) entre les vecteurs des fonctions de masse :

dop1 (m1,m2) =
1

2
‖m1 −m2‖1 . (3.12)

Démonstration. La démonstration de ce résultat est dans l’annexe A.3.

A la vue de ce résultat, on voit bien que dop1 n’a aucune chance de prendre en compte

les interactions entre éléments focaux.

3.2.3.3 Propriété de consistance conjonctive

Concernant la propriété de consistance conjonctive, trois résultats sont disponibles.

Nous les énonçons dans les deux propositions 4,5 et 6 ci-dessous :

Proposition 4. La distance de spécialisation d’opérateur-1 dop1 est consistante avec la

règle conjonctive.

Démonstration. Supposons m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définies sur Ω. Leurs

matrices de spécialisation dempsteriennes respectives sont notées S1, S2 et S3. La norme

d’opérateur-1 possède la propriété sous-multiplicative, c’est à dire que quelles que soient

les matrices A et B, on a :

‖AB‖op1 ≤ ‖A‖op1 . ‖B‖op1 . (3.13)

On peut alors écrire :

‖(S1 − S2)S3‖op1 ≤ ‖S1 − S2‖op1 . ‖S3‖op1 ,
⇔ dop1 (m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) ≤ dop1 (m1,m2) . ‖S3‖op1 .

Par définition de cette norme et des matrices de spécialisation, on a déjà vu que

‖S3‖op1 = 1.

Par conséquent, la distance dop1 est conjonctivement consistante, et l’on peut alors

écrire :

dop1 (m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) ≤ dop1 (m1,m2) .

Proposition 5. La distance L1 de spécialisation d1 est consistante avec la règle conjonc-

tive.
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Démonstration. Supposons m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définies dans Ω. Le

lemme 2 implique :

‖(S1 − S2)S3‖op1 = ‖(m1 −m2) ∩©m3‖1 ,
et ‖(S1 − S2)‖op1 = ‖(m1 −m2)‖1 .

Selon la proposition 4, nous pouvons établir que :

‖(m1 −m2) ∩©m3‖1 ≤ ‖(m1 −m2)‖1 . (3.14)

Par ailleurs, la norme 1 peut aussi être calculée en utilisant les vecteurs colonnes comme

suit :

‖(S1 − S2)S3‖1 =
∑

A⊆Ω

‖(m1 ∩©mA −m2 ∩©mA) ∩©m3‖1 .

Utilisons à présent l’équation (3.14) pour obtenir :

‖(S1 − S2)S3‖1 =
∑

A⊆Ω

‖(m1 ∩©mA −m2 ∩©mA) ∩©m3‖1 ,

‖(S1 − S2)S3‖1 ≤
∑

A⊆Ω

‖(m1 ∩©mA −m2 ∩©mA)‖1 ,

‖(S1 − S2)S3‖1 ≤ ‖(S1 − S2)‖1 ,
⇔ d1 (m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) ≤ d1 (m1,m2) .

Proposition 6. La distance L∞ de spécialisation dS∞ est consistante avec la règle

conjonctive.

Démonstration. Selon la propriété de sous-multiplicativité des normes matricielles, nous

écrivons

‖(S1 − S2)S3‖∞ ≤ ‖(S1 − S2)‖∞ ‖S3‖∞ ,

or nous savons que : ‖S3‖∞ ≤ 1, car ‖S3‖∞ = max
{m[B](A)}

,d’où :

‖(S1 − S2)S3‖∞ ≤ ‖(S1 − S2)‖∞ ,

⇔ dS∞ (m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) ≤ dS∞ (m1,m2) .
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3.2.3.4 Rapport de croyance des distances de spécialisation Lk

Outre que les propriétés métriques, structurelle et de consistance conjonctive, les

distances Lk possède d’autres propriétés pertinentes. Dans cette sous-section, le lien

entre le rapport de croyance des fonctions de masse à support simple engagées sur un

même sous ensemble et les distances Lk est illustré. Il est énoncé dans la proposition

ci-après.

Proposition 7. Supposons m1 une fonction de masse définie dans Ω. Si m2 = mw2
A

et m3 = m1−a+aw2
A sont deux fonctions de masse à support simple définies dans Ω et

engagées sur le sous-ensemble A, la relation suivante est alors vérifiée pour les distances

de spécialisation du type Lk notées dk :

dk (m1,m1 ∩©m2)

dk (m1,m1 ∩©m3)
=

m2 (A)

m3 (A)
= a, (3.15)

où a ∈ [0, 1].

Démonstration. Soit Si la matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction de

masse à support simple mi. Il est clair que si S12 désigne la matrice de spécialisation

dempsterienne de la fonction de masse m1 ∩©m2, on peut alors écrire S12 = S1.S2. Par

conséquent, on aboutit au résultat suivant :

S1 − S12 = S1 − S1S2,

S1 − S12 = S1 (I− S2) , (3.16)

avec I la matrice identité.

La proposition 1 implique que si m2 est une fonction de masse à support simple, alors

S2 = w̄2SA + w2I avec SA est la matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction

de croyance catégorique engagée sur A.

L’utilisation de ce résultat dans l’équation (3.16) implique :

S1 − S12 = S1 (I− w̄2SA2 − w2I) ,

S1 − S12 = S1 (w̄2I− w̄2SA2) ,

S1 − S12 = w̄2 (S1 − S1SA2) . (3.17)

Une conséquence immédiate de l’équation (3.17) est :

d (m1,m1 ∩©m2) = w̄2d (m1,m1 ∩©mA) . (3.18)
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Ce résultat peut aussi être appliqué à la fonction de croyance m3 comme suit :

dk (m1,m1 ∩©m3) = m3 (A) dk (m1,m1 ∩©mA) ,

dk (m1,m1 ∩©m3) = (1− (1− a+ aw2)) dSk (m1,m1 ∩©mA) ,

dk (m1,m1 ∩©m3) = aw̄2dk (m1,m1 ∩©mA) . (3.19)

Finalement, la division de chaque terme de l’équation (3.19) par ceux de (3.18) donne :

dk (m1,m1 ∩©m2)

dk (m1,m1 ∩©m3)
=

m2 (A)

m3 (A)
= a.

3.2.3.5 Interprétation de la valeur maximale des distances dk

La signification de la valeur maximale d’une distance entre fonctions de croyance

est une notion pertinente puisqu’elle permet de caractériser la distance en définissant la

dissimilarité totale. Pour notre cas, la valeur maximale de la distance dk n’est atteinte

que dans le cas où les fonctions comparées sont en négation l’une par rapport à l’autre.

Cette propriété est énoncée dans la proposition suivante :

Proposition 8. Soit un cadre de discernement Ω et un élément A ∈ 2Ω. La distance dk

entre deux fonctions de masse m1 et m2 admet :

dk (m1,m2) = 1⇔ m1 = mA et m2 = mA. (3.20)

Démonstration. La démonstration de cette propriété est donnée dans l’annexe A.4.

La démonstration de la propriété précédente nous permet d’affirmer que la mesure de

distance dk(m1,m2) est maximale et égale à 1 uniquement quand la fonction de masse

m1 est la négation de m2 et que toutes deux sont des fonctions de masse catégoriques :

∃A ⊆ Ω : m1(A) = m2(A) = 1.

La distance de Jousselme ainsi que la distance de Tessem sont égales à 1 quand les

deux fonctions de masse comparées sont catégoriques et complètement conflictuelles :

m1(A1) = m2(A2) = 1 et A1∩A2 = ∅. La spécificité des éléments focaux comparés n’est

pas prise en compte dans ce cas.

3.2.3.6 Distance de spécialisation dk et affaiblissement

Nous présentons dans cette sous-section le lien existant entre les distances dk et la

notion de l’affaiblissement des fonctions de croyance. Deux résultats sont présentés, le
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premier concerne la distance entre deux fonctions de masse affaiblies avec un même co-

efficient et le deuxième se consacre à la distance entre une fonction de masse quelconque

et une autre affaiblie.

Proposition 9. Étant donné deux fonctions de masse m1 et m2 affaiblies avec un

même coefficient d’affaiblissement α ∈ [0, 1], la relation suivante est alors vraie pour

toute distance dk :

dk(m
α
1 ,m

α
2 ) = (1− α).dk(m1,m2) ≤ dk(m1,m2).

Démonstration. Par définition, la distance dk des deux fonctions de masse affaiblies

correspond à :

dk(m
α
1 ,m

α
2 ) =

1

ρ
‖Sα

1 − Sα
2 ‖k ,

=
1

ρ

∥

∥

∥

(

(1− α)S1 + αI
)

−
(

(1− α)S2 + αI
)∥

∥

∥

k
,

=
1

ρ

∥

∥

∥(1− α)
(

S1 − S2

)∥

∥

∥

k
,

= (1− α)dk(m1,m2).

De plus, nous savons que α ∈ [0, 1]. Ainsi, nous aboutissons au résultat :

dk(m
α
1 ,m

α
2 ) ≤ dk(m1,m2). (3.21)

Proposition 10. Étant donné un cadre de discernement Ω, deux fonctions de masse

définies dans Ω et un coefficient d’affaiblissement α ∈ [0, 1], alors :

1. dk(
αm1,m2) ≤ (1− α).dk(m1,m2) + α.dk(m2,mΩ),

2. (1− α).dk(m1,m2)− α.dk(m2,mΩ) ≤ dk(
αm1,m2).

Démonstration. La démonstration de la proposition 10 est donnée dans l’annexe A.5.

L’interprétation graphique de la propriété précédente est illustrée dans la figure (3.1).

La figure (3.1) visualise les résultats énoncé dans la proposition 10. Comme nous

pouvons le voir sur cette figure, la distance entre une fonction de masse affaiblie avec

un coefficient α et une autre définit une forme d’inégalité triangulaire en impliquant

la fonction d’ignorance totale qui est le résultat d’un affaiblissement complet. Cette

inégalité triangulaire est pondérée par les coefficients α et 1− α.
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Figure 3.1 – Interprétation géométrique de la propriété 10

3.3 Calcul rapide des métriques de spécialisation Lk

Le calcul classique des distances de spécialisation Lk se fait à travers l’équation :

dk(m1,m2) =
1

ρ

∥

∥M−1Diag (M (m1 −m2))M
∥

∥

k
. (3.22)

Comme nous pouvons le remarquer dans (3.22), le calcul matriciel des distances de

spécialisation dk se fait à travers un produit matriciel dont la complexité est de l’ordre de

O(N3). Une telle complexité de calcul, qui est plus grande que celles d’autres distances

entre fonctions de masse, peut s’avérer prohibitive pour beaucoup d’applications. Par

conséquent, de nouvelles méthodes de calcul sont élaborées dans cette section pour les

distances de spécialisation de type Lk. Dans un premier temps, des résultats préliminaires

sont donnés pour des cas particuliers de fonctions de masse. Puis, dans la dernière partie

de cette section, nous élaborons un algorithme pour le calcul dans le cas général.
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3.3.1 Distances dk entre des fonctions de masse catégoriques

Une façon rapide de calculer la distance de spécialisation basée sur la norme Lk entre

des masses de croyances catégoriques est introduite dans [32]. En effet, il est prouvé dans

cet article qu’il existe un isomorphisme d’ordre entre la distance ensembliste de Hamming

et les distances dk restreintes aux fonctions de masse catégoriques. Précisément, nous

avons :

dk (mA,mB) =

(

N − 2n−|A∆B|

N − 1

)
1
k

, (3.23)

où ∆ est la différence symétrique entre deux ensembles. Le cardinal de la différence

symétrique est égal à la distance de Hamming entre deux ensembles.

L’intérêt principal de l’équation (3.23) est de permettre le calcul des distances dk entre

fonctions de masse catégoriques avec une complexité en O(1). Cette équation montre

aussi qu’il existe un isomorphisme d’ordre entre la distance de Hamming et la distance

de spécialisation dk ce qui implique que cette distance tient compte des propriétés struc-

turelles entre fonctions de masse.

3.3.2 Distances entre une fonction de masse catégorique et une autre

fonction de masse quelconque

Dans cette sous-section, un cas plus large est exploré : il s’agit du calcul de la distance

dk entre une fonction de masse catégorique et une fonction de masse quelconque. Dans

la proposition 11, nous introduisons un résultat uniquement valable pour la distance de

spécialisation d1 basée sur la norme matricielle L1 :

Proposition 11. Soit m une fonction de masse définie dans un cadre Ω. Soit aussi

A ⊆ Ω et mA une fonction de masse catégorique dans Ω. La matrice de spécialisation

de m est notée S et celle de mA est SA. Nous avons alors :

d1 (m,mA) =
N − ‖S ◦ SA‖1

N − 1
, (3.24)

=
N − tr

(

S. tSA

)

N − 1
, (3.25)

avec ◦ le produit matriciel d’Hadamard, tr la trace matricielle et tSA la matrice

transposée de la matrice SA.

Démonstration. Par définition de la norme L1, nous avons :

‖S− SA‖1 =
∑

X,Y⊆Ω

|S(X,Y )− SA(X,Y )|.
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Il est connu que SA(X,Y ) = 1 si A∩ Y = X et SA(X,Y ) = 0 sinon. Ceci implique :

‖S− SA‖1 =
∑

X,Y⊆Ω
X=A∩Y

(1− S(X,Y )) +
∑

X,Y⊆Ω
X 6=A∩Y

S(X,Y ),

=
∑

X,Y⊆Ω
X=A∩Y

1 +
∑

X,Y⊆Ω
X 6=A∩Y

S(X,Y )−
∑

X,Y⊆Ω
X=A∩Y

S(X,Y ),

= ‖SA‖1 +
∑

X,Y⊆Ω

S(X,Y )− 2
∑

X,Y⊆Ω
X=A∩Y

S(X,Y ),

= ‖SA‖1 + ‖S‖ 1− 2 ‖S ◦ SA‖1 .

Puisque la norme L1 de n’importe quelle matrice de spécialisation est égale à N ,

l’équation (3.24) est retrouvée. L’équation (3.25) est obtenue à partir de l’équation

(3.24) en utilisant un résultat algébrique classique.

En terme de temps de calcul, l’équation (3.24) devrait être préférée. En effet, les

matrices de spécialisation ont 3n = N
log(3)
log(2) éléments non-nuls. Le produit de Hadamard

peut quant à lui être restreint à un produit point par point de ces éléments non-nuls.

La complexité de l’équation (3.24) est égale à O

(

N
log(3)
log(2)

)

≈ O
(

N1.58
)

.

3.3.3 Distances dk entre fonctions de masse quelconques

Nous nous intéressons à présent au problème de calcul de la distances dk dans le cas

général. A cet effet, un algorithme de calcul rapide d’une matrice de spécialisation est

introduit. Cet algorithme est inspiré du résultat suivant :

Proposition 12. Soit m une fonction de masse définie dans un cadre de discernement

Ω. Soit aussi X ⊆ Y ⊆ Ω et z /∈ Y . Le résultat suivant est alors vérifié :

m[Y ] (X) = m[Y ∪ {z}] (X) +m[Y ∪ {z}] (X ∪ {z}) . (3.26)

Démonstration. La démonstration de la proposition 12 est illustrée dans l’annexe A.6.

La proposition 12 est particulièrement intéressante pour le calcul des matrices de

spécialisation. Comme nous le savons, tout élément de la matrice de spécialisation est issu

d’un conditionnement de la masse m sachant un ensemble Y ⊆ Ω. En effet, S(X,Y ) =

m[Y ](X). Cette proposition montre par conséquent que chaque élément de la matrice de

spécialisation d’une fonction de masse m peut être obtenu en additionnant deux autres

éléments provenant d’une colonne située à droite de cet élément et des lignes inférieures.

Comme nous le savons aussi, la dernière colonne de la matrice S est égale à m. Cette
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matrice peut en effet être construite de façon incrémentale en commençant par la colonne

d’indice N − 1 jusqu’à la première colonne. Dans chaque colonne, nous commençons par

l’élément le plus bas en remontant vers les éléments de la partie supérieure de la colonne

en question. Cette procédure est donnée dans l’algorithme 1.

L’exemple suivant illustre le mécanisme de calcul rapide de la matrice de spécialisation

Algorithme 1 Calcul rapide d’une matrice de spécialisation S

entrées : m, N , M.
S← 0, la matrice nulle.
pour X ⊆ Ω faire

S(X,Ω)← m (X)
fin pour
pour Y ( Ω (suivant l’ordre binaire décroissant) faire

pour X ⊆ Y (suivant l’ordre binaire décroissant) faire
si M(X,Y ) > 0 alors

choisir z ∈ Ȳ .
S(X,Y )← S(X,Y ∪ {z}) + S(X ∪ {z} , Y ∪ {z}).

fin si
fin pour

fin pour
retourner S.
Fin

S développé dans l’algorithme 1.

Exemple 3. Soit une fonction de masse m définie dans Ω = {ω1, ω2, ω3} sachant que :

m({ω1}) = 0.4,

m({ω1, ω2}) = 0.2,

m({ω3}) = 0.3,

m(Ω) = 0.1 .

La matrice de spécialisation dempsterienne de la fonction de masse m est :
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Comme nous le remarquons, la dernière colonne de la matrice S est égale au vecteur

fonction de masse m. Pour calculer les autres éléments de cette matrice, on procède

comme illustré dans l’algorithme précédent. En voici quelque exemples :

S({ω1}, {ω1, ω2}) = S({ω1}, {ω1, ω2} ∪ {ω3}) + S({ω1} ∪ {ω3}, {ω1, ω2} ∪ {ω3}),
= S({ω1}, {ω1, ω2, ω3}) + S({ω1, ω3}, {ω1, ω2, ω3}),
= 0.4 + 0,

= 0.4.

S({ω1}, {ω1}) = S({ω1}, {ω1, ω2}) + S({ω1, ω2}, {ω1, ω2}),
= 0.4 + 0.3,

= 0.7.

Pour le calcul de S({ω1}, {ω1}), le même résultat peut aussi être obtenu en incluant le

singleton ω3 au lieu de ω2, alors :

S({ω1}, {ω1}) = S({ω1}, {ω1, ω3}) + S({ω1, ω3}, {ω1, ω3}),
= 0.6 + 0.1,

= 0.7.

L’algorithme 1 de calcul rapide de la matrice de spécialisation peut être utilisé di-

rectement avec l’entrée m1 − m2 au lieu de m dans l’objectif d’obtenir la différence

matricielle S1 − S2. Cet algorithme permet aussi de calculer récursivement la distance

dk en la mettant à jour à chaque fois qu’un nouveau terme S1(X,Y ) − S2(X,Y ) est

obtenu.

Étant donné la définition de la matrice M donnée dans le chapitre 1, nous constatons

que l’algorithme 1 présente 3n boucles. De même que pour d1 donnée dans l’équation

(3.24), la complexité de calcul de la distance dk entre des fonctions de masse quelconques

est en effet O
(

N1.58
)

. La majorité des métriques 2 énoncées dans l’état de l’art de la

théorie des fonctions de croyance, telles que la distance de Jousselme, ont quant à elles

recours à un produit entre une matrice de taille N ×N et un vecteur de la fonction de

masse de taille N . Leur complexité est alors O
(

N2
)

(en utilisant une programmation

näıve). Par conséquent, nous avons bien réussi à rendre les distances de spécialisation

basées sur les normes matricielles Lk au moins autant attractives en terme de temps de

2. Perry et Stephanou [39] ont défini une métrique complète avec une complexité égale à O (N) mais
elle échoue à saisir les aspects structurels de la comparaison des fonctions de masse (voir [21]).
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calcul que les autres métrique définies dans la TFC.

La figure 3.2 illustre le temps de calcul de la distance dk en utilisant l’algorithme 1 com-

paré au temps de calcul obtenu en utilisant l’équation (3.22). Ces résultats sont obtenus

en utilisant un ordinateur portable doté d’un CPU Intelr centrino2 2.53 GHz et d’un

environnement de programmation GNU Octave c©. On peut constater que le rapport en

log des temps de calcul est linéaire en fonction de n ce qui est conforme au fait que la

complexité est passée de O
(

N3
)

à O
(

N1.58
)

.

0

2

4

6

8

10

12

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

d
B

n

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

te
m
p
s
(e
n
se
co
n
d
s)

n

Comparaison du temps de calcul des distances de spécialisation basées sur la norme L1
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Figure 3.2 – Comparaison du temps de calcul de l’approche classique (équation (3.22))
et l’approche rapide (algorithme 1).

3.4 Comparaison des distances entre fonctions de croyance

Dans cette section nous effectuons une comparaison de différentes distances entre

fonctions de croyance et fournissons des informations sur leur limites. Pour ce qui est des

aspects théoriques, les propriétés des indices de dissimilarité entre fonctions de croyance

sont résumés dans le tableau 3.4. Des cas d’étude sont ensuite proposés et focalisés sur

les propriétés principales suivantes : définition, structure et consistance conjonctive. Les

dissimilarités suivantes citées dans l’état de l’art sont retenues : dJ , dT , dZD, dIF1, dIF2

et dIF3. Parmi les nouvelles distances définies dans ce chapitre, les mesures suivantes

sont retenues : dop1, dop2, dop∞, d1, d2 et d∞.
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3.4.1 Récapitulatif des propriétés principales

Une liste des propriétés principales que satisfont les différentes dissimilarités étudiées

est dressée dans le tableau 3.4 :

Table 3.4 – Résumé des propriétés principales satisfaites par les distances entre fonc-
tions de masse.

Pseudo-métriques Métriques complètes
Distances Distances de spécialisation
classiques

Dissimilarités dT dZD dIF1 dIF2 dIF3 dJ dop1 dop2 dop∞ d1 d2 d∞

Normalité × × × × × × × × × × × ×
Définition × × × × × × ×
structure × × ×

Consistance × × ×
conjonctive

L’analyse des résultats du tableau 3.4 montre clairement que, d’un point de vue

théorique, la distance d1 est plus performante que toutes les autres puisqu’elle est la

seule distance possédant toutes les propriétés énoncées dans la section 3.2.3. Ce tableau

montre aussi que la propriété la plus stricte est certainement la propriété de consistance

conjonctive car elle n’est satisfaite que par trois des nouvelles distances parmi celles

étudiées dans cette section.

Concernant la propriété structurelle, il existe des preuves formelles de la généralisation

de la distance Jaccard par la distance de Jousselme. Par ailleurs, les distances de spé-

cialisation du type Lk généralisent la distance d’ensemble de Hamming lorsque k <∞.

3.4.2 Influence de la ”définition” (definiteness)

Cette sous-section s’intéresse à l’influence de la propriété de definiteness. Notons

qu’il est récemment prouvé formellement que dJ est définie [2]. L’exemple 2 montre

clairement que les mesures dZ et dT sont des pseudo-distances et donc non définies. En

effet des fonctions de masse isopignistiques 3 sont vues comme des fonctions de masse

totalement identiques par ces deux dissimilarités dans le sens où elles produisent une

même décision. Si les fonctions de masse ne sont plus traitées avant la décision, ce

résultat est alors justifié. Toutefois, si les états de croyance peuvent encore évoluer grâce

à des preuves supplémentaires, il est alors préférable de considérer ces deux fonctions de

masse comme différentes.

Pour clarifier ce point de vue et inclure par la même occasion les mesures de dissimilarité

intuitionnistes dans cette discussion, considérons l’exemple suivant :

3. Deux fonctions de masse sont isopignistiques si elles ont les mêmes distributions de probabilité
pignistiques.
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Exemple 4. Supposons un cadre de discernement Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} et deux fonctions
de masse m1 et m2 définies dans Ω comme suit :

m1({ω1, ω2}) = m1({ω3, ω4}) =
1

2
,

m2({ω1, ω3}) = m2({ω2, ω4}) =
1

2
.

Nous avons alors dIF1(m1,m2) = dIF2(m1,m2) = dIF3(m1,m2) = dT (m1,m2) =

dZ(m1,m2) = 0.

L’exemple 4 montre que des fonctions de masse engagées identiquement sur le même

nombre de sur-ensembles d’hypothèses ωi sont vus comme complètement similaires par

les mesures intuitionnistes. Cette condition est plus robuste que la condition isopignis-

tique. Encore une fois, si la prise de décision est immédiatement la prochaine étape

dans le processus de calcul, ces résultats sont alors justifiés. En contre partie, supposons

qu’un nouvel état de connaissance est collecté et que cette information est représentée

par la fonction de masse m3 = m{ω1,ω2}. Quand on fusionne selon ∩© la fonction m3 avec

m1 ainsi qu’avec m2, il en résulte que les états de croyance évoluent de façons assez

différentes :

– m13 est telle que m13 ({ω1, ω2}) = m13 (∅) = 1
2 . Ceci sous-entend que la solu-

tion appartient à {ω1, ω2} mais elle est complètement indéterminée dans ce sous-

ensemble.

– m23 est telle quem23 ({ω1}) = m23 ({ω2}) = 1
2 . Une telle fonction de masse est une

distribution de probabilité complètement engagée et présente les mêmes risques de

choisir ω1 ou ω2 (équiprobabilité).

Par conséquentm1 et m2 devraient être vues comme des fonctions de masse dissimilaires.

3.4.3 Influence de l’interaction des éléments focaux

Cette sous-section s’intéresse à la propriété structurelle et l’intérêt pratique qu’elle

suscite pour la comparaison des fonctions de masse. Pour mettre cette propriété en

exergue, deux exemples sont étudiés. Dans ces exemples, des fonctions de masse catégo-

riques sont comparées. En effet, les fonctions de masse catégoriques sont les vecteurs de

base de l’espace εΩ. Il est alors justifié de restreindre l’analyse à cette famille de fonc-

tions de masse si l’on veut savoir comment les interactions entre éléments focaux sont

prises en compte. Dans l’exemple 5, des fonctions de masse catégoriques et non conflic-

tuelles sont mises en compétition, tandis que dans l’exemple 6 des fonctions de masse

catégoriques et conflictuelles sont comparées. Notons que dans ces deux exemples, les

courbes correspondant aux mesures dIF2 et dIF3 sont superposées. La même remarque

est valable pour dop1 et d∞.
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Exemple 5. Cet exemple est inspiré de celui présenté dans [19] et réutilisé dans [17].

Supposons deux fonctions de masse définies dans un cadre de discernement Ω de cardi-

nalité |Ω| = 8 tel que :

m1({ω1, ω2, ω3}) = 1,

m2(At) = 1.

Le sous-ensemble At varie par inclusion successive d’un singleton à chaque étape de cal-
cul allant de {ω1} jusqu’à atteindre Ω à la dernière étape :
t : étape 1 2 3 4 5 6 7 8

de calcul

élément {ω1} {ω1, ω2} {ω1, ω2, ω3} {ω1, ..., ω4} {ω1, ..., ω5} {ω1, ..., ω6} {ω1, ..., ω7} Ω

focal At

Les résultats sont montrés dans la figure 3.3. Ces résultats incluent aussi les deux

distances d’ensemble : la distance de Hamming et la distance de Jaccard.

Figure 3.3 – Dissimilarités entre m1 et m2 - Exemple 5

Dans l’exemple 5, la majorité des mesures de dissimilarité présentent une monotoni-

cité similaire des distances d’ensemble : elles décroissent de l’étape de calcul 1 à l’étape

3, où la valeur minimale est atteinte, et croissent de l’étape 3 à l’étape 8. Concernant

l’étape 3, toutes les mesures sont nulles car A3 = {ω1, ω2, ω3}. Notons que le conflit est

nul tout au long de l’expérience. Ce résultat montre que ce critère n’est pas adapté à
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la comparaison des fonctions de masse en toutes circonstances. A l’exception de dop1

et d∞, nous pouvons aussi remarquer que les mesures étudiées prennent en compte la

cardinalité des éléments focaux dans leur variation, notamment celle du sous-ensemble

At. Ce résultat confirme que les interactions entre éléments focaux sont bien prises en

compte par les mesures dZD, dT , dIF1, dIF2, dIF3, dJ , d1, d2, dop2 et dop∞.

Exemple 6. Cet exemple est inspiré d’un exemple cité dans [19]. Supposons deux fonc-

tions de masse définies dans un cadre de discernement de cardinalité |Ω| = 8 sachant

que :

m1({ω8}) = 1,

m2(At) = 1.

Le sous-ensemble At varie de {ω1} jusqu’à Ω par inclusion successive d’un singleton,
puis par omission successive d’un singleton de {Ω} jusqu’à atteindre {ω8} à la dernière
étape étape de calcul :
t : étape 1 2 ... 7 8 9 ... 14 15 16

de calcul

élément {ω1} {ω1, ω2} ... {ω1, ..., ω7} Ω {ω2, ..., ω8} ... {ω6, ω7, ω8} {ω7, ω8} {ω8}

focal At

Les résultats obtenus sont montrés en figure 3.4. Ces résultats incluent aussi les deux

distances d’ensemble : la distance de Hamming et la distance de Jaccard.

Dans l’exemple 6, le comportement attendu des mesures de dissimilarité étudié est :

– grandes valeurs de dissimilarité pour les étapes 1 à 7, car pour ces étapes At ∩
{ω8} = ∅. A l’étape 7, A7 est le complémentaire de l’ensemble {ω8} dans Ω (dis-

similarité totale).

– des valeurs de plus en plus petites et décroissantes de l’étape 8 à l’étape 15. Durant

ces étapes, ω8 est inclus dans At et |At| décroit. Finalement à l’étape 15, nous

remarquons que m1 = m2 (similarité complète).

Nous pouvons aisément voir que toutes les mesures sont décroissantes de façon monotone

de l’étape 8 à l’étape 15 où une dissimilarité nulle est obtenue. En revanche lors des étapes

1 à 7, les dissimilarités peuvent être partagées en 4 catégories :

– les indices constants : dJ , dT , d∞, dop1 et dop∞. Ce comportement est expliqué par

le fait que, de l’étape 1 à 7, les deux fonctions de masse comparées sont catégoriques

et leurs éléments focaux sont disjoints. Il est par conséquent justifié d’interpréter

ces fonctions de masse comme totalement dissimilaires.

– les indices décroissants : dZD. Ce comportement est interprété par le fait que la

spécificité décroit de l’étape 1 à l’étape 7. En effet, A7 contient plus d’ignorance

que A1.

– les indices croissants : d1, d2 et dIF1. Ce comportement est expliqué par le fait

qu’à l’étape 7, les deux fonctions de masse comparées sont catégoriques et leurs
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Figure 3.4 – Dissimilarités entre m1 et m2 - Exemple 6.

éléments focaux complémentaires dans Ω. Il est donc justifié que la dissimilarité

totale ne soit atteinte qu’à l’étape 7. Une critique peut être soulevée concernant

ces mesures puisqu’elle montre que m{ω8} est aussi plus proche de m{ω1} que de

mΩ. Par contre, m{ω8} et m{ω1} sont des fonctions de masse incompatibles.

– les indices non monotones : dIF2 et dIF3. Ce comportement est probablement le

moins satisfaisant de tous puisqu’il est très difficile d’interpréter les différentes

variations de ces mesures.

3.4.4 Discrimination à l’égard de la connaissance commune

Dans cette sous-section, nous étudions le pouvoir discriminant des dissimilarités à

l’égard d’informations communes. Revoyons dans un premier temps l’exemple 2 énoncé

dans la motivation des développements de ce chapitre. Dans cet exemple, la distance

entrem1 etm2 est comparée à la distance entrem1 ∩©m3 etm2 ∩©m3. Les résultats de cette

expérience sont présentés dans le tableau 3.5 où des résultats additionnels concernant

les distances de spécialisation nouvellement développées au cours de ce chapitre sont

également illustrés.

Les distances dJ , d2, dop2 et dop∞ peuvent être critiquées parce que deux fonctions

de masse obtenues après combinaison avec un même état de connaissance contenu dans

une troisième fonction de masse deviennent plus distantes qu’elles ne l’étaient avant la
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Table 3.5 – Mesures de distance additionnelles entre m1 et m2 et entre m13 et m23 -
Exemple 2.

Distances d(m1,m2) d(m13,m23)

dJ 0.5831 0.8
dT 1 0
dZD 1 0
dIF1 0.8 0.4
dIF2 0.5 0.4
dIF3 0.5 0.4

d1 0.6 0.5333
d2 0.6324 0.6532
d∞ 0.1333 0.1333
dop1 0.8 0.8
dop2 0.5840 0.8
dop∞ 0.3333 0.5333

combinaison. Le pouvoir discriminant de dop1 et de d∞ semble être plus faible que celui

des autres dissimilarités examinées parce que des distances égales sont observées.

Comme mentionné précédemment, les dissimilarités dT , dZD, dIF1, dIF2 et dIF3 ont un

comportement satisfaisant dans cet exemple. Toutefois puisqu’elles ne satisfont pas la

propriété de consistance conjonctive, d’autres exemples peuvent être développés pour

prouver qu’elles ont un pouvoir discriminant plus faible que d1 et dop1.

Pour faire une comparaison plus fine, il est plus intéressant d’évaluer à quel degré les

différentes mesures examinées respectent la propriété de consistance conjonctive. A cet

effet, nous calculons le taux de compatibilité à la propriété 3.2.3.3. Supposons m1,

m2 et m3 trois fonctions de masse choisies aléatoirement. Si une distance d satisfait

d(m1,m2) ≥ d(m1 ∩©m3,m2 ∩©m3) (inégalité (3.2)), alors un succès est attribué à celle-ci.

Le taux de succès est alors obtenu en divisant le nombre de succès par le nombre to-

tal d’expériences aléatoires. Il est décidé de ne pas tirer uniformément les fonctions de

masse dans le simplexe de l’espace εΩ. En effet, l’inégalité (3.2) est plus rarement vérifiée

quand les fonctions de masse comparées sont séparables. En conséquence, les fonctions

de masse aléatoires utilisées dans cette expérience sont séparables. Le tableau 3.6 donne

les taux de succès des dissimilarités examinées.

Comme attendu, d1, d∞ et dop1 ont un taux de succès plein. La distance la plus

discriminante et qui ne satisfait pas la propriété de consistance conjonctive est d2.

3.4.5 Influence de la taille du cadre de discernement

Cette sous-section est dédiée à l’analyse du comportement des dissimilarités entre

fonctions de masse en fonction des variations de la cardinalité du cadre de discernement.

Cette analyse est basée sur l’exemple 7.

Exemple 7. Cet exemple était proposé dans [17]. soit Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn} un cadre
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Table 3.6 – Taux de succès de discrimination de l’information commune des dissimila-
rités examinées (104 réalisations).

Distances Taux

dJ 86%
dT 51.5%
dZD 57.9%
dIF1 93.3%
dIF2 82.3%
dIF3 82.4%

d1 100%
d2 99.2%
d∞ 100%
dop1 100%
dop2 42%
dop∞ 37%

de discernement. Trois fonctions de croyance sont définies dans Ω comme suit :

m1({ωi}) = 1
n , ∀i ∈ {1, · · · , n}. (fonction bayésienne),

m2 = mΩ (ignorance totale),

m3 = m{ω1} (fonction catégorique).

L’évolution des dissimilarités comparées dans cette étude en fonction de la taille du

cadre de discernement n est visualisée dans les figures 3.5 et 3.6.

Selon la définition des fonctions de masse impliquées dans l’exemple 7, leur degré de

spécificité et d’engagement sont tous différents. Le comportement attendu des dissimila-

rités entre fonctions de croyance est que la relation d’ordre entre les valeurs des distances

devrait être préservé malgré les variations de n. Dans les figure 3.5 et 3.6, seules dIF2

et dop2 modifient l’ordre des distances. Une analyse des fonctions de croyance pourrait

alors être différente après grossissement du cadre de discernement. Ce résultat est en

effet insatisfaisant si une telle opération est désirée par l’utilisateur.

Bien que la discrimination des fonctions de croyance n’est pas l’objet d’étude de cette

sous-section, nous remarquons pour la distance de Jousselme que les courbes correspon-

dant à dJ (m1,m2) et dJ (m1,m3) sont superposées. Ce résultat signifie que, du point de

vue de la distance de Jousselme, la fonction bayésienne est équidistante de la fonction

catégorique et de l’ignorance totale. D’une part, il peut être justifié de préférer le fait

que la fonction de masse bayésienne m1 soit plus proche de la fonction catégorique m3

que de l’ignorance totale m2. En effet, m1 et m3 sont fortement engagées puisqu’elles

sont des distributions de probabilités. A l’opposé, m2 n’est pas du tout engagée puis-

qu’il s’agit d’une ignorance totale, ce qui s’explique par le fait que d1 considère m1 et

m3 comme des fonctions équidistantes de la fonction de masse m2. D’autre part, il peut
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Figure 3.5 – dissimilarités entre m1, m2 et m3 - Exemple 7 - Partie I.

aussi être justifié que m1 et m2 devraient être proches car elles sont isopignistiques. Le

fait que m1 et m2 sont isopignistiques implique que leurs courbes sont constantes et

nulles pour les deux mesures dZD et dT . Cette dernière remarque illustre le fait que la

spécificité n’est pas considérée de la même façon par toutes les dissimilarités étudiées et

que le comportement souhaité dépend des besoins de l’utilisateur.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle famille de distances entre fonctions de croyance a

été développée. Étant donné que chaque fonction de masse est représentée de manière

unique par sa matrice de spécialisation dempsterienne, la nouvelle famille de distances

définie dans ce chapitre est basée sur les normes matricielles appliquées aux matrices de

spécialisation. L’utilisation des matrices de spécialisation pour comparer les fonctions

de croyance est justifiée par le fait qu’elles ne représentent pas uniquement l’état actuel

de croyance mais aussi tous les conditionnements futurs potentiellement atteignables au

sens de la combinaison conjonctive.

De plus, nous avons argumenté dans ce travail qu’une distance évidentielle se conforme

à trois principes essentiels :

– une similarité totale n’est obtenue que si les états de croyance sont identiques,
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Figure 3.6 – dissimilarités entre m1, m2 et m3 - Exemple 7 - Partie II (distances de
spécialisation)

– les interactions entre les éléments focaux doivent être prises en compte,

– les états comprenant des connaissances communes sont plus proches que ceux ne

partageant pas de connaissances.

Ces trois principes sont formalisés en propriétés mathématiques. Il est prouvé que seule

la distance de spécialisation du type L1 satisfait ces trois propriétés essentielles. La troi-

sième propriété est appelée consistance conjonctive. Grâce à cette propriété, deux

fonctions de masse incorporant un même état de connaissance à travers une combinai-

son conjonctive deviennent plus proches après combinaison. Par exemple, dans le cas de

fonctions de masse séparables, cette propriété signifie que deux fonctions sont d’autant

plus proches que les mêmes éléments entrent en jeu dans leur décomposition conjonctive.

En outre, plusieurs méthodes pour le calcul rapide des distances de spécialisation

basées sur les normes matricielles Lk sont aussi introduites. Initialement, ces distances

sont calculées avec une complexité de O
(

N3
)

. Dans un cas général, nous avons élaboré

un algorithme pour réduire cette complexité à O
(

N1.58
)

afin de gagner en temps de

calcul. Dans le cas de fonctions de masse catégoriques, cette complexité est simplement

de l’ordre de O (1). L’utilisation de ces approches permettent à ces distances d’être très

compétitives en terme de temps de calcul en plus de leurs propriétés mathématiques et
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structurelles très attractives.

Ce chapitre contient aussi plusieurs cas d’étude qui illustrent les avantages et les limi-

tations des nouvelles distances comparativement aux distances existantes. L’analyse des

résultats de ces expériences soutient l’idée que le choix d’une distance dans le cadre de

la théorie des fonctions de croyance devrait être fait selon l’application dédiée. En effet,

aucune distance ne peut être considérée la plus performante en toutes les circonstances.

L’adéquation entre les propriétés satisfaites par une distance et les objectifs ciblés par

une application sont, en effet, les éléments essentiels dans le choix d’une distance appro-

priée entre fonctions de croyance.

Le prochain chapitre sera consacré à la généralisation des distances basées sur les ma-

trices de spécialisation dempsterienne définies dans ce chapitre au cadre des α−jonctions.
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Chapitre 4

Généralisation des distances

matricielles entre fonctions de

croyance

102



Sommaire

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2 Les α−jonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.1 Notions fondamentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.1.1 α−conjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.2.1.2 α−disjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.2.2 Calcul des α−jonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.2.2.1 Calcul classique d’une α−jonction . . . . . . . . . . . 108

4.2.2.2 Calcul matriciel d’une α−conjonction . . . . . . . . . 110

4.2.2.3 Calcul matriciel d’une α−disjonction . . . . . . . . . 111

4.3 Distances basées sur les matrices α−jonctives . . . . . . . . 112

4.3.1 Propriétés des distances de d’α−spécialisation et d’α−généralisation113
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4.1 Introduction

Dans un processus de fusion d’informations à l’aide de la TFC, la règle de com-

binaison la plus courante est, sans aucun doute, la règle de combinaison conjonctive.

L’application de cette règle exige une confiance dans la véracité et l’indépendance des

sources comparées. Quand la véracité de toutes les sources agrégées est incertaine, on

suppose qu’au moins une d’entre elles est fiable sans savoir laquelle. Un comportement

prudent peut alors s’imposer en appliquant la règle de combinaison disjonctive. Ces deux

règles de combinaison sont les plus utilisées dans un processus de fusion d’informations

basé sur la TFC. Ces règles de combinaison sont commutatives, associatives et admettent

chacune un élément neutre unique. L’élément neutre de la combinaison conjonctive est la

masse d’ignorance totale notée mΩ, celui de la règle disjonctive est la masse totalement

engagée sur l’ensemble vide notée m∅. On peut remarquer que cette dernière masse de

croyance est la négation de la masse d’ignorance totale. Dubois et Prade [9] soulignent

cette dualité et montrent que ces deux opérateurs de combinaison sont liés par les lois

de De Morgan :

m1 ∪©m2 = m1 ∩©m2,

m1 ∩©m2 = m1 ∪©m2. (4.1)

En plus de la règle de combinaison conjonctive et disjonctive, deux autres opérateurs

marginaux sont définis ; à savoir la règle de combinaison disjonctive exclusive notée ∪©
et sa négation ∩©. Étant donné deux fonctions de masse m1 et m2 définies dans Ω, ces

deux dernières sont respectivement définies par les formules suivantes [51, 42] :

m1 ∪©2 =
∑

A=B∆C

m1(B)m2(C), (4.2)

m1 ∩©2 =
∑

A=B∆C

m1(B)m2(C), (4.3)

La règle disjonctive exclusive ∪© est utilisée dans le cas où nous supposons qu’une

seule des sources d’informations exactement dit la vérité sans pouvoir déterminer exac-

tement laquelle. Par ailleurs, la règle ∩© correspond quant à elle au cas où l’on sait que

la véracité de toutes les sources est soit approuvée ou contestée. Cette situation corres-

pond au cas où toutes les sources disent la vérité ou aucune d’entre-elle ne dit la vérité.

Comme les règles conjonctive et disjonctive, la règle disjonctive exclusive ∪© et sa né-

gation ∩© sont aussi commutatives, associatives et possèdent respectivement un élément

neutre unique : m∅ et mΩ.

Dans [51], Smets fait remarquer que les combinaisons en utilisant les quatre règles
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précédemment énoncées ne sont que des cas marginaux de l’agrégation des connaissances

dans la TFC. Ces règles ne sont donc en réalité que des cas particuliers d’une famille

de règles de combinaison appelées α−jonctions et dont la propriété principale est la li-

néarité. Cette propriété se distingue plus explicitement dans la formulation matricielle

de ces règles de combinaison. Étant donné que ces familles de règles de combinaison

admettent une écriture matricielle qui généralise les quatre règles de combinaison mar-

ginales, une généralisation du calcul de distances entre fonctions de croyance basée sur

le principe du chapitre 3 est donc possible.

4.2 Les α−jonctions

4.2.1 Notions fondamentales

Les travaux de Smets [51] sur une nouvelle famille de règles de combinaisons linéaires,

commutatives, associatives et qui admettent un seul élément neutre ont permis de définir

ce que nous appelons aujourd’hui les α−jonctions. Cette famille de lois est donc définie

et paramétrée par un coefficient α. Elle est basée soit sur un comportement conjonctif

admettant mΩ comme élément neutre ou sur un comportement disjonctif admettant

l’élément neutre m∅. Cette famille recouvre à la fois la conjonction ∩©, la disjonction

∪©, la disjonction exclusive ∪© ainsi que sa négation ∩© qui correspondent aux valeurs

extrêmes de α ∈ [0, 1], d’où son appellation dédiée les α−jonctions.

Soient deux fonctions de masse m1 et m2 définies dans un cadre de discernement Ω.

La combinaison m12 de ces deux dernières est, par définition, supposée être obtenu à

l’aide d’un opérateur linéaire, commutatif et associatif.

m12 = f (m1,m2) . (4.4)

Smets [51] a montré que les α−jonctions forment l’unique famille d’opérateurs de

combinaison possédant les propriétés principales suivantes :

∀m1,m2,m3 ∈ MΩ

• Linéarité 1

∀λ ∈ [0, 1] , f (m,λm1 + (1− λ)m2) = λf (m,m1) + (1− λ) f (m,m2),

• Commutativité :

f (m1,m2) = f (m2,m1),

• Associativité :

f (f (m1,m2) ,m3) = f (m1, f (m2,m3)),

1. L’opérateur est linéaire sur l’espace vectoriel engendré par les fonctions de masse catégoriques,
mais la sortie de l’opérateur reste une fonction de masse uniquement en cas de combinaison convexe.
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• Élément neutre :

∃me | ∀m, f (m,me) = m,

• Anonymité : cette propriété implique qu’une permutation des éléments du cadre

de discernement Ω n’affecte pas le résultat de la fusion en utilisant les α−jonctions.
• Préservation du contexte : si pour un sous-ensemble A nous avons Pl1(A) = 0

et Pl2(A) = 0, alors Pl12(A) = 0. Tout évènement impossible le reste après la

combinaison.

Cet opérateur est assuré par la multiplication d’une matrice stochastique, induite

par m1 et notée Km1 , par le vecteur de masse m2. La combinaison peut alors s’écrire

sous sa forme matricielle suivante :

m12 = Km1m2, (4.5)

où Km1 =
∑

A⊆Ω

m1(A).KA, (4.6)

avec KA la matrice de mA. Il est montré dans [51] que les matrices KA ne dépendent

pas de la fonction de masse m. Ce sont des matrices stochastiques de dimension N ×N

qui dépendent uniquement de l’élément neutre me et d’un paramètre α variant entre 0

et 1.

Pour la suite, nous convenons parfois de noter la matrice stochastique Km1 par K1 pour

alléger les écritures.

A l’issue de l’analyse des deux comportements principaux d’un processus de combi-

naison, en l’occurrence le comportement conjonctif et le comportement disjonctif, deux

solutions seulement sont admissibles pour me. Dans le cas d’une combinaison conjonc-

tive, l’élément neutre est me = mΩ, tandis que dans le cas d’une opération disjonctive,

l’élément neutre est alors me = m∅. Le choix du comportement de la règle de combi-

naison impose en effet le choix de l’élément neutre. D’où l’existence de deux classes de

règles de combinaison appartenant à la famille des α−jonctions. Ces deux classes sont les

α−conjonctions et les α−disjonctions. Dans ce qui suit nous discutons les particularités

de chacune de ces classes ainsi que la définition des matrices KA associées.

4.2.1.1 α−conjonction

Dans ce cas l’élément neutre est me = mΩ. Les matrices KA sont définies en fonction

du paramètre α ∈ [0, 1] comme suit :

KΩ = I,
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KA(X,Y ) =







α|A∆Y |−|X|.α|X|−|A∩Y | si A ∩ Y ⊆ X ⊆ A∆Y ,

0 sinon.

où α = 1− α.

Étant donné deux fonctions de masse m1 et m2, l’α−conjonction entre ces deux

fonctions de masse est calculée pour une valeur constante de α. Elle est notée par :

m12 = m1 ∩©αm2. (4.7)

Dans le cas particulier où m1 et m2 sont définies dans Ω = {a, b}, la décomposition de

la α−conjonction entre ces deux fonctions de masse en fonction des matrices KA est :

m1 ∩©αm2 = K1m2,

=
(

m1(∅)K∅ +m1(a)Ka +m1(b)Kb +m1(Ω)KΩ

)

.m2. (4.8)

sachant que :

K∅ =













α2 α α 1

αα 0 α 0

αα α 0 0

α2 0 0 0













, Ka =













α 0 1 0

0 α 0 1

α 0 0 0

0 α 0 0













, Kb =













α 1 0 0

α 0 0 0

0 0 α 1

0 0 α 0













.

Dans le cas marginal où α = 1, la matrice K1 calculée en utilisant l’élément neutre

me = mΩ devient égale à la matrice de spécialisation dempsterienne, autrement dit

K1 = S1. La combinaison a alors un comportement conjonctif pur. Ainsi on peut écrire

m1 ∩©1m2 = S1m2 = m1 ∩©m2.

Le cas α = 0 correspond à la règle ∩©. Toute autre valeur de α traduit une loi de

combinaison intermédiaire entre la règle conjonctive ∩© et la règle ∩©.

4.2.1.2 α−disjonction

Tout comme les α−conjonctions, la classe de lois de combinaison dites α−disjonctives
est définie en choisissant cette fois-ci l’élément neutre du comportement disjonctif qui est

me = m∅. De même, les matrices KA sont définies en fonction du paramètre α ∈ [0, 1]

comme suit :

K∅ = I,
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KA(X,Y ) =







α|X|−|A∆Y |.α|A∪Y |−|X| si A∆Y ⊆ X ⊆ A ∪ Y ,

0 sinon.

La règle de combinaison α−disjonctive est notée ∪©α. Quand α = 1, nous obtenons un

comportement purement disjonctif. C’est à dire m1 ∪©1m2 = m1 ∪©m2. En contrepartie,

si α = 0, le comportement de la règle de combinaison est celui d’un opérateur disjonctif

exclusif ∪©. Dans [52], Smets a montré que les règles α−conjonctives et α−disjonctives
sont liées par les lois de De Morgan. On obtient alors :

m1 ∪©αm2 = m1 ∩©αm2,

m1 ∩©αm2 = m1 ∪©αm2. (4.9)

Dans le cas particulier où α = 1, nous aboutissons à la dualité entre le comportement

conjonctif pur et le comportement disjonctif pur énoncé dans l’équation (4.1).

4.2.2 Calcul des α−jonctions

Quand les α−jonctions sont apparues, une des limites à leur utilisation fut la com-

plexité calculatoire accrue en comparaison des règles habituelles. En effet, le calcul des

différentes matrice Ki régissant ces règles de combinaison n’est pas une tâche facile si

l’on se réfère à leurs définitions. Dans [42], Pichon et Denœux ont développé des méca-

nismes de calcul simplifiés des combinaisons des croyances à l’aide des α−jonctions. Ces
mécanismes sont basées sur la généralisation des mécanismes utilisés dans le calcul des

combinaisons purement conjonctives ou purement disjonctives.

Deux méthodes de calcul des α−jonctions sont présentées dans les sous-sections sui-

vantes. La première explique le calcul classique basée sur les principes d’α−conditionnement

et d’α−généralisation, tandis que la deuxième méthode met en exergue les principes du

calcul matriciel des α−jonctions dans l’espace vectoriel des fonctions de masse.

4.2.2.1 Calcul classique d’une α−jonction

L’opération de conditionnement est utilisée dans un processus de fusion d’informa-

tions conjonctif dès lors qu’une nouvelle connaissance du problème affirme avec certitude

que la solution ω0 est contenue dans un sous-ensemble B ⊂ Ω. Cette nouvelle connais-

sance est modélisée dans le cadre de la TFC par m(B) = 1 et notée mB. Le calcul du

conditionnement d’une fonction de masse quelconque m0 par le sous-ensemble B est ef-

fectué par la révision conjonctive de la masse m par mB. On écrit alors m[B] = m ∩©mB.

L’opération de conditionnement est réalisée à l’issue d’un transfert de toute connaissance
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initialement définie dans Ω vers le sous ensemble B ⊂ Ω. Dans [42], Pichon et Denœux

s’inspirent de cette notion pour définir l’opérateur d’α−conditionnement.

Définition 10. L’α−conditionnement [42] d’une fonction de masse m par un sous-

ensemble B ⊂ Ω est égal à l’α−conjonction de cette fonction de masse avec la masse

catégorique focalisée en B notée mB.

Le résultat de l’opération d’α−conditionnement d’une fonction de masse m par un

sous-ensemble B ⊂ Ω est noté m[B]α = m ∩©αmB . Cette opération est formulée dans [42]

par l’expression suivante :

m[B]α(A) =
∑

(X∩B)∪(X∩B∩C)=A

m(X)m[α](C), (4.10)

où m[α] est la fonction de masse définie pour tout A ⊆ Ω par la formule :

m[α](A) = α|A|(1− α)|A|.

Comme nous le constatons, l’opération du α−conditionnement n’est autre qu’un

cas particulier de la règle α−conjonctive dans lequel l’une des deux masses combinées

est catégorique. La généralisation du calcul de la combinaison α−conjonctive entre deux
fonctions de masse quelconques m1 et m2 se base sur l’opération du α−conditionnement.

Elle est énoncée dans [42] par l’équation :

m1 ∩©αm2(A) =
∑

B⊆Ω

m1[B]α(A)m2(B),

ou encore

m1 ∩©αm2(A) =
∑

(X∩B)∪(X∩B∩C)=A

m1(X)m2(B)α|C|(1− α)|C|. (4.11)

D’une façon analogue, une méthode similaire est développée pour élaborer un calcul

simplifié des α−disjonctions dans [42], La règle de combinaison α−disjonctive ∪©α est

calculée cette fois-ci par la formule :

m1 ∪©αm2(A) =
∑

(X∆B)∪(X∩B∩C)=A

m1(X)m2(B)α|C|(1− α)|C|. (4.12)

où X∆B désigne la différence symétrique entre les sous-ensembles X et B.
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4.2.2.2 Calcul matriciel d’une α−conjonction

Dans [51], Smets a montré que la matrice Mα composée des vecteurs propres de la

matrice de croyance Km, induite d’une masse notée m et définie dans Ω, intervient dans

le calcul matriciel d’une α−jonction. En effet, on distingue deux cas différents pour la

matrice Km. Selon le choix d’une α−conjonction cette matrice est notée K∩
m ou d’une

α−disjonction où elle est notée K∪
m. Notons que la matrice K∩

m généralise, dans le cas

α−conjonctif, la matrice de spécialisation dempsterienne Sm. La matrice Mα n’est, en

effet, qu’une généralisation de la matrice d’incidenceM définie dans le chapitre 1, section

1.3.2. De façon analogue à la règle de combinaison conjonctive, cette matrice permet de

généraliser la notion de communalité. La fonction d’α−communalité g est alors définie

dans l’expression :

∀m ∈ εΩ, g = Mαm. (4.13)

Smets [51] a aussi montré que, pour deux fonctions de masse quelconques m1 et m2, la

règle α−conjonctive se traduit pour tout A ⊆ Ω par :

g1 ∩©α2(A) = g1(A).g2(A), (4.14)

sachant que g1 = Mα.m1 et g2 = Mα.m2. L’expression (4.14) montre que la combinai-

son de deux fonctions de masse m1 et m2 en utilisant une α−conjonction peut s’exécuter

simplement par le produit point-à-point de leurs fonctions d’α−communalité respectives

g1 et g2.

La fonction d’α−communalité résultante g1 ∩©α2 peut être déduite de la masse résultante

du processus d’α−conjonction entre m1 et m2 :

g1 ∩©α2 = Mα.m1 ∩©α2. (4.15)

A partir des équations (4.14) et (4.15), nous obtenons le résultat suivant qui permet de

calculer une α−conjonction à l’aide des fonctions d’α−communalité :

m1 ∩©α2 = Mα
−1.Diag(g1).g2, (4.16)

où Diag(g1) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes

du vecteur g1. A partir de l’équation (4.16), nous retrouvons facilement la relation qui

lie la matrice K∩
m1

avec la matrice Mα :

K∩
m1

= Mα
−1.Diag(Mα.m1).Mα. (4.17)

Dans les travaux de Pichon et Denœux [42], un algorithme simple d’obtention de la

matriceMα est présenté. Grâce à ce résultat, l’expression (4.17) devient particulièrement
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intéressante puisqu’elle permet de simplifier le calcul de la matrice K∩
m1

. Le calcul de la

matrice Mα est donné par un produit de Kronecker :

Mα
i+1 = Kron

([

1 1

α− 1 1

]

, Mα
i

)

, (4.18)

Mα
1 = 1,

où Mα
i correspond à la matrice Mα dans le cas où |Ω| = i. En examinant l’équation

(4.18), nous remarquons facilement que, quand α = 1, la matrice Mα est égale à la

matrice d’incidence M. Dans ce cas, la fonction g associée à m se confond avec la

fonction de communalité q.

4.2.2.3 Calcul matriciel d’une α−disjonction

D’une façon analogue à la famille des α−conjonctions, le calcul matriciel d’une

α−disjonction de deux fonctions de masse m1 et m2 est donné par :

m1 ∪©α2 = K∪
m1

.m2, (4.19)

où K∪
m1

est la matrice d’α−généralisation de la fonction de massem1. Cette combinaison

peut s’exprimer par un simple produit des deux fonctions d’α−implicabilité h1 et h2

correspondant respectivement aux masses m1 et m2. Il en découle donc :

h1 ∪©α2(A) = h1(A).h2(A), (4.20)

avec A ⊆ Ω et h1 = Bα.m1 sachant que la matrice Bα est une matrice stochastique

dont les éléments dépendent de α.

Comme pour le cas des α−conjonctions, la relation matricielle entre la matrice K∪
m1

avec sa matrice de valeurs propres est donnée par :

K∪
m1

= Bα
−1.Diag(Bα.m1).Bα. (4.21)

Selon le théorème 12.1 dans [52], la relation entre les deux matrices d’α−spécialisation
K∩

m1
et d’α−généralisation K∪

m1
est :

K∪
m1

= JK∩
m1

J, (4.22)

A partir de l’équation (4.22), nous pouvons facilement démontrer que :

Bα = JMαJ. (4.23)

L’application du résultat donné par l’équation (4.23) sur (4.18) nous permet de calculer
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la matrice Bα à l’aide d’un calcul itératif basé sur le produit de Kronecker :

Bα
i+1 = Kron

([

1 α− 1

1 1

]

, Bα
i

)

, (4.24)

Bα
1 = 1,

où Bα
i correspond à la matrice Bα dans le cas où |Ω| = i. Nous pouvons déduire que

dans le cas où α = 1 la fonction h associée à m se confond avec la fonction d’implicabilité

b.

4.3 Distances basées sur les matrices α−jonctives

La distance entre fonctions de croyance peut se définir à partir de la distance entre les

matrices de croyance correspondantes puisqu’il existe une correspondance bijective entre

les fonctions de masse et les matrices de croyance relatives à une α−jonction donnée. En

conséquent, la norme de la différence entre deux matrices de croyance peut permettre de

définir une distance entre fonctions de croyance à l’instar des distances de spécialisation

vues dans le chapitre 3.

Définition 11. une distance d’α-spécialisation d∩ est une fonction définie en s’ap-

puyant sur une norme matricielle ‖.‖ et relative à une α−conjonction telle que :

d∩ : εΩ × εΩ −→ R+

m1 ×m2 → 1

ρ

∥

∥K∩
1,α −K∩

2,α

∥

∥ , (4.25)

où K∩
i,α est la matrice d’α-spécialisation correspondant à la masse mi et ρ un coefficient

de normalisation sachant que d∩ (m∅,mΩ) = 1.

Définition 12. une distance de α-généralisation d∪ est une fonction définie en

s’appuyant sur une norme matricielle ‖.‖ et relative à une α−disjonction telle que :

d∪ : εΩ × εΩ −→ R+

m1 ×m2 → 1

ρ

∥

∥K∪
1,α −K∪

2,α

∥

∥ , (4.26)

où K∪
i,α est la matrice d’α-généralisation correspondant à la masse mi et ρ un coefficient

de normalisation sachant que d∪ (m∅,mΩ) = 1.

La famille des distances d’α-spécialisation est une extension de la famille des dis-

tances de spécialisation définie dans [32] qui correspond au cas où α = 1. Parmi les

normes matricielles existantes, nous nous intéressons dans ce chapitre, comme dans le
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chapitre 3, aux normes les plus utilisées, à savoir : les normes d’opérateur, aussi connues

comme normes induites, et les normes Lk de type Minkowski.

Nous remarquons facilement que la norme d’opérateur 1 de toute matrice de croyance

est ‖K‖op1 = 1. Les normes matricielles dites vectorielles sont définies comme des normes

Lk si les matrices sont vues comme des vecteurs dans l’espace MN . Les normes vec-

torielles et matricielles du type Lk sont toutes deux notées ‖.‖k. Elles se distinguent

facilement puisque les vecteurs sont notés en minuscules tandis que les matrices sont

notées en majuscules.

4.3.1 Propriétés des distances de d’α−spécialisation et d’α−généralisation

Comme pour les distances de spécialisation définies dans le chapitre 3, les distances

matricielles entre les fonctions de croyance généralisées aux α-jonctions possèdent un

certain nombre de propriétés. Il est intéressant d’étudier si ces nouvelles distances ont

les mêmes propriétés que les distances de spécialisation. Cette étude est donnée ci-après.

4.3.1.1 Résultats préliminaires

Nous donnons tout d’abord quelques résultats préliminaires qui serviront dans les

preuves d’adéquation des distances d’α−spécialisation et d’α−généralisation aux diffé-

rentes propriétés traitées dans cette section.

Remarque 1. Supposons m1 et m2 deux fonctions de masse définies dans Ω. Km1 et

Km2 sont les matrices de croyance respectives de m1 et m2 relatives à une α-jonction

notée ⊙α. Notons Km12 la matrice de croyance de m1⊙αm2. Alors, nous avons d’après

[52] :

Km12 = Km1 .Km2 . (4.27)

Démonstration. Supposons m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définies dans Ω et

Km1 , Km2 et Km3 leurs matrices de croyance respectives relativement à une α-jonction

notée ⊙α. Puisque toutes les α-jonctions sont associatives, on peut écrire :

(m1 ⊙α m2)⊙α m3 = m1 ⊙α (m2 ⊙α m3)

⇔ Km12 .m3 = Km1 . (m2⊙α3)

⇔ Km12 .m3 = Km1 .(Km2 .m3).

L’équation précédente est vérifiée pour toute fonction de masse m3, et donc : Km12 =

Km1 .Km2 .

Un premier résultat concernant les nouvelles familles de distances définies dans ce

chapitre est la dualité entre les distances d’α−spécialisation et les distances d’α−généralisation
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qui trouve ses origines dans les lois de De Morgan démontrées dans [52]. Cette dualité

est formalisée dans la proposition suivante :

Proposition 13. Supposons α ∈ [0, 1]. Soit d∩,α une distance d’α−spécialisation rela-

tive à la règle α-conjonctive ∩©α. Soit d∪,α la distance d’α−généralisation relative à la

règle α-disjonctive ∪©α. Pour toutes fonctions de masse m1 et m2 dans un cadre Ω, nous

avons :

d∩,α (m1,m2) = d∪,α (m1,m2) . (4.28)

Démonstration. SoitK∩
mi

la matrice d’α-spécialisation etK∪
mi

la matrice d’α-généralisation

de mi avec i ∈ {1; 2}. Selon le théorème 12.1 dans [52], nous avons K∩
mi

= JK∪
mi

J avec

J la matrice antidiagonale définie dans le chapitre 1. Il en résulte que :

d∩,α (m1,m2) =
1

ρ

∥

∥K∩
m1
−K∩

m2

∥

∥ ,

=
1

ρ

∥

∥JK∪
m1

J− JK∪
m2

J
∥

∥ ,

=
1

ρ

∥

∥J
(

K∪
m1
−K∪

m2

)

J
∥

∥ .

Étant donné que J est une matrice de permutation et que n’importe quelle norme matri-

cielle considérée dans ce manuscrit se calcule par un produit point-à-point, nous avons :

∥

∥J
(

K∪
m1
−K∪

m2

)

J
∥

∥ =
∥

∥K∪
m1
−K∪

m2

∥

∥ = ρd∪,α (m1,m2) .

La proposition 13 met en exergue le lien de dualité qui existe entre les distances

d’α-spécialisation et les distances d’α-généralisation. Quand α ∈ {0; 1}, une situation

bien plus particulière encore se présente à nous. Celle-ci est illustrée dans le lemme 3

suivant :

Lemme 3. Soit d∩,α une distance d’α-spécialisation relative à la règle α-conjonctive ∩©α

basée sur une norme vectorielle ou d’opérateur. Soit d∪,α une distance d’α-généralisation

relative à la règle α-disjonctive ∪©α et issue de la même norme. Pour toutes fonctions

de masse m1 et m2 définies dans Ω, on a :

d∩,0 = d∪,0, (4.29)

d∩,1 = d∪,1. (4.30)

Démonstration. Soient K∩
i,0 et K

∪
i,0 les matrices de 0-spécialisation et de 0-généralisation
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de mi avec i ∈ {1; 2}. On montre que JK∩
i,0 = K∪

i,0. Le même raisonnement que celui de

la preuve de la proposition 13 donne d∩,0 = d∪,0.

Soient K∩
i et K∪

i les matrices de spécialisation et de généralisation de mi avec i ∈ {1; 2}.
On montre que pour tout A et B ⊆ Ω on a K∩

i (A ∩B,B) = K∪
i

(

A ∪B,B
)

. Autrement

dit, les matrices K∩
i et K∪

i contiennent les mêmes éléments mais à des positions diffé-

rentes. Aussi, un raisonnement similaire à celui de la preuve de la proposition 13 donne

d∩,1 = d∪,1.

Ce résultat montre clairement que les distances d’α-spécialisation et les distances d’α-

généralisation sont identiques pour les valeurs extrêmes de α. En outre, la proposition 13

nous permet d’anticiper le fait que si une distance d’α-spécialisation satisfait une pro-

priété donnée, alors il en va probablement de même pour sa distance d’α-généralisation

homologue.

4.3.1.2 Propriétés métriques

Proposition 14. Toutes les distances d’α-spécialisation où d’α-généralisation sont des

métriques complètes normalisées.

Démonstration. Le fait que les distances d’α-spécialisation où d’α-spécialisation sont

définies à partir de normes matricielles complètes implique que ces distances sont des

métriques complètes normalisées.

Concernant la normalisation, la même explication que dans le cas des distances de spé-

cialisation reste valable dans le cas présent.

La section suivante est consacrée à la propriété de consistance des distances d’α-

spécialisation et des distances d’α-généralisation, tandis que la propriété structurelle est

traitée dans la section 4.3.1.3.

4.3.1.3 Propriétés structurelles des distances matricielles entre fonctions de

croyance

Comme évoqué précédemment, les relations d’inclusion et d’intersection entre les

éléments focaux d’une fonction de masse devraient induire des conséquences dans l’éva-

luation des distances. En effet, si A ∩ B 6= ∅ tandis que A ∩ C = ∅, nous en déduisons

intuitivement que les vecteurs de base mA et mB sont plus proches que mA et mC . Une

distance entre fonctions de croyance qui tient compte de cette interaction est une dis-

tance qui respecte le principe structurel. Pour rappel, une distance structurée est définie

dans la définition 6 du chapitre 3.

Parmi les familles de distances d’α−spécialisation et d’α−généralisation définies dans
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ce travail, seule la distance d1 basée sur la norme L1 est structurée. Ce résultat est

principalement basé sur le lemme suivant :

Lemme 4. Supposons mA et mB deux fonctions de masse catégoriques portant sur A et

B, deux sous-ensembles de Ω. Soit d1 la distance L1 relative à une α-jonction donnée.

∀α ∈ [0, 1], le résultat suivant est vérifié pour d1 :

d1 (mA,mB) =
2N

ρ

(

1− αmax{|A\B|;|B\A|}

2|A∆B|

)

. (4.31)

Démonstration. La démonstration du lemme 4 est donnée dans l’annexe A.7

A l’aide du lemme précédent, nous pouvons à présent introduire et prouver la pro-

priété suivante :

Proposition 15. Soit d1 la distance basée sur la norme L1 relativement à une α-

jonction donnée. d1 est structurée si α = 0 ou 1
2 ≤ α < 1. Elle est strictement structurée

si α = 1.

Démonstration. Considérons d’abord que d1 est définie relativement à une règle α-

conjonctive. A partir de la proposition 4, nous avons : ∀α ∈ [0, 1] :

d1 (mA;mB) =
2N

ρ

(

1− αmax{|A\B|;|B\A|}

2|A∆B|

)

,

≥ 2N

ρ

(

1− 1max{|A\B|;|B\A|}

2|A∆B|

)

,

≥ 2N

ρ

(

1−
(

1

2

)|A∆B|
)

. (4.32)

Supposons à présent que α ≥ 1
2 , nous écrivons alors :

α ≥ 1

2
⇔

(α

2

)|A∆B|
≥
(

1

4

)|A∆B|

,

⇔ −
(α

2

)|A∆B|
≤ −

(

1

2

)|A∆B|+1

,

⇔ d1 (mA;mB) ≤
2N

ρ

(

1−
(

1

2

)|A∆B|+1
)

. (4.33)

Soient A,B,C et D les quatre sous-ensembles de Ω sachant que |A∆B| < |C∆D|. Nous
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avons :

|A∆B| < |C∆D| ⇔ |A∆B|+ 1 ≤ |C∆D|,

⇔ 2N

ρ

(

1−
(

1

2

)|A∆B|+1
)

≤ 2N

ρ

(

1−
(

1

2

)|C∆D|
)

,

⇒ d1 (mA;mB) ≤ d1 (mC ;mD) ,

car ces distances se trouvent dans deux intervalles disjoints.

Réciproquement, supposons que nous avons d1 (mA;mB) < d1 (mC ;mD). A partir

du raisonnement précédent, l’hypothèse |A∆B| > |C∆D| induit une contradiction, d’où
|A∆B| ≤ |C∆D|. Finalement, puisque la cardinalité de la différence symétrique est la

distance d’ensembles de Hamming, alors d1 est structurée si 1
2 ≤ α < 1.

Pour le cas où α = 1, la preuve que d1 est strictement structurée est donnée dans

l’annexe A.2. Pour la cas α = 0, nous avons d1 (mA;mB) = 2N
ρ 1A 6=B . La distance

adopte un comportement binaire. Elle est cependant structurée puisqu’elle est constante

quand A 6= B et elle est nulle quand A = B.

Des contre-exemples peuvent être trouvés pour montrer que d1 n’est pas structurée si

0 < α < 1
2 .

Intéressons nous à présent au cas α-disjonctif. Pour la suite de cette démonstration,

nous distinguons d1,∩ et d1,∪. A partir de la proposition 13 et étant donné que d1,∩ est

structurée par rapport à la distance d’ensembles de Hamming, nous avons alors :

|A∆B| ≤ |C∆D| ⇔ d1,∩ (mA,mB) ≤ d1,∩ (mC ,mD) ,

⇔ d1,∪ (mA,mB) ≤ d1,∪ (mC ,mD) ,

⇔ d1,∪
(

mA,mB

)

≤ d1,∪
(

mC ,mD

)

.

Puisque |A∆B| ≤ |C∆D| ⇔ |A∆B| ≤ |C∆D|, d1,∪ hérite de d1,∩ la propriété structu-

relle (strictement ou pas).

4.3.1.4 Propriété de consistance avec les α-jonctions

On rappelle qu’une distance est consistante avec une règle de combinaison donnée

si l’ajout d’une certaine information à deux fonctions de masse les rend plus proches.

Dans cette section, nous donnons plusieurs résultats concernant la consistance des dis-

tances d’α-spécialisation et les distances d’α-généralisation. Le résultat suivant montre

la consistance de ces distances dans le cas où la norme d’opérateur 1 est choisie :

Proposition 16. Toute distance d’α-spécialisation ou d’α-généralisation définie en

fonction de la norme d’opérateur-1 dop1 est consistante avec la règle d’α-jonction qui lui
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correspond.

Démonstration. Supposons m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définies dans Ω. K1,

K2 et K3 sont leurs matrices de croyance relatives à une certaine α-jonction notée ⊙α.

La norme d’opérateur 1 possède la propriété de sous-multiplicativité. C’est à dire que

pour toutes matrices A et B, nous avons :

‖AB‖op1 ≤ ‖A‖op1 . ‖B‖op1 . (4.34)

Nous pouvons écrire alors :

‖(K1 −K2)K3‖op1 ≤ ‖K1 −K2‖op1 . ‖K3‖op1 ,
‖K1K3 −K2K3‖op1 ≤ dop1 (m1,m2) . ‖K3‖op1 ,

dop1 (m1 ⊙α m3,m2 ⊙α m3) ≤ dop1 (m1,m2) . ‖K3‖op1 .

Par définition, toutes les matrices de croyance sont stochastiques, d’où ‖K3‖op1 = 1.

Par conséquent, la distance dop1 est consistante avec la règle de combinaison ⊙α, nous

pouvons alors écrire :

dop1 (m1 ⊙α m3,m2 ⊙α m3) ≤ dop1 (m1,m2) . (4.35)

Un résultat similaire est obtenu quand les distances d’α-spécialisation ou d’α-généralisation

sont basées sur la norme L1. Afin de mettre en œuvre la preuve de ce résultat, nous in-

troduisons tout d’abord la propriété suivante :

Proposition 17. Soient m1 et m2 deux fonctions de masse définies dans Ω et deux

ensembles A et B sachant que A ⊆ B ⊆ Ω. Dans ces conditions, les propriétés suivantes

sont vérifiées pour toute α-conjonction ∩©α et toute α-disjonction ∪©α :

‖m1 ∩©αmA −m2 ∩©αmA‖1 ≤ ‖m1 ∩©αmB −m2 ∩©αmB‖1 , (4.36)

‖m1 ∪©αmA −m2 ∪©αmA‖1 ≥ ‖m1 ∪©αmB −m2 ∪©αmB‖1 . (4.37)

Démonstration. La démonstration de la propriété 17 est donnée dans l’annexe A.8.

Corollaire 1. Soient m1 et m2 deux fonctions de masse définies dans Ω. K1 et K2 sont

leurs matrices de croyance respectives relativement à une α-jonction particulière. Pour

une α-jonction quelconque, nous avons :

dop1 (m1,m2) =
1

ρ
‖K1 −K2‖op1 =

1

ρ
‖m1 −m2‖1 . (4.38)
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Démonstration. Utilisons la définition suivante de la norme matricielle d’opérateur 1

K1 −K2 :

‖K1 −K2‖op1 = max
B⊂Ω

∑

A⊂Ω

|K1(A,B)−K2(A,B)|. (4.39)

Intéressons-nous à présent à la classe des α-conjonctions et à la classe des α-disjonctions

séparément :

– Dans le cas d’une α-conjonction, l’équation (4.39) s’écrit :

‖K1 −K2‖op1 = max
B⊂Ω

∑

A⊂Ω

| (m1 ∩©αmB) (A)− (m2 ∩©αmB) (A)|,

= max
B⊂Ω
‖(m1 ∩©αmB)− (m2 ∩©αmB)‖1 .

En utilisant la proposition 17, il est clair que la norme maximum est obtenue pour

le plus grand ensemble B. C’est à dire que quand B = Ω, donc :

‖K1 −K2‖op1 = ‖(m1 ∩©αmΩ)− (m2 ∩©αmΩ)‖1 .
= ‖m1 −m2‖1 .

– Dans le cas des α-disjonctions, l’équation (4.39) s’écrit :

‖K1 −K2‖op1 = max
B⊂Ω

∑

A⊂Ω

| (m1 ∪©αmB) (A)− (m2 ∪©αmB) (A)|,

= max
B⊂Ω
‖(m1 ∪©αmB)− (m2 ∪©αmB)‖1 .

En utilisant la proposition 17, il est clair que la norme maximum est obtenue pour

le plus petit ensemble B. C’est à dire que quand B = ∅, donc :

‖K1 −K2‖op1 = ‖(m1 ∪©αm∅)− (m2 ∪©αm∅)‖1 .
= ‖m1 −m2‖1 .

Ce résultat signifie que la distance d’opérateur 1 dop1 est égale à la distance de type

L1 entre des vecteurs fonctions de masse pour une valeur quelconque du coefficient α.

Les deux résultats préliminaires énoncés précédemment, nous permettent à présent

d’obtenir la propriété de consistance des distances d’α−spécialisation ou d’α−généralisation
basée sur la norme L1 à l’aide de la proposition suivante :

Proposition 18. Toute distance d’α−spécialisation ou d’α−généralisation basée sur la

norme L1, notée d1, est consistante avec la règle d’α-jonction qui lui correspond.
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Démonstration. Supposons m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définies dans Ω. Sup-

posons aussi que K1, K2 et K3 sont leurs matrices de croyance respectives relatives à

une α-jonction notée ⊙α. Le corollaire 1 donne :

‖(K1 −K2)K3‖op1 = ‖(m1 −m2)⊙α m3‖1 ,
et ‖(K1 −K2)‖op1 = ‖(m1 −m2)‖1 .

Aussi, la proposition 16 stipule que ‖(K1 −K2)K3‖op1 ≤ ‖(K1 −K2)‖op1, on peut

alors écrire :

‖(m1 −m2)⊙α m3‖1 ≤ ‖(m1 −m2)‖1 . (4.40)

De plus, la norme 1 peut aussi être exprimée en utilisant les vecteurs colonnes comme

suit :

‖(K1 −K2)K3‖1 =
∑

A⊆Ω

‖(m1 ⊙α mA −m2 ⊙α mA)⊙α m3‖1 .

L’équation (4.40) permet d’écrire :

‖(K1 −K2)K3‖1 =
∑

A⊆Ω

‖(m1 ⊙α mA −m2 ⊙α mA)⊙α m3‖1 ,

‖(K1 −K2)K3‖1 ≤
∑

A⊆Ω

‖(m1 ⊙α mA −m2 ⊙α mA)‖1 ,

‖(K1 −K2)K3‖1 ≤ ‖(K1 −K2)‖1 ,
⇔ d1 (m1 ⊙α m3,m2 ⊙α m3) ≤ d1 (m1,m2) .

Un autre résultat est obtenu cette fois-ci en observant les distances d’α−spécialisation
ou d’α−généralisation basées sur la norme L∞. Ce dernier est énoncé dans la proposition

suivante :

Proposition 19. Toute distance d’α−spécialisation ou d’α−généralisation basée sur la

norme L∞, notée d∞, est consistante avec la règle d’α-jonction qui lui correspond.

Démonstration. Soient m1, m2 et m3 trois fonctions de masse définie dans Ω. K1, K2 et

K3 sont les matrices de croyance respectives correspondant à m1, m2 et m3 relativement

à une α-jonction donnée notée ⊙α. La norme L∞ d’une matrice est égale au maximum

des normes L∞ des vecteurs colonne qui la composent.

Étant donné qu’un vecteur colonne de Ki peut s’écrire mi|αB = mi ⊙α mB avec B ⊆ Ω,
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il existe un sous ensemble X tel que :

‖(K1 −K2)K3‖∞ =
∥

∥(K1 −K2)m3|αX

∥

∥

∞
,

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(K1 −K2)
∑

Y ⊆Ω

m3|αX(Y )mY

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

,

≤
∑

Y⊆Ω

m3|αX(Y ) ‖(K1 −K2)mY ‖∞ .

En outre, la norme L∞ de K1 −K2 est égale au maximum des normes infinies de

ses vecteurs colonnes :

max
Y⊆Ω
‖(K1 −K2)mY ‖∞ = ‖K1 −K2‖∞ .

Chaque terme de l’inégalité précédente est maximisé par ‖K1 −K2‖∞ ce qui donne :

‖(K1 −K2)K3‖∞ ≤
∑

Y⊆Ω

m3|αX(Y ) ‖K1 −K2‖∞ ,

≤ ‖K1 −K2‖∞ .

Après normalisation, l’inégalité précédente donne :

d∞ (m1 ⊙α m3,m2 ⊙α m3) ≤ d∞ (m1,m2) .

4.3.2 Comparaison des distances entre fonctions de croyances

4.3.2.1 Tests basés sur les aspects structurels

Pour étudier la propriété structurelle liée à la structure en treillis de l’espace des

fonctions de croyance, nous proposons de visualiser le comportement des différentes

distances et dissimilarités évidentielles dans le cadre de l’exemple d’application suivant :

Exemple 8. Cet exemple est inspiré d’un exemple présenté dans [19] et réutilisé dans

[17, 31]. Supposons deux fonctions de masse définies dans la cadre de discernement

Ω = {ωi}ni=1 telles que :

m1 = mX ,

m2 = mAi
,

avec X = {ω1, ω2, ω3} et n = |Ω| = 7. Le sous-ensemble Ai varie par inclusions

successives d’un singleton à chaque étape de calcul allant de ∅ jusqu’à atteindre Ω à la
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dernière étape de calcul :

i : étape de calcul élément focal Ai

0 ∅
1 {ω1}
2 {ω1, ω2}
3 {ω1, ω2 ω3} = X

4 {ω1, ..., ω4}
... ...

7 Ω

Les résultats sont montrés dans la figure 4.1 pour les distances d’α-spécialisation,

les distances évidentielles et les dissimilarités mentionnées dans le chapitre 2. Puisque

cette expérience implique des fonctions de masse catégoriques, deux distances d’ensemble

sont utilisées : la distance de Hamming dham et la distance de Jaccard djac. Notons qu’il

est inutile d’inclure les distances d’α-généralisation dans cet exemple puisque, selon la

proposition 13, nous savons qu’elles se comportent de façon similaire aux distances d’α-

spécialisation dans un processus de comparaison des fonctions de masse catégoriques.
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Figure 4.1 – Distances évidentielles et dissimilarités entre deux fonctions de masse
catégoriques : m1 = mX et m2 = mAi

définies dans Ω, avec |Ω| = 7 et |X| = 3. Le
sous-ensemble Ai varie par inclusions successives de ∅ vars Ω et A3 = X. Les distances
matricielles impliquées dans cette expérience sont des distances d’α-spécialisation. Cinq
valeurs de α sont consideées :

{

0; 14 ;
1
2 ;

3
4 ; 1
}

.
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Une distance ou une dissimilarité qui respecte la propriété structurelle devrait être

décroissante quand i ∈ {0; ...; 3} et croissante quand i ∈ {3; ...; 7}. A cet égard, d2 (quand

α = 0.25), dop2 (quand α = 0.5), dop∞ (quand α = 0.25) et dZ ne sont pas structurées.

Par ailleurs beaucoup de distances non-structurées semblent avoir un comportement

satisfaisant. Par exemple, on voit que la distance d1 respecte le principe structurel même

si α ∈]0; 12 [. Il est aussi à remarquer que les courbes de dop1 et d∞ sont superposées

quelque soit la valeur de α.

4.3.2.2 Tests de consistance des distances entre fonctions de masse

Dans cette partie, nous illustrons la consistance de toutes les distances relatives

à la classe des règles α-conjonctives et α-disjonctives. Dans l’objectif de fournir ces

résultats, il est nécessaire de générer aléatoirement des fonctions de masse. Pour des

raisons similaires au chapitre 3, section 3.4.4, les fonctions de masse tirées aléatoirement

sont ici des fonctions de masse simples. Au lieu de prélever uniformément les fonctions

de masse, nous proposons d’utiliser le schéma suivant :

1. choisir aléatoirement un entier i entre 1 et |2Ω| − 1 avec des chances égales pour

tous les nombres,

2. choisir aléatoirement un nombre réel x selon la loi uniforme U[0,1],

3. allouer une masse x au sous-ensemble dont l’indice est i et une masse 1 − x à

l’ensemble Ω.

Ce plan génère des fonctions de masse à support simple aléatoires.

Dans la figure 4.2, les taux de consistance pour les règles α-conjonctives et plusieurs

distances entre fonctions de croyance sont montrés. Une itération de cette expérience

consiste au choix de trois fonctions de masse à support simple et à vérifier si l’inéga-

lité 4.35 est respectée. Les taux de consistance correspondent alors au nombre de fois

que la propriété est vérifiée par rapport au nombre total des itérations. Pour cette expé-

rience, 1e4 itérations sont utilisées. La figure 4.3 montre le même résultat pour la classe

des règles α-disjonctives.

Comme attendu, nous pouvons voir sur la figure 4.2 les distances d1, d∞ et dop1 sont

totalement consistantes avec la règle α−conjonctive tandis que les distances classiques

présentent des taux de consistance inférieurs à 10%. Dans la figure 4.3, nous remar-

quons aussi que les distances d1, d∞ et dop1 sont totalement consistantes avec la règle

α−disjonctive. Les distances classiques, quant à elle, présentent un taux de consistance

croissant en fonction de α. Ce taux atteint 100% quant α = 1.

Le résultat obtenu pour les distances matricielles d1, d∞ et dop1 était attendu en vu des

résultats démontrés dans la section 4.3.1.4.
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Figure 4.2 – Taux de consistance des distances entre fonctions de croyance avec les
règles α-conjonctives en fonction du paramètre α.

125



90

92

94

96

98

100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

α

99.75

99.8

99.85

99.9

99.95

100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

α

Taux de consistance (%) par rapport aux règles α-disjonctives
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4.4 Influence des méta-informations sur les distances entre

fonctions de croyance

Les α−jonctions correspondent à une forme particulière de connaissance sur la vé-

racité des sources d’informations. Dans les applications où ce type de connaissance est

disponible, les α−jonctions peuvent alors trouver leur utilité. Étant donné ω = ω0, il

est montré dans [42] que le paramètre α impliqué dans le cas d’une α−conjonction peut

être interprété en terme de la plausibilité que la source d’informations mente puisque

cette plausibilité est égale à 1 − α. Dans le cas α−disjonctif, le paramètre α est égal

à la plausibilité que la source dise la vérité. Plus de détails sur l’interprétation des α-

jonctions et leur lien avec les méta-informations sont disponibles dans [42, 40]. Nous

donnons quelques uns de ces éléments d’interprétation dans ce qui suit.

4.4.1 Méta-informations et α-junctions

L’interprétation des α-jonctions est étroitement liée aux connaissances disponibles

sur la véracité des sources d’informations mises en jeu avant le processus de fusion. Ce

type de connaissance est appelé méta-information. La véracité des sources est en effet

un type particulier de méta-information. Dans un cadre pratique, la véracité peut être

vue ou interprétée de plusieurs façons différentes mais, en tenant compte du contexte

des α−jonctions, nous adoptons la définition suivante :

Une source d’informations Si est dite mensongère si elle soutient le contraire de

ce qu’elle considère vrai.

Supposons que S1 soutienne {ω0 ∈ A} et S2 soutienne {ω0 ∈ B}. En fonction de la

définition de la véracité, différentes stratégies de combinaison sont intuitivement néces-

saires selon différentes méta-informations :

– si les deux sources S1 et S2 sont véridiques, alors l’hypothèse à considérer est

A ∩B,

– si S1 est véridique tandis que S2 ne l’est pas, alors l’hypothèse à considérer est

A ∩B,

– si S2 est véridique tandis que S1 ne l’est pas, alors l’hypothèse à considérer est

A ∩B,

– si les deux sources S1 et S2 sont mensongères, alors l’hypothèse à considérer est

A ∩B.

Dans chacune des situations précédentes, une décision différente est retenue. Nous

constatons en effet l’importance de prendre en considération les méta-informations dans

un problème de fusion d’informations. En général, notre connaissance de la véracité des

sources est imprécise et incertaine. Cette connaissance est alors exprimée et modélisée
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par une fonction de masse dans un autre domaine noté Ti. Dans [41], Pichon explique

qu’un élément tiA ∈ Ti est compris comme le fait que les sources sont toutes véridiques

quand elles s’engagent sur {ω0 ∈ A} et elles sont toutes mensongères quand elles s’en-

gagent sur l’hypothèse
{

ω0 ∈ A
}

.

Quand on considère deux sources (S1;S2), deux méta-évènements appartenant à T1×T2,
Pichon prouve en outre que :

– pour les α-conjonctions, la méta-information mise en jeu est que chaque événement

{soit les deux sources sont totalement véridiques ou commettent le même mensonge

A} = {(t1Ω; t2Ω); (t1A; t2A)} a la probabilité α|A|α|A|.

– pour les α-disjonctions, la méta-information mise en jeu est que chaque événement

{une source est complètement véridique tandis que l’autre ment au moins à propos

de A} =
⋃

X⊆C

{(t1Ω; t2X); (t1X ; t2Ω)} possède la probabilité α|A|α|A|.

En particulier, quand α = 1, A = Ω est le seul choix donnant une mesure de pro-

babilité non-nulle dans le cas conjonctif tandis que A = ∅ dans le cas disjonctif. Étant

donné que tΩ implique l’absence de tout mensonge, la méta-information est alors réduite

à :

– pour la règle conjonctive, l’évènement {toutes les sources sont totalement véri-

diques} a la probabilité 1.

– pour la règle disjonctive, l’évènement {au moins une des sources est totalement

véridique} a la probabilité 1.

Notons que les α-jonctions sont comprises comme des cas particuliers de processus

de combinaison introduits dans [44] où un cadre général de la combinaison des fonctions

de masse sous différentes méta-informations est formalisé.

Dans les sous-sections suivantes, nous mettons en lumière le comportement des dis-

tances d’α-spécialisation et d’α-généralisation dans le contexte d’un problème de fusion

d’informations dépendant de méta-informations. Dans un premier temps, nous nous in-

téressons au cas où la méta-information est inconnue puis nous nous focalisons sur la

situation où la méta-information est certaine. Nous nous limitons évidemment dans les

deux cas aux méta-informations concernant les α−jonctions.

4.4.2 Méta-information inconnue et distances entre fonctions de masse

Supposons le cas où l’on doit fusionner des sources d’informations incertaines et

imprécises dans le cadre de la TFC. Supposons aussi que l’on a observé qu’un opérateur

de combinaison α−jonctif a du sens dans le contexte de l’application. Il est assez facile

de vérifier en pratique que :

– la combinaison d’une fonction de masse avec une combinaison convexe de deux

autres est identique à la combinaison convexe de la première opérande avec les

deux autres (linéarité),
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– l’ordre de traitement des sources d’informations n’affecte pas le résultat (commu-

tativité et associativité),

– soit mΩ ou m∅ n’impacte pas le résultat des combinaisons (élément neutre),

– la permutation des éléments de Ω n’impacte pas le résultat de la combinaison

(anonymat),

– les hypothèses impossibles avant la combinaison le demeurent même après (pré-

servation du contexte).

A l’exception de la linéarité, toutes les autres hypothèses sont très fréquemment véri-

fiées dans un processus de fusion d’informations. La linéarité est plus rarement observée

mais elle est souvent souhaitable dans de nombreux cas.

Accepter une α-jonction comme règle de combinaison pour le problème en question im-

plique l’existence d’une certaine méta-information sous-jacente mais cette méta-information

n’est pas souvent disponible. En supposant qu’une comparaison de fonctions de masse

doit être effectuée, il faut résoudre le problème de calcul de la distance entre fonctions de

masse sous la méta-information inconnue sur l’état des sources d’informations. Une des

réponses possibles à ce problème est de calculer toutes les distances d’α-spécialisation

et d’α-généralisation et de retenir leur valeurs extrêmes. On obtient alors un intervalle

comme valeur de la distance sachant que la valeur réelle de la distance appartient à cet

intervalle. Cette imprécision sur la distance reflète notre méconnaissance de la méta-

information. Une telle approche imprécise basée sur un intervalle n’est pas rare dans

le cadre de la TFC. Destercke et Burger [7], par exemple, ont introduit une mesure

du conflit entre fonctions de croyance variant dans un intervalle. Pour une meilleure

évaluation de cette solution, considérons l’exemple suivant :

Exemple 9. Supposons que Ω est un cadre de discernement et X un sous-ensemble de

Ω. Soit m une fonction de masse dans Ω sachant que :

m = 0.3mX + 0.5mX + 0.2mΩ.

La figure 4.4 montre les distances d’α-spécialisation et d’α-généralisation basées sur

la norme L1 entre m et mX quant |Ω| = 3 et |X| = 2.

129



Table 4.1 – Distances entre m et mX - Exemple 9

Distances d(m,mX)

dJ 0.57
dT 0.57
dZ 0.49
dIF1 0.57
dIF2 0.40
dIF3 0.40

Distances d(m,mX)

d1 [0.59; 0.70]
d2 [0.56; 0.62]
d∞ 0.70
dop1 0.70
dop2 [0.47; 0.70]
dop∞ [0.31; 0.70]

0.6
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0.7
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Influence de l’incertitude de la méta-information sur les distances L1

distance d’α-spécialisation d1distance d’α-généralisation d1

Figure 4.4 – Differentes distances d’α-spécialisation et d’α-généralisation basées sur
la norme L1 calculées entre deux fonctions de masse sachant que m1 = mX et m2 =
0.3mX + 0.5mX + 0.2mΩ, avec |Ω| = 3 et |X| = 2.

Comme imposé par le lemme 3, les deux courbes cöıncident aux valeurs extrêmes de

α. Par contre, les valeurs minimale et maximale des distances ne sont pas nécessairement

atteintes en ces points. En outre, ces distances sont en général non convexes en fonction

de α. Néanmoins, il est à remarquer qu’elles possèdent un comportement régulier et un

minimum unique (dans cet exemple).

Dans l’exemple 9, le résultat de l’expérience donne : d1 (m,mX) ∈ [0.59; 0.7]. Une ques-

tion évidente se pose alors : Comment peut-on exploiter une distance donnée sous forme

d’intervalle ? Cette question est fréquente dans le cadre des probabilités imprécises.

Comme souvent, la distance minimale et la distance maximale peuvent être vues res-

pectivement comme la plus risquée et la plus prudente des valeurs à considérer. Des

solutions intermédiaires sont aussi possibles mais la détermination de l’utilité d’une dis-

tance définie dans un intervalle dépend étroitement de l’application dédiée.

D’autres estimations de la distance entre m et mX sont regroupées dans le ta-

bleau 4.1. Deux remarques en découlent :

130



– concernant les distances basées sur les matrices de croyance, les plus précises (va-

leur unique) sont données par d∞ et dop1. Ce résultat ne devrait pas être extrapolé

pour d∞ parce que le calcul de cette distance avec d’autres masses peut donner

des intervalles complètement différents. En ce qui concerne dop1, cette distance

ne peut guère être considérée comme dépendante de méta-informations parce que

celle-ci est égale à la distance basée sur la norme L1 entre les vecteurs de masse.

– bien que les distances classiques ne sont pas destinées à être utilisées dans un tel

contexte, puisqu’elles ne sont pas développées pour cet objectif, les valeurs qu’elles

fournissent sont incluses dans au moins un des intervalles produits par les distances

basées sur des matrices.

4.4.3 Même état des sources et distances entre fonctions de masse

Examinons à présent la situation complémentaire où la méta-information est certaine

et précise. C’est à dire les évènements {la source S1 est dans l’état tA} et {la source S2

est dans l’état tB} sont sûrs. Dans ces conditions, un mécanisme de correction peut être

utilisé sur chaque fonction de masse afin de les rendre véridiques. En effet, supposons

qu’une de ces sources, notée S1, fournit une information qui supporte {ω0 ∈ Y }. Puisque
S1 est dans un état tA de méta-information, le témoignage sera partitionné en deux

parties : {ω0 ∈ Y ∩A} et
{

ω0 ∈ Y ∩A
}

. La première partie reste inchangée tandis qu’un

mensonge effectué sur l’autre partie modifiant le témoignage en son complémentaire dans

A :
{

ω0 ∈ Y ∩A
}

. En conséquence, S1 délivre une fonction de masse m1 dont l’élément

focal est Y∆A = (A ∩ Y ) ∪
(

Y ∩A
)

. Si m1|tA représente la fonction de masse que S1

aurait du fournir, nous déduisons donc :

m1|tA (Y ) =
∑

X⊆Ω

Y =A∆X

m1 (X) = m1

(

A∆Y
)

, (4.41)

parce que X = A∆Y ⇔ Y = A∆X.

Ce mécanisme de correction appartient à la famille des corrections basées sur le com-

portement introduites par Pichon et al. [44].

En utilisant ce mécanisme, on peut calculer la distance entre les fonctions de masse

corrigées sans se préoccuper de la méta-information. Bien que ce mécanisme soit simple

et facile à implémenter, il est toutefois peu probable que ces méta-informations soient

disponibles en pratique.

Une situation plus réaliste est celle où toutes les sources mentent de la même façon sans

connaitre la forme du mensonge. Par exemple, plusieurs systèmes réels possèdent des

capteurs redondants qui pourraient mal fonctionner de la même façon quand ils sont

soumis aux mêmes conditions expérimentales. Dans ce cas particulier, une comparaison
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pertinente entre fonctions de masse est assurée par certaines distances de spécialisation

malgré l’imprécision des méta-informations. En effet, nous avons le résultat suivant :

Proposition 20. Soient m1 et m2 deux fonctions de masse définies dans Ω issues de

deux sources d’informations S1 et S2, toutes deux dans un état tA. Si d est une distance

de spécialisation dépendant de la norme Lk ou de la norme d’opérateur 1, nous avons

alors :

d (m1,m2) = d
(

m1|tA ,m2|tA

)

, (4.42)

avec m1|tA et m2|tA les fonctions de masse que devraient fournir les sources d’infor-

mations S1 et S2 si elles étaient totalement véridiques.

Démonstration. A partir de l’équation (4.41), une fonction de masse corrigée mi|tA est

égale à mi ◦ σ avec σ une permutation telle que :

σ : 2Ω → 2Ω,

X → A∆X.

Ceci est suffisant pour conclure concernant la distance basée sur la norme d’opérateur 1

car cette norme est équivalente à une norme vectorielle dont le calcul est invariant aux

permutations des éléments des fonctions de masse.

Pour les normes Lk, nous devons d’abord remarquer que ∀A,B,X ⊆ Ω :

X ∩B = A ∩B ⇔ σ (X) ∩B = σ (A) ∩B.

Il s’en suit que

mi[B] (A ∩B) = mi|tA [B] (σ (A) ∩B) ,

avecmi|tA [B] = mi|tA ∩©mB . Notons par σB l’application définie par : σB (A) = σ (A)∩B.

On peut prouver que σB est une permutation dans 2B .

Soient Si et Si|tA les matrices de spécialisation correspondant aux masses mi et mi|tA

respectivement. Rappelons que mi[B] et mi|tA [B] sont les jieme vecteurs colonnes de Si

et Si|tA , avec j l’entier correspondant à B au sens de l’ordre binaire. Il apparâıt que

chaque colonne de Si|tA est obtenue par la permutation des éléments non-nuls de la

même colonne de la matrice Si.

Puisque le calcul de la norme Lk est invariant aux permutations des composantes des

matrices comparées, nous avons :

∥

∥S1|tA − S2|tA

∥

∥

k
= ‖S1 − S2‖k ,

⇔ dk (m1,m2) = dk
(

m1|tA ,m2|tA

)

.
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La proposition 20 est intéressante dans le sens où, quand les sources sont corrompues

de la même façon, la même valeur de distance est obtenue que si elles fournissaient les

vraies informations. Cette propriété est illustrée dans l’exemple suivant :

Exemple 10. Les mêmes fonctions de masse que dans l’exemple 9 sont utilisées : m1 =

mX et m2 = 0.3mX +0.5mX +0.2mΩ. Par contre, nous choisissons dans ce cas |Ω| = 7

et |X| = 3. Supposons que Ai est un sous-ensemble variant par inclusions successives de

∅ à Ω et A3 = X.

La figure 4.5 montre les distances entre m1|tAi
et m2|tAi

.
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Figure 4.5 – Differentes distances entre des sources de même état de véracité calculées
entre deux fonctions m1|tAi

et m2|tAi
sachant que m1 = mX et m2 = 0.3mX + 0.5mX +

0.2mΩ, avec |Ω| = 7 et |X| = 3. L’ensemble Ai varie par inclusions succéssives de ∅
jusqu’à Ω et A3 = X.
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Des écarts importants sont observés pour les distances classiques comme pour dop2

et dop∞ montrant que leurs valeurs sont peu pertinentes si la méta-connaissance ne peut

pas être filtrée.

4.5 Conclusion

Dans la TFC, les α−jonctions sont des familles d’opérateurs de combinaison linéaires,

commutatifs et associatifs dont l’agrégation des connaissances est assurée grâce à des

matrices stochastiques dites matrices de croyance. Elles généralisent des règles de

combinaison familières telles que les règles de combinaison conjonctive et disjonctive.

La comparaison de deux fonctions de masse peut être effectuée par le calcul de la

norme de la différence entre leurs matrices de croyances correspondantes. Cette com-

paraison est justifiée par le fait qu’il existe une correspondance bijective entre chaque

fonction de masse et sa matrice de croyance induite. En examinant les différentes normes

matricielles, des familles infinies de distances basées sur les matrices de croyance sont

définies dans ce chapitre. Ces familles de distances généralisent la famille des distances

de spécialisation proposée dans le chapitre 3.

Nous avons montré dans ce travail que certaines de ces familles de distances sont

consistantes avec les α−jonctions dans le sens où deux fonctions de masse sont plus

proches entre elles après avoir été conjointement enrichies d’un apport d’informations

identique via une α−jonction. Ce résultat s’explique par le fait que les matrices de

croyance utilisées dans les distances que nous proposons dans ce travail sont elles-mêmes

impliquées dans la définition des α−jonctions.

Étant donné que les fonctions de masse sont des fonctions d’ensembles et que leur

domaine possède une structure de treillis, une distance entre fonctions de croyance de-

vrait être capable de prendre en compte cette structure. A cet effet, nous avons aussi

pu voir que la sous-famille des distances basées sur la norme L1 généralise une dis-

tance d’ensemble si le paramètre α est nul ou appartient à l’intervalle [0.5, 1]. Notons

que la généralisation d’une distance d’ensemble est une propriété contraignante. Cer-

taines distances entre fonctions de croyance ne généralisent pas une distance d’ensemble

mais tiennent compte de la structure des fonctions de masse d’une manière satisfaisante.

En outre, l’influence de la méta-information concernant la véracité des sources est

étudiée dans ce chapitre. Nous avons pu conclure que les distances matricielles définies

fournissent un intervalle de valeurs dans le cas où la méta-information est incertaine.

Quand les sources d’informations sont corrompues de la même façon, les distances basées
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sur les normes matricielles Lk où la norme d’opérateur 1 sont invariantes aux mensonges

que peuvent générer les sources d’informations à condition de se restreindre à une dis-

tance de spécialisation (α = 1).
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Conclusion générale
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Dans cette thèse, une nouvelle famille de distances entre fonctions de croyance a été

proposée. Cette nouvelle famille est basée sur les matrices de croyances qui interviennent

dans la représentation matricielle de la fusion d’informations. Étant donné que chaque

fonction de masse est représentée de façon unique par une matrice de croyance relati-

vement à une règle de combinaison donnée, la distance entre les fonctions de masse se

calcule entre leurs matrices de croyance respectives.

En plus des propriétés métriques qu’offre cette nouvelle famille de distances basée

sur les normes matricielles, deux autres propriétés principales sont formalisées dans cette

thèse :

• la propriété structurelle. Celle-ci est respectée par une distance entre fonctions de

croyance si elle généralise une distance d’ensembles,

• la propriété de consistance avec une règle de combinaison. La propriété de consis-

tance avec une règle de combinaison implique, si elle est respectée, que deux fonc-

tions de masse sont plus proches l’une par rapport à l’autre après avoir été en-

richies d’un apport informationnel supplémentaire via l’application de la règle en

question.

Dans un premier temps, notamment dans le chapitre 3, nous avons tout d’abord dé-

veloppé la nouvelle famille de distances basée sur les matrices de spécialisations dempste-

riennes. Cette famille de distances respecte les propriétés métriques. En plus, la propriété

structurelle est respectée par les distances de spécialisation du type Lk avec k <∞ puis-

qu’elles généralisent la distance d’ensemble de Hamming. Par ailleurs, la propriété de

consistance conjonctive est respectée par trois distances de spécialisation ; à savoir les

distances basées sur les normes L1, L∞ et sur la norme d’opérateur-1. Cette dernière

propriété est sans doute la propriété la plus rare dans la TFC puisqu’aucune autre dis-

tance définie dans la littérature ne la satisfait. Nous retenons que, parmi les distances

étudiées, la distance de spécialisation du type L1 est la seule distance qui respecte à la

fois les propriétés métriques, structurelles ainsi que de consistance conjonctive.

Dans ce même chapitre, plusieurs méthodes pour le calcul rapide des distances de

spécialisation du type Lk sont aussi introduites. Initialement, ces distances sont calcu-

lées avec une complexité en O(N3) avec N = 2|Ω|. Nous avons élaboré un algorithme

pour réduire cette complexité à O(N1.58) et gagner en temps de calcul. Dans le cas de

fonctions de masse catégoriques, cette complexité est simplement de l’ordre de O (1).

L’utilisation de ces approches permet aux distances Lk d’être très compétitives en terme

de temps de calcul en plus de leurs propriétés mathématiques très attractives.

Une généralisation de la famille des distances basées sur les matrices dempsteriennes

est développée dans le chapitre 4. Cette généralisation s’appuie sur les matrices de
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croyance engendrées par les règles de combinaison α−jonctives. Elle est motivée par

le principe de consistance avec les opérateurs de combinaison α−jonctifs. En effet,les

α−jonctions sont des règles de combinaison qui généralisent la règle conjonctive ainsi

que la règle disjonctive. Cette généralisation permet de préserver la propriété de consis-

tance de chacune des distances dop1, d1 et d∞ avec la règle α−jonctive qui lui correspond.
La sous-famille des distances du type L1 généralise une distance d’ensemble uniquement

si le paramètre α est nul ou appartient à l’intervalle [0.5, 1]. Il est à remarquer que cer-

taines distances entre fonctions de croyance ne généralisent pas une distance d’ensemble

mais tiennent compte tout de même de la structure des fonctions de masse d’une manière

satisfaisante. C’est notamment le cas de la distance de type L1 quand α appartient à

]0, 0.5[.

Étant donné que l’emploi d’une α−jonction peut se justifier par une méta-information

concernant la véracité des différentes sources d’informations, l’influence de cette méta-

information dans le calcul de distances entre fonctions de masse est étudiée dans cette

thèse. Dans le cas où la méta-information est incertaine, nous avons proposé que les

distances basées sur les matrices de croyance et généralisées aux α−jonctions soient don-
nées sous forme d’intervalles. Il est aussi à retenir que si l’état des méta-informations des

sources d’informations est le même, alors les distances de spécialisation du type L1 et

d’opérateur 1 sont invariantes aux éventuels mensonges que peuvent générer les sources

d’informations. Ce résultat reste important si nous savons a priori que les sources d’in-

formations mentent de la même façon. Quelle que soit la teneur du mensonge, la valeur

proposée par la distance sera donc pertinente.

Si parmi toutes les distances proposées dans ce mémoire, une était à retenir, ce serait

sans nul doute la distance de spécialisation du type L1 puisqu’elle respecte le plus de

propriétés que toutes ses concurrentes. Cette distance est :

• une métrique complète,

• structurée,

• consistante avec toute α−jonction,
• invariante à un mensonge identique des sources d’information,

• calculable en un temps de calcul comparable aux approches classiques.

En perspectives, nous visons à approfondir l’étude sur l’impact des méta-informations

sur les distances matricielles entre les fonctions de croyances. Nous réservons un intérêt

particulier au cas de véracité et de mensonge identique qui est souvent le cas dans un

système de capteurs évoluant dans un même environnement. Nous souhaitons aussi réa-

liser des applications par la suite sur un système de type VANETS à plusieurs véhicules

échangeant des données dans un réseau ad-hoc [12]. Dans ce système, tous les véhicules

sont équipés des mêmes capteurs qui sont susceptibles de défaillir de manière identique.

Nous estimons en effet, qu’il peut être intéressant de comparer les éléments de preuves
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fournis par chacun des véhicules pour identifier un comportement suspect ou singulier.

Nous visons aussi à appliquer les nouvelles familles de distances dans des processus d’ap-

proximation de fonctions de masse par la minimisation d’une distance. Dans ce champs

nous envisageons d’étudier les approximations de fonctions de masse quelconques par

des fonctions de masse appartenant à une sous famille ayant des propriétés particu-

lières telles que les fonctions les plus engagées qu’une certaine fonction par exemple, les

fonctions consonantes ou les fonctions bayésiennes.
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Annexes

En annexes de ce document sont regroupées diverses démonstrations de propositions

et lemmes évoqués dans les chapitres 3 et 4.

A.1 Démonstration de la formule du coefficient de norma-

lisation pour les distances de spécialisation Lk

Soient deux fonctions de masse m1 et m2, dont les matrices de spécialisation demps-

teriennes respectives sont S1 et S2. Si k < ∞, la distance Lk entre les matrices de

spécialisation s’écrit comme :

‖S1 − S2‖k =

(

2|Ω|
∑

i=1

2|Ω|
∑

j=1

|S1,ij − S2,ij|k
)

1
k

.

La première colonne est toujours la même quelle que soit la matrice de spécialisation.

Par conséquent, on obtient :

‖S1 − S2‖k =

(

2|Ω|
∑

i=1

2|Ω|
∑

j=2

|S1,ij − S2,ij|k
)

1
k

,

≤
(

2|Ω|
∑

i=1

2|Ω|
∑

j=2

|S1,ij |k + |S2,ij|k
) 1

k

.

Étant donné que tous les éléments d’une matrice de spécialisation sont positifs et infé-

rieurs ou égaux à 1, alors :

‖S1 − S2‖k ≤
(

2|Ω|
∑

i=1

2|Ω|
∑

j=2

S1,ij + S2,ij

)
1
k
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Sachant que la somme de chaque colonne d’une matrice de spécialisation est égale à 1,

on obtient :

‖S1 − S2‖k ≤
(

2|Ω|
∑

j=2

(1 + 1)

) 1
k

≤
(

2
(

2|Ω| − 1
)

) 1
k

.

Finalement, procédons au calcul de la distance non normalisée entre le fonction d’igno-

rance totale mΩ e t la fonction totalement conflictuelle m∅ :

‖SΩ − S∅‖k =

(

2|Ω|
∑

i=1

2|Ω|
∑

j=1

|Iij − Zij|k
) 1

k

,

avec Z la matrice de spécialisation de m∅. cette matrice est définie comme suit

Zij = 1 si i = 1 et Zij = 0 ailleurs. Ce qui donne : ‖SΩ − S∅‖k =

(

2
(

2|Ω| − 1
)

)
1
k

. En

conclusion, nous avons :

max
mi,mj

‖Si − Sj‖k = (2 (2n − 1))
1
k . (43)

En outre, si k =∞, la distance L∞ entre les matrices de spécialisation s’écrit :

‖S1 − S2‖∞ = max
1≤i,j≤2|Ω|

|S1,ij − S2,ij|.

Il est donc clair que ‖S1 − S2‖∞ ≤ 1. En plus, nous avons ‖SΩ − S∅‖∞ = 1. Par

conséquent, le résultat le résultat donné en équation 43 est vérifié même quand k =∞.

A.2 Preuve que les distances de spécialisation Lk sont struc-

turées (proposition 3)

Soit un cadre de discernement Ω. La distance d’ensemble de Hamming dham entre

les sous-ensembles A1 et A2 est définie comme suit :

dham(A1, A2) = |A1∆A2|, (44)

avec ∆ la différence symétrique. Dans cette démonstration, nous montrons que toute

distance de spécialisation Lk généralise dham.
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La distance de spécialisation Lk entre deux fonctions de masse catégoriques mA1 et mA2

définies dans Ω est donnée par :

‖SA1 − SA2‖k =





∑

A,B⊆Ω

|SA1(A,B)− SA2(A,B)|k




1
k

, (45)

avec SA1 et SA2 les matrices de spécialisation dempsteriennes de mA1 et mA2 res-

pectivement. Étant donné l’équation (1.58), alors :

‖SA1 − SA2‖k =





∑

A,B⊆Ω

|1A1∩B=A − 1A2∩B=A|k




1
k

, (46)

avec 1Cond la fonction indicatrice définie par :

1Cond =

{

1 si Cond est vraie,

0 sinon.

Les éléments de la matrice de spécialisation se compensent les uns par les autres dans

le calcul de la distance à travers la différence absolue si A1 ∩ B = A = A2 ∩B. C’est à

dire quand B ⊆ (A1 ∩A2) ∪ (Ω \ (A1 ∪A2)) = Ω \ (A1∆A2). On obtient alors :

‖SA1 − SA2‖k =









∑

A,B⊆Ω
B*Ω\(A1∆A2)

1kA1∩B=A +
∑

A,B⊆Ω
B*Ω\(A1∆A2)

1kA2∩B=A









1
k

, (47)

=









∑

A,B⊆Ω
B*Ω\(A1∆A2)

1A1∩B=A +
∑

A,B⊆Ω
B*Ω\(A1∆A2)

1A2∩B=A









1
k

. (48)

Dans chacune de ces sommes, on choisit B fixe et contenant A car ∀i, A = B ∩ Ai et

ces intersections sont uniques. Le calcul de ces sommes est alors équivalent au calcul des

choix possibles de B sachant que B * Ω \ (A1∆A2). Alors :

‖SA1 − SA2‖k =









2
∑

A,B⊆Ω
B*Ω\(A1∆A2)

1









1
k

. (49)

B est choisi tel qu’il contient au moins un élément de (A1∆A2) et n’importe quels

autres éléments ou non de Ω\(A1∆A2). Il existe 2
|A1∆A2|−1 façons possibles de choisir un
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élément dansA1∆A2. Il existe 2
|Ω\(A1∆A2)| façons de choisir un sous ensemble quelconque

de Ω \ (A1∆A2) incluant l’ensemble vide. Par conséquent, nous avons :

‖SA1 − SA2‖k =
(

2
(

2|A1∆A2| − 1
)(

2|Ω\(A1∆A2)|
)) 1

k
, (50)

=
(

2
(

2n − 2|Ω\(A1∆A2)|
)) 1

k
. (51)

Les distances de spécialisation Lk entre fonctions de masse catégoriques s’écrivent alors :

dSk (mA1 ,mA2) =

(

2n − 2|Ω\(A1∆A2)|

2n − 1

) 1
k

, (52)

=

(

2n − 2n−dham(A1,A2)

2n − 1

) 1
k

, (53)

= f ◦ dham(A1, A2), (54)

avec f une fonction monotone croissante. La relation (3.1) est satisfaite.

A.3 Preuve que le distance de spécialisation d’opérateur

1 est égale à la distance de type Lk entre les vecteurs

fonctions de masse (Lemme 2)

Soientm1 etm2 deux fonctions de masse définies dans Ω. Pour démontrer le Lemme 17,

il est d’abord nécessaire de remarquer que la propriété suivante est vérifiée pour la norme

vectorielle L1 entre fonctions de masse :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 ≤ ‖m1 −m2‖1 , (55)

avec mA la fonction de masse catégorique engagée sur le sous-ensemble A. Prouvons

d’abord ce résultat intermédiaire. Selon la définition de la norme vectorielle L1, on

écrit :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 =
∑

B⊆Ω

|m1 ∩©mA(B)−m2 ∩©mA(B)|.

La combinaison avec des fonctions de masse catégoriques mA se résume à un condi-

tionnement par rapport au sous-ensemble A. Selon la définition du conditionnement,

nous obtenons :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 =
∑

B⊆Ω

|
∑

C⊆Ω
C∩A=B

m1(C)−m2(C) |.
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Le conditionnement par rapport à A implique que les masses non inclues dans A

deviennent nulles. Alors, on écrit :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 =
∑

B⊆A

|
∑

C⊆Ω
C∩A=B

m1(C)−m2(C) |.

En outre, le conditionnement implique aussi que C est un sur-ensemble de B et peut

être écrit comme C = B ∪D avec D ⊆ Ω \ A. Ceci permet d’obtenir :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 =
∑

B⊆A

|
∑

D⊆Ω\A

m1(B ∪D)−m2(B ∪D) |.

En utilisant l’inigalité triangulaire de la norme vectorielle L1, on obtient :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 ≤
∑

B⊆A

∑

D⊆Ω\A

|m1(B ∪D)−m2(B ∪D)|.

Toutes les unions d’ensembles B et D sont incluses dans Ω. Puisqu’elles sont choisies

dans des ensembles complémentaires A et Ω \A, leur union est unique. Par conséquent,

l’ensemble des unions B ∪D est inclus dans 2Ω. alors :

‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 ≤
∑

E⊆Ω

|m1(E) −m2(E)|,

≤ ‖(m1 −m2)‖1 .

L’étape suivante pour démontrer la proposition 17 consiste en une comparaison deux-

à-deux des colonnes des matrices de spécialisation. Remarquons que chaque vecteur

colonne d’une matrice de spécialisation S1 est la représentation vectorielle de la fonction

de masse m1 ∩©mA. Par conséquent, la norme d’opérateur 1 s’exprime comme suit :

‖S1 − S2‖op1 = max
A⊆Ω
‖(m1 −m2) ∩©mA‖1 .

Étant donné l’équation (55), le vecteur colonne avec la norme maximale est nécessaire-

ment (m1 −m2) ∩©mΩ = (m1 −m2). On a alors :

‖S1 − S2‖op1 = ‖m1 −m2‖1 .
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A.4 Démonstration de l’interpretation de la valeur maxi-

male des distances Lk (proposition 8)

Pouvons que :

dk (m1,m2) = 1⇔ m1 = mX ,m2 = mX . (56)

Les deux implications doivent être prouvées séparément :

• Supposons que m1 et m2 sont deux distributions de masse définies dans Ω sachant

que dk (m1,m2) = 1. D’après la définition de la distance dk, nous pouvons obtenir :

∑

A,B⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k = 2 (2n − 1) ,

où n est la cardinalité de Ω. Sachant que pour toutes distributions de masse mi,

on a Si (∅, ∅) = 1, l’expression précédente s’écrit comme suit :

∑

B⊆Ω
B 6=∅

∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k = 2 (2n − 1) .

sachant que :
∑

B⊆Ω
B 6=∅

1 = (2n − 1) . Nous pouvons alors aboutir au résultat :

∑

B⊆Ω
B 6=∅



2−
∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k


 = 0. (57)

Par ailleurs, le développement de l’expression suivante nous permet d’écrire :

∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k ≤
∑

A⊆Ω

(

|S1 (A,B) |k + |S2 (A,B) |k
)

.

En plus, nous savons que tous les éléments d’une matrice de spécialisation sont

positifs et inférieurs ou égaux à 1. Ce constat implique que pour tout A, B dans

Ω, nous pouvons avoir |Si (A,B) |k ≤ Si (A,B). Ce résultat nous permet d’écrire :

∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k ≤
∑

A⊆Ω

(

S1 (A,B) + S2 (A,B)
)

.

En outre, toute matrice de spécialisation Si est définie de sorte que pour tout
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B ⊆ Ω,
∑

A⊆Ω Si (A,B) = 1. Ainsi nous obtenons le résultat suivant :

∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k ≤ 2,

2−
∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k ≥ 0 (58)

En utilisant l’équation (58), l’expression (57) devient une somme de termes positifs.

Et comme cette somme est égale a zéro, nous pouvons donc constater que tous ces

termes sont nuls. Par conséquent, nous pouvons obtenir :

∀B ⊆ Ω et B 6= ∅,
∑

A⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k = 2. (59)

Prouvons à présent que l’équation (59) implique que m1 et m2 sont catégoriques :

– Quand k > 1 :

L’équation (59) peut s’écrire de la façon suivante en particulier quand B = Ω :

2 =
∑

A⊆Ω

|S1 (A,Ω)− S2 (A,Ω) |k,

2 ≤
∑

A⊆Ω

(

|S1 (A,Ω) |k + |S2 (A,Ω) |k
)

,

2 ≤
∑

A⊆Ω

(

|m1 (A) |k + |m2 (A) |k
)

. (60)

Posons à présent l’hypothèse suivante : m1 n’est pas une distribution de masse

catégorique. Cette hypothèse implique que ∀A ( Ω, m1 (A) < 1 et par consé-

quent
∑

A⊆Ω |m1 (A) |k < 1 pour k > 1. Ainsi nous, obtenons :

∑

A⊆Ω

(

|m1 (A) |k + |m2 (A) |k
)

< 2, (61)

Les deux équations (60) et (61) sont contradictoires. Ceci implique que, pour

le cas où k > 1, la distribution de masse m1 est catégorique et engagée sur

l’ensemble X. Le même raisonnement est opéré pour la distribution de masse

m2, qui est catégorique et engagée sur l’ensemble Y .

– Quand k = 1 :

L’équation (59) implique ∀B ⊆ Ω, Fm1[B] ∩Fm2[B] = ∅. C’est à dire que m1[B]

et m2[B] ont toujours des éléments focaux différents deux à deux. On montre
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alors que la seule situation possible est que |Fm1 | = |Fm2 | = 1.

Finalement, nous prouvons dans ce qui suit que les m1 et m2 sont engagées sur

des sous-ensembles complémentaire dans Ω et ce ∀k ≥ 1.

Posons à présent l’hypothèse supplémentaire suivante : ∃Z 6= ∅ tel que Z = Ω \
(X ∪ Y ). Nous pouvons alors appliquer la relation (59) avec B = Z. Dans ce cas

particulier, nous obtenons :

∑

A⊆Ω

|S1 (A,Z)− S2 (A,Z)|k = 2. (62)

Selon la définition des matrices de spécialisation, nous pouvons écrire : Si (A,Z) =

mi[Z] (A) avec mi[Z] la fonction de masse mi après conditionnement par Z. Or,

puisque m1 et m2 sont catégoriques et que X ∩ Z = ∅ et Y ∩ Z = ∅, nous avons :

m1[Z] = m2[Z] = m∅,

la distribution de masse totalement conflictuelle. Ce résultat implique que :

∑

A⊆Ω

|S1 (A,Z)− S2 (A,Z)|k = 0,

qui est en contradiction avec l’équation(62). Par conséquent, la dernière hypothèse

est fausse, impliquant que X = Ω \ Y .

• Réciproquement, supposons à présent que m1 est catégorique engagée sur le sous-

ensemble X, m2 est aussi catégorique engagée sur le sous-ensemble Y et que Y =

X. par définition de la distance Lk, nous avons :

dk (m1,m2) =





1

2 (2n − 1)

∑

A,B⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k




1
k

,

où n est la cardinalité de Ω. Cette équation peut se réécrire comme suit :

dk (m1,m2)
k =

1

2 (2n − 1)

∑

A,B⊆Ω

|S1 (A,B)− S2 (A,B)|k ,

L’application de l’équation (1.66) de la proposition proposition (1) pour m1 et m2

simultanément nous donne le résultat suivant :

dk (m1,m2)
k =

1

2 (2n − 1)

∑

A,B⊆Ω

|1A1∩B=A − 1A2∩B=A|k . (63)
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Or, nous savons que si B = ∅, le résultat suivant est vérifié :

1A1∩∅=∅ − 1A2∩∅=∅ = 0.

La formule (63) devient donc :

dk (m1,m2)
k =

1

2 (2n − 1)

∑

A,B⊆Ω
B 6=∅

|1A1∩B=A − 1A2∩B=A|k . (64)

Puisque A1 = Ω \ A2, nous constatons alors que :

∀B ⊆ Ω \ ∅, A1 ∩B = ∅ ⇒ A2 ∩B = B. (65)

Par conséquent, nous pouvons donc écrire pour tout B 6= ∅, sous-ensemble de Ω :

1A1∩B=A = 1 ⇒ 1A2∩B=A = 0,

1A2∩B=A = 1 ⇒ 1A1∩B=A = 0.

A présent, la formule (64) peut se traduire de la manière suivante :

dk (m1,m2)
k =

1

2 (2n − 1)









∑

A,B⊆Ω
B 6=∅

1A1∩B=A +
∑

cA,B⊆Ω
B 6=∅

1A2∩B=A









. (66)

Le calcul des deux précédentes sommes se résume à un problème de comptage.

Pour chacune des deux sommes, il y a 2n − 1 choix du sous-ensemble B. Le choix

de B implique la définition de A. Par conséquent, nous obtenons :

dk (m1,m2)
k =

1

2 (2n − 1)
(2n − 1 + 2n − 1) ,

dk (m1,m2)
k = 1.

⇒ dk (m1,m2) = 1.
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A.5 Démonstration de la proposition 10

1. Montrons que dk(m
α
1 ,m2) ≤ (1− α).dk(m1,m2) + α.dk(m2,mΩ) :

dk(m
α
1 ,m2) =

1

ρ
‖Sα

1 − S2‖k

=
1

ρ

∥

∥

∥

(

(1− α)S1 + αI
)

− S2

∥

∥

∥

k

=
1

ρ

∥

∥

∥(1− α)
(

S1 − S2

)

+ (α)
(

I− S2

)∥

∥

∥

k
.

Le résultat précédent nous permet d’écrire par inégalité triangulaire :

dk(m
α
1 ,m2) ≤ (1− α)dk(m1,m2) + αdk(m2,mΩ). (67)

Notons que l’égalité est vérifiée pour les cas extrêmes. Autrement dit, les cas où

α = 1, m1 = m2 et/ou m2 = mΩ.

(a) si α = 1, alors mα
1 = mΩ.

On obtient donc

dk(m
1
1,m2) = dk(mΩ,m2)

(b) Si m1 = m2 :

dk(m
α
1 ,m1) =

1

ρ
‖Sα

1 − S1‖k

=
1

ρ

∥

∥

∥

(

(1− α)S1 + αI
)

− S1

∥

∥

∥

k

=
1

ρ

∥

∥

∥
α
(

I− S1

)∥

∥

∥

k

⇒ dk(m
α
1 ,m1) = αdk(m1,mΩ).
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(c) Si m2 = mΩ :

dk(m
α
1 ,mΩ) =

1

ρ
‖Sα

1 − I‖k

=
1

ρ

∥

∥

∥

(

(1− α)S1 + αI
)

− I
∥

∥

∥

k

=
1

ρ

∥

∥

∥(1− α)
(

S1 − I
)∥

∥

∥

k

⇒ dk(m
α
1 ,mΩ) = (1− α)dk(m1,mΩ).

2. Montrons que (1− α).dk(m1,m2)− α.dk(m2,mΩ) ≤ dk(m
α
1 ,m2) :

soit :

(1− α)dk(m1,m2) =
1− α

ρ
‖S1 − S2‖k

=
1

ρ

∥

∥

∥
(1− α)

(

S1 − S2

)∥

∥

∥

k

=
1

ρ

∥

∥

∥
(1− α)S1 + αI− S2 − α

(

I− S2

)∥

∥

∥

k

=
1

ρ

∥

∥

∥

(

Sα
1 − S2

)

+ α
(

S2 − I
)∥

∥

∥

k

≤ dk(m
α
1 ,m2) + αdk(m2,mΩ).

A l’issue de ce calcul nous obtenons le résultat suivant :

(1− α)dk(m1,m2)− αdk(m2,mΩ) ≤ dk(m
α
1 ,m2) (68)

A.6 Démonstration de la proposition 12

Par définition, le conditionnement de Dempster s’écrit :

m[Y ] (X) =
∑

A⊆Ω
A∩Y=X

m(A)

=
∑

A⊆Ω
A∩Y=X,z∈A

m(A) +
∑

A⊆Ω
A∩Y=X,z /∈A

m(A). (69)

Intéressons nous à présent au premier terme de l’équation (69). Si z ∈ A alors :

A ∩ (Y ∪ {z}) = (A ∩ Y ) ∪ (A ∩ {z} ) ,
= A ∩ Y ∪ {z} .
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De plus, si A ∩ Y = X, alors :

A ∩ (Y ∪ {z}) = X ∪ {z} .

Réciproquement, supposons que : X ∪ {z} = A ∩ (Y ∪ {z}) = (A ∩ Y ) ∪ (A ∩ {z} ) .
Puisque z /∈ Y , nous en déduisons aussi que z /∈ A ∩ Y , d’où : z ∈ A ∩ {z} . Par
conséquent, ce résultat implique : z ∈ A. Nous avons aussi : X ∪ {z} = (A ∩ Y ) ∪ {z} .
Puisque z /∈ Y , nous obtenons alors : (A ∩ Y ) ∪ {z} \ {z} = A ∩ Y. En outre, puisque

z /∈ Y , alors z /∈ X. Alors :

X ∪ {z} \ {z} = X = A ∩ Y.

A l’issue du raisonnement précédent, nous en déduisons que :

∑

A⊆Ω
A∩Y=X,z∈A

m(A) =
∑

A⊆Ω
A∩(Y ∪{z})=X∪{z}

m(A) = m[Y ∪ {z}] (X ∪ {z}) .

Intéressons nous à présent au terme restant dans l’équation (69). Supposons que

z /∈ A et que A ∩ Y = X. Nous pouvons ainsi écrire :

A ∩ (Y ∪ {z}) = (A ∩ Y ) ∪ (A ∩ {z} ) ,
= A ∩ Y ∪ ∅,
= X. (70)

Réciproquement, supposons que : X = A ∩ (Y ∪ {z}) = (A ∩ Y ) ∪ (A ∩ {z} ) . Puisque
z /∈ Y alors z /∈ X. Nous obtenons ainsi : z /∈ A ∩ {z} , ce qui implique z /∈ A.

De ce fait nous aboutissons au résultat :

X = A ∩ Y ∪ ∅ = A ∩ Y.

A l’issue de ce raisonnement, nous en déduisons que :

∑

A⊆Ω
A∩Y=X,z /∈A

m(A) =
∑

A⊆Ω
A∩(Y ∪{z})=X

m(A) = m[Y ∪ {z}] (X) .
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A.7 Démonstration du lemme 4

Considérons dans un premier temps que d1 est définie relativement à une règle α-

conjonctive. Par définition de la distance d1, nous écrivons :

d1 (mA,mB) =
1

ρ
‖KA −KB‖1 , (71)

où KA et KB sont les matrices de croyance correspondant à mA et mB relativement à

la règle ∩©α et ρ un coefficient de normalisation. Selon les résultats énoncés dans [23],

il est établi que l’élément KA (X,Y ) de la matrice KA est non nul si et seulement si

A ∩ Y ⊆ X ⊆ A∆Y . Par conséquent, nous avons :

‖KA −KB‖1 =
∑

X,Y

|KA (X,Y )−KB (X,Y ) |,

=
∑

X,Y

|KA (X,Y ) 1A∩Y⊆X⊆A∆Y −KB (X,Y ) 1B∩Y ⊆X⊆B∆Y |,

avec 1cond la fonction indicatrice telle que 1cond = 1 si la condition cond est vérifiée et

1cond = 0 sinon. Il y a une soustraction si toutes les conditions des fonctions indicatrices

sont conjointement vérifiées. Analysons à présent cette situation :

– Si X est un sur-ensemble à la fois de A∩Y et de B∩Y , alors X est un sur-ensemble

de (A ∪B) ∩ Y = (A ∩ Y ) ∪ (B ∩ Y ).

– Si X est un sous-ensemble à la fois de A∆Y et de B∆Y , alors il est un sous-

ensemble de A ∪B ∪ Y ∪ (A ∩B ∩ Y ) = A∆Y ∩B∆Y .

Soit I = A ∩B ∩ Y et U = A ∪B ∪ Y . On écrit alors :

‖KA −KB‖1 =
∑

X,Y

(A∪B)∩Y ⊆X⊆U∪I

|KA (X,Y )−KB (X,Y ) |,

+
∑

X,Y

A∩Y ⊆X⊆A∆Y

B∩Y *X ou X*B∆Y

KA (X,Y ) +
∑

X,Y

B∩Y ⊆X⊆B∆Y

A∩Y *X ou X*A∆Y

KB (X,Y )

= ‖KA‖1 + ‖KB‖1 +
∑

X,Y
(A∪B)∩Y ⊆X

X⊆U∪I

|KA (X,Y )−KB (X,Y ) | −KA (X,Y )−KB (X,Y ) .

Étant donné que la norme L1 d’une distance matricielle quelconque entre fonctions

de masse est égale à N et que les matrices de croyance sont positives, nous pouvons
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aussi écrire :

‖KA −KB‖1 = 2N − 2
∑

X,Y
(A∪B)∩Y⊆X

X⊆U∪I

min {KA (X,Y ) ;KB (X,Y )} . (72)

Prouvons à présent que (A ∪B) ∩ Y ⊆ U ∪ I ⇔ Y ⊆ A∆B :

(A ∪B) ∩ Y ⊆ U ∪ I ⇔ (A ∪B) ∩ Y ⊆ A ∪B ∪ Y ∪ (A ∩B ∩ Y ) ,

⇔ (A ∪B) ∩ Y ⊆
(

A ∪B ∩ Y
)

∪ (A ∩B ∩ Y ) ,

⇔ (A ∪B) ∩ Y ⊆ A ∩B ∩ Y,

⇔ (A ∪B) ∩ Y \ (A ∩B ∩ Y ) = ∅,
⇔ (A∆B) ∩ Y = ∅,
⇔ Y ⊆ A∆B.

L’équation (72) peut alors être réecrite comme suit :

‖KA −KB‖1 = 2N − 2
∑

Y
Y ⊆A∆B

∑

X
(A∪B)∩Y ⊆X

X⊆U∪I

min {KA (X,Y ) ;KB (X,Y )} .

Étant donné que Y ⊆ A∆B, nous avons (A ∪B) ∩ Y = A ∩ B ∩ Y . par conséquent, il

apparait que tous les sous-ensembles X sont l’union de I avec un certain sous-ensemble

donné de U . La seconde somme peut alors être réécrite comme suit :

‖KA −KB‖1 = 2N − 2
∑

Y
Y ⊆A∆B

∑

X
X⊆U

KA∧B (X ∪ I, Y ) , (73)

avec KA∧B le minimum point à point des matrices KA et KB . Remarquons que pour

chaque sous-ensemble C sachant que C ∩X = ∅, nous avons :

KA∧B (X ∪ C, Y ) = min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |

(

α

α

)|X∪C|

;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

(

α

α

)|X∪C|
}

,

= min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|X∪C|

,

= min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|X|+|C|

.
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La somme sur tous les sous-ensembles X peut alors être calculée explicitement :

∑

X
X⊆U

KA∧B (X ∪ I, Y ) = min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|I|
∑

X
X⊆U

(

α

α

)|X|

,

= min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|I| |U |
∑

i=1

(

|U |
i

)

(

α

α

)i

,

= min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|I|(α

α
+ 1

)|U |

,

= min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|I|

α−|U |.

L’équation (73) peut alors être réécrite comme suit :

‖KA −KB‖1 = 2N − 2
∑

Y
Y ⊆A∆B

min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

(

α

α

)|I|

α−|U |.

Puisque Y ⊆ A∆B, Y est l’union de deux sous-ensembles disjoints W ⊆ A ∩ B et

Z ⊆ A ∪B. En particulier, nous avons :

• |A∆Y | = |A∆(W ∪ Z)| = |(A ∪ Z) \W | = n − |A| − |Z| + |W | et également

|B∆Y | = n− |B| − |Z|+ |W |,
• |A ∩ Y | = |A ∩ (W ∪ Z) | = |W | et également |B ∩ Y | = |W |,
• |I| = |W |,
• |U | = |A ∪B ∪ Z| = n− |A ∪B|+ |Z|.

Cette décomposition de Y nous permet d’écrire :

min

{

α|A∆Y |

α|A∩Y |
;
α|B∆Y |

α|B∩Y |

}

= min

{

αn−|A|−|Z|+|W |

α|W |
;
αn−|B|−|Z|+|W |

α|W |

}

,

= min
{

α−|A|;α−|B|
} αn−|Z|+|W |

α|W |
,

=
αn−|Z|+|W |−min{|A|;|B|}

α|W |
.
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En reprenant le calcul de ‖KA −KB‖1, les simplifications des termes à la puissance de

|W | et |Z| sont observées, ceci nous donne :

‖KA −KB‖1 = 2N − 2
∑

W
W⊆A∩B

∑

Z
Z⊆A∪B

α|A∪B|−min{|A|;|B|},

= 2N − 2α|A∪B|−min{|A|;|B|}2|A∩B|2|A∪B|,

= 2N
(

1− α|A∪B|−min{|A|;|B|}2|A∩B|−|A∪B|
)

,

= 2N

(

1− αmax{|A\B|;|B\A|}

2|A∆B|

)

.

Intéressons nous à présent au cas α-disjonctif. Pour le reste de cette démonstration,

nous distinguons alors d1,∩ et d1,∪. A partir de la proposition 13, on écrit :

d1,∪ (mA,mB) = d1,∩ (mA,mB) ,

= d1,∩
(

mA,mB

)

,

=
2N

ρ

(

1− αmax{|A\B|;|B\A|}
2|A∆B|

)

,

=
2N

ρ

(

1− αmax{|B\A|;|A\B|}

2|A∆B|

)

,

= d1,∩ (mA,mB) .

A.8 Démonstration de la proposition 17

Soit KA la matrice de croyance d’une fonction de masse catégorique quelconque mA

relative à une α-jonction. Si A = B, les propriétés sont alors trivialement prouvées.

Si A ( B, ∃x ∈ B sachant que x /∈ A. Intéressons-nous au cas de la classe des α-

conjonctions et des α-disjonctions séparément :

– dans le cas d’une α-conjonction, on peut écrire :

‖m1 ∩©αmA −m2 ∩©αmA‖1 = ‖KA.m1 −KA.m2‖1
= ‖KA (m1 −m2)‖1

=

∥

∥

∥

∥

∥

∏

x′ /∈A

K
{x′}

(m1 −m2)

∥

∥

∥

∥

∥

1

=
∥

∥

∥
K

{x}
.KA∪{x} (m1 −m2)

∥

∥

∥

1
(74)

La définition de la norme matricielle d’opérateur 1 d’une matrice K
{x}

s’écrit
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comme suit :

∥

∥

∥K{x}

∥

∥

∥

op1
= max

u∈R|2Ω|

∥

∥

∥K{x}u
∥

∥

∥

1

‖u‖1
.

Comme KA∪{x} (m1 −m2) est un vecteur particulier appartenant à R|2Ω|, on ob-

tient :

∥

∥

∥
K{x}

∥

∥

∥

op1
≥

∥

∥

∥
K

{x}
.KA∪{x} (m1 −m2)

∥

∥

∥

1
∥

∥KA∪{x} (m1 −m2)
∥

∥

1

. (75)

L’utilisation de l’inégalité précédente dans l’équation (74) donne :

‖m1 ∩©αmA −m2 ∩©αmA‖1 ≤
∥

∥

∥K{x}

∥

∥

∥

op1

∥

∥KA∪{x} (m1 −m2)
∥

∥

1
.

Puisque tK
{x}

est une matrice stochastique, nous avons
∥

∥

∥
K

{x}

∥

∥

∥

op1
= 1. Ceci nous

permet d’écrire :

‖m1 ∩©αmA −m2 ∩©αmA‖1 ≤
∥

∥mA∪{x} ∩©αm1 −mA∪{x} ∩©αm2

∥

∥

1
. (76)

Le même résultat peut être utilisé par inclusions successives des autres éléments

x′ appartenant à B et qui n’appartiennent pas à A, donc :

‖m1 ∩©αmA −m2 ∩©αmA‖1 ≤ ‖mB ∩©αm1 −mB ∩©αm2‖1 . (77)

– dans le cas d’une α-disjonction, on peut écrire :

∥

∥m1 ∪©αmA∪{x} −m2 ∪©αmA∪{x}

∥

∥

1
=

∥

∥KA∪{x}.m1 −KA∪{x}.m2

∥

∥

1

=
∥

∥KA∪{x} (m1 −m2)
∥

∥

1

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∏

x′∈A∪{x′}

K{x′} (m1 −m2)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

=
∥

∥K{x}.KA (m1 −m2)
∥

∥

1
. (78)

La définition de la norme d’opérateur 1 pour une matrice K{x} s’écrit comme suit :

∥

∥K{x}

∥

∥

op1
= max

u∈R|2Ω|

∥

∥K{x}u
∥

∥

1

‖u‖1
.
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Comme KA (m1 −m2) est un vecteur particulier appartenant à R|2Ω|, on obtient :

∥

∥K{x}

∥

∥

op1
≥

∥

∥K{x}.KA (m1 −m2)
∥

∥

1

‖KA (m1 −m2)‖1
. (79)

L’utilisation de l’inégalité précédente dans l’équation (78) donne :

∥

∥m1 ∪©αmA∪{x} −m2 ∪©αmA∪{x}

∥

∥

1
≤

∥

∥K{x}

∥

∥

op1
‖KA (m1 −m2)‖1 .

Et puisque tK{x} est une matrice stochastique, nous avons
∥

∥K{x}

∥

∥

op1
= 1. ceci

nous permet d’écrire :

∥

∥m1 ∪©αmA∪{x} −m2 ∪©αmA∪{x}

∥

∥

1
≤ ‖mA ∪©αm1 −mA ∪©αm2‖1 . (80)

Ce résultat peut être utilisé par inclusion successive des autres éléments x′ appar-

tenant à B et qui n’appartiennent pas à A, donc :

‖m1 ∪©αmA −m2 ∪©αmA‖1 ≥ ‖mB ∪©αm1 −mB ∪©αm2‖1 . (81)
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