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Commande Robuste des Systèmes à Paramètres Variables

Résumé : Les travaux de cette thèse portent sur l’analyse de stabilité et la synthèse
de commandes robustes pour les systèmes non linéaires. La conception des contrô-
leurs/observateurs nécessite souvent la connaissance totale ou partielle du modèle
du procédé à contrôler. Néanmoins, l’obtention d’un modèle à la fois exploitable
et suffisamment fidèle est difficile et chronophage, ce qui provoque l’augmentation
du coût total de développement d’un système d’asservissement. Afin de réduire la
quantité ainsi que la qualité des informations nécessaires sur le système, de nouvelles
méthodes de synthèse d’observateurs et de contrôleurs ont été développées dans cette
thèse. En effet, si le modèle est connu, une loi de commande par retour de sortie à
base d’observateur de type Luenberger a été proposée. Dans le cas où peu d’infor-
mations sont disponibles, une loi de commande à modèle restreint (”sans modèle”)
a été développée. Afin destimer létat du système, des dérivateurs/estimateurs non-
asymptotiques tel que les dérivateurs numériques basés sur l’algèbre différentielle ou
encore les dérivateurs asymptotiques tels que les observateurs et les filtres ont été
considérés. Les deux lois de commande proposées ont permis de conserver l’aspect
non linéaire du système ainsi que d’obtenir des résultats les plus généraux que pos-
sible en reformulant les problèmes sous la forme de systèmes polytopiques convexes.

Mots-clés : Cmmande robuste, Systèmes non linéaires, Commande à modèle res-
treint, Polytopes Convexes, Estimateurs/Dérivateurs, Contrôleurs/Observateurs.

Robust Control for Time Varying Parameters Systems

Abstract : This work focuses on the stability analysis and the robust control synthe-
sis for nonlinear systems. The design of controllers/observers ofen require a complite
or partiel knowledge of the process model to control. Nevertheless, obtaining a model
both reable and sufficiently accurate is not only difficult and time-consuming but
also it increases the total cdevelopment cost of a control system. In order to reduce
the quantity and quality of informations required on the system, new methods of
observers and controllers synthesis have been proposed. With known models, an out-
put feedback controller based Luenberger observer was proposed. In case where few
informations are available, a restricted-model (”model-free”) controller is proposed.
In order to estimate the system state, non-asymtotic derivators /estimators based on
differentiel algebra or asymptotic ones such as observers or filters have been consi-
dered. Both of these control laws have allow to maintain the nonlinear aspects of
the system and to obtain general results by reformulating the problem into convex
polytopic systems forms.

Keywords : Robust control, Non-linear systems, Model-free control, Convex poly-
topes, Estimator/Derivator, Controller/Observer.
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Introduction Générale

Contexte

Depuis longtemps, l’analyse et la synthèse d’une loi de commande pour les sys-
tèmes dynamiques fait l’objet de nombreuses recherches. L’étude de stabilité, stabili-
sation, rejet de perturbation, suivi de référence, ..., de ces systèmes nécessite souvent
la connaissance totale ou partielle du modèle du procédé à contrôler. Ceci impose
donc une connaissance de son comportement, de l’évolution de ses composants au
cours du temps, de ses interactions avec l’environnement extérieur ainsi que des
contraintes qu’il subit.

L’obtention d’un modèle du procédé doit permettre la détermination des entrées
de commande pour assurer un suivi parfait de la dynamique désirée. Ceci exige la
conception d’une loi de commande offrant une égalité parfaite entre le comportement
du procédé et le comportement du modèle ce qui demeure quasiment irréalisable, le
modèle du procédé devenant alors d’une complexité trop grande. Ceci est contraire à
la démarche de l’automaticien qui consiste à chercher un modèle relativement simple
permettant de traduire le mieux possible le comportement d’un procédé complexe.
De plus, l’ensemble des paramètres numériques associés à ce système est défini sou-
vent sous la forme de variations et/ou d’incertitudes liées d’une part aux méthodes
d’identification et d’autre part à la dispersion des différents composants du procédé.
De ce fait, le modèle général adopté reste une approximation du comportement
dynamique du système où la commande générée ne garantit pas l’obtention de la
trajectoire désirée. On distingue ainsi deux types de modèles : les modèles linéaires
qui peuvent approximer localement des systèmes non linéaires, mais sans garantir
la stabilité du système dans tout l’espace d’état et, les modèles non linéaires qui
regroupent les systèmes présentant des comportements complexes qui ne peuvent
pas être décrits par des équations différentielles linéaires à cœfficients constants.
Ceci explique l’origine de la complexité et la diversité des systèmes non linéaires.
En effet, si le modèle linéarisé est convenable pour certains cas, le respect de cer-
taines contraintes pratiques (telles que les saturations, les hystérésis, la variation
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2 Introduction

des paramètres dans le temps,..) mène à des systèmes bouclés non linéaires. Les
travaux publiés font état de plusieurs classes de systèmes non linéaires et types de
modèles qui seront brièvement abordés au chapitre suivant. Enfin, parmi l’ensemble
des entrées influençant le comportement dynamique du système, un certain nombre
d’entrées exogènes dites perturbations ne sont pas mesurables ; ce qui rend leur rejet
incertain en l’absence de bouclage. Toutes ces raisons font qu’il est nécessaire d’ad-
joindre au système une paire contrôleur/observateur adéquate permettant d’assurer
un suivi robuste de la trajectoire désirée.

Compte tenu que l’obtention d’un bon modèle est une étape difficile et chrono-
phage, et que la conception des contrôleurs/observateurs est basée sur ces derniers,
le coût total de développement d’un système d’asservissement devient important.

Objectifs de la thèse

L’objectif principal de cette thèse est de développer de nouvelles méthodes de
synthèse d’observateurs et de contrôleurs visant à réduire la quantité et la qualité
des informations nécessaires sur le système. L’étude de stabilité de ces modèles s’ef-
fectuera en reformulant les problèmes sous la forme de systèmes polytopiques.

Organisation de la thèse

Ce mémoire est organisé comme suit :

Chapitre 1

Ce premier chapitre a pour objectif de positionner le problème vis-à-vis de l’état
de l’art. La première partie introduira les différentes classes de modèles rencontrés
dans ce manuscrit. On s’attardera sur la classe des modèles polytopiques qui consti-
tue un cadre théorique attractif et bien posé pour traiter les problèmes de commande
pour les systèmes non linéaires. Pour cette classe de modèles, on présentera les prin-
cipaux théorèmes de stabilité et les différentes lois de commandes appropriées. Enfin,
on présentera les différentes problématiques liées à leur utilisation qui seront traitées
dans les chapitres suivants, c’est à dire : la stabilisation de systèmes polytopiques à
paramètres non mesurables et la commande avec modèles restreints.

Chapitre 2

Le deuxième chapitre présente une solution au premier problème. Dans un pre-
mier temps, le cas des modèles Takagi-Sugeno à variables de prémisses non mesurées
(polytopique à paramètres non mesurés) sera exposé. La loi de commande choisie est
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celle par retour de sortie avec observateur linéaire de type Luenberger. Pour l’analyse
de stabilité et la conception de ce contrôleur, le système bouclé est considéré comme
une interconnexion de deux sous systèmes. Ceci permettra une analyse de la stabilité
orientée ISS (Input to State Stability) et l’utilisation du théorème du petit gain. La
solution finale au problème de conception d’une loi de commande se traduira sous
forme de problème LMI (Linear Matrix Inequaility) à résoudre. Finalement, une
procédure visant la simplification de la synthèse du contrôleur sera proposée.

Chapitre 3

Le troisième chapitre est dédié aux systèmes Linéaires Invariants dans le Temps
(LTI). On considère pour ce chapitre la loi de commande introduite par [Join 08a]
et dite ”sans modèle”. Afin de reconstruire l’état du système, un estimateur non
asymptotique basé sur les techniques algébriques sera utilisé. Tandis que le contrô-
leur résultant offre de ”bons” résultats en pratique ainsi qu’en simulation, il n’existe
pas à notre connaissance de procédures d’analyse simples de la stabilité de la boucle
fermée. Ceci se traduit par une difficulté de réglages du contrôleur ainsi que de quan-
tification des effets des différents paramètres de la loi de commande sur la réponse
en boucle fermée.

Chapitre 4

Le quatrième chapitre se focalise sur l’étude de la classe de systèmes non linéaires
représentée sous forme d’un ensemble de sous systèmes Linéaires à Paramètres Va-
riants (LPV). On va considérer pour cette étude la loi de commande à modèle res-
treint (”sans modèle”) où la dérivation des signaux est réalisée à l’aide d’un filtre
linéaire. Un exemple pratique sera fourni afin de démontrer l’utilité d’une telle loi de
commande. Ensuite, pour une sous-classe de cette famille de systèmes, la preuve de
l’existence systématique d’un contrôleur stabilisant et performant sera établie ainsi
qu’une méthode de réglage directe. La stabilité et les performances en boucle fermée
seront étudiées grâce à la théorie de Lyapunov et l’étude du gain induit L2.

Chapitre 5

Ce dernier chapitre constitue la conclusion de ce manuscrit. Un résumé des dif-
férents résultats et une conclusion y seront proposés. A partir de ces conclusions,
différentes perspectives et extensions seront discutées.
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Dans ce chapitre seront présentés quelques concepts de base ainsi que les tech-
niques les plus répandues dans la littérature reliées à l’analyse et la synthèse des
systèmes non linéaires. Tout d’abord, une étude sur ces systèmes ainsi que les dif-
férentes approches et procédures de transformation seront présentées. Ensuite, une
discussion sur la synthèse des lois de commande sera donnée : le choix de la loi de
commande adéquate se réalise selon le cahier des charges et les informations dispo-
nibles sur le système à étudier. Finalement, quelques notions de base utiles à cette
étude sur la stabilité par les méthodes de Lyapunov seront rappelées.

5
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1.1 Synthèse du Modèle

Les travaux publiés dans la littérature font état de plusieurs classes de systèmes
non linéaires bien spécifiques. À titre d’exemple, on peut citer la classe des systèmes
polynomiaux [Eben 06] ou encore la classe des systèmes non linéaires affines par
rapport à la commande [Chab 93, Bank 86, Celi 93]. Les différents travaux effectués
sur ces modèles restent très spécifiques et leur complexité tend à limiter les résul-
tats obtenus mais ont l’avantage d’être les moins conservatifs. Par exemple, on peut
citer [Bacc 91] où seules la stabilisation par rétroaction de classe C1 des systèmes
plans est étudiée ou encore [Chab 93] où seuls les systèmes de dimension deux sont
considérés. D’un autre côté, on trouve la classe des systèmes présentés sous forme
paramétrique où l’étude de stabilité se réalise tout en évitant de traiter le caractère
non linéaire des systèmes. Les résultats obtenus sur ces classes sont très généraux du
point de vue applicabilité grâce aux nombreuses méthodes systématiques existantes.
Vu que certaines informations sur le modèle ne sont plus exploitées, ces résultats
obtenus souffrent d’un conservatisme plus important. Parmi ces modèles, on peut
noter les classes de systèmes non linéaires moins spécifiques comme les systèmes
Linéaires à Paramètres Variants dans le temps (LPV) [Sham 88, Lee 97, Sham 99].
Ces systèmes permettent de proposer un modèle décrivant le comportement du sys-
tème d’une manière globale comme un ensemble de sous-systèmes linéaires connectés
par des fonctions. Ce sont ces arguments qui ont poussé différents auteurs à étudier
cette classe de systèmes et cette thèse s’attachera à contribuer à différentes tech-
niques d’observation et de contrôle les concernant.

1.1.1 Modèles LPV, Quasi-LPV et TS

Ce paragraphe présente certaines classes de systèmes non linéaires utilisées pour
le contrôle des systèmes dynamiques. Le diagramme de Venn de ces classes est donné
par la Figure 1.1.
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Figure 1.1 Diagramme de Venn des systèmes à dimension fini

LPV+TS LTI
LPV

LTV
+

Quasi-LPV

T-S
+NL

Modèles LPV

Les modèles LPV représentent une classe particulière de systèmes non linéaires
qui a suscité un intérêt considérable ces dernières années. Plusieurs approches ont
été développées permettant de représenter, de manière équivalente, un système non
linéaire sous forme LPV [Heck 04, Marc 04, Tan 97]. Deux approches principales
d’identification existent : l’approche locale, qui est basée sur l’interpolation des mo-
dèles locaux Linéaires et Invariants dans le Temps (LTI) pour des points de fonc-
tionnement fixes du système [Stei 03, Love 07, Caig 09] et, l’approche globale qui est
basée sur l’hypothèse d’excitation de toutes les non linéarités du système. Un mo-
dèle dépendant de paramètres est alors directement obtenu (voir [Lee 96, Bami 99,
Verd 05, Giar 06, Wing 09, Feli 07]).

Un système LPV est un système linéaire et variable dans le temps qui peut être
mis sous la forme suivante :

{

ẋ = A(θ(t))x + B(θ(t))u
y = C(θ(t))x + D(θ(t))u

,

où θ est un vecteur composé par des paramètres variables dans le temps et bor-
nés. Compte tenu que la majorité des systèmes LPV dont les paramètres variables
sont indépendants (reliés entre eux par des relations non linéaires) ne peuvent pas
être représentés de manière exacte sous forme LPV, une autre représentation a été
introduite dans les années 90s par [Doyl 91, Lamb 93, Belc 98] nommée transforma-
tion linéaire fractionnaire (Linear Fractional Transformation (LFT)). Cette dernière
consiste à séparer les éléments non linéaires et à les regrouper dans un opérateur bou-
clé autour de la dynamique nominale, linéaire et invariante du système. Néanmoins,
selon l’étude comparative réalisée par [Luzi 14], dès que la modélisation associée au
système LPV n’introduit pas de conservatisme excessif (c’est-à-dire dans le cas où la
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dépendance par rapport aux paramètres est affine), la synthèse polytopique devient
préférable à la représentation LFT.

Modèles Quasi-LPV

Bien que la forme des systèmes LPV soit similaire à celle d’un système LTI, elle
reste toujours non fiable pour capturer la dynamique non linéaire du système initial
[Bern 10]. Une alternative a été introduite par [Sham 93] qui consiste à représenter
le système non linéaire sous la forme d’un modèle Quasi-LPV à travers une trans-
formation exacte de l’état non linéaire. On note qu’à la différence des modèles LPV,
dont les paramètres varient directement par rapport au temps, les modèles Quasi-
LPV peuvent dépendre de l’état, de l’entrée ou de toute autre variable de décision
ξ du système. Un système est dit Quasi-LPV s’il peut être mis sous la forme :

{

ẋ(t) = A(ξ)x(t) + B(ξ)u(t)
y(t) = C(ξ)x(t) + D(ξ)u(t)

.

Cette classe de systèmes est équivalente aux modèles de Takagi-Sugeno (T-S)
[Taka 85] qui seront présentés dans le paragraphe suivant.

Modèle de T-S

La caractéristique principale des modèles T-S, inspirée des modèles flous, est de
permettre de représenter localement les relations entrées/sorties du système par un
ensemble de modèles (multimodèles) linéaires avec des fonctions non linéaires. Un
multimodèle est une répartition floue de l’espace de décision Z caractérisé par l’en-
semble des variables caractéristiques (de décision) z(t) qui peuvent être variables
d’état mesurables, et/ou de commande. Les zones de fonctionnement sont repré-
sentées sous forme de propositions sur les variables de prémisses (nommées aussi
paramètres variants). Pour plus de détail sur ces modèles, le lecteur peut se reporter
à l’introduction du Chapitre 2.

1.1.2 Représentation Polytopique

Modèles T-S, modèles flou de T-S [Taka 85], modèles linéaires polytopiques
[Ange 01], multimodèle [Murr 97] ou modèles affines par morceaux, sont autant de
termes montrant que dans la littérature, plusieurs terminologies sensiblement équiva-
lentes peuvent définir ce type de modèles. L’idée principale s’appuie sur l’utilisation
d’un ensemble de sous-modèles de structures simples (fréquemment linéaires) où
chaque sous-modèle contribue de manière variable dans le temps au comportement
global du système.

De façon pratique, ces modèles peuvent être obtenus par identification, par linéa-
risation ou encore par transformation polytopique convexe. La suite de cette section
offre un aperçu sur chacune de ces méthodes.
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Par Identification

Cette approche est réalisée, en se basant sur les techniques d’identification des
modèles T-S, à partir des mesures acquises des entrées/sorties du procédé physique
[Gass 99, Gass 00]. Dans ce cas, le problème d’identification du modèle non linéaire
se réduit à l’identification de modèles locaux autour de points de fonctionnement
préalablement choisis. Cette identification exige, indépendamment du type de modèle
choisi, la détermination d’une structure optimale, l’estimation des paramètres et puis
la validation du modèle final. Le modèle obtenu étant de type entrées/sorties, il est
souvent nécessaire de les transformer en représentation d’état qui est plus classique
dans le domaine de l’analyse de stabilité de ces modèles et de la synthèse de lois
de commande. Cette méthode d’identification est utilisée souvent dans le cas de
systèmes dotés d’une dynamique difficile à décrire à l’aide d’un modèle analytique.

Par Linéarisation

Cette méthode s’appuie sur la linéarisation d’un modèle non linéaire autour d’un
ensemble fini de points de fonctionnement [Ma 01, Tana 01]. Un représentant T-S
est obtenu par l’interconnexion des dynamiques locales linéaires à l’aide de fonc-
tions d’appartenance judicieusement choisies (gaussiennes, triangulaires, trapézoï-
dales, etc.). Cette méthode est basée sur des techniques d’optimisation afin de mini-
miser l’erreur quadratique de sortie. Notons que cette approche ne constitue qu’une
approximation du modèle non linéaire considéré.

À titre d’exemple considérons le système non linéaire suivant [Chad 12] :

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

où x(t) présente le vecteur d’état du système et u(t) son entrée. La fonction f(x(t))
est supposée continument dérivable. Autour du point de fonctionnement (xi, ui) la
linéarisation de la fonction f(x(t)) est donnée par :

ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t) + di

où

Ai =
∂f(x(t))

∂x(t)
|(x(t)=xi), Bi =

∂f(x(t))
∂u(t)

|(u(t)=ui), di = f(xi, ui) − Aixi − Biui.

En considérant plusieurs modèles locaux (dits aussi sous-modèles) issus d’une linéa-
risation autour de n points de fonctionnement (xi, ui), la formulation multimodèle
aboutit à :

ẋ(t) =
n
∑

i=1

µi(z(t))(Aix(t) + Biu(t) + di),

où µi(.) sont les fonctions d’activation à déterminer, z(t) est le vecteur des variables
de décision dépendant des variables d’état mesurables et de la commande u(t). On
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note que pour cette méthode, le nombre de modèles dépend de la complexité du sys-
tème non linéaire, de la précision de modélisation désirée et du choix de la structure
des fonctions d’activation.

Par Transformation en secteurs non linéaires

Cette approche est basée directement sur la connaissance analytique du modèle
non linéaire [SKaw 92, Tana 01]. Cette méthode permet, contrairement aux deux
méthodes citées précédemment, l’obtention d’un modèle polytopique représentant
exactement le modèle non linéaire dans un compact de l’espace d’état et de manière
systématique. Le principe repose sur une transformation polytopique convexe des
termes non linéaires du processus dynamique à considérer.

Contrairement aux représentations affines qui se basent sur la dépendance affine
des paramètres variants, la représentation polytopique est basée sur les notions de
barycentre et d’enveloppe convexe. On rappelle qu’une enveloppe convexe d’un en-
semble de points Pi (dénotée conv(Pi)) est le plus petit ensemble convexe contenant
tous les sommets. Cette enveloppe peut être représentée par la relation barycen-
trique :

P := conv(Pi, i ∈ {1..N}) = {P (t)|∑N
i=1 µiPi; µi ∈ ∆µ, i ∈ {1..N}},

∆µ := {µ =
∑N

i=1 µi = 1; ∀i ∈ {1..N}, 0 ≤ µi ≤ 1}.
(1.1)

Afin d’illustrer cet aspect, considérons le système LPV autonome défini par
l’équation différentielle :

ẋ = A(ξ)x.

Déterminer un modèle polytopique associé à ce système revient à chercher les N
matrices Ai dont l’enveloppe convexe contient A(ξ) pour toute valeur admissible du
vecteur de paramètre ξ :

∀ξ, ∃ µ1, . . . , µN ≥ 0 |
N
∑

i=1

µi = 1, A(ξ) =
N
∑

i=1

µiAi.

Ces N matrices constituent alors les sommets du modèle polytopique. Pour faciliter
l’analyse de la synthèse de la loi de commande, on a intérêt à limiter le nombre de
sommets N . Cependant, ceci peut causer l’augmentation du degré de conservatisme
du modèle polytopique par rapport à celui du procédé.

Plusieurs méthodes de conception de ces sommets existent dans la littérature. Les
techniques principales sont basées sur : le maillage et la bornitude [Donk 09, Fuji 09,
Skaf 09], le développement de séries de Taylor [Hete 11, Hete 07], la décomposition
de Jordan [Wouw 10, Cloo 10], ou encore le Théorème de Gayley-Hamilton [Giel 10,
Goeb 09]. Pour une comparaison entre ces différentes approches, le lecteur peut se
reporter à [Heem 10].
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La méthode basée sur la bornitude des termes non linéaires avec F (t), une fonc-
tion bornée, est décrite par la procédure suivante :

Fi(.) : [a, b] → R

x(t) 7→ Fi(x)

avec
F (x) = α1F1(x) + α2F2(x)

et
F1(x) + F2(x) = 1, ∀(α1, α2)

Les fonctions Fi sont obtenues à partir de F et de ces bornes :

F1(x) =
α2 − F (x)
α2 − α1

, F2(x) =
F (x) − α1

α2 − α1

.

où
α1 = min

x(t)∈[a,b]
F (x), α2 = max

x(t)∈[a,b]
F (x)

L’utilisation de cette transformation pour l’obtention de représentants polyto-
piques est illustrée par l’exemple suivant :

Exemple numérique : Soit le modèle non linéaire continu :






ẋ(t) = A(x(t))x(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

avec

x(t) =

(

x1(t)
x2(t)

)

, A(x(t)) =

(

−1 sin(x2(t))
2 −3

)

, B =

(

1
1

)

, C =
(

0 2
)

.

La fonction F (x2(t)) = sin(x2(t)) qui représente le terme non linéaire est bornée
pour tout x2(t) :

−1 ≤ F (x2(t)) ≤ 1.

D’après la méthode, on peut écrire :

F (x2(t)) = −1.F1(x2(t)) + 1.F2(x2(t))

avec
F1(x2(t)) + F2(x2(t)) = 1.

Ce qui permet d’obtenir :

F1(x2(t)) =
1 − sin(x2(t))

2
, F2(x2(t)) =

1 + sin(x2(t))
2

.
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Par conséquent on obtient :

A(x(t)) = F1(x2(t))A1 + F2(x2(t))A2

avec

A1 =

(

−1 −1
2 −3

)

, A2 =

(

−1 +1
2 −3

)

.

Une représentation équivalente au modèle non linéaire, est

ẋ(t) =
2
∑

i=1

Fi(ξ)(Aix(t) + Bu(t)),

où ξ représente pour cet exemple le vecteur de variables de décision dépendant de
l’état x2(t).

Cette méthode offre la possibilité de réduire le nombre de modèles par rapport
à la méthode de linéarisation tout en évitant d’injection d’erreurs d’approximation.
L’analyse de la stabilité et la synthèse de la loi de commande de ces modèles sont
basées essentiellement sur la théorie de Lyapunov et la formulation LMI. Cependant,
lors de la synthèse du contrôleur par analyse convexe, le nombre de contraintes LMI
dépend du nombre de sous-modèles. La réduction de ce nombre, dépendant de la
méthode de transformation, permet une diminution de la complexité.

Remarque 1.1. Ces méthodes s’appliquent aussi bien au cas continu qu’au cas
discret.

Après avoir détaillé les méthodes d’obtention des représentations polytopiques,
on s’intéresse maintenant aux méthodes d’analyse et de contrôle spécifiques à ces
modèles.

1.2 Synthèse de la Loi de Commande

La synthèse d’une loi de commande nécessite d’une part un modèle mathématique
du processus à contrôler et d’autre part, une méthode efficace et adaptée au modèle.
Ainsi, la modélisation du comportement dynamique du système à commander doit
reproduire le plus fidèlement possible cette dynamique tout en restant suffisamment
simple pour être compatible avec les méthodes de synthèse. Depuis les années 70, de
nombreux types de contrôleurs et de méthodes de synthèses ont vu le jour. Parmi ces
correcteurs et méthodes, on peut distinguer deux approches différentes : l’approche
où toute la démarche repose sur un modèle suffisamment fidèle et l’approche où
l’on cherche à être le moins dépendant possible d’un bon modèle et ainsi limiter les
informations nécessaires.
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1.2.1 Commande à Base d’un Modèle

Afin de contrôler un système dynamique, certaines lois de commandes nécessitent
la disponibilité des informations sur le système (le modèle, l’état, ...). Parmi ces lois
de commandes, on remarque la commande par retour d’état et la commande par
retour de sortie.

Commande par Retour d’État

Au cours de ces dernières décennies, plusieurs avancées ont été réalisées pour le
contrôle des systèmes en s’appuyant sur la théorie de l’espace d’état (voir [Ande 71,
Khal 02]). Ainsi, la stabilisation par retour d’état a été abordée pour plusieurs
types de modèles T-S tels que les modèles avec incertitudes paramétriques bor-
nées [Chen 00, Park 03, Tana 96] ou encore avec retard [Cao 01, Xu 05]. On trouve
également de nombreux résultats pour la synthèse de retour d’état avec contraintes
de performances : placement de pôles des modèles locaux [Hong 00], crtières H2 ,
H∞ [Zera 08] ou encore par le critère du cercle [Ban 07].

Les travaux de [Tana 92] sur l’analyse de stabilité et la stabilisation par retour
statique des systèmes non linéaires mis sous forme T-S ont donné naissance à la
procédure de contrôle nommée Compensation Parallèle Distribuée (PDC) [Wang 96,
Tana 98]. Cette loi de commande est définie par :

u(t) =
r
∑

i=1

µi(z)Kix(t)

où les Ki représentent les gains de contrôle à calculer. Cette loi de commande dé-
pend des mêmes fonctions de pondération (activation) que le modèle du système et
son implémentation nécessite l’accessibilité de tous les états du système (ils doivent
être soit mesurables soit estimables) ainsi que la variable z (prémisse) ce qui peut
être problématique dans certaines situations. L’utilisation des mêmes fonctions de
pondération que celles du modèle permet de prendre en compte les non linéarités de
ce dernier dans la loi de commande sans que les procédures de synthèse les fassent
intervenir explicitement [Tana 01].

Commande par Retour de Sortie

Lorsque l’état du système n’est pas complètement disponible, la stabilisation par
retour de sortie doit être envisagée. Dans ce cadre, trois approches sont communé-
ment considérées :

1. Retour de sortie statique : Le problème de retour de sortie statique a
attiré l’attention de nombreux chercheurs [Cao 98, Chan 03, Kar 99, Prem 01,
Syrm 97]. Ce type de loi de commande a souvent été utilisé dans le cadre de la
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commande robuste [Yone 01, Yone 06, Li 00]. Généralement, l’existence d’une
loi de commande par retour de sortie statique et d’ordre plein,

u(t) = Ky(t),

est donnée en fonction de la solvabilité du problème de stabilité. Dans le cas
linéaire, le système décrit par des matrices (A, B, C) est dit stabilisable par
retour de sortie statique s’il existe un gain K tel que la matrice A + BKC est
de Hurwitz. L’implémentation de ce contrôleur statique s’avère relativement
simple et permet de minimiser le coût de calcul en ligne [Chad 02, Huan 06,
Syrm 97]. Néanmoins, cette simplicité s’acquière au prix d’un compromis en
termes de performances souhaitées en boucle fermée et de la synthèse du gain
statique.

2. Retour de sortie dynamique : Cette approche consiste à utiliser un contrô-
leur ayant sa propre dynamique :

{

ẋc = Acxc + Bcy
u = Ccxc + Dcy

.

Grâce à sa structure, cette loi de commande permet d’améliorer les perfor-
mances en introduisant des spécifications relatives à la dynamique souhaitée
en boucle fermée [Chen 00, Zera 08]. La conception d’un tel contrôleur d’ordre
plein pour les systèmes polytopiques a été étudiée par de nombreux auteurs
tels que [Guel 09]. Bien que cette famille de contrôleurs soit la plus générale
et englobe les autres catégories, les méthodes de synthèses proposées s’avèrent
conservatives. Ce conservatisme provient principalement de la complexité du
contrôleur et de la difficulté à obtenir des conditions numériquement exploi-
tables [Guel 09, Bour 09]. De nombreux auteurs continuent à travailler sur la
réduction de ce conservatisme.

3. Retour de sortie par observateur : Cette approche propose un compromis
entre généricité et facilité de synthèse. Elle consiste à introduire un obser-
vateur réalisant l’estimation des variables d’état non mesurées à partir des
mesures d’entrées/sorties [Tana 98, Ma 98, Guer 06]. La conception d’obser-
vateurs pour les systèmes non linéaires est un problème difficile qui est large-
ment étudié dans les domaines de contrôle. Cette famille de lois de commande
a reçu une attention considérable depuis l’apparition des travaux de Kalman
[Kalm 61] et Luenberger [Luen 71]. Les techniques disponibles pour la concep-
tion de ces observateurs non linéaires peuvent être classées en trois groupes.
Tout d’abord, on trouve les observateurs à grand gain [Thau 73] qui sont basés
sur des algorithmes de placement de pôles, sur les équations algébriques de Ri-
catti (ARE) [Arca 01], sur les équations de Lyapunov [Gaut 92, John 89] ou en-
core sur la méthode Backstepping [Song 97]. Ensuite, on trouve les observateurs
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type filtre de Kalman, dont la conception est basée sur la linéarisation locale
du système autour d’une trajectoire de référence, et qui consiste à restreindre
la validité de l’approche dans une petite région de l’espace d’état [Zeit 87].
Enfin, les observateurs d’entrée et de sortie comme dans [Proy 93, Back 05].
Certains de ces observateurs nécessitent l’estimation des dérivées de la sortie
et aucune analyse complète de la conception de l’observateur. Par ailleurs, la
linéarisation des approches basées sur la transformation de coordonnées est gé-
néralement basée sur un ensemble de conditions extrêmement restrictives qui
peuvent difficilement être respectées par tout système physique.

On note que les méthodes non linéaires classiques (linéarisation par bouclage ,
backstepping, modes glissants, ...) ne sont pas tout à fait satisfaisantes du point de
vue simplicité/efficacité de synthèse car elles demandent un certain savoir-faire de
la part de l’utilisateur [Khal 02].

1.2.2 Commande à modèle restreint

La plupart des algorithmes de contrôle traditionnels ont besoin d’un modèle
mathématique du système à contrôler. L’obtention de ces derniers étant complexe et
long, de nombreux chercheurs ont tenté de limiter les connaissances nécessaires dans
leur méthodes de synthèse. Ainsi, différentes catégories de contrôleur ont fait leur
apparition. Parmi ces méthodes, on peut citer la commande robuste qui permet de se
passer de la connaissance précise des paramètres du modèle, la commande adaptative
qui utilise une estimation en ligne des paramètres pour ajuster la loi de commande ou
encore, la loi de commande à modèle restreint dite "sans modèle" qui tente d’estimer
la dynamique du système afin de l’annuler. Quelques types d’approches sont décrits
dans la suite :

Commande Adaptative

Du point de vue de la commande robuste, la commande adaptative est une ap-
proche qui permet de réduire l’impact des incertitudes, des perturbations externes
et des non linéarités du modèle du procédé grâce à l’identification en temps réel du
modèle du système bouclé. Cette loi de commande est souvent classifiée en deux
grandes catégories [Land 86] : directe où les gains du correcteur sont modifiés direc-
tement à partir des sorties mesurées [Tong 04, Leu 05, Boul 08, Luzi 14, Xiao 12] et,
indirecte où les gains de la loi de commande sont modifiés en fonction de l’estimé de
ces paramètres [Leu 99, Tong 04, Li 14, Bout 13, Boul 14]. La majorité des travaux
cités ci-dessus est basée sur l’estimation de l’erreur de poursuite par observateur
(une étude comparative entre ces recherches peut être trouvée dans [Boul 14]). Le
principal défaut de ces lois de commande est qu’elles ne prennent en compte que les
incertitudes présentées sous la forme des variations des paramètres du procédé et
non les incertitudes non structurées tel que les dynamiques non modélisées. De plus,
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le principe de séparation entre observation, estimation et commande ne s’applique
souvent pas sur ces systèmes. Ce problème reste toujours ouvert.

Commande ”sans modèle” de [Join 08a]

Le concept de commande ”sans modèle” a été présenté dans [Join 08a]. L’idée
sous-jacente est que le signal porte en lui les informations sur le système qui l’a
produit. La commande sans modèle repose sur une modélisation locale, sans cesse
réactualisée, à partir de la seule connaissance du comportement entrée-sortie. Cette
modélisation obtenue par des estimations permettant ensuite de contrôler un pro-
cessus efficacement à base de contrôleurs plus classiques.

En identifiant uniquement le gain statique du modèle, et cela de manière grossière
ou empirique, cette loi de commande permet d’asservir un procédé complexe. En
effet, la précision du gain statique n’est plus primordiale, ce qui permet de s’affranchir
d’un travail d’identification complexe, tout en accédant aux exigences fonctionnelles
et dynamiques souhaitées.

Pour des raisons de simplicité, les systèmes avec une seule variable de contrôle
u et une seule variable de sortie y sont considérés (systèmes SISO). Le modèle in-
connu "complexe" mathématique (supposé être de dimension finie, linéaire ou non)
décrivant le comportement entrée/sortie du système par l’équation différentielle

Ed(y, ẏ, . . . , y(ν), u) = 0, (1.2)

est remplacé par un modèle ultra-local valable durant un court laps de temps comme
suit [Join 08a] :

y(n) = F + αu (1.3)

où
– y(n) est la dérivation de y à l’ordre n ≥ 1 ;
– n c’est l’ordre de dérivation spécifié par l’automaticien et qui n’est pas néces-

sairement égale à l’ordre de dérivation ν du modèle du système initial. Selon
[Flie 13], cet entier n peut toujours être choisi assez faible, i.e. 1 ou seulement
et rarement 2 ;

– α ∈ R est un paramètre de synthèse constant, fixé par l’automaticien afin
que les valeurs numériques de αu et y(n) aient le même ordre de grandeur. Ce
paramètre n’a pas a priori ni de valeur précise ni de signification physique ;

– F est une fonction qui contient toutes les informations "structurelles" et dépend
de toutes les autres variables du système y compris des perturbations et leurs
dérivées, est un paramètre estimé à chaque instant grâce à la connaissance de
u et y.

Le point le plus fort de cette commande sans modèle est que la considération d’un
modèle ultra-local implique que la nécessité d’une modélisation "bonne" et "globale"
est abandonnée.
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Remarque 1.2. Avec des systèmes à déphasage non minimal, ces procédures peuvent
conduire à des valeurs divergentes des commandes u pour un t grand, et, donc, à des
valeurs numériquement inadmissibles des fonctions F et de la commande. Ces tech-
niques ne s’appliquent pas, à l’état actuel, au déphasage non minimal. Cependant,
il faut noter qu’une solution a été proposée par [Flie 13] pour un cas particulier des
systèmes linéaire à déphasage non-minimal avec un seul zéro instable.

Puisque la dynamique du système est estimée dans la valeur de F , il est alors pos-
sible de l’annuler et de la remplacer par la dynamique désirée (Figure 1.2), Fliess et
al. [Join 08a] ont proposé un contrôleur intelligent nommé : contrôleur Proportionnel-
Intégral-Dérivé intelligent (iPID).

Figure 1.2 Architecture du Contrôleur de la loi de commande ”sans modèle”

y(t)

++
Retour

Contrôleur

u(t)

r(t)
Idéal

Estimateur
Boucle Fermée

Dynamique d’Annulation
Boucle Ouverte

ur(t)

un(t)

La loi de commande résultante est la suivante :

u(t) = Dynamique d’Annulation + Dynamique Désirée

u(t) = − 1
α
F (t) + 1

α
(r̈(t) − KP e(t) − KI

∫

e(t) − KDė(t))
u(t) = un(t) + ur(t)

(1.4)
où r est la trajectoire de référence déterminée, par exemple, par des techniques de
platitude [Flie 92], e = y − r est l’erreur de poursuite et les matrices KP , KI , KD

sont les gains de réglage.
Cette loi de commande offre les deux avantages suivants [Join 08a] :
– se passer d’une modélisation mathématique précise, qu’elle soit basée sur des

lois physiques ou des procédures d’identification, comme l’exige trop souvent
la théorie du contrôle moderne. De plus, toutes les perturbations (frottements,



18 Chapitre 1. Analyse et Synthèse des Systèmes Non Linéaires

hystérésis, effets thermiques, vieillissement, . . .) et erreurs de modèle sont ras-
semblées, sans chercher à les distinguer, dans la fonction F ;

– réglage simple du correcteur correspondant, dit PI intelligent, ou iPI. D’où une
rupture avec les PID classiques dont le réglage est pénible (voir, par exemple
[Astr 06, ODwy 06]). Le nombre de paramètres de synthèse est très réduit et
le correcteur est synthétisé une seule fois.

Bien que de nombreuses variantes d’un tel dispositif de commande aient été
développées dans la littérature [Abou 11, Gedo 11, Join 08a, DAnd 10] en affirmant
que la stabilité ainsi que certaines performances sont assurées, aucune d’entre elles
n’a fourni, selon notre connaissance, une preuve standard sur une classe de systèmes.

1.3 Synthèse de l’Estimateur/Dérivateur

Que l’on considère la stabilisation des modèles polytopiques ou la commande à
modèle restreint, il est nécessaire d’avoir accès à une bonne estimation des variables
d’état, des dérivées successives de la sortie ou encore des paramètres variants. Cela
n’étant pas toujours le cas, l’utilisation d’observateurs ou de filtres s’impose.

La dérivation numérique, ou l’estimation des dérivées d’un signal temporel bruité
est un problème ancien dans les domaines de l’analyse numérique, du traitement du
signal et de l’automatique. Depuis longtemps, ce problème a attiré l’attention vu son
importance dans les domaines de l’ingénierie et des mathématiques appliquées. Dans
la littérature, différentes approches ont été présentées pour la dérivation des signaux.
Ces techniques se divisent principalement en deux types : estimateurs Asymptotiques
et estimateurs Non-Aymptotiques. Lorsque le niveau de bruit est faible, l’approche
la plus courante est celle des différences finies qui présente l’avantage d’être peu coû-
teuse en temps de calcul et simple à implémenter. Cette situation se présentant que
rarement, la plus part des travaux s’appuient sur l’utilisation d’observateurs d’état
[Chit 02, Dabr 99, Ibri 03] ou encore des méthodes de dérivation par mode glissants
[Ibri 04, Leva 93, Floq 03].

Une nouvelle approche de la dérivation numérique et l’estimation paramétrique,
basée sur l’algèbre différentielle a été présentée dans [Flie 03b, Flie 03a, Mbou 07b].
Pour chaque ordre donné, une formule explicite donnant une estimation dérivée
ponctuelle, est obtenue à l’aide d’opérations algébriques élémentaires. Ces expres-
sions sont composées d’intégrales itérées du signal d’observation bruité dont la va-
leur estimée converge en temps fini. Cette méthode a été appliquée pour l’estimation
de paramètres [Gens 07, Mbou 07a, Vill 10], pour la détection de rupture et de re-
tards [Belk 10, Belk 09, Flie 10, Tiga 10] ou encore pour la différentiation numérique
[Mbou 07a, Mbou 09, Riac 10]. Des applications en commande tolérante aux fautes,
traitement du signal, traitement d’images ainsi qu’en commande non linéaire peuvent
être trouvés dans [Flie 05c, Flie 05b, Flie 05a, Flie 04]. Les techniques algébriques
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ont également montré leur efficacité dans divers domaines industriels. On citera
notamment : commande de véhicules [Vill 09, DAnd 10], application aux systèmes
électromécaniques [Delp 14, Mich 10], communication sécurisée [Neve 06, Zhen 09]
ou encore traitement d’images et de vidéo [Yu 10b, Yu 10a, Join 08b].

1.4 Stabilité par les méthodes de Lyapunov

Un problème important dans le domaine du contrôle des systèmes polytopiques
est la recherche de critères de stabilité. Avant d’aborder cet aspect, quelques concepts
fondamentaux de la théorie de la stabilité seront rappelés.

1.4.1 Notions de base sur la stabilité

D’une manière intuitive, la stabilité est la propriété d’un système à revenir à sa
position d’équilibre lorsqu’il en est écarté ponctuellement. Initialement, la stabilité
est analysée pour les systèmes invariants dans le temps et autonomes (c’est à dire
pour lesquelles il n’y a ni contrôle ni bouclage avec une commande donnée). De tels
systèmes sont définis comme suit :

Définition 1.1. (Système autonome) L’équation différentielle ordinaire :

ẋ(t) = f(x(t)), ∀ t ≥ 0, (1.5)

avec f : Ω ⊂ R
n → R

n est une fonction localement lipschitzienne et Ω est un ouvert
de R

n, est dite autonome si f(x(t)) est explicitement indépendante de la variable t
(qui présente généralement le temps).

Formellement, les points d’équilibre xe représentent les racines réelles de l’équa-
tion f(x) = 0.

Définition 1.2. [Khal 02] Le point d’équilibre xe du système (1.5) est
– stable (dans le sens de Lyapunov) si ∀ ǫ > 0 ∃ δ = δ(ǫ) > 0 tel que

‖x(0) − xe‖ < δ ⇒ ‖x(t) − xe‖ < ǫ, ∀ t ≥ 0;

– attractif si ∃δ > 0 tel que

‖x(0) − xe‖ < δ ⇒ limt → ∞x(t) = xe;

– asymptotiquement stable si il est stable et attractif.

On note que par translation, le point d’équilibre peut être ramené à l’origine
(xe = 0), ce qui simplifie souvent l’étude de la stabilité.
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Deuxième méthode de Lyapunov

Le concept de stabilité est étroitement lié à la théorie de stabilité de Lyapunov.
Cette théorie établit le fait que les systèmes dont la trajectoire est attirée vers un
point d’équilibre asymptotiquement stable perdent progressivement de l’énergie, de
façon monotone. Lyapunov généralise la notion d’énergie en utilisant une fonction
V : Rn → R+, appelée ”fonction candidate de Lyapunov”, qui dépend de l’état du
système. Cette fonction est souvent une norme ou distance. Les principaux théorèmes
en temps continu et discret, très souvent utilisés pour l’analyse de stabilité, sont
donnés comme suit [Khal 02] :

Theorème 1.1. Considérant le système autonome (1.5) ayant un point d’équilible
isolé (xe = 0 ∈ Ω ⊆ R

n, où Ω est un voisinage de xe). S’il existe une fonction
localement lipschitzienne V : Rn → R+ avec des dérivées partiellement continues et
deux fonctions α et β de classe K 1 tel que :

α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ β(‖x‖), ∀ x ∈ Ω,

alors, l’origine du système x = 0 est
– stable (dans le sens de Lyapunov) si

dV (x)
dt

≤ 0, ∀ x ∈ Ω, x 6= 0;

– asymptotiquement stable s’il existe une fonction ϕ de classe K tel que

dV (x)
dt

≤ −ϕ(‖x‖), ∀ x ∈ Ω, x 6= 0;

– globalement asymptotiqument stable s’il est stable et ∀x(0) ∈ R
n

limt→+∞||x(t) − xe|| = 0.

Il existe également une version en temps discret de la théorie de la stabilité par
Lyapunov donnée par le théorème suivant :

Theorème 1.2. Considérant le système autonome

xk+1 = f(xk)

ayant un point d’équilible isolé (xe = 0 ∈ Ω ⊆ R
n, où Ω est un voisinage de xe).

S’il existe une fonction localement lipschitzienne V : R
n → R+ avec des dérivées

partiellement continues et deux fonctions α et β de classe K tel que :

1. Une fonction de classe K est une fonction ϕ : [0, a) → [0 + ∞) strictement décroissante et
vérifie ϕ(0) = 0.
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α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ β(‖x‖), ∀ x ∈ Ω,

alors, l’origine du système x = 0 est
– stable (dans le sens de Lyapunov) si

∆V (xk) ≤ 0, ∀ xk ∈ Ω, xk 6= 0.

où

∆V (xk) = V (xk+1) − V (xk)
= ∆f(xk) − V (xk)

– asymptotiquement stable s’il existe une fonction ϕ de classe K tel que :

∆V (xk) ≤ −ϕ(‖xk‖), ∀ xk ∈ Ω, xk 6= 0;

Remarque 1.3. Les définitions locales des deux théorèmes cités ci-dessus sont va-
lides globalement si les fonctions considérées sont de classe K∞ et Ω = R

n.

1.4.2 Application aux systèmes Polytopiques

Les fonctions de Lyapunov ont largement été utilisées lors de l’étude de la stabiltié
de nombreux problèmes liés aux systèmes polytopiques [Tana 98, Tana 01, Boyd 94,
Sche 97]. Le principal avantage de cette combinaison est la possibilité d’exprimer
les critères de stabilité sous forme de conditions LMI. Ces dernières peuvent être
efficacement résolues par la technique de programmation convexe [Boyd 94].

Selon [Boyd 94], le système LPV définit par :

ẋ(t) = A(ξ)x(t)

avec A(ξ) ∈ P où ∆ξ est défini dans (1.1), est stable s’il existe une fonction matricielle
S(ξ), définie positive sur P , telle que

∀ξ ∈ ∆ξ, A(ξ)T S(ξ) + S(ξ)A(ξ) + ξ̇
∂S

∂ξ
< 0.

Cette inégalité traduit la décroissance de la fonction V (x, ξ) = xT S(ξ)x le long de la
trajectoire du système. Si la fonction choisie S est indépendante de ξ, on parle alors
de la stabilité quadratique. L’inégalité précédente devient

∀ξ ∈ ∆ξ, A(ξ)T S(ξ) + S(ξ)A(ξ) < 0; S > 0.

D’où le théorème de stabilité des systèmes polytopiques suivant :
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Theorème 1.3. [Boyd 94] : L’inclusion différentielle

ẋ(t) = A(t)x(t); A(t) ∈ P

est quadratiquement stable s’il existe une matrice P définie positive telles que

AT
i P + PAi < 0; ∀i = 1..N.

On constate que les conditions de ce théorème sont sous la forme d’un nombre
fini N d’LMI à satisfaire afin de garantir la stabilité quadratique d’un système po-
lytopique. Cependant, cette approche quadratique présente des limitations sérieuses
parce que ses solutions sont par nature conservatives. En effet, il existe des modèles
stables pour lesquels il n’existe pas de solution quadratique [Sala 05]. Différentes
sources peuvent causer ce conservatisme [Guer 12] tels que : le type du modèle po-
lytopique [Guer 07, Boua 10], la méthode considérée afin d’eliminer les fonctions de
pondération pour la formulation des conditions LMIs [Tuan 01, Sala 07b, Sala 07a],
l’intégration des informations des fonctions de pondération [Sala 08, Bern 09], ou
encore le choix de la fonction de Lyapunov [Joha 99, Tana 01].

1.5 Discussion et Conclusion

Un modèle devrait représenter le mieux possible le fonctionnement dynamique
d’un système ainsi que les modes de fonctionnement et toutes les interactions entre
les différentes grandeurs.

Pour les chapitres suivants de ce manuscrit, on considérera l’approche polyto-
pique dans la mesure où elle présente l’avantage de s’affranchir d’approximations de
modélisation lors du passage du modèle analytique non linéaire au modèle linéaire.
Pour le système non linéaire :

{

ẋ(t) = f(x, u, ξ)
y(t) = g(x, u, ξ)

,

on considère la représentation polytopique convexe :
{

ẋ(t) =
∑r

i=1 µi(ξ)(Aix(t) + Biu(t))
y(t) =

∑r
i=1 µi(ξ)Cix(t)

,

où x(t) est le vecteur d’état, u(t) est le vecteur d’entrée et y(t) est le vecteur de
sortie. r est le nombre de sous-modèle. Ai, Bi et Ci sont des matrices constantes qui
représentent respectivement la matrice d’état, d’entrée et d’observation. Les fonc-
tions µi(ξ) sont les fonctions de pondération en fonction du vecteur ξ des variables
de décision et qui vérifient la proprieté de la somme convexe ∆µ(ξ), i.e.

∀i = 1..r, 0 < µi(ξ) < 1 et
r
∑

i=1

µi(ξ) = 1.
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Noter que de manière générale, les transformations polytopiques convexes sont
injectives. De ce fait, une infinité de modèles peuvent être associés à un système non
linéaire donné.

Pour cette classe de systèmes, la loi de commande la plus répondue est celle par
retour de sortie par observateur de type Luenberger :

u(t) =
r
∑

i=1

µi(z)Ki(t),

et
{

ẋe(t) =
∑r

i=1 µi(ξe)(Aixe(t) + Biu(t))
ye(t) =

∑r
i=1 µi(ξe)Cixe(t)

.

Deux problèmes majeurs de conception de cet observateur figurent : Le premier
réside lorsque les variables de prémisses sont ni mesurables ni estimables c’est-à-dire :
ξ 6= ξe. Une solution présentée dans ce manuscrit (Chapitre 1) consiste à considérer
une loi de commande linéaire et un observateur de Luenberger linéaire. Le deuxième
problème se présente quand peu d’informations sur le système sont disponibles. Afin
de résoudre ce problème, il est possible de considérer la loi de commande à modèle
restreint dite commande ”sans modèle” [Join 08a]. Cependant il n’existe pas à notre
connaissance de preuves de stabilité de cette loi de commande lorsque les différentes
estimations nécessaires sont imparfaites. Le Chapitre 3 proposera de pallier à ce
problème en proposant une étude de cette loi de commande lorsqu’un dérivateur
de type algébrique sera utilisé. Le Chapitre 4 étendra cette étude dans le cas de
l’utilisation de filtre dérivateur et proposera des méthodes de réglage garantissant la
stabilisation et les performances.
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Ce chapitre met l’accent sur le problème de contrôle des systèmes non linéaires
mis sous forme de modèle Takagi-Segeno (T-S) lorsque les variables de prémisses ne
sont pas mesurées. Tout d’abord, une introduction sur la synthèse de stabilité des sys-
tèmes non-linéaires sous forme de modèle T-S ainsi que la problématique et quelques
notions et théorèmes utiles pour notre étude seront présentés. L’objectif principal de
ce chapitre portera sur la conception d’un observateur linéaire de type Luenberger
et d’un retour d’état qui assurent la stabilité de la boucle fermée de l’interconnexion.
La première partie de cette étude (Section 2.3) portera sur l’analyse générale de la
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stabilité du système bouclé (de l’interconnexion). La seconde partie (Section 2.4)
établira deux méthodes de conception d’une paire contrôleur/observateur, basées
sur des conditions suffisantes sous forme de LMIs et/ou BMIs. La troisième partie
de ce travail (Section 2.5) mettra l’accent sur l’existence systématique d’un retour
de sortie dynamique par observateur assurant la stabilité en boucle fermée d’une
sous-classe de cette famille de systèmes. La conception et la stabilité seront étudiées
grâce à l’analyse de la stabilité entrée-état (ISS), le théorème du petit gain et la
théorie de Lyapunov.

2.1 Introduction

Afin d’analyser et concevoir des systèmes non linéaires pour des circuits élec-
triques, des systèmes mécaniques, des systèmes de contrôle, et d’autres disciplines
d’ingénierie, il est nécessaire d’absorber et d’élaborer une large gamme d’outils d’ana-
lyse non linéaire. Il existe différents types de problèmes de stabilité qui se posent
dans l’étude de ces systèmes. Une des solutions les plus populaires permettant une
synthèse systématique consiste à considérer les modèles de T-S [Taka 85] avec des
méthodes de Lyapunov. Cette approche a prouvé son efficacité dans l’analyse, le
contrôle et l’observation d’une grande classe de systèmes non linéaires [Tana 01].
L’idée derrière la modélisation T-S est d’incorporer le système non linéaire dans un
ensemble convexe de systèmes linéaires. Grâce à la propriété de la somme convexe de
leurs fonctions de pondération, les modèles T-S permettent la généralisation de cer-
tains outils linéaires afin d’exprimer les conditions de stabilité en tant qu’ensemble
d’ LMI [Boyd 94].

Étant donné que cette représentation simplifie l’étude de stabilité des systèmes
non linéaires, les modèles T-S ont été étudiés par de nombreux auteurs afin de ré-
soudre des problèmes de conception de la paire contrôleur/observateur [Sala 05].
Cependant, certains de ces problèmes restent toujours à l’étude tel que celui de la
stabilisation des modèles T-S lorsque les variables de prémisses ne sont pas mesurées.
Ce problème apparaît lorsque un/ou plusieurs arguments des fonctions non linéaires
du processus ne sont pas directement mesurés [Berg 02, Icha 10, Park 04a]. Cette
question sur les prémisses non mesurables est réellement pertinente puisque, dans
de nombreuses applications pratiques, l’ensemble des variables mesurées est limité,
soit parce qu’elles ne sont pas accessibles pour être mesurées ou parce que les cap-
teurs ne sont pas disponibles ou trop coûteux. Cela rend le problème de conception
de contrôle beaucoup plus complexe et augmente radicalement le conservatisme des
conditions dérivées [Guer 06, Icha 11]. Afin de réduire ce conservatisme, de nom-
breuses études imposent certaines hypothèses supplémentaires sur les fonctions de
pondération [Berg 02, Icha 10, Park 04a].

En général, les propriétés de stabilité des modèles T-S sont analysées en consi-
dérant les fonctions quadratiques de Lyapunov [Tana 01, Rhee 06, Estr 13, Ge 14,
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Chi 12]. Une extension de ces outils est assurée par la stabilité ISS [Akhe 07, Tana 01].
Afin de concevoir des lois de commande des modèle T-S, la propriété de l’ISS a
été déjà examinée en se basant sur la théorie du théorème du petit gain [Lend 10,
Chan 11, Yone 09]. Néanmoins, à notre connaissance, seulement les cas des prémisses
mesurés ou estimés ont été étudiés avec ces outils.

2.2 Problématique

Les modèles de T-S permettent un réécriture des modèles non linéaires sous la
forme suivante :

{

ẋm = f(xm, u, t)
ym = Cxm

, (2.1)

où f est une fonction continue et non linéaire. L’approche par secteur non linéaire
[Tana 01, Nagy 09] (le lecteur peut se reporter à la Section 1.1.2 du Chapitre 1) figure
parmi les méthodes de modélisation T-S les plus populaires. Cette transformation
permet d’obtenir une représentation exacte, sous la forme T-S, du système (2.1) dans
un ensemble compact de l’espace d’état suivant :

{

ẋm =
∑r

i=1 µi(ξ)(Ami
xm + Bmi

u)
y = Cxm

, (2.2)

où xm(t) ∈ R
n est le vecteur d’état, u(t) ∈ R

nu est le vecteur des entrées et y(t) ∈ R
ny

est le vecteur des sorties. r est le nombre de sous-modèles ou de règles. Ami
∈ R

n×n,
Bmi

∈ R
n×nu et C ∈ R

ny×n sont des matrices connues qui représentent respecti-
vement les matrices d’état, d’entrée et d’observation. Les fonctions µi(ξ) sont les
fonctions de pondération en fonction des variables ξ qui peuvent dépendre de l’état
et/ou des variables exogènes. Ces fonctions doivent vérifier la propriété de la somme
convexe :

∆µ(ξ) = µ(ξ) :
r
∑

i=1

µi(ξ) = 1, 0 ≤ µi(ξ) ≤ 1 ∀i ∈ {1, . . . , r}. (2.3)

Afin d’alléger l’écriture, on utilise les notations suivantes :

Am(ξ) :=
∑r

i=1 µi(ξ)Ami
,

Bm(ξ) :=
∑r

i=1 µi(ξ)Bmi
.

La loi de contrôle la plus couramment utilisée pour ces systèmes est la Compen-
sation Parallèle Distribuée (PDC) développée par [Tuan 01] :

u = K̄(ξe(t))xe(t); K̄(ξe(t)) =
r
∑

i=1

µi(ξ)Ki, (2.4)
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où les Ki sont les gains de contrôle à déterminer, ξe est une etimation de ξ et xe est
l’état estimé du modèle T-S qui peut être déterminé en considérant par exemple des
observateurs de Luenberger [Tana 94]. Ces derniers figurent parmi les plus utilisés
avec une représentation d’état donnée par :

{

ẋe =
∑r

i=1 µi(ξe)(Ami
xe + Bmi

u + Li(ym − ye))
ye = Cxe

(2.5)

où xe ∈ R
n dénote l’état estimé et les matrices Li ∈ R

n×ny , i = 1..r, représentent les
gains de l’observateur à déterminés.

La plupart des travaux supposent que les variables de prémisses sont mesurées
(ξe = ξ) tels que [Tana 96, Tana 98, Tana 03, Krus 08] ce qui n’est, évidemment,
pas toujours vrai. Dans le cas mesuré, le principe de séparation est applicable et
la synthèse du retour d’état devient indépendante de la synthèse de l’observateur.
Lorsque ces variables ne sont plus mesurées (i.e ξe 6= ξ), le principe de séparation
ne peut plus être appliqué [Xiao 98, Yan 10]. Afin de proposer des méthodes de
synthèses numériquement exploitables, beaucoup d’auteurs ont proposé des résultats
en se basant sur de hypothèses comme :

– des conditions de Lipschitz sur les fonctions de pondération [Icha 10, Berg 01,
Berg 02, Berg 00] ;

– la disponibilité, à priori, des conditions initiales du système [Mood 14, Tana 01] ;
– la possibilité de transmettre l’état loin de la singularité pour la linéarisation

par rétroaction [Park 04a, Wang 97].
Afin d’éviter ces contraintes restrictives et/ou conservatives, cette partie du ma-

nuscrit propose une méthode de conception sans hypothèses supplémentaires. Afin
de limiter le problème de conservatisme, on propose de laisser libre la structure de
l’observateur. Ainsi, on propose l’utilisation d’une loi de contrôle et d’un observateur
de structures linéaires :

u = Kxe (2.6)

et
{

ẋe = Aexe + Beu + L(ym − ye)
ye = Cxe

, (2.7)

où (Ae, Be, L) sont des matrices à déterminer afin de garantir la stabilité de la boucle
fermée.

Afin d’illustrer la difficulté du problème, on va dans un premier temps considérer
que le système et l’observateur admettent la même matrice d’entrée i.e. Bmi

= Be,
∀i = 1..r. Dans ce cas, deux conditions indépendantes (voir Théorème 2.1) doivent
être résolues.

Theorème 2.1. Le système bouclé composé par le système initial (2.2), la loi de
commande (2.6) et l’observateur (2.7) avec Bmi

= Be, ∀i = 1..r, est asymptotique-
ment stable s’il existe des matrices S1, P2 symétriques et définies positives et des
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matrices S2, S3 qui vérifient les conditions suivantes :






S1A
T
m(ξ) + Am(ξ)S1 + ST

2 B + BS2 B S1∆A(ξ)T

∗ −I 0
∗ ∗ −I





 < 0







P2A
T
e (ξ) − CT ST

3 − S3C KT P2

∗ −I 0
∗ ∗ −I





 < 0

Le gain de contrôle et de l’observateur sont donnés respectivement par K = S2S
−1
1

et L = P −1
2 S3.

Preuve 2.1. La représentation d’état du système bouclé composée par le système
initial (2.2), la loi de commande (2.6) et l’observateur (2.7) avec Bmi

= Be = B,
∀i = 1..r, peut être mise, avec l’état étendu X = [xm e]T où e = xm − xe représente
l’erreur d’estimation, sous la forme suivante :

Ẋ=A(t)X ,

où

A(t) =

(

Am(t) + BK −BK
Am(t) − Ae Ae − LC

)

.

Soit la fonction candidate de Lyaponov V = XT PX où P est une matrice définie
positive et choisie symétrique par bloc (similairement au principe de séparation) tel

que P =

(

P1 0
0 P2

)

, où P1, P2 sont deux matrices définies positives et symétriques.

En développant la condition (V̇ < 0) et en appliquant le Complément de Schur et
quelques majorations, on obtient les conditions de ce théorème. �

Cependant cette approche demeure conservative et peu d’exemples peuvent être
trouvés. Ce conservatisme est principalement dû au choix de la fonction de Lyapunov
effectuée. En effet, cette structure diagonale nécessaire à l’obtention de conditions
LMI casse le lien entre le problème de conception de l’observateur et de la commande
qui est pourtant très fort. On propose dans ce chapitre une nouvelle approche de
conception basée sur l’analyse de la théorie de l’ISS de l’interconnexion composée par
le système non linéaire mis sous la forme T-S et une paire contrôleur/observateur.
Cette approche permettra de séparer les deux problèmes observateur/commande
tout en considérant les interactions entre ces deux éléments. Le reste de cette sec-
tion présente quelques notions standards sur les propriétés de l’ISS ainsi que quelques
théorèmes et définitions utiles à la suite.

Outils et Théorèmes
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Fonction de classe K, K∞ et KL : Une fonction α : [0; ∞) → [0; ∞) est dite
de classe K (notée α ∈ K) si elle est continue, strictement décroissante et α(0) = 0.
Si de plus α est bornée, alors elle est dite de classe K∞ (α ∈ K∞). Une fonction
β : [0; ∞) × [0; ∞) → [0; ∞) est dite de classe KL (β ∈ KL) si β(., t) est de classe
K pour tout t ≥ 0 fixé et β(r, t) décroît vers zéro quand t → ∞ pour tout r ≥ 0 fixé.

Input-to-State Stability (ISS) [Sont 89] : un système ż = f(z, v) est
dit Input-to-State Stable (ISS) par rapport à v s’il existe deux fonctions β ∈ KL
et γ ∈ K∞ telles que pour tout état initial z(t0) et toute entrée v(.) la solution
correspondante vérifie l’inégalité :

|z(t)| ≤ β(|z(t0)|, t − t0) + γ(||v||[t0, t])

pour tout t ≥ t0, où ||v||[t0, t] := sup{|v(s)| : s ∈ [t0, t]} (sauf éventuellement sur un
ensemble de mesure nulle) et ||.|| représente la norme euclidienne usuelle. On dénote
la fonction gain (ou simplement gain) de l’ISS par γ.

Theorème 2.2. ISS-Lyapunov [Yang 03] : pour une fonction donnée C1, V1 : Rn →
R est dite une fonction ISS-Lyapunov s’il existe des fonctions α1, α2 de classe K∞
et α3, α4 de classe K vérifiant :

α1(||z||) ≤ V (z) ≤ α2(||z||) , ∀z ∈ R
n

∂V

∂Z
f(z, v) ≤ −α3(||z||) + α4(||v||), (2.8)

où ||z|| et ||v|| représentent des normes quelconques, alors le système ż(t) = f(z, v)
est ISS avec un gain

γ(s) = α−1
1 oα2oα−1

3 oα4(s), ∀s > 0,

où o est l’opérateur de composition des fonctions et α−1
i est la fonction inverse de

α.

Structure d’une interconnexion par rétroaction : la structure d’une inter-
connexion par rétroaction H d’un système donné par la Figure 2.1 est la décom-
position de ce système en deux sous-systèmes H1 et H2. Dans cette structure, la
variable d’état et les signaux externes d’entrée de H sont donnés respectivement par
z = (zT

1 zT
2 )T et w = (wT

1 wT
2 )T . Le premier sous-système H1 admet comme état z1

et comme entrée v1 = (zT
2 wT

1 )T et, le deuxième sous-système H2 admet comme état
z2 et comme entrée v2 = (zT

1 wT
2 )T .
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Figure 2.1 Décomposition générale d’un système vu comme une interconnexion par
rétroaction

H1

H2
ω2

ω1 z1

z2

Noter que lorsqu’on examine un système interconnecté, il est possible d’analyser
la stabilité de la boucle fermée en étudiant séparément chaque sous-système grâce au
théorème de petit gain. De toute évidence, ce théorème ne fournit que des conditions
suffisantes.

Theorème 2.3. [Libe 06] : le système H est ISS par rapport à l’entrée w = (wT
1 wT

2 )T

si :

1. H1 est un ISS par rapport à v1 = (zT
2 wT

1 )T , avec un gain γ1 de z2 à z1, i.e.,
pour un β1 ∈ KL, γ1, γ̄1 ∈ K∞, on a :

|z1(t)| ≤ β1(z1(t0), t − t0) + γ1(||z2||[t0, t]) + γ̄1(||w1||[t0, t]).

2. H2 est un ISS par rapport à v2 = (zT
1 wT

2 )T , avec un gain γ2 de z1 à z2, i.e.,
pou un β2 ∈ KL, γ2, γ̄2 ∈ K∞, on a :

|z2(t)| ≤ β2(z2(t0), t − t0) + γ2(||z1||[t0, t]) + γ̄2(||w2||[t0, t]).

3. Il existe une fonction ρ ∈ K∞ tel que :

(id + ρ)oγ1o(id + ρ)oγ2(r) ≤ s, ∀s ≥ 0.

Afin d’obtenir une conception numérique d’un contrôleur basée sur des formula-
tion LMIs, les résultats ci-dessus sont complétés par les propriétés suivantes :

– Dans le cas où les deux fonctions gain ISS (γ1 et γ2) sont linéaires, la condition
du petit gain se réduit à : γmγe < 1 [Libe 06].

– S’il n’existe aucun signal externe comme entrée, alors l’interconnexion H est
Globalement Asymptotiquement Stable (GAS) [Libe 06].

– H est ISS si est seulement s’il admet une fonction ISS-Lyapunov [Sont 95].
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2.3 Analyse de Stabilité

Après avoir décrit les procédures et les méthodes qui seront utilisées dans ce
chapitre, cette section reformule le problème sous l’angle d’une interconnexion de
systèmes tel qu’elle est décrite dans la section précédente. Rappelons tout d’abord le
modèle T-S du système (la variable de temps t est omise afin de faciliter la lecture) :

{

ẋm = Am(ξ)xm + Bm(ξ)u
ym = Cxm

(2.9)

avec le retour d’état linéaire
u = Kxe (2.10)

et l’observateur linéaire
{

ẋe = Aexe + Beu + L(ym − ye)
ye = Cxe

. (2.11)

La dynamique du système et l’erreur d’observation e = xm − xe sont gouvernées
par :

ẋm = (Am(ξ) + Bm(ξ)K)xm − Bm(ξ)Ke, (2.12)

et
ė = (Ae − LC − ∆B(ξ)K)e + (∆A(ξ) + ∆B(ξ)K)xm (2.13)

avec
∆A(ξ) = Am(ξ) − Ae,
∆B(ξ) = Bm(ξ) − Be.

En écrivant ces équations avec le vecteur d’état étendu ẋ = [ẋT
m ėT ]T on obtient

le système bouclé sous la forme suivante :
{

ẋ = A(ξ)x
y = Cx

(2.14)

où

A(ξ) =

(

Am(ξ) + Bm(ξ)K Bm(ξ)K
∆A(ξ) + ∆B(ξ)K Ae − LC − ∆B(ξ)K

)

.

En se basant sur le principe de la structure d’une interconnexion par rétroaction
défini dans la section précédente, il est aisé de voir que le système bouclé (2.14) peut
être considéré comme une interconnexion H par rétroaction des deux sous-systèmes
H1 et H2 définis respectivement par les équations (2.12) et (2.13). Le premier sous
système H1 admet comme état z1 = xm et entrée v1 = e, et le deuxième sous-système
H2 admet comme état z2 = e et entrée v2 = xm. Cette structure est illustrée en Figure
2.2.
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Figure 2.2 Stabilisation par rétroaction, système bouclé ẋ = h(x)

H1

H2

xm

e

Boucle fermée idéale

Erreur d’observation

ym

ye

Puisque la dimension des sous systèmes est essentiellement inférieure à celle de
leur interconnexion, trouver une fonction de Lyapunov pour chaque sous-système
semble plus facile que pour le système global. En considérant cette alternative et
l’interconnexion H décrite ci-dessus sous l’hypothèse que chaque sous-système est
ISS en admettant l’état de l’autre sous-système comme entrée, on cherche d’établir
des conditions nécessaires garantissant la stabilité du système global. Après avoir
prouvé que chaque sous-système H1 et H2 de cette interconnexion satisfaisait les
propriétés ISS, il nous reste plus qu’à vérifier la condition du petit gain.

Theorème 2.4. L’interconnexion par rétroaction, sous aucun effet externe, com-
posée par le système (2.9), la loi de commande (2.10) et l’observateur (2.11) est
asymptotiquement stable s’il existe des matrices Pm, Pe symétriques et définies po-
sitives et des scalaires γm, γe qui vérifient :

∀i = 1..r,

(

sym(PmAmi
+ PmBmi

K) + Pm −PmBmi
K

∗ −γ2
mPe

)

< 0 (2.15)
(

−γ2
e Pm KT ∆BT

i Pe + ∆AT
i Pe

∗ Pe + sym(−PeLC + PeAe − Pe∆BiK)

)

< 0 (2.16)

Pm ≤ Pe (2.17)

γmγe < 1 (2.18)

avec ∆Ai = Ami
− Ae et ∆Bi = Bmi

− Be.

Preuve 2.2. Soient les normes : ||xm|| =
√

xT
mPmxm et ||e|| =

√
eT Pee avec Pm

et Pe deux matrices symétriques et définies positives. On analyse dans un premier
temps les propriétés ISS du système bouclé idéal H1 d’équation (2.12) en admettant
xm comme état et e comme entrée. Pour une matrice Pm > 0 et pour tout ξ, xm, e,
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la condition (2.15) assure :

r
∑

i=1

µi(ξ)

(

xm

e

)T (

sym(PmAmi
+ PmBmi

K) + Pm −PmBmi
K

∗ −γ2
mPe

)(

xm

e

)

< 0 (2.19)

Cette dernière est équivalente à :

2
∂Vm

∂xm

ẋm ≤ −2αm3(||xm||) + 2αm4(||e||), (2.20)

avec :

Vm(xm) = xT
mPmxm

αm3(s) = 0.5s2, αm4(s) = 0.5γ2
ms2

Vu que Vm(xm) = ||xm||2, alors on peut clairement voir que :

αm1(||z||) ≤ Vm(z) ≤ αm2(||z||) , ∀z ∈ R
n

αm1(s) = αm2(s) = s2

où αe1, αe2 ∈ K∞.
D’après le Théorème 2.2, on constate que si (2.15) est vérifiée pour tout i ∈

{1 . . . n} alors le sous-système H1 est ISS avec un gain ISS :

γm(s) = α−1
m1oαm2oα−1

m3oαm4(s) = γms

On passe maintenant à l’analyse les propriétés ISS de la dynamique de l’erreur
d’estimation H2 d’équation (2.13) qui admet e comme état et xm comme entrée. Pour
tout ξ, xm, e, la condition (2.16) assure la condition suivante :

r
∑

i=1

µi(ξ)

(

xm

e

)T (−γ2
e Pm KT ∆BT

i Pe + ∆AT
i Pe

∗ Pe + sym(PeAe − PeLC − Pe∆BiK)

)(

xm

e

)

< 0(2.21)

Cette dernière est équivalente à :

2
∂Ve

∂e
ė ≤ −2αe3(||e||) + 2αe4(||xm||), (2.22)

avec

Ve(e) = ||e||2
αe3(s) = 0.5s2, αm4(s) = 0.5γ2

ms2

Comme Ve(e) = eT Pee, alors :

αe1(||e||) ≤ Ve(e) ≤ αe2(||e||) , ∀z ∈ R
n

αe1(s) = s2, αe2(s) = s2
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où αe1, αe2 ∈ K∞.
D’après le Théorème 2.2, on constate que si les deux conditions (2.16) et (2.17)

sont vérifiées pour tout i ∈ {1 . . . n} alors le sous-système H2 est ISS avec un gain
ISS :

γe(s) = α−1
e1 oαe2oα−1

e3 oαe4(s) = γes

Finalement, selon le théorème du petit gain, l’interconnexion (H1, H2) est ISS
si la condition γmγe < 1 est vérifiée. �

Remarque 2.1. Afin d’alléger les calculs et de réduire la compléxité des LMIs du
théorème précédent, on propose comme solution de fixer les deux gains γm et γe selon
la condition du petit gain : γeγm < 1. Les résultats du théorème restent toujours
valables.

À noter que les conditions du Théorème 2.4 représentent une LMI en Pm et
Pe (et éventuellement en L en considérant le changement de variable Y = PeL)
si et seulement si le reste des matrices et scalaires des conditions de ce théorème
sont connus. De ce fait, ce théorème ne permet que l’analyse de stabilité du bou-
clage. Ceci n’est pas satisfaisant car la difficulté principale est de concevoir une paire
observateur/contrôleur. L’exploitation du Théorème 2.4 pour la conception de cet
observateur (i.e. la détermination de ses matrices) fait l’objet de la section suivante.

2.4 Conception du Contrôleur

À partir des résultats précédents, il est possible de proposer des solutions permet-
tant de résoudre le problème de conception de l’observateur et du retour d’état. Pour
cela, deux procédures de conceptions sont proposées en se basant sur le Théorème
2.4 :

1. Approche séquentielle : résolution des conditions (2.15), (2.16) et (2.17) du
Théorème 2.4 séparément ;

2. Approche globale : résolution des conditions (2.15), (2.16) et (2.17) du Théo-
rème 2.4 simultanément.

Il sera montré dans la suite de cette partie que ces deux propositions fournissent
des résultats différents en terme d’ensemble de solutions. Leurs principales limites
résident, pour la première, dans la nature non linéaire du problème d’optimisation,
et pour la seconde, dans les majorations utilisées.

2.4.1 Approche Séquentielle

L’idée principale de cette approche est de résoudre les conditions matricielles non
linéaires du Théorème 2.4 séparément (l’une après l’autre). En appliquant quelques
manipulations matricielles, les conditions de ce théorème sont vérifiées si celles du
corollaire ci-dessous le sont.
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Corollaire 2.1. L’interconnexion par rétroaction, sous aucun effet externe, com-
posée par le système (2.9), la loi de commande (2.10) et l’observateur (2.11) est
asymptotiquement stable s’il existe des matrices Xm, Pe symétriques et définies po-
sitives, des matrices Ym, Z1, Z2, Z3 et des scalaires γm, γe qui vérifient :

∀i = 1..r,
(

sym(Ami
Xm + Bmi

Ym) + Xm −Bmi
Ym

∗ −γ2
mXm

)

< 0 (2.23)
(

−γ2
e Pm KT BT

mi
Pe + AT

mi
Pe − ZT

1 − KT ZT
3

∗ Pe + sym(−Z2C + Z1 − PeBmi
K + Z3K)

)

< 0 (2.24)

Pm ≤ Pe (2.25)

γmγe < 1 (2.26)

Les gains de contrôle et de l’observateur sont donnés respectivement par K = YmPm

(où Pm = X−1
m ) et L = P −1

e Z2. Les matrices d’état et d’entrée de l’observateur sont
Ae = P −1

e Z1 et Be = P −1
e Z3.

Preuve 2.3. Considérons le Théorème 2.4. D’après l’équation (2.17) on obtient :
−Pe < −Pm. On applique cette majoration sur le terme droite à ghauche de l’equa-
tion (2.15). En multipliant ensuite à droite et à gauche par diag(P −1

m , P −1
m ) et en

effectuant le changement de variables suivant : K = YmPm, Pm = X−1
m , L = P −1

e Z2,
Ae = P −1

e Z1 et Be = P −1
e Z3, les deux premières conditions du Théorème 2.4 se

ramènent à celles de ce corollaire. �

On note que les conditions de ce corollaire ne peuvent pas être résolues direc-
tement puisqu’elles ne sont pas linéaires en (K, Pm, Z3, Pe, γ2

e ). Cependant, on
remarque que la condition (2.23) est une LMI (linéaire) en (Xm, Ym, γ2

m), et de
même que les conditions (2.24) et (2.25) représentent une LMI en (Pe, Z1, Z2, Z3,
γ2

e ) pour des valeurs données de K et Pm = X−1
m . La stabilité du système inter-

connecté peut ainsi être obtenue par la résolution des conditions de ce corollaire
séparément en appliquant l’algorithme ci-dessous :

Algorithme 2.1. (Approche séquentielle)
Étape 2.1.1 : Minimiser γm de sorte qu’il existe deux matrices K et Xm vérifiant la
condition (2.23) en se basant sur des optimisations LMI.
Étape 2.1.2 : Minimiser γe de sorte qu’il existe des matrices L, Ae, Be et Pe telle
que les conditions (2.24) et (2.25) soient vérifiées en se basant sur des optimisations
LMI ainsi que sur les valeurs de K et Pm = X−1

m calculées à l’Étape 2.1.1.
Étape 2.1.3 : Vérifier la validité du théorème du petit gain (2.26).

L’approche décrite ci-dessus est conservative du fait de la séquence d’optimisation
effectuée. Cependant, l’absence de solutions obtenues par le solveur des LMIs (en
appliquant l’Algorithme 2.1) n’implique pas l’absence de solutions au corollaire. Par
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ailleurs, cette technique ne permet pas la prise en compte des contraintes imposées
sur les gains γm et γe. Au prix d’un temps de calcul plus long, cette limitation peut
être levée en considérant l’approche ci-dessous.

Algorithme 2.2. (Approche Séquentielle : Gains Fixes)
Étape 2.2.1 : Fixer le gain ISS du système γf

m tel que γf
m > γm (où γm est donné par

l’Algorithme 2.1).
Étape 2.2.2 : Calculer le gain K et la matrice Xm qui vérifient la condition (2.23)
en se basant sur des optimisations LMI.
Étape 2.2.3 : Calculer le gain de l’observateur L et les matrices (Ae, Be) telle que les
conditions (2.24) et (2.25) soient vérifiées en se basant sur des optimisations LMI
ainsi que sur les valeurs de K et Pm = X−1

m calculées à l’Étape 2.2.2. Dans ce cas, le
gain ISS de l’observateur γe est donné par γe = β

γ
f
m

où 0 < β < 1. En effet, il existe

toujours un réel β ∈ R
∗
+ tels que 0 < β < 1 et γe = β

γm
.

Étape 2.2.4 : Répéter les étapes précédentes jusqu’à ce que le cahier des charges soit
vérifié.

2.4.2 Approche Globale

Dans cette section, une deuxième approche de conception est proposée. Cette
approche est basée sur le Théorème 2.4 et plus précisément sur le Corollaire 2.1. On
remarque que les conditions de ce corollaire (2.23) et (2.24) ne présentent pas une
LMI même pour des gains γm et γe donnés dûe à la présence de la variable Pm et
de son inverse Xm, ainsi qu’au produit des variables K et Z3. Néanmoins, ces deux
conditions peuvent être utilisées grâce à quelques manipulations matricielles.

Afin d’obtenir une première estimation de la solution, on propose dans un pre-
mier temps, d’ignorer la différences entre la matrice d’entrée du système et celle de
l’observateur : ∆Bi = 0. Grâce à cette hypothèse, et pour des gains γm et γe donnés,
on obtient des conditions LMIs en fonction de toutes les autres variables. Le résultat
est le suivant :

Corollaire 2.2. Soient γm et 0 < β < 1 des scalaires donnés. L’interconnexion
par rétroaction, sous aucun effet externe, composée par le système (2.9), la loi de
commande (2.10) et l’observateur (2.11) avec Bm(ξ) = Bm est asymptotiquement
stable s’il existe des matrices Xm, Pe symétriques et définies positives et des matrices
Ym, Z1, Z2, Z3 qui vérifient :

∀i = 1..r,
(

sym(Ami
Xm + Bmi

Ym) + Xm −Bmi
Ym

∗ −γ2
mXm

)

< 0, (2.27)

(

β2

γ2
m

(Xm − 2I) KT BT
mi

Pe − KT ZT
2 + AT

mi
Pe − ZT

1

∗ Pe + sym(Z1 − Z3C − PeBmi
K + Z2K)

)

< 0. (2.28)
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(

−Pe I
I −Xm

)

< 0 (2.29)

Les gains de contrôle et de l’observateur sont donnés par K = YmXm et L = P −1
e Z3.

Les matrices d’état et d’entrée de l’observateur sont données par Ae = P −1
e Z1 et

Be = P −1
e Z2.

Preuve 2.4. Comme la matrice Pm est symétrique et définie positive, alors on peut
écrire :

(I − Pm)P −1
m (I − Pm) > 0 ⇔ −Pm < −2 I + P −1

m . (2.30)

En appliquant cette majoration sur le terme (1, 1) de la condition (2.24), cette der-
nière devient :

(

γ2
e (Xm − 2I) KT BT

mi
Pe − KT ZT

2 + AT
mi

Pe − ZT
1

∗ Pe + sym(Z1 − Z3C − PeBmi
K + Z2K)

)

< 0

D’autre part, en appliquant le Complément de Schur sur l’inégalité (2.25), on
obtient la propriété suivante :

Pm ≤ Pe ⇔
(

−Pe I
I −Xm

)

< 0.

Finalement, considérer ces conditions avec γe = β/γm avec 0 < β < 1, les
conditions de ce corollaire impliquent celles du Corollaire 2.1. �

On note que le fait de majorer la matrice Pm par son inverse Xm (i.e. la majoration
(2.30)) peut augmenter le degré de conservatisme de cette approche. La conception
du contrôleur par cette approche globale peut être obtenue en appliquant les étapes
de l’algorithme suivant.

Algorithme 2.3. (Approche Globale) On considère l’interconnexion par rétro-
action, sous aucun effet externe, composée par le système (2.9), la loi de commande
(2.10) et l’observateur (2.11).
Étape 2.3.1 : Choisir γm > 0 et β tels que 0 < γm < 1 et 1 ≈ β < 1. Soit γe = β

γm
;

0 < β < 1.
Étape 2.3.2 : Résoudre simultannément la condition LMI du Corollaire 2.2 avec
KT BT

mi
Pe−KT ZT

2 = 0 et KT BT
mi

Pe+KT ZT
2 −PeBmi

K+Z2K = 0 où Xm, Ym, Pe, Z1

et Z2 sont les variables de décision. Calculer les matrices Pm = X−1
m et K = YmXm.

Étape 2.3.3 : En considérant les valeurs obtenues de K et Xm :
- Étape 2.3.3.1 : Minimier γm sous la contrainte (2.27) via une optimisation LMI.
On dénote la solution trouvée γ∗

m.
- Étape 2.3.3.2 : Fixer γe = 1/γ∗

m et résoudre la condition LMI (2.28) et (2.29) en
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Pe, Z1, Z2 et Z3. Si une solution faisable et obtenue, alors le système bouclé est stable
et le gain de contrôle est donné par K et les matrices de l’observateur sont données
par Ae = P −1

e Z1, Be = P −1
e Z2 et L = P −1

e Z3. Sinon, répéter les étapes précédentes
en choisissant une autre valeur de γm.

Cette approche semble plus logique dans le sens où l’on cherche dans un premier
temps une paire observateur/retour d’état dans le cas où l’entrée de l’observateur
n’est pas sous l’effet d’incertitudes. Si cette étape échoue alors il est improbable qu’il
existe une telle paire dans le cas incertain.

2.4.3 Exemple : Robot à joint à liaison flexible (Flexible link
joint robot)

Cette section illustre les avantages et les limitations des différentes techniques
proposées dans ce chapitre ainsi qu’une étude comparative basée sur un exemple
issu de la littérature.

On considère un robot manipulateur à une seule liaisons pivot actionné par un
moteur à courant continu représenté par [Korb 07]. En utilisant une approche de
transformation par secteurs non linéaires [Tana 01], une représentation du modèle
est donnée sous la forme (2.31) avec r = 2 :

{

ẋm = Am(ξ)x + Bm(ξ)u
y = Cxm

(2.31)

où Am(ξ) :=
∑r

i=1 µi(ξ)Ami
et Bm(ξ) :=

∑r
i=1 µi(ξ)Bmi

.

Am1 =











0 1 0 0
−48.6 −1.25 −48.6 0

0 0 0 1
19.5 0 −22.83 0











, Am2 =











0 1 0 0
−48.6 −1.25 −48.6 0

0 0 0 1
19.5 0 a 0











Bm1 = Bm − ∆Bm, Bm2 = Bm + ∆Bm, C =
(

1 0 0 0
)

,

où la matrice ∆Bm représente la variation de Bm(ξ) autour de sa valeur nominale
BT

m =
(

0 21.6 0 0
)

.

En se basant sur la structure T-S, la stabilité de ce système a été étudiée par
plusieurs auteurs pour ∆Bm = 0. Cependant, les différentes approches utilisées pré-
sentent quelques limitations. À titre d’exemple, pour la conception d’un observa-
teur pour les systèmes T-S avec des prémisses non-mesurables et variables, la mé-
thode développée dans [Berg 00] n’admet aucune solution à cause de la valeur de la
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constante de Lipschitz considérée. Les auteurs de [Icha 10] ont proposé, afin d’as-
surer de meilleurs résultats que les méthodes suggérées par [Raja 98, Ragh 94], un
observateur basé sur la convergence de l’erreur d’estimation de l’état. Le théorème
résultant pour la conception de cet observateur (Théorème 1 de [Icha 10]) considère
l’existence de la constante de Lipschitz suivante [Icha 10] :

|µi(xm)xm − µi(xe)xe| ≤ αi|xm − xe|
|(µi(xm) − µi(xe))u| ≤ βi|xm − xe|,

avec

α1 = α2 =











1 0 9.7601 0
0 1 5.78 0
0 0 1 0
0 0 3.6176 1











et β1 = β2 =











0
0

0.42
0











.

On suppose dans un premier temps que la matrice de variation d’entrée est
nulle : ∆Bm = 0. La Table 2.1 résume les résultats obtenus à partir de l’analyse des
méthodes issues du Théorème 1 de [Icha 10] et des deux Corollaires 2.1 et 2.2 de ce
chapitre.

Table 2.1 – Table comparative pour ∆Bm = 0

Approche
nbr. variables dim. LMI const. Lipschitz a = −18.77 a = 22.77

[Icha 10] n2

2 (r + 1) + n
2 (r + 3) + r 2r(1 + n) + n

αi, βi

√ √

100αi, 100βi × ×
Algo. 2.1 2(n + 1)2 5nr − √ ×
Algo. 2.3 (2n + 1)2 + 3n 12nr − √ ×

où n représente l’ordre du sustème et les notations abrégées :
√

représente l’exis-
tante d’une solution où bien plus précisément la stabilité du système et × représente
l’échec du solveur, c’est-à-dire l’instabilité.

Ces résultats démontrent qu’il existe un certain nombre de différences impor-
tantes entre l’approche proposée par [Icha 10] et celles développées dans ce chapitre.
Les Corollaires 2.1 et 2.2 développés dans ce chapitre ne nécessitent aucune hypo-
thèse de Lipschitz sur les fonctions de pondérations. Le prix à payer en utilisant ces
approches est que la stabilité n’est plus assurée pour certains système (par exemple
pour a = 22.77) .

Lorsque l’on s’intéresse à l’aspect robustesse de ces deux approches proposées
dans ce chapitre, on remarque une différence de performance en terme de conser-
vatisme. En effet, en fixant ∆Bm = 1, l’Algorithme 2.1 permet la stabilisation du
système pour a ∈ [−22.83 − 22] ainsi que l’Algorithme 2.3 pour a ∈ [−22.83 9].
Cette différence peut cependant s’inverser pour d’autres exemples.
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2.5 Sous-classe de systèmes T-S : Systèmes SISO

Cette section vise à fournir, pour une classe particulière de modèles T-S, une
procédure de conception simplifiée. Soit la classe de systèmes SISO (Single-Input-
Single-Output), non linéaires et variables dans le temps donnée par :

y(n)(t) = −a0(ξ)y(t) − . . . − an−1(ξ)y(n−1)(t) + α(ξ)up(t),
|ai(ξ)| ≤ āi; āi ∈ R

+∀i ∈ {0, . . . , n − 1} (2.32)

où les y(i)(t) ∈ R
ny représentent les dérivées de la sortie y(t) ∈ R

ny du système, ai(ξ),
α(ξ) sont des paramètres bornés et variables dans le temps et up(t) ∈ R

nu est la loi
de contrôle. Afin de normaliser l’entrée du système, on considère le changement de
variable :

up(t) =
1
α̂

u(t), (2.33)

avec α̂ est une approximation de α(ξ). Ce système peut être décrit sous la forme
d’un modèle T-S, en choisissant comme état xm(t) = [y(t) . . . y(n−1)(t)]T , comme
suit :

{

ẋm = Am(ξ)xm + Bm(ξ)u
y = Cxm

, (2.34)

où Am(ξ) ∈ R
n×n représente la dynamique, Bm(ξ) ∈ R

n×nu représente la matrice
d’entrée et Cm ∈ R

ny×n est la matrice de sortie avec :

Am(ξ) =



















0 1 0 . . . 0

0 0 1 0
...

...
... 0

. . . 0
0 . . . . . . . . . 1

−a0(ξ) −a1(ξ) . . . . . . −an−1(ξ)



















, Bm(ξ) =















0
0

. . .

0
α(ξ)

α̂















, CT =















1
0

. . .

. . .

0















(2.35)

2.5.1 Etude de la stabilité

On considère la loi de contrôle (2.10) et l’observateur linéaire (2.11) décrit dans
la Section 2.3 de ce chapitre. La boucle fermée du système par cet observateur et
le système (2.34) avec les matrices (2.35) peut être représentée en considérant un
vecteur d’état étendu X = [xm xe] par :

{

Ẋ = A(ξ)X
Y = CX

, (2.36)

où

A(ξ) =

(

Am(ξ) + Bm(ξ)K −Bm(ξ)K
∆A(ξ) + ∆B(ξ)K Ae − LC − ∆B(ξ)K

)

,
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avec
∆A(ξ) = Am(ξ) − Ae

∆B(ξ) = Bm(ξ) − Be
.

Comme cette représentation d’état est similaire à celle étudiée dans la Section
2.3, la stabilité de ce système bouclé peut être alors étudiée en utilisant les résultats
du Théorème 2.4 : en considérant le Corollaire 2.1 ou/et le Corollaire 2.2 avec les
algorithmes appropriés. Le but est de simplifier la procédure de conception. Cet
objectif est atteint grâce à la structure particulière des différentes matrices de cette
classe de systèmes. Le résultat est formalisé par le théorème suivant :

Theorème 2.5. Si la boucle fermée composée par le système :

y(n)(t) = −a0(ξ)y(t) − . . . − an−1(ξ)y(n−1)(t) + α(ξ)up(t), (2.37)

avec la loi de contrôle linéaire :

up =
1
α̂

u; u =
1
α̂

Kxe, (2.38)

et l’observateur linéaire :
{

ẋe = Aexe + Beu + L(ym − ye)
ye = Cxe

. (2.39)

est asymptotiquement stable pour toutes fonctions continues et bornées

ai(·) : R
nξ 7→ [−ai, ai] , i ∈ {0, . . . , n − 1} (2.40)

α(·) : R
nξ 7→ [α̂ · (1 − δ), α̂ · (1 + δ)] , δ ∈ R

+ (2.41)

alors la boucle fermée composée par le système :

z(n)(t) = −b0(ξ)z(t) − . . . − bn−1(ξ)z(n−1)(t) + β(ξ)vp(t), (2.42)

avec la loi de contrôle :

vp =
1

β̂
v =

1

β̂
τnKT −1ze, (2.43)

et l’observateur linéaire :
{

że = τTAeT
−1ze + τ 1−nTBeu + τTL(wm − we)

we = CT −1ze
. (2.44)

est asymptotiquement stable pour toutes fonctions continues et bornées :

bi(·) : R
nξ 7→

[

−τn−i · ai, τn−i · ai

]

, i ∈ {0, . . . , n − 1} (2.45)

β(·) : R
nξ 7→

[

β̂ · (1 − δ), β̂ · (1 + δ)
]

(2.46)
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Preuve 2.5. Soit le système (2.37) avec la loi de contrôle (2.38) et l’observateur
(2.39) :

d

dt

(

xm(t)
xe(t)

)

=

(

Am(ξ) + Bm(ξ)K −Bm(ξ)K
∆A(ξ) + ∆B(ξ)K Ae − LC − ∆B(ξ)K

)(

xm(t)
xe(t)

)

, (2.47)

En appliquant le changement de variable Z(t) = QX(τt), Q = diag(T −1, T −1) et
T = diag(1, τ, . . . , τn−1), la boucle fermée (2.47) devient :

d

dt
Z(t) =

d

dt
(QX(τt)) =

d

dt

(

zm(t)
ze(t)

)

(2.48)

d

dt
Z(t) = τ

(

T (Am(ξ) + Bm(ξ)K) T −1 −T (Bm(ξ)K) T −1

T (∆A(ξ) + ∆B(ξ)K) T −1 T (Ae − LC − ∆B(ξ)K) T −1

)

Z(t)

(2.49)
Si cette boucle est asymptotiquement stable pour toutes fonctions continues et

bornées (2.40) et (2.41), alors la loi de contrôle (2.43) et l’observateur (2.44) stabilise
le système :

z(n)(t) = −τna0(ξ)z(t) − . . . − τan−1(ξ)z(n−1)(t) + α(ξ)
α̂

v(t),
|ai(ξ)| ≤ ai, ∀i ∈ {0, . . . , n − 1} (2.50)

Finalement, en considérant le changement de variable bi = τn−iai, cette boucle
est stable pour toutes fonctions continues et bornées satisfaisant (2.45) et (2.46). �

Afin d’illustrer ce résultat, on considère le système de second ordre de la classe
de systèmes SISO, non linéaire et à paramètres variables dans le temps :

y(2)(t) = −a0(ξ)y(t) − a1(ξ)ẏ(t) + α(ξ)up(t)
|ai(ξ)| ≤ 1; ∀i ∈ {0, 1} (2.51)

avec α(.) tel que α(ξ)/α̂ ∈ [c c] = [0.8 1.2]. Ce système peut être réécrit sous la
forme (2.34) en choisissant ces matrices :

Am1 = Am5 =

(

0 1
−1 −1

)

, Am2 = Am6 =

(

0 1
−1 +1

)

Am3 = Am7 =

(

0 1
+1 −1

)

, Am4 = Am8 =

(

0 1
+1 +1

)

Bm1 = Bm2 = Bm3 = Bm4 =
(

0 0.8
)T

Bm5 = Bm6 = Bm7 = Bm8 =
(

0 1.2
)T
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En appliquant l’Algorithme 2.1, une solution faisable est obtenue, ce qui signifie
que le système bouclé est stable pour toutes fonctions ai(.) et α(.) vérifiant les bornes
appropriées. Dans ce cas, l’observateur résultant est décrit par les matrices suivantes :

Ae = 103 ∗
(

−0.0002 0.9999
−0.1331 −0.0988

)

, Be =

(

0
1

)

LT = 104 ∗
(

0.0023 1.5333
)

, K =
(

−5.9564 −5.5852
)

(2.52)

Étant donné qu’on peut toujours calculer un τ vérifiant les conditions du Théo-
rème 2.5, on peut affirmer que pour tout modèle de second ordre (2.51) avec un gain
d’entrée α(·) dont la variation ne dépasse pas 20% de sa valeur nominale α̂, peut
être stabilisable par le retour d’état (2.43) et l’observateur (2.44).

Des résultats similaires sont obtenus pour des modèles de la même classe et
d’ordre supérieur. Ces résultats sont regroupés dans la Table 2.2 où le choix du
paramètre τ doit satisfaire τn−i · ai < σ, i ∈ {1 . . . n − 1}.

Table 2.2 – Conditions de stabilité
Ordre n=2 n=3 n=4

σ 1 1 0.1
c 0.8 0.8 0.9
c 1.2 1.2 1.1

2.5.2 Exemple : Pendule Inverse

Le processus du pendule inverse est un système initialement instable et large-
ment utilisé, comme un exemple de référence, pour étudier les problèmes de stabilité
[Wang 96, Park 04b, Hyun 10].

On considère nos approches et le modèle T-S du pendule inverse décrit par
[Hyun 10, Sofi 13] pour un ensemble compact de l’espace d’état (2.34) avec les ma-
trices suivantes :

Am1 =

(

0 1
17.29 0

)

, Am2 =

(

0 1
9.35 0

)

, Bm1 =

(

0
−0.18

)

et Bm2 =

(

0
−0.01

)

,

Ce système entre dans le cas traité dans la Section 2.5 qui permet la conception
du contrôleur sans résoudre de conditions LMI. Pour cela il faut suivre les étapes
suivantes :

– Obtenir l’ordre de ce modèle ainsi que ces bornes : n = 2 et āi = 18, ∀i ∈
{1, 2} ;

– D’après la Table 2.2, on choisit τ = 10−2 compte tenu que ce choix vérifie la
condition : τ 2−i ∗ āi < 1 ;
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– Finalement, les matrices du contrôleur et de l’observateur sont calculées depuis
(2.43) et (2.44).

Cet exemple illustre l’utilité et l’efficacité du théorème (Théorème 2.5). Cette
approche offre non seulement une méthode simple de réglage de l’observateur, mais
aussi un domaine de stabilité très large. On peut également noter que l’Algorithme
2.1 est également capable de fournir une solution à ce problème.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a considéré l’utilisation du théorème du petit gain et les propriétés
d’analyse ISS afin d’aborder le problème de stabilisation de modèles T-S avec des
variables de prémisses non mesurables. Les résultats proposés considèrent des hypo-
thèses beaucoup moins fortes que les méthodes existantes dans la littérature. Ces
résultats ont démontré leur utilité sur des cas où d’autres méthodes échouent. Pour
une classe particulière de modèles T-S (systèmes SISO), une nouvelle procédure de
conception a été proposée permettant de calculer systématiquement une paire ob-
servateur/contrôleur où le problème de la résolution de conditions LMI/BMI ne se
pose plus.

Néanmoins, les approches de conception développées dans ce chapitre exigent une
certaine connaissance du modèle du système non linéaire. Ceci nous mène à poser
plusieurs questions : Comment peut on réduire le conservatisme de ces approches ?
Dans certains cas pratiques, peu d’informations sur le modèle du système sont dis-
ponibles, est-il possible de concevoir une loi de commande permettant de palier la
méconnaissance du comportement du procédé ? Dans ce cas, quel est le prix à payer
vis-à-vis du cahier des charges imposé ?
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Le but principal du chapitre précédent était l’adaptation des méthodes d’analyse
du petit gain à l’attention des systèmes non linéaires afin de concevoir une loi de
commande basée sur observateur. On a démontré que le système en boucle fermée
peut être considéré comme une interconnexion formée par le processus non linéaire
et un observateur linéaire de type Luenberger. Ce dispositif de commande permet
de garantir la stabilité asymptotique de l’interconnexion. Néanmoins, deux aspects
importants liés aux problèmes de contrôle par retour de sortie, sont à prendre en
considération. En effet, en pratique ni le modèle exact ni ses paramètres ne sont
directement accessibles à l’automaticien. Afin de résoudre ces deux problèmes, on
propose dans ce chapitre une nouvelle loi de commande basée sur le principe de la
commande ”sans modèle” [Join 08a, Flie 13]. Afin de reconstituer l’état du système,
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une approche d’estimation algébrique non-asymptotique sera considérée. Après avoir
introduit la commande ”sans modèle” existante dans la littérature, la problématique
de ce chapitre sera reformulée dans la Section 3.2. La Section 3.3 présentera un
rappel sur le principe de dérivation numérique ainsi que les techniques algébriques.
Ensuite, afin d’exposer l’idée de base de cette méthode, l’estimation de la dérivée
première d’un signal sera étudiée dans la Section 3.4. Finalement, la Section 3.5 sera
dédiée à la synthèse de la loi de commande : conception du contrôleur et analyse de
stabilité.

3.1 Introduction

Dans la théorie des systèmes, contrôler un processus nécessite souvent de bons
modèles ainsi que de bonnes informations sur le processus. Un problème majeur à
pendre en considération est lié à la non disponibilité de tous les paramètres variants
(ou prémisses) en temps réel pour la mise en œuvre de la loi de commande.

Si aucune information sur ces paramètres variants n’est disponible, la commande
”sans modèle” peut être une alternative. Cette notion a été proposée et développée
par [Join 08a]. C’est une commande basée sur une modélisation locale mise à jour
de façon continue par l’intermédiaire de l’unique connaissance du comportement en-
trée/sortie du système. Elle se distingue des identifications "boîte noire" décrites dans
[Kers 06, Sjob 95]. L’idée principale de cette loi de commande consiste à rechercher
un modèle valable sur une plage de fonctionnement aussi large que possible. Cette
dernière est basée sur des signaux et donc ne nécessite pas beaucoup de spécifications
sur le système. Pour mettre en œuvre ce contrôle, il est nécessaire que les dérivées
des sorties soient disponibles ou estimées.

Dans ce contexte, plusieurs approches de dérivation et estimation ont été déve-
loppées. On distingue principalement deux catégories : estimateurs asymptotiques
et non-asymptotiques (le lecteur peut se reporter à la Section 1.3 du Chapitre
1). On s’intéresse dans ce chapitre uniquement aux estimateurs non-asymptotiques
basés sur les méthodes algébriques. Cette nouvelle approche pour l’identification
de paramètres des systèmes linéaires a été développée au sein de l’équipe-projet
ALIEN du centre INRIA et initialement introduite par M. Fliess et H. Sira-Ramirez
[Flie 03b]. Des outils similaires à ces outils non-asymptotiques ont été développés
en traitement du signal [Flie 03a] ou encore pour aboutir à l’estimation des déri-
vées [Flie 05c, Mbou 07a, Liu 08, Mbou 09, Riac 10]. Les fondements théoriques de
ces méthodes, proposés comme des alternatives efficaces aux techniques d’identifica-
tion existantes de [Ljun 94, Sjob 95, Kers 06], peuvent être trouvés dans [Flie 03b,
Trap 06, Flie 06a, Flie 08b]. Contrairement aux méthodes traditionnelles, le pro-
blème d’estimation se traduit par des formules algébriques exactes dépendantes d’in-
tégrales des signaux mesurés produisant un effet de filtrage intéressant en présence
de bruit [Flie 03b, Flie 06b].
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Cependant, dans le cadre de l’application de l’approche sans modèle aux systèmes
LPV, peu de travaux portent sur les méthodes de réglages et les effets des paramètres
sur la qualité de la réponse du système en boucle fermée. Ceci nous a motivé pour
proposer une loi de commande à modèle restreint similaire à celle de [Join 08a]
et puis, d’appliquer ces techniques algébriques afin de résoudre les problèmes de
paramétrage.

3.2 Définition de la loi de commande

Pour des raisons de simplicité, seuls les systèmes SISO (systèmes caractérisés par
une seule variable de contrôle u et une seule variable de sortie y) sont considérés
dans notre étude. Le modèle inconnu "complexe" mathématique (supposé être de
dimension finie, linéaire ou non) décrivant le comportement entrée/sortie de ces
systèmes est donné par l’équation différentielle

Ed(y, ẏ, . . . , y(ν), u) = 0, (3.1)

est remplacé par un modèle ultra-local valable durant un court laps de temps comme
suit [Join 08a] :

y(n) = F + αu, (3.2)

où u représente une loi de contrôle définie par [Join 08a] comme un iPID, F repré-
sente la fonction structurelle qui contient toutes les parties inconnues. Le coefficient
est un paramètre choisi par l’utilisateur afin d’assurer un équilibre des ordres de
grandeur des termes non absorbés par la fonction F ([Maal 13] (sur les marges de
stabilité)). Pour plus de détail sur cette structure, le lecteur peut se reporter à la Sec-
tion 1.2.2 du Chapitre 1. Les iPIDs présentent une solution simple aux problèmes de
la commande des systèmes complexes incertains ou non dont de nombreux exemples
d’applications ont déjà été proposés [Abou 11, DAnd 10, Gedo 11, Join 08a].

Motivé par les nombreux avantages offerts par le principe de la commande sans
modèle proposé par [Join 08a] (annuler la dynamique du processus initiale et la rem-
placer par celle imposée par le cahier des charges) on propose une loi de commande
composée de ces deux dynamiques [Maal 13], c’est-à-dire :

Loi de Commande = Dynamique d’Annulation + Dynamique Désirée
u(t) = − 1

α
F (t) + 1

α
(−KY (t) + k0r(t))

u(t) = un(t) + ur(t)
(3.3)

où K = [k0, . . . , kn−1] est un vecteur composé par les coefficients de la dynamique
désirée du système bouclé proposée par le cahier des charges, r(t) est la référence et
Y (t) est un vecteur composé par les dérivées successives de la sortie du système y(t).
On rappelle que ces deux dynamiques sont définies par [Join 08a], pour une loi de
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commande de type iPID comme suit : un(t) = − 1
α
F (t) et ur(t) = 1

α
r̈(t) − KP e(t) −

KI

∫

e(t)−KDė(t) (pour plus de détails, le lecteur peut se reporter à la Section 1.2.2
du Chapitre 1).

Il est aisé de voir qu’en remplaçant la commande u(t) par son expression (3.3), la
dynamique du système initial (3.2) revient à celle spécifiée par le cahier des charges,
c’est-à-dire :

y(n)(t) = F (t) + αu(t) ⇒ y(n)(t) = −KY (t) + k0r(t)
= −k0y(t) − . . . − kn−1y

(n−1)(t) + k0r(t)
.

Néanmoins, ce résultat n’est valable que dans le cas idéal de commande. En effet,
en pratique, peu d’informations sont accessibles pour l’automaticien. On considère
alors la loi de commande suivante :

Loi de commande de [Maal 13]
En se basant sur le même principe que la commande ”sans modèle”, on propose

le contrôleur illustré dans la Figure 3.1 avec :

u(t) = ûn(t) + ûr(t)
= − 1

α̂
F̂ (t) + 1

α̂
(−KŶ (t) + k0r(t)))

, (3.4)

où
– F̂ (t) est une estimation de la fonction structurelle ;
– Ŷ (t) = [z0(t) . . . zn−1(t)]T est un vecteur composé par les zi(t) : les esti-

mations successives des dérivées de la sortie du système y(i)(t) ;
– K = [k0, . . . , kn−1] est un vecteur composé par les coefficients ki de la dyna-

mique désirée yr(t) du système bouclé proposé par le cahier des charges (bloc
"Retour Idéal") tel que :

y(n)
r (t) = −k0yr(t) − . . . − kn−1y

(n−1)
r (t) + k0r(t); (3.5)

– r(t) est la référence.
Comme cité précédemment, le choix du paramètre α̂ sera guidé par l’analyse des

termes non regroupés dans la fonction structurelle F . (Pour Cédric, ce coeff est issu
de l’équilibre de courant dans la manip du chapitre suivant)
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Figure 3.1 Architecture du Contrôleur
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Étant donné que la loi de commande (3.4) ne considère que les valeurs estimées
de la fonction structurelle F (t) et des dérivées successives de la sortie, une bonne
estimation de ces valeurs est nécessaire. Dans ce cadre, Fliess et al. [Flie 13] ont pro-
posé d’utiliser les techniques algébriques définie dans la section suivante et détaillées
dans [Flie 08a, Mbou 09].

3.3 Principe et Outils de la dérivation numérique

Ce paragraphe présente un rappel sur les dérivateurs numériques basés sur l’al-
gèbre différentielle en décrivant, brièvement, leur principe et les outils utiles pour
l’estimation des paramètres et/ou états.

3.3.1 Principe

Étant donné un signal bruité, et afin de calculer sa nième dérivée partielle, un
modèle local donné par un développement de Taylor multidimensionnel tronqué à
l’ordre N (N > n, N et n sont des multi-indices) est considéré sur une courte fenêtre
d’estimation [t − Tf ; t] (où t étant l’instant courant et Tf la taille de la fenêtre).
Ce modèle est réécrit dans le domaine opérationnel grâce à des transformations de
Laplace multivariables. Afin d’isoler la dérivée partielle désirée, des dérivations opé-
rationnelles et des manipulations algébriques inspirées de [Miku 83] sont appliquées.
Une fois revenu au domaine spatial, cette estimée s’exprime, sur la fenêtre d’esti-
mation, en fonction d’intégrales itérées du signal de mesure bruité, multiplié par
un certain polynôme temporel. Ces intégrales peuvent, par exemple, être évaluées
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numériquement par la méthode des Trapèzes ou d’Euler-Maclaurin.

3.3.2 Outils

Les outils de la dérivation numérique sont basés sur l’algèbre différentielle et le
calcul opérationnel. L’algèbre différentielle offre un moyen puissant permettant de
développer des structures linéaires. Les détails et définitions de ces outils sont briè-
vement rappelés ici (néanmoins, ils sont largement décrits dans [Flie 03b, Flie 06b,
Flie 08a, Mbou 09]).

Développement de Taylor

Pour un signal x(t) analytique en t = 0, c’est-à-dire :

x(t) =
∞
∑

i=0

x(i)(0)
ti

i!
,

sa série de Taylor tronquée à l’ordre N peut être représentée par :

xN(t) =
N
∑

i=0

x(i)(0)
ti

i!
.

Ce polynôme correspond à une approximation de la fonction x sur un petit in-
tervalle temporel avec une faible erreur : x(t) − xN(t) ≡ o(tN).

Manipulations Algébriques

•) Transformée de Laplace : la propriété fondamentale de la transformée de La-
place est :

L[y(n)] = sny(s) − sn−1y(0) − sn−2ẏ(0) − . . . − y(n−1)(0).

•) Formule de Leibniz

dh(x(s)y(s))
dsh

=
h
∑

j=0

(

h
j

)

dh−j(x(s))
dsh−j

dj(y(s))
dsj

,

avec :

dk(sl)
dsk

=















l!
(l−k)!

sl−k, si 0 < k ≤ l

0, si 0 < l < k
(−1)k(k−l−1)!

(−l−1)!
sl−k, si l < 0 < k
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•) Domaines Opérationnel/Temporel : les règles de transformation de base entre le
calcul opérationnel et le domaine transformation de base entre le calcul opérationnel
et le domaine temporel sont :

L−1[s−1] =
∫ t

0
, L−1[s−n] =

∫ (n)

: intégrales itérées.

L−1[
d

ds
] = −t, L−1[

dn

dsn
] = (−t)n : dérivations algébriques.

L−1[s−l.
dky(s)

dsk
] =

{
∫ l . . .

∫

(−τ1)ky(τ1)dτ1 . . . dτl, si l ≥ 1
dl((−t)ky(t))

dtl , si l ≤ 0

De plus, on considère l’égalité suivante :

∫ l

. . .
∫

y(τ1)dτ1 . . . dτl =
∫ t

0

(t − τ)l−1y(τ)
(l − 1)!

dτ.

L’association de ces deux dernières équations, pour l ≥ 1 donne :

L−1(
s−idjF (s)

dsj
) =

∫ t

0

(t − τ)i−1(−τ)jf(τ)
(i − 1)!

dτ. (3.6)

Discrétisation d’intégrale

Soit une fonction y(t) suffisamment lisse de R → R (voir figure 3.2). Pour intégrer
cette fonction, on subdivise l’intervalle [a; b] en n parties égales telles que tk = a+kh ;
k ∈ [0; n], yk = y(tk) et h = b−a

n
. Ensuite, il s’agit de trouver un polynôme passant

par les n points (tk; yk) dont l’intégration formelle est facile à mener. Soit l’intégrale
Y =

∫ b
a y(t)dt. L’idée est donc de modéliser la fonction y(t) par un polynôme dont

l’intégration formelle est facile. Il existe plusieurs façon de procéder. On peut, par
exemple, considérer un polynôme p(t) de degré n − 1 de la forme : p(t) =

∑n−1
j=0 ajt

j

(i.e. le polynôme de Taylor tronqué du signal y(t)) et dire que ce polynôme doit
passer par les n points (ti, yi).
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Figure 3.2 Discrétisation d’intégrale
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Fenêtre Glissante

Sur un long intervalle de temps, la contribution du bruit de mesures et des termes
non modélisés ont un effet néfaste sur le calcul des intégrales [Liu 11]. Afin de minimi-
ser cet effet et de valider l’hypothèse de perturbations constantes, les signaux doivent
être intégrés sur une fenêtre glissante. En pratique, on peut facilement étendre les
formules définies précédemment pour travailler sur une fenêtre glissante de longueur
Tf , et donc sur un court intervalle de temps [t − Tf , t] (t étant l’instant courant et
Tf la taille de la fenêtre glissante).

3.3.3 Estimation de la dérivation

Dans la littérature, on peut trouver différentes méthodes de mise en oeuvre de ces
estimateurs. Par exemple, dans [Gens 07], le résultat de l’intégrale sur un échantillon
est mis en mémoire à chaque instant d’échantillonnage. L’intégrale sur la fenêtre est
égale à la somme des résultats de chaque échantillon de l’instant ′′t − T ′′

f à ′′t′′.
Afin d’évoluer le long du signal, une solution serait de recalculer cette somme à
chaque instant. Afin de minimiser le temps de calcul, la solution proposée consiste à
mettre à jour l’intégrale calculée à l’échantillon précédent en soustrayant le premier
élément de la fenêtre et en y ajoutant le nouvel élément entrant. Cette méthode est
très efficace en temps réel. Cependant, on remarque que l’intégrale (3.6) étant un
produit de convolution, tous les points de la fenêtre changent à chaque instant.

Pour notre étude, l’approche utilisée pour le calcul de cette intégrale, est issue
des travaux de [Mbou 09]. Le principe est similaire à celui de la discrétisation d’in-
tégrale décrit dans le paragraphe précédent : l’intégrale sur l’intervalle [0, t] est
réécrite sur un intervalle plus court [0, Tf ]. On suppose, pour la suite, que les pro-
cédés sont cadencés à une fréquence d’échantillonnage régulière ayant une période
d’échantillonnage Th telle que Tf = MTh avec M le nombre de points de la fenêtre.
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De plus, Wm et tm = mTh/Tf , m = 0, . . . , M , sont les poids et les abscisses as-
sociées. Afin de calculer numériquement ces intégrales, on utilise l’approximation
numérique suivante [Mbou 09] :

∫ 1

0
h(t)dt ≈

M
∑

m=0

Wmh(tm).

En effet, c’est en travaillant sur cette fenêtre glissante que l’on peut obtenir
une estimation en temps réel des dérivées de y(i)(t) tout en supposant que les per-
turbations sont constantes. Le bon choix de la longueur de la fenêtre permettra
effectivement de minimiser l’erreur d’estimation [Liu 08].

3.3.4 Remarques

1. Pour simplifier les calculs, on suppose que la perturbation extérieure inconnue
Π(t) est suffisamment lisse sur une petite fenêtre de temps. Une bonne ap-
proximation peut être appliquée à cette perturbation en la considérant comme
un polynôme de la forme :

Π(t) = c0 + c1t, (3.7)

où c0 et c1 sont des constantes sur cette fenêtre de temps.

2. On note que la multiplication par s dans le domaine fréquentiel correspond à
une dérivation par rapport au temps dans le domaine temporel. Ceci n’est pas
désirable en présence de bruit de mesure. Pour pallier ce problème, on divise
par s suffisamment de fois. La multiplication par s−n correspond alors à des
intégrales itérées (à l’ordre n) jouant le rôle de filtre passe-bas et servant à
atténuer l’effet du bruit de mesure.

3. Étant donné qu’à l’instant t = 0, la détermination des paramètres est indéter-
minée, on doit commencer l’estimation à un temps légèrement postérieur t = ǫ
tel que ǫ > 0.

4. Le produit MTh présente la taille, en unités de temps, de la fenêtre glissante
d’intégration. Ce produit est facilement réglable en ajustant le nombre d’échan-
tillons M et la période d’échantillonnage Th, à condition de ne pas dépasser la
fréquence d’acquisition maximale des capteurs, qui est fhmax

= 1/Thmin
.

5. Dans les applications pratiques, Tf (la longueur de la fenêtre glissante) doit
être choisie environ 20 à 100 fois supérieure à la période d’échantillonnage Th.

6. L’ordre du développement de Taylor tronqué doit être supérieur ou à la limite
égal à celui de dérivation.
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3.4 Implémentation : Estimation de la dérivée pre-
mière d’un signal

Compte tenu de son importance, le problème de dérivation numérique, ou de
l’estimation des dérivées d’un signal temporel bruité a attiré l’attention de plusieurs
recherches dans différents domaines tels que les domaines de l’analyse numérique,
du traitement du signal et de l’automatique.

Afin de représenter l’idée de base de cette méthode, on commence par un exemple
introductif. Soit

y(t) = x(t) + Π (3.8)

où Π est une perturbation constante et continue et y(t) est une observation bruitée
sur un intervalle ouvert fini de temps d’un signal x(t). Le but est d’estimer les dérivées
successives de ce signal x(t) en utilisant celui mesurable et bruité y(t). Supposant
que le signal x est analytique en t = 0, sa série de Taylor tronquée à l’ordre 1 peut
être alors donnée par :

x1(t) = a0 + a1t,

où a0, a1 sont deux paramètres inconnus à identifier. On utilisant les notations
classiques du calcul opérationnel, il vient, pour t ≥ 0 :

X1(s) =
a0

s
+

a1

s2
, (3.9)

où X1(s) représente la transformation de Laplace de x1(t) et s représente la variable
de Laplace. Pour éliminer le terme a0, on multiplie les deux membres de l’expression
précédente par s puis on dérive par rapport à s, c’est-à-dire :

d

ds
[s{X1(s) =

a0

s
+

a1

s2
}] ⇒ X1(s) + s

dX1(s)
ds

= −a1

s2
.

Avant de revenir au domaine temporel, une multiplication par s−2 est nécessaire
pour obtenir uniquement des intégrales :

s−2X1(s) + s−1 dX1(s)
ds

= −s−4a1.

On revient au domaine temporel en rappelant que d
ds

correspond à la multiplication
par −t :

a1 =
6
∫ t

0(τx1(τ) − (t − τ)x(τ))dτ

t3
.

Les résultats obtenus jusqu’à présent sont valables sur l’intervalle de temps [0, t].
Avec un simple changement de variable, cet integrale sur l’intervalle [0, t] est réécrite
sur l’intervalle [0, Tf ] comme suit :

â1 =
6
∫ Tf

0 (2τ − Tf )x1(t − Tf + τ)dτ

T 3
f

.
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Il faut noter que le ”zéro” de ces deux intervalles est différent. Il représente pour
l’intervalle ([0, Tf ]) le début de la fenêtre glissante et évolue donc en même temps
que celle-ci. On normalise ensuite l’intervalle d’estimation de [0, Tf ] à [0, 1] pour
obtenir :

â1 =
6
∫ 1

0 (2τ − 1)xTf

1 (1 − τ)dτ

Tf

.

où x
Tf

1 (ℓ) = x1(t−Tfℓ). À noter que l’intégrale sur l’intervalle de temps [0, 1] est un
filtre entrée-sortie classique très facile à programmer. C’est en travaillant sur cette
fenêtre glissante que l’on peut obtenir une estimation en temps réel de la dérivée
première de y(t). En évaluant ces intégrales numériquement [Mbou 09], on aura :

â1 =
6Th

T 2
f

M
∑

m=0

(2mTh − Tf )xTf

1 (1 − mTh

Tf

)),

On obtient finalement une estimation débruitée du signal y(t) grâce à une estima-
tion de la dérivée de x1(t) via l’estimation de a1. Afin de généraliser cet estimateur,
nous pouvons écrire l’estimation de la dérivée première d’un signal sous la forme
suivante :

â1 =
M
∑

m=0

φ(tm)xTf

1 (1 − tm), (3.10)

où tm = mTh/Tf et φ(tm) = 6Th

Tf
(2tm −1) est une fonction qui dépend uniquement du

temps d’échantillonnage et de la longueur de la fenêtre glissante. Cette fonction étant
indépendante du temps t, elle peut être calculée hors ligne, ce qui est appréciable
dans les applications en temps réel.

Remarque 3.1. 1. Cet exemple permet de comprendre la variété possible d’es-
timateurs que l’on peut obtenir par cette méthode, en modifiant, par exemple,
l’ordre du polynôme de Taylor ou l’entier N .

2. L’extension de cette procédure à des polynômes de degré plus élevé est simple.
Pour estimer les dérivées d’une fonction f : [0; +∞) → R, on prend un
développement de Taylor tronqué à un certain ordre et on applique des calculs
similaires à ceux précédemment présentés. En utilisant des fenêtres temporelles
glissantes, on peut estimer les dérivées de façon efficace. Néanmoins, cette
méthode devient de plus en plus mal conditionnée pour des ordres de troncature
élevés [Mbou 07a].

Exemple de Simulation

Soit x(t) = 24sin(πt) un signal et ẋ(t) = 24πcos(πt) sa dérivée première. La
figure 3.3 représente l’évolution du signal, sa dérivée première et son estimation en
choisissant un pas d’échantillonnage Th = 10−4 et une fenêtre glissante de longueur
Tf = 0.008. L’erreur d’estimation est illustrée dans la Figure 3.4.
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Figure 3.3 Evolution du signal et de sa dérivée première pour Th = 10−4 et Tf =
0.008
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Figure 3.4 Erreur d’estimation
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D’après ces figures, on note que la valeur estimée suit quasi-instantanément et
exactement la valeur réelle (avec une erreur d’estimation de l’ordre de 3%).

3.5 Synthèse d’une loi de commande

L’objectif principal de cette section consiste à la conception d’un contrôleur as-
surant la stabilité de la boucle fermée composée par un système LPV décrit par
l’équation différentielle (3.1) et une loi de commande (3.4). Bien que l’estimateur
algébrique offrait de ”bonne” estimation, il sera utilisé ici afin d’estimer les para-
mètres du contrôleur. Par ailleurs, une version discrète de cette loi de commande,
c’est-à-dire,

u(tk) = ûn(tk) + ûr(tk)
= − 1

α̂
F̂ (tk) + 1

α̂
(−KŶ (tk) + k0r(tk)))

ainsi que du système non linéaire doit être considérée. Ce dernier, à paramètres incon-
nus et variables dans le temps, sera approché à un système à paramètres invariants
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dont la représentation d’état est donnée par :
{

ẋm(t) = Amxm(t) + Bmu(t)
y(t) = Cmxm(t)

(3.11)

où Am, Bm et Cm sont des matrices constantes et connues.
Afin de résoudre les deux principaux problèmes de ce chapitre : la conception du

contrôleur et l’étude de la stabilité du système bouclé en admettant la commande à
modèle restreint (”sans modèle”) avec les dérivateurs numériques comme estimateur,
on se place dans le cadre de travail suivant :

– Un développement de Taylor tronqué à l’ordre 2 ;
– Des systèmes LTI en temps discrets ;
– Un modèle local du même ordre que l’équation différentielle (n = ν = 2) ;
– Une fonction structurelle F (t) = F (y, ẏ, , . . .) contenant toute la dynamique

du système et éventuellement les perturbations. Cette fonction est considé-
rée non mesurable ainsi qu’indépendante du contrôle (dynamique à déphasage
minimale) ;

– Un contrôleur basé sur une estimation α̂ du paramètre α.

3.5.1 Conception du contrôleur

Rappelons la loi de contrôle considérée dans cette étude pour un système de
second ordre :

u(tk) = − 1
α̂

(F̂ (tk) + KŶ (tk) − k0r(tk)), (3.12)

où Ŷ (tk) = [z0(tk), z1(tk), z2(tk)] tels que z0(tk) = ŷ(tk), z1(tk) = ŷ(tk+1) et
z2(tk) = ŷ(tk+2) représentent respectivement la sortie estimée, les dérivées premières
et secondes du polynôme de Taylor tronqué à l’ordre 2 du signal.

L’estimation de la fonction structurelle F (t) est triviale en inversant la dynamique
du modèle local (3.2). Cette opération entraîne l’apparition d’une boucle algébrique
entre le contrôle u et la fonction F̂ . Afin de résoudre ce problème, on introduit un
retard sur le contrôle [Join 08a] :

F̂ (tk) = z2(tk) − α̂u(tk−1). (3.13)

Concernant l’estimation des dérivées de la sortie, c’est-à-dire z0(tk), z1(tk) et
z2(tk), on propose le dérivateur-estimateur suivant :

Proposition 3.1. L’estimation des dérivées successives d’un signal approximé par
un développement de Taylor tronqué à l’ordre 2, sur une fenêtre glissante de longueur
Tf et de fréquence Th, peut être réalisée à l’aide de l’estimateur-dérivateur suivant :

{

xa(tk+1) = Aaxa(tk) + Bay(tk)
ya(tk) = Caxa(tk) + Day(tk)

, k ∈ N (3.14)
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avec xa(tk) = [xTf (1 − t0) xTf (1 − t1) . . . xTf (1 − tM)]T où on a dénoté xTf (l) =
x(t − Tf l),

Aa =



















0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

. . .
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0



















, Ba =



















0
0
...
0
1



















,

Ca =







0 0 . . . 0
Φ1(t0) Φ1(t1) . . . Φ1(tM)
Φ2(t0) Φ2(t1) . . . Φ2(tM)





 et Da =







1
0
0







(3.15)

tels que ∀m ∈ {0 . . . M}, M = Tf/Th,

Φ1(tm) = 12Th

Tf
((1 − tm)(2 − 12tm) + 3t2

m)
Φ2(tm) = 60Th

T 2
f

((1 − tm)(1 − 5tm) + t2
m)

avec tm = mTh/Tf .

Démonstration 3.1. Cette preuve utilise les mêmes transformations et outils que
l’exemple d’implémentation détaillé dans la section précédente. On suppose que z0(tk) =
ŷ(tk) = y(tk). Le but de cette proposition étant d’estimer la dérivée première et se-
conde de la sortie du système, on considère le polynôme de Taylor tronqué à l’ordre
2 suivant :

p(t) = a0 + a1t + a2t
2. (3.16)

La dérivée première et seconde de ce polynôme sont données par :

ṗ(t) = a1 + 2a2t ⇒ ṗ(t)|Tf
= a1 + 2a2Tf ,

p(2)(t) = 2a2.
(3.17)

• Calcul de la dérivée seconde :
En multipliant les deux membres de l’expression (3.16) par l’opérateur linéaire

différentiel Oı
 = s− d

ds
sı d

ds
s avec  = 4 et ı = 2, on obtient :

s−4[
d

ds
[s2[

d

ds
[s{p(t) = a0 + a1t + a2t

2}]]]] ⇒ 2s−3P + 4s−2 dP

ds
+ s−1 d2P

ds2
= 4a2s

−6.

En revenant au domaine temporel, l’estimation du paramètre a2 sur l’intervalle
du temps [0, Tf ] puis celle normalisée [0, 1] sont données par :

â2 = 30
T 5

f

∫ Tf

0 ((Tf − τ)(Tf − 5τ) + τ 2)p(t − Tf + τ)dτ

⇒ â2 = 30
T 2

f

∫ 1
0 ((1 − τ)(1 − 5τ) + τ 2)pTf (1 − τ)dτ.



3.5 Synthèse d’une loi de commande 61

En appliquant la transformation d’Euler, on obtient :

â2 =
M
∑

m=0

φ2(tm)pTf (1 − tm),

où φ2(tm) = 30Th

T 2
f

((1 − tm)(1 − 5tm) + t2
m).

Finalement, la dérivée seconde du signal est fournie par :















z2(tk) = 2â2 =
∑M

m=0 Φ2(tm)pTf (1 − tm)

Φ2(tm) = 2φ2(tm) = 60Th

T 2
f

((1 − tm)(1 − 5tm) + t2
m)

; ∀m ∈ {0..M}. (3.18)

• Calcul de la dérivée première :
En appliquant les mêmes étapes que précédemment, avec l’opérateur linéaire dif-

férentiel O3
5, on obtient :

â1 =
M
∑

m=0

φ1(tm)pTf (1 − tm),

où φ1(tm) = 12Th

Tf
((1 − tm)(−3 + 13tm) − 2t2

m).

Donc, la dérivée première du signal est donnée par :











z1(tk) = â1 + z2(tk)Tf =
∑M

m=0 Φ1(tm)pTf (1 − tm)

Φ1(tm) = φ1(tm) + TfΦ2(tm) = 12Th

Tf
((1 − tm)(2 − 12tm) + 3t2

m)
; ∀m ∈ {0..M}.

(3.19)
• Reconstruction de l’état :

Soit xa(tk) un vecteur composé par les états xTf (t − tm) (où on a dénoté xTf (l) =
x(t − Tf l) aux instants (abscisses) tm où m ∈ {0 . . . M}, c’est-à-dire : xa(tk) =
[xTf (1 − t0) xTf (1 − t1) . . . xTf (1 − tM)]T . Dans ce cas, les deux expressions (3.18)
et (3.19) peuvent être mises sous la forme matricielle suivante :

(

z1(tk)
z2(tk)

)

=

(

Φ1(t0) Φ1(t1) . . . Φ1(tM)
Φ2(t0) Φ2(t1) . . . Φ2(tM)

)

xa(tk).

L’objectif consiste à calculer les dérivées successives de la sortie (c’est-à-dire,
Ŷ (tk) = [z0(tk) z1(tk) z2(tk)]T ), on pose ya(tk) = Ŷ (tk) le vecteur de sortie de cet
estimateur. Il revient alors la représentation d’état (3.14) décrite par les matrices
(3.15). �
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3.5.2 Étude de stabilité du système discrétisé

Rappelons que l’implémentation de l’estimateur-contrôleur défini précédemment
nécessite la discrétisation du système initial. Le modèle discrétisé du système LTI
(3.11) aux instants tk avec un pas d’échantillonnage Th peut être mis sous la forme
suivante :

{

xm(tk+1) = eAmThxm(tk) +
∫ Th

0 eAmsdsBmu(tk)
y(tk) = Cmxm(tk)

, k ∈ N.

En posant Ad = eAmTh et Bd =
∫ Th

0 eAmsdsBm, on aura :
{

xm(tk+1) = Adxm(tk) + Bdu(tk)
y(tk) = Cmxm(tk)

, k ∈ N. (3.20)

La boucle fermée composée par ce système discrétisé et le dérivateur (3.14) avec
(3.15) donné par la Proposition 3.1 peut être représentée, avec l’état étendu xd(tk) =
[xm(tk) xa(tk) u(tk−1)]T , comme suit :

xd(tk+1) = Adxd(tk), (3.21)

avec

Ad =







Ad − 1
α̂
Bd(T2Da + k0 + T1k1Da)Cm − 1

α̂
Bd(T2 + T1k1)Ca Bd

BaCm Aa 0
− 1

α̂
(T2Df − k0 + T1k1Da)Cm − 1

α̂
(T2Cf + T1k1)Ca 1







où T1 = [1 0] et T2 = [0 1].
La stabilité de ce système bouclé peut être vérifiée en appliquant le théorème

suivant :

Theorème 3.1. Le système bouclé (3.21) composé par le système LTI discrétisé
(3.20) et la loi de contrôle avec le dérivateur numérique (3.14) de la Proposition
(3.1) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P symétrique et définie
positive telle que :

AT
d PAd − P < 0. (3.22)

Preuve 3.1. [Boyd 94] On considère la fonction candidate de Lyapunov V (xh) =
xhPxh telle que P = P T > 0. L’incrémentation de Lyapunov est :

∆V = V (xh+1) − V (xh)
= xT

h+1Pxh+1 − xT
h Pxh

= xT
h (AT

d PAd − P )xh

Pour que ∆V < 0, il suffit que la condition (3.22) soit vérifiée. �
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3.5.3 Exemple

Soit un système SISO décrit par la représentation d’état (3.11) avec :

Am =

(

0 1
−10 −20

)

, Bm =

(

0
1

)

et Cm =

(

1
0

)

.

La fenêtre glissante est divisée en M = 10 intervalles avec la fréquence Th = 0.1s.
La dynamique désirée admet un gain K = [1 2.2].

En appliquant le Théorème 3.22, une solution faisable est obtenue. Une simulation
de ce système bouclé est illustrée dans la Figure 3.5.

Figure 3.5 Évolution de l’erreur de poursuite
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Cependant, si on choisit pour ce même système de considérer une fenêtre glissante
avec M = 100 points et un pas Th = 0.1s. Dans ce cas des solutions non faisables
sont obtenues pour les LMI. Par contraste, en simulation, le système converge (Figure
3.6).

Figure 3.6 Évolution de l’erreur de poursuite
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Ce dernier résultat illustre le conservatisme des conditions LMI à considérer pour
assurer la stabilité du système et l’existence d’un dilemme entre les performances
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et la solvabilité du problème. Comme solution, on peut considérer d’autres lois de
commande ou encore d’autres estimateurs. Ceci sera l’objectif du chapitre suivant.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a eu pour objectif la conception d’un contrôleur basé sur le principe
de la commande sans modèle développée par [Fliess et al. 2008], et ayant pour objectif
d’annuler la dynamique du système initial et de la remplacer par celle désirée par
la seule connaissance du comportement entrée/sortie du système. Le but principal
était, donc, la conception d’une loi de contrôle décrite par l’expression (3.2). Ceci
revient à choisir un ”bon” estimateur pour l’estimation des dérivées de la sortie et la
fonction structurelle. Un contrôleur-estimateur basé sur l’estimation des dérivées par
des dérivateurs numériques caractérisés par leur comportement non-asymptotique
était proposé. Ce contrôleur permet de se libérer de l’identification des paramètres
ainsi que la caractérisation des bruits qui est souvent difficile à obtenir avec des
processus réels. L’estimée s’exprime à l’aide d’intégrales itérées (filtres passe-bas)
en utilisant des techniques particulières de calcul en temps réel des paramètres du
régulateur. Ceci se réalise à l’aide des méthodes mathématiques basées sur le calcul
opérationnel (transformée de Laplace).

Néanmoins, cette méthode (le couplage : une commande sans modèle et un esti-
mateur algébrique non-asymptotique) peut présenter certaines limitations :

– Dans le cas particulier de notre étude des systèmes LPV où l’ordre du modèle
local est maintenu égal à celui du système considéré, complexité de calcul pour
des systèmes d’ordre élevé : plus ce dernier est élevé, plus cette méthode devient
difficile à appliquer ;

– Le choix des paramètres de cet estimateur (temps d’échantillonnage, de la
longueur de la fenêtre glissante, de l’ordre du développement de Taylor, ...)
joue un rôle important dans l’amélioration de la qualité de l’estimation. La
question du réglage de ces paramètres (souvent réalisé en simulation ou par
essais) demeure ouverte [Liu 11].

– La preuve de la stabilité du système discrétisé reste limitée aux systèmes LTI.
Cet aspect sera reconsidéré au chapitre suivant dédié à la commande robuste.

– Temps de calcul pouvant être élevé : ces estimations doivent être réalisées
en ligne, et par la suite, elles dépendent de la qualité des capteurs et de la
fréquence d’échantillonnage.

Le chapitre suivant présente une conception de contrôleur alternative en consi-
dérant une approche de dérivation basée sur des filtres (approche asymptotique).



CHAPITRE4
Commande à Modèle Restreint : Approche

Asymptotique

Les conclusions du chapitre précédent ne permettent pas, dans le cadre discrétisé,
d’établir de méthode de réglage du correcteur ni de quantifier les effets des différents
paramètres de la loi de commande sur la réponse en boucle fermée. Ceci étant prin-
cipalement dû à la nature du dérivateur de la commande ”sans modèles”. On se
propose ici d’étudier une autre version de cette loi où la dérivation des signaux sera
réalisée à l’aide de filtres linéaires. Ainsi le principe même de cette loi de commande
sera conservé i.e. estimer et annuler la dynamique du système, la différence résidant
uniquement dans le choix du dérivateur.

Ce dérivateur, probablement moins performant, peut facilement être étudié par
les outils issus du domaine des LPV. Ainsi, il sera possible d’appliquer tous les outils
disponibles de la commande robuste, de conserver les paramètres variants du système
(et donc de sortir du cas linéaire) et de travailler en temps continu. De plus pour une
sous-classe de cette famille de systèmes, la preuve de l’existence systématique d’un
contrôleur stabilisant et performant sera établie ainsi qu’une méthode de réglage
directe i.e. sans résolution de conditions LMI nécessitant un solveur. La stabilité et
les performances en boucle fermée seront étudiées grâce à la théorie de Lyapunov et
l’étude du gain induit L2.

Dans tout ce chapitre, on veillera à conserver au maximum l’aspect non linéaire
du système afin d’obtenir les résultats les plus généraux possibles. Dans un premier
temps, le modèle, la loi de commande et le dérivateur ainsi que la problématique
seront décrits. Puis, dans la Section 4.2, une étude de la stabilité sera présentée
pour le cas nominal ; c’est à dire pour le système non linéaire sans incertitudes ni
échantillonnage. Un exemple pratique sera fourni afin de démontrer l’utilité d’une
telle loi de commande. Dans un deuxième temps, une procédure visant à simplifier la
synthèse du contrôleur sera donnée dans la Section 4.3. Cette procédure permettra

65
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également de maîtriser les performances du système d’un point de vue respect du
cahier des charges (données sous forme d’un modèle de référence).

4.1 Problématique

Le concept de commande ”sans modèle” dont il est question est identique à celui
présenté dans le chapitre précédent [Join 08a]. Le principe de cette loi de commande
et ses propriétés sont rappelés ci-dessous.

Le modèle inconnu "complexe" mathématique (supposé être de dimension finie,
linéaire ou non) décrivant le comportement entrée/sortie de ces systèmes par l’équa-
tion différentielle

Ed(y, ẏ, . . . , y(ν), u) = 0, (4.1)

est remplacé par un modèle ultra-local valable durant un court laps [Join 08a] :

y(n) = F + αu. (4.2)

La loi de commande u(t) se décompose en deux parties :

u(t) = ûn(t) + ûr(t)
= − 1

α̂
F̂ (t) + 1

α̂
(−KŶ (t) + k0r(t)))

, (4.3)

où
– α̂ représente une approximation du gain de l’entrée du système ;
– F̂ (t) est une estimation de la dynamique du système en boucle ouverte ;
– Ŷ (t) = [z0(t) . . . zn−1(t)]T est un vecteur composé par les zi(t) : les esti-

mations des dérivées successives de la sortie du système y(i)(t) ;
– K = [k0, . . . , kn−1] est un vecteur composé par les coefficients ki de la dyna-

mique désirée yr(t) du système bouclé, proposée par le cahier des charges et
donnée par :

y(n)
r (t) = −k0yr(t) − . . . − kn−1y

(n−1)
r (t) + k0r(t); (4.4)

– r(t) est la référence.
Afin de pouvoir modéliser la boucle fermée sous forme polytopique, on adoptera

une dérivation basée sur les filtres continus.






z0(s)
y(s)

= 1
τs+1

zi(s)
y(s)

=
(

s
τs+1

)i ∀i = 1 . . . n − 1
(4.5)

Cet estimateur est causal et assure une bonne estimation si et seulement si le pa-
ramètre τ est suffisamment petit devant la dynamique du système. Il fournit donc
les estimations zi(t) de y(i)(t) pour tout i ∈ {1..n − 1} où n représente l’ordre du
système.
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Les questions que l’on peut alors se poser sont : Comment régler le paramètre
τ afin de garantir la stabilité et le respect du cahier des charges ? Est-il possible
d’obtenir une méthode de réglage simple pour ce type de loi de commande ? La
boucle fermée ainsi obtenue sera-t-elle sensible vis-a-vis des paramètres de réglage ?
Quelles-sont les limitations de cette loi de commande ?

4.2 Stabilité du Cas Nominal

On considère les systèmes sous forme LPV décrits par :
{

ẋm(t) = Am(t)xm(t) + Bmu(t)
y(t) = Cmxm(t)

, (4.6)

où xm(t) ∈ R
ν est le vecteur d’état, u(t) ∈ R est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ R est le

vecteur de sortie. Am(t) ∈ R
ν×ν , Bm ∈ R

ν×1 et Cm ∈ R
1×ν sont des matrices connues

qui représentent respectivement les matrices d’état, d’entrée et de mesure. La matrice
d’état Am(t) est supposée à paramètres variables non mesurables et bornés dans le
temps.

4.2.1 Analyse de Stabilité

Dans un premier temps, on s’intéresse à l’utilité de cette loi de commande lorsque
le modèle est connu. Cette section propose des conditions de stabilité pour les sys-
tèmes bouclés par cette loi de commande ainsi que l’application sur un banc d’essai
moteur.

Conception du contrôleur/dérivateur

Étant donné que la loi de commande (4.3) ne considère que les valeurs estimées
de la fonction structurelle F (t) et des dérivées successives de la sortie, une bonne
estimation de ces valeurs est nécessaire.

Pour l’estimation de la fonction F (t), elle peut être effectuée en inversant la
dynamique de l’équation (4.2) comme suit :

F̂ (t) = zn(t) − α̂û(t) (4.7)

avec
û(s)
u(s)

=
1

τs + 1
(4.8)

et zn(t) est l’estimation de la dérivée nième de la sortie (c’est-à-dire de y(n)(t)) qui
peut être déterminée en considérant la proposition ci-dessous.
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Proposition 4.1. [Maal 13] Soit le filtre décrit par le système (4.5). L’estimation
de la dérivée nième de la sortie y(t) peut être exprimée par :

zn(t) =
1
τn

y(t) − 1
τn

xe1(t) − 1
τn−1

xe2(t) − . . . − 1
τ

xen
(t), ∀n ∈ N

∗ (4.9)

où xei
(t) =

∫

zi(t)dt, i ∈ {1..n}.

Démonstration 4.1. [Maal 13] Soit le filtre décrit par le système (4.5) et considé-
rons le raisonnement par récurrence. Pour n = 1, on a :

z1(s)
y(s)

= s
τs+1

⇒ y(s)s = τsz1(s) + z1(s).

En multipliant l’expression précédente par 1/s et en retournant au domaine temporel,
on obtient :

z1(t) =
1
τ

(y(t) − xe1(t)).

L’équation (4.9) est alors vérifiée pour n = 1. Ensuite, d’après l’expression (4.5) et
pour i = n + 1, on a :

zn+1

y
= (

s

τs + 1
)n+1 =

s

τs + 1
(

s

τs + 1
)n.

Comme zn+1

y
= zn+1

zn

zn

y
, alors :

zn+1

zn
= s

τs+1
⇒ szn(s) = τszn+1(s) + zn+1(s).

L’application de la transformée inverse de Laplace pour des conditions initiales nulles
donne :

zn+1(t) =
1
τ

zn(t) − 1
τ

xen+1(t).

Finalement, en remplaçant le vecteur zn(t) par son expression (4.9), on obtient :

zn+1(t) =
1

τn+1
y(t) − 1

τn+1
xe1(t) − 1

τn
xe2(t) − . . . − 1

τn+1
xen+1(t).

On peut donc affirmer que ∀n ∈ N
∗, la Proposition 4.1 est vérifiée. �

D’après cette proposition, l’estimateur (4.5) peut être alors représenté dans l’es-
pace d’état en admettant comme état xe(t) = [xe1(t) . . . xen

(t) û(t)]T où xei
(t) =

∫

zi(t)dt, ∀i ∈ {1..n}, par :










ẋe(t) = Aexe(t) + Beyy(t) + Beuu(t)
Ŷ (t) = Ceyxxe(t) + Ceyyy(t)
û(t) = Ceuxe(t)

(4.10)
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où u est défini par (4.3),

Ae =



























− 1
τ

0 . . . . . . . . . 0 0
− 1

τ2 − 1
τ

0 . . . . . . 0 0
− 1

τ3 − 1
τ2 − 1

τ
0 . . . 0 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

− 1
τn−1 − 1

τn−2 . . . . . . − 1
τ

0 0
− 1

τn − 1
τn−1 . . . . . . . . . − 1

τ
0

0 0 . . . . . . . . . 0 − 1
τ



























, Bey =

















1
τ
1

τ2

. . .
1

τn

0

















, Beu =

(

0(1×n)
1
τ

)

,

Ceyx =

(

1 0(1×n)

Ae((1:n−1)×(1:n))
0

)

, Ceyy =

(

0
Bey(1:n−1)

)

et CT
eu =

(

0(1×n)

1

)

.

(4.11)

L’estimation de la dynamique F (t) peut être ainsi modélisée par :

F̂ (t) = Cfxxe(t) + Cfyy(t), (4.12)

où

Cfx =
(

− 1
τn − 1

τn−1 . . . − 1
τ

−α̂
)

et Cfy =
1
τn

. (4.13)

Le correcteur complet composé par l’estimateur/dérivateur (4.10) avec (4.11) et
la loi de contrôle (4.3) avec (4.12), est illustré par la proposition ci-dessous.

Proposition 4.2. [Maal 13] La représentation d’état du contrôleur et son dérivateur
peut être donnée par :

{

ẋe(t) = Aoxe(t) + Bo1y(t) + Bo2r(t)
u(t) = Coxe(t) + Do1y(t) + Do2r(t)

(4.14)

avec ẋe(t) = [z1(t) . . . zn(t) ˆ̇u(t)]T et les matrices :

Ao = Ae − Beu

α̂
(Cfx + KCeyx)

Bo1 = Bey − Beu

α̂
(Cfy + KCeyy)

Bo2 = Beu

α̂
k0

Co = − 1
α̂
(Cfx + K Ceyx)

Do1 = − 1
α̂
(Cfy + K Ceyy)

Do2 = k0

α̂

(4.15)

où les différentes matrices sont définies dans (4.11) et (4.13).

On peut noter que ce contrôleur ne dépend que du paramètre de dérivation τ .
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Conditions de Stabilité

Soit la boucle fermée composée du système LPV (4.6) et de l’estimateur/dérivateur
en Proposition 4.2 avec l’état étendu x(t) = [xm(t) xe(t)]T . La représentation étendue
de cette boucle est donnée par :

{

ẋ(t) = A(t)x(t) + Br(t)
y(t) = Cx(t)

(4.16)

avec

A(t) =

(

Am(t) + BmDo1Cm BmCo

Bo1Cm Ao

)

, B =

(

BmDo2

Bo2

)

et CT =













0
...
0

CT
m













. (4.17)

Puisque les paramètres de la matrice Am(t) sont bornés, elle peut être représentée
sous la forme polytopique i.e.

Am(t) ∈ P ⇒ Am(t) =
∑N

i=1 µi(t)Ami
; µi ∈ ∆µ

⇒ A(t) =
∑N

i=1 µi(t)Ai; µi ∈ ∆µ

La représentation polytopique de ce système bouclé est alors :










ẋ(t) = A(µ(t))x(t) + Br(t),
A(µ(t)) =

∑N
i=1 µi(t)Ai, ∀i, µi(t) ≥ 0,

∑N
i=1 µi(t) = 1.

(4.18)

Le lecteur peut consulter la Section 1.1.2 du Chapitre 1 pour plus de détails sur
cette représentation. On applique alors le théorème suivant pour l’étude de stabilité :

Theorème 4.1. [Boyd 94] Le système autonome (4.16) (i.e. r(t) = 0) est asymp-
totiquement stable s’il existe une matrice P symétrique et définie positive telle que :

AT
i P + PAT

i < 0, ∀i ∈ {1..N}. (4.19)

4.2.2 Implémentation sur un Moteur Synchrone à Aimants
Permanents (MSAP)

Cette section propose une illustration des résultats de ce chapitre sur un Moteur
Synchrone à Aimants Permanents (MSAP), une plateforme expérimentale dévelop-
pée au Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal (LAGIS) de l’École
Centrale de Lille (voir Figure 4.1). Une étude complète sur la robustesse du contrô-
leur est donnée dans [Maal 14].
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Figure 4.1 Banc d’essai de moteur pas à pas, LAGIS/EC-Lille France

Le modèle le plus courant pour ce type de moteur s’exprime dans le repère
tournant noté (d − q) (pour plus de détails [Delp 12]) :























Ldid

dt
= vd − Rid + npLwiq

Ldiq

dt
= vq − npLwid − Riq − Kcw

J dw
dt

= Kciq − fvw
dθ
dt

= w

(4.20)

où vq et vd représentent les tensions appliquées aux deux phases équivalentes du
MSAP, id et iq représentent les courants dans chacune des deux phases, L est l’in-
ductance d’un enroulement, R est la résistance d’un enroulement, Kc est la constante
du contre-FEM supposée égale à la constante de couple, w est la vitesse angulaire du
rotor supposée bornée (w(t) ∈ [w, w]), θ est la position angulaire du rotor, np est le
nombre de paires de pôles (ou le nombre de dents du rotor), J est le moment d’inertie
du rotor et de la charge et fv représente le coefficient de frottement visqueux.

Les paramètres ont été identifiés dans [Delp 12] et sont rappelés ici :

Table 4.1 – Paramètres du MSAP [Delp 12]

Paramètre Valeur Unité
L 10.2 mH
R 2.86 Ω
Kc 0.26 N.m.A−1

w [−15 15] rads−1

np 50 -
J 3.18.10−4 kg.m2

fv 2.37.10−4 N.m.S.rad−1
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Mise en forme du modèle

Du point de vue contrôle, il est courant d’imposer vd = 0 sur les MSAP. vq sera
donc la seule entrée de commande (u = vq). On choisit comme sortie du système
la position angulaire du rotor θ(t). La représentation d’état de ce moteur avec le
vecteur d’état xm(t) = [id(t) iq(t) w(t) θ(t)]T est donnée par :

{

ẋm(t) = Am(w(t))xm(t) + Bmu(t)
y(t) = Cmxm(t)

, (4.21)

Am(w(t)) =











−R/L npw(t) 0 0
−npw(t) −R/L −Kc/L 0

0 Kc/J −fv/J 0
0 0 1 0











, Bm =











0
1/L

0
0











, CT
m =











0
0
0
1











(4.22)

Ce modèle sera utilisé lors des tests de stabilité (conditions LMI), tandis qu’un
modèle plus simple sera utilisé pour la synthèse du correcteur. Comme les dyna-
miques des courants sont très rapides, on se propose d’utiliser un modèle ultra-local
d’ordre deux (n = 2) :

y(2)(t) = f(t) + α̂u(t)
α̂ = K̂c/(ĴR̂)

(4.23)

L’estimation du gain d’entrée α̂ a été déterminée en étudiant les points d’équilibre
des équations des courants.

Le système bouclé formé par le MSAP représenté par (4.21) (modèle d’odre 4) et
le contrôleur (4.14) décrit en Proposition 4.2, peut être mis sous la forme d’espace
d’état avec le vecteur d’état x(t) = [xm(t) xe(t)]T :

{

ẋ(t) = A(w(t))x(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

,

avec

A(w(t)) =

(

Am(w(t)) + BmDo1Cm BmCo

Bo1Cm Ao

)

, B =

(

BmDo2

Bo2

)

et CT =







0(1×3)

1
0(1×3)





 ,

où les différentes matrices sont définies dans (4.15).
La représentation polytopique de ce système bouclé est donnée par (4.18) où

N = 2, avec A1 = A(w) et A2 = A(w).
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Simulation du MSAP

L’analyse de stabilité de ce système peut être effectuée en adoptant la fonction
quadratique de Lyapunov V (x) = xT Px. Les conditions de stabilité sont données,
sous forme d’ensemble de LMI à satisfaire par le Théorème 4.1.

Afin d’illustrer la robustesse de notre contrôleur, on étudie la stabilité du MSAP
dont ses paramètres admettent des incertitudes variables dans le temps. On suppose
que α̂ = Kc/(JR) où Kc, J et R prennent leurs valeurs nominales. La variation de la
vitesse angulaire du rotor de ce moteur est spécifiée et donnée par w(t) ∈ [−15 15].
On suppose pour ce cas que le MSAP admet la forme (4.21) où sa matrice d’état
Am(t) est décrite par :

Am(t) =











−p3(t) npw(t) 0 0
−npw(t) −p3(t) −p4(t) 0

0 p1(t) −p2(t) 0
0 0 1 0











,

où les différents paramètres admettent les incertitudes suivantes :
– p1(t) ∈ [0.9 ∗ Kc/J 1.2 ∗ Kc/J ] représente la variation de l’incertitude sur

Kc/J ,
– p2(t) ∈ [0.9∗fv/J 1.2∗fv/J ] représente la variation de l’incertitude sur Fv/J ,
– p3(t) ∈ [R/L 1.2 ∗ R/L] représente la variation de l’incertitude sur R/L,
– p4(t) ∈ [Kc/L 1.02 ∗ Kc/L] représente la variation de l’incertitude sur Kc/L.
Dans ce cas, la matrice Am(t) possède 5 paramètres indépendants et variables

dans le temps (w(t) et pi(t)). Cette matrice étant bornée, le système bouclé peut être
alors mis sous la forme convexe (4.18) avec A(µ(t)) ∈ conv(A1, . . . , AN) où N = 25

et les Ai sont les sommets formés par les bornes des pi(t) et w(t).
Malgré ce nombre assez élevé des paramètres incertains, le MSAP est stabilisant

par le contrôleur (4.14) de la Proposition 4.2 avec τ = 0.01 et K = [100 20] (une
dynamique désirée en boucle fermée ÿ(t) = −100y(t) − 20ẏ(t) + 100r(t)). En effet,
en utilisant MatLab/SeDuMi [Stur 99] comme solveur et YALMIP [Lofb 04] comme
parseur de MATLABr, des solutions sont obtenues pour les 25 conditions LMI du
Théorème 4.1.

Néanmoins, il est à noter que les résultats obtenus par ce théorème ne sont pas
optimaux. Comme solution, on peut considérer, par exemple, d’autres valeurs de τ et
α̂ ou encore, proposer des fonctions de Lyapunov plus générales et complexes telles
que celles considérées dans [Asem 11, Horn 11]. Dans ce cas, on aura peut être des
incertitudes plus larges et plus intéressantes.

Essais Expérimentaux

La loi de commande est implémentée sur une carte de prototypage rapide de la
société dSpace avec une période d’échantillonnage de 10−4s. On souhaite mettre en
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évidence que, ainsi qu’énoncé dans le Théorème 4.1, la réponse en boucle fermée sera
stable. Ces essais visent aussi l’étude de l’influence du paramètre τ du dérivateur sur
les performances du système. Pour cela, les essais seront effectués dans les conditions
suivantes :

– la vitesse angulaire du rotor w(t) ∈ [−15 15],
– la consigne envoyée au contrôleur est un signal carré alternant entre θref = 0rad

et θref = 5rad,
– on choisit comme dynamique désirée en boucle fermée : θ̈ref (t) = −100θref (t)−

20θ̇ref (t) + 100r(t) c’est-à-dire l’expression (4.4) avec n = 2, K = [100 20] et
yr(t) = θref (t).

Figure 4.2 Résultat expérimental sur le MSAP illustrant l’évolution de la sortie
θ(t), la dynamique désirée θref (t), l’erreur d’estimation Et = θ − θref et le signal de
commande vq pour un gain désiré constant K = [100 20] et pour différentes valeurs
du paramètre du contrôleur τ
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Les réponses du moteur pour τ ∈ {0.001, 0.002, 0.005, 0.02} sont illustrées en
Figure 4.2. On note que les réponses sont conformes à ce que la théorie avait prévue
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de point de vue stabilité. Elles présentent même de bonnes propriétés telles que le
suivi de consigne et la dynamique obtenue. Il existe cependant une différence de
qualité du point de vue du suivi du cahier des charges (réponse idéale représentée
par le signal θref (t)). Plus la valeur de τ est petite, plus la réponse est proche de la
réponse idéale. Par contre pour des valeurs de τ trop faible, les bruits de mesures
apparaissent sur le signal de commande vq(t). Ceci est surement lié à la fréquence de
coupure des filtres qui s’effectue à de plus grandes valeurs. Il faut également noter
que pour des valeurs extrêmes de τ le système devient instable (non représenté sur
la figure).

Cette loi de commande semble être efficace pour le réglage de ce système dans
le sens où elle ne nécessite pas de réglage très complexes : une fois la dynamique
souhaitée fixée, il ne reste plus qu’à déterminer la valeur de τ assurant la stabilité et
un bon suivi. Cependant la preuve de stabilité nécessite la connaissance du modèle
et de ses paramètres.

4.3 Synthèse de contrôleur avec connaissances li-
mitées

Les expériences menées sur le moteur pas-à-pas soulèvent plusieurs questions :
Ce correcteur permet-il d’assurer la précision pour tous les systèmes ? Comment
choisir la valeur de τ pour assurer la stabilité et le respect du cahier des charges ? Ce
chapitre va tenter de répondre à ces questions de la façon la plus générale possible
tout en proposant des méthodes de réglage simples à appliquer.

Les lois de commande de type ”commande sans modèles” étant sensibles à la
présence de zéros invariants [Flie 13], la suite se focalise sur les modèles non linéaires
sous la forme :

y(n)(t) = −a0(t)y(t) − . . . − an−1(t)y(n−1)(t) + αu(t),
|ai(t)| < ai ∀i = 0..n − 1

(4.24)

où y(t) ∈ R est la sortie du système, u(t) ∈ R est la commande, α est le gain d’entrée
et les variables ai ∈ R sont des paramètres inconnus, variables dans le temps ou
fonction de variables d’état dont leur valeur absolue est bornée par ai, ∀i = 0..n−1.

En choisissant comme vecteur d’état xm(t) = [y(t) . . . y(n−1)(t)]T , la repré-
sentation dans l’espace d’état de la dynamique de ce système est donnée par (4.6)
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avec ν = n et les matrices

Am(t) =

















0 1 0 . . . 0

0 0 1 0
...

...
... 0

. . . 0
0 . . . . . . . . . 1

−a0(t) −a1(t) . . . . . . −an−1(t)

















, Bm =















0
0
...
0
α















et CT

m
=

















1
0
...
...
0

















. (4.25)

On rappelle également les équations du correcteur :
{

ẋe(t) = Ao(τx)xe(t) + Bo1(τx)y(t) + Bo2(τx)r(t)
u(t) = Co(τx)xe(t) + Do1(τx)y(t) + Do2(τx)r(t)

(4.26)

où les matrices sont données par (4.15).

4.3.1 Analyse de Stabilité

Cette partie s’intéresse à la stabilité du système (4.24) lorsqu’il est contrôlé par
(4.26). Le premier théorème met en évidence le caractère général du correcteur en
affirmant que si un système sous la forme (4.24) et d’ordre n est stabilisé par la
loi de commande (4.26) alors pour tous les systèmes (4.24) du même ordre il existe
un correcteur stabilisant de la forme (4.26). De plus, ce théorème est constructif
puisqu’il permet également de calculer les paramètres de ces correcteurs.

Theorème 4.2. Si la boucle fermée formée par le système

y(n)(t) = −a0(t)y(t) − . . . − an−1(t)y(n−1)(t) + αu(t) (4.27)

et le contrôleur/estimateur
{

ẋe(t) = Ao(τx)xe(t) + Bo1(τx)y(t) + Bo2(τx)r(t)
u(t) = Co(τx)xe(t) + Do1(τx)y(t) + Do2(τx)r(t)

(4.28)

où les différentes matrices sont données par (4.15), est asymptotiquement stable pour
toutes fonctions continues et bornées

ai(.) : Rn 7→ [−ai, ai], i ∈ {0, . . . , n − 1}, (4.29)

alors, la boucle fermée formée par le système

z(n)(t) = −b0(t)z(t) − . . . − bn−1(t)z(n−1)(t) + βv(t) (4.30)

et le contrôleur/estimateur
{

że(t) = Ao(τz)ze(t) + Bo1(τz)z(t) + Bo2(τz)w(t)
v(t) = Co(τz)ze(t) + Do1(τz)z(t) + Do2(τz)w(t)

(4.31)
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tels que
Ao(τz) = γT1Ao(τx)T −1

1

Bo1(τz) = γT2Bo1(τx)
Bo2(τz) = γT2Bo2(τx)
Co(τz) = Co(τx)T −1

1

Do1(τz) = Do1(τx)
Do2(τz) = Do2(τx)

(4.32)

avec
γ = τx/τz

T1 = diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1)
T2 = diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1, 1)

(4.33)

est asymptotiquement stable pour toute fonction continue et bornée

bi(.) : Rn 7→ [−γn−iai, γn−iai], i ∈ {0, . . . , n − 1}, (4.34)

avec Kz = γnKT −1
1 .

Preuve 4.1. Supposons que la boucle fermée formée par le système SISO décrit
par l’équation différentielle (4.27) et le contrôleur/dérivateur (4.28) soit stable. Sa
représentation dans l’espace d’état est :

d
dt

(

xm(t)
xe(t)

)

=

(

Am(t) + BmDo1(τx)Cm BmCo(τx)
Bo1(τx)Cm Ao(τx)

)(

xm(t)
xe(t)

)

+

(

BmDO2(τx)
Bo2(τx)

)

r(t)

d
dt

X(t) = A(t, τx)X(t) + B(τx)r(t)
(4.35)

avec les matrices (4.15).
On considère le changement de variables : w(t) = r(γt) où γ ∈ R∗

+ et Z(t) =
QX(γt), tels que Q = diag(T1, T2), T1 = diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1) et T2 =
diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1, 1). Dans ce cas, le système bouclé (4.35) devient :

d
dt

Z(t) = d
dt

(QX(γt)) = Q d
dt

(X(γt)) = Qγ dX
dt

(γt)

⇒ d
dt

Z(t) = Qγ(A(γt, τx)X(γt) + B(τx)r(γt))

= QγA(γt, τx)Q−1Z(t) + γQB(τx)w(t)

⇒ d

dt
Z(t) = γ

(

T1(Am(t) + BmDo1
(τx)Cm)T −1

1
T1BmCo(τx)T −1

2

T2Bo1
(τx)CmT −1

1
T2Ao(τx)T −1

2

)

Z(t)+γ
(

T1BmDo2
(τx)

T2Bo2
(τx)

)

w(t).

Le changement de variable employé étant linéaire, cette dernière équation est
asymptotiquement stable pour toute fonction continue et bornée (4.29), ce qui signifie
que le système

z(n)(t) = −γna0(t)z(t) − . . . − γan−1(t)z(n−1)(t) + βv(t),
|ai(t)| ≤ ai, ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}
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est stabilisé par le contrôleur/dérivateur (4.31) avec les matrices (4.32). Finalement,
en considérant le changement de variables bi = γn−iai, on peut affirmer que ce
système est stable en boucle fermée pour toute fonction continue (4.34). �

Exemple de méthode de réglage

On se propose d’utiliser ce résultat afin de proposer une méthode de réglage pour
les systèmes du second ordre. La méthode est facilement généralisable aux systèmes
d’ordre plus élevé.

Soit un système de second ordre à paramètres variables dans le temps sous la
forme (4.24) donnée par :

y(2)(t) = −a0(t)y(t) − a1(t)ẏ(t) + αu(t),
|ai(t)| < ai ∀i = 0, 1.

(4.36)

Ce système peut être réécrit sous la forme polytopique

ẋ(t) =

(

Am(t) + BmDo1Cm BmCo

Bo1Cm Ao

)

x(t) + Br(t),

avec Am(t) =
∑N

i=1 µi(t)Ami
; µi ∈ ∆µ, N = 4 et les matrices :

Am1 =

(

0 1
−a0 −a1

)

, Am2 =

(

0 1
−a0 +a1

)

Am3 =

(

0 1
+a0 −a1

)

, Am4 =

(

0 1
+a0 +a1

)

La Figure 4.3 présente le domaine de stabilité de ce système dans le repère
(τ 2

xa0, τxa1). Ce domaine a été calculé numériquement en utilisant le Théorème 4.1
avec les paramètres suivants :

– une référence nulle : r(t) = 0 ;
– Kx = [10−4 2.210−2], c’est-à-dire, pour une dynamique souhaitée vérifiant :

y(2)
r = −10(−4)yr − 2.210−2ẏr ;

– τx = 0.01 ;
– en considérant α̂ = α et donc sans perte de généralité α = 1.
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Figure 4.3 Domaine de stabilité du système (4.36) avec τx = 0.01, α = 1 et Kx =
[10−4 2.210−2]
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A partir de cette figure, il est possible de déterminer une valeur du paramètre
τ assurant la stabilité de n’importe quel système de la forme (4.36). Prenons par
exemple le système suivant :

z(2)(t) = −b0(t)z(t) − b1(t)ż(t) + βv(t) (4.37)

avec b0 ∈ [−200, 200] et b1 ∈ [−70, 70].
En sélectionnant différentes valeurs de τ pour le contrôleur, il est possible de

déplacer le couple (τ 2
z b0, τzb1) afin qu’il se situe dans la zone de stabilité de la boucle

fermée. Ainsi sur la Figure 4.4, on peut voir qu’une valeur de τz = 0.006 place la
boucle fermée dans la zone stable. Ceci implique de part le Théorème 4.2 que le
correcteur (4.31) paramétré avec (4.32) et (4.33) où γ = τx/τz = 0.01/0.006 stabilise
le système. Il faut également noter que l’utilisation du Théorème 4.2 modifie la
rapidité de la dynamique souhaitée (la forme de la réponse sera la même) qui sera
alors donnée par l’équation différentielle : z(2)

r = −2.810−4zr − 0.0374ż. Néanmoins,
ce théorème ne permet pas de prévoir la qualité du suivi de la dynamique désirée.



80 Chapitre 4. Approche Asymptotique

Figure 4.4 Domaine de stabilité du système de second ordre de l’équation différen-
tielle (4.36) avec τx = 0.01, α = 1 et Kx = [10−4 2.210−2]
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Pour tout système de second ordre décrit par l’équation différentielle (4.36) avec
paramètres bornés, il existe une valeur de γ permettant l’obtention d’une boucle
fermée stable. Le contrôleur stabilisant sera obtenu à partir du Théorème 4.2. La
proposition suivante étend ce résultat à des systèmes d’ordre différents.

Proposition 4.3. Pour tous les systèmes linéaires SISO à paramètres variables dans
le temps bornés décrits par l’équation différentielle (4.24) avec n ∈ {1, 2, 3} telle que
|ai(t)| ≤ a ∀i ∈ {0, 1, 2}, il existe un contrôleur stabilisant. Ce correcteur est obtenu
en déterminant le réel τ vérifiant :

τn−i ∗ a < σ(n) ∀i = 0..n − 1. (4.38)

avec σ(n) donné en Table 4.2 ainsi que la dynamique désirée.

Table 4.2 – Conditions de stabilité
Ordre n = 1 n = 2 n = 3
σ(n) 0.9 10−2 10−6

K 0.0022/τ [10−4/τ 2 0.022/τ ] 10−2[10−4/τ 3 0.03/τ 2 3/τ ]

Preuve 4.2. La preuve de cette proposition découle du calcul numérique des do-
maines de stabilité de systèmes de chaque ordre et de l’utilisation du Théorème (4.2),
pour n ∈ {1, 2, 3}.
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Remarque 4.1. Puisque la stabilité est conservée lorsque le paramètre τ diminue,
il est possible d’accélérer la réponse de la dynamique désirée sans altérer la stabilité.
Si la forme de la réponse n’est pas satisfaisante, il faut tracer le domaine de stabilité
lié à cette nouvelle dynamique comme c’était le cas dans l’exemple (Figure 4.3).

On note que finalement seuls l’ordre du système et la valeur du gain d’entrée α
sont importants puisqu’il existera toujours une valeur de τ permettant de stabiliser le
système. On peut alors se poser la question de la robustesse de ce type d’algorithme
vis-à-vis du paramètre α. La figure 4.5 illustre les différents domaines de stabilité
lorsque ce paramètre est mal estimé (de -20% à +200%). Cette figure à été obtenue en
appliquant le théorème de stabilité des système polytopiques avec α̂/α ∈ {3, 1, 0.8}

Figure 4.5 Domaine de stabilité du système de second ordre de l’équation différen-
tielle (4.36) avec τ = 0.01 et K = [10−4 2.210−2] pour différentes approximations du
gain d’entrée α
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α̂ = 3α α̂ = α α̂ = 0.8α

Encore une fois, une valeur suffisamment petite de τ permet de compenser l’in-
certitude sur le gain d’entrée α.

4.3.2 Analyse de précision

Après avoir étudié les propriétés de stabilité de la boucle fermée, on examine
ici les conditions pour lesquelles le correcteur proposé assure la précision en régime
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permanent. Contrairement à l’approche [Join 08a], la loi de commande de ce cha-
pitre ne comporte pas explicitement d’intégrateur. Le théorème suivant apporte une
réponse à cette problématique.

Theorème 4.3. Supposons que le système (4.24) n’admette qu’un seul point d’équi-
libre et aucun cycle limite. Le contrôleur (4.14) de la Proposition (4.2) assure une
erreur nulle entre la consigne r(t) et la sortie y(t) en régime permanent pour ce
système, si le paramètre a0(t) et le signal de référence r(t) sont constants au cours
du temps.

Preuve 4.3. Sans perte de généralité, on étudiera la précision du système pour τ =
1. Le système bouclé avec l’état étendu x = [xm xe]T est décrit par la représentation
d’état suivante :

{

ẋ(t) = A(t)x(t) + Br(t)
y(t) = Cx(t)

où

A(t) =

(

Am(t) + BmDo1Cm BmCo

Bo1Cm Ao

)

, B =

(

BmDo2

Bo2

)

et CT =







0(1×(2n−1))

1
0





 .

À l’équilibre, on a ẋ = 0 ; ce qui implique :

ẋm = 0 ⇒ ∀i ∈ {1..n},
d(i)y(t)

dt(i)
= 0 (4.39)

ẋe = 0 ⇒
{ ˆ̇u(t) = 0

ẋei
(t) = zi(t) = d(i)ŷ(t)

dt(i) = 0 ∀i ∈ {1..n} (4.40)

Par la suite, on obtient :

Am(t)xm(t) + BmDo1Cmxm(t) + BmCoxe + BmDo2r(t) = 0

⇔ − 1
α
Bma0(t)y(t) − 1

α̂
Bm(1 + k1 + k2 + . . . + kn−1)y(t)+

1
α̂
Bm(1 + k0 + k1 + k2 + . . . + kn−1)ŷ(t) + Bmû(t) + 1

α̂
Bmk0r(t) = 0

⇔ − 1
α
Bma0(t)y(t) + Bmû(t) + 1

α̂
Bmk0(r(t) − z0(t))+

1
α̂
Bm(1 + k1 + k2 + . . . + kn−1)(z0(t) − y(t)) = 0.

(4.41)



4.3 Synthèse de contrôleur avec connaissances limitées 83

De même :

Bo1Cmxm(t) + Aoxe(t) + Bo2r(t) = 0

⇔ (Bey − Beu

α̂
(Cfy + KCeyy))y(t)+

(Ae − Beu

α̂
(Cfx + KCeyx))xe(t) + Beu

α̂
k0r(t) = 0

⇔ (Bey − Beu

α̂
(Cfy + KCeyy))y(t)+

(−Bey + Beu

α̂
Cfy + Beu

α̂
(KCeyy − k0))z0(t) + Beu

α̂
k0r(t) = 0

⇔ (Bey − Beu

α̂
(Cfy + KCeyy))(y(t) − z0(t)) + Beu

α̂
k0(r(t) − z0(t)) = 0.

(4.42)

D’autre part, compte tenu que le filtre utilisé (4.5) est à gain statique unitaire,
alors on obtient à l’équilibre : y(t) = z0(t). Dans ce cas, les expressions (4.41) et
(4.42) deviennent :

− 1
α

Bma0(t)y(t) + Bmû(t) +
1
α̂

Bmk0(r(t) − z0(t)) = 0,

Beu

α̂
k0(r(t) − z0(t)) = 0.

Soit k0 6= 0 afin d’assurer le suivi de la trajectoire désirée r(t) c’est-à-dire :
k0r(t) 6= 0 et r(t) − z0(t) = 0. Dans ce cas, on aura :

{

− 1
α
Bma0(t)y(t) + Bmû(t) = 0

r(t) = z0(t)

Ensuite, en dérivant ces égalités par rapport au temps, c’est-à-dire :
{

− 1
α
ȧ0(t)y(t) − 1

α
a0(t)ẏ(t) + ˙̂u(t) = 0

ṙ(t) = ż0(t)
,

et en considérant les conditions (4.39) et (4.40), on obtient :
{

ȧ0(t) = 0
ṙ(t) = 0

.

Ainsi, afin de satisfaire ces dernières égalités, il suffit que a0(t) et r(t) soient
constantes au cours de temps. �

Remarque 4.2. Dans le cas où les paramètres du système sont variables en fonction
d’un vecteur de paramètres inconnus ξ (c’est-à-dire Am(ξ)), le théorème précédent
reste valable à condition que la dérivée de ce vecteur par rapport au temps soit nulle :
ξ̇ = 0.
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4.3.3 Analyse de Performances

Comme cela a été souligné dans la première partie de ce chapitre, la qualité du
suivi de la dynamique désirée varie en fonction du paramètre de réglage τ . Ce pa-
ragraphe cherche à quantifier cette qualité de suivi et du paramétrage du correcteur
pour garantir certaines performances. Pour ce faire, on choisit d’étudier le gain in-
duit L2 → L2 existant entre le signal de référence r(t) et l’erreur ep(t) entre le signal
de sortie du système y(t) et la sortie idéale yr(t). On cherche donc la plus petite
borne supérieure Γ au critère J :

J = supr∈L2

||ep||L2

||r||L2

; ||r||L2 6= 0, (4.43)

Du résultat de cette étude découle le théorème suivant :

Theorème 4.4. Le système bouclé formé par le système (4.24), le contrôleur (4.14)
avec (4.15) et la dynamique désirée (3.5) est stable et vérifie J < Γ où J est défini
par (4.47) et Γ est un scalaire fixé , s’il existe une matrice P symétrique et définie
positive telle que la condition suivante soit vérifiée.

(

Ap(t)T P + PAp(t) + CT
ez

Cez
PBp

BT
p P −Γ2Id

)

< 0, (4.44)

avec les différentes matrices définies dans (4.46).

Preuve 4.4. On considère la représentation d’état étendu xp(t) = [xm(t) xe(t) xr(t)]T

prenant en compte le système en boucle fermée [xm(t) xe(t)]T et le système repré-
sentant la dynamique désirée xr(t) :

{

ẋp(t) = Ap(t)xp(t) + Bpr(t)
ep(t) = Cep

xp(t)
(4.45)

avec :

Ap(t) =

(

A(t) 0
0 Ar

)

, Bp =

(

B

Br

)

, CeT
p

=







−Cm

0(1×(n+1))

Cr






. (4.46)

où A(t) et B sont données par (4.17) avec (4.15), et Ar,Br et Cr par :

Ar =



















0 1 0 . . . 0

0 0 1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

. 0
0 . . . . . . . . . 1

−k0 −k1 . . . . . . −kn−1



















, Br =

















0
0
.

.

.

0
k0

















, CT
r =



















1
0
.

.

.

.

.

.

0



















.



4.3 Synthèse de contrôleur avec connaissances limitées 85

D’après [Boyd 94], si :

V̇ + eT
p ep − Γ2rT r < 0.

alors :

J = supr∈L2

||ep||L2

||r||L2

< Γ; ||r||L2 6= 0, (4.47)

En développant la condition V̇ +eT
p ep−Γ2rT r < 0 en utilisant la définition (4.45),

on obtient directement les conditions du théorème. �

Le théorème suivant met en évidence le caractère général du correcteur en af-
firmant que si un système sous la forme (4.24) et d’ordre n est stabilisé par la loi
de commande (4.26) assurant un gain induit L2 → L2 avec une borne supérieure
Γ, alors pour tous les systèmes (4.24) du même ordre il existe un correcteur stabili-
sant de la forme (4.26) assurant les mêmes performances. De plus, ce théorème est
constructif puisqu’il permet également de calculer les paramètres de ces correcteurs.

Theorème 4.5. Si la boucle fermée formée par le système

y(n)(t) = −a0(t)y(t) − . . . − an−1(t)y(n−1)(t) + αu(t), (4.48)

le contrôleur/estimateur
{

ẋe(t) = Ao(τx)xe(t) + Bo1(τx)y(t) + Bo2(τx)r(t)
u(t) = Co(τx)xe(t) + Do1(τx)y(t) + Do2(τx)r(t)

(4.49)

où les différentes matrices sont données par (4.15), et la dynamique spécifiée

y(n)
r (t) = −kx

0 yr(t) − kx
1 ẏr(t) − . . . − kx

n−1y
(n−1)
r (t)

est asymptotiquement stable et assure un gain induit

J = supr∈L2

||ep||L2

||r||L2

; ||r||L2 6= 0,

pour toutes fonctions continues et bornées

ai(.) : Rn 7→ [−ai, ai], i ∈ {0, . . . , n − 1}, (4.50)

alors, la boucle fermée formée par le système

z(n)(t) = −b0(t)z(t) − . . . − bn−1(t)z(n−1)(t) + βv(t), (4.51)

le contrôleur/estimateur
{

że(t) = Ao(τz)ze(t) + Bo1(τz)z(t) + Bo2(τz)w(t)
v(t) = Co(τz)ze(t) + Do1(τz)z(t) + Do2(τz)w(t)

(4.52)
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et la dynamique spécifiée

z(n)
r (t) = −kz

0zr(t) − kz
1 żr(t) − . . . − kz

n−1z
(n−1)
r (t)

tels que
Ao(τz) = γT1Ao(τx)T −1

1

Bo1(τz) = γT2Bo1(τx)
Bo2(τz) = γT2Bo2(τx)
Co(τz) = Co(τx)T −1

1

Do1(τz) = Do1(τx)
Do2(τz) = Do2(τx)
kz

i = γn−ikx
i ; i = 0..n − 1

(4.53)

avec
γ = τx/τz

T1 = diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1)
T2 = diag(1, γ, γ2, . . . , γn−1, 1)

(4.54)

est asymptotiquement stable, tout en assurant le même gain induit J , pour toute
fonction continue et bornée

bi(.) : Rn 7→ [−γn−iai, γn−iai], i ∈ {0, . . . , n − 1}. (4.55)

Preuve 4.5. On dénote epz
(t) = ep(γt). Étant donnée que par définition, la norme

induite L2 d’un signal u est donnée par

||u(t)||L2 =

√

∫ +∞

0
|u(t)|2dt,

on obtient alors :

||epz
(t)||L2 = ||ep(γt)||L2

⇒ =
√

∫+∞
0 |ep(γt)|2d(γt)

En considérant le nouveau changement de variable s = γt,

||epz
(t)||L2 = 1√

γ

√

∫+∞
0 |ep(s)|2d(s)

⇒ = 1√
γ
||ep(s)||L2

De même, on démontre que

||w(t)||L2 = ||r(γt)||L2

⇒ = 1√
γ
||r(s)||L2

Ainsi, le critère à minimiser

J = supr∈L2

||ep||L2

||r||L2
; ||r||L2 6= 0

= supw∈L2

||epz ||L2

||w||L2
; ||w||L2 6= 0
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est le même quelque soit le changement de variable.
La suite de la preuve de ce théorème utilise ensuite les mêmes arguments que la

Preuve 4.1 du Théorème 4.2. �

On se propose d’utiliser ce résultat afin d’offrir une méthode de réglage sous
certaines performances pour une classe de systèmes. Soit l’exemple du système SISO
de second ordre de la méthode de réglage définie dans la Section 4.3.1. En adoptant
le raisonnement décrit dans la Section 4.3.1, on calcule le gain induit maximal, pour
différents domaines de stabilité, assurant la stabilité du système bouclé. Les résultats
obtenus sont illustrés dans la proposition suivante.

Proposition 4.4. Soit J un gain induit donné. Pour tous les systèmes linéaires
SISO à paramètres variables dans le temps bornés décrits par l’équation différentielle
(4.24) avec n = 2 tels que |ai(t)| ≤ a ∀i ∈ 0, 1, il existe un contrôleur stabilisant
assurant J . Ce correcteur est obtenu en déterminant les deux réels τ et Γ(δ) tels que

τ 2−i ∗ a < δ2−i ∀i = 0, 1.

J < Γ(δ),

où δ ∈ [0, δmax] avec δmax et Γ(δmax) sont données en table 4.3. Dans ce cas, le gain
de la dynamique désirée est donné par K = [10−4/τ 2, 0.022/τ ].

Table 4.3 – Le gain induit et borné L2 pour différents δ

δmax 0.001 0.01 0.015 0.025 0.035 0.045 0.055
Γ(δmax) 0.005 0.009 0.015 0.035 0.058 0.097 0.15

δmax 0.065 0.075 0.085 0.095 0.115 0.125 0.13
Γ(δmax) 0.206 0.281 0.376 0.499 0.955 1.545 2.202

4.3.4 Exemple

Soit le système de second ordre :
{

ÿ(t) = 2
3
b y(t) + b sin(y(t))ẏ(t) + u(t)

b = 3
. (4.56)

Supposons que le cahier des charges impose, outre l’assurance de la stabilité de
système, de garantir un gain induit d’ordre J∗

1 = 0.03 puis un gain induit d’ordre
J∗

2 = 3.
Vu que le système (4.56) appartient à la classe des systèmes SISO étudiés dans

la section précédente, nous pouvons affirmer, d’après le Théorème 4.5 qu’il existe un
contrôleur stabilisant sous les performances désirées. Notre but sera donc, d’ajuster
les paramètres de ce contrôleur. Les étapes à suivre sont illustrées dans la table
ci-dessous :
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Table 4.4 – Détermination des paramètres du contrôleur

Étapes Paramètres J∗
1 = 0.03 J∗

2 = 3

Étape 1 γ 0.015 2.202

Étape 2
δmax 0.015 0.13

δ 0.01 0.125

Étape 3
τ 0.0033 0.0417
K [9 6.6] [0.0576 1.528]

On observe, sur la Figure 4.6, l’évolution de la sortie y(t) de ce système bouclé,
de la sortie de la dynamique yr(t), de l’erreur de poursuite ez(t) = yr(t) − y(t) et
de la commande u(t) en admettant dans un premier lieu un τ = 0.0033 et un gain
K = [9 6.6] afin de vérifier le gain induit J∗

1 = 0.03, et ensuite un τ = 0.0417 et un
K = [0.0576 1.528] pour un J∗

2 = 3. D’après cette figure, on constate que, pour le
premier cahier des charges (J∗

1 = 0.03), la référence et la dynamique idéale sont bien
suivies et l’erreur entre la sortie du système et la dynamique idéale est très faible.
Par contraste, pour le second cahier des charges (J∗

2 = 3) l’erreur de poursuite est
plus large. Cependant, la commande u(t) est plus élevée pour les petites valeurs de
τ .
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Figure 4.6 Évolutions de la sortie y(t) du système (4.56), de la sortie de la dyna-
mique yr(t), de l’erreur de poursuite ez(t) = yr(t) − y(t) et de la commande u(t)
pour les gains induits J∗

1 = 0.03 et J∗
2 = 3
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4.4 Conclusion

Ce chapitre a permis l’étude de la loi de commande dite ”sans modèle”. L’utilisa-
tion d’un dérivateur de type filtre a permis l’étude de la stabilité, de la précision, des
performances de la boucle fermée et l’élaboration de méthodes de réglages dans le cas
non linéaire. Bien que ces résultats démontrent l’efficacité de cette loi de commande,
ils se limitent au cas des systèmes non linéaires SISO où il n’existe pas de zéros
invariants et où les termes non linéaires restent bornés. De plus cette loi de com-
mande s’appuie malgré tout sur un modèle et le réglage de cette commande nécessite
quelques connaissances sur le système : l’ordre de la dynamique, une estimation des
bornes des fonctions non linéaires ainsi qu’une estimation du gain d’entrée. On note
tout de même qu’il est possible de régler empiriquement cette loi de commande si
le système n’est pas critique et/ou stable utilisant comme valeur initiale de τ , une
valeur inférieure à la dynamique du système (valeur relevée par essai indiciel).

Ces travaux ouvrent de nouvelles perspectives d’étude : repousser les limites
du modèle, étudier l’influence de dynamiques rapides (i.e. considérer un correcteur
d’ordre inférieur à celui du système), ou encore analyser les effets de l’échantillon-
nage.





Conclusion et Perspectives

Cette thèse a tenté d’apporter une solution à deux types de problèmes liés à
la conception d’une loi de commande stabilisante pour les systèmes non linéaires
mis sous la forme polytopique avec des paramètres variants (prémisses) supposés ni
mesurables ni estimables :

{

ẋ(t) =
∑r

i=1 µi(ξ)(Aix(t) + Biu(t))
y(t) =

∑r
i=1 µi(ξ)Cix(t)

,

où x(t) est le vecteur d’état, u(t) est le vecteur d’entrée et y(t) est le vecteur de
sortie. r est le nombre de sous-modèle. Ai, Bi et Ci sont des matrices constantes qui
représentent respectivement la matrice d’état, d’entrée et d’observation. Les fonc-
tions µi(ξ), supposées ni mesurables ni estimables, sont les fonctions de pondération
en fonction du vecteur ξ des variables de décision qui vérifient la proprieté de la
somme convexe.

Pour notre étude, on a considéré dans un premier temps (Chapitre 2 du manus-
crit) que le modèle du système est connu. Puis, afin de garder au maximum l’aspect
non linéaire de ces systèmes et de s’approcher du domaine d’application réel, on a
supposé dans un deuxième temps (Chapitres 3 et 4) que peu d’informations sur le
système sont disponibles. De plus, pour ces deux études de cas et, pour une sous-
classe de cette famille de systèmes décrite par

y(n)(t) = −a0(t)y(t) − . . . − an−1(t)y(n−1)(t) + αu(t), (E1)
|ai(t)| < ai ∀i = 0..n − 1

où les variables ai ∈ R sont des paramètres inconnus, variables dans le temps, la
preuve de l’existence systématique d’un contrôleur stabilisant a été établie ainsi
qu’une méthode de réglage directe i.e. sans la résolution de conditions LMI néces-
sitant un solveur. On note que toutes nos études pour l’analyse de stabilité et la
synthèse du contrôleur en boucle fermée ont été réalisées principalement grâce à la
théorie de Lyapunov. Les résultats de ces études sont comme suit :

91
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Commande à base de modèle

Au début de notre étude de la synthèse d’une loi de commande stabilisante pour
la classe de systèmes décrite ci-deussus, on a supposé le cas où le modèle du système
est disponible pour l’automaticien c’est-à-dire, que les matrices Ai, Bi et Ci sont
connues. De ce fait, on a choisi une loi de contrôle par retour de sortie linéaire
par observateur linéaire de type Luenberger. Ce choix est expliqué par le fait que
ces observateurs sont connus par leur robustesse (peu sensibles) par rapport aux
variations paramétriques. La linéarité de la loi de contrôle et de l’observateur a offert
l’indépendance de ces derniers vis-à-vis des prémisses supposées non mesurables.

Bien que cette combinaison, contrôleur/observateur, ait présenté des solutions
pour des problèmes de conception là où d’autres résultats plus spécifiques échouent,
elle admet une faiblesse principale liée à l’hypothèse de la disponibilité du modèle du
système. De plus, considérer une loi de contrôle linéaire ainsi qu’un observateur li-
néaire induisent du conservatisme. On note qu’il existe, bien entendu, d’autres failles
relatives aux techniques des estimateurs asymptotiques (observateur) qui peuvent
être liées aux bruits de mesure, au caractère asymptotique de la convergence ainsi
qu’à la difficulté de les mettre en œuvre pour une identification en ligne et en boucle
fermée. Ceci nous mène à poser plusieurs questions :

Question 1. Comment peut on réduire le conservatisme de ces approches ? Compte
tenu qu’en pratique peu d’informations sur le modèle du système sont souvent dispo-
nibles, suffit-il de mettre de l’intelligence dans la loi de commande pour compenser la
méconnaissance du comportement du procédé ? Dans ce cas, quel est le prix à payer
vis-à-vis du cahier des charges imposé ?

Afin d’alléger les hypothèses considérées pour cette étude et essayer de répondre
à ces questions, on a proposé d’étudier dans un second lieu la synthèse d’une loi de
commande basée sur un modèle restreint.

Commande à base d’un modèle restreint

La commande à base d’un modèle restreint ou encore dite ”sans modèle” présente
une alternative permettant de sortir des notions de commande classiques vers une loi
qui exige moins d’information sur le comportement du système. L’idée sous-jacente
consiste à développer une loi de contrôle permettant d’annuler la dynamique du
processus et de la remplacer par celle désirée. Afin d’atteindre ce but, on a proposé
une loi de commande, différente à celle développée par [Join 08a], mais qui est basée
sur le même principe. Cette loi de commande est donnée par [Maal 13, Maal 14] :

Loi de Commande = Dynamique d’Annulation + Dynamique Désirée
u(t) = ûn(t) + ûr(t)

= − 1
α̂
F̂ (t) + 1

α̂
(−KŶ (t) + k0r(t)))
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où F̂ (t) est une estimation de la dynamique inconnue du système en boucle ouverte,
Ŷ (t) est un vecteur composé par les estimations des dérivées successives de la sortie
du système et K est un vecteur composé par les coefficients de la dynamique désirée.
On a constaté donc que cette loi necessite l’estimation de certains paramètres vu que
peu d’informations sur le système sont disponibles. Afin de calculer ces estimations,
on a proposé deux types d’estimateurs : un etimateur non-asymptotique inspiré des
techniques algébriques (Chapitre 3) et un autre estimateur asymptotique basé sur
des filtres (Chapitre 4).

Dérivateurs algébriques

La procédure d’estimation algébrique basée sur l’algèbre différentielle est donnée
par des formules exactes donnant lieu à une convergence non asymptotique. Grâce
à cette approche, on a pu exprimer les paramètres désirés en fonction d’intégrales
itérées de la sortie mesurée et des entrées du système. Tandis que ces estimateurs
ont offert de ”bonnes” estimations où la valeur estimée converge en un temps fini, ils
restent toujours sensibles par rapport aux variations paramétriques. De plus, l’appli-
cation des techniques algébriques nécessite la discrétisation du système initial. Cette
transformation demeure quasi-impossible pour les systèmes à paramètres variables
et inconnus dans le temps par le fait qu’elle nécessite le calcul de la matrice expo-
nentielle d’une matrice variable. Ce sont les raisons pour lesquelles les paramètres
du système doivent être connus et donc, seul les systèmes LTI sont concernés.

Question 2. Est-il possible d’étendre les outils des techniques algébriques pour
contrôler les systèmes non linéaires mis sous forme polytopique avec des paramètres
variants dans le temps ?

D’autre part, ces estimations doivent être réalisées en ligne et dépendent de la
qualité des capteurs, de la complexité des calculs qui augmente en fonction de l’ordre
du système, de la fréquence d’échantillonnage, de la longueur de la fenêtre glissante....
Cependant, selon notre connaissance, aucune méthode de réglage de ces paramètres
n’existait dans la littérature.

Question 3. Est-il possible de développer une méthode de réglage simple des para-
mètres de ces contrôleurs algébriques ? Comment peut on diminuer la sensibilité de
la boucle fermée vis-a-vis des paramètres de réglage ?

Dérivateurs à base de filtres

Afin de conserver au maximum l’aspect non-linéaire du système et d’obtenir des
résultats les plus généraux possible, on a proposé d’étudier une autre version de la
loi de commande à modèle restreint dont la dérivation des signaux a été réalisée à
l’aide des filtres linéaires. Cette approche nous a permis non seulement d’analyser la
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stabilité et de synthétiser un contrôleur/observateur applicable dans le domaine réel
(un exemple pratique a été fourni [Maal 14]), mais aussi de maîtriser les performances
de la sous-classe de systèmes non linéaire décrite précédemment d’un point de vue
respect du cahier des charges [Maal 14].

Bien que ces résultats démontrent l’efficacité de cette loi de commande, ils se
limitent au cas des systèmes non linéaires SISO où il n’existe pas de zéros invariants
et où les termes non linéaires restent bornés. De plus cette loi de commande s’appuie
quand même sur un modèle et le réglage de cette commande nécessite certaines
connaissances sur le système : l’ordre de la dynamique, une estimation des bornes
des fonctions non linéaires ainsi qu’une estimation du gain d’entrée.

Question 4. Est il possible d’être plus dépendant du modèle du système non linéaire
et de développer, sous certaines performances, une loi de commande restreinte avec
des dérivateurs simple à manipuler ?

Question 5. Ces dérivateurs sont certainement moins performants que ceux basés
sur les techniques algébriques.

Est-il possible d’étendre cette approche à d’autres estimateurs ? Dans quelle me-
sure les estimateurs algébriques sont-ils plus performants ?

Extensions

Rappelons tout d’abord que les contrôleurs numériques sont omniprésents, et ont
permis l’explosion des systèmes embarqués et des systèmes de contrôle en réseau.
Dû à leur nature, ils introduisent des phénomènes d’ échantillonnage des signaux
et des dynamiques à temps discret [Astr 84]. Ce problème doit être pris en compte
dans la conception d’un dispositif de commande. Selon la longueur de la période
d’échantillonnage, deux solutions sont souvent adaptées afin d’analyser ces systèmes :

1. Cas Nominal : Lorsque la période d’échantillonnage est suffisamment petite,
le système en boucle fermée peut être considéré comme un système à temps
continu. Dans ce cas, le contrôleur est implémenté dans un dispositif basé
de processeur de telle sorte que les données du capteur ne soient disponibles
qu’aux instants d’échantillonnage. Vue que le contrôleur est linéaire, sa dyna-
mique peut être alors représentée par un modèle continu tout en simplifiant
les conditions de stabilité. Cette méthodologie est applicables même sur les
systèmes LTV (Linear Time Varying).

2. Cas Discret : Si la période d’échantillonnage n’est pas assez petite, trois
alternatives sont possibles :

(a) Alternative 1 : Discrétiser le système initial et travailler en temps discret
[Zhan 01] ;
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(b) Alternative 2 : Envisager la dynamique du temps discret comme un retard
continu par morceau [Frid 88, Astr 95, Frid 92] ;

(c) Alternative 3 : Représenter le système échantillonné sous forme de modèle
impulsif [Hadd 99].

On note ici que tout au long de notre étude, on a considéré que la période
d’échantillonnage était toujours assez faible par rapport à la dynamique du système.
La suite de ce chapitre présente quelques pistes permettant d’offrir des solutions et
de répondre à certaines questions qui n’étaient pas traitées durant notre étude.

Commande à modèle restreint : du continu vers le discret

Cette section vise à étendre les résultats du Chapitre 4 obtenus à partir de l’étude
de la commande à modèle restreint dont le dérivateur est à base de filtres linéaires.
Dans cette partie, l’effet de l’échantillonnage sera pris en considération. Dans ce cas,
l’entrée du système sera donnée par u(sk) et celle du contrôleur par r(sk) et y(sk) où
sk représente les instants de l’échantillonnage. La boucle fermée du système et son
contrôleur peut être donnée en admettant l’état étendu x(t) = [xm(t) xe(t)]T comme
suit :

{

ẋ(t) = A(t)x(t) + Adx(sk) + Br(sk)
y(t) = Cx(t)

avec

A(t) =

(

Am(t) 0
0 Ao

)

, Ad =

(

BmDo1Cm BmCo

Bo1Cm 0

)

, B =

(

BmDo2

Bo2

)

, CT =







0(1×2n−1)

1
0





 .

où les différentes matrices sont définies par (4.15), (4.11) et (4.13) dans la Section
4.2 du Chapitre 4.

Afin de conserver le caractère continu du système, l’approche des systèmes retar-
dés peut être considérée (l’Alternative 2 du cas discret) [Frid 88, Astr 95, Frid 92].

Le contrôleur est implémenté en temps discret dont sa dynamique est considérée
comme un retard continu par morceaux :

sk = t − (t − sk) = t − d(t), ∀t ∈ [sk, sk+1] , k ∈ N,

où d(t) = t − sk représente un retard variable dans le temps induit par le contrôleur
vérifiant 0 ≤ d(t) ≤ h, ḋ(t) ≤ η < ∞ et h = τ/υ, υ ∈ R

∗
+. En adoptant cette

approche, la boucle fermée est remodelée en un système LPV avec un retard variable
comme suit :











ẋ(t) = A(t)x(t) + Adx(t − d(t)) + Br(t − d(t))
x(s) = φ(s), −h ≤ s ≤ 0 (E2)
y(t) = Cx(t)
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où φ(.) est la fonction initiale tel que x(s) = φ(s) ∈ L2 [−h, 0] ≡
{

f(.)| ∫∞
0 fT (t)f(t)dt < ∞

}

.
De nombreux résultats existent concernant la stabilité de cette classe de système.

On se propose de se baser sur les travaux de [Bouk 08] qui considère le cas linéaire.
Une extension de ces résultats pour les systèmes à paramètres variants (LPV)

est donné par le Théorème ci-dessous :

Theorème 1. Le système autonome (E2) est stable s’il existe des matrices P , Q,
R, S symétriques et définies positives, des matrices W1, W2, W3, W4 telles que les
conditions suivantes soient vérifiées :

∀i = 1 . . . N

Ξ =











Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24

∗ ∗ Ξ33 Ξ34

∗ ∗ ∗ Ξ44











< 0.

où pour A(t) ∈ P,

Ξ11 = AT
i P + P T Ai + Q + R − W1 − W T

1 + hAT
i SAi,

Ξ12 = −W2 + W T
1 + PAd + hAT

i SAd,
Ξ13 = −W3, Ξ14 = −W4 + W T

1 ,
Ξ22 = −(1 − η)Q + W2 + W T

2 + hAT
d SAd,

Ξ23 = W3, Ξ24 = W4 + W T
2 , Ξ33 = −R,

Ξ34 = W T
3 , Ξ44 = W4 + W T

4 − 1
h
S.

Preuve 1. La preuve résulte en considérant les fonctionnelles de Lyapunov-Krasowskii
suivantes :

V (x(t)) = V1(x(t)) + V2(x(t)) + V3(x(t)) + V4(x(t))

où
V1(x(t)) = xT (t)Px(t)
V2(x(t)) =

∫ t
t−d(t) xT (s)Qx(s)ds

V3(x(t)) =
∫ t

t−h xT (s)Rx(s)ds
V4(x(t)) =

∫ 0
−h

∫ t
t+θ ẋT (s)Sẋ(s)dsdθ

avec P > 0, Q > 0, R > 0 et S > 0. Ensuite, en procédant de façon similaire à
[Bouk 08] et en utilisant les techniques polytopiques standards, on obtient les condi-
tions de stabilité de ce théorème. �

Une extension des résultats obtenus dans la Section 4.3 du Chapitre 4 liée à
la preuve d’existence systématique d’un contrôleur stabilisant, peut être facilement
établie pour la même sous-classe (E1) de système non linéaire retardé i.e.

y(n)(t) = −a0(t)y(t) − . . . − an−1(t)y(n−1)(t) + αu(t − d(t)), (E3)
|ai(t)| < ai ∀i = 0..n − 1

En fixant le retard, ce dernier résultat ainsi qu’une méthode de réglage directe des
paramètres du contrôleur, pour un système de second ordre décrit par l’équation
différentielle ci-dessus (E3) sont donnés par la proposition suivante :
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Proposition 1. Pour toutes les classes de systèmes linéaires SISO à paramètres
variables dans le temps bornés décrits par l’équation différentielle (E3) avec n = 2
et |ai| < a ∀i = 0, 1, il existe un contrôleur stabilisant la boucle fermée donnée par
(E2). Ce correcteur est obtenu en déterminant le réel τ tel que :

τ 2−i ∗ a < 10−2 ∀i = 0, 1
h = τ/5
K = [10−4/τ 2 0.022/τ ]

La question qui se pose ici est, est-il possible de développer d’autres méthodes
de réglage permettant d’assurer la stabilité ainsi que certaines performances indé-
pendamment à la fois du paramètre τ et de l’échantillonnage ?

Estimateur algébrique : du LTI vers LPV

Cette partie vise l’extension des résultats du Chapitre 3 dont l’alternative 1 du
cas discret (i.e. de discrétiser le système) a été considérée pour qu’ils soient appli-
cable aux systèmes LPV. Dûe à leur nature, l’application des techniques algébriques
nécessite la discrétisation du système initial. Cette transformation demeure difficile
pour les systèmes à paramètres variables et inconnus dans le temps. Afin de résoudre
ce problème et d’étendre l’application de l’approche algébrique aux systèmes LPV,
une des solutions possibles consiste à envisager la dynamique du temps discret du
contrôleur algébrique comme un retard continu par morceau. Cette approche est
similaire à celle considérée dans le paragraphe précédent à la différence que pour ces
estimateurs algébriques le retard devient variable. Dans ce cas, les expressions (3.18)
et (3.19) deviennent :

zi(t) =
M
∑

m=0

Φi(t − dm(t))xTf (1 − t + dm(t)); i ∈ 1, 2

et
∀m = 0..M − 1 dm(t) ∈ [mTh (m + 1)Th]

avec les expressions des Φi(t − dm(t)) appropriées.
Tandis que la variation du retard dm(t) rend souvent le système plus conservatif,

il peut présenter une solution utile pour certaines classes de systèmes LPV.
Des résultats similaires peuvent être obtenus pour un système non linéaire de

second ordre en adoptant cette approche algébrique pour l’estimation de la fonction
”structurelle” F (t) et la dérivée première ẏ(t) à partir du modèle local

ÿ(t) = F (t) + αu(t); F (t) = F.

L’estimation de F et ẏ peut être calculée dans ce cas en appliquant, respectivement,
les opérateurs linéaires différentiels (s−3 d2t

ds2 ) et O−1
4 = (s−4 d

ds
s−1 d

ds
s) .
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Commande Robuste des Systèmes à Paramètres Variables

Résumé : Les travaux de cette thèse portent sur l’analyse de stabilité et la synthèse
de commandes robustes pour les systèmes non linéaires. La conception des contrô-
leurs/observateurs nécessite souvent la connaissance totale ou partielle du modèle
du procédé à contrôler. Néanmoins, l’obtention d’un modèle à la fois exploitable
et suffisamment fidèle est difficile et chronophage, ce qui provoque l’augmentation
du coût total de développement d’un système d’asservissement. Afin de réduire la
quantité ainsi que la qualité des informations nécessaires sur le système, de nouvelles
méthodes de synthèse d’observateurs et de contrôleurs ont été développées dans cette
thèse. En effet, si le modèle est connu, une loi de commande par retour de sortie à
base d’observateur de type Luenberger a été proposée. Dans le cas où peu d’infor-
mations sont disponibles, une loi de commande à modèle restreint (”sans modèle”)
a été développée. Afin destimer létat du système, des dérivateurs/estimateurs non-
asymptotiques tel que les dérivateurs numériques basés sur l’algèbre différentielle ou
encore les dérivateurs asymptotiques tels que les observateurs et les filtres ont été
considérés. Les deux lois de commande proposées ont permis de conserver l’aspect
non linéaire du système ainsi que d’obtenir des résultats les plus généraux que pos-
sible en reformulant les problèmes sous la forme de systèmes polytopiques convexes.

Mots-clés : Cmmande robuste, Systèmes non linéaires, Commande à modèle res-
treint, Polytopes Convexes, Estimateurs/Dérivateurs, Contrôleurs/Observateurs.

Robust Control for Time Varying Parameters Systems

Abstract : This work focuses on the stability analysis and the robust control synthe-
sis for nonlinear systems. The design of controllers/observers ofen require a complite
or partiel knowledge of the process model to control. Nevertheless, obtaining a model
both reable and sufficiently accurate is not only difficult and time-consuming but
also it increases the total cdevelopment cost of a control system. In order to reduce
the quantity and quality of informations required on the system, new methods of
observers and controllers synthesis have been proposed. With known models, an out-
put feedback controller based Luenberger observer was proposed. In case where few
informations are available, a restricted-model (”model-free”) controller is proposed.
In order to estimate the system state, non-asymtotic derivators /estimators based on
differentiel algebra or asymptotic ones such as observers or filters have been consi-
dered. Both of these control laws have allow to maintain the nonlinear aspects of
the system and to obtain general results by reformulating the problem into convex
polytopic systems forms.

Keywords : Robust control, Non-linear systems, Model-free control, Convex poly-
topes, Estimator/Derivator, Controller/Observer.
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