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Résumé

Au travers ce manuscrit, nous proposons une méthode de description exhaustive d’une
microstructure 2D et 3D afin d’en extraire des composantes morphologiques pertinen-
teévs qui seront la base d’une triangulation surfacique. Nous proposons cette structure
triangulaire morphologiquement optimisée comme base d’entrée d’un des nombreux codes
commerciaux de maillage qui utilise comme source d’entrée une description vectorielle
d’une image 2D ou une triangulation surfacique d’une image 3D. Ces outils de maillage
seront utilisés dans le cadre d’un calcul élément fini afin d’évaluer la pertinence morpho-
logique de notre triangulation. La base expérimentale de notre étude est la représentation
discréte d’une image composée de pixels en 2D ou de voxels en 3D. Cette représentation
nous permet d’utiliser des outils de la morphologie mathématique qui par ses concepts
topologiques ou probabilistes, permet une application directe sur les images lorsqu’elles
sont constituées de deux (cas ensembliste) ou de plusieurs phases (cas fonctionnel).

Les descripteurs morphologiques d’une image 2D sont simples et exhaustifs. Une image
peut étre simplement définie par une description vectorielle du contour des objets et éven-
tuellement par des points de rencontre ou de contact entre les différentes phases qui la
composent. La simplicité d’analyse des composantes de I'image en 2D conduit & considérer
la procédure de triangulation d’une image multiphasée comme une variante de celle utilisée
dans le cas d’une image biphasée. Dans le cas 2D, ces outils morphologiques permettent
Iidentification de ces composantes mais aussi d’établir, de facon fidele a la morphologie
des phases, un échantillonnage judicieux de marqueurs morphologiques qui pourront af-
finer la triangulation. En deux dimensions il existe plusieurs méthodes de triangulation
mais il nous a semblé que la triangulation de Delaunay, par son respect morphologique
du contour de chacun des objets, est 'outil le plus approprié pour cette étude. En trois
dimensions, nous scindons le cas biphasé du cas multiphasé. Dans le cas biphasé nous
étudions les limites de la morphologie mathématique dont les outils peuvent encore étre
utilisés dans quelques étapes de la triangulation comme la définition de surface des objets
dans I'image. La triangulation proprement dite sera réalisée par des outils morphologiques
originaux.

Le cas multiphasé est beaucoup plus complexe Les descripteurs morphologiques sont
au nombre de trois. Ils sont définis par la surface de contact entre les phases, les bords de
ces surfaces et éventuellement les points de bords multiples qui sont communs a plusieurs
phases. Ces composantes ne sont plus définissables simplement et uniquement par les
outils morphologiques classiques et ’établissement de nouveaux concepts mathématiques
donnant lieux & des propositions et parfois des preuves, est nécessaire. Ces nouveaux outils
vont nous permettre a la fois de réaliser une description fidele des composantes de I'image,
mais aussi de proposer une méthode originale de triangulation de ces surfaces. On note que
la procédure établie dans le cadre d’une image multiphasée 3D devient, bien évidemment,

applicable dans le cas biphasé 3D.

II1
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Introduction générale

Depuis quelques décennies et dans de nombreux domaines de la recherche et de 'in-
dustrie comme les sciences des matériaux, le médical, la compréhension de phénomeénes
physiques tels que I’étude du comportement de structure, la durée de vie de piéces méca-
niques, la propagation de la chaleur ou la déformation d’un cerveau, nécessitent dans bien
des cas, I’apport du calcul par éléments finis.

Deés lors, la définition d’un maillage précis des objets & étudier est le préambule incon-
tournable pour une démarche optimale des études. Celui-ci permet de réduire I’ensemble
des objets a étudier en un ensemble de points (noeuds) judicieusement répartis permettant
ainsi de diminuer fortement la charge et le temps de calcul. Cette méthode est opposée
a celles des différences finies, méthode sans maillage, trés couteuse en ressources numé-
riques. Lorsque la forme a étudier est un ensemble de surfaces a géométries définies (cercle,
triangle, carré), on réalise alors une CAO (Conception Assisté par Ordinateur) de la struc-
ture, illustré par la figure 1 . C’est ainsi que l'on congoit la quasi totalité des structures

qui nécessitent une compréhension approfondie de phénomeénes physiques.

FIGURE 1 — CAO 3D.

Problématique

Depuis une dizaine d’années, les moyens d’investigation tridimensionnelle des maté-
riaux (Micro tomographie X) ont permis exploration et l'investigation d’objets sur les-
quels il est possible d’étudier la morphologie mais aussi leur comportement.

Il existe une quantité impressionnante de données numériques expérimentales dont la

dimension en terme de quantité d’information a analyser rend inefficace la plupart des
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outils informatiques méme les plus puissants. Par exemple une image issue de la tomogra-
phie X, de dimension 2000x2000x2000 voxels représente 8 Go. Le stockage est multiplié
par 2,8 ou 16 suivant la technique d’acquisition ce qui accroit davantage la capacité nu-
mérique nécessaire . Lors d’un calcul numérique il est déraisonnable d’intégrer la totalité
d’un volume dans un code . L’option de parallélisation des algorithmes offre une possibilité

informatique de traitement.

Ainsi, il apparait I'idée d’un maillage, le nombre de données a étudier est fortement
diminué par sélection judicieuse de points de l'image entre lesquels on approxime une

constante morphologique.

aire motrice
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aire visuelle

primaire

aire visuelle
d'association

aire de Broca >
(dans Ihémisphére gauche)

aire auditive N ot . 1otk
primaire aire auditive d'association
(incluant l'aire de Wemicke

dans I'hémisphére gauche)

(b)

(a)

FIGURE 2 — a) Image MRI d’une téte humaine, b) phases représentatives d’un cerveau, c)
Mousse de Nickel 3D.

Pour autant sur des images expérimentales, la localisation est loin d’étre triviale, la
nature est rarement constituée de formes convexes qui peuvent étre approximées en un

ensemble de formes simples.

C’est précisément dans ce contexte que s’inscrit notre étude qui est la
description morphologique fidéle d’une microstructure dans le but de réaliser
une triangulation de points judicieusement répartis sur la surface de chacune
des phases et cela quelle que soit la dimension bi ou tridimensionnelle, le
nombre de phases et la dimension de I’image. La figure 2 illustre trois exemples
d’images présentant des complexités géométriques a une ou plusieurs phases :

une téte humaine, un cerveau, une mousse de Nickel.
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Objectif de la these

Un objectif de cette these est d’utiliser les outils de la morphologie mathématique dans
I'investigation de microstructures afin de proposer une méthode de triangulation morpho-
logique optimisée considérée soit comme un premier maillage dans le cas 2D, soit comme
une enveloppe surfacique utilisable directement dans un code de maillage volumique.

Dans une problématique de calcul mécanique sur une microstructure expérimentale,
la procédure d’étude comprend 'acquisition d’une image, son éventuel traitement et son
maillage suivi d’un calcul mécanique. Les méthodes actuelles proposent le plus souvent des
méthodes de maillage dont la finesse écarte toute possibilité d’étude d’image de grande
taille au regard du nombre important d’éléments générés. En effet la taille de maille est
a ’échelle du pixel en 2D ou du voxel en 3D. Dans ce cas leur adaptation a un calcul
EF est étroitement liée a une opération de simplification ou de lissage qui est souvent
dommageable pour la morphologie originale de la microstructure.

Nous proposons une triangulation qui a comme double contrainte le respect de la mor-
phologie originale et la proposition d’un nombre raisonnable d’éléments de maillage par
I'introduction d’un pas de triangulation défini soit par un opérateur soit morphologique-
ment déduit de la microstructure.

Un autre objectif de cette these est aussi le développement d’outils morphologiques ori-
ginaux lorsque les opérateurs morphologiques classiques ne sont plus adaptés pour résoudre
les différents obstacles rencontrés dans la problématique de maillage des microstructures.

Cette approche prédomine la problématique du temps de calcul bien que ’ensemble

des procédures établies dans cette theése sont parallélisables.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est scindé en 5 chapitres, dans chacune des sections est exposée notre
procédure automatique de maillage adaptée aux différentes configurations d’une image.

Le chapitre I présente un état de I’art des différentes méthodes de maillage des micro-
structures, ainsi que la dimension 2D ou 3D de l'image. Dans ce cadre, nous présentons
les complexités qui sont parfois des obstacles numériques mais aussi théoriques, que cha-
cune des méthodes doit résoudre. Dans ce chapitre, sont présentées les problématiques
rencontrées dans la littérature liées au nombre de phases de la microstructure.

Le chapitre II expose les principaux outils de la morphologie mathématique qui sont
utilisés pour notre étude de maillage. Nous présentons un bref historique des fonctions, puis
nous introduisons leurs concepts ainsi que leur domaine d’application suivant le nombre de
phases et la dimension de 'image. Ces outils étant définis dans un cadre théorique, nous
présentons leurs reformulations dans le champ discret d’une image. Dans ce contexte,
nous donnons la définition d’une image et nous indiquons la distinction dans le choix des
opérateurs utilisés, uniquement parfois, en fonction du nombre de phases qu’elle contient.

Bien souvent, les opérateurs morphologiques sont multi-dimensionnels.

3
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Le chapitre I1I rassemble les problématiques de maillage des microstructures bi et aussi
multiphasées qui est une variante du cas biphasée. Nous proposons une adaptation mor-
phologique de la triangulation de Delaunay contrainte. Cette triangulation nécessite des
parametres ; nous présentons leurs cadres théoriques et nous proposons leurs adaptation
a un champ discret dans lequel est représentée une image. Afin d’illustrer ces concepts de
triangulation, nous choisissons une image possédant une complexité morphologique relati-
vement prononcée afin de montrer la robustesse des outils morphologiques. Cette image est
adaptée dans les contextes bi et multiphasé. En 2D, les descripteurs morphologiques des
objets de I'image obtenus par notre méthode, suffisent a la construction de la triangulation
de Delaunay contrainte réalisée en post traitement. Elle est ainsi contrainte par des lieux
remarquables de 'image qui garantissent la fidélité morphologique de la triangulation avec
la forme originale de I'image. Bien que non optimale, nous considérons la triangulation
de Delaunay contrainte comme un premier maillage de la structure. Nous testons par dif-
férentes techniques la qualité du maillage obtenu par différents outils comme un calcul
par éléments finis dont I'unique but est la validation de la structure maillée par conver-
gence du calcul EF. Pour conclure sur ce chapitre, nous réalisons, pour chacun des cas bi
et multiphasé, une chaine d’études couvrant l'acquisition d’une image expérimentale,son
traitement, son maillage et le calcul EF, par notre procédure automatique.

Le chapitre IV est uniquement consacré au maillage des microstructures 3D biphasées,
la compréhension théorique du cas multiphasé étant singulierement différente. Nous expo-
sons ici, ’ensemble des opérateurs morphologiques transposables en 3D et utilisés afin de
réaliser la triangulation de la surface de chacun des objets de 'image. Cependant, les réso-
lutions des ambiguités de construction d’une triangulation résolue en 2D n’est plus simple-
ment réalisable en 3D. La troisieme dimension complexifie le cadre théorique d’étude. Ainsi
assez rapidement, il devient nécessaire de construire de nouveaux outils de triangulation.
Le but de cette étude est de réaliser une triangulation surfacique fidele a la morphologie
des objets d’une image avec une densité d’éléments significativement inférieure aux dif-
férentes techniques de maillage rencontrées dans la littérature. Nous vérifions la solidité
de la triangulation en effectuant, par post traitement, une optimisation puis remplissage
tétraedrique dont la base triangulaire est précisément les éléments de la triangulation mor-
phologique. La structure obtenue est le maillage de la microstructure. Nous illustrons notre
méthodologie au travers d’un exemple biphasé morphologiquement complexe, puis nous
généralisons la procédure de maillages sur cas d’enchevétrement morphologique optimal
représenté par un schéma booléen de cylindre sur lequel nous appliquons une procédure
de vérification de maillage par un calcul EF.

Le chapitre V , traite de la problématique de la triangulation des microstructures dans
le cas multilphasé. Dans le cas biphasé 3D, les descripteurs morphologiques 2D étant en
partie transposables en 3D, on obtient alors le contour ainsi que des points de triangu-
lation des objets de I'image. Dans le cas ou la microstructure possede plusieurs phases,
ces opérateurs ne permettent plus d’établir les descripteurs morphologiques nécessaires a

une triangulation. Par exemple, la mitoyenneté des phases complexifie les procédures de
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détection de contour par des choix arbitraires de localisation de la frontiére des phases.
Par conséquent, nous proposons dans ce chapitre la conception théorique d’une nouvelle
approche morphologique consistant & construire les composantes nécessaires a une trian-
gulation d’une microstructure multiphasée. Nous redéfinissons donc la surface des phases
mais aussi leurs bords ainsi que les différents points de bords multiples communs a plu-
sieurs phases. Ces points sont définis comme des invariants de la triangulation, ils sont
sommets des éléments triangulaires, entre lesquels un nouvel échantillonnage sera éven-
tuellement réalisé. La procédure de triangulation établie au chapitre V sera redéfinie dans
ce cadre. Comme au chapitre précédent, nous proposons une triangulation surfacique de
la surface des phases optimisées en nombre d’éléments et fidele a la morphologie de la
microstructure. Un remplissage tétraedrique vérifie la solidité de la triangulation qui est
alors convertie en maillage. Pour illustrer la méthodologie de maillage, nous utilisons une
procédure de schéma booléen de feuilles mortes 3D afin de générer une microstructure
multiphasée sur laquelle sont réalisés la triangulation et le maillage, puis un calcul EF est

réalisé comme application numérique.

5
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Chapitre 1

Etude bibliographique : Maillage
des microstructures des matériaux
hétérogenes 2D et 3D, bi et

multiphasés

Ce chapitre vise a présenter une étude générale, parfois non exhaustive, concernant les
techniques de maillage des microstructures des matériaux hétérogenes 2D et 3D, bi et mul-
tiphasés. Nous exposerons la problématique liée au passage de la représentation numérisée
de la microstructure en un pavage homogene de triangles ou de tétraedres caractéristiques
de la surface ou du volume des phases. Ce chapitre présente la complexité de la description
précise des phases par détection de leur contour afin d’en obtenir une triangulation. Nous
présentons des méthodes géométriques ot le maillage s’adapte a 1'image ou l'inverse, en
conservant 'idée que le maillage ne doit pas étre une modification morphologique de la

microstructure.
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I.1 Introduction

Cette section rassemble & la fois les études de maillage des microstructures bi (Fig.I.1.a)
et multiphasées (Fig.I.1.b) 2D.

(a) (b)

F1GURE 1.1 — Images biphasée (a) et multiphasée (b).

La littérature est disparate en termes de publications, mais il apparait clairement que
de nos jours, le monde industriel et académique sont fondamentalement tournés vers les as-
pects tridimensionnels des images. Il est vrai qu’en 2D les moyens informatiques puissants
peuvent pallier les imprécisions des méthodes avec des temps de calculs raisonnables. Le
cas biphasé ou binaire est le cas le plus simple. On recense dans ce cas quelques publica-
tions originales et il existe de nombreux algorithmes de maillage. Pour les microstructures
multiphasées, la gestion du nombre de phases est plus délicate et dans ce domaine, les

publications ainsi que les algorithmes sont moins abondants.

En 3D, la hiérarchie de la complexité d’étude du maillage liée au nombre de phases est
respectée, le cas biphasée reste plus simple a étudier. Il existe beaucoup de méthodes et
c’est précisément dans ce domaine ou la littérature est la plus prolifique. Il est tres délicat
et trés ambitieux de vouloir rassembler dans un état de l'art une quantité de plus d’un
millier d’articles sur cette thématique de recherche. Les techniques utilisées ont chacune
leurs avantages et leurs inconvénients et dans ce cas le sujet est loin d’étre clos a ce jour.
Retenons la phrase de Alain Rassineux qui appelle & une grande modestie quant a la
méthode a utiliser en disant « L’obtention d’un résultat est le seul moyen d’évaluer la
fiabilité et la qualité de la méthode »

Le cas multiphasé est infiniment plus complexe a traiter. Le chalenge académique se
situe dans ce domaine particulier dans lequel il existe un paradoxe : avec une littérature peu
abondante, 1a aussi, le sujet semble loin d’étre clos méme si quelques auteurs prétendent
avoir trouvé la méthode parfaite et sans faille de maillage. Pour autant, apparaissent sur le
marché quelques codes commerciaux capables de proposer des maillages de bonne qualité

méme si parfois une intervention de 'opérateur est nécessaire.
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I.2 Maillage des microstructures 2D bi et multiphasées

1.2.1 Introduction

Dans cette section, l'aspect bidimensionnel ainsi que la relative simplicité d’analyse
nous permet de regrouper les études de maillage de microstructures bi et multiphasées.
Toutefois, nous distinguons, schématiquement deux méthodes de maillage :

e Les méthodes de maillage surfaciques

e Les méthodes de maillage contraintes par le contour des phases.

Les méthodes surfaciques, sont des méthodes globales de maillage ; la gestion des fron-
tieres de phases est un cas particulier de la méthodologie utilisée.

Les méthodes de maillage contraintes par le contour des phases sont des méthodes
séquentielles. Elles procedent par détection puis la triangulation du contour de chacune
des phases puis un algorithme additionnel réalise, en post-traitement, le maillage des phases

conditionnellement & ce contour.

1.2.2 Méthodes surfaciques
1.2.2.1 Maillage par quadrillage

Cette méthode est la plus simple et encore couramment utilisée. Trés simple a mettre
en ceuvre, elle s’applique a la fois en 2D et 3D sur des mircostructures bi ou multiphasées.
Elle consiste en la superposition sur une microstructure (Fig.I.2) d’une grille réguliere
(Fig.I1.3) a léchelle du pixel lequel étant alors associé a un élément de maillage (type EF |
par exemple). Le résultat donc conduit a un maillage exact de la structure. Cependant le
nombre d’éléments qu’il génere est parfois trés important, une étape de regroupement des
éléments est alors réalisée (Fig. 1.5). Bien que lourde et cotiteuse en ressources numériques,
cette méthode reste assez répandue au sein des laboratoires de recherche. On note aussi,
que les contours des objets suivent la discrétisation en pixel de I'image ce qui induit une
topologie dite en "escalier" ce qui entraine une distorsion importante des éléments et les
résultats d’un futur calcul par éléments finis seront donc localement éronnés a ces endroits.
L’interprétation du calcul devra étre globale et non locale. Un lissage peut étre appliqué
mais la forme initiale des objets peut alors étre affectée. La figure 1.6 est un détail de la

figure I.5.
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F1GURE 1.2 — Image biphasée. F1cURE 1.3 — Grille réguliere.

FIGURE 1.4 — Maillage : un élément F1cURrE 1.5 — Déraffinage du maillage
fini par pixel. par Yams.

La figure 1.6 illustre un effet d’escalier persistant apres remaillage.

FIGURE 1.6 — Effet d’escalier persistant.

1.2.2.2 Maillage par le "morphing" d’une image et d’un maillage

S.Langer et al [Langer, 2001] ont proposé une technique de maillage d’une microstruc-
ture biphasée. Elle consiste a adapter a cette microstructure un quadrillage triangulaire
grossier qui fait office de premier maillage (1.7.a). Ils affinent celui-ci par itérations succes-
sives (I.7.b) jusqu’a ce que I'image et le maillage convergent vers une structure d’équilibre
(I.7.c). 11 attribue alors, une valeur unique d’une phase & un élément du maillage. Cette

procédure a donné lieu a 1’établissement d’un code de calcul "Oriented finite element :
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OOF". On note que le maillage final peut contenir des formes relativement anguleuses.
On note aussi que pour des images multiphasées il sera fort complexe d’attribuer avec

certitude une phase plutét qu'une autre dans le maillage.

(b) O (

FIGURE 1.7 — Maillage par le logiciel OOF : Object Oriented Finite element, (a) superpo-
sition d’un maillage grossier, (b) convergence réciproque de I'image avec le maillage, (c)
maillage de 'image.

La figure Fig. 1.7 présente un maillage qui respecte assez bien la topologie initiale de

I'image lorsque celle-ci n’est pas trop perturbée.

1.2.2.3 Maillage par convergence du maillage sur une forme

Dans un esprit équivalent d’adaptation du maillage & une forme, nous pouvons citer
I'étude de F.Yang [Yang et al., 2011]. La méthode consiste en 1’application d’un premier
maillage sur une forme douce et sans partie anguleuse (Fig.1.8.a), puis les éléments sur le
contour de l'objet sont détectés (Fig.I.8.b) puis ajustés (Fig.[.8.c) de telle fagon que chaque
neeud du maillage coincide avec un point du contour(Fig.I.8.d). La finesse de la méthode

repose sur l'optimisation des triangles qui restent compatibles avec un calcul EF.
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(d)

FIGURE 1.8 — Ajustement du maillage au contour de I'image. (a) Image d’un cercle, (b)
superposition d’un premier maillage et localisation des triangles qui intersectent le contour,
(c) ajustement des noeuds des triangles identifiés sur le contour du cercle, (d) maillage final.

1.2.2.4 Maillage par quadtree

Les premiers développements théoriques du Quadtree remontent dés 1974 avec
R.Finkel [Finkel and Bentley., 1974] qui évoquent déja la généralisation de la méthode
a Ndimension.

La méthode par quadtree est un partitionnement hiérarchique récursif en fonction
du contour d’'une image. Cette technique est applicable & la fois sur des images bi et

multiphasées.
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(a) l (b)

/\;

(d)
(c)

FIGURE 1.9 — Quadtree. (a) motif du découpage en quadtree, (b) parcours de I'image par
le motif, (c) partitionnement hiérarchique de la microstructure, (d) découpage tres fin sur
les bords de I'image

En 2D, le motif élémentaire (Fig.I.9.a) parcourt 'image (Fig.1.9.b) laquelle est sub-
divisée en fonction d’un critere de convergence défini préalablement. Le résultat est la
définition d’un partitionnement hiérarchique de I'image (Fig.I.9.c). Chaque subdivision
génere un grand nombre de données réparties de fagon optimisée dans un arbre numérique
appelé arbre quaternaire en 2D. Par la suite, les cellules sont décomposées en triangles
pour réaliser I'étape de triangulation. Cette triangulation peut véritablement étre considé-
rée comme un maillage. On note que le maillage peut étre tres fin sur le contour de I'image
(Fig.1.9.d).

1.2.2.5 Triangulation duale d’un Voronoi Centroidal 2D

Une autre approche originale a été réalisée par J.Darderne [Dardenne, 2009] sur le
maillage 2D biphasé établi par triangulation duale d’un diagramme de Voronoi centroidal
TVC adapté a la morphologie de 'image par calcul de I’axe médian. Le Voronoi centroidal
est une variation du Voronoi, dans lequel, le barycentre et les centres des cellules sont
confondus. Cela induit, dans le graphe dual, des éléments de triangulation de bonnes

qualités.
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(a) (¢)

FIGURE .10 - (a) image biphasée, (b) Voronoi centroidal 2D, (c) maillage dual du Voronoi
centroidal.

1.2.2.6 La triangulation de Delaunay

Le mathématicien B.Delaunay [Delaunay, 1934] définit la triangulation suivante :

Soit un ensemble de points P aléatoirement répartis dans le plan (Fig. 1.12) , la tri-
angulation de Delaunay est atteinte lorsque a lintérieur de tout triangle n’existe aucun
point de P. Il définit ainsi la théorie du cercle vide en 2D qui se généralise en sphere vide
en 3D :

FIGURE 1.11 — Cercle vide.

Cette triangulation conduit tout naturellement a la définition de I’enveloppe convexe

de ’ensemble des points P Fig. 1.13

1 o]

L 0.9r
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
FI1GURE 1.12 — Points de triangula- FI1GURE 1.13 — Triangulation de De-
tion 2D. launay.

Ainsi, la structure formée peut étre alors considérée comme un premier maillage si
les éléments triangulaires respectent un facteur de forme compatible avec un calcul par

éléments finis et si les points de la triangulation définissent eux méme une enveloppe
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convexe. Dans le cas contraire L.Chen établit une technique projective sur un plan d’une

surface afin de réaliser des maillages de qualité optimale [Chen and Holst, 2011].

1.2.2.7 Maillage par triangulation de Delaunay suivi d’une décimation de tri-

angles

La détection automatique du contour par cette approche est depuis longtemps un sujet
d’étude. Une premiere approche consiste a trianguler un nuage de points de fagon classique

et de procéder ensuite par "décimation" de triangles inappropriés.

J R Schewchuk [Shewchuk, 1935] propose une technique de sélection angulaire des

triangles a décimer.

QRIU

(a) (b) (c)

FiGure L.14 — (a) Image originale , (b) triangulation de Delaunay, (c) décimation des
triangles indésirables.

La figure Fig. 1.14 illustre une sélection judicieuse des triangles, par leur forme, ou

leurs angles. La triangulation obtenue est liée a une triangulation de Delaunay.

Une autre décimation des éléments indésirables de la triangulation de Delaunay est
possible en considérant les éléments de la triangulation comme des objets définis, entre

autres, par leur courbure : les a — objet. [Loménie and Stamon, 2008]

e
«»{#A;i%%aﬂ
\.} 5y

(a) (b) (c)

Ficure L.15 — (a) Image originale , (b) triangulation de Delaunay, (c) décimation des
triangles indésirables.

M kraus [Kraus et al., 2013] reprend en partie ces travaux et adapte la contrainte
du contour de la triangulation de Delaunay & des structures composées de polygones

arbitraires.
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FicURrE 1.16 — Maillage de Polygones.

N.Sukumar [N. Sukuma and Prévost, 2003] applique la triangulation contrainte de

Delaunay sur une image dont les contours non anguleux permettent leurs discrétisa-

tions semi-manuelles par 'utilisateur. Il réalise ensuite une autre étude qui utilise les

voisins naturels d’un diagramme de Voronoi afin de définir un maillage EF de bonne

qualité [N. Sukumar, 2014] . A.Simone reprend les travaux de Sukumar pour montrer

que dans le cas d’une formulation explicite d’un calcul EF, le maillage n’a pas besoin

d’étre conforme a la topologie de la microstructure, un simple maillage quadratique suffit

[Simone et al., 2006]. N.Moes démontre que dans ce cas, une modélisation de fissure 2D

est indépendante du maillage [Moés et al., 1999].

Cependant une méthode similaire a été utilisée par E Héripré [Héripré et al., 2007] ou

G.Bertolino [Bertolino et

al., 2007] afin de réaliser un maillage fidéle & la topologie d’une

image EBSD sur quelques grains dont les contours ont été réalisés semi-manuellement.

FI1GURE 1.17 — Maillage semi automatique d’une image EBSD.

Dans notre étude, au chapitre 11, nous utilisons une métrique différente de la métrique

euclidienne : la métrique géodésique.

A ce titre, dans le cadre géodésique, il existe quelques études comme celle de

E.Papadopoulou [Papadopoulou and Lee, 1998] ou J.Leonidas et S.Oudot qui apportent

une variante géodésique de la triangulation de Delaunay dans le cas plan [Gao et al., 2008],

[Oudot et al., 2010]

I.2.3 Maillage par la détection du contour des phases

La notion de contour de phase est une notion importante car la connaissance de celui-ci

permet de contraindre les algorithmes a répartir les éléments de maillage de part et d’autre
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de cette frontiere. Dans un éventuel calcul de comportement, I'information importante et
problématique, se situe a l'interface des objets. Il est donc nécessaire de fixer le contour

de I'image pour ne pas modifier la forme de départ par des outils de maillage.

1.2.3.1 Problématique liée a la détection du contour des phases

En géométrie, le contour d’une image se nomme isocontour en 2D et isosurface en 3D.

Un isocontour peut étre défini comme étant :

Soit un champ scalaire f(z,y) définissant une surface implicite. L’isocontour est défini

par {z,y} € R?, f(z,y) = c ol c est une constante appelée isovaleur.

La détection de contour d’une surface implicite d’'une image est une technique d’in-
fographie. Apparue deés les années 1970, I'infographie est née du besoin d’établir un lien
entre I'image et la représentation informatique de celle-ci. Cette technique est largement
répandue dans des domaines comme l’'imagerie, les jeux vidéo ou l'architecture.

Par cette technique, la détection du contour des objets revient a étudier un point de
I'image (pixel) et les valeurs numériques des pixels appartenant a son voisinage immédiat
afin d’en définir, éventuellement, une séparation entre eux. C’est ainsi que les méthodes
type "Marching" ont été établies. Treés populaires dans le monde académique et industriel,
ces méthodes permettent de définir I’enveloppe des objets afin d’établir un maillage a
I’échelle du plus petit élément représentatif de ’image : le pixel.

Pour des images bidimensionnelles, la méthode la plus répandue est le Marching Square
(MS). Cependant, la littérature issue de la communauté scientifique est peu fournie en 2D
et les développements actuels se concentrent principalement sur les aspects tridimension-
nels de cette méthode dite du "Marching Cube" (MC) [Lorensen and Cline, 1987].

I.2.3.2 Maillage par la technique du Marching Square (MS)

Le Marching Square est I’approche bidimensionnelle du Marching Cube établi par
W.Lorensen et E.Cline [Lorensen and Cline, 1987]. Cette méthode est plus un algorithme
qu’une mathématique ; son origine n’est pas véritablement définie car la procédure est peu
complexe. C’est une approche dite au pixel qui s’intéresse a la frontiere géométrique entre
plusieurs phases définies localement dans un cube élémentaire (Fig. 1.18.

En dimension 2, le voisinage est une matrice de 2 par 2 pixels. L’algorithme a pour
but de déterminer une frontiére entre les pixels de cette matrice élémentaire (Fig.I1.19

Le MS établit I'isocontour de chacune des phases par parcours de cette petite fenétre de
test sur ’ensemble de 'image. Le nombre de combinaisons a étudier dépendra directement
du nombre de phases de I'image et de la taille de celle-ci. Par cette technique, il apparait,
déja en 2D, que la complexité d’évaluation de la frontiere entre une image binaire et une
images multiphasée est encore plus marquante. Cette complexité aura une incidence directe

sur le temps et la justesse du calcul.
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Pixel 1 Pixel 2

Pixel 3 Pixel 4

(a) (b)

FI1GURE 1.18 — Carré élémentaire du Marching Square.

La figure Fig. [.18.a représente la fenétre élémentaire du Marching Square. Chacune
des couleurs représente une phase de I'image. Pour simplifier la représentation, les phases

de I'image sont symbolisées par des cercles aux quatre coins du carré (Fig.I.18.b) .

Dans le cas 2D biphasé, quatre noeuds du cube ont la possibilité d’étre a 0 ou 1
soit 24 = 16 possibilités. Dans cette configuration la plus simple, il n’existe que deux cas
ambigus : les cas 6 et 11 ou la frontiére est double ainsi que le choix de son positionnement.
Dans le cas multiphasé, ou I'image contient plusieurs composantes de couleur, quatre
neeuds peuvent prendre au maximum quatre valeurs différentes soit 4* = 256 possibilités

avec d’autres cas ambigus.

Dans certains cas, il est possible de décider du positionnement de la frontiére des phases
pour ces cas ambigus, mais parfois, ces cas peuvent empécher ’automatisation compléte
du maillage. L’intervention d’un opérateur est requise pour choisir manuellement la po-
sition de la frontiére. On note que la littérature est quasiment dépourvue de résultats de
maillage d’images multiphasées. Les résultats obtenus proviennent bien souvent de mé-
thodes semi automatiques ou manuelles [Héripré et al., 2007], [Bertolino et al., 2007] . Ce
probléme sera évidemment présent et plus complexe pour le maillage d’images multipha-

sées tridimensionnelles.

Cas1l Cas 2 Cas3 Cas4

Casb
Cas5 Cas 6 Cas7 Cas 8
Cas9 Cas 10 Cas 11 Cas 12

EEEE
® Phase 2

Cas 13 Cas 14 Cas 15 Cas 16

FicURrE .19 — Marching Square binaire en 2D.
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Dans le biphasé, les configurations des pixels (rouge ou vert) autour du carré de re-
cherche s’écrivent simplement (Fig .1.19). Il est fastidieux d’établir les 256 configurations
du multiple Marching Square.

Ce contour va permettre 'opération de maillage a ’échelle du pixel. Comme il a été
possible de définir les frontieres entre les pixels, les cas 1 et 15 permettent aussi d’établir un
élément de maillage car ils sont complétement inclus dans leurs phases respectives. Ainsi,
un élément peut étre défini par le partage du carré en deux par une aréte de celui-ci. Il
existe d’autres techniques de "remplissage triangulaire" a partir de ce contour, mais on
note que le maillage obtenu du contour est par ce principe tres fin. Par ailleurs, comme
il n’existe aucune contrainte de contour, le remaillage peut occasionner des trous ou des
écarts importants de forme entre image et maillage. Le résultat du maillage (Fig.[.20.a) de
la microstructure biphasée (Fig.I.20.b) illustre l'extréme finesse du maillage de la micro-

structure biphasée. Le "dérafinage" du maillage peut induire des écarts topologiques entre

le maillage et I'image (Fig.1.20.c).

(a) (b)

FIGURE 1.20 — Marching Square biphasé. a) Microstructure biphasée, b) premier maillage
fin, c) remaillage.

Sur une microstructure multiphasé (Fig.[.21), les cas ambigus peuvent provoquer la

fusion de grains (Fig.I.22) et laffinage du maillage peut générer des trous dans le maillage
(Fig.1.23).

[
F1GURE .21 — Détail sur FIGURE 1.22 — Premier FI1GURE 1.23 -
I'image multiphasée 2D. maillage. Remaillage.

Par conséquent ’alternative est simple : soit résoudre les cas ambiguiis du Marching
Square, ou soit proposer une investigation différente.

Dans la littérature la premiere solution n’est utilisée que dans le cas biphasé. Dans les
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cas multiphasés, la deuxiéme solution est plus répandue.

1.2.3.3 Meéthode de résolution du Marching Square

Z.Wu [Wu and Sullivan, 2003] résout en 2D tous les cas ambigus du Marching Square

en ajoutant un nouveau "nceud" au centre du carré lorsque celui ci est composé de plus

de trois phases. Cette technique lui permet d’établir une frontiere entre chacun des pixels

[Wu and Sullivan, 2003]. II applique son algorithme & une image provenant de l'image-

rie médicale. Sur cette image les formes sont relativement douces (non anguleuses) et le

nombre de phases est de douze

FIGURE 1.24 — Noeud de la face centrée.

Femoral

Artery
Femoral
Vein

P

Connective
Tissues

FI1GURE 1.25 — Marching Square multiple 2D.

o s 3 Corpus Cavernosum
orpus Spongiosum Spermatic Cord and
Scrotum /—— Ductus Deferens
Femur % -
i ’ Anterior 0
Marrow \mn.h

Cependant, Y.Zhang [Zhang and Qian, 2012b] contredit Wu et Langer car leur mé-

thode, selon elle, n’est pas applicable pour des formes complexes. Depuis 2002, elle étu-

die la résolution des cas ambigus d’abord du Marching Square puis du Marching Cube

[Zhang et al., 2010]. Elle propose une autre approche de subdivision en octree du carré

élémentaire et applique la technique du dual contouring pour recalculer les frontiéres nou-

vellement formées de cet ensemble [Zhang and Qian, 2012a] (Fig.1.26) .

F1cURE 1.26 — Dual contouring.
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1.2.3.4 Meéthode alternative au Marching Square
1.2.3.5 Technique de subdivision des pixels

S. Bischoff [Bischoff and Kobbelt, 2006] propose une subdivision des pixels en subpixels
afin de contourner les cas ambigus et la surdensification est effacée par une étape de

remailliage, cette méthode est applicable aussi en 3D (Fig.1.27).

FI1GURE 1.27 — Subdivision de pixels.

1.2.3.6 Le Marching Triangle

Il est a noter que parce que le Marching Square dérive du Marching Cube et que cet
algorithme inventé par Cline et Owen en 1987 a été soumis au copyright, plusieurs déve-
loppements ont été inventés pour contourner ce brevet. Plusieurs variantes sont apparues

comme le Marching triangle ou la version 2D du Marching diamant.

Le Marching triangle, introduit par A.Hilton [Hilton et al., 1996], dérive du Marching
Square, ou les triangles sont découpés dans le carré élémentaire (Fig.1.28). Les cas a traiter
sont donc plus nombreux et le calcul est plus couteux en mémoire et en temps. Cependant

cette méthode ne contient pas de cas ambigus et I’extraction de I'isosurface est plus précise.
F1Gure 1.28 — Marching triangle.

La version 2D du Marching diamant a été mise au point en 2004 par J.Anderson
[Anderson et al., 2005]. Il procéde par un découpage assez complexe en 2D des triangles
élémentaires. Cette méthode semble tres efficace selon les auteurs mais peu de recherche

évolue dans cette voie.
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1.2.3.7 Maillage par approximation parabolique

On peut aussi citer I’étude de Yang qui propose une approximation parabolique adap-
tative locale sur un nuage de points. Cette approximation est affinée avec une grille hié-
rarchique qui par subdivision itérative permet de discrétiser finement le contour des objets
et de réaliser un maillage de la structure [Yang et al., 2010], [Yang and wan Kim, 2007].
I applique son algorithme en 2D (Fig.1.29) puis le généralise en 3D

Fi1GURE 1.29 — Approximation parabolique du contour.

1.2.3.8 Approche frontale

La technique de maillage frontal est une méthode qui procede par établissement entre
deux points du contour, appelé front, d’un triangle le plus équilatéral possible. Cette
méthode a été introduite en 2D des 1985 par S.Lo [Lo, 1985]. Cette technique nécessite
la connaissance préalable et déterministe du contour des phases car il est nécessaire de
connaitre le voisin immédiat d’un nceud du front.

Il existe plusieurs algorithmes dont voici un exemple. Il procéde en trois étapes :

Tant qu’il existe un front :

e Choisir un élément du front (Fig.I.30.a),

e Identifier un point voisin (Fig.1.30.b),

e Etablir, au mieux, un triangle équilatéral (Fig.1.30.b).

o Itérer le processus (Fig.I.30.c)
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0

(c) (d)

F1cUre 1.30 — Maillage frontal 2D.

Une des problématiques de la méthode est donc la sélection du point du voisinage
du front a considérer pour constituer un triangle. Or le voisin le plus proche n’est pas
forcément a une distance euclidienne minimale ; la recherche du plus proche voisin dépend
de la topologie du front.

Et bien siir, autre difficulté inhérente a la méthode est la gestion des triangles lorsque
deux fronts se rencontrent. En 2D, les configurations de rencontre sont identifiées et des

résolutions existent pour éviter les éventuelles superpositions de triangles (Fig.1.30.d).

I.2.4 Synthese des maillages de microstructure 2D

Le passage en revue de toutes ces méthodes de maillage nous présente les avantages et
les inconvénients de chacune de ces procédures. Dans le cas biphasé, la relative simplicité
d’analyse permet a I’ensemble de ces méthodes, de proposer des maillages triangulaires de
bonne qualité au sens élément fini.

Cependant toutes ne sont pas transposables pour des microstructures hétérogenes mul-
tiphasées et il est fréquent que la méthode dite par quadrillage dans ce cas soit la plus
appropriée quitte a lisser le maillage final afin d’estomper 'effet d’escalier mais en contre
partie, un fort lissage entrainera un écart de forme entre le contour de I'image et le contour
du maillage.

Notons que dans une perspective de calcul numérique, dans certains cas comme en
mécanique des matériaux, I’étude de la déformation peut s’affranchir du maillage de la
microstructure. Par exemple, I’analyse quantitative d’'une image EBSD est suffisante pour

évaluer le comportement du matériau étudié [Choi et al., 2013]
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L’ensemble de ces approches type Marching sont des approches dites au pixel. Cepen-
dant, il n’est pas toujours nécessaire de connaitre tous les points de contour d’une forme
pour réaliser un maillage de celui-ci. En effet, quelques points judicieusement répartis

peuvent permettre I’application de la triangulation de Delaunay par exemple.
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I.3 Maillage des microstructures biphasées 3D

1.3.1 Introduction

Depuis le début des années 70, les progres technologiques dans le domaine médical ont
rendu possible la généralisation tridimensionnelle de la technique d’acquisition d’images
d’un corps soumis & un rayonnement X dont les fondements théoriques et expérimen-
taux remontent au début du XXiéme siecle par la découverte des rayonnements X par
W.Rontgen. Il a obtenu le prix Nobel de physique en 1901 pour ses travaux dans ce do-
maine [Rontgen, 1901].

Des outils comme les premiers tomographes X médicaux initiés par G.Hounsfiled
[Hounsfield, 1973] ont rendu possible les premiéres acquisitions d’images d’un cerveau.
Cependant la grande quantité d’informations que représente une image tridimensionnelle
requiere I’élaboration d’algorithmes toujours plus performants et robustes afin que ces
données puissent étre utilisables d’un point de vue informatique.

Dans des techniques comme la visualisations d’objets dans une image, il n’est pas
nécessaire de connaitre la localisation de la totalité des voxels. En effet, seuls ceux des
contours sont utiles. Il existe plusieurs outils de détection de contour défini sur un en-
semble de voxels. Les premieres études remontent au début des années 80 avec E.Artzy
[Artzy et al., 1981] ou S.W.Zucker [Zucker and Hummel, 1981] qui furent les premiers a
avoir réalisé I'investigation d’un contour d’une image 3D composée de voxels.

En ne conservant que le contour des objets, le volume d’information de I'image est
considérablement réduit. Cependant, le nombre de voxels peut, suivant la topologie de
I'image, rester important et il est nécessaire de simplifier de nouveau 'image. Retirer
des voxels de contour entrainerait la décohésion morphologique de 1’objet d’ou l'idée de
remplacer un ensemble local de voxels par des éléments simples le plus souvent des 2-
simplexe en 3D (Fig.I.31) . L’idée étant de diminuer le nombre d’informations & traiter

tout en estompant I'aspect cubique des voxels.

2-simplexe

Voxel

FI1GURE 1.31 — 2-simplexe entre trois voxels.

Ces éléments triangulaires sont pratiques car ils peuvent aisément étre utilisés comme
base d'un 3-simplexe lors d’'un « remplissage » tétraédrique du contour triangulé. La
structure réalisée peut étre alors considérée, sous certaines conditions de forme de triangles,
comme un maillage. Celui-ci est massivement utilisé de nos jours dans des nombreux
domaines physiques, chimiques ou simplement de visualisation. Ainsi, dans les techniques

ou I'image est un vecteur dans la compréhension de phénomenes physiques, ’ensemble de
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I'image doit étre simplifié et les éléments (voxels) qui la composent sont alors remplacés
par une structure & base de tétraedre ou d’hexaedre. Pour atteindre cette structure de
maillage volumique, d’un point de vue trés schématique, il est possible de dégager deux
grandes familles d’étude.

La premiere approche est une triangulation volumique globale; elle s’intéresse au
maillage tétra ou hexaédrique directe sur 'image biphasée 3D.

La deuxiéeme approche est séquentielle. Dans un premier temps, elle consiste en la
détection du contour des phases sur lequel est réalisée une triangulation de surface, celle-
ci est simplifiée, par regroupement optimisé des éléments triangulaires, afin que dans un
deuxiéeme temps, un mailleur volumique appelé "remplisseur" utilise les triangles de surface
comme base d’un tétraedre lors d’une triangulation volumique tétraedrique.

Ce partage en familles d’études est tres simplificateur car il est fréquent qu'une méthode
soit utilisée conjointement par deux approches.

Dans les deux cas, il est important de souligner qu’il existe des méthodes d’optimisation
de triangulation et de maillage capables d’adapter une premiere approche de maillage en
un résultat utilisable dans un domaine particulier. Nous pouvons citer les codes de calculs
comme Yams développés par P.Frey de 'INRIA [Frey, 2001] qui optimise une premiére
triangulation a une structure adaptée a un calcul par éléments finis. Il est a noter que ce
domaine d’études est un sujet de recherche tres exploré pour lequel de véritables solutions

existent pour optimiser un maillage suivant des critéres géométriques bien établis.

Ficure 1.32 — Remaillage par Yams.

De récentes avancées dans ce domaine permettent la conversion d’un maillage tétra-
édrique en un maillage hexaédrique.

Nous présentons dans cette section les différentes techniques principales de maillage
de microstructures biphasées. Cependant, contrairement au cas multiphasé, la littérature
est loin d’étre exhaustive dans le cas biphasé. Il est tres délicat et tres ambitieux de
vouloir rassembler dans un état de I'art une quantité de plus d’un millier d’articles sur
cette thématique de recherche. Les techniques utilisées ont chacune leurs avantages et leurs
inconvénients et le sujet est loin d’étre clos a ce jour. Retenons la phrase d’ Alain Rassineux
qui appelle a une grande modestie quant a la méthode a utiliser en disant « L’obtention

d’un résultat est le seul moyen d’évaluer la fiabilité et la qualité de la méthode ».
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1.3.2 Maillage volumique

Une triangulation volumique, définie par un pavage tétrahédrique peut véritablement
étre considérée comme un maillage volumique d’une image 3D. L’ambition de cette ap-
proche est de proposer le méme algorithme sur la totalité de I'image, les frontieres de

phases sont étudiées uniquement par un raffinement automatique de la procédure.

Dans cette optique, cette approche peut se concevoir sur des microstructures biphasées
mais la généralisation d’'une approche aux microstructures multiphasées est parfois plus

délicate. Classiquement, trois approches se distinguent dans la littérature :
e Approche frontale
e Approche type Delaunay 3D

e Approche par octree

1.3.2.1 Approche frontale

En 3D, le front initial est déja une triangulation ce qui place cette méthode dans une
approche de "remplissage". Dans le principe, la propagation du front est analogue a la
méthodologie utilisée en 2D ; un calcul d’une normale a un triangle permet de positionner
un nouveau point du front a l'intérieur du contour de ’objet. Le front progresse librement
jusqu’a la rencontre d’'un autre front. Contrairement au cas 2D, en 3D, la gestion du
nouveau front est délicate lors de l'insertion d’un nouveau point aux abords d’un autre
front. La méthodologie de résolution pour éviter une superposition du nouveau tétraedres
est délicate a appréhender. Comme la résolution analytique est complexe, on a souvent
recours aux méthodes dites de convergence qui, parfois, se bloquent dans un front lorsqu’il
est tortueux. Un des points délicats de la méthode en 3D est que I’algorithme rencontre
un point du front formant un polyedre non divisible en tétraedre : c’est le polyedre de
Schonhart [E.Schonhardt., 1928].

Par ailleurs, il semble difficile de concevoir I'adaptation de cette technique pour une

image multiphasée.

1.3.2.2 Approche type Delaunay 3D

Dans ce domaine, les travaux de P.LL Georges, dés le début des années 80, ont lar-
gement contribué a l’adaptation de la triangulation de Delaunay dans la problématique
du maillage [George and Borouchaki, 1997] au sens général ou plus appliqué aux éléments
finis [Frey and George, 1999]. La définition en 3D de la triangulation de Delaunay est sin-
gulierement la méme qu’en 2D : pour un ensemble P de points dans ’espace euclidien
en trois dimensions, une triangulation de Delaunay DT'(P) est réalisée si aucun point de
P ne se trouve dans la sphere circonscrite d'un 3 — simplexe (tétraedre) de DT'(P) . Le

partitionnement de ’espace est réalisé par des tétraedres satisfaisants cette condition.
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e L bTP — A—DT(P)
of o .°’ *°
¢ ° ’o ¢ \
Sphére vide

FiGUuRrE 1.33 — Delaunay 3D.

Comme en 2D, pour des points échantillonnés dans un ensemble, la réunion de ’en-
semble des n — simplexe forme une enveloppe convexe dite de Hull. Cette structure est
donc peu adaptée aux objets concaves. La contrainte de la triangulation est beaucoup
plus délicate dans le cas 3D. En 2D, nous avons présenté un exemple ou une simple dé-
finition vectorielle ordonnée du contour d’un objet suffisait a atteindre une triangulation
contrainte de Delaunay. En 3D, suivant la répartition des points dans ’espace, la condition
de la sphere vide peut étre difficilement respectée. Il existe plusieurs techniques pour pa-
lier a ce probleme. Par échantillonnage, un nombre important de points de triangulation
a la frontiére des objets et conditionnels a une fonction distance C.Dobrzynski propose
un algorithme de forgcage d’une face d’un triangle de Delaunay a étre contrainte par le
contour de l'objet [Dobrzynski, 2005]. II est possible, par des techniques de décimation
d’éléments, de sélectionner uniquement ceux dont le barycentre est inclus dans 1’objet.
Ces techniques peuvent empécher parfois la création de triangles "dégénérés" a surface
faible ou nulle (slivers), inhérents a la construction du diagramme de Delaunay. Dans des
cas ou la morphologie de la microstructure est "douce", J.D.Boissonnat adapte compleéte-
ment la triangulation de Delaunay a la surface des phases. Cette méthodologie fait partie
intégrante du code de calcul libre CGAl C++ [Boissonnat et al., 2002]

P.Georges indique que la triangulation contrainte de Delaunay est encore mal mai-
trisée [George and Borouchaki, 1997]. Il montre lexistence de cas problématiques liés
a cette contrainte qui conduit, parfois, a [’établissement de polyedre type Schon-
hardt, non partitionnable en éléments tétraedriques sans ajout d’un point de J.Steiner

[Steiner and Weierstrass, 1882], dont la localisation est parfois délicate.

Cependant, P1 George, H.Borouchaki parviennent a concevoir une procédure de décou-
page d’un polyedre arbitraire [George and Borouchaki, 2002]. Ils établissent des conditions
de triangulations contraintes de Delaunay 3D [George and Borouchaki, 1997] ; travaux me-
nés en parallele par J.Shewchuk [Shewchuk, 1998].
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1.3.2.3 Approche par octree

La décomposition en octree est la version tridimensionnelle de la décomposition en
quadtree. Sur ce principe en 3D la décomposition cubique des cellules en tétraedres produit
le maillage de la structure (Fig.1.34). Cette méthode a été inventée dans les années 1980 par
D.J.R Meagher [Laboratory and Meagher, 1980] qui apporte une nouvelle représentation
des images sur un ordinateur, ou M.Yerry [M.Yerry, 1983] qui généralise en 3D I’approche
2D du quadtree.

niveau 0 niveau 1 niveau 2

FI1GURE 1.34 — Octree

IL’avantage de cette méthode est que ce découpage est organisé en arbre hiérarchique

dont 'optimisation informatique permet la manipulation d’objets de grande taille.

La procédure algorithmique peut étre décomposée en 4 principales étapes :

e Choix de la taille du motif de 'octree principal

e Décomposition récursive de I'image, suivant ce motif, en cellules dont la taille mini-

male est fixée par un critére d’arrét défini préalablement
e Définition des cellules appartenant a chacune des phases respectives.

e Partitionnement en triangles des cellules de 'octree.

Par cette méthode, ce partitionnement n’est délicat qu’a la frontiére des phases. Ce-
pendant, si elle est trop perturbée, il y aura création d’éléments trop fins car les éléments
s’adaptent de fagon récursive a la topologie. Ces éléments seront par la suite délicats a

fusionner lors d’une éventuelle optimisation de triangulation.

Cette technique, par son arbre hiérarchique optimisé, trouve une utilisation dans la
gestion de données importantes générées par un scan laser pour des techniques de visua-
lisation [Elseberg., 2013].

I.3.2.4 Morphing image/maillage

Récemment, d’autres approches originales apparaissent, comme la convergence réci-
proque adaptative d’un maillage et d’'une image 3D initiée par S.Langer [Langer, 2001]
et généralisée en 3D uniquement pour des images biphasées par V.R Coffman
[Coffman et al., 2012] (Fig.I.35).
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F1cURE 1.35 — Logiciel OOF 3D.

Cette convergence adaptative est réalisée sur une image dont les contours ont été
dépourvus d’irrégularité topologique par le passage d’un filtre du type laplacien.
1.3.2.5 Triangulation duale d’un Voronoi Centroidal 3D

J.Dardenne généralise son étude du Voronoi centroidal en 3D [Dardenne, 2009]
(Fig.1.36.

F1GURE 1.36 — Voronoi centroidal 3D.

En principe cette méthode est établie pour les images multiphasées, mais les auteurs

n’ont pas proposé de résultat.

1.3.3 Maillage surfacique

Cette approche est née du constat qu’il n’est ni informatiquement possible ni utile de
traiter un nombre parfois élevé de données d’une image afin d’en avoir une représentation
visuelle. En effet, dans une image 3D, seuls les voxels de la surface sont utiles pour obtenir
une représentation visuelle. La recherche de la surface des phases devient donc une nécessité
informatique.

La procédure de maillage est donc indirecte ou séquentielle. La premiere étape procede
en une extraction surfacique des objets de I'image. Suivant la méthode, cette extraction
peut constituer une premiere triangulation. Dans d’autres cas, les éléments d’extraction
peuvent étre partitionnés en éléments triangulaires. Quelle que soit la méthode, dans un
deuxieme temps, on applique, sur cette surface triangulée, une procédure de maillage

volumique.
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1.3.4 Extraction des surfaces des phases

Dans le domaine de 'imagerie, nous sommes en présence d’objets discrétisés par des
voxels. Par conséquent, en géométrie et plus précisément en topologie discrete, il est pos-
sible d’établir des notions de frontiére d’objet. Dans cette approche, la frontiere de 1’ob-
jet est définie comme le bord du complexe cellulaire que le modélise [Kovalevsky, 1989]
(Fig.1.37).

F1GURE 1.37 — Composante d’un voxel.

Un complexe cellulaire de dimension 3 complete 'information d’un voxel par un en-
semble de données :

e Surfacique : surfel

e Linéique : lignel

e Ponctuel : pointel

Cette définition permet d’établir des frontieres d’objet interne ou externe en considé-
rant :

o les voxels (Fig.1.38) :

&

Fi1GURE 1.38 — Contour d’une image par des voxels.

ou :
o les surfels (Fig.1.39) :

Fi1GURE 1.39 — Contour d’une image par des surfels.

L’établissement des frontieres d’objet par les surfels offre des bonnes propriétés topolo-
giques. Cette frontiere est rendue fortement connexe afin de respecter le caractere injectif
d’une courbe de C.Jordan [Jordan, 1887] (Fig.1.40).
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F1GURE 1.40 — Paradoxe de Jordan en topologie algébrique.

Par cette technique, D.Boltcheva parvient a la reconstruction par modélisation surfa-
cique d’un objet par son approche sur la modélisation géométrique et topologique d’images
discretes [boltcheva, 2007].

1.3.4.1 Triangulation surfacique

La triangulation de surface n’est pas simple en 3D ; le résultat de 'extraction de sur-
face conduit a un ensemble de voxels de connexité définie sur lequel il est nécessaire
de répartir de fagon judicieuse des triangles. Le terme « judicieux » se décline en plu-
sieurs criteres dont le nombre, la forme, et la taille des triangles. Ces critéres sont mu-
tuellement contraints; il est judicieux de décrire une surface morphologiquement com-
plexe avec un nombre plus ou moins important de triangles les plus équilatéraux possible
(au sens EF) et de taille adaptée a la topologie. Les premieres approches analytiques de
description mathématique d’une image sont apparues dans les années 70. H.N Christian-
sen convertit des lignes de contour ou isolignes en des éléments polygonaux de maillage
[Christiansen and Sederberg, 1978]. E.Keppel approxime déja une surface complexe par
triangulation d’une image [Keppel, 1975]. Il est tres délicat d’approcher analytiquement la
forme d’une image ; des techniques a base de B-splines rationnelles non uniformes (NURBS)
sont utilisées si la topologie de la surface est relativement peu perturbée. En revanche,
lorsque la surface peut se décrire de facon analytique, une forme de triangulation est

possible.

1.3.4.2 Triangulation de surface explicite

Les surfaces explicites sont de la forme y = f(x) ; elles sont faciles a représenter graphi-
quement : de nombreux logiciels sont capables d’évaluer des fonctions du type en balayant
les parameétres et pour obtenir treés rapidement de nombreux points de la surface, et les
ordinateurs actuels disposent de cartes graphiques pouvant afficher le résultat sous n’im-
porte quel angle en temps réel. Dans ce cadre, il est possible d’établir des relations de
voisinage entre les différents points de la surface afin d’obtenir une triangulation.

Les problématiques liées a cette triangulation seront étudiées au chapitre IV.3.1. No-
tons les travaux de G.Leibon [Leibon and Letscher, 2000] qui a formulé sous certaines
conditions d’échantillonnages la formulation d’une triangulation duale d’un Voronoi géo-

désique.
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1.3.4.3 Triangulation des surfaces implicites

Les surfaces, surtout lorsqu’elles sont sont réelles, ne peuvent pas étre définies explici-
tement mais de fagon implicite par une formulation f(z,y,z) = ¢, ou ¢ est une constante
représentative de l'isosurface.

On note que la formulation générale des surfaces est "implicite". Une formulation ex-
plicite d’une surface n’est en fait qu’un cas particulier d’une formulation implicite ou
paramétrique.

Une image, dont la représentation est un champ scalaire, peut étre considérée comme
une surface implicite.

Il existe de nombreuses méthodes pour appréhender la triangulation d’une sur-
face implicite. J.D Boissonnat et D.Attali fixent des conditions d’implantation de
germes sur une surface pour que la complexité d’une triangulation soit linéaire
[Attali and Boissonnat, 2004]. J.D Boissonnat et J.Flototto établissent un systéme de
coordonnées adapté a la topologie locale des points échantillonnés sur la surface
[Boissonnat and Flototto, 2002], [Flototto, 2003], [Boissonnat and Flototto, 2004]. Le ré-

sultat est I’établissement d’un atlas de Voronofi restreint a un espace tangent.

FIGURE 1.41 — Projection surfacique.

Cette méthode est bien adaptée pour des formes dont les courbures sont relativement
douces.

P Frey et H.Borouchaki [Frey and Borouchaki, 1996], [Frey and Borouchaki, 1997] dé-
finissent une formulation d’une triangulation d’une surface implicite composée de 'inter-
section de trois cylindres.

Des études sur des métriques géodésiques appliquées aux points échantillonnés sur

surface ont été réalisées par F.Mémoli [Mémoli and Sapiro, 2006]

1.3.4.4 Meéthodes type Marching

Cette méthode est plus un algorithme qu’une mathématique. Dans cette approche, ’es-
pace est divisé en une partition d’entités élémentaires a géométrie définie (cube,tétraedre,
diamant). Ces entités sont évaluées individuellement et indépendamment. Pour chaque
entité, la valeur de la fonction implicite est évaluée a chacun de ses sommets. Si la fonc-

tion n’a pas le méme signe a tous les sommets de l'entité élémentaire il y a intersection
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de la surface de I'objet par la fonction. Suivant les signes de chaque sommet un certain
nombre de triangles approximant la surface sont générés selon une table de correspondance
prédéfinie. Les sommets de ces triangles sont positionnés sur les arétes des entités élémen-
taires, leur position étant déterminée par interpolation selon la valeur de la fonction aux

extrémités des arétes.

Marching Cube (MC)

Dans le concept, le Marching Cube est la généralisation tridimensionnelle du Marching
Square.

La méthode du Marching Cube a été inventée par W.Lorensen et H.Cline
[Lorensen and Cline, 1987]. Elle a fait 'objet d’un brevet en 1985 pour une durée de 20
ans. Elle est trés massivement diffusée dans le monde académique et industriel. Cette
technique permet de définir 'enveloppe des objets (isosurface) par calcul de l'isosurface
d’une image. La méthode procede par ’étude des valeurs scalaires des voxels du voisinage
immédiat d'un voxel central. En dimension 3, le voisinage est un cube de 2x2x2 voxels
(Fig.1.42). Cette petite fenétre de test va parcourir l'image. L’algorithme a pour but de
définir une frontiére entre les voxels de ce cube élémentaire. La technique du Marching
Cube est donc une technique d’extraction de surface.

Le maillage déduit de cette méthode est a 1’échelle du plus petit élément représentatif
de I'image : le voxel.

Cette technique est soumise a de nombreuses controverses mais sa grande simpli-
cité d’implémentation conjuguée a une grande rapidité d’exécution ont fait d’elle le
coeur des codes de calculs utilisés dans les principaux logiciels de maillage commer-
ciaux actuels et cela méme pour le cas multiphasé (Avizo, Dream3D,Simpleware. .. ).
T.Newman dresse une étude approfondie sur les limites et les améliorations de la méthode
[Newman and Yi, 2006].

Couleur 2 Couleur 2
Couleur 1 Couleur 1
frontiere ?
Couleur 1 Couleur 2
Couleur 2 Couleur 1

F1GURE .42 — Marching 3D biphasé.

Le nombre de combinaisons a étudier dépendra directement du nombre de couleurs ou
phases dans le cube élémentaire. En biphasé, les 8 voxels du cube prennent deux valeurs
scalaires soit 28 = 256 possibilités; par élément de symétrie ce nombre est ramené a 15

dont voici la liste des configurations possibles (Fig.1.43).
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FI1GURE 1.43 — Table d’indirection du Marching Cube [Lorensen and Cline, 1987].

Sur chaque itération du parcours du cube sur 'image, on compare la valeur de I'in-
terpolation linéaire entre la surface locale avec celles calculées préalablement dans les 15
configurations possibles de placement local des voxels sur le cube. La surface de sépara-
tion des phases, appelée isosurface est ainsi construite par I'union de toutes les frontieres
ainsi établies. Les éléments surfaciques générés sont des polygones aisément divisibles en
triangles et donc peuvent directement étre convertis en des éléments tétraédriques pour un
maillage volumique. Cependant le nombre d’éléments produit est parfois élevé. Le rapport
peut étre d’un élément de triangulation, ou plus suivant les méthodes, pour un voxel de
I’image. Ce nombre élevé reste le principal inconvénient de la méthode, qui est commun
avec toutes les approches type Marching qui n’intégrent pas, par construction, de pas de

maillage.

Pour autant, pour diminuer le nombre d’éléments, une étape de simplification du
maillage ou « remaillage » lui est souvent associée. Cette étape est bien sfir délicate et par-
fois, toute aussi coliteuse en ressources informatiques. On peut citer des simplifications de

maillage par approximation polygonale D.luebke [Luebke, 2001] S.Silva [Silva et al., 2007].

Un autre aspect problématique lié a la démarche réside dans le choix de la détermina-
tion parfois délicate de la frontiére entre les voxels du cube. Si d’un point de vue intuitif,
il est simple d’imaginer que dans le cas 0, il n’y pas de frontiére entre les 8 voxels ayant la
méme valeur numérique, que pour le cas 1 la frontiere se place naturellement a la limite de
I'unique voxel de valeur scalaire différente des autres, il est plus délicat pour les cas 3, 6, 7,
10, 12, 13 de placer une frontiére unique entre les voxels (Fig.1.43) . Ces cas sont appelés
cas ambigus, ils conduisent & des erreurs topologiques. Des méthodes de résolution de ces
cas ambigus ont été apportées des la création du MC. G.Wyvillé [Wyvill et al., 1986] ou G
Nielson [Nielson and Hamann, 1991], proposent des approches analytiques afin de décider
du placement des frontieres dans le cube. De nos jours, certains codes de maillage qui
integrent le Marching Cube laissent, parfois, le soin a 1'utilisateur de corriger lui-méme ces

indécisions topologiques.

Un cas pathologique du MC réside dans le fait qu’il peut générer des trous suivant la

configuration des voxels dans le cas biphasé (Fig.1.44).
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hole

FI1GURE 1.44 — Trou d’une des configurations du Marching Cube.

De nombreuses méthodes existent pour remédier a ce trou [Lewiner et al., 2003],
[Cignoni et al., 2000]. G.L. Masala propose de redéfinir les configurations des frontieres
du cube dans le cas biphasé; il en dénombre 21 qui évitent la formation de trous
[Masala et al., 2013]. Il existe d’autres variantes du MC comme le Marching Cube 33
qui, avec une table de correspondance différente, respecte fidelement la topologie de la
microstructure biphasée[Custodio et al., 2013]

Les triangles peuvent étre de mauvaise qualité : "triangles minces". Il existe des mé-
thodes comme celle de C.Dietrich pour générer des triangles du Marching Cube sans ces

cas problématiques [Dietrich et al., 2009]

Marching Tetrahedra (MT)

De ces ambiguités inhérentes a la nature méme du cube, d’autres variantes algorith-
miques sont apparues comme le Marching Tetrahedra (MT). Il a été aussi créé pour
contourner le brevet du Marching Cube. L’algorithme est une variante de celui du Mar-

ching Cube. Le principe est de diviser le cube élémentaire en six tétraedres (Fig.l.45)

0001 0010
0 1000 1o

0100 1000
1011 om

0011 0101 0110
1100 1010 100

FI1GURE 1.45 — Table d’indirection du Marching Tétrahédra.

Comme pour le Marching Cube, les frontieres sont définies par les différentes locali-

sations des voxels sur le tétraedre. Dans le cas biphasé, les quatre sommets du tétraedre
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peuvent avoir le choix entre deux valeurs scalaires donc 2* = 16 configurations possibles.
On peut se ramener facilement a 8 configurations grace aux éléments de symétrie du té-
traedre. L’algorithme est plus simple que celui du MC et surtout, il ne souffre d’aucun cas
ambigu. En revanche, et cela est prévisible, avec cette méthode le nombre d’éléments aug-
mente considérablement. Pour le Marching Cube, il y a au maximum 5 facettes par cube
élémentaire alors que pour le Marching Tétraedre il y a au maximum 6x2 = 12 facettes
par cube élémentaire.

Il faut ajouter aussi que ’anisotropie géométrique d’un tétraedre engendre une aniso-
tropie de maillage qui peut, dans un calcul mécanique, poser quelques problemes d’inter-
prétation. Cependant G.M Treece [Treece et al., 1999] parvient par cette technique & un

maillage fidele a la topologie de la microstructure.

1.3.4.5 Marching Diamond (MD)

Comme son nom l'indique, la fenétre d’étude est de la forme d’un diamant. La détermi-
nation des frontieres est plus précise et surtout symétrique en effectuant une interpolation
barycentrique sur les diamants formés par tétraedres localisés sur chaque bord du dia-
mant. L’isosurface a un caractére plus lissé et plus précis que les précédentes études. J.C
Anderson parvient & une structure de maillage lissée [Anderson et al., 2005]. Cependant

cette méthode inventée en 2006 ne rencontre plus de développement.

I[.3.5 Synthese de I’étude des microstructures 3D biphasées

Au travers de cet état de 'art, il apparait que déja pour des microstructures biphasées
le maillage tridimensionnel est une aventure trés complexe. Toutes les méthodes ont leurs
propres avantages et leurs inconvénients. La génération de cas particuliers empéche parfois
une automatisation des algorithmes.

Concernant les méthodes de maillage volumique direct, 'approche de la triangulation
de Delaunay est séduisante, mathématiquement démontrable en 2D et en 3D. Elle permet
une densité de maille uniforme et optimale suivant une répartition correcte de densité de
points de triangulation. Cependant elle n’est pas adaptée pour une version contrainte 3D,
la gestion des éléments de bord étant tres délicate. L’approche du Voronoi Centroidal est
intéressante car elle permet une adaptation du maillage a la forme de I'image. Cependant,
cette technique reste sensible aux éventuelles aspérités de surface tres fréquentes lorsqu’on
utilise des images expérimentales. C’est le cas pour des images acquises par Tomographie
X qui sont par nature « bruitées ». De méme que pour la recomposition en atlas par
projection sur un plan tangent d’un nuage de points il est nécessaire que la densité de
points, soit suffisante et que le plan de référence soit suffisamment proche pour que la
métrique euclidienne soit utilisable.

Concernant les méthodes de maillage séquentielle, I’extraction de la surface par une
étude topologique ou de voisinage de voxels, permet I'extraction d’une surface fidele a la

morphologie de I'objet a étudier. Dans le premier cas, une étude sur un complexe cellulaire
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peut permettre la modélisation géométrique et topologique du bord d’un objet cohérent
avec les conditions de Jordan [Jordan, 1887]. Sur ce modele, Boltcheva construit une tri-
angulation basée sur la dualité Delaunay/Voronoi. A notre connaissance, cette approche,
bien que tres prometteuse, laisse peu de trace dans la littérature.

Toutes ces raisons expliquent en partie le grand intérét des techniques type Marching
et plus particulierement du Marching cube. Son principal inconvénient est le nombre im-
portant d’éléments qu’il géneére car cette méthode est « fine » par construction. Elle réalise
une triangulation de la microstructure a 1’échelle du voxel. Il est nécessaire de procéder
par une étape "remaillage".

Toutes les techniques qui dérivent du Marching Cube produisent encore plus d’élé-
ments. L’avantage de la levée des ambiguités apportée par le Marching Tetra ne peut
compenser une utilisation encore plus imposante de la densité de maille. Ce qui implique
une étape plus importante de simplification du maillage pour que celui ci puisse étre uti-

lisable lors d’'un calcul EF par exemple.

I.4 Maillage des microstructures multiphasées 3D

Introduction

Le maillage 3D dans le cas de microstructures, présentant plusieurs phases constitue
un challenge pour le monde des mécaniciens en vue de prendre en considération la réa-
lité de la morphologie des matériaux hétérogenes. Ces informations sont nécessaires pour
établir des calculs numériques robustes et adéquats. Pour adapter I'image & un calcul élé-
ment fini, chacune des phases est définie par une loi de comportement physique homogene
(mécanique, thermique, électromagnétique, ...) et une fraction volumique. Les difficultés
rencontrées dans le cas biphasé deviennent parfois insurmontables dans ce cas.

La littérature n’est pas prolifique dans le domaine du maillage de microstructure 3D
multiphasée, toutefois, nous regroupons les différentes approches de maillage surfacique et
volumique.

On distingue deux familles d’études :

e La premiere, la moins répandue, tente d’extraire de I'image des composantes qui
serviront de contraintes géométriques en vue d’une adaptation spécifique a une procédure
de triangulation type Delaunay, par exemple.

e La deuxieme est géométrique : elle a pour but de proposer une triangulation de

chacune des phases en cohérence avec les phases mitoyennes.

I.4.1 Maillage par contraintes géométriques

D.Botcheva contraint une triangulation a étre contenue par des frontieres définies par
une transition de label numérique de chacune des phases. Ces frontieres sont des points
qui par dilatation morphologique (en rouge sur la figure 1.46) constituent une barriére

(protecting balls) qui contraint les triangles & étre placés de chaque coté de la spheére.
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Une triangulation de Delaunay contrainte par les frontieres des phases est donc établie
[Boltcheva et al., 2009].

148°

FIGURE 1.46 — Protect balls.

Cependant, pour des structures hétérogénes contenant des formes a géométrie com-

plexe, ce principe est parfois difficilement applicable.

En science des matériaux, une représentation classique est le graphe de Voronoi en
trois dimensions qui représente assez bien une structure polycristalline que ’on observe a
la surface de certains matériaux (Fig.I.47).

F1GURE 1.47 — Voronoi 3D [Voronoi, 1908a].

Dans une structure polycristalline, les contraintes géométriques sont simples a iden-
tifier : ce sont des points de jonction entre les différentes phases. La parfaite convexité
des phases permet d’approximer les interfaces des phases par des plans. Ainsi, comme

pour une CAQ, il est possible de partitionner chacun des plans en éléments triangulaires
[Quey et al., 2011] (Fig.1.48).
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F1GURE 1.48 — Subdivision de faces des phases.

1.4.2 Maillage par triangulation de Delaunay

L’approche de Delaunay dans le cas des microstructures multiphasées, est rendu com-
plexe par la gestion des interfaces des phases. Néanmoins, sur des surfaces douces, J.P

Pons réussit a trianguler un volume multiphasé [Pons et al., 2007].

[.4.3 Maillage par approximation géométrique de la surface
1.4.3.1 Marching Cube Multiphasé

Dans ce cas, le nombre de combinaisons du cube est désormais : 8 = 16777216 possi-
bilités. Par élément de symétrie, ce nombre peut étre réduit.

Wu parvient a un maillage surfacique de 8 phases d’une microstructure 3D
[Wu and Sullivan, 2003]. P.G Young propose une technique originale de maillage par Mar-
ching Cube Volumétrique EVoMaCs [Young et al., 2008]. Cette procédure est le coeur du

logiciel de maillage Simpleware.

1.4.3.2 Marching tetrahedra Multiphasé

V.Otreppe parvient & mailler une structure multiphasée [d’Otreppe et al., 2012],
[d’Otreppe and Boman, 2010]. Elle combine une méthode de reconstruction de surface
implicite avec un systéme d’extraction de maillage multi-région d’une microstructure mul-

tiphasée.

1.4.3.3 Méthode Hybride
Dual Contouring

Le Dual Contouring est lopération séquentielle du partitionnement en oc-
tree de la microstructure suivie d’une recherche du contour local par une tech-
nique type Marching Cube. Y.Zhang utilise cette technique, résout les am-
bigliités de configuration liées au Marching Cube pour obtenir des maillages
de bonne qualité ,[Zhang and Bajaj, 2006],[Zhang et al., 2005a], [Zhang et al., 2010],
[Zhang and Qian, 2012b]. Puis, elle propose une méthode originale de lissage du maillage
ainsi formé [Zhang et al., 2005b].
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1.4.3.4 Méthode par projection

Sur des surfaces lisses et localement projetables, A.Cachia parvient au partitionnement
de 12 phases sur une microstructure multiphasée [Cachia et al., 2003].
1.4.3.5 Maillage de surface implicite

P.A Fayolle applique la triangulation de Delaunay & des points échantillonnés sur une
surface implicite. Cette procédure est applicable pour les microstructures multiphasées et

le résultat du maillage produit des triangles de bonne qualité [Fayolle and Pasko, 2012]

I.4.4 Synthese de I’étude des microstructures 3D biphasées

Déja complexe dans le cas des microstructures biphasées 3D, le maillage des microstruc-
tures multiphasées comporte un bon nombre d’obstacles a la fois théoriques et techniques.
Une approche unique n’est pas toujours concevable, ainsi dans la littérature, il est fréquent

de relever plusieurs techniques combinées ; le dual contouring en est un exemple.
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Chapitre 11

Outils de la morphologie

mathématique

Dans ce chapitre, nous rappelons, en premier lieu, quelques notions sur les images
ainsi que leurs représentations dans un espace discret. Ensuite, nous présentons les princi-
paux outils morphologiques utilisés pour ’ensemble des études de maillage de microstruc-
tures bi et multiphasées 2D et 3D. Ces outils sont issus principalement de la Morphologie
Mathématique. Nous présentons leurs historiques ainsi que leurs fondements théoriques,
principalement ensemblistes et fonctionnels. L’ensemble des concepts a pour champs d’ap-
plication les images discretes sur lesquelles des composantes morphologiques nécessaires a

une triangulation sont établies.
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II.1 Qu’est ce qu’une image ?

I1.1.1 Généralités

Dans notre étude, nous considérons une image comme étant la composition d’un en-
semble d’éléments indivisibles que ’'on nomme pixels en 2D ou voxels en 3D. Ces éléments
sont présentés sous la forme d’une matrice 2D ou d’un volume 3D ; on parle alors de

matrice image. Chacun de ces pixels ou voxels possede une valeur scalaire unique.

I1.1.2 Représentation d’une image dans un espace discret

Largement utilisée dans le ChapitreV, lors de la triangulation de microstructures mul-
tiphasées 3D, la représentation discrétisée des images, par des pixels 2D ou en voxels 3D,
est le point de départ de notre étude.

Depuis le milieu des années 60, apparaissent les premiers concepts mathématiques
pour l’étude des images; le terme 'Image Processing' apparait dans la communauté
scientifique [Kovasznay and Joseph, 1955]. C’est A.Rosenfeld qui, a partir des années
1960 [Rosenfeld, 1965], a considérablement contribué au développement d’outils mathéma-
tiques, en topologie numérique (terme qu’il a lui-méme inventé) pour établir des concepts
sur la représentation numérisée et informatisée d’une image.

Il étudie une image lorsque celle-ci est représentée dans un espace discret Z? en 2D et
déja Z? en 3D alors que la technologie expérimentale et informatique était a leur début.
On retrouve ses principes dans beaucoup de fondements théoriques de techniques comme
I’analyse d’images, par exemple.

En 2D et en 3D, dans un espace discret, une image composée d’une quantité dénom-
brable d’éléments, par opposition aux objets non dénombrables dans un espace continu
(Fig.I1.1.a). Ces éléments sont des pixels représentant les plus petits éléments indivisibles
d’une image 2D (Fig.I1.1.b) et des voxels dans une image 3D. Leur localisation est don-
née par une position (z,y) en 2D et (z,y,2) en 3D dans le repére orthonormé naturel de

I'image et on leur affecte une valeur scalaire unique.

(a) (b)

FIGURE II.1 — Représentation continue (a) et discrete (b) d’une image 2D.

La figure I1.2 représente deux images dans ’espace continu (Fig.I1.2.a) et dans l'espace
discret (Fig.I1.2.b).
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(a) (b)

FI1GURE II.2 — Représentation continue et discréte (a) d’une image 3D (b).

I1.1.3 Configurations de voisinage
11.1.3.1 Configurations 2D

L’agencement des pixels dans une image est par construction ordonnée et conditionnée
par un assemblage carré de pixels (Fig.I.3) . La nature méme de 'image permet donc
pour un pixel d’avoir deux configurations de voisinages qui induisent chacune une relation

d’adjacence spécifique si deux pixels partagent une face, ou un sommet commun.

(a) (b) () (d)

F1GURE I1.3 — Connexités d'un pixel : (a) pixel central, (b) voisin direct de (a), (c) voisin
axiaux de (a), (d) voisin direct et axiaux de (a).

Soient deux pixels (z,7) et (¢/,5’) sont dits :

e 4 — adjacents s’ils sont voisins axiaux ou forts si :
=]+ i -] =1 (L)
e 8 — adjacents s’ils sont voisins 2D diagonaux ou faibles si :
max(fi— 7|, |j - j']) = 1 (1L.2)

11.1.3.2 Configurations 3D

En 3D, un voxel central possede trois configurations de voisinage chacune donne a
celui-ci, une relation d’adjacence spécifique selon qu’il partage une face, une aréte ou un

sommet avec un autre voxel (Fig.I.4).
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(a) (b) () (d)

F1GURE I1.4 — Connexités d’un voxel, (a) pixel central,(b) voisin direct de (a), (c) voisin
axiaux de (a), (d) voisin faible de (a).

Soient deux voxels (i, j,k) et (7,5, 5) sont dits :

6 — adjacents s’ils sont voisins axiaux ou forts si :
i =l 7=k~ ] =1 (13)
18 — adjacents s’ils sont voisins 3D axiaux ou diagonaux si :
i— | =lj— 7= |k = K| < 2etmaz (i~ 7| [ 7. Jk—K) =1 (L4)
26 — adjacents s’ils sont voisins 3D axiaux, diagonaux ou diamétraux si :
maz ([i—7|, [j = 7|, [k=¥|) =1 (IL.5)

On note que les voxels situés sur les sommets d’un voxel sont appelés voisins faibles ou
naturels (Fig.IL5).

F1GURE I1.5 — Voisins faibles ou naturels.

Dans notre étude, nous nous intéressons plus particulierement a la connexité forte des
voxels par opposition aux connexités axiales et faibles. On définira des métriques associées
a ces adjacences par exemple, nous utilisons au chapitre V la distance dg pour évaluer la
distance entre deux voxels fortement connexes. Le choix de la 6 — adjacence ou ’'adjacence
forte est a la base de nos principaux développements mathématiques.

Ces relations d’adjacences définissent des notions d’objets dans une image binaire :
il est possible de joindre ou de disjoindre un objet suivant ses composantes connexes.

En effet, la figure I1.6.a représente un objet unique en connexité axiale ou faible et deux
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objets distincts en connexités fortes.(I1.6.b). La figure I1.6.c représente un objet unique en

connexité faible mais deux objets en connexité forte ou axiale (Fig.I1.6.d)

. objet 2
objet 1 objet 1 \

.

(b)

™
(a)
objet 1 wierr 2
" =™
(c) (d)

FIGURE I1.6 — Nombre d’objets par connexité.

II.2 Notion de phases d’une image

L’ensemble des valeurs scalaires des pixels ou voxels d’une image est réparti en classes,
que 'on nomme phases. Ces valeurs permettent de distinguer deux familles d’images :

e les images biphasées :

L’image est composée de deux classes de valeur scalaire. Cette image que nous choi-
sissons de nommer X est dite binaire ou biphasée. Dans le tableau I1.7, la colonne X
est la représentation des images 2D et 3D au sens ensembliste. Dans cette représentation,
une phase est le complémentaire ensembliste de ’autre phase. Dans ce cas, cette descrip-
tion permet de définir une notion d’objets sur lesquels il est possible de procéder a des
mesures morphologiques telles que la surface ou le volume. Ces mesures ont été initiées
par O.Minkowski [Minkowski, 1903] puis H.Hadwiger [Hadwiger, 1957]. La notion d’objet
dans ce cas est uniquement liée aux composantes connexes des pixels 2D ou voxels 3D. On
appelle objet d’une image biphasée pour une adjacence définie (4,8-adjacents 2D ou 6, 18,
ou 26-adjacents 3D), ’ensemble des pixels ou des voxels mitoyens & cette adjacence.

e Les images multiphasées :

L’image est composée d’un nombre de classes de valeurs scalaires strictement supérieur
a 2, 'image que nous choisissons de nommer f, est dite numérique, fonctionnelle, & teinte
ou niveau de gris, labélisée ou multiphasée. Dans le tableau I1.7, la colonne f est la

représentation d’images 2D et 3D au sens fonctionnel. Elles sont tres connues dans le
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milieu médical, par exemple, les images acquises par résonance magnétique nucléaire (IRM)
permettent d’obtenir une représentation tridimensionnelle d’un corps soumis a un champ
magnétique. On note que plusieurs phases sont mitoyennes dans I'image. Dans ce cas, a
la frontiére des phases méme si deux pixels ou voxels possedent une composante connexe
forte commune ils sont morphologiquement insécables, seule leur valeur scalaire différente

permet leur distinction.

X f

2D

3D

Ficure I1.7 — Représentation ensembliste ou fonctionnelle d’une image.

I1.3 Lien entre les ensembles et les fonctions

Pour une image multiphasée, on représente donc par f la fonction de répartition du

nombre de valeurs scalaires d’une image en fonction de cette valeur (Fig.I1.8).

Intensité
€0 9

507 fonction de
” ~> répartition f

40 o
30 /V
) -\M,W\/\
0 2’0 ;0 éo

Echantillon

d
g0

Ficure I1.8 — Fonction de répartition de I'image.

On note qu’il n’existe plus dans ce cadre de notion de complémentaire de 'image ni
méme d’objet. (Fig.I1.8)
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J.Serra montre qu’il y a équivalence entre ensemble et fonction en morphologie mathé-

matique. Un ensemble est un cas particulier d’une fonction (Fig.IL.9).

Fonction Empilement
‘ ‘ d'ensembles
Ensembles

> L

Fonction Fonction => Ensembles Ensembles => Fonction

Ficure I1.9 — Equivalence entre ensemble et fonction.

I1.4 Morphologie mathématique

FIGURE I1.10 — Georges MATHERON (1930 — 2000).

La morphologie mathématique a été inventée en 1964 par Georges Matheron(1930-
2000) lors d’une premiére communication sur le sujet [Matheron, 1964a] . Elle regroupe une
partie des concepts liés & la manipulation des ensembles. Ainsi, elle trouve une application
immédiate dans le traitement d’images lorsque la représentation simplifiée d’une image est
associée & un ensemble. Ces opérateurs permettent la description d’un objet placé dans
un espace a une ou plusieurs dimensions. Le volume et la surface sont, entre autres, des
parametres de formes que l'on calcule avec cette mathématique. Le contour d’un objet,
obtenu par dérivation de I'image est un résultat trés important car c¢’est sur celui-ci que

I’on applique en des points particuliers une triangulation et donc le maillage de I'objet.

Lorsque la description d’une image est, au sens ensembliste, plus complexe, la morpho-

logie mathématique permet une description fonctionnelle de I'image.
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I1.5 Meétrique géodésique

Dans cette étude, nous utilisons couramment la métrique euclidienne ("a vol d’oiseaux")
classique en géométrie mais aussi une métrique dépendante du support sur lequel elle
repose : la métrique géodésique.

Les premiers développements sur la métrique géodésique remontent a 1’étude
de J.C Klein sur lanalyse individuelle [Klein, 1976] mais ce sont C.Lantuéjoul,
S.Beucher et F.Maisonneuve qui ont fondé les principales bases de la géodésie
[Lantuejoul and Beucher, 1981], [Lantuejoul, 1982], [Lantuejoul and Maisonneuve, 1983],
[Lantuejoul and Maisonneuve, 1984].

Dans une forme quelconque de R", le calcul de la distance euclidienne ne tient donc
pas compte de la forme de I’objet ni méme des obstacles (vide) d’un point & un autre. En
revanche, étant donné deux points (a,b) dans un compact X C R", il existe toujours un
plus court chemin de a a b qui soit inclus dans X. Cela définit une nouvelle distance, dite
géodésique, restreinte a la référence X, d’ou découle une classe tres riche en opérateurs .
Ces opérations sont toujours isotropes car elles ne mettent en jeu que des boules ou des

disques. La distance géodésique est définie donc comme :

dx(z,y) = min {I(Cyy) : Cry, chemin reliant x a y dans X'} (1I1.6)

X

oy

+inf

FiGgure I1.11 — Distance géodésique.

Cette métrique nous permet de calculer la distance minimale entre deux points d’une
surface quelconque. La figure I1.11 illustre la distance géodésique entre les points x et y,
on note que cette distance est infinie entre x et y' : dx(z,y’) = inf puisqu’ils ne sont pas

dans la méme composante connexe.

I1.6 Quelques opérateurs morphologiques

La liste des opérateurs morphologiques n’est pas exhaustive car elle est en constante

évolution. Dans cette section, nous nous limitons a présenter quelques opérateurs morpho-
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logiques élémentaires utilisés dans notre étude.

Notons que dans notre étude, I’analyse des microstructures biphasées et multiphasées
nécessite, respectivement, 'utilisation des opérateurs ensemblistes et fonctionnels de la
morphologie mathématique.

Suivant la métrique utilisée, la définition des opérateurs peut étre différente. Nous

présentons donc les deux configurations.

I1.6.1 Cas euclidien
I1.6.1.1 Dilatation et érosion

La dilatation et son dual, ’érosion, sont les opérateurs de base en morphologie mathé-
matique. Une grande partie des opérations morphologiques plus complexes dérivent de ces

opérateurs.

Cas ensembliste

La dilatation ensembliste est équivalente & l'addition de H.Minkowski de deux en-
sembles, A et B dans R" [Minkowski, 1896].

A®B={a+blac A, be B} (IL.7)

La dilatation ensembliste est définie par l’addition de I’ensemble X avec 'union de
toutes les intersections des ensembles formés par X et la boule B rayon r et de centre x
(Fig.I1.12).

On note 0p(X) = 0p,,(X)=X & B

05(X)=X& B =U{By,z € X} (IL8)

B est appelé élément structurant. J.Serra est I'un des premier & avoir étudié les proprié-
tés des dilatations binaires en fonction de la forme des éléments structurants, [Serra, 1969],
[Serra, 1972].

La soustraction ensembliste a été introduite par H.Hadwiger. [Hadwiger, 1957]
XoeB={z:B,C X} (1I1.9)

est I'union des intersections de ’ensemble X avec une boule B lorsque B est comple-
tement inclus dans X.
On note Ep(X) =X B

ep(X)=XeB=n{X;,be B} (IL.10)
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B(r,x)

e

dilaté de X érodéde X/

Fi1GURE I1.12 — Dilation et érosion binaire de X.

Cas fonctionnel

J.Serra [Serra, 1975] et A.Rosenfeld [Rosenfeld and Kak, 1976] ont généralisé aux fonc-
tions les opérateurs de dilatation et d’érosion (Fig.I1.13) :

e Dilatation de la fonction f par un segment B de longueur [ centré en x

0pf)(z) = (f & B)(x) = sup [f(z —y)] (IL.11)

ye

e Erosion de la fonction f par un segment B

(epf)(x) = (fe B)(z) = yigg [f(z—y)] (IL12)
Intensité
60 Dilatation
50 A
—> f
40 -
20 4 = Erosion
20
Elément
10 A = structurant B
[s] T T T 1
0 20 40 €0 g0
Echantillon

F1GURE 11.13 — Erosion et dilatation fonctionnelles.
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11.6.1.2 Fermeture et ouverture d’une image

Ces deux opérateurs morphologiques dérivent de la dilatation et de 1’érosion
[Matheron, 1967].

La fermeture morphologique est I'opération séquentielle de la dilatation suivie de 1’éro-

sion ensembliste :

B = 0BER (I1.13)

X eB=[X & B|& B (I1.14)

L’ouverture morphologique est 'opération séquentielle de 1’érosion suivie de la dilata-

tion ensembliste :

0p =EpoB (I1.15)

XoB = [X & B]® B (I1.16)

11.6.1.3 Gradient d’une image
Cas ensembliste

Le gradient morphologique a été introduit par Beucher dans le cas ensembliste et
fonctionnel. 1l relie ce gradient au gradient d’une fonction dans le cas continu et définit
trois gradients [Rivest et al., 1993] :

e Le gradient symétrisé ou gradient épais :
Ce gradient est aussi appelé gradient Laplacien car les deux parties gauche et droite

de la courbe sont sélectionnées par cet opérateur. Le contour de la courbe est double ou

épais.
0X =(X@®B)\(XeB) (I1.17)
e Le gradient supérieur ou gradient par dilatation :
0TX = (X @ B)\X (I11.18)

© 2014 Tous droits réservés. 54 doc.univ-lille1.fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

IT Outils de la morphologie mathématique

e Le gradient inférieur ou gradient par érosion :

9~ X = X\(X © B)

g . (IL.19)
ou 97 (X)=Xn(ep, (X))

Cas fonctionnel

L’équivalence entre ensemble et fonction est conservée pour les opérateurs de dilatation

et d’érosion. On retrouve les trois gradients dans le cas fonctionnel :

g(f) =dp(f) —en(f) (11.20)

Erosion

Original
/

Dilatation

Gradient

FIGURE I1.14 — Gradient fonctionnel symétrique.

On peut choisir de privilégier soit la partie supérieure du gradient (Fig.I1.21 :

gt (f)=6s(f)—f (IL.21)

Original

Dilatation

Gradient

FIGURE I1.15 — Gradient fonctionnel supérieur.

soit la partie inférieure du gradient (Fig.I1.22) :

g (f)=f—eB(f) (I1.22)
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Original

Erosion

Gradient

FI1GURE 11.16 — Gradient fonctionnel inférieur.

I1.6.2 Cas géodésique
11.6.2.1 Dilatation géodésique et Reconstruction géodésique

e Dilatation géodésique

Dans cette section, nous traitons le cas de la dilatation géodésique uniquement dans le
cas ensembliste car c’est I'opérateur que nous utilisons dans notre étude.

Soit 05(X) la dilatation euclidienne de X par la boule B, la dilatation géodésique est
I'intersection de cette dilatation avec X (Fig.I1.17) :

Sx(Y)=68(Y)NX (I1.23)

(11.24)

Dans un ensemble X (Fig.I1.17 a) on implante un germe Y (Fig.I1.17 b). La dilatation
isotrope de Y est contrainte par X (Eq.(I11.23)), (Fig.I1.17 ¢) et ne se propage donc pas au
dela des frontieres de celui-ci. (Fig.I1.17 d).
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X

(d) (c)

F1cure II.17 — Itération de la dilatation géodésique (a) ensemble X initial, (b) implan-
tation de Y dans X, (c) premiere dilatation géodésique de Y conditionnement X, (d)
deuxieme dilatation géodésique.

e Reconstruction géodésique

Contrairement a la dilatation euclidienne, la dilatation géodésique n’est pas extensive

car bornée pas X. On définit I'idempotence de la dilatation géodésique infinie :

L’idempotence d’une fonction f :

[ (@) =Ff (I1.25)
Au sens morphologique :
+oo — 15
oY) = A&Too oxA(Y) (I1.26)
ou :
sP vy =60V () (11.27)

La reconstruction de Y dans X est donc atteinte a l'idempotence de la dilatation

géodésique :
Rx(Y)=0%2(Y) (11.28)
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ox"(Y)

FIGURE I1.18 — Reconstruction géodésique.

La figure I1.18 présente la dilatation infinie de Y conditionnellement a X, I'idempotence
étant atteinte lorsque ’ensemble Y devient stationnaire, les mesures statistiques de Y sont

indépendantes du temps.

I1.6.3 Squelette d’une image

Le squelette d’'un ensemble est équivalent a une ligne médiane a égale dis-
tance des points du contour. Il a été étudié pour la premiere fois par T.Motzkin
[Motzkin, 1936],puis A.Rosenfeld [Park and Rosenfeld, 1971], H.blum [Blum, 1973].
G.Matheron repris ce concept en morphologie mathématique [Matheron, 1978]. Dans
cette approche C.Lantue¢joul en fit une étude approfondie durant sa thése de doc-
torat [Lantuéjoul, 1978], [Lantuéjoul, 1979]. F.Meyer et S.Beucher définissent le sque-
lette dans un espace digital [Meyer, 1985] [Beucher, 1994a],[Meyer, 1988],[Meyer, 1989,
[Meyer, 1990], [Brigger et al., 1994].

Le squelette de ’ensemble X ou endosquelette dans le cas ensembliste est défini par le
lieu des boules maximales inclus dans une forme X. Si é(w, r) C X est une boule ouverte
B de centre x et de rayon r, noté é(r), et vp(e) la fermeture de taille unitaire e = 1 dans le
cas digital, s,(X) représente ’ensemble des centres de boules maximales de rayon r inclus
dans X comme étant I'intersection des érodés de I’ensemble X diminué de la fermeture

unitaire de cet érodé :
S (X) = (&5 (\mee) (€5, (X)) (11.29)
Le squelette Sy(X) de X est I'union de tous ces centres :
SiX) = ) 08 (D ime(Eg (X)) (IL30)

Le lieu des centres des boules B, maximale dans X du squelette S;(X) est établi

lorsque chacune des boules B, est tangente en deux points sur le contour de X (Fig.IT.19
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B(r, %)
) X

B(r;, %,)
— S,(X)

Fi1GURE I1.19 — Squelette de X.

La figure 11.19 présente chaque itération du squelette lorsqu’une boule B, de différents

rayons tangente son contour.

I1.6.4 Détection des points d’extrémité du squelette

En morphologie mathématique, ces points sont des points simples du squelette en trame
digitale définie par M.Schmitt [Schmitt, 1989].

Dans un squelette dont 1’épaisseur est unitaire, les extrémités, points simples, sont
représentées par huit configurations matricielles de fin de ligne Mpg;, codées dans une
matrice élémentaire 3x3 en trame digitale.

Le point central de la matrice représente I'extrémité de la ligne du squelette autour

duquel gravitent les huit possibilités de la localisation du prolongement de celui-ci :

010 0 0 1 000 000 0 00

010 010 0 1 1 010 010

000 000 000 0 01 010 (I1.31)
0 00 0 00 1 00

010 110 010

1 00 0 00 0 00

La détection des points simples s’effectue par la technique du "hit-or-miss" . C’est un
des premiers opérateurs créé par J.Serra qui symbolisera le lancement de la Morphologie
Mathématique [Serra, 1965b], [Serra, 1965a], et [Banon and Barrera, 1991].

Le "hit-or-miss" (HMT) est défini pour les images multiphasées mais peut étre appliqué
dans le cas ensembliste.

La définition de P.Soille : [Soille, 1999] :

Soit B un élément structurant composite composé de B; dont les composantes binaires
représentent le motif élémentaire & identifier et By dont les éléments doivent correspondre
avec le complémentaire de I’ensemble X. Par notation on appelle B = By N By. On note
B = (B, Bs) I'ensemble composite des deux éléments structurants By et By

La transformation par le hit-or-miss H M'T' d’un ensemble X par un élément structurant
composite B est ’ensemble des points x dont 'origine de B coincide avec x, B correspond

avec X quand simultanément Bs correspond avec X¢ (Fig.I1.33) :
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HMTy(X) = {z|(B1), C X, (By), C X°} (I1.32)

Cette technique est composée d’opérations morphologiques élémentaires (érosion, di-
latation). Le "hit-or-miss" noté aussi B ® X est défini par Iintersection ensembliste de

I’érodé de X par B avec I’érodé du complémentaire de X par Bs :

HMT(X)=B® X =¢ep,(X) Nep,(XY) (I1.33)
X HMT (X)
| | Bz
] | |
] | |
| Bl
(a) (b) (c)

Ficure I1.20 - HT M (X), (a) ensemble (X) initial (b) élément structurant composite, (c)
résultat de la transformation du HMT(X)

000 000
Ce produit renvoie | 0 1 0 | sila configuration est identique,ou | 0 0 0 | si
000 000

I’élément structurant composite B ne rencontre pas de correspondance dans X.

La figure I1.20 indique que sur 'ensemble X (Fig.I1.20.a), Popération du HMT(X)
par B (Fig.I1.20.b) conduit a l'identification des objets de X ayant strictement la méme
configuration, en pixel que B (Fig.I1.20 c). Il est important de souligner que la taille des

objets identifiés est un unique pixel.

Ainsi la détection des points simples du squelette qui consiste a identifier I’équivalence
de chaque sous-matrice M; de I'image avec chacune des huit configurations Mpg; de fin de

ligne conduira a I’établissement d’un pixel unique lors de 1’équivalence

I1.7 Calcul des frontieres d’un processus ponctuel

Dans notre étude de triangulation morphologique, il est nécessaire de définir un pro-
cessus ponctuel dans un ensemble, et d’estimer les distances relatives des points de ce
processus afin d’en définir les frontieres. Elles peuvent étre établies directement par le

diagramme de Voronoi ou indirectement par des opérations morphologiques.
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11.7.1 Processus ponctuel

Tres couramment utilisé en morphologie mathématique et plus particuliérement en géo-
statistique, un processus ponctuel, lorsqu’il est uniforme, peut étre décrit par un processus

de Poisson.

Ce processus ponctuel Fig. (I1.21) permet d’implanter des points uniformément dans
un ensemble X dans le cas ou la définition Mes(X) est possible autrement dit que X
est géométriquement mesurable. Ce concept a été inventé puis développé par G.Matheron
[Matheron, 1967] [Matheron, 1975], puis massivement repris par D.Jeulin [Jeulin, 1979]

,[Jeulin, 1991] pour élaborer des structures morphologiques aléatoires (schémas booléens).

La probabilité que n points d’un processus de Poisson de densité 6 appartiennent a un

ensemble X est donnée par :

[0 Mes(X)]"™

n!

P,(X) = exp [—0 Mes(X)] (I1.34)

avec ) = &, et Mes(X) est la mesure de la surface du masque X.

F1GURE I1.21 — Procéssus ponctuel de Poisson.

11.7.2 Diagramme de Voronoi

Le diagramme ou graphe de Voronoi définit des frontiéres d’un processus ponctuel.
Il a été inventé par G.Voronoi au début du 20°™¢ siecle [Voronoi, 1908b]. Ce graphe est

couramment utilisé dans les modeéles morphologiques probabilistes.

Soit X un ensemble de points ou germes ¢ , uniformément répartis dans R?, définissant
ainsi un processus ponctuel de Poisson d’intensité 0, définissant le nombre de germes par
unité de surface ou de volume, le graphe de Voronoi est la représentation en cellules, ou

zones d’influences, de ces germes dans X [Lantuejoul, 2002].
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« g10
g5
.

F1GuRreE 1I1.22 — Cellules de Voronoi des germes g.

La cellule C(z, X) associée au germe g de X est :

X) = RY - in |z — I1.
C(z, X) {xe | o gl < mine h|} (I1.35)

C(z,X) est un polytope convexe limité par un ensemble d’hyperplans qui sont les

médiatrices de chacun des germes pris deux a deux.

Lorsque X est un sous ensemble de R? ou de R3, les cellules du Voronoi sont donc stric-
tement convexes par construction. Pour X simplement connexe, la distance euclidienne est
égale a la distance géodésique; la condition de I'unicité des géodésiques est donc toujours

vérifiée. Il existe un chemin unique reliant un point a un autre.

Dans la suite de la démonstration, nous conserverons ’exemple 2D (Fig : 11.22) dont

la simplicité de la représentation permet la compréhension des concepts morphologiques
3D.

I1.7.3 Fonction distance

La fonction distance permet de calculer les distances entre deux ou plusieurs objets.
Elle a été introduite pour la premiere fois par J.Steiner au milieu du 19°™¢ siecle sous
la forme d’un concept (dilatation par des boules) [Steiner, 1840]. C’est G.Matheron qui
introduit cette fonction en morphologie mathématique [Matheron, 1967] puis A.Rosenfeld

l'applique dans le cas digital [Rosenfeld and Pfaltz, 1966].

M Schmitt définit la version continue de la fonction distance sur X comme étant la
fonction px(x) = d(x, X°¢) = min{d(z,y),y € X}, d(x, X¢) représente la distance d’un
point & son complémentaire, autrement dit a sa frontiére [Schmitt and Mattioli, |.

Au sens morphologique, si I’on définit une distance dans I’espace étudié, on peut asso-
cier a chaque ensemble X le sous ensemble X constitué des points qui sont a une distance
supérieure a A de son centre (Fig.I1.23). La fonction distance représente la transition entre
les ensembles et les fonctions car on attribue a chaque iso-distance d’une itération de la

fonction distance, la valeur scalaire A associée.
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y

F1GURE I1.23 — Fonction distance 2D.

La distance entre deux points est calculée par :

d(z,y) =inf{X:x €dx(y);y € ox(x)} (I1.36)

Si la distance est caractérisée par la famille de disque, les sous-ensembles X sont les
résultats des érosions a l'aide de cette famille de disques (J.serra) : ou dy (y) est alors la

boule de centre y et de rayon A et donc découlent comme propriétés

A> = 0y>9,

N0 < Orgp w, A >0 inégalité triangulaire
{0\, A >0} =1d opérateur identité
zké(y) <=>yké(x) keZ" symétrie

En trame discrete, I’élément structurant B est une matrice 2D ou 3D constituée d’une
unique valeur scalaire 1. Par construction, la dilatation n’est pas isotrope car les éléments
diagonaux en 2D vont se propager v/2 fois plus vite que les éléments horizontaux et ver-
ticaux de la matrice. Pour corriger ce facteur, on affecte des coefficients pondérateurs qui

tendent & rendre la propagation euclidienne dans une trame (Fig.I1.24).

Dilatation simple Dilatation pondérée

111
2D 111
111

111 (V& 2 A3
111 V212
111 BNz B

2 1 \7)
1

1

11
3D 11 {
111 W2 1 42)
111 (2 B
111 2oL
111

Bz B

Fi1GURE 11.24 — Correction de la propagation.
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Germes

(a) (b)

FiGcurek I1.25 — Fonction distance sur germes.

Les zones de plus fortes intensités représentent les valeurs scalaires des distances les plus
éloignées des points initiaux de la propagation (Fig. I1.25.a). Celle ci est par construction
euclidienne. On note le caractere isotrope de la propagation de la fonction distance, plus
apparent en fausses couleurs (Fig. I1.25.b). Cette isotropie dans le calcul des distances
conduit a la construction de frontiéres assurant le caractére convexe des cellules issues des
germes du processus initial. Ces cellules sont identiques a celles du diagramme de Voronoi

sur ces germes.

Cette fonction a été soumise a de nombreux développements numériques et algorith-

miques initiés par L.Vincent [Vincent, 1990].

I11.7.4 Ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux (Ipe) est un opérateur complexe dans la hiérarchie des
opérateurs morphologiques. Elle est fréquemment utilisée dans des procédures de segmen-
tation. Dans notre cas, elle peut étre considérée comme technique de détection de frontieres

de la fonction distance.

Elle a été inventée, dans ce but par S.Beucher et C.Lantuéjoul
[Beucher and Lantuejoul, 1979] et F.Maisonneuve [Maisonneuve, 1982b]. L.Vincent
et P.Soille généralisent ce concept dans un espace digital par un processus d’immersion
[Vincent and Soille, 1991].

La Ipe nécessite la connaissance de marqueurs [Beucher, 1983] ou extremas régionaux

[Maisonneuve, 1982a].

La Ipe est a la base de plusieurs outils élaborés en morphologie mathématique comme
la segmentation d’image. Aussi, F.Meyer a optimisé son algorithme [Meyer, 1991}, mais
aussi S.Beucher par calcul de la [pe par files d’attentes hiérarchiques [Beucher, 1994b] puis

a apporté des corrections & son algorithme [Beucher, 2002]

F Meyer utilise une terminologie propre a la géologie, les lignes de plus fortes intensités
sont les lignes de crétes. Elles représentent ’ensemble des valeurs scalaires des distances
d’un point de I'image aux germes. On représente la fonction distance en pseudo 3D ou sur

Paxe O2 ssentées les val lai i
axe z Sont representees €S valeurs scalalres deS dlStanceS.
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Bassins
lignes de partage versants
des eaux

surface de
la fonction

Minima

F1GURE I1.26 — Représentation de f en pseudo 3D.

Pour un processus ponctuel et dans le cas continu, les frontieres de la fonction dis-
tance coincident donc avec les arétes du graphe de Voronoi géodésique. Cette frontiere est
aussi appelée ligne de partage de eaux (watershed) étudiée au chapitre I1.7.4. Dans cette
représentation se dessinent des bassins versants CB,,; et des vallées qui sont les minimas

locaux m; ils sont aussi les lieux d’implantation des germes g; (Fig.11.26).

f Bassin versant CB,

(mi)

z
v x Minimas locaux M,

y

Fi1GURE I1.27 — Représentation de f en pseudo 3D.

Le principe consiste & inonder cette surface par ses minimas locaux. La Ipe est la digue
ou la fonction d‘étanchéité qui empéche la fusion des eaux provenant de différentes
sources. L’image est partitionnée en deux secteurs différents : les bassins versants et la

ligne de partage des eaux (Fig.I1.28).

© 2014 Tous droits réservés. dOC.UBﬁ-”"e'] fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

II Outils de la morphologie mathématique

Inondation des
bassins versants

Ligne de partage
des eaux Ipe

I z
Idempotence de I'inondation v X Superposition de f etdela Ipe

FIGURE 11.28 — Inondation des marqueurs CB,,;.

Définition

Soit f la fonction de répartition de la fonction distance, et m I’ensemble des minimas
locaux dont le centre est le lieu d’implantation du processus ponctuel. On définit un bassin
versant CB,,; d’'un minimum local m; comme étant I’ensemble de points = € sup (f)
tel que leur distance respective soit plus proche de m; que de tous les autres minimas
régionaux. La ligne de partage des eaux de f , Ipe(f), est 'ensemble des points de la

fonction n’appartenant & aucun bassin versant [Meyer, 1988] :

Ipe (f) = sup (f) N [U(CB; (my)))° (IL.37)

Il est intéressant de constater ’analogie de la Ipe avec celle du squelette. Meyer
[Meyer, 1986] fait la comparaison entre la construction du squelette et un feu de prai-
rie. Supposons que X soit la représentation d’une prairie et qu’a un instant un feu se
propage de tous les points du bord. La vitesse du feu étant égale a 1. Le squelette ap-
pelé aussi fonction d’extinction, est par ce principe 'union des lieux de rencontre de
chaque front. Cette fonction d’extinction est équivalente a la fonction d’étanchéité ou ligne
de partage des eaux de f. Pour un processus ponctuel, la ligne de partage des eaux est

strictement équivalente au diagramme de Voronoi sur ce processus.
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I1.8 Synthese

Dans cette section, nous avons présenté les principaux outils morphologiques qui sont
utilisés dans notre étude. Leur champ d’application est défini dans R™ qui autorise 1'utilisa-
tion de ces concepts pour des microstructures 2D et 3D. Les cas ensemblistes et fonctionnels

sont transposés respectivement en microstructures bi et multiphasés.
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Chapitre 111

Maillage de microstructures
hétérogenes 2D a formes
complexes utilisant les outils de la

morphologie mathématique

Dans ce chapitre, nous proposons le couplage entre une description morphologique
adaptée et optimisée d’une microstructure biphasée avec la triangulation contrainte de
Delaunay. Cette triangulation sera considérée comme un premier maillage de la micro-
structure. L’implantation des points de triangulation est controlée afin d’éviter la forma-
tion de triangles aplatis a surface faible ou nulle que peut engendrer une implantation de
trois point alignés.

Nous associons a cette section, ’étude de la triangulation d’une microstructure multi-

phasée qui dérive directement de la procédure établie pour les microstructures biphasées.
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Préambule

La triangulation de Delaunay est fréquemment utilisée en 2D car elle optimise la qualité
des éléments triangulaires qui la composent par le concept de la sphere vide étudié au
chapitre 1.2.2.6.

La variation contrainte de cette triangulation est trés intéressante car elle permet de
s’affranchir de cette enveloppe convexe par la connaissance exacte du contour et donc de

décrire n’importe quelle surface arbitraire (Fig. I11.1).

P,

10

P

Ficure II1.1 — Triangulation de Delaunay contrainte.

Sur la ﬁgure I11.1 ) le contour est formé de P1P4,P4P8,P8P3,P3P6,P6P7,P7P5’,P5P10,P10P2,P2P1
nol—
respectant ainsi Y. P, P41 = 0. Les points a U'intérieur de ce contour se nomment points
0

internes de triangulation. Il existe de nombreux algorithmes pour réaliser cette trian-
gulation a partir de ces vecteurs L-P.Chew [Paul Chew, 1989]. Une des difficultés de la
triangulation est donc la détermination morphologique de ces vecteurs.

La triangulation de Delaunay nécessite deux étapes :

e définition de la morphologie du contour de I'image

e implantation judicieuse de points a I'intérieur de 'image.

III.1 Triangulation de Delaunay contrainte appliquée aux

microstructures biphasées 2D

I11.1.1 Choix d’une microstructure biphasée
Dans notre démarche, cette étude s’applique sur un ensemble arbitraire X, a forte

complexité morphologique (Fig. I11.2). Les parties entourées indiquent des points de re-

doc.ufi-lille1 fr
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broussement (B), des zones & formes fines (A), et des fortes composantes concaves (B).
L’ensemble X n’est pas simplement connexe; il contient des trous (C), dont 'un est tres
proche du contour extérieur de X occasionnant localement une relative minceur de X.
X est disjoint en deux sous ensembles distincts. la représentation de X dans une trame
discréte est une matrice image biphasée composée d’une phase et de son complémentaire,
respectivement représentés dans la matrice par 1 et 0. Un exemple d’une matrice image

est illustré dans la figure I11.2 a) correspondant & un détail de la forme X.

001000000

A 001100000

phaseo 001110000
~ 001111000

\\\\\\ 000111100
000011110

\ 000001110

phase 1 X TN
~ 001111000
\\\\\\ B 001111100
001111110
001110110
000100110
000001110
000001110

C D

F1GURE II1.2 — Forme arbitraire complexe X

I11.1.2 Détermination morphologique du contour de I’image

La définition vectorielle morphologique du contour d’une image constitue la phase
essentielle de 'approche proposée dans cette étude. Elle nécessite deux étapes majeures.
La premiere consiste a déterminer le contour de chacun des objets de I'image. Par la suite,
on définit les vecteurs dont les extrémités sont placées en des points particuliers de ce
contour.

Dans le cas des images 2D biphasées, le contour est réalisé par la version ensembliste
du gradient de Beucher étudié au chapitre 11.6.1.3.

On choisit le gradient morphologique inférieur car ce sens de dérivation permet de
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rester & 'intérieur de ’ensemble X . La figure I11.3 illustre les différentes étapes nécessaires
pour la détermination du contour de I'image. Le gradient inférieur 0~ (X) (Fig. I11.3.c) est

défini par l’ensemble X (Fig. I11.3.a) diminué de son érodé morphologique £5(X), (Fig.

I11.3.b).
(A) () a7 (X)
//////B(r) . \\t:::>
X
)
 ——
(a) (c)

(A) 001000000 000000000 C 001000000
001100000 000000000 001100000
001110000 n 000100000 001010000
001111000 000110000 p— 001001000
000111100 000011000 000100100
000011110 000001100 000010010
000001111 000000110 000001001

—~
[}
-
—~
)
-~
—
-

F1cURE II1.3 — Gradient morphologique ensembliste et de la matrice image de X.

En trame digitale, le gradient inférieur 0~ (X) résulte de I'intersection ensembliste entre
la matrice image (Fig. I11.3.d) illustré, detail A, avec le complémentaire de la matrice
érosion Fig. I11.3 (e). Le résultat du gradient morphologique est une matrice image binaire
(Fig. I11.3.f) dont les valeurs a 1 correspondent au contour défini par gradient de Beucher.
On note que ce calcul suit I’idée intuitive d’une dérivée classique en considérant comme
nulles les zones d’intensité constante de I'image. Elle donne une valeur scalaire unique a
la frontiere des objets, égale a 1, pour une image biphasée. Cette démarche appliquée a

I'ensemble de 'image X permet de déterminer le contour global (Fig. I11.3.c).

I11.1.3 Echantillonnage des points sur I'image du gradient

Un échantillonnage aléatoire de points dans la matrice image du gradient ne garantit
pas un espacement contrdlé des points. Par ailleurs, pour décrire au mieux la forme de
I’ensemble X, les extrémités des vecteurs doivent étre placées sur des points remarquables
du contour : pointes ou concavités (Fig. I11.4). Pour des formes réelles parfois complexes,
ces points ne sont pas toujours localisables de facon analytique sur des rebroussements ou

des inflexions du contour.
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Point remarquable sur 8™ (X)

< R

9 (X) 9°(X)

(a) )

FIGURE II1.4 — Positionnement de Py sur un point remarquable de X.

La figure III.4.a illustre un mauvais échantillonnage de Py qui entralnera un écart de
forme entre le contour de I'image et le contour de la triangulation. Il est donc nécessaire que
la position des points d’échantillonnages soit contrainte par la topologie de la forme. Sur
la figure I11.4, le point remarquable est une pointe sur laquelle un point d’échantillonnage
doit étre positionné (I11.4.b).

I11.1.4 Détection des points remarquables d’une image

Sur un ensemble X, il y a deux sortes de points remarquables. Ils sont situés sur les

parties convexes ou concaves de X (Fig.ITL.5)

Points remarquables
sur les parties

convexes de X Points remarquables

. T O sur les parties

concaves de X

/
e

\X

© O

O
O

F1GuRE II1.5 — Ensembles des points remarquables sur les convexités(en rouge) et sur les
concavités (en vert) de X
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I11.1.4.1 Points remarquables sur les parties convexes de X
Squelettisation de X :

La localisation des points remarquables sur les convexités de X est réalisée sur le sque-
lette S;(X) de X (endosquelette). La procédure de squelettisation par boules maximales
incluses dans une forme, étudiée au chapitre 11.6.3, est appliquée sur X (Fig.I11.6.c) dont de
détail (Fig.I11.6.b) indique la procédure itérative de la détermination des lieux des boules
maximales. Le résultat est une ligne mince dont chaque extrémité coincide avec chacun

des points remarquables de X (Fig.I11.6.d.

/\/_\

(Xp.1)

Ve X B (X3,13)
. (X3,73)

.8q(X)

(@) (c)

FIGURE II1.6 — Squelette de X

Détection des points simples sur S;(X)

La représentation digitale du squelette est une image dont 1’épaisseur est au plus un
pixel ; on parle de ligne d’un squelette. (Fig.IT1.7.a). On réalise une opération de "hit and
miss", détaillée au chapitre 11.6.4, afin d’extraire les points simples du squelette qui sont

les points remarquables des parties convexes de X (Fig.I11.7.d).

La figure I11.7.b indique que seules les configurations conformes des points simples sont

0 00
considérées ; le résultat du HMT(X) conduit & une sous matrice [ 0 1 0 | localisée
0 00

exactement sur la position du point simple. Une configuration non conforme conduit a une

sous matrice nulle.
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F1cure II1.7 — Détection des points remarquables sur les parties convexes de X.

I11.1.4.2 Points remarquables sur les parties concave de X

Les points remarquables situés sur les concavités de X sont détectés sur le squelette

du complémentaire de X (exosquelette). On réalise donc strictement la méme opération
sur X¢ (Fig.I1L1.8).

X X
Vel Ve
Sq(x°) Sq(x°)
EEEE——
4 !

FI1GURE III.8 — Détection des points remarquables sur les parties concaves de X.

111.1.4.3 Réunion des points remarquables

Les différents points remarquables sont rassemblés dans une image unique (Fig.II1.9.c)
par addition ensembliste des points extraits des convexités (Fig.I11.9.a) et des concavités
(Fig.I11.9.b) de X.
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Sq(X)
e
= Sq(X*)

(a) (b)

F1GURE II1.9 — Points simples sur (a) Sy(X), (b) S¢(X€), (¢) union morphologique des
points sur le gradient 0~ (X).

IT1.1.5 Construction des vecteurs du contour

Entre deux points remarquables successifs, on calcule 581 ) (P;) la dilatation géodésique

itérative unitaire du premier point remarquable P; que ’'on appelle germe géodésique, sur
le contour 9~ (X) jusqu’au deuxiéme point remarquable. A chaque itération i = A, (avec

A = cte pour la démonstration), un nouveau point P;y est établi Eq. (IIL.1) :

Afois
ou st on admet que
def

oc(P;) =(P;® Biy) NG (I1L.1)
alors

Afois

La dilatation est isotrope dans R™ ainsi, si P; est le germe, chaque (52\;(]3,) conduit a
deux directions de propagation possible pour le premier point, i = 0 , 58 )(Po) aboutit &

deux positions possibles de P, (Fig. III.10.a) :

Pour respecter un sens de propagation vectoriel que nous impose la triangulation de

Delaunay contrainte, on choisit un sens arbitraire (Fig. I11.10.b) :

T
Un nouveau point P; 1 est placé et on définit donc un vecteur P; P;41. Sur la Fig. I11.10
e
b, les vecteurs Py P; et PP, sont établis.
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5 (R)
\ 5:(R) P
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@ \ )
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FiGure II1.10 — Construction des vecteurs géodésiques.

On poursuit le processus de construction des vecteurs par dilatation géodésique itéra-

tive jusqu'a idempotence pour fermer ainsi le contour de chaque objet Eq. (II1.2).

8667 (Py) = 8 (Py) (I11.2)

A Tidempotence, on dit que I'on a réalisé une reconstruction géodésique de G par

dilatations géodésiques successives de dimension unitaire Eq. (II1.3).

v6(Pi) = Ra(P;) = 65 (P) (I11.3)

La Flg 11110 b indique que l’idempotence géodésique est at teil’l‘e é\l la COHS‘I‘UCHOD de
P P

Ces vecteurs construits par dilatations géodésiques sont appelés vecteurs géodésiques.

Remarque sur la métrique euclidienne

Il est important de remarquer que seule la reconstruction du contour par dilatation
géodésique itérative permet d’établir les vecteurs de contour. En admettant qu’il existe une
méthode pour échantillonner & intervalle régulier des points sur G il est délicat d’établir
un chemin vectoriel par simple calcul du plus proche voisin d’un point d’échantillonnage
sans risquer de commettre une erreur euclidienne de voisinage.

Si on prend un faible taux d’échantillonnage, cette erreur est encore plus importante.
La figure I11.11 en est un exemple.

Soit Py son voisin euclidien le plus proche est Pj, le vecteur ]ﬁ est établi. En revanche,
par rapport a P, P, est plus proche de lui que P», I’établissement du vecteur ﬁ est
une rupture dans la définition vectorielle du contour(Fig. I11.11.b).

Ce probleme est en partie résolu si la ligne de contour est non anguleuse, "douce". Elle

peut alors étre approximée par une fonction [Yang et al., 2010].
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(a) (b)
Fi1GURE II1.11 — Erreur euclidienne.

I11.1.6 Echantillonnage adaptatif des points de triangulation

Pour assurer une bonne définition du contour, la localisation des points remarquables
est une condition nécessaire mais pas suffisante. Il est en plus nécessaire que la courbe
polygonale vectorielle ainsi établie, doive rester injective ; elle ne doit pas se recouper elle
méme, respectant ainsi le principe de la courbe de Jordan [Jordan, 1887] illustrée Fig.
I11.12 a. Par exemple, pour une courbe de Jordan I' quelconque dans R?injective par
définition, la courbe polygonale induite par des points de discrétisation trop éloignés crée

un vecteur, en rouge sur la Fig. I11.12, qui rompt le caractere injectif de la courbe.

" o (X)

= \//(/,/;
AV

FIGURE II1.12 — Erreur de non injectivité.

La figure Fig. I11.12 illustre un cas de non injectivité de la courbe de Jordan par
I’établissement du vecteur ]ﬁ; qui coupe les vecteurs ]TP; et ]TP(?-

Cette singularité est détectée lorsque qu’il existe un rapport k entre la distance eucli-
dienne et la distance géodésique trop élevé. En pratique, il ne doit pas excéder le triple de

la distance euclidienne :

dx (z,y) =k (z,y)d(z,y) ou 1<k<3 (I11.4)
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Au sens morphologique, la détection des parties fines du contour de X est réalisée par
I'intersection ensembliste du contour de X et du complémentaire de X diminué de son

ouverture de taille r.

P(X) =8~ (X)N (X N(X0B,)°) (IIL5)

Le rayon r de la boule B permet la localisation de zones fines (Fig : II1.13.a) sur
lesquelles on réalise une densification Ay = 2A pour que la courbe polygonale garde son
caracteére injectif (Fig.I11.13.b).

/ P
/'
g 6(X) //A
_P(X) \\& /
2&
(a) (b)

F1gureg II1.13 — Echantillonnage adaptatif.

II1.1.7 Implantation des points dans X

La deuxiéme étape de la triangulation contrainte de Delaunay consiste en la répartition
uniforme de points dans ’ensemble X . Pour étre utilisable lors d’un calcul EF, les triangles
doivent tendre vers une certaine "équilarité".

Dans notre cas ou X n’est pas géométriquement défini, le processus ponctuel de
Poisson évoqué section I1.7.1 peut étre établi simplement. C.Lantuéjoul, redéfinit un
processus d’implantation ponctuelle uniforme a lintérieur d’'un ensemble quelconque
[Lantuejoul, 2002]. La procédure du Hit an Run de C.Lantuéjoul en 2D, illustrée figure
IT1.14.a, commence par 'implantation d’un point x; lorsque 'intersection d’une droite L;
passant par ce point avec le contour de I'image 0~ (X) est non vide : L; N9~ (X) # {0}.
Pour garantir un espacement régulier des points, on introduit une distance de répulsion
r autour de chacun des points x;. Cette distribution ainsi que cet espacement nous per-
mettent de garantir une triangulation homogene de notre image.

La probabilité qu’un point x soit contenu dans un masque X :

Pz, X) = /f(:c,y)dy reX (IIL.6)
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avec

2 1
,y) = , 1117
f( y) dwd l(ﬂ?,y, )7)‘27 - y’dfl < )

x € X, x #y, d,w = constantes, et [(x,y, X) la longueur du segment (z,y) € X.

On poursuit ce processus itératif jusqu'a atteindre 6 la densité de maillage (Fig
I11.14.b). Pour établir des triangles de forme proche de 1’équilatéral, on impose au pro-
cessus une distance de répulsion A sur les points x;. On note que l'introduction de cette
distance rompt la propriété d’uniformité de la distribution mais nous permet d’ établir

une répartition homogeéne de points inclus dans X.

d(l‘i,.ri_;,_l) S A (HI.S)

(b)

FIGURE III.14 — Construction itérative du Hit and run (a) implantation de densité 6 (b).

On réunit ’ensemble des points de triangulation avec les points remarquables. L’en-
semble des points nécessaires a la triangulation de Delaunay contrainte est rassemblé figure
I11.15.
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FIGURE III.15 — Réunion de I’ensemble des points de triangulation.

II1.1.8 Résultats de la triangulation morphologique de Delaunay

contrainte
I11.1.8.1 Triangulation de ’ensemble X

A ce stade, tout logiciel de maillage disponible peut permettre de réaliser la trian-
gulation a partir des vecteurs de contours ainsi que de nos point internes, (qhull, yams
etc.). Dans notre cas, la triangulation de la microstructure a été réalisée a ’aide du logiciel
libre de Qhull. Cette triangulation doit respecter impérativement & la fois le contour et les
points remarquables de la microstructure d’une part, et elle doit tenir compte des densités

de maillage A et 6 respectivement du contour et de la forme, d’autre part.
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R

X

Ficure I11.16 — Triangulation de Delaunay contrainte de X.

La figure IT1.16 illustre le maillage automatique de la premiére phase (phase 1) de
la microstructure. La triangulation respecte fidélement la contrainte de la forme, par le
positionnement des points remarquables. Par ailleurs, on note que par cette méthode,

Ieffet d’escalier di a la discrétisation de 'image en pixel, ne peut pas exister.

111.1.8.2 Triangulation du complémentaire de ’ensemble X

La triangulation contrainte de Delaunay de la phase 0 est réalisé sur le complémentaire
de I'image de la phase 1. Il est réalisé selon le méme processus détaillé précédemment. La
triangulation de cette phase doit respecter absolument le contour commun entre les deux

phases tout en assurant la continuité de la triangulation. (Fig. II1.17).
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FiGure II1.17 — Maillage de la microsptructure bipahsée.

Le résultat final de la triangulation démontre que le couplage de la morphologie ma-
thématique avec la triangulation contrainte de Delaunay permet de définir une procédure

robuste automatique et optimisée de la méthode proposée dans cette investigation.

II1.1.9 Densification contrélée de la triangulation
I11.1.9.1 Densification morphologique

Une amélioration importante de cette technique concerne la densification automatique
et controlée d’une densité de maillage dans des zones critiques qui sont souvent le siege de
fortes concentrations de contrainte. Pour résoudre ce probléme, une densificaton différen-
ciée est proposée dans ces zones critiques.

La densification concerne les zones fines de X ce qui implique une redensification du

contour local de ces zones.
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Densification locale de X

En morphologie mathématique, la boule B de rayon r, B(r,z) peut constituer un
indicateur de ces zones considérées fines. On définit donc les parties morphologiques fines
de X : Px comme étant I'intersection ensembliste entre X et le complémentaire de son
ouvert par une boule B de rayon de taille légérement supérieure a la taille des zones
fines (Eq.(IT1.18). Le calcul de r peut étre réalisé, en pratique, par une opération de

granulométrie par ouverture dont le principe sera détaillé dans 'annexe A :

Px = X N (XoB(r,z))° (I11.9)

/\LL\O B(r, X)

FIGURE II1.18 — Identification des zones fines de X.

Dans notre cas, la figure I11.18 illustre les zones considérées fines dans la phase 1 de
la microstrucure. La localisation de ces zones critiques permet de procéder a une densité
de maillage locale différente 0y (Fig. I11.20.b). Par exemple, une densité double de points

Ao = 261 peut étre définie dans ces nouvelles zones localisées morphologiquement.

Densification locale du contour X

Pour rester en cohérence avec 6o, il est important de redéfinir localement sur le contour
un nouveau Ao = 2\ dans cette nouvelle zone de 'image. Les zones du contour concer-
nées par la densification locale de X , noté Py, sont déduites de PX. En effet, elles sont

identifiées comme étant I'intersection ensembliste entre le contour de X et Px ( Fig.II11.19)

P, = PxNd (X) (I11.10)
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F1GURE II1.19 — Identification des zones fines du contour de X.

La figure I11.19 illustre les zones du contour adjointes aux zones de X identifiées pré-

cédemment. La localisation de ces zones critiques permet de procéder a une densité de

maillage locale différente Ay (Fig. I11.20.b). Par exemple, une densité double de points
Ao = 21 peut étre définie dans ces nouvelles zones de contour.

Union des densités et triangulation

Les différentes densités A1, A9, 01, 02, sont regroupées et le processus de la triangu-

lation s’effectue de fagon continue sur ce champ a densité anisotrope (Fig.II1.20.c). Il est

important de noter que les différentes densités sont mutuellement contraintes, lorsqu’un
interdit I'implantation d’un nouveau point.

point d’un processus est généré, il est défini avec une zone de répulsion dans laquelle on

(a)

(b)

FIGURE II1.20 — Densification controlée.

Cette option offre un intérét important dans ’étude des matériaux hétérogenes a forte
complexité microstructurale présentant des zones ou des phases fines comme dans le cas
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d’un matériau composite par exemple.

I11.1.9.2 Controle de la "dédensification" interne 6

A )\ et Ay constants, la contrainte vectorielle du contour définie par les vecteurs géo-
désiques dont les points remarquables sont 'une des contrainte morphologiques, permet
d’établir différentes densités de mailles 67 et 65, tout en conservant une distance de Haus-
dorff inférieure au pixel. Le maillage de la Fig. I11.21 a une densité de maille = %91

(Fig. I11.21.b) et 65 = 16; (Fig. I11.21.c)

FIGURE IIL.21 ~ Densité de maillage (a) 61, (b) 2 = 16 , (c ) 03 = 16;.

La figure I11.21.c illustre la robustesse de la méthode qui contraint la triangulation a
étre incluse dans X.La triangulation reste cohérente malgré une densité 6 relativement

faible. Cette triangulation peut étre considérée comme un maillage de la microstructure.

II1.1.10 Qualité du maillage

A ce stade, et dans chaque étude sur le maillage, il est d’usage de consacrer une section
concernant la qualité des éléments triangulaires du maillage. Dans 'appellation "qualité
du maillage", on entend : compatibilité des éléments triangulaires avec un calcul EF . Elle
est construite sur la base de la triangulation de Delaunay, conjuguée a une implantation
contrblée de points internes, tend a garantir une répartition optimisée des triangles. Ce-
pendant, les contraintes morphologiques de X nous imposent un positionnement de points
de triangulation pouvant conduire a ’établissement de triangles non compatibles pour un
calcul EF (Fig.I11.20).

60°

60° 60°

Triangle parfait Triangle dégénéré

F1cURE I11.22 — Conformité des triangles pour un calcul EF.
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Par conséquent, nous considérons que la justesse du positionnement des triangles sur
le contour de X qui préserve l'intégrité de la forme ainsi que le nombre d’éléments sont
deux criteres essentiels dans la vérification de la triangulation. Enfin, un calcul élément

fini sera réalisé sur le maillage comme ultime étape de vérification.

I11.1.10.1 Nombre d’éléments

Le nombre d’éléments est directement lié aux différentes densités 6 et A\ fixées par
I'utilisateur : ce sont deux données d’entrée de la triangulation. Au regard des techniques
type "Marching" ot la densité de maille est au moins égale au nombre de pixels qu’il est
bien souvent nécessaire de simplifier, dans le but d’un calcul élément fini, puis d’optimiser

afin d’éviter l'effet "d’escalier" des pixels.

I11.1.10.2 Distance de Hausdorff

On vérifie le positionnement des triangles sur le contour de 'image en mesurant ’écart
éventuel entre I'image réelle et le maillage. Il doit étre le plus faible possible. La dis-
tance de Hausdorff permet de mesurer cet écart. M.Schmitt donne une formulation mor-
phologique [Schmitt, 1989] et Huttenlocher applique cette formulation en trame digitale
[Huttenlocher et al., 1993] et Aspert mesure 'écart d’un maillage triangulaire avec une
surface [Aspert et al., 2002]

Dans notre cas, il faut évaluer la distance qui sépare le contour établi par le gradient de
Beucher 07 (X) (Fig.I11.23.b) des vecteurs du contour de la triangulation (FiglII.23 (a)).

Cette distance est définie par :

d(0~(X),L(X)) = max{ esalil()x) d(z, L(X)), Gszl([;()d(a:,a_(X))} (ITI.11)

e cn version euclidienne :

d(07(X), L(X)) = inf {£,07(X) C 6p()(L(X)), LX) C 8p) (07 (X))} (IL12)

e en version morphologique :

ot B(e) est la boule fermée de rayon € et d(x,07 (X)) = inf,cy- (x)d(7,y) la distance

euclidienne de x a 07 (X).
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0 9 (X)
" PN -
> o >
(-
(a) (b) (c)

F1GURE II1.23 — Distance de Hausdorff.

Dans mnotre approche, la mesure de cette distance est inférieure au pixel
d(0~(X),L(X)) < 1 (Fig. 111.23.c), on considére que les deux contours sont superpo-
sables. On vérifie que notre méthode conserve I'intégrité du contour de chacun des objets

de I'image de la microstructure.

111.1.10.3 Vérification du maillage par calcul EF

L’objectif de cette section consiste a tester le fichier de maillage réalisé avec notre
technique. Le matériau choisi est un biphasique. La premiére phase est élastique et la
deuxieme est plastique parfaite. On réalise un essai de traction simple dans la direction
z (Fig.I11.24). Le calcul par élément fini est réalisé par le code de calcul ZeBuLon. La
figure I11.25 illustre le champ de déplacement U; suivant ’axe x, avec un déplacement
maximal d,q, = 4mm. Cette opération montre la convergence du calcul EF et confirme

par conséquent la qualité du maillage proposé par notre technique.

y

L d

FI1GURE III.24 — Mécanisme de chargement mécanique 2D.
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Ficure II1.25 — Représentation du champ de déplacement U; dans la direction x.

II1.1.11 Optimisation du maillage

Schématiquement, il y a deux procédures de remaillage propres a une optimisation
d’un maillage compatible & un calcul EF : la technique de remaillage libre et la technique
de remaillage contrainte par un contour défini préalablement.

J.Ruppert établit un des premiers algorithmes optimisé [Ruppert, 1995], puis
J.Shewchuk propose un code de calcul équivalent appelé "Triangle" [Shewchuk, 1935].

Remaillage libre

Dans cette approche, il existe deux sens de remaillage : la fusion des éléments ou le
partitionnement judicieux d’un élément en éléments compatibles a un calcul EF.

Le premier sens est largement utilisé dans le cas des techniques de triangulation, comme
le Marching Square (MS), qui fournissent un nombre important d’éléments. Dans ce cas,
la technique est complexe : elle consiste a fusionner des triangles tout en respectant 1’équi-
libre de la triangulation. Les codes de remaillage peuvent parfois estimer analytiquement

une surface ou un contour afin de placer au mieux les triangles. Cette description analy-
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tique s’apparente & un lissage qui peut dans certain cas modifier la forme de départ de la
microstructure (effet d’escalier, rognage de la forme originale, ...).
Le deuxieme sens, le plus simple, consiste en un partitionnement optimisé d’un triangle

inapproprié par des éléments triangulaires compatibles pour un calcul EF.

A (a)
A (b)
F1GURE II1.26 — Redécoupage optimisé.

La figure I11.26.a indique qu'un élément triangulaire fortement asymétrique peut étre
partitionné en plusieurs éléments compatibles a un calcul EF (Fig.I11.26.b)

Notre étude de remaillage peut s’inscrire dans cette approche, les éléments triangu-
laires "aplatis" dans les zones fines (A), (D) de I'image (Fig.II11.2) sont divisés en éléments

compatibles & un calcul EF.

Remaillage contraint

Dans cette approche, seule une description du contour suffit et est utilisée comme
donnée d’entrée pour une technique type maillage frontale. Cette technique pourra s’ap-
pliquer sur notre description vectorisée et morphologiquement optimisée du contour de
I'image qui considere a la fois les particularités géométriques mais aussi la morphologie
de la microstructure. La progression triangulaire de la méthode frontale sera donc, des la
premieére itération, morphologiquement optimisée par notre approche. Ceci montre aussi
la souplesse de la technique globale de maillage automatique proposée dans cette étude.

A titre d’exemple, nous avons utilisé le logiciel libre Yams de P'INRIA [Frey, 2001] qui

illustre une proposition d’amélioration du maillage (Fig.I11.27).

© 2014 Tous droits réservés. dOC.UBi]/-”"31 fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

III Maillage de microstructures hétérogenes 2D a formes complexes utilisant les outils de la
morphologie mathématique

Ficure II1.27 — Frontal mesh by Yams.

Dans ce code de calcul, nous avons imposé de conserver les contours (lisets) de notre

forme.

II1.1.11.1 Comparaison avec le Marching Square

Le but de cette section est de positionner notre démarche par rapport aux techniques
actuelles. Dans le domaine du Marching Square, la liste des codes de calculs est loin d’étre
exhaustive, mais nous avons fait le choix, & titre de comparaison, du logiciel Avizo Fire
(Edition 8.0.0). Le but est de souligner les problématiques liées a cette méthode.

Avec la technique du marching square, la densité de maillage est maximale, le nombre
d’éléments est au moins égal au nombre de pixels (Fig.I11.28.a). Comme le Marching Square
suit de facon fidele une forme composée de pixels, on observe une discrétisation du maillage

en "escalier" au frontiere de l'objet (Fig.II1.28.b.c).
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Ficure II1.28 — "Escaliers" du Marching square.

Il est bien évidemment nécessaire de "dérafiner" le maillage afin qu’il puisse se préter
a un calcul EF. Une dédensification avec une préservation topologique est nécessaire. La
figure. I11.29.a illustre un exemple de réduction du nombre d’éléments qui minimise mais ne
supprime pas l'effet d’escalier. Si on ajoute une composante de lissage du maillage, comme
la contrainte du contour n’existe pas, il est possible d’occasionner une perte de la topologie
originale de X. (Fig. I11.29.c). Le lissage est pourtant une procédure importante dans ce
cas. Il existe cependant d’autres méthodes de lissage comme celle établie par G.Taubin
[Taubin, 1995].

b

FiGure II1.29 — Désensification du Marching square.

Il apparait clairement que la connaissance contour des objets de I'image est une étape

incontournable pour une étude de maillage.
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I11.1.12 Synthese

Dans notre étude, nous avons choisi comme stratégie, 'adaptation de la taille de chacun
des triangles d’'un maillage en fonction de la topologie réelle de la microstructure afin
de construire une triangulation morphologique contrainte de Delaunay. Le résultat du
maillage n’est pas inutilement fin dans des endroits inappropriés. Par conséquent, le nombre
raisonnable d’éléments du maillage ainsi que 'absence de tout lissage de la structure, sont

considérés comme les deux principaux avantages de notre triangulation.

II1.2 Triangulation de Delaunay contrainte appliquée aux

microstructures multiphasées 2D

II1.2.1 Choix d’une image

Dans une image biphasée chacun des pixels posséde une valeur scalaire unique : 1. Dans
notre étude nous nous intéressons aux images labellisées qui sont un cas particulier des
images multiphasées ou un groupe de pixels posséde une valeur scalaire entiére unique.

L’ensemble X est partitionné en zones a forme arbitraire . On attribue & chacune des
zones un label unique. Notre image f contient 33 phases (Fig.II11.30). Ainsi chacune des

phases X; de f est définie par :

o {tn}

X ) (111.13)

On remarque qu’il existe plusieurs niveaux d’imbrication de phases dans f.
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Figure II1.30 — Image multiphasée.

II1.2.2 Détermination du contour d’une image multiphasée

Dans cette section on choisit le gradient inférieur :
g (f)=f—eB(f) (IIL.14)

Si le gradient symétrique n’est pas retenu pour son épaisseur, il est équivalent de choisir
soit le gradient supérieur soit le gradient inférieur dans la détermination du contour d’une
image multiphasée. Cependant, il est important de souligner la part arbitraire de ce choix
dans la détermination de la frontiére des phases. Suivant la numérotation des labels, une

frontiere peut se placer dans I'une des deux phases mitoyennes.
Le résultat pour nos images :

Dans le cas ou f est constitué de plusieurs phases, le gradient de I'image, 0~ (f), renvoie
un champ scalaire ou chacune des isovaleurs représente une partie du contour de chaque
composante connexe de l'image (Fig.I11.31) . Les parties planes ou constantes de l'image

sont toutes égales a 0 par dérivation.
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- 97 (f)

I11.2.3 Détermination des points remarquables

F1Gureg II1.31 — Gradient de Beucher sur f.

Dans une image multiphasée, il existe deux catégories de points :

e les points définis par les points simples des différents squelettes par chacune des

phases,

e les points définis par les intersections d’un minimum de trois phases (points mul-

tiples).

111.2.3.1 Détection des points remarquables

La squeletisation est réalisée sur les sous-ensembles de f : X; (Fig. I11.32.a).

© 2014 Tous droits réservés.
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Sa(X)No (X)=¢

Sq(X)Na (X;)=¢

(a) (c)

FI1GURE II1.32 — a) Union des Sy(f), b) Squelette non connexe avec le contour de la phase,
c) squelette connexe avec le contour de la phase.

La totalité des points terminaux n’est pas sélectionnée; I'opération de squeletisation
a uniquement pour but de détecter les singularités topologiques significatives, suivant
la topologie considérée un point de jonction de phase coincide avec un point terminal du
squelette (Fig. I11.32.b), ces points sont alors fusionnés. Ces jonctions permettent de définir
les premiers points de triangulation.

Seules les branches du squelette connexes avec le contour des phases sont considérées
suivant une condition d’intersection ensembliste entre le squelette local et son gradient
morphologique associé. Les formes de I'image comportant des courbures douces conduisent
a I’établissement d’un squelette dont les points terminaux ne sont pas connexes aux cour-
bures locales (Fig. I11.32.c)

Sq(X;)No~ (X;) (II1.16)

Il est, par conséquent, fréquent que le squelette ne soit pas connecté avec le contour

des objets.

111.2.3.2 Détection des points d’échantillonnage

Considérons la partie non nulle du gradient de f, Xg, est un ensemble mince dont
I’épaisseur est de un pixel sur lequel 'opérateur de recherche de configuration de point
"Hit and miss" peut étre appliqué. Dans le cas ou 1’épaisseur du contour est supérieur a 1,

on lui applique une squelétisation :
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Xy, = U0 (X) (I11.17)

Les configurations d’un motif élémentaire d’un point multiple en trame digitale sont
identifiables, et sont représentées par un ordonnancement de pixels dans une matrice de
détection de points multiples M;pl de dimension 3x3. Il y a trois principaux cas possibles

a symétrie et rotation prés :

(I11.18)

_— o O
S = =
_ o O
o = O
=)
o = O
_ o O
O V=
S = O

La figure I11.33 illustre sur un détail de I'image le résultats des différentes opérations
du Hit and Run.
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Fi1GuRreE I11.33 — Points remarquables sur les points multiples du gradient f.

IL’ensemble des points remarquables constitue une contrainte topologique pour la tri-

angulation.
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N
,Xf

F1cURE I11.34 — Points remarquables sur le gradient f.

A ce stade, la procédure utilisée pour la triangulation d’une image biphasée est directe-
ment applicable a chacune des ¢ phases de f que I'on considere comme des sous-ensembles
ch biphasés (Fig. I11.34). Le contour de chaque composante connexe de I'image est dé-
fini par plusieurs parties du gradient borné par des points remarquables et échantillonnés
suivant une densité . Le hit and run est réalisé sur chacun des sous-ensembles de f. La
densité de maillage 6 est définie identique sur chaque composante mais peut aussi étre va-
riable. Les points de contours communs aux phases mitoyennes garantissent la continuité
de la triangulation. Notre procédure respecte I’ensemble des contours de I'image établi par
la triangulation respectant ainsi les différentes distances de Hausdorff locales de chacun
des X; (Fig. I11.35).
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Fi1Gure II1.35 — Triangulation multiphasée.

111.2.3.3 Vérification du maillage par un calcul EF

En utilisant I'image de la figure I11.35, on effectue un calcul par éléments finis avec une

sollicitation de traction simple en imposant un déplacemnt de 4 mm. A chaque phase on
affecte des propriétés mécaniques différentes (33 phases).

La figure I11.36 illustre le champ de déplacement U; dans la direction x. Cette figure

témoigne de la convergence des calculs effectués ce qui valide le maillage EF ainsi réalisé.

© 2014 Tous droits réservés. 100

doc.univ-lille1.fr



© 2014 Tous droits réservés.

Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

III Maillage de microstructures hétérogenes 2D & formes complexes utilisant les outils de la
morphologie mathématique

AN
N

ATV

"PA

PO

2
S

~
I

g

X
VaY)
K

SO0
o

%

VY

QTR
“’1‘" oA

<

7
SRS
SNERREK]
PRARS
DS

4.\
SR
2
()

VRISISZEROS
DRI
SRS
KRERERS
DRI
O8]
AV

=
<7

Ry
%

A\ DISE

IR
DT
5,;‘«"; X

SN o D)
)
%

ANV
MR
AV
2
0%

)
S

ANV
A
KA
20
2

TWRX
n*y%lm@nu
Vi
WSRO
RIRIEKK
KIS

RN
5
s
% KL

,
%)
SIS
N/
7

S0
W
L

L
NI
IS5

7t
AT
TR

4V
VaN!

VAV
Vel

4
D
X

RSN

VAL AN AN
A
N

~AA
O

SR

RXRK]

SN

% RIS
AR
s
S

A

.
25,
o
KN

S

R

s

orax
&7
N

7
1,

SR

N

%

-
A

V2
XN

75

%

&
%

>V,
RS
25

o
Y%
IR
Vav AVavay Va4
DAY
R
e

Vel

55

2
NN

7

ALY
ROSK
SPRRERED
KA
avavd!
RSO

1

P

avAEd

v

QP

VS
o

I
74Y
K4

YL
DA
ORI K]
ENE A

R
A%
A
TR
VAV, Fh¥q

I
X
X

X

K

N

SR

R
RO
A TATTAY
RS

SN "(4 <k

s
N
YR

K
<
R4
ONR

IS

IS
VAVa
S

R

N

N

A
ZATAVAYA

s
PO

REXN

0
g
AV,
KN

I
1V,

X
;»

mét:a s
K

2k
K]

X

X

2
A
KNS
N v4§
S
PR

X
R
I
SRS
Wivgy
PRAKDY
SR
N
50
aN|
KX

,
g
5
%
o
Z

<0

Y

X
s

v,

N

5

X

/!

2o
vava

2
AV

X
AN)
o~
XS
y
2508

¥4
</
S
S
AV

SIS

£

S
§
7

VAvaVAT4
OOLE
2
X

it
[
s
20
]
S
IR
PSS

¢

SRS
N
NANNZ

AR
TAVASS

<A
4

NS
N
poe

LA,

KL

!

N
K
R

Iy,
1

AL
X

23

2N
X

o
R

VA

Y

4;5.
%
N

]

v,

153

7

7y
b

oY)
N

TAVaY
A/
Favn
VAANAN

N
S5
K ‘# 2t
)
%
RRK

XY
W

K

N7
2
- Ag

N
DY

X
s

S
W
VAN,
KPS
) :A
ARG
4
A

Py

\

A

2
H

VAYVavas
AV

2

7

£

KN
he
X \/
S
0%
X7

2

N
\Va
S
™
X

<]
X
2
<t
x|
va

0
S
ol

NX

AY;
)
7
s

X!

X
NRK

D
"VA#
g
oS

Ny

&0

KR

NN

AR

A,

<N
RV

S
ok
WA

(A

7

7
S

A

U\

S
KRR
i L‘%l\
it
LK
a0
70

X\

A
:
N
A
I\

'
o
e

RK]

A4
N

)

\

AVAY

NERK
S

4

<N

R
av;
XD
K
“\"41
LXK
N
Wi
PR
’ﬂ
27
S

X7

IS
N
i
RA
X
ey,
A7
A7
KBS

N

=\
K
Wy
<§§,<
Vi)
%
)
{7
o
A

Jj

A

1
A%
%
SRR
VAN AA
A
%
N

Y

</

Vs

K
R

K]
b
R

2

=

X
s

XS X
DS
USTAY

VI
VA
X
NS5

2K
K
:“

N
X
S
X

N

Vi

4V

=R
e
YAV

X
]
e'()‘

S
74
5
\

9
R

%)

K
2
A%

b

.
s
.
X
5

R

X

S5

7Y
S
X
7

Z

o/
X
<)
S~

u
‘QV«
YA
S
KA

5

W
S
=
Q%

W
K

Y

A
9

XA
K

%VA"Q

Y,
A

Q)
2K

"
%
ha

QY

X

o

K

SO
=%
R
2

)

-
s

Q)
e

\L
Y

2
A\
P
N
DR
KRR
A

Royass
RNk
OIS

AV 7aTAY

4
o
I
Yvé"&; RO
LS
RGN

X5

AL

s

X
A5
N

0
9

g

N

%mf
KN
S
oK
%
AV,y

S
2 4’571 £

Vave

Ty,
vany
N
2k
2

S

s
SoRP

Q)
Zasoy
SPAS
SINZSEL
SSANG
=iory

2

0.9 1.2

U1 map:10.0000

time:1

2.4 27 3

min:4.07090e-32 max:4.00000

Fi1GURE III1.36 — Calcul EF sur le maillage du matériau hétérogene multiphasé.
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III.3 Organigramme de la triangulation contrainte de De-

launay 2D

L’organigramme (Fig.I11.37) présente les principales étapes du maillage des microstruc-
tures bi et multiphasées 2D. La procédure de maillage, sélectionne en fonction du nombre
de phases de I'image, la méthodologie d’étude. L’algorithme consiste a établir une formula-
tion vectorielle fidele & la morphologie générale de I'image. Les opérateurs de morphologie
mathématique permettent la description du contour de I'image puis de détecter des points
remarquables ainsi que des points de densification additionnels qui complétent la formu-
lation vectorielle du contour des objets. La triangulation de Delaunay contrainte est alors
réalisée a l'intérieur du champ de vecteur dans lequel est introduit des points internes de

triangulation. Ce maillage est alors utilisable dans un calcul EF.
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F1cURrEg II1.37 — Organigramme de la triangulation contrainte de Delaunay appliquée aux

microstructures bi et multiphasées .
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I11.4 Choix des microstructures réelles

Dans cette section, nous appliquons notre procédure de maillage sur une microstructure
réelle.

La procédure de maillage se décompose en trois principales étapes :

e traitement de 'image,

e application de procédure du maillage sur I'image,

e vérification du maillage par un calcul EF.

II1.4.1 Cas biphasé
I11.4.1.1 Description du matériau

Dans cette section, nous avons choisi une image réelle a forte complexité morphologique
(Fig. I11.38). 11 s’agit d’une coupe d’un agglomérat de particules d’argent mélangées a des
particules d’oxydes (d’étain et de bismuth) dont le processus industriel nous a été indiqué
avec l'aimable autorisation de M.Jeandin du Centre des matériaux de I'Ecole des Mines
de Paris et de la société Métalor.

L’image de la microstructure, acquise a ’aide d’un microscope électronique a balayage
(MEB) est dite a teinte ou a niveau de gris; la valeur de chacun des pixels est comprise

entre 0 et 255 pour une image codée sur 8 bits.

20pm Grand = 521X EHT = 15.00 kV WD= 1lmm

I_l Nom de Fichier = 1sto_ 0d.nf

Ficurek II1.38 — Image MEB d’agglomérat de particules d’argent.
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Dans cette représentation, cette image n’est pas directement exploitable car les phases

ne sont pas encore distinctes.

I11.4.1.2 Traitement de 1’image

En premier lieu, un faible traitement d’image sera utilisé afin de rendre compatible
I’image en un maillage EF. Il est important de souligner 1’aspect minimaliste de la pro-
cédure par la plus petite matrice élémentaire (3x3) dans de but de respecter au mieux la

morphologie de la microstructure originale.

Détection des phases de ’image

La fonction de répartition du nombre de pixels en fonction de leurs valeurs scalaires,
indique un caractére quasi bimodale de la distribution qui autorise une opération de bina-

risation, ou seuillage, direct par une constante sur I’histogramme de niveau de gris.

Nombre de
pixels x 10°
3

1.5¢ 7

Plage de niveau de seuil
05 - -

A
A 4

0 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Valeur scalaire
des pixels

Ficure I11.39 — Histogramme de niveau de gris de 'image.

Sur I’histogramme [11.39, on note 1’étendue de la plage de niveau de gris dans laquelle
le choix d’une valeur scalaire aura peu d’influence sur la quantité de pixels récupérée apres

I’opération de binarisation.

© 2014 Tous droits réservés. dOCﬂIBl@-lI"e'] fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

III Maillage de microstructures hétérogenes 2D a formes complexes utilisant les outils de la
morphologie mathématique

Le résultat de la binarisation est la définition d’une image binaire (& deux niveaux de
gris) dite biphasée ; les valeurs scalaires de la phase sont a 1 et ceux de son complémentaire

sont a 0.
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F1GURE II1.40 — Résultat de la binarisation de 'image.

Tous les éléments de 'image ne sont pas utiles dans un calcul mécanique. Les com-
posantes de petites tailles sont soustraites par une opération d’érosion, de taille unitaire,
suivie de la reconstruction ensembliste conditionnelle & I’image binaire originale, dont le

principe a été détaillé au chapitre 11.6.2.1.
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Fi1GURE II1.41 — Image apres traitements morphologiques

La figure 111.41 illustre le "nettoyage" de 'image et la conservation de I’élément central

pour l'illustration du maillage.

Afin de vérifier 'intégrité de la microstructure originale, on procede par la superposition
de I'image binaire, en rouge sur la figure I11.42 sur 'image originale. La figure I11.42 indique

un détail sur cette superposition.

F1GURE II1.42 — Détail agrandi de la superposition de I'image binaire sur I'image a teinte
de gris.
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la

Par ce détail, apparait le respect de la forme originale car les principales zones "claires"
de 'image ont été sélectionnées par ’opération de binarisation. On note la forte complexité

morphologique de la microstructure : elle contient des trous et de nombreux rebrousse-

ments.

111.4.1.3 Application de la procédure du maillage sur I’image

La procédure de triangulation contrainte de Delaunay morphologique est réalisée sur

la phase ainsi que sur son complémentaire.

Fi1GURE II1.43 — Résultat de la triangulation morphologique.
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F1cUrE I11.44 — Détail de 'image avec le maillage des deux phases associées.

Sur un détail de 'image (Fig. I11.44), seuls les objets dont la taille est proche du pixel
ne sont pas considérés dans le maillage. On note qu’il est délicat de réaliser un calcul EF

pour ces objets de taille unitaires.

111.4.1.4 vérification du maillage par un calcul EF.

Afin de vérifier la convergence du calcul EF la microstrucure étudiée est sollicité en
traction simple avec un déplacement maximal de 4mm . Pour chaque phase les propriétés
mécaniques sont affectées.

La figure II11.45 illustre le champ de déplacement U; dans la direction x. La validité
de ce calcul numérique confirme la qualité du maillage proposé, en plus dans ce cas, notre
démarche permet d’effectuer des calculs EF & partir d’'une image d’une microstructure
hétérogene réelle. Cette procédure originale constitue un apport scientifique important

dans le domaine de la mécanique des matériaux hétérogenes.
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Fi1gure I11.45 — Champ de déplacement U; dans la direction z.
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I11.4.2 Cas multiphasé
I11.4.2.1 Description du matériau

Le cas multiphasé est représenté par une image EBSD, bien connue chez les métal-
lurgistes, ou chaque couleur de I'image représente, entre autres, I'orientation d’un grain
métallurgique (Fig. I11.46). La microstructure est constituée de cuivre dont les grains
contiennent des macles; elle comporte 1514 phases dont certaines sont imbriquées dans
d’autres phases. L’image choisie est issue de la these de Céline Gérad [Gérard et al., 2009].

avec son aimable consentement [Gérard et al., 2009)].

F1GURE 111.46 — EBSD de cuivre.

111.4.2.2 Traitement de I’image
Détection des phases de 'image

Dans la méme démarche de traitement minimal d’image, on réalise comme dans
I’étude précédente une opération d’érosion, de taille unitaire, suivie d’une reconstruction

de I'image, cette fois, dans le cas fonctionnel (Fig.I11.47) .
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FIGURE I11.47 — Image apres traitements morphologiques
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La procédure automatique de triangulation contrainte de Delaunay morphologique est

réalisée sur chacune des 1514 phases de la microstructure.
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F1cURE I11.48 — Maillage d’une image EBSD.

Ce résultat est une grande importance pour ce type de microstructures. La figure 111.48
montre la pertinence de la technique de maillage proposée dans cette étude. Elle met en

évidence 'originalité de ce maillage qui prend en compte tous les détails morphologiques
de I'image.

111.4.2.3 Vérification du maillage par un calcul EF

On réalise un calcul EF a partir I'image ilustrée par la figure I11.48. Il s’agit d’une
image EBSD 2D multilphasée.

Sur cette figure chaque couleur représente une orientation cristallographique différente.
La microstructure est sollicitée en traction simple avec un déplacement maxi de 4mm.

La figure I11.49 illustre le champ de déplacement U; dans la direction z.
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Malgré la complexité morphologique de cette microstructure, notre technique de

maillage a permis d’effectuer des calculs EF corrects ce qui atteste de la robustesse de
la méthode.
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Fi1GURE I11.49 — Champ de déplacement U; dans la direction z.

111.4.2.4 Syntheése

La triangulation morphologique de Delaunay contrainte appliquée & une microstructure
multilphasée complete la problématique de la triangulation de microstructures dans le cas
bidimensionnel. Il est important de souligner que le principal avantage de cette approche
est la description vectorielle du contour des phases grace aux outils de la morphologie

mathématique. Cette description permet I'application de la triangulation de Delaunay

doc.Udiv-lille1.fr
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dont le résultat est soit directement utilisable pour un calcul éléments finis ou optimisable

par de nombreux codes d’optimisation de maillage.
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Chapitre IV

Maillage d’une microstructure 3D

biphasée

Dans ce chapitre, nous appliquons la procédure de triangulation établie pour les images
bidimensionnelles aux images tridimensionnelles. La transposition est possible dans cer-
tains cas mais parfois, la redéfinition de nouveaux opérateurs morphologiques a été né-
cessaire. Le coeur de 1’étude biphasée 3D repose principalement sur ’établissement d’un
graphe interne appelé graphe-M déduit du Voronoi géodésique établi a la surface de cha-
cun des objets de I'image. Ce graphe-M est établi a l'intérieur d’une cellule de Voronoi
ne comportant aucun probléme de cocyclicité inhérent au passage dual Voronoi/Delaunay.
Nous rappelons que notre étude se porte sur un pavage triangulaire adaptatif de I'image
strictement contraint par la forme des objets. Cette premiere triangulation de surface sera
par la suite utilisée directement par des mailleurs automatiques pour assurer le passage de

notre structure triangulaire & une structure tétraédrique ou hexaédrique.
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IV.1 Choix d’une microstructure 3D biphasée

Dans cette étude, nous avons choisi une microstructure biphasée, X, comme étant un
ensemble composite disjoint constitué de cylindres pleins et droits (Fig. IV.l.a). X est
la réunion d’un cylindre isolé contenant un défaut modélisé par une sphére légérement
décentrée de l'axe du cylindre afin de simuler une proximité de ce défaut avec le bord
(Fig. IV.1.c). X est aussi composé de deux autres cylindres fusionnés par leur coté créant
une discontinuité concave géométrique. Elle est comparable aux concavités présentées sur
I’ensemble X 2D du chapitre III. Cette singularité topologique située a la jonction des
cylindres engendre une ligne ou se situe des points "selles" ou "col" (Fig. IV.1.d). Par
ailleurs, par construction, tous les cylindres ont un angle local de 90° situé entre la hauteur
et le rayon du cylindre (Fig. IV.1.b). Toutes ces contraintes topologiques devront étre
prises en compte lors de la triangulation. Comme en 2D biphasée, I’ensemble des voxels
qui compose la phase X a comme valeur scalaire 1 et ceux du compléméntaire de X : X¢

sont affectés a 0.

X —

(a) .

(©)

FIGURE IV.1 — Microstructures 3D biphasée.

IV.2 Maillage d’une microstructure biphasée 3D

Pour une microstructure 2D, les principales étapes de la triangulation sont :
e 1 - image de départ biphasée,

e 2 - définition du contour de chacun des objets de I'image par le gradient de Beucher,
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e 3 - sélection de points du contour espacés par un pas régulier,

e 4 - calcul sur ces points de vecteurs de contour,

e 5 - implantation de points dans chacun des objets, points internes,

e 6 -triangulation de Delaunay contrainte sur I’ensemble vecteurs de contour et union
des points internes de chacun des objets.

Toutes les étapes de la procédure de maillage 2D ne sont pas transposables pour un

maillage 3D. Dans cette section, nous développons des outils adéquats.

IV.2.1 Contour de la microstructure

En 3D, I’étape (2) est transposable. Les opérateurs morphologiques sont, pour la plu-
part, définis dans R™ [Rivest et al., 1993]. La composante B du gradient de Beucher infé-
rieur définit pour un ensemble X : 97 (X) = X — Ep(X) est une boule de rayon r centrée

en x : B(r,z) En trame discrete, la représentation de B est un cube 6-18 ou 26-connexité.

6 —cqnnexité 0 ( X )

26 —connexité

FIGURE IV.2 — Gradient inférieur dg, dog.

La forte ou la faible connexité des voxels est définie par le choix de I’élément structurant
B en 6-18 ou 26-connexité. La figure IV.2 illustre 'opération du gradient inférieur sur X
(IV.2.a) qui conduit suivant B soit & un contour mince (Fig.IV.2.d) si B est 6-connexe
(Fig.IV.2.b) ou soit a un contour épais (Fig.IV.2.e) si B est 26-connexe (Fig.IV.2.c) car la
26-connexité du cube permet la considération des éléments diagonaux du cube.

Par le produit de convolution d’un élément structurant sur une image, on retrouve
le contour d’un objet discrétisé obtenu en topologie algébrique. Nous choisissons la 6-
connexité qui permet une description morphologique plus fine et plus fidele des objets de

I'image.
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IV.2.2 Sélections des points sur le contour des objets
IV.2.2.1 Sélection de points par le "hit and run" 3D

La procédure du Hit an Run de C.Lantuéjoul (étape 3) est transposable en 3D. Comme
en 2D, on définit un point x; lorsque l'intersection d’une droite L; avec le contour de I'image
07 (X) est non vide : L;N0~(X) # {0} (Fig. IV.3.a). Pour garantir un espacement régulier
des points, on introduit une distance de répulsion r autour de chacun des points z; (Fig.
IV.3.b). Comme en 2D, I'introduction de cette distance 6te le caractére uniforme de la
distribution mais nous permet de garantir une triangulation homogene de notre ensemble

X par une répartition réguliére des points sur la surface. (Fig. IV.3.c).

9 (X)

() (d)

(b)

FiGURE IV.3 — Hit and Run 3D.

Le résultat est un processus ponctuel régulier de densité 6 sur le contour des objets.
Ces points seront utilisés comme sommets d’une future triangulation. Toutefois, il est
nécessaire, comme en 2D, de contraindre la position de ces points par la topologie de
I'objet afin de préserver l'intégrité de la forme initiale (Fig. IV.3.d).

Dans la suite de ’étude, le Hit and Run 3D sera utilisé pour réaliser les différents pro-
cessus ponctuels des zones de 'image que nous définissons pour affiner notre triangulation

morphologique.

IV.2.2.2 Sélection de points sur les contours remarquables d’une image

En 3D, la procédure de détection des points remarquables sur le contour de X est

comparable a celle utilisée pour les microstructures 2D . En 3D, les points remarquables
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sont localisés sur les contours remarquables des parties convexes et concaves des surfaces

de X localisées par les différents squelettes de X et de X°.

e Squelette surfacique par ’axe médian

En 2D, nous avons utilisé le squelette de Lantuéjoul, évoqué au chapitre 11.6.3, construit
par un amincissement homotopique de I'image et de son complémentaire afin de localiser
des points remarquables sur le contour. En 2D, le squelette a été obtenu par 'union des
lieux des centres de cercles maximaux inscrits dans une forme.

En 3D, la formulation établie par C.Lantuéjoul reste exacte mais plus complexe a
mettre en application. Plusieurs méthodes existent pour atteindre le squelette d’une image.
D.Attali définit le concept de Polyboule sur des graphes de Voronoi 2D et 3D [Attali, 1995] ;
C.Lohou établit le squelette en topologie discrete [Lohou, 2001].

Cependant, le lieu des centres des boules maximales inscrites dans une forme dont
la représentation est le squelette peut étre atteint par la relation de distance d’un point
appartenant a l’objet par rapport a un point appartenant a son contour. La définition
de J.Chaussard inspirée de Chazal and Lieutier introduit cette notion distance pour
un ensemble de points x et y. Il établit ensuite le lien entre cette formulation et celle
de la squelettisation par boules maximales [Chaussard, 2010], [Chaussard et al., 2010],
[Chazal and Lieutier, 2005] :

soit © = (x1,...,xp),y = (y}, ., Yn) € R™ la distance euclidienne de x et y notés d(zx,y

n 3
ot dy) = (3 (v~ a0)?)

La relationkae cette distance avec le squelette est donnée par : Soit X un sous ensemble
de R™ ou de Z™ . Posons d(y, X) = mingcx {d(y,x)}. | X| représente le nombre d’éléments
de X. On choisit par E la représentation de R™ ou de Z". Soit x € E,r € RT, on note par
B, (z) une boule centrée en z et de dimension n définie par B,(z) = {y € El|d(z,y) <r} .
Aussi, on définit 103(:6) ={y € Eld(z,y) < r}.

Soit X C E .rUne boule B,(z) C X est maximale dans X si elle est strictement non
incluse dans une autre boule incluse dans X.

Par conséquent, 1’axe médian euclidien de X noté EM A(X) est le lieu des centres des
boules maximales de X.

Comme en 2D, les points remarquables situés sur les convexités de X sont localisés
par le squelette de X et les concavités sont localisées par le squelette du complémentaire
de X.

e Détection des contours remarquables sur les parties convexes de X

La squelétisation de X par I’axe médian : EM A(X), conduit & la définition du squelette
surfacique de X (Fig.IV.4.a) sur lequel l'intersection ensembliste avec I'image du gradient
0~ (X) permet d’établir la frontiere commune entre ces deux surfaces définissant ainsi les

lieux des parties convexes de X (Fig.IV.4.c) :
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font(X) = EMA(X) N9~ (X) (IV.1)

densité 6, de points
EMA(X) EMA(X)U0d (X) Front(X)=EMA(X)N& (X)  échantillonés

(@) (b) () (d)

FIGURE IV.4 — (a) Squelette de X, (b) superposition du squelette sur le contour de X,
(c) localisation des intersections entre le squelette et contour de X, (d) échantillonnage
différencié de points sur ces intersections.

On réalise une densité de points 6o = 26, sur front(X) (Fig. IV.4.d).

e Détection des contours remarquables sur les parties concaves de X

Les concavités de X sont localisées par le squelette du complémentaire de X. Si les
objets sont disjoints, par définition le squelette n’est pas connexe avec le contour des
objets (Fig.IV.5.a). Dans ce cas il est établi & mi-distance des objets. En revanche, lors
d’un rebroussement ou d’une concavité, une frontiere front(X¢) est établie par intersection
de I'image du gradient 9~ (X) et de I'image du squelette EM A(X°€) :

Font(X¢) = EMA(X¢) N o (X°) (IV.2)

densité 6, de points

EMA(X®) U™ (X€) Front(X ¢) = EMA(X®) Na(X) echantillonés

A5}

(d)

F1GURE IV.5 — (a) Squelette de X ¢, (b) (c) localisation des intersections entre le squelette
et contour de X¢ sous différents angles, (d) échantillonnage différencié de points sur ces
intersections.
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On réalise une densité de points 0 = 26, sur front(X°¢) (Fig. IV.5.d).

L’instabilité du squelette par ’axe médian sur les bords du complémentaire de I'image
est due a 'imprécision du calcul sur des distances importantes entre le bord des objets et
du reste de I'image (Fig. IV.5.a). Mais dans notre cas, seuls les contacts entre les deux

images sont utilisés.

IV.2.2.3 Densification morphologique controlée

Contrairement en 2D, il ne s’agit pas de localiser des zones morphologiquement fines
incluses dans X, mais sur son contour 0~ (X); toute notre étude se situe a la surface
des objets. Ces zones sont localisées par la soustraction ensembliste de X diminué de

I'intersection entre son ouverture et son gradient morphologique :

Py = X\Yp(a(X) N0 (X) (IV.3)

F1GURE IV.6 — Localisation morphologique de Px.

La taille des zones fines est définie par le rayon r de la boule B(r,z), r peut étre une
constante définie par 'opérateur ou une variable déduite des composantes morphologiques
de 'image que 1’on peut obtenir, par exemple, par granulométrie par ouverture (procédure

détaillée dans 'annexe A).

On implante une densité 0 = 26, sur les surfaces de P, (Fig.IV.7) .

© 2014 Tous droits réservés. 124 doc.univ-lille1.fr



These de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

IV Maillage d'une microstructure 3D biphasée

FIGURE IV.7 — Densification locale sur P,.

Le résultat de 'implantation est 'union ensembliste de I’ensemble des processus ponc-

tuels G réalisés a la surface des objets.

() (b) () (d) (e)

FIGURE IV.8 — (e) Union des processus ponctuels G sur 0~ (X) issus du (a) hit and run
3D global de X, de (b) front(X), de (¢) front(X¢), et de (d) Px.

On note que chacune des implantations réalisées séquentiellement est dépendante de la
précédente. Lorsque ’on réalise un premier processus ponctuel, celui-ci posséde en chacun
de ses points une zone de répulsion qui évite, lors du processus suivant, 'implantation de
nouveaux points dans leur environnement immédiat. Cette protection est importante car
la distance entre les germes va conditionner par la suite la forme des triangles de la future
triangulation. Les points trop proches ou alors fusionnés ne sont pas acceptables car ils
vont conduire a 1’établissement local de triangles de mauvaise qualité. Cette précaution

prise, il est possible de réaliser I'union ensembliste des images des différentes implantations.

Cette étape marque la fin de ’analogie fonctionnelle possible entre la pro-
cédure établie en 2D et les fonctions qui seront nécessaires, dans la suite de
I’étude, a la réalisation d’une triangulation morphologique d’une microstruc-

ture 3D biphasée.
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IV.3 Problématique liée a la triangulation des points de sur-

face

En 2D, nous avons utilisé la triangulation de Delaunay afin de relier les points d’un
processus ponctuel par des 2-simplexe. Elle permet la construction directe d’une triangula-
tion en optimisant la forme des triangles. Elle maximise la taille des arétes les plus petites
tout en minimisant les angles de chacun des triangles que nous avons étudiés au chapitre
[.2.2.6. La complexité curviligne en 2D est définie sur la ligne du contour de chacun des
objets de I'image. Ainsi, un parcours vectoriel de la surface suffit & définir une triangulation
de Delaunay interne a 1’objet.

En 3D, la complexité curviligne n’est plus une ligne mais la surface des objets défi-
nissant ainsi le champ 3D sur lequel, sur un échantillonnage de points, nous construisons
notre triangulation morphologique.

Une surface curviligne en trois dimensions ne peut plus étre définie simplement par
une description vectorielle afin de réaliser une triangulation de Delaunay. D’autant plus
que nous avons étudié, au chapitre 1.3.2.2, que la condition de la sphere vide nécessaire a
la triangulation de Delaunay 3D contrainte est délicate a appréhender et parfois, elle n’est
pas définissable sans ajout de points de Steiner.

Nous rappelons que, comme en 2D, il est tout aussi délicat de construire une triangu-
lation directe par une métrique euclidienne car le voisin le plus proche n’est pas forcément
le voisin effectif ; cela est possible que si la distance entre deux points de triangulation est

inférieure a la courbure locale de I'objet.

F1GURE IV.9 — Localisation du plus proche voisin.

La recherche du plus proche voisin d’un point de surface sera réalisée par une approche

indirecte avec le digramme de Voronoi.

IV.3.1 Problématique liée a la construction du dual Voronoi/Delaunay

Sous certaines conditions, que nous évoquons, le graphe de Delaunay peut se déduire

du graphe du Voronoi. On dit que ces deux triangulations sont géométriquement duales.
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La triangulation de Delaunay peut se construire directement par adjacence de cellules de

Voronol.

DEL(g, X) = {(9i,95) € X / Vorx(gi) N Vorx(g;) # 0} (IV.4)

On note que 'équation Eq.(IV.4) symbolise une intersection alors que les cellules sont

simplement adjacentes.

F1GURE IV.10 — Graphe de Delaunay 2D.

Par exemple, le segment ou laréte [g1g2] est construit par adjacence de leur cellule
respective. Cette représentation établit la triangulation des germes qui sont les sommets
d’un triangle élémentaire par exemple g19492, 9109499, ... (Fig. IV.10).

M.Eck définit trois conditions pour réaliser ce passage dual [Eck et al., 1995] :

e Deux régions de Voronoi n’ont qu’une frontiére commune,

e Les régions de Voronoi se rencontrent par trois,

e Chaque région de Voronoi est homéomorphe a un disque en 2D ou une spheére en 3D.

IV.3.1.1 Condition de la frontiére commune unique

Cette premiere condition est liée a la convexité des cellules. Si les cellules ne sont
pas convexes elles peuvent partager plusieurs frontieres communes ; dans ce cas, 'unicité
de la triangulation duale ne peut plus étre garantie car par exemple, le triangle gig294
se superpose avec gogsgs (Fig. IV.11.a). Cependant, dans des situations ou la concavité
des formes est plus prononcée, un dual unique peut étre établi alors que la condition de

frontiere commune n’est pas respectée (Fig. IV.11.b).
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(b)

FIGURE IV.11 - (a) Concavité des cellules, (b) concavité beaucoup plus importante des
cellules.

Le lien entre la convexité et 1’établissement d’un dual géométrique est délicat a établir
[Poincaré, 1905], [Loeb, 1986].

Le diagramme de Voronoi doit étre construit sur la notion d’unicité de la distance
géodésique entre deux points sur la surface. En 2D, comme en 3D, cette la condition
sur ce graphe est toujours assurée méme dans le cas discret. On note que dans une trame
discrete les imprécisions numériques de calculs induisent quelques écarts de convexité entre
la définition idéalisée d’un polygone (Fig.IV.12.a), et sa représentation dans une matrice
image composée de pixels 2D ou voxels 3D (Fig.IV.12.a) . Ces écarts sont inversement
proportionnels a la taille des cellules discrétisées. Ils sont relativement faibles pour des

cellules de dimensions suffisantes.

Polygone idéalisé

(b)

(a)

FiGcure IV.12 — Diagramme de Voronoi 2D discret

En revanche, dans notre cas, le champ de répartition est la surface des objets sur
laquelle 'unicité des géodésiques entre deux points n’est plus garantie par la topologie
locale. La convexité, qui est un critére fort dans I’établissement du dual unique, ne peut

plus étre établie simplement.
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L’unicité des géodésiques est fortement fonction de I’échantillonnage des points suivant
leurs nombres mais aussi leurs positions.

Dans le cas ot X n’est plus un sous ensemble de R? mais une surface réguliere de
R3 contenant une bosse (méme de faible amplitude), si ’'on prend deux points a et b
antipodiques a cette bosse, il existe deux géodésiques I'; et I'y joignant ces points, chacune
contournant d’un coté de cette bosse et définissant le plus court chemin de a a b contraint
par X (Fig. IV.13). Il n’y a pas d’unicité géodésique dans ce cas.

De méme, pour la convexité géodésique de dx, soit  un point de I'; et y un point de
I'2, On appelle I';y, une X-géodésique entre x et y et z € I'yy

On peut avoir dx(a, z) > maz [dx(a,x),dx(a,y)] (Fig.IV.13)

de sorte que z — dx(a, z) n'est pas géodésiquement convexe au sens de la démonstra-
tion de F.Maisonneuve et CH.Lantuéjoul [F.Maisonneuve and Ch.Lantuéjoul, 1984].

Il existera toujours deux géodésiques possibles entre a et z. La notion d’unicité géodé-

sique comme critére pour établir la convexité n’est plus applicable.

SN
S

Azimut

F1GURrE IV.13 — Non unicité des géodésiques.

Voici un exemple ou une zone d’influence n’est pas géodésiquement convexe,

si:

dx(a,z) > dx(b, z).

Cela implique que x et y sont dans la zone d’influence de a, tandis que z € I'y, est
dans celle de b et non de a

Enfin, il existe un cas limite de non unicité si I’on prend comme surface X une sphere
dans R? (compacte et simplement connexe). Soit a et b deux points antipodiques, il existe
une infinité de géodésiques entre a et b constitués de tous les demi-grands cercles d’extré-
mité a et b .

La propriété de convexité des zones d’influences ne subsiste plus dans le

contexte géodésique. On ne peut considérer la convexité comme critéere a la
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construction d’un dual du diagramme de Voronoi.

La triangulation de surface est une opération tres délicate dans notre cas les surfaces
sont représentées par un nuage de points dont la formulation explicite est bien souvent

inconnue.

Pour des formes simples comme une sphére, H.S Na établit une formulation d’un Vo-
ronoi géodésique [H-S. Na and Cheong, 2002], et K.Sugihara définit une partition de La-
guerre (variante du diagramme de voronoi) [Sugihara, 2002]. H.Hu établit un diagramme

de Voronoi pour une ellipse [Hu et al., 2014].

Lorsque la surface est représentée par une équation plus complexe, la triangula-
tion devient plus problématique, par exemple pour des surfaces de Riemann, G.Leibon
et D.Letscher définissent une formulation d’'un diagramme de Voronoi construit & par-
tir de géodésiques uniques établies sur des points de densité suffisante sur surface
[Leibon and Letscher, 2000]. Ce diagramme est construit exactement de la méme fagon
que dans ’espace euclidien. Il en hérite donc de la plupart de ses propriétés. L’unicité de
ces géodésiques permet d’assurer la convexité de ’ensemble des cellules du Voronoi. Ainsi
par dualité géométrique, ce diagramme permet d’établir directement la triangulation de
Delaunay. Kunze et Rauch définissent des courbes médiales qui conduisent a une définition
du Voronoi géodésique sur une surface lorsqu’elle est définie par une formulation paramé-
trique [Kunze et al., 1997], [Henning Nafl and Dogan, 2007] sur laquelle P.Georges établit
une formation analytique d’un maillage [George and Borouchaki, 1997]. Cependant, les
auteurs préconisent une grande vigilance quant au calcul de la distance géodésique sur
une surface non plane afin d’en définir un Voronoi. En effet, le concept de la convexité
géodésique d’une surface tridimensionnelle est délicat quelle soit simplement connexe ou
non. L’établissement d’un graphe de Voronoi doit fortement étre soumis a des conditions
d’échantillonnage pour que chaque point de la surface soit inclus dans sa propre zone

d’influence.

C’est la raison pour laquelle D.Lieber suggere, pour une formulation explicite, une im-
plantation de germes d’une densité suffisante pour que I'unicité des géodésiques soit respec-
tée. Cependant leurs localisations est difficilement appréhendable car elle est dépendante
d’une topologie locale parfois difficilement mesurable. Ce probléme est évoqué par R.Kunze
lorsque la surface est représentée par deux bosses étroites sur un plan [Kunze et al., 1997].
Dans ce cas, il est possible d’imaginer une implantation de points autour de chacune des

bosses mais dans d’autre configuration, ce probléme peut étre plus délicat a considérer.

Le passage dual du Voronoi, lors de l’établissement d'un graphe de Delaunay
par exemple, n’est pas aussi simplement définissable qu’en 2D ou la convexité des
cellules est toujours vérifiée, comme le démontre F.Maisonneuve et C.Lantuéjoul
[F.Maisonneuve and Ch.Lantuéjoul, 1984].

S.Cabelo étudie la complexité de I’établissemnt d’un Voronoi géodésique d’ordre supé-
rieur [Cabello et al., 2009]
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IV.3.1.2 Adjacence sur un point de trois cellules

Cette deuxieme condition est liée a I’établissement d’un dual du Voronoi. Dans certaines
configurations d’implantation, il est possible que sur quatre points du Voronoi, deux tri-
angles satisfassent la condition du cercle inscrit de Delaunay et se superposent. Ces quatre
points sont dit cocycliques. Ces cas sont rares dans le cas continu ou il existe beaucoup
d’algorithmes de perturbation des coordonnées pour éviter cette situation. C.Borgers pro-
pose une approche analytique [Borgers, 1990], J.Dardenne propose une recherche de cycle
minimal pour une configuration de trois ou quatre points cocycliques. D.Bolchava fusionne
le centre de 6 points cocycliques. Dans une trame discrete, ces cas peuvent facilement et

fréquemment se produire et I’on rencontre parfois plus de quatre points cocycliques.

gl g2
®
g3 ga

FiGure IV.14 — Cocyclicité.

Il y a donc ambiguité dans la construction du dual géométrique. La figure IV.14,
indique que les germes g1, g2, g3, g4, sont cocycliques. Le triangle g1 g2g3 se superpose avec

le triangle gogsgs (Fig.IV.14).

I1V.3.1.3 Homéomorphisme a un disque en 2D ou une sphére en 3D

L’homéomorphisme est la bijection réciproque entre la cellule et une sphére. Cette
troisieme condition assure que la triangulation est une surface fermée c’est-a-dire sans

bord, c’est notre cas ici.

IV.3.1.4 Synthése sur la problématique du passage dual Voronoi/Delaunay

Le passage dual de la triangulation de Voronoi est trés délicat a appréhender. 11 dépend
de la localisation des germes sur X et des ambigiiités de cocyclicité peuvent apparaitre. Il
existe plusieurs méthodes pour palier a ces probléemes, toutefois leur robustesse est diffici-
lement quantifiable dans des cas réels d’images expérimentales. Par la suite, au chapitre

V , nous montrerons que la triangulation de Delaunay ne peut étre adaptée a une étude
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de triangulation de surface ouverte car ce graphe comporte des situations paradoxales sur

les bords d’une surface.

IV.4 Définition d’un graphe interne aux cellules du Voronoi

IV.4.1 Le graphe-M

Sur la base d’'un diagramme de Voronoi , il est possible de définir une triangulation
non plus par adjacence des cellules voisines mais sur le rapport qui existe entre une cellule,
son centre et les différents points de jonction (noeuds) des cellules qui lui sont mitoyennes.

Ce graphe a été élaboré lors de cette étude en étroite collaboration avec Francis Mai-
sonneuve de ’Ecole des Mines de Paris (graphe-Maisonneuve).

Nous reviendrons, au chapitre V, sur une définition du graphe-M adapté a la triangu-
lation de surface ouverte. Dans le cas d’une surface fermée, il se décrit par sa composition
géométrique car il est composé de sommets et de segments :

e les sommets : Il y a deux sortes de sommets : Les sommets {g1, ..., g,} en sont les
points de départ sur la surface, ils sont aussi les germes du diagramme de Voronoi associé;
et les sommets {x1, ..., x, } du Voronoi, c’est-a-dire les points triples (ou plus) des frontieres
entre cellules mitoyennes.

e les segments : Les arétes sont les segments [z;x;] ot x; et x; sont voisins sur la
frontiere d’une méme cellule de germe g; du Voronoi, ainsi que les segments [giz;] et [grx;].
Cette triangulation est approximativement 3 (& 4) fois plus fine que celle de Delaunay sur
les gi. En effet, une densité de germes 6 produit 26 sommets (en moyenne 6 sommets par
polygone et chaque sommet est commun & 3 polygones), donc 26 triangles de Delaunay,

tandis que chaque polygone produit en moyenne 6 triangles.

FIGURE IV.15 — Graphe-M.

Dans le plan euclidien, elle n’est pas perturbée par des triplets alignés ou des quadru-

plets cocycliques qui ne peuvent exister dans cette configuration (considérant un réseau
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a mailles carrées de gi). Les triangles ainsi déterminés ne se chevauchent pas, sans avoir
a faire d’hypothéses de convexité ou d’unicité géodésique. Par ailleurs, le probléeme de
I'unicité géodésique se léve de lui-méme puisque, par construction, c’est la méme géodé-
sique qui est utilisée pour former deux triangles "adjacents". Cela suffit a garantir le non
chevauchement des triangles.

Les triangles situés sur le « bord » du graphe ne sont pas définis. En effet, les cellules
issues de g9 ou de gig ne sont pas completes. Ce probleme disparait de lui-méme si on
travaille sur une surface-bord d’un compact de R3.

Les triangles issus de ces cellules peuvent avoir un caractere non conforme & un calcul
éléments finis. Nous rappelons que notre but ici est uniquement d’exprimer la justesse
de la triangulation morphologique par rapport a la surface des objets. L’adaptation de
la triangulation & un calcul pour établir un maillage, sera réalisée par la suite en « post

traitement » par des logiciels adaptés.

IV.4.2 Composantes nécessaires a la construction du graphe-M

Dans le cas d’une surface curviligne d’objets d’une image tridimensionnelle biphasée,
afin de réaliser le graphe-M, il est donc nécessaire de construire le Voronoi géodésique
de cette surface. Le graphe de Voronoi définit par une métrique euclidienne devra étre
contraint par une métrique géodésique. La triangulation sera obtenue par ’application du
graphe-M sur I’ensemble des cellules de ce Voronoi.

Les trois composante du graphe-M sont :

e Construction du diagramme de Voronoi géodésique,

e Définition des zones remarquables sur ce graphe,

e Définition d’un parcours géodésique pour établir les éléments de la triangulation du

graphe-M.

IV.5 Construction morphologique du Graphe-M

IV.5.1 Diagramme de Voronoi géodésique et fonction distance géodé-
sique

Nous avons observé que le calcul du Voronoi géodésique n’est pas atteint directe-
ment par calcul des géodésiques; en revanche, la propagation d’'une dilatation peut étre
contrainte par un ensemble X.

Dans le cadre de notre étude méme si la variété sous-jacente n’est pas connue, elle est
représentée et ordonnée de fagon discrete (voxel) dans un champ fini (image) sur laquelle
nous pouvons utiliser des opérateurs morphologiques.

On applique aux germes de surface, établis par les différents processus ponctuels, une
opération de dilatation géodésique.

La dilatation géodésique est croissante et extensive, chaque itération n de &% (X) si

elle est isotrope, représente une iso-distance au germe. L’union des lieux de rencontre
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de I'ensemble des dilatés représente les frontiéres de cellules contenant les germes. Pour
un processus ponctuel, beaucoup de concepts morphologiques convergent vers le méme
résultat. Dans ce cas particulier, les cellules de cette dilatation géodésique appelée fonction
distance coincident avec les frontieres des cellules du Voronoi géodésique.

Pour un processus ponctuel, I’établissement des frontieres entre les germes peut étre
établi par le calcul de la fonction distance (Chap.I1.7.3), sur le complémentaire de I'image.
Dans ce cas, les frontieres ainsi définies sont celles établies par le diagramme de Voronoi
[Schmitt and Mattioli, |. Les cellules construites dans ce cas sont donc, par définition,
convexes (Fig. IV.16).

D’apres I'équation (I1.36), la fonction distance est établie par une famille de disques

pour que sa progression soit isotrope.

Cellule convexe

FIGURE 1V.16 — Convexité des cellules de la fonction distance.

IV.5.1.1 Cas géodésique

La propagation de la fonction distance est donc uniforme en 2D et en 3D ; elle couvre

I'ensemble de 'espace du champ de I'image (Fig.IV.17).

FIGURE IV.17 — Fonction distance 3D euclidienne.

Comme en 2D, la mesure de la distance est contrainte par X, d(x,y) devient dx(x,y)

avec dx (z,y) =1 (Cxy)
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Contrainte par X, la propagation de la fonction distance se réalise itérativement
(Fig.IV.18.a) sur la surface des objets de 'image jusqu’a idempotence (Fig.IV.18.b). La
fonction distance devient identique & la fonction de la distance géodésique et le bassin

versant devient identique au squelette par zone d’influence [Meyer, 1994].

(a) (b)

Fi1cure 1V.18 — Fonction distance géodésique.

Dans les étapes suivantes, 'apport de la géodésie n’est plus utile car seule la propa-
gation de la fonction distance nécessite une contrainte géodésique nous ne distinguerons
uniquement que les cas 2D et 3D. On note que par cette méthode la réalisation d’un Vo-
ronol géodésique peut étre établi sur toute surface quelle que soit sa topologie, elle peut
contenir des points selles, et n’est pas nécessairement lisse et contenir un « bruit numérique
». Ainsi ’établissement de ce Voronoi est beaucoup moins dépendant de la condition d’in-
jectivité de Jordan, le caractere extensif de la dilatation géodésique construit le Voronoi

sur la totalité de la surface.

IV.5.2 Lieux remarquables de la fonction distance

Les différentes composantes qui seront utilisées pour une triangulation se dessinent sur
cette fonction (Fig.IV.19) :
e Les points multiples

e Les arétes des cellules de Voronol.
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Points multiples

Arétes

FIGURE IV.19 — Zones remarquables de fonction distance.

IV.5.2.1 Définition des points multiples sur la fonction distance

La vitesse unitaire constante de la propagation de la fonction distance implique qu’elle
est lipschitzienne de rapport 1, ce qui signifie que les lignes de plus grande pente sur cette
fonction ont une pente valant au plus 1. Les définitions suivantes permettent d’étudier les
lignes ou la pente est précisément égale & 1 Schmitt [Schmitt and Mattioli, |. Plusieurs

composantes topologiques sont définies :

Ve € X
L’amont de x Am(w) = {y Pa(y) = PG(z) + d(z, y)} (IV.5)
L'aval de x : (x) = {y,pG = PG(z) — d(ﬂfay)} )

L'aréte de x AT‘(CC) = Av(xz) U Am(z).

L’amont de X est un unique segment éventuellement réduit a z. L’aval de X est
composé de un ou plusieurs segments dont 'une des extrémités est x. On appelle points
multiples le point dont ’aval possede plusieurs segments.

Ces points sont aussi appelés maximas locaux my d’'une fonction. Un point z du graphe
est un maximum local si aucun chemin qui le joint aux autres points du graphe n’est
strictement ascendant. Les maximas sont des parties connexes plates entourées de points
situés tous plus bas. Ils sont souvent utilisés comme marqueurs morphologiques a une
éventuelle reconstruction géodésique.

La localisation des maximaux locaux de la fonction distance est réalisée par différence

de f avec la reconstruction géodésique de f diminuée d’une constante c.

yee(fs f —e) = {5j(cn)(f —c)yn> 0} (IV.6)
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Comme la plus grande pente est au plus égale a 1, il est d’usage pour une fonction
distance de choisir ¢ =1 (Fig.IV.7) .

e f = 1) = {6 = 1),n > 0} (IV.7)

m, =f—y"(f;f-1)

/yrec(f; f _1)

F1GURE IV.20 — Reconstruction géodésique de f — c.

L’image des maxima locaux ou marqueurs est le résultat de la différence entre f et la

reconstruction de f diminuée de ¢ =1 (Fig.IV.21).

my = f=7"(f;f = 1) (IV.8)
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Cas 2D

FI1GURE IV.21 — Maximas locaux 2D.

En trame discrete, les imprécisions de calcul en virgule flottante de la fonction distance
conduisent a 1’établissement d’un point multiple par un ou plusieurs pixels ou voxels. Cela
peut entrainer une fusion des points multiples proches. Le résultat de cette fusion sera

considéré comme un unique point multiple lors de la construction du graphe-M.

Cas 3D

Comme pour le Voronoi 2D, on définit les points multiples (Fig.IV.22.b) comme étant

les maximas locaux de la fonction distance géodésique (Fig.IV.22.a).

Maximas locaux

(a) (b)

FiGURE IV.22 — Maximas locaux 3D.
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IV.5.3 Définition d’un parcours géodésique associé aux cellules du Vo-

ronoi

L’ensemble de ces techniques permet, lorsque X est un sous ensemble de R?, la défini-
tion des composantes morphologiques nécessaires a la définition du graphe-M. Ces outils

sont définis dans R? qui permet leurs applications sur notre surface curviligne 3D.

Cas 3D

La ligne de partage des eaux (Ipe) de la surface de I'image est par construction géodé-
sique car elle est définie par itération successive de la propagation des minimas locaux le

long des bassins versants de la fonction distance géodésique f.

Ipe(f)
FIGURE 1V.23 — Ipe 3D de f.

La Ipe(f) représente I’ensemble des chemins géodésiques de I'image. Elle constitue un
objet unique dont I’épaisseur est au moins égale a un voxel compte tenu de la parité des
distances aux germes de I'image. Pour construire le graphe-M, il est nécessaire d’établir
une relation d’appartenance entre une cellule de Voronoi et une partie des chemins établis
par la lpe(f) (Fig.IV.23) .
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FIGURE IV.24 — Superposition des marqueur sur la Ipe(f).

La superposition des deux images indique que tout le croisement de la Ipe(f) coincide

avec les maximas de la fonction distance m; (Fig.IV.24).

IV.5.4 Labellisation des cellules de Voronoi géodésique

Pour définir le graphe-M sur chacune des cellules de Voronoi, I'image du contour de
X, 07 (X), est segmentée par I'image de la Ipe(f). Mx représente la décohésion de I'image

binaire en cellules de Voronoi indépendantes non connexes entre elles :

Mx = 0~ (X)\lpe(f) (IV.9)

Cette soustraction ensembliste conduit a la définition de cellules (Fig. IV.25.a), chacune
localement, simplement et fortement connexe sur laquelle une valeur scalaire (label) lui
est attribuée (Fig. IV.25.b). L’ensemble définissant I'image labélisée de Mx : L(M x)
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(a)

FIGURE IV.25 — (a) Labéllisation £(My), (b) cellules fortement connexes Mx.

La labellisation £(My) conduit & la définition d’une approximation du Voronoi géo-
désique du contour (X) . Chacune des cellules Vors_ (X) o(9) ou Vor'(glo~(X),G) C

0~ (X) se présente sous la forme d’une sorte de polygone curviligne.

IV.5.4.1 Vérification de la qualité des polygones

Pour étre utilisable dans la procédure du graphe-M, il est nécessaire que chacun des
polygones Vor(g|0~(X),G) posséde une dimension suffisante pour qu’un contour issu de
la Ipe(f) puisse étre établi. La distance de répulsion imposée par la boule B(r, x) lors des
différents processus ponctuels nous permet de garantir un diametre équivalent 2r pour une

cellule.

Toutefois, il est important de vérifier la dimension de chacun des polygones. La dimen-
sion d’une cellule peut étre approximée par sa surface. Les cellules du Voronoi géodésique
ont globalement les mémes propriétés que dans le plan; ce sont dans un espace curviligne,
des sortes de « polygones » qui ont, dans le cas euclidien un nombre de c6té moyen égal
a 5. L’aire d’un polygone régulier est proportionnelle au nombre n et a la longueur de ses
cOtés c. On approxime ¢ a une constante. Pour le calcul de la surface limite d’une cellule,
on choisit ¢ = 2 . Une taille d’aréte inférieure a deux voxels entrainera juste la fusion des

deux points triples a son extrémité (Fig.IV.26).
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FIGURE IV.26 — Polygone.

Calcul du nombre moyen de c6tés par cellule

Dans notre cas, I'image compte 576 cellules et le nombre de c6tés moyen d’une cellule est

calculé suivant ’histogramme de répartition du nombre de voisins par cellule (Fig.IV.27).

Nombre de
cellules 140

1201

100

80

60

401

201

0

5 6 7 8 9 10

Nombre
de voisin

F1Gure IV.27 — Répartition des premiers voisins.

Le nombre moyen de voisins par cellule :
On estime que la longueur minimale d’une aréte doit étre égale a au moins 2 voxels

pour définir une cellule. Dans ce cas, la surface minimale d’une cellule est :

_ 7x2?
~ 4dtan(r/7)

~ 15 voxels

Nos cellules ont toutes une surface supérieure a la surface minimale acceptable.

100

90+
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FIGURE IV.28 — Surface des cellules.

On note que I'histogramme n’est pas bimodal suivant les deux densités 0, et 0y car
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le processus du calcul du plus proche voisin géodésique par la fonction distance permet
d’assurer une transition progressive de la taille des cellules et confere a I’histogramme un

aspect gaussien (Fig.IV.28).

IV.5.5 Définition du Graphe-M sur une cellule de Voronoi géodésique

Chacune des cellules Vor'(gl0=(X),G) de L(MX) (Fig. IV.10.a) posséde son propre
chemin géodésique 0X; (Fig. IV.10.c) défini par I'intersection ensembliste du dilaté mor-

phologique de la cellule et de la ligne de partage des eaux Ipe(f) (Eq.(IV.29).c).

lpe' (f) = (Vor'(glo™(X), G) @ B(r,z)) N lpe(f) (IV.10)

Vor'(g|&7(X),G)

(a) (b)

F1GURE IV.29 — Chemin géodésique sur les cellules.

Chaque cellule contient donc son propre chemin géodésique qui comporte un nombre
fini de points "multiples" (Fig. IV.10.b). Pour assurer le caracteére consécutif de la recherche
des points multiples, la construction des triangles du graphe-M est réalisée par reconstruc-
tion géodésique itérative d’un point multiple & un autre sur la portion de la Ipe adjacente
a la cellule (Fig. IV.30.a). A chaque itération, on évalue l'intersection entre la dilatation
géodésique itérative d’un point multiple avec le point multiple suivant. A chaque intersec-
tion non vide, un nouveau triangle t; est défini entre les deux mzc mitoyens et le germe
initial g; de la cellule (Fig. IV.30.b).
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F1cURE IV.30 — Définition des triangles du Graphe-M.

Par construction, les triangles du graphe-M ne peuvent donc pas se superposer; la
mitoyenneté des cellules sur une surface fermée garantit la solidité de la triangulation car
chaque aréte est partagée avec deux autres triangles. On vérifie la solidité de la triangula-
tion en calculant le nombre de voisins d’un triangle. Ce nombre doit étre égal a trois pour

une surface réguliere de R? simplement connexe et fermée.

IV.5.6 Conservation de la morphologie des arétes du cylindre

L’implantation du processus ponctuel 6y sur front(X) permet 'implantation le long
de cette frontiere de cellules jointives dont leur constitution s’étend de part et d’autre de
cette frontiere que 'on appelle "bord" de X (Fig.IV.31.a).

Cette frontiere étant établie précédemment (section IV.2.2.2) par I'intersection du sque-
lette et du contour de X , (Fig.IV.31.b).

Cellules du bord de X front(X)

LTI —
[T
N

(b)

F1GURE IV.31 — (a) Cellules du bord de X, (b) superposition de la frontiere (front(X))
et du contour de X (0~ (X)).

Afin de garder 'intégrité de la forme initiale, il est donc nécessaire qu’une base d’un

triangle repose sur cette frontiére. Pour réaliser cette opération, il suffit d’ajouter a I’en-
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semble des minimas locaux de la Ipe : my, les lieux d’intersection de la [pe avec la frontiere
de X : front(X), appelés my,q :

Mird = Ipe N front(X) (IV.11)

La figure 1V.32.a illustre la création de nouveaux nceuds inclus dans la Ipe et dont le

role sera strictement identique a celui des noeuds issus de maximas locaux de la fonction

distance géodésique (Fig.IV.24).

My, q

front(X) lpe
R E 32
e S om0
1 Th ,.
Ipe — I My,
@

(b)

FIGURE IV.32 — (a) Points additionnels sur la lpe., (b) Graphe-M sur une cellule apparte-
nant & la frontiére (front(X)).

La figure IV.32.b présente deux triangles mitoyens t4 et t3, possédant une aréte com-
mune située exactement dans 'alignement local de front(X), il en est de méme pour les

triangles tg et t;.

IV.5.7 Résultats de la triangulation

Les deux familles de nceuds de triangulation : my ainsi que my,.q sont réunies et on
réalise le processus itératif du graphe-M sur l’ensemble des cellules de Voronoi jusqu’a
obtenir la triangulation finale de 07 (X) : T'(X)

La triangulation établie par le graphe-M du Voronoi géodésique est fidele aux différentes
densités des processus ponctuels 01 et 6 imposées par la morphologie des objets dont
les singularités topologiques de surface ont été détectés conjointement par les différents
squelettes de X ainsi que par la finesse relative des objets détectée préalablement (Fig.
IV.33.a).

On note le respect des angles de la forme initiale. Les angles des bords des cylindres
forment tous des angles a 90°, aux imprécisions de calcul en virgule flottante pres (Fig.

IV.33.b). La jonction entre les deux cylindres est constituée de triangles dont leurs bases
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suivent la ligne de points selles (Fig. IV.33.c)

AT

- ;i;/

SN

Ficure IV.33 — Triangulation morphologique.

Les différentes densités des processus ponctuels ont conduit a une triangulation fidele
a la morphologie de X.
Le vide simulé par une sphére dans X conduit & une densification automatique localisée

de la triangulation. Par ailleurs ce vide possede sa propre triangulation.
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Fi1GURE 1V.34 — Raffinement morphologique.

IV.5.8 Distance de Hausdorff 3D

L’expression de la distance de Hausdorff est établie sur la base d’opérations morpho-
logiques, érosion, dilatation, qui sont établies sur R¢ . L’équation énoncée au chapitre
I11.1.10.2 est donc applicable en 3D ou I’élément structurant est une boule B centrée en x

et de rayon r :

Dy = d(97(X),T(X)) = inf {£,07(X) C 8p()(T(X)), T(X) C 350 (X)) JIV.12)

FIGURE 1V.35 — Distance de Hausdorff 3D.

La faible distance de Hausdorff Dy < 1 est prévisible car chaque élément triangulaire
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est construit sur la base d’une cellule de Voronoi construite a la surface de chaque objet ;
par conséquent, aucun triangle ne peut étre en dehors du périmetre formé par la ligne de
partage des eaux de la fonction distance géodésique ni méme en dehors de la surface de la
cellule (Fig.IV.12).

IV.5.9 Organigramme de la triangulation morphologique d’une micro-
structure biphasée 3D

Nous présentons les différentes étapes de la procédure de maillage de microstructures
biphasées 3D. La méthodologie est similaire & celle utilisée pour les images 2D jusqu’a
la construction du Voronoi géodésique sur la surface de chacun des objets de I'image, qui
permet la construction itérative de la triangulation de chacune des cellules par construction

du graphe-M.
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Image 3D
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Contour de I'image
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remarquables

L
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Triangulation par
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FI1GURE IV.36 — Organigramme de la triangulation morphologique d’une microstructure
biphasée 3D .

© 2014 Tous droits réservés. doc.ilxﬂﬂ-lille1 fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

IV Maillage d’une microstructure 3D biphasée

L(X)

F1GURE IV.38 — Schéma booléen de cylindre.

IV.6 Généralisation de la méthode

IV.6.1 Génération de la microstructure 3D biphasée

Dans cette section, nous avons choisi de modéliser une microstructure biphasée d’'un
bloc de composite renforcé par des fibres courtes.

Nous placons un enchevétrement de fibres modélisée par des cylindres dans une image.
Pour garantir le placement aléatoire de chacun des objets nous utilisons la procédure du
schéma booléen de cylindres dont la répartition géométrique suit un processus ponctuel
évoqué au chapitre II1.1.7. En chacun des points du processus ponctuel, on implante un
cylindre orienté suivant deux angles ¢1 et ¢ suivant les régles d’implantation définies par
Y.Bréchet [Néda et al., 1999]

¢,

FiGURE IV.37 — Fibre orientée.

On réalise I'implantation de 100 cylindres dans un volume de 500x500x500 voxel cube.

La fraction volumique de I’ensemble est d’environ V f = 4%.
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Le caracteére aléatoire de 'implantation peut créer une fusion des différents cylindres
comme sur la Fig IV.38 (a). On affecte a chaque composante de X un label. Cette opération
Lab(X) permet de distinguer les amas de cylindres car une couleur unique est attribuée

pour un aimas.

IV.6.2 Résultat de la triangulation et maillage volumique

La figure 1V.39 illustre la triangulation totale de la simulation d’un bloc de composite

a fibres courtes. Cette triangulation respecte la morphologie initiale des fibres.

Fi1GURE IV.39 — Triangulation de X.

La figure V.40 présente une triangulation optimale d’'un amas de fibres du repére a)
de la figure IV.38 (a).

FIGURE IV.40 — Amas de fibre de la figure IV.38 (a).
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La triangulation est réalisée globalement sur I'image. Comme en 2D la triangulation
du complémentaire de X s’appuie sur les nceuds de triangulation préalablement établis sur
X.

Le non recouvrement des triangles du graphe-M permet l'application directe d’un
mailleur ou « remplisseur » volumique tétraédrique.

Cette étape constitue véritablement la vérification de la triangulation car la plupart
des "remplisseurs" nécessitent, en entrée de leur code, un premier maillage exempt de trou
et de superposition de triangles.

Ce maillage illustre la robustesse de notre technique qui peut s’appliquer aux matériaux
composites 3D qui prend en compte la dimension et le caractere aléatoire des orientations
des fibres.

Ce résultat de maillage constitue un apport significatif pour les investigations dans le
domaine de la mécanique des matériaux composites en tenant compte de ’architecture

réelle des fibres.

FiGure IV.41 — Maillage des cylindres et du complémentaire de I'image.

La figure Fig. IV.41 illustre le maillage des fibres ainsi qu’une représentation partielle
du maillage du complémentaire de X qui recouvre bien sur la totalité de X. C’est le ré-
sultat orignal du fait de automaticité de la technique de maillage proposée dans notre

étude. Ainsi, il est possible de réaliser des probléemes complexes comme le couplage pro-
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cédé/propriétés dans le cas des matériaux composites.

IV.6.3 Vérification du maillage par un calcul EF

La vérification du maillage étant réalisée, nous vérifions son adaptation a un calcul
mécanique.

Le chargement utilisé section I11.1.10.3 est adapté en 3D pour le calcul EF d’un com-
posite a fibres courtes sollicité en traction. Les propriétés mécaniques de la matrice et des
fibres sont introduites. Cette démarche a uniquement pour objectif de vérifier la conver-

gence des calculs, validant ainsi la qualité du maillage.

L d

F1GURE 1V.42 — Chargement mécanique 3D.

Les résultats du calcul EF sont illustrés par la figure V.43 qui représente le champ de

déplacement U; dans la direction x.
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IV.7 DMaillage des exemples tests

Dans cette section, nous proposons d’appliquer notre méthode de maillage sur différents
cas tests souvent rencontrés dans la littérature. La méthode est généralisable pour le
maillage de toute surface fermée. Afin de tester la robustesse de la procédure, nous avons
testé I’algorithme pour la triangulation de surfaces fermées dans le cas ou elles ne sont pas
représentatives d’un volume. C’est le cas de la bouteille de Klein, qui par définition, est
non orientable : elle ne possede ni "d’intérieur" ni "d’extérieur". Dans ce cas, la progression
géodésique de la dilatation permet la construction du Voronoi géodésique (Fig.IV.44) qui

conduit simplement & la triangulation de la surface (Fig. IV.45).

4
N\, ]
VAV

FIGURE V.44 — Voronoi géodésique sur FIGURE IV.45 - Triangulation sur la
la bouteille de Klein. bouteille de Klein.
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F1GURE 1V.46 — Voronoi géodésique sur F1GURE IV .47 — Triangulation sur "Stan-
"Stanford Bunny". ford Bunny".

Dans les autres cas présentés, les cellules de Voronoi permettent le maillage de la mi-
crostructure biphasée. Dans tous les cas, les contraintes morphologiques (rebroussements,
concavités 3D), sont respectées par la procédure. Ceci est illustré par les figures IV.47 &

IV.49 qui proposent une triangulation dans le cas du "Stanford Bunny" et de "L’éléphant".

4V
e 2 AVAN 1
BoARREY
=X
S

FIGURE IV.48 — Voronoi géodésique sur FIGURE IV.49 — Triangulation sur "Ele-
"Elephant". phant".

Il est & noter que le maillage de ces cas tests est réalisé d’une fagon automatique, qui

ne nécessite par de corrections manuelles a postériori.
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IV.8 Synthese

Dans cette section, nous avons proposé une nouvelle méthode de maillage. Elle s’ap-
puie sur la triangulation de surfaces fermées discretes par I'application de la procédure
du graphe-M défini sur I’ensemble des cellules du Voronoi géodésique. Cette technique
originale est une alternative robuste a une triangulation type Delaunay établie par dual
géométrique sur ce graphe. L’implantation controlée des différents processus ponctuels
établis a la surface des objets garantit la définition de cellules de tailles suffisantes pour
établir le graphe-M.

Il faut noter que cette partie de notre travail constitue une amélioration significative
pour les techniques de maillage d’images 3D biphasées préservant les morphologies initiales
de formes complexes.

Cette triangulation ne peut contenir ni des triangles qui se superposent ni de trous que
pourraient occasionner une lacune de définition d’un élément. Bien que plus fine que la
triangulation de Delaunay, la triangulation par le Graphe-M génere un nombre beaucoup

moins important d’éléments que des techniques type Marching, par exemple.
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Chapitre V

Maillage d’une microstructure

multiphasée 3D

Notre étude se positionne dans 'idée que I'image multiphasée contient intrinsequement
un nombre suffisant d’informations pour que la surface voxélisée des différentes phases qui
la composent soit modélisée en une surface triangulée. L’étude exhaustive des configura-
tions locales des composantes d’'une image permet d’établir un ensemble de critéres mathé-
matiques pouvant définir les trois composantes nécessaires a une triangulation contrainte
surfacique : les surfaces, les bords de surface et les points de bord communs entre plusieurs
phases. Dans un premier temps, nous présentons les outils d’extraction des composantes de
I'image. Ensuite, par un échantillonnage adaptatif, nous appliquons la version ensembliste
du graphe-M sur I’ensemble des surfaces de I'image pour en définir la triangulation globale

de la microstructure.
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V.1 Introduction

Le maillage 3D dans le cas de microstructures présentant plusieurs phases constitue
un challenge pour le monde des mécaniciens en vue de prendre en considération la réa-
lité de la morphologie réelle des matériaux hétérogenes. Ces informations sont nécessaires
pour établir des calculs numériques robustes et adéquats. Pour adapter I'image a un calcul
élément fini, chacune des phases est définie par une loi de comportement physique ho-
mogene (mécanique, thermique, électromagnétique, ...) et une fraction volumique. Dans
le cas biphasé, les surfaces sont par définition fermées; il est possible d’appliquer sans
erreur, la triangulation par le graphe-M sur ’ensemble des cellules du Voronoi géodésique.
la triangulation d’une phase de l'image devient alors la duplication de la triangulation
du complémentaire de I'image. Dans le cas d’une microstructure hétérogene multiphasée,
les phases contigués sont constituées de ’ensemble des surfaces mitoyennes. Elles sont

ouvertes, et dans ce cas, la triangulation est beaucoup plus délicate.

V.2 Démarche du maillage d’une microstructure 3D multi-

phasée

Notre étude se décompose en deux étapes principales consistant dans un premier
temps a extraire de 'image des composantes morphologiques sur lesquelles, dans dans
un deuxieme temps, est réalisée une triangulation morphologique de surface.

Notre stratégie revient donc a réaliser une triangulation de surfaces représentées par
chacune des interfaces des phases de la microstructure.

Nous proposons dans ce chapitre une alternative aux études précédentes pour lesquelles
nous exprimons les limites propres a la définition des composantes connexes d’une image,
et & la triangulation de surfaces ouvertes. Cela implique que la plupart des développe-
ments théoriques utilisés dans cette section sont originaux. En effet, nous observerons que
certains outils issus de la morphologie mathématique comme le gradient de Beucher, dont
nous avons fait largement usage dans cette étude, ne sont plus assez précis pour une étude
de triangulation contrainte de surface. En effet, comme pour les techniques type « maching
», le gradient morphologique permet d’extraire uniquement que la surface des phases de
I’image. Dans une image multiphasée, il est nécessaire de connaitre en plus les bords de
surface ainsi que les points d’intersection entre plusieurs phases. Ces composantes sont
des contraintes morphologiques établissant des frontieres a I'intérieur desquelles la trian-
gulation doit étre impérativement continue afin d’éviter les superpositions éventuelles de
triangles a la frontiere des phases.

Concernant le gradient de Beucher, on note qu’il contient en plus une part d’arbitraire
suivant le sens : inférieur ou supérieur (chapitre : 11.6.1.3). Notre choix se porte sur une
étude exhaustive de I'image d’une microstructure multiphasée tridimensionnelle afin de
déterminer non seulement les contours mais aussi les bords de surface ainsi que les points

de labels multiples. Cette recherche sera réalisée a 1’échelle d’un cube élémentaire 2x2x2.
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Nous réalisons cette recherche non pas directement sur I'image mais nous dupliquons
notre image dans une autre image de dimension double. Dans la mesure ou toute 1’étude
est réalisée localement sur la frontiére d’une phase, 'augmentation de la taille de I'image
n’a qu’une influence modérée sur le temps de calcul. On intercale a chacun des voxels un

nouveau voxel vide.

Sur cette base, nous étudions, au niveau local a ce cube élémentaire, toutes les compo-
santes connexes définies par les voxels situés sur les 8 sommets de ce cube. Nous décidons,
si ce nouveau voxel est dans la phase considérée, sur la surface, sur un bord ou s’il s’agit
d’un point de bord multiple commun a plusieurs phases. Le remplissage de ce nouvel espace
est le résultat de ces nouveaux outils mathématiques et va nous permettre de construire di-
rectement nos trois composantes connexes. C’est sur ce principe que repose un de nos plus
importants développements de cette étude car ce remplissage est soumis & des propositions

et a des preuves.

Ces trois composantes connexes étant définies il s’agit ensuite, de réaliser une trian-
gulation de chacune des surfaces mitoyennes des phases, au niveau local de leur bord
ainsi que leur éventuel point de bord multiple. Nous avons la aussi développé de nou-
veaux outils morphologiques pour réaliser cette triangulation car dans ce cas les méthodes
de triangulation classiques engendrent parfois des paradoxes de raccordement de points
de triangulation. Les complexités sont multiples. Dans une stratégie de triangulation de
surface, il s’agit désormais de considérer une surface ouverte. Nous utilisons le Voronoi
géodésique utilisé dans le cas biphasé mais dans le cas d’une surface ouverte, apparaissent
des problémes liés au bord de surface. Suivant la disposition des germes, il peut apparaitre

une discontinuité dans la triangulation des éléments situés sur le bord de la surface.

V.2.1 Problématique liée aux bords de surface d’un Voronoi

Pour assurer la continuité d’une triangulation de plusieurs surfaces jointives, tous les
triangles situés sur le bord de surface doivent partager une aréte commune. Pour cela, il
nécessaire qu’a l'intérieur d’une surface les germes situés au bord soient voisins directs
par adjacence commune de leur cellule de Voronoi respective. Ce n’est pas toujours le cas.
Par exemple, sur une surface algébrique (Fig.V.1.a) : 23y + 223 + 332+ 23 + 52 = 0; on
réalise un Voronoi géodésique (Fig.V.1.c) sur un processus ponctuel réparti sur la surface
discrétisée (Fig.V.1.b).

Si on réalise une triangulation duale type Delaunay, il apparait que la cellule 3 em-
péche les deux cellules 1 et 2 d’étre contigiies (Fig.V.1.c), cela crée une discontinuité de la
triangulation duale si elle est construite sur 'adjacence des cellules (Fig.V.1.d).

Par conséquent, le principe d’une triangulation duale type Delaunay ne peut étre ap-
pliquée ici car elle dépend fortement du lieu d’implantation des germes de triangulation.
Une triangulation pour qu’elle soit robuste doit étre indépendante de I’échantillonnage des

germes de triangulation.
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XCy+x2®+y*z+2°+52 = 0 f(x,y.2)

FIGURE V.1 — Effet de bord de la triangulation duale. a) Surface algébrique, b) surface
discrétisée, ¢) Voronoi géodésique, d) Discontinuité de la triangulation duale, e) Détail
sur les cellules 1 et 2 non mitoyennes par la cellule 3, f) Détail d’un élément triangulaire
manquant au bord de la surface

Nous observerons par la suite (chapitre V.6.1), que cette triangulation duale géomé-
trique de Voronoi en 3D contient un paradoxe fort ou malgré la connaissance des trois
composantes utiles a une triangulation, le graphe de Delaunay ne peut assurer une bonne
continuité de la triangulation sur un ensemble de surfaces jointives. Méme si elle reste
juste localement sur une surface.

Dans notre étude, nous redéfinirons le graphe-M pour qu’il contourne ce probléme par
I’établissement d’un Voronoi construit sur la réunion ensembliste de germes labélisés par un
singleton sur lesquels on réalise une propagation liée & la forte connexité des voxels. L’étude
cardinale de chaque sous-ensemble local permet de définir des conditions de conformité et
la triangulation de la surface devient le résultat de I’ensemble des configurations conformes

sur ce Voronoi.

V.3 Choix d’une microstructure multiphasée

Pour nous rapprocher de la réalité morphologique d’une microstructure multiphasée,

nous avons choisi d’élaborer une image synthétique. Cette image est le résultat d’un modele
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d’implantation de sphéres du type fonction de feuilles mortes classique en morphologie
mathématique [Matheron, 1968] [Jeulin, 1979].

Séquentiellement, on introduit une sphére ainsi que son label dans un volume 3D, elle
prend la place de tout ce qui existait précédemment dans I'image (Fig.V.2) . Ce principe

crée des concavités géométriques plus ou moins importantes dans 'image.

t=0 t=t+At t=1+2At

FIGURE V.2 — Schéma de feuilles mortes de spheres.

A t = o0, c’est a dire, lorsque le volume de 'image est comblé avec un pourcentage
proche de 100%, on aréte l'implantation (Fig.V.2). L’image est alors constituée de 33
phases dont le vide résiduel entre les sphéres est lui-méme considéré comme une phase

disjointe.

La structure ainsi formée est constituée de phases présentant de fortes concavités géo-
métriques (Fig .V.3), qui empéchent toute approximation analytique ou toute étude sé-
quentielle par projection sur un plan, sans commettre d’importants compromis sur la forme

originale.

Pour une illustration visuelle, la taille de 'image est volontairement petite 30x20x20.
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F1GURE V.3 — Caractéristiques morphologiques de I'image.

Par ailleurs, il n’est pas nécessaire pour la démonstration de choisir une image de grande
taille car le principal probléme de la triangulation réside dans la gestion des contacts entre
les phases. Une procédure de triangulation de surface doit étre capable de gérer toutes les
morphologies de surface que constitue un contact entre deux phases.

Un cas limite apparait si deux phases mitoyennes ont pour point de rencontre un voxel
(Fig.V.4) . Une triangualtion doit considérer ce point comme un élément triangulaire. Ce

probléme est indépendant du volume des phases considérées.

?
l

FIGURE V.4 — Contact ponctuel.

L’idée d’appliquer a 'image des opérations morphologiques pour en modifier la struc-
ture est soumise au risque de créer les mémes singularités topologiques, dans une autre
zone de I'image, qui n’apparaissaient pas avant la transformation de celle-ci.

En effet, les opérateurs morphologiques agissent le plus souvent globalement sur I’image
et non localement. L’aspect local est, par ailleurs, tres délicat a appréhender avec ces outils.
Dans le cas biphasé, il est possible de réaliser un «nettoyage morphologique» de I'image par
exemple, une ouverture ensembliste permet de séparer des objets ou d’éliminer ceux dont
la taille n’est pas suffisante pour une triangulation. Dans le cas multiphasé, une opération

morphologique qui augmenterait la dimension d’une surface de contact entre deux phases
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peut provoquer la diminution d’une autre surface a un autre endroit de I'image. Il est
tres périlleux de batir un algorithme de convergence de formes des phases pour qu’elles
puissent se préter a une triangulation sans erreur.

Toutes ces raisons expliquent, en partie, la stratégie actuelle de maillage consistant a
trianguler a ’échelle du voxel ’ensemble de la microstructure par la technique du Marching
cube, afin de conserver la contiguité des éléments triangulaires dans toutes les situations.

Par la suite, la grande quantité d’éléments générés devra étre simplifiée.

V.4 Composition d’une microstructure multiphasée

Représentation discréete de ’image

La disparité morphologique des surfaces de contact entre les phases impose une étude
exhaustive locale de chacun des voxels de I'image. Ainsi, dans la suite de 1’étude, nous
avons opté pour une représentation voxélisée. Nous montrons ensuite qu'une étude de
I’environnement de chacun des voxels permet la définition des composantes nécessaires a

la triangulation surfacique de 'image.

(a) (b)

FIGURE V.5 — Représentation discréte d’une microstructure multiphasée. a) volume 3D,
b) coupe 2D du volume 3D.

Phases de ’image

Dans cette représentation, les phases de 'image sont des ensembles de voxels connexes

de morphologie non définie (Fig.V.6) .
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FIGURE V.6 — Différentes phases de I'image.

V.5 Définition des composantes connexes de 1’image

V.5.1 Problématiques liées a la définition du contour d’une image mul-
tiphasée

V.5.1.1 Probléme de parité

Déja dans le cas biphasé, un des problémes rencontrés dans la détermination rigou-
reuse du squelette d’un objet X , d’un Skiz ou d’un graphe de Voronoi digitalisé est son
"épaisseur"' variable, qui peut étre due de maniere imparable & la parité du nombre de
pixels du plus court chemin séparant deux morceaux de la frontiere de X . La résolution
de ce probleme d’épaisseur, par exemple, par un amincissement terminal, comporte une
part inévitable d’arbitraire .

On retrouve un probleme apparenté lorsqu’on doit déterminer la frontiere entre plu-
sieurs objets mitoyens disjoints X;. Soit ’élément structurant B le carré unité en 2D,
le cube unité en 3D. L’utilisation du demi-gradient intérieur (par exemple), 0X; =
X;\(X;© B), en paralléle sur chaque objet conduit & une réunion de frontiéres 0; "épaisse" ;
et toute détermination séquentielle des frontiéres comporte une part d’arbitraire liée a
I’ordre dans lequel on traite les objets. Cela se produit quel que soit le choix des éléments

de voisinage que 'on attribue a la boule B pour ’établissement des composantes connexes.
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(a) (b) (c)

¥ , G
m =

(d) (e)

L

FIGURE V.7 — Gradient morphologique sur une image multiphasée. a) Coupe de I'image,
b) gradient fort, c¢) gradient faible, d,e) place du gradient dans I'image

La simple définition des frontieres des objets en forte ou faible connexité (Fig. V.7.b.c)
peut engendrer leur segmentation ou leur disparition si la taille des objets est inférieure
a la taille de I’élément structurant B (Fig. V.7.d.e). Les modifications topologiques sont
de l'ordre de 'unité et en 2D, il est possible d’affiner le gradient morphologique par un
amincissement topologique des frontieres en 4 ou en 8-connexité. On note qu’un amincis-
sement par squelettisation ou calcul de I’axe médian peut créer, a partir des irrégularités
morphologique du contour, des résidus indésirables de forme (barbules) F.Meyer 87. Tou-
tefois, en 2D comme en 3D, il existe toute une famille de filtres bien connus en analyse
d’images pour « réparer » les « erreurs » de contour.

La redéfinition partielle de I'image dans le cas biphasé produit un écart avec la forme
originale qui est le plus souvent tolérable. Mais, dans le cas multiphasé la possible segmen-
tation ou création de nouvelles phases peut induire des situations tres délicates pour une

triangulation.

V.5.1.2 Idée

Une idée, pour résoudre ces difficultés, consiste a dilater d’un facteur 2 I'image a étudier
avant de la déposer sur la trame de maille carrée ou cubique, de sorte qu’elle soit portée
par (2Z)? en 2D ou (2Z)3 en 3D. Il reste alors & compléter la trame de maniére & préserver
les adjacences propres aux objets et au fond.

En effet, quand on considére une image avec plusieurs "objets connexes" mitoyens
disjoints, l'obligation d’éviter les indécidabilités en cas de croisement conduit a choisir
l'adjacence forte ou directe pour les points objets (4-adjacence en 2D, 6-adjacence en 3D).
A premieére vue, cette adjacence parait plus « grossiere » dans la description morphologique
d’une image

Cependant, son pouvoir séparateur nous permet de distinguer les objets du reste de
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I’image. Pour les points de fond on prendra en conséquence la 8-adjacence en 2D, et la
18-adjacence ou la 26-adjacence en 3D, que 'on appelle adjacence faible.

En résumé, on considére des objets labellisés mitoyens sur une trame cubique Z3 3D (ou
carrée Z? en 2D) et on cherche dans un premier temps & définir leur frontiére commune
sans part d’arbitraire lié a 'ordre d’examen des objets; ceci en vue de trianguler cette
frontiere & partir d’un échantillonnage "cohérent".

Les objets sont supposés fortement connexes et constituer une partition de la trame
(quitte & considérer chaque composante connexe forte d’un objet ou du fond comme un
nouvel objet). Le choix de la forte connexité pour tous les objets met a ’abri du paradoxe
du théoreme de Jordan sur la connexité.

L’exigence d’absence d’arbitraire dans la définition de la frontiére conduit & dédoubler

la trame pour "ménager de la place" pour celle-ci.

V.5.2 Trame dédoublée

Pour la démonstration nous nous placons dans un cas général et utiliser des labels
ensemblistes tel que z,y,2,t en 2D et x,y, 2z, t,u,v,s,w, en 3D plutét que numérique
1,2,3...

e Notons X, Y,... les différents objets labellisés x, y ,... de la trame initiale injectés
dans la trame dédoubléeZ? en 3D (ou Z? en 2D). Notons aussi X et Y les objets sur la
trame dédoublée issus de respectivement X et de Y .

o Remplissage de la trame dédoublée :

0) la trame initiale labellisée est injectée dans la trame dédoublée par 'homothétie de

rapport 2 et de centre par exemple (1,1,1)(ou(1,1)) :

(i,5,k) € Z3 v+ (20 — 1,25 — 1,2k — 1) € (2Z — 1)3 C 73

(ou(i,j) € 22— (2i — 1,25 — 1) € (2Z — 1)* C 72). V-1

Par ce passage nous garantissons l'intégrité de I'image de départ en dupliquant la

totalité d’une image dans une image deux fois plus grande

V.5.2.1 Définition des composante connexes sur la trame dédoublée sur une

coupe

T Ty y
x z xzy|l—=|lx . x . x . x .y (V.2)

T x T Y
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On va associer a chacun des points restants (7 points sur 8 en 3D ou 3 points sur 4 en
2D) un label numérique : L’ensemble des régles de remplissage de la matrice repose sur
une discussion sur la parité des coordonnées du voisinage d’un point que I'on considere.

(1) Pour tout point milieu d’aréte élémentaire, c’est-a-dire dont une seule des coordon-
nées entieres est paire :

e label numérique & 0 (nouveau point-objet) si ces 2 voisins directs (les 2 voisins naturels
d’un milieu d’aréte, issus de 'image initiale) ont un méme label x ;

e label numérique a 1 (point-surface) si ces 2 voisins naturels ont des labels distincts
T, Y .

(2) Pour tout point centre de face carrée élémentaire, ¢’est-a-dire dont deux des coor-
données entieres sont paires :

e label numérique a 0 (nouveau point-objet) si ses 4 voisins directs ont le label numé-
rique 0 —autrement dit si ses 4 voisins diagonaux (les 4 voisins naturels d’un centre de
carré, issus de l'image initiale) ont un méme label x;

e label numérique & 1 (point-surface) si 2 de ses 4 voisins directs ont le label numérique
1 — de sorte qu’il y a 2 labels distincts x,y parmi ses 4 voisins naturels (le cas d’un seul
voisin direct de label 1 est impossible) ;

e label numérique a 2 (point-bord simple) si au moins 3 de ses 4 voisins directs ont le
label numérique 1 — de sorte qu’il y a entre 2 et 4 labels distincts parmi ses 4 voisins
naturels.

On observe que seul le statut des points rajoutés compte (points-objet codés a 0,
points-surface ou plutot points-frontiereMoins1D codés a 1, points-bord ou plutét points-
frontiereMoins2D codés a 2, points-extrémité ou plutdt points-frontiereMoins3D codés a
3).

Par exemple :

z 1 y z 1 y z 0 z z 1 y
12 1,11 2 1 {,] 1 2 1 fouf 11l 21 (V.3)
y 1 x z 1 =z z 1 t z 1 t

ouzx,y,zetsont 2a 2 distincts, les chiffres 0, 1 et 2 codant la nature des points-frontiere.

Pour 'exemple précédent,

T x Y Y Y zr 0z 1 y 0y 0y
000111110

x x x x y |l—=]l 2 0z 02 0z 1y (V.4)
000O0OO0OO0OO0OT1SFPO0

T . .z . T .Y z 0z 0 2 0 2 1 y

Le morceau de frontiére commun a X , Y et coincide dans I'exemple avec ’ensemble

des zéros obtenus, qui forme une courbe d4 — simple. Ainsi, alors que les objets et étaient
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mitoyens sur la trame initiale, 'objet Y est & présent séparé de X par une frontiere "mince"

sans part d’arbitraire.

1

11111
1
1
1

F1GURE V.8 — Courbe dysimple.

%
On réalise l'algorithme sur une coupe de I'axe Oz de l'image (Fig.V.9) . Il apparait
clairement que chacune des phases de 'image est composée d’une surface, de son bord,

ainsi que les points multiples.

FI1GURE V.9 — Composantes connexes 2D.

On remarque que le résultat est plus « fin » que celui obtenu en morphologie mathéma-
tique classique. Il est important de souligner ici que dans cette configuration chaque phase
est entourée par une courbe d4 — simple composée localement d’un bord de surface et des
points multiples avec lesquels il sera simple d’échantillonner des points intermédiaires en
vue d’une triangulation. Par ce principe, méme une phase constituée que d’un seul pixel
est considérée dans la figure V.9, la phase unitaire est entourée par trois bords fortement
connexes et de trois points de bords multiples. Cette description adaptative a 1’échelle
d’un pixel permet d’éviter une surdensifcation globale pour décrire des zones sinueuses de

I'image.
V.5.2.2 Définition des composantes connexes sur la trame dédoublée sur
P’image 3D

On poursuit cette démarche pour les images 3D. On réalise d’autres régles de rem-
plissage de la matrice dédoublée 3D avec cette fois un motif élémentaire cubique de taille
2x2x2.
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(3) Pour tout point centre de cube élémentaire, c’est-a-dire dont les trois coordonnées
entieres sont paires :

e label numérique & 0 (nouveau point-objet) si ses 6 voisins directs ont le label nu-
mérique 0 —autrement dit si ses 8 voisins diamétralement opposés (les 8 voisins naturels
d’un centre de cube, issus de 'image initiale) ont un méme label x;

e label numérique a 1 (point-surface) si aucun de ses 6 voisins directs n’a le label
numérique 2 et s’il y a exactement 2 labels distincts parmi ses 8 voisins naturels, avec au
moins deux de ses voisins naturels diamétralement opposés ayant ces labels distincts;

e label numérique a 2 (point-bord simple) si 1 ou 2 de ses 6 voisins directs ont le
label numérique 2; ou bien si aucun d’entre eux n’a ce label 2 et §’il y a au moins 2
labels distincts parmi ses 8 voisins naturels, les voisins naturels diamétralement opposés
partageant un méme label s’il y a exactement 2 labels distincts;

e label numérique a 3 (point-bord multiple) si au moins 3 de ses 6 voisins directs ont
le label numérique 2 — de sorte qu’il y a entre 2 et 8 labels distincts parmi ses 8 voisins
naturels.

Ainsi les données (issues de la trame initiale) sont parfaitement respectées, puisque
tous restent des points-objet.

Illustrons et justifions par les trois propositions qui suivent les regles de labellisation
numérique ci-dessus. Comme on va le voir, le label numérique entre 0 et trois des nouveaux
points de la trame dédoublée se réfere au moins a la codimension des ensembles auxquels
ils appartiennent. On peut bien siir attribuer aux nouveaux points-objets (label numérique
0) le label plus précis x commun & tous ses voisins.

A T'étape (2), a rotation et symétrie pres, les 2 cas de labellisation numérique a 1 sont :

Vet Y (V.5)

Ty

et les 4 cas de labellisation numérique & 2 sont :

A (V.6)
y oz

On se place dans toute la suite exclusivement dans le contexte 3D. Appelons compo-
sante connexe locale d’'un cube, en abrégé ccl, tout sous-ensemble de sommets de ce cube
qui sont fortement adjacents sur la trame initiale et ont le méme label. Il y a entre 1 et 8
ccl, qu’il est possible de labelliser par le label commun des sommets, indicé si besoin par un
numéro entre 1 et 4 (voir ci-dessous). Ce sont ces ccl qui déterminent la géométrie
de I’image a I’échelle locale du cube, et donc celle de leurs frontiéres; c’est pourquoi,
on les considére localement comme des objets distincts, méme si certaines d’entre elles

partagent le méme label du fait d’une connexion forte plus lointaine.
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y

x u v
Ainsi, en notant t y un cube de sommets . Y en haut (up) et en en
z 5w
S W
niveau bas (down), voici un cas particulier de cube a 2 ccl dont le centre a le label 1 ainsi

X

que ses 6 voisins directs : X

y

X X
Puis voici deux cas particuliers de cube a 3 ccl dont le centre a le label 2 alors que ses

6 voisins directs ont le label 1 :

X y X y

¢ yety y

y X y ¢
Enfin voici un cas particulier de cube & 8 ccl dont le centre a le label 3 alors qu’il y a

seulement 2 labels distincts parmi ses 8 voisins naturels :

XY

Y
Xy Ya
Proposition 1. Le centre d’un cube élémentaire est labellisé a 1 (point-surface) si et

seulement si il y a 2 ccl, et donc 2 labels x et y distincts pour les sommets du cube.

Démonstration. e Supposons que le centre du cube soit labellisé & 1 et supposons par
I’absurde qu’il y ait plus de 2 ccl, donc par exemple au moins 2 ccl de label x . La distance

forte (dg ) entre deux telles ccl ne peut étre égale a 2, car on aurait une face du cube

de labels y ?ajc dont le centre aurait le label 2 d’apres la régle de remplissage (2). La
Xy

distance serait donc égale a 3 et on aurait affaire (a rotation pres) au cube y y
y %

qui est un des deux cas particuliers de cube a 3 ccl indiqués ci-dessus, dont le centre est
labellisé a 2 : contradiction.
e Inversement, si un cube a 2 ccl de labels distincts et , aucune de ses faces ne peut
. Yy . ~
avoir pour Labels , car les deux x ou les deux y ne seraient pas dans une méme ccl,

Yy x
comme on le voit en labellisant les sommets de la face parallele, down sur le dessin, ou on

impose que les deux x soient dans une méme ccl :
X X

y y

? ou X

X X 2 X
On en déduit qu’aucun des 6 voisins directs du centre du cube n’a le label numérique 2

(cf. étude détaillée ci-dessus de la regle de remplissage (2)). Toutes les faces du cube, celle
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de niveau up en particulier, sont donc (& rotation et symétrie pres, et quitte a intervertir

x et y ) de la forme :

y,xyouyy (V.7)

y vy vy

Si les 4 couples de sommets diamétralement opposés avaient le méme label z ou y
Yy

Yy x
incompatible avec 2 ccl; on retomberait dans le deuxieme cas sur le cas particulier du
Xy
A/
cube Y y a 3 ccl; et on aurait I'unique label dans le troisiéme cas : contradiction.

les faces avant (front) et arriére (back) seraient dans le premier cas de la forme

y %

On conclut qu’au moins deux sommets diamétralement opposés ont des labels distincts,
de sorte que le centre du cube a bien le label 1.
O

Notons , X , Y. . . les sous-ensembles obtenus & partir des différents objets X , Y , . .
. de la trame initiale injectés dans la trame dédoublée en leur adjoignant leurs nouveaux
points-objet respectifs. Notons par ailleurs F' (comme frontiére) le complémentaire de la
réunion de ces sous ensembles X Y ....; les points de F sont caractérisés par leurs
numériques compris entre 1 et 3.

Les régles de remplissage (1), (2) et (3) garantissent que X , Y ,... sont encore des
objets fortement connexes de la trame dédoublée, et que si on note B le cube unité de Z3 :

B = —1,0,12 (boule unité de Z? pour la distance faible dag ),

on a pour tout objet X la relation X & B = X @ B . De plus, si on définit la frontiére

de 'objet X comme étant son gradient morphologique extérieur associé a la dilatation par

B:
~ def, ~ ~
0X Y (X @ B\X (V.8)
on a :
F= U 0X= U (0X N 9Y) (V.9)
X objet X,Y objets mitoyens

En posant X et Y mitoyens Y (X®B)N(Y ®B)#04 dXNJY #0.

En effet, I'inclusion d X NY C (X ®B)N(Y @B) = (X & B)N (Y & B)° est trivial. Et
comme Y @B C (X)¢ (¢ pour complémentaire dans la trame), on a (X@B)N(Y®B) C (X&
B)\X = 90X ; de méme (X®B)N(Y ®B) C Y. De sorte que OXNIY = (XeB)N(Y@B)
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La partition de F' en surface Fi, bord simple F5 et bord multiple F3, déterminée par
les valeurs 1,2 et 3 des labels numériques de ses points, induit pour tout couple d’objets
mitoyens (X,Y") une partition analogue sur leur frontiére commune 9 )N( ﬁ@? (qui peut ne
pas étre fortement connexe).

De la soit 31 une composante fortement connexe de ’ensemble F; des points de F' de
label numérique 1. Associons & chaque point de X1 la partition de I’ensemble de ses voisins
naturels en deux sous-ensembles selon leurs labels (cf. la proposition 1). D’apres les regles
de remplissage de la trame (1), (2) et (3), les sous-ensembles en question associés a des
points fortement voisins sont inclus les uns dans les autres, au sens ou, pour un méme
label, chacun des deux singletons associés a un milieu d’aréte ¢ € ¥; fortement voisin
d’un centre de face ¢’ € ¥, est inclus dans I'un des deux sous-ensembles de sommets
associés a o ; et chacun des deux sous-ensembles (fortement connexes) associés a un centre
de face o’ € 3 fortement voisin d’un centre de cube ¢” € ¥ est inclus dans 'un des deux
sous-ensembles de sommets associés a o’ .

Du fait que ¥ est fortement connexe, ce sont donc les mémes 2 labels x et y qui sont
impliqués pour tous les points de Y1 ; ¥ apparait ainsi comme un sous-ensemble fortement
connexe de X NAY , ot X est Pobjet de label z et Y est 'objet de label 4 ; de sorte qu’on
peut attribuer a ¥ le label ensembliste x,y . De plus, les sous-ensembles de la partition
associée a chaque point de ¥; sont fortement connexes sur la trame initiale (cf. 'étude
détaillée de la regle de remplissage (2) et la proposition 1); étant inclus les uns dans les
autres comme expliqué ci-dessus, leurs réunions, qui sont les sous-ensembles de X et Y
concernés, sont donc aussi fortement connexes sur la trame initiale.

Notons ¥ le sur-ensemble de X7 obtenu en rajoutant les centres de faces de cube
élémentaire et les centres de cube qui ne sont pas dans ¥ et dont au moins un milieu
d’aréte est dans ¥;. ¥ est fortement connexe comme ¥; (tout nouveau point de X est
fortement adjacent soit & un point de ¥; milieu d’aréte, cas d’un centre de face, soit & un
nouveau point de ¥ centre de face, cas d’un centre de cube). Comme de plus tout point

de ¥ milieu d’aréte est fortement adjacent & un point de X et a un point de Y , on a

YC(X®BNY®B) =0XNJY CF (V.10)

On dira que ¥ est un morceau de surface de label ensembliste z, y. La réunion de tous
les morceaux de surface F' est entier, car tout point de F' est dans un cube élémentaire
dont les 8 sommets issus de la trame initiale n’ont pas tous le méme label, et donc dont
au moins un milieu d’aréte a la label numérique 1; le point de F' est donc dans le morceau
de surface ¥ déterminé par la composante fortement connexe ¥ C F} du milieu d’aréte

en question.

Proposition 2. Si le centre d’un cube élémentaire est labellisé a 2 (point-bord simple),
alors il y a 3 ou 4 ccl, avec de 2 a 4 labels distincts pour les sommets du cube. Et lorsque

deux voisins directs du centre du cube sont labellisé a 2, ces ccl se présentent tour a tour
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dans le méme ordre circulaire autour de ces deux centres de face.

Démonstration. e Supposons pour commencer qu’aucun des 6 voisins directs du centre du

cube labellisé & 2 n’a le label 2 (point-bord simple isolé).

Si le cube a seulement 2 labels distincts x et y en ses sommets, avec au moins 3 ccl
d’apres la proposition 1, le début de la preuve de cette proposition montre que la seule
possibilité pour le

cube est (a rotation et symétrie pres et quitte a intervertir x et y) le cas particulier a

3 ccl (ou les sommets diamétralement opposés partagent les mémes labels) :

X Yy
A«
y
y
y X%

Si le cube a au moins 3 labels distincts z, y et z, il en existe au moins deux, disons x
et y, en les sommets d’'une méme aréte. Par hypothése chaque face du cube a au plus 2
sommets de labels distincts puisque leur centre n’est pas point-bord simple ; de sorte qu’un
troisieme label z est forcément en un sommet diamétralement opposé a (celui labellisé &)
x ou a y, disons a x; et idem pour un éventuel quatrieme label ¢t en un sommet qui serait

donc diamétralement opposé & y et ainsi sur une méme aréte que z.

On voit en considérant une face contenant les labels z et t que I'existence de t distinct
de x, y et z est incompatible avec 'hypothése que le centre de ladite face n’a pas le label

2 (les 4 sommets restants sont labellisés a x ou y).

Puis en considérant la face contenant les labels y et z, dont les 2 sommets restants
doivent étre labellisés & x ou y, on voit que seul y est possible pour eux. De proche en
proche en considérant d’abord les deux autres faces contenant z, on voit que seul y est
aussi possible comme label pour les trois derniers sommets. On obtient donc 'unique
configuration (a rotation et symétrie pres) :

X y

qui est 'autre cas particulier a 3 ccl cité plus haut.

e Supposons a présent qu’au moins un des 6 voisins directs du centre du cube
labellisé a 2 a aussi le label 2. Désignons dans la suite les faces du cube par
l(left),r(right), f(front),b(back),u(up)etd(down), et supposons par exemple que le
centre de la face r est un point-bord simple. D’apres la regle de remplissage (3), il y a
au plus un centre d’une autre face qui est point-bord simple ; cette face peut ou non avoir

une aréte commune avec la face r.

- Considérons d’abord la situation ou les labels des sommets de la face r sont tous

distincts :
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x pour le sommet rub (notation pour l'intersection des faces right, up et back)
y pour le sommet rdb, z pour le sommet rdf et t pour le sommet ruf.

On peut supposer quitte & faire une rotation que les centres des faces f, u, et b ne
sont pas des points-bord simples, et donc que les sommets de ces faces ont au plus 2 labels
distincts. Alors nécessairement le label du sommet [ub est = (considérer les faces u et b)
et le label de luf est t (considérer les faces u et f); celui de Idb est x ou y, ce qu’on note
x V y (considérer la face b) et celui de 1df est ¢ V z (considérer f). Et comme il est exclu
par hypothése que les centres des faces [ et d soient tous deux des points-bord simples, les

labels de Idb et ldf sont plus précisément dans 'ordre soit x et t, soit y et z.

Dans les deux cas, on a affaire a 4 ccl aux labels distincts. Dans le premier cas, le centre
de d est aussi un point-bord simple dont les labels des voisins naturels z, y, z, ¢ sont les
meémes et dans le méme ordre circulaire que ceux du centre de r; dans le second cas, c’est

le centre de [ qui vérifie ces propriétés :
X X X X

y et y
YA Z

- Considérons ensuite la situation ou il n’y a que 3 labels distincts z, y, z aux sommets
de la face r; autrement dit, en se replacant dans le cadre précédent, supposons que t = x
out =y (le cas t = z se ramenant & t = x par rotation ou symétrie).

. Dans le cas ou t = y, on peut encore supposer quitte a faire une rotation suivi
éventuellement d’une symétrie que les centres des faces f, u, et b ne sont pas des points-
bord simples. Alors un raisonnement analogue au précédent montre que les sommets [ub
et [db ont pour label x V y, luf a le label y et Idf a le label y V z. Et comme il est exclu
que les centres des faces [ et d soient tous deux des points-bord simples, les labels de Idb
et ldf sont plus précisément dans 'ordre soit x et y, soit y et y, soit y et z.

Dans le premier cas, le label de lub doit étre x puisque le centre de la face b n’est pas
un point-bord simple; alors il y a 4 ccl de labels x, y1, y2 et z et le centre de d est un
point-bord simple dont les labels des voisins naturels z, y1, z, y2 sont les mémes et dans
le méme ordre circulaire que ceux du centre de r. Dans le deuxiéme cas, il y a 3 ccl aux
labels distincts =, y et z et il n’y a pas d’autre centre de face point-bord simple. Dans le
troisiéme cas, le label de lub peut étre x (sous-cas 1); alors il y a 4 ccl de labels z, y1, y2
et z et le centre de [ vérifie les mémes propriétés que le centre de d dans le premier cas.

Ou bien le label de lub peut étre y (sous-cas 2); alors on est dans la méme situation que
dans le deuxiéme cas :
Xvy X

X X X X y X
y Vel Y Y
y, 2 y Z Z z  z

z
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.Dans le cas ou t = z, on peut supposer quitte a faire une symétrie que le centre de la
face b n’est pas un point-bord simple, de sorte que les sommets lub et ldb de b ont les labels
x Vy. Le label de Idf est zVyV z, sinon les centres des faces d et f seraient tous deux des
points-bord simples, ce qui est exclu par hypotheése. Supposons par I’absurde que le label
du sommet [uf soit distinct de x V y V z. Alors le centre de f serait un point-bord simple,
donc ce ne devrait pas étre le cas du centre des autres faces [, u et d. Or pour u, ceci
imposerait au sommet [ub d’avoir le label z, donc pour [, ceci imposerait au sommet [db
d’avoir aussi le label z, et le centre de d serait un autre point-bord simple : contradiction.
Ainsi le label du sommet luf est x V y V z. Supposons pour commencer que le label de (db
est x, de sorte que le label de lub doit étre x puisque le centre de la face b n’est pas un
point-bord simple ; alors le centre de d est un point-bord simple, donc le centre de la face
f ne doit pas I’étre ; de sorte que le label y est impossible pour luf et Idf. Ainsi luf et Idf
ont pour labels x V z, et méme plus précisément dans ’ordre soit x et x, soit = et z, soit

z et z, car le centre de f n’est pas un point-bord simple :
X X X X X X

y y o y
X z Z YA z YA

Dans ces 3 cas, on a affaire a 3 ccl aux labels distincts; les labels des ccl voisines
naturelles z, y, z du centre de d sont les mémes et dans le méme ordre circulaire que ceux
du centre de r. Supposons a présent que le label de ldb est y. Comme [ub a pour label
xVy et luf et ldf ont pour label x Vy V z, il y a 18 possibilités & examiner, qu’on peut
regrouper ainsi :

D’abord 4 cas doubles ou on a affaire a 3 ccl aux labels distincts x, y et z et ou le
centre de d (premier cas), f (deuxieéme cas), | (troisieme cas), f (quatriéme cas) est un
point-bord simple dont les labels des ccl voisines naturelles z, y, z sont les mémes et dans

le méme ordre circulaire que ceux du centre de 7 :
XVYy X XVy X

. .-

Ensu1te 3 cas ou on a aussi affaire a 3 ccl aux labels distincts x, y et z et ou le centre
de [ (premier cas), u (deuxiéme cas), f (troisiéme cas) est un point-bord simple dont les
labels des ccl voisines naturelles z, y, z sont les mémes et dans le méme ordre circulaire

que ceux du centre de 7 :

Les 7 cas restants ou les trlplets de sommets (lub, luf, ldf) ont respectivement pour
labels (x V y,y,z),(x,y,2) ou (x VyV z,z,2Vy), dans lesquels on a affaire a 4 ou 5 ccl,
sont impossibles car il y a plus de 2 centres de face points-bord simples.

- Considérons enfin la situation ou il n’y a que 2 labels distincts x, y aux sommets de
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la face r dont le centre est point-bord simple ; autrement dit, en se replacant dans le cadre
précédent, supposons que z = x et ¢ = y. On peut supposer comme dans la situation a 4
labels distincts et quitte a faire une rotation que les centres des faces f, u, et b ne sont
pas des points-bord simples, et donc que les sommets de ces faces ont au plus 2 labels
distincts. Alors nécessairement les sommet lub, ldb, luf et Idf ont pour labels z V y. Si le
label de lub est y, il en est de méme pour ldb et luf (considérer les faces b et u). Dans ce
cas on a affaire a 3 ccl de labels x1, x2 et y et il n’y a pas d’autre centre de face point-bord
simple. De méme, si le label de luf est x, il en est de méme pour lub et Idf (considérer les
faces u et f). Dans ce second cas on a affaire a 3 ccl de labels z, y; et y2 et il n’y a pas

d’autre centre de face point-bord simple :

y X, X X
X
| B

X X
Par contre si les labels de lub et luf sont respectivement x et y, Idb et ldf ont pour

X, VY X,

labels x V y, ce qui donne 4 possibilités :

X X XX XX XX
X y2 XZ X2 XZ y XZ

Dans le deuxiéme et le troisieme cas on a affaire a 4 ccl et le centre de d (deuxieme
cas), 1 (troisieme cas) est un point-bord simple dont les labels des ccl voisines naturelles
Z1,Y1, T2, Y2 sont les mémes et dans le méme ordre circulaire que ceux du centre de r. Dans
le premier et le quatriéeme cas on a affaire a 3 ccl et il n’y a pas d’autre centre de face
point-bord simple.

O

Remarque : On a établi en début de preuve de la proposition 2 que lorsque le centre du
cube a le label 2 mais n’a aucun de ses 6 voisins directs de label 2, alors il existe exactement
3 ccl avec 2 ou 3 labels distincts. Et la suite de la preuve montre que ceci est encore vrai
si le centre du cube a un seul de ses 6 voisins directs de label 2.

On en déduit que si un cube a au moins 4 ccl, il a au moins 2 centres de face qui ont
le label 2. Mais méme s’il a exactement 4 ccl qui se présentent tour a tour dans le méme
ordre circulaire aux sommets de deux faces (dont les centres sont donc labellisés a 2), il

est faux que ceci implique que le centre du cube ait le label 2 et non 3, car il peut y avoir

d’autres centres de face de label 2; voici un vrai et un “faux” contre-exemple :
t X X X X X

X ¢ X A—(& X
y y (en fait Y, )

y Z y ¢ Y. ¢

On peut cependant établir le résultat suivant qui, par élimination, assure

qu’il y a entre 4 et 8 ccl dans un cube dont le centre a le label 3 :
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Proposition 3. Si un cube élémentaire a 3 ccl (et donc 2 ou 3 labels distincts pour les

sommets du cube), son centre est un point-bord simple.

Démonstration. e Supposons pour commencer qu’aucun des 6 voisins directs du centre du
cube n’a le label 2; alors comme le cube a 3 ccl, la proposition 1 assure que le centre du
cube a bien le label 2. On suppose dorénavant que 'un des centres de face du cube, disons
la face r, a le label 2.

e Considérons d’abord le cas ou les sommets rub, rdb, rdf et ruf ont respectivement
pour labels z,y,x et y. Comme il y a seulement 3 ccl, les deux sommets par exemple de
labels y doivent étre fortement connectés dans le cube ; ceci impose que y est aussi le label
de Idb et luf et aussi par exemple de [df, le label de [ub devant alors étre z V y :

XVy X

e

y
y X

Comme tous les centres de faces autres que r ont le label 1, le centre du cube a bien le
label 2.

e Considérons & présent le cas ou les sommets rub, rdb, rdf et ruf ont respectivement
pour labels x,y, z et y. Comme le cube a seulement 3 ccl, les deux sommets de labels y
doivent étre fortement connectés dans le cube; ceci impose comme précédemment que y

est aussi le label de Idb et luf et aussi par exemple de ldf, le label de lub devant étre x Vy :
XVy X

2
y.
y z

Comme tous les centres de faces autres que r ont le label 1, le centre du cube a bien le
label 2.

e Considérons enfin le cas ou les sommets rub, rdb, rdf et ruf ont respectivement pour
labels z,y, z et x, dernier cas a considérer puisque le cube a seulement 3 ccl.

- Supposons que le label de ldb est x; alors la ccl de label y est réduite au point rdb
et les 3 trlplets de labels posables pour ldf, luf, lub) sont (z,z,x), (2, x,x)et(x,z,x) :

Supposons de manieére analogue que le label de ldf est x; alors la ccl de label z est

réduite au point rdf et on obtient pour (Idb, lub, luf) 2 nouveaux triplets de labels possibles

(v, 9, y,x:c

Dans ces 5 cas, seul 1e centre de la face d a le label 2 comme la face r; de sorte que

le centre du cube a bien le label 2. - Il reste pour le couple (ldb, ldf) les 3 labels possibles

© 2014 Tous droits réservés. 180

doc.univ-lille1.fr



Thése de Franck N'Guyen, Lille 1, 2014

V Maillage d’une microstructure multiphasée 3D

y), (y,2) et (z,2), car (z,y) est incompatible avec seulement 3 ccl pour le cube. Pour
ldb,ldf ) = (y,y), on a (lub,luf) = (xVy,xVy); pour (Idb,ldf) = (y,z), on a (lub,luf) =
2Vy,xVz) ou (lub,luf) = (y,y) ou (lub,luf) = (z,2); et pour (Idb,ldf) = (z,z), on a
lub,luf) = (xVz,2V z), soit 14 cas possibles :

2
(
(
(

XVy X XVY X X
| 4
XV Y& XV z
y y y
y  Z Z
z X XVZ X

z XV
y y
z

On observe que dans chacun des ces 14 cas, il y a exactement une face autre que r
dont le centre a la label 2; de sorte que le centre du cube a bien le label 2.
O

Placons-nous dans le cas ou exactement 2 voisins directs du centre d’un cube élémen-
taire (et donc aussi celui-ci) sont labellisé a 2. D’apres la proposition 2, les listes ordonnées
L1 et Lo des labels (éventuellement indicés) qui sont consécutifs dans l'ordre circulaire
des ccl voisines naturelles de ces 2 voisins directs (en déclarant consécutifs également le
dernier et le premier label) sont les mémes (quitte si besoin a inverser 1'ordre circulaire).
Ceci justifie le fait de considérer que la portion de chemin qui relie ces voisins directs
en passant par le centre du cube fait partie d'un méme bord simple, commun a 3 ou 4
morceaux de surface ¥.¢ ayant pour labels ensemblistes les paires de labels consécutifs.

En conséquence chaque composante fortement connexe By de I’ensemble F5 des points
de F' de label numérique 2 est une courbe simple, éventuellement réduite a un point,
éventuellement fermée, a laquelle on peut attribuer la liste ordonnée en question comme
label global. Dans le cas ou By n’est pas fermée, elle peut avoir un point-bord multiple
en prolongement de 'une et/ou 'autre de ses extrémités ; le sur-ensemble B de Bs obtenu
par ajout de ces points-bord multiples éventuels est encore une courbe simple (fortement
connexe) qu'on appellera morceau de bord, de label L , incluse dans les mémes 3 ou 4
morceaux de surface ¢ . Comme par construction il n’existe pas de point-bord multiple
isolé, la réunion de tous les morceaux de bord est Fy U F3 entier.

Dans la suite on ne retiendra que les B et B qui sont des courbes fermées simples non
réduites & un point ou (pour les B ) des courbes simples dont les deux extrémités distinctes
sont des points-bord multiples, et on supposera que la réunion By de ces morceaux de bord
inclus dans un morceau de surface ¥ est une (ou éventuellement la réunion de plusieurs)
courbe(s) fermée(s) simple(s disjointes) entourant (bordant) ¥; . Cette propriété, qui
demanderait a étre caractérisée, parait vérifiée lorsque la topologie des objets n’est pas
trop pathologique. Elle exclut en particulier qu'un objet soit entiérement entouré par un
autre objet. Dans ce cas on utiliserait la procédure établit pour les images biphasées.

Ainsi 'image est décomposée en composantes fortement connexes dg : les surfaces, les
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bords de surfaces et les points de bord multiples qui par définition sont tous centre de
cube. Par construction, il ne peut pas exister une consécutivité locale de ces points sur
I'image. Par convention, le label 3 (noir) correspond au point de bord multiple, le label 2
aux bords de surface et le label 1 & celui des surfaces. Le label 0 correspondant a l'intérieur

d’une phase n’étant bien str pas retenu (Fig.V.10) .

F1GURE V.10 — Composantes connexes 3D.

La forte connexité de I’ensemble des composantes de I'image permet 1’étiquetage, ou
la labellisation dg de tous les objets dans le but d’une étude séquentielle de chaque surface
(Fig.V.11).

[ =3

FIGURE V.11 — Labellisation des différentes composantes connexes 3D.

V.5.3 Adjonction des surfaces mitoyennes aux phases de 'image

Une image multiphasée est composée de phases sur lesquelles sont adjointes les surfaces
de contact Y. Ces surfaces ont des formes quelconques pouvant étre localement fines a

certains endroits (Fig. V.12).
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FI1GURE V.12 — Surfaces adjointes a une phase.

Pour cette phase, la figure V.13 illustre un cas limite ou une surface de contact > est

de la dimension d’un voxel unique.

FIGURE V.13 — Surfaces adjointes a une phase.

Remarque importante On note, par cette démarche, que 1’étude des composantes

connexes permet la levée du caractere ambigiie de ’étude du nombre d’éléments constituant
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le label. Si dans une fenétre locale, la discussion se porte uniquement sur le nombre de

composantes labélisées noté nc :
nc =1, la fenétre est complétement incluse dans une phase,
nc = 2, la fenétre décrit la frontiere entre de deux phases,
nc = 3, la fenétre décrit une aréte de bord de surface,

nc > 3, la fenétre décrit un point multiple.

Alors, la zone contigiie entre les quatre phases est considérée comme un point triple
et non pas une aréte. En trois dimensions, le nombre d’éléments constituant un label
composite n’est donc pas pertinent pour déterminer un point frontiere. Notre approche

conduit a la définition pertinente de chacune des composantes connexes de I'image.

Aréte centrale

Aréte centrale ou
point multiple ?

FIGURE V.14 — Définition exacte de 'aréte centrale.

Avec notre approche, chaque morceau de surface est connexe fort (dg) avec des bords

de surface ainsi qu’avec des points de bord multiples.

notre phase et donc composée de I'adjonction de I’ensemble des différentes surfaces

appartenant a celle-ci (Fig.V.15).

&
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V.6 Triangulation des surfaces des phases

V.6.1 Choix d’une triangulation

Il s’agit de construire une triangulation de chaque morceau de surface X. L’idée la
plus simple consiste a choisir pour sommets des points de ¥ plus ou moins régulierement
répartis; et a considérer le graphe de Delaunay déterminé par le diagramme de Voronoi
dans Y ayant ces points pour germes et relatif a la distance géodésique de 3.

Ceci demande & étre précisé. En effet, I’emploi de la distance grossiére dg au lieu de la
distance euclidienne — méme sur une surface plane et hors cadre géodésique —conduit a
un diagramme de Voronoi dégradé : les frontieres entre régions de Voronoi (en définissant
la région de Voronoi dite aussi zone d’influence d’un germe comme étant ’ensemble des
points strictement plus proches de ce germe que de tous les autres) peuvent étre épaisses
et sont couramment communes a plus de 3 régions de Voronoi; ce qui pose un premier
probleme dans la définition du graphe de Delaunay associé. Et de toute facon, la propriété
cruciale de non chevauchement des triangles de Delaunay n’a rien d’évidente dans ce
contexte élargi.

Par ailleurs, en vue de définir une triangulation cohérente de tous les morceaux de
surface X, un soin particulier doit étre consacré a leurs bords By : tous les points-bord
multiples doivent en particulier étre des germes de la triangulation et les autres points-
bord simples de By, retenus comme germes devront (aussi) rester les mémes pour les autres
surfaces X/ qu’ils bordent. De plus les couples de germes de bord qui sont consécutifs sur
une méme composante fortement connexe C' de By doivent étre reliés par une aréte du
graphe de triangulation ; alors que ceux qui ne sont pas consécutifs ne doivent pas 1’étre,

pour éviter toute triangulation abusive

Remarque importante La triangulation de Delaunay, bien que pratique au sens
dual géométrique du Voronoi, présente un risque d’erreur dans la définition des arétes du
contour de ¥ . Si on prend une surface ¥ dont la complexité morphologique est relativement

faible, la seule courbure est représentée sur la figure V.16 par les points x15, z16, 17 €t =1,
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X3 X

FIGURE V.16 — Paradoxe de Delaunay.

Si on établit un partitionnement en cellule de voronoi par les germes x1,..., T, , la
triangulation de Delaunay duale renvoie deux arétes [z15, 17 , [*15, 1] qui n’appartiennent
pas a la surface ¥ . Cela est dii au fait que la cellule issue de x15 est contigiie a celle de
x17 de méme que celle de x17 et de x1 . En revanche l'aréte [z7, z1¢] est 1égitime comme
[x7, z9] alors qu’elles sont dans une méme configuration géométrique que respectivement

[x15,x1] et [z15,217] : C’est le paradoxe de Delaunay (Fig.V.17).

FIGURE V.17 — Triangle erronés.

La construction du dual géodésique issue du Voronoi dépend donc fortement des confi-
gurations d’échantillonnage des germes z1, ..., ,, . Cette triangulation reste juste de facon
intrinseque & ¥ mais elle présente un risque de superposition de triangles sur des surfaces

>} mitoyennes.
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V.6.2 Voronoi géodésique ou fonction label ensembliste

Comme un point sur deux de X est tel que la somme de ses coordonnées est paire, et
tels sont en particulier tous les points-bord multiples et un point sur deux de By qui sont
des centres de cube, on peut imposer de ne choisir comme germes dans Y que des points
vérifiant cette propriété; ceci permettra, comme vu pour les frontiéres entre objets sur
la trame dédoublée, une définition (quasi) absente d’arbitraire du diagramme de Voronoi
d6-géodésique associé. On pourra prendre comme germes, outre les points-bord multiples,
tous les points ou By fait un angle droit —pour étre assuré de n’oublier aucune composante
fortement connexe de By—, ainsi que d’autres points (centres de cube) de By, répartis sur

ses longs fragments en ligne droite.
Soit d¥ la distance d6-géodésique dans Y. Numérotons arbitrairement z1, ..., z,, € ¥

les m germes retenus; et pour tout point y € 3, posons § (y) = 1min dGE (y,x;) , valeur
<i<m

du minimum des distances dg — géodésiques de y aux germes x1, ..., Ty, -

On définit sur ¥ une fonction label ensembliste £ : >> — P ({1,...,m}) de la maniere

suivante :

e on attribue aux x1, ..., x, € 3 les labels singletons respectifs (Fig.V.18) :

X, ={6}

X, ={2}
=0 -

FI1GURE V.18 — Singleton sur .

e on propage ces labels {1},...,{m} par dg-dilatations incrémentales dans ¥ : quand
un point y de X est atteint pour la premiere fois par un ou plusieurs labels, on lui attribue
comme label ensembliste (définitif) £(y) la réunion des labels des points dg-voisins déja
labellisés (en lesquels la valeur de ¢ est inférieure de 1). On arréte toute propagation quand
tous les points de X ont été atteints et donc labellisés a idempotence de la propagation

puisqu’elle est géodésique (Fig.V.19).
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Itération 1 Itération 5 idempotence

FI1GURE V.19 — Idempotence de la propagation.

La zone d’influence (stricte) de chaque germe x; est constituée de tous les points de
¥ de label {i}; les frontieres des cellules sont constituées de tous les autres points de 3 ,
dont les labels ne sont pas des singletons.

Un raffinement consiste a "amincir" quelque peu ces frontieres en modifiant 1égerement
la regle d’attribution des labels ci-dessus : le label ensembliste attribué est comme précé-
demment la réunion des labels des points d6-voisins déja labellisés, sauf dans le cas ou au
moins un de ces voisins a comme label un singleton et que celui-ci est contenu dans tous
les autres labels des voisins déja labellisés; auquel cas le label ensembliste attribué est
simplement ce singleton. Ceci étend légerement la zone d’influence correspondante, sans
risque d’effacer les frontieres entre zones d’influence distinctes comme le montre le premier
point de la proposition suivante, et tout en conservant la connexité forte desdites zones

d’influence comme le montre le second point :

Proposition 4. Soit ¥ un morceau de surface.

o Soient y et z deux points d6-voisins de X. On a |6(y) — 0(2)| =1, et y et z ne sont
pas dans deuzx zones d’influence (strictes) distinctes.

e Soit L = L (y) le label d’un pointy € ¥ ; Vi € L, il existe au moins une géodésique ;
(chemin de longueur dg minimale dans X3) joignant x; d vy, telle que les labels ensemblistes
successifs des points de 7; en partant de x; forment une suite croissante (au sens large)

pour Uinclusion, depuis {i} en x; jusqu’a L en y.

Démonstration. e En effet, deux points fortement adjacents dans ¥ ont les sommes de
leurs 3 coordonnées respectives décalées de 1. On en déduit (comme pour C' C By) que
la distance d% entre deux points quelconques de 3, qui est égale a la longueur d’une
géodésique les joignant, a la méme parité que celle de la différence entre les sommes de
leurs coordonnées respectives.

Comme tous les germes ont la somme de leurs coordonnées paire, les distances d6-

géodésiques d'un point quelconque y € 3 a chacun des germes x ont toutes la méme
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parité, celle de la somme des coordonnées du point y. Il en est donc de méme de la parité
de d (y) = 122% d (y, xi).

Soient y,z € ¥ deux points voisins, la différence § (y) — § (z) est donc impaire; et
on a plus précisément J (y) =d (z) £ 1 car d’autre par 0 est 1-lipschitzienne par inégalité
triangulaire sur la distance dj . Et si par exemple § () =6 (z) — 1, le label est d’abord
attribué & z dans le processus de propagation des labels; si ce label est [{i}, le label de
y attribué a I’étape suivante contient nécessairement {i} et donc ne peut pas étre un
singleton {j} avec j # i.

e Comme 7 € L, il existe vu la procédure de labellisation au moins un point z € X voisin
de y tel que 6 (z) = 6 (y) —1 et tel que le label £(z) contient i. On a donc § (2) = d3 (z, xi)
et comme i € L, on a aussi d (y) = dy (y,zi) ; de sorte que d (2, i) = dj (y,zi) — 1. Dans
le cas o L n’est pas un singleton, on a de plus £(z) C L; dans le cas ou L = {i} on
a L(z) = {i}, quitte a choisir un autre voisin z € ¥ tel que §(z) = 6 (y) — 1 (du fait
de la procédure raffiné ci-dessus). On définit z comme étant le point précédant y sur la
géodésique en construction ~;.

Si z # x;, on raisonne avec z a la place de y, et ainsi de suite par récurrence inverse
jusqu’a atteindre x;, ce qui achéve la détermination de ;.

O

Un exemple-type de succession des labels ensemblistes le long d’une géodésique -y; bien

choisie joignant z; a y est le cas ou L = L(y) est de cardinal 3, soit L = {4, 7,1}

{i} ., i}, {i, 5}, {6, 4}, {4, 4, 0}, .., {4, 4,1} (V.11)

>1 fois >0 fois >1 fois

Remarque : on pourrait envisager le raffinement plus puissant suivant : le label ensem-
bliste attribué est comme précédemment la réunion des labels des points d6-voisins déja
labellisés, sauf dans le cas ol au moins un de ces voisins a un label non vide qui est contenu
dans tous les autres labels des voisins déja labellisés ; auquel cas le label ensembliste at-
tribué est simplement ce plus petit label non vide. La proposition 4 est toujours valide,

méme si la preuve de son second point doit étre légerement modifiée.

V.6.3 Construction du graphe-M sur le Voronoi ensembliste

Nous avons étudié dans le cas biphasé le graphe-M lors de la triangulation des micro-
structures 3D biphasées (chapitre IV.4.1), ou le graphe-M était défini par des opérateurs
ensemblistes de reconstruction géodésique d’un germe a un autre le long d’un parcours
établi par la Ipe locale mitoyenne a une cellule de Voronoi géodésique.

Dans cette section, nous allons redéfinir le graphe-M de facon déterministe a 1’échelle

des germes.
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V.6.3.1 Principe du Graphe-M

Plagons-nous d’abord dans le cas élémentaire du plan euclidien. On dit que p > 3 points
{zi1, ..., xip}. parmi {x1, ..., 2y, }. forment un sous-ensemble cocyclique s’ils se situent sur
le cercle frontiere d'un disque fermé ne contenant aucun autre point x;, appelé disque

circonscrit a {x;1, ..., Tip }.

Sous 'hypothéese qu’il existe des sous-ensembles cocycliques et que leur cardinal p n’est
nulle part supérieure a 3, le graphe de Delaunay “dual” du graphe de Voronoi de germes
x1,...,Tm a par définition pour sommets ces germes et pour arétes les segments [z;, z;]
entre germes x; et x; d'un méme sous-ensemble cocyclique, autrement dit entre germes

dont les zones d’influence ont une frontiére commune.

On peut envisager un autre type de graphe associé au méme diagramme de Voronof,

qu’on désignera comme le graphe-M :

e Ses sommets sont les germes x1, ..., T, ainsi que tous les centres des disques circons-

crits aux sous-ensembles cocycliques {1, ...,z }, centres notés yr, ou L = {iy,...,3p} €
P ({1,...,m}).

o Les arétes sont les segments [z;,yr] ot i; € L (arétes entre les germes et les points
multiples des frontieres de leur zone d’influence) ; et les segments [yz,, yas] ot card (LNM) =

2 (points multiples voisins sur la frontiére commune a deux zones dinfluence).
Cette construction a les mémes caractéristiques évoquées au chapitre 1V.4.1 :
e clle constitue de maniere quasi-évidente une triangulation correcte;

e le cardinal p des sous-ensembles cocycliques peut dépasser 3 sans qu’il soit nécessaire

d’aménager la définition (contrairement au cas du graphe de Delaunay) ;

e elle est typiquement 3 fois plus fine que la triangulation de Delaunay (un triangle

entre 3 germes cocycliques est remplacé en général par 6 "demi-triangles") ;
e elle ne comporte aucune aréte entre germes.

On propose d’étendre de cette construction - d’apparence robuste - dans le cadre géo-
désique et discrétisé défini précédemment : en se référant a la procédure de labellisation
décrite ci-dessus, on dira que p germes z;1,...x; € ¥ forment un sous-ensemble (géodési-
quement) cocyclique si :

&
LY {i1,...ip} € L(X) et L maximal,(Fig.V.20) (pour la relation dinclusion) dans

L (X); tout point y € X tel L (y) = L vérifie en effet

d(y) = d? (y,xi1) = ... = dGZ (y, zip) etVk & {i1,...ip}, dg (y, ) > 6 (y)

c’est-a-dire qu’il est centre d’'un disque circonscrit au sous-ensemble {x;1,...,Zip}; on
notera y;, I'un d’entre eux qui minimise &, que 'on désignera abusivement dans la suite

comme le centre du disque circonscrit & {z;1, ..., Zip}
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L)

Maximum local {5, 6}

Maximum local {2,3,7}

X; = {5}

FIGURE V.20 — Maximas locaux sur Voronoi géodésique.

En fait, avec le raffinement de labellisation spécifié plus haut, les labels maximaux
peuvent étre des sous-ensembles stricts des précédents; de sorte qu’en reprenant les no-
tations précédentes on peut avoir dy (y,z)) =6(y) pour certains k € {iy,...i,} (réduction
fictive des cardinaux des sous-ensembles cocycliques, souvent élevés). Mais malgré cela, du
fait de la "grossiéreté" de la distance d6, on peut rencontrer la situation ou deux éléments
distincts L et M de la liste des labels maximaux vérifient card (L N M) > 2, conduisant
couramment & une triangulation non conforme (chevauchement de triangles).

Une fagon de résoudre le probléme consiste alors a fusionner ces labels en un (pseudo)
label maximal L U M et un pseudo centre de disque circonscrit associé yruas, par exemple
yr si card L > card M et yys sinon. On reprend 'opération de fusion sur la nouvelle liste
de labels, en continuant jusqu’a ce que la condition card (L N M) < 2 soit vérifiée pour
toute la liste de (pseudo) labels maximaux.

Il reste a tenir compte spécifiquement des bords de la surface 3 pour compléter conve-

nablement le graphe-M ; on peut commencer par remarquer :

Lemme : la longueur (selon la distance dg ) de chaque composante fortement connexe C

de B, est un multiple de 4.

Démonstration. C est supposée étre une courbe fermée simple. Les points consécutifs de
C sont alternativement des centres de cubes et des centres de faces de cubes, de sorte que
sa longueur est le double de celle de la courbe homothétique C’ de rapport 1/2, obtenue

en ne conservant que les centres de cubes considérés comme consécutifs.
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Montrons qu’une telle courbe C’ sur la trame Z?3 est de longueur paire (selon la distance
dg) : en effet deux points dg-voisins de Z> ont les sommes de leurs 3 coordonnées respectives
décalées de 1. On en déduit que la longueur d’'une courbe quelconque de Z3 joignant deux
points a et b a la méme parité que celle de la différence entre les sommes des coordonnées
respectives de a et de b. Il suffit de considérer un point quelconque b = a de la courbe C’
pour conclure.

O]

Pour déterminer les arétes de bord, c¢’est-a-dire entre germes de bord consécutifs, on
propage les labels ensemblistes des germes qui sont dans By, par d6-dilatations incrémen-
tales dans By, c¢’est a dire selon la distance dg-géodésique dans chaque composante connexe
C de By, : quand un point de By, est atteint pour la premiere fois par un ou par deux labels,
on lui attribue comme (nouveau) label ensembliste selon le cas celui du point voisin ou la
réunion de ceux de ses deux points voisins. On arréte toute propagation quand tous les
points de By, ont été atteints et donc labellisés.

Les labels doubles {i, j} attestent du caracteére consécutif des germes z; et x; sur By,
qu’on relie par 'aréte [x;,x;]. Les labels des points de By, depuis x; jusqu’a z; forment

une suite de la forme

(Yo, LY, L), {0}, D) (V.12)
>1 fois >1 fois

En fait, pour éviter que des arétes du graphe-M proprement dit ne se superposent méme
partiellement avec ces nouvelles arétes — les seules reliant des germes entre eux — , il suffit
de garantir qu’aucun centre de disque circonscrit yz, ne soit sur le bord de ¥. Une fagon
d’y parvenir est de modifier les conditions initiales de la procédure de labellisation raffinée
des points de X détaillée ci-dessus : on adjoint aux germes x1, ..., T, tous les points de By,
dont la somme des coordonnées est paire, quel I’on munit des labels simples ou doubles
attribués juste ci-dessus. Du fait de ces "germes fictifs" supplémentaires, la procédure de
labellisation dans ¥ ne conduit plus a proprement parler & un graphe de Voronoi, mais
plutot & une sorte de skiz... Et comme les points yy, sont des sommets du graphe-M, on
peut estimer qu’on dispose ainsi d’un nombre suffisant de sommets dans 1 et choisir tous
les germes x1, ...,y sur le bord By,. Les triangles déterminés par le graphe-M complété
au bord sont alors de deux types : les sommets en sont soit deux points de bord z; et z;
consécutifs et 'unique point y;, dont le label maximal L contient i et j (cette unicité, qui
serait a prouver, est lié & la position de bord de z; et x;) ; soit deux points yr, et yps dont
les labels maximaux ont pour intersection une paire LN M = {i,j} et 'un quelconque des
2 points (de bord, non consécutifs) z; et z;.

Pour finir, il est possible de réduire un peu le nombre de triangles en dérogeant au prin-
cipe de ne pas relier par une aréte deux germes x; et x; non consécutifs d'une composante

fortement connexe C de By, dans le cas particulier suivant :
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e ces deux germes sont les extrémités de deux arétes de bord consécutives [z;, zi| et
[k, ;] orthogonales en xj, et chacune de longueur 2 ou 4; L = 1, j, k est un label maximal.
En effet dans ce cas le sommet yy, vérifie 6(yr) = 2, les arétes [z;,y1] et [yr, z;] sont alignés
(ou presque) et il existe un autre (pseudo) label maximal M tel que L N M = {i,j}.
L’alignement en question assure qu’on ne commet pas d’abus en supprimant ces deux
arétes —ainsi que le sommet y7, et la derniére aréte associée [yr,yy| —au bénéfice de la
nouvelle aréte [z;,z;]. Les quatre anciens triangles (z;, zx,yr), (¥, 2k, Y1), (YL, Yar, i) et
(YL, ym,x;) sont ainsi remplacés par leurs réunions deux a deux (xj, x;, x;) (triangle dont

les 3 sommets sont des germes) et (yar, xi, x;).

V.6.4 Définition de germes supplémentaires sur chaque courbe C' com-
posante connexe du bord

Afin d’affiner la triangulation, on définit un pas de triangulation A. On procede par A
dilatation dg géodésique itérative d’un point multiple xi; & un autre. A chaque A\ itération,

un nouveau point z; est ajouté a la liste des germes (Fig.V.21) .

C

X A o X

5 (%)

N+1

FI1GURE V.21 — Echantillonnage sur C'.

V.6.4.1 Définition des germes dans 3;

En plus des maxima locaux, il est possible de densifier, s’il est nécessaire, la densité de

germes de triangulation dans une surface X

Pour tout point y € ¥; et tout ensemble de germes G de X | notons dg (y) =

ng dg (y,x) la valeur du minimum des distances dg — géodésiques de y aux points de G .
[AS

- On prend initialement pour G ’ensemble des germes du bord ainsi que les labels

maximaux ;

- on détermine un point y de ¥1\G tel que;

dx dx
caz et Vze X, ig(z) < caz

oc (y) > ou 4 (2) > dg () (V.13)

on adjoint ce point y & G et on modifie §¢ en conséquence ; - on itere I’étape précédente

: [N I Y ot . dx
jusqu’a ce qu'il n’existe plus de point y de 3¥1\G pour lequel dg (z) >4
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V.7 Résultat de la triangulation morphologique

V.7.1 Triangulation d’une surface

Sur une surface, le résultat de la triangulation par le graphe-M conduit & la définition
d’une structure triangulaire connexe dont la figure V.22 indique sur deux orientations les
différentes connexions entre les germes de bords ainsi que les maxima locaux du Voronoi

géodésique.

FIGURE V.22 — Triangulation de surface par le Graphe-M.

On note un estompage conséquent de l'effet d’escalier ou « pixélisation » lié a toute
image digitalisée ; notre triangulation considere rectiligne les bords de surface entre deux

points de bords consécutifs.

Concernant la forme des triangles, nous rappelons que notre étude est basée
sur une triangulation la plus juste et la plus fidéle de la morphologie de cha-
cune des phases d’une image dans de but de minimiser le nombre de triangles
générés. La qualité des éléments triangulaires, leur forme, leur nombre sont des
parameétres qui seront pris en compte lors de ’adaptation de la triangulation
en maillage tétraédrique . Cette opération sera réalisée en post traitement par

des d’outils numériques déja existants (par exemple ghs3D [Simulog, 2003]).

V.7.2 Triangulation des surfaces d’une phase

On poursuit la procédure sur I’ensemble des surfaces d’'une phase ot dans un premier

temps seuls les points de bords, ainsi que les maxima locaux sont considérés (Fig.V.23).
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F1GURE V.23 — Triangulation simple d’une phase.

Dans un deuxiéme temps, la précision de la triangulation est affinée par incrément de
A dilatation dg sur les bords de surfaces ainsi que par la densification contrdlée de germes

supplémentaires dans chaque ¥ (Fig.V.24).
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FIGURE V.24 — Triangulation "affinée" par une densification de X et de C.
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V.7.3 Triangulation de ’ensemble de ’image et maillage volumique

Les surfaces sont indépendantes ; on établit une procédure itérative de construction de

la triangulation globale (Fig.V.25).

SN

S VA"
SN
VS

=

W
N

F1GURE V.25 — Construction itérative de la triangualtion.

Cette triangulation morphologique optimisée est donc un pavage triangulaire des dif-
férentes surfaces des phases de I'image. Elle contient 2344 éléments triangulaires répartis
sur les 15167 voxels de la surface totale de I'image a trianguler. Elle est donc 6,5 fois moins
dense que l'image elle méme. Ce nombre sera comparé a celui obtenu par opération du
Marching Cube dans la section V.8. On note le respect fidele de la géométrie globale de
I'image comme les arétes et coins de I'image.

Ainsi, notre triangulation sera utilisée directement dans un code de calcul en vue d’une
adaptation spécifique a un calcul éléments finis. On note que ce résultat évite I’étape de «
dérafinage » appelée aussi « décimation » nécessaire pour des techniques type « multiple
marching cube » trés prolifique en nombre d’éléments générés. L’étape de la décimation
est parfois a la fois cotiteuse en temps de calcul au regard du nombre d’éléments a étudier,
mais aussi complexe car pour décimer correctement une zone surfacique de maillage, 1’ap-
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proximation analytique locale (nurbs plynomes 3D ...) de la surface a analyser est parfois
requise.

Dans notre cas, la surface possede donc une densité de maille anisotrope, avec une
densité de triangles proportionnelle a A fois moins importante que le nombre de voxels de
I’image. Un optimiseur de maillage comme "Yams" peut optimiser le facteur de forme des
triangles afin qu'un mailleur volumique comme "ghs3d" utilise chacun des triangles comme
base de tétraedre pour une technique type maillage frontal, par exemple (Fig.V.26).

Ce "remplissage tétraédrique" de la surfaces des phases représente, comme dans le cas
3D biphasée, la principale vérification de la triangulation. Ce résultat conduit au maillage

de la microstructure.

FI1GURE V.26 — Conversion de la triangulation en maillage tétraédrique.

Il apparait aussi dans cette étude qu’il n’est pas nécessaire de trianguler finement la
totalité de la microstructure afin de décrire des surfaces ponctuelles que I’exemple figure
V.4 aurait pu suggérer. La figure V.27.a illustre, dans le cercle vert, une zone de I'image ou
la largeur est de un unique voxel et la hauteur contient une surface verticale plane composée

d’un nombre plus important de voxels. Notre triangulation morphologique positionne des
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éléments triangulaires fins des zones fines et des triangles plus étirés dans des zones plus
larges de I'image (Fig. V.27.b). Le mailleur volumique utilisé conserve cette propriété (Fig.
V.27.¢).

(a) (b) ()

FIGURE V.27 — Triangulation morphologique adaptative, a) Phase voxélisée, b) triangula-
tion surfacique morphologique, ¢) maillage volumique.

V.7.4 Variation du pas de triangulation

Dans notre approche, la limite inférieure de la densité de maillage est obtenue par
I'unique considération des points multiples comme germes de triangulation. On ne rajoute
pas des points sur le contour C ni méme sur les différentes surfaces 3 . Le résultat est un
maillage tres simplifié qui donne un aspect rectiligne a la frontiere des différentes phases
(Fig.V.28).
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FiGURE V.28 — Triangulation limite.

Le pas de triangulation est un parameétre fort dans une stratégie de maillage des mi-
crostructures. Dans notre étude, A est constant mais bien évidemment il peut étre variable

et défini en fonction de la topologie de la composante connexe considérée.

Remarque importante concernant les outils d’optimisation de maillage

Un des problemes lors d’'un calcul EF sur un maillage issu d’'une image est leffet
d’escalier lié & la pixelisation/voxelisation inhérente au codage de I'image elle-méme dans
un espace discret. Ces "escaliers' provoque des concentrations de contraintes locales qui
n’autorisent qu’une interprétation globale du calcul. Il est tres délicat d’estomper ces effets
d’escalier sans compromission avec la forme originale. Dans I’hypothése d’une optimisation
simple du maillage, par exemple par le logiciel Yams [Frey, 2001], 'effet d’escalier reste
persistant (Fig.V.29).
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FIGURE V.29 — Efet d’escalier.

Par conséquent il est préférable d’obtenir directement une triangulation optimisée car

I’exercice du lissage du maillage, dans le cas multiphasé, peut s’avérer délicat.
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V.7.5 Vérification du maillage par un calcul EF

Comme dans le cas biphasé 3D, la vérification du maillage est précédemment réalisée
lors du remplissage tétraédrique de la triangulation. Nous vérifions I'adaptation du maillage
obtenu par un calcul mécanique en effectuant un calcul EF. La procédure de chargement

est identique a celle utilisée au chapitre IV.6.3.

La figure V.30 illustre le champ de déplacement U; dans la direction .

X

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004 0.0045 0.005 0.0055

U1 map:1.00000 time:1 min:0.00000 max:0.00600000

FiGURE V.30 — Champ de déplacement U; dans la direction x.

La convergence du calcul montre la robustesse de la technique proposée en 3D multipha-
sée. Ce résultat constitue un point déterminant pour les calculs numériques des matériaux

hétérogenes dans une configuration 3D multiphasée.
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V.7.6 Organigramme de la procédure de maillage des microstructures
multiphasée 3D

Les principales étapes de la procédure de maillage des microstructures multiphasées
3d sont illustrées sur l'organigramme figure V.31. Elles se décomposent en deux problé-
matiques principales : la définition des composantes connexes de la microstructure suivie
de la triangulation de chacune des surfaces. La triangulation est adaptée en maillage EF

par post traitement.

Image 3D

Composantes
morphologiques
de I'image

Voronoi
géodésique des
surfaces

Triangulation par
graphe-M

@

CEEEEE—

Optimisation et
maillage
volumique

~—

@

CEEEEE—

Vérification du
maillage par
calcul EF

~—

F1GURE V.31 — Organigramme de la triangulation morphologique d’une microstructure
multiphasée 3D.
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V.8 Comparaison avec le Marching Cube

Le logiciel utilisé pour réaliser le Marching Cube est Avizo. Le résultat du maillage
par cette technique est un partitionnement quasi régulier de I'image a I’échelle des voxels ;
le nombre d’éléments est donc tres élevé : on releve 11885 éléments répartis sur les 15167
voxels de la surface de I'image (Fig.V.32). Ce nombre est environ 5 fois plus élevé que
notre triangulation morphologique. Pour des images de taille plus importante, ce facteur
aura un impact sur le temps et la puissance de calcul nécessaire au post traitement du

maillage par Marching Cube par des algorithmes de "dérafinage".

FIGURE V.32 — Maillage par Marching Cube.
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On note la difficulté, par cette technique, de respecter les angles de I'image (Fig.V.32).

FIGURE V.33 — Zoom sur les angles du maillage par Marching Cube.

V.9 Synthese

Dans cette section, il apparait assez clairement que la triangulation des microstructures
multiphasées est singulierement plus complexe que dans le cas biphasé. Une approche
directe sur I'image reste tres délicate a mettre en ceuvre, ainsi nous proposons une méthode
originale basée sur la trame dédoublée. Elle permet d’établir de facon robuste les trois
composantes connexes nécessaires a une triangulation de surfaces. Les nouveaux concepts
liés a cette procédure sont prouvés ce qui témoigne de la robustesse de la méthode. Dans ce
contexte, le Voronoi ensembliste réalisé sur ’ensemble des surfaces des phases permet au
graphe-M de construire la triangulation de ’ensemble des cellules. Cette triangulation est,
comme dans le cas biphasé 3D, exempt de toute ambiguité de construction, elle permet
alors ’application de procédures, en post traitement, d’optimisation des triangles puis de
réaliser un maillage volumique compatible EF.

Notre approche par la trame dédoublée permet de ne faire aucun compromis sur la
forme originelle de 'image tout en proposant un nombre d’éléments de triangualtion en-
viron 5 a 6 fois inférieur aux techniques de maillages classiques. La triangulation mor-
phologique s’adapte a ’échelle du voxel sans pour autant surdensifier le maillage dans les
endroits morphologiquement non pertinents (zones planes).

On note que la densité de mailles est morphologiquement adaptative, elle est stricte-

ment contrainte par les trois composantes connexes établies précédemment.
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Conclusion générale

Le travail de cette thése porte sur le développement d’une nouvelle technique de
maillage automatique appliquée aux structures hétérogenes relativement complexes. Les
outils de la morphologie mathématique sont utilisés comme moyen de reconnaissance pré-
cise des contours et des surfaces des différentes phases constitutives du matériau. En effet,
la détermination de ces deux parametres reste le maillon faible des différentes techniques
de maillage, largement exposées dans ce manuscrit. La technique proposée dans cette
étude permet le maillage automatique de différentes configurations de matériaux hétéro-
genes : 2D et 3D bi et multi-phasés. En 2D, la squetellisation d’une image constitue un
outil efficace pour la détermination des points remarquables du contour de chaque phase.
Généralement, ces zones sont des rebroussements ou des concavités morphologiques 2D
et 3D de la microstructure difficilement accessibles par des calculs analytiques de sur-
face. Cette procédure conduit manifestement a une construction judicieuse et précise de
chaque contour, ce qui permet de proposer un maillage adéquat et fidele a la géométrie
initiale de chaque phase du matériau. Dans cette contribution, un couplage fort entre
une description morphologique adaptée et optimisée d’une microstructure biphasée avec
la triangulation contrainte de Delaunay est développé. Cette triangulation est considérée
comme un maillage initial de la microstructure. L’implantation des points de triangulation
est controlée afin d’éviter la formation de triangles aplatis a surface faible ou nulle que
peut engendrer une implantation de trois points alignés. La triangulation morphologique
permet d’éliminer la lourde étape qui incombe a toutes ces méthodes de maillage. En effet,
quel que soit le nombre de phases et la dimension de l'image, ces concepts permettent
la description exhaustive d’une image afin de déterminer les composantes morphologiques
nécessaires a une triangulation. Cette description permet l'introduction d’un pas de tri-
angulation défini soit par un opérateur soit de facon morphologique. Par conséquent, la
triangulation obtenue est d’'une densité proportionnelle a ce pas de maillage, moins dense
en termes de nombre d’éléments. Une amélioration importante de cette technique concerne
la densification automatique et controlée d’une densité de maillage dans des zones critiques
de la microstructure, qui sont souvent le siege de fortes concentrations de contrainte. Pour
résoudre ce probleme, une densification différenciée est proposée dans ces zones critiques,

ce qui démontre la robustesse de la technique de maillage proposée.

La morphologie mathématique permet de contourner la triangulation de Delaunay,

tres efficace en 2D mais source d’ambiguités de configurations en 3D, par la création
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de superposition de triangles induite lors d’une rencontre de points cocycliques. Ainsi,
le Voronoi géodésique constitue un outil alternatif pour surmonter cette ambigiiité. Par
des opérateurs morphologiques élémentaires, cette technique permet 1’élaboration d’un
Graphe-M, alternatif a la triangulation de Delaunay, exempt de toute éventuelle confusion
dans I’établissement des éléments de la triangulation. Ce graphe étroitement lié au Voronoi
permet la reconnaissance automatique de toutes les surfaces représentées par les frontieres
morphologiques des différentes phases dans une microstructure hétérogene.

Les différents maillages proposés dans cette étude ont fait 1’objet d’une vérification
rigoureuse. En effet, la justesse du positionnement des triangles sur le contour d’une phase
préservant 'intégrité de la forme ainsi que le nombre d’éléments sont deux criteres essen-
tiels dans la vérification de la qualité de la triangulation. Enfin, un calcul élément fini est
systématiquement réalisé sur chaque maillage comme ultime étape de vérification. Tous
ces éléments témoignent de la robustesse de 'automatisation de la technique de maillage
proposée. L’intégrité de I'image initiale est controlée aussi par la vérification du position-
nement des triangles sur le contour de I'image en mesurant 1’écart éventuel entre I'image
réelle et le maillage, en utilisant le principe de la distance de Hausdorff.

La technique de maillage, proposée dans cette étude, constitue une nouvelle approche
basée essentiellement sur les outils de la morphologie mathématique. Elle a été testée avec
succes sur de multiples configurations de matériaux hétérogenes a morphologies relative-
ment complexes. Il est important de souligner que cette méthode est applicable a la fois
sur des images virtuelles ou réelles des matériaux hétérogenes. Ainsi, le champ d’applica-
tion de cette technique est vaste allant de la mécanique des matériaux hétérogenes jusqu’a

I'imagerie médicale.
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Perspectives

A Tissue de cette étude qui concerne le développement d’outils de maillage utilisant la
morphologie mathématique, plusieurs perspectives peuvent étre proposées.
Nous nous limitons essentiellement & deux perspectives principales conduisant a la

proposition d’un outil de maillage automatique, fiable et simple d’utilisation :

1. Dans une perspective d’industrialisation du produit, il est impératif de procéder a
une optimisation du temps de mise en ceuvre dans les logiciels de calculs par EF existants.
Il apparait important de développer des outils informatiques dans le but d’optimiser la

vitesse d’exécution des différentes procédures de triangulation.

2. Dans une perspective de design et d’optimisation de la morphologie de nouveaux
matériaux hétérogenes, il est essentiel d’intégrer cette technique au processus global de la
chaine de couplage production/procédé/propriétés, en tenant compte de la complexité de

la morphologie réelle des matériaux.
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Annexe A

Détermination des parametres
morphologiques des composantes

d’une image

Préambule

Dans cette section, nous allons illustrer la procédure de détermination automatique
des parties morphologiquement fines des microstructures biphasées 2D section I11.1.9.1 et
3D section 1V.2.2.3.

A.1: Analyse individuelle

Lorsque qu’un ensemble est constitué de sous-ensembles individualisables, il est possible
d’effectuer des mesures de formes [Minkowski, 1903]. En trame discréte, un sous-ensemble
ou un objet est composé de pixels ou de voxels possédant une composante connexe com-

mune;

‘@-
®e
oo089°

FI1GURE A.1 — Huit disques individuellement mesurables.

La figure A.1 illustre huit disques de diameétre d sur les lesquels il est possible d’effectuer
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des mesures de forme : aire, périmetre, indice de circularité ...

A.2 : Analyse globale

Lorsque les huit disques partagent une ou plusieurs composantes connexes, la mesure
du diametre de chacun des disques n’est pas atteinte par une analyse individuelle. Les

disques constituent un ensemble unique.

FIGURE A.2 — Agglomérat de disques.

la figure A.2 illustre un unique objet que constitue un agglomérat unique de disque.

A.2.1: Granulométrie par ouverture
A.2.1.1 : Définition générale

La granulométrie par ouverture a été introduite par G.Matheron [Matheron, 1964b] et
développée ensuite par R.Miles [Miles, 1974] et C.Lantuejoul [Lantuéjoul, 1980]. Ce dernier
apporta un correctif lié au bord de champ d’une image. Elle consiste en "application d’ou-
verture morphologique de taille A croissante sur un ensemble X afin d’établir la fonction

granulométrique G(\) :

(A1)

Mes(X) représente la mesure de ’ensemble X appelée mesure de Lebesgue, c’est a dire
le volume dans R3, I'aire dans R? et la longueur dans R!. T (X) est 'opérateur d’ouverture
de I'ensemble X . Par exemple T)(X) est représenté par 'ouverture sur X par boule B de
taille A croissante : O*P(X)
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G(4)
1

F1GURE A.3 — Courbe granulométrique.

D’apres I'équation Eq.(A.1), lorsque A = 0, la valeur de Mes(T)(X)) est égale a
Mes(X) ainsi G(X) = 0. A X infini, )\lim (Mes(T\(X)) =0 donc G(\) =1
—00
G est une fonction de distribution, ¢’est sur la fonction densité de mesure g(\) qu'il est
possible d’atteindre quelques parameétres morphologiques élémentaires comme la surface

moyenne des objets dans une image lorsqu’ils sont raisonnablement interconnectés.

)\max

g\ =G'(\) on G(A) = / g\ (A.2)

g(/l)‘

0 y) j

FIGURE A.4 — Courbe de la densité granulométrique.

Les différentes variations de la courbe de distribution sont détectées sur la courbe de
densité granulométrique indiquant les différentes valeurs pour lesquelles valeur \,, conduit
a une différence significative entre Mes(X) et Mes(T)(X)).

L’image figure A.2 est constituée de huit cercles de taille identique ; la courbe de densité

granulométrique contient un seul point significatif correspondant a A\ = %d.

doc.gail-lille1.fr
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A.2.1.2 : Application au calcul d’épaisseur de forme
Exemple théorique

Les huit disques de diametre dy sont relié par une ligne de largeur d; figure A.5.a.
Ils constitues ainsi un ensemble unique ou 'opération de granulométrie par ouverture est
réalisée. La courbe de densité granulométrique indique deux singularités respectivement a
Al = %dl et Ay = %dg

. o)

(@) S

FIGURE A.5 — a) Ensemble de disque connectés par des lignes, b) courbe de la densité
granulométrique.

Exemple de notre étude

Dans la section I11.1.9.1 les zones fine de X présenté sur la figure I11.1.9.1 sont mesurées

par granulométrie par ouverture.

de

d3
p. - d5\/{“ Zdz
d/

1

FIGURE A.6 — Localisation des zones morphologiques fine de X.

La figure A.7 localise 6 tailles d’ouvertures significatives sur les 8 localisées sur I’image,
en effet plusieurs distances caractéristiques de 'image sont équivalentes comme r3 = dg

par exemple.
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FIGURE A.7 — Localisation des différentes tailles de d’ouverture .

Par 'opération de granulométrie par ouverture, la procédure de densification morpho-

logique est completement automatisable.
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