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Notations

Divers
e I désigne la fonction gamma : I'(t) = [;° 2 e "dx.
e B désigne la fonction béta :
I'(a)L'(b) L b—1
(@8) = o) = [ e =) s

0, désigne la masse de Dirac en a.

#(F) désigne le cardinal de I’ensemble E.

o X2V signifie que X et Y ont la méme loi.

e X ~p, ou X ~ p(dr) signifie que X a pour loi p. C'est-a-dire, P (X € A) = p(A).
e ¢ désigne la transformée de Laplace sur Ry : Zu(X) = [ e u(dr).

e p désigne la fonction caractéristique de p : p(u) = [ e p(dz).

Variables aléatoires classiques

o X ~ I'(t,s) signifie que X ~ I'(t)"'s~tzt~ e ®/*dx, x > 0. t est appelé paramétre
de forme, s parameétre d’échelle.

e I';, désigne une variable gamma de paramétre ¢. Plus précisément, I'; ~ T'(¢,1).
C’est-a-dire, Ty ~ T'(t)"'zt~te ®dx, x > 0. Observons que si X ~ ['(¢,s), alors
X<LsxT,

e B, désigne une variable béta de parameétre (a,b). C’est-a-dire,
Bay ~ B(a,b) 2" (1 — 2) " da, 2 €(0,1).

Nous avons la relation I', 4 B,y x T'y4p ot les variables B, ; et I'y4, sont supposées
indépendantes.
e L désigne une variable exponentielle d’espérance 1 : L ~ e *dz, = > 0.

e 7, désigne une variable strictement a-stable positive (a € (0,1]) caractérisée par
E (e*’\zf") =e .

o Z(@ = (Z,Ea))tzg désigne le subordinateur strictement a-stable tel que Zga) L 7.

Familles de lois infiniment divisibles sur R

e ME : Mélange par la moyenne de la loi exponentielle.
e MI'; : Mélange par le paramétre d’échelle de la loi gamma de paramétre de forme t.
MI'y = ME, MI'y c MI'y sis<tet M[, CID &t < 2.

1
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2 Table des matiéres
e SD : Ensemble des lois auto-décomposables.
e GGC : Convolutions généralisées de lois gamma.
e HCM : Hyperboliquement complétement monotone.
e £_: Ensemble des perpétuités de processus de Lévy intégrables, d’espérances posi-

tives et spectralement négatifs.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques concepts classiques qui seront utilisés tout
au long de cette thése. Le contenu de ce chapitre est probabiliste et nous avons rassemblé
en annexe les aspects analytiques correspondants, essentiellement liés aux fonctions de
Bernstein et aux fonctions complétement monotones. Lorsque ces notions sont utilisées,
nous le faisons de fagon implicite, renvoyant le lecteur a 'annexe pour plus de détails.

Comme son titre l'indique, le sujet général de cette these est la notion de divisibilité
infinie. Une variable aléatoire X & valeurs réelles est dite infiniment divisible quand, pour
tout entier n, elle est la somme indépendante de n variables aléatoires de méme loi. Du
point de vue des lois, cela signifie que la distribution de X admet une racine n-iéme pour
le produit de convolution, pour tout n. Dans cette thése, nous nous intéresserons essen-
tiellement aux lois et moins a leurs réalisations que sont les variables aléatoires. L’espace
de probabilité (€2, F,P) sera fixé une fois pour toutes et toujours supposé suffisamment
grand. Pour des raisons de commodité de langage, nous confondrons souvent les deux
notions, et les deux phrases « telle variable aléatoire est infiniment divisible » ou « telle
loi est infiniment divisible » auront le méme sens.

Dés les origines de la théorie (de Finetti, Lévy, Khintchine), le concept de divisibilité
infinie est relié & deux constructions limite, qui requiérent un espace de probabilité sous-
jacent non trivial. La premiére est celle de semi-groupe de convolution, conséquence en
temps continu de la divisibilité infinie, et dont le pendant probabiliste est la notion de
processus de Lévy ou processus a accroissements indépendants et stationnaires. De fagon
schématique, on peut montrer qu'une variable aléatoire réelle est infiniment divisible si
et seulement si elle est la marginale en temps 1 d'un processus de Lévy. La seconde est
celle de suite infinitésimale : on peut montrer — voir par exemple le chapitre 4 dans [30] —
qu’une variable aléatoire réelle X est infiniment divisible si et seulement si elle est la limite
en loi d'une suite (S,),>1 définie par

K,
Sy = an+ 3 X" (1.1)

ou (an)p>1 est une suite réelle, T = (X,En))@l, 1<k<K, st un tableau triangulaire (i.e.
(K,)n>1 est une suite strictement croissante d’entiers positifs) de variables indépendantes,
et o les lignes (X ]gn)>1§k§ K, sont composées de variables asymptotiquement négligeables,

c’est-a-dire, telles que Ve > 0,
max IP’(|X,£”)| > 5) — 0.

1<k<K, n—+00
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4 Chapitre 1. Introduction

Les processus de Lévy joueront un réle important dans cette thése, quoiqu’en retrait
par rapport a la divisibilité infinie. Les suites infinitésimales n’apparaitront qu’en filigrane
lorsque nous parlerons de lois stables ou auto-décomposables, ot elles peuvent étre utilisées
pour définir ce type de lois — voir par exemple le chapitre 3 dans [45|. Cependant, nous
parlerons de stabilité ou d’auto-décomposabilité sous un angle uniquement analytique,
sans évoquer le point de vue des théorémes limite.

Donnons maintenant quelques définitions plus précises. Sauf mention explicite du
contraire, toutes nos lois et tous nos processus seront a valeurs réelles.

1.1 Divisibilité infinie et processus de Lévy

Définition 1.1 (n-divisibilité) Une mesure de probabilité p est dite n-divisible s'il existe
une mesure de probabilité p,, telle que p = p;".

Définition 1.2 (Divisibilité infinie) Une mesure de probabilité p est dite infiniment
divisible si pour tout n > 1, p est n-divisible.

Observons que si p et q sont infiniment divisibles, alors p * ¢ est infiniment divisible. Au-
trement dit, la somme de deux variables indépendantes infiniment divisibles est infiniment
divisible.

Proposition 1.3 Soit (P(n))nzo une suite composée de mesures de probabilités infiniment

divisibles. Si p™ — p lorsque n — +oo étroitement, alors p est infiniment divisible.

Autrement dit, si (X,,),>0 est une suite de variables infiniment divisibles et si X, <4y X
lorsque n — 400, alors X est infiniment divisible.

1.1.1 Définition d’un processus de Lévy

Définition 1.4 On dit qu'un processus stochastique (X):>o est stochastiquement continu
si Vtg > 0, X; — X, lorsque t — % en probabilité. C’est-a-dire, si Vi, > 0, Ve > 0,

}L%P('Xt — Xt0| > 5) =0.

Définition 1.5 (Processus de Lévy) On dit qu'un processus stochastique X = (X¢)t>0
est un processus de Lévy si :

(1) Les accroissements de X sont indépendants : Vn > 1, V0 < ¢y < t; < -+ < t,,
Xy Xoy — Xy, -, Xy, — Xy, , sont indépendants;

(2) Xo=0p.s.;

(3)

(4) X est stochastiquement continu ;

(5)

5) X a une modification cadlag : il existe Qy € F avec P(€y) = 1 tel que, Yw € Qy,
t — Xi(w) est cadlag.

Les accroissements de X sont stationnaires : la loi de X;, s — X; ne dépend pas de t¢;

Définition 1.6 Un processus de Lévy croissant est appelé subordinateur.
Observons que si X est un subordinateur, alors V¢ > 0, X; > 0 p.s.

Théoréme 1.7 (d’extension de Kolmogorov) Soit (p)i>0 un semi-groupe de convolution,
alors on peut construire un processus de Lévy (Xi)i>o tel que pour tout t > 0, Xy ~ p;.
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1.1. Divisibilité infinie et processus de Lévy )

1.1.2 La formule de Lévy-Khintchine : le cas positif

Soit p une mesure de probabilité sur R, infiniment divisible. Par injectivité de la
transformée de Laplace, les égalités p = p™ pour n > 1 sont équivalentes a

Vn>1, Zp = (Lpn)".

Ainsi, p est infiniment divisible si et seulement si Vn > 1, (Zp)Y/™ est la transformée de
Laplace d’une mesure de probabilité, c¢’est-a-dire, une fonction complétement monotone
valant 1 en 0. La fermeture de la classe des fonctions complétements monotones par limite
simple, entraine la proposition suivante :

Proposition 1.8 Une mesure de probabilité p sur R, est infiniment divisible si et seule-
ment si, pour tout t > 0, (£Lp)" est une fonction complétement monotone.

A partir d’une telle mesure de probabilité p, on construit I'unique semi-groupe (p¢)i>0 en
posant

pe=27 (L))

Ce fait élémentaire et la Proposition A.14 (plus précisément son corollaire) sont & l’origine
de la formule de Lévy-Khintchine dans le cas positif :

Théoréme 1.9 (Exposant de Lévy-Khintchine ou de Laplace) Soit une mesure de pro-
babilité p sur R,. Alors p est infiniment divisible si et seulement s’il existe a > 0 et une
mesure p sur (0,400) tels que

VA >0, Zp(N\) =exp (—a)\ - /000(1 — ™) u(dm)) : (1.2)

La mesure p vérifie la condition d’intégrabilité [;°(1 A ) p(dr) < +oo.

La fonction ¢ : A = —log(Zp(N\) = aX + [;°(1 — e™*) u(dz), qui est une fonction de
Bernstein, est appelée exposant de Laplace. La mesure u est appelée mesure de Lévy.
Soit (X¢)¢>0 un processus de Lévy ayant (p;):>0 comme semi-groupe de convolution, alors,

Vi >0,V > 0,

E (e ™) = Zpi()) = exp (—tp(\) = exp (‘W - t/ooo(1 —) de))'

1.1.3 La formule de Lévy-Khintchine : le cas réel

Le cas ot la mesure de probabilité p n’est pas supportée sur R, est analogue mais plus
compliqué. Ici, rien ne garantit que la transformée de Laplace Zp(\) soit définie pour
A # 0. La fonction caractéristique est plus adaptée : pour tout u € R, on pose

Bu) = [ e p(da).

Les égalités p = (p,,)*" sont alors équivalentes a p = (p,,)". L’équivalent du Théoréme 1.9
est le suivant :

Théoréme 1.10 (Exposant de Lévy-Khintchine) Une mesure de probabilité p sur R est
mfiniment divisible si et seulement s’il existe une fonction ® définie sur R par

2,2
@(u):iau—au

+ (ei“x — 1 —dur 1 (3:)) p(dr), (1.3)

R*
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6 Chapitre 1. Introduction

telle que Yu € R, p(u) = exp (®(u)). La mesure p vérifie la condition d’intégrabilité
Je(1 A 2?) p(dr) < +oo.

La fonction ® est appelée exposant de Lévy-Khintchine et la mesure u, mesure de Lévy.
Observons que la condition d’intégrabilité vérifiée par la mesure de Lévy est moins res-
trictive que dans le cas positif. La fonction de troncature 1;_; ;; peut étre remplacée par
n’importe quelle fonction p ayant p(x) = 14 O(x) pour développement limité en 0, et telle
que = +— xp(x) soit bornée sur R*. Changer la fonction de troncature change le coefficient
de dérive a. En général, p(x) = 1j_1 3j(z) ou p(z) = (1 +2*)~*. Si Jio1 .y 12| pldz) < +o0,
alors le terme iuxp(x) n’est pas nécessaire afin de faire converger l'intégrale et on peut
choisir p = 0. Lorsque [|_; x| pu(dr) < +oo (c’est-a-dire, lorsque 'on suppose que p
admet un moment d’ordre 1 — voir le Théoréme 25.3 dans [45]), on peut choisir comme
fonction de troncature p = 1. Enfin, lorsque p admet des moments exponentiels positifs
et négatifs, on écrira, pour les valeurs de © € R ou 'intégrale converge,

[ e pldz) = exp (¥(w)).

La fonction V¥ est en général appelée exposant de Laplace. De I'expression de 'exposant
de Lévy-Khintchine (1.3), on déduit

2,2
\If(u):au—i—au

+ [ e =1~ up(e) (). (1.4)

Etant donné une mesure de probabilité p infiniment divisible, on construit le semi-groupe
(p¢)e>0 en posant
P = z-1 (u — et@(u)>

~

ou.Z :prp.

1.1.4 Informations données par ’exposant de Lévy-Khintchine

L’exposant de Lévy-Khintchine permet de comprendre le comportement du processus
de Lévy. Le terme a est appelé dérive, il correspond a la partie linéaire du processus.
La partie —o?u?/2 correspond a la composante brownienne. Enfin, la mesure de Lévy
décrit comment le processus saute : par exemple, la probabilité que le processus ne fasse
pas de saut de taille supérieure & 1 pendant un temps ¢ > 0 est égale a e~ #([L+) i
pour un borélien A de R*, u(A) = 0, cela signifie que le processus ne fera jamais de saut
dont la taille est un élément de A. En particulier, si ,u((—oo,O)) = 0 (respectivement
u((O, —|—oo)> = 0), alors le processus ne saute pas « vers le bas » (respectivement « vers
le haut »), dans ce cas, on dit que le processus est spectralement positif (respectivement
spectralement négatif). Illustrons ceci par quelques exemples simples :

Exemple n°1 : le cas déterministe. Soit X le processus défini par X; = at pour
t > 0. Son semi-groupe de convolution est (dqt)i>0 et son exposant de Lévy-Khintchine
®(u) = tau car

E (eiuXt) — / eiux 5at<dx) _ €tiau.
R
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1.1. Divisibilité infinie et processus de Lévy 7

Exemple n° 2 : le processus de Poisson standard. Le processus N est défini comme
suit : soit (Lj)x>1 une suite i.i.d. de variables exponentielles de paramétres ¢! et soit
T,=Li+---+L,, n>1 On pose pour t > 0,

Ny =Y 1<y
n=1

Il est facile de montrer que N; suit une loi de Poisson de paramétre ct. Il est moins facile
de montrer que (Ny):>¢ est un processus de Lévy, c’est-a-dire, montrer que Ny s — Ny est

indépendant de (NV,)o<u<t €t que Nyps — Ny 4 N,. La preuve repose essentiellement sur
I’absence de mémoire de la loi exponentielle. La fonction caractéristique

E (eiuNt> — Z eiune—ct@

= exp <ct(ei“ - 1))
n>0 :

est donc de la forme (1.3) aveca =0,0 =0, p=0et u = cd.

Exemple n° 3 : le processus de Poisson composé. Soit N un processus de Poisson
standard comme ci-dessus, et soit (Y},),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d., indépen-
dante du processus N. Soit v la loi commune de ces variables. On définit alors pour tout
t>0,

Ni
Xt — Z Yn
n=1
X est un processus de Lévy, sa fonction caractéristique

ct)"

E (e7X) = i E (ei“YI)}”e*ctL

= exp (ct / (™ —1) V(d:C))
n! R
est donc de la forme (1.3) avec a =0, 0 =0, p = 0 et = cv. Autrement dit, aprés un
temps exponentiel de moyenne ¢!, le processus X saute suivant une probabilité v. Bien
stir, si l'on choisit Y,, = 1, on retrouve le processus de Poisson standard.

D’autres informations données par la mesure de Lévy. Dans ce manuscrit, le
théoréme suivant est principalement utilisé afin de donner des exemples non triviaux de
lois qui ne sont pas infiniment divisibles. On le trouve par exemple dans [45] (Théo-
réme 26.1). Pour une mesure p sur R, on note S, son support.

Théoréme 1.11 Soit X une variable aléatoire infiniment divisible et soit i sa mesure
de Lévy. Posons m = inf{a >0/ S, C [—a,a]}. Alors,
(1) Ve e (0,1/m),
P(|X|>r) erls™ 5 0.

r—+400

(2) Ve e (1/m,+00),
P(|X]|>7) e 8™ — 4oo.

r—+00
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8 Chapitre 1. Introduction

1.1.5 La subordination de Bochner

Considérons un processus de Lévy X d’exposant de Lévy-Khintchine @, et un subordi-
nateur S d’exposant de Laplace ¢ indépendant de X. Nous pouvons définir formellement
le processus Y par Y; = Xg, qui est le processus de Lévy X indexé en temps par le subor-
dinateur S. Le théoréme suivant — voir par exemple le Théoréme 32.1 dans [45] — donne
un sens a la définition de Y.

Théoréme 1.12 (de subordination de Bochner) Le processus Y est un processus de Lévy
dont lexposant de Lévy-Khintchine est la fonction définie par —p(—®(u)).

Notons (p;)i>0 le semi-groupe de convolution du subordinateur S. Puisque les processus
X et S sont supposés indépendants,

E (e™Xst) = / E (™) py(ds) = / e ®Wp,(ds) = e~ ?(=2W),
0 0
©(—®(u)) a bien un sens car Re(®(u)) < 0.

Nous verrons que ce théoréme permet d’obtenir des résultats intéressants lorsque X
est un processus de Lévy stable — voir les paragraphes 1.2.2 et 1.3.1. Bien entendu, ce
théoréme a d’autres applications en probabilité.

1.1.6 Processus de Lévy et processus ponctuels

Considérons un processus de Lévy intégrable X d’exposant de Lévy-Khintchine & —
voir la formule (1.3) - et supposons que [_; yjc [|p(dz) < +00. Nous pouvons donc choisir
comme fonction de troncature p = 0. Ainsi,

o?u?

®(u) = iau — 5 T /*(ei” — 1 —iux) p(dx). (1.5)

X = (Xy)i>0 se décompose donc sous la forme X; = at + 0B, + &. Si nous supposons de
plus, que & est a variation finie, alors ® peut se mettre sous la forme

O(u) = iau — AN [ (" = 1) pu(d2) (1.6)

et X; = at + 0B, + &. Dans ce cas, ¢ est un processus de sauts pur. Enfin, observons la
relation @ = a — [p. zp1(dz). Les résultats exposés ci-dessous sont par exemple développés

dans [7].
1.1.6.1 Le cas ou £ est a variation finie

Supposons que le processus de sauts ¢ est a variation finie. Nous pouvons écrire

gt = Z Ags

s<t

o A& = & — & Soit N(t,-) la mesure aléatoire définie, pour un ensemble compact A
de R*, par
N(t, A) =t{s >0/ A& € A}.
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Alors, (N(t, A))i>0 est un processus de Poisson d’intensité p(A). Plus précisément, N est
un processus ponctuelle de Poisson d’intensité dsp(dz). On a alors,

& = Zﬁfs // N (ds,dr) /xN(t,dx).

Proposition 1.13  Supposons que ® soit de la forme (1.6) (£ est a variation finie). Soient
N un processus ponctuel de Poisson sur R* d’intensité et B un mouvement brownien
standard indépendant de N. Alors, X a la méme loi que le processus

(at + 0B + /R N (t,dz) )

Proposition 1.14 (1) E / f(:l:)N(t,dx)) = t/R* fz)u(dz) ;

) $6) = 1)+ [ [ (f(E +2)~ f(6)N(ds, o).

(2) est une formule d’It6 pour un processus de sauts pur (a variation finie).

1.1.6.2 Le cas ou £ est a variation infinie

Lorsque le processus ¢ est a variation infinie, [;. 2N (¢, dz) ne converge plus. Introdui-
sons le compensateur N défini par

N(t,dz) = N(t,dz) — tu(dz).

Nous avons une représentation analogue a celle de la Proposition 1.13 :

Théoréme 1.15 Supposons que ® soit de la forme (1.5). Soient N un processus ponctuel
de Poisson sur R* d’intensité u et B un mouvement brownien standard indépendant de
N. Alors, X a la méme loi que le processus

(at + 0B, + . N (t, da:)) : (1.7)

t>0

Il est possible d’énoncer ce théoréme dans un cadre plus général : si 'on ne suppose plus
que X est intégrable, alors son exposant de Lévy-Khintchine ® se met sous la forme (1.3)
et X a la méme loi que

(at +oB; + N (t,dz) + xN(t, dw))

lz[<1 |lz[>1 >0

Proposition 1.16 Pour toute fonction u-intégrable f, E / f(z)N(t, dx)) =0.

Théoréme 1.17 (Formule d’'It6 avec sauts) Soient un processus de Lévy X donné
par (1.7) et f une fonction de classe C?, on a,

F(X +a/f ds—I—o/f dB+2/f”
+f / F(Xot) = F(X,) N (ds, da)+ [ / F(Xoota)—f(Xoo)—af' (X)) pldz)ds.
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1.2 Exemples classiques de lois infiniment divisibles

1.2.1 Les plus faciles

De nombreuses lois connues de tous les probabilistes sont infiniment divisibles. Par
exemple, nous avons vu que la loi gaussienne N (m,t) d’espérance m et de variance ¢ dont
la densité est la fonction définie par

()

(2mt)1/2 2t

est infiniment divisible. Le moyen le plus simple pour démontrer ceci consiste a utiliser la
relation bien connue

le,mg € R, th,tg > 0, /\/(ml,tl) *N(mg,tg) = N(m1 +mo, 1 + tg). (18)

Le semi-groupe de p = N(m,0?) est défini pour tout ¢t > 0 par p; = N (mt,c%t) et
le processus de Lévy correspondant est appelé mouvement brownien. Les lois suivantes
vérifient le méme type de relation et sont donc infiniment divisibles :

1. La loi de Poisson d’intensité ¢ définie par la suite (p,)n>o ot p, = e “¢"/n! : son

semi-groupe (p;);>o est défini par la suite (p)), >0 ot

t n
p® = et (ct) _
n!

2. La loi gamma de paramétre (a, b) : son semi-groupe est défini par

b—at

at—1 fx/bd > 0.
T (at) " e T, T

pi(dx) =

3. Laloi de Cauchy standard : son semi-groupe est défini par p;(dz) = ﬂ(t’;dfﬁ), r e R

4. La loi binomiale négative de parameétre r > 0 définie par la suite (py,)n>0 avec

r+n—1\ | n
pn=< o )p(l—p)~

Son semi-groupe (p;)i>o est défini par la suite (p?),>¢ avec

rt+n—1\ , n
pﬁ?z( . )pt(l—p)-

En particulier, la loi exponentielle et son analogue discréte, la loi géométrique, sont infini-
ment divisibles. Nous voyons que la loi gaussienne se divise en lois gaussiennes (de méme
pour les autres lois citées ci-dessus). Un théoréme da a Cramer établit que si la somme
de deux variables indépendantes X + Y suit une loi gaussienne , alors X et Y sont des
variables gaussiennes. Raikov prouve le méme résultat pour la loi de Poisson. Ces deux
lois sont les seules a vérifier cette propriété.

Considérons un mouvement brownien standard B = (B;);>0. OnaVt > 0, B, ~ N (0,t)
et B2 ~ (2mt) V207122t dy, x > 0, c’est-a-dire B2 ~ I'(1/2,2t). Ainsi, puisque la loi
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gamma est infiniment divisible, B? ~ ID. Néanmoins, le semi-groupe de convolution sous-
jacent est {p; = T'(s/2,2t), s >0} et n’a plus rien a voir avec {N(0,¢), ¢t > 0}. Nous
verrons au Théoréme 1.31 que le carré d’une variable gaussienne non centrée est encore
infiniment divisible, la démonstration est par contre moins triviale. Lorsque t = 1, les
statisticiens nomment la loi de B, loi du x? a un degré de liberté, abrégé en x?(1). x?(1)
est donc infiniment divisible et il n’est pas bien compliqué de voir que cette propriété tient
encore pour un x? a n degrés de liberté puisque 'on a

i(n) = F(g,Q).

Nous verrons que la loi ¢ de Student, est aussi infiniment divisible, I’argument ci-dessus
étant la premiére étape de la démonstration.

Le lecteur non initié pourrait, au vu des exemples cités, penser que toutes les lois de
probabilité sont infiniment divisibles. Ceci est bien entendu faux puisqu’il est facile de voir
qu’une loi de Bernoulli de parameétre p € (0, 1) n’est pas 2-divisible. Et plus généralement,
une loi & support compact ne peut étre infiniment divisible, excepté si la loi est une masse
de Dirac. En effet, il est facile de voir que si une probabilité p a un support inclus dans
[0, a], alors sa variance est majorée par a?/4. De plus, si p = p™ alors le support de p,,
est inclus dans [0, a/n] et la variance de p,, est majorée par a?/4n?. On en déduit que

2

Var(p) = Var(p)") = n Var(p,) < K. 0,

4n n—+oo

c’est-a-dire que p est une masse de Dirac. En particulier, la loi uniforme n’est pas infi-
niment divisible et il est méme possible de montrer qu’elle n’est pas n-divisible quel que
soit n > 2. Cette propriété peut étre généralisée grace au Théoréeme 1.11 : une loi qui
est « presque » a support compact (c’est-a-dire dont les queues de distributions sont trop
légéres) ne peut étre infiniment divisible. Par exemple, soit I'; une variable gamma de
parameétre ¢, alors I‘f n’est pas infiniment divisible lorsque £ € (0, 1). En effet, supposons
le contraire, on a Ve > 0,

. gy €TIEO) oo _ rl/€
P(I; >r) eV = / e fdr Sexp | ——— +crlog(r) | — 0.
(Té > ) L) Jrs Soexp| =g Ferlos(n) | =

En utilisant les notations du Théoréme 1.11, nous déduisons que M = 0, c’est-a-dire que
la mesure de Lévy de I‘f est nulle. Ainsi, I‘f est une variable gaussienne, ce qui est bien
entendu absurde. De méme, si X est une variable gaussienne non triviale, alors la demi-
gaussienne |X| n’est pas infiniment divisible. Notons que la question de la 2-divisibilité
de la demi-gaussienne est un probléme ouvert contrairement au cas de la loi uniforme.
Enfin, il existe des lois dont les queues de distributions sont exponentielles, ou méme
polynomiales, qui ne sont pas infiniment divisibles.

1.2.2 Un peu moins faciles : les mélanges de lois

Soit (B;)¢>0 un mouvement brownien standard, c¢’est-a-dire I'unique (en loi) processus
de Lévy continu tel que By ~ N (0,1) et soit (S;);>p un subordinateur indépendant de
B, alors le processus Y = (Bsg, )0 est un processus de Lévy — voir le Théoréme 1.12. En
faisant jouer I'auto-similarité de B, on obtient 1’égalité (ponctuelle) en loi :

Vt>0, Y, = By, £ /S, x B.
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Si I'on remplace B par Z ot Z est un processus de Lévy auto-similaire, disons H-auto-
similaire (nécessairement H € [1/2,+00), le cas H = 1/2 correspond au mouvement
brownien, voir le paragraphe 1.3.1 et le chapitre 3 dans [45]), alors ’égalité en loi précé-
dente devient

VE>0,Y, = Zg, £ SH x 7.

Les lois marginales d’'un processus de Lévy étant infiniment divisibles, nous voyons que
SH x 7, a une loi infiniment divisible quel que soit t > 0. En particulier, soient B une
variable gaussienne centrée et S une variable positive infiniment divisible, indépendante
de B, alors v/S x B est infiniment divisible. Cette propriété permet de démontrer que la
loi ¢ de Student est infiniment divisible. En effet, on dit que 7" suit une loi ¢ de Student &

n degrés de liberté si

ri 2

VCn/n

ot Z ~ N(0,1) est indépendante de C,, ~ y%(n). Ainsi, puisque C,, < 2T, )2,

Tg\/gx\/ﬁxZ

est infiniment divisible si I‘;}Q I'est. Ce résultat a été démontré par Grosswald [32] ou la
mesure de Lévy de I';;' (u > 0) est donnée explicitement & 1’aide de fonctions de Bessel
de premiére espéce. D’autres preuves ont été données par la suite, par exemple, Kent [37]
montre que la loi de T';! est celle du temps de passage d’une diffusion et sa divisibilité
infinie. I’égalité en loi de Dufresne [26] permet de montrer 1’auto-décomposabilité qui est
une propriété plus forte que la divisibilité infinie — voir le paragraphe 1.3.2. On dit que la
loi ¢ de Student est un mélange de la loi normale par la loi de I‘;}Q.

En effet, considérons une variable positive X de loi p indépendante de Z ~ N(0, 1).
Calculons la loi de v/X x Z que l'on note q :

—22/2 e—z2/2X
(e ) (Re N Varx Lo | dz B )

donc
—22/2t

adz) = [ "o () + p({0))5o(d)

Définition 1.18 (Mélange de lois) Soient (€2, F) et (0,G) deux espaces mesurables et
(q¢)gco une famille de lois probabilités sur (€2, F). On suppose que VA € F, 'application

est G — F mesurable. Soit p une probabilité sur (0, G), alors la mesure de probabilité sur
Q) définie par

a(4) = [ a0(4)p(do)

est appelé mélange de la famille (qg)gco par la mesure de probabilité p.
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Posons q¢ = dg et pour t > 0,

2
ez/?t

q(dz) = \/ﬁ

alors q est le mélange de la famille (q;):>¢ par la mesure p. Il est commode de dire qu'une
variable gaussienne de variance 0 est une constante, ¢’est-a-dire définir N'(0,0) = do. Nous
venons donc de démontrer que la loi de vVX x Z est un mélange de la loi normale par
la loi de X et qu’elle est infiniment divisible si X D'est. Réciproquement, en remontant le
calcul, nous voyons qu'un mélange de la loi normale est la loi d’un produit indépendant
VX x Z avec X > 0et Z ~ N(0,1).

Un type de mélange qui reviendra régulierement dans ce manuscrit est le mélange de
la loi gamma. Fixons le paramétre de forme ¢ > 0 et considérons la famille (qg)p>o définie
par

dz,

xt—le—x/ﬁ
T ()

Comme pour le mélange gaussien, ajouter dy est naturel puisque si I'; ~ I'(¢,1) = qq,

qo(dz) = dr et qo=do.

alors 0Ty ~ qg et 0T <50 lorsque # — 0. Cette relation que 'on peut réécrire
Fthl < 0I‘t~qg

et le méme calcul que dans le cas gaussien montrent qu'une probabilité sur R, q, est un
mélange de la loi gamma de paramétre ¢ si et seulement s’il existe une variable aléatoire
X indépendante de T'; telle que

X xI'y ~q.

Lorsque le paramétre de forme ¢ est égal a 1, la famille (qq)p>0 correspond a l’ensemble
des lois exponentielles et le paramétre d’échelle 6 est alors égal a I'espérance. Pour les
mémes raisons, il est commode d’inclure dy dans la famille des lois exponentielles.

Proposition 1.19 La loi d’un mélange de la loi gamma de paramétre t est de la forme
q(dz) = cdo(dz) + (1 — c)a' " f(x)dx
ot ¢ € [0,1], f est une fonction completement monotone et [;° x'~! f(x)dx = 1.

Démonstration. Par définition, il existe une mesure de probabilité p sur R, telle que

alde) = [ ao(da)p(d6) = p({0})do(do) + o' [ ()07 p(df) dov

(0,400)

(1-0)f(z)
f est complétement monotone puisque f est une transformée de Laplace. Ensuite,

o) 1 ool.t—l
flayde = —— [ o7t [T L e dnp(ds) = 1. O
f e = [ e [ R e (o)

En particulier, nous voyons que lorsque ¢ = 0 et ¢ = 1, un mélange de la loi exponentielle
a une densité complétement monotone. Dans la littérature, I’ensemble des mélanges de
la loi exponentielle est souvent noté ME. De fagon analogue, nous allons noter MI'; la
classe des mélanges de la loi gamma de paramétre ¢. Un changement de variable montre
le résultat suivant :
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Proposition 1.20 Soit ¢ € MI'; un mélange de la loi gamma de parameétre t et soit
X ~q. Alors pour tout £ > 1, X¢ ~ M, ;.

Démonstration. Si X ~ cdo(dz) + (1 — c)z'~! f(x)dz ot f est une fonction complétement
monotone. Alors X¢ ~ cdy(dx) + (1 —c)zt/$71 f(x1/¢). La fonction x +— f(2/¢) est comple-
tement monotone comme composition d’'une fonction complétement monotone avec une
fonction de Bernstein — voir 'annexe A. O

Pour tous a,b > 0, la décomposition
d
Fa - Ba,b X Fa+b7

ot les variables B, ;, et I'; 44, sont supposées indépendantes, entraine la proposition suivante :
Proposition 1.21 Vt; < ty, MI'y, C MI',,.

Ci-dessous, nous énoncons un résultat trés puissant démontré indépendamment par Gol-
die [31] et Steutel [51] :

Théoréme 1.22 Les mélanges de la loi exponentielle sont infiniment divisibles.

Observons que 'on ne suppose pas que la loi par laquelle on mélange soit infiniment
divisible. On peut raccourcir I’énoncé en « ME C ID ». La démonstration de ce théoréme
est moins directe que celle du mélange gaussien qui repose uniquement sur la subordination
de Bochner. Ce théoréme combiné avec la proposition précédent peut s’avérer tres utile et
assez puissant. Par exemple, soit L une variable exponentielle standard, alors pour tout
&€ > 1, L est infiniment divisible. Nous utiliserons également ce théoréme pour prouver
la divisibilité¢ infinie de B} lorsque b < 1 — voir le Théoréme 4.1. Il y a plusieurs fagons
de démontrer le Théoréeme 1.22. La premiére repose sur un théoréme plus puissant di a
Steutel. Nous en donnerons également une preuve rapide au Corollaire A.24.

Théoréme 1.23 (Steutel) Soit q la mesure de probabilité sur R, définie par
q(dz) = cop(dzr) + (1 —¢) f(x)dx

ot ¢ € [0,1] et ou f est une densité de probabilité log-convexe. Alors q est infiniment
divisible.
Comme une fonction complétement monotone est nécessairement log-convexe — voir le
Lemme A.6, le Théoréme 1.22 peut étre vu comme un corollaire du Théoréme 1.23.

La question qui s’est naturellement posée fut : cela reste-t-il vrai pour un mélange de
la loi gamma de parameétre ¢t ? En vertu de la convergence en loi

r
-t $ 1’
t t—+o

et de la stabilité de la classe des lois infiniment divisibles pour la convergence en loi, nous
voyons que cette propriété ne peut étre vraie quel que soit ¢ > 0. En effet, la convergence
en loi se démontre facilement en calculant la transformée de Laplace :

1 -

=L/t __
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Puis considérons une variable U qui suit une loi uniforme sur [0, 1] indépendante de (I';);o,
alors

d
(U/t) X Ft t:)oo U,

mais U n’est pas infiniment divisible puisqu’elle est a support compact. D’autre part, si
t <1, MI'y ¢ MI'y = ME C ID. Steutel avait conjecturé dans [51] que le paramétre ¢
maximal est 2. En 1994, Kristiansen donne une réponse positive a cette question :

Théoréme 1.24 (Kristiansen) Soit une mesure de probabilité q sur Ry. Si q est un
mélange de la loi gamma de parametre 2, alors q est infiniment divisible.

Corollaire 1.25 (du Théoréme 1.24) V¢t <2, MI; C ID.

Autrement-dit, soit I'y ~ x e *dz (x > 0) une variable gamma de parameétre 2. Alors pour
toute variable aléatoire X positive et indépendante de I'y, X x I's a une loi infiniment
divisible. Enfin, il existe des contre-exemples lorsque t > 2 — voir 'exemple 12.1 du

chapitre VI dans [52]. La convergence (U/t) x ' . f U et le fait que U ¢ ID entrainent

I'existence d'un réel t > 0 tel que (U/t) xI'y o4 ID — voir la Proposition 1.3. Cela nous donne
un exemple de loi non infiniment divisible dont les queues de distributions décroissent de
maniére exponentielle. Cet exemple n’est cependant pas tout a fait explicite.

1.3 Familles de lois infiniment divisibles sur la demi-
droite

Dans cette section, nous introduisons briévement quatre sous-classes de I’ensemble des
lois infiniment divisibles sur la demi-droite qui sont toutes fermées pour la limite en loi.
Voici comment elles sont imbriquées :

{densités HCM}
C GGC c {lois SD positives} C ID.

{lois a-stables positives}ae(o,1)

1.3.1 Les lois stables

Soit (Xj)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Supposons qu’il existe deux suites (an)n>1, @ € R et (by)n>1, bn, > 0 telles que

n—-+00

1
n k=1

pour une certaine loi de probabilité p. Les lois limites p sont appelées lois stables. La loi
gaussienne est donc une loi stable. On peut montrer que la fonction caractéristique d’une
loi stable a nécessairement l'une des deux formes suivantes :

Pagqs(u) =exp {i’yu — Olul® <1 — i fsgn(u) tan (%))} , a€(0,2]\ {1},

N 2
P15y.0(u) = exp {WU — Oul (1 + i f sgn(u) log(u))} . oa=1,
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avec f € [—1,1], y € Ret 6 > 0. Lorsque v # 1 et v =0, on a V¢ > 0,

Pas06(c/ 1) = (Pasos(w))’,

on dit que P, 506 est strictement a-stable. De méme, lorsque o = 1 et 5 = 0, P15
est strictement 1-stable. Dans ce cas, P15 est une loi de Cauchy de parameétre (4, ),
¢’est-a-dire
(52
P1,04.6 ~ =) 102 dx.
Pour une loi p strictement stable, notons p le paramétre de positivité. Il est défini par
p=p(Ry).Sia#1ety=0,alors

t t T
p = Papos(Re) = ;+ arctan (6 tan (%))

T
Sia=1et =0, alors

1 arctan (v/d)

p = prors(Ry) = 3 + B —

Observons que le paramétre de positivité p appartient nécessairement a l'intervalle [0, 1]

si a € (0,1], et a lintervalle [1 — 1/a,1/a] si a € (1,2] — voir la figure 1.1. Désormais,

A
(0%

Y

0 0.5 1.0 p

FIGURE 1.1 — Domaine des paramétres admissibles (p, «)

pour « € (1,2] et p dans le bon intervalle, Z,, , désigne une variable strictement a-stable
dont le parameétre de positivité vaut p, normalisée par

() = | i o ((o- 3 ) = (5 3) o) st ). 120

L’intérét de cette paramétrisation est la continuité en le parameétre a. Les seules lois stables
a support sur R, sont celles dont le paramétre de positivité p vaut 1 avec « € (0, 1]. Dans
ce cas, on note Z, = Z, ;. Observons que Z; = 1 et que

E (e V) = e

Les lois stables positives apparaissent dans ’expression des branches positives de Z, ,.
Notons Z7 , = Za,, | Za,, > 0, alors la formule (3.3.16) dans [56] établit que

Z P
7+t L (Zee 1.11
St (%) (111)
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ou les variables Z,, et Z, sont supposées indépendantes. Ainsi, lorsque o = 1, le quotient
indépendant (Z,/Z,)” a la loi de la branche positive d'une loi de Cauchy. Ce fait sera
redémontré dans la section 5.4.

1.3.2 Les lois auto-décomposables

Une loi de probabilité p est dite auto-décomposable si pour tout ¢ € (0, 1), il existe
deux variables aléatoires indépendantes X ~ p et Y, telles que

X2eX 1Y,

Nous noterons X ~ SD (pour self-decomposable). Si 'on ne suppose pas que les variables
Xy, de (1.9) sont identiquement distribuées, alors, si b, — +oo et b,11/b, — 1, la
n—-+0oo n——+0oo
loi limite p est auto-décomposable.
Soit X une variable aléatoire positive, X ~ SD si et seulement s’il existe un réel a > 0
et une fonction décroissante m : (0, +00) — R telle que

E (¢ )—exp< ah — / ) :i@d:c).

Observons le fait élémentaire suivant : si X et Y sont deux variables indépendantes
auto-décomposables, alors X + Y est auto-décomposable. En effet, Ve € (0, 1), on peut
écrire

X+4Y =c(X+Y)+ X, +Y,
ou toutes les variables sont supposées indépendantes.

Enfin, si p est une loi auto-décomposable (non triviale), alors elle admet une densité
— voir par exemple le chapitre ITT Proposition 4.16 dans [52] pour le cas ou p est supportée
sur la demi-droite.

1.3.3 Convolutions généralisées de lois gamma

Soit X ~ I'(t,s) une variable gamma de parameétre (t,s), c’est-a-dire, X L sxTy
ou I'y ~ T(t) "'z~ te *dx. Un calcul d’'une intégrale de Frullani — voir la formule (A.2) —
permet d’exprimer sa transformée de Laplace explicitement :

E(e™)=E (e M) = (1+3s)\) " =exp (— /000(1 - 6_”)ﬂ dl‘) -

X

Ainsi, nous voyons que X ~ SD. Les lois limites des suites de type (1.1), ou I’on suppose

que toutes les variables X ,En) suivent une loi gamma, forment la classe des lois GGC
(pour generalized gamma convolution). Leurs transformées de Laplace sont limites de
transformées de Laplace du type

) no ¢ —x /sy,
0

T

La transformée de Laplace d’une loi GGC se met donc sous la forme

exp (—a/\ / ) ;x) dq;) — exp (—aA - /OOo log (1 + 2) V(dy)) (1.12)
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ou a > 0, m est une fonction complétement monotone et v est la mesure de Laplace de
m (m = £v) — voir I'annexe A. La mesure v est appelée mesure de Thorin.

Il est facile de voir que la classe des lois GGC est stable par convolution, Bondes-
son [16] a récemment démontré que cette classe est également stable par convolution
multiplicative :

Théoréme 1.26 (Bondesson) Soient X et Y deuz variables aléatoires indépendantes de
lois GGC. Alors X xY ~ GGC.

Corollaire 1.27 (Bondesson) Si X ~ GGC, alors eX — 1 ~ GGC.

Ces deux résultats ont joué un role majeur dans cette thése. Nous en donnons des éléments
de démonstration a la fin de la section suivante. Cette propriété est fausse si I’'on suppose
seulement que X et Y sont infiniment divisibles. Par exemple, si X et Y sont deux variables
de Poissons indépendantes, alors bien que X, Y ~ ID, X x Y £ ID — voir 'exemple 12.15
du chapitre IT dans [52]. La question pour la classe des lois auto-décomposables est ouverte.

1.3.4 Les densités hyperboliquement complétement monotones

Une fonction f : (0,+00) — Ry est dite hyperboliquement complétement monotone
(HCM) si pour tout u > 0, la fonction définie implicitement pour w = v +v=! (v > 0)
par

f(uv) f(u/v)

est complétement monotone. La stabilité de ’ensemble des fonctions complétement mono-
tones par produit et passage a limite simple — voir la Proposition A.4 — entraine la méme
stabilité pour la classe des fonctions HCM. Les fonctions z +— 2% (a € R) et & +— (1+bx)~¢
(b,c > 0) sont HCM. En effet, (uv)® X (u/v)* = u®* et

(14 buwv)™¢ x (1 +bu/v)™¢ = (1 + b*u® + buw)°

définissent des fonctions complétement monotones en w. Nous voyons ainsi que la transfor-
mée de Laplace d’'une loi GGC est HCM. Bondesson a prouvé dans [14] que la réciproque
est vraie :

Théoréme 1.28 (Bondesson) Soit p une mesure de probabilité sur Ry. p est GGC si et
seulement si Ly est HCM.

En particulier, toute fonction HCM est la limite simple de fonctions du type
b —d
r—axz X (1+cx)
ou (a,b,c,d) € Ry x R xR, x R,. Ce théoréme, combiné avec le Théoréme B.5, permet

de démontrer un autre résultat liant les fonctions HCM et les lois GGC :

Théoréme 1.29 (Bondesson) Soit p ~ f une mesure de probabilité sur R, dont la
densité f est HCM. Alors p est GGC.

On termine cette courte initiation par la proposition suivante qui est aussi une conséquence
du Théoréme B.5 :

Proposition 1.30 Soient X, Y ~ HCM deux variables aléatoires indépendantes. Alors,
X xY ~ HCM.
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Dans 'annexe B, on énonce quelques propriétés supplémentaires des fonctions HCM qui
seront utiles tout au long de ce manuscrit.

Pour démontrer le Théoreme 1.26, Bondesson s’est appuyé sur la caractérisation des
lois GGC du Théoréme 1.28 :

Eléments de démonstration du Théoréme 1.26. On suppose que
X=>b"Ts et Y=> ¢,
i=1 j=1

ol toutes les variables sont supposées indépendantes. Notons V¥ la transformée de Laplace
de XY et ® celle de Y. Alors, il faut montrer que la fonction

. ()\sz> [T () eb) da

UiA e E(e ™) = E(BO\X)) = C x /(O

=1
(ot & = (z1, ... ,xy)) est HCM, c’est-a-dire, montrer que pour tout u > 0,
O (uv) x; | o o))l lebi@te)) duda
Jovmeae (3702 (5 352) I )

est complétement monotone en w = v +v~". Nous avons W(A) = [T}, (1 + ¢;A)™% donc

m m n m m n n =
P <uv2xi><b (ZZ&:Q) = [1 + cju (UZSL’@ + iZwi) + cu? <Zx12x;>]
=1 7=1 =1 =1 =1 =1

i=1

n m 1 m 2 92 n n
H E [67(01“[” SOy wity Do ]+ [T @ I 7)) F%} )
j=1

Par le théoréme de Fubini-Tonelli et par la Proposition A.5, « il suffit » de montrer que
pour tous ty,ty > 0 fixés,

/ e—tl(UZi Tit+ Zz 1 z) tQ(ZZ lmLZ’L 1 T H( b(xl+m )dl’dl’/
(0,4-00)"™ x(0,+-00)™ i=1

est complétement monotone en w = v + v 1. ]

Le Corollaire 1.27 est une conséquence de ce résultat et du Théoréme 6.2.6 dans [15] qui
établit que pour tous s,t > 0, et — 1 ~ GGC.

1.3.5 Une conjecture de Bondesson

Soit Z, une variable strictement a-stable positive. Nous avons vu que sa loi se ca-
ractérise trés simplement via sa transformée de Laplace, la formule (A.6) permet d’écrire

E (e %) = e = exp <_o¢sm(7roz) /OO log (1 + i) mo‘ldx> . (1.13)
0

™

Cette représentation est du type (1.12), cela nous permet de déduire que toutes les lois
de probabilités positives a-stables sont GGC (0 < o < 1). Il est donc naturel de se poser
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la question si ces densités sont hyperboliquement complétement monotones. Bondesson a
conjecturé dans [15] que Z, ~ HCM si et seulement si a < 1/2. I y a différentes maniéres
de prouver que la condition a@ < 1/2 est nécessaire. Par exemple, lorsque o > 1/2; il
est montré dans [49] que la densité n’est pas hyperboliquement monotone : on dit que
la fonction f est hyperboliquement monotone si Vu > 0, f(uv)f(u/v) est monotone en
w = v+ v € [200). Le Théoréme 5.2 donne une autre preuve de la nécessité de
la condition v < 1/2. Nous donnerons une réponse positive a cette question dans le
chapitre 6 — voir le Théoréme 6.1.

Lorsque o > 1/2, il est connu qu’aucune des puissances Z (§ € R*) n’a de densité
HCM (le Théoréme 5.2 redémontre ce fait). Jedidi et Simon [35] (voir la conjecture 3.3)
émettent une conjecture renforcée : Z2 ~ HCM si et seulement si o < 1/2 et |§] >
a/(1 — ). Nous donnerons dans le chapitre 5 des arguments en faveur de cette conjecture
renforcée. Le Théoréme 5.2 en démontrera la partie « seulement si ».

1.4 Un cas d’étude : le carré d’une variable gaussienne

Soit X, ~ N(m,t) une variable gaussienne. Nous avons vu précédemment que si
m =0, alors X§, ~ ID car X* ~ T'(1/2,2t). La question qui va nous intéresser est assez
naturelle : que se passe-t-il si m # 07

Théoréme 1.31 Soit X,,; ~ N(m,t) une variable gaussienne de moyenne m et de
variance t. Alors X2 mt @ une loi infiniment divisible et sa mesure de Lévy est donnée par

1 m?
. —xz/2t
fmt(dx) = <2x + 4252) e dx.
En particulier X2, + est auto-décomposable si et seulement si m = 0.

La démonstration de ce théoréme, bien qu’élémentaire, est assez instructive. En effet, elle
fait intervenir quelques idées et propriétés qui reviendront souvent dans ce manuscrit.

Démonstration. Afin de simplifier les notations, considérons pour le moment le cas ou
t =1. Soit Z ~ N(0,1), alors X1 < Z +m, donc X2, 1 L 72 +2mZ + m2 On calcule

E (e—xxgm) ) (efA(Zz+2mZ+m )) — MR (efx(zbrsz))
e / ~2hma ,—(1420)2%/2 1,

V2T
e / o ( 2 ma ) /2, . x
,/27r(1 oy 2P\ VT o VI+2X

e m 2 mZz —oma(A)
=——FE(exp| ————=| ) = %!
V142\ V14 2\
ol
Am?

1
A) = =log(1+2\) + ———

(rappelons que E (e“Z) =" /2) Bt sit+#1, on écrit
2
x2 4 t(Z + m)
Vit
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— 2 J—
donc E (e ’\Xmﬂt) = e #mtWN | avec
Am?

1+ 2\

Le lemme suivant achéve la démonstration. O

1
Omi(A) = 5 log(1 + 2tA) +

Lemme 1.32 La fonction ¢,,; définie ci-dessus est une fonction de Bernstein compléte.
Plus précisément,

1 A2 0o 1 m2
mi(A) = =log(1 + 26\ :/ L eray (L 0N ey
sl 2 el + )+1+2t/\ 0 (1-e )(2x+4t2>€ !

Démonstration. Supposons ’égalité démontrée, il est alors évident que la fonction ¢y, ¢
soit Bernstein compléte puisque que la fonction

1 m?
—x/2t
|_> JR— -
* <2x + 4t2> c

est complétement monotone. On commence par écrire la trivialité

o0 A
log(1 + 2t\) = /0 log <1 + y) 01 /2:(dy)

et en utilisant la formule (A.2) (ou en dérivant 1’égalité ci-dessus) nous voyons que

e—a:/Qt

dx.

1 0
“log(1 + 2\) = / (1= )
2 0

L’autre partie se vérifie plus facilement, mais il est instructif de voir le lien entre mesure
de Bernstein et mesure de Stieltjes d’une fonction de Bernstein compléte :

Am? / 51 jou () /(—) 51 s ()
1+ 2tn 2t A+ y2ldu) = o5 u U 017260

0o 2,—x/2t
— m —Az\  —uzr o _agnmoe
— 2t/o </O (1—e")e dx)udl/gt(dt) _/o (1—e )de, O

La classe des lois de probabilités sur R, infiniment divisibles dont I’exposant de Laplace
(qui est toujours une fonction de Bernstein) est une fonction de Bernstein compléte est
souvent nommée dans la littérature, classe de Bondesson et abrégée BO. Ainsi X7, , ~ BO.
X’?n,t ~ SD seulement si m = 0 puisqu’il est facile de voir que lorsque m # 0, la densité
de Bernstein n’est pas de la forme f(z)/z, avec f décroissante.

Corollaire 1.33 (du Théoréme 1.31) Soient m € R, t > 0 et X, ~ N(m,t). Alors

X

X2, L 2T )y + Vi,

ot T'yjp ~ I'(1/2,1) est indépendante d’une certaine variable (infiniment divisible) Y2,

donnée par :
Nm2/2t

Yoz, = 2t > Ly

k=1
avec (Ny)i>o un processus de Poisson standard et (Lg)g>1 une suite i.i.d. de variables
exponentielles indépendante du processus N .
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. d . ) . . .
Puisque X3, = 2t Ty /2, on peut réécrire cette décomposition de la maniére suivante :
X2, L X2, +,

mit M0t m2t

ol les deux variables du membre de droite sont supposées indépendantes. Observons que
la loi de Y,z ; est la loi marginale d'un processus de Poisson composé.

Démonstration. 11 suffit de prouver que la variable Y,,2; a bien pour exposant de Lévy-

Khintchine la fonction
Am?

|—> - .

14+ 2t
Si (Ns)s>0 est un processus de Poisson standard, alors E (e*’\NS> =e50-¢") ot si M, =
Sy Ly, alors

A

E (e_AMS) = exp (—SE <1 — e_’\L1>> .
Enfin, par le lemme précédent,

A2 oo m2e—/2t m2
— 1 Ay d — E 1 L 2tLy
1+ 26\ /0 (1= ™) —pg—de= 5 E(1- &)

4

donc en posant s = m?/2t, on obtient Y2, = 2t M2 4. O

Pour m’ < m, une simple application du « théoréme belge » donne
Nm2/2t = (Nm2/2t - Nm’2/2t) + Nm’2/2t-

Un processus de Poisson étant un processus a accroissements indépendants et station-
. d . ) »
naires, on a N2/ L (Nmz/% — Nm/2/2t) = Nm2—mn)/2t- On obtient la décomposition

X2, L Xy + Yoz oz (1.14)
pour 0 < m’ < m. On peut généraliser (1.14) :

Théoréme 1.34 [l existe une décomposition
X2, Lx2, .+,
m,it — m/ it + mt,m’

0t Y ¢ ¢ €5t une certaine variable aléatoire infiniment divisible indépendante de X,

si et seulement sit' <t et
1 1 m?2 m?

R

Démonstration. Notons ®,,, la transformée de Laplace de Xg%t pour m € Rett > 0.
Nous devons déterminer quand la fonction ®,, +/ P, est la transformée de Laplace d’une
mesure de probabilité (& support positif) infiniment divisible. Il suffit d’étudier le signe
de la différence des densités de Lévy-Khintchine. Nous avons vu au Théoréme 1.31 que

1 2
fm ¢ (dz) = < + m) e dx

20 42

donc il faut déterminer si la fonction fy, ;¢ définie sur Ry par

1 m? 1 m” !
Y = — —Q IR - e
o g () (23: + 4t2) € (2;5 * 475’2) ‘

est positive.
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! . o . .
1" cas: m=m' =0 foor 2 — (e_””/275 — /2 ) / 2z est une fonction positive si
et seulement si ¢ < ¢. La fonction fy, 0 est intégrable sur R} donc Yy, a la loi d'un
processus de Poisson composé pris en un certain temps.

2¢ cas : t =t On retrouve la décomposition (1.14) lorsque |m/| < |m|. Si |m/| > m, la
fonction f, 1.+ est négative donc une telle décomposition n’est pas possible.

3ecas:t <t Sim' =0, frror(x) Mete —e™®/2! /27 < 0 donc fy, .0 n'est pas une

. .. . _ /
fonction positive. Si m’ # 0, fo ¢ +() e —m/2e=2/2 [ 412 < O donc fo ey 1'est

pas une fonction positive. La décomposition est donc impossible si ¢t < ¢'.
4° cas : t' <t
67:12/215 _ 67:1:/2t’ m2€7z/2t m/267z/2t’

_ o _ _—xz/2t
2fm,t,m’,t’ (J;) = " + 942 9412 =€ gm,t,m’,t’<x>

avec

Gt () = T Top P oy 9 )T T g

La fonction g, ;¢ est croissante sur R} donc f, ;¢ est une fonction positive si et
seulement si g ¢+ (0+) > 0. Or

S(C 7R R O

1 1 1 2 12
m m)‘ 0

m,t,m’ t/ 0 =5\ 7 o
gt (0F) 2(1&/ (e

Caractériser 'existence dune telle décomposition semble plus difficile lorsque Y, ;0 v
n’est plus supposé infiniment divisible. Il faudrait pour cela déterminer quand la fonction
D, ¢/ Dy ¢ est une fonction complétement monotone.
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Chapitre 2

Rappels et compléments sur les
perpétuités de processus de Lévy

Cette thése n’est pas centrée sur I’étude des fonctionnelles exponentielles mais utilise
a plusieurs reprises cette théorie. Ce chapitre est donc 'occasion d’en donner quelques
éléments. Etant donné un processus de Lévy réel X, nous nous intéressons a la loi de la
variable aléatoire -
I = /0 e Xeds.

Dans la littérature, ce type de variable aléatoire est appelé fonctionnelle exponentielle du
processus X, ou encore, perpétuité de X. Les perpétuités ont été tres étudiées dans les
années 1990-2000 et nous renvoyons au survol de Bertoin et Yor [10]| pour un ensemble
de résultats. Les perpétuités sont toujours bien définies et positives, prenant éventuelle-
ment des valeurs infinies. Un théoréme d’Erickson — voir [10], Théoréme 1 — entraine que
P(I < 4o00)=0o0ul et que
P(I =400) =0 <= lim X;=+oc0 ps.
t——+o0
Un résultat démontré par Dufresne [26] et obtenu en paralléle par Bouchaud et al.
— voir les formules (4.4) et (4.20) dans |21] — dans un cadre physique, est le suivant : soit
B un mouvement brownien standard et ¢ un nombre positif, alors

/°° ePets/2gs L 2.
0 Ft

Depuis, une multitude de démonstrations de cette identité en loi remarquable ont été
données. La preuve la plus simple est certainement celle qui repose sur le Théoréeme 2.2
énoncé dans la section suivante. Ce résultat, dit a Bertoin et Yor, relie 'exposant de
Laplace d'un processus de Lévy sans sauts positifs aux moments entiers négatifs de sa
perpétuité. L’identité de Dufresne s’obtient alors en écrivant les moments entiers positifs
de I';.

Nous commencons ce chapitre en démontrant deux résultats classiques sur les perpétui-
tés, 'un sur les subordinateurs da & Carmona, Petit et Yor [22], Pautre sur les processus
de Lévy spectralement négatifs dit & Bertoin et Yor [9] et déja évoqué ci-dessus. Nous
présentons ensuite quelques exemples instructifs. Enfin, nous nous intéressons a 1’étude
de la densité des perpétuités de Lévy et généralisons partiellement une équation intégro-
différentielle due a Carmona, Petit et Yor [22].

25
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2.1 Caractérisation par les moments entiers

2.1.1 Deux théorémes

Théoréme 2.1 (|22], Proposition 3.3) Soit (X;)i>0 un subordinateur d’exposant de La-
place @, et soit J sa perpétuité
J = / e e ds.
0

La variable aléatoire J est finie presque sdrement. Sa loi est déterminée par ses moments
entiers positifs qui vérifient

Vne N E(J") =

p(1) x -+ x p(n)

Remarques :

e En général, une mesure de probabilité sur R, n’est pas déterminée par ses moments
entiers positifs. Autrement dit, il peut exister une autre loi ayant les mémes moments
entiers positifs. Si X est telle que E (eSX ) < +00, il est clair par le développement
de Taylor de I'exponentielle et I'injectivité de la transformée de Laplace que la loi
de X est déterminée par ses moments entiers positifs. On dit alors que la suite
(E(X™)),>o est une suite normalisée de moments de Stieltjes. Nous renvoyons a [5]
pour un ensemble de résultats classiques sur le probléme des moments.

e Il est possible de considérer un subordinateur « tué » aprés un temps exponentiel T’
d’espérance ¢! et indépendant du subordinateur X. C’est-a-dire, ou bien considérer
que X; = 400 lorsque t > T', dans ce cas l'exposant de Laplace vérifie ¢(0) = ¢q. Ou
bien écrire J = [; e *+ds, et on a alors :

n!
(g +¢(1)) x - x(q+¢(n))

E(J") =

avec ¢(0) = 0.
Théoréme 2.2 (|9], Proposition 2) Soit (X;) un processus de Lévy intégrable tel que :
(1) Vu,t >0, E (e“Xt> =exp (t¥(u)) < o0
(2) m=E(X;) =¥(0+) € (0,4+00).
Et soit la perpétuité
I = /Oo e o ds.
0

Alors la variable aléatoire I est finie presque sidrement et pour tout n € N*,

U(l) x---xU¥(n-—1)
(n—1)!

E(I™)=mx

De plus, si le processus de Lévy X est spectralement négatif, alors la loi de I est déterminée
par ses moments entiers négatifs.

Remarques : Rappelons quun processus de Lévy X est dit spectralement négatif si sa
mesure de Lévy a un support inclus dans (—oo,0). Dans ce cas,
e la condition (1) est automatiquement vérifiée,
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e le théoréme établit que la suite (E (I7")),>0 est une suite normalisée de moments
de Stieltjes.

Corollaire 2.3 (du Théoréme 2.2) Soit p une mesure de probabilité sur Ry et soit
X ~p. Alors p est la loi de la perpétuité d’un processus de Lévy intégrable spectralement
négatif si et seulement si la fonction ¥V définie sur Ry par

E (X—(u—l—l))

U(u) =u X E (X~

(2.1)

est [’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement négatif avec moyenne stric-
tement positive. Dans ce cas, ce processus de Lévy est le processus sous-jacent.

Autrement dit, soit &2 = L{Processus de Lévy spectralement < 0 & moyenne > 0}, alors
I’application
#_  — {Lois positives}
L((Xi)is0) — L (f[;” e_XSds)

est une application injective. En particulier, si ¥, et ¥, sont deux exposants de Laplace
de processus de Lévy spectralement négatifs & moyennes positives tels que, Vn > 0,
Uy(n) = Wy(n), alors ¥y = Wy. Il est intéressant de remarquer que cette propriété est
fausse pour 'exposant de Lévy-Khintchine. Par exemple, considérons le processus de Lévy
X défini par

Ny

X, = B+ 27 Z Y,

n=1
ou B désigne un mouvement brownien standard, Y,, des variables de Bernoulli de para-
métres 1/2 et N un processus de Poisson standard, tous indépendants. Alors

) 2 2w
E <eiuBt> = exp <_tg) et E (eiuXt> = exp (_tg + M) ;

donc les exposants de Lévy-Khintchine valent tous deux —n?/2 sur les entiers n € Z.
La proposition suivante est une remarque semble-t-il due a Vervaat, et joue un role
important dans les chapitres 2 et 4.

Proposition 2.4 La perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif est auto-
décomposable.

Nous notons £_ '’ensemble des perpétuités de processus de Lévy intégrables, de moyennes
positives et spectralement négatifs. Nous avons l'inclusion £ C SD. L’intégrabilité du
processus de Lévy n’est pas nécessaire pour avoir 'inclusion £_ C SD mais les théorémes
que nous manipulerons nécessiteront cette hypothése.

2.1.2 Les preuves

Le Théoréme 2.2 joue un role important dans cette thése car c¢’est sur lui que reposent
les démonstrations des Théoréemes 3.2 et 4.3. Nous en donnons donc la preuve, ainsi que
celle du Théoréme 2.1 qui est trées similaire.
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2.1.2.1 Démonstration du Théoréme 2.1

Ici nous n’avons pas besoin d’utiliser le théoréme d’Erickson pour s’assurer que l'inté-
grale converge p.s. En effet, J est positif et par le théoréme de Fubini-Tonelli,

o0 _x. o0 s 1
IE(J):/O E(e X§)d8=/0 e W(l)ds:m<+oo,

ainsi J < +oo p.s. Posons pour tout t > 0, J, = [ e Xsds. Alors, t + J, est p.s.
absolument continue et pour tout r > 0,

t
T =7 / Tl e Xeds,
0

Par indépendance des accroissements, J; = et J ott X; L J, avec
- o)
J :/ e~ Xor=Xi)gg L J
0

La derniére égalité vient de la stationnarité des accroissements. Ainsi, par le théoréme de
convergence monotone,

U 5 )= m E (7= <) = [l (B (T Len) =~ B (T o)

= lim [E (JTl{JSA}> .y (JT]-{JSA}) e—w(r)] —E(J)(1- e—tap(T)>‘

A—+o0

D’autre part, le théoréme de Fubini-Tonelli entraine que

E(J5—J)) = r/tE <J;«,1 e—XS) ds — r/t]E (eers) E (Jrq) ds
0 0

B (1 — e te)

N o(r)

=rE (J’”_l) /t e ds
0

Finalement

rE (J71)
(1)
Une récurrence conclut la premiére partie de la preuve. Pour montrer que les moments

E(J7) = (2.2)

n!
My = , n>1
o) x - x ()

caractérisent la loi de J, on majore pour 0 < u < ug < p(+00),

n!

My S n—mn,
(1) x -+ X p(no) X ug ™™

ot ng € N* est tel que ¢(ng) > ug. Ainsi,

E(e*)) =E = < — <
) =B (S ) = 5 < e 2 () <+
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Par injectivité de la transformée de Laplace, u — E (e“" ) (0 < u < ugp) caractérise la loi
de J.

Le cas o le subordinateur X est tué a temps exponentiel T' (que 'on note X7) se
fait par approximation. On considére un processus de Poisson standard N d’intensité g
(I'espérance de la variable exponentielle 7). On pose alors pour a > 0, X = X + aN
qui est un subordinateur d’exposant ¢, défini par

Pa(N) =p(N) +q (1 =) — g+ (N
Enfin, soit J@ la perpétuité de X(®. Le théoréme de convergence dominée entraine que
J, — J p.s. lorsque a — 400 et une nouvelle application du théoréme de convergence
dominée entraine que

' o n! ‘
B = tm B = i< = 0t o))

2.1.2.2 Démonstration du Théoréme 2.2
Par ’hypothése (1) du théoréme, pour tous a,u > 0,
P(X; >a) =P ("X > ™) < "M,
Soit a > 0 tel que P (infte[o,l] X < —a) < 1/2. Nous allons démontrer que
P(sup X, > 2a> <2P(X; >a).
te[0,1]

Il est bien connu que 1’on peut remplacer 2a par a et I'inégalité par une égalité dans le cas
du mouvement brownien (principe de réflexion de Désiré André), ou plus généralement,
dans le cas du processus stable spectralement négatif. En effet, soit le temps d’arrét

Ty = inf{t >0/ X; >2a} = inf{t >0/ X, = 2a},

alors

P(sup Xt22a> :IP(sup X > 2a, X4 2@) +IP’<sup X > 2a, X4 <a>
t€(0,1] t€(0,1] t€0,1]

<P(X;>a)+E l]P’ ( sup Xy > 2a, Xi-my,41, — X1, < —0

te(0,1]

1
gIP’(Xlza)—i-P(sup Xt22a>.

te(0,1]

On obtient ainsi la majoration suivante, valable pour tout u > 0 :

P ( sup X; > 2a> < 2e¥(w)—au

te(0,1]

Ainsi, pour € > 0 assez petit,

1
P </ e Xods < 52> <P <sup Xs > 210g(1/5)> < 2e¥(Wgu,

0 s€f0,1
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Ceci assure la finitude des moments E {( 01 e_XSds) _n}, pour n > 0, et donc des moments
E (I7™) puisque
[e) 1
I :/ e Xeds 2/ e Xads > 0.
0 0

La suite de la démonstration est similaire a celle du Théoréme 2.1. Pour ¢t > 0, soit
I, = [* e X=ds. Alors, pour tout r > 0,

t
I =17 = T/ Is_r_le_Xsds.
0

De la méme facon, on voit que I, = e~ Xt T ou X; L [ et I 2 J. On obtient alors
Y(r)E (™)

E(I ") = .

(2.3)
Enfin,

E(I™') = lim YOEUAT) _ yy, 2O _ (0+) = m.

r—0+ r r—=0+ 7

La premiére partie de la preuve vient aprés une récurrence.
Si X est spectralement négatif, alors ¥(u) = O(u?) lorsque u — +00 — voir I’expression
générale d'un exposant de Laplace a la formule (1.4). Il existe donc une constante ¢ > 0

telle que
PU(l) x -+ xW¥(n-—1
E([‘"):mx ()X< xl)'(n )gcnn!.
n—1)!

(e (Lh)) <+

Un raisonnement similaire a celui de la démonstration du Théoréme 2.1 entraine que la
loi de 1! est caractérisée par ses moments entiers positifs.

Il s’ensuit que

2.1.2.3 Une remarque concernant les moments entiers

Dans chacune des démonstrations, s’est posée la question de savoir si une suite de
moments entiers caractérise une mesure de probabilité. Pour le Théoréme 2.1, on aurait
pu utiliser un résultat da a Berg et Duran :

Théoréme 2.5 ([6] Théoréme 1.3) Soient f une fonction complétement monotone, my =

1 et Vn € N*,
1

My, = :

) % - x f()
Alors, la suite (my,)n>o est une suite normalisée de moments de Stieltjes. C’est-a-dire, il
existe une unique mesure de probabilité p sur R, telle que Vn € N,

my, = /OOO x"p(dx).

Observons que si ¢ est une fonction de Bernstein, alors f : A — ¢(A)/\ est complétement
monotone, ainsi,

n! 1

p(1) x - xp(n) — f(1) x - x f(n)

définit une suite de moments de Stieltjes.
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2.1.2.4 Démonstration du Corollaire 2.3

Supposons que la fonction définie par (2.1) soit 'exposant de Laplace d’'un processus
de Lévy spectralement négatif. Alors, soient X un tel processus de Lévy et [ sa perpétuité.
Par le Théoréme 2.2, les moments entiers négatifs de I caractérisent sa loi et sont donnés
par
U(l) x---xU(n—1)

(n—1)!
oum = [;°x 'p(dz) = V' (0+) > 0, donc I ~ p.

Réciproquement, si W est l'exposant de Laplace d’un processus de Lévy a moyenne

positive, la formule (2.3) montre alors que ¥ est de la forme (2.1).

E (I_") =m X = /OOO x "p(dx)

2.1.2.5 Démonstrations de la Proposition 2.4

Soit X un processus de Lévy spectralement négatif & moyenne positive et soit 1(X) sa
perpétuité. L’auto-décomposabilité de 1(X) est une conséquence directe de la propriété
de Markov forte. En effet, pour tout = > 0,

T, = inf{t > 0/ X, = }

est un temps d’arrét fini presque siirement puisque (X;):>o est spectralement négatif et
tend vers +oo lorsque t — 4o00. Alors,

o0 Ty oo Ty )
I(X) = / e_Xtdt = / €_Xtdt + e_Xtdt = / €_Xtdt +e* / e_(XH-Tx —a:)dt
0 0

Ty 0 0

a [ _x — [T % T x - %
:/ e tdt+e”/ etdt:/ e Mtdt+ e x I(X)
0 0 0

ot X désigne une copie du processus X indépendante de (X;, 0 <t < T}).

2.1.3 Quelques exemples
2.1.3.1 Puissances positives de la loi gamma

Considérons une variable exponentielle L de parameétre 1. On a L = fOL ds, autrement

dit
T
L= / e Xsds,
0
ouT'=L et ou X est le subordinateur constant égal a 0. On peut aussi écrire
n!
E (L") =n!=
p(1) x ... p(n)

avec @(A) = 1 et nous voyons par le Théoréme 2.1 que L 2 fDL ds. Bien entendu, ceci n’est
pas 'application la plus impressionnante de ce théoréme.

Soit @ € (0,1). Intéressons nous a la variable L*. Nous savons que sa loi n’est pas
infiniment divisible et il n’est donc pas possible d’appliquer le Théoréme 2.2. En revanche,
I'l+a) " I'(1+2«) ‘o I'(1+ na)

r'(1) I'l+a) I'l+(n—1)a)
n!
@(1) x -+ x p(n)

E(L*") =T(1 4 na) =
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avec ra N
-+«
A)=2A = o(1 — A
et I ()
u

Le Lemme C.1 nous permet de voir que 1/¢ est une fonction de Bernstein compléte donc
¢ est une fonction de Bernstein compléte. Le Lemme C.2 établit que

R A

donc

00 —(l—a)x/a(l _ e—x/a)a—l 0o (1 . Oé)@il?Tax
A) = /\/ —a € dr = / 1 — e
P 0 ¢ al'(a) . 0 ( ° )ozzf(a)(l — e~#/a)2-a

ol la deuxiéme égalité vient aprés une intégration par parties. Soit X un subordinateur
ayant pour exposant de Laplace . Le Théoréme 2.1 permet d’écrire I'égalité en loi

dx

Lo < /OO e Xsds.
0

Soit I'; une variable gamma de paramétre ¢, on a

any  L(t+na) n!
BT =T =~ o= x o)
o(N) = A P(;(_t . ;O)‘A) — At — o+ )
et
['(u)

On voit donc que I'Y a la loi de la perpétuité d'un subordinateur si et seulement si o < ¢.
Et dans ce cas, le méme calcul donne I'expression de la mesure de Lévy du subordinateur :

e (t—a+(1—t)e /)

pldr) = a?l(a)(1 — e#/a)2—a

2.1.3.2 L’égalité en loi de Dufresne

L’égalité en loi de Dufresne est une simple application du Théoréme 2.2. En effet, soit
B un mouvement brownien standard, et soit X le mouvement brownien avec dérive défini
par
X, = \/§BS + st.

Son exposant de Laplace W est explicite :

E <€uXS) _ es(ut+u2) _ es\Il(u)
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avec U(u) = ut + u? = u(t +u). On a ¥'(0) = ¢, et pour n > 1,

PO - = T gy,

t % )

Alors le Théoréme 2.2 établit que [;° e X=ds 4 I';!, c'est-a-dire, aprés un changement de

variable . 5
/ eBS —st/2 ds i -
0 Ft

2.1.4 Deux propriétés surprenantes

Commencons par un résultat intermédiaire sur les puissances négatives d’une variable
gamma.

Lemme 2.6 Toutes les lois gamma sont multiplicativement infiniment divisibles. Plus
précisément, soient a,s > 0 et I'y, une variable gamma de parametre a. Alors pour tout
n > 1, il existe une mesure de probabilité pi,, & support sur Ry, GGC, telle que : pour
toute famille indépendante (Yy)i1<p<n de l00 fiqn,

LY, x--xY,.

Démonstration. Nous verrons dans la démonstration du Théoréme 4.5 que si b est un entier
(c’est également une condition nécessaire), alors pour tout a > 0, —log(B,;) ~ GGC.

Donc pour tout n > 1, il existe des variables aléatoires positives i.i.d. X fb), o, X telles
que
—log(Ba,) £ X 4.4 X0

De plus, E(e‘kxib» =E (e"\(_bg(Baﬂb)))l/n done X\ ~ GGC. Ainsi,

—sp—s d 71— (®) _ (b)
h—s a,i:b s/nele XX b s/nean

ot chaque terme du produit de droite est GGC par le Théoréme 1.26. On a b B, LN r,
lorsque b — 400 car

I'(a+u)'(a + b) b TI'(a+u) R I'(a +u)

E(b“B:,) =b" ~ =E([TY).
(0" B5) I(a)'(a+b+u) b=+ (a+b)* TI'(a) t-+x I'(a) (Ta)
En écrivant o .
E(b—s/nesX1 ) —F (b—sB;z) /n 7
nous voyons que les variables
b_s/”esxib), 1<k<n
convergent en loi lorsque b — 400, b € N*. Notons p cette loi limite et soient Y7, ... Y,

des variables aléatoires i.i.d. de loi p. La classe GGC est stable pour la convergence en loi
donc Y; ~ GGC. D’autre part, on a bien

I*Ly,x-xY,

par ce qui précede. O
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Remarque : Ce résultat est aussi une conséquence de la formule de Malmsten — voir la
Proposition C.3, la démonstration étant similaire a celle du Lemme 6.4 que nous verrons
plus loin.

Théoréme 2.7 Pour a € (0,1), soit (Zi‘“))tzo un subordinateur strictement a-stable.
Alors, la variable aléatoire

Jo = /Oo efzﬁa)dt
0

est finie presque sirement et Vs > 0, J,° ~ GGC.

Démonstration. Par le Théoréme 2.1, la loi de J,, est caractérisée par ses moments entiers

positifs. De plus,
n!

E(J3) =

A TN N = ().

Commengons par le cas v = 1/2. Pour tout n > 1, E (J7,) = (n!)'/?. Par le Lemme 2.6,
nous pouvons écrire

LoLY, xY,

ou L désigne une variable exponentielle, Y] et Y5 sont deux variables aléatoires positives,
indépendantes, de méme loi GGC. De plus,

E(Y,"") = (E@)" = @)

La loi de J; /o étant caractérisée, par ses moments entiers positifs qui sont les mémes que

/

-1 P
ceux de Y] /°, nous en déduisons que

Jip 2V et Ly

Le théoréme est donc démontré dans le cas a = 1/2 puisque Y; ~ GGC.
Le cas @« = 1 — 1/q avec ¢ entier > 3 se traite de maniére analogue. En effet, nous
obtenons alors
E(J;"y,,) = (n)".

. . s d
En invoquant de nouveau le Lemme 2.6, nous écrivons L™ = Y} x --- X Y} et nous en

déduisons que Jl__sl/q 4 Y; ~ GGC.
Sl a=1-— p/Q?

donc

Jroprg T % TP

-1/q 1/q

ou les Jl(li)l o 1 < k < p désignent p copies indépendantes de la variable J;_;/,. Le
caractere GGC de J°) /g vient alors de la stabilité de la classe GGC par le produit de
variables indépendantes du Théoréeme 1.26.

Le cas a quelconque est une conséquence de la continuité de la loi de J, en le para-
métre av qui vient de la continuité de 'application a — (n!)®. O
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Remarque : Désignons respectivement par J o, Z(1/? et T'; /5 des copies indépendantes
de Jy 2, Z(/? et Ty /5. Nous avons J; /2 X j1/2 41, et

(20/2) 7 4 (Z02) 7 L ar, ), 4+ 4B, L oL,

ou ’égalité en loi Zgl/ 24 (4T /2) " peut se démontrer en calculant les moments fraction-

naires et en utilisant la formule de duplication de la fonction I". Autrement dit,
-1
Ji/2 LLO% et Zfl/Q) 4 (4L*%>

ol ® désigne la convolution multiplicative.

Le Théoréme 2.7 entraine que l'inverse de la perpétuité d’un subordinateur stable
est auto-décomposable. Cette propriété peut étre généralisée a une classe plus grande de
subordinateurs :

Proposition 2.8 Soient ¢ une fonction de Bernstein compléte, X un subordinateur
ayant @ pour exposant de Laplace et sa perpétuité

J:/ e X ds.
0

Alors J=1 a loi de la perpétuité d’un processus de Lévy intégrable, d’espérance positive et
spectralement négatif.

Remarque : L’exposant de Laplace du subordinateur strictement a-stable (Zga)) est
A — A\ Cette exposant est donc une fonction de Bernstein compléte — voir la Proposi-
tion A.28.

Démonstration. La formule (2.2) entraine que YA > 0, E (J’\_l) < +o0 et

E(J*)
=Ry
Alors,
ux BV o ud
E(Jv) o(u+1)

Le Théoréme A.18 entraine que la fonction A — A/p(\) est une fonction de Bernstein
compléte, donc u — (u + 1)/p(u + 1) est une fonction de Bernstein compléte. Il existe
donc une fonction complétement monotone m telle que

A o0 u+1 1 o0
— = 1—e dr et = L—e™)e™ d
00 /0 (1—e)m(z)dx e outl) o) —i—/o (1—e")e "m(x)dx
avec [;°(1 A z)m(x)dr < +o00. Ainsi, la fonction ¥ définie par
E(Ju+1) U 0
U(u) =u X = +u 1 —e")e"m(—z)dx
(u) S = o e L eem-a)
=20 + [(1 +ur —e )m(x)} N +/_oo(e 1 — uzx) o (e*m(—z)) dx
—_————
e >0

est 'exposant d’un processus de Lévy intégrable, de dérive 1/p(1) > 0 et spectralement
négatif. Il suffit d’invoquer le Théoréme 2.2 pour conclure. O
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2.2 Etude de la densité

2.2.1 Introduction

Soit Z un processus de Lévy intégrable et soit I = [;° e~ sa perpétuité. Nous avons
vu dans le section 2.1, que sous certaines hypothése sur Z, il est possible de lier les
moments entiers de la perpétuité I, avec ’exposant de Laplace de Z. Le théoréme suivant
établit, que sous d’autres hypothéses sur 7, la loi de I admet une densité qui vérifie une
certaine équation intégro-différentielle.

Théoréme 2.9 (Proposition 2.1 [22]) Soit un processus de Lévy Z, intégrable, d’espé-
rance positive, dont le processus de sauts est a variation finie et ayant un exposant de
Lévy-Khintchine de la forme (1.6). Alors, sa perpétuité I = [;° e ?*ds est finie presque
stirement et sa loi a une densité g, de classe C* par morceaux, qui satisfait I'équation
intégro-différentielle suivante :

_022dg<<2 <<>) K";—&)cﬂ}g(c)
- /;mff(”u(ﬂog(r/o,+oo>)dr— /fg(r)u((—oo,log<r/<>])dr. (2.4)

Réciproquement, si une densité de probabilité g sur R, satisfait l’équation (2.4), alors g
est la densité de I.

A priori, ce théoréme est plus difficile & exploiter que les Théorémes 2.1 et 2.2, car résoudre
explicitement ce type d’équations est rarement possible. De plus, la question de 'unicité
de la solution n’est pas non plus une question facile a priori. Dans la section suivante,
nous vérifierons cependant la validité de cette équation sur un exemple classique.

Le but de cette partie est de présenter une généralisation partielle de ce résultat au
cas ol le processus £ est a variation infinie. Il n’est alors plus possible d’écrire 'exposant
de Lévy-Khintchine sous la forme (1.6) et I'intégrale dans (2.4) ne converge plus.

Théoréme 2.10 Soit un processus de Lévy Z, intégrable, d’espérance positive et ayant
un exposant de Lévy-Khintchine de la forme (1.5). Alors, la perpétuité I = [5° e ?=ds est
finie presque sirement. De plus, si I admet une densité g de classe C' par morceauz, alors
elle satisfait ’équation intégro-différentielle suivante :

—;dC<C g<<>) (";—a)ul} ©

N
( p(los(r/0)+09) = 9(O) [ Eutde) )

— [ (arml(=ootostr/0]) + o) [ —Z—uaz))ar. (25)
0 1

—00 e

+oo z

Remarque : Lorsque le processus est a variation finie, un calcul montre que I'on retrouve
I'équation (2.4) a partir de (2.5). En effet, @ = a — [p. zu(dz) et

/+OO/1 /o) © M(dz)dr = /0+OO ezz_ . /;ez dru(dz) = C/{)+Oo zu(dz).

Un calcul similaire donne ¢ [°__ zu(dz) et on retrouve 'équation (2.4).
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L’inconvénient de ce résultat est de supposer a priori que I admet une densité de
classe C'! par morceaux. Cette hypothése est cependant vérifiée dans de trés nombreux
exemples. Nous renvoyons a Bertoin, Lindner et Maller [8] pour plusieurs résultats sur la
régularité de la loi des perpétuités.

Le Théoréme 2.10 est montré sous une forme légerement différente par Pardo, Patie
et Savov — voir le Théoréeme 3.3 dans [41] & l'aide de la factorisation de Wiener-Hopf.
Nous en donnons une preuve plus simple utilisant la formule d’It6 avec sauts, inspirée
d’un article de Bailleul [3] ou est redémontrée 'identité de Dufresne.

2.2.2 Démonstration du Théoréme 2.10

Nous considérons un processus de Lévy Z qui satisfait aux conditions du Théo-
réme 2.10. On applique le Théoréme 1.15 : soit N un processus ponctuel de Poisson
d’intensité dsp(dx), indépendant d’'un mouvement brownien standard B. On peut suppo-
ser que Z; = at + 0By + & avec

ft :/ .CCNt<dl')
R*
Puis considérons le processus de Markov (X, Y') partant de (z,y), défini par

s

Y, = ye? et X, — /
+ = ye e tx+o§/;

:a:—{—f/e’ sds.
y Jo

Comme Z est d’espérance strictement positive (E (Z;) = a > 0), la loi des grands nombres
pour les processus de Lévy — voir 'exercice 9 du chapitre 1 dans [7| — entraine que

Zs
— — a P-s.,
S s—+o00

donc (X;):>o converge presque stirement lorsque ¢ — +00 vers une limite que I'on notera
Xoo. Pour A >0, soit F4 la fonction définie par Fiy(z,y) = Puy) (Xoo > A).

Lemme 2.11 Le processus (Fa(Xq, Yt))t>0 partant de Fa(x,y) est une martingale fermée.
Démonstration. Pour r > 0, on note 6, le shift sur la trajectoire de (X,Y). C’est-a-dire,

(X7 Y) © 9r = (Xt—H"a Y;H-r)

t>0"

Alors, pour tout r > 0, X 06, = X,. En effet,

© (s T ds (s
Xoof, = X, / _ /— %X
° kv Tt ALY

Donc,
Fu(Xy, V) = Ex. v [1[A,+oo) (Xoo)] = Ky [1[,47_,_00)()(00 00;) | .Ft]
= By [La 100 (Xoo) | Fi]

ou la deuxiéme égalité est due a la propriété de Markov et ou (F;);>¢ désigne la filtration

naturelle. Ce calcul nous montre que (F 2 (X, Yg))po est une martingale fermée. O
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Notons A le générateur du processus de Markov (X, Y).

Lemme 2.12 L’ensemble des fonctions de classe C* sur (0,+00)? est inclus dans le
domaine de définition de A, et pour toute fonction f de classe C*, V(z,y) € (0,+00)?,

52 0
(2,9) + = a‘é(w y)+y8f

+ [ (e~ faw) - 25l @) uiaz). 20

19f of

Af(z,y) = r ~=(z,9) +aya

(z,y)

Démonstration. On applique le Théoréme 1.17 :

f(Xt,Y;t>—f(.T,y) = f(Xt7yeZt)_f(x7y)

—Zs af 282f af
(X,,Ys) —L(X,,Y. 7o 1 9L x vre? + 2L (x, )%
/ ( $5 y +8 (X5, Ys)aye™ + 2 By 2( 5 Ys)Y +8y( s Ys)e )ds

+/t o (x. . ayestBer// (F( Xy, eYin)— f(Xa, Yoo ) )N (ds, d2)

+ [ /( P Yo )= (X Yo )25

Par la Proposition 1.16,

E(wyy)(f(Xm Y)—f(z, y)) =

(X Ye) Jaldz)ds.

aof i oZs 20 f 2 27, of Zs
E(a:y)|:/ (ax(Xs;Y) Y +87<X57)/s) + 2 a 2(X5,Y;)y e +67y(Xs,}/S)€ )dS

w1 (e =y =5l v Jutdenas|

car les intégrales en dB; et en N (ds,dz) définissent des martingales issues de 0. La dé-
monstration s’achéve en divisant le tout par t, puis en faisant tendre ¢t — 0. O

Nous pouvons désormais démontrer le Théoréme 2.10. Supposons que F4 soit de classe
C? par morceaux. Puisque (FA(Xt, Y}))t>0 est une martingale issue de F4(z,y), Vt > 0,

E(J},y) (FA(Xt7 }/t) - FA('I" y))
t

=0,
donc AF4 = 0. Or,
Fa(2,y) = Pioy) (Xoo > A) = P (/ e %ds > y(A—1)) =1 -G (y(A - )
0
ot G désigne la fonction de répartition de [5° e ?*ds. En notant la densité g = G’, un
calcul & partir de 'équation AF4 = 0 donne ’équation (2.5). O
Remarque : Le Théoréme 3.9 dans [8] établit que la fonction F4 est absolument continue,

en particulier continue. On peut donc établir a priori que AF, = 0. Cependant, cela n’est
pas suffisant pour démontrer le caractére C? de la fonction Fy.

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

2.2. Etude de la densité 39

2.2.3 Exemples
2.2.3.1 L’inverse d’une variable béta
Soit une variable By, ~ B(a,b) ' 27 (1 — 2)" ! 1y y(z) dz. Considérons la variable

béta de deuxiéme espéce Bfg = B;}, — 1 dont la densité est la fonction définie par

fan(x) =Bla,b) L2 (@ 4+ 1)@ 1, ) (2).

Il est connu que pour b > 1 (nécessaire pour la deuxiéme égalité),

B, = /OO e (=N g 4o + /oO e (VT =) g (2.7)

’ 0 0
ou N“™ désigne un processus de Poisson composé sans dérive, ayant pour mesure de Lévy
fem(dz) = cme " du.
Les processus N»t0 et Not0=15=1 ont donc pour mesures de Lévy respectives
bla+b)e %y et (a+b—1)(b—1)e " Vdy.

Remarquons au passage les égalités suivantes :

1,1 1,1
(Nb7a+b) g Nbs ot <Na+b—1,b—1) i N(a+b—1)s
) »=0 a+b) ., ° 520 b—1 >0 |

L’expression de la loi de B;ll, comme celle de la perpétuité du processus (s — N>a+0) o4
sera un cas particulier du Théoréme 4.3, résultat qui s’appuie sur le Théoréme 2.2. Nous
pouvons vérifier cette expression dans le cadre du Théoréme 2.9 : lorsque ¢ > 1, le terme
de gauche de 'équation (2.4) devient

(1= fap(C=1) = (1 =¢) Bla,b) ™ ¢ (¢ = 1),
et le terme de droite,

a+b
— /OC fap(r —1)b (2) dr = —B(a,b) "L @) (¢ — 1)

L’équation intégro-différentielle (2.4) est donc bien vérifiée.

La deuxiéme identité en loi dans (2.7) ne peut étre obtenue ni par le Théoréme 2.1,
ni par le Théoréme 2.2 puisque le processus sous-jacent n’est ni un subordinateur, ni
un processus de Lévy spectralement négatif. C’est une conséquence du Théoréme 2.1
dans [29]. Nous pouvons aussi vérifier cette expression dans le cadre du Théoréme 2.9. Le
calcul est assez similaire : pour tout ¢ > 0, le terme de gauche de I’équation (2.4) est

(14 ) fap(Q) = (14 ) B(a, b) " 1¢" 1 (¢ 4+ 1)~ (@D

et celui de droite
[e%s) b—1
/C fap(r)(a+b—1) <<> dr = B(a,b) ¢ (¢ + 1),

r
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R . b—1,b—1 o
Remarquons que méme si le processus (N0 — t);>0 est spectralement positif, sa
t > )

perpétuité est auto-décomposable et méme HCM. En effet, on a 'identité bien connue

B £ B, -1 4 1,T,

a,

et le terme de droite a une densité HCM. Enfin, observons que (BSg)_l £ 71,/T, a aussi

une densité HCM.

2.2.3.2 L’égalité en loi de Dufresne

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 2.1.3.2, lorsque la mesure de Lévy est
nulle (Z est alors un mouvement brownien avec dérive), sa perpétuité a la méme loi que
I'inverse d'une variable gamma. L’équation intégro-différentielle (2.4) se simplifie en une
équation différentielle que ’on sait résoudre explicitement :

22 (@00) + (5 -a)e+1]s0r =0

dont les solutions sont

2@ 2 _ 1+27a 2

g(C):CXeXp(— (1+02>1og(§)—02§) =Cx( (1+22) =72

pour une certaine constante C' € R. En identifiant la constante C' > 0 pour que la fonction

g soit une densité de probabilité sur R, on retrouve la densité de 2/(0% I'yq/02). Dans [3],
Bailleul obtient cette équation différentielle en utilisant la formule d’It6.

2.2.4 Une conjecture

Nous avons quatre exemples de perpétuités de processus de Lévy spectralement posi-
tifs, dont I'inverse est auto-décomposable :

1. Bfg 4 B, —1 & / e_(Nﬁbbeil_s)ds, b > 1 — voir le paragraphe 2.2.3.1;
’ ’ 0

2. Iy = / e X*ds — voir le paragraphe 2.1.3.1;
0

3. J, = / e_Zga)ds — voir le Théoréme 2.7
0

4. By = / e_(5+N§’a_l)ds, a > 1 — voir le Théoréme 2.1 (i) [29];
0

Plus généralement, la Proposition 2.8 établit que dés qu’un subordinateur X a un exposant
de Laplace qui est une fonction de Bernstein compléte, I'inverse de sa perpétuité s’exprime
comme la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif, en particulier I'inverse
de la perpétuité est auto-décomposable. Il serait intéressant de voir si ce fait peut se
généraliser a toutes les perpétuités de processus de Lévy spectralement positifs.

Conjecture : Soit X un processus de Lévy spectralement positif tel que X; — +oo p.s.

quand t — 400. Soit
I:/ e Xeds
0

sa perpétuité. Alors =1 est auto-décomposable.
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Chapitre 3

Auto-décomposabilité des puissances
négatives de la lol1 gamma

Suite a ses travaux sur la divisibilité infinie et la compléte monotonie, Steutel avait
conjecturé en 1973 dans [51] que L® a une loi infiniment divisible lorsque & & (0,1).
Par la suite, Bondesson a étendu la conjecture a I‘f et a méme supposé qu’elles étaient
toutes GGC [15]. Nous répondons positivement a ces questions a travers deux théorémes.
Nous verrons dans le chapitre 3 que lorsque £ € (—1,0), la loi de I‘f peut étre exprimée
comme celle de la perpétuité d’un certain processus de Lévy spectralement négatif. L’auto-
décomposabilité et donc la divisibilité infinie en découle immédiatement. Dans le chapitre 4
nous verrons d’une fagon totalement différente que nous pouvons raffiner la propriété
d’auto-décomposabilité en GGC. Le point clé est le récent Théoréeme 1.26 de Bondesson
a propos de la stabilité de la classe GGC par le produit de variables indépendantes. Cela
achéve 'étude de la divisibilité infinie des différentes puissances d’une variable gamma.
En résumé nous avons le théoréme :

Théoréme 3.1 Soit I'; une variable gamma de paramétre t. On a,
(1) T5 ~ HCM si et seulement si |€] > 1 ;
(2) ' nlest pas infiniment divisible lorsque & € (0, 1);
(3) T% ~ GGC lorsque € € (—1,0).

En particulier, T¢ ~ID < I'f ~SD < It ~ GGC < £ & (0,1).

Les deux premiers points sont connus depuis un certain temps, seul le point n°3 restait
ouvert. Il est 'objet du chapitre 3 et du Théoréme 4.5. Afin d’étre le plus complet possible,
donnons une démonstration des points n°1 et n° 2.

Démonstration (de (1) et (2)) du Théoreme 3.1. Si £ € (0,1), nous avons vu a la fin de
la section 1.2.1 que I's n’est pas infiniment divisible. Ceci prouve (2) et une partie de (1).
En effet,

I'¥ ~HCM < I';* ~HCM = I';* ~ID.

Enfin, il est évident que la fonction x +— 2t~ 1e™® est HCM, c’est-a-dire, I', ~ HCM. Le
Théoréme B.2 entraine (1). O

La méthode employée ici pour démontrer la divisibilité infinie des puissances Ff avec
|€] > 1 utilise la technologie HCM. Avant que Thorin et Bondesson ne formalisent cette

41

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

42 Chapitre 3. Auto-décomposabilité des puissances négatives de la loi gamma

théorie, I’étude était assez laborieuse et se faisait au cas pas cas. Par exemple, en 1976
Grosswald [32] prouve que I'; ' ~ GGC quelle que soit la valeur de ¢t > 0, en 1978
Bondesson [12] prouve que I'? ~ ID quelque soit ¢ > 0 et que I’} ~ ID lorsque ¢ est un
entier. Le Théoréme 1.22 di a Goldie (puis Steutel) entraine la divisibilité infinie de I'f
lorsque £ > 1V ¢. Il faudra attendre un papier de Thorin en 1978 [53] qui démontre que
toutes les puissances I‘f avec |£| > 1 ont une loi GGC en utilisant les techniques HCM
dans une forme primitive.

Le théoréme des valeurs extrémes — voir par exemple le Théoréme 8.13.1 dans [11] —
établit que les distributions non dégénérées qui apparaissent comme limites de maxima
proprement renormalisés de variables indépendantes et identiquement distribuées appar-
tiennent a 1'une des trois familles suivantes :

e la distribution de Gumbel : Fy(z) =e¢ ", z € R;

e la distribution de Fréchet : pour £ < 0, Fe(z) = e 2> 0;

e la distribution de Weibull : pour £ > 0, F¢(x) =1 — e 2> 0.

Dans la suite, X, désignera une variable aléatoire ayant pour fonction de répartition Fr.
Ainsi
Xo L — log(L) et X¢ L 1é lorsque £ # 0.

Remarquons la convergence en loi suivante :

1-X
£ 4y X, lorsque & — 0,

de sorte que la paramétrisation est continue en £. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons
a I’auto-décomposabilité de ces lois. Nous avons 1'égalité en loi

L i Ll/a

Z,

— voir par exemple le Lemme 5.9. Ceci entraine I’auto-décomposabilité de la loi de Gumbel.
En effet,

Xo 2 —log(L) £ —alog(L) + alog(Z.) < aXo + alog(Za.)

pour a € (0,1). Nous avons vu que la loi de Weibull n’est pas infiniment divisible lorsque
¢ € (0,1) donc non auto-décomposable — voir le Théoréme 3.1. En revanche, lorsque £ > 1,
sa densité est complétement monotone donc infiniment divisible par le Théoréme 1.22, la
loi apparait en fait comme le temps de passage d'une chaine de Markov en temps continu
— voir par exemple la section 9.3 dans [15]. Dans ce chapitre, nous établissons le théoréme
suivant :

Théoréme 3.2 Pour tous a € (0,1) et t > 0, la variable aléatoire Ty * a une loi auto-
décomposable.

L’auto-décomposabilité de toutes les lois de Fréchet découle directement de ce théoréme
ainsi que de la discussion précédente. Ainsi, la loi extréme de paramétre £ € R est infini-
ment divisible si et seulement si & ¢ (0, 1). Contrairement au cas ou |¢| > 1, 'argument
est purement probabiliste et consiste & exprimer la loi de I'% comme celle de la perpé-
tuité d’'un processus de Lévy spectralement négatif. Cela généralise un résultat classique
attribué a Dufresne [26] dans le cas £ = —1. L’identification est possible via une étude
des moments entiers négatifs de la variable I‘f s’appuyant sur un résultat de Bertoin et
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Yor [9] — voir le Théoréme 2.2. La démonstration est donnée dans la section 3.1. Dans la
section 3.2, nous passerons en revue les différentes interprétations de la divisibilité infinie
de T'% lorsque € < 0.

3.1 Démonstration du théoréme principal

Posons a = —¢ € (0,1). La stratégie pour démontrer le Théoréme 3.2 est de prouver
une égalité en loi du type

e Lox) = / T X
0

ou X est un processus de Lévy spectralement négatif, intégrable et d’espérance positive.
L’auto-décomposabilité sera une conséquence de la Proposition 2.4.
Nous allons utiliser le Théoréeme 2.2. Pour tout entier n > 1,

E (1o — I'(t+ an) o U(l)x -+ x¥(n—1)
['(t) (n—1)!
e I(t I(t 1
mzi( +a) et U(u)=u (t+afu+l))
ING) L'(t+ au)
Nous savons par le Lemme C.1 que la fonction définie par
I'(A+ ) a /00 N e
o) Ta—ajh V¢ A @

est une fonction de Bernstein compléte, cela signifie que la fonction m, définie par

—Qx

(0] % (&
T(1—a) " (I— et

ma(z) =

est complétent monotone. Donc

L(t+a(u+1)) _ /00(1 — e~ tHowmy y (2) da

I'(t + au))
= / “)me(z) dv —I—/ e~ ) e my(x) da
t + Oé) 1 0 e (1+t/a)m
F(t) +F(1—a)/oo<1_e )de.
Alinsi,
Lt + «) 1 0 d p(1+t/a)z
\Ij = P uxr _ 1 _ I -
(u) OB /_Oo(e ux) e (<1 —efayar dzx

F(t+a) 0 uzx
_ WU + /_Oo(e — 1 —ux) fou(r)dx

ol fo(x)dr est une mesure de Lévy sur (—oo,0) définie par

6(1+t/a)z(a + em/a +t(1 _ ex/a)
al(1 — a)(1 — ex/a)et2

fai(z) =
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U est donc 'exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement négatif d’espérance
m = I'(t + «)/T'(t) > 0 — voir la représentation (1.4). Soit X un tel processus, alors

r;* < 1(X) ~ SD. O
Remarque : Lorsque ¢t = 1, I'expression de f,; se simplifie quelque peu :

(14 a) et/
T(1—a)(1 — er/a)a+2’

foalw) = -

3.2 Remarques et compléments

Dans cette section nous allons passer en revue différentes interprétations de la divisibi-
lité infinie de I‘f lorsque ¢ < 0. Puis, nous finirons par évoquer le lien entre le Théoréme 3.2
et un résultat da a Patie [42].

3.2.1 Lecas(=-1

Ce cas est trés classique et a plusieurs interprétations. Lorsque o = 1, la fonction

I't+u+1)

(Vs
U U T+ )

=u(t +u) = tu + u?

est 'exposant de Laplace d’'un mouvement brownien avec dérive. On obtient I’égalité en

loi de Dufresne ]
d o Bos—ts
— = e s
)

que l'on peut réécrire apreés un changement de variable

z 4 /oo eBs—ts/QdS
| | 0
oil (B,) désigne un mouvement brownien standard. L’auto-décomposabilité de T';' se
démontre en utilisant ’argument de la section 3.1.

Lorsque t = 1/2, I‘l_/l2 a la loi méme loi que le temps de passage en 1 d'un certain
mouvement brownien. En effet, soit 7' = inf{s > 0/ B; = 1} ou B désigne un mouvement
brownien standard. Considérons la martingale M bornée par e* définie par

M®™ = exp (uBsAT —u?(s A T)/2) .
Ainsi E (M}u)) =E (Méu)) =1, on en déduit que E (e“*“QT/Q) =1, c’est-a-dire
YA>0, E(eT) = e V2\,

Avec les notations précédentes, cela signifie que T’ 49 Z1/2 4 (21‘1/2)*1. La loi de 1"1—/12
est donc une inverse-gaussienne (IG). Lorsque ¢ # 1/2, on peut encore voir la loi de T';*
comme le temps de passage d'une certaine diffusion. En effet,

—t—1
T ey

!~
! ['(t)
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est de la forme

o Ar—1
A x b x e gy

avec a, ¢, d > 0 et b € R, forme générale d'une loi inverse-gaussienne généralisée (GIG) [4].
Ainsi la loi de T'; ! est celle du temps de passage d’une certaine chaine de Markov en temps
continu. Plus précisément,

I .
i, inf{s >0/ X, =0} (3.1)
o (Xs) est un processus de Bessel de dimension 2(1 — ¢) partant de 1. La divisibilité
infinie découle alors de la propriété de Markov appliquée aux temps de passage en k/n
(0 < k < n) et du résultat sur les tableaux triangulaires mentionné dans l'introduction.
Ces interprétations ne donnent a priori aucune information sur la mesure de Lévy.
Mais dans ce cas, il est possible d’exprimer la transformée de Laplace de 1/4T; a laide
de fonctions de Bessel modifiées. Notons ¢;(\) = — log (Ee~*/*T*), les formules (7.12.23),
(7.11.25) et (7.11.26) dans [28] entrainent que

() = M
2VAK, (V)
Lorsque t = 1/2, ¢1/2(\) = VA, ceci prouve la divisibilité infinie de (4T;)~' et nous
retrouvons la célebre identité en loi
a4 1
AT

Ly (3.2)

Lorsque t = 3/2,

1 1
205 (N) = ———= =E | ———
@3/2( ) 1+\/X <1+)\02)
ou C désigne une variable de Cauchy standard. La premiére égalité provient de la for-
mule (7.2.40) dans [28] et la seconde du Lemme 5.10. Ainsi,

wé/z(A)Zlfooo( o ! /OOO( voda

™ 1+ x2)(1+22) 2rho (A+ax)(l+a)

ce qui montre que la fonction ¢ /2 est une transformée de Stieltjes ayant pour mesure de

Stieltjes
Vi dz
v3pa(dr) = ——
o/2(de) 21(1 + )
Ceci revient & dire que (4T3 /2)*1 ~ GGC avec 3/, comme mesure de Thorin — voir la
Proposition A.22. Cette derniére propriété a été montrée quelque soit ¢ > 0 dans [32], la
mesure de Thorin s’exprimant & I'aide des fonctions de Bessel usuelles J et Y :

dx
w2 (F(J/E) + Y2(/E)

v (dz) =

ou

0 (_1)k T\ 2k+t
Jilw) = ,;) KIT(k+t+1) <§> ’

Ji(x) cos(mt) — J_4(x)
sin(7rt)

Yi(x) = t¢7Z et Yn:%i_%n n € Z.
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3.22 Lecas(=0

Nous avons déja vu que la distribution Fj est auto-décomposable. Ceci est également
une conséquence directe de la théorie des valeurs extrémes car

L Ln
L, +?2 + -+ — —log(n) gmaX(Llw'-aLn) — log(n) - X
n

lorsque n — oo, ou (L) désigne une suite i.i.d. de variables exponentielles de paramétres 1.
De plus, aprés quelques calculs — voir la démonstration de la Proposition C.3 pour des
détails, nous obtenons I’expression suivante pour la transformée de Laplace de X :

o0 d
E (G_AXO) = F(l + )\) = exp (—')/U — A (1 — B_AJ: — )\:B)(E(exx—l)) (33)
ou v désigne la constante d’Euler. En outre, la fonction

1 —nx
a:r—>€x_1:Ze

est complétement monotone, cela signifie que la distribution F{) est une GGC étendue dans
le sens du chapitre 7 de [15]. Nous verrons au Théoréme 4.5 que cette propriété combinée
avec le trés puissant Théoréme 1.26 (plus précisément, avec son corollaire) permet de
démontrer le caractére GGC de la loi de IT';* lorsque « € (0, 1).

3.2.3 Lecas¢ e (—1,0)

L’auto-décomposabilité de la loi de Ff a été démontrée grace a l'identification
ﬁ%um:/‘(&m
0

ol X est un processus de Lévy spectralement négatif. Nous allons en donner une autre ex-
plication, analogue a (3.1). C’est-a-dire voir I‘f comme le temps de passage d’une certaine
diffusion. Introduisons la transformée de Lamperti [40] : posons pour 0 < ¢ < I‘f,

Y, =exp(—X,,)
ot 7, = inf{t > 0/ [y e **ds > u}, avec la convention inf () = +oo. Alors
Y = (Y, 0<u<I(X)= [T *ds)

est un processus de Markov spectralement positif (1 auto-similaire) partant de 1, et nous
avons

5L (X)) =inf{u>0/Y, =0}
La divisibilité infinie s’obtient, comme dans le cas £ = —1, en utilisant le résultat sur les
tableaux triangulaires.
Il est aussi possible d’interpréter la loi de I‘f comme celle du dernier temps de passage
d’un certain processus. Posons pour z, u > 0

Zq(f) = T exp (Xvu/m)
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ol
¢
I, = / eX:ds et o, =inf{t >0/ I, >v}.
0

Alors Z®) est un processus de Markov spectralement négatif 1 auto-similaire partant
de x. De plus, les lois finies dimensionnelles de X®) convergent vers la loi du processus
X© Jorsque x — 0. Le processus X est un processus de Markov spectralement négatif
1 auto-similaire, et X () — 400 lorsque u — oo voir par exemple l'introduction de [23].
Introduisons le dernier temps de passage pour x > 0

Ulz) = sup{u > 0/ X0 <z},

la Proposition 1 23] entraine l'identification en loi

Le processus (U(z)),>o est un processus croissant 1 auto-similaire additif (i.e. & accrois-
sement indépendants) spectralement négatif. Par le Théoréme 16.1 [45], nous retrouvons
Pauto-décomposabilité de IT'¢.

Enfin, le Théoréme 3.2 peut-étre interprété analytiquement en terme de fonctions de

Bessel généralisées. Posons a = —¢,
t/a
AT 1 a1 —p—a-1/e 210N
E AT, _ / t/a—1_—dz—=x dr = @
(e7) oo ¥ © T Tar)

ou l'on a utilisé la notation (1.7.42) de [38]. L’infinie divisibilité de la loi de I'f entraine
que la fonction
Z0)' (A
NURE: 46
Zy(\)

est complétement monotone pour tous p > 1 et v > 0. Le caractére GGC de la loi de I'; @
qui est 'objet du Théoréme 4.5 entraine que cette derniére fonction est une transformée
de Stieltjes — voir de nouveau la Proposition A.22.

3.24 Lecas (< —1

Tout d’abord, observons qu’il n’est pas possible ici d’essayer d’exprimer la loi de I'¢
comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif car

L+ &+ [€lu) €[l ler

Wlu) = T(t+ [Elu)  wrtoo

n’est plus un exposant de Laplace. En effet, la forme générale d’un exposant de Laplace

est 5 o
o°u

U(u) = au +

+ . (e" —1—ux 1y () p(de)

done, si pu((0,+00)) = 0, alors ¥(u) = O(u?), et si p((0,+00)) > 0, alors Ve > 0,

U (u)
— +00.
ut¢ u—4oo
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Comme dit précédemment, dans cette situation, le moyen le plus simple pour montrer
la divisibilité infinie est d’utiliser la technologie HCM. En effet, la densité de T'; est une
fonction HCM, donc I'¢ ~ HCM deés que |€] > 1 — voir le Corollaire B.6. Cela ne nous
donne cependant aucune information sur la mesure de Thorin ni sur la mesure de Lévy.

Le Théoréme 3.2 permet cependant de donner une nouvelle démonstration (celle-ci
probabiliste) de la divisibilité infinie de T§ = L& lorsque € < —1. Posons a = —1/€ € (0,1),
nous avons par le Lemme 5.9,

=L YL xZ,27"

L—OL

ou Z, désigne une variable strictement a-stable indépendante de la variable exponen-
tielle L et ou (ZE‘Y))@ désigne un subordinateur stable normalisé tel que Zga) L 7, La
variable L¢ a donc une loi infiniment divisible comme loi marginale d’un subordinateur.
Elle est méme auto-décomposable par la Proposition 4.1 [44] (une démonstration est don-
née ci-dessous) car ici, on compose un subordinateur stable par un subordinateur auto-
décomposable (notons que la composition de deux subordinateurs auto-décomposables
n’est pas nécessairement un subordinateur auto-décomposable). On peut exprimer 'ex-
posant de Lévy-Khintchine de L& en fonction de celui de L'¢. En effet, réutilisons la
factorisation ci-dessus,

E (e ) =B (e %/%) = (e X5)
Posons pour f < 0et A > 0, pg(N\) = —log (E (e"\LB», nous avons démontré que YA > 0,

Pe(A) = 0_a(AY) = pre(A5)

ce qui prouve une fois de plus que L¢ a une loi infiniment divisible car la composée de
deux fonctions de Bernstein est une fonction de Bernstein. Nous finissons ce paragraphe
par la démonstration de la Proposition 4.1 de [44]. On sait par le Théoréme 3.2 que L™
a une loi auto-décomposable, il existe donc une fonction m décroissante sur (0, 00) telle
que

ool = [T ™D gy

T

Ainsi,

xz

:a/OOE(l _’\””Z“)de

T

= a/ / — e M) fo(y )m(ja) dxdy

= [T [T ()

ou f, désigne la densité de Z,. La fonction m est une fonction décroissante sur (0, 00).
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3.2.5 Lien avec I’auto-décomposabilité de Z,

L’auto-décomposabilité de Z2 a été montrée par Patie [42] en utilisant le méme type
d’argument que dans la section 3.1. En effet,

camy . (A 4n) (1) x - x W(n—1)
E(Z, )_F(1+0zn)_m (n—1)!
e B 1 B I'(1+ au)
m—m et U(u)=ulu+1) x Tltawrl)
Or, la fonction
. '\
hiX—=XAx NCES)]

est une fonction de Bernstein compléte comme fonction conjuguée d’une fonction de Bern-
stein compléte — voir le Lemme C.1 et le Théoréme A.18. En particulier b : A — h(1—a+X\)
est une fonction de Bernstein compléte puisque 1 — a > 0. Donc la fonction définie par

I'(1+ au)

X hlaut1)) = (ut 1) X g e =y

Q|+

est une fonction de Bernstein compléte. Ainsi, comme dans la démonstration du Théo-
réme 3.2, cela entraine que ¥ est 'exposant de Laplace d'un processus de Lévy spectra-
lement négatif, et que Z% est auto-décomposable. On obtient par des calculs analogues

o o (1—a)e™™ ((2— a)e™™+1 — /)
U(u) = T +a) +/_Oo(e — 1 —ux) (1 1 a)(1 = co/a)ia dx.

Dans le cas a = t = 1/2, en comparant la mesure de Lévy avec celle du Théoréme 3.2
nous retrouvons l'identité en loi (3.2) :

1

N .
1/2 2 ﬁrlﬂ

Le Théoréme 3.2 entraine que toutes les puissances positives de Z; /5 sont auto-décomposables
et il serait intéressant de savoir si la méme chose se produit pour Z, lorsque a € (0,1). Le
méme raisonnement que celui du début de la section 3.2.4 montre qu’exprimer la loi de
Z° comme la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif n’est pas possible
lorsque § > a/(1 — «). Les calculs pour un o € (0,1) et un 6 € (0, /(1 — a)] quelconques
semblent cependant compliqués. Notons

A={ae(0,1)) 220 ~ £}

ou &£_ désigne '’ensemble des lois de toutes les perpétuités de processus de Lévy spectra-
lement négatifs. Voici une description partielle de I’ensemble A :

Proposition 3.3 (0,1/2)NA=0 et {(p—1)/p, pe N\{0,1}} C A.
Au chapitre 6, nous verrons que Z° ~ HCM C ID si a < 1/2 et |§] > 1.
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Démonstration. Soit ¢ = {Exposants de Laplace de PLSN & moyennes > 0} ou PLSN
signifie processus de Lévy spectralement négatif. Pour tout o € (0,1), on considére la
fonction ¥ définie par

E <Z(;(u+1)a/(1fa))
E (Z;ua/(lfa)) '

Nous allons montrer que si & = (p — 1)/p pour un entier p > 2, alors ¥ € €_, et que si
a<1/2, alors ¥ ¢ E_.
Commengons par le cas a < 1/2. Par la Proposition C.6, on a

U(u) =u

T rees) DO+t T(i+ge)
(14 L) (14 ) I (1+ %) D1+ % )

U(u) =

Pour tous a,b > 0, on a le développement asymptotique suivant :

la+b+z) ala+2b—1) <1>>
L(b+z) u—rtoo v <1+ 2z 0 x?

donc

W(w) e (w24 5 +om)-

u—too qo/(-0)(1 — q) 2

Supposons que ¥ € €_ : il existe a > 0, b > 0 et une mesure p sur (—oo,0) tels que
0
U(u) = au + bu? +/ (" — 1 —uz)u(dr).

Nous voyons que

(+1/0-a) 1 -, 1
(I+a/l-a) 1-a © 7~ a¥0Ta(l—aq)

r
0=V (0+) = ¢

(la valeur de b est une conséquence du développement asymptotique ci-dessus). Ainsi,

W(u) u - 1; _ /0“’ ( -1 _x> u(dz). (3.4)

u a/(1=a)(1 — o u

Or, pour tout z < 0,
et —1

0
U = —/ e“dt
u T

est une fonction croissante, donc le membre de droite de (3.4) est croissant en u. Nous en
déduisons que
1 1

>
200/0=)(1 —a) — 1 —a’

c’est-a-dire /(-2 < 1 /2. Cette inéquation est vérifiée si et seulement si w > 1/2. On
en conclut que ¥ ¢ €_ si o < 1/2.
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Passons au cas ou a = (p — 1)/p pour un certain entier p > 2 :

E Z_EII_I)(U-H)
p=1 (1 T(1+(p—1
W) = u ( z >:u A +p+pu)l'(1+ (p—1u)

E (Z*(pfl)u) C(1+pu)l(p+ (p—1u)

p—1
P

_opu Iiktpu)
p—1 L3 (k+ (p— Du)

o(u)

Une décomposition en éléments simples nous donne l'existence de deux réels a et b tels
que
[T (k + pu) = G
o(u) = —= =a+but ) —rr—
ik (p = D) ST

avec

IS (i)
[Tt i (0 = )

On a1 — z% = Iﬁ(i(p—l)—kp) donc si i < k, alors Zﬁ(i(p—l)—kp) < 0, et si

i > k+ 1, alors 25 (i(p — 1) — kp) > 0. Donc sgn(cx) = (—=1)* /(1) =

u = 0, nous voyons que

Ck

= —1. En posant

o5l
—k+(—1u ’

et en faisant tendre u — 400, nous voyons que b > 0. Ainsi, la fonction ¢ est une
fonction de Bernstein compléte. La suite est analogue a la fin de la démonstration de la
Proposition 2.8. 0
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Chapitre 4

Divisibilité infinie des puissances
négatives de la loi béta

Ce chapitre compleéte le résultat du chapitre précédent concernant la divisibilité infinie
de toutes les lois de Fréchet. Plus précisément nous avons vu que pour tout s > 0 la loi de
I' ® est infiniment divisible. Le cas s > 1 était déja connu et lorsque 0 < s < 1, nous avons
exprimé la loi de I'* comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement
négatif. De plus, cette technique fonctionne dans le cas 0 < s < 1 et uniquement dans
celui-ci. Dans ce chapitre, la problématique est la méme mais pour la loi béta dont la
densité est définie pour x € (0,1) par

['(a+0b)
['(a)I'(b)

xafl (1 - m)bfl — xafl (1 o x)bfl.

B(a,b)
Les puissances positives de B, ; ne peuvent avoir une loi infiniment divisible car elles sont
a support compact — voir le paragraphe 1.2.1. D’autre part, il est bien connu que la loi de
—log(B,,) est infiniment divisible avec une mesure de Lévy explicite — voir par exemple
la remarque apres le Corollaire C.5. Dans ce chapitre, nous allons montrer que toutes les
puissances négatives de B, ont une loi infiniment divisible. Cela permettra de retrouver
la divisibilité infinie de

—log(B,p) = lim s~'(B,; — 1) (4.1)

s—0+

ainsi que des puissances négatives I',® au vu de la convergence en loi

b By L TL%, b — oo (4.2)
La divisibilité¢ infinie de B} est équivalente a celle de B, ; —1 dont le support est R,. Dans
le cas s = 1, cette derniére variable aléatoire est connue comme variable béta de seconde
espéce et sa divisibilité infinie apparait dans une longue liste d’exemples de 'appendice B
dans [52|. Le probléme lorsque s # 1 semble avoir échappé a toute résolution jusqu’alors.
Ces variables aléatoires apparaissent comme facteurs multiplicatifs grace a leurs moments
de type gamma — voir par exemple [33]. Elles sont par exemple liées aux densités stables
via les variables de Kanter — voir (2.4) et (7.1) dans [50]. Elles joueront un réle clé dans
la résolution de la conjecture de Bondesson a propos de la propriété HCM de celles-ci
— voir le chapitre 6. Il a été conjecturé dans [35] Conjecture 3.2 que B} a une loi GGC
lorsque s > 1. Il ne semble pas possible d’exprimer la transformée de Laplace de B, 3}

93
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d’une maniére assez explicite pour montrer que I'’exposant est une fonction de Bernstein.
Nous allons donc procéder via différentes méthodes qui donneront plus d’informations que
la seule divisibilité infinie. La premiére utilise la notion de mélange de la loi exponentielle.
Nous avons vu au paragraphe 1.2.2 qu’'un tel mélange de loi est infiniment divisible.

Théoréme 4.1 La densité de B, — 1 est completement monotone si et seulement si
b<1.

La deuxieme méthode employée consiste a montrer que la densité de B, j — 1 est HCM
pour certains paramétres a, b, s (voir les figures 4.1 et 4.2) :
Théoréme 4.2 La densité de B,y — 1 est HOM si et seulement si ['une des trois condi-
tions suivantes est vérifice :

(1) bAs>1;

(2)b=1ous=1;

B) b<1l,s€[l/2,1) etat+b+s>1.

A A
b b
31 31
2 2
1 1
12 3 s 12 3 s
FIGURE 4.1 — Le cas a < 1/2. FIGURE 4.2 — Le cas a > 1/2.

Ainsi nous voyons que la loi de B} est infiniment divisible dés que b < 1 ou s > 1.
Afin de pouvoir traiter le cas b > 1 et s < 1, nous allons, comme dans le chapitre 3,
essayer d’exprimer la loi de B,j comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy
spectralement négatif. Rappelons que

E_ = L’< {](X) = / e %ds, (X,)s>0 PLSN avec moyenne positive} )

0
ou PLSN signifie « processus de Lévy spectralement négatif », et que toutes les perpétuités
de £_ ont une loi auto-décomposable — voir la Proposition 2.4.

Théoréme 4.3
B~ <= bAs<1<2a+b+bs+s.

Comme pour le Théoréme 4.2, le domaine caractérisant ’appartenance a £_ a une forme
différente lorsque a < 1/2 ou @ > 1/2 (voir les figures 4.3 et 4.4).

En combinant les trois théorémes ci-dessus et aprés une petite analyse asymptotique
qui sera faite dans la section suivante, nous pouvons énoncer le résultat principal de ce
chapitre :
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y y
/ /

2 1 2 1
1 17
1 2 3 s 1 2 3 s
FIGURE 4.3 — Le cas a < 1/2. FIGURE 4.4 — Le cas a > 1/2.

Corollaire 4.4 B_j est infiniment divisible quels que soient a,b,s > 0. De plus, B}
est auto-décomposable si et seulement si 2a + b+ bs + s > 1.

Remarquons qu’en combinant la formule (4.1) avec le corollaire nous retrouvons le fait que
—log(B,;) a une loi auto-décomposable lorsque 2a+b > 1. On peut montrer, en utilisant
la formule de Malmsten — plus précisément le Corollaire C.5 — et aprés des calculs pénibles,
que cette derniére condition est également nécessaire — voir 'exemple VI.12.21 dans [52]
ou le Corollaire 2 dans [55]. Enfin, nous verrons dans la section 4.2.1 qu'’il arrive que B,;
ait une loi auto-décomposable qui ne soit pas GGC.

Lors du chapitre précédent, nous avons vu que I',® ~ SD quels que soient a,s > 0.
Nous améliorons ici cette propriété :

Théoréme 4.5 I',° ~ GGC quels que soient a,s > 0.

La preuve de ce théoréme est en fait une simple conséquence de la formule de Malmsten
et du résultat principal de [16] qui établit que la classe des lois GGC est stable par le
produit de variables indépendantes — voir le Théoréme 1.26.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, donnons des éléments de démonstration des
trois théoréemes précédents. Nous verrons deux preuves du Théoréme 4.1, la premiére est
une conséquence du Lemme C.1, la deuxiéme est plus compliquée mais instructive, elle
utilise la formule de Malmsten et le critére de Steutel a propos des mélanges de la loi
exponentielle — voir le Théoréme A.23. La démonstration du Théoréme 4.2 n’est pas aussi
immeédiate que celle pour I', * lorsque |s| > 1. Elle repose sur le lien entre fonctions HCM
et transformées de Laplace de lois GGC. Comme le Théoréeme 3.2, le Théoréme 4.3 repose
sur le Théoréme 2.2, bien qu’il ne sera pas possible d’exprimer la mesure de Lévy aussi
explicitement. Nous devrons faire appel a quelques propriétés des séries hypergéométriques
notamment de Klein [39] & propos de leurs zéros, et d’une propriété de log-convexité dus
a Anderson, Vamanamurthy et Vuorinen [2].

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

56 Chapitre 4. Divisibilité infinie des puissances négatives de la loi béta

4.1 Démonstrations des théorémes principaux

4.1.1 Démonstrations du Théoréme 4.1

Aprés un changement de variable et quelques simplifications, la densité¢ de B, j — 1
définie sur (0, 4+00) peut se mettre sous la forme
~ T(a+0)
~ sD(a)T'(b)

170,71771

Faws(@) (z +1) ((x+1)s — 1)1, (4.3)

Nous calculons la dérivée logarithmique de fqp 5 :

L b-1 N L Je=Dfe sib#L
(logfa,b,s) (l’) = S(x—i-l) ((l’—f—l)i 1 )x—>0 {—(a+3)/5 sib=1.

Ainsi f, ;s n’est pas log-convexe pour b > 1 et le Lemme A.6 entraine alors que f,; s n’est
pas complétement monotone. Ceci démontre la partie « seulement si ». Observons que si
b < 1, alors la fonction (log f, ) est croissante donc f, ;s est une densité log-convexe.
En particulier f,; s est la densité d'une loi infiniment divisible d’aprés le Théoreme 1.23.
En revanche, il n’est pas évident a priori de prouver directement que la fonction f, s est
complétement monotone dans ce cas.

La stratégie consiste & prouver que la loi de —log(B,;) est un mélange de la loi
exponentielle. Notons A, la densité de —log(B,;). La densité de B, ;—1 = e—slog(Bap) 1
s’exprime en fonction de h,; de la maniére suivante :

1 log(xz + 1)
fa,b,s(x) = m X hap (S) .

Donc par différents résultats de ’annexe A, nous voyons que
hep complétement monotone = Vs > 0, f,5s complétement monotone.

La fonction h, est complétement monotone si et seulement si sa transformée de Laplace
Zhgy est une fonction de Stieltjes. On calcule
I'(a+0) I'(A+a)

Lhap(A) =E (Bé,b) = T'(b) % F'A+a+ b).

1r¢ méthode : avec le Lemme C.1

Nous savons par le Lemme C.1 que lorsque 0 < b < 1, la fonction

T'(A+b)

A ooy

est une fonction de Bernstein compléte, donc la fonction

')

A Tt

est une fonction de Stieltjes comme inverse d’une fonction de Bernstein compléte — voir
le Théoreme A.18. Donc Zh,; est une fonction de Stieltjes.
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2¢ méthode : avec la formule de Malmsten
La formule de Malmsten permet d’écrire :
F(a + b) F()\ + a) /oo _)\ e—aT _ e—(a+b):v
= — 1—e dz | . 4.4
o) “Thgary @\ 74 U Zazesy & (44)
Or,
—ax —(a+b)x —ax —bxr\ o0 o)
z(l—e®) x o T =
1o &
_ / ¢S (G aldt) — Gnrass(dt))
x Jo n=0
:/ e t{neN/a+n<t<a+b+n}dt (4.5)
0

ou la derniere égalité est obtenue aprés une intégration par parties. En combinant les
formules (4.4) et (4.5) on obtient

I'(a+b)
I'(b)

I'A+a)
F'A+a+0)

:exp(—/ooot()\):i_t)]j{neN/a+n§t<a—|—b—|—n}dt).

Par le Théoréme A.23, nous voyons que la fonction .Zh,; est une fonction de Stieltjes si
et seulement si la fonction

t—t{neN/ a+n<t<a+b+n}

est & valeurs dans [0, 1]. II est évident que ceci est vrai si et seulement si b < 1.

Remarque sur la démonstration

La clé de cette démonstration est 'implication suivante :
X ~ME = ¢¥ — 1~ ME.

L’implication réciproque est fausse : soit L une variable exponentielle de paramétre 1.
Alors X = log(L + 1) ~ e dx et il est trés facile de voir que X # ME, quand bien
méme L = X — 1 ~ ME.

4.1.2 Démonstration du Théoréme 4.2
Introduisons la fonction

Gabs - T >

Tory (5 fusto)

T

ol fap,s est la densité de la variable aléatoire B, 3 — 1 définie par (4.3). Nous avons

s\ b1 b—1
Gab,s(T) = W X (;) (1 - W) : (4.6)
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On voit facilement que g,.5(0+) = 1. Il s’ensuit par le Théoréme 1.28 que f, s est HCM
si et seulement si la fonction
Ga,b,s = - log Ja,b,s

est une fonction de Thorin-Bernstein, autrement dit, par la Proposition A.22; si et seule-
ment si G, , , est une fonction de Stieltjes. Un calcul a partir de (4.6) donne

, _a+s 1 s Hz+1)7t7s
Gops() = s@+1) +(0-1) (x T (1 )15

a—+ S 1 1
:s(g;+1)+(b_1)(x_s(x+1)((:c+1)1/s—1)>' (4.7)

G (2) = a+s :/00 1 a+s
a1, s(z+1) o T4y s

donc G, ; , est une fonction de Stieltjes. Et si s =1,

Sib=1,

d1(dy)

a+b
G’ =
(l,b,l(x) T + 1

donc G7,;,, est aussi une fonction de Stieltjes. Ces deux cas peuvent également se vérifier
en travaillant directement sur f,; ; puisque

L(a+b) 2!

C(a)T(b) (z+ 1)atb

fa,l,s(x)zg(xﬂ)*l*a/s et fopr(z) =

!
a,b,s

wb.s S€ prolonge méromorphiquement sur C\ (—oo, —1]. Puis,
remarquons que si s < 1/2, alors G7,;, ; a au moins deux poles : eFi2ms 1, G D€ peut
donc pas étre une fonction de Stieltjes puisqu’une fonction de Stieltjes se prolonge toujours
analytiquement & C \ R_. Par contre, si s > 1/2, alors G}, , se prolonge analytiquement

sur C\ (—oo, —1] avec

Nous supposons désormais que b # 1 et s # 1. De I'expression de G obtenue en

(4.7), nous déduisons que G

0i(0) = a+s+ (b—1)(s+1)

S 2s

/

! b.s Vérifie le critére de Pick du Théoréme A.9, c’est-a-dire vérifier

Nous allons regarder si G
siVo € C\ (—o0, —1],

Im(z) >0 = Im(G,, . (z)) <0.

a,b,s

Pour z = re? — 1 avec r > 0 et 6 € (0,7),

(a + s)sin(@)

(Gl (2) = —

LB rsin(6) sin(6) sin((1+1/s)6)
+(1-0b) |reif — 12 8T|T1/sei0/s — 12 o Srl—l/slrl/seiﬂ/s — 12 :

Faisons tendre r — 0 et § — 6 € [0, 7), nous obtenons

(G, (a)) = S @FOT NSO g gy, (4.8)

a,b,s ST
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£

-R -1-1/R  —-1+1/R R

Y

FIGURE 4.5 — Le contour %r

ce qui montre la nécessité de la condition a + b+ s > 1. Faisons tendre r — 0 et § — T,
nous obtenons
1 —0)si 1— b in(6
(G, () = L) | (L= (@ bE ) inb) | ogunt), (1)

sri=1/s sr

ce qui montre la nécessité de la condition (b — 1)sin(mw/s) > 0. Tout ceci démontre la
nécessité des conditions (1), (2) et (3) du Théoréme 4.2.

Il reste a prouver que la fonction G7,, , est une transformée de Stieltjes si (1) ou (3)
est vérifiee (nous avons déja démontré la suffisance de la condition (2)). Notons, pour
un entier R > 2, € le contour défini par la figure 4.5 et Dy le domaine délimité par la
courbe . La fonction Im(G7,, ) est une fonction harmonique comme partie imaginaire
d’une fonction holomorphe. De plus, elle se prolonge continiiment & Dg. Supposons qu'’il
existe 79 € {x € C/ Im(z) > 0} tel que Im(Gyps(z0)) > 0. Alors xy € Dg pour un R
suffisamment grand. Par le principe du maximum, il existe xz € €5 tel que

Im(Gyp s(zr)) = I (G (20)) > 0.
Comme Gyps(z) — 0 lorsque |z| — oo, un argument de compacité permet de supposer

que T R_>—+>OO Too € R. Notons [ = x4 + 1. Nécessairement [ < 0 puisque G, , est réelle

sur (—1,400). Si [ < 0, un calcul montre que

(1 = b) sin(r/s)(—1)~1+1/s
R—s+00 S|(_l)1/sei7r/s _ 1|2

Im(G 5 (2r))

Cette limite est négative si la condition (1) ou (3) est vérifiée. Ceci entraine que { = 0.

En écrivant zz = pre® — 1, pg P 0 et une fois de plus, un argument de compacité
—+00
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permet de supposer que 6p P 05 € [0,7]. Les estimations (4.8) et (4.9) que 'on
—r+00

avait obtenues pour la partie « seulement si » de la preuve contredisent alors I'hypothése
Im(Gyps(z0)) > 0. O

4.1.3 Démonstration du Théoréme 4.3

Comme pour le Théoréme 3.2, la démonstration repose sur le Théoréme 2.2. On calcule
les moments entiers négatifs de B} :

e my_ L(a+sn)l(a+b) Y1) x---x¥(n—1)
E ((B“’b> ) - E( “’b> " T(a)T(a+b+sn) mn (n—1)!

. _ T(a+s)'(a+0b)
- T(a)l(a+b+s)

ul'(a + s + su)'(a + b+ su)
I'(a+b+ s+ su)l'(a+ su)

U(u) =

et m = W'(0+). Ainsi, la loi de B,} s’exprime comme celle d'un élément de £_ si et
seulement si la fonction W est I'exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement
négatif avec moyenne positive. Sans perte de généralité, nous pouvons changer I’expression
de la fonction ¥ en

a4+ s+uw)l'(a+b+u)

V) =ux I'a+b+s+u)l'(a+u)

(4.10)

Remarquons que cette expression est symétrique en b et s. En utilisant la formule som-
matoire de Gauss (C.3), nous obtenons les deux transformations

\Il(u):ungl(b,—s;cH—b—i-u;l):ux2pl(3’_b;&+s+u;1)’

o oF1 (A, p;v; +) est une fonction hypergéométrique standard, c’est-a-dire la fonction
analytique sur {z € C/ |z| < 1} définie par

(A
2F1>\/JJ,VZ Z ()

V) nn'

via le symbole de Pochhammer : (z)g =1 et (z), =x(z+1)---(x+n—1)sin>1 (par
exemple (1),, = n!) — voir la section C.5. Ces deux transformations entrainent que

1 + b n 1(1 — S)n 1
v —b 4.11
(v) S“ﬂ; (a+b+u),n! (411)
(1 11—
bsuz +S no1(l =0, (4.12)

=i (a+ s+ u),n!

Pour tout entier n > 0, une décomposition en éléments simples donne

ol (n\ (=D
<x>n+l‘nzo<x+k>‘,§<k>x+k7
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ainsi

ling

(n —1)! ”1<n—ﬁ (—1)*

(a+b+u), =\ k Jatb+k+u

_ Z (n — 1) k /OO e—(a—i-b-',-k—i—u):t:dx
_ 0

_ / o (atbtu)e (TLZI (” ; 1) (_1)’fe—k$> dx

k=0
. / —(a+b+u)z 1 . efz>nfl dr.

En combinant avec (4.11) et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, nous en déduisons
que

U(u) =u—bsuy ( (1+b)pa(1 )S)n—l /OOO e~(atbruje (1 _ gmyn=l d:v)

n>1 nl(n —1)!
o 14+0)p—1(1—5)n_
=Uu— bSU,/ ef(aJFbJF“)z Z ( + )n 1< S)n 1 (1 . efx)nfl dr
0 et nl(n —1)!

—u—u [ e ()
0
ol pgp.s désigne la fonction définie par
Pap,s(T) = bse~ (0T oFi(14b,1—s;2;1—e" 7).

L’utilisation du théoréme de Fubini-Tonelli est justifiée bien que tous les termes ne soient
pas tous de méme signe, car ils sont positifs dés que n > s. De la méme fagon, nous tirons
de I’équation (4.12), 'égalité

U(u) =u— u/ e " pasp(x)de
0

qui nous permet de constater que p,ps = pPa,sp, Par injectivité de la transformée de La-
place. Cette derniére égalité, en accord avec la symétrie initiale en b et s de notre probléme,
peut aussi étre obtenue par une formule de Kummer sur les fonctions hypergéométriques
— voir la formule (C.4). En effet,

2Py 5 2) = (1= 2) " s Fy(e — a,¢ — by ¢; 2)
donc

Pa,b’s(.T) = bSe*(aer)m 2F1(1 + b, 1 — s; 2; 1— efz)
= bse I (1 — b, 14 5,251 — e77) = pasp().

Désormais, nous pouvons donc supposer sans perte de généralité que s > b. Si s > b,
il vient une nouvelle fois par la formule sommatoire de Gauss que

. _ ['(s—0b)
1 F(1+b,1-821—e7")=
A 2Pi(14b 1 =521 —e™) I(1+s)T(1—b)
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ou il faut lire 1/00 = 0 lorsque b est un entier > 1. De plus, cette formule s’étend par
continuité au cas ott s = b € N, la limite étant alors

(=1)°"
b

Enfin si s = b ¢ N, la formule asymptotique (2) page 74 dans [27| donne

Xz
stoo (14 b)(1—b)

2F1(1 + b, 1-— b,2, 1-— €_x)

Dans tous les cas, nous en déduisons que lim, oo paps(z) = 0. paps etant évidemment
une fonction C'°°, une intégration par parties entraine que Vu > 0,

[e'e) 0
W) =ut [ (1= el (oo =u— [ (e = 1)l (~a)de,
0 ™ —00 7

Il est maintenant clair que W est I’exposant de Laplace d'un processus de Lévy spectrale-
ment négatif si et seulement si p/, , , est une fonction négative sur R .

Nous allons dans un premier temps prouver la nécessité de la condition annoncée dans
le théoréme. Nous commencons par calculer pf, ; (0) :

(1+0)n1(1—8)n

(@) = bse—(atba I
Pats(T) = bse T; nl(n —1)! (1=e™)
done 1+0b)(1 b

a0 = —bs(a 0y + 5 LEDAZS D80y,

2 2
Ainsi la condition 2a + b + bs + s > 1 est une condition nécessaire.
Voici deux théorémes qui vont nous permettre de caractériser le signe de p ;.. Le
premier est tiré de (18) page 587 dans [39] — voir également la section 7 dans [54]. Le
second théoréme est le point (2) du Théoréme 1.3 dans [2].

Théoréme 4.6 (Klein) Supposons que 1 — v < 0. Le nombre de zéros de la fonction
hypergéométrique x — oFy (X, p;v; ) sur (0,1) (ou sur (0,1] si oFy (A, p;v; ) se prolonge
par continuité en 1) est égal a

A—pl =y =1 =y = A—p| 41
2

avec | | la partie entiére (par défaut) et |x| =0 pour x < 0.

Théoréme 4.7 (Anderson, Vanamamurthy et Vuorinen) Supposons que A, pu,v > 0 et
que (v —X)(v — ) > 0. Alors la fonction © — oFy(A\, u;v;1 — e™™) est log-concave.

La discussion ci-dessus et le théoréme de Klein entrainent que la fonction
x> o F1(14+b,1—5;2;1—¢e"%)

s’annule au moins [b] — 1 fois (si s € Net b € N*, o Fi(1 +b,1 —5;2;1) = 0) —ici, [ |
désigne la partie entiére par excés. Comme p,ps(x) — 0 lorsque © — 400, nous voyons
que si bAs=b> 1, alors la fonction p; ; prend des valeurs positives. Ceci achéve donc
la démonstration de la partie « seulement si ».

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

4.1. Démonstrations des théorémes principaux 63

Nous supposons désormais que b < 1 < 2a + b+ bs + s (on rappelle que les roles de
b et s sont symétriques dans notre étude et que 1'on a supposé que b A s =b). Si b =1,
alors Vo > 0, 2F1(1+5,0;2;1 —¢e7") =1 et la fonction p, ;s est ainsi définie par

pa,l,s(x) _ Se—(a-l—b)z'

On en déduit que p), ; , < 0.

Lorsque b, s < 1, nous avons (s+1)(1—b) > 0 et 1—s > 0, nous pouvons donc appliquer
le Théoréme 4.7 et en déduire que la fonction p, . s est log-concave. En particulier, p,p
est décroissante car, par hypotheése pf,, ((0) < 0. Enfin, si b < 1 < s, il suffit de montrer
que la fonction

Kaps: 2 oF1(14+0,1—5;2;2)

est décroissante sur (0,1). Si s = 1, la fonction k,p1 est constante égale a 1. Et si s > 1,
sa dérivée est définie par

1+b)(1—
Hiz7b,1(2) = H)Q(S) 2o F1(2+ 0,2 —s;3; 2).

En appliquant une nouvelle fois le Théoréme 4.6, nous voyons que la fonction
2 oF1(24b,2—s;3;2)

ne s’annule pas sur (0,1). Et comme

(14+0)(1—s) (I1+b)(1—2s)

2F1(24 5,2 — 5,3;0) = <0,

2
on déduit que kg, < 0. O

4.1.4 Démonstration du Corollaire 4.4

Les Théoremes 4.1, 4.2 et 4.3 permettent de démontrer que B, a une loi infiniment
divisible quelles que soient les valeurs de a, b, s > 0. En effet, on peut par exemple
utiliser le Théoréme 4.1 lorsque b < 1, puis le Théoréme 4.3 si b > 1 et s < 1 (la condition
2a+b+bs+s > 1 est automatiquement vérifiée). Enfin, on peut appliquer le Théoréme 4.2
sib>1ets>1.

De plus, en combinant les Théorémes 4.2 et 4.3 nous voyons que la loi est auto-
décomposable si 2a + b + bs + s > 1. Il reste donc a prouver que la loi n’est pas auto-
décomposable lorsque 2a + b + bs + s < 1. Supposons le contraire, il existe alors une
fonction décroissante k,; s telle que

O\ =E (e_’\(B;Z_l)) = exp <— /000(1 — e_’\x)w dx) :

T

Nous réutilisons les notations de la section 4.1.2 — voir (4.6) : soit g, s la fonction définie
par

sT(a)D(b) fz\1-? s s b
Yaps(x) = W(J faps(x) = (;13+11)1+a/<x_$($+1)1/>
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ot fup,s désigne la densité de B, 3 —1. Nous avions vu que gq,s(0+) = 1. Plus précisément

Japs(T) = {1 - (1 + %) x+ o(x)} X

1 et

2205 )
- (b—1)2(i+s)x+0(x)

+o(x)| X

=1—cupsx+o0(x)
lorsque © — 0+ avec ¢qps = (2a + b+ bs + s — 1)/2s. Donc Va > 0,

00 1 00
—\T .« _ -z .«
/o e Mg ps(v)dr = /\a+1/0 e x%Gaps(x/N)dz

1 00 1 00
—x, .« —x a+1
= )\a+1 /0 e x%dx — )\a+2 /0 e (Ca,b,s + E(ZL’/)\)).T dx

pour une certaine fonction = — &(z) qui tend vers 0 lorsque =z — 0+. En utilisant le
théoréme de convergence dominée (la fonction e est explicite), nous obtenons

(F(a +1)— ca,b,ng\a 2, o(Al)) .

oo 1
-z, .o —
/0 e rgaps(x)de = ot

Alors, d'une part

|
2
=
S—
3
® |
>
g
)
o
N
S
4@
»
—
=
QL
&

Cab.s(b+1 _
1— ,b,)E )+O()\ 1)

b
= =2 = _— X -
P e g de A 1- = o)
0
b
A

lorsque A — 4o00. D’autre part,

PN e, L,
Gy~ ¢ el =5 [ hugaa/ N

donc

> —T Ca7b75 —1
kops(x/Ndr=b11— —= A .
| e hansta/Nda = b (1= 2 4 ox)

Par le théoréme de convergence monotone (rappelons que kg s est supposée décroissante),
nous voyons que k(0+) = b < 4+oc. Puis, en écrivant

o0 A
/ xze * (b— kayb,s(x/k)); dr = bcgp s + 0(1) lorsque A = 400,
0

nous voyons que si la fonction £, s est décroissante alors le terme de gauche est positif
quelle que soit la valeur de A > 0. La fonction k,; s est donc une fonction décroissante
seulement si ¢, s > 0, c’est-a-dire, seulement si 2a + b+ bs + s > 1. O
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4.1.5 Démonstration du Théoréme 4.5

Puisque I'ensemble des mesures de probabilités GGC est stable pour la convergence
en loi, il suffit, au vu de la formule (4.2), de montrer que pour tout a > 0 et pour tout
b dans un ensemble non borné, la loi de B j est GGC. Nous allons voir que cette loi est
GGC lorsque que b est entier. Plus précisément, nous allons montrer une fois de plus a
'aide de la formule de Malmsten que —log(B, ;) ~ GGC si et seulement si b est un entier.
D’aprés le Corollaire C.5 on a :

~A(~log(B., B AN [(a+ MNT(a+0b)
¢ (e o ))> = E(Buy) = T(a)T(a+b+ )

0o ez _ 67(a+b)x
= e dz | .
exp ( /0 (1—e7%) = x)

Ainsi —log(B,;) ~ GGC si et seulement si la fonction

e~ aT _ o= (a+b)x

X —

1l—e®
est complétement monotone. On peut écrire
e o — ¢ lotbir —ax —ba: —nzx
T =e Ze —/ 1o p(dl)

n>0

avec g p = Y n>0(0atn — Oatbin). On voit facilement que (i, est une mesure positive si et
seulement si b est un entier. La démonstration s’achéve en appliquant le Théoréme 1.26
(plus précisément son corollaire). O

4.2 Remarques et compléments

4.2.1 A propos de la propriété GGC de B,
4.2.1.1 Masse de Thorin et compléte monotonie

Théoréme 4.8 (Section 4.1 [15]) Soit f une densité GGC ayant 0 pour extrémité (i.e.
a =0 dans (1.12)) et soit v sa mesure de Thorin. On a,

/(0,+oo) v(dy) = sup {a >0: lim /(@) = O} .

z—0 po—l

Supposons que f(07+oo) v(dy) = < 400, alors f ~ MI's, c’est-a-dire, il existe une fonction
completement monotone g telle que Vo > 0, f(x) = 2°71g(z).

Par exemple, soit T', ~ I'(a) '2% te~®dz une variable gamma de paramétre a. Le théoréme

entraine donc que la masse de Thorin est égale a a. Observons que 1'on peut calculer la
masse de Thorin directement en calculant la transformée de Laplace

E (e‘AF“) = (1_:)\)& = exp (—a /OOO log (1 + ;\) 51(dy)> ,

donc I', a bien pour masse de Thorin a. De plus, on a bien str I', ~ MI',.
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4.2.1.2 A propos de la proprié¢té GGC de B_;

Contrairement aux puissances négatives d’une variable gamma, certaines puissances
négatives d’une variable béta ont une loi qui n’est pas auto-décomposable, en particulier
qui n’est pas GGC. I existe également des parametres a, b, s tels que la loi de B} est
auto-décomposable mais n’est pas GGC. En effet, puisque B,j > 1, B, j ~ GGC <
B,;—1~ GGC. Supposons que B, j ~ GGC. La densité f,;, de B, j — 1 est équivalente
au voisinage de 0 a -

fa,b,s<x> ~ M (§> .
e=0+ s['(a)I'(b) \s
Donc par le Théoréme 4.8, ou par la démonstration du Corollaire 4.4, la masse de Thorin
vaut b. La fonction g, s définie par (4.6) est alors complétement monotone. En particulier,
la fonction log(gaps) est log-convexe d’aprés le Lemme A.6. Ce qui revient a dire que la
fonction G,ps = —10g(gaps) est concave. Un développement limité au voisinage de 0+ a
partir de 'expression (4.7) de G, , donne :

a,b,s

: _ats a1l 1
Gaps(@) = s(x+1) +(0=1) (cc s(z + 1)((90 +1)1/s — 1))

_a+s b—1 ] 1
_s(:zc—i—l)+ x ( a 1—|—(1+1/s)a:/2+(—1+1/3)(1+1/s)x2/6—|—0(m2))
= Cl +CQZL'+O(ZE)

avec

et (2 ) cm (10 (1) (L),
2 \s 2 S S 12 S S

Le coefficient (5 est négatif dés que bV s > 1 est supérieur a 1. Mais pour tout a > 0, il
existe des valeurs de b et s telles que Cy > 0. Dans ce cas, la fonction G7,, , est croissante
dans un voisinage de 0+ et g, s ne peut donc pas étre log-convexe. Remarquons que ces
valeurs peuvent étre telles que 2a + b+ bs+ s > 1. En effet, si a > 1/2, il suffit de choisir
b€ (0,1) et de faire tendre s — 0+. Si a € (0,1/2), posons b =1 — 2a, alors b € (0,1) et
la condition 2a + b+ bs + s > 1 est automatiquement vérifiée quelle que soit la valeur de
s > 0. Alors, en faisant tendre s — 04, Cy — +o0.

Pour B, 3, nous avons réussi a caractériser : la divisibilité infinie, la compléte mo-
notonie et le caractere HCM de la densité, le fait d’étre distribué comme la perpétuité
d’un processus de Lévy spectralement négatif, et 'auto-décomposabilité. Cependant, il ne

semble pas ais¢ de caractériser la propri¢té GGC de B 3.

4.2.2 A propos du processus de Lévy associé a B,

Sous les hypothéses du Théoréme 4.3, B, } a la loi de la perpétuité d'un certain pro-
cessus de Poisson composé avec dérive unitaire et sauts négatifs. Plus précisément,

B <L /0 =N gy (4.13)

. b . L. ,
ot (Ny"”?)i>0 est un processus de Poisson sans dérive ayant pour mesure de Lévy

Vaps(dw) = —s~2pl (/5)dx
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sur R%. En effet, en réutilisant la notation de la section 4.1.3, I'exposant de Laplace du
processus de Lévy est la fonction définie pour v > 0 par
U(su) L 0
—ut - [ (€= D)

:u+/ooo(em_1)_p;b5<x/s>

52

S

De plus la mesure v, s est une mesure finie car

Pa,b,s (0+) — Pab,s <+OO>
S

Vaps(RY) = / Pps(T/8)dx = =b.

Si s = 1, nous avons
Vapa (dr) = b(a + b)e™ @)% dy

qui est une petite extension de 1’exemple 4 page 36 dans [9]. Lorsque b = 1, nous avons
Va,l,s(dx) =(1+a/s)e” (1+a/s) d,

ce qui permet, en posant a = 1, de voir que Bij L y-s (U ~ Unif[0,1]) a la loi de
la perpétuité d'un processus de Poisson composé spectralement négatif avec dérive uni-
taire. Notons que v, s est toujours une mesure de probabilité alors que v, en est une
uniquement lorsque b = 1.

Lorsque b ou s est un entier, la série hypergéométrique définissant p, s s est un polynéme
de Jacobi et la mesure de Lévy v, prend une forme plus simple. Pour tout n > 2,
quelques calculs utilisant la formule 10.8 (16) dans [27] montrent que la densité de v, s
est définie sur R, par

n—1
3 (1 4+ ¢ + k) s €~ (@R /5)a
= s 3Tl

Ckns = (1— )
p=0 p_k
p#k

avec

En regardant le nombre de racines du polynoéme de Jacobi, il est également possible de
montrer que cette densité est bien positive si et seulement si s < 1. De maniére analogue,
la densité de v,y ,, est définie sur Ry par

n—1
Z bn—Q(a +b+ k‘) Chmb 6—(a+b+k)z/n‘
=0

Ces deux exemples expriment la loi de la perpétuité d’un processus de Poisson composé
avec dérive unitaire et mesure de Lévy hyper-exponentielle sur R_.
Un changement de variable dans (4.13) donne pour tous b > 1 et s <1 :

b B, = /ooe (b t=N ) it
0

qui est la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif ayant pour exposant
de Laplace

Wapolw) = bu (1= 57 [T puy (s To)ds), w0,
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Sis =1etb — +oo nous obtenons ¥, (u) — u(a + u). En combinant ceci avec
la convergence en loi (4.2), nous retrouvons le résultat de Dufresne [26]. Si s < 1 et
b — 400, nous pouvons retrouver le processus de Lévy a variation infinie correspondant
a I'® — voir le chapitre 3. En effet,

Ups(u) =0 (1 — /0 pmb’s(x)dI) u+ S_IU/O (1-— e‘“w)bspa’b,s(s_lx)dx,

d’une part la formule 2.3.2 (14) page 77 dans |27] entraine que

1 o0 —wzNis 1 U ) v e—(l—l—a/s)x
S U/O (1 — € )b pa7b75<5 l‘)dl‘ b—>—|—oo/ F(l — S) A (1 — € ) W dx
qui aprés une intégration par parties se transforme en
0 1+a/s z/s 1 — x/s
/ (e“”’”—l—ux)6 (s e +all —c )dx.
—o0 sT(1 — s)(1 — ev/s)2ts

D’autre part,

oo 1
b (1 — / pa,b,s(x)dx) =0 (1 — bs/ (1—2)"™ (1 +b,1—s;2;2) dz)
0 0
1
=(a+b— 1)63/0 (1 —2)""2,Fy (b, —s;1; 2) dz

1
=(a+0b— 1)b5/ (1—2)" 1R (1+s1—0b;1;2)dz (%)
0

b—1)b°
:<a+a+s)2F1(1+S,1—b;CL+S+1;1) (**)
~ T(a+s)(a+b)b°

- T(a)T(a+b+s)’

ou 'égalité (*) provient de la formule 2.9 (2) page 105 et (%) de 2.4 (2) page 78 dans [27].
La derniere égalité est issue de la formule sommatoire de Gauss. Cette derniére égalité
peut également étre démontrée a partir de la preuve du Théoréme 4.3 dans la section 4.1.3.
Ainsi, nous voyons que

T(a+s) 0 elFa/9)2(s 4 e2/s 4 q(1 — e*/*))
\Ija s R / =1
os(u) = ( I'(a) ) ut ) e W) T = 5) (1 = el

la partie droite est précisément l'exposant de Laplace apparaissant dans la démonstration
du Théoréme 3.2.

Lorsque les conditions du Théoréme 4.3 ne sont pas remplies, c’est-a-dire lorsque py, ;
prend des valeurs positives, la fonction u — W(iu) (ou ¥ est définie par (4.10)) n’est plus
I'exposant de Lévy-Khintchine d’un processus de Lévy. Par le Théoréme 2.2, cela montre
que B, n’est plus distribué comme la perpétuité d’un processus de Lévy avec ou sans
sauts positifs et /ou négatifs avec des moments exponentiels finis. Nous pensons que B,;
n’est plus la perpétuité d’aucun processus de Lévy. Par ailleurs, rappelons qu’il arrive
que la perpétuité d’un processus de Lévy avec sauts positifs soit infiniment divisible. Par
exemple nous avons vu dans le paragraphe 2.2.3.1 que pour tous a > 0 et b > 1,

B! < 1+/ e~ (M0 gy
’ 0

xz,
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ou (M;");>o est un processus de Poisson composé sans dérive ayant pour mesure de
Lévy (a+b—1)(b— 1)e”®"D2dy sur Ry (M®® = No+*=1b=1 ayec les notations du para-
graphe 2.2.3.1).

4.2.3 Autres remarques

La démonstration du Théoréme 4.3 montre que pour tous a, b, s > 0, la fonction

Fla+b+MT(a+ s+ ) ~
A / ab.s d / 1— Az wbs d
T Tat ND(a+btstn) Pas() x (1 =€) paps(z)de

~ Tla+bd)I'(a+s) > A
- T(a)T(a+b+s) / (1=

x>pa,b,s (-T) dx

est une fonction de Bernstein sans partie linéaire et avec coefficient de meurtre > 0 si et
seulement si la fonction p,; s est une fonction positive. Or, une nouvelle application du
Théoréme 4.6 montre que c’est le cas si et seulement si b A s < 1. Ainsi la fonction

Fla+MN(a+b+s+N)

A
~ Fla+b+ M (a+ s+ )

est une fonction complétement monotone comme inverse d’une fonction de Bernstein (si
bAs<1).Dapres la formule sommatoire de Gauss (C.3), on a VA > 0,

D(a+MN(a+b+s+N) (0)n(8)n
= o Fi (b, s; b 1) =
T(a+b+MN(a+s+)) 2Fi(b,sia+ o+ st Al) 2;m+b+s+AMM’

donc
Fla+MN(a+b+s+N)

Fa+b+ N (a+s+ )

est complétement monotone quelles que soient les valeurs de a, b, s > 0.
Les variables aléatoires du type

(B;,ll) - 1)8 < (]];b)s> a,b,s >0,

(out 'on suppose que T, et T, sont des variables indépendantes) apparaissent dans la

littérature comme variables béta généralisées de deuxiéme espéce (GB2). Elles ont pour
densité

['(a+b)

H -

sI'(a)T'(b)

Il est facile de voir que ces densités sont HCM (en particulier infiniment divisibles) si et
seulement si s > 1. Notons au passage que cela contraste avec le Corollaire 5.5 qui établit
que (I',I'y)® est HCM lorsque |s| > 1/2 et |a —b| < 1/2. Il est aussi clair que les variables
GB2 n’ont pas de moments exponentiels négatifs et ne peuvent donc pas appartenir a £_.
Il serait intéressant de voir pour quelles valeurs de a, b, s, ces lois GB2 sont infiniment
divisibles. Nous donnons une réponse partielle dans la proposition suivante :

Proposition 4.9 (T',/T,)* ~ MT'y (en particulier (Ty/T,)* ~ 1D) lorsque
b<1/2<s<b=1-a.

(:El/s + 1)7(a+b)x71+b/57 x> O
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Démonstration. 11 faut démontrer que la fonction

xb/s—Q

mel/S—i-l

est complétement monotone lorsque la condition est vérifiée. On va s’appuyer sur le fait
que la fonction définie par

b
z(x? +1)

= /OOO e (1 — cos(t))dt

est une transformée de Laplace donc complétement monotone. Alors, pour tout s > 1/2,

la fonction .

= 131/25(131/8 + 1)

I’est également comme composée d’une fonction complétement monotone et d’une fonction
de Bernstein. On écrit alors

X

xb/s—Q 1 1
2 +1 212 (g1/s + 1) X 22— (2b+1)/2s

et 'on voit que la densité est complétement monotone si 2—(2b+1)/2s > 0, ce qui revient
a s > (2b+1)/4. Cette derniére condition est tout le temps vérifiée lorsque b < 1/2 (dans
ce cas (20 +1)/4 < 1/2). O

Remarquons qu’un tel raisonnement est sans espoir lorsque s < 1/2. En effet, dans ce cas,
la densité ne se prolonge pas analytiquement & {z € C/ Re(z) > 0}. Enfin, caractériser
la compléte monotonie des fonctions de la forme

1

_—
x iL‘a(.be + 1)0

en les trois parameétres a, b, c semble assez compliqué.
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Chapitre 5

Propriété HCM et la loi de Cauchy

5.1 Introduction et notations

La loi de Cauchy centrée de parameétre a > 0, que I’on note C,, est la loi de probabilité
ayant pour densité la fonction g,, définie sur R par

galz) = e

m(a? + 22?)
Un petit calcul montre que C, x C, = C,1p, et que si C' ~ Cy, alors aC' ~ C, : la loi
de Cauchy est 1-stable. Pour @ € (0,1), considérons une variable aléatoire strictement
a-stable positive Z,, c’est-a-dire, telle que E (e*’\zﬁ) = e~*" — voir la section 1.3.1. Consi-
dérons également Z., une copie indépendante de Z,. L’objet d’étude de ce chapitre est la
variable .
To =24/ Z,.

Bien que la densité de Z, n’ait pas de forme explicite (excepté dans le cas a = 1/2),
celle de T s’exprime comme celle d'une transformation affine d’une variable de Cauchy;,
conditionnée a étre positive :

Proposition 5.1 Soit o € (0,1). La densité de TS est la fonction définie sur R, par

sin(ma)
ma(z? + 2 cos(ma)r + 1)

Ce calcul est attribué a Lamperti — voir 'exercice 4.21 dans [24] — et nous en donnerons
la preuve dans la section 5.4.
Notons f, ~ la fonction définie sur (0, c0) par

1

fas(@) = 227 + 2 cos(ma)xy + 1’
alors T ~ sin(ra)/(ma) X fo1. En écrivant
sin(ma 1 1 1 x + cos(ma
T masin(ra) (xfcczs(ﬂ)a)) +1 asin(ra) sin(mav)

nous voyons que 7 a la méme loi que la transformation affine sin(wa) x C' — cos(ma)
conditionnée a étre positive.

71
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Dans [13], Bondesson prouve que la variable |C] £ C' | C > 0 a une loi infini-
ment divisible. Diédhiou raffine ce résultat dans [25] en prouvant que cette loi est auto-
décomposable. Le Théoréme 1.24, a propos de la divisibilité infinie des mélanges I'y,
permet de démontrer ce résultat trés facilement comme nous le verrons dans la Proposi-
tion 5.30. Nous montrerons que cela permet méme de démontrer la divisibilité infinie de
T2 pour tout a € (0,1/2]. Par contre, il est facile de voir que T n’a jamais une loi GGC
et donc que sa densité n’est jamais HCM — voir la Proposition 5.32. Mais la question se
pose pour les puissances T2. Voici le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme 5.2 La variable aléatoire Tg a une densité HCM si et seulement si o < 1/2
et |6] > a/(1 —a).

Corollaire 5.3 La variable aléatoire T, a une densité HCM si et seulement si o« < 1/2.

Nous retrouvons ici la partie facile de la conjecture de Bondesson : Z,, est HCM seulement
si @ < 1/2. En effet, dans le cas contraire, la stabilité de la classe HCM par le quotient
de variables indépendantes ferait apparaitre une contradiction — voir le Corollaire B.7.
Par ailleurs, le Théoréme 5.2 démontre la partie facile de la conjecture renforcée — voir le
paragraphe 1.3.5.

Soient n > 2 et Z,/, une variable strictement 1 /n-stable. Alors

Zl‘/ln 4 x Ly X X Tsiym (5.2)
ou I'y/pn, ..., Tn_1)/n désignent n — 1 variables gamma indépendantes de parameétres res-
pectifs 1/n, ..., (n —1)/n — voir 'exemple 5.6.2 dans [15]. Le caractére HCM évident de

toutes les densités gamma, et la stabilité par produit de variables indépendantes des den-
sites HCM, entrainent que les densités strictement a-stables sont HCM lorsque aw = 1/n
pour n > 2. La factorisation (5.2) appliquée & n = 3 se lit Zl_/l3 L 97 x T3 x Tys.
Un calcul détaillé au Lemme 5.8 permet d’exprimer la densité de I';/3 x I'y/3 a l'aide
d'une fonction de Bessel modifiée. Plus précisément, la densité de 2 x /I'; /3 x I'y/3 est,
a une constante multiplicative prés, une fonction de Bessel modifiée de parameétre 1/3.
La fonction de Bessel modifiée K, apparaissait déja dans l'expression de la transformée
de Laplace de T',;! et Grosswald a prouvé que = — K, (1/7) est HCM quelle que soit la
valeur de v € R. Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 5.4 La fonction de Bessel modifiée K, est HCM si et seulement si |v| < 1/2.

Lorsque |v| < 1/2, ce résultat est plus fort que celui de Grosswald, bien qu’ici, 'argument
ne permette pas de déterminer la mesure de Lévy de la transformée de Laplace sous-
jacente. L’apparition des fonctions K, dans la densité de +/I';\I's permet d’énoncer le
corollaire suivant :

Corollaire 5.5 Soient T'y et T'y deux variables gamma indépendantes de parameéetres
respectifs t et s. Alors, la densité de /T, I's est HCM si et seulement si [t —s| < 1/2.

Une conséquence de ce corollaire est la divisibilité infinie de \/LjiLs lorsque L; et Ly
sont deux variables exponentielles indépendantes. Rappelons que v/L; (ou v/Ty) n’a pas
une loi infiniment divisible car ses queues de distributions sont trop légéres — voir le
Théoréme 1.11. Ce résultat est quelque peu surprenant. En effet, bien que T';° ait une

loi GGC quels que soient ¢ > 0 et § > 0, la densité de (I',/T,)° < (B, —1)° & (Bgt))‘S
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n’est pas HCM lorsque 0 < 1 — voir le paragraphe 4.2.3. Le Corollaire 5.5, combiné avec
la formule (5.2) dans le cas n = 3, permet d’énoncer le résultat suivant :

Corollaire 5.6 La densité de \/Zy3 est HCM.

Ce corollaire et le Théoréme 5.2 aménent & penser que la conjecture de Bondesson a
propos des densités stables pourrait étre renforcée de la maniére suivante : Z2 ~ HCM
si et seulement si a € (0,1/2] et [6] > a/(1 — «). Le Théoréme 5.2 permet d’ores et déja
d’établir la partie « seulement si » de cette conjecture.

5.2 Démonstration du Théoréme 5.2

5.2.1 La démonstration

Rappelons que la densité de T = (Zy/Zq )™ est définie sur Ry par

sin(ma) y 1
e x? 4+ 2cos(ma)x + 1

Ainsi, la densité de T%/7 est définie par

-1

v sin(ma) il _ ysin(ma)

X = x 27 x fon(x
T 2 4 2 cos(ma)xy + 1 T Jan (@)

avec fo~(x) = (%7 + 2cos(ra)z” + 1)1, Cette densité est HCM si et seulement si f, -
est HCM. Nous devons donc prouver que f,. est HCM si et seulement si o < 1/2 et
|7] <1 — a. Puisque f,, ~HCM < f, _, ~ HCM, nous supposerons que  est positif.

Proposition 5.7 Soient o € [0,1] et v > 0. La fonction f,. est HCM si et seulement
sta<l1l/2ety<1-—a.

Démonstration. La nécessité de la condition o < 1/2 provient du Théoréme B.5 car la
fonction f, - est alors croissante dans un voisinage de 0. Nous supposons donc désormais
que o < 1/2. Le fait qu'une fonction HCM se prolonge analytiquement a C\ R_ entraine
la nécessité de la condition 7 < 1 — a. En effet, remarquons dans un premier temps que
le dénominateur de la fonction f, , se prolonge toujours analytiquement a C \ R_. Ainsi,
la fonction se prolonge analytiquement sur C\ R_ si et seulement si son dénominateur ne
s’annule pas, c’est-a-dire, si et seulement si la fonction

2+ 2% + 2cos(ma)2” + 1
ne s’annule pas sur C \ R_. Les racines de la fonction polynomiale
2
z v+ 2+ 2cos(ma)z + 1
sont 1= et e="1=®) T a fonction définie par z*7 + 2 cos(ma)z? + 1 s’annule donc (au
moins deux fois) sur C \ R_ si et seulement si v > 1 — a. Dans ce cas, e1=9/7 et
e~ m(1=2)/7 gont deux zéros. La nécessité de la condition v <1 — « est donc démontrée.

Les cas @ = 0 et o« = 1/2 se démontrent facilement. En effet, si a = 1/2 alors
fij2a2(x) = 1/(x + 1), donc fi/2,1/2 est clairement une fonction HCM. Si o = 0, alors
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foa(z) =1/(x+1)? donc fy; est aussi une fonction HCM. Il reste donc & montrer que la

fonction .

22(=) 4+ 2 cos(ma)wl— + 1

est HCM pour « € (0,1/2). Nous allons en fait montrer que pour tout € > 0 assez petit
(par exemple € < 1/2 — «), la fonction

fa,lfa T =

1
x2(-a—e) 4 9 cos(ra)rl—o—F + 1

fa,lfafz-: T

est HCM. Un passage a la limite en faisant tendre ¢ — 0 et la Proposition B.2 nous
donneront la propriété HCM de la fonction f, 1_o. Pour parvenir a prouver cette propriété,
nous allons utiliser le méme argument que dans la démonstration du Théoréme 4.2. Soit
g la fonction définie sur (0, 400) par

g(z) =log (332(1_0“_5) + 2cos(ma)x! T E + 1) :

Il faut montrer que ¢ est une fonction de Thorin-Bernstein. Par la Proposition A.22, ceci
est équivalent a ce que ¢’ soit une fonction de Stieltjes. Il est clair que les fonctions g
et ¢’ se prolongent analytiquement & C \ R_. Nous allons utiliser le critére de Pick du
Théoréme A.9, qui consiste a tester si la fonction h, définie sur C; \ R par

h(z) =Im(g'(2)),

est de signe négatif. Ici, C; = {z € C/ Im(z) > 0}. Il parait un peu compliqué de montrer
par un calcul direct que h(z) est négatif lorsque Im(z) > 0. En effet, posons f = 1—a —¢,
c = cos(ma) et z = p'/Pe?  alors,

2261 + czP1 )

h(z) =2 I
(2) Bx m<z25+2025—|—1

28p' /¢ 3 —if 2 —i0(148 —i0(1-8
:|22/8+202/3+1|2><Im{p xe "V +p X(ce (H8) 4 2ce( )>

+p x (2c%e7 + €D 4 ce*w(l*ﬁ)}. (5.3)

Afin de rendre ce probléme moins calculatoire, appliquons le principe du maximum (ici il
s’agirait plutét du principe du minimum) & la fonction harmonique h :

(1) h(z) — 0 uniformément lorsque |z| — oo.
(2) Comme 0 < f<1,0<60<metc>0,

limsup h(z) = 26 x limsup Im (2%~ + ¢2°~1) < 0.

z—0 z—0

(3) Enfin, en utilisant la formule (5.3), nous voyons que pour p > 0,
2
Zjiﬁ/ﬁ h(z) = —Acos(ma) sin(m3) x <p2 + C(;(;?E:Tj)) P+ 1)
o 2cos(m(a+e))
cos(ma)

= —Acos(ra) sin(m3) x (p p+ 1) <0

>0 car a<oate<l/2
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ou
y 23p" /P 0
= . . > 0.
‘p25612,8 + QCpﬁez,B + 1‘2 —
Ainsi, h est une fonction négative. O

Sur la Figure 5.1, on donne deux représentations graphiques de la fonction —h le long des
lignes {Im(z) = 1} et {Im(z) = 1/10}, pour a = 1/5 et ¢ = 1/10.

--- a=1/5,=1/10, Im(z) =1

— a=1/5, e=1/10, Im(z) = 1/10

FIGURE 5.1 — Représentations de —h le long des lignes {Im(z) = ¢}, ¢ € {1/10,1}

5.2.2 Remarques sur la démonstration

e Le caractére HCM de la fonction f, ., pour a,v < 1/2 est facile puisque pour tous

u,v > 0,
1
fou () foy (ufv) = A+ Bw, + Cwyy

avec A = u" + 4cos®(ra)u®” + 1, B = 2cos(ma)(u® +u), C = u?7, et wy = v + 07"
De la Proposition B.3, nous déduisons que f, . est HCM dés que « et v sont < 1/2. Par
contre, la fonction au dénominateur n’est plus une fonction de Bernstein en w si v ou «
est > 1/2.

e Comme nous l'avions vu dans l'introduction de ce chapitre, le Corollaire 5.5 établit

que /T'1/35/3 ~ HCM. Par la formule (5.2), nous voyons donc que /Z/3 ~ HCM. En
particulier /77,3 ~ HCM et c’est ce que dit le Théoréme 5.2.

e Ce théoréme établit que la fonction x — log(z®” + 2 cos(ma)z” + 1) est une fonction
de Thorin-Bernstein si et seulement si a € [0,1/2] et v € [0,1 — . En d’autres termes,
la fonction

¥ + 2 cos(ma)z” + 1

2271 4 cos(mar )zt
est une fonction de Bernstein compléte, ¢’est-a-dire, une fonction de Nevanlinna-Pick, si
et seulement si o € [0,1/2] et v € [0,1 — .
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5.3 Propriété HCM de K,

5.3.1 Démonstration de la Proposition 5.4

Pour v € R, la fonction de Bessel modifiée de seconde espece, K, est définie sur R”
par

K,(\) = /Ooo cosh(vx)e *sh@) gy

Comme K, = K_,, on peut supposer sans perte de généralité que v > 0. La formule 9.6.23
dans [1| permet d’écrire pour v > —1/2,

RN e e
0= < G

On obtient le un changement de variable y = x + 1

e—)\r

v _—A >
K, =G x| EEE T

pour une certaine constante C, > 0. Pour v < 1/2, la fonction z + 1/(x(x + 2))/%77
est HCM. En particulier, cette fonction est la densité d’une mesure GGC. Par le Théo-
réme B.5, sa transformée de Laplace est HCM, donc K, est HCM.

Montrons que K, n’est pas HCM lorsque v > 1/2. L’argument repose sur les Théo-
rémes 1.28 et 4.8, il a déja été mentionné dans la section 4.2.1. Supposons que K, est
HCM, alors la fonction y +— 1/(y? — 1)1/27" est alors la densité d’une mesure GGC sur
(1,400). Donc z +— 1/(x(z+2))"/27 est la densité d’une mesure GGC sur (0, +-00). Ainsi,
la fonction

x> e (x(z + 2)) Y2

est proportionnelle a la densité d’'une mesure de probabilité GGC ayant pour masse de
Thorin v + 1/2. Ce qui entraine la compléte monotonie de la fonction

T e (x4 2)V V2

Ceci est absurde par le Lemme A.7. n

5.3.2 Démonstration du Corollaire 5.5

Lemme 5.8 La densité de /T,y est donnée par

4xt+s—1
T WKt_S(Qx).
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Démonstration.
s—1_—u

d d [ u’" e

0o 2 t—1,—2%/u s—1,_—u
:/ 27xx(x/u) e L e
0 u ['(t) [(s)

2:L,2t71 00 1 5
_ s—t—1_—u—x /ud

F(t)F(s)/o e N

s—1 o)

_ 22" / ,Us—t—le—a:(v-i—vfl)dv

L()I(s) Jo

4oytts—t /OO h((t ) ) —Qxcosh(y)d n
= <= COS — S € .

T(OT(s) Jo Y Y

Ainsi, v/I',T'y ~ HCM si et seulement si z — K, 4(z) est HCM. Par la Proposition 5.4,
ceci est vrai si et seulement si [t — s| < 1/2. O

5.4 A propos de la densité de T},

Ce chapitre étant en grande partie dédié a I’étude de la densité de T2, il parait naturel
d’expliquer la provenance de son expression. Dans cette partie, nous démontrons la Pro-
position 5.1. La démarche suit celle de 'exercice 4.21 dans [24]. Nous commengons par un
lemme qui lie les lois stables et la loi exponentielle :

Lemme 5.9 Soient L une variable exponentielle de parametre 1, Z,, et Zg deux variables
strictement stables de paramétres respectifs o et 5. On suppose que toutes ces variables
sont indépendantes. Alors

Ll/a d LI/B

Zs  Z,

Démonstration. Ce résultat repose sur un calcul des moments fractionnaires qui utilise la
Proposition C.6 :

Li/a\* a/srps] LA +s/a)l'(1+s/B) sry—s
EK Zﬂ)]:E[L/Zﬁ]— (1) =E [L°Z.°]. O

Dans le cas 8 = 1 cette égalité en loi se lit LY/ £ L/Z, — voir [47] Théoréme 1 et [34].
Le lemme suivant est une conséquence directe de cette égalité :

Lemme 5.10 Soit a € (0,1]. On a pour tout s > 0,

1 1
E = :
(1+3Ta> 1+ s

Démonstration. D’une part E (1+1»T ) =E (e*STaL) . D’autre part,

E (e—sTaL> -F <e—szaL/Za) ) (e—sZaLl/O‘) —E (6—5%) = -:30‘. [

La formule qui fait tout fonctionner est I’'objet de la proposition suivante :
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Proposition 5.11 Va € (0,1), Vs € R,

1 / ise sin(ma) sinh(mas)
2r Jr  cosh(z) + cos(ma) sinh(7s)

Démonstration. Lorsque s > 0, cette intégrale se déduit en intégrant la fonction méro-
morphe définie par

182 Sin(ﬂ'O&)

cosh(z) + cos(ma)

sur le rectangle d’extrémités —R, R, R+ 1R, —R + iR, et de faire tendre R — +o00. Le
calcul des résidus de cette fonction méromorphe sur C, dont les poles décrivent I’ensemble
{zr = im(1 — o + 2km) }i>o U {2 = im(a — 1 + 2k7) }>1, donne

- —st(l—a+2k)

Res(zy,) = —ie et Res(3) = ie *m@~1420)

On en déduit alors le résultat annoncé en calculant les sommes Y22, Res(zx) et 322, Res(Z).
Pour étendre la formule a s < 0, on peut par exemple, utiliser le fait que I'intégrale a
paramétre s est holomorphe sur {s € C/ Im(s) < 1}. O

Corollaire 5.12 Va € (0,1),

sin(ma)
ma(x? + 2cos(ma)x + 1)

sin(ma)

2m(cosh(ax) + cos(ma)) dz.

log(Ty) ~

dv et T3 ~

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la formule des compléments : Vs € R,

sy L(1—is)I'(14is)  sin(imas)  sinh(ras)
E (TO‘ ) T T'(1—ias)I(1+ias)  sin(irs)  sinh(ms) -

Remarque : La formule (1.11) avec @ =1 et p € (0, 1) établit que

70 2 (%)
1,p Zp

ou Z; , est une variable de Cauchy normalisée par
E (ewzl*’) = exp ( —iducos (mp) — |ul sin(ﬁp)).

Autrement dit, Z; , £ sin(mp) x C — cos(wp) oit C' ~ Cy est une variable de Cauchy
standard.

5.5 Liens avec la fonction de Mittag-Leffler

5.5.1 La loi de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler peut étre vue comme une généralisation de la fonction
exponentielle. Elle a été introduite par Gosta Mittag-Leffler en 1903, puis étudiée ensuite
par de nombreux auteurs, notamment dans le cadre du calcul fractionnaire.
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Définition 5.13 Pour a, 8 > 0, la fonction E, 3 est définie par

o a:?’l
Eop(x) =) ==
“ nz::o I'(na+ B)
Lorsque 8 = 1 nous noterons simplement £, = E, ;. Si de plus a = 1, alors remarquons

que F; = exp. Cette fonction apparait naturellement dans l'expression de la transformée
de Laplace de Z_* et de T, :

Proposition 5.14
E(e?%") = Eo(=)) et E () = Ba(=\%),

Démonstration. On calcule

)" < ()" T(1+n)

—AZY = ( —na\ __ — _
E (e )_nz:% SE(Z, )_nz:% A T na) ~ BN
L’autre égalité est une conséquence de la premiére puisque
E (e’)‘T“‘) =E (e”\z‘*/Z“) =E (e”\azga) O

En corollaire, nous voyons que la fonction E, est croissante sur (—oo,0]. Elle donc est
croissante sur R puisqu’elle est évidemment croissante sur [0, +o0c). De plus, E,(x) — 0
lorsque x — —o0. De la proposition précédente, du Théoreme 5.2 et de la Proposition 5.32
que nous verrons un peu plus loin, nous déduisons :

Corollaire 5.15 La fonction A — E.(—\) est completement monotone (sur (0,400)).
La fonction A — E,(—\%) est HCM si et seulement si o < 1/2.

Nous venons de voir deux lois qui sont reliées a la fonction de Mittag-LefHer : celle de
Z_* et celle de T,,. Nous allons nous intéresser a une troisiéme loi, parfois (et impropre-
ment) dénommée « loi de Mittag-Leffler » qui a été introduite par Pillai [43] : soit F, la
fonction définie sur R, par F,(x) = 1 — E,(—xz%). Par le fait que E,(0) = 1 et par ce qui
précéde, nous voyons que F, est une fonction de répartition sur R, .

Définition 5.16 La loi de probabilité définie par F, est appelée loi de Mittag-LefHler de
parametre .

La fonction de répartition F,, est une fonction de Bernstein. Soit M, ~ F,, une variable
de Mittag-Leffler de parametre a.. Sa densité fj;, est définie sur R, par

S, (x) = ;i(l — Ea(—xa)) = oz E! (—2%)

est complétement monotone. Donc M, ~ ME. Sa transformée de Laplace est explicite :

Proposition 5.17 La loi de Mittag-Leffler est GGC. Plus précisément,

1 00 d
VA2 0, E(e7) = 1o = e (— | a —e-”>aEa<—xa>f).

Comme aF,(—0%) = a, nous déduisons que sa masse de Thorin vaut «. En particulier,
M, ~ MTI, C ME (cela se lit aussi sur la densité qui se factorise par 2%~ !). La preuve de
cette proposition repose sur les deux lemmes suivants.
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Lemme 5.18 \a-1
YA > 0, / N (—2)dz = :
T = e
Démonstration.
> f)\an —2Ndr = /oo 7)\CCE —A o dr = E /OO 7)\(x+Ta)d
/0 e (—x%)dx e (eM*) da ( e x)
1 At At
=E —E = le L 5.10
<>\ + Ta) (1 + A‘lTa> 14 MA@ pat fe etme
)\afl
= . O]
14+ A\

Lemme 5.19 La fonction A — log(1 4+ \*) est une fonction de Thorin-Bernstein. Plus
précisément, Y\ > 0,

0 dr 00 A asin(ra)ze!
—Az «
« o Ea _ _ _/ 1 1+ — dx.
log(1+A%) —/0 (1=e™) aBa(~2%) x 0 og( x) (22> 4+ 2 cos(ma)x™ + 1) !

Démonstration. A — log(1+ %) est une fonction de Bernstein comme composée de deux
fonctions de Bernstein. La premiére égalité est alors une conséquence du lemme précédent
qui établit que

d o0 dx
1 1 A\ / f)\a:Ea a7
S (log(1+0%) =a [T e B ()
Pour la deuxiéme égalité, il suffit d’invoquer le fait que E (e‘ATa) = FE,(—)\%), de se
« souvenir » de la densité de T, et d’utiliser la représentation (A.2) des fonctions de
Thorin-Bernstein. O

Une application de la Proposition A.21 aux fonctions A — A% et A — log(1 + ) nous
permettait de prouver directement que la fonction A — log(1 + A%) est une fonction de
Thorin-Bernstein. Cependant, elle ne nous donnait aucune information, ni sur la mesure
de Bernstein, ni sur la mesure de Thorin.

Démonstration de la Proposition 5.17. Une intégration par parties donne

E(e ) =E < - )\6_)\$dl‘> = /OO e ME,(z) d.
M, 0

Or, F,(x) =1 — E,(—2%), donc par le Lemme 5.18,

E (e) = )\/ B (e e =1 = L
1+ 14X\

Le Lemme 5.19 donne la formule de Lévy-Khintchine annoncée. Il y a alors une multitude
de facons de voir que la loi de Mittag-Leffler est GGC, on peut par exemple invoquer le
fait que

e la fonction A — log(1 4+ A*) est Thorin-Bernstein,

e la fonction A — E,(—A\) est complétement monotone donc A — E,(—\*) aussi,

e la fonction A — E,(—\%) est HCM décroissante donc complétement monotone. [

La Proposition 5.17 permet d’écrire de « jolies » factorisations de la variable M,
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Corollaire 5.20 (de la Proposition 5.17) Supposons que L est une variable exponentielle
de parameétre 1, indépendante de T, et de Z,. Alors

My, £ T, xL < Z, x L',
Démonstration. C’est une conséquence de la démonstration du Lemme 5.10. O

Ainsi par le Théoréme 5.2, nous voyons que M, a une densité HCM si o < 1/2. Cette
condition est aussi nécessaire :

Proposition 5.21 (Simon & Jedidi) La densité de Mittag-Leffler de paramétre o est
HCM si et seulement si o < 1/2.

Démonstration. Par ce qui précéde, il suffit de montrer que la densité n’est pas HCM
lorsque o > 1/2. De I’égalité en loi M, £ T, x L, nous déduisons que Vz > 0,

_ sin(7a z* _ sin(7a)

S (2) = ) /000 e dr = /OOO T foo(z) e d.

T 22 4 2 cos(mar )z + 1 T

Les arguments ci-dessous reposent reposent sur le Théorémes 1.28 et 4.8. Supposons que
far, soit HCM pour un certain « € (1/2,1). Cela signifie que fy, est la transformée de
Laplace d'une mesure GGC. C’est-a-dire, la mesure dont la densité est définie sur R, par
2% foa(z) est GGC. La mesure 2% f, o(x)e "dx est donc, a une constante multiplicative
prés, une mesure de probabilité GGC ayant une masse de Thorin égale & o + 1. Nous en
déduisons que f, o est complétement monotone. Ceci est absurde si o > 1/2 puisque 'on
voit aisément que f,  est alors croissante dans un voisinage de 0. O]

Les mémes arguments fonctionnent lorsque a < 1/2. Le fait que f,, soit dans ce cas
HCM, permet de retrouver le caractére HCM de M,.

Les résultats ci-dessus étaient déja connus et sont pour la plupart dus a Jedidi et
Simon [35]. Le Théoréme 5.2, combiné avec le Théoréme 4.5 a propos du caractére GGC
de T'; “, entraine la proposition suivante :

Proposition 5.22 M~ GGC sia <1/2 etd > a/(1 —a).

Démonstration. Le Théoréme 5.2 établit que si o < 1/2 et § > a/(1 — «), alors T, ° ~
HCM et en particulier, T;° ~ GGC. Le Théoréme 4.5 entraine que L™° ~ GGC quel
que soit & > 0. Nous pourrions conclure en appliquant le Théoréme 1.26, mais ici le
Corollaire B.8 suffit. O

5.5.2 Une autre loi de Mittag-Leffler

Nous allons discuter d'une autre loi de probabilité reliée a la fonction de Mittag-LefHer.
Pour tout « € (1, 2], la fonction

x> Ey(z) — az® V/E! (z)

est complétement monotone. Plus précisément, cette fonction peut étre exprimée comme
la transformée de Laplace du temps de passage au dessus de 1 (notons le 71) du processus

tA™

. . (o)
de Lévy a-stable spectralement positif X(® normalisé par E <e"\Xt ) = e (C’est une

conséquence de la factorisation de Wiener-Hopf — voir par exemple [7]| section VIL.1).
Dans [48], 'auteur améliore cette propriété en :
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Théoréme 5.23 (Simon) Pour tout o € [1,2], la fonction D, définie par
D, (z) = Eo(2%) — ax® 1 E/ (2)
est complétement monotone. Sa mesure de Bernstein est donnée par

sin(ma) w1+ u)

T u?e — 2cos(ra)u® +1

fa(du) = —

La fonction D, n’est pas une fonction de Stieltjes puisque sa densité de Bernstein est
croissante dans un voisinage de 0. Si l'on pose f = a — 1, la densité de la mesure de
Bernstein p,, s’écrit alors

sin(m/3) uP (14 u) _ sin(7f)

B
X 1 )
T w2+ 4 2 cos(mfB)ubtt + 1 w1+ u) fopa(u)

Théoréme 5.24 (Simon) Pour tout a € (1,2], la fonction D, est une densité de proba-
bilité dont la transformée de Laplace est :

)\afl_l .
0 AN#£1
[T e Datwyar = { 3T A7
0 O‘T st A=1.

Des éléments de démonstration de ces deux théorémes sont donnés dans la section 5.5.3.
On pourrait donner a cette loi, le nom de loi de Mittag-Leffler de deuxiéme espéce de
paramétre a, bien que cette terminologie soit tout a fait personnelle.

Théoréme 5.25 La loi de Mittag-Leffler de deuxiéme espéce est GGC mais non HCM.

Démonstration. Soit ¢ la fonction holomorphe sur C \ R_ définie par
P |
— _log(Z——=
©(z) og ( e )

si z # 1 et par p(1) = —log((w — 1)/cr). Nous allons, comme dans la démonstration des
Théorémes 4.2 et 5.2, prouver que ¢ est une fonction de Thorin-Bernstein en montrant
que ¢’ est une transformée de Stieltjes. On calcule

az7b (e —1)z072
ze —1 za—l 1

¢'(2) =
Donc

limsup Im(¢'(2)) = limsup Im ((—1)2*"?) = (a—1) = limsup r* *sin(r(a—2)f) =0

z—0 z—0 r—0,r>0
Im(z) >0 Im(z) >0 0€(0,1)
et
’ +\ _ ira.a—2 a—1 ax
O(—x7) =e"% . - ,
:Eozflemoz + 1 reetra

Ly _:L.aez%roz _ (Oé _ 1)ez7ra — arei™™

x2a—1€i27r04 + (l.a _ xa—l)eiﬂ'a —1 ’

«
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Aprés quelques simplifications, on voit que
Im(¢'(—21)) = sin(ra)z* 2 x A(z) / B(x)

avec
A(z) = (a — 1)2** + ax** ™! + 2cos(ma)z® + ax + o — 1,

et
B(z) = ‘x2a716i27ra 4 (2% — 20 el 1’2 > 0.

Comme sin(mar) < 0 lorsque « € (1,2), il reste a vérifier que A est une fonction positive.
On calcule

Al(r) =« {2(04 — 12?7+ (20 — 1)2?* % 4 2 cos(ma)z® + 1]
>« [:L‘go‘_2 — 2 4 1] = [930‘_1 — 1]2 > 0.

A est donc une fonction croissante et A(0) = a—1 > 0. A est donc une fonction positive.
On en déduit que ¢ est une fonction de Stieltjes, puis que ¢ est une fonction de Thorin-
Bernstein. Ceci prouve que la loi de Mittag-Leffler de deuxiéme espéce est GGC.

Supposons maintenant qu’elle ait une densité HCM. C’est-a-dire, supposons que D,,
soit une fonction HCM. Les mémes arguments que ceux employés dans la Proposition 5.21
entrainent que la mesure de probabilité u, est GGC, et donc que la fonction

(14 u)

H
T e cos(ma)u® + 1

est complétement monotone. Il est facile de voir que cette fonction est croissante dans un
voisinage de 0+, elle ne peut donc pas étre complétement monotone. O

Remarques : e Le théoréme précédent montre que Vo € [1, 2], la fonction définie par

Pt | -1
ﬁSl)\?Al et aa

siA=1

est une fonction HCM. Notons au passage que nous savions déja que cette fonction est
de Stieltjes. Cela montre que Vo € [1,2], Ve > 0 (le cas ¢ = 0 est vraiment trivial), la
fonction définie par

)\afl _ Cafl 1
C

a—1
-1 —1
h\ 2 si/\#c et a siA=c
a _ o A

)0‘_1 ac

est HCM.

e La fonction D, n’est pas HCM. II se pourrait que la fonction 2 +— D, (x'/%) soit
HCM, cela signifierait que 7, ~ GGC. Cela donnerait un exemple de temps de passage au
dessus de 1 d’un processus de Lévy spectralement positif qui soit infiniment divisible.

e Le Théoréme 5.7.1 dans [15] établit que, Vo € (0,1), VA >0, X # 1,

) 1-A° I\ 0 o
]E(exp(—)\l_‘a)>—1_)\ et E(exp( T. ))—04 siA=1

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr




These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

84 Chapitre 5. Propriété HCM et la loi de Cauchy

ouI'y, I', et I';_, sont des variables gamma supposées indépendantes. Ainsi, la fonction
définie ci-dessus est HCM quel que soit o € (0,1) (c’est aussi une fonction de Stieltjes
puisqu’il y a I'; (ou I';_,) en facteur). On pourrait facilement démontrer cette propriété
en suivant la méme démarche que celle du Théoréme 5.25. Une perspective naturelle
serait d’essayer de caractériser le caractéere HCM, le caractére Stieltjes, ou la compléte
monotonie de fonctions du type

A —1

A — 1

Les techniques utilisées pourraient étre les mémes que celles des Théorémes 4.2 et 5.25
mais les calculs commencent & devenir assez compliqués.

A=

5.5.3 La mesure de Bernstein et la transformée de Laplace de D,

Dans toute cette partie, pour r > 0, H, désigne un chemin de Hankel contournant le
cercle centré en 'origine et de rayon r. Le Théoréme C.8 nous permet d’exprimer Vn > 0,

1 1/51”0“%5

I'(1+ na) 2im

En sommant termes a termes, nous obtenons Vz € C,

() = o | "

a7 H‘le/a 506 —Zz

De facon similaire, nous obtenons le méme type de relation pour la dérivée de E,,

1 3
VzeC, EL(2) = — / <.

[
2T H‘z‘l/af z

Nous obtenons alors la formule suivante :

ey a—171 [ .« 1 £ goc—l — !
Ve >0, Dy(z) = Eo(2%) —az® " E (2%) = 2—/ e éidf.
1T JH @ —x«

L’intégrande se prolongeant & C \ R_, on peut donc lever la condition || > z pour ce
chemin de Henkel puis déformer le chemin en le chemin limite « (—o0,0] U [0, —00) »
parcouru dans le sens trigonométrique. Le calcul de cette intégrale donne I'expression de
la mesure de Bernstein p,, citée précédemment.

D’autre part, en appliquant la formule de Cauchy & la fonction holomorphe sur C\ R_

éa—l o xa—l

3
e T

nous voyons (aprés un changement de variable) que, Vax > 0,

B 1 L0 -1 ga 1 /\afl -1
Dalz) = %T/Re(@:oe e dg — <)\n—> M) ().

La deuxiéme égalité étant une conséquence du Théoréeme A.30.
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5.6 Remarques et compléments

5.6.1 Lecas a=1/2

Lorsque av = 1/2, il est trivial que 7'/, = Zl/g/zl/g 2 Fl/2/f‘l/2 a une densité HCM
(les variables I'y /5 et T’y )5 sont supposées indépendantes). Le Corollaire 5.5 nous permet

de voir que la densité de
1) () \ 1/2
= (Tialh
T1/2T1/2 = (3) 1~(4)
By ARy

est HCM (les variables I‘g% sont supposées étre indépendantes). Cette propriété est moins
évidente que la propriété HCM de la densité de T7s.

5.6.2 Retour sur la propriété HCM de K,

La Proposition 5.4 nous dit que K, est HCM si et seulement si |v| < 1/2. Nous donnons
ici une autre preuve :

e La formule (79) page 98 dans [28] établit que Vv € (—=1/2,1/2), Va,y > 0,
K,(x)K,(y) = 2cos(u7r)/ K, (2 /Ty sinh(t))e_(”y) cosh(t) 7
0
Ainsi Yu,v > 0,

K, (uw)K,(u/v) = 2008(1/71')/ Ko, (2usinh(t) e~ s® g,
0

CMenw=v+1/v

La Proposition A.5 entraine alors que pour tout u > 0, w — K,(uv)K,(u/v) est une
fonction complétement monotone, c¢’est-a-dire, que la fonction K, est HCM lorsque v €
(—1/2,1/2). La propriété HCM de K445 peut étre démontrée de deux fagons :
e Stabilité de la classe HCM par passage a la limite : lim, 1 2 K, (7) = K41/2(2), ceci
quel que soit z € R;
e La formule (40) page 10 dans [28] établit que Vn € N,

7T>1/2 o (n+k)! 1

Kuirpa(z) = (Z S Bl n — k)l (22)F

Sin=0, Kij:xw— (7/2)"2271/2e~" est une fonction HCM.

o Le fait que I';! ait une densité HCM (en particulier GGC) quel que soit v > 0, entraine
que, pour tout v € R, la fonction = — K,(1/z) est HCM. En effet, la transformée de
Laplace de T',;! s’exprime & I'aide d’une fonction de Bessel modifiée :

1 00 )\V/Q o) 1
E =A/TwY / v—1 —)x/:c—xd _ / v—1_—V(z+z )d
(6 ) F(y) 0 Xz (& X F(]/) 0 i € X
o / " cosh(va)e /At ey (2V\)
= cosnirr)e xr = v .
() Jo T(v)
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Ainsi, K, est HCM si et seulement si la fonction G, : A — E(e /) est HCM. Cette
derniére fonction étant décroissante, elle dans ce cas complétement monotone. Il existe
donc une mesure positive (de probabilité) p sur (0, +00) telle que

G (\) = / T e (da).

0
D’une part,

GV = [T e utar) = [TE (%) uldw) = [T [T fym (utar)ay,

ot (2?2 désigne un subordinateur strictement 1/2-stable, et [z sa densité au
temps z. Par auto-similarite, Z(1/? £ 22Z{/?  donc faam(y) = 72 f 02 (y/2?). De
T 1

plus, Z{"/? £ 1/(4T/2), donc

»—3/2

NG

—z2 /4y

Faom ()= 2= € et fyum(y)

x
T a/my
D’autre part,
Go(VA) =E (e V) = o /oo e My TleTvdy = 1 /OO o € dy,
L) Jo T(v) Jo e
Par unicité de la transformée de Laplace, nous obtenons ’égalité

1 e¥

/OOO fgorm (Y)uldr) = T0) i

C’est-a-dire,
I'(v)
2
Le membre de gauche est complétement monotone en z, alors que celui de droite 'est
seulement lorsque v < 1/2. Cela prouve la nécessité de la condition v < 1/2.

/ l,efz:tQ/ZLH(dx) _ Zzlfl/Qefz.
0

5.6.3 Une généralisation de la Proposition 5.7

Il est possible de compléter la Proposition 5.7 en remplagant la constante cos(m«) par
une constante quelconque ¢ € R :

Proposition 5.26 1. Soient ¢ > 1 et v > 0. La fonction x — 1/ (x®7 + 2cx” + 1) est
HCM si et seulement si v < 1.
2. Lorsque ¢ < 0, la fonction x + 1/ (x*7 + 2cx? + 1) n'est pas HCM.

Notons Ymax = sup{y > 0/ z — 1/(2*" + 2cz” + 1) est HCM}. Nous avons représenté sur
la figure 5.2 le graphique de y,ax en fonction de c.

Démonstration. Soit ¢ > 1. La fonction polynomiale z + 2% + 2cx + 1 a deux racines
simples négatives. Le méme argument que dans la démonstration du Théoréme 5.2 nous
permet de voir la nécessité de la condition v < 1. Enfin, si v < 1, la fonction

1 1 1
T — = X r1,Te >0
2+ 2cx7+1 v+ a2+ 2s (21,2 )
est une fonction HCM comme produit de deux fonctions HCM. O
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A

’Ym ax

g

\]

FIGURE 5.2 — Puissance maximale vy en fonction du parameétre c

A
. € .
C=—c+1ib B=a+1b
D=—c+ir N
>
H=—c—r d
I=—c—1ib A=a—1ib

FIGURE 5.3 — Le contour €

5.6.4 Compléte monotonie de la fonction f, ,

Corollaire 5.27 Soit « € [0,1/2]. La fonction x + 1/(2*7 + 2cos(ma)z? + 1) est
completement monotone si 0 < v <1 —a.

Démonstration. Par le Théoréeme B.5, on sait qu’une fonction HCM décroissante est com-
pletement monotone. Le théoréme principal entraine donc la compléte monotonie de la

fonction )

220-0) 12 cos(ra)rl=o + 1
La composée d’une fonction complétement monotone et d’'une fonction de Bernstein étant
complétement monotone, le corollaire est démontré. O

X —

Il est possible de démontrer directement la complete monotonie de la fonction f,, en
utilisant le théoréme d’inversion de Laplace — Théoréme A.30. Soit € le contour défini
par la figure 5.3 ou F' = r et ou F et G sont sur le cercle de centre O et de rayon r.
Nous allons montrer que pour tous o € (0,1/2) et v € (1/2,1— ), fa est complétement
monotone. Nous devons vérifier si, pour un nombre a > 0, la fonction

1
A —/ e for(2)dz (5.4)
Re(z)=a

271

f_lfow :
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est positive sur R, . Notons que cette fonction est nécessairement une fonction réelle. Nous
avons déja vu que comme v < 1 —q, la fonction f, , se prolonge analytiquement a C\RR_.
Et pour x > 0, on notera

1
—rt = 1 =
f(=27) L, Jaa(2) 2729 + 2 cos(ma)xVer™ + 17
Im(z) >0
et 1
—x )= li a = - - = —zt).
f(=27) L, fan(2) x2re= 2 4 2 cos(ma)xreT ™ + 1 J(=27)
Im(z) <0

Le théoréeme de Cauchy entraine que [, e** f(2)dz = 0. Faisons tendre r — 0, b — 400 et
¢ — 400 : comme f(z) — 0 uniformément lorsque |z| — +o0, on a

/ . e’\zfaﬁ(z)dz — 0.
[BCIU[CDJUEFGU[HI|U[IA]

On en tire

L e () = funl-a))

L fan(N) = 2me
_ _7/ T ( o0 (—2 ")) da
On calcule Im (f, ,(—27)) :

o (fa,v(_x—’—)) _ 2x7 sin(ym)

|227e297 + 2 cos(mar)zTen™ + 1)

X (27 cos(my) + cos(mar))

ot le dénominateur ne s’annule pas, et ot cos(ym) < 0 puisque v € (1/2,1 — «). Ainsi,
il existe un nombre zy > 0 tel que la fonction z — Im(f(—z")) est négative sur
(0, ), puis positive sur (zg, +00) (z = (— cos(am)/ cos(ym))*?). Enfin, observons que
L7 1f.~(0) = 0. En effet, I'intégrale ne dépendant pas de a > 0, il suffit de faire tendre
a — +oo dans (5.4). La positivité de £~ f,.(\), lorsque A\ > 0, provient alors d’une
application du lemme suivant :

Lemme 5.28 Soit une fonction h : R, — R, intégrable, et supposons qu’il existe un
nombre xo > 0 tel que : h soit positive sur (0,xy) et négative sur (xg, +00). Alors,

/ h(z)de <0 <= YA >0, / e h(z)dz < 0.
0 0
Démonstration. Supposons que [;° h(x)dz < 0. Alors VA > 0,

00 o o0
/ e M h(x)dx :/ e h(x)dx +/ e M h(z)dx
Zo

0 0

xQ 00 00
S/o e_/\‘voh(x)dx+/ e h(z)dr = 6_’\””0/0 h(z)de <0. O
zo
Lorsque v < 1/2, la compléte monotonie de la fonction ci-dessus est évidente car la
fonction z — 2% + 2cos(ra)z” + 1 est une fonction de Berstein. La fonction est donc
complétement monotone. Il serait intéressant de caractériser ’exposant maximal V., tel
que la fonction f,, soit complétement monotone, comme on l’a fait pour la propriété
HCM. Le Corollaire 5.27 entraine que ymax > 1 — . Il est assez facile de voir que Y < 1
lorsque o # 0 :
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A
1 4
-1 1 2 3 4
14
94
31

FIGURE 5.4 — Représentation graphique de log(fi/4,1)

Proposition 5.29 Soit a € (0,1]. La fonction fo1:x — 1/(2* + 2cos(ra)x 4+ 1) nlest
pas complétement monotone.

Cette proposition établit que T ¢ ME. De plus, nous verrons dans la section suivante
que cela entraine que la loi de T n’est pas GGC.

Démonstration. La fonction f : z +— 1/(2* 4 2cos(ra)z + 1) se prolonge méromorphique-
ment sur C, ses deux poles sont ™= et ¢="(1=)  Plus précisément,

1 1 1
f(Z) - 22 SlIl(ﬂ'Oé) <Z _ eiw(l—a) o 5 — e—iﬁ(l—a)> .

Il est ainsi facile de calculer la transformée de Laplace inverse de f en utilisant la formule
des résidus :

2N =5 [ e =

2w

e eos(ma) gin ()\ sin(ﬂa))

sin(mav)

Y

ceci quel que soit a > 0. £~ f n’est donc pas une fonction positive, et f n’est donc pas
complétement monotone. ]

Ici, il n’est pas possible d’utiliser le Lemme A.6 pour démontrer cette proposition. En
effet, il est facile de vérifier que la fonction f : z +— 1/(2? + 2cos(ra)z + 1) est log-
convexe sur (0,400) si et seulement si @ < 1/4 (voir la représentation graphique de
log(f) pour v = 1/4 sur la figure 5.4). Le Lemme A.7 permet d’affirmer que la fonc-
tion x > e~ % /(2? + 2cos(ma)x + 1) n’est jamais complétement monotone lorsque o €
(0,1/2]. Caractériser la compléte monotonie de f, , semble compliqué. Des calculs numé-
riques laissent penser qu’il existe des valeurs de v > 1—a telles que f, , soit complétement
monotone. En effet, comme pour la preuve alternative du Corollaire 5.27 et celle de la
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Proposition 5.29, nous avons

1
L7 ur W) = g [ ()i

29T
Im (21 7 1 oo
_Im(n7e) 1 [ I (fu (o
v sin(ma) 7 Jo ’
Ici, 2; = e™1=9/7 et 2y = ¢™(1=/7 gont les deux poles de f,. sur C \ R_. Déterminer
le signe de cette derniére expression ne semble malheureusement pas facile, excepté pour
A = 0 ou lon sait déja (apres avoir fait tendre a — +oc) que £~ f,.,(0) = 0. Sur les

0.50

0.457]

0.40 7

0.357]

0.30

0.257

0.20

0.157

0.107

0.05

0.00 T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14

FIGURE 5.5 — Densité de la mesure de Bernstein de f 17

3°10

0.57]
&4{
03{
02{

0.17]

-0.1

FIGURE 5.6 — Densité de la mesure de Bernstein de f%’ 2

figures 5.5 et 5.6, nous avons représenté les densités des mesures de Bernstein de f1 7 et
3710

de f 19 Bien que {5 > 3 (f est 'exposant maximal pour la propriété HCM), la mesure
de Bernstein de f 1 70 Semble positive alors que celle de f1 2 semble prendre des valeurs
négatives.

Par ailleurs, rappelons que la fonction x +— 27 f,1-4(2) est, & une constante multipli-
cative prés, la densité de (Za/Zq)* =%, On en déduit que la loi de cette variable est un
mélange de la loi gamma de parameétre 1 —a. Cela signifie que nous avons la décomposition

7 a/(l—a)
(Za> g Fl—a X Ya
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pour une certaine variable aléatoire Y,, indépendante de I';_,,. Plus généralement, la fonc-
tion f,: est complétement monotone si et seulement si la loi de (Z,,/ ZQ)O‘/ ¢ est un mélange
de la loi gamma de paramétre ¢, ce qui signifie que la fonction

DI EDING

ST (1) I (1+ %) D(t+ )

est la transformée de Mellin d’une certaine loi probabilité sur R,. Cependant il semble
difficile de prouver directement ce type de propriété bien que cette fonction soit du méme
type que celles étudiées par Janson dans [33].

5.6.5 Lien avec la factorisation de Kanter

La factorisation de Kanter pour les lois a-stables, o € (0,1) — voir le Corollaire 4.1
dans [36], se lit

7o/ 41, « bt/ =) ()

avec U ~ Unif (0, 7), L une variable exponentielle indépendante de la variable U, et pour
u e (0,m),

B sin(u)
bal) = sin®(aw) sin® (Bu)

avec B = 1 — a. La loi de Z;%/(!=® est donc un mélange de la loi exponentielle (elle
est en particulier infiniment divisible). La densité de la variable Z;*/(1=®) est donc une
fonction complétement monotone. En particulier, la densité de la variable T%/0=%) est
complétement monotone. Cela signifie que la fonction définie par

—Q

T
22(=0) 4 2 cos(ma)xl— + 1

est complétement monotone. Lorsque o < 1/2, le Corollaire 5.27 nous autorise méme a
supprimer le x~% au numérateur.

Puisque la variable bY(1~%)(U) est a support compact, la loi de Z;° ne peut étre
infiniment divisible si 6 < /(1 — «) (conséquence du Théoréme 1.11). Et si § > a/(1 —
), alors Z° a une densité complétement monotone donc infiniment divisible. Lorsque
a < 1/2, la Proposition 1 dans [35] permet de raffiner la divisibilité infinie en auto-
décomposabilité. Enfin, les mémes auteurs démontrent que la loi est GGC si o € (0, 1/4]
et si 0 > 4da.

5.6.6 Divisibilité infinie de T?

Nous avons vu que la densité de T n’est jamais HCM. Cependant, T2 est infiniment
divisible dés que 0 > aet a < 1/2:

Proposition 5.30 Soit o < 1/2, alors la loi de TS est un mélange de la loi gamma de
paramétre 2, en particulier infiniment divisible.

Démonstration. Nous devons montrer que la densité de T se factorise en z x g(x) olt g une
fonction complétement monotone. Ceci revient a montrer que la fonction x — fu1(x)/x

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

92 Chapitre 5. Propriété HCM et la loi de Cauchy

est complétement monotone. En utilisant la formule (5.1), nous voyons qu’il suffit de

montrer que la fonction
1

z(z? 4+ 1)

est complétement monotone. Or, un calcul classique montre que

h:x—

1
2 +1

= /Oo e sin(y)dy
0

et une intégration par parties que

ZE(SB21+1) = /OOO e (1 — cos(y))dy.

Ainsi, h est une fonction complétement monotone. ]

Corollaire 5.31 Sia < 1/2 et |§| > a, alors TS ~ MTy. En particulier, TS est infiniment
divisible.

Démonstration. C’est un fait assez général : si X ~ MI's, il existe une fonction comple-
tement monotone f telle que X ~ zf(x)dx. Alors pour tout ¢ > 1,

X ~ xl/c.]c(xl/c)cflxl/cfldx — rx Cflf(xl/c)a:fQ(lfl/c) dr.

9(@)

Or g est une fonction complétement monotone car :
e x> x'/¢ est une fonction de Bernstein donc z +— f(2/°) est une fonction complé-
tement monotone;
e 1—1/c>0donc x s 272171/9) est complétement monotone ;
e Le produit de deux fonctions complétement monotones est complétement monotone.

Donc TX* ~ MI'y lorsque ¢ > 1. Enfin, rappelons que 7, 2 Tt O

5.6.7 Caractére GGC de 19

Nous savons que la loi de T? est infiniment divisible dés que @ < 1/2 et § > a.
Par ailleurs, T 11//22 2 |C| (ou C ~ Cj est une variable de Cauchy centrée standard) est
auto-décomposable — voir [25]. Il est trés tentant de supposer, au vu des démonstra-
tions proposées par, Bondesson pour la divisibilité infinie [13], et Diédhiou pour I’auto-
décomposabilité [25], que T2 est aussi auto-décomposable lorsque « < 1/2. Par contre, il
est inutile d’espérer prouver le caractére GGC :

Proposition 5.32 7% ~ GGC = fa,ass completement monotone.
Démonstration. L’argument repose encore une fois sur le Théoréme 4.8. O]

Pour o # 0, nous savons que f,; n'est pas complétement monotone. Ainsi, nous en
déduisons que T % GGC. De fagon analogue, pour tous § € R* et a € (1/2,1), TS
GGC.

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

Chapitre 6

Propriété HCM et les lois stables
positives

6.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous donnons une réponse positive a une question de Bondesson

a propos des lois stables — voir la section 1.3.5. Désignons par f, la densité stable de
parameétre .

Théoréme 6.1 La fonction f, est HCM si et seulement si o < 1/2.

6.2 Démonstration du théoréme
Lemme 6.2 La densité du produit

e xBgp, X %X Bg,p,
est HCM quels que soient n > 1, a;,b; > 0 et ¢ < min(a;).

Démonstration. Notons f et g les densités respectives de B, 5, X -+ X By, 3, et de T'; x
B, », X -+ X Bg, p,. Nous exprimons la densité g en fonction de la densité f :

P(T. x By, XX By, p, <)
1
/ P (L. < 2/5) J)

ey~ f(y) dy

9(93)262
:i
—/

= F(c) - /OOO P (Z + 1)6_2 f((Z + 1)_1) d avec 3 — (Z N 1)_1

Afin de démontrer ce lemme, il suffit de montrer que la fonction
H: :1:}—>/ (2 12 f((z 4+ 1)V dz

93
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est HCM. La fonction H est la transformée de Laplace de la fonction
hizes (z+D2f((z+1)7h),

donc H est HCM si et seulement si la fonction h est la densité d’une mesure GGC. Puisque
¢ < min(a;), la fonction y — y~°f(y) est & une constante de normalisation prés la densité
de Ba,—cp, X -+ X By, —cp,- En effet, comparons les transformées de Mellin : nous avons
pour tout s > 0,

1
/0 vy f(y)dy =E((Bayp X - X Bayp,) )
~ T(ay —c+s)(ay + by) . I'(a, —c+ s)I'(an + by)
F(a)T(a; + by —c+s) C(an)(an + b, —c+ s)
=AXE(Baj—cp, X xXBa—cp,))

avec bIT(a
aZ
F(az + b — c)
Donc h est a une constante multlphcatlve pres la densité de B, ", by XX B, . by — L
Or, comme nous l'avons déja vu dans le chapitre 4, la densité de Ba —ep, — 1, qui est

définie par

I(a; + b — ) " pbi~l

F(ai — C)F(bz) (1 + QJ)aH_bi_c’
est HCM. En particulier B_1 ~ GGC. Par le résultat principal de [16] — voir le Théo-
réme 1.26, la loi de T, B, !, | et donc celle de T, B, ! ., —1 sont GGC. On en déduit
que h est la densité d'une mesure GGC, et donc que H = Zh est HCM. n

Lemme 6.3 Pour tout a € (0,1), nous avons la factorisation
71 4 67(1—04 « H ( P(14+na)—yp(at+na) Boinat a)
« L
ot la convergence du produit infini est presque sire, v désigne la constante d’Fuler et i

la fonction digammea.

Démonstration. La démonstration repose sur la formule de Malmsten — Proposition C.3 :
pour tous a, s > 0,

F(ICL‘(:)S) = exp (zp(a)s + /_000(6558 —1- sx)|x|(faiex)dm> .

On en déduit que

Ly _ T+ s/a)
B = Tars

= exp (7(1 —a s+ /000(6” —1—s1) |$‘e:(_1 ;)e((ll_j)zc)ym)dilC)

0o 0 (a+na)x 1— (1-a)z
= exp (fy(l —a s+ Z/ (e —1— sa:)6 (1-e )dx> .
n=0" ">

(1 — e7)
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Toujours grace la formule de Malmsten, plus précisément par le Corollaire C.5, on a

r (1 0 (atna)z (] _ p1-a)z
E (B ) = (v +na+ s)I'(1 4 na) exp(/ (esx—l)e (1—e >dx>

at+na,l—a

- T(a+na)T(1 4 na+ s) —o0 |z|(1 — e?)
Nous avions déja utilisé cette équation dans la démonstration des Théorémes 4.1 et 4.5.
Alinsi,

0 (a+na)z 1 — 1-a)z
‘ (1—e )dx:d)(a—l—na)—@/)(l—l—na),

E (10g<Ba+na,1—a>> = _/

—00 1 —e®

voir par exemple la formule (C.1) pour la derniére égalité. Finalement, considérons la
martingale définie pour n € N par

Xn ZO <10g a+ia,1fa) - E( 1Og(Ba+ia,lfa)>>

ou tous les termes de la somme sont supposés indépendants. Par le théoréme de conver-
gence des martingales, puisque les variances sont uniformément bornées par

dxr < 400,

/0 |z|ev® (1 — el=)7)
e (U= e (T = o)

on déduit qu’elle converge presque stirement. Ainsi, par identification des transformées de
Mellin, on obtient

71 L e (lim eX”> 2 gr-a™h) H (e V(1+na)—(atna) Biinaia). O

n—o0

Lemme 6.4 Pour tous a,b > 0, nous avons la factorisation
d b)— b
< e x H (ellatttnt=vlatnt) B )

ot la convergence du produit infini est presque stre, 1 désigne la fonction digamma.

Démonstration. La démonstration est trés similaire & celle du Lemme 6.3. Par la formule
de Malmsten, on écrit

E () = Ha+ts) = exp <¢(a)s + /_Ooo(e”C —1- sx)ew) dx) :

I'(a) (1 — e
puis
T(a+nb+ s)T'(a+ (n+1)b) 0 elatmblz(] — ebr)
]E s — — / ST 1 d
(B2 sns) TarmTatmrvrs P\ "V ey &

Alors, Va < 0,

) e(aJrnb)x(l _ ebz) B e

o |zl —e™) |z (1 —e*)
et le reste de la démonstration est identique a celle du Lemme 6.3. O
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Nous avons maintenant tous les éléments pour prouver le théoréme principal.

Démonstration du Théoreme 6.1. La partie « seulement si » de la démonstration a été
démontrée & plusieurs reprises. C’est par exemple une conséquence du Corollaire 5.3.

Nous savons aussi que Z;/, ~ HCM puisque Z;; 4 (4T /2)*1. Nous avons donc juste a
démontrer que la densité f, de Z, est HCM lorsque o < 1/2. Ou, de maniére équivalente,
démontrer pour o < 1/2, Z_' ~ HCM. En combinant la factorisation élémentaire (qui
peut se vérifier en calculant les moments fractionnaires)

Ba,b+c g Ba,b X Ba+b,c; (61>

avec le Lemme 6.3, nous voyons que

00
—1 i Y (1+na) a+na
Z - H ( )=l ) Ba—l—na,l—a)
i lfa 1+na a+na
- 67 X H ( )= ) X BaJrna,a X B2a+na,172a>

_ ev(l—oﬁl) % (H 6¢(2+na)—¢(a+no¢) Ba—l—noe,a) < (H ew(1+na)—w(2a+na) B2a+na,1—2a>

n=0 n=0

ot la convergence des produits infinis est presque siire. Le Lemme 6.4 permet d’identifier
la loi du premier terme et d’obtenir la factorisation

Z;l 4 67(1_071)_1#(0[) x I, % (H ew(l—i-noz)—w(Qa-f—noc) B2a+na,1—2a> )
n=0

ol encore une fois, la convergence du produit infini est presque stre. Ceci montre que Z_*
a la méme loi que la limite presque stire de

ICn X Fa X BQa,l—Qa X X B2a+na,l—2a

lorsque n — oo. La classe des fonctions HCM étant stable pour la convergence en loi des
variables aléatoires, le Lemme 6.2 permet de conclure la preuve. O

6.3 Remarques et compléments

6.3.1 Lien avec la factorisation en produit de variables gamma

Le produit infini obtenu au Lemme 6.3 peut étre vu comme une généralisation de la
factorisation
1 d
Z ) = Tin X - X Ty

Une combinaison des Lemmes 6.3 et 6.4 montre par exemple que

7= 1

1/2 1:[ ( (1+n/2)—¢((n+1)/2) g

) 4 ——v(1/2) Ty = 4T

ntl 1
2 2
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ou la derniére est une conséquence de (C.1). De maniére analogue, les Lemmes 6.3 et 6.4
combineés avec la factorisation élémentaire (6.1) montrent que

1 n—1
Zl/ln g —(n=Dy=9(5) == (57) « Fl/n X o0 X F(n—l)/n =n" X Fl/n X o0 X F(n—l)/n-

Une telle factorisation n’est possible que lorsque o = 1/n pour un certain entier n > 1. En
effet, par la démonstration du Théoréme 4.5, nous savons que log(T',) a une loi EGGC.
Donc, lorsqu’'une telle factorisation est possible, la loi de log(Z,) a aussi une loi EGGC.
Cependant il est assez facile de voir que ¢a n’est pas le cas lorsque o # 1/n pour tout

n > 1 : soit
o10) = (e =5 (77) = TV
Alors par la formule 6.3.16 dans [1] page 259,
o'(\) 1 1 L, 1
- =1+ N) — —Y(1+Na) = (- -1 1——) -
oy~ YUTA = Qv A e) ( )w;(( ) F ookt A k+>\)

Quelques simplifications donnent

. <_§><(AA))) =100 (53~ )

k>1

Si o n’est pas l'inverse d'un entier, alors il existe ¢ > 0 tel que Vk > 1, |ak — 1] > <. En
faisant tendre A — 1, on voit que Im (—®’(\)/®()\)) prend des valeurs positives. Observons
qu’il était également possible d’utiliser la formule de Malmsten pour démontrer ceci.

6.3.2 Extension pour les puissances

Notre résultat montre que la densité de Z° est HCM dés que o < 1/2 et || > 1.
Rappelons que cette densité n’est jamais HCM lorsque a > 1/2 parce qu’elle n’est méme
pas hyperboliquement monotone — voir le théoréme principal de [49], ou parce que le
quotient T, = Z,/ Z. (ot Z, est une copie indépendante de Z,) n’est pas HCM d’apreés
le Théoréeme 5.2. Il reste a déterminer la puissance minimale d,,;, > 0 qui rend la densité
de Z° HCM (lorsque o < 1/2). Nous savons par le Théoréme 5.2 que dyin > /(1 — ).
Enfin, le Corollaire 5.6 établit que i, = 1/2 lorsque o = 1/3.

La factorisation

Z = e'y a=1) X H ( V(l4n/a)- (n+1)/a)) B1+n/a,—1+1/a

obtenue de facon similaire aux Lemmes 6.3 et 6.4 permet & l'aide des Théorémes 4.2
et 1.26 de montrer la proposition suivante :

Proposition 6.5 Z% ~ GGC si l'une des quatre conditions suivantes est vérifiée :
(1) a=46€(0,1);
(2) a=1/2etd>0;

(3) a€(0,1/2) et d > a;

(4) a e (1/2,2/3] et 0 € [a/2, ).
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Lorsque a = 1/2, on retrouve le caractére GGC de la loi de I‘l_/‘s2 du Théoréme 4.5 en

utilisant 'égalité en loi Zy /o < (4T ;2)~*. Bien entendu, pour v € (0,1/2], Z% ~ GGC dés
que |§| > 1 puisque sa densité est HCM par le théoréme principal de ce chapitre. Enfin,
rappelons que Vo € (0, 1], Z, ~ GGC car la fonction A — A est Thorin-Bernstein — voir
la Proposition A.27.
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Annexe A

Fonctions complétement monotones et
fonctions de Bernstein

Dans ce chapitre nous faisons un rapide survol de la théorie des fonctions complétement
monotones et des fonctions de Bernstein en suivant les premiers chapitres de [46].

A.1 Fonctions complétements monotones et fonctions
de Stieltjes

A.1.1 Fonctions complétements monotones

Définition A.1 Une fonction f : (0,400) — R est dite complétement monotone si elle
est O™ et si Vn > 0,
(=1)"f™ > 0.

Il est par exemple aisé de vérifier (le calcul des dérivées est explicite) que la fonction
A = A7% est complétement monotone si et seulement si a > 0. De méme avec la fonction
A — e~ Cette derniére fonction est le prototype de la fonction complétement monotone
— voir le Théoréeme A.3. Définissons maintenant la transformée de Laplace d’'une mesure
sur R,..

Définition A.2 Soit 1 une mesure sur R, . La transformée de Laplace de p est la fonction
définie sur (0, 4+00) par
Lu\) = / e M p(dw). (A.1)

0

Lorsque que la mesure p a une densité h, nous noterons .Zh = Zu la transformée de
Laplace de p(dz) = h(z)dz.

Il est bien str nécessaire que 'intégrale dans (A.1) soit convergente. Nous parlerons en
général de la transformée de Laplace d’une mesure positive, dans ce cas Zu(A) a tou-
jours un sens (Zu(\) = +oo éventuellement). Il est évident que la transformée de La-
place d’'une mesure positive est C'*° sur son domaine de convergence. Si Zu < +0o sur
(0, +00), on voit alors facilement que Zu est complétement monotone. Enfin, lorsque
limy 0+ Zu(\) < +00, nous noterons cette limite £1(0).

99
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Théoréme A.3 (Bernstein) Soit f une fonction complétement monotone. Il existe une
unique mesure positive p sur Ry telle que

f=2u.
Réciproquement, dés que pour une certaine mesure positive p, YA > 0 Lu(A\) < 400 , la
fonction L est complétement monotone.

Avec les notations du théoréme précédent, on dira que p est la mesure de Bernstein
associée a la fonction complétement monotone f.

Proposition A.4 L’ensemble des fonctions complétement monotone est stable par ad-
dition, par multiplication et par limite simple.

La multiplication correspond a la convolution (additive) : si p et v sont deux mesures
positives sur R, alors Zux Zv = £ (uxv). La limite simple correspond a la convergence
en loi (théoréme de Lévy) : u,, — p étroitement si et seulement si £ p,, — £y simplement.

Proposition A.5 Soient (E, A,m) un espace mesuré et f : (0,4+00) x X — R une
fonction tels que

(1) A= f(\, z) est completement monotone pour presque tout x ;
(2) YA € (0,+00), x — f(\ x) est intégrable.
Alors la fonction F': X — [ f(N\, z)m(dz) est complétement monotone.

Démonstration. Si l’on montre que la fonction F est C! et que

d‘i( /E O\ z)m(dx) ) = Egﬁ(A,x)m(dI),

alors il suffira d’itérer la procédure en l'appliquant & —F”, puis & F"”, etc. On calcule pour
0< < )\2,

/: Egi()\,x)m(dx)dk :/

E

(fho, ) — f(h, ) m(da) > —/Ef()\l,x)m(d:c) > —oo

ol la premiére intégrale a un sens et ou 'utilisation du théoréeme de Fubini est justifiée
puisque 9f /0 < 0. Ceci montre que pour presque tout (et donc pour tout) A € (0, 4+00)

i g‘i(/\,m)m(dw) > —00.

Ceci montre en particulier que F est C! et que F' < 0. O]
Lemme A.6 Une fonction complétement monotone est log-conveze.

Démonstration. Ce lemme est une application de 'inégalité de Holder. Soit f une fonction
complétement monotone. Par le Théoréme A.3, il existe une mesure positive u telle que
f=%u. Ainsi, pour a € [0,1] et z,y € (0,00),
flaz+(1—a)y) = / emorte= (=0t (dt)
0

< ([Tetutan)” ([ emuian) " = sy 0
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A
151

1.0

Y

FIGURE A.1 — Représentation graphique de la fonction z +— (1 + x)e™3®

Lemme A.7 Soient une fonction f : (0,+00) — (0,4+00) et un nombre a > 0 tels que :
(1) La fonction X~ e~ f(\) est completement monotone ;
(2) Il eziste b > 0 tel que limy s, f(N)/A0 = 0.

Alors f est complétement monotone.

Démonstration. Soit g : X — e % f()\). La fonction g étant complétement monotone,
d’aprés le Théoréme A.3 il existe une mesure positive p sur [0, +00) telle que g = Zpu.
Ainsi,

F) = e ()

—a
ou . est la mesure translatée de +a de la mesure pu, c’est-a-dire, p, est définie par
ta(E) = p(E — a). La condition (2) entraine que p,([—a,0)) = 0, ainsi la fonction f est
complétement monotone. O

Ces lemmes élémentaires sont cependant utiles, par exemple pour montrer qu’'une fonction
n’est pas complétement monotone. Ainsi, il n’existe aucun nombre a > 0 tel que la fonction
A (1+ X)e™ soit complétement monotone puisque la fonction A — —aX + log(1 + \)
n’est pas convexe. Pourtant, il aurait été tentant de supposer le contraire pour a = 3 au
vu de sa représentation graphique (voir figure A.1).

A.1.2 Fonctions de Stieltjes

Définition A.8 Une fonction positive f est dite de Stieltjes s’il existe b > 0 et une
mesure positive o sur R, tels que pour tout A > 0,

o

(dy)
Aty

F=b+ [

La mesure o est appelée mesure de Stieltjes associée a la fonction f. Remarquons qu’elle
doit vérifier la condition d’intégrabilité [j ) (1 A vy~ 1) o(dy) < +oo. Un calcul simple
permet de voir que toute fonction de Stieltjes f est de la forme f = _Z(bdy) + L (Lo),
ou b et o sont définis ci-dessus.

© 2015 Tous droits réservés.

doc.univ-lille1.fr



These de Pierre Bosch, Lille 1, 2015

102 Annexe A. Fonctions complétement monotones et fonctions de Bernstein

Il est trés facile de voir qu'une fonction de Stieltjes se prolonge analytiquement sur
C\ R_ et qu’elle vérifie une inégalité de type Pick :

Im(z) > 0 = Im(f(z)) < 0.

On dit alors que —f est une fonction de Nevanlinna-Pick ou encore « opérateur mono-
tone ». Cette derniére propriété est caractérisante :

Théoréme A.9 Soit f: C\R_ — C une fonction holomorphe telle que Im(f) <0 sur
Uensemble {z € C/ Im(z) > 0} et telle que f(A) € Ry si A € (0,400). Alors f est une
fonction de Stieltjes.

Ce théoréme est a la base des démonstrations des Théorémes 4.2, 5.2 et 5.25. 11 est facile
de voir que ’ensemble des fonctions de Stieltjes est stable par addition et par la multi-
plication par un réel positif. Mais contrairement a I’ensemble des fonctions complétement
monotones, I’ensemble des fonctions de Stieltjes n’est pas stable par multiplication. En
effet, A — 1/)\% n’est pas Stieltjes (elle ne vérifie pas I'inégalité de Pick ci-dessus) alors
qu’elle est le carré de la fonction de Stieltjes A — 1/A. Enfin, par une conséquence immé-
diate du Théoreme A.9, la limite simple de fonctions de Stieltjes reste de Stieltjes :

Proposition A.10 L’ensemble des fonctions de Stieltjes est stable pour la limite simple.

A.2 Fonctions de Bernstein

A.2.1 Fonctions de Bernstein générales
Définition A.11 Une fonction f est dite de Bernstein si elle C'°; positive et si f’ est
complétement monotone.

Proposition A.12 Une fonction f est de Bernstein si et seulement sl existe a,b > 0
et une mesure ji sur RY telle que VA > 0,

FO) =a+bA+ /000(1 — ) u(da).

La mesure p vérifie la condition d’intégrabilité [;~(1 A x)u(dxr) < 4+o00. Le triplet (a,b, u)
est unique.

Proposition A.13 La classe des fonctions de Bernstein est stable par addition, par
multiplication par un scalaire positif et par limite simple.

Proposition A.14 Soit ¢ : [0,+00) — R. Les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) ¢ est une fonction de Bernstein ;
(2) Pour toute fonction complétement monotone f, fop est completement monotone ;
(3) Pour tout t >0, X+ e est compléetement monotone.

En particulier, si f est une fonction complétement monotone et g une fonction de Bern-
stein, alors f o g est complétement monotone.

Corollaire A.15 Une mesure de probabilité p sur R, est infiniment divisible si et seule-
ment si ¢ = —log (£p) est une fonction de Bernstein.
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On retrouve alors la formule de Lévy-Khintchine dans le cas positif : une mesure de
probabilité p sur R, est infiniment divisible si et seulement s’il existe un (unique) couple
(b, i) tel que pour tout A > 0,

Zp(N) = exp (—bA - /0°°(1 — e )u(dr)).

Le fait que p soit une mesure de probabilité implique que Zp(0) = 1. Ainsi, le nombre
a de la Proposition A.12 est égal & 0. En revanche, si ¢ est une sous-probabilité (i.e. une
mesure positive de masse < 1), alors q est infiniment divisible si et seulement si .Zq se
met sous la forme

Zq(\) =exp (—a — b\ — / (1-— e_’\x),u(da:)) :
0
Cela revient a considérer la mesure de probabilité p sur [0, +o0o] définie par
VA e B(Ry), p(A) =q(A) et p({+oo}) =1—aq(Ry).
Nous voyons ainsi que Zp = Zq (ot Lp est définie par (A.1)). Le coefficient a est appelé

coefficient de meurtre.

A.2.2 Fonctions de Bernstein complétes

Définition A.16 Une fonction de Bernstein f est dite compléte si la mesure de Bernstein
1 admet une densité complétement monotone m. Notant « la mesure de Bernstein de la
densité m, f admet alors la représentation

k(dy)

o\
A) = a -+ b /7
JA) =a+ +0)\+yy

La mesure o(dy) =y~ 'x(dy) est appelée mesure de Stieltjes associée a la fonction f, par
un léger abus de notation (stricto sensu, ady + o est la mesure de Stieltjes de la fonction

de Stieltjes A — f(A)/N).

On appelle o mesure de Stieltjes car o est la mesure de Stieltjes de la fonction A — f(A)/A.
Les fonctions de Bernstein complétes sont aussi caractérisées par un critére de type Pick.
Voici 'analogue du Théoréme A.9 :

Théoréme A.17 Soit f: C\R_ — C une fonction holomorphe telle que Im(f) > 0 sur
Uensemble {z € C/ Im(z) > 0} et telle que f(A) € Ry si A € (0,400). Alors f est une
fonction de Bernstein compléte.

Théoréme A.18 Soit f: R, — R une fonction qui ne s’annule pas sur (0,+00). Les
quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f est une fonction de Bernstein compléte ;

(2) A= f(N)/A est une fonction de Stieltjes ;

(3) A= A/f(XN) est une fonction de Bernstein compleéte ;
(4) 1/f est une fonction de Stieltjes.
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A.2.3 Fonctions de Thorin-Bernstein

Définition A.19 Une fonction de Bernstein est dite de Thorin-Bernstein s’il existe une
fonction complétement monotone m telle que la mesure de Bernstein pu s’écrit

m(x)

p(dx) = dx.

X

Remarque : Si la fonction m est complétement monotone, alors x — m(z)/x l'est aussi.
Une fonction de Thorin-Bernstein est donc une fonction de Bernstein compléte.

Proposition A.20 Une fonction de Thorin-Bernstein f est de la forme

) :a+b)\+/ooolog <1+2) v(dy)

ot a,b > 0, la mesure v est appelée mesure de Thorin, elle vérifie les conditions dinté-
grabilité

/01 —log(y)v(dy) < +oo et /100 V(;ly)

La formule suivante (qui se démontre en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli puis en
calculant une intégrale dite de Frullani) est importante :

/000(1 — ™) (/OOO e*xyz/(dy)) cix = /OOO log (1 + 2) v(dy). (A.2)

Proposition A.21 Soit f une fonction de Thorin-Bernstein. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) f'/f est une fonction de Stieltjes;

(2) Pour toute fonction de Thorin-Bernstein g, g o f est une fonction de Thorin-
Bernstein.

< +00.

En particulier, pour toute fonction de Thorin-Bernstein f et pour tout a € [0, 1], A — f(A%)
est une fonction de Thorin-Bernstein.

Nous énongons enfin la proposition qui, combinée avec le Théoréme A.9, est a 'origine
du critére de Pick des lois GGC utilisé dans les démonstrations des Théorémes 4.2, 5.2
et 5.25.

Proposition A.22 Une fonction f : Ry — R est de Thorin-Bernstein si et seulement
si f >0 et f est une fonction de Stieltjes.

A.2.4 Logarithme d’une fonction de Bernstein compléte

Théoréme A.23 Une fonction f est une fonction de Bernstein complete si et seulement
s’il existe une constante a € R et une fonction mesurable n: R, — [0, 1] tels que YA > 0,

FO) = exp (a + /OOO (1 - 1) () dt) . (A.3)

1+t A+t

Cette représentation est unique.
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Supposons que l'on ait une fonction f admettant une représentation du type (A.3) ou la
fonction 1 prend des valeurs en dehors de l'intervalle [0, 1] sur un ensemble de mesure non
nulle. En étudiant la partie imaginaire de ’exposant de f, on peut montrer que dans ce cas,
sa partie imaginaire ne reste pas confinée dans I’ensemble [0, 7] sur {z € C/Im(z) > 0}.
La fonction f n’est donc pas une fonction de Bernstein compléte. D’autre part, lorsque
fol t=n(t)dt < +oo, on peut changer la constante a et écrire

F(A) = exp (a n /0 b (1 - AL) n(t) dt) — oxp <a—|— /0 T ( /0 " e(ndt) d:c).

Et une nouvelle fois, 'appartenance de n(t) € [0,1] caractérise 'appartenance de f a
I’ensemble des fonctions de Bernstein complétes.

Corollaire A.24 ME c ID

Démonstration. Sip € ME; alors .Zp est une fonction de Stieltjes non nulle. Ainsi, 1/.Zp
est une fonction de Bernstein compléte. Le Théoréeme A.23 exhibe I’exposant de Laplace de
p qui est une fonction de Bernstein compléte. En particulier, p est infiniment divisible. []

A.3 La fonction A — \¢

Il est treés facile de constater que Voo > 0, x — 7% est complétement monotone et que
x — x% est une fonction de Bernstein (et méme de Thorin-Bernstein) si et seulement si
a € [0,1]. Dans cette section, nous donnons les mesures de Bernstein, de Stieltjes et de
Thorin associées. Le point de départ est I’égalité

1 00 o]
1 = / a—1 T — / a—1 —)\xd 7 )
—F(a) ; x* e Ydx (o) Jo % e r, VA>0

Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Proposition A.25 Pour tout a > 0, la fonction A — A= est completement monotone.
Sa mesure de Bernstein est u(dr) = T'(a) 'z tdx. C’est-a-dire, VA > 0,

1 0o _)\ml.afl
= —/0 e (o) dx. (A.4)

Lorsque e € (0,1), 1 — v € (0, 1), on peut réécrire la mesure de Bernstein ci-dessus :

7o

F(Za;dm = (/Oooe“tlw)rtz_a) dt) dx

et 'on voit que A — A™% est une fonction de Stieltjes lorsque « € (0, 1). Le Théoréme A.9
montre qu’elle n’est pas une fonction de Stieltjes lorsque o > 1.

Proposition A.26 La fonction A — A\~ est une fonction de Stieltjes si et seulement si
a € [0,1]. Sa mesure de Stieltjes est o(dt) = (F(a)F(l—a))_lt_o‘ dt. C’est-a-dire, VA > 0,

—Q

sin(ma)

1_/00 1 t dt_/oo 1
X Jo A+tTD(@I(1—a) Jo A+t 7o

(A.5)
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La fonction A — A\* n’est pas une fonction de Bernstein lorsque v > 1 puisqu’elle n’est,
dans ce cas, pas concave. Lorsque o € (0, 1), comme A — % = a\* ! est une fonction de
Stieltjes, la fonction A — A est une fonction de Thorin-Bernstein, en particulier Bernstein
compléte. La mesure de Thorin s’obtient en intégrant entre 0 et A la fonction A — aA*™1
dans la formule (A.5) :

Proposition A.27 La fonction A — X% est une fonction de Bernstein si et seule-
ment si a € [0,1]. Elle est dans ce cas Thorin-Bernstein avec pour mesure de Thorin
v(dt) = asin(ra)r =t 1dt. C’est-a-dire, VA > 0,

00 A\ asin(7ma)
A= [Tlog (1+5) L2 a. A6

0 ©8 ( + t> mtl-e (4.6)
Le méme type de calculs nous permet d’exprimer les mesures de Bernstein et de Stieltjes :

Proposition A.28 La mesure de Bernstein (respectivement la mesure de Stieltjes)
de la fonction A + \* est u(dr) = al'(1 — o) to= @ Vdx (respectivement o(dt) =
7 tsin(ra)t®™t). C’est-a-dire, YA > 0,

o [Xn a [ A sin(ra)
A _/0 (1= ™) F= et d:r—/o o dt. (A7)

1 — @)$a+1 ,/Ttlfa

A.4 Inversions de Laplace et inversion de Stieltjes

Théoréme A.29 (Inversion de Stieltjes) Soit f une fonction holomorphe sur C\ R_.
AlorsVz e C\R_,

1) = [T ot

o
z+t
ot o est la mesure limite (au sens faible) définie par

. 1 :
o(dt) = Elgf(l)ﬂJr - Im(f(—t + i€)) dt.
Ainsi, pour montrer qu'une fonction holomorphe sur le plan fendu C\ R_ est de Stieltjes,
on est ramené & montrer que la mesure ¢ obtenue par inversion est bien positive.

Théoréme A.30 (Inversion de Laplace) Soit f une fonction holomorphe sur l’ensemble
E = {z € C/ Re(z) > 0} telle que Ya > 0, t — f(a + it) est intégrable sur R. Alors
Vz ek,

ou m est la fonction définie sur Ry par

_ 1 aC
mia) = g [ eSO
De méme, pour montrer qu'une fonction holomorphe sur le plan fendu C\ R_ est com-
plétement monotone, on est ramené & montrer que la fonction m obtenue par inversion
de Laplace est bien positive. L’inversion de Laplace est plus compliquée que I'inversion de
Stieltjes et il est en général plus difficile de montrer qu'une fonction donnée est complé-
tement monotone que de montrer qu’elle est de Stieltjes.
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Monotonie compléte hyperbolique

B.1 Fonctions HCM

L’étude des fonctions hyperboliquement complétement monotones prend une place
importante dans ce manuscrit. Nous en donnons ici quelques propriétés que l'on trouve
dans [15].

Définition B.1 Une fonction f : (0,+00) — R, est dite hyperboliquement compléte-
ment monotone (HCM) si pour tout u > 0, la fonction définie implicitement par

w = f(uv)f(u/v) (B.1)

1

ou w = v+ v, est complétement monotone.

La fonction v — w = v + v~! prend ses valeurs dans [2, +00) et, pour tout w > 2, w a
deux antécédents inverses I'un de 'autre, v = 1 étant 'unique antécédent de w = 2.

Commencons par énoncer des propriétés directement héritées des fonctions compléte-
ment monotones :

Proposition B.2 ([15] page 68) Ici, f, fi, fa... désignent des fonctions HCM.
(1) Pour tout ¢ >0, x+ f(cx) est HCM;
(2) fix fax - X f, est HCM;
(3) Si f — g simplement, alors g est une fonction HCM ;
(4) Pour tout x >0, f(x) >0, excepté si f =0;
(5) 1l existe c € R et a > 0 tels que Vx >0, f(z) < ax®.

Proposition B.3 La fonction w — w, = v* +v~% est une fonction de Bernstein si et

seulement si o € [—1,1]. Et elle est alors de Thorin-Bernstein.

Démonstration. Par symétrie on peut supposer que o > 0. Si a > 1, Yw > 2,

w+vVuwr—4\" w— Vw2 —4\" _ w®
Wo=|—"o—) +|—— | =
2 2 2
La fonction w — w, n’est donc pas une fonction de Bernstein.

107
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D’autre part, pour a € [0, 1], la formule (A.6) nous permet d’écrire

wa:/ {log(l—l—v)—l—log(l—k)}(Wdt
0 Y vY T
- / log (1 + o+ w> asin(ra) ,, O
0 ) Y

thfa

fonction de Thorin-Bernestein en w

Remarquons que pour toute fonction de Thorin-Bernstein ¢, la fonction w — ¢(v)+@(v™1)
est une fonction de Thorin-Bernstein. On pourrait se poser la question si cette propriété
reste vraie lorsque ¢ est seulement Bernstein ou Bernstein compléte. La réponse est non :
par exemple, si p(\) = %1/2 alors

44w 3/2+w

pv) + o) = 52w 1+m

n’est pas une fonction de Bernstein en w (ici c’est une fonction de Stieltjes) alors que ¢
est Bernstein compléte.

Corollaire B.4 Soit f une fonction HCM. Alors Vo € [—1,1], x +— f(z%) est HCM.
En particulier, f est HCM si et seulement si x — f(1/x) est HCM.

Les propriétés suivantes sont moins faciles & démontrer que celles de la Proposition B.2.
Théoréme B.5 ([15] page 68) Soient f et g deuz fonctions HCM.

(1) SivVe >0, h(z) = [5° f(y)g9(zy)dy < +00, alors, la fonction h est HCM ;

(2) Pour tout p > 0, la fonction x — (f(x))P est HCM ;

(3) f(0+) > 0 si et seulement si f est complétement monotone ;

(4) Si f(0+) >0, alors V6 >0, z — f(x + ) est HCM.

B.2 Densités HCM

Regardons maintenant la propriété HCM du point de vue des variables aléatoires.

Corollaire B.6 (de la Proposition B.3) Soit X une variable aléatoire positive dont la
densité est HCM. Alors pour tout || > 1, la densité de X est HCM.

Corollaire B.7 (du Théoréme B.5) Soient X et Y deux variables indépendantes a
densités HCM. Alors 1/X, XY et X/Y ont des densités HCM.

Corollaire B.8 Soient X ~ HCM et Y ~ GGC deux variables indépendantes. Alors,
X xY ~GGC.

Démonstration. C’est une conséquence directe du Théoréme B.5 (1) puisque

E (e = /0 " F2)®(\r)da

ou ¢ désigne la transformée de Laplace de Y. Or & est une fonction HCM. [
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Annexe C

Formulaire sur la fonction gamma

C.1 Une fonction importante

Le lemme ci-dessous est un résultat simple mais il joue un réle important dans cette
these.

Lemme C.1 Soit a un nombre positif. La fonction h définie sur (0,+o00) par

IF'(A+a)
h(\) = ———=

(A) o0
est une fonction de Bernstein compléte si et seulement st a < 1. Sia > 1 la fonction n’est
pas une fonction de Bernstein.

Démonstration.

I'A+a) _ ATA+a)T'(1—a) ABA+a,1—a)

INOY! F'A+1)I(1—a) I'l—a)

A 0
_ —(Ata)z 1 — e %)%
oy ¢

—ax

b O e

I est facile de voir que la fonction  — e~ x (1 —e™®)~ (1) est complétement monotone.
En effet, x — 1 — e™® est une fonction de Bernstein, z — 2=+ est complétement
monotone, ainsi z —+ (1 — e~*)~(@*1) — yoir la Proposition A.14. O

Le lemme précédent implique que pour tout a € [0, 1], la fonction

T(\)

1/h:)\l—>m

est une fonction de Stieltjes — voir le Théoréme A.18 — en particulier, complétement
monotone. Lorsque a > 1, la fonction n’est plus de Stieltjes mais reste complétement
monotone :
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Lemme C.2 Soit a un nombre positif. La fonction g définie sur (0,400) par

')

g(\) = m

est compléetement monotone.

Démonstration. Nous allons faire le méme type de calcul que pour le lemme précédent :

INOY _ I'(AM)(a) _ B(\, a)
I'A+a) TA+a)(a) I'(a)
= F(la) /Ooo e (1 —e @) M, [

C.2 Une formule de Malmsten

La formule de Malmsten ci-dessous — voir par exemple [27], (1) page 21 — joue un
role majeur dans une partie des résultats de cette thése. Nous en donnons ici une preuve
probabiliste.

Proposition C.3 (Formule de Malmsten)

(14 X)) =exp (—7)\ - /000(1 e Az) x((jx_w>

ou vy désigne la constante d’Fuler.
On en déduit les deux corollaires suivant :

Corollaire C.4 Soit a € (0,+00), alors

Ila+ A S —ar
Lla+2) = exp (—ca)\ - / (1—e™ —\x) S dm)
0

'(a) z(l—e?)
avec
N /oo e—aT _ o=
dz.
—7 l—e®
Introduisons la fonction digamma que 1’on note v et qui est définie par
V() =+ loa((A))
—lo
8

Alors nous voyons que la constante ¢, de la formule ci-dessus est égale & —(a), et donc
que ¢; = v = —(1). En particulier, Ya,b > 0,
00 6—bz —eax
) vl =— [ —dn. (€)

0 1l—e®

Corollaire C.5
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Remarque : Soient B, ; une variable béta de paramétre (a,b) et Y,, = —log(B,;). Le
Corollaire C.5 nous permet de prouver que Y,; est infiniment divisible et d’exhiber son
exposant de Laplace :

E (e M) =E (B},

T'(a+ \)T(a+ b) 0 e € (=)
):p(a)r(a+b+A):eXp<_/o I e ) dx)‘

De plus, il est possible de montrer que pour tous a,b > 0, la fonction

e—ax<1 o e—bx)
1l—e*

Map @ T =

est décroissante sur (0,+00) si et seulement si 2a + b > 1. Autrement dit, Y, , est auto-
décomposable si et seulement si 2a + b > 1. Enfin, nous avons vu dans la démonstration
du Théoréme 4.5 que la fonction m,; est complétement monotone si et seulement si b est
un entier, c’est-a-dire, Y, ~ GGC si et seulement si b € N*.

Démonstration de la Proposition C.3. Soit (Ly)k>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires
exponentielles de parameétres 1 et considérons, pour n € N, les variables

" L
Sn = Z ?k et Mn = maX(Lk)lngn.
k=1

D’une part, P (M, <z) = (1 —e™*)", donc

0o d o0
E (e—/\Mn) = /o e d:v(l — e ) dy = n/o e"IHNe (1 — ey — n B(14 A\, n).

D’autre part,

. N R R (R
Ble) = IIB( /k)_kr:[lmA_ Tttty —BlFAn.

Ainsi, nous voyons que .S,, et M,, ont la méme loi. La transformée de Laplace de S,, peut
se mettre sous la forme

E (e¥5) = ﬁ el — exp (— /OOO log (1 + 2) yn(dy)>

ou v, est la mesure définie par v,(dy) = 7., dx(dy) (le passage de la premiére a la
seconde ligne vient de (A.2)). Ainsi,

00 —T(] _ e—nz
E (e_’\(S"_log(”))) = exp ()\log(n) — / (1-— e_Am)M dm)
0

(1l —e®)
= exp <an A — /000(1 — e — Ax)m da:) (C.2)
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avec a, = log(n) — EZL:1% —2 —youy désigne la constante d’Euler. En utilisant le

théoréme de convergence dominée dans (C.2), nous voyons que

E (e—A(Sn—log(n))) — €eXp (—")/)\ — / (1 — 6_/\36 — )\Lﬂ)e) dﬂ?) .
0

n—00 Ll'(l —e 7T

Ainsi, (S, — log(n))n>1 et (M, — log(n)),>1 convergent en loi. Déterminons la limite de
(M, —log(n))n>1 :

n n—oo

P (M, — log(n) < z) = <1 _ e_w)n e

On reconnait la fonction de répartition de la loi de Gumbel, ¢’est-a-dire la loi de — log(L;).
La transformée de Laplace de la loi de Gumbel se calcule directement :

E (e * ey = E (L) =T(1+ ).
Donc, en combinant cette formule avec (C.2), nous obtenons ’égalité annoncée. O]

Démonstration du Corollaire C.4. Pour tout a > 0,

e~ 00 e—ax

/0 (1 _ e (a1+Nz _ (a—1+ )\)x)m dr = /0 (1-— e _ )\aj)mdx

o) o (a-Dz _ 00 AT _
—i—/o (1—e (a—1)z)—— ( dx—i—)\/ o dx,
donc
F(CL -+ )\) 00 pTAT _ o~ 00 ) e—ax
= 1] — e _ - .
Ia) = exp { (7 +/ d$) A — /0 (1—e )\az)x(l e dx|. O

C.3 Moments fractionnaires d’une loi1 stable

Proposition C.6 Soient o € (0,1] et Z, une variable aléatoire positive a-stable. Ses
moments fractionnaires sont donnés par :

E(Z:) = w, s € C, Re(s) < a.

Démonstration. Pour s > 0, on voit par le théoréeme de Fubini-Tonelli, par un changement
de variable et par la Proposition A.25 que

-5 1 0057 —xZq 1 OOS* —x®
E(Za)—F(S)/ x 1]E( Z)dx—r(s)/o e dw

0

L% e oy T(s/a)  T(+s/a)
ozF(s)/o wt e = al'(s)  I'(1+s)

La formule annoncée vient par prolongement analytique. O
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C.4 Représentation de la fonction 1/T'

La fonction I' se prolonge méromorphiquement a C tout entier, ses poles étant placés
aux entiers strictement négatifs. Il est facile de voir que cette fonction ne s’annule pas.
Ainsi, la fonction 1/I" se prolonge en une fonction entiére.

Définition C.7 (chemin de Hankel) On dit que H est un chemin de Hankel s'il existe
une paramétrisation de H

R — C\R_

t — (1)
telle que Re(((t)) \t|—>—+>oo —o0, Im(((t)) e 0+ et Im(((¢)) o 0—
Théoréme C.8 Soit H un chemin de Hankel. Alors Vz € C,

1 1
= — 28

r(z) ~ 2in /Hf e &

avec les notations 1/T(—n) = 0 (n > 1) et £ = e*18) o4 log est la détermination
principale du logarithme.

Ce théoréme se prouve en déformant le chemin de Hankel initiale en le chemin limite
« (—00,0] U [0, —00) » parcouru dans le sens trigonométrique.

C.5 La formule sommatoire de Gauss et les fonctions
hypergéométriques

Définition C.9 (Symbole de Pochhammer) Pour tout nombre complexe z, on note
(z)o=1 et (2)p=2(z+1)---(z24+n—-1).

Définition C.10 (Fonction hypergéométrique) Pour tous a,b,c € C, on définit la fonc-
tion hypergéométrique o F}(a, b; ¢;-) par

o Fi(a,b;c;2) = féo (2;52)'” 2",

Le comportement de la suite (%) - lorsque n — 400 est polynomial, donc le rayon

de convergence de la fonction hypergéométrique o F (a, b; c; -) vaut 1.
La proposition suivante se démontre en développant l'intégrande en série entiére puis
en intégrant termes a termes — voir [27], (10) page 59.

Proposition C.11 (formule intégrale d’Euler) Ve > b > 0,
1
B(b,e—b) 2F1(a, byc:2) = / 271 = 2) N1 — za) "%
0

Remarque : Dans cette formule, la symétrie en a et b n’est pas aussi évidente que dans
celle de la Définition C.10.
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En faisant tendre z — 1—, nous obtenons la formule sommatoire de Gauss qui établit que
pour Re(c) > Re(a + b),
L(e)'(c—a—0)

oFi(a,b;c;1) = e —a)l(c— b)' (C.3)

Nous pouvons également déduire a partir de la Proposition C.11 les formules de Kummer
suivantes — voir [27], (22) et (23) page 64 :

oFi(a,bic;2) = (1—2)"" oFi(a,c — bic;2/(2 — 1))
= (1-2)"2F(c—abez/(z - 1))
= (1 -2 3P (c—a,c—b;c2). (C4)
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