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Notations

Divers

• Γ désigne la fonction gamma : Γ(t) =
∫∞

0 xt−1e−xdx.
• B désigne la fonction bêta :

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
=
∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx.

• δa désigne la masse de Dirac en a.
• ](E) désigne le cardinal de l’ensemble E.
• X d

= Y signifie que X et Y ont la même loi.
• X ∼ p, ou X ∼ p(dx) signifie que X a pour loi p. C’est-à-dire, P (X ∈ A) = p(A).
• L désigne la transformée de Laplace sur R+ : L µ(λ) =

∫∞
0 e−λxµ(dx).

• p̂ désigne la fonction caractéristique de p : p̂(u) =
∫
R e

iuxp(dx).

Variables aléatoires classiques

• X ∼ Γ(t, s) signifie que X ∼ Γ(t)−1s−txt−1e−x/sdx, x > 0. t est appelé paramètre
de forme, s paramètre d’échelle.
• Γt désigne une variable gamma de paramètre t. Plus précisément, Γt ∼ Γ(t, 1).

C’est-à-dire, Γt ∼ Γ(t)−1xt−1e−xdx, x > 0. Observons que si X ∼ Γ(t, s), alors
X

d
= s× Γt.

• Ba,b désigne une variable bêta de paramètre (a, b). C’est-à-dire,

Ba,b ∼ B(a, b)−1 xa−1(1− x)b−1dx, x ∈ (0, 1).

Nous avons la relation Γa
d
= Ba,b×Γa+b où les variables Ba,b et Γa+b sont supposées

indépendantes.
• L désigne une variable exponentielle d’espérance 1 : L ∼ e−xdx, x > 0.
• Zα désigne une variable strictement α-stable positive (α ∈ (0, 1]) caractérisée par
E
Ä
e−λZα

ä
= e−λ

α .
• Z(α) = (Z

(α)
t )t≥0 désigne le subordinateur strictement α-stable tel que Z

(α)
1

d
= Zα.

Familles de lois infiniment divisibles sur R+

• ME : Mélange par la moyenne de la loi exponentielle.
• MΓt : Mélange par le paramètre d’échelle de la loi gamma de paramètre de forme t.

MΓ1 = ME, MΓs ⊂ MΓt si s < t et MΓt ⊂ ID⇔ t ≤ 2.

1
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• SD : Ensemble des lois auto-décomposables.
• GGC : Convolutions généralisées de lois gamma.
• HCM : Hyperboliquement complètement monotone.
• E− : Ensemble des perpétuités de processus de Lévy intégrables, d’espérances posi-

tives et spectralement négatifs.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques concepts classiques qui seront utilisés tout
au long de cette thèse. Le contenu de ce chapitre est probabiliste et nous avons rassemblé
en annexe les aspects analytiques correspondants, essentiellement liés aux fonctions de
Bernstein et aux fonctions complètement monotones. Lorsque ces notions sont utilisées,
nous le faisons de façon implicite, renvoyant le lecteur à l’annexe pour plus de détails.

Comme son titre l’indique, le sujet général de cette thèse est la notion de divisibilité
infinie. Une variable aléatoire X à valeurs réelles est dite infiniment divisible quand, pour
tout entier n, elle est la somme indépendante de n variables aléatoires de même loi. Du
point de vue des lois, cela signifie que la distribution de X admet une racine n-ième pour
le produit de convolution, pour tout n. Dans cette thèse, nous nous intéresserons essen-
tiellement aux lois et moins à leurs réalisations que sont les variables aléatoires. L’espace
de probabilité (Ω,F ,P) sera fixé une fois pour toutes et toujours supposé suffisamment
grand. Pour des raisons de commodité de langage, nous confondrons souvent les deux
notions, et les deux phrases « telle variable aléatoire est infiniment divisible » ou « telle
loi est infiniment divisible » auront le même sens.

Dès les origines de la théorie (de Finetti, Lévy, Khintchine), le concept de divisibilité
infinie est relié à deux constructions limite, qui requièrent un espace de probabilité sous-
jacent non trivial. La première est celle de semi-groupe de convolution, conséquence en
temps continu de la divisibilité infinie, et dont le pendant probabiliste est la notion de
processus de Lévy ou processus à accroissements indépendants et stationnaires. De façon
schématique, on peut montrer qu’une variable aléatoire réelle est infiniment divisible si
et seulement si elle est la marginale en temps 1 d’un processus de Lévy. La seconde est
celle de suite infinitésimale : on peut montrer – voir par exemple le chapitre 4 dans [30] –
qu’une variable aléatoire réelle X est infiniment divisible si et seulement si elle est la limite
en loi d’une suite (Sn)n≥1 définie par

Sn = an +
Kn∑
k=1

X
(n)
k (1.1)

où (an)n≥1 est une suite réelle, T = (X
(n)
k )n≥1, 1≤k≤Kn est un tableau triangulaire (i.e.

(Kn)n≥1 est une suite strictement croissante d’entiers positifs) de variables indépendantes,
et où les lignes (X

(n)
k )1≤k≤Kn sont composées de variables asymptotiquement négligeables,

c’est-à-dire, telles que ∀ε > 0,

max
1≤k≤Kn

P
(
|X(n)

k | > ε
)
−→
n→+∞

0.

3



4 Chapitre 1. Introduction

Les processus de Lévy joueront un rôle important dans cette thèse, quoiqu’en retrait
par rapport à la divisibilité infinie. Les suites infinitésimales n’apparaîtront qu’en filigrane
lorsque nous parlerons de lois stables ou auto-décomposables, où elles peuvent être utilisées
pour définir ce type de lois – voir par exemple le chapitre 3 dans [45]. Cependant, nous
parlerons de stabilité ou d’auto-décomposabilité sous un angle uniquement analytique,
sans évoquer le point de vue des théorèmes limite.

Donnons maintenant quelques définitions plus précises. Sauf mention explicite du
contraire, toutes nos lois et tous nos processus seront à valeurs réelles.

1.1 Divisibilité infinie et processus de Lévy
Définition 1.1 (n-divisibilité) Une mesure de probabilité p est dite n-divisible s’il existe
une mesure de probabilité pn telle que p = p∗nn .

Définition 1.2 (Divisibilité infinie) Une mesure de probabilité p est dite infiniment
divisible si pour tout n ≥ 1, p est n-divisible.

Observons que si p et q sont infiniment divisibles, alors p ∗ q est infiniment divisible. Au-
trement dit, la somme de deux variables indépendantes infiniment divisibles est infiniment
divisible.

Proposition 1.3 Soit (p(n))n≥0 une suite composée de mesures de probabilités infiniment
divisibles. Si p(n) −→ p lorsque n→ +∞ étroitement, alors p est infiniment divisible.

Autrement dit, si (Xn)n≥0 est une suite de variables infiniment divisibles et si Xn
d−−→ X

lorsque n→ +∞, alors X est infiniment divisible.

1.1.1 Définition d’un processus de Lévy

Définition 1.4 On dit qu’un processus stochastique (Xt)t≥0 est stochastiquement continu
si ∀t0 ≥ 0, Xt → Xt0 lorsque t→ t0 en probabilité. C’est-à-dire, si ∀t0 ≥ 0, ∀ε > 0,

lim
t→t0

P (|Xt −Xt0| > ε) = 0.

Définition 1.5 (Processus de Lévy) On dit qu’un processus stochastique X = (Xt)t≥0

est un processus de Lévy si :
(1) Les accroissements de X sont indépendants : ∀n ≥ 1, ∀ 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn,

Xt0 , Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 sont indépendants ;
(2) X0 = 0 p.s. ;
(3) Les accroissements de X sont stationnaires : la loi de Xt+s−Xt ne dépend pas de t ;
(4) X est stochastiquement continu ;
(5) X a une modification càdlàg : il existe Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 1 tel que, ∀ω ∈ Ω0,

t 7→ Xt(ω) est càdlàg.

Définition 1.6 Un processus de Lévy croissant est appelé subordinateur.

Observons que si X est un subordinateur, alors ∀t ≥ 0, Xt ≥ 0 p.s.

Théorème 1.7 (d’extension de Kolmogorov) Soit (pt)t≥0 un semi-groupe de convolution,
alors on peut construire un processus de Lévy (Xt)t≥0 tel que pour tout t ≥ 0, Xt ∼ pt.
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1.1.2 La formule de Lévy-Khintchine : le cas positif

Soit p une mesure de probabilité sur R+ infiniment divisible. Par injectivité de la
transformée de Laplace, les égalités p = p∗nn pour n ≥ 1 sont équivalentes à

∀n ≥ 1, L p = (L pn)n.

Ainsi, p est infiniment divisible si et seulement si ∀n ≥ 1, (L p)1/n est la transformée de
Laplace d’une mesure de probabilité, c’est-à-dire, une fonction complètement monotone
valant 1 en 0. La fermeture de la classe des fonctions complètements monotones par limite
simple, entraîne la proposition suivante :

Proposition 1.8 Une mesure de probabilité p sur R+ est infiniment divisible si et seule-
ment si, pour tout t ≥ 0, (L p)t est une fonction complètement monotone.

À partir d’une telle mesure de probabilité p, on construit l’unique semi-groupe (pt)t≥0 en
posant

pt = L −1
Ä
(L p)t

ä
.

Ce fait élémentaire et la Proposition A.14 (plus précisément son corollaire) sont à l’origine
de la formule de Lévy-Khintchine dans le cas positif :

Théorème 1.9 (Exposant de Lévy-Khintchine ou de Laplace) Soit une mesure de pro-
babilité p sur R+. Alors p est infiniment divisible si et seulement s’il existe a ≥ 0 et une
mesure µ sur (0,+∞) tels que

∀λ ≥ 0, L p(λ) = exp
Å
−aλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx)µ(dx)
ã
. (1.2)

La mesure µ vérifie la condition d’intégrabilité
∫∞

0 (1 ∧ x)µ(dx) < +∞.
La fonction ϕ : λ 7→ − log(L p(λ)) = aλ +

∫∞
0 (1 − e−λx)µ(dx), qui est une fonction de

Bernstein, est appelée exposant de Laplace. La mesure µ est appelée mesure de Lévy.
Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy ayant (pt)t≥0 comme semi-groupe de convolution, alors,
∀t ≥ 0,∀λ ≥ 0,

E
Ä
e−λXt

ä
= L pt(λ) = exp (−tϕ(λ)) = exp

Å
−atλ− t

∫ ∞
0

(1− e−λx)µ(dx)
ã
.

1.1.3 La formule de Lévy-Khintchine : le cas réel

Le cas où la mesure de probabilité p n’est pas supportée sur R+ est analogue mais plus
compliqué. Ici, rien ne garantit que la transformée de Laplace L p(λ) soit définie pour
λ 6= 0. La fonction caractéristique est plus adaptée : pour tout u ∈ R, on pose

p̂(u) =
∫
R
eiux p(dx).

Les égalités p = (pn)∗n sont alors équivalentes à p̂ = (p̂n)n. L’équivalent du Théorème 1.9
est le suivant :

Théorème 1.10 (Exposant de Lévy-Khintchine) Une mesure de probabilité p sur R est
infiniment divisible si et seulement s’il existe une fonction Φ définie sur R par

Φ(u) = iau− σ2u2

2
+
∫
R∗

Ä
eiux − 1− iux1[−1,1](x)

ä
µ(dx), (1.3)
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telle que ∀u ∈ R, p̂(u) = exp (Φ(u)). La mesure µ vérifie la condition d’intégrabilité∫
R(1 ∧ x2)µ(dx) < +∞.
La fonction Φ est appelée exposant de Lévy-Khintchine et la mesure µ, mesure de Lévy.
Observons que la condition d’intégrabilité vérifiée par la mesure de Lévy est moins res-
trictive que dans le cas positif. La fonction de troncature 1[−1,1] peut être remplacée par
n’importe quelle fonction ρ ayant ρ(x) = 1+O(x) pour développement limité en 0, et telle
que x 7→ xρ(x) soit bornée sur R∗. Changer la fonction de troncature change le coefficient
de dérive a. En général, ρ(x) = 1[−1,1](x) ou ρ(x) = (1 + x2)−1. Si

∫
[−1,1] |x|µ(dx) < +∞,

alors le terme iuxρ(x) n’est pas nécessaire afin de faire converger l’intégrale et on peut
choisir ρ = 0. Lorsque

∫
[−1,1]c |x|µ(dx) < +∞ (c’est-à-dire, lorsque l’on suppose que p

admet un moment d’ordre 1 – voir le Théorème 25.3 dans [45]), on peut choisir comme
fonction de troncature ρ = 1. Enfin, lorsque p admet des moments exponentiels positifs
et négatifs, on écrira, pour les valeurs de u ∈ R où l’intégrale converge,∫

R
eux p(dx) = exp (Ψ(u)) .

La fonction Ψ est en général appelée exposant de Laplace. De l’expression de l’exposant
de Lévy-Khintchine (1.3), on déduit

Ψ(u) = au+
σ2u2

2
+
∫
R∗

(eux − 1− uxρ(x))µ(dx). (1.4)

Étant donné une mesure de probabilité p infiniment divisible, on construit le semi-groupe
(pt)t≥0 en posant

pt = F−1
Ä
u 7→ etΦ(u)

ä
où F : p 7→ p̂.

1.1.4 Informations données par l’exposant de Lévy-Khintchine

L’exposant de Lévy-Khintchine permet de comprendre le comportement du processus
de Lévy. Le terme a est appelé dérive, il correspond à la partie linéaire du processus.
La partie −σ2u2/2 correspond à la composante brownienne. Enfin, la mesure de Lévy
décrit comment le processus saute : par exemple, la probabilité que le processus ne fasse
pas de saut de taille supérieure à 1 pendant un temps t > 0 est égale à e−tµ([1,+∞)). Si
pour un borélien A de R∗, µ(A) = 0, cela signifie que le processus ne fera jamais de saut
dont la taille est un élément de A. En particulier, si µ

Ä
(−∞, 0)

ä
= 0 (respectivement

µ
Ä
(0,+∞)

ä
= 0), alors le processus ne saute pas « vers le bas » (respectivement « vers

le haut »), dans ce cas, on dit que le processus est spectralement positif (respectivement
spectralement négatif). Illustrons ceci par quelques exemples simples :

Exemple no 1 : le cas déterministe. Soit X le processus défini par Xt = at pour
t ≥ 0. Son semi-groupe de convolution est (δat)t≥0 et son exposant de Lévy-Khintchine
Φ(u) = iau car

E
Ä
eiuXt

ä
=
∫
R
eiux δat(dx) = etiau.
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Exemple no 2 : le processus de Poisson standard. Le processus N est défini comme
suit : soit (Lk)k≥1 une suite i.i.d. de variables exponentielles de paramètres c−1 et soit
Tn = L1 + · · ·+ Ln, n ≥ 1. On pose pour t ≥ 0,

Nt =
∞∑
n=1

1{Tn≤t}.

Il est facile de montrer que Nt suit une loi de Poisson de paramètre ct. Il est moins facile
de montrer que (Nt)t≥0 est un processus de Lévy, c’est-à-dire, montrer que Nt+s −Nt est
indépendant de (Nu)0≤u≤t et que Nt+s − Nt

d
= Ns. La preuve repose essentiellement sur

l’absence de mémoire de la loi exponentielle. La fonction caractéristique

E
Ä
eiuNt

ä
=
∑
n≥0

eiune−ct
(ct)n

n!
= exp

Ä
ct(eiu − 1)

ä
est donc de la forme (1.3) avec a = 0, σ = 0, ρ = 0 et µ = c δ1.

Exemple no 3 : le processus de Poisson composé. Soit N un processus de Poisson
standard comme ci-dessus, et soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d., indépen-
dante du processus N . Soit ν la loi commune de ces variables. On définit alors pour tout
t ≥ 0,

Xt =
Nt∑
n=1

Yn.

X est un processus de Lévy, sa fonction caractéristique

E
Ä
eiuXt

ä
=
∞∑
n=1

î
E
Ä
eiuY1

äón
e−ct

(ct)n

n!
= exp

Å
ct
∫
R
(eiux − 1) ν(dx)

ã
est donc de la forme (1.3) avec a = 0, σ = 0, ρ = 0 et µ = c ν. Autrement dit, après un
temps exponentiel de moyenne c−1, le processus X saute suivant une probabilité ν. Bien
sûr, si l’on choisit Yn = 1, on retrouve le processus de Poisson standard.

D’autres informations données par la mesure de Lévy. Dans ce manuscrit, le
théorème suivant est principalement utilisé afin de donner des exemples non triviaux de
lois qui ne sont pas infiniment divisibles. On le trouve par exemple dans [45] (Théo-
rème 26.1). Pour une mesure µ sur R, on note Sµ son support.

Théorème 1.11 Soit X une variable aléatoire infiniment divisible et soit µ sa mesure
de Lévy. Posons m = inf{a > 0/ Sµ ⊂ [−a, a]}. Alors,

(1) ∀c ∈ (0, 1/m),
P (|X| > r) ecr log(r) −→

r→+∞
0.

(2) ∀c ∈ (1/m,+∞),
P (|X| > r) ecr log(r) −→

r→+∞
+∞.
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1.1.5 La subordination de Bochner

Considérons un processus de Lévy X d’exposant de Lévy-Khintchine Φ, et un subordi-
nateur S d’exposant de Laplace ϕ indépendant de X. Nous pouvons définir formellement
le processus Y par Yt = XSt qui est le processus de Lévy X indexé en temps par le subor-
dinateur S. Le théorème suivant – voir par exemple le Théorème 32.1 dans [45] – donne
un sens à la définition de Y .

Théorème 1.12 (de subordination de Bochner) Le processus Y est un processus de Lévy
dont l’exposant de Lévy-Khintchine est la fonction définie par −ϕ(−Φ(u)).

Notons (pt)t≥0 le semi-groupe de convolution du subordinateur S. Puisque les processus
X et S sont supposés indépendants,

E
Ä
eiuXSt

ä
=
∫ ∞

0
E
Ä
eiuXs

ä
pt(ds) =

∫ ∞
0

esΦ(u)pt(ds) = e−tϕ(−Φ(u)),

ϕ(−Φ(u)) a bien un sens car Re(Φ(u)) ≤ 0.
Nous verrons que ce théorème permet d’obtenir des résultats intéressants lorsque X

est un processus de Lévy stable – voir les paragraphes 1.2.2 et 1.3.1. Bien entendu, ce
théorème a d’autres applications en probabilité.

1.1.6 Processus de Lévy et processus ponctuels

Considérons un processus de Lévy intégrable X d’exposant de Lévy-Khintchine Φ –
voir la formule (1.3) – et supposons que

∫
[−1,1]c |x|µ(dx) < +∞. Nous pouvons donc choisir

comme fonction de troncature ρ = 0. Ainsi,

Φ(u) = iau− σ2u2

2
+
∫
R∗

(eiux − 1− iux)µ(dx). (1.5)

X = (Xt)t≥0 se décompose donc sous la forme Xt = at + σBt + ξt. Si nous supposons de
plus, que ξ est à variation finie, alors Φ peut se mettre sous la forme

Φ(u) = iãu− σ2u2

2
+
∫
R∗

(eiuz − 1)µ(dz) (1.6)

et Xt = ãt + σBt + ξt. Dans ce cas, ξ est un processus de sauts pur. Enfin, observons la
relation ã = a−

∫
R∗ zµ(dz). Les résultats exposés ci-dessous sont par exemple développés

dans [7].

1.1.6.1 Le cas où ξ est à variation finie

Supposons que le processus de sauts ξ est à variation finie. Nous pouvons écrire

ξt =
∑
s≤t

∆ξs

où ∆ξs = ξs − ξs−. Soit N(t, ·) la mesure aléatoire définie, pour un ensemble compact A
de R∗, par

N(t, A) = ]{s > 0/ ∆ξs ∈ A}.
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Alors, (N(t, A))t≥0 est un processus de Poisson d’intensité µ(A). Plus précisément, N est
un processus ponctuelle de Poisson d’intensité dsµ(dx). On a alors,

ξt =
∑
s≤t

∆ξs =
∫ t

0

∫
R∗
xN(ds, dx) =

∫
R∗
xN(t, dx).

Proposition 1.13 Supposons que Φ soit de la forme (1.6) (ξ est à variation finie). Soient
N un processus ponctuel de Poisson sur R∗ d’intensité µ et B un mouvement brownien
standard indépendant de N . Alors, X a la même loi que le processusÅ

ãt+ σBt +
∫
R∗
xN(t, dx)

ã
t≥0

.

Proposition 1.14 (1) E
Å∫

R∗
f(x)N(t, dx)

ã
= t

∫
R∗
f(x)µ(dx) ;

(2) f(ξt) = f(0) +
∫ t

0

∫
R∗

Ä
f(ξs− + x)− f(ξs−)

ä
N(ds, dx).

(2) est une formule d’Itô pour un processus de sauts pur (à variation finie).

1.1.6.2 Le cas où ξ est à variation infinie

Lorsque le processus ξ est à variation infinie,
∫
R∗ xN(t, dx) ne converge plus. Introdui-

sons le compensateur Ñ défini par

Ñ(t, dx) = N(t, dx)− tµ(dx).

Nous avons une représentation analogue à celle de la Proposition 1.13 :

Théorème 1.15 Supposons que Φ soit de la forme (1.5). Soient N un processus ponctuel
de Poisson sur R∗ d’intensité µ et B un mouvement brownien standard indépendant de
N . Alors, X a la même loi que le processusÅ

at+ σBt +
∫
R∗
xÑ(t, dx)

ã
t≥0

. (1.7)

Il est possible d’énoncer ce théorème dans un cadre plus général : si l’on ne suppose plus
que X est intégrable, alors son exposant de Lévy-Khintchine Φ se met sous la forme (1.3)
et X a la même loi queÇ

at+ σBt +
∫
|x|≤1

xÑ(t, dx) +
∫
|x|>1

xN(t, dx)

å
t≥0

.

Proposition 1.16 Pour toute fonction µ-intégrable f , E
Å∫

R∗
f(x)Ñ(t, dx)

ã
= 0.

Théorème 1.17 (Formule d’Itô avec sauts) Soient un processus de Lévy X donné
par (1.7) et f une fonction de classe C2, on a,

f(Xt) = f(0) + a
∫ t

0
f ′(Xs)ds+ σ

∫ t

0
f ′(Xs)dBs +

σ2

2

∫ t

0
f ′′(Xs)ds

+
∫ t

0

∫
R∗

Ä
f(Xs−+x)−f(Xs−)

ä
Ñ(ds, dx)+

∫ t

0

∫
R∗

Ä
f(Xs−+x)−f(Xs−)−xf ′(Xs−)

ä
µ(dx)ds.
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1.2 Exemples classiques de lois infiniment divisibles

1.2.1 Les plus faciles

De nombreuses lois connues de tous les probabilistes sont infiniment divisibles. Par
exemple, nous avons vu que la loi gaussienne N (m, t) d’espérance m et de variance t dont
la densité est la fonction définie par

1

(2πt)1/2
exp

Ç
−(x−m)2

2t

å
est infiniment divisible. Le moyen le plus simple pour démontrer ceci consiste à utiliser la
relation bien connue

∀m1,m2 ∈ R, ∀t1, t2 > 0, N (m1, t1) ∗ N (m2, t2) = N (m1 +m2 , t1 + t2). (1.8)

Le semi-groupe de p = N (m,σ2) est défini pour tout t ≥ 0 par pt = N (mt, σ2t) et
le processus de Lévy correspondant est appelé mouvement brownien. Les lois suivantes
vérifient le même type de relation et sont donc infiniment divisibles :

1. La loi de Poisson d’intensité c définie par la suite (pn)n≥0 où pn = e−c cn/n! : son
semi-groupe (pt)t≥0 est défini par la suite (p(t)

n )n≥0 où

p(t)
n = e−ct

(ct)n

n!
·

2. La loi gamma de paramètre (a, b) : son semi-groupe est défini par

pt(dx) =
b−at

Γ(at)
xat−1e−x/bdx, x > 0.

3. La loi de Cauchy standard : son semi-groupe est défini par pt(dx) = tdx
π(t2+x2)

, x ∈ R.
4. La loi binomiale négative de paramètre r > 0 définie par la suite (pn)n≥0 avec

pn =

(
r + n− 1

n

)
pr(1− p)n.

Son semi-groupe (pt)t≥0 est défini par la suite (p(t)
n )n≥0 avec

p(t)
n =

(
rt+ n− 1

n

)
prt(1− p)n.

En particulier, la loi exponentielle et son analogue discrète, la loi géométrique, sont infini-
ment divisibles. Nous voyons que la loi gaussienne se divise en lois gaussiennes (de même
pour les autres lois citées ci-dessus). Un théorème dû à Cramer établit que si la somme
de deux variables indépendantes X + Y suit une loi gaussienne , alors X et Y sont des
variables gaussiennes. Raikov prouve le même résultat pour la loi de Poisson. Ces deux
lois sont les seules à vérifier cette propriété.

Considérons un mouvement brownien standard B = (Bt)t≥0. On a ∀t ≥ 0, Bt ∼ N (0, t)
et B2

t ∼ (2πt)−1/2x−1/2e−x/2tdx, x > 0, c’est-à-dire B2
t ∼ Γ(1/2, 2t). Ainsi, puisque la loi
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gamma est infiniment divisible, B2
t ∼ ID. Néanmoins, le semi-groupe de convolution sous-

jacent est {ps = Γ(s/2, 2t), s ≥ 0} et n’a plus rien à voir avec {N (0, t), t ≥ 0}. Nous
verrons au Théorème 1.31 que le carré d’une variable gaussienne non centrée est encore
infiniment divisible, la démonstration est par contre moins triviale. Lorsque t = 1, les
statisticiens nomment la loi de B2

1 , loi du χ2 a un degré de liberté, abrégé en χ2(1). χ2(1)
est donc infiniment divisible et il n’est pas bien compliqué de voir que cette propriété tient
encore pour un χ2 à n degrés de liberté puisque l’on a

χ2(n) = Γ
Ån

2
, 2
ã
.

Nous verrons que la loi t de Student, est aussi infiniment divisible, l’argument ci-dessus
étant la première étape de la démonstration.

Le lecteur non initié pourrait, au vu des exemples cités, penser que toutes les lois de
probabilité sont infiniment divisibles. Ceci est bien entendu faux puisqu’il est facile de voir
qu’une loi de Bernoulli de paramètre p ∈ (0, 1) n’est pas 2-divisible. Et plus généralement,
une loi à support compact ne peut être infiniment divisible, excepté si la loi est une masse
de Dirac. En effet, il est facile de voir que si une probabilité p a un support inclus dans
[0, a], alors sa variance est majorée par a2/4. De plus, si p = p∗nn alors le support de pn
est inclus dans [0, a/n] et la variance de pn est majorée par a2/4n2. On en déduit que

Var(p) = Var(p∗nn ) = nVar(pn) ≤ a2

4n
−→
n→+∞

0,

c’est-à-dire que p est une masse de Dirac. En particulier, la loi uniforme n’est pas infi-
niment divisible et il est même possible de montrer qu’elle n’est pas n-divisible quel que
soit n ≥ 2. Cette propriété peut être généralisée grâce au Théorème 1.11 : une loi qui
est « presque » à support compact (c’est-à-dire dont les queues de distributions sont trop
légères) ne peut être infiniment divisible. Par exemple, soit Γt une variable gamma de
paramètre t, alors Γξ

t n’est pas infiniment divisible lorsque ξ ∈ (0, 1). En effet, supposons
le contraire, on a ∀c > 0,

P
Ä
Γξ
t > r

ä
ecr log(r) =

ecr log(r)

Γ(t)

∫ ∞
r1/ξ

xt−1e−xdx . exp

(
−r

1/ξ

2
+ cr log(r)

)
−→
r→+∞

0.

En utilisant les notations du Théorème 1.11, nous déduisons que M = 0, c’est-à-dire que
la mesure de Lévy de Γξ

t est nulle. Ainsi, Γξ
t est une variable gaussienne, ce qui est bien

entendu absurde. De même, si X est une variable gaussienne non triviale, alors la demi-
gaussienne |X| n’est pas infiniment divisible. Notons que la question de la 2-divisibilité
de la demi-gaussienne est un problème ouvert contrairement au cas de la loi uniforme.
Enfin, il existe des lois dont les queues de distributions sont exponentielles, ou même
polynomiales, qui ne sont pas infiniment divisibles.

1.2.2 Un peu moins faciles : les mélanges de lois

Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien standard, c’est-à-dire l’unique (en loi) processus
de Lévy continu tel que B1 ∼ N (0, 1) et soit (St)t≥0 un subordinateur indépendant de
B, alors le processus Y = (BSt)t≥0 est un processus de Lévy – voir le Théorème 1.12. En
faisant jouer l’auto-similarité de B, on obtient l’égalité (ponctuelle) en loi :

∀t ≥ 0, Yt = BSt
d
=
»
St ×B1.
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Si l’on remplace B par Z où Z est un processus de Lévy auto-similaire, disons H-auto-
similaire (nécessairement H ∈ [1/2,+∞), le cas H = 1/2 correspond au mouvement
brownien, voir le paragraphe 1.3.1 et le chapitre 3 dans [45]), alors l’égalité en loi précé-
dente devient

∀t ≥ 0, Yt = ZSt
d
= SHt × Z1.

Les lois marginales d’un processus de Lévy étant infiniment divisibles, nous voyons que
SHt × Z1 a une loi infiniment divisible quel que soit t ≥ 0. En particulier, soient B une
variable gaussienne centrée et S une variable positive infiniment divisible, indépendante
de B, alors

√
S ×B est infiniment divisible. Cette propriété permet de démontrer que la

loi t de Student est infiniment divisible. En effet, on dit que T suit une loi t de Student à
n degrés de liberté si

T
d
=

Z»
Cn/n

où Z ∼ N (0, 1) est indépendante de Cn ∼ χ2(n). Ainsi, puisque Cn
d
= 2 Γn/2,

T
d
=

 
n

2
×
√

Γ−1
n/2 × Z

est infiniment divisible si Γ−1
n/2 l’est. Ce résultat a été démontré par Grosswald [32] où la

mesure de Lévy de Γ−1
u (u > 0) est donnée explicitement à l’aide de fonctions de Bessel

de première espèce. D’autres preuves ont été données par la suite, par exemple, Kent [37]
montre que la loi de Γ−1

t est celle du temps de passage d’une diffusion et sa divisibilité
infinie. L’égalité en loi de Dufresne [26] permet de montrer l’auto-décomposabilité qui est
une propriété plus forte que la divisibilité infinie – voir le paragraphe 1.3.2. On dit que la
loi t de Student est un mélange de la loi normale par la loi de Γ−1

n/2.
En effet, considérons une variable positive X de loi p indépendante de Z ∼ N (0, 1).

Calculons la loi de
√
X × Z que l’on note q :

E
(
eiu
√
X×Z

)
= E

(∫
R
eiuz

√
X e−z

2/2

√
2π

dz

)
=
∫
R
eiuz E

(
e−z

2/2X

√
2πX

1{X 6=0}

)
dz + P (X = 0)

donc

q(dz) =
∫

(0,+∞)

e−z
2/2t

√
2πt

p(dt) + p({0})δ0(dz).

Définition 1.18 (Mélange de lois) Soient (Ω,F) et (Θ,G) deux espaces mesurables et
(qθ)θ∈Θ une famille de lois probabilités sur (Ω,F). On suppose que ∀A ∈ F , l’application

θ 7→ qθ(A)

est G −F mesurable. Soit p une probabilité sur (Θ,G), alors la mesure de probabilité sur
Ω définie par

q(A) =
∫

Θ
qθ(A) p(dθ)

est appelé mélange de la famille (qθ)θ∈Θ par la mesure de probabilité p.



1.2. Exemples classiques de lois infiniment divisibles 13

Posons q0 = δ0 et pour t > 0,

qt(dz) =
e−z

2/2t

√
2πt

dz,

alors q est le mélange de la famille (qt)t≥0 par la mesure p. Il est commode de dire qu’une
variable gaussienne de variance 0 est une constante, c’est-à-dire définir N (0, 0) = δ0. Nous
venons donc de démontrer que la loi de

√
X × Z est un mélange de la loi normale par

la loi de X et qu’elle est infiniment divisible si X l’est. Réciproquement, en remontant le
calcul, nous voyons qu’un mélange de la loi normale est la loi d’un produit indépendant√
X × Z avec X ≥ 0 et Z ∼ N (0, 1).
Un type de mélange qui reviendra régulièrement dans ce manuscrit est le mélange de

la loi gamma. Fixons le paramètre de forme t > 0 et considérons la famille (qθ)θ≥0 définie
par

qθ(dx) =
xt−1e−x/θ

θt Γ(t)
dx et q0 = δ0.

Comme pour le mélange gaussien, ajouter δ0 est naturel puisque si Γt ∼ Γ(t, 1) = q1,

alors θΓt ∼ qθ et θΓt
d−−→ 0 lorsque θ → 0. Cette relation que l’on peut réécrire

Γt ∼ q1 ⇐⇒ θΓt ∼ qθ

et le même calcul que dans le cas gaussien montrent qu’une probabilité sur R+, q, est un
mélange de la loi gamma de paramètre t si et seulement s’il existe une variable aléatoire
X indépendante de Γt telle que

X × Γt ∼ q.

Lorsque le paramètre de forme t est égal à 1, la famille (qθ)θ≥0 correspond à l’ensemble
des lois exponentielles et le paramètre d’échelle θ est alors égal à l’espérance. Pour les
mêmes raisons, il est commode d’inclure δ0 dans la famille des lois exponentielles.

Proposition 1.19 La loi d’un mélange de la loi gamma de paramètre t est de la forme

q(dx) = cδ0(dx) + (1− c)xt−1f(x)dx

où c ∈ [0, 1], f est une fonction complètement monotone et
∫∞

0 xt−1f(x)dx = 1.

Démonstration. Par définition, il existe une mesure de probabilité p sur R+ telle que

q(dx) =
∫ ∞

0
qθ(dx)p(dθ) = p({0})δ0(dx) + xt−1

∫
(0,+∞)

Γ(t)−1θ−te−x/θp(dθ)︸ ︷︷ ︸
(1−c)f(x)

dx.

f est complètement monotone puisque f est une transformée de Laplace. Ensuite,∫ ∞
0

xt−1f(x)dx =
1

1− c

∫
(0,+∞)

θ−t
∫ ∞

0

xt−1

Γ(t)
e−x/θdx p(dθ) = 1.

En particulier, nous voyons que lorsque c = 0 et t = 1, un mélange de la loi exponentielle
a une densité complètement monotone. Dans la littérature, l’ensemble des mélanges de
la loi exponentielle est souvent noté ME. De façon analogue, nous allons noter MΓt la
classe des mélanges de la loi gamma de paramètre t. Un changement de variable montre
le résultat suivant :
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Proposition 1.20 Soit q ∈ MΓt un mélange de la loi gamma de paramètre t et soit
X ∼ q. Alors pour tout ξ ≥ 1, Xξ ∼ MΓt/ξ.

Démonstration. Si X ∼ cδ0(dx) + (1− c)xt−1f(x)dx où f est une fonction complètement
monotone. Alors Xξ ∼ cδ0(dx)+(1−c)xt/ξ−1f(x1/ξ). La fonction x 7→ f(x1/ξ) est complè-
tement monotone comme composition d’une fonction complètement monotone avec une
fonction de Bernstein – voir l’annexe A.

Pour tous a, b > 0, la décomposition

Γa
d
= Ba,b × Γa+b,

où les variables Ba,b et Γa+b sont supposées indépendantes, entraîne la proposition suivante :

Proposition 1.21 ∀t1 < t2, MΓt1 ⊂ MΓt2 .

Ci-dessous, nous énonçons un résultat très puissant démontré indépendamment par Gol-
die [31] et Steutel [51] :

Théorème 1.22 Les mélanges de la loi exponentielle sont infiniment divisibles.

Observons que l’on ne suppose pas que la loi par laquelle on mélange soit infiniment
divisible. On peut raccourcir l’énoncé en « ME ⊂ ID ». La démonstration de ce théorème
est moins directe que celle du mélange gaussien qui repose uniquement sur la subordination
de Bochner. Ce théorème combiné avec la proposition précédent peut s’avérer très utile et
assez puissant. Par exemple, soit L une variable exponentielle standard, alors pour tout
ξ ≥ 1, Lξ est infiniment divisible. Nous utiliserons également ce théorème pour prouver
la divisibilité infinie de B−sa,b lorsque b ≤ 1 – voir le Théorème 4.1. Il y a plusieurs façons
de démontrer le Théorème 1.22. La première repose sur un théorème plus puissant dû à
Steutel. Nous en donnerons également une preuve rapide au Corollaire A.24.

Théorème 1.23 (Steutel) Soit q la mesure de probabilité sur R+ définie par

q(dx) = cδ0(dx) + (1− c)f(x)dx

où c ∈ [0, 1] et où f est une densité de probabilité log-convexe. Alors q est infiniment
divisible.

Comme une fonction complètement monotone est nécessairement log-convexe – voir le
Lemme A.6, le Théorème 1.22 peut être vu comme un corollaire du Théorème 1.23.

La question qui s’est naturellement posée fut : cela reste-t-il vrai pour un mélange de
la loi gamma de paramètre t ? En vertu de la convergence en loi

Γt

t
d−→

t→+∞
1,

et de la stabilité de la classe des lois infiniment divisibles pour la convergence en loi, nous
voyons que cette propriété ne peut être vraie quel que soit t > 0. En effet, la convergence
en loi se démontre facilement en calculant la transformée de Laplace :

E
Ä
e−λΓt/t

ä
=

1

(1 + λ/t)t
−→
t→+∞

e−λ.
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Puis considérons une variable U qui suit une loi uniforme sur [0, 1] indépendante de (Γt)t>0,
alors

(U/t)× Γt
d−→

t→+∞
U,

mais U n’est pas infiniment divisible puisqu’elle est à support compact. D’autre part, si
t ≤ 1, MΓt ⊂ MΓ1 = ME ⊂ ID. Steutel avait conjecturé dans [51] que le paramètre t
maximal est 2. En 1994, Kristiansen donne une réponse positive à cette question :

Théorème 1.24 (Kristiansen) Soit une mesure de probabilité q sur R+. Si q est un
mélange de la loi gamma de paramètre 2, alors q est infiniment divisible.

Corollaire 1.25 (du Théorème 1.24) ∀t ≤ 2, MΓt ⊂ ID.

Autrement-dit, soit Γ2 ∼ x e−xdx (x > 0) une variable gamma de paramètre 2. Alors pour
toute variable aléatoire X positive et indépendante de Γ2, X × Γ2 a une loi infiniment
divisible. Enfin, il existe des contre-exemples lorsque t > 2 – voir l’exemple 12.1 du
chapitre VI dans [52]. La convergence (U/t)×Γt

d−→
t→+∞

U et le fait que U 6∼ ID entraînent
l’existence d’un réel t > 0 tel que (U/t)×Γt 6∼ ID – voir la Proposition 1.3. Cela nous donne
un exemple de loi non infiniment divisible dont les queues de distributions décroissent de
manière exponentielle. Cet exemple n’est cependant pas tout à fait explicite.

1.3 Familles de lois infiniment divisibles sur la demi-
droite

Dans cette section, nous introduisons brièvement quatre sous-classes de l’ensemble des
lois infiniment divisibles sur la demi-droite qui sont toutes fermées pour la limite en loi.
Voici comment elles sont imbriquées :

{densités HCM}
{lois α-stables positives}α∈(0,1)

 ⊂ GGC ⊂ {lois SD positives} ⊂ ID .

1.3.1 Les lois stables

Soit (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Supposons qu’il existe deux suites (an)n≥1, an ∈ R et (bn)n≥1, bn > 0 telles que

1

bn

n∑
k=1

(Xk − ak)
d−−→

n→+∞
p (1.9)

pour une certaine loi de probabilité p. Les lois limites p sont appelées lois stables. La loi
gaussienne est donc une loi stable. On peut montrer que la fonction caractéristique d’une
loi stable a nécessairement l’une des deux formes suivantes :

p̂α,β,γ,δ(u) = exp
ï
iγu− δ|u|α

Å
1− i β sgn(u) tan

Äπα
2

äãò
, α ∈ (0, 2] \ {1},

p̂1,β,γ,δ(u) = exp

ñ
iγu− δ|u|

Ç
1 + i

2β

π
sgn(u) log(u)

åô
, α = 1,
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avec β ∈ [−1, 1], γ ∈ R et δ ≥ 0. Lorsque α 6= 1 et γ = 0, on a ∀c > 0,

p̂α,β,0,δ(c
1/αu) =

Ä
p̂α,β,0,δ(u)

äc
,

on dit que pα,β,0,δ est strictement α-stable. De même, lorsque α = 1 et β = 0, p1,0,γ,δ

est strictement 1-stable. Dans ce cas, p1,0,γ,δ est une loi de Cauchy de paramètre (δ, γ),
c’est-à-dire

p1,0,γ,δ ∼
δ2

(x− γ)2 + δ2
dx.

Pour une loi p strictement stable, notons ρ le paramètre de positivité. Il est défini par
ρ = p (R+) . Si α 6= 1 et γ = 0, alors

ρ = pα,β,0,δ
Ä
R+

ä
=

1

2
+

arctan
Ä
β tan

Ä
πα
2

ää
πα

·

Si α = 1 et β = 0, alors

ρ = p1,0,γ,δ

Ä
R+

ä
=

1

2
+

arctan (γ/δ)

π
·

Observons que le paramètre de positivité ρ appartient nécessairement à l’intervalle [0, 1]
si α ∈ (0, 1], et à l’intervalle [1 − 1/α, 1/α] si α ∈ (1, 2] – voir la figure 1.1. Désormais,

ρ

α

0

1

2

0.5 1.0

Figure 1.1 – Domaine des paramètres admissibles (ρ, α)

pour α ∈ (1, 2] et ρ dans le bon intervalle, Zα,ρ désigne une variable strictement α-stable
dont le paramètre de positivité vaut ρ, normalisée par

E
Ä
eiuZα,ρ

ä
= exp

− |u|α
Ñ

cos

ÇÇ
ρ− 1

2

å
πα

å
− i sin

ÇÇ
ρ− 1

2

å
πα

å
sgn(u)

é. (1.10)

L’intérêt de cette paramétrisation est la continuité en le paramètre α. Les seules lois stables
à support sur R+ sont celles dont le paramètre de positivité ρ vaut 1 avec α ∈ (0, 1]. Dans
ce cas, on note Zα = Zα,1. Observons que Z1 = 1 et que

E
Ä
e−λZα

ä
= e−λ

α

.

Les lois stables positives apparaissent dans l’expression des branches positives de Zα,ρ.
Notons Z+

α,ρ = Zα,ρ |Zα,ρ > 0, alors la formule (3.3.16) dans [56] établit que

Z+
α,ρ

d
=

Ç
Zαρ

Zρ

åρ
(1.11)
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où les variables Zαρ et Zρ sont supposées indépendantes. Ainsi, lorsque α = 1, le quotient
indépendant (Zρ/Z̃ρ)

ρ a la loi de la branche positive d’une loi de Cauchy. Ce fait sera
redémontré dans la section 5.4.

1.3.2 Les lois auto-décomposables

Une loi de probabilité p est dite auto-décomposable si pour tout c ∈ (0, 1), il existe
deux variables aléatoires indépendantes X ∼ p et Yc telles que

X
d
= cX + Yc.

Nous noterons X ∼ SD (pour self-decomposable). Si l’on ne suppose pas que les variables
Xk de (1.9) sont identiquement distribuées, alors, si bn −→

n→+∞
+∞ et bn+1/bn −→

n→+∞
1, la

loi limite p est auto-décomposable.
Soit X une variable aléatoire positive, X ∼ SD si et seulement s’il existe un réel a ≥ 0

et une fonction décroissante m : (0,+∞)→ R+ telle que

E
Ä
e−λX

ä
= exp

Ç
−aλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx)m(x)

x
dx

å
.

Observons le fait élémentaire suivant : si X et Y sont deux variables indépendantes
auto-décomposables, alors X + Y est auto-décomposable. En effet, ∀c ∈ (0, 1), on peut
écrire

X + Y = c (X + Y ) +Xc + Yc

où toutes les variables sont supposées indépendantes.
Enfin, si p est une loi auto-décomposable (non triviale), alors elle admet une densité

– voir par exemple le chapitre III Proposition 4.16 dans [52] pour le cas où p est supportée
sur la demi-droite.

1.3.3 Convolutions généralisées de lois gamma

Soit X ∼ Γ(t, s) une variable gamma de paramètre (t, s), c’est-à-dire, X d
= s × Γt

où Γt ∼ Γ(t)−1xt−1e−xdx. Un calcul d’une intégrale de Frullani – voir la formule (A.2) –
permet d’exprimer sa transformée de Laplace explicitement :

E
Ä
e−λX

ä
= E

Ä
e−sλΓt

ä
= (1 + sλ)−t = exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)te

−x/s

x
dx

)
.

Ainsi, nous voyons que X ∼ SD. Les lois limites des suites de type (1.1), où l’on suppose
que toutes les variables X(n)

k suivent une loi gamma, forment la classe des lois GGC
(pour generalized gamma convolution). Leurs transformées de Laplace sont limites de
transformées de Laplace du type

exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)

∑n
k=1 tke

−x/sk

x
dx

)
.

La transformée de Laplace d’une loi GGC se met donc sous la forme

exp

Ç
−aλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx)m(x)

x
dx

å
= exp

Ç
−aλ−

∫ ∞
0

log

Ç
1 +

λ

y

å
ν(dy)

å
(1.12)
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où a ≥ 0, m est une fonction complètement monotone et ν est la mesure de Laplace de
m (m = L ν) – voir l’annexe A. La mesure ν est appelée mesure de Thorin.

Il est facile de voir que la classe des lois GGC est stable par convolution, Bondes-
son [16] a récemment démontré que cette classe est également stable par convolution
multiplicative :

Théorème 1.26 (Bondesson) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de
lois GGC. Alors X × Y ∼ GGC.

Corollaire 1.27 (Bondesson) Si X ∼ GGC, alors eX − 1 ∼ GGC.

Ces deux résultats ont joué un rôle majeur dans cette thèse. Nous en donnons des éléments
de démonstration à la fin de la section suivante. Cette propriété est fausse si l’on suppose
seulement queX et Y sont infiniment divisibles. Par exemple, siX et Y sont deux variables
de Poissons indépendantes, alors bien que X, Y ∼ ID, X × Y 6∼ ID – voir l’exemple 12.15
du chapitre II dans [52]. La question pour la classe des lois auto-décomposables est ouverte.

1.3.4 Les densités hyperboliquement complètement monotones

Une fonction f : (0,+∞) → R+ est dite hyperboliquement complètement monotone
(HCM) si pour tout u > 0, la fonction définie implicitement pour w = v + v−1 (v > 0)
par

f(uv)f(u/v)

est complètement monotone. La stabilité de l’ensemble des fonctions complètement mono-
tones par produit et passage à limite simple – voir la Proposition A.4 – entraîne la même
stabilité pour la classe des fonctions HCM. Les fonctions x 7→ xa (a ∈ R) et x 7→ (1+bx)−c

(b, c ≥ 0) sont HCM. En effet, (uv)a × (u/v)a = u2a et

(1 + buv)−c × (1 + bu/v)−c = (1 + b2u2 + buw)−c

définissent des fonctions complètement monotones en w. Nous voyons ainsi que la transfor-
mée de Laplace d’une loi GGC est HCM. Bondesson a prouvé dans [14] que la réciproque
est vraie :

Théorème 1.28 (Bondesson) Soit p une mesure de probabilité sur R+. p est GGC si et
seulement si L p est HCM.

En particulier, toute fonction HCM est la limite simple de fonctions du type

x 7→ a× xb × (1 + cx)−d

où (a, b, c, d) ∈ R+ ×R×R+ ×R+. Ce théorème, combiné avec le Théorème B.5, permet
de démontrer un autre résultat liant les fonctions HCM et les lois GGC :

Théorème 1.29 (Bondesson) Soit p ∼ f une mesure de probabilité sur R+ dont la
densité f est HCM. Alors p est GGC.

On termine cette courte initiation par la proposition suivante qui est aussi une conséquence
du Théorème B.5 :

Proposition 1.30 Soient X, Y ∼ HCM deux variables aléatoires indépendantes. Alors,
X × Y ∼ HCM.
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Dans l’annexe B, on énonce quelques propriétés supplémentaires des fonctions HCM qui
seront utiles tout au long de ce manuscrit.

Pour démontrer le Théorème 1.26, Bondesson s’est appuyé sur la caractérisation des
lois GGC du Théorème 1.28 :

Éléments de démonstration du Théorème 1.26. On suppose que

X =
m∑
i=1

b−1
i Γβi et Y =

n∑
j=1

cj Γγj

où toutes les variables sont supposées indépendantes. Notons Ψ la transformée de Laplace
de XY et Φ celle de Y . Alors, il faut montrer que la fonction

Ψ : λ 7→ E
Ä
e−λXY

ä
= E (Φ(λX)) = C ×

∫
(0,+∞)m

Φ

(
λ

m∑
i=1

xi

)
m∏
i=1

Ä
xβi−1
i e−bixi

ä
dx

(où x = (x1, . . . , xm)) est HCM, c’est-à-dire, montrer que pour tout u > 0,

∫
(0,+∞)m×(0,+∞)m

Φ

(
uv

m∑
i=1

xi

)
Φ

(
u

v

m∑
i=1

x′i

)
m∏
i=1

Ä
(xix

′
i)
βi−1e−bi(xi+x

′
i)
ä
dxdx′

est complètement monotone en w = v + v−1. Nous avons Ψ(λ) =
∏n
j=1(1 + cjλ)−γj donc

Φ

(
uv

m∑
i=1

xi

)
Φ

(
u

v

m∑
i=1

x′i

)
=

n∏
j=1

[
1 + cju

(
v

m∑
i=1

xi +
1

v

m∑
i=1

x′i

)
+ c2

ju
2

(
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

x′i

)]−γj

=
n∏
j=1

E
ï
e−(cju[v

∑m
i=1

xi+
1
v

∑m
i=1

x′i]+c2ju2[
∑n

i=1
xi
∑n

i=1
x′i])Γγj

ò
.

Par le théorème de Fubini-Tonelli et par la Proposition A.5, « il suffit » de montrer que
pour tous t1, t2 > 0 fixés,∫

(0,+∞)m×(0,+∞)m
e−t1(v

∑m
i=1

xi+
1
v

∑m
i=1

x′i)−t2(
∑n

i=1
xi
∑n

i=1
x′i)

m∏
i=1

Ä
(xix

′
i)
βi−1e−bi(xi+x

′
i)
ä
dxdx′

est complètement monotone en w = v + v−1.

Le Corollaire 1.27 est une conséquence de ce résultat et du Théorème 6.2.6 dans [15] qui
établit que pour tous s, t > 0, esΓt − 1 ∼ GGC.

1.3.5 Une conjecture de Bondesson

Soit Zα une variable strictement α-stable positive. Nous avons vu que sa loi se ca-
ractérise très simplement via sa transformée de Laplace, la formule (A.6) permet d’écrire

E
Ä
e−λZα

ä
= e−λ

α

= exp

Ç
−α sin(πα)

π

∫ ∞
0

log

Ç
1 +

λ

x

å
xα−1dx

å
. (1.13)

Cette représentation est du type (1.12), cela nous permet de déduire que toutes les lois
de probabilités positives α-stables sont GGC (0 ≤ α < 1). Il est donc naturel de se poser
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la question si ces densités sont hyperboliquement complètement monotones. Bondesson a
conjecturé dans [15] que Zα ∼ HCM si et seulement si α ≤ 1/2. Il y a différentes manières
de prouver que la condition α ≤ 1/2 est nécessaire. Par exemple, lorsque α > 1/2, il
est montré dans [49] que la densité n’est pas hyperboliquement monotone : on dit que
la fonction f est hyperboliquement monotone si ∀u > 0, f(uv)f(u/v) est monotone en
w = v + v−1 ∈ [2,∞). Le Théorème 5.2 donne une autre preuve de la nécessité de
la condition α ≤ 1/2. Nous donnerons une réponse positive à cette question dans le
chapitre 6 – voir le Théorème 6.1.

Lorsque α > 1/2, il est connu qu’aucune des puissances Zδ
α (δ ∈ R∗) n’a de densité

HCM (le Théorème 5.2 redémontre ce fait). Jedidi et Simon [35] (voir la conjecture 3.3)
émettent une conjecture renforcée : Zδ

α ∼ HCM si et seulement si α ≤ 1/2 et |δ| ≥
α/(1−α). Nous donnerons dans le chapitre 5 des arguments en faveur de cette conjecture
renforcée. Le Théorème 5.2 en démontrera la partie « seulement si ».

1.4 Un cas d’étude : le carré d’une variable gaussienne
Soit Xm,t ∼ N (m, t) une variable gaussienne. Nous avons vu précédemment que si

m = 0, alors X2
0,t ∼ ID car X2 ∼ Γ(1/2, 2t). La question qui va nous intéresser est assez

naturelle : que se passe-t-il si m 6= 0 ?

Théorème 1.31 Soit Xm,t ∼ N (m, t) une variable gaussienne de moyenne m et de
variance t. Alors X2

m,t a une loi infiniment divisible et sa mesure de Lévy est donnée par

µm,t(dx) =

Ç
1

2x
+
m2

4t2

å
e−x/2tdx.

En particulier X2
m,t est auto-décomposable si et seulement si m = 0.

La démonstration de ce théorème, bien qu’élémentaire, est assez instructive. En effet, elle
fait intervenir quelques idées et propriétés qui reviendront souvent dans ce manuscrit.

Démonstration. Afin de simplifier les notations, considérons pour le moment le cas où
t = 1. Soit Z ∼ N (0, 1), alors Xm,1

d
= Z +m, donc X2

m,1
d
= Z2 + 2mZ +m2. On calcule

E
(
e−λX

2
m,1

)
= E

(
e−λ(Z2+2mZ+m2)

)
= e−λm

2E
(
e−λ(Z2+2mZ)

)
=
e−λm

2

√
2π

∫
R
e−2λmxe−(1+2λ)x2/2dx

=
e−λm

2»
2π(1 + 2λ)

∫
R

exp

Ç
− 2λmx√

1 + 2λ

å
e−x

2/2dx x 
x√

1 + 2λ

=
e−λm

2

√
1 + 2λ

E
Ç

exp

Ç
− 2λmZ√

1 + 2λ

åå
= e−ϕm,1(λ)

où
ϕm,1(λ) =

1

2
log(1 + 2λ) +

λm2

1 + 2λ
,

(rappelons que E
Ä
euZ
ä

= eu
2/2). Et si t 6= 1, on écrit

X2 d
= t

Ç
Z +

m√
t

å2



1.4. Un cas d’étude : le carré d’une variable gaussienne 21

donc E
(
e−λX

2
m,t

)
= e−ϕm,t(λ), avec

ϕm,t(λ) =
1

2
log(1 + 2tλ) +

λm2

1 + 2tλ
·

Le lemme suivant achève la démonstration.

Lemme 1.32 La fonction ϕm,t définie ci-dessus est une fonction de Bernstein complète.
Plus précisément,

ϕm,t(λ) =
1

2
log(1 + 2tλ) +

λm2

1 + 2tλ
=
∫ ∞

0
(1− e−λx)

Ç
1

2x
+
m2

4t2

å
e−x/2tdx.

Démonstration. Supposons l’égalité démontrée, il est alors évident que la fonction ϕm,t
soit Bernstein complète puisque que la fonction

x 7→
Ç

1

2x
+
m2

4t2

å
e−x/2t

est complètement monotone. On commence par écrire la trivialité

log(1 + 2tλ) =
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

y

å
δ1/2t(dy)

et en utilisant la formule (A.2) (ou en dérivant l’égalité ci-dessus) nous voyons que

1

2
log(1 + 2tλ) =

∫ ∞
0

(1− e−λx) e
−x/2t

2x
dx.

L’autre partie se vérifie plus facilement, mais il est instructif de voir le lien entre mesure
de Bernstein et mesure de Stieltjes d’une fonction de Bernstein complète :

λm2

1 + 2tλ
=
m2

2t

∫ ∞
0

λ

λ+ u
δ1/2t(du) =

m2

2t

∫ ∞
0

Ç
1

u
− 1

λ+ u

å
u δ1/2t(du)

=
m2

2t

∫ ∞
0

Å∫ ∞
0

(1− e−λx)e−uxdx
ã
u δ1/2t(dt) =

∫ ∞
0

(1− e−λx)m
2e−x/2t

4t2
dx.

La classe des lois de probabilités sur R+ infiniment divisibles dont l’exposant de Laplace
(qui est toujours une fonction de Bernstein) est une fonction de Bernstein complète est
souvent nommée dans la littérature, classe de Bondesson et abrégée BO. Ainsi X2

m,t ∼ BO.
X2
m,t ∼ SD seulement si m = 0 puisqu’il est facile de voir que lorsque m 6= 0, la densité

de Bernstein n’est pas de la forme f(x)/x, avec f décroissante.

Corollaire 1.33 (du Théorème 1.31) Soient m ∈ R, t > 0 et Xm,t ∼ N (m, t). Alors

X2
m,t

d
= 2tΓ1/2 + Ym2,t

où Γ1/2 ∼ Γ(1/2, 1) est indépendante d’une certaine variable (infiniment divisible) Ym2,t

donnée par :

Ym2,t = 2t

Nm2/2t∑
k=1

Lk

avec (Nt)t≥0 un processus de Poisson standard et (Lk)k≥1 une suite i.i.d. de variables
exponentielles indépendante du processus N .
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Puisque X2
0,t

d
= 2tΓ1/2, on peut réécrire cette décomposition de la manière suivante :

X2
m,t

d
= X2

0,t + Ym2,t

où les deux variables du membre de droite sont supposées indépendantes. Observons que
la loi de Ym2,t est la loi marginale d’un processus de Poisson composé.

Démonstration. Il suffit de prouver que la variable Ym2,t a bien pour exposant de Lévy-
Khintchine la fonction

λ 7→ λm2

1 + 2tλ
·

Si (Ns)s≥0 est un processus de Poisson standard, alors E
Ä
e−λNs

ä
= e−s(1−e

−λ), et si Ms =∑Ns
k=1 Lk, alors

E
Ä
e−λMs

ä
= exp

Ä
−sE

Ä
1− e−λL1

ää
.

Enfin, par le lemme précédent,

λm2

1 + 2tλ
=
∫ ∞

0
(1− e−λx)m

2e−x/2t

4t2
dx =

m2

2t
E
Ä
1− e2tL1

ä
donc en posant s = m2/2t, on obtient Ym2,t

d
= 2tMm2/2t.

Pour m′ ≤ m, une simple application du « théorème belge » donne

Nm2/2t =
Ä
Nm2/2t −Nm′2/2t

ä
+ Nm′2/2t.

Un processus de Poisson étant un processus à accroissements indépendants et station-
naires, on a Nm′2/2t ⊥

Ä
Nm2/2t −Nm′2/2t

ä d
= N(m2−m′2)/2t. On obtient la décomposition

X2
m,t

d
= Xm′2,t + Ym2−m′2,t (1.14)

pour 0 ≤ m′ ≤ m. On peut généraliser (1.14) :

Théorème 1.34 Il existe une décomposition

X2
m,t

d
= X2

m′,t′ + Ym,t,m′,t′

où Ym,t,m′,t′ est une certaine variable aléatoire infiniment divisible indépendante de Xm′,t′

si et seulement si t′ ≤ t et
1

t′
− 1

t
+
m2

t2
− m′2

t′2
≥ 0.

Démonstration. Notons Φm,t la transformée de Laplace de X2
m,t pour m ∈ R et t > 0.

Nous devons déterminer quand la fonction Φm,t/Φm′,t′ est la transformée de Laplace d’une
mesure de probabilité (à support positif) infiniment divisible. Il suffit d’étudier le signe
de la différence des densités de Lévy-Khintchine. Nous avons vu au Théorème 1.31 que

µm,t(dx) =

Ç
1

2x
+
m2

4t2

å
e−x/2tdx

donc il faut déterminer si la fonction fm,t,m′,t′ définie sur R+ par

fm,t,m′,t′(x) =

Ç
1

2x
+
m2

4t2

å
e−x/2t −

Ç
1

2x
+
m′2

4t′2

å
e−x/2t

′

est positive.
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1er cas : m = m′ = 0 f0,t,0,t′ : x 7→
Ä
e−x/2t − e−x/2t′

ä
/ 2x est une fonction positive si

et seulement si t′ ≤ t. La fonction f0,t,0,t′ est intégrable sur R∗+ donc Y0,t,0,t′ a la loi d’un
processus de Poisson composé pris en un certain temps.

2e cas : t = t′ On retrouve la décomposition (1.14) lorsque |m′| ≤ |m|. Si |m′| > m, la
fonction fm,t,m′,t est négative donc une telle décomposition n’est pas possible.

3e cas : t < t′ Si m′ = 0, fm,t,0,t′(x) ∼
x→+∞

−e−x/2t′/ 2x < 0 donc fm,t,0,t′ n’est pas une

fonction positive. Si m′ 6= 0, fm,t,m′,t′(x) ∼
x→+∞

−m′2e−x/2t′/ 4t′2 < 0 donc fm,t,m′,t′ n’est
pas une fonction positive. La décomposition est donc impossible si t < t′.

4e cas : t′ < t

2fm,t,m′,t′(x) =
e−x/2t − e−x/2t′

x
+
m2e−x/2t

2t2
− m′2e−x/2t

′

2t′2
= e−x/2t

′
gm,t,m′,t′(x)

avec

gm,t,m′,t′(x) =
exp
îÄ

1
2t′
− 1

2t

ä
x
ó
− 1

x
+
m2

2t2
exp

ñÇ
1

2t′
− 1

2t

å
x

ô
− m′2

2t′2
·

La fonction gm,t,m′,t′ est croissante sur R∗+ donc fm,t,m′,t′ est une fonction positive si et
seulement si gm,t,m′,t′(0+) ≥ 0. Or

gm,t,m′,t′(0+) =
1

2

Ç
1

t′
− 1

t
+
m2

t2
− m′2

t′2

å
·

Caractériser l’existence d’une telle décomposition semble plus difficile lorsque Ym,t,m′,t′
n’est plus supposé infiniment divisible. Il faudrait pour cela déterminer quand la fonction
Φm,t/Φm′,t′ est une fonction complètement monotone.
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Chapitre 2

Rappels et compléments sur les
perpétuités de processus de Lévy

Cette thèse n’est pas centrée sur l’étude des fonctionnelles exponentielles mais utilise
à plusieurs reprises cette théorie. Ce chapitre est donc l’occasion d’en donner quelques
éléments. Étant donné un processus de Lévy réel X, nous nous intéressons à la loi de la
variable aléatoire

I =
∫ ∞

0
e−Xsds.

Dans la littérature, ce type de variable aléatoire est appelé fonctionnelle exponentielle du
processus X, ou encore, perpétuité de X. Les perpétuités ont été très étudiées dans les
années 1990-2000 et nous renvoyons au survol de Bertoin et Yor [10] pour un ensemble
de résultats. Les perpétuités sont toujours bien définies et positives, prenant éventuelle-
ment des valeurs infinies. Un théorème d’Erickson – voir [10], Théorème 1 – entraîne que
P (I < +∞) = 0 ou 1 et que

P (I = +∞) = 0 ⇐⇒ lim
t→+∞

Xt = +∞ p.s.

Un résultat démontré par Dufresne [26] et obtenu en parallèle par Bouchaud et al.
– voir les formules (4.4) et (4.20) dans [21] – dans un cadre physique, est le suivant : soit
B un mouvement brownien standard et t un nombre positif, alors∫ ∞

0
eBs−ts/2ds

d
=

2

Γt

·

Depuis, une multitude de démonstrations de cette identité en loi remarquable ont été
données. La preuve la plus simple est certainement celle qui repose sur le Théorème 2.2
énoncé dans la section suivante. Ce résultat, dû à Bertoin et Yor, relie l’exposant de
Laplace d’un processus de Lévy sans sauts positifs aux moments entiers négatifs de sa
perpétuité. L’identité de Dufresne s’obtient alors en écrivant les moments entiers positifs
de Γt.

Nous commençons ce chapitre en démontrant deux résultats classiques sur les perpétui-
tés, l’un sur les subordinateurs dû à Carmona, Petit et Yor [22], l’autre sur les processus
de Lévy spectralement négatifs dû à Bertoin et Yor [9] et déjà évoqué ci-dessus. Nous
présentons ensuite quelques exemples instructifs. Enfin, nous nous intéressons à l’étude
de la densité des perpétuités de Lévy et généralisons partiellement une équation intégro-
différentielle due à Carmona, Petit et Yor [22].

25
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2.1 Caractérisation par les moments entiers

2.1.1 Deux théorèmes

Théorème 2.1 ([22], Proposition 3.3) Soit (Xt)t≥0 un subordinateur d’exposant de La-
place ϕ, et soit J sa perpétuité

J =
∫ ∞

0
e−Xsds.

La variable aléatoire J est finie presque sûrement. Sa loi est déterminée par ses moments
entiers positifs qui vérifient

∀n ∈ N∗, E (Jn) =
n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n)
·

Remarques :
• En général, une mesure de probabilité sur R+ n’est pas déterminée par ses moments

entiers positifs. Autrement dit, il peut exister une autre loi ayant les mêmes moments
entiers positifs. Si X est telle que E

Ä
esX
ä
< +∞, il est clair par le développement

de Taylor de l’exponentielle et l’injectivité de la transformée de Laplace que la loi
de X est déterminée par ses moments entiers positifs. On dit alors que la suite
(E (Xn))n≥0 est une suite normalisée de moments de Stieltjes. Nous renvoyons à [5]
pour un ensemble de résultats classiques sur le problème des moments.
• Il est possible de considérer un subordinateur « tué » après un temps exponentiel T

d’espérance q−1 et indépendant du subordinateur X. C’est-à-dire, ou bien considérer
que Xt = +∞ lorsque t ≥ T , dans ce cas l’exposant de Laplace vérifie ϕ(0) = q. Ou
bien écrire J =

∫ T
0 e−Xsds, et on a alors :

E (Jn) =
n!

(q + ϕ(1))× · · · × (q + ϕ(n))

avec ϕ(0) = 0.

Théorème 2.2 ([9], Proposition 2) Soit (Xt) un processus de Lévy intégrable tel que :
(1) ∀u, t ≥ 0, E

Ä
euXt

ä
= exp (tΨ(u)) < +∞ ;

(2) m = E (X1) = Ψ′(0+) ∈ (0,+∞).
Et soit la perpétuité

I =
∫ ∞

0
e−Xsds.

Alors la variable aléatoire I est finie presque sûrement et pour tout n ∈ N∗,

E
Ä
I−n
ä

= m× Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!
.

De plus, si le processus de Lévy X est spectralement négatif, alors la loi de I est déterminée
par ses moments entiers négatifs.

Remarques : Rappelons qu’un processus de Lévy X est dit spectralement négatif si sa
mesure de Lévy a un support inclus dans (−∞, 0). Dans ce cas,
• la condition (1) est automatiquement vérifiée,
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• le théorème établit que la suite (E (I−n))n≥0 est une suite normalisée de moments
de Stieltjes.

Corollaire 2.3 (du Théorème 2.2) Soit p une mesure de probabilité sur R+ et soit
X ∼ p. Alors p est la loi de la perpétuité d’un processus de Lévy intégrable spectralement
négatif si et seulement si la fonction Ψ définie sur R+ par

Ψ(u) = u×
E
Ä
X−(u+1)

ä
E (X−u)

(2.1)

est l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement négatif avec moyenne stric-
tement positive. Dans ce cas, ce processus de Lévy est le processus sous-jacent.

Autrement dit, soit P− = L{Processus de Lévy spectralement ≤ 0 à moyenne > 0}, alors
l’application

P− −→ {Lois positives}
L ((Xt)t≥0) 7−→ L

Ä∫∞
0 e−Xsds

ä
est une application injective. En particulier, si Ψ1 et Ψ2 sont deux exposants de Laplace
de processus de Lévy spectralement négatifs à moyennes positives tels que, ∀n ≥ 0,
Ψ1(n) = Ψ2(n), alors Ψ1 = Ψ2. Il est intéressant de remarquer que cette propriété est
fausse pour l’exposant de Lévy-Khintchine. Par exemple, considérons le processus de Lévy
X défini par

Xt = Bt + 2π
Nt∑
n=1

Yn

où B désigne un mouvement brownien standard, Yn des variables de Bernoulli de para-
mètres 1/2 et N un processus de Poisson standard, tous indépendants. Alors

E
Ä
eiuBt

ä
= exp

Ç
−tu

2

2

å
et E

Ä
eiuXt

ä
= exp

Ç
−tu

2

2
+
t(e2iπu − 1)

2

å
,

donc les exposants de Lévy-Khintchine valent tous deux −n2/2 sur les entiers n ∈ Z.
La proposition suivante est une remarque semble-t-il due à Vervaat, et joue un rôle

important dans les chapitres 2 et 4.

Proposition 2.4 La perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif est auto-
décomposable.

Nous notons E− l’ensemble des perpétuités de processus de Lévy intégrables, de moyennes
positives et spectralement négatifs. Nous avons l’inclusion E− ⊂ SD. L’intégrabilité du
processus de Lévy n’est pas nécessaire pour avoir l’inclusion E− ⊂ SD mais les théorèmes
que nous manipulerons nécessiteront cette hypothèse.

2.1.2 Les preuves

Le Théorème 2.2 joue un rôle important dans cette thèse car c’est sur lui que reposent
les démonstrations des Théorèmes 3.2 et 4.3. Nous en donnons donc la preuve, ainsi que
celle du Théorème 2.1 qui est très similaire.
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2.1.2.1 Démonstration du Théorème 2.1

Ici nous n’avons pas besoin d’utiliser le théorème d’Erickson pour s’assurer que l’inté-
grale converge p.s. En effet, J est positif et par le théorème de Fubini-Tonelli,

E (J) =
∫ ∞

0
E
Ä
e−Xs

ä
ds =

∫ ∞
0

e−sϕ(1)ds =
1

ϕ(1)
< +∞,

ainsi J < +∞ p.s. Posons pour tout t ≥ 0, Jt =
∫∞
t e−Xsds. Alors, t 7→ Jt est p.s.

absolument continue et pour tout r > 0,

Jr0 − Jrt = r
∫ t

0
Jr−1
s e−Xsds.

Par indépendance des accroissements, Jt = e−Xt J̃ où Xt ⊥ J̃ , avec

J̃ =
∫ ∞

0
e−(Xs+t−Xt)ds

d
= J.

La dernière égalité vient de la stationnarité des accroissements. Ainsi, par le théorème de
convergence monotone,

E
Ä
Jr0 − Jrt︸ ︷︷ ︸
≥0

ä
= lim

A→+∞
E
Ä
(Jr − Jrt )1{J≤A}

ä
= lim

A→+∞

î
E
Ä
Jr1{J≤A}

ä
− E

Ä
e−rXt J̃r1{J̃≤A}

äó
= lim

A→+∞

î
E
Ä
Jr1{J≤A}

ä
− E

Ä
Jr1{J≤A}

ä
e−tϕ(r)

ó
= E (Jr) (1− e−tϕ(r)).

D’autre part, le théorème de Fubini-Tonelli entraîne que

E (Jr0 − Jrt ) = r
∫ t

0
E
Ä
Jr−1
s e−Xs

ä
ds = r

∫ t

0
E
Ä
e−rXs

ä
E
Ä
Jr−1

ä
ds

= rE
Ä
Jr−1

ä ∫ t

0
e−sϕ(r)ds =

rE (Jr−1)
Ä
1− e−tϕ(r)

ä
ϕ(r)

·

Finalement
E (Jr) =

rE (Jr−1)

ϕ(r)
· (2.2)

Une récurrence conclut la première partie de la preuve. Pour montrer que les moments

mn =
n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n)
, n ≥ 1

caractérisent la loi de J , on majore pour 0 ≤ u < u0 < ϕ(+∞),

mn ≤
n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n0)× un−n0
0

où n0 ∈ N∗ est tel que ϕ(n0) ≥ u0. Ainsi,

E
Ä
euJ
ä

= E
( ∞∑
n=0

unJn

n!

)
=
∞∑
n=0

mnu
n

n!
≤ u0

n0

ϕ(1)× · · · × ϕ(n0)

∞∑
n=0

Ç
u

u0

ån
< +∞.
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Par injectivité de la transformée de Laplace, u 7→ E
Ä
euJ
ä
(0 ≤ u < u0) caractérise la loi

de J .
Le cas où le subordinateur X est tué à temps exponentiel T (que l’on note XT ) se

fait par approximation. On considère un processus de Poisson standard N d’intensité q
(l’espérance de la variable exponentielle T ). On pose alors pour a > 0, X(a) = X + aN
qui est un subordinateur d’exposant ϕa défini par

ϕa(λ) = ϕ(λ) + q
Ä
1− e−aλ

ä
−→
a→+∞

q + ϕ(λ).

Enfin, soit J (a) la perpétuité de X(a). Le théorème de convergence dominée entraîne que
Ja → J p.s. lorsque a → +∞ et une nouvelle application du théorème de convergence
dominée entraîne que

E (Jn) = lim
a→+∞

E (Jna ) =
n!

(q + ϕ(1))× · · · × (q + ϕ(n))
·

2.1.2.2 Démonstration du Théorème 2.2

Par l’hypothèse (1) du théorème, pour tous a, u > 0,

P (X1 ≥ a) = P
Ä
euX1 ≥ eau

ä
≤ eΨ(u)−au.

Soit a > 0 tel que P
Ä
inft∈[0,1]Xt < −a

ä
≤ 1/2. Nous allons démontrer que

P
(

sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a

)
≤ 2P (X1 ≥ a) .

Il est bien connu que l’on peut remplacer 2a par a et l’inégalité par une égalité dans le cas
du mouvement brownien (principe de réflexion de Désiré André), ou plus généralement,
dans le cas du processus stable spectralement négatif. En effet, soit le temps d’arrêt

T2a = inf{t > 0/ Xt > 2a} p.s.
= inf{t > 0/ Xt = 2a},

alors

P
(

sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a

)
= P

(
sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a, X1 ≥ a

)
+ P

(
sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a, X1 < a

)

≤ P (X1 ≥ a) + E
[
P
(

sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a, X1−T2a+T2a −XT2a < −a
∣∣∣∣FXT2a

)]

≤ P (X1 ≥ a) +
1

2
P
(

sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a

)
.

On obtient ainsi la majoration suivante, valable pour tout u > 0 :

P
(

sup
t∈[0,1]

Xt ≥ 2a

)
≤ 2eΨ(u)−au.

Ainsi, pour ε > 0 assez petit,

P
Ç∫ 1

0
e−Xsds < ε2

å
≤ P

(
sup
s∈[0,1

Xs ≥ 2 log(1/ε)

)
≤ 2eΨ(u)εu.
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Ceci assure la finitude des moments E
[Ä∫ 1

0 e
−Xsds

ä−n], pour n ≥ 0, et donc des moments
E (I−n) puisque

I =
∫ ∞

0
e−Xsds ≥

∫ 1

0
e−Xsds ≥ 0.

La suite de la démonstration est similaire à celle du Théorème 2.1. Pour t ≥ 0, soit
It =

∫∞
t e−Xsds. Alors, pour tout r > 0,

I−rt − I−r0 = r
∫ t

0
I−r−1
s e−Xsds.

De la même façon, on voit que It = e−Xt Ĩ où Xt ⊥ Ĩ et I d
= Ĩ. On obtient alors

E
Ä
I−r−1

ä
=

Ψ(r)E (I−r)

r
· (2.3)

Enfin,

E
Ä
I−1
ä

= lim
r→0+

Ψ(r)E (I−r)

r
= lim

r→0+

Ψ(r)

r
= Ψ(0+) = m.

La première partie de la preuve vient après une récurrence.
SiX est spectralement négatif, alors Ψ(u) = O(u2) lorsque u→ +∞ – voir l’expression

générale d’un exposant de Laplace à la formule (1.4). Il existe donc une constante c > 0
telle que

E
Ä
I−n
ä

= m× Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!
≤ cnn!.

Il s’ensuit que

E
Ç

exp

Ç
1

2cI

åå
< +∞.

Un raisonnement similaire à celui de la démonstration du Théorème 2.1 entraîne que la
loi de I−1 est caractérisée par ses moments entiers positifs.

2.1.2.3 Une remarque concernant les moments entiers

Dans chacune des démonstrations, s’est posée la question de savoir si une suite de
moments entiers caractérise une mesure de probabilité. Pour le Théorème 2.1, on aurait
pu utiliser un résultat dû à Berg et Durán :

Théorème 2.5 ([6] Théorème 1.3) Soient f une fonction complètement monotone, m0 =
1 et ∀n ∈ N∗,

mn =
1

f(1)× · · · × f(n)
·

Alors, la suite (mn)n≥0 est une suite normalisée de moments de Stieltjes. C’est-à-dire, il
existe une unique mesure de probabilité p sur R+, telle que ∀n ∈ N,

mn =
∫ ∞

0
xnp(dx).

Observons que si ϕ est une fonction de Bernstein, alors f : λ 7→ ϕ(λ)/λ est complètement
monotone, ainsi,

n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n)
=

1

f(1)× · · · × f(n)

définit une suite de moments de Stieltjes.
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2.1.2.4 Démonstration du Corollaire 2.3

Supposons que la fonction définie par (2.1) soit l’exposant de Laplace d’un processus
de Lévy spectralement négatif. Alors, soient X un tel processus de Lévy et I sa perpétuité.
Par le Théorème 2.2, les moments entiers négatifs de I caractérisent sa loi et sont donnés
par

E
Ä
I−n
ä

= m× Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!
=
∫ ∞

0
x−np(dx)

où m =
∫∞

0 x−1p(dx) = Ψ′(0+) > 0, donc I ∼ p.
Réciproquement, si Ψ est l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy à moyenne

positive, la formule (2.3) montre alors que Ψ est de la forme (2.1).

2.1.2.5 Démonstrations de la Proposition 2.4

Soit X un processus de Lévy spectralement négatif à moyenne positive et soit I(X) sa
perpétuité. L’auto-décomposabilité de I(X) est une conséquence directe de la propriété
de Markov forte. En effet, pour tout x > 0,

Tx = inf{t > 0/ Xt = x}
est un temps d’arrêt fini presque sûrement puisque (Xt)t≥0 est spectralement négatif et
tend vers +∞ lorsque t→ +∞. Alors,

I(X) =
∫ ∞

0
e−Xtdt =

∫ Tx

0
e−Xtdt+

∫ ∞
Tx

e−Xtdt =
∫ Tx

0
e−Xtdt+ e−x

∫ ∞
0

e−(Xt+Tx−x)dt

d
=
∫ Tx

0
e−Xtdt+ e−x

∫ ∞
0

eX̃tdt =
∫ Tx

0
e−Xtdt+ e−x × I(X̃)

où X̃ désigne une copie du processus X indépendante de (Xt, 0 ≤ t ≤ Tx).

2.1.3 Quelques exemples

2.1.3.1 Puissances positives de la loi gamma

Considérons une variable exponentielle L de paramètre 1. On a L =
∫ L

0 ds, autrement
dit

L =
∫ T

0
e−Xsds,

où T = L et où X est le subordinateur constant égal à 0. On peut aussi écrire

E (Ln) = n! =
n!

ϕ(1)× . . . ϕ(n)

avec ϕ(λ) = 1 et nous voyons par le Théorème 2.1 que L
d
=
∫ L

0 ds. Bien entendu, ceci n’est
pas l’application la plus impressionnante de ce théorème.

Soit α ∈ (0, 1). Intéressons nous à la variable Lα. Nous savons que sa loi n’est pas
infiniment divisible et il n’est donc pas possible d’appliquer le Théorème 2.2. En revanche,

E (Lαn) = Γ(1 + nα) =
Γ(1 + α)

Γ(1)
× Γ(1 + 2α)

Γ(1 + α)
× · · · × Γ(1 + nα)

Γ(1 + (n− 1)α)

=
n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n)
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avec
ϕ(λ) = λ

Γ(1− α + αλ)

Γ(1 + αλ)
= λφ(1− α + αλ),

et
φ(u) =

Γ(u)

Γ(α + u)
·

Le Lemme C.1 nous permet de voir que 1/φ est une fonction de Bernstein complète donc
ϕ est une fonction de Bernstein complète. Le Lemme C.2 établit que

φ(u) =
∫ ∞

0
e−ux

(1− e−x)α−1

Γ(α)
dx,

donc

ϕ(λ) = λ
∫ ∞

0
e−λx

e−(1−α)x/α(1− e−x/α)α−1

αΓ(α)
dx =

∫ ∞
0

(1− e−λx) (1− α)e−
1−α
α
x

α2Γ(α)(1− e−x/α)2−α dx

où la deuxième égalité vient après une intégration par parties. Soit X un subordinateur
ayant pour exposant de Laplace ϕ. Le Théorème 2.1 permet d’écrire l’égalité en loi

Lα d
=
∫ ∞

0
e−Xsds.

Soit Γt une variable gamma de paramètre t, on a

E (Γαn
t ) =

Γ(t+ nα)

Γ(t)
=

n!

ϕ(1)× · · · × ϕ(n)

avec
ϕ(λ) = λ

Γ(t− α + αλ)

Γ(t+ αλ)
= λφ(t− α + αλ)

et
φ(u) =

Γ(u)

Γ(α + u)
·

On voit donc que Γα
t a la loi de la perpétuité d’un subordinateur si et seulement si α ≤ t.

Et dans ce cas, le même calcul donne l’expression de la mesure de Lévy du subordinateur :

µ(dx) =
e−

t−α
α
x
Ä
t− α + (1− t)e−x/α

ä
α2Γ(α)(1− e−x/α)2−α dx.

2.1.3.2 L’égalité en loi de Dufresne

L’égalité en loi de Dufresne est une simple application du Théorème 2.2. En effet, soit
B un mouvement brownien standard, et soit X le mouvement brownien avec dérive défini
par

Xs =
√

2Bs + st.

Son exposant de Laplace Ψ est explicite :

E
Ä
euXs

ä
= es(ut+u

2) = esΨ(u)
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avec Ψ(u) = ut+ u2 = u(t+ u). On a Ψ′(0) = t, et pour n ≥ 1,

t× Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!
= t× · · · × (t+ n− 1) =

Γ(t+ n)

Γ(t)
= E (Γn

t ) .

Alors le Théorème 2.2 établit que
∫∞

0 e−Xsds
d
= Γ−1

t , c’est-à-dire, après un changement de
variable ∫ ∞

0
eBs−st/2ds

d
=

2

Γt

·

2.1.4 Deux propriétés surprenantes

Commençons par un résultat intermédiaire sur les puissances négatives d’une variable
gamma.

Lemme 2.6 Toutes les lois gamma sont multiplicativement infiniment divisibles. Plus
précisément, soient a, s > 0 et Γa une variable gamma de paramètre a. Alors pour tout
n ≥ 1, il existe une mesure de probabilité µa,n à support sur R+, GGC, telle que : pour
toute famille indépendante (Yk)1≤k≤n de loi µa,n,

Γ−sa
d
= Y1 × · · · × Yn.

Démonstration. Nous verrons dans la démonstration du Théorème 4.5 que si b est un entier
(c’est également une condition nécessaire), alors pour tout a > 0, − log(Ba,b) ∼ GGC.
Donc pour tout n ≥ 1, il existe des variables aléatoires positives i.i.d. X(b)

1 , . . . , X(b)
n telles

que
− log(Ba,b)

d
= X

(b)
1 + · · ·+X(b)

n .

De plus, E
Ä
e−λX

(b)
1

ä
= E

Ä
e−λ(− log(Ba,b))

ä1/n donc X(b)
1 ∼ GGC. Ainsi,

b−sB−sa,b
d
= b−s/nesX

(b)
1 × · · · × b−s/nesX

(b)
n

où chaque terme du produit de droite est GGC par le Théorème 1.26. On a bBa,b
d−−→ Γa

lorsque b→ +∞ car

E
Ä
bu Bu

a,b

ä
= bu

Γ(a+ u)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ u)
∼

b→+∞

bu

(a+ b)u
Γ(a+ u)

Γ(a)
−→
b→+∞

Γ(a+ u)

Γ(a)
= E (Γu

a) .

En écrivant
E
Ä
b−s/nesX

(b)
1

ä
= E

Ä
b−sB−sa,b

ä1/n
,

nous voyons que les variables

b−s/nesX
(b)
1 , 1 ≤ k ≤ n

convergent en loi lorsque b→ +∞, b ∈ N∗. Notons p cette loi limite et soient Y1, . . . , Yn
des variables aléatoires i.i.d. de loi p. La classe GGC est stable pour la convergence en loi
donc Y1 ∼ GGC. D’autre part, on a bien

Γ−sa
d
= Y1 × · · · × Yn

par ce qui précède.
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Remarque : Ce résultat est aussi une conséquence de la formule de Malmsten – voir la
Proposition C.3, la démonstration étant similaire à celle du Lemme 6.4 que nous verrons
plus loin.

Théorème 2.7 Pour α ∈ (0, 1), soit (Z
(α)
t )t≥0 un subordinateur strictement α-stable.

Alors, la variable aléatoire
Jα =

∫ ∞
0

e−Z
(α)
t dt

est finie presque sûrement et ∀s > 0, J−sα ∼ GGC.

Démonstration. Par le Théorème 2.1, la loi de Jα est caractérisée par ses moments entiers
positifs. De plus,

E (Jnα) =
n!

1α × · · · × nα
= (n!)1−α.

Commençons par le cas α = 1/2. Pour tout n ≥ 1, E
Ä
Jn1/2
ä

= (n!)1/2. Par le Lemme 2.6,
nous pouvons écrire

L−s
d
= Y1 × Y2

où L désigne une variable exponentielle, Y1 et Y2 sont deux variables aléatoires positives,
indépendantes, de même loi GGC. De plus,

E
(
Y
−n/s

1

)
=
Ä
E (Ln)

ä1/2
= (n!)1/2.

La loi de J1/2 étant caractérisée, par ses moments entiers positifs qui sont les mêmes que
ceux de Y −1/s

1 , nous en déduisons que

J1/2
d
= Y

−1/s
1 et J−s1/2

d
= Y1.

Le théorème est donc démontré dans le cas α = 1/2 puisque Y1 ∼ GGC.
Le cas α = 1 − 1/q avec q entier ≥ 3 se traite de manière analogue. En effet, nous

obtenons alors
E
Ä
Jn1−1/q

ä
= (n!)1/q.

En invoquant de nouveau le Lemme 2.6, nous écrivons L−s
d
= Y1 × · · · × Yq et nous en

déduisons que J−s1−1/q
d
= Y1 ∼ GGC.

Si α = 1− p/q,

E
Ä
Jn1−p/q

ä
= (n!)p/q = (n!)1/q × · · · × (n!)1/q︸ ︷︷ ︸

p termes

donc
J1−p/q

d
= J

(1)
1−1/q × · · · × J

(p)
1−1/q

où les J (k)
1−1/q, 1 ≤ k ≤ p désignent p copies indépendantes de la variable J1−1/p. Le

caractère GGC de J−s1−p/q vient alors de la stabilité de la classe GGC par le produit de
variables indépendantes du Théorème 1.26.

Le cas α quelconque est une conséquence de la continuité de la loi de Jα en le para-
mètre α qui vient de la continuité de l’application α 7→ (n!)α.
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Remarque : Désignons respectivement par J̃1/2, Z̃(1/2) et Γ̃1/2 des copies indépendantes
de J1/2, Z(1/2) et Γ1/2. Nous avons J1/2 × J̃1/2

d
= L et(

Z
(1/2)
1

)−1
+
(
Z̃

(1/2)
1

)−1 d
= 4Γ1/2 + 4Γ̃1/2

d
= 4L,

où l’égalité en loi Z
(1/2)
1

d
= (4Γ1/2)−1 peut se démontrer en calculant les moments fraction-

naires et en utilisant la formule de duplication de la fonction Γ. Autrement dit,

J1/2
d
= L�

1
2 et Z

(1/2)
1

d
=
(
4L∗

1
2

)−1

où � désigne la convolution multiplicative.
Le Théorème 2.7 entraîne que l’inverse de la perpétuité d’un subordinateur stable

est auto-décomposable. Cette propriété peut être généralisée à une classe plus grande de
subordinateurs :

Proposition 2.8 Soient ϕ une fonction de Bernstein complète, X un subordinateur
ayant ϕ pour exposant de Laplace et sa perpétuité

J =
∫ ∞

0
e−Xsds.

Alors J−1 a loi de la perpétuité d’un processus de Lévy intégrable, d’espérance positive et
spectralement négatif.

Remarque : L’exposant de Laplace du subordinateur strictement α-stable (Z
(α)
t ) est

λ 7→ λα. Cette exposant est donc une fonction de Bernstein complète – voir la Proposi-
tion A.28.

Démonstration. La formule (2.2) entraîne que ∀λ > 0, E
Ä
Jλ−1

ä
< +∞ et

ϕ(λ) = λ×
E
Ä
Jλ−1

ä
E (Jλ)

·

Alors,

u× E (Ju+1)

E (Ju)
= u× u+ 1

ϕ(u+ 1)
·

Le Théorème A.18 entraîne que la fonction λ 7→ λ/ϕ(λ) est une fonction de Bernstein
complète, donc u 7→ (u + 1)/ϕ(u + 1) est une fonction de Bernstein complète. Il existe
donc une fonction complètement monotone m telle que

λ

ϕ(λ)
=
∫ ∞

0
(1− e−λx)m(x)dx et

u+ 1

ϕ(u+ 1)
=

1

ϕ(1)
+
∫ ∞

0
(1− e−ux)e−xm(x)dx

avec
∫∞

0 (1 ∧ x)m(x)dx < +∞. Ainsi, la fonction Ψ définie par

Ψ(u) = u× E (Ju+1)

E (Ju)
=

u

ϕ(1)
+ u

∫ 0

−∞
(1− eux)exm(−x)dx

=
u

ϕ(1)
+
ï
(1 + ux− eux)m(x)

ò0
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)

d

dx
(exm(−x))︸ ︷︷ ︸
≥0

dx

est l’exposant d’un processus de Lévy intégrable, de dérive 1/ϕ(1) > 0 et spectralement
négatif. Il suffit d’invoquer le Théorème 2.2 pour conclure.
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2.2 Étude de la densité

2.2.1 Introduction

Soit Z un processus de Lévy intégrable et soit I =
∫∞

0 e−Zs sa perpétuité. Nous avons
vu dans le section 2.1, que sous certaines hypothèse sur Z, il est possible de lier les
moments entiers de la perpétuité I, avec l’exposant de Laplace de Z. Le théorème suivant
établit, que sous d’autres hypothèses sur Z, la loi de I admet une densité qui vérifie une
certaine équation intégro-différentielle.

Théorème 2.9 (Proposition 2.1 [22]) Soit un processus de Lévy Z, intégrable, d’espé-
rance positive, dont le processus de sauts est à variation finie et ayant un exposant de
Lévy-Khintchine de la forme (1.6). Alors, sa perpétuité I =

∫∞
0 e−Zsds est finie presque

sûrement et sa loi a une densité g, de classe C1 par morceaux, qui satisfait l’équation
intégro-différentielle suivante :

− σ2

2

d

dζ

Ç
ζ2g(ζ)

å
+

ñÇ
σ2

2
− ã
å
ζ + 1

ô
g(ζ)

=
∫ +∞

ζ
g(r)µ

Ä
[log(r/ζ),+∞)

ä
dr −

∫ ζ

0
g(r)µ

Ä
(−∞, log(r/ζ)]

ä
dr. (2.4)

Réciproquement, si une densité de probabilité g sur R+ satisfait l’équation (2.4), alors g
est la densité de I.

A priori, ce théorème est plus difficile à exploiter que les Théorèmes 2.1 et 2.2, car résoudre
explicitement ce type d’équations est rarement possible. De plus, la question de l’unicité
de la solution n’est pas non plus une question facile a priori. Dans la section suivante,
nous vérifierons cependant la validité de cette équation sur un exemple classique.

Le but de cette partie est de présenter une généralisation partielle de ce résultat au
cas où le processus ξ est à variation infinie. Il n’est alors plus possible d’écrire l’exposant
de Lévy-Khintchine sous la forme (1.6) et l’intégrale dans (2.4) ne converge plus.

Théorème 2.10 Soit un processus de Lévy Z, intégrable, d’espérance positive et ayant
un exposant de Lévy-Khintchine de la forme (1.5). Alors, la perpétuité I =

∫∞
0 e−Zsds est

finie presque sûrement. De plus, si I admet une densité g de classe C1 par morceaux, alors
elle satisfait l’équation intégro-différentielle suivante :

− σ2

2

d

dζ

Ç
ζ2g(ζ)

å
+

ñÇ
σ2

2
− a
å
ζ + 1

ô
g(ζ)

=
∫ +∞

ζ

Ç
g(r)µ

Ä
[log(r/ζ),+∞)

ä
− g(ζ)

∫ +∞

log(r/ζ)

z

ez − 1
µ(dz)

å
dr

−
∫ ζ

0

Ç
g(r)µ

Ä
(−∞, log(r/ζ)]

ä
+ g(ζ)

∫ log(r/ζ)

−∞

z

ez − 1
µ(dz)

å
dr. (2.5)

Remarque : Lorsque le processus est à variation finie, un calcul montre que l’on retrouve
l’équation (2.4) à partir de (2.5). En effet, ã = a−

∫
R∗ zµ(dz) et∫ +∞

ζ

∫ +∞

log(r/ζ)

z

ez − 1
µ(dz)dr =

∫ +∞

0

z

ez − 1

∫ ζez

ζ
drµ(dz) = ζ

∫ +∞

0
zµ(dz).

Un calcul similaire donne ζ
∫ 0
−∞ zµ(dz) et l’on retrouve l’équation (2.4).
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L’inconvénient de ce résultat est de supposer a priori que I admet une densité de
classe C1 par morceaux. Cette hypothèse est cependant vérifiée dans de très nombreux
exemples. Nous renvoyons à Bertoin, Lindner et Maller [8] pour plusieurs résultats sur la
régularité de la loi des perpétuités.

Le Théorème 2.10 est montré sous une forme légèrement différente par Pardo, Patie
et Savov – voir le Théorème 3.3 dans [41] à l’aide de la factorisation de Wiener-Hopf.
Nous en donnons une preuve plus simple utilisant la formule d’Itô avec sauts, inspirée
d’un article de Bailleul [3] où est redémontrée l’identité de Dufresne.

2.2.2 Démonstration du Théorème 2.10

Nous considérons un processus de Lévy Z qui satisfait aux conditions du Théo-
rème 2.10. On applique le Théorème 1.15 : soit N un processus ponctuel de Poisson
d’intensité dsµ(dx), indépendant d’un mouvement brownien standard B. On peut suppo-
ser que Zt = at+ σBt + ξt avec

ξt =
∫
R∗
xÑt(dx).

Puis considérons le processus de Markov (X, Y ) partant de (x, y), défini par

Yt = yeZt et Xt = x+
∫ t

0

ds

Ys
= x+

1

y

∫ t

0
e−Zsds.

Comme Z1 est d’espérance strictement positive (E (Z1) = a > 0), la loi des grands nombres
pour les processus de Lévy – voir l’exercice 9 du chapitre 1 dans [7] – entraîne que

Zs
s
−→
s→+∞

a p.s.,

donc (Xt)t≥0 converge presque sûrement lorsque t→ +∞ vers une limite que l’on notera
X∞. Pour A ≥ 0, soit FA la fonction définie par FA(x, y) = P(x,y) (X∞ ≥ A).

Lemme 2.11 Le processus
Ä
FA(Xt, Yt)

ä
t≥0

partant de FA(x, y) est une martingale fermée.

Démonstration. Pour r ≥ 0, on note θr le shift sur la trajectoire de (X, Y ). C’est-à-dire,

(X, Y ) ◦ θr =
Ä
Xt+r, Yt+r

ä
t≥0
.

Alors, pour tout r ≥ 0, X∞ ◦ θr = X∞. En effet,

X∞ ◦ θr = Xr +
∫ ∞

0

ds

Ys+r
= x+

∫ r

0

ds

Ys
+
∫ ∞
r

ds

Ys
= X∞.

Donc,

FA(Xt, Yt) = E(Xt,Yt)

î
1[A,+∞)(X∞)

ó
= E(x,y)

î
1[A,+∞)(X∞ ◦ θt) | Ft

ó
= E(x,y)

î
1[A,+∞)(X∞) | Ft

ó
où la deuxième égalité est due à la propriété de Markov et où (Ft)t≥0 désigne la filtration
naturelle. Ce calcul nous montre que

Ä
FA(Xt, Yt)

ä
t≥0

est une martingale fermée.
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Notons A le générateur du processus de Markov (X, Y ).

Lemme 2.12 L’ensemble des fonctions de classe C2 sur (0,+∞)2 est inclus dans le
domaine de définition de A, et pour toute fonction f de classe C2, ∀(x, y) ∈ (0,+∞)2,

Af(x, y) =
1

y

∂f

∂x
(x, y) + ay

∂f

∂y
(x, y) +

σ2y2

2

∂2f

∂y2
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y)

+
∫
R∗

Ç
f(x, ezy)− f(x, y)− z∂f

∂y
(x, y)

å
µ(dz). (2.6)

Démonstration. On applique le Théorème 1.17 :

f(Xt, Yt)−f(x, y) = f(Xt, ye
Zt)−f(x, y)

=
∫ t

0

Ç
∂f

∂x
(Xs, Ys)

e−Zs

y
+
∂f

∂y
(Xs, Ys)aye

Zs +
σ2

2

∂2f

∂y2
(Xs, Ys)y

2e2Zs +
∂f

∂y
(Xs, Ys)e

Zs

å
ds

+
∫ t

0

∂f

∂y
(Xs, Ys)σye

ZsdBs+
∫ t

0

∫
R∗

Ä
f(Xs, e

zYs−)−f(Xs, Ys−)
ä
Ñ(ds, dz)

+
∫ t

0

∫
R∗

Ç
f(Xs, e

zYs−)−f(Xs, Ys−)−z∂f
∂y

(Xs, Ys−)

å
µ(dz)ds.

Par la Proposition 1.16,

E(x,y)

Ä
f(Xt, Yt)−f(x, y)

ä
=

E(x,y)

ñ ∫ t

0

Ç
∂f

∂x
(Xs, Ys)

e−Zs

y
+
∂f

∂y
(Xs, Ys)aye

Zs +
σ2

2

∂2f

∂y2
(Xs, Ys)y

2e2Zs +
∂f

∂y
(Xs, Ys)e

Zs

å
ds

+
∫ t

0

∫
R∗

Ç
f(Xs, e

zYs−)−f(Xs, Ys−)−z∂f
∂y

(Xs, Ys−)

å
µ(dz)ds

ô
car les intégrales en dBs et en Ñ(ds, dz) définissent des martingales issues de 0. La dé-
monstration s’achève en divisant le tout par t, puis en faisant tendre t→ 0.

Nous pouvons désormais démontrer le Théorème 2.10. Supposons que FA soit de classe
C2 par morceaux. Puisque

Ä
FA(Xt, Yt)

ä
t≥0

est une martingale issue de FA(x, y), ∀t > 0,

E(x,y)

Ä
FA(Xt, Yt)− FA(x, y)

ä
t

= 0,

donc AFA = 0. Or,

FA(x, y) = P(x,y) (X∞ ≥ A) = P
Å∫ ∞

0
e−Zsds ≥ y(A− x)

ã
= 1−G (y(A− x))

où G désigne la fonction de répartition de
∫∞
0 e−Zsds. En notant la densité g = G′, un

calcul à partir de l’équation AFA = 0 donne l’équation (2.5).
Remarque : Le Théorème 3.9 dans [8] établit que la fonction FA est absolument continue,
en particulier continue. On peut donc établir a priori que AFA = 0. Cependant, cela n’est
pas suffisant pour démontrer le caractère C2 de la fonction FA.
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2.2.3 Exemples

2.2.3.1 L’inverse d’une variable bêta

Soit une variable Ba,b ∼ B(a, b)−1 xa−1 (1 − x)b−1 1[0,1](x) dx. Considérons la variable
bêta de deuxième espèce B

(2)
a,b = B−1

a,b − 1 dont la densité est la fonction définie par

fa,b(x) = B(a, b)−1 xb−1 (x+ 1)−(a+b) 1(0,+∞)(x).

Il est connu que pour b > 1 (nécessaire pour la deuxième égalité),

B−1
a,b

d
=

∫ ∞
0

e−(s−Nb,a+b
s )ds

d
= 1 +

∫ ∞
0

e−(Na+b−1,b−1
s −s)ds (2.7)

où N c,m désigne un processus de Poisson composé sans dérive, ayant pour mesure de Lévy

µc,m(dx) = cm e−mx dx.

Les processus N b,a+b et Na+b−1,b−1 ont donc pour mesures de Lévy respectives

b(a+ b)e−(a+b)xdx et (a+ b− 1)(b− 1)e−(b−1)xdx.

Remarquons au passage les égalités suivantes :Ä
N b,a+b
s

ä
s≥0

d
=

(
N1,1
bs

a+ b

)
s≥0

et
Ä
Na+b−1,b−1
s

ä
s≥0

d
=

Ñ
N1,1

(a+b−1)s

b− 1

é
s≥0

.

L’expression de la loi de B−1
a,b comme celle de la perpétuité du processus (s − N b,a+b

s )s≥0

sera un cas particulier du Théorème 4.3, résultat qui s’appuie sur le Théorème 2.2. Nous
pouvons vérifier cette expression dans le cadre du Théorème 2.9 : lorsque ζ > 1, le terme
de gauche de l’équation (2.4) devient

(1− ζ)fa,b(ζ − 1) = (1− ζ) B(a, b)−1 ζ−(a+b)(ζ − 1)b−1,

et le terme de droite,

−
∫ ζ

0
fa,b(r − 1)b

Ç
r

ζ

åa+b

dr = −B(a, b)−1 ζ−(a+b) (ζ − 1)b.

L’équation intégro-différentielle (2.4) est donc bien vérifiée.
La deuxième identité en loi dans (2.7) ne peut être obtenue ni par le Théorème 2.1,

ni par le Théorème 2.2 puisque le processus sous-jacent n’est ni un subordinateur, ni
un processus de Lévy spectralement négatif. C’est une conséquence du Théorème 2.1
dans [29]. Nous pouvons aussi vérifier cette expression dans le cadre du Théorème 2.9. Le
calcul est assez similaire : pour tout ζ > 0, le terme de gauche de l’équation (2.4) est

(1 + ζ)fa,b(ζ) = (1 + ζ) B(a, b)−1ζb−1(ζ + 1)−(a+b)

et celui de droite∫ ∞
ζ

fa,b(r)(a+ b− 1)

Ç
ζ

r

åb−1

dr = B(a, b)−1ζb−1(ζ + 1)−(a+b−1).
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Remarquons que même si le processus (Na+b−1,b−1
t − t)t≥0 est spectralement positif, sa

perpétuité est auto-décomposable et même HCM. En effet, on a l’identité bien connue

B
(2)
a,b

d
= B−1

a,b − 1
d
= Γb/Γa

et le terme de droite a une densité HCM. Enfin, observons que (B
(2)
a,b)
−1 d

= Γa/Γb a aussi
une densité HCM.

2.2.3.2 L’égalité en loi de Dufresne

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe 2.1.3.2, lorsque la mesure de Lévy est
nulle (Z est alors un mouvement brownien avec dérive), sa perpétuité a la même loi que
l’inverse d’une variable gamma. L’équation intégro-différentielle (2.4) se simplifie en une
équation différentielle que l’on sait résoudre explicitement :

−σ
2

2

d

dζ

Ç
ζ2g(ζ)

å
+

ñÇ
σ2

2
− a
å
ζ + 1

ô
g(ζ) = 0

dont les solutions sont

g(ζ) = C × exp

Ç
−
Ç

1 +
2a

σ2

å
log(ζ)− 2

σ2ζ

å
= C × ζ−(1+ 2a

σ2
) e
− 2
σ2ζ

pour une certaine constante C ∈ R. En identifiant la constante C > 0 pour que la fonction
g soit une densité de probabilité sur R+, on retrouve la densité de 2/(σ2 Γ2a/σ2). Dans [3],
Bailleul obtient cette équation différentielle en utilisant la formule d’Itô.

2.2.4 Une conjecture

Nous avons quatre exemples de perpétuités de processus de Lévy spectralement posi-
tifs, dont l’inverse est auto-décomposable :

1. B
(2)
a,b

d
= B−1

a,b − 1
d
=
∫ ∞

0
e−(Na+b−1,b−1

s −s)ds, b > 1 – voir le paragraphe 2.2.3.1 ;

2. Γα
t =

∫ ∞
0

e−Xsds – voir le paragraphe 2.1.3.1 ;

3. Jα =
∫ ∞

0
e−Z

(α)
s ds – voir le Théorème 2.7 ;

4. Ba,b =
∫ ∞

0
e−(s+Nb,a−1

s )ds, a > 1 – voir le Théorème 2.1 (i) [29] ;

Plus généralement, la Proposition 2.8 établit que dès qu’un subordinateurX a un exposant
de Laplace qui est une fonction de Bernstein complète, l’inverse de sa perpétuité s’exprime
comme la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif, en particulier l’inverse
de la perpétuité est auto-décomposable. Il serait intéressant de voir si ce fait peut se
généraliser à toutes les perpétuités de processus de Lévy spectralement positifs.
Conjecture : Soit X un processus de Lévy spectralement positif tel que Xt → +∞ p.s.
quand t→ +∞. Soit

I =
∫ ∞

0
e−Xsds

sa perpétuité. Alors I−1 est auto-décomposable.



Chapitre 3

Auto-décomposabilité des puissances
négatives de la loi gamma

Suite à ses travaux sur la divisibilité infinie et la complète monotonie, Steutel avait
conjecturé en 1973 dans [51] que Lξ a une loi infiniment divisible lorsque ξ 6∈ (0, 1).
Par la suite, Bondesson a étendu la conjecture à Γξ

t et a même supposé qu’elles étaient
toutes GGC [15]. Nous répondons positivement à ces questions à travers deux théorèmes.
Nous verrons dans le chapitre 3 que lorsque ξ ∈ (−1, 0), la loi de Γξ

t peut être exprimée
comme celle de la perpétuité d’un certain processus de Lévy spectralement négatif. L’auto-
décomposabilité et donc la divisibilité infinie en découle immédiatement. Dans le chapitre 4
nous verrons d’une façon totalement différente que nous pouvons raffiner la propriété
d’auto-décomposabilité en GGC. Le point clé est le récent Théorème 1.26 de Bondesson
à propos de la stabilité de la classe GGC par le produit de variables indépendantes. Cela
achève l’étude de la divisibilité infinie des différentes puissances d’une variable gamma.
En résumé nous avons le théorème :

Théorème 3.1 Soit Γt une variable gamma de paramètre t. On a,

(1) Γξ
t ∼ HCM si et seulement si |ξ| ≥ 1 ;

(2) Γξ
t n’est pas infiniment divisible lorsque ξ ∈ (0, 1) ;

(3) Γξ
t ∼ GGC lorsque ξ ∈ (−1, 0).

En particulier, Γξ
t ∼ ID ⇔ Γξ

t ∼ SD ⇔ Γξ
t ∼ GGC ⇔ ξ 6∈ (0, 1).

Les deux premiers points sont connus depuis un certain temps, seul le point no 3 restait
ouvert. Il est l’objet du chapitre 3 et du Théorème 4.5. Afin d’être le plus complet possible,
donnons une démonstration des points no 1 et no 2.

Démonstration (de (1) et (2)) du Théorème 3.1. Si ξ ∈ (0, 1), nous avons vu à la fin de
la section 1.2.1 que Γξ

t n’est pas infiniment divisible. Ceci prouve (2) et une partie de (1).
En effet,

Γξ
t ∼ HCM ⇐⇒ Γ−ξt ∼ HCM =⇒ Γ−ξt ∼ ID .

Enfin, il est évident que la fonction x 7→ xt−1e−x est HCM, c’est-à-dire, Γt ∼ HCM. Le
Théorème B.2 entraîne (1).

La méthode employée ici pour démontrer la divisibilité infinie des puissances Γξ
t avec

|ξ| ≥ 1 utilise la technologie HCM. Avant que Thorin et Bondesson ne formalisent cette
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théorie, l’étude était assez laborieuse et se faisait au cas pas cas. Par exemple, en 1976
Grosswald [32] prouve que Γ−1

t ∼ GGC quelle que soit la valeur de t > 0, en 1978
Bondesson [12] prouve que Γ2

t ∼ ID quelque soit t > 0 et que Γ3
t ∼ ID lorsque t est un

entier. Le Théorème 1.22 dû à Goldie (puis Steutel) entraîne la divisibilité infinie de Γξ
t

lorsque ξ ≥ 1 ∨ t. Il faudra attendre un papier de Thorin en 1978 [53] qui démontre que
toutes les puissances Γξ

t avec |ξ| ≥ 1 ont une loi GGC en utilisant les techniques HCM
dans une forme primitive.

Le théorème des valeurs extrêmes – voir par exemple le Théorème 8.13.1 dans [11] –
établit que les distributions non dégénérées qui apparaissent comme limites de maxima
proprement renormalisés de variables indépendantes et identiquement distribuées appar-
tiennent à l’une des trois familles suivantes :
• la distribution de Gumbel : F0(x) = e−e

−x
, x ∈ R ;

• la distribution de Fréchet : pour ξ < 0, Fξ(x) = e−x
1/ξ
, x > 0 ;

• la distribution de Weibull : pour ξ > 0, Fξ(x) = 1− e−x1/ξ , x > 0.
Dans la suite, Xξ désignera une variable aléatoire ayant pour fonction de répartition Fξ.
Ainsi

X0
d
= − log(L) et Xξ

d
= Lξ lorsque ξ 6= 0.

Remarquons la convergence en loi suivante :

1−Xξ

ξ
d−−→ X0 lorsque ξ → 0,

de sorte que la paramétrisation est continue en ξ. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons
à l’auto-décomposabilité de ces lois. Nous avons l’égalité en loi

L

Zα

d
= L1/α

– voir par exemple le Lemme 5.9. Ceci entraîne l’auto-décomposabilité de la loi de Gumbel.
En effet,

X0
d
= − log(L)

d
= −α log(L) + α log(Zα)

d
= αX0 + α log(Zα)

pour α ∈ (0, 1). Nous avons vu que la loi de Weibull n’est pas infiniment divisible lorsque
ξ ∈ (0, 1) donc non auto-décomposable – voir le Théorème 3.1. En revanche, lorsque ξ ≥ 1,
sa densité est complètement monotone donc infiniment divisible par le Théorème 1.22, la
loi apparaît en fait comme le temps de passage d’une chaîne de Markov en temps continu
– voir par exemple la section 9.3 dans [15]. Dans ce chapitre, nous établissons le théorème
suivant :

Théorème 3.2 Pour tous α ∈ (0, 1) et t > 0, la variable aléatoire Γ−αt a une loi auto-
décomposable.

L’auto-décomposabilité de toutes les lois de Fréchet découle directement de ce théorème
ainsi que de la discussion précédente. Ainsi, la loi extrême de paramètre ξ ∈ R est infini-
ment divisible si et seulement si ξ 6∈ (0, 1). Contrairement au cas où |ξ| ≥ 1, l’argument
est purement probabiliste et consiste à exprimer la loi de Γξ

t comme celle de la perpé-
tuité d’un processus de Lévy spectralement négatif. Cela généralise un résultat classique
attribué à Dufresne [26] dans le cas ξ = −1. L’identification est possible via une étude
des moments entiers négatifs de la variable Γξ

t s’appuyant sur un résultat de Bertoin et
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Yor [9] – voir le Théorème 2.2. La démonstration est donnée dans la section 3.1. Dans la
section 3.2, nous passerons en revue les différentes interprétations de la divisibilité infinie
de Γξ

t lorsque ξ < 0.

3.1 Démonstration du théorème principal
Posons α = −ξ ∈ (0, 1). La stratégie pour démontrer le Théorème 3.2 est de prouver

une égalité en loi du type
Γ−αt

d
= I(X) =

∫ ∞
0

e−Xtdt

où X est un processus de Lévy spectralement négatif, intégrable et d’espérance positive.
L’auto-décomposabilité sera une conséquence de la Proposition 2.4.

Nous allons utiliser le Théorème 2.2. Pour tout entier n ≥ 1,

E (Γαn
t ) =

Γ(t+ αn)

Γ(t)
= m× Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!

avec
m =

Γ(t+ α)

Γ(t)
et Ψ(u) = u

Γ(t+ α(u+ 1))

Γ(t+ αu)
·

Nous savons par le Lemme C.1 que la fonction définie par

Γ(λ+ α)

Γ(λ)
=

α

Γ(1− α)

∫ ∞
0

(1− e−λx) e−αx

(1− e−x)α+1
dx

est une fonction de Bernstein complète, cela signifie que la fonction mα définie par

mα(x) =
α

Γ(1− α)
× e−αx

(1− e−x)α+1

est complètent monotone. Donc

Γ(t+ α(u+ 1))

Γ(t+ αu))
=
∫ ∞

0
(1− e−(t+αu)x)mα(x) dx

=
∫ ∞

0
(1− e−tx)mα(x) dx+

∫ ∞
0

(1− e−αux) e−txmα(x) dx

=
Γ(t+ α)

Γ(t)
+

1

Γ(1− α)

∫ 0

−∞
(1− eux) e(1+t/α)x

(1− ex/α)α+1
dx.

Ainsi,

Ψ(u) =
Γ(t+ α)

Γ(t)
u − 1

Γ(1− α)

∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)

d

dx

(
e(1+t/α)x

(1− ex/α)α+1

)
dx

=
Γ(t+ α)

Γ(t)
u +

∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)fα,t(x)dx

où fα,t(x)dx est une mesure de Lévy sur (−∞, 0) définie par

fα,t(x) =
e(1+t/α)x(α + ex/α + t(1− ex/α)

αΓ(1− α)(1− ex/α)α+2
·
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Ψ est donc l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement négatif d’espérance
m = Γ(t + α)/Γ(t) > 0 – voir la représentation (1.4). Soit X un tel processus, alors
Γ−αt

d
= I(X) ∼ SD .

Remarque : Lorsque t = 1, l’expression de fα,1 se simplifie quelque peu :

fα,1(x) =
(1 + α) e(1+1/α)x

αΓ(1− α)(1− ex/α)α+2
·

3.2 Remarques et compléments
Dans cette section nous allons passer en revue différentes interprétations de la divisibi-

lité infinie de Γξ
t lorsque ξ < 0. Puis, nous finirons par évoquer le lien entre le Théorème 3.2

et un résultat dû à Patie [42].

3.2.1 Le cas ξ = −1

Ce cas est très classique et a plusieurs interprétations. Lorsque α = 1, la fonction

Ψ : u 7→ u
Γ(t+ u+ 1)

Γ(t+ u)
= u(t+ u) = tu+ u2

est l’exposant de Laplace d’un mouvement brownien avec dérive. On obtient l’égalité en
loi de Dufresne

1

Γt

d
=
∫ ∞

0
eB2s−tsds

que l’on peut réécrire après un changement de variable

2

Γt

d
=
∫ ∞

0
eBs−ts/2ds

où (Bs) désigne un mouvement brownien standard. L’auto-décomposabilité de Γ−1
t se

démontre en utilisant l’argument de la section 3.1.
Lorsque t = 1/2, Γ−1

1/2 a la loi même loi que le temps de passage en 1 d’un certain
mouvement brownien. En effet, soit T = inf{s > 0/ Bs = 1} où B désigne un mouvement
brownien standard. Considérons la martingale M (u) bornée par eu définie par

M (u)
s = exp

Ä
uBs∧T − u2(s ∧ T )/2

ä
.

Ainsi E
(
M

(u)
T

)
= E

(
M

(u)
0

)
= 1, on en déduit que E

Ä
eu−u

2T/2
ä

= 1, c’est-à-dire

∀λ ≥ 0, E
Ä
e−λT

ä
= e−

√
2λ.

Avec les notations précédentes, cela signifie que T d
= 2Z1/2

d
= (2Γ1/2)−1. La loi de Γ−1

1/2

est donc une inverse-gaussienne (IG). Lorsque t 6= 1/2, on peut encore voir la loi de Γ−1
t

comme le temps de passage d’une certaine diffusion. En effet,

Γ−1
t ∼

x−t−1

Γ(t)
e−1/xdx
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est de la forme
A× xb × e−cx−dx−1

dx

avec a, c, d ≥ 0 et b ∈ R, forme générale d’une loi inverse-gaussienne généralisée (GIG) [4].
Ainsi la loi de Γ−1

t est celle du temps de passage d’une certaine chaîne de Markov en temps
continu. Plus précisément,

1

4Γt

d
= inf{s > 0/ Xs = 0} (3.1)

où (Xs) est un processus de Bessel de dimension 2(1 − t) partant de 1. La divisibilité
infinie découle alors de la propriété de Markov appliquée aux temps de passage en k/n
(0 ≤ k ≤ n) et du résultat sur les tableaux triangulaires mentionné dans l’introduction.

Ces interprétations ne donnent a priori aucune information sur la mesure de Lévy.
Mais dans ce cas, il est possible d’exprimer la transformée de Laplace de 1/4Γt à l’aide
de fonctions de Bessel modifiées. Notons ϕt(λ) = − log

Ä
Ee−λ/4Γt

ä
, les formules (7.12.23),

(7.11.25) et (7.11.26) dans [28] entraînent que

ϕ′t(λ) =
Kt−1(

√
λ)

2
√
λKt(

√
λ)
·

Lorsque t = 1/2, ϕ1/2(λ) =
√
λ, ceci prouve la divisibilité infinie de (4Γt)

−1 et nous
retrouvons la célèbre identité en loi

Z1/2
d
=

1

4Γ1/2

· (3.2)

Lorsque t = 3/2,

2ϕ′3/2(λ) =
1

1 +
√
λ

= E
Ç

1

1 + λC2

å
où C désigne une variable de Cauchy standard. La première égalité provient de la for-
mule (7.2.40) dans [28] et la seconde du Lemme 5.10. Ainsi,

ϕ′3/2(λ) =
1

π

∫ ∞
0

dx

(1 + λx2)(1 + x2)
=

1

2π

∫ ∞
0

√
x dx

(λ+ x)(1 + x)
,

ce qui montre que la fonction ϕ′3/2 est une transformée de Stieltjes ayant pour mesure de
Stieltjes

ν3/2(dx) =

√
x dx

2π(1 + x)
·

Ceci revient à dire que (4Γ3/2)−1 ∼ GGC avec ν3/2 comme mesure de Thorin – voir la
Proposition A.22. Cette dernière propriété a été montrée quelque soit t > 0 dans [32], la
mesure de Thorin s’exprimant à l’aide des fonctions de Bessel usuelles J et Y :

νt(dx) =
dx

π2x
Ä
J2
t (
√
x) + Y 2

t (
√
x)
ä

où

Jt(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k! Γ(k + t+ 1)

Åx
2

ã2k+t

,

Yt(x) =
Jt(x) cos(πt)− J−t(x)

sin(πt)
t /∈ Z et Yn = lim

t→n
Yt n ∈ Z.
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3.2.2 Le cas ξ = 0

Nous avons déjà vu que la distribution F0 est auto-décomposable. Ceci est également
une conséquence directe de la théorie des valeurs extrêmes car

L1 +
L2

2
+ · · ·+ Ln

n
− log(n)

d
= max(L1, . . . ,Ln)− log(n)

d−−→ X0

lorsque n→∞, où (Lk) désigne une suite i.i.d. de variables exponentielles de paramètres 1.
De plus, après quelques calculs – voir la démonstration de la Proposition C.3 pour des
détails, nous obtenons l’expression suivante pour la transformée de Laplace de X0 :

E
Ä
e−λX0

ä
= Γ(1 + λ) = exp

Ç
−γu−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
dx

x(ex − 1)

å
(3.3)

où γ désigne la constante d’Euler. En outre, la fonction

x 7→ 1

ex − 1
=
∑
n≥1

e−nx

est complètement monotone, cela signifie que la distribution F0 est une GGC étendue dans
le sens du chapitre 7 de [15]. Nous verrons au Théorème 4.5 que cette propriété combinée
avec le très puissant Théorème 1.26 (plus précisément, avec son corollaire) permet de
démontrer le caractère GGC de la loi de Γ−αt lorsque α ∈ (0, 1).

3.2.3 Le cas ξ ∈ (−1, 0)

L’auto-décomposabilité de la loi de Γξ
t a été démontrée grâce à l’identification

Γξ
t
d
= I(X) =

∫ ∞
0

e−Xudu

où X est un processus de Lévy spectralement négatif. Nous allons en donner une autre ex-
plication, analogue à (3.1). C’est-à-dire voir Γξ

t comme le temps de passage d’une certaine
diffusion. Introduisons la transformée de Lamperti [40] : posons pour 0 ≤ t ≤ Γξ

t ,

Yu = exp (−Xτu)

où τu = inf{t > 0/
∫ t

0 e
−Xsds > u}, avec la convention inf ∅ = +∞. Alors

Y =
Ä
Yu, 0 ≤ u < I(X) =

∫∞
0 e−Xsds

ä
est un processus de Markov spectralement positif (1 auto-similaire) partant de 1, et nous
avons

Γξ
t
d
= I(X) = inf{u > 0/ Yu = 0}.

La divisibilité infinie s’obtient, comme dans le cas ξ = −1, en utilisant le résultat sur les
tableaux triangulaires.

Il est aussi possible d’interpréter la loi de Γξ
t comme celle du dernier temps de passage

d’un certain processus. Posons pour x, u > 0

Z(x)
u = x exp

Ä
Xσu/x

ä
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où
It =

∫ t

0
eXsds et σv = inf{t > 0/ It ≥ v}.

Alors Z(x) est un processus de Markov spectralement négatif 1 auto-similaire partant
de x. De plus, les lois finies dimensionnelles de X(x) convergent vers la loi du processus
X(0) lorsque x→ 0. Le processus X(0) est un processus de Markov spectralement négatif
1 auto-similaire, et X(0)

u → +∞ lorsque u → ∞ voir par exemple l’introduction de [23].
Introduisons le dernier temps de passage pour x > 0

U(x) = sup{u > 0/ X(0)
u ≤ x},

la Proposition 1 [23] entraîne l’identification en loi

Γξ
t
d
= U(1).

Le processus (U(x))x>0 est un processus croissant 1 auto-similaire additif (i.e. à accrois-
sement indépendants) spectralement négatif. Par le Théorème 16.1 [45], nous retrouvons
l’auto-décomposabilité de Γξ

t .
Enfin, le Théorème 3.2 peut-être interprété analytiquement en terme de fonctions de

Bessel généralisées. Posons α = −ξ,

E
(
e−λΓ−αt

)
=

1

αΓ(t)

∫ ∞
0

x−t/α−1e−λx−x
−1/α

dx =
Z t/α1/α(λ)

αΓ(t)

où l’on a utilisé la notation (1.7.42) de [38]. L’infinie divisibilité de la loi de Γξ
t entraîne

que la fonction

λ 7→ −
(Zνρ )′(λ)

Zνρ (λ)

est complètement monotone pour tous ρ > 1 et ν > 0. Le caractère GGC de la loi de Γ−αt
qui est l’objet du Théorème 4.5 entraîne que cette dernière fonction est une transformée
de Stieltjes – voir de nouveau la Proposition A.22.

3.2.4 Le cas ξ < −1

Tout d’abord, observons qu’il n’est pas possible ici d’essayer d’exprimer la loi de Γξ
t

comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif car

Ψ(u) = u
Γ(t+ |ξ|+ |ξ|u)

Γ(t+ |ξ|u)
∼

u→+∞
|ξ||ξ| u|ξ|+1

n’est plus un exposant de Laplace. En effet, la forme générale d’un exposant de Laplace
est

Ψ(u) = au+
σ2u2

2
+
∫
R∗

Ä
eux − 1− ux1[−1,1](x)

ä
µ(dx)

donc, si µ
Ä
(0,+∞)

ä
= 0, alors Ψ(u) = O(u2), et si µ

Ä
(0,+∞)

ä
> 0, alors ∀c > 0,

Ψ(u)

uc
−→
u→+∞

+∞.
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Comme dit précédemment, dans cette situation, le moyen le plus simple pour montrer
la divisibilité infinie est d’utiliser la technologie HCM. En effet, la densité de Γt est une
fonction HCM, donc Γξ

t ∼ HCM dès que |ξ| ≥ 1 – voir le Corollaire B.6. Cela ne nous
donne cependant aucune information sur la mesure de Thorin ni sur la mesure de Lévy.

Le Théorème 3.2 permet cependant de donner une nouvelle démonstration (celle-ci
probabiliste) de la divisibilité infinie de Γξ

1 = Lξ lorsque ξ < −1. Posons α = −1/ξ ∈ (0, 1),
nous avons par le Lemme 5.9,

Lξ = L−1/α d
= L−1 × Zα

d
= Z

(α)
L−α

où Zα désigne une variable strictement α-stable indépendante de la variable exponen-
tielle L et où (Z

(α)
t )t≥0 désigne un subordinateur stable normalisé tel que Z

(α)
1

d
= Zα. La

variable Lξ a donc une loi infiniment divisible comme loi marginale d’un subordinateur.
Elle est même auto-décomposable par la Proposition 4.1 [44] (une démonstration est don-
née ci-dessous) car ici, on compose un subordinateur stable par un subordinateur auto-
décomposable (notons que la composition de deux subordinateurs auto-décomposables
n’est pas nécessairement un subordinateur auto-décomposable). On peut exprimer l’ex-
posant de Lévy-Khintchine de Lξ en fonction de celui de L1/ξ. En effet, réutilisons la
factorisation ci-dessus,

E
(
e−λLξ

)
= E

Ä
e−λZα/L

ä
= E

(
e−λ

αL−α
)
.

Posons pour β < 0 et λ ≥ 0, ϕβ(λ) = − log
Ä
E
Ä
e−λLβ

ää
, nous avons démontré que ∀λ ≥ 0,

ϕξ(λ) = ϕ−α(λα) = ϕ1/ξ(λ
−1/ξ)

ce qui prouve une fois de plus que Lξ a une loi infiniment divisible car la composée de
deux fonctions de Bernstein est une fonction de Bernstein. Nous finissons ce paragraphe
par la démonstration de la Proposition 4.1 de [44]. On sait par le Théorème 3.2 que L−α

a une loi auto-décomposable, il existe donc une fonction m décroissante sur (0,∞) telle
que

ϕ−α(λ) =
∫ ∞

0
(1− e−λx)m(x)

x
dx.

Ainsi,

ϕξ(λ) = ϕ−α(λα) =
∫ ∞

0
(1− e−λαx)m(x)

x
dx = α

∫ ∞
0

(1− e−λαxα)
m(xα)

x
dx

= α
∫ ∞

0
E
Ä
1− e−λxZα

ä m(xα)

x
dx

= α
∫ ∞

0

∫ ∞
0

(1− e−λxy)fα(y)
m(xα)

x
dxdy

=
∫ ∞

0
(1− e−λx)

∫ ∞
0

fα(y)m

Ç
xα

yα

å
dy︸ ︷︷ ︸

m̃(x)

dx

x

où fα désigne la densité de Zα. La fonction m̃ est une fonction décroissante sur (0,∞).
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3.2.5 Lien avec l’auto-décomposabilité de Zδ
α

L’auto-décomposabilité de Zα
α a été montrée par Patie [42] en utilisant le même type

d’argument que dans la section 3.1. En effet,

E
Ä
Z−αnα

ä
=

Γ(1 + n)

Γ(1 + αn)
= m

Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!

avec

m =
1

Γ(1 + α)
et Ψ(u) = u(u+ 1)× Γ(1 + αu)

Γ(1 + α(u+ 1))
·

Or, la fonction

h : λ 7→ λ× Γ(λ)

Γ(α + λ)

est une fonction de Bernstein complète comme fonction conjuguée d’une fonction de Bern-
stein complète – voir le Lemme C.1 et le Théorème A.18. En particulier h̃ : λ 7→ h(1−α+λ)
est une fonction de Bernstein complète puisque 1− α ≥ 0. Donc la fonction définie par

1

α
× h̃(α(u+ 1)) = (u+ 1)× Γ(1 + αu)

Γ(1 + α(u+ 1))

est une fonction de Bernstein complète. Ainsi, comme dans la démonstration du Théo-
rème 3.2, cela entraîne que Ψ est l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectra-
lement négatif, et que Zα

α est auto-décomposable. On obtient par des calculs analogues

Ψ(u) =
u

Γ(1 + α)
+
∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)

(1− α)ex/α
Ä
(2− α)ex/α + 1− ex/α

ä
α2Γ(1 + α)(1− ex/α)3−α dx.

Dans le cas α = t = 1/2, en comparant la mesure de Lévy avec celle du Théorème 3.2
nous retrouvons l’identité en loi (3.2) :»

Z1/2
d
=

1

2
»

Γ1/2

·

Le Théorème 3.2 entraîne que toutes les puissances positives de Z1/2 sont auto-décomposables
et il serait intéressant de savoir si la même chose se produit pour Zα lorsque α ∈ (0, 1). Le
même raisonnement que celui du début de la section 3.2.4 montre qu’exprimer la loi de
Zδ
α comme la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif n’est pas possible

lorsque δ > α/(1−α). Les calculs pour un α ∈ (0, 1) et un δ ∈ (0, α/(1−α)] quelconques
semblent cependant compliqués. Notons

A = {α ∈ (0, 1)/ Zα/(1−α)
α ∼ E−}

où E− désigne l’ensemble des lois de toutes les perpétuités de processus de Lévy spectra-
lement négatifs. Voici une description partielle de l’ensemble A :

Proposition 3.3 (0, 1/2) ∩ A = ∅ et
¶
(p− 1)/p, p ∈ N \ {0, 1}

©
⊂ A.

Au chapitre 6, nous verrons que Zδ
α ∼ HCM ⊂ ID si α ≤ 1/2 et |δ| ≥ 1.
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Démonstration. Soit C− = {Exposants de Laplace de PLSN à moyennes > 0} où PLSN
signifie processus de Lévy spectralement négatif. Pour tout α ∈ (0, 1), on considère la
fonction Ψ définie par

Ψ(u) = u
E
Ä
Z−(u+1)α/(1−α)
α

ä
E
(
Z
−uα/(1−α)
α

) ·
Nous allons montrer que si α = (p − 1)/p pour un entier p ≥ 2, alors Ψ ∈ C−, et que si
α < 1/2, alors Ψ 6∈ C−.

Commençons par le cas α < 1/2. Par la Proposition C.6, on a

Ψ(u) = u
Γ
Ä
1 + u+1

1−α

ä
Γ
Ä
1 + uα

1−α

ä
Γ
(
1 + (u+1)α

1−α

)
Γ
Ä
1 + u

1−α

ä = u×
Γ
Ä
1 + 1

1−α + u
1−α

ä
Γ
Ä
1 + u

1−α

ä ×
Γ
Ä
1 + uα

1−α

ä
Γ
Ä
1 + α

1−α + uα
1−α

ä ·
Pour tous a, b ≥ 0, on a le développement asymptotique suivant :

Γ(a+ b+ x)

Γ(b+ x)
=

u→+∞
xa
Ç

1 +
a(a+ 2b− 1)

2x
+O

Ç
1

x2

åå
donc

Ψ(u) =
u→+∞

1

αα/(1−α)(1− α)

Å
u2 +

u

2
+O(1)

ã
·

Supposons que Ψ ∈ C− : il existe a > 0, b ≥ 0 et une mesure µ sur (−∞, 0) tels que

Ψ(u) = au+ bu2 +
∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)µ(dx).

Nous voyons que

a = Ψ′(0+) =
Γ(1 + 1/(1− α))

Γ(1 + α/(1− α))
=

1

1− α
et b =

1

αα/(1−α)(1− α)

(la valeur de b est une conséquence du développement asymptotique ci-dessus). Ainsi,

Ψ(u)

u
− u

αα/(1−α)(1− α)
− 1

1− α
=
∫ ∞

0

Ç
eux − 1

u
− x
å
µ(dx). (3.4)

Or, pour tout x < 0,

u 7→ eux − 1

u
= −

∫ 0

x
eutdt

est une fonction croissante, donc le membre de droite de (3.4) est croissant en u. Nous en
déduisons que

1

2αα/(1−α)(1− α)
≥ 1

1− α
,

c’est-à-dire αα/(1−α) ≤ 1/2. Cette inéquation est vérifiée si et seulement si α ≥ 1/2. On
en conclut que Ψ 6∈ C− si α < 1/2.
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Passons au cas où α = (p− 1)/p pour un certain entier p ≥ 2 :

Ψ(u) = u
E
Å
Z
−(p−1)(u+1)
p−1
p

ã
E
Å
Z
−(p−1)u
p−1
p

ã = u
Γ(1 + p+ pu)Γ(1 + (p− 1)u)

Γ(1 + pu)Γ(p+ (p− 1)u)

=
pu

p− 1

∏p−1
k=1(k + pu)∏p−2

k=1(k + (p− 1)u)︸ ︷︷ ︸
ϕ(u)

·

Une décomposition en éléments simples nous donne l’existence de deux réels a et b tels
que

ϕ(u) =

∏p−1
k=1(k + pu)∏p−2

k=1(k + (p− 1)u)
= a+ bu+

p−2∑
k=1

ck
k + (p− 1)u

avec

ck =

∏p−1
i=1

(
i− kp

p−1

)
∏p−2
i=1, i 6=k (i− k)

·

On a i − kp
p−1

= 1
p−1

(i(p− 1)− kp) donc si i ≤ k, alors 1
p−1

(i(p− 1)− kp) < 0, et si
i ≥ k + 1, alors 1

p−1
(i(p− 1)− kp) > 0. Donc sgn(ck) = (−1)k/(−1)k−1 = −1. En posant

u = 0, nous voyons que

a−
p−2∑
k=1

|ck|
k + (p− 1)u

> 0,

et en faisant tendre u → +∞, nous voyons que b > 0. Ainsi, la fonction ϕ est une
fonction de Bernstein complète. La suite est analogue à la fin de la démonstration de la
Proposition 2.8.
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Chapitre 4

Divisibilité infinie des puissances
négatives de la loi bêta

Ce chapitre complète le résultat du chapitre précédent concernant la divisibilité infinie
de toutes les lois de Fréchet. Plus précisément nous avons vu que pour tout s ≥ 0 la loi de
Γ−sa est infiniment divisible. Le cas s ≥ 1 était déjà connu et lorsque 0 < s ≤ 1, nous avons
exprimé la loi de Γ−sa comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement
négatif. De plus, cette technique fonctionne dans le cas 0 < s ≤ 1 et uniquement dans
celui-ci. Dans ce chapitre, la problématique est la même mais pour la loi bêta dont la
densité est définie pour x ∈ (0, 1) par

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1 (1− x)b−1 =

1

B(a, b)
xa−1 (1− x)b−1.

Les puissances positives de Ba,b ne peuvent avoir une loi infiniment divisible car elles sont
à support compact – voir le paragraphe 1.2.1. D’autre part, il est bien connu que la loi de
− log(Ba,b) est infiniment divisible avec une mesure de Lévy explicite – voir par exemple
la remarque après le Corollaire C.5. Dans ce chapitre, nous allons montrer que toutes les
puissances négatives de Ba,b ont une loi infiniment divisible. Cela permettra de retrouver
la divisibilité infinie de

− log(Ba,b) = lim
s→0+

s−1(B−sa,b − 1) (4.1)

ainsi que des puissances négatives Γ−sa au vu de la convergence en loi

b−sB−sa,b
d−−→ Γ−sa , b→ +∞. (4.2)

La divisibilité infinie de B−sa,b est équivalente à celle de B−sa,b−1 dont le support est R+. Dans
le cas s = 1, cette dernière variable aléatoire est connue comme variable bêta de seconde
espèce et sa divisibilité infinie apparaît dans une longue liste d’exemples de l’appendice B
dans [52]. Le problème lorsque s 6= 1 semble avoir échappé à toute résolution jusqu’alors.
Ces variables aléatoires apparaissent comme facteurs multiplicatifs grâce à leurs moments
de type gamma – voir par exemple [33]. Elles sont par exemple liées aux densités stables
via les variables de Kanter – voir (2.4) et (7.1) dans [50]. Elles joueront un rôle clé dans
la résolution de la conjecture de Bondesson à propos de la propriété HCM de celles-ci
– voir le chapitre 6. Il a été conjecturé dans [35] Conjecture 3.2 que B−sa,b a une loi GGC
lorsque s ≥ 1. Il ne semble pas possible d’exprimer la transformée de Laplace de B−sa,b

53
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d’une manière assez explicite pour montrer que l’exposant est une fonction de Bernstein.
Nous allons donc procéder via différentes méthodes qui donneront plus d’informations que
la seule divisibilité infinie. La première utilise la notion de mélange de la loi exponentielle.
Nous avons vu au paragraphe 1.2.2 qu’un tel mélange de loi est infiniment divisible.

Théorème 4.1 La densité de B−sa,b − 1 est complètement monotone si et seulement si
b ≤ 1.

La deuxième méthode employée consiste à montrer que la densité de B−sa,b − 1 est HCM
pour certains paramètres a, b, s (voir les figures 4.1 et 4.2) :

Théorème 4.2 La densité de B−sa,b− 1 est HCM si et seulement si l’une des trois condi-
tions suivantes est vérifiée :

(1) b ∧ s > 1 ;
(2) b = 1 ou s = 1 ;
(3) b < 1, s ∈ [1/2, 1) et a+ b+ s ≥ 1.

s

b

1

2

3

1 2 3

Figure 4.1 – Le cas a < 1/2.

s

b

1

2

3

1 2 3

Figure 4.2 – Le cas a ≥ 1/2.

Ainsi nous voyons que la loi de B−sa,b est infiniment divisible dès que b ≤ 1 ou s ≥ 1.
Afin de pouvoir traiter le cas b > 1 et s < 1, nous allons, comme dans le chapitre 3,
essayer d’exprimer la loi de B−sa,b comme celle de la perpétuité d’un processus de Lévy
spectralement négatif. Rappelons que

E− = L
Çß

I(X) =
∫ ∞

0
e−Xsds, (Xs)s≥0 PLSN avec moyenne positive

™å
où PLSN signifie « processus de Lévy spectralement négatif », et que toutes les perpétuités
de E− ont une loi auto-décomposable – voir la Proposition 2.4.

Théorème 4.3
B−sa,b ∼ E− ⇐⇒ b ∧ s ≤ 1 ≤ 2a+ b+ bs+ s.

Comme pour le Théorème 4.2, le domaine caractérisant l’appartenance à E− a une forme
différente lorsque a < 1/2 ou a ≥ 1/2 (voir les figures 4.3 et 4.4).

En combinant les trois théorèmes ci-dessus et après une petite analyse asymptotique
qui sera faite dans la section suivante, nous pouvons énoncer le résultat principal de ce
chapitre :



55

s

b

1

2

3

1 2 3

Figure 4.3 – Le cas a < 1/2.

s

b

1

2

3

1 2 3

Figure 4.4 – Le cas a ≥ 1/2.

Corollaire 4.4 B−sa,b est infiniment divisible quels que soient a, b, s > 0. De plus, B−sa,b
est auto-décomposable si et seulement si 2a+ b+ bs+ s ≥ 1.

Remarquons qu’en combinant la formule (4.1) avec le corollaire nous retrouvons le fait que
− log(Ba,b) a une loi auto-décomposable lorsque 2a+ b ≥ 1. On peut montrer, en utilisant
la formule de Malmsten – plus précisément le Corollaire C.5 – et après des calculs pénibles,
que cette dernière condition est également nécessaire – voir l’exemple VI.12.21 dans [52]
ou le Corollaire 2 dans [55]. Enfin, nous verrons dans la section 4.2.1 qu’il arrive que B−sa,b
ait une loi auto-décomposable qui ne soit pas GGC.

Lors du chapitre précédent, nous avons vu que Γ−sa ∼ SD quels que soient a, s > 0.
Nous améliorons ici cette propriété :

Théorème 4.5 Γ−sa ∼ GGC quels que soient a, s > 0.

La preuve de ce théorème est en fait une simple conséquence de la formule de Malmsten
et du résultat principal de [16] qui établit que la classe des lois GGC est stable par le
produit de variables indépendantes – voir le Théorème 1.26.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, donnons des éléments de démonstration des
trois théorèmes précédents. Nous verrons deux preuves du Théorème 4.1, la première est
une conséquence du Lemme C.1, la deuxième est plus compliquée mais instructive, elle
utilise la formule de Malmsten et le critère de Steutel à propos des mélanges de la loi
exponentielle – voir le Théorème A.23. La démonstration du Théorème 4.2 n’est pas aussi
immédiate que celle pour Γ−sa lorsque |s| ≥ 1. Elle repose sur le lien entre fonctions HCM
et transformées de Laplace de lois GGC. Comme le Théorème 3.2, le Théorème 4.3 repose
sur le Théorème 2.2, bien qu’il ne sera pas possible d’exprimer la mesure de Lévy aussi
explicitement. Nous devrons faire appel à quelques propriétés des séries hypergéométriques
notamment de Klein [39] à propos de leurs zéros, et d’une propriété de log-convexité dus
à Anderson, Vamanamurthy et Vuorinen [2].
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4.1 Démonstrations des théorèmes principaux

4.1.1 Démonstrations du Théorème 4.1

Après un changement de variable et quelques simplifications, la densité de B−sa,b − 1
définie sur (0,+∞) peut se mettre sous la forme

fa,b,s(x) =
Γ(a+ b)

sΓ(a)Γ(b)
(x+ 1)

1−a−b
s
−1 ((x+ 1)

1
s − 1)b−1. (4.3)

Nous calculons la dérivée logarithmique de fa,b,s :

(log fa,b,s)
′(x) =

1

s(x+ 1)

(
b− 1

(x+ 1)
1
s − 1

− a− s
)
∼
x→0

(b− 1)/x si b 6= 1,
−(a+ s)/s si b = 1.

Ainsi fa,b,s n’est pas log-convexe pour b > 1 et le Lemme A.6 entraîne alors que fa,b,s n’est
pas complètement monotone. Ceci démontre la partie « seulement si ». Observons que si
b ≤ 1, alors la fonction (log fa,b,s)

′ est croissante donc fa,b,s est une densité log-convexe.
En particulier fa,b,s est la densité d’une loi infiniment divisible d’après le Théorème 1.23.
En revanche, il n’est pas évident a priori de prouver directement que la fonction fa,b,s est
complètement monotone dans ce cas.

La stratégie consiste à prouver que la loi de − log(Ba,b) est un mélange de la loi
exponentielle. Notons ha,b la densité de − log(Ba,b). La densité de B−sa,b−1 = e−s log(Ba,b)−1
s’exprime en fonction de ha,b de la manière suivante :

fa,b,s(x) =
1

s(x+ 1)
× ha,b

Ç
log(x+ 1)

s

å
.

Donc par différents résultats de l’annexe A, nous voyons que

ha,b complètement monotone =⇒ ∀s > 0, fa,b,s complètement monotone.

La fonction ha,b est complètement monotone si et seulement si sa transformée de Laplace
L ha,b est une fonction de Stieltjes. On calcule

L ha,b(λ) = E
Ä
Bλ
a,b

ä
=

Γ(a+ b)

Γ(b)
× Γ(λ+ a)

Γ(λ+ a+ b)
·

1re méthode : avec le Lemme C.1

Nous savons par le Lemme C.1 que lorsque 0 ≤ b ≤ 1, la fonction

λ 7→ Γ(λ+ b)

Γ(λ)

est une fonction de Bernstein complète, donc la fonction

λ 7→ Γ(λ)

Γ(λ+ b)

est une fonction de Stieltjes comme inverse d’une fonction de Bernstein complète – voir
le Théorème A.18. Donc L ha,b est une fonction de Stieltjes.



4.1. Démonstrations des théorèmes principaux 57

2e méthode : avec la formule de Malmsten

La formule de Malmsten permet d’écrire :

Γ(a+ b)

Γ(b)
× Γ(λ+ a)

Γ(λ+ a+ b)
= exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx) e

−ax − e−(a+b)x

x(1− e−x)
dx

)
. (4.4)

Or,

e−ax − e−(a+b)x

x(1− e−x)
=
e−ax(1− e−bx)

x

∞∑
n=0

e−nx =
1

x

∞∑
n=0

Ä
e−(n+a)x − e−(n+a+b)x

ä
=

1

x

∫ ∞
0

e−xt
∞∑
n=0

Ä
δn+a(dt)− δn+a+b(dt)

ä
=
∫ ∞

0
e−xt ]{n ∈ N/ a+ n ≤ t < a+ b+ n} dt (4.5)

où la dernière égalité est obtenue après une intégration par parties. En combinant les
formules (4.4) et (4.5) on obtient

Γ(a+ b)

Γ(b)
× Γ(λ+ a)

Γ(λ+ a+ b)
= exp

Ç
−
∫ ∞

0

λ

t(λ+ t)
]{n ∈ N/ a+ n ≤ t < a+ b+ n} dt

å
.

Par le Théorème A.23, nous voyons que la fonction L ha,b est une fonction de Stieltjes si
et seulement si la fonction

t 7→ ]{n ∈ N/ a+ n ≤ t < a+ b+ n}

est à valeurs dans [0, 1]. Il est évident que ceci est vrai si et seulement si b ≤ 1.

Remarque sur la démonstration

La clé de cette démonstration est l’implication suivante :

X ∼ ME =⇒ eX − 1 ∼ ME .

L’implication réciproque est fausse : soit L une variable exponentielle de paramètre 1.
Alors X = log(L + 1) ∼ e1−ex+xdx et il est très facile de voir que X 6∼ ME, quand bien
même L = eX − 1 ∼ ME.

4.1.2 Démonstration du Théorème 4.2

Introduisons la fonction

ga,b,s : x 7→ sΓ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

Å s
x

ãb−1

fa,b,s(x)

où fa,b,s est la densité de la variable aléatoire B−sa,b − 1 définie par (4.3). Nous avons

ga,b,s(x) =
1

(x+ 1)(a+s)/s
×
Å s
x

ãb−1
Ç

1− 1

(x+ 1)1/s

åb−1

. (4.6)
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On voit facilement que ga,b,s(0+) = 1. Il s’ensuit par le Théorème 1.28 que fa,b,s est HCM
si et seulement si la fonction

Ga,b,s = − log ga,b,s

est une fonction de Thorin-Bernstein, autrement dit, par la Proposition A.22, si et seule-
ment si G′a,b,s est une fonction de Stieltjes. Un calcul à partir de (4.6) donne

G′a,b,s(x) =
a+ s

s(x+ 1)
+ (b− 1)

(
1

x
+
s−1(x+ 1)−1−1/s

1− (x+ 1)−1/s

)

=
a+ s

s(x+ 1)
+ (b− 1)

Ñ
1

x
− 1

s(x+ 1)
Ä
(x+ 1)1/s − 1

äé . (4.7)

Si b = 1,

G′a,1,s(x) =
a+ s

s(x+ 1)
=
∫ ∞

0

1

x+ y

a+ s

s
δ1(dy)

donc G′a,1,s est une fonction de Stieltjes. Et si s = 1,

G′a,b,1(x) =
a+ b

x+ 1

donc G′a,b,1 est aussi une fonction de Stieltjes. Ces deux cas peuvent également se vérifier
en travaillant directement sur fa,b,s puisque

fa,1,s(x) =
a

s
(x+ 1)−1−a/s et fa,b,1(x) =

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

xb−1

(x+ 1)a+b
·

Nous supposons désormais que b 6= 1 et s 6= 1. De l’expression de G′a,b,s obtenue en
(4.7), nous déduisons que G′a,b,s se prolonge méromorphiquement sur C \ (−∞,−1]. Puis,
remarquons que si s < 1/2, alors G′a,b,s a au moins deux pôles : e±i2πs − 1. G′a,b,s ne peut
donc pas être une fonction de Stieltjes puisqu’une fonction de Stieltjes se prolonge toujours
analytiquement à C \ R−. Par contre, si s ≥ 1/2, alors G′a,b,s se prolonge analytiquement
sur C \ (−∞,−1] avec

G′a,b,s(0) =
a+ s

s
+

(b− 1)(s+ 1)

2s
·

Nous allons regarder si G′a,b,s vérifie le critère de Pick du Théorème A.9, c’est-à-dire vérifier
si ∀x ∈ C \ (−∞,−1],

Im(x) > 0 =⇒ Im(G′a,b,s(x)) ≤ 0.

Pour x = reiθ − 1 avec r > 0 et θ ∈ (0, π),

Im(G′a,b,s(x)) = −(a+ s) sin(θ)

sr

+ (1− b)
Ç

r sin(θ)

|reiθ − 1|2
+

sin(θ)

sr|r1/seiθ/s − 1|2
− sin((1 + 1/s)θ)

sr1−1/s|r1/seiθ/s − 1|2

å
.

Faisons tendre r → 0 et θ → θ0 ∈ [0, π), nous obtenons

Im(G′a,b,s(x)) =
(1− (a+ b+ s)) sin(θ)

sr
+ o
Ä

sin(θ)r−1
ä
, (4.8)
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CR

R−R −1− 1/R −1 + 1/R

Figure 4.5 – Le contour CR

ce qui montre la nécessité de la condition a + b + s ≥ 1. Faisons tendre r → 0 et θ → π,
nous obtenons

Im(G′a,b,s(x)) =
(1− b) sin(π/s)

sr1−1/s
+

(1− (a+ b+ s)) sin(θ)

sr
+ o
Ä

sin(θ)r−1
ä
, (4.9)

ce qui montre la nécessité de la condition (b − 1) sin(π/s) ≥ 0. Tout ceci démontre la
nécessité des conditions (1), (2) et (3) du Théorème 4.2.

Il reste à prouver que la fonction G′a,b,s est une transformée de Stieltjes si (1) ou (3)
est vérifiée (nous avons déjà démontré la suffisance de la condition (2)). Notons, pour
un entier R ≥ 2, CR le contour défini par la figure 4.5 et DR le domaine délimité par la
courbe CR. La fonction Im(G′a,b,s) est une fonction harmonique comme partie imaginaire
d’une fonction holomorphe. De plus, elle se prolonge continûment à DR. Supposons qu’il
existe x0 ∈ {x ∈ C/ Im(x) > 0} tel que Im(Ga,b,s(x0)) > 0. Alors x0 ∈ DR pour un R
suffisamment grand. Par le principe du maximum, il existe xR ∈ CR tel que

Im(G′a,b,s(xR)) ≥ Im(G′a,b,s(x0)) > 0.

Comme Ga,b,s(x) → 0 lorsque |x| → ∞, un argument de compacité permet de supposer
que xR −→

R→+∞
x∞ ∈ R. Notons l = x∞ + 1. Nécessairement l ≤ 0 puisque G′a,b,s est réelle

sur (−1,+∞). Si l < 0, un calcul montre que

Im(G′a,b,s(xR)) −→
R→+∞

(1− b) sin(π/s)(−l)−1+1/s

s|(−l)1/seiπ/s − 1|2
·

Cette limite est négative si la condition (1) ou (3) est vérifiée. Ceci entraîne que l = 0.
En écrivant xR = ρRe

iθR − 1, ρR −→
R→+∞

0 et une fois de plus, un argument de compacité
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permet de supposer que θR −→
R→+∞

θ∞ ∈ [0, π]. Les estimations (4.8) et (4.9) que l’on
avait obtenues pour la partie « seulement si » de la preuve contredisent alors l’hypothèse
Im(Ga,b,s(x0)) > 0.

4.1.3 Démonstration du Théorème 4.3

Comme pour le Théorème 3.2, la démonstration repose sur le Théorème 2.2. On calcule
les moments entiers négatifs de B−sa,b :

E
(Ä

B−sa,b
ä−n)

= E
Ä
Bsn
a,b

ä
=

Γ(a+ sn)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ sn)
= m

Ψ(1)× · · · ×Ψ(n− 1)

(n− 1)!

avec

m =
Γ(a+ s)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ s)
, Ψ(u) =

uΓ(a+ s+ su)Γ(a+ b+ su)

Γ(a+ b+ s+ su)Γ(a+ su)

et m = Ψ′(0+). Ainsi, la loi de B−sa,b s’exprime comme celle d’un élément de E− si et
seulement si la fonction Ψ est l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectralement
négatif avec moyenne positive. Sans perte de généralité, nous pouvons changer l’expression
de la fonction Ψ en

Ψ(u) = u× Γ(a+ s+ u)Γ(a+ b+ u)

Γ(a+ b+ s+ u)Γ(a+ u)
· (4.10)

Remarquons que cette expression est symétrique en b et s. En utilisant la formule som-
matoire de Gauss (C.3), nous obtenons les deux transformations

Ψ(u) = u× 2F1(b,−s; a+ b+ u; 1) = u× 2F1(s,−b; a+ s+ u; 1),

où 2F1(λ, µ; ν; · ) est une fonction hypergéométrique standard, c’est-à-dire la fonction
analytique sur {z ∈ C/ |z| < 1} définie par

2F1(λ, µ; ν; z) =
∞∑
n=0

(λ)n(µ)n
(ν)nn!

zn

via le symbole de Pochhammer : (x)0 = 1 et (x)n = x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) si n ≥ 1 (par
exemple (1)n = n!) – voir la section C.5. Ces deux transformations entraînent que

Ψ(u) = u− bsu
∑
n≥1

(1 + b)n−1(1− s)n−1

(a+ b+ u)nn!
(4.11)

= u− bsu
∑
n≥1

(1 + s)n−1(1− b)n−1

(a+ s+ u)nn!
· (4.12)

Pour tout entier n ≥ 0, une décomposition en éléments simples donne

n!

(x)n+1

=
n!∏n

k=0(x+ k)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

x+ k
,
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ainsi

(n− 1)!

(a+ b+ u)n
=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)k

a+ b+ k + u

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)k

∫ ∞
0

e−(a+b+k+u)xdx

=
∫ ∞

0
e−(a+b+u)x

(
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)ke−kx

)
dx

=
∫ ∞

0
e−(a+b+u)x (1− e−x)n−1 dx.

En combinant avec (4.11) et en utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, nous en déduisons
que

Ψ(u) = u− bsu
∑
n≥1

Ç
(1 + b)n−1(1− s)n−1

n!(n− 1)!

∫ ∞
0

e−(a+b+u)x (1− e−x)n−1 dx

å
= u− bsu

∫ ∞
0

e−(a+b+u)x

Ñ∑
n≥1

(1 + b)n−1(1− s)n−1

n!(n− 1)!
(1− e−x)n−1

é
dx

= u− u
∫ ∞

0
e−uxρa,b,s(x)dx

où ρa,b,s désigne la fonction définie par

ρa,b,s(x) = bse−(a+b)x
2F1(1 + b, 1− s; 2; 1− e−x).

L’utilisation du théorème de Fubini-Tonelli est justifiée bien que tous les termes ne soient
pas tous de même signe, car ils sont positifs dès que n > s. De la même façon, nous tirons
de l’équation (4.12), l’égalité

Ψ(u) = u− u
∫ ∞

0
e−uxρa,s,b(x)dx

qui nous permet de constater que ρa,b,s = ρa,s,b, par injectivité de la transformée de La-
place. Cette dernière égalité, en accord avec la symétrie initiale en b et s de notre problème,
peut aussi être obtenue par une formule de Kummer sur les fonctions hypergéométriques
– voir la formule (C.4). En effet,

2F1(λ, µ; ν; z) = (1− z)c−a−b 2F1(c− a, c− b; c; z)

donc

ρa,b,s(x) = bse−(a+b)x
2F1(1 + b, 1− s; 2; 1− e−x)

= bse−(a+b)xe(b−s)x
2F1(1− b, 1 + s; 2; 1− e−x) = ρa,s,b(x).

Désormais, nous pouvons donc supposer sans perte de généralité que s ≥ b. Si s > b,
il vient une nouvelle fois par la formule sommatoire de Gauss que

lim
x→+∞ 2F1(1 + b, 1− s; 2; 1− e−x) =

Γ(s− b)
Γ(1 + s)Γ(1− b)
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où il faut lire 1/∞ = 0 lorsque b est un entier ≥ 1. De plus, cette formule s’étend par
continuité au cas où s = b ∈ N, la limite étant alors

(−1)b

b
·

Enfin si s = b 6∈ N, la formule asymptotique (2) page 74 dans [27] donne

2F1(1 + b, 1− b; 2; 1− e−x) ∼
x→+∞

x

Γ(1 + b)Γ(1− b)
·

Dans tous les cas, nous en déduisons que limx→+∞ ρa,b,s(x) = 0. ρa,b,s étant évidemment
une fonction C∞, une intégration par parties entraîne que ∀u ≥ 0,

Ψ(u) = u+
∫ ∞

0
(1− e−ux)ρ′a,b,s(x)dx = u−

∫ 0

−∞
(eux − 1)ρ′a,b,s(−x)dx.

Il est maintenant clair que Ψ est l’exposant de Laplace d’un processus de Lévy spectrale-
ment négatif si et seulement si ρ′a,b,s est une fonction négative sur R+.

Nous allons dans un premier temps prouver la nécessité de la condition annoncée dans
le théorème. Nous commençons par calculer ρ′a,b,s(0) :

ρa,b,s(x) = bse−(a+b)x
∑
n≥1

(1 + b)n−1(1− s)n−1

n!(n− 1)!
(1− e−x)n−1

donc
ρ′a,b,s(0) = −bs(a+ b) + bs

(1 + b)(1− s)
2

= −bs
2

(2a+ b+ bs+ s− 1).

Ainsi la condition 2a+ b+ bs+ s ≥ 1 est une condition nécessaire.
Voici deux théorèmes qui vont nous permettre de caractériser le signe de ρ′a,b,s. Le

premier est tiré de (18) page 587 dans [39] – voir également la section 7 dans [54]. Le
second théorème est le point (2) du Théorème 1.3 dans [2].

Théorème 4.6 (Klein) Supposons que 1 − ν < 0. Le nombre de zéros de la fonction
hypergéométrique x 7→ 2F1(λ, µ; ν;x) sur (0, 1) (ou sur (0, 1] si 2F1(λ, µ; ν; · ) se prolonge
par continuité en 1) est égal àú |λ− µ| − |ν − 1| − |ν − λ− µ|+ 1

2

ü
avec b c la partie entière (par défaut) et bxc = 0 pour x ≤ 0.

Théorème 4.7 (Anderson, Vanamamurthy et Vuorinen) Supposons que λ, µ, ν > 0 et
que (ν − λ)(ν − µ) > 0. Alors la fonction x 7→ 2F1(λ, µ; ν; 1− e−x) est log-concave.

La discussion ci-dessus et le théorème de Klein entraînent que la fonction

x 7→ 2F1(1 + b, 1− s; 2; 1− e−x)

s’annule au moins dbe − 1 fois (si s 6∈ N et b ∈ N∗, 2F1(1 + b, 1 − s; 2; 1) = 0) – ici, d e
désigne la partie entière par excès. Comme ρa,b,s(x) → 0 lorsque x → +∞, nous voyons
que si b ∧ s = b > 1, alors la fonction ρ′a,b,s prend des valeurs positives. Ceci achève donc
la démonstration de la partie « seulement si ».
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Nous supposons désormais que b ≤ 1 ≤ 2a + b + bs + s (on rappelle que les rôles de
b et s sont symétriques dans notre étude et que l’on a supposé que b ∧ s = b). Si b = 1,
alors ∀x > 0, 2F1(1 + s, 0; 2; 1− e−x) = 1 et la fonction ρa,1,s est ainsi définie par

ρa,1,s(x) = se−(a+b)x.

On en déduit que ρ′a,1,s ≤ 0.
Lorsque b, s < 1, nous avons (s+1)(1−b) > 0 et 1−s > 0, nous pouvons donc appliquer

le Théorème 4.7 et en déduire que la fonction ρa,b,s est log-concave. En particulier, ρa,b,s
est décroissante car, par hypothèse ρ′a,b,s(0) ≤ 0. Enfin, si b < 1 ≤ s, il suffit de montrer
que la fonction

κa,b,s : z 7→ 2F1(1 + b, 1− s; 2; z)

est décroissante sur (0, 1). Si s = 1, la fonction κa,b,1 est constante égale à 1. Et si s > 1,
sa dérivée est définie par

κ′a,b,1(z) =
(1 + b)(1− s)

2
2F1(2 + b, 2− s; 3; z).

En appliquant une nouvelle fois le Théorème 4.6, nous voyons que la fonction

z 7→ 2F1(2 + b, 2− s; 3; z)

ne s’annule pas sur (0, 1). Et comme

(1 + b)(1− s)
2

2F1(2 + b, 2− s; 3; 0) =
(1 + b)(1− s)

2
< 0,

on déduit que κ′a,b,1 ≤ 0.

4.1.4 Démonstration du Corollaire 4.4

Les Théorèmes 4.1, 4.2 et 4.3 permettent de démontrer que B−sa,b a une loi infiniment
divisible quelles que soient les valeurs de a, b, s > 0. En effet, on peut par exemple
utiliser le Théorème 4.1 lorsque b ≤ 1, puis le Théorème 4.3 si b > 1 et s ≤ 1 (la condition
2a+b+bs+s ≥ 1 est automatiquement vérifiée). Enfin, on peut appliquer le Théorème 4.2
si b > 1 et s > 1.

De plus, en combinant les Théorèmes 4.2 et 4.3 nous voyons que la loi est auto-
décomposable si 2a + b + bs + s ≥ 1. Il reste donc à prouver que la loi n’est pas auto-
décomposable lorsque 2a + b + bs + s < 1. Supposons le contraire, il existe alors une
fonction décroissante ka,b,s telle que

Φ(λ) = E
(
e−λ(B−s

a,b
−1)
)

= exp

Ç
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)ka,b,s(x)

x
dx

å
.

Nous réutilisons les notations de la section 4.1.2 – voir (4.6) : soit ga,b,s la fonction définie
par

ga,b,s(x) =
sΓ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

Åx
s

ã1−b
fa,b,s(x) =

1

(x+ 1)1+a/s

Ç
s

x
− s

x(x+ 1)1/s

åb−1
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où fa,b,s désigne la densité de B−sa,b−1. Nous avions vu que ga,b,s(0+) = 1. Plus précisément

ga,b,s(x) =
ï
1−

Å
1 +

a

s

ã
x+ o(x)

ò
×
ñ
s

x
− s

x

Ç
1− x

s
+

(1 + s)x2

2s2
+ o(x2)

åôb−1

=

ñ
1− (s+ a)x

s
+ o(x)

ô
×
ñ
1− (b− 1)(1 + s)x

2s
+ o(x)

ô
= 1− ca,b,s x+ o(x)

lorsque x→ 0+ avec ca,b,s = (2a+ b+ bs+ s− 1)/2s. Donc ∀α > 0,

∫ ∞
0

e−λxxαga,b,s(x)dx =
1

λα+1

∫ ∞
0

e−xxαga,b,s(x/λ)dx

=
1

λα+1

∫ ∞
0

e−xxαdx− 1

λα+2

∫ ∞
0

e−x(ca,b,s + ε(x/λ))xα+1dx

pour une certaine fonction x 7→ ε(x) qui tend vers 0 lorsque x → 0+. En utilisant le
théorème de convergence dominée (la fonction ε est explicite), nous obtenons

∫ ∞
0

e−λxxαga,b,s(x)dx =
1

λα+1

Ç
Γ(α + 1)− ca,b,sΓ(α + 2)

λ
+ o(λ−1)

å
.

Alors, d’une part

−Φ′(λ)

Φ(λ)
=

∫ ∞
0

e−λxxbga,b,s(x)dx∫ ∞
0

e−λxxb−1ga,b,s(x)dx
=
b

λ
×

1− ca,b,s(b+1)

λ
+ o(λ−1)

1− ca,b,sb

λ
+ o(λ−1)

=
b

λ

Å
1− ca,b,s

λ
+ o(λ−1)

ã
lorsque λ→ +∞. D’autre part,

−Φ′(λ)

Φ(λ)
=
∫ ∞

0
e−λxka,b,s(x)dx =

1

λ

∫ ∞
0

e−xka,b,s(x/λ)dx

donc ∫ ∞
0

e−xka,b,s(x/λ)dx = b
Å

1− ca,b,s
λ

+ o(λ−1)
ã
.

Par le théorème de convergence monotone (rappelons que ka,b,s est supposée décroissante),
nous voyons que k(0+) = b < +∞. Puis, en écrivant

∫ ∞
0

xe−x (b− ka,b,s(x/λ))
λ

x
dx = bca,b,s + o(1) lorsque λ→ +∞,

nous voyons que si la fonction ka,b,s est décroissante alors le terme de gauche est positif
quelle que soit la valeur de λ > 0. La fonction ka,b,s est donc une fonction décroissante
seulement si ca,b,s ≥ 0, c’est-à-dire, seulement si 2a+ b+ bs+ s ≥ 1.
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4.1.5 Démonstration du Théorème 4.5

Puisque l’ensemble des mesures de probabilités GGC est stable pour la convergence
en loi, il suffit, au vu de la formule (4.2), de montrer que pour tout a > 0 et pour tout
b dans un ensemble non borné, la loi de B−sa,b est GGC. Nous allons voir que cette loi est
GGC lorsque que b est entier. Plus précisément, nous allons montrer une fois de plus à
l’aide de la formule de Malmsten que − log(Ba,b) ∼ GGC si et seulement si b est un entier.
D’après le Corollaire C.5 on a :

E
Ç
e−λ
Ä
−log(Ba,b)

äå
= E

Ä
Bλ
a,b

ä
=

Γ(a+ λ)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ λ)

= exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)e

−ax − e−(a+b)x

x(1− e−x)
dx

)
.

Ainsi − log(Ba,b) ∼ GGC si et seulement si la fonction

x 7→ e−ax − e−(a+b)x

1− e−x
·

est complètement monotone. On peut écrire

e−ax − e−(a+b)x

1− e−x
= e−ax(1− e−bx)

∑
n≥0

e−nx =
∫ ∞

0
e−xtµa,b(dt)

avec µa,b =
∑
n≥0(δa+n− δa+b+n). On voit facilement que µa,b est une mesure positive si et

seulement si b est un entier. La démonstration s’achève en appliquant le Théorème 1.26
(plus précisément son corollaire).

4.2 Remarques et compléments

4.2.1 À propos de la propriété GGC de B−sa,b

4.2.1.1 Masse de Thorin et complète monotonie

Théorème 4.8 (Section 4.1 [15]) Soit f une densité GGC ayant 0 pour extrémité (i.e.
a = 0 dans (1.12)) et soit ν sa mesure de Thorin. On a,∫

(0,+∞)
ν(dy) = sup

®
α > 0 : lim

x→0

f(x)

xα−1
= 0

´
.

Supposons que
∫

(0,+∞) ν(dy) = β < +∞, alors f ∼ MΓβ, c’est-à-dire, il existe une fonction
complètement monotone g telle que ∀x > 0, f(x) = xβ−1g(x).

Par exemple, soit Γa ∼ Γ(a)−1xa−1e−xdx une variable gamma de paramètre a. Le théorème
entraîne donc que la masse de Thorin est égale à a. Observons que l’on peut calculer la
masse de Thorin directement en calculant la transformée de Laplace

E
Ä
e−λΓa

ä
=

1

(1 + λ)a
= exp

Ç
−a

∫ ∞
0

log

Ç
1 +

λ

y

å
δ1(dy)

å
,

donc Γa a bien pour masse de Thorin a. De plus, on a bien sûr Γa ∼ MΓa.
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4.2.1.2 À propos de la propriété GGC de B−sa,b

Contrairement aux puissances négatives d’une variable gamma, certaines puissances
négatives d’une variable bêta ont une loi qui n’est pas auto-décomposable, en particulier
qui n’est pas GGC. Il existe également des paramètres a, b, s tels que la loi de B−sa,b est
auto-décomposable mais n’est pas GGC. En effet, puisque B−sa,b ≥ 1, B−sa,b ∼ GGC ⇔
B−sa,b− 1 ∼ GGC. Supposons que B−sa,b ∼ GGC. La densité fa,b,s de B−sa,b− 1 est équivalente
au voisinage de 0 à

fa,b,s(x) ∼
x→0+

Γ(a+ b)

sΓ(a)Γ(b)

Åx
s

ãb−1

.

Donc par le Théorème 4.8, ou par la démonstration du Corollaire 4.4, la masse de Thorin
vaut b. La fonction ga,b,s définie par (4.6) est alors complètement monotone. En particulier,
la fonction log(ga,b,s) est log-convexe d’après le Lemme A.6. Ce qui revient à dire que la
fonction Ga,b,s = − log(ga,b,s) est concave. Un développement limité au voisinage de 0+ à
partir de l’expression (4.7) de G′a,b,s donne :

G′a,b,s(x) =
a+ s

s(x+ 1)
+ (b− 1)

Ñ
1

x
− 1

s(x+ 1)
Ä
(x+ 1)1/s − 1

äé
=

a+ s

s(x+ 1)
+
b− 1

x

Ç
1− 1

1 + (1 + 1/s)x/2 + (−1 + 1/s)(1 + 1/s)x2/6 + o(x2)

å
= C1 + C2 x+ o(x)

avec

C1 =
b

2

Ç
1

s
+ 1

å
− 1

2

Ç
1− 2a

s
− 1

å
et C2 = −

Ç
1 +

a

s
+
b− 1

12

Ç
1 +

1

s

åÇ
1

s
+ 5

åå
.

Le coefficient C2 est négatif dès que b ∨ s ≥ 1 est supérieur à 1. Mais pour tout a > 0, il
existe des valeurs de b et s telles que C2 > 0. Dans ce cas, la fonction G′a,b,s est croissante
dans un voisinage de 0+ et ga,b,s ne peut donc pas être log-convexe. Remarquons que ces
valeurs peuvent être telles que 2a+ b+ bs+ s ≥ 1. En effet, si a ≥ 1/2, il suffit de choisir
b ∈ (0, 1) et de faire tendre s→ 0+. Si a ∈ (0, 1/2), posons b = 1− 2a, alors b ∈ (0, 1) et
la condition 2a+ b+ bs+ s ≥ 1 est automatiquement vérifiée quelle que soit la valeur de
s > 0. Alors, en faisant tendre s→ 0+, C2 → +∞.

Pour B−sa,b, nous avons réussi à caractériser : la divisibilité infinie, la complète mo-
notonie et le caractère HCM de la densité, le fait d’être distribué comme la perpétuité
d’un processus de Lévy spectralement négatif, et l’auto-décomposabilité. Cependant, il ne
semble pas aisé de caractériser la propriété GGC de B−sa,b.

4.2.2 À propos du processus de Lévy associé à B−sa,b

Sous les hypothèses du Théorème 4.3, B−sa,b a la loi de la perpétuité d’un certain pro-
cessus de Poisson composé avec dérive unitaire et sauts négatifs. Plus précisément,

B−sa,b
d
=
∫ ∞

0
e−(t−Na,b,s

t )dt (4.13)

où (Na,b,s
t )t≥0 est un processus de Poisson sans dérive ayant pour mesure de Lévy

νa,b,s(dx) = −s−2ρ′a,b,s(x/s)dx
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sur R∗+. En effet, en réutilisant la notation de la section 4.1.3, l’exposant de Laplace du
processus de Lévy est la fonction définie pour u ≥ 0 par

Ψ(su)

s
= u+

1

s

∫ 0

−∞
(esux − 1)(−ρ′a,b,s(−x))dx

= u+
∫ 0

−∞
(eux − 1)

−ρ′a,b,s(−x/s)
s2

dx.

De plus la mesure νa,b,s est une mesure finie car

νa,b,s(R∗+) = − 1

s2

∫ ∞
0

ρ′a,b,s(x/s)dx =
ρa,b,s(0+)− ρa,b,s(+∞)

s
= b.

Si s = 1, nous avons
νa,b,1(dx) = b(a+ b)e−(a+b)xdx

qui est une petite extension de l’exemple 4 page 36 dans [9]. Lorsque b = 1, nous avons

νa,1,s(dx) = (1 + a/s)e−(1+a/s)xdx,

ce qui permet, en posant a = 1, de voir que B−s1,1
d
= U−s (U ∼ Unif[0, 1]) a la loi de

la perpétuité d’un processus de Poisson composé spectralement négatif avec dérive uni-
taire. Notons que νa,1,s est toujours une mesure de probabilité alors que νa,b,1 en est une
uniquement lorsque b = 1.

Lorsque b ou s est un entier, la série hypergéométrique définissant ρa,b,s est un polynôme
de Jacobi et la mesure de Lévy νa,b,s prend une forme plus simple. Pour tout n ≥ 2,
quelques calculs utilisant la formule 10.8 (16) dans [27] montrent que la densité de νa,n,s
est définie sur R+ par

n−1∑
k=0

Ç
1 +

a+ k

s

å
ck,n,s e

−(1+(a+k)/s)x

avec

ck,n,s =
n−1∏
p = 0
p 6= k

Ç
1− s

p− k

å
.

En regardant le nombre de racines du polynôme de Jacobi, il est également possible de
montrer que cette densité est bien positive si et seulement si s ≤ 1. De manière analogue,
la densité de νa,b,n est définie sur R+ par

n−1∑
k=0

bn−2(a+ b+ k) ck,n,b e
−(a+b+k)x/n.

Ces deux exemples expriment la loi de la perpétuité d’un processus de Poisson composé
avec dérive unitaire et mesure de Lévy hyper-exponentielle sur R−.

Un changement de variable dans (4.13) donne pour tous b ≥ 1 et s ≤ 1 :

b−sB−sa,b
d
=
∫ ∞

0
e−(bst−Na,b,s

bst
)dt

qui est la perpétuité d’un processus de Lévy spectralement négatif ayant pour exposant
de Laplace

Ψa,b,s(u) = bsu
Å

1− s−1
∫ ∞

0
e−uxρa,b,s(s

−1x)dx
ã
, u ≥ 0.
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Si s = 1 et b → +∞ nous obtenons Ψa,b,1(u) → u(a + u). En combinant ceci avec
la convergence en loi (4.2), nous retrouvons le résultat de Dufresne [26]. Si s < 1 et
b → +∞, nous pouvons retrouver le processus de Lévy à variation infinie correspondant
à Γ−sa – voir le chapitre 3. En effet,

Ψa,b,s(u) = bs
Å

1−
∫ ∞

0
ρa,b,s(x)dx

ã
u+ s−1u

∫ ∞
0

(1− e−ux)bsρa,b,s(s−1x)dx,

d’une part la formule 2.3.2 (14) page 77 dans [27] entraîne que

s−1u
∫ ∞

0
(1− e−ux)bsρa,b,s(s−1x)dx −−−−→

b→+∞

u

Γ(1− s)

∫ ∞
0

(1− e−ux) e−(1+a/s)x

(1− e−x/s)1+s
dx

qui après une intégration par parties se transforme en∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)

e1+a/s(s+ ex/s + a(1− ex/s)
sΓ(1− s)(1− ex/s)2+s

dx.

D’autre part,

bs
Å

1−
∫ ∞

0
ρa,b,s(x)dx

ã
= bs

Ç
1− bs

∫ 1

0
(1− z)a+b−1

2F1(1 + b, 1− s; 2; z) dz

å
= (a+ b− 1)bs

∫ 1

0
(1− z)a+b−2

2F1(b,−s; 1; z) dz

= (a+ b− 1)bs
∫ 1

0
(1− z)a+s−1

2F1(1 + s, 1− b; 1; z) dz (∗)

=
(a+ b− 1)bs

a+ s
2F1(1 + s, 1− b; a+ s+ 1; 1) (∗∗)

=
Γ(a+ s)Γ(a+ b)bs

Γ(a)Γ(a+ b+ s)
,

où l’égalité (∗) provient de la formule 2.9 (2) page 105 et (∗∗) de 2.4 (2) page 78 dans [27].
La dernière égalité est issue de la formule sommatoire de Gauss. Cette dernière égalité
peut également être démontrée à partir de la preuve du Théorème 4.3 dans la section 4.1.3.
Ainsi, nous voyons que

Ψa,b,s(u)→
Ç

Γ(a+ s)

Γ(a)

å
u+

∫ 0

−∞
(eux − 1− ux)

e(1+a/s)x(s+ ex/s + a(1− ex/s))
sΓ(1− s)(1− ex/s)2+s

dx,

la partie droite est précisément l’exposant de Laplace apparaissant dans la démonstration
du Théorème 3.2.

Lorsque les conditions du Théorème 4.3 ne sont pas remplies, c’est-à-dire lorsque ρ′a,b,s
prend des valeurs positives, la fonction u 7→ Ψ(iu) (où Ψ est définie par (4.10)) n’est plus
l’exposant de Lévy-Khintchine d’un processus de Lévy. Par le Théorème 2.2, cela montre
que B−sa,b n’est plus distribué comme la perpétuité d’un processus de Lévy avec ou sans
sauts positifs et/ou négatifs avec des moments exponentiels finis. Nous pensons que B−sa,b
n’est plus la perpétuité d’aucun processus de Lévy. Par ailleurs, rappelons qu’il arrive
que la perpétuité d’un processus de Lévy avec sauts positifs soit infiniment divisible. Par
exemple nous avons vu dans le paragraphe 2.2.3.1 que pour tous a > 0 et b > 1,

B−1
a,b

d
= 1 +

∫ ∞
0

e−(Ma,b
t −t)dt
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où (Ma,b
t )t≥0 est un processus de Poisson composé sans dérive ayant pour mesure de

Lévy (a + b− 1)(b− 1)e−(b−1)xdx sur R+ (Ma,b = Na+b−1,b−1 avec les notations du para-
graphe 2.2.3.1).

4.2.3 Autres remarques

La démonstration du Théorème 4.3 montre que pour tous a, b, s > 0, la fonction

λ 7→ Γ(a+ b+ λ)Γ(a+ s+ λ)

Γ(a+ λ)Γ(a+ b+ s+ λ)
=
Å

1−
∫ ∞

0
ρa,b,s(x)dx

ã
+
∫ ∞

0
(1− e−λx)ρa,b,s(x)dx

=
Γ(a+ b)Γ(a+ s)

Γ(a)Γ(a+ b+ s)
+
∫ ∞

0
(1− e−λx)ρa,b,s(x)dx

est une fonction de Bernstein sans partie linéaire et avec coefficient de meurtre > 0 si et
seulement si la fonction ρa,b,s est une fonction positive. Or, une nouvelle application du
Théorème 4.6 montre que c’est le cas si et seulement si b ∧ s ≤ 1. Ainsi la fonction

λ 7→ Γ(a+ λ)Γ(a+ b+ s+ λ)

Γ(a+ b+ λ)Γ(a+ s+ λ)

est une fonction complètement monotone comme inverse d’une fonction de Bernstein (si
b ∧ s ≤ 1). D’après la formule sommatoire de Gauss (C.3), on a ∀λ > 0,

Γ(a+ λ)Γ(a+ b+ s+ λ)

Γ(a+ b+ λ)Γ(a+ s+ λ)
= 2F1(b, s; a+ b+ s+ λ; 1) =

∑
n≥0

(b)n(s)n
(a+ b+ s+ λ)nn!

,

donc
λ 7→ Γ(a+ λ)Γ(a+ b+ s+ λ)

Γ(a+ b+ λ)Γ(a+ s+ λ)

est complètement monotone quelles que soient les valeurs de a, b, s > 0.
Les variables aléatoires du typeÄ

B−1
a,b − 1

äs d
=

Ç
Γb

Γa

ås
, a, b, s > 0,

(où l’on suppose que Γa et Γb sont des variables indépendantes) apparaissent dans la
littérature comme variables bêta généralisées de deuxième espèce (GB2). Elles ont pour
densité

x 7→ Γ(a+ b)

sΓ(a)Γ(b)
(x1/s + 1)−(a+b)x−1+b/s, x > 0.

Il est facile de voir que ces densités sont HCM (en particulier infiniment divisibles) si et
seulement si s ≥ 1. Notons au passage que cela contraste avec le Corollaire 5.5 qui établit
que (ΓaΓb)

s est HCM lorsque |s| ≥ 1/2 et |a− b| ≤ 1/2. Il est aussi clair que les variables
GB2 n’ont pas de moments exponentiels négatifs et ne peuvent donc pas appartenir à E−.
Il serait intéressant de voir pour quelles valeurs de a, b, s, ces lois GB2 sont infiniment
divisibles. Nous donnons une réponse partielle dans la proposition suivante :

Proposition 4.9 (Γb/Γa)
s ∼ MΓ2 (en particulier (Γb/Γa)

s ∼ ID) lorsque
b ≤ 1/2 ≤ s ≤ b = 1− a.
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Démonstration. Il faut démontrer que la fonction

x 7→ xb/s−2

x1/s + 1

est complètement monotone lorsque la condition est vérifiée. On va s’appuyer sur le fait
que la fonction définie par

1

x(x2 + 1)
=
∫ ∞

0
e−xt(1− cos(t))dt

est une transformée de Laplace donc complètement monotone. Alors, pour tout s ≥ 1/2,
la fonction

x 7→ 1

x1/2s(x1/s + 1)

l’est également comme composée d’une fonction complètement monotone et d’une fonction
de Bernstein. On écrit alors

xb/s−2

x1/s + 1
=

1

x1/2s(x1/s + 1)
× 1

x2−(2b+1)/2s

et l’on voit que la densité est complètement monotone si 2−(2b+1)/2s ≥ 0, ce qui revient
à s ≥ (2b+ 1)/4. Cette dernière condition est tout le temps vérifiée lorsque b ≤ 1/2 (dans
ce cas (2b+ 1)/4 ≤ 1/2).

Remarquons qu’un tel raisonnement est sans espoir lorsque s < 1/2. En effet, dans ce cas,
la densité ne se prolonge pas analytiquement à {z ∈ C/ Re(z) > 0}. Enfin, caractériser
la complète monotonie des fonctions de la forme

x 7→ 1

xa(xb + 1)c

en les trois paramètres a, b, c semble assez compliqué.



Chapitre 5

Propriété HCM et la loi de Cauchy

5.1 Introduction et notations
La loi de Cauchy centrée de paramètre a > 0, que l’on note Ca, est la loi de probabilité

ayant pour densité la fonction ga, définie sur R par

ga(x) =
a

π(a2 + x2)
·

Un petit calcul montre que Ca ∗ Cb = Ca+b, et que si C ∼ C1, alors aC ∼ Ca : la loi
de Cauchy est 1-stable. Pour α ∈ (0, 1), considérons une variable aléatoire strictement
α-stable positive Zα, c’est-à-dire, telle que E

Ä
e−λZα

ä
= e−λ

α – voir la section 1.3.1. Consi-
dérons également Z̃α une copie indépendante de Zα. L’objet d’étude de ce chapitre est la
variable

Tα = Zα/Z̃α.

Bien que la densité de Zα n’ait pas de forme explicite (excepté dans le cas α = 1/2),
celle de Tαα s’exprime comme celle d’une transformation affine d’une variable de Cauchy,
conditionnée à être positive :

Proposition 5.1 Soit α ∈ (0, 1). La densité de Tαα est la fonction définie sur R+ par

sin(πα)

πα(x2 + 2 cos(πα)x+ 1)
·

Ce calcul est attribué à Lamperti – voir l’exercice 4.21 dans [24] – et nous en donnerons
la preuve dans la section 5.4.

Notons fα,γ la fonction définie sur (0,∞) par

fα,γ(x) =
1

x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1
,

alors Tαα ∼ sin(πα)/(πα)× fα,1. En écrivant

sin(πα)

πα
fα,1(x) =

1

πα sin(πα)
× 1(

x+cos(πα)
sin(πα)

)2
+ 1

=
1

α sin(πα)
× g1

Ç
x+ cos(πα)

sin(πα)

å
(5.1)

nous voyons que Tαα a la même loi que la transformation affine sin(πα) × C − cos(πα)
conditionnée à être positive.

71
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Dans [13], Bondesson prouve que la variable |C| d
= C | C > 0 a une loi infini-

ment divisible. Diédhiou raffine ce résultat dans [25] en prouvant que cette loi est auto-
décomposable. Le Théorème 1.24, à propos de la divisibilité infinie des mélanges Γ2,
permet de démontrer ce résultat très facilement comme nous le verrons dans la Proposi-
tion 5.30. Nous montrerons que cela permet même de démontrer la divisibilité infinie de
Tαα pour tout α ∈ (0, 1/2]. Par contre, il est facile de voir que Tαα n’a jamais une loi GGC
et donc que sa densité n’est jamais HCM – voir la Proposition 5.32. Mais la question se
pose pour les puissances T δα. Voici le théorème principal de ce chapitre :

Théorème 5.2 La variable aléatoire T δα a une densité HCM si et seulement si α ≤ 1/2
et |δ| ≥ α/(1− α).

Corollaire 5.3 La variable aléatoire Tα a une densité HCM si et seulement si α ≤ 1/2.

Nous retrouvons ici la partie facile de la conjecture de Bondesson : Zα est HCM seulement
si α ≤ 1/2. En effet, dans le cas contraire, la stabilité de la classe HCM par le quotient
de variables indépendantes ferait apparaître une contradiction – voir le Corollaire B.7.
Par ailleurs, le Théorème 5.2 démontre la partie facile de la conjecture renforcée – voir le
paragraphe 1.3.5.

Soient n ≥ 2 et Z1/n une variable strictement 1/n-stable. Alors

Z−1
1/n

d
= nn × Γ1/n × · · · × Γ(n−1)/n (5.2)

où Γ1/n, . . . ,Γ(n−1)/n désignent n− 1 variables gamma indépendantes de paramètres res-
pectifs 1/n, . . . , (n− 1)/n – voir l’exemple 5.6.2 dans [15]. Le caractère HCM évident de
toutes les densités gamma, et la stabilité par produit de variables indépendantes des den-
sités HCM, entraînent que les densités strictement α-stables sont HCM lorsque α = 1/n

pour n ≥ 2. La factorisation (5.2) appliquée à n = 3 se lit Z−1
1/3

d
= 27 × Γ1/3 × Γ2/3.

Un calcul détaillé au Lemme 5.8 permet d’exprimer la densité de Γ1/3 × Γ2/3 à l’aide
d’une fonction de Bessel modifiée. Plus précisément, la densité de 2 ×

»
Γ1/3 × Γ2/3 est,

à une constante multiplicative près, une fonction de Bessel modifiée de paramètre 1/3.
La fonction de Bessel modifiée Kν apparaissait déjà dans l’expression de la transformée
de Laplace de Γ−1

ν et Grosswald a prouvé que x 7→ Kν(
√
x) est HCM quelle que soit la

valeur de ν ∈ R. Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 5.4 La fonction de Bessel modifiéeKν est HCM si et seulement si |ν| ≤ 1/2.

Lorsque |ν| ≤ 1/2, ce résultat est plus fort que celui de Grosswald, bien qu’ici, l’argument
ne permette pas de déterminer la mesure de Lévy de la transformée de Laplace sous-
jacente. L’apparition des fonctions Kν dans la densité de

√
ΓtΓs permet d’énoncer le

corollaire suivant :

Corollaire 5.5 Soient Γt et Γs deux variables gamma indépendantes de paramètres
respectifs t et s. Alors, la densité de

√
ΓtΓs est HCM si et seulement si |t− s| ≤ 1/2.

Une conséquence de ce corollaire est la divisibilité infinie de
√

L1L2 lorsque L1 et L2

sont deux variables exponentielles indépendantes. Rappelons que
√

L1 (ou
√

Γt) n’a pas
une loi infiniment divisible car ses queues de distributions sont trop légères – voir le
Théorème 1.11. Ce résultat est quelque peu surprenant. En effet, bien que Γ−δt ait une
loi GGC quels que soient t > 0 et δ > 0, la densité de (Γt/Γs)

δ d
= (B−1

s,t − 1)δ
d
= (B

(2)
s,t )

δ
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n’est pas HCM lorsque δ < 1 – voir le paragraphe 4.2.3. Le Corollaire 5.5, combiné avec
la formule (5.2) dans le cas n = 3, permet d’énoncer le résultat suivant :

Corollaire 5.6 La densité de
»

Z1/3 est HCM.

Ce corollaire et le Théorème 5.2 amènent à penser que la conjecture de Bondesson à
propos des densités stables pourrait être renforcée de la manière suivante : Zδ

α ∼ HCM
si et seulement si α ∈ (0, 1/2] et |δ| ≥ α/(1− α). Le Théorème 5.2 permet d’ores et déjà
d’établir la partie « seulement si » de cette conjecture.

5.2 Démonstration du Théorème 5.2

5.2.1 La démonstration

Rappelons que la densité de Tαα = (Zα/Z̃α)α est définie sur R+ par

sin(πα)

πα
× 1

x2 + 2 cos(πα)x+ 1
·

Ainsi, la densité de Tα/γα est définie par

γ sin(πα)

πα
× xγ−1

x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1
=
γ sin(πα)

πα
× xγ−1 × fα,γ(x)

avec fα,γ(x) = (x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1)−1. Cette densité est HCM si et seulement si fα,γ
est HCM. Nous devons donc prouver que fα,γ est HCM si et seulement si α ≤ 1/2 et
|γ| ≤ 1− α. Puisque fα,γ ∼ HCM⇔ fα,−γ ∼ HCM, nous supposerons que γ est positif.

Proposition 5.7 Soient α ∈ [0, 1] et γ ≥ 0. La fonction fα,γ est HCM si et seulement
si α ≤ 1/2 et γ ≤ 1− α.

Démonstration. La nécessité de la condition α ≤ 1/2 provient du Théorème B.5 car la
fonction fα,γ est alors croissante dans un voisinage de 0. Nous supposons donc désormais
que α ≤ 1/2. Le fait qu’une fonction HCM se prolonge analytiquement à C \R− entraîne
la nécessité de la condition γ ≤ 1 − α. En effet, remarquons dans un premier temps que
le dénominateur de la fonction fα,γ se prolonge toujours analytiquement à C \R−. Ainsi,
la fonction se prolonge analytiquement sur C \R− si et seulement si son dénominateur ne
s’annule pas, c’est-à-dire, si et seulement si la fonction

z 7→ z2γ + 2 cos(πα)zγ + 1

ne s’annule pas sur C \ R−. Les racines de la fonction polynomiale

z 7→ z2 + 2 cos(πα)z + 1

sont eiπ(1−α) et e−iπ(1−α). La fonction définie par z2γ + 2 cos(πα)zγ + 1 s’annule donc (au
moins deux fois) sur C \ R− si et seulement si γ > 1 − α. Dans ce cas, eiπ(1−α)/γ et
e−iπ(1−α)/γ sont deux zéros. La nécessité de la condition γ ≤ 1− α est donc démontrée.

Les cas α = 0 et α = 1/2 se démontrent facilement. En effet, si α = 1/2 alors
f1/2,1/2(x) = 1/(x + 1), donc f1/2,1/2 est clairement une fonction HCM. Si α = 0, alors
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f0,1(x) = 1/(x+ 1)2, donc f0,1 est aussi une fonction HCM. Il reste donc à montrer que la
fonction

fα,1−α : x 7→ 1

x2(1−α) + 2 cos(πα)x1−α + 1

est HCM pour α ∈ (0, 1/2). Nous allons en fait montrer que pour tout ε > 0 assez petit
(par exemple ε < 1/2− α), la fonction

fα,1−α−ε : x 7→ 1

x2(1−α−ε) + 2 cos(πα)x1−α−ε + 1

est HCM. Un passage à la limite en faisant tendre ε → 0 et la Proposition B.2 nous
donneront la propriété HCM de la fonction fα,1−α. Pour parvenir à prouver cette propriété,
nous allons utiliser le même argument que dans la démonstration du Théorème 4.2. Soit
g la fonction définie sur (0,+∞) par

g(x) = log
Ä
x2(1−α−ε) + 2 cos(πα)x1−α−ε + 1

ä
.

Il faut montrer que g est une fonction de Thorin-Bernstein. Par la Proposition A.22, ceci
est équivalent à ce que g′ soit une fonction de Stieltjes. Il est clair que les fonctions g
et g′ se prolongent analytiquement à C \ R−. Nous allons utiliser le critère de Pick du
Théorème A.9, qui consiste à tester si la fonction h, définie sur C+ \ R par

h(z) = Im(g′(z)),

est de signe négatif. Ici, C+ = {z ∈ C/ Im(z) ≥ 0}. Il paraît un peu compliqué de montrer
par un calcul direct que h(z) est négatif lorsque Im(z) > 0. En effet, posons β = 1−α−ε,
c = cos(πα) et z = ρ1/βeiθ, alors,

h(z) = 2β × Im

(
z2β−1 + czβ−1

z2β + 2czβ + 1

)

=
2βρ1−1/β

|z2β + 2czβ + 1|2
× Im

ï
ρ3 × e−iθ + ρ2 ×

Ä
ce−iθ(1+β) + 2ce−iθ(1−β)

ä
+ ρ×

Ä
2c2e−iθ + eiθ(2β−1)

ä
+ ce−iθ(1−β)

ò
. (5.3)

Afin de rendre ce problème moins calculatoire, appliquons le principe du maximum (ici il
s’agirait plutôt du principe du minimum) à la fonction harmonique h :

(1) h(z)→ 0 uniformément lorsque |z| → ∞.
(2) Comme 0 < β < 1, 0 < θ < π et c > 0,

lim sup
z→0

h(z) = 2β × lim sup
z→0

Im(z2β−1 + czβ−1) ≤ 0.

(3) Enfin, en utilisant la formule (5.3), nous voyons que pour ρ > 0,

lim
z→−ρ1/β

h(z) = −A cos(πα) sin(πβ)×
Ç
ρ2 +

2 cos(πβ)

cos(πα)
ρ+ 1

å
= −A cos(πα) sin(πβ)×

Å
ρ2 − 2 cos(π(α + ε))

cos(πα)
ρ+ 1︸ ︷︷ ︸

≥0 car α<α+ε<1/2

ã
≤ 0
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où

A =
2βρ1−1/β

|ρ2βei2β + 2cρβeiβ + 1|2
≥ 0.

Ainsi, h est une fonction négative.

Sur la Figure 5.1, on donne deux représentations graphiques de la fonction −h le long des
lignes {Im(z) = 1} et {Im(z) = 1/10}, pour α = 1/5 et ε = 1/10.

α = 1/5, ε = 1/10, Im(z) = 1

α = 1/5, ε = 1/10, Im(z) = 1/10

Figure 5.1 – Représentations de −h le long des lignes {Im(z) = c}, c ∈ {1/10, 1}

5.2.2 Remarques sur la démonstration

• Le caractère HCM de la fonction fα,γ pour α, γ ≤ 1/2 est facile puisque pour tous
u, v > 0,

fα,γ(uv)fα,γ(u/v) =
1

A+Bwγ + Cw2γ

avec A = u4γ + 4 cos2(πα)u2γ + 1, B = 2 cos(πα)(u3γ + uγ), C = u2γ, et wt = vt + v−t.
De la Proposition B.3, nous déduisons que fα,γ est HCM dès que α et γ sont ≤ 1/2. Par
contre, la fonction au dénominateur n’est plus une fonction de Bernstein en w si γ ou α
est > 1/2.

• Comme nous l’avions vu dans l’introduction de ce chapitre, le Corollaire 5.5 établit
que

»
Γ1/3Γ2/3 ∼ HCM. Par la formule (5.2), nous voyons donc que

»
Z1/3 ∼ HCM. En

particulier
»
T1/3 ∼ HCM et c’est ce que dit le Théorème 5.2.

• Ce théorème établit que la fonction x 7→ log(x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1) est une fonction
de Thorin-Bernstein si et seulement si α ∈ [0, 1/2] et γ ∈ [0, 1 − α]. En d’autres termes,
la fonction

x 7→ x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1

x2γ−1 + cos(πα)xγ−1

est une fonction de Bernstein complète, c’est-à-dire, une fonction de Nevanlinna-Pick, si
et seulement si α ∈ [0, 1/2] et γ ∈ [0, 1− α].
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5.3 Propriété HCM de Kν

5.3.1 Démonstration de la Proposition 5.4

Pour ν ∈ R, la fonction de Bessel modifiée de seconde espèce, Kν , est définie sur R∗+
par

Kν(λ) =
∫ ∞

0
cosh(νx)e−λ cosh(x)dx.

CommeKν = K−ν , on peut supposer sans perte de généralité que ν ≥ 0. La formule 9.6.23
dans [1] permet d’écrire pour ν > −1/2,

Kν(λ) =

√
π(λ/2)ν

Γ(ν + 1/2)
×
∫ ∞

1

e−λy

(y2 − 1)1/2−ν dy.

On obtient le un changement de variable y = x+ 1

Kν(λ) = Cλ λ
ν e−λ ×

∫ ∞
0

e−λx

(x(x+ 2))1/2−ν dx

pour une certaine constante Cν > 0. Pour ν ≤ 1/2, la fonction x 7→ 1/(x(x + 2))1/2−ν

est HCM. En particulier, cette fonction est la densité d’une mesure GGC. Par le Théo-
rème B.5, sa transformée de Laplace est HCM, donc Kν est HCM.

Montrons que Kν n’est pas HCM lorsque ν > 1/2. L’argument repose sur les Théo-
rèmes 1.28 et 4.8, il a déjà été mentionné dans la section 4.2.1. Supposons que Kν est
HCM, alors la fonction y 7→ 1/(y2 − 1)1/2−ν est alors la densité d’une mesure GGC sur
(1,+∞). Donc x 7→ 1/(x(x+2))1/2−ν est la densité d’une mesure GGC sur (0,+∞). Ainsi,
la fonction

x 7→ e−x(x(x+ 2))ν−1/2

est proportionnelle à la densité d’une mesure de probabilité GGC ayant pour masse de
Thorin ν + 1/2. Ce qui entraîne la complète monotonie de la fonction

x 7→ e−x(x+ 2)ν−1/2.

Ceci est absurde par le Lemme A.7.

5.3.2 Démonstration du Corollaire 5.5

Lemme 5.8 La densité de
√

ΓtΓs est donnée par

x 7→ 4xt+s−1

Γ(t)Γ(s)
Kt−s(2x).
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Démonstration.

d

dx
P
(»

ΓtΓs ≤ x
)

=
d

dx

∫ ∞
0

P
Ä
Γt ≤ x2/u

ä us−1e−u

Γ(s)
du

=
∫ ∞

0

2x

u
× (x2/u)t−1e−x

2/u

Γ(t)
× us−1e−u

Γ(s)
du

=
2x2t−1

Γ(t)Γ(s)

∫ ∞
0

us−t−1e−u−x
2/udu

=
2xt+s−1

Γ(t)Γ(s)

∫ ∞
0

vs−t−1e−x(v+v−1)dv

=
4xt+s−1

Γ(t)Γ(s)

∫ ∞
0

cosh((t− s)y)e−2x cosh(y)dy.

Ainsi,
√

ΓtΓs ∼ HCM si et seulement si x 7→ Kt−s(x) est HCM. Par la Proposition 5.4,
ceci est vrai si et seulement si |t− s| ≤ 1/2.

5.4 À propos de la densité de Tα
Ce chapitre étant en grande partie dédié à l’étude de la densité de T δα, il paraît naturel

d’expliquer la provenance de son expression. Dans cette partie, nous démontrons la Pro-
position 5.1. La démarche suit celle de l’exercice 4.21 dans [24]. Nous commençons par un
lemme qui lie les lois stables et la loi exponentielle :

Lemme 5.9 Soient L une variable exponentielle de paramètre 1, Zα et Zβ deux variables
strictement stables de paramètres respectifs α et β. On suppose que toutes ces variables
sont indépendantes. Alors

L1/α

Zβ

d
=

L1/β

Zα

·

Démonstration. Ce résultat repose sur un calcul des moments fractionnaires qui utilise la
Proposition C.6 :

E
[(

L1/α

Zβ

)s]
= E

î
Lα/sZ−sβ

ó
=

Γ(1 + s/α)Γ(1 + s/β)

Γ(1 + s)
= E

î
Lβ/sZ−sα

ó
.

Dans le cas β = 1 cette égalité en loi se lit L1/α d
= L/Zα – voir [47] Théorème 1 et [34].

Le lemme suivant est une conséquence directe de cette égalité :

Lemme 5.10 Soit α ∈ (0, 1]. On a pour tout s > 0,

E
Ç

1

1 + sTα

å
=

1

1 + sα
·

Démonstration. D’une part E
Ä

1
1+sTα

ä
= E

Ä
e−sTαL

ä
. D’autre part,

E
Ä
e−sTαL

ä
= E

(
e−sZαL/Z̃α

)
= E

(
e−sZαL1/α

)
= E

Ä
e−s

αL
ä

=
1

1 + sα
·

La formule qui fait tout fonctionner est l’objet de la proposition suivante :
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Proposition 5.11 ∀α ∈ (0, 1), ∀s ∈ R,

1

2π

∫
R
eisx

sin(πα)

cosh(x) + cos(πα)
dx =

sinh(παs)

sinh(πs)
·

Démonstration. Lorsque s > 0, cette intégrale se déduit en intégrant la fonction méro-
morphe définie par

eisz
sin(πα)

cosh(z) + cos(πα)

sur le rectangle d’extrémités −R, R, R + iR, −R + iR, et de faire tendre R → +∞. Le
calcul des résidus de cette fonction méromorphe sur C+, dont les pôles décrivent l’ensemble
{zk = iπ(1− α + 2kπ)}k≥0 ∪ {z̃k = iπ(α− 1 + 2kπ)}k≥1, donne

Res(zk) = −ie−sπ(1−α+2k) et Res(z̃k) = ie−sπ(α−1+2k).

On en déduit alors le résultat annoncé en calculant les sommes∑∞k=0 Res(zk) et
∑∞
k=1 Res(z̃k).

Pour étendre la formule à s ≤ 0, on peut par exemple, utiliser le fait que l’intégrale à
paramètre s est holomorphe sur {s ∈ C/ Im(s) < 1}.

Corollaire 5.12 ∀α ∈ (0, 1),

log(Tα) ∼ sin(πα)

2π(cosh(αx) + cos(πα))
dx et Tαα ∼

sin(πα)

πα(x2 + 2 cos(πα)x+ 1)
dx.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la formule des compléments : ∀s ∈ R,

E
Ä
T iαsα

ä
=

Γ(1− is)Γ(1 + is)

Γ(1− iαs)Γ(1 + iαs)
=

sin(iπαs)

sin(iπs)
=

sinh(παs)

sinh(πs)
·

Remarque : La formule (1.11) avec α = 1 et ρ ∈ (0, 1) établit que

Z+
1,ρ

d
=

(
Z̃ρ

Zρ

)ρ

où Z1,ρ est une variable de Cauchy normalisée par

E
Ä
eiuZ1,ρ

ä
= exp

Ä
− iu cos (πρ)− |u| sin(πρ)

ä
.

Autrement dit, Z1,ρ
d
= sin(πρ) × C − cos(πρ) où C ∼ C1 est une variable de Cauchy

standard.

5.5 Liens avec la fonction de Mittag-Leffler

5.5.1 La loi de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler peut être vue comme une généralisation de la fonction
exponentielle. Elle a été introduite par Gösta Mittag-Leffler en 1903, puis étudiée ensuite
par de nombreux auteurs, notamment dans le cadre du calcul fractionnaire.
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Définition 5.13 Pour α, β > 0, la fonction Eα,β est définie par

Eα,β(x) =
∞∑
n=0

xn

Γ(nα + β)
·

Lorsque β = 1 nous noterons simplement Eα = Eα,1. Si de plus α = 1, alors remarquons
que E1 = exp. Cette fonction apparaît naturellement dans l’expression de la transformée
de Laplace de Z−αα et de Tα :

Proposition 5.14

E
(
e−λZ−αα

)
= Eα(−λ) et E

Ä
e−λTα

ä
= Eα(−λα).

Démonstration. On calcule

E
(
e−λZ−αα

)
=
∞∑
n=0

(−λ)n

n!
E
Ä
Z−nαα

ä
=
∞∑
n=0

(−λ)n

n!

Γ(1 + n)

Γ(1 + nα)
= Eα(−λ).

L’autre égalité est une conséquence de la première puisque

E
Ä
e−λTα

ä
= E

(
e−λZα/Z̃α

)
= E

(
e−λ

αZ−αα
)

En corollaire, nous voyons que la fonction Eα est croissante sur (−∞, 0]. Elle donc est
croissante sur R puisqu’elle est évidemment croissante sur [0,+∞). De plus, Eα(x) → 0
lorsque x→ −∞. De la proposition précédente, du Théorème 5.2 et de la Proposition 5.32
que nous verrons un peu plus loin, nous déduisons :

Corollaire 5.15 La fonction λ 7→ Eα(−λ) est complètement monotone (sur (0,+∞)).
La fonction λ 7→ Eα(−λα) est HCM si et seulement si α ≤ 1/2.

Nous venons de voir deux lois qui sont reliées à la fonction de Mittag-Leffler : celle de
Z−αα et celle de Tα. Nous allons nous intéresser à une troisième loi, parfois (et impropre-
ment) dénommée « loi de Mittag-Leffler » qui a été introduite par Pillai [43] : soit Fα la
fonction définie sur R+ par Fα(x) = 1−Eα(−xα). Par le fait que Eα(0) = 1 et par ce qui
précède, nous voyons que Fα est une fonction de répartition sur R+.

Définition 5.16 La loi de probabilité définie par Fα est appelée loi de Mittag-Leffler de
paramètre α.

La fonction de répartition Fα est une fonction de Bernstein. Soit Mα ∼ Fα une variable
de Mittag-Leffler de paramètre α. Sa densité fMα est définie sur R+ par

fMα(x) =
d

dx

Ä
1− Eα(−xα)

ä
= αxα−1E ′α(−xα)

est complètement monotone. Donc Mα ∼ ME. Sa transformée de Laplace est explicite :

Proposition 5.17 La loi de Mittag-Leffler est GGC. Plus précisément,

∀λ ≥ 0, E
Ä
e−λMα

ä
=

1

1 + λα
= exp

Ç
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)αEα(−xα)

dx

x

å
.

Comme αEα(−0α) = α, nous déduisons que sa masse de Thorin vaut α. En particulier,
Mα ∼ MΓα ⊂ ME (cela se lit aussi sur la densité qui se factorise par xα−1). La preuve de
cette proposition repose sur les deux lemmes suivants.



80 Chapitre 5. Propriété HCM et la loi de Cauchy

Lemme 5.18

∀λ ≥ 0,
∫ ∞

0
e−λxEα(−xα)dx =

λα−1

1 + λα
·

Démonstration.∫ ∞
0

e−λxEα(−xα)dx =
∫ ∞

0
e−λx E

Ä
e−λTα

ä
dx = E

Å∫ ∞
0

e−λ(x+Tα)dx
ã

= E
Ç

1

λ+ Tα

å
= E

Ç
λ−1

1 + λ−1Tα

å
=

λ−1

1 + λ−α
par le Lemme 5.10

=
λα−1

1 + λα
·

Lemme 5.19 La fonction λ 7→ log(1 + λα) est une fonction de Thorin-Bernstein. Plus
précisément, ∀λ ≥ 0,

log(1+λα) =
∫ ∞

0
(1−e−λx)αEα(−xα)

dx

x
=
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

x

å
α sin(πα)xα−1

π(x2α + 2 cos(πα)xα + 1)
dx.

Démonstration. λ 7→ log(1 + λα) est une fonction de Bernstein comme composée de deux
fonctions de Bernstein. La première égalité est alors une conséquence du lemme précédent
qui établit que

d

dλ

Ä
log(1 + λα)

ä
= α

∫ ∞
0

e−λxEα(−xα)
dx

x
·

Pour la deuxième égalité, il suffit d’invoquer le fait que E
Ä
e−λTα

ä
= Eα(−λα), de se

« souvenir » de la densité de Tα et d’utiliser la représentation (A.2) des fonctions de
Thorin-Bernstein.

Une application de la Proposition A.21 aux fonctions λ 7→ λα et λ 7→ log(1 + λ) nous
permettait de prouver directement que la fonction λ 7→ log(1 + λα) est une fonction de
Thorin-Bernstein. Cependant, elle ne nous donnait aucune information, ni sur la mesure
de Bernstein, ni sur la mesure de Thorin.

Démonstration de la Proposition 5.17. Une intégration par parties donne

E
Ä
e−λMα

ä
= E

Ç∫ ∞
Mα

λe−λxdx

å
=
∫ ∞

0
λe−λxFα(x) dx.

Or, Fα(x) = 1− Eα(−xα), donc par le Lemme 5.18,

E
Ä
e−λMα

ä
= 1− λ

∫ ∞
0

e−λxEα(−xα)dx = 1− λα

1 + λα
=

1

1 + λα
·

Le Lemme 5.19 donne la formule de Lévy-Khintchine annoncée. Il y a alors une multitude
de façons de voir que la loi de Mittag-Leffler est GGC, on peut par exemple invoquer le
fait que
• la fonction λ 7→ log(1 + λα) est Thorin-Bernstein,
• la fonction λ 7→ Eα(−λ) est complètement monotone donc λ 7→ Eα(−λα) aussi,
• la fonction λ 7→ Eα(−λα) est HCM décroissante donc complètement monotone.

La Proposition 5.17 permet d’écrire de « jolies » factorisations de la variable Mα :
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Corollaire 5.20 (de la Proposition 5.17) Supposons que L est une variable exponentielle
de paramètre 1, indépendante de Tα et de Zα. Alors

Mα
d
= Tα × L

d
= Zα × L1/α.

Démonstration. C’est une conséquence de la démonstration du Lemme 5.10.

Ainsi par le Théorème 5.2, nous voyons que Mα a une densité HCM si α ≤ 1/2. Cette
condition est aussi nécessaire :

Proposition 5.21 (Simon & Jedidi) La densité de Mittag-Leffler de paramètre α est
HCM si et seulement si α ≤ 1/2.

Démonstration. Par ce qui précède, il suffit de montrer que la densité n’est pas HCM
lorsque α > 1/2. De l’égalité en loi Mα

d
= Tα × L, nous déduisons que ∀z > 0,

fMα(z) =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

xα

x2α + 2 cos(πα)xα + 1
e−zx dx =

sin(πα)

π

∫ ∞
0

xαfα,α(x) e−zx dx.

Les arguments ci-dessous reposent reposent sur le Théorèmes 1.28 et 4.8. Supposons que
fMα soit HCM pour un certain α ∈ (1/2, 1). Cela signifie que fMα est la transformée de
Laplace d’une mesure GGC. C’est-à-dire, la mesure dont la densité est définie sur R+ par
xαfα,α(x) est GGC. La mesure xαfα,α(x)e−xdx est donc, à une constante multiplicative
près, une mesure de probabilité GGC ayant une masse de Thorin égale à α + 1. Nous en
déduisons que fα,α est complètement monotone. Ceci est absurde si α > 1/2 puisque l’on
voit aisément que fα,α est alors croissante dans un voisinage de 0.

Les mêmes arguments fonctionnent lorsque α ≤ 1/2. Le fait que fα,α soit dans ce cas
HCM, permet de retrouver le caractère HCM de Mα.

Les résultats ci-dessus étaient déjà connus et sont pour la plupart dus à Jedidi et
Simon [35]. Le Théorème 5.2, combiné avec le Théorème 4.5 à propos du caractère GGC
de Γ−αt , entraîne la proposition suivante :

Proposition 5.22 M−δ
α ∼ GGC si α ≤ 1/2 et δ ≥ α/(1− α).

Démonstration. Le Théorème 5.2 établit que si α ≤ 1/2 et δ ≥ α/(1 − α), alors T−δα ∼
HCM et en particulier, T−δα ∼ GGC. Le Théorème 4.5 entraîne que L−δ ∼ GGC quel
que soit δ ≥ 0. Nous pourrions conclure en appliquant le Théorème 1.26, mais ici le
Corollaire B.8 suffit.

5.5.2 Une autre loi de Mittag-Leffler

Nous allons discuter d’une autre loi de probabilité reliée à la fonction de Mittag-Leffler.
Pour tout α ∈ (1, 2], la fonction

x 7→ Eα(x)− αx(α−1)/αE ′α(x)

est complètement monotone. Plus précisément, cette fonction peut être exprimée comme
la transformée de Laplace du temps de passage au dessus de 1 (notons le τ1) du processus
de Lévy α-stable spectralement positif X(α) normalisé par E

Å
e−λX

(α)
t

ã
= etλ

α (c’est une
conséquence de la factorisation de Wiener-Hopf – voir par exemple [7] section VII.1).
Dans [48], l’auteur améliore cette propriété en :
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Théorème 5.23 (Simon) Pour tout α ∈ [1, 2], la fonction Dα définie par

Dα(x) = Eα(xα)− αxα−1E ′α(xα)

est complètement monotone. Sa mesure de Bernstein est donnée par

µα(du) = −sin(πα)

π
× uα−1(1 + u)

u2α − 2 cos(πα)uα + 1
du.

La fonction Dα n’est pas une fonction de Stieltjes puisque sa densité de Bernstein est
croissante dans un voisinage de 0. Si l’on pose β = α − 1, la densité de la mesure de
Bernstein µα s’écrit alors

sin(πβ)

π
× uβ(1 + u)

u2(β+1) + 2 cos(πβ)uβ+1 + 1
=

sin(πβ)

π
uβ(1 + u) fβ,β+1(u).

Théorème 5.24 (Simon) Pour tout α ∈ (1, 2], la fonction Dα est une densité de proba-
bilité dont la transformée de Laplace est :

∫ ∞
0

e−λxDα(x)dx =


λα−1−1
λα−1

si λ 6= 1
α−1
α

si λ = 1.

Des éléments de démonstration de ces deux théorèmes sont donnés dans la section 5.5.3.
On pourrait donner à cette loi, le nom de loi de Mittag-Leffler de deuxième espèce de
paramètre α, bien que cette terminologie soit tout à fait personnelle.

Théorème 5.25 La loi de Mittag-Leffler de deuxième espèce est GGC mais non HCM.

Démonstration. Soit ϕ la fonction holomorphe sur C \ R− définie par

ϕ(z) = − log

Ç
zα−1 − 1

zα − 1

å
si z 6= 1 et par ϕ(1) = − log((α − 1)/α). Nous allons, comme dans la démonstration des
Théorèmes 4.2 et 5.2, prouver que ϕ est une fonction de Thorin-Bernstein en montrant
que ϕ′ est une transformée de Stieltjes. On calcule

ϕ′(z) =
αzα−1

zα − 1
− (α− 1)zα−2

zα−1 − 1
·

Donc

lim sup
z → 0

Im(z) > 0

Im(ϕ′(z)) = lim sup
z → 0

Im(z) > 0

Im
Ä
(α−1)zα−2

ä
= (α−1) = lim sup

r → 0, r > 0
θ ∈ (0, 1)

rα−2 sin(π(α−2)θ) = 0

et

ϕ′(−x+) = eiπαxα−2

Ç
α− 1

xα−1eiπα + 1
− αx

xαeiπα − 1

å
= xα−2 −xαei2πα − (α− 1)eiπα − αxeiπα

x2α−1ei2πα + (xα − xα−1)eiπα − 1
·
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Après quelques simplifications, on voit que

Im(ϕ′(−x+)) = sin(πα)xα−2 × A(x) /B(x)

avec
A(x) = (α− 1)x2α + αx2α−1 + 2 cos(πα)xα + αx+ α− 1,

et
B(x) =

∣∣∣x2α−1ei2πα + (xα − xα−1)eiπα − 1
∣∣∣2 ≥ 0.

Comme sin(πα) < 0 lorsque α ∈ (1, 2), il reste à vérifier que A est une fonction positive.
On calcule

A′(x) = α
î
2(α− 1)x2α−1 + (2α− 1)x2α−2 + 2 cos(πα)xα−1 + 1

ó
≥ α

î
x2α−2 − 2xα−1 + 1

ó
= α

î
xα−1 − 1

ó2 ≥ 0.

A est donc une fonction croissante et A(0) = α− 1 ≥ 0. A est donc une fonction positive.
On en déduit que ϕ′ est une fonction de Stieltjes, puis que ϕ est une fonction de Thorin-
Bernstein. Ceci prouve que la loi de Mittag-Leffler de deuxième espèce est GGC.

Supposons maintenant qu’elle ait une densité HCM. C’est-à-dire, supposons que Dα

soit une fonction HCM. Les mêmes arguments que ceux employés dans la Proposition 5.21
entraînent que la mesure de probabilité µα est GGC, et donc que la fonction

u 7→ (1 + u)

u2α − 2 cos(πα)uα + 1

est complètement monotone. Il est facile de voir que cette fonction est croissante dans un
voisinage de 0+, elle ne peut donc pas être complètement monotone.

Remarques : • Le théorème précédent montre que ∀α ∈ [1, 2], la fonction définie par

λα−1 − 1

λα − 1
si λ 6= 1 et

α− 1

α
si λ = 1

est une fonction HCM. Notons au passage que nous savions déjà que cette fonction est
de Stieltjes. Cela montre que ∀α ∈ [1, 2], ∀c > 0 (le cas c = 0 est vraiment trivial), la
fonction définie par

λα−1 − cα−1

λα − cα
=

1

c

Ä
λ
c

äα−1 − 1Ä
λ
c

äα − 1
si λ 6= c et

α− 1

αc
si λ = c

est HCM.
• La fonction Dα n’est pas HCM. Il se pourrait que la fonction x 7→ Dα(x1/α) soit

HCM, cela signifierait que τ1 ∼ GGC. Cela donnerait un exemple de temps de passage au
dessus de 1 d’un processus de Lévy spectralement positif qui soit infiniment divisible.
• Le Théorème 5.7.1 dans [15] établit que, ∀α ∈ (0, 1), ∀λ ≥ 0, λ 6= 1,

E
Ç

exp

Ç
−λΓ1Γ1−α

Γα

åå
=

1− λα

1− λ
et E

Ç
exp

Ç
−Γ1Γ1−α

Γα

åå
= α si λ = 1
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où Γ1, Γα et Γ1−α sont des variables gamma supposées indépendantes. Ainsi, la fonction
définie ci-dessus est HCM quel que soit α ∈ (0, 1) (c’est aussi une fonction de Stieltjes
puisqu’il y a Γ1 (ou Γ1−α) en facteur). On pourrait facilement démontrer cette propriété
en suivant la même démarche que celle du Théorème 5.25. Une perspective naturelle
serait d’essayer de caractériser le caractère HCM, le caractère Stieltjes, ou la complète
monotonie de fonctions du type

λ 7→ λa − 1

λb − 1
·

Les techniques utilisées pourraient être les mêmes que celles des Théorèmes 4.2 et 5.25
mais les calculs commencent à devenir assez compliqués.

5.5.3 La mesure de Bernstein et la transformée de Laplace de Dα

Dans toute cette partie, pour r ≥ 0, Hr désigne un chemin de Hankel contournant le
cercle centré en l’origine et de rayon r. Le Théorème C.8 nous permet d’exprimer ∀n ≥ 0,

1

Γ(1 + nα)
=

1

2iπ

∫
H0

ξ−1−nαeξ dξ.

En sommant termes à termes, nous obtenons ∀z ∈ C,

Eα(z) =
1

2iπ

∫
H|z|1/α

ξα−1eξ

ξα − z
dξ.

De façon similaire, nous obtenons le même type de relation pour la dérivée de Eα :

∀z ∈ C, E ′α(z) =
1

2iπα

∫
H|z|1/α

eξ

ξα − z
dξ.

Nous obtenons alors la formule suivante :

∀x ≥ 0, Dα(x) = Eα(xα)− αxα−1E ′α(xα) =
1

2iπ

∫
Hx
eξ
ξα−1 − xα−1

ξα − xα
dξ.

L’intégrande se prolongeant à C \ R−, on peut donc lever la condition |ξ| > x pour ce
chemin de Henkel puis déformer le chemin en le chemin limite « (−∞, 0] ∪ [0,−∞) »
parcouru dans le sens trigonométrique. Le calcul de cette intégrale donne l’expression de
la mesure de Bernstein µα citée précédemment.

D’autre part, en appliquant la formule de Cauchy à la fonction holomorphe sur C\R−

ξ 7→ eξ
ξα−1 − xα−1

ξα − xα
,

nous voyons (après un changement de variable) que, ∀x ≥ 0,

Dα(x) =
1

2iπ

∫
Re(ξ)=0

exξ
ξα−1 − 1

ξα − 1
dξ = L −1

Ç
λ 7→ λα−1 − 1

λα − 1

å
(x).

La deuxième égalité étant une conséquence du Théorème A.30.
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5.6 Remarques et compléments

5.6.1 Le cas α = 1/2

Lorsque α = 1/2, il est trivial que T1/2 = Z1/2/Z̃1/2
d
= Γ1/2/Γ̃1/2 a une densité HCM

(les variables Γ1/2 et Γ̃1/2 sont supposées indépendantes). Le Corollaire 5.5 nous permet
de voir que la densité de √

T1/2T̃1/2
d
=

Ñ
Γ

(1)
1/2Γ

(2)
1/2

Γ
(3)
1/2Γ

(4)
1/2

é1/2

est HCM (les variables Γ
(i)
1/2 sont supposées être indépendantes). Cette propriété est moins

évidente que la propriété HCM de la densité de T1/2.

5.6.2 Retour sur la propriété HCM de Kν

La Proposition 5.4 nous dit queKν est HCM si et seulement si |ν| ≤ 1/2. Nous donnons
ici une autre preuve :

• La formule (79) page 98 dans [28] établit que ∀ν ∈ (−1/2, 1/2), ∀x, y > 0,

Kν(x)Kν(y) = 2 cos(νπ)
∫ ∞

0
K2ν

Ä
2
√
xy sinh(t)

ä
e−(x+y) cosh(t)dt.

Ainsi ∀u, v > 0,

Kν(uv)Kν(u/v) = 2 cos(νπ)
∫ ∞

0
K2ν

Ä
2u sinh(t)

ä
e−uw cosh(t)︸ ︷︷ ︸

CM en w = v + 1/v

dt.

La Proposition A.5 entraîne alors que pour tout u > 0, w 7→ Kν(uv)Kν(u/v) est une
fonction complètement monotone, c’est-à-dire, que la fonction Kν est HCM lorsque ν ∈
(−1/2, 1/2). La propriété HCM de K±1/2 peut être démontrée de deux façons :
• Stabilité de la classe HCM par passage à la limite : limν→1/2Kν(x) = K±1/2(x), ceci

quel que soit x ∈ R ;
• La formule (40) page 10 dans [28] établit que ∀n ∈ N,

Kn+1/2(z) =
Å π

2z

ã1/2

e−z
n∑
k=0

(n+ k)!

k!(n− k)!

1

(2z)k
·

Si n = 0, K1/2 : x 7→ (π/2)1/2x−1/2e−x est une fonction HCM.

• Le fait que Γ−1
ν ait une densité HCM (en particulier GGC) quel que soit ν > 0, entraîne

que, pour tout ν ∈ R, la fonction x 7→ Kν(
√
x) est HCM. En effet, la transformée de

Laplace de Γ−1
ν s’exprime à l’aide d’une fonction de Bessel modifiée :

E
Ä
e−λ/Γν

ä
=

1

Γ(ν)

∫ ∞
0

xν−1e−λ/x−xdx =
λν/2

Γ(ν)

∫ ∞
0

xν−1e−
√
λ(x+x−1)dx

=
2λν/2

Γ(ν)

∫ ∞
0

cosh(νx)e−2
√
λ cosh(x)dx =

2λν/2

Γ(ν)
Kν(2

√
λ).
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Ainsi, Kν est HCM si et seulement si la fonction Gν : λ 7→ E(e−λ
2/Γν ) est HCM. Cette

dernière fonction étant décroissante, elle dans ce cas complètement monotone. Il existe
donc une mesure positive (de probabilité) µ sur (0,+∞) telle que

Gν(λ) =
∫ ∞

0
e−λxµ(dx).

D’une part,

Gν(
√
λ) =

∫ ∞
0

e−
√
λxµ(dx) =

∫ ∞
0

E
Å
e−λZ

(1/2)
x

ã
µ(dx) =

∫ ∞
0

e−λy
∫ ∞

0
f

Z
(1/2)
x

(y)µ(dx)dy,

où (Z
(1/2)
t )t≥0 désigne un subordinateur strictement 1/2-stable, et f

Z
(1/2)
x

sa densité au

temps x. Par auto-similarité, Z(1/2)
x

d
= x2Z

(1/2)
1 , donc f

Z
(1/2)
x

(y) = x−2f
Z
(1/2)
1

(y/x2). De

plus, Z
(1/2)
1

d
= 1/(4Γ1/2), donc

f
Z
(1/2)
1

(z) =
z−3/2

2
√
π
e−1/4z et f

Z
(1/2)
x

(y) =
x

2
√
π y3/2

e−x
2/4y.

D’autre part,

Gν(
√
λ) = E

Ä
e−λ/Γν

ä
=

1

Γ(ν)

∫ ∞
0

e−λ/yyν−1e−ydy =
1

Γ(ν)

∫ ∞
0

e−λy
e−y

yν+1
dy,

Par unicité de la transformée de Laplace, nous obtenons l’égalité∫ ∞
0

f
Z
(1/2)
x

(y)µ(dx) =
1

Γ(ν)

e−y

yν+1
.

C’est-à-dire,
Γ(ν)

2
√
π

∫ ∞
0

xe−zx
2/4µ(dx) = zν−1/2e−z.

Le membre de gauche est complètement monotone en z, alors que celui de droite l’est
seulement lorsque ν ≤ 1/2. Cela prouve la nécessité de la condition ν ≤ 1/2.

5.6.3 Une généralisation de la Proposition 5.7

Il est possible de compléter la Proposition 5.7 en remplaçant la constante cos(πα) par
une constante quelconque c ∈ R :

Proposition 5.26 1. Soient c > 1 et γ ≥ 0. La fonction x 7→ 1/ (x2γ + 2cxγ + 1) est
HCM si et seulement si γ ≤ 1.

2. Lorsque c < 0, la fonction x 7→ 1/ (x2γ + 2cxγ + 1) n’est pas HCM.

Notons γmax = sup{γ ≥ 0/ x 7→ 1/(x2γ + 2cxγ + 1) est HCM}. Nous avons représenté sur
la figure 5.2 le graphique de γmax en fonction de c.

Démonstration. Soit c > 1. La fonction polynomiale x 7→ x2 + 2cx + 1 a deux racines
simples négatives. Le même argument que dans la démonstration du Théorème 5.2 nous
permet de voir la nécessité de la condition γ ≤ 1. Enfin, si γ ≤ 1, la fonction

x 7→ 1

x2γ + 2cxγ + 1
=

1

xγ + x1

× 1

xγ + x2

(x1, x2 > 0)

est une fonction HCM comme produit de deux fonctions HCM.
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1

1 2 3−1−2

b

γmax

c

Figure 5.2 – Puissance maximale γ en fonction du paramètre c

A = a− ib

B = a+ ibC = −c+ ib

D = −c+ ir

H = −c− ir

I = −c− ib

E

C

G

F

Figure 5.3 – Le contour C

5.6.4 Complète monotonie de la fonction fα,γ

Corollaire 5.27 Soit α ∈ [0, 1/2]. La fonction x 7→ 1/(x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1) est
complètement monotone si 0 ≤ γ ≤ 1− α.

Démonstration. Par le Théorème B.5, on sait qu’une fonction HCM décroissante est com-
plètement monotone. Le théorème principal entraîne donc la complète monotonie de la
fonction

x 7→ 1

x2(1−α) + 2 cos(πα)x1−α + 1
·

La composée d’une fonction complètement monotone et d’une fonction de Bernstein étant
complètement monotone, le corollaire est démontré.

Il est possible de démontrer directement la complète monotonie de la fonction fα,γ en
utilisant le théorème d’inversion de Laplace – Théorème A.30. Soit C le contour défini
par la figure 5.3 où F = r et où E et G sont sur le cercle de centre O et de rayon r.
Nous allons montrer que pour tous α ∈ (0, 1/2) et γ ∈ (1/2, 1−α), fα,γ est complètement
monotone. Nous devons vérifier si, pour un nombre a > 0, la fonction

L −1fα,γ : λ 7→ 1

2πi

∫
Re(z)=a

eλzfα,γ(z)dz (5.4)
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est positive sur R+. Notons que cette fonction est nécessairement une fonction réelle. Nous
avons déjà vu que comme γ < 1−α, la fonction fα,γ se prolonge analytiquement à C\R−.
Et pour x > 0, on notera

f(−x+) = lim
z → −x

Im(z) > 0

fα,γ(z) =
1

x2γei2γπ + 2 cos(πα)xγeiπγ + 1
,

et
f(−x−) = lim

z → −x
Im(z) < 0

fα,γ(z) =
1

x2γe−i2γπ + 2 cos(πα)xγe−iπγ + 1
= f(−x+).

Le théorème de Cauchy entraîne que
∫
C e

λzf(z)dz = 0. Faisons tendre r → 0, b→ +∞ et
c→ +∞ : comme f(z)→ 0 uniformément lorsque |z| → +∞, on a∫

[BC]∪[CD]∪ĒFG∪[HI]∪[IA]
eλzfα,γ(z)dz −→ 0.

On en tire

L −1fα,γ(λ) =
1

2πi

∫ ∞
0

e−λx
Ä
fα,γ(−x+)− fα,γ(−x+)

ä
dx

= − 1

π

∫ ∞
0

e−λx Im
Ä
fα,γ(−x+)

ä
dx.

On calcule Im (fα,γ(−x+)) :

Im
Ä
fα,γ(−x+)

ä
= − 2xγ sin(γπ)

|x2γei2γπ + 2 cos(πα)xγeiγπ + 1|2
× (xγ cos(πγ) + cos(πα))

où le dénominateur ne s’annule pas, et où cos(γπ) < 0 puisque γ ∈ (1/2, 1 − α). Ainsi,
il existe un nombre x0 > 0 tel que la fonction x 7→ Im (f(−x+)) est négative sur
(0, x0), puis positive sur (x0,+∞) (x0 = (− cos(απ)/ cos(γπ))1/γ). Enfin, observons que
L −1fα,γ(0) = 0. En effet, l’intégrale ne dépendant pas de a > 0, il suffit de faire tendre
a → +∞ dans (5.4). La positivité de L −1fα,γ(λ), lorsque λ > 0, provient alors d’une
application du lemme suivant :

Lemme 5.28 Soit une fonction h : R+ → R+ intégrable, et supposons qu’il existe un
nombre x0 > 0 tel que : h soit positive sur (0, x0) et négative sur (x0,+∞). Alors,∫ ∞

0
h(x)dx ≤ 0 ⇐⇒ ∀λ ≥ 0,

∫ ∞
0

e−λxh(x)dx ≤ 0.

Démonstration. Supposons que
∫∞

0 h(x)dx ≤ 0. Alors ∀λ ≥ 0,∫ ∞
0

e−λxh(x)dx =
∫ x0

0
e−λxh(x)dx+

∫ ∞
x0

e−λxh(x)dx

≤
∫ x0

0
e−λx0h(x)dx+

∫ ∞
x0

e−λx0h(x)dx = e−λx0
∫ ∞

0
h(x)dx ≤ 0.

Lorsque γ ≤ 1/2, la complète monotonie de la fonction ci-dessus est évidente car la
fonction x 7→ x2γ + 2 cos(πα)xγ + 1 est une fonction de Berstein. La fonction est donc
complètement monotone. Il serait intéressant de caractériser l’exposant maximal γmax tel
que la fonction fα,γ soit complètement monotone, comme on l’a fait pour la propriété
HCM. Le Corollaire 5.27 entraîne que γmax ≥ 1−α. Il est assez facile de voir que γmax < 1
lorsque α 6= 0 :
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Figure 5.4 – Représentation graphique de log(f1/4,1)

Proposition 5.29 Soit α ∈ (0, 1]. La fonction fα,1 : x 7→ 1/(x2 + 2 cos(πα)x + 1) n’est
pas complètement monotone.

Cette proposition établit que Tαα 6∼ ME. De plus, nous verrons dans la section suivante
que cela entraîne que la loi de Tαα n’est pas GGC.

Démonstration. La fonction f : x 7→ 1/(x2 + 2 cos(πα)x+ 1) se prolonge méromorphique-
ment sur C, ses deux pôles sont eiπ(1−α) et e−iπ(1−α). Plus précisément,

f(z) =
1

2i sin(πα)

Ç
1

z − eiπ(1−α)
− 1

z − e−iπ(1−α)

å
.

Il est ainsi facile de calculer la transformée de Laplace inverse de f en utilisant la formule
des résidus :

L −1f(λ) =
1

2iπ

∫
Re(z)=a

eλzf(z)dz =
e−λ cos(πα) sin

Ä
λ sin(πα)

ä
sin(πα)

,

ceci quel que soit a > 0. L −1f n’est donc pas une fonction positive, et f n’est donc pas
complètement monotone.

Ici, il n’est pas possible d’utiliser le Lemme A.6 pour démontrer cette proposition. En
effet, il est facile de vérifier que la fonction f : x 7→ 1/(x2 + 2 cos(πα)x + 1) est log-
convexe sur (0,+∞) si et seulement si α ≤ 1/4 (voir la représentation graphique de
log(f) pour α = 1/4 sur la figure 5.4). Le Lemme A.7 permet d’affirmer que la fonc-
tion x 7→ e−ax/(x2 + 2 cos(πα)x+ 1) n’est jamais complètement monotone lorsque α ∈
(0, 1/2]. Caractériser la complète monotonie de fα,γ semble compliqué. Des calculs numé-
riques laissent penser qu’il existe des valeurs de γ > 1−α telles que fα,γ soit complètement
monotone. En effet, comme pour la preuve alternative du Corollaire 5.27 et celle de la
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Proposition 5.29, nous avons

L −1fα,γ(λ) =
1

2iπ

∫
Re(z)=a

eλzfα,γ(z)dz

=
Im
Ä
z1−γ

1 eλz1
ä

γ sin(πα)
− 1

π

∫ ∞
0

e−λx Im
Ä
fα,γ(−x+)

ä
dx.

Ici, z1 = eiπ(1−α)/γ et z2 = eiπ(1−α)/γ sont les deux pôles de fα,γ sur C \ R−. Déterminer
le signe de cette dernière expression ne semble malheureusement pas facile, excepté pour
λ = 0 où l’on sait déjà (après avoir fait tendre a → +∞) que L −1fα,γ(0) = 0. Sur les
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Figure 5.5 – Densité de la mesure de Bernstein de f 1
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Figure 5.6 – Densité de la mesure de Bernstein de f 1
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figures 5.5 et 5.6, nous avons représenté les densités des mesures de Bernstein de f 1
3
, 7
10

et
de f 1

3
, 9
10
. Bien que 7

10
> 2

3
(2

3
est l’exposant maximal pour la propriété HCM), la mesure

de Bernstein de f 1
3
, 7
10

semble positive alors que celle de f 1
3
, 9
10

semble prendre des valeurs
négatives.

Par ailleurs, rappelons que la fonction x 7→ x−αfα,1−α(x) est, à une constante multipli-
cative près, la densité de (Zα/Z̃α)α/(1−α). On en déduit que la loi de cette variable est un
mélange de la loi gamma de paramètre 1−α. Cela signifie que nous avons la décompositionÇ

Zα

Z̃α

åα/(1−α)
d
= Γ1−α × Yα
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pour une certaine variable aléatoire Yα indépendante de Γ1−α. Plus généralement, la fonc-
tion fα,t est complètement monotone si et seulement si la loi de (Zα/Z̃α)α/t est un mélange
de la loi gamma de paramètre t, ce qui signifie que la fonction

s 7→
Γ
Ä
1− s

t

ä
Γ
Ä
1 + s

t

ä
Γ(t)

Γ
Ä
1− αs

t

ä
Γ
Ä
1 + αs

t

ä
Γ(t+ s)

est la transformée de Mellin d’une certaine loi probabilité sur R+. Cependant il semble
difficile de prouver directement ce type de propriété bien que cette fonction soit du même
type que celles étudiées par Janson dans [33].

5.6.5 Lien avec la factorisation de Kanter

La factorisation de Kanter pour les lois α-stables, α ∈ (0, 1) – voir le Corollaire 4.1
dans [36], se lit

Z−α/(1−α)
α

d
= L× b1/(1−α)

α (U)

avec U ∼ Unif(0, π), L une variable exponentielle indépendante de la variable U , et pour
u ∈ (0, π),

bα(u) =
sin(u)

sinα(αu) sinβ(βu)

avec β = 1 − α. La loi de Z−α/(1−α)
α est donc un mélange de la loi exponentielle (elle

est en particulier infiniment divisible). La densité de la variable Z−α/(1−α)
α est donc une

fonction complètement monotone. En particulier, la densité de la variable Tα/(1−α)
α est

complètement monotone. Cela signifie que la fonction définie par

x−α

x2(1−α) + 2 cos(πα)x1−α + 1

est complètement monotone. Lorsque α ≤ 1/2, le Corollaire 5.27 nous autorise même à
supprimer le x−α au numérateur.

Puisque la variable b1/(1−α)
α (U) est à support compact, la loi de Z−δα ne peut être

infiniment divisible si δ < α/(1 − α) (conséquence du Théorème 1.11). Et si δ ≥ α/(1 −
α), alors Z−δα a une densité complètement monotone donc infiniment divisible. Lorsque
α ≤ 1/2, la Proposition 1 dans [35] permet de raffiner la divisibilité infinie en auto-
décomposabilité. Enfin, les mêmes auteurs démontrent que la loi est GGC si α ∈ (0, 1/4]
et si δ ≥ 4α.

5.6.6 Divisibilité infinie de T δα
Nous avons vu que la densité de Tαα n’est jamais HCM. Cependant, T δα est infiniment

divisible dès que δ ≥ α et α ≤ 1/2 :

Proposition 5.30 Soit α ≤ 1/2, alors la loi de Tαα est un mélange de la loi gamma de
paramètre 2, en particulier infiniment divisible.

Démonstration. Nous devons montrer que la densité de Tαα se factorise en x×g(x) où g une
fonction complètement monotone. Ceci revient à montrer que la fonction x 7→ fα,1(x)/x
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est complètement monotone. En utilisant la formule (5.1), nous voyons qu’il suffit de
montrer que la fonction

h : x 7→ 1

x(x2 + 1)

est complètement monotone. Or, un calcul classique montre que

1

x2 + 1
=
∫ ∞

0
e−xy sin(y)dy

et une intégration par parties que

1

x(x2 + 1)
=
∫ ∞

0
e−xy(1− cos(y))dy.

Ainsi, h est une fonction complètement monotone.

Corollaire 5.31 Si α ≤ 1/2 et |δ| ≥ α, alors T δα ∼ MΓ2. En particulier, T δα est infiniment
divisible.

Démonstration. C’est un fait assez général : si X ∼ MΓ2, il existe une fonction complè-
tement monotone f telle que X ∼ xf(x)dx. Alors pour tout c ≥ 1,

Xc ∼ x1/cf(x1/c)c−1x1/c−1dx = x× c−1f(x1/c)x−2(1−1/c)︸ ︷︷ ︸
g(x)

dx.

Or g est une fonction complètement monotone car :
• x 7→ x1/c est une fonction de Bernstein donc x 7→ f(x1/c) est une fonction complè-

tement monotone ;
• 1− 1/c ≥ 0 donc x 7→ x−2(1−1/c) est complètement monotone ;
• Le produit de deux fonctions complètement monotones est complètement monotone.

Donc T cαα ∼ MΓ2 lorsque c ≥ 1. Enfin, rappelons que Tα
d
= T−1

α .

5.6.7 Caractère GGC de T δα
Nous savons que la loi de T δα est infiniment divisible dès que α ≤ 1/2 et δ ≥ α.

Par ailleurs, T 1/2
1/2

d
= |C| (où C ∼ C1 est une variable de Cauchy centrée standard) est

auto-décomposable – voir [25]. Il est très tentant de supposer, au vu des démonstra-
tions proposées par, Bondesson pour la divisibilité infinie [13], et Diédhiou pour l’auto-
décomposabilité [25], que Tαα est aussi auto-décomposable lorsque α ≤ 1/2. Par contre, il
est inutile d’espérer prouver le caractère GGC :

Proposition 5.32 T δα ∼ GGC =⇒ fα,α/δ complètement monotone.

Démonstration. L’argument repose encore une fois sur le Théorème 4.8.

Pour α 6= 0, nous savons que fα,1 n’est pas complètement monotone. Ainsi, nous en
déduisons que Tαα 6∼ GGC. De façon analogue, pour tous δ ∈ R∗ et α ∈ (1/2, 1), T δα 6∼
GGC.



Chapitre 6

Propriété HCM et les lois stables
positives

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une réponse positive à une question de Bondesson
à propos des lois stables – voir la section 1.3.5. Désignons par fα la densité stable de
paramètre α.

Théorème 6.1 La fonction fα est HCM si et seulement si α ≤ 1/2.

6.2 Démonstration du théorème

Lemme 6.2 La densité du produit

Γc ×Ba1,b1 × · · · ×Ban,bn

est HCM quels que soient n ≥ 1, ai, bi > 0 et c < min(ai).

Démonstration. Notons f et g les densités respectives de Ba1,b1 × · · · ×Ban,bn et de Γc ×
Ba1,b1 × · · · ×Ban,bn . Nous exprimons la densité g en fonction de la densité f :

g(x) =
d

dx
P (Γc ×Ba1,b1 × · · · ×Ban,bn ≤ x)

=
d

dx

∫ 1

0
P (Γc ≤ x/y) f(y) dy

=
∫ 1

0

xc−1

Γ(c)
e−x/y y−cf(y) dy

=
xc−1e−x

Γ(c)

∫ ∞
0

e−xz (z + 1)c−2 f((z + 1)−1) dz avec y = (z + 1)−1.

Afin de démontrer ce lemme, il suffit de montrer que la fonction

H : x 7→
∫ ∞

0
e−xz (z + 1)c−2 f((z + 1)−1) dz
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est HCM. La fonction H est la transformée de Laplace de la fonction

h : z 7→ (z + 1)c−2 f((z + 1)−1),

donc H est HCM si et seulement si la fonction h est la densité d’une mesure GGC. Puisque
c < min(ai), la fonction y 7→ y−cf(y) est à une constante de normalisation près la densité
de Ba1−c,b1 × · · · ×Ban−c,bn . En effet, comparons les transformées de Mellin : nous avons
pour tout s ≥ 0,∫ 1

0
ys y−cf(y)dy = E

Ä
(Ba1,b1 × · · · ×Ban,bn)s−c

ä
=

Γ(a1 − c+ s)Γ(a1 + b1)

Γ(a1)Γ(a1 + b1 − c+ s)
× · · · × Γ(an − c+ s)Γ(an + bn)

Γ(an)Γ(an + bn − c+ s)

= A× E ((Ba1−c,b1 × · · · ×Ban−c,bn)s)

avec
A =

n∏
i=1

Γ(ai + bi)Γ(ai − c)
Γ(ai)Γ(ai + bi − c)

·

Donc h est à une constante multiplicative près la densité de B−1
a1−c,b1 × · · · ×B−1

an−c,bn − 1.
Or, comme nous l’avons déjà vu dans le chapitre 4, la densité de B−1

ai−c,bi − 1, qui est
définie par

Γ(ai + bi − c)
Γ(ai − c)Γ(bi)

× xbi−1

(1 + x)ai+bi−c
,

est HCM. En particulier B−1
ai−c,bi ∼ GGC. Par le résultat principal de [16] – voir le Théo-

rème 1.26, la loi de ∏n
i=1 B−1

ai−c,bi , et donc celle de
∏n
i=1 B−1

ai−c,bi−1 sont GGC. On en déduit
que h est la densité d’une mesure GGC, et donc que H = L h est HCM.

Lemme 6.3 Pour tout α ∈ (0, 1), nous avons la factorisation

Z−1
α

d
= eγ(1−α−1) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(1+nα)−ψ(α+nα) Bα+nα,1−α

ä
où la convergence du produit infini est presque sûre, γ désigne la constante d’Euler et ψ
la fonction digamma.

Démonstration. La démonstration repose sur la formule de Malmsten – Proposition C.3 :
pour tous a, s > 0,

Γ(a+ s)

Γ(a)
= exp

Ç
ψ(a)s+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

eax

|x|(1− ex)
dx

å
.

On en déduit que

E
Ä
Z−sα
ä

=
Γ(1 + s/α)

Γ(1 + s)

= exp

(
γ(1− α−1)s+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

eαx(1− e(1−α)x)

|x|(1− ex)(1− eαx)
dx

)

= exp

(
γ(1− α−1)s+

∞∑
n=0

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

e(α+nα)x(1− e(1−α)x)

|x|(1− ex)
dx

)
.
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Toujours grâce la formule de Malmsten, plus précisément par le Corollaire C.5, on a

E
Ä
Bs
α+nα,1−α

ä
=

Γ(α + nα + s)Γ(1 + nα)

Γ(α + nα)Γ(1 + nα + s)
= exp

(∫ 0

−∞
(esx − 1)

e(α+nα)x(1− e(1−α)x)

|x|(1− ex)
dx

)
.

Nous avions déjà utilisé cette équation dans la démonstration des Théorèmes 4.1 et 4.5.
Ainsi,

E (log(Bα+nα,1−α)) = −
∫ 0

−∞

e(α+nα)x(1− e(1−α)x)

1− ex
dx = ψ(α + nα)− ψ(1 + nα),

voir par exemple la formule (C.1) pour la dernière égalité. Finalement, considérons la
martingale définie pour n ∈ N par

Xn =
n∑
i=0

Å
log(Bα+iα,1−α)− E

Ä
log(Bα+iα,1−α)

äã
où tous les termes de la somme sont supposés indépendants. Par le théorème de conver-
gence des martingales, puisque les variances sont uniformément bornées par∫ 0

−∞

|x|eαx(1− e(1−α)x)

(1− ex)(1− eαx)
dx < +∞,

on déduit qu’elle converge presque sûrement. Ainsi, par identification des transformées de
Mellin, on obtient

Z−1
α

d
= eγ(1−α−1) ×

(
lim
n→∞

eXn
)

d
= eγ(1−α−1) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(1+nα)−ψ(α+nα) Bα+nα,1−α

ä
.

Lemme 6.4 Pour tous a, b > 0, nous avons la factorisation

Γa
d
= eψ(a) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(a+1+nb)−ψ(a+nb) Ba+nb,b

ä
où la convergence du produit infini est presque sûre, ψ désigne la fonction digamma.

Démonstration. La démonstration est très similaire à celle du Lemme 6.3. Par la formule
de Malmsten, on écrit

E (Γs
a) =

Γ(a+ s)

Γ(a)
= exp

Ç
ψ(a)s+

∫ 0

−∞
(esx − 1− sx)

eax

|x|(1− ex)
dx

å
,

puis

E
Ä
Bs
a+nb,b

ä
=

Γ(a+ nb+ s)Γ(a+ (n+ 1)b)

Γ(a+ nb)Γ(a+ (n+ 1)b+ s)
= exp

(∫ 0

−∞
(esx − 1)

e(a+nb)x(1− ebx)
|x|(1− ex)

dx

)
.

Alors, ∀x < 0,
∞∑
n=0

e(a+nb)x(1− ebx)
|x|(1− e−x)

=
eax

|x|(1− ex)
et le reste de la démonstration est identique à celle du Lemme 6.3.
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Nous avons maintenant tous les éléments pour prouver le théorème principal.

Démonstration du Théorème 6.1. La partie « seulement si » de la démonstration a été
démontrée à plusieurs reprises. C’est par exemple une conséquence du Corollaire 5.3.
Nous savons aussi que Z1/2 ∼ HCM puisque Z1/2

d
= (4Γ1/2)−1. Nous avons donc juste à

démontrer que la densité fα de Zα est HCM lorsque α < 1/2. Ou, de manière équivalente,
démontrer pour α < 1/2, Z−1

α ∼ HCM. En combinant la factorisation élémentaire (qui
peut se vérifier en calculant les moments fractionnaires)

Ba,b+c
d
= Ba,b ×Ba+b,c, (6.1)

avec le Lemme 6.3, nous voyons que

Z−1
α

d
= eγ(1−α−1) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(1+nα)−ψ(α+nα) Bα+nα,1−α

ä
d
= eγ(1−α−1) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(1+nα)−ψ(α+nα) ×Bα+nα,α ×B2α+nα,1−2α

ä
= eγ(1−α−1) ×

( ∞∏
n=0

eψ(2+nα)−ψ(α+nα) Bα+nα,α

)
×
( ∞∏
n=0

eψ(1+nα)−ψ(2α+nα) B2α+nα,1−2α

)

où la convergence des produits infinis est presque sûre. Le Lemme 6.4 permet d’identifier
la loi du premier terme et d’obtenir la factorisation

Z−1
α

d
= eγ(1−α−1)−ψ(α) × Γα ×

( ∞∏
n=0

eψ(1+nα)−ψ(2α+nα) B2α+nα,1−2α

)
,

où encore une fois, la convergence du produit infini est presque sûre. Ceci montre que Z−1
α

a la même loi que la limite presque sûre de

Kn × Γα ×B2α,1−2α × · · · ×B2α+nα,1−2α

lorsque n→∞. La classe des fonctions HCM étant stable pour la convergence en loi des
variables aléatoires, le Lemme 6.2 permet de conclure la preuve.

6.3 Remarques et compléments

6.3.1 Lien avec la factorisation en produit de variables gamma

Le produit infini obtenu au Lemme 6.3 peut être vu comme une généralisation de la
factorisation

Z−1
1/n

d
= Γ1/n × · · · × Γ(n−1)/n.

Une combinaison des Lemmes 6.3 et 6.4 montre par exemple que

Z−1
1/2

d
= e−γ ×

∞∏
n=0

(
eψ(1+n/2)−ψ((n+1)/2) Bn+1

2
, 1
2

)
d
= e−γ−ψ(1/2) Γ1/2 = 4 Γ1/2
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où la dernière est une conséquence de (C.1). De manière analogue, les Lemmes 6.3 et 6.4
combinés avec la factorisation élémentaire (6.1) montrent que

Z−1
1/n

d
= e−(n−1)γ−ψ( 1

n
)−···−ψ(n−1

n
) × Γ1/n × · · · × Γ(n−1)/n = nn × Γ1/n × · · · × Γ(n−1)/n.

Une telle factorisation n’est possible que lorsque α = 1/n pour un certain entier n ≥ 1. En
effet, par la démonstration du Théorème 4.5, nous savons que log(Γa) a une loi EGGC.
Donc, lorsqu’une telle factorisation est possible, la loi de log(Zα) a aussi une loi EGGC.
Cependant il est assez facile de voir que ça n’est pas le cas lorsque α 6= 1/n pour tout
n ≥ 1 : soit

Φ(λ) = E
Ä
e−λ log(Zα)

ä
= E

Ä
Z−λα

ä
=

Γ(1 + λ/α)

Γ(1 + λ)
·

Alors par la formule 6.3.16 dans [1] page 259,

−Φ′(λ)

Φ(λ)
= ψ(1 +λ)− 1

α
ψ(1 +λ/α) =

Ç
1

α
− 1

å
γ+

∑
k≥1

ÇÇ
1− 1

α

å
1

k
+

1

αk + λ
− 1

k + λ

å
.

Quelques simplifications donnent

Im

Ç
−Φ′(λ)

Φ(λ)

å
= Im(λ)×

∑
k≥1

Ç
1

|k + λ|2
− 1

|αk + λ|2

å
.

Si α n’est pas l’inverse d’un entier, alors il existe ε > 0 tel que ∀k ≥ 1, |αk − 1| ≥ ε. En
faisant tendre λ→ 1, on voit que Im (−Φ′(λ)/Φ(λ)) prend des valeurs positives. Observons
qu’il était également possible d’utiliser la formule de Malmsten pour démontrer ceci.

6.3.2 Extension pour les puissances

Notre résultat montre que la densité de Zδ
α est HCM dès que α ≤ 1/2 et |δ| ≥ 1.

Rappelons que cette densité n’est jamais HCM lorsque α > 1/2 parce qu’elle n’est même
pas hyperboliquement monotone – voir le théorème principal de [49], ou parce que le
quotient Tα = Zα/Z̃α (où Z̃α est une copie indépendante de Zα) n’est pas HCM d’après
le Théorème 5.2. Il reste à déterminer la puissance minimale δmin ≥ 0 qui rend la densité
de Zδ

α HCM (lorsque α ≤ 1/2). Nous savons par le Théorème 5.2 que δmin ≥ α/(1 − α).
Enfin, le Corollaire 5.6 établit que δmin = 1/2 lorsque α = 1/3.

La factorisation

Z−αα
d
= eγ(α−1) ×

∞∏
n=0

Ä
eψ(1+n/α)−ψ((n+1)/α)

ä
B1+n/α,−1+1/α

obtenue de façon similaire aux Lemmes 6.3 et 6.4 permet à l’aide des Théorèmes 4.2
et 1.26 de montrer la proposition suivante :

Proposition 6.5 Zδ
α ∼ GGC si l’une des quatre conditions suivantes est vérifiée :

(1) α = δ ∈ (0, 1) ;
(2) α = 1/2 et δ > 0 ;
(3) α ∈ (0, 1/2) et δ > α ;
(4) α ∈ (1/2, 2/3] et δ ∈ [α/2, α).
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Lorsque α = 1/2, on retrouve le caractère GGC de la loi de Γ−δ1/2 du Théorème 4.5 en

utilisant l’égalité en loi Z1/2
d
= (4Γ1/2)−1. Bien entendu, pour α ∈ (0, 1/2], Zδ

α ∼ GGC dès
que |δ| ≥ 1 puisque sa densité est HCM par le théorème principal de ce chapitre. Enfin,
rappelons que ∀α ∈ (0, 1], Zα ∼ GGC car la fonction λ 7→ λα est Thorin-Bernstein – voir
la Proposition A.27.



Annexe A

Fonctions complètement monotones et
fonctions de Bernstein

Dans ce chapitre nous faisons un rapide survol de la théorie des fonctions complètement
monotones et des fonctions de Bernstein en suivant les premiers chapitres de [46].

A.1 Fonctions complètements monotones et fonctions
de Stieltjes

A.1.1 Fonctions complètements monotones

Définition A.1 Une fonction f : (0,+∞)→ R est dite complètement monotone si elle
est C∞ et si ∀n ≥ 0,

(−1)nf (n) ≥ 0.

Il est par exemple aisé de vérifier (le calcul des dérivées est explicite) que la fonction
λ 7→ λ−a est complètement monotone si et seulement si a ≥ 0. De même avec la fonction
λ 7→ e−aλ. Cette dernière fonction est le prototype de la fonction complètement monotone
– voir le Théorème A.3. Définissons maintenant la transformée de Laplace d’une mesure
sur R+.

Définition A.2 Soit µ une mesure sur R+. La transformée de Laplace de µ est la fonction
définie sur (0,+∞) par

L µ(λ) =
∫ ∞

0
e−λxµ(dx). (A.1)

Lorsque que la mesure µ a une densité h, nous noterons L h = L µ la transformée de
Laplace de µ(dx) = h(x)dx.

Il est bien sûr nécessaire que l’intégrale dans (A.1) soit convergente. Nous parlerons en
général de la transformée de Laplace d’une mesure positive, dans ce cas L µ(λ) a tou-
jours un sens (L µ(λ) = +∞ éventuellement). Il est évident que la transformée de La-
place d’une mesure positive est C∞ sur son domaine de convergence. Si L µ < +∞ sur
(0,+∞), on voit alors facilement que L µ est complètement monotone. Enfin, lorsque
limλ→0+ L µ(λ) < +∞, nous noterons cette limite L µ(0).
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Théorème A.3 (Bernstein) Soit f une fonction complètement monotone. Il existe une
unique mesure positive µ sur R+ telle que

f = L µ.

Réciproquement, dès que pour une certaine mesure positive µ, ∀λ > 0 L µ(λ) < +∞ , la
fonction L µ est complètement monotone.

Avec les notations du théorème précédent, on dira que µ est la mesure de Bernstein
associée à la fonction complètement monotone f .

Proposition A.4 L’ensemble des fonctions complètement monotone est stable par ad-
dition, par multiplication et par limite simple.

La multiplication correspond à la convolution (additive) : si µ et ν sont deux mesures
positives sur R+, alors L µ×L ν = L (µ∗ν). La limite simple correspond à la convergence
en loi (théorème de Lévy) : µn → µ étroitement si et seulement si L µn → L µ simplement.

Proposition A.5 Soient (E,A,m) un espace mesuré et f : (0,+∞) × X → R une
fonction tels que

(1) λ 7→ f(λ, x) est complètement monotone pour presque tout x ;
(2) ∀λ ∈ (0,+∞), x 7→ f(λ, x) est intégrable.

Alors la fonction F : λ 7→
∫
E f(λ, x)m(dx) est complètement monotone.

Démonstration. Si l’on montre que la fonction F est C1 et que

d

dλ

Å∫
E
f(λ, x)m(dx)

ã
=
∫
E

∂f

∂λ
(λ, x)m(dx),

alors il suffira d’itérer la procédure en l’appliquant à −F ′, puis à F ′′, etc. On calcule pour
0 < λ1 < λ2,∫ λ2

λ1

∫
E

∂f

∂λ
(λ, x)m(dx)dλ =

∫
E

Ä
f(λ2, x)− f(λ1, x)

ä
m(dx) ≥ −

∫
E
f(λ1, x)m(dx) > −∞

où la première intégrale a un sens et où l’utilisation du théorème de Fubini est justifiée
puisque ∂f/∂λ ≤ 0. Ceci montre que pour presque tout (et donc pour tout) λ ∈ (0,+∞)∫

E

∂f

∂λ
(λ, x)m(dx) > −∞.

Ceci montre en particulier que F est C1 et que F ′ ≤ 0.

Lemme A.6 Une fonction complètement monotone est log-convexe.

Démonstration. Ce lemme est une application de l’inégalité de Hölder. Soit f une fonction
complètement monotone. Par le Théorème A.3, il existe une mesure positive µ telle que
f = L µ. Ainsi, pour α ∈ [0, 1] et x, y ∈ (0,∞),

f
Ä
αx+ (1− α)y

ä
=
∫ ∞

0
e−αxte−(1−α)ytµ(dt)

≤
Å∫ ∞

0
e−xtµ(dt)

ãα Å∫ ∞
0

e−ytµ(dt)
ã1−α

= f(x)αf(y)1−α.
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0.5

1.0

1.5

1 2 3 4

Figure A.1 – Représentation graphique de la fonction x 7→ (1 + x)e−3x

Lemme A.7 Soient une fonction f : (0,+∞)→ (0,+∞) et un nombre a > 0 tels que :

(1) La fonction λ 7→ e−aλf(λ) est complètement monotone ;

(2) Il existe b > 0 tel que limλ→+∞ f(λ)/λb = 0.

Alors f est complètement monotone.

Démonstration. Soit g : λ 7→ e−aλf(λ). La fonction g étant complètement monotone,
d’après le Théorème A.3 il existe une mesure positive µ sur [0,+∞) telle que g = L µ.
Ainsi,

f(λ) =
∫ +∞

−a
e−λxµa(dx)

où µa est la mesure translatée de +a de la mesure µ, c’est-à-dire, µa est définie par
µa(E) = µ(E − a). La condition (2) entraîne que µa([−a, 0)) = 0, ainsi la fonction f est
complètement monotone.

Ces lemmes élémentaires sont cependant utiles, par exemple pour montrer qu’une fonction
n’est pas complètement monotone. Ainsi, il n’existe aucun nombre a > 0 tel que la fonction
λ 7→ (1 + λ)e−aλ soit complètement monotone puisque la fonction λ 7→ −aλ+ log(1 + λ)
n’est pas convexe. Pourtant, il aurait été tentant de supposer le contraire pour a = 3 au
vu de sa représentation graphique (voir figure A.1).

A.1.2 Fonctions de Stieltjes

Définition A.8 Une fonction positive f est dite de Stieltjes s’il existe b ≥ 0 et une
mesure positive σ sur R+ tels que pour tout λ ≥ 0,

f(λ) = b+
∫ ∞

0

σ(dy)

λ+ y
·

La mesure σ est appelée mesure de Stieltjes associée à la fonction f . Remarquons qu’elle
doit vérifier la condition d’intégrabilité

∫
[0,+∞) (1 ∧ y−1)σ(dy) < +∞. Un calcul simple

permet de voir que toute fonction de Stieltjes f est de la forme f = L (bδ0) + L (L σ),
où b et σ sont définis ci-dessus.
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Il est très facile de voir qu’une fonction de Stieltjes se prolonge analytiquement sur
C \ R− et qu’elle vérifie une inégalité de type Pick :

Im(z) ≥ 0 =⇒ Im(f(z)) ≤ 0.

On dit alors que −f est une fonction de Nevanlinna-Pick ou encore « opérateur mono-
tone ». Cette dernière propriété est caractérisante :

Théorème A.9 Soit f : C \ R− → C une fonction holomorphe telle que Im(f) ≤ 0 sur
l’ensemble {z ∈ C/ Im(z) > 0} et telle que f(λ) ∈ R+ si λ ∈ (0,+∞). Alors f est une
fonction de Stieltjes.

Ce théorème est à la base des démonstrations des Théorèmes 4.2, 5.2 et 5.25. Il est facile
de voir que l’ensemble des fonctions de Stieltjes est stable par addition et par la multi-
plication par un réel positif. Mais contrairement à l’ensemble des fonctions complètement
monotones, l’ensemble des fonctions de Stieltjes n’est pas stable par multiplication. En
effet, λ 7→ 1/λ2 n’est pas Stieltjes (elle ne vérifie pas l’inégalité de Pick ci-dessus) alors
qu’elle est le carré de la fonction de Stieltjes λ 7→ 1/λ. Enfin, par une conséquence immé-
diate du Théorème A.9, la limite simple de fonctions de Stieltjes reste de Stieltjes :

Proposition A.10 L’ensemble des fonctions de Stieltjes est stable pour la limite simple.

A.2 Fonctions de Bernstein

A.2.1 Fonctions de Bernstein générales

Définition A.11 Une fonction f est dite de Bernstein si elle C∞, positive et si f ′ est
complètement monotone.

Proposition A.12 Une fonction f est de Bernstein si et seulement s’il existe a, b ≥ 0
et une mesure µ sur R∗+ telle que ∀λ ≥ 0,

f(λ) = a+ bλ+
∫ ∞

0
(1− e−λx)µ(dx).

La mesure µ vérifie la condition d’intégrabilité
∫∞

0 (1 ∧ x)µ(dx) < +∞. Le triplet (a, b, µ)
est unique.

Proposition A.13 La classe des fonctions de Bernstein est stable par addition, par
multiplication par un scalaire positif et par limite simple.

Proposition A.14 Soit ϕ : [0,+∞) → R. Les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) ϕ est une fonction de Bernstein ;
(2) Pour toute fonction complètement monotone f , f◦ϕ est complètement monotone ;
(3) Pour tout t ≥ 0, λ 7→ e−tϕ(λ) est complètement monotone.

En particulier, si f est une fonction complètement monotone et g une fonction de Bern-
stein, alors f ◦ g est complètement monotone.

Corollaire A.15 Une mesure de probabilité p sur R+ est infiniment divisible si et seule-
ment si ϕ = − log (L p) est une fonction de Bernstein.
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On retrouve alors la formule de Lévy-Khintchine dans le cas positif : une mesure de
probabilité p sur R+ est infiniment divisible si et seulement s’il existe un (unique) couple
(b, µ) tel que pour tout λ ≥ 0,

L p(λ) = exp
Å
−bλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx)µ(dx)
ã
.

Le fait que p soit une mesure de probabilité implique que L p(0) = 1. Ainsi, le nombre
a de la Proposition A.12 est égal à 0. En revanche, si q est une sous-probabilité (i.e. une
mesure positive de masse ≤ 1), alors q est infiniment divisible si et seulement si L q se
met sous la forme

L q(λ) = exp
Å
−a− bλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx)µ(dx)
ã
.

Cela revient à considérer la mesure de probabilité p sur [0,+∞] définie par

∀A ∈ B(R+), p(A) = q(A) et p({+∞}) = 1− q(R+).

Nous voyons ainsi que L p = L q (où L p est définie par (A.1)). Le coefficient a est appelé
coefficient de meurtre.

A.2.2 Fonctions de Bernstein complètes

Définition A.16 Une fonction de Bernstein f est dite complète si la mesure de Bernstein
µ admet une densité complètement monotone m. Notant κ la mesure de Bernstein de la
densité m, f admet alors la représentation

f(λ) = a+ bλ+
∫ ∞

0

λ

λ+ y

κ(dy)

y
·

La mesure σ(dy) = y−1κ(dy) est appelée mesure de Stieltjes associée à la fonction f , par
un léger abus de notation (stricto sensu, aδ0 + σ est la mesure de Stieltjes de la fonction
de Stieltjes λ 7→ f(λ)/λ).

On appelle σ mesure de Stieltjes car σ est la mesure de Stieltjes de la fonction λ 7→ f(λ)/λ.
Les fonctions de Bernstein complètes sont aussi caractérisées par un critère de type Pick.
Voici l’analogue du Théorème A.9 :

Théorème A.17 Soit f : C \R− → C une fonction holomorphe telle que Im(f) ≥ 0 sur
l’ensemble {z ∈ C/ Im(z) > 0} et telle que f(λ) ∈ R+ si λ ∈ (0,+∞). Alors f est une
fonction de Bernstein complète.

Théorème A.18 Soit f : R+ → R une fonction qui ne s’annule pas sur (0,+∞). Les
quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f est une fonction de Bernstein complète ;

(2) λ 7→ f(λ)/λ est une fonction de Stieltjes ;

(3) λ 7→ λ/f(λ) est une fonction de Bernstein complète ;

(4) 1/f est une fonction de Stieltjes.
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A.2.3 Fonctions de Thorin-Bernstein

Définition A.19 Une fonction de Bernstein est dite de Thorin-Bernstein s’il existe une
fonction complètement monotone m telle que la mesure de Bernstein µ s’écrit

µ(dx) =
m(x)

x
dx.

Remarque : Si la fonction m est complètement monotone, alors x 7→ m(x)/x l’est aussi.
Une fonction de Thorin-Bernstein est donc une fonction de Bernstein complète.

Proposition A.20 Une fonction de Thorin-Bernstein f est de la forme

f(λ) = a+ bλ+
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

y

å
ν(dy)

où a, b ≥ 0, la mesure ν est appelée mesure de Thorin, elle vérifie les conditions d’inté-
grabilité ∫ 1

0
− log(y)ν(dy) < +∞ et

∫ ∞
1

ν(dy)

y
< +∞.

La formule suivante (qui se démontre en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli puis en
calculant une intégrale dite de Frullani) est importante :

∫ ∞
0

(1− e−λx)
Å∫ ∞

0
e−xyν(dy)

ã dx
x

=
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

y

å
ν(dy). (A.2)

Proposition A.21 Soit f une fonction de Thorin-Bernstein. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) f ′/f est une fonction de Stieltjes ;

(2) Pour toute fonction de Thorin-Bernstein g, g ◦ f est une fonction de Thorin-
Bernstein.

En particulier, pour toute fonction de Thorin-Bernstein f et pour tout α ∈ [0, 1], λ 7→ f(λα)
est une fonction de Thorin-Bernstein.

Nous énonçons enfin la proposition qui, combinée avec le Théorème A.9, est à l’origine
du critère de Pick des lois GGC utilisé dans les démonstrations des Théorèmes 4.2, 5.2
et 5.25.

Proposition A.22 Une fonction f : R+ → R est de Thorin-Bernstein si et seulement
si f ≥ 0 et f ′ est une fonction de Stieltjes.

A.2.4 Logarithme d’une fonction de Bernstein complète

Théorème A.23 Une fonction f est une fonction de Bernstein complète si et seulement
s’il existe une constante a ∈ R et une fonction mesurable η : R+ → [0, 1] tels que ∀λ ≥ 0,

f(λ) = exp

Ç
a+

∫ ∞
0

Ç
1

1 + t
− 1

λ+ t

å
η(t) dt

å
. (A.3)

Cette représentation est unique.
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Supposons que l’on ait une fonction f admettant une représentation du type (A.3) où la
fonction η prend des valeurs en dehors de l’intervalle [0, 1] sur un ensemble de mesure non
nulle. En étudiant la partie imaginaire de l’exposant de f , on peut montrer que dans ce cas,
sa partie imaginaire ne reste pas confinée dans l’ensemble [0, π] sur {z ∈ C/ Im(z) > 0}.
La fonction f n’est donc pas une fonction de Bernstein complète. D’autre part, lorsque∫ 1

0 t
−1η(t)dt < +∞, on peut changer la constante a et écrire

f(λ) = exp

Ç
a+

∫ ∞
0

Ç
1

t
− 1

λ+ t

å
η(t) dt

å
= exp

Ç
a+
∫ ∞

0
(1−e−λx)

Å∫ ∞
0

e−txη(t)dt
ã
dx

å
.

Et une nouvelle fois, l’appartenance de η(t) ∈ [0, 1] caractérise l’appartenance de f à
l’ensemble des fonctions de Bernstein complètes.

Corollaire A.24 ME ⊂ ID

Démonstration. Si p ∈ ME, alors L p est une fonction de Stieltjes non nulle. Ainsi, 1/L p
est une fonction de Bernstein complète. Le Théorème A.23 exhibe l’exposant de Laplace de
p qui est une fonction de Bernstein complète. En particulier, p est infiniment divisible.

A.3 La fonction λ 7→ λα

Il est très facile de constater que ∀α ≥ 0, x 7→ x−α est complètement monotone et que
x 7→ xα est une fonction de Bernstein (et même de Thorin-Bernstein) si et seulement si
α ∈ [0, 1]. Dans cette section, nous donnons les mesures de Bernstein, de Stieltjes et de
Thorin associées. Le point de départ est l’égalité

1 =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

xα−1e−xdx =
λα

Γ(α)

∫ ∞
0

xα−1e−λxdx, ∀λ > 0.

Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Proposition A.25 Pour tout α > 0, la fonction λ 7→ λ−α est complètement monotone.
Sa mesure de Bernstein est µ(dx) = Γ(α)−1xα−1dx. C’est-à-dire, ∀λ > 0,

1

λα
=
∫ ∞

0
e−λx

xα−1

Γ(α)
dx. (A.4)

Lorsque α ∈ (0, 1), 1− α ∈ (0, 1), on peut réécrire la mesure de Bernstein ci-dessus :

xα−1

Γ(α)
dx =

Ç∫ ∞
0

e−xt
t−α

Γ(α)Γ(1− α)
dt

å
dx

et l’on voit que λ 7→ λ−α est une fonction de Stieltjes lorsque α ∈ (0, 1). Le Théorème A.9
montre qu’elle n’est pas une fonction de Stieltjes lorsque α > 1.

Proposition A.26 La fonction λ 7→ λ−α est une fonction de Stieltjes si et seulement si
α ∈ [0, 1]. Sa mesure de Stieltjes est σ(dt) =

Ä
Γ(α)Γ(1−α)

ä−1
t−α dt. C’est-à-dire, ∀λ > 0,

1

λα
=
∫ ∞

0

1

λ+ t

t−α

Γ(α)Γ(1− α)
dt =

∫ ∞
0

1

λ+ t

sin(πα)

πtα
dt. (A.5)
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La fonction λ 7→ λα n’est pas une fonction de Bernstein lorsque α > 1 puisqu’elle n’est,
dans ce cas, pas concave. Lorsque α ∈ (0, 1), comme λ 7→ dλα

dλ
= αλα−1 est une fonction de

Stieltjes, la fonction λ 7→ λα est une fonction de Thorin-Bernstein, en particulier Bernstein
complète. La mesure de Thorin s’obtient en intégrant entre 0 et λ la fonction λ 7→ αλα−1

dans la formule (A.5) :

Proposition A.27 La fonction λ 7→ λα est une fonction de Bernstein si et seule-
ment si α ∈ [0, 1]. Elle est dans ce cas Thorin-Bernstein avec pour mesure de Thorin
ν(dt) = α sin(πα)π−1tα−1dt. C’est-à-dire, ∀λ ≥ 0,

λα =
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

t

å
α sin(πα)

πt1−α
dt. (A.6)

Le même type de calculs nous permet d’exprimer les mesures de Bernstein et de Stieltjes :

Proposition A.28 La mesure de Bernstein (respectivement la mesure de Stieltjes)
de la fonction λ 7→ λα est µ(dx) = αΓ(1 − α)−1x−(α+1)dx (respectivement σ(dt) =
π−1 sin(πα)tα−1). C’est-à-dire, ∀λ ≥ 0,

λα =
∫ ∞

0
(1− e−λx) α

Γ(1− α)xα+1
dx =

∫ ∞
0

λ

λ+ t

sin(πα)

πt1−α
dt. (A.7)

A.4 Inversions de Laplace et inversion de Stieltjes
Théorème A.29 (Inversion de Stieltjes) Soit f une fonction holomorphe sur C \ R−.
Alors ∀z ∈ C \ R−,

f(z) =
∫ ∞

0

1

z + t
σ(dt)

où σ est la mesure limite (au sens faible) définie par

σ(dt) = lim
ε→0+

− 1

π
Im(f(−t+ iε)) dt.

Ainsi, pour montrer qu’une fonction holomorphe sur le plan fendu C \R− est de Stieltjes,
on est ramené à montrer que la mesure σ obtenue par inversion est bien positive.

Théorème A.30 (Inversion de Laplace) Soit f une fonction holomorphe sur l’ensemble
E = {z ∈ C/ Re(z) > 0} telle que ∀a > 0, t 7→ f(a + it) est intégrable sur R. Alors
∀z ∈ E,

f(z) =
∫ ∞

0
e−zxm(x) dx

où m est la fonction définie sur R+ par

m(x) =
1

2iπ

∫
Re(ζ)=a

exζf(ζ) dζ.

De même, pour montrer qu’une fonction holomorphe sur le plan fendu C \ R− est com-
plètement monotone, on est ramené à montrer que la fonction m obtenue par inversion
de Laplace est bien positive. L’inversion de Laplace est plus compliquée que l’inversion de
Stieltjes et il est en général plus difficile de montrer qu’une fonction donnée est complè-
tement monotone que de montrer qu’elle est de Stieltjes.



Annexe B

Monotonie complète hyperbolique

B.1 Fonctions HCM

L’étude des fonctions hyperboliquement complètement monotones prend une place
importante dans ce manuscrit. Nous en donnons ici quelques propriétés que l’on trouve
dans [15].

Définition B.1 Une fonction f : (0,+∞) → R+ est dite hyperboliquement complète-
ment monotone (HCM) si pour tout u > 0, la fonction définie implicitement par

w 7→ f(uv)f(u/v) (B.1)

où w = v + v−1, est complètement monotone.

La fonction v 7→ w = v + v−1 prend ses valeurs dans [2,+∞) et, pour tout w > 2, w a
deux antécédents inverses l’un de l’autre, v = 1 étant l’unique antécédent de w = 2.

Commençons par énoncer des propriétés directement héritées des fonctions complète-
ment monotones :

Proposition B.2 ([15] page 68) Ici, f , f1, f2 . . . désignent des fonctions HCM.

(1) Pour tout c ≥ 0, x 7→ f(cx) est HCM ;

(2) f1 × f2 × · · · × fn est HCM ;

(3) Si fn → g simplement, alors g est une fonction HCM ;

(4) Pour tout x > 0, f(x) > 0, excepté si f = 0 ;

(5) Il existe c ∈ R et a ≥ 0 tels que ∀x > 0, f(x) ≤ axc.

Proposition B.3 La fonction w 7→ wα = vα + v−α est une fonction de Bernstein si et
seulement si α ∈ [−1, 1]. Et elle est alors de Thorin-Bernstein.

Démonstration. Par symétrie on peut supposer que α ≥ 0. Si α > 1, ∀w ≥ 2,

wα =

(
w +
√
w2 − 4

2

)α
+

(
w −
√
w2 − 4

2

)α
≥ wα

2α
.

La fonction w 7→ wα n’est donc pas une fonction de Bernstein.
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D’autre part, pour α ∈ [0, 1], la formule (A.6) nous permet d’écrire

wα =
∫ ∞

0

ñ
log

Ç
1 +

v

y

å
+ log

Ç
1 +

1

vy

åô
α sin(πα)

πt1−α
dt

=
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

1

y2
+
w

y

å
︸ ︷︷ ︸

fonction de Thorin-Bernestein en w

α sin(πα)

πt1−α
dt.

Remarquons que pour toute fonction de Thorin-Bernstein ϕ, la fonction w 7→ ϕ(v)+ϕ(v−1)
est une fonction de Thorin-Bernstein. On pourrait se poser la question si cette propriété
reste vraie lorsque ϕ est seulement Bernstein ou Bernstein complète. La réponse est non :
par exemple, si ϕ(λ) = λ

λ+1/2
alors

ϕ(v) + ϕ(v−1) =
4 + w

5/2 + w
= 1 +

3/2 + w

5/2 + w

n’est pas une fonction de Bernstein en w (ici c’est une fonction de Stieltjes) alors que ϕ
est Bernstein complète.

Corollaire B.4 Soit f une fonction HCM. Alors ∀α ∈ [−1, 1], x 7→ f(xα) est HCM.
En particulier, f est HCM si et seulement si x 7→ f(1/x) est HCM.

Les propriétés suivantes sont moins faciles à démontrer que celles de la Proposition B.2.

Théorème B.5 ([15] page 68) Soient f et g deux fonctions HCM.
(1) Si ∀x > 0, h(x) =

∫∞
0 f(y)g(xy)dy < +∞, alors, la fonction h est HCM ;

(2) Pour tout p > 0, la fonction x 7→ (f(x))p est HCM ;
(3) f(0+) > 0 si et seulement si f est complètement monotone ;
(4) Si f(0+) > 0, alors ∀δ ≥ 0, x 7→ f(x+ δ) est HCM.

B.2 Densités HCM
Regardons maintenant la propriété HCM du point de vue des variables aléatoires.

Corollaire B.6 (de la Proposition B.3) Soit X une variable aléatoire positive dont la
densité est HCM. Alors pour tout |α| ≥ 1, la densité de Xα est HCM.

Corollaire B.7 (du Théorème B.5) Soient X et Y deux variables indépendantes à
densités HCM. Alors 1/X, XY et X/Y ont des densités HCM.

Corollaire B.8 Soient X ∼ HCM et Y ∼ GGC deux variables indépendantes. Alors,
X × Y ∼ GGC .

Démonstration. C’est une conséquence directe du Théorème B.5 (1) puisque

E
Ä
e−λXY

ä
=
∫ ∞

0
f(x)Φ(λx)dx

où Φ désigne la transformée de Laplace de Y . Or Φ est une fonction HCM.



Annexe C

Formulaire sur la fonction gamma

C.1 Une fonction importante

Le lemme ci-dessous est un résultat simple mais il joue un rôle important dans cette
thèse.

Lemme C.1 Soit a un nombre positif. La fonction h définie sur (0,+∞) par

h(λ) =
Γ(λ+ a)

Γ(λ)

est une fonction de Bernstein complète si et seulement si a ≤ 1. Si a > 1 la fonction n’est
pas une fonction de Bernstein.

Démonstration.

Γ(λ+ a)

Γ(λ)
=
λΓ(λ+ a) Γ(1− a)

Γ(λ+ 1) Γ(1− a)
=
λ B(λ+ a, 1− a)

Γ(1− a)

=
λ

Γ(1− a)

∫ ∞
0

e−(λ+a)x(1− e−x)−adx

=
a

Γ(1− a)

∫ ∞
0

(1− e−λx) e−ax

(1− e−x)a+1
dx.

Il est facile de voir que la fonction x 7→ e−ax×(1−e−x)−(a+1) est complètement monotone.
En effet, x 7→ 1 − e−x est une fonction de Bernstein, x 7→ x−(α+1) est complètement
monotone, ainsi x 7→ (1− e−x)−(a+1) – voir la Proposition A.14.

Le lemme précédent implique que pour tout a ∈ [0, 1], la fonction

1/h : λ 7→ Γ(λ)

Γ(λ+ a)

est une fonction de Stieltjes – voir le Théorème A.18 – en particulier, complètement
monotone. Lorsque a > 1, la fonction n’est plus de Stieltjes mais reste complètement
monotone :
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Lemme C.2 Soit a un nombre positif. La fonction g définie sur (0,+∞) par

g(λ) =
Γ(λ)

Γ(λ+ a)

est complètement monotone.

Démonstration. Nous allons faire le même type de calcul que pour le lemme précédent :

Γ(λ)

Γ(λ+ a)
=

Γ(λ)Γ(a)

Γ(λ+ a)Γ(a)
=

B(λ, a)

Γ(a)

=
1

Γ(a)

∫ ∞
0

e−λx(1− e−x)a−1dx.

C.2 Une formule de Malmsten
La formule de Malmsten ci-dessous – voir par exemple [27], (1) page 21 – joue un

rôle majeur dans une partie des résultats de cette thèse. Nous en donnons ici une preuve
probabiliste.

Proposition C.3 (Formule de Malmsten)

Γ(1 + λ) = exp

Ç
−γλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
dx

x(ex − 1)

å
où γ désigne la constante d’Euler.

On en déduit les deux corollaires suivant :

Corollaire C.4 Soit a ∈ (0,+∞), alors

Γ(a+ λ)

Γ(a)
= exp

Ç
−caλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
e−ax

x(1− e−x)
dx

å
avec

ca = γ +
∫ ∞

0

e−ax − e−x

1− e−x
dx.

Introduisons la fonction digamma que l’on note ψ et qui est définie par

ψ(λ) =
d

dλ
log(Γ(λ)).

Alors nous voyons que la constante ca de la formule ci-dessus est égale à −ψ(a), et donc
que c1 = γ = −ψ(1). En particulier, ∀a, b > 0,

ψ(b)− ψ(a) = −
∫ ∞

0

e−bx − e−ax

1− e−x
dx. (C.1)

Corollaire C.5

Γ(a+ λ)

Γ(b+ λ)
=

Γ(a)

Γ(b)
× exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx) e

−ax − e−bx

x(1− e−x)
dx

)
.
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Remarque : Soient Ba,b une variable bêta de paramètre (a, b) et Ya,b = − log(Ba,b). Le
Corollaire C.5 nous permet de prouver que Ya,b est infiniment divisible et d’exhiber son
exposant de Laplace :

E
Ä
e−λYa,b

ä
= E

Ä
Bλ
a,b

ä
=

Γ(a+ λ)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ λ)
= exp

(
−
∫ ∞

0
(1− e−λx) e

−ax(1− e−bx)
x(1− e−x)

dx

)
.

De plus, il est possible de montrer que pour tous a, b > 0, la fonction

ma,b : x 7→ e−ax(1− e−bx)
1− e−x

est décroissante sur (0,+∞) si et seulement si 2a + b ≥ 1. Autrement dit, Ya,b est auto-
décomposable si et seulement si 2a + b ≥ 1. Enfin, nous avons vu dans la démonstration
du Théorème 4.5 que la fonction ma,b est complètement monotone si et seulement si b est
un entier, c’est-à-dire, Ya,b ∼ GGC si et seulement si b ∈ N∗.

Démonstration de la Proposition C.3. Soit (Lk)k≥1 une suite i.i.d. de variables aléatoires
exponentielles de paramètres 1 et considérons, pour n ∈ N, les variables

Sn =
n∑
k=1

Lk

k
et Mn = max(Lk)1≤k≤n.

D’une part, P (Mn ≤ x) = (1− e−x)n, donc

E
Ä
e−λMn

ä
=
∫ ∞

0
e−λx

d

dx
(1− e−x)n dx = n

∫ ∞
0

e−(1+λ)x (1− e−x)n−1 dx = n B(1 + λ, n).

D’autre part,

E
Ä
e−λSn

ä
=

n∏
k=1

E
Ä
e−λLk/k

ä
=

n∏
k=1

k

k + λ
=

Γ(n+ 1)Γ(1 + λ)

Γ(n+ 1 + λ)
= n B(1 + λ, n).

Ainsi, nous voyons que Sn et Mn ont la même loi. La transformée de Laplace de Sn peut
se mettre sous la forme

E
Ä
e−λSn

ä
=

n∏
k=1

1

1 + λ
k

= exp

Ç
−
∫ ∞

0
log

Ç
1 +

λ

y

å
νn(dy)

å
= exp

Ç
−
∫ ∞

0
(1− e−λx)e

−x(1− e−nx)
x(1− e−x)

dx

å
où νn est la mesure définie par νn(dy) =

∑n
k=1 δk(dy) (le passage de la première à la

seconde ligne vient de (A.2)). Ainsi,

E
Ä
e−λ(Sn−log(n))

ä
= exp

Ç
λ log(n)−

∫ ∞
0

(1− e−λx)e
−x(1− e−nx)
x(1− e−x)

dx

å
= exp

Ç
an λ−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
e−x(1− e−nx)
x(1− e−x)

dx

å
(C.2)
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avec an = log(n) − ∑n
k=1

1
k
−→
n→∞

−γ où γ désigne la constante d’Euler. En utilisant le
théorème de convergence dominée dans (C.2), nous voyons que

E
Ä
e−λ(Sn−log(n))

ä
−→
n→∞

exp

Ç
−γλ−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
e−x

x(1− e−x)
dx

å
.

Ainsi, (Sn − log(n))n≥1 et (Mn − log(n))n≥1 convergent en loi. Déterminons la limite de
(Mn − log(n))n≥1 :

P (Mn − log(n) ≤ x) =

Ç
1− e−x

n

ån
−→
n→∞

e−e
−x
.

On reconnaît la fonction de répartition de la loi de Gumbel, c’est-à-dire la loi de − log(L1).
La transformée de Laplace de la loi de Gumbel se calcule directement :

E
Ä
e−λ(− log(L1))

ä
= E

Ä
Lλ1
ä

= Γ(1 + λ).

Donc, en combinant cette formule avec (C.2), nous obtenons l’égalité annoncée.

Démonstration du Corollaire C.4. Pour tout a > 0,

∫ ∞
0

Ä
1− e−(a−1+λ)x − (a− 1 + λ)x

ä e−x

x(1− e−x)
dx =

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
e−ax

x(1− e−x)
dx

+
∫ ∞

0

Ä
1− e−(a−1)x − (a− 1)x

ä e−x

x(1− e−x)
dx+ λ

∫ ∞
0

e−ax − e−x

1− e−x
dx,

donc

Γ(a+ λ)

Γ(a)
= exp

ñ
−
Ç
γ +

∫ ∞
0

e−ax − e−x

1− e−x
dx

å
λ−

∫ ∞
0

(1− e−λx − λx)
e−ax

x(1− e−x)
dx

ô
.

C.3 Moments fractionnaires d’une loi stable

Proposition C.6 Soient α ∈ (0, 1] et Zα une variable aléatoire positive α-stable. Ses
moments fractionnaires sont donnés par :

E (Zs
α) =

Γ(1− s/α)

Γ(1− s)
, s ∈ C, Re(s) < α.

Démonstration. Pour s > 0, on voit par le théorème de Fubini-Tonelli, par un changement
de variable et par la Proposition A.25 que

E
Ä
Z−sα
ä

=
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1E
Ä
e−xZα

ä
dx =

1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1e−x
α

dx

=
1

αΓ(s)

∫ ∞
0

xs/α−1 e−xdx =
Γ(s/α)

αΓ(s)
=

Γ(1 + s/α)

Γ(1 + s)
·

La formule annoncée vient par prolongement analytique.
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C.4 Représentation de la fonction 1/Γ

La fonction Γ se prolonge méromorphiquement à C tout entier, ses pôles étant placés
aux entiers strictement négatifs. Il est facile de voir que cette fonction ne s’annule pas.
Ainsi, la fonction 1/Γ se prolonge en une fonction entière.

Définition C.7 (chemin de Hankel) On dit que H est un chemin de Hankel s’il existe
une paramétrisation de H

R −→ C \ R−
t 7−→ ζ(t)

telle que Re(ζ(t)) −→
|t|→+∞

−∞, Im(ζ(t)) −→
t→+∞

0+ et Im(ζ(t)) −→
t→−∞

0−.

Théorème C.8 Soit H un chemin de Hankel. Alors ∀z ∈ C,

1

Γ(z)
=

1

2iπ

∫
H
ξ−zeξ dξ

avec les notations 1/Γ(−n) = 0 (n ≥ 1) et ξ−z = e−z log(ξ) où log est la détermination
principale du logarithme.

Ce théorème se prouve en déformant le chemin de Hankel initiale en le chemin limite
« (−∞, 0] ∪ [0,−∞) » parcouru dans le sens trigonométrique.

C.5 La formule sommatoire de Gauss et les fonctions
hypergéométriques

Définition C.9 (Symbole de Pochhammer) Pour tout nombre complexe z, on note

(z)0 = 1 et (z)n = z(z + 1) · · · (z + n− 1).

Définition C.10 (Fonction hypergéométrique) Pour tous a, b, c ∈ C, on définit la fonc-
tion hypergéométrique 2F1(a, b; c; ·) par

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn.

Le comportement de la suite
(

(a)n(b)n
(c)nn!

)
n≥0

lorsque n→ +∞ est polynomial, donc le rayon
de convergence de la fonction hypergéométrique 2F1(a, b; c; ·) vaut 1.

La proposition suivante se démontre en développant l’intégrande en série entière puis
en intégrant termes à termes – voir [27], (10) page 59.

Proposition C.11 (formule intégrale d’Euler) ∀c > b > 0,

B(b, c− b) 2F1(a, b; c; z) =
∫ 1

0
xb−1(1− x)c−b−1(1− zx)−adx.

Remarque : Dans cette formule, la symétrie en a et b n’est pas aussi évidente que dans
celle de la Définition C.10.



114 Annexe C. Formulaire sur la fonction gamma

En faisant tendre z → 1−, nous obtenons la formule sommatoire de Gauss qui établit que
pour Re(c) > Re(a+ b),

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

· (C.3)

Nous pouvons également déduire à partir de la Proposition C.11 les formules de Kummer
suivantes – voir [27], (22) et (23) page 64 :

2F1(a, b; c; z) = (1− z)−a 2F1(a, c− b; c; z/(z − 1))

= (1− z)−b 2F1(c− a, b; c; z/(z − 1))

= (1− z)c−a−b 2F1(c− a, c− b; c; z). (C.4)
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