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Résumé xvii

MODELISATION ET SIMULATIONS NUMERIQUES DES ECOULEMENTS ET INSTABILITES THERMIQUES DE
FLUIDES NON-NEWTONIEN EN MILIEU POREUX.

Résumé

Ce travail de these sur les milieux poreux est axé sur deux parties. La premiere concerne 1’étude
numérique de I’écoulement d’un fluide Newtonien ou non-Newtonien au sein d’un systéme
fluide/poreux. L'approche a un seul domaine qui consiste a écrire I’équation de Navier-Stokes
incluant le terme de Darcy—Brinkman—Forchheimer est adoptée dans cette étude. La relation
entre le gradient de pression et la vitesse débitante linéaire dans le cas de Darcy ou le fluide est
Newtonien, est obtenue. Cette relation est étendue dans le cas non-Darcy ou le fluide est non
Newtonien. L'influence des nombres de Darcy et de Forchheimer sur la structure de I’écoulement
est montrée. Dans la seconde partie, une étude de stabilité linéaire et numérique de la convection
naturelle de fluides viscoélastiques saturant une couche poreuse horizontale chauffée par un flux
constant est réalisée. Une étude d’instabilité primaire et secondaire nous a permis de montrer
que pour un fluide Newtonien, la convection monocellulaire perd sa stabilité au profit des
rouleaux longitudinaux. Dans le cas des fluides viscoélastiques, on trouve que ’élasticité du
fluide induit la sélection des rouleaux transversaux propagatifs. Une solution numérique basée
sur un schéma aux différences finies est venue conforter ces résultats analytiques.

Mots clés : milieux poreux, simulation numérique, instabilité thermique, loi de darcy,
convection naturelle, fluide non-newtonien.

MODELING AND NUMERICAL SIMULATION OF FLOW AND THERMAL INSTABILITIES OF NON-NEWTONIAN
FLUIDS IN POROUS MEDIA.

Abstract

The present thesis on porous media concentrates in two parts. The first concerns the numerical
study of the flow of a Newtonian or a non-Newtonian fluid within a fluid/porous system. The
approach of a single domain, which consists of/in writing the Navier-Stokes equation including
the Darcy-Brinkham-Forchheimer term, is chosen in this study. The linear relation between the
pressure gradient and the bulk velocity in the Darcy case, for which the fluid is Newtonian, is
obtained. This relation is extended to the non-Darcy case, for which the fluid is non-Newtonian.
The influence of Darcy and Forchheimer numbers on the structure of the flow is presented. In
the second part, linear stability and numerical analysis of the natural convection of viscoelastic
fluids saturating a horizontal porous layer heated by a constant flux is performed. A primary
and secondary instability study allowed to show that, for a Newtonian fluid, the unicellular
convection loses its stability to the benefit of longitudinal rolls. In the case of viscoelastic fluids,
the elasticity of the fluid leads to the selection of propagation transverse rolls. A numerical
solution based on a finite difference scheme has reinforced these analytical results.

Keywords: porous media, numerical simulation,thermal instability, darcy’s law, natural
convection, non-newtonian fluid.
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Introduction générale

L’écoulement macroscopique de fluide et la convection naturelle dans une couche
poreuse ont fait I'objet de plusieurs études tant expérimentales que numériques durant
des décénnies. L'intérét porté dans cette étude est di1 a sa présence dans de nombreuses
applications académique, environnementale et industrielle. La présence de fluides non
Newtoniens dans ce milieu poreux valorise cette étude car, dans la nature ou dans
I'industrie, la plupart des fluides rencontrés n’'obéissent pas a la loi classique d’un fluide
Newtonien. On peut citer les études des systemes hydrogéologiques, I’exploitation des
réservoirs d’hydrocarbure, la dispersion de polluants, le stockage d’énergie géothermie,
le risque sismique induit, etc.

Les milieux poreux présentent des structures géométriques particuliéres ou le ou
les fluides et la matrice solide sont intimement liés et couplés. Son domaine d’étude
regroupe essentiellement la mécanique du solide et des fluides. La compréhension
de I’écoulement du fluide et du transfert de chaleur a travers ces milieux, est d’une
importance capitale dans les nombreux domaines cités plus haut. Ce probleme peut étre
approché en appliquant la loi de Darcy. Cette loi est cependant soumise a des domaines
de valididé dont les plus restrictifs font que le fluide doit étre Newtonien et s’écouler
en régime laminaire [18].

L’écoulement de fluide Newtonien dans une configuration couche fluide et poreuse
superposées, est bien traité dans la littérature. Cette configuration illustre bien l'ex-
périence de Henry Darcy [50]. Un des objectifs de cette étude sera de reprendre cette
expérience par la simulation numérique et I’étendre au cas non Newtonien.

La méthode des volumes finis sera utilisée dans cette partie. Elle est intensivement
employée dans les mécanismes d’écoulement des fluides, la météorologie, 1’électro-
magnétisme, la simulation de dispositif semi-conducteur, les modeles des processus
biologiques et beaucoup d’autres secteurs de technologie régis par les systemes conser-
vateurs qui peuvent étre écrits sous la forme intégrale d’un volume de controle. Les
avantages primaires de cette méthode sont la robustesse numérique, 'applicabilité
sur les mailles non structurées tres générales et les propriétés locales intrinseques de
conservation des arrangements résultants [98]].

Le probleme de Horton-Rogers-Lapwood a été largement étudié en raison de son

importance dans de nombreux problemes naturels et industriels. Ce probléeme est
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I’équivalent de celui de Rayleigh-Bénard en milieu poreux. Il a été étudié par Horton et
Rodgers [36] pour la premiére fois. Il a connu son évolution avec l'arrivée de Lapwood
(37]].

Si les mécanismes de la convection naturelle semblent actuellement relativement
bien maitrisés dans le cas des fluides Newtoniens, peu de travaux ont porté sur la
convection naturelle dans les fluides a comportement rhéologique non Newtonien.

Récemmenent Kimura et al [17]] ont étudié la convection naturelle dans une couche
horizontale poreuse chauffée par le bas et refroidie par le haut. Un excellent accord
entre les résultats analytique et numérique est obtenu. Ces auteurs montrent par une
analyse de stabilité linéaire que la recirculation unicellulaire de I’écoulement reste
stable avec 'augmentation du rapport de forme de la cavitée. Le nombre de Rayleigh
critique qui provoque une transition de I’écoulement unicellulaire a un écoulement
oscillatoire est donné.

Nous allons nous inspirer des travaux de Kimura dans la seconde partie de notre
étude et aller beaucoup plus loin en utilisant un fluide complexe. Certes dans la littéra-
ture des fluides non Newtoniens sont utilisés dans certains cas, mais le plus souvent
avec une loi de comportement simple. Le manque de travaux dans ce domaine peut
étre expliqué par la difficulté a appréhender physiquement les mouvements convectifs
dans ces types de fluides et a les modéliser mathématiquement. Vu la complexité de ces
fluides, la nécessité d’approfondir la physique de la convection au sein des fluides non
Newtonien est donc indispensable.

Le présent document est organisé de la maniére suivante :

Nous présentons des généralités sur le phénomene physique étudié, avec une syn-
these bibliographique des contributions scientifiques se rapportant a I’écoulement de
fluide et de la convection naturelle dans le premier chapitre.

Ce premier chapitre va chapeauter les deux parties de I’étude qui seront présentées
comme suit :

Dans la premiere partie nous traitons la simulation numérique de I’écoulement d’un
fluide non Newtonien. Elle est composée de trois chapitres :

Dans le deuxieme chapitre , nous allons présenter le modele physique choisi, les
équations gouvernantes qui régissent le mouvement du fluide dans la phase fluide et la
phase poreuse.

Le troisieme chapitre aborde la présentation de la méthode des volumes finis et sa
mise en ceuvre pour la discrétisation des équations du probleme.

Nous rassemblons dans le quatrieme chapitre les principaux résultats numériques
de cette étude et leurs interprétations.

Dans la deuxieme partie de I’étude nous allons aborder la convection naturelle dans
le milieu poreux. Elle est composée de trois chapitres :

Nous proposons une formulation mathematique du probleme dans le cinquieme
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chapitre en mettant en évidence 1’état de base, ainsi que les parameétres caractéristiques
du probleme des instabilités thermiques des fluides viscoélastiques saturant le milieu
poreux.

Puis dans le sixiéme chapitre, on expose I’étude de stabilité linéaire de 1’état de
conduction et la caractérisation de la convection monocellulaire. L'analyse et l'interpré-
tation des résultats mettra fin a ce chapitre.

Le septieme chapitre aborde la bifurcation de Hopf, la transition entre convec-
tion monocellulaire et convection multicellulaire. La méthode des différences finies
est utilisée avec un algorithme du code de calcul développé en utilisant le langage
fortran. L'analyse et I'interprétation des résultats obtenus par la solution numérique
bidimensionnelle sera présentée pour le cas Newtonien et non Newtonien.

Enfin, une conclusion générale des résultats qui met en évidence les points majeurs

de ce travail est synthétisé avec I’anonce de certaines perspectives.
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Chapitre

Geénéralites

Pour bien comprendre le phénomene physique qui est traité dans cette étude, on
propose dans ce chapitre des définitions sur les milieux poreux, les fluides complexes, le
meécanisme de I’écoulement en milieu poreux et une synthese des travaux scientifiques

se rapportant a I’écoulement des fluides en milieu poreux.

1.1 Définition et caractérisation d’un milieu poreux

Un milieu poreux peut étre defini d’apres [16] comme une matrice solide comportant
des vides a travers desquels un fluide ou plusieurs fluides peuvent y circuler. Ces espaces
vides appelés pores peuvent étre connectés ou non. On les rencontre dans la nature
comme dans l'industrie. Ils peuvent s’agir d’empilement de billes, de panneaux de fibre
de verre, de béton, de roche, de gisement de pétrole, de sable, etc. Il est caractérisé
principalement par deux propriétés macroscopiques liées entre elles et qui sont la

porosité et la perméabilité.

1.1.1 Porosité

La porosité ¢ est définie comme étant le rapport du volume des vides occupé par les

pores, sur le volume total soit :

volume des pores

volume total

Il caractérise I'importance des vides qu’il contient et est un concept indépendant de la
forme et des connexions entre les vides dont seuls les volumes sont considérés.
Des mesures expérimentales faites par Kaviany [24] donnent dans le tableau (1.1)

quelques valeurs de la porosité pour différents matériaux.

5
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Matériaux H Porosité
Matériau mousseux 0,98
Fibre de verre 0,88 -0,93
Fil a tisser 0,68 -0,76
Grains de silice 0,65
Poudre d’ardoise noire 0,57 - 0,66
Cuir 0,56 - 0,59
Catalyseur 0,45
Granulé de pierres 0,44 - 0,45
Terre 0,43 - 0,54
Sable 0,37 -0,50
Sphere bien empilée 0,36 - 0,43
Filtre de cigarettes 0,17 - 0,49
Briques 0,12-0,34
Poudre de cuivre 0,09 - 0,34
Pierre a chaud, Dolomite 0,04-0,10
Houille 0,02 -0,07

Tasreau 1.1 - Porosité de quelques matériaux.

1.1.2 Permeéabilité

La perméabilité intrinseque K est la capacité du milieu poreux a laisser passer le
ou les fluides a I'intérieur des pores. Elle ne dépend que de la géométrie, de la matrice
solide, en particulier de la porosité et de la tortuosité. Ainsi le milieu est d’autant plus
perméable que les pores sont connectés entre eux. On représente dans le tableau
issu des travaux de Sheidegger [25]] la perméabilité de quelques matériaux poreux.

Il est possible d’évaluer la perméabilité K grace a des géométries particulieres
du milieu, par l'intermédiaire de porosité ¢ et d’'une dimension caractéristique de
la matrice solide a I’échelle du pore. La relation de Kozeny - Carman (1937), donne
une estimation de la perméabilité K pour un milieu poreux non consolidé constitué

d’éléments identiques de géométrie simple :

a2

K= 36—

(1.1)

ou d, désigne une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice poreuse
et Cy une constante dépendant de la forme des grains (3.6 < Cy <5).

Ergun [26]], établit une expression semblable a I’équation de Kozeny-Carman en
considérant I’écoulement unidirectionnel d’un fluide incompressible au sein d’une

colonne poreuse constituée de particules sphériques, de diametre d,, et soumise a un
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Matrice H Perméabilité m?
Fibre de verre 2,4x10711-51x10"11
Fils a tisser 3,8x1077-1,0x1078
Poudre d’ardoise noire 49%x1071%-1,2x10713
Cuir 9,5x10714-1,2x10713
Terre 2,9x10713 - 1,4x 107!
Sable 2,0x1071 - 1,8x10710
Cheveux artificiels 83x10710-12x10°
Cigarettes 1,1x107°
Briques 4,8x1071°-2,2x10713
Plaque de liege 33x10719-1,5%x107°
Pierre a chaud, Dolomite 2,0x10715-45x10714

TasLeau 1.2 - Perméabilité de quelques matériaux.

gradient de pression :
I
180(1 —¢)%
L’équation correspond celle de avec une valeur de Cy = 5 de la loi de

Kozeney-Carman.

(1.2)

1.1.3 Volume Elémentaire Représentatif VER

En général I’échelle du pore d varie de 0,05 pm pour les nano-pores, a 0,5 mm pour
les macro-pores [20]]. Cependant, la distribution des pores et des grains est généralement
trés irréguliere. A cette échelle, la pression et la vitesse varient donc trés irrégulierement
d’un point a 'autre du domaine. On est donc amené a effectuer une moyenne spatiale
de ces grandeurs. Cette moyenne s’effectue sur de nombreux pores par l'intermédiaire
d’un Volume Elémentaire Représentatif (VER) (voir figure ) du milieu.

Le VER doit étre suffisamment grand pour que des propriétés globales moyennes
puissent étre définies sans que les fluctuations d’un pore a I’autre ne soient significatives
(la taille I du VER doit étre suffisamment grande devant la taille du pore d). Le VER
doit cependant étre suffisamment petit pour que les variations d’un parametre dans
le domaine d’étude puissent étre représentées par des fonctions continues (la taille /
du VER doit étre suffisamment petite a la taille caractéristique du milieu L*). Marsily
[21] et surtout Bear [22] fournissent une discussion détaillée de ce concept ainsi que
des méthodes utilisées pour dériver les propriétés moyennes des milieux poreux.

On obtient alors les grandeurs caractéristiques de la vitesse et de la pression en les

moyennant sur le VER. Ce qui permet une représentation du point dans un nouveau
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macroscopique L I'échelle pores d

Ficure 1.1 - Illustration de la taille (1) du Volume Elémentaire Représentatif entre celle
du milieu poreux a I’échelle macroscopique (L**) et a I'échelle des pores (d) [20].

milieu continu fictif par changement d’échelle qui sera équivalent au domaine poreux

étudié mais a I’échelle macroscopique.

I1 existe cependant d’autres procédures de changement d’échelle, comme la méthode
plus récente d’homogénéisation (Sanchez-Palencia [23])). Cette méthode qui repose es-
sentiellement sur des développements asymptotiques de la vitesse et de la pression
a I’échelle du pore, puis a une application d’un opérateur moyen d’intégration pour
passer a I’échelle macroscopique, a permis de justifier les termes supplémentaires des
lois de quantité de mouvement. En outre nous avons les méthodes probabilistiques
ou stochastiques qui reposent sur ’idée suivante : en raison de son irrégularité et de
I'impossibilité pratique de connaitre en détail sa géométrie fine, le milieu poreux est

considéré comme aléatoire.

1.2 Comportement des fluides sous cisaillement

On rencontre de plus en plus des matériaux au comportement intermédiaire entre
celui d’un solide élastique et d’un liquide. Mettre a la disposition de la communauté
scientifique des modéles mathématiques capables de transcrire leurs comportements
complexes, est 'objectif fixé par la rhéologie. Ces matériaux sont communément appelés

fluides complexes ou non Newtoniens.
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Ficure 1.2 - Comportements typiques de fluides non Newtoniens couramment
rencontrés

1.2.1 Fluide Newtonien

Pour un fluide Newtonien, il existe une proportionnalité directe entre contrainte et

gradient de vitesse :
T=py, (1.3)

le coefficient de proportionnalité u est la viscosité du fluide et est indépendante du
temps et du taux de cisaillement y et T est la contrainte de cisaillement.

Dés que l'on s’écarte de cette indépendance de la viscosité vis-a-vis du cisaillement
et du temps, on fait face a des fluides non Newtoniens. Dans ce cas général la loi
constitutive s’écrit 7 = f(y) ou f est une fonction a déterminer.

Dans la partie suivante, nous décrivons les comportements les plus fréquemment

rencontrés dans le domaine des fluides non Newtoniens.

1.2.2 Fluide non Newtonien

Un fluide non Newtonien est défini par le fait que sa viscosité n’est pas constante
et peut étre dépendante de parametres liés a I’écoulement ou encore du temps. Nous
répertorions dans cette partie la plupart des comportements rencontrés lorsque 'on

manipule ces matériaux. On distingue alors :

Les fluides rhéofluidifiants

Ils s’écoulent plus facilement avec 'augmentation du taux de cisaillement. On

peut citer par exemple le sang, les encres ou encore certaines solutions de polymeres
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dilués. De nombreux modeles ont été développés pour rendre compte de I’écoulement

rhéofluidifiant d’un fluide, donnant autant de modeles phénoménologiques pour la

viscosité [15]. L'allure de la courbe d’écoulement est représentée sur la figure (1.2).
Une loi empirique tres utilisée pour la variation de la viscosité avec le gradient de

vitesse y est la loi de puissance, proposée par Ostwald en 1925 :

T =my" soit u, = my" L, (1.4)

ou p, viscosité dynamique apparente, m est un coefficient appelé consistance du fluide
et n < 1 un exposant qui traduit 1’écart avec le comportement Newtonien. Bien que
ce modele permette de résoudre un grand nombre de probléemes d’écoulement, il faut
garder a l'esprit qu’il décrit assez mal le comportement a bas et haut taux de cisaillement
et que les parametres m et n n‘ont pas d’interprétation physique claire.

En réalité, un fluide rhéofluidifiant ne I’est que pour une certaine gamme de taux
de cisaillement. Pour les faibles cisaillements ainsi que ceux élevés, on observe un
comportement Newtonien avec l'apparition éventuelle de plateau de viscosité. Pour
prendre en compte ce plateau de viscosité a cisaillement nul et infini, Carreau-Yasuda

propose un autre modele plus sophistiqué que le modele loi de puissance :

n-1
= Heo . ¢
——=1+(A )Cl , (1.5)
Ho~ Mo l 4

ou g et py,, sont respectivement la viscosité a cisaillement nul et infini, A est une
constante de temps, n une constante et ¢ un parametre qui décrit la transition entre le

comportement a faible cisaillement et la région en loi de puissance.

Fluides rhéoépaississants

Ce sont des fluides dont la viscosité croit avec le taux de cisaillement. Le rhéoépais-
sissement est beaucoup plus rarement observé que la rhéofluidification [15]. Toutefois
certaines suspensions concentrées (amidon de mais par exemple) et le sable mouillé ont
un comportement rhéoépaississant. Un fluide peut étre rhéoépaississant pour une cer-
taine gamme de taux de cisaillement, et rhéofluidifiant voire Newtonien pour d’autres
gammes [28]]. L'allure de la courbe d’écoulement est représentée sur la figure (1.2).

On utilise une loi en puissance pour les représenter (cf Eq. (1.4)) avec un exposant

n>1, qui est d’autant plus grand que le matériau s’écarte du comportement Newtonien.

Fluides a seuil

Par ailleurs certains fluides complexes ne s’écoulent que lorsque la contrainte qui

leur est appliquée dépasse une valeur seuil 7. Ainsi tant que 7 < 7, le fluide ne s’écoule
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pas mais se déforme de maniere élastique. Une fois cette valeur dépassée, le matériau
se mettra en écoulement et présentera éventuellement un caractere rhéofluidifiant (ou
rhéoépaississant). On peut citer en exemple dans cette catégorie les pates dentifrices,
la mayonnaise, les mousses alimentaires ou encore les boues de forage utilisées pour
prévenir la sédimentation des déblais remontés lors de forage de puits pétroliers [15].

Plusieurs modeles existent pour décrire le comportement rhéologique d’un fluide a
seuil. La représentation la plus simple est le modele de Bingham (1922) qui donne la

relation suivante en contrainte et taux de cisaillement :

T=Tc+ ppY, (1.6)

ou 7 est la contrainte seuil et y, la viscosité plastique. L'allure de la courbe d’écoulement
est représentée sur la figure (1.2). Le matériau ne commence qu’a s’écouler qu’au-dela
du seuil et présente ensuite un comportement Newtonien.

Le modele rhéologique le plus courant et le plus efficace pour décrire la loi de
comportement de ces fluides est le modele de Herschel- Bulkley. En cisaillement simple,
il s’écrit :

T<1,=py=0
T2, = T1="1.+my", (1.7)

ou m est un facteur de consistance s’exprimant en Pa.s" et n I'indice de structure du
fluide.
Les fluides a seuil sont des fluides qui ne présentent pas d’effet thioxotrope, de

migration de phase, etc.

Thixotropie

Il existe des fluides dont la viscosité diminue au cours du temps sous un cisaillement
constant : ce sont les fluides thioxotropes dont font partie par exemple le ketchup
et le yaourt. La encore ce phénomene peut s’expliquer par une modification de la
structure interne du fluide sous cisaillement avec une cinétique comparable au temps
d’observation. Ici le comportement du fluide dépend de son histoire et il peut apparaitre

des phénomenes d’hystérésis rendant son étude particuliérement complexe.

Viscoélastiques et modele de type Oldroyd

Un fluide viscoélastique soumis a une déformation donnée présente une réponse
intermédiaire entre celle d’un solide élastique, et celle d’un fluide visqueux pour lequel
la contrainte est proportionnelle a la vitesse de déformation. Cette réponse va dépendre
en partie du rapport entre le temps de la sollicitation et le temps caractéristique (appelé

aussi temps de relaxation) du matériau viscoélastique. Si le temps de sollicitation
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est petit devant le temps caractéristique du matériau, les composantes du matériau
n‘ont pas le temps de se déformer et on observe une réponse élastique. Si le temps de
sollicitation est grand devant le temps caractéristique, la réponse sera de type visqueux
(14].

Plusieurs approches existent afin de modéliser le comportement des fluides visco-
élastiques. Ces approches proposent une représentation assimilant le comportement
viscoélastique a une association de ressort (contribution élastique) et d’amortisseur
(contribution visqueuse), contributions montées en paralléle ou en série afin d’obtenir
la représentation la plus proche possible du comportement dynamique du fluide.

Ces modeles analogiques sont des moyens efficaces pour construire une loi de
comportement et constituent la base des modeles actuels. Un des modeles les plus
présents dans la littérature est celui développé par James Garner Oldroyd [125] aussi

appelé modele d’Oldroyd-B.

Modéle d’Oldroyd-B

Oldroyd a introduit plusieurs modeles, des modéles a six et a huit constantes pour
décrire le comportement viscoélastique des fluides. Nous allons décrire un modele

viscolélastique ; le modele d’Oldroyd-B :

_ D _ D
A —1 =2uy(D + A,—D). 1.8
v+ Xy == 2p00(D+ 1o D) (1.8)
La dérivée invariante D/Dt s’écrivant :

DEtT: %T+(17.V)T—(VI7).T—T.(V17)T. (1.9)
D =d;; défini par d;; = (1/2)(du;/dx; + du;/dx;) représente le tenseur taux de déforma-
tions, ug n’est autre que la viscosité statique, A; (A1 > 0) est le temps de relaxation qui
représente le temps que le tenseur des contraintes a besoin pour réagir au changement
de déformation dans le systéme. Le temps de retard A, (1, > 0) , représente le temps
nécessaire a la déformation de se propager.

Le temps de retard A, permet de distinguer la partie élastique de la partie visqueuse
du fluide : il est compris entre 0 et A;. Si A, est proche de 0 alors le fluide est trés
élastique et inversement si A, est proche de A; alors le fluide est plutét Newtonien.

Le cas A; = A, = 0 correspond a un fluide purement visqueux, tandis que le cas
A, =0, A1 >0, correspond au cas d’un fluide purement élastique (modéle de Maxwell).

Comme exemple, nous pouvons citer le fluide de Boger qui est constitué d’eau
(1,6 %) , de sirop (98,3%) et de polyacrylamide (0,1%). Les temps de relaxation et de

retard sont respectivement A; = 2,54s et A, = 1,94s.
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Comme les fluides viscoélastiques sont généralement composants d’un solvant et
d’un polymere il est d'usage de décomposer le tenseur des contraintes 7 de la maniere
suivante

T =T+ Tp (1.10)

Ainsi le tenseur des contraintes 7, représente la contribution du solvant soit 7, =
2u,D, tandis que la contribution du polymere 7, est transmise respectivement par la
viscosité des solvants et des polymeres pg et yi,. Les temps de relaxation et de retardation

sont liés par la relation :

_ l,[s _
Ay = At 1.11
2= (1.11)

Pour de faibles variations de la vitesse, la relation [1.8|devient :

_ 0 - d
(1 +/\1§)T = 2]40(1 +/\2§)D (112)

1.3 Ecoulement en milieu poreux sature

1.3.1 Loide de Darcy et ses extensions pour les fluides Newtoniens

En 1856, en étudiant le réseau public de la ville de Dijon, Henry Darcy formula une
loi empirique pour décrire I’écoulement d’eau a travers un cylindre rempli de sable
d’axe vertical : 1a loi de Darcy [50]. Cette relation empirique donne la dépendance du
flux massique Q d’un fluide Newtonien s’écoulant a travers un milieu poreux homogene
et isotrope par rapport aux parametres de l'expérience qui sont :

- la section droite du milieu poreux S

- la hauteur du milieu poreux h

- la différence de charge hydraulique VP = % entre les extrémités inférieure et
supérieure de la colonne.
Q=k.SVP, (1.13)
ou encore
v=k.VP, (1.14)

ouv = %, v est appelée vitesse débitante.

Cette relation est linéaire et exprime la proportionnalité qui existe entre le débit
par unité de surface Q/S résultant de la différence de charge VP auquel est soumis le
milieu [51].

Le coefficient de proportionnalité k est appelé conductivité hydraulique. Il se réfere

a la facilité qu’a le fluide a traverser le milieu poreux. Ce coefficient dépend a la fois des
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propriétés du fluide, par le biais de sa viscosité dynamique y, et du milieu poreux par
I'intermédiaire de parametres tels que la distribution de taille des grains, la forme ou

encore la taille des particules. Il peut étre exprimé comme :

k==, (1.15)
p

ou K est définie comme la perméabilité intrinséque du milieu poreux et est exprimée
en m? ou encore en Darcy (1Darcy = 10712m?).

Il est important de noter que la vitesse moyenne du fluide dans les pores v, est plus
élevée que la vitesse débitante v, car seule une partie du volume total du matériau y est

disponible pour I’écoulement :

v, = —. (1.16)

La forme générale de la loi de Darcy (1.14) pour un écoulement tridimensionnel
s’obtient en rassemblant les écoulements dus aux gradients de pression sur chaque coor-

donnée. Le role de la gravité peut étre ajouté et on obtient alors I’équation vectorielle :

V= —k.(ngdP—pg_’), (1.17)

ou ¢ est le vecteur accélération de la pesanteur.

Comme il a été indiqué dans I'introduction, la loi de Darcy, largement utilisée est
soumis a des domaines de validités [18], donc insuffisante pour des études des cas les
plus réalistes. Certaines de ses insuffisances font qu’elle ne peut pas traduire I'influence
de la nature du fluide sur I’écoulement notamment pres des parois. En effet, avec ce
modele, la condition de non glissement aux parois est retenue quel que soit le fluide

considéré. Cette équation ne tient pas compte non plus d’éventuels effets inertiels.

Formulation de Brinkman

Dans le cadre du calcul de la force visqueuse exercée par un fluide sur des particules
sphériques composant un milieu poreux, Brinkman (1947) a étendu la loi de Darcy en

introduisant un terme équivalent au terme de diffusion visqueuse dans la loi de Stokes
TP =-La4 V0. (1.18)
K ef f

Cette loi empirique est connue sous le nom de la formulation de Darcy-Brinkman.
Le premier terme de droite de I’équation (1.18) est le terme de Darcy et le deuxiéme est
appelé le terme de Brinkman.

Brinkman justifie cette loi empirique par le fait que, pour les faibles valeurs de la
perméabilité K, I’équation (1.18) dégénere en loi de Darcy, équation (1.14), et lorsque
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la perméabilité tend vers l'infini, on retrouve 1’équation de Stokes. La difficulté dans

I'utilisation de ce modéle réside dans I’évaluation de la viscosite équivalente py .

Formulation de Forchheimer

L’équation de Darcy décrit bien I’écoulement a faible intensité. Par contre, lorsque
la vitesse devient de plus en plus importante, 1’effet inertiel, non linéaire devient non
négligeable et I’équation de Darcy ne nous permet plus de décrire I’écoulement. Pour
pallier ce probleme Ward [52] propose ’équation suivante :

Sp_ Mo -1/2
VP——Ev+bK prlvlv. (1.19)

Le premier terme du second membre est le terme de Darcy et le second terme est
connu sous le nom de terme de Forchheimer, b étant une constante adimensionnelle.
Cette étude [52] montre parfaitement bien que pour des vitesses relativement faibles, le
terme de Darcy s’impose, I’équation de Darcy constitue alors une bonne approximation
de I’équation de Darcy-Forchheimer. En revanche, pour des vitesses d’écoulement assez
élevées, le terme convectif de Forchheimer prédomine. Le rapport de ces deux termes

représente a une constante pres le nombre de Reynolds Re a I’échelle du pore.

UK1/2

Rep Y

(1.20)

avec v la viscosité cinématique.

Terme convectif

Une extension de 1’équation de Darcy a été proposé par Wooding [53]. Il introduit

un terme convectif par analogie avec les équations de Navier-Stokes.

%(17.6)172 —ﬁp—%ﬁ (1.21)
Le terme de gauche de I’équation est le terme de convection qui tient compte des
effets inertiels quand les vitesses sont importantes.

Vafai et Tien [54], Lauriat et Prasad [55]] et Lage [56] montrent grace aux travaux
théoriques et numériques, que le terme de convection ne tient pas compte des déviations
de sources par rapport au terme de Darcy. Ils concluent alors sur la nécessité d’ajouter
le terme de Forchheimer pour tenir compte des effets inertiels. Il a été aussi montré que
la simple équation de Darcy était insuffisante pour décrire un écoulement en milieu

poreux, en particulier I'influence de la viscosité du fluide dans la zone pariétale [13].
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1.3.2 Loide Darcy et ses extensions pour les fluides non-Newtoniens

Lors de la modélisation de I’écoulement laminaire en milieu poreux avec des fluides
non-Newtoniens, on s’attend effectivement a une modification de la loi de Darcy. A létat
stationnaire, le modele de fluide Newtonien généralisé peut étre adopté. Ce modele
s’appuie sur I’hypothese que les méme équations utilisées pour 1’écoulement Newtonien,
peuvent étre appliquées également pour 1’écoulement des fluides non-Newtoniens, a
condition de remplacer la viscosité p par la « viscosité du milieu poreux », p,,,, qui
dépend a la fois des caractéristiques moyennes du milieu poreux et des propriétés du
fluide [57].

La viscosité apparente étant fonction du taux de cisaillement, la viscosité du milieu
poreux est également liée a ce qu’on appelle « le taux de cisaillement du milieu poreux
», Vmp, définie comme le taux de cisaillement moyenne du fluide en écoulement a travers

les pores [58], [[59]. La loi de Darcy, pour un fluide non-Newtonien devient alors :

 Hmp(Vmp)
B K

OU Yyp est €gale au rapport de la valeur absolue de la vitesse débitante et d’une longueur

s v, (1.22)

caractéristique, comme inqiqué dans [[60|] par la relation suivante :

[v]

(1.23)

ou «a est appelé facteur de décalage qui, d’un point de vue physique, contient des infor-
mations sur les effets de la géométrie des pores. a varie entre 1 et 15 [61]]. Contrairement
a K, le facteur de décalage a n’est pas une propriété intrinseque du milieu poreux, par
conséquent il doit étre déterminé pour chaque milieu fluide et poreux a partir d’essais
d’écoulement en laboratoire ou de simulations de I’écoulement au niveau des pores [62].

Dans le cas d’un écoulement de fluide non-Newtonien de faible intensité, I’équation

(L.19) devient :

VP = —Mi@ bk‘l/zpfli’lv. (1.24)

D’apres la littérature, il est possible d’émettre I’hypothese que la non-linéarité est
due a des phénomeénes d’inertie, et par conséquent, ne dépend pas des propriétés du

fluide visqueux [63].
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© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

Synthese bibliographique

Le processus d’écoulement en milieu poreux est d’'une importance capitale pour
un large domaine d’applications d’ingénierie allant de la conservation de I’énergie a la
fabrication de matériaux composites de pointe. La loi de Darcy permet de simuler de
nombreuses applications, mais ce sont ses extensions a des cas plus généraux qui sont
particulierement étudiées et analysées de nos jours.

Des observations expérimentales ont permis d’établir que la proportionnalité entre
le gradient de pression et la vitesse du fluide n’est plus valable pour des débits élevés
dans les milieux poreux. Des relations empiriques telles que 1’équation de Forchheimer
ont été proposées pour tenir compte des effets non linéaires.

Hassanizadeh et Gray [66] ont recensé I’ensemble de ces relations non linéaires,
basées sur les lois fondamentales de la mécanique des milieux continus et ont pu
identifier la source de la non linéarité dans les équations. Il est montré que, deés le début
de la non linéarité (qui apparait pour des nombres de Reynolds variant autour de 10),
les forces de viscosité et d’inertie macroscopique sont négligeables devant les forces
visqueuses microscopiques.

Pour déterminer les coefficients de perméabilité et d’inertie, Wei Zhong et al [68]
ont utilisé la méthode de charge avec une pression différentielle dans une enceinte
isothermique. La validité de leurs travaux est vérifiée a I’aide d’une série de mesure
sur les caractéristiques du débit dans un milieu poreux constitué de métal fritté. Une
vitesse limite de 0,1 ms~! entre les régimes de Darcy et quasi-Forchheimer est obtenue
dans cette étude.

Un modeéle numérique, basé sur la résolution directe des équations de Navier-
Stokes, est proposé par Komiwes et al. [69]], pour calculer les pertes de charge d’un
fluide visqueux incompressible a travers un empilement de particules sphériques. Les
simulations effectuées pour différents volumes de matériaux granulaires permettent de
retrouver la loi de perte de charge d’Ergun pour des nombres de Reynolds ( Re < 20).
Ces études montrent que le volume élémentaire représentatif est de ’'ordre de grandeur
du diametre des particules.

Des simulations numériques pour une large gamme des nombres de Reynolds
ont été réalisées pour I'écoulement d’un fluide Newtonien incompressible a travers

un milieu poreux périodique en deux et trois dimensions. En analysant les schémas
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d’écoulement en 2D, Fourar et al [70], démontrent ’existence de trois étapes d’évolution
de la structure d’écoulement correspondant au régime de Darcy, transitoire et de forte
inertie. Ce dernier conduit a la formation de tourbillons avec des tailles et formes
variant en fonction du nombre de Reynolds.

Pour le régime de Darcy, correspondant aux faibles nombres de Reynolds, Fourar
et al.[70] montrent que la trainée de pression est deux fois plus importante que celle
visqueuse pour I’écoulement en 2D. Ils montrent également que I’écoulement en 3D
réduit de maniere significative la zone de transition entre le régime de Darcy des
régimes a forte inertie. Par conséquent I’équation de Forchheimer conduit a une bonne
description de I’écoulement 3D dans le régime non-Darcy.

Cimolin et al [72]] considerent la modélisation et la simulation numérique des écou-
lements de fluides incompressibles dans les régions partiellement occupées par les
milieux poreux. La principale motivation de leur étude vient d’un probléme indus-
triel spécifique de ventilation interne pour les casques de moto. Les auteurs se sont
concentrés uniquement sur l’aspect de la dynamique des fluides de I’écoulement d’air,
pour étudier les approches possibles de modélisation pour la description du systeme
physique, ce qui représente une étape préliminaire vers un modele plus complexe en
tenant compte de la chaleur et des phénomenes liés a la transpiration.

Les travaux cités ci-dessus traitent le cas ou nous avons un seul milieu(fluide dans
le poreux).

La dynamique des fluides dans le régime de d’écoulement libre (phase fluide)
est exprimée par les équations de Stokes pour un écoulement rampant, laminaire et
sans effets d’inertie. L’écoulement visqueux, laminaire, incompressible dans un milieu
poreux avec une trés petite porosité, est parfaitement représenté par I’équation de
Darcy [73] .

Un nombre important de travaux de recherche sont cités dans la littérature s’adres-
sant aux concepts physiques complexes a 1'origine des écoulements couplés. L'accent est
mis principalement, pour la plupart des travaux, a I’étude du phénomene inter-faciale
ayant lieu sur la frontiére milieu fluide/milieu poreux. Dans le régime d’écoulement en
milieu fluide, la contrainte imposée sur le fluide visqueux est supportée par le fluide
lui-méme. Toutefois, lorsque le fluide se rapproche de la frontiere et commence a péné-
trer dans la matrice poreuse, la contrainte imposée a la viscosité du fluide est transférée
dans la matrice poreuse rigide. Cela justifie ’'application de ’équation de Darcy comme
une condition limite pour le régime d’écoulement de fluide libre a I'interface fluide /
poreux. Depuis, les régimes d’écoulement se distinguent au niveau macroscopique. La
continuité transversale au niveau de l'interface des entités physiques associées a ces
deux régimes tels que la vitesse et la pression est encore un sujet d’actualité.

Mathématiquement, l'obstacle principal a la modélisation du comportement de

I’écoulement dans le domaine milieu fluide couplé au milieu poreux, est la formulation
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des équations de ’écoulement du fluide, représentant a la fois le régime d’écoulement
libre et poreuse avec des conditions a l'interface convenablement choisies. La difficulté
secondaire dans la modélisation de I’écoulement Stokes / Darcy est associée a l'ordre des
équations différentielles partielles qui leur sont associées provoquant I'incompatibilité
des conditions aux limites nécessaires.

Pour contourner ces problémes, la plupart des algorithmes de résolution disponibles
jusqu’a nos jours sont basés sur deux concepts a savoir les conditions de glissement
et de non glissement a l'interface. Le premier concept utilise ’équation de Brinkman
[74] pour décrire I’écoulement au niveau de l'interface fluide/poreux. L’équation de
Brinkman représente la formation d’une couche limite hydrodynamique dans le milieu
poreux adjacent a 'interface libre/poreux. De méme cette équation est du méme ordre
que l’équation de Stokes, la liaison directe de ces deux équations assure la continuité
des champs de grandeurs dans les deux régions a travers l'interface. Toutefois, en raison
de la formation de la couche limite, I’équation de Brinkman est uniquement applicable
dans le cas des milieux poreux de grande perméabilité [75], [76].

Beavers et Joseph [73] proposent une formulation a deux domaines : les équations
de Navier-Stokes dans le domaine fluide et I’équation de Darcy dans le milieu poreux.
Le probleme de la condition de glissement a I'interface du domaine fluide et du milieu
poreux est surmonté en exprimant la continuité de la contrainte tangentielle qui fait
intervenir un coefficient de frottement, la perméabilité du milieu poreux, la vitesse du
fluide et la vitesse de filtration dans le milieu poreux. Dans ce modele, les conditions
aux limites appropriées a l'interface, seront choisies selon l'ordre de 1’équation du
mouvement écrite pour le milieu poreux (Darcy, Darcy-Brinkman)[77].

La validité de cette condition de glissement a l'interface est largement soutenue et
modifiée par plusieurs auteurs(Jones [78]], Neale et al [79]], Haber et Mauri [80]).

Se basant sur les travaux de Beavers et Joseph, plusieurs publications scientifiques
ont vu le jour traitant spécifiquement les conditions de l'interface fluide/poreux. Alazmi
et Vafai [82]] ont mentionné ’existence de cing types de conditions a 'interface entre
le milieu poreux et la couche de fluide adjacente. Une analyse systématique des écarts
entre les différentes conditions aux limites a été établie avec les modeles a convergence
et divergence.

Récemment, Deng et Martinez [83] ont considéré comme systéme couplé, ’écoule-
ment visqueux d’un fluide Newtonien au-dessus et dans le milieu poreux a l’aide des
équations de Navier-Stokes et de Darcy étendue par Brinkman y compris les termes
d’inertie. Le phénomeéne d’interface est représenté par la contrainte proposée par
Ochoa-Tapia et Whitaker [123].

Les références citées précédemment concernent principalement ’approche du pro-
bléeme a deux domaines dans lequel 1’écoulement dans le milieu fluide et poreux couplé

sont considérés comme deux domaines différents présentant des caractéristiques d’écou-
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lement distincts. Dans une approche a domaine unique, la couche poreuse est supposée
étre un pseudo-fluide. 'écoulement dans le milieu fluide combiné avec ’écoulement en
milieu poreux sont considérés comme un domaine d’écoulement unique.

Cette seconde approche consiste a écrire une seule équation pour tout le domaine (
Navier-Stokes incluant le terme de Darcy). La contribution de la diffusion visqueuse
dans le milieu poreux est naturellement prise en compte.

Dans cette formulation, la transition de la région fluide vers la région poreuse
est accomplie par la variation spatiale de la porosité et de la perméabilité [84], ou
d’autres propriétés effectives. Ainsi, comme le milieu poreux considéré est homogene
jusqu’au bord, lorsqu’on passe d’une région a l’autre, la porosité et la perméabilité
changent de fagon discontinue. Dans la zone fluide la perméabilité tend vers l'infini
et le terme de Darcy devient négligeable devant le terme de diffusion visqueuse et le
terme d’advection et on retrouve I’équation de Navier-Stokes. Sur le reste du domaine
ou la perméabilité est faible, I’équation de conservation de la quantité du mouvement
se traduit par I’équation de Darcy corrigé éventuellement par les termes de Brinkman
et Forchheimer.

Nassehi [85] a developpé un schéma numérique par éléments finis pour le systéme
Navier-Stokes/Darcy rencontré dans la filtration membranaire a écoulement transversal.
Le lien direct entre les équations de Navier-Stokes et de Darcy est obtenu en imposant
I’équation de Darcy comme condition au limite effective a la sortie d’écoulement en
milieu fluide.

L’équation de Brinkman contient des termes de Laplace et c’est du méme ordre
que l’équation de Stokes. Par conséquent, grace a l'utilisation de cette équation a
I'interface fluide / poreux et dans la matrice poreuse, les conditions aux limites dans
les deux équations de Stokes et de Darcy deviennent compatibles. Cependant, des
études théoriques effectuées par Lundgren [86[, Kim et Russell[75] ont souligné que
I'application de I’équation de Brinkman est limitée uniquement au domaine de grande
porosité ou les courbures des lignes de courant dans la masse poreuse, milieu adjacent
a l'interface sont généralement plus grand que le diamétre des pores.

L’écoulement des fluides non-Newtonien en milieu poreux, a grands ou faibles
nombres de Reynolds, est souvent rencontré dans l'industrie chimique, pharmaceutique
et alimentaire, ainsi que dans l'ingénierie du pétrole et les eaux souterraines, et dans
beaucoup d’autres applications industrielles.

En vertu de la plupart des conditions d’exploitation généralement explorées, la
dépendance de la chute de pression en fonction du débit est non-linéaire et le dévelop-
pement de modeles capables de décrire précisément cette dépendance, en conjonction
avec des comportements rhéologiques non-linéaires est d’une grande importance.

Une revue de la littérature montre que ’écoulement des fluides Newtoniens dans

le milieu poreux a été largement étudié dans le passé. D’un autre coté, I’écoulement a
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travers le milieu poreux par un fluide non-Newtonien a relativement fait l'objet de peu
d’études, surtout numérique.

Chevalier et al [87], ont mesuré la chute de pression et le débit, sur une grande
gamme de vitesse, d’'un fluide a seuil bien controlé a travers un milieu poreux composé
d’empilement de bille en verres ayant différentes tailles. L’analyse détaillée des données,
a permis d’extraire une expression générale liant la chute de pression et le débit en
fonction des caractéristiques du fluide et celles du milieu poreux. Cette loi générale
a une forme similaire au modele de Herschel-Bulkley qui décrit le comportement
rhéologique du fluide, elle s’écrit comme la somme d’un terme de pression critique et
d’un terme dépendant de la vitesse d’écoulement.

Dans ces conditions, I’analyse des phénomenes de transport dans une configuration
fluide-poreux a fait I’objet d’une attention particulieére au cours des dernieres décennies
(Nields et Bejan [88])).
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Chapitre

Modélisation mathématique de

I’écoulement

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous décrivons et nous formulons le modele physique, les hypo-

theses simplificatrices ainsi que les conditions aux limites appropriées.

2.2 Configuration étudiée

La configuration géométrique du probléme étudié est représentée sur la figure (2.1).
En supposant que la troisiéeme direction (direction normale a la figure) est grande devant
les autres dimensions du milieu, on peut considérer le probléme comme bidimensionnel.
Le systeme est constitué d’une couche poreuse horizontale d’épaisseur h,, et d’une
couche fluide d’épaisseur h¢. On peut noter h la longueur totale de la cavité (h = h,, +hy).
Les parois horizontales sont maintenues adiabatique et imperméable. Le fluide s’écoule
horizontalement avec une vitesse v; et une pression P; en x = 0 et ressort avec une
vitesse v, avec une pression P, en x = h. Le milieu poreux est saturé par le méme fluide

qui occupe le reste de la cavité.

2.3 Hypotheses simplificatrices

Les hypotheses simplificatrices retenues dans notre étude sont les suivantes :
* L’écoulement est incompressible.
* L’écoulement du fluide au sein de la cavité est laminaire et bidimensionnel.
* On suppose que la matrice poreuse est isotrope, homogene, immobile et en
équilibre thermodynamique avec le fluide.

* Les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes.

25
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Figure 2.1 - Configuration géométrique du probléeme étudié.

2.4 Equations du probleme

Les équations de Navier Stokes a ’échelle du pore restent valables, mais leur résolu-
tion est difficile, vu la complexité géométrique du milieu poreux. Ces considérations
imposent l'utilisation d’'une méthode d’homogénéisation dite méthode des prises de
moyennes qui consiste a intégrer les équations de conservation locales sur un volume
élémentaire représentatif (V.E.R), qui doit étre suffisamment grand en comparaison
avec l’échelle du pore pour que le milieu poreux soit assimilé a un milieu continu
ou la résolution des équations de conservation macroscopique ainsi obtenues devient
possible.

Les difficultés qui se posent dans le cas des milieux composés, se situent au niveau
de I’écriture des équations de conservation qui décrivent ’écoulement et les transferts
dans les deux milieux, ainsi que 1’établissement des conditions limites au niveau de

I'interface fluide/poreux.

L’approche a un seul domaine présente l’avantage de simplifier la procédure numé-
rique, puisque les conditions limites a 1'interface ne sont pas écrites explicitement. De
plus, ce modele est capable de prendre en compte les variations spatiales des propriétés
plus facilement que les modéles a deux domaines. Dans notre travail, nous adopterons

donc l'approche a un seul domaine : équations de Navier-Stokes incluant les termes de
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Darcy, Brinkman et Forchheimer.

2.4.1 Equations de conservation

Les équations qui régissent I’écoulement en milieu poreux saturé, cas que nous
considérons dans notre étude, sont : les équations de conservation et les équations
constitutives. La description détaillée de ces équations est disponible dans des ouvrages
de références sur la mécanique des fluides et des phénomenes de transport (voir Crochet
et al. [89]; Bird et al.[58]]).

Les équations de conservation sont les suivantes :

Conservation de la masse

V-ur=0. (2.1)
Conservation de la Quantité de Mouvement

du
pfd—f:V-(—pr+Tf)+pfg, (2.2)

ou les notations suivantes ont été adoptées : ugdésigne le champ de vitesse, ps la
pression, ps la masse volumique, g un champ gravitationnel, d/dt = d/dt +us -V est la
dérivée matérielle, I le tenseur identité.

Equation constitutive

En utilisant le modéle de la loi en puissance de Ostwald, I'expression de la
Tf = Wl})n (2.3)

avec y = +/2{D?} désignant le taux de cisaillement généralisé ({.} est l'opérateur trace), m
I’indice de consistance, n le coefficient de rhéo-fluidification ; le tenseur D est le tenseur

symétrique des taux de déformation :
D = ! \Y% Vul 2.4
E( ur + llf ), ( . )

2.4.2 Equation a I’échelle macroscopique

La méthode de prise de moyenne volumique est basée sur la définition d’un opéra-
teur de moyenne volumique qui, appliquée aux équations de transport gouvernant le

phénomene a I’échelle microscopique, permet de dériver les équations de transport de
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ce méme phénomene a I’échelle macroscopique. Pour un systeme constitué de milieu
poreux, dont cette étude fait 'objet, ’échelle de longueur macroscopique est désigné
par L (voir figure (I.1))). Les détails du volume élémentaire représentatif sont présentés
sur cette méme figure, dans laquelle [ est utilisé en tant que la longueur caractéristique
du volume V. Ces régles sont présentées dans de nombreux travaux (Slattery [90];
Whitaker [91]).

Pour obtenir les équations macroscopiques, nous commencerons par les équations
microscopiques définies en un point de l’espace et de les intégrer dans le Volume
Elémentaire Représentatif. Il existe deux maniéres d’obtenir les équations macroscopiques.
Les équations microscopiques peuvent étre réparties sur la région fluide, ce qui donne
des équations macroscopiques valables sur un espace discontinu; ou on répartit les
équations microscopiques sur l’ensemble de la région, ce qui donne des équations

macroscopiques valables sur un espace continu.

Conservation de la masse

En partant de I’équation (2.1)), on applique le théoréme de la moyenne volumique
(Whitaker [91], Slattery [90]]) et en tenant compte des conditions suivantes :
(i) la matrice solide est rigide;
(ii) ¢, est indépendante du temps et de la position de telle sorte que la fraction
volumique de chaque phase reste constante;
(iii) la vitesse est nulle a I'interface solide-fluide.

On obtient 1’équation suivante :

1
v va-ufdvz<v.uf >=0, (2.5)

La prise de moyenne volumique n’est pas une opération évidente, notamment en ce
qui concerne la moyenne d’une dérivée. En effet, la moyenne d’un gradient (opérateur
au sens large de la dérivée) est dans la plupart des cas différente de la moyenne. Le

théoreme de prise de moyenne volumique nous permet de relier ces deux opérations :

1
<V'uf>:V'<qu>+— nfs-ufdA:O, (2.6)
Vv Afe

ou AfS est la frontiére, a I'intérieur de V, entre la phase fluide f et la phase solide s et ng
est le vecteur normal unitaire a cette frontiere, dirigé de f vers s. La vitesse moyenne

de phase <uy > est liée a la vitesse intrinseque de phase <uy >f par la relation :

<ug>=¢r<uy >f (2.7)

A l'interface fluide-solide Ay, la vitesse uy (hypothese (ii)) est nulle. En tenant compte
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de cette condition et de la relation (2.7)) , ’équation (2.6) se simplifie a :

V-<up>=V-(¢pf<us>f) =0. (2.8)

Conservation de la Quantité de Mouvement

La moyenne de I’équation de Navier-Stokes peut étre exprimée sous la forme :

du
<pf8_tf>+<pfuf.Vuf>:—<fo>+<V-Tf>+<pfg>. (2.9)

Le fluide considéré dans cette étude étant incompressible, sa variation dans l’espace
macroscopique peut étre négligée. L’équation précédente pourra étre réécrite de la
maniere suivante :
p <E>+<V~(uu)> = —<Vps>+<V.
<=5 fuf pf>+<V 15 >+prdrg,
(2.10)

sachant que < prg >= ¢f < py >f g dans le terme gravitationnel avec < i >f = Of -
Etant donné que le volume de la phase f dans le Volume Elémentaire Représentatif est
indépendant du temps, la dérivée partielle par rapport au temps et I'intégral volumique

peuvent étre permutés comme suit :

8uf 1 8uf 0 8<uf>
<7>—V Vfwdv —EJ‘VfodV —T. (211)

Le théoreme de la moyenne (voir chapitre (2.6)) peut étre utilisé pour exprimer le terme

convectif :

<V-(ufuf)>:V-<ufuf>+%f nfS-UfodA, (2.12)
Afs

ny, étant un vecteur unitaire sortant de 'interface fluide/solide du milieu fluide vers le

milieu solide, et d’apres la condition (iii), ’équation précédante devient :
<V-(ufuf)>:V-<ufuf>. (2.13)
Apres application des théorémes de la moyenne volumique avec les conditions énoncées

dans la section précédente, sur les termes < Vpr > et <V-1; >, la moyenne de I"équation
du mouvement (2.2)) devient :
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Jo<uf>
pf—atf +pr-<ufo> = —V<pf>+V-<Tf>+pfq5fg

1 1
_VLfspf -nfsdA+ V Afs Tf -ndeA.
(2.14)

En utilisant la décomposition de Gray [92], puis en appliquant la régle du produit de
la différenciation au premier, au deuxiéme et au quatriéme termes sur la partie droite
de I’équation et en injectant ’équation (2.8]), on obtient la forme générale de
I’équation macroscopique :

8<uf>f
drof|l—— + <uf>fV~<uf>f)=—q')fV<pf>f+V'<Tf>

1 1
+¢fpfg_ VL anfsdA+ VJ; TfnfsdA
fs fs

- pr (< Uriy >). (2.15)

On note 'apparition des fluctuation de la vitesse 1y d a la décomposition de Gray
[92]]. Les cinq premiers termes de 1’équation (2.15) ressemblent de pres a 1’équation
dynamique a I’échelle microscopique. Les autres termes a droite, ne figurant pas sur
I’équation de mouvement a I’échelle microscopique, contiennent toutes les informations
sur 'influence du milieu poreux traversé par le fluide. Le quatrieme et cinquieme termes
du coté droite de I’équation sont des intégrales de surface qui expriment la force
par unité de volume que le fluide exerce sur les parois des pores. Le sixieme terme
représente la dispersion hydrodynamique de la vitesse moyenne, et est négligeable

devant les autres termes.

Analyse des quatrieme et cinquieme termes

Posons :
1 1
B:_VLfspf'ndeA+ VL)(S Tf.ndeA‘ (2.16)

Ils représentent la force totale de trainée due a la présence de la particule solide. La
difficulté est de relier ces termes aux variables macroscopiques appropriées et aux
propriétés structurales de la matrice solide. Slattery [93]] fait I'analyse dimensionnelle

en notant la difficulté dans 1’écriture de ces termes de résistance de Darcy. Il suggere :

bu
B =
d2k,

<u>. (2.17)
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Pour les matrices fixes, d est une longueur caractéristique (niveau des pores) et k;
est sans dimension et est fonction de la porosité seulement. Pour modéliser ces termes
nous nous appuyons sur les travaux de Hsu et Cheng [94]. Dans cette approche, nous
considérons le milieu poreux comme un assemblage de particules solides sphériques.
Ainsi le fluide traverse la matrice poreuse (composée de spheres avec des interactions
négligeables) avec un vecteur vitesse macroscopique < ug >/, I’équation peut étre

exprimée de la fagon suivante :

ND™
B= , 2.18
y (2.18)
ou N est le nombre de sphere de diameétre d, contenu dans le volume V, et :
pt = _ L 0 nedAs = [ t"n,da (2.19)
v Afspf e V' Ja, g '

représente la force de trainée sur la nieme sphere. Dans I’équation (2.19 p(n) et Tj((n) sont

la pression et la tension des contraintes locales dans le champ de I’écoulement autour
de la nieme sphere.
L'expression générale de la force de trainée sur une sphere pour les fluides en loi de
puissance peut étre écrite comme :
nd? \
D = cp—L P cup>f 214, (2.20)
4 2

ol Cp est le coefficient de trainée et i, = (< uy >f /) < us >/ |) est un vecteur unitaire
dans la direction de <uy >f,
Pour I’écoulement en loi de puissance de Ostwald-de Waele a faible nombre de Reynold,

Chhabra [95]] a présenté l’expression de Cp.

24Y 3
Cp = —|1+ —Re |, (2.21)
Re 16

ou Y est un facteur de correction, qui mesure la déviation de la force de trainée de celle

donnée par Stokes, et Re’, le nombre de Reynolds, qui est défini comme :

. pl<ugp>Prdy
- 2—-n
mcj)f

e

(2.22)

Plusieurs études ont montré que, pour les fluides en loi de puissance, Y est simple-

ment une fonction de I'indice de comportement en écoulement n. Kawase et Ulbrecht
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[96] ont donné l'expression suivante de Y :

v = 3632 —-22n%+ 291 +2 (2.23)
B nn+2)2n+1) | '

En utilisant une méthode de perturbation standard, Kawase et Moo-Yound [97] arrivent

a I’expression suivante :

Y = 3(3”—3)/2 —77’12 —4n+ 26 (2 24)
S5n(n+2) | )

Les équations (2.23)) et (2.24) confirment le comportement attendu a savoir la limite
de Y(1) = 1. L'utilisation de I’équation (2.21) et de I'expression précédente de Re’ dans

I’équation (2.20)), nous donne :

| <us> |2)i,,. (2.25)

En substituant ’équation (2.25]) dans ’équation (2.18) on obtient :

ml|<ug>|" 3py
+
Ayt 16d,¢7

B= 18({)5Y( |<us> |2)iv, (2.26)

ou
¢s = [N(4/3)R3)/V.

Invoquant la définition de i,, et aprés quelques réarrangement algébriques, 1’équa-

tion ([2.26) s’écrit :

B:(i)fK |<uf>|”—1<uf>+%|<uf>|<uf>, (2.27)
™ (n—=1)/(n+1)
27 1= )1/
k= 8(150)1/(n+1)'( ¢fn)/<n+1> : (2.28)
4]
et 1 :
n+l 4 n+
- d”i) (2.29)
150(1 - )2

K est la perméabilité modifiée du milieu poreux pour les fluides en loi de puissance.
Pour n =1 (fluide Newtonien), I’équation (2.29) donne la relation de Kozeny-Karman.

Conservation de la Quantité de Mouvement apres intégration dans le volume moyenne

En utilisant les équations (2.27) dans I’équation (2.15), on obtient :
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d<us>f
——— + <ur> Vicur>l)=- <pf> +V-<tr>
Prér(—3; > Ve<up )= -V <>l 4V <1y
mY
+Prprg- |<ue> "t <ug>
ForprY
—%|<uf>|<uf>. (2.30)

Pour compléter I'analyse, la relation V- < 7 > doit étre développée. Le modele de
fluide considéré dans I’étude est donné par I’équation (2.3). En appliquant la moyenne

volume on obtient :

<T>=m<y">. (2.31)

En utilisant I’équation (2.31) dans I’équation (2.30)), on obtient ’équation de la

quantité de mouvement pour les fluides en loi de puissance dans le milieu poreux.

d<uys>f f f f
Prds —y  t <w> Ve<uy > ==V <ps> +V-<T>
¢ymY .
+Prorg- fK |<ue> "t <u>
FprprY
—%|<uf>|<uf>. (2.32)

Rappelons que D = $(Vu + (Vu)T), nous pouvons en déduire que :

<D>f= %(V<u>f +(V<u>NHT. (2.33)

Apres simplification de 'écriture de ’équation macroscopique en posant uy =<

ur>=<uy >f ¢ on obtient :

%
pf¢f Li + Lusuf :—¢fV<p>f+V.<T>
¢s Ot qu%
mY
+¢fpfg_ ¢K |I.If|n_1 <Uf>
F(prY
_ Kl/(n+1)|uf|uf' (234)

En multipliant '’équation (2.34) par 1/py et apres développement, on obtient I’équation

suivante :
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’ Equation ‘ D ‘ Jo ‘ So ‘
Masse 1 0 0
i Iy
Qmuvt us ou vy W<P5ij >f—<1',-j> brg- Kpf |u " up—
FosY
Kl/ (n+1) |uf|uf

TasLeau 2.1 - Expression des différents termes de 1’équation m

du 1 (j)
f — f f
5t Voug = ——V<p> +— V<T>+qbg
¢ f f pf or f
@me 1 Y
Sl 1 V1 B rylusfu (2.35)
Kps f F= gy ugrluy.
L’ensemble de ces équations peut s’écrire sous la forme :
(D
f

2.5 Conclusion

Apres avoir posé les équations dynamiques, nous allons modéliser numériquement
le probleme. Pour cela la méthode des volumes finis a été sélectionnée pour la discréti-
sation des équations. Les questions relatives a la technique de résolution, au traitement
des interfaces ainsi que la validation du code de calcul sont abordées dans le chapitre

suivant.
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Chapitre

Traitement numérique

3.1 Introduction

La méthode des volumes finis est une classe des arrangements de discrétisation
qui ont été fortement couronnés de succes en rapprochant la solution d’une grande
variété de systemes des lois de conservation[98],[99]. Son principe est de fractionner
le domaine physique en un nombre de volumes (volumes finis), ensuite d’intégrer les
équations de conservation dans chaque volume. Le résultat de cette intégration, est
I'obtention des équations algébriques (équations discrétisées).

Puis le théoréme de Gauss est utilisé pour transformer certaines intégrales de volume
en intégrales de surface. Toutes les grandeurs scalaires sont traitées au centre du volume,
les vitesses sont localisées au centre des faces du volume, ce choix constitue le principe
du maillage entrelacé [101]]. Les équations de bilan sont discrétisées en temps sous
forme semi-implicite. Cette méthode, utilisée dans le code de calcul, est dérivée de la
méthode SOLA développée par Hirt, Nichols et Romero [102]].

3.2 Discretisation spatiale

Les équations a discrétiser sont les équations de bilan pour les grandeurs vectorielles
et scalaires.

Les équations vectorielles sont :

— conservation de la masse

— quantité de mouvement

On projette les équations vectorielles sur un repere fixe, ce qui nous ramene au
transport de quantité scalaires. On considere un volume de controle v de frontiére a
réguliere, on note n la normale extérieure en un point de a et do 1’élément de surface

sur a. Le volume v est invariable dans le temps.

35
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Ficure 3.1 - Domaine completement couvert.

Intégrons I’équation générale de transport (2.36)) sur le volume de controle

J‘a;;dv+J‘V.VCde+J‘V.]¢dV:qu,dv. (3.1)

Le théoreme de Gauss s’écrit pour un vecteur a quelconque

IVadv :Ja.ndc. (3.2)
v a

Apres application du théoreme de Gauss et permutation sur le premier terme de la
dérivation en temps et de l'intégration sur le volume de controle v, I’équation (3.1) peut

s’écrire sous la forme suivante :

%J@dv+f®v.nda+f]¢.nda = JS@dV. (3.3)

L’équation (3.3)) donne le bilan sur un volume fini de la grandeur @. Cette équation est

la base de la discrétisation spatiale de la méthode des volumes finis.

3.2.1 Localisation des variables : maillage entrelacé

Pour le cas bidimensionnel invariant par translation, dans un repere carteésien, la
figure (|3.1) montre que le domaine de calcul est entiérement recouvert par ’ensemble
des pavés :

On considere que ’écoulement a une épaisseur L, dans la direction d’invariance.
Afin de transformer les intégrales de I’équation (3.3 en sommations algébriques, en
premier lieu on utilise un volume de controle pour l'expression des bilans de grandeurs

scalaires. Le cas de I’équation de mouvement est examiné plus loin.
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=

we

Ficure 3.2 - Maillage typique uniforme suivant x et z.

Considérons un pavé du maillage (voir la figure ()3.2)) ou 7 est 'indice de discréti-
sation suivant I’axe des ”x”, k I’indice de discrétisation suivant l’axe des ”z”. C’est le
maillage obtenu par la discrétisation du domaine physique dans les deux directions,
horizontale et verticale, afin d’obtenir un grand nombre de volumes finis. Le volume
est séparé de ces voisins par deux faces pour chaque direction. Sauf pour les volumes
finis qui se trouvent sur les limites, qui peuvent avoir moins de faces. Dans les nceuds
de ce maillage seront stockées les valeurs des quantités scalaires telles que la pression.
Aux centres des volumes finis, sont placés les points intérieurs du maillage et les points

limites sont centrés aux faces limites.

En coordonnées cartésiennes les volumes de controle sont limités par trois plans
perpendiculaires aux axes : x = cte, y = cte et z = cte. En coordonnées axisymétriques ils
sont limités par deux plans perpendiculaires a I’axe 0z, deux cylindres co-axiaux a oz,

deux plans passant par oz avec 0 = cte.

Ce volume de controle est utilisé pour I'expression des bilans des grandeurs scalaires.
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3.2.2 Equations de conservation pour un scalaire

Pour les intégrales de volume de 1’équation (3.3) , on va faire une approche utilisant

le théoreme de la moyenne :

d )
Js@dvzsq)v. (3.5)

Les intégrales de surface portant sur le contour du volume de contrdle correspondent
aux échanges par diffusion et convection entre le volume de controle et les volumes
adjacents.

L’échange par diffusion s’écrit :

4
DIFF(®) = J]q,.nda - Zan(]q).n)n, (3.6)
a n=1

ou la somme n porte sur les 4 faces e, n, w, s et a,, est la surface de chacune des quatre

faces qui délimite le volume de controle. Le flux J¢ étant fourni par la loi du gradient.

DIFF(CD) = ae(ICI)e-n)e + aw(]qbw-n)w + an(]q)n'n)n + as(]q)s'n)s- (3-7)

En développant et en utilisant les notations indicielles de la figure (3.4) le flux de
diffusion total s’écrit :
_ (7Est  _ 70uest Nord _ 7Sud .
DIFF(D) = ( By ]cD(i,k) )LAZk+(]q)(i,k+1) ]®(i,k))LAxl' (3.8)
ou ]g)( ) représente les termes Jo sur la face p et a la position m sur le volume de controle

avec L la profondeur du volume de controle (suivant la direction z) .

L’échange par convection :

4
CONV(®) = J@v.ndc - Zaann(v.n)n. (3.9)

a n=1

représentant la sommation des flux convectés évalués aux centres des surfaces du
volume de controle. Les vitesses sont localisées aux centres des faces ; ce choix constitue
le principe du maillage entrelacé [12]]. La figure (3.3) illustre ce maillage. Le flux de

convection total s’écrit :

CONV(®) =a,D,u, —a,d,u, +a,0,v, —a,D,v,. (3.10)
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Po iPe

b
S S

FiGure 3.3 - Maillage entrelacé (bilan pour u,).

En faisant le développement, le flux de convection total s’écrit :

CONV(®) = (q)gitl,k)”(iﬂ,k) - q)fi?ke)Stu(i,k))LAzk +

(q)g?{fnv(i,kﬂ) - q)(sit,l]f)v(i,k))LAxi- (3.11)

Le traitement des termes convectifs ®u; de I’équation (3.11) est présenté ci-apres.

3.2.3 Schéma numérique pour le terme convectif

Pour calculer la valeur de @, par exemple, on pourrait choisir une discrétisation du

type centré[12] :

1
P, = (g + Do) (3.12)

Ce type de discrétisation, ou I'on suppose une variation linéaire de @ entre les points
E et O, peut amener a une valeur de @ non réaliste quand on travaille avec les grands
nombres de Reynolds (Patankar [99]). Pour contourner ce type de difficulté, on peut
utiliser le schéma Upwind|12].

Dy siu,>0
ue.q)e:uex{_) 0 St (3.13)

— O siu,<0
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— Face Est
- D 1 si Ui >0
U(is1,k)-DPiiv1 k) = U(is1 k) X S M (3.14)
’ ! ! —> (D(l'f'%,k) S1 u(l+1,k) < 0
— Face Ouest
- 1 siugr>0
uik'(Dik = Uk X (@ z,k) . (Z’) (315)
(i,k)-(i,k) (i,k) P <0
(i+3,k)  STU(kK)
— Face Nord
—> D1y SV k1) >0
V(i k+1)-Pi k1) = V(i k1) X hva) e (3.16)
’ ’ ’ _)q)(l,k+%) S1 V(l’k+1) < O
— Face Sud
- k-1 si v(i,k) >0
V(i,k)-q)(i,k) = v(i,k) X ( 2) (3.17)

3.2.4 Equation de la quantité de mouvement

Le calcul de chaque composante de la vitesse intervenant dans I’équation néces-
site I'intégration de I’équation de quantité de mouvement (projection correspondant).

Les termes de convection et diffusion apres projection s’obtiennent de fagon iden-
tique a ceux de I’équation de conservation pour un scalaire.

Le terme de pression est traité différemment. Pour la face ouest, par exemple dans

le bilan pour u,, on écrit :

—f Pindo =~ (a, Py —a,Pp). (3.18)
a

Les nceuds de force de pression sont les mémes que ceux des grandeurs scalaires,
ceci permet une bonne estimation de la force de pression dans I’équation de la quantité
de mouvement.

La figure montre un maillage, pour le bilan de la composante de vitesse u,,

* Conservation de la masse
L’équation de conservation de la masse est intégrée sur un volume de
controle centré sur le nceud de pression (figure[3.5). En utilisant le théoréme de

Gauss, I’équation de conservation de la masse peut s’écrire :

u.AzL—uy,AzL+ v, AxL—v AxL = 0. (3.19)
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Piike p— o b— o Pk
S Willk o i+dk

Ficure 3.4 - Bilan pour u,, (1; r)notation indicielle).

dx
Ivz‘,k%
FACE NORD
7
m =
Bk ) Pk @ dz
P— o P— O o m
“i—% k UH% k m Q
: z
2
I FACE SUD
Vik-1

FiGure 3.5 - Volume de controle centré sur le nceud de pression.
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Apres simplification et factorisation on obtient I’équation suivante :

LAx(vn - VS) + LAz(ue - uw) =0. (3.20)

En notation indicielle nous avons :

LAx(i)(V(i,k+1) - v(i,k)) + LAz(k)(u(iH’k) - u(i,k)) =0. (3.21)

* Conservation de la quantité de mouvement
Les équations de quantité de mouvement sont intégrés sur un volume de controle

centré sur la composante de vitesse considérée (Figure |3.6).

dx
Vi1k+d Vik+l
FACE NORD
7
&8 ~
u;_14 5 U;_1 g wn d
- 2 M z
Bk — Pk 8 8

Q

Z =
Vic1k-4 Vik-1 FACE SUD

FiGure 3.6 - Volume de controle centré sur la composante de vitesse u,,.

- Pour la composante u; y)(face Ouest) :

(i k)

8u(‘,k)
l y (P(i,k) - P(z'—l,k))

ot

LAxp(i-1)Az() FLUX (u(j k) = — LAz,

+ Qi k) §x LAXP(i-1)AZ 1)

(f)(ik)mY 1
— )" g LAXp -1 Az
Koy 000 MR AXPG-1 A%k
FpunY

—— Ui k)
/(1) MG
Kk

u(i,k)LAxp(i_l)Az(k).

(3.22)
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- Pour la composante v; (face sud)

av( i k) (P(',k)
LAX(,‘)AZp(k_l) a; + FLUX(V(i’k)) = — LAX(Z') lf (P(i,k) - P(i,k—l))
— ¢i k& LAx (i) Azp 1)
bigymY _
- K(ZT)pflv(i,kﬂn Y 0 LAX () Azp 1)

_FounY
1/(n+1)
Kix)

[v(i v (i k) LAX(1) AzD (k-1)-
(3.23)

ou les termes FLU X représentent la somme des termes convectifs et diffusifs (FLUX =
CONYV + DIFF). Nous allons expliciter pour des raisons de clarté, ci-dessous la discréti-

sation de ces termes.

Le terme convectif est discrétisé en utilisant le schéma QUICK (Quadratic Upstream
Interpolation for the Convective Kinematics), proposé par Leonard [122].
Remarque : Les approximations faites sont précisées a I'ordre 2 dans le cas d’un maillage

régulier (Dimension Ax; et Az, constantes sur tout le domaine).

1
CONV(u(i,k)) = + 2(P('k) (u(i+1,k) +u(i,k))u(i+;’k)lLAz(k)
L, |
U
_ 2¢(1 k) (u(l—l,k) + ”(z,k))”(l_é,k)]LAz(k) (324)
1
+ 2bun (V(i—1 k1) + V(i ke1) (i i ) [LAXP (i)
O
T 200k (V(i-1,k) +V(i,k))”(i,k—;)]LAXP(i—n-
.
CONV(V(i,k)) = + 2¢(k) (v(i,k+1) +v(i,k))v(i,k+%) LAX(I)
LK) L
.
20 (V(ik-1)+ V(i,k))v(i,k_;)lLAx(i) (3.25)
1
+ 2bin (M(i+1,k—1)+u(i+1,k))v(i+;,k)lLAZp(k_l)
.
" 20un (14 1) +”(i,k))v(i_;,k)lLAZP(k—n-

Cette discrétisation améliore la précision offerte par le schéma Upwind au premier

ordre. En effet, le schéma QUICK est basé sur une moyenne du schéma Upwind au
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second ordre et sur les interpolations centrales des variables.

- Le terme diffusif est discrétisé comme suit :

Ui+1,k) — Uk Ui k) — Ui-1,k
DIFF(u(i,k)) = 775(_ i A)X—() : )LAZ(k)+ IA)X(' (1) )LAZ(k))-l—
1 1—
V(i k+1) — V(i=1,k+1) V(i k)~ V(i-1,k) )
— LAxp;;_1)+ LAxp;_
s( Axp(i—l) P(i-1) Axp(i—l) P(i-1)
(3.26)
V(i,k+1) ~ V(i k) V(ik) ~ V(ik-1)
DIFF(v;y) = (——LAx- +—LAx-)+
(1,k) fs AZ(k) (1) Az(k—l) (1)
U(i+1,k) = U(i+1,k-1) Ui k) — Ui k-1)
. LAzpgy + MR I )
5( Azp k-1 Ple-1) Azpk-1) Ple-1)
(3.27)

3.3 Discrétisation temporelle

On notera (a + 1) 'indice du temps t et (a) I'indice du temps précédent t — At. La

dérivée par rapport au temps de la variable ® au temps («) s’écrit :

oo@)  @latl) _@l@) At 920
- = v —78t2+0(At). (3.28)

La discrétisation en temps utilisée est du premier ordre et ne conserve que le terme :

Pla+l) _ pla)

3.29
A7 (3.29)
La discrétisation des équations de mouvement est semi-implicite :
— Conservation de la masse
(a+1) (a+1) (a+1) (a+1)y
LAx(i)(v(i’kH) ~ Vi k) )+ LAZ(k)(“(,-H,k) — Ui )= 0. (3.30)

— Conservation de la quantité de mouvement
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Composante ; i

LAxpi_1)Az (a+1) _ (@)
A7 iky ~ Uik

)+FLUX( g )@ = +

LAz )‘P(l k)(P(.aH) _platd )+ G (i) &xLAXP(i—1)Az(k)

pf (i-1,k) (i,k)
P(ijymY )
 Kinps )" (s LAXP 1) D21y
FoinY
B 1/(ln+1)| 1k|u LAXp( )AZ (k) (3.31)
(1,k)

Composante v(; y)

LAx(i)Azp(k_n( (a+1) (a)

- Vg (lk))+PLUX(( W)@ =+

Glik) [ (a+1) o (a+)
LAxg;) o7 P(fk_l)—P(l“k — ¢ k& LAX(;)Azp(k_1)

PipmY
- '—l " v LAx(H Azp (k-
ika Ykl Vi LAY HAZP R
F¢ 1k
1/(n+1) | Iv (i LAX(0)AZp (1) (3.32)
(i,k)
On obtient :
u(f1+1) — At Pi k) (P(.‘Hl) —P(.a+1))+A - ] (3.33)
(i,k) PfoP(i—l) (i-1,k) ~ *(i,k) uh
) _ Atl bii k) (P(.a+1) _P(‘a+1))+A ( )l (334
(i,k) prAZp (k1) (i,k=1) " " (i,k) o
avec
_ () $igymY .
e, = ““'k’/AH(P“'k)gx_K(T)pflug,k) " MGk
FoinY ., . . 1
—_— - @)
o 010 ™ Tavepr Az | PO X ()
(i,k) (i-1) (k)

(3.35)
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(a) PinmY o 4
Aw = v, /At—0; - A &
v((l.’]i) (i,k) (zbz,kgz K(i,k)pf | (i,k) (i,k)
FouinY ., . 1
—— g Ve - FLUX (v )\®.
oy ik Viin LAx(;Azp k-1 Vi)

(i.)
(3.36)

3.3.1 Meéthode de résolution

La méthode de résolution adoptée est celle de Harlow et Welch [100],qui consiste a
exprimer la vitesse V(®*1) en fonction de P(**1) 4 partir des équations , et de
reporter ces expressions dans 1’équation de conservation de la masse . On obtient
ainsi une équation de Poisson a résoudre pour la pression, ou la variable P apparait seul
al’état (a +1). En remplacant ce nouveau champ de pression a I'instant (« + 1) dans les
équations (3.33),(3.34) , on obtient un champ de vitesse a 'instant (« + 1) satisfaisant
I’équation de continuité. Ce procédé de résolution est détaillé ci-dessous.

En reportant les flux massiques (3.33),(3.34) dans ’équation de la conservation de la
masse et en les multipliant par ﬁ on obtient :

(a+1) (a+1) (a+1) (a+1)
AWR, o + AEfB g tANfP, ) T ASeRG )
(a+1)  nla)
—[AWf +AEf +ANf +ASf]P(i,k) _Bf . (3.37)
ou
AW = ¢ RGN - Az
- k ) - i+1,k
f (i )Axp(i—l) f (i+1 )Axm)
AS = ¢ Ai) = Ax(i
- ‘;k A - ‘;k Ao
f (i )AZP(k—l) f (i +1)AZP(]<)
Ax(; Az
B(a) = (l) _A () )+ (k) A () _A () ) (338)

= (A (@
f At V(i k) V(i k+1) At Ui ky Uiiv1k)

Nous sommes donc amenés a résoudre un systéme linéaire de type AP(@+1) = Q(@) 3
chaque pas de temps. La résolution de ce systeme nous donne la pression a I'instant
(a + 1) puis le champ de vitesse incompressible a 'instant (a + 1) via les relations
(3-33),(3-34) . On remarque que la matrice A dépend uniquement des données géo-
meétriques inhérentes au maillage et de la matrice poreuse. Elle est donc écrite une
seule fois au début du calcul. Afin de résoudre le systéme linéaire , la méthode de
Cholesky est utilisée. La matrice A étant définie positive et symétrique, elle est donc

décomposée en un produit
A=MMT, (3.39)

ou M est une matrice triangulaire inférieure (c’est-a-dire tous les éléments au-dessus de
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la diagonale sont nuls), et M désigne sa transposée. On résout ensuite a chaque pas

(@+1) = La matrice M étant symétrique, on

de temps les systémes My = Q% puis MTp
utilise un algorithme de montée et de descente.

Le choix du pas de temps est fait en appliquant la condition de stabilité dite CFL
(Courant Friedrich-Lewy). Il est important de souligner que cette condition n’est pas
suffisante pour garantir une stabilité numérique aux schémas a cause des termes forte-
ment non linéaires dans les équations du mouvement. Il peut cependant nous donner
une idée sur le choix des temps de temps. La limite pour le pas de temps de convection
At. peut étre définie comme :

1

Aty=— (3.40)

Wi, vi
max[Ax + 5

Concernant le pas de temps de diffusion At,, la limite est donnée par la condition de
Patankar 99 :

1

Aty = (3.41)

2vmax

1 1
Ax? + Azzl

Pour ces calculs, le pas de temps At a été limité a une valeur satisfaisant la condition de

CFL suivante :

CFLyygy < ——— (3.42)

3.4 Validation du code

L'objectif du travail décrit ci-dessus est de valider la capacité de notre code a fournir
des résultats fiables. Pour cela nous testons dans un premier temps sa réponse a un

fluide Newtonien avant de passer au cas non-Newtonien.

3.4.1 Résultats prédits par la loi de Darcy

Nous comparons ici les résultats numériques obtenus avec notre code aux ré-
sultats théoriques attendus pour I’écoulement de l'eau( p = 1x103kgm=3 et y =
1,002x 1073 Pas a 20°C) a travers un milieu poreux constitué de particules de dia-

meétre d = 1 x 1073 m, de hauteur 0,5m et de porosité ¢ = 0,5.
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Maillage 21%61 41*61 61%61 81%61
AP (Pam™) 945,52 945,51 945,51 945,51
vy (ms!) |0,25003x1072 | 0,25003x 1072 | 0,25003 x 1072 | 0,25003 x 1072

TasLeavu 3.1 - Effet du maillage
La loi de Darcy s’exprime selon :

ap=Ly

= (3.43)

ou u est la viscosité dynamique de l’eau et K la perméabilité du milieu poreux. Dans
ce cas précis d’'un empilement de spheres, nous calculons la perméabilité grace a la
formule de Kozeny-Carman (voir I’équation(1.2) :

K=2,777x10"m? pour d =1x 10> m et ¢ = 0,5.

Nous obtenons alors ’expression numérique de la loi d’écoulement de 1’eau a travers

notre milieu poreux :

AP =3,608x10°V. (3.44)

3.4.2 Resultats numériques

Le tableau illustre 'influence du maillage sur la précision des résultats obtenus
pour les valeurs de la vitesse débitante et du gradient de pression. On observe que
I'influence du maillage sur les résultats obtenus devient négligeable a partir d’'un
maillage de (41*61), que nous allons considérer pour la suite des calculs.

Un essai d’injection a débit imposé a été mené avec le code de calcul numérique(12]
développé en (Fortran 90) dans une configuration fluide/poreux. La figure (3.7)) repré-
sente les résultats de cet essai.

Les points noirs représentent les données obtenues. La relation entre la vitesse
débitante et gradient de pression peut étre modélisée par une équation du type :

AP=A+B.V, (3.45)

dont les valeurs A et B sont données dans le tableau (3.2)

Dans le cas des résultats obtenus, A est un terme parasite qui peut étre négligé.
En outre, nous observons un trés bon accord entre la valeur B obtenue et la valeur
théorique avec une erreur relative égale a 1,64%.

Cette étude valide le fait que notre code de calcul puisse étre utilisé pour 1’étude de

I’écoulement de fluide en milieu poreux.
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1045 T
1000

100 &

AP((Pam’)
S
T

. da
fit

ta

L | ol L
710°® 107 10°¢

Ll il il
10° 10" 10°

Vi (ms™)

0,01

Ficure 3.7 - Résultats numériques réalisés avec l'eau.

résultats
A(Pam™') | -0,000341613
B (Pasm™2) 366734

TasrLeau 3.2 — Coefficient A et B de la loi d’écoulement affine décrivant I’écoulement de
I’eau dans le milieu poreux.
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Chapitre

Résultats

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats obtenus avec le code de calcul déve-
loppé, présenté dans les chapitres précédents. Nous verrons en premier lieu I’analyse
des résultats numériques obtenus dans le cas d’une cavité poreuse saturée par un fluide
Newtonien. La deuxieme partie est consacrée pour ’analyse des résultats obtenus dans

le cas d’une cavité saturée par un fluide non-Newtonien.

4.2 Ecoulement Newtonien

4.2.1 Champ d’écoulement

L’écoulement laminaire est représenté par les lignes de courant illustrées sur les

figures (4.1) et (4.2). On observe sur les figures (4.3) et (4.4), le développement classique

de I’écoulement dans un canal plan au sein de chaque phase du domaine. L'écoulement
est de Poiseuille avec un profil parabolique a I'entrée, il se développe axialement pour

devenir uniforme avec une chute axiale de la pression.

e y(m)

o 0.z o4 0.6
x(m)

Ficurk 4.1 - Lignes de courant de ’écoulement dans le canal plan (K = 1079).
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yim )

x(m)

Ficure 4.2 - Lignes de courant de 1’écoulement dans le canal plan (K = 107%).

Rappelons que le milieu d’écoulement est non homogeéne : une partie contient que du
fluide et l'autre partie contient le fluide et le milieu poreux. A I'entrée, ’écoulement est
parabolique. Mais le long de son développement dans la deuxiement partie, il rencontre
la face amont de la zone de transfert. Cette rencontre modifie le développement de
I’écoulement. Une fois dans la zone de transfert, I'’écoulement commence a se développer

dans le milieu poreux. Alors, I’écoulement est nécessairement modifié.

P (Pa)
1200
1100
1000
00
BOD
700
BOD
500
400
200
200
oo

FiGure 4.3 - Champ de vitesse et champ de pression de ’écoulement dans le canal
(K =107°).

Les lignes de courant subissent des déviations aux limites de la zone de transfert.
Ces déviations sont dues a I’équation de continuité. La vitesse horizontale u varie
axialement a l’entrée de la zone de transfert et cette variation est compensée par un
gradient transversal de la vitesse verticale entrainant une déviation des lignes de
courant.

Sur la figure (4.5), on a tracé le profil vertical de la vitesse horizontale a quelque
positions axiales arbitrairement choisies. Sur cette figure, la variation spatiale de la
vitesse le long du canal est tres bien illustrée. Elle se développe dans la premiere zone
du canal sous la forme d’un profil parabolique. A 'approche de l'interface, le profil
parabolique diminue. Il continue a diminuer dans le milieu poreux. Dans ce dernier, le

profil de vitesse est applati.
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FiGure 4.4 - Champ de vitesse et champ de pression de ’écoulement dans le canal

U(m/s)

/ x=0.225
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Ficure 4.5 - Profil vertical de la vitesse horizontale a quelques positions axiales

arbitrairement choisies.

Dans ce milieu, la variation verticale de la vitesse horizontale pres des parois est due

au terme de Brinkman ; mais 'applatissement du profil de la vitesse, loin des parois, est

da au terme de Forchheimer ( [4.6)).

4.2.2 Influence de la perméabilite

La perméabilité traduit la facilité a I’écoulement du fluide dans le milieu poreux.

Plus la perméabilité est grande, plus le fluide s’écoule facilement dans le milieu poreux.

Les figures (4.7) et (4.8) montrent bien cette affirmation. Sur ces figures on remarque

bien que, plus la perméabilité est grande, plus le fluide s’écoule facilement dans le

milieu poreux avec l'augmentation de 'amplitude des vitesses aux bords des parois a la

sortie du milieu poreux.

meéabilité plus élevée.
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U(m/s)

— — — F=1000

o 0.2

y(m)

FiGure 4.6 - Profil vertical de la vitesse horizontale pour une position donnée avec
différente valeur du coefficient de Forchheimer.

y (m)
[}
[{u}

a
5

a

o]

o 0.z 0.4 (uis) o8 1
x (m)

Ficure 4.7 — Contours de vitesse pour un écoulement Newtonien dans un milieu poreux
de perméabilité K = 1.107>m?.

=
s

a
5oy (m)
=] =1
[=p] [ie]

'x(m)

Ficure 4.8 - Contours de vitesse pour un écoulement Newtonien dans un milieu poreux
de perméabilité K = 1.1073m?>.

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



© 2015 Tous droits réservés.

Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

4.3. Ecoulement non-Newtonien 55

0.2
y(m)

FiGure 4.9 - Influence du nombre de Darcy sur la vitesse axiale pour un fluide
Newtonien.

4.2.3 Influence du nombre de Darcy

Sur la figure (4.9) nous avons mis en évidence 'influence du nombre de Darcy sur la
structure de I’écoulement. Les résultats obtenus sont en accord avec ’étude de Zhou et
al [[124]. En diminuant le nombre de Darcy, le profil de vitesse devient de plus en plus

plat.

4.3 FEcoulement non-Newtonien

L’étude de I’écoulement de fluide non-newtonien dans le milieu poreux constitue le
cceur de notre travail. Notre objectif est de bien comprendre 'influence du fluide sur la
structure de I’écoulement. De méme la relation entre le gradient de pression et la vitesse

débitante sera étudiée dans cette partie pour différent comportement non-Newtonien.

4.3.1 Modele loi en puissance

Dans cette partie nous allons étudier I’écoulement d’un fluide non-Newtonien décrit

par le modele de loi en puissance, dans le milieu poreux.

Nous présentons sur les figures (4.10)), (4.11) et (4.12) les différentes corrélations

donnnant le gradient de pression AP en fonction de la vitesse débitante V obtenues a
partir de I’étude numérique. On constate que les gradients de pression pour une vitesse

débitante donnée sont beaucoup plus importants avec I'augmentation de I'indice de la
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loi en puissance du fluide.
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FiGure 4.10 — Evolution du gradient de pression en fonction de la vitesse débitante pour
un fluide en loi de puissance d’exposant n=0.5.

Une relation non linéaire est obtenu entre le gradient de pression et la vitesse

débitante comme prédit dans la littérature. Avec ces resultats numériques, on obtient la

relation suivante :

A n
zo " (4.1)

ou K est défini dans I’équation dépendant de I'indice n.

Le coefficient A n’est rien d’autre que la viscosité apparente du fluide. Nous retrou-
vons donc la loi de Darcy modifiée pour le fluide non Newtonien.

On constate que pour les trois fluides, I’équation du modele prédit des chutes de
pression avec un écart inférieur a 5.2% dans le cas du fluide non Newtonien d’indice n =
0.5, un écart correspondant a 7.4% pour le fluide a n = 0.7 et le dernier cas correspondant

an=1.5,un ecart de 8.5%. Ces resultats nous permettent de conclure sur la fiabilité de

AP =

notre code de calcul.
Dans cette étude, nous nous intéressons beaucoup aussi a la compréhension de la

structure de I’écoulement dans le milieu poreux.
Sur les figures (4.13)) et (4.14) notons aussi, qu’on observe une différence dans la

chute de pression dans le cas non Newtonien d’indice n=1.5, qui donne une perméabilité

beaucoup plus importante par rapport au cas Newtonien.
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Ficure 4.11 - Evolution du gradient de pression en fonction de la vitesse débitante pour
un fluide en loi de puissance d’exposant n=0.7.

L’'influence du nombre de Darcy dans le cas de I’écoulement non Newtonien est

également étudié (4.15)). Pour un méme diamétre des grains et de porosité, nous obte-
nons un nombre de Dracy différent. Ce qui est di1 a la dépendance de la parméabilité a

I'indice de la loi en puissance.

Notons que l'applatissement du profil de vitesse est plus important dans le cas

Newtonien. Le nombre de Darcy a une influence moins importante sur les fluides

rhéoépaississants.
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Ficure 4.12 - Evolution du gradient de pression en fonction de la vitesse débitante pour
un fluide en loi de puissance d’exposant n=1.2.
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Ficure 4.13 - Lignes de courant de I’écoulement non Newtonien (n=1.5) dans le canal
plan.
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FiGure 4.14 - Lignes de courant de I’écoulement non Newtonien (n=0.5) dans le canal
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Figure 4.15 - Influence du nombre de Darcy pour un écoulement de fluide en loi de
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FiGure 4.16 - Influence du nombre de Darcy pour un écoulement de fluide en loi de
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Conclusion

La simulation numérique de I’écoulement de fluide dans un canal partiellement
rempli d’une matiere poreuse isotrope et homogene a fait 'objet de cette premiere
partie de notre étude. Pour cela, nous avons considéré, d’une part, un écoulement de
fluide Newtonien et, d’autre part, un fluide en loi de puissance dans un canal divisé en
deux parties égales. La premiere partie ne contient que du fluide alors que la deuxieme
partie contient le fluide en écoulement dans le milieu poreux saturé. Les parois sont
considérées adiabatiques et imperméables. Ce probleme bidimensionnel est modélisé
par les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement moyennés
dans un Volume Elémentaire Représentatif. Elles sont résolues par la méthode des volumes
finis, avec une discrétisation des termes convectifs et non linéaires. Les termes diffusifs
et de pression sont temporellement implicites.

L’écoulement développé est de Poiseuille, la pression chute axialement. Puis a la
traversée du milieu poreux, on trouve que 1’écoulement n’est plus de Poiseuille. La
matiére poreuse produit une résistance a ’écoulement, sous forme d’une perte de
pression.

L'influence du nombre de Darcy sur la structure de I’écoulement et sur le profil de
vitesse est montré. L'applatissement du profil de vitesse est moins important dans le
cas des fluides rhéoépaississants que les fluides Newtoniens. Nous avons aussi mis en
évidence I'inluence du terme de Forchheimer sur 'applatissement du profil de vitesse.

La relation non linéaire entre le gradient de pression et la vitesse débitante pour les
fluides en loi de puissance est obtenue dans notre étude. L'extension de la loi de Darcy

est obtenue pour ces fluides, ou la perméabilité dépend de I'indice n.
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Deuxieme partie

Convection naturelle dans un milieu
poreux sature par un fluide non

Newtonien
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Des décennies apres les premiéres expériences de Bénard [39] , ’étude de la convec-
tion naturelle fait toujours 'objet de recherches soutenues et de nouvelles découvertes.
En effet, ces phénomenes convectifs sont importants dans la dynamique des océans,
celle de ’'atmosphere ou encore a l'intérieur des étoiles et des planetes (Busse, [40], [41];
Getling, [42]). En plus de leurs applications industrielles nombreuses, ils constituent
des exemples fondamentaux d’organisation spatio-temporelle loin de I’équilibre. Si les
probléemes de convection dans les fluides constituent toujours un sujet d’intense activité
scientifique, il en va de méme pour la convection naturelle dans les milieux poreux. Les
premieres contributions sur le sujet remontent au milieu des années 40 avec les travaux
de Horton et Rogers [36] et ceux de Lapwood [37]]. Ces auteurs ont analysé la stabilité
d’un milieu poreux saturé de fluide et chauffé par le bas, ce qui constitue une analogie
du probleme de Rayleigh.

Nield [9], [10], publie les premiers travaux portant sur I’étude analytique et nu-
mérique de la convection naturelle dans des enceintes de formes rectangulaires et
cylindriques. L'auteur prédit des nombres de Rayleigh critique marquant la naissance
des mouvements convectifs, pour diverses conditions aux limites thermiques et solu-
tales.

D. S. Riley et K. H. Winters [8]] se sont intéressés aux mécanismes d’échange modale
en convection naturelle dans une cavité rectangulaire poreuse saturée par un fluide,
chauffé par le bas avec des parois verticaux adiabatiques. Ils ont axé leurs études sur
deux aspects principaux a savoir l'existence de multiples solutions stables et I'influence
du rapport de forme sur la solution. L'analyse de stabilité linéaire leur a permis de déter-
miner le gradient de température critique. Les auteurs ont montré que les bifurcations
secondaires dues a des échanges modaux se produisent avec la variation du rapport
de forme . Ce processus provoque un changement brusque de régime d’écoulement
privilégié a certaines valeurs critiques de rapport de forme, aussi un diagramme de
stabilité a été obtenu pour une variation de rapport de forme entre 0.5 a 2.

En 1995, S. Kimura et al [17]] étudient la convection naturelle dans une cavité
horizontale poreuse saturée par un fluide Newtonien, chauffée par le bas et refroidie
par le haut par un flux constant. ’analyse de stabilité linéaire de cette configuration

met en évidence l'existence d’un écoulement monocellulaire . Grace a 'approximation
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d’écoulement parallele, les auteurs montrent que les rouleaux longititudaux sont les
plus instables et se développent au dela de la valeur critique du nombre de Rayleigh
Ra, =311.11. Les rouleaux transversaux ne peuvent apparaitre qu’au dela de Ra. = 506.
Ces valeurs critiques ont été déterminées pour une configuration de rapport de forme A
infini. Afin d’apprécier 'effet d’'un rapport de forme A fini, Kimura et al [17]] ont conduit
des simulations numériques bidimensionnelles en focalisant I’étude sur I’émergence
de rouleaux transversaux. Les résultats numériques montrent que la transition d’un
écoulement monocellulaire stationnaire a un écoulement multicellaire oscillatoire se
produit pour 630 < Ra. < 650 pour un rapport de forme A=8 et 730 < Ra, < 750 pour
un rapport de forme A=4.

Une revue de la littératue montre que la convection naturelle dans une configura-
tion poreuse saturée par un fluide Newtonien a été largement étudiée dans le passé
contrairement aux fluides non Newtonien.

H. T. Chen and C. K. Chen [7]] furent les premiers & mener une étude de la convection
naturelle dans une cavité poreuse saturée par un fluide non Newtonien. Le fluide est
modélisé par la loi en puissance avec une configuration horizontale chauffée par un flux
uniforme. Depuis ces travaux, deux grands types de configuration sont considérés dans
la majorité des publications disponibles dans la littérature. Il s’agit d’écoulements entre
des plaques horizontales ou verticales soumises a différentes conditions aux limites
thermiques. Une revue complete a propos de ce sujet a été publiée par Yih [6].

En utilisant le modele de type loi en puissance proposé par Pascal 5], Amari et
al [4] proposent ’étude de la convection naturelle de ce fluide au sein d’une cavité
poreuse. La configuration de cette couche est horizontale et chauffée par le bas ou par
les cotés, par un flux de chaleur constant. Le probleme a été résolu analytiquement
dans la limite d’une couche mince en utilisant la loi de Darcy modifiée. Les auteurs
montrent la sensibilité du transfert de chaleur a I’'indice de la loi en puissance n.

Par ailleurs, les applications liées aux écoulements des fluides viscoélastiques sont
nombreuses et variées de telle sorte que leur modélisation a suscité un vif intérét de
la communauté scientifique. L'objectif était, et reste encore, d’arriver a une meilleure
compréhension des phénomenes viscoélastiques. Les physico-chimistes ont élaboré
plusieurs modeéles rhéologiques permettant de bien représenter le comportement de
ces fluides. De leur coté, les numériciens ont développé des méthodes plus ou moins
efficaces pour résoudre numériquement les équations liées a ces modeles.

Le cas de la convection des fluides viscoélastiques, dont les applications sont nom-
breuses notamment dans le cas des insdustries pétrolieres, a été tres peu étudié par la
communauté scientifique. Mais depuis une dizaine d’années, l'intérét suscité par ce
probleme est de plus en plus grandissant. En effet, la compréhension de la convection
naturelle dans un milieu poreux saturé par un fluide non-Newtonien a de grandes

importances dans les réservoirs pétroliers, en géophysique etc. Les performances d’un
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réservoir dépendent dans une large mesure de la nature physique du pétrole brut
présent dans le réservoir. Le brut léger est un fluide Newtonien. Alors que le brut lourd
est un fluide non-Newtonien. En outre, le sable pétrolier contenant du brut cireux
a des hauteurs peu profondes du réservoir pétrolier est considéré comme un fluide
viscoélastique.

Dans une étude récente menée par Kim et al. [47], l'apparition des structures
bifurquées a été étudiée grace a une analyse linéaire et faiblement non linéaire. En
utilisant le modele de Darcy-Oldroyd, il a été montré que ces structures peuvent étre
stationnaires ou oscillatoires suivant les valeurs prises par le temps de relaxation et
de retardation associés a 1’élasticité du fluide. Lorsque la convection est de nature
stationnaire, ces auteurs ont montré que le transfert de chaleur demeure insensible a
I’élasticité du fluide et se comporte comme pour un fluide Newtonien. Dans le cas ou le
systeme est le siege d’une bifurcation de Hopf, leur étude non linéaire s’est focalisée
sur les ondes fixes et le transfert de chaleur associé a ces ondes sans se soucier de leur
stabilité. Leur investigation a été étendue par Zhang et al. [49] en utilisant comme
équation du mouvement le modele de Darcy-Brinkman-Oldroyd.

L’étude théorique des instabilités de fluides viscoélastiques pouvant naitre et se
développer en milieu poreux chauffé par le bas a été mené par Gérémino et al [3], Hirata
et al [1]. La formulation mathématique des équations de ce probléme repose sur la loi
phénoménologique de Darcy, généralisée aux fluides viscoélastiques de type Oldroyd-B.
L'étude temporelle de stabilité linéaire montre que la nature stationnaire ou oscillatoire
des structures thermo-convectives bifurquées dépend, en plus du nombre de Rayleigh,
des temps de relaxation et de retard associés a I’élasticité du fluide. Lorsque le systéme
est le siege d’instabilité oscillatoire, les auteurs montrent qu’en régime non linéaire,
I’évolution spatio-temporelle de 'amplitude des structures convectives est gouvernée
par un systeme de deux équations couplées de type Ginzburg-Landau complexes
qui prévoit la formation d’ondes progressives ou celle d’ondes fixes. Une analyse de
stabilité révele que les ondes progressives sont stables, contrairement aux ondes fixes
qui demeurent instables indépendamment des valeurs prises par les nombres sans
dimension du probléme. Le nombre de Nusselt associé a ces ondes progressives stables
est ensuite évalué et l'influence de ’élasticité du fluide sur le transfert de chaleur moyen
a été discutée par ces auteurs.

Malheureusement jusqu’a ce jour nous n’avons pas pu rencontré une étude expéri-
mentale sur la convection naturelle de fluides viscoélastiques saturant un milieu poreux.
Cependant, dans le cas d’'un milieu fluide, la convection naturelle est documentée par
des données expérimentales trés peu abondantes. L’étude expérimentale de Kolodner
[2] constitue une documentation compléte sur le sujet.

Ce résumé tres bref des travaux analytiques, numériques et expérimentaux ré-

cents traitant de la convection naturelle des fluides non Newtoniens et en particulier

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

68 Synthese bibliographique

des fluides viscoélastiques permet la mise en perspective des points majeurs de cette

deuxieme partie de la these.
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Chapitre 5

Formulation mathématique de la

convection naturelle de fluides
viscoélastiques saturant un milieu

poreux

5.1 Modélisation du probleme

On considere un milieu poreux (voir [5.1)) d’épaisseur H, saturé par un fluide vis-
coélastique. On impose un flux de chaleur sur les parois inférieure et supérieure. Le

milieu poreux est dans le champ gravitationnel g .

Le fluide a une viscosité cinématique vy, une viscosité dynamique iy une masse

volumique pr et une conductivité thermique A;.

=
A
v

Y L*

Figure 5.1 - Configuration du domaine physique : milieu poreux saturé d’un fluide
viscoélastique.
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5.1.1 Equation de conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse la plus générale s’écrit sous la forme suivante :

dor .
(PW + dlv(pfi)) =0.

En premiére approximation la densité s’écrit comme fonction linéaire de la température :

pr = po(1—as(T =Ty)),

ay est le coefficient d’expension thermique, T la température en un point donné et
Ty une température de référence par exemple la température de la plaque du bas dans
le cas de notre étude. Dans les gaz et les liquides , le coefficient d’expansion thermique
ay est tres petit. Nous adoptons donc I’hypothese Oberbeck-Boussinesq [29]] pour la
densité du fluide qui montre que les variations de densité sont négligeables, excepté
dans le terme gravitationnel psg ot elles rendent compte de la poussée d’Archimede
qui est la cause de la convection thermique. L’équation de conservation de la masse

s’écrit alors :
divv = 0. (5.1)

5.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement
Loi de Darcy pour les fluides viscoélastiques

Comme dans le cas d’un fluide Newtonien, I’équation du mouvement pour un fluide
viscoélastique saturant un milieu poreux s’obtient grace a la théorie d’homogénéisation
[64]]. Cette équation prend la forme d’une loi de Darcy généralisée et s’écrit sous
la forme :

(1+/\_2%)17: —f—f(1+A_1%)(VP+png;). (5.2)

Dans cette réécriture de la loi de Darcy pour les fluides viscoélastiques, on peut
immeédiatement remarquer que pour le cas particulier A; = A, = 0, I’équation (5.2)
correspond a la loi de Darcy habituellement utilisée pour un fluide Newtonien.

L’équation de Darcy généralisée aux fluides viscoélastiques néglige les effets
d’inertie du fluide. Or, P. Vadasz [65] a souligné I'importance de ces effets lorsqu’on
s’intéresse au phénomene de propagation d’onde en milieu poreux. En effet, I’étude
de stabilité linéaire et faiblement non-linéaire de la convection naturelle en milieu
poreux soumis a une rotation uniforme autour de son axe vertical mené par P. Vadasz
[65]], montre que la prise en compte du terme instationnaire d’inertie peut induire une

convection oscillante, qui n’est pas prévue lorsque ce terme d’inertie est négligé. Pour
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un fluide viscoélastique pur, un terme instationnaire est rajouté a I’équation ([5.2)) qui
s’écrit sous la forme :
o - d K

P R P R
(1 + /\IE)E + (1 + /\z—t)v = ——(1 + Al—t)(VP + pfgez) (53)

poK
bus

5.1.3 Equation de conservation de 1’énergie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi chaude
et la paroi froide. Ce transfert est assuré a la fois par la phase fluide et la phase solide.
Or ces deux phases ne possédent ni la méme capacité thermique (respectivement (pc);
et (pc)s), ni la méme conductivité thermique (respectivement Af et A,). Pour cette raison
et dans le but de tenir compte du transfert de chaleur lié a la présence des deux phases,
Combarnous et Bories [30] avaient proposé un modele de deux équations d’énergie

décrivant I’évolution de la température des deux phases :

oT
qb(pc)fa—tf + plpo) PV Ty = div[N;VTy] - h(Ty ~ Ty), (5.4)
oT, . .
(1_¢)(pC)SW = div[AVT] - W(T; - Ty), (5.5)

avec Tf,s désignant la température, moyennée sur un V.E.R, les indices f,s désignant la
partie fluide et la matrice solide. Les scalaires A% et A{ sont des coefficients de conduc-
tivité thermique équivalente et dépendent des coefficients de conductivité thermique
propre As et As et de la porosité ¢. Ils dependent aussi entre autres parametres :
— pour /\}, de la dispersion hydrodynamique due a la présence du squelette solide.
— pour A; de I’état de division de la phase solide.
Le coefficient de transfert entre les deux phases, h, dépend par analyse dimension-
nelle :
— des caractéristiques thermiques de la phase fluide et de la matrice solide (conduc-
tivité et chaleur volumique)
— de la porosité ¢
— une dimension caractéristique du milieu poreux par exemple VK avec K la
perméabilité ou alors la taille d’un pore, d’un grain, d’une fibre.
Le transfert de chaleur d’une phase a l'autre est explicité a 'aide du coefficient de
transfert h, qui peut étre déterminé expérimentalement de maniere indirecte [31]].
Lorsque l'on suppose 1’équilibre thermique entre la phase fluide et la matrice solide
on a alors Ty = T; . Sa justification repose sur la comparaison des temps caractéristiques
de mise a I’équilibre thermique du milieu poreux. Sa validité a été systématiquement
étudiée dans [32]). Pour les modéles variant entre 1072 < j—; < 103, on observe qu’au

cours d’un processus transitoire, ’écart maximal entre les températures moyennes
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adimensionnées de chaque phase est de I’'ordre de 10%. On en déduit par sommation
terme a terme des équations (5.4) et (5.5), le modele de transfert de chaleur le plus

couramment utilisé pour les milieux poreux (équation de transport-diffusion) :

(pc)*aa—f +(pc)fV.VT = div[A'VT], (5.6)

avec T la température équivalente du milieu poreux,

(pe)” = Plpc)y + (1 = )(pc)s, (5.7)

la chaleur spécifique volumique équivalente (car additivité des enthalpies donc des

chaleurs spécifiques volumiques) et

A =A%

¥ + A (5.8)

Généralement A" est mesuré expérimentalement mais il dépend de la température. On
le prendra constant dans la suite. On peut quand méme en donner une approximation

assez simple. Parmi les modeles les plus usuels [31]], on distingue :

— les modéles séries A+, définis par un milieu constitué de strates de solide et de

fluide perpendiculaires au transfert de chaleur qui donnent :
At =PAr+(1-¢)As.

— les modéles paralléles All, définis par un milieu constitué de strates solides et de

fluides paralleles au transfert de chaleur qui donnent :

1_9 1-9
,\H B /\f /\5 '

Ces approximations permettent d’encadrer A*:
At <<l

Si A" ne varie pas spatialement, on peut écrire :

c) T
%%%§?+VVT:DmAﬂ (5.9)

A

07 le coefficient de diffusivité thermique équivalente.

avec Dy, =

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

5.2. Adimensionnement et conditions aux limites 73

5.1.4 Conditions aux frontieres

Les équations de base décrites précédemment sont résolues en tenant compte des
conditions aux frontieres spécifiques a notre probleme. On impose les conditions aux

limites suivantes :

Conditions aux frontiéres thermiques : la condition thermique sur les parois ac-
tives sont exprimées par le biais de la loi de Fourier, a savoir :
dT q

—0o,H Z=-4, ~0, L*
z Jz A% X

or _
dx

oT
0; y=0,1 —=0.
9y
Conditions aux fontieres hydrodynamiques : pour la vitesse, on utilise I’équation
de Darcy pour les fluides viscoélastiques avec les conditions d’imperméabilité a

la frontiére
z=0,H w.n=0; x=0,L" w.n=0; y:O,h’e v.ii=0,

avec i la normale aux porois concernées.

5.2 Adimensionnement et conditions aux limites

5.2.1 Equations adimensionnées

Toutes les grandeurs physiques du probleme peuvent étre exprimées a l'aide de
quatre grandeurs fondamentales : la longueur [m], la masse [kg], la température [K]
et le temps [s]. Or les phénomenes physiques sont indépendants du choix de 'unité,
ils dépendent donc de nombres sans dimension. D’autre part, cette analyse va orienter
tout notre travail, en mettant par exemple en évidence un petit parametre qui suggere
un développement asymptotique. Pour cela, on va adimensionner toutes les grandeurs

par les échelles de références suivantes :

— Longueur :
x:(- _ i. * z. Z:e — i
“H Y TH H'
— Temps:
t t A A H?(pc)*
t = -=— /\’i:—l et /\3:—2 avec tozﬁ.
H2(Fz\i) to to to A*
— Température :
. I -To
T = i
A
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— Vitesse de filtration :

— Pression :
pr= —Pﬁz.

K(pe)y

La longueur de référence représente la hauteur H sur laquelle se développe princi-
palement le phénomene de convection.

Le temps de référence représente le temps de diffusion thermique équivalent sur
une surface H?.

La température au sein du milieu est comprise entre la température de la plaque
du haut et celle du bas, crée par le flux de chaleur, alors la différence de température
gqH/ A" est prise comme référence.

En milieu poreux, la vitesse de filtration de référence est basée sur le temps caracté-
ristique de diffusison thermique Dy, et la longueur caractéristique H ou seule la partie
fluide est en mouvement d’ou le terme (pc) et non (pc)".

Au regard de la loi de Darcy pour les fluides viscoélastiques, on construit la pression
de référence et la longueur de référence.

Par souci de simplification, dans la suite de ce document, on 6te les étoiles aux

grandeurs adimensionnées. Les équations du probléme deviennent :

divv' =0,
F(1 + M2V L o+ (1+A,2)0= (1 + A, 2)(-VP + RaTe,), (5.10)
9L+ ¥ VT = VT.

En prenant deux fois le rotationnel de I’équation de conservation de la quantité de
mouvement apres avoir négligé le premier terme et en tenant compte de 1’équation de

continuité , on obtient en projetant sur ’axe vertical z :

(14T 2)V2w—(1+A, 2)Ra[2F + 2 T] = 0,

oxr "y (5.11)
&L (@V)T-V2T =0
ot : -
Les conditions aux limites asociées deviennent :
Pour la vitesse :
w=0 en z=0 et 7 = 1,
u=0 en = i‘% avec A= %, (5.12)

b
v=0 en vy=0etaavec a:%.
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avec A le rapport de forme de la cavité suivant la direction x et a le rapport de

forme suivant la direction p.

Pour la température :

5=-1 en z=0 e z=1,
%—z =0 en x =4, (5.13)
’g—; 0 en y=0 et z=a

Ces équations font intervenir les nombres sans dimension suivants :

Nombre de Rayleigh de filtration : Le nombre de Rayleigh caractérise les effets

convectifs au sein d’un fluide. Il est défini par :

B C(ngH qH
Ra = Wy(f%)f-

En effet, en convection naturelle, les effets stabilisants se traduisent par la diffu-

sion thermique du fluide en mouvement ou le temps caractéristique lors d’un

(p/\i)f . Les effets stabilisants sont également dus

trajet H d’une particule est H?
a la viscosité ou le temps caractéristique associé est 5—f De ce fait, le temps ca-

2 _ 112 (po)fK 1
stabilisation = H T, Les effets destabilisant

ractéristique de stabilisation est ¢

proviennent de la poussée d’Archimede par variation de la densité, le temps

. .« s, 2 _ H .
de relaxation associé est donc tostabilisation = P ,313). Le nombre de Rayleigh est

donc le raport des deux temps :

t2
Rg = _Stabilisation

t2
destabilisation

Coefficient de relaxation 1, : Ce coefficient représente le comportement élastique
du fluide, il est défini comme suit :
Ay

ol (1*/(pc)*H?) est le temps de diffusion thermique verticale. Dans le cas du
modele de type Oldroyd-B et dans toute la suite de notre travail, nous aurons
toujours :

0<A, <Ay

Coefficient de retard A, : Il représente également le comportement élastique du
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fluide, il s’ecrit de fagon explicite :

Ay

A= ———.
© (W(po)H?)

Le nombre de Prandlt-Darcy : Cette grandeur est définie par :

¢Pr
Prp = —.
"D Da
— Nombre de Prandtl
v
Pr=—.
Dy,

La diffusivité thermique Dy, et la viscosité cinématique v ayant méme dimen-
sion, leur rapport définit une grandeur sans dimension Pr appelée nombre
de Prandtl. Pr permet d’évaluer I'efficacité relative du transport de chaleur et
de quantité de mouvement.

— Nombre de Darcy
Le nombre de Darcy Da est caractéristique de la facilité qu’a un fluide a

traverser un milieu poreux.

Da:m.

5.3 Transfert de chaleur

L’étude du transfert de chaleur dans la cavité soumis a un flux constant nécessite
la détermination du nombre de Nusselt Nu. Dans la présente étude, nous allons nous
intéresser particulierement au calcul du taux de transfert de chaleur a une position x

donnée. Il est défini par 'expression suivante :

_q 1
Nu) = T T/H = T 0) =T 1)’ (5-14)

La valeur moyenne du nombre de Nusselt Nu sur les parois actives est définie par :

A
W:%L Nu(x)dx. (5.15)

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une modélisation mathématique du probléme
basée sur I’équation de Darcy généralisée aux fluides viscoélastiques. Par ailleurs, les

parametres adimensionnées pertinents du probléme ont été déterminés.
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Ce probleme admet une solution dite solution de conduction. A partir des équations
développées précédemment, il est possible d’étudier la stabilité de 1’état de conduction

en fonction des parametres adimensionnés du probleme.
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Chapitre 6

Stabilité linéaire de 1’état de conduction

et caractérisation de la convection

monocellulaire

Ce chapitre est consacré a I’étude des instabilités qui apparaissent lorsque 1’état
de base se destabilise. Pour cela, il faut étudier ’évolution au cours du temps d’une
perturbation infinitésimale, qui peut simuler, par exemple, le bruit inhérent aux situa-
tions réelles. La solution de base est dite instable lorsque cette perturbation s’amplifie
asymptotiquement dans le temps, cependant dans le cas contraire on parle d’un état
de base stable. Deux approches de stabilité linéaire sont alors possibles, temporelles et

spatio-temporelles.

6.1 Formulation du probleme de stabilité de1’état de conduc-
tion

L’analyse linéaire qui correspond a 1’étude de I’évolution d’une perturbation infi-
nitésimale, donne une condition suffisante d’instabilité ; 1’état étudié est linéairement
stable ou instable. En effet, méme si un état peut étre stable vis-a-vis d’une perturbation
infinitésimale, il ne l’est peut étre pas a I’égard d’une perturbation d’amplitude finie
(analyse non linéaire). Néanmoins l’analyse linéaire permet d’obtenir les seuils d’in-
stabilités primaires, les nombres d’ondes et les fréquences des structures bifurquées.
Pour le probléme de la convection des fluides viscoléastiques, le systeme avec les
conditions aux limites - (5.13), depend de trois paramétres :

— le nombre de Rayleigh Ra

— Le coefficient de relaxation A;

— Durapport I' = 1,/

79

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015
80 CHAPITRE 6. Stabilité linéaire de 1’état de conduction

Une solution stationnaire simple du systeme (5.11]) avec les conditions aux limites (5.12)
et (5.13) peut étre trouvée et ce quel que soit Ra, Aq, T, c’est la solution de conduction

définie par :

MOZUOZWOZO,

Tg(z) = Ty = —=z. (6-1)

En superposant des petites perturbations de la vitesse u,v, et wy, de la température

Ty a la solution de base, on peut écrire :

U =uy+eu(xmv,zt),
vV =v9+€V(X,V,2,t

’

( )

( ), (6.2)
w=wy+ew(x,v,21)
T=Ty+eTi(x,v,21).

Le systéme est limité suivant p et z et considéré comme infini, homogene et isotrope
dans la direction x avec des conditions aux limites qui sont indépendantes de x et ¢.
Dans ces conditions, on peut chercher les u,v,w,T sous la forme de mode de Fourier
suivant x et oscillant dans le temps a la fréquence w. Les solutions des perturbations
dans sont recherchées sous la forme :

up = elFiwheos(Ly)ij(z) + C.C,
vy = e(ikx"“’t)sin(%y)ﬁ(z) +C.C, (6.3)
wy = e(ikx—i“’t)cos(%"y)w(z) +C.C, '
T = elkiotcos(L2y)T(z) + C.C
avec
N N
T(z) = Zencos[(n —1)rz] et w(z)= ansin(nnz). (6.4)
n=1 n=1

Ou C.C est le complexe conjugué, 0,, et w,, sont les amplitudes des perturbations,
k est le nombre d’onde dans la direction de ox, alors que L est un entier. Le cas L =10
correspond a des rouleaux transversaux (d’axe perpendiculaire a la direction deox) et
k = 0 caractérise les structures convectives prenant la forme de L rouleaux longitudinaux
(d’axe parallele a ox). Lorsque k = 0 et L # 0, on obtient un mode complétement

tridimensionnel.

En injectant la forme de la perturbation (6.3 dans le systeme obtenu avec (6.2) dans
(5.11), cela conduit apres linéarisation a un systéme vérifié par les perturbations :
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(1-iwlA;)(D? k2 = B2y 4 Ra(1 - iwd, (k2 + EZ)T = 0,

a2
. ~ - 2
—za)T—w—(Dz—k2—La—
_ d

avec D = 1-.
Le probléme aux valeurs propres (6.5) est résolu numériquement en utilisant le
développement (6.4) jusqu’a un ordre N, suffisament grand pour assurer la convergence.
Ceci étant, le probléme peut étre résolu analytiquement pour N=1, on obtient le systéeme

suivant :

a2

{ ~(1—iwl Ay )(? + k2 + E2) sin(niz) wy + Ra(1 —iwA)(k* + L) 0, = 0, (6.6)

~i 0, —w; sin(rz) + (K2 + L5 0, =0

On multiplie la premiére équation du systéme par sin(rnz) et la seconde par 1 et
on les intégre de 0 a 1. Apres intégration on obtient :

(1@l )2+ k2 + EE) ZRa (k2 + EE)(1-iwA)) (=) Z(9). 6
-2 (k2 + L2 jw) 6, 0 '

~——

K K1

Le systeme (6.7) admet une solution non triviale (x; # 0) si et seulement si det(x) = 0.

Cela conduit a une relation de dispersion reliant k et w qui s’écrit :

L’rn? 5,  L?x?

—(1 — iwlAy) (e + k2 + - )(k p —iw)
8 L2712 ,
+ ?Ra(kz + =) - iwl) =0, (6.8)

En toute généralité k = k, +ik; € C et w = w, +iw; € C, avec 'interprétation suivante :
1. Re(k) = k, : nombre d’onde,
—Im(k) = —k; : taux de croissance spatiale (a un temps fixé ¢, lorsque k; < 0
I'instabilité s’amplifie dans I’espace pour x > 0 sinon elle s’amortit ).
2. Re(w) = w, : fréquence de l'onde,
Im(w) = w; : taux de croissance temporelle (a une position fixée. Lorsque w; > 0
I'instabilité s’amplifie sinon elle s’amortit).

Deux approches de stabilité linéaire peuvent étre adopter. Lorsque la perturbation
est supposée étre étendue dans tout le systeme, une approche temporelle est suffisante.

En revanche, la réponse du systeme a une perturbation localisée nécessite une analyse
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spatio-temporelle.

Comme ’écoulement n’est pas tout le temps instable, on s’intéresse pour I'instant a
la naissance des premiers modes déstabilisant la solution de conduction. Pour cela, dans
la suite du travail on va s’interesser a I’approche temporelle de la stabilité primaire.

Elle consiste a étudier I’évolution temporelle de la perturbation en supposant :
kelR et weC

Lorsque la perturbation n’est ni amplifiée, ni atténuée, nous sommes dans les condi-

tions de stabilité marginale qui sont atteintes pour :
w; = 0.

Dans ce cas w, controdle le reste de la dépendance temporelle :
— w, = 0, une instabilité stationnaire s’installe.

— w, # 0, le comportement oscillatoire apparait.

6.1.1 Stabilité vis-a-vis des rouleaux transversaux L=0
Caractéristiques linéaires de I’instabilité stationnaire

On peut des lors calculer les seuils critiques du nombre de Rayleigh Ra et du nombre
d’onde k. En tenant compte du fait que nous sommes au seuil marginal (w; = 0) et que
w, =0, on injecte ces deux conditions dans la relation de dispersion . Il nous vient

automatiquement :
2

Ra® = %(n2+k2). (6.9)

On notera toutefois que le seul parametre de controle est ici le nombre de Rayleigh

Ra® lequel dépend exclusivement de k. On remarque que le Ra® ne dépend pas du
coefficient de relaxation A; et de I

Pour déterminer le mode qui se déstabilise en premier (mode le plus instable), on

doit calculer le nombre d’onde qui minimise le parametre de controle Ra®. La valeur du

nombre d’onde critique est obtenue en imposant :

JdRa’
=0 = k=0 (6.10)
ce qui donne :
-
Rai=-5=12176 et ki=0.

Au premier mode (N = 1), nous venons de trouver un nombre de Rayleigh critique qui

est approximativement égale a 12, résultat trouvé par Nield (1968) [10].
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Caractéristiques linéaires de l’instabilité oscillatoire

La valeur du nombre de Rayleigh Ra dans le cas de l'instabilité oscillatoire est
obtenue en posant w, = 0 dans la relation de dispersion (6.8). On sépare la partie réelle

de la partie imaginaire de 1’équation de dispersion. On a :

2012, -2y, 8 24 w? 2412
{ —k7 (k% 4+ 1%) + 17 Ra% k% + @” Ay (k" + %) = 0, (6.11)

i @(~(k? + 7%) = Aok (k? + 12) + Bk2Ra% 1) = 0.

La premiere équation du systéme (6.11) conduit a :

72

ROSC:
YW~

[(k? + 10%) + A k2 (k2 + 12)).

La valeur du nombre d’onde critique est obtenue en imposant :

2

IRa%s ., T

2
Ra% = (1 +m /A, T)% (6.13)
8
Restons toujours avec le systeme (6.11]) qui donne a partir de ces deux équations :
k% + 10%) + A k2 (k? + 1)
A ’

WAy (k2 4 772) = K2 (K 4+ 7?) — & (6.14)

apres réarangement et sachant que 0 < A, < A; :

1

2 2

w® = ——=[k“ (A -1 T)-1]>0. 6.15
;\fr[ (A=A T)-1] (6.15)
Le mode avec une fréquence w*(w™) correspond a une onde progressive descendante

(montante).

1

=>1<2(/\1—A11“)—1>o:>k2>m (6.16)
T 1

k* = > , 6.17
VAT

— ?A2(1-T)> - AT >0, (6.19)
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or A; >0, on peut diviser par A;

— 7?1 (1-T)> =T >0, (6.20)

On obtient alors la condition d’existence d’une instabilité oscillatoire :

_r
7%(1-T)?

Supposons qu’elle soit vérifiée. Pour que l'instabilité oscillatoire se déclenche en

A > =A% (6.21)

premier, il faut en plus de l'existence que Ra2*‘ < Ra;. C’est-a-dire

1 -

La condition nécessaire et suffisante pour que l'instabilité oscillatoire se manifeste

72 ,
—(1+nJA D) <—=2 ;>
8\ 8

avant l'instabilité stationnaire est :

Ay > sup(A], AY). (6.23)

L'opération 7t* A} — w2 7", donne une équation du second degré dont la différence est
négative quel que soit I', montrant ainsi que A}* > A]. Ainsi I'instabilité oscillatoire se
manifeste avant I'instabilité stationnaire (voir figure (6.1)) )si :

A > AT = ; (6.24)
n2(1-VT)2

La courbe de la figure représente, dans le plan (I', A1), la frontiere qui sépare
la zone des parametres ou 'instabilité est stationnaire de celle ou elle est oscillatoire.
Cette figure montre bien que I’étendue de la région ou se produit une bifurcation de
Hopf est moins large que celle ou le systeme observe une transition vers une instabilité
stationnaire.

Pour le mode N = 5, le nombre de Rayleigh converge vers Ra = 12.009.

Nous avons représenté sur la figure (6.3a)), les deux seuils Ra%*° et Ral en fonction
du temps de relaxation A; pour différentes valeurs de I'. Le résultat trés important dans
cette courbe concerne principalement l'effet déstabilisant du temps de relaxation A; et
’effet stabilisant de I'. La figure illustre la dépendance de la fréquence critique
vis-a-vis de A1 pour différentes valeurs de I'.

6.1.2 Stabilité vis-a-vis des rouleaux longitudinaux k=0

La figure (6.4) montre l'influence du rapport de forme a suivant ’axe y sur le nombre
de Rayleigh critique pour différents nombres de rouleaux longitudinaux (L). On note

que l'augmentation des nombres de rouleaux stabilise le systeme et que I'augmentation
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Instabilité stationnaire
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Ficure 6.1 - Région dans le plan (I, 1) ou le déclenchement de I'instabilité se produit
en mode stationnaire ou oscillatoire.

Fluide viscoélastique d'Oldroyd-B: I'=0,5

s Fluide viscoélastique d'Oldroyd-B: I'=0,02
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Ficure 6.2 - Courbe de stabilité marginale dans le cas des rouleaux transversaux avec

N =5 {6.22|régime stationnaire ;[6.2b|régime oscillatoire.

du rapport de forme a déstabilise le systeme avec un Rayleigh critique qui tend vers 12
quand le rapport de forme a tend vers l'infini. Ce résultat est en bon accord avec les
travaux de Nield (1968) [10]. La figure confirme les résultats sur le role joué par
le temps de relaxation. En effet, les seuils d’apparition des structures oscillatoires sont
inférieurs a 12, valeur seuil pour le cas des structures stationnaires. On retrouve bien
que le temps de relaxation joue un role déstabilisant dans le systeme, et que le rapport
I joue un role stabilisant (voir figue (6.5b)).

L’étude d’instabilité primaire effectuée dans cette partie, montre que sur un large
domaine dans le plan (I', A;) que 'on désigne par régime de fluide faiblement viscoélas-
tique, une instabilité stationnaire domine le mode de convection. Cette instabilité est a
grande longueur d’onde, c’est-a-dire a nombre d’onde critique nul. Dans ce cas on peut

utiliser l'approximation d’écoulement parallele et trouver la solution convective non
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Ficure 6.3 - Dépendance du nombre de Rayleigh critique et de la fréquence
critique pour les instabilités statationnaire et oscillatoire en fonction de A1 pour
différentes valeurs de I' dans le cas des rouleaux transversaux avec N = 5.
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Figure 6.4 - Influence du rapport de forme a sur le nombre de Rayleigh pour les
rouleaux longitudaux :[6.4a|les structures stationnaires et dans le cas des
structures oscillatoires.

linéaire. Dans la suite du travail, nous allons déterminer analytiquement cette solution

non linéaire et étudier ensuite sa stabilité.

6.2 Convection monocellulaire

6.2.1 Approximation d’écoulement paralléle

Lorsque la couche poreuse présente un grand rapport de forme (L* >> H, voir figure
(6.6)), 1a vitesse au centre de la cavité devient parallele a 'axe des x. Autrement dit, la

vitesse devient fonction de la coordonnée z seulement. Elle s’écrit alors :

u(x,z) = u(z) = ug. (6.25)
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Ficure 6.5 - Influence du rapport de forme a sur le nombre de Rayleigh pour les
rouleaux longitudaux dans le cas des structures oscillatoires.

volume de contréle
Ficure 6.6 - Configuration du domaine physique : milieu poreux saturé d’un fluide

viscoélastique.

Le profil de la température devient la somme d’un terme définissant une variation
linéaire en x et d’une fonction dépendante de z:

T(x,z) =Ty =Crx+0(z). (6.26)

L’amplitude de la convection est proportionnelle a Cr.

L’équation de la quantité de mouvement du systéme (5.10) suivant les composantes
de la vitesse dans la zone ou se déroule 'instabilité stationnaire s’écrivent :

oP
u= —g, (627)
JoP
W——zﬁ'RClT. (628)

En faisant la différence des équations obtenues apres la dérivée de (6.27) par rapport
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a z et celle de (6.28) par rapport a x, on obtient :

du Jw dT
— ——— = —Ra—. 6.29
dz Jx “ox ( )
Injectons ’expression (6.26]) dans ’équation (6.29)), on obtient :
du
— = —RaCy. 6.30
0z atr ( )

En substituant (6.26) dans ’équation de 1’énergie du systeme (5.10), cette derniére

prend la forme :

d’e
W = CTM. (631)
L'intégration de I’équation (6.30)) donne :
u(z) = -RaCrz+ A. (6.32)

En remplacant I’équation (6.32) dans (6.31)) et apres intégration, on obtient :

d 1
d_(;) = —ERaC%zz +ACrz+B. (6.33)

En tenant compte des conditions aux frontieres pour la température, on trouve :

1
./4 = ERQCT
B=-1,
d’ou
1
u(z) = ERaCT(l —-2z), (6.34)

dae 1
—— = ZRaC3(z-z%)-1. .
=3 aCr(z—z%) (6.35)

La condition ©(z) nulle en z = %, nous permet de trouver ’expression :

1. ,z2 22 1 1
@(Z) = ERaCT(? - ? - E) —-Z+ E (636)

La température (6.26) devient alors égale a :

2 3 1 1
Z——Z———)—z+§. (6.37)

1 2
T(x,z)=Crx+ ER“CT( "3 12
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Evaluation de C;

La constante Cy définie comme étant le grandient de température horizontal, peut
étre déterminée en intégrant I’équation d’énergie sur le volume de controle montré sur
la figure (6.6), tout en tenant compte des conditions aux frontiéres. L'intégration de
I’équation de I’énergie dans le systeme sur le volume de controle conduit apres

manipulation a I’expression suivante :

1
J‘&
0

En substituant 'expression de la vitesse u(z) et de la température T(x,z) dans

QJ|_]

1
xdz: Jquz. (6.38)
0

I’équation ((6.38)), on obtient :

1

1 1 1 4 2
=R 1-2z)+ =RaC2(=2z> - =2° + 224 — (z— 2%)]dz. :
Cr 5 aCTJ.[x( z)+2 aCT(zz % +3z) (z—2z%)]dz (6.39)
0

Apres calcul de cette intégrale, on tire I'expression de Cr :

10 12

Cr=4/—(1-—
T Ra( Ra

). (6.40)

Lorsque le nombre de Rayleigh est supérieur a 12, on a naissance de la convection.
Le seuil critique du déclenchement de la convection est égale a 12, résultat identique a

celui de Nield (1968) [10]] déterminé par une analyse de stabilité linéaire.

6.3 Transfert de chaleur

L'expression du Nombre de Nusselt (5.14), s’écrit avec le champ de température
(6.37) :

4 1
N = A T/H = T 0= T 1) (6-41)

Avec:

RaC?
T(x,0)= -~ +1

(6.42)

RaC?
T(x,1) = —4L — %

En substituant I’équation (6.42) dans I’équation (6.41)), le taux de transfert de chaleur

Nu peut s’écrire :
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B 1
Nu = 0,1 (6.43)
Ra 6

6.4 Comparaison avec la simulation numeérique

Nous allons utiliser la méthode des différences finies pour discrétiser les équations
qui gouvernent le probléme (cf. annexe [A). Le systéme physique est discrétisé en
utilisant un maillage uniforme suivant les deux directions de ’espace en un nombre
fini de points appelés noeuds. Chaque noeud est identifié par un couple d’indice (i, k)
pour étudier le probléeme bidimensionnel. On pourra calculer alors sur chaque noeud
les valeurs de la température et de la vitesse ou fonction de courant, en résolvant les

équations suivantes :

divV = 0,
(1+2A,2)V = (1+ A, 2)(-VP + RaT&), (6.44)
9L L V.NT = V°T.

L’équation de la quantité de mouvement est résolue par la méthode S.O.R (Successive
Over Relaxation), proposée par Frankel [11]]. ’équation de I’énergie, est discrétisée
avec un schéma centré de deuxiéme ordre et résolue par la méthode des directions
alternées avec l'algorithme de Thomas. Pour chaque pas de temps, la méthode implicite

aux directions alternées ADI donne lieu a un systeme matriciel tridiagonal a résoudre.

6.4.1 Etablissement d’écoulement de la convection monocellulaire

En utilisant les équations (6.44), on obtient 1’établissement de la convection mo-
nocellulaire pour des nombres de Rayleigh superieur a 12. Les lignes de courant sont
paralléles a I’axe des x et la vitesse u ne dépend que de z comme prévu dans la partie
analytique. La figure montre I’évolution au cours du temps, des champs de vitesse
et de température. Il faut souligner que la vitesse est nulle a I’état initiale. Pour des
nombres de Rayleigh inférieure a 12, nous avons 1’état de conduction. Quand le nombre
de Rayleigh augmente, des rouleaux se forment ayant comme hauteur, la dimension
verticale de la couche poreuse. Ces rouleaux fusionnent pour former progressivement
des rouleaux allongés horizontalement jusqu’a la formation d’une structure convective
monocellulaire. Notons que le fluide viscoélastique atteind beaucoup plus rapidement

la configuration monocellulaire que le fluide Newtonien.
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6.4.2 Validation du code numérique

Les résultats de Kimura et al [[17] obtenus pour une cavité poreuse re
de rapport de forme A = 4, soumis a un flux de chaleur constan
fluide Newtonien, ont été utilisés comme référence pour valider le code numérique. Les
résultats numériques obtenus dans notre étude de méme que les résulats de Kimura
et al [17] sont regroupés dans le tableau pour différents nombres de Rayleigh
(Ra =100, 200, 400, 500, 600, 700). La comparaison entre les resultats du tableau
montre des erreurs variant entre 0.5% et 1% pour la fonction de courant maximum

t entre 0.6% et 5% pour le nombre de Nusselt. Ces résultats montrent une bonne
cccccc dance.

ctangulaire
t et saturé par un
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Présente étude Numerique Kimura et al (1995) [17]]

Ra Nu Ymax Nu Ymax

100 3.5661 3.7342 3.544 3.756

200 4.2258 5.4215 4.367 5.467

400 4.7260 7.7212 4.946 7.828

500 4.8491 8.6517 5.086 8.764

600 5.0154 9.5214 5.188 9.600

700 5.0361 10.2674 5.266 10.360

TasLeau 6.1 —- Comparaison des résultats numériques obtenus par la présente étude avec
ceux obtenus par Kimura et al [17] avecA=4.

6.4.3 Influence du nombre de Rayleigh sur la convection

monocellulaire et comparaison avec la solution analytique

On montre une série de fonction de courant et des isothermes sur la figure
aux différents nombres de Rayleigh (60, 150, 400). La structure de I’écoulement des
lignes de courant ¢ est quasi identique dans ces trois cas représentés. Les rouleaux
observés au cours du temps se réorganisent pour donner un écoulement monocellulaire
parallele dans la région centrale de la cavité. On peut remarquer aussi que l'intensité
de I’écoulement 9,,,, croit avec l'augmentation du nombre de Rayleigh.

Les isothermes montrent une différence qualitative trés nette pour les différents
nombres de Rayleigh. Ces isothermes deviennent plus tordues au fur a mesure que le

nombre de Rayleigh augmente.

Les figures (6.9), (6.10) et (6.11) illustrent respectivement l’influence du nombre

de Rayleigh, sur les distributions des profils de la température T, de la fonction de
courant ¢ et de la vitesse horizontale u, obtenues en fonction des différents nombres de
Rayleigh (Ra=65, 100, 300). Les résultats montrent une bonne concordance entre les
solutions numeériques et analytiques.

La distribution de la température T, présentée dans la figure montre 'atténua-
tion de la température avec I’axe horizontal de la couche poreuse et avec 'augmentation
du nombre de Rayleigh Ra. Ces résultats peuvent étre expliqués par le mouvement
convectif a 'intérieur de la cavité comme on peut observer que les profils de tempéra-
ture ont des pentes constantes aux parois, dues aux conditions imposées aux frontiéres.
Ces profils de températures montrent un point d’inflexion a z = 1/2. Ils deviennent plus
tordus avec I'augmentation du nombre de Rayleigh Ra. Kimura et al [17]] ont rapporté

la méme observation.

La figure (6.10) illustre que I’écoulement est renforcé au centre de la couche poreuse
avec une valeur maximale de la fonction de courant ¢. On peut remarquer aussi que

I'intensité de I’écoulement croit avec l'augmentation du nombre de Rayleigh Ra. La
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Wmax = 2.7363
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Toax = 2.5742, T,in = —1.5925
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Ficure 6.8 - Influence du nombre de Ra sur les lignes de courant et les isothermes :

(6-8a) Ra=60 (Nu = 2.9866) ;(6.8b) Ra=150 (Nu = 4.2855) ;(6.8c) Ra=400(Nu = 5.1105).

méme observation est faite dans la discussion de la figure (6.8).

Rappelons que le milieu poreux est modélisé par la loi de Darcy généralisée. La
condition de glissement du fluide sur les parois est imposée. Dans la figure
on observe cette condition avec le profil linéaire de la vitesse horizontale 1 dont la
valeur absolue est maximale aux parois horizontales. On remarque aussi que la vitesse

horizontale u croit avec I'augmentation de nombre de Rayleigh Ra.
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Ficure 6.9 — Influence du nombre de Rayleigh Ra sur la distribution de la température
T(z)

On représente sur la figure la variation du taux de transfert de chaleur Nu
en fonction du nombre de Rayleigh Ra. Lorsque le régime permanent est atteint, une
tres bonne concordance entre les solutions analytique et numérique est observée. Un
léger écart entre le nombre de Nusselt analytique et numérique est observé pour des
valeurs élevées du nombre de Rayleigh. Le nombre de Nusselt commence a croitre a
partir de Ra,,; = 12, valeur critique de la naissance de l'instabilité primaire et retrouvé
par Kimura et al [17]]. Pour des valeurs élevées du nombre de Rayleigh, le nombre de
Nusselt tend vers une valeur asymptotique. Ce comportement s’explique par le fait que
la variation de température entre les parois horizontales devient presque constante.

L’évolution de I'intensité du flux i en fonction du nombre de Rayleigh Ra en régime
permanent est représenté sur la figure (6.13). Un excellent accord entre les solutions
analytique et numérique est observée. On remarque aussi que l'intensité du flux croit
avec le nombre de Rayleigh. Cette augmentation commence avec la valeur de Rayleigh
qui caractérise le début du mouvement convectif a I'intérieur de la cavité, ou encore
le seuil de la convection. Au-dessous de cette valeur de Rayleigh critique (Ra.,; <12),
I'intensité du courant a I'intérieur de la couche poreuse est nulle et le fluide est au repos.
On a affaire a un régime de conduction pure.

Le code développé pour résoudre les équations régissant le probleme a été validé
en prenant comme référence nos résultats analytiques et certaines études numériques
disponibles dans la littérature. Les résultats de Kimura et al [[17]] obtenus pour une cavité
poreuse rectangulaire de rapport de forme A = 4, soumis a un flux de chaleur constant
et saturé par un fluide Newtonien, ont été utilisés comme référence pour valider le
code numérique. Les résultats analytiques et numériques obtenus dans notre étude de

méme que les résulats numériques de Kimura et al [17] sont regroupés dans les tableaux
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Ficure 6.10 - Influence du nombre de Rayleigh Ra sur la distribution de la fonction de
courant (z)

et pour différents nombres de Rayleigh (Ra = 100,200,400,500,600,700). La
comparaison des valeurs du nombre de Nusselt analytique et numérique dans le tableau
présente des erreurs variant entre 5 et 10%. Cet écart est justifié par le rapport de
forme qui est supposé infini dans le cas analytique alors qu’il est égal a 4 dans le cas
numérique. Par contre pour les fonctions de courant maximum un écart variant de 0.5

a 1% est noté.

Présente étude Analytique Présente étude Numerique
Ra Nu leux Nu ¢max
100 3.7500 3.7081 3.5661 3.7342
200 4.6153 5.41987 4.2258 5.4215
400 5.2173 7.78621 4.7260 7.7212
500 5.3571 8.73212 4.8491 8.6517
600 5.4545 9.58514 5.0154 9.5214
700 5.5263 10.3682 5.0361 10.2674

TasLeAau 6.2 — Comparaison des résultats analytiques et numériques obtenus par la
présente étude.

La figure montre 1’évolution du nombre de Nu en fonction du temps pour un
nombre de rayleigh égal a 100 et pour A1 =0.10 et I' = 0.75. On peut voir que lorsque le
temps est inférieure a 398, le nombre de Nusselt varie entre 3.45 et 3.75 et tend vers
une valeur constante a des temps plus élevés.

L'influence du nombre de Rayleigh pour I’établissement de la convection monocellu-

laire est bien confirmée sur les figures (6.14) et (6.15b)). L'augmentation du nombre de

Rayleigh accélére 'instalation de la convection monocellulaire.
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Ficure 6.11 - Influence du nombre de Rayleigh Ra sur la distribution de la vitesse

horizontale u(z).
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FiGure 6.12 - L'évolution du nombre de Nusselt en fonction du nombre de Rayleigh

6.4.4 Influence des paramétres rhéologiques du fluide viscoélastique

L'effet du rapport I' qui est égal au rapport du temps de retardation A2 et du temps
de relaxation A1 est illustré sur la figure (6.16) pour un Ra = 100. Le méme nombre de
Nusselt est obtenu dans les trois cas (I' =0.45,T =0.60 et ' = 0.70 pour A1 = 0.50) une

fois le régime monocellulaire établi. Dans ce cas étudié, l'influence du rapport I' sur

les valeurs maximales de l'intensité du flux ¢,,,,, de la température T et de la vitesse

horizontale u est négligeable. Cependant 1’établissement du régime monocellulaire
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Ficure 6.13 - L’évolution de la fonction de courant en fonction du nombre de Rayleigh.
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Ficure 6.14 - Evolution temporelle du nombre de Nusselt pour différent nombre de
Rayleigh dans le cas d’une couche poreuse de rapport de forme A=10 saturé d’un fluide
Oldroy-B (I' = 0.50, A1 = 0.50).

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015
98 CHAPITRE 6. Stabilité linéaire de 1’état de conduction

3,75

3,70 4 \
3,65 |

360 \

Nu

3,56 - ‘ |

Power as MSA

3,50 4 U

1 0—3 i \
345 T T T T T T \

T T 1 —
397 398 399 400 401 402 403 404 405 10° -

t 107 - T T
0 200 400 600

Frequency

(a) L’évolution temporelle du nombre de
Nusselt (b) Power spectrum du nombre de Nusselt

Ficure 6.15 - Convection thermique d’un fluide non-Newtonien (Oldroyd-B : I' = 0.75
et A1 = 0.1) saturant une couche poreuse de rapport de forme A=10 avec Ra=100.

prend beaucoup plus de temps avec la diminition de I' comme le montre la figure (6.16)

L’effet du temp de relaxation A1 est aussi étudié dans cette partie. Le méme constat
que dans le cas de I'influence de I est observé sur la figure (6.17). Une fois ’établisement
de la convection monocellulaire, le nombre de Nusselt reste sensiblement identique
pour ces trois cas. Par contre ’établissement de la convection monocellulaire prend
beaucoup plus de temps avec l'augmentation de A1.
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FiGure 6.16 — Evolution temporelle du nombre de Nusselt pour différent I' a un
Ra =100 dans le cas d’'une couche poreuse de rapport de forme A=10 saturé d’un
fluide Oldroy-B avec A1 = 0.50.
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Ficure 6.17 - Evolution temporelle du nombre de Nusselt pour différent A1 a un
Ra =100 dans le cas d'une couche poreuse de rapport de forme A=10 saturée d’'un
fluide Oldroy-B avec I' = 0.75.
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Chapitre 7

Bifurcation de Hopf : Transition entre

convection monocellulaire et convection

multicellulaire

7.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons étudier le probleme de stabilité de la solution monocel-

lulaire. Pour cela, il faut étudier comme dans le chapitre précédent I’évolution au cours

du temps d’une perturbation infinitésimale, de la solution convective monocellulaire.

7.2 Formulation du probleme de stabilité de la convec-

tion monocellulaire

La solution de convection monocellulaire a été déterminée au chapitre précédent et

s’écrit,
ug = ug(2),
vO:wO:O; (71)
Tp(x,v,2) = Crx + O(z2).
ou
10 12
Cr=4/—(1-—=). 7.2
T Ra( Ra) (7.2)
1 ,, 22 21 1
@(Z) ERQCT( 5 — ? - E) —Z+ = (73)
101
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u(z) = %RaCT(l —-22), (7.4)

En superposant des petites perturbations a la solution de base, on peut écrire :

u=1uy(z)+eu(x,vy,zt),

v =vy+€v(X,9,21),
w=wy+ewi(x,9,21t),
T=Crx+0O(z)+eTi(x,9,21).

Le systeme est limité suivant y et z et considéré comme infini, homogene et isotrope
dans la direction x avec des conditions aux limites qui sont indépendantes de x et ¢.
Dans ces conditions, on peut chercher les perturbations sous la forme de mode de
Fourier suivant x et oscillant dans le temps a la fréquence w,

up = el =iwheos(Ly)ig(z) + C.C,
vy = eli-iohsin(Ky)j(z) + C.C, (7.6)
wy = e =i@heos(Ey)p(z) + C.C, .
Ty = elkiotcos(L2y)T(z) + C.C
avec
N N
T(z) = Zencos[(n —1)rz] et w(z)= ansin(nnz), (7.7)
n=1 n=1

ou C.C est le complexe conjugué, 0, et w,, sont les amplitudes des perturbations, k est
le nombre d’onde dans la direction de ’écoulement, alors que L est un entier. Le cas
L =0 correspond a des rouleaux transversaux (d’axe perpendiculaire a la direction de
I’écoulement moyen) et k = 0 caractérise les structures convectives prenant la forme de
L rouleaux longitudinaux (d’axe paralléle a la direction de I’écoulement). Lorsque k # 0

et L # 0, on obtient un mode complétement tridimensionnel.

En injectant la forme de la perturbation (7.6) dans le systéme (5.11)) linéarisé on
obtient :

a? ’
—iwT +WDTy+ikTug— (D2 - k? - L2 T =

a

{ (1-iwlA;)(D? k2~ B2y 4 Ra(1 - iwd, (k2 + E25)T =

—4d
avecD—dZ.
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Ficure 7.1 - Nombre de Ra en fonction du rapport de forme a suivant la direction y et
pour différents nombres de rouleaux longitudinaux L (L=1,L = 2,L = 3) dans le cas

d’un fluide Newtonien (figure|7.1a) et L = 1 dans le cas viscoélastique (figure|7.1b).

7.3 Résolution du probleme aux valeurs propres.

7.3.1 Stabilité dela convection monocellulaire vis-a-vis des rouleaux
longitudinaux k=0

Cas Newtonien

On suppose dans un premier temps que k = 0. On s’intéresse donc aux rouleaux
dont les axes sont paralléles a la direction principale de I’écoulement. Nous avons résolu
le systeme (7.8) en utilisant (7.7) avec N = 30 qui assure une trés bonne convergence.

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure (7.1a)). Quand le rapport de forme
a suivant la direction y tend vers l'infini (a — o), le nombre de Rayleigh converge
asymptotiquement vers 311.53 . Pour un rapport de forme a fini, la figure (|7.1a) montre
que le nombre de Rayleigh critique croit avec le nombre de rouleaux longitudinaux L,

i.e. le mode le plus instable pour k = 0 correspondant a une structure longitudinale
monocellulaire L = 1.

Cas viscoélastique

La méme tendance trouvée avec le fluide Newtonien est obtenue avec le fluide
viscoélastique (figure |[7.1b) quand le rapport de forme a suivant la direction y tend

vers l'infini. On note que pour des rapports de forme trés petits, le temps de relaxation

joue un role destabilisant contrairement au cas Newtonien. Le mode le plus instable
correspond a un rouleau L = 1.
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Ficure 7.2 - Courbe marginale de stabilité de la convection monocellulaire.

7.3.2 Stabilité de la convection monocellulaire vis-a-vis des rouleaux

transversaux L=0

On s’intéresse ici aux rouleaux dont les axes sont perpendiculaires a la direction
de I’écoulement. Le systeme ([7.8) est résolu en utilisant (7.7) et en supposant L = 0. Le
mode N = 30 assure une tres bonne convergence.

Cas Newtonien

La courbe neutre de stabilité pour un fluide Newtonien est représentée sur la
figure (7.2). Cette courbe montre que le seuil de I'instabilité secondaire sous la forme de
rouleaux transversaux est Ra, ~ 506.27 avec un nombre d’onde critique k. ~ 4.8. Ce seuil
est superieur a celui correspondant aux rouleaux longitudinaux (Ra, = 311.53). Nous
concluons donc que pour les fluides Newtoniens, la destabilisation de la convection
monocellulaire se fait plutot au profit d’un régime de convection organisée en rouleaux

longitudinaux que de rouleaux transversaux.

Cas viscoélastique

La courbe neutre de stabilité montre le role stabilisant de I'. Plus la valeur de I'
augmente plus le seuil augmente. Ce role est bien montré dans le tableau oule
temps de ralaxation est fixé a A; = 0.1 et on fait varié I . Dans ce tableau on note bien
la croissance de la fréquence critique w, et du nombre d’onde critique k. en fonction
deI'. La courbe neutre de stabilité montre contrairement au premier cas étudié
le role destabilisant du temps de relaxation A;. Pour un rapport des viscosités fixe,

l'augmentation de A; entraine la diminution du nombre de Rayleigh critique. Le tableau
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Ficure 7.3 - Courbe marginale de stabilité de la convection monocellulaire d’un fluide
viscoélastique.

----A1=0.1 - A1=0.3 - - 2a1=0.5
RT: Oldroyd-B(I'=0.75)
400 ———————————————————%
i.‘\ '.7
i ¥
I k) 24 |
390 iy pi
‘l‘\ Il'
L LR v ]
g 380 L i
D: “ ‘\ I;',
370 A & ]
“ \\ ’l,”
LSRN e

L R, Vel ]

360 “\{-.4._;,-"‘, ]

350 L L Il L L Il L Il L Il L Il L ]

2 3 4 5 6 7 8

k
Ficure 7.4 - Courbe marginale de stabilité de la convection monocellulaire d’un fluide
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vient appuyer le résultat avec le nombre d’onde critique k. et la fréquence critique
w, qui décroit avec 'augmentation de A;.

Nous concluons donc pour les fluides viscoélastiques, la destabilisation de la convec-
tion monocellulaire se fait plutot au profit d’un régime de convection organisée en

rouleaux transversaux que de rouleaux longitudinaux quand I' — 0.

r Ra, W, k.
0.45 191.92 89.000 4.595
0.50 217.30 92.819 4.585
0.55 243.57 96.878 4.585
0.60 270.60 101.259 4.600
0.65 298.31 105.978 4.630
0.70 326.58 110.611 4.655
0.75 355.40 115.251 4.680

TasLEAU 7.1 — Variation de Ra., w, et k. en fonction de I' pour un fluide viscoélastique et
un pour A; =0.1 et N = 30.

A Ra, W, k.

0.1 355.40 115.251 4.680
0.2 352.63 112.359 4.610
0.3 351.84 111.683 4.585
0.4 351.48 111.294 4.475
0.5 351.27 111.084 4.570
0.6 351.13 111.021 4.570
0.7 351.03 110.860 4.565

TaBLEAU 7.2 — Variation de Ra., w, et k. en fonction de I' pour un fluide viscoélastique et
pourun ' =0.75et N = 30.

7.4 Comparaison avec la simulation numérique

7.4.1 Fluides Newtoniens

L’analyse de stabilité linéaire de I’écoulement de convection monocellulaire indique
un nombre de Rayleigh critique Ra.,, = 506.27, au-dela duquel une bifurcation de Hopf
se produit, donnant naissance a un écoulement multicellulaire oscillant. La fréquence

o ST s - 138,24
critique d’oscillations de ces structures correspond a w.,, = 138.24 (i.e f,p = =52=). L

nombre de Rayleigh critique et la fréquence critique associés a la bifurcation de Hopf

sont en bon accord avec les résultats obtenus par Kimura et al [17], a savoir Ra,,, =

506.07 et w¢p, = 138.92 (i.e f.,, = 22.11), respectivement. Contrairement a I’analyse de
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Ficure 7.5 - Evolution de la différence entre le nombre Nusselt et de sa moyenne par
rapport au temps (7.5a)) et sa transformée de Fourier rapide (EET)|7.5b| pour une cavité
poreuse saturée par un fluide Newtonien avec Ra = 650 et A = 8.
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FiGure 7.6 - Evolution de la différence entre le nombre Nusselt et de sa moyenne par
rapport au temps (7.6a)) et sa transformée de Fourier rapide (F.ET) (7.6b) pour une
cavité poreuse saturée par un fluide Newtonien avec Ra =750 et A = 4.

stabilité linéaire de I’écoulement monocellulaire, les simulations numériques conduits
dans cette partie de la thése considérent un rapport de forme A fini de la cavité poreuse.
Dans le but d’identifier la bifurcation de Hopf, nous avons déterminé le transfert
de chaleur en évaluant le nombre de Nusselt pour différentes valeurs du nombre de
Rayleigh et pour des rapports de forme A =4, A = 8 et A = 10. Une fois I’évolution
au cours du temps du nombre de Nusselt est obtenue numériquement, on applique
la transformée de Fourier rapide (EET.) pour évaluer éventuellement les fréquences
d’oscillations des structures convectives. Les simulations numérique montrent l’absence
de toute instabilité secondaire pour des valeurs de Rayleigh inférieures au seuil Ra,,, =
506.27 déterminé par l’analyse de stabilité de ’écoulement monocellulaire stationnaire.

En augmentant graduellement la valeur du nombre de Rayleigh au dela de Ra,,, =
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506.27, les résultats numériques obtenus montrent qu'une bifurcation de Hopf se
produit, donnant naissance a un régime de convection multicellulaire oscillatoire. Le
nombre de Rayleigh pour lequel la bifurcation de Hopf est observée dépend fortement
du rapport de forme A. Bien que c’est difficile de cerner avec exactitude le nombre
de Rayleigh critique pour un rapport de forme donné, on a observé que ces valeurs
critiques passent de 630 pour A =10 a 650 pour A =8 et a 750 pour A = 4. Il semble
donc plausible de suggérer, pour des calculs avec des rapports de forme élevés, que
Ra,,, devrait approcher la valeur de 506.

L’évolution de la différence entre le nombre de Nusselt et de sa valeur moyenne est
illustrée sur la figure (7.5a). La transformée de Fourier rapide, appliquée au nombre
de Nu montre que le spectre des fréquences présente un pic a f = 22.3 et des pics
associés a ses harmoniques comme le montre la figure (7.5b). Le méme comportement
est observé sur la figure pour un rapport de forme A = 4.

Le cas Newtonien étant validé, nous allons passer a I’étude du cas non Newtonien.

7.5 Cas d’une couche poreuse saturée par un fluide vis-

coélastique

Dans cette partie nous allons étudier I'influence des parametres rhéologiques sur le
déclenchement de la convection muticellulaire et faire la comparaison avec la théorie de
stabilité linéaire. Le comportement des champs de vitesse, de température et de transfert
de chaleur moyen avant et apres la bifurcation de Hopf sera étudié en deuxieme lieu. Et
enfin nous allons clore cette partie en regardant I'influence des parametres rhéologiques
sur le comportement des champs de vitesse, de température et de transfert de chaleur

moyen.

7.5.1 Influence des paramétres rhéologiques sur la naissance de la
convection multicellulaire et comparaison avec la théorie de
stabilite linéaire.

Avant d’énoncer les résultats généraux, il est judicieux d’illustrer, a travers un jeu
de parameétres rhéologiques fixés, la méthode utilisée pour détecter numériquement
la bifurcation de Hopf. On fixe donc A; = 0.5 et I' = 0.75 et on fait varier le nombre de
Rayleigh Ra. Pour ce jeu de parametres, la theorie de stabilité prévoit une bifurcation
de Hopf pour Ra.,, = 351.27.

Dans ce but on a fait trois simulation numérique a Ra = 65, Ra = 300 et Ra = 500 et on

a pu obtenir les lignes de courants et les isothermes. La figure (7.7) illustre les résultats.
Aprés un temps transitoire les figures (7.7a)) et (7.7b) montrent bien le comportement
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Ficure 7.7 - Influence du nombre de Rayleigh sur les lignes de courants et les

isothermes : (7.7a) Ra=65, (7.7b) Ra=300 et (7.7c) Ra=500 pour fluide viscoélastique de
paramétres I' = 0.75 et A1 = 0.50 et avec un rapport de forme A=10.

asymptotique qui est un écoulement monocellulaire. Pour un nombre de Rayleigh
Ra =500 supérieur au nombre de Rayleigh critique analytique, le régime oscillatoire
multicellulaire s’installe. La figure (7.7¢) illustre parfaitement bien ce résultat.

Pour trouver le seuil numériquement, on vas affiner les choses en prenant des
nombres de Rayleigh Ra plutot voisine de Ra.,, = 351.27 . L'illustration avec le compor-
tement du nombre de Nusselt pour Ra = 300, Ra = 397 et Ra = 398 est tres claire sur les
figures et (7.9). Aprés un temps transitoire, les figures (7.8a)) et (7.8b) montrent
bien que le régime oscillatoire n’est pas encore atteint. Le comportement asympto-

tique du nombre de Nusselt indique un écoulement monocellulaire. L'augmentation
du nombre de Rayleigh nous permet de trouver un Ra = Ra.,, = 398 au-dela duquel
une bifurcation de Hopf se produit, donnant naissance a un écoulement multicellulaire
oscillant. Ce résultat est bien illustré avec l'oscillation du nombre de Nusselt sur la
figure (7.9a). La transformée de Fourier rapide, appliquée au nombre de Nu montre
que le spectre des fréquences présente un pic a f = 14.51 et des pics associés a ses
harmoniques comme le montre la figure (7.9D).

Cette exemple nous a permis d’illustrer la méthode avec laquelle on a détecté les
seuils pour d’autres couples (I', A;). Avec cette méthode on fixe dans un premier temps
la valeur de Ay = 0.50 et on fait varier le rapport des viscosités I'. On constate que le
nombre de Rayleigh critique augmente avec le rapport des viscosités comme montré
sur le tableau (7.3). Le résultat trés important qu’on peut en conclure est donc 'effet

stabilisant du rapport des viscosités. Le résulat prévu par 1’analyse de stabilité linéaire
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Ficure 7.8 — Evolution du nombre de Nusselt en fonction du temps dans le cas d’une
couche poreuse de rapport de forme A = 10 saturée par un fluide viscoélastique de

parametre I' = 0.75 et Ay = 0.50 : (7.8a) Ra = 300; (7.8b) Ra = 397
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Ficure 7.9 — Evolution du nombre de Nusselt en fonction du temps et sa
transformée de Fourier rapide (F.E.T) dans le cas d’une couche poreuse de
rapport de forme A = 10 saturée par un fluide viscoélastique de parametre I' = 0.75 et
A1 =0.50 avec un Ra = 398.
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A1 =0.5 Ra,, frer
r Analytique | Numérique || Analytique | Numérique
0.75 351.27 398.00 17.79 14.51
0.65 291.20 326.00 15.64 11.92
0.60 261.51 290.00 14.57 11.13
0.55 232.00 254.00 13.49 9.91
0.50 202.62 218.00 12.26 9.13

TaBLEAU 7.3 — Variation de la valeur du nombre de Rayleigh critique et de la fréquence
critique pour un fluide viscoélastique en fonction de I' pour A1 = 0.5

I'=0.75 Ra.,, fre,
Al Analytique | Numérique || Analytique | Numérique
0.5 351.27 398.00 17.79 14.51
0.4 351.48 399.00 17.80 14.52
0.3 351.85 399.00 17.83 14.52
0.2 352.64 402.00 17.88 14.52
0.1 355.40 405.00 18.42 15.57
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TaBLEAU 7.4 - Variation de la valeur du nombre de Rayleigh critique et de la fréquence
critique pour un fluide viscoélastique en fonction du temps de relaxation A1 pour un
I=0.75

est vérifié. La comparaison entre les résultats analytique et numérique sur le tableau
(7.3) montre une différence entre les nombres de Rayleigh critique et les fréquences
critique. Cette différence peut étre expliqué par le rapport de forme considéré comme
étant infini dans la théorie de stabilité et fini dans le cas numérique avec un rapport
A =10. Afin de regarder I'influence du temps de relaxation A;, on fixe le rapport des
viscosités I’ = 0.75 . Les résultats sont reportés sur tableau (7.4). Uaugmentation du
temps de relaxation entraine une diminution du nombre de Rayleigh critique et donc
’effet destabilisateur de A; prévu par la stabilité linéaire est aussi vérifié. La différence
des résultats analytique et numérique observée sur le tableau est du au rapport de

forme comme expliqué plus haut.

7.5.2 Comportement des champs de vitesse, de température et de
transfert de chaleur moyen avant et apres la bifurcation de

Hopf
La figure illustre I'influence du nombre de Rayleigh, sur les distributions des
profils de la fonction de courant, de la température et de la vitesse horizontale. Ces

résultats sont obtenus en faisant la simulation numérique du fluide viscoélastique de

parametres I' = 0.75 et A1 = 0.5 dont le nombre de Rayleigh critique est égal a 398.
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Nous avons choisis trois nombres de Rayleigh avant la bifurcation a savoir Ra=100, Ra=
200 et Ra=300 et trois apres la bifurcation, Ra= 500, Ra= 600 et Ra=700. Concernant
les résultats obtenus avant la bifurcation, on observe une belle symetrie des profils de
la fonction de courant, de la température et de la vitesse. La figure (7.10@) avant la
bifurcation montre un écoulement renforcé au centre de la couche poreuse avec une

valeur maximale de la fonction de courant.

Ra l;bmux Tnax Unnax Nu

100 3.6754 0.14136 14.2422 3.5388
200 5.3728 0.11788 20.8197 3.7219
300 6.6507 0.11000 25.7716 4.4588
500 8.5628 0.08312 48.6304 5.3619
600 9.0993 0.12562 53.3947 5.6631
700 10.1154 0.07454 45.4954 5.9338

TasLeau 7.5 — Evolution des valeurs maximales de la fonction de courant, de la
température, de la vitesse et du transfert de chaleur moyen en fonction du nombre de
Rayleigh pour un fluide viscoélastique de parametres I' = 0.75 et A1 = 0.50 pour un
rapport de forme A = 10.

L’intensité du flux ¢,,,, augmente de 3.6754 a 10.1154, la vitesse maximale, en
valeur absolue U,,,, , augmente elle aussi de 14.2422 a 45.4954 avec 'accroissement
du nombre de Rayleigh de 100 a 700 ; par contre la température maximale, en valeur
absolue, chute de 0.14136 a 0.07454 comme indiqué sur le tableau (7.5). La figure (7.10k)
montre que la variation de la vitesse horizontale u garde sa linéarité en fonction de z
avant la bifurcation. Apres la bifurcation on perd toute symetrie au niveau des profils
de la fonction de courant, de la température et de la vitesse horizontale. L'atténuation
de la température avec ’axe horizontale de la couche poreuse avec I'augmentation du
nombre de Rayleigh obtenu avant la bifurcation n’est plus valable apres la bifurcation
ot l'on voit (7.10p) la température passer de 0.08312 a 0.07454 en passant par 0.12562
quand le nombre de Rayleigh passe de 500 a 700. La figure (7.10k) montre le profil
de la vitesse horizontale qui perd sa linéarité.La vitesse maximale, en valeur absolue
U,ax »décroit de 48.6304 a 45.4954 en passant par 53.3947 avec l'accroissement du
nombre de Rayleigh de 500 a 700. On représente aussi sur le tableau la variation
de transfert de chaleur moyen en fonction de nombre de Rayleigh avant et apres la
bifurcation. On note une augmentation réguliere du transfert de chaleur moyen avec le

nombre de Rayleigh.
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Ficure 7.10 - L'influence du nombre de Rayleigh avant et apres la bifurcation sur la

distribution de la fonction de courant (a), de la température (b) et de la vitesse
horizontale (c) pour un fluide viscoélastique I' = 0.75, A; = 0.50 et avec un rapport de

forme A=10.
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7.5.3 Influence des paramétres rhéologiques sur le comportement
des champs de vitesse, de température et de transfert de cha-

leur moyen.

Dans cette partie, on étudie l'influence des parametres rhéologiques I' et A; sur
le comportement des champs de vitesse, de température. Dans les deux cas on note
sur les figures (7.11) et (7.12) que avant la bifurction ni I, ni A; n'ont aucun effet

sur le comportement des champs. Le régime est stationnaire. Ce résultat numérique
vérifie bien la théorie de stabilité linéaire. Apres la bifurcation, I'influence de I' et de
Aq sur le comportement des champs de vitesse, de température devient significative.
Cependant le comprotement des champs est difficile a interpréter. On peut noter au
niveau du tableau ou le temps de relaxation est fixé que 'augmentation du rapport
I' entraine 'augmentation de la valeur maximale du flux. Un comportement inverse du
flux est observé sur le tableau (7.7) ou le rapport I' est fixé. L'augmentation du temps
de relaxation A; entraine une diminution de la valeur maximale du flux. Par contre
I’évolution des valeurs maximales de la température, de la vitesse et du transfert de
chaleur moyen n’est pas régulier dans les deux cas et (7.7).

r wmax Tmax Umax m
0.55 8.0788 0.1103 21.9448 5.4182
0.65 8.4819 0.7525 53.9380 5.5001
0.75 8.5628 0.0831 48.6304 5.3619

TasLEAU 7.6 — Evolution des valeurs maximales de la fonction de courant, de la

température, de la vitesse et du transfert de chaleur moyen en fonction du rapport des
viscosités I' apres la bifurcation Ra = 500 et pour A; = 0.50.

/\1 ll)max Tmax Umax m
0.10 9.2382 0.06174 40.8308 5.3752
0.30 8.0788 0.11039 21.9448 5.4182
0.50 8.5628 0.08312 48.6304 5.3619

© 2015 Tous droits réservés.

TaBLeAU 7.7 — Evolution des valeurs maximales de la fonction de courant, de la
température, de la vitesse et du transfert de chaleur moyen en fonction du temps de
relaxation A, apres la bifurcation Ra = 500 et pour I' = 0.75.
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apres la bifurcation Ra = 500.

© 2015 Tous droits réservés.

doc.univ-lille1.fr



Thése de Abdoulaye Gueye, Lille 1, 2015

116 CHAPITRE 7. Bifurcation de Hopf

3 10
2,51 B )
sk i
oL i
6 E
> 1,5+ B > \

/ =0.75 '

r=0.75 2/ A

0,51 —— A1=0.10 1 / M=o W

- - 21=030

rrrrr 11=0.30 / T o3
——- A1=0.50 I :
\

0 L Ol L L L L
0 02 04 0.6 08 1 0 02 04 0.6 0.8 1
z z
02 0,15

0,10

0,05}

( ) = 0
0,05 b
=075
—0,1F — AM=0.10
rrrrrrr A =030
S A1=0.50
,0’15 L L L
0 02 0,4 0,6 0,38 1
z
10 R
401 4
sh i
20
D oor 1 2
(c) ’
sk i
r=0.75 20
—— A1=0.10
rrrrr A1=0.30
1ok ——- A=050 ]
L L 740 L L
0 02 0.4 0.6 08 1 02 04 0.6 0.8 1
z z
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bifurcation Ra=65 et apreés la bifurcation Ra = 500.
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Conclusion

Dans cette deuxieme partie de la these, le probleme de la convection naturelle au
sein d’un fluide Newtonien ou d’un fluide viscoléastique a été étudié analytiquement et
numeériquement. Il s’agit d’'une couche poreuse horizontale chauffée par le bas par un
flux de chaleur constant. L'influence du nombre de Rayleigh, du temps de relaxation A1
, du rapport des viscosités I' et du rapport de forme du massif poreux A sur l'apparition
de motifs des rouleaux transversaux et des rouleaux longitidunaux de convection et sur
I'intensité de transfert de chaleur a été discutée.

L’étude d’instabilité primaire effectuée montre l'effet déstabilisant du temps de re-
laxation A; et l'effet stabilisant du rapport des viscosités I' et que sur un large domaine
dans le plan (T, A1) que 'on désigne par régime de fluide faiblement viscoélastique, une
instabilité stationnaire domine le mode de convection. Cette instabilité est a grande
longueur d’onde, c’est a dire a nombre d’onde critique nul. Dans ce cas on peut utiliser
I’approximation d’écoulement paralléele et trouver la solution convective non linéaire.
Il convient donc de ces structures convectives pleinement développées. Les résultats
montrent que pour un fluide Newtonien, la convection monocellulaire perd sa stabilité
au profit de rouleaux longitudinaux. Dans le cas des fluides viscoélastiques, le seuil
d’apparition des rouleaux longitudinaux est indépendant des parametres viscolélas-
tiques I et A; et est alors identique au cas d’un fluide Newtonien. Cependant, on trouve
que ’élasticité du fluide induit la sélection des rouleaux transversaux propagatifs.

Nous avons aussi étudié le probleme de stabilité de la solution monocellulaire.
L’étude de stabilité de la convection monocellulaire vis-a-vis des rouleaux longitudinaux
montre que dans le cas Newtonien, le nombre de Rayleigh converge asymptotiquement
vers Ra. = 311.53 quand le rapport de forme a suivant la direction y tend vers I'infini.
Pour un rapport de forme a4 fini, le nombre de Rayleigh critique croit avec le nombre
de rouleaux longitudinaux. Concernant les fluides viscoélastiques, on note que pour
des rapports de forme a tres petits, le temps de relaxation joue un role destabilisant
contrairement au cas Newtonien.

L’étude de stabilité de la convection monocellulaire vis-a-vis des rouleaux transver-
saux montre que le seuil d’instabilité secondaire sous la forme de rouleaux transversaux
est Ra. = 506.27 avec un nombre d’onde critique k. = 4.8. Nous concluons donc que

pour les fluides Newtoniens, la destabilisation de la convection monocellulaire se fait
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plutot au profit d’'un régime de convection organisée en rouleaux longitudinaux que de
rouleaux transversaux. Pour les fluides viscoélastiques, la destabilisation de la convec-
tion monocellulaire se fait plutot au profit d’un régime de convection organisée en
rouleaux transversaux que de rouleaux longitudinaux quand le rapport des viscosités I
tend vers 0.

Une solution numeérique basée sur un schéma aux différences finies est venue confor-
ter ces résultats analytiques. Le code développé a été validé en prenant comme référence
nos résultats analytiques et certaines études numériques disponibles dans la littérature.
Les résultats obtenus sont présentés sous forme de profils de fonction de courant, de
température, de vitesse horizontale et des spectres de fréquences du nombre de Nusselt

dans le cas oscillatoire.
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Les résultats obtenus au cours de ce travail sont synthétisés et une extension possible
de ces travaux est suggérée dans cette section.

Dans la premiére partie de la theése, nous avons traité la simulation numeérique
de I’écoulement de fluides Newtonien et non Newtonien dans un canal partiellement
rempli d’une matiere poreuse isotrope et homogéne. La premiere moitié du canal ne
contient que du fluide alors que la deuxiéme partie est composée du fluide et de la
matrice poreuse. Les parois sont considérées comme adiabatiques et imperméables. Ce
probléeme bidimensionnel est modélisé par les équations de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement moyennés dans un Volume Elémentaire Représentatif.
Elles sont résolues par la méthode des volumes finis, avec une discrétisation des termes
convectifs et non linéaires. Les termes diffusifs et de pression sont temporellement
implicites.

Un code de calcul en Fortran permettant de varier les parametres du fluide et celles
du milieu poreux est développé. La méthode utilisée est celle des volumes finis. Les
équations de conservation sont intégrées dans le volume de controle, puis le théoreme
de Gauss est utilisé pour transformer certaines intégrales de volume en intégrales de
surface. Toutes les grandeurs scalaires sont traitées au centre du volume, les vitesses
sont localisées au centre des faces du volume, ce choix constitue le principe du maillage
entrelacé. La difficulté du probleme émerge d’un fort couplage entre la géométrie du
milieu poreux et le caractére non-newtonien du fluide considéré

L’écoulement développé est de Poiseuille, la pression chute axialement. Puis a la
traversée du milieu poreux, on trouve que 1’écoulement n’est plus de Poiseuille. La
matrice poreuse produit une résistance a ’écoulement, sous forme d’une perte de
pression.L'influence du nombre de Darcy sur la structure de I’écoulement et sur le profil
de vitesse est montrée. L'applatissement du profil de vitesse est moins important dans
le cas des fluides rhéoépaississants que les fluides Newtoniens. Nous avons aussi mis en
évidence I'influence du terme de Forchheimer sur 'applatissement du profil de vitesse.
La relation non linéaire entre le gradient de pression et la vitesse débitante pour les
fluides en loi de puissance est obtenue. L'extension de la loi de Darcy est donnée pour
ces fluides, ou la perméabilité dépend de l'indice n.

La deuxieme partie de la these porte sur une étude analytique et numérique de
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la convection naturelle de fluides viscoélastiques saturant une couche poreuse hori-
zontale chauffée par un flux constant. La formulation mathématique des équations
de ce probleme repose sur la loi phénoménologique de Darcy généralisée a un fluide
viscoélastique vérifiant I'approximation de Boussinesq. Cette formulation introduit
deux parametres supplémentaires liés a la viscoélasticité, a savoir le temps de relaxa-
tion A1 et le rapport I entre la viscosité du solvent et la viscosité totale de la solution
polymérique.

L’analyse de stabilité linéaire conduite dans ce travail montre que I’état de conduc-
tion perd sa stabilité au profit de structures convectives dont la nature dépend du
degré de I’élasticité du fluide viscoélastique. En régime faiblement viscoélastique, ces
structures convectives ont un caractére stationnaire ou le mode le plus amplifié est
caractérisé par une grande longueur d’ondes, et se comporte comme pour un fluide
Newtonien. Cependant, on montre qu’en régime fortement viscoélastique, la convection
est oscillatoire avec un nombre d’onde non nul et se présente sous la forme d’ondes
progressives.

En régime faiblement viscoélastique, et vu que la premiere instabilité prédite par
I’analyse linéaire admet un nombre d’onde nul, I'utilisation de I'approximation d’écou-
lement paralléle permet de déterminer 'amplitude de la convection monocellulaire
dans le domaine non linéaire. Il convient donc d’étudier la stabilité secondaire de ces
structures convectives pleinement développées. Les résultats montrent que pour un
fluide Newtonien, la convection monocellulaire perd sa stabilité au profit de rouleaux
longitudinaux (dont 'axe est parallele a I’écoulement de base). Le nombre de Rayleigh
critique a partir duquel se produit cette déstabilisation est déterminé et est en excellent
accord avec la valeur trouvée dans [17]]. Dans le cas des fluides viscoélastiques, le seuil
d’apparition des rouleaux longitudinaux est indépendant des parametres viscoélas-
tiques A1 et I et est alors identique au cas d’un fluide Newtonien. Cependant, on trouve
que l'élasticité du fluide induit la sélection des rouleaux transversaux (dont l’axe est
perpendiculaire au sens de I’écoulement principal) propagatifs. L'influence des para-
metres viscoélastiques sur le seuil d’apparition de ces rouleaux trasversaux propagatifs
comme une instabilité secondaire est déterminée.

Une solution numérique basée sur un schéma aux différences finies traite le cas d’'un
fluide Newtonien et d’un fluide viscoléastique. Les résultats obtenus sont présentés
sous forme de profils de fonction de courant, de température, de vitesse horizontale et
des spectres de fréquences du nombre de Nusselt dans le cas oscillatoire. L'influence du
rapport de forme, du nombre de Rayleigh et des parametres rhéologiques a été discutée.
Les effets de ces parameétres sur le transfert de chaleur par convection, déterminés par la
méthode numérique , ont été comparés avec les résultats analytiques et un bon accord

entre les deux est observé.

Des questions intéressantes peuvent donner lieu a des approfondissements de cette
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partie de la theése. Une perspective intéressante de cette these est de considérer une
configuration bicouche, comme traité dans la premiere partie et de déterminer la
nature des bifurcations et le transfert de chaleur qui en résulte. Une autre perspective
non moins intéressante est le prolongement de la présente étude au régime fortement

viscoélastique.
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Annexe A

Meéthode des différences finies

A.1 Discrétisation de I’équation de la quantité de mou-
vement

Reprenons I’équation en utilisant la fonction de courant.

d d dT
1 I'=—)Q =-Ra(1l —)= Al
( +/\1 at) Ra( +Alat)axl ( )
ou Q est la vorticité définie par :
du Jdw
0=2-22 - vy, A2
dx 0Jz v (A.2)

La méthode S.O.R donne directement la valeur de la fonction de courant W a I'instant
(n+1) au noeud considéré. Les dérivées partielles du premier et du deuxieme ordre sont
approximeées selon les schémas suivants :

(82\11), p = Wi p + Wi x — 2V
1

ox? - Ax? ’
(A.3)

(82_\11) P = Wiki1 + Wip1 — 2%

z2 LK Az? :

Conditions aux frontieres hydrodynamiques

La condition d’imperméabilité imposée sur les frontieres de la cavité se traduit par :

A

+ = V=0
*E3
z=0;a v =0.

A.2 Discrétisation de I’équation d’énergie
L’équation d’énergie du systeme peut se réécire de la maniere suivante :

133
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JT JuT) JdwT) J*T J°T

ot ox 9z ox2 | 9z

La méthode des directions alternées consiste a diviser le pas de temps At en deux

étapes, dans la premiere étape on avance avec At/2 et on résout le systeme de facon

implicite suivant x et explicite suivant z, dans la deuxieme étape on avance avec At/2 et

on résout le systeme de facon explicite suivant x et implicite suivant z, ce qui revient a
faire ce qui suit :

(A.4)

A.3 Implicite suivant x et explicite suivant z

Les termes suivants x vont étre pris au temps n + 1/2 et ceux suivants z vont étre
pris au temps n. On prend un demi pas de temps At/2 :

1/2
ar _Tin™ ~ Tin (A5)
gt~ At/2 '

— les termes suivants x

n+1/2 pn+1/2 n+1/2 pn+1/2
ouT) _ Wit Tist k) = Motk Li-1.6)

ax = 2Ax ’

(A.6)
+1/2 +1/2 +1/2
2T T(?+1,k) + T(?—l,k) - 2T7
ax2 Ax? :
— les termes suivants z

d(wT) _ wFi,kH)T(’il,kJrl) B wz;,k—l)j}?,k—l)

dz = 2Az ’
(A.7)

1T Ty + Ty = 2Tk

22 = Az? :

On remplace maintenant tous les termes dans 1’équation d’énergie ce qui donne
apres réaménagement :

AMTIS+ BT+ CHTE = D), (A.8)

avec
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. 1 1 1 1 1 1
D(l):[A_Zz T 2Ax zk 1]T1k 1) +2(= A22+E)T(?’k)+[A_ZZ_2Ax (i,k+1) ]Tzk+1

Si on discrétise dans la direction x en NX intervalles Ax on aura NX + 1 points. L'appli-
cation de notre systéme de i =2 a i = NX, nous permet d’avoir un systéme d’équation
tri-diagonale. Pour résoudre ce systeme on peut utiser I’algorithme de Thomas . Dans
notre cas il faut donc éliminer le A(2) et le C(NX), pour avoir un systéme qui peut se
résoudre avec Thomas. Pour cela, si on a une condition aux limites de type Neumann
(flux constant) on discrétise la condition aux limites et on remplace, par exemple :

‘3—T = g en differences finies on a :

T(1,k)= 4T(2 k) - 1T(3,k) 2qu (décentré en avant 2nd ordre)
T(Nx+1,k)= 4T(Nx,k) - %T(Nx -1,k)+ %qu (décentré en arriere 2nd ordre)

1. pouri=2ona:
A(2)T(1,k)+B(2)T(2,k)+ C(2)T(3,k) = D(2).
On remplace T(1,k) par sa valeur et apres ré-arrangement on obtient :

+ [B(2) + gA(Z)]T(Z,k) +[C(2)- %A(Z)]T(&k) = D(2)+ %A(Z)Ax q.
nouveau A(2)

nouveau B(2) nouveau C(2) nouveau D(2)

2. pouri=Nxona:
ANx)T(Nx—1,k)+B(Nx)T(Nx,k)+ C(Nx)T(Nx+1,k) = D(Nx).
On remplace T(Nx + 1,k) par sa valeur et apres ré-arrangement on obtient :

[A(Nx)—%C(Nx)]T(Nx—l,k) + [B(Nx)+§C(Nx)]T(Nx,k)+ _

nouveau C(Nx)

nouveau A(Nx) nouveau B(Nx)

= D(Nx)—%C(Nx)qu. (A.9)

nouveau D(2)

A.3.1 Explicite suivant x et implicite suivant z

Les termes suivant x vont étre pris au temps n et ceux suivant z au temps n+ 1/2

— les termes suivants x

ouT) _ ”(li+1,k)T(?+1,k) B ”8—1,k)7}?—1,k)

adx 2Ax ’
(A.10)

T Tip + Ticun — 2T

oxz ~ Ax? ’

— les termes suivants z
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n+1/2 pn+1/2 n+1/2 ~n+1/2
dwT) _ Wiea) Lijea1) ~ Wiiko1) L(i k—1)

0z~ 2Az ’
(A.11)
1 T * Ty — 2T
22~ Az?
En suivant la méme procédure décrit dans[A.3]on trouve :
. 1/2 . 172 . 172 :
AT+ BT+ CHTE = DG), (A.12)
avec
_ 1 1 n+1/2
AD="57 ~ oz iy

. 1 1 1 1 1 1
D(j) = [@ t oAx i T+ 2(_@ + E)T(?,k) A T 2Ax Wi T -

Pour une condition de type Neumann on obtient :

1. pouri=2ona:
A(2)T(i,1)+B(2)T(i,2)+ C(2)T(i,3) = D(2).
On remplace T(i, 1) par sa valeur et apres ré-arrangement on obtient :

+ [B(2)+ %A(Z)]T(i,Z) +[C(2)- %A(2)]T(i,3) =D(2)+ %A(Z)Azq.
nouveau A(2)

nouveau B(2) nouveau C(2) nouveau D(2)

2. pouri=Nzona:
A(Nz)T(i,Nz—1)+B(Nz)T(i,Nz)+ C(Nz)T(i,Nz+ 1) = D(Nz).
On remplace T(i, Nz + 1) par sa valeur et apres ré-arrangement on obtient :

[A(Nz)—%C(Nz)]T(i,Nz—l) + [B(Nz)+§C(Nz)]T(,Nz)+ -
nouveau C(Nz)

nouveau A(Nz) nouveau B(Nz)

:D(Nz)—gC(Nz)Azq (A.13)

nouveau D(2)
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MODELISATION ET SIMULATIONS NUMERIQUES DES ECOULEMENTS ET INSTABILITES THERMIQUES DE
FLUIDES NON-NEWTONIEN EN MILIEU POREUX.

Résumé

Ce travail de these sur les milieux poreux est axé sur deux parties. La premiere concerne 1’étude
numérique de I’écoulement d’un fluide Newtonien ou non-Newtonien au sein d’un systéme
fluide/poreux. L'approche a un seul domaine qui consiste a écrire I’équation de Navier-Stokes
incluant le terme de Darcy—Brinkman—Forchheimer est adoptée dans cette étude. La relation
entre le gradient de pression et la vitesse débitante linéaire dans le cas de Darcy ou le fluide est
Newtonien, est obtenue. Cette relation est étendue dans le cas non-Darcy ou le fluide est non
Newtonien. L'influence des nombres de Darcy et de Forchheimer sur la structure de I’écoulement
est montrée. Dans la seconde partie, une étude de stabilité linéaire et numérique de la convection
naturelle de fluides viscoélastiques saturant une couche poreuse horizontale chauffée par un flux
constant est réalisée. Une étude d’instabilité primaire et secondaire nous a permis de montrer
que pour un fluide Newtonien, la convection monocellulaire perd sa stabilité au profit des
rouleaux longitudinaux. Dans le cas des fluides viscoélastiques, on trouve que ’élasticité du
fluide induit la sélection des rouleaux transversaux propagatifs. Une solution numérique basée
sur un schéma aux différences finies est venue conforter ces résultats analytiques.

Mots clés : milieux poreux, simulation numérique, instabilité thermique, loi de darcy,
convection naturelle, fluide non-newtonien.

MODELING AND NUMERICAL SIMULATION OF FLOW AND THERMAL INSTABILITIES OF NON-NEWTONIAN
FLUIDS IN POROUS MEDIA.

Abstract

The present thesis on porous media concentrates in two parts. The first concerns the numerical
study of the flow of a Newtonian or a non-Newtonian fluid within a fluid/porous system. The
approach of a single domain, which consists of/in writing the Navier-Stokes equation including
the Darcy-Brinkham-Forchheimer term, is chosen in this study. The linear relation between the
pressure gradient and the bulk velocity in the Darcy case, for which the fluid is Newtonian, is
obtained. This relation is extended to the non-Darcy case, for which the fluid is non-Newtonian.
The influence of Darcy and Forchheimer numbers on the structure of the flow is presented. In
the second part, linear stability and numerical analysis of the natural convection of viscoelastic
fluids saturating a horizontal porous layer heated by a constant flux is performed. A primary
and secondary instability study allowed to show that, for a Newtonian fluid, the unicellular
convection loses its stability to the benefit of longitudinal rolls. In the case of viscoelastic fluids,
the elasticity of the fluid leads to the selection of propagation transverse rolls. A numerical
solution based on a finite difference scheme has reinforced these analytical results.

Keywords: porous media, numerical simulation,thermal instability, darcy’s law, natural
convection, non-newtonian fluid.
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