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Abstract

A 3D numerical modelling using the Enhanced Finite Element Method (E-FEM) is de-
veloped to address induced fracture networks around drifts after an excavation in Callovo-
Oxfordian claystone (COx). A transversely isotropic behaviour is considered for the host
rock and two failure criteria are proposed and implemented to characterize shear and ten-
sile fractures : an anisotropic/isotropic Mohr Coulomb criterion with sliding (mode II) and
an anisotropic principal strain criterion with mode I opening. Numerical simulations of
underground excavations are presented and the results are discussed compared to in situ
observations. The influence of the anisotropy of rock properties and in situ stress field on
the induced fractures and the convergence of drifts are also studied.

The geological origin of the COx as well as the large size of drifts lead to a large un-
certainty related to hydro-mechanical properties of this material. Stochastic problems for
linear and non linear systems are more and more of interest because it is an important
issue to quantify uncertainties when parameters (loading, material properties) are model-
led by correlated random fields. Despite a slow convergence, Monte Carlo methods are the
most often used to solve these problems thanks to its easy implementation (non intrusive
computation).

Probabilistic Finite Element methods like Galerkin formulations which produce a cou-
pled system are often viewed as intrusive. Here, we want to show that is possible to compute
them in a non intrusive way and with the same accuracy as Monte Carlo methods which
are considered as a reference. These methods are applied to take into account and to pro-
pagate parametric uncertainties related to claystone’s behaviour. 3D Numerical results are
presented and discussed concerning the induced fracture networks around drifts and the
anisotropic convergence of walls.
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Résumé

Le stockage des déchets radioactifs dans des formations géologiques profondes néces-
site d’excaver de la roche en grande profondeur pour accueillir les différentes installations.
L’argilite du Callovo-Oxfordian a été choisie comme une potentielle formation hote grace
a sa capacité de rétention et ses propriétés hydromécaniques. L’objectif de la thése est
d’étudier numériquement la fissuration induite lors du creusement des galeries souterraines
a -490 m de profondeur.

Un modéle Eléments Finis 3D (méthode E-FEM) est développé pour représenter la
fissuration. Plusieurs critéres sont proposés pour caractériser les fissures avec une ouver-
ture en mode I ou un glissement en mode II. L’influence de ’anisotropie des propriétés de
I’argilite et du champ de contrainte in situ sur les réseaux de fractures et la convergence
des galeries est principalement étudiée. L’origine géologique de I'argilite, la complexité de
sa microstructure et les grandes dimensions des galeries aménent & des incertitudes sur
les propriétés hydromécaniques de ce matériau. La prise en compte des variabilités spa-
tiales des parameétres mécaniques de la roche se fait au travers de champs aléatoires corrélés.

Des Méthodes Eléments Finis probabilistes avec des formulations de Galerkin (mé-
thodes d’intégration stochastique indirecte) sont ensuite développées avec une approche
non intrusive pour propager ces incertitudes pour des systémes linéaires et non linéaires
(avec et sans fissuration). Ces méthodes sont ensuite appliquées a des problémes d’excava-
tion pour propager les incertitudes paramétriques associées au comportement de 'argilite.
Les résultats sont comparés par rapport a ceux obtenus par des méthodes d’intégration
stochastique directe (famille des méthodes dites de Monte-Carlo).
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Introduction générale

Ces travaux de recherche ont été menés avec 'accompagnement de 1’Andra (Agence
nationale pour la gestion des déchets radioactifs). Les déchets de haute activité et de
moyenne activité a vie longue (HA-MAVL) sont pour l'instant entreposés dans des usines
de retraitement. Plusieurs pays européens étudient les possibilités d’un stockage dans des
formations géologiques profondes avec une période de réversibilité. Le laboratoire de re-
cherche souterrain de Bure (Centre de Meuse/Haute-Marne), développé par I’ Andra, a pour
objectif d’évaluer la faisabilité de la construction d’un site de stockage profond. L’argilite
du Callovo-Oxfordian (COx) a été choisie comme une potentielle formation hote grace a sa
capacité de rétention et ses propriétés hydromécaniques. Un peu plus de 1500 m de galeries
ont été construits et instrumentés a -490 m de profondeur. Différentes techniques d’excava-
tion et des supports sont employés pour étudier leurs effets sur le comportement de la roche.

Le stockage des déchets radioactifs nécessite donc d’excaver de la roche en grande pro-
fondeur pour accueillir les différentes installations. Dans un contexte de durabilité et de
sécurité, pouvoir caractériser la zone fracturée autour des parois aprés une excavation fait
partie des enjeux majeurs. Les fissures peuvent en effet faciliter la migration des radionu-
cléides vers l'extérieur. Les observations in situ montrent que 1’étendue de la zone fracturée
autour des parois des galeries dépend essentiellement de la direction du creusement. Les
différentes phases de mise en ceuvre et de service des ouvrages entrainent pour la roche
avoisinante, les colis de déchets et les alvéoles différents types de sollicitations (couplage
hydromécanique, chimique, thermique). Les mécanismes de dégradation de ces trois bar-
riéres qui s’opposent au relachement des substances radioactives sont complexes et peuvent
se développer sur des longues durées. Les modéles numériques sont alors utilisés pour dé-
crire, prédire et aider & la compréhension de ces mécanismes en complément des données
expérimentales qui sont parfois inaccessibles.

Le sujet de la thése se focalise principalement sur la modélisation numérique par Elé-
ments Finis du comportement mécanique de l'argilite et en particulier de la fissuration
induite dans la roche au voisinage des parois lors d’une excavation. Des modéles Eléments
Finis 2D et des méthodes éléments discrets (DEM) ont déja été exploités pour simuler un
processus d’excavation. L’objectif de cette thése est de fournir un modéle Eléments Finis
3D pour représenter véritablement les fissures (ouverture, glissement, orientation, connec-
tivité, etc) en ajoutant des discontinuités dans le champ de déplacement. Les méthodes
avec enrichissement cinématique apparaissent comme les mieux adaptées pour répondre &
ces besoins. Les modéles 3D ont également ’avantage de décrire le comportement de la
structure en amont et en aval du front en simulant I’excavation.

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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L’étude se fait également dans un contexte incertain. Il s’agit donc de construire une
stratégie de modélisation permettant la quantification des incertitudes et leur propagation
au travers des modéles numériques. En effet, la méconnaissance du matériau, les grandes
dimensions des ouvrages et les objectifs de streté a long terme apportent de nombreuses
sources d’incertitude. Au sein des modéles Eléments Finis, cette propagation numérique
des incertitudes est, de fagon courante, menée par des méthodes d’intégration stochastique
directe (famille des méthodes dites de Monte-Carlo), conduisant a la définition d’une fa-
mille de problémes indépendants & résoudre. La convergence de ce processus est assurée
bien que lente. A contrario, les méthodes d’intégration stochastiques indirecte (méthodes
dites EF stochastiques) conduisent & un probléme unique, mais de grande taille, basé sur
une approche spectrale. La résolution numérique de ce systéme définit une approximation
de la densité de probabilité du champ solution. Cette approximation permet un traitement
statistique a posteriori et donc des possibilités d’analyse plus larges que les méthodes de
Monte-Carlo. Le principal axe de recherche proposé ici a pour objectif de tirer pleinement
parti des méthodes EF stochastiques en se basant sur des approches non intrusives, donc
essentiellement déterministes.

L’objet principal de ce travail est donc le développement de Méthodes Eléments Finis
pour d’une part représenter la fissuration en ajoutant des discontinuités dans un milieu
continu et d’autre part pour quantifier et propager les incertitudes. Ces méthodes sont en-
suite appliquées & des problémes d’excavation pour propager les incertitudes paramétriques
associées au comportement de l'argilite.

Le premier chapitre de cette thése présente le développement et I'implémentation numé-
rique de la méthode E-FEM (Embedded Finite Element Method) dans un cadre général.
La description cinématique des discontinuités fortes (discontinuités du champ de dépla-
cement) pour représenter les fissures est détaillée. Plusieurs critéres sont proposés pour
pouvoir modéliser des fissures avec une ouverture en mode I ou un glissement en mode II.
Des résultats de simulations numériques 3D appliquées au creusement de galeries & -490 m
dans l'argilite sont ensuite présentés et comparés par rapport aux données expérimentales.
Le comportement au voisinage des parois ne peut étre correctement expliqué a ce jour.
La méthode E-FEM permet de modéliser la fracturation induite autour des parois lors
d’une excavation et les simulations numériques doivent pouvoir aider a la compréhension
des différents phénoménes qui interviennent dans le processus de fissuration. L’influence de
I’anisotropie des propriétés de 'argilite et du champ de contrainte in situ sur les réseaux
de fractures et la convergence des galeries est principalement étudiée.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux Méthodes Eléments Finis probabilistes. Les mé-
thodes de la famille de Monte-Carlo sont considérées comme une référence et des méthodes
SSFEM (Spectral Stochastic Finite Element Method) avec une approche non intrusive sont
développées a la fois pour des systémes linéaires et non linéaires. Les paramétres sont mo-
délisés par des champs aléatoires corrélés. Pour un milieu isotrope transverse, la maniére
de prendre en compte des incertitudes sur les constantes du tenseur d’élasticité est expli-
quée. L’étude de la décomposition et de la génération de champs aléatoires avec plusieurs
distributions est réalisée. Les méthodes probabilistes permettent ensuite de propager ces

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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incertitudes pour fournir des solutions statistiques. Grace & une approche non intrusive et
la programmation orientée composant, I'intérét de ce travail est de pouvoir utiliser les mé-
thodes d’intégration indirecte (SSFEM) pour des systémes de grandes tailles dans le cadre
de problématiques industrielles. Ces méthodes deviennent alors de bonnes alternatives aux
méthodes classiques d’intégration directe.

L’origine géologique de 'argilite, la complexité de sa microstructure et les grandes di-
mensions des galeries aménent & des incertitudes sur les propriétés hydromécaniques de ce
matériau. Dans le troisiéme chapitre de cette thése, les méthodes probabilistes développées
sont ensuite appliquées au probléme d’excavation (avec et sans fissuration) en considérant
des incertitudes sur les propriétés mécaniques de la roche. La prise en compte des varia-
bilités spatiales des paramétres mécaniques de la roche au travers de champs aléatoires
corrélés permet d’enrichir le modéle numérique de simulation d’une excavation par rapport
a des calculs déterministes. Il devient en effet possible d’étudier 'influence de ces incerti-
tudes sur la fissuration de la roche et la convergence des parois en délivrant des données
statistiques. Il est important de souligner que I'espérance de la solution est différente de
celle calculée avec les grandeurs moyennes.

L’organisation du travail au cours des trois années de thése s’est déroulée en trois
phases. Une premiére partie de bibliographie sur les Méthodes Eléments Finis pour traiter
d’une part des problémes de fissuration et d’autre part pour prendre en compte des incer-
titudes pour ensuite les propager. Du temps a également été consacré & la compréhension
des enjeux qui sont liés au stockage profond et la problématique de I’Andra autour de la
fissuration induite lors des excavations souterraines. Une deuxiéme phase, la plus impor-
tante, a consisté au développement et & I'implémentation numérique des méthodes choisies
pour répondre aux objectifs de la thése. La troisiéme partie du travail a été dédiée aux
simulations numériques (déterministes et probabilistes) appliquées au probléme d’excava-
tion pour des galeries paralléles & la contrainte horizontale majeure ou mineure. Les calculs
numériques ont été réalisés sur les serveurs du Laboratoire Mécanique de Lille et du CRI
(Centre de Ressources Informatiques de 'université Lillel).

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr
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1.1 Introduction et enjeux

Le stockage des déchets radioactifs nécessite d’excaver de la roche & grande profondeur
pour accueillir les différentes installations. L’argilite de Callovo-Oxfordien a été choisie
comme une potentielle formation hote grace a sa capacité de rétention et ses propriétés hy-
dromécaniques. Le laboratoire de recherche souterrain de I’Andra (Centre de Meuse/Haute-
Marne, figure 1.1) permet, entre autres, d’étudier la zone endommagée au voisinage des
parois lors d’un processus d’excavation en grande profondeur (-490 m pour le niveau prin-
cipal) [Armand et al., 2014].

FIGURE 1.1 — Laboratoire de recherche souterrain de I’Andra (Centre de Meuse/Haute-
Marne), [d’aprés Andra).

Prévoir et quantifier cette fissuration induite par le creusement des galeries est 'un des
enjeux majeurs dans la faisabilité d’un tel site de stockage. Différentes techniques d’exca-
vations et des supports sont employés pour étudier leurs effets sur le comportement de la
roche. Plus de 1500 m de galeries & ce jour ont été construits et instrumentés et des études
intensives ont été réalisées pour caractériser la fissuration induite autour des galeries. La
figure 1.2 représente I’architecture des galeries du laboratoire. Un état de contrainte initial
in situ anisotrope est observé [Wileveau et al., 2007|. La contrainte principal majeure est
horizontale et les contraintes verticale et horizontale mineures sont & peu prét équivalentes.
Le rapport d’anisotropie des contraintes au milieu de COx est autour de 30%. La majorité
des galeries ont été excavées selon les deux directions principales des contraintes.

La zone fracturée (faciés, ouvertures, orientations des fissures, etc.) dépend d’un grand
nombre de facteurs (propriétés de la roche, contraintes in-situ, méthodes et directions
d’excavation, etc.) et varie également le long de I’axe du tunnel. Les analyses montrent
cependant que le réseau de fissures et I’étendue de la zone fracturée dépendent essentielle-
ment de la direction de creusement par rapport aux directions des contraintes principales.
La figure 1.3 montre la structure de la fissuration induite pour le creusement d’une galerie
paralléle & o & gauche et paralléle & oy, a droite. Une anisotropie de I’étendue de la zone
fracturée est observée dans les deux directions. Pour une galerie paralléle & o, une étendue
verticale importante est observée pour la zone fracturée alors que pour une galerie paralléle
a oy, cette derniére s’étend latéralement.
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FIGURE 1.2 — Architecture du réseau de galeries du laboratoire, & -490 m, o7 = —16 MPa;
oy = —12 MPa; 0, = —12 MPa, [Armand et al. 2014].

Deux types de fissures sont observés. Les relevés in situ permettent d’en donner une
visualisation 3D. La figure 1.4 montre le réseau de fractures autour des parois d’une galerie
orientée suivant op. Il y a des fissures avec une ouverture en mode I, dites de “trac-
tion/extension” et des fissures avec glissement en mode II, dites de “cisaillement”. Les
fissures de cisaillement constituent la majorité des fissures observées. Les simulations nu-
mériques doivent permettre de modéliser ces deux types de fractures. Les observations
et relevés in situ montrent qu’il s’agit d’un probléme de multi-fissuration (figures 1.4 et
1.3). Deux zones peuvent étre distinguées. Une premiére, située a proximité des parois,
qui contient & la fois des fissures de traction et de cisaillement. Une deuxiéme zone, plus
lointaine, qui contient uniquement des fissures de cisaillement.

Structures de fraciuration induite

tFch inh
e (FCh sup)

FIGURE 1.3 — Zone fracturée pour deux types de galeries (paralléle a op & gauche et
paralléle a oy, a droite).

Le premier axe de recherche de la thése développé dans ce chapitre, est de représenter,
dans le cadre des Méthodes Eléments Finis, la fissuration induite lors d’un processus d’ex-
cavation en grande profondeur. La modélisation numérique 3D se fait dans ce chapitre d’un
point de vue déterministe. La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la méthode
E-FEM et son implémentation numérique. La description cinématique des discontinuités
fortes pour les fissures avec une ouverture en mode I et un glissement en mode II ainsi que
les critéres de localisation et d’ouverture sont détaillés. Ensuite, des résultats de simula-
tions numériques 3D sont présentés et comparés par rapport aux données expérimentales.
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L’influence de I’anisotropie des propriétés de la roche et des contraintes in situ sur la
convergence des galeries et la fissuration est principalement étudiée.

Zone a : fractures en
traction et en cisaillement Zone c : sans fracture
d'orientations hétérogénes induite par le creusement

FIGURE 1.4 — Visualisation 3D des fissures observées in situ, [Armand et al. 2014].

1.2 Solution analytique du probléme en régime linéaire

Pour le régime linéaire (sans fissuration), il existe des solutions analytiques [Vu, 2010]
d’un probléme 2D d’excavation dans un milieu considéré infini pour un matériau isotrope
transverse (voir Annexe B). Les contraintes et les déplacements s’expriment sous la forme de
séries. Ces équations ont été programmeées sous Octave pour tracer I’évolution de quelques
grandeurs physiques.

Les résultats sont donnés pour deux types de galeries : une excavation paralléle & ’axe
de la contrainte horizontale majeure ogy pour laquelle ’état des contraintes est quasi-
isotrope dans la section de la galerie (galerie de type GCS) et une excavation paralléle a
I’axe de la contrainte horizontale mineure o}, pour laquelle I’état des contraintes est ani-
sotrope dans la section de la galerie (galerie de type GED). Pour les solutions analytiques
2D, ’hypothése des déformations planes se traduit par une déformation nulle dans ’axe
du creusement. Les contraintes in situ sont les suivantes :

o = 0z = —16,1 MPa
op = Oyy = —12,4 MPa
Oy =0,, =—12,7 MPa

L’argilite est modélisée par un milieu isotrope transverse dont les propriétés élastiques sont
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Er = E, = E, = 11000 MPa

E;, = E, = 5200 MPa
G = 2500 MPa

vr = 0,3 , VLT = 0,2
(vrr = virEr/EL)

La figure 1.5 donne les valeurs de la contrainte orthoradiale ogg en fonction de ’angle
par rapport & I'axe horizontal, pour des galeries GCS et GED. Les courbes sont tracées
pour 6 qui varie de 0 & 27. Les conditions de symétrie sont bien respectées et I’étude des
courbes pourrait se ramener sur un intervalle réduit (6 variant de 0 & 7m/2). Les séries pour
les solutions analytiques ont été tronquées & 5 termes. Ce nombre est suffisamment grand

pour pouvoir négliger les termes manquants.

Pour une galerie GCS, 'anisotropie du matériau entraine une variation de la contrainte
orthoradiale en fonction de I'angle 6. En valeur absolue, la contrainte ogy est maximale
pour § = 0 et § = 7. La légére anisotropie du champ de contrainte (valeur de |o,| légére-
ment plus grande que |o},|) se traduit par des petites oscillations au voisinage de § = +7/2.

Pour une galerie GED, 'anisotropie (du champ de contrainte in situ et du matériau) en-
traine des variations beaucoup plus importantes de la contrainte orthoradiale ggg. Contrai-
rement & une galerie GCS, cette derniére est maximale en valeur absolue pour un angle

6 = +m/2 et minimale pour § =0 et § = 7.

22,5

-20,

23 |
-23,5 B
24

-24.5

Ggq (Mpa)

-25

-25,5

26 -

Y A I B |
0

Ogq (Mpa)

1 2 3 4
angle® (radian)

(a) // aon

-405

2

3 4
angled (radian)
(b ao h

FIGURE 1.5 — Contrainte orthoradiale en MPa au niveau de la paroi pour deux galeries
(GCS et GED) en fonction de l'angle 6 par rapport a ’axe horizontal. Régime linéaire,

solutions analytiques 2D.

Pour des galeries GCS et GED, les figures 1.6 et 1.7 donnent les valeurs du déplacement
radial u, et du déplacement orthoradial ug au niveau de la paroi en m en fonction de ’angle

0 par rapport & l’axe horizontal.

Pour une galerie GCS, I'anisotropie du matériau entraine des variations importantes
du déplacement radial en fonction de ’angle 6. La convergence des parois est minimale
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-0,00: T T T T T T 0,002

-0,004— —
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~ -0,006
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-0,001;

-0,009— —
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FIGURE 1.6 — Déplacement radial u, et orthoradial ug au niveau de la paroi en m pour
une galerie GCS en fonction de I'angle 6 par rapport a I’axe horizontal. Régime linéaire,
solutions analytiques 2D.

pour § =0 (et § = 7) et est presque deux fois plus grande pour 6 = £7/2.

Pour une galerie GED, la convergence des parois varie beaucoup moins en fonction de
I’angle 6. Le champ de contrainte in situ et I’anisotropie du matériau se “compensent”.

-0,00: T T T T T T 0,0004

-0,004- .
[ | 0,0002

-0,008- .

~ -0,008- .

E L 4

=" -0,007W

-0,008— —
-0,0002;

-0,009— —

10,01 L I N R N R -0,0004 T S Y S BN R
5 5

3 4
angled (radian)

o

3 4
angleb (radian)

FIGURE 1.7 — Déplacement radial u, et orthoradial ugp au niveau de la paroi en m pour
une galerie GED en fonction de I'angle 6 par rapport & 1’axe horizontal. Régime linéaire,
solutions analytiques 2D.

La figure 1.8 permet de voir I’évolution des contraintes en fonction de la distance a la
paroi pour des galeries GCS et GED. La contrainte radiale diminue bien (en valeur absolue)
jusqu’a atteindre une valeur nulle au niveau des parois (conditions aux limites de surface
libre) tandis que la contrainte orthoradiale augmente en valeur absolue pour atteindre un

maximum au niveau des parois (effet de voite).

La figure 1.9 montre le déplacement radial en fonction de la distance a la paroi pour
une galerie de type GCS, orientée parallélement a la contrainte horizontale majeure.

Pour un probléme d’excavation, en 3D, il n’existe pas de solutions analytiques. De plus,
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F1GURE 1.8 — Contraintes en MPa en fonction de la distance & la paroi pour des galeries
GCS et GED. Régime linéaire, solutions analytiques 2D.
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FIGURE 1.9 — Déplacement radial en fonction de la distance & la paroi pour une galerie

de type GCS, orientée paralléelement a la contrainte horizontale majeure. Régime linéaire,
solutions analytiques 2D.
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Pobjectif de la thése est de représenter la fissuration induite lors du creusement des galeries.
Il est donc nécessaire de se tourner vers des méthodes numériques.

1.3 Représentation de la fissuration dans le cadre des Mé-
thodes Eléments Finis

1.3.1 Bibliographie, comparaisons des méthodes

Prendre en compte la fissuration par la Méthode des Eléments Finis est un probléme
ancien et connu et nécessite de mettre en place des nouvelles méthodes dans la mesure ot
les Eléments Finis s’appliquent a 'origine pour des milieux continus donc sans discontinui-
tés.

Parmi ces méthodes, principalement deux grandes familles se dégagent : les modéles de
fissuration répartie [Pijaudier-Cabot and Bazant, 1987, Mazars and Pijaudier-Cabot, 1989]
et les modéles avec discontinuités. Pour ces derniers, il est possible de les classer princi-
palement en deux catégories : méthode X-FEM (the eXtended Finite Element Method)
correspondant & un enrichissement global [Moés et al., 1999| et E-FEM (the Embedded
Finite Element Method) correspondant & un enrichissement local [Ortiz et al., 1987].

Historiquement, les modéles non-locaux (méthodes par fissuration répartie) sont les
premiers & avoir été développés. Les modéles d’endommagement rentrent par exemple
dans cette famille. Ils consistent non pas a représenter véritablement les fissures, mais
& construire une variable qui traduit 'endommagement de la structure. Cette famille de
méthodes est trés répandue car elle est facile a implémenter et permet de simuler le compor-
tement de structures a grande échelle. Malheureusement, elle apporte peu d’informations
sur la fissure (ouverture, orientation, etc.). Pour des lois de comportement adoucissantes, il
y a également des phénoménes de dépendance au maillage. Des techniques de régularisation
permettent ce pendant de faciliter le passage de la localisation. Les modéles avec discon-
tinuités ont vu le jour plus récemment et ajoutent véritablement dans le milieu continu
une discontinuité dans le champ de déplacement et/ou de déformation. Les principes de
ces méthodes sont trés différents mais I'objectif est le méme, & savoir ajouter des fissures
et connaitre a chaque instant leurs orientations et leurs ouvertures.

Une analyse dans [Oliver et al., 2006] compare les différences entre les méthodes X-FEM
et E-FEM. La méthode X-FEM augmente la taille globale du systéme en ajoutant des in-
connues supplémentaires liées aux discontinuités ce qui est un inconvénient pour aborder
des problémes de grandes tailles. Elle permet cependant une représentation riche du champ
de contrainte au voisinage de la pointe de fissure ce qui n’est pas possible avec E-FEM. D’un
autre coté, la méthode E-FEM préserve la taille globale du systéme quel que soit le nombre
de discontinuités (fissures). C’est donc celle-ci qui est utilisée et développée dans la suite
puisqu’elle permet de bien décrire les problémes de multi-fissuration. En effet, d’'un point
de vue numérique, l'aspect non intrusif d’E-FEM permet d’utiliser des maillages raffinés
ce qui augmente la qualité de discrétisation de la structure. De plus, ’énergie d’une fissure
se dissipe au niveau de la discontinuité, il n’y a pas de problémes de localisation numérique.
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1.3.2 Meéthode E-FEM

N

Cette méthode consiste & rajouter au sein méme des éléments des variables internes
qui sont des discontinuités de déplacement et/ou de déformation. Il s’agit d’un enrichisse-
ment local ot les degrés de liberté supplémentaires ajoutés sont condensés statiquement
au niveau de chaque élément [Wilson, 1974|, préservant ainsi la taille globale du systéme.
Les discontinuités de déplacement (discontinuités fortes) permettent de modéliser la fissu-
ration. Les discontinuités faibles (discontinuités du champ de déformation) sont utilisées
pour prendre en compte des hétérogénéités dans un élément [Sukumar et al., 2001, Benke-
moun et al., 2010].

FIGURE 1.10 — Illustration 2D des deux types de discontinuités : élément enrichi d’une
discontinuité forte a gauche et élément enrichi a la fois d’une discontinuité faible et forte a
droite.

Le domaine considéré,  C R3, est délimité par une frontiére 02 et les coordonnées
d’un point sont notées par le vecteur position € 2. Ce domaine est discrétisé par un
ensemble d’éléments isoparamétriques, Q, tel que Q@ = UL, Q.. Pour un élément Q. de
volume V, il est possible de le partager en deux domaines QF et Q. (Q. = QF U Q)
délimités par une interface I'y de surface A. Les discontinuités sont localisées au niveau de
cette interface. Cette interface est nécessairement celle qui sépare les deux types de maté-
riaux quand un élément est enrichi d’une discontinuité faible. En revanche, pour un élément
seulement enrichi d’une discontinuité forte, I'interface de normale n est déterminée en fonc-
tion des critéres de localisation et d’ouverture (ou glissement). Pour un élément tétrade
ol la contrainte est constante (un seul point de Gauss correspondant au centre de gravité
du tétraédre), U'interface est seulement définie par sa normale n et passe par exemple par
le centre de gravité. La figure 1.10 donne une représentation 2D d’un élément €2, enrichi
d’une discontinuité forte et d’un autre élément €2, enrichi d’une discontinuité forte et faible.

Les équations pour un élément enrichi seulement d’une discontinuité forte sont considé-
rées par la suite. Les discontinuités fortes sont utilisées pour modéliser les fissures comme
dans [Roubin et al., 2015].
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Le déplacement dans un élément s’écrit alors [Simo and Oliver, 1994] (figure 1.11) :
u =u+ (Hr, — ge)l|ull, (1.3.1)

ol u est une partie réguliére et continue du champ de déplacement qui permet d’imposer
les conditions aux limites de maniére standard [Oliver, 1996].

1
HFd | 1 AU

gl
[

™
[ ¥

Pe

Hr, — ¢e B (Hr, — ve) [|ul]
—~ ~ ————| [l

© @ © @
Qg g Q2 Qg Fa OF
(a) Décomposition des fonctions d’en- (b) Décomposition de la discontinuité de déplace-
richissement ment

FIGURE 1.11 — Représentation 1D de la décompostion du champ de déplacement enrichie
d’une discontinuité forte [Roubin et al., 2015].

Hr, est la fonction Heaviside centrée sur I'y qui vaut donc un pour tous les points dans
QF et 0 partout ailleurs. ¢, une fonction arbitraire qui vaut un pour tous les noceuds dans
QF et zéro pour tous les noceuds dans € . Le champ de déformation s’écrit :

e = Viu + €, (1.3.2)
ou € est la partie liée & la discontinuité forte qui vaut :

€ = (Hr, — @c) V°[|ul] — ([lul] ® V¢.)® +dp, ([lul] @ n)° . (1.3.3)

€p €y

Le champ enrichi de déformation € peut se décomposer en deux parties : une premiére,
réguliére et bornée, notée €, et une deuxiéme partie dite illimitée €,. En prenant [|ul]
constant sur l'interface I'y de I’élément, le premier terme contenant V*[|u|] s’annule. dp,
est la distribution Dirac-delta centrée au niveau de 'interface I' 4. Cela conduit & une formu-
lation explicite de la partie limitée du champ de déformation enrichi, nommé usuellement
“Kinematically Enhanced Strain" (KES) [Roubin et al., 2015] :
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& =—([Jlu]] @ Vipe)®. (1.3.4)

Le terme €, est calculé sur Q\I'y en utilisant une loi de comportement au niveau
de linterface qui fournit un lien entre les contraintes et le saut de déplacement (Dis-
crete Strong Discontinuity Approach, [Oliver, 2000]). La formulation variationnelle a trois
champs [Washizu, 1982| justifie I'utilisation de E-FEM dans un cadre classique des Mé-
thodes Eléments Finis. Les trois champs (u, €, 0), respectivement le champ de déplacement
standard, le champ de déformation standard et le champ de contrainte standard sont consi-
dérés indépendants. Les trois champs virtuels associés sont notés (7, -, 7). La formulation
de Hu-Washizu donne trois équations (1’équilibre classique global Eq. (1.3.5a), I’équation
cinématique Eq. (1.3.5b) et la loi de comportement Eq. (1.3.5¢)) :

HWg(a,e,0;m) = / Vi o dQ —/ 7-bdQ —/ -t doQ =0, (1.3.5a)
Q Q Iy

HWq,(a,e,0;7) = / T:(Via—e) d2 =0, (1.3.5b)
Q

HW¢(u,e,0;v) = / v:(6(e)—0o) d2 =0, (1.3.5¢)
Q

ol & est un champ de contrainte qui vérifie la loi de comportement et fﬂﬁ - b dQ2
et th 7 -t dOS2 les travaux virtuels des forces volumiques et surfaciques. La formulation
variationnelle & trois champs est décrite en utilisant la méthode EAS (Enhanced Assumed
Strain method) développée dans [Simo and Rifai, 1990|. Dans un premier temps, les champs
de déformation (standard et virtuel) sont enrichis de la méme maniére, a savoir :

e=Vu+é€ et n=V°n+n. (1.3.6)

En injectant 1’équation Eq. (1.3.6) dans la formulation de Hu-Washizu, la méthode EAS
conduit & une formulation & trois champs modifiée dont le systéme est le suivant :

/Vsﬁ:UdQ—/ﬁ-bdQ—/'ﬁ-ﬁd@Q:O, (1.3.7a)

Q Q Iy

/ T EdQY =0, (1.3.7b)
Q

/ Vén: (e (Via+é)—o) d2 =0, (1.3.7¢)
Q

/ 5 (6(VE4E) o) d = 0. (1.3.7d)
Q

Ensuite, il est considéré que 'espace du champ de contrainte est orthogonal au sens de
Lo & ’espace du champ enrichi de déformation. Cela simplifie le systéme d’équations Sys.
(1.3.7) pour aboutir au final au systéme variationnel & trois champs suivant :

/VSﬁ:&(v5a+é) dQ—/ﬁ-bdQ—/ﬁ-;daazo, (1.3.82)
Q Q Tt

/ 56 (Voa+&) d = 0. (1.3.8D)
Qe
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Apreés avoir imposé la condition d’orthogonalité, la méthode EAS doit s’assurer qu’un
élément enrichi satisfait toujours le patch test [Simo and Rifai, 1990]. Cela nécessite 1'utili-
sation de fonctions affines par morceaux pour décrire I’expression du champ de contrainte.
Cette condition combinée avec celle d’orthogonalité conduit a :

/ ﬁ/dQ:/ Y dQ+/ Y. d2 = 0. (1.3.9)
Qe Qe Qe

Le champ virtuel de déformation 4, comme le champ standard de déformation €, se décom-
pose en deux parties : une partie bornée notée 4, et une partie illimitée 4,,. En choisissant
pour 4,, une forme similaire a €,, ’équation suivante est obtenue :

| Avaes [ (m)ony d-o. (1310)
Qe Lq

Les mémes hypothéses d’un champ de contrainte constant dans I’élément avec une interface
plane sont faites . Ainsi, 4, prend la forme d’une décomposition suivant la méthode EAS,
"Assumed Enhanced Strain".

W =—% (Inen)”. (1.3.11)

La formulation variationnelle & trois champs et la méthode EAS permettent d’utiliser la
méthode E-FEM dans un cadre classique des Méthodes Eléments Finis. La discrétisation
du champ de déformation ne se fait pas de la méme maniére suivant qu’il s’agisse du champ
virtuel Eq. (1.3.11) ou standard Eq. (1.3.4). Le champ virtuel est basé sur la décomposition
EAS (Eq. (1.3.11)) tandis que le champ standard est lui exprimé suivant la décomposition
KES (Eq. (1.3.4)). Ce choix de formulation, non symétrique, donne de meilleurs résultats
numériques [Wells and Sluys, 2001]. Les notations de Voigt sont utilisées, les champs de
déformation s’écrivent alors de la maniére suivante :

T
€ ={€sz Eyy €2z 263y 26y, 264} =Bd + G [|ull, (1.3.12a)
~~ ——
Via &
Y= {79696 Yyy Y2z Q'Yary Q'sz Q'Yaﬁz}T :E’(E +G: H’l’]”, (1.3.12b)
AvAL7] 5

ol G est la matrice équivalente & l'opérateur (e ® V.)*, H} celle correspondant a
l'opérateur (e ® m)®. D’aprés les équations (1.3.11) et (1.3.3), la matrice d’interpolation
EAS G7 est calculée comme :

A
G =G, + G, = <_V + 5Fd> H, (1.3.13)

avec une premiére partie G¢,, finie et une seconde Gy, “infinie”. La matrice B (= OIN)
est la matrice standard d’interpolation des éléments finis classiques et d est le vecteur qui
contient le déplacement de chaque nceud. La fonction ¢, peut étre construite & partir des
fonctions de forme classiques du premier ordre :

Nel

() => N pa, (1.3.14)
a=1
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avec p, = 1 si le nceud a est dans Q7 sinon 0. La discrétisation du probléme ameéne &
résoudre avec & qui dépend de d et [|ul] :
AZSI [ z'ent o :mt] =0, (1315)

et pour tous les éléments,

hiju) = _é (/Q H>Ts dQ) + (/F Td&Q) =0, (1.3.16)
e d

avec & le champ de contrainte qui vérifie la loi de comportement & = C(Bd + G;[|ul])
et T = H;"Té'p , le vecteur traction défini au niveau de l'interface I'y a partir de la loi
“traction-séparation”. Les forces externes et internes sont calculées classiquement par :

e :/ BTs dQ and f¢ :/ NTbdo - [ NTtoQ (1.3.17)
Qe Qe

int ext
Tt

L’équation (1.3.15) est ’équation d’équilibre global du probléme alors que I’équation (1.3.16)
est une équation locale pour chaque élément. La discontinuité forte ([|u|]) est une variable
interne. Elle est déterminée par une résolution au niveau local pour chaque élément, cela
ne change donc pas la taille globale du systéme a résoudre.

Le modéle discret est basé sur une relation entre le vecteur contrainte T' et 1'ouver-
ture/glissement de fissure [u]. Un critére de localisation permet de savoir a partir de quand
s’initie une fissure au niveau d’un élément. Tant que ce dernier est négatif, la disconti-
nuité forte n’est pas activée ([u] = 0) et la résolution classique de seulement ’équation
Eq. (1.3.15) est effectuée. Il s’agit alors d’un probléme linéaire. Une fois que le critére de
localisation s’annule, un deuxiéme critére (critére d’ouverture ®, = 0) permet de lier le
vecteur contrainte avec 'ouverture/glissement de fissure. Au moment de la localisation, il
y a une continuité qui impose 1’égalité entre le critére d’ouverture et de localisation. Le
probléme est couplé ou I’équation Eq. (1.3.15) est le probléme non linéaire global dont
les inconnues sont contenues dans d et I'équation (1.3.16) qui est un systéme non linéaire
local d’inconnues supplémentaires [u] (R[ju)) = 0 pour chaque élément). 11 faut trouver la
valeur de 'ouverture/glissement de fissure dans chaque élément afin de satisfaire I’équation
(1.3.16). Le terme critére d’ouverture est utilisé de maniére générale mais pour la représen-
tation d’une fissure avec uniquement du glissement en mode II, il s’agit alors d’un critére
de glissement.

Pour certains critéres, la valeur de [u] peut étre obtenue analytiquement et simplifier
ainsi la résolution en évitant une résolution locale de type Newton. Le vecteur d est calculé
avec une condensation statique [Wilson, 1974| avec les variables (connues) [u] en résolvant
le systéme global non linéaire. La taille globale du systéme n’est ainsi pas augmentée.
Généralement, pour résoudre le systéme non linéaire global donné par I’équation (1.3.15),
un solveur itératif est implémenté. Les méthodes de Newton ou BFGS [Matthies and Strang,
1979| sont courantes. Dans ce travail, un solveur BFGS est utilisé.
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1.4 Critéres de localisation, d’ouverture en mode I et de glis-
sement en mode 11

Il est nécessaire d’avoir deux critéres (localisation et ouverture) pour savoir quand
s’amorcent les fissures et comment s’effectuent leurs ouvertures ou leurs glissements. Aussi,
étant donné la complexité des propriétés du matériau argilite et donc de la fissuration in-
duite, plusieurs critéres peuvent étre envisagés. Pour les fissures en mode I (fissures de
“traction”), il s’agit d’une ouverture alors que pour les fissures en mode II, il s’agit d’un
glissement. Il existe un nombre important de critéres de rupture dans la littérature qui
peuvent étre utilisés pour l'argilite (Hoek-Brown, Tresca, Drucker-Prager, Mohr-Coulomb,
etc.).

L’anisotropie de I'argilite améne & considérer des critéres anisotropes. L’implémentation
numérique de tels critéres peut s’avérer difficile. De plus, pour la modélisation numérique
avec la méthode E-FEM il est alors préférable de s’orienter vers des critéres dont les ex-
pressions sont relativement simples et qui dépendent de peu de parameétres. Ainsi, parmi
tous ces critéres, les expressions et 'implémentation numérique des critéres suivants sont
détaillés dans la suite :

- un critére de localisation en extension principale (isotrope/anisotrope) avec une ouverture
en mode |

- un critére de Rankine avec une ouverture en mode I

- un critére de Mohr-Coulomb (isotrope/anisotrope) avec glissement en mode II

1.4.1 Critére de Mohr-Coulomb (isotrope/anisotrope)
1.4.1.1 Expression du critére isotrope

Le critére de Mohr-Coulomb est trés couramment utilisé pour les roches. Il introduit
une cohésion C caractéristique du matériau et un angle de frottement ¢. Les contraintes
principales sont notées o1, 03 et 03 (01 > 09 > 03). Le critére de localisation ®; s’exprime de
la maniére suivante [Salencon, 2002, Lemaitre et al., 2009], en fonction du vecteur contrainte
T;T =or, n=H}"Tor, (notation tensorielle et matricielle avec les notations de Voigt) :

®; = Sup (|| Ty || +Tn tanp — C), (1.4.1)

ou T} et T,, = T,,-m sont les projections du vecteur contrainte T" sur 'interface Iy de vecteur
normal n (voir la figure 1.4.1.1 pour une représentation 2D du critére) avec T = T,, + T.
Il est possible de I'exprimer en fonction des contraintes principales (dans le cas d’un critére
isotrope ou la cohésion et I'angle de frottement sont des constantes) :

1

P, =
2cos

(01 — o3+ (01 + 03) sinp — 2C cos @) (1.4.2)

Lorsque le critére de localisation s’annule, dans le cas ott C et ¢ sont constants, il est
possible d’obtenir analytiquement les coordonnées de la normale [Bai and Wierzbicki, 2009]
du plan de glissement. Dans la base propre, n a pour coordonnées (1,2, v3) et en notant
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c1 = tan @, les expressions pour || 1% || et T}, sont les suivantes :

| T¢ ||= \/V%Vg (01— 02)” + 1313 (09 — 03)* + viv3 (03 — o1)° (1.4.3)
_ .2 2 2
T, = vio1 + V509 + V303 (1.4.4)
Avec,
¥ S -
1+<\/1+c%—cl>
vi = 0
v !

1+< 1+c%+cl>2

Quand ®; = 0, I'équation (o1 — 03) + (01 + 03) sin p = 2 ca cos ¢ est bien vérifiée.

n
$; >0
o t
1
v T
;<0 - >
Tn T

FIGURE 1.12 — Critére de Mohr-Coulomb (représentation 2D)

1.4.1.2 Expression du critére anisotrope

Dans le cas ou la cohésion dépend de l'orientation du plan de glissement, le critére
anisotrope de Mohr-Coulomb s’écrit comme :

®; = Sup (| Tt || +Tn tan ¢ — C(n)) (L4.5)

Il n’est alors plus possible de considérer la solution analytique précédente pour trouver
la normale qui maximise le critére ®; car la cohésion dépend de 'orientation du plan de
glissement. La normale du plan de glissement est alors déterminée de maniére approchée,
numériquement, en testant un grand nombre de normales. Pour la cohésion C'(n), une
expression ol la normale du plan de glissement dépend de l'azimut peut étre utilisée par
exemple. Son expression pour le matériau argilite est donnée dans les exemples numériques
qui sont traités a la fin de ce chapitre.
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1.4.1.3 Implémentation numérique du critére de Mohr-Coulomb avec la mé-
thode E-FEM

Cette partie présente la maniére d’implémenter le critére de Mohr-Coulomb avec la
méthode E-FEM avec des éléments tétraédres & quatre noeuds. La loi de comportement
s’écrit :

o =Ce+ oy, (1.4.6)
avec C' la matrice de rigidité et og le champ de contrainte in situ. La discontinuité forte
[u] peut s’écrire comme un scalaire [u], qui représente la valeur de 'ouverture/glissement
multipliée par un vecteur unitaire n, qui donne le sens et la direction de I'ouverture ou du
glissement :

[u] = [u] - np (1.4.7)
Les fissures sont initiées quand le critére de localisation s’annule et un critére d’ouverture

®, permet ensuite de fournir le lien entre le vecteur traction et I'ouverture glissement de
la fissure (®, = 0).

D, =|| Ty || +Tntan ¢ — C(n) - exp(—C(n)[u]/Gy) = 0, (1.4.8)

ou Gy est I'énergie de fissuration. Apres localisation, I'hypothése suivante pour le critere
d’ouverture est faite : || T3 ||~ T¢-n¢ (pour seulement des fissures en cisaillement, ce critére
pourrait s’appeler le critére de glissement). Pour les fractures en cisaillement (fissures en
mode II) la discontinuité forte vient du glissement de la partie QF sur Q_ (figure 1.13(c))
et [u] est la norme du vecteur glissement. Dans ce cas, np est une combinaison linéaire
de deux vecteurs m and t appartenant a 'interface, ce vecteur est noté ng. La figure 1.13
montre un élément enrichi d’une discontinuité forte (mode I et mode II).

Element Mode I

FIGURE 1.13 — Représentation de discontinuités fortes dans un élément tétraédre (mode I
et IT). Le saut de déplacement [|u|] est un vecteur.

T, et || Ty || se calculent comme :

T, = nTH;"’Td

nTH;“’TCBd + nTH;“’TUO + nTH:’TCGSanafigurel.13m0nt7“eunlmentenrichid’unedisc
= 0+¢ 4]

I = [H¥ 6 —Twn]|
T, 'ny = ntTH;“’TUO -+ H;"’TCBd “ny + ntTH;"TCGSnp[u]
— o+ [

(1.4.9)
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Finalement, ’expression suivante de ®, est obtenue :
P, =’ + f'u] + tanp(d + € [u]) — C - exp(—=C[u]/Gy,,). (1.4.10)

Il existe une solution analytique pour trouver u, quand ®, =0 :

C
C? exp < il >
) = S [, G,/ | _aC (1.4.11)

¢ ai GfII ai GfII

avec ag = o + 0 tanp, a; = B + & tanp et Wy est la branche principale de la fonction
Lambert W. Les expressions des matrices d’interpolation G's et H} avec les notations de
Voigt dans le cadre d’éléments tétraédres sont les suivantes [Roubin et al., 2015] :

ng, 0 0
0 n, O
. 0 0 n,
H; = ny ne 0 , (1.4.12)
0 n, mny
| n, 0 ng |
et,
- 9o _
g; BO 0
0 a“;j 0
dpe
Gy =— 0 0 _8% 1.4.13
S % Ope 0 ( t )
oy ox
0 Ope  Ope
0z oy
e  Ope
L Oz oxr |

Pour caractériser les fissures de traction (fissuration avec ouverture en mode I, figure
1.13(b)), d’autres critéres sont proposés dans la suite. Dans ce cas, 'ouverture de fissure
se fait dans le méme sens et la méme direction que le vecteur normal a l'interface : n, = n
et [u] représente bien I'ouverture de fissure. Une combinaison linéaire de ns et m pour np
pourrait étre utilisée pour un couplage mode I+II. Les équations qui sont données dans
cette partie permettent d’implémenter un couplage mode I+II. La difficulté réside dans
I’expression d’'un critére d’ouverture qui permet une bonne représentation de la physique
de fissuration.

1.4.2 Critére de Rankine avec ouverture en mode I
1.4.2.1 Expression du critére de localisation

Le critére de localisation s’écrit de la maniére suivante avec o; la contrainte principale
majeure et o, la résistance en traction :

@) =01 — 0y (1.4.14)

Le vecteur propre associé a la valeur propre o; est noté nq.
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1.4.2.2 Expression du critére d’ouverture en mode I, implémentation numeé-
rique

Aprés localisation, le critére d’ouverture permet de relier la contrainte dans 1’élément
a Pouverture de fissure. Pour une ouverture en mode I dans la direction n1 = n, le critére
d’ouverture prend la forme suivante :

®,. =nTH*Te — 0, - exp(—a,[u]/Gy,) (1.4.15)

Au moment de la localisation (u = 0), il y a bien continuité : le critére de localisation est
égal au critére d’ouverture (®; = ®, = 0). Le paramétre Gy, est I'énergie de fissuration.
Cette énergie s’exprime en J - m™2 et dépend du matériau considéré. Il est possible de
relier ’énergie de fissuration aux paramétres élastiques et a la ténacité du matériau. De la
méme maniére que le critére de Mohr-Coulomb, d’obtenir avec la fonction de Lambert une
solution analytique de louverture de fissure. Une résolution locale au niveau de chaque
¢lément de type Newton est ainsi évitée pour trouver l'ouverture de la fissure [u].

1.4.3 Critére en extension principale avec ouverture en mode I

1.4.3.1 Expression du critére de localisation

Le critére de localisation ®; pour le critére en extension principale s’exprime de la
maniére suivante :
@y = sup (nTH*Te — ¢, (n)) (1.4.16)
n

avec €, la valeur maximale de la déformation principale majeure avant l'initiation d'une
fissure. Cette valeur peut dépendre de la normale n du plan d’ouverture de la fissure.
1.4.3.2 Expression du critére d’ouverture

Apres localisation, n = ny, le critére d’ouverture s’écrit :

O, =nf H* e — ¢y(ny) - exp(—ey(ng)ul/Ly,) (1.4.17)

Ly, est un parameétre matériau qu’il est possible de relier aux constantes élastiques et a
I’énergie de fissuration. Il est possible, de la méme maniére que le critére de Mohr-Coulomb,
d’obtenir avec la fonction de la branche principale Wy de la fonction de Lambert W une
solution analytique de 'ouverture de fissure :

P, = nTH*TBd + nTGsnlu] — ¢,(ng) - exp(—e,(ng)[u]/Lys,) =0 (1.4.18)

En posant (o = nTH;“’TBd et (1 = nTGyn, l'ouverture de fissure est égale a :

€2 exp < Coﬁy >
L v L
W] = =2 [ w, alp/ | _ Looy (1.4.19)
€y Gl GLy
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1.5 Exemples numériques : fissuration en mode II avec un
critére de Mohr-Coulomb isotrope

1.5.1 Définition du probléme

Un cube de coté 200 pm d’une matrice argileuse (E = 20 GPa, v = 0, 35) est considéré
contenant des inclusions de calcite (E = 55 GPa; v = 0, 3; fraction volumique f, = 13,5
%), quartz (E = 47 GPa; v = 0,12; f, = 4,6 %) et pyrite (E = 85 GPa; v = 0,17;
fo=0,4%).

Ces valeurs sont données & titre illustratif de la méthode E-FEM avec fissuration en
mode II et ne correspondent pas a celles du COx.

Le maillage pour la modélisation est un cube de coté 200 um avec environ 3-10° degrés
de liberté. Seulement la matrice argileuse est cassante avec une cohésion (C' = 10 MPa) et
un angle de frottement (tan ¢ = 0,6) qui sont constants.

FIGURE 1.14 — Déformation apres I’étape de confinement (& gauche) et apreés la compression
triaxiale (& droite).

1.5.2 Comportement en ’absence de confinement

Sur la figure 1.15 pour le cas homogene (soit f, = 100 % pour la matrice) les courbes
correspondant & des essais de traction simple et compression simple pour deux énergies de
fissuration différentes sont tracées. Pour une énergie de fissuration Gy = 0,6 J - m~2, la
figure 1.16 représente la courbe de traction/compression dans le cas hétérogéne avec les
propriétés données précédemment.
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FIGURE 1.15 — Cas homogene, essai de traction/compression simple sur un cube (200 pum
de coté) avec : E = 20 GPa et v = 0,35. Paramétres pour le critére de Mohr-Coulomb
(C =10 MPa et tan ¢ = 0,6).
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FIGURE 1.16 — Cas hétérogene, esssai de traction/compression simple sur un cube (200 pum
m de coté) avec : F = 20 GPa et v = 0,35. Paramétres pour le critére de Mohr-Coulomb
(C =10 MPa et tan ¢ = 0,6).

Le comportement en compression dans le cas hétérogéne est beaucoup moins fragile et
la limite élastique en compression est plus faible. Les inclusions affaiblissent ’argile quand
leur fraction volumique est faible & cause du phénoméne de concentration de contrainte.
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1.5.3 Comportement en compression triaxiale

Des simulations numériques correspondant & des essais triaxiaux sont ensuite réalisés
dans le cas hétérogéne avec plusieurs pressions de confinement pour une méme énergie de
fissuration Gy = 0,6 J - m~2.

60 T
| 27T ;
./'rl 1
//‘-
u/ N
//\\\ ;
/ \ — 0 MPa
\ -— 20 MPa| i
/N R o3
1 -~ 5MPa
\ ‘ \
0,001 0,002 0,003

FIGURE 1.17 — Déviateur en fonction des déformations longitudinales et transversales.

La résistance et la ductilité du matériau augmentent avec le confinement (figure 1.17).
Comme le montre la courbe intrinséque sur la figure 1.18, & 1’échelle macroscopique un
comportement de type Mohr-Coulomb est observé.

50

40 =
tang= 0,54

T (MPa)

10 -
Cc=472 ,

|
0 20 40 60 80
o (MPa)

FI1GURE 1.18 — Courbe intrinséque. Cercle de Mohr pour les différentes pressions de confi-
nement.

27

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Paul Hauseux, Lille 1, 2015

Dans le cas ot angle de frottement et la cohésion sont constants, la détermination des
paramétres de cette loi se fait de la maniére suivante :
La pression de confinement est noté oq puis le matériau est comprimé suivant la direction
de 'axe 3 ( 01 > 03). Pour plusieurs pressions de confinement, la valeur de (o7 — 03) a la
rupture (|07 — 03|maz) est tracée en fonction de oq. Cela donne une droite permettant de
calculer la cohésion et I’angle de frottement d’équation. L’équation de cette droite est la

suivante : )
2Ccosp  201sinyp

(01 —o03) = (1.5.1)

1—-singp 1—singp
En tracant les différents cercles de Mohr, la droite qui est tangente aux cercles permet

d’obtenir directement la valeur de 1’angle de frottement (tan ¢) et de la cohésion (pente et
ordonnée a l'origine).

Dans I'exemple numérique traité précédemment, un critére de Mohr-Coulomb est re-
trouvé au niveau macroscopique & partir d’un critére de Mohr-Coulomb au niveau micro
(critére de Mohr-Coulomb qui régit le comportement du plan de glissement au niveau de
chaque élément). Dans le cas hétérogéne, les paramétres macroscopiques sont différents.
Une cohésion macroscopique de 4,72 MPa et un angle de frottement tan ¢ de 0,54 sont
obtenus pour des paramétres microscopiques de C' = 10 MPa et tan¢ = 0,6 pour la
matrice.

1.6 Applications a des problémes d’excavation

1.6.1 Contexte et objectifs

Cette partie présente des simulations numériques 3D appliquées au probléme d’exca-
vation pour des galeries GCS et GED. Dans un premier temps, pour un probléme linéaire,
une comparaison est faite entre des simulations numériques 3D et les solutions analytiques
2D. Ensuite, I’étude se fait en régime non linéaire. La méthode E-FEM développée et dé-
crite précédemment permet de représenter la fissuration. L’avantage des modéles 3D est de
pouvoir représenter un processus d’excavation et de fournir des informations sur ’état de
la roche et le comportement des galeries en amont et en aval du front. Il n’y a pas besoin
d’utiliser des méthodes de déconfinement.

Plusieurs méthodes permettent d’appliquer les contraintes in situ. Parmi ces méthodes,
plusieurs ont été testées. Il est possible de les prendre en compte dans les conditions
aux limites : KUBC (Kinematic Uniform Boundary Condition) et SUBC (Stress Uniform
Boundary Condition). Un autre moyen consiste & les considérer directement dans la loi de
comportement [Salengon, 2002] :

o =Ce+ oy, (1.6.1)

avec C' la matrice de rigidité et og le champ de contrainte in situ. Pour toutes les simu-
lations numériques présentées dans la suite, les contraintes in situ sont directement prises
en compte dans la loi de comportement.
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1.6.2 Comparaisons dans le cas linéaire de simulations numériques 3D
avec des solutions analytiques 2D

Pour les simulations numériques, un maillage cylindrique fortement raffiné (figure 1.23)
autour des parois de la galerie a excaver est utilisé de longueur L = 60 m, de rayon R = 30
m avec environ 3 - 10 ddl. Le rayon de la galerie est r = 2,6 m.

FIGURE 1.19 — Maillage, =~ 3-10° degrés de liberté (ddl), L = 60 m, R = 30 m, r = 2,6 m.

Les contraintes in situ sont les suivantes :

o = 0z = —16,1 MPa
op = oyy = —12,4 MPa
oy = 0,, = —12,7 MPa

Les résultats sont donnés pour deux types de galeries : une excavation paralléle a I’axe de la
contrainte horizontale majeure oz (galerie de type GCS) et une excavation paralléle a I’axe
de la contrainte horizontale majeure oy, (galerie de type GED). L’argilite est modélisée par
un milieu isotrope transverse dont les propriétés élastiques sont les suivantes :

Br = E, = E, = 11000 MPa
FEr, = F, = 5200 MPa

G = 2500 MPa
vr=0,3,vrr=0,2

(vrr = virEr/Er)

Une comparaison est faite pour quelques grandeurs entre les solutions analytiques ani-
sotropes 2D et les calculs déterministes 3D : déplacement radial et orthoradial au niveau
des parois (figures 1.21 et 1.22) et contrainte orthoradiale au niveau des parois (figure 1.20).

Le champ de contrainte est continu par morceaux (constant pour chaque élément tétra-
édre) contrairement au champ de déplacement étant donné qu’une formulation Eléments
Finis en déplacement est utilisée. Pour les contraintes au niveau de la paroi, la comparaison
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FIGURE 1.20 — Contrainte orthoradiale en MPa au niveau de la paroi pour deux galeries
(GCS et GED). Comparaison entre les solutions analytiques 2D et numériques 3D pour le
probléme linéaire (sans fissuration).

se fait donc en prenant pour la solution analytique la contrainte pour un point qui se situe
a la méme distance de I'interface que le centre de gravité de I’élément. Avec le raffinement
de notre maillage, cette distance vaut environ 4 cm.

A i T T

Uy (mm)

'
©

3 4 5 3
angle (radian) angle (radian)

FIGURE 1.21 — Déplacement radial et orthoradial en mm autour de la paroi pour une galerie
orientée dans la direction de la contrainte horizontale majeure oy (GCS).

Les résultats entre les solutions analytiques et déterministes sont proches. La formula-
tion des Eléments Finis étant en déplacement, les calculs numériques donnent une meilleur
approximation du champ de déplacement que du champ de contrainte. Il est important
d’avoir des éléments les plus petits possibles au niveau de la paroi car c’est dans cette
zone que les grandeurs physiques varient trés fortement (augmentation de la contrainte
orthoradiale, diminution de la contrainte radiale, etc.) et que le champ de contrainte est
continu par morceaux.

La taille du domaine joue également un réle non négligeable et doit étre trés grande
devant les dimensions de la galerie. En effet, les déplacements sont nuls & I'infini pour la
solution analytique alors que dans le cas numérique, ils sont nuls sur les bords du domaine
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a une distance de 27.4 m de l'interface. Les corrections & apporter sont d’autant plus faibles
que la taille du domaine est grande et c’est la taille du domaine qui explique principalement
les écarts entres les solutions analytiques et numériques. De méme, les contraintes in situ
sont légérement plus faibles a cette distance car il faut se placer & une distance “infinie”
des parois pour retrouver exactement les valeurs des contraintes in situ.

A e T A a e 04—

-5,8- — numérique |
6 -- analytique|

u, (mm)

Uy (mm)

- L 1
3 4 5 0'40 2 3
angle (radian) angle (radian)

~E

FIGURE 1.22 — Déplacement radial et orthoradial en mm autour de la paroi pour une galerie
orientée dans la direction de la contrainte horizontale mineure oj, (GED).

Des écarts peuvent étre dus au fait de comparer des solutions 3D et 2D méme s’il y a
normalement une invariance par translation dans ’axe de creusement.

Pour les calculs non linéaires qui suivent, la taille du domaine considéré est toujours
de longueur L = 60 m avec un rayon de 30 m, soit environ un peu plus de dix fois plus
grand que le rayon des galeries. Les effets de bord liés aux conditions aux limites sont
ainsi diminués grice aux grandes dimensions du domaine par rapport aux dimensions des
galeries et sa forme cylindrique.

1.6.3 Simulations numériques 3D d’excavations avec prise en compte de
la fissuration (calculs non linéaires)

1.6.3.1 Description du modéle

Cette partie présente les résultats d’un processus d’excavation pour deux types de ga-
leries : galerie orientée parallélement & l’axe de la contrainte horizontale majeure (GCS)
et paralléle a 'axe de la contrainte horizontale mineure (GED). Un maillage cylindrique
fortement raffiné (figure 1.23) autour des parois de la galerie & excaver est utilisé pour les
simulations numériques. 11 est de longueur L = 60 m, de rayon R = 30 m avec environ 106
degrés de liberté (ddl). Le rayon de la galerie est r = 2,6 m.

Les contraintes in situ sont les suivantes :

o = 0z = —16,1 MPa
op = oyy = —12,4 MPa
Oy = 0,, = —12,7 MPa
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FIGURE 1.23 — Maillage pour les calculs non linéaires, ~ 10° ddl, L = 60 m, R = 30 m,
r=2,6m.

Les propriétés de 'argilite dépendent de nombreux paramétres comme la pression de confi-
nement ou I’humidité relative. La complexité de sa minéralogie et les grandes dimensions
des galeries et les incertitudes expérimentales aménent & une variabilité importante méme
si d'un point de vue géologique il s’agit d’une couche globalement homogéne. Pour les
calculs numériques, les paramétres requis sont ceux obtenus lors des essais réalisés sans re-
saturation des échantillons. Le comportement mécanique du COx est composé d’une phase
élastique courte avec une transition semi-fragile vers ductile avec le confinement. En lien
avec les données expérimentales fournies par I’Andra, I'argilite est modélisée par un milieu
isotrope transverse dont les propriétés élastiques sont les suivantes :

Er = E, = E, = 11000 MPa
E;, = E, = 5200 MPa

G = 2500 MPa

vr = 0,3 , VLT = 0,2

(vrr, = virEr/EL)

Plusieurs forages depuis la surface et environ 200 essais ont été réalisés. La valeur moyenne
du module d’Young longitudinal est de 5900 MPa avec un écart-type important de 2700
MPa. Les valeurs sont en cohérence avec des mesures géophysiques. Ces variations justi-
fient le traitement probabiliste par des champs aléatoires des paramétres élastiques et la
propagation de ces incertitudes (Chapitre 2 et 3). Suite & ces essais, le rapport d’anisotro-
pie (E7/EL) est contenu dans un intervalle dont les bornes sont environ égales a 1,3 et
2. Les simulations numériques déterministes se placent donc dans la limite supérieure avec
un rapport d’anisotropie légérement supérieur & deux.

Deux critéres sont utilisés pour modéliser la fissuration : un critére de Mohr-Coulomb
anisotrope avec glissement en mode II et un critére en extension principale avec ouverture
en mode [. Le critére en extension principale est mieux adapté qu’un critére de type Ran-
kine car lors d’une excavation les fissures en traction proviennent non pas d’une contrainte
de traction (contrainte radiale nulle a la paroi) mais d’une déformation positive.

La cohésion de l'argilite dépend de l'orientation du plan de glissement, C' = C'(n). La
valeur est calibrée selon des données expérimentales de tests de compression pour des orien-

32

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Paul Hauseux, Lille 1, 2015

tations différentes. L’angle de frottement est considéré comme une constante (tan ¢ = 0.2).
La figure 1.24 représente la cohésion en fonction de l'angle entre la normale du plan de
glissement et ’axe vertical [Chen et al., 2012].

&y
(4
(4]

T

|

Flan de
glissement

FIGURE 1.24 — Cohésion en fonction de 6 (angle entre la normale du plan de glissement et
I'axe vertical) [Chen et al., 2012].

L’énergie de fissuration Gy est fixée a 25 J - m™2, ce qui correspond A une ténacité
de lordre de 0,6 MPa/m. En ce qui concerne le critére en extension principale, la valeur
maximale €,(n) & partir de laquelle le matériau fissure dépend également de l'orientation
de plan d’extension étant donné l’anisotropie de la roche. Cette valeur est prise a 0,13
% dans la direction horizontale et 0,3 % dans la direction verticale avec une évolution
linéaire entre ces deux valeurs seuils. La valeur de Ly, qui intervient dans I’équation du
critére d’ouverture est prise 4 1078 m (méme ordre de grandeur que I’énergie de fissuration
en mode I divisée par le module d’Young). Pour déterminer cette valeur de fagon plus
précise, il faudrait avoir accés & des mesures expérimentales de traction triaxiale. La va-
leur choisie est supposée constante et permet de retrouver des ouvertures de fissures assez
proches de celles mesurées dans la roche.

Pour le critére de Mohr-Coulomb, ils existent plusieurs normales qui donnent la méme
valeur pour le critére. Dans le cadre de I’excavation, il y a des symétries a respecter autour
des parois selon la position des éléments fissurés (voir figure 1.25 pour une représentation
2D). L’orientation des normales des plans de glissement est donc unique et choisie de ma-
niére & vérifier ces symétries. Pour certaines zones, il est donc nécessaire pour avoir une
direction du glissement cohérente de remplacer n par —n dans les expressions des critéres.

Pour le calcul numérique, le nombre de pas de temps est de 180, & savoir une excavation
de 33 cm de roche par pas de temps. La valeur des modules d’Young des éléments qui
appartiennent a la zone en cours d’excavation oil a celle déja excavée est mise & une valeur
trés faible pour modéliser le vide (environ 500 fois plus faible que les modules de I'argilite).
Un solveur non-linéaire BFGS est utilisé pour résoudre le systéme [Matthies and Strang,
1979]. La durée totale du calcul est d’une centaine d’heures pour la modélisation numérique
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___________ Plan de glissement

m—- Direction du glissement

F1GURE 1.25 — Conditions de symétrie pour les plans de glissement autour des parois
(représentation 2D).

d’une excavation de 60 m.

1.6.3.2 Galerie de type GCS orientée suivant I’axe de la contrainte horizontale
majeure

Cette partie présente les résultats numériques du creusement d’une galerie paralléle
a laxe de la contrainte horizontale majeure (galerie GCS). L’intérét de la modélisation
3D est qu’elle permet d’observer la fissuration en amont et en aval du front de taille et de
simuler un vrai processus d’excavation. Il n’y a pas besoin d’une méthode de déconfinement.

La figure 1.26 représente la fissuration autour des parois. La zone rouge représente la
zone excavée. Pour les deux images de gauche, 20 m de roche ont été excavés alors que 30
m de roche ont été excavés pour les deux images de droite. Les valeurs du glissement des
fissures en mode 11, initiées selon le critére de Mohr-Coulomb et les valeurs des ouvertures
des fissures en mode I, initiées selon le critére en extension principale sont représentées.

Les observations in situ montrent qu’il y a un peu plus de fissures en mode II qu’en mode
I alors que numériquement environ 60% des fissures sont des fissures de traction en mode I.

Le réseau de fractures est complexe, la représentation sous la forme de différentes sec-
tions est mieux adaptée a sa compréhension. La figure 1.27 montre les fissures le long de

I’axe de la galerie pour une section longitudinale d’axe ¢ pour les éléments fissurés en mode
II et de normale 2 pour ceux en mode I. Il y a quelques effets de bord & ne pas prendre en
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FIGURE 1.26 — Facies de fissuration (mode I et II) autour des parois de la galerie de type
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FI1GURE 1.27 — Coupes longitudinales, fissuration autour des parois, galerie GCS.

Ensuite, pour différentes sections, les éléments fissurés en mode I sont représentés (fi-
gures 1.28 et 1.30). La légende indique la valeur du déplacement radial pour les éléments
fissurés du maillage ( en mode I) en mm. Les fissures apparaissent dans un premier temps
avant l'arrivée du front puis se propagent autour des parois de la galerie lors du creusement.
Sur la figure 1.28, deux métres aprés le front, il n’y a presque pas de fissuration alors que
50 cm apreés le front (figure 1.30), beaucoup d’éléments sont fissurés en mode I.

L’étendue du réseau de fractures en traction observée expérimentalement est similaire
a celle obtenu numériquement. Il est possible de quantifier I’anisotropie du faciés de fis-
suration en mode I. La figure 1.29 représente ’énergie dissipée (relative) en fonction de
I’orientation o pour une section située a 15 m avant le front. En ce qui concerne cette
dissipation d’énergie, un facteur d’environ de 2.0 est obtenu entre les directions verticales
et horizontales. La figure 1.31 donne la valeur numérique de la convergence en fonction

de a pour des sections a différentes distances du front de taille. Pour chaque intervalle,
une moyenne sur plusieurs sections est réalisée. Les relevés in situ permettent de montrer
que pour une galerie orientée dans la direction de la contrainte horizontale majeure, la
convergence est maximale dans la direction horizontale avec un rapport d’environ deux
entre la convergence horizontale et verticale [Guayacan-Carrillo et al., 2015].

Les simulations numériques sont en accord avec ces observations. En se plagant suffi-
samment loin du front, ce rapport est proche d’une constante dont la valeur vaut environ
1,5 (voir figure 1.31). Les valeurs des convergences sont également proches de celles mesu-

rées in situ. Sur la figure 1.31, les résultats numériques donnent une convergence horizontale
loin du front autour de 25 mm pour une convergence verticale de 18 mm.

La convergence des parois est principalement due & la fissuration et en particulier a
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FIGURE 1.28 — Faciés de fissuration en mode I pour différentes sections (en amont et en
aval du front) ainsi que les valeurs du déplacement radial U, en mm. Le front est a 30 m,

galerie GCS.
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FIGURE 1.29 — Anisotropie : énergie dissipée (relative) en mode I en fonction de l'orientation
« pour une section située & 15 m en amont du front, galerie GCS.
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FIGURE 1.30 — Faciés de fissuration en mode I pour différentes sections (en amont et en
aval du front) ainsi que les valeurs du déplacement radial U, en mm. Le front est a 40 m,

galerie GCS.
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FI1GURE 1.31 — Convergence en fonction de « a différentes distances du front, galerie GCS.
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celle avec une ouverture en mode I (fissures de “traction”). En effet, dans le cas linéaire,
le déplacement radial est de l'ordre de quelques millimétres alors qu’il est de 'ordre de
plusieurs centimétres dans le cadre non linéaire. De plus, ’anisotropie de la roche argilite
explique pourquoi la convergence est maximale dans la direction verticale dans le cas li-
néaire (aussi étant donné que la valeur prise pour o, est légérement supérieure a oy,).

La fissuration entraine ensuite le phénomeéne inverse (voir figures 1.28, 1.30 et 1.31) car
I’étendue des fissures avec ouverture en mode I est latérale. Cela explique également que
pour des sections proches du front (1-2 and 4-6 m sur la figure 1.31) la convergence verti-
cale est plus grande car 'effet au voisinage du front de la fissuration sur la convergence des
galerie a moins d’impact. Il faut le temps aprés le passage du front que les fissures puissent
se propager et s’ouvrir.

En ce qui concerne les fissures de “cisaillement” avec glissement en mode II la figure

1.32 représente 'orientation et la connectivité des plans de glissement. La connectivité des
fissures est importante proche des parois uniquement.

&

FIGURE 1.32 — Orientations des plans de glissement pour les éléments fissurés en mode I1.
Front de taille & 40 m, galerie GCS.

La zone fracturée en mode I et II est représentée pour différentes sections sur les figures
1.33, 1.34, 1.35 et 1.36. Les valeurs des ouvertures et glissements sont indiquées en m. Les
données expérimentales (Fig. 1.3) révélent que I'étendue des fractures en cisaillement est
plus grande que celle obtenue numériquement. Elles n’apparaissent qu’uniquement au voi-
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sinage des parois dans les résultats numériques.

D’apreés les observations in situ, pour la fissuration induite aprés I'excavation, deux
zones apparaissent distinctement. La premiére zone, proche des parois, contient des fis-
sures de traction et de cisaillement avec une orientation hétérogéne pour chaque type de
fissures. La deuxiéme zone, plus loin des parois, contient presque uniquement des fissures
de cisaillement avec une orientation homogéne et une étendue anisotrope. Cette seconde
zone manque dans les simulations numériques malgré une légére anisotropie.

Les valeurs des paramétres numériques ont été ajustées avec les données expérimen-
tales. Les différences doivent étre interprétées avec prudence dans la mesure ot le modéle
numérique est purement mécanique et qu'un couplage hydo-mécanique est probablement
nécessaire pour mieux représenter le processus de fissuration complexe qui ne peut étre
correctement expliqué a ce jour. Un modéle purement mécanique fournit cependant des
informations précieuses sur les différents aspects qui affectent la formation des fissures in-
duites lors d’une excavation dans un milieu complexe (anisotropie du champ de contrainte

et anisotropie du matériau).
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FIGURE 1.33 — Fissuration autour des parois (2 m aprés le front), galerie GCS.
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FIGURE 1.34 — Fissuration autour des parois (au niveau apres le front), galerie GCS.
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FIGURE 1.35 — Fissuration autour des parois (2 m avant le front), galerie GCS.
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FIGURE 1.36 — Fissuration autour des parois (10 m avant le front), galerie GCS.

1.6.3.3 Galerie de type GED orientée suivant ’axe de la contrainte horizontale
mineure

La figure 1.37 représente la fissuration autour des parois & deux instants différents du
creusement d’une galerie GED. La zone rouge représente la zone excavée. Pour les deux
images de gauche, 20 m de roche ont été excavés alors que 30 m de roche ont été excavés
pour les deux images de droite. Les valeurs du glissement des fissures en mode II, initiées
selon le critére de Mohr-Coulomb et les valeurs des ouvertures des fissures en mode I, ini-
tiées selon le critére en extension principale sont représentées. Ces valeurs sont indiquées
en m.

Avec les mémes paramétres que précédemment, une simulation a été réalisée pour une
galerie paralléle a I’axe de la contrainte horizontale mineure (galerie GED). La figure 1.38
montre les fissures le long de la galerie par une section longitudinale de normale ¢ pour les
éléments fissurés avec glissement en mode II et de normale Z pour ceux avec une ouverture
en mode I. La figure 1.40 montre l'orientation et la connectivité des plans de glissement
pour différentes sections. Pour différentes sections, les réseaux de fissures sont représentés
sur la figure 1.41. La légende indique la valeur du déplacement radial en mm. I.’étendue
verticale des fissures de traction manque par rapport aux analyses in situ et celle corres-
pondante aux fissures de cisaillement est légérement sous-estimée.

La figure 1.39 donne les valeurs de convergence en fonction de 6 (angle par rapport a
I’axe horizontal) pour des se La figure 1.40 montre l'orientation et la connectivité des plans
de glissement pour différentes sections.ctions a différentes distances du front. De la méme
maniére que pour une galerie GCS, pour chaque intervalle de distance, une moyenne sur
plusieurs sections est réalisée. Les mesures in situ de convergence donnent une convergence
verticale de l'ordre de quatre fois plus grande que celle horizontale.

Les résultats numériques ne permettent pas d’obtenir un tel rapport. La convergence
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FIGURE 1.37 — Faciés de fissuration (mode I et II) autour des parois de la galerie de type
GED.
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FIGURE 1.38 — Fissuration en mode I et IT autour des parois (galerie GED), coupes longi-
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301 \ ]
281 - ]
r ve46m ]
260 - v 10-12m ]
Cov, «— 16-17 m h
’g 24 7 -
~ 22 [ "k g"' —
§ R AT
5 20f e
S K -
g 18¢ e K : 4
g C "’w% o i
© 16 R 7
14 ;T‘"’"'*ﬂ'w« e L N T YT NN M"»;:
12F e N E
10} | | | | | {

0 30 60 90 120 150 180

8(°)

F1GURE 1.39 — Convergence en fonction de 6 a différentes distances du front, galerie GED.
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FIGURE 1.40 — Orientations des plans de glissement pour les éléments fissurés en mode II.
Front de taille a 30 m, galerie GED.
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des parois est principalement due aux fissures de traction et étant donné que I'étendue
verticale en mode I est quasiment nulle, les différences peuvent s’expliquer et provenir de
ce manque. La valeur de la convergence horizontale est autour de 20 mm loin du front
(voir figure 1.39). C’est du méme ordre de grandeur que les résultats expérimentaux. En
revanche, la convergence verticale est nettement inférieure pour les simulations numériques
que les valeurs fournies par les relevés in situ.

Les réseaux de fissures (mode I et II) sont représentés pour plusieurs coupes sur les
figures 1.42, 1.43, 1.44 et 1.45 ot les valeurs des ouvertures et glissements des fissures sont
indiquées en m.
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FIGURE 1.41 — Faciés de fissuration en mode I pour différentes sections (en amont et en
aval du front de taille) ainsi que les valeurs du déplacement radial U, en mm. Front de
taille & 20 m, galerie GED.

46

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



© 2015 Tous droits réservés.

These de Paul Hauseux, Lille 1, 2015

Glissement mode Il (m)
.17f “fissures de cisaillement®

oo

8.239—05E‘""

H
k.

Ouverture mode | (m)
0.2+ o1 *fissures de traction®

001

1 .cAe-Oé—E ]
fes =h

FIGURE 1.42 — Fissuration autour des parois (2 m aprés le front), galerie GED.
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FIGURE 1.43 — Fissuration autour des parois (au niveau du front), galerie GED.
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FIGURE 1.44 — Fissuration autour des parois (2 m avant le front), galerie GED.
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FIGURE 1.45 — Fissuration autour des parois (10 m avant le front), galerie GED.

1.7 Conclusions et perspectives

Un modéle numérique 3D avec la méthode E-FEM est proposé pour modéliser la fis-
suration en ajoutant des discontinuités fortes (enrichissement cinématique) dans un milieu
continu. Les modéles avec enrichissement cinématique ont l’avantage, par rapport a un
modéle de fissuration répartie, de représenter véritablement une fissure en ajoutant une
discontinuité dans le champ de déplacement. Il est alors possible d’avoir accés directement
aux valeurs des ouvertures et des glissements des fissures ainsi qu’a leurs orientations. Le
phénoméne d’adoucissement n’a pas besoin de faire appel & une technique de régularisation
pour s’opérer correctement contrairement aux modéles & fissuration répartie.

Appliqué au probléme d’excavation dans l'argilite & -490 m, le modéle permet de repro-
duire la fissuration induite autour des parois de la galerie lors du creusement. Un modéle
3D donne une description du comportement de la structure en amont et en aval du front et
fournit donc un faciés de fissuration 3D. Il n’y pas besoin d’utiliser une méthode de décon-
finement par rapport aux modeéles 2D. Deux critéres sont proposés et implémentés pour
décrire cette fissuration induite : un critére de Mohr-Coulomb anisotrope avec glissement
en mode II (fissures de “cisaillement”) et un critére en extension principale avec ouverture
en mode I (fissures de “traction”).

Les résultats numériques sont comparés avec les données expérimentales (mesures in
situ au niveau du laboratoire de recherche souterrain de I’Andra). L’étendue de la zone
fracturée dépend de nombreux parameétres (champ de contrainte in situ, proprités de 'argi-
lite, direction de creusement, etc.). Le processus de fissuration est complexe et ne peut pas
étre correctement expliqué & ce jour & la fois sur I’étendue anisotrope de la zone fracturée
que sur la convergence anisotrope des galeries, en particulier pour une galerie orientée pa-
rallelement a la contrainte horizontale majeure op. L'influence de 'anisotropie (du champ
de contrainte et de I'argilite) sur le faciés de fissuration et la convergence des galeries est
principalement étudiée.
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Clairement, dans le contexte d’excavation souterraine, le modéle présenté ici doit étre
amélioré d’une part en prenant en compte un couplage hydromécanique. En effet, ’évolu-
tion de la pression du fluide durant le creusement doit engendrer une variation locale des
contraintes effectives. Le processus de fissuration doit ainsi étre modifié.

D’autre part, l'origine géologique de l'argilite du Callovo-Oxfordian combinée aux
grandes dimensions des galeries conduit & des incertitudes sur les propriétés hydroméca-
niques de la roche et les contraintes in situ. Un autre moyen d’amélioration consiste alors
a prendre en compte ces incertitudes et les propager & travers des modéles Eléments Finis.
Ces méthodes probabilistes font I’'objet du deuxiéme chapitre de cette thése. Elles sont dé-
veloppées avec une approche non intrusive permettant ainsi de faciliter I'implémentation
numeérique en se servant de solveurs déterministes.
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Chapitre 2

Méthodes Eléments Finis
probabilistes. Quantification et
propagation des incertitudes
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2.1

L’objectif de la thése est d’analyser numériquement le comportement mécanique au-
tour de l'excavation d’une galerie en grande profondeur dans un contexte incertain. Ce
chapitre se focalise sur les Méthodes Eléments Finis probabilistes utilisées et développées
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pour propager et quantifier les incertitudes paramétriques et étre ainsi capable de fournir
des données statistiques.

La résolution d’un probléme de mécanique & n degrés de libertés, en utilisant par
exemple la méthode des Eléments Finis, se raméne & une équation du type [Matthies,
2008| :

K- u—f

ol u et f sont des vecteurs de taille n et et K une matrice carrée de taille n x n. Il faut
généralement inverser cette équation pour trouver la solution uw. Les données du probléme
et la solution dépendent de la position (variable x). Les incertitudes sont modélisées par
des variables ot par des champs aléatoires corrélés [Adler and Taylor, 2007]. Dans un cadre
probabiliste, les données contenues dans K et f dépendent donc également également de
la variable aléatoire w. La résolution d’un probléme probabiliste physique a n degrés de
libertés s’écrit alors sous cette forme générale :

K(z,w) u=f(x,w)

Le probléme est dit multiplicatif si les incertitudes portent sur K et additif si seulement
le second membre f est incertain. Il n’y a pas de problémes additifs pour les systémes
non linéaires étant donné que K dépend de u. L’objectif consiste ensuite & rechercher la
solution sous la forme statistique u(x,w) afin de déterminer par exemple son espérance et
sa variance. Ces calculs peuvent toujours se ramener & des calculs d’espérances qui sont
des calculs d’intégrales sur un espace probabilisé 2 d’une quantité d’intérét ¢ (u(x,w)) :

E@y (U(ﬂc,W))):/QWu(w,w)) dP(w) (2.1.1)

Par exemple, pour calculer 'espérance du déplacement ¢ (u(x,w)) = u(x,w) et pour
calculer la variance du déplacement v (u(z,w)) = (u(x,w) — @(x))?. Les méthodes de
“Monte-Carlo” (méthodes d’intégration directe) sont les plus couramment utilisées grace a
leur simplicité de mise en ceuvre et elles sont présentées dans un premier temps. Ensuite,
la méthode des Eléments Finis Stochastiques Spectraux (méthode d’intégration indirecte
SSFEM) est développée. Cette derniére est le principal axe de recherche et de dévelop-
pement a la fois pour des problémes linéaires (solveur gradient conjugué SSFEM) et non
linéaires (solveur BFGS-SSFEM).

Les Eléments Finis stochastiques spectraux permettent de résoudre des problémes
contenant des incertitudes en donnant directement une solution statistique [Ghanem and
Spanos, 1991]. Ces problémes sont de plus en plus courants car les progrés informatiques
permettent a présent de les envisager avec des temps de calcul raisonnables. Elles consti-
tuent une bonne alternative par rapport aux méthodes d’intégration directe qui sont elles
considérées et utilisées comme des solutions de référence dans ce travail.

Méme pour un probléme linéaire, la solution déterministe (solution calculée avec les
grandeurs moyennes) est différente de 'espérance de la solution. Seulement pour le cas
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d’un probléme additif linéaire (probléme ou les incertitudes sont seulement comprises dans
le deuxiéme membre f), la solution moyenne est égale a 1’espérance.

L’influence des incertitudes sur la solution (figure 2.1) est donc quelque chose de com-
plexe méme pour un probléme linéaire et nécessite donc presque toujours un traitement
probabiliste.

Modéle
hysique

énergie

expertise

Solution

Modéle numérique

information

Systeme physique

résolution

expérience

Base de données

FIGURE 2.1 — Objectif : prévoir la propagation des incertitudes sur la solution.

Les méthodes d’intégration indirecte (SSFEM) sont souvent vues comme intrusives, ce
qui constitue un frein important a leur utilisation par rapport aux méthodes de “Monte-
Carlo”. Il est pourtant possible de les aborder de maniére non intrusive avec des approches
principalement déterministes. L’utilisation d’un logiciel Eléments Finis déja existant est
alors possible.

Deux méthodes ont été développées et sont présentées dans ce chapitre : dans un premier
temps, un solveur itératif et partitionné pour les problémes linéaires puis un solveur BFGS-
SSFEM pour des systémes non linéaires. Le logiciel Feap au travers d’un composant EF
coFeap est utilisé comme solveur déterministe. Ce solveur est celui qui est utilisé dans
les exemples numériques déterministes du chapitre précédent. La programmation orientée
composant permet de paralléliser un ensemble de tadches dans un environnement distribué.
Elle est trés adaptée pour les schémas numériques des simulations de modéles probabilistes
étant donné que ces ces derniers sont fortement parallélisables. Toutes les méthodes du
composant coFeap qui sont implémentées facilitent 1'utilisation des parties du code dites
déterministes.

2.2 Modélisation des incertitudes

La prise en compte des incertitudes se fait au travers de champs aléatoires corrélés.
L’étude de la génération et de la décomposition de ces champs est présentée dans cette
partie. Il s’agit d’'une étape préliminaire a l'utilisation des méthodes Eléments Finis Sto-
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chastiques. Ces méthodes, qui seront décrites et développées par la suite, permettent ensuite
de propager ces incertitudes. Dans ce travail, les méthodes probabilistes sont utilisés pour
caractériser les incertitudes. Il existe d’autres facons pour modéliser les incertitudes comme
les approches possibilistes ou la logique floue.

2.2.1 Variables et champs aléatoires corrélés

La théorie du chaos polynomial (PCE) introduit par Wiener permet d’affirmer que
toute variable aléatoire de L%(Q) peut se décomposer comme une série convergente de po-
lynomes de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes ; w; € N(0,1)
[Wiener, 1938]. En généralisant cette décomposition a des champs aléatoires, la base choisie
pour décomposer les données du probléme est celle constituée des polynémes d’Hermite
multidimensionnels H, (w).

Ho(w) = \/% H hay (wj) (2.2.1)

Haa Hs s

FI1GURE 2.2 — Exemples de polynémes d’Hermite multidimensionnels

Les hq sont les polyndmes d’Hermite unidimensionnels :

ho(w) =1, hi(w) =w; hy =w(hp-1) — (n —1)(hy—2) pour n > 2 (2.2.2)
6—w2/2
/R P (D () = by D) = s (2.2.3)

En dimension m, les polynémes d’ Hermite ont les mémes propriétés que celles de ’équation
_ 7&)2/2

La solution s’écrit & priori comme une somme infinie mais I’étude se fait dans un espace
d’approximation de dimension m et d’ordre p en prenant en compte tous les o appartenant
al'espace Jpmp = {a | Vi >m:a; = 0;] o |[< p}. La dimension stochastique mg vaut alors

(k-i—m) _ (k +p)!
p )T TR

(2.2.3) avec la mesure I'(dwy,) =

et peut donc prendre rapidement des valeurs trés élevées.
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Dans la base choisie, les polyndémes peuvent s’écrire sous la forme d’un multi-indice
a = (g, aq, ..., Ay, ...). La norme et le produit factoriel sont définis comme :

| o |= Zaj et al = Haj! (2.2.4)
J J

Les polynémes H, sont classés dans l'ordre “lexicographique” et le tableau ci-dessous
montre ’ensemble des combinaisons possibles pour I'espace J34 qui est de dimension sto-
chastique ms = 35 :

N° « N° «o N° o N° o N° «

0 | (0,0,0) 7 1(2,1,0) | 14 | (0,4,0) || 21 | (2,1,1) || 28 | (0,1,2)
1 | (1,0,0) 8 | (3,1,0) || 15 | (0,0,1) || 22 | (0,2,1) || 29 | (1,1,2)
2 | (2,0,0) 9 |(0,2,0) | 16 | (1,0,1) || 23 | (1,2,1) || 30 | (0,2,2)
3 1(3,0,0)| 10 | (1,2,0) || 17 | (2,0,1) || 24 | (0,3,1) || 31 | (0,0,3)
4 1(4,0,0) || 11 | (2,2,0) || 18 | (3,0,1) || 25 | (0,0,2) || 32 | (1,0,3)
5 1(0,1,0) || 12 | (0,3,0) || 19 | (0,1,1) || 26 | (1,0,2) || 33 | (0,1,3)
6 | (1,1,0) || 13 | (1,3,0) || 20 | (1,1,1) || 27 | (2,0,2) || 34 | (0,0,4)

FIGURE 2.3 — Exemple : les combinaisons pour o € J34 = ms = 35

Grace a la décomposition PCE, une variable aléatoire k(w) peut s’écrire :

k) = S by Hy ) s by = T E (@) () (2.25)
~ Y

Les incertitudes sont modélisées de maniére plus efficace par des champs aléatoires
corrélés k(x,w), fonction & deux variables : la variable d’espace noté x et la variable w
de l'espace probabilisé représentant l'incertitude liée au champ. La décomposition de ce
champ dans I'espace d’approximation [, , s’écrit alors :

ka,w)= > ky(@) Hy(w) (2.2.6)
YETm,p

Avec plusieurs intégrations par parties et en généralisant ensuite la formule dans le cas
unidimensionnel |Grgin and Sandri, 1996], '’expression de l’espérance suivante qui servira
trés souvent par la suite peut étre obtenue :

ol B!
E(HoHH.,) = A) olfty!

“’6:1—[ aj+ B =%\ (Bit—o, (et =B,
2 ' 2 ' 2 '

J

(2.2.7)

Cette espérance s’annule trés souvent et n’existe que si Vi : a; < B; +v; et que «; + 5; — s
est un nombre pair (pour toutes les permutations possibles). Il est possible de retrouver la
formule précédente [Malliavin, 1997] (réécrite avec la convention pour les polynémes H,
de I'équation (2.2.1)) :
s+l
HHy = Y coy(r)H, (2.2.8)

r=|s—I|

o4
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_ D(s+1)Y/21(1+1)1/2
— T(g—I1+1D)I(g—s+1)T(g—r+1)

avec cg(r) quand g = (I + s+ r) est un entier ou 0 sinon.

La décomposition de Karhunen-Loéve (KL) [Adler and Taylor, 2007] est une généra-
lisation de la décomposition en séries de Fourier d’une fonction appliquée aux champs
aléatoires et est utile pour effectuer la décomposition PCE des champs aléatoires. Elle
permet en effet de décomposer les parties spatiales et probabilistes d’'un champ aléatoire
corrélé en écrivant ce champ sous la forme d’'une somme & priori infinie de modes et de
vecteurs propres pour la partie spatiale et de variables aléatoires pour la partie probabi-
liste. Il s’agit de la décomposition linéaire du champ optimale et permet ainsi pour une
dimension choisie d’avoir la meilleure décomposition. Cet aspect est important & souligner
car les méthodes SSFEM trouvent principalement leurs limites quand les dimensions des
problémes stochastiques sont trés grandes.

La décomposition de Karhunen-Loéve permet de générer facilement des champs gaus-
siens car ces derniers sont entiérement définis par leurs quantités statistiques du second
ordre : espérance au point x et fonction de covariance :

Cov(wy, x2) = E [(k(z1,w) — k(z1)) (k(m2,w) — k(z2))] (2.2.9)

Parmi les modéles les plus répandus, pour des champs homogénes et isotropes, la covariance
peut se mettre sous la forme suivante avec V la variance et L. la longueur de corrélation
(modéle de type Gaussien) :

L2

[

_ 2
Cov(x1,x2) =V -exp (—M> (2.2.10)

Ensuite, il est possible de générer d’autres champs (uniforme, béta, log-normal, etc.) mieux
adaptés pour représenter certaines grandeurs physiques & ’aide d’une transformation d’un
champ gaussien et de sa fonction de covariance [Keese, 2004, Krosche, 2010, Zanders,
2012, Taylor, 2001]. Ces transformations sont détaillées dans la partie suivante.

Dans le cas d'un champ gaussien, ces variables aléatoires sont des gaussiennes centrées
réduites indépendantes ce qui permet pour la modélisation numérique d’utiliser un géné-
rateur aléatoire. Soit k(x,w) un champ aléatoire gaussien de moyenne k(x,w) = k(x), la

décomposition de Karhunen-Loéve donne alors [Matthies, 2008, Pajonk et al., 2011, Ull-
mann, 2008| :

+oo
k(x,w) = k@) + Y VA @) wiw) (2.2.11)
=1

Pour trouver les valeurs propres et vecteurs propres de la décomposition KL, il est nécessaire
de résoudre le probléme de Fredholm, probléme aux valeurs propres suivant :

/ Cov(xy, x2)®i(x2)dxe = \;®;(21), Va1 € D (2.2.12)
D

Cette équation ne peut pratiquement jamais étre résolue analytiquement. La méthode dé-
crite dans [Colliat, 2010, Roubin, 2013| permet de résoudre numériquement ce probléme a
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partir d’une forme faible et une discrétisation de type Eléments Finis. Un code sous Octave
permet de déterminer sur une grille réguliére les vecteurs propres et valeurs propres de la
décomposition Karhunen-Loéve des champs gaussiens utilisés pour les calculs probabilistes.

La figure 2.4 montre des réalisations de champs gaussiens centrés réduits pour trois
valeurs différentes de longueur de corrélation sur une grille réguliére de c6té un contenant
30 éléments par aréte. Pour chaque réalisation, 200 modes ont été pris en compte dans la
décomposition (KL) du champ.

FIGURE 2.4 — Exemple de réalisations de champs gaussiens centrés réduits avec différentes
longueurs de corrélation. Grille réguliére de coté 1 avec 30 éléments par aréte. Influence de
la longueur de corrélation.

Le spectre des valeurs propres décroit plus rapidement quand la longueur de corrélation
augmente comme le montre la figure 2.5. Ainsi, pour les longueurs de corrélation qui sont
faibles, il est important de considérer un grand nombre de modes pour bien représenter le
champ aléatoire.
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FIGURE 2.5 — Influence de la longueur de corrélation sur le spectre des valeurs propres de
la décomposition de Karhunen-Loéve. Grille réguliére de coté 1 contenant 203 nceuds.

Le nombre d’éléments que contient la grille réguliére joue également un roéle dans la
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décroissance du spectre des valeurs propres. La figure 2.6 montre I'influence de la finesse de
la grille réguliére sur le spectre des valeurs propres de la décomposition de Karhunen-Loéve
pour deux longueurs de corrélation différentes. Le spectre ne doit pas dépendre du nombre
d’éléments que contient la grille réguliére. Ce nombre doit étre suffisamment élevé pour
une bonne représentation du champ.
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FIGURE 2.6 — Influence de la finesse de la grille réguliére sur le spectre des valeurs propres
de la décomposition de Karhunen-Loéve pour deux longueurs de corrélation différentes.

D’autres méthodes existent pour générer des champs gaussiens. Parmi ces méthodes,
celles qui utilisent la transformation de Fourier rapide (FFT) sont trés répandues [Nowak
et al., 2003, Schneider and Willsky, 2003, Nowak, 2004]|. Ces méthodes s’appliquent pour
des champs stationnaires avec une discrétisation sur une grille réguliére. Elles consistent &
créer tout d’abord un champ périodique en considérant un domaine deux fois plus grand et
une fonction de covariance périodique. La matrice de covariance posséde alors les propriétés
d’une matrice circulante, définie uniquement par une ligne ou une colonne. La transformée
de Fourier de la matrice construite a partir d’une ligne ou d’une colonne de la matrice de
covariance permet d’obtenir directement les valeurs propres de la matrice de covariance.
Treés efficace pour générer les champs sur une grille réguliére, un post-traitement assez
lourd, notamment en 3D, permet de remonter aux vecteurs propres. Dans 'annexe D, les
détails concernant cette méthode sont donnés.

Il est indispensable dans le cadre des méthodes Eléments Finis probabilistes de type
SSFEM (méthodes d’intégration indirecte qui sont décrites par la suite) d’avoir accés a la
décomposition PCE, et donc aux vecteurs propres et aux valeurs propres du champ. Un
code sous Octave permet cependant de générer des champs gaussiens sur une grille régu-
liére en utilisant la transformation de Fourier rapide (fonction fft2 sous Octave). Pour une
grille réguliére (512 * 512) de coté un, la figure 2.7 montre la réalisation de trois champs
gaussiens centrés réduits pour trois valeurs différentes de longueur de corrélation (la fonc-
tion de covariance est de type Gaussienne, voir I’équation (2.2.10)).
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FIGURE 2.7 — Trois réalisations de champs gaussiens centrés réduits sur une grille réguliére
de coté un. Génération avec la transformée de Fourier rapide. Influence de la longueur de
corrélation.

La méthode de génération des bandes tournantes [Roubin, 2013| qui ne fournit aucune
information sur la décomposition du champ peut néanmoins étre citée car elle est également
trés utile et rapide pour générer des champs gaussiens.

2.2.2 Geénération de champs aléatoires (exemples avec plusieurs distri-
butions)

2.2.2.1 Transformation d’un champ gaussien

Il est préférable et plus commode de partir d’'un champ gaussien (en particulier un
champ gaussien centré réduit) pour générer des champs k(x,w) qui suivent d’autres distri-
butions. La somme infinie de la décomposition KL est tronquée & une certaine dimension
stochastique (m modes). La décomposition d'un champ gaussien centré réduit I'(x,w) peut
s’écrire de la maniére suivante avec y(x,w) un champ gaussien quelconque d’espérance 7
et d’écart type o :

_ 400
I(a,0) = % =S VN (@) w (2.2.13)
=1

Le champ aléatoire k(x,w) s’écrit comme une fonction d’un champ gaussien ¢(I'(z,w)). De
maniére générale, la procédure qui suit permet de générer n’importe quel type de champ a
partir du moment ot la décomposition PCE de la fonction ¢ de transformation du champ
gaussien est connue :

P(T@,w) = 3 @il (a,w) (22.14)

Par exemple, pour un champ log-normal, la fonction ¢ est la fonction exponentielle. Les ¢;
sont les coefficients du développement de la fonction ¢ en série de polynémes d’Hermite :

p(z) = @iH(2)Vil (2.2.15)
=0
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ou,
exp(—2%/2)

s (2.2.16)

oi= [ o)
R

Cette décomposition est connue de maniére analytique pour certaines fonctions ¢ corres-
pondant & certaines distributions. Il est toujours possible d’obtenir les termes par une
méthode d’intégration directe pour les distribution ot I'expression de la décomposition
PCE de ¢ n’est pas connue. Le champ k(x,w) s’écrit alors :

Zgop (Zf Pi(x ) (2.2.17)

soit :

+oo
Hp(Z\/)\_i‘I)i(CC)wi>: > ()(Hw /> aw)  (2218)

a€ed,|a|=p
p p!
avec = —.
« al

La dérivée de Malliavin [Malliavin, 1997] (en dimension m) permet de démontrer I’équa-

tion précédente avec :
m—1

K = —— E(0uk) ; 0o =[] 0, (2.2.19)
=0

QH

Le champ s’écrit :

DY ¥ ()(Hdﬁ” /> o) (2220)

a€J,|a|=p

finalement,

D=3 Y o (a) <H¢az /> Ha(w;) (2.2.21)

P a€d,|al=p

Les coefficients PCE du champ sont finalement [Zanders, 2012] :
E(k(x,w) - Hg) = kg(x)

= f > @ <a> (H‘bal CW) o (2.2.22)

P aeJ,lal=p

— o (5 TT (VAo (@)

Cette transformation est trés importante car elle permet de générer un champ aléatoire
avec une distribution quelconque a partir de la décomposition PCE de ¢ et de la décom-
position de Karhunen-Loéve du champ gaussien. Il s’agit probablement de I’étape la plus
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importante dans la modélisation des incertitudes par des champs aléatoires (avec une dis-
tribution quelconque).

Soit un champ x?(z,w) a un degré de liberté pour illustrer sur un exemple simple
I'équation (2.2.22). Une loi x* & un ddl est une variable gaussienne centrée réduite au
carré : 2 = w? = 1 4+ V2Hy(w) d’ott gy = 1 et 3 = /2 (tous les autres o; sont nuls).
En se placant en dimension 2, un champ gaussien centré réduit se décompose comme :
I'(z,w) = VA161(2)w1 + vV A2¢2(x)ws. La décomposition du champ XQ(ar: w) s’écrit alors :

X2 (, w) = A\ d3 (x)w? + Nads(2)ws + 2/ A1 \2) 1 (x (2.2.23)

En appliquant 'équation (2.2.22), il est bien possible de retrouver cette expression :

Clew) = goter Y (('ﬁ')ﬂ(ﬁw(m))) Hy(w)

B,181=2 =1

= 1 VAR el y (2:221)
VI )( +V2hd3(a )( _1>
= \oi(z)w? +)\2¢2( w3 + 2v/ A1 Aoh1 () o ()

car Z <\/)\7,~¢,~)2 =1.

I1 est nécessaire d’établir une relation entre la covariance d’un champ visé noté k(x,w)
(transformation non-linéaire d’un champ gaussien k(xz,w) = ¢(I'(z,w))) et celle du champ
Gaussien [Zanders, 2012]. La fonction de covariance s’écrit de la maniére suivante (avec la
convention choisie pour les polynomes d’Hermite, voir équation (2.2.1)) :

Covi(z,y) = (k(=z,.)lk(y,.)) — ¢

o0

= Z gpigpj(H@'(F(«Ta -))|Hj(r(ya ))> - ng

}J’*O

= Z @l@] Z_] )|F(y’ )>Z - ng

,j=0

= ) ¢}Covr(z,y)’ (2.2.25)
=1

&

Son expression permet en particulier de déterminer la longueur de corrélation qu’il faut

imposer au champ gaussien pour obtenir celle du champ visé en supposant que celle-ci
—|lz—ylI?
puisse se mette sous la forme Cov = Ve L2

2.2.2.2 Distribution uniforme

Cette partie détaille la maniére de générer analytiquement un champ aléatoire k(x,w)
avec une distribution uniforme a partir d’un champ aléatoire gaussien centré réduit v (x,w) :

k(z,w) = a(z) + @ (1 + erf (%)) (2.2.26)
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) 3
ou la fonction erreur est définie comme : erf(§) = NG / et dt
T Jo

L’espérance du champ vaut alors a(x) + b(x)/2 et I'écart type vaut b(x)/+/12. La décom-
position PCE d’une variable aléatoire uniforme U(w) s’écrit comme :

Uw) =Y UsHo(w) (2.2.27)
avec :
a+b/2 si a=0
0 si a=2p

U p—
« (—1)Pbva!
22ptipl(2p 4+ 1)/
En se servant de 1’équation (2.2.22), il est ensuite possible de généraliser la décompistion
PCE pour des champs aléatoires |Zanders, 2012, Malliavin, 1997 :

si a=2p+1

ka(z) = ‘Z—l!% 11 (x/Xf”qﬁg” (:c)) (2.2.28)
soit :

a+b/2 si |al=0
0 si|af

ka($) - al 1 pb\/J N |
|a—122p+(1p!()2p + 1)\/E Hz (\/X@ ¢Zal($)) si ‘Oz’ =2p+1

La notation des multi indices « est utilisée. Pour une variable aléatoire il s’agit d’un scalaire.
En revanche, pour les champs aléatoires, il s’agit bien d’'un multi indice. La décomposition
du champ dans 'espace 7, oblige a tronquer a deux niveaux : le produit a m valeurs
propres et la norme a |a| < p.

La fonction de covariance s’écrit de la maniére suivante, son expression permet de
déterminer la longueur de corrélation qu’il faut imposer au champ gaussien pour obtenir
celle du champ visé par la transformation :

Covi(z,y) = Z ©2Cov. (z,y)" (2.2.29)
>0
avec :
a+b/2 si 1=0
0 si 1=2p

Pi

(—1ybval
PP pl(2p + 1)y/7
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2.2.2.3 Distribution log-normale

La décomposition de Karhunen-Loéve et la formule de Malliavin [Malliavin, 1997]
donnent analytiquement pour un champ aléatoire [Krosche, 2010] de distribution log-
normale la décomposition suivante :

k(x,w) _/<:+Z <\/_H¢°‘Z A2 (w)) (2.2.30)

Les ¢; et A; sont les valeurs propres et vecteurs propres de la décomposition KL du champ
gaussien. La décomposition du champ dans l'espace [, 2, oblige de tronquer a deux ni-
veaux : le produit & m valeurs propres et la somme a |a| < 2p. Soit un champ log-normal
corrélé k(x,w) = e?@w) - 4 ¢tant un champ gaussien. Pour déterminer Despérance p,
I’écart type o et de longueur de corrélation [, du champ gaussien afin d’obtenir une espé-
rance E, une variance V et une longueur de corrélation L. pour le champ log-normal ; les
relations suivantes permettent de trouver les liens entres ces paramétres :

Vv 1 14
o=4/ln <1 + E2> uw=1In(F)— §ln <1 + E2> (2.2.31)
La fonction de covariance se calcule comme [de Larrard, 2010] :
Cov(z,y) = / eV@IHlyw) gp(y) — E? (2.2.32)
Q

—lle—yl|®
Elle peut se mettre sous la forme Cov = Ve 2  avec la longueur de corrélation suivante
pour le champ gaussien :

1
l. = (2.2.33)

__1
\/—1n <0—121n (1 + %eﬁ))

Il se trouve qu’il existe une solution analytique pour la distribution log-normale permet-
tant de trouver les parameétres a imposer au champ gaussien pour obtenir la longueur de
corrélation souhaitée. L’équation (2.2.25) est cependant beaucoup plus générale et permet
également de retrouver rapidement cette équation (2.2.33) pour la longueur de corrélation.

2.2.2.4 Distribution béta

Ils existent plusieurs méthodes pour générer des champs aléatoires qui suivent une
distribution béta. La premiére méthode consiste a suivre la procédure décrite dans la par-
tie précédente en calculant les coefficients du développement de la fonction ¢ en série de
polynémes d’Hermite & 'aide d’une méthode d’intégration directe. L’avantage de cette
méthode est que le champ s’exprime en fonction uniquement des vecteurs propres et des
valeurs propres de la décomposition KL du champ gaussien. Il est alors possible d’obtenir
la. décomposition PCE de ce champ dans I'espace J, . Il est nécessaire d’avoir acces a
cette décomposition pour les méthodes probabiliste d’intégration indirecte (SSFEM) qui
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sont décrites par la suite.

La figure 2.8 montre trois réalisations de champs de type béta

Elx,w) =1+ 5(2,2)(z,w) (2.2.34)
avec L. = 10,0 m, 3(2,2) = 0,5 et un écart type de 0,23. Le nombre de modes de la
décomposition KL du champ gaussien pris en compte est de 200, ce qui correspond a envi-
ron 99 % du spectre des valeurs propres avec ces paramétres et la grille réguliére utilisée.
Le champ a d’abord été généré sur une grille réguliére de c6té 60 m avec 30 éléments par
aréte. Ensuite, ce champ est projeté sur le maillage EF cylindrique. Il faut faire attention a
ce que les éléments du maillage EF soient plus petits que les éléments de la grille réguliére
afin d’éviter tous les problémes liés au théoréme d’échantillonnage de “Nyquist-Shannon”.

& E

(a) Reéalisation 1

(c¢) Reéalisation 3

(b) Realisation 2

FIGURE 2.8 — Exemple de trois réalisaitions de champs de type béta k(x,w) = 1+
B(2,2)(x,w) avec L, = 10,0 m, avec (§(2,2) = 0,5 et écart type de 0,23. Projection

sur un domaine cylindrique de rayon 30 m et de longueur 60 m.

En revanche, il existe une méthode générale analytique [Hasofer et al., 1998] pour gé-
nérer un champ béta de paramétres nq et ny en fonction de plusieurs champs gaussiens
centrés réduits. Cette méthode est trés efficace pour générer des champs dans le cadre des
méthodes d’intégration directe.

Elle n’est pas utilisée par la suite car pour les applications des méthodes décrites dans
la partie suivante, comparer les résultats entre les méthodes d’intégration directe et indi-
recte impose de générer les champs de la méme maniére. La méthode de transformation
d’un champ gaussien avec la fonction ¢ est mieux adaptée pour les méthodes SSFEM car
elle permet d’avoir la décomposition analytique des champs.

Un champ Béta (n1,n2) est défini comme :

B(t) = + (ti(j)y 0 (2.2.35)
1 2n1 1 2(n1+mn2)
ol X(t) = 5 Zl U2(t), Y(t) = 3 QZH U2(t) (2.2.36)
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avec U,,r = 1,..,2(m + n) qui sont des champs gaussiens centrés réduits.

ni . . N ning
i, et la variance est égale a ) (e D)

sont comprises entre 0 et 1 et une variable aléatoire béta posséde la fonction de densité

. Les valeurs

L’espérance de ce champ est

suivante : 1
T) = ———a" (1 —z)"? 2.2.37
fo(a) = g (=) (2237)
avec B la fonction béta.
Pour une espérance E et une variance V données, il est possible de calculer les paramétres

n1 et ny grice aux relations suivantes :

E? - E® - FEV .  E?-2F*+ E*'+ (EV(E-1))
% P EV

ny = (2.2.38)

La transformation de la covariance vue précédemment n’est pas valable quand la génération
du champ béta se fait a partir de :

X(t)

BO=50+vo

(2.2.39)

Une autre formulation existe pour ce type de champ, la fonction de corrélation peut s’écrire :

9] %
(n1 + na) Cov,(z,y)?
C = 1- 2.2.40
orp(z,y) ;i+n1+n2 1—Covr(m,y)2 ( )
—2|z—y|? ;
o —exp(—7z7 ) \¢
Corp(z,y) = 1-Y (1 + ) ( e > (2.2.41)
im0 LTt e 1—€XP(L7%y)
(2.2.42)
La relation qui existe entre la corrélation et la covariance est la suivante :
Covp(z,y) = of Corp(x,y) (2.2.43)

L’inconnue recherchée dans cette equation est L, et comme la longueur de corréla-
tion du champ Béta correspond & l'intersection avec la droite y = 05 /e, il faut résoudre
I’équation suivante :

2
Covp(z,y) = =
e
oo —ex —2a2 i 1
Z ‘(m + n2) ( p( $22 2 ) - 1_Z (2.2.44)
it n1+na\1— exp(=24-) €

ou la constante a désigne la longueur de corrélation du champ béta et x 'inconnue de
I’équation (longueur de corrélation des champs gaussiens).
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2.3 Propagation des incertitudes

2.3.1 Meéthodes d’intégration directe

La méthode de Monte-Carlo [Caflisch, 1998| consiste a évaluer I'espérance d’une gran-
deur d’'intérét ¢(u(x,w)) en faisant la moyenne de Z réalisations de ¢(u(x,w,)) ou les w,
sont tirés aléatoirement suivant la densité de la loi de probabilité.

Pour I’équation (2.1.1), I'expression suivante donne l’espérance de la grandeur d’intérét
Y(u(x,w,)) qui est un champ aléatoire :

1 K
E@ (u(x,w :/ u(z,w)) dP(w) = —= Y (u(x,w —i—o(— 2.3.1
(v (uf0)) = [ 0 u(ww) dPE) = 73 v (uew) vo(F2t)  @231)
Cette méthode converge quand Z — oo quelle que soit la dimension stochastique du
probléme probabiliste d’aprés le théoréme central limite. Elle est cependant trés cofiteuse
en temps de calcul (convergence assurée mais lente), en mémoire et nécessite un post-
traitement important.

Un grand nombre de réalisations est souvent indispensable pour avoir une bonne approxi-
mation de la solution et pour chaque réalisation il faut résoudre un systéme déterministe.
Les méthodes d’intégration directe consistent donc de maniére générale & résoudre un grand
nombre de systémes indépendants. Il y a une grande facilité de mise en ceuvre. Ces mé-
thodes sont non intrusives et la mise en place du calcul en paralléle peut s’effectuer trés
simplement.

2.3.2 Meéthode SSFEM d’intégration indirecte pour des systémes li-
néaires

La formulation faible d’un probléme classique elliptique & résoudre sur le domaine D
s’écrit de la maniére suivante pour tout w(x,w) € U, ® S [Matthies, 2008, Keese, 2004,
Ghanem and Spanos, 1991, Soize and Ghanem, 2009, Adler and Taylor, 2007, Matthies and
Zander, 2012] :

/Q /D Vaw(@, w)k(@, 0)Vau(z, w)dzP(dw) = /Q /D Fl@,w)u(@,w)deP(dw)  (23.2)

avec S = Ly(f2), Q est l'espace probabilisé, U, = H}(Q), U = HY(Q), U* = L*(D). Le
cadre mathématique suivant doit étre respecté : u(xr,w) € U ® S, f(z,w) € U* R S,
E(x,w) € Loo( x D) et k™ (x,w) € Loo(Q x D). Le théoréme de Lax Millgram garantit
alors 'unicité de la solution.

La théorie du chaos polynomial (PCE) introduit par Wiener permet d’affirmer que
toute variable aléatoire de L?(£2) peut se décomposer comme une série qui converge de po-
lynomes de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes ; w; € N (0, 1)
[Wiener, 1938]. La base choisie pour décomposer la partie aléatoire du probléme est celle
constituée des polynémes d’'Hermite multidimensionnels H,(w). La notation avec les multi
indices décrite précédemment est utilisée.
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Le formalisme classique des Eléments Finis est suivi pour la décomposition spatiale
et la décomposition PCE est utilisée pour la partie probabiliste. Le choix s’est porté sur
les polynémes d’Hermite mais il serait également possible d’utiliser d’autres polynémes :
les polyndmes de Jacobi (orthogonaux pour la mesure béta), Laguerre (orthogonaux pour
la mesure uniforme)[El-Moselhy, 2010]. Les données du probléme f(x,w); k(x,w) et la
solution u(x,w) sont des champs aléatoires qui peuvent s’écrire de la maniére suivante
dans l'espace d’approximation J, p :

k(m,w) = k(@) Hy(w) (2.3.3)

u(z,w) = Z ug(x)Hp(w) (2.3.4)
BETm,p

fl@w) = Y fo(@Ha(w) (2.3.5)
a€Jm,p

I1 est possible d’obtenir analytiquement tous les coefficients de la décomposition PCE de
k(x,w) dans beaucoup de situations (équation (2.2.22)) sachant qu'il est toujours possible
de les évaluer numériquement et rapidement pour les cas plus difficiles. La partie de cette
thése sur la transformation des champs gaussiens explique comment obtenir analytiquement
ces coefficients. Les conditions de Galerkin sont imposées afin d’obtenir les coefficients de
la décomposition du champ recherché :

Vo€ Tnp: Y, E(HoKHg)ug=E(Hof) = f, (2.3.6)
ﬁeJm,p

Les notations usuelles des Méthodes Eléments Finis classiques sont utilisées (les ma-
trices d’interpolation B = ON et N)[Ibrahimbegovic, 2006].

Le probléme a résoudre [Matthies, 2008]| s’écrit finalement en notant les grands vecteurs
f et u avec m la dimension stochastique :

f = (faoyfap"'afams_l)

U = (Uag, Uays - Wy, 1)
Y ANeK,|u=f (2.3.7)
YETm,2p
avec .
K, :/ BTk, (z)B d; A} ; = E(HoHgH,) (2.3.8)
Q b

La figure 2.9 montre la structure tensorielle globale du probléme probabiliste & résoudre. La
figure 2.10 représente le systéme probabiliste pour ’exemple d’un probléme en dimension
1 ordre 1 (espace J1,1) pour u(x,w) et Ji 2 pour k(x,w). Les polynomes d’Hermite sont
orthogonaux par rapport & la mesure gaussienne. Ainsi, la somme & priori infinie sur les ~y
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n’est qu'une somme sur 7, 2, car au dela de 'ordre 2p; les polynéme H, ont un degré qui
est supérieur au degré maximal de H, + Hg et donc A7 s’annule forcément.

Dans la base choisie, 'espérance du champ de déplacement (u(x,w)) et sa variance
(0%(u(x,w))) se calculent rapidement :

u(x,w) = up(x) (2.3.9)
o (u(x,w)) = Zui(m) (2.3.10)
a>0
— B J—
_ ﬂ I
up fo
L L

Mg

D Aok, : :

'\/’6»7777,.21)

FIGURE 2.9 — Structure générale d’un probléme SSFEM, systéme couplé. La structure par
blocs permet la parallélisation des taches pour effectuer le produit de cette matrice avec un
vecteur. La taille de chaque bloc est égale & celle d'un probléme déterministe. Le nombre
de blocs dépend de 'espace d’approximation 7, , choisi pour la décomposition du champ
de déplacement et du second membre.

2.3.3 Meéthode d’intégration indirecte en non linéaire : solveur BFGS-
SSFEM

Traiter des problémes probabilistes pour des systémes non linéaires se fait habituelle-
ment principalement & I'aide de méthodes d’intégration directe. Dans un contexte Eléments
Finis avec les méthodes stochastiques de type Galerkin [Baroth et al., 2006] et avec des
applications a la plasticité [Rosic, 2013], des méthodes ont déja été développées mais sont
souvent limitées pour aborder des systémes de grandes tailles ot & cause du caractére in-
trusif de la méthode. Pourtant, il est possible de les envisager également de maniére non
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Af Ko ALIU K U fo

A]{(JKI A?JK()‘FA%JKQ Uy -fl

FI1GURE 2.10 — Structure d’un probléme SSFEM en dimension 1 ordre 1.

intrusive avec un logiciel déterministe fiable en utilisant des méthodes d’intégration in-
directe de type SSFEM. Ces méthodes, récentes, deviennent alors de bonnes alternatives
par rapport aux méthodes de Monte Carlo et peuvent s’avérer méme plus performantes
[Matthies, 2008].

Cette partie présente un solveur BFGS-SSFEM pour résoudre toujours dans un cadre
Eléments Finis des problémes probabilistes non linéaires d'une maniére non intrusive [Mat-
thies, 2008, Giraldi et al., 2013|. Elle nécessite donc seulement ['utilisation d’un solveur
déterministe noté S qui permet de traiter le probléme déterministe non linéaire.

Les non linéarités proviennent de la fissuration qui est traitée par la méthode E-FEM
mais cette méthode s’applique dans un cadre beaucoup plus général. Ce solveur est décrit
et utilisé dans le premier chapitre de cette thése pour simuler la fissuration induite autour
des parois lors d’une excavation.

Le vecteur contenant les déplacements et toutes les variables internes liées & la méthode
E-FEM sont regroupés dans un méme vecteur noté w(x,w) qui dépend de la variable
spatiale @ et de la variable aléatoire w. Le second membre est noté f(x,w) et r(x,w)
représente le résidu du solveur BFGS. Une discrétisation spatiale identique & celle décrite
pour le solveur SSFEM linéaire est réalisée mais 'opérateur noté A(x,w) est a présent un
opérateur non linéaire :

Alz,w) w(r,w) = f(z,w) (2.3.11)

La méthode de Galerkin s’obtient en imposant la décomposition PCE de w(x,w) dans
I'équation (2.3.11). Le vecteur w(x,w) est ensuite décomposé dans la base Jy, , pour les
polynémes d’Hermite. La décomposition PCE des variables w et f se fait dans 'espace
d’approximation J,, de dimension m et d’ordre p pour les polynomes d’Hermite. De la
méme maniére que pour le solveur SSFEM linéaire, les paramétres matériau (matrice K)
peuvent étre décomposés dans I'espace d’approximation J,, 2 :

k(m,w)= > ky(@)H,(w) (2.3.12)
YETm,2p
u=u(r,w)= Z Uo(x)Hp (W) (2.3.13)
a€Jm,p
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Le résidu r(x,w) = r(u) est en général initialement non nul mais il est nécessaire pour assu-
rer la convergence que sa projection sur ’espace stochastique Sy, = span{Hy|a € T p}
constitué de I'ensemble des polynémes appartenant a 7, , soit nulle :

VB € Tmp /Q Hy(w)rdP(w) =0 (2.3.14)

avec,

r=r(@,w) = > 7Taol®)Haw) (2.3.15)

a€Jm,p

Le systéme d’équation (2.3.14) est un systéme non linéaire de grande taille dont la réso-
lution peut se faire par une méthode itérative (méthodes de Newton, BFGS, etc.). Cela
consiste & linéariser puis & considérer des solutions successives de problémes linéaires. Le
choix de la méthode BFGS a été fait dans ce travail en servant du solveur déterministe
non linéaire utilisé dans le premier chapitre de cette thése (solveur noté §). Pour un pas
de temps donné, d'un point de vu déterministe, en fonction des valeurs a l'itération K
du résidu X et du vecteur w’ (variables internes et déplacements), ce solveur permet
d’obtenir 5+ et wk+1 .

('wK“,rK“) =S ('wK,rK) (2.3.16)

Pour résoudre le systéme (2.3.14) en écrivant les conditions de Galerkin, il faut étre capable
d’évaluer les espérances suivantes :

V8 -
E <Hﬁz w§+1Ha> =E (HzS (w”,r)) (2.3.17)
soit : )
wi = wit = E (HpS (w”, r")) (2.3.18)

Cela permet de résoudre le systéme global qui s’écrit aussi comme :

> whkTHL(0) =S5 (Z waa(B),rK(B)) (2.3.19)

Etant donné que les variables dépendent également de w dans un cadre probabiliste, il est
nécessaire d’utiliser le solveur & pour une réalisation de w et évaluer les espérances a 'aide
d’une méthode d’intégration directe. Ceci peut se faire facilement de maniére indépendante
et en paralléle sans communication.

Z
wh ™ = "p.Hy(6.) S (w"(6.),r"(6.)) (2.3.20)
z=1

S (w’(6.),7(6.)) se calcule en faisant appel au solveur itératif déterministe pour
faire une (ou plusieurs) itération(s) avec les valeurs initiales w’(0.), r(0.) et r.h.s £(8.)
a imposer & S . Suite & ce(s) itération(s), les valeurs de w**+1(0,) et r£+1(0,) sont direc-
tement accessibles par le solveur S (données de sortie).
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Il est important de noter qu’au lieu de résoudre le systéme global pour chaque réali-
sation de w comme une méthode classique d’intégration directe, ici, le résidu uniquement
a besoin d’étre évalué pour chaque réalisation. Cet avantage confére & cette méthode des
convergences plus rapides. Il s’agit donc d’une bonne alternative par rapport aux approches
classiques de type Monte-Carlo d’autant plus que cette méthode est non intrusive [Mat-
thies, 2008].

Dans la parie 2.4.4, 'algorithme de cette méthode est donné. Il est également décrit
par la suite les détails concernant son implémentation numérique au travers du composant
EF coFeap.

2.4 Implémentation numérique des méthodes SSFEM

Avant d’expliquer la maniére d’implémenter les différentes méthodes, le composant EF
coFeap utilisé est introduit dans cette partie.

2.4.1 Programmation orientée composant, composant EF coFeap

A partir du logiciel Eléments Finis Feap, écrit en Fortran et développé a I'université de
Berkeley |Zinkiewicz and Taylor, 2001| et du middelware CTL, le composant coFeap a été
congu par R. Niekamp [Niekamp, 2005| & l'université de Braunschweig (Allemagne).

Durant les théses de M. Hautefeuille et C. Kassiotis |[Kassiotis, 2009, Hautefeuille, 2009],
celui a été enrichi et optimisé pour une meilleure utilisation. Il y a une interface simu.ci,
proche d’un formalisme C++ qui contient une liste de méthodes dont quelques exemples
sont donnés ci-dessous :

e Pré-traitement

# define CTL_Method6 void, set_load, ( const array<scalarl> ), 1
e Traitement :

# define CTL_Method10 int4, solve, (), O

e Post-traitement :

# define CTL_Method2l1 void, reaction, ( array<scalarl> ) const, 1

Toutes les méthodes définies dans l'interface simu.ci sont implémentées en Fortran. Ce
composant peut étre utilisé comme une brique élémentaire avec une utilisation simple dans
un programme C++. Cela facilite son utilisation et simplifie 'architecture et la visibilité
du programme principal. Il devient alors possible de paralléliser un ensemble de téches,
en instanciant en paralléle plusieurs composants (figure 2.11) et en faisant des appels
asynchrones de méthodes (figure 2.12) sans langage spécifique.
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ctl::vector<ctl::string> locationStrings;
ctl::vector<ArglType> argl;
ctl::vector<Arg2Type> arg2;

ctl::vector<ctl::location> locations(locationStrings);
ctl::vector<ctl::1link> links(locations);
ctl::vector<componentCI> components(links, argl, arg2, ...);

FIGURE 2.11 — Exemple d’instanciations en paralléle de plusieurs composants

La figure 2.12 donne quelques exemples de méthodes du composant coFeap et la maniére
de les appeler dans le client C++. La méthode “TANG” permet de construire la matrice
tangente de rigidité et le second membre. La commande “FORM” permet de faire 'as-
semblage des matrices élémentaires. La commande “BFGS” résout le probléme a I’aide du
solveur BFGS. La méthode “get state2” permet de récupérer les variables : déplacements,
variables internes, etc.

for(int ii = 0;ii < nb_cofeap; ii++){
cofeap[ii].command ("TANG");
cofeap[ii].command ("FORM") ;
cofeap[ii].command ("BFGS");
}
for(int ii = 0; ii < nb_cofeap; ii++){
cofeap[ii] .get_state2("DISP",disp2[iil);
cofeap[ii] .get_state2("DINT",variables_internes2[ii]);
}

FIGURE 2.12 — Exemple d’appels de quelques méthodes a partir du composant coFeap dans
un client C++

Le middelware CTL permet également de créer ses propres composants.
L’exemple du composant action —matrice qui a été développé dans le cadre du solveur

SSFEM itératif et partitionné est présenté dans la suite et permet d’optimiser le calcul en
distribuant les taches (figue 2.13) et donc en diminuant le temps de calcul.

client

/ \
S T Came

FIGURE 2.13 — Calcul distribué avec le composant EF coFeap
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2.4.2 Probléme linéaire : solveur itératif et partitionné

Cette partie présente le solveur itératif et partitionné pour résoudre un probléme li-
néaire avec la méthode SSFEM. Le solveur utilise toutes les méthodes déterministes du
composant EF coFeap dont certains exemples ont été cités précédemment. Il permet de
résoudre le probléme couplé probabiliste de maniére non intrusive. Le systéme global est
résolu par la méthode du gradient conjugué préconditionné [Stefanou, 2009, Menza, 2009].
En effet, la taille la matrice globale de dimension n * m, avec n la taille du probléme dé-
terministe et m  la dimension stochastique est trés grande et les conditions qui permettent
d’utiliser cette méthode sont toutes respectées pour la matrice [Keese, 2004, Matthies and
Keese, 2005, Stefanou, 2009].

Pour résoudre le systéme, il est alors nécessaire de connaitre seulement ’action de la
matrice globale sur un vecteur global. L’action de la matrice globale sur un vecteur global
peut se décomposer en une somme de produits blocs-matrice/blocs-vecteur.

Un composant action —matrice a été créé afin d’effectuer en paralléle tous les produits
blocs-matrice/blocs-vecteur. Il est ensuite possible de recomposer le vecteur final de Iac-
tion de la matrice globale sur un vecteur global. Ce composant intervient dans la méthode
du gradient conjugué. Dans le constructeur du composant action — matrice, un composant
coFeap est instancié. Ceci permet de limiter les transferts de données et permet un gain de
temps considérable. Quelques détails concernant 'implémentation numérique de ce com-
posant sont donnés en annexe E, notamment les fichier .ci et .hpp.

Le composant s’utilise ensuite de la méme maniére que coFeap et contient toutes les mé-
thodes nécessaires a la résolution du probleme. Les parameétres K, pour les matériaux en
lien avec la décomposition PCE du champ aléatoire sont imposés aux différents composants.
Les divers coefficients qui interviennent dans l'algébre d’Hermite sont directement pris en
compte dans les méthodes du composant action — matrice a ’aide d’une classe nommée
Delta. Cette derniére permet également de recomposer le vecteur final global. La structure
schématique du programme de ce solveur itératif et partitionné est décrit sur la figure 2.15.

L’algorithme 1 décrit ’algorithme du gradient conjugué préconditionné :
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Algorithm 1 Gradient Conjugué Préconditionné

Require: Un vecteur 2° in R”, un scalaire .
Ensure: La solution x de A-x =b.

L rg=0b— é * Zg
-1
2 zg=L""rg
A
. — Z0:Tg
4: o <é'£07£0>
5 k=0
6: Fp = [OT - Qop,
T
) e Skl %Py E
7: while B = & >edo
o = (zF,r%)

9 Zpp = Ty T kP,
10: T =1 — A Py

_ p—1
W Zpyy = L1
SR pht1
12: Br = <_<§k7£k> )

13 poy =z t+ 6,
14: k=k+1

15: end while

16: return z*+b

Le préconditionneur utilisé est la matrice P = I ® K [Keese and Matthies, 2005]. 11
s’agit d’'une matrice diagonale par blocs ol les blocs sont constitués de la matrice détermi-
niste K. Ainsi, action de P~! sur un vecteur nécessaire a chaque itération du gradient
conjugué préconditionné se fait facilement en résolvant juste un probléme déterministe sans
avoir & inverser une matrice de grande taille. L’intérét du préconditionneur est de diminuer
considérablement le nombre d’itérations du gradient conjugué pour converger vers la bonne
solution. Son utilisation ralentit la durée d’une itération mais le gain de temps reste au
final trés important et son utilisation est indispensable pour les systémes de grandes tailles.

La résolution du gradient conjugué donne accés aux variables correspondant aux dé-
placements u(x,w). Il est ensuite possible d’obtenir les variables duales. Pour un probléme
de mécanique ces variables correspondent aux contraintes :

o(x,w) = K(=x, w)w

=Y Y Y K0,

0€T a€Tm,p BETm,2p (2.4.1)

=Y 2 X e as) ) 2 e

6eJ aejm,p ﬁEJmﬂp

as

Les constantes ¢, g(0) sont définies dans 1'équation (2.2.8). La récupération des variables
duales nécessite d’implémenter un code de maniére & connaitre les contraintes correspon-
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dantes & un champ de déplacement donné. Il faut ensuite combiner avec les constantes de
I’algébre d’Hermite et les différents termes qui interviennent dans décomposition PCE des
paramétres du matériau et du champ de déplacement. L’algorithme 2 décrit cette procé-
dure :

Algorithm 2 Récupération des variables duales
1: Récupération u et matparam

2: dim__jmp = u.size(), dim__jm2p = matparam.size()
3. for 6 € J do
4: for a=0...dim_jmp—1do

5: for 8 =0..dim_j2mp —1 do

6: K = K + matparam|[f] - cq 5(9)

T: end for

8: Instanciation d’un coFeap avec K comme paramétre matériau
9: cofeap|a].set _state2(DISP,ufa])

10: cofeap|a].time _step(dt) pour mettre & jour les variables.

11 cofeap|al.get _state2("DINT",0?)

12: 0% = + O'g

13: end for

14: end for

FIGURE 2.14 — Comparaison schématique de la matrice totale correspondant & un probléme
de Monte-Carlo (systéme indépendant) a gauche et SSFEM a droite (systéme couplé).

La figure 2.14 ci-dessus compare de fagon schématique les structures des matrices glo-
bales correspondant & gauche a la méthode de Monte-Carlo (systéme indépendant car
structure bloc-diagonale) et a droite a la méthode SSFEM (systéme couplé).

Il existent d’autres alternatives & la méthode du gradient conjugué pour résoudre le

systéme linéaire SSFEM : les méthodes SVD [Zanders, 2012] et la méthode SR1U [Krosche,
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MAIN

Solveur

gradient-conjugué

ACTION-MATRICE

r.,=K-r
K =3 AK;

Kon o

coFeap|0] coFeap][1] o e e coFeap[5]

FIGURE 2.15 — Schématisation de la structure du programme solveur itératif (pour dimen-
sion 2 ordre 1) par la méthode du gradient congugué préconditionné. Chaque composant
coFeap est en réalité instancié & l'intérieur d’'un composant action-matrice pour pouvoir
limiter le transfert de données et faciliter le calcul en paralléle.

2010] en sont des exemples.

2.4.3 Optimisation de la résolution

2.4.3.1 Solveur paralléle

La méthode du gradient conjugué nécessite de connaitre I’action de la matrice globale
sur un vecteur global et ce calcul peut s’effectuer en paralléle. En effet, ’action de chaque
matrice K, sur les vecteurs u, peut étre effectuée de maniere indépendante et recomposer le
vecteur final est possible ensuite en pondérant avec les valeurs de A [Keese and Matthies,
2005|. Sachant que toutes ces opérations ne sont pas utiles, il est possible d’augmenter
encore l'efficacité du solveur parallele. Pour quun cacul K, - u, ne soit pas utile, il suffit
que toutes les valeurs Al soient nulles. Par exemple pour l'espace J32 (dimension 10)
(donc J3 4(dimension 35) pour K., ), a chaque fois qu'un 0 apparait dans une ligne d’un
K., il n’est pas nécessaire d’effectuer un produit K, - u,. Pour la matrice Koy, toutes les
actions élémentaires sont nécessaires alors que pour Ksy, seul I'action K34 - ug donne un
résultat non nul comme le montre le tableau ci dessous :

Uy UL .... U9
Ko1111111111 1111101100 1110100100 0110000000 ..... 0010000000
K11101111010 1111110110 0111100000 0010100000 ..... 1001110010
.0101110000 0010110000 0001010000 0000110000 ..... 0000010000
..1101001111 1110101111 0110001100 0010000100 ..... 1001111111
.0101101110 0010100110 0001011010 0000110110 ..... 0000010010

....1000001111 0100001101 0010000101 0001001011 K330000100111
..0000010011 0000001001 0000000101 0000000011 K340000000001
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En prenant en compte cet aspect, le calcul en paralléle devient encore plus efficace. La fi-
gure 2.16 donne une comparaison entre le nombre d’actions élémentaires total et le nombre
utile pour différents espaces J,y, ,. Il apparait que la différence augmente considérablement
avec la dimension stochastique.

Nb d’actions matrices élem. | J32 | J6,2 J7.2 Jg,2
Total 350 | 5880 | 11880 | 22275
Utile 142 | 1057 | 1716 | 2637

FIGURE 2.16 — Comparaison entre le nombre d’actions élémentaires total et le nombre utile
pour différents espaces J,,, pour la décomposition du champ de déplacement. Décompo-
sition de la matrice K dans J, 2p-

Pour un nombre de processeurs donné, le code implémenté permet d’optimiser le temps
de calcul en effectuant en permanence en paralléle un nombre d’actions bloc-matrice /bloc-
vecteur égal au nombre de processeurs.

La figure 2.17 contient l'extrait du client C++ correspondant a cette parallélisation des
taches pour diminuer le temps de calcul.

Pour un probléme probabiliste linéaire de traction simple avec un nombre de degrés
de liberté peu élevé (environ 15000), la figure 2.18 représente le temps physique de calcul
en fonction du nombre de processeurs. Ce probléme est présenté et détaillé a la fin de ce
chapitre avec le solveur probabiliste non linéaire BEGS-SSFEM (courbes sur la figure 2.23).
Ici, seulement la partie linéaire de ce probléme est traité avec le solveur itératif SSFEM
afin d’étudier la scalabilité du programme. Le temps de calcul diminue avec le nombre de
processeurs étant donné le partitionnement des téches.

700,

Temps du calcul (s)

|
10 20 30 40
Nombre de processeurs

FIGURE 2.18 — Temps physique de calcul en fonction du nombre de processeurs pour la
résolution d’un probléme linéaire probabiliste avec le solveur itératif SSFEM.
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while(read < (dim_jm2p * dim_jmp)){
for(int z = 0; z < dim_jm2p;z++){
if ((state[z] >= 0) && (!!result[z])){
if (variablesA[z]==1){
read += 1;
my_add_result.add2(my_matrice_delta,dim_m,ordre_p,
calcul_composant [z] [1],calcul_composant [z[0] ,temp_action_2[z],res_temp);
variablesA[z]=0;
nbproc_uti-- ;

if ((calcul_composant[z] [1] < (dim_jmp -1)) && (nbproc_uti < nbproc)){
calcul_composant [z] [1] ++;

if (M[z] [calcul_composant [z] [1]]==1){
result[z] = composant[z].action(x[calcul_composant[z] [1]],temp_action_2[z]);
nbproc_uti++ ;
variablesA[z]=1;
}
if (M[z] [calcul_composant [z] [1]]1==0){
read += 1;
variablesA[z]=0;
}
}
else{

if (calcul_composant [z] [1] >= (dim_jmp -1)) {
state[z] = -1;
}

}

FIGURE 2.17 — Optimisation du temps de calcul en effectuant en permanence en parallele
un nombre d’actions bloc-matrice/bloc-vecteur égal au nombre de processeurs, extrait du
client C++ du solveur itératif et partitionné (gradient conjugué avec préconditionneur).
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Le temps de calcul avec n processeur(s) est noté T,. La scalabilité S représente le
rapport entre 17 et n - T,. La figure 2.19 donne la valeur de S en fonction du nombre de
processeurs en échelle logarithmique. Une scalabilité parfaite serait représentée par une
droite horizontale S = 1 mais la parallélisation du code n’est pas optimale (transferts des
données, temps de synchronisation, étapes du code non parallélisées, etc.). Tant que la
pente (en valeur absolue) est plus petite que la pente limite (voir figure 2.19), la paralléli-
sation permet de diminuer le temps de calcul en augmentant le nombre de processeurs.

1 ‘ — — —
=
= 0,5~ ) —
é @detemps
lﬁ‘_‘
n + Perte detem% 4
Pente limite
0,25~ a
| | | ARSI S ST SN NSNS ST S S}
1 2 4 8 16 32

Nombre de processeurs

FIGURE 2.19 — “Speedup” S pour le solveur itératif linéaire SSFEM.

L’idée d’une nouvelle norme pour sélectionner les polynémes importants en choisis-
sant astucieusement la fonction ¢ permettrait de diminuer la taille globale du systéme en
gardant quasiment la méme précision :

1/2
lal = <Z m(&)ﬁ) (2.4.2)

Certains termes de la décomposition PCE du champ k(x,w) ont peu d’influence sur la so-
lution et il serait alors possible d’augmenter la dimension stochastique avec des polynémes
d’ordre relativement faible. Il s’agit d’une piste de réflexion qui n’a pas été développée
durant cette thése.

2.4.4 Solveur BFGS-SSFEM pour des problémes non linéaires

Basé sur une approche non intrusive en se servant d’un logiciel déterministe noté S,
I’algorithme 3 décrit la méthode BFGS-SSFEM pour résoudre des problémes probabilistes
non linéaires. L’indice du temps n’a pas été indiqué pour alléger les notations.
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Algorithm 3 Algorithme de résolution, solveur BFGS-SSFEM

1: valeurs initiales pour S : wg = [ 0 ], 0

q0
2. t+—0
3: while no convergence do
4: k<+—20
5: while no convergence do
6: for z=1a Z do
7: Tirage aléatoire d’un vecteur 8, = (01,0, ...,0,)
8: Impose & S : par. matériau n(6,)
9: w’(0,) = ngHa(Gz)
(6%
10: r’(0.) = rEH.0.)
(0%
11: Pour chaque 6, une itération (ou plusieurs) avec le solveur itératif
déterministe avec comme valeurs de départ r.h.s f(6.), w®(8,) =
K
[ ZK((ZZ)) ] et »5(0,) puis récupération des valeurs w®+1(0,) et
z
TK+1(GZ)
12:
13:
14: o
15:
16: wi = wit + Hp(0.) S (w’(0.),7%(6.)) /2
= wj !+ Hg(0.) w(0.)/Z
17:
18: ,,,g-i-l — ,,-g-i-l + Hﬁ(az) S (,wK(ez)J,K(az)) /Z
=it 4+ Hy(0.) 511(6.) /7
19:
20: end for
21: k+—k+1
22: end while
23: t+—t+1

24: end while

Le solveur déterministe S est ici le solveur BFGS ou la méthode E-FEM est implé-
mentée pour représenter la fissuration. Les variables internes, dans le cadre de la méthode
E-FEM utilisée dans ce travail, sont constituées pour chaque élément du maillage :

- de la valeur de 'ouverture ou du glissement de la fissure [u]

- de l'orientation de la normale n (du plan de glissement en mode II ou du plan d’ouverture
en mode I)

- d’un paramétre qui permet de déterminer si un élément est fissuré en mode I ou II

Pour une réalisation 0., la premiére étape consiste a générer un vecteur de variables
internes w’ (6,) a imposer au solveur S. Il est facile de paralléliser certaines étapes du
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code. Les calculs de wg'H et PEH1

peuvent en effet s’effectuer de maniére indépendante et
sans communication pour chaque réalisation 6,. Des choix ont été opérés pour construire
un modéle probabiliste de fissuration. Une hypothése consiste a considérer que si un élé-
ment fissure (en mode I ou II) alors son mode de fissuration ne peut plus changer pour
I'itération suivante et le paramétre qui détermine si un élément est fissuré est activé. En
d’autres termes, d’un point de vue physique dans le cadre de la fissuration, pour que le
comportement d’une structure ne soit pas trop fragile il faut que le nombre Z de réalisa-

tions par itération (voir algorithme 3) soit grand pour assurer la convergence.

La non convergence (Z trop faible) est traduit par un comportement fragile de la struc-
ture. Cette hypothése oblige également a ce que l'orientation des normales n (des plans
de glissement et des plans d’ouverture) soit fixe pour un élément a partir du moment ou
le critére de localisation est activé pour une itération donnée et pour au moins une des
Z réalisations. Dans le cadre des méthodes de Monte-Carlo, un élément peut en revanche
avoir une orientation d’ouverture ou de glissement différente pour chaque réalisation. Par
construction du schéma numérique, les résultats différent donc forcément pour la partie
non linéaire entre les méthodes de Monte-Carlo et BFGS-SSFEM. En fait, pour un pro-
bléme de fissuration, les méthodes de Monte-Carlo donnent une solution. Il est possible de
la considérer comme une référence mais pas au sens “exact” du terme contrairement & des
problémes non linéaires ou les non linéarités proviennent d’une loi de comportement du
type : k(x,w) = ki (x) + ko(z) - u(z,w)?.

Une perspective d’amélioration serait d’implémenter dans le solveur une méthode qui
recalcule I'orientation de n de maniére & maximiser le critére d’ouverture ou de glissement
avec les paramétres imposés (w’(6,), £5(0.)) et les parameétres matériau ' (6,). Aussi,
il faudrait étre en mesure de pouvoir changer le mode de fissuration d’un élément au cours
du calcul pour pouvoir améliorer le modéle.

2.4.5 Modélisation des incertitudes sur les propriétés élastiques du ma-
tériau (isotrope/anisotrope)

I1 est nécessaire d’avoir accés & la décomposition PCE de la matrice de rigidité K pour
appliquer les méthodes probabilistes décrites dans ce chapitre. Il est donc nécessaire de
pouvoir dans un premier temps décomposer le tenseur d’élasticité C' dans une base formée
de tenseurs propres afin de construire toutes les matrices élémentaires de rigidité puis K
par assemblage.

Les modules de Young et les coefficients de Poisson sont des constantes élastiques faci-
lement mesurables expérimentalement. Ce sont donc la plupart du temps ces paramétres
qui sont donnés pour décrire le comportement d’un matériau (isotrope, isotrope transverse,
etc.). En revanche, dans un cadre probabiliste, pour pouvoir décomposer le tenseur d’élas-
ticité, il n’est pas possible de considérer facilement des incertitudes sur ces paramétres &
moins de faire appel & une approche numérique qui viendrait ralentir fortement le calcul
et compliquer I'implémentation numérique. Les méthodes SSFEM décrites précédemment
sont de bonnes alternatives aux méthodes d’intégration directe s’il est possible de ne pas
avoir recours a l'intérieur de celles-ci a des méthodes d’intégration directe pour décomposer
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le tenseur d’élasticité.

Il est donc vraiment préférable d’utiliser pour les paramétres incertains les modules de
cisaillement et de compressibilité qui jouent le réle de valeurs propres dans la décomposi-
tion du tenseur. Il devient alors possible d’avoir une décomposition analytique du tenseur
d’élasticité qui est un champ aléatoire a partir des champs aléatoires des paramétres élas-
tiques.

Pour un matériau isotrope (deux constantes élastiques indépendantes k et p), 'expres-
sion du tenseur d’élasticité est la suivante :

avec,
Ill-jkl = 0ij0k1/3
1 9 244
% = B <5z‘k5jl + dudjk — géijékl> ( |

ol 9;; est le symbole de Kronecker qui définit les composantes du tenseur identité d’ordre
deux. Dans le cas isotrope, sachant qu’il est possible de relier k et i en fonction du mo-
dule de Young et du coefficient de Poisson avec une expression linéaire (si le coefficient de
Poisson est constant), il devient alors possible de considérer des incertitudes sur le module
de Young et d’avoir une solution analytique pour la décomposition du tenseur d’élasticité.

Dans le cas d’un matériau isotrope transverse avec cing constantes élastiques indépen-
dantes, la décomposition de Walpole [Castaneda, 2002| permet d’exprimer et de décompo-
ser le tenseur d’élasticité comme une somme de six tenseurs. En considérant un matériau
isotrope transverse suivant ’axe 77, celui-ci s’écrit alors :

C =2krE' + nE? + 2urE® + 2u E* + IE® + ' E® (2.4.5)
avec,
a=nen (2.4.6)
f=I-ne®n (2.4.7)
et :
EY i = BijBr/2
E? 1 = ajjap
E3 1 = (BirBji + BjrBi — BijBri) /2 (2.4.8)
E*j = Byt + Buovs + Bk + Bjreuir)) /2
E® i = ij B
E® 1 = Bijok
Pour un tenseur symétrique comme le tenseur d’élasticité, I = I’ mais dans un cadre

général pour des tenseurs de ce type, cette derniére égalité n’est pas forcément vérifiée. Le
paramétre kp fait référence au module de compressibilité transversersal, ur est le module
de cisaillement transversal et puy le module de cisaillement longitudinal. Les coefficients
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n et [ = I’ sont définis & partir du module d’Young longitudinal Ej, et du coefficient de
Poisson longitudinal vip :

l E ’ + (2.4.9)

Vi = —— =——+n 4.
LT = 5 oy L kor

En considérant ainsi des incertitudes qui portent sur les cing coefficients de Walpole (kr,
wr, pr, n, 1) au lieu des cinq coefficients (Er, Er, urr = G, vy, vrr), il est possible d’avoir
analytiquement la décomposition PCE du tenseur d’élasticité en fonction de la décompo-
sition PCE des coefficients (parameétres élastiques de Walpole) modélisés par des champs
aléatoires.

Les relations entre les coefficients qui interviennent dans la décomposition de Walpole
et les constantes élastiques classiques (Er, Er, G, vrr, vr) d'un milieu isotrope transverse
suivant l'axe 7 sont les suivantes :

(2.4.10)

pr = Er/(2(1 +vr))

Le module de cisaillement longitudinal py, est égal & G. Connaissant les valeurs des coef-
ficients de Walpole, il est possible de calculer les valeurs du module d’Young longitudinal
Ep et du coefficient de Poisson transversal vp avec les deux relations supplémentaires
suivantes :

11—« 1 22
= =92 - LT 2.4.11
v = - avec o MT<kT+ EL> ( )
Er =2ur (1 + I/T) (2.4.12)

Dans le troisiéme chapitre de cette thése, les méthodes probabilistes sont utilisées pour
propager des incertitudes et sont appliquées au probléme d’excavation.

L’argilite, comme la plupart des roches sédimentaires, est modélisée par un milieu iso-
trope transverse et les incertitudes porteront donc sur les coefficients qui interviennent
dans la décomposition de Walpole (kp, pr, pr, n, 1).

Les expressions des tenseurs propres I', I? et des six tenseurs qui interviennent dans
la décomposition de Walpole avec les notations de Voigt sont détaillées dans I"annexe C.

2.4.6 Exemple numérique du solveur BFGS-SSFEM pour un probléme
non linéaire de traction simple

Cet exemple traite la résolution numérique d’un probléme non linéaire de traction
simple par la méthode BFGS-SSFEM décrite précédemment. Le solveur déterministe BFGS
avec la méthode E-FEM présenté dans le premier chapitre de cette thése est utilisé pour
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résoudre ce probléme stochastique. Le maillage de 1'éprouvette cylindrique (longueur 60
mm et rayon 30 mm) est constitué de 5000 noeuds. Le matériau a un comportement iso-
trope.

Le module d’Young, comme le matériau est isotrope pour cet exemple est modélisé par
un champ aléatoire corrélé avec une distribution béta £(2,2)(x,w) (espérance de 0,5 et
écart type de 0,223, longueur de corrélation de 20 mm) :

E(xz,w) = Ey(1+ 5(2,2)(x,w)) (2.4.13)

avec Fy = 4000 MPa. Le coefficient de Poisson est constant et vaut 0,2. Ce champ est
généré a partir d’'une transformation d’un champ gaussien centré réduit dont le spectre des
valeurs propres est donné sur la figure 2.22.

40 60 80 100

FIGURE 2.20 — Spectre des valeurs propres du champ gaussien centré réduit utilisé pour la
génération du champ béta pour le probléme de traction simple.

La figure 2.21 montre le maillage utilisé pour le calcul avec une réalisation d’un champ
aléatoire de module d’Young. Il s’agit d’'un exemple applicatif simple avec un nombre de
degrés de liberté faible afin de valider la méthode pour ensuite, passer dans le chapitre
suivant & 'application de ’excavation.

Un chaos polynomial pour I’ensemble des variables (déplacements, variables internes,
résidu, etc.) de degré 2 et de dimension 10 est choisie pour les simulations numériques, soit
55 fonctions stochastiques. La méme dimension stochastique est choisie pour la décompo-
sition du tenseur d’élasticité.

Le critére de rupture utilisé dans cet exemple est un critére de Rankine avec ouverture
en mode I. L’expression de ce critére est détaillée dans le premier chapitre de cette thése.
La valeur maximale de la contrainte de traction pour rester dans le domaine linéaire o, est
prise égale a 1,2 MPa. L’énergie de fissuration qui intervient dans le critére d’ouverture
est égale & 35 J - m~2. La traction s’exerce suivant I'axe du cylindre. Les conditions aux
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Module d'Young (MPa)
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FIGURE 2.21 — Maillage pour la modélisation avec une réalisation d’un champ aléatoire
correspondant & la valeur en MPa du module d’Young.

limites sont les suivantes : un déplacement nul dans I'axe du cylindre sur la face inférieure,
bords libres sur la surface latérale et un déplacement de 5 - 10~% mm par pas de temps
sur la surface supérieure dans le sens et la direction de chargement. Pour s’assurer de la
convergence le figure 2.22 montre la norme du résidu final sur le résidu initial pour chaque
pas de temps (espérance du résidu pour chaque pas de temps).

le-0%

I
i

le-10- 1
le1l 1
le12 3
le13 1
£ 1e14 .
les 1
le-16 ]
led7e 1
leg 3
le-19 ‘ | §

! ‘ ! ‘ e
20 30 40
Pas de temps

o
=
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FI1GURE 2.22 — Convergence du calcul : résidu final divisé par le résidu initial pour chaque
pas de temps (valeur de 'espérance).

L’espérance et ’écart type de la force de traction en N en fonction de la déformation
sont ensuite tracés sur les deux courbes de la figure 2.23. Les résultats de cette méthode
sont ensuite comparés avec ceux obtenus par une méthode de Monte-Carlo classique avec
10* réalisations. Les résultats pour la partie linéaire sont exactement les mémes a la fois
pour l'espérance et ’écart type. Des différences apparaissent a partir du moment ou les
discontinuités fortes sont activées (fissures avec ouverture en mode I) mais les ordres de
grandeur restent les mémes.
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Pour un calcul déterministe avec la grandeur moyenne du module d’Young, la force
de traction maximale, correspondant & une contrainte de 1,2 MPa, est de 3393 N. Pour
les calculs probabilistes, ’espérance de la force de traction maximale que peut supporter
le matériau est différente et inférieure pour les deux méthodes (environ 3200 MPa pour
la méthode de Monte-Carlo et 2910 MPa pour la méthode BFGS-SSFEM). Cet exemple
simple montre bien que 'espérance de la solution est différente de la solution déterministe
prise avec les grandeurs moyennes.

4000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 300 ; ; ————
— BFGS-SSFEM [ — BFGS-SSFEM
30001 S :
Z NG L=
N y | eor LA R
z z g4 \
z =3 . \
8 2000 B 8 1501~ \ B
(=] (=] A
w w B
\
100~ \ -
1000 e b A
sof- R
0. L 1 L 1 L 1 L 0 L 1 L 1 L L L L L L L
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
&(%) £(%)
(a) espérance (b) écart-type

FI1GURE 2.23 — Courbe de traction : force en N en fonction de la déformation. Comparaison
entre les méthodes BFGS-SSFEM et Monte-Carlo : & gauche 'espérance et & droite 1’écart
type des valeurs de la force.

Il faudrait normalement se fixer une valeur de convergence pour le résidu et un nombre
d’itérations et ensuite adapter la valeur du nombre de réalisations pour respecter la tolé-
rance fixée. Ici, pour la méthode BFGS-SSFEM, pour un pas de temps donné, pour chaque
itération (le nombre est fixé & dix dans cet exemple), 10* évaluations du résidus sont réalisés
avec chacune deux itérations BFGS. Pour chacune de ces réalisation, a chaque fois que le
résidu est évalué, celui fournit les déplacements et les variables internes. En réalité, ce sont
ces variables qui sont stockés dans le code pour l'itération BFGS suivante. L’évaluation
du résidu sert uniquement & vérifier la convergence du calcul car ce sont ici les paramétres
du matériau, les déplacements et les variables internes qui sont imposés au solveur BFGS
déterministe.

Avec Z = 10* évaluations pour chaque itération la méthode converge mais le nombre
d’itérations et de réalisations pourraient étre réduit pour la partie linéaire. Les simulations
avec le méthode de Monte-Carlo ont été réalisées avec 30 itérations BFGS de maniére a
avoir le méme ordre de grandeur de convergence que celle obtenue avec la méthode BFGS-
SSFEM. Pour un nombre de 10* réalisations, pour une méme convergence, le temps de
calcul est donc légérement plus important pour la méthode de Monte-Carlo d’un facteur
proche de 1, 5.
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2.5 Conclusions et perspectives

Les incertitudes peuvent étre modélisées par des champs aléatoires corrélés. Les trans-
formations d’un champ gaussien qui sont présentées permettent de générer des champs
qui suivent d’autres distributions. Ces champs sont alors souvent mieux adaptés pour re-
présenter un parameétre physique étant donné que la probabilité de prendre des valeurs
négatives est nulle pour certaines distributions (log-normale, béta, etc.) ; mais pas pour la
distribution gaussienne. Des outils sont proposés pour générer et décomposer ces champs
dans la base des polynémes d’Hermite.

Dans un cadre des Méthodes Elément Finis, deux méthodes d’intégration indirecte sont
développées et implémentées pour propager les incertitudes, pour des systémes linéaires et
non linéaires. L’approche non intrusive et la programmation orientée composant (parallé-
lisation des taches) permet alors de considérer des systémes & grand nombre de degrés de
libertés a la fois sur la taille du probléme déterministe (maillage raffiné) et la dimension
stochastique (espace Jp, p). Ces méthodes deviennent alors de bonnes alternatives aux mé-
thodes d’intégration directe (méthodes de la famille de Monte-Carlo).

Cependant, la principale limite des problémes stochastiques est que la taille du pro-
bléme augmente fortement avec le nombre et 'ordre des polynémes. En sélectionnant les
polynoémes qui ont le plus d’influence, il serait alors possible de réduire la taille du systéme
avec quasiment la méme précision.

De plus, ils existent plusieurs types de non linéarités (géométrique, matérielle, etc).
Ici, la fissuration est & l'origine des non linéarités. De la méme maniére que des problémes
d’endommagement ou de plasticité, ce sont les variables internes qui contiennent les infor-
mations liées au régime non linéaire. Ces modéles ont également besoin de connaitre tout
I’historique du chargement. Clairement, le solveur non linéaire présenté dans ce chapitre
est trés adapté pour cette catégorie de problémes dans la mesure oul il n’utilise qu'un seul
solveur déterministe.

Les simulations numériques probabilistes appliquées au probléme d’excavation (avec et
sans fissuration) qui sont présentées dans le troisiéme chapitre mettent en ceuvre les mé-
thodes d’intégration indirecte développées dans ce chapitre. Les résultats seront comparés
a ceux obtenus par la méthode de Monte-Carlo avec un nombre important de réalisations
pour pouvoir considérer ces solutions comme une référence.

Pour des systémes linéaires, le solveur itératif (gradient conjugué avec préconditionneur)
décrit dans ce chapitre permet de propager des incertitudes. Méme si d’autres pistes de
recherche ont été données pour améliorer la rapidité de résolution et réduire la taille du
modéle, les résultats du chapitre 3 montreront que celui-ci est fiable et applicable pour
des systémes avec un grand nombre de degrés de liberté. Il est alors possible d’envisager
pour certains types de non linéarités (par exemple une matrice de rigidité qui dépend
du déplacement) d’utiliser ce solveur en découpant le probléme non linéaire en une suite
successive de problémes linéaires.
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Chapitre 3

Applications des méthodes
probabilistes au probléme
d’excavation

Sommaire
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3.3 Simulation numérique probabiliste en linéaire du creusement
d’une galerie paralléle & la contrainte horizontale majeure
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3.4 Simulation numérique probabiliste du creusement d’une gale-
rie paralléle a la contrainte horizontale majeure (GCS) avec
prise en compte de la fissuration (systéme non linéaire) . ... 98

3.5 Conclusion ... ... ...t 105

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux applications des méthodes probabilistes présentées au cha-
pitre précédent au probléme d’excavation pour des systémes linéaires et non linéaires (sans
et avec fissuration). Quelle que soit la méthode utilisée avec approximation de Galerkin
(solveur SSFEM ou BFGS-SSFEM), les résultats des simulations numériques sont compa-
rés avec ceux obtenus par la méthode de Monte-Carlo. Les méthodes de Monte-Carlo sont
considérées comme une référence en choisissant un nombre de réalisations suffisamment
grand pour pouvoir garantir la convergence.

3.2 Sources d’incertitude et description du modéle

Les incertitudes portent sur les propriétés élastiques du matériau. L’argilite est suppo-
sée suivre le comportement d’un milieu isotrope transverse. Le tenseur d’élasticité est alors
un champ aléatoire. Le choix sur les paramétres aléatoires est dans un but de démonstra-
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tion des méthodes.

Il a été montré au chapitre 2 qu’il est préférable que les incertitudes portent sur les
coefficients qui interviennent dans la décomposition de Walpole. Ainsi, la décomposition
du tenseur d’élasticité sur la base des polynémes d’Hermite peut se faire de maniére ana-
lytique. Les termes de cette décomposition permettent, dans le cas linéaire, d’utiliser le
solveur itératif et partitionné décrit au chapitre 2 de maniére efficace. Cette décomposition
permet également de générer facilement plusieurs champs (pour les méthodes d’intégration
directe et pour le solveur BFGS-SSFEM non linéaire).

Plus précisément, le choix qui est fait dans ces applications est de modéliser le coefficient
de compressibilité transverse kr de l'argilite par un champ aléatoire de distribution béta
B(2,2) (espérance de 0,5 et écart type de 0,223) avec une longueur de corrélation de 'ordre
de 30 m :

kr(xz,w) = kn, + kr, (B(x,w) —0,5), (3.2.1)

Les autres paramétres (ur, pr, n, [) de la décomposition de Walpole sont des constantes.
Ces parametres sont déterminés (voir I’équation (2.4.10)) de maniére a ce que l'espérance
du tenseur d’élasticité soit celle obtenue avec les grandeurs moyennes visées (Er, Er, G,
VLT, UT).

Deux maillages sont utilisés suivant que le systéme soit linéaire ou non (linéaire). La
taille du systéme global (dimension du probléme déterministe multipliée par la dimension
stochastique) est telle que pour des raisons numériques (mémoire, temps de calcul), il n’est
pas possible de prendre en compte le méme nombre de degrés de liberté pour les deux cas.

Pour les simulations numériques, un maillage cylindrique fortement raffiné (figure 3.1)
autour des parois de la galerie & excaver est utilisé de longueur L = 60 m, de rayon R = 30
avec environ 5 - 10° de degrés de liberté pour le cas linéaire et 1.5 - 10° pour le cas non
linéaire. La seule différence entre les maillages utilisés pour les méthodes linéaires et non

FIGURE 3.1 — Maillage pour la modélisation probabiliste de I’excavation dans le cas linéaire,
~5-10°ddl, L=60m, R=30m, r = 2,6 m.

linéaires est la taille des éléments. Pour générer et avoir accés a la décomposition du champ
béta, le point de départ est la décomposition de Karhunen—Loéve d’'un champ gaussien

centré réduit sur une grille réguliére avec une longueur de corrélation telle que le champ
béta ait la longueur de corrélation souhaitée suite a la transformation du champ gaussien.
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Les équations correspondantes & la transformation du champ gaussien sont données au
deuxiéme chapitre de cette thése. La génération du champ gaussien se fait sur une grille
réguliére de longueur 60 m avec 20 éléments par arréte. La figure 3.2 montre le spectre des
valeurs propres du champ gaussien utilisé pour les problémes probabilistes linéaires et non
linéaires.

0,8 i
0,6\ : i

0,4 : 4

. . 1 .
0 50 100 150

FIGURE 3.2 — Spectre des valeurs propres de la décomposition de Karhunen—Loéve du
champ gaussien utilisé pour les problémes probabilistes (linéaires et non linéaires). Le
champ béta est ensuite obtenu par une transformation de ce champ gaussien.

Pour bien représenter le champ gaussien, il faut prendre en compte le maximum de
modes (dimension stochastique m). Il s’agit de la dimension des polynoémes d’Hermite
multidimensionnels. Ensuite, 'ordre de ces polyndémes, pour les champs non gaussiens,
permet également de mieux représenter le champ obtenu par transformation gaussienne.
L’ordre joue un roéle différent suivant la distribution choisie. Pour un champ gaussien, tous
les termes au dessus de l'ordre un sont nuls étant donné que la décomposition de Karhu-
nen—Loéve ne fait intervenir que des variables gaussiennes centrées réduites.

La distribution béta (3(2,2) est proche d’une distribution gaussienne mais présente
l'avantage d’étre bornée, c’est pourquoi ce type de distribution est choisi (il était égale-
ment envisageable de considérer une distribution log-normale). Il y a ainsi une probabilité
nulle d’avoir une valeur négative de module d’Young. Cette valeur est néanmoins trés faible
et si 'ordre des polynémes pour un champ béta est pris & un, il s’agit en réalité d’une dis-
tribution gaussienne. D’un point de vue numérique, pour des raisons de mémoire et de
temps de calcul, 'ordre doit étre pris égal & un pour les grandes dimensions stochastiques.
En effet, 'application au probléme d’excavation impose d’avoir des maillages relativement
fins (en particulier autour de la paroi).

La dimension du probléme probabiliste totale est égale a la dimension d’un probléme
déterministe multipliée par la dimension stochastique. Ainsi, dans ’exemple qui suit concer-
nant la partie linéaire, la taille du systéme résolu atteint la valeur maximale de 50 millions
de degrés de liberté. Pour I'exemple qui traite du probléme non linéaire (fissuration autour
des parois), il est alors nécessaire de prendre en compte un maillage moins raffiné (1.5-10°
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ddl) et des dimensions stochastiques plus faibles (48 au lieu de 96).
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FIGURE 3.3 — Premiéres constantes de la décomposition PCE de plusieurs variables aléa-
toires (pour trois distributions différentes). Evolution du rapport, en valeur absolue, de ces
constantes par 7.

D’aprés I’équation (2.2.22) et le terme |5 qui intervient dans celle-ci, il apparait que
pour une distribution donnée, le degré p qu’il faut choisir pour I'espace probabiliste Jp, p
pour bien représenter le champ est d’autant plus faible que les valeurs de ¢ sont petites
en valeur absolue. Pour rappel, les valeurs ; correspondent aux termes qui interviennent
dans la décomposition d'une variable aléatoire de distribution quelconque en une somme
de polynomes d’Hermite d’une variable gaussienne centrée réduite (décomposition PCE).
Les ¢; sont classés dans 'ordre croissant du degré des polynomes.

La figure 3.4 montre pour plusieurs distributions 1’évolution en valeur absolue de la
valeur de ces constantes en divisant toutes les valeurs par ¢; (¢ correspond a l'espérance
mais il faut comparer par rapport a la valeur de ¢1). Il apparait alors qu’a partir de 'ordre
deux, les constantes ; sont trés petites devant ¢ pour la distribution béta ce qui permet
de se limiter & 'ordre un quand le nombre de modes est grand afin de limiter la taille de
la dimension stochastique de l'espace Jp, p.

Les simulations numériques probabilistes qui sont présentées dans la suite sont celles qui
concernent le creusement d’une galerie GCS, paralléle & la contrainte horizontale majeure.
Dans un premier temps, le probléme est linéaire (sans fissuration) et le solveur itératif et
partitionné SSFEM décrit dans le deuxiéme chapitre de cette thése est utilisé. Ensuite, le
solveur BFGS-SSFEM permet de traiter le probléme probabiliste d’excavation en prenant
en compte la fissuration (probléme non linéaire).

Pour comparer les résultats avec la méthode de Monte-Carlo, afin de résoudre des
problémes similaires, pour chaque réalisation de Monte-Carlo, la génération des champs
aléatoires doit se faire avec le méme nombre de modes (et le méme ordre pour les polynémes
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d’Hermite) que les méthodes d’intégration indirecte.

3.3 Simulation numérique probabiliste en linéaire du creuse-
ment d’une galerie paralléle & la contrainte horizontale
majeure (GCS)

Les contraintes in situ sont les suivantes :

og = 0z = —16 MPa
op = oyy = —12 MPa
0y = 05, = —12 MPa

Cette partie présente les résultats d’une excavation d’une galerie GCS paralléle & oy dans
le cadre probabiliste pour le cas linéaire. Le coefficient de compressibilité transverse de la
roche kp est modélisé par un champ aléatoire de distribution béta [3(2,2) (espérance de
0,5 et écart type de 0,223) avec une longueur de corrélation de 30 m :

kr(x,w) =k, + k1, (B(x,w) —0,5), (3.3.1)

avec kg, = 7660 MPa et kr, = 2591,4 MPa. Les autres paramétres (ur, pr, n, l) de
la décomposition de Walpole sont des constantes déterminées (voir Eq. (C)) de maniére
a ce que 'espérance du tenseur d’élasticité soit le tenseur construit avec les paramétres
suivants :

Er = E, = E, = 6647 MPa

Er = E, = 4495 MPa

G = 1538 MPa

vr :O,?) , VLT 20,3

(vrr =verEr/EL)

L’espace probabiliste J,, , choisi est I’espace de dimension 96 et d’ordre 1 dans un premier
temps. La résolution se fait par le solveur SSFEM (gradient conjugué préconditionné). La
taille globale du systéme est égale a la dimension stochastique multipliée par la taille du
systéme déterministe. Cette valeur atteint dans cet exemple 50 millions de degrés de liberté.

La figure 3.4 donne la convergence du gradient conjugué en fonction du nombre d’ité-
rations de ce solveur itératif. La convergence est trés bonne et rapide et c’est pourquoi
les résultats qui suivent sont similaires entre les méthodes SSFEM et les méthodes de
Monte-Carlo. Pour un nombre de processeurs donné et une convergence similaire, les cal-
culs SSFEM sont beaucoup plus rapides.

La résolution du systéme donne accés a la décomposition PCE du champ de déplace-
ment. La figure 3.5 représente quelques modes de cette décomposition pour le déplacement

radial au niveau des parois. Le premier terme de la décomposition (trait continu) est ce-
lui qui a le plus d’impact sur les variations et ainsi de suite pour les modes suivant 2, 3, etc.
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FI1GURE 3.4 — Gradient conjugué préconditionné pour le solveur linéaire SSFEM. Conver-
gence du calcul (critére de convergence F/Ey, voir algorithme 1) en fonction du nombre
d’itérations.
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FIGURE 3.5 — Représentation de quelques modes de la décomposition PCE du déplacement
radial au niveau des parois.
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Il est possible ensuite de tracer ’espérance et ’écart-type du déplacement radial au
niveau des parois pour une section située loin du front. L’espérance du déplacement ra-
dial varie en fonction de I'angle étant donné I'anisotropie du matériau. Les résultats sont
donnés sur les figures 3.6 (espérance) et 3.7 (écart-type). Les courbes obtenues avec la mé-
thode de Monte-Carlo pour pouvoir comparer les résultats ont été réalisées avec un nombre
Z = 5000 de réalisations. Ce nombre est suffisamment élevé pour pouvoir considérer les
résultats comme une solution de référence.

u, (mm) - Espérance

3 4
Angle (radian)

FIGURE 3.6 — Espérance du déplacement radial en mm au niveau des parois pour les
méthodes de Monte-Carlo et SSFEM. Les courbes sont superposées (exactement les mémes
résultats pour l'espérance).

Les résultats sont similaires pour les deux méthodes avec une trés légére différence pour
I'écart-type. Pour le champ aléatoire kr(x,w) (incertitudes d’entrée), le coefficient de va-
riation vaut 7,5% (rapport de I’écart-type sur l'espérance). Pour le déplacement radial au
niveau des parois, le coefficient de variation varie en fonction de ’angle par rapport a I’axe
horizontal. Pour 6 = 0, celui-ci est égal & 5% et vaut environ 1,2% pour § = +7/2. Dans le
cas linéaire, les variations du module de compressibilité transverse influent principalement
sur la convergence horizontale des galeries.

La deuxiéme étape du calcul SSFEM consiste a récupérer les variables duales (les
contraintes) a partir de la décomposition PCE du champ de déplacement. La quantité
d’intérét choisie est la contrainte orthoradiale ogy au niveau des parois pour une section
loin du front.

La figure 3.8 montre I'espérance de la contrainte orthoradiale ogg en MPa au niveau
des parois en fonction de I’angle en radian par rapport a I’axe horizontal. L’écart-type de

cette contrainte est représenté sur la figure 3.9.

Comme pour les déplacements, 'espérance et les écarts-types sont semblables entre les
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u, (mm) - Ecart-type

Angle (radian)

FIGURE 3.7 — Ecart-type du déplacement radial au niveau des parois : méthodes de Monte-
Carlo et SSFEM.
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FIGURE 3.8 — Espérance de la contrainte orthoradiale ggg en MPa au niveau des parois :
méthodes de Monte-Carlo et SSFEM.
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deux méthodes (SSFEM et Monte-Carlo). Les incertitudes sur la contrainte orthoradiale
sont plus importantes aux endroits (§ = £m/2) ou lespérance est plus grande en valeur
absolue.

0,8

0,6

Ecart-type

Ty (MPQ) -
o
=

0,2

3 4
Angle (radian)

FIGURE 3.9 — Ecart—type de la contrainte orthoradiale ogg en MPa au niveau des parois :
méthodes de Monte-Carlo et SSFEM.

Le temps de calcul (CPU time) est d’environ 800 heures pour la méthode de Monte-
Carlo avec Z = 5000 alors qu’il est en dimension 95 a 1’ordre 1 de 32 heures pour la méthode
SSFEM linéaire avec le solveur gradient conjugué. L’utilisation du préconditionneur dans
le gradient conjugué permet de diminuer fortement le nombre d’itérations pour converger.

La figure 3.10 donne les résultats de 'espérance et de I’écart-type du déplacement radial
au niveau des parois en fonction du nombre de modes pris en compte dans la décomposition
du champ aléatoire (décomposition de tenseur d’élasticité). La décomposition PCE du
champ de déplacement se fait dans le méme espace d’approximation pour ces courbes.
Plus le nombre de modes est important et plus ’écart-type de la solution augmente. Les
premiers modes ont plus d’influence sur la solution étant donné la décroissance du spectre
des valeurs propres. Le nombre de modes n’a pas beaucoup d’impact sur I’espérance de la
solution.

Lorsque le champ de déplacement est décomposé dans 'espace Jp, p, il faudrait décom-
poser le tenseur d’élasticité dans ’espace Jp, 2, pour prendre en compte tous les termes
non nuls. La distribution béta(2,2) étant proche d’une distribution gaussienne, comme le
montrent les courbes sur la figure 3.11, le choix de 'ordre un ou deux pour les polyndémes
dans la décomposition de la matrice globale K donne exactement les mémes résultats. Sur
la courbe 3.4, il apparait clairement que 'ordre deux joue un role négligeable.

Il faudrait donc, pour avoir une solution un peu plus précise, augmenter la dimension
de 'espace d’approximation du champ de déplacement de maniére & prendre en compte

des ordres plus élevés pour un méme nombre de modes dans la décomposition du tenseur
d’élasticité.
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— dim 7 ordre 1

«++ dim 15 ordre
- - dim 31 ordre /
— - dim 95 ordre 2
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FIGURE 3.10 — Influence du nombre de modes pris en compte dans la décomposition du
champ aléatoire sur la solution. Espérance et écart-type du déplacement radial en mm au
niveau des parois.

Sur la figure 3.11, en prenant I'espace J72 pour le champ de déplacement et J7 4 pour
la matrice globale K (330 composants correspondant a la dimension stochastique de 'es-
pace d’approximation de K) il est possible de voir I'influence sur I’écart-type de la prise
en compte de l'ordre 3 et 4 sur les polynomes d’Hermite. Cette influence est relativement
faible pour une dimension égale & 7 pour les angles (par rapport a ’axe horizontal) proche
de m/2. L’impact de l'ordre est plus visible pour les angles proche de 0. L’influence de
lordre doit également diminuer avec la dimension (décroissance du spectre). Un ordre égal
a trois pour les polyndmes est suffisant pour bien représenter le champ.

Pour un champ avec une distribution béta, il est plus important de privilégier le nombre
de modes plutét que 'ordre des polynomes. En fait, 'idéal serait de pouvoir prendre en
compte un ordre élevé pour les premiers modes (pour les polynémes importants) d’ou I'idée
de la norme proposée dans I’équation (2.4.2).

La résolution par la méthode SSFEM et la récupération des variables duales permettent
d’obtenir directement les fonctions de répartition des grandeurs physiques (déplacement,
contrainte, etc.) a partir de la décomposition PCE des champs. Inversement, les résultats
des simulations de Monte-Carlo fournissent un grand nombre de valeurs qu’il faut ensuite
stocker puis traiter pour quantifier les incertitudes.

Pour un angle de 7/2 par rapport a 1’axe horizontal, la figure 3.12 représente la fonction
de répartition de la contrainte orthoradiale ggg en MPa obtenue par la méthode SSFEM
ainsi que 'histogramme (cumulé et normalisé) des valeurs correspondant aux différents
tirages de la méthode de Monte-Carlo. Les résultats entre les deux méthodes sont similaires.
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— dim 7 ordre 1 [ — dim 7 ordre
-+ dim 7 ordre 2 0,25 -+ dim 7 ordre 2
== dim 7 ordre 4 - ' == dim 7 ordre 4
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|
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FI1GURE 3.11 — Influence de 'ordre des polynomes dans la décomposition du champ aléatoire
(tenseur d’élasticité) sur la solution. Espérance et écart-type du déplacement radial au
niveau des parois. L’espace d’approximation pour le champ de déplacement est J71 pour
les courbes dim 7 avec ordre 1 et 2 (espace J71 et J7o pour K) et J7.2 pour la courbe
dim 7 avec ordre 4 (espace J74 pour K).
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FIGURE 3.12 — Contrainte orthoradiale gy en MPa pour un angle de 7/2 par rapport a
I’axe horizontal. Fonction de répartition obtenue par la méthode SSFEM et histogramme
(cumulé et normalisé) des valeurs obtenues par la méthode de Monte-Carlo pour Z = 5000
tirages.
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3.4 Simulation numeérique probabiliste du creusement d’une
galerie paralléle 4 la contrainte horizontale majeure (GCS)
avec prise en compte de la fissuration (systéme non li-
néaire)
Les contraintes in situ sont les suivantes pour cet exemple :

o = 0z = —16,1 MPa
op = oyy = —12,4 MPa
oy = 0,, = —12,7 MPa

Cette partie présente les résultats d’une excavation d’une galerie GCS (paralléle & o) dans
le cadre probabiliste avec prise en compte de la fissuration ot le coefficient de compressibi-
lité transverse kr de 'argilite est modélisé par un champ aléatoire corrélé de distribution
béta [(2,2) (espérance de 0,5 et écart type de 0,223) avec une longueur de corrélation de
30 m :

kr(x,w) = kn, + kr, (B(x,w) —0,5), (3.4.1)

avec kg, = 10362 MPa et kpy, = 2818,8 MPa. Les autres paramétres (pr, pur, n, [) de la
décomposition de Walpole sont des constantes déterminées (voir Eq. (2.4.10)) de maniére
a ce que 'espérance du tenseur d’élasticité soit le tenseur construit avec les paramétres
suivants :

Er = E, = E, = 11000 MPa

Er = E, = 6000 MPa

G = 2500 MPa

vr = 0,3 , VLT = 0,2

(vrr, = virEr/EL)

Pour mieux se rendre compte de I'influence des incertitudes sur les paramétres élastiques
(Er, EL, G, vir, vr), les figures 3.13, 3.14 et 3.15 montrent en fonction de la valeur du
champ S I’évolution de ces constantes élastiques. Les valeurs de [ varient entre 0 et 1 et
pour 8 = 0,5 (valeur de I'espérance du champ), les valeurs de (Er, Er, G, vrr, vr) sont
celles qui permettent bien de retrouver 'espérance visée du tenseur d’élasticité.

La méthode BFGS-SSFEM est utilisée pour résoudre le probléme. Cette méthode uti-
lise le solveur déterministe avec la méthode E-FEM pour représenter la fissuration. Ce
solveur déterministe est celui qui est utilisé pour les simulations numériques déterministes
présentées dans le premier chapitre. Deux critéres sont proposés pour caractériser les fis-
sures : un critére de Mohr-Coulomb anisotrope avec glissement en mode II et un critére en
extension principale avec ouverture en mode I.

Tous les paramétres qui interviennent dans le modéle E-FEM pour caractériser les fis-
sures sont constants et leurs valeurs sont les mémes que celles prises pour les simulations
numériques 3D déterministes.

La cohésion de l'argilite dépend de 'orientation du plan de glissement, C' = C(n).

L’angle de frottement est considéré comme une constante (tan¢ = 0.2). La figure 3.16
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FIGURE 3.13 — Evolution du module d’Young longitudinal E;, en fonction des valeurs /3

que peuvent prendre le champ aléatoire.
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FIGURE 3.14 — Evolution du module d’Young transversal E7 en fonction des valeurs 3 que

peuvent prendre le champ aléatoire.
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FIGURE 3.15 — Evolution des coefficients de Poisson vz et vy en fonction des valeurs 3

que peuvent prendre le champ aléatoire.

représente la cohésion en fonction de 'angle # entre la normale du plan de glissement et
I'axe vertical [Chen et al., 2012].

’lan de
glissement

FI1GURE 3.16 — Cohesion en fonction de ’angle 0 entre la normale du plan de glissement et

I'axe vertical.

L’énergie de fissuration Gy est fixée a 25 J - m~2. Cela correspond & une ténacité de
l'ordre de 0,6 MPay/m. En ce qui concerne le critére en extension principale, la valeur
maximale €,(n) & partir de laquelle le matériau fissure dépend également de l'orientation
du plan d’extension étant donné l’anisotropie de la roche. Cette valeur est prise & 0,13
% dans la direction horizontale et 0,3 % dans la direction verticale avec une évolution
linéaire entre ces deux valeurs seuils. La valeur de Ly, qui intervient dans I’équation du
critére d’ouverture est prise 4 107~ m. Il y a 180 pas de temps pour le calcul, soit 33 cm
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de roche excavés par pas de temps.

L’espace probabiliste [, , choisi est 'espace de dimension 47 et d’ordre 1 (dimension
stochastique de 48). Toutes les variables sont décomposées dans cet espace.

Ici, pour la méthode BFGS-SSFEM, pour un pas de temps donné, pour chaque itération
(le nombre est fixé a 15 dans cet exemple), 120 évaluations du résidus sont réalisées avec
chacune deux itérations BFGS. Cette valeur est relativement faible mais le développement
de la méthode BFGS-SSFEM réalisé pendant cette thése ne permet pas pour l'instant
d’envisager des valeurs plus élevées pour des systémes avec un grand nombre de degrés de
liberté (pour des raisons de temps de calcul et de mémoire). Il serait nécessaire d’une part
d’optimiser et d’améliorer la parallélisation du code et d’autre part d’avoir accés a un plus
grand nombre de processeurs.

Les résultats de la méthode BFGS-SFFEM sont comparés par rapport a ceux obtenus
avec la méthode de Monte-Carlo avec Z = 1000 réalisations. Les quantités d’intérét sont
dans un premier temps le rapport CH/CV de la convergence horizontale sur la convergence
verticale des parois. Les valeurs sont calculées sur des sections qui se trouvent entre 12 et
15 m du front de taille. La figure 3.17 montre I'histogramme normalisé de ce rapport pour
les deux méthodes.

Il apparait clairement que les deux méthodes donnent des allures similaires pour la
répartition des valeurs que peuvent prendre le rapport CH/CV. L’espérance de ce rap-
port est supérieure a un pour les deux méthodes. Ces valeurs confirment l'influence de la
fissuration en mode I qui tend & augmenter le rapport CH/CV. Cet effet est décrit dans
les simulations numériques déterministes présentées dans le premier chapitre et le méme
phénomene est également observé (en terme d’espérance) en rajoutant des incertitudes sur
le coefficient de compressibilité transverse.

Les valeurs des écarts-types s’avérent trés élevées notamment a cause de quelques va-
leurs extrémes qu’il faut interpréter avec prudence. En effet, méme si le maillage contient
environ 5 - 10* nceuds, la taille de certains éléments peut étre élevée (jusqu’a 2 m) et
atteindre au niveau des parois des valeurs de l'ordre de 40 cm pour la longueur du té-
traédre. Ainsi, deux éléments voisins peuvent avoir des variations assez importantes pour
les constantes élastiques et ainsi exagérer les déplacements. Il est néanmoins possible de
conclure de ces résultats que les incertitudes (variations) du module de compressibilité
transverse k7 ont une forte influence sur la convergence des parois.

Pour le champ aléatoire kr(x,w), le coefficient de variation vaut 6%. La fonction de
distribution du champ béta considéré est symétrique (par rapport a ’espérance) et bornée.
Apreés propagation des incertitudes, la fonction de distribution du rapport des convergences
CH/CV n’est plus symétrique (voir figure 3.17). Les valeurs sont principalement concen-
trées autour de ’espérance et la probabilité d’obtenir des valeur trés élevées est trés faible.
En revanche, la densité des valeurs comprises entre 0 et 1 est relativement importante.
La probabilité que les incertitudes qui portent sur kr entrainent un rapport CH/CV trés
élevé (> 3) est plus faible que celle d’avoir des valeurs inférieures a 0, 5. Contrairement au
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probléme linéaire, les coefficients de variation sur les données de sortie sont beaucoup plus
importants pour le probléme non linéaire (avec fissuration). Ces derniers sont également
beaucoup plus grands que les incertitudes sur les données d’entrée. Pour un probléme de
fissuration, une légére variation des parameétres mécaniques (k7 pour cet exemple) peut
entrainer des variations importantes sur le comportement et 1’état de la roche au voisinage
des parois de la galerie.

La convergence de la méthode BFGS-SSFEM est assurée ici de maniére empirique en
comparant avec les méthodes de Monte-Carlo qui convergent quelle que soit la dimension
du systéme a partir du moment ot le nombre de réalisations Z est suffisamment grand.

— MC -
— BFGS-SSFE

FIGURE 3.17 — Histogramme normalisé du rapport entre les convergences horizontales et
verticales pour des sections loin du front (entre 12 et 15 m). Les valeurs obtenues (espérance
et écart-type) avec les méthodes de Monte-Carlo et BFGS-SSFEM sont indiquées.
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La deuxiéme quantité d’intérét est la répartition de la valeur des ouvertures de fissures
en mode I (fissures de “traction”). Les histogrammes normalisés des ouvertures en mode I
sont tracés sur la figure 3.18 pour les deux méthodes. Ce sont les ouvertures des fissures
pour une section qui se situe a 8 m du front. Les résultats entre les deux méthodes sont
proches & la fois pour la distribution des valeurs, I’espérance et ’écart-type.

Une partie importante des éléments ne fissurent pas (barre verticale importante pour
I'intervalle de I’histogramme qui contient [u] = 0). Le coefficient de variation des ouvertures
en mode I est trés grand (supérieur & 100% pour les deux méthodes). Méme si la plupart
des valeurs de [u] sont comprises entre 0 et 4 cm, certains éléments peuvent avoir une
ouverture de fissure beaucoup plus importante. La figure 3.19 représente I'histogramme
normalisé de 'ouverture [u] en mode I pour un élément qui se situe a un angle 6 = 0 par
rapport a l’axe horizontal d’une section & 8 m du front. Il s’agit d’'un élément qui se situe
dans la zone qui fissure le plus pour ce type de galerie (GCS).

102

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



250

200

150
100y

50

T T T T T T T T

— MC 1
— BFGS-SSFE!

u=0,017 mg =0,023 m

1 =0,021 mo =0,028 m

[I] n-I].L.I'IIlHJ]]_nH-..lLL._

T

0,02 0,04 0,06 0,08
[u] Mode | (m)

0,1

These de Paul Hauseux, Lille 1, 2015

FIGURE 3.18 — Histogramme normalisé des ouvertures de fissures en m en mode I pour
une section qui se situe & 8 m du front. Comparaison entre les méthodes de Monte-Carlo

et BFGS-SSFEM.
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FIGURE 3.19 — Histogramme normalisé des ouvertures de fissures en m en mode I pour un
élément & 6 = 0 d’une section qui se situe & 8 m du front. Méthode de Monte-Carlo pour
Z = 1000 réalisations.
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Pour une section donnée, ’analyse se fait maintenant sur la convergence des parois en
fonction du temps. La figure 3.20 représente ainsi I'espérance de la convergence (verticale
et horizontale) pour cette section en fonction de la distance excavée. Avant le passage du
front, la convergence est nulle tant que la section se situe loin du front puis augmente
légérement quand celui-ci s’approche.

Apres le passage du front, la convergence des parois augmente. La convergence verti-
cale est d’abord supérieure a la convergence horizontale (anisotropie du matériau) puis la
fissuration en mode I qui s’étend latéralement pour ce type de galerie entraine ensuite le
phénoméne inverse. Les valeurs des convergences devraient normalement se stabiliser une
fois que le front se situe loin de la section considérée mais le calcul n’a pas été poussé assez
loin pour apercevoir ce palier.

40 T T
© L — Convergence horizontale |
e — - Convergence verticale
g
'Q 30
)
]
3
~ 207
Q
2
% H Position de la section ,
o 7~
= /
S 10— - 7
@]

0 - === | |
0 5 10 15 20

Distance excavée (m)

F1GURE 3.20 — Convergence verticale et horizontale en mm au niveau d’une section en
fonction de la distance excavée en m. Valeurs des espérances obtenues avec le solveur non

linéaire BEGS-SSFEM.
La figure 3.21 indique les valeurs des écarts-types pour les convergences de cette section.
L’allure des courbes est semblable & celle de ’espérance. Les valeurs des écart-types pour

la convergence des galeries semblent légérement exagérées par rapport aux incertitudes sur
les constantes élastiques du matériau.
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F1GURE 3.21 — Convergence verticale et horizontale en mm au niveau d’une section en
fonction de la distance excavée en m. Valeurs des écarts-types obtenus avec le solveur non

linéaire BFGS-SSFEM.

3.5 Conclusion

La complexité de la microstructure de ’argilite entraine des sources d’incertitudes sur
ses propriétés mécaniques. Dans ce chapitre, des champs aléatoires permettent de modéli-
ser ces incertitudes. Les méthodes présentées dans le chapitre 2 sont ensuite utilisées pour
voir leurs influences lors d’une excavation sur la convergence des galeries et la fissuration
induite au voisinage des parois. La fiabilité des résultats est principalement vérifiée en
comparant les solutions statistiques obtenues avec celles fournies par une méthode clas-
sique de Monte-Carlo. Ces méthodes sont appliquées pour des systémes probabilistes avec
un nombre élevé de degrés de liberté. Il serait également possible d’envisager des incer-
titudes sur les contraintes in situ. Dans ce cas, la propagation des incertitudes est alors
plus simple & mettre en ceuvre dans la mesure ot elles sont comprises uniquement dans le
second membre.

Pour des systémes linéaires, la méthode SSFEM avec le solveur itératif et la méthode
de Monte-Carlo donnent exactement les mémes résultats. La méthode SSFEM développée
est globalement plus performante pour un systéme linéaire. Si les champs aléatoires né-
cessitent de prendre en compte un grand nombre de modes avec un ordre élevé pour les
polynoémes, cette méthode peut néanmoins étre limitée mais ce n’est pas le cas pour la plu-
part des distributions courantes (I’exemple de la distribution béta dans ce chapitre). Les
méthodes de Monte-Carlo convergent trés lentement mais de la méme maniére et de fagon
assurée quelle que soit la dimension du systéme. C’est un avantage étant donné qu’elles sont
simples & mettre en ceuvre et facilement parallélisables. Pour les simulations numériques
de I'excavation avec prise en compte de la fissuration, les similitudes entre les résultats des
deux méthodes sont assez importantes sur les quantités d’intérét choisies (rapport de la
convergence horizontale sur la convergence verticale et ouvertures des fissures).
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En fait, le solveur BFGS-SSFEM est une premiére approche qui apparait déja comme
une bonne alternative aux méthodes d’intégration directe. Il est important de noter que
c’est I’approche non intrusive et le partitionnement des taches au travers du composant
EF coFeap qui ont permis de simuler & grande échelle un probléme d’excavation dans un
contexte incertain. Il s’agit d’'un début pour les systémes non linéaires et de nombreuses
pistes d’amélioration sont possibles.

Les méthodes Eléments Finis stochastiques avec des formulations de Galerkin qui pro-
duisent un systéme couplé sont souvent vues comme intrusives. Il est montré dans ce
travail qu’elles peuvent étre implémentées d’une maniére non intrusive et fournir des solu-
tions statistiques avec les mémes précisons que les méthodes de Monte-Carlo en étant plus
performantes en temps de calcul pour une méme précision.
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Conclusion générale

La modélisation numérique avec la méthode des Eléments Finis est le coeur des tra-
vaux présentés dans ce mémoire de thése. Ce travail a permis dans un premier temps de
proposer un modéle de fissuration. Les méthodes avec enrichissement cinématique (ajout
de discontinuités fortes dans le champ de déplacement) ont I'avantage de représenter vé-
ritablement les fissures. L’atout principal de ces modéles, par rapport & un modéle de
fissuration répartie, est donc de fournir des informations sur l'orientation des fissures et
d’avoir accés directement aux valeurs des ouvertures et des glissements des fissures. Le phé-
nomeéne d’adoucissement n’a pas besoin de faire appel & une technique de régularisation
pour s’opérer correctement.

Le laboratoire de recherche souterrain de Bure (Centre de Meuse/Haute-Marne), déve-
loppé par I’Andra, permet d’étudier la possibilité de construire un site de stockage profond
dans l'argilite du Callovo-Oxfordian. L’excavation des ouvertures souterraines induit des
réseaux de fractures dans la roche environnante. Comprendre les mécanismes de fractu-
ration autour des ouvrages de stockage constitue un objectif important dans le contexte
du stockage de déchets radioactifs. Dans le cadre de I'excavation, un modéle 3D permet
de mettre en évidence le comportement de la structure en amont et en aval du front en
donnant une description et un faciés de fissuration 3D. Par rapport aux modéles 2D, il
n’y a pas besoin d’utiliser une méthode de déconfinement. L’influence de ’anisotropie des
propriétés de 'argilite et des contraintes in situ sur la convergence des galeries et la fissu-
ration induite autour des parois est principalement étudiée.

Le modéle présenté dans ces travaux doit étre amélioré pour mieux reproduire les ré-
seaux de fractures en considérant un couplage hydro-mécanique. Le comportement de la
roche au voisinage des parois ne peut étre correctement expliqué & ce jour. En fait, I’évo-
lution de la pression du fluide lors du creusement doit mener & une variation locale du
champ de contrainte effectif modifiant ainsi le processus de fissuration. Un modéle pure-
ment mécanique fournit cependant des informations précieuses sur les différents aspects qui
affectent la formation des fissures induites lors d’une excavation dans un milieu complexe
(anisotropie du champ de contrainte et du matériau). Il serait également possible d’enrichir
le modéle mécanique en considérant un couplage des deux modes de fissuration.

Le choix s’est orienté sur la méthode E-FEM pour modéliser la fissuration. Le premier
chapitre de cette thése présente le développement et 'implémentation numérique de cette

méthode. L’enrichissement cinématique qui décrit les discontinuités fortes est 1’élément
principal. Plusieurs critéres sont proposés pour caractériser les fissures, dont principale-
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ment : un critére de Mohr-Coulomb avec glissement en mode II (fissures de “cisaillement”)
et un critére en extension principale avec ouverture en mode I (fissures de “traction”). Les
résultats des simulations numeériques 3D (déterministes) sont ensuite comparés et interpré-
tés par rapport aux observations et relevés in situ.

Le travail s’est ensuite axé sur la prise en compte des incertitudes et leur propaga-
tion au travers de modéles numériques. Le deuxiéme chapitre porte principalement sur les
méthodes d’intégration stochastique indirecte au sein des modéles Eléments Finis. Ces mé-
thodes sont développées pour des systémes linéaires et non linéaires avec une approche non
intrusive. La prise en compte des incertitudes se fait au travers de champs aléatoires corré-
lés. L’étude de la transformation des champs gaussiens pour générer des champs aléatoires
avec d’autres distributions est faite. Des outils sont proposés pour générer et décomposer
ces champs dans la base des polynémes d’Hermite. Ces derniers sont souvent mieux adap-
tés pour modéliser la plupart des paramétres physiques et leur décomposition spectrale
permet d’utiliser efficacement les méthodes d’intégration indirecte.

L’argilite, comme la plupart des roches sédimentaires, peut étre modélisée par un maté-
riau isotrope transverse. La maniére de prendre en compte les incertitudes sur les constantes
élastiques d'un tel matériau est précisée. La propagation des incertitudes pour un pro-
bléme linéaire se fait au travers d’un solveur itératif et partitionné (méthode SSFEM).
Une autre méthode est également développée pour des problémes non linéaires (solveur
BFGS-SSFEM). La difficulté pour le cas non linéaire a été partiellement levée grace a
une approche non intrusive qui nécessite seulement 'utilisation d’un solveur déterministe.
Les systémes probabilistes conduisent a des problémes de grandes tailles. Pour permettre
leur résolution, la programmation orientée composant (composant EF coFeap, middleware
CTL) est trés adaptée et a été utilisée dans ce travail pour distribuer les taches.

Les grandes dimensions des galeries, la complexité du matériau argilite et les objectifs
de streté a long terme aménent a de nombreuses sources d’incertitude. Le troisiéme cha-
pitre est dédié aux applications des méthodes probabilistes au probléme d’excavation en
considérant des incertitudes sur les propriétés élastiques de la roche. Les cas de systémes
linéaires et non linéaires (avec et sans fissuration) sont traités. L’étude porte principale-
ment sur 'influence des incertitudes paramétriques sur la convergence des galeries et les
ouvertures des fissures au voisinage des parois. L’emploi des champs aléatoires corrélés en
lien avec des données expérimentales pourrait alors permettre de contribuer au développe-
ment d’une approche performantielle du comportement des ouvrages. Au sein des modéles
Eléments Finis, les outils développés permettent de propager ces incertitudes en fournis-
sant par exemple des intervalles de confiance associés a différentes quantités d’intérét et
des indicateurs de durabilité. Les méthodes stochastiques apportent une contribution tout
a fait nouvelle par rapport aux travaux réalisés actuellement, et sont essentiellement ba-
sées sur des approches déterministes permettant ainsi 1'utilisation de logiciels fiables déja
existants. Ces approches non intrusives des méthodes stochastiques d’intégration indirecte
permettent de les considérer comme de bonnes alternatives par rapport a la famille des
méthodes de Monte-Carlo qui peuvent s’avérer inexploitables pour des systémes de grandes
tailles & cause d’une convergence assurée mais lente.
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Annexe A

Milieu 1sotrope transverse

Un matériau isotrope transverse est caractérisé par cinq coefficients indépendants :
deux modules d"Young (E7 et Er), un module de cisaillement G et deux coefficients de
Poisson (vp et vpr). Ses propriétés élastiques sont identiques par rapport & un axe de
symétrie noté z3, axe longitudinal d’indice L dans les notations.

Il y a donc un premier plan de symétrie de normale x3 et une infinité de plans de
symétrie qui sont orthogonaux & ce plan. Le milieu est alors isotrope dans le plan transverse
(21, 23) d’indice T' dans les notations. Cela implique : E1 = Ey = Ep; v19 = v91 = vp;

Ey
2(1 + 1/12) .

Avec les notations de Voigt, dans le repére d’orthotropie, la loi de comportement s’écrit de
la maniére suivante :

v31 =v3p =vrr; Gig = Gog = G et Go =

1 V2 V13 i
— Az By g 0
Eq Eq Eq
S e 1m0 0 F i T
11 B, L i 11
€22 V13 V13 1 0 0 0 022
€3 | _ | B, E, Ej X 033
2623 0 0 0 = 0 0 923
2€31 G 1 031
| 2612 | 0 0 0 0 e 0 | 012
2(1
O 0 0 0 0 %
L 1 .

Il existe également la relation relation suivante : vy = vppEp/Eyp. La loi de Hooke géné-
ralisée s’écrit :

o11 Cii Ci2 Ciz 0 0 0 €11
0922 Co1 O Cy 0 0 0 €22
o3 | _ | a1 O Csz 0 0 0 €33
g923 0 0 0 C44 0 0 2623
031 0 0 0 0 Css 0 2€31
L 012 | | 0 0 0 0 0 066 1 L 2612 |
109

© 2015 Tous droits réservés. doc.univ-lille1.fr



These de Paul Hauseux, Lille 1, 2015

Les composantes du tenseur d’élasticité s’expriment en fonction des constantes élastiques :

Eq
Cee = , Ciu=Cs5=G
66 = 31 4 pyy)’ 1= O35 13
E3
1 V%?’E_l
Cii=0Cxn=- T ——
(1 + 1/12) <2l/123 E% — B >
E;
vi2 + V13E_
Cig =0Co = — I 11—y12
(1 + 1/12) (21/123 2 — i )
s
BT,

BE2 B
o 1 ;; 11/12
Cs3 = 02 %_ 1= 113
BE2 B
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Annexe B

Solutions analytiques 2D d’un
probléme linéaire d’excavation dans
un milieu infini pour un matériau
1Isotrope transverse

Il existe des solutions analytiques d’un probléme 2D d’excavation linéaire dans un milieu
considéré infini pour un matériau isotrope transverse. Les contraintes et les déplacements
s’expriment sous la forme de séries [Vu, 2010]. Les résultats sont donnés ici en excavant par
exemple dans la direction z. En interchangeant les variables, il est possible de retrouver
trés rapidement les formules pour une excavation dans les autres directions. Une correction
a été apportée a ’équation (B.0.3) par rapport a celle dans [Vu, 2010].

L’hypothése des déformations planes permet d’écrire €, = 0. La résolution des équations
différentielles fait appel & la théorie de la variable complexe et dans cette partie les résultats
importants sont donnés sans détailler les calculs. Pour plus de détails, il faut se référer a [Vu,
2010|. Les notations suivantes sont utilisées pour les paramétres élastiques du matériau :

AO’Z‘ = 0; — Oico

E,=E,
EJ: = Ez = Eh
Vpy = Vyz = Vyh
Vyz = Vp

Gmy = Gyz = Gy,
Gy, =Gy = Eh/2(1 + Vh)

La loi de comportement s’écrit :

€z Sll 512 0 O

€y =] So1 Soo O oy

Exy 0 0 533 Ozy
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avec : )
1—v
S = T y
h
— 1
Sy = Sy = —”vh(E +vh)
v
g 1
33 =
th
G — 1 — vy
2= —p

Les constantes suivantes interviennent ensuite dans les équations de maniére & simplifier
leur lecture :

/X1 — 1 \/ 9 — 1
Lty =+—— (B.0.1)
\/_ +1° Vag +1
ol ajay = S11/S22 et oy + s = (2512 + S33)/S22.
Les contraintes se calculent comme :

Y1 =

A+B X4ds, i .
Ao, = 3 + Z ﬁ(_l) cos(2s6) (Avi + B~s)
s=1

4 2
- g E 52:;271 —1)*""cos(2s0)k c(n,s)
r

s=1n= IA B
Ay AYB
o S r
2n + 1 23 s—n
Z Z 7“2"+2 (=1)°"" cos(2s0)k(n, s)
s=1n=1
3 2 S S S
AT = Zsm(QsH) [—2(—1) (Av] + Bn3)
s=1

(2 1)2
— g n;;w i —1)*"" cos(2s0)k c(n, s)
,

(B.0.2)

s+n—1 _ _ :
avec, ( = c(n, s) et (AQn’Yf " + Bon7s ”) = k. Les coefficients A,B,A,,, et By,
s—n
sont déterminés avec les conditions aux limites Ao, et Aoy, au niveau de la paroi.

2
A= 2(717572) ((Agy —Aoy) — 72(A0y + Aoy)) (B.0.3)
B = m (Ao, — Ao-y) + VI(AU?J + Aoy))

pour 1> 0 :
(2n —1)!
(;(gfll))!! (B.0.4)
2nl(n + 1)!

Agp = —Aa® A}

Bs, = —Ba2”fy"
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Les déplacements (dans la base cartésienne) s’obtiennent avec les expressions suivantes :

{ u = (61 + p1)R1 + (01 + p1) Rz (B.0.5)
v = (02 + p1)L1 + (62 + p2) L2 a
avec,
( —511 ( 1
+ (1= —) S12+/arS5»
\/Oé_1>
p1 = + 1—1—\/—&_1 S12 — /01522
—511 ‘ (B.0.6)
5y = + <1 — ) S12 + /252
w/Oé2>
p2 = + 1—1—\/—&_2 S12 — /2522
et :
A cos(f o L+v(s+n) ., s—n
Rl = Z (1) — Z nAQ"TTJrll <S _ ’I’L> T (_1) COS((2S+ 1)9)
<COSQ(9) + — sm2(9)> s=1n=1
aq
(B.0.7)
B cos(0 g 1+v(s+n\ ., sm
R — = (1) Z nBay, ——— poTES| (s N n)fh (—=1)*""cos((2s+1)0)
(COSQ(H) + — sin (9)) s=1n=1
a2
(B.0.8)
1
—A 04_1 Sin(e — 1+ Y1(s+n s—n S—n ;
n- A > i S () e i 2s1)0)
<COSQ(9) + — 51112(9)) s=1n=1
aq
(B.0.9)
1.
B — sin(0) © s 14 s+n\ o
71— - Q3 - _,_Z Z nB?anij <S N n) s M(—=1)*""sin((2s+1)0)
((3082(9) + — sm2(9)> s=1n=1
a2
(B.0.10)
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Annexe C

Décomposition de Walpole du
tenseur d’élasticité pour un matériau
1sotrope transverse

Dans le cas d’un matériau isotrope transverse, avec cinq constantes élastiques indépen-
dantes, la décomposition de Walpole [Castaneda, 2002| permet d’exprimer et de décompo-
ser le tenseur d’élasticité comme une somme de six tenseurs. En considérant un matériau
isotrope transverse suivant ’axe 7 = 3, celui-ci s’écrit alors :

C =2krE' + nE? + 2urE® + 2u  E* + |E® + 'ES (C.0.1)

Pour un tenseur symétrique comme le tenseur d’élasticité, [ = [’ mais dans un cadre
général pour des tenseurs de ce type, cette derniére égalité n’est pas forcément vérifiée. Les
expressions des tenseurs propres E*® avec les notations de Voigt sont les suivantes :

"1 1 0 0 0 07 0 0 0 0 0 07
1 1.0 0 0 0 0000 0 0
0000 0 0 001 0 0 0
1_ -t . g2
E_Q 000 0 0 O » B 0000 0 0 (C.0.2)
0000 0 0 00 0 0 0 0
|00 0 0 0 0| |00 0 0 0 0|
1 -1 0 0 0 07 0 0 0 0 0 07
-1 1 0 0 0 0 0000 0 O
110 0 0 0 0 0 110 0 0 0 0 0
3_ + o4
E_z 0O 0 0 0 0 O » B 210 0 0 1 0 0 (C.0.3)
0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0
L 0 0 0 0 0 1 L0 0 0 0 0 0|
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00 0 0 0 O 0 01 0 0 O
00 0 0 0 O 0 01 0 0 O
110 0 0 O 00 0 0 0 O
5 __ . 6 _
B = 0000 0 01" B = 0 0 0 0 0 O (C.04)
00 0 0 0 O 00 0 0 0 O
L0 0 0 0 0 0 | | 0 0 0 0 0 0 |
Les expressions des tenseurs sont données avec la convention ci-dessous pour les notations
de Voigt :
[ o1 ] [ Ci1 Ci2 Ci3 0 0 0 17T e |
022 Coy Cop Co3 O 0 0 €22
og3 | _ | a1 Cs Cs3 0 0 0 €33
g923 0 0 0 C44 0 0 2623
031 0 0 0 0 Cs5 O 2€31
L 012 | | 0 0 0 0 0 066 1 L 2612 |

Pour un matériau isotrope (deux constantes élastiques indépendantes k et 1), 'expression
du tenseur d’élasticité est la suivante :

C = 3kI' 4 2uI? (C.0.5)

Les coefficients de compressibilité et de cisaillement peuvent s’exprimer en fonction du
module d’Young et du coefficient de Poisson :

E E
k= . - C.0.6
31-20) " T 2040 (C.06)
Lex expressions des tenseurs I' et I? sont :
1 1 1 0 0 0] 2 -1 -1 0 0 0 ]
1 1.1 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
111 11 0 0 0 11-1 -1 2 0 0 0
1_ 4 2 _ 2
1_3 000000] 7T 0 0 0 3/2 0 0 (C.07)
0 0 0O0 0 O 0 0 O 0 3/2 0
| 0 0 0 0 0 0 | | 0 0 0 O 0 3/2 |
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Annexe D

Génération des champs gaussiens
avec la transformation de Fourier

rapide (FFT)

Cette annexe présente la maniére de générer des champs gaussiens stationnaires sur
des grilles réguliéres (dimension d). La matrice de covariance pour de tels champs sur une
grille réguliére est symétrique, définie et positive. La fonction de covariance est invariante
par translation. La matrice de covariance a une structure symétrique et est composée de
d blocs Toeplitz matrices [Nowak et al., 2003, Nowak, 2004|. Il est possible a partir d’une
telle structure de construire une matrice circulante. Cette transformation est entiérement
détaillée dans [Schneider and Willsky, 2003]. D’un point de vue graphique et physique, cela
revient a considérer un domaine deux fois plus grand dans chaque direction et & construire
une fonction de covariance périodique a partir de la fonction de covariance initiale finie.
La figure D.1 donne une représentation 2D géométrique de la transformation permettant
de construire une matrice circulante pour la fonction de covariance. Cette transformation
revient & créer une fonction de covariance périodique en passant du domaine initial Q a .

Soit F' la matrice de la transformée de Fourier discréte en dimension d de la taille (n)
de la matrice de covariance transformée (circulante) C sur le domaine Q. Avec F la
matrice adjointe de F', C peut se décomposer comme :

1
C=—-FUiAF (D.0.1)
n

avec A une matrice diagonale qui contient les n valeurs propres \; de C. Une matrice
circulante est entiérement définie par une ligne ou une colonne. En notant C'y la premiére
colonne de C' et en multipliant I’équation D.0.1 par la matrice de Fourier discréte F', il est
possible d’écrire :

FC|=AF, (D.0.2)

Puisque la premiére colonne de F' notée F'; ne contient que des 1, les valeurs propres
s’obtiennent directement par A = FC avec X le vecteur qui contient les n valeurs propres
A; de C. Dans la pratique, il est donc seulement utile de construire la premiére colonne de
la matrice circulante. Pour d = 3 sur une grille réguliére n; * no * ng pour le domaine €2,
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la taille de n est égale & 8 X n1 X no X n3. Pour d = 2 sur une grille réguliére n; * ny pour
le domaine (2, la taille de n est égale & 4 X nq X ny (pour d = 1, n vaut 2n;). En prenant
des vecteurs dont la taille est une une puissance de deux, cette méthode est optimisée. En
fait, pour un probléme en dimension d = 1, 2 ou 3, il faut d’abord construire le tenseur
M, tenseur d’ordre d. Ce tenseur se construit a partir de C; = C1[l] avec [ = 0...(n — 1)
(vecteur de taille n). Il s’écrit sous la forme d’un tableau M[i] (pour d = 1), M[i][j] (pour
d = 2) ou M[i][j][k] (pour d = 3) avec i = 0...(2n1 —1), j = 0...(2n2—1) et k = 0...(2nz —1).
En dimension 1 :

MTi] = C1[i] pour ¢ =0...(2n; — 1) (D.0.3)

En dimension 2, pour [ = 0...(4nyng — 1) :
MTi][j] = Ci]l] avec | = 2nai + j (D.0.4)
En dimension 3, pour [ = 0...(8n1ngns — 1) :
MTi][j][k] = C1]l] avec | = 4dnsgnai + 2n3j + k (D.0.5)

Alors la transformée de Fourier discréte en dimension d de M donne un tableau (tenseur
d’ordre d) A composé des n valeurs propres (FFTd(M) = X).

Soit W le tenseur (dimension d) de méme taille que A contenant n variables aléatoires
gaussiennes centrées indépendantes de variance A;. A; correspond & valeur propre qui a le
méme indice dans W et A; par exemple en dimension 2 :

WIil[j] = N(0, Ali][4]) (D.0.6)

La transformée de Fourier discréte en dimension d de W : FFTd(W') = W7 + iW3 donne
deux champs gaussiens indépendants sur le domaine élargi Q0 avec la fonction de covariance
visée (partie réelle et imaginaire ou i fait référence au nombre complexe dans la derniére
expression). Ensuite, en sélectionnant les noeuds correspondant au domaine initial €, il est
possible d’avoir les valeur du champ sur la grille réguliére de départ. Cette méthode est
trés pratique pour générer les champs.
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FIGURE D.1 — Fonction de covariance finie sur § et périodique sur Q, d’apres [Nowak,
2004].

Soit le champ gaussien Z = Re (FFTd(W)) constitué de la partie réelle de la trans-
formée de Fourier discréte de W. Le vecteur W peut se décomposer comme une somime,
avec N, (0,1) une variable aléatoire gaussienne centrée réduite (nombre réel) :

W =Y AN,(0,1)v,, (D.0.7)

Le tenseur v, est un tenseur d’ordre d de méme taille que W qui contient un 1 pour
I'indice correspondant & la valeur propre A, et des 0 partout ailleurs. La transformée de
Fourier est linéaire :

Z = Re(FFT(N)) = Y Ay Ny (0,1) FFTd(vy) (D.0.8)

n
Il s’agit d’une décomposition analogue a celle de Karhunen-Loéve ol le champ s’écrit
comme une somme (vecteurs propres, valeurs propres, variables gaussiennes centrées ré-
duites). En fait, cette décomposition du champ porte sur le domaine élargi Q (vecteurs de

taille n) et il faut ensuite sélectionner les nceuds qui appartiennent & {2 pour écrire cette
décomposition sur la grille réguliére de départ (vecteurs de taille n; X ng X ng en dimension
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d = 3, de taille ny X ny en dimension d = 2 et de taille ny en dimension d = 1). La figure
D.2 est le code (Octave) pour la génération des champs gaussiens en 2D avec la méthode

FFT.

Thtohtotohitohteh  C O D E 2D %ot tototatototsfotototatototo ot
n=128; m=128; % nb noeuds par aréte
% size of covariance matrix is m~2*n~2

lc= 0.1 ; % longueur de corrélation
Tx = 1.0 ; % longueur suivant x
Ty = 1.0 ; % longueur suivant y

sigma = 1.0 ; % écart-type
tx=Tx*[0:n-1]/(n-1); ty=Ty*[0:m-1]1/(m-1); % create grid for field
rho=0(x,y) (sigma~2%exp (- (x~2/1c~2+y~2/1c"2)));

Rows=zeros(m,n); Cols=Rows;

for i=1:n

for j=1:m

Rows (j,i)=rho(tx(i)-tx(1),ty(j)-ty(1)); % rows of block
Cols(j,i)=rho(tx(1)-tx(i),ty(j)-ty(1)); % columns

end

end

% create the first row of the block circulant matrix

% with circulant blocks and store it as a matrix suitable for fft2
BlkCirc_row=[Rows, Cols(:,end:-1:2);

Cols(end:-1:2,:), Rows(end:-1:2,end:-1:2)];

% compute eigen-values

lam=real (fft2(BlkCirc_row))/(2*m-1)/(2%n-1);

lam(lam(:)<0)=0; lam=sqrt(lam);

% generate field with covariance given by block circulant matrix
F=fft2(lam.*complex (randn(2*m-1,2%n-1) ,randn(2*m-1,2*n-1))) ;
F=F(1:m,1:n); % extract sub-block with desired covariance

Moy = mean(real(F(:)))

St = std(real(F(:)))

fieldl=real(F); field2=imag(F); % two independent fields
imagesc(tx,ty,fieldl), colormap bone

colorbar (’southoutside’)

print field.eps

FI1GURE D.2 — Code Octave pour la génération des champs gaussiens en 2D avec transfor-
mée de Fourier discréte (FFT).
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Annexe E

Composant EF action-matrice

Les méthodes du composant action—matrice sont définies dans le fichier action matrice.ci
(figure E.1). Le constructeur de ce composant permet d’instancier un composant EF co-
Feap avec les paramétres du matériau a imposer. La méthode get permet de gérer les
conditions aux limites. La méthode action permet d’effectuer le produit matrice-vecteur.

#ifndef __ActionmatriceCI
#define __ActionmatriceCI

#include <ctl.h>
#include <simu.ci>

#define CTL_Class ActionmatriceCI
#include CTL_ClassBegin

#define CTL_Constructorl ( const string, const string, const array<real8> ), 3
#define CTL_Methodl void, get, (array<real8> ,array<real8> ), 2

#define CTL_Method2 void, action, (array<real8> ,array<real8> ), 2

#include CTL_ClassEnd

#tendif //__ActionmatriceCIl

FIGURE E.1 — action matrice.ci
Le fichier header action matrice.hpp (figure E.2) est le “mode d’emploi” du composant.
Il contient donc notamment les prototypes des méthodes du composant. Par exemple,

la méthode action est appelée avec deux vecteurs de réels avec une précision double
std: :vector<double>.
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#ifndef __actionmatriceCI
#define __actionmatriceCI
#include <vector>
#include <string>

#include <simu.ci>
class actionmatrice {

public

actionmatrice();

actionmatrice( const ctl::string& path , const ctl::string& path_C ,
const ctl::vector<double>% matparam ) ;

~actionmatrice();
SimuCI<double> _cofeap;
void get(std::vector<double>& b,std::vector<double>& x);
void action(std::vector<double>& vec,std::vector<double>& out);

};
#endif
F1GURE E.2 — action matrice.hpp
Le fichier source action matrice.cpp contient l'implémentation numérique des mé-
thodes.
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