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La statistique est la premiere des sciences
inexactes.

Edmond et Jules de Goncourt

Il ne faut pas utiliser les statistiques
comme les ivrognes utilisent les
réverberes : pour s’appuyer et non
s’éclairer.

Andrew Lang
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Résumé ix

SELECTION DE GROUPES DE VARIABLES CORRELEES EN GRANDE DIMENSION

Résumé

Le contexte de cette thése est la sélection de variables en grande dimension a ’aide de procédures de ré-
gression régularisée en présence de redondance entre variables explicatives. Parmi les variables candidates,
on suppose que seul un petit nombre est réellement pertinent pour expliquer la réponse. Dans ce cadre de
grande dimension, les approches classiques de type Lasso voient leurs performances se dégrader lorsque
la redondance croit, puisqu’elles ne tiennent pas compte de cette derniére. Regrouper au préalable ces
variables peut pallier ce défaut, mais nécessite usuellement la calibration de parameétres supplémentaires.
L'approche proposée combine regroupement et sélection de variables dans un souci d’interprétabilité et
d’amélioration des performances. D’abord une Classification Ascendante Hiérarchique (CAH) fournit a
chaque niveau une partition des variables en groupes. Puis le Group-lasso est utilisé a partir de I’ensemble
des groupes de variables des différents niveaux de la CAH a parameétre de régularisation fixé. Choisir ce
dernier fournit alors une liste de groupe candidats issus potentiellement de différents niveaux. Le choix
final des groupes est obtenu via une procédure de tests multiples.

La procédure proposée exploite la structure hiérarchique de la CAH et des pondérations dans le Group-
lasso. Cela permet de réduire considérablement la complexité algorithmique induite par la flexibilité liée a
la possibilité de choisir des groupes issus de différents niveaux de la CAH.

Mots clés : group-lasso, classification ascendante hiérarchique, variables corrélées, test hiérarchique,
grande dimension, sélection de variables

Abstract

This thesis takes place in the context of variable selection in the high dimensional setting using penalized
regression in presence of redundancy between explanatory variables. Among all variables, we suppose
that only a few number is relevant for predicting the response variable. In this high dimensional setting,
performance of classical lasso-based approaches decreases when redundancy increases as they do not take
it into account. Firstly aggregating variables can overcome this problem but generally requires calibration
of additional parameters.

The proposed approach combines variables aggregation and selection in order to improve interpretability
and performance. First, a hierarchical clustering procedure provides at each level a partition of the variables
into groups. Then the Group-lasso is used with the set of groups of variables from the different levels of
the hierarchical clustering and a fixed regularization parameter. Choosing this parameter provides a list of
candidates groups potentially coming from different levels. The final choice of groups is done by a multiple
testing procedure.

The proposed procedure exploits the hierarchical structure from hierarchical clustering and some weights
in Group-lasso. This allows to greatly reduce the algorithm complexity induced by the possibility to choose
groups coming from different levels of the hierarchical clustering.

Keywords: group-lasso, hierarchical clustering, correlated variables, hierarchical testing, high dimen-
sion, variable selection
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Inria Lille-Nord Europe — 40 avenue Halley — 59650 Villeneuve d’Ascq — France
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Notations

M, p(R) espace des matrices réelles de taille n x p
I,, matrice identité de taille nxn
0,, vecteur nul de longueur n

0,,, matrice nulle de taille nxp

XT transposée de la matrice X

x; i¢ élément du vecteur x

X; i€ colonne de la matrice X

Xs matrice X restreinte aux colonnes dont I'indice appartient a 'ensemble S
X; . i® ligne de la matrice X

X;; élément a la i® ligne et j¢ colonne de la matrice X

S(x) support du vecteur x {i | x; = 0}

n nombre d’individus

p nombre de variables

X matrice de design de taille n x p

y vecteur réponse de longueur n

€ vecteur bruit de longueur n

B* vecteur solution (inconnu) de longueur p

G partition de I'ensemble {1,..., p}

k nombre d’éléments non nuls de g*

K nombre de groupes contenant au moins un élément non nuls de *
I taille des blocs au sein de matrice de la variance-covariance

p corrélation au sein des blocs de la matrice de variance-covariance
o2 variance du bruit

Card(S) ou |S| cardinal de I’ensemble S

lx]lp norme €y du vecteur x définie comme le nombre d’éléments non nuls de x, Card ({] | xj = 0})
1
llxll; norme €, du vecteur x définie par (Z?:l |x,~|q)q
P
IXll.o norme matricielle définie par max 21Xl
=11 =1

cor(x,y) corrélation entre le vecteur x et y
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Xiv Notations

sign(x;) le signe d’'unréel x;. Il vaut 1six; >0,-1six; <0etOsix; =0

sign(x) le vecteur contenant le signe des éléments du vecteur x

f(n) = O(g(n) Tk>0,3ne V> g |f(m)] < lg(n)- k

£lm) = Q(g(m) 3k > 0,3ng V> ng lg(m)]-k <|f ()] Ik > 0,3ng Vi > ng g(m)] -k < |f (n)
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Introduction

Depuis plusieurs années, la taille des données collectées a considérablement augmentée.
On peut par exemple citer le domaine de la biologie ou I’étude du génome humain ameéne a
traiter des milliers de variables pour un nombre restreint d’individus. Le cas dit de la grande
dimension ou le nombre d’individus 7 est inférieur au nombre de variables p est alors devenu
trées répandu. Dans le domaine de I’analyse prédictive ou le but est de prédire une réponse
a 'aide d’un ensemble de variables explicatives, la méthode classique des moindres carrés
souffre de probléme en grande dimension (n < p). Dans ce cadre les méthodes de sélection de
variables qui consistent a expliquer la réponse en fonction d’un nombre restreint de variables
se sont développées. Un des buts est ainsi de gagner en interprétation car au vu de la quantité
de variables disponibles, il est naturel de penser que seul un sous-ensemble de celles-ci ont
effectivement un impact dans l’explication de la réponse. Dans ce but, une des méthodes les plus
populaires est le lasso (Robert TiBsHiraNI|1994) (et ses différentes variantes) qui est une méthode
dite de régression pénalisée. Par I'introduction d’une pénalité ¢; sur les coefficients a estimer, le
lasso effectue sélection et prédiction.

La grande dimension amene également le probléme de redondance au sein des données.
Plusieurs variables portent la méme information, cela se traduit par une corrélation élevée entre
elles. Ces corrélations peuvent perturber les estimateurs de différente méthodes. L'estimation des
coefficients peut étre peu précise et avec une forte variance. La répétabilité de I’estimation lorsque
de nouveaux individus sont ajoutés ou retirés peut aboutir a des estimateurs différents a cause de
ces corrélations. Les variables sélectionnées entre les estimateurs peuvent varier et 'ensemble des
variables corrélées a une variable d’intérét ne sont pas forcément toutes sélectionnées. Dans ce
contexte de corrélation, la sélection de groupes de variables permet d’éviter ces phénomeénes en
regroupant au préalable les variables en fonction de leurs corrélations. Ainsi, si le regroupement
de variables a été fait de maniere efficace, une variable d’importance et les variables qui lui sont
corrélées font partie d’'un méme groupe et sont alors sélectionnées simultanément. Des méthodes
combinant regroupement de variables et sélection ont été développées dans la littérature. Ces
méthodes se basent généralement sur une unique partition des variables fournie a priori. Le
choix d’une mauvaise partition peut alors entrainer de mauvaises performances de la méthode de
sélection. Dans cette thése, nous introduisons une méthode utilisant un ensemble de partitions
des variables pour la sélection de groupes.

Ce manuscrit s’organise de la maniere suivante :

Dans le chapitre [I, nous commencons par un état de I'art des méthodes de régression
pénalisée dans le contexte de la sélection de variables. Puis nous énoncons les méthodes de
classification non supervisée les plus couramment utilisées dans le but de regrouper les variables
en fonction de leur dépendance. Enfin, les méthodes utilisant le regroupement de variables et la
sélection en présence de corrélation sont présentées.

Une nouvelle méthode, appelée Multi-Layer Group-Lasso, combinant regroupement de va-
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2 Introduction

riables et sélection de groupes de variables est proposée dans le chapitre |2| Elle différe des
méthodes précédentes par l'utilisation de plusieurs partitions des variables et donc la possibilité
de sélectionner des groupes de partitions distinctes. L'efficacité de la méthode est éprouvée sur
différentes simulations et sur un jeu de données réelles.

Dans le chapitre [3} une procédure dont le but est de controler le nombre de faux positifs
parmi les groupes sélectionnés par le Multi-Layer Group-Lasso est présentée. Cette procédure
se base sur les tests statistiques et plus particulierement les tests hiérarchiques, qui sont in-
troduits a cette occasion. Ceci afin de prendre compte les particularités de notre méthode de
sélection : la sélection de groupes issus de niveaux distincts de la hiérarchie et donc partageant
potentiellement des variables en commun.

Le Chapitre[d]est dédié au choix du paramétre de régularisation A du Multi-Layer Group-Lasso.
La stratégie proposée sera comparée aux stratégies usuelles de choix de A.

Les méthodes développées dans cette thése ont été implémentées dans un package R (R
Core Team|2016) MLGL disponible en ligne. Une description des principales fonctions et de son
utilisation est présentée dans le chapitre[5]

Enfin, les conclusions et perspectives sont discutées en fin de manuscrit.

En annexe [A] une réécriture du probleme du fused-lasso est proposée afin d’utiliser un
algorithme de résolution adapté pour le lasso.

Le travail ayant amené les questions de cette thése a abouti a un article présenté en annexe|C|
et un package présenté dans le chapitre[5

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Chapitre

Etat de ’art

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de régression pénalisée dans le cadre
de la sélection de variables en présence de corrélation. Les méthodes de régression pénalisée les
plus courantes dans un cadre plus général que celui de la corrélation sont présentées. Nous nous
intéressons ensuite a l'optimisation des parametres de régularisation de ces méthodes.

En vue de faire de la sélection de groupes de variables, les méthodes de regroupement de
variables sont introduites. Enfin, nous exposons quelques méthodes de la littérature combinant
regroupement de variables et sélection.

1.1 Reégression pénalisée pour la sélection de variables

Soit X € M,, ,(IR), la matrice décrivant la valeur de p variables mesurées sur n individus et
représentées par les vecteurs colonnes Xi,.. .,Xp. Soit y € R", le vecteur réponse associé aux n
individus. On se place dans le cadre d’une relation linéaire entre y et les colonnes de X :

=By +Xp +e

avec f; € R" un vecteur constant contenant la constante du modele, 8 € IRP le vecteur (inconnu)
des coefficients de la régression et € € R"” un bruit centré et de matrice de variance-covariance
oI, ou I, représente la matrice identité de taille n. Généralement, on suppose que € est issu
d’une loi NV(0,,021,). Nous imposons que le vecteur y soit centré ainsi que les colonnes de la
matrice X afin d’éliminer la constante dans le modele.

Le but est d’estimer les coefficients *. Dans notre cas, nous supposons que ce vecteur est
creux, c’est-a-dire que seul un sous-ensemble d’éléments de * est non nul (||f*|lp = k < p). On
appelle le support de 7, les indices des éléments non nuls de 8 :

S(p") ={j€ll,....p} | B = 0}.

On appelle une variable appartenant au support de f* une vraie variable et une hors du support,
une fausse variable.

Chaque coordonnée de $* détermine I'influence de la variable dans ’explication de la réponse.
Si f* = 0 alors la variable X; n’intervient pas pour 'expliquer. Trouver $(f*), le support de *, est
donc équivalent a effectuer de la sélection de variables. Dans la suite, nous nous intéressons a

3
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4 CHAPITRE 1. Etat de l’art

différentes méthodes pour estimer le support de * par le biais de ’estimation de g*.

1.1.1 Meéthodes usuelles
Moindres carrés ordinaires

La méthode des moindres carrés ordinaires est la plus courante dans le cadre de ’estimation
des coefficients d’'un modéle linéaire. Elle consiste a minimiser la somme des carrés des résidus.
L'estimateur L5 de p* est :

N (1
§1S < argmin{ Sy - XpI3}, (L.1)
perr (2

n
ou pour x e R", [|x|l, = [ X xiz.
i=1

Lestimateur des moindres carrés est défini de maniére unique lorsque la matrice X est de
plein rang. Dans ce cas, il est défini de maniere explicite par :

B = (xTX)1xTy. (1.2)

D’apreés le théoreme de Gauss-Markov, l'estimateur des moindres carrés est celui de
variance minimale parmi tous les estimateurs sans biais de *, on dit qu’il est le BLUE (Best Linear
Unbiaised Estimator). On a donc lE[ﬁLS] = p*, sa variance quant a elle est Var(ﬁLS) =(XTx) o2

Dans le cas de la grande dimension (n < p), cet estimateur pose probleme : I'estimateur des
moindres carrés n’est pas défini de maniére unique et n’est pas identifiable.

Dans la suite, nous allons explorer différentes méthodes de régression pénalisée permettant
de pallier a ce probleme de I’estimateur des moindres carrés.

Régression Ridge

Une extension naturelle des moindres carrés a la grande dimension est la régression ridge
(Hoert et KENnarD|1970). Elle consiste en 1’ajout d’une contrainte sur la norme ¢, du vecteur
des coefficients a estimer. Ainsi, 'estimateur de la régression ridge est :

arid . 1
ridge :argmm{zﬂy—XﬁH%+/\||/3||%} (1.3)
BERP

avec A > 0 un parameétre de régularisation. Plus A sera grand, plus les coefficients estimés
seront contraints a prendre des petites valeurs en valeur absolue. L'optimiser en A est une tache
nécessaire a 'obtention d’une solution optimale pour la prédiction. Parmi les méthodes les plus
courantes, on citera la validation croisée V-fold, les criteres d’informations (cf. Sectionm
pour plus de détails).

Tout comme le probléeme des moindres carrés, la régression ridge posséde une solution
explicite :

5198 _ (XTX + AL) ' XTy, VA >0, (1.4)

On constate I'ajout d’une constante ) sur la diagonale de la matrice X” X dont les valeurs
propres sont nécessairement positives ou nulles. La matrice (XT X + AI,,) a alors toutes ses valeurs
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propres strictement positives et est donc inversible. Elle diminue également le probléeme de
mauvais conditionnement a l'origine d’une forte variance.

L'utilisation de I'estimateur de la régression ridge peut étre vue comme un compromis biais-
variance. En rajoutant une pénalité ¢, sur le vecteur des coefficients estimés, on introduit un
biais dans notre estimateur mais sa variance s’en trouve réduite. Plus A augmente, plus le biais
de l'estimateur ridge augmente. En contrepartie, plus A augmente, plus la variance diminue.

Avec la régression ridge (1.3), la grande dimension (1 > p) ne pose plus de probléme mais
I’estimateur ne fournit pas de solution parcimonieuse, c’est-a-dire de solution ayant un
support de taille strictement inférieure au nombre de variables.

Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (Lasso)

L’idée du lasso (Robert TiBsHirANI|1994)) est d’obtenir un estimateur parcimonieux de notre
probléeme des moindres carrés. Ajouter une pénalité £ sur le vecteur des coefficients a estimer
peut sembler la fagon la plus naturelle d’obtenir de la parcimonie, mais cela résulte en un
probleme NP-difficile (NATarRAJAN|1995). Un autre moyen d’obtenir cette parcimonie est d’utiliser
une pénalité ¢; sur le vecteur des coefficients a estimer. Ainsi, 'estimateur lasso est défini par :

A . 1
f < argmin { Slly~XpI5 + Al | (1.5)
pe

avec A > 0 un parameétre de régularisation, et ||3]|; = Zle |B;| définit la norme ¢; du vecteur f.

Plus la valeur de A est faible, plus le nombre de coefficients non nuls est grand.

A l'inverse des moindres carrés et de la régression ridge, le lasso n’a pas de solution explicite
(sauf dans le cas ou XT X =1,,). L'utilisation d’algorithmes tels que le lars (Erron et al.|2004) ou
la descente de coordonnées (Friepman, Hastie et Robert TiBsuirani|[2010b) est nécessaire pour
obtenir des solutions.

Pour comprendre pourquoi une pénalité £; permet d’obtenir un estimateur parcimonieux
et non une pénalité {,, on peut se reporter a la figure représentant un cas en dimension
2. La zone bleue définit la zone de contrainte imposée par une valeur de A fixée. Quant aux
ellipses rouges, elles représentent les courbes de niveaux de la solution des moindres carrés
(B) o1 1a norme croit progressivement jusqu’a atteindre la zone définie par la pénalité lasso
ou ridge. La solution du lasso (respectivement ridge) est le premier point que rencontre ces
lignes de niveau. La solution de la régression ridge et du lasso correspond au premier point de
la zone de contrainte que les courbes de niveaux rencontrent la zone de pénalité. La forme de
la pénalité lasso (due a la non différentiabilité de la fonction valeur absolue en 0) fournit plus
d’opportunités d’obtenir des solutions parcimonieuses que la forme sphérique de la pénalité.

Ainsi, I’estimateur lasso sera parcimonieux, il contiendra au plus min(#, p) variables (OsBORNE,
PresNeLL et TurRLACH(|1999); R. J. TiBsHIrRANI|2013). La possibilité de faire de la régression et de
la sélection en méme temps en a fait une méthode trés populaire ainsi que le développement
d’algorithmes efficaces en temps de calcul et en stockage.

En résolvant le lasso, un chemin solution dépendant du parameétre de régularisation A est
obtenu. Ce chemin représente I’évolution des valeurs des coefficients estimés en fonction de 1.
Ces différentes courbes sont linéaires par morceaux (cf. figure[L.2). Les ruptures de linéarités
se font pour les valeurs du parametre A pour lesquelles le support de la solution change. Ces
valeurs peuvent étre trouvées a l'aide de 'algorithme lars. Le choix du parametre A est une étape
importante et doit étre choisi en fonction du but de l'utilisateur : prédiction et/ou sélection (cf.

Section|1.1.4).
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B,

FiGURE 1.1 — A gauche (respectivement droite), en bleu, contour de la pénalité lasso (ridge) en
dimension 2. § correspond a la solution des moindres carrés. En rouge, les courbes de niveaux de
la solution des moindres carrés. Figure issue de (HasTtie, Robert TiBsHirANI et FrRiEDMAN [2003).
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Ficure 1.2 — Exemple de chemin solution du lasso. Les différentes valeurs de A se trouvent en
abscisse et la valeur des coefficients estimés en ordonnée. Une courbe représente 1’évolution d’un

coefficient estimé en fonction de A.

© 2016 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



Thése de Quentin Grimonprez, Lille 1, 2016

1.1. Régression pénalisée pour la sélection de variables 7

Consistance de la sélection du lasso Dans la littérature, certains auteurs (Zuao et Yu|2006;
WainwriGHT 2009) se sont intéressés a la consistance des variables sélectionnées du lasso, i.e.
dans le cas ou le support de §* est creux, a I'existence d’une valeur de A pour laquelle le lasso
retrouve exactement le vrai support.

Une condition suffisante pour obtenir la consistance des variables sélectionnées est la condi-
tion d’irreprésentabilité, que I'on retrouve dans les deux articles cités ci-dessus.

Notons S = $(*) le support de la vraie solution p* et S¢ son complémentaire. On note X la
matrice X restreinte aux colonnes dont I'indice appartient a 'ensemble S. Définissons sign(x) le
vecteur contenant le signe de chaque élément de x :

1 six; >0
(sign(x)); =3 0 six;=0
-1 six; <0

La condition d’irreprésentabilité est satisfaite pour 7 €]0,1] si :

<l-7 (1.6)

1 1 -1 .
H—chxs(—XsTXs) sign(ps)
n n oo
ot [lxlee = max |x;].

Comme le signe de 5 est généralement inconnu, la condition se rencontre également sous la
forme

1 1 -1
EXSTCXS(EXSTXS) <1-p (1.7)

(o)

4
ou [[M]le, = max 2 1Ml

,,,,, Vl] 1
Cette condition nous fait penser a une contrainte sur les coefficients de régression des fausses
variables (Xgc) sur les vraies (Xs). Les fausses variables ne doivent avoir que peu de lien avec les
vraies. En particulier, la condition est d’autant plus violée que vraies et fausses variables
sont fortement liées (par le biais de corrélation).

Pour mettre en lumiére 'importance de cette hypothése, nous exposons brievement le théo-
reme de WAINwWRIGHT (2009). Le lecteur est invité a se référer a l'article pour plus de détails a
propos des hypotheses et des grandeurs impliquées.

Nous nous plagons dans le cadre d’une matrice de design X gaussienne de matrice de
variance-covariance X. Supposons que la matrice ¥ vérifie la condition d’irreprésentabilité pour
une certaine valeur de 1 €]0,1] :

H|Escs (Zss) " |||oo <l-7 (1.8)

avec Xgcg la matrice ¥ restreinte aux lignes de S€ et aux colonnes de S.
On considére également une famille particuliere de valeur de A,,.
S’il existe 6 > 0 tel que

n

YT IEEEY 2
2klog(p—k) (1+0) f(o%, kT, Ay).

Alors, on a avec probabilité convergeant vers 1 quand # tend vers +co :
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Ficure 1.3 — Probabilité de retrouver exactement le vrai support (H’[S(ﬁ) = 5(B")]) en fonction du

ratio m (qui est la borne fournie par le théoréeme de WainwriGHT (2009)). Le schéma de

simulation suit celui du premier exemple de WAINWRIGHT : les données sont simulées suivant
une loi normale multivariée NV (0,,1,), B* contient k = 0.1p éléments non nuls de valeur 0.5.

1. Le lasso a une unique solution f avec $(f) C S(B*).
2. Si nllelsn|/3:| > g(A,), alors sign(f) = sign(p*) et ||fs — Billeo < g(Ay).

Ainsi sous certaines conditions, le lasso est capable, avec probabilité tendant vers 1, de
trouver une solution dont le support est inclus dans celui de *. Le vrai support est exactement
retrouvé si les coefficients de la vraie solution §* ne sont pas trop petits.

Ce théoreme est un résultat asymptotique en n mais le nombre de variables p et la taille K du
vrai support S sont autorisés a croitre avec n.

La relation entre 1, p et k du théoréme de WAINWRIGHT peut étre décrite de maniere générale
par n = Q(klog(p — k)) (n est minorée par klog(p — k) a un facteur pres). Ainsi, le nombre
d’individus nécessaire a la consistance des variables sélectionnées par le lasso dépend du
nombre de variables total et du nombre de vraies variables. Dans le cas ou les variables sont
indépendantes (X = I,,), la relation devient n = 2klog(p—k) pour que le lasso retrouve avec grande
probabilité les vraies variables. Cette borne doit étre gardée a l'esprit quand 1'on simule ou traite
des cas réels avec le lasso. Nous illustrons cette borne avec la figure[1.3]

De la condition d’irreprésentabilité découle le fait qu’en pratique si une vraie variable est
fortement corrélée avec d’autres, généralement, une seule de cet ensemble sera sélectionnée
par le lasso. La méme variable ne sera pas forcément sélectionnée lors de réexécutions du lasso
sur un nouvel échantillon issu d’'une méme population. Ces variables non sélectionnées le sont,
non pas parce qu’elles ne contribuent pas de maniere significative a I'explication de la réponse,
mais parce qu’une autre variable déja sélectionnée apporte la méme information. Cela pose
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Ficure 1.4 — Qualité du chemin solution du lasso en matiére de vrais et faux positifs pour
différentes valeurs du nombre de variables p dans un cas indépendant. Une courbe représente le
nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour I'ensemble des valeurs de
A testées.

des problemes de répétabilité et d’interprétation notamment, puisque l’on souhaiterait obtenir
I’ensemble de ces variables corrélées.

1.1.2 Deépendance entre vecteurs de variables

On distingue deux types de dépendances entre variables.

Dépendance due a la dimension

La premiere est une conséquence de la grande dimension (# < p). La grande dimension
induit une dépendance linéaire entre les variables. Plus le nombre de variables p est grand par
rapport au nombre de variables 1, plus cette dépendance est présente au sein des données. Cela
entraine une dégradation des résultats dans le cas du lasso.

Pour illustrer cela, on simule une matrice X dont les individus suivent une loi gaussienne
multivariée indépendante pour différentes valeurs du nombre de variables p. Une réponse p est
simulée en suivant le modéle linéaire : y = X * + € avec f* un vecteur contenant 20 éléments non
nuls et € un vecteur gaussien centré.

Sur la figure le chemin de solution est représenté en matiere de vrais positifs et de faux
positifs pour différentes valeurs de p. On constate qu'augmenter le nombre de variables, en
gardant un nombre d’individus constant et un méme nombre de vraies variables, diminue les
performances du lasso. On retrouve moins de vrais positifs pour un méme nombre de faux
positifs.
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FiGURE 1.5 — Probabilité de retrouver exactement le vrai support (P[S(S) = $(*)]) en fonction du

ratio s gy Un trait vertical indique la borne dans le cas indépendant.

Dépendance structurelle

Le second type de dépendance est une dépendance structurelle. Une structure de corrélation
existe au sein des variables. Deux cas se produisent. Premiérement, les variables du support de la
vraie solution * sont corrélées avec d’autres variables du support. Deuxiemement, les variables
du support de f* sont corrélées avec des variables non incluses dans le support.

Nous allons illustrer cette dépendance dans le cadre de simulation suivant :

— nombre de variables p € {100, 250,500} ;

— X X, ~ N(0,,5)) ;5

— X,, une matrice diagonale par blocs de taille 5x 5 ou chaque bloc contient des 1 sur la
diagonale et p partout ailleurs;

— e~N(0,,0%I,);

— yp=Xp"+e€avec Card($(S*)) = 0.1+ p.

Sur la figure la probabilité de retrouver exactement le vrai support au sein du chemin
solution est représentée dans le cas de corrélation entre les variables. Sur la figure les

résultats pour le cas de dépendance entre vraies variables sont présentées. En comparant les

courbes avec celles de la figure [1.3|(p.[8), on constate que les corrélations entre vraies variables
facilitent le travail de sélection. En effet, moins d’individus sont nécessaires que dans le cas

indépendant pour obtenir une probabilité de sélection de 1. A I'inverse, sur la figure la
dépendance entre vraies et fausses variables complique la tache de sélection pour le lasso. Pour
les mémes valeurs de n testées, les K vraies variables n‘ont pas été retrouvées une seule fois.

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux différentes méthodes de régression pénalisée
traitant de la sélection de groupes de variables dans le cadre de corrélation.

lilliad.univ-lille.fr
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B2

By

Ficure 1.6 — Contour de la pénalité de l’elastic-net avec a = 0.5 ( ),dulasso (— — —)etde
la régression ridge (— - — -) en dimension 2. Figure issue de (Zou et HasTie |2005).

1.1.3 Stratégie de sélection sous dépendance
Elastic-Net

L'elastic-net (Zou et HasTie [2005) est un compromis entre le lasso et la régression ridge. Les
deux pénalités de ces méthodes y sont présentes.
On définit ainsi I'estimateur de l’elastic-net :

A . (1
snet = argmmin { 2 ly - XB15 + A (allplh + (1 - a)lBIE)| (1.9)
BEIRP

avec A > 0 le parameétre de régularisation et 0 < a < 1 celui controlant le compromis entre la
pénalité lasso et ridge. @ = 1 correspond au lasso, & = 0 a la régression ridge. Les contours de la
pénalité sont visible sur la figure

Ce compromis entre ridge et lasso permet de sélectionner plus de min(n, p) variables tout en
gardant un estimateur parcimonieux. La pénalité ridge va entrainer un effet de regroupement
des variables corrélées que n’a pas la pénalité lasso grace a la stricte convexité de la pénalité de
’elastic-net lorsque A, > 0 (Zou et Hastie|2005). Donc, plusieurs variables fortement corrélées
pourront étre sélectionnées simultanément. Mais I’elastic-net ne définit pas a proprement parler
de groupes et une analyse supplémentaire est nécessaire pour déterminer d’éventuels groupes.
L’étude du chemin solution pour trouver les variables dont le coefficient estimé devient non nul
a partir de la méme valeur du parametre de régularisation A et a « fixé peut aider a déterminer
des groupes a posteriori.

Fused-lasso

L’'idée du fused-lasso (Robert TiBsSHIRANI, SAUNDERS et al.[2005) est de prendre en compte la
spatialité des variables. On veut que des variables voisines aient un effet similaire, c’est-a-dire
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que leurs coefficients estimés aient une valeur proche. Le fused-lasso a d’abord été introduit
pour encourager les coefficients associés a des variables consécutives d’un signal a étre égaux
puis a été généralisé a une structure de voisinage quelconque entre variables (HorLiNG, BINDER
et ScHuMACHER 2010). De la méme maniere que pénaliser la valeur absolue des coefficients ;
encourage sa parcimonie, pénaliser la différence (en valeur absolue) de deux coefficients voisins
va encourager 1’égalité de ces deux coefficients.

On définit E une structure de voisinage contenant un ensemble d’arétes. Si une aréte (i, j)
appartient E alors on dit que la variable d’indice i est voisine de celle d’indice j. L'estimateur du
fused-lasso généralisé est :

u . 1
By A, = argmin § —{ly = XBII5 + A1 [IBlly + A2 ) Igi-pil (1.10)
per? (i,j)eE

avec A; > 0 un parameétre de régularisation contrdlant la parcimonie des coefficients et A, > 0
controélant 1’égalité des coefficients voisins. Le cas classique du fused-lasso se retrouve en utilisant

la structure de voisinage E = {(i,i— 1)|i= 2,...,p}.

Le fused-lasso s’utilise quand le voisinage des données doit étre pris en compte dans l’estima-
tion. Optimiser deux parameétres peut étre délicat, notamment dans la définition des parametres
a tester. On propose un moyen d’approximer le fused-lasso en annexe[A]afin de pouvoir utiliser
l'algorithme Lars pour le résoudre.

Le fused-lasso est souvent utilisé dans le cas particulier ou la matrice X = I,, et avec un
voisinage définit par les variables consécutives, ce qui revient a effectuer une segmentation d’'un
signal y quand A; = 0. On nomme cette version le fused-lasso signal approximator. Dans ce cas, on
dispose d’algorithmes efficaces pour sa résolution (HoerLing|2010).

La présence de deux parametres de régularisation complexifie la tache de leur optimisation.

Group-Lasso

Le group-lasso (Yuan et al.[2006)) est I’équivalent du lasso pour la sélection de groupes de
variables fournis a priori.

Soit G ={Gj,..., Gk} une partition en K = Card(G) de I’ensemble des p variables. Pour G; € G,
on notera X¢, (respectivement f,) la matrice (respectivement le vecteur) restreinte aux variables

du groupe G;. Ainsi, on définit I’'estimateur Bf du group-lasso par :

K
A )1
B] = argmin{ Zlly - XI5+ 1) _willp, 2 (1.11)
peR? i=1

avec w; > 0 un poids associé au groupe G;. Généralement, on utilise w; = 4/Card(G;). Ce poids
permet de pénaliser plus fortement les grands groupes qui ont tendances a étre sélectionnés en
priorité.

Notons que si l'on restreint les groupes a une seule variable et que l’on pose w; = 1 pour tout
i=1,...,K, on retrouve l’estimateur lasso.

La somme de pénalités ¢, va encourager la parcimonie sur les groupes et non sur les variables
isolées (cf. figure[1.1). Une somme de pénalités £; ne peut aboutir a de la sélection de groupes
mais a une sélection de variables (car Z{il IB,1l1 =1IBlli comme les groupes Gy,..., G, forment
une partition). Entre les groupes, la somme de pénalités ¢, agit comme la pénalité ¢; avec des
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Figure 1.7 — Contour de la pénalité du group-lasso en dimension 3 pour un groupe de 2 éléments
(B11 et B12) et un contenant un seul élément (f;). Figure issue de Yuan et al. (2006).

points de non-différentiabilité qui favorise la parcimonie au niveau des groupes. Au sein d’un
groupe, la pénalité est I’équivalent d’un ridge et donc le group-lasso ne peut pas sélectionner
un sous-ensemble des variables du groupe (cf. figure[1.7). Si en plus, on souhaite faire une
sélection parcimonieuse au sein des groupes, on peut utiliser le sparse group-lasso (FRIEDMAN,
Hastie et Robert TiBsHirant |2010a) ou la pénalité bi-niveau de SzarraNski, GRANDVALET et
MorizeT-MaHOUDEAUX (2007).

Regrouper en amont les variables a I’aide d’'une méthode basée sur la corrélation va permettre
de faire de la sélection de groupes de variables corrélées, corrélations qui étaient problématiques
dans le cadre du lasso.

Tout comme le lasso, la consistance de la sélection a été étudiée dans le cas du group-lasso
(F. R. BacH|2008). Elle se base sur une version groupée de la condition d’irreprésentabilité du lasso

1} Notons ] = {G]- eg| /5&], # 0|G].|} I’ensemble des vrais groupes.

o)
—_ 1l <1 (1.12)
2

1 S '
max — Xgl_X](XITX]) 1Dlag ||ﬁ*]||
G;li2

i€e]¢ w;

avec Diag(“/;g—{‘”z) une matrice diagonale par blocs ou le bloc associé au groupe G; est de longueur
j

Card(G;) et contient sur sa diagonale ”l;:_]nz

Cette condition impose de faibles co]rrélations entre les variables du support et les autres.
Lorsque tous les groupes sont de taille 1, elle est identique a la condition d’irreprésentabilité du
lasso.

Sous cette condition et pour une certaine suite 1, le support estimé tend vers le vrai support
J avec probabilité 1 lorsque n tend vers +oco. Mais le nombre de variables p et de groupes K sont
fixes. Cela en fait un théoreme moins puissant que celui obtenu pour le lasso.

Le group-lasso se veut 'extension naturelle du lasso pour la sélection de groupes. Tout
comme le lasso, il posséde une propriété de consistance de la sélection. Cela en fait une méthode
assez présente dans la littérature pour la sélection de groupes de variables corrélées (cf. Section
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Ficure 1.8 — Forme de la région de contrainte d’OSCAR pour différentes valeurs de c. Figure
issue de BonNDELL et Rercu (2008).

1.2.2)). Le group-lasso a été défini dans le cas ou les groupes forment une partition des variables.
Il est possible de I'utiliser dans un cas plus général ou une méme variable peut appartenir a
plusieurs groupes. Nous présentons ce cas dans le chapitre 2]

Octogonal Shrinkage and Clustering Algorithm for Regression (OSCAR)

OSCAR (Bonbpert et Reicu |2008) est une méthode de régression pénalisée dont le but est de
sélectionner des variables tout en les regroupant. A I'inverse du group-lasso, OSCAR ne nécessite
pas une partition a priori des variables en un nombre de groupes K donné. La pénalité d’"OSCAR
force les variables a avoir le méme coefficient estimé mais sans prendre en compte a priori la
structure de voisinage des données (ce qui est le cas du fused-lasso dont la pénalité force les
variables voisines a avoir le méme coefficient estimé).

Lestimateur est défini par :

A 11
f)\’sccal’ :argmm E”}}_Xﬂ”%"_/\(”ﬁ”l +CZmaX{|ﬂ]‘|,|ﬂk|}) (113)
peRp j<k

avec c >0 et A > 0. La norme {; encourage la parcimonie et la norme ¢, par paires encourage
I’égalité de coefficients. Poser ¢ = 0 revient au lasso.

La forme de la pénalité en dimension 2 est octogonale, le parameétre c faisant varier les angles

de 'octogone (figure[1.8).
Le pénalité OSCAR peut étre réécrite comme une pénalité £; ordonnée :

P
A )1 .
e =argming Sl - XBIE+A) (e(j-1)+)IBl) (1.14)
pe j=1

avec A >0et |ﬁ|(1) < |ﬂ|(2) <. < |/3|(p).

Les groupes sont déterminés a posteriori a ’aide des coefficients estimés. Les variables ayant
un méme coefficient estimés sont considérées comme appartenant au méme groupe. Des variables
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n’‘ayant aucune relation de corrélation peuvent donc se retrouver dans le méme groupe. Plus la
valeur de ¢ est grande, plus les coefficients associés a une paire de variables sont susceptibles
d’étre égaux. BoNDELL et REIcH montrent que les coefficients associés a des variables corrélées
sont plus a méme d’étre égaux pour une valeur plus faible de cA que des variables non corrélées.
Cela ne peut donc se substituer a une méthode de regroupement de variables sur la base de
corrélations. De plus, la présence de deux parametres a optimiser et ’'absence de méthodes
efficaces pour en déterminer les valeurs en font une méthode peu pratique.

Intérét du regroupement de variables en présence de corrélation

Nous allons monter l'intérét du regroupement de variables en présence de corrélation en
comparant les méthodes lasso et group-lasso dans un cadre ou les variables sont corrélées entre
elles.

Le cadre de simulation est le suivant :

— nombre d’individus n =100;

— nombre de variables p = 500;

— X X, ~ N(0,,Z)) 5

— X,, une matrice diagonale par blocs de taille 5x 5 ou chaque bloc contient des 1 sur la

diagonale et p partout ailleurs;

— La partition G correspond aux différents blocs de variables;

— e~ N(0,,0°I,);

— y=Xp*+e.

On appelle un groupe contenant au moins une variable appartenant au support de §* (appelée
aussi vraie variable) un vrai groupe. Une variable n‘appartenant pas au support de f* mais faisant
partie d’un vrai groupe est appelé une pseudo vrai variable. On dit que c’est un faux groupe s’il ne
contient que des variables en dehors du support de §*.

On consideére deux cas :

Cas 1 La taille du support S* de * est k = 10. Les k vraies variables sont réparties dans des
groupes séparés. On a donc une vraie variable par vrai groupe (qui sont donc au nombre
de 10);

Cas 2 La taille du support S* de p* est k = 50. Il y a 10 vrais groupes de taille 5 contenant
tous 5 vraies variables.

Rappelons que dans le théoréeme de WainwriGHT, dans le cas d’indépendance entre variables
(£ =1p), le lasso pourra retrouver exactement les vraies variables pour n = 2klog(p — k) avec
probabilité tendant vers 1 quand n augmente (cf. Section[L.1.1). Notons qu’ici, dans les deux cas,
cette condition n’est pas vérifiée (on a klog(p — k) ~ 62 dans le cas 1 et klog(p — k) ~ 305 dans le
cas 2). Nous nous plagons donc dans un cas ou le lasso sélectionnera certainement des fausses
variables avant éventuellement de sélectionner la totalité des vraies variables.

Nous appliquons d’une part le lasso et d’autre part la group-lasso avec comme partition celle
définie par la structure de corrélation de la matrice Ep. Pour le lasso, les faux et vrais positifs
sont exprimés en matiére de variables alors que pour le group-lasso, ils le sont en matiere de
groupes.

En présence de corrélations entre les variables, le lasso éprouve plus de difficultés pour
retrouver I’ensemble des vraies variables (figure , mais il s’en tire relativement bien. Pour
un méme nombre de vraies variables sélectionnées, plus de fausses sont présentes quand la
corrélation augmente. En ayant agrégées au préalable les variables en groupes (définis par les
blocs de la matrice de variance-covariance), la qualité de la sélection du group-lasso s’améliore
lorsque la corrélation augmente. Donc dans le cas ou un groupe se restreint a une variable, le
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Vrais positifs
Vrais positifs

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 0 5 10 15 20 25 30

Faux positifs Faux positifs

(a) Qualité du chemin solution du lasso (Cas 1)  (b) Qualité du chemin solution du group-lasso (Cas 1)

Ficure 1.9 - Nombre de vraies variables (respectivement vrais groupes) sélectionné(e)s en
fonction du nombre de fausses (respectivement faux) pour le lasso (respectivement group-lasso).
p représente la corrélation au sein des groupes. Une courbe représente la moyenne de 100
chemins solution.

group-lasso devient avantageux par rapport au lasso en présence de corrélation. Pour le cas
2 (figure[1.10), le lasso ne peut retrouver I’ensemble des vraies variables méme dans le cadre
d’indépendance (p = 0). Le nombre d’individus énoncé dans la condition de WAINWRIGHT est
loin d’étre atteint. Le group-lasso garde une capacité de sélection importante en présence de
corrélation avec un nombre élevé de vrais positifs et faible de faux positifs. La multiplicité des
vraies variables au sein d’un groupe rendent le group-lasso beaucoup plus adapté a la sélection
que le lasso.

En ayant choisi une (bonne) partition des variables, utiliser le group-lasso a la place du lasso
donne donc de meilleurs résultats. Nous présentons dans la Section les deux méthodes
classiques de regroupement de variables. La qualité de la sélection dépend aussi fortement du
parametre de régularisation de la méthode utilisée. Dans la suite, nous présentons les méthodes
les plus courantes pour optimiser le (ou les) parametre(s) de régularisation des méthodes
présentées.

Conclusion

Dans le cadre de variables corrélées, le group-lasso semble la méthode la plus adéquate pour
faire de la sélection. En effet, les moindres carrés et la régression ridge ne permettent pas de
faire de la sélection. Le fused-lasso ne peut quant a lui étre utile qu’en présence de corrélation
entre variables voisines. Les groupes sont définis a posteriori par les coefficients voisins de méme
valeur. De plus l'optimisation de deux parameétres de régularisation et I’absence d’algorithmes
efficaces pour le résoudre dans le cas général limite son utilisation dans notre cas. OSCAR définit
de la méme maniere les groupes mais sans la contrainte spatiale. Cependant, les corrélations ne
sont pas explicitement prises en compte pour définir les groupes et il ne semble pas y avoir de
méthodes faciles pour définir les valeurs des parametres de régularisation a tester. Le group-lasso
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(a) Qualité du chemin solution du lasso (Cas 2)  (b) Qualité du chemin solution du group-lasso (Cas 2)

Ficure 1.10 — Nombre de vraies variables (respectivement vrais groupes) sélectionné(e)s en
fonction du nombre de fausses (respectivement faux) pour le lasso (respectivement group-lasso).
p représente la corrélation au sein des groupes. Une courbe représente la moyenne de 100
chemins solution.

semble la méthode la plus adaptée pour notre probleme. Les corrélations peuvent étre prises en
compte pour définir les groupes par une méthode de regroupement de variables.

1.1.4 Méthodes de choix du parametre de régularisation

Dans le cadre de la régression pénalisée, le but des méthodes présentées ci-dessous est de
choisir la meilleure valeur pour le (ou les) parameétre(s) de régularisation. On peut les classer en
deux catégories : celles qui choisissent le parametre

— dans un but de prédiction;

— dans un but de sélection de variables.

Critéres d’information

Les critéres d’information sont des critéres probabilistes utilisés pour faire de la sélection de
modele. Ils font un compromis entre qualité de I’ajustement et complexité du modeéle.
Les criteres d’information peuvent étre écrit sous la forme générale :

GIC,(p) = —2log(L(p)) + ydf(p) (1.15)

avec L(p) la vraisemblance du modéle, df() le nombre de parameétres libres du modéle et y > 0.
Pour un modéle de régression linéaire dans le cas gaussien, la formule est, a une constante
pres:

GIC, () = —lly ~ XIB + yd(p) (1.16)
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ol 02 est la variance du bruit du modéle de régression linéaire.
Parmi ces criteres, on note plus particuliérement :

Akaike Information Criterion (AIC) y =2 (AkAIKE|1974);
Bayesian Information Criterion (BIC) y =log(n) (Scuwarz|1978);
Risk Inflation Criterion (RIC) v =log(p) (FosTer et GEORGE |1994).

L’AIC et le BIC sont des criteres asymptotiques, les utiliser pour de faibles tailles d’échan-
tillons n’est pas forcément optimal. De plus, il a été montré que le BIC n’est pas consistant
lorsque le nombre d’individus est petit par rapport au nombre de modeles possible (J. CHEN
et Z. CHEN[2008). Dans le cadre non asymptotique, plusieurs corrections existent pour I’AIC
(HurvicH et Tsa1/1989).

Dans le cadre du lasso pour la sélection de variables, le biais de I'estimateur 3, pose probleme
pour évaluer la qualité d’ajustement dans la formule du critere. De part le biais introduit par
le lasso sur les coefficients estimés, la qualité d’ajustement des modéles parcimonieux est sous-
évaluée et ces modeles sont donc sur-pénalisés. Les critéres tendent alors a sélectionner des
modeéles moins parcimonieux. Une correction pour ce probleme a été proposée dans Y. ZHANG et
SHEN (2010). Elle consiste a remplacer le nombre de degrés de liberté du modéle par 2—/{1||ﬁ,\||1
dans une version corrigée du critere RIC.

Le nombre de parameétres libres (ou de degrés de liberté) df(p) est a estimer, ainsi que la
variance du bruit du modeéle de régression o> quand celle-ci n’est pas connue (GiRaUD, BARAUD
et Huer [2007).

L’estimation du nombre de degrés de liberté a été étudiée dans la littérature pour les diffé-
rentes méthodes présentées. Il est estimé par le nombre de coefficients non nuls de la solution
pour le lasso (Erron et al.|2004), le nombre de blocs non nuls pour le fused-lasso (Robert TiBsH1-
RANI, SAUNDERS et al.[2005). Dans le cas d’OSCAR, les auteurs conjecturent que le nombre de
degrés de liberté est le nombre de coefficients distincts (BonpeLL et RercH|2008). Dans le cas du
group-lasso, une approximation est proposée dans VAITER et al. (2012).

Lestimation de o2 ne pose pas de probléme lorsque le nombre d’individus n est supérieur
au nombre de variables p. La variance du bruit peut étre estimée par I'estimateur classique
lly — XBES|5/(n—p — 1) ou BLS est I'estimateur des moindres carrés de y sur X. Dans les cas
de grande dimension, obtenir un estimateur consistant de o2 est problématique (YoNGDal,
SunGHOON et Hosik [2012; LockHART et al.|2014). Une procédure usuelle se décompose en deux
étapes : obtenir un estimateur parcimonieux de f* puis estimer o? par 'intermédiaire des
moindres carrés sur le support estimé (Fan, Guo et Hao[2012). Cette procédure nécessite que
l'estimateur de p obtenu vérifie la propriété de sure screening, c’est-a-dire que I'ensemble des
variables du support de * soient sélectionnées. Cette procédure a tendance a sous-estimer o2
(Fan, Guo et Ha0|2012).

Validation croisée V-fold

Les méthodes de validations croisées consistent a séparer les données en deux échantillons :
un échantillon d’apprentissage qui servira a estimer les parameétres du modéle, et un échantillon
test a tester le modéle estimé. Le choix du parameétre se fait sur la base d’un critére calculé sur
I’échantillon test.

Parmi les méthodes de validations croisées (Arrort et Cerisse|2010), la plus courante est la
validation croisée V-fold. Elle consiste a séparer les données en V blocs disjoints, a apprendre le
modele sur V —1 blocs, puis a tester sur le bloc restant et a itérer pour que chaque bloc serve
d’échantillon test. Nous la présentons dans le cas ol un parametre est a optimiser (cf. Algorithme
[1), le principe ne change pas dans le cas ot plusieurs sont & optimiser simultanément.
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Algorithme 1 validation croisée V-fold

Soit A un ensemble de valeurs de parametres a tester.

Diviser ’ensemble des individus Z = {1,...,n} en K sous-ensembles disjoints Z,,, v =1,...,V de

taille équivalente.

Pour v =1,.., V Faire
Appliquer la méthode de régression pénalisée pour les individus Z \ Z,, pour A € A.
Calculer le critere M(¥)(A) pour les individus Z,.

Fin Pour

Pour chaque valeur de A, calculer le critére moyen

K
M(A) = % ZM(”)(/\).
k=1

Choisir A = argmin M(A).
A

Le critére M)(1) classiquement utilisé est le calcul de I'erreur de prédiction a partir de

l’estimateur ﬂAE\v) fourni par la méthode de régularisation :

MY =Y (- X; B)))?

i€Z,

ou X; représente la i¢ ligne de la matrice X.

La validation croisée V-fold est utilisée avec un objectif de prédiction et non de sélection.
En particulier, il a été montré pour le lasso que la validation croisée V-fold basée sur l'erreur
de prédiction ne permet pas de choisir les variables de maniere efficace et a tendance a trop en
sélectionner (LENG, Lin et WarBA 2006).

La validation croisée V-fold pose des problémes en temps de calcul. Appliquer plusieurs fois
la méthode de résolution peut s’avérer algorithmiquement cotiteux en grande dimension. Cela
dépend de la valeur de V qui est souvent fixée a 5 ou 10 en pratique.

Kappa

Les méthodes précédentes sont basées sur 'optimisation de l’erreur de prédiction pour
choisir le parameétre de régularisation. Elles visent a optimiser l’erreur de prédiction et non a
sélectionner des variables.

Le critere Kappa se base sur le k de Cohen (ConeN |1960) qui mesure 1’accord entre deux
classifieurs répartissant des variables en deux groupes.

Soient A; et A, (respectivement B; et 3,) la répartition en deux groupes des p variables par
la méthode A (respectivement B). On définit les quantités suivantes :

By | B
Ay | nyg | npp
Ay | nyy | np

ou 7y est le nombre de variables communes a A; et 5, ...
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On définit le critére x pour quantifier la ressemblance entre les deux répartitions :

_ P(a) —TP(e)

“AB) =750

avec IP(a) = (11 + 15,)/p la similitude entre A et B et IP(e) = (11, + ny2)(nyq + ny1)/p? + (1 +
1151)(n22 + n12)/p? la probabilité d’étre en accord par hasard. Le x de Cohen varie entre -1
(désaccord total entre les classifieurs) et 1 (accord total).

Dans la suite, on appelle variable active, une variable dont le coefficient estimé est non nul.
Le critere k peut étre utilisé pour quantifier la stabilité de sélection de méthodes de régression
pénalisée (Sun, Junhui WanG et FanG|2013). En appliquant une méthode de régression pénalisée
sur deux sous-échantillons des données, la stabilité de la sélection est définie pour chaque
valeur de A comme la valeur du x de Cohen entre les deux répartitions en variables actives et
non-actives obtenues. L'idée est que les variables d’importances doivent se retrouver dans les
deux ensembles de variables actives. La présence des fausses variables dans I'ensemble actif
se voudra quant a elle plus dépendantes des sous-échantillons. Une faible valeur du critére de
stabilité dénote alors une trop forte présence de fausses variables dans I’ensemble des variables
actives.

Soient Z; et 7, deux ensembles d’individus indépendants et identiquement distribués (i.i.d.).
On note W(Z7, 1) la régle de répartition en variables actives et non actives obtenue par la méthode
de régression pénalisée sur la matrice X restreinte aux individus de I’échantillon Z; pour A. La
stabilité de la sélection pour une valeur de A donnée est définie par :

s(A)=E [K(\p(zlr /\),\P(Iz,/\))]

Cette quantité va étre estimée a I'aide d’une méthode de type bootstrap (cf. Algorithme [2).

Algorithme 2 Kappa

Soit A un ensemble de valeurs de parametre a tester.

Pour b =1, .., B Faire
Répartir aléatoirement les n individus en deux sous-ensembles Ilb et Ig de taille n/2.
Lancer la méthode de régression pénalisée sur X restreinte aux individus Z¥ puis restreinte
a I.. On obtient ainsi W(Z7, 1) et W(ZY, 1).
Calculer pour chaque A € A, K(\I/(Ilb, /\),\I’(If, /\)).

Fin Pour

Calculer l'estimateur de la stabilité

B
i) = %ZK(\I’(Ilh, ), W(Z, 1))
b=1

Choisir A :

La derniére étape de I’Algorithme [2] est mise en place afin de ne pas obtenir un A trop grand
qui pourrait faire manquer des variables moyennement informatives et sous-estimer le modéle.
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En pratique, un seuil a = 0.1 est conseillé.

Lexécution multiple de la méthode de résolution rend la méthode Kappa cotliteuse en temps
de calcul. Le point intéressant est qu’elle se base sur la stabilité de la sélection en matiere de
variables actives et non-actives et non l'erreur de prédiction, la rendant potentiellement plus a
méme de trouver un A optimal pour l'estimation du vrai support.

Stability selection

La stability selection (MEINSHAUSEN et BUHLMANN[2010) ne cherche pas a estimer le parameétre
de régularisation optimal mais la probabilité de sélection des variables. Elle n’est donc pas
directement comparable aux méthodes présentées ci-dessus mais nous la présentons car elle
permet de sélectionner les variables d’intéréts.

La probabilité de sélection est estimée a I’aide de B exécutions de la méthode de régression
pénalisée sur différents échantillons des données (cf. Algorithme [3). L'idée est la méme que
pour le critére Kappa a la différence qu’elle se concentre sur les variables individuellement et
non un ensemble. Les vraies variables vont se retrouver sélectionnées réguliérement pour les
divers échantillons alors qu’une fausse variable sera sélectionnée plus épisodiquement car plus
sensibles au rééchantillonnage qu’une vraie variable.

Algorithme 3 Stability selection

Soit A un ensemble de valeurs de parametre a tester.
Pour b =1, .., B Faire
Tirer sans remise Z; un échantillon de taille % deZ ={1,...,n}.
Appliquer la méthode de régression pénalisée pour les individus Z;, pour A € A.
Pour chaque variable j et pour A € A, on pose M];\(b) =1(ke SAf\h)) ou ﬁf\b) est le support de
I’estimateur obtenu pour A et I’échantillon Zj,.
Fin Pour
Pour A € A, calculer la probabilité de sélection estimée

On définit I’ensemble des variables stables comme celles dont la probabilité de sélection
estimée dépasse un seuil 7y, fixé

S‘stable — {] | maxﬁ]/-\ > Tfthr}'

AeA

On présente le résultat sous la forme d’un stability path (figure[l.11) représentant la probabi-
lité de sélection en fonction de A. Chaque courbe est associée a une variable distincte.

L'avantage de cette méthode est qu’elle se base sur la sélection et non l'estimation. Par contre
le rééchantillonnage est coliteux en temps de calcul (en pratique B = 100).

Comparaison

Les méthodes présentées ci-dessus sont comparées dans le cas du lasso.
Le cadre de simulation est le suivant :

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Quentin Grimonprez, Lille 1, 2016

22 CHAPITRE 1. Etat de l’art
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logio(A1)

Ficure 1.11 — Exemple de stability path pour le lasso obtenu a ’aide du package R quadrupen
(GRANDVALET, CHIQUET et AMBROISE . Probabilité de sélection d’une variable en fonction de
A. Chaque courbe est associée a une variable. Seules les variables dont la probabilité dépassent
un certain seuil sont conservées (seuil de 0.75 ici).

— nombre d’individus n =100;

— nombre de variables p = 250;

— taille du support S* de g* k =10;

— - =0.5;

— Xi,eer Xy, ~ N(0p, 1)

— e~ N(0,,0%I,) avec 0 = 0.5;

—y=Xp"+e.

Rappelons que dans le théoreme de WainwriGHT, dans le cas d’indépendance entre variables
(X0 = 1), le lasso pourra retrouver exactement les vraies variables pour n = 2klog(p — k) avec
probabilité tendant vers 1 quand # augmente (cf. Section[I.1.1). Notons qu’ici, dans les deux cas,
cette condition n’est pas vérifiée (on a klog(p — k) ~ 55 pour p = 250). Nous nous plagons donc
dans un cas ou le lasso sélectionnera certainement des fausses variables avant éventuellement de
sélectionner la totalité des vraies variables.

Les méthodes suivantes sont comparées : validation croisée 5-fold (5fCV), validation croisée
10-fold (10fCV), AIC, BIC, RIC, la stability selection avec un seuil 1y, = 0.75 et B = 100 rééchan-
tillonnages (Stab) et le critere Kappa avec a = 0.1 et B = 20 rééchantillonnages. Pour les critéres
d’information, la vraie valeur de la variance du bruit est utilisée.

Les résultats sont visibles sur la figure[I.12] Dans la totalité des cas, 'ensemble des variables
du support de B sont retrouvées par les criteres d’information et la validation croisée V-fold.
Mais, un nombre important de fausses variables est sélectionné. Parmi les criteéres d’information,
le RIC présente de meilleurs résultats, c’est celui qui pénalise le plus fortement la complexité
du modeéle. L'ensemble des critéres d’information sélectionne la totalité des vraies variables
mais le RIC sélectionne moins de fausses variables mais ce nombre reste élevé (une dizaine en
moyenne). En matiére de compromis entre le nombre de fausses et vraies variables sélectionnées,
la stability selection et le critére Kappa sont les plus efficaces. Bien que le critére Kappa ne
sélectionne pas toujours la totalité des vraies variables, un nombre restreint de fausses variables
est sélectionné. On constate donc que les méthodes basées sur l’erreur de prédiction ne sont pas

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Quentin Grimonprez, Lille 1, 2016

1.2. Regrouper les variables pour la sélection 23

50

60
I

=W

Nombre de vraies variables sélectionnées
Nombre de fausses variables sélectionnées
40
1

o = ks
. o - = s ==
T T T T T T T T T T T T T T
5fCV 1o0fcv AIC BIC RIC Stab Kappa 5fCV 1o0fcv AIC BIC RIC Stab Kappa
(a) Nombre de vraies variables sélectionnées (b) Nombre de fausses variables sélectionnées

Figure 1.12 - Variables sélectionnées par les différentes méthodes pour le lasso pour n = 250 sur
100 répétitions.

efficaces pour choisir une valeur de A adaptée a la sélection de variables. Les méthodes voulant
estimer la stabilité sont néanmoins trés colteuse car elles nécessitent un nombre important de
rééchantillonnages (au minimum 50), ce qui est problématique lorsque l’algorithme de résolution
est colteux en temps de calcul.

1.2 Regrouper les variables pour la sélection

1.2.1 Regroupement de variables non supervisé

Le group-lasso nécessite de fournir une partition des variables en un certain nombre de
groupes. Nous allons présenter deux grandes familles de méthodes de classification de variables
non supervisée : les algorithmes de partitionnement et la classification hiérarchique (voir (Jain,
Murty et FLYNN|[1999) pour une revue a ce sujet).

Algorithme de partitionnement

Les algorithmes de partitionnement fournissent une unique partition des variables en un
nombre de groupes défini a priori. Chaque variable appartient a un unique groupe (dans le cas
contraire, on parle de fuzzy clustering).

Le plus utilisé d’entre eux est I'algorithme des k-means (Algorithme[4). Il minimise la distance
de chaque variable a son centre de groupe :

K
> ) X -gillp (1.17)
i=1 jGGi

ou g1,..., gk sont les centres respectifs des groupes G;,..., Ggk.
Cette grandeur est appelée I'inertie intra-groupe et se note I}y. Plus cette grandeur est faible,
plus les groupes obtenus sont séparés. L'inertie est une grandeur courante en classification. Elle
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décrit la dispersion d’un nuage de points (Xp,..., X;,) de R" par rapport a son centre :

P
1=) X -l (1.18)
i=1

ou g est le centre de gravité du nuage.

Lorsque les variables sont classées en différents groupes Gy,..., Gx de centres respectifs
g1,---, 8k, U'inertie se décompose comme la somme de I'inertie inter-groupe (Ig) et de I'inertie
intra-groupe (Iyy) :

K

K
=) Card(Gy)llge-gl} + ) 11X - ill3- (1.19)

k=1 k=1 j€Gy

Ip Iy
Plus l'inertie inter-groupe I est grande, plus I'inter intra-groupe Iy est faible et plus les groupes
seront des groupes homogenes et bien séparés.

L'algorithme est assez sensible a son initialisation, sa convergence vers un minimum global
n'est ainsi pas assurée. L'algorithme a une complexité de O(iknp) ol i est le nombre d’itérations
et converge en pratique en un faible nombre d’itérations. Il est exécuté a plusieurs reprises et la
partition minimisant le critére est gardée.

Algorithme 4 k-means

Choisir aléatoirement K centres de groupes gi,...,¢x parmil’ensemble des variables.
Répéter
Calculer la distance de chaque variable aux différents centres :
d(X;,g)=IX;-gl3,j=1,....p,i=1,....K.
Assigner chaque variable au groupe dont le centre est le plus proche :
Gj= {i|%rglmi;1 d(X;, i)}
1=1,...,
Recalculer I?S centres des groupes
8i = Tard(G)) ],GZGi Xj.
Jusqu’a convergence de la partition ou un nombre maximal d’itérations.
Retourne la partition estimée Gy,..., Gg.

Le choix du nombre de groupes est une étape cruciale dans les algorithmes de classification.
On peut se référer a (MiLLIGAN et CooPERr |1985; HaLkipi, BATisTAKIS et VazIrRGIANNIS [2002) pour
une revue des méthodes de choix du nombre de groupes. Ces méthodes se basent principalement
sur un compromis entre une mesure inter-groupes et intra-groupes. La mesure intra-groupes
quantifie la compacité des groupes tandis que la la mesure inter-groupes quantifie la séparation
entre les groupes.

Classification Hiérarchique

Les algorithmes hiérarchiques fournissent un ensemble de stratégies de partitionnement.
Plus précisément, l’algorithme fournit p partitions des p variables en un nombre de groupes
allant de 1 a p. On note G, la partition en s groupes obtenue par 1’algorithme de classification
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Cluster Dendrogram

Ficure 1.13 — Dendrogramme obtenu apres une classification ascendante hiérarchique avec
distance euclidienne et average linkage sur les données iris (F1sHERr [1936)).

hiérarchique, on parle également de partition du niveau s de la hiérarchie. Chaque groupe d’une
partition a un niveau donné est la réunion de groupes du niveau précédent. Le résultat d’une
classification hiérarchique est représenté par un dendrogramme (figure[1.13).

Il existe des algorithmes dit ascendants ou descendants. Dans le cas ascendant, les variables
sont placées dans des groupes séparés puis a chaque étape deux groupes fusionnent, les itérations
sont répétées jusqu’a former un seul groupe. Dans le cas descendant, le phénomene inverse se
produit. Nous détaillons dans I’Algorithme [5|1e cas ascendant qui est le plus utilisé.

Algorithme 5 Classification Ascendante Hiérarchique (CAH)

Chaque variable est placée dans un groupe.
Calculer la dissimilarité entre chaque paire de variables.
Répéter
Calculer un critére d’agrégation entre chaque paire de groupes.
Agréger les 2 groupes les plus proches au sens du critere.
Jusqu’a ce que I'ensemble des variables forme un unique groupe.
Retourne Un ensemble de partition {gl,...,gp}.

Contrairement aux k-means, l’algorithme hiérarchique est stable, i.e. des exécutions multiples
donnent toujours la méme solution. En matiére de complexité algorithmique, la Classification
Ascendante Hiérarchique (CAH) a un coit de O(p®) en utilisant une méthode de résolution naive.
La complexité est en général de O(p?log(p)) mais elle dépend du choix du critére d’agrégation.
Dans les cas des criteres single linkage et du complete linkage (voir ci-dessous), la complexité est
en O(p?). Dans notre cas (p > n), elle reste supérieur a celle des k-means. Le cotit de stockage
est également important avec le stockage d’'une matrice de taille p x p. Ces deux aspects sont
problématiques quand la dimension p augmente fortement. La classification hiérarchique reste
cependant tres utilisée notamment pour l'imbrication des partitions qui fournit un lien entre
celles-ci. Cela permet d’interpréter plus facilement le passage d’une partition a une autre.

Dissimilarité
Une dissimilarité est une application d : QO x Q — R vérifiant notamment les conditions de
symétrie, de positivité.
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Symétrie : d(i,j) =d(j,i);
Positivité : d(i,j) >0;
d(i,i)=0.

Toutes les distances sont des dissimilarités. En effet, une distance est une dissimilarité vérifiant
en plus la propriété de séparation et I'inégalité triangulaire.

Généralement, la distance euclidienne est utilisée comme dissimilarité ou une dissimilarité
basée sur les corrélations entre variables, par exemple d(X;, X;) = 1 —|cor(X;, X;)| ou cor(X;, X;)
est le coefficient de corrélation entre les variables X; et X;.

Critéres d’agrégation

Les critéres d’agrégation mesurent la dissimilarité entre deux groupes de variables. Les plus
courants sont :

Single linkage La dissimilarité entre deux groupes est mesurée par la dissimilarité mini-
mum entre les variables des groupes :

d(G;,Gj) = xegl_,iyrécj d(x,)

Cette dissimilarité engendre parfois un effet de chainage, les variables s’agrégent une a
une a une en un méme groupe.

Complete Linkage A I'inverse du single linkage, la dissimilarité maximum est prise comme
dissimilarité entre les groupes :

d(G;, Gj) = xeg};’gq d(x,).

Average linkage Elle correspond a la dissimilarité moyenne entre les paires de points des

deux groupes :

1
d(Gi'Gj):Card(Gi)xCard(Gj) ) dwy)

XEG,',}}EG]‘

Méthode des centroides La dissimilarité entre les groupes est représentée par la dissimila-
rité entre leur centres :

d(G;, Gj) =d(g:, gj)
avec g; (respectivement g;) le centre de gravité du groupe G; (respectivement G;).
Méthode de Ward (Warp|1963) Elle permet de maximiser le gain d’inertie inter-groupes a
chaque niveau de la CAH :
Card(G;) x Card(G;)

d(Gi, Gj) = Card(G;) + Card(G;)) d(g:.g))

Les valeurs de ces criteres sont représentées en ordonnée du dendrogramme (figure(1.13).

Pour le choix du niveau optimal de la CAH, on peut se référer au méme critére que pour
les k-means (MiLLIGAN et CooPER |1985|; HaLkIDI, BaTisTaKIs et VazirRGIANNIS|2002). On notera
également la régle basique du saut maximal. A chaque niveau s de la CAH est associé une
partition G, en s groupes et la valeur de dissimilarité des deux groupes joints h;. La regle du
saut maximal s’intéresse a la différence entre deux niveaux successifs : I; = h,_; — hy. Une forte
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.
hd [
(a) single linkage (b) complete linkage
. L
. .
. °
(c) average linkage (d) centroides

Ficure 1.14 - Illustration de différents criteres d’agrégation pour la classification ascendante
hiérarchique entre un groupe de 3 variables et un de deux variables. Les points rouges repré-
sentent les centres des groupes et les traits noirs, les grandeurs considérées dans le calcul du
critére considéré.

augmentation implique une fusion de deux groupes éloignés au sens de la dissimilarité. Le
niveau § optimal pour ce critere est donc

$ =argmax{h,_; — hg}. (1.20)

S

Dans le cas des données iris (figure[1.15)), la valeur du saut maximal est I, deux groupes sont
ainsi choisis.

1.2.2 Regroupement de variables et sélection de groupes

Nous avons vu précédemment l'intérét d’utiliser le group-lasso par rapport au lasso en
présence de dépendances entre variables. Le group-lasso nécessite une partition des variables
a priori qui peut étre déterminée par le biais d’'une méthode de regroupement de variables.
Nous présentons les méthodes de la littérature juxtaposant une méthode de classification et une
méthode de régression pénalisée dans le cadre de dépendance entre variables.

Hierarchical Clustering and Averaging for Regression

La méthode a été proposée dans (Park, Hastie et Robert Tissuirant|2007) et utilise classifica-
tion ascendante hiérarchique et lasso. Elle se place dans le contexte de la sélection de variables
en présence de corrélation. L'idée est, pour chaque partition de la CAH, de représenter chaque
groupe par une méta-variable qui correspond au vecteur moyen des variables du groupe. Ensuite,
pour chaque niveau de la CAH, un lasso est appliqué sur les méta-variables de la partition
associée. Une fois, cette procédure appliquée a chaque niveau, une procédure de validation
croisée permet de choisir le niveau de la CAH ainsi que le parametre de régularisation A (cf.
algorithme [6).

Utiliser la moyenne des variables d’un groupe pour le représenter consiste a imposer une
contrainte d’égalité entre les coefficients estimés qui leur sont associées. Cela dans le but de
réduire la variance de I'estimateur.
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Cluster Dendrogram

Ficure 1.15 — Dendrogramme obtenu apres une classification ascendante hiérarchique avec
distance euclidienne et average linkage sur les données iris (FisHEr [1936). h; correspond a la
valeur de la dissimilarité des deux groupes fusionnés pour former la partition du niveau s. I,
représente le saut effectué entre les niveaux s et s — 1.

Algorithme 6 Hierarchical Clustering and Averaging for Regression

Appliquer une CAH sur I'ensemble des genes.

Pour le niveau de la hiérarchie s = 1,...,p Faire

o (9)

Calculer le supergene X; (<)

en moyennant les variables de chaque groupe G;

X = —— Z X;.

Card(G;

Appliquer un lasso sur la matrice des supergenes X'*).
Fin Pour
Appliquer une validation croisée pour choisir le niveau de la CAH et le parametre de régulari-
sation A du lasso.
Retourne le paramétre de régularisation estimé A, le niveau de la hiérarchie estimée § et les
groupes sélectionnés.
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Supervised Group-Lasso

Le Supervised Group-Lasso (Ma, SoNnG et HuanG [2007) est une méthode en trois étapes :
regroupement de variables, réduction de la dimension et sélection de groupes (cf. algorithme
[7). Elle se différencie de la méthode précédente par le choix de la partition avant la phase de
sélection. Comme précédemment, une étape de réduction de la dimension est présente par le
biais d’un lasso sur chaque groupe de la partition choisie. Enfin la sélection des groupes est
effectuée par un group-lasso.

Algorithme 7 Supervised Group-Lasso (SGL)

1. Classification

Appliquer les k-means pour un nombre de groupes allant de 1 a M.

Choisir le nombre de groupes m maximisant la Gap Statistic (Robert TiBsHIRANI, HasTIE et al.
1999).
Retourne une partition G ={Gy,..., G,,} en m groupes.

2. Réduction de la dimension
Pour i =1,...,m Faire
Appliquer un lasso sur les données restreintes au groupe G; : Xg,.
Appliquer une validation croisée V-fold pour choisir le parametre du lasso.
Former G; le groupe contenant les variables de G; dont les coefficients estimés sont non
nuls.
Fin Pour
Retourne un ensemble de groupe G = {Gy,...,G,,}.

3. Sélection de groupes

Appliquer un group-lasso sur X¢ avec G comme partition.

Appliquer une validation croisée V-fold pour choisir le parametre du group-lasso.
Retourne le paramétre de régularisation estimé A, les groupes sélectionnés.

Les auteurs privilégient les k-means a la classification ascendante hiérarchique pour des
raisons de complexité algorithmique. Le choix de la gap statistic peut étre discuté car elle
nécessite d’appliquer les k-means sur un nombre important d’échantillons bootstrap, ce qui est
couteux en temps de calcul.

Cluster Representative Lasso & Cluster Group-Lasso

Les deux méthodes présentées dans (BUHLMANN, ROTIMANN et al.|2013) se décomposent d’une
maniere similaire a la précédente : une étape de regroupement de variables et une de sélection.

La différence notable par rapport aux approches précédentes est la partie classification. Les
auteurs proposent d’utiliser une distance basée sur les corrélations canoniques (ANDERSON |1984)
au sein d’une classification ascendante hiérarchique. A chaque étape, les deux groupes ayant la
plus forte corrélation canonique sont regroupés. La partition retournée est la premiére dont le
coefficient de corrélation canonique maximal entre deux groupes passe sous un seuil 7 fixé par
l'utilisateur.

Les corrélations canoniques étudient la relation entre deux groupes de variables. Chaque
groupe est représenté par une combinaison linéaire de ses variables puis la corrélation entre ces
deux nouvelles variables est calculée. Le but étant de trouver les représentants maximisant la
corrélation. Le coefficient de corrélation canonique est le coefficient maximal obtenu.
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Le standardized group-lasso (BUHLMANN et GEER|2011|; StMON et Robert TiBsHIRANI|201 1)) utilise
la pénalité Z£1 w;|lXg,Bg,ll> au lieu de la pénalité classique du group-lasso : ZZK:I w;llBg,l2- Ce
choix est justifié par un meilleur comportement en présence de corrélation au sein des groupes,
une forte corrélation au sein d’un vrai groupe va faciliter sa sélection par rapport au group-lasso
classique. Cette pénalité est équivalente a faire un group-lasso classique avec X, orthonormal
pour tout G; € G. On notera que 'utilisation du standardized group-lasso ajoute une restriction sur
la taille des groupes (que n’a pas le group-lasso classique) : celle-ci doit étre inférieure au nombre
d’individus. Cette restriction peut étre problématique dans les cas de trés grande dimension.

Algorithme 8 Cluster Representative Lasso & Cluster Group-Lasso

1. Classification

Meéthode 1 Appliquer une classification ascendante hiérarchique avec une dissimilarité ba-
sée sur les corrélations : d(X;, X;) = 1 —|cor(X;, X;)|, et 'average linkage comme critere de
regroupement. Choisir la partition via la regle du saut maximal.

Meéthode 2 Appliquer une classification ascendante hiérarchique avec une dissimilarité basée
sur les corrélations canoniques.

Retourne une partition G ={Gy,..., G,,} en m groupes.

2. Sélection de groupes
Cluster Group-Lasso Appliquer un standardized group-lasso sur X avec la partition G.
Cluster Representative Lasso Appliquer un lasso sur les supergénes de G (cf. algorithme6).
Appliquer une validation croisée V-fold pour choisir le parameétre de régularisation.
Retourne le paramétre de régularisation estimé 1, les groupes sélectionnés.

Cluster Elastic-Net

A l'inverse des méthodes présentées ci-dessus, le Cluster Elastic-Net (WITTEN, SHOJAIE et
F. Zuang|[2014) intégre I'optimisation des groupes au sein du probléme d’optimisation.

Les auteurs se placent dans le cadre ou des groupes inconnus de variables corrélées existent
dans les données. Au sein d’'un méme groupe, les variables ont une association similaire avec
la réponse, c’est-a-dire, si les variables X; et X; sont dans le méme groupe alors X;f; et X

j ! ki 1P
prennent des valeurs similaires.

Pour cela, la cluster penalty est introduite :

1 K

(1.21)

e XiBj= Card leﬁl

avec {Gy,..., G} une partition en K groupes. Elle pénalise la distance entre X;f; et la contribution
moyenne du groupe. Ce qui encourage X;f; ~ X;f; pour j et | appartenant au méme groupe.

Le probléme d’optimisation est :

K
ACEN _ : 2 2
BSEN = argmin Jly— XBIZ+ 1[Il + 7;2” - e le/s, (1.22)

P
BERP, CePy

avec Ay >0, A, > 0, K un nombre de groupes fixé, G = {Gy,... G} une partition en K groupes
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et PI’; I'ensemble des partitions de p variables en K groupes. Notons que contrairement au
group-lasso, les groupes ne sont pas définis a priori et sont a optimiser.

Dans le cas K = p, on retrouve le probleme du lasso. Dans le cas K = 1, le Cluster Elastic-Net
est équivalent a l’elastic-net sur des versions modifiées de X et p.

En présence de fortes corrélations, la pénalité va encourager les coefficients d’un méme
groupe a étre proches les uns des autres. Dans le cas de faibles corrélations, les coefficients
sont encouragés a étre proche de 0. En effet, en supposant ||X;||3 = 1, la cluster penalty peut
étre réécrite %deg I}ﬂ erleg [(1 - rjl)(ﬁ]?' + ﬁlz) +1j1(Bj —ﬁl)z] avec rj; = cor(Xj, X;). Dans le cas de
fortes corrélations positives entre deux variables au sein d’'un méme groupe, on a rj; proche
de 1, le terme (B; — pB1)? est donc dominant et favorise la proximité des deux coefficients. Dans
le cas d’absence de corrélations, (/3]2 + ﬁlz) domine et la pénalité va encourager les variables a
étre proches de 0. Dans le cas de corrélations négatives, la pénalité encourage les coefficients

a prendre des valeurs opposées. Les variables importantes sont donc moins seuillées que les
autres, ce qui résulte en une meilleure prédiction.

Afin de trouver une solution (non optimale) a ce probleme, les auteurs proposent d’optimiser
alternativement la répartition des variables en K groupes par les k-means et 'estimation de § par
une descente cyclique de coordonnées. Les parameétres A;, A, et K sont ensuite optimisés par
validation croisée.

L'optimisation de trois parametres peut étre problématique. Définir une plage de valeurs
intéressantes pour les parametres est un premier probléme. L'exécution d’une procédure de
validation croisée peut étre particulierement cotiteuse pour l'optimisation de trois parametres.

1.3 Conclusion

Les méthodes de régression pénalisée pour la sélection de variables sont couramment utilisées
dans les cas de grande dimension (p > n). En présence de corrélation, le lasso et le group-lasso
semblent les méthodes les plus populaires couplées a une méthode de regroupement de variables.
Toutes ces méthodes fonctionnent avec une unique partition des variables a la fois.

Le choix du ou des parameétres de régularisation se fait généralement par validation croisée
V-fold malgré les réexécutions multiples de la méthode de régression qu’elle nécessite. Cette
méthode classique n’est pas la plus appropriée dans un but de sélection de variables, surestimant
généralement la taille du support au profit de la prédiction. Des méthodes comme la stability
selection ou le critere Kappa sont plus efficaces pour la sélection mais souffrent du méme
probleme de réexécutions.
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Chapitre

Classification de variables et
group-lasso

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la présence de corrélations entre variables
pose des problemes pour les méthodes usuelles de sélection de variables. La prise en compte de
ces dépendances peut se faire en considérant des groupes de variables. Le group-lasso a ’aide
d’une partition des variables définie a priori va permettre d’améliorer la tache de sélection de
variables. La nécessité d’une partition a priori pour le group-lasso requiert 1’utilisation d’une
méthode de regroupement de variables comme la classification ascendante hiérarchique (CAH).
Dans la littérature, les approches classiques juxtaposent CAH et group-lasso (cf. Section [1.2.2).
Ces approches utilisent généralement une unique partition des variables correspondant a un
niveau de la classification choisi au préalable. Faire un mauvais choix de niveau réduit alors la
performance finale de la procédure. Notre objectif est de combiner CAH et group-lasso pour
choisir de facon automatique les groupes de variables influentes a un niveau de régularisation
fixé. Dans la suite, nous présentons tout d’abord cette nouvelle approche, puis nous la comparons
aux approches existantes présentées en Section[1.2.2] et la testons sur un jeu de données réelles.

2.1 Combiner CAH et group-lasso

2.1.1 Notations

Classiquement, le group-lasso est défini pour une partition donnée des variables en groupes
(cf. Section . On rappelle que I'ensemble de groupes G = {Gy,..., G;,} de {Xy,..., X, } est une
partition si UL | G; = {Xy,..., Xp} et Vi, je{l,....m},i#j, GiNG;=0.

Notre but est d’utiliser plusieurs partitions des variables a la fois, ce qui implique que
plusieurs groupes fournis au group-lasso auront une intersection deux a deux non vide. Par
exemple, entre deux partitions issues d’'un méme arbre de classification ascendante hiérarchique
(CAH), certains groupes peuvent étre communs aux deux partitions ou alors inclus 'un dans
l'autre du fait de la structure hiérarchique (cf. Section [I.2.1] pour plus de détails sur la CAH).
Dans ce cas, nous disons que G est un ensemble de groupes chevauchant, c’est-a-dire que Uj’, =
{L....,ptet 3i,j €{l,...,m}, i # j, G;N G;j # 0. Les partitions obtenues sont ensuite utilisées
simultanément au sein d’un group-lasso. La procédure peut alors sélectionner des groupes issus
de partitions différentes en adéquation avec la variable a expliquer. La procédure est résumée

33
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dans ’Algorithme 9]

Algorithme 9 Multi-Layer Group-Lasso

1. Regroupement de variables

Appliquer une CAH sur l'ensemble des variables.

Retourne Un ensemble de partitions des variables §y,...,G, correspondant aux différents
niveaux.

2. Sélection de groupes

Appliquer un group-lasso avec I’ensemble des partitions issues des différents niveaux de la
CAH.

Retourne Un chemin solution représentant ’ensemble des groupes sélectionnés (potentielle-
ment issus de différents niveaux) pour différentes valeurs du parametre de régularisation.

Afin de mettre en ceuvre cette procédure, nous nous appuyons sur le group-lasso with overlap
(Jacos, OBozinski et VERT |2009) qui étend le group-lasso au-dela de l'utilisation d’une seule
partition.

D’autres articles de la littérature définissent une pénalité pour de la sélection hiérarchique.
On notera la Composite Absolute Penalty (CAP) (ZHao, RocHA et Yu|2009) qui définit une famille
générale de pénalité pour prendre en compte les structures entre variables. Une des applications
est la sélection hiérarchique mais dans une version différente de celle que nous adoptons. La
hiérarchie utilisée dans la Composite Absolute Penalty définit un ordre de sélection des groupes
de variables via la pénalité suivante :

M
T(ﬁ) = Zme(ﬁGmx ﬁgroupes descendants de Gm)”ym (2~1)

m=1

ouwy, >0, v, >1, et les groupes descendants de G,, sont les groupes qui doivent étre inclus
apres G,,. Par exemple, supposons l'existence de deux variables X; et X, et de la hiérarchie de 3
groupes associée G = {G = {X1, X5}, G, = {X1}, G3 = {X;}}. Dans ce cas, la CAP va imposer que les
groupes G, et G soient sélectionnés avant le groupe G;. Tandis que nous souhaitons pouvoir
sélectionner le groupe G; sans forcément sélectionner les groupes G, et Gs.

L'utilisation d’une hiérarchie de groupes au sein de la pénalité du group-lasso a été abordée
dans le cas de la régression multi-taches (Kim et XinG|2012). Une CAH est effectuée pour obtenir
une hiérarchie entre les différentes variables a expliquer. Le but est que les estimateurs associés a
différentes variables a expliquer fortement corrélées partagent un méme ensemble de coefficients
non nuls. Cette approche différe également de la notre puisque nous utilisons une hiérarchie sur
les variables explicatives.

2.1.2 Group-lasso with overlap

Le group-lasso est étendu aux groupes chevauchant via l'introduction d’une nouvelle pé-
nalité : I'overlap penalty. Soit G = {Gy,..., G} un ensemble de K groupes tel que Vi =1,...,K,
G; c{1,...,p}. Loverlap penalty est définie par :

K
ngerlap(ﬁ) - veVg Zi?lfﬂci):ﬁ Zl’wi ||V(Gi)‘|2 (2.2)
P Yin i=
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avec w; > 0 un poids associé au groupe G; et V; I'ensemble des matrices de la forme v =
[v(C1),...,v(0K)] représentant la concaténation des vecteurs v(Ci) avec v(Ci) € RP de support
S(v(G")) C G;. Le vecteur € RP a estimer est ainsi décomposé en une somme de K vecteurs de
IRP dont chacun a son support inclus dans un groupe de G.

Exemple (Illustration de I’ensemble Vg) Notons G = {Gl =1{1,2},G, ={2,3,4},G5 = {3,4}}, un
ensemble de trois groupes.
L'ensemble Vg contient les matrices v de taille 4 x 3 de la forme :

(G1)

2 0 0
Ve vécl) v;Gz) 0
0 (Ga) v(3G3)
0 ZGZ) VA(;G3) -

Lestimateur du group-lasso avec groupes chevauchant est :

sG,overlap

(1
B _arﬁg;lr;pm{EHy—XﬁH%+Angerlap(ﬁ)} (2.3)

avec A > 0 le parameétre de régularisation.
Le résultat de consistance du group-lasso présenté en Section est étendu pour le group-
lasso with overlap dans (Jacos, OBozinsk1 et VERT[2009).

La solution peut étre trouvée par le biais des algorithmes de résolution du group-lasso
classique. Pour cela, il faut réécrire le probléme sous la forme d’un group-lasso classique avec
une version modifiée de la matrice de design X.

Rappelons que pour G; € G, on note X, (respectivement f, ) la matrice (respectivement le

vecteur) restreinte aux variables du groupe G;. Définissons X la matrice de taille nx( 1K:1 Card(G;))
comme la concaténation des sous-matrices de X restreintes aux groupes de G :

X =1[Xg,r 0 XGy )

Le group-lasso avec groupes chevauchant avec la matrice X et 'ensemble de groupes G peut étre
réécrit comme un group-lasso avec la matrice X et la partition G = {Gy,...,Gg} de 'ensemble

{1,...,}:11(:1 Card(G,-)} induite par G. Le nouvel estimateur est :

K
G . 1 -
69= argmin {Elly—X6||§+/\Zw,~||6(;i||2} (2.4)

Qe]RZtK:I Card(G;) i=1

avec A > 0 le paramétre de régularisation et w; le poids associé au groupe G; (qui reste le méme
que celui de G;).

.1 . N ) . ~G, 1 ), .
Une fois l'estimateur 6% obtenu, l’estimateur ﬁi OVeraP qe I’équation 1) est obtenu par

Af’overlap =Y X, 5G) avec #(5) € RP tel que son support S(ﬁ(Gf)) =G; et ﬁéGi) = (é/‘c\’)G

i

Exemple (Illustration de la construction de X) Reprenons 'ensemble de groupes de l’exemple
Gg= {Gl =1{1,2},G,=1{2,3,4},G5 = {3,4}}. La matrice X associée posséde donc 4 colonnes.
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On crée la matrice X d sept colonnes :

X = [XIJXZ;X2rX3;X4,X3,X4].
~—— — Y

X6 XG XG

1 2 3

La partition associée d cette matrice est G = {Gl ={1,2},G, =1{3,4,5},G5 = {6, 7}}.

. C A 17 s AG p . 510 s 4G,overl
Pour plus de simplicité, on note 0 estimateur E)g (cf. équation ) et p estimateur ) overap
(cf. équation ).
L'estimateur f est obtenu d partir de 0 de la maniére suivante :
0, 0 0
N 0 0
ﬁ = 0, + 3 + | A
0 04 B¢
0 05 07
S~ YY——
7#(G1) 5#(G2) 7(G3) O

Utiliser plusieurs partitions différentes (et donc avoir des groupes chevauchant) afin de faire
de la sélection de groupes ne pose donc pas de probléeme théoriquement. De plus, la méthode
peut étre résolue avec les mémes algorithmes que pour le group-lasso. En se basant sur le
Group-lasso with overlap, nous pouvons mettre en ceuvre le Multi-Layer Group-Lasso introduit
dans l'algorithme [9]

2.1.3 Multi-Layer Group-Lasso
Multi-Layer Group-Lasso

Soit G, ={Gy,...,G,} I'ensemble des partitions des variables {Xy,..., X} correspondant aux
p niveaux de la CAH. Notons X = [ng--’Xgp] la concaténation des matrices Xg,s=1,...,p
ou Xg, = [XG;;---;XC,';] et G € G;. La matrice X correspond a la duplication p fois (=nombre de
partitions dans G,) de la matrice X. L'estimateur fourni par notre approche est défini par :

S 8s

A )1 -

B = argmm{znzz ~XBl3+2) p waﬂﬁcjﬂz} (25)
s=1 i=1

BERPS

avec A > 0 le parametre de régularisation, G le i¢ groupe de la partition G, des variables issues
du niveau s de la CAH et w? > 0 le poids associé au groupe G;. Comme pour le group-lasso,
on utilisera le poids w; = \/@ Le parametre p; > 0 est un poids attribué a la partition G, son
but est de quantifier la confiance en le niveau correspondant. Une faible valeur de p, favorise
la sélection de groupes appartenant a la partition G, mais la méthode reste cependant libre de
sélectionner des groupes issus de plusieurs niveaux.

L'écriture du Multi-Layer Group-Lasso (cf. équation[2.5) est équivalent a celle du Tree stuctured
Group-Lasso (Jie WAaNG et YE [2015). Dans cet article est présentée une méthode de screening
nommeée MuLti-LaYer FEATURE REDUCTION pour le Tree stuctured Group-Lasso. Le but est d’élimi-
ner certains groupes de 'arbre hiérarchique qui ne jouent pas un role dans I'explication de la
réponse. C’est une méthode de pré-traitement a utiliser avant un algorithme pour estimer les
coefficients des groupes d’intéréts. Nous allons nous différencier du Tree stuctured Group-Lasso
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par un choix de poids particulier et une réécriture du probléme dans le cas ou la totalité des
niveaux d’'une CAH est utilisée. Dans ce cas, I’ensemble G, contient p partitions des p variables
contenant au total p(p + 1)/2 groupes. La matrice X est alors de dimension n x p?, ce qui est
prohibitif. Pour réduire la taille de cette matrice, nous allons exploiter la structure hiérarchique
d’arbre de la CAH.

Le Multi-Layer Group-Lasso s’inscrit dans la pénalité définie dans (JENATTON, AUDIBERT et
F. Bacu|2011) qui inclut le lasso et le group-lasso classique et avec groupes chevauchant. Cette
pénalité générale permet de définir les groupes en fonction des formes désirées du support de la
solution.

Réduction de la taille de la matrice X

Premiérement, remarquons que dans un arbre hiérarchique obtenu par CAH, deux partitions
successives notées G, la partition en s groupes et G,_; celle en s —1 groupes, ont s — 2 groupes
en commun. Cela vient du principe méme de la CAH (cf. Section qui a chaque étape
agrége deux groupes pour n’en former plus qu’un, les autres restant inchangés. Donc, dans
notre estimateur (2.5), certains groupes apparaissent dans différents niveaux et seuls les poids
ps associés aux niveaux auxquels ils appartiennent différent. Les groupes communs a G et G;_
sont pénalisés avec un poids de p et de p;_;. Nous allons montrer que dans ce cas, seul le groupe
avec le poids le plus faible peut étre sélectionné.

groupes. Supposons que Gy = G, et w, > wyq > 0. Soit éf la solution de (2.4).
Alors (ég)G2 =06,

Lemme 1 Soit G = {Gy,..., Gk} un ensemble de groupes (et non une iartition) de {1,...,p} en K

La démonstration de ce lemme est disponible dans ’Annexe

Le lemme [Ijmontre que lorsque deux groupes de variables sont identiques mais pénalisés
avec deux poids différents, les coefficients estimés associés au groupe avec le poids le plus fort
sont forcément nuls. En utilisant ce lemme, on peut réduire la dimension de la matrice de design
transformée X dans quand I'ensemble des partitions de la CAH est utilisé. Pour cela, un
groupe appartenant a différentes partitions sera présent une unique fois dans la matrice X et
le poids représentant la qualité de la meilleure partition (le poids le plus faible) a laquelle il
appartient lui sera associé dans la pénalité.

Définissons GY, ’ensemble des groupes différents de la classification ascendante hiérarchique.
G est tel que pour tout groupe G} et G}*, i#j,deGl,onaGj# G}‘. Ceci n’est pas le cas de G,.
Ce nouvel ensemble contient 2p — 1 groupes tous différents. Ils correspondent aux p groupes
de une variable du niveau en p groupes puis un groupe supplémentaire par niveau. Ce nouvel
ensemble va étre utilisé a la place de G, qui contenait p(p + 1)/2 groupes.

Ainsi, pour un groupe G}l de I'ensemble G}, le poids minimal des partitions auxquelles il
appartient est noté :

u _

Pj min{ps |sel,...,ptel que G}l € gs}.
Exemple (Ensemble G") Supposons une hiérarchie de 3 variables définie par les 3 partitions G, =
{G1 ={1,2, 3}}, G, = {G2 ={1,2},G2 = {3}} et Gz = {G3 ={1},G3 ={2},G3 = {3}} A chaque niveau est
associé un poids p;, i =1,...,3.
Le groupe {3} se trouve dans les partitions Gs et G,. Il ne se retrouve qu’une seule fois au sein de G
qui est :
G¥ ={G} = {1),G% = {2),G§ = {3}, G} = 1,2}, G4 = {1,2,3}}.
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TasLeaU 2.1 — Comparaison du nombre de variables des matrices X X et X noté respectivement
p, p et p. Pour p, le résultat est une moyenne sur 100 répétitions et entre parenthéses se trouve
I’écart-type. Les données sont simulées par une loi gaussienne multivariée de moyenne nulle et
de matrice de variance ¥, diagonale par blocs de taille 10 remplis de 1 sur la diagonale et 0.7
ailleurs. La CAH a été effectuée avec la méthode de Ward et la distance euclidienne.

p p p
100 10000 821.99 (13.64)
250 62500 2404.35 (39.65)
500 250000 5321.71 (78.55)
750 562500  8483.52(131.98)

1000 1000000 11698.15(153.38)
)
)
)

(

1500 2250000 18481.74(232.85
2000 4000000 25475.53 (347.84
2500 6250000 32619.04(360.34

De plus la qualité de la hiérarchie associée au groupe G = {3} est p§ = min{p,, p3}. O

Posons X = Xgu. Alors, résoudre lb est équivalent a résoudre

2p-1

4Gy _ : 1 v 2 u, . u

i = argmin lly =X Pl + A ;pjwj||ﬁcy||2 (2.6)
]:

avec A > 0 le paramétre de régularisation, w}l le poids associé au groupe G}‘ (on utilisera

w}‘ = /lG}‘I) et p}l le plus petit poids des niveaux auxquels G}l appartient.
Dans la précédente formulation (équation (2.5)), en prenant 'ensemble des partitions de
la CAH, la matrice X était de taille n x p? et contenait p(p + 1)/2 groupes. Dans la nouvelle
formulation (équation (2.5)), la matrice X contient 2p — 1 groupes et est de taille aléatoire
inconnue (car on ne connait pas a I’avance la taille des groupes gardés a chaque niveau).

Dans le Tableauet sur la figure la taille de la matrice X a été calculée dans un cadre
de simulation détaillé dans la légende du tableau. On constate une tres forte diminution entre le
nombre de variables de X et X, par exemple, on passe de 1 000 000 a environ 11 700 pour une
matrice d’origine de 1000 variables. Par rapport a p, p augmente de maniére sur-linéaire (ratio %
strictement croissant). Pour les valeurs testées, la taille d’origine est multipliée par un facteur
compris entre 8 et 13, ce qui est important mais reste raisonnable par rapport au nombre de
variables de X.

2.1.4 Influence des poids associés aux partitions

Dans la méthode proposée (équation (2.6)), un poids p, associé a la qualité de la partition est
introduit. Ce poids est un a priori sur les partitions fournies i.e. les niveaux de la CAH. Il doit
pénaliser faiblement les partitions intéressantes.

Comme choix de p;, nous proposons d’utiliser la regle du saut maximal définie en Section
1.2.1] Pour rappel, la longueur de branche associée au niveau s de la hiérarchie est Iy = h;_; — h;
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FiGure 2.1 — Comparaison des tailles des différentes matrices de design (cf. Tableau [2.1). En

abscisse, on trouve p le nombre de variables de la matrice X. En ordonnée, le ratio % entre la

taille de la matrice X et X (a gauche) et le ratio g entre la taille de la matrice X et X (a droite).

(cf. figure|2.2). Le niveau optimal est celui maximisant ce critere. On définit alors le poids p;
suivant :

1

ps:\/_Z'

Ce poids est minimal quand la longueur de branche est maximale.

(2.7)

Nous allons nous intéresser a la capacité de ce critére a décrire la qualité de la partition. Pour
cela, nous nous placons dans le cadre de simulation suivant :
— nombre d’individus n = 25 a 200 par pas de 25;
— nombre de variables p = 500;
— Xi e Xn, ~ N(0,,5,);
— X, une matrice diagonale par blocs de taille 10 x 10 ou chaque bloc contient des 1 sur la
diagonale et p partout ailleurs.

La matrice X ainsi générée présente une partition claire dans sa structure de corrélation. Une
classification ascendante hiérarchique avec la distance euclidienne et le critére de Ward est alors
effectuée sur ces données. Sur la figure[2.3a} la hauteur de branche h; est représentée et sur la
figure le poids décrivant la qualité de la partition pg = # On constate que la hauteur de

S

branche augmente significativement en passant du niveau 50 au 49. Le niveau 50 correspond a
la partition définie par les blocs de la matrice ¥,,. Plus il y a d’individus, plus le saut est marqué.
Les poids représentant la qualité de la partition générée par ces hauteurs décrivent un minimum
au niveau 50. Les poids restent dans la méme gamme de valeur quand le nombre d’individus
n varie malgré la variance de la hauteur. Le minimum de p; demeure plus petit en présence
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Cluster Dendrogram

Ficure 2.2 - Dendrogramme obtenu apres une classification ascendante hiérarchique avec
distance euclidienne et average linkage sur les données iris (FisHer [1936). hi; correspond a la
valeur de la dissimilarité des deux groupes fusionnés pour former la partition du niveau s. I
représente le saut effectué entre les niveaux s et s — 1.

d’un plus grand nombre d’individus. On remarque que les partitions avec un faible nombre
de groupes sont assez peu pénalisées, ce qui peut étre un probléme, car cela peut amener a
sélectionner des groupes contenant beaucoup de variables, ce qui n’est pas forcément des plus
intéressant.

Sur la ﬁgure on constate que les poids p}' et w}' (= /|G}'|) semblent du méme ordre de
grandeur. Sur la ﬁgure le poids pj'w}' est tracé pour chaque groupe de I'ensemble G;'. On
voit que les valeurs minimales se trouvent aux alentours de I'indice 950. Ces valeurs minimales
correspondent aux groupes formés aux niveaux précédant le niveau contenant 50 groupes et
sont donc des groupes présents au niveau contenant 50 groupes. De plus, le poids sur la taille
des groupes a permis de contrebalancer le faible poids de la qualité des grands groupes.

Le poids défini en (2.7), bien qu’assez basique, retranscrit bien la qualité de la partition
avec un minimum en la partition définie par la structure de blocs. Les faibles valeurs pour des

partitions avec peu de groupes (donc de grandes tailles) peut étre génant mais sont corrigées par
les poids associés a la taille des groupes.

2.2 Simulations

Dans cette section, nous allons nous intéresser a 1’étude de notre méthode dans différents
cadres de simulation.

2.2.1 Présentation des cadres de simulations

La matrice de design X de taille n x p est générée a ’aide d’une loi normale multivariée de
matrice de variance-covariance ¥ (X, ..., X,, ~ N(0,,Y)). Les différentes matrices X utilisées
sont présentées ci-dessous et sur la figure
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Ficure 2.3 — En abscisse, le nombre de groupes (également le niveau s) des différentes partitions
de la hiérarchie. A gauche, la hauteur des branches h; de la CAH. A droite, le poids p, définissant
la qualité du niveau s de la hiérarchie. Moyenne sur 100 réalisations.
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(a) Poids p}' et w}! (b) Poids pj'w}'

Ficure 2.4 — Poids issus du Multi-Layer Group-Lasso pour chaque groupe de G". Sur le
graphe de gauche, les courbes en dégradé de gris a noir représentent le poids w}' correspondant a
la racine carrée de la taille des groupes tandis que celles en dégradé de bleu a rouge représentent
le poids p?'. En abscisse est représenté I'indice du groupe au sein de I'ensemble G". Les p premiers
indices correspondent aux variables seules et les p — 1 suivants aux groupes des niveaux suivants.
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Cadre 1 : structure de blocs de taille uniforme

Dans ce 1¢ cadre, la matrice de variance-covariance de X est une matrice diagonale par
blocs. Tous les blocs ont méme taille I et chaque bloc contient des 1 sur la diagonale et p partout
ailleurs.

Cadre 2 : structure de blocs de taille non uniforme

Dans le cadre 2, la matrice ¥ a la méme forme que précédemment mais la taille des groupes
n’est plus uniforme. Les groupes sont de trois tailles différentes I, % et 37]

Cadre 3 : présence de variables indépendantes

La matrice X est décomposée en deux parties : la 17 partie a la méme forme que le cadre 1,
tandis que la 2¢ est diagonale. On a donc une partie des variables qui forme une structure de
groupes et l'autre qui contient des variables "isolées". La proportion de variables isolées est notée
.

Cadre 4 : corrélation inter-blocs

La structure de blocs du cadre 1 est conservée mais une corrélation p; entre les blocs est
rajoutée.

2.2.2 Stabiliteé de la classification ascendante hiérarchique

Dans cette section, la stabilité de la classification ascendante hiérarchique (CAH) lorsque le
nombre d’individus varie est étudiée. Nous allons nous intéresser aux hauteurs de branches et
aux partitions.

Pour comparer les partitions issues de deux différents arbres hiérarchiques, nous allons
utiliser le coefficient de corrélation cophénétique (SokaL et RoHLF|[1962) et I'indice de Rand
(Ranp|1971)).

Mesures de comparaison

Indice de Rand

L’indice de Rand (Ranp|1971) permet de comparer deux partitions d’'un méme ensemble en
un méme nombre ou un nombre différents de groupes. Pour chaque paire de points, on regarde
s’ils sont classés de la méme maniére dans les deux partitions.

Soit Q) = {1,...,n} un ensemble de n éléments et G = {Gy,...,G,} et H = {H;,...,H,} deux
partitions de Q) en respectivement r et s groupes.

On définit les grandeurs suivantes :

— a, le nombre de paires d’éléments de () qui sont dans le méme groupe dans G et dans le

méme groupe dans H. a = Card(A) avec A = {(i,j) € Q? |3k, I tels que i,j € Gy, i,j € Hl};

— b, le nombre de paires d’éléments de (2 qui sont dans des groupes différents dans G et

dans des groupes différents dans H. b = Card(B) avec B = {(i,j) € Q? | 3k; 2 ky, AL, =

lrtels que i € Gy,,j € Gy, eti€ Hy,j Ele}i
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(a) Cadre 1 (b) Cadre 2

(c) Cadre 3 (d) Cadre 4

FiGure 2.5 — Matrices de variance-covariance des cadres de simulations.
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— ¢, le nombre de paires d’éléments de () qui sont dans le méme groupe dans G et dans
des groupes différents dans H. ¢ = Card(C) avec C = {(i,j) €Q? |3k, Al =1, tels que i,j €
Gk etie Hll’j S le};

— d, le nombre de paires d’éléments de () qui sont dans des groupes différents dans G et
dans le méme groupe dans H. d = Card(D) avec D = {(z,]) € Q? |k, # ky, Al tels que i €
le,j € sz eti,je Hl}-

L’indice de Rand représente le taux d’accord entre les deux partitions :

a+b

T a+btc+d (2:8)

Cet indice est compris entre 0 (partitions totalement différentes) et 1 (partitions identiques).
L’indice de Rand ajusté (HuBERT et ARABIE|1985) est une version corrigée pour prendre en
indice - indice espéré

indice maximal - indice espéré "

compte l'aléatoire dans la répartition en groupe. Il correspond a R,q; =
Notons n;; = Card(G; N Hj) et () = 5%

=N
‘ Hl Hz . HS ‘ Total
Gy nyp M2 ... My &1
Gy | my ny ... Ny | &
Gr Mny1 [0%) v Ny 8r
Total ‘ I’ll I’lz . hs ‘

L’indice de Rand ajusté vaut alors :

ST B b FERI VS
Rogj = &)+ O] -[Z L h)ey
2 1\2 J\2 1\2 J\2 2

Il vaut au plus 1 et peut prendre des valeurs négatives lorsque les partitions sont peut liées.
L’indice de Rand est nul lorsque les accords entre les partitions sont dus au hasard.

(2.9)

Distance Cophénétique

La distance cophénétique de deux éléments est la valeur de la dissimilarité (obtenue par le
critére de Ward par exemple) a laquelle ces éléments se sont retrouvés dans le méme groupe
(SokaL et RoHLF|1962). Pour comparer deux arbres hiérarchiques, nous calculons la corrélation
entre leurs matrices de distance cophénétique respectives. Une valeur proche de 1 indique une
forte ressemblance entre les deux arbres hiérarchiques. Une valeur proche de 0 indique quant a
elle une faible ressemblance.

Résultats

Pour cela, nous faisons varier le nombre d’individus n de 25 a 200 par pas de 25 et regardons
différents criteres. Chaque CAH a été faite avec la distance euclidienne et la méthode de Ward.

Comparaison des partitions

Pour calculer l'indice de Rand ajusté, les partitions obtenues pour la CAH pour n = 200
individus sont comparées a celles obtenues pour un nombre d’individus plus faible. Seules
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les partitions en un méme nombre de groupes sont comparées. Ces résultats sont visibles sur
la figure Sur la figure le coefficient de corrélation cophénétique entre deux arbres
hiérarchiques obtenus avec un nombre différent d’individus est représenté. Nous présentons
les résultats pour le cadre 3 de simulation qui en plus d’une structure de groupes contient des
variables isolées. Cela afin d’étudier I'impact de ces variables lorsque le nombre d’individus
varie.

Sur la figure[2.6} on remarque deux points atteignant un indice de Rand ajusté de 1 pour n
suffisamment grand. Ces deux points correspondent a deux partitions bien précises. Dans la
1r¢ avec un nombre de groupes plus élevé, chaque bloc défini a son propre groupe et chaque
variable isolée forme un groupe. Dans la 2¢, les groupes sont identiques pour les blocs mais les
variables isolées sont toutes dans le méme groupe. La présence de trop peu d’individus entraine
des différences dans les partitions en ces deux points. Les variables isolées jouent le role de
bruit et se retrouvent dans des groupes correspondant a des blocs. Plus le nombre d’individus
augmente, plus ces variables isolées sont séparées facilement des blocs d’intéréts.

Nombre de variables p Sur les figures et on observe également que lorsque le
nombre de variables p augmente de 250 a 500, le nombre d’individus nécessaire pour obtenir un
indice de Rand ajusté de 1 aux deux niveaux d’intéréts augmente. Sur les figures[2.7a]et [2.7D} la
corrélation cophénétique entre les arbres hiérarchiques obtenus pour différentes valeurs de n a
globalement baissée lorsque p a augmenté.

Corrélation intra-blocs p  Entre les figures [2.6a] et le niveau de corrélation intra-blocs
a augmenté de 0.7 a 0.9. On observe dans ce cas que moins d’individus sont nécessaires pour
obtenir une stabilité au niveau des deux niveaux d’intéréts. La corrélation augmente de la méme
maniére entre les figures[2.7a] et Les arbres obtenus pour un faible nombre d’individus sont
plus corrélés avec les autres lorsque la corrélation intra-blocs augmente.

Taille des blocs I Entre les figures[2.6c|et[2.6d] la taille des blocs I de la matrice de variance-
covariance a augmentée de 5 a 10, réduisant ainsi le nombre total de groupes. Dans ce cas, le
nombre d’individus nécessaire pour une partition plus stable s’en trouve réduit. De la méme
maniére pour le coefficient de corrélation cophénétique (figures[2.7c|et[2.7d), 'augmentation de
la taille des blocs (et donc la réduction de leur nombre) augmente 1’adéquation entre des arbres
obtenus avec un nombre d’individus différent.

Comparaison des poids

Les poids obtenus dans le cadre 1 ont été montrés sur la figure[2.3] Nous nous intéressons au
nombre de groupes du niveau minimum dans ce méme cadre. Sur la figure[2.8] on peut noter
qu’avec suffisamment d’individus, le poids représentant la qualité du niveau retrouve bien le
bon nombre de groupes défini par la structure en blocs de la matrice de variance-covariance. Ce
nombre minimal est d’autant plus grand que la corrélation au sein des blocs est faible. Avec des
groupes plus grands, le nombre d’individus nécessaire a I’obtention du bon niveau diminue.

En conclusion, quand le nombre d’individus varie, les poids restent sensiblement les mémes.
Trop peu d’individus peut entrainer le choix d’un niveau non optimal en matiére de nombre
de groupes. Plus la corrélation est forte, moins il est nécessaire d’avoir d’individus pour que
les poids retranscrivent la vérité. Plus les groupes sont grands, moins il est nécessaire d’avoir
d’individus.
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Ficure 2.6 — Indice de Rand ajusté entre les partitions obtenues par CAH pour un nombre
différent d’individus. Entre la figure et le nombre de variables a augmenté de 250
a 500. Entre la figure [2.6a|et[2.6d} la corrélation intra-blocs a augmentée de 0.7 4 0.9. Entre la

figure[2.6c|et[2.6d} la taille des blocs a augmentée de 5 a 10.
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Ficure 2.7 — Coefficient de corrélation entre les matrices de distance cophénétique de deux
arbres de classification en fonction du nombre d’individus n dans le cadre 3 de simulation. Entre
la figure[2.7a]et[2.7D] le nombre de variables a augmenté de 250 a 500. Entre la figure [2.7a] et

la corrélation intra-blocs a augmentée de 0.7 4 0.9. Entre la figure[2.7det[2.7d] la taille des
blocs a augmentée de 5a 10.
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Figure 2.8 — Taille de la partition de poids p; minimum dans le cadre de simulation 1. De
gauche a droite, la taille des blocs augmente de 5 a 10. De haut en bas, la corrélation intra-blocs
augmente de 0.5 a 0.7. Les boites a moustaches sont réalisées avec 100 répétitions.
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2.2.3 Sensibilité du Multi-Layer Group-Lasso aux parametres des cadres de
simulations

Le comportement de notre méthode est étudié lorsque les différents parameétres des cadres
de simulations varient. Dans les différents cadres de simulations, on prend la valeur [3’; =1 pour
une variable d’indice j appartenant au support de §*. Plusieurs variables du support de * ne
peuvent se trouver dans un méme bloc de corrélation défini par la structure de la matrice de
variance-covariance de X. La variance du bruit est quant a elle fixée pour avoir un ratio signal
sur bruit ((8*)TXTXB*/|le|l5) de 2. Le critére utilisé est le nombre de vrais positifs en fonction du
nombre de faux positifs sur 'ensemble du chemin solution du Multi-Layer Group-Lasso. Nous
considérons comme vrai positif un groupe sélectionné contenant une variable du support de la
vraie solution p* et des variables corrélées avec celle-ci. Si un groupe sélectionné contient deux
variables du support n‘ayant aucun lien de corrélation, il est considéré comme un faux positif
car ces variables auraient di étre sélectionnées dans deux groupes distincts. Les résultats sont
montrés sur les figures[2.9]et[2.10dans le cadre 1 et 3 de simulation. Les résultats sont similaires
dans les autres cadres de simulations.

Nombre d’individus n  Sur la figure on constate que plus le nombre d’individus n aug-
mente, plus la qualité du chemin s’améliore. En effet, le nombre maximal de vrais positifs
augmente jusqu’a atteindre le maximum K. Dans le méme temps, le nombre de faux positifs
nécessaire pour atteindre ce nombre de vrais positifs diminue.

Nombre de vrais groupes K Entre les figures et le nombre de vrais groupes K
augmente de 5 a 10. On voit alors qu’il est nécessaire d’avoir plus d’individus pour retrouver
I’ensemble des vrais groupes. Pour un nombre d’individus faible (n = 25 ou 50), le fait d’avoir
plus de vrais groupes ne permet pas d’améliorer le chemin solution qui semble équivalent. Ce
constat fait penser au théoréme de WaiNnwriGHT pour le lasso (cf. Section [I.1.1) qui dit que sous
de bonnes conditions et avec suffisamment d’individus, le lasso retrouve la totalité des vraies
variables pour une certaine valeur de A ou également que plus il y a de vraies variables, plus il
est nécessaire d’avoir d’individus pour les retrouver toutes.

Taille des blocs I Sur la figure en augmentant la taille des blocs de 5 a 10 et donc en
réduisant le nombre de groupes de 100 a 50, la qualité du chemin solution s’améliore. On peut
conjecturer que le role joué par le nombre de variables dans le théoréme de WAINWRIGHT est ici
occupé par le nombre de groupes et donc réduire leur nombre facilite la tache de sélection.

Corrélation intra-blocs p  Sur la figure on peut voir que plus la corrélation intra-blocs p
est élevée plus la qualité du chemin solution est élevée avec un nombre de vrais positifs atteint
pour un nombre plus faible de faux positifs.

2.2.4 Comparaison du Multi-Layer Group-Lasso avec le group-lasso

Nous allons comparer le Multi-Layer Group-Lasso avec le group-lasso sur un seul niveau.
La partition est choisie en utilisant la regle du saut maximal sur laquelle est basée le calcul
des poids p; (cf. Section[2.1.4). Comme précédemment, le critére utilisé est le nombre de vrais
positifs en fonction du nombre de faux positifs sur I'ensemble du chemin solution du Multi-Layer
Group-Lasso. Nous considérons comme vrai positif un groupe sélectionné contenant une variable
du support de la vraie solution f* et des variables corrélées avec celle-ci. Si un groupe sélectionné
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FiGure 2.9 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso en fonction du nombre d’individus # dans le cadre 3 de
simulation. De gauche a droite, le nombre de vrais groupes augmente de 5 a 10. Les courbes sont

la moyenne de 100 répétitions.
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Ficure 2.10 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso en fonction de la corrélation p au sein des blocs de la matrice
de variance-covariance dans le cadre 1 de simulation. A gauche, le cas | =5, a droite le cas [ = 10
y est superposé pour mieux comparer. Les courbes sont la moyenne de 100 répétitions.
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contient deux variables du support n’ayant aucun lien de corrélation, il est considéré comme un
faux positif car ces variables auraient da étre sélectionnées dans deux groupes distincts.

Sur la figure est représenté le nombre de vrais positifs en fonction du nombre de
faux positifs pour ’ensemble du chemin solution pour le Multi-Layer Group-Lasso et le group-
lasso sur le meilleur niveau selon la regle du saut maximal dans le cadre 2 de simulation. Sur
les graphes présentés, notre méthode obtient de meilleures performances que le group-lasso
sur un seul niveau. En effet, le nombre de vrais positifs pour le Multi-Layer Group-Lasso sur
I’ensemble du chemin est supérieur a celui du group-lasso sur une unique partition, le tout avec
un nombre plus faible de faux positifs. L'écart entre les deux courbes pour les deux méthodes
varie beaucoup selon les cas. Pour comprendre cet écart, intéressons-nous a la figure[2.12|qui
représente I’histogramme du niveau de la partition sélectionnée par le critére du saut maximal.
C’est la partition associée a ce niveau qui est utilisée dans le group-lasso. Dans le cas ou p = 250,
le nombre de groupes de la partition optimale définie par la structure de blocs de la matrice de
variance-covariance est de 50, alors que pour p = 500 il est de 100. On constate que le niveau
choisi par le critere du saut maximal n’est pas toujours celui associé a la partition optimale en
matiére de nombre de groupes. Des niveaux associés a des partitions en un nombre trées faible de
groupes sont parfois sélectionnés. Ce sont ces différences de niveaux qui créent I’écart plus ou
moins important entre les deux méthodes. On note par exemple que dans le cas p = 0.7 (figures
[2.12b]et[2.12d), peu de partitions avec un nombre de groupes non optimal sont sélectionnées,
cela résulte en un faible écart entre les deux méthodes en matiere de qualité de la sélection
(figures et[2.11d). Pour les figures et le phénomeéne inverse se produit et
résulte en un écart important de la qualité du chemin solution entre les deux méthodes (figures
[2.11a]et[2.11c). Dans le cas ol une partition est dominante, notre méthode et le group-lasso sur
une seule partition fournissent les mémes résultats (figures[2.13|et[2.14).

La méthode proposée obtient de meilleurs résultats que le group-lasso quand le critere de
choix du nombre de groupes de la partition ne permet pas de distinguer clairement une partition
dominante. Dans ce cas, méme si la partition avec le meilleur critere a trés peu de groupes (figure
, notre méthode réussit a sélectionner les groupes d’intéréts de taille raisonnable.

2.2.5 Comparaison du Multi-Layer Group-Lasso avec les méthodes présen-
tées en section [1.2.2

Le Multi-Layer Group-Lasso va maintenant étre comparé aux méthodes juxtaposant classifica-
tion et sélection présentées dans la Section [1.2.2] Les méthodes sont comparées par la qualité du
chemin solution, c’est-a-dire le nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs
sur I’ensemble du chemin solution des différentes méthodes.

Méthodes comparées

Pour la méthode Hierarchical Clustering and Averaging for Regression (HCAR) (cf. Algorithme
[6), 1a classification ascendante hiérarchique (CAH) est faite avec la distance euclidienne et le
critere de Ward. Comme nous souhaitons comparer les méthodes par la qualité du chemin
solution, le chemin solution du niveau du A choisi par validation croisée est retourné.

Pour le Supervised Group-Lasso (SGL) (cf. Algorithme[7), la méthode k-means est remplacée par
une CAH avec la distance euclidienne et le critére de Ward. La partition optimale est sélectionnée
par la régle du saut maximal et non par la gap statistic.

Pour le Cluster Representative Lasso (CRL) et le Cluster Group-Lasso (CGL) (cf. Algorithme
[8), la CAH est faite avec la distance euclidienne et le critére de Ward. La partition optimale est
sélectionnée par la régle du saut maximal.
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Ficure 2.11 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (trait plein noir) et du group-lasso (pointillés rouges) dans
le cadre 2 de simulation. De gauche a droite, la corrélation intra-blocs augmente de 0.5 a 0.7. De
haut en bas, le nombre de variables augmente de 250 a 500. Les courbes sont la moyenne de 100

répétitions.
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FiGURE 2.12 - Taille (en nombre de groupes) de la partition sélectionnée par le critere de saut
maximal dans le cadre 2 de simulation. De gauche a droite, la corrélation intra-blocs augmente
de 0.5 2a 0.7. De haut en bas, le nombre de variables augmente de 250 a 500.
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Ficure 2.13 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (trait plein noir), du group-lasso (pointillés rouges). De
gauche a droite, le cadre de simulation change, cela correspond a l’ajout d’une corrélation
inter-blocs p;. Les courbes sont la moyenne de 100 répétitions.
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FiGure 2.14 - Taille (en nombre de groupes) du niveau sélectionné par le critére de saut maximal.
De gauche a droite, le cadre de simulation change, cela correspond a l'ajout d’une corrélation
inter-blocs p,.
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Ce choix a été fait pour que les méthodes comparées utilisent la méme CAH et la méme regle
pour former les partitions.

Résultats

Sur la figure le chemin solution est représenté dans le cadre 1 de simulation pour
différentes valeurs de parametres. Dans ’ensemble des quatre graphes, le Multi-Layer Group-
Lasso fait partie des meilleures méthodes avec un nombre de vrais positifs élevé pour un nombre
de faux positifs parmi les plus faibles. Le Cluster Representative Lasso et le Supervised Group-Lasso
ont des résultats similaires au Multi-Layer Group-Lasso.

Corrélation intra-blocs p Lorsque la corrélation intra-blocs p augmente de 0.5 a 0.9 entre
les figures a les performances de la méthode HCAR diminuent assez fortement.
Le nombre de vrais positifs diminue par rapport au cas p = 0.5 et aux autres méthodes. Les
performances du Supervised Group-Lasso diminuent également. Les trois autres méthodes voient
leurs performance augmenter, le nombre de vrais positifs atteint la valeur de K pour un nombre
moindre de faux positifs. Dans ce cas, le Multi-Layer Group-Lasso et le Cluster Representative
Lasso sont les meilleurs.

Nombre K de variables du support Entre les figures et le nombre de vraies
variables passe de 5 a 10. On constate que les mémes trois méthodes obtiennent les meilleurs ré-
sultats (MLGL, CRL, SGL). Cependant le nombre maximal de vrais positifs est plus difficilement
atteint (plus de faux positifs sont nécessaires).

Taille [ des blocs Quand la taille des blocs diminue de 10 a 5 entre les figures et
les méthodes voient leurs résultat devenir tres proches. Le Supervised Group-Lasso garde des
performances similaires entre les deux cas.

Ajout de corrélation inter-blocs Entre les figures (respectivement et (res-
pectivement[2.15d), de la corrélation inter-blocs a été rajoutée. Le Multi-Layer Group-Lasso et le
Cluster Representative Lasso gardent de bonnes performances lorsque de 1’ajout de corrélation
intra-blocs est effectuée. A I'inverse, le Supervised Group-Lasso voit ses performances diminuer
par rapport aux deux méthodes citées précédemment. Un plus grand nombre de faux positifs est
nécessaire pour atteindre la valeur maximale K de vrais positifs.

Présence de variables isolées Dans le cadre de simulation 3 (présence de variables isolées), les
résultats dans des cas de faibles corrélations sont plus mitigés. Sur la figure[2.17) le Multi-Layer
Group-Lasso a des performances plus faibles en présence de faibles corrélations intra-blocs et de
groupes de plus faibles tailles. Cependant, les autres méthodes (a 'exception de HCAR) voient
leurs performance se dégrader de maniére plus marquée que le Multi-Layer Group-Lasso qui
conserve trés peu de faux positifs.

Groupes de taille non uniforme Sur la figure[2.18} les résultats sont présentés en présence de
groupes de taille non uniforme (cadre 2 de simulation). On retrouve les mémes conclusions que
dans le cadre 1 de simulation mais le Multi-Layer Group-Lasso est généralement meilleur avec un
nombre de vrais positifs maximal atteint plus rapidement.
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Ficure 2.15 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (MLGL, noir), du Hierarchical Clustering and Averaging for
Regression (HCAR, rouge), du Cluster Representative Lasso (CRL, vert), du Cluster Group-Lasso
(CGL, bleu foncé) et Supervised Group-Lasso (SGL, bleu clair) dans le cadre 1 de simulation.
Les courbes sont la moyenne de 100 répétitions. Entre les figures[2.15alet [2.15b} la corrélation
intra-blocs augmente de 0.5 & 0.9. Entre les figures[2.15b|et [2.15¢, le nombre de vraie variables
K augmente de 5 a 10. Entre les figures[2.15b|et[2.15d] la taille des blocs diminue de 10 a 5 et
donc le nombre total de blocs augmente.
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Ficure 2.16 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (MLGL, noir), du Hierarchical Clustering and Averaging for
Regression (HCAR, rouge), du Cluster Representative Lasso (CRL, vert), du Cluster Group-Lasso
(CGL, bleu foncé) et Supervised Group-Lasso (SGL, bleu clair) dans le cadre 1 de simulation.

Les courbes sont la moyenne de 100 répétitions. Entre les figures et la taille
des blocs diminue de 10 a 5 et donc le nombre total de blocs augmente. Entre les figures

(respectivement [2.16b)) et (respectivement [2.15d)), de la corrélation inter-blocs a été

rajoutée.
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Figure 2.17 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (MLGL, noir), du Hierarchical Clustering and Averaging for
Regression (HCAR, rouge), du Cluster Representative Lasso (CRL, vert), du Cluster Group-Lasso
(CGL, bleu foncé) et Supervised Group-Lasso (SGL, bleu clair) dans le cadre 1 de simulation. Les
courbes sont la moyenne de 100 répétitions. De gauche a droite, la corrélation intra-blocs p

augmente de 0.5a 0.7.
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Ficure 2.18 — Nombre de vrais positifs en fonction du nombre de faux positifs pour le chemin
solution du Multi-Layer Group-Lasso (MLGL, noir), du Hierarchical Clustering and Averaging for
Regression (HCAR, rouge), du Cluster Representative Lasso (CRL, vert), du Cluster Group-Lasso
(CGL, bleu foncé) et Supervised Group-Lasso (SGL, bleu clair) dans le cadre 1 de simulation. Les
courbes sont la moyenne de 100 répétitions. De gauche a droite, la taille moyenne des groupes !

passe de 10 a 5.
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2.3 Données réelles

Les données concernent la production de riboflavine par la bactérie Bacillus subtilis. Elles
comportent une matrice contenant le niveau d’expression normalisé de 4088 génes pour 71
échantillons et un vecteur réponse contenant la log-transformée du taux de production de
riboflavine pour chaque individu. Ces 71 individus sont issus de 28 souches de bactéries mesurées
a différents temps (2 a 6 mesures par souche). Dans la suite, on appelle ce jeu de données
riboflavin.

Le contexte expérimental est présenté dans (LEE et al.|2001; ZamBoni1 et al.|2005). Les données
ont été utilisées comme application dans (BoaHLMANN, KaLiscH et MEeier [2014), mais les résultats
n’y sont pas analysés. Dans (BUHLMANN, RUTIMANN et al.|2013)), la matrice d’expression a servi
dans un cadre d’application pseudo-réel : une variable réponse est générée a partir de la matrice
d’expression des génes et un vecteur de coefficients .

Un deuxieme jeu est présenté (que 'on appelle riboflavingrouped) contenant 'expression des
4088 génes pour 111 individus, chacun représentant la mesure d’une souche a un temps donné.
66 échantillons de ce jeu de données font partie du jeu de données précédent.

Parmi les 4088 genes, une liste de 8 génes sont connus comme ayant un lien biologique avec
la production de riboflavine.

2.3.1 Comparaison du Multi-Layer Group-Lasso dans le cadre de 1’étude de
BinLMANN, KaLiscH et MEiEr (2014)

Nous allons appliquer notre méthode sur les deux jeux de données riboflavin et riboflavin-
grouped et comparer les résultats obtenus avec les méthodes utilisées dans (BUHLMANN, KaLISCH
et MEIER [2014) : le lasso (avec validation croisée 10-fold), la stability selection (avec un seuil de
0.5) et des régressions linéaires simples avec test de nullité et correction des tests multiples
de Bonferonni-Holm (Horm|1979)). Le seuil de 0.5 a été choisi car la probabilité de sélection
maximale obtenue pour le jeu de données riboflavin est de 0.58.

Comparaison des résultats pour riboflavin et riboflavingrouped Sur la figure est repré-
sentée l'intersection des sélections du lasso et de la stability selection. On note d’assez grandes
différences entre les résultats des deux jeux de données. Pour le lasso, on dénote 4 variables
communes sur une sélection de 16 et 30 variables pour riboflavin et riboflavingrouped. Pour la
stability selection, deux sont en communs. Pour les régressions linéaires simples, 53 variables sont
sélectionnées pour le jeu de données riboflavin et plus de 1000 pour le second jeu de données
mais uniquement 35 en communs.

En utilisant la CAH avec average linkage, le Multi-Layer Group-Lasso sélectionne au plus
20 groupes contenant une seule variable dans le cas du jeu de données riboflavin. Pour le jeu
riboflavingrouped, un groupe de taille 4 est sélectionné suivi de 11 variables. 4 variables sont
communes aux deux sélections.

Quelles que soient les méthodes utilisées, de grandes différences existent entre les variables
sélectionnées sur le jeu de données riboflavin et sur riboflavingrouped.

Genes liés a la production de riboflavine Les génes associés biologiquement & la production
de riboflavine ne sont curieusement que tres peu corrélés au sein des jeux de données avec la
réponse (cf. Tableau[2.2). Ces génes ne se retrouvent pas parmi les génes sélectionnés par notre
méthode ni par les autres sur les deux jeux de données.
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lasso (RG) stability selection (RG)

stability selectiol

FiGure 2.19 — Diagramme de Venn pour comparer les variables sélectionnées par lasso et stability
selection et validation croisée pour les jeux de données riboflavin et riboflavingrouped. Sur le
diagramme, RG indique les résultats pour le jeu riboflavingrouped.

TaBLEAU 2.2 — Corrélation des genes liés a la production de riboflavine avec la réponse dans les
jeux de données riboflavin et riboflavingrouped.

Géne ribA  ribB  ribC ribG ribH ribR ribT ypaA

Corr. riboflavin 0.26 025 0.24 0.28 0.20 0.11 -0.25 0.22
Corr. riboflavingrouped -0.23 -0.29 -0.27 -0.34 -0.31 0.41 -0.55 0.52
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Holm MLGL Holm MLGL

stability stability

(a) jeu de données riboflavin (b) jeu de données riboflavingrouped

Ficure 2.20 — Comparaison de la sélection du Multi-Layer Group-Lasso (MLGL) avec le lasso,
la stability selection et la régression linéaire simple avec test de nullité (Holm) pour le jeu de
données riboflavin (a gauche) et riboflavingrouped (a droite).

Comparaison du Multi-Layer Group-Lasso avec les autres méthodes Sept génes sélectionnés
par le lasso le sont aussi par notre méthode pour riboflavin dont un seul est présent dans
la stability selection (cf. figure [2.20). Dans le cas de riboflavingrouped, on retrouve 5 éléments
communs avec le lasso et 2 avec la stability selection. Un certain nombre de genes ne sont
sélectionnés que par notre méthode. La régression linéaire avec test de nullité et correction de
Bonferonni-Holm sélectionne un nombre tres important de genes dans le cas de riboflavingrouped.
Cette méthode simple n’est pas adaptée dans ce cas.

Sur les figures[2.21] et [2.22] est représentée la corrélation entre les genes sélectionnés par
le Multi-Layer Group-Lasso et par d’autres méthodes. Pour le jeu de données riboflavin, le géne
commun a la stability selection et a notre méthode (gene YXLD) est corrélé avec un autre gene
de la sélection. Hormis celui-ci, aucune autre forte corrélation est a noter entre notre sélection
et celle de la stability selection. Un seul géne de notre sélection (YCGN) est corrélée avec un
géne de la sélection lasso. Pour riboflavingrouped, on voit qu’un gene sélectionné par la stability
selection (YXLD) est corrélé avec trois autres genes sélectionnés par notre méthode (ces génes sont
sélectionnés en tant que groupes). On retrouve ce méme effet avec la sélection lasso ainsi que le
gene YQGK corrélé a un autre gene sélectionné par le lasso et également par notre méthode.

Conclusion Dans cet exemple, notre méthode sélectionne donc principalement des variables
seules. Entre les deux jeux de données, on retrouve un ensemble commun de 4 variables. Les
genes liés a la production de riboflavine ne sont pas retrouvés dans la sélection des différentes
méthodes et ne présentent pas de corrélation avec les génes de la sélection. Le gene YXLD est
sélectionné par I’ensemble des méthodes sur les deux jeux de données. Avec notre méthode,
différents génes corrélés a celui-ci sont également sélectionnés. Notre méthode sélectionne des
genes également sélectionnés par les autres méthodes. Lappartenance des genes sélectionnés
a des mémes catégories fonctionnelles a été étudiée mais aucune catégorie ne ressort signifi-
cativement. Les résultats sont difficiles a analyser car les génes importants d’un point de vue
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FiGure 2.21 — Corrélation des variables sélectionnées par le Multi-Layer Group-Lasso avec celles
sélectionnées par le lasso (& gauche) et la stability selection (a droite) pour le jeu de données
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riboflavin. Les variables en colonnes représentent les variables sélectionnées par notre méthode.
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FiGure 2.22 — Corrélation des variables sélectionnées par le Multi-Layer Group-Lasso avec celles
sélectionnées par le lasso (a gauche) et la stability selection (a droite) pour le jeu de données
riboflavingrouped. Les variables en colonnes représentent les variables sélectionnées par notre

méthode.
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biologique ne le sont pas mathématiquement. Dans la section suivante, nous allons utiliser ce
jeu de données dans un cadre pseudo-réel en générant une réponse.

2.3.2 Exemple pseudo-réel

Nous allons appliquer I'exemple présenté dans (BUHLMANN, RUTIMANN et al.|2013) avec les
données riboflavin. Dans cet article, seules les 1000 variables avec la plus forte variance sont
conservées. La vraie solution " et la réponse y sont générées.

S =5(p") le support de p* est composé de 10 variables choisies comme suit : une variable est
tirée au hasard parmi l’ensemble des variables. Cette variable et les 9 qui lui sont le plus corrélées
sont conservées. On pose f5 = 1. La réponse p est générée par y = Xp* +¢, avec € ~ N(0,, 01,
avec 0 €{1,3,12}.

La classification ascendante hiérarchique (CAH) des variables est faite en utilisant une

dissimilarité basée sur les corrélations : d(X;, X;) = V2n,/1 —|cor(X;, X;)| et le critere average
linkage.

Le Multi-Layer Group-Lasso est comparé au Cluster Group-Lasso, Cluster Representative Lasso
et au Group-Lasso. La partition utilisée est celle choisie par regle du saut maximal. Les résultats
sont représentés par la proportion de vraies variables sélectionnées en fonction du nombre de
variables sélectionnées.

Sur la figure[2.23} on remarque que, dans les cas 0 = 1 et 0 = 3, notre méthode sélectionne
une forte proportion des vraies variables (0.8-0.9) tout en sélectionnant un nombre restreint de
variables. Les autres méthodes arrivent a sélectionner I’ensemble des vraies variables mais en
sélectionnant la plupart des variables. Quand les méthodes sélectionnent un faible nombre de
variables, le Multi-Layer Group-Lasso est la meilleure en matiere de vraies variables sélectionnées.

2.4 Conclusion

Notre objectif dans ce chapitre était de sélectionner des variables en présence de corréla-
tion. Nous avons proposé une méthode, le Multi-Layer Group-Lasso, combinant classification
ascendante hiérarchique et group-lasso. Elle prend en compte I'ensemble des niveaux de la CAH,
alors que les méthodes usuelles (group-lasso, cluster group-lasso,...) n’en utilisent qu’un seul.
Dans ces méthodes, un mauvais choix de niveau peut résulter en de mauvaises performances en
sélection. Les résultats obtenus par simulation montrent l'efficacité de notre méthode par rapport
a l'utilisation d’une seule partition pour le group-lasso. Le Multi-Layer Group-Lasso fournit un
chemin solution avec des performances équivalentes aux autres méthodes et supérieures dans
certains cas. Toutefois toutes ces méthodes sélectionnent parfois un nombre important de faux
groupes avant de sélectionner I’'ensemble des vrais groupes. Séparer les faux positifs des vrais
positifs dans le chemin solution du Multi-Layer Group-Lasso est donc nécessaire pour optimiser
les performances en sélection.
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FiGure 2.23 - Proportion des vraies variables sélectionnées en fonction de la taille de la sélection
de 4 méthodes : Cluster Representative Lasso (CRL, en vert), Group-Lasso (GL, en bleu), Cluster
Group-Lasso (CGL, en rouge) et Multi-Layer Group-Lasso (MLGL, en noir).
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Chapitre

Selection de groupes de variables a
taux d’erreurs controlé

Le Chapitre [2)introduit une procédure de régularisation basée sur des groupes de variables
obtenus par classification ascendante hiérarchique (CAH). Cette procédure, appelée Multi-Layer
Group-Lasso, fournit un chemin solution dépendant d’un parameétre de régularisation A. Dans
ce chemin, il convient de séparer les groupes de variables influentes des autres groupes. Dans
le cas du lasso, différentes procédures ont été proposées dans ce sens. On notera notamment
(WasserMAN et ROEDER [2009) qui propose une procédure testant 'importance des variables
sélectionnées et (MEINSHAUSEN et YU |2009) qui propose une étape de seuillage sur les coefficients
estimés. De telles procédures ne sont pas applicables en I’état pour le Multi-Layer Group-Lasso,
notamment car plusieurs variables représentent un groupe. De plus, le chemin solution du
Multi-Layer Group-Lasso affiche une particularité par rapport au group-lasso classique : pour une
meéme valeur de A, plusieurs groupes sélectionnés peuvent contenir des variables en commun.
L'objectif de ce chapitre est de développer une procédure prenant en compte les particularités
du Multi-Layer Group-Lasso et permettant de contrdler un taux d’erreur de type Family-Wise
Error Rate (FWER) ou False Discovery Rate (FDR).

3.1 Test statistique

3.1.1 Test d’importance de variables

Dans la suite nous énongons différents tests pour tester I'importance d’'un ensemble de
variables dans le cadre de la régression linéaire.
Test des modeles emboités

Le test des modéles emboités permet de tester si un ensemble de variables peut étre éliminé
du modele de régression sans perdre trop d’information. Ce test se place dans un cadre gaussien
et ne peut étre applicable qu’en faible dimension (p < n).

Pour cela, on suppose que I'on dispose d’'un modéle complet :

complet : y = B+ Xgfo+ XpPp +€

67
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et d’'un modele réduit :
réduit : y = By + Xpfo +€
avec P et Q deux ensembles de variables.
L’hypothése nulle Hj et alternative H; du test sont :

Hy : Bp=0p
H, : dkeP, py =0.

On note SCR(réduit) (respectivement SCR(complet)), la somme des carrés des résidus définie
par Y I (vi — 9;)? avec 9; la valeur prédite de y; a partir du modeéle réduit (respectivement
complet). La statistique de test est :

SCR(réduit)-SCR(complet)
df(réduit)—df(complet)
SCR(complet)
df(complet)

avec df(réduit) (respectivement df(complet)) le nombre de degrés de liberté du modele réduit
(respectivement complet).

Sous Hy, la statistique de test F suit une loi de Fisher a df(réduit)—df(complet) et df(complet)
degrés de liberté.

Score test

Tout comme le test des modéles emboités, le score test (GoEMAN, S. A. VAN De GEeER et
Van HouweLINGEN |2006) permet de tester I'importance des variables au sein d’un modeéle de
régression linéaire.

L’hypothése nulle Hj et alternative H; du test sont :

Hy: B=0
Hy : 3k, Py =0.

Le test consiste en une approche Bayésienne. Une loi a priori de f8 est choisie telle que son
espérance soit nulle et sa matrice de variance-covariance de la forme 72¥ avec ¥ une matrice
semi-définie positive et 72 un hyperparameétre.

T T
La statistique de test S est égale a % La loi de S sous ’hypothése nulle n’est pas connue

mais elle peut étre approximée (GoeEMAN, S. A. VaN DE Geer et VAN HOUWELINGEN |2006)).

Tout comme le test des modeles emboités, il est possible de prendre en compte un modele
réduit et un modele complet afin de tester la nullité d’un sous-ensemble des coefficients (GoEmaN,
HouweLINGEN et FiNos[2011). Le modele complet est :

complet : v = fo+ Xgfo + XpPp +€

et le modéle réduit :
réduit : y = By + XgPo +€

avec P et Q deux ensembles de variables. Le cardinal de Q doit étre strictement inférieur au
nombre d’individus #n.
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L’hypothése nulle Hj et alternative H; du test sont :

Hy : Bp=0p
H, : 3keP, p=0.

Dans ce cas, la statistique de test est :

(¥ XoPo)XpX} (¥ - XoBo)
B no?

S

ol 02 est la variance du bruit.

Une fois de plus la distribution sous Hy n’est pas connue et doit étre approximée (GOEMAN,
HouweLINGEN et FiNos[2011). Un des avantages du score test par rapport au test des modeles
emboitées est que la dimension total |P| +|Q| peut excéder le nombre d’individus n.

3.1.2 Correction des tests multiples

On considere maintenant qu'un nombre m de tests est effectué. Dans le tableau de contingence
suivant, on définit différentes grandeurs résultant de la réalisation de ces m tests.

H, est vraie H; est vraie Total

rejet de Hy Vv S R
non-rejet de H U T m—R
Total o m— 1y m

Lorsque m tests sont effectués et chacun de ces tests est controlé a un niveau «, la probabilité
de rejeter au moins une hypothése nulle devient assez forte. Avec un niveau de controle @, on a
sous hypothese d’indépendance :

P(V>1)=1-P(V=0)
=1-(1-a)™

Par exemple, dans le cas ou a = 0.05 et m = 10, la probabilité de rejeter au moins une fois
I’hypothése nulle est d’environ 0.40, assez éloignée du niveau a appliqué a chaque test. Une
correction des p-valeurs calculées devient nécessaire pour garder un contréle global a un niveau
raisonnable.

Correction de Bonferroni

La correction de Bonferroni (Dunn [1959) permet de controler le Family-Wise Error Rate
(FWER) qui est la probabilité de rejeter a tort au moins une hypothése nulle parmi ’ensemble
des tests effectués : P(V > 1).

Pour avoir un contréle du FWER au niveau «, chaque test doit étre controlé au niveau a/m,
ou de maniere équivalente chaque p-valeur est multipliée par m puis controlée au niveau a.
Ainsi, chaque p-valeur p;, i = 1,...,m est ajustée a :

adj _
p; " =pixm

puis comparée a a pour déterminer si I’hypothése nulle Hy ; associée est rejetée ou non.
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Ficure 3.1 — Comparaison des seuils des corrections de Bonferroni (trait plein noir) et Benjamini-
Hochberg (pointillés rouges) pour a = 0.2.

La correction de Bonferroni est réputée conservative lorsque le nombre de tests effectués est
grand et en présence de dépendance dans les données (BLanD et ALTMAN 1995).

Correction de Benjamini-Hochberg

La correction de Benjamini-Hochberg (Benjamint et HocuBERG|1995) controle le False Disco-
very Rate (FDR) qui est I’espérance de la proportion de rejet a tort parmi I’ensemble des rejets :

v
IE[max(l,R) ]
Soient p(q),...,p(m) les m p-valeurs ordonnées dans I'ordre croissant associées aux hypotheses
nulles Hy (q),..., Ho (). Pour un contrdle du FDR au niveau g, le principe est de trouver le plus

grand indice i tel que p;) < %q. Les hypotheses nulles Hy (1),..., H,(;) sont ensuite rejetées.

Sur la figure 100 tests sont effectués (dont 80 vraies hypotheses nulles). On peut voir
qu’en appliquant la correction de Bonferroni aucune hypothése n’est rejetée alors qu’avec la
correction de Benjamini-Hochberg 28 hypotheses nulles sont rejetées (dont 8 vraies). Le seuil
aprés correction de Bonferroni est ici trop restrictif (5x 107%) et ne permet pas de rejeter les
fausses hypotheses nulles.

3.1.3 Test hiérarchique

Dans la procédure de test développée, nous souhaitons prendre en compte la spécificité du
chemin solution du Multi-Layer Group-Lasso : des groupes issus de différents niveaux de la CAH
et donc potentiellement chevauchant peuvent étre sélectionnés. Cependant, nous souhaitons
que les groupes dont I’hypothése nulle est rejetée soient tous d’intersections deux a deux vides.
Nous présentons dans la suite, deux méthodes de test hiérarchique, une qui controle le FWER et
une le FDR, permettant de traiter ces particularités.
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Controle du FWER

Dans (MeinsHAUSEN |2008), une méthode de test hiérarchique est proposée afin de tester
I'importance des variables pour la prédiction dans le cadre de la régression linéaire. Elle permet
un controle du FWER. Le but est de tester la nullité de certains coefficients en les considérant en
groupes pour capter des phénomeénes de corrélation entre variables associées notamment. L'idée
est alors de tester successivement I'importance de groupes de variables imbriqués les uns dans
les autres obtenus par le biais d’une classification ascendante hiérarchique (CAH). Le nombre
total de tests effectués est défini par ’arbre hiérarchique.

Modéle

On rappelle le modéle de régression linéaire :
y=Xp+e€

ol X est une matrice de taille 7 x p. On se place dans le cadre gaussien, € ~ NV (0,, 0%1,,).
L’hypothése nulle du test de I'importance d’un groupe G C {1,...,p} est

Hog : YkeG, Br=0

contre I’hypothése alternative
HI,G : dk e G, ﬁk = 0.

Ces hypothéses seront testées a 'aide des tests présentés en Section [3.1.1}

Vocabulaire des arbres hiérarchiques

Dans un premier temps, définissons le vocabulaire des arbres hiérarchiques décrivant une
structure hiérarchique entre les variables. On note 7 un arbre hiérarchique. On appelle racine
de l'arbre, le groupe contenant I'ensemble des variables de I'arbre. Une feuille est un groupe
ne contenant aucun autre groupe, ’ensemble des feuilles est noté L. Le cardinal de l’arbre
T est défini comme le nombre de feuilles de ’arbre. Le parent d’un groupe G noté pa(G) est
le plus petit groupe contenant G, les ancétres de G sont I’ensemble des groupes contenant G,
an(G) ={C €T | G ¢ C}, on a donc pa(G) € an(G). Les enfants (children) de G sont les groupes
descendants directement de G, ch(G) ={C €T | C € G,AD € T,C € D ¢ G}. Les descendants
(offsprings) de G sont les groupes inclus dans G, off(G) = {C € T | C C G}, on a clairement
ch(G) C off(G). Enfin, les freres et sceurs (siblings) de G sont les autres enfants du parent de G,
si(G) ={C €T | C ech(pa(G)),C = G}.

Procédure de test

Une CAH sur 'ensemble des variables est effectuée, un arbre 7 est ainsi obtenu. Cet arbre
va définir la succession des différents tests a effectuer. Certains tests ne seront effectués qu’a
condition que I’hypothése nulle d’un test précédent soit rejetée.

La procédure commence par tester la racine de I’arbre 7 que l'on note G;. Si I’hypothese
nulle Hy g, est rejetée au niveau a, ses enfants sont testés et ainsi de suite. Les p-valeurs des
tests sont ajustées pour prendre en compte la succession et 'imbrication des tests. La procédure
s’arréte lorsque plus aucune hypothése nulle ne peut étre rejetée. Le but est ici de trouver les
plus petits groupes de variables ayant un effet significatif sur la réponse.

Ajustement des p-valeurs

Afin d’assurer le controle du FWER a un niveau global @, deux ajustements des p-valeurs
sont ainsi faits (MeINSHAUSEN |2008).
Soit G le groupe dont I’hypothése Hy ; est testée et pg la p-valeur du test en résultant.
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Ajustement pour la multiplicité des tests Le 1°F ajustement pour prendre en compte la
multiplicité des tests est :

.
P’ :pGI%I' (3.1)

Ce 1° ajustement se fait donc par le ratio entre la taille totale de I’arbre et la taille du
groupe associé a I’hypothése nulle testée. Avec cet ajustement, le groupe a la racine n’est
pas ajusté et les feuilles d’un arbre issu de la CAH regoivent un ajustement de type
Bonferroni.

Ajustement pour la hiérarchie Le 2¢ ajustement consiste a prendre en compte le lien de
parenté entre les tests, en imposant que la p-valeur associée a un sous-groupe ne puisse
étre plus petite que celles de ses ancétres. L'ajustement est donc défini comme :

h,adj adj
= max . 3.2
Pe == pFéenPP (3-2)
Ainsi, pour un niveau de contrdle a, aucune hypothése nulle ne peut étre rejetée si
I’hypothése nulle associée au groupe parent n’a pas été rejetée.

Avec ces ajustements, en testant chaque p-valeur a un niveau «, le FWER est contrdlé a ce
méme niveau sur I’ensemble de l'arbre.

Controle du FDR

Une méthode pour controler le FDR dans les tests hiérarchiques est proposée dans (YEKUTIELI
2008).

Soit 7 = {Gy,...,Gr} un arbre hiérarchique. On note #, I’ensemble des groupes n’ayant pas
de parents et ; = {D € F | pa(D) = G;} '’ensemble des groupes dont le parent est G;.

Pour chaque famille de groupes F; ainsi définie, un test est appliqué pour tester I'importance
des variables de chaque groupe de la famille. Une correction de Benjamini-Hochberg est appli-
quée sur les p-valeurs obtenues afin de controler le FDR a un niveau g. Si une hypothese nulle
est rejetée, la famille contenant les enfants de cette hypothése est testée.

Exemple (Illustration du test hiérarchique pour contrdler le FDR) Sur la figure[3.2]est présen-
tée la hiérarchie et les familles d’hypotheses associées. Un losange représente une hypothése nulle rejetée
a un niveau de controle q.

La procédure de test hiérarchique commence par la famille Fy, elle contient un seul groupe. L'im-
portance de ce groupe est testée d I'aide d’un test des modéles emboités par exemple. Une correction
des tests multiples est effectuée. Supposons que I’hypothése nulle associée a Gy est rejetée, la famille
F contenant les enfants de Gy va donc étre testée dans la suite de la méme maniere que Fy et ainsi de
suite.

Au final, supposons que les hypothéses nulles associées aux groupes Gy, G, G3, Ga, G, G11 et G13
ont été rejetées.

Seuls les groupes Gy, Gy1 et Gy3 sont des outer nodes, c’est-da-dire qu’ils n’ont pas d’enfants dont
Uhypothese nulle a été rejetée. La famille F5 n’a pas été testée durant le processus car I’hypothése nulle
de son parent (le groupe Gs) n'a pas été rejetée. O

En utilisant cette stratégie, le FDR est contr6lé au niveau 290" avec 0" = 1.44 sur ’ensemble
de l'arbre. Si I'on souhaite un controle uniquement sur les groupes qui ne sont pas parents
d’autres groupes dont I’hypothese nulle associée est rejetée (appelés outer nodes), le FDR est alors
contr6lé a un niveau 2Lgo* ou L est la profondeur de 'arbre hiérarchique (le nombre de niveaux
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Ficure 3.2 — [llustration du test hiérarchique contrélant le FDR. Les losanges correspondent aux
groupes dont les hypothéses nulles sont rejetées tandis que les cercles sont celles non rejetées.
Les cadres rouges correspondent aux différentes familles de groupes.

de l’arbre). Cette borne parait grossiére. Vouloir controler le FDR a un niveau global de 0.05 ou
0.1 va produire une borne d’autant plus conservative que l’arbre est profond (L grand), ce qui se
produit pour des arbres hiérarchiques complets avec un grand nombre de variables.

Comparaison des procédures de test hiérarchique controlant le FWER et le FDR

Ces deux procédures de test hiérarchique vont étre utilisées avec le test des modeles emboités
et le score test. Le test des modeles emboités nous oblige a travailler en faible dimension (p < n).
Le score test impose quand a lui que le nombre de variables du modele réduit soit plus petit que
n, ce qui nous oblige également a travailler en faible dimension.

Nous comparons les deux approches proposées dans différents cadres de simulation. Les
cadres de simulation sont issus de (Zou et Hasrtie [2005); MEiNsHAUSEN |2008). Dans les cas
présentés, l'arbre est obtenu par une CAH avec le critere de Ward et la distance euclidienne.

Cadres de simulation

Cadre1:

— n=50,p=40;

— p*=(3,...,3,0,...,0) ou le 1¢" bloc a une longueur de 15 et le second de 25;
— Xg=Zj) +eavec e ~N(0,,1,)

1 sik<5

(k) = 2 si6<k<10
3 sill<k<15
4 sil5<k

— Zj ~N(0,,1,) pour j=1,2,3 et Z4 = 0;
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(a) Courbe ROC sur les variables sélectionnées (b) Courbe ROC sur les groupes sélectionnés

Ficure 3.3 — Résultats du cadre 1 de simulation. Courbe ROC entre le test hiérarchique controlant
le FWER (trait noir plein) et le FDR (pointillés rouges). Les disques et les triangles représentent
le seuil global & = 0.05 pour le FWER et g = 0.05 pour le FDR. Le triangle correspond au controle
sur I’ensemble de l’arbre tandis que le disque a celui sur les outer nodes.

— y=Xp*+eavec e ~ N(0,,15°I,).

Dans ce 1¢ cadre, les variables sont séparées en quatre groupes. Chaque variable d’'un méme
groupe étant la somme d’un vecteur référence avec du bruit créant ainsi une corrélation par
blocs.

Cadre 2:
— n=20,p=8;
— p*=(3.1,5,0,0,2,0,0,0);
— Xy, Xy, ~ N(0,,%) avec X; ; = 0.5/ 11;
— y=Xp*+eavec e ~ N(0,,3°I,).
Dans ce 2¢ cadre, les variables présentent une corrélation (faible) dépendant de la proximité.

Critere de comparaison

Les deux procédures de controle du FWER et du FDR sont comparées a I'aide d’une courbe
ROC (Receiver Operating Characteristic). Elle représente le nombre de vrais positifs en fonction du
nombre de faux positifs lorsque que le niveau de controle a ou g varie. Dans le cas des variables,
une variable sélectionnée est considérée comme un vrai positif si elle appartient au support de
la vraie solution * sinon c’est un faux positif. De méme pour les groupes, un groupe sélectionné
est considéré comme un vrai positif s’il contient au moins une variable du support de *.

Résultats

Sur la figure la forme de la courbe ROC qui fait un retour en arriére est due au
principe du test hiérarchique. Un groupe contenant des vraies et fausses variables peut avoir son
hypothése nulle rejetée a un certain niveau a mais pas celles de ses enfants. Lorsque ce niveau
augmente, son enfant contenant majoritairement des vraies variables a son hypothese nulle
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Ficure 3.4 — Résultats du cadre 2 de simulation. Courbe ROC entre le test hiérarchique controlant
le FWER (trait noir plein) et le FDR (pointillés rouges). Les disques et les triangles représentent
le seuil global & = 0.05 pour le FWER et g = 0.05 pour le FDR. Le triangle correspond au controle
sur I’ensemble de l’arbre tandis que le disque a celui sur les outer nodes.

rejeté mais pas celui contenant des fausses variables. Et comme seuls les enfants sont conservés,
cela peut entrainer une diminution du nombre de faux positifs alors que le niveau « a augmenté
(cela n’est pas le cas dans les courbes ROC "classiques").

Comparaison de I’ensemble de la courbe ROC Sur la 1% partie des courbes ROC pour les
groupes (figures[3.3b| et [3.4b), on constate que les courbes sont proches. Par contre, pour les
variables (figures[3.3alet[3.4a), on remarque que la courbe ROC associée au FWER est au-dessus
de celle associée au FDR avant de revenir a un niveau équivalent voire de s’inverser. Pour de
faibles valeurs de a et g, la méthode avec FWER semble meilleure, tandis que pour des plus
grandes valeurs, cela ne semble pas aussi tranché.

Controle au niveau @ = g = 0.05 Au niveau global usuel a = g = 0.05, la méthode contrdlant
le FWER sélectionne un plus grand nombre de groupes (figures[3.3b|et[3.4b). Et en matiere de
variables (figures[3.3a|et[3.4a), la qualité semble meilleure en général, les groupes sélectionnés
contiennent plus de vraies variables et moins de fausses. Sans surprise, a cause du facteur L dans
la borne de contrdle, le controle du FDR pour I'ensemble de l'arbre sélectionne un plus grand
nombre de variables que le controle sur les outer nodes rejetés grace a la correction moindre de
celle-ci.

En pratique, de faibles valeurs de a et g sont utilisées (0.05 en général). Il semble que la
méthode FWER soit la meilleure sur les simulations proposées. Ces simulations sont d’assez
faible dimension mais se rapprochent en taille du cadre d’utilisation de la procédure de test que
nous proposons dans la suite. En effet, notre procédure de test va étre appliquée sur les groupes
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sélectionnés par le Multi-Layer Group-Lasso pour une valeur du paramétre de régularisation
fixée. Ces groupes seront en nombre limité en pratique.

3.2 Test hiérarchique multiple

Dans cette section, nous proposons une méthode de test pour le chemin solution du Multi-
Layer Group-Lasso. Son but est pour chaque valeur du parametre de régularisation A de conserver
un ensemble de groupes influents tout en contrdlant le FWER ou le FDR. Nous commengons par
introduire cette procédure dans le cas du group-lasso classique puis 1’étendons au Multi-Layer
Group-Lasso.

3.2.1 Procédure de test pour le group-lasso

L’idée est de tester la nullité des coefficients estimés. On retrouve une stratégie de ce type
dans (WasserMAN et ROEDER |2009) ou apres avoir effectué un lasso et choisi la valeur de A par
validation croisée, les coefficients du support sont réestimés par les moindres carrés classiques
et leurs nullités testées. Ce processus de réestimation par moindres carrés est possible car le
support a forcément une taille inférieure au nombre d’individus. Réestimer les coefficients afin
d’obtenir un meilleur R? avait été proposé dans (Erron et al.|[2004).

Dans le cas du group-lasso, la réestimation immédiate par moindres carrés est impossible.
En effet, pour une valeur de A, rien n’oblige le support a contenir moins de variables que le
nombre d’individus. Par contre, le support contient moins de groupes que d’individus (Liu
et J. ZHANG|2009). En représentant chaque groupe par une variable, il est possible d’effectuer
une réestimation. Nous proposons donc de représenter chaque groupe par sa 17 composante
principale.

Notons Z ={1,...,n}, I'ensemble des indices associés aux individus. Cet ensemble est divisé
aléatoirement en deux sous-ensembles Z; et 7, de méme taille. Dans un premier temps, un
group-lasso est appliqué sur les données restreintes aux individus Z;. Dans un second temps, la
procédure de test est appliquée sur les données restreintes aux individus de I'ensemble 7,. La
procédure de test est décrite dans I'algorithme 10}

Algorithme 10 Procédure de test pour le group-lasso

Soit A I’ensemble des parametres de régularisation testé pour le group-lasso.
Pour ) € A Faire
Soient Gy,..., G, les groupes sélectionnés par group-lasso pour A.
Calculer la composante principale X; de Xg, pouri=1,...,m.On note X=[Xi.... Xl
Calculer f§ I'estimateur des moindres carrés de X et y.
Tester la nullité des coefficients de f§ a I'aide du test adéquat (cf. Section .
Appliquer une correction des tests multiples (Benjamini-Hochberg ou Bonferroni (cf. Section

3.1.2)) a un niveau a.

Fin Pour

La procédure de test proposée sera évaluée dans la Section [3.3]
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® Gyo Gy, G, G, G,

(a) Hiérarchie de l’exemple (b) Sélection de l’exemple

Ficure 3.5 — Illustration de I'exemple (5| (Sélection du Multi-Layer Group-Lasso).

3.2.2 Adaptation pour la sélection de groupes chevauchant
Particularité du Multi-Layer Group-Lasso

Dans le cas du Multi-Layer Group-Lasso, des groupes inclus les uns dans les autres peuvent
étre sélectionnés pour une méme valeur de A. Le principe est alors de séparer les groupes
sélectionnés : d'une part, ceux contenus ou contenant d’autres groupes sont regroupés dans des
arbres 7y,...,7;, d’autre part ceux n'ayant aucune intersection avec les autres groupes forment
I'ensemble S (cf. exemple 5| (Sélection du Multi-Layer Group-Lasso) et figure[3.5). Sur les premiers
une stratégie de test hiérarchique va étre appliquée et sur les autres une stratégie de test classique.

Exemple (Sélection du Multi-Layer Group-Lasso) Soient 6 variables dont la hiérarchie forme les
groupes suivants : Gy ={1,2,3,4,5,6}, G, ={1,2}, G3 =1{3,4,5,6}, G4 = {1}, G5 = {2}, G¢ ={3,4,5},
Gy = {6}, Gg = {3}, Go ={4,5}, G10 = {4}, G11 = {5}. La hiérarchie est visible sur la figure[3.5]
Supposons que pour une valeur de A, les groupes G4, Gg, G7 et Gy sont sélectionnés. On a alors
S ={Gy4, Gy} et Ty ={Gg, Gy} avec Gg qui contient Gyg. O

Complétion des hiérarchies

Afin d’appliquer la stratégie de test hiérarchique, il est nécessaire que les groupes forment
une hiérarchie compléte, c’est-a-dire que I'union des variables des enfants d’un groupe soit égale
a ce groupe. Cela est nécessaire car la nullité des coefficients associés a un groupe est testée
au travers de sa décomposition en feuilles, si un groupe ne posséde qu’un sous-groupe, il ne
peut étre testé par la méthode de MEINSHAUSEN, le groupe n’étant pas décrit entiéerement par
ses enfants. Dans ce cas, on ajoute des groupes afin de former de telles hiérarchies que I'on note
7'1',...,7;-' (cf. exemple@ (Complétion d’une hiérarchie)). Ces nouveaux groupes peuvent ne pas
faire partie des groupes originaux.

Exemple (Complétion d’une hiérarchie) Les groupes Gg = {3,4,5} et Gy = {4} de l'arbre T, ne
forment pas une hiérarchie compléte (Gg ne peut étre exprimé comme 'union parfaite de ses sous-
groupes). On crée alors le groupe G” = (3,5} qui est le complémentaire de Gy dans Gg. On obtient
alors une nouvelle hiérarchie T = {Gq, G19, G’} qui est complete. O
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Application de la procédure de test

Une fois les hiérarchies complétées, la 17 composante principale des feuilles de chaque
hiérarchie est calculée. Les feuilles jouent le role des variables dans la stratégie de test hiérar-
chique de MEINSHAUSEN (cf. Section . On obtient de nouveaux arbres hiérarchiques 7/,..., 73
ou les groupes sont décrits par les composantes principales des feuilles. La stratégie de test
hiérarchique controlant le FWER peut alors étre effectuée sur chaque hiérarchie.

Exemple (Représentation des groupes par la composante principale) Les feuilles de T/, X,
et X sont representees par leur 17 composantes prmczpales X et X, deﬁmssant ainsi la matrice
X. Un arbre T; associé a X est créé. Il contient les groupes G, =1{1,2}, G, = {1} et G3 = {2}. Le test
hiérarchique est effectué sur la matrice X et 'arbre 7. |

Donc, pour chaque valeur de A, la stratégie de test hiérarchique est appliquée sur les hié-

rarchies 7y,...,7; formées a partir des groupes sélectionnés. La stratégie est résumée pour une
hiérarchie dans l'algorithme

Algorithme 11 Gestion des groupes chevauchant dans la sélection du Multi-Layer Group-Lasso

Complétion des hiérarchies Compléter les groupes de la hiérarchie 7 afin de former une
hiérarchie complete 7.

Représentation des groupes Calculer la 1 composante principale pour chaque feuille de
7’. On obtient un nouvel arbre 7 décrivant la hiérarchie entre les composantes des
feuilles de 7.

Appliquer la stratégie de test hiérarchique Appliquer la stratégie de test hiérarchique avec
7 avec le niveau de contrdle a.

Niveau de controle du FWER

Pour un arbre 7}, le test est effectué avec un niveau de contrdle HLTl oum=|S|+ Z?:l ;).
Pour chaque groupe appartenant a S, le niveau de controle est de .. Ainsi le FWER est controlé
a un niveau global a :

j
]P(EIG:paGdjSa) {HGES paGd]<a UU EIGET pad] }
i=1

IP{EIGES 0 <_}uU{ -~

i=1

ql
I/\

IS

X

X

_

SIP({EIGES P <_})+]Z1P(3Ge Gg“m')

i=1

2
S

La procédure de test hiérarchique multiple pour le Multi-Layer Group-Lasso est présentée
dans l'algorithme[12} Dans la partie suivante, son utilisation avec le Multi-Layer Group-Lasso est
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présentée.

Algorithme 12 Test hiérarchique multiple pour le Multi-Layer Group-Lasso

Soit A I’'ensemble des parameétres de régularisation testé pour le group-lasso.

Pour A € A Faire
Définition des hiérarchies Séparer les groupes sélectionneés en hiérarchie 7;,...,7; eten S
I’ensemble des groupes non contenus et ne contenant pas d’autres groupes.
Groupes appartenant a des hiérarchies Pour chaque hiérarchie 7;, appliquer I’algorithme
11{avec un niveau de controle %m

Groupes hors hiérarchies Pour I'ensemble S, appliquer la stratégie de 'algorithme [10] pour
une valeur de A avec un niveau de controle %ISI

Fin Pour

3.2.3 Multi-Layer Group-Lasso et test hiérarchique multiple

Afin d’utiliser la procédure de test hiérarchique multiple proposée précédemment avec le
Multi-Layer Group-Lasso, nous proposons d’utiliser la stratégie définie dans 1’algorithme[13]

Les individus sont divisés en deux parties afin de ne pas utiliser les mémes données pour
la création des modéeles et la méthode de choix de modeéle, ce qui est le principe général de
la validation croisée. Cette stratégie d’appliquer la phase de test sur des données différentes
a également été utilisée dans (WassermaN et ROEDER 2009) pour son multi-stage lasso. Ainsi
sur le 1°r ensemble d’individus, la classification ascendante hiérarchique est effectuée. Sur le 2¢
ensemble, notre group-lasso est appliqué aux données avec l'arbre et les poids calculés sur le 1¢
ensemble. La méthode de test hiérarchique multiple (algorithme[12) est quant a elle appliquée
sur le 1¢* ensemble, les données y sont utilisées pour calculer les 17 composantes principales
des différents groupes et effectuer les tests associés.

Algorithme 13 Multi-Layer Group-Lasso et test hiérarchique multiple

1. Diviser I’ensemble des n individus Z = {1,...,n} de X en 2 sous-ensembles disjoints Z; et
T, de taille 7.

2. Effectuer la CAH a partir des individus Z;.
3. Appliquer le Multi-Layer Group-Lasso (2.6) sur les individus Z,.
4. Appliquer la méthode de test hiérarchique multiple (algorithme[12) sur les individus Z;.

3.3 Simulations

Les cadres de simulations sont les mémes que ceux présentés dans la Section [2.2.1] Dans
les différents cadres de simulations, on prend la valeur ﬁ; = 1 pour une variable d’indice j
appartenant au support de f*. Plusieurs variables du support de f* ne peuvent se trouver dans
un méme bloc de corrélation défini par la structure de la matrice de variance-covariance de X. La
variance du bruit est quant a elle fixée pour avoir un ratio signal sur bruit ((ﬁ*)TXTX/S*/llt—:Il%) de
2. Le comportement de la procédure de test hiérarchique appliquée au Multi-Layer Group-Lasso
est étudié. L'ensemble du chemin solution du Multi-Layer Group-Lasso avant et aprées application
de la procédure de test est comparé par le biais du nombre de vrais positifs et faux positifs. Nous

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Quentin Grimonprez, Lille 1, 2016

80 CHAPITRE 3. Sélection de groupes de variables a taux d’erreurs controlé

considérons comme vrai positif un groupe sélectionné contenant une variable du support de la
vraie solution p* et des variables corrélées avec celle-ci. Si un groupe sélectionné contient deux
variables du support n’ayant aucun lien de corrélation, il est considéré comme un faux positif
car ces variables auraient dii étre sélectionnées dans deux groupes distincts.

3.3.1 Comparaison de différents tests

La procédure compléte décrite dans 1'algorithme [13]a été utilisée pour tester la procédure de
test hiérarchique multiple dans les simulations de cette section. Pour tester I'importance des
variables au sein des procédures de test hiérarchique, différents tests statistiques ont été utilisés :
le test des modeéles emboités et le score test (cf. Section . Pour le test des modéles emboités,
deux cas ont été étudiés. Dans le premier, le modele réduit correspond au modéle ne contenant
qu’une constante et le complet celui contenant les variables dont I'importance est a tester (le
test est dénoté par F-test dans les graphes). Dans le deuxiéme, le modele complet comprend
la totalité des variables et le modéle réduit contient toutes les variables exceptées celles dont
I'importance est testée (dénoté par partial F-test). Toutes les courbes sont la moyenne de 100
répétitions.

Controéle a un niveau a = 0.05 et g = 0.05

Sur la figure les résultats obtenus par l'utilisation de la procédure de test hiérarchique
avec controle du FWER sont présentés. On constate que le partial F-test donne de meilleurs
résultats pour le controle du FWER a un niveau a. Le F-test et le score test fournissent des
résultats similaires (les courbes sont confondues). Dans le cadre avec de la corrélation entre
les blocs de variables (figure[3.6d), peu de groupes sont sélectionnés quand le score test et le
F-test sont utilisés, peu de groupes ont leurs hypotheéses nulles non rejetées. Cela aboutit a la
découverte de tous les vrais positifs mais a un nombre de faux positifs trés important. Dans
ce cadre, le partial F-test obtient de meilleurs résultats avec une sélection trés faible de faux
positifs. On constate un tres faible nombre de faux groupes sélectionnés mais un certain nombre
de vrais groupes sont manqués.

Sur la figure[3.7} la procédure a été appliquée avec le controle du FDR. On fait ici les mémes
constatations que pour le contréle du FWER : le partial F-test fournit de meilleurs résultats.
En comparant les figures[3.7a]a[3.6b|et[3.7b]a [3.6c] on ne peut conclure sur la supériorité du
controle du FDR ou du FWER, les résultats varient d’un cas a 1’autre. La méthode avec controle
du FDR domine dans le cadre 2 avec en moyenne 3.5 vrais positifs pour 2.5 pour le controle du
FWER avec un méme nombre de faux positifs. Dans le cadre 3, I'inverse se produit.

Comparaison de I’ensemble de la courbe ROC

Les procédures de test hiérarchique ont été comparées a un niveau de controle « fixé. Nous
allons comparer ces méthodes plus globalement pour divers valeurs de & en tracant des courbes
ROC pour différentes valeurs de /\L €{0.75,0.5,0.25,0.1}.

Sur la figure le partial F-test semble globalement meilleur pour le controle du FWER
pour les différentes valeurs de ﬁax Les courbes sont assez proches pour un faible nombre
de faux positifs mais quand ce nombre augmente le partial F-test devient meilleur. Il obtient
généralement un meilleur compromis entre le nombre de vrais et faux positifs pour a = 0.05. On
retrouve les mémes comportements pour les autres cadres de simulation dans le cas du controle

du FWER. Pour le controle du FDR, nous arrivons aux mémes conclusions.
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--- F
—— T partial F-test
- - - F partial F-test
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T score test
F score test

(c) (Cadre 3)p=0.7,1=10,K =10, = %
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v --- F
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\ — T F-test
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(b) (Cadre 2) p=10.5,1=10,K =5

' --- F

—— T partial F-test
' - - - F partial F-test
I — TF-test

Vi --- FF-test

T score test

L F score test

M Amnax

(d) (Cadre 4) p=0.7,p2=0.3,1=5,K=5

FIGURE 3.6 — Chemins solutions pour la procédure de test hiérarchique multiple (algorithme|13)
pour n =100 et p = 500. Les tests ont été effectués pour a = 0.05 avec controle du FWER. En
abscisse, les valeurs du parametre de régularisation sont représentées. En trait plein, on trouve le
nombre de vrais groupes sélectionnés et en pointillés celui de faux groupes. Le noir correspond

au chemin solution du group-lasso sur ’ensemble de la CAH (cf. équation (2.6))). Les autres
couleurs correspondent aux 3 tests utilisés.
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g4 — T — T
\ ---F --- F
N — T partial F-test © 4 — T partial F-test
Y - - - F partial F-test - - - F partial F-test
\ — T F-test — T F-test
o - \ --- FF-test o --- FF-test
\ T score test T score test
v F score test F score test
\
g \ g
Q v Q ~
3 © o \ E3
8 \ g
1= \ >
8 8
< o ™o
g 5
s Y7 5
z z

M Amax M Amax

(a) (Cadre 2) p=0.5,1=10,K =5 (b) (Cadre 3)p=0.7,1=10,K =10, 7w = §
Ficure 3.7 — Chemins solutions pour la procédure de test hiérarchique multiple (algorithme
pour n =100 et p = 500. Les tests ont été effectués pour a = 0.05 avec contrdle du FDR.
En abscisse, les valeurs du parametres de régularisation sont représentées. En trait plein, on
trouve le nombre de vrais groupes sélectionnés et en pointillés celui de faux groupes. Le noir
correspond au chemin solution du group-lasso sur I'ensemble de la CAH (cf. équation (2.6)). Les
autres couleurs correspondent aux 3 tests utilisés.
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Ficure 3.8 — Courbes ROC obtenues pour le cadre 1 de simulation pour n =100, p =500, K =5,

p = 05,1 =10 et différentes valeurs de Les points de couleurs représentent la valeur

2.0

15

1.0

0.5

- partial F-test

--- F-test
7 score test
T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Faux positifs
(a) 12— =0.75
max
4 1
4 d
1] - partial F-test
| --- F-test
score test
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Faux positifs
(c) 2= =025
max

a = 0.05 pour les différents tests.
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FiGure 3.9 - Proportion du nombre d’échantillons contenant au moins une hiérarchie en fonction
de /\L dans le cas du cadre 3 de simulation. A gauche, la taille des groupes varie. Adroite, la
m.

ax
corrélation intra-blocs varie.

Dans la suite, toutes les simulations sont donc effectuées avec le partial F-test qui a montré
de meilleurs résultats.

3.3.2 Comparaison des procédures de test hiérarchique pour contrdler le
FDR et le FWER

Dans la section précédente, nous avons cherché a déterminer le meilleur test pour notre
procédure de test hiérarchique multiple que ce soit pour controler le FDR ou le FWER. Dans
cette section, nous allons comparer les deux procédures de test hiérarchique.

Présence de hiérarchies au sein de la sélection

Tout d’abord, afin de comparer au mieux les tests hiérarchiques, regardons la présence de
hiérarchie au sein des 100 échantillons, c’est-a-dire la présence de groupes sélectionnés par le
Multi-Layer Group-Lasso contenus dans ou contenant d’autres groupes sélectionnés pour une
méme valeur de \. Sur la figure[3.9} on constate que la proportion d’échantillons contenant au
moins une hiérarchie augmente lorsque A diminue (plus de groupes sont sélectionnés). Plus le
parametre de régularisation A est faible, plus la méthode est susceptible de sélectionner des
groupes contenus ou contenant d’autres groupes déja sélectionnés. En présence de tres fortes
corrélations (p = 0.9), la présence de hiérarchie diminue. De maniére générale, plus le contexte
est défavorable pour des approches basées sur les groupes (faible corrélation, augmentation de
la taille des groupes, augmentation du nombre de vrais groupes), plus il y a de chance que la
sélection contienne des groupes imbriqués.

Dans la suite de cette sous-section, les courbes sont la moyenne des échantillons contenant
au moins une hiérarchie dans leur chemin solution.
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Controéle a un niveau a = 0.05 et g = 0.05

Sur la figure on constate que globalement la procédure utilisant le test hiérarchique
avec controle du FWER est meilleure que celle contrdlant le FDR. Pour un ratio ﬁ élevé,
le controle du FDR et FWER donnent des résultats équivalents pour a = 0.05 voire meilleurs
pour le FDR. Cela s’explique par une faible proportion de hiérarchie pour ces valeurs de A (cf.
figure[3.9). Dans ce cas, un ajustement classique (correction de Bonferroni ou de Benjamini-
Hochberg) est utilisé pour lequel le contréle du FDR fournit de meilleurs résultats. Lorsque la
proportion d’échantillons contenant des hiérarchies augmente, le test hiérarchique avec controle
du FWER devient meilleur en matiere de vrais positifs, le nombre de faux positifs est quant a lui
légerement supérieur a celui obtenu par contrdle du FDR pour g = 0.05. Cela peut s’expliquer
par la correction a apporter pour obtenir un niveau de contréle g du FDR (Section qui
peut étre assez forte.

Comparaison de I’ensemble de la courbe ROC

De maniére plus globale, la tendance pour a = 0.05 sur la figure[3.10¢semble se confirmer
sur les courbes ROC de la figure|3.11| Pour une forte valeur de ﬁ, la courbe ROC associée au
test hiérarchique controlant le FDR est meilleure que celle du FWER, puis la tendance semble
s’inverser. Les courbes restent cependant proches et au vu des valeurs pour a = 0.05 (représentées
par des points sur les courbes ROC), la borne de la procédure de controle du FDR (Section [3.1.3)
semble trop conservative.

En conclusion, la présence de groupes formant une hiérarchie au sein de la sélection dépend
de la valeur de A. Il y a plus de chances d’en avoir pour de faibles valeurs de A (moins de
pénalisation et donc plus de groupes sélectionnés). En présence de hiérarchie, le test hiérarchique
avec controle du FWER semble plus performant notamment a cause de la trop forte correction
imposée par le test hiérarchique controlant le FDR. En cas d’absence de hiérarchie dans la
sélection, une correction de Benjamini-Hochberg pour le contrdle du FDR est a privilégier.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une procédure de test hiérarchique multiple pour
dissocier les groupes influents parmi les groupes sélectionnés par le Multi-Layer Group-Lasso.
Cette procédure prend en compte la présence potentielle de hiérarchies parmi les groupes
sélectionnés. L'intérét de cette méthode est de controler le nombre de faux positifs. Pour chaque
valeur du paramétre de régularisation A du Multi-Layer Group-Lasso, les groupes conservés apres
la procédure de test hiérarchique multiple ne contiennent plus de groupes chevauchant, ils
sont donc plus facilement interprétable. Il est nécessaire de trouver le parametre A optimal du
chemin solution pour la procédure de test hiérarchique multiple.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Quentin Grimonprez, Lille 1, 2016

86 CHAPITRE 3. Sélection de groupes de variables a taux d’erreurs controlé

Nombre de groupes

Nombre de groupes

0.2 0.4 0.6
M e

M e

, — T
w \ --- F
w0 | — TFWER
& ' -~ FFWER
\ — TFDR
Y --- FFDR
<+ A )
o \
N v
\
P 0 \
i3 i3 )
2 2 \
£ E
3 3 \
5 > 9 \
@ @ N
8 8 \
<t <t \
5 b5 \
: . : .
z z 9 - \
.
“ o
° °
T T T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 X
M Aax

M Amax
(c)p=500,K=5,p=0.7,1=10

(d)p:SOO,K:S,p:0‘9,l:10

Ficure 3.10 — Groupes sélectionnés par la procédure de test hiérarchique multiple controlant
le FDR (en bleu) et celle controlant le FWER (en rouge) a un niveau a = 0.05 pour le cadre

3 de simulation. Le noir correspond au chemin solution du group-lasso sur I'ensemble de la

CAH (cf. équation (2.6)). Entre les graphes et[3.10b} la taille des blocs de la matrice de

variance-covariance passe de 5 a 10. Entre les graphes et le nombre de variables
passe de 250 a 500. Entre les graphes et la corrélation intra-blocs augmente de 0.7 a
0.9.
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Ficure 3.11 — Courbes ROC obtenues pour le cadre 3 de simulation pour p =500, K =5, p =0.7,
I =10 et différentes valeurs de /\L En rouge, la courbe ROC associée au test hiérarchique
controlant le FWER, en bleu, celle associée a celui contrdlant le FDR. Les points de couleurs

représentent la valeur a = 0.05.
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Chapitre

Choix du parametre de régularisation

Dans le chapitre précédent, une procédure de test hiérarchique multiple pour le Multi-Layer
Group-Lasso a été présentée. Elle s’applique pour chaque valeur du parameétre de régularisation
A aux groupes sélectionnés par le Multi-Layer Group-Lasso. Elle fournit un controle du nombre
de faux positifs pour chaque valeur de A. La valeur de A reste cependant a optimiser. Classi-
quement une approche de type validation croisée V-fold est utilisée mais une telle méthode
s’avere coliteuse en temps de calcul a cause des réexécutions multiples qu’elle nécessite et est
classiquement utilisée dans une optique de prédiction (en minimisant I'erreur de prédiction) et
non de sélection. L'objectif est ici de trouver une valeur optimale du parametre A avec un cout
minimum en temps de calcul.

4.1 Choix de la valeur du parametre de régularisation

Le comportement de la procédure de test hiérarchique multiple a été étudié Section
Au vu des différentes simulations effectuées, on constate que le nombre de faux positifs reste
relativement faible et croit légerement sur I’ensemble du chemin solution quand la valeur de A
diminue. Tandis que le nombre de vrais positifs croit pour se stabiliser voire décroitre pour de
faibles valeurs de A. La méthode est trés conservative en ce sens. Ces observations faites sur la
plupart des simulations effectuées, nous suggérons de sélectionner la valeur de A maximisant le
nombre de rejets. Ainsi, nous espérons maximiser le nombre de vrais positifs, tout en gardant un
nombre de faux positifs faible. Les groupes sélectionnés pour cette valeur de A sont les groupes
considérés comme d’importance pour expliquer y.

Ainsi, la procédure complete que nous proposons est décrite dans l'algorithme Elle
consiste a utiliser le Multi-Layer Group-Lasso sur la moitié des individus puis la procédure de
test hiérarchique sur la seconde moitié puis de choisir la valeur du parametre de régularisation
A maximisant le nombre de rejets dans la phase de test hiérarchique.

Dans la suite, nous testons l’efficacité de ce choix de A en le comparant a d’autres méthodes
classiques de choix de A.

89
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Algorithme 14 Multi-Layer Group-Lasso et test hiérarchique multiple avec choix de A

1. Diviser I’ensemble des n individus Z = {1,...,n} de X en 2 sous-ensembles disjoints Z; et
T, de taille 7.

. Effectuer la CAH a partir des individus Z;.
. Appliquer le Multi-Layer Group-Lasso (2.6) sur les individus Z,.
. Appliquer la méthode de test hiérarchique multiple (algorithme sur les individus Z;.

O &= W N

. Choisir la valeur de A maximisant le nombre de rejets.

4.2 Simulations

Dans cette section, nous allons tester 'efficacité du choix de A au sein de la procédure. Puis
nous la comparons avec d’autres méthodes de choix de A. Les cadres de simulations sont les
mémes que ceux présentés dans la Section[2.2.1} Dans les différents cadres de simulations, on
prend la valeur ﬁ;’ = 1 pour une variable d’indice j appartenant au support de *. Plusieurs
variables du support de f* ne peuvent se trouver dans un méme bloc de corrélation défini par la
structure de la matrice de variance-covariance de X. La variance du bruit est quant a elle fixée
pour avoir un ratio signal sur bruit ((ﬁ*)TXTXﬂ*/Hell%) de 2. Les différentes procédures de choix
de A sont évaluées par le biais du nombre de vrais positifs et faux positifs. Nous considérons
comme vrai positif un groupe sélectionné contenant une variable du support de la vraie solution
B et des variables corrélées avec celle-ci. Si un groupe sélectionné contient deux variables du
support n‘ayant aucun lien de corrélation, il est considéré comme un faux positif car ces variables
auraient di étre sélectionnées dans deux groupes distincts.

4.2.1 Choix de la valeur du parametre de régularisation

Nous comparons le choix de la valeur de A que nous proposons (celle maximisant le nombre
de rejets, notée Agy) avec la valeur de A proposant la meilleure solution en matiére de vrais
positifs (notée Arpys). Cette solution est considérée comme la meilleure pour notre procédure.

Dans le Tableau on présente la qualité des groupes sélectionnés en matiere de vrais
positifs et faux positifs pour la valeur de Agp; choisie. Premiérement, on constate que le nombre
de faux positifs est assez faible apres application de la méthode de post-traitement. On voit
que pour Agy, le nombre de vrais positifs est trés proche de celui associé a la meilleure valeur
de A (Arpym)- Cependant le nombre de faux positifs associés est plus élevé (plus du double
généralement). Le choix de la valeur de A maximisant le nombre de rejets semble donc cohérent.

4.2.2 Comparaison avec différentes méthodes de choix de parametres

Dans cette section, nous comparons notre procédure compleéte (cf. algorithme[14) au Multi-
Layer Group-Lasso utilisée avec la validation croisée 5-fold, la stability selection et le critére Kappa

(Section|1.1.4).
Présentation des méthodes

Pour I'ensemble des méthodes (validation croisée 5-fold, la stability selection et le critére
Kappa), la CAH est effectuée en utilisant 'ensemble des individus. Cette CAH est utilisée avec le
Multi-Layer Group-Lasso pour les différents échantillons bootstraps.
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TaBLEAU 4.1 — Qualité de la sélection pour A maximisant le nombre de rejets dans notre procédure
dans le cadre 3 de simulation pour n =100 et p = 500. Dans le tableau, VP et FP correspondent
respectivement au nombre de vrais positifs et faux positifs. ArM (respectivement iTPM) corres-
pond a la valeur de A maximisant le nombre de rejets (respectivement vrais positifs). MLGL

correspond au Multi-Layer Group-Lasso et THM a la procédure de test hiérarchique multiple.

Ainsi MLGL + Ay correspond a la composition du chemin solution pour A = Arm. MLGL + THM
+ Agm a celle du chemin solution pour A = Arm apres application de la procédure de test hiérar-
chique multiple. MLGL + THM + A1py correspond a la meilleure solution en matiére de vrais
positifs apres application du Multi-Layer Group-Lasso et de la procédure de test hiérarchique
multiple. K, [ et p désignent les paramétres du cadre 3 de simulation (Section[2.2.1). K désigne
le nombre de groupes appartenant au support de la vraie solution 7, I désigne la taille des blocs

de la matrice de variance-covariance et p la corrélation intra-blocs.

K=5 K=10
I=5 1=10 I=5 1=10
| VP FP | VP FP || VP FP | VP  FP
MLGL + Apy 495 7.38|4.89 9.08 | 6.09 9.44 | 661 11.61
p=0.9 | MLGL + THM + Ary || 491 0.28 | 478 0.8 | 415 0.44 | 475 1.28
MLGL + THM + Atpy || 495 0 | 486 0.05 || 427 0.14 | 486 0.57
MLGL + Apym 335 3.29 | 413 202 249 276 | 543 2.22
p=0.7 | MLGL + THM + Agy || 2.95 0.51 | 3.95 0.27 || 1.59 0.64 | 3.39 0.54
MLGL + THM + Aqpy || 3.02 0.13 | 3.97 0.14 || 1.65 0.23 | 3.4 0.39
MLGL + Apm 31 233]303 296 | 264 405|275 3.18
p=0.5 | MLGL + THM + Agy || 289 032 | 2.6 053 || 1.68 0.41 | 1.53  0.63
MLGL + THM + Aqpy || 2.95 0.04 | 2.7 0.3 || 1.72 0.13 | 1.58  0.26
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Pour le critere Kappa, la valeur estimée du parametre de régularisation a été choisie comme
celle maximisant $(A) (cf. algorithme 2).

Pour la stability selection, les probabilités de sélection sont estimées pour chaque groupe de la
CAH. Les groupes dont la probabilité de sélection dépasse le seuil 0.75 sont sélectionnés.

Comparaison du test hiérarchique multiple avec choix de A a d’autres méthodes de sélection
de parametres de régularisation

Les résultats pour le cadre 3 de simulation sont présentés dans le Tableau [4.2}

De maniére générale, la méthode proposée obtient moins de vrais positifs que les autres
méthodes mais avec un nombre de faux positifs trés faible comparé a celles-ci.

La stability selection obtient les meilleurs résultats sélectionnant un nombre plus important
de vrais positifs tout en gardant un nombre de faux positifs raisonnable. Mais elle nécessite un
nombre important de rééchantillonnages (50 ou 100 en général), et est donc cotiteuse en temps
de calcul. Quand la taille I des groupes augmente, on constate une augmentation du nombre de
faux positifs pour la stability selection. Cela peut s’expliquer par le fait que les niveaux d’intéréts
(ceux avec un poids minimal) contiennent moins de groupes et donc ces groupes sont plus
souvent sélectionnés lors des rééchantillonnages ce qui rend leur probabilité de sélection plus
élevée. Les bons résultats de la stability selection associée au Multi-Layer Group-Lasso prouvent
l’efficacité de notre méthode pour la sélection de groupes.

La validation croisée 5-fold sélectionne un nombre important de faux positifs, plus particu-
lierement dans le cas plus facile qu’est p = 0.9. On constate notamment que les valeurs de A
estimées par validation croisée sont tres faibles (figure comparées aux valeurs sélectionnées
par les autres méthodes. Ces valeurs sont trés proches de la valeur minimale de A testée. La
validation croisée a tendance a sélectionner le modele le plus complexe dans un but d’optimiser
le pouvoir prédictif et fait au final tres peu de sélection. Comparé a la validation croisée 5-fold,
le critéere Kappa sélectionne nettement moins de faux positifs mais avec un nombre de vrais
positifs inférieur.

Notre procédure avant application de la phase de test multiple (MLGL + Agy) sélectionne
moins de groupes que la validation croisée. Pour une forte valeur de corrélation (p = 0.9),
elle sélectionne plus de groupes que le critére Kappa. Le phénomeéne s’inverse dans le cas
p = 0.5. Aprés application du test hiérarchique multiple (MLGL + THM + Agy), notre méthode
sélectionne au global moins de faux positifs que les autres méthodes. Elle reste cependant
inférieure en matiére de vrais positifs.

Test hiérarchique multiple avec différentes méthodes de choix de A

Aprés avoir estimé la valeur de A avec des méthodes comme la validation croisée V-fold
ou le critere Kappa, nous pouvons appliquer notre méthode de test hiérarchique multiple. Les
résultats sont complles dans le Tableau“ 4.3] Dans le cas K =5, utiliser les méthodes Kappa ou
validation croisée pour estimer A produit de meilleurs résultats que choisir le A maximisant
le nombre de rejets. Dans le cas plus compliqué K = 10, les résultats sont plus contrastés mais
restent assez proches de ceux de la méthode proposée. On en conclut que choisir la valeur de A
comme celle maximisant le nombre de rejets n’est pas le choix optimal mais fournit d’assez bons
résultats de maniére générale.

Seuillage

I1 est également intéressant de comparer le choix de l'utilisation d’un test statistique a celui
d’un seuillage dur des coefficients estimés, c’est-a-dire de mettre a 0 les coefficients dont la valeur
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TaBL

EAU 4.2 — Qualité de la sélection de différentes méthodes de choix de A pour le cadre 3 de

simulation pour n = 100 et p = 500. Dans le tableau, VP et FP correspondent respectivement
au nombre de vrais positifs et faux positifs. Agy correspond a la valeur de A maximisant le
nombre de rejets. MLGL correspond au Multi-Layer Group-Lasso et THM a la procédure de test
hiérarchique multiple. Ainsi MLGL + Agy correspond & la composition du chemin solution pour
A = Arm- MLGL + THM + Ay a celle du chemin solution pour A = Agys aprés application de la
procédure de test hiérarchique multiple. A 5.¢ correspond a la valeur de A choisie par validation
croisée 5-fold, iKappa a celle choisie par critére Kappa et stability a la stability selection (cf. Section

1.1.4
nom

). K, I et p désignent les paramétres du cadre 3 de simulation (Section[2.2.1). K désigne le
bre de groupes appartenant au support de la vraie solution 8, I désigne la taille des blocs

de la matrice de variance-covariance et p la corrélation intra-blocs.
| K=5 | K=10
| I=5 I=10 || 1=5 1=10
| vp FP | VP FP || VP FP | VP  FP
MLGL + XRM 495 7.38 | 489 9.08 || 6.09 944 | 6.61 11.61
MLGL + THM + iRM 491 0.28 | 478 0.8 415 044 | 475 1.28
p=0.9 | MLGL + iKappa 3.66 2.14 43 264 | 578 13.25 | 5.84 8.06
MLGL + ivc 5. 496 24.37 | 4.87 23.4 | 815 3046 | 7.74 27.21
MLGL + stability 499 0.15 5 0.4 7.4 0.22 | 9.92 0.22
MLGL + /iRM 3.35 3.29 4.13 2.02 2.49 2.76 5.43 2.22
MLGL + THM + iRM 295 0.51 | 395 0.27 || 1.59 0.64 | 3.39 0.54
p=0.7 | MLGL + iKappa 259 1.68 | 3.86 1.21 || 2.76 4.36 | 6.22 3.29
MLGL + ivc 5.f 3.73 6.32 | 436 5.33 || 3.35 6.35 | 6.46 4.55
MLGL + stability 452 0.61 5 1.79 || 3.63 0.84 9.8 1.58
MLGL + XRM 3.1 2.33 | 3.03 296 | 264 4.05 | 2.75 3.18
MLGL + THM + iRM 2.89 0.32 2.6 053 1.68 0.41 | 1.53 0.63
p=0.5 | MLGL + iKappa 3.19 3.83 | 3.08 3.32 | 293 550 | 3.56 5.34
MLGL + ivc 5.f 355 6.73 | 3.49 6.28 || 3.34 7.67 | 3.72 5.71
MLGL + Stability 3.17 1.17 4.85 1.61 2.54 1.79 8.01 1.51
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FiGUrE 4.1 — Valeurs de A sélectionnées par différentes méthodes dans le cadre 3 de simulation
pour p =500, p =09, K=5et]=5.
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TaBLEAU 4.3 — Qualité de la sélection de différentes méthodes de choix de A pour le cadre 3 de
simulation. Les méthodes Kappa, validation croisée 5-fold sont utilisées pour estimer A. Pour
cette valeur, la procédure de test hiérarchique multiple (THM) est appliquée. Dans le tableau,
VP et FP correspondent respectivement au nombre de vrais positifs et faux positifs. K désigne le
nombre de groupes appartenant au support de la vraie solution %, I désigne la taille des blocs
de la matrice de variance-covariance et p la corrélation intra-blocs.

| K=5 | K=10

| I=5 I=10 || I=5 1=10

| vP FP | VP FP || VP FP | VP FP
MLGL + THM + Apy 491 0.28 | 478 0.8 | 415 044|475 1.28

p=09 | MLGL + Agappa + THM || 3.46 0 | 411 0.01 || 1.94 0.02 | 2.87 0.21
MLGL + Ay 56+ THM || 3.94 0.05 | 413 0.21 || 0.98 0.16 | 1.97 0.74

MLGL + THM + Agym 295 051|395 0.27 || 1.59 0.64 | 3.39 0.54
p=0.7 | MLGL + iKappa +THM || 1.85 0.18 | 3.25 0.17 || 0.79 0.34 | 2.32 0.43
MLGL + ivc 5. + THM 2.73 0.27 | 3.57 0.21 || 0.94 0.41 | 2.36 0.47

MLGL + THM + Agym 289 032 | 26 053] 1.68 0.41 | 1.53 0.63
p=0.5 | MLGL + Agappa + THM || 2.56 0.17 | 2.07 0.24 || 1.09 0.25 | 1.09 0.39
MLGL + ivc 5. + THM 2.87 0.20 | 2.33 0.26 || 1.13 0.31 | 1.04 0.42

TaBLEAU 4.4 — Nombre de vrais groupes pouvant étre sélectionnés par une méthode de seuillage
sur les coefficients sans sélectionner de faux groupes.

| k=5 || k=10
| I=5|1=10 | I=5]|1=10

p=009 | 491 | 4.66 4.3 3.3
p=0.7 | 3.29 | 4.09 231 | 4.72
p=05| 333 | 3.14 2.48 | 2.56

est proche de 0. Un seuil positif est fixé par l'utilisateur, tout coefficient (en valeur absolue)
inférieur a ce seuil est considéré comme nul. Le seuillage de coefficients pose cependant plusieurs
problémes : il est nécessaire de choisir une valeur de seuil et il n’est pas possible de gérer une
hiérarchie de groupes. S’il y a présence de hiérarchie, seules les feuilles de I’arbre seront utilisées.
Pour le choix du seuil, des méthodes de validation croisée peuvent étre utilisées, mais nous
allons comparer ici a un seuil théorique : le plus grand seuil permettant de ne sélectionner que
des vrais positifs. Pour chaque valeur de A, un seuil différent est calculé. Le nombre maximal de
vrais positifs obtenu pour les différentes simulations est dans le Tableau [4.4 On peut comparer
ce nombre au nombre de vrais positifs trouvés par notre procédure dans le Tableau On
remarque que le seuillage optimal permet de trouver un nombre plus important de vrais positifs
que notre méthode avec une différence plus grande dans les cas de faible corrélation. L'utilisation
d’un seuillage semble donc intéressante mais elle nécessité une procédure pour choisir le seuil
de maniere optimale.
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4.2.3 Comparaison avec les méthodes présentées en section[1.2.2]

L'algorithme [14] présente notre stratégie compleéte comportant Multi-Layer Group-Lasso, test
hiérarchique multiple et choix du parameétre de régularisation A. Dans cette section, nous nous
intéressons aux résultats des procédures présentées dans la Section[1.2.2]: le Cluster Representative
Lasso, le Cluster Group-Lasso, le Supervised Group-Lasso et Hierarchical Clustering and Averaging
for Regression. Ces méthodes utilisent toutes une validation croisée V-fold avec comme critére
l'erreur de prédiction pour choisir la valeur optimale de A. Nous utilisons V = 10 pour la
validation croisée et @ = 0.05 avec controle du FWER pour notre procédure de test hiérarchique
multiple. Les données sont générées suivant le cadre 1 de simulation avec une corrélation intra-
blocs p = 0.7, des blocs de taille I =5 et K = 10 vraies variables, différentes valeurs de n et p sont
testées.

Résultats de la sélection

Sur la figure[4.2} les résultats sont présentés pour p = 500 et n = 100 et = 200. De maniére
générale, le Multi-Layer Group-Lasso avec test hiérarchique multiple propose un meilleur com-
promis entre le nombre de faux positifs et de vrais positifs. Les autres procédures sélectionnent
en moyenne un nombre plus important de faux positifs que de vrais positifs. Quand le nombre
d’individus augmente, on constate que toutes les procédures trouvent un plus grand nombre
de vrais positifs. Pour le Multi-Layer Group-Lasso, le nombre de faux positifs diminue quand »
augmente, on ne constate pas cet effet pour les autres procédures.

Temps de calcul Les temps de calcul des différentes procédures ont été calculé en utilisant les

algorithmes de résolution du package R glmnet (FriEDMAN, HasrtIE et Robert TiBsHIRANI|2010b)
pour résoudre le lasso, gglasso (YaNG et Zou|2015) pour le group-lasso et standGL (Smmon|2011)
pour le Standardized Group-Lasso. La validation croisée a été effectuée en utilisant les fonctions
de ces packages. La méme CAH a été utilisée pour ces méthodes.

Sur la figure est représenté le temps moyen sur 100 répétitions pour les différentes
méthodes. On constate que la méthode la plus rapide est le Cluster Representative Lasso. En effet,
cette méthode n’effectue qu’un seul lasso sur une matrice de taille réduite. Malgré 1'utilisation du
lasso, la méthode HCAR est tres lente. Elle comporte ’exécution de p algorithmes de résolution
du lasso et de validation croisée. Le Cluster group-lasso est également tres lent mais ne travaille
qu’avec un unique niveau de la CAH. L'algorithme de résolution du Standardized Group-Lasso est
codé uniquement en R (a I'inverse des autres algorithmes), ce qui n’est pas optimal en temps
d’exécution pour un algorithme itératif. Le Multi-Layer Group-Lasso a un temps d’exécution assez
important par rapport au Cluster Representative Lasso et assez proche de celui du Supervised
Group-Lasso. Le temps assez élevé du Supervised Group-Lasso s’explique par 'exécution de
validation croisée V-fold pour chaque groupe de la partition du niveau choisi de la CAH.

Multi-Layer Group-Lasso et test hiérarchique multiple Observons plus en détail le temps de
calcul de la procédure du Multi-Layer Group-Lasso avec test hiérarchique multiple. Sur la figure
[4.4]est représenté le temps d’exécution des trois différentes parties : la CAH, le group-lasso sur
I’ensemble des partitions et le test hiérarchique multiple. On remarque que la partie la plus
couteuse est la procédure de test hiérarchique multiple. Cette partie est codée uniquement en R.
Ses performances pourrait étre améliorées par une implémentation en C++ et la réutilisation
des calculs. En effet, j’ai fait le choix de faire une fonction utilisable pour une unique valeur de A.
Par exemple, entre les valeurs de A pour lesquelles les groupes sélectionnés par le Multi-Layer
Group-Lasso changent, les calculs (ceux pour obtenir les composantes principales notamment)
ne sont pas réutilisés. La mise en place de la fonction de test hiérarchique pour l'ensemble du
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Ficure 4.2 — Sélection de différentes procédures combinant classification et group-lasso : le Multi-
Layer Group-Lasso avec procédure de test hiérarchique multiple (MLGL), Hierarchical Clustering
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and Averaging for Regression (HCAR), Cluster Representative Lasso (CRL), Cluster Group-Lasso
(CGL) et Supervised Group-Lasso (SGL). T correspond au nombre de vrais positifs et F au nombre

de faux positifs.
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FiGure 4.3 — Temps d’exécution de différentes procédures combinant classification et régression :
le Multi-Layer Group-Lasso avec procédure de test hiérarchique multiple (MLGL, cercle noir),
Hierarchical Clustering and Averaging for Regression (HCAR, triangle rouge), Cluster Representative
Lasso (CRL, + vert), Cluster Group-Lasso (CGL, croix bleu foncé) et Supervised Group-Lasso (SGL,

losange bleu clair). Les courbes sont la moyenne de 100 répétitions.

chemin solution afin de réutiliser est une perspective a court terme pour améliorer le temps de

calcul.

4.3 Conclusion

L'objectif de ce chapitre était de proposer un choix du parametre de A optimal pour le Multi-
Layer Group-Lasso apreés application de la procédure de Test Hiérarchique Multiple. La procédure
de test se révélant assez conservative, le choix du parameétre A s’est tourné vers celui maximisant
le nombre de rejets. Nous avons montré sur simulations que ce choix de A s’approchait du choix
optimal en matiére de vrais positifs. Les méthodes de choix de parametres (validation croisée
V-fold, critére Kappa) donnent de moins bons résultats en matiére de compromis entre vrais et
faux positifs. Couplées a la procédure de test hiérarchique multiple, ces méthodes produisent
des résultats similaires a ceux de la valeur de A maximisant le nombre de rejets, mais un en

temps conséquent di a la réexécution multiple de l'algorithme de résolution. Le Multi-Layer
Group-Lasso avec Test Hiérarchique Multiple surclasse les méthodes combinant regroupement
de variables et sélection mais est plus lente que certaines de ces méthodes notamment a cause de
la procédure de test hiérarchique multiple. Toutefois, une optimisation de son implémentation

est tout a fait possible.
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Ficure 4.4 — Temps d’exécution des différentes étapes de l’algorithme |14|: la Classification

Ascendante Hiérarchique (CAH, cercle noir), le group-lasso sur I’ensemble des partitions (GL,

triangle rouge) et le Test Hiérarchique Multiple (THM, + vert).
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Chapitre

Packages implementés

5.1 MLGL

Les méthodes présentées dans cette thése ont été implémentées dans un package R nommé
MLGL pour Multi-Layer Group-Lasso. Le package est disponible sur R-forge : http://r-forge.
r-project.org/R/?group_id=2223 et prochainement sur le CRAN.

Pour effectuer la classification ascendante hiérarchique (CAH), le package fastcluster
(MULLNER 2013) a été utilisé au lieu de la fonction hclust de R ou d’autres packages tels que
cluster (MaecHLER et al. [2015) et flashClust (LANGFELDER et HorvatH 2012). Ce package
fournit une implémentation C++ interfacée avec R de la CAH avec une complexité moindre que
celle de base (O(p?) au lieu de O(p®)) pour obtenir le méme résultat. Il surpasse également les
autres packages (cluster, flashClust).

Différents packages sont disponibles pour la résolution du group-lasso : gglasso (YanG et
Zou |2015), grplasso (MEeigr, S. VaN De Geer et BunLMANN |2008) et SGL (Stmon, FrRiEDMAN
et al.|2013). Le choix s’est porté sur le package gglasso. Il propose une implémentation en
fortran d’un algorithme de descente pour résoudre le group-lasso. La rapidité et I'exactitude
des résultats fournis comparés aux autres packages en font le meilleur pour la résolution du
group-lasso.

La procédure de tests hiérarchiques pour le chemin solution du Multi-Layer Group-Lasso a
quant a elle été implémentée en R. Elle utilise le package FactoMineR (L%, Josse et Husson|2008)
pour calculer la composante principale des groupes sélectionnés.

Dans la suite, nous détaillons les principales fonctions et proposons un exemple illustratif
afin de faciliter I'application des méthodes présentées dans cette these.

5.1.1 Principales fonctions

La fonction principale est la fonction MLGL, elle implémente la méthode (2.6) proposée au
chapitre[2] Elle effectue trois taches :

1. CAH avec distance euclidienne et méthode de Ward sur la matrice X ;
2. Calcul des poids p* correspondant aux différentes longueurs de branches;

3. Résolution de group-lasso sur ’ensemble des partitions.
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Ses principaux arguments sont :
X la matrice de design de taille nxp;
y le vecteur réponse de longueur #;

hc le résultat d’'une CAH (objet de type hclust qui peut étre obtenu a partir de la fonction
hclust de R ou celle du package fastcluster). Si l'utilisateur ne fournit pas de CAH,
une CAH avec distance euclidienne et méthode de Ward sur la matrice X est effectuée;

lambda les différentes valeurs du parametre de régularisation;

weightLevel les poids p; stockés dans un vecteur de taille p (= nombre de niveaux de la
hiérarchie). Le 1¢r élément correspond au niveau contenant p groupes;

weightGroup poids correspondant aux groupes (par défaut la racine carrée de la taille des
groupes);

intercept un booléen spécifiant si une constante doit étre ajoutée dans le modeéle.

Seuls les deux premiers arguments sont obligatoires. Les autres tels que les poids ou la CAH
peuvent étre calculés par la fonction avec les valeurs présentées dans cette these. Par exemple, le
parametre weightlLevel utilise par défaut le choix énoncé équation (2.7).

La sortie de la fonction est une liste dont les principaux éléments sont :
lambda vecteur contenant les différentes valeurs du parametre de régularisation;

var une liste dont le i¢ élément correspond aux indices des variables sélectionnées pour la i¢
valeur de 1 ;

group une liste dont le i¢ élément correspond aux indices du groupe des variables sélection-
nées pour la i¢ valeur de A ;

beta une liste dont le i¢ élément correspond aux valeurs des coefficients estimés pour la i®
valeur de A ;

Par exemple, la sortie ci-dessous indique que pour la 10¢ valeur contenue dans le vecteur
lambda, 3 groupes sont sélectionnés (les groupes d’indices 1, 2 et 3). Le 1T groupe se compose
des variables d’indice 1 et 2 dans la matrice X, le 2¢ de celles d’indices 3, 4 et 5 et le dernier de
celles d’indices 6, 7 et 8. Les coefficients associés a ces variables se trouvent dans $beta[[10]].

$group[[10]]
(1] 11 2 2 2 3 3 3

$var[[10]]
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8

$beta[[10]]
[1] 0.25 0.28 0.32 0.05 —-0.1 0.84 -0.1 0.5

La sortie peut étre mise sous forme matricielle en utilisant la fonction 1istToMatrix. Le
chemin solution peut étre représenté a 1’aide de la fonction plot.

Les fonctions hierarchicalFWER et hierarchicalFDR permettent de réaliser le processus de
test hiérarchique (cf. algorithme pour une sélection associée a une valeur de 1. Ces deux
fonctions partagent les mémes arguments :

X la matrice de design de taille nx p;

y le vecteur réponse de longueur #;
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group structure de groupes des variables sélectionnées (par exemple vecteur $group[[i]]
de la sortie de la fonction MLGL);

var indice des variables sélectionnées (par exemple vecteur $var[[i]] de la sortie de la
fonction MLGL);

test fonction pour tester la nullité des coefficients. Le package fournit deux fonctions :
partialFtest et Ftest. La fonction comprend 3 arguments : X, y et un vecteur contenant
les indices des variables dont la nullité est a tester. Elle retourne une p-valeur.

Les éléments de la sortie de ces fonctions sont a utiliser avec les fonctions se1FWER et se1FDR
afin d’obtenir les groupes sélectionnés a un niveau de controle désiré. Pour la fonction selFDR, il
est possible de choisir le controle du FDR sur ’ensemble de l’arbre (parameétre outer = FALSE)
ou seulement sur les outer nodes (outer = TRUE) ainsi que de préciser si le niveau de controle a
fourni est celui s’appliquant a chaque famille testée (option global = FALSE) ou celui souhaité
au global (global = TRUE).

La fonction fullProcess implémente I'ensemble du processus présentée dans cette these,
c’est-a-dire : la classification ascendante hiérarchique sur la moitié des individus, le calcul des
poids, le group-lasso sur 'autre moitié des individus, le post-traitement a un niveau de controle
spécifié sur la 17 moitié des individus et le choix de A (cf. algorithme [13).

Ses arguments sont :

X la matrice de design de taille nx p;

y le vecteur réponse de longueur #;

control "FWER" ou "FDR" pour le contrdle désiré pour la méthode de post-traitement ;
alpha le niveau de controle désiré;

test la fonction utilisée pour tester la nullité des coefficients ;

hc sortie de la CAH;

plot si TRUE, un graphique montrant le nombre de groupes sélectionnés avant et apres la
phase de post-traitement est affiché.

Cette fonction retourne une liste contenant :

res sortie de la fonction MLGL ;

lambdaOpt valeur de A maximisant le nombre de rejets;
var indices des variables sélectionnées;

group structure de groupes des variables sélectionnées.

D’autres fonctions sont disponibles dans le package. On notera la fonction cv.MLGL pour
réaliser une validation croisée V-fold, la fonction stability.MLGL pour réaliser une stability
selection.

5.1.2 Exemple illustratif

Tout d’abord, on simule 50 individus suivant une loi normale multivariée avec matrice de
variance-covariance par blocs (comme dans le cadre 1 de simulation, cf. section a l’aide de
la fonction simuBlockGaussian. Cette matrice contient 12 blocs de taille 5 avec un corrélation
intra-blocs de 0.7.

X <— simuBlockGaussian (50, 12, 5, 0.7)
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FiGure 5.1 - Sortie graphique du chemin solution obtenue a I’aide de la fonction plot sur la
sortie de la fonction MLGL.

On géneére ensuite une réponse y de la forme y = X" + € ou € suit une loi normale. Le support
de la solution p* est {2,7,12}.

y <— drop(X[,c(2,7,12)]%x%c(2,2,-2) + rnorm(50,0,0.5))
On effectue une CAH et le group-lasso sur I’ensemble de la CAH a l'aide de la fonction MLGL.
res <— MLGL(X, y)

On peut visualiser le chemin solution a l'aide la fonction plot (figure|5.1). Chaque courbe
représente I’évolution de I’estimation d’'un coefficient en fonction du parametre de régularisation
A

plot(res)

Si l'on souhaite appliquer la procédure de test hiérarchique avec controle du FWER pour la
30¢ valeur de A avec un niveau de contrdle a = 0.05, on exécute le code suivant :

outFWER <- hierarchicalFWER(X, y, res$group[[30]], res$var[[30]],
partialFtest)
sel <— selFWER(outFWER, alpha = 0.05)

On obtient :
> sel
$toSel
[1] TRUE TRUE TRUE
$groupld
[1] 85 93 94
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— groups
- - rejected groups

Number of groups

FiGure 5.2 — Sortie graphique de la fonction fullProcess représentant le nombre de groupes
sélectionnés avant (en noir) et apres (en rouge) la phase de post-traitement. Le trait vertical
indique la valeur de A maximisant le nombre de rejets.

ou groupld correspond aux numéros des groupes sélectionnés du vecteur res$group[[30]].

Le processus complet (cf. algorithme[13) peut étre exécuté de la maniére suivante :
resFull <— fullProcess (X, y, plot = TRUE)

On obtient le graphe suivant (figure[5.2) représentant le nombre de groupes sélectionnés par
la méthode avant (en noir) et apres (en rouge) la phase de test hiérarchique. Un trait vertical
indique la valeur de A maximisant le nombre de rejets (valeur stockée dans $1ambdaOpt).

On récupere les sorties suivantes détaillant les groupes sélectionnés et leurs structures en
variables :

> resFull$lambdaOpt
[1] 2.550467

> resFull$selectedGroups
[1] 81 86 99

> resFull$group
[1] 81 81 81 81 81 86 86 86 86 86 99 99 99 99 99

> resFull$var
[1]123451112131415678910
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En conclusion, le package R MLGL fournit un moyen simple d’utiliser les méthodes proposées
dans cette these tout en laissant la possibilité aux utilisateurs de changer certains parametres
importants comme la CAH, les poids, ...Il propose également d’autres outils comme la stability
selection, la validation croisée V-fold, le group-lasso with overlap et une procédure de test pour
group-lasso.

5.2 HDpenReg et MPAgenomics

Ces deux packages sont issus de l'application qui a générée les questions de la these. Initia-
lement développés durant mon travail d’ingénieur au sein de I’équipe MODAL d’Inria dans le
cadre de I’Action de Développement Technologique MPAgenomics. L'objectif était de développer
une suite intégrée d’outils logiciels permettant d’analyser conjointement les données de puces
de génotypage d'un grand nombre de patients.

Les packages sont disponibles sur le CRAN aux adresses https://cran.r-project.org/
package=HDPenReg et https://cran.r-project.org/package=MPAgenomics et également sur
R-forge : https://r-forge.r-project.org/R/?group_id=1658.

Description
HDPenReg

Le package contient une implémentation en C++ de l'algorithme lars pour résoudre le
lasso. Cette implémentation se veut plus rapide que le package lars généralement utilisé en
R. HDPenReg contient également un algorithme EM permettant de résoudre le fused-lasso et le
lasso.

MPAgenomics

MPAgenomics est un package R permettant de traiter conjointement des données génomique
d’un grand nombre de patients. Ces données sont obtenues a ’aide de puces de génotypage (type
Affymetrix SNP 6.0). Le package permet, partant des données brutes, d’effectuer I’ensemble du
traitement de ces données : extraction des signaux, normalisation (débruitage), segmentation
des signaux, sélection de marqueurs. Il interface des packages existants. Le package a été congu
afin que des néophytes puissent l'utiliser en facilitant I'interaction entre les différentes fonctions
des packages et en gérant 'optimisation de certains parameétres.

Le package a abouti a une publication dans BMC Bioinformatics. L'article est disponible en
Annexe

Exemples
Des tutoriels sont disponibles sous la forme de vignette au sein de ces deux packages.

Le tutoriel de HDPenReg (9 pages) présente les principales fonctions pour utiliser 1’algorithme
Lars et un exemple d’utilisation. Il est accessible dans R via les commandes :

> library ("HDPenReg")
> vignette ("HDPenReg" )

Le tutoriel de MPAgenomics (27 pages) présente la procédure d’installation des différents pa-
ckages qu'’il interface, les différentes fonctions de I’analyse et un exemple complet reproductible
sur un jeu de données réelles disponible en ligne. Il est accessible dans R via les commandes :
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> library ("MPAgenomics")
> vignette ("MPAgenomics")

5.3 Rankcluster

Le package R Rankcluster a été réalisé durant mon stage de fin d’études au sein de I’équipe
MODAL d’Inria. Ce travail a débouché sur la publication d’un article :

Julien Jacques, Quentin GrRiMONPREZ et Christophe Biernackr (2014). « Rankcluster : An R
Package for Clustering Multivariate Partial Rankings ». In : The R Journal 6.1.

Le package Rankcluster est disponible sur le CRAN : https://cran.r-project.org/
package=Rankcluster et sur R-forge : https://r-forge.r-project.org/R/?group_id=1650.

Description

Rankcluster implémente en C++ une méthode de clustering de données de rang. Une donnée
de rang est le résultat d’un classement de plusieurs objets selon un ordre. Par exemple, supposons
qu’une personne doit classer selon son ordre de préférence les trois destinations de vacances
suivantes : O;=Mer, O,=Montagne, O3;=Campagne; le résultat de ce classement est une donnée
de rang. Le clustering se fait a I’aide d’'un modele de mélange dont les parameétres sont estimés
par un algorithme SEM-Gibbs (Stochastic Expectation-Maximization). L’'algorithme permet de
prendre en compte les rangs partiels (seul un sous-ensemble des objets ont été ordonnés) et les
données de rangs multivariées (différentes données de rang faites par un méme individu).

Exemples

Des exemples avec code R sont fournis au sein de l'article qui est également disponible sous
forme de vignette au sein du package.

> library ("Rankcluster")
> vignette ("Rankcluster")
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Conclusion

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés a la sélection de variables en
présence de corrélation dans le but de sélectionner les variables influentes pour l’explication
d’une variable donnée. Dans ce cadre, le regroupement de variables permet d’augmenter la
qualité de la sélection. Un des problémes du regroupement de variables est de choisir le nombre
de groupes de la partition désirée. Les méthodes usuelles utilisent généralement une unique
partition des variables pour ’étape de sélection. Un mauvais choix de cette partition peut alors
engendrer de mauvaises performances en matiere de sélection. Nous avons proposé d’utiliser un
ensemble de partitions pour réaliser la sélection. La méthode proposée, le Multi-Layer Group-
Lasso, utilise I'ensemble des partitions issues d’une classification ascendante hiérarchique (CAH)
dans un group-lasso. Ainsi, le Multi-Layer Group-Lasso peut sélectionner des groupes issus de
différentes partitions en adéquation avec la variable a expliquer. Chaque partition est associée a
un poids au sein de la pénalité décrivant sa qualité au regard d’un critere choisi. Cela permet
d’orienter la sélection vers les partitions d’intéréts. La méthode proposée a été comparée aux
méthodes usuelles et son efficacité prouvée.

Le Multi-Layer Group-Lasso dépend d’un parametre de régularisation a choisir. Plus ce
parameétre est grand, plus le nombre de groupes sélectionnés est faible. Une procédure de test
hiérarchique multiple a été développée afin de choisir au mieux ce parameétre et les groupes
sélectionnés. La procédure proposée ne demande pas d’exécutions multiples de I'algorithme
de résolution comme la validation croisée V-fold ou la stability selection. Elle se base sur des
tests statistiques et permet de prendre en compte la spécificité de notre group-lasso qui est
la possibilité de sélectionner des groupes chevauchant. Le test utilisé permet de controler le
Family-Wise Error Rate (FWER) ou le False Discovery Rate (FDR). Cette procédure de test peut
aussi étre appliquée dans le cas du group-lasso classique. La procédure de test hiérarchique
multiple sélectionne un faible nombre de faux positifs mais reste trés conservative en matiére de
vrais positifs.

L'ensemble des méthodes proposées dans cette thése a été implémenté dans le package R MLGL
disponible en ligne. Il implémente ces méthodes en se basant sur des packages ayant fait leurs
preuves pour leur rapidité d’exécution et leur exactitude. Des fonctions pour chaque méthode
de cette thése sont présentes ainsi qu'une fonction permettant d’exécuter le processus complet
(classification ascendante hiérarchique, Multi-Layer Group-Lasso et test hiérarchique multiple).
Des sorties graphiques agrémentent quelques fonctions.
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Perspectives

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés au cadre de la régression linéaire, c’est-a-dire
quand la variable a expliquer est quantitative. Le Multi-Layer Group-Lasso peut étre utilisé dans
le cas de la régression logistique. En effet, le group-lasso a été étendu au cas de la régression
logistique et un algorithme de résolution développé (MEIER, S. VAN De GEER et BUHLMANN |2008).
Basé sur cet algorithme, le cas du group-lasso avec groupes chevauchant a été énoncé dans (Zeng
et BREHENY|2015). Il en va de méme pour la méthode de test hiérarchique multiple qui n’a besoin
que d’un test statistique et que le nombre de groupes sélectionnés reste inférieur au nombre
d’individus. Une étude dans ce cas reste a faire, ainsi que de vérifier s’il est possible d’obtenir la
méme simplification de la taille de la matrice de design modifiée d’un point de vue théorique.

Le Multi-Layer Group-Lasso utilise un algorithme de classification non supervisée pour
produire une hiérarchie des variables. Une autre perspective serait de prendre en compte la
variable a expliquer une méthode de classification supervisée afin de produire cette hiérarchie.
Cela permettrait de créer les partitions en prenant en compte la variable a expliquer et de
potentiellement améliorer la sélection.

La qualité de la partition est ici mesurée a ’aide du critére du saut maximal. Ce critere
bien que basique a prouvé son efficacité dans les simulations proposées. Mais dans des cas plus
généraux, ce critére risque de ne pas étre optimal. Par exemple, dans le cas ou la matrice de
variance-covariance est de type Toeplitz (cor(X;, X;) = p'i‘ﬂ), ce critere ne permet pas de choisir
une partition intéressante (généralement une partition en un seul groupe est choisie). Il est éga-
lement possible d’utiliser une distance différente ou une classification ascendante hiérarchique a
noyau pour obtenir des partitions intéressantes dans des cas comme celui-ci. Différentes CAH
a noyau ont été testées sur nos simulations mais aucunes améliorations significatives n'ont été
constatées. Le méme constat est fait dans (Qin, LEwis et NoBLE [2003) sur des données réelles.
Cependant, une étude plus approfondie dans des cas différents aurait un intérét.

La procédure de test hiérarchique multiple proposée controle relativement bien le nombre
de faux positifs mais reste conservative en matiére de vrais positifs. Pour la rendre moins
conservative, le controle du k-FWER au lieu de FWER peut étre une solution. Dans le cas du
FDR, nous avons énoncé que la borne proposée dans (Yexutier1[2008) paraissait grossiére. Une
étude théorique de celle-ci peut étre une piste intéressante de recherche.
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Annexe

Solution approchee du fused-lasso

A.1 Définition

Dans cette annexe, nous présentons une maniere d’approximer les solutions du fused-lasso.
Cette méthode permet d’utiliser I’algorithme lars sur une matrice de design transformée.

Tout d’abord, rappelons le probleme du fused-lasso défini a la Section Nous I’énongons

ici dans sa forme classique ou deux points consécutifs sont voisins. Soit A, A, > 0, ’estimateur
du fused-lasso est :

P
u . 1
A, = argmin Sy =Xl + I8 + 42 ) 1B =Bl - (A1)
ﬂEIR j:2

Il peut étre réécrit sous la forme
4FL (1 2
BEL 1, = argmin {Slly - XB13+ A, (181 + @l Bl (A.2)
PEIRP

avec o = % et J une matrice de taille p x (p — 1) définie par

-1 1
-1 1

Procédons a une réécriture de la fonction objectif afin de se rapprocher de la forme d’un
lasso.

1
EHV = XBII5+ A1 (1Bl + allT Blly)
1

:EHV = XBI5+ Ayl

1 .
:EH}) _X7/||§ + Aqllylh
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T
avec 7 = (B1,., By a(Bo=P)r-ra(By = Pp-1)) » X =[X,0pp1]-
On obtient alors une fonction objectif de la méme forme que celle du lasso mais avec une
matrice de design modifiée et une structure imposée sur les solutions.

On peut donc réécrire le probléeme[A.2]comme :

N . (1 "
7iL, =argmin{>lly - XyI3+ Atllylh ) (A3)
V4

el

avec I = {7/ ERP | yip —yi=Lypai Vi= 1,...,p}. Les p premiers éléments de 79,1:1L,a corres-
pondent aux valeurs de ﬁi{“ aly

L’algorithme lars ne peut résoudre le fused-lasso sous cette forme car il ne permet pas
de restreindre ’ensemble des solutions possibles. Nous sommes en présence d’un probléme
d’optimisation sous contraintes. Il est donc possible d’écrire la forme lagrangienne de 1’équation
. Les p — 1 contraintes sont y;,1 — ¥; = éypﬂ', i=1,...,p—1 qui peuvent étre résumées en

une seule :
p-1

1 2
it1=Yi——Vp+i| =0.
Z(Vul Vi a Vpﬂ)
i=1
En effet, cette contrainte est équivalente a impliquer que chaque élément de la somme est nul, ce
qui correspond a nos p — 1 contraintes.
Le lagrangien de (A.3)) est :

p-1 2

. .1 v 1

Phibac= arng{Eny =XAB+ Ml + €Y (vie =i~ Ypui) } (A4
yeR?P-1 i=1

avecC>0,A1;>0eta>0.
Afin que la structure de la solution y soit respectée, une valeur de C suffisamment grande
sera imposée.

Afin de résoudre ce probleme avec l'algorithme lars, nous allons utiliser la méme astuce de
réécriture que (Zou et HasTie|2005) qui ont réécrit I’elastic-net sous la forme d’un lasso pour le
résoudre avec le lars.

Pour cela, définissons la matrice M de taille px 2(p—1) par M =], %Ip_l ]. Un simple calcul
permet de vérifier que

p-1 1 2
IMB= ) (1= 7= 7pei) -

i=1

On peut donc réécrire '’équation [A.4| comme
FL 1 2 T 1 2
PR c = argmind Slly = XpI3+ 2yl +C ) (yier =7~ pes)
! yE]RZp—l 2 = a

. (1 y
= argmin {5y - X13-+ Aullyll + CIMy I
yeR?»P-1

(1L s
= argmin{ 35~ X715 + Lyl | (4.5)
yeR?P-1
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avecC>0,1;>0,a>0, X la matrice de taille (n+p)x(2p—1) définie par

X = X On,p—l
VCI —VCil,

et € R™P tel que § = (é) )
p
L’écriture du probléme se fait donc sous la forme d’un lasso et peut donc étre résolu avec
l'algorithme lars. Avec les parametres « et C fixés par l'utilisateur, le lars retourne un chemin
solution avec un ratio constant entre les parametres 1; et A,.
Une limite de cette approche est 'augmentation de la taille de la matrice d’entrée qui passe
denxpa(n+p)x(2p—1) mais celle-ci est relativement creuse.

A.2 Simulations

Nous allons comparer I'estimateur de I'approche présentée a celui obtenu par un algorithme
utilisé classiquement pour résoudre le fused-lasso et étudier 'impact du parametre C. L'algo-
rithme lars est utilisé pour trouver le chemin solution de I’équation [A.5|pour différentes valeurs
de a a l'aide du package HDPenReg (GrRiMONPREZ et JovLEFF|2016). Dans le cas du Fused-Lasso
Signal Approximator (c’est-a-dire X =I,,), notre méthode est comparée aux solutions fournies par
le package R flsa (HoerLing|2010). Dans le cas du fused-lasso classique, le package genlasso
(ArNoLD et Ryan TiBsHIRANI|2014) est utilisée. Les estimateurs obtenus filL «,c Par notre méthode

seront comparés a la vraie valeur de p* par l'erreur quadratique moyenne (ll—Jllﬁ* - )?ilLa C||%).

Lerreur quadratique moyenne associée a l’estimateur obtenu par les packages genlasso ou f1sa
servira de référence.

Simulation 1 : Fused-Lasso Signal Approximator
— n=p=100
— B* composé de 10 segments de longueurs 10 dont 6 non nuls dont les valeurs appar-
tiennent a {-2,-1,1,2}
— y=p+eavece~N(0,042])
— Ce{10%10%,10%,103,104,10%,10%,107}, @ €{0.5,1, 2}

Sur la figure on constate que, pour de faibles valeurs de A, la valeur de C n’influe
quasiment pas sur l'erreur quadratique moyenne. Par contre, pour des valeurs plus grandes,
des différences importantes existent pour les valeurs de C inférieures a 10 000. On constate
qu’avec une valeur de C suffisamment grande, notre méthode atteint la méme erreur quadratique
moyenne que l'algorithme du package f1sa.

Simulation 2 : Fused-lasso
— n=50,p=20
— p* composé de 5 segments de longueurs 4 dont 2 non nuls
— y=B+eavece~N(0,I)
— Cef{10%10',10%,103,104,10%,10%107}, a € {0.5,1, 2}

Dans le cas du fused-lasso classique (figure|A.2)), on établit les mémes constatations que
précédemment. Il semble également que plus la valeur de « est grande, plus l’erreur pour de
faibles valeurs de C est grande.
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n wn
= = 7 cosmmemzere s
o
s
4
V/ /”
2 4 S S ,’/
b & s
2 4 24 F o - C=1e+00
2 C=1e+01
e C=1e+02
£ C=1e+03
C=1e+04
C=1e+05
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FiGure A.1 - Erreur quadratique moyenne (Il;llﬁ* 7,

»FL

N C||§) en fonction de ;. Les points noirs

représentent les valeurs de références obtenues a ’aide du package f1sa, les courbes pointillées
représentent les valeurs obtenues par I'algorithme lars pour différentes valeurs de C.
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noirs représentent les valeurs de références obtenues a I’aide du package genlasso, les courbes
pointillées représentent les valeurs obtenues par l’algorithme lars pour différentes valeurs de C.
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Annexe

Démonstration du Lemme

Dans cette annexe, nous présentons la démonstration du Lemme [1| du chapitre [2| Nous
rappelons son énoncé :

Lemme 1 Soit G = {Gy,..., Gk} un ensemble de groupes (et non une partition) de {1,...,p} en K
groupes. Supposons que Gy = G, et wy >wy > 0. Soit ég la solution de .

Alors (ég)G2 =06,

Afin de montrer ce lemme, nous introduisons les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour
les problemes d’optimisation.

Condition du 1¢F ordre de Karush-Kuhn-Tucker Si 6 est une solution du group-lasso (équa-
tion[2.4) alors O vérifie Vi=1,...,K :

XE (v - X6) = Awsg, (B.1)
avec s, appartenant au sous-différentiel de la fonction ||. ||, en Og,,

0, .
sc. € {_||9G,-||2 } si Og, * 0G|
i Gi : -
{z € RIG | [l2l|, < 1} si 06, = 0|
Le sous-différentiel d’une fonction f : U — R ou U est un sous-ensemble convexe de R est
I’ensemble de ses sous-gradients. Le sous-gradient est une généralisation du gradient pour les
fonctions non différentiables On dit que le vecteur v € U est un sous-gradient de f au point x
siVxe U: f(x)— f(xg) > (v,x —xp).

De cette condition, on peut déduire que si ||Xg_(y - X0, < Aw; alors Og, = 0,

Preuve (LemMmE[I) Reprenons les hypothéses du Lemme [I] et supposons que G; = G, et w, >
wy > 0. Soit 6 une solution du group-lasso (équation (2.4)), on veut montrer qu’on ne peut pas
avoir 0g, # 0/g,|-

— Soit O, = 0jg,|- Montrons que l'on a forcément 0, = 0/g,-

121
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Si 6, = 0|g,|, d’apres les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) on a:
Xgl (y — X0) = Aw;sg,

avec sg; € {Z € Rl ‘ llzll2 < 1}.

En remarquant que [|sg,[l; <1,ona:
IXE, (v = X6)l, < Awy
IXZ, (y - XO)l < Awy car Xg, =X,
”ng (v =X0)|l, < Aw; car wy <w,

d'Ofl 6G2 = 0|G2|'

— Soit 6, # 0|g,]- Montrons que I'on a forcément 65, = 0/g,|-
Si 6, # 0jg,|, d’apres les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) on a:

ofe
XL (p-X0) = My —2—
6, (9= X0)= X
T QGI
X5, (v - X0l = /\w1m
1 2

IXE, (9 = XO)ll2 = Awy
IXE, (v = XO)ll, = Awy car Xg, = Xg,

”ng(lf —XO)l2 < Awy car wy <w;

d’ou GGZ = 0|G2|'
Ainsi, 6, est toujours nul, ce qui prouve le lemme. O
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Annexe

Article associé au package R
MPAgenomics

Cette annexe présente 'article MPAgenomics : An R package for multi-patient analysis of genomic
markers publié dans le journal BMC Bionformatics. Il présente les différentes étapes du processus
d’analyse présent dans le package R MPAgenomics.

Quentin GriMonPRrEZ, Alain Cerissg, Samuel Branck, Meyling CHEoOk, Martin FiGeac et
Guillemette Marot (2014). « MPAgenomics : an R package for multi-patient analysis of genomic
markers ». In : BMC Bioinformatics 15.1, p.1471-2105.
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MPAgenomics: an R package for multi-patient
analysis of genomic markers

Quentin Grimonprez'”, Alain Celisse'?, Samuel Blanck!, Meyling Cheok?, Martin Figeac*

and Guillemette Marot'~

Abstract

variations in addition to genotyping measures.

MPAgenomics is available on CRAN.

Background: Last generations of Single Nucleotide Polymorphism (SNP) arrays allow to study copy-number

Results: MPAgenomics, standing for multi-patient analysis (MPA) of genomic markers, is an R-package devoted to:
(i) efficient segmentation and (ii) selection of genomic markers from multi-patient copy number and SNP data
profiles. It provides wrappers from commonly used packages to streamline their repeated (sometimes difficult)
manipulation, offering an easy-to-use pipeline for beginners in R.

The segmentation of successive multiple profiles (finding losses and gains) is performed with an automatic choice of
parameters involved in the wrapped packages. Considering multiple profiles in the same time, MPAgenomics wraps
efficient penalized regression methods to select relevant markers associated with a given outcome.

Conclusions: MPAgenomics provides an easy tool to analyze data from SNP arrays in R. The R-package

Keywords: SNP arrays, Segmentation of genomic data, Marker selection, Multi-patient analysis, R package

Background

Genome-wide Single Nucleotide Polymorphism (SNP)
arrays have been widely used over the past few years
[1]. First generations were measuring only genetic vari-
ations of Single Nucleotide Polymorphisms, which are
single base pair mutations at specific loci. Last genera-
tions (e.g. SNP5.0, SNP6.0) also include non-polymorphic
probes in order to study copy-number variations along the
genome in addition to genotyping measures. These arrays
are especially used to study the impact of diseases, e.g.
cancer, on the human genome.

Analyzing data from genome-wide SNP arrays within
R requires several packages, e.g. aroma for normaliza-
tion of Affymetrix® SNP arrays [2,3], changepoint or
cghseg for segmentation of copy number profiles [4],
cghcall for labelling segments [5], and glmnet for
penalized regressions [6]. Each package performs a spe-
cific task along the whole analysis but none of them is
related to the others. Output formats of given packages

*Correspondence: quentin.grimonprez@inria.fr
TMODAL team, Inria Lille-Nord Europe, Villeneuve-d'Ascq, France
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are often not compatible with input formats required by
the other, making their use tricky for beginners in R. One
main contribution of the MPAgenomics R package is
to aggregate these commonly used packages, providing
wrappers to inter-relate them automatically.

At each step of the analysis a large amount of packages
are available to perform normalization, segmentation or
marker selection. A careful choice of only a few methods
is required to provide an easy-to-use and efficient tool.

In this software article, we describe two different
pipelines implemented in the R package MPAgenomics.
Both of them perform the whole analysis from raw data
to normalization, and then either successive segmented
profiles, or a list of genomic markers selected from all
available profiles.

Implementation

MPAgenomics is implemented in R [7]. The package is
divided in four main parts: data normalization, segmenta-
tion, calling and marker selection. Each part depends on
different packages. MPAgenomics provides wrappers for
some functions of these packages and facilitates the inter-
action between outputs and inputs of different functions.

© 2014 Grimonprez et al,; licensee BioMed Central Ltd. This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative
Commons Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0), which permits unrestricted use, distribution, and
reproduction in any medium, provided the original work is properly credited. The Creative Commons Public Domain Dedication

waiver (http://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/) applies to the data made available in this article, unless otherwise

stated.
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It remedies some problems with the wrapped packages
such as confusing parameter names.

Data normalization

The normalization process in MPAgenomics contains
technical biases correction and copy number and allele B
fraction estimation. Following [8], allele B fraction refers
to the proportion of the total signal coming from allele
B. Normalization methods are available for Affymetrix®
arrays (10K, 100K, 500K, GenomeWideSNP 5 & 6, and
CytoScanHD). The estimation of the total copy number
and allele B fraction is made by CRMAv2 [9] originally
implemented in the aroma packages. For studies with
matched normal-tumor samples, a better estimation is
suggested and implemented for the allele B fraction of the
tumoral sample with the TumorBoost method [8].

The use of aroma packages is difficult for neophytes
due to the strict folder architecture it requires and the
documentation of the project which is mainly dedicated
to experts able to criticize each method proposed and
understand details of each procedure.

MPAgenomics provides documentation with a detailed
example explaining how to quickly analyze data. The
tutorial can be accessed in R by running the following
commands:

library (MPAgenomics)

vignette (*MPAgenomics”)

More details on each step or wrapper are given to help
advanced users to run each function separately.

Several features in the original aroma packages create
new folders and files within the architecture. Matching
files from different processes associated with a given sam-
ple can be tricky for neophytes. MPAgenomics imple-
ments a wrapper to build the folder architecture, check
filenames automatically, process CRMAv2 and Tumor-
Boost normalization steps. Miscellaneous functions are
also provided to ease some actions like signal extraction.
Furthermore, different graphs such as the copy number
profile can be saved in the working directory for further
visualization.

The following steps (segmentation, calling and/or selec-
tion of genomic markers) are available in two settings. One
is aroma-based and exploits the folder architecture and
the files generated along the process. The second does not
depend on aroma and allows advanced users to use their
own normalized data.

Segmentation
Although the use of manual annotations provides the best
segmentation results [10], it appears essential for multi-
patient analysis to avoid relying on them since they are
time-consuming.

Therefore, following simulation results of [10],
MPAgenomics wraps the CGHSEG [11,12] and PELT
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(Pruned Exact Linear Time) [13] segmentation meth-
ods which appeared to be those with the best overall
performance.

PELT and CGHSEG methods fit a Gaussian maximum
likelihood model but they differ in the way they choose
the number of segments. CGHSEG requires the maximal
number of segments as input. In MPAgenomics, the opti-
mal number of segments is chosen according to a penalty
C x K x (2.5 + log (1%)) with a profile of length P, K the
number of segments and C > 0 a parameter to choose
[14]. This choice is performed using slope heuristics [15].
The PELT method returns a segmentation with a num-
ber of segments automatically chosen by the algorithm
according to a penalty Kp log(P) with p > 0 a param-
eter to choose. The choice of the penalty parameter has
been raised in [4]. MPAgenomics suggests an automatic
sample-specific choice of p chromosome by chromo-
some (see package vignette for details on the method). In
MPAgenomics, the two methods, CGHSEG with the slope
heuristic and PELT with our calibration method, are pro-
posed. By default, CGHSEG is used because it is quicker
than PELT due to the multiple execution required by the p
calibration method we propose.

The implemented segmentation methods are indepen-
dently available for both copy number and allele B fraction
profiles. In the case of allele B fraction segmentation, only
heterozygous SNPs are kept. First, a naive genotype call [8]
is performed on each normal sample in order to separate
heterozygous SNPs from homozygous SNPs. Naive geno-
typing method assumes SNPs are bi-allelic and therefore is
not recommended for tumor samples. Thus allele B frac-
tion segmentation in MPAgenomics requires matched
normal-tumor pairs. Then, following [16], the resulting
signal is centered on 0.5 and symmetrized, which makes it
similar to the usual copy number.

Calling

From each segmented profile, the CGHcall method [17] is
run to label every copy-number segment in terms of /oss,
normal, and gain.

CGHecall depends on a parameter, named cellularity,
corresponding to the contamination of a sample with
healthy cells. In MPAgenomics, this parameter can be
modified by users, by default its value is 1 meaning that
tumor samples are pure.

In the aroma-dependent function, segmentation and
calling are performed with the same wrapper. The calling
is run for each profile separately. Results are saved in text
format in the working folder architecture.

Selection of genomic markers

The goal is to select genomic markers (e.g. SNPs or CNV)
associated with a given response from all patient profiles
simultaneously. There is no need to perform segmentation
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and calling before the multi-patient analysis, marker selec-
tion is made over all copy-number profiles. However,
segmentation can be performed before marker selection if
wanted, in order to reduce the noise and the dimensional-
ity of the problem.

Assuming [ individuals and P potential markers, then
for each individual i, y; denotes the response and x;, the
corresponding normalized value of copy number or allele
B fraction signal at genomic position p.

Due to the huge number of markers (P >> ),
MPAgenomics uses by default the lasso [18] regulariza-
tion method to select very few ones. This method offers
two advantages: (i) it selects only few variables, easing the
interpretability of results, (ii) there exist some algorithms
such as the lars [19] to solve quickly the lasso problem and
support high-dimensional data.

The lasso regularization method consists in minimizing

2. : B € R > g, (B), where

I P
B =) Gi— BN +1D 1Bl

i=1 p=1

with (XB); =) »%ipBp and A > 0 controlling the number
of non-zero coordinates of 8. After minimization, non-
zero coefficients 8, correspond to influential positions to
predict the response.

MPAgenomics genomic marker selection drastically
improves currently available packages in terms of compu-
tation time. With the linear regression model, it efficiently
provides the exact solution by using the new R package
HDPenReg, which is an optimized implementation of the
lars algorithm [19] specially dedicated to a huge number
of markers.

Since the theoretical grounding of Lasso when P >> I
relies on a theoretical condition (see [20]) that cannot be
easily checked in practice, the spike and slab algorithm
[21,22] — a three steps algorithm performing filtering,
estimation and variable selection — is also provided in
MPAgenomics as an alternative.

Logistic regression is also available for binary responses.
In this case, MPAgenomics wraps the glmnet package
[6] in the whole process. Unlike HDPenReg it does not
provide the exact solution but is computationally very effi-
cient. With glmnet and HDPenReg, the regularization
parameter A is chosen by k-fold cross-validation [23]. The
selected variables are the most relevant ones regarding the
response.

Discussion

MPAgenomics is mainly dedicated to beginners in SNP
array analyses. It solves problems commonly encountered
by neophytes such as interaction between different pack-
ages or specialized documentation dedicated to experts in
the field. In addition, MPAgenomi cs suggests careful and
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automatic choices of crucial parameters at each part of the
analysis.

To achieve simplicity of usage, MPAgenomics does not
propose all options implemented in the wrapped pack-
ages, especially for normalization. However, outputs are
generated in such a way that interaction between wrapped
packages and MPAgenomics is facilitated. For example,
the strict directory structure of aroma packages is built by
MPAgenomics. Therefore, advanced users may directly
use specific options of aroma to enhance their analysis
without renormalizing data from scratch.

As specified in the data normalization section, segmen-
tation, calling and marker selection steps can be per-
formed without the use of aroma. This allows users to
provide their own normalized data into matrices. This is
useful for non-Affymetrix® SNP arrays, CGH arrays or
high-throughput sequencing data. For the latter, count
data might need a variance-stabilizing transformation into
Gaussian data before using current segmentation, calling
and marker selection. For example, the Anscombe trans-
form [24] can be used in addition to appropriate normal-
ization specific to the used technology (target sequencing,
whole-genome sequencing).

Currently, copy number and allele B fraction are seg-
mented independently from each other. Research is ongo-
ing to propose joint segmentation methods allowing to
detect uniparental disomies, fragments which present a
normal copy number but a loss of heterozygosity in the
corresponding allele B fraction.

Conclusions

MPAgenomics provides user-friendly wrappers for nor-
malization and multi-patient analysis of high-throughput
genomic data. It offers a guideline for beginners in copy-
number variation analysis focusing on proven methods
for their effectiveness. MPAgenomics also provides auto-
matic choices of crucial parameters for segmentation and
selection of markers.

Even though normalization is provided for Affymetrix®
arrays, other steps (segmentation, calling, and marker
selection) can be applied to normalized data from other
DNA arrays and next-generation sequencing data.
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SELECTION DE GROUPES DE VARIABLES CORRELEES EN GRANDE DIMENSION
Résumé

Le contexte de cette thése est la sélection de variables en grande dimension a ’aide de procédures de ré-
gression régularisée en présence de redondance entre variables explicatives. Parmi les variables candidates,
on suppose que seul un petit nombre est réellement pertinent pour expliquer la réponse. Dans ce cadre de
grande dimension, les approches classiques de type Lasso voient leurs performances se dégrader lorsque
la redondance croit, puisqu’elles ne tiennent pas compte de cette derniére. Regrouper au préalable ces
variables peut pallier ce défaut, mais nécessite usuellement la calibration de parameétres supplémentaires.
L’approche proposée combine regroupement et sélection de variables dans un souci d’interprétabilité et
d’amélioration des performances. D’abord une Classification Ascendante Hiérarchique (CAH) fournit a
chaque niveau une partition des variables en groupes. Puis le Group-lasso est utilisé a partir de I’ensemble
des groupes de variables des différents niveaux de la CAH a parameétre de régularisation fixé. Choisir ce
dernier fournit alors une liste de groupe candidats issus potentiellement de différents niveaux. Le choix
final des groupes est obtenu via une procédure de tests multiples.

La procédure proposée exploite la structure hiérarchique de la CAH et des pondérations dans le Group-
lasso. Cela permet de réduire considérablement la complexité algorithmique induite par la flexibilité liée a
la possibilité de choisir des groupes issus de différents niveaux de la CAH.

Mots clés : group-lasso, classification ascendante hiérarchique, variables corrélées, test hiérarchique,
grande dimension, sélection de variables

Abstract

This thesis takes place in the context of variable selection in the high dimensional setting using penalized
regression in presence of redundancy between explanatory variables. Among all variables, we suppose
that only a few number is relevant for predicting the response variable. In this high dimensional setting,
performance of classical lasso-based approaches decreases when redundancy increases as they do not take
it into account. Firstly aggregating variables can overcome this problem but generally requires calibration
of additional parameters.

The proposed approach combines variables aggregation and selection in order to improve interpretability
and performance. First, a hierarchical clustering procedure provides at each level a partition of the variables
into groups. Then the Group-lasso is used with the set of groups of variables from the different levels of
the hierarchical clustering and a fixed regularization parameter. Choosing this parameter provides a list of
candidates groups potentially coming from different levels. The final choice of groups is done by a multiple
testing procedure.

The proposed procedure exploits the hierarchical structure from hierarchical clustering and some weights
in Group-lasso. This allows to greatly reduce the algorithm complexity induced by the possibility to choose
groups coming from different levels of the hierarchical clustering.

Keywords: group-lasso, hierarchical clustering, correlated variables, hierarchical testing, high dimen-
sion, variable selection
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