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Résumé

Prolongement de revétements analytiques

On s’intéresse dans cette these aux propriétés de prolongements des revétements
analytiques. La problématique se formule de la maniere suivante. Soit Xy un domaine
d’un espace complexe normal X; et Xy un revétement analytique sur Xg. Peut-on
prolonger X en un revétement analytique X; sur X; et comment le nombre de ses
feuillets varie-t-il par rapport & celui de Xo? On montre au chapitre 1 un théoréme
de prolongement qui garde le nombre de feuillets constant. Au chapitre 2, on prouve
des résultats de prolongement ou le nombre de feuillets du revétement analytique
peut diminuer. On énonce également quelques résultats relatifs aux revétements
analytiques a deux feuillets. On donne enfin au troisieme chapitre quelques exemples
qui répondent aux questions dans différentes situations montrant la rigidité des

résultats obtenus.

Mots-clefs :  Prolongement, revétement analytique, g-convexité.

Extension of analytic covers

This thesis deals with the extension properties of analytic covers. The general
question can be stated as follows. Let Xy be a domain in a normal complex space
X, and let X be an analytic cover over Xj. Can X be extended to an analytic
cover X1 over X7 ? What is the number of sheets of X7 in comparison with that of
Xy ? We prove in chapter 1 an extension theorem where the number of the sheets
is constant. In chapter 2 we give extension results of analytic covers showing that
the degree of the sheets may decrease. We prove also some extension results of the
two-sheeted analytic covers. We give in the last chapter examples answering our

questions in different situations.

Keywords :  Extension, analytic covers, g-convexity.
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Introduction

Les revétements analytiques jouent un role fondamental en analyse complexe.
Le travail de cette these consiste a étudier 'existence de prolongements de revé-

tements analytiques.

1 Reésultats principaux

Soient X, X deux espaces complexes normaux. Un revétement analytique
est un triplet (X,c,X) ott ¢: X — X est une application holomorphe, propre,
surjective aux fibres discretes. D’apres les théoremes de SARD et de REMMERT,
il existe un ensemble analytique R C X de codimension 1 tel que, en notant
R =c YR), la restriction ¢ : X \ R — X \ R induit un revétement régulier i.e.,
un revétement topologique non ramifié. Par des arguments de simple connexité,
on peut supposer lorsque X C C" est un domaine que ’ensemble R des points
ramifiés est vide ou de codimension pure égale a un. Dans ce cas, on l'appelle
diviseur de ramification du revétement et sa pré-image R, diviseur de branche-
ment. Par hypothése sur c, le nombre de pré-images de tout point de X \ R est
borné et maximal. Cette borne b s’appelle le degré (ou le nombre de feuillets)
du revétement. On dira qu'un revétement (X, c, X) est connexe si I'espace X est
lui-méme connexe.

Soit X un ouvert dans un espace complexe normal X et (XO,CO,XO) un
revetement analytique. Un prolongement de ce revétement sur X; est un revé-
tement analytique (f(l,cl,Xl) pour lequel il existe une application holomorphe

i: Xg— X; faisant commuter le diagramme suivant

Xo—- X, (1)

X0<—1> X,

lilliad.univ-lille.fr
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ie., c1 oi=1iocy Icii: Xg— X3 désigne l'inclusion naturelle. Si 'espace
X est connexe, on dira que le prolongement est connexe. Il existe deux types
de prolongement, au sens fort ou au sens faible selon l'injectivité, ou non, de
lapplication 1: Xg — X;. On dira que le prolongement est surjectif si I(Xo) =
c; ' (i(Xp)). Dans ce cas, le nombre de feuillets de X n’excede pas celui de Xp.
Un revétement analytique (XO,CO,XO) peut toujours se prolonger faiblement au-
dessus de X7 en posant dans les notations du diagramme X'l = Xj, i=
iocy et c; = Idy, : X1 — Xy l'application identité. Il existe des situations ou
ce revétement est le seul prolongement connexe possible comme le montre cet

exemple.

Exemple 1. Soit (X’O,CO,CQ \ R?) un revétement analytique régulier connexe de
degré b > 2. Le seul prolongement connexe possible sur C? est le revétement
trivial (C?,1d,C?).

L’objectif de cette these est de déterminer sous quelles conditions un revéte-
ment analytique admet un prolongement fort ou avec un nombre de feuillets au
moins égal a deux. Par exemple, I'existence d’un prolongement fort est assurée

dans le cas suivant.

Théoréme 1. Soient A un ensemble analytique d’un ouvert Dy C C" et Dy un
ouvert contenant D1\ A qui intersecte toute branche de codimension 1 de A. Alors
tout revétement analytique au-dessus de Dy se prolonge fortement et surjective-

ment a Dy. Ce prolongement est unique a équivalence de revétements pres.

Deux revétements analytiques (X,c, X) et (X’,c/,X) définis au-dessus d'un
méme espace complexe normal sont équivalents s’il existe un biholomorphisme
i: X — X' faisant commuter le diagramme suivant

i X/
X

X

(2)

ie, cdoi=c.

Le théoreme (1| qui est appelé le théoréme d’extension de type THULLEN est
montré implicitement dans [GR58]. La preuve que nous rappelons ici suit I'ap-
proche de DETHLOFF dans [Det90] et [DG94].

Soit (X1,c1,X1) un prolongement connexe d'un revétement analytique (X,

co, Xo). Pour que le nombre by de feuillets de (X7,c1, X1) soit au moins égal a 2,

10
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il est nécessaire que ’ensemble de ramification de (XQ,CQ,X()) se prolonge dans

X1 ce qui, en tout généralité, n’est pas le cas.

Exemple 2. Soit A la droite complexe de C? définie par 1'équation z; = 0 et
posons X := C? \ A. Le revétement analytique ()N(O,CO,XO) défini par

~ 1
XOZ{(Z,’LU)EX()XC:wz:Zz—GZl}

et ¢ la restriction & Xy de la projection Xg x C — Xy, ne se prolonge pas forte-
ment au-dessus de C? puisque son diviseur de ramification n’est pas prolongeable

dans C2. Le seul prolongement connexe possible est donc le revétement trivial

(C2,1d,C?).

On verra par la suite que la condition de prolongement du diviseur de rami-

fication est loin d’étre suffisante.

Théoreme 2. Soit (DO,CO,DO) un revétement analytique connexe de degré by au-
dessus d’un domaine Dy C C™. Supposons que son diviseur de ramification R
se prolonge en une hypersurface R1 dans un domaine Dy D Dqg et que pour tout

2« € Do\ Ro le morphisme
i* :Wl(Do\Ro,Z*) —>7T1(D1\R1,Z*) (3)

induit par Uinclusion naturelle Do\Ro C D1\R1 est surjectif. Alors le revéte-
ment se prolonge faiblement en un revétement analytique conneze (Dl,cl,Dl)
au-dessus de D1 de diviseur de ramification Rq. Il vérifie les propriétés sui-

vantes :

(i) Le prolongement est surjectif i.e., nombre by de ses feuillets est inférieur a

bo,
(ii) si by = bg alors le prolongement est fort,

(iii) tout prolongement connexe (D',cy, D1) de (Dy,co, Do) de diviseur de rami-

fication Ry est surjectif et le nombre by de ses feuillets n’excede pas by,

(iv) si b} = by alors (D},cy,D1) et (Dy,c1,D1) sont équivalents.

Si dans les conditions du théoreme , le morphisme défini dans (3)) n’est pas
surjectif, il peut exister un prolongement connexe faisant croitre le nombre de

ses feuillets comme l'illustre ’exemple suivant.

11
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Exemple 3. Soient n et m deux entiers vérifiant n >3 et m >n+2et Dg=A"le
polydisque unité de D = C™. Alors il existe un revétement analytique connexe
(Dg,co, Do) de degré n tel que :
e le diviseur de ramification Rg se prolonge en une hypersurface Ry C Dy,
e le morphisme défini en n’est pas surjectif et

° (DO,CO,DO) se prolonge en un revétement analytique connexe de degré m

au-dessus de D1 de diviseur de ramification R1.

Lorsque les conditions du théoréme 2] sont satisfaites, il existe, d’apres les
propriétés [(i)] et [(iii)| un prolongement connexe « maximal » pour lequel le nombre
de feuillets by est le plus grand possible. Illustrons ce théoréme aux revétements

analytiques définis dans les exemples suivants.

Exemple 4. Soit Q le disque ouvert {z; € C : |21 — 1| < 1} et désignons par Dy
le produit ) x C. Soit f(21) la détermination holomorphe de z; sur Q telle
que f (1) = 1. Définissons 1’ensemble

~ f(z1) 129

Dy :={(z,w) € Dy x C : w+ L Zlw+ =0
et ¢y la restriction & Dy de la projection Dy x C — Dy. Alors (f)o,co,Do) est
un revétement analytique de degré 3 dont le seul prolongement connexe possible
au-dessus de D est le revétement trivial bien que son diviseur de ramification
Ro:= {z €Dy 21— z% = 0} se prolonge dans Dj.

Le théoreme [2| s’applique aux revétements galoisiens de la maniere suivante :
si le revétement initial est galoisien i.e., sa restriction au-dessus de ’ensemble
des points non ramifiés induit un revétement galoisien, alors le prolongement
maximal construit (Dl, c1,D1) lest également, voir le corollaire . Mais comme
dans I'exemple [4| précédent, il peut exister des revétements analytiques galoisiens

qui ne se prolongent que faiblement.

Exemple 5. Dans les notations de ’exemple , on pose ¢(z1) la détermination

holomorphe de la racine carrée sur Q telle que g(1) = 1. On définit
- a3 2 _
Dy = {(z,w) €Dy xC:w’—(z1—25)(g(z1) — 22) = O}

et ¢o: Dy — Dy la projection induite. Alors Dy possede une structure d’espace
complexe normal de sorte que (Do, o, Do) est un revétement analytique galoisien.

Le seul prolongement connexe de (Dg,cg, Dg) sur Dy est le revétement trivial.

12
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Dans I'exemple suivant, on construit un revétement analytique pour lequel le

prolongement obtenu est faible mais de degré strictement supérieur a 1.

Exemple 6. Dans les hypotheses de I'exemple [5| précédent, posons
Dy = {(z,w) € Do x C : w* = (g(z1) — 22) (9(21) + 22)° = 0} (4)

et co: Dy — Dy la projection naturelle. Alors Dy possede une structure d’espace
complexe normal de sorte que (DO, o, D) est un revétement analytique galoisien
a 4 feuillets qui se prolonge en un revétement analytique connexe de degré 2 au-

dessus de D;. Ce prolongement est donné par I'application suivante :

1: ﬁo — Dy
(z,w) — (Zawz(g(zl)—@)) ©)

D ::{(z,w>eD1x<c : W2:(z1—z§)3}. (6)

Lorsque les domaines Dg et D1 sont des polydisques respectivement égaux a
A%ﬁl x A et A" ou 0 < R < 1, il existe une condition qui valide automatiquement
la surjectivité du morphisme dans le théoreme .

Lemme 1. Soit A™ C C" le polydisque unité, I :== {w € C : |w| < 1} et R C
A" x T une hypersurface analytique qui n’intersecte pas A™ x OU'. Il existe un

sous-ensemble A C A" nulle part dense tel que pour tout z, € A™\ A et tout
Zy = (26, w4) € (A" xT)\ 'R, I’homomorphisme

Loom ({2} XD\ R, Zs] > m [(A" xT)\ R, Z] (7)
induit par linclusion naturelle est surjectif.

La preuve de ce résultat utilise les techniques de démonstration du lemme
de PICARD et SIMART donnée dans [NisOl]. Ce lemme énonce que, dans
les hypotheses du lemme (1| précédent, toute courbe v de (A™ xI') \ R peut étre
contintiment déformée en un lacet inclus dans ({z,} x I') \ R. Le lemme [1| précise
donc que cette déformation peut-étre réalisée a extrémités fixées des lors qu’on
suppose 7(0) = v(1) = Z,. Ce résultat fondamental utilisé & de nombreux recours

permet grace au théoreme [2| de montrer le suivant.

13
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Théoréme 3. Soit (DO,CO,DO) un revétement analytique connexe de degré by au-
dessus du polydisque Dgy 1= A’}{l XA ot 0 < R < 1. Supposons que le diviseur de

ramification Ry se prolonge en une hypersurface complexe R1 dans A" telle que
RN (A" < 0A) = 2. (8)

Alors il existe un revétement analytique connexe au-dessus de Dy de diviseur
de ramification Ry qui prolonge faiblement et surjectivement (Dy,co,Dy). Ce

prolongement est maximal, en ce sens qu’il vérifie les assertions du théoréme 2]

Le lemme [I] permet également de montrer qu'un revétement analytique de

degré 2 se prolonge en général fortement et surjectivement.

Théoréme 4. Soient Dy C Dy deuz domaines de C™ et (Dy,co, Do) un revétement
analytique connexe a 2 feuillets au-dessus de Dy. Supposons que son diviseur de
ramification R se prolonge en une hypersurface Ri dans Dy globalement définie

par une seule équation i.e., il existe un fonction holomorphe f € O(Dy) telle que
Ri:={z€ Dy : f(z)=0}.

Alors (DQ,CO,D()) se prolonge fortement et surjectivement au-dessus de Dy. Ce

prolongement est unique a équivalence de revétements pres.

En particulier, si le revétement analytique initial du théoreme [3| est de degré
2 alors il se prolonge fortement sur A™. Enoncons enfin ce résultat de prolonge-
ment des revétements analytiques au-dessus des figures de HARTOGS. Rappelons

qu'une figure de HARTOGS ¢-convexe de rayon r €]0, 1] et le domaine
HP 0= AT ATUA™ 0 x (AN\AT ).

Corollaire 1. Soit ¢ > 2 et (ITN[,CO,H;”"”_Q) un revétement analytique connexe
au-dessus d’une figure de HARTOGS q-conveze, ou n > 3. Il existe alors un reveé-
tement analytique connexe au-dessus du polydisque unité Dy = A™ qui prolonge
faiblement et surjectivement (FI,CO,H;""_Q). Ce prolongement vérifie les asser-
tions du théoreme 2L

D’apres le théoreme , si le nombre de feuillets de (H,co, H»"9) est égal

2, alors le prolongement construit est fort.

14
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2. STRUCTURE DE LA THESE

2 Structure de la these

L’objectif du premier chapitre de cette these est de démontrer le théoreme
(théoreme de prolongement de type THULLEN de revétement analytique.
Au premier paragraphe, on introduit la notion de revétement régulier en don-
nant les propriétés topologiques fondamentales vérifiées par ces objets, comme
par exemple le théoréme de relevement des chemins, ainsi que les caractéri-
sations données aux théoremes [[.4] et [LEl On définit ensuite les notions de revé-
tement analytique, d’équivalence et de prolongement de revétement analytique.
Au paragraphe [I.2], on énonce le théoréme de prolongement topologique dii
a STEIN qui permet de prolonger topologiquement un revétement analytique ré-
gulier & travers une hypersurface complexe. Dans le paragraphe consacré au
théoreme [1.19] on montre que l’espace topologique construit au théoreme [1.17]
peut étre muni d’une structure d’espace complexe normal, c’est le théoréme [1.23]
montrant ainsi I’équivalence des définitions d’espace normal données par CAR-
TAN et BEHNKE-STEIN. On démontre enfin a la section quelques résultats
de prolongement de revétement analytique comme les théoremes et le
théoreme [I1

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de prolongement de revétement
analytique au-dessus de domaines de C". On commence par démontrer le théo-
reme [2| (théoreme qui est a l'origine de tous les autres résultats qui suivront.
Le corollaire montre que, si dans les conditions du théoréme [2] le revétement
est galoisien alors le prolongement construit est galoisien. On montre ensuite
le lemme [1] et le théoréme [3| (théoréme de prolongement dans le cas du
polydisque. A la section [2.3] on s’intéresse aux prolongements des revétements
analytiques sur les figures de HARTOGS. Le résultat principal de ce paragraphe
est le corollaire [1] (corollaire dont la preuve est basée sur 'exhaustion par
des domaines (n — ¢+ 1)-concaves du polydisque. Enfin, on montre le théoréme
2.25 montrant que les revétements a deux feuillets de méme diviseur de rami-
fication sont toujours équivalents. On en déduit alors le théoreme |4| (théoreme
2.27)).

Le dernier chapitre donne quelques exemples de prolongements de revéte-
ments. Dans le paragraphe 3.1}, on détaille 'exemple [2| du revétement analytique
qui ne se prolonge que trivialement a travers une hypersurface, puis dans la
section [3.2] on détaille 'exemple [I] concernant les revétements réguliers qui ne

se prolongent pas fortement sur R?. On applique ensuite au paragraphe le

15

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

Thése de Landry Lavoine, Lille 1, 2016

INTRODUCTION

théoreme de STEIN sur des exemples qui montrent la particularité de la
construction du revétement, voir les exemples et [3.4] Dans les sections
et [3.0] on détaille les exemples [4] [] et [6] qui montrent qu’en général le re-
vetement prolongé est de degré inférieur bien que le diviseur se prolonge. Le
paragraphe est consacré au contre-exemple 3| qui utilise quelques outils de
base en théorie des tresses.

3 Notes historiques

Les espaces complexes normaux généralisent la notion de surface de RIE-
MANN. En 1951, une classe d’espaces complexes a d’abord été introduite par
BEHNKE et STEIN comme revétements ramifiés de degrés finis au-dessus d’'un
domaine de C". A la méme période, CARTAN a introduit dans les séminaires
donnés a 'Ecole Normale Supérieure, les espaces complexes normaux. En 1958,
GRAUERT et REMMERT ont montré dans |[GR58| que les espaces de BEHNKE et
STEIN pouvaient étre munis d'une structure complexe normale. La preuve de ce

résultat a été simplifiée des années plus tard par DETHLOFF dans [Det90].

16
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Chapitre 1

Structure et topologie des

revetements

L’objectif du premier chapitre de cette these est de démontrer le théoreme
de prolongement de type THULLEN de revétement analytique. Au premier
paragraphe, on introduit les revétements réguliers en donnant quelques propriétés
topologiques fondamentales vérifiées par ces objets. On rappelle en particulier
le théoreme [1.2] de relevement des chemins et les caractérisations données aux
théoremes et [I.5] On donne ensuite les définitions de revétement analytique
et de prolongement de revétement analytique.

On démontre au paragraphe[I.2]le théoreme[I.17de prolongement topologique
d’un revétement régulier dii & STEIN.

Au paragraphe [1.3| consacré au théoreme [1.19, on montre qu’'un espace de re-
vetement peut étre muni d’une structure d’espace complexe normal, c¢’est le théo-
reme [[.23] montrant ainsi I’équivalence des définitions de CARTAN et BEHNKE-
STEIN.

Enfin, on énonce et démontre quelques résultats de prolongement de revéte-
ment analytique comme les théoremes et en particulier le théoreme
de prolongement de type THULLEN.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Revétements réguliers

Définition 1.1. Soit X et X deux espaces topologiques séparés. Un revétement

régulier ou revétement non ramifié est un triplet (X,C,X) ott c: X — X est une

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

Thése de Landry Lavoine, Lille 1, 2016

CHAPITRE 1. STRUCTURE ET TOPOLOGIE DES REVETEMENTS

application continue vérifiant la propriété suivante. Pour tout x € X il existe un
voisinage U de z, un espace discret E non vide et un homéomorphisme h : U —

Ux E ot U:=c YU) tels que le diagramme suivant

0 h UxE (1.1)
N4

commute, i.e., tToh=c, m:U X FF— U désignant ici la projection canonique.

On appelle X la base du revétement et X I'espace de revétement. Si 'ensemble
E est fini, son cardinal b est appelé degré ou nombre de feuillets du revétement
régulier (X,c,X). La fibre d’un point z € X désigne 'ensemble ¢~ !(z) de ses
pré-images par c.

D’une maniére équivalente, une application continue ¢ : X — X entre espaces
séparés induit un revétement régulier (X ,¢,X) si et seulement si X possede un
recouvrement ouvert {Uy}q ayant la propriété suivante : pour tout «, il existe
une famille d’ouverts deux a deux disjoints {V.}.cp dans X paramétrée par un
ensemble E discret non vide telle que ¢! (Uy) = Uee Ve et la restriction de c a
chacun des ouverts V. induit un homéomorphisme sur Ul,.

Un revétement régulier est un homéomorphisme local satisfaisant la propriété

fondamentale suivante.

Théoréme 1.2 (Relevement des chemins). Soit (X,c, X) un revétement réqulier
ety:[0,1] = X un chemmﬂ. Pour toute pré-image T de v(0), il existe un unique
chemin 7 : [0,1] — X d’origine & tel que cody =ry.

En particulier si (5( ,C,X) est un revétement régulier dont la base X est
simplement connexe alors la restriction de ¢ & toute composante connexe de X

induit un homéomorphisme sur X.

Définition 1.3. Deux revétements réguliers (X,c, X) et (X', ¢/, X) ayant la méme
base sont équivalents s’il existe un homéomorphisme 1: X — X’ tel que le dia-

gramme suivant

X ! X’ (1.2)

N

X

commute ie., ¢ oi=c.

1. Dans cette these, tous les chemins seront paramétrés sur [0,1].
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Soit (f( ,¢, X)) un revétement régulier de degré fini entre espaces de HAUS-
DORFF connexes par arcs ou X est localement simplement connexe. Soit éga-
lement # € X une pré-image fixée d'un élément = € X par c. On désigne par
m1(X,z) et (X, ) les groupes fondamentaux des espaces X et X basés respec-
tivement en z et Z. L’application ¢ : X — X induit alors un monomorphisme de
groupes

e (X, 8) = m(X, ). (1.3)

Le théoreme suivant montre que ce morphisme caractérise les revétements

réguliers de degrés finis sur X.

Théoréme 1.4. Dans les hypotheéses ci-dessus, 'image H = Imcy est un sous-
groupe d’indice b. Réciproquement, d tout sous-groupe H < m(X,x) d’indice b,
correspond un revétement réqulier (X,C,X) a b feuillets tel que X est connexe
par arcs et H = Imc,. Ce revétement est unique a équivalence de revétements

pres.

La preuve de ce résultat se trouve dans [Hat02] ou |[Deb01].

On définit I'action de monodromie de 71(X, ) sur la fibre c~!(x) constituée
des pré-images de x de la maniére suivante : & toute classe d’homotopie [7]
d’un lacet v C X basé en z, correspond une unique permutation p([y]) qui, a
toute pré-image & associe l'unique pré-image 7' = 5(1) ou 7 désigne le relevé
de v d’origine & défini dans le théoreme [I.2] Cette action que 'on note p est
transitive et on appelle p (71 (X,z)) le groupe de monodromie du revétement. Le
résultat suivant montre la réciproque et, de surcroit permet une classification des
revetements réguliers de degrés finis par les actions sur le groupe de permutation,
voir [Hat02] et [Deb01] pour les détails.

Théoréme 1.5. A toute action transitive p : w1 (X,x) — Sy, ou Sy est le groupe
des permutations a b éléments, correspond un revétement réqulier (X,C,X) ab
feuillets tel que l’espace X est connexe par arcs et p coincide avec [’action de

monodromie de c. Ce revétement est unique a équivalence de revétements preés.

1.1.2 Revétements analytiques

Définition 1.6. Soit X et X deux espaces complexes normaux. Un revétement
analytique régulier est un revétement régulier (f(,c,X) ot l'application ¢ : X — X

est holomorphe.
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Une application continue c: X — Y entre deux espaces de HAUSDORFF lo-
calement compacts est propre si I'image réciproque de tout compact de Y est
compacte. De maniere équivalente, une application continue c : X — Y entre
espaces localement compacts est propre si et seulement si elle est fermée et les

fibres sont compactes, voir par exemple [GR84].

Définition 1.7. Soit X et X deux espaces complexes normaux. Un revétement
analytique est un triplet (X,C,X) oil ¢ : X — X est une application holomorphe,

propre, surjective aux fibres discretes.

Remarque 1.8. Par hypothese, Papplication ¢ : X — X est finie i.e., les fibres
sont finies et bornées. Désignons par R l’ensemble des points critiques de X.
C’est un ensemble analytique qui, d’apres le théoreme de SARD appliqué aux
espaces complexes normaux est de codimension au moins égale a 1, voir [Man82].
Comme c est propre, le théoreme de REMMERT implique que I'image R := c(ﬁ)
est analytique dans X, voir [Rem57], de sorte que la restriction c: X\ R — X\ R
est localement biholomorphe. On en déduit que (X\R,c, X\ R) est un revétement
analytique régulier fini de degré b. L’espace R est un ensemble analytique nulle
part dense qui, par normalité de X, ne le sépare pas localement, i.e., tout point # €
X possede une base de voisinages {Uals que pour tout a le complémentaire
A1)

Uy \ R est connexe (voir le théoreme . L’ensemble R est appelé I'ensemble

de ramification du revétement et R son ensemble de branchement.

Lorsque X C C" est un domaine, I’ensemble R peut étre choisi vide ou bien de
codimension pure égale a 1. En effet, tout point p € R pour lequel codim,R > 2
n’est pas un point ramifié puisqu’il existe un voisinage U tel que U \ R est
simplement connexe. Dans ce cas, on dit que R est le diviseur de ramification du
revétement analytique et R son diviseur de branchement. Mais en tout généralité,
il peut exister des revétements analytiques dont le diviseur de ramification est

de codimension supérieure comme l'illustre cet exemple.

Exemple 1.9. Considérons 'hypersurface X := {(x,y,2) € C3 : 22 = 2y}. Puisque
Sing X = {(0,0,0)} est de codimension 2 dans X, le théoreme d’OKA implique
que X est un espace complexe normal, voir par exemple |Bec75|. L’application
c: C? — X définie par c(s,t) = (s%,t2,st) induit un revétement analytique de
degré 2 sur X tel que R :={(0,0,0)} est de codimension 2.

Définition 1.10. Un revétement (analytique ou régulier) (X,c, X) est connexe si

I’espace de revétement X est connexe.
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Définition 1.11. Soit (XO, o, Xp) un revétement analytique au-dessus d’'un ouvert
connexe X d'un espace complexe connexe normal X7. On dit qu’il se prolonge au-
dessus de X7 s'il existe un revétement analytique (X1,c1, X1) et une application

holomorphe 1: Xy — X; tels que le diagramme suivant

Ko Xy (1.4)

X()C—i> X,

commute ie., ¢; oi=1ocy, Papplication i: Xg < X; désignant ici I'inclusion
naturelle.

Si Iapplication 1 est de plus injective, on dira que le prolongement est fort.
Sinon, le prolongement est faible. On dit de plus que le prolongement est surjectif
si1(Xo) = ¢y 1 (i(Xp)). SiVespace X1 est connexe, on dit que le prolongement est

connexe.

Remarques 1.12. (i) Le degré d’un prolongement surjectif n’excede pas celui

du revétement initial.

(ii) Tout revétement analytique admet un prolongement faible et connexe.
Il suffit de prendre dans les notations de la définition I’application
identité Ildx, : X1 — Xj et i=io cg. Le prolongement ainsi construit

(X1,ldx,,X1) est le revétement trivial a un feuillet.

(iii) Soit (Xo,co, Xo) un revétement analytique au-dessus d'un domaine Xo d’un
espace complexe normal X;. On déduit du point précédent que pour tout
entier by > 2, il existe un prolongement faible non connexe a b; feuillets de
(XO,CO,XO) défini par X1 = X x {1,...,b1} et ¢y : X1 — X, la projection

naturelle.

(iv) Une condition nécessaire pour qu'un prolongement connexe de degré supé-
rieur ou égal a 2 existe est que I’ensemble de ramification Rg de (X 0,0, X0)

se prolonge dans Xj.

Comme pour les revétements réguliers, on définit ’équivalence des revéte-

ments analytiques.

Définition 1.13. Deux revétements analytiques (X,c,X) et (X’,c/, X) au-dessus

d’un méme espace complexe normal X sont équivalents s’il existe un biholomor-
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phisme 1: X — X’ tel que le diagramme

X ! X’

RN

X

commute ie., coi=c.

Remarques 1.14. (i) Si deux revétements analytiques sont équivalents, les re-
veétements réguliers associés le sont aussi. On montrera au théoreme [1.23

que la réciproque est vraie.

(ii) Pour que deux revétements analytiques soient équivalents, il suffit qu'ils le
soient topologiquement i.e., Papplication i: X — X’ dans la définition m

est un homéomorphisme.

1.1.3 Revétements analytiques galoisiens

Définition 1.15. Soit (X,c, X) un revétement régulier de degré b entre deux es-
paces topologiques X et X connexes par arcs, localement connexes par arcs et
localement simplement connexes. Un automorphisme de revétement est un homéo-
morphisme ® : X — X tel que co® = ®. Muni de la composition, 'ensemble
de ces automorphismes Aut(c) forment un groupe d’ordre au plus égal a b. Le

revétement (X ,¢, X) est dit galoisien si ce groupe posséde exactement b éléments.

On utilisera le fait suivant pour caractériser les revétements galoisiens. Les
détails se trouvent dans [Deb01]. Soit (X, c, X) un revétement régulier fini et Z,
une pré-image fixée d'un élément z, € X par c. Désignons par H < m1(X, )
le sous-groupe défini dans le théoreme . Alors (X,c,X) est galoisien si et

seulement si H est distingué.

Définition 1.16. Soit (X ,¢,X) un revétement analytique d’ensemble de rami-
fication R. On dit qu’il est galoisien si le revétement régulier associé¢ i.e., le

revétement induit par sa restriction au-dessus de X \ R, est galoisien.

1.2 Prolongement topologique

Le théoreme suivant est un résultat de prolongement topologique d'un re-

vétement régulier dit & STEIN dans [Ste56]. La démonstration proposée ici est
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différente de la preuve originelle, elle repose sur une construction provenant de
[NisO1].

Un sous-ensemble fermé A d’un espace topologique X est dit propre s’il est
distinct de X.

Théoréme 1.17. Soient X un espace topologique de HAUSDORFF localement com-
pact, localement connexe et (Xo,co, X\R) un revétement régulier de degré b ot
R est un fermé propre de X qui ne le sépare pas localement. Alors il existe un
espace topologique séparé X1 localement compact et localement connezxe, une in-
jection continue i Xo — X1 et une application continue cy : X=X propre,
surjective auz fibres finies telle que R = cl_l(R) est un fermé propre de X qui

ne le sépare pas localement et de sorte que le diagramme suivant

Xo——>X; (1.5)

X\R 1> X

commute i.e., cioi=1iocg. De plus, application 1 vérifie i(Xo) = g (X \R) et
Vespace X1 est unique en ce sens que si (X},c|, X) vérifie les mémes conclusions,

il existe un homéomorphisme h : X1 — X vérifiant ¢} oh = c;.

Preuve. Supposons sans perte de généralité que les espaces X et X sont connexes.

Soit p € R fixé. Par hypothese sur R, il existe une base de voisinages {U, } tels
que Uy \ R est connexe. Si pour tout «, il existe une composante connexe d,, de
o H(Us \ R) telle que
0o C Ot €t ﬂéa =d,
o

on dit que la suite {0y} définit un point bord p de p dans Xy. Cette suite
est alors appelée systéme fondamental de § dans Xy. Deux systémes {0a},, et
{ng}ﬁ définissent le méme point bord si pour tout « (respectivement pour tout
), il existe [y (respectivement o) tel que ng, C do (respectivement dq, C 73).
Pour tout a, on dit qu'un point bord § de ¢ € RN U, dans X touche 4, il
existe un systeme fondamental {ng}g de ¢ dans Xy tel que ng C 0o pour tout
> 1. Désignons par R 1’ensemble des points bords au-dessus de R et posons

X1 := XoUR. On définit aussi pour tout «, 'ensemble suivant
o 1= 0o U {cje R tel que ¢ € RNU, et § touche 5a}.
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La suite {Sa}a est alors appelée systéeme de voisinages fondamentaux de p dans
X1. Muni de cette topologie, 'espace X7 est un espace de HAUSDORFF. Soient
en effet deux points bords distincts p1, 2 € X1. Si l'un de ces points est dans X
ou g’ils ne sont les points bords d’aucun méme point p € R, on peut aisément les
séparer par deux voisinages disjoints. Supposons qu’ils sont les points bords d’un
méme point p € R et soient {51}, et {62}, leurs systémes fondamentaux dans
Xo. On peut supposer qu’il existe ag tel que pour tout a, 53 A (53!0 et en particulier
530 Z (56110. Les ensembles 6&0 et 530 étant deux composantes connexes distinctes
de cgl(Ua \R), ils sont donc disjoints. De plus, tout point bord § € R qui touche
530 ne peut pas toucher (5&0. Il s’en suit que Séo et 530 sont deux voisinages
séparant pi et po, ce qui montre que X est séparé. Par construction, ’espace
X est localement connexe. Montrons qu'il est par ailleurs connexe. Supposons
I’existence de deux ouverts E et F disjoints de X tels que X; = FUF. Puisque
X, est connexe, on peut le supposer inclus dans E. Si ouvert F est non vide, il
contient un point p € R et par conséquent un voisinage connexe U de ce point
puisque X est localement connexe. Les ouverts UNE et UNF ne seraient alors
pas disjoints ce qui contredit ’hypotheése. Donc X7 est connexe.

On définit Iapplication ¢i : X7 — X de la maniére suivante.

& () = { co(p) si p e X,

oS . (1.6)
P si p € R est un point bord de p.

Cette application est continue et surjective. Montrons qu’elle est ouverte. Soit
U C X1 un ouvert, U := ¢y (U) et soit p € U d’image p € U par ¢;. Si p & R, il
est évident que U contient un voisinage de p. Si p € R, il existe un systeme de
voisinages {5a}a inclus dans U de sorte que U, =1 (Sa) est un voisinage de p
dans U. On en déduit que U = c1(U) est un ouvert de X.

L’application ¢; : X1 — X est fermée. Soit en effet un fermé F' ¢ X, p € X\F
ott F:=ci(F) et {U,} une base de voisinages de p dans X. Supposons par
I’absurde qu’il existe une infinité de a pour lesquels U, N F = @. 1l existe alors
une pré-image p de p pour laquelle Uy, N F = @ ou U, est la composante de
cl_l(Ua) qui contient p. Ceci est impossible puisque p n’appartient pas au fermé
F. L’application ¢ est donc fermée.

Par ailleurs, chaque fibre cfl(p) contient au plus b points de sorte que l'ap-
plication ¢; : X1 — X est propre. L’ensemble R est clairement fermé et distinct
de X, par construction. Montrons qu’il ne le divise pas localement. Soit § € R
un point bord, U un voisinage et {5a}a une base de voisinages inclus dans U.

Alors par définition, 4, \ R = d4 est connexe.
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Montrons que Pespace X est localement compact. Soit p € X et pour tout
o, désignons par K, la composante connexe de cl_l(Ka) contenant p, ou K,
est un voisinage compact de p dans U,. Alors K, est compact. Soit en effet un
recouvrement ouvert V = {‘N/l ci €1} de f(a. Puisque c; est une application
ouverte, I'image V := {c{(V;) : i € I'} forme un recouvrement ouvert du compact
K,. On peut finalement extraire de la famille V un nombre fini de ses ouverts
recouvrant K, montrant ainsi la compacité de K,. Reste & prouver que l'espace
X1 est unique, & homéomorphisme pres. Soient ¢; : X1 — X et ¢} : X — X deux
prolongements vérifiant les conclusions du théoréme et i: Xg — X1, 1 : Xo — X 1
les injections associées. Notons R = ¢ '(R) et R/ = cll_l(R). Le diagramme

suivant

PP A (1.7)

| bk

X ——X\R—— X

est commutatif i.e., c;oi = ¢y = ¢} oi’. Pour tout 2 =1(¢) € i(Xp), on pose h(%) =
i'(¢). Alors h :i(Xpo) — i'(Xo) est bien définie. C’est un homéomorphisme qui
vérifie I'égalité hoi = 1'. Il se prolonge continfiment & X; de la maniére suivante :
Pour tout p € R, soit {Sa}a une base de voisinages tels que o, \ R est connexe.
Fixons po € 04 \ R et P}, = h(Pa). Par construction la suite (p4), converge vers p
et par continuité de h: X \R — X'\ R/, on en déduit que la suite ((c} o 2)(pa)),
converge vers p = c1(p). Compte tenu de la connexité de d, \ R, il existe une
unique pré-image ¢ de p par cj vérifiant lim,p, =7 € R’. Un tel § ne dépend
pas du choix de p,. En posant alors h(p) = p/, Papplication h se prolonge en un
homéomorphisme X; — X 1. Le théoréme est ainsi prouvé.

O

Remarques 1.18. 1. Si dans les hypotheses du théoreme, R désigne une hy-
persurface d’un espace complexe normal X, le théoreme permet de
prolonger topologiquement un revétement analytique régulier au-dessus de
R.

2. Lorsque le nombre b de feuillets est égal a 1, le prolongement ¢; : X; — X

est un homéomorphisme.

3. Si dans les hypotheses du théoreme espace X est connexe alors X,

I’est également.
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L’énoncé du théoreme est précis. L’espace X en effet construit est tel
que R ne le sépare pas localement. On verra dans la section suivant que, si X est
un espace complexe normal alors X; posséde lui-méme une structure d’espace
complexe normal. L’exemple du chapitre 3 montre que le prolongement de

STEIN n’est pas nécessairement 1’espace le plus « naturel » a considérer.

1.3 Théoréme de GRAUERT et REMMERT

On énonce dans cette section le théoreme [L19 de GRAUERT et REMMERT
puis on montre au théoréme qu'un espace de revétement peut-étre muni

d’une structure d’espace complexe normal.

Soit D un domaine borné pseudoconvexe de C" muni de la norme polycirculaire
(21, 20) || == max{|z;| - j=1,...,n}. (1.8)

Soit R un ensemble analytique propre non vide de D, D un espace de HAUS-
DORFF connexe localement compact et ¢ : D — D une application continue et
propre. Notons Y = D\R et Y = c~1(Y). Supposons de plus que R =c '(R) ne
sépare pas localement D et que la restriction cly : Y — Y induit un revétement
régulier fini de degré b. En utilisant les arguments donnés a la remarque on
peut supposer que R est une hypersurface de codimension pure égale a 1. Par
hypothése, Pespace Y hérite d'une structure naturelle de variété complexe de
sorte que cly est holomorphe, voir par exemple [GR65]. On dit qu'une fonction
continue h : D — C est continliment faiblement holomorphe si sa restriction & Y

est holomorphe. On lui associe alors son polynome de WEIERSTRASS

b .

Yz ED\RXC, wi(z )= [ (= fw)=+>a()"" (19)
wec™1(z) i=1

a coeflicients holomorphes dans D \ R. Le théoreme suivant est dit & GRAUERT

et REMMERT dans [GR5§].

Théoréme 1.19. Soit D C C" un domaine borné, pseudoconveze et ¢ : D — D
une application continue, propre vérifiant les hypotheses ci-dessus. Alors pour
tout z, € Y, il existe une fonction continiment faiblement holomorphe h sur D

qui sépare les pré-images wi, ..., wy de 2, par ¢ ie., h(w;) = h(w;) pour tout i # j.

DETHLOFF a redémontré de résultat dans |[Det90| en utilisant le théoreme

[1.20] ci-dessous aux estimées L2.
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Soit dv := c*(d\) ou dA := (%)ndz A dZ est la mesure de Lebesgue sur C".
On désigne par COO(Y/)(OJ) I’ensemble des (0,1)-formes sur Y & coefficients C>

COO(?)(OJ) = {g = Zgidzi ou g; € COO(Y/)}
1=1

On note C(‘)’O(Y/)(OJ) le sous-espace des (0,1)-formes de COO(Y/)(O’U a support

n

compact. Soit [g] := | > _|gi|?> et posons po(z) := 2nln|z|| ou z € C". Notons
i=1

enfin le diametre diamY :=sup {||z —w|| : z,w € Y'}.

Théoréme 1.20. Soit g € Coo(f/)(o’l) une (0,1)-forme sur'Y telle que g =0 et
Ao = fy\g\Qe_@Oocdu < +o00. Alors il existe une fonction u € C®°(Y) telle que
ou=g et

/Y lu2e™0%Cdy < kX

ot k:= (1+ (diamY)?)2.

On peut se reporter au théoréme 1.7 de [Det90] pour la preuve de ce théoréme.
Il existe dans le cas des domaines de C" un résultat similaire, voir par exemple
le théoreme 4.4.2 dans |[Hor73].

Le théoreme permet de munir U'espace D d’une structure d’espace com-
plexe normal. L’ensemble des fonctions contintiment faiblement holomorphes sur
D forme un faisceau noté (D’D. La démonstration de ce résultat s’inspire d’une

construction donnée dans [DG94].

Théoréme 1.21. Dans les conditions du théoréme Vespace D hérite d'une
structure d’espace compleze normal de sorte que ¢ : D — D est holomorphe,
R C D est une hypersurface analytique et (D,C,D) est un revétement analytique
a b feuillets.

Preuve. Montrons que I’espace (f), O’D) est normal en chacun de ses points. Soit
wp € R un point fixé et U un voisinage connexe tel que U \ R est connexe. On
montre que ce voisinage, muni du faisceau restreint (’);7 = (9%)|U est homéomorphe
a un espace complexe normal. Quitte a réduire U, on peut supposer que son image
U= c(ﬁ ) est un polydisque. Fixons un point z, € U \ R. D’apres le théoreme
de GRAUERT et REMMERT appliqué au revétement restreint (U,c,U), il
existe une fonction contintiment faiblement holomorphe h sur U qui sépare les

pré-images de z,. Soit wp(z,() son polynéome de WEIERSTRASS a coefficients
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holomorphes dans U \ R et o le lieu des points ou son discriminant s’annule.
Définissons alors & := c (o) et M :={(2,¢) € UxC : wy(z,¢) = 0}. Considérons
I’application

o: U — UxC

w — (c(w)h(w)) (1.10)

Elle est continiiment faiblement holomorphe sur U et son image CD(U ) est égale
a M qui est un ensemble analytique connexe de U x C. De plus, z € o si et
seulement si h ne sépare pas au moins deux pré-images de z par c. En posant
My =M N (o x C), on en déduit que la restriction @y = @[5 : U\é — M\ M,
est un homéomorphisme. De plus, par le théoreme de normalisation d’OKA,
voir le théoreme [A.12] il existe un espace complexe normal N, une application
holomorphe W : N — M et un ensemble analytique A dans M inclus dans M,
tel que

— W1(A) est nulle part dense dans N,

— la restriction W : W1(A) — A est finie et

— W: N\"!(A) — M\A est biholomorphe.
On en déduit un biholomorphisme ¢ : N\W~1(M,) — U\&. Par ailleurs, & ne
sépare pas localement U. Soit en effet w € & et W un voisinage. Il existe une
base de voisinages V,, C t(W) de t(w) tels que qui se prolonge continiment
en t: N — U puisque les ensembles W~1(M,) et ®~1(M,) ne séparent pas

localement N et U respectivement.

Par unicité du théoreme [I.17] appliquée au revétement régulier a un feuillet
(U\CD_l (MU)v t7 N\‘Il_l (MO'>> )

on en déduit que Z: N — U est un biholomorphisme ce qui montre le résultat.

g

1.4 Prolongement de type THULLEN

Dans cette section, on donne quelques théorémes de prolongement fort de
revétements analytiques. Le nombre de feuillets est donc constant. Le dernier
résultat de ce paragraphe est un théoreme de prolongement de type THULLEN.

Rappelons le résultat préliminaire suivant qui caractérise les revétements ana-

lytiques, voir [DG94] pour les détails et la preuve.
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Proposition 1.22. Soient X un espace topologique et ¢ : X — X une application
continue. Alors (X,C,X) est un revétement analytique si et seulement si pour
tout z € X il existe un voisinage ouvert U C X et un revétement analytique
(U,7,V) au-dessus d’un domaine V C C" tel que (U,moc,V) est un revétement
analytique, ot U :=c 1 (U).

(1.11)

C

U

C\L -i‘nﬂ-o
N

U——V

Théoreme 1.23. Soit R C X un ensemble analytique propre d’un espace complexe

normal X et (XO,CO,X\'R) un revétement analytique régulier de degré fini au-

dessus de X \'R. Alors il se prolonge fortement et surjectivement au-dessus de

X. Ce prolongement est unique a équivalence de revétements analytiques pres.

Preuve. D’apres le théoreme de STEIN, on peut prolonger topologiquement
le revétement au-dessus de X. Soit z € X un point fixé. Si X est un domaine
borné pseudoconvexe dans C", le théoreme donne le résultat. Sinon, il existe
d’apres le théoreme 7.2.2 de |[GR84] un voisinage ouvert U de z, un polydisque
V C C™ et une application holomorphe 7 : U — V tels que (U,7, V) soit un
revétement analytique. Il suffit d’apres la proposition précédente de mon-
trer que la composition 7o c; induit un revétement analytique (U ,mocy,V),
ot U est une composante connexe de c;'(U). Par normalité de X, I'ensemble
Sing X des points critiques est analytique de codimension supérieure ou égale a
2. La réunion R U Sing X est donc analytique et puisque 7 est propre, I'image
m[(RUSing X)NU] est, d’apres le théoréme de REMMERT, analytique. Dési-
gnons par Ry le diviseur de ramification du revétement analytique (U, 7, V) et
notons R := Ry Un [(RUSing X)NU] qui est propre. Alors la composée 7o cy
induit un revétement analytique régulier fini au-dessus de V' \ Ry qui, d’apres
le cas précédent, se prolonge fortement en un revétement analytique (V,CV,V)
au-dessus de V. Désignons par R; I'image réciproque par 7moc; de Rq. Il existe
une application holomorphe injective 1y : U \ Ri — V telle que le diagramme
suivant i i

0 <Y O\ Ry e (1.12)

ﬂ'Ocli lﬂ'ocl iCV

VOo\R sV
commute, les applications i et iy désignant ici les inclusions naturelles. Par unicité
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du théoréeme les revétements (U, wocy, V) et (V, ¢y, V) sont topologiquement
équivalents. On en déduit que (U ,mocy, V) est un revétement analytique ce qui

prouve le théoreme.

OJ

Remarque 1.24. Si dans les hypotheses du théoréme 'espace X est connexe

alors X est également connexe, en vertu de la remarque [1.18]3.
On en déduit le résultat suivant, énoncé dans [DG94].

Théoréme 1.25. Soit A un ensemble analytique propre d’un espace complexe nor-
mal X et (Xo,co, X\ A) un revétement analytique au-dessus de X \ A. Supposons
que la fermeture topologique R de son diviseur de ramification R C X\A est
un ensemble analytique propre de X . Alors (Xo,CO,X\A) se prolonge fortement
et surjectivement au-dessus de X. Ce prolongement est unique d équivalence de

revétements analytiques pres.

Preuve. Posons Y := X \ R et Y 1= c5 (V). La restriction cg : Y — Y induit
un revétement analytique régulier fini qui, en vertu du théoreme [1.23| précédent
se prolonge fortement au-dessus de X. Par unicité, le revétement analytique
construit prolonge fortement et surjectivement (XO,CO,X \ A) ce qui prouve le

théoréme.

OJ
En particulier, si dans les hypotheses du théoreme [1.25| précédent, I’ensemble
analytique A est de codimension supérieure ou égale a 2, un tel prolongement

est toujours possible en vertu du résultat suivant dit & REMMERT et STEIN dans
[RS53] :

Théoréme 1.26. Soit X un espace complexe, A un ensemble analytique de X
et Z un sous-ensemble analytique de X \ A de codimension pure égale da p. Si

dim A < p alors la fermeture Z de Z dans X est un sous-ensemble analytique.
Le théoreme suivant est dii & THULLEN,REMMERT et STEIN.

Théoréme 1.27. Soit A un ensemble analytique d’un espace complexe X de di-
mension au plus égale a k et Xg un ouvert de X qui intersecte toute branche
irréductible de A. ST R est un ensemble analytique dans (X \ A)U Xq de dimen-
sion pure égale a k alors X N'R est analytique dans X .
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Il a d’abord été prouvé par THULLEN dans le cas ot X est un domaine de C"
et k= 1. Une démonstration dans le cas général figure par exemple dans [RS53];
Siu74]. On en déduit le théoreme d’extension de type THULLEN suivant.

Théoreme 1.28. Soient A un ensemble analytique d’un ouvert D; C C™ et Dy
un ouvert contenant Di\A qui intersecte toute branche de codimension 1 de
A. Alors tout revétement analytique au-dessus de Dy se prolonge fortement et

surjectivement a D1 de maniére unique a équivalence de revétements pres.

Preuve. Soit (DO,CO,DO) un tel revétement et désignons par R son diviseur de
ramification. D’apres le théoreme [I.27] il se prolonge en un ensemble analytique
R propre de Dy. Posons Y := D1\ R et Y := ¢y '(Y). La restriction c: Y — Y
induit un revétement analytique régulier qui d’apres le théoréeme se pro-
longe fortement au-dessus de D;. Par unicité, ce revétement construit prolonge

fortement et surjectivement ([?o,co, Dy) ce qui prouve le théoréeme.

O
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Chapitre 2
Prolongement aux domaines de C"

Dans ce chapitre, on s’intéresse au prolongement des revétements analytiques
définis au-dessus d'un domaine de C". Le premier paragraphe est consacré au
principal théoreme de ce chapitre montrant I’existence d’un prolongement faible,
sous certaines conditions.

Au deuxieme paragraphe, on montre le lemme [2.8) permettant d’en déduire
le théoreme de prolongement de revétement analytique au-dessus du po-
lydisque. Au troisieme paragraphe, on s’intéresse aux revétements analytiques
définis au-dessus d’'une figure de HARTOGS et a leurs prolongement sur le po-
lydisque, voir le corollaire . A la derniére section de ce chapitre, on montre
que les revétements a deux feuillets définis au-dessus d’'un méme domaine sont
équivalents, ce qui permet d’en déduire 'existence d’un prolongement fort dans
ce cas, voir le théoreme [2.27]

2.1 Résultat principal

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant.

Théoréme 2.1. Soit (Do,Co,Do) un revétement analytique connexe a by feuillets
défini au-dessus d’un domaine Dy C C". Supposons que son diviseur de ramifi-
cation Rq se prolonge en une hypersurface R1 dans un domaine D1 D Dy et que

pour tout z, € Do\ Ry, le morphisme
7T1(D0\R07Z*) — 7T1(D1\R1,Z*) (2.1)

induit par l'inclusion naturelle Do\Ro C D1\R1 est surjectif. Alors il existe un
revétement analytique connexe (Dl,cl,Dl) de diviseur de ramification Ri qui

prolonge faiblement (D(),C(),Do). 1l vérifie les propriétés suivantes :
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(i) Le prolongement est surjectif i.e., le nombre by de ses feuillets est inférieur

ou égal a by,
(ii) si by = bg, le prolongement est fort,
iii) tout autre prolongement conneze (D), c;, D1) de (Dy,co, Do) de diviseur Ry
1:¢1
est surjectif et le nombre by de ses feuillets n’excéde pas by,
iv) si b = by alors les prolongements (D1,c1,D1) et (D},c),D1) sont équiva-
1 1,€1

lents.

Il existe dans ces conditions un prolongement connexe « maximal » de (f)o, co, Do)

pour lequel le nombre de feuillets est le plus grand possible.

Avant de prouver le théoréme [2.1], donnons quelques définitions. Posons Y] :=
D1\ R1, Yy := Do\ Ry, Ro = cal(Ro) et Y = cal(YO) de sorte que (?O,CO,YO)
est un revétement analytique régulier a by feuillets. On fixe une pré-image wi
d’un point z, € Yy par cg. Pour tout chemin o C Yy d’origine z,, on désigne par
cpor son unique relevé par ¢y d’origine wy, comme défini au théoreme On
note enfin H le sous-groupe de (Y, z,) d’indice by défini au théoréme .

Définition 2.2. Soient ol

2 . . N .
z.» et az . deux chemins dans Y7 reliant 2z, a un point

-1
z € Y1. On dit qu'ils sont équivalents si a2 - (ai*z) €i.(H) ie., sl existe un

-1
lacet v C Yj basé en z, homotope a ag* i (oé* Z) dans Y7 tel que son relevé cfy

par cg est fermé.

On remarque qu’en général, un lacet v C Yy peut étre homotope dans Y] au
lacet constant alors que le relevé de v par cg n’est, en aucune de ses pré-images,
fermé. On obtient alors une relation d’équivalence entre les chemins dans Y

d’origine z,. La classe d'un tel chemin a, , est notée [a,;].

1

Zx

2

et a;,

Remarque 2.3. Deux lacets o
sens de la définition 2.2

homotopes dans Y] sont équivalents au

Preuve du théoreme La construction du prolongement est similaire a celle du
revétement universel. Posons Y := {[a.,.] : z € Y1} et définissons la projection
c1:Y] = Yipar ¢ ([ez,2]) := z. On munit Y1 de la topologie suivante. Un sous-
ensemble U C Y} est ouvert si pour toute classe de chemin [a, ] dans U, il existe

un ouvert simplement connexe V' C Y] contenant z tel que I'ensemble
[az,.] -V i={[as.. - 5] : 5 est un chemin dans V' d’origine z} (2.2)

est contenu dans U.
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Montrons que |'espace Y] est connexe par arcs. Pour tout [a,, .| € Y et pour tout
(s,t) € [0,1]%, on pose a(t) := a,.(st). L’application s — [a] est un chemin
dans Y7 reliant [2z,] & [ov,.] ol [2] est la classe du lacet constant égal & z,.

2

Montrons que Y7 est de HAUSDORFF. Soient [a;*m] % {az*zz

] deux points distincts
dans Y] ol 21,29 € Y1. Si 21 et zp sont distincts, on peut les séparer par des
voisinages simplement connexes Vj et Vo dans Y] de sorte que les ensembles
[041 } V1 et [ag*zz} - Va, définis dans (2.2)), sont des voisinages disjoints de

ZxZ1
[ai;* 21} et [ag* 22}. Supposons maintenant que z1 = 22 = 2z € Y7 et désignons par

V' un voisinage ouvert simplement connexe de z. Alors les ensembles [a}:* Z} -V
et {042* Z] -V sont disjoints. En effet, supposons au contraire qu’il existe Z € V' et

deux chemins L, B2 reliant z a  tels que

1 2 2
[az*z ’ zé} = [az*z' zé} : (23)
~1 ~1
Puisque o2 - 32 - (al*z : zz) est homotope & a2 - (oé*z) dans Y7, I'égalité
-1
[2:3) implique que a? , - (ai* Z) € i.(H) ce qui contredit le fait que [ai* Z} #

[ag* Z} et on en déduit le résultat.

Montrons que (Yl,cl,Yl) est un revétement régulier. Soit {[a;*z} :Z'EI} I'en-
semble des pré-images d'un point z € Y7 ou I désigne un ensemble au plus dé-

nombrable et V' un voisinage ouvert simplement connexe de z. Alors

' (V)= U([ok:] V).

1€l

7

Z*Z} -V sont deux a deux

D’apres ce qui a été montré ci-dessus, les ouverts {a
disjoints et la restriction de c; a chacun de ces ouverts induit un homéomorphisme

sur V' ce qui prouve que (Y7,c1,Y7) est un revétement régulier.

On pose pour tout w € Yy, i(w) := [co 0 Mp,w] Ol Aw,w est un chemin dans
Yy liant w, & w. L’application i: Yy — Y7 est bien définie puisque par hypothese
espace Yj est connexe par arcs et que pour tous chemins ) et X reliant w, & w,
[coo A = [co o N]. Elle est par ailleurs continue et vérifie ¢; oi = cg. De plus, la
restriction sur les fibres 1: cy'(2«) — c7 '(2«) est surjective puisque pour toute
classe [a] de lacet basé en z, la surjectivité du morphisme défini dans
implique qu’il existe un lacet v C Yj tel que « et v sont équivalents au sens de
la définition En notant w := c§y(1), on en déduit que i(w) = [y] = [a] en

vertu de la remarque [2.3] Le théoréme [[.2] de relévement des chemins permet
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d’en déduire enfin que Iapplication 1: Yy — Y] est surjective. On munit 'espace
V), d’une structure de variété complexe de sorte que Papplication ¢; : Y1 — Y3
est holomorphe. On en déduit ainsi que (Y,c1,Y]) est un revétement analytique
régulier de degré by < bg. D’apres le théoreme|[1.23] il se prolonge fortement en un
revetement analytique (E1,c1,D1) a by feuillets de diviseur de ramification R.
Montrons que le revétement (Dl,cl,Dl) est un prolongement faible et surjectif
de (D(),C(),D()) i.e., Papplication 1 se prolonge en une application holomorphe

i: Dy — Dy telle que le diagramme suivant

Dy —= D, (2.4)

Dy —— D,

commute. Soit wy € Ry une pré-image fixée de zg € R par co, U un voisinage
ouvert connexe de wy tel que U \7@0 est connexe et V C Dl la composante connexe
de c; H(U) telle que f(U\?ig) CV, ot U :=co(U). Quitte & réduire U, on peut
supposer que l'espace complexe V est biholomorphe & un ensemble analytique A
d’un domaine borné Q C C™, m € N*, cf définition [A.5 Par conséquent, on peut
remplacer 1 par m fonctions holomorphes bornées i, : U \7@0 —C,k=1,....m.
D’apres le théoreme de prolongement de RIEMANN, chaque fonction i), se
prolonge holomorphiquement en ik : U — C. L’application (11,...,1m) U — A
induit un prolongement i: U — V dans un voisinage de wy. Il existe alors une
application 1: Dy — D faisant commuter le diagramme et l'assertion (i)
du théoreme [2.1] est prouvée.

Si by = by, lapplication i induit une bijection entre les fibres o Yz, et
cl_l(z*). On en déduit que I’application i: Dy — Dy est biholomorphe. Le revéte-
ment analytique (D1,c1, D1) est dans ce cas un prolongement fort de (Dy, co, Dy).

Montrons les deux derniéres assertions du théoréme. Soit (D}, ¢}, D;) un pro-
longement connexe de (D(),C(),Do) de diviseur de ramification R;. Il existe une

application 1 : Dy — f)’l holomorphe telle que le diagramme suivant

~ </ ~ v ~
D} <+— Dy—— D

D1 <1—)D0C—1> Dl

~ ~ ~ / ~
commute ie., ¢joi’ =co=cjoi. Posons Y{ :=c; (Y1) de sorte que (Y7,c}, Y1)

est un revétement analytique régulier. Fixons (, € }71’ une pré-image de z, par
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c}. Pour tout chemin o dans Y7 d’origine z, on note c/l*a son unique relevé par
¢} d’origine (.. On définit alors W([a]) := Cll*oz(l). Montrons que l'application
V.Y, — 371’ est bien définie. Soient deux chemins aq et ag équivalents au sens
de la définition Alors il existe un lacet v C Yy homotope a aq - al_l tel que
cyy est fermé. On en déduit que cll*fy est fermé et par conséquent c/l*&l(l) =
Cll*ag(l). L’application W est par ailleurs continue, holomorphe, surjective et
vérifie ¢} oW = ¢;. Elle se prolonge en une application holomorphe W : Dy — f)’l
de sorte que (D}, c}, D) est un prolongement faible et surjectif de (Dy,c1, D)
de degré by < by. De plus, si b) = by alors W : D — D} est un biholomorphisme
tel que ¢} oW = c;. Le théoréme est prouvé.

O

Remarque 2.4. Lorsque le morphisme ([2.1)) n’est pas surjectif, il peut exister un
prolongement non surjectif du revétement analytique (DO,CO,DO). On montrera
en effet au paragraphe [3.7] que pour tous entiers n < m, il existe un revétement

analytique a n feuillets qui se prolonge en un revétement a m feuillets.
On déduit du théoreme [2.1] le résultat suivant :

Corollaire 2.5. Si dans les hypothéses du théoreme le morphisme (2.1)) est un

isomorphisme de groupes alors le prolongement (Dl,cl,Dl) construit est fort.

Preuve. Dans les notations de la preuve du théoréme [2.1, montrons que l'ap-
plication 1 : Yy — Y] est injective. Soient w et w’ deux points de Yp tels que
i(w) = i(w'). Pour tous chemins A et ' reliant w, respectivement & w et a w’
dans Yy, on a [cpo A] = [cp o V] ce qui implique que co(w) = co(w') = z € Yy. 1l
existe alors un lacet v dans Yj basé en z, homotope & (cgo N)-(cpo /\)_1 dans Y;
tel que son relevé par ¢y d’origine w, est fermé. Par hypothese sur le morphisme
, cette homotopie existe dans Yy, on en déduit que les relevés de cpo A et
coo N par ¢y d’origine wy ont les mémes extrémités i.e., w = w,. Par construction,

Iapplication i: Dy — Dy est également injective ce qui prouve le résultat.
O

Le résultat suivant énonce que dans les hypotheses du théoreme 2.0] si le
revetement analytique initial est galoisien, alors le prolongement construit I'est

également.

Corollaire 2.6. Soit (DO,CO,DO) un revétement analytique galoisien de degré by

au-dessus d’un domaine Do C C". Supposons que le diviseur de ramification
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Ro se prolonge en une hypersurface Ri dans un domaine Dy contenant Dqy et
que pour tout z, € Do\ Rg le morphisme induit par 'inclusion naturelle
Do\Ro C D1\ Ry est surjectif. Alors le revétement se prolonge faiblement et sur-
jectivement en un revétement analytique galoisien au-dessus de Dy de diviseur
R1 qui vérifie les propriétés du théoreme [2.1]

Preuve. Posons Yj := Dy \ Ro, Y1 := D1\ R et Yy = cal(YO). Et fixons une
pré-image w, d'un point z, € Yy. Soit ¢; : Y7 — Y7 application définie dans la
preuve du théoréme [2.1] Elle induit un revétement régulier de degré by sur Y7, il

existe alors des lacets al,...,a% basés en z, tels que

e () = {{ai} : z':l,...,bl}.

Fixons une telle pré-image [041} et définissons les groupes Hy = cp « {m (ffo,w*ﬂ
et Hi =cyx [7r1 (171, [ai])}, images des monomorphismes de groupes induits par
co et c1. Notons que pour tout lacet o en z,, son relevé par c¢; basé en [ai} est
le chemin

tr [al-aljoy]- (2.5)

On en déduit que a € H; si et seulement si {ai} = {Ozi‘a} ie., il existe un
lacet g dans Yy homotope a ag tel que [ag] € Hp. Montrons que le groupe Hj
est distingué dans G := m1(Y1,z4). Soient deux lacets v C Y] et a C Y] tels que
[a] € Hy. Par hypothese, v est homotope a un lacet vy C Yp et, en utilisant
la construction précédente il existe un lacet ag dans Yy homotope a « tel que
[avg] € Hy. Le produit v~ -« -~ est donc homotope & 761 -aq - Yo dont le relevé
par ¢y (et donc par ¢;) est fermé puisque le revétement (Yp,co,Yp) est galoisien.

Le théoreme [2.6| est prouvé.

2.2 Prolongement sur le polydisque

On montre dans ce paragraphe que ’énoncé du théoreme [2.1] se simplifie
lorsque les domaines Dy et Dy sont des polydisques.
On appelle polydisque unité de C™ la boule ouverte de rayon 1 pour la norme

polycirculaire définie en (1.8) i.e., le domaine suivant :
A" i={z=(z1,...,2n) €C" i || < 1,i=1,...,n}.

On désigne par I' le disque unité {w € C : |w| < 1} et on se donne une hyper-
surface R de A" x T’ qui n’intersecte pas A™ x dT. D’aprés le théoréeme [B.4) R
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est ’ensemble des zéros d'un polynéme de WEIERSTRASS P(z,w) en w de degré
v > 1 et a coefficients holomorphes dans A™. Désignons enfin par ¢ I’ensemble

analytique constitué des points qui annulent le discriminant du polynéme :
o:={ze€ A" : Discr, P(z,w) =0}. (2.6)

Lemme 2.7. Dans les conditions ci-dessus, soit z, € A"\ o fixé. Alors toute

courbe fermée v C (A" x I')\R peut étre continiment déformée en un lacet dans
({z) xT)\R.

Ce résultat est initialement d & PICARD et SIMART dans [PS71|. Plus ré-
cemment, NISHINO en a donné une preuve dans |[NisO1]. En s’inspirant de cette
preuve, on obtient un résultat similaire plus précis sur la surjectivité du mor-

phisme entre les groupes fondamentaux.

Lemme 2.8. Dans les hypothéses ci-dessus, il existe un sous-ensemble A C A"
nulle part dense tel que pour tout z, € A"\ A et tout Z, = (z«,wx) € (A" x ')\ 'R,

[’homomorphisme
Loom ({2 XD\ R, Zy] = m [(A" X T)\ R, Z,] (2.7)

induit par Uinclusion naturelle est surjectif i.e., tout lacet dans (A" x T)\R basé

en Zy se déforme continiment dans ({z«} X T)\ R a extrémités fizées.

Preuve. On note z = (21,...,2,) = (x1 +iy1,...,Tn+iyn) E A" et w=u+iv €T.
Soit ,
Plz,w) =w" + 3" a;(2)w” ™"
i=1
le polynéme de WEIERSTRASS définissant I’hypersurface R. D’apres le théoreme
de représentation conforme de RIEMANN on peut remplacer le disque unité A
par le carré unité {z =z +iy : —1 <z <let —1<y<1} et A" par le cube a

n dimensions. Prouvons le théoreme par récurrence sur n.

Cas 1:n = 1. Pour plus de convenance, on identifie (z+iy,u+iv) avec (x,y,u,v).

On a le résultat suivant, dont la preuve figure dans [NisO1].

Lemme 2.9. Soit D un domaine de C"1 dont les points ont pour coordonnées
(z,w) ot z = (21,...,2n) €EC" et w € C et R ={f(z,w) =0} une hypersurface
analytique de D. Il existe une transformation linéaire o : C"t1 — C™*1 telle que
pour tout (a1,...,a,,b) € C"1

f090_1(a1,...,an,b) =0= Jw: fo<p_1(a1,...,an,w) #0.
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On peut donc supposer, quitte a appliquer une transformation linéaire, que
‘R ne contient aucun hyperplan complexe d’équation w = d, ou d € I'. L’ensemble
o C A défini dans est constitué d’'un nombre au plus dénombrable de points
Ay = (A}, A]), k € N. Définissons

A::{z:(x,y)eA:EII{:EN,I:A;C ouy:A’k/}.

S0it Zy = (Tw, Ys, s, vx) € (A X T)\R tel que (z4,y«) € A et v un lacet basé en Z,
dans (A x I') \ R. On peut supposer que cette courbe est analytique réelle et que
sa projection sur chacun des axes x,y,u et v n’est pas réduite a un point. Pour
tout point M = (xar,ynr,unr,var) de la courbe, on définit le segment X, 1=
{y =ym}NA et le cylindre Xp; = X, x T. Enoncons le résultat suivant dont les

détails et la démonstration sont donnés dans [NisO1].

Lemme 2.10. Pour tout point M de la courbe, il existe dans les notations précé-
dentes un segment réel L(M) contenant M inclus dans le cylindre fermé Xy de

la forme

L(M) :={(z,ynr,upsr +ans(x —zpp),opr + By (z —xpy)) - =1 <z <1}, (2.8)

ol ag, Bar sont des constantes réelles telles que
(1) LM)NR =9 et
(2) LM)N[{]z] <1} x{yar} x O = 2.

Soit My € v et ag, P les constantes réelles définissant L(Mp) dans (2.8). 11
existe un sous-arc [M}M] de v contenant My dans son intérieur tel que pour tout
M € [M{M{], le segment L(M) défini avec pour choix de constantes ap; = ap

et By = Po vérifie les assertions du lemme [2.10, Par compacité de la courbe 7, il

existe un nombre fini de points M; = (4, y;,u;,v;), (1 =0,...,q) tels que :
q—1
(2) v= U [MiM;41] et
1=0

(3) pour tout point M € [M;M; 1] on peut prendre o = o et Sy = fB; ou oy
et f; dans la définition (2.8)) de L(M).

A tout point M € [M;M; 1], on note L;(M) le segment défini avec les constantes
de I'assertion . Comme la projection de la courbe 7 sur chacun des axes z,y,u

et v n’est pas réduite a un point, on peut supposer que M; ¢ A x I', pour tout
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i=1,...,q. On définit pour tout M € [M;M;11], le projeté sur '’hyperplan réel

{r=u.}:
pi(M) = Li(M)|p=z, = (2, yar,unr + i@ — 2a1), v + Bi(we — 201)) . (2.9)

Définissons en particulier p; := p;(M;) et p! := p;(M;11). Le point M; posséde
en particulier deux projetés p; et p/_; dans {z.,y;} X T de sorte que M — p;(M)

induit une déformation continue de 'arc [M;M; 1] sur
[ip}] = {pi(M) : M € [M;M; 4]},

voir la figure . Compte tenu des hypotheses sur le segment L(M), cette dé-
formation a lieu dans (A x I') \ R. Par ailleurs l'arc [Z,M;] se déforme, a origine
fixée, en [Z.pg] et d'une fagon similaire, [M,1Z,] se déforme en [pj,_; Z.].

Désignons par A, le chemin reliant p}_; et M; tracé sur le segment L;_;(M;)
et A/ reliant M; et p; le long de L;(M;). En posant \; := A, - A/ C X, \R, on en
déduit que la courbe 7y est homotope dans (A x ') \ R au lacet

5= 2] M- [hpd] -+ Agr - [P 2]

Y=Y
‘‘‘‘‘ o Li (M) /
_ﬁ»_»_»_¥‘ﬁ__>_>_P771
essoo Lia(M)) N
TITIIoo ‘;-~—~»—¢—~ - pl/fl
Li(M;) e
o )‘”i ST -
L
==

FIGURE 2.1 — Construction de la déformation de la courbe
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Lemme 2.11. Soit D le cylindre |—1,1[xI C R? et considérons une famille d’arcs
réguliers disjoints Lj :t € [—1,1] + (t,u;(t),vj(t)) dans D, (j =1,...,v), dont la
réunion UJV':1 L; est notée L. Supposons que chacun de ces arcs n'intersecte pas
[—1,1] x dT. Alors pour tout tg €] — 1,1, tout chemin X\ reliant deux points de
{to} x T dans D\L est homotope d un chemin inclus dans {to} x I da extrémités

fixées.

La preuve de ce lemme repose sur 1’existence d’'un homéomorphisme @ : D —

D vérifiant les trois assertions suivantes.
(1) Vte]—1,1[, D({t} xT)={t} x T,
(2) il existe une famille de couples {(a;,b;) : j =1,...,v} deux a deux distincts
tels que (L;) =] — 1,1[x{(a;,b;)} et
(3) la restriction @ : {tg} x I = {to} x T est I'identité.

Soit i € {1,...,v} fixé. Puisque (z;,y;) € A, I'intersection X,No est vide donc
X, MR est une réunion disjointe d’arcs analytiques réels vérifiant les hypotheses
du lemme précédent. Le chemin \; C Xy, \R ayant pour extrémités pi_; et
p; dans ({z«,y;} X T)\'R, on peut donc lui appliquer le lemme. Il existe un chemin
A\i € ({ws,yi} xT)\ R joignant p/_; et p, homotope & \; dans Xy \R. L'arc 4,

et par conséquent v, se déforment continiment dans (A x I') \ R en
A= [Z*pfﬂ Ap - [p'lpﬂ e Agt- {p;,IZ*} C YV(ze) \ R. (2.10)

ou Y(z¢) = (A xT')Nn{x = z,}. Finalement, on applique a nouveau le lemme
au lacet (2.10) défini ci-dessous en prenant ¢ = y montrant 1’existence d’'un
chemin v* C {z.,y«} X I qui montre alors le lemme dans le cas n = 1.

Cas 2 : n>1.Soit z, = (27,...,2}) € A"\ 0 ou 2} =z} +iy:. D’apres le lemme
on peut supposer que R ne contient aucune droite complexe d’équation {z; =
Clye s Zn1=Cn_1,w=d} ot (c1,...,cn_1) € A" ! et d €T sont constants. Soit
v un lacet basé en Z, = (zy,w,) € (A" xI') \R. De méme que précédemment, on

peut supposer que cette courbe est analytique réelle d’équation

Y1) = (p(1),€'(1),€" (1), (1)," (1))

ot p:[0,1] = A" et &, ¢ " [0,1] =] —1,1[ sont des fonctions analytiques
réelles telles que la projection de v sur chacun des axes x1,y1,...,%n,Yn,u €t v

n’est pas réduite a un point. Soit
M = (Zh, o, ynsung,om) = (0(5),€(5),€7(5),¢'(5), 9" (5))
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un point fixé de la courbe. On définit le segment

Xy = {(gp(s),x,f”(s)) eAN':—1<z< 1}

et le cylindre Xy := Xy xI'. Comme dans le cas précédent, il existe un segment
L(M) C X contenant M de la forme :

L(M) = {(z',x,yM,uM+04M(x—xM),vM+BM(:L’—xM)) —1<x< 1},
(2.11)
ou as, By sont des réels vérifiant :

(1) LM)NR =2 et

(2) LM)N[{z0} x {|z] <1} x {ym} x I = 2.
Soient les ensembles

Agr = A" x {2k} x {|y,| <1} x T,
Var(zi) i=A{(o(s),xf,y) € A" : =1 <y<1}xT et
y’y:UMefyyM(Z*)-

En utilisant les mémes méthodes que dans le cas n =1, on en déduit I'existence
d’un sous-ensemble A’ C {|x,| < 1,|yn| < 1} tel que pour tout (zf,y}) ¢ A’ le
chemin 7 est homotope & un lacet 4 : t = (p(t), x5, y(t),u(t),v(t)) dans Y, \'R ot
les fonctions y,u et v sont continues. Ce méme chemin 4 peut étre contintiment
déformé dans Agx \ R en une courbe 4 C (UM@{W(IS),fo,y;‘;)} X F) \R. En
notant A" 1= A"l x {2¥} xT et R" 1 :=RNA" ! lelacet § € A1\ R"!
et la preuve du lemme se réduit au cas n — 1. Par récurrence, le lemme [2.8| est

montré.
O

On déduit de ce lemme le théoréeme [3] de I'introduction.

Théoréme 2.12. Soit Dy := A’}i_l x A un polydisque 0w 0 < R < 1 et (Dy,co, Do)
un revétement analytique connexe de degré by. Supposons que son diviseur de ra-
mification Rg se prolonge en une hypersurface complexe Ry de A™ qui n’intersecte
pas cette partie du bord A"~ x OA. Alors (DO,CO,DO) se prolonge faiblement et
surjectivement en un revétement analytique connezxe (Dl,c1,D1) de degré by < by

qui vérifie les assertions du théoreme [2.1]

Preuve. Ce résultat est une conséquence du théoréme puisque, compte tenu

des hypotheses, il existe d’apres le lemmeun 2« € Do\ Ry tel que le morphisme

i (Do\R,2z) = w1 (A"\R, z4)
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est surjectif.

2.3 Prolongement de type HARTOGS

Les figures de HARTOGS ont été introduites en 1906 dans [Har06]. Elles géné-
ralisent les domaines pseudoconvexes. On s’intéresse dans cette section au pro-
longement des revétements analytiques définis au-dessus d'une figure de HAR-
TOGS. Par un procédé de construction établi dans la preuve du corollaire [2.20
on montre qu'un prolongement faible est possible sans ’hypothese de surjectivité

du morphisme défini dans ’équation (2.1)).

Définition 2.13. Pour tout entier ¢ € {1,...,n—1}, on appelle figure de HARTOGS

g-convexe de rayon r €]0,1] le domaine suivant de C"
HP 0= AP7T x ATUA™ x (AT\A,). (2.12)

Définition 2.14. Soit p une fonction de classe C? dans un domaine QO ¢ C" Pour
tout point z € (), on définit sa forme de LEVI par
n 82p
Lp.:a=(a1,...,an) €C"—= Y ———a;a;. (2.13)
ij=1
La forme de LEVI « mesure » la convexité d’une fonction.

Définition 2.15. Soit O un domaine de C" et ¢ € {1,...,n — 1}. Une fonction
p € C%(Q,R) est dite (strictement) g-convexe en un point z € Q si sa forme de
LEv1 (2.13)) possede n — g+ 1 valeurs propres (strictement) positives.

En particulier, une fonction 1-convexe est pluri-sous-harmonique. On dira que
p est g-convexe sur Q) si elle ’est en tout point de ). Si p est strictement ¢-convexe
en un point zg € Q tel que Vp(zg) # 0, il existe n — g valeurs propres strictement
positives dans I’espace tangent X, ., a la surface d’équation p(z) = p(29) au point
20-

La notion de g-convexité se généralise aux espaces complexes de la fagon

suivante.

Définition 2.16. Une fonction p: X — R définie sur un espace complexe X est
dite (strictement) g-convexe en un point xg € X s'il existe un voisinage U C X de
xg, un domaine V' C C", une application i : U — V holomorphe, injective et une

fonction p’ de classe C? sur V (strictement) g-convexe en i(zg) vérifiant p = poi.
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Définition 2.17. Soit X un espace complexe. Un domaine () C X est dit (stric-
tement) g-concave en xy € JQ s’il existe une fonction p (strictement) g-convexe
dans un voisinage U C X de zg telle que QNU ={z€ U : p(z) > 0}.

Les figures de HARTOGS vérifie la propriété suivante de prolongement d’en-
sembles analytiques. Le résultat suivant est dti & ROTHSTEIN dans [Rot55]. Une

autre démonstration est également donné dans [Siu74].

Théoréeme 2.18. Soient ¢ > 2 et A un ensemble analytique de dimension pure
au moins égale a n —q+1 dans la figure de HARTOGS g-convere H]""™9 o1

0 <r<1. Alors A se prolonge en un ensemble analytique de méme dimension

dans A™.

Ce théoréme devient faux dans H™" ! car il y existe des hypersurfaces qui
ne se prolongent pas au polydisque A”.

Le théoreme [2.18| ne s’applique pas aux domaines g-convexes d’un espace
complexe en général mais il existe un résultat de prolongement local dont la

démonstration figure dans [STT71].

Théoréme 2.19. Soit X un espace complexe réduit et 3 C X un domaine (n—q)-
concave en un point xg € 0Q. Soit A C Q) un ensemble analytique de dimension
pure au, moins égale a n—q+1. Alors dans un voisinage U de xg, A se prolonge

de maniere unique en un ensemble analytique dans U U D.
Montrons maintenant le corollaire [I] de I'introduction.

Corollaire 2.20. Soit ¢ > 2 et (]:.l,co,Hf7”_q) un revétement analytique connexe
de degré by au-dessus d’une figure de HARTOGS gq-convexe, ou n > 3. Il existe
alors un revétement analytique connexe de degré by < by au-dessus du poly-
disque unité D1 = A™ qui prolonge faiblement et surjectivement le revétement
(ﬁ,co,H}?m_q). Ce prolongement vérifie les quatre assertions du théoréme .

Preuve.

Etape 1 : Prouvons d’abord le résultat de prolongement local suivant des revéte-

ments analytiques au-dessus des domaines convexes.

Lemme 2.21. Soient g € {2,...,n} un entier et M = {z € D : p(z) = 0} une
hypersurface réelle dans un domaine D C C" ou p est une fonction strictement

(n — q + 1)-conveze de classe C*. Soit (D, co, DY) un revétement analytique
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connexe de degré by au-dessus de DT :={z € D : p(z) > 0}. Supposons que le
diviseur de ramification R se prolonge dans un voisinage d’un point p € M. Il
existe alors pour tout point p € D un voisinage U, C D tel que (ﬁ+,c0,D+) se
prolonge faiblement et surjectivement en un revétement analytique conneze de
degré by < by au-dessus de DT UU,. Il vérifie les propriétés du théoréme .

Remarque 2.22. D’apres le théoreme [2.19] la condition de prolongement de R

est toujours vérifiée si ¢ > 3.

Preuve. Soit V un voisinage de p dans lequel R se prolonge. On peut supposer
sans perte de généralité que p = 0 et qu’il appartient a toute branche de R. Soit
Y. espace complexe tangent a M en 0. Il existe un sous-espace S C X non réduit
a 0 ou la forme de LEVI L, g est définie positive. On peut alors trouver un disque
ouvert A @ DT de dimension complexe égale & 1, centré en 0 et suffisamment
proche de S tel que ANR = {0}. Soit L une direction orthogonale complexe
de A en 0 et notons z = (z1,...,2,) les coordonnées associées a une base dans
Lx A Tl existe ¢ > 0 tel que AZ"' x A C D et RN (A7! x0A) = . Par
ailleurs, puisque {0} x A" c D', on peut trouver un polydisque W C A" tel
que W x A C D*. En appliquant le théoréme a la restriction du revétement
(D%, co,DF) au-dessus de W x A, on obtient le résultat.

OJ
Etape 2 : Le résultat précédent permet d’en déduire

Lemme 2.23. Supposons dans les notations du lemme que le diviseur de
ramification R se prolonge au voisinage de tout point p € M. En désignant par
U la réunion Upeprr Up ot les ouverts Uy sont des voisinages de p sur lesquels
le revétement se prolonge, on en déduit que (D+,C0,D+) se prolonge faiblement
surjectivement en un revétement analytique connexe au-dessus de DT UU a by <

by feuillets qui vérifie les assertions du théoreme [2.1]

Preuve. Soit U, et U, deux polydisques centrés respectivement en p € M et
q € M vérifiant les conclusions du lemme et tels que :

L. UpNUsNM =@,

2. il existe un revétement analytique connexe (Up, ¢p, DTUU,) de degré b, < by
qui prolonge surjectivement (DT, co, DT) et

3. il existe un revétement analytique connexe (ﬁq, cq, DTUU,) de degré by < by
qui prolonge surjectivement (DT, co, D).
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Soient W = U,UU,, WH:=WnND", Uf :=U,ND* et US :=U,ND*. 1l suffit
de montrer 'existence d’un revétement analytique connexe au-dessus de DTUW
qui prolonge ¢, et c,. Par construction, il existe z, € U, N U, N DV tel que les

morphismes

ip Wl(U;\R,Z*) — T (Up\R, 2«)

et
ig: Wl(U;\'R,Z*) — 1 (Ug\R, 2x)

sont surjectifs. Rappelons le résultat suivant qui est la version faible du théoreme

de VAN KAMPEN. La démonstration figure par exemple dans [Hat02].

Théoreme 2.24. Soit X un espace topologique et supposons qu’il s’écrit comme
la réunion de deux espaces topologiques connexes par arcs X1 et Xo tels que
Uintersection X1 N Xo est connexe par arcs. Soit . € X1 N Xy fixé. Alors le

morphisme naturel
T (X1, @) x 71 (X2, 24) = T (X, 24)
est surjectif, ot w1 (X1, xs) * w1 (Xa,24) désigne le produit libre.

On en déduit que tout lacet a dans W \ R est homotope a un mot fini
o' ---ap? ol pour tout k € {1,...,p}, ng est un entier relatif non nul et a; un

chemin inclus dans U, \ R ou dans U, \ R. Le morphisme
gt T (WI\R, 2.) = m1 (W\R, 2.)

est donc surjectif. Par construction, on en déduit que pour tout point z, € DT\R,
le morphisme

iy (D+\R,z*) — m ((DJr U U) \R,z*)
est surjectif ou U = Upeps Up. D’apres le théoreme le revétement analytique
(D%, co, D) se prolonge surjectivement au-dessus de DT UU avec un nombre by

de feuillets qui n’excede pas by, ce qui prouve le lemme [2.23

O

Etape 3 : Exhaustion. Dans les notations du corollaire [2.20, on pose pour tout
z € A", wy = (21,...,2n—q) €t w2 = (2p—g+1,-..,2n). Soit pour tout a > 0 la

fonction p, de classe C*>° définie de la maniere suivante :

2 r? r? 20
pa(z):—|w1| +Z+ 1_Z |w2| (2.14)
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ou |w| désigne la norme euclidienne. La forme de LEVI de cette fonction a pour
matrice
—2 1y | 0
0 1= ) Hy,

ou Hy, est la matrice de la forme de LEVI associée a la fonction strictement

H, (2.15)

pluri-sous-harmonique suivante :

«
Ja: (Zn—q+1;---azn) = (|Zn—q+1‘2 +ee |Zn|2> .

(2.16)
La fonction p, est donc strictement (n — g+ 1)-convexe et par conséquent, le
domaine D} := {p, > 0} est strictement (n — ¢+ 1)-concave. Désignons par X,
I'hypersurface dans A™ d’équation p,(z) = 0. On remarque que pour tout o >> 1,
le domaine D est inclus dans la figure de HARTOGS H™" 7 et que
U Df = A\ (437 % (0})
a>0
olt Ag_lq = {|zl,...,zn_q) EATL: |z P4 22> %}, voir figure [2.2

(2.17)

wo

\ 2 a 1

FIGURE 2.2 — Si a1 > 1 l'hypersurface X,, (en continu) est incluse dans H;»" 4

alors que X, se rapproche l'axe {wy =0} quand ag \ 0 (en tirets).

D’aprés le lemme [2.23] le revétement analytique (H,cq, H™~9) se prolonge

surjectivement en un revétement analytique (A, c1, A"\ Ag;q x {0} ] ) de degré

b1 < by. Ce prolongement vérifie de plus les assertions du théoreme [2.1]
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Par ailleurs, I'ensemble A" x {0} est analytique dans A™ de codimen-
sion supérieure égale a 2. Toute hypersurface de A™\ <Arﬁ_1q X {0}> se pro-
2

longe donc & A™ et on en déduit que la restriction de c¢; au-dessus de A™\

(AZEQ X {0}> induit un revétement analytique qui, d’aprés le théoréme [1.25

se prolonge fortement au-dessus de A". Il prolonge également le revétement
construit (A, cy, A"\ (Azjlq X {O})) ce qui achéve la démonstration du corol-
laire 2.201

OJ

2.4 Revétements a deux feuillets

On s’intéresse dans ce paragraphe au prolongement des revétements analy-
tiques de degré 2. Le premier résultat donné par le théoreme montre que
les revétements analytiques de degré 2 au-dessus d’'un méme domaine sont équi-
valents. Cela permet de montrer par la suite qu’en général, un tel revétement se
prolonge fortement, voir le théoreme [2.27]

Théoréme 2.25. Soient (D,c, D) et (D',c', D) deux revétements analytiques connexes

de degré 2 au-dessus d’un domaine D C C™ de méme diviseur de ramification.
Alors ils sont équivalents i.e., il existe un biholomorphisme 1: D' — D tel que

doi=c.
Preuve. Désignons par R C D le diviseur de ramification de ces revétements.

Etape 1 : Prouvons le résultat lorsque D = A" et R C A™ n’intersecte pas A"~ ! x
OA et d’apres le théoreme |B.4] il existe un polynéme de WEIERSTRASS de degré
v en la variable z, qui définit globalement R. D’apres le lemme [2.8] il existe

2! € A" tel que pour tout z, = (2.,2,) € A"\ R, le morphisme
i* : 7T1<AZ;\R, Z*) — Wl(An\R, Z*) (2.18)

est surjectif, 'ensemble A,/ désignant ici le produit {2l } x A. Définissons Y =
cL(A"\R) et Y’ :=c "} (A"\ R). Fixons deux préimages w, et w. de z, par
c et ¢’ respectivement. L’ensemble A, MR est réduit a v éléments distincts que
I’on note ay,...,a,. Le revétement étant de degré 2, il existe pour tout i =1,...,v
un voisinage U; C A, de a; tel que ¢ 1(U; \ R) est connexe. Quitte a réduire Uj,
on peut supposer que pour tout z; € U; \ R, le groupe fondamental 71 (U;\R, z;)

est isomorphe & Z. Il existe alors un lacet «; basé en z; dans U; \ R tel que
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m1(Ui\R, z;) est engendré par [a;]. Ce lacet est tel qu’aucun de ces relevés par ¢
ou ¢’ n’est fermé.

Désignons par \; un chemin fixé reliant z. a z; dans A, \ R, voir figure
Par construction, le relevé basé en w; du lacet v; := A\; - o - A\; 1 par c n’est pas

fermé.

FIGURE 2.3 — Construction des générateurs de 71 (A, \ R, zx)

On en déduit que 7m1(A,;\R,2«) est le groupe libre engendré par les classes
(1], [7w]. Tl s’en suit par récurrence que le relevé en w, d'un mot ;1! ---7;" C
A, \R est fermé si et seulement si la somme 71 + - +ng est paire.

Par conséquent, si deux lacets produits 7;11 Loy et 7;'1“ ---VZL,S' sont homo-
topes dans A™\R, alors ny+---+ng—(mj+---+my) est un entier pair. Par sur-
jectivité du morphisme , tout lacet v basé en z, dans A™\ R est homotope
a un produit %’11 et CAY\R (nj € ZF). La remarque précédente implique
alors que la parité de nj + --- 4+ ns ne dépend pas de la décomposition choisie.
La nature du relevé d'un lacet ne dépend donc pas du choix du revétement en ce
sens que c*y est fermé si et seulement si c/*fy est fermé. Les revétements réguliers
(Y,c,D\R) et (Y',c',D\R) sont donc équivalents. D’aprés le théoréme m
on en déduit Péquivalence des revétements analytiques (D, c, D) et (D’,c’, D), ce
qui prouve le théoréme dans ce cas.

Etape 2 : Montrons le théoréme dans le cas général. Prouvons d’abord le

résultat suivant :

20
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Lemme 2.26. Dans les hypotheses du théoréme il existe pour tout p € R,
un voisinage U, C D et un point z, € Uy \ R tels que le groupe fondamental
m1(Up \ R,2p) est engendré par v, lacets y1,...,7, basés en z,. Par ailleurs,
pour tout j = 1,...,v, et pour toutes pré-images wy et w]’j de zp par c et d

respectivement, les relevés de ~y; par c et ¢ basés en wy, et wl’, ne sont pas fermés.

Preuve.

Soit p € R que l'on suppose sans perte de généralité égal a 0. Comme dans
la démonstration du lemme [2.21] il existe une droite complexe L passant par 0
et un voisinage A de 0 dans L tel que ANR = {0}. Quitte a réduire, on peut
supposer que A est un disque ouvert centré en 0. Soit L un sous-espace de C”
orthogonal a L en p et notons z = (z1,...,2y,) les coordonnées correspondant a
L x L*. 1l existe alors € > 0 tel que A”"! x AC D et (A" x9A)NR = @. Le

résultat se déduit alors de la construction utilisée a 1’étape précédente.

O
On remarque que les ouverts U, peuvent étre choisis de sorte que {U, : p € R}

forme un recouvrement de D.

Etape 3 : Preuve du théoréme . Soient wy et w, deux pré-images fixées d’'un
point z, € D\ R par c et ¢’ respectivement. Pour tout lacet a C D\ R, il existe
d’apres le point précédent un nombre fini de points p1,...,pny dans R tels que
a C (UiU---UUN)\R ou Uy :==Up, (k=1,...,N) est I'ouvert défini dans le
lemme . Il existe alors une décomposition a = aq ---ay ou ; est un chemin
inclus dans un certain Uy \ R ot 1 < k(i) < N tel que a;(1) = a;+1(0), pour
tout i = 1,...,¢ — 1. Fixons i € {1,...,q} et un point z; € U; \ R vérifiant les
hypotheéses du lemme . Soient A; et p; deux chemins dans U; \ R reliant
respectivement a;(0) & z; et «;(1) a 2. Alors le lacet A; Yooy - i est homotope
dans U; \ R a un lacet du type ’yZ ;11 . '72 ;:’: ol 7;j, vérifie les conclusions du
lemme et n; 1 € Z* pour tout 1 <k < s;. Une telle décomposition n’est pas
unique en général mais de la méme maniere que dans 1’étape 1, on remarque que
le relevé de A L. q - i en w’importe quelle pré-image est un chemin fermé si et
seulement si n; 1 +---+n; s, est pair. Finalement, le lacet o est homotope dans
D\R a

i e -1 n2, n2,s
e () st e (gt g )
—1 n, , Ngq,s 1
gt A (g ) g (2:19)
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Par récurrence, on montre que si « est homotope au lacet trivial dans D\ R,
alors la quantité . s
S = Z Z N ke
i=1k=1

est paire. Il s’en suit que la parité de S ne dépend pas du choix de la décomposi-
tion de o donnée dans . Le relevé de a est fermé si seulement si S est pair.
Les deux revétements c et ¢’ sont donc équivalents ce qui prouve le théoréme
2. 290l

O

On en déduit alors le théoreme [ de I’introduction.

Théoréme 2.27. Soient Dy C D1 deux domaines de C™ et (f)o,co,Do) un re-
vétement analytique connexe a 2 feuillets au-dessus de Dgy. Supposons que son
diviseur de ramification Rg se prolonge en une hypersurface Ry dans Dy glo-
balement définie par une seule équation i.e., il existe un fonction holomorphe
f€O(Dy) telle que

Ri:={z€ Dy : f(z)=0}.

Alors (DO,CO,DO) se prolonge fortement et surjectivement au-dessus de Dy. Ce

prolongement est unique a équivalence de revétements pres.

Preuve. Par hypothese, 'ensemble R est également globalement défini par
I’équation f(z) = 0 dans Dy. On peut choisir la fonction f de multiplicité un

i.e., telle qu’elle engendre 1'idéal suivant
I:={h € O(D) : hig, =0}

Il s’en suit alors que l'ensemble Dj = {(z,w) €DyxC:w?= f(z)}, muni du
faisceau des fonctions faiblement holomorphes, est un espace complexe normal
puisque dans ces conditions, la projection ¢ : 156 — Dy induit un revétement
analytique de degré 2 de diviseur de ramification Rg. D’apres le théoreme [2.25
les revétements (D}, c)y, Do) et (Do, co, Do) sont équivalents. Puisque le premier
se prolonge fortement au-dessus de Dp, on en déduit que l'autre s’y prolonge

également ce qui prouve le théoréme.

O

En particulier, le théoréme permet d’en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2.28. Soit (DO,CO,DO) un revétement analytique connexe a 2 feuillets

au-dessus d’un domaine Do C C". Supposons que le diviseur de ramification
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Ro se prolonge en une hypersurface Ry dans un domaine pseudoconvexe Dq
contenant Dq tel que le deuxiéme groupe de cohomologie H2(D1,Z) = 0. Alors
(DO,CO,DO) se prolonge fortement en un revétement analytique au-dessus de Dy
de diviseur de ramification Ryi. Ce prolongement est unique a équivalence de

revétements pres.

Remarque 2.29. En particulier, si dans les hypotheses du théoréme et du
corollaire le revétement initial est de degré 2 alors le prolongement est fort.

O

Le théoreme [2.27) se généralise de la maniére suivante.

Corollaire 2.30. Soient Dy C Dy deuzr domaines de C" et (DO,CQ,DO) un re-
vétement analytique connexe d 2 feuillets au-dessus de Dg. Supposons que son
diviseur de ramification se prolonge en une hypersurface R1 dans D1 et qu’il
existe un revétement analytique de degré 2 au-dessus de Dy et de diviseur de

ramification Ry. Alors (DO,CO,DO) se prolonge fortement au-dessus de D;.

Preuve. Désignons par (Dy,c1,D;) un revétement analytique de degré 2 et de
diviseur R;. D’apres le théoreme [2.25] sa restriction au-dessus de Dy est équiva-

lente au revétement initial (f)o,co, Dy) ce qui prouve le résultat.
O
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Chapitre 3
Exemples

Le dernier chapitre de cette these est consacré a des exemples illustrant la rigi-
dité des résultats obtenus dans les deux premiers chapitres. Les deux premiers pa-
ragraphes étudient le probleme de prolongement au-dessus d’un ensemble maigre
nulle part dense, d’abord dans le cas d’une hypersurface, puis dans le cas de R2.
A la section on étudie deux exemples de prolongement topologique relatifs
au théoreme de STEIN. Aux paragraphes [3.4] et [3.5 on donne explicitement
des exemples de revétement analytique qui ne se prolonge qu’au revétement tri-
vial. On montre ensuite a la section I'existence de revétement analytique qui
se prolonge faiblement avec un nombre de feuillets strictement supérieur a un.
On étudie au paragraphe un contre-exemple relatif au théoreme lorsque
I’hypothese de surjectivité du morphisme de groupes n’est pas vérifiée. On
montre dans ce cas I'existence d’un prolongement non surjectif. Enfin, on donne
a la section un contre-exemple au corollaire dans le cas des figures de
HARTOGS 1-convexes.

3.1 Prolongement sur une hypersurface

Soit X un espace complexe normal. I.’exemple suivant montre qu’en général,
un revétement analytique défini au-dessus de X \ A, ou A est une hypersurface

de X, ne se prolonge pas fortement sur X.

Exemple 3.1. Soit A la droite d’équation z; = 0 dans C2. Définissons X := C?\ A
et )
XO—{(z,w) e XgxC: w2—22—ezl}

En désignant par ¢y : Xo — Xo la projection induite sur z, on en déduit que
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(XO,CO,XO) est un revétement analytique connexe de degré 2 de diviseur de

ramification

1
Ro = {(21,22) € Xo: 29 :ezl}.

Il n’existe pas de prolongement connexe de ce revétement au-dessus de C2 puisque
la fermeture topologique Ry dans C? de son diviseur n’est pas un ensemble
analytique. En effet, si R était analytique, il existerait en tout point a € A un
voisinage unidimensionnel de a dans lequel R serait discret, ce qui est impossible
d’aprés le théoréme de CASORATI-WEIERSTRASS appliqué a la fonction z — el/?
qui présente une singularité essentielle en 0.

Le revétement trivial Id : C2 — C? est donc, & équivalence pres, le seul pro-

longement connexe possible de (Xg,co, Xo).

3.2 Prolongement réel

Exemple 3.2. Soit (X'o, co,C?\ R?) un revétement analytique connexe régulier de
degré b > 2. Alors le seul prolongement connexe possible de ce revétement a C2
est le revétement trivial (C?,1d,C?).

Supposons au contraire qu’il existe un prolongement connexe (X 1,¢1,C?) avec
au moins deux feuillets de diviseur de ramification Rq. S’il est vide alors le
prolongement est un revétement régulier et par simple connexité de C2, on en
déduit que X; n’est pas connexe ce qui est impossible. L’hypersurface R est

donc incluse dans R? ce qui est également impossible. D’oti une contradiction.

En revanche, on a un résultat d’extension forte dans le cas suivant. soit un
revétement analytique connexe (Xo,co,C"\ R") au-dessus de C* \ R™ ot1 n > 3.
On déduit du théoreme que son diviseur de ramification R se prolonge en
une hypersurface R1 dans C", voir le théoreme 2.21 dans [Siu74]. Il s’en suit que

le revétement se prolonge fortement au-dessus de C".

3.3 Unicité du prolongement de STEIN

Dans cette section, on donne deux exemples concernant le théoreme [I.17]
de STEIN. L’exemple qui suit étudie le cas du prolongement topologique dun
revétement régulier de degré 2 sur une hypersurface. L'espace X construit ne

coincide pas avec le prolongement canonique de ce revétement.

o6
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Exemple 3.3. Soit I'espace complexe
Do = {(z,w) eCxC:uw?=(z— 1)(z+1)2}

et désignons par ¢y la restriction a Dy de la projection (z,w) — z. En désignant
par Xo louvert C\ {—1,+1}, la restriction de ¢y & Xo := c5!(Xp) induit un
revétement régulier d’ordre 2 qui, d’apres le théoréme [I.17], se prolonge topologi-
quement au-dessus de C. Mais ce prolongement ne coincide pas avec D puisque
(o 1({=1}) le sépare localement. En effet, pour tout r < 1, la pré-image U du
disque centré en —1 et de rayon r est un voisinage de (—1,0) € R tel que U \ R

n’est pas connexe. En revanche, le prolongement au sens de STEIN de (Xo, o, X0)

X,

, X
[P o ° “
C C
-1 xl —1 1
(a) L’espace D n’est pas normal puisque (b) Le revétement prolongé devient ré-

la pré-image de —1 le sépare localement gulier au-dessus de —1

FIGURE 3.1 — Le prolongement de Stein ne coincide pas avec la construction

naturelle

est donné par
i: Xo — C2
(z,w) +— (z, ZLH) '

L’application 1 est holomorphe, injective & images dans
X ::{(z,W)E(CX(C ; W2=Z—1}

qui, contrairement & D, posséde une structure d’espace complexe normal. Tout
prolongement de STEIN de (Xg,co, Xo) est donc équivalent & (X1,c1,C) ot ¢y
X1 — C désigne la projection sur z, voir les figures .

On observe un phénomene analogue lorsque le nombre de feuillets est égal a

1 comme le montre I'exemple suivant.

o7
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Exemple 3.4. Soit X := {(z,w) eCxC:z= w2} et ¢: X — C la projection sur
la premiere coordonnée (z,w) +— z. Alors (X,c,C) est un revétement analytique
a deux feuillets de diviseur de ramification R = {0}. La fonction définie par
h(z,w) = (z — 1)w sépare les pré-images de z = —1 mais ne sépare pas celles de
z = 1. Soit w(z,() le polynome de WEIERSTRASS de cette fonction comme défini

dans (L.9).
wz)= [ K-(G-Dw[(+(z-Dw]=(-z2(z—1)%

w: z=w?

Considérons 'ensemble M constitué des points de C? qui annulent w et désignons
par ¢ le lieu ot le discriminant s’annule ie., 0 = {z € C : 2(z — 1) = 0}. La
fonction
D C?
(z,w) — (z,(z—1w)

est continue a images dans M et sa restriction au-dessus de M \ {(1,0)} in-
duit un homéomorphisme. Son application réciproque W : M \ {(1,0)} — X \
{(1,1);(1,—1)} induit un revétement régulier & un feuillet donc, d’apres la re-
marque le prolongement topologique de STEIN associé est un homéomor-
phisme W : X; — X. Le fait que ®~1(1,0) = {(1,1);(1,—1)} implique que
@ : X — M n’est pas globalement injective. On en déduit donc que \1,1—1 n’est
pas équivalent a @.

3.4 Prolongements faibles

Dans I'exemple qui suit, on construit un revétement analytique de degré 3 qui
ne se prolonge qu’en l'identité i.e., le revétement trivial alors que son diviseur

de ramification se prolonge.

Exemple 3.5. Soit z, € C* fixé et définissons C,, := {z,} x C dans D; = C2. On
considere I'hypersurface R; de D d’équation z; = z% L’intersection R1NC,, est
constituée de deux points a et b identifiés aux racines carrées z,. On construit
le revétement analytique ()N( ,CQ,(CZ*) de degré 3 comme illustré dans la figure
Le groupe 71 (C,,\{a,b}, z) est librement engendré par les classes de deux
lacets ag et as basés en z, qui peuvent étre choisis de sorte que :

— le relevé de o = a1 - g par cg en une certaine pré-image Z, de z, n’est pas
un chemin fermé dans X et

o8
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FIGURE 3.2 — Revétement sur A(z)

— le lacet v est homotope dans D1\R1 au chemin constant égal a z,, voir le

lemme 3.8

On en déduit que le revétement ne se prolonge pas fortement au-dessus de D;. Il
existe cependant un prolongement fort au-dessus de Dy = Q) x C ot () est un voi-
sinage de z, ne contenant pas 0 de sorte que m1(Dg\Ro, zx) = m1(C., \{a,b}, z4),
ou Rg :=R1N Dy, voir figure 3.3

Ce revétement analytique que I'on note (DO,CO,DO) est défini explicitement
de la maniere suivante. Désignons par Q le disque {21 € C : |z; — 1| < 1} et consi-
dérons la détermination holomorphe f € O(Q)) de la racine cubique sur Q telle
que f(1) =1. Définissons Dy :=Q x C et

Dy ::{(z,w)eDoxC:w3+f%)w+%:0} (3.1)

la sous-variété de Do x C. Soit ¢ : Dy — Dy la restriction & Dy de la projection
Dy x C— Dyg.

Lemme 3.6. On a les assertions suivantes :

(i) (D(),C(),D()) est un revétement analytique connexe de degré 3 de diviseur
de ramification Ro:=R1 N Dqy et

(ii) tout prolongement connexe de ce revétement a Dy est de degré 1.

29
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A 22
/R1
Ro
21
Zx o
Do

FIGURE 3.3 — Construction de Dy

Preuve. L’application ¢y : Dy — Dy est holomorphe, propre et surjective. Puisque

Dy est une variété complexe, espace R 1= (o 1(720) ne le sépare pas localement.

De plus, le discriminant du polynéme w? + ! En%)w + \1/2237 en l'indéterminée w est
z% — 21, on en déduit que (Do,co, Do) est un revétement analytique a 3 feuillets
de diviseur de ramification Ry.

Montrons ’assertion . L’hypersurface R prolonge Rg dans D; et le groupe
fondamental de D; \ R1 est isomorphe a Z. En désignant par z. le point de
coordonnées (1,0), le groupe 71 (Dg \ Ro, 2+) est librement engendré par les deux

lacets suivants

ap:tel0,1] — (1, 1— e_iQWt>

(3.2)

ag:tel0,1] — (1,—1 +ei27”f)
Le morphisme étant surjectif, il existe d’apres le théoréme un prolon-
gement connexe surjectif maximal (Dy,cy,D;) de (Do, co, Do) au-dessus de Dy
de diviseur de ramification R et de degré by < 3. Montrons par I'absurde que
by = 1.

Si by = 3, le prolongement obtenu est fort. Montrons le résultat suivant.

Lemme 3.7. Il existe une pré-image x. de z, par cy telle que le relevé de a1 en

Ty est fermé.

Preuve. On remarque que tout point de R possede exactement deux pré-images
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par cg car pour tout z € Ry, il existe & € C tel que 29 = 263 et f(z1) = V42 et

3 . N2
w3+§2w+2i\§2_7 = (w— ?/é) <w+2f§> . (3.3)
En particulier, il existe une pré-image d’ordre un du point (1,1) i.e., dans un
voisinage V de ce point, il existe une composante connexe V de Co 1(V) telle que
la restriction de cg & V induit un homéomorphisme sur V. Pour tout chemin A
joignant z € V' \ R & z, il existe un lacet of C V'\ Rp homotope & A-ag - A~!
dans Dp\ Rp. En désignant par )\ le relevé de \ basé en 'unique pré-image z € V
de z par cgly;, le point z := A(1) est la pré-image désirée.

OJ

Lemme 3.8. Le lacet a:= oy - g est homotope au lacet constant dans D1\ R;.

Preuve. L’application suivante
Hy: (s,t) €[0,1% — [S +(1—s)e 2 /5 (1 - e_i%t)}

induit une homotopie entre a; et le lacet 5 : ¢ — (e‘i%t,()) dans D1\ R;. D'une
maniére analogue, le chemin as est homotope & 371 : ¢+ 3(1 —t) dans D1 \ Ry

via 'application
Hy: (s,t) € 0,12 = [s+ (1—5)e™™ /5 (—1+€2™)].

ce qui prouve le lemme [3.8]
0J

En désignant par z, la pré-image de z, par c; qui vérifie la conclusion du
lemme [3.7 le relevé de o := ay - a2 en x, par ¢ ne peut pas étre fermé, voir
figure , car sinon le relevé de tout lacet v C Dy \ Rg serait fermé ce qui est
impossible puisque R ne sépare pas localement Dy. Compte tenu du lemme
on aboutit a une contradiction et on en déduit que by < 3.

Si by = 2, on peut supposer d’apres le théoreme que
151:{(2,0 €Dy xC: C2:zl—z§}

et que ci : Dy — D est la projection sur z. Il existe alors une application holo-

morphe

I: D() — D1
(z,w) — [z,0(z,w)]
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telle que cj o1 = cg ol ¢ est une fonction holomorphe sur Dy vérifiant ¢(z,w)? =

z1 — z%. Soit £ > 0 tel que z; = 4¢3 € Q. La projection

T Doﬂ{21:4€3} — C
(4¢3, 29, w) — W

induit un biholomorphisme sur C d’inverse 7! : w — [483,i\/ 27 (w3 +5w> ,w}.

1 vérifie la relation suivante g(w)? = 4¢3 +

2:

La fonction holomorphe g = pon™
27(w3 + ew)? ce qui est impossible car 'image de g contient 0 (prendre w
—¢/3). On en déduit ainsi une contradiction. Le nombre b; de feuillets est né-
cessairement égal a 1 et d’apres le théoreme , tout autre prolongement de
(DO,CO,DO) sur D est équivalent au revétement trivial ce qui prouve le lemme
0.0l

OJ

3.5 Prolongements faibles galoisiens

Il existe des revétements analytiques galoisiens qui ne se prolongent pas for-

tement. On donne un exemple ot le degré est égal a 3 dans ce paragraphe.

Exemple 3.9. Comme dans les conditions de I'exemple [3.5] on définit le disque
Q={z1€C:|z1-1<1}, Dy=Q xC et

Dy = {(z,w) €Dy xC:w®— (21— 23)(g9(21) — 22) = 0},
ol g désigne la détermination holomorphe de la racine carrée sur Q telle que
g(1) = 1. On définit Ry I'hypersurface de Dy = C? d’équation 21 = 25 et R =
R1NDy. Désignons par cg la restriction a Dy de la projection naturelle Dy x C —
Dy.
Lemme 3.10. On a les assertions suivantes

(i) Dy posséde une structure d’espace complexe normal de sorte que (Do,co, Do)
est un revétement analytique galoisien connexe de degré 3 de diviseur de

ramification R et

(i) le seul prolongement connexe possible de ce revétement au-dessus de Dy est

le revétement trivial.

Preuve. Montrons d’abord que pour tout r > 0,

A= {(z,w) €Ay xC:w? :zz}
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est connexe, ou A3, désigne le disque ouvert de rayon 27 épointé en 0. La pro-
jection cp : A — A3, sur z induit un revétement régulier et en désignant par vy
le chemin t € [0,1] — 7e"*™, on en déduit que son relevé (7,7) par cy basé en
(7(0),r) vérifie
(1) =*-7(0)

ou j= % 1l s'en suit que toutes les pré-images de zp = r par ce revétement
peuvent étre reliées par un chemin dans A ce qui prouve d’aprés le théoréme
la connexité de A. On en déduit que Despace Ry = Co 1(R0) ne sépare pas
localement Dy. Soit en effet (21,22) € Rp ou 21 € Q que 'on suppose, sans perte
de généralité, égal a 1.

Si z9 = 1, on désigne pour tout r > 0 le polydisque U, centré en (1,1) de
rayon r. Il existe 79 > 0 tel que pour tout r < rg, U, := co L(U,) est biholomorphe
a

{(Z,W) cU\RoxC: W3 =(g(z)— 22)2}.
Et en utilisant la méme construction que ci-dessus, on en déduit que cet espace
est connexe par arcs.

Si 29 = —1, on montre dans les mémes notations que précédemment que

I’espace U, est biholomorphe &
{(zW) e U\Ryx T : W? = (g(z1) + 22) }

qui est également connexe. D’apres le théoreme 'espace Dy peut-étre muni
d’une structure d’espace complexe tel que (DO,CO,DO) est un revétement analy-
tique. Ce revétement est de plus connexe par construction et galoisien puisque

les automorphismes sont données par les applications
Dy, : (z,w) € Do\ Ro — (z,jfw) ,k=0,1,2.

La premiere assertion du lemme est donc montrée.

D’apres le théoreme , il existe un revétement analytique (f)l ,C1,D1) connexe
de diviseur de ramification R et de degré by < 3 qui prolonge surjectivement
(Dg,co, Do). Montrons par 'absurde que by = 1.

Si by = 3, le prolongement est fort. Remarquons que la fibre de z, := (1,0)
s'identifie & I'ensemble des racines cubiques de l'unité {1,j,j2}. Comme dans
I’'exemple , désignons par aq et apg les lacets définis dans qui engendrent
le groupe 71 (Dp \ Ro, 2« ).

on:t€0,1] > (1,1—ei2)
ag:te0,1] — (1,—1 +ei2mf)
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On montre par le calcul que la derniere composante &; du relevé de «q par cg

vérifie la relation suivante :
. 2 .
dl(t)?’ _ (6—127rt) (2 B 6—127715) :
et donc
a1(1) = a1(0) -j.

En utilisant les mémes notations pour as, on en déduit que :

Il s’en suit que le relevé du chemin « := a1 - as n’est pas fermé, voir la figure
3.4l D’apres le lemme montré a I’exemple précédent, on a une contradiction
puisque le lacet « est homotope au lacet constant dans D\ R;. Le prolongement
est donc faible et b < 2.

Co

FIGURE 3.4 — Le relevé du chemin « par ce revétement galoisien n’est pas fermé

Supposons que by = 2. Il existe d’apres le théoreme [2.25] une application

holomorphe 1: Dy — D; x C & valeurs dans
Dy ::{(z,C) eD; xC: C2:z1—22}.

telle que c; oi= co ou cp est la restriction de la projection Dy x C — Dp a Dy.

Il existe alors une fonction ¢ holomorphe sur Dy telle que
V(z,w) € Dy, p(z,w)? =2 — 23.
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Définissons 1’ouvert suivant :

3 2
W::{we(C: (“’;1> EQ}

2
3 3
de sorte que pour tout w € W, le point de coordonnées ((“’2H> ,w2_1,w>

appartient & Dy. On en déduit que la fonction

3 1 2 3_1
h:wEW'—MO((w; ) ’w2 ,w)
2

3 1 2 3 _ 1
est holomorphe sur W et vérifie la relation h(w)? = d 2+ (@ 5 = w3

ce qui est impossible puisque W contient 0. On en déduit que by =1, et d’apres le
théoréme [2.1.(iii)| tout autre prolongement est équivalent au revétement trivial

ce qui prouve le lemme (3.10}

OJ

3.6 Prolongement faible non trivial

On a construit aux paragraphes [3.4] et des revétements analytiques tels
que les seuls prolongements possibles étaient les revétements triviaux. L’exemple

ci-dessous montre que ce n’est pas le cas en général.

Exemple 3.11. Comme dans les conditions de 1’exemple on définit le disque
Q:{Z1€C : |Zl—1‘<1}, Dy=Q xC et

Dy :={(z,w) € Do x C : w* = (g(z1) — 22) (9(21) + 22)* = 0}

ou g désigne la détermination holomorphe de la racine carrée sur Q) telle que
g(1) = 1. On définit Ry I'hypersurface de Dy = C? d’équation 2z = 23 et Rg :=
R1NDg. Désignons par cg la restriction a Dy de la projection naturelle Dy x C —
Dy..

Lemme 3.12. On a les assertions suivantes :

(i) Dy posséde une structure d’espace compleze normal de sorte que (Dg,cy, D)
est un revétement analytique connexe galoisien de degré 4 de diviseur de

ramification Ry,
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(ii) ¢ ne se prolonge pas fortement sur Dy mais il existe un revétement ana-
lytique connexe galoisien de degré 2 sur Dy de diviseur de ramification Rq

qui le prolonge.

Preuve. La preuve de la premiere assertion du lemme est similaire a celle du
lemme [3.10] On remarque en effet par les mémes méthodes que la restriction a
co au-dessus de Dp \ Ro induit un revétement galoisien de degré 4, que Do est
connexe et que R := c }(Ro) ne le sépare pas localement. Les automorphismes

de revétements sont par ailleurs donnés par les applications
Dy, : (z,w) — (z,ikw), - ke{0,1,2,3}.

Montrons l'assertion (ii) : Soit z. le point de coordonnées (1,0) ¢ Ry. Le
morphisme

Wl(DQ\RQ,Z*) —>7Tl(D1 \Rl,z*)

est surjectif donc il existe d’apres le théoréme un revétement analytique
(D1,c1,D1) de diviseur de ramification Ry qui prolonge (Dg,co, Dg). Le nombre
by de ses feuillets est inférieur ou égal a 4. Ce revétement est par ailleurs galoisien
d’apres le corollaire 2.6, Montrons que I'extension n’est pas forte i.e., que by < 4.
Le groupe fondamental 71 (Dg\ Ry, z«) est en effet libre a deux générateurs donnés

par les lacets définis en ([3.2) :
a1t (1,1 — e_mm)

et
a9 it (1, -1+ eizm)

En désignant par &; la deuxieme composante du relevé de oy par ¢g en un point

(a1(0),a1(0)), on a la relation suivante
a1(1) = —i-a1(0).
De méme, en utilisant les mémes notations pour ao,
ao(1) = —i-az(0).

On en déduit que le relevé du produit « := a7 - a par ¢y n’est pas fermé alors
qu’il est homotope au lacet constant dans D; \ Ri, d’apres le lemme ce qui
implique que by < 4.
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En revanche, il existe un prolongement de degré 2 sur D; via 'application

holomorphe suivante

I: ﬁo — Dy
(zw) — (2,0 (g(21) — 2))

Dy = {(z,W) €eCxDy:W?= (zl—z%)g}.

L’espace Dp possede en effet d’apres le théoreme m une structure d’es-
pace complexe normal de sorte que (ﬁl,cl,Dl) est un prolongement connexe de
(Do, <o, Dg) ce qui prouve le lemme m

Remarque 3.13. On peut généraliser cette construction de la maniére suivante :
Pour tout entier n divisible par d € N, il existe un revétement analytique a n
feuillets qui ne se prolonge pas fortement mais qui admet un prolongement faible

a d feuillets. on définit en gardant les mémes notations que dans I’exemple
Dy := {(z,w) €Dy xC:w"—(g(z1) — 22) (g(z1) + 22)d+1 = O}.

Alors (DO,CO,DO) est un revétement analytique de degré n qui ne se prolonge
pas fortement a D;. En revanche, le revétement analytique a d feuillets suivant
le prolonge :

~ d
Dy ::{(z,W)GCxDl : Wd—<zl—z§) +1:0}

via I'application holomorphe suivante

i: ljo — Dl
(va) — (Z7wn/d(g(zl>_z2))'

3.7 Prolongement non surjectif

Sans I’hypothese de surjectivité du morphisme défini au théoréme
il peut exister un revétement analytique qui ne se prolonge pas surjectivement.
Dans ’exemple ci-dessous, on montre que pour tous entiers n et m vérifiant n > 3
et m > n—+2, il existe un revétement analytique de degré n dont le prolongement

associé possede m feuillets.
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Exemple 3.14. Soit m > 5 un entier et désignons par X, ’espace de configuration
de m points complexes i.e., le quotient de C™ par la relation d’équivalence

suivante :
/ / / .
(21, y2m) ~ (215, 2) © 30 € S+ 27 = 250y, Vi=1,...,m,

ou Sy, désigne I'ensemble des permutations de {1,...,m}. X, s’identifie avec C™
via I’ensemble des polynomes unitaires de degré m.

m—1
(215 2m) €E X (Z—21) ... (Z—2m) =27+ > wiZF (wo, ..., Wyp—1) € C™

k=0
(3.4)

a coefficients holomorphes en z donnés par les fonctions symétriques élémentaires
m
wo=(—1)"z1- zm,...,Wp—1=—(214+ -+ 2m).

On définit 'hypersurface

k=0

m—1
Ry = {w € C™ : Discry (Zm—i- > wka> = O} (3.5)

vue comme l'ensemble des w € C™ pour lesquels le polynéme (3.4) possede des
racines multiples, ou de maniére équivalente, I’ensemble des uplets (z1,...,2m)

non tous distincts dans l'espace de configuration X, :

Rlz{ZGXm:H(Zi—Zj)2ZO}. (3.6)

1<J

m

Posons Dy = X, et fixons un point p := (1,...,1,14—%,...,14— M=) cRjou3d<
————

n < m—2. Soit Dy un voisinage de p et notong Ro = Ri1NDy. Alors pour tout z, €
Do\ Ry, le groupe fondamental 71 (D1 \R1, z«) est isomorphe au groupe de tresses
By, & m brins, voir [KT08]. Quitte a réduire Dy, on a d’une maniére similaire
7m1(Do \ Ro,2+) = Bn. A toute tresse, on associe naturellement une permutation
via I’homomorphisme canonique gg : By, — Sy.

D’apres le théoreme il existe un revétement régulier (D}, co, Do\ Ro) de
degré n associé a go. Il se prolonge fortement d’apres le théoreme en un re-
vetement analytique connexe (Do, co, Do) a n feuillets de diviseur de ramification
Rp. Ce diviseur se prolonge en R dans D;. Supposons l'existence d’un prolonge-
ment fort (D1,cy,D1) de (Dg,co, Dg). En notant i, : B, — B,, ’homomorphisme
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induit par l'inclusion i : Do\ Rop — D1 \ R1, il existerait alors un morphisme

g1 : By, — Sy, tel que le diagramme

BnC—>i* By, (3.7)

3 Sigl

Id
Sn*> n

commute i.e., g1 oiy, = go.

Lemme 3.15. Un tel morphisme g1 n’existe pas.

Preuve. Supposons le contraire. Soient {o;},-,<,,_; I'ensemble des tresses élé-
mentaires engendrant le groupe By, et posons_ p_our tout i, t; = g1(0y) € Sp. En
appliquant gy = g1 0ix & 01,...,0,—1, On peut supposer que t; = (i i+ 1) pour
tout ¢ =1,...,n—1. Puisque tous les g; sont deux a deux conjugués dans B,,, on
en déduit que les t; le sont aussi dans S,,. En particulier, I’élément ¢,,_1 est une
transposition de S;, qui doit commuter avec tous les (i i+1),i=1,...,n—1, ce

qui est impossible.

O

Remarques 3.16. 1. En désignant par g; le morphisme naturel B,, — S, et

i, : Sy — Sy, Vinclusion naturelle, on en déduit que le diagramme suivant

B, - B
gol igl
Sn—"=Sm
est bien défini et commute montrant ainsi qu’il existe un prolongement

connexe a m feuillets de ([?O,c(),DO) au-dessus de D;.

2. Le revétement analytique (f)o,co,Do) construit se prolonge faiblement en

un revetement de degré 2 puisqu’il y a commutativité du diagramme

B, B

o e

Sp— (1,41},

ol iy est le morphisme qui associe a une permutation sa signature et g; est

le morphisme égal a —1 sur chaque tresse élémentaire de Bj,.
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3.8 Prolongement de type HARTOGS

L’exemple suivant met en défaut le corollaire dans les cas des figures de
HARTOGS 1-convexes.

Exemple 3.17. Soit R 'hypersurface dans D = C? d’équation —423 — 2725 =0
et considérons le point z, de coordonnées (—3,2) € Ry. En désignant par D;
Pespace {(z,w) € D1 x C : w3 + zyw + 20 = 0} et ¢; la restriction & Dy de
la projection D; x C — Dy, on en déduit que (ﬁl,cl,Dl) est un revétement
analytique connexe de degré 3 et de diviseur de ramification R;.

On remarque par ailleurs que le point w =1 est un zéro d’ordre deux de la
fonction w3 — 3w + 2 = (w — 1)?(w + 2). Par continuité, il existe un voisinage
connexe Dy de (—3,2) tel que la composante connexe Dy de ¢ (Dg) contenant
(—3,2,1) induit au-dessus de Dy un revétement analytique de degré 2 et de
diviseur de ramification Rg := R1NDy. Ce revétement se prolonge en (Dl,cl,Dl)
de degré 3 ce qui rend le prolongement non surjectif. Cependant, d’apres le
théoréme [2.25] il existe un prolongement fort d’ordre 2 de ce revétement au-
dessus de Dq.
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Annexe A

Espaces complexes et prolongements
de RIEMANN

Dans cette premieére annexe, on rappelle quelques notions fondamentales
d’analyse complexe en plusieurs variables utilisées tout au long de cette these.
On donne également quelques généralisations du théoreme de prolongement des
fonctions holomorphes de RIEMANN appliqué d’abord aux domaines de C™ afin
d’introduire les espaces complexes normaux, au sens de CARTAN. La plupart de
ces résultats sont issus du chapitre 7 de [GR84].

Le résultat suivant est le théoreme de prolongement di RIEMANN en 1851.

Théoreme A.1. Soit p un point d’un domaine D C C et f une fonction ho-
lomorphe bornée sur D\ {p}. Alors f se prolonge de maniére unique en une

fonction holomorphe sur D tout entier.

Définition A.2. Soit A un sous-ensemble fermé d’une variété complexe X. On
dit que A est analytique en z € X §’il existe un voisinage U et un nombre fini de

fonctions holomorphes fi,..., fi dans U telles que
ANU:={z€U: fi(z)=---= fr(z) =0}.
On dit que A est analytique s’il est analytique en tout point x € X.
Le théoreme se généralise en plusieurs variables de la maniere suivante :

Théoréme A.3. Soit A un ensemble analytique d’une variété complexe X et f €
O(X\A) une fonction holomorphe. Supposons que tout point a € A posséde un
voisinage U C X tel que f est bornée sur U\ A, Alors il existe une unique fonction

holomorphe f sur X qui prolonge f.
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Une fonction holomorphe étant nécéssairement (localement) bornée sur X \ A

des que dim A < dim X — 2, on en déduit le résultat suivant.

Théoréme A.4. Soit A un ensemble analytique de codimension au moins égale a
2 d’une variété complexe X et f € O(X\A) une fonction holomorphe. Alors il

existe une unique fonction holomorphe f sur X qui prolonge f.

Introduisons maintenant la notion d’espace complexe, généralisant celle de

domaines et de variétés.

Définition A.5. Soit X un espace de HAUSDORFF muni d'un faisceau Ox de
fonctions continues sur X, et d'un recouvrement ouvert {U,}, de X. Alors X
est un espace complexe si pour tout «, il existe un homéomorphisme Fy, : U, — A,
ou A, est un ensemble analytique d'un domaine D, de 'espace C"*, pour un
certain nqo € N* tel que le co-morphisme F7, : O 4 — Ox |y, est un isomorphisme

de faisceaux d’anneaux. Oy est appelé la structure faisceau de X.

On peut définir sur les espaces complexes les objets de fonctions holomorphes
ou de sous-ensembles analytiques. En particulier Sing (X) est un sous-ensemble

analytique de X.

Définition A.6. Un espace complexe est réduit si tout point = € X est réduit,
c’est-a-dire s'il n’existe aucun germe Ox , possédant une fonction non nulle nil-

potente.
En particulier, tous les espaces localement irréductibles sont réduits.

Définition A.7. Soit X un espace complexe. Une fonction faiblement holomorphe
f sur X est une fonction holomorphe sur Reg (X) telle que tout point de Sing (X)
possede un voisinage V' pour lequel f est bornée sur Reg(X)NV. On note @) X,z
I’anneau des germes de fonctions faiblement holomorphe au voisinage de z et Ox

le faisceau associé.

En toute généralité, une fonction faiblement holomorphe n’est pas holomorphe

comme le montre cet exemple classique.

Exemple A.8. Considérons la parabole de NEIL N = {(21,22) € C? : 2} = 23}
ayant une singularité en (0,0). Pour toute fonction holomorphe f au point (0,0)
dans N, il existe un bi-disque U C C? centré en (0,0) et une fonction F holo-

morphe sur U telle que
flu=FIn-
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Définissons 'application holomorphe p: ¢t € C — (t2,t3) € N. Alors la composée
h = f op est holomorphe sur C et vérifie 'égalité h'(0) = 0 puisque h = Fop et
donc A/ (t) = dF(t27t3)(2t,3t2) ce qui implique que A/(0) = 0.
Le quotient
Z2
Q(21722) = ;1
est une fonction faiblement holomorphe sur N qui n’est pas holomorphe en (0,0)

puisque dans les notations ci-dessus, h(t) =t et h'(0) = 0.

Définition A.9. Un espace complexe X est normal en un point x € X si (X, x)
est irréductible et O X2 = Ox 4. L’ensemble des points normaux de X est noté

Norm (XX). On dit que X est normal s’il I’est en tous ses points.

Cette définition a été introduite par CARTAN dans ses séminaires données
4 L’Ecole Normale Supérieure. D’une maniére équivalente, un espace complexe
normal est donc un espace complexe réduit sur lequel les théoremes d’extension
de RIEMANN sont valables.

Théoréme A.10. Soit X un espace complexe normal, A C X un ensemble analy-

tique et f € O(X \ A). Supposons l'une de ces assertions vraies.
— f est bornée dans un voisinage de tout point de A,
— A est de codimension supérieure ou égale a 2.

Alors il existe une unique fonction holomorphe f sur X qui prolonge f.

Rappelons aussi que tout espace complexe normal est localement irréductible
et de dimension pure. On en déduit qu’un tel espace est localement 1’espace
de revétement analytique au-dessus d'un domaine de C™, voir le théoreme 7.2.2
de [GR84|. Par ailleurs, I’ensemble des points singuliers d’un espace normal est
de codimension au moins 2, on déduit du théoreme précédent que toute
fonction holomorphe sur Reg(X) se prolonge holomorphiquement a X.

Une autre application du théoreme de prolongement de RIEMANN est le ré-

sultat suivant.

Théoreme A.11. Soit X un espace complexe normal connexe. Alors pour tout

ensemble analytique A nulle part dense, le complémentaire X \ A est conneze.

Rappelons enfin le résultat de normalisation di a OKA qui énonce que le
faisceau Ox d’un espace complexe réduit peut définir la structure faisceau © %

d’un espace complexe normal X.
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Théoréeme A.12. Soit X un espace complexe réduit. Il existe un espace complexe
normal X, une fonction holomorphe c: X — X telle que :

1. ¢: X — X est propre, surjective, dont les fibres sont discrétes et

2. L'ensemble S := c(Sing (X)) est nulle part dense dans X et la restriction
c: X\ S — X\ Sing(X) induit un biholomorphisme.

Lespace X est unique d isomorphisme prés en ce sens que si ¢ : X' — X est
une autre normalisation, alors il existe un biholomorphisme ® : X — X' tel que

dod =c.
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Annexe B

Ensembles analytiques globalement

définis

Au cours des chapitres précédents, on a montré certains théoremes de prolon-

gement lorsque le diviseur de ramification R était globalement défini, c¢’est-a-dire

R={ze€D: fi(z)=...fp(2) =0}.

Le but de cette annexe est de donner quelques précisions sur ces ensembles ana-
lytiques.

En général, les ensembles analytiques comme introduits dans la définition[A.2]
ne peuvent pas étre globalement définis comme l'illustre le contre-exemple donné
dans [GF02].

Exemple B.1. Soit O =1 UQ» la figure de HARTOGS définie par

1
Ql::{zEC2 Nl < et |Z2|<1},

1
Qg::{ZE(CQ:|21|<1et2<|22|<1}.

L’ensemble R :={z € Qg : 21 = 29} est analytique dans Q puisque RNQ; = .
Toute fonction f holomorphe sur Q) qui s’annule sur R se prolonge holomorphi-
quement au polydisque A2, d’apres le théoréme de prolongement de HARTOGS,
voir [Har06]. On en déduit en particulier que I’ensemble des zéros Z; := {z € () :
f(2) =0} contiendrait nécessairement R’ := {z € Q : 21 = 29} ce qui prouve que

R ne peut pas étre défini par des fonctions holomorphes sur Q.

Cette propriété devient vraie si () est un domaine d'holomorphie i.e., s’il existe

une fonction f holomorphe sur Q non prolongeable & tout domaine Q' D Q.
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ANNEXE B. ENSEMBLES ANALYTIQUES GLOBALEMENT DEFINIS

Théoreme B.2. Soit R un ensemble analytique dans un domaine d’holomorphie

Q Cc C™. 1l existe n+ 1 fonctions holomorphes fi,...,fn+1 sur Q) telles que

R={z€w: fi(z) == fat1(2) =0}

Les détails de ce résultat sont données dans [GF02; |(GF76]. Néanmoins, une
hypersurface de codimension pure égale a 1 n’est pas globalement définie par
une seule équation en général dans un domaine d’holomorphie. Le contrexemple
suivant est dit & SERRE dans |Serb3|.

Exemple B.3. Soit Q = {z € C3 : |22+ 23+ 23 — 1| < 1}. C’est un domaine d’ho-
lomorphie puisqu’en tout point du bord, on peut trouver une fonction barriere.
Posons R :={z] =izy}. Alors RN D posséde deux composantes connexes. Cha-
cune d’entre elle est une hypersurface analytique de codimension 1 qui ne peut

s’écrire comme ’ensemble des zéros d’une seule fonction holomorphe.

En revanche, une hypersurface d’un polydisque peut, sous certaines condi-
tions, s’écrire comme l’ensemble des zéros d'un polynéme de WEIERSTRASS

comme le montre ce résultat.

Théoréeme B.4. Soit R une hypersurface de codimension pure égale a 1 dans le
polydisque unité A" n'interceptant pas cette partie du bord A"~ x OA. Alors il
existe un polyndme de WEIERSTRASS P(z) = 24 + Y% _jap(21,...,20-1)2%7F tel
que R={z€ A" : P(z) =0}.

Preuve. Définissons pour tout point 2’ € A"~1 I'ensemble A,/ := {z'} x A. Alors
R NA, est un ensemble analytique qui, d’apres ’hypothese, ne possede aucun
point limite sur la frontiére. Il est donc fini et son cardinal v(2’) est borné et
maximal en tout point 2/ € A"~!\ ¢ oil ¢ est un ensemble analytique propre.
On en déduit que la restriction de la projection 7 : (2/,2,) € R +— 2/ € A"~!
au-dessus de A"!\ ¢ induit un revétement régulier fini de degré noté v € N*.

Soit 2 € A"1\ o. Il existe un voisinage V' de 2, dans A"\ o tel que
V) = {(z’,zn) eERN(V ' xA): (zn — al(z’)) (zn - a,,(z’)) = 0}7

ou les fonctions «; sont holomorphes sur V’. Il existe donc un polyndéme de
WEIERSTRASS de degré v par rapport a z, et a coefficients az holomorphes
sur V/ qui définit globalement 7~!(V’). Chaque coefficient aj, ne dépend pas de

I'ordre de o, on peut donc le prolonger en une fonction holomorphe sur A"~ 1\ o.
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Par ailleurs, a;, est uniformément bornée sur A"\ o, on en déduit d’apres le
théoreme[A.3|de prolongement de RIEMANN, qu’il existe un unique prolongement

holomorphe de a; sur A"~!. Par conséquent,
14
R=SzeA": 2/ + > ap(2)z2F =
k=1

ce qui acheve ainsi la preuve du théoréme [B.4]

O

Le résultat peut se généraliser dans le cas suivant, voir [GR65| pour les détails.

Théoréme B.5. Soit (X,0) une variété de Stein telle que son deuziéme groupe
de cohomologic H*(X,Z) = 0. Alors toute hypersurface R C X de codimension

pure égale a 1 est défini par une équation f(z) =0 dans X.
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