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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a la descente de Cartier en vue d’une application & la
caractérisation de G¥-torseurs fppf en termes de formes différentielles, ot G¥' est le noyau
de Frobenius d’un groupe lisse affine G sur un corps de caractéristiques p > 0.

Pour cela nous utilisons la dualité de Tannaka pour montrer une version analogue du
théoréeme de descente de Cartier pour les torseurs. Ce dernier nous permet d’avoir une
caractérisation de ces GF-torseurs, qui généralise des résultats déja connus pour les cas p
et ay.

Abstract
In this thesis we are interested in Cartier descent and an application to the characteriza-
tion of fppf G¥-torsors in terms of differential forms, where G¥" is the Frobenius kernel of
some smooth affine group scheme over a field of characteristic p > 0.
For this, we use Tannaka duality to prove an analog version of Cartier descent theorem
for torsors. This will allow us to have a characterization of these G¥-torsors, which will
generalize already known results for the cases p, and «.
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Introduction

Soit k£ un corps parfait de caractéristique p > 0, S = Spec k et X un schéma lisse
sur k. Les torseurs considérés dans cette introduction sont des torseurs sur le site

fppf.
I1 est connu que les groupes H%ppf(X , Hp) €t H%ppf(X , @) peuvent étre décrits en

termes de sections globales de Q% /g bar :
Hiyor (X, ) ~ {w € D(X, Qx/g) | dw = 0 et Cw = w} (1)

et

Hyor (X, ) ~ {w € T(X, Qx/5) | dw = 0 et Cw = 0} (2)

ou C' est I'opérateur de Cartier, [17, chap III, Proposition 4.14]. Ces deux descriptions
s’obtiennent via les suites exactes sur Xg; :

0= G 2> Fx. G =5 Fx, Z(25) <=5 Q)5 = 0 (3)
et
F d 1 C 01
0= Gy = Fx. Gy — Fx,. Z(Qy/5) = Qx5 = 0, (4)

ou Fx est le Frobenius absolu, et la suite spectrale de Leray pour f : Xg — Xg, voir
[17, 11T §4].

Ces deux cas ont été généralisés par Artin et Milne dans [1] au cas d’un schéma
en groupes abélien de hauteur 1.

Une des idées principales de cette thése est I'utilisation d’une approche basée sur
la descente de Cartier pour généraliser les isomorphismes (1) et (2), et donner une
description analogue des torseurs sous le noyau de Frobenius d’un schéma en groupes
affine lisse sur k.

Pour illustrer cette approche, commencgons par faire un petit rappel sur la descente
de Cartier.

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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8 INTRODUCTION

0.1. Descente de Cartier

Considérons le diagramme suivant :

X /K
X0 — 5 x (5)

]

Fg
S —— S
ou F'x est le Frobenius absolu et F' le Frobenius relatif. Une connexion sur un faisceau
quasi-cohérent & sur X est la donnée d’un morphisme de faisceaux abéliens :

tel que :

V(fe) = fV(e) +df ®e,
pour toutes sections locales f et e de Ox et & respectivement. La catégorie des
faisceaux quasi-cohérents sur X munis de connexion est notée MC(X). Si .# est un
faisceau quasi-cohérent sur X )| le faisceau F*.% est muni canoniquement d’une
connexion V. .,, de plus on a :

THEOREME 0.1 ([14, Theorem 5.1]). La catégorie des faisceaux quasi-cohérents
sur X®) est équivalente a la catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur X, munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle via les foncteurs :

F = (F* F,Vean)

et
(&,V) = &Y

ot &Y est le noyau du morphisme donné par la connezion V : & — Qﬁ(/s ®E.

Pour les p,-torseurs, H%ppf(X , lbp) est isomorphe au groupe donné par les classes

d’isomorphie des couples (Z,a) o £ est un faisceau inversible sur X, et o un
isomorphisme .Z®? — ¢y . Comme k est parfait, la projection X® — X est un
isomorphisme, on peut donc considérer les couples (%, «) tels que .Z est un faisceau
inversible sur X ®| et o un isomorphisme F*.Z — Ox . Pour un tel couple (.Z, ), la
descente de Cartier permet de munir le faisceau F™* % d’une connexion canonique V .4,
puis, en utilisant o, de transférer cette derniere en une connexion V(¢ ,) intégrable
de p-courbure nulle sur . Il est facile de voir qu'une connexion V sur O'x est
entiérement déterminée par la section globale :

w=V(1) € (X, Q/s)

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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de plus, V est intégrable (resp. de p-courbure nulle) si et seulement si dw = 0 (resp.
Cw = w). En associant a chaque couple (£, «) la section w obtenue comme ci-dessus,
nous retrouvons l'isomorphisme (1).

0.2. Produit semi-direct

Considérons maintenant le cas non-commutatif des y, X oy-torseurs. Ces derniers

sont en bijection avec les classes d’isomorphie des couples (& [ a),ou & T est une suite
exacte dans QCoh(X®) :

02— —=Oxw —0 (6)

ot .Z est un faisceau inversible, et o un isomorphisme de suites exactes de la forme :

0O — F*"Y —— F*8 —— Ox —— 0

L)

0 — Oy y O sy Ox — 0.

D’autre part on obtient par le théoréme de descente de Cartier une suite exacte :
0— (F*Z,Vy) = (F*&,Vy) = (Ox,d) = 0 (8)

de faisceaux quasi-cohérents munis de connexions intégrables de p-courbure nulle. La
trivialisation a donnée dans le couple (&7, ) permet de transférer les connexions de
la suite exacte (8) et d’obtenir une suite exacte :

0= (Ox,V1) = (O, V) = (Ox,d) — 0. (9)

De la méme maniere que dans le cas des p,-torseurs, nous obtenons une bijection entre

classes d’isomorphie de p, X a,-torseurs et couples (w,w’), oit w,w’ € I'(X, Qﬁ(/s),

telles que la connexion d + €2 sur ﬁ?@z est intégrable de p-courbure nulle, ou

w W
Q= :
Cela se traduit par le résultat suivant :
THEOREME 0.2. L’ensemble des classes d’isomorphie de p, X op-torseurs sur X

est en bijection avec 'ensemble des couples (w,w'), ot w,w’ € T'(X, Qﬁ(/s), telles que :

(1) dw=dw' +w AW =0,
(2) Cw = w,
(3) pour tout ouvert U de X et f € G,,(U) tels que wyy = df / f, on a C(fwy) = 0.

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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0.3. Cas d’un groupe affine et lisse

Dans le cas d'un schéma en groupes affine et lisse quelconque G sur k, pour
pouvoir utiliser cette méthode nous devons définir la notion de connexion sur un
G-torseur, puis montrer une version du théoréeme de descente de Cartier.

Sip: P — X un G-torseur sur X, pour définir ce qu’est une connexion sur P on
s’inspire de [2]. On associe & P ce qu’on appelle la suite exacte d’Atiyah :

0 — ad(P) — p¥ Trs — Tx — 0. (10)

Une connexion sur P est alors la donnée d’'une section s de cette suite exacte, on note
At(G, X) la catégorie des couples (P, s) oit P est un G-torseur et s une connexion
sur P. Si maintenant P est un G-torseur sur X®, le G-torseur sur X donné par
P Xy X est muni d’'une connexion canonique S.,. Le théoréme de descente de
Cartier pour les torseurs s’énonce comme suit :

THEOREME 0.3 (Descente de Cartier). Le foncteur :
F* : G-Torseurs / X ) — At(G, X)K=+=0 (11)
P (P Xxw X, Scan)
est une équivalence de catégories.

Pour montrer ce théoréme, on se raméne au cas de la descente de Cartier pour les
faisceaux quasi-cohérents, pour ce faire on utilise le théoréme suivant :

THEOREME 0.4 (|6, Theorem 3.2|). La catégorie des G-torseurs sur X est équiva-
lente a la catégorie des foncteurs fibre sur Rep,(G) a valeurs dans QCoh(X).

On rappelle qu’un foncteur fibre est un foncteur tensoriel k-linéaire exact Rep, (G) —
QCoh(X). En utilisant cette caractérisation des G-torseurs, on peut donner une autre
définition de connexion sur un torseur, qui ne suppose pas G lisse :

DEFINITION 0.1. On appelle G-torseur sur X muni d’une connexion tout foncteur
tensoriel k-linéaire exact

On note Tan(G, X) la catégorie formée de tels objets.

Lorsque G est lisse on montre au chapitre 4 que les deux catégories At(G, X) et
Tan(G, X) sont équivalentes.

En appliquant la descente de Cartier a la description des torseurs sous le noyau
de Frobenius d’un schéma en groupes G affine et lisse sur k, on obtient le théoréme
4.3, qui montre en particulier qu’il existe une bijection naturelle :

H'(X,G") = HO(X, QY ) ® Lie G)<=¥=0 (12)

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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ot H(X, Q) /g ® Lie G)*==" est formé des éléments de H(X, QY ¢ ® Lie ) dont
la connexion associée sur le G-torseur trivial est intégrable de p-courbure nulle. Ce
résultat nous permet, étant donnée une section globale  de H°(X, Q% / ¢®LieG Y E=v=0,

d’avoir des équations étale localement de GF-torseurs, et de pouvoir les recoller pour
obtenir le G¥-torseur associé a ). Lorsque le groupe G est spécial on obtient ces
équations Zariski localement.

Durant la rédaction de cette thése, nous avons appris que Chen et Zhu ont aussi
formulé et utilisé la descente de Cartier pour les G-torseurs pour les besoins de la
théorie de Hodge non abélienne en caractéristique positive [4|. Cependant aussi bien
leur motivation que leur approche différent complétement de la notre.

0.4. Organisation

Le chapitre 1 est consacré a des rappels et définitions de résultats dont nous
aurons besoin par la suite : schémas en groupes, torseurs, descente fppf de faisceaux
quasi-cohérents, G-faisceaux et gerbes.

Le chapitre 2 est constitué de deux parties. Dans la premiére partie on donnera la
définition ainsi que les premiéres propriétés de la notion de connexion et d’opérateur
de Cartier. Dans la deuxiéme partie on traite le cas de certains groupes spécifiques G,
ou 'on peut définir une connexion sur un G-torseur d’une maniére naturelle, puis on
donne une description des classes d’isomorphie des G¥-torseurs pour ces groupes la.

Dans le chapitre 3 on définit la notion de connexion sur un torseur lorsque le
groupe G est affine et lisse. On associe ensuite a chaque G-torseur P, un algébroide
de Lie, ou un algébroide de Lie restreint si cark > 0. Cela permet de définir une
connexion comme étant une section de la suite exacte d’Atiyah. Dans le reste du
chapitre on définit la courbure et la p-courbure d’une telle connexion, puis on compare
ces définitions dans le cas d’'un GL,-torseur P, avec les définitions classiques sur le
faisceau localement libre associé a P.

Au chapitre 4 nous donnons une preuve du théoréme de descente pour les torseurs,
puis on montre que les classes d’isomorphie de torseurs sous le noyau de Frobenius
d’un groupe affine et lisse G sont en bijection naturelle avec les connexion intégrables
de p-courbure nulle sur le G-torseur trivial.

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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Chapitre 1

Descente fppf et torseurs

Ce premier chapitre est consacré entiérement a des rappels de résultats dont nous
aurons besoin par la suite sur les schémas en groupes, les torseurs et la descente fppf
de faisceaux quasi-cohérents.

1.1. Torseurs sur un site

Soient C un site et G un faisceau de groupes sur C . Une action de G sur un faisceau
F est un morphisme G x F — F tel que pour tout objet U de C le groupe G(U) agit
sur F(U) via l'application G(U) x F(U) — F(U).

DEFINITION 1.1. Un pseudo-G-torseur est un faisceau F muni d’une action de G
tel que pour tout objet U de C, ou bien F(U) est vide, ou bien l'action de G(U) sur
F(U) est simplement transitive. On dit que F est un G-torseur si pour tout objet U
de C il existe un recouvvrement {U; — U }icr telle que F(U;) est non-vide pour tout 1.

1.1.0.1. Morphismes entre torseurs. Soient F et F' deux pseudo-G-torseurs. Un
morphisme de pseudo-G-torseurs est un morphisme de faisceaux compatible avec
I’action de G, i.e. tel que le diagramme suivant

GXF —— GxXF

! |

F—F

commute. Un morphisme entre G-torseurs est un morphisme de pseudo-G-torseurs. Le
lemme suivant montre qu’un tel morphisme est toujours un isomorphisme, on parlera
donc dans la suite d’isomorphismes de G-torseurs plutot que de morphismes.

LEMME 1.1. Tout morphisme de G-torseurs est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Soient F et F' deux G-torseurs et ¢ : F — F’ un morphisme
de G-torseurs. Soit U un objet de C. Par définition d’'un G-torseur et par le fait
que deux recouvrements possédent toujours un raffinement commun, il existe un
recouvrement {U; — U };cr dans C tel que pour tout i € I, F(U;) et F'(U;) sont non
vides. Pour tout ¢ € I I'application ¢(U;) : F(U;) — F'(U;) est une bijection car c’est
une application équivariante entre deux ensembles munis d’une action simplement

13

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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transitive de G(U;). Il s’ensuit donc que p(U) : F(U) — F'(U) est une bijection et
donc que ¢ : F — F' est un isomorphisme de foncteurs. [l

1.1.0.2. Torseurs triviauz. Soit F un G-torseur. On appelle section globale de F
un morphisme de pré-faisceaux sur C

{x} = F

ou {x} est le faisceau qui a chaque objet de C associe un singleton. On note I'(C, F)
I’ensemble des sections globales de F. Si la catégorie C posséde un objet final .S, alors
'ensemble des sections globales est donné par F(.5).

Le G-torseur F est dit trivial s’il est isomorphe & G avec 'action a gauche sur lui
méme. Cette condition est équivalente & ce que I'(C, F) soit non vide.

1.1.1. Produit contracté. Une référence pour cette partie est [7].

1.1.1.1. Fuaisceautisation. Soit F un pré-faisceau sur C muni d’une action G x F —
F telle que pour tout objet U de C tel que F(U) est non-vide, I'action de G(U) sur
F(U) est simplement transitive. Le pré-faisceau F est alors séparé et 'action de
G sur F se prolonge de maniére unique sur le faisceau associé a F . Si s est une
section sur U du faisceau associé F #, il existe un recouvrement {U; — U} et des
sections s; € F(U;) telles que 'image de tout s; dans F7# (U) est sy, L'action d'un
g € G(U) sur s est alors donnée par le recollement des images des sections g|y,s; dans
F#(U;). De plus, pour tout objet U de C, I'action de G(U) sur F#(U) est simplement
transitive dés que F7# (U) est non-vide. Le faisceau F# muni de cette action est donc
un pseudo-G-torseur.

1.1.1.2. Cas de deux faisceauz. Soit C un site. Soient G un faisceau de groupes, F
un faisceau muni d’une action a gauche de G et K un faisceau muni d’une action a

droite de G .

DEFINITION 1.2. On appelle produit contracté de F et K et on note FAIK le
faisceau associé au pré-faisceau

U (FU)x KU))/ ~

ot la relation ~ est donnée par (g, k) ~ (z,kg). On note x Ak la classe d’une section

locale (x, k).

1.1.1.3. Changement de groupe. Soient H un faisceau de groupes sur C et ¢ : G —
‘H un morphisme de faisceaux de groupes. On munit H de 'action a droite de G donnée
par h- g := ho(g). Le produit contracté F AY H est alors muni d'une action & gauche
de H donnée par h(f A K') := f A hh'. Le morphisme naturel i : F — F AY H tel que
x — x A1 est p-équivariant. Soient X un faisceau sur C muni d’une action a gauche
de H et f € Hom,(F,X). On associe a f un morphisme fAYH € Homy (F A9 H, X)
en envoyant une section x A h sur Af(z). Ce morphisme est bien défini, les sections

© 2016 Tous droits réservés. oy -
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gx AN h et x A hp(g) s’envoient tous les deux sur he(g)f(x), il est aussi clairement
‘H-équivariant.

LEMME 1.2. L’application f — f A9 H définit une bijection
Hom,,(F, X) ~ Homy (F AYH, X) (13)

fonctorielle en X, dont linverse est donnée par g — g oi, qui caractérise (F A9 H, 1)
a unique isomorphisme pres. De plus, si F est un G-torseur alors le produit contracté
F NS H est un H-torseur.

Supposons maintenant ¢ : G — H surjectif. Notons K le noyau de ¢. Pour tout
objet U de C le groupe KC(U) agit sur F(U) via l'action de G(U) sur F(U). Soit
F /K le faisceau associé¢ au pré-faisceau U — F(U)/K(U). Le faisceau F /K est
naturellement muni d’une structure de H-torseur. De plus, on vérifie facilement que
le H-torseur F /KC, muni de la projection naturelle 7 — F / KC, satisfait la propriété
universelle du produit contracté F A9 H donnée dans (13), on a donc un isomorphisme
F/K~FNH.

1.1.1.4. Cas d’un torseur et d’un faisceau de groupes. Soient F un G-torseur et
O un faisceau de groupes muni d’une action a droite de G par automorphismes i.e.
(aa’) - g = (a-g)(d' - g). On peut définir une structure de faisceau de groupes sur
F A9 O comme suit : (zAa)-(2'Aa') =z A(a-d'g) ol g est unique telle que 2’ = gu.
Si O est commutatif alors F A9 O Dest aussi.

1.1.2. Schémas en groupes. Une référence sur les schémas en groupes est [26].

Soit S un schéma. Un schéma en groupes GG sur S est un objet en groupes dans la
catégorie des S-schémas. Par le lemme de Yoneda cela revient a se donner pour tout
S-schéma T, une structure de groupe sur G(7') := Homg(7, G) fonctorielle en 7. On
obtient donc un morphisme de S-schémas

m:GxgG— G

tel que la loi de groupe de G(T') est donnée par m : G(T) x G(T) — G(T).
1.1.2.1. Morphismes de schémas en groupes. Un morphisme entre schémas en
groupes G et G’ sur S est un morphisme de S-schémas G — G’ tel que pour tout
S-schéma T le morphisme induit G(7') — G'(T) est un morphisme de groupes. Cela
revient donc a se donner un morphisme de S-schémas G — G’ tel que le diagramme
suivant commute :
GxsG—— G xgG

b
G—— G

1.1.2.2. Changement de base. Soit S’ — S un morphisme de schémas. Le S’-
schéma Gg = G xg 5" est alors un S’-schéma en groupes.
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1.1.2.3. Action d’un schéma en groupes. Une action a gauche de G sur un S-
schéma X est un morphisme

ax : G Xg X =X
tel que pour tout S-schéma T, le groupe G(T) agit sur X (7') via
ax(T) : G(T) x X(T) — X(T).

Si G agit sur un autre S-schéma Y via une action ay, on dit qu'un morphisme
f: X =Y est G-équivariant si pour tout S-schéma T l'application X (7') — Y (7))
induite par f est G(T)-équivariante, ou de maniére équivalente si le diagramme
suivant commute :

GXSXM)GXSY

lax lay
x —1 Ly

1.1.2.4. Torseurs sous les schémas en groupes. Soit G' un S-schéma en groupes et
X un S-schéma sur lequel G agit a gauche. On dit que X est un pseudo-G-torseur
si le morphisme (a,pr,y) : G xg X — X xg X est un isomorphisme. Cette définition
est compatible avec la définition de pseudo-torseur pour les faisceaux de groupes. En
effet, X est un pseudo-G-torseur si et seulement si le faisceau représenté par X est
un pseudo-torseur pour le faisceau de groupes représenté par GG. Un pseudo-G-torseur
est dit trivial s’il existe un isomorphisme G-équivariant G — X.

1.1.2.5. Suites exactes de schémas en groupes et torseurs. On considére la topologie
fppf sur le schéma S. En utilisant le lemme de Yoneda on va identifier les schémas
sur S avec la sous-catégorie pleine des faisceaux représentables de la catégorie des
faisceaux sur le site fppf de S.

Soit

l1-K—-G—-H—1

une suite exacte de schémas en groupes sur S et P un G-torseur. D’aprés 1.1.1.2
la réduction P A H de P & H est isomorphe & P/K. Ainsi, si X est un K-torseur,
la réduction de X AK G & H est isomorphe a (X AK ()/K. En associant & une
section locale du type x A g de X A® G la section § de H on obtient un morphisme
de faisceaux bien défini entre X AK G et H, invariant relativement au morphisme
G — H. Ce dernier correspond donc par la propriété universelle du produit contracté
a un isomorphisme de H-torseurs ax : (X AF G)/K — H.

Considérons maintenant la catégorie des couples (P, «) out P est un G-torseur et
a: PAY H — H une trivialisation de P A H. Un morphisme entre deux couples
(P, ) et (P',a') est un isomorphisme de H-torseurs f : P — P’ tel que le diagramme
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suivant
PN“H —2 > H
lf/\GH ll
PACH —“— H
commute.

LEMME 1.3. Il existe une équivalence de catégories entre la catégorie des K-
torseurs et la catégorie des couples (P, «) décrite ci-dessus.

DEMONSTRATION. En associant & un K-torseur X le couple (X AK G, ay) on
obtient un foncteur. En effet, soit f : X — X’ un isomorphisme de K-torseurs, notons
encore f le morphisme K — G équivariant X — X’ — X’ AK G. Par la propriété
universelle du produit contracté f correspond & I'isomorphisme de G-torseurs f A% G
envoyant une section locale x A g sur f(x) A g.

Ce foncteur est pleinement fidéle. Si f; et fo sont deux isomorphismes de H-
torseurs X — X' tels que f; A G = f, AKX G alors pour toute section locale z de X
Iégalité fi(x) A1 = fo(x) A1 implique fi(x) = fo(x), ainsi on voit que f1 = fo. Soit
maintenant g : X A® G — X’ A% G un isomorphisme de G-torseurs faisant commuter
le diagramme

XANKG —H

lg ll (14)
X'NEG —— H

ot les morphismes horizontaux sont déduits de ax et o'y par la propriété universelle
du produit contracté. Une section locale du type x A 1 de X AK G s’envoie donc
nécessairement vers une section locale de X’ A% G qui peut s’écrire de maniére unique
sous la forme 2’ A 1. En associant & une section locale x de X la section 2’ ainsi
définie, on obtient un morphisme de K-torseurs X — X’ qui induit g.
Il reste & montrer que ce foncteur est essentiellement surjectif. Soit P un G-torseur
et  : PAY H — H un isomorphisme de H-torseurs. Soit X le sous-faisceau de P
engendré par les sections locales de P s’envoyant sur 1 via le morphisme équivariant
P — H qui correspond a la trivialisation «. L’action de G sur P induit une structure
de K-torseur sur X telle que (X AKX G ax) ~ (P, ).
O

1.1.2.6. Groupes algébriques. Soit k un corps.

DEFINITION 1.3. Un groupe algébrique sur k est un objet en groupes dans la
catégorie des k-schémas de type fini.
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PROPOSITION 1.1 (|18, Proposition 6.21.] ). Soit ¢ : G — H un morphisme de
groupes algébriques affines. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) Le morphisme ¢ est fidélement plat.
(2) Le morphisme de faisceaux de groupes induit par ¢ est surjectif.
PROPOSITION 1.2 (|18, 6.23.] ). Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes
algébriques ou H est réduit. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(1) Le morphisme @ est fidélement plat.
(2) Le morphisme @ est surjectif sur les espaces topologiques sous-jacents.

1.1.3. Frobenius. Supposons S de caractéristique p > 0 et soit X un S-schéma.
On considére le diagramme suivant :

oY

S —55 89

ott X est le produit fibré X x;gp, S. Le morphisme F = (F, f) est appelé
Frobenius relatif. C’est un homéomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents.

EXEMPLE 1.1. Prenons S = SpecA et X = A%. On a alors X®) = A% car
Alzy, ., x| ®@p, A >~ Alzy,...,2,]. Pour tout a € A, la projection pr; est donnée
par a — a” et x; — x;, © = 1,...,n, le morphisme F' est donné par a — a et
xzi— a2t i =1,..,n, L'image de F est F(A[xy,...,x,)) = Alz}, ..., 22] C Alx1, ..., 2]
et Alzy, ..., z,) est libre sur Afz}, ..., 2P] de base 2! - ... - 2i» avec i, = 0,...,p — 1,
k=1,..n.

LEMME 1.4. Soit X un schéma sur un corps k parfait de caractéristique p > 0. Si
X est réduit alors le Frobenius relatif F - X — X®) est un épimorphisme.

DEMONSTRATION. Soient fi, f : X®) — T deux morphismes de k-schémas tels
que fi o F = f, 0 F. Comme le corps k est parfait, la projection pr : X® — X
est un isomorphisme. Pour montrer que f; = fy il suffit donc de montrer que
fiopr ! = fyopr . Sur les espaces topologiques sous-jacents on a clairement
fiopr~! = fyopr—! puisque le Frobenius absolu est égal & 'identité et fiopr~! oFy =
faopr~toFy. Maintenant comme X est réduit, pour tout ouvert U de X le Frobenius
Ox(U) = Ox(U) est injectif, on en déduit que les morphismes sur les faisceaux
(fiopr b, et (fyopr 1), sont égaux. On a donc bien fyoprt= fyopr=!. O
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Soit G un S-schéma en groupes. Le Frobenius relatif F : G — G® est un
morphisme de schémas en groupes.

LEMME 1.5. Soit P un G-torseur. Les G -torseurs P N® G®) et FiP sont
1somorphes.

DEMONSTRATION. Le faisceau FP est représenté par P®). 11 suffit donc d’avoir
un isomorphisme de G®-torseurs P A€ G?) — P®)_ Par la propriété universelle du
produit contracté il suffit d’avoir un morphisme F-équivariant P — P®. Un tel
morphisme est donné par le Frobenius relatif, encore noté F, de P sur S. En effet,
cela provient du fait que le diagramme suivant

G x P 2XE ) « po)

f - F pl(p)

commute. O

1.2. Descente fppf de faisceaux quasi-cohérents
Soit S-un schéma et {f; : S; — S}ier une famille de morphismes vers S.

DEFINITION 1.4. Une donnée de descente de faisceaux quasi-cohérents relativement
a la famille {f; - S; — S}ticr est une donnée (F;,ij)ijer o F; est un faisceau
quasi-cohérent sur S; et
ij L p1ry F i — pry F
est un isomorphisme de O,y ¢ s,-modules, tel que pour tout 1,7,k € I, le diagramme
de O's,x45;x55,-modules suivant

PrisPik
£ 3 *
pry Fi > pry Fi
* or
pry

commute. On appelle cette derniére condition la condition de cocycle.
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DEFINITION 1.5. Un morphisme entre deuz données de descente (F;, ij)ijer €t
(T, @lj)ijer relativement a la famille de morphismes {f; - S; — S}ier est une famille
de morphismes de Os,-modules ; : F; — F; telle que le diagramme suivant :

« g, P * O
priF i —— pryF

lPTT bi lPTE b

(p,,
* or! v x o/
pri F; —— pTQJj

i

commute.

Un faisceau quasi-cohérent .# sur S définit une donnée de descente pour toute
famille de morphismes {f; : S; — S}ies, il suffit de prendre F,; = f*.7 et @
I'isomorphisme canonique pry fi*%; — prj f7 % ;. Une donnée de descente de fais-
ceaux quasi-cohérents est dite effective si elle est isomorphe a une donnée de descente
provenant d’un faisceau quasi-cohérent sur S.

THEOREME 1.1 (|8]). Soit S un schéma et {f; : S; — S}tier un recouvrement
frqc de S. On a une équivalence entre faisceaur quasi-cohérents sur S et données de
descente de faisceaur quasi-cohérents relativement a {f; : S; — Stier.

LEMME 1.6 (|24, Tag 05B2|). Soit S un schéma et {f; : S; — Stier un recou-
vrement fpqc de S. Soit F un faisceau quasi-cohérent sur S tel que pour tout i € I,
fF est localement libre de rang fini sur S;. Le faisceau F est alors localement libre
de rang fini sur S.

1.3. Descente le long d’un torseur

Voir [25] pour une référence sur la descente le long d’un torseur.
Soient S un schéma et G un schéma en groupes sur S. Soit X un G-torseur sur S
pour la topologie fppf et a: G xg X — X Paction de G sur X.

DEFINITION 1.6. Un G-faisceau sur X est un couple (F,«a) ot F est un faisceau
quasi-cohérent sur X et o un isomorphisme de O x-modules

a:a" F = pry F

ot pry est la seconde projection pry : G xg X — X, vérifiant les conditions suivantes :
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(1) le diagramme suivant de O gy cx¢x-modules commute

(mx1x)*«

(1g x a)*a* F > pry F

w)*a IV

(1g x a)* pry F

sachant que (m x 1x)*a* F = (1g x a)*a* F et (1g X a)* pr5 F = prisa* F .
(2) le morphisme (e X 1x)*a: F — F est lidentité.

REMARQUE 1.1. La condition (2) est une conséquence de la condition (1) et du
fait que a est un isomorphisme. En effet, le morphisme (e,1x) : X — G xg X est
tel que ao (e X 1x) = pryo(e x 1x) = Idy . Le morphisme (e X 1x)*« est donc
un automorphisme de F . Pour voir que c’est 'identité on considére le morphisme
A=(exexly): X - GxsG xgX et on tire en arriére le diagramme de la
condition (2), on trouve alors (e X 1x)*a o (e X 1x)*a = (e X 1x)*«, ce qui montre
que (e X 1x)*a =1dx.

REMARQUE 1.2. La notion de donnée de descente définie dans (1.4) ne dépend pas
du choix des produits fibrés considérés. Dans le cas d’un G-torseur X sur S pour la
topologie fppf, on peut donc considérer les données de descente le long du morphisme
structurel X — S en utilisant I'isomorphisme (a,pry) : G xg X — X xg X et
'isomorphisme G xg G xg X — X xg X x5 X donné par (g1, 92, %) — (9192, g2, ).
Les morphismes

Prig, Prigz €t Prog : X Xxg X Xg X — X xg X
correspondent alors aux morphismes
lgXa,mXx1lxet prog : G XxgG xg X = G xgX
respctivement, et les morphismes
pry,pry et pry: X xg X xg X = X
correspondent a
ao(lg xa),pryo(lg xa)et pry: G xgGxg X — X

respectivement.

LEMME 1.7. Il existe une équivalence de catégories entre la catégorie des G-
faisceaur sur X et la catégorie des données de descente le long du morphisme X — S.
Si F est un G-faisceau, on notera p¢ .F le faisceau quasi-cohérent sur S obtenu via
la descente fppf de la donnée descente associée a ¥ via cette équivalence.
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DEMONSTRATION. Se donner une donnée de descente relativement au morphisme
structurel X — S en utilisant les isomorphismes de la remarque (1.2) revient a se
donner un couple (F,¢) ou F est un faisceau quasi-cohérent et ¢ un isomorphisme
de O¢xx-modules

p:a" F — pry F
tel que le diagramme suivant de O¢x 6« x-modules

(mx1x)*p

(1g x a)*a* F > pry F

W)*W IV

(1g x a)* prs F

commute. Par définition d’'un G-faisceau et par la remarque (1.1) le couple (F, ¢)
est un G-faisceau. De méme par définition un G-faisceau est une donnée de descente
relativement au morphisme structurel X — S en utilisant les isomorphismes de la
remarque (1.2)

O
1.4. Gerbes

DEFINITION 1.7. Une gerbe sur un site S est un champ en groupoides C — S tel
que pour tout objet U de S :

(1) 1l eziste un recouvrement {U; — U} tel que C(U;) est non vide pour tout i.
(2) Pour tout x,y € S(U), il existe un recouvrement {U; — U} tel que xjuy, ~ yu,
pour tout 1.

EXEMPLE 1.2 (Gerbe de torseurs). Soit G un faisceau de groupes sur le site fppf
d’un schéma S. On définit une catégorie G -Torseurs sur Sgpe comme suit :

e Les objets sont les couples (U, F) ott U est un S-schéma et F un Gy-torseur
sur le site fppf de U.

e Un morphisme (U, F) — (V,H) entre deux couples est donné par un couple
(f,) ou f:U — V est un morphisme de S-schémas et ¢ : f~'H — F un
isomorphisme de Gy-torseurs.

Le foncteur

G -Torseurs — Sgppr (15)

(U, F)—U

est un champ en groupoides sur Sgpr : [24, Tag 04UK]. La catégorie fibre au-dessus
d'un S-schéma U est la catégorie des G|y-torseurs sur le site fppf de U. L’existence
du torseur trivial montre que la condition (1) de la définition d’une gerbe est vérifiée,
la seconde condition découle du fait que tout torseur est localement isomorphe au
torseur trivial. Le foncteur (15) définit donc une gerbe au dessus de Sgype-
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Soit p : C — Sgype une gerbe sur le site fppf d’un schéma S telle que C(.S) est non
vide. Fixons un objet £ € C(S). Soit G := Aut() le faisceau de groupes sur Spype
défini par

T — Aut(r). (16)
Soit y € C et U = p(y). On peut associer a y un Gjy-torseur Isom (&), y) comme suit :
pour tout U-schéma f : T — U on pose

Isom (&, y)(T') := Isom(§ir, f*y).

Soit s € Isom(&r, f*y) et g € Aut(§r), on définit I'action de g sur s par g - s :=
sog 1. Si s est un autre isomorphisme dans Isom(&r, f*y), il existe alors un unique
g € Aut(§r) donné par sos'~! tel que s = g - s'. Muni de cette action, et en utilisant
la condition (2) de la définition d'une gerbe, on voit que le faisceau Isom(jyr,y), est
un Gy-torseur sur le site fppf de U.

LEMME 1.8 (|16, Lemme 3.21]). Soit p : C — Sgpr une gerbe sur Seype telle que
C(S) est non vide. Fizons un objet £ € C(S). Soit G := Aut(§). Le foncteur

F :C = G-Torseurs

Y= (U7 M(&U, y))
ot U = p(y), est une équivalence de catégories sur Sgypf.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que si z et y sont deux objets de la catégorie
fibre au dessus d'un S-schéma U et ¢ : Isom(&y, y) — Isom(&y, =) est un isomorphisme
de Gy-torseurs, alors ¢ provient d’un unique isomorphisme x — y au-dessus de U.
Soit ¢ un tel isomorphisme et {U; — U} un recouvrement dans S, trivialisant
Isom(&y,y). Pour tout 7 soit s; un isomorphisme dans Isom(&s,,ys,) et t; : x5, = Y,
I'isomorphisme donné par s; o ¢(s;) . Les isomorphismes ¢; se recollent alors en un
unique isomorphisme ¢ : * — y au dessus de U induisant I'isomorphisme ¢.

Montrons maintenant que F' est pleinement fidéle. Soient = et y deux objets de C.
Notons U = p(z) et V = p(y). Soit (f,¢) un morphisme F(z) — F(y) de sorte que
f:U — V est un morphisme de S-schémas et ¢ : f~ Isom(&y,y) — Isom(&y, z) est
un isomorphisme de G|y-torseurs. Le G)y-torseur f~! Isom(&)y,y) est canoniquement
isomorphe au Gy-torseur Isom (i, f*y), I'isomorphisme ¢ vient donc d’un unique
isomorphisme 6 :  — f*y dans C(U). Par la propriété universelle du morphisme
fortement cartésien f*y — y, le couple (f,0) provient d’'un unique morphisme 1 :
x — y dans C.

Montrons que F' est essentiellement surjectif. Soit (U, 7T) dans G-Torseurs. Soit
{U; — U} un recouvrement trivialisant 7 et fixons pour tout tout 4, s; dans 7 (U;).
Pour tout ¢, j il existe une unique section g;; € Aut(§|U,L.XUUj) telle que s; = gij - ;.
On obtient la donnée de descente suivante (£, ¢;5), soit y I'objet dans C(U) obtenu
par le recollement de cette donnée de descente. Les Gy-torseurs 7 et Isom (x|, y)

© 2016 Tous droits réservés. oy -
lilliad.univ-lille.fr



Thése de Mohamed Rafik Mammeri, Lille 1, 2016

24 1. DESCENTE FPPF ET TORSEURS

sont alors isomorphes. D’apres [10, Exposé VI Proposition 4.2] le foncteur F' est donc
une équivalence de catégories sur Styps.

O
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Chapitre 2

Torseurs et connexions

2.1. Généralités sur les connexions

Les définitions et résultats de cette section, consacrée a des rappels sur les
connexions, peuvent étre trouvés dans [14], [12] et [5].
Fixons S un schéma et X un S-schéma lisse.

DEFINITION 2.1. On appelle S-connexion, ou simplement connexion, sur un
faisceau quasi-cohérent & sur X la donnée d’un morphisme de faisceaux abéliens :

V:&— Qﬁ(/s ®RE
tel que
V(fe)=fVie)+df ®e

pour toutes sections locales f et e de Ox et & respectivement. Le noyau de V est
appelé le faisceau des sections horizontales et est noté & .

Fixons pour le reste de cette section un faisceau quasi-cohérent & sur X, et V
une connexion sur & .

EXEMPLE 2.1. Si & = 0% alors la connexion V est complétement déterminée
par I'image des vecteurs ¢; de la base canonique. En effet, pour toute section locale
f=(fi,., fn) de OF" on a

V(f) = (dfi, . dfa) + > fiV ().
i=1
Une telle connexion est notée d + €2 ou €2 est la matrice n x n a coefficients dans
I'(X,QY/s) donnée par les vecteurs V(e;).
La connexion (&, V) permet de définir des morphismes de faisceaux abéliens
Vi:QfX/S®<§’—>Q§/15®éa
par

Vilw®e)=dw®e+ (—1)'wA V(e).
25
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DEFINITION 2.2. La courbure de la connezion V, notée K(&,V), ou simplement
K si aucune confusion n’est possible, est le morphisme défini par

K(&V):=V10V:E6 03068,
La connezion V est dite intégrable lorsque sa courbure est nulle.
LEMME 2.1. La courbure K : & — Q_QX/S ® & est un morphisme O x-linéaire.

DEMONSTRATION. Soient f et e des sections locales de 0 x et & respectivement.
Si V(e) =), w; ®e; alors

K(fe) = Vi (fV(e) +df @e)

=V, <<;wi®fei> +df®e>

= (Zdwi ® fe; — wi /\V(fei)> —df AV (e)
:Zdwz@)fez—wl/\fV(ez)—wl/\df®ez—df/\wz®ez

:Zdwi(@f@i—wi/\fv(ei)
= [K(e)
]

LEMME 2.2 (|5, (3.2.2)]). Soit V une connexion sur %" donnée par d + Q ou
Q = (wjj)ij=1.n- La courbure :

K(OF'.V): 05" — (Q%/s)™"

est donnée par la matrice dQ+QAQ 0 dQ = (dw;j)i j=1.n, et QAQ est la matrice n xn
a coefficients dans QE(/S dont le coefficient d’indice (i, j) est donné par > )| wix Awg;.

DEMONSTRATION. Comme la courbure est un morphisme & x-linéaire il suffit de
vérifier que la i-iéme composante du vecteur K (e;) est donnée par dw;;+» p_; wixAwk;-
Soit (€;)i=1.» la base canonique de 0" . Pour 1 < j <nona V(e;) = Y oh Whj @ €y
Par définition de la courbure on a donc
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K(ej) = Z dwyj @ e — Zwkj A V(ek)
k=1 k=1
= Zdwkj X e — Zwk]‘ A (prk X ep)
k=1 k=1 p=1

n n
= Z dwkj X ep + Z (wpk VAN wkj) &® €p-
k=1 k,p=1
Ainsi on voit que la i-iéme composante du vecteur K (e;) est dw;;j + > ) _; wik A wi;.
[

DEFINITION 2.3. On appelle faisceau tangent de X sur S et on note T x/g le
faisceau des S-dérivations de Ox dans lui méme. C’est un faisceau de f~' O g-algebres
de Lie. Comme O x-module ce faisceau est isomorphe au faisceau Homgx(Q}X/S, Ox).

Notons f : X — S le morphisme structurel. Pour tout faisceau quasi-cohérent &
sur X on note Endg(&) le faisceau des f~! &'s-endomorphismes de &, qui est aussi
un faisceau de f~! @'g-algébres de Lie. Pour une dérivation D de € T x/s on note
V(D) la composition :

V(D): 6 = Qx5 ®@E = OxQ6E =6,
ou le premier morphisme est V et le second est D ® 1.
REMARQUE 2.1. Comme X est lisse sur .S, tout point de X posséde un voisinage

ouvert U, avec des coordonnées locales x1, ..., x,, données par un S-morphisme étale

U — A%. Notons pour ¢ = 1..n, 0; la dérivation ai_. Sur un tel ouvert toute dérivation

D s’écrit D =), f;0; et, si e est une section locale de & sur U alors :

V(e) = Z d; @ V(0;)(e).

LEMME 2.3 ([14, §1]). Soit V : T x/s — Ends(&) un morphisme € x-linéaire tel
que pour toutes sections locales f , e et D de Ox, & et T x5 respectivement on a :
V(D)(fe) = fV(D)(e) + D(f)e.

Le morphisme de faisceaux abéliens donné localement, sur un ouvert avec des coor-
données locales x1, ..., x,, par

V€= Qys®& (17)
e Y dr; @ V(9)(e)
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définit une connexion sur & . De plus, toute connexion provient d’un unique tel
morphisme de O x-modules.

DEMONSTRATION. Vérifions que le morphisme donné dans (17) définit une connexion.
Soient f et e des sections locales de O'x et & respectivement sur un ouvert avec des
coordonnées locales z1,...,z,. On a

V(fe) = Zd$i & @(az)(fe)
=D dwi® fV@)() + Y dri © (0,f)e

= fV(e) +df ®e.

Soit maintenant V une connexion sur & . L’unique morphisme & x-linéaire V induisant
V comme ci-dessus est donné par :

V: Tx/s — Endg(&)
D — V(D) := V(D).
On vérifie alors pour des sections f, e et D de Ox, & et T x/g respectivement que
V(D)(fe) = (D®1)(V(fe)) = (D@ 1)(fV(e) +df @e) = fV(D)(e) + D(f)e.
O

Le lemme suivant est bien connu et permet de voir qu'une connexion est intégrable
précisément lorsque le morphisme associé¢ V : Tx,s — Endg(&’) est un morphisme
d’algébres de Lie.

LEMME 2.4 (|14, §I|). Pour toute paire de dérivations D, D" dans T x;s on a :
[V(D),V(D')] = V([D, D) = (D A D')(K).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer le lemme localement, supposons donc
que nous disposons d’un systéme de coordonnées locales xq, ..., x,. Soient e une
section locale de &, D =3, fi0; et D' =), f;0; deux dérivations de T x/s - Notons
e; = V(0;)(e) et e;; :==V(9;)(e;). On a alors

Vie) =dz; ® Z V(0;)(e) = Zd% ® e;

K(@) = Z dl‘z A de‘j & (61‘3' - 6]'7;)

1<j

(DADYEK)(e) =D (fifj = fif e =€),

1<j

lilliad.univ-lille.fr
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= Z iV (0i)(e)) = Z fies
V(D)o V(D Z £V( »(Z fiei)
—Zf (0;[)V(0:)(e) + f;£:V(9;)(V(9:)(e))

= ij 0;fiei + fjfieji7
ij

(V(D)oV(D') =V (D)o V(D ij O f)ei + fiflesi — Fi(0;f)ei — [l fiesi,
(Do D' — D' o D)(x;) = D(f!) Zf]é?f £1(0, )
V(Do D' — D' o D) ngé’f £0; fi)es

[V(D),V(D")] - V([D, D) Z £1(05f)ei + fiflesi — Fi(0f:)ei — fifies:
- Z £(0; e — £1(0; fi)es

= Z fifieii = fifies = > (fifi = fifi)(ei; — e5)
i,j i<j

= (D AD')(K)(e).

O

COROLLAIRE 2.1. Une connexion V est intégrable si et seulement si le morphisme
associé V : T x;s — Endg(&) est un morphisme d’algébres de Lie.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2.4 il suffit de montrer que si (DAD')(K) =0
pour toutes dérivations D et D’ de T x/g alors la courbure est nulle. On peut se
restreindre & un ouvert avec des coordonnées locales. Soit e une section de & sur un
tel ouvert. On a alors

= dez A dl’j &® €ij
i<j
et donc pour tout 7,5 =1,...,n

(85 N0} (K)(e) = ey =0,
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DEFINITION 2.4. Un morphisme horizontal entre deux O x-modules munis de
connezions (&,V) et (F,V') est un morphisme O x-linéaire ¢ : & — F faisant
commuter le diagramme suivant

E—F 7

I I
E D)5 2 F o0 .

Munis des morphismes horizontaux, les O x-modules quasi-cohérents avec S-
connezion forment une catégorie abélienne noté MC(X/S). La sous-catégorie pleine des
O x-modules avec connezion intégrable est une catégorie abélienne notée MIC(X/S),
(14, (1.1)].

Supposons maintenant S de caractéristique p > 0. Pour chaque D € T x/g, g et h
sections de &x on a :

DP(gh) = hD"(g) + gD (h).
Ceci veut dire que DP est une dérivation.

DEFINITION 2.5. On appelle p-courbure d’une connexion (&,V) dans MIC(X/S)
le morphisme :

w : Tx/s — End5<(§>)
défini par
»(D) = (V(D))" = V(D").
REMARQUE 2.2. Pour toute section D de T x/g le morphisme (D) est & x-linéaire,
voir [14, § 5], la p-courbure est donc un morphisme :
1/) : Tx/s — Endx(g)

PROPOSITION 2.1 (|14, Proposition 5.2|). La p-courbure 1) est un morphisme
additif p-linéaire i.e. pour toutes sections f et D de Ox et Txss on a ¢¥(fD) =

fPo(D).
REMARQUE 2.3. D’apres la proposition 2.1 on peut voir la p-courbure comme un
morphisme O 'x-linéaire T x/g — Fx, Endg(&).

2.1.1. Descente de Cartier. Reprenons le diagramme

— X

I

s g
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ou S est de caractéristique p > 0 et f: X — S lisse. Soit (&, V) un faisceau quasi-
cohérent sur X muni d’'une connexion intégrable de p-courbure nulle. Le faisceau
des sections horizontales &V vu comme & vw-module est quasi-cohérent. Si .% un
faisceau quasi-cohérent sur X (p), il existe une connexion canonique V., sur F* %
telle que .# C (F*.Z)Ve. On a alors pour une section locale f ® s de F*.Z ou f
est une section locale de O'x

Vean(f @ 5) = Vean(f(1 @ 5)) = f[Vean(1 @ 5) +df @ (1@ 5) = df @ (1 @ 3),
cette formule détermine V., de maniére unique. La courbure
K(F*.Z ,Ven) : F*F = F* 7 @0% /5

de V.., associe a chaque section locale du type f ® s de F*.# la section nulle
PfR(1®s)—df AVean(1®3s), la connexion V., est donc intégrable. Soit maintenant
D une dérivation de Ox . Le 0g-endomorphisme V,,(D) de F*.Z envoie f ® s sur
D(f)® s, il s’ensuit donc clairement que la p-courbure de V.., est nulle aussi.

On obtient donc une correspondance entre faisceaux quasi-cohérents sur X munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle, et faisceaux quasi-cohérents sur X (),

THEOREME 2.1 ([14, Theorem 5.1|). La correspondance décrite ci-dessus est une
équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaur quasi-cohérents sur X ®)
et la sous-catégorie pleine de MIC(X/S) des O x-modules munis d’une connexion
intégrable de p-courbure nulle.

2.1.2. Opérateur de Cartier. On utilise [12] comme référence pour la notion
d’opérateur de Cartier. Soit S un schéma de caractéristique p et X un S-schéma. On

considére le diagramme :
X I
/\\

pr2 lf
s g

ou W est la projection canonique. .
Soit {2% /¢ le complexe de de Rham associé a X /S. La différentielle d : QY /s~ Q’);F/IS

est O yy-linéaire, donc Z QfX/S ‘=kerd' et B Qfx/s = imd~! sont des @ y(»)-modules.
D’aprés [14, 7.1] il existe un unique morphisme d’algébres graduées :

C;(}s 1 0% s = WH™ (2% /s)
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donné par Fy en degré 0 et tel que pour toute section locale f de Oy :
Cxsdf) = [fF1df] € HH(Q%)s)

ou [fP~1df] désigne la classe de fP~'df dans HI(QB(/S). Par adjonction on a donc
aussi un morphisme :

Cxis: W'Q%)s = Qs — H(Q%)s)-
donné par F' en degré 0 et tel que :
Cx)s(W(df)) = [f*~"df]
pour toute section locale f de O'x .

THEOREME 2.2 (|14, Theorem 7.2]). Si X/S est lisse alors le morphisme C’;(}S
est un isomorphisme.

DEFINITION 2.6. Si X/S est lisse on appelle opérateur de Cartier le morphisme :
Cxys + 2(0%/s) = Qxws
dont le noyau est B(Q% /g) et qui est défini par Uinverse de C;(}S.
2.1.2.1. Calcul sur les 1-formes. On note
{,) :Qk/SXTX/S%ﬁX

le morphisme de dualité. Pour tout ouvert U de X, w € ZQﬁ{/S(U) et DeTxs(U)
ona [12, (2.1.12)] :

F¥*(Cw,W*D) = (w, D?) — D"~ '({w, D)). (18)

Soient t1, ...,tq € Ox(U) définissant un systéme de coordonnées locales et 01, ..., 04
les dérivations correspondantes. Les dt;, i = 1, ..,d forment une base de Q% /S(U ). Si

w=Y_adt € ZQk,4(U)
alors
Cw = Z ;W (dt;)
avec ¢; € Oy (U) et, comme 0F =0, (w, 0;) = a; et (Cw, W*0;) = ¢;, alors :
F*(¢;) = —Qp_lai

ce qui détermine les ¢; car F* est injectif.
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2.1.2.2. Lien avec la p-courbure. Soit V une connexion sur &'y ou U est un ouvert
de X. On a pour toute section f de Oy : V(f) = df + fV(1). La connexion V est
donc donnée de maniére unique par V=d+w ot w = V(1) € Qk/S(U).

Soit D € T x;s. L’endomorphisme V(D) est la composée D o V, on peut donc
écrire V(D) = D + (w, D). La p-courbure 1y et Cw sont reliés par la formule :

wV(D) = Lq, (19)

ot a = FH{W*w — Cw,W*D), et L, est la multiplication par a. En effet, il suffit de
montrer que :

(D + (w, D))" = DP + (w, DY’ + D"~ {w, D).

Or cette derniére égalité provient du lemme suivant :

LEMME 2.5 (|23, Corollaire de la proposition 4]). Soit A un anneau de carac-
téristique p > 0, D une dériwvation de A, a € A. Pour tout x € A on note L, la
multiplication par . On a

(D + La)? = D? + Loy + Lpr-1(q).-
On termine cette section en donnant un résultat qui nous sera utile par la suite.

THEOREME 2.3. [12, (2.1.17)] Soient U un ouvert de X, et w € Qy,5(U) telle
que dw = 0. On a alors Cw = W*w si et seulement s’il existe localement des sections
inversibles f de Ox telles que w = df / f.

2.2. Torseurs sous le noyau de Frobenius de certains groupes

2.2.1. Le groupe GL,. Soit X un schéma quelconque et QCoh le champ des
faisceaux quasi-cohérents sur le site Xg,p¢ voir : [25] ou |24, Tag 03YL.

DEFINITION 2.7. Soit n € N. On note Cqy, la sous-catégorie de QCoh telle que
les objets sont donnés par les couples (U, F) ot U est un X-schéma et F est un
faisceau localement libre de rang n sur U, et telle que un morphisme (U, ) — (V,&)
est donné par un couple (f, @) ov f:U =V et p: f*& — F un isomorphisme de
O'rr-modules.

LEMME 2.6. La sous-catégorie Cgy,, de QCoh est un sous-champ qui définit une
gerbe sur Xgyps.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que Cgr,, forme un champ sur X,p¢. Pour
cela il suffit de vérifier que la descente de faisceaux localement libres de rang n sur
un X-schéma relativement a un recouvrement fppf est un faisceau localement libre
de rang n, cela provient alors du lemme 1.6. U
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Le faisceau de groupes GL, sur Xp,,; est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(0F") sur le site Xpope. On déduit done du lemme 1.8 et du lemme 2.6 1'équivalence
suivante :

LEMME 2.7. La catégorie Cqr, est équivalente a la catégorie GL,, -Torseurs comme
gerbe sur Xepps.

Supposons maintenant X lisse sur S = Speck ou k est un corps parfait de
caractéristique p > 0.

LEMME 2.8. Soit V : 09" — Qﬁc/s ® OF" une connexion sur 0", de matrice de

formes Q. La connezion (0", V) est isomorphe a (0", d) si et seulement s’il existe
M € GL,(X) telle que QQ = M~dM, on dit alors que Q est logarithmique.

DEMONSTRATION. Supposons que (03", V) est isomorphe & (0%",d) via un
automorphisme f de 0" faisant commuter le diagramme suivant

0%~ Qs @ OF"

| [er

oy — O 50 09"

Soit M la matrice de I'automorphisme f et €2 la matrice des formes de la connexion V.
La commutativité du diagramme ci-dessus induit alors MQ = dM d’ou Q = M~1dM.
Si maintenant M est une matrice comme dans le lemme alors I'automorphisme f
associé & cette matrice est horizontal et induit donc un isomorphisme (0%", V) ~
(0%, d). OJ

La proposition suivante est un cas particulier de [20, Theorem 4.1].

PROPOSITION 2.2. Une connezion ¥V sur O3 est intégrable de p-courbure nulle
si et seulement si la matrice des formes €2 de la connexion V est Zariski localement
de la forme M~YdM ou M est une matrice inversible & coefficients dans Ox, i.e. si
et seulement si Q) est localement logarithmique.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2.8 il suffit de montrer que V est intégrable
de p-courbure nulle si et seulement si (05", V) est localement isomorphe a (%", d).
Supposons (0", V) intégrable de p-courbure nulle. Le faisceau quasi-cohérent
(0")Y sur X® obtenu via descente de Cartier est localement libre, la connexion
canonique (F*(0Y")V, Vean) est donc localement triviale et isomorphe & la connexion
(0", V), cette derniére est donc aussi localement triviale i.e. localement isomorphe

a (oY, d).
Comme les conditions intégrable et de p-courbure nulle sont locales, si (%", V)
est localement triviale alors V est intégrable de p-courbure nulle. U
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2.2.2. Le groupe G,,. Soit X un schéma lisse sur S = Spec k parfait de carac-
téristique p > 0. On consideére la suite exacte :

0—pp = G x — Gﬁﬁ?x — 0 (20)

ou G,, x — G(mp?x est le Frobenius relatif, et le diagramme :

La catégorie des pi,-torseurs sur Xg,,¢ est équivalente a la catégorie des couples
(&L, a) ot £ est un faisceau inversible sur X et o : £®P — Ox une trivialisation de
L et tel quun morphisme entre deux couples (£, a) et (£, @) est donné par un
isomorphisme ¢ : ¥ — £’ faisant commuter le diagramme suivant :

L oy

l“”w l (21)

(Z)or 2 oy,
[24, Tag 040Q)]. On en déduit le lemme suivant :

LEMME 2.9. La catégorie des p,-torseurs sur Xeppr est équivalente a la catégorie
des couples (£, a) ot &£ est un faisceau inversible sur X®) et o : F* £ — Ox une
trivialisation de F* £, et telle qu’un morphisme entre deux couples (£, a) et (£, a/)
est donné par un isomorphisme ¢ : £ — &' faisant commuter le diagramme suivant :

Y —2 ﬁX
lm l (22)
FH (&) — 0x.

DEMONSTRATION. Comme k est parfait la projection pr; : X® — X est un
isomorphisme, de plus pour tout faisceau inversible % sur X on a £ ~ F¢ £, le
lemme découle alors de la caractérisation des p,-torseurs donnée plus haut. ([l

Le groupe Hflppf(X , ltp) s'identifie canoniquement au groupe des classes d’iso-
morphie des p,-torseurs sur Xg,,¢ et ce dernier s’identifie au groupe des classes
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d’isomorphie des couples (.Z, «) données dans le lemme ci-dessus, on obtient donc
I'identification suivante :

Hflppf(X, ) 2 {(Z,a) | a: F* £ — Ox est un isomorphisme} (23)
ot l'on note encore (£, «) la classe d’isomorphie du couple (.Z, «).

PROPOSITION 2.3. Les classes d’isomorphie des p,-torseurs sur Xgpe sont en
bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle sur O x .

DEMONSTRATION. Soit (%, &) un couple comme dans le lemme 2.9. Le faisceau
Z étant quasi-cohérent sur X par le théoréme de descente de Cartier 2.1 on peut
associer une unique connexion Vg a F*(Z) telle que £ ~ F*(£)V# . L’isomorphisme
a: F*(Z) — Ox nous permet de définir une connexion V¢ o) sur &x en composant :

a~l * % a®l
Cette connexion ne dépend pas du représentant de la classe d’isomorphie de (%, a).
En effet, si ¢ : & — &' est un isomorphisme faisant commuter le diagramme

F*(GQ,ﬂ) —2 ﬁx

lF*tp ll
FH (&) —2 O
il suffit de vérifier que le diagramme

F* (&) — 2 FY (L) @0y Vs

lF*w l(F*so)@l

. 2
FH (L") — F* (L) ®oy Vs
commute, or cela provient du fait que F*¢ induit un isomorphisme entre le faisceau
des sections horizontales de V ¢ et celui de V & et du théoréme de descente de Cartier
2.1.

Soit maintenant V une connexion intégrable de p-courbure nulle sur &'x . On
associe & V le couple (OY, ay) ot ay : F*(OY) — Ox est le morphisme naturel qui
est un isomorphisme par le théoréme de descente de Cartier 2.1. Le faisceau ﬁ; est
inversible par le lemme 1.6 et par le fait que le Frobenius relatif est un recouvrement

fppf de X®). Les deux applications que nous venons de construire sont inverses l'une
de l'autre. 0

Nous retrouvons maintenant un résultat déja connu, [17, chap III, Proposition
4.14], mais avec une preuve différente.
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PROPOSITION 2.4. On a un isomorphisme de groupes
Hflppf(Xv :u’p) = {w c F(X; Q}x/s) ‘ dw = O et Cw = w}

DEMONSTRATION. Les connexions sur ¢y sont données de maniére unique par
les sections golbales I'(X, Q% /s): pour avoir une identification il suffit donc par le
lemme 2.3 de montrer qu’'une connexion V, est intégrable de p-courbure nulle si et
seulement si dw = 0 et Cw = w. D’aprés le lemme 2.2 la connexion V, est intégrable
si et seulement si dw = 0. D’apreés la proposition 2.2, V,, est de p-courbure nulle si et
seulement si w est localement de la forme df /f pour des sections inversibles f dans

O'x, donc par le théoréme 2.3 si et seulement si Cw = w 1.

O

2.2.3. Le groupe T,. Soit X un schéma quelconque et n € N. On note T,, le
sous-groupe de GL,, des matrices triangulaires supérieures.

DEFINITION 2.8. On appelle drapeau complet sur X une famille de faisceaux
quasi-cohérents (&;)i=1.n telle que pour tout i = 1.n — 1, &; est localement libre de
rang i, & C &i11 et i1 | & est inversible. On note D, le drapeau trivial donné par

Ox COPC---COY (24)
ot chaque inclusion ﬁ?@i C ﬁ?@’*l est donnée par l'inclusion sur les © premiers facteurs
de OF .

DEFINITION 2.9. e On note Cr, (X) le groupoide dont les objets sont les

drapeaux complets sur X, et tel que les morphismes entre deuzr drapeaux
complets (&;)i=1.n €t (Fi)iz1.n sont donnés par des (;)i=1.n ou les p; sont
des isomorphismes &; — F; compatibles avec les inclusions de (&;)i=1.n €t
(Fi)i=1.m-

e On note Cr, la catégorie dont les objets sont les couples (U, (&;)i=1.n) ou U
est un schéma sur X et (&;)i=1.n est un drapeau complet sur U, et tel que
les morphismes entre deux (U, (&;)i=1.n)) €t (V,(F:)i=1.n)) sont donnés par
des couples (f,¢) ot f est un morphisme U — V sur X et ¢ = (¢)i=1.n est
un morphisme f*(F;)i=1.n — (&i)i=1.n dans Cr, (U).

On considére Cy, comme catégorie sur Xy, via le foncteur

C’Jl‘n — Xfppf (25)
(U,(&)iz1.n) — U.

LEMME 2.10. La catégorie Cy, est une catégorie fibrée en groupoides sur Xgpps.

LOn écrit Cw = w au lieu de Cw = W*w dans le théoréme 2.3.
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DEMONSTRATION. Soit (V,(&;)i=1.,) un objet dans Cr, et f : U — V un mor-
phisme de X-schémas. Le morphisme (f,1d) : (U, f*(&;)i=1.n) — (V,(&)i=1..n) €st
fortement cartésien. En effet, pour tout objet (W, (:%;);=1.») dans Cr,, les morphismes

More, (W, (F4)i=1.n), (U, f*(Ei)i=1.n))

sont donnés par
{(h,p) | h € Morx(W,U), ¢ € More, aw)(R*(f*(Ei)i=1.n), (Fi)i=1.0)} =
{(h, ) | h € Morx(W,U), ¢ € MOrcTn(W)(f o h) (&)izt.m, (Fi)i=1.m)} =

{((g:¢),h) | foh=g}

ot (g,¢) € More, (W, (Fi)i=1.m), (V,(Ei)i=1.m)), et h € Morx (W, U). La catégorie
fibre au dessus d'un X-schéma U est donnée par le groupoide Cr, (U). D’aprés [24, Tag
003V] la catégorie Cr, est donc une catégorie fibrée en groupoides sur Xgps. O

LEMME 2.11. Se donner un drapeau complet sur X revient a se donner une suite
d’inclusions

E1CE,C--C &y

Zariskr localement isomorphe a D, i.e. Zariski localement il existe des isomorphismes
Eiu — O faisant commuter le diagramme suivant

ENg — Equp — - —— Enp
Oy s 02 sy o

pour des ouverts U recouvrant X.

DEMONSTRATION. Soit (&;);=1., un drapeau complet, montrons qu’il est Zariski
localement isomorphe & D,,. Par récurrence supposons que la propriété est vérifiée
pour n — 1. On considére le diagramme suivant sur un ouvert U de X assez petit

0 —— Enryy — Eny — En/Eng —— 0
0 —— 05" —— 0" — 07" | 07" —— 0,

quitte a restreindre encore U il existe un isomorphisme &, — & o™ faisant commuter
le diagramme ci-dessus. U

PROPOSITION 2.5. La catégorie Cr, est une gerbe sur Xg,ps.
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DEMONSTRATION. La catégorie Cr, est un champ sur Xg,pr via le théoréme de
descente fppf de faisceaux quasi-cohérents 1.1, et du lemme 1.6. L’existence du drapeau
trivial et le lemme 2.11 montrent que Cr, est une gerbe sur Xg,p. O

LEMME 2.12. Le faisceau de groupes T,, sur Xgpe est isomorphe au faisceau de
groupes des automorphismes de D,,.

DEMONSTRATION. En effet pour tout X-schéma Y le groupe T,,(Y") est isomorphe
a Aut(D,(Y)). O

COROLLAIRE 2.2. La gerbe T, -Torseurs est équivalente a la gerbe Cr, sur Xgps.
DEMONSTRATION. Découle du lemme 1.8. U

Supposons maintenant X lisse sur un schéma S = Spec k ot k est un corps parfait
de caractéristique p > 0.

DEFINITION 2.10. Une connezion (V;)i=1_n sur un drapeau complet (&;)i=1.....
X est la donnée pour tout i = 1,...,n d’une connexion V; sur chaque &; compatible
avec les inclusions &; C &;11 . Elle est dite intégrable (resp. de p-courbure nulle) si
toutes les connexions V; sont intégrables (resp. de p-courbure nulle).

REMARQUE 2.4. Soit (0%, V') — (0%, V) un morphisme dans MC(X/S) tel
que 0% — 0% est donné par I'inclusion dans les ¢ premiers facteurs. Si V est
donnée par une matrice des formes Q = (Wimn)m=1.i+1n=1.i+1 alors la matrice des
formes de la connexion V' sur 0%’ est donnée par Q; = (Wi )m=1..i.n=1..i-

Soit Fr, le Frobenius relatif sur T,, et K = ker Fr, .

LEMME 2.13. La catégorie des K-torseurs sur Xg,pe est équivalente a la catégorie
des couples (&,a) ou & est un drapeau complet sur X®) et o : F*& — D, une
trivialisation de F* &, et telle qu’un morphisme entre deux couples (&, a) et (&', )
est donné par un isomorphisme ¢ : & — &' faisant commuter le diagramme suivant :

& —— D,
lF*%J lld (26)
F* (&) — D,

DEMONSTRATION. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des T,,-torseurs dans le corollaire 2.2 et du fait que la projection pr; est un
isomorphisme car k est parfait. 0

La proposition suivante est analogue a la proposition 2.3 pour les p,-torseurs.

PROPOSITION 2.6. Les classes d’isomorphie de K-torseurs sur Xgpe sont en
bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle (V;)i=1.n sur D,.
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DEMONSTRATION. Soit ((&")i=1.n, @) un K-torseur donné via P'équivalence du
lemme 2.13. Le drapeau (F* &”);—1.,, sur X est muni d’une connexion canonique
par descente de Cartier, cette derniére détermine une connexion V intégrable de
p-courbure nulle sur D,, via I'isomorphisme a.

Soit maintenant V une connexion intégrable de p-courbure nulle sur D,. La
connexion V détermine un K-torseur via la descente de Cartier donné par le couple
(DY, ) ou DY est donné par

o% SO S (0
et o est donné par les isomorphismes canoniques o; : F*(0%)Vi — 0% . O

LEMME 2.14. Les connexions intégrables de p-courbure nulle (V;)i=1.n sur D,

sont données par les connexions sur 05" dont la matrice des formes Q est localement
de la forme M—'dM ou M € T, (X).

DEMONSTRATION. Analogue & la preuve de la proposition 2.2. 0

2.2.4. Le groupe G,. Soit X un schéma quelconque.

DEFINITION 2.11. e On note Cg,(X) le groupoide dont les objets sont les
suites exactes dans QCoh(Ox) de la forme

0=>0x & — OCx —0,

qu’on notera simplement &, et dont les morphismes & — F* sont donnés
par les isomorphismes de Ox-modules p : & — F faisant commuter le
diagramme suivant

0 >ﬁX >ﬁx—>0

bE

0 > Ox > F » Ox —— 0.

~

e On note Cg, la catégorie dont les objets sont les couples (U, &) ou U est un
schéma sur X, & est dans Cg, (U), et dont les morphismes sont donnés par
des couples

(f ) (U, &%) = (V,F%)
ot f:U — V est un morphisme sur X et p: f*F* — & un morphisme
dans Cg, .(V)
On considére Cg, comme une catégorie sur Xp,pr via le foncteur
CGa — Xfppf (27)
(U, &) — U.
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On note O la suite exacte
0= 0x - 0P = 0x =0 (28)

ol le morphisme @y — 0% est donné par z +— (,0) et Ox — O est donné par
(x,y) — y. Si f: U — V est un morphisme de schémas et & € Cg,(V'), on note
f* & la suite exacte

00y — ff&— Oy —0
dans QCoh(0y).

LEMME 2.15. La catégorie Cg, est une catégorie fibrée en groupoides sur Xgpps.
DEMONSTRATION. La preuve est la méme que celle du lemme 2.10. U

LEMME 2.16. Soit U un X-schéma et U = {f; : U; — U} un recouvrement
dans Xgpr. Le foncteur qui envoie un objet & € Cg, (U) vers la donnée de descente
canonique associée relativement au recouvrement U est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. Ce lemme découle de la descente fppf. Plus précisément une
donnée de descente (&7, ¢f;) dans Cg, relativement au recouvrement U est donnée
de maniére unique par une suite exacte de données de descente de faisceaux quasi-
cohérents relativement au recouvrement I/ du type

0— (Oy,,can) = (&4, pij) = (Oy,,can) — 0

ou (Oy,,can) est la donnée de descente canonique associé & Oy relativement au
recouvrement U/ . Le résultat s’ensuit alors par le théoréme 1.1. O

LEMME 2.17. La catégorie Cg, est une gerbe au-dessus de Xgpps.

DEMONSTRATION. Par le lemme [24, Tag 02ZF|, le lemme 2.15 et le lemme 2.23
on voit que Cg, est un champ en groupoides sur Xg,pr. L'existence de la suite exacte
0. donnée dans (28) montre que la condition (1) dans la définition d’une gerbe est
vérifiée. Soit maintenant (U, &) un objet dans Cg, donné par une suite exacte

0Oy —&— Cy—0

dans QCoh(0y). La suite exacte ci-dessus est alors localement isomorphe a la suite
exacte (28) pour tout recouvrement affine de X, ce qui montre que la condition (2)
de la définition d’une gerbe est verifiée. O

LEMME 2.18. Le faisceau de groupes G, est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(0Y) des automorphismes de O sur Xeops.

DEMONSTRATION. Soit 7" un X-schéma. Un automorphisme de ﬁTT dans Cg, (T')

est donné par une matrice ((1] C{) o a € G,(T). Le morphisme G, — Aut(&h)
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) ) ) 1 a . )
qui envoie une section locale a vers 01 est un isomorphisme de groupes sur
Xfppf. O

On déduit du lemme 1.8, du lemme 2.17 et du lemme 2.18 I’équivalence

LEMME 2.19. La catégorie Cg, et équivalente a la catégorie G, -Torseurs comme
gerbe sur Xgpps.

REMARQUE 2.5. On déduit en particulier du lemme précédent que pour un X-
schéma U, on a une équivalence de catégories entre la catégorie Cg, (U) et la catégorie
des G, -Torseurs sur Upyp.

Supposons maintenant X lisse sur un schéma S = Spec k ot k est un corps parfait
de caractéristique p > 0. On procede dans cette section de maniére analogue aux cas
précédents pour donner une caractérisation des a,-torseurs sur Xg,ps. Considérons la
suite exacte

0= a,— Gy 5GP -0
et le diagramme

LEMME 2.20. La catégorie des ,-torseurs sur Xgpe est équivalente a la catégorie
des couples (% a) ou & € Cg,(XP)) et a est une trivialisation de F* &* dans
Cg,(X) telle qu’un morphisme entre deuz couples (&%, «) et (F*,5) est donné par
un morphisme ¢ : &* — F* dans Cg,(XP) faisant commuter le diagramme

& —2 s Ol

lF*go l (29)

* ora ﬂ T

F* 7% —— O
DEMONSTRATION. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des G,-torseurs dans le lemme 2.19 et du fait que la projection pr; est un

isomorphisme car k est parfait. 0

Le groupe Hflppf(X ,a,) s’identifie canoniquement au groupe des classes d’iso-
morphie des a,-torseurs sur Xgpe et ce dernier d’identifie au groupe des classes
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d’isomorphie des couples (&, o) données dans le lemme ci-dessus, on obtient donc
I'identification suivante

Hg (X, 0p) 2 {(6%a) |a: F* & — 0. est un isomorphisme} (30)
ot 'on note encore (£, a) la classe d’isomorphie du couple (£, av).

LEMME 2.21. L’ensemble des classes d’isomorphie des ay-torseurs sur Xgpe est
en bijection avec l'ensemble des connexions intégrables de p-courbure nulle V sur 0%
telles que les morphismes

(ﬁX’ d) — (ﬁ??v V) — (ﬁ)ﬁ d)
sont horizontaux.

DEMONSTRATION. Soit (&, a) un couple représentant une classe d’isomorphie
d'un a,-torseur sur Xp,pr. La suite exacte & donnée par

0= 0Oxwy =& — Oxewy — 0
dans QCoh(0 x(» ) induit via le théoréeme de descente de Cartier 2.1 une suite exacte
0— (Ox,d) = (F*&,V') = (Ox,d) =0
dans MIC(X/S)¥=°. En utilisant la trivialisation «, on obtient une suite exacte
0= (Ox,d) = (0P, V) = (Ox,d) — 0

dans MIC(X/S)¥=°. Par définition d’un isomorphisme entre deux couples (&%, a) et
(Z°, ), la connexion V sur 0% ne dépend pas du choix du représentant de la classe
d’isomorphie considérée. Dans le sens inverse, si V est une connexion sur ¢'%* comme
dans le lemme, alors par le théoréme de descente de Cartier on obtient une suite
exacte

0— ﬁX@) — (ﬁg’?)v — ﬁX(p) —0

notée (0)Y dans QCoh(Ox)) telle que F*(G%)V est canoniquement isomorphe

a 6’} via un isomorphisme qu’on note ay, on obtient donc un couple ((ﬁ})v, ay)
représentant une classe d’isomorphie d'un a,-torseur. 0

Comme pour le cas p,, nous retrouvons maintenant le résultat [17, chap III,
Proposition 4.14] pour le cas «,, via une preuve utilisant la descente de Cartier.

PROPOSITION 2.7. On a un isomorphisme de groupes
Hio (X, 0p) > {w € T(X, Qy/g) | dw = 0 et Cw = 0}, (31)

DEMONSTRATION. A chaque connexion V caractérisant une classe d’isomorphie
de a,-torseurs comme dans le lemme 2.21, on associe l'unique section localement
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exacte w € D(X, Q4 / ) telle que V =V, ot V,, est la connexion dont la matrice des

formes est donnée par
0 w
- (0 0) .

La connexion V,, est intégrable si et seulement si dw = 0. Il suffit maintenant de
montrer que V,, est de p-courbure nulle si et seulement Cw = 0, ou de maniére
équivalente si et seulement si w est localement exacte, en utilisant le lemme 2.18, et
de maniére analogue a la preuve de la proposition 2.2, V, est de p-courbure nulle si
et seulement s’il existe localement des sections M de GL, de la forme

(o 1)

telles que @ = M~1'dM. Cette derniére condition est équivalente & la condition w
localement exacte.

O

2.2.5. Le groupe G,, x G,. Soit X un schéma quelconque.

DEFINITION 2.12. e On note Cg, wc,,(X) le groupoide dont les objets sont
les suites exactes dans QCoh(O'x) de la forme

0% —&—>0x —0

ot L est un faisceau inversible, qu’on notera simplement &', et dont les
morphismes ' = (1, @2) ET = FT sont donnés par des isomorphismes de
O x-modules o1 : L — L' et po: & — F faisant commuter le diagramme

0 y L 5 s Ox —— 0

A

0 y & > F y Oy —— 0.

Si f: U — V est un morphisme de schémas et & € Cg, wg,, (V), on note
f* & la suite exacte
0= fL—f&§>0y—0

dans QCoh(Oy).

e On note Cg, xg,, la catégorie dont les objets sont les couples (U, &) on U
est un schéma sur X, & est dans Cg, wc,, (U), et dont les morphismes sont
donnés par des couples

(f. ") (U, &) = (V.7
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ot f: U —V est un morphisme sur X et o' : f* FT — & un morphisme
dans Cg, «c,, (U).

On considére Cg, «g,, comme une catégorie sur Xg,r via le foncteur

CGa G — Xippt (32)
(U,&) — U.
LEMME 2.22. La catégorie Cg, ., €st une catégorie fibrée en groupoides sur Xepps.
DEMONSTRATION. La preuve est la méme que celle du lemme 2.10. 0

LEMME 2.23. Soit U un X-schéma etU = {f; : U; — U} un recouvrement dans
Xippe- Le foncteur qui envoie un objet & e Cg, xG,, (U) vers la donnée de descente
canonique associée dans Cg, «,, relativement au recouvrement U est une équivalence
de catégories.

DEMONSTRATION. Une donnée de descente (&7, g&jj) dans Cg, «,, relativement
au recouvrement U est donnée de maniére unique par une suite exacte de données de
descente de faisceaux quasi-cohérents relativement au recouvrement U du type

0— (juwm) — (gz,gow) — (ﬁUi,can) — 0

ou .Z; est un faisceau inversible pour tout i et (&, can) est la donnée de descente
canonique associé a Og relativement au recouvrement U . Le résultat s’ensuit alors
par le théoréeme 1.1 et le lemme 1.6. 0

LEMME 2.24. La catégorie Cg, xG,, est une gerbe au-dessus de Xgpyps.

DEMONSTRATION. Par le lemme [24, Tag 02ZF|, le lemme 2.15 et le lemme 2.23
on voit que Cg, xg,, est un champ en groupoides sur Xy,,¢. L'existence de la suite
exacte 0% donnée dans (28) montre que la condition (1) dans la définition d’une
gerbe est vérifice. Soit maintenant (U, &') un objet dans Cg, g, donné par une suite
exacte

0% —&— 0y —0

dans QCoh(0y). La suite exacte ci-dessus est alors isomorphe a la suite exacte @’L
O—)ﬁU%ﬁg2—>ﬁU—>0,

sur un recouvrement affine trivialisant .Z et & . La condition (2) de la définition
d’une gerbe est donc vérifiée. 0

LEMME 2.25. Le faisceau de groupes G, x G,, est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(0h) des automorphismes de O sur Xeyy.
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DEMONSTRATION. Soit 7' un X-schéma. Soit ¢ un automorphisme de &%, dans
Cg, »c,,(T). Par définition o' est la donnée d’un couple d’automorphismes (1, ¢2)
faisant commuter le diagramme

0 s Orp y O3 s Orp 5> 0
lsm l&@ lld
0 s Or y 032 s Or s 0.

Soit f € G,,(T) la section inversible induisant 1’automorphisme ¢, et (au am)

21 Q22
la section globale de GLy(07) induisant I’automorphisme ¢5. La commutativité
du premier carré du diagramme ci-dessus montre que a;; = f et as; = 0. La

commutativité du second carré montre que ass = 1. L’automorphisme ¢f est donc

déterminé par une matrice (5 Cll) qui induit 'automorphisme ¢, tel que f est la

section inversible induisant 'automorphisme ¢;. Le morphisme G, x G,, — Aut(& _TX)

f
0

: . . a . : :
qui envoie une section locale (f,a) vers ( 1) est un isomorphisme de faisceaux de

groupes sur Xgpps.

On déduit du lemme 1.8, du lemme 2.24 et du lemme 2.25 I’équivalence

LEMME 2.26. La catégorie Cg, «c,, est équivalente a la catégorie G, x G, -Torseurs
comme gerbe sur Xgppt.

REMARQUE 2.6. On déduit en particulier du lemme précédent que pour un X-
schéma U, on a une équivalence de catégories entre la catégorie Cg, « g, (U) et la
catégorie des G, x G,, -Torseurs sur le site fppf du X-schéma U.

Supposons X lisse sur S = Speck ou k est un corps parfait de caractéristique
p > 0. On procéde dans cette section de maniere analogue au cas des pi,-torseurs
et des ay-torseurs pour donner une caractérisation des ji, X a,-torseurs sur Xg,,¢ en
termes de formes différentielles. Considérons la suite exacte

0= pty X ap = Gy X Gy = (G X Go)® — 0
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et le diagramme

LEMME 2.27. La catégorie des ji, X ap-torseurs sur Xgpe est équivalente a la
catégorie des couples (&1, ) on &1 € Co, we, (XP)) et a: F* & — 0% une triviali-
sation de F* & dans Cg, v, (X) et telle qu’un morphisme entre deuz couples (&7, a)
et (F1,B) est donné par un morphisme ¢ : & — FT dans Cg, wg, (XP) faisant
commuter le diagramme

& — ol

lF*so lld (33)

gt 2, ot
dans Cg, v g, (X®P).

DEMONSTRATION. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des G, X G,-torseurs dans le lemme 2.26 et du fait que la projection pr,
est un isomorphisme. O

PROPOSITION 2.8. Les classes d’isomorphie de i, X a,-torseurs sur Xg,pe sont en
bijection avec [’ensemble des connexions intégrables de p-courbure nulle V sur ﬁ’?@z
dont la matrice des formes est du type

65

DEMONSTRATION. Les classes d’isomorphie des ji,, X a,-torseurs sur Xg,,r s’iden-
tifient aux classes d’isomorphie des couples (é”, «) données dans le lemme 2.27. Soit
(&7, @) un tel couple ott &' est donné par

0% —>8&— Oxw — 0.

Par I’équivalence de catégories du théoréme de descente de Cartier 2.1, la suite exacte
&' correspond A une suite exacte

0— (F*%,V) = (F*&,V,) = (Ox,d) =0
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dans MIC(X/S)¥=0. La trivialisation a : F* &' — 0% permet de transférer ces
connexions a ﬁ_TX et d’obtenir une suite exacte
0— (ﬁx,vl)% (ﬁ?@Q,VQ) —)(ﬁx,d) —0 (34)

dans MIC(X/S)¥=°. La connexion V, est donnée par une matrice des formes

w W
2= (5 %),

telle que Vi = d + w. Par le théoréme de descente de Cartier 2.1 les connexions V;
et V3 sont intégrables de p-courbure nulle. La connexion recherchée sur ﬁ?@z est V.
Soit maintenant V une connexion intégrable de p-courbure nulle sur €% dont la
matrice des formes est donnée par
w W
(0 %)

Le noyau du morphisme (60%°, V) — (0x,d) dans MIC(X/S)¥=° est donné par
(Ox,V') ou V' = d+ w. On obtient une suite exacte

0= (Ox,V) = (O, V) = (Ox,d) =0,
et par descente de Cartier on a une suite exacte &' dans QCoh(& y))
0% —&— Oxw — 0. (35)

Notons a lisomorphisme naturel F* &7 — ﬁ} donné par descente de Cartier. Le
couple (&7, a) est alors le tp X oy-torseur correspondant a V. U

REMARQUE 2.7. Nous reviendrons a la fin du chapitre 4 sur cet exemple, oll nous
donnerons une description plus explicite des connexions intégrables de p-courbure
nulle données par des matrices des formes du type

(%)

o2
sur 0y .
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Chapitre 3

Connexions sur les torseurs

On note dans ce chapitre X un schéma lisse sur S = Speck ol k est un corps.

3.1. Algébroides de Lie

DEFINITION 3.1 ([3, 1.2]). On appelle algébroide de Lie sur X la donnée d’un
faisceau quasi-cohérent £ sur X, d’un morphisme O x-linéaire o : £ — T x5 appelé
ancre et d’un crochet k-linéaire [ : £ Qo L — £ vérifiant les propriétés suivantes :

(1) (Z,[]) est un faisceau de Og-algébres de Lie et o est compatible avec les
crochets.
(2) pour toutes sections ly,ly de L et f section de Ox on a :

(L1, flo] = flla, o] + o (L) (f)la-
On note £ le faisceau de O x-algebres de Lie donné par ker o.
Nous fixons pour le reste de cette section un algébroide de Lie (£, o, [-]) sur X.

DEFINITION 3.2. On appelle connexion sur (£, o,][-]) toute section O x-linéaire
s:Txg— L delancre o : L = Txys.

LEMME 3.1. Soit s une connezion sur (£ ,o,[-]). Le morphisme :
TX/S X Tx/s — g(o) (36)
(Dv Dl) = [S(D)u S(D/)] - 8<[D7 D/])
est O x-bilinéaire et antisymétrique.

DEMONSTRATION. La & x-bilinéarité découle d’un calcul direct et ’antisymmétrie
est claire par antisymmeétrie du crochet de Lie. 0

DEFINITION 3.3. On appelle courbure d’une connexion s sur (£, 0,][-]) le mor-
phisme :

K(s) : /2\TX/S—>$(O) (37)
DAD"w [s(D),s(D')] - s([D, D)

49
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mnduit via le lemme 3.1. Par dualité la courbure peut étre vue comme une section
globale du faisceau Q?X/S Qo y 20

PROPOSITION 3.1. Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur k telle qu’il
existe un isomorphisme de O x-algébres de Lie 20 ~ ~ Ox @g. Soit s : T x/s —+ &L
une connexion telle que pour tout élément g de g et toute section D de T x;s on a

[s(D),1® g] = 0. Soit Q € Homgy, (T x/s,L'"). Si cark # 2 on a alors :
K(s+Q):K()+dQ+2[]Q/\Q (38)
dans H*(X, Q% ¢ @k 9), ot Uon considere  dans H(X, /s @k 9)-

DEMONSTRATION. Soit (g;)i=1,.» une base de g. Notons Q I'élément de HO(X, Q}(/S@)k
g) correspondant a €. Il existe alors une famille de 1-formes w; sur X telles que

Q = Z?:l w; ® g;. Pour toute section D de T x,5, nous notons D la section de
HomﬁX(Qﬁ(/S, Ox) correspondante. Le morphisme Q : T x/s — Ox @ig est alors

donné par D — >, 5(w,) ® g;.- On a alors pour toutes sections D et D" de T x/g :
K(s +Q)(D A D) =[(s + Q)(D), (s + Q)(D")] = (s + Q)([D, D]) (39)

= |s(D) + Z D(w;) @ gi, s(D') + Z D' (w;) ® gi

n
—_——

—s(ID, D)) - S [D. D)w) @ g

i=1
D’aprés la condition (2) de la définition 3.1 on a pour tout ¢ =1,...,n :
[5(D), D'(w;) ® gi] = D'(wi)[s(D), 1@ g;] + o (s(D)(D'(wi)) © gs
= D(D'(w) ®

car s est une section de o et d’aprés les hypothéses de la proposition pour toutes
sections g de g et D de T x/g on a [s(D),1 ®g|] =0. Ainsi on a :

D)+ D(w) ®gi.s(D) + ) D'(wj) @ g;| = [s(D +ZD )@ g
=1 =1
— ZD ) ® g;
1 Z D(w;) D' (w;) ® [gs, g5)-
i,7=1
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En remplagant dans ’équation (39) on obtient :

K(s+Q)(DAD)=K(s)(DAD) +ZD (W) ® gi — ZD )) @ g; (40)
+ZDwz ® g3, 91] — Z[B,‘ﬁm-)@gi.

Comme ) = S w;i ® g; dans HO(X, Qﬁ(/s ®r @), on a:

HQ/\Q = Zwi/\wj & [927.9]]

ij=1
et .
i=1
dans H(X, Qﬁf/S@kg). Ainsi en considérant ([]Q A ﬁ) et d Q dans Homy (/\2 T x5, 0x @19)
ona:
(LIRAD) (D AD) = (DA D) Awy) @ (93,95 (41)
ij=1
- (5<wi>z’5’<wj> — D)D) @ lgi, ]
ij—l
=2 Z D Wz [gzagj]
i,7=1
et
@DDAD) =" (DAD)dw) @,
i=1
=" D(D'(w) = D'(D(w) = [0, Dlw) @ g (42)
i=1
Les équations (40), (41) et (42) donnent le résultat de la proposition. O

Supposons pour la suite de cette section car k = p > 0. On rappelle la définition
d’algébre de Lie restreinte sur k :

DEFINITION 3.4 ([13, Chapter V §7] ). Une algébre de Lie restreinte (g, (-)P!) sur
k est la donnée d'une algébre de Lie g sur k et d’un morphisme (1)) : g — g, appelé
puissance p-ieme, tels que pour tout a € k et x,y € g on a :
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(1) (ax)P! = aPal?!
(2) adz[p] = adi
(3) (x4 )P =zl 4yl 1 5P s (2, y)
ot pour tout x € g, ad, : g — g est donnée par y v [z,y] et les s;(x,y) sont tels que

p—1 _ p—1 . i—1 \ . . . .,
ady,\,(z) = > 72 isi(x,y)A'""" ot A est une variable indéterminée.

REMARQUE 3.1. Les s;(z,y) sont appelés polyndomes de Lie universels en z et y,
voir |13, Chapter V §7].

EXEMPLE 3.1. Soit A une k-algébre associative. Munie du crochet donné par
[a,b] = ab — ba et du morphisme (-)P! : A — A donné par a +— aP I'algébre A est une
algébre de Lie restreinte. En particulier I'algébre des dérivations de A est aussi une
algebre de Lie restreinte ot le morphisme puissance p-iéme est donné par D — DP,
on a donc pour toutes dérivations D et D' de A :

p—1
(D+ D) =DP+ D"+ (D, D), (43)
i=1

voir |13, Chapter V §7].

DEFINITION 3.5 (|15, Definition 4.2.] ). Un algébroide de Lie restreint (£, o, [-], (-)IP))
sur X est la donnée d’un algébroide de Lie (£, 0,][|) sur X et d’un morphisme
(WP Z — 2, appelé puissance p-iéme, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) (&L, ()P est un faisceau de Os-algébres de Lie restreintes et o commute
avec (-)P,
(2) pour toutes sections f de Ox etl de £ on a :
(fOP = 1% o (fOPH (L
Fixons un algébroide de Lie restreint (£, o, [], (-)P)) sur X.
DEFINITION 3.6. Une connexion sur (£, a,[-], ()P est la donnée d’une connezion

sur algébroide de Lie (£, 0,[]). Soit s une telle connexion. On appelle p-courbure
de la connexion s le morphisme s donné par

Txss = 29 (44)
D — s(D)P) — s(DP).
PROPOSITION 3.2. Soit s une connexion intégrable sur (<, o,[-], (). La p-

courbure Vs : T x/5 — L9 est un morphisme p-linéaire i.e. ¥, est un morphisme
additif tel que pour toute section f de Ox on a :

©s(fD) = fPs(D).
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DEMONSTRATION. Soient D et D’ deux sections de T x/s. Comme (.Z, (-)IP!) est
un faisceau d’algebres de Lie restreintes on a :

s(D + DWW = (s(D) + s(D")F = s(D)P 4 s(D")P + pi: si(s(D),s(D").  (45)

En appliquant maintenant s a ’équation (43) on obtient :

—

s((D+ D")P) = s(DP) + s(D?) + Y s(s;(D, D")). (46)

i=1

Comme la connexion s est intégrable, elle commute aux crochets. Par construction
des polynémes de Lie universels, on a pour tout i = 1,....p — 1, s(s;(D,D’)) =
si(s(D),s(D")). D’aprés I’équation (46) on obtient :

p—1
S((D+ DY) = (D) + 5(D") + 3 si(s(D), s(D')). (47)
i=1
En soustrayant 1'équation (47) a I’équation (45) on obtient l'aditivité de ;.
Soit maintenant f une section de &x et D une section de 7T x/g. D’apreés la
condition (2) de la définition 3.5 on a :

s(fD)P = (fs(D))? = f*s(D) + o (fs(D))*"*(f)s(D) (48)
= [?s(D)¥ + (fD)*~'(f)s(D).
D’autre part d’apres [14, (5.4.)] on a :

(fD)P = frD" + (D)~ (f)D. (49)

Ainsi en appliquant s a I’équation (49) on obtient :
s((fD)?) = fPs(DP) + (f D)1 (f)s(D). (50)
En soustrayant ’équation (50) a I’équation (48) on obtient la p-homogénéité de
(% O

3.2. Suite exacte d’Atiyah

Fixons pour le reste du chapitre G' un schéma en groupes lisse affine sur k, et
p: P — X un G-torseur sur Xg,,¢. On note ¢ le morphisme P — S.

On parlera dans la suite simplement de G-torseurs sans préciser la topologie pour
les G-torseurs sur le site fppf.

Pour toute représentation linéaire finie V' de G, le faisceau quasi-cohérent ¢*V' est
muni d’une structure naturelle de G-faisceau de P sur X, voir [19, § 2.2].
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DEFINITION 3.7. Soit Lie(G) la représentation adjointe de G. On note ad(P) le
faisceau localement libre sur X obtenu par descente du G-faisceau ¢* Lie(G).

LEMME 3.2. Les modules des différentielles Q}D/S et Q}D/X sont munis d’une
structure de G-faisceau rendant la suite exacte :

0= p" Qg = Qpjg = Qpx —= 0 (51)
une suite exacte de G-faisceaux.

DEMONSTRATION. Comme G est lisse, et que la propriété lisse est fppf locale,
P — X est lisse. L’exactitude de la suite (51) découle alors de [24, Tag 02K4]. Soit
a:Gx xx P — Gx xx P lisomorphisme donné par (g,z) — (g, gz). On considére
le diagramme suivant

Gx xx P —%= Gx xx P 2% P
o
Gy — X
On a alors :
Cl*Q}D/x ~ o' pry Q}D/x = a*QlG’XXXP/G = QlG’XXXP/G ~ pr; Q}J/x-
De la méme maniére on obtient un isomorphisme a*Q;, /5 pri Q5 /g Sur Gxg P O
LEMME 3.3. Le G-faisceau q* Lie(G)" est isomorphe au G-faisceau Q},/X.

DEMONSTRATION. On considére le diagramme suivant :

G 45— GxsP =25 PxsP 5 P

U el ol ]

S¢——F—P———P —— X
On a alors :
¢ Lie(G)" = ¢"e" Q5
= el*QlstP/P

= A*Q}DXSP/P

o~ Q}:,/X.
U
LEMME 3.4 (|2, Theorem 1|). On a une suite exacte :
0 — ad(P) — p¢ Tps — Tx — 0. (52)
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DEMONSTRATION. Cette suite exacte est obtenue en utilisant 1’isomorphisme du
lemme 3.3, puis en passant au dual la suite exacte obtenue par descente de G-faisceaux
de la suite exacte (51). O

DEFINITION 3.8. On appelle suite exacte d’Atiyah associée au G-torseur P sur X
la suite exacte du lemme 3.4.

3.3. L’algébroide de Lie définie par la suite exacte d’Atiyah

DEFINITION 3.9. Une section D : Op — Op de T p;s est dite G-invariante si le
diagramme suivant commute :

ﬁp%ﬁp

la# la#

a.(D®Id)
a*(ﬁGXsp) E— a*<ﬁG><SP)-

LEMME 3.5. Une section D : Op — Op de T p;s est G-invariante si et seulement
st le morphisme O p-linéaire correspondant D : Q},/S — Op est G-équivariant i.e. st
et seulement si D est une section de p*G 'Tp/g.

DEMONSTRATION. Par adjonction D est équivariante si et seulement si le dia-
gramme suivant est commutatif :

Ly —2— Op

!

1 ax pry D
a, pry QP/S —— a,prysOp

ot les morphismes verticaux sont donnés par les structures de G-faisceaux de 2}, /s €t

O p . Comme les morphismes sont & p-linéaires et Q7 /g est engendré Zariski-localement

par I'image de d: Op — QY /s il suffit de vérifier la commutativité sur 'image de d,
mais cela découle de la définition 3.9. 0

LEMME 3.6. Notons o le morphisme p& Tr/s — Txss donné par la suite exacte
d’Atiyah associée au torseur P. Soit D une section de p¢ T pss - 1l existe alors une
unique section p&D de T x/s faisant commuter le diagramme suivant :

D+ ﬁP ﬂ D+ ﬁP

p#T p#T
G
py D
6X ” éx,
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le morphisme o : p¢ Trpis — Txys est donné par D +— p¢D.
DEMONSTRATION. Ce lemme découle des définitions et du lemme 3.5. O

LEMME 3.7. Le faisceau p% T pis est un faisceau d’algébres de Lie tel que pour
toutes sections Dy, Dy dans prp/S la section [Dy, Ds] est définie via le crochet de
Lie du faisceau T p/s .

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que si D; et D, sont des sections de p¢ Tr/s

alors [Dy, D,] est aussi une section de p% T p/g, or cela découle de la définition 3.9 et
du lemme 3.5. 0

PROPOSITION 3.3. Le faisceau p¢ T pss muni du morphisme o : p¢ Tris — Tx/s
et du crochet de Lie défini dans le lemme 3.7 est un algébroide de Lie sur X.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3.7 p& T p/s est un faisceau d’algebres de Lie.

La compatibilité du morphisme o : p& Tpis — T x/s avec les structures d’algébres de

Lie découle du lemme 3.6. Soit maintenant f une section de O'x et Dy et Dy deux
sections de p¢ T p/s, notons f’ I'image de f dans p, Op via p4, on a alors :

[D1, fDs] = [Dy, f'Dy] (53)

= f'[D1, D] + Di(f") D> (54)

or d’apres le lemme 3.6 on a Dy (f’) = px(p¢ D;(f)) ot Uon note py(p¢ Dy (f)) Vimage
de p¢ D, (f) via le morphisme structurel py, ainsi :

(D1, fDo] = f'[Dy, Do) + pu(p¥ D1 (f)) Do (55)
= [[D1, Da] + 0(D1)(f)Do. (56)
O

LEMME 3.8. Supposons cark = p > 0. Le faisceau p< T pss est muni d’un mor-
phisme puissance p-iéme obtenu via le morphisme puissance p-ieme (-)P : T prg —

Trpss-

DEMONSTRATION. II suffit de montrer que pour toute section D de p% Trps la
section DP considérée dans T p/g est invariante, or cela découle de la définition 3.9 et

du lemme 3.5. O

REMARQUE 3.2. Supposons car k = p > 0. D’aprés I'exemple 3.1 le faisceau 7 p/g
est un faisceau d’algebres de Lie restreintes.

PROPOSITION 3.4. Sicark =p > 0 alors (p€Tps,0,[-], (-)P) est un algébroide de

Lie restreint sur X ou (-)P est le morphisme puissance p-iéme obtenu via le lemme
3.8.
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DEMONSTRATION. Le faisceau prp/S muni du crochet de Lie et du morphisme
()P est un faisceau d’algebres de Lie restreintes. En effet cela découle du lemme 3.8
et de la remarque 3.2. Soient maintenant f une section de &'y et D une section de
prp/S, on a alors :

(fD)" = (f'D)’
= fPD" + (f'D)'(f')D
= fPDP + (fpi D) (f)D
— ?D” + o(fD)"\(f)D.

ou f” est 'image de f dans p, Op via py et la deuxiéme égalité est un cas particulier
du lemme plus général [11, Lemma 1]. O

DEFINITION 3.10. Une connezion sur le G-torseur P — X est une connexion sur
lalgébroide (p€ T pss,0,[-]) i.e. une section :

s:Tx — p*G TP/S (57)

de la suite exacte d’Atiyah associée a P. On note At(G, X) la catégorie des G-torseurs
avec connexion telle qu’un morphisme entre deuz couples (P, s) et (P',s") est donné
par un morphisme de G-torseurs P — P’ faisant commuter le diagramme suivant :

Txs —— p% Trps

N l (58)

p*G TP’/S .

Toute section o : X — P définit une connexion s, sur P. En effet, o induit un
morphisme J*Q}D/S ~ p*GQ}D/S — Qﬁ(/s, puis une section s, : T x5 — p¢ Tp/s. En
particulier, la section triviale e du torseur trivial définit une connexion s, sur G xg X.

Si g est un élément de G(X), la section s, est I'unique section telle que le morphisme
R, : (G xsX,s.) = (G xgs X,s,) est un morphisme dans At(G, X).

DEFINITION 3.11. Pour tout élément g de G(X) notons Q, la section de H*(X, Q}(/S(X)k
Lie(G)) donnée par s;—1» — s.. On définit Uapplication dlog par :
dlog : G(X) — H°(X, QY /g ®y Lie(G)) (59)
g Qy (60)

LEMME 3.9. Soit Q € H(X, Q%(/S ®y Lie(G)). 1l existe alors g € G(X) tel que
0 =Q, si et seulement si (G x X, s+ Q) ~ (G x X, s,).
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DEMONSTRATION. Soit g € G(X) tel que 2 = €,. On a un isomorphisme
Ry: (G xgX,55-1) = (G xgX,s.), et s +Q = 5.+ 54-1 — s¢ = 5,-1. D’autre part
si on a un isomorphisme (G x X, s, + Q) ~ (G x X, s.) il est de la forme R, pour un
certain g € G(X), on a donc s, + €2 = s,-1, ainsi 2 = 5,-1 — 5, = Q. O

3.4. Courbure et p-courbure

DEFINITION 3.12 (Courbure). On appelle courbure d’une connexion sur le torseur
P donnée par une section s la courbure de s vue comme connexion sur l’algébroide
(pSTp)s,0,[-]), elle est donnée par le morphisme :

K(s): ]\ Tx/s = ad(P) (61)
DA D' [s(D),s(D")] — s([D, D).

La connexion s est dite intégrable lorsque la courbure K(s) est nulle. On note
At(G, X)E=Y la sous-catégorie pleine de At(G, X) des torseurs munis d’une connezxion
intégrable.

Supposons maintenant k de caractéristique p > 0. Soit s : Tx — p& T p/s une
connexion intégrable sur P.

DEFINITION 3.13 (p-courbure). On appelle p-courbure de la connezxion s et on note
encore Vs la p-courbure de s vue comme connexion sur l’algébroide de Lie restreint
(08 Tpss. 0. [-], OP), elle est donnée par le morphisme :

et Txys — ad(P) (62)
D — s(D)? — s(DP).

On note At(G, X)5==0 la sous-catégorie pleine de At(G,X) des torseurs munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle.

LEMME 3.10. La p-courbure v de la connexion s est un morphisme p-linéaire et
est a valeurs dans ad(P).

DEMONSTRATION. Découle de la proposition 3.2 et de la proposition 3.3. O

3.5. Comparaison des connexions

Soit & un faisceau localement libre de rang n sur X et p: P — X un schéma sur
X représentant le GL,-torseur Isom(&, 0%").

REMARQUE 3.3. Si P est un G-torseur quelconque alors pour tout faisceau
quasi-cohérent & sur X et tout G-faisceau .# sur P on a :

Homg ey(p* &,.%#) = Homg (éa,pf F).
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Cette bijection est donnée via une factorisation par le morphisme naturel p¢.# —

s F .
LEMME 3.11. Il existe un unique morphisme O g-lincaire :
P 05" = 5 (s @y OF) (63)
faisant commuter le diagramme suivant :

P OF" —— pulQp)5 ®0p, O")

1 1 o

P O —— P (s B0, OF)

DEMONSTRATION. Un morphisme faisant commuter le diagramme ci-dessus est
unique s’il existe, il suffit donc de montrer ’existence d’un tel morphisme Zariski
localement. Comme & est localement libre, on peut supposer & = 03" ot dans ce cas
la structure de GL,-faisceau sur O'p" est triviale i.e. pft» 03" ~ ¢¢" . On considére
maintenant le diagramme commutatif suivant :

P Op" —— pu(Qpys @ OF")

| I

R s V@ O

obtenu via la remarque 3.3, ou les morphismes horizontaux sont donnés par les
s . . . . *O1l 1 , . . ey . .
dérivations canoniques. Le morphisme p*(25 /s Oy /5 est GL,,-équivariant, il induit
. . 1 G 1 . . .
donc encore via la remarque 3.3 un morphisme €2 /s D% O /50 Ce dernier induit le
diagramme commutatif suivant

b OF —— DOy ® OF) 1S (s © OF)
oF —— 50 OF
Le morphisme recherché dans le lemme est alors donné localement par le morphisme
0% = Qs @ OF" — pit (Qpys @ OF").
O

PROPOSITION 3.5. Il y a une correspondance entre connexions sur le faisceau
localement libre & et connexions sur le torseur P.
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DEMONSTRATION. Cette correspondance est donnée comme suit. Soit V une
connexion sur P donnée par une rétraction s : Q}D/s — p*Qﬁ(/s. En composant

(s ® Id) o d on obtient un morphisme
(s@Id)od: Op" = Qp)g ® OF" — p' Qs © OF" . (65)
Le lemme 3.11 montre que ce morphisme se descend en un morphisme & s-linéaire
V':i&— Qﬁqs ® &

qui est une connexion sur & .
Soit maintenant V : & — QY /s ® & une connexion sur & . L’image inverse de la

connexion V est une connexion p*V : 03" — QL /s ® O%" sur OP" car p* & ~ OF" .
La matrice des formes de p*V définit un morphisme & 'p-linéaire GL,-équivariant
M,(Op) — Qp /s qui définit une rétraction de la suite exacte

0 — ad(P) — p¥ Tps — Tx — 0,

et par conséquent une section définissant une connexion sur le GL,,-torseur. 0

3.6. Comparaison des courbures
D’aprés la définition 3.12 la courbure d’'une connexion donnée par une section :
) a
s:Tx —=p; Trpss

sur le GL,-torseur P est le morphisme & x-linéaire

K(s): \ Txss — ad(P) = Endy (&) (66)
DA D'~ [s(D),s(D)] —s([D, D).

Soit V: & — Q% /s ® & la connexion sur & associée a la connexion s sur le torseur P
via la proposition 3.5. Cette connexion est entiérement déterminée par le morphisme :

V:Tx — Endg(&).

D’aprés la preuve du corollaire 2.1 la courbure de la connexion V est entiérement
déterminée par le morphisme :
2
K(V): \Txs = Endg (&) (67)

DAD v K(DAD') = [V(D),V(D')] — V([D, D).

PROPOSITION 3.6. Les morphismes K(s) et K(V) : N°Tx/s — Endg, (&)
coincident.
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DEMONSTRATION. Il existe un morphisme L : p&* T p/s — Endg (&) compatible
avec les crochets de Lie et avec la puissance p-iéme faisant commuter le diagramme
suivant :

EIldS

(&)
/ LT X (68)

Endx(é") —> pSL” TP/S <s— T)(.

En effet, soit p{'» 3" — piln(Q}, ¢ @4, Op") le morphisme du lemme 3.11. Comme
piln OF" ~ &, toute section de p&t Tp/g donnée par un morphisme équivariant
D:Q /s O'p induit un endomorphisme S-linéaire de & :

*

GLn (O] pi"" D1
& = p. " (Qprs) ®oy & ——— &

On obtient un morphisme pf T p/g — Endg(&) vérifiant les conditions du lemme.
La proposition découle de la commutativité du diagramme (68) et du fait que
Los=V. 0

3.7. Changement de groupe

Soit G’ un schéma en groupes affine lisse sur k et G — G’ un morphisme de
schémas en groupes sur k. Soit P/ = PASG’ le G’-torseur induit par P et le morphisme

G —d.

LEMME 3.12. Il existe des morphismes naturels p¢ Tpis — ¢ T prys, compatibles
avec les crochets de Lie et la puissance p-iéme, et ad(P) — ad(P'), faisant commuter
le diagramme suivant :

0 —— ad(P) —— p¥Trs > T x » 0
| | [ (69)
0 —— ad(P) —— p% Tpis > Tx > 0.

DEMONSTRATION. Notons A le morphisme naturel P — P’. On a un diagramme
commutatif :

0 —— p" Qg — Qpyg —— Qpyy — 0

Comme le morphisme h : P — P’ est G — G'-équivariant le lemme découle du
diagramme ci-dessus par descente de G-faisceaux et du lemme 3.3. U
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COROLLAIRE 3.1. Toute connezion sur le G-torseur P induit une connexion sur
le G'-torseur P'.

DEMONSTRATION. Par définition une connexion sur P est donnée par une section
s:Tx —p¢ T p/s, la connexion sur P’ induite par s est alors donnée par la section

) G lel
s Tx —pd Teis —py Trys. 0
Fixons une connexion s sur le G-torseur P.

LEMME 3.13. Soit K(s): A>T x;s — ad(P) la courbure de la connewion s sur P.
La courbure de la connexion s’ sur P' induite par s est donnée par le morphisme

2
N\ Tx/s = ad(P) = ad(P')
donné par la composée de la courbure K(s) de s et du morphisme ad(P) — ad(P’).

DEMONSTRATION. Découle immédiatement du diagramme (69) et de la définition
de la courbure d’une connexion sur un torseur. O

LEMME 3.14. Supposons s intégrable. Soit ¢ : T x;s — ad(P) la p-courbure de
la connexion s sur P. Alors la connexion s’ sur P’ induite par s est intégrable et sa
p-courbure est donnée par le morphisme :

T x/s — ad(P) — ad(P’)

donné par la composée de la p-courbure 15 de s et du morphisme naturel ad(P) —

ad(P’).
DEMONSTRATION. Découle immédiatement du diagramme (69) et de la définition
de la p-courbure d’une connexion sur un torseur. 0

LEMME 3.15. Soit (P,s) € At(G, P). L’annulation de la courbure (resp. de la
p-courbure si s est intégrable) est une propriété étale locale.

DEMONSTRATION. Soit F = Q% g ®s, ad(P) (resp. F = F () ®oy ad(P)).
Comme .Z est quasi-cohérent le foncteur (f : X’ — X) — H°(X', f*.7) est un
faisceau sur X. De plus la formation des faisceaux 2} /s et ad(P) commutent aux
changements de bases étales, on a donc pour tout morphisme étale f : X' — X,
f*F = Qg(,/s ®¢ ., ad(P’). Le morphisme de restriction H (X, 7) — HY (X', f*.F)
envoie K (s) vers K(s') (resp. 1, vers 1y ) ou s est la connexion induite par s sur le
G-torseur P' — X'. O
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Chapitre 4

Descente de Cartier et les torseurs sous les noyaux de
Frobenius

Soit G un schéma en groupes affine sur un corps £, et X un schéma sur S = Spec k.
Dans ce chapitre nous allons utiliser ’équivalence entre G-torseurs et foncteurs fibre
sur la catégorie des représentations Rep,(G) de G, puis utiliser cette équivalence pour
généraliser la notion de connexion sur les torseurs.

4.1. Foncteurs fibre et torseurs
Soit C' une catégorie et @ : C' x C — C,(X,Y) — X ® Y un foncteur.

DEFINITION 4.1 ([6, 1.1.]). On dit que (C,®) est une catégorie tensorielle si le
foncteur ® est muni de contraintes d’associativité et de commutativité ¢ et b données
par des isomorphismes fonctoriels :

Oxyz XQY®Z) > (XQY)®Z
QﬂX’yZX@Y—)Y@)X
vérifiant des axiomes de cohérence : voir |6].
DEFINITION 4.2. Soit (C',®) une catégorie tensorielle. Un foncteur tensoriel
(C,®) = (C'",®) est la donnée d’un couple (F,c) ou F est un foncteur F : C' — C',

et pour tout X, Y objets de C, cxy : F(X)@F(Y) = F(X®Y) est un isomorphisme
fonctoriel satisfaisant certaines conditions de compatibilité : voir |6, Définition 1.8].

On note Vec(X) la catégorie des faisceaux localement libres de rang fini sur X.

DEFINITION 4.3. On appelle foncteur fibre de la catégorie Rep,(G) sur X, ou
simplement foncteur fibre sur X, tout foncteur tensoriel k-linéaire exact :
n : Rep,(G) — QCoh(X)

a valeurs dans Vec(X). On note Fib(Rep,(G), QCoh(X)) la catégorie des foncteurs
fibre sur X. Pour tout morphisme u : T — X on note u*n le foncteur fibre sur T

obtenu en composant n et u* : QCoh(X) — QCoh(T).

REMARQUE 4.1. (1) Tout foncteur tensoriel k-linéaire exact n : Rep,(G) —
QCoh(X) est a valeurs dans Vec(X), voir [19, § 2.2].
63
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(2) Toute transformation tensorielle entre foncteurs fibre est un isomorphisme
i.e. si 7 est un autre foncteur fibre sur X alors Hom®(n, n') = Isom®(n, n’),
voir |18, Proposition 1.13.]

DEFINITION 4.4. Soient n et 0 deux foncteurs fibre sur X. On note Hom®(n,n')
le faisceau sur Xgpe donné par u: T — X — Hom® (u*n, u*n’) = Isom® (u*n, u*n’).

PROPOSITION 4.1 (|6, Proposition 2.8.] ). Soit w : Rep,(G) — Vecy, le foncteur
oubli obtenu en associant a chaque représentation de G le k-espace vectoriel sous-jacent.
Le faisceau de groupes donné par Aut®(w) est isomorphe a G.

Notons encore w le foncteur obtenu en composant le foncteur oubli Rep,(G) —
Vegy, et le foncteur Vec, — QCoh(X). Soit  un foncteur fibre sur X. D’aprés la
remarque 4.1 le faisceau Hom® (7, w) est un torseur sous le groupe Aut®(w), donc par
la proposition 4.1 un torseur sous le groupe G.

Soit maintenant p : P — X un G-torseur sur X. Pour toute représentation V' de
G, le faisceau quasi-cohérent p*V est muni d’une structure naturelle de G-faisceau
sur P — X. Notons Vp le faisceau quasi-cohérent sur X descendu du G-faisceau p*V.
On obtient un foncteur np associé au torseur P :

np : Rep,(G) — QCoh(X) (70)
V= Vp.

Le foncteur np est un foncteur fibre sur X, voir [19, § 2.2.].

THEOREME 4.1. La correspondance décrite ci-dessus définit une équivalence de

catégories
¢ : G-Torseurs /X — Fib(Rep,(G), QCoh(X)) (71)
P —np
de quasi-inverse :
Y : Fib(Rep,(G), QCoh(X)) — G -Torseurs / X (72)

n +— Hom®(n, w)
entre la catégorie des G-torseurs sur X et la catégorie des foncteurs fibre sur X.

DEMONSTRATION. Voir |19, Proposition 2.9] ou |6, Theorem 3.2]. O

4.2. Connexion sur un foncteur fibre

L’équivalence de catégories donnée par le théoréme 4.1 permet de donner une
autre définition de la notion de connexion sur un torseur :
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DEFINITION 4.5. On appelle foncteur fibre a connexion sur X tout foncteur
tensoriel k-linéaire exact :

n : Rep,(G) — MC(X).

On note Tan(G, X) la catégorie des foncteurs fibre a connexion sur X et Tan(G, X)5=0
(resp. Tan(G, X)5=¢=0) la sous-catégorie pleine de Tan(G, X) des foncteurs fibres a
connezion sur X & valeurs dans MIC(X) (resp. MIC(X)¥=?).

REMARQUE 4.2. En composant un foncteur fibre a connexion Rep,(G) — MC(X)
avec le foncteur oubli MC(X') — QCoh(X) on obtient un foncteur fibre sur X comme
défini dans 4.3.

Supposons pour le reste de cette section G lisse sur k. Soient (P, s) un objet de
At(G, X). Soit V une représentation de dimension finie de G donnée par un morphisme
a: G — GL(V), et Py le GL(V)-torseur donné par P A€ GL(V). D’aprés le corollaire
3.1 la connexion s sur P induit une connexion sy sur P,. Comme V est de dimension
finie, d’aprés la proposition 3.5, le GL(V)-torseur a connexion (Py, sy) correspond a
un faisceau localement libre de rang fini muni d’une connexion (&y, Vy ). On peut
donc associer au couple (P, s) le foncteur :

Np.s) - Repy(G) — MC(X) (73)
Vi— (@pv, VV>

LEMME 4.1. Soit (P,s) € At(G,X). La connezion s est de courbure (resp. p-
courbure) nulle si et seulement si pour toute représentation G — GL(V') la connexion
s N¢ GL(V) sur P AY GL(V) induite par changement de groupe est de courbure (resp.
p-courbure) nulle.

DEMONSTRATION. Si la connexion s est intégrable (resp. de p-courbure nulle) alors
le résultat découle du lemme 3.13 (resp. du lemme 3.14). Dans le sens inverse comme
G est lisse et affine sur k c¢’est un groupe algébrique affine sur k, il admet donc une

représentation fidéle o : G — GL(V). Notons Py le GL(V)-torseur P A¢ GL(V). La
représentation « induit un morphisme ad(P) — ad(Py ), et par suite des morphismes :

2 2
Homg, (/\ Tx/s,ad(P)) = Homg, (\ Tx/s,ad(Fy)) (74)
et
Homﬁx (F;{ Tx/g, ad(P)) — Homﬁx (F)*( TX/S, ad(Pv)) (75)

Comme « est fidéle les morphismes (74) et (75) sont des monomorphismes, si s A¢
GL(V) est intégrable (resp. de p-courbure nulle) il s’ensuit alors que s est aussi
intégrable (resp. de p-courbure nulle). O
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PROPOSITION 4.2. Le foncteur donné par :

d: At(G, X) — Tan(G, X) (76)
(P7 8) = n(P,s)

est une équivalence de catégories. De plus pour un couple (P,s) € At(G,X) la
connexion s est intégrable (resp. de p-courbure nulle) si et seulement sinps) est a
valeurs dans MIC(X) (resp. MIC(X)¥=).

DEMONSTRATION. On construit un quasi-inverse de ®. Soit n € Tan(G, X) i.e.
est un foncteur tensoriel k-linéaire exact Rep,(G) — MC(X). En composant avec le
foncteur oubli MC(X) — QCoh(X) on obtient un foncteur tensoriel k-linéaire exact
Mo : Rep,(G) — QCoh(X) i.e. un foncteur fibre sur X, notons p : P — X le G-torseur
correspondant via le théoréme 4.1.

On adjoint maintenant & P une connexion en construisant une section G-équivariante
du morphisme Tp;g — P xx Tx;g correspondant au morphisme de faisceaux
Tris — p*Tx/s de la suite exacte d’Atiyah associée au torseur P. Considérons
pour cela le diagramme suivant :

s(tw

) T
S e

Tp/g — P xx TX/S u (77>

|

X

ou I'on va associer & chaque morphisme (t,v) : T — P xx Tx/g un morphisme
s(t,v) : T — Tpys qui va déterminer une section du morphisme Tpg = P xx Tx/s.

Soit w : Rep,(G) — QCoh(X) le foncteur obtenu en composant le foncteur oubli
Rep,(G) — Vecy, et le foncteur Vecy, — QCoh(X). Par construction du torseur P la
section t € P(T) est un isomorphisme dans Isom® (u*ny, u*w).

Soit (¢t,v) : T — P X x Tx/g un morphisme comme dans le diagramme (77). Par
définition de I'espace tangent on a Tx,s(T) = X (T[e]) ot T'[e] = Specy(Orle]/€?),
ainsi v définit un morphisme T'[e] — X que 'on note encore v. Pour construire
s(t,v) : T — Tpss comme dans le diagramme (77) il suffit d’avoir un morphisme
Tle] — P i.e. un isomorphisme w € Isom®(v*ny, v*w) tel que i*w =t ou i* est donné
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comme dans le diagramme suivant :

ﬁl i

Rep,(G) :; QCoh(X) —— QCoh(T (78)

u*w

u*no

On construit w de la maniére suivante, soit V' une représentation de G donnée par
un morphisme G — GL(V'), n(V') est alors donné par un faisceau localement libre
muni d’une connexion (&y, Vi) qui correspond d’aprés la proposition 3.5 & un GL(V)-
torseur muni d'une connexion (Py, sy). Le torseur Py est donné par P A% GL(V) et
représente le faisceau Isom(&y, Ox ®V') sur X. Considérons le diagramme suivant :

Sv(tv,v) T
\/\ l(tvvv)
SV

TPV/S E— PV X x Tx/g u (79>

|

X.

Le morphisme sy (ty,v) : T — Tp, /g est défini par un morphisme T'[e] — Py, qui
correspond & une section de Py = Isom(&'y, O x @V') sur T'[e], donc & un isomorphisme
v EYy — v Ox QV = Opq @V qui est I'isomorphisme recherché. On obtient un
foncteur :

U Tan(G, X) — At(G, X). (80)

Pour voir que ¥ et ® sont quasi-inverses, notons pour tout n € Tan(G, X), 1o
le foncteur fibre sur X obtenu en composant 7 avec le foncteur oubli MC(X) —
QCoh(X). Soit n € Tan(G, X) et (P,s) = ¥(n) € At(G, X). Par construction de ®
le torseur P est isomorphe a (1) ot ¢ est le foncteur défini dans le théoréme 4.1.
Comme (P, s) € At(G, X), alors n(p), est donné par ¢(P) ol ¢ est le quasi-inverse
de 1 donné dans le théoréme 4.1. Il suffit maintenant de montrer que les foncteurs ®
et U préservent les connexions, or cela découle de la construction de ¢ et ¥ et de la
proposition 3.5.
La deuxiéme partie de la proposition découle du lemme 4.1 et de la proposition
3.5.
O
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4.3. Horizontalité de la p-courbure

Supposons G lisse sur k. Soient (P,s) € At(G,X) un G-torseur muni d’une
connexion intégrable s et np,) € Tan(G, X) le foncteur fibre a connexion associé via
la proposition 4.2. Notons (&, V) le faisceau localement libre muni d’une connexion
intégrable donné par I'image de la représentation adjointe via npy) ie. (£,V) =
neps)(Lie(G)). Par définition ad(P) est isomorphe a &, on peut donc le munir de
la connexion V. Soit ¢, : T x/s = Fx.ad(P) la p-courbure de la connexion s. Par
adjonction on peut voir 1, comme un morphisme & x-linéaire F'y T x/g — ad(P). Le
faisceau F'% T x/s est alors muni d'une connexion canonique Vq,.

PROPOSITION 4.3. La p-courbure v, : Fx T x/s — ad(P) est un morphisme
horizontal si I'on munit F5 T x5 de la connexion V4, et ad(P) de la connexion V,
comme définis ci-dessus.

DEMONSTRATION. Comme G est affine et lisse, c¢’est un groupe algébrique affine
sur k, il admet donc une représentation fidele o : G — GL(V). Soit (&, Vy) =
nps) (V). La représentation o induit un morphisme Liea : LieG — Lie GL(V) =
End(V) et un diagramme :

ad(P) « > Endg, (&)
81
k %VV ( )
F*Txs

ol Py, est la p-courbure de la connexion Vy . Le diagramme ci-dessus est commutatif
par le lemme 3.13 et la proposition 3.6. Le morphisme ad(P) — Endg, (&v) est
horizontal car c’est I'image par 7(ps) du morphisme Lie« : Lie G — End(V). Il suffit
maintenant de montrer que vy, est un morphisme horizontal, or cela découle de
(14, 5.2.3|. O

Supposons P trivial, ou G commutatif, de sorte que ad(P) ~ 0 x ®j, Lie(G). Une
conséquence de la proposition ci-dessus est que par descente de Cartier la p-courbure

1, vue comme section globale de F' *Qﬁ((m /s ®y, Lie(G) se descend en une section globale

de Q) ¢ @ Lie(G) sur X (P). Nous pouvons alors donner la définition suivante :
DEFINITION 4.6. On appelle application p-courbure associée au G-torseur trivial
Uapplication définie par :
W HY(Q /s @ Lie(G))" ™0 — HY(Qy() g @ Lie(G)) (82)
Q= s 1. (83)
ot H(QY ¢ @k Lie(G)) =0 désigne Uensemble des éléments ) de H*(Q g @ Lie(G))
tels que la connexion s, + €1 est intégrable.
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4.4. Descente de Cartier pour les torseurs

Supposons G et X lisses sur k et cark = p > 0. On considére le diagramme

suivant :
X Fx
i\

]

S —

LEMME 4.2. Pour tout G-torseur P sur X®) le G-torseur P Xy X sur X est
muni d’une connerion canonique Seqn,.

DEMONSTRATION. Soient p: P — X® un torseur sur X® et ¢ : P' = P Xy
X — X le torseur sur X obtenu via le Frobenius relatif. On considére le diagramme
commutatif suivant :

0 —— ad(P) —— ¢(Tpys) —— Txys ——— 0

r 1 b g

0 —— F*ad(P) —— F*pS(Tpis) — F*Txws — 0.

Comme le morphisme 7 x/s — F*7T yw g est nul, le morphisme q¢ (Tpys) —
F*pS(Tpss) se factorise via F*ad(P) — F*p%(Tpss) et permet de définir une
rétraction de la suite exacte d’Atiyah associée au torseur P’ ou de maniére équivalente
une connexion sur P’ O

LEMME 4.3. Soit n € N*. Le diagramme suivant :
At(GL,,, X) ——— MC(X)
T I w
GL, -Torseurs /X —— QCoh(X®)
est 2-commutatif.
DEMONSTRATION. Le diagramme :
At(GL,, X) —— QCoh(X)

[ [

GL, -Torseurs /X ?) —— QCoh(X®)
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obtenu via le diagramme (85) en composant avec le foncteur oubli MC(X) —
QCoh(Ox) est 2-commutatif, il suffit donc de vérifier la compatibilité des connexions.

Il s’agit d’une propriété Zariski locale, il suffit donc de vérifier la comptabilité pour le
torseur trivial GL, x X ®) mais cela découle de (F*(GL,, x X®), 5.0,) ~ (GL, x X, 5,)
et (F* OV, Vean) = (OF",d). O

X

Le lemme 4.2 permet de définir un foncteur :
F* . G-Torseurs /X ) — At(G, X) (86)
P— (P X x(p) X7 Scan)7

le lemme suivant montre que ce foncteur est a valeurs dans At(G, X )K=v=0,

LEMME 4.4. Pour tout torseur P sur XV, la connexion Sea, sur P X x) X est
intégrable de p-courbure nulle.

DEMONSTRATION. Ce lemme découle du théoréme de descente de Cartier 2.1, du
lemme 4.3 ci-dessus, et de la proposition 4.2. 0

THEOREME 4.2 (Descente de Cartier). Le foncteur :
F* . G-Torseurs /X ) — At(G, X)K=v=0 (87)
P (P Xxw X, Scan)
donné par (86) est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. On considére le diagramme suivant :

At(G, X)K=0=0 2, Tan(G, X)K=v=0

FT OF*T (88)

G -Torseurs /X P SN Fib(Rep,(G), QCoh(X @)

ot ® est la restriction du foncteur ® donné par la proposition 4.2 a At(G, X )E=¢=0
¢ le foncteur donné par le théoréme 4.1 et oF™ le foncteur qui associe a chaque
foncteur fibre n sur X® le foncteur fibre & connexion sur X obtenu en composant
avec le foncteur F* : QCoh(X®) — MIC(X)¥=°. D’aprés le lemme 4.3 le diagramme
ci-dessus est 2-commutatif.

Les foncteurs ¢ et ® sont des équivalences de catégories par le théoréme 4.1 et la
proposition 4.2. Le foncteur o™ est une équivalence de catégories par le théoréme
de descente de Cartier 2.1. Il s’ensuit que le foncteur F* : G -Torseurs /X®) —
At(G, X)E=¥=0 est une équivalence de catégories. O

PROPOSITION 4.4. Soit (P,s) € At(G,X). La connexion s est intégrable de
p-courbure nulle si et seulement si étale localement (P, s) est isomorphe a (G x X, s.).
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DEMONSTRATION. Si (P, s) est étale localement isomorphe a (G x X, s.), comme
s. est intégrable de p-courbure nulle alors s est aussi intégrable de p-courbure nulle
par le lemme 3.15.

Supposons maintenant s intégrable de p-courbure nulle. D’aprés le théoréme 4.2
il existe un G-torseur P — X® tel que (P,s) ~ (P X x ) X, Sean). Comme G est
lisse il existe un recouvrement étale XZ-(p ) = X® trivialisant P [21, Lemme XIV
1.4], en tirant ce recouvrement vers X on obtient un recouvrement étale trivialisant

(P, s). O

COROLLAIRE 4.1. Soit Q € H(X, Qﬁ(/s ® Lie G). La connexion s, + Q sur G x X

est intégrable de p-courbure nulle si et seulement si € est étale localement dans [tTmage
de Uapplication dlog : G(X) — H°(X, Q}(/s ®y, Lie(Q)).

DEMONSTRATION. Découle de la proposition 4.4 et du lemme 3.9. 0

4.5. Torseurs sous le noyau de Frobenius

On garde les hypotheses de la section précédente.

DEFINITION 4.7. Soit * la catégorie discréte avec un unique objet. On définit la
catégorie At(G x X) comme étant la catégorie donnée par le 2-produit fibré :

At(G x X) —— At(G, X)

| !

« ——— G -Torseurs / X

ot le foncteur vertical a droite est le foncteur oubli et le foncteur horizontal en bas
est le foncteur qui envoie l'unique objet de x wvers le torseur trivial G x X — X.

Par définition les objets de la catégorie At(G x X) sont donnés par les couples
((P,s),a) ou (P,s) € At(G,X) et a: P — G x X un isomorphisme de G-torseurs.
Un morphisme entre deux objets ((P,s),a) et ((P',s),d') de At(G x X) est un
morphisme S : (P,s) — (FP',s') dans At(G,X) faisant commuter le diagramme
suivant :

P———GxX

b ]

P2, G xX.

REMARQUE 4.3. Un objet ((P,s),a) de At(G x X) est isomorphe a l'objet
(G x X,¢),1d) ou & est 'unique connexion sur G x X rendant o un morphisme de
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torseurs avec connexions (P, s) — (G x X, s'). Cet isomorphisme est donné par le
diagramme suivant

P— 5 GxX

la lld

Gx X M4 gxX.

LEMME 4.5. En considérant H°(X, Q}(/S ® Lie G) comme une catégorie discreéte,
le foncteur :
set : HY(X, Qg ® Lie G) — At(G x X) (89)
Q= ((Gx X, s.+Q),1d)

est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 4.3 les classes d’isomorphie des objets de
la catégorie At(G x X) sont en bijection avec les connexions s sur le torseur trivial
G x X. Il suffit donc de montrer que les connexions sur G x X sont en bijection avec
HO(X, Q%{/s ® Lie G) via I'application qui envoie €2 vers la connexion s, +2 sur G' x X.
En associant & une connexion s sur G' x X la section s — s, € H(X, Qﬁ(/s ® Lie G)
on obtient une application inverse de 'application ci-dessus.

On considére maintenant le groupe G donné par le noyau du Frobenius relatif
F:G — GW®, on a donc une suite exacte de groupes :

1-GF -G —GP 1.
Considérons le diagramme suivant :
X x
/\1\

|,

SLS.

Soit T'— X un GF-torseur. Le G®)-torseur (T A" G) est muni d'une connexion
canonique via I'isomorphisme F* pr (T A" G) ~ F5(T A" G) et le lemme 4.2, cette
connexion est intégrable de p-courbure nulle par le lemme 4.4. De plus, on a des
isomorphismes canoniques de G®-torseurs via le lemme 1.5 :

FL(T A" G) = (T AS" G)AG GP) ~ GP) x X, (90)
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On obtient donc un diagramme 2-commutatif :

GF -Torseurs /X —— At(GWP), X)

| |

* ———— G® Torseurs /X
qui permet de définit un foncteur :
G -Torseurs /X — At(GP x X). (91)

Soit At(G® x X)K=¥=01a sous-catégorie pleine de At(G® x X) des objets dont la
connexion est intégrable de p-courbure nulle. Par construction le foncteur (91) se
factorise via At(G® x X)K=v=0,

LEMME 4.6. Si k est parfait le foncteur :
GF -Torseurs /X — At(GW) x X )E=¢=0 (92)
défini ci-dessus est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION. On considére le diagramme suivant :

G -Torseurs /X —— G -Torseurs /X® ——— At(GW), X)K=v=0 — G _Torseurs /X

T T T

G -Torseurs / X y AG(GP) x X)K=v=0

Le diagramme a l'extérieur du diagramme ci-dessus est 2-cartésien par exactitude de
1 — GF - G — G® — 1. Le diagramme & droite est aussi 2-cartésien, il en découle
que le diagramme & gauche est 2-cartésien. Comme k est parfait la projection pry :
X®) — X est un isomorphisme, le foncteur G -Torseurs /X — G®) -Torseurs /X ?) est
donc une équivalence de catégories. Le foncteur G®) -Torseurs / X ) — At(G®), X)K=¢=0
est une équivalence de catégories par le théoréme 4.2, on en déduit 1’équivalence du
lemme. 0]

DEFINITION 4.8. En considérant GP)(X) comme une catégorie discréte, on peut
définir un foncteur 0 : GP(X) — GF -Torseurs /X comme suit : a toute section
g € GP(X) on associe d(g) = X X, qw G vu comme GF -torseur sur X.

LEMME 4.7. Le diagramme suivant est 2-commutatif :

GF -Torseurs /X —— At(GP x X)

aT sﬁT (93)

GP(X) —2%— HY(X, QL 5 ® LieG®).

© 2016 Tous droits réservés. oy -
lilliad.univ-lille.fr



Thése de Mohamed Rafik Mammeri, Lille 1, 2016

74 4. DESCENTE DE CARTIER ET LES TORSEURS SOUS LES NOYAUX DE FROBENIUS

DEMONSTRATION. Soient g € G (X) et T = X x, q» G. Le G-torseur TN @

sur X est isomorphe au G-torseur trivial G® x X, via I'isomorphisme ((z, g), ¢')
(9¢',x) qui induit un isomorphisme :

(FL(T A" G), Sean) ~ (GP x X, 5,).

Notons 9 la trivialisation donnée par (90), en composant 1 avec 'isomorphisme
ci-dessus, I'isomorphisme :

GP) x X - F(T A" Q) = GV x X
est donné par R, : GP) x X - GW x X. Ainsi on a :
V" Scan — Se = Rysc — s. = dlog(g).
0

THEOREME 4.3. Supposons k parfait. Notons encore 0 Uapplication GP(X) —
HY (X, GF) obtenue via le foncteur 0 : GP(X) — GF-Torseurs /X. Il existe une
unique bijection :

H'(X,G") = H*(X, Q) g ® Lie GW)*=v=0,

qui commute aux changements de base étales sur X et telle que le diagramme suivant
est commutatif :

HX,GF) —— H(X, Qg ® Lie GP))K=0=0

T /

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 4.6 et le lemme 4.7 on a un diagramme
2-commutatif :

GF -Torseurs /X ———— At(GP) x X)K=v=0

d ]

GO (X) —% 5 H(X, Q4 g ® Lie G0))K=v=0,

La catégorie G -Torseurs / X est alors équivalente a la catégorie discrete H (X, Q% /5®

Lie G®)KX=¥=0_ on peut donc remplacer G* -Torseurs /X par la catégorie discréte
donnée par H' (X, G¥). La bijection recherchée est alors donnée par le diagramme
ci-dessus. L’unicité découle du corollaire 4.1. U
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REMARQUE 4.4. Soit G un schéma en groupes quelconque sur un corps k, et
X un schéma sur k. Un G-torseur fpqc P — X est dit localement isotrivial si tout
point x € X posséde un voisinage ouvert U et un recouvrement fini étale U’ — U
tel que P xy U — U’ est un G-torseur trivial. Lorsque G est affine et lisse sur k,
tout fpqc torseur est localement isotrivial : [21, Lemme XIV 1.4|. Le groupe G est
dit spécial si tout G-torseur fpqc localement isotrivial est trivial pour la topologie
de Zariski : |22, §4.4] ou [9, §3]. Si G est un groupe affine et lisse, spécial sur k,
alors nous pouvons remplacer le mot "étale" par "Zariski" dans le théoréme 4.3 et le
corollaire 4.1.

4.6. Cas d’un groupe commutatif

Supposons k parfait de caractéristique # 2 et G affine lisse et abélien. Soit
Qe H(X, Q§/5®Lie (). D’apreés la proposition 3.1 la courbure de la connexion s, + 2
sur le torseur trivial G x X est donnée par K (s, + §2) = d 2. L’ensemble de départ de
Papplication p-courbure, définition 4.6, est alors donné par H’(X, Z(Q} /5)) @y Lie(G).
Dans ce cas particulier I'application p-courbure peut étre décrite comme suit :

PROPOSITION 4.5. L’application p-courbure :
H"(X, Z(Q/s)) @ Lie(G) = H(Q 5 @k Lie(G)) (94)

est donnée par : W*®-P—C®Id, ou W est la projection XP) — X, P est Uapplication
puissance p-ieme sur Lie(G), et C' Uopérateur de Cartier.

DEMONSTRATION. Voir [4, A.8] ou |1, Lemma 2.2|. O

4.7. Produit semi-direct

Nous retournons maintenant pour terminer cette section a l’exemple des pi,, X -
torseurs. Supposons k parfait et G = G, x G,, .

On sait par la proposition 2.8, ou par lemme 4.6, que les classes d’isomorphie de
iy X ay-torseurs sont en bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle
sur le G-torseur trivial. Une connexion sur le G-torseur trivial est donnée par une

matrice :
w w
o= (5 %)

avec w,w’ € I'(X, Q% /S). La courbure associée a une telle connexion est donnée par :

/ /
K(se+ Q) =dQ+QAQ= (dg} dw +5"A“>

via le lemme 2.2 ou la proposition 3.1.
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PROPOSITION 4.6. Gardons les notations ci-dessus. Supposons K (s, + Q) =0,
donc dw = 0. La p-courbure v, +q est nulle si et seulement si Cw = w et, pour tout

ouvert U de X et tout f € G,,(U) tel que w =df/f, on a C(fu') =0.

DEMONSTRATION. Pour pouvoir écrire C'(fw') = 0 il faut que fw’ soit fermée, or
cela est une conséquence de la condition dw’ + w A w’ = 0. D’apreés le corollaire 4.1, la
p-courbure ¥ 1 est nulle si et seulement si €2 est Zariski localement dans 'image de

I’application dlog. Si
_(r
g - (0 O ’

est une section de G = G, x G,,, g 'dg est donné par :

frdf fiaf
0 0 '

La p-courbure 9;_1q est donc nulle si et seulement si Zariski localement il existe des

sections f et f de G,, et G, respectivement telles que w = df /f et ' = f1df’". 1l

s’ensuit, par les cas G = G,, et G = G, que si la deuxiéme condition de la proposition

est vérifiée on a ¥, 1o = 0.

Dans le sens inverse, il découle du cas G = G,,, que Cw = w. Soit maintenant U
un ouvert de X et f € G,,(U) tel que sur U on a w = df /f. Par hypothése, il existe
un recouvrement ouvert (U;);er et pour tout ¢ € I une paire (f;, f/) € G(U;), telle que
wiy, = dfi/ fi et w|’UZ_ = f7df!. Sur tout UNU;, comme X est lisse sur k, il existe f/ €

G ((UNU;)®) telle que fiuny, = F*(f!) fivny,- Ainsi, par p~'-linéarité de I'opérateur
de Cartier, pour tout i € I, on a : C(flurv,wlyry,) = fi'C(fijvruwyny,) = 0, on

obtient dont C(fw;) = 0. O

COROLLAIRE 4.2. L’ensemble des classes d’isomorphie de ji, X oy-torseurs sur X
est en bijection avec 'ensemble des couples (w,w'), ot w,w" € T'(X, Q}X/S)’ tels que :

(1) dw =dw' +w AW =0,

(2) Cw = w,
(3) pour tout ouvert U de X et f € Gy, (U) tels que wjy = df / f, on a C(fwy) = 0.
DEMONSTRATION. Découle des propositions 2.8 et 4.6. U
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