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Résumé
Dans cette thèse, on s’intéresse à la descente de Cartier en vue d’une application à la

caractérisation de GF -torseurs fppf en termes de formes différentielles, où GF est le noyau
de Frobenius d’un groupe lisse affine G sur un corps de caractéristiques p > 0.

Pour cela nous utilisons la dualité de Tannaka pour montrer une version analogue du
théorème de descente de Cartier pour les torseurs. Ce dernier nous permet d’avoir une
caractérisation de ces GF -torseurs, qui généralise des résultats déjà connus pour les cas µp
et αp.

Abstract
In this thesis we are interested in Cartier descent and an application to the characteriza-

tion of fppf GF -torsors in terms of differential forms, where GF is the Frobenius kernel of
some smooth affine group scheme over a field of characteristic p > 0.

For this, we use Tannaka duality to prove an analog version of Cartier descent theorem
for torsors. This will allow us to have a characterization of these GF -torsors, which will
generalize already known results for the cases µp and αp.
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Introduction

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, S = Spec k et X un schéma lisse
sur k. Les torseurs considérés dans cette introduction sont des torseurs sur le site
fppf.

Il est connu que les groupes H1
fppf(X,µp) et H1

fppf(X,αp) peuvent être décrits en
termes de sections globales de Ω1

X/S par :

H1
fppf(X,µp) ' {ω ∈ Γ(X,Ω1

X/S) | dω = 0 et Cω = ω} (1)

et

H1
fppf(X,αp) ' {ω ∈ Γ(X,Ω1

X/S) | dω = 0 et Cω = 0} (2)

où C est l’opérateur de Cartier, [17, chap III, Proposition 4.14]. Ces deux descriptions
s’obtiennent via les suites exactes sur Xét :

0→ Gm
F−→ FX∗Gm

d log−−→ FX∗Z(Ω1
X/S)

C−Id−−−→ Ω1
X/S → 0 (3)

et

0→ Ga
F−→ FX∗Ga

d−→ FX∗Z(Ω1
X/S)

C−→ Ω1
X/S → 0, (4)

où FX est le Frobenius absolu, et la suite spectrale de Leray pour f : Xfl → Xét, voir
[17, III §4].

Ces deux cas ont été généralisés par Artin et Milne dans [1] au cas d’un schéma
en groupes abélien de hauteur 1.

Une des idées principales de cette thèse est l’utilisation d’une approche basée sur
la descente de Cartier pour généraliser les isomorphismes (1) et (2), et donner une
description analogue des torseurs sous le noyau de Frobenius d’un schéma en groupes
affine lisse sur k.

Pour illustrer cette approche, commençons par faire un petit rappel sur la descente
de Cartier.

7



8 INTRODUCTION

0.1. Descente de Cartier

Considérons le diagramme suivant :

X

X(p) X

S S

F

FX

FS

(5)

où FX est le Frobenius absolu et F le Frobenius relatif. Une connexion sur un faisceau
quasi-cohérent E sur X est la donnée d’un morphisme de faisceaux abéliens :

∇ : E → Ω1
X/S ⊗ E

tel que :
∇(fe) = f∇(e) + df ⊗ e,

pour toutes sections locales f et e de OX et E respectivement. La catégorie des
faisceaux quasi-cohérents sur X munis de connexion est notée MC(X). Si F est un
faisceau quasi-cohérent sur X(p), le faisceau F ∗F est muni canoniquement d’une
connexion ∇can, de plus on a :

Théorème 0.1 ([14, Theorem 5.1]). La catégorie des faisceaux quasi-cohérents
sur X(p) est équivalente à la catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur X, munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle via les foncteurs :

F 7→ (F ∗F ,∇can)

et
(E ,∇) 7→ E ∇

où E ∇ est le noyau du morphisme donné par la connexion ∇ : E → Ω1
X/S ⊗ E .

Pour les µp-torseurs, H1
fppf(X,µp) est isomorphe au groupe donné par les classes

d’isomorphie des couples (L , α) où L est un faisceau inversible sur X, et α un
isomorphisme L ⊗p → OX . Comme k est parfait, la projection X(p) → X est un
isomorphisme, on peut donc considérer les couples (L , α) tels que L est un faisceau
inversible sur X(p), et α un isomorphisme F ∗L → OX . Pour un tel couple (L , α), la
descente de Cartier permet de munir le faisceau F ∗L d’une connexion canonique∇can

puis, en utilisant α, de transférer cette dernière en une connexion ∇(L ,α) intégrable
de p-courbure nulle sur OX . Il est facile de voir qu’une connexion ∇ sur OX est
entièrement déterminée par la section globale :

ω = ∇(1) ∈ Γ(X,Ω1
X/S)
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de plus, ∇ est intégrable (resp. de p-courbure nulle) si et seulement si dω = 0 (resp.
Cω = ω). En associant à chaque couple (L , α) la section ω obtenue comme ci-dessus,
nous retrouvons l’isomorphisme (1).

0.2. Produit semi-direct

Considérons maintenant le cas non-commutatif des µp n αp-torseurs. Ces derniers
sont en bijection avec les classes d’isomorphie des couples (E †, α), où E † est une suite
exacte dans QCoh(X(p)) :

0→ L → E → OX(p) → 0 (6)

où L est un faisceau inversible, et α un isomorphisme de suites exactes de la forme :

0 F ∗L F ∗ E OX 0

0 OX O⊕2
X OX 0.

Id (7)

D’autre part on obtient par le théorème de descente de Cartier une suite exacte :

0→ (F ∗L ,∇1)→ (F ∗ E ,∇2)→ (OX , d)→ 0 (8)

de faisceaux quasi-cohérents munis de connexions intégrables de p-courbure nulle. La
trivialisation α donnée dans le couple (E †, α) permet de transférer les connexions de
la suite exacte (8) et d’obtenir une suite exacte :

0→ (OX ,∇1)→ (O⊕2
X ,∇2)→ (OX , d)→ 0. (9)

De la même manière que dans le cas des µp-torseurs, nous obtenons une bijection entre
classes d’isomorphie de µp n αp-torseurs et couples (ω, ω′), où ω, ω′ ∈ Γ(X,Ω1

X/S),

telles que la connexion d+ Ω sur O⊕2
X est intégrable de p-courbure nulle, où

Ω =

(
ω ω′

0 0

)
.

Cela se traduit par le résultat suivant :

Théorème 0.2. L’ensemble des classes d’isomorphie de µp n αp-torseurs sur X
est en bijection avec l’ensemble des couples (ω, ω′), où ω, ω′ ∈ Γ(X,Ω1

X/S), telles que :

(1) dω = dω′ + ω ∧ ω′ = 0,
(2) Cω = ω,
(3) pour tout ouvert U de X et f ∈ Gm(U) tels que ω|U = df/f, on a C(fω′U ) = 0.



10 INTRODUCTION

0.3. Cas d’un groupe affine et lisse

Dans le cas d’un schéma en groupes affine et lisse quelconque G sur k, pour
pouvoir utiliser cette méthode nous devons définir la notion de connexion sur un
G-torseur, puis montrer une version du théorème de descente de Cartier.

Si p : P → X un G-torseur sur X, pour définir ce qu’est une connexion sur P on
s’inspire de [2]. On associe à P ce qu’on appelle la suite exacte d’Atiyah :

0→ ad(P )→ pG∗ T P/S → T X → 0. (10)

Une connexion sur P est alors la donnée d’une section s de cette suite exacte, on note
At(G,X) la catégorie des couples (P, s) où P est un G-torseur et s une connexion
sur P. Si maintenant P est un G-torseur sur X(p), le G-torseur sur X donné par
P ×X(p) X est muni d’une connexion canonique scan. Le théorème de descente de
Cartier pour les torseurs s’énonce comme suit :

Théorème 0.3 (Descente de Cartier). Le foncteur :

F ∗ : G -Torseurs /X(p) → At(G,X)K=ψ=0 (11)
P 7→ (P ×X(p) X, scan)

est une équivalence de catégories.

Pour montrer ce théorème, on se ramène au cas de la descente de Cartier pour les
faisceaux quasi-cohérents, pour ce faire on utilise le théorème suivant :

Théorème 0.4 ([6, Theorem 3.2]). La catégorie des G-torseurs sur X est équiva-
lente à la catégorie des foncteurs fibre sur Repk(G) à valeurs dans QCoh(X).

On rappelle qu’un foncteur fibre est un foncteur tensoriel k-linéaire exact Repk(G)→
QCoh(X). En utilisant cette caractérisation des G-torseurs, on peut donner une autre
définition de connexion sur un torseur, qui ne suppose pas G lisse :

Définition 0.1. On appelle G-torseur sur X muni d’une connexion tout foncteur
tensoriel k-linéaire exact

Repk(G)→ MC(X).

On note Tan(G,X) la catégorie formée de tels objets.

Lorsque G est lisse on montre au chapitre 4 que les deux catégories At(G,X) et
Tan(G,X) sont équivalentes.

En appliquant la descente de Cartier à la description des torseurs sous le noyau
de Frobenius d’un schéma en groupes G affine et lisse sur k, on obtient le théorème
4.3, qui montre en particulier qu’il existe une bijection naturelle :

H1(X,GF )→ H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG)K=ψ=0 (12)
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où H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG)K=ψ=0 est formé des éléments de H0(X,Ω1

X/S ⊗ LieG) dont
la connexion associée sur le G-torseur trivial est intégrable de p-courbure nulle. Ce
résultat nous permet, étant donnée une section globale Ω de H0(X,Ω1

X/S⊗LieG)K=ψ=0,

d’avoir des équations étale localement de GF -torseurs, et de pouvoir les recoller pour
obtenir le GF -torseur associé à Ω. Lorsque le groupe G est spécial on obtient ces
équations Zariski localement.

Durant la rédaction de cette thèse, nous avons appris que Chen et Zhu ont aussi
formulé et utilisé la descente de Cartier pour les G-torseurs pour les besoins de la
théorie de Hodge non abélienne en caractéristique positive [4]. Cependant aussi bien
leur motivation que leur approche différent complètement de la notre.

0.4. Organisation

Le chapitre 1 est consacré à des rappels et définitions de résultats dont nous
aurons besoin par la suite : schémas en groupes, torseurs, descente fppf de faisceaux
quasi-cohérents, G-faisceaux et gerbes.

Le chapitre 2 est constitué de deux parties. Dans la première partie on donnera la
définition ainsi que les premières propriétés de la notion de connexion et d’opérateur
de Cartier. Dans la deuxième partie on traite le cas de certains groupes spécifiques G,
où l’on peut définir une connexion sur un G-torseur d’une manière naturelle, puis on
donne une description des classes d’isomorphie des GF -torseurs pour ces groupes là.

Dans le chapitre 3 on définit la notion de connexion sur un torseur lorsque le
groupe G est affine et lisse. On associe ensuite à chaque G-torseur P, un algébroïde
de Lie, ou un algébroïde de Lie restreint si car k > 0. Cela permet de définir une
connexion comme étant une section de la suite exacte d’Atiyah. Dans le reste du
chapitre on définit la courbure et la p-courbure d’une telle connexion, puis on compare
ces définitions dans le cas d’un GLn-torseur P, avec les définitions classiques sur le
faisceau localement libre associé à P.

Au chapitre 4 nous donnons une preuve du théorème de descente pour les torseurs,
puis on montre que les classes d’isomorphie de torseurs sous le noyau de Frobenius
d’un groupe affine et lisse G sont en bijection naturelle avec les connexion intégrables
de p-courbure nulle sur le G-torseur trivial.





Chapitre 1

Descente fppf et torseurs

Ce premier chapitre est consacré entièrement à des rappels de résultats dont nous
aurons besoin par la suite sur les schémas en groupes, les torseurs et la descente fppf
de faisceaux quasi-cohérents.

1.1. Torseurs sur un site

Soient C un site et G un faisceau de groupes sur C . Une action de G sur un faisceau
F est un morphisme G ×F → F tel que pour tout objet U de C le groupe G(U) agit
sur F(U) via l’application G(U)×F(U)→ F(U).

Définition 1.1. Un pseudo-G-torseur est un faisceau F muni d’une action de G
tel que pour tout objet U de C, ou bien F(U) est vide, ou bien l’action de G(U) sur
F(U) est simplement transitive. On dit que F est un G-torseur si pour tout objet U
de C il existe un recouvrement {Ui → U}i∈I telle que F(Ui) est non-vide pour tout i.

1.1.0.1. Morphismes entre torseurs. Soient F et F ′ deux pseudo-G-torseurs. Un
morphisme de pseudo-G-torseurs est un morphisme de faisceaux compatible avec
l’action de G, i.e. tel que le diagramme suivant

G ×F G ×F ′

F F ′

commute. Un morphisme entre G-torseurs est un morphisme de pseudo-G-torseurs. Le
lemme suivant montre qu’un tel morphisme est toujours un isomorphisme, on parlera
donc dans la suite d’isomorphismes de G-torseurs plutôt que de morphismes.

Lemme 1.1. Tout morphisme de G-torseurs est un isomorphisme.

Démonstration. Soient F et F ′ deux G-torseurs et ϕ : F → F ′ un morphisme
de G-torseurs. Soit U un objet de C . Par définition d’un G-torseur et par le fait
que deux recouvrements possèdent toujours un raffinement commun, il existe un
recouvrement {Ui → U}i∈I dans C tel que pour tout i ∈ I, F(Ui) et F ′(Ui) sont non
vides. Pour tout i ∈ I l’application ϕ(Ui) : F(Ui)→ F ′(Ui) est une bijection car c’est
une application équivariante entre deux ensembles munis d’une action simplement

13
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transitive de G(Ui). Il s’ensuit donc que ϕ(U) : F(U)→ F ′(U) est une bijection et
donc que ϕ : F → F ′ est un isomorphisme de foncteurs. �

1.1.0.2. Torseurs triviaux. Soit F un G-torseur. On appelle section globale de F
un morphisme de pré-faisceaux sur C

{∗} → F
où {∗} est le faisceau qui à chaque objet de C associe un singleton. On note Γ(C,F)
l’ensemble des sections globales de F . Si la catégorie C possède un objet final S, alors
l’ensemble des sections globales est donné par F(S).

Le G-torseur F est dit trivial s’il est isomorphe à G avec l’action à gauche sur lui
même. Cette condition est équivalente à ce que Γ(C,F) soit non vide.

1.1.1. Produit contracté. Une référence pour cette partie est [7].
1.1.1.1. Faisceautisation. Soit F un pré-faisceau sur C muni d’une action G ×F →

F telle que pour tout objet U de C tel que F(U) est non-vide, l’action de G(U) sur
F(U) est simplement transitive. Le pré-faisceau F est alors séparé et l’action de
G sur F se prolonge de manière unique sur le faisceau associé à F . Si s est une
section sur U du faisceau associé F#, il existe un recouvrement {Ui → U}i∈I et des
sections si ∈ F(Ui) telles que l’image de tout si dans F#(U) est s|Ui

. L’action d’un
g ∈ G(U) sur s est alors donnée par le recollement des images des sections g|Ui

si dans
F#(Ui). De plus, pour tout objet U de C, l’action de G(U) sur F#(U) est simplement
transitive dès que F#(U) est non-vide. Le faisceau F# muni de cette action est donc
un pseudo-G-torseur.

1.1.1.2. Cas de deux faisceaux. Soit C un site. Soient G un faisceau de groupes, F
un faisceau muni d’une action à gauche de G et K un faisceau muni d’une action à
droite de G .

Définition 1.2. On appelle produit contracté de F et K et on note F ∧G K le
faisceau associé au pré-faisceau

U 7→ (F(U)×K(U))/ ∼
où la relation ∼ est donnée par (gx, k) ∼ (x, kg). On note x∧k la classe d’une section
locale (x, k).

1.1.1.3. Changement de groupe. Soient H un faisceau de groupes sur C et ϕ : G →
H un morphisme de faisceaux de groupes. On munitH de l’action à droite de G donnée
par h · g := hϕ(g). Le produit contracté F ∧GH est alors muni d’une action à gauche
de H donnée par h(f ∧ h′) := f ∧ hh′. Le morphisme naturel i : F → F ∧GH tel que
x 7→ x ∧ 1 est ϕ-équivariant. Soient X un faisceau sur C muni d’une action à gauche
de H et f ∈ Homϕ(F ,X ). On associe à f un morphisme f ∧GH ∈ HomH(F ∧GH,X )
en envoyant une section x ∧ h sur hf(x). Ce morphisme est bien défini, les sections
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gx ∧ h et x ∧ hϕ(g) s’envoient tous les deux sur hϕ(g)f(x), il est aussi clairement
H-équivariant.

Lemme 1.2. L’application f 7→ f ∧G H définit une bijection

Homϕ(F ,X ) ' HomH(F ∧GH,X ) (13)

fonctorielle en X , dont l’inverse est donnée par g 7→ g ◦ i, qui caractérise (F ∧GH, i)
à unique isomorphisme près. De plus, si F est un G-torseur alors le produit contracté
F ∧GH est un H-torseur.

Supposons maintenant ϕ : G → H surjectif. Notons K le noyau de ϕ. Pour tout
objet U de C le groupe K(U) agit sur F(U) via l’action de G(U) sur F(U). Soit
F /K le faisceau associé au pré-faisceau U 7→ F(U)/K(U). Le faisceau F /K est
naturellement muni d’une structure de H-torseur. De plus, on vérifie facilement que
le H-torseur F /K, muni de la projection naturelle F → F /K, satisfait la propriété
universelle du produit contracté F ∧GH donnée dans (13), on a donc un isomorphisme
F /K ' F ∧GH .

1.1.1.4. Cas d’un torseur et d’un faisceau de groupes. Soient F un G-torseur et
O un faisceau de groupes muni d’une action à droite de G par automorphismes i.e.
(aa′) · g = (a · g)(a′ · g). On peut définir une structure de faisceau de groupes sur
F ∧G O comme suit : (x∧ a) · (x′∧ a′) = x∧ (a · a′g) où g est unique telle que x′ = gx.
Si O est commutatif alors F ∧G O l’est aussi.

1.1.2. Schémas en groupes. Une référence sur les schémas en groupes est [26].
Soit S un schéma. Un schéma en groupes G sur S est un objet en groupes dans la

catégorie des S-schémas. Par le lemme de Yoneda cela revient à se donner pour tout
S-schéma T, une structure de groupe sur G(T ) := HomS(T,G) fonctorielle en T. On
obtient donc un morphisme de S-schémas

m : G×S G→ G

tel que la loi de groupe de G(T ) est donnée par m : G(T )×G(T )→ G(T ).
1.1.2.1. Morphismes de schémas en groupes. Un morphisme entre schémas en

groupes G et G′ sur S est un morphisme de S-schémas G → G′ tel que pour tout
S-schéma T le morphisme induit G(T )→ G′(T ) est un morphisme de groupes. Cela
revient donc à se donner un morphisme de S-schémas G→ G′ tel que le diagramme
suivant commute :

G×S G G′ ×S G′

G G′

m m′

1.1.2.2. Changement de base. Soit S ′ → S un morphisme de schémas. Le S ′-
schéma GS′ = G×S S ′ est alors un S ′-schéma en groupes.
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1.1.2.3. Action d’un schéma en groupes. Une action à gauche de G sur un S-
schéma X est un morphisme

aX : G×S X → X

tel que pour tout S-schéma T, le groupe G(T ) agit sur X(T ) via

aX(T ) : G(T )×X(T )→ X(T ).

Si G agit sur un autre S-schéma Y via une action aY , on dit qu’un morphisme
f : X → Y est G-équivariant si pour tout S-schéma T l’application X(T )→ Y (T )
induite par f est G(T )-équivariante, ou de manière équivalente si le diagramme
suivant commute :

G×S X G×S Y

X Y

id×f

aX aY

f

1.1.2.4. Torseurs sous les schémas en groupes. Soit G un S-schéma en groupes et
X un S-schéma sur lequel G agit à gauche. On dit que X est un pseudo-G-torseur
si le morphisme (a, pr2) : G×S X → X ×S X est un isomorphisme. Cette définition
est compatible avec la définition de pseudo-torseur pour les faisceaux de groupes. En
effet, X est un pseudo-G-torseur si et seulement si le faisceau représenté par X est
un pseudo-torseur pour le faisceau de groupes représenté par G. Un pseudo-G-torseur
est dit trivial s’il existe un isomorphisme G-équivariant G→ X.

1.1.2.5. Suites exactes de schémas en groupes et torseurs. On considère la topologie
fppf sur le schéma S. En utilisant le lemme de Yoneda on va identifier les schémas
sur S avec la sous-catégorie pleine des faisceaux représentables de la catégorie des
faisceaux sur le site fppf de S.

Soit
1→ K → G→ H → 1

une suite exacte de schémas en groupes sur S et P un G-torseur. D’après 1.1.1.2
la réduction P ∧G H de P à H est isomorphe à P/K. Ainsi, si X est un K-torseur,
la réduction de X ∧K G à H est isomorphe à (X ∧K G)/K. En associant à une
section locale du type x ∧ g de X ∧K G la section g de H on obtient un morphisme
de faisceaux bien défini entre X ∧K G et H, invariant relativement au morphisme
G→ H. Ce dernier correspond donc par la propriété universelle du produit contracté
à un isomorphisme de H-torseurs αX : (X ∧K G)/K → H.

Considérons maintenant la catégorie des couples (P, α) où P est un G-torseur et
α : P ∧G H → H une trivialisation de P ∧G H. Un morphisme entre deux couples
(P, α) et (P ′, α′) est un isomorphisme de H-torseurs f : P → P ′ tel que le diagramme
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suivant
P ∧G H H

P ′ ∧G H H

f∧GH

α

1

α′

commute.

Lemme 1.3. Il existe une équivalence de catégories entre la catégorie des K-
torseurs et la catégorie des couples (P, α) décrite ci-dessus.

Démonstration. En associant à un K-torseur X le couple (X ∧K G,αX) on
obtient un foncteur. En effet, soit f : X → X ′ un isomorphisme de K-torseurs, notons
encore f le morphisme K → G équivariant X → X ′ → X ′ ∧K G. Par la propriété
universelle du produit contracté f correspond à l’isomorphisme de G-torseurs f ∧K G
envoyant une section locale x ∧ g sur f(x) ∧ g.

Ce foncteur est pleinement fidèle. Si f1 et f2 sont deux isomorphismes de H-
torseurs X → X ′ tels que f1 ∧K G = f2 ∧K G alors pour toute section locale x de X
l’égalité f1(x) ∧ 1 = f2(x) ∧ 1 implique f1(x) = f2(x), ainsi on voit que f1 = f2. Soit
maintenant g : X ∧K G→ X ′ ∧K G un isomorphisme de G-torseurs faisant commuter
le diagramme

X ∧K G H

X ′ ∧K G H

g 1 (14)

où les morphismes horizontaux sont déduits de αX et α′X par la propriété universelle
du produit contracté. Une section locale du type x ∧ 1 de X ∧K G s’envoie donc
nécessairement vers une section locale de X ′∧K G qui peut s’écrire de manière unique
sous la forme x′ ∧ 1. En associant à une section locale x de X la section x′ ainsi
définie, on obtient un morphisme de K-torseurs X → X ′ qui induit g.

Il reste à montrer que ce foncteur est essentiellement surjectif. Soit P un G-torseur
et α : P ∧G H → H un isomorphisme de H-torseurs. Soit X le sous-faisceau de P
engendré par les sections locales de P s’envoyant sur 1 via le morphisme équivariant
P → H qui correspond à la trivialisation α. L’action de G sur P induit une structure
de K-torseur sur X telle que (X ∧K G,αX) ' (P, α).

�

1.1.2.6. Groupes algébriques. Soit k un corps.

Définition 1.3. Un groupe algébrique sur k est un objet en groupes dans la
catégorie des k-schémas de type fini.
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Proposition 1.1 ([18, Proposition 6.21.] ). Soit ϕ : G→ H un morphisme de
groupes algébriques affines. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) Le morphisme ϕ est fidèlement plat.
(2) Le morphisme de faisceaux de groupes induit par ϕ est surjectif.

Proposition 1.2 ([18, 6.23.] ). Soit ϕ : G → H un morphisme de groupes
algébriques où H est réduit. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) Le morphisme ϕ est fidèlement plat.
(2) Le morphisme ϕ est surjectif sur les espaces topologiques sous-jacents.

1.1.3. Frobenius. Supposons S de caractéristique p > 0 et soit X un S-schéma.
On considère le diagramme suivant :

X

X(p) X

S S

f

F

FX

pr

f

FS

où X(p) est le produit fibré X ×f,S,FS
S. Le morphisme F = (FX , f) est appelé

Frobenius relatif. C’est un homéomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents.

Exemple 1.1. Prenons S = SpecA et X = An
S . On a alors X(p) = An

S car
A[x1, ..., xn] ⊗FA

A ' A[x1, ..., xn]. Pour tout a ∈ A, la projection pr1 est donnée
par a 7→ ap et xi 7→ xi, i = 1, ..., n, le morphisme F est donné par a 7→ a et
xi 7→ xpi , i = 1, ..., n, L’image de F est F (A[x1, ..., xn]) = A[xp1, ..., x

p
n] ⊆ A[x1, ..., xn]

et A[x1, ..., xn] est libre sur A[xp1, ..., x
p
n] de base xi11 · ... · xinn avec ik = 0, ..., p − 1,

k = 1, ..., n.

Lemme 1.4. Soit X un schéma sur un corps k parfait de caractéristique p > 0. Si
X est réduit alors le Frobenius relatif F : X → X(p) est un épimorphisme.

Démonstration. Soient f1, f2 : X(p) → T deux morphismes de k-schémas tels
que f1 ◦ F = f2 ◦ F. Comme le corps k est parfait, la projection pr : X(p) → X
est un isomorphisme. Pour montrer que f1 = f2 il suffit donc de montrer que
f1 ◦ pr−1 = f2 ◦ pr−1 . Sur les espaces topologiques sous-jacents on a clairement
f1◦pr−1 = f2◦pr−1 puisque le Frobenius absolu est égal à l’identité et f1◦pr−1 ◦FX =
f2 ◦pr−1 ◦FX . Maintenant comme X est réduit, pour tout ouvert U de X le Frobenius
OX(U) → OX(U) est injectif, on en déduit que les morphismes sur les faisceaux
(f1 ◦ pr−1)∗ et (f2 ◦ pr−1)∗ sont égaux. On a donc bien f1 ◦ pr−1 = f2 ◦ pr−1 . �
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Soit G un S-schéma en groupes. Le Frobenius relatif F : G → G(p) est un
morphisme de schémas en groupes.

G

G(p) G

S S

F

FG

FS

Lemme 1.5. Soit P un G-torseur. Les G(p)-torseurs P ∧G G(p) et F ∗SP sont
isomorphes.

Démonstration. Le faisceau F ∗SP est représenté par P (p). Il suffit donc d’avoir
un isomorphisme de G(p)-torseurs P ∧G G(p) → P (p). Par la propriété universelle du
produit contracté il suffit d’avoir un morphisme F -équivariant P → P (p). Un tel
morphisme est donné par le Frobenius relatif, encore noté F, de P sur S. En effet,
cela provient du fait que le diagramme suivant

G× P G(p) × P (p)

P P (p)

F×F

a a

F

commute. �

1.2. Descente fppf de faisceaux quasi-cohérents

Soit S-un schéma et {fi : Si → S}i∈I une famille de morphismes vers S.

Définition 1.4. Une donnée de descente de faisceaux quasi-cohérents relativement
à la famille {fi : Si → S}i∈I est une donnée (F i, ϕij)i,j∈I où F i est un faisceau
quasi-cohérent sur Si et

ϕij : pr∗1 F i → pr∗2 F j

est un isomorphisme de OSi×SSj
-modules, tel que pour tout i, j, k ∈ I, le diagramme

de OSi×SSj×SSk
-modules suivant

pr∗1 F i pr∗3 F k

pr∗2 F j

pr∗12 ϕij

pr∗13ϕik

pr∗23ϕjk

commute. On appelle cette dernière condition la condition de cocycle.
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Définition 1.5. Un morphisme entre deux données de descente (F i, ϕij)i,j∈I et
(F ′

i, ϕ
′
ij)i,j∈I relativement à la famille de morphismes {fi : Si → S}i∈I est une famille

de morphismes de OSi
-modules ψi : F i → F ′

i telle que le diagramme suivant :

pr∗1 F i pr∗2 F j

pr∗1 F ′
i pr∗2 F ′

j

ϕij

pr∗1 ψi pr∗2 ψj

ϕ′ij

commute.

Un faisceau quasi-cohérent F sur S définit une donnée de descente pour toute
famille de morphismes {fi : Si → S}i∈I , il suffit de prendre F i := f ∗i F et ϕij
l’isomorphisme canonique pr∗1 f ∗i F i → pr∗2 f ∗j F j . Une donnée de descente de fais-
ceaux quasi-cohérents est dite effective si elle est isomorphe à une donnée de descente
provenant d’un faisceau quasi-cohérent sur S.

Théorème 1.1 ([8]). Soit S un schéma et {fi : Si → S}i∈I un recouvrement
fpqc de S. On a une équivalence entre faisceaux quasi-cohérents sur S et données de
descente de faisceaux quasi-cohérents relativement à {fi : Si → S}i∈I .

Lemme 1.6 ([24, Tag 05B2]). Soit S un schéma et {fi : Si → S}i∈I un recou-
vrement fpqc de S. Soit F un faisceau quasi-cohérent sur S tel que pour tout i ∈ I,
f ∗i F est localement libre de rang fini sur Si. Le faisceau F est alors localement libre
de rang fini sur S.

1.3. Descente le long d’un torseur

Voir [25] pour une référence sur la descente le long d’un torseur.
Soient S un schéma et G un schéma en groupes sur S. Soit X un G-torseur sur S

pour la topologie fppf et a : G×S X → X l’action de G sur X.

Définition 1.6. Un G-faisceau sur X est un couple (F , α) où F est un faisceau
quasi-cohérent sur X et α un isomorphisme de OX-modules

α : a∗F → pr∗2F

où pr2 est la seconde projection pr2 : G×S X → X, vérifiant les conditions suivantes :

http://stacks.math.columbia.edu/tag/05B2
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(1) le diagramme suivant de OG×SG×SX-modules commute

(1G × a)∗a∗F pr∗3F

(1G × a)∗ pr∗2F

(1G×a)∗α

(m×1X)∗α

pr∗23 α

sachant que (m× 1X)∗a∗F = (1G × a)∗a∗F et (1G × a)∗ pr∗2F = pr∗23 a
∗F .

(2) le morphisme (e× 1X)∗α : F → F est l’identité.

Remarque 1.1. La condition (2) est une conséquence de la condition (1) et du
fait que α est un isomorphisme. En effet, le morphisme (e, 1X) : X → G ×S X est
tel que a ◦ (e × 1X) = pr2 ◦(e × 1X) = IdX . Le morphisme (e × 1X)∗α est donc
un automorphisme de F . Pour voir que c’est l’identité on considère le morphisme
∆ = (e × e × 1X) : X → G ×S G ×S X et on tire en arrière le diagramme de la
condition (2), on trouve alors (e× 1X)∗α ◦ (e× 1X)∗α = (e× 1X)∗α, ce qui montre
que (e× 1X)∗α = IdF .

Remarque 1.2. La notion de donnée de descente définie dans (1.4) ne dépend pas
du choix des produits fibrés considérés. Dans le cas d’un G-torseur X sur S pour la
topologie fppf, on peut donc considérer les données de descente le long du morphisme
structurel X → S en utilisant l’isomorphisme (a, pr2) : G ×S X → X ×S X et
l’isomorphisme G×S G×SX → X ×SX ×SX donné par (g1, g2, x) 7→ (g1g2x, g2x, x).
Les morphismes

pr12, pr13 et pr23 : X ×S X ×S X → X ×S X

correspondent alors aux morphismes

1G × a,m× 1X et pr23 : G×S G×S X → G×S X

respctivement, et les morphismes

pr1, pr2 et pr3 : X ×S X ×S X → X

correspondent à

a ◦ (1G × a), pr2 ◦(1G × a) et pr3 : G×S G×S X → X

respectivement.

Lemme 1.7. Il existe une équivalence de catégories entre la catégorie des G-
faisceaux sur X et la catégorie des données de descente le long du morphisme X → S.
Si F est un G-faisceau, on notera pG∗ F le faisceau quasi-cohérent sur S obtenu via
la descente fppf de la donnée descente associée à F via cette équivalence.
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Démonstration. Se donner une donnée de descente relativement au morphisme
structurel X → S en utilisant les isomorphismes de la remarque (1.2) revient à se
donner un couple (F , ϕ) où F est un faisceau quasi-cohérent et ϕ un isomorphisme
de OG×SX-modules

ϕ : a∗F → pr∗2F
tel que le diagramme suivant de OG×SG×SX-modules

(1G × a)∗a∗F pr∗3F

(1G × a)∗ pr∗2F

(1G×a)∗ϕ

(m×1X)∗ϕ

pr∗23 ϕ

commute. Par définition d’un G-faisceau et par la remarque (1.1) le couple (F , ϕ)
est un G-faisceau. De même par définition un G-faisceau est une donnée de descente
relativement au morphisme structurel X → S en utilisant les isomorphismes de la
remarque (1.2)

�

1.4. Gerbes

Définition 1.7. Une gerbe sur un site S est un champ en groupoïdes C → S tel
que pour tout objet U de S :

(1) Il existe un recouvrement {Ui → U} tel que C(Ui) est non vide pour tout i.
(2) Pour tout x, y ∈ S(U), il existe un recouvrement {Ui → U} tel que x|Ui

' y|Ui

pour tout i.

Exemple 1.2 (Gerbe de torseurs). Soit G un faisceau de groupes sur le site fppf
d’un schéma S. On définit une catégorie G -Torseurs sur Sfppf comme suit :

• Les objets sont les couples (U,F) où U est un S-schéma et F un G |U -torseur
sur le site fppf de U.
• Un morphisme (U,F)→ (V,H) entre deux couples est donné par un couple

(f, ϕ) où f : U → V est un morphisme de S-schémas et ϕ : f−1H → F un
isomorphisme de G |U -torseurs.

Le foncteur
G -Torseurs→ Sfppf (15)

(U,F) 7→ U

est un champ en groupoïdes sur Sfppf : [24, Tag 04UK]. La catégorie fibre au-dessus
d’un S-schéma U est la catégorie des G |U -torseurs sur le site fppf de U. L’existence
du torseur trivial montre que la condition (1) de la définition d’une gerbe est vérifiée,
la seconde condition découle du fait que tout torseur est localement isomorphe au
torseur trivial. Le foncteur (15) définit donc une gerbe au dessus de Sfppf .

http://stacks.math.columbia.edu/tag/04UK
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Soit p : C → Sfppf une gerbe sur le site fppf d’un schéma S telle que C(S) est non
vide. Fixons un objet ξ ∈ C(S). Soit G := Aut(ξ) le faisceau de groupes sur Sfppf

défini par
T 7→ Aut(ξ|T ). (16)

Soit y ∈ C et U = p(y). On peut associer à y un G |U -torseur Isom(ξ|U , y) comme suit :
pour tout U -schéma f : T → U on pose

Isom(ξ|U , y)(T ) := Isom(ξ|T , f
∗y).

Soit s ∈ Isom(ξ|T , f
∗y) et g ∈ Aut(ξ|T ), on définit l’action de g sur s par g · s :=

s ◦ g−1. Si s′ est un autre isomorphisme dans Isom(ξ|T , f
∗y), il existe alors un unique

g ∈ Aut(ξ|T ) donné par s ◦ s′−1 tel que s = g · s′. Muni de cette action, et en utilisant
la condition (2) de la définition d’une gerbe, on voit que le faisceau Isom(ξ|U , y), est
un G |U -torseur sur le site fppf de U.

Lemme 1.8 ([16, Lemme 3.21]). Soit p : C → Sfppf une gerbe sur Sfppf telle que
C(S) est non vide. Fixons un objet ξ ∈ C(S). Soit G := Aut(ξ). Le foncteur

F : C → G -Torseurs

y 7→ (U, Isom(ξ|U , y))

où U = p(y), est une équivalence de catégories sur Sfppf .

Démonstration. Montrons d’abord que si x et y sont deux objets de la catégorie
fibre au dessus d’un S-schéma U et ϕ : Isom(ξU , y)→ Isom(ξU , x) est un isomorphisme
de G |U -torseurs, alors ϕ provient d’un unique isomorphisme x→ y au-dessus de U.
Soit ϕ un tel isomorphisme et {Ui → U} un recouvrement dans Sfppf trivialisant
Isom(ξU , y). Pour tout i soit si un isomorphisme dans Isom(ξ|Si

, y|Si
) et ti : x|Si

→ y|Si

l’isomorphisme donné par si ◦ ϕ(si)
−1. Les isomorphismes ti se recollent alors en un

unique isomorphisme t : x→ y au dessus de U induisant l’isomorphisme ϕ.
Montrons maintenant que F est pleinement fidèle. Soient x et y deux objets de C.

Notons U = p(x) et V = p(y). Soit (f, ϕ) un morphisme F (x)→ F (y) de sorte que
f : U → V est un morphisme de S-schémas et ϕ : f−1 Isom(ξ|V , y)→ Isom(ξ|U , x) est
un isomorphisme de G |U -torseurs. Le G |U -torseur f−1 Isom(ξ|V , y) est canoniquement
isomorphe au G |U -torseur Isom(ξ|U , f

∗y), l’isomorphisme ϕ vient donc d’un unique
isomorphisme θ : x → f ∗y dans C(U). Par la propriété universelle du morphisme
fortement cartésien f ∗y → y, le couple (f, θ) provient d’un unique morphisme ψ :
x→ y dans C.

Montrons que F est essentiellement surjectif. Soit (U, T ) dans G -Torseurs . Soit
{Ui → U} un recouvrement trivialisant T et fixons pour tout tout i, si dans T (Ui).
Pour tout i, j il existe une unique section gij ∈ Aut(ξ|Ui×UUj

) telle que si = gij · sj.
On obtient la donnée de descente suivante (ξUi

, gij), soit y l’objet dans C(U) obtenu
par le recollement de cette donnée de descente. Les G |U -torseurs T et Isom(x|U , y)
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sont alors isomorphes. D’après [10, Exposé VI Proposition 4.2] le foncteur F est donc
une équivalence de catégories sur Sfppf .

�



Chapitre 2

Torseurs et connexions

2.1. Généralités sur les connexions

Les définitions et résultats de cette section, consacrée à des rappels sur les
connexions, peuvent être trouvés dans [14], [12] et [5].

Fixons S un schéma et X un S-schéma lisse.

Définition 2.1. On appelle S-connexion, ou simplement connexion, sur un
faisceau quasi-cohérent E sur X la donnée d’un morphisme de faisceaux abéliens :

∇ : E → Ω1
X/S ⊗ E

tel que
∇(fe) = f∇(e) + df ⊗ e

pour toutes sections locales f et e de OX et E respectivement. Le noyau de ∇ est
appelé le faisceau des sections horizontales et est noté E ∇ .

Fixons pour le reste de cette section un faisceau quasi-cohérent E sur X, et ∇
une connexion sur E .

Exemple 2.1. Si E = O⊕nX alors la connexion ∇ est complètement déterminée
par l’image des vecteurs ei de la base canonique. En effet, pour toute section locale
f = (f1, ..., fn) de O⊕nX on a

∇(f) = (df1, ..., dfn) +
n∑
i=1

fi∇(ei).

Une telle connexion est notée d + Ω où Ω est la matrice n × n à coefficients dans
Γ(X,Ω1

X/S) donnée par les vecteurs ∇(ei).

La connexion (E ,∇) permet de définir des morphismes de faisceaux abéliens

∇i : Ωi
X/S ⊗ E → Ωi+1

X/S ⊗ E

par
∇i(ω ⊗ e) = dω ⊗ e+ (−1)iω ∧∇(e).

25
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Définition 2.2. La courbure de la connexion ∇, notée K(E ,∇), ou simplement
K si aucune confusion n’est possible, est le morphisme défini par

K(E ,∇) := ∇1 ◦ ∇ : E → Ω2
X/S ⊗ E .

La connexion ∇ est dite intégrable lorsque sa courbure est nulle.

Lemme 2.1. La courbure K : E → Ω2
X/S ⊗ E est un morphisme OX-linéaire.

Démonstration. Soient f et e des sections locales de OX et E respectivement.
Si ∇(e) =

∑
i ωi ⊗ ei alors

K(fe) = ∇1 (f∇(e) + df ⊗ e)

= ∇1

((∑
i

ωi ⊗ fei

)
+ df ⊗ e

)

=

(∑
i

dωi ⊗ fei − ωi ∧∇(fei)

)
− df ∧∇(e)

=
∑
i

dωi ⊗ fei − ωi ∧ f∇(ei)− ωi ∧ df ⊗ ei − df ∧ ωi ⊗ ei

=
∑
i

dωi ⊗ fei − ωi ∧ f∇(ei)

= fK(e)

�

Lemme 2.2 ([5, (3.2.2)]). Soit ∇ une connexion sur O⊕nX donnée par d + Ω où
Ω = (ωij)i,j=1..n. La courbure :

K(O⊕nX ,∇) : O⊕nX → (Ω2
X/S)⊕n

est donnée par la matrice dΩ+Ω∧Ω où dΩ = (dωij)i,j=1..n et Ω∧Ω est la matrice n×n
à coefficients dans Ω2

X/S dont le coefficient d’indice (i, j) est donné par
∑n

k=1 ωik∧ωkj.

Démonstration. Comme la courbure est un morphisme OX-linéaire il suffit de
vérifier que la i-ième composante du vecteurK(ej) est donnée par dωij+

∑n
k=1 ωik∧ωkj.

Soit (ei)i=1..n la base canonique de O⊕nX . Pour 1 ≤ j ≤ n on a ∇(ej) =
∑n

k=1 ωkj⊗ ek.
Par définition de la courbure on a donc
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K(ej) =
n∑
k=1

dωkj ⊗ ek −
n∑
k=1

ωkj ∧∇(ek)

=
n∑
k=1

dωkj ⊗ ek −
n∑
k=1

ωkj ∧ (
n∑
p=1

ωpk ⊗ ep)

=
n∑
k=1

dωkj ⊗ ek +
n∑

k,p=1

(ωpk ∧ ωkj)⊗ ep.

Ainsi on voit que la i-ième composante du vecteur K(ej) est dωij +
∑n

k=1 ωik ∧ ωkj.
�

Définition 2.3. On appelle faisceau tangent de X sur S et on note T X/S le
faisceau des S-dérivations de OX dans lui même. C’est un faisceau de f−1 OS-algèbres
de Lie. Comme OX-module ce faisceau est isomorphe au faisceau HomOX

(Ω1
X/S,OX).

Notons f : X → S le morphisme structurel. Pour tout faisceau quasi-cohérent E
sur X on note EndS(E ) le faisceau des f−1 OS-endomorphismes de E , qui est aussi
un faisceau de f−1 OS-algèbres de Lie. Pour une dérivation D de ∈ T X/S on note
∇(D) la composition :

∇(D) : E → Ω1
X/S ⊗ E → OX ⊗E = E ,

où le premier morphisme est ∇ et le second est D ⊗ 1.

Remarque 2.1. Comme X est lisse sur S, tout point de X possède un voisinage
ouvert U, avec des coordonnées locales x1, ..., xn, données par un S-morphisme étale
U → An

S. Notons pour i = 1..n, ∂i la dérivation ∂
∂xi
. Sur un tel ouvert toute dérivation

D s’écrit D =
∑

i fi∂i et, si e est une section locale de E sur U alors :

∇(e) =
∑
i

dxi ⊗∇(∂i)(e).

Lemme 2.3 ([14, §I]). Soit ∇̃ : T X/S → EndS(E ) un morphisme OX-linéaire tel
que pour toutes sections locales f , e et D de OX , E et T X/S respectivement on a :

∇̃(D)(fe) = f ∇̃(D)(e) +D(f)e.

Le morphisme de faisceaux abéliens donné localement, sur un ouvert avec des coor-
données locales x1, ..., xn, par

∇ : E → Ω1
X/S ⊗ E (17)

e 7→
∑
i

dxi ⊗ ∇̃(∂i)(e)
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définit une connexion sur E . De plus, toute connexion provient d’un unique tel
morphisme de OX-modules.

Démonstration. Vérifions que le morphisme donné dans (17) définit une connexion.
Soient f et e des sections locales de OX et E respectivement sur un ouvert avec des
coordonnées locales x1, ..., xn. On a

∇(fe) =
∑
i

dxi ⊗ ∇̃(∂i)(fe)

=
∑
i

dxi ⊗ f ∇̃(∂i)(e) +
∑
i

dxi ⊗ (∂if)e

= f∇(e) + df ⊗ e.

Soit maintenant∇ une connexion sur E . L’unique morphisme OX-linéaire ∇̃ induisant
∇ comme ci-dessus est donné par :

∇̃ : T X/S → EndS(E )

D 7→ ∇̃(D) := ∇(D).

On vérifie alors pour des sections f, e et D de OX , E et T X/S respectivement que

∇(D)(fe) = (D ⊗ 1)(∇(fe)) = (D ⊗ 1)(f∇(e) + df ⊗ e) = f∇(D)(e) +D(f)e.

�

Le lemme suivant est bien connu et permet de voir qu’une connexion est intégrable
précisément lorsque le morphisme associé ∇̃ : T X/S → EndS(E ) est un morphisme
d’algèbres de Lie.

Lemme 2.4 ([14, §I]). Pour toute paire de dérivations D,D′ dans T X/S on a :

[∇(D),∇(D′)]−∇([D,D′]) = (D ∧D′)(K).

Démonstration. Il suffit de montrer le lemme localement, supposons donc
que nous disposons d’un système de coordonnées locales x1, ..., xn. Soient e une
section locale de E , D =

∑
i fi∂i et D

′ =
∑

i f
′
i∂i deux dérivations de T X/S . Notons

ei := ∇(∂i)(e) et eij := ∇(∂i)(ej). On a alors

∇(e) = dxi ⊗
∑
i

∇(∂i)(e) =
∑
i

dxi ⊗ ei

K(e) =
∑
i<j

dxi ∧ dxj ⊗ (eij − eji)

(D ∧D′)(K)(e) =
∑
i<j

(fif
′
j − fjf ′i)(eij − eji),
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∇(D)(e) =
∑
i

fi(∇(∂i)(e)) =
∑
i

fiei

∇(D′) ◦ ∇(D)(e) =
∑
j

f ′j∇(∂j)(
∑
i

fiei)

=
∑
ij

f ′j(∂jfi)∇(∂i)(e) + f ′jfi∇(∂j)(∇(∂i)(e))

=
∑
ij

f ′j(∂jfi)ei + f ′jfieji,

(∇(D) ◦ ∇(D′)−∇(D′) ◦ ∇(D))(e) =
∑
ij

fj(∂jf
′
i)ei + fjf

′
ieji − f ′j(∂jfi)ei − f ′jfieji,

(D ◦D′ −D′ ◦D)(xi) = D(f ′i)−D′(fi) =
∑
j

fj(∂jf
′
i)− f ′j(∂jfi)

∇(D ◦D′ −D′ ◦D)(e) =
∑
i,j

fj(∂jf
′
i)ei − f ′j(∂jfi)ei

[∇(D),∇(D′)]−∇([D,D′])(e) =
∑
i,j

fj(∂jf
′
i)ei + fjf

′
ieji − f ′j(∂jfi)ei − f ′jfieji

−
∑
i,j

fj(∂jf
′
i)ei − f ′j(∂jfi)ei

=
∑
i,j

fjf
′
ieji − f ′jfieji =

∑
i<j

(fjf
′
i − f ′jfi)(eij − eji)

= (D ∧D′)(K)(e).

�

Corollaire 2.1. Une connexion ∇ est intégrable si et seulement si le morphisme
associé ∇̃ : T X/S → EndS(E ) est un morphisme d’algèbres de Lie.

Démonstration. D’après le lemme 2.4 il suffit de montrer que si (D∧D′)(K) = 0
pour toutes dérivations D et D′ de T X/S alors la courbure est nulle. On peut se
restreindre à un ouvert avec des coordonnées locales. Soit e une section de E sur un
tel ouvert. On a alors

K(e) =
∑
i<j

dxi ∧ dxj ⊗ eij

et donc pour tout i, j = 1, ..., n

(∂i ∧ ∂j)(K)(e) = eij = 0.

�
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Définition 2.4. Un morphisme horizontal entre deux OX-modules munis de
connexions (E ,∇) et (F ,∇′) est un morphisme OX-linéaire ϕ : E → F faisant
commuter le diagramme suivant

E F

E ⊗Ω1
X/S F ⊗Ω1

X/S.

ϕ

∇ ∇′

ϕ⊗1

Munis des morphismes horizontaux, les OX-modules quasi-cohérents avec S-
connexion forment une catégorie abélienne noté MC(X/S). La sous-catégorie pleine des
OX-modules avec connexion intégrable est une catégorie abélienne notée MIC(X/S),
[14, (1.1)].

Supposons maintenant S de caractéristique p > 0. Pour chaque D ∈ T X/S, g et h
sections de OX on a :

Dp(gh) = hDp(g) + gDp(h).

Ceci veut dire que Dp est une dérivation.
Définition 2.5. On appelle p-courbure d’une connexion (E ,∇) dans MIC(X/S)

le morphisme :
ψ : T X/S → EndS(E )

défini par
ψ(D) = (∇(D))p −∇(Dp).

Remarque 2.2. Pour toute sectionD de T X/S le morphisme ψ(D) est OX-linéaire,
voir [14, § 5], la p-courbure est donc un morphisme :

ψ : T X/S → EndX(E ).

Proposition 2.1 ([14, Proposition 5.2]). La p-courbure ψ est un morphisme
additif p-linéaire i.e. pour toutes sections f et D de OX et T X/S on a ψ(fD) =
fpψ(D).

Remarque 2.3. D’après la proposition 2.1 on peut voir la p-courbure comme un
morphisme OX-linéaire T X/S → FX∗ EndS(E ).

2.1.1. Descente de Cartier. Reprenons le diagramme

X

X(p) X

S S

F

FX

pr2

pr1

f

FS
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où S est de caractéristique p > 0 et f : X → S lisse. Soit (E ,∇) un faisceau quasi-
cohérent sur X muni d’une connexion intégrable de p-courbure nulle. Le faisceau
des sections horizontales E ∇ vu comme OX(p)-module est quasi-cohérent. Si F un
faisceau quasi-cohérent sur X(p), il existe une connexion canonique ∇can sur F ∗F
telle que F ⊂ (F ∗F )∇can . On a alors pour une section locale f ⊗ s de F ∗F où f
est une section locale de OX :

∇can(f ⊗ s) = ∇can(f(1⊗ s)) = f∇can(1⊗ s) + df ⊗ (1⊗ s) = df ⊗ (1⊗ s),

cette formule détermine ∇can de manière unique. La courbure

K(F ∗F ,∇can) : F ∗F → F ∗F ⊗Ω2
X/S

de ∇can associe à chaque section locale du type f ⊗ s de F ∗F la section nulle
d2f⊗(1⊗s)−df ∧∇can(1⊗s), la connexion ∇can est donc intégrable. Soit maintenant
D une dérivation de OX . Le OS-endomorphisme ∇can(D) de F ∗F envoie f ⊗ s sur
D(f)⊗ s, il s’ensuit donc clairement que la p-courbure de ∇can est nulle aussi.

On obtient donc une correspondance entre faisceaux quasi-cohérents sur X munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle, et faisceaux quasi-cohérents sur X(p).

Théorème 2.1 ([14, Theorem 5.1]). La correspondance décrite ci-dessus est une
équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur X(p)

et la sous-catégorie pleine de MIC(X/S) des OX-modules munis d’une connexion
intégrable de p-courbure nulle.

2.1.2. Opérateur de Cartier. On utilise [12] comme référence pour la notion
d’opérateur de Cartier. Soit S un schéma de caractéristique p et X un S-schéma. On
considère le diagramme :

X

X(p) X

S S

F

FX

pr2

W

f

FS

où W est la projection canonique.
Soit Ω•X/S le complexe de de Rham associé àX/S. La différentielle d : Ωi

X/S → Ωi+1
X/S

est OX(p)-linéaire, donc ZΩi
X/S := ker di et BΩi

X/S := im di−1 sont des OX(p)-modules.
D’après [14, 7.1] il existe un unique morphisme d’algèbres graduées :

C−1
X/S : Ω•X/S → W∗H

∗(Ω•X/S)
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donné par FX en degré 0 et tel que pour toute section locale f de OX :

C−1
X/S(df) = [fp−1df ] ∈ H1(Ω•X/S)

où [fp−1df ] désigne la classe de fp−1df dans H1(Ω•X/S). Par adjonction on a donc
aussi un morphisme :

C−1
X/S : W ∗Ω•X/S = Ω•X(p)/S → H∗(Ω•X/S).

donné par F en degré 0 et tel que :

C−1
X/S(W ∗(df)) = [fp−1df ]

pour toute section locale f de OX .

Théorème 2.2 ([14, Theorem 7.2]). Si X/S est lisse alors le morphisme C−1
X/S

est un isomorphisme.

Définition 2.6. Si X/S est lisse on appelle opérateur de Cartier le morphisme :

CX/S : Z(Ω•X/S)→ Ω•X(p)/S

dont le noyau est B(Ω•X/S) et qui est défini par l’inverse de C−1
X/S.

2.1.2.1. Calcul sur les 1-formes. On note

〈 , 〉 : Ω1
X/S × T X/S → OX

le morphisme de dualité. Pour tout ouvert U de X, ω ∈ ZΩ1
X/S(U) et D ∈ T X/S(U)

on a [12, (2.1.12)] :

F ]〈Cω,W ∗D〉 = 〈ω,Dp〉 −Dp−1(〈ω,D〉). (18)

Soient t1, ..., td ∈ OX(U) définissant un système de coordonnées locales et ∂1, ..., ∂d
les dérivations correspondantes. Les dti, i = 1, .., d forment une base de Ω1

X/S(U). Si

ω =
∑

aidti ∈ ZΩ1
X/S(U)

alors
Cω =

∑
ciW

∗(dti)

avec ci ∈ OX(p)(U) et, comme ∂pi = 0, 〈ω, ∂i〉 = ai et 〈Cω,W ∗∂i〉 = ci, alors :

F ](ci) = −∂p−1
i ai

ce qui détermine les ci car F ] est injectif.
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2.1.2.2. Lien avec la p-courbure. Soit ∇ une connexion sur OU où U est un ouvert
de X. On a pour toute section f de OU : ∇(f) = df + f∇(1). La connexion ∇ est
donc donnée de manière unique par ∇ = d+ ω où ω = ∇(1) ∈ Ω1

X/S(U).

Soit D ∈ T X/S . L’endomorphisme ∇(D) est la composée D ◦ ∇, on peut donc
écrire ∇(D) = D + 〈ω,D〉. La p-courbure ψ∇ et Cω sont reliés par la formule :

ψ∇(D) = La, (19)

où a = F ]〈W ∗ω − Cω,W ∗D〉, et La est la multiplication par a. En effet, il suffit de
montrer que :

(D + 〈ω,D〉)p = Dp + 〈ω,D〉p +Dp−1〈ω,D〉.
Or cette dernière égalité provient du lemme suivant :

Lemme 2.5 ([23, Corollaire de la proposition 4]). Soit A un anneau de carac-
téristique p > 0, D une dérivation de A, a ∈ A. Pour tout x ∈ A on note Lx la
multiplication par x. On a

(D + La)
p = Dp + Lap + LDp−1(a).

On termine cette section en donnant un résultat qui nous sera utile par la suite.

Théorème 2.3. [12, (2.1.17)] Soient U un ouvert de X, et ω ∈ Ω1
X/S(U) telle

que dω = 0. On a alors Cω = W ∗ω si et seulement s’il existe localement des sections
inversibles f de OX telles que ω = df/f.

2.2. Torseurs sous le noyau de Frobenius de certains groupes

2.2.1. Le groupe GLn. Soit X un schéma quelconque et QCoh le champ des
faisceaux quasi-cohérents sur le site Xfppf voir : [25] ou [24, Tag 03YL].

Définition 2.7. Soit n ∈ N . On note CGLn la sous-catégorie de QCoh telle que
les objets sont donnés par les couples (U,F ) où U est un X-schéma et F est un
faisceau localement libre de rang n sur U, et telle que un morphisme (U,F )→ (V,E )
est donné par un couple (f, ϕ) où f : U → V et ϕ : f ∗ E → F un isomorphisme de
OU -modules.

Lemme 2.6. La sous-catégorie CGLn de QCoh est un sous-champ qui définit une
gerbe sur Xfppf .

Démonstration. Il suffit de montrer que CGLn forme un champ sur Xfppf . Pour
cela il suffit de vérifier que la descente de faisceaux localement libres de rang n sur
un X-schéma relativement à un recouvrement fppf est un faisceau localement libre
de rang n, cela provient alors du lemme 1.6. �

http://stacks.math.columbia.edu/tag/03YL
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Le faisceau de groupes GLn sur Xfppf est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(O⊕nX ) sur le site Xfppf . On déduit donc du lemme 1.8 et du lemme 2.6 l’équivalence
suivante :

Lemme 2.7. La catégorie CGLn est équivalente à la catégorie GLn -Torseurs comme
gerbe sur Xfppf .

Supposons maintenant X lisse sur S = Spec k où k est un corps parfait de
caractéristique p > 0.

Lemme 2.8. Soit ∇ : O⊕nX → Ω1
X/S ⊗ O⊕nX une connexion sur O⊕nX , de matrice de

formes Ω. La connexion (O⊕nX ,∇) est isomorphe à (O⊕nX , d) si et seulement s’il existe
M ∈ GLn(X) telle que Ω = M−1dM, on dit alors que Ω est logarithmique.

Démonstration. Supposons que (O⊕nX ,∇) est isomorphe à (O⊕nX , d) via un
automorphisme f de O⊕nX faisant commuter le diagramme suivant

O⊕nX Ω1
X/S ⊗ O⊕nX

O⊕nX Ω1
X/S ⊗ O⊕nX .

∇

f Id⊗f

d

SoitM la matrice de l’automorphisme f et Ω la matrice des formes de la connexion ∇.
La commutativité du diagramme ci-dessus induit alors MΩ = dM d’où Ω = M−1dM.
Si maintenant M est une matrice comme dans le lemme alors l’automorphisme f
associé à cette matrice est horizontal et induit donc un isomorphisme (O⊕nX ,∇) '
(O⊕nX , d). �

La proposition suivante est un cas particulier de [20, Theorem 4.1].

Proposition 2.2. Une connexion ∇ sur O⊕nX est intégrable de p-courbure nulle
si et seulement si la matrice des formes Ω de la connexion ∇ est Zariski localement
de la forme M−1dM où M est une matrice inversible à coefficients dans OX , i.e. si
et seulement si Ω est localement logarithmique.

Démonstration. D’après le lemme 2.8 il suffit de montrer que ∇ est intégrable
de p-courbure nulle si et seulement si (O⊕nX ,∇) est localement isomorphe à (O⊕nX , d).

Supposons (O⊕nX ,∇) intégrable de p-courbure nulle. Le faisceau quasi-cohérent
(O⊕nX )∇ sur X(p) obtenu via descente de Cartier est localement libre, la connexion
canonique (F ∗(O⊕nX )∇,∇can) est donc localement triviale et isomorphe à la connexion
(O⊕nX ,∇), cette dernière est donc aussi localement triviale i.e. localement isomorphe
à (O⊕nX , d).

Comme les conditions intégrable et de p-courbure nulle sont locales, si (O⊕nX ,∇)
est localement triviale alors ∇ est intégrable de p-courbure nulle. �
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2.2.2. Le groupe Gm. Soit X un schéma lisse sur S = Spec k parfait de carac-
téristique p > 0. On considère la suite exacte :

0→ µp → Gm,X → G(p)
m,X → 0 (20)

où Gm,X → G(p)
m,X est le Frobenius relatif, et le diagramme :

X

X(p) X

S S.

F

FX

pr1

FS

La catégorie des µp-torseurs sur Xfppf est équivalente à la catégorie des couples
(L , α) où L est un faisceau inversible sur X et α : L ⊗p → OX une trivialisation de
L ⊗p, et tel qu’un morphisme entre deux couples (L , α) et (L ′, α′) est donné par un
isomorphisme ϕ : L → L ′ faisant commuter le diagramme suivant :

L ⊗p OX

(L ′)⊗p OX ,

α

ϕ⊗p

α′

(21)

[24, Tag 040Q]. On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.9. La catégorie des µp-torseurs sur Xfppf est équivalente à la catégorie
des couples (L , α) où L est un faisceau inversible sur X(p) et α : F ∗L → OX une
trivialisation de F ∗L , et telle qu’un morphisme entre deux couples (L , α) et (L ′, α′)
est donné par un isomorphisme ϕ : L → L ′ faisant commuter le diagramme suivant :

F ∗L OX

F ∗(L ′) OX .

α

F ∗ϕ

α′

(22)

Démonstration. Comme k est parfait la projection pr1 : X(p) → X est un
isomorphisme, de plus pour tout faisceau inversible L sur X on a L ⊗p ' F ∗X L , le
lemme découle alors de la caractérisation des µp-torseurs donnée plus haut. �

Le groupe H1
fppf(X,µp) s’identifie canoniquement au groupe des classes d’iso-

morphie des µp-torseurs sur Xfppf et ce dernier s’identifie au groupe des classes

http://stacks.math.columbia.edu/tag/040Q
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d’isomorphie des couples (L , α) données dans le lemme ci-dessus, on obtient donc
l’identification suivante :

H1
fppf(X,µp) ' {(L , α) | α : F ∗L → OX est un isomorphisme} (23)

où l’on note encore (L , α) la classe d’isomorphie du couple (L , α).

Proposition 2.3. Les classes d’isomorphie des µp-torseurs sur Xfppf sont en
bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle sur OX .

Démonstration. Soit (L , α) un couple comme dans le lemme 2.9. Le faisceau
L étant quasi-cohérent sur X(p), par le théorème de descente de Cartier 2.1 on peut
associer une unique connexion∇L à F ∗(L ) telle que L ' F ∗(L )∇L . L’isomorphisme
α : F ∗(L )→ OX nous permet de définir une connexion ∇(L ,α) sur OX en composant :

OX
α−1

−−→ F ∗(L )→ F ∗(L )⊗OX
Ω1
X/S

α⊗1−−→ OX ⊗OX
Ω1
X/S → Ω1

X/S.

Cette connexion ne dépend pas du représentant de la classe d’isomorphie de (L , α).
En effet, si ϕ : L → L ′ est un isomorphisme faisant commuter le diagramme

F ∗(L ) OX

F ∗(L ′) OX

α

F ∗ϕ 1

α′

il suffit de vérifier que le diagramme

F ∗(L ) F ∗(L )⊗OX
Ω1
X/S

F ∗(L ′) F ∗(L ′)⊗OX
Ω1
X/S

∇L

F ∗ϕ (F ∗ϕ)⊗1

∇L ′

commute, or cela provient du fait que F ∗ϕ induit un isomorphisme entre le faisceau
des sections horizontales de ∇L et celui de ∇L ′ et du théorème de descente de Cartier
2.1.

Soit maintenant ∇ une connexion intégrable de p-courbure nulle sur OX . On
associe à ∇ le couple (O∇X , α∇) où α∇ : F ∗(O∇X)→ OX est le morphisme naturel qui
est un isomorphisme par le théorème de descente de Cartier 2.1. Le faisceau O∇X est
inversible par le lemme 1.6 et par le fait que le Frobenius relatif est un recouvrement
fppf de X(p). Les deux applications que nous venons de construire sont inverses l’une
de l’autre. �

Nous retrouvons maintenant un résultat déjà connu, [17, chap III, Proposition
4.14], mais avec une preuve différente.
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Proposition 2.4. On a un isomorphisme de groupes

H1
fppf(X,µp) ' {ω ∈ Γ(X,Ω1

X/S) | dω = 0 et Cω = ω}

Démonstration. Les connexions sur OX sont données de manière unique par
les sections golbales Γ(X,Ω1

X/S), pour avoir une identification il suffit donc par le
lemme 2.3 de montrer qu’une connexion ∇ω est intégrable de p-courbure nulle si et
seulement si dω = 0 et Cω = ω. D’après le lemme 2.2 la connexion ∇ω est intégrable
si et seulement si dω = 0. D’après la proposition 2.2, ∇ω est de p-courbure nulle si et
seulement si ω est localement de la forme df/f pour des sections inversibles f dans
OX , donc par le théorème 2.3 si et seulement si Cω = ω 1.

�

2.2.3. Le groupe Tn. Soit X un schéma quelconque et n ∈ N . On note Tn le
sous-groupe de GLn des matrices triangulaires supérieures.

Définition 2.8. On appelle drapeau complet sur X une famille de faisceaux
quasi-cohérents (E i)i=1..n telle que pour tout i = 1..n− 1, E i est localement libre de
rang i, E i ⊆ E i+1 et E i+1 /E i est inversible. On note Dn le drapeau trivial donné par

OX ⊆ O⊕2
X ⊆ · · · ⊆ O⊕nX (24)

où chaque inclusion O⊕iX ⊆ O⊕i+1
X est donnée par l’inclusion sur les i premiers facteurs

de O⊕i+1
X .

Définition 2.9. • On note CTn(X) le groupoïde dont les objets sont les
drapeaux complets sur X, et tel que les morphismes entre deux drapeaux
complets (E i)i=1..n et (F i)i=1..n sont donnés par des (ϕi)i=1..n où les ϕi sont
des isomorphismes E i → F i compatibles avec les inclusions de (E i)i=1..n et
(F i)i=1..n.
• On note CTn la catégorie dont les objets sont les couples (U, (E i)i=1..n) où U
est un schéma sur X et (E i)i=1..n est un drapeau complet sur U, et tel que
les morphismes entre deux (U, (E i)i=1..n)) et (V, (F i)i=1..n)) sont donnés par
des couples (f, ϕ) où f est un morphisme U → V sur X et ϕ = (ϕ)i=1..n est
un morphisme f ∗(F i)i=1..n → (E i)i=1..n dans CTn(U).

On considère CTn comme catégorie sur Xfppf via le foncteur

CTn → Xfppf (25)
(U, (E i)i=1..n) 7→ U.

Lemme 2.10. La catégorie CTn est une catégorie fibrée en groupoïdes sur Xfppf .

1On écrit Cω = ω au lieu de Cω =W ∗ω dans le théorème 2.3.
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Démonstration. Soit (V, (E i)i=1..n) un objet dans CTn et f : U → V un mor-
phisme de X-schémas. Le morphisme (f, Id) : (U, f ∗(E i)i=1..n) → (V, (E i)i=1..n) est
fortement cartésien. En effet, pour tout objet (W, (F i)i=1..n) dans CTn , les morphismes

MorCTn ((W, (F i)i=1..n), (U, f ∗(E i)i=1..n))

sont donnés par

{(h, ϕ) | h ∈ MorX(W,U), ϕ ∈ MorCTn (W )(h
∗(f ∗(E i)i=1..n), (F i)i=1..n)} =

{(h, ϕ) | h ∈ MorX(W,U), ϕ ∈ MorCTn (W )(f ◦ h)∗(E i)i=1..n, (F i)i=1..n)} =

{((g, ϕ), h) | f ◦ h = g}
où (g, ϕ) ∈ MorCTn ((W, (F i)i=1..n), (V, (E i)i=1..n)), et h ∈ MorX(W,U). La catégorie
fibre au dessus d’un X-schéma U est donnée par le groupoïde CTn(U). D’après [24, Tag
003V] la catégorie CTn est donc une catégorie fibrée en groupoïdes sur Xfppf . �

Lemme 2.11. Se donner un drapeau complet sur X revient à se donner une suite
d’inclusions

E 1 ⊆ E 2 ⊆ · · · ⊆ E n

Zariski localement isomorphe à Dn i.e. Zariski localement il existe des isomorphismes
E i|U → O⊕iU faisant commuter le diagramme suivant

E 1|U E 2|U · · · E n|U

OU O⊕2
U · · · O⊕nU

pour des ouverts U recouvrant X.

Démonstration. Soit (E i)i=1..n un drapeau complet, montrons qu’il est Zariski
localement isomorphe à Dn. Par récurrence supposons que la propriété est vérifiée
pour n− 1. On considère le diagramme suivant sur un ouvert U de X assez petit

0 E n−1|U E n|U E n /E n−1 0

0 O⊕n−1
U O⊕nU O⊕nU /O⊕n−1

U 0,

' '

quitte à restreindre encore U il existe un isomorphisme E n|U → O⊕nU faisant commuter
le diagramme ci-dessus. �

Proposition 2.5. La catégorie CTn est une gerbe sur Xfppf .

http://stacks.math.columbia.edu/tag/003V
http://stacks.math.columbia.edu/tag/003V
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Démonstration. La catégorie CTn est un champ sur Xfppf via le théorème de
descente fppf de faisceaux quasi-cohérents 1.1, et du lemme 1.6. L’existence du drapeau
trivial et le lemme 2.11 montrent que CTn est une gerbe sur Xfppf . �

Lemme 2.12. Le faisceau de groupes Tn sur Xfppf est isomorphe au faisceau de
groupes des automorphismes de Dn.

Démonstration. En effet pour tout X-schéma Y le groupe Tn(Y ) est isomorphe
à Aut(Dn(Y )). �

Corollaire 2.2. La gerbe Tn -Torseurs est équivalente à la gerbe CTn sur Xfppf .

Démonstration. Découle du lemme 1.8. �

Supposons maintenant X lisse sur un schéma S = Spec k où k est un corps parfait
de caractéristique p > 0.

Définition 2.10. Une connexion (∇i)i=1..n sur un drapeau complet (E i)i=1,...,n sur
X est la donnée pour tout i = 1, ..., n d’une connexion ∇i sur chaque E i compatible
avec les inclusions E i ⊆ E i+1 . Elle est dite intégrable (resp. de p-courbure nulle) si
toutes les connexions ∇i sont intégrables (resp. de p-courbure nulle).

Remarque 2.4. Soit (O⊕iX ,∇′)→ (O⊕i+1
X ,∇) un morphisme dans MC(X/S) tel

que O⊕iX → O⊕i+1
X est donné par l’inclusion dans les i premiers facteurs. Si ∇ est

donnée par une matrice des formes Ω = (ωmn)m=1..i+1,n=1..i+1 alors la matrice des
formes de la connexion ∇′ sur O⊕iX est donnée par Ω1 = (ωmn)m=1..i,n=1..i.

Soit FTn le Frobenius relatif sur Tn et K = kerFTn .

Lemme 2.13. La catégorie des K-torseurs sur Xfppf est équivalente à la catégorie
des couples (E , α) où E est un drapeau complet sur X(p) et α : F ∗ E → Dn une
trivialisation de F ∗ E , et telle qu’un morphisme entre deux couples (E , α) et (E ′, α′)
est donné par un isomorphisme ϕ : E → E ′ faisant commuter le diagramme suivant :

F ∗ E Dn

F ∗(E ′) Dn

α

F ∗ϕ Id

α′

(26)

Démonstration. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des Tn-torseurs dans le corollaire 2.2 et du fait que la projection pr1 est un
isomorphisme car k est parfait. �

La proposition suivante est analogue à la proposition 2.3 pour les µp-torseurs.

Proposition 2.6. Les classes d’isomorphie de K-torseurs sur Xfppf sont en
bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle (∇i)i=1..n sur Dn.
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Démonstration. Soit ((E ′i)i=1..n, α) un K-torseur donné via l’équivalence du
lemme 2.13. Le drapeau (F ∗ E ′i)i=1..n sur X est muni d’une connexion canonique
par descente de Cartier, cette dernière détermine une connexion ∇ intégrable de
p-courbure nulle sur Dn via l’isomorphisme α.

Soit maintenant ∇ une connexion intégrable de p-courbure nulle sur Dn. La
connexion ∇ détermine un K-torseur via la descente de Cartier donné par le couple
(D∇n , α) où D∇n est donné par

O∇1
X ⊆ (O⊕2

X )∇2 ⊆ · · · ⊆ (O⊕nX )∇n

et α est donné par les isomorphismes canoniques αi : F ∗(O⊕iX )∇i → O⊕iX . �

Lemme 2.14. Les connexions intégrables de p-courbure nulle (∇i)i=1..n sur Dn

sont données par les connexions sur O⊕nX dont la matrice des formes Ω est localement
de la forme M−1dM où M ∈ Tn(X).

Démonstration. Analogue à la preuve de la proposition 2.2. �

2.2.4. Le groupe Ga. Soit X un schéma quelconque.

Définition 2.11. • On note CGa(X) le groupoïde dont les objets sont les
suites exactes dans QCoh(OX) de la forme

0→ OX → E → OX → 0,

qu’on notera simplement E a, et dont les morphismes E a → F a sont donnés
par les isomorphismes de OX-modules ϕ : E → F faisant commuter le
diagramme suivant

0 OX E OX 0

0 OX F OX 0.

Id ϕ Id

• On note CGa la catégorie dont les objets sont les couples (U,E a) où U est un
schéma sur X, E a est dans CGa(U), et dont les morphismes sont donnés par
des couples

(f, ϕ) : (U,E a)→ (V,F a)

où f : U → V est un morphisme sur X et ϕ : f ∗F a → E a un morphisme
dans CGa .(V )

On considère CGa comme une catégorie sur Xfppf via le foncteur

CGa → Xfppf (27)
(U,E a) 7→ U.
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On note O†X la suite exacte

0→ OX → O⊕2
X → OX → 0 (28)

où le morphisme OX → O⊕2
X est donné par x 7→ (x, 0) et OX → O⊕2

X est donné par
(x, y) 7→ y. Si f : U → V est un morphisme de schémas et E a ∈ CGa(V ), on note
f ∗ E a la suite exacte

0→ OU → f ∗ E → OU → 0

dans QCoh(OU).

Lemme 2.15. La catégorie CGa est une catégorie fibrée en groupoïdes sur Xfppf .

Démonstration. La preuve est la même que celle du lemme 2.10. �

Lemme 2.16. Soit U un X-schéma et U = {fi : Ui → U} un recouvrement
dans Xfppf . Le foncteur qui envoie un objet E a ∈ CGa(U) vers la donnée de descente
canonique associée relativement au recouvrement U est une équivalence de catégories.

Démonstration. Ce lemme découle de la descente fppf. Plus précisément une
donnée de descente (E a

i , ϕ
a
ij) dans CGa relativement au recouvrement U est donnée

de manière unique par une suite exacte de données de descente de faisceaux quasi-
cohérents relativement au recouvrement U du type

0→ (OUi
, can)→ (E i, ϕij)→ (OUi

, can)→ 0

où (OUi
, can) est la donnée de descente canonique associé à OU relativement au

recouvrement U . Le résultat s’ensuit alors par le théorème 1.1. �

Lemme 2.17. La catégorie CGa est une gerbe au-dessus de Xfppf .

Démonstration. Par le lemme [24, Tag 02ZF], le lemme 2.15 et le lemme 2.23
on voit que CGa est un champ en groupoïdes sur Xfppf . L’existence de la suite exacte
O†X donnée dans (28) montre que la condition (1) dans la définition d’une gerbe est
vérifiée. Soit maintenant (U,E a) un objet dans CGa donné par une suite exacte

0→ OU → E → OU → 0

dans QCoh(OU). La suite exacte ci-dessus est alors localement isomorphe à la suite
exacte (28) pour tout recouvrement affine de X, ce qui montre que la condition (2)
de la définition d’une gerbe est verifiée. �

Lemme 2.18. Le faisceau de groupes Ga est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(O†X) des automorphismes de O†X sur Xfppf .

Démonstration. Soit T un X-schéma. Un automorphisme de O†T dans CGa(T )

est donné par une matrice
(

1 a
0 1

)
où a ∈ Ga(T ). Le morphisme Ga → Aut(O†X)

http://stacks.math.columbia.edu/tag/02ZF
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qui envoie une section locale a vers
(

1 a
0 1

)
est un isomorphisme de groupes sur

Xfppf . �

On déduit du lemme 1.8, du lemme 2.17 et du lemme 2.18 l’équivalence

Lemme 2.19. La catégorie CGa et équivalente à la catégorie Ga -Torseurs comme
gerbe sur Xfppf .

Remarque 2.5. On déduit en particulier du lemme précédent que pour un X-
schéma U, on a une équivalence de catégories entre la catégorie CGa(U) et la catégorie
des Ga -Torseurs sur Ufppf .

Supposons maintenant X lisse sur un schéma S = Spec k où k est un corps parfait
de caractéristique p > 0. On procède dans cette section de manière analogue aux cas
précédents pour donner une caractérisation des αp-torseurs sur Xfppf . Considérons la
suite exacte

0→ αp → Ga
F−→ G(p)

a → 0

et le diagramme
X

X(p) X

S S.

F

FX

pr1

FS

Lemme 2.20. La catégorie des αp-torseurs sur Xfppf est équivalente à la catégorie
des couples (E a, α) où E a ∈ CGa(X

(p)) et α est une trivialisation de F ∗ E a dans
CGa(X) telle qu’un morphisme entre deux couples (E a, α) et (F a, β) est donné par
un morphisme ϕ : E a → F a dans CGa(X

(p)) faisant commuter le diagramme

F ∗ E a O†X

F ∗F a O†X

α

F ∗ϕ

β

(29)

Démonstration. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des Ga-torseurs dans le lemme 2.19 et du fait que la projection pr1 est un
isomorphisme car k est parfait. �

Le groupe H1
fppf(X,αp) s’identifie canoniquement au groupe des classes d’iso-

morphie des αp-torseurs sur Xfppf et ce dernier d’identifie au groupe des classes
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d’isomorphie des couples (E a, α) données dans le lemme ci-dessus, on obtient donc
l’identification suivante

H1
fppf(X,αp) ' {(E

a, α) | α : F ∗ E a → O†X est un isomorphisme} (30)

où l’on note encore (E a, α) la classe d’isomorphie du couple (E a, α).

Lemme 2.21. L’ensemble des classes d’isomorphie des αp-torseurs sur Xfppf est
en bijection avec l’ensemble des connexions intégrables de p-courbure nulle ∇ sur O⊕2

X

telles que les morphismes

(OX , d)→ (O⊕2
X ,∇)→ (OX , d)

sont horizontaux.

Démonstration. Soit (E a, α) un couple représentant une classe d’isomorphie
d’un αp-torseur sur Xfppf . La suite exacte E a donnée par

0→ OX(p) → E → OX(p) → 0

dans QCoh(OX(p)) induit via le théorème de descente de Cartier 2.1 une suite exacte

0→ (OX , d)→ (F ∗ E ,∇′)→ (OX , d)→ 0

dans MIC(X/S)ψ=0. En utilisant la trivialisation α, on obtient une suite exacte

0→ (OX , d)→ (O⊕2
X ,∇)→ (OX , d)→ 0

dans MIC(X/S)ψ=0. Par définition d’un isomorphisme entre deux couples (E a, α) et
(F a, β), la connexion ∇ sur O⊕2

X ne dépend pas du choix du représentant de la classe
d’isomorphie considérée. Dans le sens inverse, si ∇ est une connexion sur O⊕2

X comme
dans le lemme, alors par le théorème de descente de Cartier on obtient une suite
exacte

0→ OX(p) → (O⊕2
X )∇ → OX(p) → 0

notée (O†X)∇ dans QCoh(OX(p)) telle que F ∗(O†X)∇ est canoniquement isomorphe
à O†X via un isomorphisme qu’on note α∇, on obtient donc un couple ((O†X)∇, α∇)
représentant une classe d’isomorphie d’un αp-torseur. �

Comme pour le cas µp, nous retrouvons maintenant le résultat [17, chap III,
Proposition 4.14] pour le cas αp, via une preuve utilisant la descente de Cartier.

Proposition 2.7. On a un isomorphisme de groupes

H1
fppf(X,αp) ' {ω ∈ Γ(X,Ω1

X/S) | dω = 0 et Cω = 0}. (31)

Démonstration. A chaque connexion ∇ caractérisant une classe d’isomorphie
de αp-torseurs comme dans le lemme 2.21, on associe l’unique section localement
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exacte ω ∈ Γ(X,Ω1
X/S) telle que ∇ = ∇ω, où ∇ω est la connexion dont la matrice des

formes est donnée par

Ω =

(
0 ω
0 0

)
.

La connexion ∇ω est intégrable si et seulement si dω = 0. Il suffit maintenant de
montrer que ∇ω est de p-courbure nulle si et seulement Cω = 0, ou de manière
équivalente si et seulement si ω est localement exacte, en utilisant le lemme 2.18, et
de manière analogue à la preuve de la proposition 2.2, ∇ω est de p-courbure nulle si
et seulement s’il existe localement des sections M de GL2 de la forme(

1 f
0 1

)
telles que Ω = M−1dM. Cette dernière condition est équivalente à la condition ω
localement exacte.

�

2.2.5. Le groupe GmnGa. Soit X un schéma quelconque.

Définition 2.12. • On note CGa oGm(X) le groupoïde dont les objets sont
les suites exactes dans QCoh(OX) de la forme

0→ L → E → OX → 0

où L est un faisceau inversible, qu’on notera simplement E †, et dont les
morphismes ϕ† = (ϕ1, ϕ2) : E † → F † sont donnés par des isomorphismes de
OX-modules ϕ1 : L → L ′ et ϕ2 : E → F faisant commuter le diagramme

0 L E OX 0

0 L ′ F OX 0.

ϕ1 ϕ2 Id

Si f : U → V est un morphisme de schémas et E † ∈ CGa oGm(V ), on note
f ∗ E † la suite exacte

0→ f ∗L → f ∗ E → OU → 0

dans QCoh(OU).
• On note CGa oGm la catégorie dont les objets sont les couples (U,E †) où U
est un schéma sur X, E † est dans CGa oGm(U), et dont les morphismes sont
donnés par des couples

(f, ϕ†) : (U,E †)→ (V,F †)
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où f : U → V est un morphisme sur X et ϕ† : f ∗F † → E † un morphisme
dans CGa oGm(U).

On considère CGa oGm comme une catégorie sur Xfppf via le foncteur

CGa oGm → Xfppf (32)

(U,E †) 7→ U.

Lemme 2.22. La catégorie CGa oGm est une catégorie fibrée en groupoïdes sur Xfppf .

Démonstration. La preuve est la même que celle du lemme 2.10. �

Lemme 2.23. Soit U un X-schéma et U = {fi : Ui → U} un recouvrement dans
Xfppf . Le foncteur qui envoie un objet E † ∈ CGa oGm(U) vers la donnée de descente
canonique associée dans CGa oGm relativement au recouvrement U est une équivalence
de catégories.

Démonstration. Une donnée de descente (E †i , ϕ
†
ij) dans CGa oGm relativement

au recouvrement U est donnée de manière unique par une suite exacte de données de
descente de faisceaux quasi-cohérents relativement au recouvrement U du type

0→ (L i, ψij)→ (E i, ϕij)→ (OUi
, can)→ 0

où L i est un faisceau inversible pour tout i et (OUi
, can) est la donnée de descente

canonique associé à OS relativement au recouvrement U . Le résultat s’ensuit alors
par le théorème 1.1 et le lemme 1.6. �

Lemme 2.24. La catégorie CGa oGm est une gerbe au-dessus de Xfppf .

Démonstration. Par le lemme [24, Tag 02ZF], le lemme 2.15 et le lemme 2.23
on voit que CGa oGm est un champ en groupoïdes sur Xfppf . L’existence de la suite
exacte O†X donnée dans (28) montre que la condition (1) dans la définition d’une
gerbe est vérifiée. Soit maintenant (U,E †) un objet dans CGa oGm donné par une suite
exacte

0→ L → E → OU → 0

dans QCoh(OU). La suite exacte ci-dessus est alors isomorphe à la suite exacte O†U

0→ OU → O⊕2
U → OU → 0,

sur un recouvrement affine trivialisant L et E . La condition (2) de la définition
d’une gerbe est donc vérifiée. �

Lemme 2.25. Le faisceau de groupes GaoGm est isomorphe au faisceau de groupes
Aut(O†X) des automorphismes de O†X sur Xfppf .

http://stacks.math.columbia.edu/tag/02ZF
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Démonstration. Soit T un X-schéma. Soit ϕ† un automorphisme de O†T dans
CGa oGm(T ). Par définition ϕ† est la donnée d’un couple d’automorphismes (ϕ1, ϕ2)
faisant commuter le diagramme

0 OT O⊕2
T OT 0

0 OT O⊕2
T OT 0.

ϕ1 ϕ2 Id

Soit f ∈ Gm(T ) la section inversible induisant l’automorphisme ϕ1 et
(
a11 a12

a21 a22

)
la section globale de GL2(OT ) induisant l’automorphisme ϕ2. La commutativité
du premier carré du diagramme ci-dessus montre que a11 = f et a21 = 0. La
commutativité du second carré montre que a22 = 1. L’automorphisme ϕ† est donc

déterminé par une matrice
(
f a
0 1

)
qui induit l’automorphisme ϕ2 tel que f est la

section inversible induisant l’automorphisme ϕ1. Le morphisme GaoGm → Aut(O†X)

qui envoie une section locale (f, a) vers
(
f a
0 1

)
est un isomorphisme de faisceaux de

groupes sur Xfppf . �

On déduit du lemme 1.8, du lemme 2.24 et du lemme 2.25 l’équivalence

Lemme 2.26. La catégorie CGa oGm est équivalente à la catégorie GaoGm -Torseurs
comme gerbe sur Xfppf .

Remarque 2.6. On déduit en particulier du lemme précédent que pour un X-
schéma U, on a une équivalence de catégories entre la catégorie CGa oGm(U) et la
catégorie des GaoGm -Torseurs sur le site fppf du X-schéma U.

Supposons X lisse sur S = Spec k où k est un corps parfait de caractéristique
p > 0. On procède dans cette section de manière analogue au cas des µp-torseurs
et des αp-torseurs pour donner une caractérisation des µp n αp-torseurs sur Xfppf en
termes de formes différentielles. Considérons la suite exacte

0→ µp n αp → GmnGa
F−→ (GmnGa)

(p) → 0
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et le diagramme

X

X(p) X

S S.

F

FX

pr1

FS

Lemme 2.27. La catégorie des µp n αp-torseurs sur Xfppf est équivalente à la
catégorie des couples (E †, α) où E † ∈ CGa oGm(X(p)) et α : F ∗ E † → O†X une triviali-
sation de F ∗ E † dans CGa oGm(X) et telle qu’un morphisme entre deux couples (E †, α)
et (F †, β) est donné par un morphisme ϕ : E † → F † dans CGa oGm(X(p)) faisant
commuter le diagramme

F ∗ E † O†X

F ∗F † O†X

α

F ∗ϕ Id

β

(33)

dans CGa oGm(X(p)).

Démonstration. Cette caractérisation découle des lemmes 1.5, 1.3, de la carac-
térisation des GmnGa-torseurs dans le lemme 2.26 et du fait que la projection pr1

est un isomorphisme. �

Proposition 2.8. Les classes d’isomorphie de µpnαp-torseurs sur Xfppf sont en
bijection avec l’ensemble des connexions intégrables de p-courbure nulle ∇ sur O⊕2

X

dont la matrice des formes est du type(
ω ω′

0 0

)
.

Démonstration. Les classes d’isomorphie des µp n αp-torseurs sur Xfppf s’iden-
tifient aux classes d’isomorphie des couples (E †, α) données dans le lemme 2.27. Soit
(E †, α) un tel couple où E † est donné par

0→ L → E → OX(p) → 0.

Par l’équivalence de catégories du théorème de descente de Cartier 2.1, la suite exacte
E † correspond à une suite exacte

0→ (F ∗L ,∇′1)→ (F ∗ E ,∇′2)→ (OX , d)→ 0
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dans MIC(X/S)ψ=0. La trivialisation α : F ∗ E † → O†X permet de transférer ces
connexions à O†X et d’obtenir une suite exacte

0→ (OX ,∇1)→ (O⊕2
X ,∇2)→ (OX , d)→ 0 (34)

dans MIC(X/S)ψ=0. La connexion ∇2 est donnée par une matrice des formes

Ω =

(
ω ω′

0 0

)
,

telle que ∇1 = d+ ω. Par le théorème de descente de Cartier 2.1 les connexions ∇1

et ∇2 sont intégrables de p-courbure nulle. La connexion recherchée sur O⊕2
X est ∇2.

Soit maintenant ∇ une connexion intégrable de p-courbure nulle sur O⊕2
X dont la

matrice des formes est donnée par (
ω ω′

0 0

)
.

Le noyau du morphisme (O⊕2
X ,∇) → (OX , d) dans MIC(X/S)ψ=0 est donné par

(OX ,∇′) où ∇′ = d+ ω. On obtient une suite exacte

0→ (OX ,∇′)→ (O⊕2
X ,∇)→ (OX , d)→ 0,

et par descente de Cartier on a une suite exacte E † dans QCoh(OX(p))

0→ L → E → OX(p) → 0. (35)

Notons α l’isomorphisme naturel F ∗ E † → O†X donné par descente de Cartier. Le
couple (E †, α) est alors le µp n αp-torseur correspondant à ∇. �

Remarque 2.7. Nous reviendrons à la fin du chapitre 4 sur cet exemple, où nous
donnerons une description plus explicite des connexions intégrables de p-courbure
nulle données par des matrices des formes du type(

ω ω′

0 0

)
sur O⊕2

X .



Chapitre 3

Connexions sur les torseurs

On note dans ce chapitre X un schéma lisse sur S = Spec k où k est un corps.

3.1. Algébroïdes de Lie

Définition 3.1 ([3, 1.2]). On appelle algébroïde de Lie sur X la donnée d’un
faisceau quasi-cohérent L sur X, d’un morphisme OX-linéaire σ : L → T X/S appelé
ancre et d’un crochet k-linéaire [·] : L ⊗OS

L → L vérifiant les propriétés suivantes :
(1) (L , [·]) est un faisceau de OS-algèbres de Lie et σ est compatible avec les

crochets.
(2) pour toutes sections l1, l2 de L et f section de OX on a :

[l1, f l2] = f [l1, l2] + σ(l1)(f)l2.

On note L (0) le faisceau de OX-algèbres de Lie donné par kerσ.

Nous fixons pour le reste de cette section un algébroïde de Lie (L , σ, [·]) sur X.

Définition 3.2. On appelle connexion sur (L , σ, [·]) toute section OX-linéaire
s : T X/S → L de l’ancre σ : L → T X/S .

Lemme 3.1. Soit s une connexion sur (L , σ, [·]). Le morphisme :

T X/S ×T X/S → L (0) (36)
(D,D′) 7→ [s(D), s(D′)]− s([D,D′])

est OX-bilinéaire et antisymétrique.

Démonstration. La OX-bilinéarité découle d’un calcul direct et l’antisymmétrie
est claire par antisymmétrie du crochet de Lie. �

Définition 3.3. On appelle courbure d’une connexion s sur (L , σ, [·]) le mor-
phisme :

K(s) :
2∧
T X/S → L (0) (37)

D ∧D′ 7→ [s(D), s(D′)]− s([D,D′])

49
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induit via le lemme 3.1. Par dualité la courbure peut être vue comme une section
globale du faisceau Ω2

X/S ⊗OX
L (0) .

Proposition 3.1. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur k telle qu’il
existe un isomorphisme de OX-algèbres de Lie L (0) ' OX ⊗kg. Soit s : T X/S → L
une connexion telle que pour tout élément g de g et toute section D de T X/S on a
[s(D), 1⊗ g] = 0. Soit Ω ∈ HomOX

(T X/S,L (0)). Si car k 6= 2 on a alors :

K(s+ Ω) = K(s) + d Ω +
1

2
[·]Ω ∧ Ω (38)

dans H0(X,Ω2
X/S ⊗k g), où l’on considère Ω dans H0(X,Ω1

X/S ⊗k g).

Démonstration. Soit (gi)i=1,..,n une base de g. Notons Ω̃ l’élément de H0(X,Ω1
X/S⊗k

g) correspondant à Ω. Il existe alors une famille de 1-formes ωi sur X telles que
Ω̃ =

∑n
i=1 ωi ⊗ gi. Pour toute section D de T X/S, nous notons D̃ la section de

HomOX
(Ω1

X/S,OX) correspondante. Le morphisme Ω : T X/S → OX ⊗kg est alors
donné par D 7→

∑n
i=1 D̃(ωi)⊗ gi. On a alors pour toutes sections D et D′ de T X/S :

K(s+ Ω)(D ∧D′) = [(s+ Ω)(D), (s+ Ω)(D′)]− (s+ Ω)([D,D′]) (39)

=

[
s(D) +

n∑
i=1

D̃(ωi)⊗ gi, s(D′) +
n∑
i=1

D̃′(ωi)⊗ gi

]

− s([D,D′])−
n∑
i=1

˜[D,D′](ωi)⊗ gi.

D’après la condition (2) de la définition 3.1 on a pour tout i = 1, ..., n :

[s(D), D̃′(ωi)⊗ gi] = D̃′(ωi)[s(D), 1⊗ gi] + σ(s(D))(D̃′(ωi))⊗ gi
= D(D̃′(ωi))⊗ gi

car s est une section de σ et d’après les hypothèses de la proposition pour toutes
sections g de g et D de T X/S on a [s(D), 1⊗ g] = 0. Ainsi on a :[
s(D) +

n∑
i=1

D̃(ωi)⊗ gi, s(D′) +
n∑
i=1

D̃′(ωj)⊗ gj

]
= [s(D), s(D′)] +

n∑
i=1

D(D̃′(ωi))⊗ gi

−
n∑
i=1

D′(D̃(ωi))⊗ gi

+
n∑

i,j=1

D̃(ωi)D̃
′(ωj)⊗ [gi, gj].
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En remplaçant dans l’équation (39) on obtient :

K(s+ Ω)(D ∧D′) = K(s)(D ∧D′) +
n∑
i=1

D(D̃′(ωi))⊗ gi −
n∑
i=1

D′(D̃(ωi))⊗ gi (40)

+
n∑

i,j=1

D̃(ωi)D̃
′(ωj)⊗ [gi, gj]−

n∑
i=1

˜[D,D′](ωi)⊗ gi.

Comme Ω̃ =
∑n

i=1 ωi ⊗ gi dans H0(X,Ω1
X/S ⊗k g), on a :

[·]Ω̃ ∧ Ω̃ =
n∑

i,j=1

ωi ∧ ωj ⊗ [gi, gj]

et

d Ω̃ =
n∑
i=1

dωi ⊗ gi

dans H0(X,Ω2
X/S⊗kg). Ainsi en considérant

(
[·]Ω̃ ∧ Ω̃

)
et d Ω̃ dans HomOX

(
∧2 T X/S,OX ⊗kg)

on a : (
[·]Ω̃ ∧ Ω̃

)
(D ∧D′) =

n∑
i,j=1

˜(D ∧D′)(ωi ∧ ωj)⊗ [gi, gj] (41)

=
n∑

i,j=1

(
D̃(ωi)D̃

′(ωj)− D̃(ωj)D̃
′(ωi)

)
⊗ [gi, gj]

=2
n∑

i,j=1

D̃(ωi)D̃
′(ωj)⊗ [gi, gj]

et

(d Ω̃)(D ∧D′) =
n∑
i=1

˜(D ∧D′)(dωi)⊗ gi

=
n∑
i=1

D(D̃′(ωi))−D′(D̃(ωi))− ˜[D,D′](ωi)⊗ gi. (42)

Les équations (40), (41) et (42) donnent le résultat de la proposition. �

Supposons pour la suite de cette section car k = p > 0. On rappelle la définition
d’algèbre de Lie restreinte sur k :

Définition 3.4 ([13, Chapter V §7] ). Une algèbre de Lie restreinte (g, (·)[p]) sur
k est la donnée d’une algèbre de Lie g sur k et d’un morphisme (·)[p] : g→ g, appelé
puissance p-ième, tels que pour tout a ∈ k et x, y ∈ g on a :
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(1) (ax)[p] = apx[p]

(2) adx[p] = adpx
(3) (x+ y)[p] = x[p] + y[p] +

∑p−1
i=1 si(x, y)

où pour tout x ∈ g, adx : g→ g est donnée par y 7→ [x, y] et les si(x, y) sont tels que
adp−1

λx+y(x) =
∑p−1

i=1 isi(x, y)λi−1 où λ est une variable indéterminée.

Remarque 3.1. Les si(x, y) sont appelés polynômes de Lie universels en x et y,
voir [13, Chapter V §7].

Exemple 3.1. Soit A une k-algèbre associative. Munie du crochet donné par
[a, b] = ab− ba et du morphisme (·)[p] : A→ A donné par a 7→ ap l’algèbre A est une
algèbre de Lie restreinte. En particulier l’algèbre des dérivations de A est aussi une
algèbre de Lie restreinte où le morphisme puissance p-ième est donné par D 7→ Dp,
on a donc pour toutes dérivations D et D′ de A :

(D +D′)p = Dp +D′p +

p−1∑
i=1

si(D,D
′), (43)

voir [13, Chapter V §7].

Définition 3.5 ([15, Definition 4.2.] ). Un algébroïde de Lie restreint (L , σ, [·], (·)[p])
sur X est la donnée d’un algébroïde de Lie (L , σ, [·]) sur X et d’un morphisme
(·)[p] : L → L , appelé puissance p-ième, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) (L , (·)[p]) est un faisceau de OS-algèbres de Lie restreintes et σ commute
avec (·)p,

(2) pour toutes sections f de OX et l de L on a :

(fl)[p] = fpl[p] + σ(fl)p−1(f)l.

Fixons un algébroïde de Lie restreint (L , σ, [·], (·)[p]) sur X.

Définition 3.6. Une connexion sur (L , σ, [·], (·)[p]) est la donnée d’une connexion
sur l’algébroïde de Lie (L , σ, [·]). Soit s une telle connexion. On appelle p-courbure
de la connexion s le morphisme ψs donné par

T X/S → L (0) (44)

D 7→ s(D)[p] − s(Dp).

Proposition 3.2. Soit s une connexion intégrable sur (L , σ, [·], (·)[p]). La p-
courbure ψs : T X/S → L (0) est un morphisme p-linéaire i.e. ψs est un morphisme
additif tel que pour toute section f de OX on a :

ψs(fD) = fpψs(D).
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Démonstration. Soient D et D′ deux sections de T X/S . Comme (L , (·)[p]) est
un faisceau d’algèbres de Lie restreintes on a :

s(D +D′)[p] = (s(D) + s(D′))[p] = s(D)[p] + s(D′)[p] +

p−1∑
i=1

si(s(D), s(D′)). (45)

En appliquant maintenant s à l’équation (43) on obtient :

s((D +D′)p) = s(Dp) + s(D′p) +

p−1∑
i=1

s(si(D,D
′)). (46)

Comme la connexion s est intégrable, elle commute aux crochets. Par construction
des polynômes de Lie universels, on a pour tout i = 1, ..., p − 1, s(si(D,D

′)) =
si(s(D), s(D′)). D’après l’équation (46) on obtient :

s((D +D′)p) = s(Dp) + s(D′p) +

p−1∑
i=1

si(s(D), s(D′)). (47)

En soustrayant l’équation (47) à l’équation (45) on obtient l’aditivité de ψs.
Soit maintenant f une section de OX et D une section de T X/S . D’après la

condition (2) de la définition 3.5 on a :

s(fD)[p] = (fs(D))[p] = fps(D)[p] + σ(fs(D))p−1(f)s(D) (48)

= fps(D)[p] + (fD)p−1(f)s(D).

D’autre part d’après [14, (5.4.)] on a :

(fD)p = fpDp + (fD)p−1(f)D. (49)

Ainsi en appliquant s à l’équation (49) on obtient :

s((fD)p) = fps(Dp) + (fD)p−1(f)s(D). (50)

En soustrayant l’équation (50) à l’équation (48) on obtient la p-homogénéité de
ψs. �

3.2. Suite exacte d’Atiyah

Fixons pour le reste du chapitre G un schéma en groupes lisse affine sur k, et
p : P → X un G-torseur sur Xfppf . On note q le morphisme P → S.

On parlera dans la suite simplement de G-torseurs sans préciser la topologie pour
les G-torseurs sur le site fppf.

Pour toute représentation linéaire finie V de G, le faisceau quasi-cohérent q∗V est
muni d’une structure naturelle de G-faisceau de P sur X, voir [19, § 2.2].
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Définition 3.7. Soit Lie(G) la représentation adjointe de G. On note ad(P ) le
faisceau localement libre sur X obtenu par descente du G-faisceau q∗ Lie(G).

Lemme 3.2. Les modules des différentielles Ω1
P/S et Ω1

P/X sont munis d’une
structure de G-faisceau rendant la suite exacte :

0→ p∗Ω1
X/S → Ω1

P/S → Ω1
P/X → 0 (51)

une suite exacte de G-faisceaux.

Démonstration. Comme G est lisse, et que la propriété lisse est fppf locale,
P → X est lisse. L’exactitude de la suite (51) découle alors de [24, Tag 02K4]. Soit
α : GX ×X P → GX ×X P l’isomorphisme donné par (g, x)→ (g, gx). On considère
le diagramme suivant

GX ×X P GX ×X P P

GX X

α pr2

pr1

On a alors :

a∗Ω1
P/X ' α∗ pr∗2 Ω1

P/X ' α∗Ω1
GX×XP/G

' Ω1
GX×XP/G

' pr∗2 Ω1
P/X .

De la même manière on obtient un isomorphisme a∗Ω1
P/S ' pr∗2 Ω1

P/S sur G×S P. �

Lemme 3.3. Le G-faisceau q∗ Lie(G)∨ est isomorphe au G-faisceau Ω1
P/X .

Démonstration. On considère le diagramme suivant :

G G×S P P ×S P P

S P P X.

pr1

a×pr2

pr2

pr1

pr2
e

q

e′ ∆

On a alors :

q∗ Lie(G)∨ ' q∗e∗Ω1
G/S

' e′
∗
Ω1
G×SP/P

' ∆∗Ω1
P×SP/P

' Ω1
P/X .

�

Lemme 3.4 ([2, Theorem 1]). On a une suite exacte :

0→ ad(P )→ pG∗ T P/S → T X → 0. (52)

http://stacks.math.columbia.edu/tag/02K4
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Démonstration. Cette suite exacte est obtenue en utilisant l’isomorphisme du
lemme 3.3, puis en passant au dual la suite exacte obtenue par descente de G-faisceaux
de la suite exacte (51). �

Définition 3.8. On appelle suite exacte d’Atiyah associée au G-torseur P sur X
la suite exacte du lemme 3.4.

3.3. L’algébroïde de Lie définie par la suite exacte d’Atiyah

Définition 3.9. Une section D : OP → OP de T P/S est dite G-invariante si le
diagramme suivant commute :

OP OP

a∗(OG×SP ) a∗(OG×SP ).

D

a# a#

a∗(D⊗Id)

Lemme 3.5. Une section D : OP → OP de T P/S est G-invariante si et seulement
si le morphisme OP -linéaire correspondant D̃ : Ω1

P/S → OP est G-équivariant i.e. si
et seulement si D est une section de pG∗ T P/S .

Démonstration. Par adjonction D̃ est équivariante si et seulement si le dia-
gramme suivant est commutatif :

Ω1
P/S OP

a∗ pr∗2 Ω1
P/S a∗ pr∗2 OP

D̃

a∗ pr∗2 D̃

où les morphismes verticaux sont donnés par les structures de G-faisceaux de Ω1
P/S et

OP . Comme les morphismes sont OP -linéaires et Ω1
P/S est engendré Zariski-localement

par l’image de d : OP → Ω1
X/S il suffit de vérifier la commutativité sur l’image de d,

mais cela découle de la définition 3.9. �

Lemme 3.6. Notons σ le morphisme pG∗ T P/S → T X/S donné par la suite exacte
d’Atiyah associée au torseur P. Soit D une section de pG∗ T P/S . Il existe alors une
unique section pG∗D de T X/S faisant commuter le diagramme suivant :

p∗OP p∗OP

OX OX ,

p∗D

pG∗ D

p# p#
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le morphisme σ : pG∗ T P/S → T X/S est donné par D 7→ pG∗D.

Démonstration. Ce lemme découle des définitions et du lemme 3.5. �

Lemme 3.7. Le faisceau pG∗ T P/S est un faisceau d’algèbres de Lie tel que pour
toutes sections D1, D2 dans pG∗ TP/S la section [D1, D2] est définie via le crochet de
Lie du faisceau T P/S .

Démonstration. Il suffit de vérifier que si D1 et D2 sont des sections de pG∗ T P/S
alors [D1, D2] est aussi une section de pG∗ T P/S, or cela découle de la définition 3.9 et
du lemme 3.5. �

Proposition 3.3. Le faisceau pG∗ T P/S muni du morphisme σ : pG∗ T P/S → T X/S
et du crochet de Lie défini dans le lemme 3.7 est un algébroïde de Lie sur X.

Démonstration. D’après le lemme 3.7 pG∗ T P/S est un faisceau d’algèbres de Lie.
La compatibilité du morphisme σ : pG∗ T P/S → T X/S avec les structures d’algèbres de
Lie découle du lemme 3.6. Soit maintenant f une section de OX et D1 et D2 deux
sections de pG∗ T P/S, notons f ′ l’image de f dans p∗OP via p#, on a alors :

[D1, fD2] = [D1, f
′D2] (53)

= f ′[D1, D2] +D1(f ′)D2 (54)

or d’après le lemme 3.6 on a D1(f ′) = p#(pG∗D1(f)) où l’on note p#(pG∗D1(f)) l’image
de pG∗D1(f) via le morphisme structurel p#, ainsi :

[D1, fD2] = f ′[D1, D2] + p#(pG∗D1(f))D2 (55)
= f [D1, D2] + σ(D1)(f)D2. (56)

�

Lemme 3.8. Supposons car k = p > 0. Le faisceau pG∗ T P/S est muni d’un mor-
phisme puissance p-ième obtenu via le morphisme puissance p-ième (·)p : T P/S →
T P/S .

Démonstration. Il suffit de montrer que pour toute section D de pG∗ T P/S la
section Dp considérée dans T P/S est invariante, or cela découle de la définition 3.9 et
du lemme 3.5. �

Remarque 3.2. Supposons car k = p > 0. D’après l’exemple 3.1 le faisceau T P/S
est un faisceau d’algèbres de Lie restreintes.

Proposition 3.4. Si car k = p > 0 alors (pG∗ TP/S, σ, [·], (·)p) est un algébroïde de
Lie restreint sur X où (·)p est le morphisme puissance p-ième obtenu via le lemme
3.8.
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Démonstration. Le faisceau pG∗ TP/S muni du crochet de Lie et du morphisme
(·)p est un faisceau d’algèbres de Lie restreintes. En effet cela découle du lemme 3.8
et de la remarque 3.2. Soient maintenant f une section de OX et D une section de
pG∗ TP/S, on a alors :

(fD)p = (f ′D)p

= f ′pDp + (f ′D)p−1(f ′)D

= fpDp + (fpG∗D)p−1(f)D

= fpDp + σ(fD)p−1(f)D.

où f ′ est l’image de f dans p∗OP via p# et la deuxième égalité est un cas particulier
du lemme plus général [11, Lemma 1]. �

Définition 3.10. Une connexion sur le G-torseur P → X est une connexion sur
l’algébroïde (pG∗ T P/S, σ, [·]) i.e. une section :

s : T X → pG∗ T P/S (57)

de la suite exacte d’Atiyah associée à P. On note At(G,X) la catégorie des G-torseurs
avec connexion telle qu’un morphisme entre deux couples (P, s) et (P ′, s′) est donné
par un morphisme de G-torseurs P → P ′ faisant commuter le diagramme suivant :

T X/S pG∗ T P/S

pG∗ T P ′/S .

s

s′ (58)

Toute section σ : X → P définit une connexion sσ sur P. En effet, σ induit un
morphisme σ∗Ω1

P/S ' pG∗ Ω1
P/S → Ω1

X/S, puis une section sσ : T X/S → pG∗ T P/S . En
particulier, la section triviale e du torseur trivial définit une connexion se sur G×SX.
Si g est un élément de G(X), la section sg est l’unique section telle que le morphisme
Rg : (G×S X, se)→ (G×S X, sg) est un morphisme dans At(G,X).

Définition 3.11. Pour tout élément g de G(X) notons Ωg la section de H0(X,Ω1
X/S⊗k

Lie(G)) donnée par sg−1 − se. On définit l’application d log par :

d log : G(X)→ H0(X,Ω1
X/S ⊗k Lie(G)) (59)

g 7→ Ωg (60)

Lemme 3.9. Soit Ω ∈ H0(X,Ω1
X/S ⊗k Lie(G)). Il existe alors g ∈ G(X) tel que

Ω = Ωg si et seulement si (G×X, se + Ω) ' (G×X, se).
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Démonstration. Soit g ∈ G(X) tel que Ω = Ωg. On a un isomorphisme
Rg : (G×S X, sg−1)→ (G×S X, se), et se + Ω = se + sg−1 − se = sg−1 . D’autre part
si on a un isomorphisme (G×X, se + Ω) ' (G×X, se) il est de la forme Rg pour un
certain g ∈ G(X), on a donc se + Ω = sg−1 , ainsi Ω = sg−1 − se = Ωg. �

3.4. Courbure et p-courbure

Définition 3.12 (Courbure). On appelle courbure d’une connexion sur le torseur
P donnée par une section s la courbure de s vue comme connexion sur l’algébroïde
(pG∗ TP/S, σ, [·]), elle est donnée par le morphisme :

K(s) :
2∧
T X/S → ad(P ) (61)

D ∧D′ 7→ [s(D), s(D′)]− s([D,D′]).
La connexion s est dite intégrable lorsque la courbure K(s) est nulle. On note
At(G,X)K=0 la sous-catégorie pleine de At(G,X) des torseurs munis d’une connexion
intégrable.

Supposons maintenant k de caractéristique p > 0. Soit s : T X → pG∗ T P/S une
connexion intégrable sur P.

Définition 3.13 (p-courbure). On appelle p-courbure de la connexion s et on note
encore ψs la p-courbure de s vue comme connexion sur l’algébroïde de Lie restreint
(pG∗ T P/S, σ, [·], ()p), elle est donnée par le morphisme :

ψs : T X/S → ad(P ) (62)
D 7→ s(D)p − s(Dp).

On note At(G,X)K=ψ=0 la sous-catégorie pleine de At(G,X) des torseurs munis
d’une connexion intégrable de p-courbure nulle.

Lemme 3.10. La p-courbure ψs de la connexion s est un morphisme p-linéaire et
est à valeurs dans ad(P ).

Démonstration. Découle de la proposition 3.2 et de la proposition 3.3. �

3.5. Comparaison des connexions

Soit E un faisceau localement libre de rang n sur X et p : P → X un schéma sur
X représentant le GLn-torseur Isom(E ,O⊕nX ).

Remarque 3.3. Si P est un G-torseur quelconque alors pour tout faisceau
quasi-cohérent E sur X et tout G-faisceau F sur P on a :

HomG-eq(p∗ E ,F ) = HomOX
(E , pG∗ F ).
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Cette bijection est donnée via une factorisation par le morphisme naturel pG∗ F →
p∗F .

Lemme 3.11. Il existe un unique morphisme OS-linéaire :

pGLn
∗ O⊕nP → pGLn

∗ (Ω1
P/S ⊗OP

O⊕nP ) (63)

faisant commuter le diagramme suivant :

p∗O
⊕n
P p∗(Ω

1
P/S ⊗OP

O⊕nP )

pGLn
∗ O⊕nP pGLn

∗ (Ω1
P/S ⊗OP

O⊕nP ).

(64)

Démonstration. Un morphisme faisant commuter le diagramme ci-dessus est
unique s’il existe, il suffit donc de montrer l’existence d’un tel morphisme Zariski
localement. Comme E est localement libre, on peut supposer E = O⊕nX où dans ce cas
la structure de GLn-faisceau sur O⊕nP est triviale i.e. pGLn

∗ O⊕nP ' O⊕nX . On considère
maintenant le diagramme commutatif suivant :

p∗O
⊕n
P p∗(Ω

1
P/S ⊗ O⊕nP )

O⊕nX Ω1
X/S ⊗ O⊕nX

obtenu via la remarque 3.3, où les morphismes horizontaux sont donnés par les
dérivations canoniques. Le morphisme p∗Ω1

X/S → Ω1
P/S est GLn-équivariant, il induit

donc encore via la remarque 3.3 un morphisme Ω1
X/S → pG∗ Ω1

P/S, ce dernier induit le
diagramme commutatif suivant

p∗O
⊕n
P p∗(Ω

1
P/S ⊗ O⊕nP ) pGLn

∗ (Ω1
P/S ⊗ O⊕nP )

O⊕nX Ω1
X/S ⊗ O⊕nX

Le morphisme recherché dans le lemme est alors donné localement par le morphisme

O⊕nX → Ω1
X/S ⊗ O⊕nX → pGLn

∗ (Ω1
P/S ⊗ O⊕nP ).

�

Proposition 3.5. Il y a une correspondance entre connexions sur le faisceau
localement libre E et connexions sur le torseur P.
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Démonstration. Cette correspondance est donnée comme suit. Soit ∇ une
connexion sur P donnée par une rétraction s : Ω1

P/S → p∗Ω1
X/S. En composant

(s⊗ Id) ◦ d on obtient un morphisme

(s⊗ Id) ◦ d : O⊕nP → Ω1
P/S ⊗ O⊕nP → p∗Ω1

X/S ⊗ O⊕nP . (65)

Le lemme 3.11 montre que ce morphisme se descend en un morphisme OS-linéaire

∇′ : E → Ω1
X/S ⊗ E

qui est une connexion sur E .
Soit maintenant ∇ : E → Ω1

X/S ⊗ E une connexion sur E . L’image inverse de la
connexion ∇ est une connexion p∗∇ : O⊕nP → Ω1

P/S ⊗ O⊕nP sur O⊕nP car p∗ E ' O⊕nP .
La matrice des formes de p∗∇ définit un morphisme OP -linéaire GLn-équivariant
Mn(OP )→ Ω1

P/S qui définit une rétraction de la suite exacte

0→ ad(P )→ pG∗ T P/S → T X → 0,

et par conséquent une section définissant une connexion sur le GLn-torseur. �

3.6. Comparaison des courbures

D’après la définition 3.12 la courbure d’une connexion donnée par une section :

s : T X → pG∗ T P/S
sur le GLn-torseur P est le morphisme OX-linéaire

K(s) :
2∧
T X/S → ad(P ) = EndOX

(E ) (66)

D ∧D′ 7→ [s(D), s(D′)]− s([D,D′]).

Soit ∇ : E → Ω1
X/S ⊗E la connexion sur E associée à la connexion s sur le torseur P

via la proposition 3.5. Cette connexion est entièrement déterminée par le morphisme :

∇̃ : T X → EndS(E ).

D’après la preuve du corollaire 2.1 la courbure de la connexion ∇ est entièrement
déterminée par le morphisme :

K(∇) :
2∧
T X/S → EndOX

(E ) (67)

D ∧D′ 7→ K(D ∧D′) = [∇(D),∇(D′)]−∇([D,D′]).

Proposition 3.6. Les morphismes K(s) et K(∇) :
∧2 T X/S → EndOX

(E )
coincident.
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Démonstration. Il existe un morphisme L : pGLn
∗ T P/S → EndS(E ) compatible

avec les crochets de Lie et avec la puissance p-ième faisant commuter le diagramme
suivant :

EndS(E )

EndX(E ) pGLn
∗ T P/S T X .

L

s

∇̃
(68)

En effet, soit pGLn
∗ O⊕nP → pGLn

∗ (Ω1
P/S⊗OP

O⊕nP ) le morphisme du lemme 3.11. Comme
pGLn
∗ O⊕nP ' E , toute section de pGLn

∗ T P/S donnée par un morphisme équivariant
D : Ω1

P/S → OP induit un endomorphisme S-linéaire de E :

E → pGLn
∗ (Ω1

P/S)⊗OX
E

pGLn
∗ D⊗1−−−−−→ E .

On obtient un morphisme pGLn
∗ T P/S → EndS(E ) vérifiant les conditions du lemme.

La proposition découle de la commutativité du diagramme (68) et du fait que
L ◦ s = ∇̃. �

3.7. Changement de groupe

Soit G′ un schéma en groupes affine lisse sur k et G → G′ un morphisme de
schémas en groupes sur k. Soit P ′ = P∧GG′ le G′-torseur induit par P et le morphisme
G→ G′.

Lemme 3.12. Il existe des morphismes naturels pG∗ T P/S → pG
′
∗ T P ′/S, compatibles

avec les crochets de Lie et la puissance p-ième, et ad(P )→ ad(P ′), faisant commuter
le diagramme suivant :

0 ad(P ) pG∗ T P/S T X 0

0 ad(P ′) pG
′
∗ T P ′/S T X 0.

Id (69)

Démonstration. Notons h le morphisme naturel P → P ′. On a un diagramme
commutatif :

0 p∗Ω1
X/S Ω1

P/S Ω1
P/X 0

0 p∗Ω1
X/S h∗Ω1

P ′/S h∗Ω1
P ′/X 0.

Comme le morphisme h : P → P ′ est G → G′-équivariant le lemme découle du
diagramme ci-dessus par descente de G-faisceaux et du lemme 3.3. �
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Corollaire 3.1. Toute connexion sur le G-torseur P induit une connexion sur
le G′-torseur P ′.

Démonstration. Par définition une connexion sur P est donnée par une section
s : T X → pG∗ T P/S, la connexion sur P ′ induite par s est alors donnée par la section
s′ : T X → pG∗ T P/S → pG

′
∗ T P ′/S . �

Fixons une connexion s sur le G-torseur P.

Lemme 3.13. Soit K(s) :
∧2 T X/S → ad(P ) la courbure de la connexion s sur P.

La courbure de la connexion s′ sur P ′ induite par s est donnée par le morphisme
2∧
T X/S → ad(P )→ ad(P ′)

donné par la composée de la courbure K(s) de s et du morphisme ad(P )→ ad(P ′).

Démonstration. Découle immédiatement du diagramme (69) et de la définition
de la courbure d’une connexion sur un torseur. �

Lemme 3.14. Supposons s intégrable. Soit ψs : T X/S → ad(P ) la p-courbure de
la connexion s sur P. Alors la connexion s′ sur P ′ induite par s est intégrable et sa
p-courbure est donnée par le morphisme :

T X/S → ad(P )→ ad(P ′)

donné par la composée de la p-courbure ψs de s et du morphisme naturel ad(P )→
ad(P ′).

Démonstration. Découle immédiatement du diagramme (69) et de la définition
de la p-courbure d’une connexion sur un torseur. �

Lemme 3.15. Soit (P, s) ∈ At(G,P ). L’annulation de la courbure (resp. de la
p-courbure si s est intégrable) est une propriété étale locale.

Démonstration. Soit F = Ω2
X/S⊗OX

ad(P ) (resp. F = F ∗X(Ω1
X/S)⊗OX

ad(P )).
Comme F est quasi-cohérent le foncteur (f : X ′ → X) 7→ H0(X ′, f ∗F ) est un
faisceau sur Xet. De plus la formation des faisceaux Ω1

X/S et ad(P ) commutent aux
changements de bases étales, on a donc pour tout morphisme étale f : X ′ → X,
f ∗F = Ω2

X′/S ⊗OX′
ad(P ′). Le morphisme de restriction H0(X,F )→ H0(X ′, f ∗F )

envoie K(s) vers K(s′) (resp. ψs vers ψs′) où s′ est la connexion induite par s sur le
G-torseur P ′ → X ′. �



Chapitre 4

Descente de Cartier et les torseurs sous les noyaux de
Frobenius

Soit G un schéma en groupes affine sur un corps k, et X un schéma sur S = Spec k.
Dans ce chapitre nous allons utiliser l’équivalence entre G-torseurs et foncteurs fibre
sur la catégorie des représentations Repk(G) de G, puis utiliser cette équivalence pour
généraliser la notion de connexion sur les torseurs.

4.1. Foncteurs fibre et torseurs

Soit C une catégorie et ⊗ : C × C → C, (X, Y ) 7→ X ⊗ Y un foncteur.

Définition 4.1 ([6, 1.1.]). On dit que (C,⊗) est une catégorie tensorielle si le
foncteur ⊗ est muni de contraintes d’associativité et de commutativité φ et ψ données
par des isomorphismes fonctoriels :

φX,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z)→ (X ⊗ Y )⊗ Z
ψX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X

vérifiant des axiomes de cohérence : voir [6].

Définition 4.2. Soit (C ′,⊗) une catégorie tensorielle. Un foncteur tensoriel
(C,⊗)→ (C ′,⊗) est la donnée d’un couple (F, c) où F est un foncteur F : C → C ′,
et pour tout X, Y objets de C, cX,Y : F (X)⊗F (Y )→ F (X⊗Y ) est un isomorphisme
fonctoriel satisfaisant certaines conditions de compatibilité : voir [6, Définition 1.8].

On note Vec(X) la catégorie des faisceaux localement libres de rang fini sur X.

Définition 4.3. On appelle foncteur fibre de la catégorie Repk(G) sur X, ou
simplement foncteur fibre sur X, tout foncteur tensoriel k-linéaire exact :

η : Repk(G)→ QCoh(X)

à valeurs dans Vec(X). On note Fib(Repk(G),QCoh(X)) la catégorie des foncteurs
fibre sur X. Pour tout morphisme u : T → X on note u∗η le foncteur fibre sur T
obtenu en composant η et u∗ : QCoh(X)→ QCoh(T ).

Remarque 4.1. (1) Tout foncteur tensoriel k-linéaire exact η : Repk(G)→
QCoh(X) est à valeurs dans Vec(X), voir [19, § 2.2].

63
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(2) Toute transformation tensorielle entre foncteurs fibre est un isomorphisme
i.e. si η′ est un autre foncteur fibre sur X alors Hom⊗(η, η′) = Isom⊗(η, η′),
voir [18, Proposition 1.13.]

Définition 4.4. Soient η et η′ deux foncteurs fibre sur X. On note Hom⊗(η, η′)
le faisceau sur Xfppf donné par u : T → X 7→ Hom⊗(u∗η, u∗η′) = Isom⊗(u∗η, u∗η′).

Proposition 4.1 ([6, Proposition 2.8.] ). Soit ω : Repk(G)→ Veck le foncteur
oubli obtenu en associant à chaque représentation de G le k-espace vectoriel sous-jacent.
Le faisceau de groupes donné par Aut⊗(ω) est isomorphe à G.

Notons encore ω le foncteur obtenu en composant le foncteur oubli Repk(G)→
Veck et le foncteur Veck → QCoh(X). Soit η un foncteur fibre sur X. D’après la
remarque 4.1 le faisceau Hom⊗(η, ω) est un torseur sous le groupe Aut⊗(ω), donc par
la proposition 4.1 un torseur sous le groupe G.

Soit maintenant p : P → X un G-torseur sur X. Pour toute représentation V de
G, le faisceau quasi-cohérent p∗V est muni d’une structure naturelle de G-faisceau
sur P → X. Notons VP le faisceau quasi-cohérent sur X descendu du G-faisceau p∗V.
On obtient un foncteur ηP associé au torseur P :

ηP : Repk(G)→ QCoh(X) (70)
V 7→ VP .

Le foncteur ηP est un foncteur fibre sur X, voir [19, § 2.2.].

Théorème 4.1. La correspondance décrite ci-dessus définit une équivalence de
catégories

φ : G -Torseurs /X → Fib(Repk(G),QCoh(X)) (71)
P 7→ ηP

de quasi-inverse :

ψ : Fib(Repk(G),QCoh(X))→ G -Torseurs /X (72)

η 7→ Hom⊗(η, ω)

entre la catégorie des G-torseurs sur X et la catégorie des foncteurs fibre sur X.

Démonstration. Voir [19, Proposition 2.9] ou [6, Theorem 3.2]. �

4.2. Connexion sur un foncteur fibre

L’équivalence de catégories donnée par le théorème 4.1 permet de donner une
autre définition de la notion de connexion sur un torseur :
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Définition 4.5. On appelle foncteur fibre à connexion sur X tout foncteur
tensoriel k-linéaire exact :

η : Repk(G)→ MC(X).

On note Tan(G,X) la catégorie des foncteurs fibre à connexion sur X et Tan(G,X)K=0

(resp. Tan(G,X)K=ψ=0) la sous-catégorie pleine de Tan(G,X) des foncteurs fibres à
connexion sur X à valeurs dans MIC(X) (resp. MIC(X)ψ=0).

Remarque 4.2. En composant un foncteur fibre à connexion Repk(G)→ MC(X)
avec le foncteur oubli MC(X)→ QCoh(X) on obtient un foncteur fibre sur X comme
défini dans 4.3.

Supposons pour le reste de cette section G lisse sur k. Soient (P, s) un objet de
At(G,X). Soit V une représentation de dimension finie de G donnée par un morphisme
α : G→ GL(V ), et PV le GL(V )-torseur donné par P ∧GGL(V ). D’après le corollaire
3.1 la connexion s sur P induit une connexion sV sur PV . Comme V est de dimension
finie, d’après la proposition 3.5, le GL(V )-torseur à connexion (PV , sV ) correspond à
un faisceau localement libre de rang fini muni d’une connexion (E V ,∇V ). On peut
donc associer au couple (P, s) le foncteur :

η(P,s) : Repk(G)→ MC(X) (73)
V 7→ (E V ,∇V ).

Lemme 4.1. Soit (P, s) ∈ At(G,X). La connexion s est de courbure (resp. p-
courbure) nulle si et seulement si pour toute représentation G→ GL(V ) la connexion
s∧G GL(V ) sur P ∧G GL(V ) induite par changement de groupe est de courbure (resp.
p-courbure) nulle.

Démonstration. Si la connexion s est intégrable (resp. de p-courbure nulle) alors
le résultat découle du lemme 3.13 (resp. du lemme 3.14). Dans le sens inverse comme
G est lisse et affine sur k c’est un groupe algébrique affine sur k, il admet donc une
représentation fidèle α : G→ GL(V ). Notons PV le GL(V )-torseur P ∧G GL(V ). La
représentation α induit un morphisme ad(P )→ ad(PV ), et par suite des morphismes :

HomOX
(

2∧
T X/S, ad(P ))→ HomOX

(
2∧
T X/S, ad(PV )) (74)

et
HomOX

(F ∗X T X/S, ad(P ))→ HomOX
(F ∗X T X/S, ad(PV )). (75)

Comme α est fidèle les morphismes (74) et (75) sont des monomorphismes, si s ∧G
GL(V ) est intégrable (resp. de p-courbure nulle) il s’ensuit alors que s est aussi
intégrable (resp. de p-courbure nulle). �
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Proposition 4.2. Le foncteur donné par :

Φ : At(G,X)→ Tan(G,X) (76)
(P, s) 7→ η(P,s)

est une équivalence de catégories. De plus pour un couple (P, s) ∈ At(G,X) la
connexion s est intégrable (resp. de p-courbure nulle) si et seulement si η(P,s) est à
valeurs dans MIC(X) (resp. MIC(X)ψ=0).

Démonstration. On construit un quasi-inverse de Φ. Soit η ∈ Tan(G,X) i.e. η
est un foncteur tensoriel k-linéaire exact Repk(G)→ MC(X). En composant avec le
foncteur oubli MC(X)→ QCoh(X) on obtient un foncteur tensoriel k-linéaire exact
η0 : Repk(G)→ QCoh(X) i.e. un foncteur fibre sur X, notons p : P → X le G-torseur
correspondant via le théorème 4.1.

On adjoint maintenant à P une connexion en construisant une sectionG-équivariante
du morphisme TP/S → P ×X TX/S correspondant au morphisme de faisceaux
T P/S → p∗ T X/S de la suite exacte d’Atiyah associée au torseur P. Considérons
pour cela le diagramme suivant :

T

TP/S P ×X TX/S

X

(t,v)

u

s(t,v)

(77)

où l’on va associer à chaque morphisme (t, v) : T → P ×X TX/S un morphisme
s(t, v) : T → TP/S qui va déterminer une section du morphisme TP/S → P ×X TX/S.

Soit ω : Repk(G)→ QCoh(X) le foncteur obtenu en composant le foncteur oubli
Repk(G)→ Veck et le foncteur Veck → QCoh(X). Par construction du torseur P la
section t ∈ P (T ) est un isomorphisme dans Isom⊗(u∗η0, u

∗ω).
Soit (t, v) : T → P ×X TX/S un morphisme comme dans le diagramme (77). Par

définition de l’espace tangent on a TX/S(T ) = X(T [ε]) où T [ε] = SpecT (OT [ε]/ε2),
ainsi v définit un morphisme T [ε] → X que l’on note encore v. Pour construire
s(t, v) : T → TP/S comme dans le diagramme (77) il suffit d’avoir un morphisme
T [ε]→ P i.e. un isomorphisme w ∈ Isom⊗(v∗η0, v

∗ω) tel que i∗w = t où i∗ est donné
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comme dans le diagramme suivant :

QCoh(T [ε])

Repk(G) QCoh(X) QCoh(T )

i∗

v∗ω

v∗η0

u∗ω

u∗η0

ω

η0

u∗

v∗
w

t

(78)

On construit w de la manière suivante, soit V une représentation de G donnée par
un morphisme G → GL(V ), η(V ) est alors donné par un faisceau localement libre
muni d’une connexion (E V ,∇V ) qui correspond d’après la proposition 3.5 à un GL(V )-
torseur muni d’une connexion (PV , sV ). Le torseur PV est donné par P ∧G GL(V ) et
représente le faisceau Isom(E V ,OX ⊗V ) sur X. Considérons le diagramme suivant :

T

TPV /S PV ×X TX/S

X.

(tV ,v)

u

sV (tV ,v)

sV

(79)

Le morphisme sV (tV , v) : T → TPV /S est défini par un morphisme T [ε] → PV , qui
correspond à une section de PV = Isom(E V ,OX ⊗V ) sur T [ε], donc à un isomorphisme
v∗ E V → v∗OX ⊗V = OT [ε]⊗V qui est l’isomorphisme recherché. On obtient un
foncteur :

Ψ : Tan(G,X)→ At(G,X). (80)

Pour voir que Ψ et Φ sont quasi-inverses, notons pour tout η ∈ Tan(G,X), η0

le foncteur fibre sur X obtenu en composant η avec le foncteur oubli MC(X) →
QCoh(X). Soit η ∈ Tan(G,X) et (P, s) = Ψ(η) ∈ At(G,X). Par construction de Φ
le torseur P est isomorphe à ψ(η0) où ψ est le foncteur défini dans le théorème 4.1.
Comme (P, s) ∈ At(G,X), alors η(P,s)0

est donné par φ(P ) où φ est le quasi-inverse
de ψ donné dans le théorème 4.1. Il suffit maintenant de montrer que les foncteurs Φ
et Ψ préservent les connexions, or cela découle de la construction de Φ et Ψ et de la
proposition 3.5.

La deuxième partie de la proposition découle du lemme 4.1 et de la proposition
3.5.

�
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4.3. Horizontalité de la p-courbure

Supposons G lisse sur k. Soient (P, s) ∈ At(G,X) un G-torseur muni d’une
connexion intégrable s et η(P,s) ∈ Tan(G,X) le foncteur fibre à connexion associé via
la proposition 4.2. Notons (E ,∇) le faisceau localement libre muni d’une connexion
intégrable donné par l’image de la représentation adjointe via η(P,s) i.e. (E ,∇) =
η(P,s)(Lie(G)). Par définition ad(P ) est isomorphe à E , on peut donc le munir de
la connexion ∇. Soit ψs : T X/S → FX∗ ad(P ) la p-courbure de la connexion s. Par
adjonction on peut voir ψs comme un morphisme OX-linéaire F ∗X T X/S → ad(P ). Le
faisceau F ∗X T X/S est alors muni d’une connexion canonique ∇can.

Proposition 4.3. La p-courbure ψs : F ∗X T X/S → ad(P ) est un morphisme
horizontal si l’on munit F ∗X T X/S de la connexion ∇can et ad(P ) de la connexion ∇,
comme définis ci-dessus.

Démonstration. Comme G est affine et lisse, c’est un groupe algébrique affine
sur k, il admet donc une représentation fidèle α : G → GL(V ). Soit (E V ,∇V ) =
η(P,s)(V ). La représentation α induit un morphisme Lieα : LieG ↪→ Lie GL(V ) =
End(V ) et un diagramme :

ad(P ) EndOX
(E V )

F ∗ T X/S
ψs ψ∇V

(81)

où ψ∇V
est la p-courbure de la connexion ∇V . Le diagramme ci-dessus est commutatif

par le lemme 3.13 et la proposition 3.6. Le morphisme ad(P ) → EndOX
(E V ) est

horizontal car c’est l’image par η(P,s) du morphisme Lieα : LieG→ End(V ). Il suffit
maintenant de montrer que ψ∇V

est un morphisme horizontal, or cela découle de
[14, 5.2.3]. �

Supposons P trivial, ou G commutatif, de sorte que ad(P ) ' OX ⊗k Lie(G). Une
conséquence de la proposition ci-dessus est que par descente de Cartier la p-courbure
ψs vue comme section globale de F ∗Ω1

X(p)/S
⊗kLie(G) se descend en une section globale

de Ω1
X(p)/S

⊗k Lie(G) sur X(p). Nous pouvons alors donner la définition suivante :

Définition 4.6. On appelle application p-courbure associée au G-torseur trivial
l’application définie par :

ψ : H0(Ω1
X/S ⊗k Lie(G))K=0 → H0(Ω1

X(p)/S ⊗k Lie(G)) (82)

Ω 7→ ψse+Ω. (83)

où H0(Ω1
X/S ⊗k Lie(G))K=0 désigne l’ensemble des éléments Ω de H0(Ω1

X/S ⊗k Lie(G))
tels que la connexion se + Ω est intégrable.
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4.4. Descente de Cartier pour les torseurs

Supposons G et X lisses sur k et car k = p > 0. On considère le diagramme
suivant :

X

X(p) X

S S.

F

FX

pr1

FS

Lemme 4.2. Pour tout G-torseur P sur X(p) le G-torseur P ×X(p) X sur X est
muni d’une connexion canonique scan.

Démonstration. Soient p : P → X(p) un torseur sur X(p) et q : P ′ = P ×X(p)

X → X le torseur sur X obtenu via le Frobenius relatif. On considère le diagramme
commutatif suivant :

0 ad(P ′) qG∗ (T P ′/S) T X/S 0

0 F ∗ ad(P ) F ∗pG∗ (T P/S) F ∗ T X(p)/S 0.

∼ 0 (84)

Comme le morphisme T X/S → F ∗ T X(p)/S est nul, le morphisme qG∗ (T P ′/S) →
F ∗pG∗ (T P/S) se factorise via F ∗ ad(P ) → F ∗pG∗ (T P/S) et permet de définir une
rétraction de la suite exacte d’Atiyah associée au torseur P ′ ou de manière équivalente
une connexion sur P ′. �

Lemme 4.3. Soit n ∈ N∗ . Le diagramme suivant :

At(GLn, X) MC(X)

GLn -Torseurs /X(p) QCoh(X(p))

(85)

est 2-commutatif.

Démonstration. Le diagramme :

At(GLn, X) QCoh(X)

GLn -Torseurs /X(p) QCoh(X(p))
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obtenu via le diagramme (85) en composant avec le foncteur oubli MC(X) →
QCoh(OX) est 2-commutatif, il suffit donc de vérifier la compatibilité des connexions.
Il s’agit d’une propriété Zariski locale, il suffit donc de vérifier la comptabilité pour le
torseur trivial GLn×X(p) mais cela découle de (F ∗(GLn×X(p)), scan) ' (GLn×X, se)
et (F ∗O⊕n

X(p) ,∇can) ' (O⊕nX , d). �

Le lemme 4.2 permet de définir un foncteur :

F ∗ : G -Torseurs /X(p) → At(G,X) (86)
P 7→ (P ×X(p) X, scan),

le lemme suivant montre que ce foncteur est à valeurs dans At(G,X)K=ψ=0.

Lemme 4.4. Pour tout torseur P sur X(p), la connexion scan sur P ×X(p) X est
intégrable de p-courbure nulle.

Démonstration. Ce lemme découle du théorème de descente de Cartier 2.1, du
lemme 4.3 ci-dessus, et de la proposition 4.2. �

Théorème 4.2 (Descente de Cartier). Le foncteur :

F ∗ : G -Torseurs /X(p) → At(G,X)K=ψ=0 (87)
P 7→ (P ×X(p) X, scan)

donné par (86) est une équivalence de catégories.

Démonstration. On considère le diagramme suivant :

At(G,X)K=ψ=0 Tan(G,X)K=ψ=0

G -Torseurs /X(p) Fib(Repk(G),QCoh(X(p)))

Φ

F ∗

φ

◦F ∗ (88)

où Φ est la restriction du foncteur Φ donné par la proposition 4.2 à At(G,X)K=ψ=0,
φ le foncteur donné par le théorème 4.1 et ◦F ∗ le foncteur qui associe à chaque
foncteur fibre η sur X(p) le foncteur fibre à connexion sur X obtenu en composant
avec le foncteur F ∗ : QCoh(X(p))→ MIC(X)ψ=0. D’après le lemme 4.3 le diagramme
ci-dessus est 2-commutatif.

Les foncteurs φ et Φ sont des équivalences de catégories par le théorème 4.1 et la
proposition 4.2. Le foncteur ◦F ∗ est une équivalence de catégories par le théorème
de descente de Cartier 2.1. Il s’ensuit que le foncteur F ∗ : G -Torseurs /X(p) →
At(G,X)K=ψ=0 est une équivalence de catégories. �

Proposition 4.4. Soit (P, s) ∈ At(G,X). La connexion s est intégrable de
p-courbure nulle si et seulement si étale localement (P, s) est isomorphe à (G×X, se).
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Démonstration. Si (P, s) est étale localement isomorphe à (G×X, se), comme
se est intégrable de p-courbure nulle alors s est aussi intégrable de p-courbure nulle
par le lemme 3.15.

Supposons maintenant s intégrable de p-courbure nulle. D’après le théorème 4.2
il existe un G-torseur P̂ → X(p) tel que (P, s) ' (P̂ ×X(p) X, scan). Comme G est
lisse il existe un recouvrement étale X(p)

i → X(p) trivialisant P̂ [21, Lemme XIV
1.4], en tirant ce recouvrement vers X on obtient un recouvrement étale trivialisant
(P, s). �

Corollaire 4.1. Soit Ω ∈ H0(X,Ω1
X/S ⊗LieG). La connexion se + Ω sur G×X

est intégrable de p-courbure nulle si et seulement si Ω est étale localement dans l’image
de l’application d log : G(X)→ H0(X,Ω1

X/S ⊗k Lie(G)).

Démonstration. Découle de la proposition 4.4 et du lemme 3.9. �

4.5. Torseurs sous le noyau de Frobenius

On garde les hypothèses de la section précédente.

Définition 4.7. Soit ∗ la catégorie discrète avec un unique objet. On définit la
catégorie At(G×X) comme étant la catégorie donnée par le 2-produit fibré :

At(G×X) At(G,X)

∗ G -Torseurs /X

où le foncteur vertical à droite est le foncteur oubli et le foncteur horizontal en bas
est le foncteur qui envoie l’unique objet de ∗ vers le torseur trivial G×X → X.

Par définition les objets de la catégorie At(G×X) sont donnés par les couples
((P, s), α) où (P, s) ∈ At(G,X) et α : P → G ×X un isomorphisme de G-torseurs.
Un morphisme entre deux objets ((P, s), α) et ((P ′, s′), α′) de At(G × X) est un
morphisme β : (P, s) → (P ′, s′) dans At(G,X) faisant commuter le diagramme
suivant :

P G×X

P ′ G×X.

α

β Id

α′

Remarque 4.3. Un objet ((P, s), α) de At(G × X) est isomorphe à l’objet
((G×X, s′), Id) où s′ est l’unique connexion sur G×X rendant α un morphisme de
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torseurs avec connexions (P, s) → (G × X, s′). Cet isomorphisme est donné par le
diagramme suivant

P G×X

G×X G×X.

α

α Id

Id

Lemme 4.5. En considérant H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG) comme une catégorie discrète,

le foncteur :

se+ : H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG)→ At(G×X) (89)

Ω 7→ ((G×X, se + Ω), Id)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. D’après la remarque 4.3 les classes d’isomorphie des objets de
la catégorie At(G×X) sont en bijection avec les connexions s sur le torseur trivial
G×X. Il suffit donc de montrer que les connexions sur G×X sont en bijection avec
H0(X,Ω1

X/S⊗LieG) via l’application qui envoie Ω vers la connexion se+Ω sur G×X.
En associant à une connexion s sur G×X la section s− se ∈ H0(X,Ω1

X/S ⊗ LieG)
on obtient une application inverse de l’application ci-dessus. �

On considère maintenant le groupe GF donné par le noyau du Frobenius relatif
F : G→ G(p), on a donc une suite exacte de groupes :

1→ GF → G→ G(p) → 1.

Considérons le diagramme suivant :

X

X(p) X

S S.

F

FX

pr1

FS

Soit T → X un GF -torseur. Le G(p)-torseur F ∗X(T ∧GF
G) est muni d’une connexion

canonique via l’isomorphisme F ∗ pr∗1 (T ∧GF
G) ' F ∗X(T ∧GF

G) et le lemme 4.2, cette
connexion est intégrable de p-courbure nulle par le lemme 4.4. De plus, on a des
isomorphismes canoniques de G(p)-torseurs via le lemme 1.5 :

F ∗X(T ∧GF

G) ' (T ∧GF

G) ∧G G(p) ' G(p) ×X. (90)
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On obtient donc un diagramme 2-commutatif :

GF -Torseurs /X At(G(p), X)

∗ G(p) -Torseurs /X

qui permet de définit un foncteur :

GF -Torseurs /X → At(G(p) ×X). (91)

Soit At(G(p) ×X)K=ψ=0 la sous-catégorie pleine de At(G(p) ×X) des objets dont la
connexion est intégrable de p-courbure nulle. Par construction le foncteur (91) se
factorise via At(G(p) ×X)K=ψ=0.

Lemme 4.6. Si k est parfait le foncteur :

GF -Torseurs /X → At(G(p) ×X)K=ψ=0 (92)
défini ci-dessus est une équivalence de catégories.

Démonstration. On considère le diagramme suivant :

G -Torseurs /X G(p) -Torseurs /X(p) At(G(p), X)K=ψ=0 G(p) -Torseurs /X

GF -Torseurs /X At(G(p) ×X)K=ψ=0 ∗

Le diagramme à l’extérieur du diagramme ci-dessus est 2-cartésien par exactitude de
1→ GF → G→ G(p) → 1. Le diagramme à droite est aussi 2-cartésien, il en découle
que le diagramme à gauche est 2-cartésien. Comme k est parfait la projection pr1 :
X(p) → X est un isomorphisme, le foncteur G -Torseurs /X → G(p) -Torseurs /X(p) est
donc une équivalence de catégories. Le foncteurG(p) -Torseurs /X(p) → At(G(p), X)K=ψ=0

est une équivalence de catégories par le théorème 4.2, on en déduit l’équivalence du
lemme. �

Définition 4.8. En considérant G(p)(X) comme une catégorie discrète, on peut
définir un foncteur ∂ : G(p)(X) → GF -Torseurs /X comme suit : à toute section
g ∈ G(p)(X) on associe ∂(g) = X ×g,G(p) G vu comme GF -torseur sur X.

Lemme 4.7. Le diagramme suivant est 2-commutatif :

GF -Torseurs /X At(G(p) ×X)

G(p)(X) H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG(p)).

∂

d log

se+ (93)
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Démonstration. Soient g ∈ G(p)(X) et T = X×g,G(p) G. Le G-torseur T ∧GF
G

sur X est isomorphe au G-torseur trivial G(p) ×X, via l’isomorphisme ((x, g), g′) 7→
(gg′, x) qui induit un isomorphisme :

(F ∗X(T ∧GF

G), scan) ' (G(p) ×X, se).

Notons ψ la trivialisation donnée par (90), en composant ψ avec l’isomorphisme
ci-dessus, l’isomorphisme :

G(p) ×X → F ∗X(T ∧GF

G)→ G(p) ×X

est donné par Rg : G(p) ×X → G(p) ×X. Ainsi on a :

ψ∗scan − se = R∗gse − se = d log(g).

�

Théorème 4.3. Supposons k parfait. Notons encore ∂ l’application G(p)(X)→
H1(X,GF ) obtenue via le foncteur ∂ : G(p)(X) → GF -Torseurs /X. Il existe une
unique bijection :

H1(X,GF )→ H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG(p))K=ψ=0,

qui commute aux changements de base étales sur X et telle que le diagramme suivant
est commutatif :

H1(X,GF ) H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG(p))K=ψ=0

G(p)(X)

∂
d log

Démonstration. D’après le lemme 4.6 et le lemme 4.7 on a un diagramme
2-commutatif :

GF -Torseurs /X At(G(p) ×X)K=ψ=0

G(p)(X) H0(X,Ω1
X/S ⊗ LieG(p))K=ψ=0.

∼

∂

d log

∼

La catégorieGF -Torseurs /X est alors équivalente à la catégorie discrète H0(X,Ω1
X/S⊗

LieG(p))K=ψ=0, on peut donc remplacer GF -Torseurs /X par la catégorie discrète
donnée par H1(X,GF ). La bijection recherchée est alors donnée par le diagramme
ci-dessus. L’unicité découle du corollaire 4.1. �
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Remarque 4.4. Soit G un schéma en groupes quelconque sur un corps k, et
X un schéma sur k. Un G-torseur fpqc P → X est dit localement isotrivial si tout
point x ∈ X possède un voisinage ouvert U et un recouvrement fini étale U ′ → U
tel que P ×U U ′ → U ′ est un G-torseur trivial. Lorsque G est affine et lisse sur k,
tout fpqc torseur est localement isotrivial : [21, Lemme XIV 1.4]. Le groupe G est
dit spécial si tout G-torseur fpqc localement isotrivial est trivial pour la topologie
de Zariski : [22, §4.4] ou [9, §3]. Si G est un groupe affine et lisse, spécial sur k,
alors nous pouvons remplacer le mot "étale" par "Zariski" dans le théorème 4.3 et le
corollaire 4.1.

4.6. Cas d’un groupe commutatif

Supposons k parfait de caractéristique 6= 2 et G affine lisse et abélien. Soit
Ω ∈ H0(X,Ω1

X/S⊗LieG). D’après la proposition 3.1 la courbure de la connexion se+Ω

sur le torseur trivial G×X est donnée par K(se + Ω) = d Ω. L’ensemble de départ de
l’application p-courbure, définition 4.6, est alors donné par H0(X,Z(Ω1

X/S))⊗kLie(G).
Dans ce cas particulier l’application p-courbure peut être décrite comme suit :

Proposition 4.5. L’application p-courbure :

H0(X,Z(Ω1
X/S))⊗k Lie(G)→ H0(Ω1

X(p)/S ⊗k Lie(G)) (94)

est donnée par : W ∗⊗·p−C⊗Id, où W est la projection X(p) → X, ·p est l’application
puissance p-ième sur Lie(G), et C l’opérateur de Cartier.

Démonstration. Voir [4, A.8] ou [1, Lemma 2.2]. �

4.7. Produit semi-direct

Nous retournons maintenant pour terminer cette section à l’exemple des µp n αp-
torseurs. Supposons k parfait et G = GaoGm .

On sait par la proposition 2.8, ou par lemme 4.6, que les classes d’isomorphie de
µp n αp-torseurs sont en bijection avec les connexions intégrables de p-courbure nulle
sur le G-torseur trivial. Une connexion sur le G-torseur trivial est donnée par une
matrice :

Ω =

(
ω ω′

0 0

)
,

avec ω, ω′ ∈ Γ(X,Ω1
X/S). La courbure associée à une telle connexion est donnée par :

K(se + Ω) = dΩ + Ω ∧ Ω =

(
dω dω′ + ω ∧ ω′
0 0

)
via le lemme 2.2 ou la proposition 3.1.
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Proposition 4.6. Gardons les notations ci-dessus. Supposons K(se + Ω) = 0,
donc dω = 0. La p-courbure ψse+Ω est nulle si et seulement si Cω = ω et, pour tout
ouvert U de X et tout f ∈ Gm(U) tel que ω = df/f, on a C(fω′) = 0.

Démonstration. Pour pouvoir écrire C(fω′) = 0 il faut que fω′ soit fermée, or
cela est une conséquence de la condition dω′ + ω ∧ ω′ = 0. D’après le corollaire 4.1, la
p-courbure ψse+Ω est nulle si et seulement si Ω est Zariski localement dans l’image de
l’application d log . Si

g =

(
f f ′

0 0

)
,

est une section de G = GaoGm, g
−1dg est donné par :(
f−1df f−1df ′

0 0

)
.

La p-courbure ψse+Ω est donc nulle si et seulement si Zariski localement il existe des
sections f et f ′ de Gm et Ga respectivement telles que ω = df/f et ω′ = f−1df ′. Il
s’ensuit, par les cas G = Gm et G = Ga, que si la deuxième condition de la proposition
est vérifiée on a ψse+Ω = 0.

Dans le sens inverse, il découle du cas G = Gm que Cω = ω. Soit maintenant U
un ouvert de X et f ∈ Gm(U) tel que sur U on a ω = df/f. Par hypothèse, il existe
un recouvrement ouvert (Ui)i∈I et pour tout i ∈ I une paire (fi, f

′
i) ∈ G(Ui), telle que

ω|Ui
= dfi/fi et ω′|Ui

= f−1
i df ′i . Sur tout U ∩Ui, comme X est lisse sur k, il existe f ′′i ∈

Gm((U∩Ui)(p)) telle que f|U∩Ui
= F ∗(f ′′i )fiU∩Ui

. Ainsi, par p−1-linéarité de l’opérateur
de Cartier, pour tout i ∈ I, on a : C(f|U∩Ui

ω′|U∩Ui
) = f ′′i C(fi|U∩Ui

ω′|U∩Ui
) = 0, on

obtient dont C(fω′|U) = 0. �

Corollaire 4.2. L’ensemble des classes d’isomorphie de µpn αp-torseurs sur X
est en bijection avec l’ensemble des couples (ω, ω′), où ω, ω′ ∈ Γ(X,Ω1

X/S), tels que :
(1) dω = dω′ + ω ∧ ω′ = 0,
(2) Cω = ω,
(3) pour tout ouvert U de X et f ∈ Gm(U) tels que ω|U = df/f, on a C(fω′U ) = 0.

Démonstration. Découle des propositions 2.8 et 4.6. �
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