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Introduction générale

La complexité dans la description de certains systémes physiques a donné naissance aux
modeles hybrides. Ces modeles mathématiques sont adaptés pour représenter les systemes dy-
namiques dont le comportement fait intervenir a la fois des phénomenes continus et discrets. De
tels systemes sont appelés systemes dynamiques hybrides. La dynamique continue de ces sys-
temes est décrite par un ensemble fini de systemes d’équations différentielles. Chaque systeme
d’équations différentielles représente un mode de fonctionnement du systeme et il modélise ce
dernier dans certaines conditions données. La dynamique discrete décrit le passage d'un mode
de fonctionnement a un autre. L’évolution globale du systeme résulte de I'interaction entre la
dynamique continue et la dynamique discrete.

La question de l'identification ou de la détection du mode actif (reconstruction de 1’évo-
lution discréte) a partir des données entrées-sorties a retenu ces derniéres années I'attention
de la communauté scientifique pour ses nombreuses applications dont la synthese de certaines
lois de commande, 'analyse de la stabilité ainsi que la surveillance des systémes dynamiques
hybrides. Or, ce probleme d’identification ne peut étre a priori résoluble que si les modes de
fonctionnement ont des comportement entrées-sorties discernables.

Pour mieux cerner la question de l'identification du mode actif des systémes hybrides, il est
nécessaire de déterminer les propriétés structurelles des modes qui expliquent leurs aptitudes
a avoir des comportement entrées-sorties différents ou identiques. Les travaux de cette these
s’inscrivent dans ce cadre. Ils viennent également compléter les recherches sur la discernabilité
des modes de fonctionnement des systemes hybrides menées par I’équipe STF (qui est 1'actuelle
équipe DICOT du CRIStAL) du LAGIS!. La principale motivation de 1'’équipe STF pour

1. Depuis le 1¢" janvier 2015, le LAGIS (Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal) est une
composante du CRIStAL (Centre de Recherche en Informatique, Signal et Automatique)

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Introduction générale

I'étude de cette thématique réside dans son application dans la surveillance (détection, isolation
et diagnostic des défaillances) des systemes hybrides comportant des modes de fonctionnement
sains et défaillants. Pour ces systémes, la discernabilité des modes sains par rapport aux modes
défaillants assure la détection des défauts et la discernabilité des modes défaillants garantit la
diagnosticabilité des défauts.

Dans la littérature, les travaux de recherche de [Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2014],
[Babaali and Pappas, 2004] et [Cocquempot et al., 2004] sur cette problématique ont permis
de spécifier des conditions nécessaires et suffisantes de discernabilité des modes des systémes
hybrides linéaires. Ces conditions caractérisent trois concepts différents de discernabilité. Celles
de [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014] (voir théoremes 1.3.5 et 1.3.6) caractérisent la
discernabilité des modes quelque soit la commande appliquée au systeme alors que la condition
de [Babaali and Pappas, 2004] (voir théoreme 1.44), lorsqu’elle est satisfaite, garantit I’existence
d’au moins une commande permettant de discerner les modes du systeme. La condition de
[Cocquempot et al., 2004] (voir théoreme 1.65) caractérise la discernabilité des modes & travers
les résidus issus de la méthode d’espace de parité.

Cependant les conditions établies dans [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014] ne sont
pas faciles a tester et celle de [Cocquempot et al., 2004] est obtenue sous certaines hypotheses
qui limitent son champ d’application. Le premier objectif de cette theése est de proposer pour
la classe des systemes hybrides a modes linéaires des conditions de discernabilité simples a
tester et qui ont un champ d’application plus large. Une généralisation de ces conditions aux
systemes hybrides a modes non-linéaires fait également partie du cahier des charges de cette
these. Aussi, nous analysons la question de la discernabilité des modes en présence de pertur-
bations déterministes. En plus des différentes conditions de discernabilité que nous établissons
dans ce mémoire, nous proposons une forme de distance permettant de quantifier le degré de
discernabilité entre les modes.

Nous introduisons notamment dans cette these les concepts de stricte discernabilité, de
discernabilité contrdlable et de résidu-discernabilité. Ces trois notions de discernabi-
lité englobent celles de [Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2014], [Babaali and Pappas, 2004]
et [Cocquempot et al., 2004].

Notons qu'une étude de la discernabilité des systemes hybrides a modes linéaires en pré-
sence de parametres incertains a également été faite dans le cadre des travaux associés a cette
these mais elle n’est pas présentée ici. Dans ce contexte, pour caractériser la discernabilité des
modes, nous utilisons une estimation des sorties admissibles des modes. Cette estimation est
basée sur les méthodes d’estimation d’état des systemes a parametres incertains développées
dans [Kieffer and Walter, 2006], [Meslem, 2008]. Les résultats de cette étude sont publiés dans
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[Motchon et al., 2014].

Dans tout le manuscrit, nous nous plagons dans un cadre abstrait ot nous considérons deux
modes quelconques représentés par des systemes dynamiques 57 et S5. Ces deux systémes feront

I’objet de notre étude de discernabilité.

Le manuscrit est organisé en cinq chapitres :

Chapitre 1

Ce chapitre introduit le vocabulaire de base nécessaire a la compréhension du manuscrit.
Nous y définissons principalement les trois concepts de discernabilité qui feront I'objet de notre
étude : la stricte discernabilité, la discernabilité contrdlable et la résidu-discernabilité.
Une étude bibliographique sur la discernabilité est également présentée dans ce chapitre. No-

tamment, nous y rappelons

— Les conditions de discernabilité de [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014] auxquelles
nous apportons des contributions significatives dans le cas SISO et MISO : les conditions
de discernabilité stricte des théoremes 3.3.3 et 3.3.6 que nous généralisons plus loin dans
le chapitre 5 au cas non-linéaire affine en la commande (voir théoreme 5.4.4);

— La condition de discernabilité de [Babaali and Pappas, 2004] que nous généralisons éga-
lement dans le chapitre 5 au cas non-linéaire affine en la commande (voir théoreme 5.4.5) ;

— La condition de discernabilité de [Cocquempot et al., 2004] sur laquelle portera notre

étude de résidu-discernabilité.

Aussi, nous établissons dans ce chapitre le lien entre les trois concepts précédents de discernabi-
lité et celles étudiées dans [Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2014], [Babaali and Pappas, 2004]
et [Cocquempot et al., 2004].

Chapitre 2

Le second chapitre traite de la caractérisation de la discernabilité controlable et de la résidu-
discernabilité des systemes linéaires non perturbés. Nous y établissons différentes conditions
de résidu-discernabilité et de discernabilité controlable. Notamment, nous donnons dans ce
chapitre une condition nécessaire et suffisante de discernabilité qui généralise celle établie dans
[Cocquempot et al., 2004].
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Chapitre 3

Le troisieme chapitre est dédié a la détermination d’une condition de discernabilité plus
simple & tester que celles proposées dans [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014]. 1l traite
également de la question de la caractérisation de la zone d’indiscernabilité des systemes
linéaires. Cette zone correspond a ’ensemble des états initiaux et des commandes des systemes
qui génerent des sorties identiques. La preuve des théoremes 3.3.3 et 3.3.6 qui caractérisent la
discernabilité stricte repose sur l'identification de cette zone. Les résultats issus de la caracté-
risation de la zone d’indiscernabilité sont également utilisés dans ce chapitre pour retrouver la
condition de discernabilité de [Babaali and Pappas, 2004]. Nous nous baserons principalement
sur cette derniere application de la caractérisation de la zone d’indiscernabilité pour généraliser

la condition de [Babaali and Pappas, 2004] au cas non-linéaire affine en la commande.

Chapitre 4

Le quatrieme chapitre est consacré a 1’étude de la discernabilité controlable des systemes
linéaires en présence de perturbations (entrées inconnues) déterministes. Dans ce chapitre,
nous établissons une condition de discernabilité contrélable des systemes pour une commande
quelconque. Nous nous intéressons également dans ce chapitre a la question de la quantification
du degré de discernabilité des systemes linéaires. Nous terminons ce chapitre par une analyse de
I'influence des perturbations déterministes sur la propriété de discernabilité des systemes. Nous
montrons dans ce contexte que, pour que les systemes linéaires perturbés soient discernables, le
degré de discernabilité de leurs modeéles nominaux (modéles en absence de perturbation) doit

étre supérieur a une valeur donnée.

Chapitre 5

Le cinquieme chapitre traite de la discernabilité stricte et de la discernabilité contrdlable
des systémes non-linéaires affines en la commande. A partir de la caractérisation de la zone
d’indiscernabilité de ces systemes, nous généralisons dans ce chapitre a cette classe de non
linéarité, les conditions de discernabilité stricte des théoremes 3.3.3 et 3.3.6 ainsi que la condition
de discernabilité contrdlable de [Babaali and Pappas, 2004].
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Chapitre 1

Notions introductives
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Ce chapitre a pour objectif de présenter les différentes notions de discernabilité que nous
étudierons dans ce mémoire. Il est également consacré a 'introduction des notations générales
que nous adopterons dans tout le document.

Apres une présentation du modele d’état général des systemes dynamiques sur lesquels por-
tera notre étude, nous introduirons le vocabulaire nécessaire a la définition des trois grandes
formes de discernabilité qui feront 1’objet de cette étude : la discernabilité stricte, la discernabi-
lité controlable et la résidu-discernabilité. Les généralités sur ces trois concepts de discernabilité
sont présentés dans les deux avant-dernieres parties du chapitre. Notamment, nous établirons
un lien entre ces notions de discernabilité et celles qui existent dans la littérature.

Afin de facilité la compréhension de ces notions, des exemples seront donnés pour illustrer

ces différents concepts.
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1.1 Description des systémes

Dans tout ce qui suit, J est un sous-intervalle de Ry tel que 0 € J (J = [0;7], T > 0 ou
J=100;T T € Ry U{+o0}) et Sy et Sy sont deux systémes dynamiques continus dont les
comportements durant la période d’observation J sont décrits par les représentations d’état

suivantes :

@i (t) = £ (w5 (t) ,u (t) ,wi (1)),
S yi (1) =y (z; (¢) ,u (t),w; (t)), (1.1)

7; (0) = ¢,

ol pour tout instant ¢ € J, u () € R! représente le vecteur des entrées connues (commande)
conjointement appliquées a Sy et Sy, x; (t) € R™ le vecteur d’état de S;, y; (t) € R™ le vecteur
des sorties de S; et w; (t) € RY le vecteur des perturbations (entrées déterministes inconnues)
qui agissent sur S;. Les fonctions f; et h; sont telles que f; € & (R” x R x Rd,R"), h;, €
¢ (]R” x R x RY, Rm) et h; (0,,,0;,04) = 0,,,. En particulier, lorsque S; et S sont des systémes

linéaires ces fonctions sont de la forme

et
hy (z: (t) ,u(t),wi (1) = Cizi (t) + Diw(t) + Hyw; (t) (1.3)

avec A; € R™". B, e R C; e R™*", D, e R™* B, € R4 et H; € R™*4,

Dans toute la suite du mémoire, nous désignerons par % ’espace des commandes admissibles
qu’on peut conjointement appliquer a S; et Sp. Le domaine des états initiaux du systemes S;
sera noté Z.° et ¥; désignera 'espace des perturbations déterministes qui agissent sur .S;.
L’ensemble Z.° des états initiaux de S; est un sous-ensemble de R" c’est-a-dire Z;° C R".
Les domaines % et #; sont des espaces fonctionnels. Notamment, les commandes que nous
allons considérer sont Lebesgue intégrables (% C L! (J, Rl)) ou analytiques (% C o (J : Rl))
ou régulieres % C € (J,]Rl). Nous supposons que les domaines %, Z.,° et #; satisfont les
conditions suivantes :

— La commande nulle notée 0, est une commande admissible de S et Ss;

— Les systemes S et Sy peuvent partir de la position initiale nulle 0, ;

— Le modele d’état (1.1) inclut le modele nominal du systéme S; (modele (1.1) ne prenant

pas en compte les perturbations w;) c’est-a-dire la perturbation nulle appartient a %#;.

On la notera Oy;.
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Ces trois conditions sont résumées dans I’hypothese suivante :
Hypotheése 1.1.1. Pour touti = 1,2, 04 € %, 0,, € Z,° et Oy, € W;

Nous supposons de plus que le triplet trivial (0,,04,0y;) est un point de fonctionnement

du systeme S; c’est-a-dire
Hypotheése 1.1.2. Pour tout i = 1,2, f;(0,,,04,04) =0,

Pour des raisons de clarté dans la présentation,
— la variable d’état z; de S; correspondant a 1’état initial z¢ et aux influences u et w; du
milieu extérieur sur S; sera notée x; (-, ¢, u, w;)
— la variable de sortie y; de S; correspondant a 1’état initial z{ et aux actions u et w; du
milieu extérieur sera notée y; (-, x7, u, w;)
D’autre part, dans la présentation de certains résultats, nous utiliserons parfois le systéme
dynamique augmenté S associé a Sy et Sy. Sa dynamique contient la dynamique de chacun
des systemes S et Sy et sa sortie est I'écart des sorties de Sy et Ss. Il est défini par le modele

d’état suivant :

@ (t) =1 (x(t),ut),w(t)),
S y(t) :h(l‘ (t)7u<t>7w(t))7 (1'4>
x(0) := a°,

ou pour tout ¢t € R,

et
h(z(t),u(t) w(t) =hy (21 (), u(t),w () —h (22 (t), u(t), we(t)) (1.6)

Notamment, dans le cas linéaire, le systeme augmenté associé aux systemes linéaires S; et Sy

définis par les équations (1.1), (1.2) et (1.3) est également un systéme linéaire qui a pour modele

d’état
t(t)=Ax(t)+Bu(t)+ Ew(t),
S t)=Cx(t)+Dut)+ Hwi(t), (1.7)
z(0) = 2°,
avec
Al On B1
o BQ o~ (18)
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Ey

D:D1—D2 3 E = E2

. H=|H —H) (1.9)

Nous désignons par z (-, 2°, u, w) le vecteur d’état du systéme augmenté, de position initial x°,
commandé par l'entrée u et soumis aux perturbations w. La sortie y du systeme augmenté
associée a 1’évolution z (-, x°,u, w) de son état est notée y (-, 2°, u, w). En utilisant 'opérateur

7 d’empilement de variables

V2

7 (v1,05) = H , (1.10)

nous pouvons réécrire 'état x (-, 2° u, w) et la sortie y (-, 2° u,w) du systéme augmenté en
ressortant leurs dépendances explicite en les variables 7, x4, w; et wy des systemes S; et So
comme suit :

x (-, 2% u,w) ?x(-,w(xff,xg),u,ﬂ'(wl,wg)) (1.11)

et

Yy ('7370’ u, w) ? Yy ('7 ™ (%?, xg) y Uy T (wlv w2)) . (112)

ou le symbole = est mis pour I’égalité de fonctions sur l'intervalle J.

1.2 Notion de sorties admissibles d’un systéme relative-

ment a une commande

Dans cette section, nous introduisons la notion de sorties admissibles des systemes S; et
S,. Toutes les notions de discernabilité que nous présenterons dans les sections suivantes sont
basées sur ce concept.

Les sorties admissibles d'un systéme relativement a une commande u fixée est I’ensemble de
toutes les réponses qu’on peut obtenir du systeme lorsqu’on 'excite par cette commande. Elles

se définissent a partir de la notion de u-compatibilité que nous introduisons comme suit :

Définition 1.2.1 (u-compatibilité). Soit u € % . On dira d’un signal z € € (J,R™) qu’il est
u-compatible avec le systeme S; sur le domaine Z,° x W; durant la période d’observation J s’il
existe un couple (x0,w;) € Z;° X W tel que z = Y (v, 20, u,w;).

On note .7 5 (u, Z;°, #;) Uensemble de tous les signaux u-compatibles avec S; sur le domaine

22 X W; durant la période d’observation J c¢’est-a-dire

Fig(u, L2 W;) = {z €€ (I,R™): I(zf,w;) € Z° X W, =z = Yi (-,xf,u,wi)}. (1.13)
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1.1.2 Notion de sorties admissibles d’un systéme relativement a une commande

Le domaine .5 (u, Z;°,{04;}) représente l'espace de toutes les sorties admissibles du mo-
dele nominal de S; relativement a la commande u.
Puisque le modele d’état (1.1) de S; inclut son modeéle nominal (voir hypothese 1.1.1), on a

I'inclusion suivante :
Proposition 1.2.2. Pour tout u € %, S5 (u, Z;°,{0x.}) C Sig(u, Z,°, #;).

Généralement, pour des systemes S; non-linéaires, il n’est pas possible de déterminer I'ex-
pression analytique de la sortie y;. Le domaine .%; 5 (u, Z;°, #;) ne peut donc étre caractérisé

analytiquement. Cependant, pour les systémes linéaires, on a la caractérisation suivante :

Proposition 1.2.3. Soienti € {1,2} et S; le systéme linéaire défini par les équations (1.1), (1.2)
et (1.3). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) = € Fin (w, 22, 75)

(17) il existe un couple (x7,w;) € Z;° x W; tel que pour toutt € J,

t
2 (t) =C; et z} + C; / e (t=7) A [Biu(7) + E;w; (1)) d7 + D;w (t) + H;w; (t) (1.14)
0

Exemple 1.2.4. Soit Sy le systéme linéaire non perturbé modélisé par les équations (1.1), (1.2)
et (1.3) avec

-1 0 2
}§B1=

-1

A, —
"o -1

] ; 012[1 1} ; D=0 ; E1=094q ; H; =0

De la relation (1.14), il est facile de vérifier que z € S g, (u,R?, {0y }) si et seulement si il

exviste a € R tel que
t
z(t) =ae™’ +/ e oy (1) dr.
0

Par conséquent,
AR, <U7R27 {0%}) ={ad+1,: a R}

ot les fonctions ¢ et 1, sont définies par
t
o) =e 5 b= [ e u(r)dr
0

L’ensemble de toutes les sorties admissibles du systéme S; se définit a partir de la notion

de u-compatibilité comme suit :

Définition 1.2.5. L’ensemble de toutes les sorties admissibles du systéme dynamique S; que

l'on note %; est l’ensemble de toutes les sorties u-compatibles avec S; lorsque u parcourt le
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domaine % des commandes admissibles c’est-a-dire

%= U S, 22,75). (1.15)

ueY

Dauns la suite, pour tout sous-ensemble . C € (I, R™) nous adopterons la notation suivante
y t(u, ) = {(20,w;) € 2 x Wity (-, 2%, u,w;) € .S} (1.16)

Le domaine y; ' (u,.#) représente donc I’ensemble des états initiaux et des perturbations qui

génerent des signaux qui sont u-compatibles avec S; et qui sont localisés dans ..

1.3 Discernabilité par comparaison des ensembles de sor-

ties admissibles

Dans cette partie, nous introduisons les notions de discernabilité stricte, de forte discerna-
bilité controlable et de faible discernabilité controlable. Ces trois notions sont basées sur une
comparaison directe des ensembles de sorties admissibles de S; et S5. Elles sont brievement

présentées par le tableau ci-dessous :

Vu # O@/v yl,f] (U, %07 Wl) N y2,f] <U’7 %07 %) = (Z)
Discernabilité
stricte et
Vi = 17 2? yz_l (O%Nylﬂ (002/7 =%'107 Wl) N y?,? (0{’2/7 %Da %)) = {(Ona O%)}
Discernabilité | Sens fort Jue U, Sy (u, 2°,7) N0 Fag(u, 22, W) =
trolabl
COMIOTADIE 1 Sens faible Ju e U, Fg(u, 0, W) 4+ Fag(w, X0, W5)

Table 1.1 — Définition de la discernabilité stricte et de la discernabilité controlable

Le lecteur pourra se référer le plus souvent a ce tableau pour éviter toutes éventuelles confu-

sions entre ces trois notions de discernabilité et celles que nous introduirons dans la section 1.4.

1.3.1 Stricte discernabilité de deux systémes dynamiques
La discernabilité au sens strict de deux systemes est la propriété structurelle des deux

systemes a générer des sorties différentes quelques soient leurs conditions initiales et leurs
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1.1.3 Discernabilité par comparaison des ensembles de sorties admissibles

entrées inconnues. Elle est donc une généralisation au cas continu du concept de discernabilité

absolue définie dans [Rosa and Silvestre, 2011] pour les systemes dynamiques discrets.

Définition 1.3.1 (Stricte discernabilité). On dira des systemes dynamiques Sy et Sy qu’ils sont
strictement (% , 2 X X3, W1 x Ws)-discernables surJ si seul le quintuplet nul (u, x$, x5, wy, wq) =
(02,00, 0, Oy, O ) gémére des sorties yy (v, 25, u,wy) et ya (-, 29, u, wy) identiques sur I c’est-
a-dire si

Vu A 0y, Sy (u, 20, W4) () Fas (1, 230, W5) = 0 (1.17)

et
Vi=1,2, y7 (00, 10 00, 20, 90) () Fa0 (00, 2, 95) ) = {(00, 09} (1.18)

Ainsi, lorsqu’elle est satisfaite, la stricte discernabilité de S; et Sy assure qu’en appli-
quant n’importe quelle commande non nulle v & S; et a Sy, on peut distinguer sur J la sortie
y1 (-, 29, u,wy) de Sy de la sortie ys (-, 29, u, wy) de Sy quels que soient les états initiaux z9 et
x9 et quelles que soient les entrées inconnues w; et ws. Il n’existe donc aucune commande qui

empéche de les discerner.

Une illustration graphique de la stricte discernabilité est donnée par la figure 1.1 ci-dessous :

% (3,R™)

HSETIIIRTN
30

RS R,
OO R Oe 9200 00 20505
SSRGS
S i et

4

(a) Deux systémes strictement discernables (b) Deux systémes non strictement discernables

Figure 1.1 — Illustration graphique de la stricte discernabilité

La figure 1.1 représente les ensembles %, et % des sorties admissibles de S et S. Sur la

figure 1.1-(a), la sortie nulle est le seul signal de sortie commun a ces deux ensembles.

Exemple 1.3.2. Considérons les systémes linéaires Sy et Sy décrits par les équations (1.1),
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(1.2) et (1.3) avec

[0 1 0

A = 1 0 i B = 1] ; 012{1 0} ;o D=0 ;3 By =0 ; H; =014
0]

Ay = 9 0 i By=DB; ; Cy=Cy ; Dy=0 ; Ey=00¢q ; Hy=01xaq

Supposons que toutes les commandes admissibles de Sy et Sy sont continues sur R et admettent
une transformée de Laplace. Nous allons montrer que les systémes dynamiques Sy et Sy sont
strictement (% ,R? x R? {04} X {0y, })-discernables sur R, . Supposons par l'absurde qu’ils ne

le sont pas. Alors il existe un triplet non nul (x$,25,u) € R2xR X % tel que y; (-, x5, u, Oy ) =
+

Y2 (-, 5, u, Oy ). Désignons par r,, l'abscisse de convergence de la commande u c’est-a-dire

{ L [u] (p) < o0 si. R(p) > ru,
L [u] (p) n'existe pas — si R (p) < 7y,

ot L [u] est la transformée de Laplace de uw. Posons 7, = max{r,,0}. Pour tout p € J,, =

{p € C: R(p) > v}, on peut vérifier que

ayp bl 1
Ly (- 20 _ c
[y1<,$1,u,0%)] (p) p2+1+p2+1+p2+1 [U] (p)
et . )
a
L [yZ (-,ZES,U,O%)] (p) - 2P + : + L [u] (p)

PP +2 P42 p242

-
ot pour tout 1 =1, 2, [ai bz} = x9. De plus, comme [’égalité des sorties entraine que

Llyr (27,0, 00)] (p) = L[y (25,1, 00)] (p) =0, Vp € A,

on obtient alors

app azp by by < 1 1

B - B L = .11
Pl P2 4l ez \pFtl p2+2> [u] (p) =0, Vpe i, (119)

D’aprés la continuité de u et le théoréme de la valeur initiale (voir lemme 3.2.6 ou [Schiff, 1999])

on a Ralin}r pLlu|(p) = u(0) < co. Par conséquent, en multipliant (1.19) par p € R puis en
p—>—400

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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faisant tendre p vers 400, on obtient ay = ay. L’équation (1.19) devient alors

ap by by < 1 1

+ - + - L =0, Vpesh,. (120
(P2 +1) (P2 +2) p*+1 p*+2 \p*+1 p2+2> [u] (p) pe . (120)

En multipliant la relation (1.20) par p* (avec p € R) puis en faisant tendre p vers +oo on
obtient by = by. Par conséquent, (1.20) devient

ayp . by i 1
(P*+1) *+2) @+1) @*+2) @*+1) p*+2)

Llu](p) =0, Vpe A,

qui est encore équivalent a
Lul(p)=—-a1p—bi, VpeJz,.

La commande u étant continue par hypothése, l’égalité précédente n’est vraie que si a; = by = 0.
Il s’ensuit que x9 = x5 = 0y et u = Oy . Ceci est absurde car le triplet (x9,x3,u) est non nul
par hypothese.

On conclut que Sy et So sont strictement (% ,R? x R? {0y, } x {0y, })-discernables sur R.
Plus loin dans le chapitre 3 nous verrons qu’on peut établir ce résultat d’une maniére beaucoup
plus simple en utilisant le théoreme 3.5.3 qui caractérise la discernabilité stricte des systemes
SISO.

1.3.2 Discernabilité stricte : état de ’art

La discernabilité au sens strict joue un réle important dans 1’observation des systemes a
commutation. En effet, la stricte discernabilité de tous les couples de modes d'un systeme a
commutation garantit qu’a partir des variables mesurées (entrée et sortie), le mode actif peut
en principe étre identifié a chaque instant quelle que soit la commande non nulle appliquée a
I’entrée du systeme a commutation et quels que soient ’état initial et les entrées inconnues du
systeme.

Dans la littérature, la (%, R™ x R" {0y, } x {0y, })-discernabilité des systemes linéaires
continus a été largement étudiée dans [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014] pour les
classes % de commandes Lebesgue intégrables, analytiques et régulieres. Ces études portent
principalement sur la détermination des conditions nécessaires et/ou suffisantes permettant de
déterminer si deux systémes linéaires continus sont (%, R™ x R™, {0y, } x {0y, })-discernables

ou pas. Parmi les nombreuses conditions qui ont été établies dans [Lou and Si, 2009], on trouve

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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la condition nécessaire suivante :

Théoreme 1.3.3. Soient Sy et Sy les systémes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3). Si Sy et Sy sont (Z,R™ x R", {0y, } x {0y, })-discernables sur [0;T]

alors S7 et Sy sont observables.

Cette condition implique que seuls les systémes linéaires observables peuvent étre stricte-
ment discernables. En plus de ces contraintes sur 'observabilité des systemes, [Lou and Si, 2009
montre également que la (%, R™ x R™, {04, } x {0y, })-discernabilité impose des contraintes sur

les nombres de sorties et d’entrées des systemes linéaires :

Théoreme 1.3.4. Soient Si et Sy les systémes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3). S Sy et Sy sont (% ,R" x R™, {0y, } x {0y, })-discernables durant la
période [0;T] alors m <.

Ainsi, en absence de perturbations, deux systemes linéaires quelconques ayant chacun plus
d’entrées que de sorties ne sont pas strictement discernables. En particulier, il n’existe pas de
couple de systemes linéaires MISO qui soient (%, R™ x R™ {0y, } x {0y, })-discernables.

Outre les deux conditions nécessaires des théoremes 1.3.3 et 1.3.4, il est démontré dans
[Lou and Si, 2009] que les trois notions de (%,R"™ x R™, {0y; } x {0y, })-discernabilité corres-
pondant aux classes % de commandes Lebesgue intégrables (L! ([O;T] : ]Rl>), analytiques

(of ([O ; T, Rl>) et régulieres peuvent étre caractérisées par la condition (1.21) ci-dessous :

Théoreme 1.3.5. Soient Sy et Sy les systémes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3). Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Sy et Sy sont (L1 ([O ;T ]Rl) SR X R™ {0y, } X {0%})—d7jscernables durant la période
d’observation [0;T].
(17) Sy et Sy sont (sz ([O;T],Rl> SR X R™ {0y, } X {O%}> -discernables durant la période
d’observation [0;T].
(i13) Sy et Sy sont ((5"0 ([O T, ]Rl) SR x R™ {0y} X {0y }) -discernables durant la période
d’observation [0;T].
(1v) Pour tout entier k € N,

rang ([0 O T —TH)) =2n+1 (k+1) (1.21)
ot les matrices d’observabilité (O)Ek] d’ordre k de S; et les matrices de Toeplitz T,Ek] sont

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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définies par

Ci D; Ot o Omxt Omxt
Ci A; Ci B; D; o Omxt Omxa
o =| T = : : . : (1.22)
C; Af! CiAT2B; CiA[B; -+ D Opy
| C; A C; A" By CAITB; -+ CiB; D |

Ainsi, les trois notions de (% ,R™ x R™, {0y, } x {0y, })-discernabilité correspondant aux
classes % de commandes Lebesgue intégrables, analytiques et régulieres sont équivalentes et
ne dépendent pas de I'instant final 7" de la période [0; 7] d’observation.

La derniere assertion du théoreme 1.3.5 est donc un critere de stricte discernabilité pour
les systemes dynamiques linéaires. Cependant elle peut étre difficilement utilisable en pra-
tique puisqu’elle consiste a vérifier une infinité de conditions de rang. Une condition de stricte
discernabilité moins difficilement testable est proposée dans [Lou and Yang, 2014] (voir théo-
reme 1.3.6 ci-dessous). Cette condition peut étre exprimée a partir de la matrice de Rosen-

brock [Antsaklis and Michel, 2007] du systéme augmenté de Sy et Sy comme suit :

Théoreme 1.3.6. Soient Sy et Sy les systémes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Sy et Sy sont (L1 ([O;T] ) Rl) SR X R™ {0y, } % {OWQ})-discemables durant la période
d’observation [0;T]
(12) Pour tout nombre p € C,
rang (R (p)) = 2n+1 (1.23)

ot la matrice de Rosenbrock R (p) est définie par

pIQn —A —B

R(p) = o D

(1.24)

avec A, B, C, D les matrices qui définissent la représentation d’état (1.7) du systéme

augmenté associé¢ a Sy et Ss.

La condition nécessaire et suffisante du théoreme 1.3.6 peut étre aussi difficile a tester car elle
repose sur le calcul du rang de la matrice de Rosenbrock pour toutes les valeurs du parametre
complexe p. Dans le chapitre 3, nous établirons pour les systéemes SISO une condition plus

simple a manipuler que celle du théoreme 1.3.6.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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1.3.3 Zone d’indiscernabilité des systémes non perturbés

Un concept important que nous utiliserons dans la I’étude de la discernabilité stricte des
systemes S; et S non perturbés est la zone d’indiscernabilité. Cette zone représente I’ensemble

des états initiaux et des commandes de S; et Sy qui produisent des sorties y; et y, identiques.

Définition 1.3.7. La zone d’indiscernabilité de Sy et Sy surJ notée 25,4 (S1,S2,7) est le sous-
ensemble de Z\° X Xy X U défini par :

innd (81,327:]) - {($?a$g»u) € '%/-10 X ’%/-20 X U : n (',13(1),7%07/1) ? Y2 (',IZ,U,O%)} : (125>

Dans le manuscrit, nous nous intéresserons a l’identification de la zone d’indiscernabilité de

S et Sy sur Ry tout entier. Nous la noterons simplement 2,4 (S1, S2) :
Notation 1.3.8. 27,4 (S1,52) := 254 (51,52, Ry)

Exemple 1.3.9. Considérons les systémes masse-ressort Sy et So définis par :

Qi (t) o OTX,, ]T G (t) 0r><r }
Li (t)] N [—Mil K; Oww] [Qi (t) + Mi1:| (t)

—_—

qi (t)

] =q; (t)

i

ot pour tout t = 1,2, M; € R™" et K; € R™" sont des matrices symétriques définies positives
représentant respectivement la matrice des masses et des constantes de raideur de S;. Nous
allons déterminer la zone d’indiscernabilité de ces deux systémes.

Soit (29, x5, u) € Zina (S1,52). Alors ¢ RE+ G2 1= q et ceci implique que ¢, RE+ o RE+ q. D’apreés
le modéle d’état (1.26) du systéme S;, on a

Gi(t)=—M;"Kiq;(t)+ M u(t), i=12. (1.27)
Réécrivant la relation ¢ = G2 = G en utilisant les expressions précédentes de ¢y et Ga. On
+ +
obtient alors
(M;' Ky = M7V KY) q(8) = (Mg = M) u(t), VteR,. (1.28)
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Supposons que la matrice My — M, est inversible. Alors My ' — M " est aussi inversible (voir

anneze A) et on déduit de la relation (1.28) que la commande u est de la forme :
u(t) =Gq(t), VteRy (1.29)

avec

G=(M"— M) (M Ky~ MK,

Dans l’équation (1.27), en remplagant q; par q puis u par son expression donnée par (1.29), il

vient que q est solution de I’équation différentielle du second ordre :
G(t)y=—Hq(t), VteR, (1.30)

avec
H=M"K - M'G. (1.31)

Supposons que \/ H eziste et est inversible. Alors une résolution de l’équation différentielle (1.30)

donne :

q(t) = cos (t\/ﬁ) q°+ (\/ﬁ>_1 sin (t@) q°, VteR,

avec q¢° = q(0) et ¢° = ¢(0). L’expression (1.29) de la commande devient :
u(t) = G cos (t \/ﬁ) ¢ +G (\/ﬁ)il sin (t \/ﬁ) q°, VteR,. (1.32)

Ainsi, st (29, 29,u) € Zina (S1,S2) alors x§ = x§ (c’est-d-dire ¢f = ¢5 = ¢° et ¢ = ¢5 = ¢°) et
la commande u est donnée par (1.32).

Réciproquement, supposons que x§ = x5 et que u satisfait la condition (1.32). Alors on peut
écrire u sous la forme (1.29) avec q solution de l’équation différentielle (1.30). En remplagant

dans (1.30) H par son expression donnée par (1.31), on obtient
G(t) = =M Kiq(t) + My G q(t) = =M Kig(t) + M u(t).

Ainsi, q est solution de l’équation différentielle (1.27) écrite pour i = 1. L’unicité de la solution

de cette équation implique que q =a
+

D’autre part, comme H = My' Ky — M;'G (voir annexe A), I’équation (1.30) peut étre

réécrite sous la forme

G(t) = =My " Kaq(t) + My G q(t) = =My " Kaq(t) + My u(t).
© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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La fonction q est alors solution de l’équation différentielle (1.27) écrite pour i = 2. Par unicité
de la solution de cette équation on obtient q ﬂi q2. D’ou l’égalité des sorties y; := q1 et ys := qa.
En somme, sous 'hypothése d’inversibilité de la différence M, — My des matrices de masse
et sous l’hypothése d’existence de la racine carrée de la matrice H définie par (1.31), la zone

d’indiscernabilité de S, et Sy est donnée par

o o o o (¢°,¢°) ERxR et VtER
%nd(ShSz):{(ﬂ'(q,q),ﬂ'(q,q),u); . +

(t) = G cos (t\/ﬁ) ¢+ G (\/ﬁ)_l sin (t\/ﬁ) q°

La sortie du systéme augmenté étant la différence des sorties de Sy et So, Zinq (51, 52) peut

étre également définie comme suit :

Zina (S1,92) ={(x7,25,u) € Z° X XY x U Nt € Ry y(t,mw (x],29) ,u, 7 (0yps,00)) = O} .

(1.33)
Cette définition sera principalement utilisée dans les chapitres 3 et 5. Elle montre que la déter-
mination de la zone d’indiscernabilité est un probleme d’annulation de la sortie du systeme

augmenté de S.

Remarque 1.3.10. [l est clair que Sy et Sy sont strictement (% , Z° X ZL,{0p} X {0y })-
discernables sur Ry si et seulement si %4 (S1,52) = {(0n,0,,0%)}. L’étude de la trivialité de

Zina (S1,S2) suffit donc pour caractériser la discernabilité stricte des modéles nominauz de S
et Sg

En utilisant le théoréeme de blocage de transmission [MacFalane and Karcanias, 1976], Gomez-
Gutierrez et. al montrent qu’on peut construire des éléments de la zone d’indiscernabilité des

systemes linéaires a partir de 'algorithme suivant [Gémez-Gutiérrez et al., 2010b] :

Théoreme 1.3.11. Soient Sy et Sy les systémes dynamiques linéaires décrits par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3) avec Dy = Dy = Opx; et soit (p,29,25,€) € C x R"® x R" x R une

solution de l’équation

R(p) 9133 :02n+m
3

ot la matrice de Rosenbrock R (p) est donnée par (1.24). Si Z° = 2y = R" alors pour la

commande u définie par u (t) = e'P &, t € Ry, on obtient (29,25, u) € Z4naq(S1,52).

Notons que ce résultat n’identifie pas Z,q (S1, S2). Une caractérisation de la zone d’indiscer-

nabilité de S} et S, fera I'objet des chapitres 3 et 5. Pour cette étude, nous aurons a manipuler

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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les projections de Z,q (51, 52) sur 27° X 25 et % .
La projection de Z,q (S1, 52) sur Z7° X Z5° que nous notons 2.2 (51, 52) est définie par :

1m

Zing (81,52) = {(27,29) € Z° x Xy Juew, (27,25, u) € Zna (S1,52)}. (1.34)

1

Elle correspond a I'ensemble des états initiaux de S; et de Sy qui peuvent générer des sor-
ties identiques. Dans [Gémez-Gutiérrez et al., 2010al], [Gomez-Gutiérrez et al., 2012], elle est
désignée sous le nom d’espace d’indiscernabilité.

Lorsque S; et S5 sont des systémes linéaires tels que D7 = Dy = 0,,,»;, Gomez-Gutierrez et. al
ont prouvé dans [Gémez-Gutiérrez et al., 2010a], [Gémez-Gutiérrez et al., 2012] que Z:2, (S1, S2)
est un espace (A, B)-invariant c’est-a-dire :

JF e R”®™ (A4 BF) 2%, (S1,5:) € 2,5, (51,55) . (1.35)

11

Une interprétation de cette caractérisation géométrique est que l'espace Z:%, (S1, S2) posséde la
propriété de contenir la trajectoire d’état = (-, 7 (29, 29) , up, 7 (Oy, 0y, )) du systéme augmenté
S lorsqu’on excite ce dernier depuis une position initiale (z{,z9) € 22, (S1,S2) par un retour
d’état up (t) = F x (t) avec F solution de (1.35).

Outre ce résultat, Gomez-Gutierrez et. al montrent que 2%, (S1,S52) est le plus grand

11

élément de l'ensemble .# (A, B;Ker (C')) de tous les espace (A, B)-invariants contenus dans
Ker (C) :
2721 (51,52) = sup.# (A, B; Ker (C)). (1.36)

En utilisant ce résultat et la méthode proposée par [Murray Wonham, 1979] pour calculer le
plus grand espace sup .¥ (A, B;Ker (C)) de .& (A, B;Ker (C)), [Gémez-Gutiérrez et al., 2012]

établit que 'espace 2:2; (S1, S2) peut étre calculé a partir de I’algorithme récursif suivant :

Théoréme 1.3.12. Soient S; et S5 les systémes dynamiques linéaires décrits par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3) avec Dy = Dy = Opyq et 500t (V) e, la suite de sous-ensembles de
R2" définie par

Y=Ker(C) et V=Ker(C)NA™ (#_1+Im(B)), Vk>1
Ay = {v ER¥: Av € ”I/}, VY C R
Si 3{10 = ,%20 = Rn CLlOT‘S %Zd (Sl, Sg) = %dim(Ker(C))-

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Dans le chapitre 3, nous proposons une méthode directe pour le calcul de 'espace d’in-
discernabilité 2.2, (S1,S2) des systeémes linéaires mono-sortie. Plus précisément, nous verrons
dans ce chapitre que lorsque Z° = 25y = R", 2.2, (51, 52) s’identifie au noyau de la matrice
d’observabilité (& un ordre approprié) du systéme augmenté dans le cas linéaire mono-sortie.
Pour les systemes affines en la commande, nous établirons dans le chapitre 5 que 2.2, (51, 52)
est une sous-variété différentielle de R™ x R™. Nous utiliserons principalement ces propriétés
pour caractériser la discernabilité stricte des systémes linéaires et non-linéaires affines en la
commande.

Notons que la détermination de l’espace d’indiscernabilité 22, (S1,S2) est d'une grande
importance dans 1I'étude de la discernabilité pour toutes les trajectoires d’état des systemes
[Gomez-Gutiérrez et al., 2012]. Cette forme de discernabilité assure que seuls les états initiaux
nuls peuvent générer des sorties identiques. En d’autres termes, les systémes discernables pour
toutes les trajectoires d’état sont les systémes qui ont un espace d’indiscernabilité trivial. La
notion de discernabilité stricte implique donc celle de discernabilité pour toutes les trajectoires
d’état.

La projection de la zone d’indiscernabilité sur % sera notée %55 (S1,S2). Elle correspond

a I’ensemble des commandes qui produisent des sorties y; et y» identiques :

(81, S0) ={ue U A(x,23) € XY x X, (29,25, u) € Zina (S1,52)}. (1.37)

Le probléme de la détermination de %55 (S1, Sa) se pose uniquement pour des systémes S et
Ss qui ne sont pas strictement discernables. Pour les systémes qui sont strictement discernables,

elle est réduite a la commande nulle.

1.3.4 Discernabilité controlable de deux systemes dynamiques

La discernabilité controlable des systemes S; et Sy est la propriété structurelle des deux
systemes d’admettre au moins une commande u pour laquelle S7 et Sy génerent des sorties
différentes. Suivant I'influence des états initiaux et des perturbations sur la différence des sorties
Y1 et y9, nous distinguerons dans le présent mémoire deux grandes formes de discernabilité

controlable : la faible discernabilité controlable et la forte discernabilité controlable.

1.3.4.1 Faible discernabilité controlable

Définition 1.3.13 (Faible discernabilité controlable). On dira du systéme Sy qu’il est contro-

lablement (% , Z° X X5, W1 x Ws)-discernable de Sy au sens faible sur J ou que le systéme
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Sy est faiblement (%, Z° X XY, W1 X Ws)-discernable de Sy sur J s’il existe une commande

u € U telle que
S, Z°W0) € Fag (u, 25, W) - (1.38)

On dira des systémes Sy et Sy qu’ils sont faiblement (% , 2 X XL, W1 X Ws)-discernables du-
rant la période d’observation J si Sy est faiblement (%, Z° x Xy, W1 x #3)-discernable de Sy
sur J ou si Sy est faiblement (%, Z° X XY, W1 X Ws)-discernable de Sy sur J.

La faible discernabilité controlable des systemes S; et S, se traduit donc par l'existence
d’une commande u qui génere au moins une sortie de S; qui n’est pas u-compatible avec S5 ou

vice versa :

A (u, 21, M) # g (u, X3, #3) . (1.39)

On peut distinguer les trois cas typiques suivants de faible discernabilité controlable :

— Cas 1 : Sy n'est pas faiblement (%, 27 x Z, W1 x #5)-discernable de Sy sur J tandis
que Sy est faiblement (%, 27° x 25, #1 X #3)-discernable de Sy sur J. Une illustration
de cette premiere forme de faible discernabilité controlable est donnée par la figure 1.2

ci-dessous :

Figure 1.2 — Premier cas de faible discernabilité controlable

Dans ce cas de discernabilité controlable, 'ensemble des sorties admissibles de S5 contient
celui de S;.

— Cas 2 : Sy n’est pas faiblement (%, 2 x 2y, #; X #3)-discernable de S; sur J tan-
dis que S; est faiblement (%, 27" x 25, #1 X #s)-discernable de Sy sur J. La figure 1.3
suivante représente ’ensemble des sorties de S; et Sy dans ce cas de discernabilité contro-
lable :

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

21



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Chapitre 1. Notions introductives

Figure 1.3 — Second cas de faible discernabilité controlable

Ici, la configuration des ensembles de sorties admissibles est I'inverse de celle qu’on a
obtenu dans le cas 1 c¢’est-a-dire %, C %;.

— Cas 3 : 5] est faiblement (%, 27° x Z3, #1 x #,)-discernable de Sy sur J et Sy est
faiblement (%, 2° x 25, #1 X #s)-discernable de Sy sur J.

NS

Figure 1.4 — Troisiéme cas de discernabilité contrdlable

Dans ce cas de discernabilité, il existe au moins une commande u € % telle que
A (u, L, #1) n'est pas contenu dans S5 g (u, £y, #s) et vice versa.
L’exemple suivant permet d’illustrer les deux premiers cas de faible discernabilité controlable

que nous venons d’énumérer.
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Exemple 1.3.14. En plus du systéeme linéaire non perturbé Sy de l’exemple 1.2.4, considérons

le systeme linéaire Sy modélisé par les équations (1.1), (1.2) et (1.3) avec

0 —1
;. By =
2 —3] ?

1

A, —
? 1

] ; 022{1 0} i Dy=0 ; Ey=00q ; Hy=01xa.

Rappelons que dans l’exemple 1.2.4, nous avons montré que
AR, (u,Rz,{OWl}) ={ad+v,:aeRueU}

avec les fonctions ¢ et 1) définies par

De la proposition (1.2.3), on peut établir sans peine que

Fam, (R {0s,}) = {B+76* +¢u: BER, YER, ue %},

Par conséquent,
Vue, Aw, (R {0s}) C Srr, (u,R%{04}).

Ceci signifie que Sy n'est pas faiblement (% ,R™ x R™, {0y, } X {0y, })-discernable de Sy sur Ry
et que Sy est faiblement (7 ,R™ X R"™ {0y } x {04, })-discernable de Sy sur R,. On conclut que
les systémes Sy et Sy sont faiblement (% ,R™ x R™, {0y, } X {0y, })-discernables sur R, .

Remarque 1.3.15. L’expression “étre faiblement discernable de” n’est pas forcément symé-
trique c’est-a-dire que la faible discernabilité de Sy par rapport a Se n’implique pas forcément
la faible discernabilité de Sy par rapport a Sy. Pour illustrer cela, on pourra considérer les
systémes S1 et Sy de l'exemple 1.3.14. Dans le prochain chapitre, nous montrerons que cette
expression est symétrique pour les systemes linéaires observables qui ne sont pas soumis auz

perturbations déterministes (systémes non perturbés).

Remarque 1.3.16. [l est immédiat que des systémes qui sont strictement discernables sont
également faiblement discernables. La notion de discernabilité stricte implique donc celle de

faible discernabilité controlable.

Dans la suite, nous désignerons par %P (S, S5) I'ensemble des commandes qui rendent
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faiblement discernable les systemes S7 et S5 :

%df;t;e (Sl’ SQ) = {u EU: ng <u7 '%/107 {07/1}) 7é 56’3 (u’ ‘%/20’ {0%})} : (14())

Pour les systémes S; et Sy non perturbés, Z.P¢ (S, S3) est un sous-ensemble du complémentaire

de 224 (Sy,Sy) dans % c'est-a-dire Zi° (Sy,Sy) C % \ %24 (S1,S2). Nous analyserons plus
loin dans le chapitre 3, le probléme de caractérisation du domaine Z.° (S;, S;) des systémes

linéaires non-perturbés.

1.3.4.2 TForte discernabilité controlable

La forte discernabilité contrdlable correspond a la situation ou il existe une commande u
susceptible de produire des signaux de sorties qui ne sont pas a la fois u-compatibles avec S;
et SQ .

Définition 1.3.17 (Forte discernabilité contrélable). On dira des systémes Sy et Sy qu’ils
sont controlablement (% , Z° x X3, Wy x #3)-discernables au sens fort sur J ou qu’ils sont
simplement fortement (%, X x XL, W1 x #s)-discernables sur J s’il existe une commande
u € U telle que

S (u, 27, 90) (S0 (u, 25, 92) = 0. (1.41)

La forte discernabilité controlable assure donc 'existence d’une commande u, qui appliquée
a 'entrée des systemes Sy et Sy génere des sorties yy (-, 9, u, wy) et ys (+, 25, u, ws) différentes
quels que soient les valeurs des états initiaux z§ et xJ et quelles que soient les perturbations w;
et wy qui agissent sur S) et Sy. Nous désignerons dans la suite par ZL (S, Sy), lensemble des

commandes qui rendent fortement discernables les systemes S7 et S5 :
UL (S1,85) = {u € U Sy (u, 20,94) () Sy (u, 23, W5) = 0} (1.42)

Pour les systémes non perturbés, &t (S, Sy) peut étre défini a partir de la zone d’indiscerna-

bilité comme suit :

ULt (S1,52) = {ue¥:V(xf,23) € 2P x 2, (5, 2%,u) ¢ Zna (S1,52)}
(1.43)
= U\UT (51,5:).

Nous reviendrons dans le chapitre 3 sur la question de la détermination de % (S, Ss).
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La figure ci-dessous est un exemple d’illustration graphique des ensembles de sorties admis-
sibles des systemes qui sont fortement discernables.

&5

<>

X2

R
<
R

4

NS

—
@/frt Y. frt
dis,1 dis,2

Figure 1.5 — Forte discernabilité contrdlable

Sur cette figure, les commandes qui permettent de discerner fortement les systemes S; et

S, sont localisées dans les domaines %, et ..

Exemple 1.3.18. Soient S; et Sy les systemes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3) avec

1 1] 1

A = 0 —1 ; By = . ; 01:{1 0} ;. D1 =0 ; Ey =0 ; H =01
Ly

Ay = 0 —3 i By=D; Clz{l 1} i Dy=0 ; Ey=00¢q ; Hy=01xaq

1l découle de la structure des matrices de la représentation d’état de Sy et Sy que ces deux
systémes sont positifs [Farina and Rinaldi, 2000]. Ainsi, pour que Sy et So aient des variables
d’état et de sortie positives, nous supposons que le domaine % est composé de commandes
positives et que les états initiauz de Sy et Sy sont dans 'orthant positif de R?* (Ry x R, ). Nous

supposons de plus que les états initiaux de Sy et Sy sont bornés :
o T 2 = N
%:{{al 51} €R10§G1§31,0§51§b1}
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et
T _
%Oz{{az bg] €R2:0§a2§a2,0§62§b2}.

En appliquant un échelon positif u* d’amplitude ug > 0 (u* (t) = ug pour tout t € Ry ), on peut

déduire sans peine de la proposition 1.2.3 que
Ar @, 2,40m3) = {((bs = uo) idg, + a1 — 2ug) ¢+2up: 0 <y <&y, 0< by <byf
et que
Far (5 25 {00 1) {00} = {(a2 + b2 — 2up) ¢+ 2up: 0 < a <&, 0 < by < by}

ot on rappelle que ¢ est définie dans l'exemple 1.2.4 et que idgr, désigne la fonction identité sur
R.. De plus en choisissant l'amplitude uy de 1’échelon tel que ug > by, il découle des expressions
de F1z (10, 20, {00, }) et Faz (7, 2, {0 }) que i (w, 20, {00 DS (0, 22, {00 }) =
0. En effet si on suppose que A g (u*, Z°,{0y}) et Lo (u*, Z3,{0x}) ne sont pas disjoints

alors il existe des nombres ai, by, ag et by tels que 0 < as <@g et 0 < b, < by, s=1,2 et
(bl—uo)t+a1—2u0:a2+b2—2u0, vt€R+

Par conséquent, uy = by < by. Ceci est absurde. On conclut que Sy et Sy sont fortement

(%, ZP° x ZL, {04 } x {0y, })-discernables sur R..

Il découle des définitions 1.3.1 et 1.3.17 que la discernabilité stricte est plus forte que la
forte discernabilité controlable. En d’autres termes, si S; et S5 sont strictement discernables
alors ils sont également fortement discernables. Par ailleurs, la forte discernabilité controlable
est une forme particuliere du troisiéme cas de faible discernabilité controlable. Par conséquent,

elle implique la faible discernabilité controlable.

1.3.4.3 Discernabilité controlable : etat de ’art

Comme la discernabilité au sens strict, la discernabilité controlable est un concept impor-
tant dans 1’étude de 1'observabilité des systémes a commutation. En effet, la discernabilité
controlable de tous les sous-systemes ou modes d’un systéme a commutation garantit 1’exis-
tence d'une commande qui assure a chaque instant I'identification du mode actif du systeme.
Comme exemples de travaux qui traitent de 'application de I’étude de la discernabilité contrd-
lable a I'observation des systémes & commutation, on peut citer [Babaali and Pappas, 2004]
et [Cocquempot et al., 2004]. Dans [Babaali and Pappas, 2004], Iidentification du mode initial
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des systemes linéaires a commutation excités par des commandes analytiques a été caractérisée

par la condition (1.44) suivante de forte discernabilité controlable.

Théoréme 1.3.19. Soient Sy et Sy les systémes linéaires modélisés par les équations (1.1),
(1.2) et (1.3). Les systémes Sy et Sy sont fortement (;zf ([O;T],Rl) SR < R™ {0y, } X {O%}>-

discernables sur [0;T)] si et seulement si
i o i, (1.44)

ou T[lm et T[Q%] sont les matrices de Toeplitz définies par (1.22)

I1 découle de la condition (1.44) que lorsque % est la classe des commandes analytiques, la
forte discernabilité controlable des systemes linéaires non perturbés ne dépend pas non plus de
I'instant final 7' de la période d’observation [0; 7] des systémes. Notons que la condition (1.44)
de forte discernabilité controlable est facilement testable et est un critere d’évaluation de la si-
milarité des parametres de Markov des systemes Sy et Sp. Une conséquence du théoreéme 1.3.19
est que lorsque S; et Sy sont linéaires, la seule situation ou il n’existe pas de commande analy-
tique u telle que les ensembles de sorties .77 5 (u, R™, {Oy4 }) et g (u, R™, 0y, ) soient disjoints
est le cas ou S7 et Sy ont les mémes parametres de Markov. Une autre conséquence de ce

théoreme est la condition nécessaire suivante de discernabilité controlable.

Proposition 1.3.20. Soient S et Sy les systemes dynamiques linéaires modélisés par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3). Si o/ ([O;T],Rl) C U et si TV £ T alors les systémes Sy et S
sont fortement (Z ,R™ x R", {0y, } x {0y, })-discernables sur [0;T].

Démonstration. La preuve est une conséquence immeédiate du théoreme 1.3.19 et de la défini-
tion 1.3.13 de discernabilité controlable. O

Outre son importance dans ’analyse de I'observabilité des systéemes a commutation, la dis-
cernabilité controlable peut jouer un réle déterminant dans ’estimation des parametres des sys-
temes. En effet, la faible (%7,{0,} x {0,}, {0 } X {0y, })-discernabilité des systémes linéaires
a été utilisée dans [Grewal and Glover, 1976] pour étudier I'indentifiabilité’ des paramétres
[Jacquez and Greif, 1985], [Delforge, 1982] des systémes linéaires et non linéaires, propriété sans
laquelle le probleme d’estimation des parametres de ces systemes peut étre mal posé. Dans ce
contexte, il est prouvé dans [Grewal and Glover, 1976] que pour la classe % = .4 ([0 : T],Rl)
des commandes continues par morceaux sur [0;7] on a la caractérisation suivante de la faible

discernabilité controlable :

1. propriété qui permet de déterminer de maniere unique les parametres du systemes a partir des données
entrée-sortie
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Théoréme 1.3.21. Les systémes linéaires Sy et So modélisés par les équations (1.1), (1.2)
et (1.3) sont faiblement (/// ([O;T],Rl) A0} X {0,}, {0} X {O%}>—discemables sur [0;T]

si et seulement si T £ TL.

Cette condition s’applique notamment pour les systemes linéaires non perturbés qui ont
une position initiale nulle. Elle ne dépend pas non plus de I'instant final 7' de la période [0; T
d’observation et elle peut étre également testée en comparant les parametres de Markov des

deux systemes.

1.4 Discernabilité a travers les résidus de parité

Les systemes dynamiques ne sont pas a I'abri des défaillances. Il peut s’agir par exemple
de défauts actionneurs ou de défauts capteurs. La détection et la localisation de ces défauts
reposent généralement sur la construction et I’analyse d’un résidu qui est un signal reflétant
la cohérence entre les valeurs mesurées (données d’entrée et sortie) et le modele mathématique
du systeme lorsqu’il est en état de fonctionnement normal. Afin de caractériser le mode de
fonctionnement (normal ou défaillant) du systeme en absence de perturbations, le résidu doit
étre construit de sorte a étre nul en mode de fonctionnement normal et différent de zéro en mode
défaillant. Une des techniques employées pour générer les résidus d’un systeéme est la méthode
d’espace de parité. Cette méthode est apparue vers les années 1980 avec les travaux de Chow
et Willsky [Chow and Willsky, 1984]. Les résidus construits en utilisant la méthode d’espace
de parité sont appelés les résidus de parité. Ils sont obtenus par une élimination appropriée de
I'influence de la variable d’état sur la variable des sorties et ses dérivées.

Dans la littérature, les résidus de parité ont été utilisés dans [Cocquempot et al., 2003],
[Cocquempot et al., 2004], [Domlan et al., 2007b], [Domlan et al., 2007a] pour 'identification
du mode actif des systemes a commutation. Un concept important dans ce processus d’identi-
fication est la discernabilité des systémes dynamiques a travers leurs résidus de parité (résidu-
discernabilité). Cette forme de discernabilité permet de comparer les ensembles de sorties ad-
missibles des systémes via les résidus de parité. Avant de définir les différentes notions de
résidu-discernabilité que nous étudierons dans ce mémoire, nous allons brievement rappeler la

méthode de construction des résidus de parité des systémes dynamiques de la forme (1.1).

1.4.1 Meéthode de génération des résidus de parité d’un systeme

Dans cette section, nous donnons une breve présentation des différentes étapes de génération

des résidus de parité. Nous illustrons les différentes étapes de cette méthode dans le cas particu-
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lier des systemes linéaires qui feront dans les chapitres 2 et 4, 'objet de notre étude de résidu-
discernabilité. Pour plus de détails sur la méthode de génération des résidus de parité, le lecteur
intéressé pourra consulter les références suivantes : [Chow and Willsky, 1984], [Gertler, 1997],
[Frank, 1990], [Chen and Patton, 1999], [Staroswiecki et al., 1991] (pour les systémes dyna-
miques linéaires), [Yu et al., 1995], [M.Wurtenberger and Hofling, 1995] (cas des systemes dy-
namiques bilinéaires) et [Frisk, 2000], [Staroswiecki and Comtet-Varga, 2001}, [Zhang et al., 1998],

[Bokor and Szabd, 2009] (pour les systémes dynamiques polynomiaux).

En dérivant le signal de sortie y; puis en substituant dans I’expression de y; obtenue, &; par

sa formule donnée par 1’équation d’état (premiere équation de (1.1)) on obtient :

i (t) = 875 (2 (&), u (), wi (1) fi (i (8w (t)wi (8) + 5 (@i (), ut),wi(8) @ ()
o 6) s (6w 1) s 1)

En répétant cette opération jusqu’a un ordre k € N de dérivation, les dérivées yZ(S), s=0,1,...,k
peuvent étre concaténées sous la forme vectorielle suivante :

VI () = oM (2 (), UM (8), WM 1)) (1.45)
ol les variables Y;[k], UlH et I/VZ-W sont définies par

yi (t u (t) w; (t

CIOR Rl P CIOR I IRTLIO R R (1.46)
u (1) b (2 w0

7

et la fonction ¢! est telle que ¥ € @ (]R” x REEFD 5 RA(R+HD) 5 RA(B+1) Rm (k“)) avec

o (i (), UL (), W () = b (s (1), ()i (8)).

En particulier, dans le cas du systeme linéaire S; modélisé par les équations (1.1), (1.2) et (1.3),

la fonction ¢!* est définie par :
o (2 (1), UM (1), W @0) = 0w () + TH UM () + T W (1) (147)
ou la matrice d’observabilité @Ek] et la matrice de Toeplitz ']TE " sont données par (1.22) et T£ 4
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est la matrice de Toeplitz définie par

Hi Om><d e Omxd 0m><d
Ci E; H; “+ Omxd Omxa

T = S
Ci A;ﬂ_Q EZ Oz Af_?) EjZ s Hz 0m><d
C;AY E;, CyATTPE;, - CiE; H; |

(K]

La matrice T, est la matrice de Toeplitz des parameétres qui traduisent I'influence des pertur-

bations sur S;.

La seconde étape dans la génération des résidus de parité consiste a trouver une transfor-
mation ]'[l-[ L Rm Dy R telle que Hiw o @’“1 (xl (t), Uk (t), Wi[ "] (t)) est indépendant

de z; (t) c’est-a-dire
1% o o (i (1), UM (1), WM (1) = & (UM (1), Wi (1) (1.48)

avec r; (k) le nombre de résidus qui seront générés. Rappelons que dans I’égalité précédente, le

symbole o est la loi de composition des fonctions. La transformation ]YZ»[ g permet d’éliminer la
variable inconnue x; dans I’équation (1.45). L’existence d’une telle transformation dépend du

choix de l'ordre final k£ de dérivation de la sortie y;.

Dans le cas linéaire par exemple, k est déterminé de telle sorte que ’on puisse trouver une

matrice QY € Rrit>m (k1) telle que

7

0 O =04y et Ker (O}) =Im (0}Y). (1.49)

Notons que le théoreme de Cayley-Hamilton garantit 1’existence d’au moins un ordre k de dériva-
tion de la sortie qui satisfasse (1.49). Généralement, I'ordre k est choisi au moins égal a I'indice
d’observabilité du systéme [Chow and Willsky, 1984], [Kratz et al., 1998], [Ding et al., 1999].
Rappelons que 'indice d’observabilité des systemes linéaires décrits par les équations (1.1), (1.2)
se définit comme suit [Antsaklis and Michel, 2007], [Sundaram and Hadjicostis, 2013].

Définition 1.4.1. L’indice d’observabilité du systéme nominal associé au systéme linéaire S;
décrit par les équations (1.1), (1.2) et (1.3) est le nombre entier k; € N* défini par
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ot
2, = {s € N: rang (@ES}) = rang (@ESH])}. (1.51)

Le nombre k; — 1 correspond donc au plus petit ordre k a partir duquel le rang de la matrice

d’observabilité @Ek] arréte de croitre.

rang <@£ k]) y

L 4

A 4

1 2 3k —1Ki

Figure 1.6 — Indice d’observabilité k;

La matrice @Eli] solution de (1.49) est appelée matrice de parité. Les colonnes de la

transposée de la matrice de parité engendrent l’espace orthogonal a Im (@Ekg (c’est-a~dire

L
Im (@[k]) ) qui est appelé ’espace de parité du systeme ;.

i
La transformation ]Yzm que 'on utilise dans le cas linéaire pour éliminer la variable d’état

est la projection :
mf=olle, ¢ermt+,

L’élimination de la variable d’état par cette projection se traduit par la relation suivante :
1o g (w0, 01 (1), W (1)) = O [T 01 1) + T W )] (1.52)

Une fois la transformation Hz-[ ] construite, on calcule I'image de Yi[k] par Hi[k} a partir des
relations (1.45) et (1.48). On obtient alors

" (yi[k} (t)) — " (U[k] (t) aOd(k+l)) = @i (U[k} (t), w," (t)) G (U[k] (*) ’Od(’““))
(1.53)

La relation (1.53) constitue une relation de parité et il en découle que le signal ng] défini par
R0 =m0 (0 0) = 2" (U0, 0aer) = R sy (1) (1.54)
est nul en absence des entrées inconnues. Ainsi, fREk] définit un résidu dont k est 'ordre. De
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Pégalité (1.53) et de la définition (1.54) de RI™ on a :

)

(2

R (1) = @ (U @0, W @) = 2 (U (1), 0ary) =R Twwd (1), (1.59)

Pour des valeurs réelles des entrées et sorties connues a chaque instant ¢ de méme que
celles de leurs dérivées jusqu’a l'ordre k, on peut calculer le résidu RW du systeme S; a partir
de Pexpression (1.54). Le signal Ing] [u,y;] est appelé forme de calcul du résidu de parité
fREk] de S; [Chow and Willsky, 1984]. Il est nul si les données u et y; sont recueillies sur le
systeme S; dans un état de fonctionnement normal. Cependant la forme (1.55) du résidu ng]
ne peut étre calculée numériquement car elle dépend des entrées inconnues w; de S;. Elle
montre 'influence des perturbations w; sur le résidu. Elle est appelée forme d’évaluation du
résidu [Chow and Willsky, 1984].

Dans le cas linéaire, la formule explicite du résidu de parité le [u,y;] calculé avec les

variables connues u et y; est donnée par la relation suivante :

K3 (2

R [u, ] (1) = O [V (1) = T U (1)) (1.56)

La fonction ﬁﬁ ' [u, w;] qui permet d’évaluer I'influence des perturbations sur le résidu est de la

forme :

R [ wi (1) = O T Wl (). (1.57)

Avant de présenter les différentes notions de résidu-discernabilité que nous étudierons dans
ce mémoire, nous allons introduire quelques notations nécessaires pour le reste de notre analyse.

Dans tout ce qui suivra, pour une commande u € % C € (J,]Rl) fixée et un signal
z €€ (J,R™), CRW [u, z] représente le résidu de S; calculé avec la commande u et le signal z.
C’est une fonction définie sur J & valeurs dans R™(*) par :

R u, 2] (8) = M (29 (1) = &7 (UM (1), 0auey) , WEET (1.58)

7

avec
2 (t)
Z(t
g | 0
Pour u € % C € (J,Rl> fixée, R [u,] : 2 — RIH [u, z] définit une fonction de € (J, R™)
a valeurs dans ¢ (J, R”(k)>. Pour tout ensemble . C ¥ (R,,R™), nous notons fREk] [u, 7],
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I'image de .# par la fonction fREk] [u, ] :
RIF [u, .| = {v €EC (J,R”(k)) cdze S v = RIF [u,z]} : (1.59)

Lorsque . = %9 (u, 5&?",7/]-), Jj € {1,2}, fRZm [u,&”j,g (u, %O,Vﬂj)}, Jj € {1,2} représente
I’ensemble de tous les résidus de parité de S; que 1'on peut calculer a partir de la commande
et des sorties qui sont u-compatibles avec le systéme S; sur la période d’observation J.

De la relation (1.53) qui traduit I’égalité entre la forme de calcul et la forme d’évaluation
des résidus de parité de .S;, il vient que ’ensemble Ing] [u, 59 (u, 27, 7%”, de tous les résidus
de parité de S; qu’on peut calculer avec la commande u et les sorties u-compatibles avec S;

possedent la propriété suivante :

R [, S (0, 20,90 = {v € (1RO) 30 € #, 0= R u, a1 (1.60)

ou igk} [u, @] est la fonction définie sur R, par

_ k - R —_— R
Re u, @] (1) = g (U (1), W (1)) — @1 (UM (1), Oa ) - (1.61)
avec
w (t
Tl w (L
w®) (t)

Lorsque le systeme S; n’est soumise a aucune perturbation (#; = {0y }), la relation (1.60)

devient

7

R [, S (u, 27, {04,3)] = {0l®T} (1.62)

ot 0l est la fonction nulle, définie par 0" R, —s R7H®) ¢t Oy, (k). Cette dernicre
égalité signifie qu’en absence de perturbation dans le modele d’état de 5;, le résidu de parité
de S; calculé avec tout couple de signaux d’entrée et de sortie (u,y;) provenant de S; est identi-
quement nul. Par conséquent, lorsque I'ensemble .%; 4 (u, 2L, {O//J }) des sorties u-compatibles

avec le modele nominal de S; est tel que
k o T
R [u, S (uw, 27, {00, })] # {010}, (1.63)
alors il existe un signal de sortie qui est u-compatible avec S; mais qui ne l'est pas avec ;.
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La relation (1.63) entraine que les ensembles de sorties admissibles de S et Sy sont différents.
Les résidus de parité de S; et Sy peuvent donc étre utilisés pour distinguer les sorties des
deux systémes. En partant de cette observation, [Cocquempot et al., 2004] définit la résidu-
discernabilité de S; par rapport a S; comme étant la capacité du systeme S; a générer une
sortie y; qui est compatible avec une commande appropriée u et qui n’annule pas le résidu
33£ ] [u,y,] de S; calculé avec les données u et y; provenant de S;. Dans la section suivante, nous
définirons des notions de discernabilité a travers les résidus de parité qui prennent en compte
les effets des perturbations sur les systemes S; et S. Nous établirons un lien entre ces notions
de résidu-discernabilité et celle de [Cocquempot et al., 2004].

Dans tout ce qui suivra, k; et ko désignent respectivement des ordres quelconques de géné-

ration des résidus de parité de S; et Ss.

1.4.2 Discernabilité de deux systemes a travers leurs résidus de pa-
rité
Les notions de résidu-discernabilité que nous introduisons dans ce mémoire sont la faible

résidu-discernabilité et la forte résidu-discernabilité. Ces deux notions sont briévement présen-

tées dans le tableau ci-dessous :

“ Ju e %, R [u, Say (u, 20, 6)] € R [u, A9 (u, 20, 94)]
= | Sens
f;@ faible ou
Ju € U, Ry Ju, g (u, 20, 90)] € RE [, S (u, 23, W5))
L
E Jue %, R [u, A (u, 20, W) ORI [, Sy (u, Zip, #5)] = 0
Z | Sens
~ | fort ou

du € %7 R[Qkﬂ [U, <Eﬂl,ﬂ (U, %07 Wl)] N 9z[2k2] [U, y273 (U, %‘207 %)] = @

Table 1.2 — Définition de la faible et de la forte résidu-discernabilité

1.4.2.1 Faible résidu-discernabilité

Définition 1.4.2 (Faible résidu-discernabilité). Soient (i,j) € {(1,2),(2,1)}. On dira du sys-
teme S; qu’il est faiblement (ng-kj], U, X x XL, W x %) -discernable du systeme S; surJ s’il
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existe une commande v € U telle que
R [, S (u, 2590)) & RS [u, S5 (u, 20 45) ] (1.64)

On dira que les systémes S7 et Sy sont (R[lkl],R[QkQ],%, 2P X P, W X %) -discernables sur
J si le systeme S est (IR[QkZ], U, I < XL, W X %) -discernable du systéme Sy sur J ou si le
systeme So est (\'R[lkl], U, L x XL, W X %)—dz’scemable du systeme Sy surJ

La résidu-discernabilité de S et Sy assure donc 'existence d’une commande u qui permet
de différencier les images des ensembles .7 5 (u, 2%, #1) et Saq (u, &y, #s) par les fonctions
de calcul de résidus R[lkl] [u, ] et fR[QkQ] [u,-]. En pratique, elle garantit 'existence d’une sortie
admissible y; (-, 2, u,w;) de S; qui permet de distinguer le signal fR[QkQ} [u,y1 (+, 29, u, wy)] du
signal iR[QkQ] [w,y2 (+, 25, u, wy)] quel que soit 1'état initial 23 et quel que soit l'entrée inconnue
wWo.

Pour les systémes S; et Sy non soumis a des perturbations, I'inclusion (1.64) est équivalente

R {u s (u 27, {0% })} £ {O[r(k»]}

car d’apres (1.62), fRLkﬂ {u, Zia (u, 27, {0%}” est réduit au signal nul 0["*9). On retrouve
donc la condition (1.63) qui traduit la définition de [Cocquempot et al., 2004] de la discer-
nabilité de S; par rapport a S; a travers les résidus de parité de S;. Plus précisément, la
notion de résidu-discernabilité de [Cocquempot et al., 2004] est I’équivalent de la notion de
faible (33[1’“], R R x R™, {0y, } x {0%})—discernabilité. On obtient donc le critere suivant
de faible résidu-discernabilité [Cocquempot et al., 2004], [Cocquempot et al., 2003] :

Théoreme 1.4.3. Soit k un ordre de génération de résidu des systémes linéaires S, et S
modélisés par les équations (1.1), (1.2) et (1.3). Alors les systémes dynamiques Sy et Sa ne sont
pas faiblement (fR[lk},fR[Qk}, U, R" x R" {0y, } x {0%})—discemables sur [0;T] si et seulement
si

rang (@[1’“]) = rang ([(O)[lk] Ol ’]I‘[lg]D = rang ((O)[Qk]) (1.65)

avec

Une conséquence de ce théoreéme est que la faible (fR[lk}, ng], U ,R" x R {0y } X {0y, })—
discernabilité ne dépend pas de I'instant final 7" de la période d’observation [0; 7] des systémes.
D’apres la relation fondamentale (1.64) qui définit la faible résidu-discernabilité de S; par

rapport a S;, on peut distinguer les trois cas typiques suivants de faibles résidu-discernabilité :
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— Cas 1:.5] est (%, JQ[QIQ], L0 X XL W X %)—discernable de Sy sur J tandis que S5 n’est
pas (%,fR[lkl], L0 X AP, W X %)—discernable de Sy sur J.

— Cas 2: 55 est (?/, fR[QIQ], L X XL W X %)—discernable de S; sur J tandis que S; n’est
pas (02/,3%[1]“], L0 X AL, W X %)-discernable de Sy sur J.

— Cas 3 : le systeme Sy est (% , IR[ZM, 2L X XY, W X %)—discernable du systeme Sy sur
J et Sy est (%, R[l]ﬁ], L0 X XL, W X %)—diseernable de S; sur le domaine Z7° x #;.

La condition fondamentale (1.64) est encore équivalente a 'existence d’un couple (x?,w;) €

22 x W; tel que

R[k][u vi (-, ,l,uwl)]#iR[ 7]{u yj( ,j,u,wj)}, V(a:?,w»eﬁ&”fx%. (1.66)

En désignant par \If[ il [0, u, wy, ws] la fonction écart des résidus ng-kj] [,y (w20, u, w;)]
et JQ[ il {u Yj (

s s
u, J,u,wj)] c’est-a-dire

J k; K
\Iig ][x U, Wy, Wo] = fR[ ][u yi (5w, 28w, w;)] —RE- ] [u,yj (-, ,xj,u,wj)} , (1.67)

la faible résidu-discernabilité peut étre définie de maniere équivalente a la définition 1.4.2 a

partir des fonctions Ui et UL comme suit :

Proposition 1.4.4. Soit (i,j) € {(1,2),(2,1)}. Alors le systéme dynamique S; est faiblement
(®

j
commande uw € % et un couple (xf,w;) € Z;° x W; tels que la fonction \Il[ il [, u, wy, ws] est

<kj], U, L x XL, W X %)—discemable du systeme S; sur J si et seulement s’il existe une

non identiquement nulle sur J, pour tout (:Uj, j) € XL X W;.

Notons que dans la définition (1.67) de la fonction \Ifyzj] [0, u, wy, ws], la non dépendance

de cette fonction de I'état initial 9 de S; est liée au fait que 27 est éliminé par projection

J
de la sortie y; et ses dérivées dans 'espace de parité de S;. Dans le cas linéaire par exemple
J J )

\Ify?] [0, u, wy, ws] est explicitement définie par :

ky) (k3] 7 71k;] [;] ksl 111 K]
O 2, (8,22, u, w;) + T U (8) + T Wil (1) — T, W™ (t)

Y 7

\I/y?] [, u, wy, wo] (t) = @[k 7]

ou on rappelle que
t
z; (t, 20, u,w;) = Cret Y22 + C; / A B (1) + By w; (1)] d7 + Dy (t) + Hyw; ().
0
Pour plus de détails sur ce calcul, nous renvoyons le lecteur a I’annexe B.
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A partir de I'égalité (1.58) qui définit la fonction IREM [u, -] de calcul de résidu de S;, la
relation (1.67) peut étre réécrite comme suit :
U af wwo) = IV (VY (g w)) = N (Vg uw;))
En particulier, lorsque S; et Sy sont linéaires, I1 j[ Ml st la I’application linéaire £ — (O)g-kf] &, et
on obtient dans ce cas
\IIEIZ,J} [l‘?, U, Wy, w?] = (O)gkj] |:Y;[kj} ('7 JI?, U, wz) - }/j[kj] (’7 ZE;-), u, w]):| :
Ainsi, dans le cas linéaire, \Ifyz” ] représente la fonction de projection des écarts des sorties de Sp
et S, ainsi que ceux de leurs dérivées sur 'espace de parité de .S;.

Le théoreme 1.4.6 établit un lien entre la notion de faible résidu-discernabilité et celle de
faible discernabilité controlable. Plus précisement, il montre que la faible résidu-discernabilité
implique la faible discernabilité controlable. Pour plus de clarté dans la présentation de la
preuve de ce théoreme, nous allons utiliser la proposition suivante. Cette proposition est un

résultat d’algebre qui donne quelques propriétés élémentaires sur I'image des ensembles par une

fonction.

Proposition 1.4.5. Soient . et 4 deux ensembles et soit b une fonction définie sur F a
valeurs dans 4. Alors pour tous sous-ensembles F#, et Fo de F on a :

(1) Si F1 C Fy alors Y (F1) C Y (F).

(i) Y (F1NF2) CY(F1)NY (F2)

Démonstration. La preuve est triviale. O

Théoréme 1.4.6. Si S, et Sy sont faiblement (fR[lkl], ZR[QkZ], U, XL x XL, W X %) -discernables
sur J alors Sy et Sy sont faiblement (% , Z° X X, W1 X Ws)-discernables sur J.

Démonstration. Nous ferons un raisonnement par contraposée. Pour cela, supposons que S et
Sy ne sont pas faiblement (%, 27° X 25, #1 x #5)-discernables sur J. Alors pour toute com-
mande v € %, S5 (u, ZL°, W) = Sog(u, 5, #3). On en déduit, grace a la proposition 1.4.5

que
Vue#, RPu, A (u, 20, 7)] = R u, Sy (u, 20, 95))]
et
Vuew, RUVu, Sy (u, 20, #5)] = RV u, A1y (u, 20, 7)] .
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Ces deux relations impliquent que les systemes dynamiques S; et Sy ne sont pas faiblement
(fR[lkl], fR[ZkQ], U, EL < EL, W X %)-diseernables sur J. Ceci acheve notre preuve. O

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que pour les systemes linéaires non perturbés, la
réciproque de I'assertion du théoreme 1.4.6 est aussi vraie c’est-a-dire si deux systemes linéaires

non perturbés sont faiblement discernables alors ils sont aussi faiblement résidu-discernables.

1.4.2.2 Forte résidu-discernabilité

Comme son nom l'indique, la forte résidu-discernabilité est par définition une notion de
résidu-discernabilité plus forte que la faible résidu-discernabilité. Elle assure ’existence d’une
commande u telle que les ensembles Ry [u, 5 (u, 27, #4)] et RV [u, Fag (u, 2, #5)] d'une
part ou les ensembles Ry [u, A9 (u, ZL°2, 1)) et RLF] [, Sy (u, Zy, #3)] d’autre part soient

disjoints.

Définition 1.4.7 (Forte résidu-discernabilité). Soit (i,7) € {(1,2),(2,1)}. On dira du systéme
S; qu’il est fortement (iRg-kj], U, XL x o, Wy X %)-dz’scemable du systéme S; surJ s’il existe

une commande u € % telle que
R [, S (u, 22 WOV RS S (u, 20,95) ] = 0. (1.68)

On dira que Sy et Sy sont fortement (ngkl],fR[QkQ], U, ZL x Za, W x %) -discernables sur J si
S1 est fortement (32[2]@], U, XL x Za, W x %)-discemable de Sy surJ ou si Sy est fortement
(.’R[lkl], U, XL x Ty, W X %) -discernable de S, surJ.

La forte résidu-discernabilité de S; par rapport a Sy garantit donc 'existence d’une com-
mande u qui appliquée a l'entrée de S; et Sy permet de distinguer en temps réel le signal
RLF] [w, y1 (2%, u, wy)] du signal RLF2 [w, y2 (29, u, we)] quels que soient les états initiaux x9 et =9
et quelles que soient les entrées inconnues w; et ws.

Comme la faible résidu-discernabilité, la forte résidu-discernabilité peut également étre dé-
finie a partir des fonctions \I/[lkzl] et \11[2’?} de projection de I’écart des sorties de S, et S5 sur leurs

espaces de parités :

Proposition 1.4.8. Soient (i,j) € {(1,2),(2,1)}. Alors le systéme dynamique S; est fortement

(ngkj], U, L x XL, W X %)—dz’scemable du systéme S; sur J si et seulement s’il existe une

commande u € % telle que la fonction \Ifg-lzj] (2, u, wy, wsy] définie par (1.67) est non identique-

ment nulle sur J pour tout (x,wy,ws) € Z;° X W1 X Ws.
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Démonstration. La preuve découle du fait que la condition qui traduit la forte résidu-discernabilité

1 J?

de S; par rapport a S; est équivalente a : V (:E‘-’ 9 wi,wj) € XX XL X Wi x W,

:ngj] [U, Y; (', u, CL’?, u, wz)] - :ngj] {U, Yj ('a u, JZ?, u, w])} 7; O[Tj(kj)}

Le théoreme suivant montre que la forte résidu-discernabilité implique la forte discernabilité

contrélable. L’implication inverse est prouvée dans le chapitre 2 pour les systemes linéaires.

Théoreme 1.4.9. Si S, et Sy sont fortement (R[lkl], ngkﬂ, U, X x XL, W x %) -discernables
sur J alors Sy et Sy sont fortement (% , Z° x XL, W1 x Ws)-discernables sur J.

Démonstration. Supposons que S et Sy sont fortement (9%[11“], R[Qkﬂ, U, XL x XL, W x %)—

discernables sur J. Alors il existe j € {1,2} et une commande u € % telle que
R T, A (u, 20,90 VRS [u, Fag (u, 2, 95)] = 0.
On en déduit grace au point (i7) de la proposition 1.4.5 que
R [, S (u, 20, 945) () Faa (u, 25, #5)| = 0.

Ceci implique que .7 g (u, 27°, #1) N Fa (u, 25, #5) = (. D’out les systémes dynamiques S; et
Sy sont fortement (%, Z7° x X, #1 x #,)-discernables sur J. O

1.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des notions de discernabilité stricte, de discer-
nabilité controlable et de résidu-discernabilité qui feront ’objet de ’étude de ce mémoire. Nous
nous sommes reposés sur la notion de sorties admissibles des systemes pour introduire chacune
de ces trois concepts de discernabilité.

Nous avons ensuite montré que parmi ces trois formes de discernabilité, certaines impliquent
d’autres. Toutes ces implications que nous avons répertoriées sont schématiquement représentées

par le graphe suivant :
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Discernabilité stricte ‘ —— ’ Forte discernabilité ‘ —— ’ Faible discernabilité ‘

1 [

’ Forte résidu-discernabilité ‘ — ’ Faible résidu-discernabilité ‘

Figure 1.7 — Lien entre la stricte discernabilité, la discernabilité controlable et la résidu-discernabilité

Des liens entre ces notions de discernabilité et celles étudiées dans [Grewal and Glover, 1976],
[Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2014], [Babaali and Pappas, 2004], [Cocquempot et al., 2003]

et [Cocquempot et al., 2004] ont été établis dans ce chapitre. Ils sont résumés dans le tableau

ci-dessous :
Discernabilité Résidu-discernabilité
Sens Strict Fort Faible Faible
Za (S1,52) | UL (S, S) | %L (S1,8) | R [u, S (u, 22, {0, })]
Définition est est est #+
triviale non vide non vide {O[T(k”}
Référence Lou et. al | Babaali et. al | Grewal et. al Cocquempot et. al
U L (CI, Rl) o (J,Rl) ¢ (J,R')
VpeC rang ((O)[lk])
la matrice |
Condition | R (p) est i £ L2 rang ([(O)[lk] Ol T[lg]D
de plein I
rang colonne rang (@[Qk»

Table 1.3 — Discernabilité des systémes dynamiques linéaires non perturbés
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Dans ce chapitre, nous considérons les systémes dynamiques linéaires S; et Sy définis par les
équations (1.1), (1.2) et (1.3) en absence de perturbations (voir équation (1.7) avec E; = 0,xq
et Hl = Omxd) .

&
C
I
8
=
+
=
£
=

Nous nous intéressons a l’étude de la faible discernabilité et a 1’étude de la faible résidu-
discernabilité de ces deux systemes.
Nous avons vu dans le chapitre précédent que la faible discernabilité des deux systemes a été

caractérisée dans [Grewal and Glover, 1976] sous ’hypothése que les deux systémes partent d’'un
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méme état initial nul (27° = 25 = {0,}) et que la faible résidu-discernabili¢ de S et Sy a été
étudiée dans [Cocquempot et al., 2004] dans le cadre ot les résidus de parité des deux systéemes
sont générés a un méme ordre. Ces hypotheses limitent donc le champ d’application des condi-
tions de discernabilité données dans [Cocquempot et al., 2004] et [Grewal and Glover, 1976].
Ce chapitre propose des conditions de discernabilité faible plus générales que celles données
dans [Cocquempot et al., 2004] et [Grewal and Glover, 1976]. Il est organisé en deux grandes
parties.

La premiere partie est consacrée a la caractérisation de la faible résidu-discernabilité de Sy
et Sy. Dans un premier temps, nous déterminons une condition nécessaire et suffisante de faible
résidu-discernabilité (corollaire 2.1.4) qui a un champ d’application plus large que la condition
de rang donnée dans [Cocquempot et al., 2004] (théoreme 1.65). Nous montrons ensuite que
I'utilisation des résidus de parité fR[lm] et .'R[Q'”] générés a des ordres correspondants aux indices
d’observabilité Kk, et ko de S et Sy est a privilégier pour discerner faiblement S; et Sy a travers
les résidus de parité des deux systemes. En effet, nous prouvons que lorsque S; et S, n’ont
pas le méme indice d’observabilité (k; # Ko) alors ils sont faiblement discernables a travers les
résidus iR[l”l] et 32[2“2}. Finalement, nous montrons dans cette premiere partie que lorsque S; et
S sont tous deux observables, le seul cas ou ils ne sont pas faiblement discernables a travers
les résidus R[lnﬂ et JQ[;Q} est le cas ou ils ont le méme indice d’observabilité (k1 = Ko) et des
représentations d’état équivalentes.

La seconde partie du chapitre est dédiée a la caractérisation de la faible discernabilité contro-
lable. Nous savons grace a la proposition 1.4.6 que la résidu-discernabilité contrdélable entraine
la faible discernabilité contrdlable. Nous prouvons dans cette partie que ces deux notions de
discernabilité faible sont équivalentes. A partir de cette équivalence et des résultats de la pre-
miére partie, nous donnons des conditions nécessaires et/ou suffisantes de faible discernabilité
contrélable.

Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet

— d’une communication [Motchon et al., 2013a] dans la conférence nationale avec comité
de lecture “5eme Journées Doctorales/Journées Nationales MACS, 11-13 juillet 2013,
Strasbourg, France”,

— d’une communication [Motchon et al., 2013b] dans la conférence internationale avec co-
mité de lecture “52nd IEEE Conference on Decision and Control, December 10-13, 2013
at Palazzo dei Congressi, Florence, Italy”.

Pour que les résidus de parité des systemes S; et S5 soient bien définis sur la période

d’observation [0; 77, les commandes appliquées conjointement aux deux systemes doivent étre

suffisamment régulieres. Nous supposons donc que :
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Hypothése 2.0.1. o/ ([o;T],Rl) CU CE> ([O;T],Rl).

2.1 Faible résidu-discernabilité des systemes linéaires non

perturbés

Cette section a pour objectif de déterminer des conditions permettant de caractériser la
faible résidu-discernabilité des systemes S et Ss.

Les conditions que nous allons établir reposent principalement sur la caractérisation de la
faible résidu-discernabilité donnée par la proposition 1.4.4. Rappelons que cette proposition
définit la faible résidu-discernabilité de S et Sy a partir des fonctions \11[1’“21] et \Il[Qkf] qui repré-
sentent respectivement la fonction de projection des écarts de sorties de S; et Sy sur 'espace de
parité de S; et la fonction de projection des écarts de sorties de S; et S sur 'espace de parité
de Sy. Pour les systemes S; et Sy qui ne sont soumises a aucune perturbation, ces fonctions

sont définies par (voir annexe B pour les détails de calcul) :

»

U (29, 0,045, 05] (1) = O[OV 2y (1,29, 0,00, ) + THE UM (1)] (2.1)

ol @Elf] est une matrice de parité de S;, @Bki} la matrice d’observabilité de S; d’ordre k; et
’]I‘[lkz] = ’]I‘[lk] — ’]T[Qk] = —']I'[le] avec k € {ki,ko} est la matrice de Toeplitz formée des parametres
de Markov D et C A*B, s=0,1,...,k — 1 du systeme augmenté S associé a S; et Ss.

2.1.1 Généralisation de la condition de rang de Cocquempot et al.

La premiere condition de faible résidu-discernabilité que nous établissons est donnée par le
corollaire 2.1.4. Elle généralise la condition de rang de Cocquempot et al. (voir théoreme 1.4.3)
qui a été obtenue dans le cas ou les résidus de parité des deux systémes ont été générés a un
méme ordre (k; = ko).

Pour établir cette condition, en plus de la définition de faible résidu-discernabilité et de
la proposition 1.4.4, nous utilisons le théoréme 2.1.2 ci-dessous dont la preuve repose sur le

lemme 2.1.1 suivant :

Lemme 2.1.1. Soient My, M, et Ms trois matrices ayant le méme nombre de lignes. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(77) rang (M;) = rang ({Ml M, MgD
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Démonstration. Voir Annexe C ]

Le théoreme suivant caractérise la faible résidu-discernabilité du systeme S; (resp. S3) par

rapport a Sy (resp. S1).

Théoréme 2.1.2. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)}, les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(1) S; n’est pas faiblement (fRE»kj], U ,R" x R" {0y } x {0y, }) -discernable de S; durant la
période d’observation [0;T].
(i1) Les matrices d’observabilité @Ekj] et @;k"] et la matrice de Toeplitz Ty;j} satisfont les

deux conditions suivantes :
m (01°)) C1m (") et Tm(T}}") C Im (O}")). (2.2)

(k5]

(1ii) Les matrices d’observabilité (O)Ekj} et @;kﬂ et la matrice de Toeplitz T; ;" satisfont la

condition suivante :
rang (@gkjg = rang ([@;kj] ol%! ’]I‘y;ﬂD . (2.3)

Démonstration. L’équivalence entre les assertions (ii) et (ii7) est une conséquence immédiate du
lemme 2.1.1. Ainsi, pour conclure la preuve du théoreme nous allons montrer que les assertions
(1) et (ii) sont équivalentes.

D’aprés la proposition 1.4.4, S; n’est pas faiblement (fR;kj],?/,]R" X R™ {0y; } ¥ {O%})—
discernable de S; sur [0;7] si et seulement si pour tout (zf,u) € R" x %, la fonction de
(k5]
ji

pression (2.1) de \Ifyzj] [, 1, Oys, Oys | que montrer que les assertions (i) et (i4) sont équivalentes

projection W7 [29, u, Oy, , 04,] n’est pas identiquement nulle sur [0; 7. Il s’ensuit d’apres 'ex-

revient a prouver que (i7) est équivalente a I’assertion (2.4) suivante :

I 77

V(tagu) € [0;T) xR x %, O [0 a; (1,20, u) + T UM ()] = 0,y (24)

our(kj) =m (k; + 1) — rang (@gkj]) est le nombre de fonctions composantes de ng-kj].
Supposons dans un premier temps que 'assertion (2.4) est vraie. En écrivant (2.4) pour la

commande nulle (u = 04 ) et pour ¢t = 0 on obtient
O 0" 22 = 0,4, Va? e R”
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donc
Im (@Ekﬂ) C Ker (@gkj]) = Im (@Eki}) : (2.5)

Ainsi, on vient d’obtenir la premiere inclusion de (i7). En prenant en compte l'inclusion (2.5)

dans la relation (2.4), il s’en suit que
V(tu) e [0;T) x %, O T Uk (1) = 0,4, (2.6)

En réécrivant (2.6) pour les commandes polynomiales u de degré k; c’est-a-dire pour u de la

forme
aj,
w(t) :ao+a1t+%t2+---+k—’fjt’%, 4, €R™ s=0,1,...,k;

! 4!

et pour t = 0, il vient que
. ‘ T
@ygj] TEI;J] [ao ap -+ ak]} = 0ry), Vas €R™, s=0,1,... k.
Par conséquent,
Im (T}}") € Ker (0}) = Im (0} (2.7)

d’ou on obtient la seconde inclusion de (7).

Réciproquement si on suppose que l'assertion (i7) est vraie c’est-a-dire si les inclusions (2.5)
et (2.7) sont vraies alors la relation (2.4) est toujours vérifiée. D’out les assertions (2.4) et (iz)

sont équivalentes. O

Exemple 2.1.3. Considérons les systémes Sy et Sy des exemples 1.2.4 et 1.3.14. On obtient

0 1 1
o =10 —1] ; OF=|-1 -1 ; T =040
-2 3 1 1

qui implique que
rang ((O)[Qz]) = 2 =rang ([((])[22} @[12] T@D ; 1 =rang (@Q”) # rang ([(O)[QH @[11] T[é]D =2

Par conséquent, S, n’est pas faiblement (ZR[QZ],%,RQ X R?, {0y, } x {04/2}) -discernable de Sy
sur [0;T) et Sy est faiblement (fR[ll], U, R* x R? {0y, } x {0%})—discernable de Sy sur [0;T).
On conclut que les systémes Sy et Sy sont (fR[ll], CR[QQ}, U, R? x R? {0y} x {0«///2}) -discernables
sur [0;T7.
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Du théoréme 2.1.2 et de la définition de la faible résidu-discernabilité (définition 1.4.2) on

obtient donc la caractérisation suivante de la faible résidu-discernabilité.

Corollaire 2.1.4. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Les systémes Sy et S ne sont pas faiblement (IR[lkl],iR[Qkﬂ, U ,R" x R™ {0y, } x {O%})-
discernables sur [0; 1]

(73) Les matrices @[116}, @gk} et ']I‘[lgl, k = kq, ko satisfont les deux conditions suivantes
rang (@5’“21) = rang ([@[2]”] @[1]“2] T[l’gﬂ) (2.8)

et
rang (OF) = rang ([o} o) TI)). (29)

Il découle du corollaire 2.1.4 que si k1 = ko = k alors une condition nécessaire et suffisante

pour que les systemes S; et S5 ne soient pas faiblement (fR[lk], IR[Qk], U ,R" x R" {0y } X {0y, })—

discernables sur [0; 7] est
rang (@[Qk]) = rang ({(O)[Qk] (O)[lk] ’]I‘[ll;]D = rang (@[Qk]> )

On obtient ainsi la condition de rang de discernabilité établie dans [Cocquempot et al., 2004]
(théoréme 1.65).

De maniere équivalente au corollaire 2.1.4, la faible résidu-discernabilité des systeémes S; et

So peut étre caractérisée comme suit :

Corollaire 2.1.5. Les systemes Sy et Sy sont faiblement (R[lkl], fR[QkQ], U ,R" x R {0y } X {0y, }) -

discernables sur [0;T)] si et seulement si
rang (0 < rang ([0l o} T{4) (2.10)

ou
rang (@[lkl]) < rang ([@W @[2}“] ']1‘[1’;1]]) . (2.11)

Démonstration. La preuve s’obtient en prenant la négation de 'assertion du corollaire 2.1.4

puis en utilisant le fait qu’on a toujours les deux inégalités suivantes :
rang (@[2’”]) < {@)[2’”] ol Tl rang (@5’“}) < rang ([@[1’“] oy T[lgl]D.
O
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I1 découle des conditions (2.10) et (2.11) que la faible résidu-discernabilité des systemes
linéaires non perturbés ne dépend pas de l'instant 7' final de la période d’observation des
systemes. A cet effet, dans la suite du chapitre, nous dirons simplement que “les systemes S;
et Sy sont (fR[lkl],iR[Qkﬂ, U ,R" x R" {0y, } % {O%})—discernables” au lieu de “les systémes S,
et Sy sont faiblement (.'R[lkl],ﬂzgkﬂ, U, R" x R" {0y} X {0y, })—discernables sur [0; 77"

Les indice d’observabilité K, et ko étant les ordres minimal de dérivation des signaux entrée-
sortie qu’on doit considérer pour générer les résidus de parité de S; et Ss, dans la suite, nous

nous focaliserons sur la discernabilité des systemes S; et Sy a travers les résidus 3%[1“1} et .'R[an].

2.1.2 Lien entre la faible résidu-discernabilité et les indices d’obser-

vabilité des systémes

Dans cette partie, nous montrons que les indices d’observabilité K, et Ko peuvent renseigner
sur la possibilité de distinguer Sy et Sy a travers les résidus de parité fR[lm et fR[Q'QQ].
Le résultat principal de cette partie est le théoreme 2.1.7 qui donne une condition suffisante

de faible résidu-discernabilité. La preuve de ce théoreme utilise le lemme suivant

Lemme 2.1.6. Soit (i,7) € {(1,2),(2,1)} et soit r € N*. Si Im (@ET]) CIm (@Br]) alors pour
tout s € N* tel que s < r, Im (@Es]) C Im (©gs}>_

Démonstration. Supposons que Im (@ET]> C Im (@BTD et soit s € N* tel que s < r.Sis=r
alors le résultat est immédiat. Supposons que s < r. Alors les matrices (O)Er} et @gﬂ s’écrivent

respectivement en fonction de @ES] et (O)E-S} comme suit :

[ 0" ] [ O}’
1 J
C; At C; A3t
ol = |c; At ol = oAt (2.12)
G AT AT

Soit v € Im (@ES]). Alors il existe un vecteur £ € R tel que v = O ¢. Posons & = O ¢. On
a € lm (@L’]) CIm (@y]) et par conséquent il existe £ € R™ tel que

oll¢=5=0l"¢ (2.13)

2
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I1 découle des égalités (2.12) et (2.13) que
v:=0 ¢ =0ll¢ (2.14)
et ceci implique que v € Im (@BS]) D’ou Im (@ESD C Im (@BS]) O

Théoréme 2.1.7. Si Sy et Sy n'ont pas le méme indice d’observabilité (k1 # Ko) alors ils sont
faiblement (ZR[lm], R R < R, {0y} x {0y, }) ~discernables.

Démonstration. Nous ferons une démonstration par ’absurde. Pour cela, supposons que k1 < Ko
et que les systémes S et Sy ne sont pas faiblement (ZR[lm], R 9 R x R7, {04} x {0y, })—

discernables. Du théoreme 2.1.2, on obtient les deux inclusions suivantes :

Im (01"*) C Im (04) ; Im (0)")) € Im (01"} (2.15)

Puisque k1 — 1 < K1 < Ko, les inclusions (2.15) et le lemme 2.1.6 entrainent que
Im (@[1”1_1]) C Im ((O)[Q'“—l]) C Im (@[1”1_1])

et il s’ensuit que
fm (0y" ") = Im (@) Y). (2.16)

D’autre part, comme K; < Ko, les inclusions (2.15) et le lemme 2.1.6 impliquent les inclusions

suivantes

tm () € T (04 € T (04))

qui sont équivalentes a
Im (0]")) = Im (0. (2.17)

I1 découle des égalités (2.16) et (2.17) que
rang (@)[2”1_1]) = rang (@[1”1_1}) ;  rang (@[1”1]> = rang (@[2'“]) : (2.18)
Par ailleurs, par définition de I'indice d’observabilité k1, on a :
rang (@[1”1_1]) = rang (@[1&1]) : (2.19)

Les relations (2.18) et (2.19) impliquent donc que rang (@[2“171}) = rang (((])[2'“]). Par consé-

quent, ko —1 < K — 1 car kg — 1 est le plus petit indice £ a partir duquel le rang de la matrice
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O cesse de croitre (voir définition (1.50) de I'indice d’observabilité). On vient ainsi de prouver
que ko < K et ceci est absurde d’aprés notre hypotheése de départ. Notons pour conclure la
preuve qu’en supposant ki > ko dans 'hypothese de départ, le raisonnement serait similaire a

celui que nous venons de proposer. O

Les indices d’observabilité k; et ko peuvent donc jouer un role décisif dans I’étude de la faible
résidu-discernabilité des systemes S; et S;. En comparant leurs valeurs sans pour autant tester
les conditions de rang (2.10) et (2.11), on peut a priori savoir s’il est possible de distinguer
Sy et Sy en utilisant les résidus fR[lmﬂ et R[Qm]. Afin d’illustrer les résultats du théoreme 2.1.7,

considérons ’exemple suivant :

Exemple 2.1.8. Soient S; et Sy les systémes dynamiques définis dans les exemples 1.2.4 et
1.3.14. Dans cet exemple, une simple comparaison de leurs indices d’observabilité nous permet
d’aboutir a la conclusion suivant laquelle Sy et Sy sont faiblement résidu-discernables.

L’indice d’observabilité de Sy est kg = 1 et celui de Sy est ko = 2. Puisque K1 # Ko, on
conclut donc que Sy et Sy sont faiblement (.’R[lm}, R 9 R? x R2, {0y, } x {O%}) -discernables.

On déduit du théoreme 2.1.7 et du corollaire 2.1.4, le résultat suivant qui caractérise la

discernabilité de S; et Sy a travers les résidus de parité fR[lm] et fR[z'”}.

Corollaire 2.1.9. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) S1 et Sy ne sont pas faiblement (R[lm],ﬂz[;ﬂ, U, R" x R" {0y, } x {O%})—dz’scemables

(i1) Sy et Sy ont le méme indice d’observabilité k (k1 = Ky = K) el
rang (@W) = rang ({(O)[ln] 0L~ T[l’;]}) = rang (@[2”}) : (2.20)

Démonstration. La preuve est une conséquence immédiate du théoreme 2.1.7 et du corol-
laire 2.1.4. ]

La condition (2.20) montre les différentes contraintes que doivent satisfaire les matrices ol
@[QR] et T[{;} lorsque les systemes S; et Sp ne sont pas faiblement résidu-discernables. Dans la
section suivante, nous allons prouver que ces contraintes imposent une structure particuliere

aux matrices de la représentation d’état de S; et Ss.

2.1.3 Lien entre la résidu-discernabilité et ’équivalence de systémes

Dans cette section nous donnons une interprétation de la condition (2.20) en termes de

propriétés des systemes S; et S,. Nous déterminons dans un premier temps la structure des
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matrices de la représentation d’état des systemes S; et Sy satisfaisant la condition (2.20).
Nous montrons ensuite que les systemes linéaires observables vérifiant cette condition sont
les systemes dont les représentations d’état sont équivalentes. Pour établir ces résultats, nous
aurons besoin des lemmes 2.1.10 et 2.1.11 suivants.

Le lemme 2.1.10 est un résultat classique d’automatique des systemes dynamiques linéaires.
Il s’agit de la décomposition de Kalman en forme observable [Antsaklis and Michel, 2007],
[Larminat, 2007], [Antsaklis and Michel, 2006] des systeémes S} et Ss. Sous I'hypothese de non
observabilité de S7 et Ss, cette décomposition permet de transformer par un changement de
base approprié, la dynamique de chacun des deux systemes en deux dynamiques dont I'une est

observable.

Lemme 2.1.10. Pour tout i € {1,2}, si rang (@E”"]) = r; < n alors il existe cing matrices
Qi c GLn (R), Az’,ll S Rrixri; Ai,21 c R(n—ri)xri; A¢,22 c R(n—ri)x(n—ri) et Ci,l e R™*" telles que

Ai,ll Ori X (n—ry)

Ao Ai 2o
et
Cia
Ci1 A;
rang ! . T = T (2.22)
Cia Aﬁﬁl
Démonstration. Voir annexe D. O

Le lemme 2.1.11 est une conséquence du lemme 2.1.10. Il permet de réécrire la matrice
d’observabilité @E-Ri], de S;, i € {1,2} en utilisant deux matrices appropriées A; et C; dont
la paire (CA’Z, flz) est observable. Dans les preuves des théoremes 2.1.12, 2.1.17 et 2.1.19, cette
nouvelle expression de la matrice d’observabilité (O)E “ nous permettra d’éviter de distinguer les
cas S; observable et S; non observable.

Lemme 2.1.11. Pour tout i € {1,2}, soit r; = rang ((O)["‘i]> et sotent Az € Rrix"i, a e RmxTi

)

et M; € R"*" les matrices définies par

(A Gooa) = | oGl st = (22
R (Ai11,Ci1,Qin) st 1 <m, .
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ot A; 11 et C;1 sont définies par le lemme 2.1.10 et QQ;1 est la matrice des r; premiéres lignes

de la matrice Q;" du lemme 2.1.10. Alors on a
ol*! = ol= M, (2.24)

et
rang (M;) = rang (@[“i_ﬂ) =7 (2.25)

ou pour tout k € N, la matrice @E’“] e R BHDxTi oot définie par

C
~ AZ‘ 121\2
Ol | (2.26)
1

Démonstration. Pour montrer les résultats de ce lemme nous allons distinguer deux cas : le cas
ri=netlecasr; <n.

Dans le premier cas on a A; = 4;, C; = C; et M; = I,,. Par conséquent O = @[M] =
@E %l Mj; et on obtient ainsi la condition (2.24). La condition (2.25) découle du fait que (O)
Ol rang ((O)£ ’ ) rang ((D)[ l]) = r; = n et rang (M;) = rang (I,,) = n.

Dans le second cas, on obtient la condition (2.24) & partir de la décomposition (D.1) des

matrices A; et C;. En effet, la décomposition (D.1) implique que
(O)gnl] - {@Elﬁ] Om (m—o—l)x(n—n)} Qz_l = (O\)Eml] Mia

avec ﬁl = Aiq1 et C’Z = Ci;. Par ailleurs, M; est de plein rang ligne r; par construction et

~U satisfont la

d’apres la condition (D.2), @[m est de plein rang colonne r;. D’ou M; et @
condition (2.25).

]

Le premier résultat que nous allons donner dans cette partie est le théoreme 2.1.12. 11 établit
que I'égalité des parametres de Markov qui définissent les matrices de Toeplitz T[f”] et T[Qn] avec
K = K1 = Ks est une condition nécessaire pour que les systemes S; et Sy ne soient pas faiblement

résidu-discernables.
Théoréme 2.1.12. Pour tout (i,j) € {(1,2),(2,1)}, si le systéme S; n’est pas faiblement
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(ng'%j], U, R" x R" {0y, } X {O%}> -discernable de S; alors

(5] _ &gl
T, —Tj . (2.27)

Démonstration. Supposons que S; n’est pas faiblement (Rg-&j],%,]R” X R™ {0y } % {O%})—

discernable de S;. Soient TE;H (1) ,TZ[-';j] (2),... ,TZ[-?] (kj+ 1) les blocs de colonnes suivantes
qui sont issus de TL?"] = TE*’”’] - Tg“j »

Om (kj—s+1)x1
D; — D,
Oy C; B, — C; B,

Ci A B — C; AS° B,
C; A B; — C; Ai° B;

et
D; — D;

(5] C; B, — C; Bj
T;; (kj+1) = )

C; AP B — C; A B;

Nous allons montrer par récurrence que les blocs TET] (s) sont tous nuls. Pour commencer il
est nécessaire de remarquer que d’apres le théoreme 2.1.2, pour tout s = 1,2,..., Kk; + 1,

Im (T3 (s)) € Im (TV57) € Im (0}). (2.28)

Montrons dans un premier temps que la matrice TE;H (1) est nulle. On déduit de l'inclu-
sion (2.28) écrite pour s = 1 qu'il existe une matrice V; € R™! telle que TE';j] (1) = @Bﬂj] Vi
Par conséquent, de la définition de ’]I‘E';j] (1) et de la décomposition (2.24) de la matrice @g'{j],

on obtient les deux égalités suivantes :

Oyt = O M, 1 (2.29)
et
D;— D; = C; AY M, V. (2.30)

1

La matrice @g”j ' étant de plein rang colonne (voir relation (2.25)), on déduit de (2.29) que
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la matrice M; V; est nulle et par conséquent, 'équation (2.30) devient D; — D; = 0y,%;. D’otl la
matrice Tg?j ] (1) est nulle.

Soit s € {2,...,k; + 1} tel que la matrice de bloc de colonnes ']I‘E;”j] (s — 1) est nulle. Nous
allons prouver que la matrice TE? ] (s) est aussi nulle. Puisque la matrice TE';j ] (s — 1) est nulle,
la matrice D; — D; et les matrices C; A¥ B; — C; A? Bj, k=0,1,...,5s — 3 sont aussi nulles et
il en résulte que

Om Ko X1
T7 (s) =
Ci A2 B — C; A2 B,
Par conséquent, on déduit de l'inclusion (2.28) et de la décomposition (2.24) de @gnj] qu’il

existe une matrice V, € R™! telle que

Omngxl = ©£‘Kj_1} Mj VS>
C; A2 By — C; AS2 By = C; AT M, V.

D’ou C; A‘f’Q B, — C; Aj’Q B; est nulle car M est de plein rang colonne. Ceci acheve notre

preuve. 0

Exemple 2.1.13. Considérons les systémes dynamiques S1 et So des exemples 1.2.4 et 1.3.1/.
Le systéme Sy a un indice d’observabilité ke = 2 (voir l'exemple 2.1.8) et on sait que Sy n'est
pas faiblement (iR[QRQ}, U, R? x R? {0y} x {071/2}) -discernable de Sy (voir exemple 2.1.3). On

peut vérifier que

= b,

_ o O
o O O

D’ou Sy et Sy satisfont la condition nécessaire de faible résidu-discernabilité du théoréeme 2.1.12.

Exemple 2.1.14. Soient Sy et Sy les systemes dynamiques définis par les matrices suivantes

1 4 0] 1] Lo o
Air=10 =15 0| ;B =|1|;C = 01 0];D1:02x1;G1:03xd;H1=02xd
0 -2 1
1 4 0] 1]
As=10 =15 0| ;By=|1|;Cy=C1;Dy=Dy; Gy=G;y; Hy = H,.
0.5 0 -2 0
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Les systémes S7 et Sy correspondent respectivement aux modes de fonctionnement 2 et 4 du
systéme a commutation considéré dans l’exemple académique de [Cocquempot et al., 2004]. Ces
deuz systémes ne sont pas faiblement (fR[f"Q], U, R x R3 {04} x {O%}) -discernables car k1 =
Ko =1 et

rang (@[1”) = 2 =rang ([@[11] (O)[QH T[é]D = rang ((O)[z”) :
]

Le calcul des matrices de Toeplitz T[ll] et T[21 donne

T = =T5".

— = O O
o O o O

Grace au théoreme 2.1.12, la condition de rang de faible résidu-discernabilité du théo-

reme 2.1.2 peut étre réécrite simplement comme suit :
Corollaire 2.1.15. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)}, le systéme dynamique S; n’est pas faible-
ment (iRE-P"j], U, R" x R" {0y, } % {0%}>—discemable de S; si et seulement si

rang (@an]) = rang ([@g“j] (O)[.Rj}D et T =Tl (2.31)

J i J
Démonstration. La preuve découle des théoreme 2.1.2 et 2.1.12. O

Ainsi, lorsque S; et Sy ont le méme indice d’observabilité, on a la caractérisation suivante

de la faible résidu-discernabilité :

Corollaire 2.1.16. Si Sy et Sy ont le méme indice d’observabilité k (k1 = Ky = K) et si
T £ TV alors Sy et Sy sont faiblement (R[ln], R 2 R x R, {04, } x {0%}) -discernables.

Démonstration. La preuve est une conséquence immédiate du théoreme 2.1.12. O

Le théoréme suivant montre que la condition (2.31) de faible résidu-discernabilité n’est vraie

que si les matrices de la représentation d’état de S et S satisfont la relation (2.32) ci-dessous.

Théoréme 2.1.17. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)}, si le systéme dynamique S; n’est pas
faiblement (Rg-“j], U ,R" x R™ {0y } X {0y, }) -discernable de S; alors Dy = Dy et il existe une
matrice P € R™™" telle que

M, P A; = M, A; P,

M, P B; = Mj; B, (2.32)

Ci=C;P,
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ot la matrice M € R™*" est la matrice de plein rang ligne r; = rang (@an]) définie par le
lemme 2.1.11.

Démonstration. Supposons que S; n’est pas faiblement (ng-nj],@/,]R” X R™, {0y } % {O%})—
discernable de S;. Puisque Im (@Enj]) C Im <@g_n]~]) (voir théoreme 2.1.2), il existe donc une

matrice P € R™" telle que
o} = ol™! p (2.33)

Ainsi, la matrice P vérifie le systéme suivant :

{Q:@P (2.34)

o4 =0 4P

La premiere équation de (2.34) correspond a la troisieme équation de (2.32). Nous allons utiliser
la seconde équation de (2.34) pour montrer la premieére équation de (2.32). D’apres (2.33) on

a @Enj_l] = @E‘nj_l] P et puisque @an—u = @an—u M (voir lemme 2.1.11) donc (O)E”j_l] =

@E-Hj ! M P. La seconde équation de (2.34) devient alors

O M, P A, =0 M 4, P,

D’ott on obtient la premiere équation de (2.32) car @g“j st de plein rang colonne (voir
lemme 2.1.11).

Pour conclure cette preuve, nous allons maintenant montrer que D; = Dy et que B; et
B, sont liées par la deuxieme équation de (2.32). L’égalité D; = Dy est une conséquence du

théoreme 2.1.12. De plus, le méme théoréme entraine que

c’est-a-dire

0~ B, =01 B, (2.35)

Comme nous 'avions fait précédemment pour la seconde équation de (2.34), en remplagant
dans (2.35) 0! par @g“j_l] M, P et @g”"_” par @;“j_l] M; on a

Aylri—1 Alrs—1l
D’ou B; et B; satisfont la seconde condition de (2.32) car @;nj_l] est de plein rang colonne. [

Si le systeme S, j € {1,2} est observable alors d’apres le lemme 2.1.11, la matrice M est
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réduite a la matrice identité de R™ (M; = I,,). Dans ce cas particulier, le corollaire suivant
réécrit les contraintes (2.32) qu'impose la condition (2.31) de faible résidu-discernabilité aux

matrices de la représentation d’état de S et Ss.

Corollaire 2.1.18. Pour tout (i,j) € {(1,2),2,1}, si le systéme S; est observable et si S; n’est
pas faiblement (IRE-'%], U ,R" x R™ {0y } X {0y, }) -discernable de S; alors Dy = Dy et il existe
une matrice P € R"" telle que PA; = A; P, PB; = B; et C; = C; P.

Lorsque S; n’est pas faiblement résidu-discernable de S, sous I'hypothese d’observabilité
de S;, le corollaire 2.1.18 garantit I'existence d’une matrice P qui lie les matrices d’état, les
matrices de commande et les matrices d’observation de S; et S,. Dans le théoréme suivant, nous

]

. . Ki—1 .
donnons 'expression de la matrice P lorsque @E 7~ est de plein rang colonne. Nous montrons

en plus qu’elle est inversible et nous établissons I'expression de son inverse.

Théoréme 2.1.19. Pour tout (i,j) € {(1,2),(2,1)} sirang (@ER"_”) = rang (@;“j_”) =n et
si S; n'est pas faiblement (IRE»RJ'}, U, R" x R" {0y, } X {0%})—discernable de S; alors Dy = D,
A; =P 'A; P, Bi=P ' B; et C; = C; P ot la matrice P € GL,, (R) et son inverse P~ sont
définies par

J J

p_ (@Lnj—u)T ol . pi_ (@E»ﬂ»j—u)T ol

Démonstration. Supposons que (O)Enj et @an “sont de plein rang colonne et que S; n’est pas
faiblement (RB’”],% SR X R™ {0y, } % {0%})—discernable de S;. Rappelons que I'hypothese
rang (@B”j_l]) = n traduit I'observabilité du systeme S;.

Du théoréeme 2.1.12, on déduit que D7 = D». Il ne nous reste qu’a montrer que les matrices
de la représentation d’état des deux systémes satisfont les conditions du théoreme. Par un
raisonnement similaire a celui de la preuve du théoreme 2.1.17 on peut montrer qu’on a la
relation (2.35) et qu’il existe une matrice P € R™ " vérifiant les conditions (2.33). Ainsi, on

obtient les relations suivantes :

[#;] [#;]

o™ = ol p

{ (k=1 (k1] (2.36)
De la premiere relation de (2.36) on a

Ci - Cj P,

o= a4 =0~ ;P (2.37)
(k=1 _ Alri—1]

O; = 0 P.
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De la derniére équation de (2.37) on obtient
r—1\ T Kj— w—1\ 1 Kj—
p= (o) o~ L= (o) ol p

[rj—

i U En multipliant la seconde

T
Par conséquent P est inversible d’inverse P~ = (@ERJ 1]) @)

équation de (2.36) et la seconde équation de (2.37) par (@E ! 1]) on a finalement
ki—INT A [ki— _
B = (0~ o~ B, =P B

et
A= (0= ) ol g p=piap

d’ou le résultat. O

Grace au théoreme 2.1.19, nous allons a présent prouver que lorsque S et S5 sont tous deux
observables et ont le méme indice d’observabilité, ’équivalence de leurs représentations d’état
est une condition nécessaire et suffisante pour qu’ils ne soient pas faiblement discernables a

travers les résidus R et R

Corollaire 2.1.20. Si S; et Sy sont observables et ont le méme indice d’observabilité k (k1 =
Ko = K) alors les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Sy n'est pas faiblement (fR[QR}, U, R" x R {0y, } % {O%})-discemable de Ss.
(17) S1 et Sy sont équivalents c’est-a-dire Dy = Dy et il existe une matrice P € GL, (R)
telle que
A =P'AP ; BB=P'B, ;: Ci=C,P

(ii1) Sy et Sy ne sont pas faiblement (iR[l”],iR[Qn], U, R™ x R", {0y, } ¥ {O%}> ~discernables.
(1v) Sy n'est pas faiblement (IR[lm}, U, R" x R" {0y, } X {O%}) -discernable de Sy .

Démonstration. Supposons que K1 = Ko = K et que S et Sy sont observables. Avant de prouver
I’équivalence entre les assertions (7), (i7) et (i7i), rappelons tout d’abord que par définition de
[K)i—l

I'indice d’observabilité on a rang (@i ]> = rang (0;). Par conséquent, il découle des hypo-

theses d’observabilité et d’égalité des indices d’observabilité que les matrices @[1'“71], @[1&271],
@é’“‘” et @[2”2_1] sont de plein rang colonne.

(i) = (4i) Cette implication est une conséquence immédiate du théoreme 2.1.19. En effet,

I’hypotheése d’observabilité de S; et 'hypothese d’égalité des indices d’observabilité de

St et Sy impliquent que rang (@[1“2_1]> = rang (@[2”2_1]) =n.
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(i1) = (i1i) Supposons que (ii) est vraie. Il en résulte que la matrice de Toeplitz Ti5 est
nulle et qu’il existe une matrice P € GL,, (R) telle que (O)[f] = @[2”} P. Ainsi, les matrices
0l 0Ll et T satisfont la condition de rang (2.20) du corollaire 2.1.9. D’olt S; et Sy
ne sont pas faiblement (fR[l""}, R 7 R x R™, {0y, } % {0%}>—discernables.

(i1i) = (iv) Cette implication est une conséquence immédiate de la définition de la faible
(CRW, R % R x R™, {0y, } % {0%}>—discernabilité.

(tv) = (i) Supposons que (iv) est vraie. Alors il découle du théoreme 2.1.19 qu’il existe
une matrice P € GL, (R) telle que O = QI P et T{*! = TL*'). Par conséquent les
matrices O, QLTI et TL* satisfont les conditions de (2.31) (rééerite pour i = 2
et j = 1) qui expriment la non faible (9{[1'“],]1%” X R, {044 } x {0y })—diseernabﬂité de
S, par rapport a Sj.

D’ou I'équivalence entre les quatre assertions. O

Il découle donc du corollaire 2.1.20 que pour les systémes linéaires non perturbés qui
sont observables et qui ont le méme indice d’observabilité, la relation “étre faiblement résidu-
discernable de” est symétrique . Rappelons qu’en général ceci n’est pas forcément le cas comme
nous I'avons déja mentionné dans le chapitre précédent.

Nous savons grace a la proposition 1.4.6 que la faible résidu-discernabilité implique la
faible discernabilité contrdlable. Ainsi, les conditions nécessaires et suffisantes de faible résidu-
discernabilité que nous venons d’établir constituent des conditions suffisantes de faible discer-
nabilité controlable. Dans la section suivante, nous allons montrer qu’elles constituent en plus

des conditions nécessaires de faible discernabilité contrdlable.

2.2 Faible discernabilité contrélable des systémes linéaires

non perturbés

2.2.1 Equivalence entre résidu-discernabilité et discernabilité contro-
lable

Le but de la présente sous-section est de montrer que la notion de faible discernabilité et la
notion de faible résidu-discernabilité sont équivalentes. Pour aboutir a ce résultat nous utilisons
les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 suivants.

Le lemme 2.2.1 réécrit plus simplement la définition 1.4.2 de faible résidu-discernabilité dans

le cas des systémes dynamique linéaires non soumis aux perturbations.
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Lemme 2.2.1. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)} les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) S; n'est pas faiblement (ng-kj], U, R" x R" {0y, } x {07//2}> -discernable de S
(i1) Pour tout v € %, Rgnj] {u, Zir, (u,R", {0%})} = {O[T(’“‘J’)]}

ou O"5)] désigne la fonction nulle définie sur Ry d valeurs dans R"(%3).

Démonstration. D’apres la définition 1.4.2, (i) est équivalent a
Vue ¥, R [u, Sz, (R {04})] € R u, Fp, (0, R {04})]

De plus, comme d’apres (1.62) les données provenant du systéme S; annule son résidu de parité

c’est-a-dire
[k} n r(K;
0 o7 0 0] = (07,
on conclut donc que les assertions (i) et (i) sont équivalentes. O

Le lemme 2.2.2 donne deux propriétés de la fonction RI* [u,:] de calcul du résidu du
systeme S; non perturbé et commandé par 'entrée u. Pour les systemes linéaires soumis a des
perturbations, un résultat plus général que celui du lemme 2.2.2 est établit dans le chapitre 4

(voir lemme 4.3.1).

Lemme 2.2.2. Soientu € % et . C € (R, R™). Pour touti € {1,2}, la fonction RL% [, -]
posséde les propriétés suivantes :
(1) Siz € € (R, R™) tel que REM} [u, z] est identiquement nulle sur Ry alors z est u-
compatible avec S; c’est-a-dire z € Sr, (u, R™, {0y, }).
(ii) Si Ry [u,.7) = {0l alors & C Fig, (u, R, {0y,}).

Démonstration.
(1) Supposons que REM] [u, z] est identiquement nulle sur R, . D’apres 'expression (1.56) de

R [, 2], on a
O [Z1% (8) = T U] ()] = Opey  VEE R
Par conséquent, on obtient la relation suivante :
z=1 () = T U= (¢) € Ker (OF)) = m (O}*)), vt e R,
On déduit de cette relation qu’il existe une fonction £ de R, dans R™ telle que
ZIs) () — T el (1) = 0" ¢ (1), vt e R, (2.38)
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La matrice de Toeplitz TL”"} des parametres de Markov de S; s’exprime en fonction des

matrices ﬁi, @ du lemme 2.1.11 comme suit

Di Om><l e Om><l Omxl_
ZBZ Dz o Omxl Om><l
Ti™] = : : R : (2.39)
C,AF 2By CiAF B, o D O
_Ai AF'By CiAp?B; - CiBi D, |

avec Ei = M B; ou M est également définie par le lemme 2.1.11. Il découle de la for-
mule (2.24) de 01" et de la formule (2.39) de TL™! que la relation (2.38) est équivalente

a .
2(t) = C;M; € (t) + Diul(t),
()= CiAME() +Cy Biu(t) + D (t),

I
0N
s:%y? @:jt'? Z
=

k-1
(t> + Z CiAf];_l_sB’iu(S) (t) + DZU(S) (t) 7k = 374a e Ky
s=0
(2.40)
Le membre de gauche de I'égalité (2.38) étant dérivable sur R, on en déduit que la

fonction £ est aussi dérivable sur R, . En dérivant I'expression de z donnée par la premiere

M;

égalité de (2.40) puis en égalant 'expression obtenue avec celle de Z donnée par la seconde

égalité de (2.40) on a

~

Ci [Mi€ (t) — A;ML€ () — Biu(t)] = 0,.

En dérivant maintenant ’expression de Z donnée par la seconde égalité de (2.40) puis en
égalant I'expression obtenue avec celle de z(? donnée par la troisieme égalité de (2.40)

on obtient

En itérant k; fois le processus précédent on obtient par récurrence que

Ci AF [ML € (1) = AiML € (8) = Biu(t)] =0y k=0,1,... k=1
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et ceci est équivalent a

~

O M€ (1) — A ML E (1) — Biu(t)] = Oy (2.41)

Puisque la matrice @Z[Ri_l]
la relation (2.41) que M€ (t) = A; M, € (t) + Biu (t). Le signal z est donc la sortie du

systeme dynamique suivant :

est de plein rang colonne (voir lemme 2.1.11), il résulte de

M, € () = A, M, € (t) — By u (1),
2(t) = C; M, € (t) + Diu(t).

Par conséquent, on obtient la formule explicite suivante de z :

o~
~

gt ~
2 (t) = Cie' M; £ (0) —|—CZ-/ A Biu(r)dr + Diu(t).
0

D’autre part, il découle des définitions des matrices A;, Bi, C; et M que pour tout

(t,7,29) € Ry x Ry X R™, on a les deux égalités suivantes

o~ o~
~

Cl-etAi l’? = CZ etAiMi x$ C,L e(tiT)Ai B,L = Cie(ti‘r) g Ez

1 )

La formule explicite suivante de la sortie de S; correspondant a la commande u et a un

état initial quelconque z¢
yi (t, 29, u,04, ) = Cye' i 20 + /Ot Cie ™4 By (t) dr + Dy (t)
peut donc étre réécrite en fonction des matrices fli, Ei, CA’Z et M; comme suit
yi (t,xf,u,0p) = @et& M, 22 + C; /Ot e(t=7) As Biu(r)dr + Dyu(t).

Il vient donc que z = y; (.£(0),u,0p) € Fir, (u,R",{0y,}). D’olt le résultat.
+

(i) Supposons que R [u, 7] = {O[’"(“i)]} et soit 2z € .. Alors la fonction R [u, 2] est
identiquement nulle sur R, et on déduit du point (i) que z € g, (u,R™, {0y }). Dot
le résultat.

O]

Nous pouvons maintenant établir I’équivalence entre la faible résidu-discernabilité et la faible

discernabilité controlable.
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Théoreme 2.2.3. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Sy et Sy sont faiblement (R[lm],fR[Q'”], U, R" x R", {0y, } ¥ {0%}>—dz’scemables.
(17) Sy et Sy sont faiblement (% ,R™ x R™, {04, } x {0y, })-discernables.

Démonstration. L’assertion “(i) == (ii)” est une conséquence de la proposition 1.4.6. Il ne
nous reste plus qu’a montrer que (ii) = (). Nous allons prouver la contraposée de cette pro-
position. Supposons que S; et S, ne sont pas faiblement (ZR[l'“], ng”Z], U ,R" x R" {0y, } x {O%})—

discernables. Alors d’apres le lemme 2.2.1 on obtient les deux relations suivantes :
Vue %, R (u, Sy (R, {055)}] = {0))

et
Yu € %, j{[zm] [u7 5”1,3 (U,Rn, {0%})] _ {O[T(Hg)]} '

D’apres le lemme 2.2.2, la premiere relation impliquent que

Yue U, Fog(u,R", {0y,)} C g (u, R", {04}
De plus, la seconde relation et le lemme 2.2.2 entrainent que

Vue, Ag(u,R"{0y)} C Sg(u, R",{04)}.
Des deux inclusions précédentes, il vient que

Vue ¥, Agu,R"{0p)} =g (u,R", {04p)}.

D’ou Sy et Sy ne sont pas faiblement (%, R"™ x R™, {{0y; }} x {{0x }})-discernables. O

2.2.2 Caractérisation de la faible discernabilité controlable des sys-

temes non perturbés

Dans la sous-section précédente, on a établi dans le théoreme 2.2.3 que la notion de faible dis-
cernabilité controlable est équivalente a la notion de faible résidu-discernabilité. Ainsi, les condi-
tions que nous avons données dans la section 2.1 pour caractériser la faible résidu-discernabilité
de S7 et S, suffisent entierement pour caractériser la faible discernabilité controlable des deux
systemes.

D’apres le théoreme 2.1.7, la non égalité des indices d’observabilité de S; et Sy est une

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

62



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

2.2.2 Faible discernabilité contrdolable des systémes linéaires non perturbés

condition suffisante de faible résidu-discernabilité de S; et Ss. A partir de ce résultat et du

théoreme 2.2.3, on obtient donc la condition suivante de faible discernabilité :

Corollaire 2.2.4. Si k; # ko alors Sy et Sy sont faiblement (% ,R™ x R™, {0y, } X {0y })-

discernables.

Une interprétation de ce résultat est que la non égalité des indices d’observabilité k
et Ko garantit l'existence d'une commande u telle que les ensembles # g, (u,R"”, {0y, }) et
Zor, (U, R", {0y, }) des sorties u-compatibles avec Sy et S sont différents.

La seconde condition de faible discernabilité que nous allons déduire du théoreme 2.2.3 et
des résultats de la section 2.1 est donnée par le corollaire 2.2.5 ci-dessous. Le résultat de la
section 2.1 sur lequel repose sa preuve est le corollaire 2.1.15 qui simplifie la condition de rang
de [Cocquempot et al., 2004] dans le cas ou les ordre de génération des résidu-de parité de S

et Sy correspondent a leurs indices d’observabilité.

Corollaire 2.2.5. Si les systémes Sy et Sy ont le méme indice k (k1 = Ky = k) d’observabilité
alors Sy et Sy sont faiblement (% ,R™ x R™, {0y } X {0y, })-discernables si et seulement si l'une

des trois conditions suivantes est vraie :
(i) rang (@[1”]) # rang ([@[1”] @[{‘]})
(ii) rang (@[2“]) # rang ({(O)[ln] @[QR]D
(idd) TV £ Th,

Lorsque les systémes S et Sy sont observables et on le méme indice d’observabilité, nous
avons vu dans la section 2.1 (corollaire 2.1.20) que 1’équivalence de leurs représentation d’état
est une condition nécessaire et suffisante pour qu’ils ne soient pas faiblement résidu-discernables.
Grace au théoreme 2.2.3, on conclut que ce résultat est également valable pour caractériser la

faible discernabilité et est résumé dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.6. Si S; et Sy sont observables et ont le méme indice k d’observabilité (k, =
Ko = K) alors Sy et Sy ne sont pas faiblement (% ,R™ x R™, {04, } x {0y, })-discernables si et
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Dy = Dy

(i1) Il existe P € GL,, (R) telle que Ay = P"* Ay P, By = P™' By et C; = O, P.

Ainsi, lorsque les systemes S; et Sy sont observables et ont le méme indice d’observabi-
lité, pour garantir l'existence une commande u telle que les ensembles .7 g, (u,R", {0y }) et
Zor, (u,R", {0y }) de sorties u-compatibles avec S; et Sy soient différents, il faut et il suffit

que les représentations d’état de S et Sy ne soient pas équivalentes.
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la faible résidu-discernabilité et la faible discernabilité
contrélable des systemes linéaires non perturbés. Plus précisément, nous nous sommes intéressés
a la détermination des conditions nécessaires et/ou suffisantes qui permettent de caractériser
ces deux propriétés de faible discernabilité.

Nous avons d’abord établi une condition nécessaire et suffisante de faible résidu-discernabilité
(voir corollaire 2.1.4) qui a un champ d’application plus large que la condition de rang don-
née dans [Cocquempot et al., 2004]. Nous avons ensuite montré que les indices d’observabilité
peuvent renseigner sur la faible résidu-discernabilité et que les systémes observables qui sont
faiblement résidu-discernables sont les systémes dont les représentations d’état ne sont pas équi-
valentes. Enfin, nous avons prouvé que la faible résidu-discernabilité et la faible discernabilité
contrblable sont équivalentes. Grace a cette équivalence, nous avons pu caractériser la faible
discernabilité controlable par les différentes conditions de faible résidu-discernabilité que nous

avons établies.
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Caractérisation de la zone d’indiscernabilité des

systemes dynamiques linéaires non perturbés
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Dans les chapitres 1 et 2, nous avons énuméré des conditions de discernabilité contro-
lable (forte et faible) et des conditions de discernabilité stricte pour les systémes linéaires
non perturbés S; et Sp. Les conditions de faible (resp. forte) discernabilité controlable garan-
tissent 'existence d’au moins une commande u telle que les ensembles de sorties admissibles
Sk, (U, R* X R" {0y, }) et Fr, (u,R" x R" {0y, }) sont différents (resp. disjoints). Si les
conditions de discernabilité stricte ne sont pas satisfaites, il existe de fagcon certaine au moins une
commande non nulle u telle que les ensembles de sorties admissibles ) g, (u, R™ x R™, {0y, })
et Sr, (u,R" x R" {0y, }) ne sont pas disjoints. Ainsi, outre la détermination des conditions

de discernabilité, trois autres probléemes qui se posent quand on étudie la discernabilité stricte
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et la discernabilité controlable des systémes non perturbés (pour un rappel des définitions de

ces notions, voir le tableau 1.3) sont :

Probléme 3.0.1. Lorsque S; et Sy sont controlablement discernables au sens faible, déterminer
u telle que A r, (U, R" x R" {0y, }) # Sor, (0, R* x R", {04, }).

Probléeme 3.0.2. Lorsque S7 et Sy sont controlablement discernables au sens fort, déterminer
u telle que A g, (u,R" X R" {0y }) N F2r, (0, R" x R {0y, }) = 0.

Probléeme 3.0.3. Lorsque S7 et S, ne sont pas strictement discernables, déterminer u telle
que A1 g, (U, R" X R" {04 }) N g, (1, R" X R" {0y, }) # 0.

Dans le premier chapitre, nous avons montré que les commandes u solutions des pro-
blemes 3.0.1, 3.0.2 et 3.0.3 sont localisées respectivement dans les domaines Z.2° (S, S),
UL (81, S9) et %S0 (S1,S2) et que la caractérisation de la zone d’indiscernabilité 24,4 (51, So)
suffit pour déterminer ces trois domaines (voir les relations (1.37), (1.40) et (1.43)). Nous nous
intéressons dans ce chapitre a la caractérisation de la zone d’indiscernabilité de S; et Ss. Le
chapitre est organisé en trois grandes parties.

Dans la premiere partie, nous allons nous appuyer sur le fait que la caractérisation de Z.q
peut étre ramenée a un probleme de résolution d’'une équation intégrale. Grace a la trans-
formation de Laplace, cette équation intégrale peut étre transformée en une équation linéaire
algébrique plus facile & manipuler. Nous introduirons aussi dans cette partie, les notions et les
résultats préliminaires que nous utiliserons pour caractériser la zone d’indiscernabilité. Parmi
ces notions, celle qui va jouer un role déterminant dans la méthode que nous proposons pour
caractériser Z,q (51, 52) est 'indice p € N {+oo} de similarité des parametres de Markov de
St et Ss. Il n’est fini que lorsque les deux systémes n’ont pas les mémes parametres de Markov.

La seconde partie est consacrée a la caractérisation de la zone d’indiscernabilité. Pour cette
caractérisation nous distinguons deux grands cas. Le cas ou les deux systemes ont les mémes
parametres de Markov et le cas ou ils ont des parametres de Markov différents. Dans le premier
cas nous montrons que toutes les commandes peuvent conduire S} et So a générer des sorties
identiques. Dans le second cas nous prouvons que S; et Sy génerent des sorties identiques si
et seulement si la commande u appliquée conjointement aux deux systemes a une structure
particuliere que nous déterminons et si les états initiaux des deux systemes appartiennent a un
domaine donné.

La troisieme partie donne quelques applications de la caractérisation de la zone d’indiscer-
nabilité. Nous y montrons qu’en utilisant les résultats de la caractérisation de la zone d’indis-

cernabilité, on peut retrouver
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— le résultat de [Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2014] qui stipule que les systeémes
MISO ne sont jamais strictement discernables

— la condition de forte discernabilité controlable de [Babaali and Pappas, 2004]
Une autre contribution de ce chapitre que nous déduisons de la caractérisation de la zone d’in-
discernabilité est le théoreme 3.3.3 qui établit une condition nécessaire et suffisante de strict
discernabilité des systemes SISO. Nous montrons dans ce théoreme que lorsque S; et Sy sont
des systemes SISO, ils sont strictement discernables si et seulement si l'indice de similarité
de leurs parametres de Markov vaut 2n (p = 2n). Cette condition de discernabilité stricte
est plus simple a tester comparativement a la condition de [Lou and Yang, 2014] dont le test
requiert le calcul du rang de la matrice de Rosenbrock R (p) du systeme S quelques soient
les valeurs du parametre p € C. Les résultats de ce chapitre ont fait I’objet d’une publica-

tion [Motchon et al., 2015a] dans la revue IEEE Transactions on Automatic Control.

3.1 Concepts fondamentaux et résultats préliminaires

3.1.1 De I’équation intégrale a I’équation algébrique

D’apres la définition de la zone d’indiscernabilité, on a (29, x5, u) € Znq (S1, S2) si et seule-
ment si x¢, 9 et u sont solutions du probleme d’annulation de la sortie du systeme augmenté :

pour tout t € R,

t
O = y (&, (29, 29) ,u, 7 (O, 0p,)) = Ce' A (28, 23) + C / ARy (1) dr + Du(t),
0
(3.1)
ou on rappelle que les matrices A € R?"*?" B € R (' € R™*?" et D € R™*! représentent

respectivement les matrices d’état, de commande, d’observation et d’action directe du systeme
augmenté S associé a S; et Sy et que 7 est I'opérateur d’empilement de variables défini par
7 (&,&) = & . Pour résoudre 1'équation intégrale (3.1), nous allons utiliser la transformée
2

de Laplace pour la mettre sous la forme d'une équation algébrique linéaire.
Dans tout ce qui suivra, pour un nombre quelconque 6§ € R, nous désignerons par 74 le

demi-plan complexe situé a droite de 'axe R (p) = 6 c’est-a-dire
Notation 3.1.1. % = {p € C: R(p) > 6}
Nous adopterons aussi les notations suivantes :

Notation 3.1.2. Le domaine €,,, (R, R?) désigne 'ensemble des fonctions ¢ de Ry d valeurs

dans RY possédant les propriétés suivantes :
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(i) ¢ € €' (R, ,RY) c’est-d-dire @ est continue et dérivable sur R,
(i1) ¢ est d’ordre exponentiel [Schiff, 1999], [Weber and Arfken, 2003] a linfini ¢’est-a-dire

il existe deuxr nombres réels k, > 0 et 0, tels que pour tout t € R,
s (W) < kpe'f, Vji=12,... ¢

ol p;, j = 1,2,...,q désigne la 5™ fonction composante de @. Le nombre 0, est un

“ordre exponentiel de la fonction p”.

Les commandes que nous considérons sont dérivables sur Ry (% C ¢! (R.,R™)). Pour
garantir 'existence de la transformée de Laplace de ces commandes nous supposons qu’elles
sont d’ordre exponentiel a l'infini. Le domaine % des commandes admissibles satisfait donc

I’hypothese suivante :

exp

Hypothese 3.1.3. % = ¢} (R+,Rl).

Le théoreme de Lerch [Schiff, 1999] (voir lemme 3.1.4) et la proposition 3.1.5 ci-dessous
sont les résultats préliminaires que nous utilisons pour transformer I’équation intégrale en une
équation algébrique linéaire.

Le théoreme de Lerch donne une condition nécessaire sur 1'unicité de la transformée de

Laplace inverse d’une fonction.

Lemme 3.1.4. Soient ¢ et 1 deux fonctions continues par morceau sur R, et d’ordre expo-

nentiel 0, et 6. S’il existe un nombre @ > max {0,,0,} tel que

Llpl(p) =L W] (p), Vpe A

alors @ (t) = 1 (t), pour tout t € R, tel que ¢ et 1p sont continues en t.

Une conséquence immédiate du lemme 3.1.4 est que si deux fonctions continues sur R, et
d’ordre exponentiel ont la méme transformée de Laplace alors elles sont identiques sur R, .

La proposition suivante montre que la sortie y (-, 7 (29, 23) , u, 7 (Oy4, Oy, )) du systéme aug-
menté posséde les mémes propriétés que la commande u (continuité, dérivabilité et propriété

d’ordre exponentiel).

Proposition 3.1.5. Soit u € % et soit 6, un ordre exponentiel de u. Pour tout (x9,29) €
R" x R™, y (-, 7 (29,29) ,u, 7 (Oys, 0p)) € €L (R, R™) et O, + A4 est un ordre exponentiel de

exp

y (-, (29, 23),u, 7 0y, 0p)) 0U Ay désigne le rayon spectral de A.
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Démonstration. Voir annexe E. OJ

La sortie y (-, 7 (29, 29) , u, 7 (Oy;, Oy, )) étant continue et d’ordre exponentiel 6, + A4, nous
déduisons du théoreme de Lerch qu’elle est identiquement nulle sur R si et seulement s’il existe
0 > 0, + A4, tel que

L [y ("ﬂ- ("E(l)?xg) Uy, TT (OWN O%))] (p) =0, Vpe . (32>

A partir de ’équation d’état du systeme augmenté ou a partir de I'expression explicite de la

sortie y (voir équation (3.1)), on a pour tout p € 5, x,,

_ F(p,D,C,A,B) Llu](p) +F(p,0,C, A 7 (x9,29))

Ly (-, m (x5, 29), u, 7 (0, 00,))] (p) det (p I, — A)

(3.3)
ou pour tout p € J4, et pour tout (M, N) € R™*? x R"*9 g € N*,

F (p, M,C, A, N) = det (p Lo, — A) M + Cadj (p L, — A) N (3.4)
avec
adj (p[gn — A) = det (p]gn — A) (p]gn — A)_l .

En remplacant dans (3.2) £ [y (-, 7 (29, 23) , u, ™ (Oy4, Oys))] par sa formule explicite donnée par
la relation (3.3), il vient alors que la zone d’indiscernabilité de S; et Sy peut étre caractérisée

par le lemme suivant.

Lemme 3.1.6. Soit (9,23,u) € R" x R" X % et soit 0, un ordre exponentiel de u. Les deux
assertions suitvantes sont équivalentes :
(i) Le triplet (z9,23,u) appartient a la zone d’indiscernabilité de Sy et Ss.

(1) Il existe un nombre réel 0 > 0, + Aa tel que
F(p,D,C,A,B) Lu](p)+TF(p,0,C, A 7w (x,25)) = 0, Vp € . (3.5)
Démonstration. La preuve découle de (3.2) et (3.3). O

3.1.2 Solutions homogenes et particuliéres de ’équation algébrique

D’apres le lemme 3.1.6, les triplets (z9, 9, u) de la zone d’indiscernabilité sont les solutions
de T'équation algébrique linéaire (3.5). Lorsqu’on fixe les valeurs de x et 3, (3.5) est une

équation linéaire fonctionnelle en la variable u. Le lemme 3.1.9 montre que toute commande u
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solution de cette équation peut étre décomposée en une somme de deux commandes admissibles
dont 'une est une “solution homogene de (3.5)” (voir définition 3.1.7) et 'autre, une “solution
particuliere de (3.5)” (voir définition 3.1.8).

Définition 3.1.7 (Solution homogene de (3.5)). On dira d’une fonction uP*™ € % d’ordre
exponentiel O nom qu’elle est une solution homogéne de l’équation (3.5) s’il existe 01 > O nom+Aa

tel que
F(p,D,C,A,B) £ [u"™] (p) = 0,, Vpe . (3.6)

Définition 3.1.8 (Solution particuliere de (3.5)). Une fonction uP*: R" xR" — ¢ (R+, Rl),
(x9,29) — uP [29, 28] est une fonction génératrice de solutions particuliéres de (3.5) si elle
possede les propriétés suivantes :

(i) uP? [x9,28]) € % pour tout (x9,29) € Z2,(S1,5)

(17) Pour tout (x9,29) € Z2,(S1,S2), il existe Oy > Hupar[

in ] + A4 tel que la transformée

0 .0
T1,To

de Laplace de uP? [, x5] vérifie la condition suivante :
F(p,D,C, A, B) L [uP* [29,23]] (p)+F (p, 0, C, A, 7w (27, 25)) = 0, VD € Hp,. (3.7)
ot Z2,(S1,52) défini par (1.34) est la projection de %44 (S1,S2) sur R" x R™ .

Rappelons que le domaine 2.2, (51, S2) décrit 'ensemble des configurations initiales x9 et

11

xg de S et Sy a écarter pour pouvoir discerner les sorties des deux systemes.

Lemme 3.1.9. Soit (z9,25,u) € R"XR" X% . Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(Z) (x(fu xga U) € %nd (Sla 52)
(i) (21,23) € 23

©.(81,82) et il existe une solution homogéne u"®™ de (3.5) telle que

u = uPo™ + uP [19, 29 (3.8)
ot uP?* est une fonction génératrice de solutions particuliéres de (3.5).

Démonstration.
(i) = (4i) : Supposons que (z9,23,u) € Zna (S1,52). Alors (29,29) € 22 (S1,5:) et

on déduit de la définition 3.1.8 qu’il existe 6y > 6 + A4 tel que uP? |29, 9]

upar [:c‘l’,:cg]
satisfasse la condition (3.7). De plus, d’apres le lemme 3.1.6, il existe 0 > 6, + A4 tel que
x$, £ et L [u] vérifient la condition (3.5). Nous allons montrer dans un premier temps que
u— uP? [29, x9] est une solution homogene de (3.5). Il est clair que max 4 6, 9upar[

o o
x17x2]
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est un ordre exponentiel de u — uP?* [x9, 29| ¢’est-a-dire

max {Hu, 0, par [ %]} = eufupar[xg,mg]'
Posons ¢, = max{0,65}. Il résulte de la définition de 0, 0; et 05 que
6, > max {eu,eupw[m . ]} FAA=0, o] + A
De plus, puisque 743, C 6 N 4, la différence des relations (3.5) et (3.7) donne
F(p,D,C,A,B) L [u—uP [29,25]] (p) = 0, Vp € .

On conclut donc que u — uP?* [x¢, 23] est une solution homogene de 1'équation (3.5).
Pour conclure, il suffit de remarquer que la commande u peut étre réécrite en fonction

de la solution homogene u — uP?" [z, x§] comme suit :
u = (u—uP [29,23]) + uP?" [z, x5).

(i1) = (i) : Supposons que (z9,23) € 2.2 (S1,52) et que la commande v admet une
décomposition de la forme (3.8). Posons § = max {6y, 65} ou les réels 6, et 02 sont donnés
par les définitions 3.1.7 et 3.1.8. D’apres la décomposition (3.8) de u, max {Quhom, 0, par [05.03] }

est un ordre exponentiel de u c’est-a-dire
max {euhom, O } =0,
Il s’ensuit donc que
0> max {Bunom Byperg5] | + A = 0+ As

De plus, puisque ¢ C s, N 5,, on peut donc sommer les relations (3.6) et (3.7) pour

p € . Ceci conduit a la relation suivante
F(p,D,C,A,B) L[u](p) +F(p,0n,C, A m(27,25)) =0,, Vpe A

et on conclut grice au lemme 3.1.6 que (29,29, u) € Znq (S1,52).

]
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3.1.3 Quelques propriétés fondamentales de opérateur F

Les lemmes 3.1.6 et 3.1.9 sont les principaux résultats préliminaires que nous allons utiliser
dans les sections suivantes pour déterminer Z,q (51, S2). Dans 'utilisation de ces résultats,
nous manipulerons le plus souvent les fonctions F (-, D,C, A, B) et F(-,0,,,C, A, m (x9,19)).
Dans cette partie, nous allons donner quelques propriétés de ces fonctions.

La proposition 3.1.11 montre que F (-, D,C, A, B) et F (+,0,,,, C, A, 7w (¢, 23)) sont des fonc-
tions polynomiales. Pour établir ce résultat, nous allons utiliser ’algorithme de Le Verrier-
Souriau [Leyva-Ramos, 1991], [Réaud et al., 2000}, [Helmberg et al., 1993], [Brezinski, 2002] qui

permet de calculer la résolvante (p Io, — A)_1 de la matrice A.

Lemme 3.1.10. Pour tout p € 4,

adj (pIon — A) = Kono1 p™" ' + Koo 0™ 2+ + K1 p+ Ko (3.9)
ot les matrices K, € R 2" s =0,1,...,2n — 1 sont définies par
Koy = { fon # =1, (3.10)
Qop_si1lon + Ko g1 A si s=2,3,...,2n,
avec ag, s =0,1,...,2n — 1, les coefficients du polynéme caractéristique de A :
det (p oy — A) = ™" + gn 1 P+ -+ a1 p+ ap. (3.11)

Proposition 3.1.11. Soient ¢ € N*, M € R™*? et N € R"*9. Pour tout p € 6, ,, on a :

2n
F(p, M,C,A,N) =Y Ky, (M,C,A N) p**~* (3.12)

s=0

ot les coefficients matriciels Kop_s (M,C, A, N) sont définis par

M st s=0,
Kon s (M,C, A, N) = el 3.13
ans ( ) Qop—s M + Z Qon—sihn CAYN si s=1,2,....2n, ( )
k=0
ol o, = 1 et les autres coefficients ag, s =0,1,...,2n — 1 sont définis par la relation (3.11).

Démonstration. Soient M € R™*% N € R"*9 et p € 54, ,. Dans la formule (3.4) de F (p, M, C, A, N),
en remplacant respectivement det (p Iyn — A) et adj (p I, — A) par les expressions (3.9) et (3.11),
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on obtient
2n 2n R

F(p, M,C,A,N) = Mp™ +> (agy-s M + CKy_s N) p*"* = Ky, (M,C, A, N) p**~*
s=1 s=0

avec

M si s=0,

Koy (M,C, A, N) =
2n=s ) {a2n5M+CK2nSN si o s=1,2,...,2n.

Ainsi, pour montrer que les coefficients K, (M, C, A, N) ainsi définis satisfont les conditions (3.13)
nous allons prouver par récurrence que les coefficients K vérifient la relation suivante :
s—1
Kops =Y op s A¥, Vs=1,...,2n. (3.14)
k=0
Pour s = 1, la relation (3.14) entraine que Ky, 1 = ag, A° = I5,. Par conséquent, on conclut
d’apres la définition (3.10) de Kg,—1 que (3.14) est vraie pour s = 1. Soit s € {2,3,...,2n} tel

que (3.14) est vraie a 'ordre s — 1 c’est-a-dire

5—2 s—1
k k-1
KZn—s—l—l = Z Aon—s+k+2 AT = Z O2n—s+k+1 A
k=0 k=1

En remplagant cette expression de Ky, 41 dans la formule (3.10) de Ky, 5, on obtient

s—1 s—1
k k
Kops = Aon—s+1 Iy, + Z O2p—s+k+1 A = Z A2p—s+k+1 A"
k=1 k=0
D’ou le résultat. O

La proposition 3.1.12 donne une condition nécessaire et suffisante pour que les coefficients
successifs des polynémes F (-, D, C, A, B) et F (+,0,,, C, A, 7w (x¢, 23)) soient nuls.

Proposition 3.1.12. Soient M € R™*%, N € R"*? et s € {1,...,2n}. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) Ko, (M,C, A, N) = 0y,xq pour tout s =0,1,...,so.

(1) M = 0pyxq €t C A> N = 0y,54 pour tout s =0,1,...,59 — 1.

Démonstration.
(ii) = (i) : Supposons qu'on a (ii). Il clair que Kg,_o (M, C, A, N) est nulle car d’aprés (3.12),
Kon (M,C,A,N) = M et M est nulle par hypothese. Soit maintenant s € N tel que
1 < s < s Ainsi, 0 < s —1 < 55 — 1 et on déduit de (i) que les matrices M et
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CA*N, k=0,1,...,s— 1 sont nulles. Par conséquent, Ka,_ (M,C, A, N) est nulle car
Kon—s (M,C, A, N) dépend linéairement des matrices M et C A* N, k=0,1,...,5 — 1.
(i) = (ii) : Supposons qu'on a (i). D’aprés (3.10), on a Ky, (M,C, A, N) = M. De plus,
Kon (M,C,A,N) est nulle par hypotheése. D’ou la matrice M est nulle. Nous allons

maintenant montrer par récurrence sur s que
CA°N =0pxg, Vs=0,1,...,5 — 1. (3.15)

La relation (3.15) est vraie pour s = 0 car M étant nulle, d’apres (3.10) et 'hypothese
(7), on a
Oqu = Kanl (M, C,A, N) = OégnflM—i—OéQnCN =C N.

Soit s € {1,2,...,80 — 1} tel que la proposition (3.15) est vraie au rang s — 1 c’est-a-
dire C A* N = 0yxq, K = 0,1,...,5 — 2. Nous allons montrer que la matrice C' A1 N
est nulle. Puisque s < 59 — 1 < 59, on déduit de 'hypothese (3.10) que le coefficient
Kon_s (M,C, A, N) est nul et par conséquent, on obtient grace a (3.10) que

s—2

Qop—s M + Z Qon—s+k+1 OAk N + Qo C As_l N = 0m><l-

k=0
Il en résulte que la matrice C' A=Y N est nulle car ag,, = 1, M = Omxq et CAFN = Omuxgs
k=0,1,...,5s — 2. D’ou le résultat.

[

3.1.4 Indice de similarité des parametres de Markov

Un concept qui joue un role important dans l'approche que nous proposons pour résoudre
I’équation algébrique linéaire (3.5) est lindice de similarité des parametres de Markov des

systemes S et S,. Il est défini comme suit.

Définition 3.1.13 (Indice de similarité des parametres de Markov). On appelle indice de

similarité des paramétres de Markov des systémes Sy et Sy, le nombre entier p défini par

0 St D 7& Omxla
p=1 min{k: ke P} si D=0y, et P+, (3.16)
+00 si D=0,y et P =10,
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ou &P est défini par
P ={keN:CA ' B# 0} (3.17)

Remarque 3.1.14. D’aprés la définition de &2, & est vide si et seulement si pour tout s € N,

la matrice C A° B est nulle.

D’autre part, il résulte du théoreme de Cayley-Hamilton [Serre, 2002] que pour tout s > 2n,

il existe a;j (s), j=0,1,...,2n —1 tels que
CA*B=a;(s) CB+ay(s) CAB+ -+ ag, 1 (s) CA* ' B,
on conclut donc que & est vide si et seulement si
CA°B=0,x, s=0,1,...,2n—1.

Par conséquent, les valeurs des 2n matrices, C A* B, s =0,1,...,2n — 1 suffisent pour savoir

si & est vide ou pas.

Exemple 3.1.15. Considérons les systémes masse-ressort Sy et Sy (voir figure 3.1 ci-dessous)

définis par les matrices suivantes

0 1 0
Ai=| ko | 5 Bi=|1] Ci=[1 0] ; Di=0
m; my

avec 1 = 1,2. Les constantes mq et mqy représentent respectivement la masse de Sy et Sy et les

constantes ky et ko désignent respectivement les constantes de raideur des ressorts de Sy et Ss.

Figure 3.1 — Systéme masse-ressort

Les paramétres de Markov du systeme augmenté de Sy et Sy sont :

1 1 k k
D=0 ; CB=0=CA’B ; CAB=——-— ; CA’B=—"2 -~
mp Mo my My
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1l en résulte que :
2 st my # Mo,
p=1 4 st my =mo et ky # ko,

+00 81 my =my et k; = ko.

L’indice de similarité est nul lorsque les systemes S; et S; ont la méme matrice d’action
directe (D; = Ds). 1l est différent de zéro et de 'infini dans le cas ou Sy et Sy n’ont pas les
mémes parametres de Markov. Il est égal a I'infini lorsque les systemes S et Sy ont les mémes
parametres de Markov. C’est le cas par exemple lorsque S; et Sy sont équivalents. Cependant,
comme le montre I’exemple suivant, deux systemes non équivalents peuvent avoir un indice de

similarité égal a I'infini.

Exemple 3.1.16. Considérons les systémes Sy et Sy définis par les matrices suivantes :

A = _01 _01 . B = _21} : 01:[1 1] . D=0

-1 0 1
Ay = i By = ;. Cy=Cy ; Dy=D
2 0 -9 2 O] 2 1 2 1

Pour tout k =0,1,2,3, on a C; Ak B, = (—1)k = Cy AY By. Par conséquent p = +o0. De plus,
puisque les matrices Ay et Ay n'ont pas le méme spectre, les systemes Sy et So ne sont pas

équivalents.

La proposition suivante donne les valeurs possibles de l'indice de similarité si la matrice D

est nulle et lorsque S et Sy n'ont pas les mémes parametres de Markov.
Proposition 3.1.17. Si D = 0,,5; et s5i 22 # 0 alors 1 < p < 2n.

Démonstration. Supposons que D = 0,,»; et que & # (. L’inégalité p > 1 découle du fait
lorsque & # ), p € & C N*. Pour montrer que p < 2n, nous allons faire une démonstration
par contraposée c’est-a-dire nous allons montrer que si p > 2n alors 'ensemble & est vide.
Supposons que p > 2n. Alors d’apres la définition 3.16 de l'indice p, on a C' A°* B = 0,4,
s=0,1,...,2n — 1. Ceci implique que & est vide. D’ou le résultat. O

A partir de I'indice de similarité, la proposition 3.1.18 donne la forme générale la plus simple
possible du polynéme F (-, 0,,x;, C, A, B) lorsque S; et Sy n’ont pas les mémes parametres de
Markov.
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Proposition 3.1.18. 571 < p < 2n alors pour tout p € > ,,

2n

F (p) 0m><17 Oa A’ B) = Z K?n—s (Omxla O; Aa B) pZn—s (318>
s=p
ou pour tout s =p,p+1,...,2n
. s—1
Kop—s (Opxi, C, A, B) = Y aopgiiy1 C A¥ B. (3.19)
k=p—1

Démonstration. Supposons que 1 < p < 2n. D’apres la définition de p, toutes les matrices

CA*B,s= 0,1,...,p— 2 sont nulles et on déduit de la proposition 3.1.12 que
Kon—s (Opxt, Cy A, B) = Oy, Vs =0,1,...,p— 1.

Par conséquent, pour tout p € 43 ,, la formule (3.12) de F (p, 0yx1, C, A, B) devient
2n N 2n N
F (pa Omxt; 07 Aa B) = Z Ko s (Omxla O; A7 B) pgn_s = Z Kopn—s (Omxla Ca Aa B) an_s'
s=0 s=p

D’oti on obtient la formule (3.18). D’apres la relation (3.13), pour tout s = p,p+1,...,2n, on

a

N p—2 s—1
K2n—s (Omxlu 07 Au B) = Z Q2n—s4k+1 C Ak B + Z Qon—s4k+1 C Ak B.
k=0 k=p—1
p—2
On obtient finalement la formule (3.19) en remarquant que Z Qon—sihi1 CA* B =0,y O
k=0

Dans le cas ou Sy et Sy ont les mémes parametres de Markov (p = +00), la forme la
plus simple possible de F (-, D, C, A, B) est donnée par la proposition 3.1.19. Cette proposition

montre précisément que dans ce cas, la fonction F (-, D, C, A, B) est identiquement nulle.

Proposition 3.1.19. La fonction F (-, D, C, A, B) est identiquement nulle sur 7, si et seule-

ment st p = +00.

Démonstration. Nous savons grace a la définition 3.1.13 et la remarque 3.1.14 que p = 400
si et seulement si les matrices D et C' A°* B, s = 0,1,...,2n — 1 sont nulles. Nous allons donc
prouver que F (-, D, C, A, B) est identiquement nulle si et seulement si les matrices D et C' A* B,

s=0,1,...,2n — 1 sont nulles.
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I1 découle de la formule (3.12) que la fonction polynomiale F (-, D, C, A, B) est identiquement

nulle si et seulement si tous coefficients sont nuls ¢’est-a-dire
Kon_s (D,C,A,B)=0, s=0,1,...,2n.

Ainsi, on obtient grace a la proposition 3.1.12 que F (-, D, C, A, B) est identiquement nulle si
et seulement si D = 0,,5; et C A* B = 0,,;, s =0,1,...,2n — 1. D’ou le résultat. O

Lorsque la matrice d’action directe du systéme augmenté est nulle (D = 0,,;) et lorsque S,
et S5 n’ont pas les mémes parametres de Markov, I'indice de similarité p correspond a l'ordre
minimal k& de dérivation de la sortie qu’on doit atteindre pour faire apparaitre explicitement u
dans I'expression de y®). En effet, par définition de p,ona C A* ' B = 0., k=1,2,...,p—2

et C AP~! B # 0,,;. Par conséquent, par un simple calcul de dérivation de la sortie , on obtient

yHD (@) = Ci(t) = CAxz(t)+ CBul(t) = CAzx(t)
yD (@) = CAx(t) = CA’x(t)+CABu(t) = CA*z(t)

yP V() = CAP2i(t) = CAP 'z (t)+CAP2Bu(t) = CAP z(t)
Yyl (t) = CAP'i(t) = CAPx(t)+CAP T Bul(t).

Ainsi, lorsque S; et Sy sont des systemes SISO (m = 1) ayant la méme matrice d’ac-
tion (D = 0), I'indice de similarité représente le degré relatif [Isidori, 1989], [Khalil, 1996b],
[llchmann and Mueller, 2007] du systéme augmenté S.

Dans [Ilchmann and Mueller, 2007] et [Isidori, 1989] on montre que le degré relatif d'un
systeme linéaire SISO ayant une matrice d’action nulle correspond au degré de sa matrice de
transfert. Par conséquent, lorsque S; et Sy sont des systemes SISO ayant la méme matrice
d’action et des parametres de Markov différents, l'indice de similarité représente le degré de
la matrice de transfert du systeme augmenté. Cette interprétation de l'indice de similarité
reste valable pour les systemes S; et S qui ne sont pas SISO ou qui n'ont pas la méme
matrice d’action ou qui ont les méme parametres de Markov. En effet, d’apres les expressions
de F(-,D,C, A, B) données par les propositions 3.1.11, 3.1.19 et 3.1.18, on a

2n si D # 0,
deg(F(-,D,C,A,B)) =X 2n—p si D =0p,et P+,
—00 si D =0,,x et Z=0.
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D’autre part, puisque p = 0 lorsque D # 0,,x; et p = 400 lorsque S; et S5 ont les mémes

parametres de Markov (c’est-a-dire D = 0,,%; et & = ()) on peut donc généralement écrire que
deg (F(-,D,C,A,B)) =2n— p. (3.20)

De plus, comme la matrice de transfert du systeme augmenté peut étre exprimée comme suit

F(p,D,C, A, B)
det (ply, — A)’

H(p)=C (ply-a) B+D = p € A,

il vient donc que
deg (H) = deg (det (- Iy, — A)) —deg (F (-, D,C, A, B)) =2n — (2n — p) = p.

Nous reviendrons sur la notion de degré relatif d'un systeme dans le chapitre 5.

3.2 Caractérisation de la zone d’indiscernabilité

Il découle de la définition 3.1.13 de I'indice de similarité et de la proposition 3.1.17 que p

peut prendre les valeurs possibles suivantes :
pei0,1,...,2n—1,2n,+o0}.

Pour déterminer Z,q (S1, S2), nous allons distinguer les trois cas possibles suivants : p < 2n—1,

p = 2n et p = +o0. Dans la suite du document, nous adopterons les notations suivantes :

Notation 3.2.1. Nous désignerons par O¥, k € N, la matrice d’observabilité d’ordre k du

systéme augmenté :

C
C A

of:= | | =0l —o].
C AF

La matrice d’observabilité du systéme augmenté sera notée QO ¢’est-a-dire Q := Q21

3.2.1 Zone d’indiscernabilité : cas p=2n et p=+o0

Lorsque p = 400, la zone d’indiscernabilité de S; et S5 est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.2.2. Si p = +oo alors (9,25, u) € %4 (S1,52) si et seulement si

I.O
' € Ker (0). (3.21)
5

Démonstration. Supposons que p = —+oo. Alors d’apres la proposition 3.1.19, la fonction

F(-,D,C, A, B) est identiquement nulle sur .74, et on obtient donc grace au lemme 3.1.6

que (x9,x9,u) € Zina si et seulement si
30 > 0, + Aa, Vp € Ay, TF(p,0,,C, A m(27,25)) = 0. (3.22)

Pour conclure la preuve, nous allons montrer que les relations (3.21) et (3.22) sont équivalentes.

D’apres la proposition 3.1.11, la relation (3.22) est équivalente a
Kon_s (O, C, A, 7 (23,33)) = 0y, s=0,1,...,2n. (3.23)
De plus, puisqu’il résulte de la proposition 3.1.12 que (3.23) est équivalente &
CAm(x0,29) =0, s=0,1,...,2n—1,

on conclut donc que (3.22) et (3.21) sont équivalentes. D’ou le résultat. O

Ainsi, il résulte du théoreme 3.2.2 que lorsque S et Ss ont les mémes parametres de Markov,
'égalité des sorties yy (-, 29, u, 0y;) et yo (-, 23, u, 0y, ) ne dépend pas du choix de la commande
u. Plus précisément, pour générer des sorties y; (-, 9, u, Oy, ) et ya (-, 9, u, Oy,) identiques, il
faudrait démarrer les systemes S et Sy a partir des états initiaux z§ et x§ qui vérifient la
condition (3.21). Comme le montre le corollaire suivant, ces états initiaux sont ceux qui génerent

des réponses libres y; (-, 29,04, 0y,) et ya (-, 25, 04, 0y, ) identiques.
Corollaire 3.2.3. Si p = 400 alors (29,25, u) € Zina(S1,52) si et seulement si
Cre'M gl =Cye'M 29 VteR,. (3.24)

Démonstration. Pour montrer ce résultat, nous allons prouver que les relations (3.21) et (3.24)
sont équivalentes. Il découle du théoreme de Cayley-Hamilton que pour tout s > 2n, il existe

des nombres réels a; (s), s =0,1,...,2n — 1 tels que
CA T (29,29) = ay (s) Om (29,23) +ay(s) CAm (25, 25) + -+ + agn_1 (s) C A 1w (29, 29) .
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Par conséquent, la relation (3.21) est équivalente a
C AFm(29,29) = 0,,, VEEN.

Il s’ensuit grace a la définition de I'exponentiel de matrice que (3.21) est équivalente a

o o = tk o o
Ce' (29,13 = ’;)E C A 7 (29,29) = 0,,, VtER,.

Pour conclure, il suffit de remarquer que C'e!4 7 (29, 29) = Cy et 41 29 — Cye!2 25. O

Exemple 3.2.4. Considérons les systemes Sy et Sy de 'exemple 3.1.15. Nous avons déja montré
que pour ces deux systemes, p = +00. La matrice d’observabilité du systeme augmenté associé
a Sy et Sy est

1 1 -1 -1

-1 -1 1 2
0=

1 1 -1 —4

-1 -1 1 8

T T
On en déduit que Ker (Q) = Span {vy,v2} avec vy = {0 11 0} et vy = {1 01 0} L
s’ensuit que

Remarque 3.2.5. Les résultats du théoréeme 3.2.2 sont toujours valables lorsque les commandes

&1+ &
0

2

«%nd(sl7s2): {(Iiva";u) ERQ XR2 X%: UE% et 351752 €R7 xtl): [€I:| ) .Ig:

du domaine % ne sont pas Laplace-Transformables. En effet, dans l'annexe F mous avons
montré que lorsque p = +00, on peut résoudre directement [’équation intégrale (3.1) sans utiliser

la transformation de Laplace.

Nous allons maintenant donner une caractérisation de la zone d’indiscernabilité de S; et
S5 dans le cas ou p = 2n. Cette caractérisation est donnée par le théoreme 3.2.8 dont la

preuve repose sur le lemme suivant. Ce lemme est connu sous le nom du théoreme de la valeur

initiale [Schiff, 1999], [Cohen, 2007].

Lemme 3.2.6. Soit ¢ une fonction d’ordre exponentiel et continue par morceau sur Ry. Si ¢

est continue par morceau sur Ry alors

lim pL[g] (p) = ¢ (07) (p €R) (3.25)

p——+00
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ot p (07) désignent la limite de ¢ a droite de 0.

Remarque 3.2.7. Il est important de noter que lorsque la fonction ¢ est continue sur R, , la
relation (3.25) devient

lim p L [p] (p) = ¢ (0) (p € R)

p—+00

Théoreme 3.2.8. 57 p = 2n alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(4)

('r(IJJ Iga u) € %nd

(17) x5 et x5 satisfont la condition (3.21) et

u € {v eEU VteR,, wv(t)eKer (C’ At B)} (3.26)

Démonstration. Supposons que p = 2n. Pour cette valeur de p, la matrice D est nulle (voir

définition 3.1.13) et par conséquent, grace a la proposition 3.1.18, F (-, D, C, A, B) est le monéme

constant :

F(p,D,C, A, B) =F (p,0mx1,C, A, B) =Ko (D,C, A, B) = CA*™ 'B, Vpe A, (327)

(4)
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= (1) : Soit (z$, x5, u) € Zina (S1,52). D’apres la relation (3.27) et le lemme 3.1.6,
il existe 6 > 60, + A4 tel que

CA2n_1 BL [u] (p) =-F (p7 Oma C, Aa ™ (ZL’?, ZL‘;)) ) vp € % (328)

De plus, puisque la commande u est continue, on obtient grace au théoreme de la valeur
initiale que
CA*™ 1 Bu(0)=— lim pF (p,0pmxn, C, A, 7 (29,23)).

p—+oo

Il en résulte que F (-, 0,,,C, A, w (29, x9)) est identiquement nulle car tous les coefficients
de C' A?"~1 B, (0) sont finis. Ainsi, tous les coefficients Ko,—s (O, C, A, 7 (22, 29)), s =
0,1,...,2n de la fonction polynomiale F (-, 0,,, C, A, 7 (x,23)) sont nuls et on conclut

grace a la proposition 3.1.12 que
CA 7w (29,29) =0, Vs=0,1,...,2n—1.

D’ot les vecteurs x{ et 2§ satisfont la condition (3.21). La fonction F (-, 0,,, C, A, 7 (29, 23))
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étant identiquement nulle, la relation (3.28) devient
CA™ ' BL[u](p) =0m, Vpe HGC Hyix, C S,
et on conclut grace au théoreme de Lerch que
CA*™'Bu(t)=0,, VteR,.

D’ou la commande u vérifie la condition (3.26).

(1) = (i) : Soit un triplet (z9,2%,u) € R™ x R" x % dont les éléments x9, 9 et u
satisfont les conditions (3.21) et (3.26). D’apres la proposition 3.1.12, la relation (3.21)
entraine que

IF (pa Omyca A77T (xtl)vl‘g)) = Om? vp € ‘%\A

De plus, puisqu’il découle des relations (3.26) et (3.27) que
F(p,D,C,A,B) L[u] (p) = CA* " BL[u|(p) =0y, Vp€ H NA,,
on conclut que pour tout 6 > 0, + A4,
F(p,D,C,A,B) Lu](p) +TF(p,0n,C, A m(x,25)) =0, Vp€ .

On conclut grace au lemme 3.1.6 que le triplet (z9,x$,u) appartient a la zone d’indis-
cernabilité de S; et S,.
m

Ainsi, le théoreme 3.2.8 établit que seules les commandes ayant une trajectoire contenue
dans le noyau du parametre de Markov C' A*"~! B peuvent générer des sorties y; (-, x5, u, Oy )

et yo (-, 29, u, 0y,) identiques.

Ker (C A*"~! B)

commande u

Figure 3.2 — Commandes de la zone d’indiscernabilité : cas p = 2n
Remarque 3.2.9. Lorsque les commandes du domaine % ne sont pas Laplace-transformables,
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nous avons les mémes résultats que ceuxr du théoréeme 3.2.8. En effet, nous avons prouvé dans
Uanneze F que lorsque p = 2n, on peut résoudre directement l’équation intégrale (3.1) sans

utiliser la transformation de Laplace.

3.2.2 Zone d’indiscernabilité : cas 0 < p <2n —1

Dans ce cas, pour caractériser le zone d’indiscernabilité, nous allons rechercher les solutions
homogenes et particuliéres de ’équation algébrique (3.5). Dans tout ce qui suit, nous adopterons

les notations suivantes :

Notation 3.2.10.
o D= [Dl D? ... Dl] ou D/ € R™, j=1,2,...,1 sont les colonnes de D.
e B= [Bl B2 ... Bl} ot BP € R*, j=1,2,...,1 sont les colonnes de B.
T
o C'= {CIT C, - C;] ou C; € R i =1,2,...,m sont les matrices ligne de C'.

Nous savons grace a la relation (3.20) que deg (F (-, D,C, A, B)) = 2n — p. Par conséquent,

de la décomposition matricielle suivante de F (-, D, C, A, B)
F(,D,C,A B)=[F(,D',C,AB") F(,D?C,AB? - F(.D CAB)|, (329

on obtient
deg (F (-, D,C, A, B)) := max deg (JF (.,DJ, C,A,BJ)) =2n—p.

Dans le lemme suivant, nous allons montrer que le degré de F (-, D,C, A, B) correspond au
degré de ses fonctions composantes (-, D C, A, Bk) dont l'indice de colonne k appartient au

domaine J défini par la relation (3.30) ci-dessous.

Lemme 3.2.11. Soit J C {1,2,...,l} Uensemble défini par

(3.30)

5= Jp si p=0,
JCAp—lB St 1§p§2n—1,

avec Jp ={j € {1,2,...,1} : DI £0,} et Joar1p={j €{1,2,...,1}: CAP7IBI £0,,}. Si
p # +oo alors

(i) pour tout k ¢ J, deg (IF (-,Dk, C’,A,Bk>) <2n—p

(17) pour tout k € J, deg (]F (-, D C, A, B’“)) =2n — p.
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Démonstration. Nous allons considérer le cas ot D # 0,,x; et le cas o D = 0,,,x;-

Supposons dans un premier temps que D # 0,,;. Alors p = 0 et d’apres la définition de J, on
a J = Jp. D’apres la proposition 3.1.12 qui donne I'expression polynomiale de F (-, D, C, A, B),
on a

F (p, DF, C, A, Bk) = DFp?" + i Kon_s (D’“, C, A, B’“) P2,
s=1

Ainsi, lorsque k¥ ¢ J = Jp, le mondme en p*" de F (-,D’“, C’,A,Bk) s’annule (car D* = 0,,;)
et on obtient (7). Lorsque k € J = Jp on obtient dans ce cas (ii) car la condition D¥ # 0,,;
entraine que le mondme en p?" de F (-, D*, O, A, Bk) est non nul.
Supposons maintenant que D = 0,,x;. Alors 1 < p < 2n — 1 et par définition de J on a
J = Jc ar-1 5. D’apres la proposition 3.1.18 qui donne la forme polynomiale générale la plus
simple possible de F (-, 0,,x;, C, A, B), on obtient
2n
F(p.D".C,A,B") =F (p.0,,, C, A, B") = C AP B p" P 37 Koo (0,0, C. A BY) p .
s=p+1
Dans ce cas, (i) et (i7) découlent du fait que C A*»PBF = 0,, si k ¢ J et du fait que
CAM=PBF L0, sikcy. O

Lorsque Sy et Sy ont la méme matrice d’action directe (D; = Dy), une interprétation de J
est qu’il renseigne sur les composantes de la commande u qui apparaissent explicitement dans

I’expression de la dérivée d’ordre p de la sortie du systéme augmenté. En effet, on a

y P (1) =C APz (t) + CAP ' Bu(t)=CAPz(t) + > C AP Blu; (t).
JEJ
Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du lemme 3.2.11. Il établit une pro-
priété fondamentale du domaine J que nous allons utiliser dans cette section pour identifier les

solutions homogenes et particulieres de (3.5).

Corollaire 3.2.12. Si p # +oo et si F(-,D,C, A, B) est a valeurs dans C alors pour tout
F (-, D¥,C, A BY)

k € J et pour tout k' € {1,2,...,1} la fraction rationnelle F (- DF.C, A B

est bien définie

et est propre.

Démonstration. Supposons que p # +oo et que F(p, D,C, A, B) € C, pour tout p € 44 ,.
Soient k € J et & € {1,2,---,1}. Comme p # 400, la fonction polynomiale F (-, D*, C, A, Bk)
F ( D¥ . C, A, B’f’)

F (D" C, A BF) est bien définie. Elle

est non nulle et par conséquent la fraction rationnelle
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est propre car d’aprées le lemme 3.2.11,

deg (IF ( D¥ . C, A, Bk’)) <2n—p=deg (IF (-,Dk, C, A, B’“))

Avant de déterminer les solutions homogenes et particulieres de (3.5), remarquons tout
d’abord que les systemes S; et Sy peuvent étre décomposés en systemes mono-sorties (SISO ou
MISO) Six et Sox, k= 1,2, ..., m définis par

x;(0) = a?

ol pour tout i = 1,2 et pour tout k = 1,2,...,m, Cy (resp. D;;) désignent la k*™ ligne de la

matrice C; (resp. D;); yix correspond donc a la k®™¢ sortie du systéme S;.

Il découle donc de cette décomposition des systemes S; et Sy que la zone d’indiscernabilité

peut étre mise sous la forme suivante :

m

Zina (S1,92) = () Zina (Sik, Sax) -

k=1

ou on rappelle que 2.4 (S1x, Sox) désigne la zone d’indiscernabilité des systémes mono-sortie
Slk et Sgk.

La caractérisation de la zone d’indiscernabilité des systéemes mono-sortie suffit donc pour
déterminer la zone d’indiscernabilité des systemes multi-sortie. Ainsi, sans perte de généralité,
nous allons traiter le cas complexe 0 < p < 2n — 1 sous ’hypothese que S; et Sy sont des

systémes mono-sortie (m = 1). Sous cette hypothése, nous adoptons la notation suivante
: F_ ) k k) _
Notation 3.2.13. v" = gg;{l{%(p) :pe i, F (p,D ,C,A,B ) = O}.

Le nombre 4 représente la plus grande partie réelle des racines des fonctions composantes
du polynéme F (-, D,C, A, B).

Une illustration représentation graphique de 4% est donnée par la figure 3.3 ci-dessous.
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racines des fonctions composantes S (p) R (p) = AF

deF(-,D,C,A,B) AN

[ ]
=
=

Figure 3.3 — Représentation graphique de ~F.

Remarque 3.2.14. D’aprés la définition de vF, les fonctions composantes F (~,D’“,C, A, B’“)

n‘admettent pas de racines sur le demi-plan complexe H .

3.2.2.1 Détermination des solutions homogenes

Dans cette sous-section nous déterminons les solutions homogenes de 1'équation (3.5). Elles
sont données par les théoremes 3.2.16 et 3.2.18. Le théoreme 3.2.16 traite le cas des systémes
SISO et le théoreme 3.2.18, le cas des systemes MISO.

D’apres la définition 3.1.7, les solutions homogenes de (3.5) sont les fonctions uP*™ € %
telles que £ [uhom} (p) appartient au noyau de F (p, D, C, A, B) pour certaines valeurs appro-
priées de la variable complexe p. Une caractérisation du noyau de F (p, D,C, A, B) est donc
nécessaire pour pour déterminer les solutions homogenes de (3.5). Le lemme 3.2.15 donne la

dimension de 'espace vectoriel Ker (F (p, D,C, A, B)) ainsi qu'une base de cet espace.

Lemme 3.2.15. Soient j, € J et ub°™ € €. (R+,Rl>, une solution homogéne de (3.5). Si

exp

0<p<2n—1etsim=1alorsona:
(i) Vp € Hp, dim (Ker (F (p, D,C,A,B))) =1—1
(i) sil > 1 alorsVp € Hr, Ker (F(p,D,C, A, B)) = span{@ff (p),ke{1,2,--- 1} \ {jo}}
ot pour tout k € {1,2,...,1} \ {Jjo}, les composantes V), (p), i = 1,2,...,1 du vecteur
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TP (p) € R! sont définies par

1 si 1=k,
- | EFlpDhOABY (3:31)
' F (p, Dio, C, A, Bio) —Jo
0 si 1 #k eti# jo.

(131) Sil > 1 alors il existe 61 > Oynom + A4 tel que

clum) ()= X cfulm] () ¥ ), Vpe N (332)
1<jo#k<I
ot pour tout k =1,2,...,1, ul®™ désigne la k™ fonction composante de uPo™.

Démonstration. Soit jo € J et soit u"™ € €.

(R+,RZ), une solution homogene de (3.5).
Supposons que 0 < p <2n — 1 et que m = 1.

(i) Soit p € Hs. Puisque m =1, F (p, D, C, A, B) € R" et il s’ensuit que
dlm(Ker(IF (pv D,C,A,B))) =1- rang(IF (paD707A7 B)) :

De plus, rang (F (p, D,C, A, B)) = 1 car F(p,D,C, A, B) € R™! et F(p, D,C, A, B) est
non nul (voir remarque 3.2.14). D’olt on obtient (7).

(1) Supposons que [ > 1 et soit p € . Puisque dim (Ker (F (p,D,C, A, B))) = 1 — 1,
pour montrer que les [ —1 vecteurs U2° (p), k € {1,2,...,1}\{jo} engendrent le noyau de
F(p, D,C, A, B), nous allons prouver qu'ils appartiennent tous a Ker (F (p, D, C, A, B))
et qu’ils sont linéairement indépendants. Soit & € {1,2,...,} \ {jo}. On déduit de la
décomposition matricielle (3.29) de F (p, D,C, A, B) et de la définition (3.31) de ¥° (p)
que

I
F(p.D,C,A,B) ¥’ (p) = Y_F(p.D',C,A,B) ¥} (p)

i=1

F (p,D*, C, A, B¥)
F (p, Dio C, A, Bio)

= F(p,D"C,A,B") —F (p,D",C, A, B")
= 0.

Ceci prouve que \f!ff (p) € Ker (F (p, D,C, A, B)). Montrons maintenant que les vecteurs
\Tliol (p), \Tlﬁ; (p),..., \T/i(l)_l (p), ki # kj et ky € {1,2,...,1} \ {jo} sont linéairement indé-
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pendants. Soient B, , B,, - - -, Br,_, des nombres réels tels que
-1 o
j=1

Alors pour tout i =1,2,...,1 — 1,

-1 '
> B, Uik (P) = B Vi1, (p) = By, = 0.
=1

D’ou les vecteurs \ffﬁ (p), \Tlig (p),..., {I\J‘Ii(l)—l (p) sont linéairement indépendants. Ceci
achéve la preuve de (7).
hom

(74i) Supposons que [ > 1. Puisque u
01 > Oynom + Ay tel que

est une solution homogene de (3.5), il existe

£ [utem] (p) € Ker (F (p, D,C, A, B)), Vp € H,.

Par conséquent, on déduit du point (iz) que pour tout p € J5, N Hr, il existe des
nombres réels vy (p), k € {1,2,...,1} \ {Jo} tels que

clum] )= Y w) W),

1<jo#k<l

Pour conclure, remarquons que la décomposition précédente de £ {uh"m} (p) implique

que

Clup™ ()= 3 o) U2 (p) = o) W () =vi(p), Vi€ {12, 1\ {jo}
1<jo#k<l
D’ou on obtient I'égalité (3.32).
O

Grace au résultat du lemme 3.2.15 nous montrons le théoreme 3.2.16 ci-dessous qui établit

que lorsque Sy et Sy sont des systemes SISO, la solution triviale est I'unique solution homogene
de (3.5).

Théoréme 3.2.16. Si0 < p <2n—1 et sil =1 =m alors toute solution homogéne de (3.5)

est nulle.

om

Démonstration. Supposons que 0 < p < 2n — 1 et que [ = 1 = m. Soit uP*™ une solution
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homogene de (3.5). Alors il existe 01 > 6, nom + A4 tel que pour tout p € 4, £ {uhm‘} (p) €
Ker (F (p, D,C, A, B)). Il s’ensuit que

L [uhom} (p) =0, Vpe st Ny

car d’apres le lemme 3.2.15-(i), on a dim (Ker (F (p, D,C, A, B))) = [ —1 = 0. On conclut grace

hom

au théoreme de Lerch que u est identiquement nulle sur R, . O

Pour montrer le théoréme 3.2.18 qui caractérise les solutions homogenes de (3.5) lorsque S

et Sy sont des systemes MISO, en plus du lemme (3.2.15) nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 3.2.17. Soient ¥y et U9 deux fonctions polynomiales a coefficients réels telles que U9
est non identiquement nulle sur C et deg (1) < deg (03). Alors la fraction rationnelle propre
@ définie par

op)=—-—=, peC

admet une transformée de Laplace inverse L1 [p] qui posséde les propriétés suivantes :
(i) Si est strictement propre ¢’est-d-dire si deg (V1) < deg (0;) alors L' [p] € €}, (R, R).
(ii) Pour tout w € €L (R, R), wx L7 [p] € €L (R, R) avec

exp exp

wx L[] () = /Otw(t — ) £ ] (7) dr

Démonstration. Voir annexe G O]

Nous allons maintenant déterminer 1’expression des solutions homogenes uP°™ lorsque S,
et Sy sont MISO.

Théoréme 3.2.18. Soit jo € J et soit utr*™ c % . Sil>1, m=1etsi0<p<2n—1 alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) uhom™ est une solution homogéne de l'équation (3.5).

(i1) Il existe | — 1 fonctions wy € €L, (R4, R), k€ {1,2,...,1} \ {Jjo} telles que

exp

up™ (t) =wy, ke {1,2,...,00\ {jo} (3.33)
et
(i) == 3 et (LLDRCAB) (3:34)
wo™M (1) = — w * L7 : , )
Jo Pl F (., Djo7 C" A7 BJo)
ou pour tout k € {1,2,...,1}, ul°™ désigne la k™ fonction composante de uP°™
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Démonstration. Supposons que 0 < p < 2n — 1 et que [ > 1 =m. Soit jy € J.

(i) = (ii) : Supposons que uho™

le lemme 3.2.15, il existe ) > ,nom + A4 tel que pour tout p € Jp, N FHr,

est une solution homogene de 'équation (3.5). D’apres

om om T om F (.’ Dk’ c, A’ Bk)

. [U?O } v) = 1<Joz#:k<lL [Uh } (#) Wijo (0) = = 1<joz7é:k<lL [Uh } ®) F (-, D7, C, A,Bh)
(3.35)

F (.,Dk,C,A,Bk)

F (.7 Dio, C, A, Bjo)

est

Pour tout k € {1,2,...,1} \ {jo} puisque la fraction rationnelle

propre (voir lemme 3.2.11) et puisque u;, € €., (R, ,R), on a

exp

F ( Dk, C, A, B’“)
F (-, Dio,C, A, Bio)

u?om L -1

€€ Ry, R), Vke{1,2,...,01}\ {jo},

ce qui implique que

F ( DF, C, A, Bk)

1
]F(.7Djo’C’7A’Bjo) €%

exp

Z uhom

Jo#k=1

(R, R). (3.36)

Gréce a la linéarité de l'opérateur £ [] et grace a la formule de la transformée de Laplace

de la convolution de fonctions, on obtient :

F ( Dk, C, A, Bk)
F (-, Dio,C, A, Bio)

F (.’Dk”C’A’Bk)
Z L ,u/hom} ‘ A
JoF#k=1 F('7Dj0707A;B]0)
(3.37)

Z uhom

Jo#k=1

D’apres le théoreme de Lerch, (3.35), (3.36) et (3.37) impliquent que

F ( Dk, C, A, Bk)
F (.7 Djo7 C” A7 Bjo)

hom - Z uhom

JoF£k=1

Pour conclure, il suffit de poser wy = ul°™ k€ {1,2,...,1} \ {jo}-
(i1) = (1) : Supposons qu’il existe des fonctions wy, € €} (R+, R), ke {1,2,...,1}\{jo}

exp

qui satisfont les conditions (3.33) et (3.34). Appliquons la transformée de Laplace aux
égalités (3.33) et (3.34). On obtient les deux relations suivantes

L[upem] (p) = £ wil (), VD € H et Wk € {1,211\ {jo}
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et
! F (p,D* C, A B*
L |:u?00m:| (p) = Z L [(.Uk] (p) ]F (E) DJO C A B]0)>7 vp 6 ’%uhom'

JoF#k=1

Ces deux relations impliquent que pour tout p € 7 .., la relation (3.35) est vraie. En
multipliant maintenant (3.35) par F (p, D0, C, A, B%), il vient que

F(p,D,C,A,B) L [u"™|(p) =0, Vpe S,

ho

D’out ©4™®™ est une solution homogene de I'équation (3.5).

O

Remarque 3.2.19. D’apreés les expressions (3.33) et (3.34) des composantes ul°™ de uhom,

on a
uhom = 3w L7 [U]. (3.38)

1<jo#k<I

La formule de um®™ dépend donc du choiz de la base (\Tlf) de Ker (F(-,D,C, A, B)).

1<jo#k<l

Cependant, pour tout ji € J tel que ji # jo, on peut passer de la base (@i‘))K, net a la base
=Jjo =

(\Tfﬁ))K . grace a la relation (3.39) suivante dont la preuve est donnée dans l’annexe H.
<go#kL

@j() F(.’Dk’C’A’Bk) \T/jé Pk
— S ,
© F(.Db,CABR) " .
F (-, D%,C, A, B%) _,
— : Ll si k= jb.
F (-, Dio,C, A,Bio) %

ke{l,2,.... 3\ {jo}, W= (3.39)

Ainsi, pour tout 3, # jo, la relation (3.38) est équivalente d

F (-,D’f,C,A,B’f) i

hom __ —1 [&F.96 —
D D L D SRR F(,Dio,C,ABo) 7

1<) #k<1 1<jo#k<I

Exemple 3.2.20. Soient Sy et Sy les systémes linéaires définis par les matrices suivantes :

1 0 1 -2
A = i By = o Ci=11 0/ ; D=0
! —2] ’ [o 1 ] v=[1 0 !
05 1
A2: ) B2:Bl ) CZZCI ) D2:D1-
2 —2
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Les parameétres de Markov du systéme augmenté S associé a Sy et Sy sont

1 5

p=0;CB=[0 o ; caB=[- ol scap=]" 5] can=[T .

8 2
L’indice de similarité de Sy et Sy est alors p = 2. La premiére colonne de C'A B étant non

11 17
nulle, on a J = {1}. Onadet (ply — A) = p4+?p3+?p2+2p—2. Par conséquent, ag = —2,
17

ap =2, ap = 5 et ag = 5 Par application de de la formule (3.19) de calcul des coefficients

Kis (D,C,A,B), s=2,3,4deF(-,D,C, A, B), on obtient

Ry (D,C,A,B)=CAB— [_; 0} K1 (D,C,A,B) = as CAB+CA*B =4 5|

et
Ko (D,C A, B) =0 CAB+0a3sCA*B+CA*B=[-6 10].

1 1
I s’ensuit que F (p, DY, C, A, B!) = —§p2—4p—6 =3 (p+2) (p+6)etF(p,D* C, A B?) =
5p+ 10. Ainsi, on obtient

= [F(-,DQ,C’,A,BQ)

— _1 —6t
]F(-,Dl,C,A,Bl)] Oe

et on conclut que les solutions homogénes uP®™ de (3.5) sont de la forme

¢
10/ &(r) e 8t dr
0
w(t)

uhom (f) = . we?!

exp

(R,,R).

3.2.2.2 Détermination d’une solution particuliere

Pour déterminer la fonction uP®* génératrice de solutions particulieres de (3.5), nous allons

d’abord montrer les lemmes 3.2.21 et 3.2.22 suivants.

Lemme 3.2.21. Supposons que m = 1. Soit j € J et soit Y (-, DI, C, A, B?, 29, 29) la fraction

rationnelle définie par

F(p,0,C, A 7 (21, 25))

T (p7 Dj,C,A,Bj,ZE%fL’g) = ]F(p Di.C. A B])

(3.40)

La fraction rationnelle Y (-, D7, C, A, B, 29, 23) posséde les deuz propriétés swivantes :
(i) Si p = 0 alors pour tout (x$,29) € R* x R", T (-,D?,C, A, B’, 29, 23) est strictement
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propre.
(it) Sil1<p<2n—1alors T (-, D/, C, A, B/ x4, 23) est strictement propre si et seulement

S1

i € Ker (@[p_l]) (3.41)

o
Lo

Démonstration. Supposons que m = 1 et soit j € J.

(1) Supposons que p = 0 et soit (29,29) € R™ x R". D’apres le lemme 3.2.11, on a
deg (F (p, D?,C, A,B’)) = 2n. De plus, d’aprés la proposition 3.1.11, la formule explicite
de F(-,0,C, A, 7 (x9,29)) est

2n

F(p, 0,0, A, m (22,29) = > Kop_s (0,0, A, 7 (2, 25)) p*~°. (3.42)

s=1

Ceci implique que deg (F (-,0,C, A, 7 (29,23))) < 2n — 1. Ainsi, on vient de prouver que
deg (F (-,0,C, A, 7 (29, 29))) < deg(F (p,D/,C,A,BY)). Dou Y (-,D/,C, A, B, x9, 29)
est strictement propre.

(1) Supposons que 1 < p < 2n—1. D’apres le lemme 3.2.11, on a deg (F (-, D7, C, A, BY)) =

2n — p. Il S’ensuit que T (-, D7, C, A, B7, 29, x9) est strictement propre si et seulement, si
deg (F (-,0,C, A, m (27, 23))) <2n—p—1=2n—(p+1) (3.43)

Nous allons montrer que les relations (3.41) et (3.43) sont équivalentes. D’apres la for-
mule (3.42) de F (-,0,C, A, 7 (29, 29)), la relation (3.43) est équivalente a

Ko (0,C, A, 7 (25,25)) =0, Vs=0,1,...,p. (3.44)
De plus, d’apres la proposition 3.1.12, la relation (3.44) est équivalente a
CAm(29,29) =0, Vs=0,1,...,p— 1

D’ou I'équivalence entre (3.41) et (3.43). Ceci acheéve notre preuve.
[

Le lemme suivant montre que la fonction uP?" définie par (3.45) est une fonction candidate

génératrice de solutions particulieres. La preuve de ce résultat repose sur le lemme 3.2.21.

Lemme 3.2.22. Supposons que 0 < p < 2n — 1 et que m = 1. Soit uP*: R" x R* —
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€ (R+,Rl), la fonction dont les fonctions composantes u?ar, 71=1,2,...,1 sont définies par
0 si jé&3,
uP™ (29, 28] = L a[EG0C ARG )] (3.45)
— . . i .
card (3) F(-,Di,C, A, Bi) J

Alors uP?* posseéde les propriétés suivantes

(1) Si p =0 alors pour tout (x9,23) € R" x R", uP* [29, 2] € % et L [uP?* [z9, x§]] vérifie
F(p, D,C, A, B) L[uP™ [27,25]] + F (p,0,C, A, m (27, 23)) =0, Vpe Ay (3.46)

(17) Si1 < p < 2n —1 alors uP? [29,23] € X si et seulement si (z9,x3) vérifie (3.41).
De plus, pour tout les couples (z9,x3) qui satisfont la condition (3.41), L [uP?" [z, x§]]
vérifie l’équation (3.46).

Démonstration. Supposons que 0 < p < 2n — 1 et que m = 1.

(i) Supposons que p = 0 et soit (z9,x9) € R™ x R". D’apres le lemme 3.2.21-(i), la fraction
F(-,0,C A, (x%,2%))
F(-,Di,C A BI)

j € J. Par conséquent, on déduit du lemme 3.2.17-(i) que

rationnelle =7 (-,D7,C, A,BY) est strictement propre pour tout

Lfl lIF (',O,C, A77T (JZ?,I%))} c cgl

F(.,Di,C, A B) wp (R, R) Ve,

et ceci implique que uP?* [29, 23] € % . D’apres la définition de uP?" [z, x5, on a
0 si 473,

Vp e Hr, L [’u,?ar (m‘l’,xg)} =9 1 TF(p0,CAm(@19)
card (J)  F(p,D7,C, A, B)

si j€EJ.
On en déduit que pour tout p € Hr,

F(p,D,C, A, B) £L[ur™ [29,28]] (p) = D_F(p,D?,C,A,B) L [ub™ (2,23)] [p]
JEJ

= _F(p,O,C,A,ﬂ'(.IT,ng))-

D’ou on obtient la relation (3.46).

(17) La preuve du point (ii) est analogue a celle de (). Ici, pour montrer que la condi-
tion (3.41) est une condition nécessaire et suffisante pour que uP?* (z9,23) € % on
utilisera le lemme 3.2.21-(ii) et le lemme 3.2.17-(i).
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]

Ainsi, lorsque p = 0, la fonction uP?" est a valeurs dans % et elle vérifie I’équation algébrique
linéaire (3.5). Ces deux propriétés de uP?* suffisent dans le cas p = 0 pour conclure qu’elle est
une fonction génératrice de solutions particulieres de (3.5). En effet, d’apres la définition pour
conclure que uP?" est une fonction génératrice de solutions particulieres il faut prouver que sa
restriction sur 2.2, (51, 52) vérifie I'équation algébrique linéaire (3.5) c’est-a-dire uP?* [z9, x9]

vérifie I’équation algébrique linéaire (3.5) pour tout (29, x9) € 2.2 (S1,52) . Cette propriété est
satisfaite par uP?* car d’apres le lemme 3.2.22-(i), uP?" [z9, x§] vérifie (3.5) pour tout (z¢,x3) €
R”™ x R™ et ;24 (S1,52) est par définition un sous-ensemble de R™ x R™. Ainsi, nous avons le

résultat suivant

Théoréme 3.2.23. Si p =0 et si m = 1 alors la fonction uP?* définie par la relation (3.45)

est une fonction génératrice de solutions particuliéres de ’équation linéaire (3.5).

Comme nous venons de le mentionner, le domaine Z:%, (S1, S2) est par définition un sous-
ensemble de R" x R". Le résultat suivant montre que dans le cas p = 0, il est égal a R” x R"

tout entier.

Théoréme 3.2.24. Sim =1 et si p=0 alors Z°

mn

d(Sl,Sg) =R" x R".

Démonstration. Supposons que m = 1 et que p = 0. Puisque 22, (S1, S2) est par définition un

sous-ensemble de R™ x R™, nous allons juste prouver que R xR™ C 2., (51, S2). Soit (z9,29) €
R"™ x R™. Considérons la commande u définie par u = uP* [z9, 23] ou uP* est la fonction
génératrice définie par (3.45). D’apres le lemme 3.2.22, 29, 2§ et u vérifient I’équation (3.5). On
conclut grace au lemme 3.1.6 que (x9, 23, u) € Zna (S1,52). D'ou (29,29) € 2.2, (51,52). O

1mn

Lorsque 1 < p < 2n — 1, il découle du lemme 3.2.22-(ii) que la restriction de la fonction
uP?" sur {(x‘l’, x§) : (29, x5) € Ker (@ﬂ“”)} est a valeurs dans % et elle vérifie I'équation li-

par

néaire (3.5). Pour conclure que uP?" est une fonction génératrice de solutions particuliéres, il suf-

fit de montrer que Z:%, (S1, 52) est un sous-ensemble de {(xjf, x3) : m(xf,x9) € Ker ((O)[’"”)}.

m

Le théoreme suivant montre que ces deux ensembles sont égaux.

Théoreme 3.2.25. Sim =1 et si 1 < p < 2n — 1 alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
(i) (27,2%) € Z354(S1,5%).

(13) x et x§ vérifient la condition (3.41).

Démonstration.
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(1) = (ii) Supposons que (z9,23) € 2.2 (S1,S52). Alors il existe une commande u € %

jast

et il existe 8 > 6, + A4 tel que
F(p,D,C, A, B) L[u] (p) +F(p,0,C, A, 7w (27,23)) =0, Vp€ A

Soit j € J. Le polynoéme F (-, D7, C, A, B?) étant non nul sur /s, pour tout p € AN x
on obtient

F (p,D*,C, A, B)
F(p,D7,C, A ,BI)

(p,0,C, A, m (27, 25))

£ () — £ fu] () = — e,

p>

1<j#k<I

et ceci est équivalent a

F ( Dt C, A, B'f)

L . :
F('ija CaAvB])

Z uk*L_l

1<j#k<l

(3.47)

| _F(p0,C A m(27,29))
I F(p,Di,C,ABI)

F (p, Dk, C, A, B’“)

F(p,D7,C, A BJ)
propre pour tout k € {1,2,...,1} \ {j} et grace au lemme 3.2.17, on obtient

est

D’autre part, d’aprés le lemme 3.2.11, la fraction rationnelle

F ( D*. C, A, B’“)
F(-,D/,C, A B

—qu‘fl

exp

(R,,R).

— Z Uk*L_l

1<j#k<l

Par conséquent, en multipliant la relation (3.47) par p € % N . N R puis en faisant

tendre p vers +oo, il vient grace au théoreme de la valeur initiale que

F ( DF, C, A, Bk)
F(-,D/,C, A, B)

T ]F(pvoa O7A,7T(IE(1),I'3))
0= 0= =5, Bic am)

— Z uk*Lfl

1<j#k<I

Cette derniere égalité n’est vraie que si la fraction rationnelle

F(-,0,C A 7 (x9,29))
F(-,DJ, C,A,Bj)

— 1 (\D/,C, A B, 2%, 15)

est strictement propre. On conclut grace au lemme 3.2.21 que z{ et 9 vérifient la condi-
tion (3.41).
(11) = (i) Supposons que z§ et 3 vérifient la condition (3.41) et soit u la commande

définie par u = uP?" [, x9] ou la fonction v est définie par la relation (3.45). D’apres
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le lemme 3.2.22-(ii), 29, z$ et u vérifient I’équation (3.5) et on conclut que (z¢,z3) €

Zioq (S1,52).

1

]

Il résulte du lemme 3.2.22 et du théoreme 3.2.25 que lorsque 1 < p < 2n — 1, la fonction
uP?" possede également toutes les propriétés d’une fonction génératrice de solution particuliere

de (3.5). Ainsi, on a le résultat suivant.

Théoréeme 3.2.26. Si1 < p <2n—1 et si m =1 alors la fonction uP?* dont les composantes

sont définies par (3.45) est une fonction génératrice de solutions particuliéres de l’équation (3.5).
Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate des théoremes 3.2.23 et 3.2.26.

Corollaire 3.2.27. Si0 < p <2n—1 et sim =1 alors la fonction uP®* dont les composantes

sont définies par (3.45) est une fonction génératrice de solutions particuliéres de l’équation (3.5).
L’exemple suivant illustre les résultats du corollaire 3.2.27.

Exemple 3.2.28. Considérons les systémes Sy et Sy de 'exemple 3.2.20. Rappelons que p = 2

1 0 -1 0
et que J = {1}. On a QlP~1 =

Lo et par application du théoreme 3.2.25, on

1
2
obtient

7

Zia(S1,52) = {(a8,03) € B x B?: afy = oy = 213,

ot x; désigne la j°™ composante de x9. Ainsi, lorsque (5, 29) € 204 (S1,S2), par application

de la formule (3.1.11) de calcul des coefficients Ky, (0, C, A, 7 (29, 23)), s = 1,2, 3,4, on obtient

K3 (0,C, A, (22,25) =0 ; Ky (0,C, A, (25,23) =0
[ o o 5 o o o (0] ]
K (0,C A, 7 (x9,29)) = —3 9, ; Ko(0,C A m (2%,29)) = =5z,

)
Il s’ensuit que pour tout (x9,23) € Z.2,(S1,S52), F(p,0,C, A, 7 (x9,23)) = —5 xyp—>5x3. On

conclut grace au théoreme 3.2.26 que

uP™ [27, 23] (t) = F(p, D!, C, A, B) P2 +8p+ 12 .

_L—l ]F(p,O,C,A,ﬂ(f?,SL’g))] —L_l [5x?1 (p+2)] B [-5%?1 6_61
0 0
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3.2.2.3 Caractérisation de la zone d’indiscernabilité : cas 0 < p <2n —1

Connaissant les solutions homogenes (théoreme 3.2.16 et 3.2.18) et particuliéres (corol-
laire 3.2.27) de I’équation (3.5), nous pouvons maintenant montrer les théorémes 3.2.29 et 3.2.29
suivants qui donne une caractérisation de la zone d’indiscernabilité lorsque 0 < p < 2n — 1.

Le théoreme 3.2.29 traite le cas des systemes SISO et le théoreme 3.2.29, le cas des systemes
MISO.

Théoréme 3.2.29. Sil=1=m et si 0 < p < 2n—1 alors (z9,23,u) € Z4a(S1,52) si et

seulement si (x9,x3) € 22, (S1,52) avec

wm

R" x R" : 0
Zina (51, 52) = ) v (3.48)
{(x‘f,xg) eR" x R": 7 (29, 29) € Ker (@[p_l])} sinon
et si
4 |F(,0,C A, 7 (x9,29))
_ 1 ) Yy oy 4y 152
LT FEGD.CAB) (3.49)

Démonstration. L’expression (3.48) de 2.2, (S1,S) découle des théoremes 3.2.24 et 3.2.25.
D’apres le lemme 3.1.9, il existe une solution homogene u"°™ telle que u = wP°™ +uP?* [19, x9].
Puisque S; et S, sont des systemes SISO, on déduit du théoréme 3.2.16 que u"°™ est identi-
quement nulle. Par conséquent, u = uP?" [29, 9]. D’autre part, puisque J = {1}, on déduit du

lemme 3.2.22 que

uP?* [w?, IES] - ullaar [ZL‘({, Ig] =-L

-1 F(',O,C,A,ﬂ'(l‘?,xg)) :—L_l ]F('70507A77T(xtlj7$g))
F(-D',C, A B F(-D,C, A, B)

D’ou u vérifie la condition (3.49). O

Pour illustrer les résultats du théoreme 3.2.29, nous considérons a nouveau les systemes

harmoniques de I'exemple 3.1.15.

Exemple 3.2.30. Soient Sy et Sy les systémes masse-ressort de l'exemple 3.1.15. Il résulte des
valeurs de p que nous avons calculées dans ['exemple 3.1.15 que Sy et Sy satisfont la condition
0 < p < 2n—1 du théoreme 3.2.29 si et seulement si les deux systémes n’ont pas la méme
masse. Nous supposons donc dans cet exemple que my # mgy. Comme my # mo, p = 2 (voir

exemple 3.1.15) et on obtient

01 0 -1
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On déduit du théoreme 3.2.25 que

Zoa($1,9) = {29, 29) € R x R%: afy = a8, et 2%y = 28}

7

ou pour tout i = 1,2, x7; désigne la jme composante de x°. Par application de la formule (3.12)

de calcul de F (-, M,C A, N), il vient que

F(p7D7CaA7B):(_> p2+ =
mo — My

my ma mymso miymso

1 1 ko — k1 mo — M1 <p2+ k2_k1>.

et que pour tout (x9,29) € Z2,(S1,52),

m

k k k k k k
F (p,0,C, A, (25,25)) = ( - ) adp+ ( - ) 29y = ( - ) (291 p+ 1%,.)

ma my mo ma mo ma

Ainsi, pour tout (z$,29) € X2

mn

4(51,52), on a

o

_F(p,0,C A m (27,29)) _ k1mg — ko my 29D+ 29,
F(p,D,C, A, B) my — My ko — ki

ma — My

P+

Par application du théoréme 3.2.29, on conclut que (5,25, u) € Zina (S1,S2) si et seulement si
o o o o o o o _ o o _ o >
les composantes ©3,, x9,5, x5, et x5, de x{ et x§ sont tels que x9, = x5, et xy, = x5, et si la

commande u est de la forme

kimge — kam %, p+ z°
_ -1 [ Rima2 — ke npPT I _ 0 o
n) =0 [BESE | | 0= e 040
Mo — 1
ot les fonctions @y et py sont définies par
kl St kl = k’g,
t)=4 k —k ko — k
¢1 (1) 1M2 2m1(;51 (t ‘ 2 1 ) si Ky # ko,
mo — 1y Mo — My
et
kyt st ky = ko,
t)=19 k —k — ko — k
P2 (t) 1Mo 2 My ’m2 my 3 (t ‘ 2 1 ) si ko ko,
mo — My /{32—1{?1 mo — M
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avec
- COS st (l{fg — ]{?1> (m2 — ml) > 0,

p1(t) = ,
cosh si (ky — k1) (mg—my) <0,

_ sin st (kg — kl) (m2 — ml) > 0,
Pa(t) =1 . :
sinh  si (ko — k1) (mg —mq) <O0.

La zone d’indisscernabilité des systemes MISO est entierement caractérisée par le résultat

suivant :

Théoréeme 3.2.31. Soit jo € J. S0 < p <2n—1,1>1¢et sim =1 alors (x7,2%,u) €
Zina (S1,S2) si et seulement si x§ et x5 vérifient la condition (3.48) et s’il existe | — 1 fonctions
wr, k€ {1,2,...,0}\ {Jjo} telles que pour tout k € {1,2,...,1} \ {Jo},

up = 1 L |F(,0,C A 7 (29, 29)) o -
o L 1 ) Yy ) ) 1 %2 k
YT card () l F (-, D, C, A, BF) st Jo# k€D,

(3.50)

et

Z wk*Lil

]F(',DjO,C,A,BjO) 1<jo£k<I F('ij0707AJBjO>

(3.51)

1 Lil [F (',O, O,A,ﬂ'([[‘?,l’g))] _ (F ('aDkac7A7Bk>

Démonstration. D’apres le lemme 3.1.9, (29,25, u) € Zina (S1,52) si et seulement si (z9,x3) €
Z:24 (81, S) et 8l existe une solution homogene um°™ telle que u = wM°™ + wP? [¢, 29]. On
obtient (3.50) et (3.51) en utilisant la formule (3.45) de wP?" [x9, 2] et 'expression de uPo™
donnée par le théoreme 3.2.18 (formules (3.33) et (3.34)). L’expression (3.48) de 2.2 (51, 52)

est donnée par les corollaires 3.2.24 et 3.2.25. O

Exemple 3.2.32. Considérons les systémes Sy et Sy de l'exemple 3.2.20. D’apres [’exemple 3.2.20),

on a

¢
10/ G(r) e 80 dr
0
w(t)

uhom (t) == ) w € (gelxp

(R-‘m R)
et d’apres ['exemple 3.2.28, on a
Zina (S1,82) = {(x‘{,mg) cR*x R?: 29, = 29, = _29332}
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o

0 4 (51,52)

mn

—61
uP* [z, 23] () = { ] o (ata3) € 2

Ainsi, pour générer des sorties y1 (-, x,u,0y) et yo (-, 25, u,0y) identiques, les composantes
o o o o o y, S0 Yo [C— o __ o 3\
x9y, 5, et x5, de xf et x§ doivent vérifier la condition x9, = x4, = —2 x93, et la commande u a

choisir doit étre de la forme

t
—5x9, 7% +10 / &(r) e 8t dr
0
@ (t)

w(t) = ™ (£)FuP™ [, 23 (1) =  BeE,R,R).

exp

3.3 Quelques applications de la zone d’indiscernabilité

3.3.1 Conditions de discernabilité stricte des systemes SISO et MISO

Dans cette partie, nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour établir des
conditions nécessaires et suffisantes de discernabilité stricte des systemes SISO et MISO. Ces
conditions sont données par les théoremes 3.3.3 et 3.3.6. Le théoreme 3.3.3 établit que deux
systemes SISO sont strictement discernables si et seulement s’ils ont un indice de similarité
égal & 2n. Le théoréme 3.3.6 confirme le résultat de [Lou and Yang, 2014] qui stipule que les
systemes MISO ne sont jamais strictement discernables. Pour établir ces deux résultats, nous
allons d’abord montrer les lemmes 3.3.1 et 3.3.2 suivants.

Le lemme 3.3.1 donne une condition suffisante de non trivialité de la zone d’indiscernabilité
de Sl et SQ.

Lemme 3.3.1. Sim =1 et si p # 2n alors 25,4 (S1,52) # {(0n,0,,0%)}.

Démonstration. Supposons que m = 1 et que p # 2n. Nous allons distinguer le cas 0 < p <
2n — 1 et le cas p = 4o00.

Supposons que 0 < p < 2n — 1 et soient x¢ et 2§ deux vecteurs de R" tels que

((E?,:Eg) 7é (Om On) si pP = 0
Ogn, # 7 (29, 29) € Ker (@[”_1]) si 1<p<2n-1

Notons que lorsque 1 < p < 2n — 1, l'existence des vecteurs z{ et z§ non tous nuls que
nous venons de définir découle du fait que la matrice QlP~1 € RP*" n’est pas de plein rang
colonne. D’apres les théoremes 3.2.24 et 3.2.25, le vecteur (x9,x9) appartient a 2.2 (S, S2).

11

Considérons la commande u définie par u = uP?" [z, 23] o uP?" est la fonction génératrice de
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solutions particulieres donnée par lemme 3.2.22. Par construction de x¢, z§ et u, il découle du
lemme 3.1.9 que (29,29, u) € Zna (S1,52). De plus, puisque (29,25, u) est non nul, on conclut
que lorsque 0 < p < 2n — 1, Z,q (S1,S2) # {(0,,,0,,04%)}.

Supposons maintenant que p = +00. Soit u € % une commande non nulle et soient z{ et x4
des vecteurs de R™ qui satisfont la condition (3.21) c’est-a-dire 7 (29, 23) € Ker (0). D’apres le
théoreme 3.2.2, (29,29, u) € Zna (S1,52). Le triplet (x, 29, u) étant non nul par construction,
on conclut que lorsque p = +00, Zina (S1,52) # {(0n, 0,,04)}. O

Le lemme 3.3.2 montre que le systeme augmenté associé aux systemes SISO ayant un indice
de similarité égale a 2n est toujours observable. Un résultat plus général que celui de ce lemme

est présenté dans le chapitre 5 (voir théoreme 5.2.10).
Lemme 3.3.2. Sim =1=1 et p=2n alors rang (0) = 2n.

Démonstration. Supposons que m = 1 = [ et que p = 2n. Désignons par M le produit de la

matrice d’observabilité et de la matrice de commandabilité de S :
M=0[B AB ... A™'B|

D’apres la définition du degré relatif, ona C A* B =0,k =0,1,...,2n—2. La matrice M peut
donc étre mise sous la forme triangulaire suivante :

0 0 0 C A1 B]
0 0 ... CA™1'B (CA™B
M=[0B OAB --- OA™ ' B|= ; :
0 CA> 1B ... CA™4B CA" 3R
CA? 1B CAMB ... CA™3 (CAM2B

Le coefficient C' A**~1 B définit la diagonale de M. Il est non nul (car p = 2n) et ceci implique
que
0 # det (M) = det (0) det (B AB --- A>1B]).

Par conséquent, det (Q) # 0 et ceci est encore équivalent & rang (Q) = 2n. O

La condition suivante caractérise la discernabilité stricte des systemes SISO. Ce résultat
est une version améliorée de la condition de discernabilité stricte des systemes SISO que nous
avons établie dans [Motchon et al., 2015a].
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Théoreme 3.3.3. Sil = m = 1 alors les systemes dynamiques S et Sy sont strictement
(L1 <[0 T, Rl) SR X R™ {0y} X {0y })— discernables sur [0;T) si et seulement si p = 2n.

Démonstration. Supposons que | = m = 1. Pour montrer ce résultat, nous allons procéder en
deux temps. D’abord, nous allons prouver que lorsque p # 2n, les systemes S; et S, ne sont pas
strictement discernables. Ensuite, nous allons montrer que les deux systémes sont strictement

discernables lorsque p = 2n.

Supposons que p # 2n et soit (x9,x3,u) € R" x R” x % un triplet non nul tel que les sorties
y1 (-, x9,u, 04 ) €t yo (-, X3, u, Oy, ) sont identiques sur R,. L’existence de (x§,x3,u) découle du
lemme 3.3.1. Puisque % C ¢ (R+, ]Rl>, la commande u est donc Lebesgue intégrable sur [0;7T].
On vient donc de déterminer un triplet non nul (x¢,x5,u) € L' ([0;7], R) x R x R" tel que
y1 (-, x5, u, 0y ) €t Yo (-, X3, u, Oy ) sont identiques sur [0; 7). On conclut donc que les systémes Sy
et Sy ne sont pas strictement (Ll ([0 T, Rl> SR x R™ {0y } X {O%})—discernables sur [0; 7T
lorsque p # 2n.

Supposons maintenant que p = 2n. D’apres la définition de la stricte discernabilité, Sy
et Sy sont strictement (Ll ([O;T] : Rl) JR™ x R™ {0y, } x {O%})—discernables sur [0;7] si et

seulement si on a la relation suivante :

(28, 25,u) € R x R* x L1 ([0; 7], R) . x§ =0, = x5
y1 (t, 29,1, 00 ) = ya (£, 25,u,095), Yt €[0;T]

D’autre part, d’apres le théoreme de caractérisation de la zone d’indiscernabilité dans le cas

p = 2n (voir théoréme 3.2.8 ou le théoreme F.0.2), on a

(29, 25,u) € R" x R* x L1 ([0;T], R) 7 (29, 29) € Ker (0)
<~
y1 (6,29, u,09,) = y2 (£, 29, u,04,), VL€ [0;T) CA™ 1 Bu(t)=0, Vtel0;T]

Il vient donc que S et Sy sont strictement, (L1 ([O T, RZ) SR X R™ {0y, } % {O%}>—discernables

sur [0;77] si et seulement si on a la relation suivante :

7 (29, 29) € Ker (0) . ) =0, =25 (3.52)
C’AQ”_lBu(t)ZO, VtG[O;T] u(t):(), VtE[O;T].
D’apres le lemme 3.3.2, comme Ker (Q) = {0y,}, il vient que
7 (29, 29) € Ker (0) <= z{ =125 =0,. (3.53)
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Par ailleurs, puisque | = m = 1 et que p = 2n, on a C A* !B € R et C A>" ' B # 0. Par

conséquent,
CA*™'Bu(t)=0, Vte[0;T] — u(t)=0, Vte[0;T]. (3.54)
I1 découle des relations (3.53) et (3.54) que I'implication (3.52) est toujours vraie dans le cas

p = 2n. D’ou le résultat. O]

Le critere de discernabilité stricte du théoreme 3.3.3 est basé sur le calcul des parameétres de
Markov des systemes S; et Ss. Ainsi, il est plus simple a utiliser que la condition de discernabilité
stricte de [Lou and Yang, 2014] qui consiste a calculer le rang de la matrice de Rosenbrock R (p)
de S pour tout p € C.

Exemple 3.3.4. Considérons les systémes S1 et Sy définis par

0 1 0

A= 1 ()] ;. By = 1] ; Clz[l 0} i D=0
0 1

A2: [ 9 O] ; By = By ; 02201 ; Dy = D,

Dans l'exemple 1.3.2, nous avons utilisé la définition de la discernabilité stricte pour montrer
que Sy et Sy sont strictement (L' ([0;T], R),R? x R? {0y} X {Oy,})-discernables sur [0;T].
Nous allons retrouver ce résultat grace au théoréme 3.3.3. Ona CB=CAB=CA?>B =0 et
C A?B =1# 0. Par conséquent, p =4 = 2n et on conclut graice au théoréme 3.3.3 que S, et
Sy sont strictement (L' ([0;T], R),R? x R? {04} x {0y, })-discernables sur [0;T).

Exemple 3.3.5. Considérons les systémes harmoniques de 'exemple 3.1.15. On a p =2n =4
si et seulement si m1 = mo et ki # ko. On conclut que les deux systémes harmoniques sont
strictement discernables si et seulement s’ils ont la méme masse et des constantes de raideurs

différentes.

Théoréeme 3.3.6. Sil > 1 et si m = 1 alors les systemes dynamiques Sy et S ne sont pas
strictement (L1 ([0 T, ]Rl> JR™ X R™ {0y} % {0y, })— discernables sur [0;T).

Démonstration. Nous allons distinguer les deux cas possibles suivants : p # 2n et p = 2n.
Supposons que p # 2n. Par un raisonnement analogue a celui de la premiere partie de
la preuve du théoreme 3.3.3, on peut construire un triplet non nul (x¢,x3,u) € R” x R" x

L! ([0 ;T Rl) tel que les sorties y; (-, x7,u,0y4) et yo (-, X3, u,0y,) sont identiques sur [0; 7.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

105



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Chapitre 3. Caractérisation de la zone d’indiscernabilité des SDL non perturbés

D’ou S; et Sy ne sont pas strictement (Ll ([O;T] : Rl) JR? x R™, {0y, } X {07//2})—discernables
lorsque p # 2n.

Supposons maintenant que p = 2n. Puisque C A" 'B € R™ et [ > 1, la matrice
C A ' B € R™ n’est pas de plein rang colonne. On en déduit qu’il existe au moins un
vecteur non nul £* € R! tel que £* € Ker (C A*»~! B). Considérons la commande constante u
définie par u (t) = &£, Vt € R, et soient x{ et x§ deux vecteurs qui satisfont la condition (3.21)
c’est-a-dire 7 (29, 23) € Ker (0). Puisque la commande u et les vecteurs z9 et z§ satisfont les
conditions (3.26) et (3.21) qui caractérisent les éléments de la zone d’indiscernabilité dans le
cas p = 2n (voir théoreme 3.2.8), il vient alors que les sorties y; (-, 29, u, Oy ) €t y2 (-, 23, u, Oyy)
sont identiques sur R,. Pour conclure, il suffit de remarquer que par construction de u on a
(0n, 00, 02/) # (29, 28, u) € R x R" x L ([0; 7], RY). 0

3.3.2 Conditions de forte discernabilité controlable

Dans cette partie, nous allons utiliser les théoremes 3.2.2, 3.2.8 et 3.2.29 pour retrouver la
condition nécessaire et suffisante de forte discernabilité controlable de [Babaali and Pappas, 2004]
(voir chapitre 1, théoreme 1.3.19) : les systemes dynamiques S; et S sont contrélablement
(sz <R+, Rl) SR x R™ {0y, } X {O%})—discernables au sens fort si et seulement s’ils n’ont pas
les mémes parametres de Markov (c’est-a-dire p # +o00). Pour obtenir ce résultat, nous allons
distinguer les cas p = +o00, p =2n et 0 < p < 2n — 1 que nous traitons respectivement dans
les théoremes 3.3.7, 3.3.8 et 3.3.9 suivants.

Théoreme 3.3.7. Si p = 400 alors pour toute commande u € of (R+,Rl>,

Ar, (4, R {0y 3) () Sor, (u, R {0y}) # 0.

Démonstration. Supposons que p = +00 et soit u € &7 (IEL, RZ). Soit (29, x9) € R xR™ tel que
7 (29,25) € Ker (0) et soit z = y; (-, 29, u, 0y, ). D’apres le théoreme 3.2.2, yy (-, 29, u, Oy ) =
Y2 (-, 9, u, Oy, ) car x§ et x§ satisfont la condition (3.21). Il s’ensuit que z appartient a 'inter-
section de 1k, (u, R, {0y }) et For, (u,R",{04,}). D’oti le résultat. O

Théoréeme 3.3.8. Si p = 2n alors il existe au moins une commande u € </ (RJ” Rl) telle que
yl,R-o— (U, Rn, {07/1}) ﬂle_'_ (U, Rn, {0//2}) = @

Démonstration. Supposons que p = 2n. Soit ¢ € {1,2,...,m} et soit j € {1,2,...,1} tels
que C; A2""1BJ #£ (. L'existence de ¢ et j découle du fait que C' A* "1 B # 0,,5;. Soit u la
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commande de &7 (R+, Rl> dont les composantes ug, k = 1,2,...,[ sont tels que
0 si k#j,
up — .
£ si k=,

ol & est un nombre réel non nul. On a g, (W, R", {0y, }) N SR, (0,R",{0y,}) = 0. En
effet, si Ar, (W, R", {0y }) N F2r, (0,R", {0y,}) # 0 alors, il existe (z7,25) € R™ x R" tel
que (z9,79,u) € Ziq (S1,52). Donc d’apres le théoreme 3.2.8, C A*"~! Bu (t) = 0,,. Ceci est
absurde car par construction de u, C; A>* 1 Bu = C; A2 1B/ ¢ # 0. O

Théoréme 3.3.9. Si 0 < p < 2n — 1 alors il existe au moins une commande u € of (R+,Rl)
telle que A1 g, (U, R" {0y }) N ok, (u,R",{0y}) = 0.

Démonstration. Supposons que 0 < p < 2n—1. Alorsilexistei € {1,2,...,m}etj € {1,2,...,l}

tels que

— D/ #£0sip=0

— CB =C;AB' =---.=C; AP 2B =0et C,AP'B/ #£0si1 < p<2n—1
Soit u, la commande dont les composantes uy, k = 1,2, ..., sont définies par

] 0 si k#j,
llk(t)_{Q(t)etg s k=],

ou & € =R et Q désigne une fonction polynéome non identiquement nulle sur R . Il est
clair que u € & (R4, R)N €y, (R+, Rl). Pour la commande u ainsi définie, nous allons montrer
que pour tout (z9,23) € R™ x R™, y1; (-, 29,u,04,) et yo; (+, 23,1, 0y,) sont différentes sur R
ot on rappelle que y;; et yo; désignent respectivement la ™ sortie de S; et Sy. Supposons par

I'absurde qu’il existe (x9,x3) € R™ x R™ tel que y1; (-, %9, u, 0y ) = Yo (+,x3,u,0y,). Le triplet
+

(x{,x3,u;) appartient donc a la zone d’indiscernabilité des systemes SISO S{i et S%i définis par

i (1) = Ara () +Blu(t), iy (t) = Ayzs (t) + Bhu(t),
St y1i(t) = Crixq (t)—i-D{U(t)? ;S y2; (t) = Co; 22 (t)—f-DgU(t),
21 (0) = 29 3 (0) = z5

ot la matrice colonne B (resp. B3) représente la j%™ colonne de By (resp. Bs) et la matrice

ligne Cy; (resp. Csy;) désigne la i® ligne de C) (resp. Cy). Grace au théoréme 3.2.29 qui
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caractérise la zone d’indiscernabilité des systemes SISO, on obtient

w = 0! F('7O7 Civ'Aaﬂ-(Xi?Xg))
! Ry F('aDgaChAaBj)

(3.55)

La formule (G.1) de la transformée de Laplace inverse des fraction rationnelle propre, implique
qu'il existe un entier naturel k < 2n — p, des fonctions analytiques Qy, (-, X2, x3),k=1,2,... k

et des fonctions polynomes Qy (-, x2,x3) tels que

|Q (t,x3,%x3)] < Qp (t,x7,%x3), VtER,

et _
F ) Oa Ci7 Av Oa 5 k
o | ROOCuATOE X)) _ S, (1,x0,x2) o', WieR..
F<'7Dg7ci7A7B]> k=1
ou &1, &, ..., & sont distincts deux a deux et appartiennent a l’ensemble des parties réels des

racines de [F (-, D/, C;, A, B/ ) On en déduit que la relation (3.55) est équivalente &

k
Q) == Qn(t,x],x5) e E VieR,. (3.56)
k=1

Pour tout £k =1,2,...,k, on a
Q (t,%7,%x3) e €)1 < Qp (¢,x7,x5) e €W VteR,

Puisque & € AF, € > &, Vk = 1,2,..., k par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on
obtient
: 0 o\ —(E—&)t _ — k
tginooQk (t,x9,x35) e 0, Vk=1,2,...,k
Par conséquent, la relation (3.56) implique que ltL1+m Q (t) = 0 et ceci est absurde car @) est un

polynéme non nul. O

Nous pouvons maintenant établir la condition suivante de forte discernabilité controlable :

Corollaire 3.3.10. Les systémes Sy et Sy sont fortement (4&7 (R+, RZ) JR™ x R™, {0y, } X {0%})—

discernables si et seulement si p # +00.

Démonstration. La condition nécessaire s’obtient a partir de la contraposée du théoreme 3.3.7.
La condition suffisante s’obtient en distinguant le cas p = 2n et le cas 0 < p < 2n — 1 puis en
utilisant les résultats des théoremes 3.3.8 et 3.3.9. [
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3.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a 1’étude de la discernabilité stricte et de la discernabilité contro-
lable des systeémes linéaires non perturbés. Contrairement aux études menées dans [Lou and Si, 2009],
[Lou and Yang, 2011] et [Babaali and Pappas, 2004], dans ce chapitre nous ne nous limitons pas
uniquement a la détermination des conditions permettant de tester si deux systémes linéaires

quelconques sont discernables ou pas. Nous nous sommes également intéressés a

— la détermination du domaine %" (S}, S) des commandes qui permettent de différencier

les sorties des systemes qui sont fortement discernables
— lidentification des domaines 2.2, et %4 (S, S2) des états initiaux et des commandes

mn

qui génerent des sorties identiques, rendant les systemes non strictement discernables

En nous appuyant sur le lien que nous avons établi dans le premier chapitre entre ces trois
domaines et la zone d’indiscernabilité, nous avons focalisé notre étude sur la caractérisation de

cette zone.

Cette caractérisation consiste a résoudre le probleme d’annulation de la sortie du systeme
augmenté. La méthode que nous proposons pour résoudre ce probleme est basée sur 'utilisa-
tion de la transformée de Laplace pour le ramener a un probléme de résolution d’une équation
algébrique plus simple a manipuler. Cette équation fait intervenir les états initiaux et la trans-
formée de Laplace des commandes qui rendent indiscernables les sorties des systemes ainsi que

la résolvante de la matrice d’état du systeme augmenté.

En explicitant la résolvante a partir de I’algorithme de Le Verrier-Souriau [Leyva-Ramos, 1991],
[Réaud et al., 2000], [Helmberg et al., 1993], [Brezinski, 2002], nous avons exprimé 1'équation
algébrique en fonction des parametres de Markov des systemes. Ensuite, nous avons résolu
I’équation algébrique suivant les valeurs admissibles de I'indice de similarité p des parametres

de Markov des systemes S; et Ss.

Les trois cas possibles 0 < p < 2n, p = 2n et p = +00 ont été distingués pour caractériser
la zone d’indiscernabilité 25,4 (S1,52) de Sy et Sy. Le premier correspond a la situation ou
les systemes ont des parametres de Markov d’ordre inférieur a 2n — 1 non tous égaux. Dans
le second cas, seuls les parametres de Markov d’ordre 2n — 1 sont différents. Le dernier cas
correspond a la situation ou les systemes ont les mémes parametres de Markov. Les résultats

obtenus sont résumés dans le tableau suivant.
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Dimension | Valeurs de p Eléments (29, 23, u) de Zna (S1, S2)
p=0 w (29, 29) € R™ et u = uP? [29, x9]
SISO
I1<p<2n-1 7 (29, 29) € Ker ((O)[p*”) et u = uP? [x9, 9]
MISO p=0 7 (25, 23) € R¥" et u = uP™ 4+ uP™ a9, 43
1<p<2n—1|m(x9,29) € Ker (@[’"1]) et u = uPo™ + uP? (19, 29
Quelconque p=2n m (29, 25) € Ker (0) et C A*" ! Bu =0
+
Quelconque p = +o0 7 (29,29) € Ker (0) et u € %

Table 3.1 — Zone d’indiscernabilité des systémes linéaires

De cette identification de la zone d’indiscernabilité, nous obtenons la caractérisation suivante
des domaines Zf* (S}, 52), 2.2, (S1,9:) et %54 (S1,5s).

Dimension | Valeurs de p | 2:%; (S1,52) St (S, Ss) ULt (S, S,)
— 2n par "o
SISO p 0 R u [ ind (Sl? 52)]
1<p<2n—1|Ker (@[”*”) ubom 4 ypar [ 270, (S S,)]
— RQn hom par "o
MISO P 0 : uh +u [ ind (Sl? SQ)] Y \ irﬁfir (Slv 52)
1<p<2n—1]Ker(01) | yhom 4 ypar (252, (S),5)]
Quelconque p=2n Ker (0) {u: C A ' Bu = ()}
+
Quelconque p=+o0 Ker (0) wU

Table 3.2 — Caractérisation des domaines ZJI* (S1,S2), 2% (S1,S2) et %34 (S, Sa2)

A partir des résultats issus de la caractérisation de la zone d’indiscernabilité, nous avons
montré que la valeur de I'indice de similarité p suffit pour déterminer I'état de forte discerna-

bilité stricte et de stricte discernabilité des systemes SISO et MISO :

Dimension | Valeurs de p | Strictement discernables | Fortement discernables
0<p<2n Non Oui
SISO p=2n Oui Oui
p =400 Non Non
MISO 0<p<2n Non Oui
p=-+00 Non Non

Table 3.3 — Etat de stricte discernabilité et de forte discernabilité des systémes mono-sortie suivant les

valeurs de p

En d’autres termes,
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— seuls les systemes SISO ayant un indice de similarité p = 2n sont strictement discernables

— il n’existe pas de couple de systémes linéaires MISO qui soient strictement discernables

— les systemes SISO et MISO fortement discernables sont ceux qui ont des parametres de
Markov différents

Ces conditions de discernabilité sont résumées dans le tableau comparatif suivant.

Discernabilité Références Dimension Condition de discernabilité
L, — A —-B
m > 1 Vp € C, rang P =2n+1
, Lou et al. C D
Stricte
m <1 Non strictement discernables
Motchon et al. SIS0 p=2n
MISO Non strictement discernables
Fort Babaali et al. Quelconque p # +0
orte
Motchon et al. | SISO et MISO p # +oo

Table 3.4 — Conditions de stricte discernabilité et de forte discernabilité des systémes linéaires

Nous avons donc retrouvé la condition de forte discernabilité de [Babaali and Pappas, 2004]

dans le cas mono-sortie (SISO et MISO) ainsi que le résultat de [Lou and Si, 2009] qui stipule

que tous les systéemes MISO ne sont pas strictement discernables. La condition nécessaire et

suffisante de strict discernabilité que nous avons établie pour les systemes SISO repose sur un

simple calcul des parametres de Markov des systemes. Elle est tres simple a tester compara-

tivement au critere de rang de [Lou and Si, 2009], [Lou and Yang, 2011]. Une généralisation

des résultats de ce chapitre a la classe des systémes non-linéaires affines en la commande est

présentée dans le chapitre 5.

© 2016 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr

111




Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Chapitre 3. Caractérisation de la zone d’indiscernabilité des SDL non perturbés

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

112



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Chapitre 4

Forte discernabilité contrélable des systemes

dynamiques linéaires perturbés

Sommaire
4.1 Introduction . .. .. .. ... e e e e 113
4.2 Quelques éléments de Topologie et d’analyse fonctionnelle .. .. 116
4.2.1 Notions de distance et de norme . . . . . .. ... ... ... .. .. 116
4.2.2 Espace métrique complet . . . . . ... 118
4.2.3 Ouverts et fermés d’un espace métrique . . . . . . .. ... ... ... 118

4.3 Equivalence entre forte discernabilité et forte résidu-discernabilité 121

4.4 Caractérisation géométrique de la forte discernabilité . ... ... 124
4.4.1 Condition de forte résidu-discernabilité . . . . . . . . . . . .. .. ... 128
4.4.2 Indice de forte résidu-discernabilité . . . . . . . . . ... ... ... .. 133

4.5 Robustesse de la forte discernabilité vis-a-vis des perturbations . 137

4.6 Conclusion . . . . . i i i i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 144

4.1 Introduction

Les études de discernabilité menées dans les deux précédents chapitres ne prennent pas en
compte effet des incertitudes, des perturbations (entrées inconnues) et des bruits de mesures
dans le modele d’état des systemes S; et Sy. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser
au probleme de discernabilité des systemes linéaires en présence des perturbations de type
déterministe.

Notons d’abord que a la fois les résultats de Lou et. al (théoremes 1.3.3 et 1.3.4) ainsi que

les notres (théoreme 3.3.3) montrent que deux systemes S; et Sy ne sont que tres rarement
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strictement discernables.

Nous avons donc choisi dans cette étude de nous focaliser sur la caractérisation de forte
discernabilité contrélable des systémes Sy et Sy perturbés.

Dans la littérature, peu de travaux traitent du probleme de forte discernabilité contrdlable
des systemes linéaires perturbés. L'une des premieres études sur cette problématique a été
réalisée dans [Baglietto et al., 2007] pour les systémes linéaires discrets soumis a des bruits
aléatoires. Ces études ont permis de trouver une condition suffisante de forte discernabilité
controlable des systémes discrets. Elle repose sur la construction d’'une classe de commandes qui
permet de distinguer les systemes discrets perturbés dont les modeles nominaux sont fortement
discernables.

D’autres études sur la discernabilité des systeémes discrets perturbés ont été réalisées récem-
ment dans [Baglietto et al., 2013], [Baglietto et al., 2014] pour des systémes autonomes. Les
perturbations considérées dans [Baglietto et al., 2013| et [Baglietto et al., 2014] correspondent
a des bruits de mesures bornés en norme et I’accent a été mis dans ces travaux sur la détermina-
tion d'un outil pour quantifier le degré de forte discernabilité des systemes autonomes discrets.
Cette quantification du degré de forte discernabilité a conduit a la spécification d’'une région
du domaine des perturbations ou il est toujours possible de discerner fortement les systemes
discrets autonomes.

A notre connaissance, seuls les travaux de [Gémez-Gutiérrez et al., 2012] traitent du pro-
bleme de forte discernabilité controlable des systemes linéaires continus qui sont soumis a des
perturbations. La question de 'existence d’'une commande permettant de discerner controlable-
ment au sens fort les systémes continus perturbés a été traitée dans [Gomez-Gutiérrez et al., 2012].
Les perturbations ou entrées inconnues considérées par Gomez-Gutierrez et. al agissent unique-
ment sur la dynamique de la variable d’état des systemes.

Dans ce chapitre, nous étudions la forte discernabilité contrdlable des systemes perturbés
relativement a une commande u quelconque. Les perturbations déterministes que nous consi-
dérons agissent a la fois sur la dynamique de la variable d’état des systemes et sur leurs sorties.
Nous déterminons également un outil permettant de quantifier le degré de forte discernabilité
controlable des systemes relativement a toute commande u donnée. Le chapitre est scindé en
trois grandes sections.

Dans la premiere section, nous rappelons les résultats préliminaires que nous utilisons pour
caractériser la forte discernabilité controlable des systemes dynamiques perturbés. Ces rappels
portent principalement sur des propriétés des ensembles fermés dans les espaces métriques
[Schwartz, 1970] et [Kolmogorov and Fomin, 1957].

Dans la seconde section, nous montrons d’abord qu’étudier la forte discernabilité controlable
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des systemes linéaires perturbés S; et S, revient a étudier leurs forte résidu-discernabilité. Grace
a ce résultat, nous nous focalisons sur I’étude de la forte résidu-discernabilité de S et Sy qui a
la particularité de faire intervenir moins de variables inconnues car les états initiaux de Sy (resp.
Ss) sont éliminés par projection dans 'espace de parité de S; (resp. Sz). Ensuite nous établissons
une condition géométrique permettant de caractériser la forte résidu-discernabilité de S et Sy
relativement a une commande quelconque u. Cette condition repose sur la propriété de stricte
positivité d’une fonction positive que nous nommons indice de forte résidu-discernabilité. Nous
montrons enfin dans cette section que I'indice de forte résidu-discernabilité peut étre utilisée
pour quantifier le degré de forte résidu-discernabilité des systemes S et Sy relativement a la
commande u.
L’avant derniere section traite de la question de I'influence des perturbations sur la discerna-
bilité des systemes S; et Sy. Plus précisément, nous nous intéressons au probléme de robustesse

de la propriété de forte discernabilité controlable des modeéles nominaux de S; et Sy vis-a-vis

des perturbations déterministes.

Probléme 4.1.1. Lorsque les modéles nominaux des systémes Sy et Sy sont controlablement
discernables au sens fort, les systémes perturbés Sy et Ss pourraient étre non controlablement

discernables au sens fort a cause des perturbations qui rendent plus grand le domaine des sorties

admissibles de Sy et S,.

ylv]R-F (u7 ‘%07 %) ¢" +

yl,RJr (u7 '%107 {07//1})

Fary (U, 25, W) AT

Figure 4.1 — Influence des perturbations sur la propriété de forte discernabilité

Le probleme posé est alors : sous ’hypothese de forte discernabilité controlable des modéles
nominauzx de S1 et Sy relativement a une commande u € % , déterminer les “tailles mazimales”

des domaines Wi et W5 qui préservent la forte discernabilité contrdlable des systémes perturbés

S1 et Sy relativement a la méme commande .

lilliad.univ-lille.fr
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En partant de 1’équivalence que nous avons établie entre la notion de forte discernabi-
lité controlable et celle de forte résidu-discernabilité, nous résolvons ce probléeme de robus-
tesse en spécifiant les tailles maximales des domaines #; et #5 qui préservent la forte résidu-
discernabilité des systémes perturbés Sy et S,. Grace a ce résultat, nous caractérisons entie-
rement la région du domaine des perturbations déterministes ou les systemes S; et S restent
discernables pour une commande u© donnée.

Les résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’une communication [Motchon et al., 2015b]
dans la conférence internationale avec comité de lecture “9th IFAC Symposium on Fault De-
tection, Supervision and Safety for Technical Processes, Arts et Métiers ParisTech, September
2-4, 2015

4.2 Quelques éléments de Topologie et d’analyse fonc-

tionnelle

Cette section a pour objectif de rappeler brievement les notions d’espace métrique, de norme,
d’ensemble ouvert et d’ensemble fermé. Nous donnons sans preuve certains résultats classiques
portant sur ces notions. Ces résultats seront utilisés dans les sections suivantes. Pour une étude
plus détaillée sur ces notions, le lecteur pourra par exemple se référer aux livres de topologie

et d’analyse fonctionnelle suivants : [Schwartz, 1970] et [Kolmogorov and Fomin, 1957].

4.2.1 Notions de distance et de norme

Définition 4.2.1. Une distance sur un ensemble .# est une application d: M x H# — R,
vérifiant les propriétés suivantes, pour tout triplet (&1,8,83) € M X M X M :

(1) positivité : d (&1,&) >0 si & # & et d(€1,6) =0
(17) symétrie : d (&1,&) = d (&, &)
(1ii) inégalité triangulaire : d (&1,&3) < d(&1,&) + d(&2,&3)

Un espace métrique (A ,d) est un ensemble muni d’une distance d.

Exemple 4.2.2. La droite réelle R munie de la distance usuelle définie par

d(£17£2) - |£1 - 52’

est un espace métrique.
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L’ensemble € (]0;T],R) muni de l'une des deuz distances do, et dy définies par

- 1/2
doo (1,02) = sup |1 (1) — w2 (B)] 5 da(p1,92) = (/O o1 (1) = @2 ()] dT)

te[0;T]
est un espace métrique. La fonction ds porte le nom de la distance de convergence uni-

forme et dy est appelée distance quadratique.

Définition 4.2.3. Soit ¥ un espace vectoriel sur un corps K (& =R ou & = C). Une
norme sur ¥V est une application ||| : ¥ — R, vérifiant les propriétés suivantes pour tout
(&1,&) € V' X ¥ et pour tout vy € K :

(i) positivité : ||&1]] >0 si & # 0y et [0y =0

(13) transformation par homothétie : ||y &L = || ||&|

(ii1) inégalité triangulaire : ||& + & < ||&1|| + [|&]|-

Un espace vectoriel normé (¥, ||-||) est un espace vectoriel muni d’une norme.

Remarque 4.2.4. Soit (¥, ||||) un espace vectoriel normé. L’application d définie par

d(&,8) =16 —&l, (&,&%)e? xV

est une distance sur V. La distance d est la distance associée a la norme ||-||.

Exemple 4.2.5. Sur RY, on définit la norme euclidienne ||-||, par

1€lly = /(€ )

ot (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R1. Sur € ([0;T],RY), on définit la norme de la

convergence en moyenne quadratique par

. 1/2
lelhaqran = ([ le@IEar) . pe® (0:T,R).

Dans la pratique, a la place de la norme ||[| 2o ray 00 utilise souvent la norme RMS (root

mean square en anglais) définie par

1

T 1/2
||so||RMs=<T / IIsO(T)Ilng) P ET(D;TLRY). (1)
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4.2.2 Espace métrique complet

Définition 4.2.6. Soit (.4 ,d) un espace métrique. On dit d’une suite (§),cy d'€léments de
A qu’elle converge vers un point & € M si d (&, &) tend vers O lorsque k tend vers linfini
c’est-a-dire

Ve >0, AN. e N: VkEe Nk > N.) = d(&,8) <e (4.2)

1
Exemple 4.2.7. Dans R muni de la distance usuelle, la suite () converge vers 0.
keN*

Remarque 4.2.8. Dans les espaces vectoriels normés (¥, ||||) qui sont aussi des espaces mé-
triques, on définit la notion de convergence d’une suite en considérant la distance associée a la

norme ||-||. La relation (4.2) s’écrit alors dans ce cas
Ve >0, IN. e N: VEkeNk>N,) = [[{ =&l <¢

Définition 4.2.9. Soit (4 ,d) un espace métrique. On dit d’une suite (§),cy d'€léments de
M qu’elle est une suite de Cauchy si

Ve>0, IN. €N, (V(k, k) eNxN, k>N., K > N.) = d(&. &) <e  (4.3)

Exemple 4.2.10. Toute suite (&),cy convergente dans un espace métrique (M ,d) est une

suite de Cauchy. En effet, soit & la limite de (&)pey €t soit € > 0. Alors il existe N, € N tel
€

que pour tout k > N., d (&, &) < 5 Ainsi, pour tout k > N_ et pour tout k' > N, on obtient

d (&, &) < d (&, &) +d (&, &) < e.

Remarque 4.2.11. Dans les espaces vectoriels normés (¥, ||-||), on utilise la distance associée
da la norme ||-|| pour définir la notion de suite de Cauchy. La relation (4.3) s’écrit alors dans ce

cas

Ve>0, IN. € N: (V(k,k) eNxN, k> N., ¥ > N.) = & —&wl <e

Définition 4.2.12. Un espace métrique (A ,d) est complet si toute suite de Cauchy de M

converge dans (A ,d). Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exemple 4.2.13. La droite réel R munie de la distance usuelle est espace de Banach. Plus

généralement, l'espace euclidien R? muni de la norme euclidienne ||-||, est un espace de Banach.

4.2.3 Ouverts et fermés d’un espace métrique

Dans toute cette section, (., d) est un espace métrique.
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Définition 4.2.14. Soient £ € A et r > 0. La boule ouverte de centre & et de rayon r est

l’ensemble
BEr)={ e d(EE)<r}.

La boule fermée de centre & et de rayon r est [’ensemble
BEr)={¢eM:d(&E)<r}.

Exemple 4.2.15. Dans R muni de la distance usuelle, les boules ouvertes sont les intervalles
ouwverts |§ — ;& + 1| avec £ € R et r € RY et les boules fermées sont les intervalles fermés
(€ —r;&+7]. Dans R? muni de la distance euclidienne, B (£,7) est le disque de centre & et de

rayon r.

Définition 4.2.16. On dit d’un sous-ensemble ) de .# qu’il est un ouvert de M si pour tout
€€, il existe r > 0 tel que B (§,r) C

Exemple 4.2.17. Dans R muni de la distance usuelle, les intervalles ouverts sont des parties
ouvertes de R. La boule ouverte B (£,r) est une partie owverte de A . Pour tout £ € M et
pour tout v > 0, 'ensemble {§ € A : d(*,§) > r} est une partie ouverte de M .

Définition 4.2.18. Un sous-ensemble [ de A est fermé dans M si son complémentaire M\ F

est un ouvert de A .

Exemple 4.2.19. Dans R muni de la distance usuelle, les intervalles fermés sont fermés dans
R. La boule fermée B (€,1) est fermée dans A . Pour tout £* € M et pour toutr > 0, l’ensemble
{Ee s d(EE) >} est fermé dans M .

Le lemme suivant donne une caractérisation des ensembles fermés en termes de notion de
convergence de suites. Nous utiliserons cette caractérisation des ensembles fermés plus loin dans
la preuve du lemme 4.4.8 qui est un résultat fondamental pour ’établissement de la condition

géométrique de forte résidu-discernabilité.

Lemme 4.2.20. Soit F C .# . Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) F est fermé dans A .

(17) Toute suite d’éléments de F qui converge dans # a sa limite dans F .

Démonstration.
(i) = (41) Supposons par l'absurde qu’il existe une suite (), oy d’éléments de [ qui

converge vers & € . \ F. Puisque .# \ F est ouvert, il existe donc r > 0 tel que
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PB(&,r) C A\ F. Dautre part, d’apres la définition de la convergence dans .#, il existe
N, € N tel que pour tout k > N,., & € A (£, r). Par conséquent, lorsque k > N,., & & F .
Ceci est absurde car par hypothese, (&),cy est une suite d’éléments de F .

(i1) = (i) Supposons qu’on a (i7) et que F n’est pas fermé dans .#. Alors .4 \ F n’est pas
ouvert et par conséquent il existe £ € #Z\F tel que pour tout k € N*, A (f, ]1) < M\F .

1
On en déduit qu'il existe une suite (), oy« d’éléments de l'intersection f N.% (§ , k;) Il
vient donc que (&), st une suite d’éléments de f qui converge vers £. Grace a (i)
on obtient £ € F. Ceci est absurde car par hypothese £ € .Z \ F.

]

Définition 4.2.21. Soient £ € # et N, un sous-ensemble non vide de A . La distance du

point £ a 'ensemble A est le nombre
d(&,N)=mf{d(¢E): e}, (4.4)

Exemple 4.2.22.
— Dans R muni de la distance usuelle on a d(2,]—1;1[) = 1.
— Soit M € R™Y une matrice de plein rang colonne et soit &€ € RY. Le calcul de la distance

dy (§,Tm (M) est un probléme de moindres carrés ayant pour solution

ds (€, Tm (M) = H([q -M (MTM) MT> ¢

)
Le vecteur £ = (Iq - M (MT M)_l MT> ¢ est le projeté orthogonale de & surIm (M)L =
Ker (MT .

T

Tm (M) ~ /

Figure 4.2 — Distance de £ & I'image de la matrice M

Le lemme suivant donne une propriété fondamentale des ensembles fermés sur laquelle nous
allons nous baser dans la troisiéme section pour établir la condition géométrique de forte dis-

cernabilité.
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Lemme 4.2.23. Soit F un ensemble fermé dans M et soit & € A . Alors d(§,F) = 0 si et

seulement si &€ € F .

Démonstration. Supposons que d (&, F) = 0. D’apres la définition de la borne inférieure, pour

tout k € N* il existe une suite (§x),, v~ d’éléments de F telle que

0=d(€,F) < d(é€) <d(§,F)+11€: /1 vk € N*

En faisant tendre & vers l'infini il vient que la suite (i), oy. converge vers £. D’ou § € F car
F est fermé. Réciproquement, si on suppose que & € F alors d (&, F) < d(£,€) = 0. D’ou le
résultat. O

4.3 Equivalence entre forte discernabilité et forte résidu-

discernabilité

Dans cette section, nous montrons que 1’étude de la forte discernabilité des systemes li-
néaires se ramene a 1’étude de la forte résidu-discernabilité de ces systemes. Ce résultat nous
permet de nous focaliser dans les sections suivantes sur ’analyse de forte résidu-discernabilité
des systemes linéaires perturbés. La forte résidu-discernabilité conduit a manipuler moins de
variables inconnues car les états initiaux x§ de S sont éliminés par projection dans l’espace de
parité de S; et ceux de Sy sont éliminés par projection dans ’espace de parité de Ss.

Pour établir 1’équivalence entre la notion de forte discernabilité et celle de forte résidu-
discernabilité, nous allons uniquement montrer que la forte discernabilité implique la forte
résidu-discernabilité car I'implication inverse a déja été prouvée dans la proposition 1.4.9. Pour
arriver a ce résultat, nous utilisons le lemme 4.3.2 qui est une conséquence du lemme 4.3.1
suivant.

Le lemme 4.3.1 donne une propriété liant les fonctions fRERi] [-,u] et igm] [-,u] qui repré-
sentent respectivement les fonctions de calcul et d’évaluation des résidus de parité du systeme
S; commandé par Uentrée u. D’apres les équations (1.56) et (1.57), ces fonctions sont définies
par

¥z € 6 (Ry,R™), R [u, 2] (t) = OF [21% (1) - T Ul (1)], vted

et
Vw; € #;, R, wi) (1) = OFI T W ) wee .

i
ou on rappelle que @ET] est une matrice de parité de 5, ']I‘E””, la matrice de Toeplitz des
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parameétres de Markov D; et C; A¥ By, i =0,1,...,Kk; — 1 et que TE”"]

des parametres de perturbations H; et C; A¥ E;, k = 0,1,...,k; — 1. Le résultat de ce lemme

est la matrice de Toeplitz

généralisent celui du point (i) du lemme 2.2.2 qui a été établi dans le cas ou la fonction
d’évaluation ﬁE"” -, u] est identiquement nulle sur #; (cas de S; non soumis aux perturbations

Lemme 4.3.1. Soient i € {1,2}, (u,w;) € % x W; et z € € (J,R™) avec I un sous-intervalle
de Ry contenant l'origine 0 (0 € J). Si les fonctions o [u, 2] et ﬁﬁ”” [u, w;] sont identiques

sur J alors z est u-compatible avec S; c¢’est-a-dire z € S5 (u, R™, #;).

Démonstration. D’aprés les expressions de L™ [u, 2] et ig“i] [u, w;] données respectivement par

les équations (1.56) et (1.57), I'égalité de ces deux fonctions sur J est équivalente a
@ET} zlkil (Zf) _ Tgni} Ukl (t) . TEM]WZ'[M} (t) = Op(y); Vied (45>

ou r (k;) est le nombre de fonctions composantes de iRE”"] [u, z]. Réécrivons S; sous la forme

suivante :
i (1) = Ay () + Bsa (1),
Si yi (t) = Ciz; (t) + Dy (t), (4.6)
T (0) = 'rzq’
Bi=|B E| ; Di=|D; H] : a(t)= [“(t)] :

Sous cette forme, S; a un modele d’état équivalent a celui d’un systéme linéaire non perturbé

de vecteur d’entrées connues . La relation (4.5) est équivalente &

R [, 2] () == O [ 210 (1) = T U (1)) = Oy, VEET (4.7)

7

ou TVZ-[M est la matrice de Toeplitz constituée des parametres de Markov, D; et C; Ab B;,
k=0,1,2,... K —1:

D; Omx+d) " Omx@+d) Omx@+d)
C; B; D; o Omxad) Omx@sd)
T =| e :
Ci Afi_Q Bz o Afi_?) Ez T 52 0m><(l—&-d)
G AP B, CLAFT®B, - OB D; |
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D’apres (1.56), fJNQE"”"] [u, -] est une fonction de calcul des résidus de parité du systeme linéaire
de matrice d’état A;, de matrice de commande Bi, de matrice d’observation C; et de matrice
d’action D;. La fonction RL™ [@, z] étant identiquement nulle (voir équation (4.7)), on conclut
grace au point (i) du lemme 2.2.2 que z est @-compatible avec le systeme S; décrit par (4.6)

c’est-a-dire qu’il existe z7 € R" tel que
2(t) =y (t,xf,1,0y,) = y; (t, 27, u,w;), VteI.

D’ou z € .75 (u, R™, #4). O

Le lemme 4.3.2 donne une condition suffisante pour que I'image de I’ensemble des sorties
u-compatibles avec S; par la fonction de calcul de résidu fREM] [u,] ait une intersection non
vide avec 'image d’un ensemble quelconque par la méme fonction. Cette condition généralise
le résultat du point (i7) du lemme 2.2.2 qui a été établi dans le cas ol S; n’est soumis & aucune

perturbation.

Lemme 4.3.2. Soient i € {1,2}, u € % et soit ¥/ C € (J,R™) avec I un sous-intervalle
de R, contenant Uorigine 0 (0 € 3). Si R [u, g (u, R™, #) AR [u,.7] # 0 alors on a
t%,ﬂ (uaRnan’Jny?é @

Démonstration. D’apres (1.60), on a ’égalité suivante :

RIH [u, Lig (u, Z°, W) = {v €?¥ (U,R”(k)) 3w e W, v = ﬁik] [u,@]} :
Par conséquent, la relation R\ [u, .7 g (u, R", #)] N R [u,.7] # 0 implique qu'il existe w; €
W; et z € .S tels que RER"] [u, 2] et igm] [u, w;] sont identiques sur J. D’apres le le lemme 4.3.1,
I’égalité de ces deux fonctions entraine que z est u-compatible avec S;. De plus, comme z € .,
il vient que z € .75 (u, R™, #1) N .. Dot le résultat. O

Le théoreme suivant établit qu'une commande u permettant de discerner fortement S; et

Sy a travers leurs résidus de parité permet également de les discerner fortement et vice versa.

Théoréme 4.3.3. Soit u € %. On a : S5 (u,R", #1) NS (u,R", #5) = si et seulement si
pour tout i € {1,2}, fREM] [u, 19 (u, R™, 1) ﬂfREni] [u, So9 (u, R™, #5)] = 0.

Démonstration. Lorsque ¢ = 1, I'implication directe s’obtient en prenant la contraposée du
lemme 4.3.2 puis en posant . = %4 (u, R", #5). Pour i = 2, on obtient I'implication directe en
prenant toujours la contraposée du lemme 4.3.2 puis en posant dans ce cas . = . 5 (u, R™, #1).

L’implication réciproque est donnée par la proposition 1.4.9. [
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En conséquence de ce résultat, si S est fortement résidu-discernable de Sy relativement a
la commande u alors Sy est aussi fortement résidu-discernable de S relativement a la méme
commande. Il s’ensuit que la relation “étre fortement résidu-discernable de” est symétrique
contrairement & la relation “étre faiblement résidu-discernable de” qui ne I'est pas forcément.

Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants :

Corollaire 4.3.4. Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Si et Sy sont fortement (91[1”1},9%[2"2],02/,]12{" x R™, #, x %) -discernables durant la pé-
riode d’observation J
(17) Sy est fortement (iR[l'“], U, R" x R", #; x %)—discemable de Sy surJ
(7i1) Sy est fortement (R[an], U, R" x R" #; x %) -discernable de Sy surJ
(1v) Sy et Sy sont fortement (% ,R™ x R"™, W1 x Ws)-discernables durant la période d’obser-

vation J.

Une conséquence immédiate du corollaire 4.3.4 et du critere de forte discernabilité contro-
lable de [Babaali and Pappas, 2004] est que la non égalité des parametres de Markov de S; et
S, est une condition nécessaire et suffisante pour que les modeles nominaux de S; et Sy soient
fortement résidu-discernables.

Dans la section suivante nous donnons une condition nécessaire et suffisante de forte résidu-
discernabilité. Grace a 1’équivalence entre la notion de forte discernabilité contrdlable et celle
de forte résidu-discernabiité que nous avons établie, cette condition caractérise donc également

la forte discernabilité.

4.4 Caractérisation géométrique de la forte discernabi-
lité

Dans cette section nous donnons une condition géométrique permettant de caractériser la
forte résidu-discernabilité de S; et S5 relativement a une commande fixée. Cette condition
repose sur la propriété de stricte positivité d’une fonction positive. La particularité de cette
fonction est qu’elle n’est strictement positive que si S7 et Sy sont fortement résidu-discernables.

Nous utiliserons dans le reste du chapitre la caractérisation de la forte résidu-discernabilité
donnée par la proposition 1.4.8. D’apres cette proposition, la résidu-discernabilité de S; et Ss
peut étre caractérisée a partir des fonctions \11[1'31] et \11[2?2] (pour la définition des fonctions \11[1'31]
et \Pg'?], voir équation (1.67)) de projection d’écart de sorties de S; et S,. Plus précisément,

d’aprés cette proposition, S et Sy sont fortement résidu-discernables sur [0 ;7] relativement
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a une commande u € % si et seulement si au moins 'une des deux conditions suivantes est
satisfaite :
— la fonction \112'”{2] (9, u, wy, ws] n'est pas identiquement nulle sur [0; 7] pour tout triplet
(29, w1, wq) € R™ X Wy X Wy
— la fonction W5 (x5, u, w1, wy] n’est pas identiquement nulle sur [0 ;7] pour tout triplet
(x5, wy,wy) € R™ X #1 X Wy
La premiere condition traduit la forte résidu-discernabilité de S; par rapport a Sy relative-
ment a la commande u durant la période d’observation [0;7]. La seconde exprime la forte
résidu-discernabilité de Sy par rapport a S relativement a la commande u durant la période
d’observation [0;77. Les fonctions plrl [, u, wy, wse] et wlsd [9, u, wy, we] sont définies expli-

citement sur R, comme suit (voir annexe B pour le détail des calculs) :
\II,EJF"’] [x], w, wy, wg} (t) = AE';’} t4 r?+ \If[ il [u, wi,we] (t), teRy (4.8)

avec

t
U, wo] (1) = A / =N [Biu(r) + Gw, (1)] dr + O Ty U=l () +

0
(4.9)

ol T Wi (1) - ol T i (1
en adoptant la notation ci-dessous et on rappelle que TV5! = —Til = Tlsd _ led ogt 19

matrice de Toeplitz des parametres de Markov D, C A*B, k = 0,1,...,k; — 1 du systéme

augmenté S associé a S et Ss.
Notation 4.4.1. Al = ol ol . Alwd = ol=! gl

Dans tout ce qui suivra, nous désignerons par \IJE';} [R™, u, wy, ws], 'image de R™ par I'ap-
plication \IJE';’] [+, u, wy, wo| c’est-a-dire

‘I’£7] [R", u, wy, we] = {\I/['-“] {x?,u,wl,wg} : a:;’ € R”}. (4.10)

1)

Le domaine \IJ il [R™, u, wy,ws] représente donc la projection sur lespace de parité de S; de

il

I’ensemble de tous les écarts de sorties et de dérivées des sorties Y7 — Y2 Z], des systémes S

et Sy commandés par I'entrée u en étant soumis aux entrées inconnues w; et wo.

Nous supposerons dans tout ce qui suivra que

Hypothese 4.4.2. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)}, deux états initiaur x5 et T§ différents

génerent des signaux \IJE';’] [:c],oa,/,o%,o%] et \I/[ il [wj,Oag/,O%, O%] différents.
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Cette hypothese signifie que les fonctions de projection d’écarts de sorties \I/[ 2] [,0%, 0y, O |
et WK [, 0%, 0y, 0y, ] associées aux modeles autonomes (u = 0y, w; = Oy, et wy = Oy,) de
St et Sy sont injectives.

La définition (4.8) de \If % entraine que pour tout ( x?, J) eR"xR" on a:

W (29,00, 001, 0y = UL5) 29,00, 00, 0] = ALTe! (29— 39) =0, vt e [0:T).

<
)

Il s’ensuit que 'implication suivante

ATet (20— 59) =0 = a9 =]

est une condition nécessaire et suffisante pour que I’hypothese 4.4.2 soit satisfaite par S7 et Ss.
Cette implication traduit 'observabilité du systeme dynamique autonome de matrice d’état A;
et de matrice d’observation AE;”] Ainsi, I'hypothese 4.4.2 suppose que les paires de matrices
(Aﬁﬂ, Al) (A[l'zﬂ, AQ) sont observables c’est-a-dire les conditions d’observabilité suivantes

de Kalman sont satisfaites :

AT A5
AL A, A3 A,
rang ] =n =rang
A[Q"Iﬂ A?—l A[lf;ﬂ Ag—l

Pour illustrer les différents notions et les résultats de ce chapitre nous utiliserons les systemes

dynamiques S; et S, de I'exemple 4.4.3 suivant.

Exemple 4.4.3. Considérons les systemes dynamiques linéaires S1 et So définis par les équa-
tions (1.1), (1.2) et (1.3) avec

Ay =

[_0.6667  0.6667 1
] ; Bl:[O =L ; 012[0 1} . Di=0=H;

| 0.6667  —0.83333

[_0.7813  0.7813
Ay = i By=FE,=By ; (Cy=Cy ; Dy=0=H.
2 | 0.7813 —1.0625] por e 2o ? ?

Les systemes Sy et Sy représentent deux modes caractérisant le fonctionnement du systéme
hydraulique de la figure 4.3 ci-dessous. Ils modélisent deux comportements différents du procédé

dans la configuration ou la vanne 1 est fermée et la vanne 2 est ouverte. Les représentations
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d’état de Sy et Sy sont obtenues en linéarisant le modéle d’état (1.3) du systéme hydraulique (voir

annexe I pour les détails sur la linéarisation du procédé) autour d’un point de fonctionnement.

N
Cuve 1
Pompe de ,
débit u =< Cuve 2
21
| Vanne 2
% Vanne 1

Figure 4.3 — Systéme hydraulique

Les entrées inconnues wy et wy sont supposées égales et correspondent a des perturbations
qui agissent sur la commande (débit de la pompe) du systéme sous la forme d’un terme additif.
Elles peuvent étre interprétées comme une classe de défauts actionneurs. Un calcul des matrices

d’observabilité des deux systemes donne

0 1.0000 0 1.0000
o =] 06667 —08333] ; O =]07813 —1.0625
—~1.0000 1.1389 —1.4404 1.7393

Par conséquent, k1 = 2 = kg et on peut choisir comme matrices de parités d’ordre 2 :
(2] _ : (2] _
0 = [0.1111 1.5000 1.0000] ; ©)f =[0.2197 1.8438 1.0000].

On obtient alors

A
AT 4,

A

0.4103  —0.4825 A A,

_[—0.2686 0.2566] _

] 02202 —0.1778
~|=0.2713 0.3010

et il s’ensuit que

2 2
rang é}[l 2] = 2 =rang {;][21] .
Ay As AyT Ay
Les systémes Sy et Sy satisfont donc hypothese 4.4.2.
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4.4.1 Condition de forte résidu-discernabilité

Le but de cette partie est de montrer le théoreme 4.4.11 qui donne une condition nécessaire
et suffisante de forte résidu-discernabilité. Le lemme 4.4.8 est le principal résultat que nous
allons utiliser pour établir cette condition.

Ce lemme montre que le domaine \IIE';] [R", u,wy,ws| de projection des écarts de sorties et
des dérivées de sorties de S; et Sy sur I’espace de parité de S; est fermé. La preuve de ce résultat
repose sur lemme 4.2.20 de caractérisation des ensembles fermés et sur les lemmes 4.4.4 et 4.4.7
ci-dessous.

Le lemme 4.4.4 introduit les matrices GY [T [T] et Gls [T] puis énumere leurs propriétés

que nous allons utiliser pour montrer le lemme 4.4.8.

Lemme 4.4.4. Soient G[;{z}[ T) € R™™ et Gl T [T] € R™™ les matrices définies par

G (7)== / AT (Al Al e ar, (4.11)
Pour tout i,7 = 1,2 tels que i # 7,

(7) GE?] [T] est symétrique.

(1) GE?"] [T] est semi-définie positive.

(1i1) GE?” [T] est définie positive si et seulement si la paire (AEJZ], A, ) est observable.

Démonstration.

(1) La preuve du point (i) découle du fait que e” (A[m ) A[ wil o7 A5 egt, symétrique pour

tout 7 € [0; 7.
(77) Soit £ € R™. 11 découle de la définition de GE';"] [T] que
[F"/z] K'z] ’T'A
7 Gl T/ g ar. (4.12)
Ceci entraine que &7 GZ['; [T] £ > 0. D'ou G; ”Z] [T] est semi-définie positive.
(i73) Soit & € R™. D’apres (it), Gl j’] [T] est seml—deﬁme positive. Donc montrer (7i7) revient

a prouver que

(STGE?] T E=0 = ¢= On) <= la paire (A il A ) est observable. (4.13)

1j

La fonction 7 — ‘ e™ i ¢ H étant continue et positive sur [0; 7], on déduit de (4.12)

que
TG T e=0 = A¥lee=0, vreo;T). (4.14)
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De plus, en calculant les dérivées successives de la fonction 7 — A[”’] TAEAT =0

puis en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton on obtient

Alerdic =0, vre0;T] = A AP ¢ =0, k=0,1,....n—1.  (4.15)

ij
Les relations (4.14) et (4.15) impliquent que
T lril _ [kil pk ¢ —
§ GUTIE=0 <= N;VAE=0, k=0,1,...,n— 1

D’ott on obtient 1’équivalence (4.13).
[

Les matrices T G5 [T [T] et TG T [T] sont les grammiens [Kreindler and Sarachik, 1964],
[Georges, 1995], [Antsaklis and Michel, 2006], [Kalman, 2011] d’observabilité associés aux paires

(A5,

Al) et (/\[1'31 ,Ag) durant la période d’observation [0; 7.

1 résulte du lemme 4.4.4 et de Ihypotheése 4.4.2 que les matrices GY [T [T] et Glslir [T] sont

définies positives. Par conséquent, elles sont inversibles et leurs valeurs propres sont strictement

positives. Ces propriétés de G52 [T [T] et Gl r [T] sont résumées dans le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.5. Sous l’hypothése 4.4.2, les matrices G;{Q] [T] et G[{;” [T] sont inversibles.
De plus leur spectre vérifie o (G[m] [T]) CRY eto (G[m] r ]) C Ry,

Exemple 4.4.6. Considérons les systemes Sy et Sy de 'exemple 4.4.3. Pour un temps final

d’observation T' = 10, on obtient

™ 0.00281 —0.0018 ™ 0.0031  —0.00081
Gy, [T) = ;o G [T =
—0.0018 0.00178 —0.00081 0.00123
On vérifie que les matrices G[ Kol i [T) et G[l'zl] [T] sont symétriques et définies positives.

Le

lemme 4.4.7 ci-dessous est le théoreme de Rayleigh-Ritz [Ortega, 1986], [Zhang, 2011].

Il donne une caractérisation variationnelle de la plus petite et de la plus grande valeur propre

des matrices symétriques.

Lemme 4.4.7. Soit M € R9*9. Si M est symétrique alors sa plus petite valeur propre Xy (M)

et sa plus grande valeur propre Ay (M) satisfont les relations suivantes
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Sur la base des résultats des lemmes 4.4.4 et 4.4.7 et des notions de topologie que nous avons
[#i]
ij

est fermé dans l'espace vectoriel € ([0 T, R’"("”i)) muni de la norme ||-||5,,¢ définie par (4.1).

introduites dans la seconde section, nous pouvons maintenant montrer que W, [R™, u, wy, ws]
Rappelons que
r(k;) =m (k; +1) —rang (@ERJ)

est la dimension de I'espace de parité du systeme S;.

Lemme 4.4.8. Soient u € % et (wy,wy) € W1 x #3. Alors pour tout (i,j5) € {(1,2),(2,1)},
I’ensemble \IIE';J [R™ w, wy,ws] est fermé dans (‘5 ([0 ; T],RT(&')> 7 ||.HRMS).

Démonstration. La preuve que nous allons donner suit la démarche que propose le lemme 4.2.20

pour montrer qu'un ensemble est fermé dans un espace métrique.
Soit (¢k)en, une suite d’éléments de \IJE';]

(‘5 ([O ; T],R”("i)) , ||-||RMS> c’est-a-dire que

[R™, u, wy,ws] qui converge vers ¢ dans l'espace

Ve >0, dN.eN:Vk> N, lor — @l pas < € (4.17)

Puisque (o), est une famille d’éléments de \IIET] [R™, u, w1, ws), il existe une suite (x;?k)keN
d’éléments de R™ telle que pour tout k € N,

o (1) = AT ™ 20 + U [u, wy, wi) (1), Y € (05T, (4.18)

~

ol \IIE';] [, wy, ws] est défini par (4.9). Par conséquent, pour tout k, & € N, on obtient

or (1) = (1) = Al e™ (a5, —a9y) . vr € [0;T).
Il s’ensuit que
1 T T TAT ri\ T Ki| TA; ° °
low — orllans = T (25— 50) </O ™ (AGT) A Te dT) (1 — 250

T ki o o
Comme GZ[;”] [T] est symétrique (voir lemme 4.4.4), on déduit du théoréme de Rayleigh-Titz
que

 Auin (GE (1)) < (29— 250) " G T (24 — 2500 ) = llow — w ars -

o o
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La valeur propre Apin (G[Q'?] [T]) étant strictement positive (voir corollaire 4.4.5), il vient que

1
51 = 25wl < ——— ok — oullaus
\/Amin (Gijl [T])
1 1
< ™ H‘Pk_SDHRMs"‘ (] | o —SOHRMS'
\/,\mm (Gl ) \//\mm (Gl )
(4.19)

1 o , .
Soit €’ > 0 et soit € = B g \/)\min ((G[ i [T]) Des inégalités (4.17) et (4.19) on obtient

ij

(¥ (k) ENXN: k> N, K > No) = |25, — a2,

g€
<-—+-=£.
27 2 2

Suivant la définition 4.2.9, (x;’ k)keN est une suite de Cauchy de R™ et par conséquent il existe

zj € R" tel que klirf x%), = z§. L'existence du vecteur x7 découle du fait que R™ est complet
—+00

(voir exemple 4.2.13). En passant maintenant a la limite dans la relation (4.18), il vient que

(1) = AE;”'] e A r§ + \TJE?Z] [u,wy,ws] (1), V7T €0;T].

[K2]

On en déduit que p € W;7* [R™, u, wy, w]. D’out le résultat. ]

Remarque 4.4.9. Pour les systemes Sy et Sy ayant des états initiaux x5 et x5 qui ne parcourent
pas R™ tout entier mais qui évoluent respectivement dans des domaines fermés Z\° C R™ et

2y € R, le résultat du lemme 4.4.8 reste valable lorsqu’on remplace R" par Z77°.

Le résultat du lemme 4.4.8 est utilisé pour établir la proposition suivant qui caractérise la

forte résidu-discernabilité de S et Ss.

Proposition 4.4.10. Soit w € % . Pour tout (i,j) € {(1,2),(2,1)}, les deuz assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(1) S; est fortement (ng-Rj], {u} ,R" x R", #; x %,)—rész’du discernable de S; sur [0;T].
(i1) Pour tout (wy,wq) € W1 X #s, AEZA (T, u, w1, wg) >0 ot AEZﬂ (T, u,-,-) estla fonction
définie par
AL (T, u,wy,w5) = dgus (O[T(Rj)}, ‘I’g":j] [R", u, wlaw2]) ;o (wi,we) € 4 x Wy (4.20)

i/J

avec dpys, la distance associée a la norme ||| gy €t Ot € [05T] ¥ 0y, la

fonction nulle définie de [0;T) d valeurs dans R,
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Démonstration.
(1) = (i1) Supposons que la proposition (i) est Vraie et supposons par I'absurde qu'’il
existe un couple (wq,wq) € #; X #5 tel que Az/] (T, u,wy,ws) = 0. Alors d’apres la dé-
finition (4.20) de Al (T, u, wy,ws) on obtient drys (O[”("‘J’)], \IJB':"} [R™, u, wl,wQ]) =0.

i/j
K , 2
el [R™, u, wy, ws] est fermé dans 'espace normé

De plus, comme d’apres le lemme 4.4.8 W,
(CK ([0 ;T R’"("f)) ||-||RMS) on déduit du lemme 4.2.23 que 0 € \IJ[ gl [R™, w, wy,ws]. Par
conséquent il existe un état initial z¢ € R" tel que \IJ[ el (22, u, wy, wy] = 0. Ceci contredit
le fait que (i) est vraie.

i1) = (i) Supposons que (ii) est vraie et soit (z¢,w, wy) € R™ X #1 X #5. Alors on a
1

K .
H\If[ d 2 u, wr, wz]H > inf
RMS — gocRn

\Ijg':ﬂ [JT;-), U, wr, wz]HRMS - AZZ]] (T,U, wl,wQ) > 0.

Par conséquent, la fonction ‘If[ gl [, u, wq, wy] n'est pas identiquement nulle sur [0; 7.
D’ou on obtient (7).
]

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la proposition 4.4.10

Théoréme 4.4.11.
(1) Le systéme Sy est fortement (fR[Q'”], {u} ,R" x R", #] x %,)—résidu discernable de Sy

sur [0;T] si et seulement si
R: 2 AT u, 94, 5) = { AV (Tyu,w,wa) © (wy,wa) € W4 x #a) . (4.21)

ot A[1722] (T,u,-,-) est définie par la relation (4.20).
(i1) Le systéme Sy est fortement (92[1”1], {u} ,R" x R", #] x %)—dz’scemable de Sy sur[0;T]

st et seulement si
R, D ASY (T, u, #4,5) = { AV (T u,wi,wa) « (wy,wa) x #4 x #a}) (4.22)

ol Ag';ll] (T, u,-,-) est définie par la relation (4.20).
(1ii) Les systémes Sy et Sy sont fortement ({u} ,R™ x R"™, #] x W, )-résidu discernables sur

[0;T] si et seulement si

R% D AR (Tou, 4, #5) o= { AN (T uwn,wn) + (wn,wz) € 4 x Haf - (4.23)
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ou Alre] (T, u,-,-) est la fonction définie sur #1 X #5 par
Alrr] (T, u,wy,we) = min {A[1/22 (T, u, wy, we) , A[Z/ll] (T, u, wl,wQ)} : (4.24)

Ainsi, I’étude de la forte discernabilité peut se faire a partir de I’étude de la stricte positivité
de la fonction A%+ (T,u,-,-). Cette propriété de Alfse] (T,u,-,-) traduit la non apparte-

[

(=)l au domaine W45 g [R™, u, wy,ws) puis la non appartenance de

nance de la fonction nulle 0!

la fonction nulle 0I"*2)] au domaine \I/['”] [R™, u, wy, ws).

4.4.2 Indice de forte résidu-discernabilité

Par définition, A% (T, u,w,ws) est la plus petite valeur entre la distance de la fonction
0["(=))] au domaine W5 [R”, u, wy, wy] et la distance de 0l"*2)] au domaine plrel [R™ wu, wy, ws).

On propose de 1'utiliser pour quantifier le degré de forte résidu-discernabilité de S; et de S,.

Définition 4.4.12. On appelle indice de forte résidu-discernabilité du systéme Sy (resp. Sa) par
rapport au systéme Sy (resp. Si) relativement d la commande u € % , la fonction A[1722] (T, u,-,-)
(resp. A[Z';”ll] (T,u,-,-)) définie par 'équation (4.20). L’indice de forte résidu-discernabilité des
systemes Sy et So relativement a la commande u € % est la fonction positive A[l'zl"”] (T, u,-,-)

définie par ’équation (4.24)

La section suivante a pour objectif d’étudier 'influence des tailles des domaines de perturba-
tions #; et #5 sur la forte résidu-discernabilité des systemes S; et S;. On va pour cela s’appuyer
sur le théoreme 4.4.11 qui montre que I’étude de la stricte positivité de A[mm] (T, u,-,-) suf-
fit pour caractériser la forte résidu-discernabilité de S; et S, relativement a la commande wu.
Une formule explicite de l'indice A5 [71,e2] (T, u,-,-) est donc nécessaire et sera donnée par le
théoreme 4.4.15 ci-dessous.

D’apres I'équation (4.20) et la définition 4.2.21 de la distance d’un point & un ensemble, on

7 . Kj . .
peut écrire A£ / jﬂ (T, u, wy, ws) comme valeur optimale suivante :

Alr }(Tuwl,wz)— inf

7‘/] LE. ER”

\IJB gl [x2, u,wl,wg]HRMS.

De plus, puisque la fonction zf — H\IIE':J} (29, u, wy, wg]H est positive, il vient que

RMS

[k 2 . 2
(A ) (T,u,wl,wz)) = inf (4.25)

i/ 29€RN
k2

[K'j] 1)
‘I’ji (27, u, wy, wo] RMS
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La proposition suivante montre que le carré de AEZ?] (T, u, wy,ws) est la valeur optimale d'un

probleme d’optimisation quadratique sans contraintes.

Proposition 4.4.13. Soient u € U et (wy,2) € W1 X Wa. Pour tout (i,7) € {(1,2),(2,1)} ,

2 2

= (@) GPIT) 2t+2 (LY [T, u wl,wg])T 245U u,wr,

[K’J
H\II (27, w, w1, wo ‘ e

RMS RMS

ot \I/[ gl [, wy, ws] est la fonction définie sur Ry par 'équation (4.9) et LE':A [T, u,wy, we] € R"

est le vecteur défini par
py 1 W\ T ~Tp
Lg-ﬂ] [T, u, wy, ws] = — / e A (A[--J]> gl [, wy, ws] (T) dr. (4.26)
T Jo

Démonstration. Pour tout 7 € [0;T],

H\IJE':J] [0, u, wy, wo] (7‘)H2 = <A£?j] e A x0 + \TJE':“} [, wy, ws) (1), A

) [4';1'} oA z° + \I,E’:j] [, w1, Wo] (7_)>

J

= HA[“’ Ai g0

‘\IJ[ J] [w, w1, ws) (7’)H2+

2 <Ag?j] R ‘T’;?j] [u, wy, W] (T)>

c’est-a-dire

2

ot e OF = (07 T () e 55 )+

P T )
2 (O fu,wr,wo] (7)) AP e A ag,

J

On obtient le résultat en intégrant d’abord 1’égalité précédente sur [0; 7] par rapport & 7 puis

en multipliant ensuite la relation obtenue apres intégration par T O

Le lemme 4.4.14 [Rustem, 1981], [Ortega, 1986], [Gallier, 2011] ci-dessous est un résultat

classique d’optimisation quadratique. Il donne la valeur minimale des formes quadratiques (4.27).

Lemme 4.4.14. Soient M € R?9 v € RY, v € R et soit ¢, la forme quadratique définie sur
RY par
1
PO =58 Mc+v 4y, (R (4.27)
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Si M est symétrique définie positive alors ¢ a pour valeur minimale sur R?,

. I+
ming(§) =—gv M vty

Nous pouvons a présent établir la formule explicite de I'indice de forte résidu-discernabilité
de S; par rapport a S; donné par 1'équation (4.25).

Théoréme 4.4.15. Soit (i,7) € {(1,2),(2,1)} et soit u € % . Pour tout (wy,ws) € W1 X W4

on a

2

AVT uwy, w)) \/qu PHucwnwal|, — (L [T, w1,w2]>T (657 [T])_l Lyt [T, w1, wo)

RMS

ou on rappelle que le vecteur L[ il (T, u, wy,ws) € R™ est défini par l’équation (4.26) et la
fonction ‘Il[ gl [u, wy,wy] € € ([O,T],R) est définie par (4.9).

2
Démonstration. Il découle de la proposition 4.4.13 que la forme quadratique H\I![ d (22, u, wy, wg]HRMS
peut étre réécrite comme suit :

[kil 1 0 2 o
H\Ilji (27, u, wl’MQ]HRMS =2 [u, wy, wy] (27)
ou ¢ [u, wy,ws] est la forme quadratique définie par
oy _ 1 (o T li] ()] T oo Lyglsl 2
2 [u,wl,wg] (l’l) = 5 (.%z) Gj';”ﬂ [ ] J} + (L J [T u U)l,IUQ]) Z; + 5 H\I/J';J [u’ wl,wg]HRMS .
. 2
Par conséquent, on déduit du lemme 4.4.14 que la borne inférieure (AEZ?] (T, u, wl,wg)) =
: (53] 1,0 2 : n
mgrellfm W7 29, u, wl,wg]HRMS est atteinte sur R™ et que
[5] 2
(Ai/j (T, u, wl,wz)) = QIrrémgo[u wy, wa) (27)
o -1 A
- (LMJ] [T, u, U)1,2U}2]) (ng‘]] [T]) ]LE'?J] [T, w, wi, wa] +
[r J]
H\Ij [u wl’wQ]‘ RMS"
D’ou le résultat. O
Remarque 4.4.16. Les indices A[1722] (T, u, 0y, 0y3) et A[2/1} (T, u,0p,,0y,) des modéles no-
minauz de Sy et So peuvent étre facilement calculés car leurs formules données par le théo-
reme /4.4.15 dépendent uniquement de la commande u et des matrices connues qui définissent
les modéles d’état de S; et Ss.
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D’apres le lemme /.4.14, la valeur optimale AEZ:” (T, u,0y;,0y,) est atteinte en un état

initial x5, de S; :

AL (T 0,00, 04,) = H\I,[l-w 2w Oy Oyl

RMS '

D’autre part, la fonction ‘Il[ ”][ 0 mins Ws O, Oy | est par définition ’écart suivant de résidus
(voir équation (1.67) ) :

\PE?J] [xzmzmu 07/170%] :R[' ][u yz(’ zmzmu 07/170%>] R[ ) [u Y (7 j,U,OW])] :

Le résidu JQ[ &l [u Yj ( L7, U, OWJ)} de S; calculé avec les données u et y; du modéle non perturbé

S; €étant nul (voir relation (1.62)), on peut alors écrire que

A£7f (T, u, 091, 0) = Hﬂzﬁ-"” (i min» U]H = drums (O[T(nj)]ﬂgmﬂ [Yi min, ”D

RMS

0l Yimin = Yi (s T pims W Oy O ). Aiinsi, indice AZZJ (T, u,0p,,0y,) peut étre interprété
comme la valeur minimale de toutes les énergies totales des résidus RE-K"'” [u,y;] de S; qu’on

peut calculer avec la commande u et les sorties u-compatibles avec le modéle nominal de S;.

Exemple 4.4.17. Considérons a nouveau les systémes S1 et Sy de l'exemple 4.4.5. Supposons

que les domaines W, et Wo des perturbations qui agissent sur Sy et Sy sont de la forme
W x Wy = {(wy,wa) : wy (t) = wq (t) =7 cos(—0.5t) : v € R}. (4.28)

Ainsi, Sy et Sy sont soumis auxr mémes perturbations déterministes. Durant la période d’obser-
vation [0;10] (T = 10), appliqguons un échelon d’amplitude vy (c’est-a-dire u (t) = ug, ¥t € R, )

aur deux systemes. On obtient les expressions suivantes des vecteurs ]L[ 2 [T, u,wy,ws] :

0.0014 ug — 0.000189 0.00383 ug + 0.0000357
L[122} [Ta u, Wi, w2] = ° 7 ) [221] [Ta u, wy, w2] = ’ !

0.00196 uy + 0.000575 v 0.00395 uy + 0.0000536
Le calcul des vecteurs W’ [w, wy, ws] et s [, w1, ws], donne :
2
H‘I’w u,wy, wQ]HRMS = 0.0198 u? — 0.00635 v ug + 0.00525 7>

et
2
W5 [, wr,wo | = 0.0376 ug — 0.0098 7 g + 0.00753 7%,

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

136



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

4.4.5 Robustesse de la forte discernabilité vis-a-vis des perturbations

Par application des résultats du théoreme 4.4.15, on obtient

AL, (u,wy, wy) = 1/0.00895 u3 — 0.0152y ug + 0.00724 72

et

AL (u,w1,w5) = 1/0.00618 u3 — 0.0103 7y up + 0.00491 2.

Le discriminant du polynome 0.00724v* —0.0152 v uy+0.00895 uz+ est —2.8152 107> u3 < 0 et
celui du polynome 0.00491 42 —0.0103 7 up+0.00618 u3 est —1.5285107° u3 < 0. Par conséquent,
A[17§] (T, u, 71, %5) CRY et A[Q';”ll] (T, u, #1, #5) C R%. On conclut que Sy et Sy sont fortement
résidu-discernables relativement da [’échelon u (t) = ug. Notons que pour les modéles nominaux

de S7 et Sy on a l'inégalité suivante
A (1,045, 05,) = V0.00895 [uo| > v0.00618 [uo| = AL (u, 044, 045) .

Ceci signifie que le résidu d’énergie minimale de Sy calculé avec les données u et Yy m de
S1 (ZR[{"Q] (Y1 min, 1)) 8’écarte plus de la fonction nulle 0721 = 0lr=)l que le résidu d’énergie

minimale de Sy (3%[1'“} (Y2 min, u] ) calculé avec les données u et Yo ymin de Sa.

4.5 Robustesse de la forte discernabilité vis-a-vis des

perturbations

Dans cette section, nous supposons que les modeles nominaux de S; et Sy sont controla-
blement discernables au sens fort (les modeéles nominaux n’ont pas les mémes parameétres de
Markov) et u* € % est une commande qui les rend contrdlablement discernables au sens fort.
Notons que le choix d'une telle commande peut étre obtenu grace a la caractérisation de la
zone d’indiscernabilité que nous avons donnée dans chapitre 3. On s’intéresse au probleme 4.1.1
de “robustesse” de la forte discernabilité contrdlable des modeles nominaux vis-a-vis des per-
turbations déterministes. Nous allons déterminer les tailles maximales des domaines des per-
turbations #; et #5 qui préservent la forte discernabilité contrdlable de S et Sy relativement
a la commande u*. Ce résultat est donné par le théoreme 4.5.4 dont la preuve repose sur les
lemmes 4.5.1 et 4.5.2 suivants.

Le lemme 4.5.1 sera utilisé dans la preuve du lemme 4.5.2 pour pouvoir expliciter l'indice de
discernabilité AEZﬂ [T,u*,-, -] des systémes perturbés en fonction de I'indice de discernabilité
AEZ" ] [T, u*,0y4,,0y,] des modeles nominaux.
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Lemme 4.5.1. Soient (q,s) € N* x N* et M € R, une matrice symétrique définie positive.
L’application © [M] définie sur R? x € ([0;T],R?*) par

O[M] (& 9) = 6" M e+ llolmus,  (69) €RTxF ([0;T),R?) (4.29)

est telle que pour tout (£,&) € R? x R? et pour tout (o, p) € € ([0;T],R®) x € ([0;T],R?),

€0
I

ol (H | H) = [ 2 €|~ llplprs +2 (M2 6, M7260) — 2 (0, 00) s (4:31)

O [M] (€ + & g0 + ) = O [M] (o, 00) — B [M] ([@;

avec

ou M~Y? désigne la racine carrée de Uinverse de la racine carrée de M.

Démonstration. Soient (£,£) € R? x R? et (¢o,p) € € ([0;T],R*) x € ([0;7],R*). Puisque
2
M~ est symétrique et (Mfl/z) = M~!, on peut alors écrire que

OM](o+&wot+9) = — (& +E7) M7 (G +8) +llvo + @llhus
= g Mg — 2 (Mg, &) — (MT1EE) + |olloars +
2 <907S00>RMS + ||Q0||?%MS
= O[M] (&, %0) + llelanss — [ M€ +2 (0. Po)nuis -
9 <M—1/2 £, M-L/2 £0> '

D’ou le résultat. O

Le lemme 4.5.2 montre que le domaine #; x #5 des perturbations déterministes qui agissent
sur S et Sy peut étre partitionné en deux sous-domaines %, [u*] et #;/; [u*]. Le premier
correspond a une région du domaine des perturbations ot .S; est toujours discernables de \S;. Sur
ce domaine les perturbations n’influencent donc pas la forte résidu-discernabilité des modeles
nominaux. Les perturbations qui peuvent rendre les systemes non fortement résidu-discernables

sont localisées dans le second domaine.

Lemme 4.5.2. Soit (i,7) € {(1,2),(2,1)} et soient #;; [a*] et #;}; [u*] les sous-ensembles de
W1 X Wy définis par

;'] = {(w17w2) 20y (T, u", wy, wa) < 0} et W), (W] = (W x W)\ W, [u*] - (4.32)
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avec 8;/; (T, u*,-,-), la fonction définie sur Wy x Wa par

~

\Ij[nj] [u*7 07/17 O%]

ji
‘I’E':j} [w1, wo]

LI [T, u*, 0y, 0]

8y (7w wn,wy) = © (G [T ( EL% (7 oy, o]
ji , W1, W2

) (4.33)

01, © [Gg?j] [T]] est définie par I’équation (4.31), le vecteur LB?] [T, u*, 0y, 0p,] € R™ et la fonc-
tion \TIETJ] [u*, 0y, 0p,] € F ([0 AR Rr(""ﬂ‘)> sont respectivement définis par les équations (4.26)
et (4.9) puis @E?J] [wy, wy] € F ([0 ; T],]RT("J')) et IEE':J] [T, wy, ws] € R™ sont définis comme suit

K3 K3

gl [wy, ws] (t) = Ag-ij] / e A B, (1) dr + @E-j]
0

J?

LK) prrleg ) 1yl e
Sl ) T we @)

et
T ~

. 1 /T . .
LY [T, wn, ] = o /O e (ALY B [y, ws] () (4.35)

J

Les deux assertions suivantes sont vraies :

(1) Si #;,; [a*] # 0 alors S; est fortement (IRE-F”], {u} , R" xR". %, [u*])—discemable de
S sur [0;T)
(ii) Si #,);[w*] # O alors S; est fortement (Rg'ij}, {u} R x R, %, [u*])—discernable de

S; si et seulement si

AEZJ] (T7 u*’ 07/17 0%) > max }\/52/] (Ta u*a Wi, wQ) (436)

(w1,w2) X, [u*
Démonstration. D’apres la formule (4.9) de \ffg'?] [u*, wy, we), on a
@B?j} [u*, wy, wsy] = \ffg'fj] [, 0y, O] + \Ifg'f’] [wy, wo] .
D’autre part, d’apres la formule (4.26) de ILE';J'] [T, u*, wy, ws], on a

LY [T w* wy, ws] = LY [T, 0%, 04, 0] + LV [T, w01, ws)

K]

En substituant ces expressions de \T/gz [u*, wy, wy] et Lg':j] [T, u*, wy,wsy| dans la formule de

I'indice AEZA (T, u*, wy,ws) donnée par le théoreme 4.4.15, il vient que

<A7[,/j]] (TJ u 7w17w2)) - @ [G‘[]Z ] [T]:| (]L’_EZ } [u 70%7 0%] + L‘[]l ] [T, wlwa] R
[, 0, O]+ B fon ]

J
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Par conséquent, en appliquant le résultat du lemme 4.5.1 on obtient

Kj * 2 Kj * 2 %
(AT u wn,ws))” = (AT 0, 005,005)) = 81y (T, 0, w1, w5)

Il s’ensuit donc que suivant la définition (4.32) de % ; [u*],

AZ[.Z?] (T, 0", wi,wa) >0, V(wi,wz) € ¥, [u’]

et que suivant la définition (4.32) de #;; [u*],

AEZ?] (T, u*, wy,ws) >0,

[#5] *
> A7 (T,u”",0p,,0p,) > max 8/ (T, u*, wy, w
V (wy,we) € 7/1;; [u*] } ( ) : *}\/ /i ( 1, Wa)

Z/] (wl,wg)EWij_j u
Dot on obtient () et (7). O

Ainsi, la réunion

77 wU {(wl,wz) e W ] AT, 0t 0y, 00) > /315 (T, u*,wl,wg)} (4.37)

correspond entierement a la région du domaine des perturbations ou S; est fortement résidu-
discernable de S; relativement a la commande u*.

Le lemme 4.5.2 donne une caractérisation de la forte résidu-discernabilité sur chacun des
sous-domaines %, [u*] et 7/12 [u*] de I'ensemble #; x #5 des perturbations qui agissent sur
S1 et Sy. Une généralisation de ces conditions de résidu-discernabilité sur le domaine #; x #5

tout entier est donnée par le théoreme suivant.

Proposition 4.5.3. Soit (i,7) € {(1,2),(2,1)} et soit %7; [u*] le sous-ensemble de Wi X W4
défini par la relation (4.32). Alors
(i) Si #;);[u*] = 0 alors S; est fortement (ng-nj}, {u*} ,R" x R", #; x 7/2) -résidu discer-
nable de S; sur [0;T].
(ii) Si #,);[w*] # 0 alors S; est (IRE-KJ'], {u*} , R" x R", #; x %) -résidu discernable de S;
sur [0;T] si et seulement si AEZ.H [T, u*, 0y, Oy, satisfait la condition (4.36).

Démonstration.
(i) Supposons que %,/ [u*] = 0. Alors, #1 x # = ¥, [u*] # 0 et on obtient le résultat
grace au point (7) du lemme 4.5.2.
(77) Nous allons distinguer le cas #] x #5 = 7/27] [u*] et le cas W1 x #a D %7] [u*] # 0. Dans

le premier cas, le résultat découle immédiatement du point (i) du lemme 4.5.2. Dans le
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second cas, ¥, [u’] et %7] [u*] forment une partition de #] x #5. Par conséquent, S;
est (Rgnj ! {u '}, R" x R", #] x %)—résidu discernable par rapport a S; sur [0; 7] si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
— S, est fortement (Rg-nﬂ, {u} ,R* xR", %, . [u*])—discernable de S; sur [0;7]
— S, est fortement (.‘Rg-nj}, {u} ,R" x R, 7/17] [u*])—discernable de S; sur [0;7]
La premiere condition étant toujours satisfaite d’apres le point (i) du lemme 4.5.2; il
vient alors que la seconde condition est une condition nécessaire et suffisante pour que
S, soit (iRgnj], {u*} ,R" x R", #; X %)—résidu discernable par rapport a S; sur [0;7].
Dot on obtient le résultat grace au point (i) du lemme 4.5.2.

[

Ainsi, pour que S; soit fortement résidu-discernable de S}, leurs modéles nominaux doivent
avoir un degré AEZ." ] [T, u*, 0y, 0y,] de forte résidu-discernabilité qui satisfait I'inégalité (4.36).
Les tailles des domaines #; et #5 qui préservent la forte résidu-discernabilité des systemes

S1 et Sy relativement a la commande u* sont données par le théoreme suivant.

Théoréme 4.5.4. Soient 7/172 [u*] et 7/271 [u*] les-sous ensembles de Wy x W, définis par la
relation (4.32). Alors
(1) Si 7/172 [u*] = 0 ou si 7/271 [u*] = 0 alors les deux systémes Sy et Sy sont fortement
(fR[lm], fR[;”Q], {u '} ,R" x R", #; x %)—discernables sur [0;T].
(i) Si Wiy [ur] # 0 et si #y), [u*] # O alors les deuz systémes Sy et Sy sont fortement
(IR[l'“], Ry {u} ,R" x R", #; x %)-discemables sur [0;T] si et seulement si

Talle (yn 5) < AT w0y, 0] (4.38)

avec

Tfflle (#1,#3) = min{ max \/(51/2 (T, u*, wy,wy), max \/62/1 (T, u*, wy,ws) ¢ .
7/14;2 [u*] W;/rl [u*]

(4.39)

Démonstration.
(1) Supposons que 7/172 [u*] = (). Alors on déduit du point (i) de la proposition 4.5.3 que
S est fortement (3%[2“2], u*, R" x R, #; x %)—discernable de Sy sur [0;T]. On conclut
grace au corollaire 4.3.4 que S; et S, sont fortement (9%[1'“], Ry {u*} ,R™ x R™, #; x %)—

discernables sur [0;T]. Lorsque 7/;/“1 [u*] = 0 le raisonnement est le méme que celui que
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nous avons mené dans le cas 7/172 [u*] = (). La preuve s’obtient en utilisant le point ()
de la proposition 4.5.3 puis le corollaire 4.3.4.

(i4) Supposons que 7/1/2 [u*] et 7/2/1 [u*] sont tous non vide. Si on suppose que S} et Sy sont
fortement (fR[m R {u*} ,R" x R", #; x %)—discernables sur [0; 7] alors il découle
de la proposition 4.5.3 et du corollaire 4.3.4 que

A[1/2} [T u” 07/17 07/2] > max \/61/2 <T7 u*, wy, w2)

1/2[‘1*

> min<{ max \/51/2(T,u*,w1,w2) maX \/52/1 (T, u* wl,wg)}

%72 [TaU*] 2/1 [U*

et que

A[2/1} [T, u*, 007, 095] > max /8;; (T, u*, wr, wo)

W5 ]
> min{ max /12 (T, u*, wy, ws), max 021 (T, ur, wy, we)
{ 1—0/—2[11*]\/ / %/1 \/ /

Il s’ensuit donc que
A[Kl"w [T, 11*7 O/yl , O%} 1= min {A[l';;] [T, 11*7 0//1 ) 0///2] ) A[2II;11] [T7 U*7 0//1 ) 0///2]}

satisfait la condition (4.38).
Réciproquement, supposons qu’on a la condition (4.38).

— Si max \/51/2 (T, u*, wy,wy) < max \/52/1 (T, u*, wy,ws) alors la condition (4.38)

Wyl

et la définition (4.24) de Iindice Al%" '("2} [T, u*, 0y, 0y,] impliquent que

A[1722 [T, 0, 0, O] > A['“"”] [T,u*,0y;,0p,] > max \/51/2 (T, u*, wy, ws).

- + *
W) [T

Par conséquent on déduit du point (ii) de la proposition 4.5.3 que le systeme S est
fortement (IR[QRQ], {u} ,R" x R", #; x %)—discernable de Sy sur [0;7]. On conclut
grace au corollaire 4.3.4 que S et Sy sont fortement (fR[lm], fR[;Q}, {u '} ,R" x R", #; x %)—

discernables sur [0; 7.

— sl max \/51/2 (T, u*, wy,wy) > max \/52/1 (T, u*, wy,wsy) alors dans ce cas la condi-
u 1[u*]
o
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tion (4.38) et la définition (4.24) de I'indice A5 [T, u*,0,,0y,] impliquent que

AT 0%, 045,005] > AV [T,0%, 04, 045] > max (/61 (T,0%, wy,wy).
i Wil

Il s’ensuit grace au point (i7) de la proposition 4.5.3 que le systéme dynamique Sy est
fortement (IR[I'“], {u*} ,R" x R", #; x %)—discernable de Sy sur [0;T]. On conclut
grace au corollaire 4.3.4 que S et Sy sont fortement (R[f”ll, JQ[Z'”}, {u '} ,R" x R", #; x 7/2)_

discernables sur [0; 7.

]

Exemple 4.5.5. Considérons les modes de fonctionnement Sy et Sy du systeme hydraulique de
l’exemple 4.4.3. Comme dans l'exemple 4.4.17, nous supposons que les perturbations détermi-
nistes wy et wy correspondent a des défauts actionneur décrits par les équations (4.28). Pour

la commande u* (t) = ug > 0, on obtient
51/2 (T, u*, Wy, ’UJQ) = —0.00724 ’}/2+00152 YU ; 62/1 (T, u*, w1, U)Q) = —0.00491 ’72+00103 Y Ug
Par conséquent, les domaines ¥, [u*] et 7/12 [u*] sont explicitement définis comme suit :

Wiy [u] = {(wi,wa) i wy (£) = wy (£) = 7 cos (=0.5t), 7y € ]—00; 0] |7 1o +o00[}

et
Wi ] = {(wi,we) 1 swy (1) = wa (1) = 7 cos (=0.5t), v €059 wo[} -
0.0152 0.0103
=2.0994 et v = —
0.00724 727 0.00491
Les fonctions \/61/2 (T, u*, wy,wy) et \/62/1 (T, u*, wy,ws) atteignent leurs maximums sur

les domaines Wy, [u*] et #y), [u*] et on obtient

avec Yy = = 2.0978.

max \/51/2 (T, u*, wy,wy) = v0.0080uy ; max \/52/1 (T, u*, wy,ws) = v0.0054 uy.
] ]

7”172 [u* %71 [u*

On en déduit que

Talle (94, #s) = +/0.0054 uy.

D’autre part, d’apres 'exemple 4.4.17,
AT 0%, 044, 045] = V0.00618 .
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On a donc Uinégalité T2l (w7, #5) < Alrr] [T, u*, 0y, 0p,] qui confirme la forte résidu-

discernabilité des systémes Sy et Sy que nous avons déja prouvée dans l'exemple 4.4.17.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mené une analyse de I'influence des perturbations déterministes
sur les propriétés de forte discernabilité controlable des systemes dynamiques perturbés. Pour
cette analyse, nous avons utilisé les résidus de parité des systémes. Plus précisément nous nous
sommes focalisés sur I’étude de la forte résidu-discernabilité des systémes linéaires perturbés.
Ce choix est motivé par le fait que les matrices de parité ont la particularité d’éliminer au
moins une des variables d’états des systemes a discerner, réduisant ainsi le nombre de variables
inconnues dont on doit tenir compte pour étudier la propriété de forte discernabilité controlable.
Outre cet aspect de simplicité, nous avons prouvé qu’on ne perd aucune information en utilisant
les résidus de parité pour étudier la forte discernabilité controlable des systemes linéaires car
les notions de forte résidu-discernabilité et de forte discernabilité contrélable sont équivalentes.

La premiere contribution de ce chapitre est une condition nécessaire et suffisante de forte dis-
cernabilité controlable des systémes dynamiques perturbés. Il s’agit d’une condition géométrique
qui repose sur la stricte positivité d'une fonction positive (indice de forte résidu-discernabilité).
Cette condition permet de tester la forte discernabilité controlable des systémes relativement a
une commande quelconque.

Nous montrons également dans ce chapitre que I'indice de forte résidu-discernabilité peut
étre utilisé pour quantifier le degré de forte discernabilité contrdlable des systemes continus
soumis a des perturbations déterministes.

Grace a l'indice de forte résidu-discernabilité des systemes, nous spécifions dans un premier
temps le domaine des perturbations ou les systemes S; et S5 restent contrélablement discer-
nables au sens fort. Ce domaine a été caractérisé partiellement dans [Baglietto et al., 2013],
[Baglietto et al., 2014] pour les systémes discrets autonomes avec des bruits de mesures bor-
nées. Nous déterminons ensuite les tailles T?j}le (#1,#5) des domaines des perturbations #; et
W5 qui préservent la forte discernabilité controlable des systemes S; et Ss.

Le calcul de la taille T2l (%4, #5) des perturbations consiste & résoudre un probléme d’opti-
misation ayant #; X #5 comme domaine de contraintes. Il nécessite donc une parfaite connais-
sance du domaine #; X #5 des perturbations déterministes qui agissent sur S; et Sy. Cette
connaissance est notamment disponible lorsque les perturbations sont paramétrées comme dans

les exemples illustratifs de ce chapitre.
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Dans ce chapitre, nous étudions la discernabilité stricte et la forte discernabilité contrdlable

des systémes non-linéaires. Nous avons choisi de focaliser notre étude sur la classe particu-

liere des systemes non-linéaires affines en la commande. Le modele mathématique de ces sys-
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temes s’apparente a celui des systemes linéaires et englobe celui des systéemes dynamiques bili-
néaires [Aganovi¢ and Gaji¢, 1995], [Elliott, 2009], [Mohler, 1991]. Cette classe de non-linéarité
permet de décrire le comportement de nombreux procédés physiques dont les échangeurs ther-
miques [Hangos et al., 2004], les procédés de fermentation [Hangos et al., 2004], les robots mo-
biles [Tzafestas, 2014] ainsi que le moteur a réluctence [Yang et al., 2010].

Ce chapitre a pour objectif de généraliser au cas des systemes non-linéaires affines en la
commande, les résultats que nous avons établis dans le chapitre 3 pour caractériser la zone
d’indiscernabilité des systemes linéaires ainsi que les différentes conditions de forte discernabilité
et de discernabilité stricte que nous avons spécifiées dans le méme chapitre.

La zone d’indiscernabilité des systemes ayant plusieurs sorties pouvant étre décomposée en
une intersection finie de zones d’indiscernabilité de systémes mono-sortie (SISO et MISO), nous
avons donc choisis de restreindre notre étude aux systemes mono-sortie affines a la commande.
Le chapitre est organisé en quatre grandes parties.

La premiere partie est consacrée au rappel des notions et résultats de géométrie différentielle
que nous aurons a manipuler dans tout le chapitre.

La seconde partie traite du probléeme de caractérisation de la zone d’indiscernabilité des
systemes non-linéaires affines en la commande. Dans le cas linéaire, la solution que nous avons
proposée pour ce probléme repose sur la réécriture de la transformée de Laplace de la sortie
du systeme augmenté en fonction de ses parametres de Markov. Ici, nous utilisons la forme
normale du systeme augmenté pour identifier cette zone.

Dans la troisieme partie, nous donnons des conditions nécessaires et/ou suffisantes qui per-
mettent de caractériser la discernabilité stricte et la forte discernabilité controlable des sys-
temes non-linéaires affines en la commande. Précisément, nous généralisons a cette classe de
non-linéarité les résultats des théoremes 3.3.6, 3.3.3 et 1.3.19.

Les systemes mono-sortie S; et S, affines en la commande que nous considérons dans toute

la suite du chapitre ont une représentation d’état de la forme :

i (t) = fi (2i (1) + gi (x: (1)) u (?),
S yi (t) = hi (i (1)), (5.1)
Z; (O) = l’g S %O,

ou pour tout i = 1,2, f; € € (R",R"), g; € € (R”,Rl> et h; € € (R",R). Notons que contrai-
rement au cas linéaire, les sorties de S; et S, ne sont pas influencées directement par I'action

de entrée u.

Dans tout ce qui suivra, §2; désigne une partie ouverte de R contenant toutes les trajectoires
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d’état admissibles de S; c¢’est-a-dire

Notation 5.0.1. Pouri= 1,2, Q; CR"™ est un ouvert tel que x; (t,z9,u,0y;.) € Q;, pour tout
(t,x,u) e Ry X Z° X U .

D’apres (5.1), on a les expressions suivantes des fonctions f; et h; que nous avons introduites

dans le chapitre 1 (voir représentation d’état (1.1)) pour décrire le comportement de S; :

£i (2 (1), u(t),00) = fi (2 (t) + gi (2 (t)) u (2)

et
hy (2 (1), u (t),00,) = hy (2 (1)) .

L’hypothese 1.1.2 d’annulation des fonction f; et h; en le triplet (0,,04,0y;) que nous avons

faite dans le premier chapitre devient donc dans ce cas :
Hypothése 5.0.2. Pouri=1,2, f;(0,) =0, et h; (0,) =0.

Par ailleurs, pour des raisons de simplicité, nous supposons que les fonctions f;, g; et h; sont

lisses sur l'ouvert €2, c’est-a-dire
Hypothése 5.0.3. Pouri=1,2, f; € € (£;,R"), g; € € (Qi,Rl) et h; € € (4, R)

Les résultats de ce chapitre feront I'objet d’une publication en cours de rédaction.

5.1 Quelques éléments de géométrie différentielle

Cette section a pour objectif d’introduire les différents outils de géométrie différentielle
nécessaires a notre analyse. Nous recommandons au lecteur désireux d’approfondir ces connais-
sances sur les notions et résultats de cette section de se reporter aux ouvrages [Boothby, 1986],
[Levine, 2009], [Giaquinta and Modica, 2009] et [Royer, 2014].

Dans tout ce qui suivra ¢ est un nombre naturel non nul (c¢’est-a-dire ¢ € N*) et les ensembles

) et U sont des parties ouvertes de RY.

5.1.1 Dérivée de Lie et crochet de Lie

La dérivée de Lie et le crochet de Lie sont des opérateurs différentiels tres utilisés pour
I’analyse des propriétés structurelles des systéemes dynamiques non-linéaires. La dérivée de Lie

est définie comme suit :
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Définition 5.1.1. Etant donnée une fonction v € € (Q,R?), lopérateur de Lie L, est l'opé-
rateur différentiel qui appliqué d une fonction scalaire ¢ € €' (2, R) donne la fonction L1
définie par :

Lot () = (0 (6). Zsok 22” ) (5.2)

ot on rappelle que (-, ) désigne le produit scalaire usuel et V1) (£), le gradient de 1 en le point
€. La fonction Lyp: Q — R, & — L, (§), est appelée la dérivée de Lie de v le long de .

Dans cette définition, la fonction ¢:  C R? — R? est un champ de vecteurs, ¢ (£) est un
vecteur au point £ et Lyt (§) n’est rien d’autre que la dérivée directionnelle de 1 en le point £

dans la direction du vecteur ¢ ().

L’opérateur de dérivée de Lie agit donc sur une fonction vectorielle et une fonction scalaire

différentiable et retourne comme résultat une fonction scalaire.

Exemple 5.1.2. Considérons les fonctions p et i définies par

= Sin(fQ) ; = sin (&9
w(é)—[cos<€2)] () =& sin (&)

T ) ,
avec £ = {{1 52} € R*. On obtient

sin (€2)

Lo (€) = [sin (&) & cos (&)] [ ( @] = sin® (&) + & cos? (&) .

Lorsque la fonction scalaire i et la fonction vectorielle ¢ sont assez-régulieres sur 'ouvert

), on définit par induction les dérivées de Lie d’ordre supérieur de v le long de ¢ comme suit :

Définition 5.1.3. Soient k € N*, p € €% (Q,RY) et € €% (Q,R). La dérivée de Lie d’ordre k

de la fonction scalaire ¢ le long de la fonction vectorielle ¢ est la fonction scalaire LZl/J définie

sur €2 par
Li (&) = LyLE 9 (6), €eQ (5.3)
ot on pose par convention
Ly () =v (), &eq (5.4)
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Exemple 5.1.4. Pour les fonctions ¢ et ¢ de l’exemple 5.1.2 on a

L3 (€) = Lot (§) = [cos* (&) (1— &) sin (26)] [Sn(éi]

= cos” (&) sin (&) + (1 — &) sin (2&2) cos (&)

Pour pouvoir définir le second opérateur différentiel, nous rappelons la définition d’une

matrice jacobienne :

Définition 5.1.5. Soit r € N*. On appelle matrice jacobienne d’une fonction vectorielle p €
¢ (Q,R") en un point £ € Q la matrice J, (£) € R définie par :

[0p1 dp1 01, .\
g&(f) g&(f) 3@@
Opa oy 022 Op2
o= o, ® 9 O 55)
3901; 890; 890;
76, (&) 2, &) - o, (5)_

Sir =g, le déterminant de J, (§) est appelé le jacobien de ¢ en .

Définition 5.1.6. On appelle crochet de Lie des fonctions vectorielles p € €' (Q,R?) et ¢ €
€1 (Q,RY) la fonction [p, ] définie par :

[0, 01(€) = Sy (&) (&) = Jo (E) ¥ (&), §€ (5.6)

Le crochet de Lie construit donc une fonction vectorielle a partir de deux fonctions vectorielle

quelconques. On 'appelle aussi le commutateur des champs de vecteurs ¢ et 1.

Exemple 5.1.7. Considérons les fonctions vectorielles ¢ et 1) définies sur R® par

—&2 &3
e (&) = &1 ;@)= 1
&3 cos (51) §2&1
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Pour ces deux fonctions on obtient

1 & 0 10 €
[, ] (§) = [0 0 0 & — 1 0 0 1
& & 0] |& cos (&) =& sin(§&1) 0 cos(&)| [§26

& cos (&) +1
= &3
£ — & + &5 sin (&) — &1 & cos (&)

Dans la littérature on utilise également la notation suivante pour représenter le crochet de
Lie :

Notation 5.1.8. [p, 9] = ad

Cette notation permet d’éviter des confusions lorsqu’on compose plusieurs fois des crochets
de Lie. En partant de cette notation on définit par induction les crochets de Lie d’ordre supérieur

comme suit :

Définition 5.1.9. Soient k € N*, o € €% (Q,R?) et ¢p € €% (2, RY). Le crochet de Lie d’ordre
k de ¢ et 1) est la fonction adff,w définie sur  par

adf e (€) = [p,adE 0] (&) = adadt T (§), €€, (5.7)

avec adg,w =1 par convention.

Exemple 5.1.10. Soient ¢ et 1) les fonctions définies sur R? par :

w(f)—[_&] ; w@—[&]

On obtient

o] o ] fa ] [e(e-1)
S ] Y Y S v
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et

o I Tl Lol

(1-&) e —2&e%| | 1 0 0] |(1-&)e

- e
| -6 (3-&) et |
Le crochet de Lie et la dérivée de Lie sont liés par la relation suivante connue sous le nom
“d’identité de Jacobi” [Khalil, 1996b)].

Proposition 5.1.11 (Identité de Jacobi). Pour toutes fonctions vectorielles o1 € €' (Q,RY)
et o € € (Q,RY) et pour toute fonction scalaire 1) € €2 (2, R),

Lipy 0¥ (&) = Ly, Ly, (&) - Ly, Lo &), VE&e.

5.1.2 Systeme de changement de coordonnées locales et globales

Définition 5.1.12. Soit k € N*. On dira d’une application ¢: Q — U qu’elle est un €*-
difféomorphisme si elle posséde les trois propriétés suivantes :

(i) ¢ € €"(Q,0)

(17) @ est bijective

(iii) ¢~ € €% (U,0Q)

Un €*-difféeomorphisme est simplement appelé un difféomorphisme.

Les difféomorphismes sont d’une grande importance dans la définition des systémes de
changement de coordonnées. On distingue deux grandes formes de systemes de changement de
coordonnées : le systéeme de changement de coordonnées locales et le systeme de changement

de coordonnées globales.

Définition 5.1.13. Soient o € € (Q,R9) et £ € Q. On dira que ¢ définit un systéme de
changement de coordonnées locales au point £ s’il existe un voisinage ouvert Qg de & et un

voisinage ouvert 699(5) de ¢ (&) tels que ¢ est un difféomorphisme de Qg sur &p(g).

Dans la pratique, pour vérifier qu'une application définit localement un systeme de change-

ment de coordonnées, on utilise le théoreme d’inversion locale :

Théoréme 5.1.14 (Théoréme d’inversion locale). Soient ¢ € €1 (Q,RY) et £ € Q. Si J, (€)
est inversible c’est-a-dire si J,(§) € GL, (R) alors ¢ définit un systéme de changement de

coordonnées locales au point &.
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Exemple 5.1.15. Soit ¢ : R? — R? lapplication définie par

G- & & 2
o= [sin(&)] ET L =
La matrice jacobienne de ¢
B 1 -1 9
T (€) = LOS(&) . ] . VEER

est inversible en tout point £ tel que & # g + km avec k € Z. Ainsi, ¢ définit un systeme de

changement de coordonnées locales en les points £ tels que & # g + k.

Exemple 5.1.16. Considérons la fonction ¢ de passage en coordonnées polaires :

() = lsl (&)]

&1 sin (&2)

La fonction ¢ a pour jacobien :

cos (§2) —¢& sin (&2)

det (J, (§)) = sin (&) & cos (&)

=&

Par conséquent, ¢ définit un systéme de changement de coordonnées locales en tout point de

R2\ {0,}.
Un systeme de changement de coordonnées globales est défini comme suit :

Définition 5.1.17. Soit o € €1 (Q,RY). On dira que ¢ définit un systéme de changement de
coordonnées globales sur 2 si ¢ (2) est un ouvert de R? et la restriction pjo: 2 — ¢ () de ¢

sur €2 est un difféeomorphisme.

Le théoreme d’inversion globale suivant établit une condition nécessaire pour qu’une fonction

soit un systeme de changement de coordonnées globales.

Théoréme 5.1.18. Soit ¢ € €' (Q,RY). Si p est injective et si J, () € GL, (R) pour tout

& € Q alors ¢ définit un systeme de changement de coordonnées globales sur ).

Exemple 5.1.19.
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(i) Considérons la fonction ¢ de 'exemple 5.1.15. Le jacobien J, (§) de v en & est inversible

pour tout point & de l'ouvert 2 = {f eR?: & < ;T} De plus ¢ est injective sur € car

T
la fonction sin est bijective sur ]—5 ; 5[ Ainsi, ¢ définit un systéme de changement
de coordonnées globales sur ). Cependant, ¢ ne définit pas un systeme de changement

de coordonnées globales sur R? tout entier car elle n’est pas bijective sur R%. En effet,

27
0 (02) = ¢ ( 5 donc ¢ n’est pas injective sur R2.
7r

(17) La fonction ¢ de lexemple 5.1.16 définit un systéme de changement de coordonnées
globales sur l'ouvert ) = {5 eR*: & eRY et & € ]—m; 7r[}

5.1.3 Sous-variété différentielle

Définition 5.1.20. Soit r € N* tel que r < q. On dira d’un sous-ensemble V" de R? qu’il est une
sous-variété différentielle de R de dimension r et de classe €% si pour tout € € ¥, il existe un
voisinage ouvert ¢ C RY de &, un voisinage ouvert Gy, € R? de 0, et un E*-difféomorphisme

©: Q¢ — Oy, tel que
(V' NQe) =0, N{v €RY: vy =0y y9 = -+ =1y = 0} (5.8)

Une sous-variété différentielle de dimension r est donc un sous-ensemble de R? dont on peut
tordre un voisinage de chacun de ses points en utilisant un difféomorphisme approprié pour le

transformer en un voisinage 0, de R".

Figure 5.1 — Définition d’une sous-variété par redressement

Le théoréme suivant donne une caractérisation des sous-variétés différentielles en termes

d’équation.

Théoréme 5.1.21. Soit ¥ un sous-ensemble de R?. Alors ¥ est une sous-variété différentielle

de dimension r et de classe €% si et seulement si pour tout point & € ¥ il existe un voisinage

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

153



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Chapitre 5. Discernabilité des systémes non-linéaires affines en la commande

ouvert Q¢ C R de & et une fonction ¢ € €* (Qe, RT") tels que rang (J, (v)) = ¢ — r pour tout
ve Qe et
PN =0 (0,,)={veQ: o) =0,,}. (5.9)

Exemple 5.1.22.
-
(i) Le cercle @ = {{ ER%: (& —ag)’ + (& — fo)’ = R2} de centre & = [ao 50} et de
rayon R > 0 est une sous-variété différentielle de R?. Sa dimension est 1 et il est de

classe €. En effet, on pourra définir la fonction ¢ sur R? par

0 (&) = (& — a)* + (& — Bo)* — R

Elle est indéfiniment différentiable sur R? et pour tout point & € R* on a J,(£) =
{2 (& — ) 2 (& — BO)}. Ainsi, J, (§) est de plein rang ligne sur Uouvert @ = R*\ {&}
et de plus CNQ = p~1(0).

(ii) Les sphéres de R® sont des sous-variétés de classe € et de dimension 2.

Remarque 5.1.23. Une application différentiable sur un ouvert et ayant une matrice jaco-

bienne de plein rang ligne en tout point de [’ouvert est appelée une submersion.

Dans la section 5.4, pour caractériser la discernabilité stricte des systemes mono-sortie qui
sont non-linéaires et affines en la commande, nous utiliserons le théoréeme 5.1.25 ci-dessous.
Ce théoreme donne une caractérisation de l’espace tangent a une sous-variété différentielle.
Rappelons tout d’abord la définition de I’espace tangent d’une sous-variété différentielle.

L’espace tangent a une sous-variété différentielle en un point est I’ensemble des vecteurs

tangents a toutes les courbes qu’on peut tracer sur la sous-variété en passant par ce point.

Définition 5.1.24. Soit V" une sous-variété différentielle de R? de dimension r et soit £ € V.
On dira d’un vecteur v € RY qu’il est tangent a la sous-variété ¥ en le point £ s’il existe un
nombre réel € > 0 et une fonction y: |—e;e[ — ¥ de classe €' tels que v (0) = € et 5 (0) = v.

L’espace tangent a V' en le point £ noté TV est l’ensemble de tous les vecteurs tangents a V
en &

Théoreme 5.1.25. Si 7 C RY est une sous-variété différentielle de dimension r définie par

¥ =o' ({0,-r}) 0U @ est une submersion sur ¥ alors
TV =Ker (J, (), VEeV. (5.10)

Pour identifier la zone d’indiscernabilité de S; et S5, nous nous baserons sur la méthode

développée dans [Isidori, 1989] et [Khalil, 1996b] pour résoudre le probléme d’annulation de la
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sortie des systemes non-linéaires affines en la commande. La solution donnée a ce probléeme
dans [Isidori, 1989] et [Khalil, 1996b] repose sur la construction de la forme normale des
systemes affines en la commande. Cette forme normale n’est qu’une réécriture du modele d’état
du systeme sous une forme linéarisée. Notons que la forme linéarisée n’est pas du tout une
approximation du modele d’état du systeme. Elle s’obtient par un changement approprié¢ de
variable d’état. Dans la section suivante, nous donnons la forme normale du systéme augmenté.

Nous utiliserons ce résultat dans la section 5.3 pour caractériser la zone Z,q (S1, S2).

5.2 Forme normale du systeme augmenté

5.2.1 Degré relatif du systeme augmenté

Du modele général (1.4) des systémes augmentés, on obtient la représentation d’état suivante

de S dans le cas particulier des systemes affines Sy et Sy décrits par (5.1) :
T (t
y(t

2 (0)

(@ (1) +g(x(t)u(t),
(z (1)), (5.11)

o
Y

)
)

f
h

ou

fi (@1 (1))
fa (22 (1))

g1 (1 (1))

c RZnXl
g2 (z2 (t

eR™ ; f(z(t) = [

eR™ ; g(z(t) = [

h(z(t)) =hy(x1(t)) — hay (22 (1)) € R.

Dans tout ce qui suivra, g¥ désigne la fonction qui définit les composantes de la k*™¢ colonne
de g (§), € € Q Cest-a-dire

Notation 5.2.1. g = |g! g --- gl}

Les fonctions composantes g¥, k = 1,2, ..., sont des fonctions vectorielles définies sur €2
et & valeurs dans R”. L’hypotheése 5.0.3 de régularité de g; et g, entraine que les fonctions g*

sont aussi régulieres c’est-a-dire g € € (2, R") pour tout k = 1,2,...,1.

Remarque 5.2.2. Si g (£) = B ou B est la matrice de commande du systéme augmenté dans le

cas linéaire alors g* coincide avec la fonction constante qui a tout & € 0 associe k™™ colonne
B* de B.
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W ”

Pour des raisons de clarté dans la présentation, nous utiliserons parfois le symbole “o
de composition des fonctions pour éviter des imbrications de parentheses. Par exemple, nous

écrirons parfois f o x (t) a la place de f (x (t)). Nous adopterons de plus la notation suivante :
Notation 5.2.3. Vi) € €' (R*,R) et V€ € R*™, Ly (§) = [Lgnp (&) Lgp(§) -+ Lgt (g)}

Un concept important sur lequel repose la construction de la forme normale des sys-
temes non-linéaires affines en la commande est le degré relatif [Isidori, 1989], [Khalil, 1996b],
[Kolavennu et al., 2001}, [Liu and Lin, 2011]. Dans la littérature, il est généralement défini

pour les systémes SISO et les systémes MIMO “carrés”!

(voir par exemple [Isidori, 1989],
[Khalil, 1996b] et [Liu and Lin, 2011]). Pour le systéme augmenté S qui est un systéme mono-
sortie (c’est-a-dire SISO ou MISO), nous utiliserons la définition du degré relatif introduite
dans [Kolavennu et al., 2001] pour les systétmes MIMO “rectangulaires”?. Plus précisément,

nous définissons le degré relatif de S comme suit :

Définition 5.2.4. On dira d’un nombre p € N* qu’il est un degré relatif du systéme augmenté
sur le domaine  si pour tout & € €, LgL;_lh(g) = O1x; pour tout r = 1,2,...,p — 1 et
LyL? h () # 01x1.

En dérivant successivement la sortie y du systeme augmenté, on obtient

y (1) = h(z (1)
y(t) = Lsh(z @) +Loh (2 () u(t) = Leh(x (1)),

y e () = L h(x () + LeLfh(x (1) u(t) = Lf h(x (1),
y® () = Lih(x(t) +LyLf h(x (1) u(t),

car ]LgL’}’lg (x (t)) = 015, pour tout r = 1,2,....,p — 1 et ]LgL}’*lg (x (t)) # 01x;. Le degré
relatif p correspond donc a l'ordre minimal k& de dérivation de la sortie y qu’il faut atteindre
pour faire apparaitre explicitement et pour la premiere fois au moins une composante de la
commande u dans I'expression de la dérivée y*) de la sortie [Kolavennu et al., 2001].

Si les systemes S; et S, sont linéaires c’est-a-dire si les fonctions f, g et h sont définies
respectivement par f () = AE, g(§) = B et h(§) = C¢ alors pour tout r € N et pour tout
ke {1,2,...,1} on obtient

Ly L3h (&) = (VLA (€) 8" (§)) = C A B,

1. Un systeme MIMO carré est un systeme qui a un nombre de mesures égale au nombre de commandes
2. Un systeme MIMO rectangulaire est un systeme qui a un nombre de mesures inférieur ou égal au nombre
de commandes
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Par conséquent, pour tout » € N, on a
L,Lh(§) = [CA"B' CA'B? ... CA'B!|=CA"B

Ainsi, le degré relatif du systeme augmenté correspond a l'indice de similarité des parametres
de Markov de S; et S5. Dans le cas non linéaire, l'indice p permet de comparer les systemes S;

et Sy en termes de similarité des fonctions JLglL’;lhl et ]LgQL’]i2 ho qui définissent JLgL’;éh :
VE=m(6,6), GERY, i=1,2, LyLih (&) =Ly Lk hi (&) — Lg, LY ho (&) .
Nous I'appellerons donc parfois indice de similarité des systemes S; et Ss.

Exemple 5.2.5. Considérons deux pendules oscillant Sy et Sy entrainés par une force u :
;)| miLi |—agmysin(6; () — i Li 6; (t)|  ma L?
Si —_———

&;(t) fi(zi(t)) gi(wi(t))
yi (t) =0 (t),

|,

ou pour tout v = 1,2, L; représente la longueur de S;, m;, la masse de S; et u;, le coefficient

de frottement au point de pivot. La constante o est l'accélération gravitationnelle.

Figure 5.2 — Pendule S;

Pour tout £ = [gl & & &}T c R4, il est facile de vérifier que

Lyh(§) =& = &5 Lih(§) = & = & ; Lffh(ﬁ):—% sin(&)—::;éﬁzzsm(ggwrf .

1 2

et ) )
H1 o Ha @0

Lih(§) = - -
R D7 By s Rl e R

cos (&4) .
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1l s’ensuit que

1 1 M2 1
Lh(€)=0 ; L,Lih(€) = — - L. L2h(€) = _
ol (€) ’ oLy () mi L2 myL3 oLy (&) m3L3 miL?
et ) )
My Ha Qo 0
L,L3h = — - .
o L7 () m3 L2 mdL3 + my L3 cos (&) my L3 cos (1)

Par conséquent,

2 sur Q=R si my L} # my L2
p:
3sur Q=R si my L3 =my L3 et my pig # ma py.

Lorsque my L% = Mgy L% et my fio = mg i1, le systéme augmenté n’admet pas de degré relatif sur
R* tout entier. En effet, dans ce cas, pour tout £ € R* et pour toutr = 1,2, 3, IL,gL’}_lh (&) =0.
De plus,

1 1
LyLjh (€)=~ (- cos @) = - cos (&)

n’est pas forcément non nulle pour tout & € R,

Cependant, le degré relatif vaut 4 dans ce cas sur sur l’ouvert

Q= {§€R4: [1 cos(&)—; cos(fg)#O}.

La question de latteignabilité du domaine §2 par les trajectoires du systéme augmenté associé

auz deux pendules Si et Sy se pose alors dans le cas ot my L = mo L3 et my pig = ma 1.

Remarque 5.2.6. Le degré relatif p du systéme augmenté peut ne pas exister sur [’ouvert ).
C’est le cas par exemple lorsque les fonctions LgL’}h, k € N sont toutes identiquement nulles
sur €. Pour les systemes linéaires, ce cas correspond a la situation ou Sy et Sy ont les mémes
parametres de Markov. Par analogie aux notations adoptées dans le chapitre 3, nous donnons
par convention la valeur +oo au degré relatif lorsque les fonctions ]LgL’}h, k € N sont toutes

identiquement nulles sur €.

Comme dans le cas linéaire, nous désignerons par J l'’ensemble des composantes de la com-
mande u qui apparaissent explicitement dans ’expression de la dérivée d’ordre p de la sortie

du systeme augmenté :

Notation 5.2.7. 3 = {j € {1,2,...,1} : Ly L} 'h(€) #0, VEeQf
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Nous avons vu dans le chapitre 3 que l'indice de similarité des systemes linéaires qui ont
la méme matrice d’action mais des parametres Markov différents est toujours compris entre 1
et 2n. Nous allons montrer que ce résultat reste valable pour les systemes non-linéaires affines
en la commande (corollaire 5.2.11). La preuve est fortement inspirée des techniques employées
dans [Isidori, 1989] et [Khalil, 1996b] pour encadrer le degré relatif des systemes SISO. Elle

utilise le lemme 5.2.8 ci-dessous.

Lemme 5.2.8. Soient 59 € J et & € 2. Si le systeme augmenté admet un degré relatif sur €2
et si p # +oo alors pour tout k € N et pour tout r € N tels que 0 < k+r < p—1,

0 si. 0<k+4+r<p-2

(=1 ngOLJeilh &) #0 si k+r=p—1. (5.12)

Lad’}gjOL];‘h (5) = {

Démonstration. Pour prouver (5.12), nous procéderons par récurrence sur r. D’apres la défini-

tion du degré relatif, on a

0 si 0<k<p-2

Logogio L5 (€) = Lgjo LER (€) = _
Eaia = gL A0 st k=p—1.

Donc pour tout & € N tel que 0 < k < p — 1, la relation (5.12) est vraie quand r = 0. Soit

r € N tel que (5.12) est vraie pour tout entier k& € N vérifiant 0 < k + r < p — 1. Nous allons

montrer que pour tout k € Ntel que 0 < k+r+1<p—1, (5.12) est vraie au rang r + 1.
Soit k € Ntel que 0 < k+r+1 < p—1. D’apres I'identité de Jacobi (voir proposition 5.1.11),

on a
Lo g0 L (6) = Lipuarg L5 (€) = Ly Luygio L5 (€) = Lugro LA (6)

Comme 0 < k+r4+1<p—1,0<k+r < p—2eton déduit de I'hypothese de récurrence
que Logrgio Lih (€) = 0. L’expression précédente de L1 gio Lih (&) devient alors

Lad}ﬂgjo Ll;h (&) = _Lad}gjo L];Hh (€)-

De plus, comme 0 < k+1+7r < p— 1, en remplagant dans (5.12) k par k + 1 (ceci est possible

d’apres 'hypothese de récurrence), on obtient

0 si 0<k+r+1<p—2,

Logrwio XTI R (€) =
a0 Ly R () {@JYL%J?WMQ#O sio k+r+l=p—1

D’ou (5.12) est vraie au rang r + 1.
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]

Dans tout ce qui suivra, ®; désigne la fonction vectorielle ayant pour fonction composantes

les k 4 1 premieres dérivées de Lie de h le long de f :

Notation 5.2.9. Pour tout £ € €2,

Dy () = : c R (5.13)
LEh ()

Le théoreme suivant montre que si le degré relatif est fini alors la fonction ®,_; est une

submersion sur ’ouvert 2.

Théoreme 5.2.10. Si le systéme augmenté admet un degré relatif fini p sur €2 alors pour tout
EeQona

rang (Ja, , (6)) = p.

Démonstration. Supposons que le degré relatif p du systeme augmenté est fini et soient jo € J
et £ € Q. Associons au vecteur £ € € la matrice M () € RP*P définie par

- on ]
% (€)

M©=| g6 © | [0 adgh(©) - adfgh (). (5.14)

oL 'h
L (©)
3 |
N——

J<I>p,1 (5)

Désignons par M] (&) le coefficient situé a l'intersection de la ligne k et de la colonne r de
M (&). Pour tout k et r tels que 1 < k,r < p, on obtient

OLE'h
M (€) = —5

(€) ad '8 () = Loy 100 L0 €).
En utilisant les formules des termes Lad’;fl gio L’}’lh (&) établies par le lemme 5.2.8; il vient que
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M (&) est de la forme

0 M€
ME=| T (5.15)
0 0 * * *
0 M2,
_Ml(g) * *

ol le symbole * est mis pour les termes non forcément nuls et les coefficients M ;J_ri (&), s =

0,1,...,p — 1 sont donnés par (5.12) comme suit
M) = Lyprorgio Lih (€) = (~1)P* Lpo Lih () £ 0.

Les coefficients M;:Il_s, s=0,1,...,p— 1 étant non nuls, on déduit de I'expression (5.15) que
la matrice triangulaire M (&) est inversible. Ceci entraine d’apres Iexpression (5.14) de M (&)
que la matrice jacobienne Jp, , (§) € RP*2" est de plein rang ligne p.

]

Du théoreme 5.2.10 on obtient I'encadrement suivant du degré relatif du systéme augmenté :

Corollaire 5.2.11. Si le systéme augmenté S admet sur 2 un degré relatif généralisé qui est
fini alors 1 < p < 2n.

Démonstration. La premiere inégalité (1 < p) est une conséquence de la définition du degré
relatif. La seconde inégalité découle du théoréeme 5.2.10 et du fait que Jo,_, (§) € RP**". [

Dans [Isidori, 1989], on montre qu’on peut toujours réécrire localement sous une forme
normale, le modele d’état des systemes non-linéaires affines en la commande qui ont un degré
relatif. Cependant, pour transformer le modele d’état de ces systemes en une forme normale
globale, 'existence du degré relatif seule ne suffit pas [Isidori, 1989], [Khalil, 1996b].

Dans les deux sous-sections suivantes, nous donnons la forme normale globale du systéme
augmenté S tout en précisant les hypotheses qui garantissent 1’existence de cette forme. Pour
obtenir ce résultat, nous suivons le raisonnement utilisé dans [Isidori, 1989] pour construire la
forme normale locale des systémes non-linéaires affines en la commande. La sous-section 5.2.2

traite du cas p < 2n. Le cas p = 2n est étudié dans la sous-section 5.2.3.
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5.2.2 Forme normale du systeme augmenté : cas p < 2n

Le théoreme suivant montre qu’on peut toujours définir un systeme de changement de
coordonnées locales en tout point de 2. Sa preuve repose sur le théoréme d’inversion locale et
le théoreme de la base incompléte [Touré, 1991]. Le théoréme de la base incompléte est rappelé

dans le lemme suivant

Lemme 5.2.12 (Théoréme de la base incompléte). Soit r € N* tel que r < q et soit {vy,va, ..., 0.}
une partie libre® de RY. Alors il existe des vecteurs Uy, Upia, - .., U, de RY tel que la famille
{v1,v2, ..., Up, Vi1, Vpyay - - -, g} €5t une base® de R.

Théoréme 5.2.13. Si le systeme augmenté S admet sur € un degré relatif p < 2n alors pour
tout £ € § il existe une fonction vectorielle 1 € €* (Q,R?"P) telle que le fonction F de la

forme

F () =

be_(lg()g)] . CeR™ (5.16)

avec ®,_1 donnée par (5.13) définit un systéme de changement de coordonnées locales en &*.

Démonstration. Supposons que S admet sur 'ouvert {2 un degré relatif p < 2n et soit £* €
Q. La fonction ¢, étant une submersion (voir théoreme 5.2.10), il vient que la famille
{Vh (&), VLsh(£),... ,VL?_lh(f*)} est une partie libre de R*". D’aprés le théoréme de
la base incompléte on peut compléter cette famille par des vecteurs v,.1 (£*), Ur12 (£%), ...,
Vo (£%) de R*™ pour construire une base de R*". Soient ¢k, k = 1,2,...,2n — p les formes

linéaires définies par

Vpik (§) = (Orq (§7) s €1) §1 4 (Urgr (€7) s €2) Lo+ -+ (Upyk (§7) , €20) Eon

ou les vecteurs e,, » = 1,2,...,2n sont les éléments de la base canonique de R?" c’est-a-dire
T
e = [6{ 6% "‘5511} avec 07 = 0 si j # r et §; = 1. Posons

Ypt1 (§)
¢p+2 (5) 9
Y€)= . , §ER™

¢2n (5)

3. la famille {vy,vs,...,v,} est une partie libre signifie que rang ([vl vy e vr]) =r

4. La famille {vi,va,...,0p,0p41,0r42,...,04; est une base de lespace vectoriel R? signifie que

[1}1 Vg trr Up,Upg1  Upg2 17q] S GLq (R)
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D’apres la définition des formes linéaires ¢,4x, on obtient Vib,yk (§) = Upty (§F) pour tout

k=1,2,...,2n — p. Par conséquent,

Jr(€) = [Vh(€) VL) - VIEh(E), 0011 (€) - B2 (€)] € CLay(R)

On conclut grace au théoreme d’inversion locale (théoreme 5.1.14) que F' définit un systeme de
changement de coordonnées locales en &*.
O

Ainsi, le théoreme 5.2.13 garantit qu’on peut toujours compléter les fonctions de la sub-
mersion ®,_; pour construire un systeme de changement de coordonnées locales en tous les
points de 'ouvert €2. Cependant la construction d’un systeme de coordonnées globales a partir
de la submersion ®,_; n’est pas garantie dans le cas général. Le théoreme suivant donne une
condition nécessaire qui rend possible cette construction. La preuve de ce théoréme est une

conséquence immédiate du théoreme d’inversion globale (théoréme 5.1.18).

Théoréeme 5.2.14. Si le systéeme augmenté admet sur €2 un degré relatif p < 2n et s’il existe
une fonction ¢ € €1 (Q,R*=P) telle que la fonction F définie par (5.16) est injective sur € et
sa différentielle est un isomorphisme en tout point de Q2 ¢’est-a-dire Jp (§) € GLy, (R), V€ € Q

alors F définit un systeme de changement de coordonnées globales sur €.

La caractérisation de la zone d’indiscernabilité que nous donnons dans la section 5.3 nécessite
un forme normale globale du systeme. Pour cela, dans toute la suite du chapitre nous ferons

I’hypothese suivante :

Hypotheése 5.2.15. Il existe une fonction ¢ € €' (2, R*~P) telle que la fonction F définie

par (5.16) est injective sur Q2 et sa différentielle est un isomorphisme en tout point de 2.

Sous I’hypothese 5.2.15 précédent, la forme normale globale du systéeme augmenté est donnée

par le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.16. Si le systeme augmenté admet sur @ un degré relatif fini p < 2n alors
sous lhypothese 5.2.15, le changement de coordonnées z (t) = F (x (t)) conduit a la description

suivante du systeme augmenté : pour toutt € R,

zk(t):Zk+l(t>7 k:1a27'-'7p_]—7
2o (t) = LEh (F~ oz (1) + Ly Lo h (F~ o 2 (1)) u (t),
zp-i-k (t) = wap-i-k’ (F_l 0z (t)) + Lg¢p+k (F_l ©z (t)) u (t) ) k= 17 27 SR 2n — P,

y(t) =2z ().
(5.17)
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ot pour tout k = 1,2,...,2n — p, Y,y désigne la kme fonction composante de la fonction 1
de l’hypothese 5.2.15.

Démonstration. D’apres la définition (5.16) de F, I'égalité z (t) = F (z (t)) implique que pour
tout t € Ry,
a(t)=Li " h(z(t), k=1,2....p (5.18)

et
2o () = Vpar (@ (1)), k=1,2,....2n—p. (5.19)

Ainsi, d’apres la relation (5.18), pour tout k =1,2,...,p on a
() = (VLS h(z(1),2 (1)),
= (VL 'R (z (1), f (@ () + (VI h (@ (8) g (2 (£) u (1)),
() = LEn(x(t) + LyL 'h(z () u(t).
Par ailleurs, comme z (t) = F~1 o z (t) (car F est un difféomorphisme) et comme

LoLs Rz (8) = O k=1,2,....p—1,

Iexpression de 2, k =1,2,..., p devient alors
() Lih (x(t) = 24 (t) si 1<k<p-1,
s =
: LPh(F~ o2 (8) + L, Lo h (F oz () u(t) si k=p.

Pour tout £ =1,2,...,2n — p, une dérivation de l'expression (5.19) de z,., donne
Zork (1) = (Vibppp (x (1)), 7 (1))
= (Vipir (2 (1), f (2 (1)) + (Vibprr (2 (1)), g (x (2)) w(t))

Zp+k (t) = waerk (F_l oz (t)) + ]Lgi/Jerk (F_l oz (t)) U (t) .
O

Ainsi, lorsque p < 2n, la forme normale permet donc de linéariser partiellement la dyna-

mique du systeme augmenté dans le nouveau systeme de coordonnées z (t) = F (z (t)).
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Lorsque 'hypothese 5.2.15 n’est pas satisfaite par S, le modele normal (5.17) est localement
valable en tout point de 2. On pourra dans ce cas définir une notion de discernabilité locale des
systemes et utiliser cette représentation locale du systeme augmenté pour comparer les sorties

de S et Sy dans des voisinages des points de (2.

5.2.3 Forme normale du systéeme augmenté : cas p = 2n

D’apres le théoréme 5.2.10, lorsque p = 2n, la matrice jacobienne Jg,  , (£) € R¥™?" est
de plein rang ligne en tout point £ € €. Elle est alors inversible et ceci implique d’apres le

théoreme d’inversion locale que ®,,,_; définit un systeme de coordonnées locales :

Théoreme 5.2.17. Si le systéme augmenté admet sur €2 un degré relatif p = 2n alors pour

tout £ € Q, la fonction ®o,_1 définit un systeme de coordonnées locales en &.

Du théoreme d’inversion globale, on obtient la condition nécessaire suivante pour que @5, 1

soit un systeme de changement de coordonnées globales sur €2.

Théoreme 5.2.18. 57 le systeme augmenté admet sur €2 un degré relatif p = 2n et si $o,_1

est injective sur £ alors ®o, 1 définit un systéme de coordonnées globales sur ).

Pour pouvoir obtenir une forme normale globale qui nous permettra de caractériser la zone
d’indiscernabilité de S; et S5 il est nécessaire que Py, 1 soit un systéme de changement de

coordonnées globales. Nous supposerons donc dans la suite du chapitre que
Hypothése 5.2.19. La fonction ®o,_1 définie par (5.13) est injective sur 2.

La forme normale du systeme augmenté dans le cas p = 2n est donnée par le théoreme

suivant :

Théoréme 5.2.20. Si le systéeme augmenté admet sur  un degré relatif p = 2n alors sous
Uhypothése 5.2.19, le changement de coordonnées z (t) = ®o,_1 (z (t)) conduit a la description

sutvante du systeme augmenté : pour tout t € R,

Zk(t):Zk+1(t), k:1,2,...,2n—1,

Son (1) = L3 (@50 0 2 (1)) + Ly LT 'h (B3 0 2 (1)) u (b), (5.20)
y(t) =2 (1)
Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoreme 5.2.16. O
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Ainsi, la forme normale dans le cas p = 2n permet de linéariser quasi-totalement la dyna-
mique du systéeme augmenté dans le nouveau systéeme de coordonnées z (t) = Po,_1 (z (1)).

D’apres le théoreme 5.2.17, la fonction @y, 1 définit un systeme de changement de coordon-
nées locales. Le modeéle normal (5.20) du systéme augmenté issu du changement de coordonnées
2 (t) = Pop—1 (z (1)) est toujours valable en des voisinages de tous les points de 2. Ainsi, lorsque
I’hypothese 5.2.19 n’est pas satisfaite par S, une utilisation de la forme normale locale pour

comparer localement le comportement entrée-sortie de S; et S5 peut étre envisagée.

5.3 Caractérisation de la zone d’indiscernabilité

Cette section a pour objectif de déterminer la zone d’indiscernabilité des systemes S; et S
a partir des formes normales du systeme augmenté. Nous allons distinguer le cas p = 2n et le
cas p < 2n.

Comme dans les chapitres 1 et 3, nous utiliserons pour des raisons de simplicité dans la

présentation la fonction 7 d’empilement de variable définie par :

&
m(£1,6) = LJ :

5.3.1 Zone d’indiscernabilité : cas p = 2n

Dans le cas p = 2n, la zone d’indiscernabilité de S; et Sy est donnée par le théoreme 5.3.2.

La preuve de ce théoréme est basée sur le lemme 5.3.1 suivant.

Lemme 5.3.1. Si le degré relatif du systéme augmenté sur €2 est p = 2n alors sous ’hypo-

thése 5.2.19, (x%,x$,u) € Z5a(S1,S2) si et seulement si x et x5 satisfont la condition
Oy, o7 (27, 25) = 02y (5.21)
et si la commande u est solution de [’équation fonctionnelle
L3h (e (29, 29)) + Lg L7 h (m (29, 29)) u(t) =0, VieR,. (5.22)

Démonstration. Supposons que p = 2n. Soit (z¢,x$,u) un triplet appartenant a la zone d’in-

discernabilité de Sy et Sy. Alors la sortie y (-, 7 (29, 23) , u, 7 (Oy;, Oy, )) est identiquement nulle
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sur R, et ceci implique, d’apres la forme normale (5.20) du systéme augmenté que

) =20 () =0, VEER, et Vk=0,1,...,2n—1, (5.23)
et
22 (1) = 29, (1) =0, VEER,. (5.24)
Réécrivons 'équation (5.23) pour k = 1,2,...,2n—1 et pour ¢ = 0. On obtient alors la relation
suivante

21 (0) = Lih (2 (0)) = Lkh o (29,29) =0, Vk=0,1,...,2n— 1.

qui est équivalente a la condition (5.21).

Par ailleurs, d’apres la condition (5.24) et 'expression de Zy, donnée par la forme nor-

male (5.20) du systéme augmenté, on obtient
L3 (@504 02 (1)) + Ly LT 'h (B3] 0 2(1)) u(t) =0, VteR,. (5.25)

Puisque les 2n fonctions z; sont nulles (voir la relation (5.23)), la fonction z est identiquement
nulle sur R, et ceci entraine que ®,, ; o z (1) = ®5,1 | (0,) pour tout ¢ € R,. D’autre part,
par définition de z, on a z (t) = @, ; o 2 (t) pour tout t € R,. En particulier, pour ¢ = 0 on
obtient x (0) = ®5,_; 0 2 (0) = ®5,"_; (0a,). Ainsi, en utilisant la notation x (0) =: 7 (¢, x3) on

peut écrire que
VEERL, Py, 402 (t) =y (020) =2 (0) =7 (29, 29).
La relation (5.25) devient alors
Lfc"h (m (27, 29)) + ]LgL?c"_lh (7 (xf,29)) u(t) =0, VteR,,
d’out u est solution de 'équation (5.22).

Réciproquement, supposons que z9 et 3 satisfont la condition (5.21) et que la commande u
est solution de I’équation (5.22). Soit £: Ry — R?" la fonction constante de valeur 7 (29, z3)
c’est-a-dire £ (t) = m (29, 29) pour tout ¢t € R . Puisque z9 et x5 satisfont la condition (5.21)

on a alors @y, 1 0 £ (t) = 0y, pour tout t € R, c’est-a-dire

Liho&(t)=0, VteR,etVk=0,1,...,2n 1. (5.26)
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Pour £ =1,2,...,2n — 1, en utilisant la définition de la dérivée de Lie, la relation (5.26) peut

étre réécrite comme suit :
(VLS 'h)o&(t), fol(t) =0, VteR etVk=12,... 201 (5.27)

D’autre part, puisque p = 2n sur > 7 (z9,29) = £ (), la définition du degré relatif implique

qu’on a la relation suivante
0=L,Li " h(m (af,29)) u(t) =LyLy 'h(E(t) u(t), VEER, et Vk=1,2,...,2n—1,

qui est encore équivalent a

(VLA 'h) o (), go& () u(t)) =0, VteR,etVhk=12,..,2n—1. (5.28)
En sommant maintenant les relations (5.27) et (5.28) on obtient : pour tout ¢t € R,

(VL 'h)og(t), foc(t) +go& () u(t))y =0, Vk=12. 2n—1. (5.29)
La condition (5.22) pouvant étre réécrite comme suit

(VLI 'h)o&(t), fol(t)+go&(t) u(t)) =0, VteR,,
il vient que (5.29) et (5.22) sont équivalent a
((VIhh)og(t), foc(t) +go&(®) u(t)) =0, VE=0,2,.. . 2n—1

c’est-a-dire
Joy 1 (E(@) [fo(t) +go&(t) u(t)] =02, VteR,. (5.30)

Puisque Jo,, , (£(t)) = Ja,, , (7 (29, 29)) est inversible (conséquence du théoréme 5.2.10), on
déduit de la relation (5.30) que

fol(t) +got(t)ult)=0s, VicR,.

Par conséquent, pour tout t € Ry, £(t) = 09, = fo&(t) + go&(t) u(t). Cette derniere
égalité implique d’apres 'unicité de la solution de I'équation d’état du systeme augmenté que

E(t) == (t,ﬂ' (x9,29) ,u, (0%70%)) pour tout t € R,.. Pour £ = 0, la premiere équation
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de (5.26) devient alors
0= ho(t) = h(x(tm(28,38) w7 (O, 00)) =y (7 (25, 23) . 7 (O, 0)) Vi € R,

D’ou (29,23, u) € Zna (51, S2). O

Théoréeme 5.3.2. Si le systeme augmenté admet sur €2 un degré relatif p = 2n alors sous

Uhypothése 5.2.19, (x9,x5,u) € Z5a(S1,52) si et seulement si 29 = x5 =0, et
LyL7" 'h(02,) u(t) =0, VteR, (5.31)

Démonstration. Supposons que p = 2n. D’apres le lemme 5.3.1, (29,25, u) € Znq (S1,S2) si
et seulement si le triplet (x9,z9,u) satisfait les conditions (5.21) et (5.22). Comme Py, est
un difféomorphisme sur €2 (conséquence de '’hypothese 5.2.19 et du théoreme 5.2.18), la condi-
tion (5.21) est alors équivalente a 7 (9, 23) = 0q, c’est-a-dire x{ = 2§ = 0,. Par conséquent,
on obtient L7"h ( (29, 23)) = L7*h (02,) = 0 (car f (02,) = 0 d’aprés I'hypothése 5.0.2) et la
condition (5.21) devient alors la condition (5.31). O

Lorsque p = 2n, les seules commandes qui conduisent S et S5 a générer des sorties iden-
tiques sont celles qui ont une trajectoire contenue dans le noyau de ]LgLfc"*lh (02,) € R,
Pour les systemes SISO Sy et Sy, ces commandes sont nulles car par définition du degré relatif
ILgLfc"_lh (02,) est dans le cas [ = 1 un nombre réel non nul. Ainsi, lorsque p = 2n, les systémes
SISO ont une zone d’indiscernabilité réduite au triplet trivial. Ce résultat est résumé dans le

corollaire suivant

Corollaire 5.3.3. Sil = 1 et si le systeme augmenté admet sur 2 un degré relatif p = 2n
alors sous Uhypothése 5.2.19, %44 (S1,S2) = {(0,,0,,04)}.

Exemple 5.3.4. Considérons les pendules Sy et Sy de l'exemple 5.2.5. Pour nous placer dans

les conditions du théoréme 5.3.2 (condition p = 2n sur ), supposons que my L3 = my L3,

1 1
my flo # Moy et que @ = {§ € R*: T cos (&) — T cos (&) # 0} contient les trajectoires
1 2

admissibles du systéme augmenté. Alors Zinq(S1,52) = {(0,,0,,04)} et ceci entraine que les

pendules Sy et Sy sont strictement discernables dans ce cas.

5.3.2 Zone d’indiscernabilité : cas p < 2n

Dans cette section, nous caractérisons la zone d’indiscernabilité de S; et Sy dans le cas

p < 2n. Nous utiliserons le résultat du théoreme 5.3.5 qui donne les conditions que doivent
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remplir les commandes et les états initiaux pour générer des sorties identiques.

Théoreme 5.3.5. Si le systéeme augmenté admet sur €2 un degré relatif fini p < 2n alors sous
Uhypothése 5.2.15, (x,x5,u) € Zina(S1,S2) si et seulement si x§ et x$ satisfont la condition

sutvante
Byt 07 (25,23) = 0, (5.32)

et si la commande u est solution de [’équation fonctionnelle
L2h (F~ o (0,n(1)) + Ly L 'h (F o m (0,9 (1)) u(t) =0, VteR,. (5.33)

ou n est solution de l’équation différentielle

{ i (t) =gy (F~ o m (0,7 (1)) + Ty (F7 0 (0,7 (1)) (1), (5.34)
1(0) = ¢ om (a1, 23)
avec les fonctions Ty et Ty définies par : v € R®™,

Prp () =Jyp () f(v) 5 Toy=Jy(v) g(v). (5.35)

Démonstration. Supposons que S admet sur {2 un degré relatif fini p < 2n.

Si (x9, 29, u) est un triplet appartenant a la zone d’indiscernabilité de S; et S, alors la sortie
y (-, (25, 28) , u, 7 (0 pery Oy )) est identiquement nulle sur R, . Ceci implique, d’apres la forme

normale (5.17) du systéme augmenté que
) =20 (1) =0, VEER, et Vk=0,1,...,p—1 (5.36)

et
AP () =2,(t) =0, VteR,. (5.37)

Réécrivons 'équation (5.36) pour k = 1,2,..., p— 1 et pour ¢t = 0. On obtient alors la relation

suivante
Zk41 (0) = Ll}h(:c(())) = L?how(:c‘l’,xg) =0, Vk=0,1,...,p—1

qui est encore équivalente a la condition (5.32). La relation (5.37) et 'expression de 2, donnée

par la forme normale (5.17) du systéme augmenté impliquent que

L2h (F~ oz (1) + Ly Ly 'h (F oz (t)) u(t) =0, VteR,. (5.38)
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De plus, d’apres (5.36), les p premiéres composantes de z sont identiquement nulles. Par consé-
quent, z (t) = m (0,,7n(t)) avec

zp+1 (1)

zp+2 (1)

n(t) ="

Zon (t)

et la relation (5.38) devient alors
Loh (F~ o m (05,1 (1)) + Ly L~ h (F~ o m (0p,m (1)) u(t) =0, VteR,

Par ailleurs, d’apres la forme normale (5.17), n satisfait les conditions suivantes

N(t) = Try(F oz (t) + gy (F oz (1) u(t)

= Ty (Flom(0,n(t) +Tyy (Ftom (0, n(t)) u(l)

et
n(0) = ¢ om (af,23).

Il est donc solution de I’équation différentielle (5.34). D’ou u satisfait la relation (5.33).

Réciproquement supposons que x{ et x5 satisfont la condition (5.32) et que la commande u
satisfait les relations (5.33) et (5.34). Soit £: R, — R™ la fonction définie par

Et)=Fltom(0,n(t), VteR,.

Alors la définition de la transformation F' et la définition de £ entrainent que

Liho&(t)=0, VteR,etVk=0,1,...,p—1 (5.39)
et
n(t) =y o&(t) (5.40)
En utilisant la définition de la dérivée de Lie, la relation (5.39) peut étre réécrite pour k =
1,2,...,p— 1 comme suit :
((VIE'h)og(t), fo(t)) =0, VteR, etVk=1,2,....,p—1 (5.41)
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Par ailleurs, il découle de la définition du degré relatif que
((VIE'h)og(t),go& () u(t)) =0, VteR, etVk=12,...p—1 (5.42)
En sommant les relations (5.41) et (5.42), on obtient
((VIE'h)og(t), fob(t) +gol(t) u(t)) =0, VteR etVk=12 . ,p—1
D’autre part, 'équation (5.33) peut étre réécrite comme suit :

((VLZ'h)o&(t), fol(t) +go&(t) u(t)) =0, VteR,.

Une concaténation des deux dernieres égalités donne
Jo, . (@) [fo&(t) +g0&(t) u(t)] =0, VieR,. (5.43)
La relation (5.39) s’écrit également comme suit :
O, 10&(t) =0, VteR;.

Sa dérivation donne

Jo, (£(1) £(t) =0, VteR,. (5.44)

Ainsi, les relations (5.43) et (5.44) impliquent que

Jo,  (ED) [E(O) = fol(t)+go&(t) u(t) =0, VteR,. (5.45)

En dérivant maintenant (5.40), il vient que la dynamique de & et celle de n sont liée par la

relation suivante
0 (t) = Jy (§(1) £(1)

En égalant cette expression de 7 (t) avec celle donnée par 1'équation différentielle (5.34), on
obtient

Ty (E@) [E(t) = fFo&(t) —go&(t) u(t)] =0mp, VtER,. (5.46)

Une concaténation des équations (5.45) et (5.46) donne

Tr(E@0) [E() = fol(t) +g0&(t) u(t)] =0, VEER,.
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Comme Jr est un isomorphisme sur € > & (¢) (voir 'hypothese 5.2.15) la relation précédente

est alors équivalente a

E()=fol(t)+gol(t)u(t), VteR,.
De plus puisque z9 et z9 satisfont la condition (5.32), on obtient la relation suivante

(I)P—l o (I% l‘g)

vor(apay | L oTER
bl

7 (05,7 (0)) =

Bpoy o (2, x@] _
1 (0)

qui implique que £(0) = F~'omw(0,,1(0)) = & (29, 23). Par conséquent, & est une solution
de I'équation d’état du systeme augmenté et grace a l'unicité de la solution de cette équation
on obtient & (t) = x (¢, 7 (x5, 23) ,u, 7 (Oy;, 0y, )). En rééerivant (5.39) pour k = 0, on obtient
ho&(t) = 0 pour tout t € Ry, ce qui est équivalent a h o x (¢, 7 (29, 29) ,u, 7 (0y;,04,)) = 0
pour tout ¢t € R,. Il s’ensuit par définition de la sortie y que y (¢, 7 (2, 23) , u, 7 (0y;,04,)) = 0
pour tout t € R,. D’ou le triplet (x9,x$,u) appartient a la zone d’indiscernabilité de S; et Ss.

O

Pour caractériser entierement la zone d’indiscernabilité de S; et Sy il est nécessaire de
déterminer les solutions de ’équation fonctionnelle (5.33). La section suivante est consacrée a

la résolution de cette équation.

5.3.3 Résolution de I’équation fonctionnelle (5.33)

La proposition suivante montre que pour résoudre 1’équation fonctionnelle (5.33), on peut
d’abord rechercher une solution particuliere de cette équation puis caractériser ensuite les so-

lutions homogenes qui lui sont associées.

Proposition 5.3.6. Soit uP** € % une solution particuliére de (5.33). Alors u est solution

de (5.33) si et seulement s’il existe uP®™ € % solution de
LyLf ' h (F~ o (0, (1)) u(t) =0, ViR, (5.47)

telle que
u(t) = uPo™ (t) 4+ uP™ (t), VteR,. (5.48)

Démonstration. Supposons que u est une solution de 1’équation (5.33). Alors les équations
L2h (F~ o m (05,1 (1)) + Ly L8~ h (F~ o m (0p,m (1)) u(t) =0, VteR,
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et
Loh (F~ o (0,0 (1)) + Ly Ly h (F~ o m (05, (1)) uP™ (£) =0, VteR,

entrainent que

Ly Ly h (F~ o (0p,n(1))) [u(t) —uP™ (1)] =0, VteR,

hom

Par conséquent u := u—uP? est une solution homogene de (5.47) et cette solution homogene

satisfait u = ubPo™ 4 uPar,
Réciproquement, supposons qu’il existe une solution homogene u"°™ de (5.47) telle qu’on a
la décomposition (5.48) de la commande u. Alors en substituant dans (5.33), u par sa décom-

position (5.48), il est facile de vérifier que

Loh (F~ o m (05,1 (1)) + Ly Ly h (F~ o m (0p,n (1)) u(t) =0, VteR,,

Le théoreme suivant spécifie une solution particuliere de I’équation fonctionnelle (5.33).

Théoreme 5.3.7. Si le systeme augmenté admet sur €2 un degré relatif fini p < 2n alors la

commande uP* € % dont les composantes us™, j =1,2,...,1 sont définies par
0 si j &3,
par ;) _ Leh (F~Yom (0,,n(t 5.49
W=t EemOuw) (64

card (J) ngLJFcklh (F~tom (0,,n(t)))

est une solution particuliére de (5.33).

Démonstration. Considérons la commande uP?" définie par (5.49). Pour tout t € Ry, on a

J

LoL§ ™ h (o m (0pm (1) wP™ (1) = 3 Ly L h (F™ o (0p.n (1)) o™ (1

S L L5 h (F7 o (0,1 (1)) ub™ (1).

JEJ

Pour j € J, en remplacant dans I’égalité précédente, u?ar par son expression donnée par (5.49),
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on obtient
LEh (F~Yom (0,,n(t)))
L,L2 ' h (FLom (0,,7(t)) uP™ (t) = — ! P
9=s e % card (J)
- DBR(F om0 (1))).
D’ott uP?* est une solution particuliere de (5.33). O

D’apres (5.47), les solutions homogenes de (5.33) sont les commandes dont la valeur a
chaque instant ¢ appartient au noyau de ]LgL?_lh (F~tom (0,,n(t)). Ainsi, pour déterminer
les solutions homogenes, il est nécessaire de déterminer le noyau de LgL?_lh (Ftom (0,,n(t))).

Le lemme suivant donne la dimension de ce noyau ainsi que les vecteurs qui le génerent.

Lemme 5.3.8. Si le systeme augmenté admet sur €2 un degré relatif p < 2n alors on a :
(i) dimKer (LyLf ' h (F~ o (0, (1)) =1—1, VteR,
(i1) Sil>1 alorsVjo € J et Vt € Ry,

Ker (Ly L 'h (F~ o (05, (t)))) = Span {®{ (1), k € {1,2,...,1}\ {jo}}

ot pour tout k € {1,2,...,1} \ {jo}, les composantes (Il\{;oi, 1 =1,2,...,1 de (I!\io sont

définies par :

1 st 1=k,
.y Lo L2 th (F1 0,,7(t
Wy (t) =19 — z J;)—l ( 1O 7 e 1) 81 1= Jo, (5.50)
Lo L5 h (F~ o (0,1 (1))
0 st i#keti#jo-
Démonstration.

(i) Comme LgL?_lh (Ftom(0,,n(t)) € R™ on obtient

dim (Ker (L,L~'h (F~ o (0,1 (t))))) = — rang (L, L 'h (F~" o (0,1 (1)) -

Par ailleurs, le vecteur ligne LgL?_lh (F~Yom (0,,n(t))) est non nul d’apres la définition

du degré relatif et par conséquent
rang (LgL?_lh (F_l o (0,,7 (t)))) =1.
D’ou dim (Ker (LgL?_lh (Ftom(0,,n (t))))) =1-1.
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(72) Supposons que | > 1. Soient jo € Jet t € R,.
Vérifions tout d’abord que les vecteurs W2 (¢), k € {1,2,...,1} \ {jo} appartiennent au
noyau de Ly L™ h (F~ o (0,,7 (1))).

Lyl ' h(F~ o (0,0 (1) OP (1) = Y L Lf 'h (F om (0,,n(t)) WL (¢),

j=1
= LgkL?_lh (Fil oT (Om n (t))) -
Lgio L h (F~ o (0p, 17 (1))

Lo Lf ' h(F o (0,7 (1))
Lgio L h (F~ o (05,1 (t)))

= 0.
Nous allons maintenant montrer que les vecteurs W2 (¢), k € {1,2,...,1} \ {jo} sont
linéairement indépendants. Soient 5, k € {1,2,...,1} \ {jo} des nombres réels tels que

! .
> By (8) =0
k=1

ki
D’apres (5.50), pour tout j € {1,2,...,1} \ {jo} on obtient
l o
> B (t) =5 =0.
“25o

Dot les vecteurs U2 (¢), k € {1,2,..., 1} \ {jo} sont linéairement indépendants.

L’indépendance des [ —1 vecteurs ¥2° (¢), k € {1,2,...,1}\ {jo} et le point (i) entrainent

que WP (¢), k€ {1,2,...,1}\ {jo} engendrent le noyau de ]LgL?*lh (Fom (0,,n(t))).
[

Le théoreme suivant montre que lorsque S; et Sy sont des systemes SISO, la commande

nulle est I'unique solution homogene de (5.33).

Théoréme 5.3.9. Sil =1 et si le systéme augmenté admet sur & un degré relatif fini p < 2n

alors sous I’hypothése 5.2.15, la commande nulle est l'unique solution homogéne de (5.33).
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Démonstration. Soit uP®™ une solution homogene de (5.33). Alors pour tout ¢+ € Ry on a
uP°™ (t) € Ker (LgLﬁ_lh (Ftom(0,,n (t)))) De plus, comme d’apres le lemme 5.3.8

dim (Ker (Lg L7 'h (F~ o (0,1 (1)) =0, VteR,

il vient que u®™ (¢) = 0 pour tout t € R,. D’ott u"°™ est nulle. O

Pour les systemes S; et So MISO, on obtient la caractérisation suivante des solutions ho-

mogenes de (5.33) :

Théoreme 5.3.10. Soit jo € J. Si l > 1 et si le systéme augmenté admet sur Q un degré
relatif fini p < 2n alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :
(i) uh°™ est une solution homogéne de (5.33).

(i) Les fonctions composantes ul®™, k= 1,2,...,1 de u"®™ sont de la forme
wpo™ (1) = wi (1), Vke{1,2,...,1}\ {jo} (5.51)

et
l . LgkLg’*lh (F~Yom (0,1 (1))

2 ) I (F Lo (0, (1) (5:52)

g’0
avec wy, € € (Ry,R), pour tout k € {1,2,...,1} \ {Jjo}-

Démonstration. Supposons que [ > 1 et soit jy € J.

hom gtant une solution homogene de (5.33), il vient que

(1) = (i1) La commande u
ul*™ (t) € Ker (LgL?lh (F‘l o (0p,m (t)))) , VteR,.

Ceci entraine, d’apres le point (i7) du lemme 5.3.8, que pour tout ¢t € R, il existe [ — 1
réels wy (t), k € {1,2,...,1} \ {Jjo} tels que

En utilisant la définition (5.50) de /\ﬁioj, on déduit de 'égalité précédente que pour tout

JEL2, - 1\ o},
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et que

- Z Ly L2 h(F~ o (0,7 (t)))
Ko ( )1 ch’ th(F=tom (0p,1n(t))

hom

"
MN
o)—‘

g’

D’ou on obtient les relations (5.51) et (5.52).
(11) = (i) Supposons qu'il existe des fonctions wg, k € {1,2,...,1} \ {jo} telles que les
conditions (5.51) et (5.52) soient satisfaites par les composantes de uP®™. Les rela-

tions (5.51) et (5.52) peuvent étre condensées comme suit
!
hom Z \I,]O
Il s’ensuit que

LgL,})—lh (F—l o (0p7 n (t))) uhom (t) — Z Wi (t) LgL?_lh (F_l oTT (Op, n (t))) (I’\?%O (t) =0

car UL (t) € Ker (LgL?lh (Flom(0,,n (t)))) pour tout k € {1,2,...,1}\ {Jjo}.

Dans la suite du document, nous adopterons la notation suivante.

Notation 5.3.11. Pour tout jo € J, &’ € € (R+,Rl_1) désigne une fonction de la forme

() = [wr () w(t) - wier (t) Wit (1) - w (@)

En sommant la solution homogene et la solution particuliere de (5.33), on obtient la ca-
ractérisation suivante des commandes u solutions de (5.33) dans le cas ou Sy et Sy sont des
systemes MISO.

Corollaire 5.3.12. Soit jo € J. Sil > 1 et si le systeme augmenté admet sur €2 un degré relatif
p < 2n alors u est une solution de ’équation (5.33) si et seulement s’il existe P € € (R+, Rl_l)

tel que
u(t) =0 [n,a”] () (5.53)

ou les fonctions composantes ©; [n,w™], j =1,2,...,1 de la fonction vectorielle © [n,w?] sont
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définies par :

[ ") O om0 @) TR
@j n, w’° (t) = B L?h Floxm 0p,7 (¢ G e et ' (5'54>
card (3) Lgi LY h (F~ o (0,7 (1))) JEI et F o
et
e IFem(un)
@]O [777 ] <t) Card (3) ngo L?*lh (Ffl o (Op, n (t)))
(5.55)

l Ly L h (F~L o m (0,1 ()))
L) T F T om0, (1)

Dans le cas SISO, puisque les solutions homogenes de (5.33) sont réduites a la commande
nulle, la commande u solution de I’équation (5.33) coincide donc avec la solution particuliere
uP?". En réécrivant uP?* pour J = {1} on obtient le résultat suivant qui caractérise les com-

mandes u solutions de (5.33) lorsque [ = 1.

Corollaire 5.3.13. Si [l = 1 et si le systéme augmenté admet sur €2 un degré relatif p < 2n

alors u est solution de ’équation (5.33) si et seulement si

_ LER(F T om (00,7 (1))
Ly L2 ' h(F1om (0p,n(1)))’

u(t) = vt e R, (5.56)

Démonstration. O

Connaissant les commandes solutions de I’équation fonctionnelle (5.33), nous pouvons main-

tenant caractériser entierement la zone d’indiscernabilité de S; et Ss.

5.3.4 Caractérisation de la zone d’indiscernabilité

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 5.3.5 et du corollaire 5.3.13
qui établit 1'expression des commandes solutions de I’équation (5.33) dans le cas SISO. Il ca-
ractérise la zone d’indiscernabilité lorsque S; et Sy sont des systemes SISO ayant un indice de

similarité strictement plus petit que le nombre de vecteurs d’état du systeme augmenté.

Corollaire 5.3.14. Si | = 1 et si le systéme augmenté admet sur 2 un degré relatif p < 2n
alors sous U'hypotheése 5.2.15, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(Z) (x(fv xga U) € %nd (Sla 52)
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(17) x5 et x5 satisfont la condition (5.32) et

LW (F o (0,1 (1))

t) =— , VteR 5.57
L (T o (0 (1) ' 550
ou n est la solution de l’équation différentielle
1(t) =T t
n(0) = ¢ o (2, 23)

avec Ty g € € (R*P R*P), la fonction vectorielle définie par :

 LER(F T om(0,,8)
L, L7 (F o (0,,€))

Lo () =Ty (Fil o (Opvf)) Lo (Fil o7 (05, 5))
Exemple 5.3.15. Considérons les pendules Sy et Sy de l’exemple 5.2.5. Supposons que my L? #
mo L3. L'indice de similarité généralisé de ces deur systémes est p = 2 (voir les calculs de

Uezemple 5.2.5). Pour la fonction vectorielle 1) suivante

€s

4

¢(£)={ ] {eR?

la fonction F définie par

51_53
62_’54 4
_ , R
e | €

€4

est un systéme de changement de coordonnées globales sur R*. En effet, pour tout £ € R*, la

matrice jacobienne

Jr (f) =

o O o =
o O = O
=)

est inversible. De plus il est facile de vérifier que F' est injective. L’inverse de la transformation
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F est
&1+ &3
Fre =24 wert
€3
&
D’aprés les calculs de Uexemple 5.2.5, pour tout £ € R*,
Qo M1 2 1 1
Lih () = —— - = — =& 5 L,Lh(€)= — :
+h(§) I sin (&1) - 2+ Iy ° sin (&) + o & 5 LgL;h(§) L2y L2

- T
Comme F~1 omw(05,v) = |v; vy 0 ’Ug] pour tout v € R?, on déduit de (5.57) que la

commande u qui rend indiscernable les sorties de Sy et So est de la forme :

w) =K [oo (5= ) sinlm )+ (22 = 22 gy o) (5.59

ma my

-1
1 1
K=—- — :
avec <m1 2 my L%)

Pour déterminer la dynamique de n nous allons déterminer la fonction vectorielle T's g .
Pour tout £ € R* on obtient

—— sin (&) —

&4
Prp (€)= Jp (&) F(E) = | B |5 Taw(©=J0(8) 9() = b H .
L2 mo

Par conséquent,

Lrgw(n(t) = 12 (t) ]

[EWWMW+Em®

2L ()] R (Bom)-2
‘LQ 7nQ<L2 ‘LQ ‘Ll 7nQAL2 meo mq meo

avec

La dynamique de n est alors décrite par les équations différentielles suivantes :

m(t) =mn(t), N
e (t) = K sin (1 (¢)) + K 2 (1), (5.60)
n(0) = 5.

Lorsque K < 0, (5.60) décrit également le mouvement d’un pendule avec frottement. D’apreés

Uexpression de @1, pour que les états initiaux x5 et x§ remplissent la condition (5.32), il faut et il
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suffit que x9 = x5. Ainsi, lorsque my L? # my L3 pour que les deuz pendules générent des sorties

identiques, il faut qu’ils partent d’un méme état initial (z§ = x5 c’est-a-dire 01 (0) = 05 (0) et

0, (0) = 6, (0)) et la commande d appliquer & ces deuz systémes doit étre donnée par (5.59) ot

la dynamique de n est décrite par (5.60).

La figure 5.3 ci-dessous donne une représentation de la commande u qui rend indiscernable

les deux pendules.

0.6

0.4

0.2

—-0.2

—-0.4

—0.6
0

Commande u

5 10

Temps (sec)

20

Figure 5.3 — Commande u qui rend indiscernable les pendules S; et So

Ce résultat numérique est obtenu pour ag = 10 et pour les valeurs suivantes des paramétres

. o __ o __
des pendules : x{ = x§ =

,my =3, myg =25, L1 =057 = Ly et 3 =2 py =0.2. Pour

ces valeurs, les pendules Sy et Sy ont pour période propre T = 1.5.

La figure suivante représente la dynamique des pendules Sy et Sy soumis au forcage u qui

les rend indiscernable.

1.5

Evolution de I’angle des pendules

Portrait de phase (91 (), 6, (f)) de Sy

Portrait de phase (02 (), 6, (t)) de S,
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Figure 5.4 — Trajectoire d’état des pendules Sy et Sy

La différence des sorties de Sy et Sy est représentée par la figure 5.8 ci-dessous.
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Différence 6 (t) — 05 (t)

107"

0 5 10 15 20
Temps (sec)

Figure 5.5 — Ecart entre les sorties des pendules S; et Ss

Pour les valeurs précédentes des paramétres de Sy et S, le pendule (5.60) a pour coefficient
de frottement K = —0.2 < 0. Donc on a : tggrnoom (t)=0= tggrnoong (t). De plus, d’aprés (5.59),
I’égalité des longueurs Ly et Ly entraine que u est proportionnelle d la vitesse du pendule (5.60).
Donc u(t) — 0 quand t — +oo. Ceci justifie l'allure de la courbe de la commande u (voir
figure 5.3). Aussi, notons que l'instant d partir duquel la commande u s’annule correspond au
temps d’arrét des pendules Sy et Ss.

Les résultats numériques des figures 5.6, 5.7 et 5.8 ci-dessous, sont obtenus pour les valeurs
suivantes des parameétres des pendules Sy et Sy : x{ = x§ = E 0 T, mp =3 =msy, Lh =
0.57, Ly = 0.67, uy = 0.0138 et uy = 0.01. Pour ces valeurs des paramétres, le coefficient de

frottement K du pendule (5.60) est nul. 1l se comporte donc comme un pendule simple.

Commande u
10 T

|| / “ \ | | |
0 5 10 15 20
Temps (sec)

Figure 5.6 — Commande u qui rend indiscernable les pendules S; et So

La dynamique des pendules S7 et Sy soumis au forcage u qui les rend indiscernables est

représentée par la figure 5.7 ci-dessous.
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Evolution de angle des pendules

Portrait de phase (61 (), 6 (t)) de S

Portrait de phase (92 ONE (t)) de Sy

T T I T I T
) ~
X T U X T
IR S R
AL B T R I O R
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IS NEER TR N R 19 |
Vo 204 T
3% s VoA A
¥ T 40 *»x 5 37 %) P |
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-1y ¥ ¥ ¥ ¥ oy ¥ ¥ -2 1 -2 |
| | | | | I | | | | 1 | |
0 5 10 15 20 -15 -1 —05 0 05 1 15 —-15 -1 —05 0 05 1 15
Temps (sec) 04 (t) 05 (t)
Figure 5.7 — Trajectoire d’état des pendules Sy et Sy
La différence des sorties de Sy et Sy est représentée par la figure 5.8 ci-dessous.

107"

Différence 6, (t) — 05 ()

10
Temps (sec)

15 20

Figure 5.8 — Ecart entre les sorties des pendules Sy et S,

La zone d’indiscernabilité des systemes S; et S; MISO est donnée dans le cas p < 2n par le

corollaire 5.3.16 ci-dessous. Sa démonstration est laisée au lecteur et peut étre obtenue aisément

en utilisant les résultats du théoréme 5.3.5 ainsi que le corollaire (5.3.12) qui caractérise les
commandes solutions de 1’équation (5.33) dans le cas MISO.

Corollaire 5.3.16. Soit jo € J. Sim =1 < et si le systéme augmenté admet sur 2 un degré

relatif p < 2n alors sous l’hypothese 5.2.15, les deux assertions suivantes sont équivalentes

(i) (29,28, u) € Zina (51, S2)

(i1) x¢ et x5 satisfont la condition (5.32) et il existe w° € € (R+,Rl_1) tel que
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ou la fonction © [, est définie par (5.54) et (5.55) avec n, la solution de l'équation

différentielle suivante :

{ 0 (t) = Trgu (0 (1)) (5.62)

n(0) =om(zf,23),

o

Tpgu (0() =Ty (F 0w (0,7(1)) + Doy (F o (0,1 (1)) © [n,07] (¢).

5.4 Conditions de discernabilité stricte et de forte dis-
cernabilité des systemes SISO et MISO

Dans le chapitre 3 nous avons montré que dans le cas linéaire, on peut caractériser la
discernabilité forte et la discernabilité stricte des systémes SISO et MISO a partir de la zone
d’inscrernabilité de ces systemes. Le but de cette section est d'utiliser la méme approche pour
caractériser la discernabilité stricte et la forte discernabilité des systéemes non-linéaires SISO et

MISO affines en la commande.

5.4.1 Conditions de discernabilité stricte des systemes SISO et MISO

Dans cette section, nous établissons une condition nécessaire et suffisante de stricte discer-
nabilité des systemes SISO ayant un degré relatif fini. Nous y montrons de plus que les systémes
MISO ayant un indice de similarité fini ne sont jamais strictement discernables. Pour établir
ces deux résultats nous utiliserons les lemmes 5.4.1 et 5.4.2. Ces lemmes traitent de la question

de trivialité de la zone d’indiscernabilité de Sy et Sy dans le cas p < 2n et le cas p = 2n.

Lemme 5.4.1. Si le systéme augmenté associé a Sy et Sy admet sur S un degré relatif p < 2n
alors sous les hypothéses 5.0.2 et 5.2.15, %34 (S1,S2) # {(0p,0,,04)}.

Démonstration. Supposons que S admet sur €2 un degré relatif p tel que p < 2n. D’apres les
corollaires 5.3.16 et 5.3.14,

220 (S1,52) = {(a5,25) € R” x R™: By o7 (25,23) = 0}

1

Par conséquent, 2.2, (S1,S2) est une sous-variété de dimension 2n — p et on a

Tonom) Zrta (S1,52) = Ker (o, , (w(0,,0,))) = Ker (o, , (020)) -
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Notons que l'appartenance du couple trivial (0,,0,) & Pespace 2.2 (S1,52) est garantie par
I’hypothese 5.0.2.

La matrice jacobienne de Jp, , (02,) € RP**" étant de plein rang ligne p (voir théo-
reme 5.2.10), il existe donc deux vecteurs & € R™ et & € R™ tels que 0y, # 7 (&1,&) €
Ker (Jq>p_1 (Ogn)). Ainsi, 7 (&1, &) est tangent a lorigine a la sous-variété 2.2, (S1, S2). Ceci
implique qu'il existe un arc paramétré v: |—e; e[ — R™ x R" tel que 4 (0) = (&1,&2) et 7y (t) :=
(71 (t) ;72 (1)) C 2324 (S1,.S2) pour tout ¢t € |—¢;¢[. On en déduit que 'arc 7 est non identique-

ment nul car 4 (0) est non nul. Soit t* € |—¢;¢[ tel que v (t*) = (711 (t*), 72 (t*)) # (0,,0,) et

soit u* la commande définie par
L7 (F~1 o (0,7 (1))

w () =1 LyLf h(Fom (0,,n(t)
O [n, @] (t) si [ >1,

ou lorsque [ =1 (resp. [ > 1), n est la solution de 'équation différentielle (5.58) (resp. (5.62))
avec comme condition initiale 1 (0) = ¥ (v (t*)). Alors le triplet (v (t*),72 (t*),u*) est non
nul par construction et de plus, d’apres les corollaires 5.3.14 et 5.3.16 (71 (t*), 7 (t*),u*) €
Zina (S1,S2). D’ou le résultat.

[

Lemme 5.4.2. Sil > 1 et si le systeme augmenté associé a Sy et a Sy admet sur & un degré
relatif p = 2n alors sous U'hypothése 5.2.19, %34 (S1,S2) # {0n, 0,04 }.

Démonstration. Supposons que [ > 1 et que sur 2 on a p = 2n. Puisque le vecteur ligne
L7 'h(05,) € R est non nul (voir définition du degré relatif), il existe un vecteur non
nul & € R tel que & € Ker (L?"_lh(ogn)) Soit u* la commande constante définie par :
u* (t) =&, VteR,. Alors (0,,0,,u*) est un triplet non nul par construction de u*. De plus,
d’apres le théoreme 5.3.2, ce triplet appartient a la zone d’indiscernabilité de S; et Sy. D’ou le
résultat.

[

Le théoréme suivant montre que parmi les systemes MISO ayant un indice de similarité fini,

il n’existe pas de couple de systemes qui soient strictement discernables.

Théoréme 5.4.3. Sil > 1 et si le systeme augmenté associé a Sy et Sy admet sur € un degré
relatif fini (p # 4+00) alors sous les hypothéses 5.0.2, 5.2.15 et 5.2.19, les systémes Sy et Sy ne
sont pas strictement (% ,R™ x R", {0y } , {0y, })-discernables sur Ry.
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5.5.4 Conditions de discernabilité stricte et de forte discernabilité des systemes
SISO et MISO

Démonstration. Supposons que [ > 1 et que le degré relatif de S sur €2 est fini ¢’est-a-dire p <
2n. Alors d’apres les lemmes 5.4.1 et 5.4.2 il existe un triplet non nul (z9, 23, u) € R*xR"x % tel

que les sorties yy (-, 9, u, 0y ) €t ya (-, 23, u, Oy, ) soient identiques sur R,. D’ou le résultat. [

Pour les systemes SISO, le théoréme suivant établit une condition nécessaire et suffisante

de discernabilité stricte portant sur le calcul de leurs indice de similarité généralisé.

Théoréme 5.4.4. Sil =1 et si le systéme augmenté admet sur Q@ un degré relatif fini (p #
+00) alors sous les hypotheses 5.0.2, 5.2.15 et 5.2.19, les systémes dynamiques Sy et Ss sont

strictement (Z ,$2 X Q9,{0y; } X {0y, })-discernables si et seulement si p = 2n.

Démonstration. Supposons que [ = 1 et que S admet sur €2 un degré relatif fini. Nous allons
distinguer le cas p < 2n et le cas p = 2n.

Lorsque p < 2n, d’apres le lemme 5.4.1 il existe un triplet (x9, 23, u) € Q3 X Qy X % tel que
les sorties yy (-, 29, u, Oy ) €t ya (-, 23, u, 0y, ) soient identiques sur R, . Par conséquent S; et Sy
ne sont pas strictement (%, x Qa, {04, } X {0y, })-discernables lorsque p < 2n.

Lorsque p = 2n, on déduit du théoreme 5.3.2 que les systémes Sy et Sy sont strictement

(%, % Q9,{0y; } X {0y, })-discernables sur R, si et seulement si
LoL7" 'h(02,) u(t) =0, VteR, = u(t)=0, VieR,. (5.63)

Par ailleurs, puisque Ly L7"'h (0,) # 0 (voir la définition du degré relatif) la condition (5.63)
est toujours vraie. Il s’ensuit que les systemes S; et Sy sont strictement (77,1 X Qa, {0y } X {04, })-

discernables lorsque p = 2n. O]

5.4.2 Condition de discernabilité controlable

Dans cette section nous montrons dans le théoréme suivant que les systémes mono-sortie

qui ont un indice de similarité généralisé fini sont toujours fortement discernables.

Théoréme 5.4.5. Si le systéme augmenté S admet sur @ un degré relatif fini (p # +o0)
alors sous les hypothéses 5.2.15 et 5.2.19, les systémes dynamiques Sy et Sy sont fortement
(%, % Q9,{0y; } X {0y, })-discernables sur R.

Démonstration. Supposons que p < 2n. Nous allons prouver qu’il existe au moins une com-

mande u telle que

‘Sﬂlﬂh (u7 Q, {07/1}) m yﬂ& (u7 o, {O%}) = 0. (564)

Nous distinguerons le cas p = 2n et le cas p < 2n.
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Supposons que p = 2n. Soit & € R telle que & & Ker (LgL?”_lh (OQn)> et soit u la commande
définie par u (t) = € pour tout t € R,. La commande u satisfait la condition (5.64). En effet,
si tel n’est pas le cas, il existe alors des états initiaux £ € 1) et 2§ € {2y tels que les sorties
y1 (+,29,1,0) et yo (-, 25,1, 0) sont identiques sur R, c’est-a-dire (29,25, u) € Zq (S1, S2). Par
conséquent, d’apres le théoreme 5.3.2, la trajectoire de la commande u appartient au noyau de
LgLfc”_lh (02p,). Ceci est absurde par construction de la commande u.

Supposons que p < 2n. Soient ¢ € € (R, R?**7?), une fonction non identiquement nulle
sur Ry, jo un élément de J et soient [ — 1 fonctions wy € € (R4, R), k € {1,2,....1}\ {Jjo}.
Aux fonctions ¢ et wy, k € {1,2,...,1} \ {Jjo}, associons la commande u définie par

LEh (F~t o m (0,,€ (1))

Lo, (o si =1,
gy (F~tom(0,,E(1)))

u(t) =

O [€,@%] (1) sio 1>1,
avec ¢ la solution de I’équation différentielle

‘ Ciow (@) +@(t) st I=1
§(t) =
Typw(EM) () si [>1.

Alors d’apres les expressions (5.57) et (5.61) des commandes u qui rendent indiscernables les

systémes S; et S, la commande u satisfait la condition (5.64). Ceci achéve notre preuve. [

5.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a ’étude de la stricte discernabilité et de la forte discernabilité
controlable des systemes non-linéaires affines en la commande (SNAC). Il complete les études
que nous avons menées dans le chapitre 3 sur ces deux formes de discernabilité. Plus précisément,
nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a déterminer

— les domaines 2.2, (S1,S2) et %5 (S1,S2) des états initiaux et des commandes qui gé-

nerent des sorties identiques, rendant les systemes non strictement discernables

— le domaine Zf* (S, S;) des commandes qui permettent de différencier les sorties des

systemes qui sont fortement discernables

— des conditions nécessaires et suffisantes qui caractérisent la stricte discernabilité et la

forte discernabilité
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pour cette classe de non-linéarité.

Comme dans le chapitre 3, pour résoudre ces trois problémes, nous avons d’abord caractérisé
la zone d’indiscernabilité Z,q de Sy et Sy. La méthode proposée dans ce chapitre pour résoudre
le probleme d’annulation de sortie associé a l'identification de cette zone repose sur 1'utilisation
de la forme normale globale du systeme augmenté. Cette derniere s’obtient en réecrivant le
modele d’état du systéeme augmenté dans un nouveau systeéme approprié de changement de
coordonnées. Dans le nouveau systeme de changement de coordonnées, le modele d’état du
systeme augmenté est linéarisé partiellement ou totalement. La linéarisation est partielle lorsque
I'indice de similarité généralisé p des systémes est compris entre 1 et 2n — 1 (c’est-a-dire 1 <
p < 2n) et elle est totale dans le cas p = 2n. L’annulation de la sortie du systéme augmenté
dans le nouveau systeme de coordonnées a conduit a la caractérisation suivante de la zone

d’indiscernabilité :

Dimension | Valeurs de p Eléments (29,25, u) de Zna (51, 52)
SIS0 I<p<2n Ppyom (a7, 3) = 0p et u = uP™ [27, 7]
MISO $, 1 om(29,29) =0, et u = uP™ + uP 19, 1]
SISO et MISO p=2n Gy, 1 0 (29, 25) = 09y, et ]LgL?c”’lh (O2p) u = 0
+

Table 5.1 — Zone d’indiscernabilité des systémes non-linéaires affines en la commande

De cette identification de la zone d’indiscernabilité, nous obtenons la caractérisation suivante
des domaines Zf* (S1,52), 2.2, (S1,9:) et %54 (S1,5s).

1

Dimension | Valeurs de p | 2:2, (S1,52) St (S, S9) UL (S, 99)
par "0
SISO 1< p<om uP [Zina (51, 52)]
MISO utO™ + uP (232 (51, Ss)]
@0 ({0,1) | {u: U\ Uind (51,52)
SISO et MISO p=2n JLgL?c”’lh (02,) w = 0
+
}

Table 5.2 — Caractérisation des domaines %It (S1,S2), Z:24 (S1,52) et %54 (Sh, Ss)

1

En utilisant les résultats issus de la caractérisation de la zone d’indiscernabilité, nous avons
prouvé que ’état de forte discernabilité et I’état de stricte discernabilité des systemes SISO et
MISO non-linéaires affines en la commande peut étre déterminé en calculant leurs indice de

similarité p :
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Dimension | Valeurs de p | Strictement discernables | Fortement discernables
1< 2 N
SISO =p=n on ,
p=2n Oui Oui
MISO 1<p<2n Non

Table 5.3 — Etat de stricte discernabilité et de forte discernabilité des SNAC suivant les valeurs de p

En d’autres termes, pour la classe des systemes non-linéaires affines en la commande qui
ont un indice de similarité fini, nous avons montré que

— seuls les systemes SISO ayant un indice de similarité p = 2n sont strictement discernables

— il n’existe pas de couple de systémes linéaires MISO qui soient strictement discernables

— les systemes SISO sont toujours fortement discernables ainsi que les systemes MISO
Ces conditions de discernabilité récapitulés dans le tableau ci-dessous généralisent celles que

nous avons établies dans le chapitre 3.

Discernabilité | Classe | Valeurs de p Dimension Condition de discernabilité
SL SISO p=2n
) MISO Strictement discernables
Stricte 1<p<2n 3150 5
SNAC p==n
MISO Strictement discernables
SL SISO et MISO Fortement discernables
Forte 1<p<2n
SNAC SISO et MISO Fortement discernables

Table 5.4 — Conditions de stricte discernabilité et de forte discernabilité des SNAC

Les résultats de ce chapitre on été obtenus sous I’hypothese d’existence d’une forme normale
globale du systéme augmenté. Pour les systemes non-linéaires affines en la commande qui ne
satisfont pas cette hypothése, nous avons vu qu’on peut toujours construire la forme normale
locale du systéme augmenté qui leur est associé. Une étude locale de la discernabilité stricte et
de la forte discernabilité controlable pourra étre envisagée dans ce cas. D’autre part, le cas ou
I'indice de similarité est infini (p = +00) n’a pas été examiné dans cette étude et donne ainsi

lieu a une éventuelle perspective de recherche.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

190



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Conclusion générale et perspectives

Le présent manuscrit traite de la caractérisation de la discernabilité de deux systémes dyna-
miques S et Sy qui sont linéaires ou non-linéaires affines en la commande. Trois grands concepts
de discernabilité on fait I'objet de cette étude : la discernabilité stricte, la discernabilité
controlable et la résidu-discernabilité.
Pour caractériser la discernabilité stricte et la discernabilité controlable des systemes S; et
Ss, nous avons d’abord déterminé la zone d’indiscernabilité 25,4 (S, S2) de ces deux systémes.
Cette zone correspond a I’ensemble des commandes et des états initiaux qui génerent des sorties
identiques pour les systemes dynamiques S et 5. En nous appuyant sur le fait que I’identifica-
tion de cette zone est un probleme d’annulation de la sortie du systeme augmenté S associé a S
et a Sy, nous proposons deux méthodes pour déterminer 2,4 (51, .S2). La premiére qui s’applique
uniquement aux systemes S; et S, linéaires repose sur 1'utilisation de 1’algorithme de Le Verrier-
Souriau [Leyva-Ramos, 1991], [Réaud et al., 2000}, [Helmberg et al., 1993], [Brezinski, 2002] pour
expliciter la sortie du systeme augmenté S en fonction de ses parametres de Markov. La seconde
qui s’applique aux systémes non-linéaires affines en la commande (SNAC) est basée sur les tech-
niques classiques développées dans [Isidori, 1989] et [Khalil, 1996a] pour résoudre le probleme
d’annulation de la sortie des SNAC.
Ensuite, grace a I’étude de la non-trivialité de la zone d’indiscernabilité nous avons établi
— le résultat de [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014] qui stipule que les systemes
linéaires Sy et Sy MISO ne sont jamais strictement discernables (voir théorémes 1.3.4
et 3.3.6)

— la condition de discernabilité controlable de [Babaali and Pappas, 2004] (voir théoréme
1.3.19 et corollaire 3.3.10)

Nous nous basons principalement sur ces deux applications de la zone d’indiscernabilité pour
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généraliser les conditions précédentes de Lou et. al et de Babaali et. al a classe des systemes
non-linéaires affines en la commande (voir théoremes 5.4.3 et 5.4.5).

Une autre contribution importante que nous déduisons de I’étude de la non trivialité de la
zone d’indiscernabilité 25,4 (S1, S2) est la condition nécessaire et suffisante du théoreme 3.3.3.
Cette condition caractérise la discernabilité stricte des systemes linéaires S; et S5 dans le cas
SISO. La particularité de cette condition est qu’elle est plus simple a tester comparativement a
la condition de discernabilité stricte de [Lou and Si, 2009] et [Lou and Yang, 2014]. Elle porte
sur le calcul des parametres de Markov de S; et S5. Une généralisation de cette condition de dis-
cernabilité stricte a la classe des systémes non-linéaires affines en la commande a également été
présentée dans ce mémoire (voir théoreme 5.4.4). Cette condition généralisée de discernabilité
stricte et celle du théoreme 5.4.3 ont été établies en étudiant principalement la non trivialité de
la projection 2.2 (S1,S2) de la zone d’indiscernabilité sur I’ensemble des états initiaux de Sy et

1n:
Sy. Pour cette étude, nous prouvons d’abord que 2.2, (51, S2) est une sous-variété différentielle.
Nous montrons ensuite comment construire des triplets non nuls de la zone d’indiscernabilité
en utilisant I'espace tangent a 2.%; (51, 52) en 'origine des coordonnées.

Outre ces différentes conditions de discernabilité, nous donnons également, grace a la carac-
térisation de la zone d’indiscernabilité, la formule explicite des commandes u & ne pas appliquer
aux systemes S7 et Sy pour discerner leurs sorties.

Pour boucler notre étude sur ces deux premieres formes de discernabilité, nous avons spécifié
un indice qui permet de quantifier le degré de forte discernabilité controlable des systémes Sy
et Sy dans le cas linéaire. Lorsque S; et Sy sont soumis & des entrées inconnues, la formule
explicite de cet indice nous a permis de déterminer les tailles T2l® (%4, #4) des domaines des
perturbations # et #5 qui préservent la forte discernabilité controlable des systeémes S; et Ss.

Dans notre étude de la résidu-discernabilité, nous nous sommes intéressés a la détermination
des propriétés structurelles qui permettent d’établir la résidu-discernabilité de S; et S,. Dans
ce cadre, nous montrons que

— une simple comparaison des indices d’observabilité de S; et Sy peut renseigner sur la

résidu-discernabilité de deux systemes

— lorsque Sy et Sy sont observables et commandables, la non équivalence de leurs repré-

sentations d’état est une condition nécessaire et suffisante pour qu’ils soient discernables
a travers les résidus de parité
— la notion de résidu-discernabilité et la notion de discernabilité contrdlable sont équiva-
lentes
Les deux premiers résultats sont des conséquences de la condition de rang que nous avons

établie pour caractériser la résidu-discernabilité de S; et Ss.
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Au terme de cette étude, plusieurs questions méritent d’étre explorées plus profondément
dans le cadre de nos futurs recherches.

Cette these pose les bases de 'utilisation de la zone d’indiscernabilité pour caractériser
la discernabilité controlable et la discernabilité stricte des systemes non-linéaires. Les résultats
obtenus pour les systémes non-linéaires affines en la commande reposent sur les hypotheses 3.3.3
et 5.2.19 d’existence d'une forme normale globale du systeme augmenté. Pour les systemes qui ne
satisfont pas ces hypotheses, puisqu'une normalisation locale du systeme augmenté est toujours
possible (théorémes 5.2.18 et 5.2.13), une caractérisation locale de la discernabilité stricte et de
la discernabilité contrélable est envisageable.

Aussi, les conditions de forte discernabilité controlable et de discernabilité stricte que nous
avons déterminées pour les systémes non-linéaires affines en la commande s’appliquent unique-
ment aux systemes SISO et MISO. Une extension de ces résultats aux systemes MIMO et SIMO
rentre également dans le cadre des perspectives de cette these.

D’autre part, dans le chapitre 4 nous avons introduit la taille T2l (%4, #5) des domaines
des perturbations #; et #5 qui nous permet d’étudier le probleme 4.1.1 de robustesse de la
forte discernabilité controlable des modeles nominaux vis-a-vis des perturbations. Nous avons
vu que le calcul de Tff*ue (#1, #3) nécessite une parfaite connaissance du domaine #; x #5 des
perturbations déterministes qui agissent sur S; et S, et que cette connaissance est notamment
disponible lorsque les perturbations sont paramétrées comme dans les exemples illustratifs
de ce chapitre. Le calcul de la taille T&l® (%4, #4) pour les perturbations déterministes non
paramétrées est donc un probleme ouvert qui mérite d’étre creusé.

Enfin, la détermination d’une distance permettant de quantifier le degré de discernabilité

des systemes non-linéaires est également envisagée.
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Annexe A

Inversibilitée de Mo b My et preuve de
légalité H = My ' Ky — M5 G

A.1 Inversibilité de la matrice M; ! — M}

Nous allons montrer que si My — M, est inversible alors la matrice My ' —M; ! I'est également.
La preuve de cette assertion est tres simple. Elle peut étre obtenue grace a la décomposition

suivante de My ' — Mt
Myt — M7 = MMy MY — Myt My M7 = My (M, — My) M.
De cette décomposition, on obtient I'expression suivante de I'inverse de My ' — M ' :

(M = M) = My (M — M) My, (A.1)

A.2 Preuve de l’égalité H = M; ' Ky — My G
Soit H la matrice définie par
H=M"'K - M'G

avec

G= (M=) (M Ky~ MUK, (A.2)

Le but de cette section est d’établir I'égalité H = M, ' K, — My 'G. Ceci revient & montrer que

M{'Ky, — M{'G = My ' Ky — My 'G. (A.3)
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Annexe A. Inversibilité de M, — M, ' et preuve de I’égalité H = M, "' K, — M, 'G

D’apres (A.1) et (A.2), on obtient
MG = (My — My) ™" (Ky — My My Ky ). (A.4)

D’autre part, comme
(My — My)™" My — (My — M)™" My =1,

on peut donc écrire que
(My — My) ™" My MY = (My — M)~ — M2 (A.5)
Les égalités (A.4) et (A.5) entrainent que

MG = (My— M) ™" Ky — (My — My)™" My M7 K
- (Ml - Mz)_l K2 - (Ml - Mg)_l Kl + Mfl K1
= — (M, — My)™" (K; — ) + MY K.

Par conséquent,

MY Ky — MG = (M — My) ™ (K — Ks).

Par ailleurs, en inversant le role de M; et M, puis celui de K et Ky dans le raisonnement que

nous avons mené pour établir 1'égalité précédente, on obtient
My Ky — MyYG = (M, — My) ™ (K, — K5).

Ceci achéve la preuve de la relation (A.3).
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Annexe B

Formule explicite de la fonction de projection

des écarts de sorties

L’objectif de cet annexe est d’établir dans le cas linéaire, la formule explicite de \Pyj] ) (22, w, w1, ws)

définie par :
\I][ il [:B u’wbw?] (t> = :Rg'kj] [u’yi ('7x?7u7wi)] ( ) fR[ ) {u Yj ( ) ]au>wj)] (t) .

D’apres la définition (1.56) de la fonction ngj ] [u, -] de calcul de résidu de S; commandé par u,

on obtient

) 7

R o, (2w, w)] (8) = OFY [V (2,29, w0) — T U1 ()]
D’autre part, d’apres (1.47), Y[k } (t, 29, u, w;) s’exprime comme suit :

Y (4, 29,0, w;) = OV o, (¢, 20, w, w;) + T U1 () + TR iRl (g

7 ’L’

Ainsi on peut réécrire le résidu RB [w, i (-, 29, u, w;)] de S; calculé avec u et y; sous la forme :

7 [t

R [,y (-, 2w, w0)] (1) = OO &y (8,22, w, ) + T U1 (1) + T Wil ()] (B.1)

ol on rappelle que ’]Ty;j} = ’]I)[;kj} — Tgkj].

Par ailleurs, de la relation (1.53) qui traduit I’égalité entre la forme de calcul et la forme
d’évaluation du résidu de S; et de la définition (1.55) de la forme d’évaluation du résidu on
obtient :

kj ksl ki) mslks] 1r7lks
R [,y (2 wwy)] (0) = R u,wy] (1) = OFF T w7 (1) (B.2)

J
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Finalement, par soustraction membre a membre des égalités (B.1) et (B.2) on obtient :

\I,yzy'] [0, u, w, wy) (£) = @LT [@Ekj] @ (£, 20, u, w;) + ’]TE?j] 7Lk (t) + Tgkj] Wi[kj} (t) — Tgk’j] W][kj] (t)]
(B.3)

ou on rappelle que

t
x; (t, xd u, w;) = C; ol A x4+ C; / elt=—7) Ai [Biu (1) 4+ E;w; (17)] d7 + D u (t) + H;yw; (1) .
0

) 77
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Annexe C

Preuve du lemme 2.1.1

Lemme C.0.1. Soient My, My et Ms trois matrices ayant le méme nombre de lignes. Alors
les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Im (M) C Im (M) et Im (Ms) C Im (M).

(17) rang (M) = rang ({Ml M, MgD

Démonstration.
(1) = (ii) Supposons que Mj, My et Mj satisfont les conditions de 1'assertion (7). On a

alors
Im ([My M, Ms]) =Tm (M) + Im (My) + Tm (Ms) = Tm (M)

et ceci implique que

rang (M;) = rang ([Ml M, MSD :

(11) = (i) Supposons que My, My et Ms satisfont la condition de rang de (ii). De la
relation

o (v 0y aa)) =00 5 (11, 28]

on obtient

dim (Tm ([My My 2])) = dim (Im (M) + dim (Tm ([0, 015)))

—dim (Im (M) N Im ({M2 M3D>
c’est-a-dire

rang([Ml M, ]\/[3D = rang(Ml)—Fdim([Mg Mg])
— dim (Tm (My) NTm ([M,  M;])).
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Cette derniere égalité devient
dim ([My Ms]) = dim (Tm (M) N Tm ([My M3])) (C.1)

car My, My et Mj satisfont la condition (ii). Comme Im([MQ M;;D et Im (M;) N
Im ([M2 M3:|) sont des espaces vectoriels et que Im (M;)NIm (|:M2 M;;D CIm ({MQ M3]>,

I'égalité (C.1) entraine que
Im (M) NI ([My  Ms|) =Tm ([My Ms]) .

Par conséquent Im ([MQ M3D C Im (M). Cette inclusion implique que Im (M) C
Im (M) et Tm (Ms) C Tm (M) car Im ([My Ms]) = Im(Mp) + Tm (Ms) contient
Im (MQ) et Im (Mg)

O
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Annexe D

Décomposition de Kalman en forme observable

des systemes S et Sy

Lemme D.0.1. Pour tout i € {1,2}, si rang (@EM}) = r; < n alors il existe cing matrices
Qi e GL, (R), Az’,ll € Rrixri, Ai,21 € R(n—ri)xri; Ai722 € R(n—ri)x(n—ri) et Oi,l € R™*"i telles que

Ai,ll Ori x(n—rz)

A = Q; Qi_l ;o G = [Ci,l Omx(n—m)} Qi_l (D-l)
Aio A; 2o
et
Cia
Ciq A;
rang ! _ T =y (D.2)
Cia Afjfl

Démonstration. Supposons que rang (@E”i]) =r; < n.Soit F; € R"*™ la matrice dont les lignes

n=ri)xn telle que

correspondent aux r; lignes linéairement indépendantes de @E”i] et soit G; € R
T
la matrice [E: G’ﬂ est inversible. L’existence de (G; est garantie par le théoreme de la base

incomplete (voir lemme 5.2.12). Posons

F;

_ o'
Gi @

Afin d’obtenir la décomposition (D.1) de A; et C;, nous allons d’abord établir la rela-

tion (D.3) suivante qui montre le lien existant entre le noyau des matrices F;, O et Ol .

Ker (F;) = Ker (@E”’D = Ker (@En"_lg . (D.3)
© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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D’une part, par construction de la matrice Fj, il est clair que Ker (F;) = Ker ((O)[-”"]). D’autre

7

part, I’égalité du noyau des matrices Ol*i et Q%1 découle du fait que

— les noyaux Ker ((D)E“i_l]) et Ker (@E“i]) ont la méme dimension car Ol et O* ont
par définition le méme rang et le méme nombre de colonnes
— par définition de (O)Z[F”i], Ker (@Eni_”) C Ker (@Eni]) car k; — 1 < Ky

D'ou F;, Ol%il et Q%1 satisfont la condition (D.3).

~

Considérons maintenant le partitionnement @Q); = {FZ G;| de la matrice Q; ou F, € R*7i

[E—

et G; € R i) De l'égalité I, = Q;' Q; = . | et de la relation (D.3), on a
Gy GG,
Im (@2) C Ker (F;) = Ker (@E“i]) et par conséquent,
Cz éz Omx(n—ri) (D 4)
et
Ci A;
Ci AzQ ~ [ki—1] -~
, Gi=0;" 7 A G = Ongyx(nery)- (D.5)
C; AT

Les relations (D.3) et (D.5) entrainent que Im (Ai C:’l) C Ker (F;) c’est-a-dire

Le calcul de Q; ' A; Q; & partir de (D.6) donne

Qi'AQi = =
G A F, G A G, G AE, GAG,

qui conduit a la décomposition (D.1) de A; avec A; 11 = F} A; E, Aoy = Gi A F et Ao =
G; 4; G;. De plus, du calcul de C; Q;, on déduit de (D.4) que

CiQ; = {Ci i Ci éz] = [Oi,l OmX(n—Ti)} :
avec C;1 = C; F.. D’ott la décomposition (D.1) de la matrice C;.
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Nous allons maintenant établir la condition de rang (D.2) du lemme. Puisque

Cin

@[m—l] B Cin Ain

Kk;—1
Ci,l Az‘,il

et F; est de plein rang ligne alors

Cin
_ Cin Ain
rang ((O)E'“ H) = rang B
Cia ATiT
d’ott on obtient (D.2) car par définition de k;, rang (@E”"_”) = rang (@Eni]) =r;. O
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Annexe E

Preuve de la proposition 3.1.5

Rappelons que la formule explicite de la sortie du systéeme augmenté est
t
(7 (25,03) .7 (O, 005)) = Cot A (15,29) + € [ D4 Bu(r) dr+ Du(t). (B1)
0

D’apres la décomposition de Dunford, on a A = M + N ot N € R?*2" est une matrice
nilpotente qui commute avec M € R?"*2" une matrice diagonalisable. Désignons par r 'indice

de nilpotence de N. Pour tout s € R,

r—1 k
=pPe*> P! ZN F

ol ¥ = P71 M P est la matrice diagonale constituée des valeurs propres de A. Donc on obtient

HeAS < KpQ,(s) e, VsecR, (E.2)

avec

IINII

Kp=|IP| |P7]| Z

Il est facile de vérifier a partir des relations (E.1) et (E.2) que pour tout ¢

S Kl QT( ) tAa + K2 QT( ) >‘A+9u)t + HDH L6y
< K efEtQT( ) eAate)t + K, efstQ ( ) (Aa+Bu+e)t
+||D]| e’

Hy (ta ™ (xia $g) , U, TT (OV//U O%))H

avec
- t
Ky = Kp [|Cf] ||z (27, 29)| 5 Ky=Kp K, [|C 1Bl 5 Q@ () :/0 Qr (1) dr
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Par conséquent, on obtient
ly (£, 70 (2, 23) s 7 (O, Oy ) )| < Mo @ PAT9E 4 N Attt || D o0

car ), et @r sont des polynomes.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr

206



Thése de Koffi Mawussé Djidula Motchon, Lille 1, 2016

Annexe F

Généralisation des résultats des théoremes 3.2.2
et 3.2.8

Théoréme F.0.1. Soit (z9,25,u) € R* x R" x . Si p = +o0 alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) Les sorties yy (-, 29, u,0yp;) et yo (-, 23, u,0yy) sont identiques sur R

(17) Les vecteurs x§ et x§ satisfont la condition (3.21).

Démonstration. Supposons que p = 400 et soit (29, x5, u) € R" x R" x U. Puisque C' A* B est
nulle pour tout k£ € N,

7_

t_
Cel=MAp = Z CA’fBzomX,, vVt € Ry, Vr € [0;1],

et on obtient
t

1 (1,08, 000) =~y (75,1, 0) = Cet A (0, 03)+C [ DA Bu(r) dr = Cot A (a5, 03)
0

Par conséquent, les sorties y; (-, 29, u, 0y ) €t ya (-, 29, u, Oy, ) sont identiques sur R si et seule-

ment si 2§ et x§ satisfont la condition (3.24) c¢’est-a-dire
Op = Cet (29, 23) = Cret M ad — Cyel 223, Vt e R,.

De plus, comme nous savons grace au corollaire 3.2.3 que (3.24) et (3.21) sont équivalentes nous
pouvons conclure que ¥y (-, 29, u, Oy ) et ya (+, 23, u, 0y, ) sont identiques sur R, si et seulement

si xf et x§ vérifient la condition (3.21). D’ou 'équivalence entre les assertions (i) et (ii). O

Théoréme F.0.2. Soit % un sous-ensemble de et soit (29,29,u) € R* x R" x % . Si p = 2n

alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(7)

Les sorties yy (-, x9,u, Oy ) €t ya (-, 23, u, 0y ) sont identiques sur R .

(17) Les vecteurs x{ et x93 satisfont la condition (3.21) et le vecteur u vérifie la condi-

tion (3.26).

Démonstration. Supposons que p = 2n et soit (29, x5,u) € R" x R" x U . Avant de prouver

’équivalence entre les assertions (i) et (ii), rappelons tout d’abord que

t
y(t,ﬂ(x({,xg),u,w(o%,o%)):CetAﬂ'(xff,:cg)—l—C/ eDABy (1) dr, VteR,. (F.1)
0

et que

pour tout £ € N* et pour tout ¢t € Ry

t
y® (¢, 7 (22, 29) ,u, 7 Oy, 0y)) = C AP et 1 (29, 29)+C / Ab DA By (1)+C A¥ ! Bu (t)
0

(7)

© 2016 Tous droits réservés.
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= (1) : Supposons que y (-, 7 (9, 23),u, 7™ (0y;,0y,)) est identiquement nulle sur
R, . Alors, pour tout k = 0,1,...,2n—1, y® (¢, 7 (¢, 23) ,u, ™ (0y;, 04,)) est identique-
ment nulle sur R, et on obtient grace & la formule explicite de y® (¢, 7 (25, 23) , u, ™ (03, 04))

que
t
Vk=0,1,...,.2n—1, C AFe'* 7 (25, 25)+C / AR ABYy (1) = 0,,, t € R, (F.2)
0
car C AF 1 B = 0,50, k = 1,2,...,2n — 1. En réécrivant (F.2) pour ¢ = 0, il vient que
CA m(29,29) =0, VE=0,1,...,2n—1.

D’ou z¢§ et 2§ satisfont la condition (3.21). Puisque la fonction y*=Y (-, 7 (29, 23) , 1, ™ (04, Oy )

est identiquement nulle sur R, , on a
t
C A ' (29, 29)+C / A e ABy (1) +C A ' Bu(t) =0,,, VteR,. (F.3)
0

Ainsi, pour obtenir la condition (3.26), nous allons montrer que chacun des deux premiers
termes de gauche de (F.3) est nul.
En utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton et la condition (3.21), il facile d’établir que

C A e (22,29) = 0,,, VEkEN, VteR,. (F.4)

On en déduit que pour tout t € Ry, C A2 et 7 (29, 25) = 0,,. On vient ainsi de prouver

que le premier terme de gauche (F.3) est nul. Pour montrer que le second terme de gauche
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de (F.3) est aussi nul, il suffit de remarquer qu’a partir du théoreme de Cayley-Hamilton,

ce terme peut étre décomposé comme suit

t 2n—1 ¢
C/ A ARy (r) dr = 30 akC/ AFet=DA By (1) d7, VteR,
0 0

k=0

et que d’apres les relations (F.4) et (F.2),
t

VE=0,1,....2n—1, C / AP DA By (1) = 0,, t € R,
0

(11) = (i) : Supposons que x{ et x§ satisfont la condition (3.21) et que la commande u
vérifie la condition (3.26). D’apres le corollaire 3.2.3, la condition (3.21) est équivalente
a
Cet'm (29,23) =0, VtER,.

Par conséquent, la formule de la sortie y (-, 7 (29, 29) , u, 7 (Oy; , Oy )) devient
y (t,m (2], 29) ,u, 7 (Oys,0p)) = /Ot Ce™ M4 Buy(r) dr.
Puisque p = 2n et puisque u vérifie la condition (3.26), on peut donc écrire que
Vk=0,1,....2n—1, CA*Bu(t)=0,, VtcR,.

Il s’ensuit que
Ce™MABu(r)=0,, VteR, etVrel0;t.

D’ou le sortie y (-, 7 (29, x25) , u, 7 (0y;, Oy )) est identiquement nulle sur R, .
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Annexe G

Preuve du lemme 3.2.17

Lemme G.0.1. Soit ¢ la fraction rationnelle propre définie par

v (p) = peC

ot V1 et ¥y sont deux polynomes a coefficients réels tels que Vo est non identiquement nulle et

deg (V) < deg (95). Alors L[] existe et posséde les propriétés suivantes :

(1) Si est strictement propre c’est-d-dire si deg (V1) < deg (03) alors L7' [¢p] € €, (R, R).
(it) Pour tout w € €L, (Ry,R), w* ¢ € €L (R,,R) ou on rappelle que le produit de

exrp €xp

convolution w * L~ [p] des fonctions causales w et L1 [p] est défini par

wx £ ] (1) = /Otw(t — 1) £ g] () dr.

Démonstration. Supposons que la fraction rationnelle ¢ est propre. La division euclidienne de

 donne

otl 91 est une fonction polyndme telle que deg (51) < deg (v1) et v un nombre réel vérifiant

v=0 si deg(Yy) < deg(vs)
7#0 si deg(dh) = deg ().

Désignons par pg, s = 1,2,...,k les racines réelles de v puis par z1, 29, ..., 2, 21, 22, - . ., 2¢ l€S

racines complexes de 5. Notons n, 'ordre de multiplicité de p, et mg, 'ordre de multiplicité
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Annexe G. Preuve du lemme 3.2.17
9,

de z,. D’apres la décomposition en élément simple de la fraction rationnelle propre — on a
2

ooyt o *éﬁ(ﬁ:y (pisiy)

p 31]1

k

cey 5

1 dne—i n
lim l(p _ps) ’ 192 (p)

R ;=
> B (ng — j) ! p=ps dpms—J

ou pour tout s =1,2,.

et pour tout s =1,2,...,r,

1 dms—J
li p— zg)™"
[( ) U2 (p)

(Ca si —
Tsj (ms j)lp—>I£ls dpms J
Il s’ensuit que
p) =7+ —2 ( 2y )
s=1j= 1 s) s=1j=1 _Zs) (p_zs)]
Pour tout s =1,2,...,k, on a
- st
o lﬁl ()= DeaP v wi—19. o,
(p —ps)’ (—D!
7r7
7=1,2,..., m,.

et pour tout s =1, 2,
2 |ys | 771
Vs3] tR(25) cog (S (25) t+arg (vs5)) 5

— Vs 7}/5 j

£t I 4 : ] (t) = —- e
(p - Zs)] (p - 25)] (.7 - 1) !

Gréce a la linéarité de 'opérateur inverse de la transformation de Laplace, on obtient

o Pt ) tps+22( £ cos (S (25)t+arg<%1>>)

)+ szjl (Z —1)! s=1 (j—1)!
(G.1)

t R(zs)

L7 ] (t)

ou ¢, désigne la distribution de Dirac. Ainsi, lorsque la fraction rationnelle ¢ est strictement
propre, v = 0 et on déduit de (G.1) que L7 [p] € € (R,,R) et que pour tout t € R,

- (X5

ms tj—l
max |y, | o "G,
j=1 J

k ng j—l
I K

lilliad.univ-lille.fr
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De plus, puisque pour tout t € R,

ng tj— mg '— .
max{z<j_1 Z::]—l } e

7j=1
il vient donc que

L7 el (O] < max]|fy; |Ze(1+p5)t+2max|fysj|ze1+§st))

s=1 s=1

< (e ) max {max| B, , 2max g} e
s S,7

avec

0 = max {p1,p2,..., P, R (21), R (22),...,R(z)} + L.
Dot £~ [¢0] possede la propriété (i). Soit w € €, (R4, R). Grace a la distributivité du produit

de convolution par rapport a l’addition on obtient

k ng 65]

wx L] (1) = +ZZ /tTJ LePw (t— 1) drt

s=1 j—1 (-1
r  ms . t
Z M / il e™R(z) (t —7) cos (I (z5) T+ arg (vs,)) dr.
s=1 j=1 (] - 1)' 0

Pour tout s =1,2,...,k,
t|—>/OtTj1eTpSw(t—T)dT€$€°°(R+,R), j=1,2,...,n
et pour tout k=1,2,....r,
t— /OtleeT%(Zs)w(t —7) cos (S (z5) T +arg(vys;)) dr € € (R, R), j=1,2,...,m,.

De plus, puisque w € ! (R, R), on conclut que w x L7 [p] € €' (R, ,R). Pour tout t € R,

on a
|W*L71 [g&] (t>| < Y Ky € O + Ky Zeta‘“ max |Bs | / (ps+1— Gw)TdT—f-
s=1
t0u, R(zs)+1—0u,) T
K Ze max Vs 51 / dr.
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Soient £, > 0, s = 1,2,...,k tels que p; + 1 — 0, + &5 # 0 et soient €, > 0 tels que R (z5) + 1 —
0, + €, # 0. On déduit de 'inégalité précédente que

o (pstes+1)t

Kk
« LMol (8)] < wel% + Kk, ma :
|w [SO]<>| = TR th IEIJX|BSJ| z:l ps+1_0w+5s|+

r o (R(zo)+est1)t

=R (z) +1 -6, + €

2 Ky, max |7,
S,7

/ 0t
< Kype

avec
0 =max {p; +e1,p2+e2,...,prter, R(21)+6, R(22) +65, ..., R(2) +eL}+1

et

wep =

max | ;] 2max |7, }
5,7 5,7

K. 1+k+r) Kk, ma , ,
( ) 17 msin|ps—|—1—6’w+5s| msin|§R(zs)+1—0w—|—5’s|

Il s’ensuit que w * £~ [¢] est d’ordre exponentiel a I'infini. On conclut que £~ [¢] possede la

propriété (i7). O
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Annexe H

Preuve de la relation (3.38)

Lemme H.0.1. Soit j € J et soient ¥l € € (%F,Rl), ke {1,2,...;1} \ {j} les fonctions

dont les composantes \ff?“, 1=1,2,...,1 sont définies par
1 si 1=k,
~ F (p, Dk C, A B*
Ui (p)§ — ( : ) si i=j, (H.1)
F(p,Di,C, A ,BY)
0 si 1 £k etiF# .

Alors pour tout jo € J et pour tout 3, € J tel que jo # 3},

_, F(.DMCABY) _,
o WO si k£ g
F (D%, C A B0 " Ty
F (-, D%,C,ABH) _, '
S N /o si k=gl

F (-, Dio, C, A, Bio) 7 0

Vk e {1,2,..., 13\ {jo}, TP =

Démonstration. Soient jo € J et j, € J tels que jo # j, et soit k € {1,2,...,1}\ {jo}. Pour
établir (H.2), nous allons distinguer le cas k # jj et le cas k = j.

Cas 1 : Supposons que k # jj et soit i € {1,2,...,1}. D’apres (H.1), on a :

F(p.D*C,ABY
“F(p.Dn,C,ABR) T T
F (p, D* A B*) .,
_ (p7 ‘ 707 3 ) \Il]0<p) _ ]F(p7Dk’7C7A7Bk’)
F (p,Dio, C, A, Bo) ~7°* ” = si 1= j
F (p, Do, C| A, BJ0>
0 si i jo, et i # j).
(H.3)
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Annexe H. Preuve de la relation (3.38)

Sii =k alors i # jo et i # j, (car k # jo et k # j}) et on déduit de (H.3) et de (H.1)

réécrite pour j = j, que

k k
F(p,D C,A. B ) () — 1
F (p, Dio, C, A, Bio) o' '

\/I}?coi (p) -

Sii = jo alors i # k et i # jj (car jo # k et jo # j,) et on déduit de (H.3) et de (H.1)

réécrite pour j = j, que

F(p,D* C,A,B¥) _, F (p, D, C, A, B*)

0 (p) — . ) o (p) = — . .
ki () F (p, Dio, O, A, Bio) 70t P F (p, Do, C, A, Bio)

Sii#k, 1+ joeti=jjalors d’apres (H.3) et (H.1) réécrite pour j = jj, on obtient

F (p, Dk,C,A,Bk) ., IF(p, Dk, C, A, Bk) ) F(p, Dk,C,A,Bk)

Jo

T (1) — , J G0 (p) = —
ki), i, ¢, 4, By Ve P F (p,D%,C, A, B%) F (p,D%,C, A, B)

Sii#k, 1 joeti# j,alors d’apres (H.3) et (H.1) réécrite pour j = jj, on obtient

F (p,D*,C. A, BF) ) o

B (p) — : .
ki (p) F(p, DJO,C,A,BJO) Jot

En somme, nous venons de montrer que

1 si 1=k,
k k
)T F (p, D, C, A, By “F(p,Dr,C,ABR) T
0 si i keti+# .

On conclut d’apres (H.1) que

30 _ F ("Dk’C’A’Bk) G0 _ T,

k F (-, Do, C, A, Bio) Jo
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Cas 2 : Supposons que k = jj et soit i € {1,2,...,{}. On déduit de (H.1) que

F(p,D%,C, A Bb) _,

0

F (p,Dio, C, A, Bjo) ~7o*

On conclut que

F (p, Djé,c,A,Bjé) .

(p) =

F (p, D%, C, A, B/) o
— Sl 1= ]

F (p, Dy C, A, Bo)

F(pDhCABE) Fp DR CABY
IF(p’ Dj07C7A7 BJO) IF (p7 D](I);CaA;B-]é) B o ¢ _]O

0 si i # jo et i # j.

Wi (p) = W2, (p) = W75 (p) -

F (p, Dio, C, A, Bio) 7’

Ceci acheve notre preuve.
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Annexe H. Preuve de la relation (3.38)
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Annexe I

Systeme hydraulique a deux cuves

Considérons le procédé physique de la figure 4.3. D’apres les équations de conservation de

la masse on obtient
Soz1(t) = wu(t)—Qi(t) — Qia2(t),
Soza(t) = —Qa(t)+ Qua(t)

ou Sy désigne la section des cuves, u le débit de la pompe, @1 (resp. Q2) le débit de la cuve

(L.1)

1 (resp. 2) dans la bache et Q9 le débit de la cuve 1 dans la cuve 2. D’apres la relation de

Toricelli, ces débits s’expriment en fonction des niveaux d’eau z; et zo comme suit :

Qi(t) = ai\Jz(t), i=1,2,

I.2
Qu2(t) = arasgn (21 (t) — 22 () /]2 (£) — 22 ( 2

Les coeflicients a; et a; 5 sont liés & la résistance des restrictions au niveau des vannes 1 et 2. Le
coefficient a, traduit le débit du conduit reliant la cuve 2 a la bache. Supposons que I’'on mesure
uniquement le niveau de ’eau dans la cuve 1. Sous ’hypothese qu’il n’y a pas d’inversion du

b
niveau d’eau dans les cuves (21 (t) > 25 (t)), en posant z (t) = [zl (t) 2z (t)} , on obtient

z2(t)=A(z(t)) + Bu(t), (13)
y(t)==(),
avec a al 5 1
—— /2 \/ — 2 —
SO 2 SQ
A(z(t) = ; B=
a2 12
s, z (t) + S, 21 (t) — 22 (1) 0
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Annexe 1. Systeme hydraulique a deux cuves

Ainsi, les points de fonctionnement (z*,u*) du systémes sont solutions du systéme d’équations

ay 27 +aia /2 — 25 = u”, (1.4)
as /25 = a19+/27 — 75. ‘

La seconde équation de (I1.4) est équivalente a

2 =022 (L.5)

avec
Qa2
0y =

Va3 +at,

L’équation (I.5) et la premiere relation de (I.4) entrainent que les hauteurs d’équilibre 27 et 23

peuvent étre exprimées en fonction du débit u* comme suit :

u* 2 bour \’

0
* o= =] . L.6
a <a1+a200) o <a1+a290> (16)

Une linéarisation du systeme autour du point d’équilibre (z*, u*) donne

avec Z (1) = z(t) —z*, u(t) = u(t)—u*, g (t) = y (t) — z}. En utilisant (1.6), il est facile d’établir

I'expression suivante de la matrice Jacobienne Jg (2*) de A au niveau d’équilibre z*

_ ) ) i
2 a1 2 ay aio 2
—a5 —aq | as Oy + —a +a
1 1 1< 2 Y0 CLQ@()) 12 a200 12
Ja (%) = (I.7)
+ a? —ai—a; | — + — a?,.
L as Oy 2 2 ! <90 a290> 12_

Si autour du point de fonctionnement (z*,u*), on perturbe la commande (débit de la pompe)
du systéme par une action additive d’une entrée inconnue w (t), le comportement du procédé

est alors décrit par

) =Ja(z") Z()+Ba(t)+ Bw(t), (L8)
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Ainsi, lorsque la vanne 1 est fermée ( pas de fuite de la cuve 1 vers la bache), a; = 0 et le

modele mathématique (1.8) devient dans ce cas

{%(t) J}E(t)+Bu(t>+Bw(t>7 (L.9)
y(t) =Zz1 (t)7

avec
2 2
1 —ais aio
A =
2 So u* 9 9 9
Aio  —Q5 — 19

Le modele d’état du systeme S; de I'exemple 4.4.3 s’obtient a partir de (1.9) en posant Z (t) =
21 (1), y(t) =11 (1), So =1, u* =3, a12 = 2 et ag = 1. Celui du systeme S, du méme exemple

s’obtient & partir de (1.9) en posant Z (t) = x2 (t), ¥ (t) = y2 (£), So = 1, u* =4, a12 = 2.5 et
g = 1.5
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Annexe 1. Systeme hydraulique a deux cuves
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Résumé
Le probleme de discernabilité des comportements entrées-sorties de deux systemes dyna-

miques se pose dans de nombreuses applications telles que 'observation et la commande des
systemes dynamiques hybrides. Dans cette these, nous nous intéressons a la caractérisation de
cette propriété de discernabilité des comportements entrées-sorties. Pour la classe des systémes
dynamiques linéaires et non-linéaires affines en la commande, nous établissons : des conditions
de discernabilité stricte qui garantissent la discernabilité des systemes quelles que soient les
commandes qui leur sont conjointement appliquées; des conditions de discernabilité contro-
lable qui assurent l’existence d’au moins une commande qui rend discernable les sorties; des
conditions de résidu-discernabilité qui caractérisent la discernabilité a travers les résidus issus
de la méthode de I'espace de parité. Outre ces différentes conditions, nous spécifions dans le cas
linéaire, une forme de distance qui permet de quantifier pour une commande donnée, le degré

de discernabilité des systémes ainsi que la robustesse de la propriété de discernabilité.

Mots-clés : Discernabilité, systemes dynamiques linéaires, systémes dynamiques non-linéaires

affines en la commande, espace de parité, détection de modes.

Abstract

The distinguishability of the input-output behavior of two dynamical systems plays a crucial
role in many applications such as control and observation of hybrid dynamical systems. This
thesis aims to characterize this property of distinguishability. For linear systems and nonlin-
ear control-affine systems, we establish: conditions for strict distinguishability that ensure the
distinguishability of the systems for every control input jointly applied to them; conditions for
controlled-distinguishability that guarantee the existence of a control input which makes distin-
guishable the outputs of the systems; conditions for residual-distinguishability that characterize
the distinguishability of the modes through parity-space residuals. Moreover, in the linear case,
a metric is specified in order to quantify for a given control input, the distinguishability degree

of the systems and the robustness of the property of distinguishability.

Keywords: Distinguishability, linear dynamical systems, nonlinear control-affine systems,

parity space, mode detection.
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