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Liste des notations

a
a
A
AT

1

Rd
RPXm
<a,b>
E[]

|- l2

-1
Dom(g)

arg min(g)
N (m, )

: lettre minuscule signifie un scalaire réel

: lettre miniscule gras signifie un vecteur réel

: lettre majuscule gras signifie une matrice réelle

: la matrice transposée de A

: la matrice d’identité

: Pensemble des vecteurs colonne de dimension d

: 'ensemble des matrices réelles a n lignes et p colonnes

: produit scalaire de a et b égal & >-¥_; a;¢; pour tout a et b dans R?
: Popérateur d’espérance mathématique

: la norme [?

: la norme [

: domaine de la fonction Dom(9p) = {x: Jp(x) # 0}

: minimiseur de la fonction g

: vecteur normal de moyenne m et de matrice de covariance %
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Chapitre 1

Régression linéaire et
pénalisation

Dans ce chapitre nous allons rappeler le modele de la régression li-
néaire avec les pénalisation [2 et ! et leur interprétation bayésienne. Nous
concluons ce chapitre par le plan de la these.

1.1 Régression linéaire

I ‘expérience qui utilise p variables a!,...,a? € R (appelées les entrées)
produira un résultat y € R (appelé la sortie). Si ’expérimentateur choi-

sit n entrées (al,...,dl), ..., (ap,...,ak) des mémes variables (a',...,aP),
alors il obtient n sorties y1,...,y,. La matrice A = [a] : i =1,...,n,j =
1,...,p] d’ordre n x p est appelée plan d’expérience (ou design). La qualité

de l'expérience réside dans le choix des variables et de la matrice A (voir
pour des références [2] et [3]). Par la suite, nous supposerons que le choix de
la matrice de design A, a été préalablement effectué.

Les sorties y = (y1,...,yn)? sont représentées sous forme d'une matrice
n x 1.

Dans beaucoup de domaines (science de l'ingénieur, statistique, écono-
mie, psychologie, médecine, ...) le lien entre le design A et les sorties y est
modélisé par la régression linéaire

y=Ax+w (1.1.1)
P
= ijaj +w. (1.1.2)
j=1
7
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Les vecteurs a',...,aP sont les colonnes de la matrice de design A. Le

coefficient 27 mesure l'incidence de la variable a/ sur la sortie y. Si 2/ =
0, alors la variable a/ n’a pas d’incidence sur la sortie y. Si |27| est trés
grande, alors la variable a’ a une grande incidence sur la sortie y. Le vecteur
w est la déviation par rapport au modele linéaire. Le probléme consiste
alors & estimer le vecteur inconnu x et le bruit représenté par le vecteur w
connaissant les sorties y et la matrice de design A. Une premiere approche
consiste a utiliser la méthode des moindres carrés.

La premiére publication de la méthode des moindres carrés (destinée a
déterminer des quantités dans un systeme d’équations sur-déterminé) est
due a Legendre qui I'a explicitée en annexe de son ouvrage intitulé : Nou-
velles méthodes pour la détermination des orbites des cométes (1805). Cette
méthode est aussi attribuée a Gauss. Aujourd’hui la méthode des moindres
carrés est utilisée dans tous les domaines scientifiques (voir par exemple [10]
pour un travail récent dans le domaine des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades et les mathématiques financieéres).

bt

Lyerdee
FI1GURE 1.1 — De gauche a droite : Gauss et Legendre.

Elle consiste a choisir x qui minimise ||w||3 (la somme des carrés des
erreurs) :

Xpco = argmin{||Ax — y||5 : x € RP}. (1.1.3)
Les solutions sont données par le systéme suivant
ATAx = ATy, (1.1.4)

(équation normale). On parle de probléme sur-déterminé si le nombre de pa-
rametres p est plus petit que le nombre d’observations n i.e. p < n. Dans ce

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

cas, on dispose de nombreuses mesures (ou résultats d’observations), donc de
plus d’équations que d’inconnues. Si les colonnes de A sont linéairement in-
dépendantes, alors AT A est inversible. Dans ce cas la solution des moindres
carrés est unique. Elle est donnée par

xmco = (ATA)TATy. (1.1.5)

Si la matrice ATA est non inversible (c’est le cas des problemes sous-
déterminés c’est-a-dire n < p), alors I’équation normale a une infinité de
solutions.

Pour surmonter cette difficulté on peut choisir la solution de I’équation
normale ayant la plus petite norme Fuclidienne

xt = Aly, (1.1.6)

ol AT est 'inverse de Moore-Penrose de A. Nous pouvons aussi faire appel
aux méthodes de pénalisation.

1.2 Pénalisation [?

L’estimateur des moindres carrés pénalisés par la norme [? est défini par
%(\) := argmin{||Ax — y|3+ \||z]|3: x € RP}. (1.2.1)

Cet estimateur dépend du parameétre A > 0 ( connu sous le nom de parameétre
de pénalisation ou de lissage). Lorsque A — 0 l'estimateur &(\) converge vers
'estimateur x* des moindres carrés. Si A — oo I'estimateur X(\) — 0.

Résoudre le probléeme (1.2.1), est équivalent & résoudre le probléme de
minimisation sous contrainte suivant,

argmin{[|[Ax —y[3: x€RP, |x|3 <} (1.2.2)

Le parameétre § est relié au parametre A par I'équation ||Z(N)||? = 62 [4].
L’estimateur & () est la solution de I’équation normale pénalisée ( connue
sous le nom de pénalisation de Tikhonov)

(ATA +21,)x = ATy. (1.2.3)

La matrice AT A est une matrice semi-définie positive, ses valeurs propres
sont donc positives ou nulles. Par conséquent AT A + AL, est inversible pour
tout A > 0. L’équation (1.2.3) a une unique solution donnée par

%(\) = (ATA +21,)'ATy. (1.2.4)

lilliad.univ-lille.fr
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FIGURE 1.2 — Bayes

1.2.1 Interprétation bayésienne de la pénalisation [?

Nous supposons que le vecteur des erreurs w ~ N(0, 0%1,) et le vecteur
x ~ N(0,02I,) oul x et w sont indépendants.

Dans ce cas, la loi de y|x ~ N(Ax,0%I,); par conséquent la densité
conditionnelle de y|x est

ly — Ax|3
— _ _ . 1.2.5
pvb) = e (— ) (1:2.5)
Comme la densité de la loi a priori de x est
|x3

p(x) = (27703)56}(1)( 202 >,

alors la densité a posteriori de x|y est donnée par,

_ p(xy)
p(xly) = o)
_ pyP)p(x)
p(y)
_ ply)p(x)
Z ) ,
1 — Ax X
~ g (- e (<120
1 — Ax 2 X 2
= exp _(Hy o 2 i ”2(7”?2)]

ou Z = p(y) appelée fonction de partition.

10

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

L’estimateur de maximum & posteriori (MAP)

Xprap = argmax{p(x|y) : x € RP}
= argmax{p(y|x)p(x) : x €R"}
— Ax[l5 |Ix]l5
202 202
. , O 2
= argmin{lly — Ax[l + —[x[z: x€R?}
S

= arg min{ ly x € RP}

2
= (ATA + %Ip)_lATy (1.2.6)

s

coincide avec 'estimateur de Bayes

Ax —yl|3 X
Elx|y] = /xexp(— | 572 l> _ Hagz)dx. (1.2.7)

Nous concluons que, l'estimateur &(A) (1.2.1) est donné par Xy 4p avec
le choix de A = g—; (rapport bruit signal). Il est bien connu que dans le
cas gaussien l'estimateur Zjr4p coincide avec 'estimateur de Bayes E[x|y].
Finalement si A = Z—;, alors l'estimateur #(\) des moindres carrés pénalisés

par la norme (2 est égal & E[x|y].

1.3 Pénalisation /!

Dans cette section nous allons introduire la pénalisation ['. Ce genre de
probleme de pénalisation s’impose lorsque n (le nombre des observations)
est inférieur & p (le nombre de parameétres) i.e. (n < p). Dans ce cas le
nombre de colonnes de A linéairement indépendants est au plus égal a n.
Par conséquent dans la combinaison linéaire

p .
Ax = Z xja’l
j=1

nous n’avons besoin au plus que de n parametres ;j,, ..., x;, non nuls, Il fau-
dra donc sélectionner au moins p —n parametres nuls parmi les p parametres
L1y ey Tpp-

Pour résoudre ce genre de probleme, la pénalisation naturelle est la
pseudo norme [y définie par

lIx|lo = card{i : z; # 0}.

11
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Nous obtenons la pénalisation des moindres carrés par la pseudo norme [ :

Ax — 2
g min( 1A% VI3

2 AIxfo s x € RPY. (1.3.1)

L’optimisation (1.3.1) est non convexe et donc difficile a résoudre ([13],[14]).

Plusieurs auteurs ([5], [6]) ont essayé de définir un lien entre (1.3.1) et la
pénalisation I! ( qui a Pavantage d’étre convexe) :

Ax — 2
g i 1A% Y3

5 + x|l xeRP}L (1.3.2)

La pénalisation [' a aussi été présentée et popularisée par Tibshirani [16],
et est aujourd’hui connue sous le nom de probléme LASSO (Least Absolute
Shrinkage Operator). Un grand nombre de résultats théoriques autour du
LASSO sont donnés dans ([5], [17]).

Résoudre le probléme LASSO est équivalent & résoudre

A

_vl2
X(\) = arg min{M :

5 x € RP) ||x]]; <4}, (1.3.3)

ou 0 et A sont liés par ||Z(\)|[1 = 0.

En général, LASSO ne peut pas étre trouvé explicitement. Les algo-
rithmes les plus populaires pour approcher LASSO sont : LARS [10], les
algorithmes ISTA et FISTA [1] et [14].

1.3.1 Interprétation bayésienne du LASSO

A Pimage de la pénalisation 2, la forme de Pexpression (2.1.2) suggere
que LASSO peut étre interprété par une approche bayésienne. Tibshirani
[16] note que l'estimateur de LASSO peut étre considéré comme le mode de
la loi a posteriori de x. Si on modélise la loi a priori de x par la loi Laplace
de parametre a > 0, i.e. la loi a priori sur x est de densité donnée par

p(x) = (2;)1)) exp ( - H);Hl) (1.3.4)

Nous modélisons w ~ N(0,021,,) de facon & ce que w et x soient indépen-
dants. Ainsi la densité a posteriori de x est donnée par,

12
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p(x,y)
pPX|y) =
&) p(y)
 pyxp(x)
p(y)
_ plylx)p(x)
A
_ 1 ly — Ax|3 B3l
726Xp(_ 202 )exp(— a )
_ 1 ly — Ax|3 | [xlh
— 7% _< 202 * a ) ’
ou Z = p(y) est appelé fonction de partition.
Dans ce cas, 'estimateur de MAP est égal a
Xypap = argmax{p(x|]y) : x € R}
= argmax{p(y[x)p(x) : x€R"}
Ay = Ax[5 | [lx]
= arg min{ 5,2 + : xeRP}
—_ A 2 2
= arg min{iuy Xz | o

5 + EHXHI : x e RPL (1.3.5)

Cette approche bayésienne nous présente 'estimateur LASSO (2.1.2)
comme un estimateur de MAP Xps4p, avec le choix de A = %2 Contraire-
ment au cas gaussien, l'estimateur Xp;4ap n’est pas égal a l'estimateur de
Bayes E[x|y].

1.4 Exemple

1.4.1 Exemple avec données réelles : Nombre d’observations
n > Nombre de parametres p

La pollution de I’air constitue actuellement une des préoccupations ma-
jeures de santé publique. De nombreuses études épidémiologiques ont per-
mis de mettre en évidence l'influence sur la santé de certains composés
chimiques comme le dioxyde de souffre (S02), le dioxyde d’azote (NO2),
l'ozone (Os). L'influence de cette pollution est notable sur les personnes
sensibles (nouveau-nés, asthmatiques, personnes dgées). Nous allons nous
intéresser plus particulierement a la concentration en ozone.

13
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Afin de mieux comprendre ce phénomene, I’association Air Breizh (sur-
veillance de la qualité de I’air en Bretagne) mesure depuis 1994 la concen-
tration en O3 (en pg/ml) toutes les 10 minutes et obtient donc le maximum
journalier de la concentration en Oz, noté dorénavant Oz. Air Breizh col-
lecte également a certaines heures de la journée des données météorologiques
comme la température (T), la nébulosité (Ne), le vent (V)... le tableau 1.1.
donne un extrait de ces données [12].

T 1636 89.6 79 81.2 88 86.4 139 78.2 113.8 41.8
V134 15 79 13.1 14.1 16.7 26.8 184 272 20.6
Ne| 9.35 5.4 19.3 12.6 -20.3 -3.69 8.27 4.93 -4.93 -3.38
O3| 7 4 8 7 6 7 1 7 6 8

TABLE 1.1 — 10 données journaliéres.

Si nous voulons expliquer la concentration en y = O3 comme une fonc-
tion affine de ces trois variables météorologiques T, N, V, nous considérons
le modele : O3 = g + 21T + x9N, + 23V + w. En se basant sur les données
du tableau 1.1, le modele précédent peut s’écrire : y = Ax 4+ w, ou

78.2 184 4.93
113.8 27.2 —4.93
41.8 20.6 —3.38]

1 636 134 9.35] 7]
1 896 15 54 4

1 79 79 193 8

1 81.2 13.1 126 70 7

A_ |l 88 141 —203] _ fai| |6
|1 864 16.7 —3.69]" %7 |ao| Y T |7
1 139 268 8.27 T3 1

1 7

1 6

1 8

La matrice AT A est inversible ; 'estimateur des moindres carrés est alors

84.5843
1.3150
0.4864

—4.8935

&= (ATA) ATy =

1.5 Plan de la theése

Dans cette thése nous nous intéressons uniquement au cas ou le nombre
de parametres p est supérieur au nombre des observations n.

14
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1. La matrice A sera toujours une réalisation d’une matrice aléatoire

dont les entrées sont i.i.d. de loi de Bernoulli B(iﬁ) ou bien des

gaussiennes N(0, 1).

2. Nous générons le vecteur bruit w selon la loi gaussienne N (0, 0%L,),
et le vecteur x selon la loi de Laplace de parametre o (1.3.4).

3. Nous obtenons la sortie
y=Ax+w.

Sachant y, A et les lois a priori de x et w nous nous proposons de retrouver
le vecteur x.

Dans le chapitre 2 nous rappelons 'algorithme FISTA et étudions statis-
tiquement sa convergence (la partie entiére et les trois premieéres décimales).
Nous utiliserons a cet effet 'outil de ’entropie et I'algorithme de Pitman-
Yor.

Dans le chapitre 3 nous nous intéressons a ’estimateur bayésien de x,
c’est-a-dire la moyenne de la loi a posteriori. Nous comparons les méthodes
de quasi-Monte Carlo et Monte-Carlo dans les calculs de I'estimateur bayé-
sien et de sa fonction de partition Z.

Le chapitre 4 est extrait de la prépublication [7]. Dans ce chapitre, nous
étudions l'estimateur bayésien en utilisant les coordonnées polaires. Ceci
nous permet de donner une interprétation géométrique au mode de la loi a
posteriori (LASSO) et a la fonction de partition Z. De plus nous déduisons
une inégalité de concertation pour la loi a posteriori. Nous utilisons cette
inégalité comme critére de convergence de la méthode MCMC.

Le chapitre 5 est extrait de la prépublication [8]. Dans ce chapitre, nous
proposons d’estimer la loi a posteriori en utilisant un systéme d’équations
différentielles stochastique (EDS) dont la dérive est singuliere. Nous rap-
pelons les résultats théoriques et numériques associés a cette (EDS). Nous
interprétons la loi a posteriori comme la loi limite de I'EDS, et nous compa-
rons les schémas d’Euler semi-implicite et explicite en utilisant les méthodes
de Monte Carlo, Monte Carlo a plusieurs couches et MCMC.

Enfin dans le chapitre 6, qui est une publication parue dans Mathematics
and Computers in Simulation [9], nous étudions le comportement de la loi
a posteriori lorsque les parameétres o2 — 0 et Z- = 1. Nous montrons que la
loi a posteriori converge vers LASSO et nous précisons sa vitesse de conver-
gence. Cette vitesse de convergence est utilisée pour donner des criteres de
convergence des méthodes MCMC ayant la loi bayesienne comme loi cible.
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Chapitre 2

Résolution du probleme
LASSO par l’algorithme

FISTA : Application a
I’estimateur de Pitman-Yor

Dans ce chapitre nous rappelons certains algorithmes classiques dans
les problémes d’optimisation et décrivons ’algorithme FISTA pour résoudre
numériquement le probleme LASSO. Nous terminons ce chapitre par 1’étude
statistique de la convergence de FISTA en utilisant ’estimateur de Pitman-
Yor [1].

2.1 L’optimisation convexe
Nous allons tout d’abord rappeler les algorithmes permettant de résoudre
numériquement le probléme d’optimisation suivant

min{F(x) = f(x) + g(x): x € RP}. (2.1.1)

Dans ce chapitre f : RP — R est une fonction convexe de classe C!
i.e. une fonction continue, différentiable, ayant un gradient continu et L -
Lipschitzien :

Vi) =Vl < Lylx —yll,  Vxety € R?.
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Tout au long de ce chapitre L; désigne la constante de Lipschitz de f. La
fonction g : RP — R est une fonction convexe mais pas forcement différen-
tiable.

Bien souvent le probleme (2.1.1) n’admet pas de solution analytique. Sa
résolution recourt a des algorithmes numériques.
Exemple

Le probleme LASSO est évidemment un cas particulier du probleme

(2.1.1) avec f(x) = M, g(x) = ||x||1. La constante de Lipschitz de V f

est donnée par Ly = Amaz(ATA), ot Apaz(ATA) est la plus grande valeur
propre de la matrice ATA.
L’optimisation (2.1.1) devient

Ax — 2

2+l x e RY). (2.1.2)

2.2 Le cas régulier : ¢ =0

2.2.1 Algorithme de descente du gradient
Dans le cas ou la fonction g = 0, le probléme (2.1.1) devient,
min{f(x): xe€RP} (2.2.1)

ol f est une fonction convexe de classe C1'. L’algorithme le plus connu est
la méthode de descente du gradient

Xp+1 =X — AV f (%K),
ou A > 0 est choisi convenablement. Dans la suite nous allons rappeler
d’autres algorithmes plus performants.
2.2.2 Algorithme de la boule lourde (Polyak)

L’algorithme de la boule lourde (heavy-ball) a été introduit par Polyak
[5]. Cette méthode est une discrétisation du systéme dynamique (mouvement
d’une boule lourde) défini par I’équation différentielle suivante,

d*x(t) dx(t)
2t T g

FaaVf(x(t) =0, t>0
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avec oy et ap > 0 sont les parameétres du systéme.
Cet algorithme (& deux mémoires) est donné par,

Etape 0. Nous Choisissons un xg et x; € RP, a; € (0,1)
Etape k. (k > 1) nous calculons

Zr = Xi + ap(Xg — Xp—1), (2.2.2)

Xpy1 = 2k — MV (%) (2.2.3)

ou ai € (0,1) et A\; choisi convenablement. De nombreux choix existent
pour ay, ([2], [6]). Clairement le calcul de xj41 se fait a l'aide de xj, et xg_1.

Remarque 2.2.1. Le choix oy = 0 dans (2.3.1) nous conduit a la méthode
du gradient.

2.2.3 Algorithme de Nesterov

Nesterov a proposé un algorithme qui améliore la performance de ’algo-
rithme de la boule lourde [4]. Son algorithme est donné par,

Etape 0. Nous choisissons xg et x; € RP, a1 € (0,1)
Etape k. (k > 1) nous calculons
Zr = Xi + ap(Xg — Xp—1), (2.2.4)
1
X+l = Zk — L—Vf(zk) (2.2.5)
f

ou Ly est la constante de Lipschitz de V f. Contrairement a I’algorithme
de la boule lourde, x;11 se calcule uniquement en fonction de zy.

2.2.4 Algorithme de Beck et Teboulle

Récemment, Beck et Teboulle [2] ont proposé un algorithme qui améliore
la performance de Nesterov, et qui est aussi une méthode du gradient a deux

20
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mémoires. Cet algorithme est défini comme ci dessous,

Nous donnons : Ly la constante de Lipschitz de V f
Etape 0. Nous choisissons z1 =xg e RP et t; =1
Etape k. (k > 1) nous calculons

X = ZE + Llfo(Zk) (2.2.6)

1+ 4/1+ 482

tep1 = 5 (2.2.7)

te — 1

tkt1

Zi4+1 = X+ ( )(Xk - kal) (2.2.8)

Remarque 2.2.2. La relation (2.2.7) est équivalente a
(2tppr — 1)2 =1+ 417
thp1 — thp1 =t
th1 — thp1 = th.

En parcourant la preuve de la vitesse de convergence de cet algorithme, nous
nous apercevons que nous n’avons besoin que de I'inégalité

tia1 — thrr < t3. (2.2.9)
Soit (tr) une suite qui vérifie (2.2.9). Etape 0. Nous choisissons
X0 = Vo
Etape k. (k > 1) nous calculons
1 1
zp—1 = (1 - t*)Xk—l + = Vi1, (2.2.10)
k tk
1
Xk — Zj—1 — Lfo(Zkfl) (2211)
f
Vi = Xg—1 + (X — Xg—1)- (2.2.12)
21
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Rappelons que l'algorithme proposé par Beck et Teboulle est le plus
performant pour résoudre le probléme (2.2.1). Sa vitesse de convergence est
donnée par,

L
fxp) — f(x) < ﬁ”xo —x*|?, Vk>1. (2.2.13)
k

L’inégalité (2.2.13) nous donne la vitesse de convergence de la fonction f,
qui est de I'ordre O(k%)7 mais elle ne nous donne pas d’information ni sur la
vitesse de convergence ni de la convergence de la suite {x }.

Si la fonction f est m-strictement convexe au voisinage de x* i.e.

Plx = X2 < £x) = £,

alors la vitesse de convergence de la suite {xj}; est donnée par I'inégalité
suivante,

2L
! 2H:L'o—x*||2, Yk > 1.

=X I < flx0) - £) < s

Récemment Chambolle et Dossal [3] ont montré le résultat suivant. Le

choix a > 2 et t, = % entraine la convergence de la suite {xy}x vers un

minimisateur de f.

2.3 Algorithme FISTA

Revenons au probleme général (2.1.1) que nous rappelons ci dessous,
min{F(x) = f(x) +g(x): xeR}
ol f est une fonction de classe C1'! convexe, et g est seulement convexe.
L’algorithme de Beck et Teboulle associé a cette optimisation repose sur

la fonction proximale de la fonction g définie dans ’exemple ci-dessous.
Introduit par Beck-Teboulle, I'algorithme FISTA est défini par :
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Etape 0. Nous choisissons xg = v et soit Ly - la constante Lipschitz
de Vf.
Etape k. (k > 1) nous calculons

1 1

zp—1=(1— t—)xk,l + —Vi_1, (2.3.1)
k Uk

1
Xj, = prox g (zg—1 — fvf(zk—l))
f f

= pr,(Zk-1) (2.3.2)

Vi = Xg—1 + tk(Xk - kal). (233)

La vitesse de convergence de cet algorithme est la méme que dans le cas
g = 0. Le résultat de Chambolle et Dossal [3] concernant la convergence de
la suite {xy}x reste aussi valable.

Une des applications de I'algorithme FISTA est la résolution du probleme
LASSO. L’opérateur prozx de la fonction g(x) = A||x||1 est égal a

proxy|, (x) = (sgn(x;) max(|z;| — X,0); i=1,..,p).

Cet opérateur attribue aux composantes |z;| < A la valeur 0. Ceci explique
le nom FISTA (Fast Iterative Shrinkage Threshold Algorithm) donné a ’al-
gorithme de Beck-Teboulle.

2.4 Etude statistique de la convergence de la suite
générée par FISTA

L’algorithme FISTA ne donne pas d’information sur la vitesse de conver-
gence de la suite générée {xj}r. Dans le reste de ce chapitre, nous allons
étudier statistiquement la convergence des quatre premieres décimales de la
suite {xj}x dans le cas du probleme LASSO :

2
-yl

lAx
arg min {

min (Y

La matrice A et le vecteur y sont générés selon les trois procédures de la

section (1.5). Nous éxécutons FISTA avec la suite i =0 = k%q Icin="7
et p = 10.

23

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

Nous allons faire cette étude dans deux cas. Le cas ou les entrées de la
matrice A sont i.i.d. de loi de Bernoulli B(:l:ﬁ), et le cas ou les entrées de

la matrice A sont i.i.d. de loi normale N'(0, ).

Nous exécutons 'algorithme FISTA et obtenons les itérations (xj : k =
0,...,N). Pour chaque k, (zx(i) : i = 1,...,p) désigne les composantes du
vecteur x;. Pour chaque i, nous représentons (i) a 'aide de sa partie
entiere ”|.|” et du développement décimal :

1 = 1,..p

{ zp(i) = |zp(i)] + 1071 x dip(3) + 1072 X di (i) + ... + 107" x dP (i) + ...

Les variables entieres qui nous intéressent sont : le nombre minimal d’ité-
rations pour stabiliser la partie entiére et les trois premieres décimales de la
suite (xg), c’est-a-dire

so = min{k: |zx(i)] = |zr11(2)], Vi =1,...,p},
s; = min{k:d (i) =d}_ ,(i),Vi=1,..,p}, 1=1,23,

Nous obtenons un N-échantillon [(s]",l = 0,...,3) : m =1,...,N] de
(s;:1=0,...,3), en exécutant 'algorithme FISTA N-fois (en générant y a
chaque fois).

Nous allons estimer I'entropie de la loi des variables aléatoires discretes
S0, S1, S2, S3 en utilisant 'estimateur empirique (I’estimateur Plugin) et et
I’estimateur de Pitman-Yor .

2.5 Rappels

2.5.1 Entropie

Soit A un nombre entier positif, X une variable aléatoire a valeurs dans
{1,..., A}, et (m1,...,m4) sa distribution de probabilité. L’entropie de X
est définie par

A
H(X)=-)_ mn(m). (2.5.1)
=1

Nous rappelons que I'entropie est minimale lorsque X est constante, et
elle est maximale lorsque X est uniforme. Ainsi

0 < H(X) < In(A)

est une mesure de 'aléa contenu dans X.
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Définition : Estimateur Plug-in de ’entropie

Soit x1,...,zx un N-échantillon de X. L’entropie empirique de X s’ob-

tient enNestimant la probabilité 7; par la fréquence empirique 7; := 3, ol
i = 3 =1 Lay=i) :
. A
HPlugz'n = - Z 4y ln(ﬁ-z) (252)
i=1

Remarque :

Si N < A, alors certains éléments i ne sont pas observés, c’est-a-dire
n; = 0, alors l'estimateur # = 0. Pour contourner cette difficulté, nous
utilisons ’approche Bayésienne. Nous avons besoin de tirer le loi de X selon
une loi a priori. Les lois de Dirichlet sont les plus populaires.

2.5.2 Loi de Dirichlet

La loi de Dirichlet P, g3 de parametres n > 2 (entier), 3 > 0, est une loi
de probabilité sur ’ensemble

= {(r1,...,m) € (0,1)": Zw =1} (2.5.3)

des probabilités sur I'ensemble {1,...,n}.
Comment simuler selon la loi de Dirichlet P, g7 Nous rappelons que la
loi beta B(a,b) de parametres a > 0,b > 0, a pour densité

I'(a+b)z® (1 — x)~!

I'(a)'(b)
Nous générons une suite Vi, Vo, ..., V,_1 mutuellement indépendantes de
lois respectives B(a, (n—1)a), B(a,(n—2)a), ..., B(a,a) et posons V,, = 1.

Puis nous construisons la suite
m=V,m=0-V)...1=V,i.1)V;, i=2,...,n.

Alors (my,...,m,) est une probabilité sur {1,...,n} tirée selon la loi de
Dirichlet Py, 4.
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2.5.3 Loi de Dirichlet généralisée

Ceci nous permet de définir une classe plus large de loi a priori a partir

de deux suites a = (a1,...,ap—1) et b= (b1,...,b,_1) de nombres positifs.
Nous générons une suite Vi, Vo, ..., V,_1 mutuellement indépendantes
de lois respectives B(a1,b1), B(ag,b2), ..., B(ap—1,by—1) et posons V,, = 1.

Nous construisons ainsi la suite décroissante
7T1:Vl,ﬂ'i:(lfm)...(lf‘/ifl)‘/; i:2,...,n.

Alors (71,...,7,) est une probabilité sur {1,...,n} tirée selon la loi de
Dirichlet Py, (a,b)-

2.5.4 Estimateur de Dirichlet

Nous considérons ’ensemble

A
I={(m,...,ma) € (0, 1)*: Y m=1} (2.5.4)
i=1
des probabilités sur l’ensemble {1,..., A}. Soit P une loi a priori de 7

(2.5.3). Ayant P, et ayant I’échantillon z1,...,zy de X la loi a posteriori
de 7

_ Px|m)P(r)
Ici x = (Il, .. .,l‘N),
A
P(x) = / L P|mP(mE(1 = m)dr.
(0,1] i=1
Sachant 7, la loi de x est donnée par :
P(x|m)=m" ...t
Par conséquent
ni nA
Plr|x) = m P () (2.5.6)

Jpmit AP (m)dr

La loi de Dirichlet de parametre 8 > 0 sur II est tres populaire. Elle est
définie par

A A
Pap(m) = -o(1 =3 m) [[ =" (2.5.7)
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La constante

A A A
_ B-lsi _ g LB
Zg = /[071]Ai:1_[17ri i1 ;m)dw = T(A7)

Si =1, Pg(r) = Z% est la loi "uniforme" sur II.

Dans ce cas l'estimateur de Bayes de m; sachant n := (nq,...,n4) est
égal a
n; + 0
g = m;Pg(m|n)dnr = ————.
COF /[0,1]A iPs(m[m) N+ A5

Lorsque 8 — 0, nous retrouvons l'estimateur empirique

n;

(gi)o = N

Lorsque 8 = 1, nous retrouvons ’estimateur de Laplace

. n; +1
N+ A

(@i)1

En combinant (2.5.6) et (2.5.7) nous avons que,

A
P(r|x) ~ Hﬂi(n#ﬁ)_l (2.5.8)
i=1
et nous obtenons donc que la loi a posteriori de 7 est aussi une loi de Dirichlet
de parametre ny + f3,...,n4 + 5.

2.6 Estimateur de Pitman-Yor

Nous prenons A = 400 lorsque A est tres grand. Dans ce cas la loi a
priori P(a by dépend de deux suites infinies a = (ay,...), b = (b1, ...) choisie
de la maniére suivante :

+oo @
> In(1+ ) = +oo.
i=1 bi

La loi de Pitman-Yor P, ,) de parametres u € (0,1), @ > —p est une loi de
Dirichlet généralisée de parametres

ap=1—p, bp=a+ky, k=1,2....
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L’estimateur de (PYM) est donné par,

IA{PYM = E[H’X] = /E[H‘X7 22 a]p(xyu,po(;):))(u7 a) d(:“? a)
(2.6.1)

avec

+K
E[H|x, o, 1] = dola+ N + 1) - a

K
wo( N +1 ; —p+ 1)]
(2.6.2)

ot 9y est la fonction digamma (la dérivée logarithmique de la fonction

gamma i.e. Pg(2) := F((Z))) et

(I (o + ) (TLE, D (i — ) T(1 + )

T(1— )KT(a + N) (263)

p(x|p, ) =
ou K est le nombre de valeurs distinctes. L’expression de la loi a priori
p(p, @) et le code Matlab permettant de calculer 'entropie de pitman-Yor
sont données dans [1] ot (u, «) € [0,1] x [0, +00].

2.7 Illustration numérique

Les parameétres statistiques des variables (s;,l = 0,1,2,3) sont donnés
dans les tableaux 2.1 et 2.2. Le tableau 2.1 correspond a la matrice A tirée
selon la loi de Bernoulli. Le tableau 2.2 correspond & la matrice A tirée selon
la loi normale.

Moyenne | Variance | Skewness | Kurtosis | min |max | Hp,g | Hpym
So| 55.5120 |348.8147| 32.3049 | -3.1517 | 7 | 206 [2.6237|2.6237
511235.4740| 18476 1.7536 | 4.9380 | 130 | 584 |2.3670|2.3764
$2(264.0400| 16172 1.4344 | 5.4718 | 27 | 701 |3.5709|3.6126
531512.8590| 46098 0.4631 | 2.4956 | 40 | 982 |3.8488]3.9032

TABLE 2.1 — Cas Bernoulli : N = 1000, « = 1, 02 =1, Hpygin := Estimateur
de Plug-in et Hpy s := Estimateur de Pitman-Yor.
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Moyenne| Variance|Skewness | Kurtosis| min|max| Hyug |Hpy pm
so| 21.0960 | 78.9257 | 2.3821 | 9.2188 51 |1.2428(1.2513
s1| 38.8180 |658.7516| 1.2621 | 3.1751 95 12.3389(2.3509
so| 64.1730 | 11527 | 1.8240 | 5.3509 151 12.3265| 2.337
s3] 91.3610 | 10710 | 0.2220 | 2.0832 149 12.5089(2.5220

WlWw|w|w

TABLE 2.2 — Cas Gaussien : N = 1000, « = 1, 02 =1, Hppugin = Estimateur
de Plug-in et Hpy s := Estimateur de Pitman-Yor.

Bilan :

En analysant les résultats des tableaux (2.1) et (2.2), et en particulier
les moyennes de la suite (s; : [ = 0,1,2,3,...), nous constatons que FISTA
est plus rapide dans le cas gaussien que dans le cas de Bernoulli. Les va-
riances dans le cas gaussien sont plus petites que dans le cas de Bernoulli. Le
skewness dans les deux cas sont penchés vers la droite. Le cas de Bernoulli
est plus penché que le cas gaussien. Les étendues sont plus grandes dans le
cas de Bernoulli que dans le cas gaussien. Finalement, les entropies dans le
cas de Bernoulli sont supérieures aux entropies dans le cas gaussien. Ceci
implique que FISTA contient plus d’aléa dans le cas de Bernoulli que le cas
gaussien. Ceci est peut étre di au fait que la matrice A tirée selon la loi de
Bernoulli contient plus d’aléa que dans le cas gaussien.
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Chapitre 3

Intégration numérique du
LASSO bayésien

3.1 LASSO bayésien

Dans ce chapitre nous proposons de calculer numériquement I’estimateur
de Bayes

|Ax —y]3 dx
/Rp:)ie:x:p(—i2 —||xH1>7

en utilisant les méthodes QMC (quasi Monte Carlo), MC (Monte Carlo).

3.2 Meéthode Quasi-Monte Carlo sur [0,1)’ : Rap-

pels
La méthode de Quasi-Monte Carlo consiste a approximer
F(u)du
[0,1]
par la moyenne empirique
N
=1 F(ug)
N
ouuy, ..., uy est une suite de points déterministes uniformément distribués
sur [0, 1]P. Nous rappelons qu’une suite (u1,...,uy) est dite uniformément

distribuée sur [0, 1]P si sa discrépance

N p

. 1
D*(ula"'auN) = Sup |Z:k—1]v[llk<t] - Htl|
te[o,1]P i=1
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tend vers 0 lorsque le nombre N de points tend vers +oo.
Si F' est absolument continue au sens de Hardy et Krause alors 'erreur
d’approximation (voir par exemple [4] pour plus de détails)

Y F(uy)
F(u)du — le

| <V(F)D*(uq,...,un),
[0,1]»

ou V(F) désigne la variation totale de F' au sens de Hardy et Krause. Le
cas

V1...Up

F(u) = / o F(v)dv, Yucelo, 1],
v<u
implique
VE) = [ 108, F(V)ldv.
[0,1]7 P

Dans le cas de la dimension p = 1, si F' est absolument continue, alors
I'erreur d’approximation [3]

) o= EEEO) < i ),

de plus la discrépance
D*(uy,...,uy) = sup |

de toute suite uy, ..., uy € [0, 1], vérifie
D*(u1 uN) > i
e 25N
La borne minimale est atteinte pour les points
27— 1
2N’
Dans le cas de la dimension p > 2, il semble que les points hq, ..., hy
de Hammersley [4] ont la plus petite discrépance

i=1,...,N.

U; =

In(N)P~1
D*(ha,...,hy) < Cp(]\;

Ny

In
parmi les points déterministes. Observons que la suite (N est décrois-

sante seulement pour N > exp(p — 1).
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Heinrich et al. [1] ont montré

inf{D*(uy,...,uy): uy,...,uy €[0,1]P} < CU%,

ou C est une constante ne dépendant ni de p ni de V. Les suites minimisantes
ne sont pas déterministes. Elles sont des échantillons de la loi uniforme sur
[0, 1]P. Nous avons pour une telle suite l'erreur d’approximation

ZN: F(uk)
| o F(u)du — le\ <CV(F)/ (3.2.1)

3.3 Meéthode Quasi-Monte Carlo sur R?

3.3.1 Lecasp=1

Soient f une fonction appartenant a un bon espace de fonctions et p > 0
une densité de probabilité continue sur R et différentiable par morceaux.
Nous voulons ramener 'intégrale

[ f@p(ayda

a une intégrale sur [0, 1]. Nous posons le changement de variable

et alors

1
/ f@)p(x)dz = / F(u)du.
R 0
Si F' est absolument continue, alors 'erreur d’approximation

y/olp(u)du— W| < /01 ' (w)|duD* (us, . .., un).

Si f est continue, dérivable par morceaux avec f’ intégrable, alors F' est
aussi absolument continue, avec F” intégrable sur [0, 1]. En effet

u € (0,1) = F(u) = (G (u))
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est continue, dérivable par morceaux avec

Fﬁ@:éi?&%,vue@n. (3.3.1)

De plus

/yw ) du /ﬂ Z|m (3.3.2)

_ /:’O yg/(( >)|p(x)daj (3.3.3)

+oo
—[myf@mm<+m. (3.3.4)

Nous résumons cette estimation dans la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Si f' est intégrable, alors
x
[ s@e - Z=IE) < ] payaep G, Gen)

3.3.2 Lecasp>2

Sip > 2 et sila densité

p
p(x) =[] pi(z:)
i=1
alors
p
ACS d T F d )
/ﬂerf(")iq”(“ s [
ou

F(u) = f(Gl_l(ul),...,Ggl(up)), Vur,...,up € (0,1)P,

et G(x;) = (Gi(xi1,...,Gp(zip)) et Gi,..., G, sont les fonctions de réparti-
tions des densités p1,..., pp.
L’hypothese

F(u) = ob . F(v)dv,

V...V
/[OSmSul,...,osUpsm ?

le lemme de Fubini, I’égalité (3.3.1) et (3.3.4) impliquent

34

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

f(x) = / o, .. f(z)dz, (3.3.5)
[z1<21, . 2p <] »

/[o,m O Flur,... up)|du = /R 92, F()]dx.

Nous résumons cette estimation dans la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Sous (3.5.5) et la condition

/ 82 f(x)|de < +oo, (3.3.6)
RP P
nous avons pour toute suite X1 = (11,...,T1p)s -, XN = (TN1,. .., TNp)
de points de RP, l’estimation suivante
[ $6p(x)dx - SHUE [ 102, , $001dxD" (G ), . Gloxa),
RP RP
(3.3.7)

ot G(x;) = (Gi(xin,...,Gp(zip)) et Gi,...,G, sont les fonctions de répar-
tition des densités pi, ..., pp.

Voir [2] pour une étude générale.

3.4 Applications

En utilisant les méthodes numériques des sections 2 et 3 nous pouvons
calculer notre estimateur de Bayes en calculant séparement les numérateurs

Ax —yl3 .
/ xiexp(—w—ﬂxﬂl)dx, t=1,...,p,
RP 2

et le dénominateur

|Ax —yl3

Z = exp(— 5

- dx.
. Ixlls)dx

Nous allons comparer ces méthodes d’intégration numérique lorsque les
numérateurs et le dénominateur sont connus.
En prenant y = 0, alors les numérateurs

Ax||2
b; = /Rp xiexp<— H2”2 — ||XH1)dX =0,
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avect=0,1,...,p.
Nous remarquons que pour chaque i et A € (0, 1]

o | A3
b; = W /Rp T; exp ( -5 (1-— )\)||x||1)p,\(x)dx,

ou la densité

pr(x) 1= 2 exp(- Al

Nous proposons pour chaque A € (0,1] et pour chaque suite (xg)

ch\le fz()‘v Xk)

N =
comme estimateur de b;, ou
_ | Ax(3
fix) = gpmesn (= g0t = (= Vi),

et les points x; = G~ 1(u) avec G désignant la fonction de répartition de

PA-
L’erreur d’estimation pour A € (0, 1) est controlée par

N (A, x "
= ZALBX < [ gp L OulasDR (G, ),

Pour A =1 la densité p; ne garantit pas le controle de I'erreur

. Z;cvzl fi(l’ Xk?)

bi ’
| fild, )

car la fonction x — f;(1,x) ne vérifie pas I'hypothese (3.3.6).
En calculant la somme des carrés des erreurs

P
Err(\) = Z b; — bi|?,
i=1

les résultats numériques obtenus, en utilisant une matrice A tirées selon la
loi de Bernoulli, montrent que le meilleur choix est A = 1 parmi les choix
A=0.1, A=0.5, A =0.8 et A = 1. Plus précisément, nous avons

arg  min  Err()\) =1
2=0.1,0.5,0.8,1

Les résultats sont reportés dans les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3.
Il ressort de ces tableaux que les points de Hammersely sont les meilleurs.
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~

i)l 62 63 64 85 66 b7 ET‘T‘()\)

A =0.1]-1.7827(-0.0075] 0.7460 |-0.7850| 0.0995 |-1.7005|2.4916 ||| 3.6689

A =0.5]-0.1780{-0.2329| 0.3085 |-0.0972|-0.1137|-0.1904 |0.3249|||| 0.5877

A =0.8]/0.0461 | 0.0387 |-0.0419 0.0023 |-0.0338|-0.0149{0.0827 ||| 0.1166

A=110.0752]0.0599 |-0.0812| 0.0165 |-0.0435]-0.0248]0.0519]||| 0.1160
TABLE 3.1 — Uniforme : N = 10°, p =7, n = 4.

81 62 ?)3 134 65 86 87 ETT()\)

A =0.1]-0.1355| 0.0335 |-0.2021| 0.1084 | 0.2540 | 0.0152 |-0.2324||| 0.4369

= 0.5]-0.3267{-0.0225| 0.0757 | 0.0216 | 0.0072 |-0.2294| 0.0421 |||| 0.4097

A = 0.8]-0.0574| 0.0428 |-0.0382|-0.0067|-0.0087|-0.0524 | 0.0402 |||| 0.1052

A =1 1-0.0222| 0.0274 |-0.0449| 0.0163 |-0.0280(-0.0364 | 0.0215 |||| 0.0781
TABLE 3.2 — Halton : N = 10%, p =7, n = 4.

61 62 63 64 85 66 37 ET’T()\)

A =0.1/0.1030{-0.0029| 0.0726 |-0.0877|-0.1492| 0.1532 |0.23201||| 0.3509

= 0.5/0.0159-0.0491| 0.0463 | 0.0743 |-0.0351|-0.0483]0.0524|||| 0.1290

A =0.8/0.0119| 0.0070 |-0.0016| 0.0198 |-0.0023| 0.0026 |0.0226||| 0.0333

A =1 0.0139] 0.0039 |-0.0052| 0.0150 |-0.0001| 0.0125 [0.0072]||| 0.0259

TABLE 3.3 - Hammersley : N = 10°, p =7, n = 4.

Nous terminons ce chapitre par la comparaison de ces méthodes pour
le calcul des numérateurs et du dénominateur (fonction de partition 7). Le
choix y = 0 et A gaussienne ou bien Bernoulli nous ne permet pas d’avoir
une valeur explicite de Z. En revanche le choix y = 0 et A ayant un seul
coefficient non nul (a;; = 1) donne

7 = 2"\/2en(1 — F(1)) = 83.9270,

ou F désigne la fonction de répartition de la loi N'(0, 1).
Le tableau 3.4 montre comment chaque méthode converge vers la vraie
valeur de Z. Nous avons besoin de N = 10% points de Halton et Hammer-
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sely pour la convergence. Les points de Halton et de Hammersely sortent
gagnants contre les points uniformes.

ZUniforme | ZHalton | ZHammersley
N =102 88.9405 84.8299 84.7579
N =10*| 83.6148 83.9318 83.9354
N =106 83.9309 83.9270 83.9270

TABLE 34 -p=T7T,n=4,y=0,A=1.

Le tableau 3.5 représente les calculs numériques des numérateurs. Il
confirme que les points de Hammersely sont les meilleurs.

by by b by bs b b || Err(y)
Uniforme| 0.0090 |-0.3085/-0.0067| 0.0651 |-0.1099 0.0447 |-0.0929][|| 0.3496
Halton |0.0000 |-0.0040|-0.0042|-0.0061 |-0.0091 |-0.0082|-0.0118|[[| 0.0190
Hammer |-0.0000|-0.0016]-0.0018|-0.0006|-0.0036|-0.0028|-0.0046][|| 0.0069

TABLE 3.5 - N =10%, p =7, n = 4.
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Chapitre 4

Les fonctions cylindre
parabolique, gamma
incomplete et lasso

Dans ce chapitre nous étudions, pour A et y fixés, la simulation exacte
de la densité du lasso bayésien

c(x)dx = le exp{—f(x)}dx (4.0.1)

ou

Ax — 2
f(x):= Hx2y||2 +[|x][1, xeRP. (4.0.2)

Plus précisément, si x est tiré selon la densité ¢(x)dx, nous allons simuler
les coordonnées polaires

X
s=——¢€8, r=]|x|,
x|

ol || - || désigne 'une des normes [ ou I! sur R?, S désigne la sphére unité de
la norme || - || et ds sa mesure de Lebesgue. Nous exprimons ¢(x)dx a laide
de la formule de changement de variables

1
Zy(s)

ou |S| désigne la mesure de Lebesgue de S, et la fonction de partition

exp{—f(rs)}rp_ldrdsZpZ(:), (4.0.3)

c(x)dx =

Z)(s) = /0 T expl—f(rs) b7 dr. (4.0.4)
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Nous exprimons la fonction de partition (4.0.4) de la loi

c(rys)dr = exp{—f(rs)}rPtdr (4.0.5)
S

en utilisant la fonction cylindre parabolique. Puis nous calculons pour chaque

angle s fixé la fonction de répartition de la densité (4.0.5). Nous donnons

aussi une inégalité de concentration et une interprétation géométrique de la

fonction de partition Z, (4.0.1).

Remarque 4.0.1. Le calcul de Z, est donné par la relation suivante :
7, = / Z,(s)ds. (4.0.6)
S

4.1 Simulation de 1’angle

Les notations S,_19, S,—1.1 désignent les sphéres unités de 'espace RP
p—1,2; Op-—1,

pour les normes [2 et ' respectivement. Un élément générique de Sp—1,2 est
noté par ¢ et df désigne la mesure uniforme sur S,_1 2. Un élément générique
de S,_1.1 est noté par w et dw désigne la mesure uniforme sur S,_1 1.

p-1, P p—1,

Pour tirer uniformément un point 6 € S,_1 2 nous utilisons la loi gaus-
sienne. Nous tirons un vecteur x selon la loi gaussienne N (0, I)x,) puis nous
formons le point

X

2

Pour tirer uniformément un point w € S,_1,1 nous utilisons la loi de Bernoulli
et la loi de Dirichlet. D’abord nous remarquons qu’il y a 2P faces :

P
Zsiwi =1, g =-sgn(w;), i=1,...,p.
i=1

Nous tirons un p-échantillons €1, ..., ¢, i.i.d. des signes £. Puis nous tirons
une distribution de probabilités

p
Zﬂ’izl, 7T1,...,7Tp20
i=1
en utilisant la loi de Dirichlet uniforme. Nous obtenons ainsi la réalisation

(8171'1, . 75p77p)

d’un élément de Sp_1 1.
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4.2 Fonction cylindre parabolique et la fonction de
partition

Nous prolongeons la fonction s € S — Z,(s) a
+oo
x eRP - Z,(x) = / exp{—f(rx)}rP"Ldr. (4.2.1)
0
Ce prolongement est homogene d’ordre —p, c’est-a-dire
Zp(Ax) = A"PZy(x), VA>0,xeRP. (4.2.2)
Si Ax =0, alors

2
y
Fr0 = 02 e,

et si en plus x # 0, alors

2
Z,00) = (p — )l exp(~ 212,

Si Ax # 0, alors nous allons exprimer Z,(x) a l'aide de la fonction cylindre

parabolique.
Nous rappelons [18] que pour v € R la fonction U(v,z) solution du

probléme
d*W (2) 22
Fya (v + Z)W(z), (4.2.3)
2

U(v,z) = P exp(—zz)[l +0(27?)], lorsque z — 400,(4.2.4)

est la fonction cylindre parabolique. Une autre notation que nous trouvons
dans la littérature est

1
Dy(z) =U(-b— i,z), VbeR,z>0. (4.2.5)

Nous avons & partir de (4.2.4)

22

Dy(2) = P exp(~

)1+ 0(z72)], (4.2.6)

lorsque z — +o0.
Nous rappelons aussi la représentation intégrale de Erdélyi [4] pour la
fonction cylindre parabolique
22 +o00 1
exp(Z)F(y)D,y(z) = /0 exp(—§r2 —zr)r’ " Ydr, v >0,

ot T(v) = [, exp(—t)t*~'dt désigne la fonction T
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Proposition 4.2.1. La variable

o I~ (Axy)
asso HAXH2

(4.2.7)

va jouer un role important. Elle ne dépend que de w = H;\h € Sp—11 et la
fonction

w e Sp—l,l — wlasso(“)

est minorée par

1 A
A1,2 := min{ (Aw,y)

— . weS, . .
’ TAcl Al pL}

Nous sommes maintenant prét & exprimer Z,(x) a l'aide de D_,. Si
Ax #£ 0, alors

2 2
y Ax
Flrs) = g oy — () 4 IAXI2,2

2 Ax 2

— ”3;”2 + || Ax | 2Wiasso + H 5 2,2 (4.2.8)

Par conséquent
2 +o0 A 2
y X -
Zp(x) = exp(—”2||2)/0 exp{—||2H27“2 — || Ax||owiasso } 7P L dr

2 +00 1
y - ~
— exp(—”2||2)HAXH2]D/O exp{—§r2 — TWigsso TP Lar.

Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Nous avons pour Ax # 0,

Z ( _ o 1 | _HYH% A —-p wl%zsso D
p(x) = (p — Dlexp(==7) [ Ax[ly ™ exp(=%) D—p(wiasso)-

S Ax — 0, alors wigsso — +00 et

— (p— ) exp( FIEy = )
ZP(X) (p 1).eXp( 2 )Hx”l [1+O<wlasso)]'

N.B. Pour des valeurs modérées de z le calcul numérique de U(v, z)
utilise I’approximation suivante [2] :

U(v,z) = D_V_%(z) = Y1 cos(f3) — Yo sin(f),
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ol
v 1
B W(§+Z)7
Yl_ylf(i—%) Y2:yzf(%—%)
Jr2itE Jr2571
avec,
2 4 6 8
B z 9 Ll.z 3 v .z 4 9 15,2z
y1—1+V§+(V +§)ﬂ+(v Jr?)aJr(V + 11v +Z)§+...,
3 5 7 9
_ z 9 3.2 3 13v =z 4 9 63,2
y2—1+1/§+(u +§)5+(u +7)ﬁ+(u +17v +Z)§+”"

Pour les grandes valeurs de z le calcul de U(v, z) utilise 'approximation
donnée par (4.2.6).
Corollaire 4.2.3. Siy = 0, alors wigsso = m est minorée par ﬁ, ot
A2 = max(||[Aw|s : w € Sp_1.1) est la norme de Uopérateur A = (R, ||-|;) —
(R™,]| - ||l2). La fonction de partition

2
w
Zp(w) = (p - ]‘>!wfa350 eXp(%)D*p(wlasso)
est une fonction de ||Awl||3 conveze et décroissante.

Preuve 4.2.4. Il suffit de remarquer que

+oo A 2
Zp(w):/o exp{—” ;H r? —r}rPldr,

4.3 Calcul de la fonction de répartition

Si x est tiré selon la densité ¢(x)dx, alors sachant l'angle s = ﬁ, la loi
de [|x|| a pour densité c(r,s)dr (4.0.5).
1) Si As = 0, alors ¢(r, s)dr est la densité de la loi gamma de parameétres

(P, [Isll1)-
2) Le cas As # 0. Nous allons calculer la fonction de répartition de

¢(r,s)dr en utilisant la fonction gamma incompléte. Les calculs donnent

1
e(r,s)dr = exp{—f(rs)}rP~Ldr
( 7 el s)
1 1
= e exp{—§(HAsH2r + Wiasso) 2 yrPtdr,
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ol
+oo 1 o p1
Zp(s) :/0 exp{—i(HAngr—i—wlasso) P~ dr.

Cette nouvelle fonction de partition ne dépend que des parameétres a =

|Asll2 et b = W = Wjgsso- S1 nous introduisons la notation
T b 2
2p(r, a,b) :/ exp{—(aT—;)}Tp_ldT, r >0, (4.3.1)
0
alors

Zp(r, a,b)

c(r,s)dr = ———-=,
/0 ( ) Zp(a7 b)
oll
zp(a,b) == z,(400,a,b). (4.3.2)

Remarque 4.3.1. Nous réécrivons pour chaque couple a > 0 et b € R, Ia
fonction

+oo 1
zp(a, b) :/ exp{—§ga,b(r)}rp*1dr, (4.3.3)
0
ou la fonction
b 2
Gap(r) = (‘”;) r>0. (4.3.4)

Le lien entre Z,(w) (4.0.4) et z,(a,b) est donné par I’équation

2 12
y b
Zp(w) = eXP(—H2H2 + 5 )z(a,b).

Nous en déduisons la relation
b2

zp(a,b) = (p—1)la™? exp(—Z)D,p(b), Va>0,beR

Maintenant nous allons calculer z,(r, a, b) en utilisant la fonction gamma
incomplete. Le changement de variables ar + b — 7 implique

7_2

ar+b
2p(r, a,b) = a*p/ exp(—E)(T —b)Pldr, r>0,
b

p—1 2

k ar+b T
_ _—D p—1—k k
=a E ( )(—b) /b exp(— 5 )TrdT.

k=0 p—1
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Il nous reste a calculer pour chaque entier k l'intégrale
a 7_2
I (a) ::/ exp(—E)deT, aeR.
0
Si a < 0 alors

0 7.2
I(a) = —/ exp(—E)deT

«
2 2 2

—(—1 k+12u/‘“ T T ﬂdl
(D2 [ e (5 G
1 [« .
= (—1)]”12%/ exp(—r)T%dT
0

k=1 k+1
= (_1)k+12 2 ’7( 9 ,—Oé),

ot v(a,z) = [ exp(—t)t*~!dt désigne la fonction gamma incompléte infé-
rieure. Si a > 0, alors

Finalement

zp(rya,b) = pi (p b >(—b)P—1—k[Ik(ar +b) — Ix(b)].  (4.3.5)

k=0 —1

Proposition 4.3.2. 1) Sia >0 et b >0, alors

p-! k E—1
zp(ra,b) =aPy (b=t RatT
k=0 \P — 1

k+1 k+1

{~( 5 ,ar + b) —’y(T,b)} (4.3.6)
— fppi1 k p—1-koizt
=aq I;)(p_l)(—b) 2

{F(%,b) - F(k;—l,ar+b)}, (4.3.7)

ot
+oo
I'(a,x) :/ exp(—t)t* tdt
x
est la fonction gamma incompléte supérieure.
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2) Sir=+o00,a>0etb>0, alors

Lk - k41
zp(+00,a,b) = a g::o (p B 1)( b) 2" T (T b) (4.3.8)
c=a Pz,(b). (4.3.9)

Maintenant nous donnons une autre formule pour calculer z,(r, a,b) en
utilisant la récurrence sur la dimension p.

Proposition 4.3.3. Soit F' la fonction de répartition de la loi normale.
Nous avons

1(r,a,b) \/7{F ar +b) — F(b)},

ar +b b
zo(r,a,b) = {exp(—g) —exp(— (2))} —z1(r, a, b)a,
b p—2 P2 9
zp(r,a,b) = —zp_1(r, a, b)a + zp_ao(r, a, b)7 — exp{—(ar +b)°/2}, p>3.

Des calculs numériques sont en cours pour comparer les trois méthodes
de calculs : Le calcul numérique de la fonction cylindre parabolique, le cal-
cul numérique de la fonction gamma incompléte et le calcul numérique en
utilisant la récurrence sur la dimension p.

gamma incompléte | cylindre parabolique | récurrence

Zy(s) 0.3174 0.3593 0.3826

TABLE4.1-p=2n=1y=0et A=(1 1).

4.4 Interprétation géométrique de la fonction de
partition

D’abord nous représentons f(rx) pour Ax # 0 sous la forme
HyH% - wl2asso (THAXH2 + wla880)2 )

Firx) =75 9 2

(4.4.1)
La fonction

exp{—f(x)}, VxeRP
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est log-concave et intégrable sur RP. La fonction de partition

Zp(x) = /0+Oo exp{—f(rx)}rp_ldr

définie pour chaque x € R? est homogene d’ordre —p (4.2.2).
Si x est non nul et Ax = 0, alors

1

_1 2
X € RP Zp P(x) . HXHl exp( ||yH2)

(1)t 2P

Par conséquent
_1
x € Ker(A) — Z, " (x)
est une norme. Un résultat général [1] nous dit que
1

x €RP = Z, ”(x) == ||x]|.

est une quasi-norme sur R? (seule la symétrie par rapport a lorigine est
manquante).

En exprimant Z,(x) & 'aide de la fonction cylindre parabolique, la boule
unité de || - || est définie par

B(A,y) ={xeRF: |x] <1}
={xeR:Z,(x)>1}
={x=rweRV: Z,(w) >rP}

— — D . _ HYH% wl2asso y4
= {x=rw e RP: exp( + )zp(w) > 1P}

2 2
2 - w2
={x=rwelRl: (p— 1)!exp(—||y2”2)HAwH2pexp(l‘zfso)D_p(wlasso) > rP}.
Son contour est égal a
C(Ay) :={xeR": [lx[lc =1}
={xeR:Z,(x)=1}
={x=rweRV: Z,(w) =1}
» Y13 | @husso p
={x=rweRP: exp(—T + T)zp(w) =rP}
2 - w2
= fx=rw e B (p— 1)lexp(~ 02) | Awl? exp(052) Dy 1) = 17}

Nous résumons nos résultats dans la proposition suivante.
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Proposition 4.4.1. 1) Pour chaque w € Sp_11, le plus long segment [0, r|w
contenu dans B(A,y) a lieu pour r = Tyez(w) solution de 'équation

P — —1)! _HYH% AwllZ? wl%zsso D
P = (p = Dlexp(==77) [Awlly” exp(=7) D—p(wiasso)-
2) La boule
B(AaY) = U [Oarmax(w)](&}7
wESp_l,l

et son contour est égal a
CAY) ={rma(ww: weSp_11}.
3)Le volume de B(A,y) est
[ ey, 2
Sp-1,1 p p
4.5 Condition nécessaire et suffisante pour que lasso
soit nul

Maintenant nous pouvons donner la condition nécessaire et suffisante
pour que lasso soit nul.

Proposition 4.5.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1) 0 = lasso.
2) Wigsso(w) > 0 pour tout w € Sp_1.1.
3) 1> |(Aw,y)| pour tout w € Sp_11.
4) 1A y| < 1 pour touti=1,...,p, ou A désigne la i-éme ligne de A.

4.6 Concentration autour du lasso

4.6.1 Le cas lasso nul

La formule de changement de variables (4.0.3) nous dit que nous pouvons
tirer un vecteur x selon ¢(x)dx en tirant son angle s uniformément, puis tirer
sa distance a l'origine selon ¢(r,s)dr (4.0.5).

Maintenant nous allons estimer pour r > 0 la probabilité

Foo ds
Pl > ) = [ [ elrsr g
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ou |S| désigne la mesure de Lebesgue de S. Nous introduisons pour chaque
couple a > 0, b € RP la fonction

Jabp(r) = gap(r) = (p—1)In(r), 7>0. (4.6.1)
Dans ce qui suit
a = ”ASH27 b= Wlasso-

La fonction 7 > 0 — g, 5(r) est croissante (car b := wjgsso > 0). La fonction
T — Gapp(r) est convexe et atteint son minimum au point r(s) solution de
I’équation

p—1

1As[l2(r[|Asll2 + wiasso) = =

La racine positive est donnée par

—Wiasso T \/wlzasso + 4(]9 - 1)
2|| As]|2

r(s) = (4.6.2)

D’une part

r(s)

[ eplgan (e = explguar} [ 7 e = expl-gan ()"
0 a,b,p = a,b 0 a,b,p .

p

D’autre part en utilisant la convexité de r — g, (r), nous avons pour tout
r >0,

(p—1(r—r(s))

r(s) ’
p—1

car Opgap(r(s)) = ") - Nous en déduisons pour ¢ > 0,

ga,b(r) > ga,b(r(s)) +

+o00 oo .
/ exp{—Gabp(r)}dr < exp{—gap(r) +p -1} exp{—LT}Tp_ldr
ar(s) qr(s) T(S)

400
< exp{—ga(r(s)) +p — 1}/ exp(—r)rPtdr ———
q(p—1) P

r(s)
WF(I%Q(Z)— 1)),

ot T(v,2) = [F* exp(—t)t*~!dt connue sous le nom de la fonction gamma
incomplete supérieure. Finalement nous obtenons le résultat suivant.

< exp{—gap(r(s)) +p -1}
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Proposition 4.6.1. Nous avons pour tout q¢ > 0,

o pexp(p—1)

P(|[x|| > gr(s)) < (p— 1)

L(p,q(p—1)) :== P(g,p). (4.6.3)

En utilisant I’estimation suivante [14]

r* texp(—z) < T'(a,z) < Bz* 'exp(—z), Va>1, B>1, z>

B_l(a’_l)7

nous obtenons pour ¢ > 1,
T(p,q(p—1)) < 2¢" ' (p = 1)’ Fexp(—q(p - 1)).

Par conséquent la quantité

exp{—(¢—1)(p—1)}.

Bilan. Si x est tiré selon la densité ¢, alors % € B2(0,q) avec une
probabilité au moins égale a 1 — P(q, p).

Dans la figure ci-dessous nous tracons pour p=2,n=1, A = (1 1) et
y = 0 la densité c(r,s)dr pour une valeur de s fixée.

N Y © > c(r,s)

1(s)=06290  *,
[e—

01— z\ —

mode(c(r,s))=0.6200
/ | | \ |
1 2 B P s s 7 s

r

FIGURE 4.1 — pour r € [0.1;10] — ¢(r, s).

Nous remarquons que le mode de ¢(r,s) = 0.6200 est trés proche de la
valeur 7(s) (4.6.2) qui vaut 0.6290 pour le méme s fixé.

o1
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4.6.2 Le cas général

Nous prenons un vecteur 1 € lasso. Nous allons étudier la concentration
de ¢ autour de 1. La variable d’intérét est u = x — 1. La loi de u a pour
densité

1
c(u+1l)du = 7 exp{—f(u+1,A,y)}du.
P

La formule de changement de variables donne pour chaque norme || - ||

1
c(u+1)du = 7 exp{—f(r@ + )P~ tdrdd, r>0,0¢€S.
P

Par définition pour tout vecteur x, la fonction convexe r > 0 — f(rs +1)
atteint son minimum au point r = 0. Par conséquent r» > 0 — f(rs +1) est
croissante. La fonction

frs+Lp):=frs+1)—(p—1)In(r), r >0, (4.6.4)

est strictement convexe. Son point critique 71(s) est solution de I’équation
-1
Orflrs+1) = pT.

Par une preuve similaire a la proposition (4.6.1) nous avons le résultat sui-
vant ;

x—1

Proposition 4.6.2. Six est tiré selon la densité c, et s = =1’

tout ¢ > 0,

alors pour

P(lx 11 = n(s) < PSP, g0 - 1) = Plap). (169

4.7 Applications

4.7.1 Le controur dans lecas p=2,n=1

Soit A := (a1,a2) une matrice d’ordre 1 x 2. Son noyau Ker(A) =
{(z1,22) :  a1z1 + aswa = 0}. Nous savons que B(ay,as,y) contient
Ker(A) ﬂ 32,1.

Cette intersection est un segment symétrique noté [(z1 (a1, a2), x2(a1, a2)), —(z1(a1, az), z2(a1, a2))].
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Pour déterminer les autres points de 'ensemble B(aq, az,y), nous allons
calculer directement Zs(w). Un simple calcul donne

2 2 +00 A 2
Zo(w) = exp(—y— + Llasso)/ exp{— (Awr + Wiasso) Yrdr,
2 2 0 2
et
oo A 2 +oo A 2

\Aw[/ exp{—(| w|’r+wlasso) }Tdr‘i‘wlasso/ exp{—(| w|T+wlasso) }dT’: 1.

0 2 0 2
Finalement nous avons la proposition suivante.
Proposition 4.7.1. 1) Si Aw # 0, alors

2 WP w
Zy(w) = exp(—% + %)\Awrl{l — ’Zijf V271 (1 — Fwiasso)) }s

ot F' est la fonction de répartition de la loi normale.
2) 8i Aw #0 ety =0, alors

2

w
Zs(w) = Wiasso exp(%){l - W?assam(l — F(wiasso)) }-
3) Siwe S i1, Aw#0 ety =0, alors la fonction 2z
1 1 1 1
2
2(b7) = gexp(@){l — 3V 2m(1 — F(g))}

définie sur (0,M3 5] est conveze et décroissante, ou A1 = max,es, ; |Awl.
4) Nous avons pour w € Si 3

1
Z3(w) = z22(—5—), VYweSi.

Wiasso

La boule
B(A,0) = {rw: Zo(w)>r?}.

Il est contenu dans le disque unité ||x||; < 1 pour la norme /. Le contour
est défini par ’équation

Zy(w) = 2.
La norme de l'opérateur linéaire A : (R?, || - ||1) — (R, || - ||2) est définie par

A2 = sup [Awls.

willwlli=1
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La fonction w — Za(w) = z2(A] ) est constante sur
op={w: fwlh=1[Aw]= A}
Si A =(1,1) alors
Qop={w: |wlh=1 [Aw[= A}
= [(17 0)7 (07 1)] U[(_17 0)7 (07 _1)]‘
Si A = (a1,a2) avec |a1] < |ag|, alors
op={w: |lwlh=1[Awlz= A2}
= {(0,s9n(a2)), (0, —sgn(az))}-

Dans les deux cas

{2’2(/\%,2)}%91,2

est une partie du contour. Les autres points du contour se déduisent de
I’équation

22(b2) = a2, be (0, )\172).

Chaque couple (a,b) donne naissance a quatre points de B((a1,az2),0) de la
forme aw ol

wi] + w2| =1, [a1w1 + agwa| = b.

Nous avons tracé le contour de B(aq, az, 0) pour différents choix de la ma-
trice a1, ag. Nous remarquons que la surface de B(aq,ag,0) est décroissante
en fonction de la norme Aq 2 de la matrice A, voir figure 4.1.

Remarque 4.7.2. Les calculs numériques montrent que Z(wjqsso) €xplose
pour les grandes valeurs de w50, ¢’est-a-dire lorsque w est proche du noyau
de A. Pour éliminer les explosions il faut utiliser ’estimation de la queue de
la densité gaussienne. En utilisant 1’estimation de Gordon [7]

exp(—‘ﬁ) exp(—ﬁ)
—2-<Vor(1-F(z)) < ——25, >0,
nous obtenons ’approximation suivante
1 1 1 1
— <) < 5 - —— 4.7.1
2 b~ (7)< 2 14068 ( )

au voisinage de 0.
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. A-[0503] et} ,~0.4999

A=[11] eth, ,=1

© A=[42] et} ,=3.994

"y . « A-[129] et} ,=11.9980

FIGURE 4.2 — Contours de B(ay, az,0) pour différentes matrices A, p = 2 et
n = 1.

4.7.2 Application au diagnostic de convergence de l’algo-
rithme de Metropolis-Hastings

Nous considérons le cas y = 0. Nous donnons une illustration de I'inéga-
lité de concentration en comparant les algorithmes de Metropolis a marche
aléatoire et de Hastings indépendant en utilisant notre inégalité de concen-
tration. Nous rappelons que si x est généré selon la loi cible ¢, alors ||x||2 <
qr(f) avec une probabilité au moins égale a P(q,p) (4.6.5). Le tableau 4.1
donne les valeurs de probabilités P(q, 7) pour différentes valeurs de ¢. Notons
que pour g > 2.5 le critere ||x||2 < ¢r(f) est satisfait avec une probabilité au
moins égale a 0.9446.

Etant donnée une chaine (x(*)) de I’algorithme de Metropolis-Hastings,
si [[x®| < gr(0®) alors le vecteur x(*) peut étre considéré comme une
réalisation de la loi cible c. Ici

<)

o
@12
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Nous prenonsp =7,n =4, A ~ B(iﬁ) et nous prenons le cas ouy = 0.
Nous simulons selon la loi ¢ (4.0.1) en utilisant 1’algorithme de Metropolis-
Hastings (x(*)) et nous proposons le test

2 < qr(6)

comme critére de convergence.

q 2 2.5 3 3.5 1 45 5
P(q,7)/0.6672]0.9446]0.9924[0.9991 [0.9999 | 1.0000| 1.0000

TABLE 4.2 — Les valeurs de probabilités de P(q,7).

Les figures 4.2 (a) et (b) représentent respectivement la courbe de t —
5r(0®) et t — ||x(®)||5 pour lalgorithme de Hastings indépendant et de Me-
tropolis & marche aléatoire. D’apres les figures 4.2(a) et 4.2(b), il semble
que l'algorithme Metropolis & marche aléatoire converge plus vite que ’al-
gorithme de Hastings indépendant. Plus précisément :

1) D’apres les figures 4.2 (a) et (b), 'algorithme de Metropolis & marche
aléatoire commence A satisfaire le critere ||x( ||y < 3.57(®)) & partir
de l'itération t = 866372, mais l'algorithme de Hastings indépendant
ne vérifie pas le critére de convergence qu’a partir de 'itération ¢ =
992412.

2) D’apres les figures 4.3 (a) et (b), l'algorithme de Hastings indépen-
dant commence & satisfaire le critére |[x(®)]]y < 5r(®)) a partir de
litération ¢ = 932996. Mais L’algorithme de Metropolis & marche

aléatoire satisfait le critere ||x®| < 5r7(8®) pour t = 1,...,10°.
Nous proposons un autre critere de comparaison basé sur le fait que
/ xc(x)dx =0, (car iciy = 0). (4.7.2)
RP

Le meilleur algorithme parmi a = HI (Hastings indépendant) et a = M A
(Metropolis & marche aléatoire) est celui qui donne la meilleure approxima-
tion de l'intégrale

= —_— (t) = X
/RP xc(x)dx N Zxa = Xg.

Les résultats numériques sont donnés dans le tableau 4.2.
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1 To xs3 T4 T5 T xTr
X7 |-0.0005(-0.0037| 0.0016 {0.0164| 0.0050 |0.0021|-0.0058
X4 | 0.0005 [-0.0019(-0.0002|0.0012{-0.0005|0.0031 {-0.0011

TABLE 4.3 — les estimateurs Xp; et X374 pour N = 10° itérations.

Il en résulte que

Lo 0
<> xy/ll = 0.0187
Nt:l

et
LS~ (0
= x)/all = 0.0041.
N t=1

De nouveau l'algorithme de Metropolis a marche aléatoire gagne contre 1’al-
gorithme de Hastings indépendant.

4.8 Appendice : Centrage autour du lasso

Soit 1 un élément de lasso et x un vecteur tiré selon la densité ¢ du lasso
bayésien. Nous nous proposons de calculer la loi de x — 1 sachant 'angle
S = ﬁ 11 s’agit de calculer la fonction de répartition de la densité ¢(r, s, 1)
proportionnelle a

exp{—f(rs + 1)} }rP7L, (4.8.1)

1
a(rys)dr = 70

ou la fonction de partition
+o0
Zu(s) = / exp{—f(rs + 1)} }rP Ldr.
0
Nous introduisons les notations suivantes

So={i=1,....p: s;=0},
Sp={i=1,....,p: s;#0, s;l; >0},
S_.={i=1,....p: s #0, s;l; <0},

o7
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ou ly,...,l, désignent les composantes du vecteur 1. Nous notons par |S]
le cardinal de I'ensemble S. Nous avons aussi besoin d’ordonner la suite

(M: ieS):

[s]
|

g(l) < <Us(|S2]) < Us(|1S— 4+ 1) i= +oo.

Is(0):=0<ls(1) :=
En utilisant ces notations, nous obtenons
L.
Irs+ 101 =Y LI+ > [sil( r+ )+ > |81||T—H.
’L

i€So €S iE€ES_

Sils(k) <r <ls(k+1), alors

l7s +Ulv = [Isllp7 + cx,

ou
|S—|
aku]lH-ZN‘_ZN )|+ Z 1(2)
1€Sp l€S+ i=k+1
Isllie= > !81|+Z\ (1) = Z |s(
€Sy i=k+1

Ici () désigne un indice k € S_ qui vérifie é(z) = i—’; Observer que ||s|[;s_| =
|Is]]1- Si As = 0, alors la fonction

113
)

Flrs+1) = sl + 12

Is(k) <r<ls(k+1),
ou
yi=y — Al

Pour traiter le cas As # 0, nous avons besoin des notations suivantes :

Wiasso(k) = HASH — |Iy1]l2 cos(As, y1),
2 k
ay = Hy21||2 _ wlas;o( ) + ay.

Nous obtenons

(THASHQ + ("Jlasso(k:))2

frs+1) = oy + 5 :

Is(k) <r <ls(k+1).

o8
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La densité

IS—|+1 2
1 r||As|lo + Wigsso (k
a(r,s) = > eXP(—Oék)eXp{—( [Aslz + tasso (k) Flis(ky<r<ts(k+1)]-
Zl(S) k=0 2

Si nous introduisons
'
Zy(r,s) = / exp{—f(rs + 1)}rp_1d7“,
0

alors pour ls(k) <r <ls(k+1)

k

Zy(r,s) = Y exp(—ay){z(min(ls(j +1),7), | As|l2, wiasso(1)) — 2(I5(), [|AS|l2, wiasso(7))}-
j=0

La fonction de répartition de ¢j(r, s)dr est égale a

r 2 0 —s Zl(’f’,S>
Zl(+OO, S)

Exemple. n = 1,p = 2, A = (1,1), y = 2. Nous pouvons montrer que
lasso =[(1,0),(0,1)]. Prenons 1 = (1,0) et la norme || - ||;. Dans ce cas

lrw + 1|1 = |rwi + 1] + 7|we|
=r+1, si w >0,

=r(w; + |wa]) +1, si w1 <0, r<—7)
| |

1
=r—1, si w <0, r>—.
|w]

Siwi >0, w; +wse # 0 alors
1 w?
Z1(w) = exp(~1) exp(— 5 + “2)2 (| Awls, tass):

ol Wigsso = m — 1. Si wy <0, alors

w2 —
Z1(w) = exp(—1) exp(— + Gassol )y L a1 o))+

2 2 ]wl\’
1 wlzasso 1
exp(l) exp(—§ + T){Z(HA(‘UH%UJZ(ZSSO) - z(ma ||Aw||2awlasso)}
ol
wi + |wa|
wlasso(_) = 7||Aw||2 —1.
59
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4.9 Appendice: Algorithme de Metropolis-Hastings

Il permet de simuler selon notre loi cible ¢, de maniere approchée, en
interprétant ¢ comme la loi stationnaire d’'une chaine de Markov (X,,) re-
présentant les étapes successives de ’algorithme. En attendant suffisamment
longtemps, X, a une distribution proche de ¢. Voir [6], [8], [10], [12].

Nous nous donnons un noyau de transition (appelée aussi loi de propo-
sition) g(x1,x2) > 0, c’est-a-dire x2 — ¢(x1,X2) une densité de probabilité
pour chaque x; fixé.

L’algorithme de Hastings se décrit ainsi :

k, N : int;

Xo, ..., Xy : configuration;
Xg < configuration initial
For k from 1 to N do

If (ra,nd < c(x")g(x" Xn—1) ) then

c(xn-1)q(xn—1,%x*)
‘Xn + x*; [ acceptation de la proposition de x*]

x* + simulation suivant la transition ¢(ng_1,.) en partant de x,,_1 ;

else
‘xn — Xp—1; [rejet]
end If
end for
return xi,...,xy; [la mesure empirique de (x1,...,xy) est proche de c].

L’algorithme de Metropolis est un cas particulier de I'algorithme de Has-
tings. Il correspond aux lois de proposition symétrique q(z2,z1) = q(z1, z2).
L’algorithme de Metropolis & marche aléatoire correspond au choix g(z1, z2) =
q(|w2 — 21]).

La chaine (x()) a pour probabilité de transition [5]

p(XlaXQ) = (Xl,XQ)Q(Xl,XQ), X1 ?’é X2,

Q

p(x,x) = [ q(x,%2)[1 — a(x,x2)]dx,
RP

~—

C(XZ)q(XQa X1

o clxa)a(x, xa) N
La densité c est invariante pour cette chaine, c¢’est-a-dire

/Ac(x)dx = /Rp c(x)p(x, A)dx

ol a(xy,Xg) 1=

pour tout borélien A.
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Nous rappelons certains résultats ergodiques. Voir par exemple [11], [13],
[15], [16]. Si la densité cible ¢ et la loi de proposition g sont continues et
strictement positives, alors nous avons le théoreme ergodique

1Y (t)y N—=7o0
N;f(x) 5| Fex)e(x)dx (4.9.1)

vérifié pour toute fonction f, cdx intégrable. Ce résultat est beaucoup plus
fort que la loi forte des grands nombres classique. Contrairement a la loi
forte des grands nombres la convergence a lieu pour chaque trajectoire de la
chaine.

La convergence de x(*) vers la densité cible ¢ s’énonce comme suit [17].
Sauf sur un ensemble NV tel que [\ c(x)dx =0,

1P (x @) — cdx|yr = = sup [P(x®) e 4)|x@) - /A ¢(x)dx| — 0

1
2 AcB(re)

pour tout x(© ¢ N. Cette convergence est appelée : théoréme ergodique
faible.
L’ergodicité uniforme est définie par

sup HIF’t(X(O), ) = cdx|lyr = }sup sup \]P’(X(t) €A \x(o)) — / c(x)dx| — r(t),
x(0) x(0) ACB(RP) A

avec la vitesse de convergence r(t) — 0 lorsque ¢t — +00.

Metropolis-Hastings indépendant

L’algorithme de Hastings indépendant correspond au choix de la loi de
proposition

q(x1,%x2) = p(x2), Vxi,X2.

S’il existe M > 1 tel que

c(x)
p(x) =M

alors la chaine de Markov (X(t)) construite par ’algorithme de Hastings est
uniformément ergodique [11] pour tout x(0) et pour tout entier £ > 1,

sup  [P(x® €A|x(0))—/ c(x)dx| < (1— -
ACB(RP) A M
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Dans le cas de notre densité cible

1 Ax —y|?
() = 7 exp(—1 220 )
et le choix
1
p(x) = o exp(=|x]}1)

la constante

2p

M= —.

Zp

" (@) ) (b)
—3.5r(e") —3.5r(o%)

=) — X

le?LPIW ki

o I I 1 1 1 1

83 a 92 94 as as 10

FIGURE 4.3 — (a) : Test de convergence de I'algorithme de Hastings indé-
pendant avec la loi de proposition de Laplace. (b) : Test de convergence

de 'algorithme de Metropolis a marche aléatoire avec la loi de proposition
N(0,0.5L,). N = 10° itérations.
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(b)

—5r(6®)
]

i

FIGURE 4.4 — (a) : Test de convergence de I'algorithme de Hastings indé-
pendant avec la loi de proposition de Laplace. (b) : Test de convergence
de 'algorithme de Metropolis a marche aléatoire avec la loi de proposition

N(0,0.5L,). N = 10° itérations.
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Chapitre 5

Simulation du lasso bayésien
par une équation
différentielle stochastique
avec dérive discontinue

Nous pouvons voir la densité c¢(x)dx comme la densité invariante de
I’équation différentielle stochastique

1
dx(t) = —58 f(x(t))dt + dw(t), (5.0.1)
ou f(x) = —In(c(x)) (4.0.1) et w désigne le mouvement brownien sur RP.
Nous pouvons aussi fixé la direction w = ﬁ et voir la densité de r =

Ix|[1 (voir (4.0.5 chapitre 4) comme la densité invariante pour 'EDS sur
(0, +00) définie par

ar(t) = S Al Acllar(t) + o)yt + 4B, (502)

r(t)
olt B est un mouvement brownien standard sur R. Si wy,ss0 = 0, alors (r2(t))
est le processus de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) connu aussi comme le processus
de Bessel généralisé de parametres (p — 1, —||Aw]|3) [12].

La densité ¢(x)dx est le candidat pour étre la densité invariante de notre
EDS (5.0.1), mais nous n’avons pas pu le montrer. En revanche nous pouvons

montrer en utilisant [18] que la densité de r est invariante pour la diffusion
(5.0.2).
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Dans ce chapitre nous allons approcher la loi cible ¢(x)dx (4.0.1) par
la loi de x(T") lorsque T' est grand, en utilisant les schémas d’Euler semi-
implicite et explicite en utilisant les méthodes de Monte Carlo (MC), Monte
Carlo a plusieurs niveaux (MLMC). La méme étude est en cours concernant
la diffusion (5.0.2).

Nous rappelons d’abord les résultats théoriques concernant les équations
différentielles stochastiques multivariées (EDSM).

5.1 Equation différentielle stochastique multiva-
riée (EDSM)

Soit w un mouvement brownien standard RP et b : R? — RP une
application réguliere. Une solution a 'EDSM

dx; = —[0p(x¢)dt + b(x)dt] + dwy (5.1.1)

est un couple ¢ € [0, +00) — (x(t),1(t)) € RP x RP de processus adaptés a la
filtration brownienne et continues avec 1(0) = 0. L’application ¢t — 1(¢) est a
variation localement bornée et

dXt = —dlt — b(Xt>dt + th.
di(t)

La dérivée "W € 0p(x(t))" dans le sens suivant :
<Xt — Oy, dlt - 6tdt>

est une mesure positive pour tout couple de trajectoires ¢t — (v, B¢) conti-
nues et telles que 3; € 9¢(ay). Nous observons que si dl; = ljdt, alors
I € 0p(x).

Il est bien connu que si

[b(x1) — b(x2)[l2< Cllx1 — x2l2, Vx1,x%2,
[b(x)[la< C(1+ [Ix[]2), Vx,

alors il existe une unique solution (x,1). See e.g. [2], [3], [5], [6], [14], [21].
Par conséquent 1’équation (5.0.1) a une unique solution (x,1). En général
la mesure dl; n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue dt. Dans notre cas, nous allons montrer que dl; est absolument
continue.

Nous rappelons deux méthodes de construction de la solution x of (5.0.1).
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1) En choisissant ¢(x) = ||x[|1, b(x) = A*(Ax —y), alors la solution
de (5.0.1) est 'unique couple (x,1) de processus adaptés et continus avec
1(0) =0, t — 1(¢) a variation localement bornée et

dl(t
dx(t) = —[dl; + A*(Ax(t) — y)dt] + dwy, d(t) € J||x(t)|1. (5.1.2)
Ax — 2
2) En choisissant p(x) = ||x||1 + HX7yH2, b(x) = 0, alors la solution

de (5.0.1) est I'unique couple (x(t),k(t)) continu et adpaté qui vérifie
dx(t) = —dk(t) + dw(t), k(t) € dp(x(t)).
L’unicité de la solution de (5.0.1) implique
dk(t) = dl; + A" (Ax(t) — y)dw.

Maintenant, nous allons montrer que 1 est absolument continu.

5.1.1 Probléme de Skorokhod

Soit f : [0,T] — R? une fonction continue et v : RP? — R une fonction
convexe. Ils existe un unique couple (x, k) de fonctions continues avec k(0) =
0, t — k(t) a variation localement bornée tels que

x(t) = f(t) —k(t), Vt>0, (5.1.3)
(x(t) — a(t),dk(t) — B(t)dt > 0, (5.1.4)
pour tout couple de trajectoires continues t — («(t), 5(t)) et telle que 5(t) €

0Y(a(t)). Voir par exemple [6].
Maintenant nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 5.1.1. Nous supposons que
m =sup{||v]z2: vE€ U oP(x)} (5.1.5)
xERP

est fini. Alors la fonction 1 solution du probléme de Skorokhod (5.1.4) est
absolument continue.

Preuve 5.1.2. Soit e € R? tel que |lel]la =1, v > 0 et v € 9Y(ye) ayant la
plus petite norme euclidienne. Comme (x,Kk) est la solution du probléme de

Skorokhod, alors

(x(t) — ~ve,dl(t)) > (x(t) — e, vdt)
> —m (|Ix(®)ll2 +~) dt.
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Pour chaque 0 < s < t, nous avons
1) ~1(5),0) = [ tesdiw)
=t [t itw) = [ xt) = et

S

<o [t )+ [ Il +me ),

S

En utilisant la derniére inégalité,
1(t) = 1(s)[l2 = sup{(1(t) —1(s),e) : e cR”, [e|2=1},
et en faisant v — +00, nous obtenons
11(t) = 1(s)]l2 < m(t — s).
Ceci achéve la preuve.

En prenant

F(t) = x0— /Ot A*(Ax(s) — y)ds + wi,

nous déduisons que la solution (x,1) (5.1.2) est la solution au probleme de
Skorokhod. Par hypothéese ’équation (5.1.5) est satisfaite pour ¥ (x) = ||x||1,
avec m = 1, et alors 1 est absolument continu. Finalement la solution (5.0.1)
satisfait

x(t) = x(0) — /Ot[v(s) + A*(Ax(s) —y)]ds + w(t), (5.1.6)

et v(t) € Alx(t)l1, [[v(t)l2 <1, dt p.p.
De plus nous montrons p.s. pour i = 1,...,p que z;(t) # 0 et v;(t) =
sgn(x;(t)), dt p.p.

5.2 Simulation du LASSO bayésien en utilisant
P’EDSM

Pour approcher E[x(7T')], nous allons utiliser des schémas numériques
pour approximer la solution de (5.0.1) en utilisant les pas de discrétisation
du temps

Aty = 27!T, (5.2.1)
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avec les niveaux | =I5, s+ 1,.... Dans la suite le plus petit niveau
In(7T)
= 1
T ) "
Ayant un schéma numérique (xr(sc,k): k=1,... ,2L) tel que

E[xp(sc, 2L)] — E[x(T)]

lorsque L — +o0. Nous allons calculer E[x; (s¢, 25)] pour L grand. Pour at-
teindre ce but, nous proposons la méthode de Monte Carlo (MC) [10] et celle
de Monte Carlo multivariée (MLMC) [8]. Nous allons discuter U'efficacité des
estimateurs de E[x(T")] en utilisant MC et MLMC.

Nous allons nous inspirer des résultats obtenus dans [20] pour les colli-
sions de Coulomb, et nous proposons une nouvelle méthode pour calculer le
colt de 'estimation.

5.3 Coiit optimal de la méthode MC

Etant donné un échantillon (xF(sc,2!): k=1,...,N,) de taille N; de la
loi de x;(sc, 2!), nous définissons

1
fclNl(sc, 2y = — N " xF(sc,2)), 1, and, N; are fixed, (5.3.1)
N
%i(sc,2) = E[x)(s¢,2)] = lim %" (sc, 20), (5.3.2)
Nl~>+oo
%(T) :=E[x(T)] = lim %(sc,2'). (5.3.3)
l—+o00

Nous rappelons que la méthode MC propose d’estimer %X;(sc, 2') (5.3.2) par
£ (s¢, 2 (5.3.1).

Sinous estimons X(7") (5.3.3) par )AclNl (sc,2!), alors Ierreur a deux sources.
L’approximation de E[x(T')] par E[x;(sc, 2)], et erreur de 'approximation
de %(sc,2") = E[x(sc, 2)] par f(lNl(sc, 2 qui dépend de la taille N; de
I’échantillon.

La précision de fclNl(sc, 2!) comme estimateur de %(7") est égale &

%(T) — %" (sc, 2")][3]
N ~ A AN,
= |R(T) — %i(s¢, 213 + E[||Ru(s¢, 2) — % (se, 21)|13].

Nous avons

. N Var(sc)
E[[|%;(sc, 2l) — %, ' (sc, 21)”3] = Ta
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ou

p
Var)(sc) = Z Var(z;(sc, 2l)).
i=1

Ici 7 4(sc,2") est la i-th composante de x;(sc, 2') et Var(x;;(sc,2')) désigne
sa variance.
La quantité

I%(T) — %;(s¢,2)|? = e(sc, Aty) (5.3.4)

est une fonction du pas de discrétisation At;. Elle joue le role principale
dans le calcul de I'erreur M SE.
L’estimateur f(ivl(sc, 2!) de %(T') a une précision n? si
MSE =E[|IX(T) ~ %" (se,2)[3] = o/
Var(sc)

= C(SC, Atl) + T (535)

Le cofit de calcul K pour obtenir (xf(sc, 20y k=1,...,N)) est

T
K(N;, At)) = Nj— = N;2.
( Iy l) lAtl l

Nous cherchons donc & minimiser le coiit K sous la contrainte (5.3.5). En
utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange

_ N T Var(sc) 9
L(Ni, Aty, A) = NlAtl + A(e(sc, Aty) + N, %),
nous obtenons le choix optimal
T Var(sc)
Atl N12 ’
T Oe
—Nirg + A (sc, Aly) =
Z(Atl)Q + At (sc, Aty) =0,
e(sc, Aty) + Vari(sc) = 2. (5.3.6)
Ny
Par conséquent
de(sc, At;)  n* —e(sc, At)
- 5.3.7
Aty At ’ ( )
e(se, Aty) < n%. (5.3.8)
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Nous proposons de résoudre le dernier systéme numériquement comme
suit. Nous estimons X(T') par %z (sc,2%) avec L = 16. D’une part

1%L (sc, 25) — %;(s¢, 29 ||2 ~ e(sc, Aty). (5.3.9)

D’autre part

de(sc, At;) _e(sc,At;) —e(sc, Aty 1)
At T2-1-1

L’équation (5.3.7) devient
3e(sc, Aty) — 2e(sc, Aty 1) ~ 0.
Maintenant nous calculons pour [ > [ la quantité
3e(se, Aty) — 2e(sc, Atjyq) (5.3.10)
avec le critere d’arrét
e(sc, At)) < n?. (5.3.11)

Ayant obtenu le [ optimal, nous calculons Var;(sc) par

p
1=

1 1 Y
N Z ]xf’;i(sc, 2l) N Z mﬂ-(sc, 2l)|2. (5.3.12)
15 k=1 k=1

Ayant obtenu [ et Var;(sc), nous calculons la taille optimale NV; en utilisant
I'équation (5.3.6) et finalement nous obtenons le cotit optimal Kj.

5.4 Colit optimal de la méthode MLMC

La méthode MLMC a été initialement développée pour les mathéma-
tiques financieres [8], [9]. Aujourd’hui elle est utilisée dans beaucoup de
domaines.

La méthode MLMC utilise plusieurs niveaux et elle s’utilise de la ma-
niére suivante. Dans notre cas, nous considérons les niveaux [ = Ig, s +

1,...,l, < L = 16. Le plus petit niveau /5 est choisi de sorte que At;, = 3
Nous générons un échantillon (st(sc, 2y 1 k = 1,...,N;,) de taille N,
de la loi de x,(sc, 215), et pour chaque | =l + 1,...,l,,, nous générons a
partir de la méme trajectoire et de la méme condition initiale des échan-

tillons (xF(sc,2) : k = 1,...,N)) et (xF ;(s¢,2"1) 1 k = 1,...,N;) de
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la loi de x;(sc, 2) et x;_1(sc, 2/71) respectivement. De plus les échantillons
(Xi(sc, 2ls) ck=1,...,N), (xf(sc, 2l),xf_1(sc, 21_1) :k=1,...,N;) pour

l=1,+1,...,1, doivent étre indépendants. En utilisant la somme télesco-
pique
Im
Ri,, (56,2") = Ry, (s¢,2) + Y (Kulse,2') = Kima(se,271)),
I=ls+1

la méthode MLMC propose I'estimateur
% Vim (2m) = £V (¢, 2%) + Z (! (se,2) = % (s, 271))
l=ls+1

de %, (sc,2') := E[x;,, (sc, 2!™)].
Nous introduisons pour chaque niveau l et pour chaque taille N; d’échan-
tillon les notations suivantes :

)Ellvl(sc,Q ) — fcfvll(sc ol= 1) (YNZ(SC7 21)_

Nous en déduisons

2 (et 8 (o) - 02 )
I=ls+1
(sc, 2’ )+ Z 5ANZ (sc, 2l (5.4.1)
I=ls+1

ou 6)2;\[1(30, 2y .= val(sc 2!y — val (sc,2!71). N
La précision de Pestimation de %(7') par Iestimateur %, ™ (sc, 2lm) est
calculée par

MSE :=E[||%(T) - %, (s¢, 27)[[3] = [X(T) — %, (se, 2)|[3 + Var (s, ™ (sc, 2™)).

Si nous posons Vj, = Var(x;,(sc,2")), et pour | = I3 +1,..., 1y,
Vi = Var(dx;(sc,2Y)), (5.4.2)
alors

lmVl

Var( (s, 2lm)) = N

I=ls
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et

l
. N = Vi
MSE = [(T) = %, (se, 273+ 3 -
l=ls

Si

!

N . LA 74
IR(T) — %, (sc,2)[|3 = e(sc, Aty,) + Z N =2
1=l

(5.4.3)

alors le cotit de la méthode MLMC est égal a
Im Im T
K= K, = Nj—. 5.4.4
Z ! Z lAtl ( )
I1=ls I1=ls
Nous cherchons & minimiser ce cotit sous la contrainte (5.4.3).
Nous estimons pour I; <[ < L = 16,
1%(T) = %i(sc,2')13
par
%L (s¢,25) = (s, 2)]13.

Nous considérons maintenant 1’ensemble I(n) des niveaux [ tels que

2
e(sc, Aty) = ||xp(sc, 2F) — %(s¢, 2|3 =~ %
Pour chaque lopt € I(n), I'équation (5.4.3) devient

lopt
2V

> — =1 —e(s¢, Atiop). (5.4.5)

Ayant trouvé lopt, nous minimisons K (5.4.4) sous la contrainte (5.4.5) en
utilisant les multiplicateurs de Lagrange :

‘/25 lopt ‘/2 ) B B
on, (K + )\(N + Z A (n° —e(sc, Atiopt))) =0, 1=1,...,lopt.
s =g+
Ainsi
v
! l
2" = )\N—lQ, l=1s,...,lopt,
lopt
v
Z ﬁl =n? — e(sc, Atjopt)-
I=lg+1 "'
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Il en découle | = L, ..., lopt que N; = /AV;27L, et alors

lopt V2l
vV Vi 2

E =n" —e(sc, Atjont ).
\/X n ( l pt)

I=ls

Ayant lopt, nous estimons V;_, and (V;: Il =15+ 1,...,lopt) par

. P X
Vie =20 2 It — 2l (5.4.6)
i=1 =1
. P X
V= Z ~ > |oar; — odl*, 1=1s+1,...,lopt. (5.4.7)
=1 k=1
Par conséquent la taille IN; optimale pour [ = I, ..., lopt est
N, = V22—t Vj. 2k, 5.4.8
n? — e(sc, Atlopt \/ kz:ls \/ ( )

Dans le reste de ce chapitre nous allons calculer numériquement ces cotits
optimaux pour chacun des deux schémas semi-implicite et explicite d’Euler.

5.5 Schéma semi-implicite d’Euler

Les approximations numériques des EDSM ont été étudiées dans [1, 3,
15, 17]. Voir aussi [10, 11, 22, 23, 24], dans le cas ou la dérive est réguliére.

Le schéma semi-implicite d’Euler (SIES) de I’équation (5.1.1) est défini
par

xi(k +1) — x(k) = =Vo(xi(k + 1) Aty — b(x; (k) Aty + VAt (k + 1),

ott (n(k+1): k=0,1,...,2" —1) est une suite i.i.d. de vecteurs gaussiens
standards. Sachant x;(k) et n(k + 1), nous avons

x)(k + 1) = proxag,(xi(k) — b(x(k))At; + VAtn(k 4 1)). (5.5.1)
Les erreurs faible et forte de ce schéma sont définies par

ew () = [Ex(T) — x1(2)] 2 (5.5.2)
1
es(Atr) = E[||x(T) —x(2)3]2. (5.5.3)
D’apres ([3]) erreur forte de I’équation (5.5.3) est estimée par

O((At; 1n(A1tl)i). (5.5.4)

En prenant ¢(x) = ||x||1, b(x) = A*(Ax —y), le schéma (5.5.1) connu sous
le nom de l'algorithme STMALA ([7]).
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5.6 Schéma explicite d’Euler

5.6.1 Le schéma EES1

— [ Ax—yll3 — 4
En prenant ¢(x) = |x[[1 + =52, and b = 0, le schéma EES1 de

(5.0.1) est défini par
xi(k + 1) = prozagp(xi(k)) + VAL .
Le vecteur pro:cAtl(p(x(k)) n’est pas explicite, mais pour [ grand, nous avons
Proxayo(X) & proxay.|, (x + A*(y — Ax)At).
Finalement, nous obtenons le schéma
xy(k + 1) = prowag, ., (xu(k) + A*(y = Axi(k))At;) + v/ Atimgy,
(5.6.1)

connu sous le nom PULA algorithm [16].

5.6.2 Le schéma EES2

En prenant ¢(x) = ||x||1, et b(x) = A*(Ax — y), nous obtenons le
schéma

xi(k + 1) = prox g, (xi(k)) + A*(y — Axy(k)At; + V/Atnyy).
(5.6.2)

5.7 Implémentation numérique

Comme illustration, nous considérons le cas p = 10, n = 7 et les en-
trées de la matrice A sont i.i.d. de loi de Bernoulli a valeurs iﬁ, W~

N (0, 3I). Nous simulons un vecteur x(true) selon la densité proportionnelle
a exp(—2||x||1). Nous obtenons le vecteur y := Ax(true) + w a partir d’une
réalisation de A et w. L’horizon du temps T° = 10, le niveau maximal est
L =16, et le plus petit niveau est [y = 5.

5.7.1 Simulation des trajectoires pour chaque schéma

Pour chaque schéma sc et pour chaque niveau [ =I5, 15 + 1,15 + 2, nous
avons représenté dans les figures 5.1, 5.2 et 5.3 la trajectoire k € [0,2!] —
x;(sc, k). Pour L = 16, nous avons représenté dans la figure 5.4 uniquement
la premiere composante.
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FIGURE 5.2 — Les chaines de SIES, EES1 et EES2 pour | =I5+ 1.
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FIGURE 5.3 — les chaines de SIES, EES1 et EES2 pour [ =I5 + 2.

5.7.2 Coit optimal de la méthode Monte Carlo

Nous approximons pour chaque schéma x(T') par xz(sc,2L) avec L =
16, et nous cherchons le niveau optimal lopt et la taille optimal Nopt de
I’échantillon tels que

Nopt
1
MSE = E[[Eper (se,2°)] = 175 3 xi'(se, 20 3] =
k=1

Nous avons besoin de calculer
e(sc, Aty) := |E[xz(sc, 25)] — E[x;(sc, 213

pour [ =, ..., L — 2. En utilisant Monte-Carlo avec N = 1000, nous obte-
nons

N

1 1 &
e(sc, Aty) ~ HN fo(sc, 2l — N fo(sc7 2|15
k=1 k=1

Le tableau 5.1 montre le calcul numérique de e(sc, At;) pour chaque schéma
et pour I =5,...,13.
En fixant % > max (e(sc, At)),sc=SIES,EES1,EES2,l =5,..., 13),

la contrainte e(sc,l) < n? a lieu pour chaque niveau [ = 5,...,13. Le niveau
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l 5 6 7 8 9 10 11 12 13

e(SIES, A;) | 0.0050 | 0.0080 | 0.0071 | 0.0022 | 0.0054 | 0.0066 | 0.0056 | 0.0043 | 0.0022

e(EFES1,A¢;)|0.0380(0.0025 | 0.0069 | 0.0043 | 0.0016 | 0.0039 | 0.0027 | 0.0032 | 0.0022

e(EFES2,A¢;)|0.0107|0.0041 | 0.0044 | 0.0042 | 0.0054 | 0.0111 | 0.0041 | 0.0048 | 0.0065

TABLE 5.1 — Valeurs numériques de e(sc, At;) pour chaque schéma et pour
l=5,...,13.

‘ ' ' ——x(1) SIES

FIGURE 5.4 — La premiére composante des chaines SIES, EES1 and EES2
pour [ = 16.

optimal lopt est solution de I’équation

3e(sc, 1) — 2e(se, 14+ 1) = n°.
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Ayant lopt, nous calculons

p
Varip(sc) == Z Var(xiop,i(sc, QZOpt)),

i=1

g e I !

¢ ¢
ZNZ xloptz SCQOP leoptz 5020p)|
=1 k=1
Variopt(sc)

et nous en déduisons la taille optimale Nopt(sc) = .
n? — e(sc, Atiopt)

La figure 5.5 montre comment trouver graphiquement le niveau optimal
lopt.

o 3¢(SIES, & ()-2¢(SIES, A1)
——3e(EES1, A (I)-2¢(EES1, A1)

winn 3e(EES2, A (N)-26(EES2, A1)

— y2=0.038

- 1 (EESZ
Lo (SIES) =1, (EEST) oot EESZ)

H 6 7 8 9 10 1 12

FIGURE 5.5 — Détermination graphique de [,,; pour les trois schémas SIES,
EES1 et EES2.

Nous avons résumé dans le tableau 5.2 pour les trois schémas les valeurs
lopt et Nopt et leur cotit. Il ressort de ce tableau que le schéma SIES est le
meilleur.
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lopt | Nopt | Coflit
SIES | 7 70 | 8938
EES1| 7 81 | 10427
EES2| 10 | 83 |85035

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

TABLE 5.2 — Niveau optimal et coiit de I’algorithme MC avec les trois sché-
mas.

5.7.3 Coit optimal de la méthode MLMC

Dans la figure 5.6 pour chaque schéma nous avons tracé | — e(sc, At;)
(5.3.4). Nous en déduisons graphiquement le niveau optimal ;.

0035

- -~ (SIES, A,()
—— e(EES1, A (1)

wiwin e(EES2, A (1)

— v22=0019

0025 |-

0015 -

I T eI R ey
00058 e T, TR e,
nmmmmu*\mmummrwumm
| e

~. L.t
-
1t €EST)

11, (SIES)
I ks

iz/ | | L/
FIGURE 5.6 — Identification graphique de [,,; pour chaque schéma.
Nous avons résumé dans le tableau 5.3 pour les trois schémas les va-

leurs lopt et lope, Ny, (0pt), ..., Niopt(opt) ainsi que leur cotit. Comme pour
la méthode MC, le schéma SIES est gagnant.
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lopt Ns_iopt (0pt) Cotit
SIES| 6 74 20 3639.18
EES1| 7 132 40 16 8962.85
EES2| 10 [167 59 23 9 4 2|18029.47

TABLE 5.3 — Niveau optimal et colit de MLMC pour chaque schéma.

N.B. Pour chaque valeur lopt, les tailles optimales des échantillons sont
Ns_jopt := Ns(opt), ..., Nigpe(opt), e.g. pour le schéma SIES lopt = 6 et
N5_g = 74, 20.

5.8 MOCMC en utilisant les schémas numériques

Nous considérons les chaines de Markov MC(k) = Xop(sc, k) avec
sc= EES1,EES2 et MC(k) = RW (k,0?) (marche aléatoire gaussienne de
variance 02). Nous construisons I’algorithme de Hasting MCMC(k) ayant
(MC(k)) comme loi de proposition et la loi cible proportionnelle &

|Ax - I3
7))

Nous définissons pour n? fixé, le cofit de I’algorithme de Hasting est égal au
nombre d’itérations N telle que

exp (= 2(|Ixlh +

N
Ebmh@n—;EjMCMcwmﬂzn?
k=1

Nous obtenons trois chaine M CMCprop(EES1), MCM Cprop(EES2), MCMCry .

Le tableau 5.4 donne le cotit de chaque schéma.

5.8.1 Détails du calcul numérique

Nous répétons le méme algorithme M fois et nous notons (MCMC® :
i=1,..., M) les échantillons obtenus. Nous approximons

N
E [[E(T)] - - Y. MOMO(b)[}
k=1

par

1 M 1 X ,
i > IE[xL(sc, 25)] - N > MCMC(k)|f3-
=1 k=1
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L’espérance mathématique E[xy (sc, 27)] est calculée en utilisant la méthode
MLMC.

Cofit (MC) | Cotit (MCMCproz) | Cotit (MCMCrw) | Cotitt (MCMCRry)
EES1| 10427 5340 3990 (02 =0.3) | 17230 ( 02 =0.8)
EES2| 85035 6200 3890 (02 =0.3) | 16230 ( 02 =0.8)

TABLE 5.4 — Le colit de MC, MCMCyprop et MCMCRrw en utilisant les
schémas EES1 et EES2 pour n? = 1072,

Le tableau 5.4 montre que M C M Cry avec la loi de proposition N (0, 0.3)
est l'algorithme gagnant. Mais M CM Cry perd contre la méthode MLMC
avec le schéma SIES (voir le tableau 5.2).

5.9 Appendice

5.9.1 L’approximation de Yosida

Soit ¢ : RP — (—00, +-00] une fonction convexe et semi continue inférieu-
rement. L’ensemble P(RP) représente les parties de RP. La sous différentielle

dp
do(x)={veRP: p(x+h)>px)+(hv),VhecRP}.
Son domaine
Dom(0p) = {x: dp(x) # 0}.

La régularisation de la sous différentielle Op(x) est basée sur I'approxi-
mation de Yosida. Pour chaque € > 0 et x € RP, I’équation

X =2z +c0yp(z)
a une unique solution

z= (I +dp)* (x)
1= Provey(x).

Exemple. ¢(x) = ||x]|;. D’abord en dimension p = 1, ¢(z) = |z|, nous
avons

proxe(2) = (2 + )< + (2 — &)1,
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et alors pour p > 2

proxe|.|, (x) = (proxze| (21), ..., proxs.(zp)).

L’application proz., : R — Dom(0¢) est appelée la fonction proximale.
L’approximation de Yosida de Oy est I’application

X — Prorey(x
/BE(X) = ESD( )
€
Le résultat suivant est bien connu (voir e.g. [15]).
Proposition 5.9.1. Nous avons

1. prox., est une contraction de RP d valeurs dans Dom(0yp).

2. B. est monotone sur RP, i.e.

(Be(x1) — Be(x2),x1 —X2) >0,

pour X1,x2 € RP, et elle est lipschitzienne avec la constante de Lip-
schitz %

3. Pour x € R, B.(x) € Op(prox.,(x)).

Nous avons aussi le résultat suivant.

Proposition 5.9.2. Pour ¢ > 0, lapplication

, L I — I3
x € R = . (x) = min{p(z) + 22}

est Uapproximation de Yosida de la fonction p. Nous avons les propriétés
suivantes.

1. @, est conveze dont le domaine RP.

2. . est de classe C' avec V. = B-.

3. L’argmin de p-(x) est atteint au point prox.,(x), et
£
(%) = S [1B-() 13 + e (prozey (x)).

4. Nous avons ¢. T ¢(x) pour tout x € RP lorsque € | 0.
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5.9.2 Bang-bang Brownian motion

Dans le cas unidimensionnel
dz(t) = —sgn(z(t))dt + dw(t), x(0) = zo,

est connue sous le nom "bang-bang Brownien motion" [13], ou la diffusion
avec potentiel V [19]. Dans ce cas les probabilités de transition du processus
x p(z,t|zp,0) sont connues [4]. Nous pouvons calculer en utilisant la formule
de Girsanov et la loi du triplet mouvement brownien, son temps local et son
temps d’occupation ([13]) pour obtenir

p(x,t|zo) = q(x,t| x0) exp(—2|x|)

ou

q(x,t|z0) = exp <|:L'0| + |z|) — %)%(m — ) + F(W),

Nous observons que p(z,t|zo,0) — exp(—2|x|) lorsque ¢ — +oo pour tout
xg. Par conséquent 'EDSM

dx(t) = —sgn(z(t))dt + dw(t)

est ergodique et ayant la densité invariante exp(—2|z|).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons approximé la loi du LASSO bayésien en
utilisant les méthodes de Monte Carlo, de Monte Carlo a plusieurs niveaux
et la méthode MCMC en utilisant les schémas numériques semi-implicite et
explicite d’Euler. Nous avons proposé un critere pour calculer le cotlit optimal
de calcul pour chaque méthode. Il ressort de cette étude que la méthode de
Monte Carlo & plusieurs niveaux associée au schéma semi-implicite d’Euler
est la méthode optimale.
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Chapitre 6

Oscillation of
Metropolis-Hastings and
simulated annealing

algorithms around LASSO

estimator

In this chapter we study, as the temperature goes to zero, the oscilla-
tion of a family of Gibbs measures around LASSO estimator. We derive
new criteria for estimating LASSO, choosing the proposal distribution and
the temperature in Metropolis-Hastings algorithm. Finally we apply these
results to analyse the convergence of Metropolis-Hastings and simulated an-
nealing algorithms.

6.1 Least absolute shrinkage and selection opera-
tor (LASSO)

Let y = Ax+w be the classical linear regression problem, where y € R"
are the observations, x € RP is the unknown signal to recover, w € R" is
the noise, and A be a known matrix which maps the signal domain RP
into the observation domain R"™ with n < p. The matrix A is in general
ill-conditioned, which makes difficult to use the least squares estimate. Pe-
nalization is a popular way to compute an approximation of x from the
observations y. The general framework proposes to recover the vector x
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using the minimization

Ax — 2
x(y,t) € argmin{P(x) + ||X2tyH . x € RP}. (6.1.1)
Here || - || denotes the Euclidean norm. This requires to define a penalization
2
P to enforce some prior information on the signal x. The term M

reflects Gaussian prior on the noise w. The parameter ¢ > 0 reflects the
noise level and the degree of sparsity of the signal x.

The I! penalization i.e. the sum of the absolute values P(x) = |x||; of
the components of x, which is the focus of this paper, was first introduced
in [16] and called LASSO. It is also called Basis Pursuit De-Noising method
[5]. It was introduced to induce sparsity in the minimizer x(y,t) (6.1.1). A
large number of theoretical results has been provided for the I! penalization.
In our work we select the term LASSO and we keep it for the rest of the
article. The most popular algorithms to find LASSO estimator are LARS
algorithm [6], ISTA and FISTA algorithms see e.g. [2] and the review article
[14].

In our work we consider the family of probabilities (called also Gibbs
measures )

exp (—HF(x,y,1)) dx
Jrr exD (—%F(X, Yy, t)) dx’

(6.1.2)

where T' > 0 is called the temperature and

|Ax —y]?

F t) =
(,3,6) = lxll + =

is called the objective function. The family of the probabilities (6.1.2) os-
cillates around the set of LASSO estimators as T — 0. More precisely, any
sequence (P%f : Ty, — 0) is tight [11], [1] i.e. we can extract a convergent
subsequence from (P%’kt) If

MU vt
PTk — PY,

then PY'! concentrates on argmin{F(x,y,t) : x € RP}. The contents of
the present work are organized as follows. In Section 2 we recall some well
known results of LASSO estimator and we establish preliminary results. The
main body of this paper consists of Section 3, i.e. we give a precise scaling
of the asymptotic of the measures (6.1.2) as T'— 0. Using this scaling and

89

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

Metropolis-Hastings algorithm with the target (6.1.2) we show how to esti-
mate LASSO. In Sections 4-7 we investigate Metropolis-Hastings algorithm
with small temperature. We establish new criteria of the choice of the pro-
posal distribution and the temperature. We also analyse the convergence of
Metropolis-Hastings algorithm using our new criteria. In Section 8 we apply
these criteria to analyse the simulated annealing algorithms.

6.2 LASSO estimator properties

First, we need some notations. The column vector sgn(x) € RP has the
components sgn(x;) = 1 if x; > 0, sgn(z;) = —1 if ; < 0 and sgn(0) is
any element of [—1,1]. We will denote, for each subset I C {1,...,p} and
for each vector v e RP, v(I) = (v(i):i e I) € R Here |I| denotes the
cardinality of I. The notation v < w means v(i) < w(i) foralli =1,2,...,p.
The scalar product is denoted by (-,-), and (e; : i = 1,2,...,p) denotes
the canonical basis of RP.

Now we recall a well known properties of LASSO estimator see e.g. [17].

Lemme 6.2.1. The vector x(y,t) is a minimizer of the map x — ||x||1 +

% if and only if the vector £(y,t) := w is equal to sgn(x(y,t)).

The vectors £(y,t), Ax(y,t) and the I*-norm ||x(y,t)||1 are constant on the
set of LASSO estimators. Here A* denotes the transpose of the matriz A.

The sets Iy = {i € {1,...,p} : xi(y,t) = 0}, 0ly = {i € I :
|€i(y,t)| = 1} will play an important role in the Gibbs measures scaling.
The set S = {1,...,p} \ Iy is the support of the LASSO estimator x(y,t)
ie. S={ie{l,...,p}:x(y,t) # 0}. If the LASSO estimator x(y, ) is not
unique, then the sets Iy, 0Ip and S depend on x(y,t).

Lemme 6.2.2. If the matriz [(Ae;, Ae;), 1,5 € (SUOI)] is invertible,
then the set of LASSO estimators is a singleton.

Preuve 6.2.3. This result is known see e.g. [17], but for the sake of com-
pleteness we give the proof. Observe that the invertibility of the matrix
[(Ae;, Aej), 14,5 € (SUOIy)| is equivalent to say that the linear opera-
tor Asusi, - RS R" s injective. Here A g pr, denotes the sub-matriz
of A having the columns indexed by S U O0Ily. The inverse of Agsuor, defined
from RV nto its range R(Asuar,) is denoted by AE&@IO- Now, we recall a
result of Grasmair et al. [S8] Lemma 3.10. Let M (x(y,t)) := max{|&(y,t))| :
i€ Ip\0lo}, and for any couple x1) x2) e RP, let us define, for some fized

90

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

¢ € sgn(x?), D(xM, x@) .= x|} — [|x@||; — (£, xV) —xP)). The result
of Grasmair et al. tells us that for all x,
L+ [ Aglon A

Ix = x(y, )]l < [ A5Sar II1AGx = x(y, )] + 1 — M(x(y,t))

D(x,x(y, 1)),

where ||B|| denotes the operator norm of the matrix B. If x is another
LASSO, then from Lemma (6.2.1), we have Ax = Ax(y,t) and D(x,x(y,t)) =
0, which achieves the proof.

In the sequel X7 (y,t) will denote a random vector having the probability
distribution (6.1.2). If the set of LASSO estimators is a singleton x(y,t),
then we can show that Xr(y,t) — x(y,t) in probability as T' — 0 see e.g.
[1].

We present two preliminary propositions prior to our principal result.
Proposition 6.2.4. Let x(y,t) be any LASSO estimator and m(y,t) =
F(x(y,t),y,t) be the minimum of the objective function F(x,y,t). The func-
tion F(x,y,t) —m(y,t) is equal to

p

Dl (1= sgn(ai)éi(y, 1) + 1A (x —;(y,t))
i=1

>

(6.2.1)

If, fori € S, x; is near to x;(y,t), then F(x,y,t) — m(y,t) becomes
[&

Z |z (1 — sgn(x)&(y, 1) + |A(x — x(y,t))

i€lp 2t

Preuve 6.2.5. From the equality ||[Ax —yl||?> = |[A(x—x(y,1))|*> +2(A(x —
X(Y7t))7Ax(y7 t) - Y> + ”AX(Y7t) - yH27 we have

(6.2.2)

F(x,y,t) = 2 2
el + IAG X0 | (G~ x(y.0), Ax(3,0) =3) , A0 =1

o IAG x| k- x(y.0), AT(Ax(y. )~ ¥) | [Ax(y,t) -y
o+ LA X6 DI t sl -1

) (see Lemma 6.2.1), we have

From the equality (y,t) = M

(x —x(y, 1), A" (Ax(y,?) —y))
t

= _<X - X(Y? t)? £(y7 t)>

- _<X7£(Y7t)> + HX(y7t)H1- (623)
Now formulas (6.2.1) and (6.2.2) are an easy consequence of the formula
(6.2.3).
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Now we can announce our last proposition.

Proposition 6.2.6. Let 01y = K1 U K5 be a partition such that Ky, Ko # 0
and E(Kl, KQ) = E_l(Kl)ﬂEl (KQ) with E_l(Kl) = {X € RP: sgn(mi)&(y,t)
=—1,Vie K1}, and E41(K2) = {x € RP: sgn(x;)&(y,t) =1, Vi € Ko}.
If [(Ae;, Aej), 14,5 € (SUOIy)| is invertible, then the set of LASSO estima-
tors is a singleton and the probability of the event Ep(K1, Ko) := [X7p(y,t) €
E(Ky, K3)| tends to 0 as T — 0. As a consequence, we have P(Er(0,01y)) —
1lasT — 0.

Preuve 6.2.7. The uniqueness of LASSO is shown in the Lemma 6.2.2.

Now, we prove the rest of our Proposition. We have P (X7(y,t) € E(K1, K2)) =
Ar(K1,K3)

Br where
1 1
Ap(Ky, Ko) = / exp(—=F(x,y,t))dx, / exp(—=F(x,y,t))dx = Br.
E(K1,K2) T RP T

We know that Xr(y,t) — x(y,t) in probability as T — 0. It follows that the
PDF (6.1.2) becomes more and more concentrated around x(y,t). Hence, it
1s sufficient to consider, for small 9,

AT(Kla KQ) 5) = / exp <_1F(Xayvt)> dX,
B(K1,K2,0) T

Br(5) = [ exp (~ 1 F(xy.1)) dx
[x—x(y,t) [0 <6 T

where E(K1,K»2,0) = E(K1, Ko) N{x : ||x —x(y,t)|lcc < 0} and ||x]cc =
max(|z;| : i =1,...,p). From Proposition 6.2.4 formula (6.2.2), we have

Ar (K1, K2,6) = exp (_m(;:,t))

! ¢ = x(y. 1))
Lo & (—T<Z (1= sgn(aa (v 1)) + = >> dx

ey

— exp <_m(y,t)) /
T E(K1,K2,9)

exp (_11”( > @l (1 = sgn(z)&ly,t) + S X(y’t))HQ)) "

lelp\ K2 2

Using the change of variables

_ X(o\ K)  x(SUKy) —x(y,t,SUKy) _
u= T T =v, (6.2.4)
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o\ K2|
we get Ap (K1, K2,6) = exp (—W) it HDC’T(Kl, Ks), where Cp (K1, K3) =

‘[ET(KLKQ:&)

VT, uiAei+y v; Ae;|?
exp | —(Xien\ ke, il (1 — sgn(ui)&i(y, 1)) + e ) | dudv,

and

~ ) ) )
E K K = p: - |IO\K2| _ |SUK2‘
T( 1, 2,5) {(U,U)GR ue[ T’T] ,ve[ T74] ,

Sgn(uK1) = =&k, (Y7t)7 Sgn(vK2) = gKQ(Y7 t)?
sgn(VTvs +x(y,t,5)) = sgn(x(y,t,5))}.

~

From the same calculation we can show that Br(0) = g1 k1.0r,—k1ury Ar (K1, K3, 6).

We emphasize that the couple K| = 0, K, = 01y is an element of the latter

p+[1o\K2|
2

sum. Moreover, the quantity is minimal at Ko = 0ly. From this

we derive that

|10\ K|~ 10\
Ap(Ky, K2,0) N Cr(K1, K»)
Br(6 N AR

©) Cr(0,010) + X k1 ky#0:010=K UK, T 2 Cr (K1, K3)

converges to 0 as T — 0, because Cr (K, K3) — Co(K(,K5) #0 asT — 0
for any partition K{, K of 0Iy.

6.3 Main results

Now we are ready to announce our main results.

Theorem 6.3.1. Suppose that the matriz [(Ae;, Ae;), i,j € (SUOIy)| is
invertible. Then the random vector (M i€ (Ip\ 8[0)),

g(T(yt:)F;x(y“) NS (SU@IO)) converges in distribution for T — 0 to
t

e random vector
(Xi(y,t): i€ (lp\0l)),(Xi(y,t): i€ (SUly)) having the PDF pro-
portional to

[T exp(—lzil(1 - sgn(zi)&i(y, 1))

i€(1o\01o)

( | > ie(suary) fﬂiAez’”2>
exp [ —

IT tpsoney.=1-

2t €0y
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Preuve 6.3.2. Let I = Iy \ 01y and J = SUJIy and a,b € RP. We want
to prove that :

XT(yv t7 I)
T

XT(ya ta J) — X(y, t7 J)

<b(l),a(J) < T

P (a(n < <b())

converges to
P (a(l) < X(y,t.1) < b(I),a(]) < X(y,t.J) —x(y,t,J) < b()))

as T'— 0.
As we showed in Proposition 6.2.06, it is sufficient to consider, for small

9,

Xyt d) —x(y.t. ) o

P(a(l) < T <

<b(I),a(J) <

XT(y7 t? I)
T

X7 (y,t) = %(y, )]0 <9)

= > P (... |Er(K1, Ky, 08)) P (Er(Ky, K, 9)),
KI,K21610=K1UK2

where the events Ep(Ky, Ka,0) are defined in Proposition 6.2.6. As we are
interested in the limit as T — 0 and thanks to Proposition 6.2.6 only
the term P (--- | Ep(0,01y,0)) P (Ep(0, 01y, 0)) is needed. More precisely we
have only to study the term

P <a(I) < XT(*‘;”) < b(I),
X 7t7 J) — 3 tv J Ap(d
a(J) < T(y \)/TX(Y ) < b(J) !ET(Q),@IOJS)) = B;E(S;
where
Tb(I) pVTh(J))+x(y,t,J) 1
/ / GXP(—TF(X, Y1) 15,01, (X)dx
J)+x(y,t,J)

Br(d) = /GXP(—TF(X Y, 1) 1E@©,610,6)d%-

From Proposition 6.2.4 we have

y t Tb(I) J)+x(y,t,J)
Ar(6) = exp ( ) / /
VTa(J)+x(y,t,J)

[A(x —x(y,t

2
oo (= ol ~ gty ) + AOESD )1 i

il
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Using the change of variables

_x(I)  x(J)-x(y,t,J)
u=—", T =v, (6.3.1)

we get

b(I)  rb(J)
A7(d) = exp (_m(y,t)) T / / dudv
T a(l) Ja(J)

exp <—(Z |ui| (1 — sgn(uwi)&i(y,t)) + IVT e UiAe;tJr Ligs il ))
icl

L5 0.010,6) (W V)
1]
Now we are going to study T_%BT exp (%) From the change of va-
riables formula (6.3.1), we have

lim T_lll;p Br(0) exp (m(y,t)) = lim T_m% /
T —6<x<6

T—0 T—0
L IAG = x(y )
2t
L i vAe?

— /exp (—(Z lui| (1 — sgn(ui)&i(y,t)) 2t)>

il

exp (—;(Z |2 (1 = sgn(z:)&(y, 1))

)) 15(0,010,6)(X)dx
iel

H l[Sgn(vi)fi(th)zl]dUdva
€0y

which achieves the proof.

Theorem 6.3.1 tells us that the random vectors (X;(y,t),i € Iy \ 0lp),
(Xi(y,t),i € SUOIy) are independent. Moreover, the components (X;(y,t),7 €
Iy \ 01y) are mutually independent. We can show, for i € I \ dIp, that the
first moment of X;(y,t) is equal to

o 262 (ya t))

m1(&i(y, 1)) : 1— |€i(y7t)|2‘

If 0Iy is empty, then (X;(y,t),i € S) is centred and Gaussian with the
covariance matrix t[(Ae;, Ae;) : i,j € S|71. If 01 is not empty, then the
distribution of (X;(y,t),7 € SUJIy) is equal to the distribution of a centred
Gaussian vector (G, 1 € SUOI), with the covariance matrix t[(Ae;, Ae;) :
i,j € SUAI~, conditional to (&(y,t)sgn(G;) = 1,i € dly). Now we are
going to show, for small T, that the component X7 (y,t,4) with ¢ € I\ 9l
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behaves like the one dimensional random variable X (t&;(y, t),t) drawn from
the PDF proportional to exp (—%(|x| + W)) We recall that in the
one dimensional case n = p = 1 with the data y and A = 1, the objective
function F(z,y,t) = |z| + % In this case LASSO z(y,t) = sgn(y)(|y| —
t)1[|y\>t}- Hence for \y| < t, Io = {1}, 3[0 =5= @, for |y\ = t, I() =95= @,
0ly = {1}, and finally for |y| > ¢, Ipn = 0Iy = 0, S = {1}. In the one
dimensional case Proposition 6.2.6 and Theorem 6.3.1 can be summarized
as following.

Theorem 6.3.3. 1) If |y| < t, then % — X(y,t) in distribution as
T — 0, where X (y,t) is the random variable having the PDF

1-4% y
T =~ exp (—|x!(1 - sgn(x)t)) .

2) Knowing that [X7(t,t) < 0], w — —&(2) in distribution as T — 0,
where £(2) is the random variable having the exponential distribution with

the parameter 2, i.e. the PDF of £(2) is equal to 2exp(—2x)1[~0. More

precisely we have, for any a < b < 0, P(a < w < b| Xp(t,t) < 0) —

P(a < —£(2) <b) as T — 0. Moreover P(Xr(t,t) <0) =0 as T — 0.
3) Knowing that [Xr(t,t) > 0], the random variable % — |N(0,)],
where N(0,t) is the standard Gaussian with the variance t.

4) We have for |y| >t that w — N(0,t) as T — 0.

Let us show how to sample from the limit X (y,¢) given in Theorem
6.3.3. If |y| < ¢, then the density of X(y, ty) is a mixture ofyexponential
probability distributions i.e. is equal to 1_T7fX7(y7t) (x) + H%fx+(y7t)(w),
where X_(y,t), X+ (y,t) are independent variables having respectively the
exponential distribution —£(1+ ¥), £(1 — ¥). Hence, X(y,t) has the same
PDF as Xb(ﬁ)(y,t), where X_(y,t), X4 (y,t), b( 12%)) are independent

with the respgctive PDF

R TR b SO L 1+4

P(H( L) =+)=—

In Figure 1, we plot the probability density function of X (y,t).
We finish this section by showing how to estimate LASSO using Theorem
6.3.1. We sample, for small 7', X7 (y,t) using one algorithm among MCMC
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——t=1andy=0

t=1and y=0.4

——— t=1andy=0.9

FIGURE 6.1 — The density of X(y,t).

algorithms and we get a sequence (0(") : n=1,...,N). There is a great
variety of different MCMC methods see e.g. [15] and the references herein.
In our work, due to lack of space and time, we only use the random-walk
Metropolis-Hastings algorithm [10], [13]. We approximate E(X7(y,t)) by
0=+ >N 6" and we propose an estimator LASSOMH (say) of LASSO
based on Theorem 3.1. The construction of LASSOMH works as following.

We estimate the vector &(y,t) by & := w. We fix u € (0,1), ¢ >0
and estimate the sets Iy \ 91y, I respectively by (Iy\ 01p)(u) := {i : |6;] <
2w and 0lg(u,c) = {i : ££% < |6;| < ¢v/T}. Finally LASSOMH has the
component 6; for i ¢ Io(u,c) := (Io\ 0Io)(u) UdIy(u,c) and 0; = 0 if not. As
an illustration we consider the case p = 10, n = 7, t = 1, and the entries of
the matrix A are independent Bernoulli random variables with values iﬁ,

and w ~ N (0,t). We simulate the vector x from the PDF 277 exp(—|x||1).
We get the data y := Ax + w from a realization of A and w. Using FISTA
algorithm we get the estimators LASSO(FISTA), &(FISTA), Io(FISTA)
and 0ly(F1STA) respectively of LASSO, {(y, t), Ip and 01y. We display our
estimators and FISTA estimators in Table 1.

We showed how to use the random-walk Metropolis-Hastings algorithm
with a small temperature in order to calculate LASSO. In the sequel we
suppose that LASSO and the sets Iy, 0ly and S are known, and we are
going to define new criteria for choosing the proposal distribution and the
temperature.
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7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 -1.8840 | 0.0162 | -0.3298 | 0.3997 |-0.0033|0.6388 |-0.1617 | 0.8318 | -0.1734 | 0.0384

£ -0.8203 | 0.3802 | -0.4169 | 0.7824 [-0.3398|1.0086 |-0.0834 | 1.0086 | 0.3398 |-0.6341
LASSOMH | -1.8840 0 0 0 0 0.6388 0 0.8318 0 0
LASSOFISTA | -1.9409 0 0 0 0 1.0592 0 0.9136 0 0
E(FISTA) -1 0.4750 [-0.9690 | 0.8438 |-0.5335 1 -0.5804 1 0.5335 |-0.6427

TABLE 6.1 — ¢t = 1, T = 0.08, u = 0.7863, ¢ = 1.4275, (Io \ 9o)(u) =
{2,3,5,7,9,10}, 0Iy(u,c) = {4}. Observe that Iy(u,c) = Io(FISTA) and as
€3(FISTA)| ~ 1, |€4(FISTA)| ~ 1 we propose {3,4} := dIo(FISTA). It
follows that 0Ip(u,c) C 0Io(FI1STA).

6.4 Choosing the proposal distribution and the
temperature in the random-walk Metropolis-
Hastings algorithm

6.4.1 Choosing the proposal distribution in the random-walk
Metropolis-Hastings algorithm

We want, for small 7', to sample from Xr(y,?) using the random-walk
Metropolis-Hastings algorithm with a family of proposal distributions. If
the variance of the proposal is too small or too large, the random-walk
Metropolis-Hastings algorithm will converge slowly. A number of works have
suggested informal guidelines for choosing the proposal by monitoring va-
riances and accept/reject ratios (also called Probability of acceptance) see
e.g. [3], [4]. Gelman et al. [7], see also [12] example 5.3 chapter 5, propose to
adjust the proposal such that the acceptance rate is around % for one or two
dimensional target distributions, and around i for larger dimensions. Haario
et al. [9] suggested a method called Adaptive Proposal (AP). AP algorithm
may be viewed as the random-walk Metropolis-Hastings where the proposal
distribution depends on time. In the sequel we propose new criterion. The
idea is to fix, for some integer d > 1, a test function ¢ : R — R%, and
apply Theorem 6.3.1 for small T as following : E[p(X7(y,t) — x(y,t))] =
}E[gp(TXIO\afo(y,t),\/TXSU&IO(y,t))]. Here X;(y,t) := (Xi(y,t),i € I) for
any subset I C {1,...,p}. Knowing the test function ¢ we calculate the
expectation E[p(T X \a1, (¥ 1), VT Xs0a1,(y,t))]- The best proposal based
on the latter approximation for sampling Xr(y,t) will produce a sequence
(0™ . n=1,...,N) such that + N (0™ — x(y,t)) is the nearest to
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Elp(T X 1p\a1, (¥ 1), \/TXSUBIO (y,t))]. More precisely, for each proposal ¢, we
consider M chains with the size N, i.e. (91(") : i=1,....M,n=1,...,N),
and calculate the objective function

M N
F@9) = 15Dl 3 06" = x(v.0) = Elo(T X 00, (v, ), VT Xsuan (3]
=1 n=1

We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F — f(q,¢). As a first illustration
we consider the case p = 10, n = 7, already used in Table 1. Using FISTA
algorithm we get LASSO x(y,t) and £(y,t) with S = {1,6,8}, Ip \ 9Ip =
{2,5,7,9,10}, dIp = {3,4}, and det([(Ae;, Ae;) : i,j € SUII) L) = 0.7463.
A comparison between the acceptance rate and our criterion f1(q) := f(q, ¢)
with ¢(x) = x\a1, and the proposal distribution ¢ = N(0,0°1,x,) is dis-
played in Table 2. In our second illustration we will consider in Section

Proposal || fi(q) The acceptance rate
02 =0.09(]0.2445 0.2234

o2 =1 0.9846 0.0024

02 =6 732.84 0.9620

TABLE 6.2 —t =1, T = 0.1, M = 500, N = 5000. The variance o = 0.09

wins according to the two criteria.

6 the one dimensional case, n = p = 1 and A = 1. In this case LASSO
x(y,t) is explicit for all y and ¢. We will discuss in details this simple case
by considering the following test functions : ¢1(x) = x, po(x) = 2% and

p3(x) = (z,2%).

6.4.2 Choosing the temperature in the random-walk Metropolis-

Hastings algorithm
We propose, for i = 1,...,p, Xr(y,t,i) as an estimator of LASSO com-

ponent x(y, t,7). We approximate respectively the bias E (Xp(y,t,1) — x(y, t,4))

and the mean square error E (| X7(y, ¢,i) — x(y, t,1)|?) respectively by

TE (X (y,t,i)) and T%E (X%(y,t,i)) for i € I\ 01y, VTE (X (y,t,4)) and
TE (X?(y,t,i)) for i € SUIy. The idea for choosing the temperature is to
fix an upper bound b, of the approximate bias or an upper bound MSE,,
of the approximate mean square errors and then derive the temperature as
a function of by, or MSE,. In Section 7 we will illustrate our criteria in
the one dimensional case, n =p=1and A = 1.
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6.5 Choice of the proposal distribution in the one
dimensional case

We distinguish three cases.
1) We have for y € [0,t) that E[X (y,t)] = i :=m1(¥) and

1-47)
Yy Y
BX .00 = (e + ge) = )

a) If the test function ¢ = 1, then for each proposal g we calculate the
objective function

1M N y
flaen = 3 Ll L0 = Tm(Dl= 10

=1 n=1

We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F' — fi(q).

b) If the test function ¢ = @9, then for each proposal ¢ we calculate the
objective function

fa fZI >0y — ma(%)] = fa(q)
n 1

We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F' — fa(q).
c) If the test function ¢ = (3, then the best proposal is the minimizer of
g€ F —/filg) + f2(0).

In order to illustrate these results we consider M = 600 chains with the
size N = 5000, with the proposal distribution A(0,02) and different values
of 2.

Proposal f1(q) f2(q) f1(q) + f2(q) | The acceptance rate
02 =0.09 | 0.0538 0.0550 0.329 0.7556

0?2 =1 0.0360 0.0898 0.354 0.1672

0?2 =6 0.0368  0.0918 0.358 0.0284

TABLE 6.3 —t =1,y = 0.5, T = 0.1, M = 600, N = 5000; the variance
02 = 1 wins according to the criterion f; and 02 = 0.09 wins according to
the criteria fa, v/ f1 + f2 and the acceptance rate.

100

lilliad.univ-lille.fr



© 2016 Tous droits réservés.

These de Daoud Ounaissi, Lille 1, 2016

2) We have for y =t that E[X (¢,¢)] = \/%, and E[X?2(t,t)] = t.
a) If the test function is ¢ = 1, then for each proposal g we calculate
the objective function

fla.o1) f—zw 2 O - E = h@.

We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F — f1(q).

b) If the test function is ¢ = 2, then for each proposal g we calculate the
objective function

fla fZ|fZ )2 = Tt = fala).
n=1
We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F' — fa(q).
c) If the test function is ¢ = @3, then the best proposal is the minimizer of

q€F = /fi(q) + f2(q).

Proposal fi1(q) f2(q) f1(q@) + f2(q) | The acceptance rate
02 =0.091(0.17569 0.01957 0.44189 0.8484

0?2 =1 0.17391 0.01994 0.44029 0.2310

0?2 =6 0.17471 0.02069 0.44205 0.0362

TABLE6.4-t=y=1,T=0.1, M = 600, N = 5000; 0> = 1 wins according
to the criteria fi, v/fi + f2, and The acceptance rate, but o2 = 0.09 wins
according to the criterion fs.

3) We have for y > t that E[X (y,t)] = 0 and E[X?(y,t)] = t.
a) If the test function @1, then for each proposal ¢ we calculate the objective
function
1 L1 X

flagn) = 3 LIy 07— =0l= hla)

We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F — f1(q).

b)If the test function ¢, then for each proposal ¢ we calculate the objective
function

1

N
flae2) = 123 | SO0 (v = 0 = Tt = fola).

n=1

Mz

Il
—

b2
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We say that the proposal ¢* is the best among a finite family F' of proposal
distributions if ¢* is the minimizer of ¢ € F' — f2(q).
c) If the test function is ¢ = 3, then the best proposal is the minimizer of

q€F — +/fi(q) + f2(q).

Proposal || fi1(q) f2(q) W The acceptance rate
o2 =0.091(]/0.0270 0.0135 0.2011 0.910

o2 =1 0.0078 0.0040 0.1087 0.385

0?2 =6 |/0.0174 0.0088 0.1614 0.0716

TABLE 6.5 -t = 1,y = 3,, T = 0.1, M = 600, N = 5000; 02 = 1 wins
according to the four criteria.

6.6 Choice of the temperature in Metropolis-Hastings
algorithm

We distinguish three cases.
1) The case y € [0,t). The idea is to approximate the bias E[X7(y,t) —
z(y,t)] = E[Xp(y,t)] by TE[X(y,t)] and the mean square E[(Xp(y,t) —
(
)

8

y.1))%] = E[(Xr(y,1))?] by T*E[X?(y,t)].
a) Controlling the approximate bias : Fixing the approximate bias

i Yy ._
TE[X(yat)] = T@ - Tml(;) T bap7

bap

we get, for y # 0, the temperature T'(bep, ¥) := TesL Observe that our

criterion is not defined for y = 0. The Figure 2 (a) shows, for fixed bgp, that
€ (0,1) = T'(bgp, u) is decreasing.

b) Controlling the approximate mean square error : Fixing the approximate

mean square error

1- Y 1
T2R(X2(y, 1)) = T2 1 il

T ip o g T L) MSE,

Yy ) = MSE,,
t mg(%)
criterion a), that the temperature T'(M SE,),0) is defined for y = 0. Moreo-
bay  MSE,,

mi(y) — ma(¥)’

we get the temperature T'(MSE,y, . Observe, contrary to

ver, if the couple (byp, M SE,,) satisfies the constraint
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then T'(bep, ¥) = T(MSEgp, ¥). The Figure 2 (b) shows, for fixed MSE,,,
that u € (0,1) = T(MSE,)p, u) is also decreasing.

X107

-
-

/

0.02

o.06 |
o.04f T

o0z} Tt~

LR 0.2 ) 0.4 0.5 0.8 07 ) 0.9
=1}

FIGURE 6.2 — (a) bgp = 0.001, u € (0,1) = T'(bap, u) and (b) MSE,, = 0.01,
u€ (0,1) = T(MSEq,u).

2) The case y = t.
a) Controlling the approximate bias : Fixing the approximate the bias

VTEIN(0.1)] = ﬁ = b,

2
Thap

2t
b) Controlling the approximate mean square error : Fixing the approximate
mean square error

we get the temperature T'(bgp,t) =

TE[N?(0,t)] = Tt := MSE,,,

MSE
we get the temperature T(M SE,p,t) = ——=2.

3) The case y > t. Here the approximate bias vTE[N(0,t)] = 0, and we
have criterion based on the approximate mean square error, i.e.
TE[N?(0,t)] = Tt := MSE,,.
_ MSE,

We get the temperature T(M SEq,,y) = et
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6.7 Criterion for convergence of Metropolis Has-
tings algorithm

Metropolis-Hastings algorithm produces a Markov chain (6}, ;) such that
for any suitable measurable function h

N n
Bln(Xr(y, )] = tim Zn=0 )

N n
We address the problem of the convergence of the series w in the
cases h(z) = z, h(z) = 22 and y € (0,t). We fix the approximate bias bg.
We run Metropolis-Hastings algorithm with the temperature T'(bap, ¥) (see
Section 6 paragraph 1) a)) and we calculate the sums byg = + SN 67,
and MSEyp = + SN (6™)? for different sizes N. We decide that the chain
is convergent at the iteration N if byrg = bgp and MSEyg ~ MSE(bap)

_b2,ma(Y)

where MSE(bgp) := 2 (D)
1\t

the equality T'(bap, ¥) = T(MSE(bap), ¥). In The table 6 we fix by, = 0.01.
We vary N and calculate the values of by and MSFEy . We show for
N = 80000, that by ~ bap and MSEyN g ~ MSE(bs,) = 0.00035.

. Observe that the latter constraint guarantees

Ny 4000 5000 8000 10000 30000 40000 80000
byl 0.0067 0.0074 0.0084  0.0085 0.0088 0.0091 0.0090
MSEp g ||0.0017 0.0014 0.0010 8.7017e-04 4.8341e-04 4.4582e-04 3.6576e-04

TABLE 6.6 — byyg and MSEypg values 1 y = 0.5, t = 1, by, = 0.01,
MSE(bap) = 3.5¢ — 04, T'(bap, 4) = 0.0075, Proposal = N(0,0.009).

6.8 Choice of geometric tempering in simulated
annealing algorithm

We want, for y € [0,t), to estimate LASSO z(y,t) using simulated
annealing’s algorithm. A popular choice of the sequence of temperature

(T, : n = 1,2,...) in simulated annealing’s algorithm is geometric tem-
pering i.e. T, :== 12 for some ¢ > 1 and for arbitrary initial temperature
Ty see e.g.[12]. Observe, for y € [0,t), that the temperature T,, coincides

1

with our temperature T'(bap(n), ¥) with the approximate bias bqp(n) = 7
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and the initial temperature Ty = . The temperature T;, also coin-

1
ma (%)
cides with our temperature T'(MSEqp(n), ¥) with MSE,y(n) = q% and the
1

initial temperature Ty = We propose to compare simulated annea-

ma(¥)
ling’s algorithms using three initial temperatures Ty = 1, Tp = m1(¥) and
To = 1 and the same ¢ > 1.

ma(¥)
We consider, for each initial temperature Ty, M = 500 simulated annea-

ling’s algorithm with ¢ = 1.001. We get a sequence (0% ,(m) : n,m). We
propose bga(N) := 4 SM_ 08, (m) as an estimator of LASSO z(y,t) = 0.
We select the iteration Ng4 and the corresponding temperature Tgy gi-
ving the best estimate of LASSO. In figure 3 we plot N — bga(N) :=
= M 6%, (m) and we remark that for the three temperatures the best
iteration Ng4 is around 7000.

[REIS TD=1

e T =1Im1(ylt)

2
TD =1Imz(ylt)

FIGURE 6.3 — N — bga(N) with different values of T .

6.9 Conclusion

In this paper we treated LASSO using Gibbs measures. We showed that
the scaling of the Gibbs measures as the temperature goes to zero depends
on the support and the null components of LASSO. We obtained as a by-
product a link between these scaling and the geometric tempering in si-
mulated annealing algorithm. Our results can be easily extended to the
analysis sparsity problem i.e. the minimization of the objective function
IDx|)y + AXyI® with D £ 1.
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