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Résumé

La thése porte sur le développement d’estimateurs d’erreur a posteriori pour la résolution
numérique par éléments finis de problémes en électromagnétisme basse fréquence. On s’in-
téresse aux formulations en potentiels A — ¢ et T — €2 des équations de Maxwell en régime
quasi-stationnaire, pour le cas harmonique ou temporel. L’enjeu consiste a développer des
outils numeériques mathématiquement robustes, exploitables dans un code de calcul industriel
(a savoir Code Carmel3D - Code Avancé en Modélisation Electromagnethue) permettant
d’estimer ’erreur de discrétisation spatio-temporelle et de pouvoir ainsi améliorer la précision
des calculs.

D’un point de vue mathématique, la fiabilité et l'efficacité sont les idées clefs qui motivent la
construction d’un estimateur d’erreur 7 optimal. Dans un contexte uniquement spatial, par
exemple, elles sont définies comme suit.

[Fiabilité globale] L’estimateur 7 donne une borne supérieure de l'erreur e sur ’ensemble de
domaine de calcul du type

e<cn,
ou l'erreur est mesurée dans la norme énergétique et ¢ est une constante indépendante de la
taille du maillage. Cela assure le contrdle de 'erreur par I’estimateur.

[Efficacité locale] Localement Iestimateur 7 fournit une borne inférieure de l'erreur € du type
Uie < C€patch(K) »

ou K désigne un élément du maillage, patch(K) est 'ensemble constitué de mailles voisines
de K et c est une constante indépendante de la taille du maillage. Cela permet de repérer les
zones du maillage pour lesquelles 'erreur est la plus importante, et de mettre ainsi en ceuvre
des stratégies de raffinement adaptatif.

Dans une premiére partie, on décrit le modeéle considéré et les outils mathématiques utilisés
tout au long de la thése. A partir des équations de Maxwell en régime quasi-statique, on
établit les deux formulations en potentiels A — ¢ et T — €. Afin de mener une analyse dans
le cadre d'une discrétisation de type Eléments Finis, on présente les espaces fonctionnels
continus, les hypothéses sur le maillage, les espaces fonctionnels discrets et les résultats
d’analyse fonctionnelle indispensables.

Dans une deuxiéme partie on traite du probléeme magnétodynamique. On construit un esti-
mateur spatial de type équilibré afin d’estimer les erreurs dues a la discrétisation par éléments

finis des deux formulations. Sa construction réside dans la non-vérification des lois de com-
portement, au niveau discret, des champs issus de deux formulations en potentiels. On prouve

la fiabilité et l'efficacité de I'estimateur. On construit ensuite un second estimateur de type
équilibré, basé sur une technique de reconstruction des flux, qui estime uniquement ’erreur
associée a la discrétisation de la formulation A — . Son équivalence globale avec I'erreur est
ensuite montrée. On valide enfin les résultats théoriques a ’aide d’un benchmark numérique
basé sur un cas test analytique ad hoc.

Dans une troisiéme partie on traite du probléme magnétodynamique temporel A — ¢. On
construit alors un estimateur spatio-temporel de type résiduel. On établit sa fiabilité et son
efficacité temporelle et spatiale pour, ensuite, obtenir un résultat global au niveau spatio-
temporel. On valide enfin les résultats théoriques a ’aide d’'un benchmark numérique basé
sur un cas test analytique ad hoc.

La quatriéme et derniére partie du travail est consacrée a I'application des trois estimateurs
développés dans Code Carmel3D. Dans le but de mettre en place des algorithmes de re-
maillage adaptatif en espace-temps, on analyse le comportement des estimateurs pour des
cas tests physiques a industriels. Concernant le probléme magnétoharmonique, les résultats
obtenus sont comparés a ceux donnés par d’autres estimateurs utilisés dans Code Carmel3D.

Mots-clés : estimateurs d’erreur a posteriori en espace et en temps, méthode des éléments fi-
nis, équations de Maxwell, formulations en potentiels, électromagnétisme en basse fréquence.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016

A posteriori error estimators for the temporal and
potential Maxwell’s equations

Abstract

This thesis focus on the developement of a posterior: error estimators for the finite element
numerical resolution of low frequency electromagnetic problems. We are interested in two
potential formulations of the Maxwell’s equations in the quasi-static approximation, known
as A — p and T — Q formulations, for both harmonic and temporal regimes. The challenge
consists in developing numerical tools mathematically robust, usable in an industrial code
(specifically Code Carmel3D - Code Avancé en Modélisation Electromagnétique) and allo-
wing the estimation of the spatio-temporal error discretisation and the improvement of the
quality of the computation.

The reliability and efficiency properties are the mathematical key ingredients for an optimal
error estimator. For a spatial problem they are defined as follows.
[Reliability] The error estimator 7 provides an upper bound for the error e in the whole
domain, that is
e<cn,

where the error is measured in the energy norm and c represents a constant independent of
the mesh size. This property ensures the error control by the estimator.
[Local efficiency| The error estimator 7 provides, locally, a lower bound for the error ¢, that
1s

Nk < C€patch(K) »
where K represents a mesh element, patch(K') the set of mesh elements surrounding K and
c a constant independent of the mesh size. This property allows to detect the zones where
the error is the highest, and where an adaptive remeshing process has to be performed.

In the first chapter, the physical model and the mathematical tools used throughout the
thesis are described. Then A — ¢ and T —  formulations are stated. They correspond
to a recast by potentials of the Maxwell’s equations in the quasi-static approximation. In
order to carry out an analysis in the finite element framework, we present some continuous
functional spaces, the assumptions needed on the mesh, some discret functional spaces and
some essential functional analysis results.

The second chapter deals with the harmonic magnetodynamic problem. A spatial equilibrated
error estimator is built up, which estimates the finite element error due to the discretisation
of both potential formulations. Its construction is based on the non-verification of the consti-
tutive relationships for the numerical fields arising from the two potential formulations. Then
the reliability and efficiency properties are proved. Afterwards, another estimator is built up
for estimating exclusively the A — ¢ error discretisation. It is based on a flux reconstruction
technique and its global equivalence with the error is shown. Finally, a validation of the
theoretical results is made through an analytical benchmark test.

The third chapter deals with the temporal magnetodynamic problem modeled by the A — ¢
formulation. A spatio-temporal residual error estimator is developed. The reliability and
efficiency properties are proved for both spatial and temporal components of the estimator.
A (spatio-temporal) global equivalence is finally proved. A validation of the theoretical results
is made through an analytical benchmark test.

The fourth and last chapter is devoted to some applications and comparisons in Code Carmel3D
of the three estimators developed. Some physical and industrial benchmark tests are studied
in order to make adaptive (space-time) refinement next. A comparison with other error
estimators already developed in Code Carmel3D for the magnetoharmonic case is finally
performed.

Key-words : space-time a posteriori estimators, finite element method, Maxwell equations,
potential formulation, low frequency electromagnetism.
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NOTATIONS

Dans ce texte on utilise les conventions suivantes.
Tout ce qui est en gras désigne un vecteur, par exemple :

e x dénote le vecteur dans R? x = (zy, T, v3)¢, ou I'indice ¢ désigne la transposition du
vecteur ;
e F répresente un champ dans R3, avec composantes F = (Fy, Iy, F3)'.
Pour les espaces en trois dimensions on n’utilise pas la notation en gras, mais on explicite la
dimension, comme par exemple L*(D)3.

Dans les Tables 0.1 a 0.3, on a regroupé les symboles les plus utilisés dans la thése.
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Th

N
Nént
En

g}z’lnt
Fh
f}ilnt
ng

nrp
On(D)
On(D)
NDI (‘DJ 77L)
Xu(D)

Ensemble des nombres réels

Ensemble des nombres complexes

Domaine polyhédral dans R3

Domaine conducteur dans R3

Domaine non conducteur dans R?

Réunion des éléments partageant une face commune avec le tétraédre T’
Réunion des éléments partageant la face F'

Réunion des éléments partageant le nceud x

Bord du domaine conducteur

Espace des polynomes définis dans D

Espace des fonctions scalaires infiniment différentiables

a support compact inclus dans D

Espace dual de D(D)

Espace des fonctions de carré intégrable sur D

Espace de Sobolev des fonctions dont la dérivée premiére appartient a L?(D)

Espace de Sobolev des fonctions H'(D) satisfaisant la jauge de moyenne nulle
Espace de Sobolev des fonctions H'(D) satisfaisant

une condition au bord de type Dirichlet homogéne

Espace des fonctions dont le rotationnel appartient a L*(D)3
Espace des fonctions H(rot, D) satisfaisant une condition au bord
de type Dirichlet homogéne sur la composante tangentielle

Espace des fonctions Hy(rot, D) satisfaisant la jauge de Coulomb
Espace des fonctions de L?*(D) dont la divergence appartient a L?(D)
Espace des fonctions H(div, D) satisfaisant une condition au bord
de type Dirichlet homogéne sur la composante normale

Taille du maillage

Maillage et ensemble des tétraedres

Ensemble des nceuds

Ensemble des nceuds internes

Ensemble des arétes

Ensemble des arétes internes

Ensemble des faces

Ensemble des faces internes

Normale unitaire a la face F

Normale unitaire sortante au tétraedre 7'

Espace EF conformes P (D) par morceaux

Espace des fonctions Oy(D) satisfaisant la jauge de moyenne nulle
Espace des EF d’aréte d’ordre 1

Espace des fonction N'D1(D, Tp,) satisfaisant une condition au bord
de type Dirichlet homogéne sur la composante tangentielle

Espace des fonctions X, (D) satisfaisant

une condition de jauge de Coulomb discréte

Espace EF conformes P (D) par morceaux satisfaisant

une condition au bord de type Dirichlet homogéne

Espace des EF de face d’ordre [

Interpolé de Clément scalaire

Interpolé de Clément vectoriel

Interpolé de Nédélec
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SOR

—
~

&

[SONRSH
»
~—

Champ magnétique

Induction magnétique

Terme source magnétique

Champ électrique

Induction électrique

Densité de courant induit

Terme source électrique

Potentiels de la formulation magnétodynamique A — ¢
Potentiels de la formulation magnétodynamique T — €2
Approximation EF de A

Approximation EF de ¢

Approximation EF de T

Approximation EF de 2

Solution d'un probléme magnétostatique altenatif

Solution EF du probléme magnétostatique altenatif
Erreur spatiale au temps t,,

TABLE 0.2. Liste de champs utilisés.

supp Support d’une fonction
w Pulsation
7 Unité imaginaire
f Fréquence
o Conductivité électrique
I Perméabilité magnétique
ngr Normale unitaire a la face F’
nr Normale unitaire sortante au tétraédre T'
Produit scalaire

X Produit vectoriel
div Opérateur de divergence
rot Opérateur rotationnel
Oy Dérivée partielle par rapport la variable ¢
(") Produit scalaire de L*(D)
a~b Il existe des constantes positives c1, ¢y
indépendantes de a et b telles que c1b < a < ¢y b

a<b Il existe une constante positive ¢

indépendante de a et b telle que a < ¢b

TABLE 0.3. Liste de symboles utilisés.
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INTRODUCTION GENERALE

Cadre général de la thése

Pour de nombreuses applications, la résolution numérique des équations de Maxwell est une
nécessité car leur résolution analytique est trop complexe, et en tous cas difficilement exploi-
table en pratique. La Méthode des Eléments Finis (FEM) est une des méthodes d’approxi-
mation la plus utilisée en électromagnétisme [Monk, 2003; Bossavit, 1998, 1993]. Récemment,
beaucoup d’efforts ont été déployés pour améliorer la solution numérique et réduire les temps
de calcul. Deux techniques sont souvent utilisées : 'adaptation du maillage (h-raffinement)
ou l'augmentation locale de l'ordre des éléments finis utilisés (p-raffinement). On peut bien
str combiner les deux (hp-raffinement) [Biirg, 2013]. Si le probléme est instationnaire, une
adaptation du pas de temps doit également étre envisagée. Il est donc important d’estimer
I’erreur que ’on commet en discrétisant en espace et éventuellement en temps ces équations.
Ne disposant pas, bien entendu, de la solution exacte du probléme, on a recourt a des outils
numériques appelés estimateurs d’erreur a posteriori, qui consistuent le sujet de cette thése.

L’estimation a posterior: peut étre vue en opposition a l’estimation a prior:, qui vise a
démontrer la convergence de 'erreur vers zéro et s’appuie souvent sur des hypotheéses restric-
tives sur la régularité des solutions, rarement vérifiées dans les cas physiques. A contrario,
les hypotheses de I'analyse a posterior: se limitent la plupart du temps a celles demandées
par la formulation faible pour que celle-ci soit bien posée. Cela permet de traiter des cas
plus proches du réel et s’avére donc trés utile pour les applications en élecromagnétisme
oll, par exemple, on trouve souvent des géométries non-standard possédant des singularités.
L’estimateur a posteriori est alors construit en post-traitement et basé uniquement sur la
solution numérique et les données du probléme. Il a comme objectif de donner une indication
calculable de la distribution de I’erreur d’approximation.

Dans ce travail, nous nous focaliserons sur les estimateurs d’erreur a posteriori pour le h-
raffinement et, le cas échéant, pour 'adaptation du pas de temps.

Concernant le h-raffinement, les estimateurs permettent de localiser les régions du maillage
ou il faut raffiner (voir la propriété d’efficacité locale 2. ci-dessous), et aussi de déterminer
un compromis entre les régions raffinées et celles non raffinées afin d’obtenir une précision
optimale (voir la propriété de fiabilité 1. ci-dessous). Sur ce sujet, plusieurs monographies
sont disponibles depuis les années 1990 |[Babuska et. al., 2011; Neittaanméki et Repin, 2004;
Monk, 2003; Babuska et Strouboulis, 2001; Ainsworth et Oden, 2000; Verfiirth, 1996]. Dans
un premier temps, nous nous focaliserons sur les estimateurs spatiaux : pour un apergu on
renvoie a la section 2.1 de cette thése.
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FIGURE 0.1. Patch wg de I'élément K.

D’autres travaux abordent ’estimation de I’erreur temporelle seule, ou I'estimation de I’erreur
spatio-temporelle, a titre d’exemple voir :

« |Akrivis et.al., 2006; Johnson et.al., 1990] pour l'estimation de 'erreur temporelle
seulement (problémes paraboliques linéaires pour des discrétisations en temps respec-
tivement par les méthodes des Cranck-Nicolson/Cranck-Nicolson-Galerkin et d’Euler
Implicite),

* |[Nochetto et. al., 2000a,b; Eriksson et. al., 1998; Eriksson et Johnson, 1995, 1991]| pour
I’estimation de ’erreur spatio-temporelle.

En particulier, la série d’articles [Eriksson et Johnson, 1991, 1995; Eriksson et.al., 1998|,
qui traitent l'estimation d’erreur a posteriori des problémes paraboliques linéaires et non-
linéaires discrétisés en espace par des Eléments Finis (EF) et en temps par la méthode de
Galerkin discontinue, montrent comment les estimateurs d’erreur a posteriori inspirent la
conception d’algorithmes de raffinement spatio-temporel. Ce sera le but ultime des travaux
qui nous intéresseront dans un deuxiéme temps, quand nous nous focaliserons sur les es-
timateurs spatio-temporels. Comme on le verra, ’étude des estimateurs d’erreur pour un
probléme parabolique s’appuie souvent sur I’étude du probléme elliptique correspondant. A
titre d’exemple un estimateur résiduel pour un probléme de convection-diffusion stationnaire
est proposé dans [Verfiirth, 2005b] et pour le probléme instationnaire correspondant dans
[Verfiirth, 2005a]. On donnera un apergu sur les estimateurs a posteriori spatio-temporels
dans la section 3.1.

La fiabilité et Vefficacité [Ainsworth et Oden, 2000] sont les idées clefs qui motivent la
construction d’un estimateur d’erreur n optimal. Dans un contexte uniquement spatial on
peut les formuler comme suit, et on verra dans la section 3.1 qu’elles s’étendent de fagon
naturelle dans un contexte spatio-temporel.
1. Fiabilité globale : 'estimateur 1 donne une borne supérieure de I’erreur € sur I’ensemble
de domaine de calcul D du type

lello < ¢,

ou lerreur est mesurée dans une norme opportune || - || et ¢* est une constante in-
dépendante de la taille du maillage supposé régulier. Cela permet d’assurer que, si
Iestimateur tend vers zéro en raffinant le maillage, alors 'erreur tendra aussi vers
zéro (avec le méme ordre de convergence).
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2. Efficacité locale : localement I'estimateur n fournit une borne inférieure de 'erreur €
du type

M < G|l €llu

ot K dénote un élément du maillage, wx un patch constitué de mailles voisines de
K (voir Figure 0.1) et ¢, x est une constante indépendante de la taille de K. Cela
permet d’identifier les parties du domaine de calcul ot I'erreur est la plus importante,
afin de pouvoir piloter la stratégie de raffinement adaptatif du maillage.

Puisque lefficacité globale (n < ¢, ||€||p) découle de lefficacité locale, les propriétés de
fiabilité 1. et d’efficacité locale 2. assurent 1’équivalence entre l'erreur et ’estimateur. De
plus, comme la fiabilité globale n’est pas a elle seule suffisante pour garantir que ’estimateur
ne surestime pas 'erreur, une propriété souhaitée est celle de I’exactitude asymptotique ; ¢’est-
a-dire que, lorsque l'on raffine le maillage, I'indice d’efficacité, défini comme le rapport entre
I’erreur et I'estimateur, tend vers 1.

Dans ce mémoire de thése on construira des estimateurs satisfaisant (le plus possible) les
propriétés ci-mentionnées. De plus, il est souhaitable que :
* 'estimateur soit robuste (il reste performant méme si les paramétres/coefficients du
probléme ont des ordres de grandeur trés differents) ;
x le codt de calcul de 'estimateur soit abordable (par exemple, a minima ne soit pas
plus cotiteux que la simulation elle-méme).

Contexte scientifique et industriel

Cette thése s’est déroulée au sein du Laboratoire d’Electrotechnique et d’Electronique de
Puissance, au sein de ’équipe Outils et Méthodes Numériques, et du laboratoire Paul Pain-
levé dans I’équipe Analyse Numérique - Equations aux Dérivées Partielles. Elle s’inscrit dans
le cadre d’une bourse CIFRE en collaboration avec EDF R&D. Son but consiste & dévelop-
per des estimateurs a posteriori pour 'erreur commise lorsque 'on approche les équations
de Maxwell par des éléments finis en espace et, si I'on est dans un régime temporel, par
Euler Implicite en temps. Une fois défini analytiquement I'estimateur, on s’est intéressé a sa
validation numérique et a sa performance pour des cas tests applicatifs. L’intéret industriel
réside dans 'utilisation des estimateurs dans Code Carmel3D (Code Avancé en Modélisation
Electromagnétique), développé par EDF R&D et le L2EP a travers le laboratoire commun,
le LAMEL. Dans ce contexte, la mise en ceuvre d’une stratégie de raffinement adaptatif dans
Code_Carmel3D est le but ultime du dévelopement de ces estimateurs.

Plan de la thése

Cette thése peut étre vue comme la poursuite des travaux développés dans [Tang, 2012|,
qui ont proposé un estimateur de type équilibré pour les formulations en potentiels A et
Q) en magnétostatique et également développé des estimateurs d’erreur a posteriori du type
résiduel pour les formulations en potentiels A — ¢ et T — €) en régime harmonique.

Dans le chapitre 1, on décrit le modeéle considéré et les outils mathématiques utilisés tout

au long de la thése. A partir des équations de Maxwell en regime quasi-statique, on éta-
blit les deux formulations en potentiels A — ¢ et T — 2. Afin de mener une analyse dans le
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cadre d’une discrétisation de type EF, on présente les espaces fonctionnels continus, les hypo-
theéses sur le maillage, les espaces fonctionnels discrets et les résultats d’analyse fonctionnelle
indispensables.

Dans le chapitre 2, on traite du probléme magnétoharmonique, dont on présente la discreti-
sation par EF. On construit alors un estimateur spatial de type équilibré afin d’estimer les
erreurs dues a la discrétisation par EF des deux formulations. Sa construction réside dans
la non-vérification des lois de comportement, au niveau discret, des champs issus de deux
formulations en potentiels. On prouve la fiabilité et I'efficacité de I'estimateur. On construit
ensuite un second estimateur de type équilibré, basé sur une technique de reconstruction des
flux, qui estime uniquement ’erreur associée a la discrétisation de la formulation A — ¢. On
valide enfin les résultats théoriques a I'aide d’un benchmark numeérique basé sur un cas test
analytique ad hoc.

Dans le chapitre 3, on traite du probléme magnétodynamique temporel A — ¢, dont la
discrétisation en temps est effectuée par le schema d’Euler Implicite et celle en espace par EF.
On construit alors un estimateur spatio-temporel de type résiduel. On établit sa fiabilité et
son efficacité temporelles et spatiales pour, ensuite, obtenir le résultat global au niveau spatio-
temporel. On valide les résultats théoriques obtenus & ’aide d’un benchmark numérique basé
sur un cas test analytique ad hoc.

La quatriéme et derniére chapitre est consacrée a ’application des trois estimateurs dévelop-
pés dans Code Carmel3D sur des exemples proches des applications de EDF. Dans le but
de mettre en place des algorithmes de remaillage adaptatif, on analyse le comportement des
estimateurs pour des cas tests physiques & industriels. Les résultats obtenus sont comparés
a ceux donnés par d’autres estimateurs utilisés dans Code Carmel3D.
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Chapitre 1

MODELISATION ET OUTILS MATHEMATIQUES

Ce chapitre est consacré a la présentation des différents modéles étudiés et a celle des outils
mathématiques associés, dans le cadre de la magnétodynamique [Bossavit, 1993|, [Rodriguez
et Valli, 2010].

1.1. MODELE ANALYTIQUE

1.1.1. Equations de Maxwell

Dans la suite, T répresentera un temps positif fixé et D un domaine polyhédral de R?, supposé
connexe et borné, de frontiére I' lipschitzienne et connexe.
Un champ magnétique peut étre généré soit par des courants électriques, soit par la varia-
tion temporelle d’'un champ électrique, d’out ’équation de Maxwell-Ampére dans le domaine
(0,T7)x D :

rot H(t,x) = J(t,x) + 0,D(t,x),

ot H dénote le champ magnétique (en A/m), J la densité de courant (en A/m?) et D
I'induction électrique (en C/m?).

Dans ce mémoire on s’intéresse au régime quasi-stationnaire qui conduit, dans le cadre des
équations de Maxwell, au probléme de la magnétodynamique. Celui-ci considére les équations
de Maxwell dans un régime de basses fréquences. Pour une justification générale on peut se
reporter & [Ammari et. al., 2000] ou, dans un cadre harmonique, a [Alonso, 1999] ainsi qu’a la
section 2.3 de [Rodriguez et Valli, 2010|. Le terme répresentant les courants de déplacement
0;D ne sera donc pas pris en compte, d’oul la forme locale du théoréme d’Ampére :

rot H(t,x) = J(¢,x) .
De cette équation découle immédiatement la conservation de la densité de courant :
div J(t,x) = 0. (1.1.1)
Par ailleurs, la densité de courant se décompose en deux termes :
J(t,x) = Js(t, x) + Jina(t, x)

ou Jy désigne le terme source et J;,q la densité de courant induit.
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L’équation de Maxwell-Faraday décrit comment la variation d'un champ magnétique induit,
a son tour, un champ éléctrique :

rot E(t,x) = —0,B(t, x), (1.1.2)

ou E dénote le champ électrique (en V/m) et B l'induction magnétique (en Tesla). Les
divergences du champ électrique et de 'induction magnétique sont exprimées, respectivement,
par les équations locales de Maxwell-Gauss et de la conservation du flux magnétique :

divD(t,x) = p, (1.1.3)
div B(t,x) = 0, (1.1.4)
ol p correspond & la densité volumique de charge électrique (en C'/m?). Lorsque 'équation

(1.1.4) est vérifiée par la condition initiale sur B, de (1.1.2) on en déduit qu’elle sera satisfaite
pour tout temps ¢ € [0, T].

En conclusion, dans approximation des régimes quasi-statiques (ARQS), on adopte la limite
magnétique galiléenne [Rapetti et Rousseaux, 2011] ot les équations de Maxwell dans (0, 7") x
D sont données par le systéme suivant :

rooH = Jg+ Jina, (1.1.5)
rotE = —8tB7 (116)
divB = 0. (1.1.7)

Les variables temporelle et spatiales (¢, x) ont été omises de I’écriture des champs pour alléger
la notation, ce qui sera également effectué dans la suite.

1.1.2. Lois de comportement

Les lois de comportement permettent de prendre en compte l'influence des milieux matériels
sur les champs électriques et magnétiques. Dans la suite on effectue ’hypothése selon laquelle
ces lois ne dépendent que des champs (et non pas, par exemple, de la variation de température
ou de contraintes mécanique).
Dans un milieu conducteur le courant et le champ électrique sont liés par la forme locale de
la loi d’Ohm :

Jina =0 E, (1.1.8)
ol o, dénotant la conductivité électrique (en Q7 'm™!), est strictement positive. Il est utile
de remarquer que lorsque supp J; C supp J;nq le conducteur est dit massif.

En outre, en restreignant 1’étude aux matériaux linéaires, les champs B et H sont liés par la
relation :
B=uH, (1.1.9)

ou 4 (en Hm™') représente la perméabilité magnétique.

1.1.3. Conditions aux limites

Pour que le probléme soit complet il est nécessaire d’ajouter des conditions initiales et aux
bords ad hoc, afin d’assurer I'unicité de la solution du systéme d’équations (1.1.5)-(1.1.9).

Concernant les conditions initiales, compte tenu des relations entre les champs, il suffit de
connaitre la condition initiale sur H ou sur E.
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Ln L I'g=T5g

FIGURE 1.1. Exemple d'un domaine pour des conditions homogénes.

Concernant les conditions aux bords on utilisera souvent des conditions homogeénes. Consi-
dérons que le domaine conducteur D, est strictement inclus dans le domaine D, et notons
sa frontiére I'.. D, sera supposé simplement connexe avec I'. lipschitzienne et connexe. On
décompose la frontiére I' de D en deux parties 'y et I'p telles que I'y est connexe et I'g
simplement connexe et

F=TpUTlg et T'yNlp=0,

comme indiqué sur la Figure 1.1. Selon le contexte, le vecteur n dénotera la normale unitaire
sortante du domaine D ou D..
On impose sur I'y que le champ magnétique H sorte de maniére normale au domaine

Hxn=0sur Iy, (1.1.10)
et sur I'. la condition de continuité de H tangentielle :
H xn] =0sur I, (1.1.11)

ou [-] représente le saut a l'interface I'.. En prenant le saut normal a I'interface I, de I’équation
, cette derniére condition implique que

[(Jing +Js) -m] =0 sur T,

vue que [rot H - n] = [div (H x n)] = 0. Comme on verra dans la suite, dans notre cas il est
naturel de supposer que J; € H(div, D), ce qui donne [J5-n] = 0 sur I'.. De plus, puisque
o = 0 dans le domaine non conducteur, on a [J;,q - n] = oE - n sur I, alors en conclusion

Jina-n=0sur .. (1.1.12)
De méme, on impose sur I'g que le champ électrique E sorte de maniére normale au domaine :
Exn=0sur g, (1.1.13)

ce qui implique
B - n=0surl'g. (1.1.14)
Puisque I'g répresente aussi un bord ot une condition aux limites sur B doit étre spécifiée,

on définit FB = FE
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1.1.4. Adimensionnement

Appliquons un adimensionnement aux équations (1.1.5)-(1.1.9) afin d’analyser mathémati-

quement le systéme. Pour adimensionner les équations, on peut fixer les quatre grandeurs de
référence suivantes :

* le diamétre ! du domaine L ;

* une perméabilité magnétique de référence i ;

x une conductivité de référence 7 ;

* une intensité de référence de I'induction magnétique 5.

A partir de ces quatre grandeurs de référence, il est possible de définir toutes les autres gran-
deurs nécessaires a 1’étude :

* un temps de référence t = ji 7 L?;

% une intensité de référence du champ magnétique H =

= |

* une intensité de référence du courant J =

~|

x une intensité de référence du champ électrique £ =

Qi «

Ainsi nous obtenons les variables adimensionnées, caractérisées par l'indice a :

" H B E J
ta = 3, a = T ==, Ho=—, Bo==, E,=—, J,=~=
i 7 Ha =4 i B E

K‘.

Ce changement de variables, appliqué aux équations (1.1.5)-(1.1.9), donne le systéme adi-
mensionné dans (0,7},) x D, suivant :

rot B, = — 04, By,
rot H, = Jg,
div,B, = 0,

B, = poHa,

Jo = 0, Eq,

ol rot 4, 04, et div, dénotent les opérateurs adimmensionnés, liés aux opérateurs dimen-
sionnés par la relation :

rot,=Lrot, 0;, =td;, div,=Ldiv.

Méme si 'adimensionnement n’a pas mis en évidence de quantités caractéristiques particu-

liéres, d’'un point de vue numérique il permet de travailler avec des variables d’un ordre de
grandeur comparable.

1. Ici diamétre se référe au diamétre de la plus petite sphére circonscrite au domaine.
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Pour alléger la notation, nous omettrons dorénavant la lettre ‘a’ en indice des variables ou
des opérateurs et nous nous concentrerons sur les équations de la magnétodynamique adi-
mensionnées suivantes :

rotH = Jind+JS7 (1115)
rotE = -9, B, (1.1.16)
divB = 0, (1.1.17)

avec les lois de comportement adimensionnées (1.1.8) et (1.1.9).

1.2. FORMULATION EN POTENTIELS

A partir des équations de Maxwell en régime quasi-statique, on peut écrire deux équations
complémentaires en champ électrique et magnétique [Alonso Rodriguez et. al., 2003; Albanese
et Rubinacci, 1990; Bossavit, 1985].

Si I'on consideére seulement le domaine conducteur D.., on montre que ’on obtient I’équation
sur le champ électrique,

0,0 E +rot p'rot E = rot ' J, dans D,
ainsi que celle sur le champ magnétique :
rot o 'rot H+4 pu 0, H = —9,J, dans D, .

Lorsque l'on veut décrire les champs en dehors du domaine conducteur, on constate des
difficultés. Elles résident dans la transmission de la continuité des composantes tangentielles
ou normales des champs aux interfaces ou dans les discontinuités de la perméabilité ou de la
conductivité [Albanese et Rubinacci, 1990]. Une fagon de les surmonter consiste a utiliser des
formulations en potentiels capables d’assurer de maniére naturelle les propriétés souhaitées
aux interfaces. Les chapitres 5 et 6 de [Rodriguez et Valli, 2010] sont dédiés a une étude
détaillée de ces formulations et montrent leurs pertinence d’'un point de vue numérique par
rapport aux méthodes s’appuyant sur les inconnues d’origine E et H. Elles évitent aussi des
problémes de stabilité pour des régimes a basse fréquence [Hiptmair et. al., 2008|.

Nous présentons ces deux formulations en potentiels [Biré et Preis, 1990; Meunier, 2008; Biro,
1999; Albanese et Rubinacci, 1990] dans les deux prochaines sections.

Remarque 1.2.1. Dans le cas de cette theése, on adoptera [’hypothese des conditions aux

imites homogenes c’est-a-dire avec 'y = (). Dans un souct d’exhaustivité, dans les deux
limites ho ‘est-a-d r 0. D d’exhaustivité, dans les d
paragraphes suivants, on décrit les systemes avec des conditions aux bords mixtes c’est-a-dire
avec Ty # ().

1.2.1. Formulation en potentiels A — ¢

Afin de résoudre le systéme (1.1.15)-(1.1.17) par une formulation électrique, 'idée est d’ex-
primer le champ E en fonction de potentiels.

Puisque la divergence de B est nulle (1.1.17) dans R3, il existe un potentiel vecteur A tel que

B = rot A dans D. (1.2.1)
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Pour assurer 'unicité du vecteur A, on impose la jauge de Coulomb :

divA =0 dans D. (1.2.2)

De (1.1.16) et (1.2.1) on voit que
rot (E+ 0,A) =0 dans D.. (1.2.3)

On peut donc exprimer le champ E en fonction du potentiel vecteur A défini & un gradient
pres :

E =—-0,A — Vg dans D.. (1.2.4)

Similairement a ce qui a été effectué pour le champ A, imposons une condition de jauge de
moyenne nulle sur ¢ pour assurer son unicité :

/ pdx=0. (1.2.5)
D,

De la loi de comportement (1.1.9), la condition au bord (1.1.10) devient
ptrot A xn=0sur 'y.
La condition au bord (1.1.14) et le fait que I'g est simplement connexe, on peut imposer
Axn=0surlg,
en remarquant que I'g = I'g, on a :
Axn=0surlp, (1.2.6)

ce qui assure par ailleurs B-n = 0 sur I'p.

En considérant les lois de comportement (1.1.8) et (1.1.9), nous pouvons exprimer respecti-
vement J;,; et H en fonction des deux potentiels A et ¢ :

Jina=0(—0,A —Vyp)et H= 1ot A. (1.2.7)

La condition au bord T'. (1.1.12) devient donc
g (O A+ V) -n=0sur .. (1.2.8)

En introduisant les expressions (1.2.7) dans (1.1.15) on obtient la premiére équation de la
formulation A — ¢ :

rot (pflrot A) +0 (A + V) = J; dans D, (1.2.9)

ol la notation ¢ répresente une extension de ¢ dans le domaine tout entier D, tenant compte
du fait que ¢ n’est pas défini dans le domaine non conducteur D,,. = D\D,. Puisque ¢ = 0
dans D,,., la valeur de cette extension ne change en rien le probléme.

En prenant la divergence de (1.2.9) et en tenant compte de la loi de conservation de la densité
de courant, on obtient la deuxiéme équation de la formulation A — ¢ :

div (0 (0lA + Vy)) = 0 dans D... (1.2.10)

Il est intéressant de remarquer que, lorsque D, = (), les termes avec la conductivité dispa-
raissent et on retombe sur la formulation en magnétostatique.
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1.2.2. Formulation en potentiels T — (2

On développe maintenant la formulation magnétique : I'idée consiste a exprimer le champ H
en fonction des potentiels et d’'un champ source H;.

Comme J; est a divergence nulle (1.1.1) dans D, simplement connexe et avec frontiére
connexe, il existe un terme source H tel que

Js =rot Hy dans D. (1.2.11)

Similairement, dans D, supposé simplement connexe et avec frontiére connexe, le courant
induit a divergence nulle assure I'existence d’un potentiel vecteur T tel que

Jina = rot T dans D.. (1.2.12)
L’unicité de ce vecteur est garantie en ajoutant la jauge de Coulomb :
divT =0 dans D.. (1.2.13)

Pour assurer que la condition aux limites J;,q - n = 0 sur I'., on impose
Txn=0surl.. (1.2.14)

En remplagant (1.2.11) et (1.2.12) dans I’équation d’Ampére (1.1.15), on obtient

rot(H—H;) =0 dans D,,,
(1.2.15)
rot( H-—T—-H,) =0 dans D..
Nous pouvons alors introduire un potentiel scalaire €2 tel que :
H, - VQ dans Dy,
H= (1.2.16)

H,+T-VQ dans D..

On impose la jauge de moyenne nulle sur le potentiel 2 dans D, pour en assurer 1'unicité :

/ Qdx=0. (1.2.17)
D

En substituant les définitions (1.2.12) et (1.2.16) dans les lois de comportement (1.1.8) et
(1.1.9), nous pouvons exprimer E et B par les potentiels T, 2 et Hy :

E=0"'rotT dans D, (1.2.18)
B=puH;+T-VQ) dans D, (1.2.19)
B=uH,—-VQ) dans D.. (1.2.20)

Les conditions aux bords I'p et I'y, (1.1.14) et (1.1.10), prennent alors la forme

uw(VQ—Hy) - n=0 sur I'g, (1.2.21)
H, xn=0 sur Iy, (1.2.22)
Q=C sur I'y , (1.2.23)

avec C constante fixée. Si 'y n’est pas connexe, on peut choisir {2 = C' sur chaque composante
simplement connexe de I'y.
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D’apreés (1.2.18)-(1.2.20) I’équation de Maxwell-Faraday (1.1.16) devient la premiére équation
de la formulation T — 2 :

rot (o~ 'rot T) + 0y (u(T — VQ)) = —0;(uH,) dans D... (1.2.24)

En prenant la divergence de (1.2.24) dans D, et en utilisant le fait que la divergence de
B, exprimée par les potentiels (1.2.19)-(1.2.20), est nulle dans D, on obtient la deuxiéme
équation de la formulation T — € :

div (uVQ) = div (uHs) dans D, (1.2.25)
div (u(T — VQ)) = —div (uHy) dans D.. (1.2.26)

Similairement & la formulation A — ¢, lorsque D, = (), on déduit la formulation € en magné-
tostatique (1.2.25).

1.3. OUTILS MATHEMATIQUES

Nous rassemblons dans cette section des définitions et des résultats relatifs aux outils fonc-
tionnels fréquemment utilisés dans les prochains chapitres. On introduira aussi les espaces et
les notations concernant la discrétisation spatiale. Dans cette section, ® dénote un domaine
spatial quelconque. Les espaces des fonctions de forme et les degrés de liberté correspondants
seront choisis par rapport aux champs que 1’on souhaite approcher et la précision d’approxi-
mation, qui sera généralement d’ordre 1. Ci-dessous on mentionne les espaces fonctionnels
continus et discrets que 'on rencontrera le plus souvent [Monk, 2003].

1.3.1. Espaces fonctionnels continus

* On note 'espace des fonctions scalaires de carré sommables par
L(D) = {f mesurable ; /@ | fldx < +oo}
et 'espace des fonctions vectorielles de carré sommables par
L(D)? = {F mesurable ; /@ |F|dx < +oo} .
Leurs normes sont dénotées par || - ||o et leurs produits scalaires par (-, -)s.

Dans la suite, I'extension d’un espace défini pour des fonctions scalaires & sa version
pour des fonctions vectorielles de R? sera marquée par un indice 3.

« L’espace de Sobolev H 1(@) est défini par
={fel’®); Vfel*)D)},

avec norme et semi-norme associées dénotées respectivement par || - |10 et |- |10
HJ (D) répresent le sous-space de H'(®) des fonctions dont la trace s’annule sur 0D
et

H(®)={feH'(® /fdx—o

représente le sous-espace de H'(®D) constitué des fonctions & moyenne nulle sur D.
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x L’espace défini par I'opérateur différentiel rotationnel est dénoté par
H(rot,®) = {F € L*(D)*; rot F € L*(D)*} ,
équipé de sa norme usuelle :
VE 1 o ) = [F13 + ot F3
En ajoutant les conditions aux limites ad hoc, on définit aussi
Hy(rot ,®) ={F € H(rot ,D); F xn=0sur 09} .
L’espace correspondant jaugé est :
Hy(rot,®) = {F € Hy(rot,D); (F, V&) =0V & € Hi (D)} . (1.3.1)
* L’espace défini par I'opérateur différentiel divergence est dénoté par
H(div,®) = {F € L*(®)*; divF € L*(D)*} ,
équipé de sa norme usuelle :
1 ey = I + [ldiv FJ3
En ajoutant les conditions aux limites ad hoc, on définit aussi
Hy(div,®) ={F € H(div,®); F-n=0sur 09} .

On note D(D) et D(D)? les espaces des fonctions respectivement scalaires et vectorielles
infiniment différentiables a support compact inclus dans D et D'(D) et D'(D)?3 les espaces
duals correspondants.

Dans toute la suite de cette thése, dans le cas ou ® = D, I'indice D sera omis.

1.3.2. Maillage

Code_ Carmel3D résout numériquement les formulations A —p et T —€) en régime fréquentiel
ou temporel. La discrétisation spatiale est toujours réalisée par la méthode des éléments finis.
On introduit donc ici quelques concepts de base permettant de fixer les notations.

Considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles sous la forme :
A(u) = f dans D, (1.3.2)

ou A dénote un opérateur differentiel, f une fonction donnée et u l'inconnue du probléme.
Rappelons que les deux étapes principales de la MEF' s’inscrivent dans le cadre des méthodes
de Galerkin.

La premiére étape consiste a convertir la formulation forte (1.3.2) en une formulation faible.
Soient V' un espace de Hilbert de norme associée || - ||, a(-, -) une forme bilinéaire dans V' x V'
et {(-) une forme linéaire dans V. La formulation faible du probléme (1.3.2) prend la forme :

Trouver u € V' tel que a(u,v) =1(v) Yo € V. (1.3.3)

Lorsque af-, ) est continue et coercive? sur V et [(-) continue, le théoréme de Lax-Milgram
[Ciarlet, 1978, page 8| garantit qu’il existe une unique solution au probléme (1.3.3).

2. La propriété de coercivité assure qu’il existe un nombre o > 0 tel que pour tout v € V on a a(v,v) >

allvllf
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La deuxiéme étape consiste a construire un espace V}, de dimension finie, qui approche 'es-
pace V| de dimension infinie. Si V}, C V' on parle d’éléments finis conformes, sinon d’éléments
finis non-conformes, ce qui sera notre cas. La formulation faible discrétisée prend alors la
forme :

Trouver u, € V,, tel que a(up,v) = l(vy) Yo, € Vi, . (1.3.4)

Si on travaille avec des éléments finis conformes, on obtient aisement un ingrédient fonda-
mental pour estimer 'erreur d’approximation v — u; dans la norme énergétique : la relation
d’orthogonalité de Galerkin. En effet, en effectuant la différence entre (1.3.3) et (1.3.4), on
obtient immeédiatement que

a(u — uh,vh) =0 Y, €V, (135)

En ayant des éléments finis non-conformes, cette relation ne découle pas immédiatement,
néanmoins, on verra dans les chapitres suivants pour ce qui nous concerne, cette non-
conformité est uniquement due aux jauges incluses dans les espaces fonctionnels, et que
cette difficulté peut étre rapidement levée. Une fois choisie une base wy,...,w, de V}, la
solution approchée s’écrit comme

up = Zuz w; (1.3.6)
i=1

avec u; les coefficients a determiner caractérisant la solution numérique. Ainsi le probléme
(1.3.4) peut s’écrire sous forme de systéme linéaire :

ia(wi,wj)ui =l(w;) 1<j5<n. (1.3.7)

=1

La solution peut alors étre obtenue par résolution d'un systéme linéaire.

Dans le cas de code_ Carmel3D cette résolution est effectuée par une méthode itérative du
type gradient conjugué qui permet d’imposer implicitement la jauge de Coulomb [Ren, 1996].

Maillage

La conductivité o et la perméabilité p sont considérées constantes par morceaux. En d’autres
termes il existe une partition de D en un nombre fini des polyédres de Lipschitz D,, j =
1,...,J, tels que 0 = o0; et p = p; dans D; avec o; > 0 et p; > 0. Par conséquent D, est
I'union des D; tels que o; > 0. Nous écrirons :

= max U, iy = Iin O = max O0;,0min — min ;.
Hrmax j:l,...,JMJ’Mmm j=1,....J Hj > Omax j=1,Jio;>0 20T iy T Te>0 )

Le maillage 7;, de D est composé de tétraédres, désignés par T. Chaque T € T, appartient
a un seul D; (par conséquent chaque élément appartient soit a D, soit & D,,.). Le diameétre
de la plus petite boule circonscrite dans T' est dénoté par hr et celui de la plus grande boule
inscrite dans T' par pr. La taille A du maillage est alors définie par :

h = maxhp.
TeT,

Tr est supposé admissible, conforme et régulier au sens de |Ciarlet, 1978|, c’est-a-dire :

* D= | Tet%#@;
TeT,
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« pour chaque élément T, le rapport hr/pr est borné par une constante o > 0, indé-
pendante de T et de la taille du maillage h,

* pour tous les éléments 17 et T de T}, alors T1 N'T5 peut étre soit ’ensemble vide, soit
un sommet, soit un coté entier, soit une face entiére.

FIGURE 1.2. Exemples de patch en 2D.
(a) : patch wp associé a un aréte F.

(b) : patch wr associé a un triangle T.
(c) : patch wy associé a un neeud x.

Enfin Ty, Njy, Nint, &, Et. F, et Fi™ dénotent réspectivement 'ensemble des tétracdres,
neeuds, neeuds internes, arétes, arétes internes, faces et faces internes. Le diameétre de la face
I est noté par hr. Pour chaque face I’ on associe une normale unitaire ny et pour chaque
tétraédre T une normale unitaire sortante ny.

On définit enfin le patch wr associé a la face F par
Wpg = U T,
FedT
ou F' =T, NTy, le patch wr associé au thétraédre T par
Wwr = U T, ,
T’CwFiFCT
et le patch wy associé au nceud x par
Wy 1= U T.
xeT
Un exemple des ces patch en deux dimensions est donnés sur la Figure 1.2.

1.3.3. Espaces fonctionnels discrets
Pour un entier k£ < 0, nous noterons Py (D) 'espace des polynomes définis dans D, a coéffi-

cients réels et de degré inférieur ou égal a k.

* Dans cette étude on a recours aux EF nodaux du premier ordre pour approcher les
potentiels scalaires dans H', en définissant ’espace

On(D) = {fh S Hl(©)§fh\T eP(T)VT e 771} :
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Le sous-espace jaugé correspondant est noté
O1(D) = {fu € H'(D); fur EPUT)V T € T} .

« Pour approcher les potentiels vecteurs de H(rot,®) on utilise des EF d’aréte de
Nédélec du premier ordre ND; :

ND(T) = (Po(T))* + (Po(T))” x x
NDi(D,T;) = {Fy € H(rot,D);Fjr € ND{(T) VT € Ty}
Xh(g) = {Fh € ND1<@,77L), F;, xn=0sur 8@} .
L’espace jaugé associé a X, (D) est noté par
Xu(®) = {F) € Xp(D); (F1, V&) =0V & € O4(D)}
ol O©) (D) est défini par
0,(D) = {& € Hy(D);&ur € PUT)V T € T} .

* Les champs de vecteurs dans H(div, D) sont enfin exprimés a I'aide des EF de facettes
de Raviart-Thomas R7T,; d’ordre [ € {0,1} :

RTUT) = (B(T))* + Py(T) x,
RTUD,Th) = {F) € H(div,D);Fjr € RT(T)VT € Ty}
VI D) = {Fr, e RT(D,T;); divF, = 0 dans D} .

Dans toute la suite de cette thése, dans le cas ot ® = D, I'indice D sera omis.

Remarque 1.3.1.
x La jauge de Coulomb a été incluse dans 'espace Hy(rot , D). En effet un champ A €

Hy(rot , D) est jaugé au sens faible car, en utilisant la formule de Green (1.3.22), on
a:

(A, V&) = (V-A,&)p =0 pour tout £ € Hy (D).

x Pour un champ A € Hy(rot,®), la décomposition standard de Helmholtz [Monk,
2003, Théoreme 3.40, page 66] suivante sera souvent utilisée :

A =B+ V¢ ou B e Hy(rot, D) et p € HL(D). (1.3.8)
On rappelle aussi sa version discréte [Girault et Raviart, 1986, page 272] pour un
champ Aj, € X,(D) :

A, = By + Vi, o B, € X, (D) et ¢y, € 02(D). (1.3.9)

x Dans le cas ou ® est borné, simplement connexe, Lipschitzien avec frontiére connexe,
on a linégalité de Friedrichs [Monk, 2003, page 88] qui assure qu’il existe une constante
C telle que

| F|| < C||rot F|| ¥V F e Hy(rot, D), (1.3.10)

et aussi sa version discrete [Monk, 2003, page 185] qui assure qu’il existe une constante
C' indépendate du maillage telle que

| F || < Cllrot Fy || V Fj € X,(D). (1.3.11)
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1.3.4. Interpolants

On définit dans cette section des opérateurs qui agissent sur les espaces continus H*(D),
H} (D) et Hy(rot, D) vers les espaces éléments finis d’ordre 1, respectivement, O (D), ©9(D)
et Xh(D)

Interpolant de Clément

On introduit les interpolants de Clément [Clément, 1975] associés au maillage 7. On fixe le
domaine tout entier D.

Pour chaque noeud x € N, on associe la fonction de base P-conforme M., définie par la
condition :

/\x(y) = 5w’y Vy S Nh,

ol 0, dénote le symbole de Kronecker. L’opérateur d’interpolation standard de Clément est
défini par :

I&,D . Hy(D) — ©)(D),

ICLD : HI(D) — @h(D),
1
f = Zapf = Zim (/wmef> Axs s

xeN,ND
ol wy est 'ensemble des tétraédres qui contiennent le nceud x.
On définit aussi Uinterpolant vectoriel [Creusé et.al., 2004] qui sera utile dans le chapitre

3. Pour chaque F € &, on fixe la facette adjacente F € F;, et I'opérateur d’interpolation
vectoriel de Clément est défini par

Pgl,D . PHY(D)*N Hy(rot, D) — X,(D),

F — PLOF = Y ((Fxnp) ) wg,
Ee&y,

ot PH'(D)? dénote 'ensemble de fonctions appartenants & H'(D.)*UHY(D,,.)?, wg € X, (D)
répresente la fonction de base associée a l'aréte E € &), et définie par la condition :

/ wg -ty = 5E,E’ VE € gh, (1312)
El

avec tg vecteur unitaire le long de F et fg’? fonction appartenant a I'espace de Nédélec du
premier ordre déterminée par la condition

/F (WE/ X IIFE) . fg% = 5E’,E” VE/,E” e & UIFE.
E

Ces opérateurs d’interpolation satisfont la proposition suivante [Clément, 1975; Beck et. al.,
2000].
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Proposition 1.3.2. Pour tout ¢° € H}(D), g € H'(D) et G € PH'(D)? N Hy(rot, D), il

existe une constante C', indépendante du maillage, telle que

Yo =T I+ Y Rl - gl <C |IVE|P, (1.3.13)
TeT, FE]_‘;'Lnt
S hillg—Zapg |z + D hE'llg—Zapgllz <C ||Vg]?, (1.3.14)
TeT, FeFy,
Y hlllG=PoypGllz + > he'l|G-PEpGl7 <C |[[VeG|P, (1.3.15)
TET, FE]:;'Lnt

ou [|[Vp G| =||VG|hH + VG,

Pour obtenir un résultat utile dans le chapitre 2, on a besoin de définir I'interpolant de
Clément Z¢, ;, [Clément, 1975].

Soit f € L*(D), pour tout patch wy, x € Nj,, on associe la meilleure approximation p, €
Py (wyx) de f en norme L?*(w,) i.e.

/ fp= / pxp Vp € Pr(wx).
Pour tout x € N}, on associe le degré de liberté

% : C¥ — R,

3
g = ’YX(g) = ZGX,i 8&9()()
=1

Alors
Thp: D) — Vi={ ¥ axh:ax€R} .
XGNh
[ Icljl,Df = Z Yo (D) Axc -
xeN},

D’apres [Clément, 1975, Théoréme 1] avec p =1 et g =1 :si f € H'(D) alors il existe une
constante C' > 0 telle que

1 f=Zeuf oy < Clf ) - (1.3.16)

D’aprés toujours le Théoréme 1 avec p = 1 et ¢ = 2 : si f € H?(D) alors il existe une
constante C' > 0 telle que

| f=Zaf Ny < CR|| ) - (1.3.17)

De (1.3.16) et (1.3.17) on sait que I}, € L(H*(D); HY(D)) N L(HY(D); H'(D)). Grace au
Théoréme d’interpolation d’opérateurs dans [Lions et Magenes, 1968, Proposition 2.3 page 23|
on déduit que T, € L([H*(D), H'(D)).; [HY(D), H'(D)].) = L(H'™¢(D); H'(D)) pour tout € €
(0,1) avec

HIél HE(H”E(D);Hl(D)) < HI}JZ Heﬁ(Hl;Hl(D)) HIé‘l sz;I?;Hl(D)) :

D’ou le résultat suivant :
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Pour tout € € [0,1] et f € H'(D) il existe une constante C, indépendante du maillage,
telle que

Interpolant de Nédélec

Soit wg € X, (D) la fonction de base associée a 'aréte E € &, déja définie par la condition
(1.3.12). L’opérateur d’interpolation standard de Nédélec [Nédélec, 1980] est défini par :

IND : Ho(I'Ot,D) — Xh(D),

F s ZypF = ¥ (/EF-tE)wE.

Eegy,

De plus, si on demande un peu plus de régularité sur le champ F, on obtient un résultat
[Boffi et. al., 2013, Proposition 2.5.7| que 'on utilisera dans le chapitre 2.

Proposition 1.3.3. Soient 0 < 6 < 1 et 0 < € < 1/2. Soient F € H'(D)? et F), :=
Inp F Uapprozimation F dans lespace de Nédélec d’ordre 1, ND(D,Ty,). Alors il existe une

constante C' indépendante de la taille du maillage telle que

IE — Foll < CH || F[[ssop (1.3.19)
et, pour p > 2,
1P — Full < CRY ([ F|gprzreqps + 110t F [[1yoe) (13.20)
De plus :
||rot (F — Fp) || < CRY* (|10t F |[g1/24e(pys) - (1.3.21)

1.3.5. Formules de Green

Si le bord 09 est assez régulier, par exemple lipschitzien, on peut définir la trace d’une
fonction f € H'(D) : vf = floo. On dénote Hz(0D) Vespace des traces des fonctions dans
HY®) et H 2(9D) son dual. Dans ce cadre, < - - > dénote le crochet de dualité entre
H_%(E)@) et H%(6©), on écrira formellement : < f*, f >= [o5 f* f.

Grace a la densité de D(D) dans H'(D) et de D(D)? dans H(div,®), on peut démontrer
que [Boffi et. al., 2013, Lemme 2.1.1] : si F € H(div,®) alors on peut définir la trace normale
(F-n)pgp € H=2(99) et on a la formule de Green :

/D((divF)g—l—F-Vg) = /{9@(1:"11)@@9 Vge H' (D). (1.3.22)

Similairement, on peut définir la trace d’une fonction F € H(rot ,®) et démontrer que [Boffi
et.al., 2013, Lemme 2.1.4] : si F € H(rot,®) alors on peut définir la trace tangentielle
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(F xn)gs € H~2(9D)3 et on a la formule de Green :

/(F-rotG—rotF-G) :/ (Fxn)po -G VG € H'(D)?. (1.3.23)
b k)

1.3.6. Fonctions bulles et inégalités inverses

A partir de [Verfiirth, 1996, Remarque 1.2 et Lemme 1.3], on définit les fonctions bulles by
et br et les inégalités inverses correspondantes. Ces résultats seront utiles dans le chapitre 2
pour prouver l'efficacité de I’estimateur équilibré congu & partir d’une reconstruction des flux
(voir la preuve du Théoréme 2.4.5), mais surtout dans le chapitre 3 pour prouver l'efficacité
de lestimateur résiduel (section 3.4.2).

Soient A1, Ar2, Ar3, Ara les coordonnées barycentriques du tétraédre T € 7j,. Alors la fonc-
tion bulle by est définie par

256)\T,1)\T,2)\T,3)\T74 dans T,
7o dans T,\T .
Soit F € Fj, avec le patch wp = Ty NTy, ou Ty N Ty = F. Les sommets des tétraédres T}

et Ty sont énumérés de tel sorte que les sommets de F soient énumérés en premier. Alors la
fonction bulle associée a la face F' est définie par

27)‘Ti71/\Ti12)\Ti73 dans ,I'z s 1= ]_, 2,
70 dans Ty \wr .

L’opérateur d’extension Fey : C(F) — C(T) nous permettra de considérer des fonctions
définies dans F' C 0T sur tout le tétraédre 1. Pour la définition exacte de cet opérateur on
pourra se reporter par exemple a [Creusé et. al., 2004, Section 4.1].

D’apreés ces définitions suit que :
br =0 dans 07T, bp=0 dans Owrp et ||br|loo,7 =|/bF|loc,wp =1,
et aussi les inégalités inverses, dont on rapporte le lemme ci-dessous [Creusé et.al., 2004,

Lemme 4.1| dans le cas anisotrope, ainsi que [Kunert, 1999] .

Lemme 1.3.4. Soit vy € P*(T) et vp € PY(F). Alors on a les inégalité suivantes.

oz llr < oz byl (1.3.24)

|V (vrbp) [|r < hr'llor |z, (1.3.25)

v llr < [Jorbid? ||, (1.3.26)

| Fen(vr) bp |7 S hif?[| vr || F (1.3.27)

| V(Fen(vr) br) llr S bl vr || (1.3.28)

ol les constantes intervenant dans les inégalités dépendent des degrés des polynomes ko ou

ky et de la régularité du maillage, qui ici est supposé régulier au sens de Ciarlet.
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Chapitre 2

ESTIMATEURS EQUILIBRES

2.1. ETAT DE L’ART DES ESTIMATEURS SPATIAUX

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations de Maxwell en régime harmonique. On ne trai-
tera donc que des estimateurs spatiaux. On donne dans cette section un apergu du sujet, en se
restreignant au cadre de I'électromagnétisme et au type d’estimateurs que 'on utilisera dans
ce chapitre (estimateurs équilibrés) et dans le chapitre suivant (estimateurs résiduels). Dans
le chapitre suivant, on étendra les estimateurs résiduels au cas instationnaire. On donnera
ainsi un apercu des estimateurs spatio-temporels dans la section 3.1.

Estimateurs résiduels

Parmi les différents types d’estimateurs, les estimateurs résiduels sont largement utilisés. Les
premiers travaux sur ces estimateurs remontent aux articles [Babuska et Rheinboldt, 1978a,b|
pour un probléme elliptique en dimension 1. Depuis, ils ont été énormément étudiés pour une
grande varieté de problémes. Pour des problémes elliptiques, les monographies |Verfiirth,
1996; Ainsworth et Oden, 2000] et [Babuska et Strouboulis, 2001, Chapitre 5] donnent un
état de 'art complet du sujet. En électromagnétisme, cet estimateur est également souvent
utilisé, voir par exemple le livre [Monk, 2003|.

Pour des problémes de rayonnement électromagnétique, un estimateur résiduel est proposé
dans [Monk, 1998|. Dans le cadre d’un probléme elliptique en H (rot , Q2), les travaux de [Beck
et. al., 2000] développent un estimateur résiduel pour des problémes de courants de Foucault
en magnétoharmonique (formulation en champ E) avec des hypothéses de régularité sur les
coefficients (magnétiques et électriques) et sur le domaine de calcul (polyhédral, borné et
connexe). Ces travaux ont été généralisés dans le cas des coefficients constants par morceaux
dans |Nicaise et Creusé, 2003| et pour des domaines Lipschitziens dans [Schoberl, 2008|. L’ar-
ticle [Cochez-Dhondt et Nicaise, 2007| analyse la robustesse de l'estimateur et [Biirg, 2012]
analyse la dépendance des constantes intervenant dans les bornes supérieures et inférieures
de l'erreur par rapport au degré polynomial de 'approximation. Concernant les formulations
en potentiels introduites dans le Chapitre 1, deux estimateurs de type résiduel ont été pro-
posés : le premier pour la formulation A — ¢ dans [Creusé et. al., 2012 et le deuxiéme pour
la formulation T — Q dans |[Creusé et. al., 2013|.
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A partir d'un probléme variationnel bien posé et d’un probléme discrétisé correspondant,
I'idée consiste a mettre en relation la norme de l'erreur avec la norme du résidu. Cette
derniére norme quantifie ’erreur commise entre la solution approchée et la solution exacte.
Cependant, ce résidu est généralement exprimé en une norme duale, donc globale et non
calculable. Pour cette raison, on estime cette norme par des quantités localement calculables.
Dans cette derniere étape, en utilisant par exemple les inégalités de Poincaré et Friedrichs,
le théoréme de trace, les estimations concernant 'opérateur d’interpolation de Clément, etc,
des constantes difficilement quantifiables interviennent dans les estimations. Ces estimateurs
sont trés performants du point de vue de leur cotit de calcul faible. Cependant, a cause des
constantes inconnues intervenant dans la fiabilité et I'efficacité, ils ne satisfont pas ’exactitude
asymptotique. Pour surmonter cet inconvénient des efforts pour quantifier ces constantes ont
été faits dans [Carstensen et Funken, 2000; Veeser et Verfiirth, 2009]. De plus, d’autres voies
ont été parcourues, comme celle des estimateurs équilibrés.

Ce chapitre est consacré aux estimateurs équilibrés : on développera un estimateur équilibré
basé sur les formulations A — @ et T — ) et on jettera les bases pour un autre estimateur
équilibré pour la formulation A — .

Estimateurs équilibrés

Durant ces trois derniéres decennies, les estimateurs qui assurent la fiabilité avec constante
1 (& des termes d’ordre supérieur prés) ont été de plus en plus étudiés. Les premiéres idées
sont apparues dans [Bank et Weiser, 1985 en résolvant des problémes de Neumann locaux et
dans |[Ladeveze, 1975; Kelly, 1984; Ladevéze et Leguillon, 1983] en comparant les solutions de
deux formulations faibles duales. Cette derniére technique s’appuie sur l'identité de Prager
et Synge |Prager et Synge, 1947|. Si 'on considére le probléme modéle

Au=—f dans D
u=0 surlp
Ou/on =0 sur 'y

avec 0D = I'y N 'p, 'identité de Prager et Synge est formulée dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit D C R? avec d = 2,3 tel que 0D = T'y NT'p. Soient g € H(div, D),
q-n =0 sur 'y tel que
divg+ f=0

etve HY(D), v=0 sur T'p. Alors

| Vu = Vol +[|Vu—q[]* = Vo —ql]*.

Un résultat équivalent dans le cadre des problémes elliptiques rot —rot nous permet d’établir
un résultat de fiabilité dans un contexte magnétostatique (voir le Lemme 2.4.2 page 44). Dans

notre contexte, en disposant de A, champ solution de la formulation continue (2.4.4), Ay,
champ solution de la formulation discréte (2.4.6) et kj,, champ admissible, le Théoréme de
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Prager et Synge adapté a un probléme rot — rot garantit que :
||rot A —rot A, ||2 + || rot A — kp ||> = || rot Ay — ky ||?,

et la fiabilité du Lemme 2.4.2 suit. La preuve de cette égalité se trouve dans [Tang et.al.,
2013]. Ce théoréme est utilisé depuis longtemps dans le domaine de ’électromagnétisme,
appliqué surtout aux problémes en magnétostatique et connu sous le nom de Théoréme de
I'hypercercle [Marques et. al., 2000]. II établit le lien entre la solution exacte et estimateur
(qui, dans ce cas, est donné par || rot A, -k |), appelé aussi ligurien. L’idée consiste a
évaluer ’écart de la solution approchée avec une solution admissible sous forme de loi de
comportement. On rappelle qu'une solution admissible est un couple de champs, par exemple
magnétiques (ﬁ, ﬁ), qui satisfait les équations de Maxwell, sans pour autant vérifier les lois
de comportement. Le défi consiste donc a construire un champ admissible & comparer avec la
solution discrete. Ce champ admissible est construit a partir des techniques d’équilibrage : soit
a travers la résolution d’un probléme complementaire [Rikabi et.al., 1988a; Li et. al., 1995;
Tang et. al., 2013| (en magnétostatique) et [Rikabi et. al., 1988b; Li et. al., 1994a; Golias et. al.,
1994] (en magnétoharmonique), soit a travers une construction locale a partir de la solution
numérique [Remacle et. al., 1996; Marmin et. al., 1998; Remacle et. al., 1998; Marmin et. al.,
2000]. Puisque la résolution (globale) du probléme dual comporte un cott de calcul égal a la
résolution méme du probléme, les techniques de reconstructions locales sont de plus en plus
explorées.

Par exemple, I’équilibrage dans [Ainsworth et Oden, 2000, Chapitre 6] est effectué en résolvant
des problémes locaux avec des polynomes de degré suffisamment élévé. Cette technique ne
donne pas une borne supérieure de I'erreur calculable car les problémes locaux impliquent des
solutions de problémes infinito-dimensionnels. Pour cette raison, on introduit en pratique des
problémes locaux approchés. Dans [Vejchodsky, 2004] une combinaison de ces deux méthodes
est présentée pour 1’équation de Poisson en dimension deux, afin d’élargir les résultats de
[Ladevéze et Leguillon, 1983|. Il obtient en effet un estimateur complétement calculable en
pratique et, de plus, sans ’hypothése de données du probléme constantes par morceaux.
Pour des problémes de diffusion, on peut mentionner aussi [Luce et Wohlmuth, 2004], ou
I'estimateur est calculé en resolvant des problémes locaux en s’appuyant sur un maillage
dual, [Vohralik, 2011], ou le cas du coefficient de diffusion discontinu est traité, et, dans le
cadre plus large des méthodes de type Galerkin Discontinu et des discrétisations mixtes, [Ern
et Vohralik, 2015]. Similairement, en électromagnétisme, Particle [Braess et Schoberl, 2008]
s’appuie encore une fois sur la méthode de I’hypercercle combinée avec une méthode des flux
équilibrés, distribuant les courants en courants locaux a divergence nulle. Dans la section 2.4
nous nous appuierons sur cette derniére méthode.

Autres type d’estimateurs

En s’éloignant un peu des estimateurs qui nous intéressent, il est possible d’en mentionner
d’autres.

L’estimateur basé sur la réconstruction des gradients est trés courant en ingénierie. Il est
pratique car il ne demande pas d’information sur la nature de ’équation de départ. Il se base
sur la comparaison entre le gradient de la solution numérique et un gradient reconstruit plus
régulier que le gradient de la solution numérique. Cette technique est connue sous le nom de
"Superconvergent Patch Recovery" (SPR) et a été développée initialement par [Zienkiewicz
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et Zhu, 1987| pour un probléme d’élasticité linéaire. Elle a été étudiée en électromagnétisme
récemment dans [Nicaise, 2005].

Il existe aussi des estimateurs basés sur la théorie de la dualité [Neittaanméki et Repin, 2004,
chapitre 5]. Au lieu d’estimer Perreur sous la forme de la norme L? ou énergetique, elle est
estimée sous la forme d’une norme de Q(u) — Q(uy), avec u et wuy, solutions respectivement
analytique et approchée et () fonctionnelle opportune d’intéret physique du probléme. La
borne supérieure de 'erreur dépend de la solution d'un probléme adjoint, voir par exemple
[Neittaanméki et Repin, 2004, chapitres 6-8| et [Becker et Rannacher, 2001|. Dans cet esprit,
pour le probléme elasto-statique, [Gonzalez-Estrada et.al., 2014] presentent une technique
qui adapte la méthode SPR afin d’estimer l'erreur d’une quantité d’intéret au lieu que la
norme énergétique.

Pour conclure on mentionne les estimateurs hiérarchiques [Bank et Weiser, 1985; Bank et
Smith, 1993]. L’estimation se base sur I'idée assez récurrente de construction d’une solution
numérique u;, plus précise que celle d’origine u;,. Par exemple en magnétodynamique [Dular,
2009] propose une augmentation des degrés des polynomes des fonctions tests. Le défi consiste
enfin & éviter de construire la solution u; avec un colit numérique inférieur que celui pour
calculer wuy,. Des idées sont par exemple d’utiliser des solveurs itératifs stoppés avant d’obtenir
la convergence ou des formes bilinéaires plus simples que celles du probléme d’origine.

Plan du chapitre

Nous nous focaliserons dans ce chapitre sur les estimateurs équilibrés. En particulier :

e dans la section 2.2 on rappelle les formulations en potentiels en régime harmonique
et leurs discrétisations;

e dans la section 2.3, on élargit I'estimateur équilibré pour les formulations en A et €2
en magnétostatique dans un cadre magnétoharmonique. Ce travail a donné lieu a la
publication |Creusé et. al., 2016 ;

e dans la section 2.4, on construit un estimateur équilibré & partir de la solution numé-
rique de la formulation A — ¢, en s’inspirant de l’estimateur équilibré avec des flux
reconstruits pour la formulation en champ E en [Cochez-Dhondt, 2007, Section 2.4] ;

e enfin, dans la section 2.5, on valide ces estimateurs et on les compare avec les estima-
teurs résiduels déja existants pour les formulations A — ¢ et T — €.

2.2. FORMULATIONS EN POTENTIELS EN REGIME HARMONIQUE

On considére le régime harmonique, qui consiste a fixer une fréquence f € R*, et donc une
pulsation w = 27 f > 0, et & exprimer les champs en fonction de cette fréquence.

On imposera des conditions aux bords homogeénes (voir la section 1.1.3 pour tous les détails),
et on suppose que D, C D avec dD.N D = (). On suppose de plus que supp J; N D, = ()
(voir la Figure 2.1).
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FIGURE 2.1. Une configuration possible du domaine d’étude, ot supp J, N D, = (.
2.2.1. Formulations variationnelles continues

Formulation variationnelle pour A — ¢

Les potentiels A-¢ sont exprimés sous la forme A(t,x) = A(x) /¥t et p(t,x) =P
ou j est l'unité imaginaire. Si on les remplace dans (1.2.9)-(1.2.10) et dans (1.2.6) e
on obtient :

r'*/—\

x) elwt,
(1.

rot (,u’lrot A) + a(ij +V¢ ) =Jsdans D,

(2.2.1)
div(c(jwA 4+ Vy)) =0 dans D, (2.2.2)
Axn=0surl, ( )

o(jwA+Vy) -n=0surI., ( )

o, dans cette écriture, nous avons remplacé A, @ par A, ¢ afin d’alléger les notations.

Etablissons maintenant la formulation variationnelle. On rappelle que A et ¢ sont jaugés par
les relations :

divA =0 dans D et / =0,
D.

ce qui est pris en compte par le fait que A € Hy(rot, D) et ¢ € H'(D,). On multiplie (2.2.1)
par une fonction test A’ € Hy(rot, D) et 'on intégre sur D. Le théoréme de flux-divergence
(1.3.23) et la condition au bord (2.2.3) nous donnent :

/ prot A - rot A7 + L
D

W JD.

U(ij+Vc,0)~ij’:/ J, - AL
D

Ensuite on multiplic (2.2.2) par une fonction test ¢’ € H'(D.) et I'on intégre sur D,. Le
théoréme de flux-divergence (1.3.22) et la condition au bord (2.2.4), nous donnent :

/ o(jwA+ V) Vg =0.
D,

En faisant la somme de ces deux intégrales (la derniére étant multipliée par le scalaire j/w),
on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver (A, ¢) € Hy(rot, D) x H'(D,) tels que
aae((A,0), (A ¢) = Lag((A¢) V (A',¢) € Holrot, D) x H'(D,), (2.2.5)

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016
26

oll aa,, est la forme bilinéaire continue définie par

aars((A,p), (A @ /,u rot A - rot A/4+* / (JwA+ Vo) JwA'+V¢'),

et [4,, est la forme linéaire continue définie par

Li((A /J A

Par [Creusé et. al., 2012, Théoréme 2.1], il existe une unique solution (A, go) € Hy(rot, D) x
H 1(D ) & (2.2.5). On peut en effet montrer que la forme bilinéaire v/2e/Ta 4, est coercive
sur Ho(rot D)x H 1(Dc), et on peut donc appliquer le Lemme de Lax-Milgram.

La solution (A, ¢) de (2.2.5) satisfait aussi la formulation si l’on enléve la jauge sur la fonction
test A’ :

aa, (A 9), (A, ¢) = La (A, ) ¥ (A',¢) € Hy(rot, D) x H(D,). (2.2.6)

Ce résultat est démontré dans [Creusé et. al., 2012, Lemme 2.2|, en utilisant la décomposition
de Helmholtz standard (1.3.8) pour 'espace Hy(rot, D) et le fait que J, est a divergence nulle.
Ce résultat est utile par exemple si on souhaite avoir une relation d’orthogonalité de Galerkin.

Formulation variationnelle pour T — ()
Similairement, la formulation harmonique T— est obtenue en remplagant T(t,x) = T(x) e/*?

et Q(t,x) = Q(x) e/“! dans (1.2.24)-(1.2.26) et dans (1.2.14) et (1.2.21). Si 'on note T et
au lieu de T et ©, on obtient :

rot (0 'rot T) + jwpu (T — V) = —jw uH, dans D, (2.2.7)
div (u(T — VQ)) = —div (1H,) dans D, (2.2.8)

Txn=0 sur ['., (2.2.9)

)

p(Hy —VQ) -n=0 sur I'. (2.2.10

Dans le méme esprit que pour ¢ (voir 'équation (1.2.9)), la notation T représente une
extension de T dans le domaine tout entier D telle que T = 0 dans D,,..

Etablissons la formulation variationnelle. On rappelle que T et 2 sont jaugés par les relations :
divT =0 dans D, et / Q=0,
D
ce qui est pris en compte par le fait que T € f{vg(rot ,D.) et Q€ f—[vl(D) On multiplie (2.2.7)

par une fonction test TV € Hy(rot, D..) et 'on intégre sur D.. Le théoréme de flux-divergence
(1.3.23) et la condition au bord (2.2.9) nous donnent :

J

On multiplie ensuite (2.2.8) par une fonction test ' € H'(D) et I'on intégre sur D. Le
théoréme de flux-divergence (1.3.22) et la condition au bord (2.2.10), nous donnent :

_/JJM(T—VQ).WZ/DMHS.W.

J_lrotT-rotT—l—/ jw,u(T—VQ)-T:—jw/ pH, - T/
D. De

(&

En faisant la somme de ces deux intégrales (la derniére étant multipliée par le scalaire jw),
on obtient la formulation variationnelle suivante :
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Trouver (T, Q) € Hy(rot, D.) x H (D) tels que
aro((T,Q), (T, ) = lro((T, Q) V (T,Q) € Hy(rot, D.) x H (D), (2.2.11)

avec arq la forme bilinéaire continue définie par :

aro((T,Q), (T, Q) :/ g1rotT.rot’I"—|—/Djwu(’Af‘_VQ).(T7_vmj

c

et lr o la forme linéaire continue définie par :
l'ﬂQ((':[‘/7 Q/)) = _/ jwﬂHs . m
D

Par [Creusé¢ et.al., 2013, Théoréme 2.2], le probleme (2.2.11) admet une unique solution
(T,Q) € Hy(rot, D.) x HY(D). On peut en effet montrer que la forme bilinéaire v/2e % arq
est coercive sur Hy(rot, D.)) x H'(D) et donc appliquer le Lemme de Lax-Milgram.

Comme pour la formulation A — ¢, en utilisant la décomposition de Helmholtz standard
(1.3.8) pour lespace Hy(rot, D,), on montre [Creusé et.al., 2013, Lemme 2.3| que 'on peut
enlever la jauge sur la fonction test T' de (2.2.11). En d’autres termes, la solution (T, 2) de
(2.2.11) satisfait aussi :

ara((T,Q), (T, ) = lpo(T,Q)) V (T',Q) € Hy(rot, D.) x H(D).  (2.2.12)

2.2.2. Formulations variationnelles discrétes

On choisit un maillage 7T, régulier constitué de tétraédres, comme déja specifié dans la section
1.3.2. Les potentiels vecteurs A et T sont approchés par les éléments finis de Nédélec, res-
pectivement A, € E(Vh(D) et T, € E(Vh(Dc), et les potentiels scalaires ¢ et {2 par les éléments
finis nodaux, respectivement ), € éh(DC) et Q, € éh(D).

La formulation discréte de A — ¢ s’écrit alors :

Trouver (Ay, ¢n) € X,(D) x O,(D,) tels que
ane((Anon)s (AL 1) = Lao((AL, @) ¥ (AL ¢h) € Xu(D) x B4(D,).  (2:2.13)

Dans le méme esprit que pour le cas continu, [Creusé et. al., 2012, Théoréme 2.2| assure que
le probléme (2.2.13) admet une unique solution (A, ¢n) € Xu(D) x O,(D,).

La formulation discréte T — €2 s’écrit :
Trouver (T, ) € X,(D,) x ©,(D) tels que
aro((Th, ), (T, ) = lra((Th Q) ¥ (T), ) € Xp(De) x O4(D).  (2.2.14)

[Creusé et. al., 2013, Théoréme 2.4] assure que le probleme (2.2.14) admet une unique solution
(Th, Qh) € Xh(Dc) X @h(D)

Enfin, comme pour le cas continu, en utilisant une décomposition de Helmholtz discréte
(1.3.9), on montre que 'on peut enlever les jauges sur les potentiels vecteurs :

I) (2.2.13) reste valable pour tout A}, € X, (D) (voir |Creusé et. al., 2012, Lemma 2.3|) ;

IT) (2.2.14) reste valable pour tout T), € X} (D.) (voir [Creusé et. al., 2013, Lemma 2.6]).
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2.2.3. Définition de ’erreur

On souhaite estimer 'erreur spatiale commise par ’approximation de la formulation A — ¢ :
es=A—-Ayete,=p—y, (2.2.15)
au sens de I’énergie :

(2.2.16)

G = e+ oo s 96,
En revenant aux champs d’origine, on notera dans ce chapitre

B, = rotA,,

E, = —(jwA,+ V).
L’erreur (2.2.16) peut étre exprimée en fonction des champs d’origine, en se rappelant les
relations (1.2.1) et (1.2.4) :

e = 2B - Bh)H2 T w20t (B - By (2.2.17)

2
D.

On souhaite également estimer I'erreur spatiale commise par 'approximation de la formula-
tion T — € :
er = T — Th et eq = Q- Qh (2218)

au sens de lénergie :
g = [2Er - Veo)| + |wo)rotes|, (2.2.19)

ou 'on utilise, par abus de notation, le symbole ~ pour désigner une extension fixée a zéro en
dehors du domaine conducteur D, :

er=T-T,.
On écrit alors sous forme compacte le champ H : (1.2.16) devient :
H=H,+T-VQdans D. (2.2.20)
En revenant aux champs d’origine (2.2.20) et (1.2.12), la solution numérique s’exprimera

comme .
H, = H,+T, -V,
Jen = 10tTH.

D’ou 'expression de lerreur (2.2.19) en fonction des champs d’origine :

G = W 2E-H)|" + [[wo) 23 - Je,h)H; . (2.2.21)

En conclusion, 'erreur e globale issue de deux formulations est définie par :
e =eh,+erg. (2.2.22)
L’erreur locale er, calculée sur chaque tétraédre T', est alors définie par :
N R
(2.2.23)
+ oy 2@ =3y + e E -

Evidemment si T" ¢ D, alors les termes électriques ne sont pas considérés.
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Remarque 2.2.1.
x L’erreur e (2.2.22) est composée d’une partie quantifiant Uerreur sur l’énergie magné-
tique
2 - 2
[t = H) [+ [l 2B =B

et d’une partie quantifiant ’erreur sur [’énergie électrique :
[ 12012 (& — B[ + [[(wo) 23 = T

x On peut prouver que 6124#, définie par (2.2.16) est équivalente au résidu de la formula-
tion A — ¢ [Creusé et. al., 2012, Lemme 4.2].

x On peut également prouver que 62T7Q définie par (2.2.19) est équivalente au résidu de
la formulation T — Q [Creusé et. al., 2013, Lemme 5.1].

Dans les deux prochaines sections on développe deux types d’estimateurs équilibrés. Le pre-
mier, présenté dans la section 2.3, se base sur une formulation duale. Le deuxiéme, présenté
dans la section 2.4, sur une reconstrution des flux équilibrés. Puisque la constrution du pre-
mier estimateur s’appuie sur une résolution d’un probléme complémentaire et donc implique
un calcul global, on le dénote par 7y, m,, OU Ngobu,- Hs, et Hg correspondent au type de
source que l'on choisira pour la construction de l’estimateur. Puisque la construction du
deuxiéme estimateur s’appuie sur une résolution des problémes de Neumann locauz afin de
construire les fluxr équilibrés, on le désigne par Moc, fruz-

2.3. ESTIMATEUR EQUILIBRE : CONSTRUCTION GLOBALE

Avant de définir I'estimateur et les résultats d’équivalence globale et d’efficacité locale, on
développe des résultats techniques qui seront a la base de ’analyse qui suit.

2.3.1. Reésultats auxiliaires
Soit
e:=—(er — Va), (2.3.1)

ou er = T — T}, d’aprés la définition (2.2.18), et @ € H}(D.) est défini comme 1'unique
solution de

/ Va-Vy:/ er-VY V¥ xeHYD,). (2.3.2)
D, D,

On donne quelques remarques utiles sur e.

Remarque 2.3.1.
x En prenant x = a dans (2.3.2), d’apres Uinégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

I Vallp, < [[er]lp. -
x e appartient o Ho(rot, D,.) et il est tel que
dive=0. (2.3.3)
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* Puisque Va € Hy(rot, D,.) et ex € H(rot, D,.), grice au théoreme de fluz-divergence
(1.3.23), on a

Voz-rot@:/ rotVa - €4 + Vaxn-e; =0,
Dc c FC
d’ot

/ —eT-rotﬁ:/ e-rotey. (2.3.4)
D. D,

On s’intéresse maintenant au probléme variationnel suivant :
Trouver (T, Q) € Hy(rot, D.) x H'(D) tels que

a*((T., ), (T, ) = (e, T)p, V (T',Q) € Hy(rot,D,) x H'(D), (2.3.5)
ou a* est la forme bilinéaire continue définie par :

CL*((T, Q)? (T/’ Q,)) = aT,Q((Tlv Ql)? (Ta Q)) (236)
= / o 'rot T -rot T/ — /jw,u('T‘—VQ) (T = V).

c

L’existence et I'unicité de (T, €2.) sont assurées [Creusé et. al., 2012, Théoréme 2.1| car a* est

coercive sur Ho(rot , D,) x H'(D). De plus la solution satisfait la formulation (2.3.5) lorsque
I’'on enléve les jauges sur les fonctions tests.

Lemme 2.3.2. La relation (2.3.5) est vérifiée pour toute fonction test (T',Q)) € Hy(rot, D,)x

H' (D).

DEMONSTRATION. D’aprés la décomposition de Helmholtz (1.3.8), chaque T € Hy(rot, D..)

s’écrit comme :
T =4+ VT,

ou ¢ € Hy(rot, D,) et 7 € H}(D,). On dénote 7 'extension de 7 par zéro en dehors de D,.
Dans le méme esprit que [Creusé et. al., 2013, Lemme 2.3|, on définit

—~

Q’:Q’—%—1/|Dl/Q’+1/|D|/%.
D D
On a alors :

a*((Te, Qe), (T,Q)) = a*((Te, ), (v + V7, Q)

= [ oot Te vt — [ wp (T - V00 - (= V(@ = 7))

c

= a*((Te> Qe)v (¢7 ﬁl)) .
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De (2.3.5) on obtient :

a*((Ty, ), (T', ) = / e (2.3.7)

(&

La formule de Green (1.3.22) associée a (2.3.3) conduit a :

/ e- V7T = 0 pour tout 7 € Hy(D.). (2.3.8)

c

De (2.3.7) et (2.3.8), on déduit :

CL*((TE,QG),(T,,Q,)) :a’*((TeaQe)7(77/}7§/)> :/Dce'@b—i—/Dce.VT: e-T.

De

Remarque 2.3.3. On rappelle que les espaces D(D) et D(D)3 dénotent les espaces des
fonctions respectivement scalaires et vectorielles infiniment différentiables a support compact
inclus dans D et (D(D.)?)" l’espace dual de D(D,)>.

Corollaire 2.3.4. Soit (T.,(.) € Ho(rot, D,) x H'(D) lunique solution de (2.3.5). Alors

div (u(Te — V) =0 dans D, (i)
(2.3.9)

w(Te —VQ,) - n=0 sur 'y (1)

et

rot o 'rot T, — jwu (T, — V) =e  dans (D(D,)*) . (2.3.10)

DEMONSTRATION.

I) D’apreés le Lemme 2.3.2, en prenant T = 0 et ' € D(D) dans (2.3.5), on obtient :
/ (T, —VQ,) - V¥ =0 ¥V € D(D).
D

Par conséquent (2.3.9) (i) est vérifiée.

I1) D’aprés le Lemme 2.3.2, en prenant T = 0 et Q' € H'(D) dans (2.3.5), on obtient :

/u(Te—VQe)-Vﬁzo v Q' e HY(D).
D
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D’aprés le théoréme de Green (1.3.22) :
0 = —/Ddiv (1 (T — V) U+ < (u(To — V) -n, @ >p
= < (u(Te~ V) n, & >r
— 0V e H(D).
D’ou la relation (2.3.9) (it).
III) En prenant T/ € D(D,.)*> C Hy(rot, D,) et ' = 0 dans (2.3.5), on a :
/ (0 ot T, - 1ot T — jw (T, — VQ,)-T') =0 YT € D(D,)?,

c

qui implique (2.3.10) au sens des distributions. O

Corollaire 2.3.5. On rappelle que D et D. sont supposés simplement connexes avec I,
connezxe. Soit e défini par (2.3.1) et soit (Te, L) la solution de la formulation variationnelle

(2.3.5). Alors il existe € € (0,1/2) tel que

T, € HY*(D.)? (2.3.11)
rot T, € HY**(D,)? (2.3.12)
Q. € HY4(D), (2.3.13)

avec

||Te||H1/2+E(DC) + ||l"OtTeHH1/2+E(DC) + HQeHHH‘e(D) S c]|e| De 5 (2.3.14)

ol ¢ représente une constante indépendante de h.

DEMONSTRATION. On procéde en quatre étapes, une pour chaque relation & démontrer.

I) Tout d’abord on prouve (2.3.11).

Puisque [Monk, 2003, Théoréme 3.50, page 71| :
T, € Hy(rot, D,) N H(div, D) < HY**(D,)?,

a 'aide de l'inégalité de Friedrichs (1.3.10), on obtient :

I Tellmrzrep,y < c(lfrot Tellp, + [|divTe||p, +[[Tellp.)
—0
< c¢l|rot T ||p, - (2.3.15)
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En prenant comme fonctions tests T/ = T, et ' = €2, dans (2.3.5) et en utilisant la coercivité

de a*, on obtient :
||rot Te |5, < [a*((Te, Q). (Te, %)) | = [ (e, Te)p. | < clle]|p, [[tot Te||p, ,

o, pour la derniére estimation, on a utilisé les inégalités de Cauchy-Schwarz et Friedrichs.

Ce résultat implique que

|| rot T |

p. < cllellp,. (2.3.16)

Gréce a lestimation (2.3.15) on conclut :

|| T, ||H1/2+e(DC) < ¢ || e| Dg - (2.3.17)

IT) On prouve ici (2.3.12). On peut déduire du Corollaire 2.3.4 que rot T, € H(div, D) vérifie

au sens des distributions
rotrot T, = ojwpu(T. -V, ) + oce € L*(D)>. (2.3.18)

De plus, divrot T, = 0 dans D. et le fait que T, x n = 0 sur I'. implique que rot T, -n =0

sur ['.. On en déduit que
rot T, € H(rot,D.) N Hy(div,D.) ={F € H(rot,D.)N H(div,D,.); F-n=0sur I'. }.
Par [Monk, 2003, Théoréme 3.50, page 71| on a :
H(rot,D,) N Hy(div, D,) — HY**¢(D,)?,
ainsi rot T, € HY?*¢(D,)? avec :

[[rot Te || grrzeepy < cl[10t Te||m(rot,De)nHo(div,D.)

< ¢ (]|rotrot T,

D, + [[rot T|

D.) - (2.3.19)
On remarque que (2.3.18) conduit a l’estimation

[[rotrot Te[|p, < Omax (||l p(Te = VQ)[|p. + |le]

D)

En particulier, similairement a ce que l'on a fait au point I), en prenant comme fonctions

tests TV = T, et Q' = Q. dans (2.3.5) et en utilisant la coercivité de a* avec (2.3.15), on
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obtient
lwu(Te = V) |5, < cla((Te, ), (Te, ) | = | (e, Te)p, | < clle]lp, [|rot Tc||p, .
La norme ||rot T, ||p, est maintenant estimée par (2.3.16), ainsi
lwu(Te = V) |lp, < clle]lp, -
Donc (2.3.19) devient :
[[rot Te||pr/zeep,y < clle]lp, - (2.3.20)

IIT) On prouve ici (2.3.13).

e D’apres le Corollaire 2.3.4 et le fait que rot (T, — VQ.) € L2(D)3, on a T, — VQ, €

H(rot, D) N Hy(div,, D), ou
Hy(div,, D) = {F € L*(D)’; div (uF) € L*(D) et F-n=0sur '} .
D’aprés le [Costabel et. al., 1999, Théoréme 3.5] et le [Costabel et. al., 1999, Théoréme
4.1] pour le cas de Dirichlet, de fagon similaire pour Neumann on peut montrer que
H(rot, D) N Hy(div,, D) — H*(D)

et que

| T, — V| ey < ¢l T, — V. || (rot , D) Ho (div,, D) -

Par conséquent, en utilisant la relation (i) de (2.3.9), 'inégalité de Friedrichs et la

relation (2.3.20), on a

| Te — V|l < cllrot (Te — V) || 220

c¢|| rot T, HLZ(DC) (2.3.21)

IN

c|[rot Te || gr/z+e(p,)
< cllelln.
e Grace au point I), T, € HY?*¢(D,)3. Cela implique que T, € H(D,)* et, d’aprés

Grisvard, 1985, Corollaire 1.4.4.5], T, € H¢(D)3 et vérifie
[

|| 'Te |

ey < cl|Telluepy < cll Tellmrzien,) < cllellp., (2.3.22)
(De)
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ou la derniére inégalité est obtenue grace a (2.3.17).

Par (2.3.21) et (2.3.22), VS, € H(D) et

| Ve |

uen) < cllellp., (2.3.23)
ceci prouve (2.3.13).

IV) Etant donné que la valeur moyenne de €2, est nulle sur D, on a I'estimation

|| Qe |[mrtepy ~ || Qe ||mr () + | Qe [mr4eny < (| Qe |mpy + | Ve

He(p)) < e[| VEk|

He(D)
qui, avec (2.3.17), (2.3.20) et (2.3.23) conduit directement a (2.3.14). O
Théoréme 2.3.6. Soitent D et D. simplement connexes avec I'. connexe. Soit e défini par
(2.3.1) et soit (Te,$) la solution de la formulation variationnelle (2.3.5). Alors il existe
e € (0,1/2) tel que
lellp, < chfergq, (2.3.24)

ol ¢ représente une constante indépendante de h.

DEMONSTRATION. Grace au Lemme 2.3.2 on peut choisir TV = e et ) = —eq = ), — Q
dans (2.3.5). Ainsi on obtient

|| € ||§)C = _a*((Tt?? Qe)v (eT7 69)) + a*((T& Qe)? (VOé, _eQ>> :

On remarque que a*((T, ), (Va,0)) = (e, Va) = 0 par la formule de Green (1.3.22) et le
fait que dive = 0 (vu en (2.3.3)) avec les conditions au bord sur a. En conséquence, en se

rappelant de la définition (2.3.6) de a*, on a

||e|%c = —a"((T., ), (er,eq))

= —aTjg((eT, GQ), (Tea Qe))

= _aT,Q((eT> 69)7 (Te - Te,ha Q. — Qe,h)) 5 (2.3.25)

ou la derniére égalité est due a la propriété d’orthogonalité de arq démontrée dans [Creusé
et. al., 2013, Lemme 2.7| en ayant pris comme fonctions tests T, € X, (D,) et Q. € On(D),
a savoir :

GT,Q((GT, 69): (Te,ha Qe,h)) =0.
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (2.3.25) prend la forme :

| e ||%c = —(G_lrot (T, —T.p),roter)p,

_jw (,u (Te - Te,h - V<Qe - Qe,h))a éT - veﬂ)

—-1/2

< w207 2 1ot er ||, |10t (Te = Tep) ||p.

| | figgae || 12 (@1 = Vea) [ Te = Tep = V(2 = Q) [

Il nous reste donc a estimer || T, — Tep |

| rot (T, — T, )|

De: D, €t [| V(Q2e = Qep) ||
e Grace au Corollaire 2.3.5 et a [Boffi et. al., 2013, Section 2.5.4], on peut définir 'opéra-
teur d’interpolation de Nédélec T, j, := ZypT. (pour plus de détails sur cet opérateur

on renvoie a la section 1.3.4). Ainsi I'estimation (2.5.52) de |Boffi et. al., 2013, Propo-

sition 2.5.7] (1.3.20) donne :

HTe _Te,h’

p. < c ht/2te (H T, HH1/2+6(DC) + H rot T, HLP(DC))

avec p > 2. D’autre part on a aussi que H'/?*¢(D.) — LP(D,) pour tout p < 3/(1—¢).
Donc H'/?*¢(D,) < LP(D,) pour tout p € (2,3/(1—¢)]. Il est alors immédiat, d’aprés
le Corollaire 2.3.5, que

| Te — Tenllp. < ch*|le]|p, . (2.3.26)
Similairement, l'estimation (1.3.21) et le Corollaire 2.3.5 donnent

H rot (Te — Te,h) HDc S Chl/z+€ H rot Te HH1/2+5(DC) S Ch1/2+6 H e HDC . (2327)

e Soit Qs = I}, ont I}, représente I'opérateur d’interpolation de Clément comme

défini dans la section 1.3.4. D’aprés 'estimation (1.3.18) appliquée a 2., on obtient :
||Qe_Qe,hHH1(D) < ChEHQeHHH—e(D). (2328)
Le Corollaire 2.3.5 associé¢ a U'inégalité (2.3.28) méne a :

19 — Qi p) < che|lellp, - (2.3.29)
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Ainsi, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et aux estimées (2.3.26), (2.3.27) et (2.3.29), on

conclut :

—-1/2

lellp, < ¢ max (o) |w|"? |w]|puiZ) herq.

2.3.2. Equivalence entre estimateur et erreur

Reégularité du terme source

Remarque 2.3.7. Dans ce qui suit on fait ’hypothése que Hy appartient ¢ H'*°(D)? avec
0 <0 < 1. Dans ce cas, comme specifié dans la section 1.3.4, on peut définir l’opérateur d’in-
terpolation global dans ’espace de Nédélec Hy j, := Iyp Hy et utiliser l’estimation (1.3.19).

Cependant, afin que la formulation variationnelle soit bien posée, il est suffisant d’avoir
H, € Hy(rot, D), donc cette hypothése de régularité peut sembler peu naturelle. Néanmoins
dans ce cas on pourra inclure dans ’estimateur ’erreur d’approximation du terme source Hy.

Définition de ’estimateur

On définit 'estimateur d’erreur a posteriori comme

2 _ 2 2
TIQZOb’Hsh o Z nmagnétique,T + Z Nélectrique, T > (2 3 30)
TeTh T€TH,TCD.

ol les contributions locales sont données par :
Noagnétiquer = |11 (Hy — "By + Hy — H)|[7
= ||} (H,p + Ty — VQ, — 1 'rot Ay)| [,
et
Wacctriguer = || (00) 2 (Jep — 0En) |7
= || (wo) "2 (ot Ty — o (jwAs + Vion)) |7

Dans ce paragraphe, pour alléger les notations, on utilisera simplement 7 au lieu de 7gop ., -
Similairement & la notation pour l'erreur locale (2.2.23), on définit I'estimateur local par

1/2
nr == <7772nagnétique,T + ne?lectrique,T) . (2331)

Equivalence globale

Théoréme 2.3.8. Soient D et D. simplement connexes avec I'. connexe aussi. Soit Hy €

HY(D)3 avec 0 < § < 1, alors on a l’égalité suivante

n” =e*+h.o.t., (2.3.32)
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ot h.o.t. dénote des termes d’ordre supérieur par rapport Uerreur e?. Ces termes corres-

pondent au terme r, défini en (2.3.36).

DEMONSTRATION. En disposant des lois de comportement (1.1.8) et (1.1.9), on peut

séparer les termes de I'estimateur comme suit :

= [|[p*(H, —H+p (B - By) + H,, — Hy)|[},
+|[(wo) " (Jen — I+ 0(E = Ey))| |5,
= (| p*H,-H) | + || 2B =By [[h + | #!*(H, — H,) |15,
+2R((H, —H,p, (B-By)) + H,—H,p,pn(Hy,—H)) + H,—H,B—-By))
+ 1| (wo) 2 Ten =) 1D, + [0 202 (E—En) |3,

+ 2R (w’l (Jep —Je, E—Ey)p, ) )
(2.3.33)

ot N dénote l'opérateur partie réelle. De la formule de Green (1.3.23) et des conditions au

bord sur e4 on remarque que

(H, - H,B-B,) — /(HS+’T‘h—VQh—HS—T+VQ)-rot(A—Ah)
D
(2.3.34)

= —/(eT—VeQ)-rotéA:—/ er-rotey.
D D

De plus, de la formule de Green (1.3.23) et des conditions au bord sur er on remarque que

W T = I E=BE)p, = w ' [ rot(Ty =) (Fw(A = A + Vi — )

= —w_l/ roteT-(jweA—l-Ve(p) :j/ er-rotey.
c DC
(2.3.35)
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En se rappelant des définitions de 'erreur (2.2.22) et des potentiels ainsi que des relations

(2.3.34) et (2.3.35), I'identité (2.3.33) prend la forme :

avec

r = 2 §R( (Hs - Hs,ha (B - Bh)) + (HS - Hs,hy 1% (Hh - H)) + (1 — j) (—eT, rot eA)DC)

+ || p*(H, — Hy ) |3 (2.3.36)

On va donc montrer que r est un terme d’ordre supérieur par rapport a 'erreur €2, ainsi on
parviendra a la conclusion (2.3.32). Estimons chaque terme de (2.3.36). On rappelle que ¢
représente une constante quelconque indépendante de h.

e Focalisons nous sur (Hy — H,,, B — By,) et (H, — Hy 5, o (H;, — H)). L'inégalité de

Cauchy-Schwarz et 'inégalité (1.3.19) donnent

|(H, —H,5,(B—By)| < |[[H,—H |l mlllp 2B =Byl
< emZ Bl s pp h' T e, (2.3.37)
et

|(He = Hp p(Hy — H)) | < || Hy = Hap || gl || 01 (Hy, — H)) |

max

< C,LL}I{B?X HHS||H1+5(D)3 h1+6 €T.Q, (2338)

ol ey, et ergq sont respectivement définies par (2.2.17) et (2.2.21).
e Concernant (—ep,rotey)p,, de (2.3.1) et (2.3.4) et, ensuite, du résultat (2.3.24) du

Théoréme 2.3.6, on a :
| (er,rotea)p, | =|(e,rotea)p. | < ||e]||[rotes || < chergea. (2.3.39)

Pour estimer le terme (2.3.36), on utilise les estimations (1.3.19), (2.3.37), (2.3.38) et (2.3.39)

pour obtenir :

Ir| < c(h1+5 €Ay + hito erq + hergea, + h2+25). (2.3.40)
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Une telle estimation montre que r est un terme d’ordre supérieur : si ’erreur décroit comme

h® avec 0 < s < 1, alors, d’aprés Pestimation (2.3.40) et le fait que h'*° < ch®h?, on a que
Ir| < ¢(h® + he + h?%)h?*.
En conclusion on a bien |r| = o(h?%). O

Efficacité locale

Concernant D'efficacité locale, on peut prouver le résultat suivant.

Théoréme 2.3.9. Soit H, € H'(D)3 avec 0 < § < 1. Alors on a que :
nr < 2er+h.o.t., (2.3.41)
ou h.o.t. dénote un terme d’ordre supérieur par rapport l’erreur er.

DEMONSTRATION. Gréace aux lois de comportement (1.1.8) et (1.1.9), a I'inégalité trian-
gulaire et a la propriété (a + b)? < 2 (a® + b?), on voit que

2 _ 2 2
nr = nmagnétique,T + nélectrique,T

= H p?Hy, —H+ 57 'B = 7 'By) + 4 *(H,, — Hy) H2

| @o) V2@~ Je + 0B — 0By ||

2

< 2| )MA(H, —H) - PHy - )L 2| 0 2B =B |
12 (wo) 2 (Fen = 30 |+ 2] w22 (B B [

< o] w0y Tep = 30 [+ w0 (BB [+ 2B =B )
| 2 = B+ 4| - )|

S 46% + 40h2+2(S Mmax || Hs HH1+5(D)3 s

ou lestimation (1.3.19) a été utilisée dans la derniére inégalité. La conclusion (2.3.41) suit

en se rappelant de la relation (a? + b?)"/2 < a + b. O
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Sans approximation du terme source

Remarque 2.3.10. Si l'on suppose que le code de calcul est capable d’approcher le terme
source sans introduire une erreur plus importante que celle introduite par la méthode numé-
rique méme?, alors on peut supposer simplement que Hy € Hy(rot, D). On va adapter a ce
nouveau cadre les résultats précedents.

Définition de ’estimateur

Soit

2 _ 2 2
nglob,HS - Z nmagnétique,T + Z nélectrique,T : (2 3 42)
TET;, TeT, TCD,

I’estimateur dans le cas ot ’on n’introduit pas d’approximation du terme source. La différence
réside dans le fait que, cette fois, la contribution magnétique de ’estimateur sera donnée par :

7)72nagnétique,T = ‘|M1/2<Hh - ,uilBh)H%
= || (Hy + Ty — VQ, — " rot Ap) )% (2.3.43)
Par contre la contribution électrique 7¢ectrigue,r Teste inchangée. Dans ce paragraphe, pour

alléger les notations, on utilisera simplement 1 au lieu de 1400, 1, -

Equivalence globale

Corollaire 2.3.11. Soient D et D, simplement connexes avec I'. connexe aussi. Soit Hy €
Hy(rot, D)), alors on a que :

n” =e*+h.ot., (2.3.44)
ot h.o.t. dénote le terme d’ordre supérieur par rapport l’erreur e2.
DEMONSTRATION. La preuve suit les mémes étapes que celles du Théoréme 2.3.8, avec
la différence que, cette fois, les termes impliquant Hy — H j, ont disparu. Ainsi on arrive a
la relation
=+,
avec
r=(1—j)(—er,rote4)p,. (2.3.45)
Ce terme peut étre estimé comme déja fait dans la preuve du Théoréme 2.3.8, et reste toujours

un terme négligeable par rapport a l’erreur. O

1. Cela peut étre accompli en prenant un bon nombre des points de Gauss lors de l'intégration du terme

source.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016
42

Efficacité locale

Corollaire 2.3.12. Soit Hy, € Hy(rot, D)), alors on a :

nr < V2er. (2.3.46)

DEMONSTRATION. La preuve est en tout point similaire a celle du Théoréme 2.3.9, en se

rappelant que le terme magnétique de 'estimateur est maintenant donné par (2.3.43). 0

2.4. ESTIMATEUR EQUILIBRE : CONSTRUCTION LOCALE

Au lieu de s’appuyer sur une résolution duale du probléme, on peut construire un estimateur
basé sur des résolutions de problémes locaux. Cela permet d’avoir un estimateur pour I'une
des deux erreurs ey, ou erq et non pas sur leur somme.

On se focalisera sur la formulation A — ¢ seulement. Le but consiste donc & estimer 'erreur
ea, définie par (2.2.16).

On introduit dans la prochaine sous-section le cadre pour cette nouvelle approche, en particu-
lier pour définir les variables auxiliaires, qui seront ce que ’on appelle des champs admissibles
pour la densité de courant électrique et le champ magnétique.

Ensuite on montre 1’équivalence de I'estimateur avec ’erreur.

2.4.1. Technique des flux équilibrés

On suit une approche de type point selle, qui s’inspire de ce qui a été fait dans [Cochez-
Dhondt, 2007, Section 2.4]. On introduit une variable auxiliaire k = g~ rot A et 'on consi-
dére le probléme suivant :

Trouver (k, A, ) € H(rot, D) x L3*(D)? x H'(D,) tels que
(uk,v) — (rotv,A) = 0 V v € H(rot, D),
(rot k, w) + i (c(GwA+ V)W), = (Juw) ¥ we LXD).
Dans cette section on a recours aux espaces déja définis dans la section 1.3.3 a la page 15 :

les espaces de Nédélec N'Dy(T7y,), de Raviart-Thomas RT(7Ty) et de Raviart-Thomas jauge
Y

Le couple d’espaces d’ordre 1 pour approcher ce probléme est donné par (ND:(Ty), }7,?)
Un choix naturel pour approcher le flux k;, est N'D;(7,). On voudrait aussi que le terme
o (jw Ay + V) appartienne a }7}? , or il n’est pas a divergence nulle. Pour cette raison on
va construire dans la suite un champ corrigé qui satisfera cette contrainte.

Flux équilibrés

On introduit des flux équilibrés pour la contribution de la divergence similairement & ceux
proposés dans [Cochez-Dhondt et Nicaise, 2010]. Soit Ir € Py (F") un flux tel qu’il vérifie les
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équations :
/a(ijh+V90h)-th:/ lrwn, Ywn €Py(T), T€T,: TCD,, (241)
T oT

ouly =lpny-npetlp =0si F C .. On remarque que la formulation discréte (2.2.13) avec
Aj =0 et ¢, = A, ol A est la fonction de base P;-conforme standard associée au noeud
x € N}, méne a

/)anAh+V¢wV&f:0k/X€A@,

ol wy est 'ensemble des tétracédres qui contiennent le noeud x. L’existence des flux [p € Py (F)
est assurée car, grace a cette relation, on peut se ramener a un probléme comme celui dans
[Ainsworth et Oden, 2000, Section 6.4], ot une construction des flux [p € P;(F') dans le cas
bidimensionnel est proposée. Cependant dans nos applications on a construit {r par (A.1.1),
tout comme dans [Cochez-Dhondt, 2007]. Méme si ces flux ne vérifient plus forcement (2.4.1),
nous verrons que la fiabilité reste bien démontrée et que les résultats numériques obtenus sont
trés satisfaisants.

On calcule maintenant le flux discret j, € H(div, D.) de tel sorte que jn 7 € RT1(T) pour
tout T'€ T, : T C D,., comme 'unique solution du systéme :

/thQZ /@qvqemm%FcﬂTeﬁ:TcDm (2.4.2)
F F
/jh — /a<ijh+wh) VTeT,: TCD,. (2.4.3)
T T
Pour tout T € T, : T C D, on considére une extension réguliére j, = 0 de telle sorte que
jn € H(div, D), compte tenu que jj-n = 0 sur I'. comme conséquence de (2.4.2), et que lp =0

pour tout F' C I'.. Grace a la continuité de la composante normale de jp,, j, € RT1(Tz). De
cette construction on en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Si j, € RT1(Ty) est tel que (2.4.2) et (2.4.3) sont vérifiées, alors div j, = 0.

DEMONSTRATION. Du théoréme de flux-divergence (1.3.22) et des relations (2.4.1), (2.4.2)
et (2.4.3), on a que pour tout & € ©9(D), c’est-a-dire pour &, € H}(D) tel que Enir €

P(T)VT €Ty,
div ; _ s .
/D iv jn & T% /T.]h V§h+/aT.]h nr &,

= ) _/TU(jWAh+V90h)'V§h+ > /th'nFIlT'anh

TCTh FCOT
= Z —/U(ijh+V<,0h)-V§h+ Z /anT‘anhZO-
e, T Fcor ' F
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Probléme magnétostatique

Puisque J; et j, n’appartiennent pas a 17,?(D), on considere leurs projection II; dans cet
espace par rapport au produit scalaire standard. Ainsi on définit J, = I1,J, — I1,,jn.
On peut formuler le probléme alternatif suivant :

Trouver A € Hy(rot) tel que
/ /flrotX-rotAv’:/ J,- A" VA€ Hy(rot). (2.4.4)
D D

On remarque que, puisque div J, = 0, on peut enlever la jauge sur la fonction test de (2.4.4),
[Tang, 2012, Lemme 3.15|, on a alors :

/ prot A ot A’ :/ J,-A" VA€ Hy(rot, D). (2.4.5)
D D

Pour approcher opportunément cette équation on utilise la décomposition de Helmholtz dis-
créte (1.3.9) pour 'espace X, dans le sous-espace de X, composé des fonctions a divergence
discréte nulle et a rotationnel discret nul :

— 1 0

Cette décomposition est orthogonale par rapport au produit scalaire standard.
Le probléme approché de (2.4.4) consiste alors a

Trouver Kh € th solution de
/ p ot A, tot Ay = / J, A, VA, € th(D) ) (2.4.6)
D D

D’aprés 'inégalité de Friedrichs discréte (1.3.11) on peut voir que le terme au membre de
gauche de (2.4.6) est coercif sur X}, ainsi le probléme est bien posé [Tang, 2012, Lemme 3.2].

On mentionne ici un lemme qui sera utile dans la preuve d’efficacité globale. Jusque la fin

de ce chapitre on utilisera souvent la notation a < b, qui dénote I'existence d’'une constante
positive ¢ indepéndante des quantités a et b et de la taille du maillage h telle que a < cb.

Lemme 2.4.2. [ existe un champ explicitement calculable k;, € N'D1(Ty,) tel que
rot k, = I1,J, — [14j, (2.4.7)
et tel que
172 (ki — - rot Al | S a2 rot (A — ARl < [0 (ki — g ot Ap)l|.  (2.4.8)

DEMONSTRATION. Voir la preuve dans [Cochez-Dhondt, 2007, Lemma 2.4.3] ou aussi

[Braess et Schoberl, 2008]. O
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Remarque 2.4.3. D’un point de vu pratique, pour obtenir k;, on résout la formulation ma-
gnétostatique sutvante :

Trouver €, € ©,,(D) tel que
/D,uVQh-VQ’ - /DMHS-vgzg ¥ Q, € Ou(D),

ou rot Hy = II,J, _Nthh et k, = Hy, — VQu. On peut alors reconnaitre dans la quantité
[|u=Y2 (ky, — p~'rot Ap)|| Uestimateur équilibré développé dans [Tang, 2012, Section 3.4].

2.4.2. Equivalence entre estimateur et erreur

Définition de ’estimateur

En se rappelant de la définition des variables auxiliaires (kj,jn) € ND1(D,T;) x ?hl, on
propose comme estimateur de l'erreur ey, un estimateur avec la méme structure que celle
de l'estimateur équilibré (2.3.30) de la section précedente c’est-a-dire

nlzoc,flu:r = Z 7713,T + Z n]2',T7 (249)
TeTh Te€Th,TCD.
ol

1/2 2

_ J . .
My = || ' (ky — p'rot Ay) |17 et nyp = l| (M) (Grn — o(JwAR + Vo))

T

Dans ce paragraphe, pour alléger les notations, on utilisera simplement 7 au lieu de 7oc, fiuge-
On va prouver maintenant la fiabilité et 1’efficacité de cet estimateur.

Fiabilité globale

Théoréme 2.4.4. I] existe € € (0,1], qui dépend de la géométrie du domaine D, tel qu’on

ait estimation suivante
eap < 0+ Cpld (0sc(Js) + osc(jn)),

avec !

1/2
osc(Js) = (Z h%fHJs — pJs ||%“>

TeT,

et

1/2
osc(jn) = (Z ho |1 dn — ajn H2T> :

TET,

DEMONSTRATION. Des calculs assez simples donnent :
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= /,u rot (A — A) - roteA—l—/ (Jw(A —Ap)+ V(g —vn)) - (jwea + Ve,)

= //L rot A - roteA—l—/ (JwA + V) - (jwes + Ve,,)

]/ jn—o(JwAL +Vy)) - (Jwea + Ve,) — i/Djh~(jweA—|—Ve¢)
+/ k;, — u'rot Ay) -rotey — / k), -rotey
D
/Js-ﬁ—/rotkh-a— l/jh-(jweAjLVeg;)
D D w Jp

—l—% /D (in — o(jwAL + Vn)) - (jwea + Ve,) + /D(kh — 4ot Ay) - 1ot &5,

ot on a utilisé la formulation faible (2.2.5), le théoréme de flux-divergence (1.3.23) sur le
terme [, kj, - rot €4 associé & la condition au bord sur e4 sur I' et, enfin, étendu le domaine

d’intégration de 'intégrale [, ji-(jwea + Ve,) au domaine tout entier, sachant que Jnip,. =

0. De plus, la définition (2.4.7) de kj, et une intégration par partie du terme [, j, - Ve, en

se rappelant que j;, est a divergence nulle et que e, peut étre étendu en dehors de D, pour

avoir e, = 0 sur I', nous donnent :

¢he = [ (Js—Thd)-ex + [ (pjn—jn) - €a
7<p D D

+ L [ Gu—otunn+ Ven) - Guea Vey) + [ (o= rot An) - rotes.

On va donc estimer chaque terme du membre de droite de cette égalité.

I) Termes correspondant & une contribution de l’estimateur.

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans les cas continu et discret.

IN

IA

<
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% /D (Gn — o(JwAL +Vy)) - (jwea + Vey,) + /D(kh — p'rot Ay) - rotex
4 j 1/2 jo 1/2
Z <> (Jn — o(jwAL + Vo)) () (jwea + Vey,)
TeT;,, TCD, || \W O - w .
-3 [t A |, [ oreal,
TET,
1/2 o\ 2 1/2
> i) |(22) Geertven| + (Sota) atrore,
TET;, TCD. w D. 7T,
€A (2.4.10)
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IT) Termes correspondant & des termes d’ordre supérieur par rapport a Iestimateur.
Dans le but d’estimer J, — II,J, et I1,j, — jn, on utilise la décomposition de Helmholtz de

[Cochez-Dhondt, 2007, Lemma 2.4.1] (en prenant le paramétre 5 =1) :
Ho(rot, D) = VHL(D) & Ho(rot, D).
Ainsi
A—-A, =Vo¢ +e,, (2.4.11)

avec ¢ € H} (D) et e, € ﬁg(rot,D). De plus, par [Costabel et.al., 1999, Théoréme 3.5, on
sait qu’il existe € € (0,1] qui dépend de la géométrie du domaine D et une constante ¢ tels

que e, € (H(D))? et
lerllep < c(|[roter || + [|diveL|]).
Puisque e, € j{vo(rot , D), le dernier terme disparait, ainsi :

leillen < |[rotey|]. (2.4.12)

De la décomposition (2.4.11) appliquée & e4 = A — Ay, on obtient
[ @3y er = [ (3 - (Vo er). (2.4.13)
Par le théoréme du flux-divergence (1.3.22) on a que
(@3, -103,)-¥5 =0

car Js — I, J; est & divergence nulle et ¢ s’annule sur I'. De plus, on introduit l'interpolant
de Raviart-Thomas RT d’ordre 0 de e, : Ig7, €, € 17}? Ainsi (Jg — I Js, Ir7,e1) =0, et

I'égalité (2.4.13) devient

/D(Js - HhJS) ey = /D(JS - Hh']s) ' (eJ_ - IR'TO eJ_) .

Comme e, € (H(D))*> N H(div, D), [Graham et. al., 2015, Lemme 3.3] assure qu'il existe

une constante C' > 0 telle que
ler —Irroer|] < C(h[[er]lc+h[diver]]) = Ch[[eL],
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ou la derniére égalité est due a la jauge de divergence nulle sur e; . Grace a cette estimation

et celle en (2.4.12), on a

AN

1/2
<Z || 3 — T, H%) leL e

TeTh
< osc(Jy) || rot e, ||

/ (Js — HhJs) : @
D

< ul? ose(J,) || Y roteq]|. (2.4.14)
Si l'on suppose que J; € (H*(D))?, alors, par un argument de scaling, osc(Js) < Y| Jg||1.p-
Ainsi osc(J;) est un terme d’ordre supérieur.
Les mémes raisonnements que pour le terme source osc(J;) nous donnent :
S (dh =) -85 S il osc(in) || rotea]|. (24.15)

On montre maintenant que osc(jy) est un terme d’ordre supérieur. Un argument de scaling

sur chaque élément du maillage 7" donne que
13w = Ir7o dnllr < b || Vin |7
d’ou
1 TThdn = l* < min > |Jwn —jn l7

whEW}?TE’Th
< DS M rrodn—in e S D0 B3 Vin 7

TeTh TeTh
< 3 RV G — o(jwAs + Vo) |12+ || Vo(jwAn + Vi) [12). (2.4.16)
TeTh

On estime alors le premier terme de la ligne (2.4.16). Tout d’abord grace a 'inégalité inverse
(1.3.25) et, ensuite, grace au résultat (2.4.23) (démontré lors de la preuve du Théoréme

d’efficacité 2.4.5), on estime comme suit

IV Gn—o(jwAr+ Vo) llr S hi'll (n — o(jwAy, + V) ||

- 1)2
(]U> (jwea + Vey,)

—1 1/2
< hp max o) > -

)
'/
T'ewr T'ewp, FCOT

T/

oll wr et wp représente le patch respectivement de I'élément T' et de la face F', comme spécifié

dans la section 1.3.2. Pour le deuxiéme terme de (2.4.16) on utilise [Nicaise, 2001, Lemme
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4.1], qui assure que :

1V (0(jwAn + V) llr < i || = rot Ay |7 .

Enfin

osc(jn)® < R* D |[Tkjn —inll7
Te€Th

< p <Z W2 (]| V(n — o(jwAn + Vo) |2 + || Vo(jwA, + Vi) H?r))

TET,
2
2¢ jo 1/2 . 20 ,,—1/2 2
< h — (jwea + Vey,) + A || rot Ay ||
w D,
2
2¢ jo v 2 2
< h o (jwea + Vey,) + RIS )
D,

ot estimation || u='/?rot Ay, || < || J, || vient directement de la formulation faible (2.2.13).

III) La conclusion suit en mettant ensemble 'estimation (2.4.10) du point I) et les inégalités

(2.4.14) et (2.4.15) du point II). O

Efficacité globale

Dans la suite on utilisera les notions de patch d’une face wp et d'un tétraédre wr, comme
spécifié dans la section 1.3.2.

Théoréme 2.4.5. On a les deur minorations locale et globale pour l’erreur :

g\ Y2 jo\ M2
nir S max < A ) > <> (jwea + Vey) avec T C D,, (2.4.17)
T cwr or T'cwp,FCOT w -
12 o\ 2
Z T/I%,T S (Umax ,U/Inax)l/2 () (jweA —+ vego) + || M_1/21"Ot e, ||
TET w D.
+ iz (osc(J,) + osc(jn)) - (2.4.18)

DEMONSTRATION.
I) On prouve d’abord (2.4.17).
D’apres le fait que jup, Anjr, Vionr appartiennent a R7; (T') et que j, satisfait la relation

(2.4.3), on peut appliquer le lemme dans [Cochez-Dhondt et Nicaise, 2010, Lemma 3.1, Section
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3.2] en prenant v, = (jn — o(JwAy + Vr))r € RT1(T) et i=3. On obtient alors :

| G — o (JwAR + Vor)ir|lr ~

W] Gn — o (jwAy, + Vo) -nr llor + hi'l| /T(jh — o(JwAR + V) ir]l2,

ou || - ||2 représente la norme Euclidienne. Le dernier terme est nul grace a (2.4.3). Puisque
jnr € RT) (T') on a jnp-mp € Py (F). En effet si on considére que ’équation d’une face F
est donnée par x - ngp = ¢ avec ¢ une constante fixée et que 1’'on peut écrire j, = v + xp avec
v € P(T)3 et p € Py(T), alors Jhp MF =Vip Np+XFp NFp=Vp-np+cp € Py (F). Alors,

de la relation (2.4.2), en se rappelant qu’aussi Ir € P1(F), on en déduit que
Jn-mp =lp, (2.4.19)
d’otu :
hell Gn — o(jwAp + Vou))ir - 0z |[3r = hel| lr — o (jwAy + Vor)ir - nr |3

Ainsi, on peut appliquer la derniére inégalité de la preuve dans [Ainsworth et Oden, 2000,
Théoréme 6.2], ou, dans ce cas, g = Iy, II] = Id, r =0 et R = [0(jwA, + V) - ng|p, o

[u]F dénote le saut de la quantité u a travers la face F'. On obtient alors :

hel|Ir — o (jwAn + Vo) - g |27 < gjhgép@wAh+v@quﬁ. (2.4.20)

FcoTr

On va donc estimer la norme du terme

; [o(jwA, + Vo) -np|lp si FeFm,
nF =

)

0 si F € F\ Firt.

Soit wg := Fext(Jnr) br, ot bp représente la fonction de bulles définie sur le patch wr, et soit

Foi : C(F) — C(T) Vopérateur d’extension de F' a T, comme défini dans la section 1.3.6.
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Alors :
Wl = [ s~ [ o by = [ - wr
F F F
= /F[ (0(JwARL+Ver))ir-nplp-wp = /F[ (0(jwea + Ve,))r-nplp - wp
==+ ( Z /T, div (o(jwes + Vey)) Fo(wr) + /T, o(jwea + Ve,) - VFext(wF)>
T Cwp
< 2 <||GliV (o(jwea + Vep)) |z || Fet(wr) [
T Cwp
+llo(wes+ Vel |V Fe(wr) llr) (2.4.21)
De plus,on dénote ryv := (div (0(jwes + Ve,)))z, on écrit alors
el ~ llrobi B = [ div(o(iwea+ Ve,) robr

=~ /T, o(jwea + Vey) - V(rpbr) < |[o(jwea + Vey) [|r || V(rrbr) [|7 .
En appliquant I'inégalité inverse (1.3.25) a cette derniére estimation, on en déduit que :
\[rg || S byt || o(jwea + Vey) | |77 - (2.4.22)
En groupant les résultats (1.3.27), (1.3.28) et (2.4.22) a l'inégalité (2.4.21) et en se rappelant

que hyr ~ hp, on sait que :

WP | Jnrlle S 3 |lo(jwea + Vey) |l

T Cwp

On applique cette derniére inégalité a (2.4.20), ainsi on a que :

N\ 1/2
. . o .
11 = oA+ Venrlle S pax(or)? 3 |(Z2) 7 (uea +9e,)| L (2423)
wr T cwr T
d’out la conclusion (2.4.17) suit.
IT) On prouve ensuite (2.4.18) a la page 49.
D’apres I'inégalité triangulaire :
1/2 _ L 1/2 S
w'o(kp —prot Ay) || < w2 (kp — p~rot Ay,
[ )|l [ )|l (2.4.24)

+ || ot (A — An) |,
ou A, représente la solution du probléme discret (2.4.6). Dans la suite A représentera la

solution du probléme continu (2.4.4). On estime les termes & droite de I'inégalité (2.4.24) :
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pour le premier membre on applique le Lemme 2.4.2 et pour le deuxiéme on utilise I'inégalité

triangulaire. Ainsi on a :

12, — p ot Ag) || < 2] 2ot (A — Ay) |

[ 7 ?rot (A = A) || + ||~ 2rot (A — Ay) || -

On estime les trois termes de cette inégalité.

Afin d’estimer || ~/2rot (A — A}) ||, le deuxiéme Lemme de Strang [Ciarlet, 1978, Théoréme

4.2.2| donne :

| 1" ?rot (A — Ay) |

~ = “lrot A, rot B),) — (J,,, B/
< _inf_[|p " Prot (A — A%) ||+ sup (u”rot A, o0 h)N (I, B'n)
A'nEXn B/, €X, || =1 /2rot BY), ||

< [ Prot (A = Ay + Vo) || < [ rot (A= A) || + [ 1~ Prot (A — Ap) ||,

en remarquant que (u~'rot A, rot /]?7h) — (j h7/]-5’7h) = 0 car on peut prendre A’ = B/), dans

(2.4.5) et qu'il existe ¢ € OF tel que Aj, — Vi € X,. Donc :

020 — ' rot As) [ S 1ot (A — A || + [ rot (A — Ay .

Puisque || £~/2rot (A — A}) || est Derreur, il nous reste a estimer || 4~/2rot (A — A) ||
[ ?rot (A — A) ||> = / 1 'rot A - rot (A — A) + / 1 'rot A - rot (A — A)
D D
- / (IpJy — Mpjn) - (A — A) — / rot (1ot A) - (A — A)
D D
= [ =30 (A=A) + [ (h—jn)- (A= A) (24.25)

+ /D o(jwen + Ve,) - (A —A) + /D(a(ijh +Ven) —jn) - (A—A).  (24.26)

Afin d’estimer les termes dans la ligne (2.4.25), on procéde comme dans le point II) de la
preuve du Théoréme 2.4.4 : on utilise la décomposition de Helmholtz (2.4.11), mais cette fois

avec (A — A) € Hy(rot, D) a la place de A — A,,. Alors
[ (03,3 RA) + [ (T (A-A) S 2 (ose(d) +ose(in)) ||~ ot (A-A) ||
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Pour les termes de la ligne (2.4.26) on procéde comme suit. Pour le premier terme, on applique

encore la décomposition de Helmholtz (2.4.11) pour A—A=V¢ + e, ainsi :

/ o(jwes + Ve,) - (A — A)

D.
= /D o(jwesa+ Ve,) - (Vo +e,) = /D o(jwes + Ve,) - e, (2.4.27)
Sllo(jwea+Vey) lp.llecllen S [lo(jwes + Vey,)||p. [[roter || (2.4.28)
o\ /2 N
< (Cmax fmax) > <w) (jwea + Vey,) || n~rot (A — A)||. (2.4.29)
D.

Concernant la ligne (2.4.27), on a utilisé le théoréme de flux-divergence (1.3.22) et le fait que
o(jwes + Ve,) est a divergence nulle associé au fait que ¢ s’annule sur I'. Concernant la

ligne (2.4.28), on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Scwharz et la relation (2.4.12).

Pour le deuxiéme terme de (2.4.26), on a recourt encore a la décomposition de Helmholtz
(2.4.11) et aussi au fait que la divergence de o(jwA, + V) — jn est nulle dans chaque
tétracdre 7. Ainsi, de l'inégalité de Cauchy-Scwharz et des relations (2.4.23) et (2.4.12), on

[ (oGwan+ Vi) =) - (A= A) = [ (oliwAn+ V) —jn) -e.

1/2
§< > ||U(jWAh+V90h)—jh||2T> lleL[le,p

TET,,TCD,
1/2
S \1/2 2
< oul > (N> (jwea + Ve,) ||rot ey ||
TeT, TcD, || \ ¥ T

< )2 ot (A~ A)[]. (2.4.30)

Umax ,umax

o\1/2
(‘L) (jwea + Ve,)

D,

En mettant ensemble les résultats (2.4.2), (2.4.29) et (2.4.30) avec (2.4.25)-(2.4.26), on obtient
N 1/2
<J;> (jwea + Ve,,)

+ e (05€(Js) + osc(n)).

1720t (& — A) || S (G )2

De

d’ou la conclusion (2.4.18). O
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Remarque 2.4.6. L’efficacité est locale pour la contribution électrique de l’estimateur (voir
(2.4.17) ), mais globale pour la contribution magnétique (voir (2.4.18)). Cela est di au fait que
dans la démonstration on doit utiliser plusieurs estimations globales : l’estimation a gauche
de (2.4.8) et ensuite le deuziéme Lemme de Strang, voir a la page 51.

Remarque 2.4.7. Le champ vecteur Ay, est utilisé pour le point II) de la démonstration
précédente, mais il n’a pas a étre calculé pour obtenir [’estimateur.

2.5. VALIDATION NUMERIQUE

On considére un cas test analytique qui nous permet de calculer I'erreur afin de valider
numériquement les estimateurs. Ce test est repris de celui proposé dans [Creusé et. al., 2012],
ol un estimateur de type résiduel pour la formulation A — ¢ en régime harmonique est validé.
Cela nous permettra aussi de comparer I'estimateur équilibré avec 'estimateur résiduel ci-
mentionné. Tous les calculs ont été effectués avec Code Carmel3D [http://code-carmel.
univ-1lillel.fr].

Le cas test est présenté dans le paragraphe suivant. La section 2.5.1 est consacrée a la valida-
tion de 'estimateur 7gop, 1., ~Ngi0b,zr, issu de la formulation duale. On confirme 1’équivalence
entre 'erreur et ’estimateur et l'efficacité locale. La section 2.5.2 est consacrée & la validation
de 'estimateur 7;oc, f1ue issu de la construction locale des flux. On confirme I'équivalence entre
I’erreur et ’estimateur, on le compare avec l'estimateur résiduel pour la formualtion A — ¢
et on étudie son comportament au niveau local.

Pour des simulations plus a vocation physique on renvoie a la section dédiée 4.1.
Cas test analytique
Comme montré dans la Figure 2.2, les domaines géométriques sont D = [ —2.5,5] x [ —2,2] x

[—2,2] et D, =[2,4] x[—1,1] x [—1,1]. Les paramétres physiques sont donnés par p = 1
dans D, 0 =1 dans D,., 0 =0 dans D,,. et w = 2.

FIGURE 2.2. Configuration et maillage régulier des domaines D, D, et D;.
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En partant de (1.2.9) on peut définir J; de telle sorte que la solution exacte (A, ) de (2.2.5)
soit donnée par :

[y, 2)
A =rot 0 dans D,
0
ou
(22— 1)* (> —D*(z* = 1)* dans Dy = [—1,1)3,

o=

et o =0 dans D.. On remarque que D; = supp J;.

sinon ,

La solution par EF de (2.2.13) et (2.2.14) donne les solutions numeériques (A, ¢n) et (Th, Q)
respectivement. Cela nous permet d’évaluer les erreurs ey, et er o données par les définitions
(2.2.17) et (2.2.21). On rappelle que :

B-B, = rot(A—A,),
E-E, = —(w(A-Ay)+V(e—wn),
Jo—Jen = —0(jwA+ V) —rot Ty,
H - Hh = [L_ertA - H&h - Th + VQh s
On est donc capable de calculer 'erreur totale e donnée par (2.2.22) et les trois estima-
teurs équilibrés n donnés par (2.3.30), (2.3.42) et (2.4.9). Cela nous permettra de valider les
résultats d’équivalence : Théoréme 2.3.8, Corollaire 2.3.11 et Théoréme 2.4.4.

Localement on peut calculer l'erreur locale er (2.2.23) et l'estimateur locale nr (2.3.31).
Alors, on peut définir, pour chaque tétraédre T, 'indice d’efficacité locale comme :

er
FE = —,
( I)T nr

d’ou le plus petit indice d’efficacité locale

(E1>min - %%(EI)T

Cela nous permettra de valider les résultats d’efficacité locales (2.3.9) et (2.3.46). On effectue
le calcul sur des maillages raffinés de maniére réguliere.

2.5.1. Estimateur construction globale

Avec source approchée

Dans ce paragraphe on considére 'estimateur 1y, g, donné par (2.3.30), qui estime I'erreur
totale e donnée par (2.2.22). On fixe 5 maillages de plus en plus fins raffinés de maniére
réguliére : le nombre de tétraedres va de 642 pour le maillage le plus grossier & 3 548 694
pour celui le plus raffiné.

Tout d’abord on vérifie la convergence de 'erreur et de 'estimateur. La Figure 2.3a montre
le taux de convergence de e en fonction des degrés de liberté DoF' (Degrees of Freedom)
associés a la formulation A — . Dans ce cas, 'ordre de convergence attendu de ’analyse a
priori pour Uerreur e est de —1/3, ce qui correspond a 'ordre 1 par rapport a h dans le cas
tri-dimensionnel pour des maillages réguliers, étant donné que DoF = O(1/h?).
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2k —e— log e 4 251 —8— %Og €
] Y
| 08 glob,H ., pegn7t7e -1/3

__pente -1/3 1 2
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.5 -0.
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

log DoF' log DoF'

(a) Estimateur équilibré 7g0p 1 (b) Estimateur équilibré 7g0p, 1, -

sh*®

FIGURE 2.3. Convergence de l'erreur exacte e et de l'estimateur équilibré n
par rapport aux degrés de liberté DoF = 548, 6172, 55880, 491043, 3996584.

Concernant le comportement de I'estimateur équilibré g i, , 'ordre de convergence est
asymptotiquement le méme que celui de I'erreur, comme montré dans la Figure 2.3a.

De plus, dans la Figure 2.4a on voit que I'indice d’efficacité

e
Er=——
Tglob,H,p,

est de l’ordre d’une constante proche de 1.12 lorsque DoF vaut environ 4 x 10°, alors que

I'indice d’efficacité donné par 'estimateur 1y, ., donné par Ey = , approche 1 (Fig.

TNglob,H,
2.4b). Cette différence s’explique certainement par la nature des termes d’ordre supérieures

(h.o.t.) dans (2.3.32) qui ne sont pas les mémes. On peut cependant estimer que la propriété
d’exactitude asymptotique de I'estimateur équilibré est vérifiée.

Enfin, d’aprés (2.3.41), on s’attend a ce que (E)min > 1/2, dans la Figure 2.5a on voit que
numériquement on obtient mieux c’est-a-dire que (Ej)pin > 1/ V2. Dans ce cas, I'estimateur
Ngiob,H,, & le méme comportement local que celui de 'estimateur 7gop i, , dont la définition
dans (2.3.42). Dans ce cas, la constante 2 du Théoréme 2.3.9 surestime I'estimateur local.
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(b) Estimateur équilibré ngp . -

FIGURE 2.4. Evolution des indices d’efficacité E; par rapport aux degrés de
liberté DoF = 548, 6172, 55880, 491043, 3996584.
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FIGURE 2.5. Evolution de (Ef)m:, par rapport aux degrés de liberté
DoF = 548, 6172, 55880, 491043, 3996584.
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Avec source non approchée

Dans ce paragraphe on considére I'estimateur 7g0p, 5, donné par (2.3.42), qui estime 'erreur
totale e (2.2.22).

La différence entre les estimateurs ngop m,, €t Ngiob, ., réside dans le traitement du terme
source. Afin de simuler un terme source non approché, on le calcule en augmentant les points
d’intégration numérique a la fois dans le calcul des intégrales volumiques et dans le calcul de
I'imposition des flux du terme source dans D).

La Figure 2.3b montre qu’encore une fois ’ordre de convergence - attendu de 'analyse a priori
pour lerreur e - est atteint (a savoir —1/3) et que l'ordre de convergence de 'estimateur
équilibré 7gp, g, est asymptotiquement le méme que celui de 'erreur.

La Figure 2.4b montre que I'indice d’efficacité

B ="

nglob,HS

tend vers 1 lorsque DoF tend vers 'infini. La propriété d’exactitude asymptotique et ’égalité
(2.3.44) du Corollaire 2.3.11 sont donc vérifiées.

D’aprés (2.3.46), on s’attend que (Ep)mim > 1/4/2, ce qui est le cas, comme montré en Figure
2.5b.

Conclusion

On a vu que le comportement des deux estimateurs s’avére étre le méme et que pour l'es-
timateur 700,17, la constante d’efficacité s’avére étre numériquement meilleure, c¢’est-a-dire
plus petite que 2.

Les estimateurs semblent étre prometteurs pour une stratégie de raffinement adaptatif. A
titre d’exemple la Figure 2.6 présente la distribution de 'erreur totale (Figure 2.6a) et de
Iestimateur 7y, g, (Figure 2.6b). Les deux distributions sont assez similaires localement,
mais il faut tenir compte, dans un contexte de raffinement de maillage, que I'erreur estimée
est la somme des deux erreurs des deux formulations. Un estimateur qui ne recourt pas a une
formulation duale peut alors étre plus pertinent pour le remaillage. De plus, a priori, il sera
moins cotliteux que celui construit a partir d’une formulation duale.

Le plus de I'estimateur étudié dans ce paragraphe est qu’il donne une quantification exacte
de l'erreur globale des deux formulations, donc il peut étre utilisé comme critére d’arrét dans
un algorithme adaptatif. Par exemple : on pourra utiliser un estimateur moins cotiteux et qui
estime l'erreur d’une seule formulation (méme si sa constante de fiabilité n’est pas connue)
pour le remaillage, et aprés un nombre fixé de remaillages, comme critére d’arrét, regarder si
I’estimateur équilibré a diminué.

On va considérer dans la prochaine section le méme cas test pour I'estimateur nic, fiue, qui
estime uniquement 'erreur de la formulation A — .
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(a) Erreur exacte. (b) Estimateur Tglob,Hy -

FIGURE 2.6. Cartes d’erreur et d’estimateur selon le plan z = 0.

2.5.2. Estimateur construction locale

Dans cette section on valide la convergence de l'estimateur 7., fru; donné par (2.4.9), qui
estime lerreur A — ¢ donnée par (2.2.16). De plus, on le compare avec Pestimateur résiduel
pour la formulation A — ¢ présenté dans [Creusé et. al., 2012]. On fixe 4 maillages de plus en
plus fins raffinés de maniére réguliére : le nombre de tétraédres va de 5987 pour le maillage
le plus grossier a 3 065 344 pour celui le plus raffiné.

La Figure 2.7 montre la convergence de l'erreur en A — ¢ et des estimateurs par rapport
aux degrées de liberté DoF, on voit que le taux de convergence de I'erreur est celui attendu,
a savoir —1/3, comme celui des estimateur 7. i, €t résiduel. La Figure 2.8 montre le
comportement asymptotique des estimateurs : I’évolution des indices d’efficacité Ef s, et
Ej ¢ en fonction des DoF. On voit que, lorqu'on augmente les DoF, E s, tend vers une
constante inférieure a 1, cela donne l'information qu’en effet on ne peut pas espérer avoir
une constante égale a 1 dans 'inégalité d’efficacité. Puisque, pour 'estimateur résiduel, les
constantes intervenant dans la fiabilité et 'efficacité sont inconnues, on voit qu’en effet E7 ¢,
tend vers une valeur constante différent de 1.

On se focalise maintenant sur le comportement local de 'estimateur équilibré noc, 0. De sa
définition (2.4.9) et de la définition de lerreur locale (2.2.23), on peut définir l'estimateur et
I’erreur A — ¢ sur chaque tétraedre 7' respectivement par

Mioc, flux, T = (ng’T + 77g2',T )1/2

)

ct
capr = (2B =B+ o2 @B )

On affiche en Figure 2.9a la distribution de ’erreur A —¢ et en Figure 2.9b celle de I’estimateur
équilibré 7ec, f1uz- Méme si on n’a pas un résultat théorique sur 'efficacité locale, on voit que
les distributions localement sont qualitativement proches. Plus en particulier, la Figure 2.10
(en haut) montre les valeurs de l'erreur e4 o, r et de I'estimateur 7o, iy, Sur chaque tétraédre
T du maillage. On voit bien que localement ces deux quantités restent proches. La Figure 2.9¢c
montre la distribution de I'estimateur résiduel, qui se comporte comme l'erreur. En Figure
2.10 (en bas) on affiche les valeurs l'estimateur résiduel en fonction de chaque tétraédre
T. La constante d’efficacité locale étant inconnue, les ordres de grandeur entre l'erreur et
Iestimateur sont en effet différents.
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FIGURE 2.7. Convergence de l'erreur exacte pour la formulation A — ¢, de
I'estimateur équilibré 7ec f1uz €t de lestimateur résiduel A — ¢, 7y¢s 44, par
rapport aux degrés de liberté en A — ¢, DoF = 6172, 52829, 437081, 3555697.
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FIGURE 2.8. Evolution des indices d’efficacité Ej ., et Ey,¢s par rapport aux
degrés de liberté DoF = 6172, 52829, 437081, 3555697.
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FIGURE 2.9. Cartes de l'erreur A—o, e4,, (a), de estimateur équilibré nc frus
(b) et de 'estimateur résiduel 7,¢5 4, (c) selon le plan z = 0.

En conclusion, dans le but du remaillage, un estimateur résiduel est tout a fait approprié, or
Iestimateur équilibré, donné par la reconstruction des flux, peut se révéler utile aussi pour
une quantification précise de 'erreur globale et donc représente un outil efficace comme test
d’arrét.
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Chapitre 3

ESTIMATEURS RESIDUELS

3.1. ESTIMATEURS SPATIO-TEMPORELS EN ELECTROMAGNETISME

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations de Maxwell en régime temporel. On traitera
donc des estimateurs spatio-temporels. On donne dans cette section un apercu du sujet, en
spécifiant les nouveautés auxquelles ce chapitre contribue dans le cadre de 1’électromagné-
tisme.

Idées du développement

L’analyse a posteriori pour les régimes temporels en électromagnétisme est assez récente. On
peut en particulier mantionner deux types de contribution :

e Pour la formulation H — 1, [Zheng et Zhang, 2008| ont proposé un estimateur de
type résiduel pour des régimes harmoniques, et [Zheng et. al., 2006| I'ont étendu aux
régimes temporels ;

e [Li et Lin, 2015| utilisent les techniques développées par [Bernardi et Siili, 2005] dans
le cadre des équations linéaires hyperboliques du second ordre a un probléme d’élec-
tromagnétisme en régime temporel avec des conditions au bord pour un conducteur
électrique parfait (PEC).

Un estimateur résiduel pour la formulation A — ¢ en régime harmonique a été construit dans
[Creusé et.al., 2012]. On se propose ici d’étendre ces résultats au cas de la magnétodyna-
mique, en développant un estimateur spatio-temporel résiduel a posteriori explicite pour la
formulation A — ¢ temporelle. On s’appuie sur les travaux réalisés pour des équations de type
parabolique [Bernardi et Métivet, 2000; Picasso, 1998; Verfiirth, 2003; Bergam et. al., 2005;
Nicaise et Soualem, 2005; Berrone, 2006] afin de les adapter au cadre magnétodynamique.
On remarque que ces travaux concernent les estimateurs résiduels, mais cette approche peut
étre utilisée aussi avec d’autres types d’estimateurs, par exemple voir [Ern et Vohralik, 2010;
Dolejsi et. al., 2013] pour les estimateurs basés sur la reconstruction des flux dans un cadre
instationnaire. On considére comme probléme modéle I’équation de la chaleur :

Ou—div (AVu)=f dans D x 0,77,
u=0 sur 9D x [0,T7,
Ujt=0 = Up dans D,
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ol A représente le coefficient de diffusion (A € R*). Pour simplifier I’exemple on choisit
A = 1 et le cadre d’approximation des éléments finis conformes. Sa formulation variationnelle
continue est donnée par le probléme suivant :

Trouver u € C(0,T, L*(D)) N L*(0,T, Hj(D)) tel que uy—o = ug et tel que pour presque tout
te(0,7),
(Opu(t),v) + (Vu(t), Vv) = (f(t),v) Vv e Hy(D). (3.1.1)

Ce probléme admet une unique solution |[Lions et Magenes, 1968, Capitre 3, §4] pour tout
f e L*0,T, H (D)) et ug € L*(D). On fixe alors une partition de I'intervalle temporel [0, T
constituée de sous-intervalles [t,,_1,t,[ avec 1 <n < N telsque 0 =ty <t; < ... <ty =T
et on désigne 7, la longueur 7,, = t,, — t,—1. En notant par X}, (D) l'espace des éléments fini
des fonctions continues polynomiales par morceaux associé a la triangulation 7, de D et
X} ,(D) = Xnn(D) N Hg (D), le probléme variationnel, discrétisé en espace par les éléments
finis et en temps par Euler implicite, s’écrit comme suit :

Trouver uf € X2, (D) tel que u) = moug et pour tout 1 <n < N
(u, vp) + 7 (VU Vo) = 7.(f(tn),vn) + (up ' v,) Vo, € X2, (D), (3.1.2)

avec 7o projection L* dans X7, et up € X, (D) approximation de u(t,).

Dans la littérature on trouve principalement deux approches. Une premiére approche, pro-
posée par |Picasso, 1998; Verfiirth, 2003| et, pour des coefficients discontinus, par [Berrone,
2006], consiste a estimer directement I’erreur issue de la discrétisation en espace-temps (3.1.2).
Tout d’abord on définie una approximation affine en temps de la solution numérique :

t—th— t, —t ,_
up o (t) = —22Lr + . uy ™t pour t €]t,_1,tn],

n n

et le résidu R € L*(0,T; HY(D)) :
<R,o> = (f(t),v) — (Qoun,(t),v) — (Vun.(t),Vo) V v e Hy(D).

Ensuite, on prouve ’équivalence entre 'erreur de la discrétisation totale et le résidu R. Par
conséquent ’analyse se focalise enfin sur la preuve de fiabilité et efficacité de I'estimateur par
rapport au résidu.

Une deuxiéme approche, proposée par [Bernardi et Métivet, 2000; Bergam et. al., 2005] et,
dans le contexte des éléments finis non-conformes, par |[Nicaise et Soualem, 2005], consiste a
décomposer 'erreur en deux contributions : 'une temporelle et 'autre spatiale. Avant tout
on aborde le probléme discrétisé uniquement en temps :

Pour n € N, trouver u" € HJ(D) tel que
(u",v) + 7, (Vu", V) = (u" 1, 0) + 7,(f",v) Yv € Hy(D). (3.1.3)
En estimant alors le résidu issu des formulations (3.1.1) et (3.1.3), on obtient un estimateur

lié & la discrétisation temporelle, noté 1. En estimant le résidu issu des formulations (3.1.3)
et (3.1.2), on obtient un estimateur lié a la discrétisation spatiale, noté .

Les deux approches conduisent au méme estimateur, qui, a 'instant ¢,,, prend la forme :
"= () + 7)),
mais ils n’estiment pas la méme norme énergetique en espace-temps de 'erreur. La différence

réside dans les estimations obtenues : avec la deuxiéme approche, la fiabilité et l'efficacité
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sont démontrées séparement en temps et en espace. En particulier, on peut envisager a prior:
une efficacité locale en temps pour 'estimateur temporel 1! et une efficacité locale en espace-
temps pour l'estimateur spatial 7;'.

Motivés par le fait que ces deux résultats d’efficacité locale constituent des bases indispen-
sables pour mettre en place un algorithme d’adaptation en espace-temps, on a privilégié cette
seconde approche. On verra que, bien que 1’on ait opéré comme [Bergam et. al., 2005; Nicaise
et Soualem, 2005|, pour la formulation A — ¢ temporelle le résultat d’efficacité pour l'esti-
mateur spatial n; s’est révélé local en espace mais global en temps. La cause de cette perte
de localité en temps est attribuée a la nature méme du probléme instationnaire traité. Par
rapport au cas harmonique, on observe une nouvelle contribution dans I’estimateur spatial
ni (voir les termes (3.2.43) et (3.2.46) a la page la 76). Cette contribution est propre a la
formulation A — ¢. On renvoie aussi a la remarque 3.2.9 pour plus de détails.

Plan du chapitre

Nous nous focaliserons dans ce chapitre sur les estimateurs résiduels. En particulier :

e dans la section 3.2 on présente la formulation en potentiels A — ¢ en régime temporel,
sa discrétisation en temps et en espace et des résultats de stabilité, pour conclure avec
la définition de l'erreur et de I'estimateur ;

e dans la section 3.3, on démontre la fiabilité de I'estimateur temporel, spatial et total;

e dans la section 3.4, on démontre l'efficacité de 'estimateur temporel, spatial et total;

e enfin, dans la section 3.5, on valide I'estimateur sur un cas test analytique ad hoc
dans le cas d’une solution réguliére et d'une autre singuliére.

Ce travail a donné lieu a la publication [Creusé et. al., 2014].

Notations

On rappelle ici certaines notations qui seront utilisées dans ce chapitre.

e Les champs que 1’on va utiliser sont a la fois fonctions d’une variable temporelle t € R
et d’une variable spatiale x € R?. En général, soit V un espace de Banach séparable
et soient @ < b deux nombres réels, alors L?(a, b; V') dénote I'espace de toute fonction
mesurable u définie sur (a,b) avec valeurs dans V' et telle que t — || u(t, ) ||y soit de
carré integrable. En d’autres termes :

L*(a,b; V) = {u mesurable : ||u]|i2@pv) < +o0}, on
b 1/2
lullzz@eny = (fo [lult, ) 115 dt) "
e Les notations a < b et a ~ b dénotent 'existence des constantes positives ¢y, ¢, c3
indepéndantes des quantités a et b et de la taille du maillage h telles que a < ¢, b et

cab < a <c3b.

e On rappelle enfin que I'espace f{vo(rot , D)’ dénote I'espace dual topologique de j{vo(rot , D).
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FIGURE 3.1. Domaine de configuration avec supp J, C D..

3.2. FORMULATION EN POTENTIEL EN REGIME TEMPOREL

On rappelle la formulation continue A — ¢, qui nous intéressera tout au long de ce chapitre.
Elle a été décrite dans la section 1.2.1 et, pour tout ¢ € [0, 7] elle est donnée par :

rot (n 'rot A) + o (A + V@) = J, dans D, (3.2.1)
div (¢ (A +V¢)) = 0 dans D, (3.2.2)
Axn=0suy, (3.2.3)

0 (0A+Vyp) -n=0sur [, (3.2.4)
A(t=0,-)=0dans D.. (3.2.5)

Puisque 'on considére des conditions aux bords homogénes, on suppose que D. C D avec
0D.NOD = (). Une configuration possible du domaine est représentée sur la Figure 3.1, mais
la Figure 2.1 du chapitre 2 fournit également un exemple possible.

La formulation variationnelle associée a (3.2.1)-(3.2.5) est donnée par :

Trouver A € L2(0,T; Hy(rot , D)) et ¢ € L2(0,T; H'(D,)) tels que &,A € L2(0,T; Hy(rot , D)),
A(0,-) = 0 dans D, et tels que pour tout A’ € Hy(rot, D) et ¢’ € H'(D,) on ait :

(prot A, rot A')+ (0 (A +Vyp), A +V¢ )p, = (J,, A). (3.2.6)

[Nicaise, 2015, Théoréme 2.1| a démontré I'existence et 'unicité de la solution du probléme
(3.2.6), en utilisant la théorie de Showalter pour des problémes paraboliques dégénerés [Sho-
walter, 1977, Théoréme V4.B| et des estimations d’énergie. On donne ici I’énoncé du résultat
principal. Pour cela on écrira dorénavant J? pour dénoter J,(0, ) et A° pour dénoter A(0,-).
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Théoréme 3.2.1. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle. On suppose que

JV-n =0 surT,, (3.2.7)
qu’il existe AY € Hy(rot, D) tel que
A° =0 dans D,, (3.2.8)
et que
(ptrot A% rot A') = (3%, A")p,. VA’ € Hy(rot, D) ; divA' € L*(D). (3.2.9)

Alors le probleme (3.2.6) admet une unique solution (A, ) dans H'(0,T; Hy(rot, D)) x

L(0,T; H(D,)) avec A(0,-) = A,

Le lemme suivant assure que, grace a la propriété de divergence nulle de J,, les fonctions
tests dans (3.2.6) peuvent étre choisies sans jauge.

Lemme 3.2.2. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle vérifiant (3.2.7) et A €
Hy(rot , D) wvérifiant (3.2.8)-(3.2.9). Alors lunique solution (A, @) € H(0,T; Hy(rot , D)) X
L*(0,T; H(D,)) de (3.2.6) satisfait

(putrot A, rot A')+(0 (;A+Vp), A+Vy' )p, = (I, A') V(A ¢') € Hy(rot, D)xH'(D,).

(3.2.10)

DEMONSTRATION. Puisque A’ € Hy(rot, D) on utilise la décomposition de Helmholtz
(1.3.8) :
A'=B' +Vy,

avec B’ € Hy(rot, D)) et ¢ € HL(D). D’une part, d’aprés la formule de Green (1.3.22) et le

/JS-A’:/JS-B’.
D D

fait que divJ, =0, on a :

D’autre part :

/ 4ot Aot A + / o (DA + V) - (A + V)
D D,

1
Z/Du11"01:A-rotB’+/Dca(8tA+V90)‘(B’+V(90’+w— D) /Dcw'w))),

avec B’ € Hy(rot, D)) et ¢ + 1 — ﬁ Ip. (@' +9) € H'(D,), d’out la conclusion. O
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3.2.1. Semi-discrétisation en temps

On discrétise en temps par le schéma d’Euler implicite le probléme (3.2.1)-(3.2.5). Tout
d’abord, on choisit une partition de I'intervalle temporel [0, 7] constituée de sous-intervalles
[tm—1,tm[ avec 1 < m < N tels que 0 =ty < t; < ... < ty = T. On dénote 7, la longueur
ty — tim—1 €t on pose

T = max Ty,.
1<m<N

On définit le parameétre de régularité o, par :

Tm

0, = max (3.2.11)

2<m<N T,
Sous I'hypothése que J; est continue en temps, on dénote par J7* la valeur de J4(¢,,) et
par m,J(t) = J7 l'interpolation constante par morceaux en temps de J; pour t €]t,,_1, ],
1 < m < N. Similairement, A™ et ¢" dénotent les approximations respectives de A(t,,) et
de ¢(tm). Le schéma d’Euler implicite, appliqué a (3.2.1)-(3.2.5), méne au probléme semi-

discrétisé en temps suivant : pour tout m € {1,..., N}
Am — Am—l -
rot (,u_l rot Am> + o ( —_— + Vgpm> =J7 dans D, (3.2.12)
Tm
Am _ Am—l
div (o ( — + Vgom> > =0 dans D,, (3.2.13)
Tm

A™ xn=0sur I'pg,

Am_Am—l
a< +V30m> ‘n=0sur Iy,

Tm

A° =0 dans D,,

ol la notation @™ répresente une extension de ¢™ dans le domaine tout entier D, tenant
compte du fait que ¢ n’est pas défini dans le domaine non conducteur D,,. = D\ D,. Puisque
o = 0 dans D,,, la valeur de cette extension ne change en rien le probléme. Etablissons
la formulation variationnelle. On multiplie I’équation (3.2.12) par une fonction test A’ €
Hy(rot, D) et on intégre sur D. Similairement, on multiplie (3.2.13) par une fonction test
¢ € HYD,) et par 7, et on intégre sur D.. En faisant la somme des deux expressions
obtenues, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver (A™, ™) € Hy(rot, D) x H{(D,), 0 < m < N, tels que A° = A(0,-) = 0 dans D,
et tels que, pour tout 1 < m < N, on a :

an((A™, ™), (A, ¢) = Ln((A',¢) ¥ (A", ) € Hy(rot, D) x H'(D,), (3.2.14)

avec a,, la forme bilinéaire continue définie par :

am((A, @), (A, @) = (1 'rot A, rot A') + (U (A4 7, Vo), A"+ 1, Vgp’) , (3.2.15)

Tm D.
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et [,, la forme linéaire continue définie par :

(A, @) = (37, A) + (“Am—l,A' o w) . (3.2.16)
Dc

Tm

Le résultat suivant assure que le probléme (3.2.14) est bien posé au sens de |[Ern et Guermond,
2002, Définition 3.3.1].

Théoréme 3.2.3. Pour tout m, 1 < m < N, le probleme (3.2.14) admet une unique solution

(A™, ™) € Hy(rot, D) x H'(D,).

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle de [Creusé et. al., 2012, Lemma 2.1|, on
donne les détails par souci d’exhaustivité. Afin d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram,
puisque l'on sait que la forme bilinéaire a,, est continue sur (Hy(rot,D) x H'(D,)) X
(Ho(rot , D) x H'(D,)), il reste & démontrer qu’elle est coercive sur Ho(rot , D) x H'(D,), i.e.

qu’il existe une constante C' > 0 telle que

an((A,0), (A, 9) > C|| (A, )% V(A,p) € Ho(rot,D) x H(D,),

Ho(rot ,D)x H'(D,)
ol

H (A7 SO) ||%(/)(I‘Ot,D)><EI(DC) = H A ||%{0(r0t,D) + | ()0 ‘%,Dc *
On fixe m € {1, ..., N} et on note At = 7,,. D’apreés la définition de la forme bilinéaire

A, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout (A,y) €

Hy(rot, D) x H'(D,), on a

1 2 o 2 2
A A ﬁ \V/ > A _

o(rot D)X H(D,) ’

On procéde en raisonnant par 'absurde. On suppose qu’il existe une suite { (A,,¢,) €

Hy(rot, D) x HY(D.); n € N} telle que :

1Ay 90) 1 o sy =1 V7 €N et (3.2.17)

1ot A, |2 /iAn AtV |2 —— 0. 3.2.18
o ot A 4 [ A A P (3.2.18)

On déduit d’une part de (3.2.18) que

HrOtAnHLQ(D) m} 0.
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Grace a l'inégalité de Friedrichs (1.3.10), pour tout n € N, il existe une constante C>0
telle que || A, || < C||rot A, || VA, € Hy(rot, D). Par conséquent :
| A, || —— 0. (3.2.19)
n——+o0o
D’autre part, de (3.2.18) on déduit que

Enfin I'inégalité triangulaire, associée a (3.2.19) et (3.2.20), nous donne :

| AtVenllp. < || An+ AtVen|lp. + || Anl] —2 0,
d’ol
H (An’ 90") Hfo(rot ,D)x;Ivl(Dc) n—+4o00 O’

ce qui contredit (3.2.17).

En conclusion, pour 1 < m < N, on sait que a" est une forme bilinéaire continue et coercive
sur (Ho(rot, D) x HY(D,)) x (Hy(rot, D) x H'(D,)), avec Ho(rot, D) x H'(D,) espace de
Hilbert, et I™ est une forme linéaire continue sur (Hy(rot, D) x /f[/l(Dc)) x (Hy(rot, D) x
HY(D,)). Alors grace au Théoreme de Lax-Milgram la solution (A™, ¢™) de (3.2.14) existe

et est unique. 0

Grace a la propriété de divergence nulle de Jg, les fonctions tests dans (3.2.14) peuvent étre
choisies sans jauge.

Lemme 3.2.4. Soit (A™, o™) € (Ho(rot, D)x H'(D,)) x (Ho(rot , D)x HY(D,)),1 <m < N
l'unique solution du probléeme (3.2.14) avec A® = A(0,-) =0 dans D,.. Alors on a, pour tout
m,1 <m<N,
am((A™, ™), (A, ¢") = Lu((A',¢"), ¥ (A’,¢') € Hy(rot, D) x H'(D,).
DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle du Lemme 3.2.2 (voir aussi [Creusé
et.al., 2012, Lemme 2.2]). On suppose que (A™, ¢™)ocmen € (Ho(rot, D) x HY(D,)) N+
est solution de (3.2.14) et que (A’,¢’) € Hy(rot, D) x HY(D,). A’ € Hy(rot, D) admet la

décomposition de Helmholtz (1.3.8) :

A =B + Vi,
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ou B’ € Hy(rot, D) et ¢ € H}(D), d’ou :

am((A™, "), (A", @) = am((A™,¢™), (B + Vi, ¢'))
¥

:/ ptrot A™ - rot B + 7z (A" + 7,Ve™) - <B'+TmV( —1—90’)) . (3.2.21)
D

D. Tm m

Ensuite, en prenant

/_i . 1 1 1 / 71/ 71\
W= (w o /ﬂ’)“" 57 )¢ €MD),

(3.2.21) devient :

/ ptrot A™ - rot B + Ti (A" 4+ 7,V™) - (B + 7.V /Tm + ¢))

D Dc m

= / ptrot A™ - rot B! + 7 (A™ + 7, V™) - (B + 7, VY')
D De T,

= [arB [ ZAm (B, V),
D

Dc Tm

ou, pour la derniére étape on a utilisé 'équation (3.2.14), puisque B’ € Hy(rot, D) et ¢ €

HY(D.). On remplace B’ par A’ — V. On remarque d’abord que grace au fait que ¢ = 0

sur I'g et & I’hypothése du courant & divergence nulle, on a
/ Jm .y = / I ny — / div(J™) ¢/ = 0.
D I's D
On remarque aussi que
B +7, V=B +V¢Y+7,Ve=A"+7,V.

D’ou la conclusion :

an((A" ") (AL ) = [ 30 A 4 [ TATT (A 4, V) = 1a((ALY).
(3.2.22)
0
On définit la norme [[ - |],, de la suite (A™, ©")o<m<n, 0 < m < n, solution de (3.2.14), comme

suit :

n n 1/2
[ = (107 A+ 3 7,9 [+ 3l rora” ) (3229
m=1

m=1
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De plus, puisque supp @™ C D,, on construit une fonction ¢ " € H'(D,,.), définie dans le
domaine non-conducteur D,,. par :

Ap™nm =0 dans 0D, ,
@™, = 9™, sur T, (3.2.24)
gpm’"c|FB =0 sur I'p,

et la fonction ™ € H}(D) par

(3.2.25)

— ] e™ dans D,
L p™nm¢ dans D, .

On a le résultat de stabilité suivant :
Lemme 3.2.5. Soit (A™, ™) € (Hy(rot, D)x H'(D,))x (Hy(rot , D)x H(D,)),1 <m < N
l'unique solution du probléme (3.2.14) avec A = A(0,-) = 0 dans D,. Alors il existe une

constante C' > 0 telle que

N 1/2
(A", ™Iy < © (umx 3 Tm||J:@||§H(m,D»,> | (32.26)

m=1

DEMONSTRATION. En prenant A’ € Hy(rot, D) et ¢’ = 0 dans (3.2.14), on obtient :

(n~'rot A™ rot A') | + (0 (M + Vgpm) ,A’) = J"A)p. (3.2.27)
m De
En définissant :
F:Am—i—irpvgﬁ’, avec 1 <m < n, (3.2.28)
p=1
AV =AY, (3.2.29)
et en choisissant A’ = A™ dans (3.2.27), on obtient
/Ca (Am—Am-1) . A™ + 7, /Dml/QrotAmP = Tm /DJ;” CAm, (3.2.30)
Par ailleurs :
/J;ﬂ-Am:/J;n-Am+i¢p/Jy-v$5:/Jy-Am (3.2.31)
D D = o D

par la formule de Green (1.3.22) et le fait que div J™ = 0. De plus, de 'inégalité de Friedrichs

(1.3.10), on obtient :

/DJQ"'A’" < OIS oot .oyy || rot A™ ] (3.2.32)
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De l’égalité (3.2.30) on obtient, grace a (3.2.32) et a I'inégalité de Young ab < a—; + % :

/ | o1/2Am |2 —|—’7‘m/ | w1 ?rot A™ |2
D, D
=7 [A AT 4o [ AT AT
D D
< Crp [ I ooty [0t A™ [| 4[| 0!/2 AT ||, || o'/2 A7 | p,

02

m Tm — m 1 —_— 1 _
S 7Tmﬂmax||Js ||%H0(rot))’ + 7“/1 V2ot AP + §||01/2Am %, + §||01/2Am||3)67

d’ot, en réordonnant les termes :

1o ZAm |5, — || 2AmT|[B, 4 7 [ 17210t A 12 < C framas Ton [ 3 Tt oty
En prenant enfin la somme pour m = 1,..., N et en utilisant la condition initiale A° = 0
dans D., on déduit (3.2.26). O

3.2.2. Discrétisation en espace-temps

Dans cette section on discrétise en espace la formulation variationnelle (3.2.14) par la méthode
des éléments finis. A chaque instant ¢,,, 0 < t,, < ty, on associe un maillage 7;,, du
domaine de calcul D polyhédral de R3. Chaque élément appartient soit & D,, soit & D,.. Ce
maillage est régulier au sens de [Ciarlet, 1978|, comme déja spécifié dans la section 1.3.2.
Les notations seront les mémes que celles de la section 1.3.2, en ajoutant 1a ol ce sera utile
I'indice de discrétisation temporelle "m". Par exemple, T m, Nom, N, Epm, E Fum et

hm> hm>

Fi"t dénotent respectivement 'ensemble des tétracdres, des noeuds, des noeuds intérieurs, des

arétes, des arétes intérieures, des faces et des faces intérieures. Etablissons alors la formulation
variationnelle, les résultats d’existence-unicité et de stabilité.

A chaque instant t,,,, le potentiel vecteur A™ est approché par les éléments finis de Nédélec et
le potentiel scalaire ¢™ par les éléments finis nodaux, similairement & ce que 'on a fait pour
le cas harmonique en section 2.2.2. En d’autres termes, I'espace i[vo(rot , D) est approché par
X,(D) et HY(D,) par ©,(D,). La formulation variationnelle s’écrit alors :

Trouver (A", o) € Xu(D) x O4(D,), 0 <m < N tels que AY = A(0,-) = 0 dans D, et tels
que pour tout m, 1 <m < N,

am (AR ), (A1) = (AL 94)) Y (AL, @) € Xa(D) x O4(De). (3.2.33)

avec a,, et l,, les formes respectivement bilinéaire et linéaire définies en (3.2.15) et (3.2.16).

Théoréme 3.2.6. Pour tout m, 1 < m < N, le probleme (3.2.33) admet une unique solution

(A7, @) € Xn(D) x O4(D.).
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DEMONSTRATION. La preuve est en tout point similaire a celle du Théoréme 3.2.3 concer-
nant le cas semi-discrétisé a la différence que, dans ce cas, il faut utiliser I'inégalité de Frie-

drichs discréte (1.3.11) au lieu de son équivalent continu (1.3.10). O

Compte tenu du fait que E(Vh(D) 4 ﬁg(rot , D), afin de gérer la non conformité de 'espace

Xn(D), on peut formuler un résultat similaire a celui obtenu dans le cadre harmonique (voir
la relation (2.2.6)) et & celui obtenu dans le cadre de la semi-discrétisation en temps (voir le
Lemme 3.2.4) :

Lemme 3.2.7. Soit (A", o7") € X,(D) x ©4(D,),1 < m < N lunique solution du probleme

(3.2.33) avec A = A(0,-) =0 dans D,.. Alors pour tout m, 1 <m < N,

am (AR, 1), (Ah2h)) = lm((Agy 1)) ¥ (A%, 04) € Xa(D) X On(De).

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle du Lemme 3.2.4, en utilisant cette fois

la décomposition de Helmholtz discréte (1.3.9) au lieu de son équivalent continu (1.3.8). O

En procédant comme dans le Lemme 3.2.5, on obtient le résultat de stabilité suivant.
Lemme 3.2.8. Soit (A", 7)€ X, (D) x 04(D,),1 < m < N lunique solution du probleme

(3.2.33) avec AY) = A(0,-) =0 dans D,.. Alors il existe une constante C > 0 telle que

N 1/2
LA, e Iy < C (zmumxrrw%(m,m) .

m=1

DEMONSTRATION. La preuve est similaire & celle du lemme 3.2.5, en utilisant cette fois

l'inégalité de Friedrichs discréte (1.3.11). O

3.2.3. Définition de ’erreur et de ’estimateur

Erreur

Tout d’abord on construit une interpolation en temps de la solution en temps (A™, ™),
1 <m < N, de (3.2.14) par :

t — tm_ tm - t _
AT(t):ilAm+7Am1 tno1 <t <tn,
Tm Tm (3.2.34)
QOT(t) = Som tm—l <t S tm?
et une interpolation en temps de la solution en espace-temps (A", ¢7'), 1 < m < N, de
(3.2.33) par :
t - tmf tm - t _
Ap(t) = —2LAT 4 AP <t <t
Tm Tm
enr(t) = of 1 <t <tp.
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On s’intéresse a l'erreur en temps donnée par :
earlt) = AWM —A(D), eprlt) = lt) = (1),
et & celle en espace donnée par :
eanr(t) = Ar(t) = Anr(t), eonr(t) = @r(t) —nr(t).

On estimera les erreurs en norme énergetique. L’erreur temporelle & 'instant ¢,, est donnée
par :

m —
etemp - (

et I'erreur spatiale a 'instant t,, est donnée par :
9 , 1/2
+Z7‘n H 1ot e pnr(tn )HD> :

GZZth = <
Dc
(3.2.36)

Deux autres définitions de 'erreur en espace-temps seront introduites ultérieurement a la
section 3.3.4 & la page 98, afin de démontrer la fiabilité et 'efficacité globales pour I'estimateur
global introduit ci-dessous (voir définition (3.2.48)).

- 1/2
o (enr(tm +V/ €y.r(s)ds) +/ 210t eq (s )H2 ds) , (3.2.35)

01/2 (eA hT Z Tn ve(p hT( n))

n=1

Estimateur

L’estimateur a posteriori n* associé a l’erreur temporelle au temps ¢,,,, 1 < m < N, est défini
par :

m Tm 1/2 - m m—
= () 2 ot (AR - AR L. (3.2.37)

L’estimateur a posterior: n;" associé a 'erreur spatiale au temps ¢,,, 1 < m < N, est défini

par :
M = ( (7D )® + (Do )? + (D3 )? + (7 )%+ (17 )2+ (173 )2) , (3.2.38)
avec
mpa) = D ()% i=1,23, (3.2.39)
T€Thm
() = Y (@)’ i=1,23, (3.2.40)
reriyt
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ou, pour chaque T' € Tpm,

m m -1 m AZ’L — A?Llil m
Ny = hr op — 10t (U 1Ot AY') — 0 - + Vo, . (3.2.41)
m T
A — AT
Ny = hr Hdiv <a (’17’1 +vgo,§”>> : (3.2.42)
m T
wis = hr |ldiv(o (A7 + 35 Vel) e, (3.2.43)
p=1
gy = hil? |[[nx p ot AR | (3.2.44)
AM Am—l
Npwg = h}ﬂ ’ [a <hh —|—V<p;?> -n] , (3.2.45)
Tm Fllp
My = il |0 (A7 + X7 Vel ) nlellr (3.2.46)

p=1

On rappelle que n représente la normale unitaire sortante de la face F' et [u|r représente le
saut de la quantité u a travers la face F', a savoir :

lim u(x+en)—u(x—en) si FeFmn,
e ={ S ( ) —u( ) | imo
0 si F' € Frm\ Fi.
Enfin, on définit le terme d’oscillation par :
(™) = Z (€12 o, pour chaque T' € Ty, EF = hyp || IT — I |, (3.2.47)
T€Thm

ou J7, est 'approximation spatiale de J7* par les éléments finis de Raviart-Thomas caracté-
risée par les conditions suivantes :

/J;”h-nd'y(x):/ J"-ndy(x) pourtout F CIT avecT € Ty, .
oo F

On remarque que la propriété de divergence nulle de J7* implique la méme propriété pour
m
s,h-

Similairement au cas continu, ;' n’est pas défini si 7' C D,., par conséquent on rempla-
cera ;' par une extension fixée sans écrire forcement ;" afin d’alléger les notations. Cette

extension ne change en rien le probléme car elle est multipliée par ¢ qui est nul pour tout
T C Dye.

Remarque 3.2.9. Les termes (3.2.41), (3.2.42), (3.2.44) et (3.2.45) de [’estimateur spatial
peuvent étre mis en relation avec 'EDP étudiée. Les contributions volumiques 1., et 1.y re-
présentent le résidu associé aux équations (3.2.1)-(3.2.2). Les contributions surfaciques 07, et
N sont associées a la régularité des fonctions obtenues en résolvant numériqguement ’EDP.
L’indice J dénote le saut (jump) de ces quantités aux interfaces.

Par rapport a lestimateur résiduel pour le cas harmonique proposé dans [Creusé et. al., 2012/,
on remarque les nouvelles constributions de ’estimateur np 5 et 175. Celles-ci sont liées a la
nature instationnaire du probléme. Si l'on intégre sur [0,t] I"équation (3.2.2), on a :

div <0<A(t,x) + V/Ot @)) =0 dans D.,
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ou on a utilisé la condition initiale A(0,-) = 0 dans D.. En conclusion, n5.5 et 07}y re-
présentent respectivement le résidu et le saut associés a cette équation considérée au temps
t=tp,.

Pour conclure, I'estimateur d’erreur global n™ au temps ¢,,, 1 <n < N, est donné par :

= (e (772”)2>1/2 | (3:2.19)

m=1
3.3. FIABILITE

3.3.1. Fiabilité temporelle

Lemme 3.3.1. Pour tout v € Hy(rot,D),0 < m < N, soit v, linterpolation affine cor-

respondante définie par

t—1t,— t,, — 1
= o mmlgm T Pyl pour by <t <t

At

Alors on obtient les inégalités suivantes :

§ e 3 (B o)

tn
S/
0

e N G Il T e e
m=1

?at (3.3.1)

,u_l/2rot \'2

2
)

ou o, est le paramétre de régularité défini en (3.2.11).

DEMONSTRATION. Un simple calcul donne :

/tm
tm—1

2 T,
p Y rotv, | dt = / ;flgm (|rot v + Jrot v 2 + rot v - ot Vm_l)
D

R R

o] o)

(3.3.2)
Puisque
a> + b —ab > a2_2‘_b2,Va,b€]R,
on obtient :
/ttm1 % rot v, * > %n ( H,u_l/g rot VmH2 + H,u_l/Q rot vm_lHQ) : (3.3.3)
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En effectuant la somme de m = 1 & m = n de l'inégalité (3.3.3), I'inégalité de gauche de
(3.3.1) est établie.

Pour démontrer I'inégalité de droite, on applique a la premiére ligne de (3.3.2) 'estimation

a-b< “Q;bQ valable pour tout a,b € R :

/tm H/fl/zrot v, ’ dt < Tm (”;flﬂrot V’”H2 + H;flﬂrot Vm’le) ,
b1 2
et, en faisant la somme de m =1 & m = n, la conclusion suit. 0

Remarque 3.3.2. Si l'on souhaite ne pas faire intervenir le parameétre de régularité o,
(3.2.11), on peut réécrire la relation a droite de (3.3.1) comme suit :

/tn
0

< %” H,u_l/Q rot v”H2 + nz—:l Tm & Tmi1 H,u_l/Q rot V’”H2 + % Hu‘l/Q rot v0H2
m=1

2
w2 rotv, | dt

- 2

S R e

m=1

avec la convention que T,+1 = 0.

D’aprés (3.2.34) on remarque que :

A™ — Amfl
A, = ————— pour tout t dans |t,,_1, ).
Tm

Grace au Lemme 3.2.4, la formulation semi-discréte (3.2.14) est équivalente a

(n~lrot A™ rot A') + (0(0A, + V™), A’ + V'), = (J7, A)

V(A’, ') € Hy(rot, D) x H (D), (3.3.4)

pour tout t €|t,,_1,t,]. En prenant la différence de cette formulation (3.3.4) avec celle conti-
nue non jaugée (3.2.10), on obtient I’équation temporelle résiduelle :

(p'rotear,rot A’) + (0(dear+ Vey,), A+ V'),
= (Js—m T, A) + (u 'rot (A™ — A,),rot A’) (3.3.5)

V(A’,¢') € Hy(rot, D) x HY(D,),

pour tout ¢ €Jt,, 1, tn,]. Cela nous permet de montrer que I'erreur temporelle ey, est contro-
lée par I'estimateur temporel 7 _, (n™)? et I'erreur spatiale €4pqr & un terme d’ordre supérieur
pres.

Théoréme 3.3.3. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €

Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Alors erreur temporelle définie en (3.2.35) est bornée par
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l'estimation suivante :

6temp — Z 777' + 4/

2 2
I'Ot € hT( )H ds + Oﬂmax HJS — WTJSHLQ(O,tn;HQ(I'Ot7D)l) 5

(3.3.6)

ou C est indépendante du pas de temps 7,,, 1 < m < n.

DEMONSTRATION. La preuve est similaire & celle proposée dans le contexte de ’équation
de la chaleur : voir par exemple |Nicaise et Soualem, 2005, Théoréme 4.1].
Etape 1. Pour un temps donné ¢ €|t,, 1,t, ], on choisit dans I’équation résiduelle (3.3.5)

les fonctions tests A’ = ey, (t) € Hy(rot, D) et o = [ epr(8,)ds € H'(D,), ainsi :

(/flrot e (t),rot eA’T(t)> + (J(@teAJ(t) + Ve, .(t)),ear(t) + V/ epr(S )d3>

= (3.(t) — mJu(), ear) + (1 1ot (A™ — AL (1)), Totes (1)) .

On se focalise sur les termes a droite de cette identité. Puisque J, (¢, -)—m,Js(t, -) € Ho(rot, D)
on a:

(Js(t) = mrds(t), ear) < 1Is(t) = 7 s(0) | 1y cor 0y 1| €4 [ Horot ) -
La jauge sur A et A, nous permet d’appliquer I'inégalité de Friedrichs (1.3.10) et, par consé-
quent, on a :

I ear (Ol oot oy S lrotear ()1
a2

Ainsi, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Young ab < % + % et la relation

(a+0)* < 2(a* +?), on obtient :

~1/2 2 1d o1/2 / ’

| Protea ()| + 5 (ear(t) +V [ eyr(s,-)ds) N

< 5 (O Vimas 13400) = 73Oy + 10t (A7 = AL 0)])*+ 5 [ ot (o)
< C e 135(8) = 13Ol eor oy + 1710t ( O + 5 [ rotenr )]

ce qui implique, en se rappelant que e4 . (0) =0,

c;lt ( + /0lt Hu_l/2rot eAJ(S)Hi) ds)

— m 2
< C fimax |36(8) = 7 IOty oty + 2 1710t (A™ — A ()] -

t
o2 (es, (t) + V / epn(s
0

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016
80

En intégrant cette derniére relation sur [0,¢,], on obtient :

tn
1/2(eAT( —l—V/ epr(s) ds) +/ roteAT( )HZD ds

2
< C/anax ||Js - WTJSHL2(O,tn;H0(IOt,D)/) +2 Z /t .
m=1"°*m—

Etape 2. Il reste a borner le dernier terme de (3.3.7).

(3.3.7)

2

1 2rot (A™ — AT(S>>H ds.

De la définition de A, (3.2.34) et de l'inégalité triangulaire, on a pour tout t €t,,_1, t,,] :

tm tm by — 8 2
/t w2 rot ( H = /t 2ot (Am — A"+ mTi(Am — Am_1)> ds

m—1 m—1 m

= /ttm (tmT_ S) ds H Prot (A™ — Amfl)H2

= T—m‘ ~12p0t (A™ — A™h H

< Gl rovar - apff

+ %n H,u_l/2r0t (A™ 1 Am_l)H2

+ %n Hu‘l/zrot( — A 1)H2 .

De la relation (3.3.3) en prenant v, = e ., on a :

/tm
tm—1

En faisant la somme de m =1 & m = n et en tenant compte de la définition de n* (3.2.37),

ul/rot H ds<2/

Proteane(s)| ds+ 7 [ ot (A7 — Ap )

on obtient :
Z / —1/2r0t A" — AT(s ds < 2 / roteAhT H ds + Z )
(3.3.8)
Etape 3. La conclusion (3.3.6) suit directement de (3.3.7) et (3.3.8). O

Avant de passer a la section sur la fiabilité spatiale, on peut démontrer aussi une seconde
borne supérieure de l’erreur spatiale.

Théoréme 3.3.4. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €

Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Alors il existe une constante C' telle que :

2

t
01/28t(eAyT + V/ epr)
0

L2(0,tn;Ho(rot ,D)")
S 12 (Umin ,U/min) ( 777 + 2 / I'Ot €a, hT H )

+20 O min (2 C ,U/mm,umax + 1) ||J — rds ||L2(0,tn;H0(rot ,D)")
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DEMONSTRATION. L’équation résiduelle (3.3.5) avec ¢’ = 0, le fait que o2 < ol/?,

min —
1/2

_1/2 < /’Ll’l’lll’l

i et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent que pour tout A’ € Hy(rot, D) :

t
oiq/fn (01/2 Oi(ear(t) + V/ eyr(5)ds), A’)
0

D.

< 135(t) = 7T O bt oty 1A Nitgeon oy + 107 0t (A™ = A7 (1)) [Irot A
+ [ trot ear (@) Ilrot A7)

< it (|| ot ea ()] + |l ?rot (A™ = Ar(8)] ) 114 1ty rot

+ 1368 = 7 T ot .0y 1A st

Comme cette relation est vérifiée pour tout A’ € Hy(rot, D), en utilisant la norme duale de

Hy(rot, D), on obtient :

¢
o2 0i(e,(t) + V/ ey.r(s)ds)
0

Ho(rot ,D)’
< bl tl” (10t e, (0)] + 2ot (A™ — A-(1))])

+ O 13(1) -

Tr ()HHOrotD) :

En élevant au carré cette derniére inégalité et en utilisant deux fois la relation (a + b)?

2(a? + b?) valable pour tout a,b € R, on obtient :

o' 0y(es,(t) +V /t ey r(8)ds) 2
0 Ho(rot ,D)’
<207l -l (H“ Zrot e, (1) + [/ ?rot (A™ — A, (1)) )2
O 196 (1) = 773 (D) [ 1o oty
(Hu roen Off + it 47 - 2. )
O min ||J (t) ( )”Ho(rot D)’ -

En intégrant cette derniére estimation sur [t,,_1,t,,] et en faisant la somme de m = 1 jusque

m=mn,ona:
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2
dt

Hq(rot,D)’

Py

o'/ Oy (e (t +v/ew ) ds)

n tm
1
S 4O'mlnﬂmm Z </t
m—1

m=1

1ot eA,T(s)H2 ds + /ttm H/fl/Qrot (A™ — A.,-)(S)H2 ds) (3.3.9)

2
O min HJ — s ||L2(0,tn; Ho(rot,D)’) *

La conclusion suit car le premier terme dans (3.3.9) est estimé par l'inégalité (3.3.6) et le

deuxiéme par la relation (3.3.8). O

3.3.2. Résultats auxiliaires pour la fiabilité spatiale

Cette section est dédiée aux résultats techniques nécessaires pour démontrer la fiabilité spa-
tiale. Avant tout, on a besoin d’une décomposition de Helmholtz de I’erreur qui nous intéresse,
comme spécifié ci-dessous. Ensuite, on établit quatre lemmes qui vont intervenir dans la sec-
tion suivante.

Décomposition de Helmholtz

Pour tout m, 1 < m < N, on dénote par o™ € H}(D) et ¢ € HL(D) les extensions
respectives dans D de ¢™ € H'(D,) et de ¢ € ©,(D,), données par :

— {apm dans D, — { o dans D,

U7 @ dans Dy, Pr= o, dans Dy,

ou . € H'(Dy.) et ¢f,. € H' (D) sont respectivement définis par

AQOZALC =0 dans D, A@anc = 0 dans D,,.,
e = ™ sur [, Chine o sur [,
Ope = 0 sur I'p, Ohne = 0 sur I'g.

On définit donc 'erreur sur ¢ par
g<,0,h7'(tm) - ﬁ - a;lﬁ € HS<D)

et I'erreur spatiale E™ par :

E™ = eapnr(tm) + > 7 Ve, (t,) € Ho(rot; D). (3.3.10)

p=1

Théoréme 3.3.5. Pour tout m, 1 < m < N, [l'erreur spatiale E™ admet la décomposition

de Helmholtz suivante :

E" = V@™ + €7, (3.3.11)
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ou ¢™ € Hy(D) et € € Y(D) avec
Y(D) = {u € Hy(rot, D) :divupp, € LA(Do), divuip,, € L*(Dy) et / wp,.-n =0}
B
De plus, €' admet la décomposition :
el =Vo" +w", (3.3.12)

ou ¢™ € Hy(D) et w =wit, € H'(D.)*, w* =wi, € H' (D). En conclusion,

E" =w"+V(@" +¢™), (3.3.13)

avec ['inégalité suivante :
| e [|mowot, 0y S || rot €anr(tm) ], (3.3.14)
(W B o, + 1w 1B 5, ) 416" S 11 Hoor.) (3.3.15)

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle de [Creusé et. al., 2012, Théoréme 3.1|
concernant la formulation A — ¢ harmonique. La différence principale consiste dans ’esti-
mation (3.3.14) : dans le cas harmonique le terme || €7 ||, rot,p) €st borné par la somme de
I'énergie magnétique et électrique (voir 'estimation (3.5) dans [Creusé et.al., 2012]). Dans
notre cas, en utilisant un autre raisonnement, on borne la méme quantité par I’énergie ma-
gnétique seulement car on en aura besoin dans la preuve du Théoréme 3.3.10. €' est construit
de la méme facon que dans [Creusé et. al., 2012], en utilisant E™ au lieu de jwe4 + Vé,. Dans
un souci d’exhaustivité on rapporte ici les idées principales.

Etape 1. On définit les contributions de ¢ et e; dans le domaine conducteur D..

e

Soit ¢¢ € H'(D,) défini par :
div (V¢©) = div(E™)  dans D.,
(3.3.16)
Vo n = E"-n sur I,

ol n dénote la normale unitaire sortante a I'.. ¢ est 1'unique solution de :

e

/DC Vel ¢ :/DcEm-vg vV €e H(D,).
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En prenant & = ¢ et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

2" 1o, S IIE™[|p, -

On définit €f = E™ — V¢° dans D,.. D’aprés (3.3.16) on a que :

dive, =0 dans D.,
(3.3.17)

el n=20 sur I'..

Puisque €] € H(rot;D.), € € H(rot;D.) N Hy(div; D.). Grace a l'injection compacte

H(rot; D.) N Hy(div; D,.) <. L*(D,)? et le fait que diveS = 0 dans D,, on obtient :

p. S |[rotef|

p. + [[rot e |

e o no < IleSlln +lrotet [l < [|divet | < Do
(3.3.18)
Etape 2. Soit 5 € H'(D,.) 'unique solution du probléme :
div(Vp) = divE™  dans D,.,
B\ D = 1, sur T, (3.3.19)
5 =0 sur I'p;
et soit ¢ € H'(D,,.) 'unique solution de :
Ay =0 dans D,.,
Y =1 sur I, (3.3.20)
v =0 sur I'p.
Soit ¢"¢ € HY(D,.) définie par ¢" = & + k1, avec
b — fI‘C E™ -ndy(x) — frc V(E' n dvy(x) (3.3.21)

Jr, VY -ndy(x) ’

qui est bien défini car, de la formule de Green (1.3.22) et (3.3.20),

Veondix) = [ Veem-vdix) - [ Aavew = [ vep > 0.

Ie
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D’apres (3.3.19) et (3.3.20), "¢ € H(D,,) est 'unique solution de :
div(V@™) = divE™  dans D,.,

~nc ~C
P|Dne = SD\DCWL]{ sur I,

P =10 sur I'p.
En conclusion on définit ¢™ € H} (D) par :
O+ k dans D.,

p"e dans D, .

On définit € = E™ — V¢"© dans D,,.. Grace au choix de k (3.3.21) on a que

/ el ndyx) = 0.
ODne

Donc en définissant e € H(rot; D) par :

e} dans D,

m
el =
nc
e’ dans D,.,

on obtient que €' € Y(D). Alors, comme remarqué dans [Creusé et.al., 2012, grace a

[Costabel et. al., 2003, Lemme 2.2|, on obtient :
e llp.. < lleTllp. + [[rotel [|p < [Iroteanr(tm)|lp - (3.3.22)

De (3.3.18) et (3.3.22) suit (3.3.14).

Etape 3. La décomposition (3.3.12) et I'estimation (3.3.15) sont démontrées dans la preuve

de [Creusé et. al., 2012, Théoréme 3.1]|. O

Quatre lemmes

On formule maintenant quatre lemmes, dans le méme esprit que [Nicaise et Soualem, 2005]
dans le contexte de I’équation de la chaleur. Ils seront utiles pour la démonstration du Théo-
réme 3.3.10 sur la fiabilité spatiale.

Lemme 3.3.6. L’erreur E™ définie dans (3.3.10) satisfait la relation d’orthogonalité de

Galerkin suwante : ¥ (A}, ¢),) € Xu(D) x O(D.)

Emfl —E™
/ ptrot eqpy(tm) -1t A} = / o—— (AL + V¢, ) . (3.3.23)
D

c Tm
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DEMONSTRATION. D’aprés les Lemme 3.2.4 et Lemme 3.2.7, on a :

(et e r (). () = [ o 0] (4 gty

c Tm

ce qui signifie :

r(tm /
/ o ( eA’hi() + Veg e (tm) > (AL + 70 Vo))

Tm

(b
—I—/ prrot e py(tm) -TOt A} = / aM (A}, + 7 V) .
D

e Tm

De la définition de E™ (3.3.10) on a :

E™ 1 —E™ — eA,hT(tm—l) — eAth(tm)

Tm Tm

— Vegn:(t,) dans D,

ainsi la relation (3.3.23) est vérifiée. O

Lemme 3.3.7. Pour tout v € Hy(rot, D) on a :

/u 1ot €4 pr(tm) - Ot V

_/ I v —/ ( —AT Vgom> v (3.3.24)

+ > / nxu_ rotAZl) Vd’}/ - > /rot rotAZ’)-v

TEThm T€Thm

DEMONSTRATION. La définition e p.(t,,,) = A™—A}" et 'intégration par partie donnent :

/ p ot esnr(tm) - TOtV
D

= / (n'rot A™) -Totv + > (/ (nxu_lrotAZ”)-vdv(x)—/ rot(,u_lrotAZ‘)-v).
D oT T

T€Thm

D’aprés le Lemme 3.2.4 avec ¢’ = 0, on obtient (3.3.24). O

Pour chaque instant t,,, m = 1,..., N, on associe un maillage 7j,,. Sur ce maillage on
considére les opérateurs d’interpolation standard (scalaire et vectoriel) de Clément comme

défini dans la section 1.3.4. De plus, on écrira I'extension de Zcyp,v sur D par Z¢ pov
T2 pv € 0)(D).
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Lemme 3.3.8. Pour tout v € Hy(rot,D) on a

De plus,

/ plrot eapr (tm) - TOt Vv
D

Ay — A
= [ =Py - a(’thﬁ)-(v—P&pv)

Tm
+ > / (nx g rot AY) - (v — P pv) dy(x)
T€7~hm oT
Em — Emfl
- /rot ptrot A - (v — PE v)—/ O'<>'V.
Te;hm - ( ") C1,D D, -~

en utilisant la décomposition de Helmholtz (3.3.13) et en considérant v.= w™ €

HY(D.)* n HY(D,.)* N Hy(rot, D), on a que :

H o' PE™ ' QDC + T, /D,ulrot eanr(tm) - rot w" (3.3.25)
= (oE"LE")p, (3.3.26)
+ (0 (B — B, V(@ 4+ 67) = V(TG 8" — T p6™)p,  (3.3.27)
T /D I (W™ — P W™ (3.3.28)
— T Y / rot (p~'rot Ay') - (W™ — P p W) (3.3.29)
T€Thm T
AM Am—l
- / 7 (hTh t VW) (W = Pey,p W) (3.3.30)
+ T > [ [nx ot AR ] (W= Pop W) do(x). (3.3.31)
FeFjm

DEMONSTRATION. Premiére identité. On applique le Lemme 3.3.7 :

/ ol rot e py(tm) - TOt v
D

Am_Amfl
= [ =Py - [ o (A ) - )

>

T€Thm

m

- (n x 1 rot AZ”) (v — P&,D v)dy(x)— > / rot (,u’lrot Ahm) (v — PgLD V)
T€Thm
A™ — Am—l
81,DV _/ o <+V90m> 'Pgl,DV
De Tm
/a (nx g 'rot AR) - Popvdy(x) — / rot (u~'rot A') - P p v
T T

T€Thm

Ay — AP Aj— A
+ i o (hh —l—VSOZL) : (V—P&,DV) —/ o (hh +V<th> : (V_Pgl,DV)'
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On remarque que :

Ap — AP A™— A"
/ o (M%—V‘PZL) '(V—Pgl,DV) —/D o <T+V80m>'(V_P81,DV)

Tm

Em_Em—l

Tm

Ensuite, grace au Lemme 3.2.4 avec A’ = P2, , v et ¢’ = 0, on obtient

m 0 Am_Am—l m 0
/DJS -PaipV —/D o| —+ Vyp PCIDV —/ “lrot A™ rotPCLDV.

m

Enfin, des intégrations par partie sur chaque élément du maillage 7" donnent :

Z /8T (n x it rot AZL) -PgLDvdv(x) — Z /T rot (,u_lrot AZ‘) ~7?817Dv

T<€Thm T€Thm

- > /u 'rot A} - Tot P p v,

T€Thm

d’ou :
/ ol rot e pr (tm) - TOt V
D

A — AmL
= /DJZZ'(V—P&,DV) _/ U(H+VSOZL> '(V_Pgl,DV)

e Tm

- > /rot rotA?f) (v—Plpv) + > / (nx g rot AY) - (v — Plpv)dy(x)

TeEThm TEThm

E™ - Emil 0 -1 m m 0
D, ’ D ’

Tm

Le Lemme 3.3.6 avec A}, = P p v et ¢}, = 0 donne

E™ — Em—l
/D(,u_lrot(Am—AZ”))-rotP&’Dv ==/, ° <) 'Pgl,va

Tm

ce qui méne donc & la conclusion.
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Deuxiéme identité. D’aprés la premiére équation on a :

Tm/ o roteAhT(tm)-rotw

Am — AP!
—Tm/ Jr e (w —7?817Dwm)—rm/ 0<T+Vgp’,f>-(wm—73&,[)wm)
—Tm Z / rot “lrot AZ‘) (W' — 73817[) w™)
T€Thm
+Tm Y [n x ' rot AZ@]F (W =P W) dy(x) — (c(E" —E™ ), w™)p,.
FeFjmt
Néanmoins,

— (c(E" —E™ ), w")p, = —(cE™,E™)p, + (cE" " E")p, + (c(E" —E"1),E" — w")p,.
De la décomposition de Helmholtz (3.3.13), on a dans D. :
E™ —w™ = V(™ +¢™).
La conclusion suit du fait que :
(0(B™ ~E" ), V(I p" — Ty p6™))p, =0

grace au Lemme 3.3.6 avec A} = 0. O

Lemme 3.3.9. Soit o™ € H}(D) pour m € {0, --- , N} déja défini dans le Théoreme 3.3.5.

Alors on a dans D, ’estimation :

Vg™ |

D, /S O-I:lill’l (Uﬁi& + 775”,3) ) (3332)

ot .5 et iy sont définis respectivement par (3.2.39) et (3.2.40).

DEMONSTRATION. D’aprés la décomposition de Helmholtz (3.3.11) et le Lemme 3.3.6

avec A} = 0 et ¢}, = @™, on obtient par récurrence que :

/ cE"-VIY ,¢" =0,

c
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d’ou :

VeI, = [ v (B —ep)

IN

Oua [ OB V(@ =Tl 0™ — [ er-ven
D, D

c

< uin ( I o(A™ +) 7 VeP) - V(" = T2 p &™) (3.3.33)
c p:1
+ ] div oAz + Z T V) ($" — T p¢™)  (3334)
TeﬁL’!?L TCDC

- > [ Am+ZTpWZ)-n] (6" ~ T p ™) dv(x) ), (3.3.35)

FeFint FCD, F

oit I'on a effectué une intégration par partie et utilisé le fait que dive] = 0 dans D, et

€S -n =0 sur I, (voir la construction de € dans (3.3.17)), ainsi :

/ el Vo™ :—/ div (eT) o™ —/ el -nVe"dy(x)=0.
Dc Dc FC

On pose ¢' = @™ — 18 , ¢"™. Alors :

— | o(A"+) 7,V ¢ = —Z/ o(AT— AT 4+ 7, V) - =0, (3.3.36)
=

D, pil

ou la derniére déduction est due a la formulation semi-discréte (3.2.14) avec A’ = 0 appliquée
a chaque pas de temps discret ¢ =1,...,m.

L’utilisation des inégalités de Cauchy-Schwarz continue et discréte pour les termes (3.3.34) et
(3.3.35), associée aux définitions des parties de l'estimateur (3.2.43) et (3.2.46) et au résultat

de stabilité de U'interpolé de Clément (1.3.14), méne & :
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IV [, < oube > hrlldiv(e(AF + X 5 V) hr'[1¢™ =T ¢ |

TEThm,TCD¢ p=1

_ 1/2 m U —1/2 Am -0 Am
tomh Y P [o(AR Y 1, Ve nle | he P ¢ — T ¢ ||
FefFint FCD. p=1

hm’

5 O min (nD?’ +77J3) || VSO
d’ott 'on déduit (3.3.32). O

3.3.3. Fiabilité spatiale

Théoréme 3.3.10. Soit J, € H*(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €
Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Soit n € {0,..., N}. Alors on a la borne supérieure

suivante pour Uerreur el ., définie en (3.2.36) :

spat
e?pat S maX mln Y /Lmax Z Tm (fm) ) (3337)
m=1

DEMONSTRATION. On estime l'erreur (3.3.25) au temps t,, dans les deux premiéres
étapes : on calcule une borne supérieure pour les termes a droite de la deuxiéme relation du
Lemme 3.3.8. En particulier, on estime donc les termes (3.3.27), (3.3.28), (3.3.29), (3.3.30) et
(3.3.31). La troisiéme étape est consacrée a 'extension de 'estimation pour tous les instants

tm, 0 <m <n.

Etape 1. Les inégalités de Cauchy-Schwarz continue et discréte associées aux définitions
des contributions de l'estimateur (3.2.41) et (3.2.44) et du terme quantifiant I'erreur spatiale
de 'approximation du terme source (3.2.47), ménent & une estimation de (3.3.28), (3.3.29),

(3.3.30) et (3.3.31) :
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Ay — AP
/DJZ@ (W' — Pgl,D w") — / o <h7_h + V@?) (W — 7)81,D w)
— Z / rot (,u_lrot AZ”) . (Wm - 7381,,3 Wm)
T€Thm T
_ Z / rot (,u_lrot AZ”) . (Wm - 73817,3 Wm)
T€Thm T
+ > / {n x ! rotAZL]F- (W = P pw™) dy(x)
FeFint E
= 2 [ @ mIn) (=Pl W) (3.3.38)
TE€Thm”
m -1 m AZI — A?Llil m m 0 m
+ > / T —rot (p'rot ApY) —o [ A 4 V| | - (W —Papw™)
T€Thm T Tm
+ Y [nxp ot Af]p - (W — PR pw™) dy(x) (3.3.39)
FeFint

< S hy||IT = m I |r b | W™ = Pep W |r

T€Thm
m -1 my A?LI — A;‘Ln_l m -1 m __ p0 m
+ > hp |mpJT —rot (u'rot ARY) — o + Vy hy [|W™ —Popw™ |7
TEThm m T
1/2 — m —1/2 m m
+ 2 hnx p rot AR el W = Pl w1k
FeFint
1/2 1/2 1/2
< < > (77?‘;1)2> + ( > (5}”)2> ( > hTQHWm_Pgl,DWmH%“)
TeﬁLm T€77L77L T€77L7VL
1/2 1/2
+ > (77?;1)2 > het || w™ _7)81,13 w ||%
FeFint FeFjnt

D’apreés le résultat de stabilité de I'interpolant vectoriel de Clément (1.3.15), on aura :

Z /T(J;" — rot (;flrot A’,?)) (W — Pgw w™)

T€Thm
A Am—l . . .
- e (’%hwsoh) (W™ Pl ™)
+ > [n X ot AZ"L]F (W — Pgl,D w) dy(x)
FeFimt °F
SO NVew™ [ (€™ +npy +070) (3.3.40)
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il || Prot e () || (€7 + 0By + 071

(de (3.3.15) et (3.3.14) dans le Théoréme 3.3.5)

m m m 2 1 —
lurln/a?x (f +nD;1 + nJ;l ) + - || H 1/21"Ot eAJW(tm) ||2

(grace a I'inégalité de Young ab < a? —|— Z . Va,b € R)
m m m 1 _
Hmax ( (€ )2 + (77D;1)2 + (77J;1)2 ) + 1 Iz 2ot eA,hr(tm) H2

(grace a la relation (a + b+ ¢)? < 3(a® +b? + ¢?), Va,b,c € R).

Etape 2. Dans cette étape on estime (3.3.27).

Tout d’abord on écrit explicitement les erreurs eap,(tn,) et e, pr(ty,) afin de séparer les

contributions temporelle (& savoir (A™, ¢™)) et spatiale (a savoir (A}", ©}")). Ensuite, d’aprés

la formule de Green, le terme (3.3.27) prend la forme suivante :

—E™N), V(@™ +¢™) — V(Igl,D Q" — Igl,D ™)),

e T tm —€ T tm— Am m Am m
o [ o (St =S lent) e 1)) VG 6 - T e~ T o)

Tm

A™ — Am—l Am m Am m
Tm/ (U (7_ + V80m>> -V(@" + ¢ I&DSD Igl,D ™) (3.3.41)

Am ! m Am 0 ~Am
/ div ————— + Vyy, (@™ =T pe™)
TeThm TCD. Tm

> /Fla (Am AL 1+V<ph> n] ™ T8 ") dy(x)

FeFint \FCD,

Am 1
/le ( <+V<Ph )) 01D¢m)
TeThmTCDp Tm

m F

m

> [l (M) n] -z,

FeFint FCD.

Le terme (3.3.41) est nul d’aprés la formulation faible semi-discréte (3.2.14) avec A’ = 0,

comme déja vu dans la preuve du Lemme 3.3.9 (voir la relation (3.3.36)).
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et les définitions des contributions de I'estimateur (3.2.42) et

(3.2.45) permettent d’estimer le terme & droite de I'identité précédente comme suit :

(0 (E™ —E"), V(" +¢™) = V(I8 p ¢™ — T,p ™)) p.

IN

1/2
D G DI o P cl

TeﬁmvTCDC

1/2
i (0 mRlem - Zhp e E)

FeFint FCD,

b (X mlen-zhpem )t (% Rl -zhpem )]

T€Thm FeFimt FCD.

S Tm (773;2 + 779?2) ||V§5m| D. T Tm (7775;2 + 7791;2) ||V¢m|| (3‘3‘42)

La derniére ligne dérive des estimations usuelles (1.3.13) et (1.3.14). Concernant la ligne

(3.3.42) : on applique au premier terme la relation (3.3.32) et au deuxiéme terme les estima-

tions (3.3.15) et (3.3.14) :

—1 m

(7]%;2 + 7791;2) || Vo™ ||Dc S O min (nD;Q + 779?2 ) (Uﬁ:& + 77?;3 )7 <3~3~43)
(M2 + n72) [IVO™ [Ip < Mrlr{aZX (nD2 + n72) |l /% rot eanr(tm) [l (3.3.44)

En revenant a 'estimation (3.3.42) et en utilisant les inégalités de Young a b < a® + % pour

(3.3.44) et ab < % + ¥ pour (3.3.43), ainsi que la relation (a +b)> < 2(a® + %), on conclut

que :
(0 (E™ —E™), V(&" +6™) = V(T p ¢" = Toi,p 6™)) .
< C 7 (0 (B2 + 1M72)” + O (MBis +173)° + timax (B2 + 17 )?)
£ M rotea e (t) |
<

m m m m Tm —
C max (o, , fimax ) Tm((nD;2)2 + (77J;2)2 + (77D;3)2 + (77J;3)2) + e || =% rot eanr(tm) []*-
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Etape 3. On utilise les résultats obtenus dans les étapes 1 et 2 et I'inégalité de Young pour
le terme (3.3.26) : la deuxiéme équation intervenant dans le Lemme 3.3.8 est alors estimée

comme suit :

H o —I— Tin / u_lrot eAth(tm) -Tot W

L,

1k

+ C max (0.1, , fhmax ) T ( (Ug;1)2
+ Tm ; | 7 Prot ean (tm) |17

En se rappelant de la définition de l'estimateur spatial 7", (3.2.38), on obtient :

|2 B [} + 7l i 2ot eA,h,@m) 2

2D + C IﬂaX( Omin s Nmax) Tm, ((7]}?)2 + (§m>2) ’

En sommant sur m =1, ..., n, on aboutit a (3.3.37). O

< [loee

Avant de passer & la section sur la fiabilité totale, on peut démontrer aussi une seconde borne
supérieure de l'erreur temporelle.

Théoréme 3.3.11. Soit J, € H*(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €
Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). On obtient Uestimation suivante pour la partie électrique

de ’erreur spatiale :

102 (Oreans + Vegnr) 2200, oot .0y

n
5 max (0m11n7 (Umln lumll’l)_l) max(l mm?lumax Z Tm (é‘m) )
m=1
DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 3.2.4 avec ¢ = 0, on sait que pour tout t €

Jtm—1,tm], 1 < m < n, et pour tout A’ € Hy(rot, D) on a la relation :
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t
(0 Or(eans(t) + V/O epnr(s)ds), A/>D (3.3.45)
A™ — Amfl Am _ Am—l
= (a ( +V<,0m> -0 (hh +Vg0’;]> ,A’)
m m D,

-1 m / m / AZL_AZlil m /
:—(,u rot A ,rotA)—i—(Js,A)— o|l———+Vy' | A
Tm, D,

— (p'rot A, rot A') + (i 'rot A rot A)
= — (u 'roteapr (), ot A') + (J7, A)

Am Am—l
— (p'rot A Tot A') — (cr (ilTh + V@T) ,A’) . (3.3.46)
m D.

Puisque A’ € Hy(rot, D), on considére la décomposition de Helmholtz pour A’ du Théoréme
3.3.5 : il existe w tel que w. = wip, € H'(D,)*, we = wip,, € H'(Dy.)*, ¢ € Hj(D) et

¢ € H}(D) tels que :

A =w+V(@+a), (3.3.47)

et tels que [|V@|p, SI|A' ], [[Vo]| S |[rot Al || et ||V, w]| < ||rot A" ||. Gréace a la relation

[[rot A’ || < || A" || Ho(rot ,p), ces derniéres inégalités deviennent :

IVollp. < 1A |aowot, ) » (3.3.48)
HV¢H S H A/ HHo(rot ,D) » (3349)
HVPWH S H A/ HHo(rot,D) . (3350)

En se rappelant que J7" est a divergence nulle et que le rotationnel d'un gradient est nul, on

réécrit (3.3.46) comme :

AT — AP
(I A') — (p'rot Aj rot A') — <a (hh + vw) ,A’) (3.3.51)
Tm D,
AM Am—l
= (I, w)— (0 'tot A}, rot w) — (0 <hTh + ch}?) ,W) (3.3.52)
m D.
AT — AP
— <a (’LT*L + vgo’,?> , V(o + ¢)> . (3.3.53)
m DC
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Grace au Lemme 3.2.7 avec Aj = P& pw et ¢}, = 0, on estime (3.3.52) de la méme fagon
que dans I’étape 1 de la preuve du Théoréme 3.3.10 (estimation juste au-dessus de l'inégalité

(3.3.40)) :

AMm Am—l
(Jr,w) — (,u—lrot A?,rotw) — <0‘ <h7_h + V@?) 7W)
m D

S a0+ ) IVew Il S (0 + 170 + ") 1A [ mowor,0) . (3.3.54)

ou la derniére inégalité vient de I’application de (3.3.50). D’aprés le Lemme 3.2.7 avec A}, = 0

et ), = ig;@ + Igw ¢, on procéde a 'estimation de (3.3.53) comme on 'a effectué dans

I'étape 2 de la préuve du Théoréme 3.3.10 (estimation juste au-dessus de 'inégalité (3.3.42)) :
A Am—l . .

(0 (”h + V%) V(e+ ¢)>

m D.

S (mpe +072) IV, +1IVel) S (nha + 07 ) || A"l Hoor ), (3.3.55)

ou la derniére inégalité vient de 'application de (3.3.48) et (3.3.49).

En combinant (3.3.54) et (3.3.55), on estime le terme (3.3.51) comme suit :

A™m Amfl
<J?’A/) - (,U_ll"Ot A} rot A/) — (a <h7_h + V@;?) ,A/>
m D,

S (M + 1071 4 0he + 07 ) A | Ho ot D) »

et, par conséquent, on estime (3.3.45) par la relation suivante® :

t
(O-l/Z a1E(eA,hT + V/O 6(,0,]7,7’)7 A/)

-1/2 / m

< ot il | 1210t €41r (b | [ Tt A [[ 4 C i (s

— “Ymin :umin
+ 773”;]1 + 7732 + 7791;2 +£™) || A’ HHo(rot,D)
—1/2 _ m
< max (Umin/ ) (Umin Mmin) 1/2) (77D;1 + 779?1 + 7732 + 77?;2 +&m

+ 17 Prot e e (t) 1) 1| A oot )

1. Puisque o = 0 dans D, on étend le domaine de l'intégrale (o 0i(ean () +V fg ep.nr(s)ds), A )p,

au domaine tout entier D.
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Puisque cette derniére estimation est satisfaite pour tout A’ € Hy(rot, D), pour tout t €

|tm—1,tm] on obtient :

t
| 6'2 Oean: +V /0 €p.hr) || Ho(rot Dy

-1/2

S max (O iy s (Tmin Mmin)_1/2) (7731 + 779?1 + 77%;2 + 77?]72 + &M+ || N_l/QTOt eA,hT(tm) H> .

En prenant le carré de cette derniére inégalité, en utilisant deux fois la relation (ay + -~ +
an)? < n(a®+---+a,?), en intégrant sur |t,,_1,t,] et en faisant la somme sur m = 1,...,n,
on obtient :
t
|02 O, (eans + V/O Coir)s A N[22 0,60 110 rot DY)

n

< max (Oin , (Tumin Hinin ) ) ( > Tm((p0)” + (70" + (52)* + (072)” + (€7)%)

m=1
3 Tl l i rot eane (ta) ) (3.3.56)
m=1
Le Théoréme 3.3.10 appliqué au terme (3.3.56) méne enfin & la conclusion. O

3.3.4. Fiabilité totale
Au temps t,, n € {1, ..., N}, on peut écrire 'erreur comme :

2

2 _
e(tn)” = ey . (3357)

tn 2
o'? (ex(ty) + V / e, (t) dt)’ + | Prot ea(t)
0 D.

otleg =A—-Ay, =es;+esp et e, =9 — Qhr = €7+ €upr. On peut établir alors le
résultat suivant.

Théoréme 3.3.12. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €

Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Pour toutn =1, ..., N, on a que :

n = m 2
e(tn)2 5 Oa'mim#max (1 + 0-7') ((n )2 + Z Tm (5 )2 + ||JS - 7TTJS||LQ(O,thIJO(rOt D)) ) ’
m=1

(3.3.58)
ou C,

Omin; Pmax

dénote une constante dépendant uniquement des valeurs de oyin €t fhmay -

DEMONSTRATION. D’aprés les définitions ci-dessus des erreurs ey et ey, ce résultat est
une conséquence immédiate des Théorémes 3.3.3 et 3.3.10 et des inégalités classiques de
Cauchy-Schwarz et Young, associées a la relation (3.3.1) du Lemme 3.3.1 pour passer de

I'intégration en temps continue a celle discréte. 0
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Si 'on définit erreur totale au temps ¢, n € {1, ..., N}, par :

tn 2 tn 2
E(ta)? = |0 (ear(ta) + ¥ [ " eor(t)dt)|  + |02 (eanr(tn) +V [ epnr(t)dt

0 D, 0 De

2

2
L2(0,tn;Ho(rot ,D)") + HU (Oreanr + Ve, hr)

1/2
+ HU (Orear + Ve, r) L2(0,t;Ho(rot ,D)")

y T H“ “rot eAﬁT(t)‘;(o,tn;L?(DP) ’

+ Hlu_l/Ql"Ot €ar (t)‘ iQ(O tn;L2(D)3

on obtient la borne supérieure suivante.

Théoréme 3.3.13. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €

Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Pour toutn =1, ..., N, on a que :

n
2 2 2
E<tn) S C1U'min yHmin s#max (1 + UT < + Z Tm + ||J T‘-TJSHLQ(O,tn;Ho(rOt,D)/) ) )
m=1
0l Coi i e @€N0OTE une constante dépendant uniquement des valeurs de Owin , fimin €t

Hmax -

DEMONSTRATION. Grace au Lemme 3.3.1, ce résultat est une conséquence immeédiate

des Théorémes 3.3.3, 3.3.4, 3.3.10 et 3.3.11. 0]

On remarque que l'on pourrait envisager une autre définition de lerreur globale (on y re-
viendra quand on démontrera l'efficacité totale dans la section 3.4.3) :

2

(3.3.59)

—_ tm
E(t,)? = 2 4 Z T 012 (€4 pr (tn) + ¥ /O enr(s) ds)

D,

Dans ce cas aussi on a la propriété de fiabilité, comme montré dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.14. On a :

_ ” m 2
E(tn)2 CUmin7Mmin,Mtxlax ( Z + Tm )2 + (5 )2) + ||"]S - 7T7_J5||L2(07tn;H0(1‘0t7D)/) > I

m=1

IN

ou CYomin » Hmin s Mmax

dénote une constante dépendant uniquement des valeurs de Oy, fimin €t

,umax .
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DEMONSTRATION. De la définition de E(t,), grace au Théoréme 3.3.10, le nouveau terme

qui apparait dans 'erreur (3.3.59) peut étre borné comme suit :

n

tm
> tnll 0 eanstn) + V[ epnrlt)dr) I,

m=1
< Cmax (o, fimax ) S > (0 + (€7)?)
m=1 p=1
< Cmax(opl, fmax) T Y T ( + (€™
m=1

3.4. EFFICACITE

3.4.1. Efficacité temporelle

Tout d’abord, on établit un lemme concernant l'efficacité de I'estimateur temporel 1", défini

n (3.2.37).
Lemme 3.4.1. Soit J, € HY(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €
Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Pour chaque instant t,,, m € {1,...,n}, Uestimateur

temporel N peut étre borné comme suit :

o< (ng)l/? Hu_l/arot(eA,hT(tm))\H(T;)”Q |7/2r0t (e4r (tr)|

+  max(Cul2 (14 omax), < Hu rot e,

L2(tym—1,tm;L2(D)3)

+ ”01/2 (Orear + Ve, r)

L2 (t—1,tm;Ho(rot D)’ + 19, = 7TTJSHL2(tm—1,tm;Ho(rotaD)’)) '

DEMONSTRATION. De la définition de l'estimateur temporel (3.2.37) et de l'inégalité

triangulaire, on sait que :

= (2" oot (ag: - g
To\1/2 7.\1/2
< () o vron am - ap+ (5) " o an - ap|
N (?)1/2 ’u_1/2r0t (Am _Am—l)H ' (3.4‘1)

Compte tenu du fait que les deux premiers termes a droite de cette inégalité représentent la
norme sous forme d’énergie magnétique de l'erreur spatiale associée a €4 pr(tm) €t €4 nr(tm—1)

respectivement, il reste a estimer le terme (3.4.1).
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De la définition de A, (3.2.34), un simple calcul donne :

Tm H,uflﬂrot (A™ — Amfl)H2 = /tm p Y 2rot (A™ — AT(S))HQ ds.
3 tm—1

De plus, de I’équation résiduelle temporelle (3.3.5) avec A’ = A™ — A et ¢/ = 0, on obtient :

|20t (A — A

S (Js _WTJsa A" _AT>
(3.4.2)
+ (o(0ear + Ve, ), A™ — A, >Dc + (;flrot €4, rot (A™ — AT)) )

La jauge sur A™, 1 < m < n, implique que div (A™ — A;) = 0. A™ — A, appartient alors
a Ho(rot,D) N H(div; D). D’aprés l'inclusion compacte de Hy(rot, D) N H(div; D) dans

L?*(D)3, on déduit que :
(A" = A || S [l rot (A™ — Ar) [| + || div (A™ — A7) || S [[rot (A™ — Ar) [[.

Grace a cette inégalité et puisque o(0ea,r + Vé, ) € Hy(rot, D)’, les deux premiers termes
de la contribution a droite de l'inégalité (3.4.2) s’estiment comme suit :

(Jo—mJ, A" — A)p + (0(dear + Ve,,), A" — A,),

c

< <||J5 - 71—TJSHH()(rot,D)’ + ||O-(ateAv7' + v6‘PvT)||Ho(rot ,D)/) ||Am - AT”H()(rot,D)

< Clurln/e?x (”JS - 7T7'J8||H0(rot ,DY + ||O-(ateA;r + Vew,r) ||Ho(r0t,D)’) H,u_l/QI'Ot (Am - AT)
(3.4.3)

L’intégration de (3.4.2) sur l'intervalle [t,,—1, t], 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'utilisation

de (3.4.3), donnent :

/tm
t

m—1

p Y 2rot (A™ — A) *

S maX(C'ulln/fx(l + Urnax), 1) ( ||Js - 7TTJ5||L2(tm_1,tm;H0(rot .D)") + H/.L_l/QI'Ot €A,r

L2(ty—1,tm:L2(D)3)

+ H01/2 (Orear + Vey.r) ’ ) H,u_l/Qrot (A™—A,)

LQ(tm—latm§H0(rOt 7D)l)

L2(tm—1,tm;L2(D)3)

A Taide de ce dernier résultat on estime (3.4.1), d’ou la conclusion. -

3.4.2. Efficacité spatiale

Compte tenu de la nature instationnaire du probléme, dans le cadre d’'un contexte de re-
maillage adaptatif, on effectue dorénavant I’hypothése que pour tout m, 1 < m < N, il existe
un maillage (ou triangulation) T conforme tel que chaque élément T € Ty, ou T € Tpynot
soit la réunion d’éléments T’ de 7N?Lm tels que hy ~ hz. Un exemple en 2D est donné sur la

Figure 3.2. En général, dans un contexte adaptatif, cette assertion n’est pas restrictive, voir
[Nicaise et Soualem, 2005, page 333].
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771, m—1 771 m

NAYFAN

Thm Thim

T

/A
\ /A

FIGURE 3.2. Le maillage Tom & gauche en bleu satisfait 1’assertion sur le
maillage au début de la SeCtiOILS.4.2 car pour tout 7' € Tp,, ou T € Tppn_q ON

al = Ufeﬁ N T. Par contre Tnm & droite en bleu ne satisfait pas ’assertion

car, par exemple, 77 € Ty, n’est 'union d’aucun élément de 7,,, méme si
T C1Ti.

Dans cette section on utilisera les fonctions bulles et les inégalités inverses introduites dans
la section 1.3.6 et, en accord avec les notations de cette section, on écrira :

&\;,max = nax ok et /J“c:);,min = mmm pg,
Kewr Kewr
ou
o7 = U K
Nio (T)N N m (K)#D

dénote le patch associé au tétraedre T € Tppm, avec Ny (T) et Njyop(K) les ensembles des
sommets respectivement de T" et K.

De la définition de E™, (3.3.10), on déduit que :
E" —E™! = eAJZ.,-(tm) — eAJZT(tm,l) + Tm Vé;};(tm) .

De plus, le lemme suivant nous sera trés utile.
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Lemme 3.4.2. Pour tout t,,, 1 < m < N et pour tout v" € Hy(rot, D), on a la relation

sutvante :

/ c(E"—E" ) v" + 1, > / ptrot ey (ty,) - Tot v
D T

TeThm

= 7w > [T = mIT) v

TE€Thm ' T

A — AP __ 1
+ Tm Y /T Il —o | ———— 4+ Vg, | —rot (u ot AYY) | - v™

TEThm Tm

+ > /aT (n x ot rotAZ"”) v dy(x) .

TeThm
DEMONSTRATION. Immédiate d’aprés le Lemme 3.3.7. 0

Les preuves d’efficacité des Lemmes 3.4.3-3.4.5, constituent une application standard des
inégalités inverses des fonctions bulles. L’enjeu a consisté a croiser convenablement les tech-
niques que l'on peut trouver dans les Lemmes 4.3, 4.4, 4.5 de [Creusé et. al., 2012] avec celles
dans le Théoréme 5.6 de [Nicaise et Soualem, 2005].

Lemme 3.4.3. Pour toutT € T, et F C 0T, on a :

E™ — Em—l _ B .
iy £ o b | g ot s () + €
m T
(3.4.4)
E™ — Em—l _
”?lglmﬁ“%ZMWPUQ 4 min 1 || 2ot e () [l + €7
’ Kewr Tm ‘:;; wT T

(3.4.5)

Si l'on a recours a la norme duale de Ho(rot , D), on obtient aussi le résultat global en espace

sutvant :

Em — Emfl _ B .
e S ot et + o P T Prot e aps (t) |7 + 6
Tm Ho(rot D)’
(3.4.6)
Em _ Em—l B B .
Zn%50£mx%” 22 ot e (tm) || + €2
FCoT ’ Tm Hg(rot 7l))' ’

(3.4.7)
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DEMONSTRATION. Etape 1. On prouve ici les inégalités (3.4.4) et (3.4.6). On fixe un

élément arbitraire T' € ﬁm et on définit :

AP AT
17 = ( O (hh + Vs@i”) —rot (4~ 'rot AZ”)) ,

Tm

| T

d’ou
m \2 _ 1.2 m |2
()" = hz [ F 115 (3.4.8)

En appliquant I'inégalité inverse (1.3.24), en utilisant le lemme 3.4.2 avec v™ = 7 by et en
intégrant par parties en se rappelant du fait que bz = 0 sur 8?, ou bz dénote la fonction

bulle dans le tétraedre T, on obtient :

21 S g 1% =[xz azop)
Em_Em—l i m m m m m
= /ngm. bs) +/u 'rot E rot (17 b) —/f(JS —mpJy) (07 b7)
Em_Emfl m — m m m m m
< o ————|| "% ozll7 + [ o 'rot E™ [|5 || rot (22 bz) |7 + [| IT — mad T ||| 0% bz ||
m T
Em_Emfl B B . e .
< ( o BB b ot B ||f+h;5f) el
m T

(3.4.9)

ou on a utilisé le fait que (de l'inégalité inverse (1.3.25)) :

ot (2 b7) [l7 < [|VOFbz) Iz S k' [17F bz ll7, et que [[br[loo,r =1.

De (3.4.8) et (3.4.9) on déduit que pour tout T € Ty, on a I'estimation

m _ pm—1
< o2y | Bl ET et

77T1 = D || roteA,hT(tm)Hf+§;~", Vi<m<N.

Tm T

(3.4.10)
L’assertion sur la triangulation (spécifié au début de la section 3.4.2 a la page 101) implique
que, pour tout T' € Tp, n,
YT D DI 1 E - (3.4.11)
T€Thm TCT
Par conséquent, d’aprés I'inégalité (3.4.10) et le fait que hz ~ hy pour T C T, on obtient la

conclusion (3.4.4).
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Pour montrer I'estimation (3.4.6), on remarque que la différence entre (3.4.4) et (3.4.6) ré-

'miEmfl

side dans l'estimation du terme [zo E (r%‘ bz) , qui, en effet, peut étre estimé en

Tm

considérant une extension du domaine d’intégration de T dans tout D, et en employant le

fait que bz = 0 en dehors de T:

Em — Emfl Em — Emfl
/07~ (rg’:"bf) < 0'%!2 /DO'I/Q. (r;l}bf)

T Tm Tm
m m—1
1/2 1/2 E" - E m
S ol o m——— |72 07 | Ho(rot )
Tm Ho(rot ,D)’

et puisque
2% b7l moror .0y~ [ITF bz [ + [|xot (£ bg) ||
~ ItF bz |7 + [[rot (07 b7) |7
< +h2) (2]l

on revient a un résultat analogue a (3.4.10) : pour tout m, 1 < m < N,

E™ — Em—l
01/2

Tm

m <g£/2 :1/2
T

1~ %% + pz | prot eanr(tm) |7 + &

Hq(rot ,D)’

oit on a majoré hz par 1. Passer de (3.4.11) & (3.4.6) est immédiat en considérant que
Pensemble {T : T C T} a une cardinalité uniformément bornée grace a la régularité du

maillage.

Etape 2. On prouve ici les inégalités (3.4.5) et (3.4.7). On opére directement sur le maillage
Thm au lieu de ’7~71m car on adopte le raisonnement spécifié dans le Remarque 3.4.4.

Soit T' € Tpm, alors pour tout F' € 9T on définit :

J7 = [nx pu trot A g,
d’ou :
m 1/2 m
mey = bl || IR e (3.4.12)
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Grace a I'inégalité inverse (1.3.26) et en appliquant le Lemme 3.4.2 avec v™ = J7 bg, ou bp

bulle associée a la face F', on a I’estimation suivante :

IR S I9E02 I = [ @R 60 = [ 0B (R b
+ /w OB ot (e (3 br) — /w I = ) (B (T) be)
+ B <7th’S” —0 (Azn;;w—l + V@m> — 1ot (p 'rot AT)) (Fext(J2) bF)
< (o E=E sy - mam,
m wg
i = oA gy —rot (i trot AR | ) B2 bl
. o

+ || ot E™ ] | 10t (Fest (JF) bF) | Lur

Em — Emfl
< (hF1/2( ’a’ —i—HJ;n—WhJTHwF
m wp
AP — AP __
+ I — o (P + V5™ — rot (1 rot A >
Tm
wg

—1/2 — m m
B ) ot By ) [T e
(3.4.13)

ol on a utilisé les inégalités inverses (1.3.27) et (1.3.28), associées au fait que
m m -1/2 m
1706 (Foxt (V) br) e < | V(Fext(TE) bp) [ S R | IF [l (3.4.14)

D’aprés les définitions (3.4.8) et (3.4.12), en considérant que hrp ~ hr et en appliquant

estimation (3.4.4) pour le terme 77, de (3.4.13) on déduit (3.4.5).

Pour montrer I'estimation (3.4.7), on remarque que la différence entre (3.4.5) et (3.4.7) réside

+ (Fext(J%) br), qui en effet peut étre estimé en

. . m_pm—1
dans l'estimation du terme [, o ET-EP
m

employant le fait que by = 0 en dehors de wr et donc on peut étendre le domaine de I'intégrale

wr & tout le domaine D (et vice versa) et ensuite utiliser la norme duale Hy(rot , D)’ :
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E™ — Em—l E™ — Em_1
[ ot R br) = [ 0T (Fea(TF) br)
wp

Tm D Tm
Em — Emfl
<lo——— | Fext (JF) br| | Ho(rot D)
Tm Ho(rot ,D)’
Em — Emfl - -
~ o ———— (I Fext (%) br|lp + || rot (Fext (JF) br)| D)
Tm Ho(rot ,D)’
o (3.4.15)
Em _ Emfl . . 4.
=l (I Fexe (%) br |l + [| 0t (Fext (JF) br) ] )
m Ho(rot ,D)’
E" —E"! 1/2 —1/2 m
<o (L2 1) 119 e,
Tm Hg(rot ,D)’
Em — Emfl _1/9 -
< o ——— B 11T o
m Hy(rot ,D)’

ou l'on a encore utilisé les inégalités inverses (3.22) et (3.23) et (3.4.14). En conclusion, en
remplagant estimation (3.4.15) dans 'estimation (3.4.13), on trouve l'inégalité (3.4.7). O

Remarque 3.4.4. Pour [’estimation (3.4.4), afin de gérer les différents maillages issus des
différents pas de temps, on a procédé comme suit. Tout d’abord on a démontré linégalité
(3.4.4) pour un tétraédre arbitraire fixé T € Thm. Ensuite, grace a [’hypotheése sur le maillage
concernant le maillage Tjm (voir tout au début de la section 3.4.2 a la page 101), on a vu
que :

) S > )T

T€Thm:TCT

De cette maniére, on peut étendre toutes les bornes inférieures a tous les T € Tpm, en se
rappelant que, pour un maillage requlier, hz ~ hy lorsque TcT.
Pour cette raison, dorénavant, dans les preuves des lemmes 3.4.5 et 3.4.6, on travaille direc-
tement sur le maillage Tp, ., en tenant compte que l'on devrait travailler, dans un premier
temps, sur un maillage convenable ﬁm et étendre ensuite les résultats au maillage Ty, .

Lemme 3.4.5. Pour toutT € Tpp, T C D,,et pour tout F C 0T, on a :

| DL Em—l
m 1/2
g S off M= (3.4.16)
m T
E™ — Em—l
M, S max oy e (3.4.17)
Kewr m wr

Si on a recours a la norme duale de Hy(rot, D), on obtient aussi le résultat global en espace

suvant :
E™ — Em—l
iy S onl? || o , (3.4.18)
Tm Hg(rot ,D)’
E™ — Em—l
S S0l e ———— . (3.4.19)
FcaT Tm Ho(rot DY
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DEMONSTRATION. Etape 1. On prouve ici les inégalités (3.4.16) et (3.4.18).

Soit 17 défini par :

- (v AR o))

Tm T

d’ou
(nF:2)? = Wz |17 [[7-- (3.4.20)
Grace a 'inégalité inverse (1.3.24), en intégrant par parties et en utilisant les faits que by = 0
sur 0T et que :
A™ — Am—l
/ o <+Vgpm> V(P br) =0,
T Tin

on obtient :

I 1B S bl 5 = o - 0 o)
Am 1 Am_Am—l
:—/ ( +Vg0m>.V(r?bT)+/Ta<T—i—Vgpm).V(r?bT)

E"™ — E™ 1
- /(g).ww
T Tm

Em — Emfl .
— || [IV(@rbr) iy
T

E™ — Em—l
gl Th

o

m

< hploy” 1 |l

T

m

(3.4.21)
ot 'on a fait intervenir I'inégalité inverse (1.3.25) et le fait que || br || = 1. L’estimation
(3.4.16) suit de (3.4.20) et (3.4.21).

Pour démontrer (3.4.18), il est suffisant de remarquer que l'on peut adapter les passages

précédents en tenant compte du fait que :

Em — Em—l E™ — Em_1
/ai-wr?bﬂ :/ oo by
T Ton D T

Em — Em—l .
<|\o——— IV (T 07) (| 1y vot )
Tm Ho(rot ,D)’
E" - E™! m m
~ o (V7 br) [ + |[rot (V(r7 br)) [[p)
Tm Ho(rot ,D)’
B E™ — Em—l .
S hpt lo——— 7 [lo -
Tm Hq(rot ,D)’
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Etape 2. On prouve ici les inégalités (3.4.17) et (3.4.19).

Soit T' € Tpm et T C D, alors pour tout F' € 9T on définit :

Ay — Ap!
Jn = lo(—— V") n| |,
Tm F
d’ou :
My = hl® || I8 |e (3.4.22)

Grace a l'inégalitée inverse (1.3.26), en appliquant la formule de Green sur chaque tétraédre

qui appartient & wr et en se rappelant que I'on peut ajouter le terme suivant (qui est nul) :

Am_Am—l
/ o <+wm) V(I ) =0,

Tm

ol br est la fonction bulle dans wg, on écrit :

1921 SUIE02 IR = [ 3% (37 br) dy(x)

Am _ Am—l
= | —o("—"—+ V") V(Fexs(J7) br)
wF

Tm
m—1

A" — A
—+ / le <0’(hh + V@hm)> (Fext(J;‘n) bF)

— A1 Am _Amfl
= / < —_— V") — U(hT—h + V@hm)> V(Fext(J7) bF)

m m—1

A _
+ div <a(hh +V¢hm)> (Fex (J7) bp)

Tm
Em — pm—1 ) A — Am—l
=[] co——— (Fex(JP)bp) + / div (a(hh +Vg0hm)> (Fext(J7) bp) .
wF Tm wWF Tm
(3.4.23)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses (1.3.27) et (1.3.28), on

obtient que :

Em Em—l -
191 < o 2 Vb,
m wE
' A™ Amfl S
v | R vmmy | Eap e,
m wE
B Em _ Em—l Am Am—l -
< (m o I A oy | ) e
) " (3.4.24)
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D’aprés la définition de 77,2 et le résultat d’efficacité (3.4.16), associés au fait que l'on a

hp ~ hr, (3.4.24) devient :

- B E™ _Em—l
1721 < (h;” (H"

m

+ Z 77K;2>> HJELHF
wp Kewr

Em_Em—l .
— | ¥k

wp

< h2t? max o2
~ e pax oy

o172

m

De cette inégalité et de (3.4.22), on en déduit (3.4.17).

Pour montrer I'inégalité (3.4.19), on remarque que, dans 'estimation (3.4.23), on peut ma-

jorer le terme [ aEm’TiTEnm_l + (Fext(J%) brp) comme déja fait dans le Lemme 3.4.3 (voir
(3.4.15)) :
Em™ — Emfl E™ — Emfl 3
[ o R S o e P I e - (3.4.25)
wF Tm Tm Ho(rot ,D)’

Similairement a ce que 1'on a déja fait pour montrer (3.4.17), on obtient l'inégalité (3.4.19).

[
Lemme 3.4.6. Pour tout T € Ty, et pour tout FF C 9T, on a que :
iy S of |l PEM I, (3.4.26)
M S maxol || o B (3.4.27)
DEMONSTRATION. Pour T € T}, on définit :
1 = (div (o (A" + fjrp Vel ) )i, ainsi nfs = he |28 ||z (3.4.28)

p=1

Des inégalités inverses (1.3.24) et (1.3.25) et d’aprés le fait qu'en prenant A’ = 0 dans la

formulation variationnelle semi-discréte (3.2.14) (voir la relation (3.3.36)), on a

/Ta(Am—l—Z »VP) ¢ =0,

p=1

en utilisant la propriété by = 0 sur d7', on peut estimer 17 :

I 1B S 11 = [ div(o (A7 + 37, V08) - (07 br)
p=1

= [ 0B V0t 5 010 2B |l || V07 br) lle (3.4.29)

S o2 ht || o VPE ||r |0 | -
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En associant ce résultat avec (3.4.28), on obtient l'estimation (3.4.26). L’estimation (3.4.27)
est déduite similairement (de la méme maniére que celle déja détaillée dans les lemmes précé-
dents) : grace aux inégalités inverses (1.3.26), (1.3.27) et (1.3.28) et a 'opérateur d’extension

Foy afin d’estimer l'intégrale sur F' € 0T, ce qui conduit a calculer une intégrale sur le patch

wr. U

Efficacité de I’estimateur spatial

On réunit enfin les trois lemmes précédents pour borner 'erreur spatiale inférieurement et
localement.

Théoréme 3.4.7. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €
ﬁg(rot , D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Soit Tpm, m € {1,...,n}, un maillage vérifiant I’hypothése

de la Remarque 3.4.2. Pour tout T € Ty, on a :

niTT 5
max (012 22 ( P2 BT ot e (t) | + 02 1o2Em | )
wr,max’ " wr, min - __ K Ahr\tm) Hop W, max wr
wr
Ty
avec

(”}TT)2 = 2(77777};3')2 + Z (7717~E;1>2

— int
J=1 FCoT,FeFint

l’estimateur spatiale sur [’élément T'.

DEMONSTRATION. Puisque n'y S 0y + 0 +0fs + D, (Mg + 0 + 1),
FCOT,FeFnt
la conclusion est une conséquence directe des Lemmes 3.4.3, 3.4.5 et 3.4.6. U

3.4.3. Efficacité totale

Théoréme 3.4.8. Soit J, € H'(0,T; H(div, D)) a divergence nulle tel que (3.2.7) et A° €

Hy(rot, D) tel que (3.2.8)-(3.2.9). Soit Trm, m € {1,...,n}, un maillage vérifiant Uhypotheése

lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016

de la Remarque 3.4.2. Pour toutn =1, ..., N, on a l’estimation suivante :

n

=Y )+ T

m=1

S] Omin » Omax ; #min ;M¥max (E(tn)Q + ||J5 - 7-(-7"]3||§/2(0,tn;1710(1”0t ,D)/) + Z Tm (Sm )2> )
m=1

Q

<
ou Camin » Omax ; #min rMmax

dénote une constante qui dépend des valeurs de Oy, Omax s fbmin €%

,U/max .

DEMONSTRATION. Le résultat est une application directe des Lemmes 3.4.1, 3.4.3, 3.4.5,
3.4.6 et l'utilisation de la relation (3.3.3) et du terme & gauche de I'inégalité (3.3.1) avec

Vv, = ey . De plus, on rappelle que :
> Tm
m=1

On peut alors écrire :

E™ — Em—l 2

2
- = H01/2 (Oreanr + Vegnr)

L2(0,tn;Ho(rot D))

Hy(rot ,D)’

n

() + T (i)

m=1

_ 2

2

_ 2
T ”“ rot eA’T(t)‘ L204sL2(D)) T 15 = 77Tl 120 0110 et vD)’)>

+ max (i, ,1) H,u_l/2r0t eAJLT(t)‘ ’ +

L2(0,tn;L2(D)3)

2
1/2
o o4 (0e + Ve
max ( H (Oreans pihr) L2(0,t;Ho(rot ,D)’)

tn 2
o2 (e pr (tn) + V / €0 nr(5)ds)
0

n

+> T

m=1

) + zn: Tm (€™ )2

D, m=1

O

3.5. VALIDATION NUMERIQUE

Dans cette section on confirme numériquement les predictions théoriques de ce chapitre. Pour
cette raison on considére un cas test analytique. Comme dans le chapitre 2, les calculs sont
réalisés avec le logiciel Code Carmel3D [http://code-carmel.univ-1illel.fr].

3.5.1. Solution réguliére

On résout la formulation totalement discrétisée (3.2.33) sur U'intervalle temporel (0,7) et le
domaine spatial D = (—1.2,1.2)3, ou le domaine inducteur est donné par D, = (—1,1)3,
comme indiqué sur la Figure 3.3. On fixe p = 1 dans D et ¢ = 0 dans D\D,. On définit
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FIGURE 3.3. Configuration et maillage des domaines D et D..

Test 1 Test 2 Test 3
I|p. 1 1 10°

( ) 1 (0.2653,0.0590) | (0.2653,0.0304) | (0.1366,0.125)
( ) | (0.2134,0.0474) | (0.2134,0.0304) | (0.1366, 0.0833)
(hs,73) | (0.1874,0.0416) | (0.1874,0.0304) | (0.1366,0.0625)
( ) | (0.1513,0.0333) | (0.1513,0.0304) | (0.1366,0.0417)
( (0.1366,0.0304) | (0.1366,0.0304) | (0.1366,0.0313)

TABLE 3.1. Parameétres correspondant aux trois tests effectués.

ensuite la solution analytique (A, ) de la formulation A — ¢ (3.2.1) par :

f(x,y,2)
A(t,z,y,z) =sin(27t) rot 0 dans D x (0,7,
0
ol

(2 - D*(y* - 1)* (> = 1)* dans D.,
0 sinon ,

o=

et ¢ = 0 dans D.. On déduit donc le terme source Jg de I’équation (3.2.1). Dans ce cas, on
remarque que le support de J, est le domaine conducteur tout entier D.. Pour les calculs
qui suivent, on utilise une discrétisation uniforme en temps et un maillage 7}, ,, de D régulier
raffiné de fagon homogéne.

On analyse les taux de convergence attendus d’aprés la résolution numérique a la fois en
espace et en temps comme aussi le comportement de l’estimateur. Dans la Tableau 3.1 on
spécifie les paramétres correspondant aux Test 1, Test 2 et Test 3.

Test 1

Dans le Test 1, on fixe ojp, = 1 et on considére cinq maillages : on dénote les différentes
valeurs de la taille A des maillages par hy > hy > hs > hy > hs. La discrétisation en temps
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est uniforme et le pas de temps 7; est proportionnel a la valeur de h;, 1 < ¢ < 5. La Figure
(3.4a) montre le graphe log-log de l'erreur e(ty), définie en (3.3.57), en fonction de la taille
du maillage h. Comme attendu théoriquement, on voit qu’en raffinant en espace et en temps
la solution numérique (A}, o)) converge a l'ordre 1 vers la solution analytique (A, ). Pour
illustrer le Théoréme 3.3.12, on calcule 'estimateur n¥ defini en (3.2.48). Sur la Figure (3.4b)
on montre 'indice d’efficacité, défini par :

L’indice d’efficacité converge vers une constante lorsque le couple (h, 7) tend vers zéro. En se
rappelant que les termes qui apparaissent a droite de I'inégalité de fiabilité (3.3.58) corres-
pondent aux termes d’ordre supérieur, la fiabilité de ’estimateur est respectée.

Test 2

Dans le Test 2, on montre la fiabilité de I'estimateur spatial. On fixe op, = 1, on considére
les mémes maillages que dans le Test 1 et on choisit le méme pas de temps pour tous les
calculs (7 = 0.0304) de telle sorte que l'erreur spatiale soit significativement plus importante
que lerreur temporelle (on voit qu’en diminuant le pas de temps, l'erreur reste constante).
La Figure (3.4c) montre que, en utilisant 'échelle log-log, 'erreur e(ty) converge a l'ordre 1
en raffinant la taille du maillage h, comme attendu théoriquement. De plus, si I'on introduit
I'indice d’efficacité spatial par :
e(tn)
N 1/2’

(3 7 ()

m=1

Eg =

on voit sur la Figure (3.4d) qu’il converge vers une constante lorsque h tend vers zéro. On
vérifie alors I’équivalence entre I'erreur et ’estimateur spatial.

Test 3

Similairement, dans le Test 3 on montre le comportement de I'estimateur temporel. On fixe

o1p, = 10° afin d’augmenter U'erreur en temps et on choisit le maillage de taille h = 0.1366.

Sur la Figure (3.4e) on voit que, en utilisant ’échelle log-log, 1’erreur e(¢y) converge a I'ordre

1 en raffinant le pas de temps 7. De plus, si ’on introduit I'indice d’efficacité en temps par :
e(ty)

N

(Serp)”

m=1

Er =

on voit sur la Figure (3.4f) qu’il converge vers une constante lorsque 7 tend vers zéro. On
confirme donc I’équivalence entre l'erreur et ’estimateur temporel.
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(a) Convergence de ’erreur : raffinement par rap-
port au couple (h,T).
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(C) Convergence spatiale de lerreur en raffinant h.
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(e) Convergence temporelle de Ierreur : raffinement
par rapport a 7.
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0.16 EG _ eltn) i
014} e |
0.12f N _— |
01 |
008 |
0.06 |
0.04| |

0.02 -

-0.02 4

-0.04F E

I I I I I I I I I
-2.1 -2 -1.9 -1.8 -17 -1.6 -15 -1.4 -13 -1.2

Inh

(b) Indice d’efficacité global Eg en raffinant le
couple (h, 7).

0.18

e(tn)
\/Zﬁzl Tm (M5")?

0.14- B

Eg =

016 — 48—

0.1- B

0.08+ B

0.06 I I I I I I I I
-2.1 -2 -1.9 -1.8 -17 -1.6 -15 -1.4 -13 -1.2

Inh

(d) Indice d’efficacité spatial Eg en raffinant h.

T T
226} €(tN) B
24f -8 - ET = B
Ve ()2
222F m=1\'IT E
_ B8
22} - |
_--87
- - -8~
21.8F B----5-"" g
216} E
214} E
212} B
21 B
208} B
206} B
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
36 -34 -32 -3 -28 -26 -24 22 -2 -18
In7

(f) Indice d’efficacité temporel Er en raffinant 7.

FIGURE 3.4. Convergence de lerreur e(ty) (Figures (3.4a), (3.4c), (3.4e)), et des

indices d’efficacité (Figures (3.4b), (3.4d),
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Efficacité locale

Pour illustrer 'efficacité locale du Théoréme 3.4.7, on montre sur la Figure 3.5 le coefficient
d’efficacité défini par :

N
eff, = max h’T, )
TeTh N €
wr
EN _ ENfl B 1/2
= MBI ot ean 1) g + 0L 10 BN
wr

On voit que, dans ce cas, sa valeur est d’environ 0.75 et cette constante ne varie pas en
raffinant. L’efficacité locale est donc assurée.

Enﬁn sur la Figure 3.6 on montre une comparaison entre la distribution locale de I’erreur
e~ et celle de 'estimateur nh 7. On considére le plan z = 0 pour quatre raffinements du
malllage On remarque une bonne correspondance entre les zones ot 'erreur et 1’estimateur
sont les plus élevés. Cela confirme la pertinence de 'estimateur dans le but du raffinement
local.

1.1 T T T T T T T T

T —-g- effh:m:;mx

08 g

0.7F A

0.5 2

0.4+ A

0.3 1 I 1 I 1 1 1 1 1 1
16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04

Inh

FIGURE 3.5. eff;, par rapport a h.
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FIGURE 3.6. Efficacité locale de I'estimateur pour quatre maillages. A gauche :
distribution de I'erreur. A droite : distribution de I’estimateur. Du haut vers le
bas : maillages de plus en plus fins.
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3.5.2. Solution singuliére

On explore dans cette section le comportement de I’estimateur dans le contexte d’une solution
singuliére. On considére le méme cas test analytique proposé dans [Creusé et. al., 2012] : avec

domaine D = [-2,5] x [-2,2] x [-2,2] et D. = [2,4] x [-1,1] x [-1, 1], or ici, nous avons
fait varier la perméabilité : p = 1 dans D, et p = 1000 dans D\ D, et la conductivité est
fixée & 0 = 1 dans D,. La densité de courant J, définie en D; = [—1,1]® est la méme

que celle déja considérée dans la section précédente 3.5.1, elle induit un courant dans D..
A cause de la discontinuité de p entre D. et D, méme si on ne connait pas la solution
analytique explicitement, on s’attend a voir des singularités prées des sommets et des arétes
de D, [Costabel et.al., 2003, Théoréme 3.5|, étant donné que p~'rot A appartient a

Xr(D,p) :={E € H(rot, D) : div (uE) € L*(D) et E-n = 0 sur I'g}.

En conséquence on souhaite vérifier que 'estimateur détecte bien ces zones.

Tout d’abord on montre sur la Figure 3.7 I’évolution en échelle log-log de " en fonction de
la taille du maillage h pour trois raffinements. Comme attendu, le taux de convergence est
inférieur a celui du cas régulier (a savoir 0.8 au lieu de 1 pour les deux derniers maillages), et
Iestimateur converge vers zéro. Au niveau local, on voit la distribution de I’estimateur sur
plusieurs sections du domaine de la Figure 3.8 a la Figure 3.12. L’estimateur est en effet plus
élevé prés des sommets et des arétes du domaine conducteur D., comme attendu.

En conclusion, cet estimateur semble bien adapté pour étre utilisé dans le contexte d’une
stratégie de raffinement adaptatif.

N
14 = B 11177 Ja| il

-1.6- - ]

23 25 22
Inh

FIGURE 3.7. 1™V en fonction de h pour le cas test d'une solution singuliére.
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FIGURE 3.8. Distribution de 'estimateur avec une solution singuliére. Section
z=—1.

E] 2e-6 E36-7

‘8e-7 267

“le-7

le-7

FIGURE 3.9. Distribution de I'estimateur avec une solution singuliére. Section
z = —0.5.
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FIGURE 3.10. Distribution de ’estimateur avec une solution singuliére. Section
z=0.
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FIGURE 3.11. Distribution de I’estimateur avec une solution singuliére. Section

z=10.5.

Ese-7
éée—7
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é29—7

FIGURE 3.12. Distribution de I’estimateur avec une solution singuliére. Section

z=1.
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Chapitre 4

APPLICATIONS INDUSTRIELLES

Dans ce dernier chapitre nous allons mettre en ceuvre les trois estimateurs développés dans
les chapitres 2 et 3 pour des cas tests plus représentatifs de problémes industriels. Le but est
de pouvoir les utiliser pour mettre en place des algorithmes de remaillage adaptatif en espace-
temps. Concernant le probléme magnétoharmonique, les résultats obtenus seront comparés
aux estimateurs résiduels développés par Z. Tang et implémentés dans Code Carmel3D.
La section 4.1 est consacrée au probléme en magnétoharmonique et la section 4.2 au probléme
magnétodynamique temporel.

4.1. REGIME HARMONIQUE

Nous avons développé, dans le chapitre 2, deux estimateurs de type équilibré pour des pro-
blémes en magnétoharmonique basés sur les formulations A —¢ et T —. A la fin du chapitre
2 nous les avons validés sur un cas test académique. Ici on souhaite les utiliser pour détecter
les zones de maillage a raffiner afin d’améliorer la solution numérique.

Si on se focalise sur la formulation A — ¢ et sur 'estimation de son erreur d’approximation,
la différence entre les deux estimateurs présentés réside dans le fait que I'estimateur 1400, 1),
(section 2.3.2) est construit & partir de la formulation duale T — € et l'estimateur e, frue
(section 2.4.2) est construit a partir d’une technique de reconstruction locale des flux associé
a la résolution d’un probleme auxiliaire en magnétostatique. Puisque 700,77, Décessite la
résolution d’un second probléme global, il estime, par construction, I’erreur d’approximation
e des deux résolutions, définie par : e = /e, + efq, Ol €4, dénote l'erreur en A — ¢
et epg lerreur en T — 2. A D'inverse, I'estimateur 7o. f1us Nécessite uniquement le calcul
de la solution en A — ¢ pour étre construit et n’estime donc que l'erreur ey . Afin de
construire dans Code Carmel3D les deux champs admissibles intervenant dans l’estimateur,
on a mis en place une procédure qui est détaillée en annexe A. On remarque que la résolution
du probléeme magnétostatique pour obtenir le champ magnétique admissible a été effectuée
le plus possible avec les outils du code a disposition. Bien que cela introduise une erreur
numérique, elle s’avere négligeable par rapport aux termes de l'estimateur, comme on va le
constater dans cette section.

La formulation A — ¢ assure au sens fort la conservation de la composante tangentielle du
champ E (et par conséquent de la composante normale de B). A 'inverse, la formulation
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T — Q assure au sens fort la conservation de de la composante tangentielle du champ H (et
par conséquent de la composante normale de J;,4). Le principe des estimateurs résiduels est
basé sur les évaluations de ces quantités aux interfaces des éléments. Dans la thése de Z. Tang
[Tang, 2012| et dans [Creusé et. al., 2012, 2013|, deux estimateurs résiduels ont été proposés :
le premier pour la formulation A — ¢ et le second pour la formulation T — €2. On les notera
respectivement 7,¢s o, €t Nyes 0 On meéne alors une comparaison de ces quatre estimateurs
existants.

Dans le Tableau 4.1 on recense les formulations utilisées, I'estimateur associé, la notation que
I’on utilisera dans ce chapitre, 'erreur estimée et les références pour les détails des définitions.

formulation type estimateur | notation | erreur estimée définition
A—petT—-0Q équilibré Nglob, H.), e section 2.3.2
A—op équilibré Mioc, fluz €A section 2.4.2
A—o résiduel Nrés, A €A [Creusé et. al., 2012]
T-Q résiduel Mrés, TQ erq [Creusé et. al., 2013]

© 2016 Tous droits réservés.

TABLE 4.1. Récapitulatif des quatre estimateurs étudiés en magnéto-harmonique.

Dans les deux prochaines sections on utilise ces estimateurs dans le cas test d’'une bobine
entre deux plaques et dans celui du Team Workshop 7.

4.1.1. Bobine entre deux plaques

(a) vue transversale du mo-

dele complet

(b) Plaque du dessus

(c) Plaque du dessous

FIGURE 4.1. Modé¢le d’une bobine entre deux plaques. Exemple du maillage
avec 286272 éléments. (a) : section du modeéle complet. (b) : maillage de la
plaque du dessus, raffinée de fagon homogéne. (c) : maillage de la plaque du
dessous, raffinée de facon homogéne.

On souhaite tout d’abord mener une étude similaire a celle proposée dans [Tang et. al., 2013].
Celle-ci compare, dans un cadre magnétostatique, I’estimateur résiduel pour la formulation en
A, I'estimateur résiduel pour la formulation en ) et I'estimateur équilibré construit a partir
de ces deux formulations. Dans cette étude, dans le cadre magnétoharmonique, I’estimateur
résiduel pour la formulation A — ¢, 1,45 4., I'estimateur résiduel pour la formulation T — €2,
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Nreés, T, et 'estimateur équilibré 7g0p i, , issu des ces deux formulations duales, sont com-
parés. De plus, on effectue également une comparaison avec 'estimateur équilibré pour la
formulation A — ¢, Mee, fiue. Méme si I'on ne dispose pas de résultats d’efficacité locale pour
cet estimateur, on pourra néanmoins étudier numériquement son comportement local.

On considére le cas test proposé dans |Leonard et Rodger, 1988| : il s’agit d’une bobine
excitatrice entre deux plaques conductrices, comme représenté sur la Figure 4.1. On choisit le
nombre de spires de la bobine égal a 700, la conductivité o des deux plaques égale & 3.28 x 107
S/m et la perméabilité y = pp = 47 x 1077 H/m.

On fixe l'intensité de courant & 1 A et la fréquence f a 50 Hz. Dans un premier temps, on
regarde le comportement global des estimateurs. On effectuera ensuite une étude qualitative

locale des différents estimateurs.

I) Estimation de ’erreur globale

On choisit quatre maillages réguliers raffinés de facon homogeéne, ayant respectivement 4473,
35784, 286272 et 2290176 éléments. La Figure 4.2 montre les pertes Joule et I'énergie magné-
tique pour les quatre maillages étudiés en fonction du nombre d’éléments des maillages. On
rappelle que les pertes Joule P sont données par :

1
P:/ *|Jz’nd|2a
D. O

1
E=| —|BJ?.
D b

et ’énergie magnétique E par :

On remarque que la formulation A — ¢ sur-estime les pertes Joule et sous-estime ’énergie
magnétique, a I'inverse la formulation T —() sous-estime les pertes Joule et sur-estime 1’énergie
magnétique, ce qui correspond au comportement numérique normalement observé pour ces
deux formulations, pour des éléments de réflexion a ce sujet voir par exemple [Li et.al.,
1994b]. D’apres ces deux graphes on voit qu’en raffinant, les deux solutions convergent vers
la méme solution.

Sur la Figure 4.3, on a tracé le graphe log-log de la convergence des quatre estimateurs. On
remarque que, pour les quatre estimateurs, on trouve les pentes de convergence attendues
lors d’une étude d’un cas régulier, & savoir une pente de —1/3 en fonction des degrés de
libertés [Ern et Guermond, 2002, étant donné que DoF = O(1/h?). On rappelle que les va-
leurs obtenues des estimateurs résiduels ne sont pas & prendre en compte pour une éventuelle
comparaison avec I'erreur ezacte car ils bornent I'erreur a un facteur multiplicatif prés. Inver-
sement, l'estimateur équilibré 7y g7, donne l'ordre de grandeur de l'erreur ezacte, comme
cela a été démontré au chapite 2, voir (2.3.32) a la page 37, qui prouve son équivalence avec
I'erreur avec des constantes connues. En ce qui concerne 'estimateur équilibré noc, 142, pour
la fiabilité les constantes sont connues, on peut donc considérer que 'ordre de grandeur est
proche de 'erreur ezacte. En effet, on peut voir, sur la Figure 4.3, qu’il est du méme ordre
de grandeur que l'estimateur 7ngop 1., -
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FIGURE 4.2. Pour les quatre maillages étudiés et les formulations A — ¢ et
T — Q, calcul des pertes Joule (a) et de 'énergie magnétique (b).
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log(nombre d’éléments)

FIGURE 4.3. Convergence des estimateurs lorsque l'on raffine de fagon homo-
géne. Maillages avec nombre d’éléments : 4473, 35784, 286272, 2290176.

IT) Etude qualitative

Dans ce paragraphe on étudie le cas ou on maille de fagcon réguliére, mais différente, les
deux plaques. La plaque du dessous est maillée plus finement (environ 12000 éléments) que
la plaque du dessus (environ 3000 éléments), comme le montre la Figure 4.4. De plus, pour
la plaque du dessous, un coin est maillé plus finement, comme montré sur la Figure 4.4c.
On veut étudier le comportement local des quatre estimateurs dans ce cas assez régulier. On
introduira ensuite un défaut dans la plaque du dessous.

Bobine entre deux plaques : cas sans défaut

La Figure 4.5 montre les cartes des estimateurs pour la bobine et les deux plaques. Les
estimateurs équilibrés et 'estimateur résiduel 7,¢,7q montrent une distribution similaire,
dans la bobine et les deux plaques. Par contre I'estimateur résiduel A — ¢ se concentre sur
les plaques, ce qui est attendu d’aprés sa construction : il mesure principalement le saut des
composantes normales de la densité de courant.

La Figure 4.6 concerne la plaque au dessus de la bobine. Les Figures 4.6a et 4.6b présentent
la distribution de la densité des courants induits et les Figures 4.6d a 4.6f, les distributions
des estimateurs. On voit que les quatre estimateurs détectent les mémes zones a raffiner ou
les densités de courant sont les plus importantes.
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(a) Vue transversale du mo-

déle complet
(b) Plaque du dessus (c) Plaque du dessous

FIGURE 4.4. Modéle d’une bobine entre deux plaques. Exemple du maillage
avec 195347 éléments, utilisé pour 'étude qualitative du paragraphe II). (a) :
section du modéle complet. (b) : maillage de la plaque du dessus (3000 élé-
ments), raffinée de fagon homogéne. (c) : maillage de la plaque du dessous
(12000 éléments), raffinée un peu plus finement sur le coin de gauche.

Similairement, la Figure 4.7 concerne la plaque en dessous de la bobine. Les Figures 4.7a et
4.7b représentent les distributions de la densité de courants induits et les Figures 4.7d a 4.7f
les distributions des estimateurs. On notera que les quatre estimateurs détectent la zone ou
la plaque est maillée plus finement.

Pour ce cas test, les quatre estimateurs présentent une distribution de I'erreur locale sensi-
blement équivalente. En vue d’un algorithme adaptatif les deux estimateurs résiduels sont
conseillés pour faire du remaillage, en étant moins cotiteux en temps de calcul, et on peut
envisager 1'utilisation des estimateurs équilibrés comme critére d’arrét.
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FIGURE 4.5. Cartes des estimateurs dans le domaine tout entier (colonne de
gauche) et dans la bobine et les deux plaques conductrices (colonne de droite)
pour le maillage avec 195347 éléments.
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(a) Courant induit en A — ¢ (b) Courant induit en T —
0.003456 0.003663
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2.01e-5 1.657e-5
(c) Estimateur équilibré Tglob,H.p, (d) Estimateur équilibré 7, fluz
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=100 =0.001
10 0.0001
| 1.155698 B le-5
() Estimateur résiduel A — ¢ 7r¢s A (f) Estimateur résiduel T — Q 1,¢5 70

FIGURE 4.6. Plaque située au dessus de la bobine. (a)-(b) : courants induits
calculés par les deux formulations. (c)-(f) : cartes d’erreurs des quatre estima-
teurs.
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FIGURE 4.7. Plaque située au dessous de la bobine. (a)-(b) : courants induits
calculés par les deux formulations. (c¢)-(f) : cartes des quatre estimateurs.
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Bobine entre deux plaques : cas avec défaut

Afin de voir le comportement des estimateurs en présence d’une perturbation au niveau de la
densité de courant, on considére une rainure de section carrée au milieu de la plaque située
au dessous de la bobine, comme indiqué sur la Figure 4.8.

(b) zoom sur la rainure

(a) plaque avec rainure

FIGURE 4.8. Maillage pour la plaque située en dessous de la bobine lorsqu’on
introduit une rainure de section carrée au milieu.

La Figure 4.9 montre les cartes des estimateurs pour la bobine et les deux plaques. L’esti-
mateur équilibré ng e g, et le résiduel A — ¢ 7,4 4, détectent la nécessité de remailler non
seulement ol les courants induits se créent, mais surtout autour de la rainure. En revanche,
sur cette figure, les estimateurs 7,¢5, 70 €t Nioe, f1uz SONt Moins sensibles au défaut.

On regarde alors plus en détail la plaque du dessous, sur la Figure 4.10. Les Figures 4.10a
et 4.10b représentent la distribution de la densité des courants induits et les Figures 4.10d a
4.10f les distributions des estimateurs. On observe, bien entendu, que les densités de courant
les plus élévées se situent autour de la rainure, ot par ailleurs on a les valeurs les plus élévées
des estimateurs 7gop, i, €t Nres ap- L'estimateur nyoc f1u, capte aussi I'erreur a proximité de la
rainure, mais également dans toute la plaque ot les courants sont présents.

On rappelle que la formulation T — 2 impose au sens fort la conservation de la composante
normale de la densité de courant. Le phénoméne est bien visible sur la Figure 4.10f. En effet,
on peut observer que 'on n’a pas de valeurs élevées de I'estimateur au niveau de la rainure.
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FIGURE 4.9. Cartes des estimateurs dans le cas test du maillage avec 195347
éléments et avec un defaut dans la plaque au dessous de la bobine. Dans la
colonne de gauche : cartes dans le domaine entier. Colonne de droite : cartes
dans la bobine et les deux plaques conductrices.
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FIGURE 4.10. Plaque avec défaut située au dessous de la bobine. (a)-(b)

courants induits calculés par les deux formulations. (c)-(f) : cartes des quatre
estimateurs.
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4.1.2. Team WorkShop 7

Le modéle du Team Workshop 7 [http://www.compumag.org/jsite/images/stories/TEAM/
problem7.pdf] est composé d'une plaque conductrice en aluminium avec un trou et une bo-
bine d’excitation au dessus, comme représenté sur la Figure 4.11. La bobine est constituée
de 2742 spires et parcourue par un courant de 1 A. On fixe u = pg, 0 = 3.526 x 107 S/m et
la fréquence f = 50 Hz.

On teste les quatre estimateurs sur ce cas test singulier : on utilise quatre maillages raffinés
de fagon réguliére avec respectivement 12183, 25853, 50438 et 295628 éléments. On va étudier
la convergence des estimateurs et la distribution des erreurs estimées.

Le domaine de la plaque conductrice étant non simplement connexe pour la formulation en
T et la formulation €2 pour I'estimateur 7., f14, 0N aura recours a un inducteur topologique
(autour du trou dans la plaque) [Henneron et. al., 2007].
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FIGURE 4.11. Configuration de la structure du Team Workshop 7. Maillage
avec 50438 éléments.

La Figure 4.12 montre les pertes Joule et I’énergie magnétique pour les quatre maillages
étudiés en fonction du nombre d’éléments. Comme attendu, les solutions en A —p et T —Q
convergent vers la méme solution.

Sur la Figure 4.13, on trace le graphe log-log de la convergence des quatre estimateurs par
rapport au nombre d’éléments du maillages.
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La Figure 4.14 montre les distributions des erreurs estimées pour le maillage avec 50438
¢léments. L’estimateur équilibré 7g0p mr,, est un bon compromis entre les deux estimateurs
résiduels, en effet il estime 'erreur issue des deux formulations.

Etant donné que l'estimateur o 14, est fiable globalement, il peut s’avérer utile dans un
algorithme d’adaptation du maillage de I'associer a l'estimateur 7,¢5 4, On peut raffiner
avec l'estimateur résiduel 7,¢5 4, et, aprés un nombre fixé d’itérations, calculer M fru, afin
de l'utiliser comme critére d’arrét.

Comme dernier exemple de la section, on effectue une adaptation du maillage avec 1'estima-

teur équilibré 740 1., , pour lequel l'efficacité locale a été démontrée.
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FIGURE 4.12. Pour les quatre maillages étudiés, calcul des pertes Joule (a) et
de I’énergie magnétique (b).
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FIGURE 4.13. Convergence des estimateurs lorsque 1'on raffine de fagon ho-
mogéne. Maillages avec nombre d’éléments : 12183, 25853, 50438, 295628.
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FIGURE 4.14. Cartes des estimateurs dans la bobine et les deux plaques
conductrices pour le maillage avec 50438 éléments.
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Exemple de remaillage adaptatif a ’aide de ’estimateur 7y 17,

On fixe la fréquence a f = 2000 Hz. On effectue le premier calcul sur un maillage grossier
et on effectue un raffinement adaptatif en sélectionnant les 10% des éléments ou 'estimateur
est le plus élévé. La Figure 4.15 montre la convergence log — log de I'estimateur g i1, : le
taux de convergence est assez élévé pour un cas test avec une singularité, un peu au dessous
de l'ordre optimal attendu pour une solution réguliére (pour laquelle la pente devrait étre de

1/3).

-0.2

-0.4f B

log(n) -+t 1

-18f pente -0.272 1

-2 L L I I
8 9 10 11 12 13 14 15

log(DoF)

FIGURE 4.15. Estimateur d’erreur équilibré gz, par rapport aux degrés
de liberté (5692, 17592, 58746, 185497, 568267, 1808872) pour un raffinement
des 10% des éléments ou 'estimateur est le plus éléve.

A titre d’exemple, sur la Figure 4.16 on a représenté la distribution de I’estimateur d’erreur
pour trois raffinements consécutifs (avec 17592, 58746, 185497 nombre d’éléments). Comme
attendu, 'estimateur décroit lorsque 1’on raffine. On voit qu’il détecte localement les régions
du domaine ou il faut raffiner : & proximité des singularités et oil les courants induits sont
créés.

Remarque 4.1.1. On a choisi de mailler un pourcentage de 10% des éléments car pour des
pourcentages moins €lévés le maillage dégénere apres quelques raffinements consécutifs et par
conséquent la qualité de la solution dégénere aussi.

Le probléme vient du fait que le mailleur que ’on a utilisé ne garde pas en mémoire les raffi-
nements précédents et certains éléments qui ont été découpés précédemment afin de conserver
la conformité du maillage génerent des angles trop petits. Voir par exemple la Figure 4.170,
ot l'on a effectué cing raffinements consécutifs de la plaque avec les 5% des ses éléments ot
l'estimateur était le plus élévé.
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FIGURE 4.16. Distributions de l'estimateur 7gop m,, pour trois remaillages
consécutifs.
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(a) Dégéneration de la convergence
(b) Cing fois raffinement au 5% de la plaque

FIGURE 4.17. (a) : Convergences log-log de l'estimateur 7y i, par rapport
les degrés de liberté lorsque 1’on raffine le maillage de la plaque en suivant les
pourcentages 2%, 5%, 10%, 100%.

(b) Maillage adapté lorsque 'on raffine la plaque cing fois pour les 5% d’élé-
ments dans lesquels I'erreur est la plus importante.

En conclusion, pour des pourcentages trop petits on risque de raffiner consécutivement au
méme endroit et de perdre la qualité du maillage.

La Figure 4.17a affiche la convergence de l'estimateur pour différents pourcentages de re-
maillage concernant seulement les éléments de la plaque. La convergence de l'estimateur
stagne lorsque le maillage commence a dégénerer. Pour éviter ce phenomeéne il serait néces-
saire d’utiliser un outil de remaillage plus performant, comme par exemple la derniére version
d’[HOMARD, a SALOME module for Mesh Adaptation, www.salome-platform.org).

4.2. REGIME TEMPOREL

Dans cette section, on s’intéresse aux applications relatives aux estimateurs spatio-temporels
développés au chapitre 3, c¢’est-a-dire aux problémes en magnétodynamique décrits par la
formulation A — ¢ temporelle. On utilise alors 'estimateur d’erreur résiduel spatio-temporel
défini dans la section 3.2.3, qui prend la forme suivante, a l'instant ¢, :

n 1/2
= (e o)
m=1

Celui-ci estime 'erreur e(t,,) définie en (3.3.57) a la page 98.

On préte attention au fait que, d’'un point de vue pratique, il est avantageux de discerner
les contributions spatiale et temporelle de ’estimateur. Dans un premier temps, pour chaque
itération temporelle n € {1,---, N}, il est intéressant d’analyser la distribution sur chaque
élément du maillage de 'estimateur spatial 7; d’un cote et la valeur de I'estimateur temporel
ne de 'autre. Ainsi, on pourra dans un deuxiéme temps envisager le développement d’un
algorithme de remaillage adaptatif en espace-temps.

Dans Code Carmel3D que nous avons utilisé, on approche les champs A et ¢ par des éléments
finis de degré 1. Dans ce contexte, les contributions (3.2.42) et (3.2.43) de 'estimateur 7™ sont
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nulles. Les estimateurs temporel et spatial a I'instant ¢,, que 'on calcule sont les suivants :
Tn

1/2 —-1/2 -1
= () e ot (A7 — ALY,

n n n n n 1/2
M = ((T’D;l)2 + (nJ;I)Q + (77J;2)2 + (77J;3)2> ;

avec

TE€Thn
ra)* = > (nka ),
FeFint
(773,2)2 = Z (77??,2 )2 )
FeFjnt
(779,3)2 = Z (77?«“,3 )2 )
FeFjnt
ou les termes instantanés spatiaux sont définis dans (3.2.41)-(3.2.46).
Il est utile pour la suite de définir, pour n € {1,--- , N}, 'estimateur spatial cumulé en temps
1 n
nh o™ par

n 1/2
" = (Z Tim (n?)2> , (4.2.1)

m=1

et I'estimateur temporel cumulé en temps 7" par :

¢W=(iMﬁﬂm. (122)

m=1

Dans les deux prochaines sections on utilise I'estimateur résiduel pour le cas test du Team
WorkShop 7 et pour I’étude d’une machine asynchrone d’étude de EDF.

4.2.1. Team WorkShop 7

On considére a nouveau le modéle de la section précédente : le Team Workshop 7 [http:
//www.compumag.org/jsite/images/stories/TEAM/problem7.pdf]. On rappelle qu’il est
composé d’une plaque conductrice en aluminium avec un trou et d’une bobine d’excitation
au dessus, comme représenté sur la Figure 4.11, et qu’on modélise la bobine avec 2742 spires.
On fixe 0 = 3.526 x 10" S/m et u = o et on dénote le temps final T par ty = T, ou N
représente la derniére itération temporelle. Le Tableau 4.2 contient les détails sur les deux
maillages et les deux pas de temps utilisés pour les simulations de cette section. Le but est
d’étudier le comportement de 'estimateur lorsqu’on impose un terme source évolutif. Cette
¢tude a donné lieu a la publication [Tittarelli et. al., 2015].

maillage M, 221418 éléments
maillage M, 322493 éléments
pas de temps Aty 0.1 ms
pas de temps Aty 0.025 ms

TABLE 4.2. Paramétres pour les deux tests effectués.
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Réponse a un échelon de courant

Tout d’abord on impose un échelon de courant ¢ = 1 A dans la bobine. On considére le temps
final ¢ty = 0.02 s et un pas de temps 7,, = Aty pour chaque n € N, soit un nombre d’itérations
N = 800.

La Figure 4.18a montre ’évolution en temps de I'estimateur spatial cumulé ni""’n, défini en
(4.2.1), pour les deux maillages M; et M,. Aprés un régime transitoire, vu que les courants
de Foucault tendent a disparaitre, on s’attend a ce que 'estimateur spatial reste constant. Ce
qui est le cas, comme montré par les deux courbes du graphe. De plus, on voit qu’en raffinant
le maillage, comme attendu, ’estimateur décroit.

La Figure 4.18b montre 1’évolution en temps de l'estimateur temporel cumulé en temps
nl-n défini en (4.2.2), avec le maillage M, et pour deux simulations avec des pas de temps
différents. On voit que, dans les deux cas, ’estimateur temporel ne varie pas dans le temps,
ce qui est cohérent en ayant choisi un signal constant. De plus, en raffinant le pas de temps,
comme attendu, 'erreur estimée diminue.

1.6E-3 ' ' g i { T T T T 7TE-6
— avec My
-=- avec Ms — avec Aty
___ avec Aty
0 temps (s) 0.02 0 temps (s) 0.02
. 1. .
(a) Evolution de n," " (b) Evolution de nlm

FIGURE 4.18. Simulation avec une densité de courant constante, 7 = 1 A, et
temps final 7' = 0.02 s. Evolution en fonction du temps ¢,, n € {1,..., N},
des estimateurs spatial 7,”" " et temporel nb". (a) : 5", défini en (4.2.1),
calculé avec le pas de temps fixé Aty et deux maillages différents M; et Ms.
(b) : pl--m défini en (4.2.2), calculé avec le maillage M, et deux pas de temps
différents Aty = 0.1 ms et Aty = 0.025 ms.

Source discontinue sur une période

On donne un apercu du comportement de chaque contribution de I’estimateur, dans le cas
de I'imposition d’un signal discontinu lors d’une période. Si I’on considére une période T' =5
ms, on impose une densité de courant J, d’intensité :

e ;=1 A lorsque t < 2.5 ms et

e i =0 A lorsque 2.5 <t <5 ms,
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1A

0 temps (s) 0.005
FIGURE 4.19. Intensité de courant de forme rectangulaire périodique avec T=5ms.

comme représenté sur la Figure 4.19. On utilise le maillage M; et le pas de temps 7,, = Aty
pour tout n € {1,..., N}.

La Figure 4.20a représente ’évolution en temps de I'estimateur total cumulé n™. A proximité
de la discontinuité du signal, I'estimateur souligne une augmentation de ’erreur importante.
Inversement, quand le signal est constant, I’estimateur reste presque constant également.

En vue d’une adaptation du pas de temps et/ou du maillage, on a représenté, sur les Figures
4.20b-4.20f, le comportement des contributions instantanées de ’estimateur, soit les contri-
butions (3.2.37) et (3.2.41)-(3.2.46) définies a la page 76. La figure 4.20b montre I’évolution
en temps de l'estimateur temporel instantané n”. On voit qu’il détecte les discontinuités
en temps a l'instant initial et & mi-période. Les Figures 4.20c-4.20f se référent a 1’évolution
en temps des contributions instantanées de I’estimateur spatial. L’estimateur qui évalue les
sauts des composantes normales des courant induits, 77, est le terme le plus important, voir
la Figure 4.20c. Il prédit le régime transitoire initial et l'erreur lorsque les courants induits
apparaissent (en proximité des discontinuités en temps du signal). La Figure 4.20d affiche
I'évolution en temps du terme volumique np 4, il prédit le régime transitoire initial pour dimi-
nuer notablement dés que le signal est nul. Les Figures 4.20e et 4.20f affichent respectivement
les erreurs sous forme de saut de la composante tangentielle du champ magnétique a travers
les faces et une cumulation en temps des sauts de la composante normale de At1J;,4.

Enfin, la Figure 4.21 affiche la carte de l'estimateur spatial instantané n; sur la plaque
conductrice. A 'instant ¢, = 2.5 ms et a t, = 3 ms quand le signal est nul et par conséquent
lorsque les courants induits sont trés faibles. Dans ce dernier cas, I'estimateur ne signale plus
de zone a raffiner.
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FI1GURE 4.20. Chaque graphe représente ’évolution par rapport au temps t,,
n € {1,...,N}, de lestimateur global cumulé en temps et de chaque contri-
bution de I'estimateur (définitions & la page 76). Calcul avec un pas de temps
homogéne At; et le maillage M. (a) : 9", (b) : 07, (¢) : 9., (d) : NP, ()
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FIGURE 4.21. Distribution de 'estimateur spatial 7} avec t, = 2.5 ms (a) et

nt? avec t,45 = 3 ms (b).

4.2.2. Machine asynchrone

Dans cette section, on utilise ’estimateur résiduel pour une application industrielle de EDF.
Il s’agit de la modélisation d’une machine asynchrone étudiée dans [Cheaytani, 2016, chapitre
4] lors d’une analyse des pertes supplémentaires pour des machines électriques. Pour notre
étude, la machine d’intérét est modélisée entiérement, comme indiqué sur la Figure 4.22 et
on considére le cas oul le rotor est bloqué. On notera, sur la Figure 4.22, que pour cette
modélisation les enroulements du stator ont été artificiellement prolongés afin d’éviter de
représenter les tétes de bobines.

Dans les matériaux conducteurs, on a ¢ = 47.281 x 10° S/m et u = py. On impose des
courants triphasés sinusoidaux d’inténsité ¢ = 20 A dans les trois enroulements du stator.
L’essai est effectué a rotor bloqué. Pour le cas test on choisit une fréquence f = 50 Hz et un
pas de temps At = 1 ms. Afin d’étudier la carte de I'estimateur d’erreur spatial lorsque le
régime permanent & été atteint, on fixe & N = 400 le nombre d’itérations temporelles, soit 20
périodes.

La Figure 4.23 montre la distribution de la densité de courant créée dans les barres du rotor

et 'anneau de court-circuit et la Figure 4.24 la distribution de I'induction magnétique dans
une section transversale a 'instant ¢ = 0.4 s.
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FIGURE 4.22. Configuration et maillage des composantes les plus significatives
de la machine asynchrone avec un maillage de 266326 éléments. Rotor et stator
en gris, enroulements du stator (inducteurs) en jaune et les barres du rotor et
I’anneau de court-circuit en marron.

7834256
28151488 4
E —2e+7
—2e+7 .
E ¥ 1047
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160755.35
81266.86

FIGURE 4.23. Courants induits dans les barres du rotor et 'anneau de court-
circuit.

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, Lille 1, 2016
147

452278

N}

o o
N [o ]

N

.197e-6

FIGURE 4.24. Induction magnétique dans tout le domaine & l'instant final
T=04s

La Figure 4.25 représente la carte de 'estimateur spatial 7, défini en (3.2.38), a I'instant
final txy = 0.4 s. En particulier, d’aprés les Figures 4.25a et 4.25b on voit que l'estimateur
détecte la nécessité de bien mailler les barres du rotor et I’anneau de court-circuit, et plus
particulierement au niveau de la jonction des barres et de I’anneau de court-circuit. D’aprés
les Figures 4.25¢ et 4.25d, 'estimateur suggére aussi de raffiner le maillage au niveau des
barres du rotor au voisinage de I'entrefer.
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FIGURE 4.25. Distribution de I'estimateur résiduel spatial 7}’ a l'instant final
de la simulation.
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La Figure 4.26a représente I’évolution de l'estimateur temporel 1", défini en (3.2.37), en
fonction des instants t, avec n = 1,--- , N. Le pic initial est di a la définition méme de
I'estimateur & linstant ¢; : n! = (%)1/2 | =42 rot (A} — A?) ||, compte-tenu que la
donnée initiale A est nulle. La contribution qui nous intéresse est alors représentée sur la
Figure 4.26b. L’estimateur temporel suit la périodicité du signal d’entrée.

0.07 0.02144

+n7
7
fo[l il i I i L LA AdA Al A AALRLRAAACLI
0.02 1 0.02134] ! ! A8 ' '
0 temps (s) 0.4 0 temps (s) 0.4
(a) n® avecn € {1,--- ,N} (b) n* avec n € {2,--- ,N}

FIGURE 4.26. (a) : évolution de l'estimateur temporel 7 en fonction de
chaque instant temporel ¢,, n € {1,--- N},
(b) : zoom par rapport a 'axe vertical du graphe en (a).

Au niveau de I’évolution de I'estimateur global cumulé en temps, 1", la Figure 4.27a montre
qu’il croit uniformément en temps, similairement au cas du Team Workshop 7, Figure (4.20a).
Les Figures 4.27b-4.27e montrent 1’évolution de chaque contribution de I’estimateur spatial,
définitions (3.2.41) & (3.2.46) a la page 76. Le comportement de ces contributions est similaire
a celui du Team Workshop 7 traité dans la section précédente, cf. Figures 4.20c a 4.20f. La
Figure 4.27b montre I’évolution en temps du terme le plus significatif de l'estimateur n",
n7J.2, qui mesure le saut normal de J;,4. Il prédit un régime transitoire initial, mais il reste
toujours uniforme, tout en suivant le comportement du signal d’entrée, ce qui implique la
croissance uniforme de I'estimateur total n". Les trois autres constributions, représentées sur
les Figures 4.27c¢-4.27e, diminuent au cours du temps vers une valeur stable, probablement
sous l'influence de la disparition du transitoire qui a lieu vers la fin de la simulation. En
tous cas, on peut envisager un raffinement adapté afin de baisser la contribution 77, lorsque
d’autres termes de I'estimateur deviendront plus importants que 77.,, 'estimateur suggérera
un raffinement non nécessairement a proximité des courants induits.
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FIGURE 4.27. Chaque graphe représente ’évolution par rapport au temps t,,
n € {1,..., N}, de chaque contribution de I'estimateur spatial. Pas de temps
homogéne At = 3 ms et maillagé fixé avec 266326 éléments. (a) : ", (b) : 1}.,,

(C) : 77?;1: (d) : 771%;1» (f> : 77?;3'
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CONCLUSION

Dans ce mémoire de thése, nous avons développé trois estimateurs d’erreur pour des pro-
blémes en magnétodynamique : deux de type équilibré pour le régime harmonique et un
de type résiduel pour le régime temporel. Nous nous sommes principalement intéressés a la
formulation A — .

Concernant le cadre magnétoharmonique, le premier estimateur proposé se base sur la com-
paraison au niveau des lois de comportement de la formulation primale A — ¢ et de la
formulation duale T — €. On a prouvé I’équivalence entre I'estimateur et la somme des er-
reurs de chacune des formulations, avec des constantes multiplicatives explicites, & un terme
d’ordre supérieur prés. De plus, efficacité locale a également été prouvée. La difficulté ma-
jeure par rapport au cas magnétostatique, pour lequel un estimateur de ce type avait déja
été dévéloppé, réside dans la preuve du fait qu'un terme résiduel, correspondant au produit
L? des deux termes des erreurs des deux formulations, soit négligeable par rapport a I'erreur.
Ce terme résiduel n’apparaissait pas dans le cas magnétostatique. L’ingrédient pour montrer
cela a consisté a passer par un probléme adjoint ad hoc.

Le deuxiéme estimateur proposé en magnétoharmonique a comme but d’estimer uniquement
Ierreur issue de la discrétisation de la formulation primale A — ¢. Pour cette raison, au lieu
d’utiliser une formulation duale, on a employé la solution de la formulation A — ¢ elle-méme
afin de construire deux champs admissibles, qui vont constituer I’estimateur en mesurant leurs
écarts en norme L? avec la solution numérique. Le premier champ est la densité de courant
jn dans l'espace de Raviart-Thomas d’ordre 1 et a divergence nulle globale, construite a
partir des flux issus de la formulation A — . Le deuxiéme est un champ magnétique kj,
calculé a partir de la résolution d’'un probléme magnétostatique avec terme source jj et
Js, source du probléme primal. Pour cet estimateur on a démontré, au niveau global, la
fiabilité, avec constante 1, ainsi que l'efficacité. Afin d’obtenir un résultat d’efficacité locale
il faudrait trouver une construction alternative du champ admissible k;. Néanmoins, des cas
académiques ont permis de vérifier le bon comportement numérique de ces estimateurs, en
obtenant les résultats attendus lorsque 1'on considére une solution réguliere du probléme.

Concernant la magnétodynamique temporelle décrite par la formulation A —p, on a développé
un estimateur résiduel spatio-temporel. L’enjeu par rapport au cas harmonique a été double :

- Adapter les résultats de I'estimateur résiduel spatial pour le cas magnétoharmonique
au cas instationnaire,
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- Adapter au cadre électromagnétique les résultats connus pour les équations parabo-
liques concernant ’estimation de ’erreur temporelle.

On a procédé en gardant I'erreur spatiale et ’erreur temporelle les plus disjointes possibles,
et on a prouvé des résultats de fiabilité et d’efficacité a la fois spatiaux et temporels. En
particulier, pour I'estimation en temps, on a obtenu une efficacité locale en temps et globale
en espace et, pour l'estimation en espace, une efficacité locale en espace et globale en temps.
On remarque que 'estimateur spatial se compose de six termes, dont quatre correspondent
aux termes constituant I'estimateur spatial en magnétoharmonique. Les deux autres termes,
nouveaux par rapport au cas magnétoharmonique, sont responsables de la perte de globalité
en temps de l'estimateur spatial, et dus & la nature instationnaire du type de probléme
que l'on traite. On est finalement parvenu a un résultat d’équivalence globale entre ’erreur
spatio-temporelle et I’estimateur spatio-temporel. Un cas test académique a permis de valider
numériquement les résultats obtenus, en accord avec ce qui est attendu pour une solution
réguliére. De plus, on a trouvé un résultat cohérent lorsque 1’'on teste 1'estimateur dans un
cas singulier.

A titre d’application, on a comparé les trois estimateurs pour des problémes plus complexes
en électromagnétisme.

Pour la magnétoharmonique, on a traité le cas d’'une bobine entre deux plaques, en considé-
rant qu’'une des deux plaques était, pour un premier calcul, sans aucun défaut et, pour un
second calcul, avec un défaut. Cela a permis de vérifier que les estimateurs détectent bien les
endroits du maillage ot il convient de raffiner. De plus, une comparaison entre deux estima-
teurs résiduels (un pour la formulation A — ¢ et un autre pour la formulation T — €2) a mis
en évidence la spécificité de chaque estimateur et les caractéristiques propres au probléme
physique abordé. Ensuite, un test singulier, le Team Workshop 7, a confirmé les analyses de
I’étude précédente. Sur ce cas test, on a mis en ceuvre un remaillage adaptatif avec I’estima-
teur équilibré issu des deux formulations complémentaires. On remarque une convergence un
peu au dessous de l'ordre optimal attendu pour un cas test régulier.

Dans le cadre magnétodynamique temporel, on a traité & nouveau le Team Workshop 7, mais
en imposant ici comme terme source une densité de courant discontinue dans le temps. Les
estimateurs temporels et spatiaux ont bien détecté les singularités (temporelles et spatiales)
du cas test.

Pour conclure, on a analysé I'erreur estimée pour la modélisation d’une machine asynchrone
fournie par EDF R&D. L’estimateur s’avére étre en bon accord avec le phénomeéne physique
observé. La tendance de la contribution temporelle de I'estimateur suit la périodicité du
signal d’entrée. L’estimateur spatial détecte le transitoire et une erreur importante dans les
matériaux conducteurs, notamment & proximité des singularités géométriques.

Ces travaux ouvrent plusieurs perspectives. Pour 'estimateur équilibré issu des formulations
complémentaires A — ¢ et T — (2, on peut envisager une extension au cadre instationnaire.
Il est également utile pour les applications d’étendre cet estimateur au cas des conditions
aux limites non-homogeénes. Concernant ’estimateur équilibré issu uniquement de la formu-
lation A — ¢, on peut avant tout envisager une construction différente du champ magnétique
admissible afin d’assurer une efficacité locale au niveau théorique. De plus, une construc-
tion locale de kj;, a la place d’une résolution d'un probléme en magnétostatique permettra
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une programmation plus directe dans le logiciel de calcul de champs électromagnétiques re-
tenu. Ensuite, on peut naturellement envisager, comme déja évoqué pour 'autre estimateur
équilibré, la prise en compte des conditions aux limites non-homogénes et 1’extension au cas
instationnaire.

Nous avons abordé I'estimation de type résiduel pour la formulation instationnaire en A — ¢,
néanmoins on peut imaginer une extension de I’estimateur résiduel pour la formulation T — (2
en régime harmonique (déja existant) au cas instationnaire. La prise en compte des conditions
aux limites non-homogénes devrait découler naturellement, en se basant sur les travaux déja
effectués en magnétoharmonique.

Pour finir, une perspective a court terme consiste & mettre en place des techniques de re-
maillage adaptatif.

- Les deux estimateurs équilibrés peuvent étre utilisés pour estimer de maniére précise
les erreurs de discrétisation afin de fournir un critére d’arrét d’un algorithme de re-
maillage adaptatif, assurant ainsi un controle stricte de I'erreur de discrétisation,

- L’estimateur résiduel en espace-temps peut étre employé dans un algorithme d’adap-
tation du pas de temps et du maillage.

A ce propos, EDF R&D dispose des logiciels HOMARDS et YACS (intégrés a la plate forme
Salomé). Le premier permet de faire du remaillage adaptatif et le deuxiéme de faire com-
muniquer de fagcon automatique les différents modules de Salomé entre eux et avec d’autres
logiciels. Le défi consistera, dans la suite, a équiper Code Carmel3D et Salomé de tous les
outils nécessaires pour coupler les deux logiciels en vue d’un algorithme adaptatif en espace-
temps.
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Annexe A

IMPOSITION D’UNE DENSITE DE COURANT

COMPLEXE DANS CODE CARMEL3D

Dans cette annexe on développe la méthodologie utilisée pour effectuer I’estimation de ’erreur
pour la formulation A — ¢ (e, fiuz) avec Code_Carmel3D. On utilise les notations de la
section 2.4 sur 'estimateur noc, fruz-

Le paragraphe A.1 fait le lien entre la théorie de la section 2.4 dédiée a I'estimateur no, f1us €t
la pratique pour I'implémentation de 9, f1ur dans Code_ Carmel3D. Ensuite, le paragraphe
A.2 est une sorte de tutorial pour les utilisateurs du code qui souhaiteraient obtenir d’une
part 'erreur estimée et d’autre part la carte de la distribution de I’estimation d’erreur. On
rappelle que l'on a utilisé le plus possible les outils disponibles dans Code Carmel3D, en
sachant que cette procédure représente un démonstrateur pour ce type d’estimateur.

Dans un souci d’exhaustivité, dans le paragraphe A.3, on mentionne comment un utilisateur
de Code_ Carmel3D peut obtenir 'estimateur ngp r,, -

A.1. PRINCIPES POUR LE CALCUL DES CHAMPS ADMISSIBLES DANS
CoDE_ CARMEL3D

On peut estimer 'erreur commise avec la formulation A — ¢ sous forme énergétique :

CAp = \/||Wl/21”0‘3‘3A||2 + w202 (jwes + Ve )|[7,

par 'estimateur :

_ 2 2
Nioc, flux = E : Mer T § : T
TeT TeT,,TCD,

ou

.\ 1/2
mer = | 120k, — ot A [l et m-f“ (35) = otiots veu

T

En disposant de la solution numérique (Ay, ¢y), afin de construire l'estimateur, il suffit de
calculer les deux champs admissibles (ji, ky,). Ce calcul est effectué en suivant les deux étapes
ci-dessous.
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1) Construction de j, € RT1(7y) tel qu'il satisfait le systéme (2.4.2) et (2.4.3). Tout
d’abord, pour chaque face interne F' du domaine conducteur, on calcule une moyenne
du flux du courant induit o (jw Ay + Vy) sur F :

lp = ; (VF(U (Jw Ay —f—VSOh)‘T) +yr(o (Jw Ay +V<Ph>|f)) ‘np, (A.1.1)

ou T,f désignent les tétracdres partageant la face F' et g désigne 'opérateur de
restriction a la face F. Méme si ce choix des flux représente une simplification des
flux proposés dans le chapitre 2, cela assurera la continuité de la composante normale
du champ j;, aux interfaces. Pour F' € (F,\D.) U 0D, on définit [ = 0. Ensuite, la
résolution, pour chaque tétraédre 7', du systéme 15 x 15 donné par (2.4.2) et (2.4.3)
fournit le champ jp,.

2) Une fois que l'on a calculé le champ j, € RT1(7x), on procéde a la construction de
k, € NDy(Ty) tel que

rot kh = HhJs — thh;

ou Il dénote la projection des deux champs dans 'espace RT((7;,) & divergence
nulle dans D (cet espace est désigné avec Y2(D) dans le chapitre 2). On va donc
imposer II,J, — II,j, comme terme source dans une résolution en magnétostatique
dans Code Carmel3D. Cette résolution fournira le champ magnétique kj. En parti-
culier, comme les deux champs sources appartiennent & R7¢(75), il suffit de donner
a Code Carmel3D le flux a travers chaque facette du maillage. Il faut tenir compte
que, a la différence des termes sources usuels, I1,j, est un champ dans C et que la
résolution d’un probléme magnétostatique est classiquement effectuée dans R. Il faut
donc effectuer deux résolutions. Par linéarité, on peut séparer les impositions entre
I'imposition de J, et de la composante réelle de I1,j;, et I'imposition de la composante
imaginaire de II,j,, pour en postraitement, reconstituer le champ solution. Pour ce
premier stade de programmation, on opte pour une séparation des deux termes sources
J, et II,jn, on décompose alors le probléme en trois étapes :

i) imposition de II,J, pour le probléme magnétostatique rot ky, ¢ = I1,J, qui nous
fournit le champ magnétique ky, s ;

ii) imposition de II,Rj, pour le probléeme magnétostatique rot ky, ,¢er = —I1,Rjp,
qui nous fournit le champ magnétique kj, y¢er ;
iii) imposition de I1,Sj;, pour le probléme magnétostatique rot kj jmaeg = —11,Sj,

qui nous fournit le champ magnétique Ky, jmaq-
En conclusion, d’aprés ces trois calculs on obtient, en postraitement,
kh = kh,s + kh,réel + .] kh,imag s
ol j représente l'unité imaginaire.

On revient maintenant aux calculs en magnétostatique effectués afin d’obtenir k;,. On se fo-
calise par exemple sur ky, ,¢; (pour les contributions ky, s et kj, jmay o1 procéde similairement).
La résolution de

rot Ky yeer = =15 Rjs,

est réalisée dans Code Carmel3D a travers la résolution magnétostatique en potentiel 2. On
résout par les éléments finis le probléme :
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Trouver €, € ©,(D) tel que
/IDMVQh-VQ’}L - /Dunéel-VQ’h v Q, € Ou(D),
ot rot Hy ,¢r = IRy, La solution €, fournit alors le champ admissible :

kh,réel = Hs,réel - th .

Un point a souligner est que la construction des sources magnétiques, comme Hj ,¢.;, dans
Code_ Carmel3D utilise un algorithme basé sur une technique d’arbre d’arétes [Le Menach,
1999] qui demande que les champs sources électriques soient & divergence nulle sur chaque
tétraédre. Pour le terme source I1,J, cela est assuré par une technique basée sur la construc-
tion d’'un arbre des faces [Le Menach, 1999]. Pour les champs I1;,Rj, et 11,3j,, on effectue
un prétraitement des champs basé sur une technique de minimisation au sens des moindres
carrés dévéloppée dans code Carmel3D par |[Pierquin et. al., 2012] en s’inspirant des travaux
de [Badics et Cendes, 2007].

On trouvera, sur la Figure A.1, la procédure décrite ci-dessus afin de construire j, et kj, et,
donc en conclusion déterminer, n;r et 7, 7. On remarque que, pour la construction de kj, on
passe par un prétraitement de IT,jn, qui donne un champ a divergence nulle localement que
I'on va appeler I1,j,. Cela introduit une erreur numérique, or on constate que globalement
la convergence de l'estimateur est similaire & celle de erreur (pour le cas test analytique)

et a celle des autres estimateurs (pour les autres cas tests). De plus, on voit que, grace a

ce prétraitement, 1'algorithme basé sur la technique d’arbre fournit un champ I1.j; (Figure
A.2a) qualitativement similaire a j, (Figure A.2b).

Il est a noter que I'on a choisi cette procédure compte-tenu des contraintes du logiciel et des
outils a disposition. Dans ce cas, au niveau théorique, la relation (2.4.7) n’est pas satisfaite
exactement. Afin de rentrer dans le cadre du développement théorique, il faudrait réaliser
une construction de k; en utilisant une autre construction qui ne demande pas la contrainte
divIl,j, = 0 localement. Pour conclure, si 'on dispose des flux équilibrés Ip (c’est-a-dire
tels qu’ils satisfassent (2.4.1) a la page 43), on remarque l'importance au niveau théorique
de calculer la partie électrique de I'estimateur en utilisant j, € R7T1(7,) et pas uniquement
pjn € RTo(Tr). On a en effet besoin des propriétés caracterisant un champ dans R71(7y),
a savoir (2.4.2) et (2.4.3), dans
- la démonstration sur la divergence nulle globale (voir la preuve du Lemme 2.4.1 & la
page 43)
- la démonstration sur l'efficacité de l'estimateur (voir la preuve du Théoréme 2.4.5 a
la page 49).

A.2. LANCEMENT DE L’ESTIMATEUR 7)o, fius AVEC CODE__ CARMEL3D

Dans cette section on explique comment un utilisateur de Code Carmel3D peut obtenir
lestimateur équilibré 7ec, 142, €n mettant 'accent sur les liens avec ce que 'on a presenté
dans le paragraphe précedent. On choisit le Team Workshop 7 comme cas test de référence.

Pour le calcul avec la formulation A — ¢ on dispose d’un fichier de type .med, nommé par
exemple team7.med, qui contient la géometrie du probléme et le maillage. Pour le calcul
de l'estimateur, un calcul en magnétostatique sera effectué, il faut donc préparer un second
fichier .med avec les noms des domaines adaptés au calcul en magnétostatique. En pratique,
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calcul en A — o = (Ay, on)

'

construction des flux lp a partir
de de = —U(]CL)Ah + QOh)

\

construction de II,j, € RTo(Ts)
a partir des flux Ip

'

r--------------------.

construction de j, € RT1(Tx)

a partir des flux I prétraitement

de I1,J; [Le Menach, 1999|
et de II,j, [Pierquin et. al., 2012]

afin qu’ils soient a divergence

nulle sur chaque tétraédre

résolution de

rot kh =I1;,Js — Hth = kh

v '

calcul de n; 7 pour chaque T' € T, N D, calcul de 7y pour chaque 7" € 7,

FIGURE A.1l. Structure utilisée dans Code Carmel3D pour obtenir I'estima-
teur équilibré nyoc, fruz-

on fait une conversion de tous les domaines conduteurs en non-conducteurs et inducteurs,
comme montré sur la Figure A.3 :
e on copie le team7.med en team7 omega.med ;
e on ouvre le team7 omega.med avec [SALOME, www.salome-platform.org| et on
renomme tous les domaines conducteurs (avec le target COND) en non-conducteurs
(avec le target NOCOND ou DIEL) et on fait un duplicata de ces domaines en mettant
comme target CURRENT.

Etape 1
On effectue avant tout le calcul en magnétodynamique souhaité, avec les commandes habi-
tuelles, comme montré dans la Figure A.4a. La seule différence par rapport au calcul habituel

réside dans le fait qu’il faut ajouter une ligne a la fin du fichier in.gendof aphi pour choisir
si on veut calculer I'estimateur et si oui le type :
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FIGURE A.2. Cas test Team Workshop 7 : simulation avec 50438 éléments du
maillage éffectuée a la section 4.1.2. Visualisation des densités courants dans
la plaque conductrice.
(a) jn € RT1(Tn) (a divergence nulle globale) a partir des flux issus de la
solution numeérique (Ay, ¢p).

(b) rot Hy ¢, calculé a partir de ﬁ;;h

Fle Edit View Mesh Controls Modificaton Measurements Tools Window Help SALOME 5 File Edit View Mesh Controls Modiication Measurements Tools Window Help SHALOME &
DuEdX g Bri  HasoePw@<dsx g - .>u-8 DuEX g B Voo Pw@®<dsx -g---l.-u-8
Object Browser EIE VTK scene1 - viewer1 = Object Browser Sz VTK scene:1 - viewer. 1 =
Name : . [ I R
- DOPRELPELEBPOO0DODD - o R— DOPRELP LB PP O0ODSDD o~
® 5w team? Cor = % team7_omega
2 Groups of volumes T Groups of vopmes R
» ¥ BBK_bobine @ ! BBK_topo SHmeliiete,
2 % CURRENT ind_2 A Ol gt
- CORRENT ind 3 -
= CORRENT nd s
= CORRDNT a7
. CORRENT ind s
- oo o 3 CORRENT na 2
= 5 Toroverz S ot ar
5 Toro-wous 3 CoRReNT ind_3
3 Torovens £ CunneNT s
5 Toro-wou 7 3 CRRONT nds
5. Toro-tous 3 ConnenT ndce
3 Tororou's & CURReT a7
¥ TOPO_trou_4 % CURRENT ind_8
3 CRneNTinds

(a) visualisation de team7.med

(b) visualisation de tearm? omega.med

FIGURE A.3. Conversion du domaine conducteur du Team Workshop 7 en
deux domaines : un domaine non-conducteur et un domaine de type inducteur
(interface graphique de [SALOME, www.salome-platform.org)).

(a) domaine conducteur du fichier team7.med, nommé COND plaque,

(b) domaines non-conducteur et inducteur du fichier team?7 omega.med, nom-
més respectivement DIEL plaque et CURRENT plaque.

0 — non,
1 — estimateur 7oc, fiuz
2 — estimateur 7y, ), -
Les options 1 et 2 permettront de stocker, dans un fichier nommé Estimator data, les in-
formations nécessaires pour calculer les estimateurs sans lancer & nouveau des exécutables,

pendant le postraitement. Pour tout ce qui concerne le choix 2, c’est-a-dire le calcul de 14106, 1), »

on renvoie au paragraphe A.3.
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Une fois que I'on a choisi de calculer 'estimateur 7;oc, f1u2, lorsque I'exécutable postprocess.exe
aura terminé les commandes demandées par I'utilisateur (écrites dans in.postprocess aphi),
il produira automatiquement un fichier nommé J_h. Il sera utilisé pour le calcul de tous les
flux {F sur chaque face F', mentionnés dans le paragraphe précedent et définis dans (A.1.1),
et donc pour le calcul de j, et I1,j;.

spath/gendof.exe -scale 8.801 < 1in.gendof_omega
spath/genphys.exe = 1in.genphys_Js
spath/genparam.exe < 1in.genparam_omega
spath/fcarmel.exe = in.fcarmel_omega
spath/postprocess.exe = 1n.postprocess_omega

spath/gendof.exe -scale 8.801 = in.gendof_aphi spath/gendof.exe -scale 8.801 < in.gendof omega
spath/genphys.exe = 1in.genphys_aph1 spath/genphys.exe = 1in.genphys_Jh
gspath/genparam.exe < 1n.genparam_aphi spath/genparam.exe < 1in.genparam_omega
spath/fcarmel.exe < in.fcarmel_aphi spath/fcarmel.exe = 1in.fcarmel_omega
spath/postprocess.exe = 1n.postprocess_aphi spath/postprocess.exe < in.postprocess_omega

spath/gendof.exe -scale 8.801 = 1in.gendof_omega
spath/genphys.exe = 1in.genphys_Jh
spath/genparam.exe < 1n.genparam_omega
spath/fcarmel.exe = in.fcarmel_omega

(8) calcul en A —p spath/postprocess.exe = 1n.postprocess_omega

(b) trois calculs en Q

FIGURE A.4. Suite des exécutables a lancer avant le calcul final de I'estimateur
d’erreur.

(a) : suite des commandes pour lancer un calcul avec la formulation en A — .
(b) : suite des commandes afin d’obtenir toutes les données nécessaires pour
calculer kj,.

Etape 2

Dés maintenant on effectue les calculs nécessaires pour calculer k;, donc les trois calculs en
magnétostatique (i),ii),iii) a la page A-ii). On enchaine alors les commandes spécifiées sur la
Figure A.4b. Ci-dessous on remarque les différences par rapport au lancement standard de la
formulation en €2. On suit 'ordre d’imposition des sources déja mentionné dans le paragraphe
précedent.

i) Avec le premier calcul en Q on impose seulement I1,J (dans le fichier in.genphys Js
on spécifie que 'intensité de courant associée a II,j, est nulle). Le postprocess.exe
nous donne, sans rien spécifier dans in.postrocess_omega le champ magnétique ky, g,
stocké dans un fichier nommé team?7 Hs.

ii) Avec le deuxiéme calcul en €2 on impose seulement I1,Rj;,, (dans le fichier in.genphys Jh
on spécifie que 'intensité de courant associée a I1,J s est nulle). Le postprocess. exe nous
donne, sans rien spécifier dans in.postrocess_ omega le champ magnétique Kk, y¢er, sto-
cké dans un fichier nommé team?7 Hreal.

iii) Avec le deuxiéme calcul en Q on impose seulement I1,3j, (dans le fichier in.genphys Jh
on aura déja spécifié - voir le point ii) - que I'intensité de courant associée a I1,J est
nulle). Le postprocess.eze nous donne le champ magnétique Ky, imqg, stocké dans un
fichier nommé team?7 Himayg.

Quelque remarque utile :
e dans in.gendof omega, quand il faut associer le type de courant dans les inducteurs
ou on veut imposer j, on peut mettre des valeurs fictives car, en tout cas, on va lire
la source directement du fichier J h;

© 2016 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Roberta Tittarelli, ITjIIe 1, 2016
-V11

e dans in.genphys Jh, il faut se rappeler de spécifier les nouvelles caractéristiques des
milieux qui sont "devenus" NOCOND /DIEL et associer une intensité de courant pour
thh égale al.

Etape 3

Maintenant que I'on dispose de toutes les données nécessaires pour calculer I'estimateur, on
peut lancer le postprocess.exe avec, comme commandes d’entrée, les mots clés pour I'estima-
teur Mo, fiue, voir les Figures A.ba & A.bc :

in.postprocess _flux, qui est composé des fichiers standard .param et .xmat et, de plus, du
fichier team7 est.cmd, qui est structuré comme montré sur la Figure A.5c.

[

EQFLUX
team7_omega.param  team7.param
$path/postprocess . €X€E team7_omega.xmat team7 . xmat
< in.postprocess_flux team7 est.cmd team7_omega.param

team7_omega.xmat

]

(a) commandes pour calculer Moc, flue (b) composition

) ¢) composition
de in.postprocess  flux ( ) Dosttl

de team7 est.cmd

FIGURE A.5. Suite des calculs afin d’obtenir 7o¢, 1z

(a) lancement de I'exécutable du postraitement avec les commandes pour ’es-
timateur M, flue (in.postprocess_ fluz) ;

(b) composition du fichier in.postprocess flux : liste des fichiers a spécifier ;

(c¢) composition du fichier team?7 est.cmd : mot clé associé a l'estimateur
Moe, flue (EQFLUX) et fichiers & spécifier.

En conclusion en output on obtient :
e un fichier Estimateur fluz.data du type

Domaine
plaque
Electric_Term : 0.1239190083817150E-01
Magnetic_Term : 0.2949220805298097E-01
Domaine z
air

Electric_Term : 0.6000000000000000E+00
Magnetic_Term : 0.9727920049534046E-01
Global_Equilibrated_Estimator : 0.1024040643296724E+00
Wmag Omega 0.35158943061583148
Ohmic losses Jh 3.0994878749773309

e un fichier Estimator flux wvisu.med pour visualiser la distribution de l’estimateur
avec le logiciel [ParaVis, www.paraview.org).

A.3. LANCEMENT DE L’ESTIMATEUR 1)y, #,, AVEC CODE  CARMEL3D

Afin de calculer I'estimateur 7gop i, dans Code_ Carmel3D, on effectue le calcul en magné-
todynamique souhaité, avec les commandes habituelles, comme montré sur la Figure A.4a,
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en se rappelant de spécifier a la fin du fichier in.gendof aphi la valeur 2, qui est associée au
calcul de 100,11, -

Ensuite, ou en paralléle, il faut lancer le méme calcul en T — €2, par exemple comme celui
proposé sur la Figure A.6a. En particulier, dans in.postprocess dual il faut spécifier les
commandes classiques, écrites sur la Figure A.6b. Enfin, dans le fichier team7 dual.cmd, les
commandes avec les mots clés associées a I'estimateur 7y ,,, ¢’est-a-dire les commandes
montrées sur la Figure A.6c.

On obtient en output Estimateur dual.data et Estimator dual_visu.med qui ont la méme
structure que les données de I'estimateur 7;,c, i déja décrits a la fin du paragraphe précédent.

[

mv team7.med team7t.med EQDUAL
$path/gendof.exe -scale 0.001< in.gendof_tomega

$path/genphys.exe < in.genphys_tomega team?t 2 param team? = pa ram
$path/genparam.exe < in.genparam_tomega team?t % Xmat team7 . xmat
$path/fcarmel.exe < in.fcarmel_tomega :
$path/postprocess.exe < in.postprocess_dual team7 dual.cmd team7t. param
mv team7t.med team7.med - team7t.xmat

(a) (b) ]
()

FIGURE A.6. Suite des calculs afin d’obtenir 70z, une fois que 'on a ef-
fectué une simulation en A — ¢ :

(a) lancement de la formulation en T — (2 et ensuite de I'exécutable du postrai-
tement avec les commandes pour Uestimateur 7y s, (in.postprocess_ dual) ;
(b) composition du fichier in.postprocess dual : liste des fichiers a spécifier ;
(c) composition du fichier team?7 dual.cmd : mot clé associé a l'estimateur
Nglob, i, (EQDUAL) et fichiers & spécifier.
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