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Résumé

Cette thèse de doctorat s’intéresse à l’étude du Continuum Random Cluster Model
(CRCM), qui est un modèle gibbsien de boules aléatoires défini à partir du modèle booléen
poissonien stationnaire d’intensité z et de loi des rayons Q. La densité non normalisée est
donnée par qNcc où Ncc désigne le nombre de composantes connexes dans la structure
germe-grain aléatoire et où q est un paramètre positif de connectivité. Ce modèle est une
version continue du Random Cluster Model introduit dans les années 1960 par Fortuin
et Kasteleyn pour unifier l’étude de modèles tels que le modèle d’Ising et le modèle de
Potts. Le CRCM fut introduit dans les années 1980 pour sa relation avec le modèle de
Widom-Rowlinson, permettant de donner une nouvelle preuve de la transition de phase
pour ce modèle. Mais beaucoup des propriétés étudiées pour le modèle discret ne l’ont
pas été dans le cas continu.

Dans cette thèse nous avons dans un premier temps étudié l’existence du CRCM en
volume infini pour une large classe de paramètres, incluant le cas q < 1 ou les rayons
non bornés. Dans le cas où la loi des rayons Q satisfait la condition d’intégrabilité∫
RdQ(dR) <∞, un premier théorème montre l’existence du modèle pour tous les para-

mètres z et q possibles. Dans le cas extrême des rayons non intégrables (
∫
RdQ(dR) =∞),

l’interaction est beaucoup plus compliquée à contrôler. Dans ce cas un second théorème
montre l’existence, pour les paramètres q entier et z assez petit, d’un CRCM différent du
modèle booléen qui est une solution triviale dans ce cas. Nous avons de plus conjecturé
que pour z grand, cette solution triviale serait l’unique, ce qui fournirait un résultat de
transition de phase inédit. La question reste ouverte, mais une version faible de la conjec-
ture a été démontrée en dimension 1. nous montrons que pour z assez grand le CRCM en
volume fini et à condition de bord vide converge vers le modèle booléen, ce qui n’est pas
le cas pour z petit.

Dans un second temps nous avons étudié la percolation du CRCM. La percolation
s’intéresse aux propriétés de connectivité des structures aléatoires et en particulier à l’exis-
tence d’une composante connexe infinie. Cette propriété peut être interprétée comme la
perméabilité ou la conductivité en science des matériaux. La percolation a été étudiée dans
de nombreux modèles de géométrie aléatoire discrète (modèle de percolation de Bernoulli,
modèle d’Ising,...) et continue (modèle booléen, modèle Quermass,...) et est d’autant plus
pertinente pour le CRCM puisque l’interaction dépend directement de la connectivité de
la structure aléatoire. Nous montrons dans cette thèse l’absence de percolation du CRCM
en petite activité et la percolation du modèle en grande activité. Ce résultat permet de
généraliser la preuve la transition de phase du modèle de Widom-Rowlinson à des rayons
non bornés.
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Summary

This thesis is focused on the study of the Continuum Random Cluster Model (CRCM),
defined as a Gibbs modification of the stationary Boolean model in Rd with intensity z > 0
and the law of radii Q. The formal unormalized density is given by qNcc where q > 0 is a
fixed parameter and Ncc the number of connected components in the random germ-grain
structure.

This model is a continuum version of the well-known Random Cluster Model introdu-
ced by Fortuin and Kasteleyn to unify the study of models such as Ising model or
Potts model. The CRCM was introduced in the 1980’ for its relations with the Widom-
Rowlinson model, which led to a new proof of the phase transition for this model. But the
CRCM has not really been studied and highlighted as its discrete analogous.

In this thesis, we first studied the existence of the model in the infinite volume regime
for a large class of parameters including the case q < 1 or distributions Q without compact
support. When the radii satisfies the integrability assumption

∫
RdQ(dR) < ∞, a first

theorem proves the existence of a stationary CRCM for all parameters possible.
In the extreme setting of non integrable radii (i.e.

∫
RdQ(dR) = ∞), the interaction

is much more complicated to control. If q is an integer larger than 1, we prove for small
activities the existence of a CRCM different from the boolean model which is a trivial
solution in that extreme case. We conjecture that the uniqueness is recovered for z large
enough which would provide a phase transition result. This question remains open, but a
weak version of the conjecture has been proved in dimension 1. We prove that for z large
enough the finite volume CRCM with free boundary condition converge to the boolean
model, which does not occur when z is small enough.

Then we studied the percolation of the CRCM. Percolation refers mainly to the exis-
tence of at least one unbounded (or infinite) connected component in the random struc-
ture. This macroscopic property can be interpreted as conductivity or permeability in
material science. Percolation has been studied for many discrete (percolation model, Ising
model,...) and continuous (boolean model, quermass model,...) models in stochastic geome-
try. Percolation is particularly relevant for the CRCM since the interaction of the model
depends on the connectivity of the random structure. We prove in this thesis the ab-
sence of percolation for the CRCM with small activity and the percolation of the model
with large activity. This provides a generalisation of the phase transition result of the
Widom-Rowlinson model with unbounded radii.
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II.1.1 Définition et historique du WR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
II.1.2 Existence avec rayons non bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
II.1.3 FK-représentation et existence via le CRCM . . . . . . . . . . . . . 62

II.2 Percolation du CRCM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
II.2.1 Preuve de la percolation dans le cas q > 1 . . . . . . . . . . . . . . 68
II.2.2 Preuve de la percolation dans le cas q < 1 . . . . . . . . . . . . . . 71
II.2.3 Transition de phase pour le WR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

9



TABLE DES MATIÈRES
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Introduction

Les processus ponctuels sont des objets très étudiés en probabilité et statistique pour
modéliser et étudier les données spatiales qui apparaissent dans de nombreux domaines
tels que l’écologie, l’astronomie, l’épidémiologie, la géographie, la sismologie, les télécom-
munications, la science des matériaux, et beaucoup d’autres. Le processus ponctuel le plus
populaire et le plus étudié est le processus ponctuel de Poisson [11] où les points n’inter-
agissent pas et sont distribués de manière indépendante. Néanmoins cette indépendance
rend l’applicabilité de ce modèle difficile et des modèles avec interaction ont été introduits.

La théorie des processus ponctuels gibbsiens a été introduite à la fin des années 1960
par Dobrushin, Lanford et Ruelle pour formaliser mathématiquement un système
physique constitué de nombreuses particules en interaction. Un processus de Gibbs est une
famille finie ou dénombrable de variables aléatoires qui admettent des lois conditionnelles
données. Ce type de processus ponctuels, dont l’interaction peut être attractive, répulsive
ou encore dépendante de caractéristiques géométriques, a pour but principal d’étudier la
transition de phase. Ce phénomène traduit le changement abrupte, discontinue, d’une ca-
ractéristique macroscopique. Considérons par exemple un métal ferromagnétique comme
le fer. Ce métal est constitué d’un grand nombre d’atomes rangés sur un réseau. Chaque
atome a un moment magnétique, un spin, dû aux électrons et deux atomes voisins ont
tendance à avoir des spins alignés. À haute température cette tendance est compensée
par l’agitation thermique. Néanmoins si la température est inférieure à un seuil critique
appelé température de Curie, alors les spins s’alignent et donne lieu à un phénomène de
magnétisation spontanée du métal. Ce phénomène se modélise et s’étudie avec le modèle
d’Ising.

L’objet d’étude principal de cette thèse de doctorat est le Continuum Random Cluster
Model (CRCM). C’est un modèle de boules aléatoires défini en volume fini comme une
pénalisation du modèle booléen poissonien stationnaire d’intensité z > 0 et de loi des
rayons Q dans une certaine fenêtre Λ bornée. La densité non normalisée s’exprime comme
qNcc où Ncc désigne le nombre de composantes connexes de la structure aléatoire et où
q > 0 est un paramètre. Pour q = 1 nous retrouvons le modèle booléen poissonien. De
plus le nombre moyen de composantes connexes du modèle crôıt avec q, ce qui donne une
interprétation claire de ce paramètre en tant que paramètre de connectivité. Pour définir
le modèle en volume infini une densité globale n’a pas de sens et nous définissons le modèle
à l’aide des lois conditionnelles et des équations DLR.

Ce modèle est une version continue du Random Cluster Model. C’est un modèle d’arêtes
aléatoires introduit à la fin des années 1960 par Fortuin et Kasteleyn afin d’unifier
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l’étude de certains modèles tels que le modèle de percolation, le modèle d’Ising ou en-
core le modèle de Potts. Ce modèle a été étudié, notamment par Grimmett [29], et
de nombreuses propriétés ont été démontrées, comme par exemple l’existence en volume
infini, la percolation ou encore l’unicité pour presque tout paramètre p. Ce modèle est en-
core très étudié à ce jour. Nous pouvons par exemple mentionner la démonstration de la
valeur du seuil critique de percolation pour le graphe carré Z2 démontrée en 2011 dans [2].

Le CRCM a été introduit pour la première fois dans les années 1980 par Klein [36].
En mécanique statistique son intérêt premier fût la FK-représentation qui le relit au mo-
dèle de Widom-Rowlinson et plus généralement aux modèles de Potts continus. Cette
représentation a permis de démontrer ou redémontrer des résultats de transition de phase
pour ces modèles, voir [7, 21]. Le CRCM est aussi étudié en géométrie stochastique où
il permet de représenter des phénomènes physiques, chimiques ou biologiques comme le
célèbre exemple d’expansion de la bruyère. Le choix du paramètre de connectivité q per-
met de ”fiter” le mieux possible les jeux de données. Une estimation du paramètre q par
maximum de vraisemblance a été faite dans [44] pour le jeu de données de la bruyère.

Tous les travaux mentionnés précédemment concernent le CRCM en volume fini. Le
CRCM en volume infini n’a pas été mis en valeur et étudié comme l’a été le modèle
discret. Néanmoins l’étude des mesures de Gibbs en volume infini, et en particulier du
CRCM, est très intéressante. En géométrie aléatoire le CRCM en volume infini est un
modèle plus réaliste que le modèle booléen pour les applications en science des matériaux,
en modélisation des micro-émulsions, etc. Certaines propriétés macroscopiques, telles que
les valeurs moyennes, la perméabilité ou la conductivité, peuvent être étudiées avec la
théorie de Palm ou la théorie ergodique. En physique statistique les phénomènes de tran-
sition de phase sont observables à partir du modèle en volume infini. Il est conjecturé que
l’unicité de CRCM serait enfreinte pour certaines valeurs des paramètres z et q. Enfin
en statistique spatiale l’existence des modèles en volume infini permet d’étudier certaines
propriétés asymptotiques d’estimateurs, lorsque la fenêtre d’observation crôıt. Ce type
d’étude a déjà été faite pour différents modèles dans [9, 16, 17].

Dans le chapitre I nous nous intéressons à la question de l’existence du CRCM en
volume infini. En effet le modèle est alors défini à l’aide des équations DLR, nommées après
Dobrushin, Landford et Ruelle, qui définissent les lois conditionnelles du CRCM.
La question est donc de savoir s’il existe une mesure satisfaisant ces équations. C’est une
question qui a été étudiée pour de nombreux modèles gibbsiens, comme par exemple pour
le modèle Quermass dans [12]. Il est connu, même si ce n’est pas écrit dans la littérature,
que le CRCM existe dans le cas particulier où q est un entier et où les rayons sont
constants. Ce résultat est un conséquence de la FK-représentation qui lie le CRCM au
modèle de Widom-Rowlinson. Notre travail a été de fournir un résultat d’existence le plus
général possible et indépendant du modèle de Widom-Rowlinson. Le résultat principal de
ce premier chapitre est le suivant.
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Dans le cas q < 1 nous avons l’existence d’un CRCM stationnaire pour tout z > 0
dés que les rayons sont bornés.
Dans le cas q ≥ 1 si les rayons, potentiellement non bornés, du modèle booléen
sous-jacent satisfont la condition d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) <∞, alors pour tout

z > 0 nous avons l’existence d’un CRCM stationnaire.

Le cas q < 1 est techniquement beaucoup plus compliqué, et la question de l’existence
pour les rayons non bornés reste une question ouverte. En plus d’être très général, la
preuve de ce résultat introduit des techniques qui sont utiles à de nombreuses reprises
dans ce manuscrit.

Dans le chapitre II nous introduisons en détail le modèle de Widom-Rowlinson (WR).
C’est un modèle de boules colorées introduit à la fin des années 1960 par Widom et Row-
linson [51] pour modéliser l’interaction de deux gaz. Dans ce modèle la seule interaction
est une interaction hard-core entre les particules de différentes couleurs : deux boules de
différentes couleurs ne peuvent pas s’intersecter. Outre son applicabilité en physique, ce
modèle est le premier modèle continu pour lequel la transition de phase a été démontrée
par Ruelle [48] avec une méthode de Peierls, puis redémontrée par Chayes, Chayes et
Kotecký [7] en utilisant une technique de percolation basée sur la FK-représentation du
WR avec le CRCM. En effet pour une configuration à N boules, parmi les qN colorations
possibles, il y en a seulement qNcc qui sont admissibles, puisque les boules de différentes
couleurs ne peuvent pas s’intersecter. Ainsi pour obtenir un WR, il suffit de prendre un
CRCM et ensuite de colorier chaque composante connexe.

Dans le début du chapitre nous définissons précisément le WR et nous démontrons le
résultat suivant

Si les rayons, potentiellement non bornés, du modèle booléen sous-jacent satisfont
la condition d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) <∞, alors pour tous les paramètres z et

q nous avons l’existence d’un WR stationnaire.

Nous donnons deux preuves de ce résultat. La première se base sur des outils classiques
pour localiser l’interaction du WR et est très semblable au résultat principal du chapitre
I. La seconde s’exprime comme un corollaire du résultat d’existence du CRCM dans le
chapitre I, couplé avec la FK-représentation.

Ensuite nous étudierons la percolation du CRCM. La théorie de la percolation s’inté-
resse aux propriétés de connectivité des milieux aléatoires, et particulièrement à l’existence
d’une composante infinie dans ce milieu. Considérons l’exemple de la pluie qui tombe sur
le sol. À l’endroit où une goute tombe se forme une région circulaire mouillée. Quand la
pluie commence à tomber nous observons des petites régions mouillées à l’intérieur d’une
grande région sèche. Lorsque la pluie continue de tomber il y a un changement brutal
d’observation. Nous passons de ”zones mouillées dans une grande zone sèche” à ”zones
sèches dans une grande zone mouillée”. Ce phénomène est un autre exemple de transition
de phase.
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Il a été montré par Hall en 1985 [31], que si les rayons satisfont une bonne condition
d’intégrabilité, alors le modèle booléen poissonien ne percole pas pour de faibles intensités.
La condition d’intégrabilité optimale

∫
RdQ(dR) < ∞ a été démontrée par Gouéré en

2008 [27].
La percolation est d’autant plus intéressante pour le CRCM puisque l’interaction de

ce modèle dépend de la connectivité de la structure aléatoire. Le second résultat de ce
chapitre est le suivant.

Sous de bonnes hypothèses garantissant l’existence du CRCM, nous avons ab-
sence de percolation du CRCM en faible activité et percolation du CRCM en
forte activité.

Ce résultat était déjà connu dans le cas où les rayons sont constants. Encore une fois le
travail a été de démontrer un résultat le plus général possible. Un corollaire de ce résultat
est la transition de phase du WR. Ce corollaire est une généralisation non triviale des
résultats de [7] et [21]. Il simplifie grandement la preuve de ces deux articles puisque nous
colorions directement le CRCM en volume infini pour obtenir un WR. Enfin il généralise
ces résultats au cas des rayons non bornés.

La principale restriction des chapitres I et II est une hypothèse d’intégrabilité sur les
rayons. Lorsque cette hypothèse n’est pas vérifiée nous parlons de cas extrême. Dans ce
cas l’interaction a une très longue portée et devient compliquée à contrôler. Notons que
dans ce cas l’existence du CRCM est trivialement démontrée puisque le modèle booléen est
un CRCM qui recouvre tout l’espace avec une composante connexe géante. Mais lorsque
q > 1 l’interaction du CRCM favorise des configurations ayant de nombreuses composantes
connexes, et une compétition énergie-entropie apparâıt. La question est donc de savoir s’il
existe ou non un autre CRCM pour lequel tout l’espace n’est pas recouvert. Le premier
résultat de ce chapitre est le suivant.

Pour q entier strictement plus grand que 1, nous avons l’existence en petite
activité d’un CRCM stationnaire différent du modèle booléen.

Ce comportement est très inhabituel en mécanique statistique puisqu’il y a en général
unicité en petite activité. De plus nous nous attendons à retrouver l’unicité pour de
grandes activités. Cette conjecture est beaucoup plus compliquée à démontrer et nous n’y
sommes pas arrivé complètement. Cependant nous fournissons une preuve heuristique de
cette conjecture, avant d’en démontrer une version faible en dimension 1. Voici le dernier
résultat.

En dimension 1 et pour des activités assez grandes, le CRCM à volume fini et à
condition de bord vide converge vers le modèle booléen poissonien.
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Chapitre I

Existence du Continuum Random
Cluster Model (CRCM)

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre nous allons définir le Continuum Random Cluster Model,
dans un premier temps en volume fini avec une densité non normalisée, puis
en volume infini avec les équations DLR définissant les lois conditionnelles.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Dans le cas q < 1 nous avons l’existence d’un CRCM stationnaire
pour tout z > 0 dés que les rayons sont bornés.
Dans le cas q ≥ 1 si les rayons, potentiellement non bornés, du
modèle booléen sous-jacent satisfont la condition d’intégrabilité∫

RdQ(dR) <∞,

alors pour tout z > 0 nous avons l’existence d’un CRCM station-
naire.

La preuve de ce résultat est basée sur des outils de domination stochastique,
de percolation et de compacité des ensembles de niveau de l’entropie spé-
cifique. Une fois ce théorème d’existence démontré, nous ferons une petite
discussion concernant la méthode de disagreement percolation qui permet
de montrer l’unicité des mesures de Gibbs. Nous présenterons la philosophie
de cette technique et discuterons des perspectives. Enfin nous terminerons
le chapitre en discutant de la perspective d’étude de l’estimation des para-
mètres du CRCM.
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I.1 Processus ponctuel et structure germe-grain

I.1.1 Espace d’état

Soit d un entier strictement positif qui représente la dimension de l’espace. Nous posons
S l’ensemble métrique Rd × R+ muni de sa tribu borélienne usuelle. Dans la suite Ω est
l’ensemble des mesures positives ω sur S à valeurs entières et finies sur les ensembles
Λ× R+ pour chaque Λ ⊂ Rd borné. Un élément ω de Ω est appelé configuration et peut
être représenté comme ω =

∑
i∈I δ(xi,Ri) pour une suite finie ou infinie (xi, Ri)i∈I de points

de S sans point d’accumulation pour la suite des (xi)i∈I .
Nous munissons Ω de la tribu F engendrée par les variables de comptage{

Ω −→ N
ω −→ω(W )

, W borélien borné de S.

Cette tribu est la tribu borélienne associée à une métrique sur Ω que nous n’expliciterons
pas. Nous renvoyons à [40] pour plus de détails.

Pour un sous-ensemble Λ de Rd, la configuration restreinte à Λ est définie par ωΛ(.) :=
ω(. ∩ Λ× R+) et FΛ est la sous-tribu de F engendrée par les variables de comptage{

Ω −→ N
ω −→ω(W )

, W borélien borné de Λ× R+.

Nous notons (x,R) ∈ ω si ω({(x,R)}) > 0. Pour une configuration ω et un sous-ensemble
Λ de Rd, ω(Λ) est le nombre de points (x,R) ∈ ω tel que x ∈ Λ.

Enfin pour un borélien borné Λ de Rd, une fonction f : Ω → R mesurable est dite
Λ-locale si pour tout ω

f(ω) = f(ωΛ),
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et plus généralement une fonction mesurable est dite locale s’il existe Λ borné tel que f
soit Λ-locale.

I.1.2 Processus ponctuel

En probabilité et statistique, un processus ponctuel est un type particulier de proces-
sus stochastique pour lequel une réalisation est un élément ω de Ω, où chaque atome de
ω représente un point de S. L’étude des processus ponctuels a des applications dans de
nombreux domaines tels que la science des matériaux, les télécommunications ou l’épidé-
miologie. Formellement un processus ponctuel est une variable aléatoire Γ d’un espace de
probabilité abstrait, que nous ne formalisons pas, à valeurs dans Ω.

La loi d’un processus ponctuel, que nous notons en général avec la lettre P , est donc
une mesure de probabilité sur Ω. Nous travaillons en général avec cette mesure de pro-
babilité plutôt qu’avec le processus ponctuel lui-même. Cette loi est caractérisée par la
loi du nombre de points sur les boréliens bornés, c’est-à-dire par la probabilité des événe-
ments {Γ(W ) = k} où k est un entier naturel et W un borélien borné de S. Il existe de
nombreuses autres caractérisations de la loi P d’un processus, telles que la fonctionnelle
de Laplace ou le théorème de Rényi qui, sous certaines hypothèses qui seront toujours
vérifiées par la suite, caractérise la loi d’un processus à l’aide des ”probabilités de vide”.
Nous n’utiliserons pas ces caractérisations et ne formalisons donc pas leurs définitions.
Nous renvoyons à [11] pour plus de détails.

Une quantité naturelle associée à un processus ponctuel est le nombre moyen de points
dans un borélien W de S. Nous définissons ainsi une mesure µ σ-finie sur S, que nous
nommons mesure intensité et qui s’écrit

µ(W ) = E[Γ(W )].

Dans notre cas il est souvent plus intéressant de considérer seulement le nombre moyen
de points ”spatiaux”, c’est-à-dire de considérer W = Λ× R+.

Nous présentons maintenant les processus ponctuels de Poisson. Les processus ponc-
tuels de Poisson sont les processus ponctuels les plus connus et les plus étudiés. Nous ne
faisons pas de présentation exhaustive des propriétés d’un processus ponctuel de Poisson.
Les lecteurs intéressés peuvent trouver dans [8, 11] une étude plus complète.

Définition I.1.1. Soit X un espace métrique. Soit µ une mesure σ-finie sur X. Un pro-
cessus ponctuel Γ sur X est un processus ponctuel de Poisson de mesure intensité
µ, si sa loi que nous notons πµ vérifie, pour tout entier naturel n, pour tous W1, . . .Wn

boréliens bornés disjoints et pour tous k1, . . . kn,

πµ(ω(Wi) = ki, i ∈ {1, . . . , n}) =
n∏
i=1

e−µ(Wi)
µ(Wi)

ki

ki!
.

De la définition nous déduisons que les réalisations du processus sur deux boréliens
disjoints sont indépendantes. Nous parlons d’indépendance sur les blocs disjoints.

Sur l’espace produit S = Rd×R+ nous considérons à partir de maintenant les processus
ponctuels de Poisson de mesure d’intensité µ = zLd⊗Q, où z est un réel strictement positif,
où Ld est la mesure de Lebesgue sur Rd et où Q est une mesure de probabilité sur R+.
Nous notons πz,Q la loi de ce processus ponctuel. Cet objet peut aussi être vu comme la
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réalisation d’un processus ponctuel de Poisson sur Rd d’intensité zLd, et où chaque point
x du processus est muni d’une marque R de loi Q, indépendante du point x et des autres
marques. Ainsi pour simuler une réalisation sous πz,Q dans une fenêtre Λ il faut :

— simuler une variable N qui suit une loi de Poisson de paramètre zLd(Λ),

— simuler x1, . . . , xN i.i.d. de loi uniforme sur Λ,

— simuler R1, . . . , RN i.i.d. de loi Q.

La prochaine proposition, communément appelée formule de Slivnyak-Mecke, a été in-
troduite pour la première fois par Campbell et démontrée par Mecke dans les années
1960. Elle permet de compter la somme moyenne des contributions de chaque point d’une
processus ponctuel de Poisson. Cette formule sera généralisée dans le cas du Continuum
Random Cluster Model avec les équations GNZ, voir Proposition I.2.7 et Proposition I.3.2.

Proposition I.1.2 (Formule de Slivnyak-Mecke). Pour toute fonction F positive et me-
surable, nous avons∫

Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)πz,Q(dω) = z

∫
Ω

∫
S

F (X,ω)m(dX)πz,Q(dω),

où X = (x,R) est un point marqué et où m(dX) = m(dx, dR) = Ld(dx)⊗Q(dR).

Nous allons maintenant définir des processus ponctuels qui sont absolument continus
par rapport à un processus ponctuel de Poisson πz,QΛ où Λ est un borélien borné de Rd.
Nous notons fΛ cette densité.

Définition I.1.3. La densité fΛ est dite héréditaire si

fΛ(ω) = 0⇒ fΛ(ω + δX) = 0 pour tout X ∈ S.

Dans ce cas nous pouvons définir une quantité, appelée densité de Papangelou définie par

hΛ(X,ω) =
fΛ(ω + δX)

fΛ(ω)
1fΛ(.)6=0(ω),

et qui représente la densité conditionnelle d’ajouter X dans la configuration ω.

La densité de Papangelou, comme la densité, caractérise la loi du processus ponc-
tuel. Elle intervient dans les équations GNZ satisfaites par une mesure de Gibbs, voir
par exemple la Proposition I.3.2 pour le cas du Continuum Random Cluster Model. Elle
permet aussi de montrer des résultats de domination stochastique. Nous allons mainte-
nant introduire cette notion. Nous munissons Ω de l’ordre partielle suivant. Pour deux
configurations ω et ω′, nous notons ω ≤ ω′ si pour tout borélien W de S nous avons
ω(W ) ≤ ω′(W ). Autrement dit ω ≤ ω′ si ω a ”moins de points” que ω′.

Un événement A ∈ F est dit croissant si

ω ∈ A⇒ ω′ ∈ A,∀ω′ ≥ ω.

Enfin si P et P ′ sont deux mesures de probabilité sur Ω, nous disons que P ′ domine
stochastiquement P et nous notons P � P ′ si

∀A croissant, P (A) ≤ P ′(A).
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Théorème I.1.4. Si pour tout X ∈ S et tout ω ∈ Ω,

hΛ(X,ω) ≤ C (respectivement hΛ(X,ω) ≥ C),

alors nous avons fΛ(ω)πz,QΛ (dω) � πCz,QΛ (respectivement fΛ(ω)πz,QΛ (dω) � πCz,QΛ ).

Ce théorème est une version faible du Théorème 1.1 de [23]. Ce théorème se généralise
au cas des mesures de probabilités dont les lois conditionnelles sont absolument continues
par rapport à un processus ponctuel de Poisson. Ce résultat nous sera très utile tout le
long de ce manuscrit.

Enfin pour finir nous introduisons une topologie sur l’ensemble des mesures de pro-
babilité sur Ω (respectivement l’ensemble des processus ponctuels). Cette topologie, la
topologie de la convergence locale est la topologie la plus naturelle pour la conver-
gence des mesures de Gibbs.

Définition I.1.5. Nous disons qu’une suite de mesures de probabilité Pn sur Ω (respec-
tivement une suite de processus ponctuels Γn) converge vers P (respectivement Γ) pour
la topologie de la convergence locale si pour chaque fonction f : Ω → R mesurable locale
bornée, ∫

f(ω)Pn(dω) →
n→∞

∫
f(ω)P (dω) (resp. E[f(Γn)] →

n→∞
E[f(Γ)]).

Nous allons voir dans la prochaine section un critère de tension très simple pour cette
topologie : l’entropie spécifique.

I.1.3 Stationnarité, ergodicité et entropie spécifique

Pour x ∈ Rd, nous définissons la translation de vecteur x sur l’espace des configurations
par

τx

{
Ω −→ Ω

ω =
∑
i∈I
δ(yi,Ri) −→

∑
i∈I
δ(yi+x,Ri)

,

et nous notons T l’ensemble de toutes les translations. Nous notons aussi Fsta la sous-
tribu de F des événements stables par toutes les translations de T . Alors une mesure de
probabilité P sur Ω est dite stationnaire (ou invariante par translation) si

∀τ ∈ T , P ◦ τ−1 = P.

Il est très facile de voir que le processus ponctuel de Poisson de loi πz,Q est stationnaire.
Parmi les mesures stationnaires, certaines mesures jouent un rôle particulier : les mesures
ergodiques.

Définition I.1.6. Une mesure de probabilité stationnaire P sur Ω est dite ergodique si
pour tout événement A stationnaire, nous avons

P (A) ∈ {0, 1}.
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Nous pourrons toujours décomposer une mesure de probabilité stationnaire en mé-
lange de mesures ergodiques, ce qui facilitera l’étude. Ceci est détaillé dans la prochaine
proposition.

Proposition I.1.7 ([20] chapitre 14).

1. Une mesure de probabilité P stationnaire est entièrement déterminée par ses valeurs
sur Fsta.

2. Une mesure de probabilité stationnaire est ergodique si et seulement si elle est ex-
trémale dans l’ensemble convexe des mesures de probabilité stationnaires.

3. Deux mesures de probabilité ergodiques différentes P et P ′ sont singulières, c’est-à-
dire qu’il existe A ∈ Fsta tel que P (A) = 1 et P ′(A) = 0.

Une mesure de probabilité stationnaire se décompose donc en mélange de mesures de
probabilité ergodiques et singulières. Dans de nombreux cas, et en particulier en mécanique
statistique, il est suffisant (et plus facile) d’étudier les mesures ergodiques.

Nous introduisons maintenant l’entropie spécifique. Cette fonctionnelle de l’ensemble
des probabilités stationnaires de Ω est fondamentale en mécanique statistique puisque
les mesures de Gibbs stationnaires sont souvent exprimées comme minimum de l’énergie
libre, c’est-à-dire l’énergie moyenne plus l’entropie spécifique. De plus l’entropie spécifique
a des propriétés très agréables, dont la principale est d’être un outil de tension (pour la
topologie de la convergence locale) exceptionnellement facile à utiliser, ce qui permet très
simplement de construire des mesures de Gibbs. La vocation principale de cette partie
est donc de définir l’entropie spécifique et d’énoncer le résultat de tension démontré par
Georgii [20] dans les années 1980.

Définition I.1.8. Soient P et P ′ deux mesures de probabilité sur Ω. Soit Λ un borélien
de Rd. Nous définissons l’entropie relative de P par rapport à P ′ sur la fenêtre Λ par

IΛ(P |P ′) =

{ ∫
Ω
f ln(f) dP ′Λ si PΛ << P ′Λ, f = dPΛ

dP ′Λ
+∞ sinon

,

où PΛ désigne la restriction de P sur FΛ.

Cette entropie relative diffère de l’entropie ”classique” ou ”physique” uniquement par
un signe.

À partir de maintenant nous allons prendre P ′ = πz,Q. Nous voulons introduire une
notion d’entropie ”globale” et la définition précédente n’est pas envisageable. En effet une
condition d’absolue continuité globale est trop restrictive et n’est en général pas vérifiée
pour les mesures de Gibbs. Nous allons donc définir l’entropie spécifique en faisant grandir
une bôıte.

Définition I.1.9. Soit P une mesure de probabilité stationnaire sur Ω. Soit (Λn) une
suite de boréliens de Rd croissant vers Rd. Alors la suite 1

Ld(Λn)
IΛn(P |πz,Q) converge vers

sup 1
Ld(Λ)
IΛ(P |πz,Q) qui ne dépend pas de la suite (Λn) choisie. Le supremum est pris sur

l’ensemble des Λ de la forme
∏d

i=1[ai, bi[.
Nous pouvons ainsi définir l’entropie spécifique :

Iz(P ) = lim
n→∞

1

Ld(Λn)
IΛn(P |πz,Q).
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Remarque I.1.10. L’hypothèse de stationnarité est très importante puisqu’elle permet
d’assurer la convergence et d’exprimer la limite comme supremum. Ceci a été démontré
dans le livre de Georgii [20].

La prochaine proposition permet très simplement d’identifier les mesures d’entropie
spécifique nulle comme étant πz,Q. Ce résultat nous sera précieux dans le chapitre III.

Proposition I.1.11. Soit P une mesure de probabilité stationnaire. Si Iz(P ) = 0 alors
P = πz,Q.

Démonstration. Comme l’entropie spécifique est nulle nous avons, grâce à la caractérisa-
tion en tant que suprémum, que pour chaque cube Λ, l’entropie relative IΛ(P |πz,Q) est
nulle. Or il est facile de vérifier que

IΛ(P |πz,Q) =

∫
Ω

φ

(
dPΛ

dπz,QΛ

)
dπz,QΛ ,

où φ(x) = 1 − x + x ln(x). Cette fonction a un unique minimum 0 lorsque x = 1, ce
qui implique que PΛ = πz,QΛ . Ceci étant vrai pour chaque cube Λ, nous obtenons donc
P = πz,Q.

Théorème I.1.12. Relativement à la topologie de la convergence locale induite sur l’en-
semble des mesures de probabilité stationnaires de Ω, nous avons

1. Iz est affine, c’est-à-dire que pour tout α ∈ [0, 1] et pour toutes mesures de proba-
bilité stationnaires P1 et P2 nous avons

Iz(αP1 + (1− α)P2) = αIz(P1) + (1− α)Iz(P2).

2. Iz est semi-continue inférieurement.

3. {P stationnaire, I(P ) ≤ C} est séquentiellement compact, pour tout C réel positif.

La preuve de ce théorème se trouve dans [20]. Le point 3 du Théorème I.1.12 est un
point crucial qui sera utilisé de nombreuses fois dans ce manuscrit. C’est un critère de
tension qui va être particulièrement simple à utiliser. En effet l’entropie spécifique d’une
mesure de Gibbs admet très souvent une borne simple en majorant par la probabilité (ou
son logarithme) d’obtenir la configuration vide. Toutefois la liberté de choix du paramètre
z dans le Théorème I.1.12 va conduire au corollaire suivant qui affaiblit l’hypothèse du
point 3.

Corollaire I.1.13. Pour une mesure de probabilité stationnaire P sur Ω, nous notons

i(P ) =

∫
ω([0, 1]d)P (dω).

Alors les ensembles {P stationnaire, I(P ) ≤ C +Di(P )} sont séquentiellement compact
pour tous C et D positifs, relativement à la topologie de la convergence locale.
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Démonstration. Soit P tel que Iz(P ) ≤ C+Di(P ). Nous allons trouver z′ tel que Iz′(P ) ≤
C ′. Ainsi le Théorème I.1.12 permettra de conclure. Nous avons

πz,QΛ (dω) = e(z′−z)Ld(Λ)
( z
z′

)ω(Λ)

πz
′,Q

Λ (dω).

Maintenant calculons Iz′(P ) :

IΛn(P |πz′,Q) =

∫
Ω

ln

(
dPΛn

dπz
′,Q

Λn

)
dPΛn =

∫
Ω

ln

(
dPΛn

dπz,QΛn

×
dπz,QΛn

dπz
′,Q

Λn

)
dPΛn

=

∫
Ω

ln

(
dPΛn

dπz,QΛn

(ω)×
( z
z′

)ω(Λn)

e(z′−z)Ld(Λn)

)
PΛn(dω)

= (z′ − z)Ld(Λn) + ln
( z
z′

)∫
Ω

ω(Λn)PΛn(dω) + IΛn(P |πz,Q).

Donc
Iz′(P ) = Iz(P ) + (z′ − z) + ln

( z
z′

)
i(P ).

Maintenant en choisissant z′ tel que ln
(
z
z′

)
= −C nous obtenons

Iz(P ) ≤ C ′

pour un C ′ qui dépend de C, D, z et z′.

I.1.4 Structure germe-grain et composantes connexes

Dans la prochaine partie nous allons définir le Continuum Random Cluster Model.
L’interaction de ce modèle est géométrique et dépend de la configuration ω seulement via
la structure germe-grain de l’union des boules

L(ω) = ∪
(x,R)∈ω

B(x,R),

où B(x,R) désigne la boule euclidienne fermée de centre x et de rayon R.
Les composantes connexes de L(ω) sont définies à l’aide du graphe de connexion

G(ω) = (V(ω), E(ω)) dont les sommets sont

V(ω) = {(x,R) ∈ ω}

et les arêtes sont

E(ω) = {{(x,R), (y,R′)} ⊂ V(ω), tels que B(x,R) ∩B(y,R) 6= ∅}.

Une composante connexe de L(ω) est alors définie comme l’union des boules fermées
B(x,R) où (x,R) est dans une composante connexe de G(ω). Cette définition diffère de
la définition topologique usuelle de composante connexe, comme nous pouvons le voir par
exemple pour la configuration ω = δ(0,0) +

∑
n≥1

δ((n,0,...,0),n−1/n). La raison pour laquelle nous

considérons cette notion de connectivité est que l’interaction d’une configuration infinie
dépendra des sous-configurations finies, pour lesquelles les deux notions de composante
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connexe sont équivalentes. Donc à partir de maintenant quand nous parlerons de compo-
santes connexes et de nombre de composantes connexes, ce sera toujours par rapport à
cette règle de connectivité.

Pour une configuration ω nous notons Ncc(ω) le nombre, potentiellement infini, de
composantes connexes dans L(ω). Pour les configurations finies où le nombre de compo-
santes connexes est fini, cette quantité sera utilisée pour définir le Continuum Random
Cluster Model sur une fenêtre bornée. Malheureusement pour les configurations infinies le
nombre de composantes connexes peut être (et sera πz,Q-presque sûrement) infini. Nous al-
lons donc introduire une quantité finie qui compte ”localement” le nombre de composantes
connexes.

Définition I.1.14. Pour chaque configuration ω ∈ Ω et chaque Λ ⊆ Rd borné, la limite

NΛ
cc(ω) = lim

∆→Rd

[
Ncc(ω∆)−Ncc(ω∆\Λ)

]
prise pour n’importe quelle suite (∆n), existe et est finie. Nous appellons cette quantité
nombre Λ-local de composantes connexes.

Preuve de la convergence. Pour un ω donné nous nous intéressons à la quantité

cn = Ncc(ω∆n)−Ncc(ω∆n\Λ),

où (∆n) est une suite de boréliens croissant vers Rd. Nous allons montrer que la suite
(cn) converge et que sa limite ne dépend pas des ∆n. Comme la suite (cn) a des valeurs
entières, elle va converger si et seulement si elle est constante à partir d’un certain rang.

Pour un sous ensemble Λ ⊂ Rd, une composante connexe de L(ωΛc) est appelée Λ-
composante de ω si elle est connectée à L(ωΛ).

Pour chaque n ≥ 1 et chaque X = (x,R) ∈ ω∆c
n

nous introduisons la quantité

Dn(X) = Ncc(ω∆n + δX)−Ncc(ω∆n\Λ + δX)− [Ncc(ω∆n)−Ncc(ω∆n\Λ)],

qui donne la variation du nombre de composantes connexes quand la boule B(x,R) est
ajoutée. Nous remarquons que Dn(X) peut ne pas être nul seulement lorsque l’une des
deux situations suivantes est réalisée.

1. La boule B(x,R) est connectée à au moins deux Λ-composantes de ω∆n . Ce cas fait
diminuer le nombre de Λ-composantes.

2. La boule B(x,R) intersecte une boule B de L(ωΛ), sans intersecter aucune Λ-
composante de ω∆n connectée à B (ce cas se produit en particulier quand ωΛn

n’a aucune Λ-composante). Ce phénomène correspond à la création, ou l’apparition,
d’une Λ-composante de L(ω).

Ces deux cas sont illustrés en Figure I.1. Si nous montrons qu’il existe N ≥ 1, pouvant
dépendre de ω, tel qu’aucune des deux situations précédentes ne se produit pour tout
X ∈ ω∆c

N
, alors cela assurera que (cn) est constante à partir du rang N .

Le second cas ne peut se produit qu’un nombre fini de fois. En effet une fois qu’une
telle boule est présente, elle ”protège” l’apparition d’une nouvelle dans la même direction.

Enfin pour le premier cas, comme le nombre de Λ-composantes de ω est fini, il existe
N tel que le nombre de Λ-composantes de L(ωΛn) ne varie plus dés que n ≥ N . Autrement
dit les Λ-composantes de L(ω) sont identifiables dans ΛN .
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Figure I.1 – Le cas 1 illustré à gauche, le cas 2 illustré à droite

Remarque I.1.15. Pour chaque ω, il existe un ∆ borné tel que NΛ
cc(ω) = NΛ

cc(ω∆). Cet
ensemble ∆ n’est bien sûr pas unique (il suffit d’en prendre un plus grand) mais il est
important de remarquer que la détermination d’un ∆ dépend de toute la configuration.
Il faut voir entièrement ”l’image” pour pouvoir décider à quelle endroit nous n’avons pas
besoin de regarder. La fonction NΛ

cc n’est donc pas locale et dépend fortement de ce qui
se passe ”̀a l’infini”, même dans le cas des rayons bornés. Cette forte dépendance sera
l’obstacle principale pour montrer l’existence du CRCM en volume infini.

La compréhension de NΛ
cc est prépondérante pour l’étude qui va être faite dans ce ma-

nuscrit. La prochaine proposition est une propriété d’additivité qui aura pour conséquence
la consistance des noyaux gibbsiens, qui seront définis dans la prochaine section.

Proposition I.1.16. Soient Λ ⊆ ∆ deux boréliens bornés de Rd. Alors pour toute confi-
guration ω nous avons

N∆
cc (ω) = NΛ

cc(ω) +N∆
cc (ωΛc). (I.1.1)

Démonstration. Nous avons

Ncc(ωΓ)−Ncc(ωΓ\∆) = Ncc(ωΓ)−Ncc(ωΓ\Λ) +Ncc(ωΓ\Λ)−Ncc(ωΓ\∆),

et donc en passant à la limite nous obtenons le résultat.

Le point important dans la proposition précédente est que la différence N∆
cc − NΛ

cc ne
dépend que de la configuration extérieure à Λ. Cette proposition permettra de montrer la
consistance des noyaux Gibbsiens.

La prochaine proposition donne des bornes de NΛ
cc.

Proposition I.1.17. Pour chaque configuration ω ∈ Ω, nous avons

NΛ
cc(ω) ≤ Ncc(ωΛ) ≤ ω(Λ). (I.1.2)

24



I.1. PROCESSUS PONCTUEL ET STRUCTURE GERME-GRAIN

De plus pour chaque R0 > 0, si chaque point (x,R) ∈ ωΛ vérifie R ≤ R0, alors il existe
une constante réelle K (qui dépend de R0) telle que

NΛ
cc(ω) ≥ K − ω

((
Λ⊕B(0, R0 + 2)

)
\ Λ
)
. (I.1.3)

Démonstration. Pour chaque ∆ nous avons

Ncc(ω∆) ≤ Ncc(ωΛ) +Ncc(ω∆\Λ),

ainsi la différence Ncc(ω∆)−Ncc(ω∆\Λ) est majorée par Ncc(ωΛ). Il en est donc de même
pour sa limite et nous obtenons les inégalités (I.1.2).

Pour démontrer la minoration (I.1.3), nous commençons par remarquer que le pire cas
se produit lorsque L(ωΛ) a une seule composante connexe qui intersecte un très grand
nombre de composantes connexes de L(ωΛc). Nous allons contrôler ce ”très grand nombre”
de composantes connexes.

Nous considérons ω satisfaisant les hypothèses de la proposition, et nous prenons
(x,R) ∈ ω(Λ⊕B(0,R0+2))c tel que B(x,R) intersecte L(ωΛ). Comme chaque boule de L(ωΛ)
a un rayon au plus R0, nous avons

Ld
(
B(x,R) ∩ (Λ⊕B(0, R0 + 2))

)
≥ vd,

où vd est le volume de la boule unité de dimension d. Donc le nombre de composantes

connexes de L(ω(Λ⊕B(0,R0+2))c) qui sont connectées à L(ωΛ) est majoré par α = Ld(Λ⊕B(0,R0+2))
vd

.
En comptant maintenant les boules de ω(Λ⊕B(0,R0+2))\Λ nous obtenons

NΛ
cc(ω) ≥ 1− α− ω

(
(Λ⊕B(0, R0 + 2)) \ Λ

)
et l’inégalité (I.1.3) est obtenue en prenant K = 1− α.

Remarque I.1.18.

1. L’hypothèse de majoration des rayons pour la minoration de NΛ
cc n’est pas très res-

trictive. En effet il est par exemple possible de choisir R0 tel que cette condition soit
vraie avec grande probabilité relativement à πz,Q.

2. Comme le montre la preuve de la Proposition I.1.17, les bornes obtenues (et en parti-
culier la minoration) sont très grossières. Pourtant nous avons été dans l’incapacité
de trouver en toute généralité de meilleurs bornes. Le cas des rayons potentiellement
très petit est en particulier problématique.

Pour finir cette section nous allons introduire la quantité k((x,R), ω) définie comme
étant le nombre de composantes connexes de L(ω) intersectant la boule B(x,R). Quand
x ∈ Λ, nous avons

1− k((x,R), ω) = NΛ
cc(ω + δ(x,R))−NΛ

cc(ω). (I.1.4)

Cette quantité sera très utile par la suite puisqu’elle intervient dans les équations GNZ.
Pour le moment l’équation (I.1.4) nous permet d’écrire

NΛ
cc(ω) =

n∑
i=1

[
1− k

(
(xi, Ri), ωΛc +

i−1∑
j=1

δ(xj ,Rj)

)]
, (I.1.5)

où la configuration ωΛ =
∑n

i=1 δ(xi,Ri) a été ordonnée de manière arbitraire.
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I.2 Processus de Gibbs à volume fini

Nous allons dans cette section introduire le Continuum Random Cluster Model sur une
fenêtre bornée. Ce modèle gibbsien est une version continue du Random Cluster Model. Ce
modèle de connectivité sur un graphe a été introduit à la fin des années 1960 par Fortuin
et Kasteleyn pour unifier les modèles de percolation tels que le modèle d’Ising ou le
modèle de Potts. Nous allons présenter ce modèle discret pour le graphe G = (V,E)
où V = Zd ∩ [−n, n]d est l’ensemble des sommets du graphe et où deux sommets sont
connectés s’ils sont à distance euclidienne 1. Maintenant le Random Cluster Model est un
processus stochastique produisant une configuration Ẽ qui est un sous-ensemble aléatoire
de E. Nous gardons certaines arêtes et effaçons les autres. La probabilité non normalisée
de cette configuration Ẽ s’écrit

2Ncc(V,Ẽ)p#Ẽ(1− p)#E−#Ẽ,

où Ncc(V, Ẽ) est le nombre de composantes connexes du graphe (V, Ẽ) et où # désigne
le cardinal de l’ensemble considéré. L’intérêt de ce modèle provient de la représentation

Figure I.2 – Fortuin-Kasteleyn représentation du modèle d’Ising.

géométrique qu’il donne au modèle d’Ising. En effet maintenant si nous affectons à chaque
composante connexe de (V, Ẽ) un spin + ou − tiré de manière uniforme et indépendante
sur toutes les composantes connexes, alors la loi des spins suit un modèle d’Ising. Cette
représentation est appelée communément la Fortuin-Kasteleyn représentation et permet
par exemple d’exprimer la corrélation entre deux sites dans le modèle d’Ising en terme
de connectivité dans le Random Cluster Model. Nous invitons les lecteurs à voir [29] pour
plus de détails sur le Random Cluster Model.

I.2.1 Définition du CRCM sur une fenêtre bornée

Nous allons dans cette section définir le CRCM sur une fenêtre bornée Λ ⊆ Rd, avec
une condition extérieure ωΛc . Nous voulons définir le modèle à l’aide d’une densité non
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normalisée, par rapport au processus ponctuel de Poisson πz,QΛ , de la forme

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc ).

Mais pour que le modèle soit bien défini nous devons nous assurer que la constante de
normalisation appelée fonction de partition

Zz,Q,q
Λ (ωΛc) =

∫
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )πz,QΛ (dω′Λ)

soit non dégénérée. Pour cela nous introduisons la condition suivante sur q et Q :

(Condition)


q ≥ 1
ou
q < 1 et Q a un support compact

.

Lemme I.2.1. Sous la condition (Condition) nous avons, pour tout z > 0 et toute
configuration extérieure ωΛc,

0 < Zz,Q,q
Λ (ωΛc) <∞.

Démonstration. Par la Proposition I.1.17, nous avons NΛ
cc(ω) ≤ ω(Λ) et donc dans le cas

q ≥ 1 nous obtenons

Zz,Q,q
Λ (ωΛc) ≤

∫
qω
′(Λ)πz,QΛ (dω′) = exp

(
z(q − 1)Ld(Λ)

)
.

Dans le cas q < 1 comme les rayons sont majorés par R0, la même Proposition I.1.17
permet d’obtenir

Zz,Q,q
Λ (ωΛc) ≤ q

K−ω
(

(Λ⊕B(0,R0+2))\Λ
)
.

Dans les deux cas nous obtenons donc que la quantité Zz,Q,q
Λ (ωΛc) est finie. Elle est de

plus trivialement strictement positive puisque

Zz,Q,q
Λ (ωΛc) ≥ πz,Q({ω(Λ) = 0}) = exp(−Ld(Λ)).

Nous pouvons donc définir le CRCM sur une fenêtre Λ et de condition extérieure ωΛc .

Définition I.2.2. Pour z > 0 et q, Q satisfaisant la condition (Condition), Nous défi-
nissons le CRCM sur la fenêtre bornée Λ, de paramètres z, Q, q et de condition extérieure
ωΛc par

Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc) =

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′Λ).
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Remarque I.2.3 (Comparaison avec la définition du modèle discret). Pour les personnes
familières avec le Random Cluster Model discret, la quantité NΛ

cc peut ne pas sembler très
naturelle. En effet pour le modèle discret le nombre Λ-locale de composantes connexes
s’écrit en général ”nombre de composantes connexes qui ont un site dans Λ”. Le problème
d’une telle définition dans le cas continue est que cette quantité ne satisfait pas la Propo-
sition I.1.16 et donc nous aurions un problème de consistance des noyaux gibbsiens pour
le modèle en volume infini. Enfin dans le cas discret les deux définitions donnent le même
modèle, puisque leur différence ne dépend que de la configuration à l’extérieur de Λ.

Un cas particulièrement intéressant est le cas de la condition extérieure vide. Dans ce
cas la mesure s’écrit

Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|∅) =

qNcc(ω′Λ)

Zz,Q,q
Λ (∅)

πz,QΛ (dω′Λ).

Cette dernière a été introduite dans les années 1980 par Klein [36] et étudiée plus en détails
par Given et Stell [26]. Cette mesure a aussi été utilisée dans [7] et [21] pour démontrer
(ou redémontrer) la transition de phase du modèle de Widom-Rowlinson et du modèle
de Potts continu. Certains articles, voir par exemple [30, 43], s’intéressent à la simulation
de processus de Gibbs à interaction géométrique (comme le CRCM) par des algorithmes
naissance et mort. Enfin dans [44] les auteurs proposent une estimation par maximum de
vraisemblance du paramètre q.

Il est important de remarquer que toutes ces études ont été le plus souvent faites dans
le cas de la condition de bord vide, pour des rayons constants et pour q entier. L’un
des gros travaux de cette thèse a été de fournir des résultats avec le moins de conditions
possibles sur z, Q et q.

Nous allons finir cette section par un résultat de consistance des noyaux Gibbsiens
Ξz,Q,q

Λ (.|ωΛc). Ce résultat est une conséquence directe de la Proposition I.1.16.

Proposition I.2.4 (Consistance noyaux Gibbsiens). Soient Λ ⊆ ∆ deux boréliens bornés
de Rd. Soit ω∆c une configuration. Alors pour toute fonction f mesurable bornée nous
avons∫

Ω

f(ω′∆ + ω∆c)Ξz,Q,q
∆ (dω′∆|ω∆c)

=

∫
Ω

∫
Ω

f(ω′′Λ + ω′∆\Λ + ω∆c)Ξz,Q,q
Λ (dω′′Λ|ω′∆\Λ + ω∆c)Ξz,Q,q

∆ (dω′∆|ω∆c).

I.2.2 Simulations

Nous allons dans cette section présenter plusieurs simulations du CRCM à bord vide.
Ces simulations sont obtenues à l’aide d’un algorithme de naissance et de mort développé
dans [43]. Les trois premières figures I.3, I.4 et I.5 permettent d’observer l’influence du
paramètre de connectivité q, pour différents types de rayons Q. Nous remarquons expéri-
mentalement que lorsque q > 1, le modèle favorise les configurations avec moins de boules,
et celles-ci ont des rayons plus petits (sauf dans le cas des rayons constants). Au contraire
lorsque q < 1 le modèle favorise plus de boules et celles-ci ont des plus grands rayons. Le
comportement des rayons est particulièrement visible sur la figure I.5, où la loi Q est une
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Figure I.3 – Simulation sur une fenêtre Λ = [0, 15]2, z = 2 et rayons constants de 0,3.
De gauche à droite nous avons q = 0.5, q = 1 et q = 2.

Figure I.4 – Simulation sur une fenêtre Λ = [0, 15]2, z = 2 et Q une loi uniforme
U([0.1, 0.5]). De gauche à droite nous avons q = 0.5, q = 1 et q = 2.

exponentielle. Enfin nous observons sur les figures I.6 et I.7 l’influence de la loi des rayons
Q sur la connectivité. Intuitivement plus les rayons sont ”libres”, plus nous pourrons voir
l’influence du paramètre q. Pour observer cela nous avons choisi deux lois Q qui ont le
même moment d’ordre 2.

I.2.3 Propriétés

Nous faisons dans cette section un état des lieux des propriétés de Ξz,Q,q
Λ (.|ωΛc). Nous

commençons par une proposition qui donne la croissance en q du nombre moyen de com-
posantes connexes. Elle permet donc d’avoir une interprétation claire de l’influence du
paramètre q. C’est un paramètre qui influence la connectivité et nous le nommerons donc
paramètre de connectivité.

Proposition I.2.5. La fonction q 7→
∫
NΛ
cc(ω

′
Λ + ωΛc)Ξz,Q,q

Λ (dω′Λ|ωΛc) est croissante.
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Figure I.5 – Simulation sur une fenêtre Λ = [0, 15]2, z = 3 et Q une loi exponentielle de
paramètre 4. De gauche à droite nous avons q = 0.5, q = 1 et q = 3.

Figure I.6 – Simulation sur une fenêtre Λ = [0, 15]2, z = 0.5 et q = 2. À gauche nous
avons des rayons constants 1/

√
2 et à droite des rayons de loi exponentielle de paramètre

2.

Démonstration. La fonction f(q) =
∫
NΛ
cc(ω

′
Λ + ωΛc)Ξz,Q,q

Λ (dω′Λ|ωΛc) est dérivable et nous
avons

f ′(q) =

∫
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc ) ×

∫
NΛ
cc(ω

′
Λ + ωΛc)2qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc ) −

(∫
NΛ
cc(ω

′
Λ + ωΛc)qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

)2

q × Zz,Q,q
Λ (ωΛc)× Zz,Q,q

Λ (ωΛc)
,
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Figure I.7 – Simulation sur une fenêtre Λ = [0, 15]2, z = 0.5 et q = 0.5. À gauche nous
avons des rayons constants 1/

√
2 et à droite des rayons de loi exponentielle de paramètre

2.

où les intégrales sont par rapport à la mesure πz,QΛ (dω′). Donc

f ′(q) =
1

q
E[X2 −XY ],

où X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de loi NΛ
cc(ω

′
Λ + ωΛc) par rapport à

Ξz,Q,q
Λ (.|ωΛc). Donc

f ′(q) =
1

q
E[X2 −XY ] =

1

2q
E[(X − Y )2] ≥ 0.

La fonction f est donc croissante, ce qui prouve le résultat.

La prochaine proposition est une propriété de domination stochastique. Cette notion
a été introduite dans la section I.1.2.

Proposition I.2.6. Pour le CRCM la densité de Papangelou est

q1−k((x,R),ω),

où la fonction k est définie à la fin de la section I.1.4.
Nous avons donc Ξz,Q,q

Λ (.|ωΛc) � πqz,QΛ si q ≥ 1 et πqz,QΛ � Ξz,Q,q
Λ (.|ωΛc) si q < 1.

Démonstration. Comme la fonction k(X,ω) est positive, nous avons que la densité de
Papangelou de la mesure Ξz,Q,q

Λ (.|ωΛc) est majorée dans le cas q ≥ 1, minorée dans le cas
q < 1, par q. Le Théorème I.1.4 donne directement le résultat.
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Un problème des mesures de Gibbs est la fonction de partition Zz,Q,q
Λ (ωΛc). En effet

cette constante n’est en générale pas calculable explicitement, rendant les calculs très
compliqués. Une manière de contourner ce problème est l’utilisation des équations GNZ.
Ces équations ont été introduite par Georgii et Nguyen-Zessin et généralisent la for-
mule de Slyvniack-Mecke, Proposition I.1.2. L’avantage de ces équations est l’absence de
la fonction de partition Zz,Q,q

Λ (ωΛc).

Proposition I.2.7 (Équations GNZ). Pour chaque fonction F : S × Ω → R mesurable
bornée, nous avons∫

Ω

∑
X∈ω′Λ

F (X,ω′Λ+ωΛc − δX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)

= z

∫
Ω

∫
Λ

F (X,ω′Λ + ωΛc)q1−k(X,ω′Λ+ωΛc )m(dX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc),

où X = (x,R) est un point de S, m(dX) = m(dx, dR) = Ld(dx)⊗Q(dR) et où k(X,ω) a
déjà été défini comme étant le nombre de composantes connexes de L(ω) qui intersectent
la boule B(X) = B(x,R).

Démonstration. Cette preuve est en tout point semblable à la preuve de la formule de
Slyvniack-Mecke pour le processus ponctuel de Poisson. Pour alléger un peu les notations
nous omettons la dépendance en ωΛc dans la fonction F , c’est-à-dire que nous notons
F (X,ω′Λ) à la place de F (X,ω′Λ + ωΛc).∫

Ω

∑
X∈ω′Λ

F (X,ω′Λ − δX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)

=

∫
Ω

∑
X∈ω′Λ

F (X,ω′Λ − δX)
qN

Λ
cc(ω′Λ)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′Λ)

=
∑
n∈N∗

e−zL
d(Λ) z

n

n!

∫
(Λ×R+)n

∑
i=1..n

F

(
Xi,
∑
j 6=i

δXj

)
q
NΛ

cc

( ∑
i=1..n

δXi
+ωΛc

)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

m(dX1) . . .m(dXn).

En intervertissant la dernière somme et l’intégrale, nous obtenons une intégrale qui ne
dépend pas de i, et donc∫ ∑

X∈ω′Λ

F (X,ω′Λ − δX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)

=
∑
n∈N∗

e−zL
d(Λ) zn

(n− 1)!

∫
(Λ×R+)n

F

(
X1,

∑
j 6=1

δXj

)
q
NΛ

cc

( ∑
i=1..n

δXi
+ωΛc

)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

m(dX1)..m(dXn)

= z

∫
Λ×R+

∫
Ω

F (X,ω′Λ)
qN

Λ
cc(ω′Λ+δX+ωΛc)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′Λ)m(dX)

= z

∫
Ω

∫
Λ×R+

F (X,ω′Λ) q1−k(X,ω′Λ+ωΛc )m(dX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc).
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Nous allons finir cette section par les propriétés du Random Cluster Model discret
qui ne sont pas démontrées pour le modèle continu. Ces différences proviennent du Théo-
rème 1.1 de Georgii-Küneth [23] qui est beaucoup plus compliqué d’utilisation que son
homologue discret, le théorème de Holley. Dans le cas discret il est montré que dans le
cas q ≥ 1 le Random Cluster Model satisfait la propriété dite FKG de corrélation posi-
tive. Cette propriété n’est pas démontrée pour le modèle continu, ce qui a été source de
problème pour l’étude de la percolation du modèle en volume infini. Enfin dans le cas
discret il y a certaines dominations stochastiques entre deux Random Cluster Model avec
conditions extérieures différentes et/ou avec des paramètres différents. Il y a par exemple
une inégalité de domination stochastique ”sandwich” du type

µfree � µ � µwired,

qui encadre un Random Cluster Model discret entre celui à bord vide et celui à bord
connecté. Encore une fois ce type de résultat n’est pas démontré pour le modèle continu.

I.3 Processus de Gibbs à volume infini

I.3.1 Définition du CRCM en volume infini

Nous introduisons dans cette section le CRCM en volume infini. L’étude des mesures de
Gibbs en volume infini est un sujet complexe qui a été étudié pour de nombreux modèles.
D’un point de vue physique, les phénomènes de transition de phases peuvent être observés
sur les modèles en volume infini, comme ça a été fait pour le modèle de Widom-Rowlinson
et le modèle de Potts continu [7, 21]. Il est conjecturé que l’unicité du CRCM sera enfreinte
pour certains paramètres. En géométrie stochastique le CRCM en volume infini est un
modèle plus réaliste que le modèle booléen poissonien pour des applications en sciences des
matériaux ou en modélisation de micro-émulsions. Certaines propriétés macroscopiques
(valeurs moyennes, conductivité, perméabilité) s’étudient à l’aide du modèle en volume
infini. Enfin en statistique spatiale l’existence du modèle en volume infini permet d’étudier
certaines propriétés asymptotiques d’estimateurs, comme cela a été fait pour certains
modèles de Gibbs dans [44]. Pour toutes ces raisons il est important de définir et d’étudier
le CRCM en volume infini.

Définition I.3.1. Une mesure de probabilité P sur Ω est un Continuum Random Cluster
Model de paramètres z, Q et q (CRCM(z,Q, q)) s’il vérifie pour chaque Λ ⊆ Rd borné

— 0 < Zz,Q,q
Λ (ωΛc) <∞ P -presque sûrement.

— DLR(Λ) : P (dω′Λ|ωΛc) = Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc) P -presque sûrement.

Les équations DLR, nommées après Dobrushin, Landford et Ruelle, définissent
les lois conditionnelles d’une mesure de Gibbs en volume infini, et peuvent s’écrire sous
forme intégrale : Pour chaque fonction f mesurable bornée et pour chaque Λ borné,∫

Ω

f(ω)P (dω) =

∫
Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω).
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Avec cette définition la première question concerne l’existence : existe-il une mesure de
probabilité P satisfaisant les conditions de la Définition I.3.1 ? Cette question a été étudiée
dans un article [15] que j’ai écrit avec D. Dereudre et que nous allons présenter dans
la section I.3.3. L’interaction du CRCM dépend de la connectivité de la structure germe-
grain. Pour montrer l’existence, nous avons besoin d’un résultat de percolation concernant
le nombre de composantes connexes infinies qui sera traité dans la section I.3.2. Enfin nous
regarderons la question de l’unicité du modèle et parlerons de perspectives d’études.

Nous allons finir cette section en donnant une caractérisation du CRCM via les équa-
tions GNZ. L’avantage de ces équations, comme pour le CRCM à volume fini, est de ne
pas dépendre de la fonction de partition Zz,Q,q

Λ (ωΛc). Cette caractérisation sera très utile
dans le chapitre II pour montrer par exemple la FK-représentation du CRCM avec le
modèle de Widom-Rowlinson.

Proposition I.3.2. Une mesure de probabilité P est un CRCM(z,Q, q) si et seulement
si, pour toute fonction F : S × Ω→ R mesurable bornée positive, nous avons∫

Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)P (dω) = z

∫
Ω

∫
S

F (X,ω)q1−k(X,ω)m(dX)P (dω).

Démonstration. Cette preuve est largement inspirée de [45], qui énonce le résultat pour un
cadre plus général. Supposons dans un premier temps que P est un CRCM(z,Q, q). Soit
F une fonction positive mesurable. Par convergence monotone nous pouvons supposer que
pour un Λ fixé, nous avons F (X,ω) = 0 dés que X 6∈ Λ×R+. Alors en utilisant l’équation
DLR(Λ) nous avons∫

Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)P (dω) =

∫
Ω

∫
Ω

∑
X∈ω′Λ

F (X,ω′Λ + ωΛc − δX)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω),

or grâce à la Proposition I.2.7 la mesure Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc) satisfait les équations GNZ et

donc∫
Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)P (dω)

=

∫
Ω

z

∫
Ω

∫
Λ×R+

F (X,ω′Λ + ωΛc)q1−k(X,ω′Λ+ωΛc )Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω)

=

∫
Ω

z

∫
Ω

∫
S

F (X,ω′Λ + ωΛc)q1−k(X,ω′Λ+ωΛc )Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω)

= z

∫
Ω

∫
S

F (X,ω)q1−k(X,ω)P (dω),

où la dernière égalité est obtenue de nouveau grâce à l’équation DLR(Λ).
Supposons maintenant que P soit une mesure de probabilité sur Ω satisfaisant les équa-

tions GNZ. Soit Λ ⊆ Rd borné. Nous allons montrer que P satisfait l’équation DLR(Λ).
Soit f une fonction mesurable bornée. Nous pouvons sans perdre en généralité supposer
que f est positive. Alors nous avons∫

Ω

f(ω)P (dω) =
∑
n∈N

∫
Ω

1ω(Λ)=nf(ω)P (dω).
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Pour n ≥ 1 nous obtenons grâce aux équations GNZ∫
Ω

1ω(Λ)=nf(ω)P (dω) =

∫
Ω

∑
X∈ωΛ

1

n
1ω(Λ)=nf(ω)P (dω)

= z

∫
Ω

∫
Λ×R+

1

n
1ω(Λ)=n−1f(ω + δX)q1−k(X,ω)m(dX)P (dω).

Donc en itérant et en utilisant (I.1.5) nous obtenons que le terme précédent est égal à

zn

n!

∫
Ω

∫
(Λ×R+)n

1ω(Λ)=0f(ωΛc + δX1 + ..+ δXn)qN
Λ
cc(ωΛc+δX1

+···+δXn )m(dX1)..m(dXn)P (dω),

qui se réécrit

ezL
d(Λ)

∫
Ω

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)1ω(Λ)=0

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω).

Il est facile de vérifier que cette égalité est encore vraie pour n = 0. Nous avons donc
finalement∫

Ω

fdP = ezL
d(Λ)

∫
Ω

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)1ω(Λ)=0

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω) (I.3.1)

= ezL
d(Λ)

∫
Ω

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)P (ω(Λ) = 0|ωΛc)

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω),

et le prochain lemme va permettre de conclure.

Lemme I.3.3. ezL
d(Λ)Zz,Q,q

Λ (ωΛc)P (ω(Λ) = 0|ωΛc) = 1 P -presque sûrement.

Démonstration. En utilisant l’équation (I.3.1) pour f = 1C , où C est un événement de
FΛc , nous obtenons

P (C) = ezL
d(Λ)

∫
C

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)1ω(Λ)=0P (dω),

ce qui prouve le lemme.

En utilisant le lemme nous obtenons∫
Ω

f(ω)P (dω) =

∫
Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω),

le résultat est donc démontré.

Remarque I.3.4. La preuve écrite ci-dessus est celle qui est proposée dans [45]. Une
preuve alternative, reposant sur la caractérisation du processus ponctuel de Poisson par
la formule de Slivnyak-Mecke, est disponible dans [13].
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I.3.2 Unicité de la composante connexe infinie

Nous montrons dans cette section un résultat d’unicité de la composante connexe infi-
nie. Ce résultat est énoncé en toute généralité pour des mesures de probabilité satisfaisant
la propriété de modification locale. Cette propriété de modification locale est satisfaite
par de nombreux modèles de Gibbs, comme par exemple le modèle Qermass ou le modèle
Hard-sphere, pour lesquels une propriété alternative est la propriété FKG. Ce résultat et
sa preuve sont très largement inspirés de [6, 42].

Définition I.3.5 (Propriété de modification locale). Une mesure de probabilité P sur Ω
satisfait la propriété de modification locale si, pour tout sous-ensemble borné Λ de Rd,
pour tout A ∈ FΛ satisfaisant πz,QΛ (A) > 0 et pour tout B ∈ FΛc satisfaisant P (B) > 0
nous avons

P (A ∩B) > 0.

Proposition I.3.6. Tous les CRCM satisfont la propriété de modification locale.

Démonstration. Soit P un CRCM(z,Q, q) et considérons Λ, A et B comme dans la défi-
nition de la modification locale. Grâce aux équations DLR nous avons

P (A ∩B) =

∫
Ω

1B(ωΛc)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

∫
Ω

1A(ω′Λ)qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )πz,QΛ (dω′Λ)P (dω),

qui est strictement positif car les fonctions intégrées sont strictement positives et intégrées
sur des ensembles de mesures non nulles.

Nous notons, pour k ∈ N ∪ {∞}, {N∞cc = k} (respectivement {N∞cc > k}) l’événe-
ment des configurations contenant k (respectivement strictement plus de k) composantes
connexes infinies.

Théorème I.3.7 (Unicité de la composante connexe infinie). Soit P une mesure de proba-
bilité stationnaire sur Ω satisfaisant la propriété de modification locale. Alors nous avons

P (N∞cc > 1) = 0.

Démonstration. Comme une mesure de probabilité stationnaire est un mélange de mesures
de probabilité ergodiques, nous pouvons sans perdre en généralité supposer que P est
ergodique. Nous avons alors pour chaque k ∈ N ∪ {∞}

P (N∞cc = k) = 0 ou 1,

et il suffit de montrer que cette valeur est nulle pour k plus grand que 2.
• k ≥ 2 entier.
Supposons par l’absurde que P (N∞cc = k) = 1. Nous avons donc P (N∞cc = 1) = 0. Par

le théorème de convergence monotone nous avons pour N assez grand (fixé à partir de
maintenant)

P (BN) > 1/2,

36



I.3. PROCESSUS DE GIBBS À VOLUME INFINI

Figure I.8 – Pour intersecter la bôıte KN , la composante connexe a besoin de la boule
noire centrée à l’intérieur de KN .

où BN est l’événement des configurations telles que toutes les composantes connexes infi-
nies intersectent la boite KN =]−N,N [d. Nous voulons utiliser la propriété de modification
locale avec cet événement BN , mais malheureusement cet événement dépend de toute la
configuration et pas seulement de la restriction à l’extérieur de la bôıte KN , voir Figure
I.8.

À partir de maintenant nous allons traiter le cas des rayons bornés et non bornés
séparément.

— Cas 1 : Q a un support non borné.

Posons UN(m) = {ω ∈ Ω,∀(x,R) ∈ ωKN
, R ≤ m}. Pour m assez grand, fixé à partir

de maintenant, nous avons

P (BN ∩ UN(m)) ≥ 1/4.

Maintenant posons B̃N(m) l’événement

{ω ∈ Ω,∀U composante connexe infinie de ωKc
N
, d(U,KN) < m}.

Par construction nous avons BN ∩ UN(m) ⊆ B̃N(m) et donc

P (B̃N(m)) ≥ 1/4,

et B̃N(m) a été construit pour être un événement de FKc
N

. Nous avons ainsi défini
un événement pour lequel les composantes connexes infinies de Kc

N ne sont ”pas trop
loin” de KN . Nous définissons à présent

AN(m) = {ω ∈ Ω,∃(x,R) ∈ ωKN
tel que R ≥ 2

√
dN +m},
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l’événement des configurations contenant au moins une boule ”assez grande” centrée
dans KN . Par construction AN(m) ∈ FKN

et

πz,Q(AN(m)) = 1− exp
(
− zLd(KN)Q[2

√
dN +m,+∞[

)
> 0.

La propriété de modification locale nous donne donc

P (AN(m) ∩ B̃N(m)) > 0.

Figure I.9 – Lorsque AN(m) et B̃N(m) sont réalisés, il y a une seule composante connexe
infinie.

Mais AN(m) ∩ B̃N(m) ⊆ {N∞cc = 1}, voir Figure I.9, donc P (N∞cc = 1) > 0, ce qui
est absurde.

— Cas 2 : Il existe R0 tel que Q([0, R0]) = 1.

Nous allons supposer que ∀η > 0, Q([R0 − η,R0]) > 0. Cette hypothèse est réalisée
si R0 est choisi de manière ”optimale” pour la loi Q. Posons B̃N l’événement

{ω ∈ Ω,∀U composante connexe infinie de ωKc
N
, d(U,KN) < R0}.

Comme les rayons sont bornés par R0, BN ⊆ B̃N et donc P (B̃N) ≥ 1/2. Maintenant
posons B̃N(ε) l’événement

{ω ∈ Ω,∀U composante connexe infinie de ωKc
N
, d(U,KN) ≤ R0 − ε}.

Pour ε assez petit, fixé à partir de maintenant, nous avons

P (B̃N(ε)) ≥ 1/4.
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Maintenant divisons KN en petits cubes de côté a ≤ ε/2
√
d. Nous allons dans chaque

petit cube placer une boule de rayon assez grand, de manière à connecter toutes
les composantes connexes infinies de l’extérieur. Pour cela considérons l’événement
AN(ε) défini de la manière suivante :

{ω ∈ Ω, dans chaque petit cube une boule est centrée avec un rayon R ≥ R0 − ε/2}.

Par construction nous avons AN(ε) ∈ FKN
et πz,QKN

(AN(ε)) > 0.

Considérons ω dans AN(ε) ∩ BN(ε). Quitte à prendre un ε plus petit, les boules de
deux cubes voisins s’intersectent. De plus par construction ce gros amas de boules
connecte toutes les composantes connexes infinies de ωKc

N
, voir Figure I.10. Nous

Figure I.10 – Les composantes infinies extérieures (noires) sont connectées grâce à chaque
boule dans chaque petit cube.

avons donc AN(ε)∩BN(ε) ⊆ {N∞cc = 1} et donc grâce à la propriété de modification
locale

P (N∞cc = 1) > 0,

ce qui est absurde.

• k =∞ .
Dans ce cas la méthode appliquée précédemment n’est plus valide car il n’est pas

possible que toutes les composantes connexes infinies intersectent une bôıte. La démons-
tration qui va suivre est tirée de [42] et est une adaptation continue de la technique
introduite par Burton et Keane [6]. Cette technique introduit la notion de point triple
(ou trifurcation) qui permet de comparer un volume et une surface.

Pour la suite nous avons besoin d’un lemme combinatoire qui sera très utile pour le
dénombrement des points triples.
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Lemme I.3.8. Soient I un ensemble et J un sous ensemble fini de I, tels que

1. Pour chaque j ∈ J , nous avons l’existence de (C
(1)
j , C

(2)
j , C

(3)
j ) famille de sous-

ensembles disjoints de I ne contenant pas j et de cardinal au moins K.

2. Pour tous j, j′ ∈ J , en écrivant Cj = C
(1)
j ∪ C

(2)
j ∪ C

(3)
j , l’une des deux assertions

suivantes est réalisée.

(i) ({j} ∪ Cj) ∩ ({j′} ∪ Cj′) = ∅.

(ii) Il existe i et i′ tels que {j′} ∪ Cj′ \ C(i′)
j′ ⊆ C

(i)
j et {j} ∪ Cj \ C(i)

j ⊆ C
(i′)
j′ .

Alors #I ≥ K(#J + 2) + #J .

La preuve de ce lemme technique est omise ici, mais est disponible dans [42, page 71].
Comme précédemment nous allons procéder par l’absurde et supposer que P (N∞cc =

∞) = 1. Pour chaque entier N et chaque z = (z1, . . . , zd) ∈ Zd, nous définissons

Kz
N = KN + z,

où KN = K0
N =] − N,N [d. En appliquant le même type de technique que dans le cas

k entier, il est possible de montrer que pour N assez grand, l’événement suivant a une
probabilité positive (η disons).

E0(N) = { Il existe (au moins) une composante connexe infinie C ′ de L(ω) telle que
C ′ ∩ (K0

N)c contient au moins trois composantes connexes infinies et telle que C ′ ait au
moins un boule centrée dans K0

N }.

Figure I.11 – Illustration de l’événement E0(N).
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Nous appelons ”branches” les composantes connexes infinies de C ′∩(K0
N)c. Maintenant

prenons K entier, et considérons M assez grand (fixé à partir de maintenant) tel que
l’événement suivant à une probabilité au moins η

2
:

E0(N,M) = E0(N) ∩ { Au moins trois de ces branches contiennent (au moins) K boules
centrées dans K0

MN \K0
N }.

Les événements Ez(N) et Ez(N,M) sont ensuite définis par translation des événements
E0(N) et E0(N,M). Soit L un entier et considérons l’ensemble

JL = {z ∈ Zd, K2Nz
MN ⊆ B0

LZ et E2Nz(N,M) est réalisé},

alors pour L assez grand (fixé à partir de maintenant) nous avons

EP [#JL] ≥ 1

4
ηLd.

Pour chaque z ∈ JL, notons C
(1)
z , C

(2)
z et C

(3)
z l’ensemble des centres de boules appar-

tenant à trois branches contenant au moins K points dans K0
LN \ K2Nz

N (Ces branches
contiennent au moins K points dans K2Nz

MN \K2Nz
N donc aussi dans l’ensemble plus grand).

Par construction nous avons aussi C
(i)
z ∩ C(i′)

z = ∅. Maintenant nous associons à chaque
z ∈ JL le centre d’une boule centrée dans K2Nz

N . Finalement l’ensemble JL satisfait les
hypothèses du Lemme I.3.8. Nous obtenons donc

EP [ω(K0
LN)] ≥ K

(
1

4
ηLd + 2

)
,

mais par stationnarité de P l’espérance du nombre de points dans une boite est propor-
tionnelle au volume de cette boite. Donc il existe une constance α ≥ 0 tel que

α(2NL)d ≥ K

4
ηLd,

ce qui est absurde pour K assez grand (mais avec une condition qui ne dépend pas de M
ou L).

I.3.3 Existence du CRCM

Dans cette section nous énonçons et démontrons un résultat d’existence du CRCM
pour une gamme de paramètres (z,Q, q) aussi grande que possible.

Théorème I.3.9.

— Si Q a un support compact, c’est-à-dire s’il existe R0 tel que Q([0, R0]) = 1, alors
pour tous z > 0 et q > 0 il existe au moins un CRCM(z,Q, q) stationnaire.

— Si
∫
RdQ(dR) < ∞ , alors pour tous z > 0 et q ≥ 1 il existe au moins un

CRCM(z,Q, q) stationnaire.

La preuve de ce théorème suit une stratégie classique de mécanique statistique qui a
déjà été utilisée pour plusieurs modèles de Gibbs [12, 14, 21].

Dans un premier temps nous allons construire un ”bon candidat”. Ceci est fait grâce au
Corollaire I.1.13 de tension de l’entropie spécifique. Ce critère nous donne immédiatement
la stationnarité de ce ”bon candidat”.
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Ensuite arrive la partie compliquée. Il faut montrer que ce bon candidat satisfait les
équations DLR. Dans le cas du CRCM les rayons non bornés créent une intéraction longue
portée qui est notre principal problème. Nous allons devoir ”localiser” l’interaction, à l’aide
du Théorème I.3.7.

Preuve du Théorème I.3.9 : Construction d’un bon condidat P

À partir de maintenant les paramètres z, Q et q sont fixés quelconque. Ce n’est qu’à
la fin de la preuve que nous aurons besoin de prendre q et Q comme dans l’énoncé du
Théorème I.3.9. Pour un entier naturel n, nous définissons Λn =]− n, n]d et nous posons

Ξn(dω′) := Ξz,Q,q
Λn

(dω′Λn
|∅) =

1

Zn
qNcc(ω′Λn

)πz,QΛn
(dω′Λn

), (I.3.2)

où Zn := Zz,Q,q
Λn

(∅) =
∫

Ω
qNcc(ω)πz,QΛn

(dω) est la fonction de partition. Cette fonction de
partition est non dégénérée puisque 0 ≤ Ncc(ω

′
Λn

) ≤ ω′Λn
(Λn).

Nous allons maintenant définir une ”version” stationnaire de Ξn. Pour cela rappelons
que τx est la translation de vecteur x ∈ Rd. Posons P̂n = ⊗

i∈Zd
Ξn ◦ τ−1

2ni et

Pn =
1

Ld(Λn)

∫
Λn

(P̂n ◦ τ−1
x )dx.

Il est facile de vérifier que Pn est stationnaire. Nous allons montrer que la suite (Pn)n admet
un point d’accumulation pour la topologie de la convergence locale qui a été définie dans
la Définition I.1.5.

Lemme I.3.10. Pour tout n nous avons

Iz(Pn) ≤ z + max(ln(q), 0)i(Pn),

où nous rappelons que i(P ) =
∫

Ω
ω([0, 1]d)P (dω) est le nombre moyen de points par unité

de volume d’une mesure stationnaire P .

Démonstration. Premièrement, comme l’entropie spécifique est affine, voir Théorème I.1.12,
nous avons

Iz(Pn) =
1

Ld(Λn)

∫
Λn

Iz(P̂n ◦ τ−1
x )dx = Iz(P̂n).

Ici il y a un abus puisque la mesure P̂n n’est pas stationnaire, mais seulement invariante
pour les translations de vecteurs dans 2nZd. Mais il est possible de définir l’entropie
spécifique pour de telles mesures de probabilité. Maintenant nous avons

Iz(P̂n) =
1

Ld(Λn)
IzΛn

(Ξn|πz,Q),

avec

IΛn(Ξn|πz,Q) =

∫
Ω

ln

(
qNcc(ω)

Zn

)
Ξn(dω)

= − ln(Zn) + ln(q)

∫
Ω

Ncc(ω)Ξn(dω).
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De plus nous avons Zn ≥ Pn(ω = 0) = exp(−zLd(Λn)) et

0 ≤
∫

Ω

Ncc(ω)Ξn(dω) ≤
∫

Ω

ω(Rd)Ξn(dω) = Ld(Λn)i(Ξn) = Ld(Λn)i(Pn).

Finalement nous obtenons le résultat voulu.

L’existence d’un point d’accumulation P est une conséquence du lemme précédent et
du Corollaire I.1.13. Pour éviter l’introduction d’une sous-suite, nous supposons que Pn
converge vers P , pour la topologie de la convergence locale.

Preuve du Théorème I.3.9 : P satisfait les équations DLR

Nous allons maintenant montrer que le bon candidat P satisfait les équations DLR.
Nous allons pour cela définir une nouvelle suite, convergeant vers P et vérifiant les équa-
tions DLR. Nous obtiendrons ensuite le résultat par approximation et passage à la limite.

À partir de maintenant nous fixons Λ ⊆ Rd borné et nous allons montrer que P satisfait
l’équation DLR(Λ). Nous posons

PΛ
n =

1

Ld(Λn)

∫
Λn

(Ξn ◦ τ−1
x )1Λ⊆τx(Λn)dx.

Les mesures PΛ
n ne sont pas des mesures de probabilité mais la suite est asymptoti-

quement équivalente à la suite (Pn)n. De plus chaque PΛ
n satisfait l’équation DLR(Λ).

Proposition I.3.11.

— Pour toute fonction f mesurable locale bornée, nous avons

lim
n→∞

∣∣∣ ∫
Ω

f(ω)PΛ
n (dω)−

∫
Ω

f(ω)Pn(dω)
∣∣∣ = 0.

— Pour toute fonction f mesurable bornée, nous avons∫
Ω

f(ω)PΛ
n (dω) =

∫
Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)PΛ

n (dω).

Démonstration. Cette preuve est fortement inspirée d’un résultat similaire dans [12]. Pour
le premier point considérons une fonction f ∆-locale pour un ensemble ∆ borné. Nous
supposons de plus que la fonction f est bornée par 1. Prenons n assez grand tel que Λn

contienne Λ et ∆. Alors nous avons∣∣∣ ∫
Ω

f(ω)PΛ
n (dω)−

∫
Ω

f(ω)Pn(dω)
∣∣∣

=
1

Ld(Λn)

∣∣∣∣∫
Λn

(∫
Ω

f(ω)P̂n ◦ τ−1
x (dω)− 1Λ⊆τx(Λn)

∫
Ω

f(ω)Ξn ◦ τ−1
x (dω)

)
dx

∣∣∣∣ .
Lorsque ∆ ⊆ τx(Λn) et Λ ⊆ τx(Λn) alors les deux intégrales sont égales. Nous avons donc∣∣∣ ∫

Ω

f(ω)PΛ
n (dω)−

∫
Ω

f(ω)Pn(dω)
∣∣∣

≤ 1

Ld(Λn)

∫
Λn

1Λ∪∆ 6⊆τx(Λn)

∣∣∣∣∫
Ω

f(ω)P̂n ◦ τ−1
x (dω)− 1Λ⊆τx(Λn)

∫
Ω

f(ω)Ξn ◦ τ−1
x (dω)

∣∣∣∣ dx
≤ 1

Ld(Λn)

∫
Λn

1Λ∪∆ 6⊆τx(Λn)dx.
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Comme Λ∪∆ est borné, nous avons Λ∪∆ ⊆ [−k, k]d pour un certain k plus petit que n,
et donc nous pouvons dire que∫

Λn

1Λ∪∆ 6⊆τx(Λn)dx ≤ 2k × d× (2n)d−1,

et donc ∣∣∣ ∫
Ω

f(ω)PΛ
n (dω)−

∫
Ω

f(ω)Pn(dω)
∣∣∣ ≤ kd

n

qui tend vers 0.
Pour montrer que PΛ

n satisfait l’équation DLR(Λ) il suffit de montrer que pour chaque
x ∈ Λn tel que Λ ⊆ τx(Λn), Ξx ◦ τ−1

x satisfait l’équation DLR(Λ). Or ceci est une consé-
quence de la consistance des noyaux gibbsiens, voir Proposition I.1.16.

Nous avons donc que chaque PΛ
n satisfait DLR(Λ) et PΛ

n converge vers P . Nous voulons
donc faire passer cette propriété DLR à la limite. Compte tenu de la structure de la tribu
F , nous pouvons nous restreindre à démontrer l’équation DLR(Λ) pour des fonctions f
mesurables locales bornées par 1.

Nous allons avoir besoin qu’il n’y ait pas de boule trop grande dans ωΛ. Pour cela nous
introduisons l’événement

UR1 = {ω ∈ Ω,∀(x,R) ∈ ωΛ, R ≤ R1}.

Quand nous serons dans le cas des rayons bornés par R0, nous prendrons bien-sûr R1 = R0.
Dans le cas des rayons non bornés, R1 sera fixé plus tard et dépendra de Λ, z, Q et q.

À partir de maintenant la fonction f est fixée et nous avons∫
fdPΛ

n →
n→∞

∫
fdP.

Le terme de gauche de l’équation DLR ne pose donc aucun problème. Mais dans le terme
de droite la fonction

ω 7→
∫
f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q

Λ (dω′Λ|ωΛc)

n’est pas une fonction locale puisque la fonction NΛ
cc dans le noyau Ξz,Q,q

Λ (.|ωΛc) n’est pas
locale. Nous allons donc devoir ”localiser” l’interaction NΛ

cc.
Pour cela nous avons besoin de l’unicité de la composante connexe infinie. Le travail

de la section I.3.2 et la prochaine proposition permettent de répondre à cette question.

Proposition I.3.12. Sous les hypothèses (Condition), c’est-à-dire q ≥ 1 ou q < 1 et
rayons bornés nous avons

P (N∞cc ≤ 1) = 1.

Démonstration. Pour montrer le résultat il suffit de montrer que P satisfait la condition de
modification locale. En effet comme P est stationnaire, le résultat se déduira du Théorème
I.3.7.
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Pour R1 > 0, nous définissons AR1 = A ∩ UR1 où nous rappelons que

UR1 = {ω ∈ Ω,∀(x,R) ∈ ωΛ, R ≤ R1}.

Par le théorème de convergence monotone, pour R1 assez grand nous avons πz,Q(AR1) > 0.
Comme P (AR1 ∩ B) ≤ P̄ (A ∩ B), il est suffisant de montrer la propriété de modification
locale dans le cas spécial A = AR1 .

Par théorème de convergence de martingale nous avons 1B = lim
∆→Rd

EP [1B|F∆] P -

presque sûrement. De plus la fonction EP [1B|F∆], que nous noterons φB∆, est locale, donc

P (A ∩B) = lim
∆→Rd

∫
Ω

1A(ωΛ)φB∆(ω∆\Λ)P (dω)

= lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

1A(ωΛ)φB∆(ω∆\Λ)PΛ
n (dω)

= lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

∫
Ω

1A(ω′Λ)φB∆(ω∆\Λ)
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′)PΛ
n (dω),

où les deux dernières égalités sont obtenues grâce à la Proposition I.3.11.
À partir de maintenant nous traitons séparément les cas q ≥ 1 et q < 1.

— Cas q ≥ 1.

Grâce à la Proposition I.1.17, nous avons

ZΛ(ωΛc) ≤ e(q−1)zLd(Λ)

et donc

P̄ (A ∩B) ≥ lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

∫
Ω

1A(ω′Λ)φB∆(ωΛc)
qK−ω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)

e(q−1)zLd(Λ)
πz,QΛ (dω′)PΛ

n (dω)

= lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

φB∆(ωΛc)
qK−ω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)

e(q−1)zLd(Λ)
πz,QΛ (A)PΛ

n (dω)

=
qK × πz,QΛ (A)

e(q−1)zLd(Λ)

∫
Ω

1B(ωΛc)q−ω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)P (dω),

et donc P̄ (A ∩B) > 0.

— Cas q < 1.

Grâce à la Proposition I.1.17 et à la condition (Condition) qui borne les rayons dans
ce cas, nous avons

Zz,Q,q
Λ (ωΛc) ≤ qK−ω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ),

et donc

P̄ (A ∩B) ≥ lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

∫
Ω

1A(ω′Λ)φB∆(ωΛc)
qω
′(Λ)

qK−ω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)
πz,QΛ (dω′)PΛ

n (dω)

= lim
∆→Rd

lim
n→∞

∫
Ω

φB∆(ωΛc)
qω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)

qK
PΛ
n (dω)

∫
Ω

1A(ω′Λ)qω
′(Λ)πz,QΛ (dω′)

=

∫
Ω

1B(ωΛc)
qω(Λ⊕B(0,R1+2)\Λ)

q(1−K)
P (dω)

∫
Ω

1A(ω′Λ) qω
′(Λ)πz,QΛ (dω′),

et donc P (A ∩B) > 0.
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Remarque I.3.13. Il est important de remarquer que dans la Proposition I.3.12 nous
n’avons pas besoin d’hypothèse d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) < ∞ des rayons dans le cas

q ≥ 1. Ce résultat pourra donc être utilisé dans le cas où les rayons ne seraient plus
intégrable.

Maintenant nous posons ∆i = [−i, i]d et nous définissons pour j > i les événements

— Ai,j = {ω ∈ Ω, ∀(x,R) ∈ ω∆c
j
, B(x,R) ∩∆i = ∅}, voir Figure I.12,

Figure I.12 – L’événement Ai,j est réalisé à gauche et ne l’est pas à droite (les boules
blanches n’interviennent pas dans la décision).

— Wi,j l’événement des configurations ω qui ont au plus une composante connexe de
L(ω∆j\Λ) intersectant Λ⊕B(0, R1) et ∆c

i , voir Figure I.13.

La prochaine proposition montre que la fonction NΛ
cc est locale sur ces événements.

Proposition I.3.14. Pour tous j > i assez grands (dépendant de le Λ et R1) et tous ω
dans UR1 ∩ Ai,j ∩Wi,j, nous avons

NΛ
cc(ω) = NΛ

cc(ω∆j
).

Démonstration. Prenons i et j assez grand pour avoir Λ⊕ B(0, R1) ⊆ ∆i. Comme ω est
une configuration de Wi,j ∩ Ai,j, chaque boule de L(ω∆c

j
) ne peut donc pas intersecter

L(ωΛ) et peut au plus intersecter une Λ-composante (voir la terminologie dans la preuve
de la Définition I.1.14) de L(ω∆j

). Donc

NΛ
cc(ω) = Ncc(ω∆j

)−Ncc(ω∆j\Λ) = NΛ
cc(ω∆j

).

Maintenant nous devons contrôler la probabilité des événements Wi,j et Ai,j.
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Figure I.13 – L’événement Wi,j est réalisé à gauche et ne l’est pas à droite (les boules
blanches n’interviennent pas dans la décision).

Proposition I.3.15. Sous les hypothèses (Condition) nous avons

lim
i→∞

lim
j→∞

P (Wi,j) = 1. (I.3.3)

Démonstration. Nous remarquons premièrement que lim
i→∞

lim
j→∞

P (Wi,j) = P

(⋃
i∈N

⋂
j>i

Wi,j

)
,

où
⋃
i∈N

⋂
j>i

Wi,j est l’événement des configurations ω telles que L(ωΛc) a au plus une com-

posante connexe infinie intersectant Λ ⊕ B(0, R1). Si nous supposons par l’absurde que
cet événement n’est pas total, alors comme P satisfait la propriété de modification locale,
nous pouvons montrer qu’avec probabilité positive, nous avons au minimum deux com-
posantes connexes infinies. Ceci est bien sûr en contradiction directe avec la Proposition
I.3.12. Donc

lim
i→∞

lim
j→∞

P̄ (Wi,j) = 1.

Les événements Ai,j ne sont pas locaux. Nous devons donc obtenir un contrôle plus
fort. Ceci est l’objet de la prochaine proposition.

Proposition I.3.16. Sous les hypothèses du Théorème I.3.9, c’est-à-dire rayons bornés
ou q ≥ 1 et

∫
R+ R

dQ(dR) < +∞, alors pour tout i ≥ 1

lim
j→∞

max(P (Aci,j), sup
n
PΛ
n (Aci,j)) = 0.

Démonstration. Le cas des rayons bornés par R0 (avec R1 = R0) est très simple puisque
P (Aci,j) = 0 et PΛ

n (Aci,j) = 0 dés que j > i+R0. Dans le cas q > 1 et rayons satisfaisant la
condition d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) <∞, nous utilisons de la domination stochastique.
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En utilisant la Proposition I.2.6 nous avons pour chaque événement croissant A l’in-
égalité

PΛ
n (A) ≤ πqz,Q(A).

Nous ne pouvons pas parler ici de domination stochastique puisque PΛ
n n’est pas une

mesure de probabilité. Comme l’événement Aci,j est croissant nous avons

PΛ
n (Aci,j) ≤ πqz,Q(Aci,j). (I.3.4)

Malheureusement l’événement Aci,j n’est pas local. Nous allons donc introduire la modifi-
cation locale

Ai,j,k = {ω ∈ Ω, ∀(x,R) ∈ ω∆c
j∩∆k

, B(x,R) ∩∆i = ∅}
et nous avons

P (Aci,j) = lim
k
P (Aci,j,k) = lim

k
lim
n
PΛ
n (Aci,j,k) ≤ lim

k
lim
n
PΛ
n (Aci,j) ≤ πqz,Q(Aci,j). (I.3.5)

Lemme I.3.17. Le nombre moyen de boules dans le modèle booléen poissonien intersec-
tant un borélien borné ∆ est z

∫
(Ld(∆⊕B(0, R))Q(dR).

En utilisant ce lemme nous avons en particulier que comme
∫
R+ R

dQ(dR) < +∞, le
nombre de boules intersectant ∆ est fini presque sûrement. Nous en déduisons ainsi que
lim
j→∞

πzq,Q(Aci,j) = 0 et le résultat se déduit des équations (I.3.4) et (I.3.5).

Preuve du Lemme. Une preuve plus forte, donnant la loi du nombre de boules intersectant
∆, est disponible dans [8, page 72] en utilisant un ”thinning”. Nous allons ici utiliser la for-
mule de Slivnyak-Mecke, Proposition I.1.2. Nous considérons donc la fonction F ((x,R), ω)
égale à 1 si la boule B(x,R) intersecte ∆ et 0 sinon. Nous avons donc en utilisant la Pro-
position I.1.2 que le nombre moyen de boules du modèle booléen poissonien intersectant
∆ s’exprime comme

z

∫
Ω

∫
R+

∫
Rd

F ((x,R), ω)Ld(dx)Q(dR)πz,Q(dω) = z

∫
R+

Ld(∆⊕B(0, R))Q(dR).

Le résultat est donc démontré.

Remarque I.3.18. C’est seulement pour cette proposition finale que nous avons eu besoin
de l’hypothèse d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) < +∞ sur les rayons. En effet nous avons utilisé

une domination stochastique par un processus ponctuel de Poisson πz,Q. Mais lorsque les
rayons ne satisfont pas la condition d’intégrabilité, ce processus ponctuel de Poisson n’a
pas les bonnes propriétés que nous avons utilisé dans la précédente preuve. C’est pour cela
que dans le chapitre III nous allons avoir besoin de la FK-représentation.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l’équation DLR(Λ). Posons

δ =
∣∣∣ ∫

Ω

fdP −
∫

Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)P (dω)

∣∣∣.
Nous allons montrer que δ est arbitrairement petit. Pour cela prenons ε > 0.
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Lemme I.3.19. Pour R1 assez grand et pour tout ωΛc nous avons∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)−

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)1UR1
(ω′Λ)

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)
πz,QΛ (dω′)

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

où Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc) =
∫

Ω
1UR1

(ω′Λ)qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )πz,QΛ (dω′) est la fonction de partition modifiée.

La constante R1 peut être choisie assez grand pour satisfaire πz,QΛ (U c
R1

) ≤ ε.

Démonstration. Premièrement dans le cas q < 1 et rayons bornés, nous avons égalité en
posant R1 = R0. À partir de maintenant nous traitons le cas q ≥ 1. Nous avons

πz,QΛ (UR1) = exp
(
− zLd(Λ)Q[R1,∞[

)
→

R1→∞
1

et donc R1 peut être choisi de manière à satisfaire πz,QΛ (U c
R1

) ≤ ε.
Pour la première inégalité, le théorème de convergence dominée nous donne la conver-

gence à ωΛc fixé. Pour obtenir une convergence uniforme il va falloir trouver une borne
plus précise.∣∣∣∣∣

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)−

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)1UR1
(ω′Λ)

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)
πz,QΛ (dω′)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

f(ω′Λ + ωΛc)(1− UR1(ω′Λ))Ξz,Q,q
Λ (dω′Λ|ωΛc)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫

Ω

f(ω′Λ + ωΛc)

q−N
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

1UR1
(ω′Λ)

(
1

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

− 1

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)

)
πz,Q(dω′)

∣∣∣∣∣
≤ Ξz,Q,q

Λ (U c
R1
|ωΛc) +

∣∣∣∣∣Z
z,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

− 1

∣∣∣∣∣
≤ Ξz,Q,q

Λ (U c
R1
|ωΛc) +

1

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

|Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)− Zz,Q,q
Λ (ωΛc)|

≤ 2Ξz,Q,q
Λ (U c

R1
|ωΛc) ≤ 2πqz,Q,qΛ (U c

R1
), (I.3.6)

où la dernière inégalité provient de la domination stochastique de la Proposition I.2.6.
Nous obtenons le résultat voulu pour R1 assez grand.

Nous fixons donc maintenant R1 comme dans le Lemme I.3.19. Nous avons donc

δ ≤

∣∣∣∣∣
∫
fdP −

∫ ∫
f(ω′Λ + ωΛc)1UR1

(ω′Λ)
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)
πz,QΛ (dω′)P (dω)

∣∣∣∣∣+ ε.

Grâce à la Proposition I.3.15 et la Proposition I.3.16 nous pouvons choisir i < j assez
grands (fixés à partir de maintenant) tels que P (Aci,j ∪W c

i,j) ≤ ε et PΛ
n (Aci,j) ≤ ε pour tout

n. Donc

δ ≤
∣∣∣ ∫ fdP −

∫ ∫
1UR1

(ω′Λ)1Ai,j∩Wi,j
(ωΛc)f(ω′Λ + ωΛc)

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)
πz,QΛ (dω′)P (dω)

∣∣∣+ 2ε.
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Maintenant à l’aide de la Proposition I.3.14 nous obtenons

δ ≤
∣∣∣ ∫ fdP −

∫ ∫
1UR1

(ω′Λ)1Ai,j∩Wi,j
(ωΛc)f(ω′Λ + ωΛc)

q
NΛ

cc(ω′Λ+ω∆j\Λ)

Zz,Q,q
Λ,R1

(ω∆j\Λ)
πz,QΛ (dω′)P (dω)

∣∣∣+ 2ε

≤
∣∣∣ ∫ fdP −

∫ ∫
1UR1

(ω′Λ)1Wi,j
(ωΛc)f(ω′Λ + ωΛc)

q
NΛ

cc(ω′Λ+ω∆j\Λ)

Zz,Q,q
Λ,R1

(ω∆j\Λ)
πz,QΛ (dω′)P (dω)

∣∣∣+ 3ε,

et comme la fonction 1Wi,j
est locale, nous sommes maintenant en mesure d’utiliser la

convergence locale de PΛ
n vers P . Donc pour n assez grand (fixé à partir de maintenant)

nous avons

δ ≤
∣∣∣ ∫ fdPΛ

n −
∫ ∫

1UR1
(ω′Λ)1Wi,j

(ωΛc)f(ω′Λ + ωΛc)
q
NΛ

cc(ω′Λ+ω∆j\Λ)

Zz,Q,q
Λ,R1

(ω∆j\Λ)
πz,QΛ (dω′)PΛ

n (dω)
∣∣∣+ 4ε

≤
∣∣∣ ∫ fdPΛ

n −
∫ ∫

1UR1
(ω′Λ)f(ω′Λ + ωΛc)1Ai,j∩Wi,j

(ωΛc)
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc)
πz,QΛ (dω′)PΛ

n (dω)
∣∣∣+ 5ε.

Dans la dernière inégalité l’événement Ai,j a été réintroduit (modulo une erreur de ε) pour
pouvoir utiliser la Proposition I.3.14 et réintroduire les fonctions globales NΛ

cc(ω
′
Λ + ωΛc)

et Zz,Q,q
Λ,R1

(ωΛc). Nous obtenons donc

δ ≤
∣∣∣ ∫ fdPΛ

n −
∫ ∫

1Wi,j
f(ω′Λ + ωΛc)

qN
Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′)PΛ
n (dω)

∣∣∣+ 7ε.

Mais par la Proposition I.3.11, PΛ
n satisfait l’équation DLR(Λ) et nous avons donc

δ ≤ 7ε+ PΛ
n (W c

i,j) ≤ 8ε.

I.3.4 Unicité du CRCM : Résultat et perspective

Le Théorème I.3.9 répond donc positivement à la question de l’existence dans le cas
des rayons intégrables. La seconde question concerne l’unicité : existe-il une unique me-
sure de Gibbs ou y en a-t-il plusieurs ? La dynamique attendue est la suivante. Nous nous
attendons à avoir unicité de la mesure de Gibbs pour z assez petit (dépendant de Q et q)
et non unicité pour z assez grand. Nous parlons alors de transition de phase. Concernant
le CRCM il n’y a pour le moment pas de résultat montrant la non-unicité dans le cas des
rayons intégrables. Concernant l’unicité certaines techniques sur les réseaux sont adap-
tables et permettent de montrer l’unicité du CRCM. Nous allons décrire ici la technique
de disagreement percolation et énoncer le résultat d’unicité.

Nous voulons montrer l’unicité du CRCM(z,Q, q). L’idée est de prendre deux CRCM
P1, P2 et de construire un couplage de ces deux lois pour lequel les deux processus différent
sur un ensemble ”de percolation”. En montrant l’absence de percolation nous montrons
donc que P1 = P2. Cette idée est formalisée dans la prochaine proposition.

La méthode de disagreement percolation repose sur une domination stochastique par
un processus ponctuel de Poisson. À partir de maintenant nous prenons donc q > 1.
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Définition I.3.20. Soit Λ borné et soient ω1
Λc, ω2

Λc deux conditions extérieures. Nous
disons que Γ1, Γ2, Γ′ est un disagreement coupling s’il vérifie :

1. Γi ∼ Ξz,Q,q
Λ (.|ωiΛc), i = 1 ou 2,

2. Γ′ ∼ πqz,QΛ ,

3. Γi ≤ Γ′,

4. Γ1 = Γ2 sur l’ensemble (x,R) ∈ Γ′ tel que B(x,R) 6↔
L(Γ′)

L(ω1
Λc + ω2

Λc).

Proposition I.3.21. Si pour tous Λ, ω1
Λc, ω2

Λc il existe un disagreement coupling, alors
pour z assez petit il y a unicité du CRCM.

Démonstration. Soient P1 et P2 deux CRCM(z,Q, q). Par le Théorème I.1.4 nous avons
Pi � πzq,Q. Nous allons montrer que P1 = P2. Pour cela il suffit de montrer que P1(A) =
P2(A) pour tous les événements A locaux et nous prenons à partir de maintenant A un
événement ∆-local et prenons Λ = [−n, n]d contenant ∆. Alors nous avons

|P1(A)− P2(A)| =
∣∣∣∣∫ ∫ (Ξz,Q,q

Λ (A|ω1
Λc)− Ξz,Q,q

Λ (A|ω2
Λc)
)
P1(dω1)P2(dω2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∫ E [1A(Γ1)− 1A(Γ2)]P1(dω1)P2(dω2)

∣∣∣∣
≤
∫ ∫

E
[
1L(Γ′∆) ↔

L(Γ′)
L(ω1

Λc+ω1
Λc )

]
P1(dω1)P2(dω2)

≤
∫ ∫

πqz,QΛ

(
L(ω′∆) ↔

L(ω′)
L(ω1

Λc + ω1
Λc)

)
πqz,Q(dω1)πqz,Q(dω2), (I.3.7)

où la dernière majoration est obtenue grâce à la croissance de la fonction intégrée.

— Méthode simple : Unicité pour z < zd(Q)
2q

.

Par une domination stochastique brutale nous obtenons

|P1(A)− P2(A)| ≤ π2qz,Q(L(ω∆)↔ L(ωΛc)),

ce qui tend vers 0 lorsque Λ croit, et lorsque z < zd(Q)
2q

, où zd(Q) est le seuil de

percolation de πz,Q.

— Méthode compliquée : Unicité pour z < zd(Q)
q

. Soit ε > 0. Il existe R1 tel que

l’équation (I.3.7) devient

|P1(A)−P2(A)|

≤
∫ ∫

πqz,QΛ

(
∆⊕B(0, R1) ↔

L(ω′)
L(ω1

Λc + ω1
Λc)

)
πqz,Q(dω1)πqz,Q(dω2) + ε.

À partir de maintenant nous avons besoin d’un contrôle des rayons pour le modèle
booléen. Pour cela nous posons

Υn = {ω ∈ Ω,∀(x,R) ∈ ω,R ≤ |x|
2

+ n},

et Υ = ∪
n≥1

Υn.
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Lemme I.3.22. Si Q satisfait la condition d’intégrabilité
∫
RdQ(dR) <∞, alors

πz,Q(Υ) = 1.

Démonstration. Notons, pour k ∈ Zd, Dk = [k1, k1 + 1[× · · · × [kd, kd + 1[. Il est
possible d’indexer les indices k par un entier n ∈ N de tel sorte qu’il existe 0 < a <
b <∞ tels que pour tout n nous avons

an2d ≤ |kn|d = (k2
n,1 + · · ·+ k2

n,d)
d/2 ≤ bn2d.

Une méthode consiste à parcourir les k en tournant autour de l’origine dans une
spirale.

Si x est dans Dk alors |x| ≤ |k|+
√
d. Nous allons donc considérer la somme∑

n∈N∗
πz,Q

(
{ω ∈ Ω, il existe (x,R) ∈ ωDkn

, R >
|kn|
2
}
)

et montrer que cette somme est finie. Nous avons

πz,Q
(
{∃(x,R) ∈ ωDkn

, R >
|kn|
2
}
)

= 1− πz,Q
(
{∀(x,R) ∈ ωDkn

, R ≤ |kn|
2
}
)

= 1− exp
(
− z(1−Q([0, |kn|/2])

)
≤ zQ(]|kn|/2,∞[)

≤ zQ(Rd > an),

nous obtenons donc en sommant∑
n∈N∗

πz,Q
(
{∃(x,R) ∈ ωDkn

, R >
|kn|
2
}
)
≤ z

∑
n∈N∗

Q(Rd > an)

≤
∑
n∈N∗

∫ an

a(n−1)

Q(Rd > x)dx

=

∫
R+

RdQ(dR) <∞.

Donc par le lemme de Borel-Cantelli, pour πz,Q-presque tout ω dans Ω, il existe un
rang N (qui dépend de ω) et tel que pour tout n ≥ N , nous avons

∀(x,R) ∈ ωDkn
, R ≤ |Kn|

2
≤ |x|

2
+
√
d.

En prenant j = max{R, (x,R) ∈ ω∪n≤NDkn
}+
√
d, nous avons ω ∈ Υj.

Alors il existe un n tel que πz,Q(Υn) ≥ 1− ε et il existe Λ̄, dépendant de Λ et n, et
qui tend vers Rd quand Λ fait de même, tel que

|P1(A)− P2(A)| ≤
∫ ∫ ∫

πqz,QΛ

(
∆⊕B(0, R1) ↔

L(ω′)
Λ̄c)

)
πqz,Q(dω1)πqz,Q(dω2) + 2ε,

= πqz,QΛ

(
∆⊕B(0, R1) ↔

L(ω′)
Λ̄c)

)
+ 2ε.
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Lorsque z < zd(Q)
q

nous avons donc pour Λ assez grand

|P1(A)− P2(A)| ≤ 3ε

pour ε arbitrairement petit et donc

P1(A) = P2(A).

Le gros du travail est donc de construire un disagreement coupling. L’idée originelle
de Van Den Berg et Maes [50] est de construire ce couplage de manière itérative en
commençant par les sites à la frontières de Λ. Dans le cas des rayons bornés il est possible
d’adapter cette méthode en divisant Λ en des sous-ensembles disjoints de petites tailles
(dépendant bien sûr de la borne sur les rayons). Alors en reproduisant la méthode discrète
et construisant le couplage successivement sur chacun de ces petits sous-ensemble, nous
obtenons un couplage aux bonnes propriétés. Ceci a été développé en détails dans [13].

Malheureusement cette méthode n’est pas applicable dans le cas des rayons non bor-
nés. Cette question est l’objet d’un projet en commun avec C. Hofer-Temmel. Nous
projetons de construire un disagreement coupling de manière continue, c’est-à-dire où les
petits-ensembles précédents seraient remplacer par des zones dépendants aléatoirement
des précédentes itérations.

I.3.5 (Perspective) Estimation des paramètres

L’estimation des paramètres d’un modèle Gibbsien est une question naturelle qui a été
traitée dans de nombreux articles [1, 16, 17, 9, 39, 44]. Dans notre cas où l’existence du
modèle en volume infini a été démontrée, dans le Théorème I.3.9, nous pouvons étudier
certaines propriétés asymptotiques, telles que la consistance et la normalité, lorsque nous
faisons crôıtre la fenêtre d’observation. Deux types d’observations sont possibles :

— Cas 1 : Observation d’un vecteur contenant les centres de boules et les rayons.

— Cas 2 : Observation de la structure germe-grain de l’union des boules.

Pour ces deux types d’observations nous souhaitons estimer les paramètres z, q et éven-
tuellement la loi des rayons Q. Plusieurs techniques ont été développées :

1. Le maximum de vraisemblance est sans doute l’estimateur le plus naturel pour l’esti-
mation en mécanique statistique puisque les modèles sont définis à partir d’une den-
sité non normalisée. Cette constante de normalisation n’est pas connue explicitement
et pose donc un problème pratique pour le calcul du maximum de vraisemblance,
même si des techniques ont été développées dans le cas des données clairsemées,
voir [25, 46]. Ces problèmes pratiques n’empêchent pas l’étude asymptotique de cet
estimateur.

Dereudre et Lavancier [16] ont démontré un résultat général de consistance
pour le maximum de vraisemblance pour l’estimation des paramètres d’un modèle
de Gibbs satisfaisant des conditions de régularité, de stabilité et satisfaisant un
principe variationnel. Il est envisageable de pouvoir montrer que le CRCM satisfait
les hypothèses de [16] mais serait un travail compliqué. En effet il est par exemple
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compliqué de montrer qu’un modèle de Gibbs à longue portée satisfasse un principe
variationnel.

La question de la normalité est beaucoup plus compliquée et est toujours ouverte
même dans le cas des modèles de Gibbs à portée finie. En effet la transition de phase
du modèle peut entrâıner des asymptotiques non-standard.

Finalement il est important de remarquer que dans le cas 2 où nous observons
uniquement l’union des boules, le nombre de boules et leurs rayons ne sont pas
observés et donc la vraisemblance n’est pas calculable. Cet estimateur est donc
utilisable pour estimer (z, q) et Q dans le cas 1 mais nous pouvons uniquement
dans le cas 2 estimer q, les autres paramètres étant supposés connus.

2. Les estimateurs Takacs-Fiksel ont été introduits dans les années 1980 [18, 49], et
se basent sur les équations GNZ satisfaites par un modèle de Gibbs. Contraire-
ment au maximum de vraisemblance, le calcul de ces estimateurs ne dépend pas de
le constante de normalisation et le choix infini des fonctions tests donne une infi-
nité d’estimateurs possibles. Il est possible de choisir des fonctions tests adaptées à
l’estimation et qui facilitent les calculs. De plus il est envisageable d’estimer simulta-
nément z, q et Q dans le cas 2 sans observer le nombre et les rayons des boules grâce
à de bonnes fonctions tests. Ceci a été fait pour l’estimation de z dans [17] pour le
modèle Quermass. Des résultats de consistance et de normalité ont été démontrés
dans [9] mais ne traitent que le cas des modèles de Gibbs avec portée finie. Il faudrait
donc démontrer le même type de résultat pour le CRCM qui a une portée infinie.
Il est intéressant de noter que l’estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance,
développé par exemple dans [34], est un estimateur Takacs-Fiksel pour des fonctions
tests particulières.

3. L’estimateur variationnel est basé sur une équation GNZ variationnelle. Cet estima-
teur a l’avantage d’être très rapide à calculer. La consistance de cet estimateur est
historiquement basée sur une hypothèse de différentiabilité de l’interaction qui n’est
pas satisfaite par le CRCM, mais [1] propose un résultat de consistance plus général
basé sur un lissage aux points où il y a un problème de discontinuité. Il pourrait
être intéressant d’étudier les propriétés de cet estimateur pour le CRCM.
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Chapitre II

Modèle de Widom-Rowlinson (WR)
à rayons aléatoires

Résumé du chapitre

Nous allons présenter le modèle de Widom-Rowlinson, modèle gibbsien de
boules colorées avec une interaction hard-core entre les boules de différentes
couleurs. Le premier résultat de ce chapitre est le suivant.

Si les rayons, potentiellement non bornés, du modèle booléen sous-
jacent satisfont la condition d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) < ∞, alors

pour tous les paramètres z et q nous avons l’existence d’un WR
stationnaire.

Nous présentons deux preuves de ce résultat. La première est basée sur
les techniques utilisées dans le chapitre I. La seconde démonstration est
basée sur la FK-représentation qui exprime le WR comme une coloration
du CRCM.

Ensuite nous présentons la théorie de la percolation. La percolation du
CRCM est un outil très puissant permettant de montrer la transition de
phase du WR. Nous démontrons le résultat suivant concernant la percolation
du CRCM.

Sous de bonnes hypothèses garantissant l’existence du CRCM, nous
avons absence de percolation du CRCM en faible activité et perco-
lation du CRCM en forte activité.
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Ce résultat se base sur deux techniques de domination stochastique, l’une
de Georgii et Küneth [23] et l’autre dû à Liggett, Schonmann et
Stacey [38].

Enfin nous utilisons ce résultat de percolation pour simplifier et généra-
liser le résultat de transition de phase du WR démontré dans [7] et [21].
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II.1 Définition et existence du WR

II.1.1 Définition et historique du WR

Quand nous parlons du modèle de Widom-Rowlinson, le paramètre q est un entier plus
grand que 1, que nous nommons nombre de couleurs. Nous notons S̃ = Rd×R+×{1, . . . , q}
l’ensemble des points avec une marque rayon et une marque couleur. Nous notons Ω̃
l’ensemble des configurations colorées ω̃, c’est-à-dire des mesures ponctuels sur Ω̃. Cet
espace des configurations colorées est muni des tribus F̃ et F̃Λ, construites de la même
manière que F et FΛ au début du chapitre I. Les notions de fonction locale, de convergence
locale et d’entropie spécifique sont elles-aussi définies de manière analogue à ce qui a été
fait dans le chapitre I, et les résultats de tension, Théorème I.1.12 et Corollaire I.1.13,
sont encore vrais.

Nous munissons cet espace de la mesure de probabilité π̃z,Q,q loi d’un processus ponc-
tuel de Poisson d’intensité zLd ⊗Q⊗ U{1, . . . , q}, où U{1, . . . , q} est la loi uniforme sur
{1, . . . , q}. Chaque point de ce processus a donc une marque couleur choisie uniformément
parmi les q couleurs, et indépendamment des autres points.

Nous notons A l’événement des configurations autorisées, c’est-à-dire

A = {ω̃ ∈ Ω̃, ∀(x,R, k), (x′, R′, k′) ∈ ω̃, k 6= k′ ⇒ |x− x′| > R +R′}.

Autrement dit l’ensemble A contient les configurations telles que deux boules B(x,R) et
B(x′, R′) de différentes couleurs ne s’intersectent pas.

Définition II.1.1. Une mesure de probabilité P̃ sur Ω̃ est une mesure de Widom-Rowlinson
de paramètres z, Q et q (notée WR(z,Q, q)) si pour tout Λ borné,

1. Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc) :=

∫
1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ) > 0, P̃ presque sûrement.
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2. DLR(Λ) : P̃ (dω̃′Λ|ω̃Λc) =
1A(ω̃′Λ+ω̃Λc )

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc )

π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ) , P̃ presque sûrement.

Le WR est donc un modèle gibbsien où l’interaction est une interaction hard-core
entre les boules de différentes couleurs. Ce modèle a été originellement introduit pour
q = 2 et des rayons constants par Widom et Rowlinson en 1970 [51]. Ce modèle a
deux formulations possibles. L’une en tant que modèle avec interaction entre deux gaz, la
seconde en tant que modèle d’un gaz plongé dans un liquid dense. La seconde formulation
est obtenue en intégrant par rapport à une espèce. Dans ce cas nous parlons aussi de area
model. L’intérêt du WR réside non seulement dans son applicabilité pour la description
de systèmes continus, mais aussi parce que ce fût le premier modèle continu pour lequel
la transition de phase a été démontrée, par Ruelle en 1971 [48]. La preuve de Ruelle
utilise l’argument de Peierls et fût ensuite généralisée par Lebowitz et Lieb pour des
interactions à portée finie [37]. Une preuve moderne de la transition de phase basée sur la
FK-représentation du WR par un CRCM a été donnée par Chayes, Chayes et Kotechý
[7] et pour une classe de processus plus large par Georgii et Häggstrom [21].

Dans le cas non symétrique, c’est-à-dire où chaque espèce aurait une fugacité zi, il a
été démontré par Bricmont, Kuroda et Lebowitz [4] que pour chaque r il existe des
sous-espaces des paramètres z1, . . . , zq où il existe r phases pures. Ce résultat a été obtenu
grâce à la théorie de Pirogov-Sinai. Dans certains cas une description précise des phases
pures a été donnée par Mazel, Suhov et Stuhl [41].

Nous allons finir cette section en donnant une formulation équivalente du WR ne
faisant pas intervenir de fonction de partition : les équations GNZ.

Proposition II.1.2. Une mesure de probabilité P̃ sur Ω̃ est une mesure de Widom-
Rowlinson WR(z,Q, q) si et seulement si elle vérifie, pour chaque fonction F̃ : S̃×Ω̃→ R
mesurable positive∫ ∑

ω̃∈Ω̃

F (X̃, ω̃ − δX̃)P̃ (dω̃) = z

∫ ∫
S̃

F̃ (X̃, ω̃)1A(ω̃ + δX̃)m̃(dX̃)P̃ (dω̃),

où X̃ = (x,R, k) et où m̃ = Ld ⊗Q⊗ U{1, . . . , q}.

II.1.2 Existence avec rayons non bornés

Comme pour le CRCM, la question de l’existence du WR est une question intéressante
et non triviale. Dans le cas des rayons bornés, l’interaction du WR est à portée finie et
donc l’existence est déjà démontrée [47]. Dans le cas des rayons non bornés l’interaction
n’est plus à portée finie mais le prochain théorème répond positivement à la question de
l’existence.

Théorème II.1.3 (Existence de WR(z,Q, q)). Si la loi des rayons Q vérifie la condition
d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) <∞, alors pour tout z > 0 et tout q entier strictement positif,

nous avons l’existence d’un WR(z,Q, q) stationnaire.

Nous allons donner deux démonstrations de ce théorème.
Pour la première nous allons construire un candidat WR comme point d’accumulation

d’une bonne suite à l’aide de l’entropie spécifique. Ensuite nous allons devoir montrer que
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ce candidat satisfait les équations DLR définissant le WR. Pour cela nous allons localiser
l’interaction 1A(ω′Λ + ωΛc) à l’aide du Lemme I.3.22.

Dans la seconde preuve nous allons montrer que le WR en volume infini peut s’ob-
tenir en coloriant les composantes connexes d’un CRCM. C’est la FK-représentation qui
est énoncée dans le Théorème II.1.10. Ainsi l’existence du WR est une conséquence de
l’éxistence du CRCM démontrée dans le Théorème I.3.9.

Preuve du Théorème II.1.3 : Construction d’un bon candidat

Nous notons Λn =] − n, n]d. Nous considérons la mesure de Widom-Rowlinson sur la
bôıte bornée Λn à condition de bord vide définie par

P̃n(dω) =
1A(ω̃)

Z̃n
π̃z,Q,qΛn

(dω̃Λn),

où Z̃n =
∫
1A(ω̃)π̃z,Q,qΛn

(dω̃Λn) est la fonction de partition associée. Nous définissons ensuite

P̂n = ⊗
i∈2nZd

P̃n ◦ τ−1
i et P̄n = 1

Ld(Λn)

∫
Λn

(P̂n ◦ τ−1
x )dx. Cette construction est analogue à ce

qui a été fait pour la preuve du Théorème I.3.9. Chaque P̄n est stationnaire et nous avons
la proposition suivante.

Proposition II.1.4. Pour chaque n nous avons

Iz(P̄n) ≤ z,

donc la suite (P̄n) admet une valeur d’adhérence P̃ pour la topologie de la convergence

locale. La mesure de probabilité P̃ est stationnaire et nous supposons par la suite que la
suite converge vers cette valeur d’adhérence P̃ .

Démonstration. Par additivité de l’entropie spécifique, voir Théorème I.1.12, nous avons

Iz(P̄n) =
1

Ld(Λn)

∫
Iz(P̂n ◦ τ−1

x )dx = Iz(P̂n).

Ici comme dans le chapitre précédent nous faisons un abus puisque P̂n n’est pas station-
naire mais seulement invariante pour la famille de translations de vecteur dans 2nZd.
Mais nous pouvons définir l’entropie spécifique pour ce type d’invariance. Maintenant il
est facile de voir que

Iz(P̂n) =
1

Ld(Λn)
IΛn(P̃n|πz,Q),

avec IΛn(P̃n|πz,Q) =
∫

Ω̃
ln
(
1A(ω̃)

Z̃n

)
P̃n(dω̃) = − ln(Z̃n). Or

Z̃n =

∫
Ω̃

1A(ω̃)πz,QΛn
(dω̃) ≥ exp(−zLd(Λn)).

Nous obtenons donc la borne souhaitée. L’existence d’un point d’accumulation est alors
une conséquence du Théorème I.1.12.
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Nous avons maintenant notre candidat P̃ pour être un WR. Avant de montrer que
cette mesure de probabilité satisfait les équations DLR, nous allons montrer que cette
mesure donne presque sûrement des configurations autorisées.

Proposition II.1.5. Nous avons P̃ (A) = 1, et donc

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc) ≥ exp(−zLd(Λ)) P̃ − presque sûrement.

Démonstration. L’événement A n’est pas locale, mais il s’en approche puisque

1A(ω̃Λk
) →
k→∞

1A(ω̃)

pour toute configuration. C’est très facile à voir intuitivement puisque si une configuration
n’est pas autorisée, il suffit d’arrêter la vérification dés que nous trouvons deux boules
”problématiques”. Nous avons donc

P̃ (A) =

∫
Ω̃

1A(ω̃)P̃ (dω̃) = lim
k→∞

∫
Ω̃

1A(ω̃Λk
)P̃ (dω̃)

= lim
k→∞

lim
n→∞

∫
Ω̃

1A(ω̃Λk
)P̄n(dω̃)

avec ∫
Ω̃

1A(ω̃Λk
)P̄n(dω̃) =

1

Ld(Λn)

∫
Λn

∫
Ω̃

1A(ω̃Λk
)P̂n ◦ τ−1

x (dω̃)dx

=
1

Ld(Λn)

∫
Λn

∫
Ω̃

1A ◦ τx(ω̃Λk
)P̂n(dω̃)dx.

Pour n > k, nous avons τx(Λk) ⊆ Λn dés que x ∈ [k − n, n− k]d et donc∫
Ω̃

1A(ω̃Λk
)P̄n(dω̃) ≥ L

d([k − n, n− k]d)

Ld(Λn)
,

ce qui tend vers 1 lorsque n tend vers l’infini. Le résultat est donc démontré.

Preuve du Théorème II.1.3 : Le bon candidat satisfait DLR

Nous allons modifier la suite P̄n pour qu’elle soit compatible avec les équations DLR.
À partir de maintenant nous fixons Λ ⊆ Rd borné et nous allons montrer que P̃ satisfait
l’équation DLR(Λ). Posons

P̃Λ
n =

1

Ld(Λn)

∫
Λn

1Λ⊆τx(Λn) × (P̂n ◦ τ−1
x )dx.

Les P̃Λ
n ne sont plus des mesures de probabilité mais la proposition suivante nous assure

que cette suite satisfait de bonnes propriétés.
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Proposition II.1.6.

— Pour chaque fonction f : Ω̃→ R locale bornée nous avons∣∣∣∣∫
Ω̃

fdP̃Λ
n −

∫
Ω̃

fdP̃n

∣∣∣∣→ 0,

Donc la suite (P̃Λ
n ) converge vers P̃ pour la topologie de la convergence locale.

— P̃Λ
n satisfait DLR(Λ).

Démonstration. Cette preuve est en tout point similaire à la preuve de la Proposition
I.3.11.

Soit f une fonction locale bornée par 1. Nous allons montrer que pour tout réel ε > 0,
la quantité

δ =

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fdP̃ −
∫

Ω̃

∫
Ω̃

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)
1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃ (dω̃)

∣∣∣∣∣
est majorée par un multiple de ε. La fonction fΛ(ω̃) =

∫
Ω̃

1A(ω̃′Λ+ω̃Λc )

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc )

π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ) n’est pas

une fonction locale (sauf dans le cas des rayons bornés), ce qui est le principale problème
pour cette preuve. Dans l’esprit de ce qui a été fait dans la preuve du Théorème I.3.9,
nous posons

UR1 = {ω̃,∀(x,R, k) ∈ ω̃Λ, R ≤ R1}.

Lemme II.1.7. Pour R1 assez grand et pour tout ω̃Λc ∈ A nous avons∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

f(.+ ω̃Λc)
1A(.+ ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc)

dπ̃z,Q,qΛ −
∫

Ω̃

f(.+ ω̃Λc)1UR1
(.)
1A(.+ ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc)
dπ̃z,Q,qΛ

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

où Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc) =
∫
1UR1

(ω̃′Λ)1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ) est la fonction de partition modifiée.

La constante R1 peut être choisie assez grande de manière à avoir π̃z,Q,qΛ (U c
R1

) ≤ ε.

Démonstration. La preuve de ce lemme suit exactement la méthode de la preuve du
Lemme I.3.19.

Donc en utilisant ce lemme nous obtenons

δ ≤ ε+

∣∣∣∣∣
∫
fdP̃ −

∫ ∫
f(ω̃′Λ + ω̃Λc)1UR1

(ω̃′Λ)
1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃ (dω̃)

∣∣∣∣∣ .
Maintenant pour ”localiser” les fonctions 1A et Z̃z,Q,q

Λ,R1
(ω̃Λc) nous allons utiliser les événe-

ments Υ et Υk définis comme dans la section I.3.4 :

Υk = {ω̃ ∈ Ω̃, ∀(x,R, k) ∈ ω̃, R ≤ |x|
2

+ k},

et Υ = ∪
k≥1

Υk.
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Proposition II.1.8. Il existe k assez grand tel que

1. P̃ (Υc
k) ≤ ε,

2. P̃Λ
n (Υc

k) ≤ ε pour tout entier n,

3. π̃z,Q,q(Υc
k) ≤ ε.

Démonstration. Le troisième point est une conséquence du Lemme I.3.22. Le second point
est une conséquence de la domination stochastique P̃Λ

n � πz,Q qui se prouve en utilisant
le Théorème I.1.4. Pour le premier point nous avons

P̃ (Υc
k) = lim

j→∞
P̃ (ω̃Λi

∈ Υc
k)

= lim
j→∞

lim
n→∞

P̃Λ
n (ω̃Λi

∈ Υc
k)

≤ lim
j→∞

lim
n→∞

π̃z,Q,q(ω̃Λi
∈ Υc

k) = π̃z,Q,q(Υc
k) ≤ ε.

Avec la proposition précédente nous obtenons donc

δ ≤ 2ε+

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fdP̃ −
∫

Ω̃

∫
Ω̃

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)1UR1
(ω̃′Λ)1Υk

(ω̃)
1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃ (dω̃)

∣∣∣∣∣ .
Proposition II.1.9. Il existe ∆, dépendant de R1 et k, tel que pour ω̃′Λ ∈ UR1 et ω̃ ∈
Υk ∩ A, nous avons

1A(ω̃′Λ + ω̃Λc) = 1A(ω̃′Λ + ω̃∆\Λ) et Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc) = Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃∆\Λ).

Démonstration. Comme ω̃ ∈ A, il suffit de vérifier que pour une boule (x,R, k) ∈ ω̃
centrée assez loin, cette boule ne peut pas intersecter L(ω′Λ). Comme ωΛ ∈ UR1 , nous avons
L(ω′Λ) ⊆ Λ⊕B(0, R1). Enfin comme ω ∈ Υk, nous avons pour un ∆ assez grand, que nous
n’expliciterons pas, les boules (x,R, k) ∈ ω̃∆c ne peuvent pas intersecter Λ ⊕ B(0, R1).
Nous avons donc le résultat voulu.

Avec cette proposition nous obtenons

δ ≤ 2ε+

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fP̃ −
∫

Ω̃

∫
Ω̃

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)1UR1
(ω̃′Λ)1Υk

(ω̃)
1A(ω̃′Λ + ω̃∆\Λ)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃∆\Λ)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃ (dω̃)

∣∣∣∣∣
≤ 3ε+

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fP̃ −
∫

Ω̃

∫
Ω̃

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)1UR1
(ω̃′Λ)

1A(ω̃′Λ + ω̃∆\Λ)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃∆\Λ)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃ (dω̃)

∣∣∣∣∣
≤ 4ε+

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fdP̃Λ
n −

∫
Ω̃

∫
Ω̃

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)1UR1
(ω̃′Λ)

1A(ω̃′Λ + ω̃∆\Λ)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃∆\Λ)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃Λ

n (dω̃)

∣∣∣∣∣ ,
où l’avant dernière inégalité est obtenue grâce à la Proposition II.1.8 et où la dernière
inégalité est obtenue grâce à la convergence locale de la Proposition II.1.6 pour un n assez
grand fixé à partir de maintenant.
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À l’aide de la Proposition II.1.8 et du Lemme II.1.7 nous avons

δ ≤ 6ε+

∣∣∣∣∣
∫

Ω̃

fdP̃Λ
n −

∫
Ω̃

∫
Ω̃

1UR1
(ω̃′Λ)f(ω̃′Λ + ω̃Λc)

1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ,R1

(ω̃Λc)
π̃z,Q,qΛ (dω̃′Λ)P̃Λ

n (dω̃)

∣∣∣∣∣
= 6ε+

∣∣∣∣∫
Ω̃

fdP̃Λ
n −

∫
Ω̃

1UR1
(ω̃Λ)f(ω̃)P̃Λ

n (dω̃)

∣∣∣∣
≤ 6ε+ P̃Λ

n (U c
R1

) ≤ 7ε,

où l’avant dernière inégalité provient de la Proposition II.1.6.

II.1.3 FK-représentation et existence via le CRCM

Le CRCM et le WR sont des modèles très liés. En effet lorsque nous considérons un WR
et que nous oublions les couleurs, alors le modèle géométrique obtenu est un CRCM. C’est
intuitivement très facile à voir en volume fini puisque parmi les qnombre de boules colorations
possibles, il y en a qnombre de clusters qui sont autorisées et nous voyons donc apparâıtre
la densité du CRCM. C’est la FK-représentation. Elle fût introduite par Fortuin et
Kasteleyn dans les années 1960 pour représenter le modèle d’Ising à l’aide du Random
Cluster Model.

Avant de donner le résultat nous avons besoin d’introduire quelques notations. Nous
allons considérer ici F en temps que la sous-tribu de F̃ des événements qui ne dépendent
pas de la coloration. Nous parlons d’événement et de fonction color blind. Pour une mesure
de probabilité P̃ sur Ω̃, nous notons P̃cb la mesure color blind associée, que l’on peut définir
comme la trace de P̃ sur F . Enfin pour une configuration non colorée ω ∈ Ω, nous notons
CP̃ (dω̃|ω) le noyau de coloration défini comme∫

f(ω̃)CP̃ (dω̃|ω) = EP̃ [f(ω̃)|F ].

Le prochain théorème énonce la FK-représentation entre le CRCM et le WR.

Théorème II.1.10. Une mesure de probabilité P̃ sur Ω̃, ayant au plus une composante
connexe infinie, est un WR(z,Q, q) si et seulement si

1. P̃cb est un CRCM(z/q,Q, q),

2. le noyau de coloration CP̃ (dω̃|ω) colorie chaque composante connexe finie de ma-
nière indépendante et uniformément parmi les q couleurs. La loi de coloration de
l’éventuelle composante connexe infinie n’a pas besoin d’être uniforme, mais elle doit
être indépendante des autres composantes connexes.

Remarque II.1.11. Concernant l’hypothèse d’unicité de la composante connexe infinie
d’un WR, il est important de remarquer que les arguments classiques développés dans la
section I.3.2 ne sont pas valable pour le WR qui ne satisfait pas la propriété de modification
locale. Pour ce modèle nous ne pouvons pas connecter deux composantes infinies, l’une
rouge et l’autre bleue, qui intersectent une grande boite. Néanmoins il semble que les
techniques classiques spécifiques à la dimension d = 2 permettent de montrer l’unicité de
la composante connexe infinie dans ce cas. Néanmoins il semble possible qu’en dimension
supérieure il puisse y avoir existence simultanée de plusieurs composantes infinies de
couleurs différentes qui s’entrelacent. Donc il semble que l’hypothèse soit nécessaire. Cette
intuition est confortée par [3] qui énonce un résultat avec le même type de condition.
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Démonstration. Commençons par montrer le sens réciproque, c’est-à-dire que si P est un
CRCM(z/q,Q, q) et si C(dω̃|ω) est un noyau de coloration qui colorie chaque composante
connexe finie de manière uniforme parmi les q couleurs, et indépendamment de la colora-
tion des autres composantes connexes (finies et infinie), alors la mesure de probabilité

P̃ (dω̃) = C(dω̃|ω)P (dω)

est un WR(z,Q, q). Pour cela nous allons utiliser le formalisme des équations GNZ.

z

∫
Ω̃

∫
S̃

F̃ (X̃, ω̃)1A(ω̃ + δX̃)m̃(dX̃)P̃ (dω̃)

=
z

q

∫
Ω

∫
S

∫
Ω̃

∑
k∈{1..q}

F̃ ((X, k), ω̃)1A(ω̃ + δ(X,k))C(dω̃|ω)m(dX)P (dω)

:=
z

q

∫
Ω

∫
S

G(X,ω)m(dX)P (dω), (II.1.1)

où (X, k) := X̃ est un point coloré et où

G(X,ω) =

∫
Ω̃

∑
k∈{1..q}

F̃ ((X, k), ω̃)1A(ω̃ + δ(X,k))C(dω̃|ω).

Nous avons donc en utilisant les équations GNZ

z

∫ ∫
S̃

F̃ (X̃, ω̃)1A(ω̃ + δX̃)m̃(dX̃)P̃ (dω̃)

=

∫
Ω

∑
X∈ω

G(X,ω − δX)qk(X,ω−δX)−1P (dω)

=

∫
Ω

∑
X∈ω

∑
k∈{1..q}

∫
Ω̃

F̃ ((X, k), ω̃ − δX)
1A(ω̃ − δX + δ(X,k))

q1−k(X,ω−δX)
C(dω̃ − δX |ω − δX)︸ ︷︷ ︸P (dω).

Dans la quantité sous l’accolade, nous assignons une couleur k à la boule X puis nous
colorions le reste de la configuration ω− δX . Enfin l’indicatrice regarde si la configuration
construite est autorisée. Parmi les qk(X,ω−δX) colorations des composantes connexes qui
intersectent la boule X, il y en a qu’une qui est autorisée : celle où toutes les composantes
connexes ont la couleur k. En sommant sur k et en incluant le terme qk(X,ω−δX)−1 nous
obtenons donc

z

∫ ∫
S̃

F̃ (X̃, ω̃)1A(ω̃ + δX̃)m̃(dX̃)P̃ (dω̃) =

∫
Ω

∑
X∈ω

∫
Ω̃

F̃ (X̃, ω̃ − δX̃)C(dω̃|ω)P (dω)

=

∫
Ω̃

∑
X̃∈ω̃

F̃ (X̃, ω̃ − δX̃)P̃ (dω̃),

prouvant donc que P̃ est un WR(z,Q, q), grâce à la Proposition II.1.2.

Maintenant considérons P̃ un WR(z,Q, q) ayant au plus une composante connexe
infinie et montrons que sa loi color blind est un CRCM(z/q,Q, q) et que sa loi de coloration
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correspond à celle du théorème. Pour la loi de coloration, il est très simple de voir en
utilisant les équations DLR que pour tout Λ borné, la loi de coloration des composantes
connexes totalement incluses dans Λ est un produit de loi uniforme (et ne dépend donc
pas des autres composantes connexes). Comme la boite Λ peut être arbitrairement grande,

nous obtenons le résultat. Maintenant étudions la loi color blind P̃cb. Pour cela considérons
une fonction F̃ color blind, c’est-à-dire qu’il existe F telle que

F̃ (X̃, ω̃) = F (X,ω).

Alors en appliquant GNZ nous avons∫
Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)P̃cb(dω) =

∫
Ω̃

∑
X̃∈ω̃

F (X,ω − δX)P̃ (dω̃)

= z

∫
Ω̃

∫
S̃

F (X,ω)1A(ω̃ + δX̃)m̃(dX̃)P̃ (dω̃)

=
z

q

∫
Ω

∫
S

∑
k=1..q

∫
Ω̃

F (X,ω)1A(ω̃ + (X, k))CP̃ (dω̃|ω)︸ ︷︷ ︸m(dX)P̃cb(dω). (II.1.2)

Pour la quantité sur l’accolade, il y a deux cas :

— Toutes les composantes connexes de ω̃ intersectées par (X, k) sont finies. Donc parmi
toutes les colorations de ces composantes, une seule est autorisée, et nous avons∑

k=1..q

∫
Ω̃

1A(ω̃ + (X, k))CP̃ (dω̃|ω) =
∑
k=1..q

q−k(X,ω) = q1−k(X,ω),

— La boule (X, k) intersecte la composante connexe infinie. La coloration de cette
composante n’est pas uniforme mais comme nous sommons sur k, nous obtenons le
même résultat, c’est-à-dire∑

k=1..q

∫
Ω̃

1A(ω̃ + (X, k))CP̃ (dω̃|ω) = q1−k(X,ω).

En remplaçant dans l’équation (II.1.2) nous obtenons∫
Ω

∑
X∈ω

F (X,ω − δX)P (dω) =
z

q

∫
Ω

∫
S

F (X,ω)q1−k(x,ω)m(dX)P̃cb(dω),

et donc P̃cb est un CRCM(z/q,Q, q).

Des simulations du WR à condition de bord vide sont présentés en Figure II.1. Ces si-
mulations sont obtenues en coloriant des simulations de CRCM présentées dans le chapitre
I.

Corollaire II.1.12. Si Q satisfait la condition d’intégrabilité
∫
RdQ(dR) < +∞ alors

pour chaque z > 0 et chaque q entier il existe un WR(z,Q, q) qui est stationnaire.
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Figure II.1 – Simulation du WR à bord vide dans la fenêtre [0, 15]2, q = 2. Rayons
constants à gauche, rayons exponentielles à droite.

Démonstration. Le Théorème I.3.9 nous donne l’existence d’un CRCM(z/q,Q, q) pour
q ≥ 1 entier et Q satisfaisant la condition d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) < +∞. Maintenant si

nous colorons toutes les composantes connexes (finies et infinie) de manière indépendante
et uniformément parmi les q couleurs, alors le Théorème II.1.10 nous assure que la mesure
construire P̃ est un WR(z,Q, q).

Ce corollaire montre l’intérêt d’étudier la percolation en vue d’un résultat de non-
unicité du WR.

II.2 Percolation du CRCM

La percolation est l’existence d’au moins une composante connexe non bornée (nous
disons aussi infinie) dans la structure aléatoire L(ω). Cette propriété macroscopique peut
s’interpréter comme la conductivité ou la perméabilité des matériaux.

La théorie de la percolation fût introduite en 1957 lorsque Broadbent et Ham-
mersley [5] ont présenté un modèle de matériaux poreux qu’ils ont appelé modèle de
percolation. Ils ont démontré [5, 32, 33] l’existence d’un seuil critique de percolation pour
ce modèle et ont développé des techniques pour l’étude des deux régimes. Pendant plus
de 20 années la conjecture du seuil de percolation par arêtes dans Z2 a été étudiée avant
d’avoir été prouvée être égale à 1/2 dans un célèbre article de Kesten [35].

Pour le modèle booléen poissonien la percolation est bien comprise, voir par exemple
le livre de Meester et Roy [42], et nous avons la proposition suivante.
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Proposition II.2.1 ( [27] ). Si Q satisfait la condition d’intégrabilité
∫
RdQ(dR) < ∞,

il existe 0 < zc(d,Q) <∞ tel qu’il y a absence de percolation (respectivement percolation)
πz,Q-presque sûrement lorsque z < zc(d,Q) (respectivement z > zc(d,Q)).

Le but de cette section est de fournir des résultats de percolation pour le CRCM avec
des paramètres aussi généraux que possibles. Les deux cas considérés sont les suivants :

— (cas 1) q ≥ 1,
∫
RdQ(dR) <∞,

— (cas 2) q < 1, Q([0, R0]) = 1 pour un certains R0.

Pour ces deux cas l’existence du CRCM est démontrée dans le Théorème I.3.9.
La prochaine proposition répond à la question du nombre de composantes connexes

infinies et est une conséquence directe du travail de la section I.3.2.

Proposition II.2.2. Dans les deux cas, chaque CRCM(z,Q, q) stationnaire P vérifie

P (N∞cc > 1) = 0.

La question principale est donc de savoir s’il y a percolation pour le CRCM. Le cas
particulier où Q = δ0 est trivial et il n’y a jamais percolation. Dans ce cas le CRCM
est juste un processus ponctuel de Poisson. À partir de maintenant nous omettons ce cas
particulier. Pour chacun des deux cas nous allons énoncer un théorème qui donne l’absence
de percolation pour z petit et la percolation pour z grand. Ce phénomène est observable
sur les Figures II.2 et II.3.

Théorème II.2.3. Dans le cas 1, si Q vérifie Q({0}) = 0 alors nous avons l’existence de
deux constantes 0 < z0(q,Q, q) ≤ z1(d,Q, q) < ∞ telles que pour chaque CRCM(z,Q, q)
P nous avons

P (Perco) = 0 si z < z0(d,Q, q), P (Perco) = 1 si z > z1(d,Q, q).

Théorème II.2.4. Dans le cas 2, nous avons l’existence de deux constantes 0 < z0(q,Q, q) ≤
z1(d,Q, q) <∞ telles que pour chaque CRCM(z,Q, q) P nous avons

P (Perco) = 0 si z < z0(d,Q, q), P (Perco) = 1 si z > z1(d,Q, q).

Remarque II.2.5.

— Ce résultat est déjà connu dans le cas des rayons constants, puisque le kissing number
nous donne par exemple en dimension 2

0 ≤ k(X,ω) ≤ 6,

ce qui permet de montrer le résultat grâce au Théorème I.1.4.

— Nous pensons que l’hypothèse Q({0}) = 0 dans le Théorème II.2.3 est purement
artificielle, et que le résultat reste vrai si Q({0}) < 1. La preuve du théorème que
nous présentons dans la prochaine section est directement adaptable pour certaine
loi Q ayant un petit atome en 0.

— Contrairement au modèle booléen ou au Random Cluster Model discret, le CRCM
n’est pas stochastiquement croissant en z. Nous ne pouvons donc rien dire sur l’éga-
lité ”z0(q,Q, q) = z1(d,Q, q)”. C’est une conjecture ouverte pour de nombreux mo-
dèles gibbsiens.
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Figure II.2 – Simulation dans la fenêtre Λ = [0, 15]2, q = 2 et rayons exponentielle de
paramètre 2. Pour z = 2 (à gauche) l’origine n’est pas connectée au bord alors que pour
z = 3 elle l’est.

Figure II.3 – Simulation dans la fenêtre Λ = [0, 15]2, q = 0.5 et rayons uniformes sur
[0.3, 0.5]. Pour z = 1 (à gauche) l’origine n’est pas connectée au bord alors que pour z = 2
(à droite) elle l’est.
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ALÉATOIRES

Pour montrer ces deux théorèmes, l’idée est de comparer le modèle avec interaction
étudié à un modèle plus simple et mieux compris, tel que le modèle booléen poissonien ou
le modèle de percolation de Bernoulli. Nous utiliserons des techniques de domination sto-
chastique. La terminologie a été introduite en section I.3.2. Puisque Perco = N∞cc ≥ 1 est
un événement croissant, le Théorème I.1.4 permet de montrer immédiatement l’existence
de l’une des constantes de percolation.

Dans le cas général le Théorème I.1.4 ne peut pas être appliqué pour montrer l’exis-
tence de la seconde constante de percolation. Cette seconde constante de percolation est
beaucoup plus compliquée à obtenir. Pour cela nous utilisons un résultat de domination
stochastique discret dû à Liggett, Schonmann et Stacey [38].

Proposition II.2.6. Soit (ξx)x∈Zd une famille de variables à valeurs dans {0, 1} et de loi
jointe ν. Soit p ∈ [0, 1] et supposons que pour tout x ∈ Zd

ν(ξx = 1|ξy, d∞(x, y) > k) ≥ p presque sûrement,

où d∞ est la distance de la norme infinie et où k est un paramètre quelconque. Alors ν
domine stochastiquement Πf(p), où f est une fonction déterministe dépendant de k telle
que lim

p→1
f(p) = 1, et où Πp est la loi de Bernoulli produit sur Zd de paramètre p.

Πf(p) � ν.

Ce résultat a déjà été utilisé pour montrer la percolation de modèles gibbsiens, voir
par exemple [10].

II.2.1 Preuve de la percolation dans le cas q > 1

Dans cette section nous nous plaçons dans le cas 1, c’est-à-dire

q > 1 et

∫
RdQ(dR) < +∞.

Nous considérons P un CRCM(z,Q, q). Comme k(X,ω) ≥ 0, le Théorème I.1.4 nous
donne la domination stochastique P � πzq,Q et puisque l’événement Perco est croissant
nous avons P (Perco) = 0 dés que z < zc(d,Q)/q. Nous pouvons donc prendre z0(d,Q, q) =
zc(d,Q)/q.

À partir de maintenant nous supposons de plus que Q({0}) = 0. Nous allons montrer
l’existence de z2(q,Q, q) en utilisant la Proposition II.2.6. L’idée est de construire une
famille (ξx) liée à la percolation du modèle. Dans ce but nous allons étudier la probabilité
de recouvrir un petit cube. Intuitivement si assez de petits cubes sont recouverts alors la
configuration va percoler.

Posons R1 > 0 tel que QR1 := Q([0, R1]) < 1/q et Λ = [−R1/2
√
d,R1/2

√
d]d. Pour

étudier la probabilité de recouvrir le cube Λ, nous utilisons l’événement UR̃ des configura-
tions ω tel que ∀(x,R) ∈ ωΛ, R ≤ R̃. Cet événement a déjà été utilisé dans les chapitres
I et II.

Nous définissons la variable aléatoire ξ := ξ(ω) égale à 1 si Λ ⊆ L(ωΛ) et 0 sinon. Pour
utiliser la Proposition II.2.6 nous avons besoin de montrer que

inf
ω∆c

P (ξ = 1|ω∆c) −→
z→∞

1, (II.2.1)
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où ∆ est un ensemble borné contenant Λ et qui sera explicité par la suite. Par construction
nous avons

P (ξ = 1|ω∆c) ≥ P (U c
R1
|ω∆c).

Le but est donc maintenant de trouver une bonne borne pour la probabilité P (UR1 |ω∆c).
Pour contrôler la quantité NΛ

cc, nous avons besoin d’introduire une ”zone de protection”,
d’où l’introduction de ∆, et un bon événement Bz dépendant de la configuration sur ∆\Λ.
Cet événement sera explicité par la suite. Nous avons

P (UR1|ω∆c) = P (UR1 ∩Bz|ω∆c) + P (UR1 ∩Bc
z|ω∆c)

≤ P z(Bz|ω∆c)︸ ︷︷ ︸
(a)

+P z(UR1 ∩Bc
z|ω∆c)︸ ︷︷ ︸

(b)

. (II.2.2)

Commençons par étudier (b). Grâce à l’équation DLR(Λ), nous avons

P (UR1 ∩Bc
z|ω∆c)

=

∫ ∫
1UR1

(ω′′Λ)1Bc
z
(ω′∆\Λ)

qN
Λ
cc(ω′′Λ+ω′

∆\Λ+ω∆c )

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

πz,QΛ (dω′′Λ)P (dω′∆|ω∆c)

≤
∫ ∫

1UR1
(ω′′Λ)1Bc

z
(ω′∆\Λ)

qω
′′
Λ(Λ)

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

πz,QΛ (dω′′Λ)P (dω′∆|ω∆c)

=

∫
1UR1

(ω′′Λ)qω
′′
Λ(Λ)πz,QΛ (dω′′Λ)

∫
1Bc

z
(ω′∆\Λ)

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

P (dω′∆|ω∆c)

≤ e−zL
d(Λ)(1−qQR1

)

∫
1Bc

z
(ω′∆\Λ)

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

P (dω′∆|ω∆c), (II.2.3)

où la première inégalité provient de l’inégalité NΛ
cc(ω) ≤ ω(Λ) prouvée dans la Proposition

I.1.17. Nous pouvons comprendre à partir de l’équation (II.2.3) la condition QR1 < 1/q.
Maintenant nous devons donner une définition précise de ∆ et Bz. Pour cela nous

introduisons R2 > 0 tel que QR2 := Q([0, R2]) > qQR1 , ce qui est possible par le choix de
R1. Nous posons ∆ := [−1 − R2 − R1/2

√
d, 1 + R2 + R1/2

√
d] et nous prenons ε tel que

0 < ε < Ld(Λ)(QR2 − qQR1)/ ln q.
Finalement nous prenons r > 0 tel que Qr := Q([0, r]) < ε

qeLd(∆\Λ)
. Maintenant nous

pouvons définir l’événement Bz comme l’événement des configurations qui ont beaucoup
de petites boules centrées dans ∆ \ Λ, c’est-à-dire

Bz = {ω ∈ Ω|#{(x,R) ∈ ω∆\Λ, R ≤ r} ≥ dεze},

où d.e est la partie entière supérieure. Le prochain Lemme II.2.7 est une modification de
la Proposition I.1.17 adaptée à l’événement Bz.

Lemme II.2.7. Pour ω ∈ UR2 ∩Bc
z nous avons pour une certaine constante K

NΛ
cc(ω) ≥ K − dεze.
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Pour obtenir une majoration dans l’équation (II.2.3) nous considérons la probabilité
conditionnelle

P (UR2 ∩Bc
z|ω∆c)

=

∫ ∫
1UR2

(ω′′Λ)1Bc
z
(ω′∆\Λ)

qN
Λ
cc(ω′′Λ+ω′

∆\Λ+ω∆c )

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

πz,QΛ (dω′′Λ)P (dω′∆|ω∆c)

≥
∫ ∫

1UR2
(ω′′Λ)1Bc

z
(ω′∆\Λ)

qK−dεze

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

πz,QΛ (dω′′Λ)P (dω′∆|ω∆c)

= qK−dεze
∫
1UR2

(ω′′Λ)πz,QΛ (dω′′Λ)

∫
1Bc

z
(ω′∆\Λ)

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

P (dω′∆|ω∆c)

= qK−dεzee−zL
d(Λ)(1−QR2

)

∫
1Bc

z
(ω′∆\Λ)

Zz,Q,q
Λ (ω′∆\Λ + ω∆c)

P (dω′∆|ω∆c). (II.2.4)

À partir des inégalités (II.2.3) et (II.2.4) nous obtenons

P z(UR1 ∩Bc
z|ω∆c) ≤ qdεze−Ke−zL

d(Λ)(QR2
−qQR1

)

≤ q−K+1e−zL
d(Λ)(QR2

−qQR1
)eεz ln q. (II.2.5)

Cette majoration ne dépend plus de la condition extérieure ωΛc et par choix de R1, R2 et
ε nous avons

Ld(Λ)(QR2 − qQR1)− ε ln q > 0,

et donc la partie droite de l’équation (II.2.5) décrôıt vers 0 quand z tend vers l’infini.
Nous devons maintenant contrôler la quantité (a) dans l’équation (II.2.2). Par la Pro-

position I.2.6 la mesure de probabilité πqz,Q∆ domine stochastiquement P (.|ω∆c), et comme
l’événement Bz est croissant nous avons

P (Bz|ω∆c) ≤ πqz,Q∆ (Bz)

= e−zqL
d(∆\Λ)Qr

∑
k≥dεze

(zqLd(∆ \ Λ)Qr)
k

k!

≤ (zqLd(∆ \ Λ)Qr)
dεze

dεze!
∼

z→∞

exp
(
dεze ln

(
zqLd(∆\Λ)Qre

dεze

))
√

2πdεze
, (II.2.6)

où la dernière ligne provient de l’inégalité de Lagrange et de la formule de Stirling. Par le
choix des paramètres nous avons

zq|∆ \ Λ|Qre

dεze
≤ zq|∆ \ Λ|Qre

εz
< 1,

donc la partie droite de l’équation (II.2.6) converge vers 0 quand z tend vers l’infini.
Comme les majorations (II.2.5) et (II.2.6) ne dépendent pas de la configuration extérieure
ω∆c , la convergence (II.2.1) est prouvée.

Remarque II.2.8. Il est important de remarquer que les bornes obtenues ne dépendent
de Λ et ∆ que par leurs volumes. Donc les même bornes seront vérifiées pour les variables
ξx qui seront définies par translation de la variable ξ.
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Nous sommes maintenant en mesure de construire notre famille (ξx). Pour chaque
x ∈ Zd nous associons le petit cube Λx = R1√

d
x⊕ Λ et le grand cube ∆x = R1√

d
x⊕∆. Nous

définissons ξx comme nous avons défini ξ := ξ0, c’est-à-dire ξx(ω) égale à 1 si Λx ⊆ L(ωΛx),
et 0 sinon. Nous considérons k tel que si d∞(x, y) > k, alors ∆x ∩ ∆y = ∅. Il suffit de

prendre par exemple k = 2 + 2
√
dR2

R1
+ 2

√
d

R1
. Pour chaque x nous avons

P (ξx = 1|ξy, d∞(x, y) > k) = EP [P (ξx = 1|F∆c
x
)|ξy, d∞(x, y) > k]

≥ inf
ω∆c

x

P (ξx = 1|ω∆c
x
). (II.2.7)

Mais en utilisant la convergence (II.2.1) qui est uniforme en x, nous avons pour chaque
p ∈]0, 1[ l’existence de z1(p) tel que pour tout z > z1(p) et tout x

P (ξx = 1|ξy, d∞(x, y) > k) ≥ p, P -presque sûrement.

En utilisant la Proposition II.2.6, La loi des (ξx) domine stochastiquement Πf(p). Donc
pour p plus grand qu’un certain p0 nous avons f(p) plus grand que le seuil de percolation
par site dans Zd. Or il est clair que que deux sommets voisins pour lesquels ξ = 1 vont
correspondre à deux boites voisines totalement recouvertes et donc connectées. Donc fi-
nalement en prenant z1(d,Q, q) = z1(p0), nous avons percolation dés que z est plus grand
que z1(d,Q, q).

II.2.2 Preuve de la percolation dans le cas q < 1

L’idée de cette preuve est la même que pour le théorème précédent, mais les techniques
utilisées vont être différentes.

Dans cette section nous sommes dans le cas 2, c’est-à-dire q < 1 et rayons bornés par
une constante R0. Soit P un CRCM(z,Q, q). Sans perdre en généralité nous faisons la
preuve dans le cas R0 = 1. Le cas général s’obtient alors par changement d’échelle.

Premièrement comme k(X,ω) ≥ 0 nous avons la domination stochastique πqz,Q � P ,
et puisque l’événement Perco est croissant nous avons

P (Perco) = 1

pour z > zc(d,Q)
q

. Nous pouvons donc choisir z1(d,Q, q) = zc(d,Q)
q

.

Pour trouver l’autre constante de percolation nous allons construire une famille (ξx)
pour appliquer la Proposition II.2.6. Nous allons montrer que pour z petit il y a beaucoup
de cases qui sont vides, et donc la percolation ne pourra pas être possible.

Soit Λ = [−0.5, 0.5]d et ∆ = [−8, 8]d. Nous posons ξ = ξ(ω) égal à 1 lorsque L(ω)∩Λ =
∅ et 0 sinon. La variable ξ ne dépend que de la configuration ω∆.

Nous voulons montrer que

inf
ω∆c

P z(ξ = 1|ω∆c) −→
z→0

1. (II.2.8)

Pour une configuration ω, nous posons Nξ(ω) le nombre de composantes connexes de
L(ω∆) qui intersectent Λ. Les variables aléatoires ξ et Nξ sont fortement liées puisque
ξ = 1 si et seulement si Nξ = 0.
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Lemme II.2.9. Il existe α > 0 tel que∫
Ω

Nξ(ω)P (dω∆|ω∆c) ≤ zLd(∆)q1−α P -presque sûrement.

Démonstration. Nous allons utiliser les équations GNZ satisfaites par la mesure de proba-
bilité P z(.|ω∆c), voir Proposition I.2.7. Dans ce but nous définissons une fonction F telle
que F ((x,R), ω) est égale à 1 si les conditions suivantes sont satisfaites, et 0 dans le cas
contraire.

1. x ∈ ∆.

2. La composante connexe de B(x,R) dans L(ω∆ + δ(x,R)) intersecte Λ.

3. B(x,R) est l’une des boules de sa composante connexe dans L(ω∆ + δ(x,R)) qui
minimise la quantité k((x,R), ω).

Par l’équation GNZ nous avons∫
Ω

∑
(x,R)∈ω∆

F ((x,R), ω − δ(x,R))q
k((x,R),ω−δ(x,R))−1P (dω∆|ω∆c)

= z

∫
Ω

∫
∆×R+

F ((x,R), ω)m(dx, dR)P (dω∆|ω∆c) ≤ zLd(∆), (II.2.9)

où nous rappelons que m(dx, dR) = Ld(dx)⊗Q(dR).
Nous cherchons maintenant une borne supérieure pour la quantité k((x,R), ω− δ(x,R))

lorsque F ((x,R), ω − δ(x,R)) = 1. Pour cela considérons une boule B(x,R) et comptons
le nombre maximum de boules disjointes de rayon plus grand que R/2 et intersectant
B(x,R). Par un argument de volume, cette quantité est plus petite que α := 4d. Cette
borne n’est pas optimale mais elle a la bonne propriété de ne pas dépendre de R. Montrons
par l’absurde que dans le membre de gauche de l’équation (II.2.9), lorsque F est égale à
1 nous avons

k((x,R), ω − δ(x,R)) ≤ α.

Commençons donc par supposer que dans L(ω∆) il y a une composante connexe
L(C) (avec cette notation C est une sous configuration de ω∆) intersectant Λ et telle
que min

(x,R)∈C
k((x,R), ω − δ(x,R)) ≥ α.

Soit (x1, R1) ∈ C tel que B(x1, R1) intersecte Λ. Une telle boule existe par hypothèse
sur C et nous avons R1 ≤ 1. La distance entre x1 et Λ est inférieure à 1.

Comme k((x1, R1), ω − δ(x1,R1)) ≥ α, la boule B(x1, R1) est connectée à au moins
une boule avec un rayon plus petit que R1/2 ≤ 1/2. Notons B(x2, R2) cette boule. La
distance entre x2 et Λ est plus petite que 5/2, ce qui signifie que (x2, R2) ∈ C. Par le
même argument nous pouvons construire une suite (xn, Rn)n avec Rn ≤ 2−n+1 et telle que
la distance entre xn et Λ est majorée par 4. Cela signifie que chaque (xn, Rn) est dans C.
Or cela est impossible car C est une configuration finie.

Donc dans le membre de gauche de l’équation (II.2.9), chaque (x,R) tel que F est
égale à 1 satisfait k((x,R), ω − δ(x,R)) ≤ α. Avec cette nouvelle information et comme
q < 1, l’équation (II.2.9) devient∫ ∑

(x,R)∈ω∆

F ((x,R), ω − δ(x,R))P
z(dω∆|ω∆c) ≤ zLd(∆)q1−α.
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Mais
∑

(x,R)∈ω∆

F ((x,R), ω − δ(x,R)) majore Nξ(ω). En effet dans une même composante

connexe il peut y avoir plusieurs boules qui minimisent la quantité k. Nous obtenons ainsi
le résultat voulu.

En utilisant la Proposition II.2.9 nous avons

P (ξ = 0|ω∆c) = P (Nξ > 0|ω∆c) = P (Nξ > 0.5|ω∆c)

≤ 2zLd(∆)q1−α, (II.2.10)

où la dernière inégalité provient de l’inégalité de Markov conditionnelle. Cette majoration
ne dépend pas de la configuration extérieure ω∆c et donc la convergence uniforme (II.2.8)
est démontrée.

Remarque II.2.10. Comme dans la section précédente, La borne obtenue dépend de ∆
seulement par son volume. Donc quand nous allons définir les ξx par translation, la borne
sera uniforme en x.

Pour chaque x ∈ Zd, nous définissons Λx := x⊕Λ et ∆x = x⊕∆. Nous définissons ξx
par translation de la variable ξ = ξ0, c’est-à-dire que ξx = 1 si L(ω)∩Λx et 0 sinon. Nous
prenons k = 17. Nous avons

P (ξx = 1|ξy, d∞(x, y) > k) = EP [P (ξx = 1|F∆c
x
)|ξy, d∞(x, y) > k]

≥ inf
ω∆c

P (ξ = 1|ω∆c), (II.2.11)

et donc en utilisant la convergence (II.2.8), nous avons pour chaque p ∈]0, 1[ l’existence
de z0(p) tel que pour chaque z < z0(p) et chaque x,

P (ξx = 1|ξy, d∞(x, y) > k) ≥ p, P -presque sûrement.

En utilisant la Proposition II.2.6, Π1−f(p) domine stochastiquement la loi de (1− ξx)x∈Zd .
Et il existe p0 tel que pour p supérieur à p0, 1− f(p) est inférieur au seuil de percolation
par site dans Zd.

ξx est égal à 0 si la case Λx n’est pas vide. Lorsque z est petit le ”graphe” des cases
non vides ne percole pas et donc la configuration elle aussi ne percole pas.

Donc pour z0(d,Q, q) = z0(p0), nous avons que P -presque sûrement il y a absence de
percolation pour z < z0(d,Q, q).

II.2.3 Transition de phase pour le WR

Le WR est le premier modèle continu pour lequel la transition de phase a été démon-
trée. Ce résultat a été démontré en 1971 dans [48] puis redémontré dans les années 1990
dans [7, 21]. Ces articles traitent le cas des rayons constants. Dans les deux dernières réfé-
rences, la transition de phase est démontrée en montrant une propriété de percolation en
volume fini satisfaite pour le CRCM et en passant à la limite. De plus ces articles utilisent
un argument de discrétisation basé sur la bornitude des rayons. Ce type d’argument ne
peut pas être généralisé aux rayons non bornés.

Le prochain théorème simplifie la preuve de ces articles en coloriant directement le
CRCM en volume infini. En utilisant le résultat de percolation, Théorème II.2.3, valable
pour des rayons non bornés, il permet aussi de généraliser le résultat pour les rayons non
bornés.
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Théorème II.2.11. Soient q un entier plus grand que 2 et Q satisfaisant la condition
d’intégrabilité

∫
RdQ(dR) < +∞ et tel que Q({0}) = 0. Alors pour z assez grand, il existe

q WR(z,Q, q) distincts.

Démonstration. Soit P un CRCM(z/q,Q, q). Pour z assez grand (plus grand que q ×
z1(d,Q, q)), P percole presque sûrement. Maintenant nous colorions chaque composante
connexe finie indépendamment et uniformément parmi les q couleurs, et nous assignons la
couleur 1 à la composante connexe infinie. Alors la mesure construite P̃1 est un WR(z,Q, q),

voir le Théorème II.1.10. Nous pouvons de même construire P̃2, . . . , P̃q en coloriant la com-
posante connexe infinie de la couleur 2, . . . , q. Ces mesures sont toutes distinctes puisque
la composante connexe infinie n’a pas la même couleur. Nous avons ainsi construit q WR
distincts.
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Chapitre III

Le cas extrême des rayons non
intégrables

Résumé du chapitre

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser au cas extrême des rayons
non intégrables, c’est-à-dire

∫
RdQ(dR) = +∞. Dans ce cas l’existence du

CRCM est trivialement vérifiée puisque le processus ponctuel de Poisson
de loi πz,Q est solution des équations DLR. Cette solution recouvre l’espace
avec une composante connexe géante. Le premier résultat de ce chapitre est
le résultat de non-unicité suivant.

Pour q entier strictement plus grand que 1, nous avons l’existence en
petite activité d’un CRCM stationnaire différent du modèle booléen.

Pour prouver ce résultat nous utilisons la FK-représentation qui permet
de se ramener à l’interaction plus simple du WR. L’objectif est donc de
construire un WR polychromatique. Notre outil principal est une discrimi-
nation utilisant l’entropie spécifique.

Nous conjecturons que l’unicité est retrouvée pour de grandes activités.
Nous donnons une preuve heuristique de cette conjecture et ensuite prouvons
en dimension 1 le résultat plus faible suivant.

En dimension 1 et pour des activités assez grandes, le CRCM à
volume fini et à condition de bord vide converge vers le modèle
booléen poissonien.

Comme la limite de cette suite est différente du modèle booléen en petite
activité, les deux résultats de ce chapitre prouve une transition de phase en
dimension 1.
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III.1 Présentation du problème

Dans le chapitre I nous avons énoncé et démontré le Théorème I.3.9 qui prouve l’exis-
tence d’un CRCM(z,Q, q) stationnaire. Dans ce théorème la principale hypothèse est
l’intégrabilité des rayons

∫
RdQ(dR) < ∞, qui permet de localiser l’interaction en mon-

trant que les boules centrées trop loin ne peuvent pas changer la ”connectivité” de la
configuration. Pour cela nous avons utilisé une propriété similaire pour le modèle booléen
πz,Q, ainsi qu’une domination stochastique.

Quand les rayons ne satisfont pas cette condition d’intégrabilité, c’est-à-dire quand∫
RdQ(dR) = ∞, nous disons que nous sommes dans le cas extrême. Dans ce cas les

propriétés du modèle booléen changent drastiquement. En particulier il recouvre tout
l’espace.

Lemme III.1.1. Dans le cas extrême, pour tout z > 0 et tout Λ borné nous avons

Λ ⊆ L(ωΛc) πz,Q-preque sûrement.

Démonstration. Nous allons faire la preuve dans le cas spécial Λ = B(0, 1). Le cas général
s’obtient alors par changement d’échelle et stationnarité. Pour que L(ωΛc) recouvre Λ,
il suffit que la configuration contienne un point (x,R) tel que R > |x| + 1. Nous allons
faire un thinning du processus ponctuel de Poisson πz,Q pour ne garder que ces bons
points. Nous effaçons les marques de ce processus. Nous obtenons un processus ponctuel
de Poisson sur Rd, de mesure d’intensité

µ(dx) = zQ(]|x|+ 1,∞[)dx,

et nous avons

µ(Rd) ≥ C

∫ ∞
2

rd−1Q(]r,∞[)dr,

où C est une constante positive qui dépend de z et d. Comme nous sommes dans le
cas extrême, le membre de droite de l’inégalité vaut +∞. Donc πz,Q-presque sûrement,
la configuration ωΛc contient une infinité de points qui recouvre Λ. Le résultat est donc
démontré.
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III.2. NON UNICITÉ DU CRCM EN PETITE ACTIVITÉ

Ainsi dans le cas extrême la question de l’existence du CRCM est très rapidement
traitée puisque comme le montre la prochaine proposition, le modèle booléen πz,Q satisfait
les équations DLR définissant le CRCM.

Proposition III.1.2. Pour z > 0 et Q satisfaisant
∫
RdQ(dR) =∞ nous avons que πz,Q

est un CRCM(z,Q, q) pour tout q > 0.

Démonstration. Dans le cas extrême grâce au Lemme III.1.1 nous avons NΛ
cc(ω

′
Λ+ωΛc) = 0

et Zz,Q,q
Λ (ωΛc) = 1 πz,Q-presque sûrement. Ainsi∫

Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)
qN

Λ
cc(ω′Λ+ωΛc )

Zz,Q,q
Λ (ωΛc)

πz,QΛ (dω′Λ)πz,Q(dω) =

∫
Ω

∫
Ω

f(ω′Λ + ωΛc)πz,QΛ (dω′Λ)πz,Q(dω)

=

∫
Ω

f(ω)πz,Q(dω),

et les équations DLR sont ainsi vérifiées.

La question est donc de savoir si cette solution est unique ou s’il en existe d’autres.
À partir de maintenant nous nous plaçons dans le cas q > 1. Il y a ainsi une compétition
entre deux quantités. D’un côté la densité du type qN

Λ
cc qui favorise à avoir plusieurs

composantes connexes et donc du vide entre ces composantes. De l’autre côté nous avons
le processus ponctuel de Poisson πz,Q qui veut créer une unique composante connexe qui
recouvre tout. Ceci peut être interprété comme une compétition énergie-entropie.

Le prochain théorème montre que dans le cas de q entier et z assez petit, cette com-
pétition est remportée par l’énergie et nous avons existence d’une autre phase.

Théorème III.1.3. Soit q un entier strictement plus grand que 1. Soit Q satisfaisant∫
RdQ(dR) = ∞. Alors il existe z̄ := z̄(d,Q, q) tel que pour tout z < z̄, il existe un

CRCM(z,Q, q) stationnaire différent de la solution triviale πz,Q.

Ce résultat devrait aussi être vrai pour q non entier, mais notre preuve utilise fortement
la FK-représentation qui n’est vraie que pour q entier.

La seconde question concerne le comportement lorsque z est grand. Est-ce que nous
obtenons l’unicité du CRCM ou alors existe-il toujours plusieurs phases ? La preuve du
Théorème III.1.3 ne permet pas de répondre puisque dans cette preuve la constante z̄ est
construite de manière artificielle. Néanmoins en nous appuyant sur les simulations de la
Figure III.1, nous pensons que pour z grand la compétition énergie-entropie est remportée
par l’entropie du modèle booléen πz,Q et qu’il existe une unique phase stationnaire. Cette
intuition est formalisée dans la prochaine conjecture.

Conjecture. Soit q > 1. Si
∫
RdQ(dR) = +∞, alors il existe z̄′ < ∞ tel que pour tout

z > z̄′ il existe un unique CRCM(z,Q, q) stationnaire, qui est πz,Q.

III.2 Non unicité du CRCM en petite activité

Nous démontrons dans cette section le Théorème III.1.3 de non unicité du CRCM
en petite activité dans le cas extrême. Dans la preuve du Théorème I.3.9, l’hypothèse
d’intégrabilité des rayons

∫
RdQ(dR) <∞ a été utilisée à la fin de la preuve pour contrôler
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Figure III.1 – Simulation sur une fenêtre [0, 50]2 d’un CRCM pour q = 2. La loi des
rayons Q est l’inverse d’une uniforme sur [0, 1]. De gauche à droite et de haut en bas nous
avons z = 0.05, z = 0.06, z = 0.065 et z = 0.066.

uniformément la probabilité des événements Ai,j qui assurait que les boules ”trop” loin
ne pouvaient pas intersecter les boules ”proche” de Λ. Cette partie était cruciale dans la
preuve pour localiser la fonction NΛ

cc. Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer le même
type d’argument dans le cas extrême. En effet lorsque

∫
RdQ(dR) = +∞, l’interaction est

beaucoup trop forte pour appliquer ce type de technique. Nous avons donc décidé d’utiliser
la FK-représentation avec le WR. C’est pour cette raison que q a besoin d’être entier. En
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effet l’interaction de ce modèle est beaucoup plus facile à étudier. Par exemple dans le
cas des rayons bornés l’interaction hard-core du WR est locale alors que l’interaction du
CRCM ne l’est pas.

Dans un premier temps nous allons énoncer et démontrer la Proposition III.2.1 qui
permet de démontrer le Théorème III.1.3 sous réserve d’avoir l’existence d’un WR ”poly-
chromatique” ayant au plus une composante connexe infinie. La terminologie monochro-
matique et polychromatique est introduite au début de la prochaine section. Ce résultat
est basé sur la FK-représentation, voir Théorème II.1.10. Il faut ensuite montrer l’existence
de ce bon WR. Pour cela nous allons construire une phase qui n’est pas monochroma-
tique. Nous pourrons ainsi conditionner pour avoir une mesure polychromatique et nous
montrerons que cette mesure conditionnée est un WR.

III.2.1 Théorème de non-unicité via le WR

Nous disons dans la suite qu’une configuration colorée ω̃ est monochromatique s’il
existe une couleur k telle que toutes les boules de la configuration ont cette même couleur.
Au contraire une configuration est dite polychromatique si au moins deux couleurs sont
présentes dans la configuration. Nous notons Mono et Poly ces événements. Dans le
même esprit une mesure de probabilité P̃ sur Ω̃ est dite monochromatique (respectivement

polychromatique) si P̃ (Mono) = 1 (respectivement P̃ (Poly) = 1). Une mesure peut donc
être ni monochromatique ni polychromatique.

La prochaine proposition permet de transférer le problème étudié vers la problématique
plus simple d’existence d’un WR satisfaisant de bonnes propriétés.

Proposition III.2.1. Soient q et Q satisfaisant les hypothèses du Théorème III.1.3. Soit
P̃ un WR(z,Q, q) polychromatique ayant au plus une composante connexe infinie. Alors

la mesure color-blind P̃cb associée est un CRCM(z/q,Q, q) différent de la solution triviale
πz/q,Q.

Démonstration. Comme P̃ (N∞cc ≤ 1) = 1, le Théorème II.1.10 nous assure que P̃cb est

un CRCM(z/q,Q, q). De plus comme P̃ est polychromatique, il y a presque sûrement

au moins deux composantes connexes dans chaque configuration, et donc P̃cb 6= πz/q,Q

puisque la mesure πz/q,Q produit presque sûrement une composante connexe qui recouvre
tout.

Il faut donc maintenant prouver l’existence d’un WR(z,Q, q) stationnaire et polychro-
matique. C’est pour cette dernière condition que nous aurons besoin de z assez petit.

Proposition III.2.2. Il existe ẑ > 0 tel que pour z < ẑ, nous avons l’existence d’un
WR(z,Q, q) stationnaire, polychromatique et ayant au plus une composante connexe infi-
nie.

La preuve de cette proposition est décomposée dans les prochaines sections.

III.2.2 Construction d’une phase non monochromatique

Nous reprenons dans un premier temps les étapes de la preuve du Théorème II.1.3.
Nous notons Λn =] − n, n]d et considérons la mesure de Widom-Rowlinson sur la bôıte
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bornée Λn avec condition de bord vide définie comme dans le chapitre II par

P̃n(dω̃) =
1A(ω̃)

Z̃n
π̃z,Q,qΛn

(dω̃),

où Z̃n =
∫
1A(ω̃)π̃z,Q,qΛn

(dω̃). Nous définissons ensuite P̂n = ⊗
i∈2nZd

P̃n ◦ τ−1
i et P̄n =

1
Ld(Λn)

∫
Λn

(P̂n ◦ τ−1
x )dx. Il a été montré dans la Proposition II.1.4 que la suite (P̄n) ad-

met une valeur d’adhérence P̃ pour la topologie de la convergence locale. Cette mesure
de probabilité est stationnaire. Elle vérifie aussi P̃ (A) = 1, voir Proposition II.1.5.

Il est de plus facile de voir avec le travail qui a été fait dans le chapitre I que P̃ (N∞cc ≤
1) = 1. En effet par la FK-représentation en volume fini, la mesure color-blind associée à

P̃n est la mesure Ξn = qNcc(ω)

Zn
πz,QΛn

(dω) introduite dans la preuve du Théorème I.3.9. Donc

en considérant la limite le long d’une bonne sous-suite, nous avons que P̃cb est la mesure
P construite dans la preuve du Théorème I.3.9. Nous ne savons pas si P est un CRCM
puisque les hypothèses du Théorème I.3.9 ne sont pas toutes vérifiées, mais nous pouvons
tout de même dire grâce à la Proposition I.3.12, que P̃cb(N

∞
cc ≤ 1) = 1. En effet cette

proposition n’utilise pas l’hypothèse sur les rayons Q.

Il suffit donc, pour prouver la Proposition III.2.2 et donc le Théorème III.1.3, de mon-
trer que P̃ est un WR(z,Q, q) polychromatique. Malheureusement nous ne sommes pas en

mesure de montrer ce résultat. Nous allons montrer dans le prochain lemme que P̃ n’est
pas monochromatique et ensuite conditionner pour obtenir une mesure polychromatique.
C’est à ce moment là que nous montrerons que cette mesure conditionnée est un WR.

Lemme III.2.3. Il existe ẑ > 0 tel que pour z < ẑ nous avons

P̃ (Mono) < 1.

Démonstration. Nous allons montrer que la mesure P̃ est différente de toutes les mesures
de probabilité monochromatiques et stationnaires sur Ω̃. Nous allons pour cela comparer
l’entropie spécifique de P̃ à l’entropie spécifique de toutes les mesures monochromatiques.
La partie facile est de trouver une borne inférieure uniforme pour toutes les mesures mo-
nochromatiques. Il faut ensuite trouver une borne supérieure pas trop grande de l’entropie
spécifique de P̃ .

La borne inférieure uniforme

Soit P̃m une mesure de probabilité stationnaire et monochromatique sur Ω̃. Nous allons
dans un premier temps supposer que la couleur est déterministe et égale à 1. Nous allons
chercher pour chaque n une minoration de la quantité IΛn(P̃m|π̃z,Q,q).

Supposons dans un premier temps que P̃m
Λn

est absolument continue par rapport à

π̃z,Q,qΛn
. Alors nous avons

IΛn(P̃m|π̃z,Q,q) =

∫
Ω̃

ln

(
dP̃m

Λn

dπ̃z,Q,qΛn

(ω̃)

)
P̃m

Λn
(dω̃).
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Nous décomposons chaque configuration ω̃ en séparant les boules de couleur 1, noté ω̃=1,
et les boules de couleur différente de 1, noté ω̃ 6=1. Nous avons alors

dP̃m
Λn

dπ̃z,Q,qΛn

(ω̃) = f1(ω̃ 6=1|ω̃=1)f2(ω̃=1),

où f1(.|ω̃=1) est la densité conditionnelle, par rapport à π̃
q−1
q
z,Q,q−1

Λn
, de la configuration

ω̃ 6=1 sachant ω̃=1 et f2 est la densité de la configuration ω̃=1 par rapport à π̃
z/q,Q,1
Λn

. Comme

P̃ est monochromatique nous avons

f1(ω̃ 6=1|ω̃=1) = exp

(
q − 1

q
zLd(Λn)

)
1∅(ω̃

6=1),

et nous trouvons

IΛn(P̃m|π̃z,Q,q) =

∫
Ω̃

ln(f1(ω̃ 6=1|ω̃=1))P̃Λn(dω̃) +

∫
Ω̃

ln(f2(ω̃=1))P̃Λn(dω̃)

≥ q − 1

q
zLd(Λn).

Maintenant si P̃m
Λn

n’est pas absolument continue par rapport à π̃z,Q,qΛn
, alors nous avons

IΛn(P̃m|π̃z,Q,q) = ∞ et la minoration précédente est donc encore vraie. En divisant par
Ld(Λn) et en prenant la limite nous obtenons

Iz(P̃m) ≥ q − 1

q
z. (III.2.1)

Maintenant si la couleur de la mesure monochromatique P̃m est aléatoire, alors cette
mesure est un mélange de mesures de probabilité monochromatiques avec couleur déter-
ministe. Comme l’entropie spécifique est une fonctionnelle affine, voir le Théorème I.1.12,
la minoration (III.2.1) est toujours vraie pour P̃m.

Remarque III.2.4. La borne trouvée est optimale puisqu’un calcul élémentaire permet
de trouver que Iz(π̃z/q,Q,1) = q−1

q
z.

Borne supérieure de l’entropie spécifique de P̃

Nous avons montrer dans la Proposition II.1.4 que Iz(P̃ ) ≤ z. Cette borne n’est pas
suffisante puisqu’elle est plus grande que q−1

q
z. Pour améliorer cette borne rappelons que

nous avons

Iz(P̄n) =
1

Ld(Λn)
I(P̃n|π̃z,Q,qΛn

) =
− ln(π̃z,Q,qΛn

(A))

Ld(Λn)
.

Soit y > 0. Nous posons ∆ le cube ]0, y]d et nous divisons Λ en kn copies disjointes de ∆,
avec parfois une frontière suivant les valeurs de y et n. Un tel découpage est observable
en Figure III.2. Nous notons cn le volume de cette frontière. Alors cn = o(nd) et donc

Ld(Λn) = (2n)d = knLd(∆) + cn = ydkn + o(nd).
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Nous notons φy = 1
yd

∫
∆

∫
R+ 1B(x,R)⊆∆Q(dR)dx la probabilité qu’une boule centrée dans

∆ soit complètement incluse dans ∆. Une configuration ω̃ ∈ A peut être construite en
forçant que les boules centrées dans chaque petit cube de type ∆ aient la même couleur
et soient complètement incluses dans ∆. Pour la frontière nous pouvons par exemple
demandé qu’elle ne contienne pas de boule. Un exemple d’une telle configuration est
visible en Figure III.2. Nous avons donc l’inégalité suivante

Figure III.2 – Chaque petite boite contient des boules d’une seule couleur et qui restent
totalement incluses dans cette petite boite.

π̃z,Q,qΛn
(A) ≥

[
exp(−zyd)

(
1 + q

∑
i∈N∗

1

i!qi
(zydφy)

i

)]kn
exp(−z((2n)d − knyd))

≥ exp(−z(2n)d)×

(
1 +

∑
i∈N∗

q

i!qi
(zydφy)

i

)kn

, (III.2.2)

et donc

Iz(Pn) ≤ z − kn
(2n)d

ln

(
1− q + q exp

(
zydφy
q

))
≤ z +

1

yd

(
cn

(2n)d
− 1

)
ln

(
1− q + q exp

(
zydφy
q

))
. (III.2.3)
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Comme cn
(2n)d

−→
n→∞

0, il existe un n0 tel que pour tout n ≥ n0 nous avons cn
(2n)d
−1 ≤ −7

8
.

Donc pour montrer que la majoration (III.2.3) est plus petite que la minoration dans
(III.2.1), il suffit de montrer que la fonction Ψ est négative, où

Ψ : z 7→ z

q
− 7

8yd
ln

(
1− q + q exp

(
zydφy
q

))
.

Sa dérivée est

Ψ′(z) =
1

q
− 7

8
φy

exp(zydφy/q)

1− q + q exp(zydφy/q)

et s’annule en un seul point zy = q
φyyd

ln
(
q−1
q

1
1−7φy/8

)
. Cette racine est positive dés que

φy >
8
7q

, ce qui est vrai quand y est assez grand puisque φy →
y→∞

1. De plus nous avons

Ψ′(0) < 0 et Ψ(0) = 0.

z

Ψ′(z)

Ψ(z)

0 zy ∞

− 0 +

00 ∞∞

z∗(y)

0

Donc la fontion Ψ est strictement négative pour z plus petit que zy. Il existe donc
ẑ > 0 tel que pour 0 < z < ẑ, il existe ε > 0 tel que pour n ≥ n0

Iz(P z,Q,q
n ) ≤ q − 1

q
z − ε. (III.2.4)

Comme l’entropie spécifique est semi-continue inférieurement, l’inégalité (III.2.4) reste

vraie pour P̃ . Le Lemme III.2.3 est donc démontré.

III.2.3 Construction d’une phase polychromatique satisfaisant
DLR

Pour z < ẑ, nous pouvons donc conditionner la mesure P̃ par l’événement Poly
des configurations polychromatiques. Nous notons P̃poly cette mesure de probabilité. Par

construction cette mesure est stationnaire, satisfait P̃poly(A) = 1 et P̃poly(N
∞
cc ≤ 1) = 1. Il

suffit donc de montrer que P̃poly satisfait les équations DLR d’un Widom-Rowlinson pour
conclure la preuve de la Proposition III.2.2.

À partir de maintenant nous fixons Λ borné et nous allons montrer que P̃poly satisfait
l’équation DLR(Λ).
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Événement bouclier

Pour montrer que P̃Poly satisfait l’équation DLR(Λ), il faut introduire une suite d’évé-
nements qui localisent l’interaction 1A. Pour cela nous allons construire un événement
où la boite Λ est encerclée de boules de différentes couleurs. Ces boules empêcheront Λ
d’interagir avec les boules centrées trop loin.

Proposition III.2.5. Il existe une suite (∆k)k≥1 de sous-ensembles compacts de Rd et

une suite d’événements (Wk)k≥1, satisfaisant Wk ∈ F̃∆k
(en particulier ces événements

sont locaux), tels que

1. P̃poly(Wk) −→
k→∞

1.

2. Pour chaque configuration ω̃ dans A ∩Wk et ω̃′ dans Ω̃, nous avons

1A(ω̃′Λ + ω̃Λc) = 1A(ω̃′Λ + ω̃∆k\Λ).

Démonstration. Commençons par construire les ensembles ∆k et les événements Wk.
L’idée est très simple. Si des boules de différentes couleurs sont intelligemment placées
autour de Λ, alors la condition hard-core empêche les boules centrées trop loin de pouvoir
intersecter les boules centrées dans Λ. Nous allons détailler cette idée.

Comme Λ est borné, il est inclus dans un cube Λ̄ = [−α, α]d pour un α positif.
Maintenant pour k > α, nous plaçons à chaque coin de Λ̄ un cube Bk

j , j ∈ {0, 1}d, de côté
k :

Bk
j =

∏
i=1..d

(−1)ji [α, k + α],

où (−1)ji [α, k + α] = [α, k + α] si ji = 0 et [−α − k,−α] si ji = 1. Nous notons W 1
k

l’événement des configurations ω̃ qui ont au moins deux boules de deux couleurs différentes
centrées dans chaque Bk

j . Par un argument géométrique simple, il existe un réel positif
D1 tel que chaque boule centrée dans Λ et intersectant l’ensemble G := [−α−k−D1, α+
k+D1]d doit nécessairement recouvrir un cube Bk

j . Donc l’événement W 1
k force les boules

centrées dans Λ à rester à l’intérieur de G.

Maintenant nous devons empêcher les boules centrées trop loin d’intersecter G. Nous
considérons les 2d cubes suivants :

Ck
j =

∏
i=1..d

(−1)ji [α + k +D1 + 1, α + 2k +D1 + 1]

pour j ∈ {0, 1}d. Ces cubes ne sont pas placés aux coins de G mais un peu plus loin. Nous
notons W 2

k l’événement des configurations ω̃ qui ont au moins deux boules de différentes
couleurs centrées dans chaque cube Ck

j . Il existe un réel positif D2 tel que chaque boule
centrée à l’extérieur de

∆k = [−α− 2k −D1 − 1−D2, α + 2k +D1 + 1 +D2]d

et qui intersecte G doit nécessairement recouvrir un cube Ck
j . En conclusion l’événement

Wk := W 1
k ∩W 2

k assure que dans une configuration autorisée ω̃ ∈ A les boules centrées
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Figure III.3 – Événement bouclier Wk

dans Λ n’intersectent pas les boules centrées à l’extérieur de ∆k. La propriété 2) de la
Proposition III.2.5 est donc démontrée. Il reste à démontrer la propriété 1).

P̃poly(W
c
k ) = P̃poly

 ⋃
j∈{0,1}d

{ω̃Bk
j
6∈ Poly} ∪ {ω̃Ck

j
6∈ Poly}


≤

∑
j∈{0,1}d

P̃poly({ω̃Bk
j
6∈ Poly}) + P̃poly({ω̃Ck

j
6∈ Poly}).

Comme P̃poly est une mesure de probabilité stationnaire les probabilités P̃poly({ω̃Bk
j
6∈

Poly}) et P̃poly({ω̃Ck
j
6∈ Poly}) sont égales et ne dépendent pas de j. Enfin comme

P̃poly(Poly) = 1, cette valeur tend vers 0 quand k tend vers l’infini. La propriété 1)
est démontrée.

Équation DLR(Λ)

Comme dans la preuve du Théorème I.3.9 et du Théorème II.1.3, nous devons in-
troduire une nouvelle suite de mesures. Nous considérons comme dans le chapitre I les
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mesures

P̃Λ
n =

1

Ld(Λ)

∫
Λn

1Λ⊂τx(Λn)P̃n ◦ τ−1
x dx,

et la Proposition II.1.6 reste vraie. Soit f une fonction mesurable locale et bornée par 1.
Nous définissons δ comme

δ =
∣∣∣ ∫

Ω̃

fdP̃poly −
∫

Ω̃2

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)
1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′)P̃poly(dω̃)
∣∣∣.

Soit ε > 0. Grâce à la Proposition III.2.5 il existe k assez grand tel que P̃poly(W
c
k ) ≤ ε/2

et donc

δ ≤
∣∣∣ ∫

Ω̃

1Wk
fdP̃poly −

∫
Ω̃2

1Wk
(ω̃Λc)f(ω̃′Λ + ω̃Λc)

1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′)P̃poly(dω̃)
∣∣∣+ ε.

Nous avons Wk ⊆ Poly et nous avons que 1A et Z̃Λ sont ∆k-locales sur Wk. Donc

δ ≤
∣∣∣ ∫

Ω̃

1Wk
f

P̃ (Poly)
dP̃ −

∫
Ω̃2

1Wk
(ω̃Λc)

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)

P̃ (Poly)

1A(ω̃′Λ + ω̃∆k\Λ)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃∆k\Λ)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′)P̃ (dω̃)
∣∣∣+ ε.

Toutes les quantités intégrées sont locales, donc la Proposition II.1.6 nous assure que pour
n assez grand

δ ≤
∣∣∣ ∫

Ω̃

1Wk
f

P̃ (Poly)
dP̃Λ

n −
∫

Ω̃2

1Wk
(ω̃Λc)

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)

P̃ (Poly)

1A(ω̃′Λ + ω̃∆k\Λ)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃∆k\Λ)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′)P̃Λ
n (dω̃)

∣∣∣+ 2ε

=
∣∣∣ ∫

Ω̃

1Wk
f

P̃ (Poly)
dP̃Λ

n −
∫

Ω̃2

1Wk
(ω̃Λc)

f(ω̃′Λ + ω̃Λc)

P̃ (Poly)

1A(ω̃′Λ + ω̃Λc)

Z̃z,Q,q
Λ (ω̃Λc)

π̃z,Q,qΛ (dω̃′)P̃Λ
n (dω̃)

∣∣∣+ 2ε

= 2ε,

où la dernière égalité est une conséquence de l’équation DLR(Λ) satisfaite par les mesures

P̃Λ
n , voir Proposition II.1.6.

III.3 Conjecture d’unicité en grande activité

Commençons par rappeler la conjecture d’unicité du CRCM dans le cas extrême en
grande activité.

Conjecture. Si
∫
RdQ(dR) = +∞, alors il existe z̄′ < ∞ tel que pour tout z > z̄′ il

existe un unique CRCM(z,Q, q) stationnaire, qui est πz,Q.

Nous allons dans un premier temps donner une preuve heuristique de cette conjecture,
basée sur les équations GNZ et une domination stochastique. Nous allons ensuite énoncer
et démontrer une version faible de cette conjecture en dimension 1.
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III.3.1 Preuve heuristique de la conjecture

Nous allons dans cette partie donner une preuve heuristique de la conjecture. Cette
preuve n’est pas exacte et nous dirons explicitement le moment non-exact. Par simplicité
nous supposons que les rayons sont minorés : Il existe R0 > 0 tel que Q([R0; +∞[) =
1. Commençons par donner des résultats rigoureux vérifiés par tous les CRCM(z,Q, q).
Nous ne faisons pour le moment aucune hypothèse sur l’intégrabilité des rayons. Comme
les rayons sont minorés, nous avons pour chaque configuration ω et pour chaque point
X = (x,R)

1− k(X,ω) ≥ −vd(R + 2R0)d

vdRd
0

≥ −C0R
d, (III.3.1)

où C0 est la constante (3/R0)d. Nous déduisons du Théorème I.1.4 que P domine stochas-

tiquement le processus ponctuel de Poisson πz,Q̃ où

Q̃(dR) = q−C0Rd

Q(dR).

Il est important de remarquer que la mesure Q̃ n’est pas une mesure de probabilité (ce
qui n’a pas d’importance) mais admet un moment d’ordre d :

∫
RdQ̃(dR) < +∞. Cette

domination stochastique donne le comportent général des composantes connexes de P .
En effet il est connu, voir par exemple [42] ou [27], que la structure germe-grain L(ω) =

∪(x,R)∈ωB(x,R), sous la loi πz,Q̃, percole pour z assez grand. De plus pour z assez grand
L(ω) forme un océan de boules connectées avec quelques trous répartis dans l’espace, qui

peuvent contenir des petites composantes connexes finies. Comme P domines πz,Q̃, P a le
même comportent, ou alors P produit un océan de boules connectées sans trous. Dans le
second cas P a une seule composante connexe. La conjecture affirme que dans le cas où∫
RdQ(dR) =∞, pour z assez grand le second cas se produit.

Considérons la quantité NP représentant le nombre moyen de composantes connexes
par unité de volume produites par P . Soit X ∈ ω et notons CX(ω) sa composante connexe.
Ici nous considérons CX(ω) comme sous-configuration de ω plutôt que comme sous-
ensemble de L(ω). Nous disons que X = (x,R) est le point le plus à gauche dans CX(ω)
si la première coordonnée de x dans Rd est plus petite que celle des autres Y ∈ CX(ω).
Toutes les composantes connexes finies ont un point le plus à gauche qui est unique presque
sûrement. Donc une définition possible de NP est

NP =

∫
Ω

∑
(x,R)∈ω

1[0,1]d(x)1{(x,R) est le point le plus à gauche de C(x,R)(ω)}P (dω).

La quantité NP tend vers 0 lorsque z tend vers l’infini et nous pouvons montrer une
décroissance exponentielle.

Lemme III.3.1. Supposons que les rayons sont minorés par un R0 > 0. Alors il existe
C > 0 tel que pour z assez grand nous avons

NP ≤ e−Cz.
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Démonstration. Grâce aux équations GNZ, voir Proposition I.3.2, et à la stationnarité de
P nous avons

NP = z

∫
Ω

∫
[0,1]d

∫ +∞

0

q1−k((x,R),ω) ×

1{(x,R) est le point le plus à gauche de C(x,R)(ω+δ(x,R))}Q(dR)dxP (dω)

≤ zq

∫ +∞

0

P
(

(0, R) est le point le plus à gauche de C(0,R)(ω + δ(0,R))
)
Q(dR).

Comme P domine stochastiquement πz,Q̃ nous avons

NP ≤ zq

∫ +∞

0

πz,Q̃
(

(0, R) est le point le plus à gauche de C(0,R)(ω + δ(0,R))
)
Q(dR)

≤ zq

∫ +∞

0

πz,Q̃
(

0 /∈ L(ωgauche)
)
Q(dR)

= zqe−z
1
2
vd
∫+∞
0 RdQ̃(dR), (III.3.2)

où ωgauche est la configuration de points (x,R) ∈ ω tels que la première coordonnée de
x est négative. La dernière inégalité de (III.3.2) est un calcul standard pour le modèle
booléen, voir [8]. Le lemme est démontré en choisissant judicieusement la constante C.

Supposons que P est ergodique. Grâce au théorème ergodique nous avons le lemme
suivant.

Lemme III.3.2. Pour chaque x ∈ Rd et pour P -presque toute configuration ω :

lim
R 7→∞

1− k((x,R), ω)

vdRd
= −NP .

Démonstration. Rappelons que k((x,R), ω) compte le nombre de composantes connexes
de L(ω) qui intersectent la boule B(x,R). Le théorème ergodique nous donne la conver-
gence P -presque sûr

#{Y ∈ ωB(x,R), Y est le point le plus à gauche de CY (ω)}
vdRd

→
R→∞

NP ,

mais cette quantité n’est pas exactement k((x,R), ω). En effet nous avons oublié les com-
posantes connexes dont le point le plus à gauche n’est pas dans B(x,R). Nous allons
contrôler le nombre de ces ”mauvaises” composantes connexes. Nous allons utiliser la
borne inférieure R0 des rayons. Chacune de ces ”mauvaises” composantes connexes doit
sortir de B(x,R). Considérons l’anneau

B(x,R + 2R0) \B(x,R− 2R0).

Cette anneau a un volume équivalent à CRd−1 où C est une constante positive. Ainsi par
un argument de volume le nombre de ”mauvaises” composantes connexes a un majorant
qui est équivalent à C̃Rd−1. En normalisant par vdR

d ce terme tend vers 0. Nous avons
ainsi la convergence P -presque sûr

K((x,R)ω) →
r→∞

NP ,

et le résultat est démontré.
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Focalisons-nous maintenant sur la preuve non rigoureuse de la conjecture pour la loi
particulière Q(dR) = d−1

Rd 1[1,+∞[(R)dR. Nous allons montrer que NP = 0 pour z assez
grand, ce qui prouve l’égalité P = πz,Q.

Grâce au Lemme III.3.2, il existe Kx,ω > 0 tel que pour chaque R > 0

1− k((x,R), ω) ≥ −2vdNPR
d −Kx,ω.

Supposons que cette constante K peut être choisi uniformément en x et ω. C’est bien-sûr
faux mais quitte à prendre K assez grand ceci peut être vrai avec grande probabilité.
C’est la seule partie non rigoureuse de la preuve.

En faisant le même type de calculs que dans le Lemme III.3.1 nous obtenons

NP ≤ zqe−
1
2
zvd

∫+∞
0 Rdq−2vdNPRd−KQ(dR)

= zqe−
1
2
zvdq

−K
∫+∞
1 q−2vdNPRd

dR

≤ zqe−czN
−1/d
P

où c est une constante positive. Pour z assez grand, la seule solution est NP = 0.

III.3.2 Conjecture : un premier pas vers une preuve rigoureuse
dans le cas d = 1

Nous nous plaçons dans cette section dans le cas d = 1. Soit Λn =] − n, n]. Comme
dans le chapitre I, pour z, Q et q fixés nous notons

Ξn(dω′) = Ξz,Q,q
Λn

(dω′Λn
|∅) =

qNcc(ω′Λn
)

Zn
πz,QΛn

(dω′Λn
).

Posons P̂n = ⊗
i∈Zd

Ξn ◦ τ−1
2ni et

Pn =
1

Ld(Λn)

∫
Λn

(P̂n ◦ τ−1
x )dx.

Nous avons déjà démontré avec le Lemme I.3.10 et le Corollaire I.1.13 que la suite (Pn)
admet une valeur d’adhérence P . Nous allons montrer que cette valeur d’adhérence est
unique et égale à πz,Q.

Théorème III.3.3. Pour d = 1, q > 1, Q satisfaisant les conditions

1.
∫∞

1
exp

(
−
∫ u

1
Q(]R,∞[)dR

)
du <∞,

2. Q({0}) = 0 ,

et pour z assez grand, la suite (Pn) converge vers πz,Q pour la topologie de la convergence
locale.

Nous démontrons complètement un phénomène de transition de phase. En effet nous
avons montré dans la preuve de du Théorème III.1.3 que cette même suite (Pn) convergeait
vers une limite différente de πz,Q.

Pour montrer ce résultat nous allons prouver que le nombre moyen de composantes
connexes, relativement à Ξn, est uniformément borné. Intuitivement il en sera de même
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pour la limite que nous notons P . Or comme P est stationnaire la seule possibilité d’avoir
un nombre moyen fini de composantes connexes est 1, ce qui implique que P = πz,Q.
Nous formalisons bien-sûr cette idée, en utilisant l’entropie spécifique qui permet très
simplement de montrer la convergence voulue.

Proposition III.3.4. Pour d = 1, q > 1, Q satisfaisant les conditions

1.
∫∞

1
exp

(
−
∫ u

1
Q(]R,∞[)dR

)
du <∞,

2. Q({0}) = 0 ,

et pour z assez grand nous avons l’existence d’une constante α < ∞ telle que, pour tout
n : ∫

Ω

Ncc(ω)Ξn(dω) ≤ α.

Supposons dans un premier temps que cette proposition soit vraie. En reprenant les
calculs d’entropie qui ont été faits dans la preuve du Lemme I.3.10, nous avons

Iz(Pn) =
1

Ld(Λn)
IΛn(Ξn|πz,Q) =

1

Ld(Λn)

∫
Ω

Ncc(ω)Ξn(dω)

≤ α

Ld(Λn)
, (III.3.3)

où la dernière inégalité est une conséquence de la Proposition III.3.4. Or l’entropie spé-
cifique est semi-continue inférieurement, voir Théorème I.1.12, et nous avons donc que
chaque valeur d’adhérence P de la suite satisfait Iz(P ) = 0. Or la Proposition I.1.11
affirme alors que P = πz,Q. Nous avons donc unicité de la valeur d’adhérence et ainsi la
convergence de la suite (Pn) vers cette unique valeur d’adhérence πz,Q.

Remarque III.3.5. Nous avons utilisé la Proposition III.3.4 pour montrer que la suite
des entropies spécifiques Iz(Pn) converge vers 0. Pour que cette convergence soit vraie il
suffit d’avoir ∫

Ω

Ncc(ω)Ξn(dω) = o(n).

Pour prouver la Proposition III.3.4, nous allons introduire la notion de composante
connexe à droite. Grâce à un comportement de renouvellement, ce nombre de composantes
connexes à droite sera de loi géométrique. Nous utiliserons enfin les propriétés de la loi
géométrique pour montrer que ce nombre de composantes connexes à droite admet des
moments exponentiels pour z assez grand.

Preuve de la Proposition III.3.4 : phénomène de renouvellement

L’idée est de se ramener à un processus de renouvellement sur [0,∞[. Commençons
par remarquer que comme Zn ≥ 1, nous avons∫

Ω

Ncc(ω)Ξn(dω) ≤
∫

Ω

Ncc(ω)qNcc(ω)πz,QΛn
(dω) ≤

∫
Ω

q̃Ncc(ω)πz,QΛn
(dω), (III.3.4)
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où nous pouvons prendre par exemple q̃ = 2q. Ensuite par indépendance et stationnarité
de πz,Q nous avons∫

Ω

q̃Ncc(ω)πz,QΛn
(dω) ≤

∫
Ω

q̃Ncc(ω[0,n])q̃Ncc(ω]−n,0])πz,Q(dω) =

(∫
Ω

q̃Ncc(ω[0,n])πz,Q(dω)

)2

.

(III.3.5)

Malheureusement nous n’avons toujours pas de comportement de renouvellement. En effet
lorsque n grandit un segment peut apparaitre est recouvrir tous les précédents segments.
Pour palier à ce problème nous allons considérer des demi-segments du type [x, x + R] à
la place des segments du type [x−R, x+R]. Pour cela nous considérons donc la quantité

Nd
cc(ω) = Nombre de composantes connexes de

⋃
(x,R)∈ω

[x, x+R].

Nous avons Ncc(ω[0,n]) ≤ Nd
cc(ω[0,n]) et puisque q > 1∫

Ω

q̃Ncc(ω[0,n])πz,Q(dω) ≤
∫

Ω

q̃N
d
cc(ω[0,n])πz,Q(dω) ≤

∫
Ω

q̃N
d
cc(ω[0,∞[)πz,Q(dω), (III.3.6)

où la dernière inégalité est une conséquence de la croissance de Nd
cc(ω[0,n]) par rapport à

n. Pour montrer la Proposition III.3.4 il suffit donc de montrer que le membre de droite
de l’inégalité (III.3.6), qui ne dépend plus de n, est fini.

Pour cela la première chose à montrer est que la quantité Nd
cc(ω[0,∞[) est finie πz,Q

presque-sûrement. Ensuite nous pourrons montrer que cette quantité admet des moments
exponentiels finis pour z assez grand.

Pour montrer queNd
cc(ω[0,∞[) est fini πz,Q presque-sûrement, nous invoquons un résultat

issu de [19] que nous énonçons dans le prochain lemme avec les spécificités de notre
problème.

Lemme III.3.6. Pour tout z ≥ 1, la quantité Nd
cc(ω[0,∞[) est finie πz,Q presque-sûrement

si et seulement si ∫ ∞
1

exp

(
−
∫ u

1

Q(]R,∞[)dR

)
du <∞.

La preuve de ce lemme, disponible dans [19] utilise la notion de subordinateur. Néan-
moins une version plus faible peut se démontrer en utilisant le lemme de Borel-Cantelli.
Dans ce cas la condition obtenue est∑

n∈N

exp

(
−
∫ n

1

Q(]R,∞[)dR

)
du <∞.

À partir de maintenant nous nous plaçons sous les hypothèses du Lemme III.3.6. La
quantité Nd

cc(ω[0,∞[) est donc finie πz,Q-presque sûrement et il faut maintenant montrer
que pour z assez grand nous avons∫

Ω

q̃N
d
cc(ω[0,∞[)πz,Q(dω) <∞.
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Preuve de la Proposition III.3.4 : convergence de lois géométriques

Nous avons maintenant le comportement de renouvellement voulu. En effet lorsque
nous parcourons la demi-droite réelle [0,∞[, chaque composante connexe rencontrée a
une probabilité positive, que nous notons p(z), d’être infinie, et cela indépendamment
des précédentes composantes connexes qui ont été rencontrées. Ainsi la variable aléatoire
Nd
cc(ω[0,∞[) est une variable aléatoire géométrique de paramètre p(z), et nous avons

p(z)−1 =

∫
Ω

Nd
cc(ω[0,∞[)π

z,Q(dω).

Ainsi nous avons un calcul explicite du membre de droite de (III.3.6) :∫
Ω

q̃N
d
cc(ω[0,∞[)πz,Q(dω) =

∑
k∈N∗

qkp(z)(1− p(z))k−1,

et cette intégrale est finie si et seulement si q(1 − p(z)) < 1. Ceci est vrai pour z assez
grand grâce au prochain lemme.

Lemme III.3.7. Pour Q et q satisfaisant les hypothèses de la Proposition III.3.4, nous
avons

p(z)−1 =

∫
Ω

Nd
cc(ω[0,∞[)π

z,Q(dω) →
z→∞

1.

Ainsi avec ce lemme nous avons que pour z assez grand la quantité q(1 − p(z)) est
strictement plus petite que 1 et donc

√
α :=

∫
Ω

q̃N
d
cc(ω[0,∞[)πz,Q(dω) <∞.

Finalement avec les inégalités (III.3.4), (III.3.5) et (III.3.6) nous obtenons∫
Ω

Ncc(ω)Ξn(dω) ≤ α.

Il ne reste donc plus qu’à démontrer le Lemme III.3.7.

Démonstration du lemme. Nous savons que Nd
cc(ω[0,∞[), relativement à πz,Q, suit une loi

géométrique de paramètre p(z). Nous notons Xz cette variable aléatoire. Nous allons
montrer que Xz converge en loi vers 1. Nous avons

πz,Q(Nd
cc(ω[0,∞[) = 1) ≥ πz,Q(Nd

cc(ω[0,∞[) = 1, [x+ y,∞[ est recouvert dans ω]x,∞[),

où x et y sont des réels strictement positifs et où nous disons que [x,∞[ est recouvert
dans ω si

[x,∞[ ⊆
⋃

(a,R)∈ω

[a, a+R].

Pour que le nombre de composantes connexes à droite soit égal à 1, il suffit donc que
[x+ y,∞[ soit recouvert dans ω]x,∞[ et que dans [0, x], le premier point ait un rayon plus
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grand que x + y. Ceci implique implicitement qu’il y ait au moins un point dans [0, x].
Nous obtenons donc

πz,Q(Nd
cc(ω[0,∞[) = 1) ≥ πz,Q(le premier point de ω[0,x] a un rayon supérieur à x+ y,

[x+ y,∞[ est recouvert dans ω]x,∞[).

Les deux événements considérés ont été construits de manière à être indépendants relati-
vement à πz,Q. De plus comme πz,Q est stationnaire nous avons

πz,Q(Nd
cc(ω[0,∞[) = 1) ≥ (1− e−zx)Q([x+ y,∞[)πz,Q([y,∞[ est recouvert dans ω[0,∞[)).

Lemme III.3.8. À y > 0 fixé, la probabilité

πz,Q([y,∞[ est recouvert dans ω[0,∞[))

tend vers 1 lorsque z tend vers l’infini.

Démonstration. Considérons la réalisation d’un processus de Poisson d’intensité Ld ⊗Q.
Nous savons grâce au Lemme III.3.6 que le modèle des segments à droite percole, et donc
il existe un point aléatoire T qui est le point le plus à gauche de la composante connexe
infinie. Si y est dans cette composante connexe infinie alors nous avons gagné. Sinon nous
superposons les points d’un nouveau processus ponctuel de Poisson indépendant du pre-
mier et d’intensité zLd ⊗ Q. Pour z assez grand (mais aléatoire), le segment [y, T ] est
entièrement recouvert par ce nouveau processus. Il suffit par exemple d’attendre qu’un
point apparaisse dans [0, y] avec un rayon assez grand. Ainsi le segment [y,∞[ est entiè-
rement recouvert par la concaténation des deux processus ponctuels, qui est un processus
ponctuel de Poisson d’intensité (z+1)Ld⊗Q. Nous avons bien la convergence voulue.

Maintenant considérons ε > 0. Pour x, y assez petit, grâce à l’hypothèse Q({0}) = 0,
nous avons Q([x+ y,∞[) ≥ 3

√
1− ε. Maintenant que x et y sont fixés, pour z assez grand

nous avons

πz,Q([y,∞[ est recouvert dans ω[0,∞[)) ≥ 3
√

1− ε et (1− e−zx) ≥ 3
√

1− ε,

et donc finalement pour z assez grand

πz,Q(Nd
cc(ω[0,∞[) = 1) ≥ 1− ε.

Ainsi nous avons la convergence en loi de Xz vers 1 lorsque z tend vers l’infini. Ceci
implique la convergence ponctuelle de la fonction caractéristique et ainsi pour chaque réel
t nous avons

p(z)eit

1− (1− p(z))eit
→
z→∞

eit,

ce qui montre en prenant par exemple t = π que p(z) converge vers 1. Le lemme est donc
démontré.
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Remarque III.3.9.

— Concernant l’hypothèse
∫∞

1
exp

(
−
∫ u

1
Q(]R,∞[)dR

)
du <∞, il est facile de remar-

quer que celle-ci implique la non-intégrabilité des rayons
∫
RQ(dR) = ∞. Néan-

moins il n’y a pas équivalence entre ces deux relations puisque lorsque nous consi-
dérons des rayons ayant pour loi Q l’inverse d’une uniforme, alors un calcul simple
montre que ∫ ∞

1

exp

(
−
∫ u

1

Q(]R,∞[)dR

)
du =∞.

La question est donc de savoir si le théorème est toujours vrai dans le cas plus
général

∫
RQ(dR) =∞. Nous n’avons pas de réponse à cette question.

— L’hypothèse Q({0}) = 0 a été utile à la fin de la preuve de la proposition III.3.4
pour montrer la convergence en loi vers 1 des variables géométriques. Cette hypothèse
semble nécessaire pour cette convergence. Néanmoins cela dépend de la variable aléa-
toire T point le plus à droite de la composante connexe infinie. Si celui-ci converge
vers 0 assez vite alors cela pourrait compenser l’apparition de points à rayons nuls.

III.3.3 Perspectives

Le Théorème III.3.3 résout une version faible de la conjecture dans le cas particulier
de la dimension d = 1. Nous allons présenter dans cette section les pistes possibles pour
contribuer à la preuve de la conjecture, les idées et les problèmes rencontrés.

Généralisation du Théorème III.3.3 pour toutes les dimensions

Il serait en effet très intéressant de pouvoir généraliser le Théorème III.3.3 pour les
dimensions d ≥ 2. Comme dans le cas d = 1 il suffit de montrer la Proposition III.3.4
qui borne le nombre moyen de composantes connexes. Néanmoins la technique du type
renouvellement utilisée est uniquement utilisable en dimension 1. Même s’il est possible de
se ramener à la dimension 1 en projetant d’une bonne manière les boules sur une droite,
le processus projeté obtenu n’est pas stationnaire. Nous n’avons donc plus l’identification
du nombre de composantes connexes comme une loi géométrique.

Généralisation du Théorème III.3.3 pour toutes les conditions de bord en
dimension d = 1

Dans le Théorème III.3.3 nous considérons la suite (Pn) construite à partir des mesures
à bord vide

Ξz,Q,q
Λn

(dω′Λn
|∅) =

qNcc(ω′Λn
)

Zn
πz,QΛn

(dω′Λn
).

Il serait intéressant de considérer des mesures avec des conditions de bord différentes
comme

Ξz,Q,q
Λn

(dω′Λn
|ωΛn) =

qN
Λn
cc (ω′Λn

+ωΛn )

Zz,Q,q
Λn

(ωΛc
n
)
πz,QΛn

(dω′Λn
).
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Nous pouvons ainsi construire une suite de mesures que nous noterons P
ωΛc

n
n dont il est

possible de montrer l’existence d’un point d’accumulation en utilisant le Corollaire I.1.13.
Pour montrer la convergence de Pn vers πz,Q il suffit de montrer un résultat du type∫

Ω

NΛn
cc (ω′Λn

+ ωΛc
n
)Ξz,Q,q

Λn
(dω′Λn

|ωΛn) ≤ α

pour α fini. Mais plusieurs des techniques utilisées pour le cas du bord vide ne sont plus
utilisables. En effet la fonction de partition Zz,Q,q

Λn
(ωΛc

n
) n’est pas dans ce cas plus grande

que 1. De plus la quantité NΛ
cc est beaucoup moins agréable à utiliser, et il n’est pas clair

que nous puissions faire apparâıtre un phénomène de renouvellement comme dans le cas
du bord vide.

Rendre rigoureuse la preuve heuristique ?

Dans la preuve heuristique nous avons utilisé le théorème ergodique pour montrer
l’existence d’une bonne constante Kx,ω. Nous avons alors supposé que cette constante
pouvait être prise uniforme en x et ω, permettant de démontrer une domination stochas-
tique.

Il est très certainement impossible de pouvoir choisir cette constante uniformément.
Néanmoins l’utilisation des équations GNZ et de la théorie ergodique pour étudier la
quantité NP pourrait être intéressante, en particulier parce que ces outils ne dépendent
pas de la dimension.
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