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Introduction

L’axe principal de ces travaux de thése est la notion d’auto-similarité (ou de scaling),
qui est considérée comme un objet central en théorie de probabilités en général et en
calculs stochastiques en particulier. Historiquement parlant, une des premiéres études
systématiques de cette notion a été établie en 1962 par J. Lamperti dans sa fameuse
revue [17], il a mis en évidence le fait que les processus auto-similaires peuvent étre
percus comme des limites en distribution des processus stochastiques renormalisés. Ce
phénoméne est connu depuis longtemps dans le domaine des processus de branchement,
et il a été aussi observé récemment en théorie de la fragmentation. Egalement, divers
auteurs tels que [12, 17| ont prouvé ce résultat.

Communément, la propriété de I'auto-similarité est définie par la donnée d’invariance
de T'échelle |77, 33], c’est a dire qu’un processus stochastique préserve (sous certaine re-
normalisation) sa loi aprés un changement d’échelle du temps. L’affirmation selon [30],
que l'utilité de 'auto-similarité réside uniquement dans le fait qu’elle est fortement liée
aux théorémes limites est fausse, car en réalité, il est connu que cette notion joue un role
primordial, puisqu’elle assure la modélisation de plein de phénoménes comme le traffic in-
ternet, le traitement d’image, les reliefs géographiques, les mathématiques financiéres,. . .,
citons entre autres [57, 91, 92| pour plus des applications.

Dans la littérature, il existe divers processus stochastiques (gaussiens et non-gaussiens)
auto-similaires, nous nous focalisons sur le traitement du cas gaussien. Précisément, nous
travaillerons, d’une part en dimension d = 1, avec le mouvement brownien fractionnaire
(B)

initialement par Kolmogorov [15] en 1940, sous I'appellation de "Wiener Spirals", ensuite

>0 d'indice de Hurst H € ]0,1[, (mBf en abrége). Ce processus qui a été introduit

étudié par Mandelbrot et Van Ness [53] en 1968, est défini comme 'unique processus gaus-

sien centré H-auto-similaire et & accroissements stationnaires. C’est en quelques années
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que le mBf a connu son plein essor et est devenu un processus incontournable, il a été
considéré comme un bon outil pour la modélisation des: réseaux de télécommunications,
fluctuations boursiéres, turbulence,. . .

L’une des particularités du mBf est que pour H = %, il s’identifie au mouvement brow-
nien classique, (en abréviation mB). Ce processus qui acte sa naissance par les observations
intéressantes de Robert Brown en 1828, ensuite par une premiére étude mathématique ri-
goureuse en 1923 établie par Wiener, bien qu’il partage avec le mBf certaines propriétés
telles que 'auto-similarité, la continuité holdérienne des trajectoires et la stationnarité
des accroissements, il présente en contre partie une certaine différence manifestée par
I'indépendance de ses accroissements, la propriété de Markov et la propriété de la semi-
Martingale.

D’autre part, nous utiliserons aussi un autre type des processus auto-similaires, ceux
qui sont en dimension d = 2. Notamment, nous prendrons le drap brownien fractionnaire
<BH1’H2)t oo’ d’indice de Hurst H = (H;,Ho) € |0,1[%, (dBf en abrégé), défini dans le sens

3§

t,s
évoqué par [2]. Clairement, ce champ stochastique gaussien est vu d’un coté, comme une
extension anisotrope du mBf en conservant presque les méme propriétés, (sauf que la classe
des champs gaussiens auto-similaires et & accroissements rectangulaires stationnaires n’est
pas unique [55]), et d’un autre c6té, comme une généralisation du drap brownien classique,
(dB), qui s’obtient lorsque H; = Hy = % Généralement, le dBf est pleinement employé

dans deux domaines: I'imagerie médicale et la géologie, voir [11].

Aprés avoir présenté notre petite panoplie élémentaire du travail, nous passons pro-
prement dit, pour poser les trois problématiques que nous allons les traiter a travers
ce manuscrit, et qu’a leur intersection se trouve le mBf, le dBf et la propriété d’auto-
similarité.

La premiére problématique trouve son origine dans cette idée initiatrice: comme 1'en-
semble des champs stationnaires est en fait 'image de ’ensemble des champs auto-
similaires par une transformation trajectorielle bijective, qui consiste en un changement
de I’échelle de temps par la fonction exponentielle, connue par ’appellation de la trans-
formation de Lamperti |17, 33|, (transformation de Doob'), et comme la transformée de

Lamperti du mBf, qu’on la nomme souvent par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck frac-

1. Dans [27], cette transformation est dite transformation de Doob au nom du mathématicien Joseph
Leo Doob.
Marwa KHALIL 2
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tionnaire (de second type) |37, 13, 96, 18], peut étre vue d’aprés [37] comme une solution

de I'équation différentielle stochastique (EDS) de type Langevin [18]:
dX} = —AXMdt + dyM (0.0.1)

otl le bruit YAH = (Y{\’H)tzo est donné par la formule ci-dessous:

t
YT /0 eNdBH >0, (0.0.2)
avec les coeflicients:
H As H 2H
als,H) = Se¥ ot X3 = Blly ) ~ N<O’(T> ) A > 0. (0.0.3)

Alors quel sera I’analogue de ce résultat en dimension 27. Autrement dit, nous devrons
vérifier que la transformée de Lamperti du dBf, est une solution d’une certaine EDS bidi-
mensionnelle de type Langevin analogue a (0.0.1). L’intérét notable de ceci, ¢’est que nous
pourrons déduire de nouveaux aspects pour le dBf par la procédée de la transformation

de Lamperti inverse.

La deuxiéme problématique se résume tout simplement par une interrogation his-
torique (posée depuis 1986 par [90]): quel est 'impact d’un bruitage aléatoire (champ
stochastique auto-similaire) sur la solution d’une équation aux dérivées partielles?. A vrai
dire ce genre de problématique a fait I'objet d’une large littérature, et elle a déja été
beaucoup traitée dans le cas de 1'équation de la chaleur [90, 73, 80, 86], et aussi dans le
cas de I'équation des ondes |32, 23, 86]. C’est ainsi, notre focus s’orientera vers une étude
de 'équation aux dérivées partielles stochastique (EDPS) des ondes dirigée par un champ
aléatoire a 2-parameétres, qui nous le fixerons par un bruit blanc en temps et en espace
et qui a un comportement pareil & celui du drap brownien. Précisément, nous nous inté-
resserons a étudier une notion assez importante qui caractérise un processus stochastique
quelconque, c’est la notion de la variation quadratique spatiale. En effet, les variations
quadratiques jouent un role fondamental dans l'analyse probabiliste et statistique d'un
processus, puisqu’elles servent entre autres a la construction des estimateurs du parameétre
d’auto-similarité pour les processus auto-similaires, construction des intégrales d’Ité6 pour

les semi-Martingales,. . ..

La troisiéme problématique est due a une simple question: que deviendra le résultat

évoqué sur 'EDPS des ondes (posée précédemment), lorsque nous serons au dela du

Marwa KHALIL 3
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cas ordinaire?, c’est & dire, quelles sont les nouvelles propriétés détectées sur le champ
solution spatiale lorsque nous remplacerons le bruit blanc temporel par un autre bruit qui
se comporte comme un mBf?. Divers travaux tels que [5, 20, 71| ont traité cette situation
ou le mBf est le bruit directeur de 'EDPS.

Venons-en a une description détaillée des chapitres de ce document qui commencera

par un petit glossaire contenant certaines notations utilisées le long de notre travail.

Le Chapitre 1 exposera quelques définitions, propriétés et théorémes concernant les
processus stochastiques dans le cas unidimensionnel et puis dans le cas bidimensionnel.

Ces données seront utilisées a plusieurs reprises dans le reste de la thése.

Le Chapitre 2 traitera la premiére problématique. Pour cela, nous définirons en premier
temps le champ transformée de Lamperti du dBf, ensuite nous présenterons ses divers
propriétés (la stationnarité, la mémoire courte, la continuité holdérienne,. . . ). Une fois ceci
sera établi, nous énoncerons la version de 'EDS de Langevin vérifiée par la transformée
de Lamperti du dBf et nous utiliserons principalement pour la résolution une formule
d’intégration de Young dans le plan, qui est une généralisation de la celle unidimensionnelle

[95, 6, 76]. Une autre caractérisation de la transformée de Lamperti du dBf que nous visons

la donner, ce qu'il sera décomposable, lorsque les indices de Hurst (Hy,H,) € 10,3 [2, en une
somme infinie des champs qui sont des transformations de Lamperti des drap browniens
classiques mutuellement indépendants. L’intérét remarquable de ce dernier résultat réside
dans le fait qu’en appliquant la transformation de Lamperti inverse, nous aurons établi

une approximation du dBf par des dB classiques mutuellement indépendants.

Dans le Chapitre 3, nous analyserons le comportement asymptotique spatiale (& temps
fixe) de la suite des variations quadratiques associée au processus solution évolutive
(connue sous 'appellation de solution mild) de 'EDPS des ondes dirigée par un bruit
blanc spatio-temporel, il s’agit donc de la deuxiéme problématique. Précisément, nous
vérifierons le théoréme central limite (TCL) pour la renormalisation recentralisée de la

suite suivante:
N-1

2
Sy = Z <u(t,:cj+1) — u(t,:@-)) , N>1, (0.0.4)

=0
oux; = %, Jj =0,...,N est une subdivision de I'intervalle unitaire [0,1], (“(tv“;j)ogjgjv est

la solution évolutive de 'EDPS étudiée et t désigne 'indice du temps qui est fixé dans un

Marwa KHALIL 4
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horizon [0,7], T > 0. Pour argumentation de ce résultat, d’'un c6té, nous déterminerons
I’expression exacte de la fonction de la covariance de la solution spatiale. Cette expression
nous aidera implicitement a déduire que la solution est stationnaire (cependant sa version
temporelle est auto-similaire d’indice H +1— %l), a accroissements non-indépendants (mais
avec une corrélation assez petite) et a trajectoires continues au sens de Holder d’ordre
v < % (méme régularité que le mB classique). De 'autre coté, nous utiliserons principale-
ment le récent théoréme de Nourdin-Peccati [66, 67| appliqué pour les intégrales multiples
de Wiener. En effet, ce théoréme, dont la version initiale est connue sous ’appellation
"Fourth moment’, a combiné la méthode classique de Stein [79] qui consiste & donner une
approximation d’une loi de probabilités par rapport & une autre, avec quelques éléments
du calcul de Malliavin (dit aussi calcul stochastique des variations) qui est introduit en
1976 par Paul Malliavin [50] et qui représente un calcul différentiel sur un espace de di-
mension infinie. L’ouvrage [68] expose d’'une fagon trés pédagogique les divers notions de
calcul de Malliavin.

De ce fait, nous justifierons que la suite (0.0.4) renormalisée recentrée converge en dis-
tribution vers une loi normale centrée réduite avec une vitesse de convergence de 1’ordre
de \/Lﬁ, ce qui montrera que les variations quadratiques de la solution spatiale auront un
comportement limite pareil & celui des variations quadratiques du mB standard. Finale-
ment dans la derniére partie de ce chapitre, nous arriverons a établir le théoréme central

limite presque sir (TCL presque stir) grace aux nouveaux critéres donnés par [30].

Pour le Chapitre 4, nous nous intéresserons a l’analyse de la solution évolutive de
I’EDPS linéaire des ondes dirigée par un champ gaussien additif auto-similaire a 2-
parameétres qui se comporte comme un mBf de paramétre de Hurst H € ]%,1[ par rapport
au temps et comme un bruit blanc par rapport a I'espace. Tout d’abord, nous calcule-
rons ’expression de la fonction de covariance de la solution spatiale seulement pour la
dimension d = 1, et nous utiliserons pour ce fait ’expression du noyau de Green associé a
I’EDPS étudiée, au lieu de passer par la méthode classique de calcul qui se base essentiel-
lement sur ’expression de la transformée de Fourrier de la solution. Ceci malgré qu’il nous
ameénera a un arsenal de calcul, mais il nous donnera une expression assez intéressante
qui décrira la structure de la corrélation, le moment d’ordre 2 des accroissements spatiaux
et la régularité de la solution. Une fois cette premiére étape est franchie, nous passerons

ci-apres a I’étude du comportement limite de la suite des variations quadratiques analogue

Marwa KHALIL 5
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4 (0.0.4) pour le cas du mBf temporel. A vrai dire, I'étude asymptotique s’effectuera par
le méme raisonnement que celui que nous avons utilisé dans le cas blanc spatio-temporel

(méthode de Stein-Malliavin, critére d’Ibragimov pour le TCL presque sir). De ce fait,

nous démontrerons que pour H € ]%,%[, la suite des variations quadratiques sous sa forme
renormalisée recentralisée converge faiblement, et puis presque stirement vers une loi nor-
male centrée réduite, d'une fagon presque identique a celle du mBf qui dirige 'EDPS
considérée (description avec les mémes seuils). Ce résultat surprenant, mettra en évidence
la grande influence du mBf (bruit temporel!) sur les différentes propriétés de la solu-
tion (spatiale!). Finalement, nous cloturerons ce chapitre par une construction, lorsque
le temps est fixé dans un horizon 1,77, d’'un estimateur du paramétre de Hurst H. Cet
estimateur qui se basera sur la suite des variations quadratiques spatiales, sera un estima-
teur consistent et asymptotiquement normal. Une interprétation statistique sera évoquée

en dernier lieu.
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(Glossailre

vV (Q, F, (Fi)i>0, P) est un espace de probabilités filtré, ot F est une tribu sur I'univers
Q, (F)i>o est une filtration et P une mesure de probabilité. On associe respectivement a
P 'espérance et la variance correspondantes E et V.

V' F; est la tribu des événements antérieurs au temps t.

v B(R?) est I'ensemble des boréliens de R, d > 1.

v C.(R?) est I'ensemble des fonctions réelles définies sur R? qui sont continues et a
support compact.

v CF(RY) est I'ensemble des fonctions réelles définies sur R? qui sont contintiment
dérivables k fois.

v S(R?) est I'espace des fonctions réelles définies sur RY & décroissance rapide.

v S'(R?) est I'espace des distributions tempérées, c’est le dual topologique de S(R?).

vP(R,) est I'ensemble des mesures de probabilités & support R,. Il est muni de
la topologie de la convergence faible: on dit qu'une famille des mesures de probabilités

(1) yey converge vers fi, si pour toute fonction f continue bornée sur R on a:

[ amw— [ g

v Ff correspond & la transformée de Fourrier de la fonction f € L'(R?), et elle est

donnée par 'expression suivante:
Ff( = / e %7 f(2)dx, pour tout & € R%
Rd

v Af est I'opérateur différentiel Laplacien d’une fonction réelle f de R?, et il est défini

par:

d 92 f
Af = Z g pour tout z; € R%.
i=1 v

v'=% égalité en distribution entre les processus.
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Chapitre 1

Préliminaires sur les champs

stochastiques

CE premier chapitre présentera un survol sommaire sur les éléments nécessaires a la com-
préhension des processus stochastiques (ponctuels) dans le cas unidimensionnel en premier
lieu et dans le cas bidimensionnel en second lieu. Les propriétés des processus en dimension

2 sont typiquement des généralisations de celles en dimension 1.

L’objet de la théorie des champs stochastiques (ou aléatoires) est ’analyse des phéno-
meénes aléatoires dépendant du temps. On désigne par T 1’ensemble des temps (exemples
T=R% ou un pavé de R%, d > 1), et par (E, £) un espace mesurable appelé ’espace des
états. Un champ stochastique a valeurs dans (E, &) basé sur (2, F, P) est une famille
X = (X¢),er des variables aléatoires de (€2, F, P) dans (E, £). La trajectoire du champ

X = (Xy),er associce G w, avec w € 1, est I'application:

X(w): T — E
t— Xi(w).

Pour ce chapitre on fixe la dimension de 'espace d = 1 ou 2, T = Ri et (E, &) =
(R, B(R%)), alors un champ stochastique réel X = (X;),.; est dit un processus a 1-

parametre si T = R, cependant il est dit un processus a 2-parameétres si T = R?.
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Préliminaires sur les processus a l-paramétre

1.1 Préliminaires sur les processus a l-paramétre

Définition 1.1.1 Un processus stochastique réel X = (Xt)tzo est dit auto-similaire, si

pour tout réel h > 0, il existe un réel k > 0 tel que:
{ X, t > 0}={kX,, t > 0}. (1.1.1)

Il s’agit de la premiére définition de I'auto-similarité qui a été en faite établie par [17].
Le théoréme suivant permet en quelques sorte de bien donner une caractérisation de la

notion de ’auto-similarité d’un processus X.

Théoréme 1.1.1 Soit X = (X;),5, un processus stochastique réel non trivial, stochasti-

quement continu en t = 0 et auto-sitmilaire, alors il existe un unique H > 0 tel que:
{Xpe, t > 0}=R"X,, t >0}, pour tout h > 0. (1.1.2)
La démonstration de ce théoréme a été évoquée dans []7, J0].

Remarque 1.1.1 On dit qu’un processus stochastique réel X = (Xt)t20 est:

-trivial, si pour toutt > 0 on a Xy = C, P-presque sirement avec C' est une constante.

-stochastiquement continu en t, si pour tout € > 0, on a lir% P{| X415 — Xi |> €} =0.

Passons maintenant a la définition de la stationnarité d’un processus X, cette notion
assure que les caractéristiques de X ne varient pas avec la définition de l'origine du
temps. En faite, la stationnarité d’'un processus permet d’écrire sa fonction de covariance
qui dépend de deux variables comme une fonction d’une seule variable de type positif.
En particulier, la stationnarité des accroissements d’un processus quelconque permet de

donner des propriétés finies sur ses trajectoires.

Définition 1.1.2 Un processus stochastique réel X = (Xy),, est dit strictement station-

naire, si pour tout réel h >0 on a:
{Xiin, t > 0}="{X;, t > 0}. (1.1.3)
Néanmoins, on dit qu’un processus réel X = (X),s, de carré intégrable est largement
stationnaire, sl vérifie pour tous t, s > 0 les proprigtés suivantes:
EX,) = C

(1.1.4)
Rx(t,s) = Rx(t—s),
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Préliminaires sur les processus a l-paramétre

ot C' est une constante et Ry est la fonction de covariance de processus X .

Remarque 1.1.2 Un processus stochastique du second ordre et strictement stationnaire,
alors il est largement stationnaire. La réciproque est fausse, mais si on fait ’hypotheése
supplémentaire que le processus est gaussien centré, alors la stationnarité large implique

la stationnarité stricte.

Un exemple des processus H-auto-similaires et qui a les accroissements stationnaires,
c’est le mouvement brownien fractionnaire (mBf), ce processus est défini comme ci-

dessous:

Définition 1.1.3 Un mouvement brownien fractionnaire de parameétre de Hurst H € ]0,1]
est un processus gaussien réel centré noté (B} )i>0, défini sur un espace de probabilités

(Q, F, P) et admettant pour tous t, s > 0 la fonction de covariance:

1
R¥(t.5) = 5 ( 2H | 2H | s|2H> . (1.1.5)
Propriétés 1.1.1 Parmi les différentes propriétés du mBf, on cite qu’il est a accroisse-
ments non indépendants pour H # %, sa variation quadratique est presque stirement infinie

sur tout intervalle pour H < %, ses trajetoires sont localement holdériennes d’ordre v < H,

et pour tout H # % il est ni une semi-Martingale et ni un processus Markovien.

L’existence ainsi que le reste des propriétés du mBf peuvent étre consignées dans

[58, 86, 77, 30] et les références au dedans.

Remarque 1.1.3 Les cas limites H = 0 et H = 1 présentent des particularités par

1

rapport auzr cas intermédiaires, cependant le cas H = 3, coincide avec le mouvement

brownien standard (dit aussi le processus de Wiener et noté mB en abrégé).

Une autre notion d’une importance majeure, c’est la notion de la mémoire longue d'un
processus stochastique, dite aussi la dépendance a long terme. Plusieurs définitions peuvent
étre données selon le domaine envisagé (domaine temporel ou fréquentiel), on pourra
consulter notamment |78, 63| pour plus des renseignements. Pour nous, on se contente
d’utiliser celle qui était proposée par [03] (spécialement dans le domaine temporel), et
qui se base sur la caractérisation du comportement asymptotique de la fonction d’auto-

corrélation d’un processus stochastique discret stationnaire.
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Préliminaires sur les processus a l-paramétre

Définition 1.1.4 Etant donné un processus stochastique stationnaire centré et a temps

discret X = (X,,) on dit que X est a mémoire longue si la quantité suivante:

pr(n) = 0. (1.1.6)

n>1

neN’

Sinon le processus est dit a mémoire courte. La suite (px(n)),~, précitée désigne la mé-

moire et on la définit par:
px(n) =E(X1X,41). (1.1.7)

Remarque 1.1.4 La dépendance a long terme est étroitement associée a la propriété
de 'auto-similarité des processus stochastiques auto-similaires a accroissements station-
naires. La connexion est déterminée par lindice d’auto-similarité de processus consideré

qui nous renseigne sur la nature de sa mémoire: courte ou longue.

Exemple 1.1.1 Lorsque l'indice de Hurst H, (qui est encore l'indice d’auto-similarité),
est strictement supérieur a %, le mBf, plus précisément le processus accroissement X, =

{Bfﬂ — B2 n > 1} qu’on le nomme par le bruit gaussien fractionnaire, vérifie la dé-
1
27
dépendance a court terme. La clé du résultat est le comportement asymptotique de la

pendance a long terme, cependant pour le cas strictement inférieur a il satisfait la

mémoire associée auzx accroissements de (B _ | et qui satisfait:
2H—2
ppu(n) ~ H(2H — 1)n , M — 00. (1.1.8)
Learticle [S1] a mis en évidence cette propriété.

Le théoréme suivant énonce un critére garantissant la continuité trajectorielle d’un
processus stochastique donné a modification preés. Il s’agit du critére de régularité de

Kolmogorov qui a été donné par Kolmogorov puis démontré par Slutsky et Chentsov au
, 86].

Théoréme 1.1.2 Soit X = (Xy),cx, ot K est un compact de R, un processus stochas-

milieu du 20° siécle, et ce résultat peut étre évoqué dans |

tique réel défini sur (Q, F, P) tel qu’il existe des réels o, 3 et C' strictement positifs pour

lesquels on a pour tous t, s € K:
E(| X, — X, |*) <Ot —t " (1.1.9)

Alors, pour tout v € ]O,g[, il existe une modification X' = (X{),c,x de X dont toutes les

trajectoires sont (localement) Hélder continues d’ordre 7.
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Préliminaires sur les processus a 2-paramétres

Définition 1.1.5 On dit qu’un processus stochastique réel X = (X3) ou K est un

teK
compact de R, est a trajectoires localement Hélder continues d’ordre vy € 10,1], si pour
tout w € 2, il existe une constante C,, > 0, tel que pour tous t, s € K, on a linégalité

sutvante:

| Xi(w) — Xo(w) [S Cu t—s]". (1.1.10)

Cependant X = (Xi),cp est dit a trajectoires globalement Hélder continues d’ordre

v € 10,1], si pour tout w € 2, il existe une constante C,, > 0, tel que pour tous t, s € R,
on a:

| Xi(w) — Xs(w) [ C |t —s|". (1.1.11)

Un exemple direct issu du théoréme précédent est le suivant:

Exemple 1.1.2 Dans le cas o BY = (B[!),.; est un mBf réel, alors il existe une mo-
dification X = (X;),cx de B Holder continue d’ordre v € ]0,H[. Au déla de H, les
trajectoires du mBf n’ont P-p.s. pas de continuité holdérienne, ce résultat est typiquement

démontré en se basant sur la loi du logarithme itéré prouvée dans [1].

1.2 Préliminaires sur les processus a 2-parameétres

Définition 1.2.1 Un processus stochastique réel X = (X;s) a 2-parameétres est dit

t,s>0
auto-similaire d’indice d’auto-similarité H = (Hy,Hy) € 10, + oo[?, si pour tous réel

hy, ho > 0, le champ aléatoire X donné par:

Xio =m0 X e o, 520 (1.2.12)

a les mémes lois finies dimensionnelles que le champ X.

Définition 1.2.2 Un processus stochastique réel X = (Xi,), o @ 2-parameétres est dit

(strictement) stationnaire, si pour tous réel hy, hy > 0, le champ X défini par:
Xis = Xithy sthys t,52>0 (1.2.13)

a les mémes lois finies dimensionnelles que le champ X.
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Préliminaires sur les processus a 2-paramétres

Définition 1.2.3 Un processus stochastique réel X = (Xy), .~ G 2-parametres et nul sur
les azes est dit a accroissements rectangulaires stationnaires, si pour tous réel hy, hy > 0,

le champ défini par:

(Xtthy,sths = Xethihe = Xnasthy + Xhoha )y g50 (1.2.14)
et le champ X ont les mémes lois finies dimensionnelles.

Un exemple immédiat des processus a 2-paramétres est le drap brownien fractionnaire

(dBf), qu’on le définit de la maniére suivante:

Définition 1.2.4 On dit que le champ BHvH2 — (Bgl’H2> est le drap brownien
’ t,5>0

fractionnaire normalisé (anisotrope) d’indice de Hurst H = (Hy,Hs) € ]0,1[2, le processus
stochastique a 2-parameétres gaussien centré nul sur les axes, et de fonction de covariance

donnée par: pour tous réels t, s, t', s > 0,
RIS ((117) (s,8)) = B(BILH B
= RM(ttR™(s,s)
— 1<t2H1 —i—tl 2H:y ‘t i tI’2H1>
4
X <S2H2 R P s’]ZHQ), (1.2.15)
avec R est la fonction de covariance du mBf d’indice de Hurst H € ]0,1][.

Remarque 1.2.1 Les différentes méthodes de la construction du dBf pourront étre vues
dans les travaux [2, 31, 51]. En fait, il existe divers extensions possibles du mouvement
brownien fractionnaire en dimension 2 liées a la généralisation de la fonction de cova-
riance. A titre d’exzemple, il y a le champ de Wiener-Chentsov fractionnaire qui a été
introduit initialement dans la thése de Léger [/5], et aussi le champ brownien fraction-

naire de Lévy qui a €été étudié par Bonami et Estrade [1/].

Toutefois, nous nous restreignons a travailler avec I’extension donnée par la Définition

1.2.4 ci-dessus.

Propriété 1.2.1 Notons que le dBf B2 défini au sens de la Définition 1.2.4, est un
processus aléatoire a 2-parametres auto-similaire d’indice d’auto-similarité H = (Hy,Hs)

et a accroissements rectangulaires stationnaires, dans le sens des Définitions respectives
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Préliminaires sur les processus a 2-paramétres

1.2.1 et 1.2.3 (voir [2]). Néanmoins, contrairement au cas du mBf, ce n'est pas ['unique
champ gaussien auto-similaire 4 accroissements rectangulaires stationnaires, (I’explication
détaillée de l’absence d’unicité peut étre trouvée dans larticle [55]).

1

Remarque 1.2.2 Lorsque Hy = Hy = 3, il s’agit donc du cas classique et on parle du

drap brownien, qu’on le note tout stmplement par dB.

Définition 1.2.5 On dit qu’un processus stochastique réel X = (Xt,s)(t ser 0 2-paramétres,
avec K un compact de ]Ri, est a trajectoires localement Holder continues d’ordre (71,72) €
]0,1]2, si pour tout w € ), il existe une constante C, > 0, tels que pour tous (t,;t') € K et

(s,8') € K vérifiant 0 <t' <t et 0 < s <s, on a l'inégalité suivante:
Xt’s(u}) — Xt7S/(W) — Xt/73<CLJ) -+ Xt’,s’(w) S Cw| t— t/ "Yl’ S — 8/ ’72. (1216)

Aussi, on dit que le champ stochastique réel X = (Xt,s)(t s)er? €st a trajectoires globale-
ment Hoélder continues d’ordre (y1,72) € ]0,1]2, si pour tout w € €2, il existe une constante

C, >0, tels que pour tous 0 <t/ <t et0< s <s, on a:

Xt’s(u}) — Xt7S/(W) — Xt/73<CLJ) -+ Xt’,s’(w) S Cw| t— t/ "Yl’ S — 8/ ’72. (1217)

Un outil assez fameux pour la caractérisation de la continuité holdérienne pour les
processus bidimensionnels, est le critére de Kolmogorov (voir |2, 10] ou [36] Appendice
B).

La derniére définition présentée dans ce chapitre généralise la notion de la mémoire

longue (ainsi que la mémoire courte) pour les champs aléatoires en dimension 2.

Définition 1.2.6 Un processus stochastique réel X = (Xt,s)(t S)eR:2 a 2-parametres et nul
sur les axes, est dit & mémoire courte (dit aussi qu’il vérifie la dépendance a court terme),

st la quantité suivante:

Z px(nm) < oco. (1.2.18)

n,m>1
Sinon, le champ est dit a mémoire longue (dit aussi qu’il vérifie la dépendance a long

terme). La notion p précitée désigne la mémoire en dimension 2 et on la définit par:

19’ (n,m) = E(Xl,l (Xn+1,m+1 - Xn—i—l,m - Xn,m-‘rl + Xn,m) ) . (1219)
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Remarque 1.2.3 Le long de notre travail, on ne considérera que des versions conti-

nues des champs aléatoires étudiés, et on se place dans un espace de probabilités filtré

(Q, F, (Fi)iso, P).
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Chapitre 2

Transformation de Lamperti du drap

brownien fractionnaire

DAns ce second chapitre®, nous nous intéresserons particuliérement & étudier la transfor-
mée de Lamperti du drap brownien fractionnaire, ainsi que ses divers propriétés. Dans
un premier temps nous définirons le champ transformée de Lamperti du dBf, puis nous
présenterons I’équation différentielle stochastique (EDS) vérifiée par ce processus a 2 para-
métres. Une version bidimensionnelle de la formule d’intégration par parties sera mise en
évidence puisqu’elle est 'ingrédient essentiel pour ’étude de notre EDS considérée. Quant
a la derniére partie de ce chapitre, elle sera consacrée pour donner une décomposition en

série infinie de la transformée de Lamperti du dBf en fonction de celle du dB classique.

2.1 Intégrale de Young dans le plan

Avant de présenter le cas de I'intégration de Young plane et pour mieux le comprendre,
il nous semble important de commencer par énoncer un petit apercu sur l'intégrale de
Young unidimensionnelle. Pour cela nous fixons a € |0,1] et nous désignons par Hp, ) o
I'espace des fonctions f & valeurs réelles et définies sur l'intervalle [a,b], a < b, telle que

f est une fonction a-héldérienne. La norme holdérienne d’une telle fonction f est donnée

1. Ce chapitre fait l’objet d’un article [11] publié dans la revue "Fractional Calculus and Applied
Analysis".
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par:

Wl = sup LW =FON 2.11)

a<u,v<b |’LL - U|
Nous appuyons essentiellement sur la référence [94] pour rappeler cette notion d’intégrale,
et pour plus de détails, le lecteur est invité a se référer a [31, 95]. En faite, soient f € Hiyp) o

et g € Higy 5 tels que o+ 6> 1 et (o,8) €]0,1]?, alors:

/ £ (u)dg(u) (21.2)

n—1
existe comme étant la limite de la somme de Riemann-Stieltjes Z f(wi) (9(wir1) — g(us)),
i=0
pour toute subdivision A de I'intervalle [a,b] définie par la suite des points (u;)j<;,,, tels
que a = ug < ... < u, = b et le pas vérifie ||Al| := = fnax |uit1 — u;] —n—0o 0. L'intégrale
définit par (2.1.2) est dite 'intégrale de Young unidimensionnelle.

Passons maintenant au cas bidimensionnel, on désigne par Hp,, 0y, 00 (0q,00) €
2 . N P Lo ,
10,17, Pespace des fonctions f & valeurs réelles définies sur le pavé P = [a1,b1] X [ag,bs], a; >

bi, i = 1,2, et qui sont (a,az)-holdériennes sur P, c.a.d f est continue avec:

“ f(al’) ”[ag,bﬂ,ag < OO’ H f(7a2) H[al,bl],oq < o0 (213)

et

‘f([uhvl] X [uz,v9])

< 00, (2.1.4)

= sup

o a; <u; #v;<b; |u1 - Ul’al ’u2 - v2|a2

ol f([ul,vl] X ['U/Q,'UQ]) = f(v1,v9) — f(v1,u2) — f(u1,v9) + f(ug,us) indique I'accroissement

rectangulaire de la fonction f sur [uy,v1] X [ug,vs] C P.

A ce niveau nous donnons le lemme suivant évoqué dans le Théoréme 3.2 de [35].

Lemme 2.1.1 Soit le pavé P, = [a1 — €9,b1 + €0] X [aa — €o,b2 + €], €0 > 0, et soit
(ai,3;) € 101, i =1,2. 8 f € Hp ayap €t g € Hp, 3,3, tel que a; + 3; > 1, alors

[intégrale:
bi b
/ f(uw)dg(u,w) (2.1.5)
ay as
existe et elle est définie comme étant la limite de la somme suivante de Riemann-Stieltjes:
n—1 m—1
F(ssvs)g (Twisuia] % [5.0501]). (2.1.6)
=0 j=0
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ceci pour toute subdivision A = (u;,0;)y<;<, o0<jmr 01 = Uy < ... < Up = by et ag = vy <
oo < Uy =by de P, avec ||Al| := max |ui41 — w;| + max |vj41 — ;] —nm—oo 0.
0<i<n 0<j<m

Aussi, nous présentons le lemme ci-dessous qui étend la formule d’intégration par par-
ties classique, une autre formulation dans le cas & deux variables -plus au moins différente-

peut étre trouvée dans le Théoréme 4 de Particle [93].

Lemme 2.1.2 Supposons | € Hp_ a0, €t g € Hp p, 5, tel que a; +5; > 1,4 =1, 2.
Alors pour tous a1 <0 <t < by etay <0< s < by, la formule dintégration par parties

pour deuz paramétres est donnée par:
Feo)g(ts) = £00000)+ [ f00)d500)+ [ 9000d.f0.0)
t s ’ t s
5&1fwwwwmwt4%dewwwm
+/0 /0 f(u,v)dg(u,v)+/0 /o g(u,v)df(u,v) (2.1.7)

Preuve : Tout d’abord nous mentionnons que les fonctions f et g peuvent étre pro-

+ [ Fu0dugwo) + [ 0w

longeables par continuité par 0 sur IR?\ P,,, ce qui assure que f et g € C.(R?).

Soit U € C°(IR?*) un noyau qui vérifie: U > 0, U(z,y) = 0 lorsque || (z,y) ||> 1 et
f 2 U(r,y)dedy = 1, on construit, pour tout € > 0, la suite de I'approximation de I'unité

Uc(w,y) = € 2U(%,%), alors la régularisation par convolution de la fonction f s’écrit:

fe(zy) = (Uex f)(zy)
— / Uz —uy — ) f(u,w)dudv
RQ
= fz — euy — ev)U(u,v)du dv. (2.1.8)
R2

Comme f € C.(IR?), alors clairement f, € C°(IR?), (mémement la régularisation g. de
g est dans C2°(IR?)). Grace au théoréeme de densité, nous obtenons que f. — .o f et

ge — -0 g uniformément sur le pavé P = [a1,b1] X [az2,b2] C P.,, et nous montrons par la
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suite que f. € Hpy, o, n effet, pour ¢ = 1, 2, on vérifie que:

f6<[u1,v1] X [U2,U2]) ‘

= su
I ellp oo aiguﬁgigbi uy — vy ug — |
felvnwn) = fulurvn) = folvrn) + fo(urua)|
= sup — —
a; <uj#v; <b; [y — 1| ug — vy
‘f(vl —ex, vy — ey) — f(ug — ex,vg — ey)‘
< sup /
a; <u;#v; <b; J IR? |U1 - 'Ul|0[1
U ‘f(vl—exu2—ey)—f(u1—e:cu2—ey)
X Ly)wdxdy +  sup / , & ’
‘u2 - U2| a;<u;#v;<b; J IR? |u1 - Ul‘
U(z,y)
X dedy
< =)
< sup W2 3
|u2 - U2|a2 z€[az—ep,ba+eo] ’ fa1=co.br-Fol.en
< oo. (2.1.9)

et d'une fagon pareille nous nous assurons que g. € Hpg, 3,.

Notre but maintenant est de vérifier la relation (2.1.7) pour les fonctions f. et g., de

ce fait nous utilisons la formule d’intégration par parties unidimensionnelle:

F09(t) = 10090+ [ st + [ gidrw, fgecm) @1
alors nous déduisons le résultat suivant lorsque la variable ¢ varie et la variable s est fixée:
F)alts) = 1091009+ [ fns)dalus)

+ /Ot ge(u,8)dy fe(u,s). (2.1.11)

Egalement, on applique encore la formule d’intégration par parties (2.1.10) pour chaque
terme & droite de la quantité (2.1.11), mais maintenant lorsque la variable s varie et la

variable ¢ est fixée. Ceci nous permet d’obtenir aisément la série des résultats ci-dessous:

£.00,5)9.(0.5) = £.(0.0)4.(0,0) + /0 CF(0.0)duge(0.0) + /0 0 (0.0)d, (00)  (21.12)
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[ st = [ raodswo+ [ [ s
+ / / o f.(1,0) g (1,0) (21.13)

/ot ge(u,8)dy fe(u,s) = /t ge(u,0)dy, fe(u,0) +/t /s ge(u,0)d fe(u,v)

// dy fe(u,v)dyge(u,v). (2.1.14)

Regroupons (2.1.12), (2.1.13) et (2.1.14) dans (2.1.11), nous arrivons directement & dé-

et

montrer que:

S

f(t5)ats) = £(0,0)g.(0.0) + / £00)dog 00) + [ 9.00)duf.(0.0)

0

+ /0 fe(u,0)duge(u,0) + /0 9e(,0)dy fe(u,0)

o[ [ ot + [ [ aseoa
+/0t /OS fe(u,w)dge(u,v) + /Ot /OS ge(u,0)d fe(u,v). (2.1.15)

Pour le reste de la démonstration, on adopte les notations suivantes:
pour tout v € R, fi.:u —  fe(u,w) et g1c:u — ge(u,v,),
pour tout u € R, fo, 1 v —  fe(u,v) et goe:v — ge(u,w),

alors le Lemme 2.1.1 nous permet d’obtenir:

lim f6<0 0)duge(00) = Tim [ foe(v)dgs.(v)

e—0 e—0 0

n—1
= lim lim ng,e(vi)(gz,e(wﬂ) _92,6<Ui)>

e—0 ||A||—0 4
=0

pour toute subdivision A de l'intervalle [0,s] définie par 0 = vy < ... <wv, =8, n > 1, on
as <0< s<bet ||Al| =n_oo 0.

Or, comme lir% fe(0w) = lin% fae(v) = fa(v), il en résulte que:

n—1 n—1
Z fa.e(vi) <gg7€(vi+1) — ggye(vi)> —e-0 Z fo(vy) <g2(vi+1) — gg(v,-)) uniformément sur [0,s],
i=0 1=0
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d’ot1, nous trouvons que:
n—1

III% fe(O,U)dvge(O,U) = hm hm Z f2,e (Uz) (927E(U’i+1) - gQ,e(Ui)>
“Jo i=0

1A]—0 =0

= lim ”Z—:l fa(vi) (92(Ui+1) - 92(Uz‘)>

1
A[—0

- /  a(0)dga(v)
= /0 S £(0,0)d,g(0,v). (2.1.16)

D’une fagon analogue, nous déduisons les résultats ci-apres:

tim [ g.(0.0)df(00) = /SQ(O,U)duf(O,v)
=0 Jo 0
lim [ f(0.0)dug.(u0) = / F(.0)dug (w,0)
=0 Jo 0

tim [ g.(u0)duf.(u0) = /0g<u,0>duf<u,0>

e—0

i | / Fuadsun) = [ [ st

i [ [ownarn) = [ [owoaso

Aussi, nous amenons grace au théoréme de Fubini a prouver que:
t s
].lm/ / dufe(uav)d’UQG(u’v)
«=0Jo Jo
s t
= lim/ / dfl,e(“)d%,é(”)
e—0 0 0
n—1

= A A ;) <f1’€<u”1) a fl’E(ui)> (92‘@3'“) - 92‘(“]'0
n—1
= HEHILIO HAli/ﬁIi)O l;) (fl (tig1) — fl(%’)) <92(Uj+1) - 92(Uj)>

- /0 t /0 duf (u,0)dug(1,0), (2.1.17)

avec A’ est une subdivision de l'intervalle [0,f] dont le pas tend vers 0 et les éléments sont

O=u<...<up,=t,n>1l,oua <0<t<b.
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Nous notons qu’a I'aide du méme raisonnement que celui de (2.1.17), nous obtenons

hm//df w,v)dyge (u,v) //dfuv )dug(u,v). (2.1.18)

Tout compte fait, et en insérant les limites précédentes dans (2.1.15), le résultat (2.1.7)

directement:

est vérifié pour tous fonctions f € Hp, a0, €0 9 € Hp 5,5, |

Remarque 2.1.1 Dans le cas ot la fonction f est C%, (de méme pour g), alors respective-
ment les diﬁérentielles do f(u,.), dy f(.,v) et df(u,w) coincident avec les dérivées partielles

of(u,.) 82 f(uw)
B du, Dy et Hupedudv.

Dans la suite de ce chapitre, nous abordons la notion de la transformée de Lamperti

qui est tres utile pour caractériser un champ aléatoire.

2.2 La transformée de Lamperti du drap brownien frac-

tionnaire

2.2.1 Définition et propriétés de base

D a [33] il existe une correspondance bijective entre la classe des champs aléatoires
auto-similaires et celle des champs (strictement) stationnaires par le biais de la transforma-
tion de Lamperti. Ceci peut étre applicable pour le cas du dBf, précisément la Proposition
2.2.1 de [33] montre que comme B2 est un champ gaussien centré auto-similaire alors
sa transformation de Lamperti notée L7172  est également un champ gaussien centré nul

sur les axes et de plus (strictement) stationnaire.

Rappelons tout d’abord la définition de la transformée de Lamperti du mouvement

brownien fractionnaire.

Définition 2.2.1 La transformée de Lamperti L* = (L,(Bf))

processus défini par:

du mBf BY est le

t>0

L,(B?) = _atBhEt ), pour toutt >0, (2.2.19)

avec le coefficient

H at
a(t,H) =a(t,Ha):= —ef, t>0eta>0. (2.2.20)
a
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Notons que pour tous ¢, s > 0, la fonction de covariance de processus (2.2.19) posséde

I’expression suivante:

Fults) = E(L(B™)L,(B"))

2H
— %(E) <€a<tfs>+ea<s—t>_
(07

a(t—s) a(s—t)
e 2H — e 28

2H> (2.2.21)

Remarque 2.2.1 Le processus L donné par (2.2.19) est dit aussi le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaire de second type, les auteurs dans [15, 57] ont montré que seulement
pour H = %, (avec un bon choix du coefficient ac), ce processus coincide avec le processus
d’Ornstein- Uhlenbeck fractionnaire de premier type et on parle dans ce cas de processus
d’Ornstein- Uhlenbeck classique. Nous mentionnons que pour tout H € 10,1[\{3}, le pro-
cessus d’Ornstein Uhlenbeck fractionnaire de premier type est défini comme étant l'unique
solution stationnaire de [’équation de Langevin dirigée par un mouvement brownien frac-

tionnaire (B )i et formalisée de la fagon ci-apres:

dX) = - AX}dt +dBI A >0ett >0 (2.2.22)
avec la condition initiale: 0
X = / eMdBH. (2.2.23)
Donc ’expression de ce processus solution_eo;t la suivante:
X) = /t e M=WABH e R, (2.2.24)

et la propriété de la stationnarité est directement vue a partir de la stationnarité des ac-
croissements du mBf. Plus des aspects sur le processus d’Ornstein- Uhlenbeck fractionnaire

de premier type sont cités dans [15, 15, 37].

Remarque 2.2.2 Lorsque nous considérons le cas limite H = 1, il est connu que, pour

tout t > 0, le mBf d’indice de Hurst égal a 1 est réduit a:
B} =tn, oun~ N(0,1). (2.2.25)

De ce fait, il en résulte que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire de second type
(c’est aussi la transformée de Lamperti de (B});>0) coincide avec celui de premier type,
avec le coefficient o = 1 et la condition initiale X{ = §n. L'article [15] expose plus de

détails sur cette situation.
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Passons au cas bidimensionnel en énoncant, via la définition suivante, une version plus
générale de cette transformation.
Définition 2.2.2 La transformée de Lamperti L2 = (EtvS(BHl’HQ)) du dBf BH1-Hz

t,s>0
est le champ stochastique donné par:

L, (BT = e_o‘(Hs)Bﬂ;’gf) a(s.Hy)» Pour toust, s >0, (2.2.26)

avec les coefficients

Hi at .
a(t,H;) = a(t,H;,a) = —eHi, t >0, a>0eti=1,2. (2.2.27)
a

Remarque 2.2.3 Par analogie avec le cas unidimensionnel, le champ L™v12 peut étre

nommé le champ d’Ornstein Uhlenbeck fractionnaire de second type.

La gaussianité et la formule de la fonction de covariance du champ (2.2.26) nous
permettent de dégager aisément des divers propriétés. Or pour tous ¢, s, t', s > 0, notons

qu'un simple calcul nous conduit & écrire que:
B( L4 (B™) Loy (BT1) ) = Fig, (4') Fiy (5,9, (2.2.28)

et par la suite en appuyant essentiellement sur cette derniére formule, nous obtenons

la proposition ci-dessous.

Proposition 2.2.1 Pour tout (Hy,Hs) € ]0,1[2, la transformée de Lamperti du dBf don-
née par (2.2.26) est un champ aléatoire a mémoire courte.
De plus, ses trajectoires sont localement héldériennes d’ordre (oq,z), avec 0 < ay <

Hi et 0 < ag < Hy.

Preuve : D’aprés |18, 37], et en utilisant notamment la caractérisation de la compor-
tement asymptotique de la fonction de covariance F de LY, nous déduisons que pour
tout n > 1, pour tout H € |0,1] et lorsque n — oo, la mémoire de la transformation de

Lamperti du mBf s’écrit:

pra(n) = B(Li(B7)L,(B™))
= Fu(ln)

-0 <e—’“<’”iﬁ"“*m> . (2.2.20)
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Clairement la séquence stationnaire unidimensionnelle (£,(B")), -, (ceci reste aussi
vrai pour la séquence (L;(B™))i>o), vérifie pour tout H € 0,1[ la propriété de la dépen-
dance a court terme, et par conséquence on peut dire qu’elle n’a pas hérité la propriété

de la mémoire longue des accroissements du mBf correspondant.

Regardons maintenant la version bidimensionnelle. En effet, pour tous n, m > 1, la

mémoire du champ L7172 est présentée de la maniére suivante:

pLHLHQ(n,m) = E(El,l(BH17H2)£n7m<BH1’H2))
FH1<17n)FHz<1am) (2.2.30)
et elle vérifie:
> prmm(nm) < co. (2.2.31)
n,m>1

Comme la série ci-dessus est un produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes, alors selon la Définition 1.2.6 du Chapitre 1, L#12 est un champ a mémoire
courte pour tout (Hy,Hs) € ]0,1[%

Afin de caractériser maintenant la continuité holdérienne locale des trajectoires du
champ L2 nous fixons T, S > 0 et nous écrivons pour tous 0 < ¢’ <t < T et pour

tous 0 < s’ <s< 8,

E( “Ct’s(BHl,Hg) _ (BH1,H2) (BHI,HQ) i ﬁt/’S/(BHl,HQ)f)
= [E(c2(B™)) - 2B(L(B™) Lo (B™)) + B(L}(B™))]
x[B(L2(B™)) — 2B(L,(B™) L, (B™)) + B(L3(B™))]
- E( |£(B™) — Ly (B™)] ) |£.(B"2) — 58,(3H2)|2). (2.2.32)
Etant donné que E( |£,(BY) - Et/(BH)‘2> < K(t — t')* avec la constante K > 0,

(ceci est vérifié par la Proposition 3.4 de l'article [37] et par le critére de Kolmogorov [1]

appliqué pour le cas des processus gaussiens), nous déduisons finalement que:

E(|L0o(BT2) = Log(BM12) = Loy (B™1) + Lo o (BT2)[?)
<Ot —t)" (s — &)™, (2.2.33)

ce qui achéve donc la démonstration. [ |
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Remarque 2.2.4 La propriété utilisée dans la preuve précédente et qui a mis en évidence
que pour tout H € ]0,1[, la transformée de Lamperti L du mBf est a mémoire courte,
est considérée comme ['un des raisons qui expliquent la mon coincidence entre le proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck de second type et celui de premier type, ceci car la fonction de
covariance de ce dernier processus présente, pour tout H € ]%,1[, une décroissance pa-
reille a celle des accroissements du mBf et par conséquent, il en résulte que le processus

d’Ornstein-Uhlenbeck de premier type est a mémoire longue.

2.2.2 Equation stochastique différentielle

Lors de cette section, nous mettons en place une version bidimensionnelle de 'EDS
(0.0.1) de type Langevin et nous la corroborons par la présentation de la notion d’un bruit

perturbateur en dimension 2.

Proposition 2.2.2 La transformée de Lamperti L71H2 = (ELS(BH“H?)) du dBf est
t,s>0

une solution (forte) de l’équation stochastique différentielle suivante:

t s t s
Xg, = Xgo—«a (/ X pdu +/ X{ivdv> - 042/ / X, dvdu
0 0 o Jo

_’_y?,HQ + yf,Hl + }/I;VS’HMHQ’ o > 07 (2234)

tels que pour tous t, s > 0, on désigne par:

t s
s /0 /0 emetrtgpit (2.2.35)

s t
o,Hy . —av Hy,H o, Hy | —au Hy,H
otz ,_/0 e dVBa((l),Hi),a(qu)? Yyt ,_/O e duBa(L,Hgl)ﬂ(lng) (2.2.36)

Preuve : La représentation (2.2.34) est obtenue proprement dit par I'application
directe de la formule d’intégration par parties (2.1.7) avec les fonctions f(t,s) = e~*(+9)
et g(t,s) = Bﬂ;”gf)ﬂ(sﬂﬁ. En mentionnant que f € Hp;, pour tout rectangle P, alors
commodément pour tout (¢,s) € Ri, la transformée de Lamperti du dBf peut étre réécrite

de la fagon suivante:
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_ Hi,H
Etas(BHI’HQ) = € alt+s) a(i,Hf),a(s,Hz)

Hy ,H * v pHLLH T Hy H
= B a0.m) ~ O‘/ B0 m) a(v, 1) AV +/ Ay B0 ) a(w. 1)
t
—au H 7H a u+v H1 ,H-
—a/ By ity a0y du + o / / >Ba;H21)MH2 dvdu

t
—a(u+tv Hy,H —au Hy,H
_O‘/ / ' v B i) (v, du+/ duBB() 1) a(0,12)

—a(utv) Hy,H —a(utv) Hy,H
/ / " Ba(; H21 ,a(v,Ha) / / (et Ba(z H21) a(v, H2)dU

— ZAi (2.2.37)

i=1
Ici les termes A; jusqu’a Ag sont indiqués par leurs ordres d’apparence dans 'expres-
sion (2.2.37). Tout d’abord, au moyen des quantités respectives (2.2.35) et (2.2.36), nous

identifions directement:
A = YT Ay =yt o Ay = o™ (2.2.38)

Evidemment nous trouvons que:

—a(u+v) pHi1,H:
/ / : )Ba(LHi) a(o, 1y VAU

o’ / / Lo.o(BH2)dydu. (2.2.39)
0o Jo

Passons maintenant aux termes Ag et Ag de I'égalité (2.2.37) ou le calcul de ces deux

quantités peuvent étre effectuer de la méme maniére, nous montrons que pour le premier

Oé u ’U H 7H
Ag = —a/ / v, a(LHi)a(v HQ)du
—ow Hy H.
= —a/ / d Ba(L H21 a(v,Hz)du'

En utilisant a ce niveau la formule d’intégration par parties en dimension 1, nous prouvons

terme:

que:
S
_ Hy H.
/0 e “d Ba(zlL H21) a(v,H2)
S
Hy,H: Hy,H - Hy,H
= VB0 m)a(s.t) ~ Baim) a,m) T /0 € " B ) (v, AV;
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et par la suite nous inférons que la quantité Ag peut étre réexprimée de la maniére suivante:

t s
—au [ —as pH1,H Hy,H: —av pH1,H
AG = _a/O € < Ba(z H21)a(s H») Ba(L,Hzl),a(O,Hz) +a/0 Ba(z H21)avH2)dU> du
t t
u+s) pHi,H — Hy,H
— —oz/ e o +)Ba(111H21) (s,H2) du +a/0 auBa(;Hi) (0H2)du

_ —a(utv) pHi,H2
« // Baqu)avHdedu

= —a/ﬁu,s(BHlvHQ) — Ay —a? // LB ) dvdu. (2.2.40)
0

A T’aide d’un raisonnement analogue a celui de Ag, nous obtenons que:

- —a/ L (BHH2)dy — Ay — o? //LuvBHl’Hz)dudv (2.2.41)

Les résultats (2.2.38)-(2.2.41) réunis ensemble dans (2.2.37), nous aménent finalement a

vérifier 'expression (2.2.34) demandée. |

Quelques observations utiles peuvent étre dégagées a partir de I'équation (2.2.34) et

elles sont mentionnées dans la remarque ci-apreés.

Remarque 2.2.5 Les processus (y2H2) o et (y;" H1)t20 donnés par (2.2.56) et qui repré-
sentent les bruits unidimensionnels de ’équation (2.2.34), ont respectivement a constante
pres, les mémes lois finies dimensionnelles que les processus Y*H2 et YO définis par
(0.0.2). En effet, comme les deux processus gaussiens centrés {BH}J’%) a(s.Hy) S 2 0} et
{e” Bf (s.112)"
égalités suivantes en loi:

s > 0}, avec ¢; = %, sont égauz en distributions, alors nous démontrons les

S
a,Hy . e~ W Hy,H>
Ys = /0 dv B, (0,H1),a(v,Hz)

= " /O e dB,2 )
= cfyoh (2.2.42)

et de méme avec la constante cg = %,

t
OzH e —au Hq{,H
Yy = /0 d Ba(ZHgl) a(0,Hz)
t
H: e ou H
= C22/0v dB(l(71J, Hy)
= ly>™h (2.2.43)
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A titre de rappel, le processus Y i € {1, 2}, est le processus bruit qui dirige I’équa-
tion stochastique de Langevin unidimensionnelle (0.0.1) dont la solution est le processus
d’Ornstein- Uhlenbeck fractionnaire de second type (c’est également la transformée de Lam-

perti L) la section 3 de Uarticle [37] a bien traité ce résultat.

Remarque 2.2.6 Il est plus commode de regrouper tous les termes bruits dans un seul

terme qu’on le dénote par:
Nf;Hl’HZ .t YtO;Hl’HQ pour toust, s > 0, (2.2.44)

alors, tout simplement I’EDS (2.2.3]) peut étre représentée de la fagon suivante:

Xy, = Xgo—oc(/ X du+/ Xﬁivdv>

—a? / / X2 dvdu + N, (2.2.45)
0 0

Il s’agit donc de la version bidimensionnelle de I’EDS (0.0.1).

2.2.3 Analyse du champ Y *Hu12

Le long de cette sous section nous examinons les différentes propriétés stochastiques du
bruit Yo f-H2 — (K?S’Hl’HQ)t’szo, qui est un champ donné par (2.2.35) et il joue le réle d’'un
perturbateur aléatoire dans I'EDS (2.2.34). Son analogue unidimensionnel noté par Y*# et
deéfini par (0.0.2), fait 'objet des travaux de [37]. En particulier, nous rappelons briévement
que ce gaussien Y*! est & accroissements stationnaires, ainsi que ses trajectoires sont
localement holdériennes d’ordre 0 < o < H et pour % < H < 1, il est un processus a
mémoire courte, ce qui vérifie bien que ce bruit ne peut pas se comporter ou se comparer

4 un mouvement brownien fractionnaire.

Nous visons a faire dans ce qui suit, I’analyse similaire pour la version bidimension-
nelle. Pour cela, soit Y*#1:#2 Je processus stochastique & 2-paramétres dont ’expression
) . 2

est donnée par (2.2.35), nous supposons pour le reste du travail que (Hy,Hs) € ]%,1[ )
Comme Y*H1:H2 ogt un drap gaussien centré, alors ses propriétés peuvent étre déduites

systématiquement en se basant sur la donnée de sa fonction de covariance.

De ce fait, nous avons énormément besoin en premier lieu de citer la formule suivante:
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Soient f et g deux fonctions réguliéres & deux variables, alors pour tout (Hi,Hs) €

/ / fuvdBH1H2/ / (' ") dBHl’H2>
/ / / / dudvdu/'dv’ f(u,w)g(u' ')

(94RH17H2 (u,v,u' V")
) 2.24
% Judvou' v’ ( 6)

Une étude compléte et approfondie de cette formule peut étre consultée a partir de 'article

]3.1 [2, HOUS avons:

[35], également D'article [$7] contient quelques applications utiles dans un cas plus générale

des processus gaussiens.

2.2.3.1 Covariance et stationnarité des accoissements

En se basant principalement sur (2.2.46), nous pourrons calculer la fonction de cova-
riance du champ (2.2.35). En faite, pour tous ¢, s, ', s > 0 et pour tout (H,,Hs) € |5 17

nous trouvons que:

E(Yt?;’Hl’HQ Y;?j’;,{l’HQ /du/ dv/ du/ do/ e (utv) g=a(w'+v')

UUU U

8u8v8u’8v’ ’ (2.2.47)

avec r est la fonction de covariance du champ (B (i’gf) (s, HZ))ts>o’ or compte tenu de

(1.2.15) du Chapitre 1, cette derniére fonction a l’expression suivante:
r(uwu W) = RM (a(u,Hl),a(u’,H1)>RH2 (a(v,Hg),a(v’,Hg)), (2.2.48)

ot R est la fonction de covariance du mBf.

Par conséquent, il est immédiat que I'égalité (2.2.47) peut étre réécrite comme ci-

dessous:
« H1 H2 (6% H1 HQ t tl / 7a(u+u/) aQRHl (a(u7H1)7a(ulaH1)>
E(Y;,g 7 Y;/”S/ ’ ) == / du/ du'e Sud
s s’ ) 0? RH>2 (a(v,Hg),a(v’,Hg))
x/ dv/ do/ e~ vt
0 0 Qvov’
= E(YtO"HlY?’Hl)E(Y;“’H“’Y;?’Hz), (2.2.49)
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tel que le processus Y*H est donné par (0.0.2) et il indique toujours le bruit unidimen-
sionnel dans ’'EDS (0.0.1).

Puisque les propriétés de processus Y sont déja connues et bien exposées notamment
dans la référence [37], alors la relation (2.2.49) nous permet d’obtenir des divers résultats
sur le champ Y*-H2 Commencons tout d’abord par la vérification que Y * 712 egt

accroissements rectangulaires stationnaires dans le sens de la Définition 1.2.3. En effet,

1

pour tous hy, he > 0 et pour tout (Hi,Hy) € ]5,1[2, les lois finies dimensionnelles du

champ gaussien centré suivant:

a,Hy,Ho a,Hy,Ho a,Hy,Ha a,Hy,Ha
(Y B Y B Y * th’h2 )t s>0

t+h1,s+ho t+hi,ho hi,s+ho
o a,Hy,Hy
sont les mémes que celles du champ (Y, , car pour tous t, s > 0, nous avons:
’ t,5>0
t+hy s+ho
a,Hy,Ho o OC,H17H2_ a,H1,Ho a,H1,Hy —a(u+v) Hiy,Ho
Yiihsrhe ™ Yerhihe ~Yhisthy T¥hins = /h /h € dBa(%Hl)’a(U,Hz) (2.2.50)
1 2

et par la suite, en vertu de la formule (2.2.46) et du résultat (2.2.49), nous déduisons que

pour tous hy, ho, ki, ko > 0,

t+hy s+ho t/-i-k‘l S,+k2
—a(u+v) Hiy,H> —a(u'+v") Hq,Hz
E< /h /h € dBa(ule)va(’UvHQ) & L € dBa(ulle)va(U/vHQ)
1 2 1 2

t+hy s+ha t'+ky s'+ko 4 ,
= o [ o [ [ areretgatrn Lo V)
hi ha k1 ko oudvou' ov’

otk PR (a(u,Hy) a(u Hy) )
= / du / du/ e~ lutu)
h1 k1 (9u8u’

stha s/ +ka O*R'™ <G(U,H2),G(U/,H2)>
></ dv/ dv/ e~ vt
ho ko

v’
= B0 - O - v B ( - v - ve™)
- e )e(or oz )
= By ). (2.2.51)

Nous notons que nous avons utilisé précédemment le fait que les accroissements du pro-

cessus Y sont stationnaires (voir la Proposition 3.2 de [37]).
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2.2.3.2 Mémoire et continuité holdérienne

Partons de la relation (2.2.49) et de la donnée que le champ Y112 est nul sur les axes
et a accroissements rectangulaires stationnaires, alors, pour tous n, m > 1, I’expression

de sa mémoire peut étre formalisée comme suit:

Py ey, Hy (M,M)

o o,Hy,Ho (o, H1,Ho a,Hi,Ho a,Hi,Hp a,Hi,Hs
=E (1/1,1 (Yn+1,m+1 - Yn,m+1 - Yn+1,m + Yn,m )

- E(Yla’Hl (v Yn""Hl)>E<Y1“’H2(Yn‘jﬁ2 - Yg%)). (2.2.52)

Ainsi, pour tout (Hy,Hs) € ]%,1[2, la propriété de la dépendance a court terme du champ

yoHiH2 ot assurée vu que:
> pyem(nm) < oo, (2.2.53)
n,m>1

Ceci découle notamment du Corollaire 3.7 de [37], 1a ot on a utilisé la caractérisation

suivante du comportement asymptotique de la mémoire du processus Y *#

pros(n) = BV (vl - ve)
) (a“”ﬁi’m) > (2.2.54)
Quant a la continuité héldérienne, en appuyant sur la Proposition 3.4 de [37] et sur le

critére de Kolmogorov donné par [1], nous mentionnons que pour tous ¢, t' > 0,

B(

ce qui implique que, pour tout 0 < ¢ <t < T et pour tout 0 < s’ <s< S, ouT, S >0,

2
a,Hy,Hs a,Hy,Hs a,Hy,Hs a,Hy,Hs
E( }/;,s - Y;,s’ - Y;t/ s + Y;’ s >

=5 e )

<C@t—t)yM(s—¢)"™ C>o. (2.2.56)

2
Yo - Y;“’H‘ ) <Lit— ¢, 1>, (2.2.55)

nous obtenons:

o, H o, H JH. a,H
Y; 1 Y;, 1 Y;oz 2 _ Y;, 2

1
29

du bruit Y*HuH2 gont localement héldériennes d’ordre (oy,a), avec 0 < oy < Hj et

De ce fait, nous arrivons donc a vérifier que, lorsque (Hy,Hs) € | 1[27 les trajectoires

0 < as < Hs.
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2.2.3.3 Distribution limite

Conformément a la Proposition 3.12 de Iarticle [37], nous notons que pour tout ¢ > 0
le processus suivant:

1 1
Z¢ = %Y;;»H, a>0, 5 <H<1, (2.2.57)

converge faiblement, quand a — 400 dans ’espace des fonctions continues, vers le proces-
sus (0B¢),5q, 01l 0 = o(a,H) est une constante strictement positive qui dépend unique-
ment de a et H, cependant le processus (B;),-, désigne toujours le mouvement brownien

standard.

Soient a, b > 0, nous considérons maintenant 1’expression suivante de la version bidi-

mensionnelle de processus (2.2.57):

1 1
zob =yt avect, s > 0et (Hy Hs) € |=,1[% 2.2.58
t,s \/@ at,bs ; v ) O ( 1 2) ]27 [ < )
Clairement (Zta ;b> est un champ gaussien centré, telle que sa fonction de covariance
"/ t,5>0

satisfait, pour tousjt,fs, t', s > 0, la relation ci-dessous:

1
B(zelzi) = —B (Yol yai™)

% at,bs at’ bs’

= RO VR )

—ab — 00 VEAY)(sAS), (2.2.59)

avec 7 = vy(a,Hy,Hy) est une constante strictement positive qui dépend seulement des

paramétres «, Hy et Hy. Ceci entraine immédiatement que le champ (7} ;b) converge

t,s>0
faiblement vers le champ (7B 5)¢ s>0, qui est, & constante prés, un drap brownien classique.

Par ailleurs, nous pouvons prouver aussi que, comme (Z7),5, est un processus tendu
dans le sens du critére évoqué dans 'article [16] (on peut se reporter également a l’article
[37] pour plus de détails), alors d’une maniére analogue le champ (Z%?); ;5o est aussi

tendu, c’est a dire pour tout 0 < ¢’ < t et pour tout 0 < s’ < s, nous avons:

)
1 a,Hq a,Hy 2 1 a,Hs a,Ho ?

=E % (Yat - Yat’ > E % <Y;Js - Y;)s’ )

<Ct—-t)(s—14),C>0. (2.2.60)

a,b a,b ab a,b
E(‘Zt,s - Zt,S/ - Zt/,S —I— Ztl’s/
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Apreés avoir citer quelques propriétés du bruit bidimensionnel qui dirige 'EDS (2.2.34)
dont la solution est la transformation de Lamperti du dBf, nous concluons ce chapitre par
une présentation d’'une autre caractérisation de ce dernier champ: c’est la décomposition

en série de la transformée de Lamperti du dBf.

2.3 Décomposition en série de la transformée de Lam-

perti du drap brownien fractionnaire

L’idée directrice de la décomposition de la transformée de Lamperti du dBf en une
somme infinie des champs qui sont des moyennes mobiles indépendantes avec des coeffi-
cients bien choisis (également, nous pouvons les nommeés des champs d’Ornstein-Uhlenbeck
classiques), vient du résultat connu pour la transformée de Lamperti du mBf. A vrai
dire, cette décomposition permet d’établir une estimation linéaire du champ stationnaire
(£t78(BH1’H2)t7820 en fonction des champs stationnaires qui sont une version bidimen-
sionnelle des processus d’Ornstein-Uhlenbeck classiques, et qui sont bien évidemment a

structure plus simple.
Le Théoréme 1 de l'article [¢] a exposé une version unidimensionnelle qui est formulée
de la facon suivante:

Soit L# = (L,(B"));>0 la transformée de Lamperti du mBf, si H € ]0,3[ alors, pour

tout ¢ > 0, nous avons:

Li(BY) = Un(t,am,0), (2.3.61)
n=1
t
ou U,(t,an,04,) == an/ e~ 4B, (u), pour tout n > 1, (2.3.62)
et les coeflicients: o
2 2H) 1 1

@ = e iy p 1)

- (2.3.63)
o2 = |n—H-1].

Ici (By),,cn- sont des mouvements browniens standards indépendants, cependant, pour
tout n € N*, U, (t,a,,0,,) est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck classique (un cas particu-
lier des processus moyennes mobiles), dont les paramétres a,, € R et o, € ]0,—1—00[2 sont

les paramétres de 'EDS classique de Langevin vérifiée par U,,. Les coefficients «,, et o,
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2
o
sont bien choisis de telle sorte que Z 2—" < o0, cette derniére condition est mise dans
Qp
n>1
le but d’assurer la convergence en moyenne quadratique de la série (2.3.61).

La finalité de cette partie est d’établir 'analogue en dimension 2 de ’égalité (2.3.61).
Pour la dimension 1 I'approche était de comparer la fonction de covariance de la trans-
formée de Lamperti du mBf avec la somme des fonctions de covariance des proces-
sus (U,)nen+, le méme raisonnement peut étre effectué pour le cas des processus a 2-
parameétres, mais avec un peu de complexité au niveau de l'identification des termes de
I’égalité. Pour cela nous allons définir tout d’abord le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
classique & 2-parameétres, qui peut étre exprimé pour tout (¢,s) € |0, + 00[2 de la maniére

suivante:
t s
Un(tvsa&nagn) = Jn/ / €7an(t7u) 670[”(371)) dBn(U,'U), (2364)

avec (By,)nen+ sont des draps browniens classiques indépendants.
o

Nous notons que pour tout (£,s) € |0, 4 co[*, la série Z U, (t,s,cu,,0,,) est convergente
n=1
dans le sens de la norme L?(Q) si:

0 2

Y T <o, (2.3.65)

2
4o

n=1

et nous mentionnons que cette condition est établie di au fait que:

2
o oo 2
Un
E (Z Un(t,s,an,on)> => L (2.3.66)
n=1 n=1 n

Pour la suite, si nous adoptons pour tout (h,k) € |0, + 00[2 la notation ci-aprés:

Ry, (t,s,00m,0,,) = E(Un(t + h,s + k,o,00) Un(h,k,an,an)>, (2.3.67)

alors il en résulte que:

ZRUn(t,s,an,an) = Z 0”2 e~ on(t+s) (2.3.68)
n=1 n

n=1

D’autre coté, en utilisant la formule du binéme de Newton généralisée, nous trouvons

que l'expression de la fonction de covariance du champ L#1#2 donnée par (2.2.28), peut
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étre réexprimeée, pour tout (¢,s,h,k) € 10, + oo[* et pour tout (Hy,H,) € ]0,1[%, sous la

forme suivante:

E<£t+h,s+kz(BH1’H2)ﬁh,k(BHl’H2)>
= FHl(t + h h)FH2(S + k,k))

1 Hl 2H, H2 2H2 —at = (2H1)n n—1 —at(H#-1)
-1(®) ;> ( ey

n=1

( —os -t e‘“(f?”z”> . (2.3.69)
m

m=1

Nous rappelons que les coefficients binomiaux qui ont été apparus dans (2.3.69), sont

définis par:

(25% _ 2H><(2H—1)>;-'-~><(2H—n+1)’ pour tout n > 1 ( )
' ’ 2.3.70
@()L!)O = 1,n=0.

Une remarque assez utile est que ces coefficients sont strictement positifs seulement pour

le cas H € ]0,1], c’est a dire
(2H )
n!

1
>0, siH <. (2.3.71)

Ainsi, nous déduisons que les termes de la fonction (2.3.69) sont positifs seulement quand

le couple (Hi,H,) prend sa valeur dans ]O,%[2, et ceci explique bien la raison derriére
laquelle nous nous restreignons uniquement a ce cas, (lorsque les paramétres de Hurst

sont au dela de %, nous prévoyons une situation plus compliquée.)

A ce niveau nous énoncons le théoréme principal de cette section.

Théoréme 2.3.1 Si (H,H,) € ]O,%[Q, alors la transformation de Lamperti L7vH2 —
(£t75<BH1’H2))(t78)>0 du dBf peut étre représentée par:

L (BT = i(Uljn(t,s,a,aLn) + Us o (t,ans,0,09,) + Us (alt,s,0,03.,)
n=1
+U4,n(t,ans,a,a4,n)>, ts>0, (2.3.72)
ou 'égalité (2.3.72) est établie dans le sens des distributions, et pour tousi =1,....4, on
désigne par:
Uin(t,s,0,0;,) = / / aft—u) g—als= 7’)dBm(u v), a >0, (2.3.73)
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avec (Bi,n(t73))ie{1,...,4

Aussi, pour tout n € N*, les parametres Oin, Ay €t a',, sont donnés par:

} sont des draps browniens classiques mutuellement indépendants.

aQ(l—Hl—HQ)HQHl H2H2

2 1 2
_ 2.3.74
TLin n(n+ 1) ( )
oF, = (—1)"" 20 Him ) pp2Hh (282). (2.3.75)
2.n ’fl'
05 = (1) 27" HQ)HQHIHQHQ—@H‘I) (2.3.76)
’ n:

" (2H 2H5) (i) —akef (21— 2)(4— -5
O—Z :a2(1—H1—H2)H12H1H22H2(_l)nz( 1) ( 2)( k)e k((H 10 H2)> (2‘3‘77)

" 2R (n— k)
et
n n
n = —_— ]_ ¢ = - — ]_ 2 *
a , a, T (2.3.78)

Preuve : Clairement, pour tout (t,s,h,k) € |0, +oo[4, la fonction de covariance

(2.3.69) peut étre décomposée de la maniére suivante:

E (£t+h,s+k (BHvE Ly (B )>

o m
B Ae‘a t1s) m—l o <t+s(H—2—1)>
i m=1
NS - 7
i

n!
n=1 _
00 o0
2H (e (.
Ayt ot e
N n=1 n: m=1 m!
iv
2H 2H. H2HL g 2H2
avec A 1= i(—) 1(;2) QIW'

Nous essayons maintenant d’identifier chacun des quatre termes cités ci-dessus a une

série des fonctions de covariance définies comme la forme (2.3.68).
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1

Identification de i: En exploitant le fait que _
xploitan it qu ;n(n+1)
(2.3.67), nous trouvons que pour tous t, s, h, k > 0,

= 1, et en utilisant 1’égalité

i HRHE s
4n

— (n + 1)@2(H1+H2)

= ZE (Ul,n(t + h,S + k7a701,n)Ul,n<h7k7a701,n>)
n=1

= ZRUl,n (t,S,OJ,ULn), (2380)

n=1

avec pour tout n > 1, les coefficients oy, sont indiqués par (2.3.74) et oy, = a.

Ici Z Uy n(t,s,,01,) est bien définie car la série numérique:
n=1
g = dn(n + 1)a2(Hi+H)
H12H1H22H2 00 1
© 4a2(Hi+H2) —n(n+1)
= A< oo (2.3.81)

Identification de ii: Nous considérons ensuite le second terme,

o H2H1H 2Ho 2H 7a( s(m — >
ii = v Hy 2 2H) gy e (G (2.3.82)

Aoy2(H1+Hz) m!

m=1

Or nous remarquons que la fonction de covariance du champ gaussien suivant:

% - 1)Saaa02,m>

m=1
%0 b )s N
= Z U2,m/ / emolt-we” ((7271)371)) dB,(u,v) (2.3.83)
m=1 —00/ —00
est égale a:
oo 0 2
m _ Oy —o (t—i—(;{i—l)s)
mgz:l Ry, (t,(F2 —1)s,0,09.,) = mz:: 12 © 2 , t, 8> 0. (2.3.84)
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Ce qui entraine immédiatement que:

ii == ZRUQJTL (t,amS7O{,O'27m) (2385)

m=1

avec pour tout m > 1, les paramétres o9, et a,, sont respectivement donnés par (2.3.75)
t (2.3.78).

o0
De la méme maniére que précédemment, la série E Uz (t,ams,0,09,,,) est bien définie

m=1
dans le sens de L?*(2), car tout simplement nous avons:

—~ 4a? B — 4a2UHtH) )
B H12H1H22H2 0 (2H2)m(_1)m_1
 4a2(Hi+H2) m!
m=1
=1
= A < o (2.3.86)

Identification de iii: Par analogie avec ii, nous déduisons que:

iii = io:H%Hl H22H2 (2H1)n(_1)n716—a <t(HL1—1)+s>
B Ay2(H1+Hz) n!
n=1

= ZRUS,n(a:LtﬂSJOé?O.B,n)? t? S > 07

n=1
ou pour tout n > 1, les coefficients o3, et a), sont respectivement exprimés dans (2.3.76)
et (2.3.78). De plus, nous vérifions que la série ZUg’n(CL;Lt7S,Oé,O'3’n) est finie par la méme
n=1

raison que dans ii.

Identification de iv: Etant donné que le dernier terme:

tvi= 4 P gyt et 5B s ety g 5.7)

n=1 m=1

s’écrit comme un produit de Cauchy de deux séries numériques, alors nous trouvons que:

iv = AiCn
n=1
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avec,

Cn — (_1)” Z (211—;]'1)k (2<f2_>(;;;'k) e_ak(HLl_%) e_a<S(HL2_1)_t) . (2388)

k=1
Par la suite, ceci implique que:

X - w [ N=CH)r CH2) ) —ak(yt—z) | —o((z—1)st
v = Z;A (—1) <Z ]{,“ (n—kj)' e 1 2 e ( 2 )

k=1

- n [ ~=(2H1)x (2H2) (n—k) —a —2)p- s —a( (= —1)s+t
- St (O ) ) ol

k=1

= n . (2H1> <2H2)(" k) —ak ( **)t*HL —a(ans
= ZA(—l) (Z i (n — k;)' e ( Hy 2) e (ans+t)
n=1

k=1

o
= ZRUzl,n (t7a’n87aa0-4,n>7 (2389)
n=1
tels que, pour tout n > 1, 04, et a, sont respectivement donnés par (2.3.77) et (2.3.78).
(o]
En dernier lieu, il nous reste juste a vérifier que la série Z Uin(t,ans,o,04,) est finie,

n=1
ce qui est le cas car sa fonction de covariance s’écrit de la fagon suivante:

00
E RU4,n(t7a‘n87a70-4,n)
n=1
2H _ = (e
—Aj : 1 n 1 at( - m 16 as(H2 1)
m!
m=1

et puisqu’il s’agit d’un produit de deux fonctions de covariance, d’ou il est clair que cette

covariance est finie.

Regroupons finalement tous les résultats obtenus le long de cette démonstration, alors

pour tous t, s, h, k > 0, nous dégageons que:

E <£t+h,s+k (BH12 )ﬁh,k(BHl’HQ))

= Z (RULn (t,S,CM,ULn) + RUQ,n (taansaaao_ln) + RUgm (a/nt,S,Oé,O_gm)

n=1
+RU4,n <t7an37a704,n)> ) (2390)
et di au fait que pour tous ¢ = 1, ... ,4 et pour tout n € N*, les champs U, ,, sont indépen-

dants, nous arrivons au bout du compte a établir la décomposition (2.3.72) souhaitée. B
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Remarque 2.3.1 Cette décomposition n’est pas unique, les parametres des champs d’Ornstein-
Uhlenbeck classiques utilisés peuvent étre choisis avec des différentes maniéres afin de
s’adapter avec (2.3.72). Notre représentation dans ce travail différe par rapport a celle de
[29] et aussi de [3], qui ont établi une décomposition dont les termes sont des fonctions

déterministes avec des coefficients aléatoires indépendants.

Remarque 2.3.2 Cette décomposition semble étre fort puissante puisqu’elle permet en
quelque sorte de faire le lien entre le dBf et le dB classique qui est un champ aléatoire
riche en propriétés et a structure de dépendance assez simple. Ceci s’obtient également
en passant par la transformation de Lamperti inverse, ou a travers laquelle nous passons
d’un champ aléatoire stationnaire vers un champ aléatoire auto-similaire, de ce fait, nous
dégageons directement une représentation du dBf en série de 4 champs qui sont des draps
browniens indépendants (des dB avec un changement déterministe au niveau de leurs

indices du temps).
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Chapitre 3

Variation quadratique spatiale de la
solution de 'EDPS des ondes dirigée
par un bruit blanc en temps et en

espace

LE but de ce troisiéme chapitre® est d’étudier le modéle mathématique décrivant ’équa-
tion aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) linéaire des ondes forcée par un bruit
aléatoire blanc spatio-temporel additif. Tout d’abord, nous mettons en évidence le pro-
cessus solution (solution de type évolutive) relatif & 'EDPS considérée, puis nous véri-
fions, lorsque le temps est fixé, la normalité asymptotique faible de la suite des variations
quadratiques renormalisées. Notre raisonnement repose massivement sur la méthode de
Stein-Malliavin, c¢’est pourquoi nous introduisons les outils & savoir sur cette notion. Un
théoréme central limite (TCL) presque stir est vérifié et fait I’objet de la derniére partie

de ce chapitre.

1. Ce chapitre fait 'objet d’un article [42] publié dans la revue "Stochastics and Dynamics".

Marwa KHALIL 42

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Marwa Khalil, Lille 1, 2017

L’EDPS des ondes dirigée par un bruit blanc en temps-espace

3.1 Apercu sur ’équation stochastique des ondes

Avant d’entrer dans le vif du sujet et de passer au travail proprement dit, il est com-
mode de commencer par un succinct prologue sur 'EDPS des ondes: sa formulation, ses
solutions, ses divers propriétés,. . .

La formulation mathématique de I’équation stochastique linéaire non homogéne des
ondes dirigée par un mouvement brownien classique W de dimension infinie, est illustrée

par le modéle ci-dessous:

Zu(ta) = Au(tz)+W(ta), t>0,zeR?

u(0,2) = 0, zeR? (3.1.1)
Qur) = 0, xeR%

Avec A désigne le Laplacien sur R%, d > 1, et W est la dérivée au sens des distributions
du champ W = {W;(A); t > 0, A € B,(R%)}. Nous notons que W est un champ gaussien
centré défini sur un espace de probabilités filtré complet (Q, F, (Fi)i>0, P), et de fonction

de covariance donnée par:
E(I/Vt(A)WS(B)> — (£ A $)\a(AN B), pour tous A, B € By(R?). (3.1.2)

Ici A\g est la mesure de Lebesgue de dimension d et B,(RY) est 'ensemble des boréliens
de R? dont la mesure de Lebesgue est finie. Par commodité d’écriture, nous identifions
le champ W au champ W car ils ont les mémes lois finies dimensionnelles, veuillez voir
notamment 90| pour une explication précise.

Communément ce champ aléatoire est appelé le bruit blanc en temps et en espace par
rapport a la filtration (F3);>0, on pourra consulter encore [90] pour plus de renseignements

sur ce bruit et [16] pour un exemple typique de I’équation (3.1.1).

3.1.1 Solutions faibles

Une fois la modélisation mathématique de notre équation considérée est mise en place,
nous avons besoin de spécifier une solution de (3.1.1), nous commengons par la notion des
solutions faibles de 'EDPS présentée.

Comme le bruit blanc qui dirige I’équation est nul part dérivable, alors chaque solution

de (3.1.1) sera par conséquent nulle part dérivable. Toutefois, nous pouvons réécrire (3.1.1)
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comme une équation intégrale qui pourra étre résolue: c’est la formulation faible de 'EDPS
des ondes.

Fixons T' > 0, soit ¢ € C*([0,00) x RY) une fonction & support compact sur R? tels
que o(T,z) =0 et %—f(T,x) = 0. Nous supposons maintenant qu’il existe une solution u et
quelle est dans l'espace C%([0,7] x R?), alors lorsque nous multiplions les deux cotés de
I'équation (3.1.1) par la fonction ¢ et ensuite nous les dérivons formellement a I’aide de

la formule d’intégration par parties, nous obtenons aisément ’égalité suivante:

/OT/Rdu(t,x)<?;—tf(t,x)—A@(t,m))dxdt:/OT/Rdgp(t’x)W(dx,dt). (3.1.3)

De ce fait, u est dite une solution faible de (3.1.1) si elle satisfait (3.1.3).

Egalement, nous remarquons que si la fonction ¢ € C*([0,00) x R?) avec un support

dp
ot

I'équation (3.1.1) & partir de 'équation (3.1.3).

compact sur R?, et si elle vérifie o(T,x) = 0 et 22(T,z) = 0, nous pourrons alors retrouver

Parmi les particularités de ces solutions, il y a le fait qu’elles peuvent exister lorsque
les solutions classiques ne les sont pas et que leur définition est plus forte que celle d'une
solution classique, des nombreuses références évoquent la notion des solutions faibles d'une

EDPS y compris les travaux [90, 11].

3.1.2 Noyaux de Green

On se donne maintenant ’équation des ondes homogéne corroborée avec des conditions
initiales spéciales:
Ci(ta) = AGi(tz), t >0,z € R?
G1(0,z) = 0, reR? (3.1.4)

%h(0,2) = 6(z), axeRL

Ot 4(+) est la distribution de Dirac et la solution G est le noyau de Green (dite aussi
la fonction de Green) associé a 1’équation (3.1.4), sa forme dépend essentiellement de la
dimension d de I’espace contrairement au noyau de Green associé & ’EDPS de la chaleur

qui conserve la méme expression en toute dimension.

Nous mentionnons que G;(t,-) est une distribution de &'(R%) et que le moyen le plus

pratique pour la définir, c’est via sa transformée de Fourrier |31, 19] qui est donnée par
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I’expression suivante:

in(?
FGi(t,)(€) = %, pour tous £ € R ¢t >0etd > 1, (3.1.5)
avec || - || indique la norme euclidienne sur R?.

Particuliérement pour d = {1, 2, 3}, ce noyau a des expressions explicites bien connues

qui sont intensivement discutées dans [$4] et elles peuvent étre résumées comme suit:

Gi(t,x) = Fl{e<y, sid=1
Gi(tx) = mﬂ{mq}, sid=2 (3.1.6)

Gh(t,dx) = 290 i g = 3,

¢
avec la quantité o;(dz) désigne la mesure uniforme sur la surface de la boule tridimension-
nelle de rayon ¢, (il s’agit d'une mesure). Egalement, nous notons que lorsque d augmente,
la fonction de Green de 1’équation des ondes devient de plus en plus irréguliere, I'article
[32] a mis en relief cette propriéteé.

Par ailleurs, nous appelons le noyau (t,z) — Gi(t,z) la solution fondamentale de
I'équation des ondes (voir [34] pour la construction de G1), son importance réside dans le
fait qu’elle sert a générer toutes les solutions de I’équation des ondes non homogénes, méme
celles perturbées par d’autre bruits et munies par des conditions initiales plus générales.

Sans bien évidemment rentrer dans les détails qui relévent de travaux trés techniques,
on adapte que G1(t,z;s,y) = G1(t — s,x —y) est la fonction de Green de I’équation (3.1.1),

on s’adresse autant vers |7, 83| pour avoir une idée sur ce résultat.

3.1.3 Solution évolutive

Outre que la solution faible donnée par la relation (3.1.3), nous avons la notion de la

solution évolutive de I’équation (3.1.1).

Définition 3.1.1 Un champ v = (u(t,2))i>0.zerae st dit une solution évolutive de (3.1.1),

si u est un champ Fi-adapté qui s’écrit P-p.s. de la facon suivante:

u(t,r) = /Ot /Rd G1(t — s,z — y)W(dy,ds). (3.1.7)

Proposition 3.1.1 Le champ aléatoire solution (3.1.7) existe si et seulement si la di-

mension spatiale d est égale a 1.
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Preuve : La solution évolutive de (3.1.1) existe si et seulement si, pour tout ¢ et
pour tout z, l'intégrale de Wiener dans (3.1.7) par rapport au processus bruit est bien
définie. Pour vérifier ceci, nous avons besoin de préciser que la fonction de Green (s,y) —
Gi2(8,y) := G1(t—s,x —y) est dans U'espace L*([0,t] x R?), ce qui engendre deux situations

a préciser:

« Pour d = 1, fixons T > 0, alors il est clair que pour tout ¢ € [0,7] nous avons:

1
5 La—yi<t-sy € L*([0,1] x R).

gt,z<87y) = Gl(t — 5T — y) = 92

(dans ce cas le support de la solution u est historiquement appelé le cone de la lumiére

dans le plan).

* Pour d = 2, a l'aide de l'expression du noyau de Green (3.1.6), la fonction g, n’est
plus dans L2([0,t] x RY) car:

t
G2 t— _— d d = 1 o s d d
/0 - 1 ( s,z — y)dyds 471_2//1[@ i —5)? ‘I—y‘Q {lz—y|<t—s}AYdS
= dyds
‘W/ /x yl<t—s (t = 5)? —Iw—ylz
= ——dqdp.
471' / /q<p |Q|2

En vertu des coordonnées polaires ¢ = (rcosf,rsinf) avec r > 0 et § € [0,27[, nous

obtenons sans peine:

1 2
2 . i — -
/R2G1(t s,x — y)dyds yo /odp/o d(9/0 . T2dr

1 t

= — [ d
47r/0 )
1

= 3 ), (-6 =7 )

0 0

- (3.1.8)

Alors, indubitablement pour d = 2, il n’existe aucune solution évolutive pour I’équation

(3.1.1), c’est seulement pour d = 1 que cette solution existe. [ |

Remarque 3.1.1 La solution évolutive (3.1.7) est un processus uniformément borné dans

Uespace L?(Q), la preuve est a voir dans le Théoreme 3.2 de larticle [60)],
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Avant de passer véritablement & 1’étude des variations quadratiques de la solution
évolutive considérée, nous concluons cette section par une caractérisation de la relation

entre les deux types de solutions évoquées précédemment.

3.1.4 Relation entre solution faible et solution évolutive

Il existe une relation de bijectivité entre une solution faible et une autre évolutive, la

proposition ci-aprés permet de décrire cette correspondance.

Proposition 3.1.2 Soit T > 0 fizé, un processus (u(t,x))i>0.er vérifie la formulation

évolutive (3.1.7) donnée par:

T
u(t,x) = /0 /RGl(t — s,z —y)W(dy,ds), P —p.s

si et seulement si, il est Fy-adapté, uniformément borné dans L*(QY) et il satisfait P — p.s.

la formulation faible (3.1.3) exprimée par:

' u(t,x) y—f(t,x}—if(t,x) dzdt = ' o(t,x)W (dx,dt),
o Jr (6% Ox ) o Jr

ceci pour tout p € C*°([0,00) x R) a support compact inclu dans R, tels que pour tout
reR, p(Tx) =0 et %—f(T,x) =0.

Preuve : Tout d’abord nous intéressons a la condition nécessaire et nous considérons
@ € C*([0,00) x R) une fonction a support compact dans R qui vérifie p(T,x) = 0 et
%(T,x) = 0.

Tient au fait que l'expression explicite du noyau est G (t,x; s,y) = G1(t — s,x — y) =
%]l{|$_y|<t_s}, et grace a la version stochastique du théoréme de Fubini, alors nous pourrons

écrire que P — p.s.:

/0 ' /R /O : /R Gl(t—s,x—y)W(dy,ds)(ang(t,x) . %(t,@)dxdt
_ /0 ' /R /0 ' /R Gl(t—s,x—y)(%(t,x) _ %(t,x))dxdtW(dy,ds). (3.1.9)
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A ce niveau, d'une part nous notons que:

T 2
/ / Gi(t — s,z — y)g—f(t,x)dxdt

y+t—s 92

/ / 8 t ,x)dxdt
y—t+s
1 /7 y+T=s 52,
= — —t dzdt + = —(t,x)dxdt
2 /s—l—y—x /y—T+s atQ ( 733) ! - 2 /s—y+m/y atZ ( ’z) !

1 v
=5 / (8190(T,33) —Oip(s+y— 95795)>d$
y—T+s

1

y+T—s
+— / ((91@(T,:U) —Oip(s—y+ x,x))dx
2 Jy

1

Y 1 y+T—s
=—= / he(s+y—xx)de — —/ (s —y+ x,x)de, (3.1.10)
2 —T+s 2 Y

ot la notation 0;¢ désigne la dérivée de la fonction ¢ par rapport a sa premiére variable.

D’autre part, nous calculons la deuxiéme quantité de (3.1.9) et nous trouvons que:

2
/ /G1 — 8,x — )gf(tx)d:cdt
y+t—s
ta: dxdt
/ A t+s 81’2

1 T
= 5/ Doty +t —s)dt — 5/ Doty —t + s)dt

1

y+T—s 1 y
== / Oop(s —y + z,x)dr — = / Ohp(s +y —zx)de, (3.1.11)
2 Y 2 T+s

avec la notation Oy indique pareillement la dérivée de la fonction ¢ par rapport a sa

deuxiéme variable.
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En regroupement les deux résultats (3.1.10) et (3.1.11), nous concluons directement que:

/ /G1 — 8,x — )(?%2 (t, x)—%(t m))dxdt

y+T1T—s
= — </ algp(s—y—l—xx)—|—8290(s—y—|—:cx))da:
Yy

2
1 Yy
+§</ Ohp(s+y —x,x) —(91g0(3+y—a:,x))dx
—T+s
1 viT=s dy 1 /Y de
S (s — de + = _ d
2/y dx(s y+x,x)x—|—2/T+sdm(s+y z,x)dx

= %(—w(T,yﬂLT—S)H@(s,y)—SO(TaZ/—TJrS))

= p(sy), (3.1.12)

et revenons par la suite vers I'égalité (3.1.9), alors il en résulte que P — p.s.,

/0 ' /R u(t,x)(f—tf(t, - %(1& ))ddi
= /OT/R/OT/RGl(t — 8T —y)(?;Tf(t,x) — %(t,x))dxdtW(dy,ds)
:/OT/RSD(S,y)W(dy,dS), (3.1.13)

D’ou la formulation faible est bien vérifiée.

Cherchons maintenant a établir la condition suffisante de la preuve, pour cela nous
considérons la suite des fonctions (¢e)eso définie par:
Pour tout € > 0 et pour tout (s,y) € [0,7] x R,

0e(5,y) / /qbe —s,x —y)G1(t,z; s,y)dadt, (3.1.14)

avec ¢, est une fonction positive donnée par ¢.(s,y) = ¢.(t — s,z — y), tels que ¢, €
C([0,09) X R), suppé = {o,lalls < e} et fuu 6u(s.y)dsdy = 1.

De ce fait, pour tout € > 0, nous obtenons que p.(s,y) € C([0,00) x R) avec le

support est un compact inclu dans R, de plus nous indiquons que:

ee(Tyy) = O1p(Tyy) =0 (3.1.15)

et
BFoc(s,y) — oc(s,y) = ¢e(t — 5,7 — y). (3.1.16)
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Soit u un processus Fi-adapté et uniformément borné dans L?(§2) qui satisfait P — p.s.
la formulation faible (3.1.3), et soit O un ensemble ouvert borné de ([0,7] x R), alors
u € L*(0) P — p.s. . Ainsi, en utilisant la relation (3.1.16) et en appliquant le théoréme
de densité dans L?*(0), il en résulte que pour tout (¢,z) € O,

/T/u<5,y) 07 0c(5,y) _822<Pe(57y)>dyds
/ / 5Y)9(t — s,z — y)dyds

(u* @) (t.x)
—>L2(O) u(t,x), P —p.s. (3.1.17)

e—0

Par ailleurs, pour le reste de la démonstration nous définissons 1’ensemble compact

suivant [ := U{suppgpe(o,y), (t,z) € O}, ainsi que la fonction f. donnée par:

(s,y) := /OT/R(soe(s,y)—Gl(t,w;s,y)>2d$dt-

Pour (s,y) E 0,7] x R, comme (t,r) — Gi(t,x;s,y) € L*(O), nous trouvons que
©0e(s,y) — ) G1(t,x; s,y), et par conséquent, pour tout (s,y) € [0,7] x I, nous vé-
rifions que fe(s,y) — 0 0.

Or d’apres le théoréme de la convergence de Lebesgue, il en résulte que la fonction

fe(s,y) — _[?6]“) 0, ce qui entraine par la suite que:
©0e(s,y) —{TEVI) G1(t,x; s,y), pour tout (t,z) € O. (3.1.18)

Toutefois, compte tenu de la relation (3.1.18) et de l'isométrie de Wiener, nous montrons

que:
2
/ / — Ga(t:5.9))W (dy.ds))
:/ / (‘Pe(say) - Gl(t7x;87y))2dyd8
0o Jr
—. 00, pour tout (t,z) € [0,T] x R. (3.1.19)
Alors,
/ /SDE s,y)W(dy,ds) 6_,0 / /G1 (t,z;s,y))W (dy,ds), (3.1.20)
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ce qui implique la convergence presque sir d’une sous-suite.

En conclusion, grace aux limites P — p.s. trouvées dans (3.1.17) et dans (3.1.20), le

processus u vérifie la formulation évolutive. [

Remarque 3.1.2 Si nous nous écartons de la situation ot la condition initiale de I’équa-
tion (3.1.1) est nulle, en prenant une condition u(0,x) = uy(x) telle que la fonction ugy est

non nulle, alors la solution évolutive sera définie de la maniére suivante:

u(t,r) = /]Rd Gi(t,x — y)uo(y)dy + /Ot /Rd G1(t — s,x —y)W(ds,dy). (3.1.21)

Si de plus nous suppossons que la fonction ug est réguliere, alors pour tout x € R et
pour tout t > 0, lintégrale de Riemann apparue dans (3.1.21) est une fonction réquliére,
et par conséquent son intervention dans la solution n’affectera pas le comportement des
variations que nous allons les considérer. C’est pourquoi, nous avons choisi, sans perte

de généralité, de travailler avec ug = 0.

Dorénavant, nous nous arrongeons a travailler avec la solution de type évolutive dé-
finie dans le sens de la Définition 3.1.1, et nous nous intéressons & étudier les variations

quadratiques relative a cette solution.

3.2 Variation quadratique spatiale

Pour la suite de ce travail, on fixe la variable temps ¢t > 0 et on se restreint a l'intervalle
d’espace [0,1]. Pour tout N > 1 et pour tout j = 0,...,N, on choisit une subdivision de
tel que z; = %, ainsi la suite des
variations quadratiques centrées renormalisées définie sur l'intervalle d’unité [0,1] peut

Vintervalle [0,1] définie par la suite des points (2;) ;< y-

étre donnée pour tout N > 1 par I'expression suivante:

—1f. (3.2.22)

Nous visons & caractériser le comportement asymptotique spatial de la séquence Vi
lorsque N tend vers oco. Afin d’y arriver, nous avons besoin tout d’abord d’expliciter la

fonction d’auto-corrélation des accroissements associés a la solution (u(t,r))ejoq, c’est a
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dire, pour tout N > 1 et pour tout j, £ = 0,...,N — 1, nous cherchons a expliciter la
quantité:

B((ult201) — ultz,) (ult.a) — ult.zy)). (3.2.23)
qui joue un role important dans notre analyse.

Commencons par mentionner qu’a l’aide de I'isométrie de Wiener, nous obtenons que:
E((u(t,l’j+1) —u(t,z;)) (w(t,wpsr) — u(t,xk))>
= /ot/R (Gl(t — 85,2541 —Y) — Gi(t — s,x; — y))
X (Gl(t — 8,251 — Y) — Gi(t — s,xp — y))dyds. (3.2.24)

Une formule clé est I'identité de Plancherel qui s’énonce pour tout fonction f, g € L'(R)N

L*(R), comme suit:

/R f(2)g(x)de = C / (F)EFDENe. (3.2.25)

Ici et partout, C, C et C5 s’identifient & des constantes génériques qui sont strictement
positives et qui peuvent changer d’une ligne a 'autre tout en dépendant dans certaines
situations de t.

En utilisant le fait que FG1(t — s,z — y)(§) = e*‘fzw, et grace a l'identité de
Plancherel et a (3.2.24), nous trouvons pour des réels arbitraires x; < x;j41 et oy < Tg41,

B((u(ty11) = ult.a)(ultans) = u(t.ar))
= C’/Ot/R}"(Gl(t — 85,2541 —y) — Gi(t — s,2; — y))(ﬁ)

X ]—"(Gl(t — 8,21 — Yy) — Gi(t — s,xp — y)) (&) déds

. ¢ Sln((t_8)|§|))2 —iéxj1 _ Ty -1 — p—ilTk
= C’/O ds/]R (—|£| (e e %) (e e )d¢(3.2.26)

En vertu du théoréme de Fubini et de la relation trigonométrique sin?(z) = 1=¢2s(22)

2 Y
I'intégrale ci-dessus par rapport a la variable s, peut étre calculée et son expression est la

suivante: . ) .
2 _ @
/0 sin“((t — s)[¢|)ds = 5 (t o] Sln(2t|§|)) : (3.2.27)
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D’ow, (3.2.26) est réexprimée comme ci-apres:

E((u(t; ) = ult.a;)(ultans) = ulta))
= C’/R é (t — %sm@ﬂﬂ)) (e_igl’j+1 — e_ig‘cﬂ') (e~mhi1 — e~62k)d£(3.2.28)

Nous énongons maintenant le premier lemme de ce chapitre dont le résultat va nous

aider intensivement dans la suite.

Lemme 3.2.1 Soient T, M > 0 ett € ]0,T] fixé, alors il existe deux constantes 0 < Cy <
C1 tel que:
Colz —y| < E( u(t,r) — u(t,y)|2> < Chlz —y| (3.2.29)

pour tous x # y appartenant a [—M ,M].

Preuve : Notre objectif est d’estimer la norme L?(2) des accroissements spatiaux.
Commengons par la majoration, alors pour tout ¢ € (0,7] fixé, pour tout x # y dans

[—M,M] et en s’appuyant sur expression (3.2.26), nous trouvons l'inégalité suivante:
E( | u(t) - ulty) [*)
= /t/ Gl(t —s,x—2)— Gyt — s,y — z))deds
sin((t — s) ‘f|)> —itx —ity|2
= —e YAd
/ g ( € e
e (sin((t = s)[E)) 7 -
C'/ ds/ (sm—) le i€(z—y) — 1]2d¢
T (sin t-é‘)\f!)
- / ds/ ( ) ( — 2cos(é(z — y)))dg (3.2.30)
+o0 1 —
< / / cos(& 62 ))df

T 1= cos(é(z —y))
C/O = de. (3.2.31)

Prenons a = |§:§| et effectuons le changement de variable p = |z — y|¢, alors la derniére

/\

IN

relation ci-dessus s’exprime comme suit:

B(|ute) —u(ta) ) < Clo—y| [ Lz costap)

p2
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400 1—cos(ap

Or, il est facile de voir que | )dp est majorée par une constante positive. En

0 p2
effet en utilisant, pour tout z € R, les relations 1 — cos(z) < z? et 0 < 1 — cos(z) < 2,

nous montrons directement que:

+o00 1 — 1 1 — +oo 1 —
/ COQS(ap) 4 = / co;(ap) dp + / Co;(ap) dp
0 p 0 p 1 p
< a*+2<3, (3.2.32)

ce qui implique immédiatement que:
E( | u(t,z) — u(ty) | ) < Cilz—yl. (3.2.33)

Maintenant, il nous reste plus qu’a montrer la deuxiéme partie de la preuve, c’est la
partie minoration. En premier lieu nous utilisons I'expression (3.2.30) et nous divisons

I'intégrale en deux parties de la facon suivante:

E( | u(t,x) —u(ty) |? ) = C/Ot ds /01 (M)Q (1 — cos(&(x — y))>d§

+C /Ot ds /1+OO (M)Z (1 — cos(£(z — y))>d§.

Comme la premiére quantité de 1’égalité en haut est positive, alors nous pouvons négliger
sa contribution, ceci nous donne, grace au théoréme de Fubini et au résultat (3.2.27), la

relation ci-dessous:

B(|utta) - utta) ) = © [ ds / ” (M) (1 - costle - 9)))de

o0 1 — cos(é(x —
> 0/1 ! (52( v) (t— ﬁsm(zﬂg)) dé (3.2.34)

Afin d’obtenir le résultat voulu, nous devons trouver une minoration finie et indépendante

de la variable £ pour la quantité t — ﬁ sin(2t|¢]), d’ou en se basant sur le fait que |£] > 1

et que sin(2¢¢]) < 1, nous déduisons que:

sin(2t¢]) 1
— < (3.2.35)
2[¢] 2
Sans perte de généralité, nous supposons a ce niveau que t = 1, donc pour tout || > 1,
nous obtenons 1 — % > %, et par conséquence 'inégalité (3.2.34) peut étre réécrite
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comme suit:

E( | ut,z) — ulty) |2> > C/1+<>° 1 —cos(§(x — y))dg

€2
+o0 sin2(§ (35—?/))
-of T
1
oo sinz(agw)
-of T
1
0 sin?(agq
0 5in?(a
> Cla-yl [ sinlag) o,
M q
> Cy|lz—vy|. (3.2.36)

Nous notons que dans la deuxiéme et la troisiéme inégalité, nous avons encore adopté la
notation a = ﬁ, et nous avons effectué le changement de variable ¢ = @, cependant
% sin?(u)

dans la derniére ligne, nous avons utilisé le fait que l'intégrale 5

d¢ est finie
u
et indépendante des variables = et y, d’ou (3.2.29) est établi et la démonstration est

finalement achevée. [ |

Remarque 3.2.1 L’encadrement (3.2.29) a été vérifié dans [2/] dans le cas d’un bruit
blanc en temps et coloré en espace. Probablement, celui pour le cas d’un bruit blanc spatio-
temporel a €été aussi traité, mais puisque nous n’avons pas trouvé malheureusement une

référence précise, nous avons préféré d’inclure la preuve au sein de notre travail.

Des propriétés intéressantes peuvent étre déduites a partir du Lemme 3.2.1 et elles

s’énongent comme suit:

Propriétés 3.2.1 Grice au théoreme de continuité de Kolmogorov, une conséquence du
lemme précédent est que les trajectoires x — u(t,x) sont presque strement Holder conti-
nues d’ordre v € ]0,[ (ils ne le sont pas pour tout v > 1), wvoir [2/], [20] et [S0] pour plus
de détails. Au surplus, ce lemme nous renseigne que la solution spatiale est une quasi-
hélice d’indice 1 selon le sens évoqué par Kahane [75], et que les accroissements spatiauz

associés a cette solution me sont pas stationnaires.
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3.2.1 Fonction de covariance spatiale

Le lemme suivant est la clé de votite pour démontrer notre résultat souhaité, il consiste
a donner ’expression explicite de la fonction de covariance de la solution spatiale en utili-
sant plirement ’expression de noyau de Green associé a 1’équation des ondes stochastique
considérée, ceci sans passer par la transformée de Fourier comme le cas des études effec-

tuées pour la solution temporelle.

Lemme 3.2.2 Soit T > 0 et t €10,T] fizé, alors pour tous x,y € R, on a:

E(u(t,x)u(t,y)) = i(# — t>2]1{y$<2t}. (3.2.37)

Preuve : Toujours sous 'hypothése que ¢ est fixé dans |0,7], et pour tous z, y € R,

si | y — x |< 2t, nous prouvons que:

E(u(t,x)u(t,y)) = /Ot /R Gi(t — s,z — 2)Gy(t — s,y — z)dzds

1 t
= A_l/ /]l{|m—z|<t—s}]1{|y—z<t—s}d2d3
R

1 1Lzl

:1/0
1 +o0
*z/tw
\ywl

=3[ oty as
1
4

(' y;x| t)z. (3.2.38)

/]l{x s<t—s} L{jy—z<t—sydzds

Lfjo—zj<t—sp L qjy—2z1<t—sydzds

Cependant, si | y — x |> 2t, nous voyons que:

1 [t
E(u(t,:c)u(t,y)) = Z/O /R]1{|$—z|<t—s}]1{|y—z|<t—s}d2d8:07 (3239)

ce qui implique que l'expression (3.2.37) est bien vérifiée. [ |

Remarque 3.2.2 A partir de cette fonction de covariance, on tire que (u(t,x))zcp,1) est

un processus stationnaire, contrairement a son analogue (u(t,x))icior (@ temps variable
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et a espace fixé) qui est un processus auto-similaire d’indice 1. On rappelle que le livre
[50] a évoqué une étude précise de la solution temporelle de I’EDPS des ondes et par la

suite la propriété de l’auto-similarité temporelle a été bien mis en évidence.

3.2.2 Moyenne quadratique des accroissements spatiaux

Le résultat suivant est d’'une importance majeure pour notre raisonnement, il affirme
que, bien que les accroissements spatiaux associés & notre solution ne soient pas indépen-
dants, mais ils présentent des petites corrélations un peu remarquables qui montrent que
les liens de liaison entre ces accroissements sont asymptotiquement faibles.

Lors du lemme suivant, on est amené a borner la corrélation des accroissements spa-
tiaux dont leur étude nécessite une analyse selon la valeur de I'indice du temps (t est fixe

par hypothése), d’ou deux situations seront discutées dans la démonstration.

Lemme 3.2.3 Prenons T' > 0 et fizrons t € |0,T]. Pour tout N > 1 et pour tout j, k =
0,...,N —1, avec j # k, nous avons:
C
E((u(t,xjH) — ut,z;)) (ult ) — u(t,xk))) <= (3.2.40)
Preuve : En vertu de I'expression de la fonction de covariance donnée par (3.2.37),

nous obtenons pour xz; = % et xp = %, N >1,etj#Ek,

E((u(t,a:j+1) —u(tz;)) (u(t,zps1) — u(t,xk))>

1 ) .
~ 16N?2 (2 FREas Lgjri<aeny— |G =k =1 ? Lqj—r—1<2emy
t

—|j—k+1} ]l{|j—k+1|<2tN}> - m(Q |7 =k [ Lgj-ki<2eny

- | Jg—k—1 | ]l{|j—k—1|<2tN}_ | J—k+1 | IL{\j—l~c+1|<2tN})
12 1 1

+§<1{|jfk|<2tN} - 51{\j7k71|<2tN} - E]l{|jfk+1\<2tN}>~ (3.2.41)

En ce moment, nous devons différencier deux situations selon la position du temps t par

rapport a la valeur %: t> % et t < %

Commencons par la premiére situation et supposons que j > k, alors si t € [%,T],

nous avons évidemment N < 2tN, d’ou nous en déduisons que nous avons toujours
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| j —k+1|< 2tN (ceci reste aussi vrai lorsque j < k), et par conséquence la valeur

absolue de la corrélation spatiale s’écrit de la maniére suivante:

B (utty01) = ) (u.7000) = ) )

I T PR T PR ST

bkl ==k =1 ==k +1]]
_AG =R G = k)

3.2.42
16 N2 4N ( )
ou, pour tout x € R, les fonctions f; et fo sont définies par:
firz— 2|z —|z—1P—|o+1] (3.2.43)
et
Q(I — 1)1[071}
forx — 2|z |—|x—1]|—|z+1]|= (3.2.44)
—2(ZL‘ —f- 1)]1[_170[.

Une remarque assez utile est que, d’un c¢6té on a pour tout x € R, la fonction f;(z) =
—2, et d’autre coté, comme | j —k |> 1, alors la fonction fo(j — k) = 0. Ceci nous permet

de vérifier facilement la majoration demandée lorsque ¢ € [%,T]:

2] _C
v S e (3.2.45)

‘E< (t,2541) = (t’%))(u(mkﬂ)_“(t’x’f)>>)<

Nous nous intéressons maintenant a la deuxiéme situation lorsque ¢ est fixé dans ]O,% B
Partons encore de l'expression de la covariance spatiale (3.2.41), et supposons sans perte
de généralité que 5 > k, donc nous nous rendons compte qu’il faut distinguer quatre cas

(le méme raisonnement peut étre établi lorsque j < k).

Premier cas: si j —k+ 1 < 2tN < N, alors c’est exactement la premiére situation

lorsque t € [3,T] et ainsi nous vérifions:

N———

‘E( (tzjen) — u(tz;)) (u(tzpe) — ultzn)) ‘<_. (3.2.46)
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Deuxiéme cas: si j — k < 2tN < j — k+ 1, nous notons que:

B((u(t201) — ult,) (ult.an) — u(t,20)) )

1 2 g 2)_ t ( o s )
t2
) (3.2.47)

Nous indiquons que, comme j et k sont deux entiers naturels et d’aprés la condition
J—k < 2tN < j—k+ 1, alors nous pourrons, a l’aide de la notion de la valeur entiére,

identifier j de la maniére suivante:

[2tN] + k, si 2t N n’est pas un entier
j= (3.2.48)
2tN + k — 1, si 2t N est un entier,

avec [2tN] désigne la partie entiére du réel 2¢N. A ce niveau, (3.2.48) nous permet d’ex-

primer la valeur absolue de la corrélation (3.2.47) comme suit:

E((u(t ) = u(t))@(tann) - ultee) )|

< [ (s (2ReN = N =1 ) = (22— 2N =11 ) + 5 ) e
< 16N2 AN 4 {7=[2¢tN]+k}

1
+‘< (212N =12 2N =2 )

16IV2
t t?
—m@ 2N — 1| — | 2tN — 2| ) +- ]1{j:2tN+k_1}‘
< Ry + R, (3.2.49)
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ou pour tout N > 1, les quantités R; et Ry sont données par:

Ry = ‘W@[%N]?— (2N =17 - 4§v (212N | 2N =11 ) + 12
_ ﬁ 2N — 4tN2LN] + 42N + 2[24N] — 4N — 1
- ﬁ ([26N] - 2tN)* + 2[2¢N] — 4N — 1|
_ ﬁ {2IN}? + 220N] — 1N — 1
< 16;[2 (‘{%N}z — 1) + ‘Q[QtN] - 4tND
= 16?\[2 (2+2)
< % (3.2.50)

Ici dans les passages précédents, nous avons fixé la notation {2t N'} pour indiquer la partie
fractionnaire du réel 2t N qui est toujours < 1, et de plus nous avons utilisé le fait que

[2tN] < 2tN < [2tN] + 1.

Pour le second terme Ry apparu dans (3.2.49), comme pour ce cas j = 2tN + k — 1,

alors ceci entraine que 2tN = j — k + 1 > 2 et par la suite nous vérifions que:

t2
= 2[ 24N~ 1] = | 2N -2 ) - (2 AN — 1| = |2N =2 ) +
Bom [ (212N =1 v =2 ) - (2 -1 v -2 ) 4
-2
16 N2
C
< o (3.2.51)
Les résultats (3.2.50) et (3.2.51) réunis ensemble dans (3.2.49) assurent que:
C
B((wlt2501) — ulte)) ((ton) — ulton)| < 15 (3.2.52)
Troisiéme cas: si j —k — 1 < 2tN < j — k, alors on a:
E((U(tﬂfjﬂ) - u<t,xj>><u<t,xk+1> - u(t,xk»)
2 tz
k-1 A 2.
R AT (3.259)
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D’une facon pareille a celle du second cas, nous interprétons l'entier j lorsqu’il vérifie la
condition j — k — 1 < 2tN < j — k comme suit:
[2tN]+ k +1, si 2t N n’est pas un entier
j= (3.2.54)
2tN + k, si 2tN est un entier.

Ce qui entraine que:

‘E((u (t,xj11) — ult,x;))(u(t,xper) — U(@%))) ‘

[2tN]* ¢ t?
= ‘( v T an N =g )H{FWH’“*”
|2tN =1 | t?

+’< e Tan N __>]l{j:2“”’“}‘

<‘(2’5N—2W)‘ HEASS TN RPN t2

- 16 N2 16 N2

C
< Nz + Rs. (3.2.55)
D1 au fait que 2tN = j — k > 1, nous prouvons que:
R — yQtN—u |2tN | t2
S 16N?
_ =1
16 N2
C
< e (3.2.56)
Le résultat (3.2.56) inséré dans (3.2.55) affirme que:
C
’E( u(t ) — () (ult zr) — u(t,xk)))‘ < (3.2.57)
Quatriéme cas: si 2tN < j — k — 1, donc il est clair que:
C

]E( (t21) — u(t,z;)) (ult,Tpss) — u(t,xk)))‘ —0< 4 (3.2.58)

Une fois les résultats (3.2.46), (3.2.52), (3.2.57) et (3.2.58) sont mis ensemble, on arrive

finalement a montrer que lorsque ¢ € ]0,3[, on a:

(E( (t2j01) — (t,:vj))(u(t,xk+1)—u(t,m)))‘S%, (3.2.59)
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et par la suite le lemme découle du recoupement des expressions établies dans (3.2.45) et

(3.2.59). |

La section suivante établit une caractérisation du comportement limite de la suite des

variations quadratiques définie précédemment par (3.2.22).

3.3 Théoréme Central Limite

L’idée directrice ici est d’étudier le comportement asymptotique de (3.2.22) par le biais
de la nouvelle théorie de Stein-Malliavin. Cette théorie, qui est récemment apparue grace
aux travaux de Nourdin et Peccati |60, (7], a fait la connection entre le calcul de Malliavin
et la méthode classique de Stein. Pour ce faire, en premier lieu nous montrons que notre
séquence (Vy)y>1 peut étre exprimée comme un élément d’un chaos de Wiener d’ordre
bien fixé, et en second lieu nous énongons qu’elle vérifie un TCL puisqu’elle converge en

distribution vers une loi centrée réduite.

Nous commengons avant tout par un succinct rappel sur quelques éléments de calcul

de Malliavin qui va nous sert énormément dans le reste de notre travail.

3.3.1 Eléments de calcul de Malliavin

Nous allons donner une vue d’ensemble sur les propriétés et les résultats principaux
du calcul de Malliavin relativement a un processus gaussien B. Des recueils de résultats,
méthodes et applications sur ce type de calcul stochastique se trouvent notamment dans

les ouvrages [6%, (9.

Considérons (H,(-,-);,) un espace de Hilbert réel séparable, on dit que B = {B(yp), ¢ €
H} est un processus gaussien isonormal défini sur l'espace de probabilités (Q,F,P), la

famille gaussienne centrée définie par les variables aléatoires qui vérifient:
B(B(p)B(Y)) = (¢ powr tous o, p € H. (3.3.60)

Nous désignons par I, 'intégrale multiple de Wiener d’ordre ¢ > 0 par rapport au
processus B. En faite, I, définie une isométrie entre 1’espace produit tensoriel symétrique

H®? muni de la norme \/L?H - ||3¢@q, €t le chaos de Wiener d’ordre ¢ qu’on le note par KC,.
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On mentionne que 'espace gaussien K4, ¢ > 0, est défini comme la fermeture dans
L*(Q) du sous-espace vectoriel engendré par les variables aléatoires H,(B(y)) ou ¢ €

H, ||lells = 1 et H, est le polynéme d’Hermite d’ordre ¢ > 0 défini par:

H,(z) = %exp (%) L (exp (—%)) ,x€R, g>1

H) - 1 e (3.3.61)

Nous rappelons que l'isométrie établie par les intégrales multiples de Wiener assure la

caractérisation suivante: pour tous p, ¢ > 1, lorsque f € H®? et g € H®9, alors,

(f.q ®q sip =
B(h(n) = " (3.3.62)

0 sinon,

ceci affirme que deux chaos de Wiener avec des ordres différents sont orthogonaux entre
eux. Aussi nous notons que la fonction f présentée précédemment désigne la fonction

symétrique de f, et elle est donnée par:

~ 1
f(:(]l, Ce ,:L‘q) = —| Z f(l’a(l), ce ,Ig(q)) s (3363)
T 0€S,
oit S, est I'ensemble de toutes les permutations o de {1,...,q}. Egalement, f vérifie la

propriété suivante:
I,(f) = Iq(f), pour tout ¢ > 1.

Une autre donnée assez importante, est la décomposition orthogonale de I'espace L%(2)
en fonction des chaos de Wiener. En effet, toute variable aléatoire F', mesurable par rap-
port & o(B) et de carré intégrable, est décomposable en fonction des intégrales multiples

de Wiener de la fagon suivante:

[e.e]

F=E(F)+> L(f), (3.3.64)

q=1
ol la convergence est dans le sens L*(Q) et les noyaux f, sont des éléments de l'espace

H®?, uniquement déduits & partir de la variable F'.

La formule générale décrivant la multiplication entre deux intégrales multiples de Wie-

ner avec des ordres p, ¢ > 1, est donnée par: pour tous f € H? et g € H®Y,

L) - 3o (O) () treatrova) (33.65)

r
r=0
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ol f®, g s'identifie a la r-iéme contraction. Dans le cas particulier, lorsque H = L?([0,T1),

T > 0, alors la contraction f ®, g est un élément de HEP+9-2") exprimé par:

(f Qr g)(‘sb s asp—’r‘atly s atq—r)
= f[O,T}T dug ... du, f(s1,. .\ Spopytta,y o) gty - ottty oo Uy),  (3.3.66)

ceci pour tous f € L*([0,T)"), g € L*([0,T]") et r =1,....pAq.

Regardons maintenant 'opérateur de dérivation qui est appelé la dérivée de Malliavin
et qu’on le note tout simplement par D. Comme dans notre raisonnement a faire, nous
avons besoin que de la dérivée d’ordre 1, alors nous allons présenter juste le cas scalaire
(unidimensionnel).

En effet, cet opérateur agit notamment sur les fonctionnelles cylindriques de la forme:

F:g(B(SOI)W"vB((Pn))a n>1,

avec ; € H, 1 <i < n,et g:R" — R est une fonction C*°, qui est bornée ainsi que
toutes ses dérivées partielles.

Par la suite, on définit alors la dérivée de Malliavin D par:

DF = Z gi (B(¢1),....B(on))0s. (3.3.67)

Il s’agit d’un élément de I'espace L%(Q,H) et également d’un opérateur continu de I'espace
D*? (H) dans Pespace D17 (H). De plus, nous indiquons que cette dérivée a en général
toutes les bonnes propriétés d’un opérateur de dérivation classique, citons la regle de

dérivation en chaine, les dérivées d’ordre supérieur,. . .

3.3.2 Estimation et renormalisation de la suite des variations qua-

dratiques

Afin d’établir le TCL, nous avons besoin de faire une renormalisation de la séquence
(VN )n>1, c’est a dire de trouver une suite des nombres positifs (ay)y>1 qui assure, lorsque

N — o0, la relation ci-dessous:

E (ayVy)’ — 0% 0 €R.
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Pour cette partie on va faire un appel aux différentes notions citées dans la Sous-
Section 3.3.1. De ce fait, nous désignons par &; l'espace des fonctions indicatrices de la
forme 1o, * > 0, et par ‘H I'espace de Hilbert canonique asossié¢ au processus solution
spatiale (u(t,x))me[oﬂ, que nous le définissons comme la fermeture de I'espace linéaire

engendré par & au sens du produit scalaire suivant:

(L0, Lj0,4))4, = E(u(t,m)u(t,y)), pour ¢ fixé dans ]0,T7, (3.3.68)

avec pour tous z et y € R, la fonction E(u(t,x)u(t,y)) est la covariance donnée par
(3.2.37), on note que pour la définition de la notion d’un espace de Hilbert associé & un

processus gaussien peut étre vu [20].

Par la suite, nous indiquons par /,, ¢ > 1, I'intégrale multiple de Wiener par rapport
au processus gaussien (u(tw))xe[o 1] ce qui implique par conséquent, que 1’accroissement
u(t,y) — u(t,x) s’'identifie, pour tout « < y, a I'intégrale I;(1,,)) d’ordre 1 qui est bien

évidemment un élément d’un chaos de Wiener.

En appliquant maintenant la formule de multiplication (3.3.65) pour les intégrales

multiples de Wiener, nous montrons que:

N-1T 2
wo= % (u(t,mjr) — ultz;)) 1
=0 _E (u(t7$j+1> - u(t>$j))
N-1
_ I7 (]l[afjvxj+1]) 1
- 2
= | B(ulteg) - ult;))
B 2
- N-1| ], <]lfiizj+ﬂ> + E<u(t,:cj+1) - u(t,:cj)> X
— - _
E(u(t,;4) - ulta;))
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N—1 I, (]1®2

Z [xjvxj+1])

=0 E(u(t,l"jﬂ) - u(t,xj)>2

N-1 ®2
- [zj,%5+1] _
=0 E(ultaj) - ult;))
v
= L(fxn), avec fy € H®2 (3.3.69)

Ainsi, la formule d’isométrie (3.3.62) assure que:

) N-1 E<IQ <]l(§3,mj+1]> 12 <ﬂ€i7$k+l}> )
E(VZ) = 3

J,k=0 E(u(t,xj+1) — u(t,xj)>2E<u(t,xk+1) - u(t,xk)>

2

N—-1 < ®2 ®2 >
_ [zj,2j+1]7 " [Th,ri1]/ o2
= 2 2 2
4,k=0 E(u(t,xjH) - u(t,xj)> E(u(t,ka) - u(t,xk)>
N-1 2
1 T3 T 7]l Th,That1
~ 2 Wyl Lol 5. (33.70)
4,k=0 E(u(t,xjH) - u(t,xj)> E(u(t,ka) - u(t,xk)>

Dans ce qui suit, nous cherchons une renormalisation (VN) ~>1 de notre suite (Viy)n>1,
le lemme suivant prouve que le moment d’ordre 2 de cette nouvelle suite est asymptoti-

quement égale a 1.

Lemme 3.3.1 Soient T > 0 et t € |0,T] fixé, si on pose la suite suivante:

- 1
Vy := —Vy, pour tout N > 1, (3.3.71)

V2N

alors on obtient que:
E(Vy) — 1, lorsque N — oo. (3.3.72)

Preuve : A partir de (3.3.70), nous divisons I'expression de E(V2) en deux parties:

une partie diagonale et une autre non diagonale, ce qui entraine que:

E(Vy) =Tin + Ton,
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avec N ,
— ]l Tj,Tj u]]- XX
Tin=2)_ Wiy Pl J“]>H2 ; (3.3.73)
7=0 {E(u(t,xﬂl) - u(t,xj)> ]
et N-1 2
— 1 Ti,x; 7]1 Tp Tkt
Tyy =2 S NS I . (3.3.74)
5, k=0;5#k E(u(t,xjH) - u(t,@)) E(u(t,ka) — u(t,xk))
Clairement, en se basant sur les deux relations ci-dessous:
2
(a1 VgV = B0lti0) = ult.zy)) (3.3.75)
et
<]l[$j,xj+1}7]l[xk,ﬂfk+ﬂ>7-{ = E( (UJ(t?xj-H) - u(t,xj)) (u<taxk+1) - U(t,l’k)) >7 (3376>

nous montrons immeédiatement que la quantité 7} y est explicitement calculée et elle est
égale a:

Tin =2N (3.3.77)

Alors il nous reste plus qu’a estimer la deuxiéme quantité 75 y, afin de la comparer

avec 11 . A partir des Lemmes 3.2.1 et 3.2.3, il en découle que:

N-1 ( )2

Iy < C Z 22
J,k=0;j#k )

< C (3.3.78)

|~

N

=

D’ou en comparant le deux relations (3.3.77) et (3.3.78) ensemble, on voit que lorsque
nous prenons N assez grand, ce dernier terme 75 y est négligeable par rapport a T} y, et
par conséquent le terme dominant pour E(VZ) est sans ambiguité T y, c’est pourquoi

pour t € ]0,7] fixé, on vient de mettre en évidence que:

1

WE(VAQ,)—W_,OOL (3.3.79)

Ce qui conduit au résultat escompté. [ |
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3.3.3 Théoréme Central Limite et vitesse de la convergence

Cette partie a pour objectif de prouver le TCL pour la suite des variations quadratiques
spatiales. Ce théoréme fort puissant permet en général de vérifier la convergence en distri-
bution d'une suite des fonctionnelles issues d’un processus gaussien, vers une loi normale

centrée réduite, ainsi de présenter une caractérisation de sa vitesse de convergence.

Nourdin et Peccati ont donné dans |66, 67] une version du TCL pour les intégrales
multiples de Wiener d’ordre ¢ > 1 qui sont bien évidemment des éléments qui vivent dans
le g-iéme chaos de Wiener. Cette version a fait une description de I'approximation normale
de cet l'intégrale a ’aide de la notion de la distance d entre deux lois de probabilités sur
R, citons: distance de Kolmogorov, distance de Variation Totale, distance de Wasserstein
(voir [67] Appendice C' pour une présentation détaillée de d), et aussi a 'aide de la notion

de la dérivée de Malliavin D.

Ce résultat de Nourdin et Peccati (2009-2012) qui s’énonce par le théoréme suivant,

joue un role fondamental dans la suite de nos calculs.

Théoréme 3.3.1 Soit ¢ > 2 fizé, on assume que (Gn)n>1 = (L,(gn))N>1, avec gy €
H®? est une suite des variables aléatoires appartenant au q-iéme chaos de Wiener et
vérifiant:

E(G3%) —Noo 0% > 0.

Alors, G converge en loi vers une variable aléatoire Z ~ N(0,1) si et seulement si:
DG ||} — N —00q0”. (3.3.80)

De plus,

d(Gn; N(0,1)) <C <\/Var<||DGNIIi> + \/E(HDGNH;) - q02> , (3.3.81)
avec d désigne ['une des distances suivantes: Kolmogorov, Variation Totale, Wasserstein.

En se basant sur ce dernier théoréme, nous obtenons le résultat principal de ce chapitre

présenté par le théoréme ci-aprés.

Théoréme 3.3.2 On considere la suite des variables aléatoires (VN)N21 donnée par (3.3.71),

alors (V) ns1 converge en loi, lorsque N — oo, vers une loi N'(0,1).
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) 71 N‘ . .2;2

Preuve : En clair, nous sommes en mesure de vérifier les hypothéses du théoréme 3.3.1,
d’apreés les résultats précédents, nous avons vu que la suite (V) -, vit dans le deuxiéme
chaos de Wiener et qu’elle posséde une variance qui converge asymptotiquement vers 1,

de ce fait il suffit tout simplement de calculer:
~ 2 ~ 92 ~ 2172
Var (|| DV 5,) = B [I1DVxliz ~ B(IDVxl) | - (3.3.89)
Due a la définition de la dérivée de Malliavin donnée par (3.3.67), nous trouvons que:

N—-1
~ 2 I (Ljz) ) 1 1z 2, 1
DVy = 1( @)@+ ]) [25,2j1] 5, pour tout N > 1. (3.3.84)

V2N = E(“(tﬁfﬁl) - “(t’xj)>

Ce qui entraine qu’en appliquant la formule (3.3.65), nous obtenons:

N-1
2 L (]l[xj:xj+1]) L <]l[xkvxk+1]) <]l[xjvmj+l]’]l[xk:xk+l]>7-[

1DVl = ; 2
j,k=0 E(u(t,ajjﬂ) - u(t,xj)> E(u(t,ka) - u(t,xk)>
_ 25 D (M) @ Yoaren)) (L) Dow i g
N j,k=0 E(u(t,ajo) — u(t,xj)>2E<u(t,xk+1) — u(t,xk)>2
+ E(HDVNH;). (3.3.85)

Do,

1

Var (IDV]7) = B| %Y

~ b (]l[fﬁjvff»‘jﬂ} ® ]l[xkvxk+l]) <]l[$j7$j+1}71[wk,xk+ﬂ>7{
2 2
j,k=0 E(u(t,xjH) - u(t,xj)> E(u(t,xkﬂ) - u(t,a:k)>

8 N-1
- N2 <]1[Ijvxj+1]®]l[$k7xk+1]7]1[xz,ﬂcz+1}®]l[rm7xm+1}>71®2
7,k,l,m=0
<]l[étj,56j+ﬂ7]1[93k7$k+ﬂ>7_(<]l[117$l+1]7]1[96m,96m+1]>7-t (3 3 86)

2 2 2 2
H]l[mj,rﬁ-ﬂ HHH]I[Ikwkﬂ] HHH]I[IM,%ZH] HHH]l[xm,merl] HH

avec f®g désigne la symétrie du produit tensoriel f ® g et elle est donnée par:

f®g = % (fRg+g®f) (3.3.87)
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de plus, elle vérifie, pour toutes fonctions f,g,f; et g1, la relation suivante:

(FG0.1E 05 = 5 (F Fdrlg:00dsg + (Tl Fie). (3.3.55)

Par conséquent, il en découle que:

N-1

Var(HDVHi) = % Z

2 2 2 2
3.kl m=0 H]l[xj,:vjﬂ]”H”]l[xk,xkﬂ]HH||]l[xz,a:z+1]HHH]l[mm,mmH}HH

<]1 [zj,2541] 1 [x1,2141] >H <]1 [@k, k1] 1 [@m,Tmt1] >H

X <]l[xj7ffj+ﬂ71[€vkvwk+ﬂ>n<]l[rz,wz+1]7]1[wm,mm+1]>71
= U4yN+U37N+U27N—|—U17N. (3389)

Ici nous avons noté par Uy v le terme diagonal, c’est a dire le terme dont tous les éléments
sont avec des indices égaux j = k = [ = m. De la méme maniere, Us y est le terme dont
tous ses éléments sont avec trois indices égaux, Quant a U, y ses éléments sont ceux avec
seulement deux indices égaux, et finalement U; x contient les éléments dont les indices

sont différentes.

Immédiatement, on remarque que:
Un = — 1=—. (3.3.90)

Cependant pour les autres termes Us v, Us v et Uy y, on peut déduire qu’ils sont domi-

nés par Uy . En faite, grace aux Lemmes 3.2.1 et 3.2.3, nous dégagons les majorations

suivantes:
_ 4 2
! C — H]l[ij@jJrl]HH<]1[$]'#C]'+1]7]1[Im@m+1]>71
3N S oo 2
N? 4,m=0 ||]l[$j7xj+1}Hg-[H]l[xmme}HH
. O @)
= N2 Z (L)2
J,m=0 N
C
< Ne (3.3.91)
Similairement, nous vérifions que:
Uy < ¢ t Uy ny < (3.3.92)
2,N_N2€ LN = 730 "0
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ce qui implique directement que:
~ 2 C
Var (HDVNHH) <~ (3.3.93)
Pour finir, nous avons besoin maintenant de majorer la quantité:

B(IDTlh) - 2.

En utilisant le fait que E (HDVNH;) — 2E(V2), et en se référant encore a I'égalité (3.3.77),

il en résulte que:

E(IDVxl7) = 2E(7)

= 24 2N (3.3.94)

Alors, en vertu de I'inégalité (3.3.78), nous obtenons que:

~ 2 C
E(HDVNHH> —2< (3.3.95)

Ceci vérifie que nous somme donc dans les conditions du Théoréme 3.3.1, ce qui garantit

le résultat souhaité. [ |

Remarque 3.3.1 Une conséquence remarquable du résultat (3.3.82) réside dans le fait
qu’elle décrit la vitesse de convergence vers une loi normale de la suite des variations
quadratiques associées a la solution spatiale de 'EDPS (3.1.1). Cette vitesse est indépen-
dante de ['indice du temps t et elle est de [’ordre de \/Lﬁ, ce qui vérifie qu’elle est la méme
que celle de la convergence de la variation quadratique spatiale de la solution de l’équation
stochastique de la chaleur dans le cas d’un forcage aléatoire blanc. Pour une présenta-
tion compléte sur le comportement asymptotique des variations quadratiques spatiales de

I’équation de la chaleur, voir [S9].

3.3.4 Théoréme Central Limite Presque Str

Une généralisation du TCL est le TCL presque stir. Cette amélioration, qui est tout
d’abord évoquée par Lévy [50], puis pleinement traitée par plusieurs auteurs essentiel-

lement par Ibragimov et Lifshits [36] qui ont mis des nouvelles versions, nous permet
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de passer d'une convergence faible vers une convergence presque sir. Dans le contexte de
I’analyse dans un espace de Wiener, Bercu, Nourdin et Taqqu 9] ont présenté la condition
suffisante qui assure le passage du TCL vers le TCL presque siir dans le cas des intégrales

multiples de Wiener.

Pour notre étude, nous allons utiliser principalement le théoréme suivant issu de [9].

Théoréme 3.3.3 Soit g > 2 fixé, et soit (Gn)ny>1 une suite des variables aléatoires défi-
nie par Gy = (I;(gn))n>1, gy € H®Y tels que, pour tout N > 1, E(G%) = ¢!||gn 300 = 1
et pour toutr =1,...,¢ — 1, [[gn®rgn||yo2a-r converge vers 0, lorsque N tend vers oo,
alors, Gy 2% 7 ~ N(0,1), quand N — oo.

De plus, si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

N
1 1
(A1) szm z21 7ng®7~ngH®2<q—r> < 00, pour tout 1 <r < q—1,
N
1 | E(G,,G)) |
(Az) Z N1 3N Z l < 00,
No2 P08V T m

alors (Gn)n>1 satisfait le TCL presque sir. Autrement dit, presque sirement, pour toute

fonction continue bornée ¢ : R — R, on a:

L i\f: (G) —E(p(Z)), quand N — oo (3.3.96)
log N — [

Ce dernier théoréme nous permet d’établir notre second résultat principal de ce cha-
pitre.

Théoréme 3.3.4 La séquence (Viy)n>1 donnée par (3.53.71), satisfait le TCL presque str

lorsque N — oc.

Preuve : Il s’agit juste de vérifier les conditions (A;) et (As) du Théoréme 3.3.3, car

selon le Théoréme 3.3.2, (f/N) ~N>1 est bien une séquence qui satisfait le TCL.

Commengons par la premiére condition (Al). Comme pour tout N > 1, nous avons
Vy = I(gn) avec:

-1 ®2

I 1 ]l[xjvijrl]
gN == - (3.3.97)
2N 2N 2 E(u(t,:ij) - u(t,wj)>

J
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alors en s’appuyant sur la définition (3.3.66) d’une contraction d’ordre 1, nous constatons

que:
-1 ®2 ®2
1 2y O L [ 0
@19 = o [z5,m541] 2 [er,mh1] .
4,k=0 E(u(t,:ij) - u(t,xj)> E(u(t,mkH) — u(t,xk)>
-1
_ 2% <]l[xj:xj+1]Jl[lkwkﬂ]>H]l[wj»wj+1]®]l[zkwk+1] (3.3.98)

k=0 E<u(t,:z:j+1) — u(t,xj)>2E<u(t,:Uk+1) — u(t,a:k))z.

Passons ensuite par I'isométrie (3.3.62) et par la formule (3.3.88) d’un produit tensoriel,
nous arrivons a écrire:

-1
1 Z <]l[zjaxj+l}’]]'[xkzxk+1]>’}-[<]l[x7’nymm+l]7]]‘[xp733p+1]>7-[

412 2 2
j,kym,p=0 E(u(t,xjﬂ) - u(t,xj)) E<u(t,mk+1) - u(t,xk)>
<]l[wjazj+1]®]l[xw?k+ﬂ7]1[wmazm+1]®]l[%@p+1]>7i

2 2

E(u(t,xm+1) - u(t,xm)> E(u(t,xp+1) — u(t,xp)>

-1

Hgl®1ng31®2

X

<]1[Ij’1j+1]’]l[xk,ﬂck+1]>7-t<]l[mmvmm+l]7]1[5”p7391>+1]>7-l
2 2

j,kym,p=0 E(u(t,xjH) - u(t,xj)) E(u(t,a:kﬂ) — u(t,xk)>
<]l[acjﬂfj+1]7]l[»"Cm,zm+ﬂ>H<]l[$kawk+1]7]1[$pv$p+1]>7-l

E(ulttmir) = ultson) B (ult.ayr) - ulty))

Le calcul effectué dans la preuve du Théoréme 3.3.2 et qui a établi les relations (3.3.89)-

412

(3.3.99)

(3.3.93), nous permet exactement de dégager que le terme dominant dans I’expression

3.3.99) est encore le terme diagonal j = k = m = p, c’est ainsi il est immédiat que:
g J p

l9: @191l < 7 (3.3.100)
et par conséquent, nous trouvons que:
S ey S ol < €3 gl S
Y TN9I01 Gl || ye2 = N2 72
e Nlog“N — l e Nlog®N — )
1
CD Vo
N2 Nlog“N
< oo. (3.3.101)
D’ou, la condition (A;) est bien vérifiée.
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En ce qui concerne maintenant la deuxiéme condition (As), nous notons que:
E(f/m\;}) = 2{gm,91) o2, pour tous 1 <m, [ < N. (3.3.102)
Lorsque m = [, dus aux Lemmes 3.2.1 et 3.2.3, nous concluons que:

C
(g )ez < . (3.3.103)

Mément a I’aide des Lemmes 3.2.1 et 3.2.3, et sans perte de généralité, si I < m (ceci reste

aussi vrai lorsque m < [), nous obtenons que:

l
(gm gi)mez < Oy . (3.3.104)

En vertu de la Remarque 3.3 de [9], les inégalités (3.3.103) et (3.3.104) réunies ensemble

assurent la validité de la condition (A2), ce qui achéve la démonstration. |
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Chapitre 4

Corrélation, variation quadratique

spatiale et estimation du parameétre de
Hurst de la solution de 'EDPS des

ondes dirigée par un bruit fractionnaire

L’idée de ce dernier chapitre! est de jouer sur la nature du bruit aléatoire qui dirige
I’EDPS linéaire des ondes. Pour ceci, nous imposons un autre type de bruit additif, qui est
blanc par rapport a l'espace et fractionnaire (mBf) par rapport au temps. Nous traitons
cette problématique en utilisant le méme type des arguments (calcul de Malliavin et
intégrales multiples de Wiener) que ceux dans le cas du bruit classique. En faite, une étude
détaillée de la fonction de covariance de la solution évolutive spatiale, ainsi qu’une analyse
asymptotique de sa variation quadratique spatiale ont lieu dans les deux premiéres parties
de ce chapitre. Quant aux deux derniéres parties, elles sont consacrées a l’estimation
du parameétre de Hurst H du mbf par la suite des variations quadratiques, ainsi, qu’a
I'interprétation statistique.

L’important pour nous ici, est de détecter les nouvelles propriétés de la solution, tout
en les comparant d’un part par rapport a celles de cas du bruit blanc spatio-temporel, et

d’autre part par rapport au mBf.

1. Ce chapitre fait 'objet d’un article [13] soumis dans la revue "Electronic Journal of Statistics".
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4.1 Description du contexte

Comme notre principe est d’élargir la classe des processus stochastiques qui forcent
I’équation des ondes en prenant un bruit qui n’est plus blanc par rapport au temps, alors
il en résulte que les différentes caractéristiques probabilistes et statistiques de la solution
évolutive de I’équation considérée, changent par rapport a celles du cas classique vues
dans le Chapitre 3. De ce fait, nous avons besoin de commencer par définir un nouveau
contexte d’étude.

Lors de ce paragraphe, nous présentons donc le modéle mathématiques de 'EDPS des
ondes qu’on vise & examiner, corroboré avec la définition du bruit fractionnaire. Egale-
ment, ’espace de Hilbert engendré par ce bruit gaussien, ainsi la solution évolutive et ses

divers propriétés seront bien évoqués.

Nous considérons ci-dessous I’EDPS non homogéne des ondes dirigée par un bruit

gaussien additif de dimension infinie noté W#, alors la formulation est donnée par:
Puta) = Aulta)+WH(tae), t €01, T >0,z R, d>1
u(0,x) = 0, z€R? (4.1.1)
duz) = 0, xcR
Ici WH = {WH(A); t € [0,T)], A € By(R?)} est un champ réel centré gaussien défini

sur un espace de probabilités filtré complet (£, F, (F)i>0, P) et de fonction de covariance

donnée par:

E (W (AW (B)) = R"(t,s)A\a(AN B), pour tous 4, B € By(R?), (4.1.2)
avec R est la fonction évoquée dans (1.1.5) et qui désigne la covariance du mBf de
paramétre de Hurst H.

Généralement, le champ bruit W est nommé par le bruit blanc-fractionnaire, claire-
ment il se comporte comme un mBf par rapport au temps et comme un champ de Wiener

(blanc) par rapport a l’espace.

Le long de ce chapitre, nous prenons que le cas H € ]%,1[.

Remarque 4.1.1 Fizons le temps t, alors le champ bruit W est vu comme un champ

de Wiener par rapport a la variable spatiale x, ce qui nous permet de dire que ses accrois-
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sements (spatiaux) sont indépendants. Cependant, lorsque nous fizons l’espace x, alors il
s’agit d’un mBf par rapport a la variable temporelle t, ce qui entraine que ses accroisse-
ments (temporaux) ne sont plus indépendants et qu’ils présentent des corrélations qui sont

positives sont lorsque H > %

4.1.1 Espace de Hilbert canonique associé au bruit fractionnaire

Rappelons que dés H > 3, la fonction de covariance du mBf est une fonction définie

positive et elle peut étre representee de la fagon suivante:
R (t,5) = aH/ / | w — v |*%dudv, pout tous t, s € ]0,T], (4.1.3)

avec ay := H(2H — 1). Un examen complet de la construction de l'espace de Hilbert

canonique Hp associé au mBf peut étre consigné dans [72].

Nous désignons par §; 'espace des fonctions indicatrices de la forme 1y x4y, avec
t €10,T] et A € By(R?), alors I'espace canonique de Hilbert Hy associé au bruit W
quand H > %, est défini comme la fermeture de 'espace linéaire engendré par &, au sens

du produit scalaire suivant:
W oaxa L (oss), = E(WA AW (B))

t s
= agl(AN B)/ / lu—v " Pdude. (4.1.4)
0 Jo

Par un argument de routine, comme l'application 1y 4x a3 — W (A) décrit une iso-
métrie de I'espace & vers un sous-espace fermé de L?(€2), et sachant que & est dense dans
Hyw, alors pour tout f € Hyy, le prolongement f — WH(f) := fngdf(t,m)WH(dt,dm) est
aussi une isométrie de Hy, vers un sous-espace fermé de L?(2). Ceci entraine directement

que pour tous f, g € Hy,, nous avons:

(9, = EWI(HW(9))

= aH/ / fu,z)gv,)| u—v P ?dzdudo. (4.1.5)
Rd

Nous passons maintenant a la résolution de I’équation (4.1.1) et nous nous intéressons

a étudier la solution de type évolutive.

Marwa KHALIL 7

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Marwa Khalil, Lille 1, 2017

EDPS des ondes dirigée par un bruit fractionnaire en temps

4.1.2 Solution évolutive

A partir de la Sous-Section 3.1.2 du Chapitre 3, et par le fait que le noyau de Green G4

Pu
ot?

toute solution évolutive de I’équation non homogéne des ondes dirigée par n’importe quelle

de I’équation homogene des ondes 53 — Au = 0 (voir (3.1.4)), est le moteur générateur de

forcage, alors il est possible de donner immédiatement la forme de la solution évolutive
de notre EDPS (4.1.1).

Définition 4.1.1 Un champ u = (u(t,x))i>0 zera est dit une solution évolutive de I'équa-

tion (4.1.1), si u est un champ Fi-adapté qui s’écrit P-p.s. de la maniére suivante:

t
u(t,) = / Ch(t — 5,2 — )V (ds,dy). (4.1.6)

0o JRrd
On peut se référer d’un coté a [22] pour avoir plus de détails sur la construction de la
solution (4.1.6), et d’autre coté aux [35, 53, 28] et leurs références, pour la définition de

I'intégrale stochastique relative & un processus gaussien avec des intégrants déterministes.

Le long de ce travail, toujours C, C3 et Cy s’identifient & des constantes génériques
strictement positives, qui peuvent changer d’une ligne & l'autre tout en dépendant, dans
certaines situations de ¢ et de H. Aussi, nous posons la fonction g;, = (s,y) — G1(t —
s,z — ), pour tout (s,y) € ([0,T] x R?).

A fortiori nous devons & ce niveau justifier I'existence de la solution évolutive (4.1.6),
pour cela une condition nécessaire et suffisante sera mise en évidence. Tandis que la
démonstration de la proposition suivante pourra étre obtenue a partir de [5] ou [30], mais

nous préférons de I'inclure ici dans notre manuscrit.

Proposition 4.1.1 Le champ v = (u(t,%))i>0.4era défini par (4.1.6) existe si et seulement
St
d<2H+1. (4.1.7)

De plus, pour tout p > 2 et pour tout T > 0, nous avons:

sup sup E<| u(t,r) |p> < o0. (4.1.8)
te[0,T] zeR4

Preuve : Due a la gaussianité du champ W#  Tintégrale dans (4.1.6) s’identifie a
une intégrale de Wiener. Cette intégrale est bien définie si et seulement si la fonction

déterministe g, € Hyw.
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Par le biais de I'identité de Plancherel (3.2.25), nous notons que:

t t
el = e [ [ [ oeeg)gaton) u— v dydudo
0o Jo JR4
t t
= (27) “an / / fu—v [ / Fgua(wy) () Fgrr(v:y) () dédudo.
0 JO R

Rappelons que Fg; . (u,y)(§) = e—if-x%, alors nous trouvons que:

by, = (an) [ [Tt [ SISl g,

€112
= [ 2 [ [ st sntoleh) = o P o
re [|€]]
= (2m) ™" | Ni(€)de, (4.1.9)
R4
ott la quantité N;(€) := i fo fo sin((t — w)||€]]) sin((t — 0)[|€])] v — v [ *dudw.
Appuyons essentiellement sur la Proposition 2.13 de [86], (également voir aussi [5]),

nous indiquons que pour tout ||¢|| € RY,

1 H+3
Ni(§) < C(w) ; (4.1.10)

ce qui implique immédiatement que:

el < €[ (—1) e (.11
by < ] | .
T re ML+ €]

Or, l'intégrale (4.1.11) peut étre ré-écrite de la fagon suivante:

1 H+1 1 H+1
L Ger) %:Lﬁwwﬂdé

H+i

1 2
+/s||zl <1+ IIEII2> “ )

Comme l'intégrant dans (4.1.12) est une fonction positive et que la quantité 1+ ||€]|* se
comporte au voisinage de 0 comme une constante, et au voisinage de oo comme ||£]|%,

alors il en résulte que || gtnyi < 00 si et seulement si fl Wdﬁ < 00, ce qui est

lel=>1 |
vrai seulement pour le cas d < 2H + 1.
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Concernant la deuxiéme partie de la démonstration, nous notons que tout d’abord

pour p = 2 et grace a la condition précédente d < 2H + 1, il est clair que:

E(I u(t,x) |2> = lgtally, < 0. (4.1.13)

Cependant pour p > 3, le fait que les variables aléatoires qu’on les traite sont gaussiennes,

nous permet d’écrire que:

[MIS]

E(\ ult,z) |P) < C(Ey ult,z) 12)
< 00, (4.1.14)

et par conséquent le résultat demandé est établi. [ |

Remarque 4.1.2 Tenons en compte que H € ]%,1[, alors la condition (4.1.7) n’est véri-

fiée que lorsque la dimension de l’espace d est égale a 1 ou 2.

Remarque 4.1.3 Lorsque le parameétre de Hurst H tend vers %, alors la condition (4.1.7)

est équivalente a d < 2, ce qui vérifie par conséquent le résultat évoqué dans la Proposition
3.1.1 du Chapitre 3.

Lemme 4.1.1 Soient T, M > 0 et d € {1,2}. Fizons t € ]0,T], alors ils existent deux
constantes 0 < C3 < CYy tel que:

Calle =yl < EB( Ju(te) - ulty)® ) < Cillo -y (4.1.15)

pour tout T # y appartenant [—M,M]d.

Preuve : Il s’agit de la méme démonstration que celle de la Proposition 2 de [20]. En
faite, cette derniére référence donne une présentation compléte dans un cas plus général,
puisqu’elle traite 'TEDPS des ondes perurbée par un bruit fractionnaire par rapport au
temps et coloré par rapport a l'espace. Particulierement, lorsqu’on prend § = d, les lignes

de la démonstration se coincident avec notre situation. [ ]

Remarque 4.1.4 La démonstration du cas d = 1 du Lemme 4.1.1 sera établie dans la

Sous-Section a 4.2.2.3 qu’on va la présenter ultérieurement.
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Remarques 4.1.1 e En vertu du théoreme de Kolmogorov, quand le tempst est fixé dans
un horizon fini |0,T), alors le processus solution spatiale posséde une modification dont les
trajectoires x v u(t,x) sont presque stirement Holder continues d’exposant 6 € ]O,H—d;Ql[.
Ce résultat coincide avec le cas classique de I’EDPS des ondes traitée précédemment dans
le Chapitre 3, ot nous avons trouvé que les trajectoires sont Holder continues d’ordre
6 €10,3].

e Lorsque [’exposant 6 > H — %, on note l’absence de la continuité holdérienne du

processus (4.1.6).

e Une déduction intéressante est que pour d = 1, les trajectoires de la solution spatiale
ont la méme régqulatité holdérienne que les trajectoires du mBf (BtH)tzm puisqu’elles sont
Hélder continues d’exposant § € ]0,H][. Ceci concrétise limpact du bruit fractionnaire

(bien évidemment bruit temporel) sur le comportement de la solution spatiale.

La section suivante évoque un calcul détaillé de la fonction de covariance de la solution
évolutive de notre équation des ondes (4.1.1), le résultat qu’on va le trouver permet de

bien caractériser la corrélation spatiale des accroissements de processus solution (4.1.6).

4.2 Corrélation spatiale

Le gros du travail maintenant consiste a donner ’expression de la fonction de cova-
riance spatiale de la solution (4.1.6). Pour des raisons liées a la complexité des calculs,
on se restreint pour le reste de ce chapitre au cas d = 1. Notre raisonnement est axé
sur I'expression explicite du noyau de Green (G; associé a I’équation des ondes au lieu de
I'expression de la transformée de Fourier (3.1.5) qui a été toujours dans la littérature la

clé de toutes les démonstrations.

L’intérét de ce calcul réside dans le fait qu’il va nous permettre de déduire en premier
lieu la structure de corrélation entre les accroissements spatiaux, et en second lieu le TCL

vérifié par la suite des variations quadratiques, ainsi que quelques conséquences.

C’est ainsi le lemme suivant est d’une importance capitale et le résultat évoqué est

considéré comme la clé de toutes les prochaines démonstrations
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4.2.1 Fonction de covariance spatiale

Lemme 4.2.1 Soit T > 0 et t € ]0,T] fixé, alors pour tous x,y € R et pour tout H > %,

on a:
1 tly — $|2H £2H+1
E( t, t, > - - _2HHL Lo
u(t,z)u(t,y) 5 <CH|y x| S+ 55 | Lveai<n
(2t _ |y o I|)2H+1
+ 8(2H + 1) Lie<ly—al<2t}, (4.2.16)
4H-1

avec la constante cg := 1HD

Preuve : La preuve se fait en une série des étapes, tout d’abord, pour t fixé et pour

tous x, y € R, nous montrons:

B(u(ta)u(ty) = R'()

t ot
= aH/ / dudv]u—v|2H_2/de1(t—u,x—Z)Gl(t—v,y—z)
0 Jo R

t t
= OiTH/O du/{; dv’u—v’QHZ/Rdz]l{w_z<t_u}]1{y_z|<t_v}
g ¢ ! 2H—2
= T/ du/ dv|u—v| /dz]l{xz<u}]l{yz|<v}
0 0 R
H

o t u B
= T/ du/ dv(u—v)QH 2/dz]l{gc_z<u}]l{y_z|<v}
0 0 R

d
= Ry(z,y) + Ra(x,y). (4.2.17)

Sans perte de généralité nous supposons que x < y, et nous commencons par la suite par
calculer le premier terme de I’égalité (4.2.17). Deux situations peuvent étre apparues pour

Ri:y—x>u—wvety—x<u—wv, dol nous obtenons:

t u
OH -
Rl(x,y) = T/ du/ dv(u—v)zH 2/RdZ]l{a:z<u}]l{yz|<v}
0 0

t u (z4+u)A(y+v)
= a—H/ du/ dv(u—v)QHz/ dz
4 Jo 0 (z—u)V(y—v)
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t u (z4u)A(y+v)
— O%/ du/ d’U(U—’U)QH_z]l{uvgyx}/ dz
0 0 (z—u)V(y—v)
t U (z+u)A(y+v)
—i—OjTH/ du/ dv(u—v)QH_Q]l{u_wy_x}/ dz
0 0 (z—u)Vv(y—v)
t u x+u
= a/—H/ du/ dv(u—v)zHQ]l{u_qu_w}/ dZ]l{x+u>y_v}
4 0 0 a Yy—uv
t U y+v
—i—a—H/ du/ dv(u—v)ZH_2]l{u_U>y_x}/ dz
4 0 0 Yy—uv

o t u
= TH / du/ dU(U — U)QH—Q]I{U—USZ/—HC<U+U} (U + v — (y — g(;))
0 0

t u
du/ dv2v(u — v)* 1y sy 0y
0
= R1,1<l’7y) -+ RLQ(I,@/). (4218)

Séparément nous déterminons maintenant les termes R; ; et R 5. Pour la premiére quan-

tité, un changement de variable v = v — v dans l'intégrale dv nous permet de trouver

que:

a t u B
Rl,l(xay) = TH / du/ dU(u - U)QH 21{”-®Sy—w<u+’u} (u +TU— (y - l‘))
0 0
t u
- / du / QP gy 4 p ) (2 — v — (y — )

(y—2)A(2u—(y—=))
= / du/ v H2(2u —v — (y — )

ANy=2)A(2u—(y—2)) _—
= 4 du]l{u<y m}/ v 2u— v — (y — )

o WA (y—2)A2u—(y—x)
+T / dulpy>y—q} / V2 (2u — v — (y — 2)).
0 0

Notons que ’ensemble {u < y —x} entraine que: uA (y—z) A (2u—(y—z)) = 2u—(y—x),
néanmoins 'ensemble {u > y — x} assure que: u A (y — ) A (2u — (y — x)) = y — x, alors

il en résulte que R;; peut étre ré-exprimé de la facon suivante:

. B a_H t/\(y—:r:)d " 2u—(y x)d 22y -
1i(zy) = 1 ull sy (0 2u—v—(y—x))
Q
H]l{y z<t}/ dU/ V220 — v — (y — 1))
y—x
= Ripalzy) + Ris(zy), (4.2.19)
Marwa KHALIL 83

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Marwa Khalil, Lille 1, 2017

Corrélation spatiale

ou l'expression Ry 4 est égale a:
ay [P u-(y=e)
Rijalzy) = T du]l{u>y :v}/ dvv™ 2 (2u —v — (y — )
2u—(y—x)
= —]l{y m<t}/ du/ v 22U — v — (y — )

2u—(y—x)
+—4H Liy—wxiyly—a<on / du/ dvv2H72(2u —v—(y—x)
y—zx 0
2

ag y-r
= 1y / du(2u— (y— )™

8H(2H — 1) -
afg 1 ! du(2 2H
+8H(2H _ 1) {t<y—z<2t} vz u( U — (y - LL’))
2
2H+1 2H+1
—x 20— (y—=

S . —
62H +1) <0 T T 16QH+ 1)

Cependant pour R;; g, en calculant notamment l'intégrale par rapport a la variable

v, il en découle que:

Rl lB( )
= —]l{y o<t} du/ V2 — v — (y —2))
t 2H—-1

op u(y — x) 4H — 1 ol
_ Ay d -

g et /y ! { oH—1 aH@H-DY Y

oy (y —x)* 2 4 -1 2H
= 21 M (- (y — - (y-— —(y —

P biymay [V = (= 2) — g = (e (- )

Ht? _ 4H — 1)t 2H — 1

Les résultats (4.2.20) et (4.2.21) réunis ensemble dans l'expression (4.2.19), nous per-

mettent de dégager que:

Ht? (4H — 1)t 8H?* —1
R o N2H—-1 o N\2H )
(2t = (y — )"

En regardant maintenant la deuxiéme quantité R; 5 de I'égalité (4.2.18), un minimum
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de calcul nous conduit a trouver que:

Ry s(zy) = /du/ dv2v(u — 0)*" L sy

ANu—(y—2))
= 2 du]l{u>y x}/ dvv(u — v)* 2
0

- —2)2H yly — )i W2
= Yy d -
g lya<t} /yw “ { 2H SH—1 ' 2H(2H 1)

1 B t t

- 1ler-ne-w-aw-e -2 -0 [ dws [ 1
y—x y—x

1 H(2H —1)(y — x)*"™! 2H-1
= —|(2H - 1)(y — x)*"t — Ht*

|- ne-a Sk (2

t2H+1

+2H+1} ty=o<i}

A 2H—1 2H —1)(y — )"
g (2H+1 —fly-2) )H{WQ}JF 1

Hy—=z
y (t B Zg = 1)) T (4.2.23)

Finalement, mettons les deux derniers résultats (4.2.22) et (4.2.23) dans (4.2.18), alors

pour tous x, y € R, il est immédiat que:

Ri(zy) = Rii(zy)+ Ria(zy)
1 tly — 2" 2EH
- 3 (cH!y —a = om— o | e
(2t — (y — ))*""
Lrietyaicor, 4.2.24
+ 16(2H 1 1) {t<|y—=|<2t} ( )

: 4 s _4H-1
avec cy est une constante qui est égale a OZESVE

Passons en ce moment pour calculer le second terme R, de l'expression (4.2.17). Un

changement des variables donné par (@, 0) = (t —u, t —v) permet en quelque sorte d’écrire
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que:
« ¢ ¢ _
Ry(zy) = TH/ du/ dU(U—u)2H 2/dz]l{x_z<u}]l{y_z|<y}
0 u R
t U
oy _
= T/ du/ dv(u—U)ZH 2/d21{xz|<tu}ﬂ{|yz|<tv}
0 0 R
t u (z+(—u))A(y+(t—v))
= a—H/ du/ du(v—u)2H2/ dz
4 Jo 0 (= (t—w)V(y—(t—v))
an t u . z+(t—u)
- 0 / du / dv(u — )Ly mpey-a) / A2 T ot (1 u)>y— (-0}
0 0 y—(t—v)

ag t u z+(t—u)
+—/ du/ dv(u—v)zH_Q]l{uwyx}/ dz
4 0 0 z—(t—u)

t u
oy 3
T4 /0 du/o do(u = )" L eay st Lo -0y (2 = (y = 2) = (14 0))

t u
+O?TH du/ dv(u — )2y () oy 2(E — )
0 0

a ¢ u B
= TH/ du/ dov?H 2]1{U§(y_$)<2t—(2u—u)} (2t —(2u—v)— (y — x))
0 0
O{_H ' d 2 i ]l u—(y—=x) d B H 2 4 2 2
+ 1 ; u (t U) {u>(y—z)} ; U(u U) . ( 9 5)

Des calculs exactement de méme type que pour R, nous donnent le résultat suivant:

Ry(zy) = Ria(zy) + Ria(zy)
= Ri(z,y). (4.2.26)

En conclusion, compte tenu des quantités calculées (4.2.24) et (4.2.26), nous affirmons
que l'expression finale de la fonction de covariance R* est aboutie, puisque d’apres (4.2.17)

nous prouvons que:

R*(z,y) = Ri(z,y)+ Ro(x,y)
= 2Ry1(xy) + 2Ry 2(z,y)

1 ety — a2 2
_ ! _ _ 1o
5 (CH’y 7l 5 Tomg1) Hvel<n

(2t — |y — |)*"*
R(2H + 1)

Lgi<|y—a|<2y, pour tous z,y € R. |

_I_
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Remarque 4.2.1 Il est naturel de penser a vérifier ce dernier résultat dans le cas ordi-
naire (cas bruit blanc spatio-temporel), de ce fait, nous mentionnons que, lorsque H = %

et pour tous x, y € R, nous avons:

d’un coté,
Ris=0 (4.2.27)
et d’autre coté,
2t ly — |2 (2t — |y — x|)?

Ryi(ry) = (g - §|y — x|+ T35 Lqy—aj<ty + 39 Lii<py—al<2ty

(2t — |y — =[)? (2t — |y — ) (2t — |y — )

= 5 y—al<ry — 9 Ly—ai<ny + ) Ly—zi<ny
1 Yy—x 2

Regroupons ces deux résultats ensemble, alors il est clair que, pour H = %, nous trouvons
que:

2

U y—
R (x,y) = _<t - | 9 |> ]l{|y—m|<2t}> (4229)

et évidemment nous signalons que Uexpression (4.2.29) calculée ici, coincide avec l'expres-
sion de la fonction de covariance (3.2.37) de la solution des ondes dirigée par un bruit

blanc en temps et en espace.

Remarque 4.2.2 e En se basant sur l’expression de la covariance (4.2.16), nous dédui-
sons que la solution spatiale (u(t,yc))%GR est un processus stationnaire, ce qui VETifie que
son comportement est quasiment différent de celui de la solution temporelle (u(t,:c))temﬂ,
qui est un processus auto-similaire d’indice H+1— g. La Proposition 2.15 de [50] a évoqué

l'auto-similarité de la solution temporelle.

e Nous avons intérét a mentionner que aussi la solution spatiale de ’EDPS de la
chaleur dirigée par un bruit blanc-fractionnaire, se comporte d’une fagon distinct a celle
de notre solution (u(t,x)), g, puisqu’elle est auto-similaire d’indice H — %l. La Proposition

2.10 de [50] a mis en relief cette propriété.

La sous-section suivante recense quelques résultats qui peuvent étre dégagés a partir

de I'expression de la fonction de covariance spatiale.
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4.2.2 Conséquences de la formule de covariance spatiale

4.2.2.1 Continuité de la fonction de covariance spatiale

En vertu de (4.2.16), nous remarquons que:
R*(z,y) = [(ly — «), pour tous z, y € R,

ol la fonction f est définie de la maniére ci-dessous:

2H+1 .
3 <cHz2H+1 — L2 4! ) siz €] — 0ot

2H+1
2H+1
f(z) = G si 2 € [t,2t] (4.2.30)
0 siz € [2t, + ool

Clairement, nous déduisons que f est une fonction continue sur R, en particulier, elle est

continue en z = t et en z = 2t, ce qui vérifie bien la continuité de la fonction R* sur R2.

4.2.2.2 Distribution de la solution spatiale

Une autre conséquence assez importante qu’on peut la tirer a partir de I'expression
(4.2.16) est, comme pour tout € R le moment d’ordre 2 de la solution spatiale est égale

a:

RY(z,x) = E (u(t,x)2>
(2H+1

= — t fixé d T 4.2.31
s ke dms]oT) (4231)

et comme la solution (u(t,r)),.p est un processus gaussien centré, alors nous concluons
que:
tH+3
u(t,r) ~ ——————=2Z, avec Z ~ N(0,1). (4.2.32)
2(2H + 1)
De plus, nous notons que son moment d’ordre p > 2 est donné par:

B(jutn)l) = (;H—+)> E(|Z]). (4.2.33)

(2H + 1
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4.2.2.3 Estimation des accroissements spatiaux

Venons ici pour démontrer encore une fois le Lemme 4.1.1, mais dans le cas d = 1,
c’est a dire on cherche & démontrer la double inégalités suivante:
Cslzw—y [P < E( Ju(t,r) — U(t,y)|2> < Cylw—y ", (4.2.34)
pour tous = # y des réels de [—M, M|, M > 0.

En faite I'idée est de trouver un encadrement du moment d’ordre 2 des accroissements
engendrés par la solution spatiale, en utilisant essentiellement l’expression de la covariance,
ceci au lieu de passer, comme auparavant, par l’expression de la transformée de Fourier

du noyau de Green Gj.

Heureusement, en se basant sur I'expression (4.2.16), nous pouvons établir facilement
(4.2.34), voire nous arrivons a expliciter directement les expressions des constantes C3 et

Cy. Alors, fixons t > 0 et pour tous z, y € R, nous énoncons que:

E(|u(t,x) —u(t,y)|2> - 2<R“(Jc,m) —R“(x,y))

$2H+1 t|y _ x|2H 12H+1
— <0H|y — x|2H+1 — + Lqjy—a|<t}

2H +1 2 2H + 1
(2t — |y —a))*""
— P 4.2.35
4(2H + 1) {t<|ly—=|<2t} ( )
Pour la premiére situation lorsque |y — z| < ¢, nous obtenons que:
t
E(luta) —uty)l’) = Sly— o = culy— o
o [t 4H — 1
= — -y — 4.2.36
Rl e VR PR CEXY
ce qui entraine que: d'une part nous avons
3t
E( t.2) — ult, 2) > P 4.2.37
ut) ~ult)") = ez rly (12:37)
et d’autre part, nous montrons que:
t 4H — 1
Bt —uta)?) < - (L4 L),
t 4H — 1
< ly—zP =+ —t
s ly—al <2+4(2H+1) )
(8H + 1)t ol
= |y — 4.2.38
ea il (4.2.38)
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Pour la deuxiéme situation lorsque ¢t < |y — x| < 2¢, nous trouvons que:

1 1 2H+1
E( u(t.z) — U(tay)’2> = SH+1 <t2H+1 - Z_L<2t —ly— 37|> )

{2H+1 1 ]y _ x] 2H+1
1— = (2 _ ) . 4.2.39
2H + 1 ( A ¢ ( )

Or en s’appuyant sur le fait que 1 < |y?’”| < 2, alors il se donne que:

2H+1

3 1 ly — x|
-<1——<2——) <1, 4.2.40
4 — 4 t ( )
et par la suite nous déduisons les inégalités suivantes:
) $2H+1
E( tx) — u(t, ) <
ulta) = u(ty)?) < e
t oH
< — 4.2.41
< gl (42.41)
et
342H+1
B(jutr) - wt)?) = oo
3t
ly — " (4.2.42)

>
= 22H2(2H 1 1)
L’encadrement est donc acquis car ce n’est rien d’autre qu’'un regroupement des résultats

(4.2.37), (4.2.38), (4.2.41) et (4.2.42).

Remarque 4.2.3 A partir de la deuzieme situation, il est possible d’établir un nouveau
encadrement plus fin que (4.2.34), ce qui nous permet d’assurer plus de régularité pour le
moment d’ordre 2 des accroissements spatiauzx. En effet, nous pouwvons vérifier que, pour

t <|y—xz| <2t ils existent deux constantes 0 < Cs < Cy tel que:
Cily =" <B(fu(ta) —ulty)P ) < CGoly -, (4.243)

avec x # y des réels de [—M,M], M > 0, et les constantes Cs et Cg sont bien explicitées.

4.2.2.4 Relation avec le mouvement brownien fractionnaire

D’aprés I'expression de la covariance (4.2.16), il en résulte une autre propriété intéres-
sante, qui montre que les accroissements spatiaux de la solution sont liés aux accroisse-

ments d'un mBf. En effet, pour ¢ fixé dans ]0,7] et pour tous z, y € R tel qu'ils vérifient
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|y —x| < t, (nous verrons encore cette situation dans la prochaine section), nous déduisons

que:
E((u(te +1) = u(ta) (ulty +1) - ulty)) )
= Sonlly = 2l) = crgrey iy — ) (1244
avec
o (k) = % <|k + 127 =)k 4 |k — 1]2H> , pour tout k € R. (4.2.45)

Ceci signifie que, lorsque nous fixons le temps ¢ et nous prenons |y — z| < ¢, un
accroissement spatial de la solution u est le méme en loi que la somme d’un accroissement
de B et un accroissement de BY +%, ot les processus B et BY +3 sont des mouvements
browniens fractionnaires indépendants avec les indices de Hurst sont respectivement H et
H + 5 (ici I'existence du mBf BH+3 nest pas garantic).

Par exemple, si ¢ > 2, alors le processus (u(t,z + 1) — u(t,z)),¢(o,) a la méme distri-
H+3 H+3

bution que le processus (Bj;{rl —-BY+B,. B ) o
Eg )

Dans la section suivante, nous étudions la variation quadratique spatiale de la solution
(4.1.6) et ensuite nous passons a une caractérisation de son comportement asymptotique
d’une maniére analogue a celle réalisée dans le Chapitre 3, ceci sera démontré en utili-
sant essentiellement l’expression de la fonction de covariance (4.2.16), ainsi que quelques

éléments de calculs de Malliavin vus dans la Sous-section 3.3.1.

4.3 Variation quadratique spatiale

Par continuité de ’analyse que nous avons fait dans le précédent chapitre pour le cas
d’un EDPS classique des ondes, nous considérons maintenant la méme forme de la suite
des variations quadratiques spatiales renormalisée et nous cherchons a I’étudier dans le

cas d’un bruit fractionnaire par rapport au temps.

Fixons d = 1 et t € |0,7], T > 0, nous prenons (xj)0<j<N une subdivision spatiale de
I'intervalle unitaire [0,1], tels que pour tout N > 1 et pour tout j =0,...,N, nous avons

r; = . De ce fait, la suite des variations quadratiques centrées normalisées définie sur
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[0,1] et associée a la solution évolutive (4.1.6), peut étre donnée pour tout N > 1 de la

facon suivante:

IR Z ?)—iaﬁg)z—l' o

Toujours notre but est de savoir le comportement limite de la suite Vy, tout en

utilisant le méme démarche que celui de la Section 3.3 du Chapitre 3.

4.3.1 Estimation et renormalisation de la suite des variations qua-

dratiques

Afin de renormaliser la suite V} x, on a besoin en premier lieu de caractériser le compor-
tement asymptotique de la quantité E(Vf2 ~)- Ceci est faisable en étudiant soigneusement

la fonction d’auto-corrélation des accroissements spatiaux qui est donnée par:
E(@(t,:ml) — (@) (ult z) — u(t,:cj))). (4.3.47)

Tout d’abord, en vertu de Pexpression (4.2.16), nous notons que 'auto-corrélation

(4.3.47) s’exprime, pour tous 0 < i, j < N, de la maniére suivante:

AR(ij) = EB((u(tei) = ultaz)(w(ts) - ulte;)))

B 1 e |,l_j‘2H+1 _t|’l—j‘ N t2H+1 _
- 9 H N2H+1 9 N2H oOH + 1 {li—j|<Nt}
IO R ] e R U ol PO
CH N2H+1 o N2H 2H +1 {li—j+1|<tN}
_ (C i =g =1 ti—j -1 s )]1 -
H N2H+1 IN2H 2H + 1 {|i—j—1|<tN}
; Qt w 2H+1]1 o
C8(2H +1) B N {tN<|i—j+1|<2tN}
. . 2H+1
t—]
A
L G Lev<pi—j-11<2eny | - (4.3.48)
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Selon la valeur de I'indice temporel, 'expression (4.3.48) peut étre analysée comme

suit :

e Sit €]1,7], il en résulte que |i — j + 1| < tN et par la suite nous écrivons que:

AR(i,j) = kren(i — j) + kapp 1 (1 = j), (4.3.49)
ou la fonction ¢ est donnée par (4.2.45) et les constantes sont définies par:
t
k‘l = 5 et k’g = —Cg. (4350)

Une remarque intéressante, qu’on peut la rappeler, est que le comportement asymptotique

de la fonction @y est décrit par:

on(k) ~p—oo H(2H —1)|k[*"72, (4.3.51)

7 7

avec le symbole 7 ~ 7 indique que les deux cotés de l'expression (4.3.51) ont la méme

limite quand k tend vers oco.

De point de vue probabiliste, nous notons que ceci nous permet de dire que lorsque
le temps ¢ est fixé dans |1,77, les accroissements de la solution spatiale de 'EDPS des
ondes (4.1.1) se comportent en quelques sorte comme une somme des accroissements d’un
mBf B modulo une constante, et des accroissements d'un mBf BHJ“%, modulo une
autre constante, sous la condition que le processus BH+%, (s’il existera bien str!), est

indépendant de BY.
Regardons maintenant le deuxiéme cas.

e Si t € ]0,1], différentes situations peuvent apparaitre selon la valeur de tN et aussi
selon la valeur de 2t N, et par conséquent des calculs fastidieux en découlent. C’est pour-
quoi, il semble qu’il est un peu compliqué d’estimer la norme L?(f2) des accroissements
spatiaux en utilisant 'approche (4.3.48), qui est basée principalement sur la structure de

la fonction de covariance RY.

Pour le reste de ce chapitre, on se restreint au cas t € |1,7]. Nous désignons par
Cet

espace de Hilbert est défini comme la fermeture de l'espace linéaire engendré par les

H, Vespace canonique de Hilbert associé au processus gaussien solution (u(t,r)), g-

fonctions indicatrices £; de la forme 1., > 0, au sens du produit scalaire suivant:

(Lo L)y, = E(u(t,x)u(t,y)), avec t € |1,T7] fixé. (4.3.52)
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En utilisant les outils de calcul de Malliavin évoqués dans la Sous-section 3.3.1 du
Chapitre 3, alors le processus solution spatiale (u(t,r)),cg, avec t € ]1,T], peut étre
identifi¢ & un processus gaussien isonormal de type (B(h)),cpw. Aussi, nous indiquons
par I,, ¢ > 1, I'intégrale multiple de Wiener par rapport au processus gaussien (u(,7)), g,

d’ott pour tout x < y, l'accroissement spatial u(t,y) — u(t,x) est égale a I (1)

Dans ce qui suit, nous posons une renormalisation de la suite (V) N>1 donnée par:

Vi
Fry=—=, avecvyy = BE(V}y), N >1 4.3.53

LN \/ﬁ LN ( f,N)? - 4 ( )

et nous nous contentons de travailler pour le reste de ce chapitre avec cette suite (Fr,n) =1

car, pour tout N > 1, on a E(F} ) = 1.

En se basant maintenant sur (4.3.48), nous mentionnons que pour ¢ € |1,7] fixé, nous

avons: k k
2 1 2
E(u(t,sz) —u(t,g;j)) = <37 + (4.3.54)

ce qui implique que la suite (Fyn)n>1 peut étre représentée comme un élément du

second chaos de Wiener, en faite:

-1
r 1 1 (
N = u
d VUi NN _%‘F%_ ;

=z

Il
o

EINY >>2 - (a5 - U(t,%)f]

(t,
®
[x

1| 1 | !
= P -
VUINN | e + ik | (; 2 J*”)

N2H+3 <N—1 - )
= I E 1
[zj,7541]
VRN (RN k) =\ 45

=0

= L(fn), (4.3.55)
N-1
1 la foncti S CLiS 187 tout N > 1
ou la 1I0nction fN = m [2;,241] pour tou ~ 1.
j=0

Le lemme suivant montre que la suite déterministe positive (vy y) N1 converge, lorsque
N tend vers oo, vers une constante strictement positive. En effet, 'intervention de cette

suite dans notre calcul n’a aucune influence sur le comportement limite de la suite des
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variations quadratiques renormalisées (F ) il s’agit juste d’une suite renormalisante

N>1)
qui assure que E(F;y?) = 1.

Lemme 4.3.1 Soit H € ]33] et t € |]1,T), alors, il existe une constante Cy € ]0,00[ tel

que:

VfN 7 N-oo CQ, (4356)

avec Cp 1= 22 (o (k))>.
keZ

Preuve : A partir de l'expression (4.3.49) qui caractérise la corrélation entre deux

accroissements spatiaux, nous trouvons que:

vin = E(Vin?)
oN4H+1 Tl i+1 i 41 j 2
(b N + ko) 2 <<U(7 . u(t,N)><u(t, v u(t,N)>)]
-1r . . 2
N N-1 . oli — §) T Pr1(i j)]
- 1 H 2 H
(kN + h)? 2= | N2 N2
N-—1 . .
—  2k2 N4 Z en(i—j5)\’
1(k1N+k2)2ij:0 N2H

4H+1

(k1N + k2)?

= ouli — ) Pupr(i—J)
N2H N2H+1

)2

L’idée ici est de vérifier que le premier terme 7T} est le terme dominant de ’expression

+4ki ko
i,j=0
N-1 (

(N + k) A=
T+ T, + T

4H+1 <PH+%(Z' —7)

2
+2k3 e

(4.3.57)

(4.3.57), et qu'il converge vers une limite finie, alors que les autres termes sont négligeables.

De ce fait, en utilisant le Théoréme de la convergence dominée, nous montrons que:

N-—1 . .
T = 2]€2 N4H+1 ‘;OH(Z_]) ?
b (kLN + kp)2 £ N2H
1,7=0
2N Y
= ————= > (ou(k)" (1 - ) Igpen
(k1N + k)2 £ N {lkl<N}

—Nose 2 ) (pr(k)? = Co. (4.3.58)
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Or, rappelons que la fonction ¢y se comporte, lorsque k est largement grand, comme la

fonction H(2H — 2)|k|*72] alors ceci entraine immédiatement que la série Z (ou(k))?

kEZ

3. De plus, nous mentionnons que Cy € ]0,00[ puisque

est finie si et seulement si H < 1

Passons au second terme 75, nous vérifions que:

T ks NS sl )
2 = N2 H\ = )P it —
(k1N + ko)? 520
N-1
4k ko N
= — k 1(k

C N
< NZ#H—%NWO, (4.3.59)

ou la limite ici est établie grace au Lemme de Cesaro et a ’hypothése que H < %.

D’une fagon analogue a celle utilisée pour le terme T5, nous prouvons que:

2k2 = 2
k:lNi— PSE Z <90H+ )>

4,7=0

5 =

2]{32 N-1

= m <90H+;(k)>2

k=0

C N
4H-2
< w2t
k=1

< CONYM=3 L 0. (4.3.60)
Finalement une fois ceci est vérifié, alors le résultat voulu est clairement aboutit. [

Remarque 4.3.1 L’apparition surprenante du seuil H = % dans ’étude du comportement
asymptotique de la suite normalisante (vyn)n>1 est d’une importance capitale. Il nous
prouve encore l'influence du mBf avec son indice de Hurst H sur les propriétés de processus

solution spatiale, autre que la réqularité qu’on a déja vue dans la Remarque 4.1.1.

A ce niveau, nous prévoyons 'apparition du seuil H = 3 dans I’étude des variations

quadratiques de processus solution. Ceci fera I'objet de la sous-section suivante.
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4.3.2 Théoréme Central Limite et vitesse de la convergence

Le but est le méme que dans le cas classique, a savoir donner une caractérisation par
une loi normale centrée réduite du comportement asymptotique de la suite des variations
quadratiques renormalisée (Fyn)ny>1. Notre approche pour la démonstration demeure
toujours axé sur le calcul de Malliavin et les intégrales multiples de Wiener combinés avec
I'inégalité classique de Berry-Esséen (méthode de Stein). Précisément notre outil principal
est le TCL évoqué par le Théoréme 5.2.6 de Nourdin et Peccatti [67]. Un rappel de ce

dernier théoréme est également donné dans le Théoréeme 3.3.1 du Chapitre 3.

Le théoreme suivant annonce le second résultat notable de ce chapitre. Il sera considéré

comme une généralisation de celui établi par le Théoréme 3.3.2.
Théoréme 4.3.1 Soit t € |1, T] fixé et soit H € |1,2[, alors la suite des variables aléa-

toires (Frn) donnée par (4.53.55) converge en distribution, quand N — oo, vers une

N>1
loi normale centrée réduite N'(0,1).

De plus pour N > 3, il existe une constante C' > 0 (qui dépend seulement de t et H)

tel que:
& siHelL
d(Frn;N(01) <CQ oy /le N =5 (4.3.61)
NS s H e ]33

avec d désigne l'une des distances de probabilités suivantes: Kolmogorov, Variation Total,

Wasserstein.

Preuve : Le résultat voulu est établi lorsque nous vérifions les hypothéses du Théo-
réme 3.3.1. Tout d’abord, nous rappelons que nous avons focalisé la suite renormalisée

(Ff,n)y>, dans le deuxiéme chaos de Wiener puisque pour tout N > 1, nous avons montré

que:
Frn = 1(fn)
- N-1
_ N 2 ®2 ©2 2 _
avee f = i D Lonayen € 7 et B(Ffy) = 1.
=0

Alors, il suffit maintenant d’estimer la quantité:

1
Var<§||DFf7N|

;) (4.3.62)
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En vertu des résultats de calcul de Malliavin présentés dans la Sous-section 3.3.1, il en

résulte que:

IDFs 5, — E(IDFyx1,)

ANAH+1 N-1
- vrn (kN + k2)2 J;O <]1[$j790j+1]’]l[ivk@kﬂ])HuI? (ﬂ[wj@jﬂl ® ]l[wk,frkﬂ]) -(4.3.63)
Ce qui entraine que:
1 9 1 2 2 2
Var(31DFual,) = FE(IDFul, — BUDFIE,))
8H+2 N-1
- U?’N?]f?\lfN—l— k2)4 m%o <]l[xjvxj+1]’]]'[Jfkvxk+1]>7-[u <]l[$i7xi+1]7]1[xz7fvl+1}>71u

X <]l[1‘j790j+1}71[Ii,$i+1]>Hu<1[$k,xk+1]’]1[9017$1+1]>Hu
ANSH+2 = Lol —k) Prst(i — k)
v v (LN + k)’ LN 2Nz

[ ) — @ 1(e—1
" klgoH(z l)—i—k H+2( )]

%,7,k,01=0

N2H 27 N2HA+L

[ onlG—i) . Prer(i—1)
X | k1 N2H + ko N22H+1

[ ok —1) <PH+%(/C —1)
X |1 N2H 2 N2HA+1

L
=3 n (4.3.64)
=1

Ot nous avons désigné par P; la quantité qui contient tous les termes de la forme d'un
produit scalaire de quatre fonctions ¢g. Cependant, P, est constitué par tous les termes
qui s’écrivent comme un produit scalaire d’une seule fonction g et trois fonctions ¢ 41
Pour P, il est composé des termes qui représentent le produit scalaire de deux fonctions
¢on et deux fonctions ¢y 1. Quant a Py, il comporte tous les termes de la forme d’un
produit scalaire de trois fonctions ¢y et une seule fonction ¢y +1- Finalement, P; englobe

tous les termes de la forme d'un produit scalaire de quatre fonctions ¢y 11

Par la suite, nous allons mettre en évidence que le terme dominant de (4.3.64) est le

premier terme Py, et que le reste des termes sont négligeables par rapport a P;. Afin de
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démontrer ce résultat, nous allons typiquement se référer a la preuve du Théoréme 7.3.1
de [67].

Au préalable, nous posons pour tout N > 1, les fonctions ci-dessous:
or.n(k) = loa (k)| Lgr<n-1}, (4.3.65)
et
90H+%7N(/<:) = |g0H+%(k:)|]l{|k|§N,1}, pour tout k € Z. (4.3.66)
Une fois ceci est posé, nous passons a l'interprétation des (), <i<s terme par terme.

Concernant le premier terme, nous comptons le majorer de la maniére suivante:

b ANV on(f — Ren(i = Den(i —Den(k ~ 1)
=
v2 y (kLN + ko) T N&H
AR Sl'S
< oun(j—k)ean(@—Doun(j —)pan(k—1)
v, N (kN + ko)t Py
c .
< 5 Y (punxoun)’(k—1)

2
= NHSOH,N * SOH,Nng(Z)-

L’application de I'inégalité de Young pour s =2 et p=¢q = %, nous donne facilement:

C

4
s Sllenalyg g,
C N—-1 3
= (> leu))
k=1-N

Rappelons que la fonction ¢y se comporte, quand |k| tend vers oo, comme la fonction
C’]/f|2H_2, alors il est possible d’établir I’estimation suivante qui sera par la suite la clé de

votte pour le reste de notre raisonnement,

O(1) siH€]0,2]

N-1
Y leu®)F={ O(ogN) siH =2 (4.3.67)
k=1—-N sirs . .
ON"5) siHelgl]
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Or comme le Lemme 4.3.1 nous renseigne que vy y tend vers Cp € ]0,00[ seulement pour

H €13,3], alors nous déduisons que:
~  siHel3.?]
P <C{ M G (4.3.68)
NBH=6 i H e]2 3]

Regardons maintenant les autres termes. En effet, en utilisant le méme type d’arguments

que précédemment, nous montrons le résultat suivant:

. A kNSHH2 X on (i — k)eppa (i = Doy (G — Deppa (k1)
2 pr—
V2 v (k1N + k) kT NSH+3
Aky k3 .
< Z ZSOHN SOH+ 1 v (i — l)‘PH+ N =)o n(k—=1)
Q’fN(klN‘Hf2 i k=0 717, :
< i Z(sOH,N ¥ 0ppt N)(E)(@pia v * ey v)(F)
kezZ
C 5 i ) 1
< 7 (D0 enn < 2w 0) (D Paes i * Pmaz ) ()
keZ kEZ
= WHSDH,N * §0H+%,NH£2(Z ||90H+%,N * 99H+%,N||£2(Z)
C
< wallennllyg g llons s alls @
C N-1 . % N—-1 . %
= (D e ®E) (X lemaklf)
k=1-N k=1-N

D au résultat (4.3.67) et aussi au comportement asymptotique de la fonction ¢, 1 qui
N-1

9
N
assure que ﬁ( E |goH+%(k;)|§>4 < CN®# =% nous obtenons directement que, pour

k=1-N
tout N > 3,
NOH-% si H €]3,2] ~  siHel33
P, <C4q (log N)%N6H*% si H = % =< (IOgNN)3 si H = g
NBH=6siH ]33] NBH=6 i H €]23].
(4.3.69)
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Variation quadratique spatiale

Par analogie avec le terme P», nous trouvons que:

a2 NeE+2 I on(j — k)i — Doy (G — epyi(k—1)

P = 7
U}%,N(klN + k?) i,5,k,1=0 NBHT2
N-1 5 N-1 3
C é é 3
< m( Z lpom (k 3) ( | Ppa1(k 3) )
k=1-N k=1-N
N-1 4 3
4\ 2 7 o
et comme l'inégalité %( Z loy +2 3> P < ONM3 et justifiée, alors nous pouvons

k

=1-N
écrire que, pour tout N > 3,

N4H—3 si H € 3,2 ~  siHel3.?]
Py<CQ (logN)IN¥-5  siH=2 =<0 N Gp-3  (4370)
NBA=6 i H €]2,2]. NSH=6 i H €]33],
Mémement,
. A3k, NSHH2 X pn (i — k)en(i = Den(j — i)eppa(k—1)
A
U]%,N<k1N + k2)4 i,7,k,1=0 N8H+1
C i, 4 % — 4\ 1
< (X lea®) (D leanal?)
k=1-N k=1-N
N-1 N .
Notons que la série ﬁ( |<pH+%(k;)|§> < N?H=% donc il en découle que, pour tout
k=1-N
N >3,
N2H—3 si H €]3,2] ~  siHel3?]
P<CQ (logN)iN-%  ifH=3 =<0 N Gp-3  (4371)
NBH=6 i [ ]2 3] NBH=6 i e]2 3.

En dernier lieu, en étudiant le terme Ps, nous affirmons que:

4k:§N8H+2 gl Pl (J - k)SOH-i-%(i - Z)SOH+%(j - i)SOH-i-% (k - l)

P5 ==
v2 y (kLN + k) o NB8H+
N-1
C 4\ 3
< m( Z ‘@H%(@P)
k=1-N
< CN®S,
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Variation quadratique spatiale

Grace au fait que N37—6 < % pour tout H € ]%,g], il en résulte que, pour tout N > 3,

~  siHel33
Py< O N g3 (4.3.72)
NBH=6si H € ]2 3],

Finalement, les résultats (4.3.68)-(4.3.72) regroupés ensemble dans (4.3.64) engendrent

directement la conclusion suivante:

1
d(FraiN(0,1) < 0\/Var(5HDFf,N\|§“)

1 : 15
\/_N si H € ]i,g[
log3 N ; _5
<0 \JeEN g
4H-3 : 53
N si H € ]g,z[
Ce qui vérifie le théoréme. [ |

Remarques 4.3.1 e Ce dernier théoréme a bien prouvé linfluence remarquable du bruit

fractionnaire présenté par le mBf sur la solution spatiale de ’EDPS des ondes. Ce résultat

-conformément a nos intentions- montre que pour H € ]%,%[, les variations quadratiques
de BT et les variations quadratiques spatiales de la solution (4.1.6) ont le méme compor-
tement limite. En effet, da a [07], nous savons que la suite des variations quadratiques du
mBf (BtH)tzo depend principalement du seuil H = %, et elle satisfait un TCL pour H < %
( pour H > % elle vérifie un théoréme limite non central en convergeant vers un processus
de Rosenblatt). Il en résulte de plus, que les suites des variations quadratiques pour les
deuz processus (mbf et solution spatiale) possédent (G constante prés) la méme vitesse de

convergence vers une loi normale centrée réduite, avec la méme caractérisation du seuil

5

e L’aspect intéressant de ce théoréme réside dans le fait que, bien que le coté fraction-
naire est uniquement pour lindice temporel du bruit W et bien que notre étude se fait
que a temps fize et a espace variable, il est clair que certaines propriétés fractionnaires

sont transmises vers le processus solution spatiale.

e Une wversion discréte du Théoréeme 4.53.1 peut étre consultée dans [07]. En faite,

ils ont étudié le comportement asymptotique de la suite discréte gaussienne stationnaire
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Variation quadratique spatiale

(%) , ou v(k) == wu(t,k +1) —u(t,k), k € Z, cette suite s’identifie a la norma-
E(vt(k)7) keZ

lisation du bruit engendré par le processus solution spatiale de notre EDPS (4.1.1).

Dans la sous-section suivante nous énoncons une amélioration du TCL, c’est le TCL

presque sir.

4.3.3 Théoréme Central Limite Presque Str

D’une facon pareille a celle faite pour le cas d’un bruit classique, nous visons lors
de cette partie a établir le TCL presque siir pour la suite des variations quadratiques

renormalisée (Fy y) C’est grace aux nouveaux critéres établis par Ibragimov et Lifshits

N>1°
[36], puis par Bercu, Nourdin et Taqqu [9], et conformément & ce que nous avons indiqué
dans la Sous-section 3.3.4 du Chapitre 3, notamment le Théoréme 3.3.3, nous obtenons le

résultat suivant illustré par le théoréme ci-dessous.

Théoréme 4.3.2 Soient t € |1,T] fizé et H € |3,
(4.3.55), satisfait, lorsque N — oo, le TCL presque sar.

3, alors la suite (Fyn)n>1 donnée par

Preuve : Etant donné que les variables aléatoires de la suite (Fj y) N> sont des élé-
ments du deuxiéme chaos de Wiener, alors nous avons juste besoin de vérifier que les deux
conditions (A;) and (Az) du Théoréme 3.3.3 sont satisfaites.

D’aprés (4.3.55), rappelons que pour tout [ > 1, la fonction f; est définie par:
1 -1
l2H+2 22

= 1 .
f No Gl +k2); [2j:wj41]

Ensuite, nous notons que la contraction d’ordre 1 entre les fonctions f; est exprimée par:

JAHA+1 -1 . 02
fl®1fl = UﬁN(kll_i_kQ)Z ;01[$j,$j+1]®1]1[1'k7$k+1]
Z4H+1
B v (bl + ko) 2 Z [ijaxj-H]7]1[mkvxk-‘rl]>Hu]]'[1’jvl’j+1]®]l[xkvxk+1}' (4.3.73)

Ainsi, ceci nous permet de trouver que:

) [8H+2 -1
Hfl®1leH§2 2 (hlt k) Z <]1[xj,zj+1]a]l[xk,:vk+1]>Hu<]1[$m,wm+1]’]l[ﬂﬂpazpﬂ})Hu
Uf7N< 1 + 2) 7,k,m,p=0
x (1 fwj,2j41) Lem @mi] >H“ (1 [k a]s Lzp.apii] >Hu
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[8H+2 -1 [kl on(j — k)

4 H
vin (bl + ko)t o= N2

Py~ ff)]

2 N2H+1

| ky SOHE\T;; p) 4k SDHJ;\%g(::: p)] [/ﬁ SOH%2; m) 4k %0H+]\;72(}7{; m)]
) :k1 on ](\1;2; p) hy @H}r\]igiz p)]
. - [3H+2 4 li [k1¢H(] — k) +k2soH+;(j—k)]
vy (ki +ko)' A 124 [
" euln=p) , ) P (m p>] [k puli—m) , ) Poes i m)]

[2H 2 [2H+1

[ k— Cuprlk—p
" klsoH( p)+ i ( )]

(4.3.74)

En effectuant le méme raisonnement que celui dans la preuve du Théoréme 4.3.1, nous

obtenons immédiatement que:

S

M\OJ

||fl®1szH§2 <C (10\g[ll)

l4H_3

ce qui implique que, pour tout H € ]

®
Z ||fl 1fl||H??2 < 00

l

=0

3, nous concluons que:

S H e L
S H=3 (4.3.75)
si H e ]g,%[,

(4.3.76)

En clair, ceci entraine la vérification de la premiére condition (A;).

Passons maintenant a établir la deuxiéme condition (As), donc pour tous I, m > 1,

nous écrivons que:

E(FrnFyo)
= 2<fm,fz>H§2
2l2H+l 2H+1 m—11-1
- = 2 Z ]l[a:],xjﬂ], [$p7$p+1]>
’UN(kll + k’g)(k’lm + kg =0 p=0
11— . 2
B 9[2H+% 7, 2H+3 m—1 1-1 L en(j—p) s @H%(] —p) (4.3.77)
UN(kll + kg)(klm + ]fg) “Z0 =0 1 N2H 2 N2HA+1 o
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Estimation du paramétre de Hurst H

D’ou, grace a la démonstration du Théoréme 4.3.1, il en résulte que:

! (sOH(J' —p)>2
N4H

N
=]
M

E(FrnFy)

IN
o
3
L
—
S
s
<
|
=
—
no

2
ceci est vral, car pour tout H < %, la série Z (ng(k)) < 00.
keZ

En vertu de la Remarque 3.3 de [9], le résultat (4.3.78) implique facilement la condition

(As), et par conséquent la preuve est achevée. [ |

4.4 Estimation du parameétre de Hurst H

En guise d’application, nous donnons dans cette partie I'intérét réel de I’étude asymp-
totique des variations quadratiques. Bien évidemment, il est connu que les variations d’un
processus stochastique jouent un roéle marquant dans son analyse probabiliste et statis-
tique. Proprement dit, leur étude asymptotique est considérée comme un outil fondamental
dans la théorie d’estimation et dans la construction des estimateurs.

De ce fait, nous allons montrer ici que le comportement limite de la suite (Vi )y,
définie par (4.3.46), est fortement lié aux propriétés asymptotiques d’une classe des e_s—
timateurs du parameétre de Hurst H. En réalité, 'estimation de H est d’'une importance
notable car ce parameétre nous renseigne sur plein des propriétés tels que: la mémoire
longue, 'indice d’auto-similarité, la régularité trajectorielle, la nature de la dépendance
entre les accroissements, le TCL pour le mBf, et aussi, comme nous avons déja prouvé,
elle nous renseigne sur la régularité et le TCL pour la solution spatiale.

Alors, notre motivation est d’estimer le paramétre de Hurst H du bruit fractionnaire
WH qui dirige 'EDPS des ondes (4.1.1). La méthode classique d’estimation, qui peut

étre vue dans [21] et ses références, consiste a construire I'estimateur en se basant sur les
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Estimation du paramétre de Hurst H

observations spatiales des variations quadratiques de processus solution (u(t,x))me[o 1

Soit t € |1,T fixé, nous considérons la séquence u(t,%), j=0,...,N, N > 1, et nous

posons donc la suite suivante:
N-1 . N
1 1
Sy = <u(t,i) _ w,%)) (4.4.79)

Ceci donne directement que:

k1 ko
N2H + N2H+1

_ Mk <1+ k2) (4.4.80)

et par conséquent
logAy = logE(SN)
k
= logk; —2H log N + log (1 + —2)

k1N
~ logky; —2Hlog N, quand N — oo. (4.4.81)

En se basant essentiellement sur I'expression de Sy, nous construisons 'estimateur sui-

vant:

~ —log Sy + log k4
Hy = . 4.4.82
N 2log N (44.82)

Or notons que, pour tout N > 1, la série Sy peut étre ré-écrite comme suit:

VN

alors, en appliquant le fait que log(1+4x) ~ z, pour x proche de 0, nous obtenons aisément

Sy = Ay (1 + @) : (4.4.83)

que:

v
log Sy ~ log An + %, quand N — oo. (4.4.84)

D’on, lexpression (4.4.82) combinée avec les résultats (4.4.84) et (4.4.81), nous permet

de trouver que:

H-—Hy , quand N — oo. (4.4.85)

~Y —f7N
2/ N log N
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Interprétation Statistique

Une déduction immédiate a partir de 'approximation (4.4.85), est que le comporte-
ment de la suite (V) ,-,, nous renseigne directement sur le comportement de H — H N,

ceci sera mis en évidence par la proposition suivante.

Proposition 4.4.1 Soit H € ]%,%[, alors Hy défini par (4.4.82), est un estiamteur for-

tement consistant du parametre de Hurst H, c’est a dire que:
ﬁN —N_oo H, presque stirement. (4.4.86)

De plus, ﬁN est aussi un estimateur asymptotiquement normal puisque:

2\/NlogN
./UﬁN

Preuve : Il s’agit d'un regroupement des résultats que nous avons déja trouvé. En

(H — Hy) & N(0,1). (4.4.87)

effet, a ’aide du Lemme de Borel-Cantelli, nous pouvons vérifier que, lorsque N tend vers
00, la suite (V}x),~ converge presque stirement vers 0, alors d’aprés la relation (4.4.85),
il en résulte que l’e;timateur H ~ est fortement consistant. Un raisonnement pareil peut
étre trouvé dans la démonstration de la Proposition 5 de [32].

Concernant la vérification de la normalité asymptotique de cet estimateur, il s’agit
donc d’une simple déduction dégagée a partir du Théoréme 4.3.1 qui a établi un TCL

pour la suite (V) [

N>1"

4.5 Interprétation Statistique

Nous considérons une corde étroitement tendue sans pente. Soit x un point sur la
corde a l'instant ¢t = 0, c’est-a-dire a la position d’équilibre. Quand la corde vibre, nous
pouvons supposer que le déplacement horizontal du point = est négligeable, ceci est due a
I'absence des pentes. Donc u(t,z) représente la position de la corde vibrante a l'instant ¢
et au point z, sous le forcage aléatoire W (le bruit gaussien blanc par rapport a 'espace
et fractionnaire par rapport au temps).

Par conséquent, les observations u(t,z;), i = 0,...,N, signifient que dans un certain
moment ¢ > 1, nous pouvons détecter la position de la corde au point x;, ce qui semble
raisonnable du point de vue pratique. Il convient également de noter que seulement a
partir des observations discrétes a un temps quelconque arbitraire, il est possible d’obte-

nir une estimation du parameétre de Hurst H, et par la suite une estimation de l'indice
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Interprétation Statistique

d’auto-similarité du processus temporel (u(t,z)):>o qui est un processus auto-similaire
d’indice H + % Nous rappelons ainsi, que d’apreés la section précédente, cet estimateur

était fortement consistant et asymptotiquement normal.
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Perspectives

Compte tenu des applications en physique, mathématiques financiéres, mécanique,
etc. .., le domaine des équations différentielles partielles stochastiques est en plein essor
et 'amélioration des nouvelles méthodes de calcul stochastique pour I'analyse de proces-
sus solution l'est tout autant. Les deux derniers chapitres de ce travail auraient montré
-nous l'espérons- 'importance de ce sujet, mais réellement une liste non-négligeable de
problémes ouverts reste a traiter. Dans la continuité directe de cette thése, nous espérons
caractériser le comportement asymptotique des variations quadratiques de la solution spa-
tiale fractionnaire lorsque I'indice de Hurst sera au dela de H € |2,1] et le temps ¢ € ]0,1].
En effet, pour le cas des variations quadratiques du mouvement brownien fractionnaire,
divers auteurs ont prouvé la non-normalité asymptotique lorsque H € ]%,1[, et ils ont
méme trouvé des solutions pour éviter I’absence de la gaussianité en utilisant la notion de
"longer filters". Aussi, il est possible de voir les variations d’ordre supérieur de la solution
(4.1.6) en variant simultanément le temps et l’espace.

Egalement, ces travaux de thése peuvent étre continués et étendus de différentes ma-
niéres, par exemple il y a la possibilité d’étudier 'EDPS des ondes en imposant d’autres
types de bruits tels que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire, processus trans-
formée de Lamperti du bruit spatio-temporel ou de bruit blanc-fractionnaire,. . .. Il semble
aussi intéressent de s’écarter du cas ou le bruit perturbateur est gaussien, en imposant un
bruit non-gaussien: un processus d’Hermite d’ordre & > 2, nous pensons que cette situa-
tion devient beaucoup plus épineuse surtout du point de vue calcul exact de la fonction
de covariance de la solution.

Finalement, les pistes de recherche en ce qui concerne ces EDSPs sont nombreuses, et

elles peuvent étre toujours diversifiées.
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Résumé

Cette thése est divisée en quatre chapitres distincts, ayant comme dénominateur com-
mun l'analyse stochastique de certains champs gaussiens. Les processus stochastiques
multiparamétriques qui apparaissent dans ce manuscrit sont généralement auto-similaires.
L’auto-similarité est la propriété que certains processus stochastiques préservent leur loi
(sous certaine renormalisation) aprés un changement d’échelle du temps. Dans une pre-
miére partie, nous avons mis en évidence des nouveaux aspects du drap brownien frac-
tionnaire (dBf) en utilisant essentiellement la notion de la transformation de Lamperti.
Un focus sur 'équation différentielle stochastique (EDS) vérifiée par cette transformée, a
été aussi évoqué. Dans une deuxiéme partie, nous avons analysé le comportement asymp-
totique en loi des variations quadratiques spatiales des processus qui sont des solutions de
deux types d’équations différentielles stochastiques partielles (EDPS) des ondes pertur-
bées par deux sortes des bruits gaussiens auto-similaires: bruit blanc en espace-temps, et
bruit fractionnaire en temps et blanc en espace. L’outil principal de notre raisonnement
était des nouveaux critéres basés sur le calcul stochastique de Malliavin et combinés avec
la méthode classique de Stein. En guise d’application, nous avons construit un estimateur
de l'indice de Hurst H du bruit fractionnaire en se basant sur les variations quadratiques

étudiées.

Mots clés:

Auto-similarité; mouvement brownien fractionnaire; mouvement brownien; drap brownien
fractionnaire; drap brownien; transformation de Lamperti; intégrale de Young; équation
de Langevin; équation stochastique des ondes; bruit blanc; bruit fractionnaire; variation
quadratique; calcul de Stein-Malliavin; théoréme central limite; théoréme central limite

presque sir.
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Abstract

This thesis is divided into four distinct chapters with a common denominator which is
the stochastic analysis of some Gaussian fields. The multi-parameter stochastic processes
that appeared in this manuscript are generally self-similar. Self-similarity is the property
that a stochastic process preserves its law (under a suitable renormalization) after a scaling
of time. Firstly, we deduced new aspects of the fractional Brownian sheet (fBs), using
essentially the notion of the Lamperti transform. A Focus on the stochastic differential
equation (SDE) verified by this transform sheet was also mentioned. Secondly, we analyzed
the asymptotic behavior of the spatial quadratic variations of processes that are solutions
of two types of stochastic wave equations perturbed by two kinds of self-similar Gaussian
noises: white noise in space-time, and fractional noise in time and white in space. The
main tool in our reasoning was new criteria based on the Malliavin calculus and combined
with the classical method of Stein. As an application, we constructed, by the aid of the

quadratic variations, an estimator of the Hurst index H of the fractional noise.

Keywords:

Self-similarity; fractional Brownian motion; Brownian motion; fractional Brownian sheet;
Brownian sheet; Lamperti transform; Young integral; Langevin equation; Stochastic wave
equation; white noise; fractional noise; Quadratic variation; Stein-Malliavin calculus; cen-

tral limit theorem; Almost sure central limit theorem.
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