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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Contexte

1.1.1 Biologie des systèmes

La biologie des systèmes (Kitano, 2002) est un domaine inter-disciplinaire, avec
pour objectif de comprendre et d’analyser des systèmes biologiques à l’aide de
modèles. Cette approche a émergée suite à l’explosion des données expérimen-
tales en biologie, ainsi que l’amélioration de la qualité de ces données, con-
séquence de l’évolution des technologies et de la recherche, et notamment des
méthodes de séquençage de l’ADN. La compréhension du fonctionnement d’un
système biologique complexe (réseau métabolique, cycle circadien, etc.) ne peut
pas se faire en analysant uniquement ses composants (molécules, ADN, etc.) de
façon individuelle. En effet, sa dynamique dépend des interactions entre les dif-
férents composants, et la biologie des systèmes adopte donc une vue globale en
considérant le comportement du système biologique dans son ensemble.

L’objectif de la biologie des systèmes est alors de comprendre le comporte-
ment des systèmes, à travers des modèles. Les modèles sont construits à partir
de données expérimentales, avec des méthodes mathématiques et informatiques.
Plusieurs étapes de validation expérimentale et de reconstruction du modèle sont
en général nécessaire pour obtenir un modèle correct, c’est-à-dire dont les résul-
tats ne sont pas contredits par les expériences (Popper, 2005). Le type de modèle
et son niveau de détails dépendent alors de la quantité et la qualité des données ex-
périmentales. Parfois, les seules données disponibles sont des corrélations et des
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dépendances entre les différents composants du système. Il n’est alors possible
que de créer des réseaux de relations, comme par exemple dans (Butte & Kohane,
2000), ou des réseaux d’influence entre espèces, comme dans (A. Rao, Hero III,
& Engel, 2007). Lorsque plus de données sont disponibles, il est possible de con-
struire des réseaux de réactions, représentant des transformations entre espèces.
C’est par exemple le cas du réseau métabolique d’algues proposé dans (Prigent et
al., 2014), ou de la bactérie Bacillus Subtilis proposé dans (Coutte et al., 2015).
Ces deux modèles ne possèdent pas d’informations sur les cinétiques des réac-
tions, mais il est toujours possible de faire des analyses qualitatives, ou dans un
état d’équilibre. Lorsque des données sur la cinétique sont disponibles, on peut as-
signer à chaque réaction une expression cinétique représentant sa vitesse, comme
par exemple dans les modèles du cycle cellulaire (Qu, MacLellan, & Weiss, 2003),
ou de l’horloge circadienne (Leloup & Goldbeter, 2003). Néanmoins, les valeurs
des paramètres cinétiques ne sont en général connues que pour des petits modèles
précis, comme par exemple pour le réseau Tet-On (Huang, Moya, Jayaraman, &
Hahn, 2010) ou le réseau MAPK (Markevich, Hoek, & Kholodenko, 2004), tandis
que les gros modèles restent incomplets.

Lorsque les modèles sont suffisamment complets, ils peuvent être simulés,
c’est-à-dire qu’il est possible de reproduire leurs évolutions dans le temps sur ordi-
nateur. Le programme de simulation peut être déduit automatiquement du modèle,
par exemple avec l’algorithme de Gillespie (1977) ou par intégration numérique
d’équations différentielles ordinaires. Cela permet alors de prédire de nouveaux
comportements, par exemple en réponse à des modifications de l’environnement
biologique. De nouvelles expériences peuvent alors permettre de valider (Heiner,
Koch, & Will, 2004) ou au contraire réfuter (Anderson & Papachristodoulou,
2009) le modèle. En général, il n’est pas possible d’obtenir un modèle imi-
tant à 100% les données obtenues expérimentalement, celles-ci étant souvent très
bruitées. On peut néanmoins valider un modèle s’il est suffisamment proche de la
réalité, et s’il permet bien de simuler les propriétés importantes du système. Mais
même un modèle valide ne représentera souvent qu’une partie des composantes
ou interactions du système, et sera donc incomplet. Lorsque le modèle est suff-
isamment petit et le nombre de paramètres est faible, leurs valeurs peuvent être
estimées (Ashyraliyev, Fomekong-Nanfack, Kaandorp, & Blom, 2009) pour que
le comportement du modèle concorde avec les données expérimentales. L’analyse
formelle du modèle permet alors de mieux comprendre le fonctionnement du sys-
tème biologique, et de découvrir des propriétés non triviales du système, comme
par exemple la présence d’oscillations. Un modèle peut servir à prédire in silico
des comportements possibles du système, non observés expérimentalement. On
peut par exemple chercher à savoir quel serait l’effet d’une modification du sys-
tème ou de son environnement, par exemple en injectant (de façon ponctuelle ou
continue) une nouvelle protéine, ou en désactivant un gène (Burgard, Pharkya, &
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A Br1

A

C
Dr2

Fig 1.1: Exemple de réactions chimiques. La réaction r1 = AAB transforme une
molécule de l’espèce A en une molécule de l’espèce B. La réaction r2 = A+C AD
transforme une molécule de A et une molécule de C en une molécule de D.

Maranas, 2003; Coutte et al., 2015). Un modèle peut aussi permettre à essayer
de contrôler un système, en l’observant et en pouvant modifier en temps réel son
environnement ( par exemple à l’aide d’un dispositif micro-fluidique), afin de le
faire atteindre un comportement cible (Uhlendorf et al., 2012). Comme pour les
modèles informatiques, on peut utiliser des méthodes de vérification (Queille &
Sifakis, 1982), par exemple pour vérifier qu’un système n’atteint jamais un com-
portement critique (comme la mort de la cellule), pour savoir si la présence de
telle protéine est nécessaire pour l’activation de tel gène, ou pour tester des pro-
priétés de logique temporelle (voir par exemple BioCham (Fages, Soliman, &
Chabrier-Rivier, 2004). On peut également étudier ses propriétés dynamiques,
pour savoir s’il peut se stabiliser au cours du temps, s’il diverge en produisant
une infinité de molécules, ou s’il oscille entre différents états. En biologie syn-
thétique, des modèles sont utilisés pour construire artificiellement de nouveaux
systèmes biologiques (Andrianantoandro, Basu, Karig, & Weiss, 2006; Purnick &
Weiss, 2009).

1.1.2 Réseaux de réactions

Dans cette thèse, nous modélisons les systèmes biologiques à l’aide de réseaux de
réactions chimiques, pour un ensemble d’espèces chimiques (abstraites) donné.

Une réaction chimique (sans cinétique) décrit une transformation d’un en-
semble d’espèces chimiques en un autre ensemble. Par exemple, la réaction
Gi AGa transforme un gène inactif Gi en un gène actif Ga, tandis que la réac-
tion Ga AGa + P décrit la production d’une protéine P lorsque le gène est ac-
tif. Les composants chimiques sont ici abstraits : on ne considère pas par ex-
emple leurs structures atomiques (au contraire par exemple des réactions de type
2H + OAH2O). Ainsi, une espèce A peut représenter un complexe de protéines,
un gène, etc. Les réactions peuvent représenter l’activation d’un gène, la liaison
de deux molécules, la dégradation d’une protéine, le déplacement d’une molécule
entre deux compartiments, etc.

Une réaction chimique peut alors être représentée graphiquement. Par exem-



14 Introduction

A Br1

k1xA
A

C
Dr2

k2xAxC

Fig 1.2: Exemple de réactions chimiques avec cinétiques. La vitesse k1xA de
la réaction r1 = AAB ; k1xA dépend d’un paramètre k1 et de la quantité xA de
l’espèce A. La vitesse de la réaction r2 = A + C AD ; k2xAxC est k2xAxC.

ple, les réactions r1 = AAB et r2 = A +C AD sont représentées dans la Fig. 1.1.
La première réaction représente la transformation d’une molécule d’une espèce
A en une autre espèce B, tandis que la deuxième réaction décrit la liaison d’une
molécule de A avec une molécule de C, formant un complexe noté D.

Une réaction chimique avec cinétique est une paire composée d’une réaction
sans cinétique et d’une expression cinétique. Une expression est un terme com-
posé de variables et de paramètres, combinés grâce à des opérateurs mathéma-
tiques, et représente la vitesse de la réaction. L’expression peut, selon la séman-
tique, être interprétée de façon déterministe ou stochastique Par exemple, dans la
Fig. 1.2, la vitesse k1xA de la réaction r1 = AAB ; k1xA est égale au produit du
paramètre k1 et de la quantité xA de l’espèce A. Selon la sémantique, cette quantité
peut être discrète ou continue.

Un réseau de réactions est alors un ensemble de réactions chimiques, qui
décrit les différentes interactions entre les espèces d’un système biologique. Par
exemple, le réseau de réactions cinétiques du système Tet-On (Gossen & Bujard,
1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010) est représenté dans la Fig. 1.3.
Les flèches grisées en pointillées représentent les modificateurs d’une réaction,
c’est-à-dire des espèces qui influent sur la vitesse de la réaction, mais dont la
quantité n’est pas modifiée par cette réaction. Par exemple, dans la réaction
r1 = ∅ADoxi ; k1xDox, qui produit une molécule de Doxi, l’espèce Dox est un
modificateur. On étudiera ce réseau en détails plus loin. Brièvement, il modélise,
à travers une chaine de réactions, la production d’une protéine fluorescente verte
(GFPa) en présence de doxycycline (Dox) à l’extérieur d’une cellule. Les réseaux
de réactions ont alors trois sémantiques classiques, que l’on décrira plus en dé-
tails plus loin : la sémantique non déterministe, la sémantique déterministe et la
sémantique stochastique.

Un réseau de réactions, sans cinétique, est en fait équivalent à un réseau de
Pétri non marqué (Petri, 1966; Murata, 1989; Silva, 2013). Chaque place corre-
spond alors à une espèce chimique et chaque transition à une réaction. Un réseau
de Pétri marqué est équivalent à un réseau de réactions doté d’une solution ini-
tiale. Les réseaux de Pétri sont très utilisés et étudiés en biologie des systèmes
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Fig 1.3: Réseau de réactions cinétiques du système Tet-On.

(Reddy, Mavrovouniotis, & Liebman, 1993; Chaouiya, 2007; Heiner, Gilbert, &
Donaldson, 2008). En ajoutant des cinétiques, les réseaux de Pétri continus (Alla
& David, 1998) et stochastiques (Bause & Kritzinger, 2002) permettent égale-
ment de représenter les sémantiques déterministe et stochastique des réseaux de
réactions.

Plusieurs outils permettent alors de modéliser les systèmes de réactions sous
forme de réseaux, et de les analyser. BioCham (Fages et al., 2004) propose par
exemple une syntaxe pour les réseaux de réactions avec cinétiques. Il propose
également un ensemble d’outils, permettant de simuler les réseaux, ou bien de
les analyser, par exemple en utilisant des méthodes de vérification pour vérifier
des propriétés de logiques temporelles. L’outil COPASI (Hoops et al., 2006) per-
met également de modéliser des réseaux de réactions, et de les simuler, avec une
sémantique déterministe, stochastique ou hybride.

1.1.3 Sémantiques des réseaux
Plusieurs sémantiques sont alors possibles pour les réseaux de réactions, représen-
tant différents types de dynamiques possibles, selon qu’on considère le temps de
façon continue, ou bien juste comme une succession de transformation, et selon si
les quantités de matières sont vues de façon discrète ou continue (voir par exemple
Érdi & Tóth, 1989).

Pour des réseaux sans cinétique, une possibilité est d’adopter une sémantique
non déterministe pour les réseaux de réactions, similairement à la sémantique
classique des réseaux de Pétri (1966). La sémantique opérationnelle est une re-
lation entre des multi-ensembles de molécules. Elle permet de transformer des
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2A + C A + B + C 2B + C

A + D B + D

Fig 1.4: Graphe d’accessibilité pour les réactions de la Fig. 1.1, avec initialement
deux molécules de A et une molécule de C. Les cercles pointillés représentent les
états terminaux.

molécules en d’autres molécules en appliquant l’une des réactions du réseau.
Plusieurs réactions peuvent être applicables en même temps. Cette sémantique
considère alors tous les choix possibles, de façon non déterministe. Il n’y a pas
vraiment de notion de temps ici, mais plutôt une succession d’états. Cette sé-
mantique permet de construire le graphe d’accessibilité du réseau, représentant
l’ensemble de tous les comportements possibles, et non pas juste le comporte-
ment moyen comme dans la sémantique déterministe. Par exemple, le graphe
d’accessibilité du réseau composé des deux réactions de la Fig. 1.1, en prenant
initialement deux molécules de A et une molécule de C, est représenté dans la
Fig. 1.4.

La sémantique déterministe d’un réseau de réactions avec cinétiques décrit
l’évolution au cours du temps du nombre moyen de molécules dans un volume
fixé. La quantité de matières est représentée ici de façon continue, par une con-
centration, un nombre réel correspondant à une quantité de molécules par unité
de volume. Cette approche n’est valable que sous certaines conditions, en partic-
ulier la quantité de molécules doit être suffisamment grande, répartie de façon ho-
mogène dans le volume, etc. Dans ce cas, le comportement déterministe peut être
vue comme la moyenne des comportements stochastiques. Pour une concentration
initiale donnée, le comportement du réseau est alors complètement déterministe.

Le comportement est alors décrit par un ensemble d’équations différentielles
ordinaires (voir par exemple Heinrich & Schuster, 2012). Par exemple, le système
d’équations correspondant aux réactions de la Fig. 1.1 est donné dans la Fig. 1.5.
Lorsque les valeurs des paramètres cinétiques et des concentrations initiales sont
connues, ces systèmes peuvent être simulés de façon numérique (Fig. 1.5). Dans
de très rares cas, lorsque les systèmes sont suffisamment petits et simples, on peut
les résoudre de façon symbolique (voir par exemple Cornish-Bowden, 2012).

Lorsque les données cinétiques ne sont pas connues (ou que partiellement), ce
qui est souvent le cas pour les grands systèmes, il est alors possible de n’étudier
que le comportement stable du système, c’est-à-dire lorsque les concentrations
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Fig 1.5: Exemple de système d’équations différentielles et de l’évolution des con-
centrations des réactions de la Fig. 1.1, pour des valeurs de paramètres et des
concentrations initiales fixées. La concentration de A est en vert, celle de B en
rouge, celle de C en bleu et celle de D en magenta.

des différentes espèces ont atteint un équilibre et restent constantes au cours du
temps. De nombreuses méthodes d’analyse supposent que le système est dans
un état d’équilibre, ou proche de cet état. C’est par exemple le cas de techniques
d’analyse de flux (Orth, Thiele, & Palsson, 2010) ou de simplification de systèmes
d’équations (Bodenstein, 1913).

La sémantique stochastique décrit quand à elle la dynamique probabiliste des
réseaux, en temps continu. Pour tout temps t ∈ R≥0, elle donne une distribution de
probabilité entre différents états (discrets). La stochasticité est un élément central
de nombreux systèmes biologiques, notamment lorsque le nombre de molécules
de certaines espèces est faible (par exemple pour les gènes). Elle nécessite de
connaître les cinétiques des réactions.

La dynamique stochastique des réseaux de réactions peut être décrite à l’aide
de chaîne de Markov à temps continu (Norris, 1998). Elle peut également être
représentée par l’équation maîtresse chimique (D. T. Gillespie, 1977), un sys-
tème d’équations différentielles sur la probabilité d’être dans un certain état au
temps t. Ce système ne peut malheureusement pas être résolu dans la plupart
des cas, le nombre d’équations différentielles étant infini. Il peut néanmoins être
simulé, grâce à l’algorithme de simulation stochastique, aussi appelé algorithme
de Gillespie (1977). La Fig. 1.6 donne un exemple d’une simulation stochas-
tique pour les réactions de la Fig. 1.2. Une autre approche, lorsque les réseaux
sont trop grands pour être analysés ou simulés directement, consiste à approximer
l’équation maîtresse en utilisant des méthodes de clôture de moments (C. S. Gille-
spie, 2009).
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Fig 1.6: Exemple d’une simulation stochastique des réactions de la Fig. 1.2, avec
initialement 50 molécules de A et 25 molécules de C. Le nombre de molécules
de A est en vert, le nombre de B en rouge, celui de C en bleu et celui de D en
magenta.

1.1.4 Simplification de réseaux

Les réseaux deviennent aujourd’hui de plus en plus grands, en cherchant à mod-
éliser des systèmes biologiques complets avec suffisamment de détails. Par ex-
emple, la base de données SubtiWiki (Mäder, Schmeisky, Flórez, & Stülke, 2011)
regroupe les informations sur les gènes et les protéines de la bactérie Bacillius
Subtilis. Ils proposent également un modèle des interactions protéines, avec plus
de 800 protéines et 1800 réactions. Le projet Recon 2 (Thiele et al., 2013) tente
quant à lui de construire un modèle complet du métabolisme humain, avec plus
de 5000 métabolites et 7000 réactions. Les modèles avec des informations ciné-
tiques sont en général plus petits, mais deviennent eux aussi de plus en plus gros
avec l’amélioration des techniques expérimentales et de la qualité des données bi-
ologiques obtenues. Par exemple, le réseau cinétique du système complet de la
signalisation MAPK proposé dans (Schoeberl, Eichler-Jonsson, Gilles, & Müller,
2002) contient environ 100 espèces et 250 réactions.

L’objectif de la simplification de réseaux est de réduire la taille des gros mod-
èles. Avoir des petits réseaux présentent des avantages évidents. Comme ex-
pliqué précédemment, la résolution (symbolique) des systèmes d’équations dif-
férentielles ou de l’équation maîtresse ne peut se faire que pour des réseaux sim-
ples. Lorsque les informations cinétiques sont connues, un réseau plus petit per-
met de faire des simulations plus rapides. Dans le cas contraire, il est plus facile
d’estimer les paramètres d’un petit modèle, or ces données sont souvent difficiles
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à obtenir expérimentalement. Il est plus facile de prédire le comportement de
petits systèmes, en particulier lorsqu’il manque des informations cinétiques. Un
petit modèle est évidemment plus simple à comprendre et à analyser, et il est plus
facile d’identifier les mécanismes clés responsables de ses comportements. Il est
également plus facile à contrôler.

Les biologistes, lors de la construction de modèles, procèdent souvent à des
simplifications intuitives, en remplaçant un sous-système par une unique "méta-
réaction". C’est par exemple le cas de la production de protéines par un gène,
qui est souvent représentée par une unique réaction. En réalité, elle décrit un sys-
tème complexe : le gène doit être activé, puis la polymérase doit trouver le gène.
Elle procède alors à sa transcription, qui produit de l’ARN messager. Celui-ci
doit quitter le noyau et rejoindre le cytoplasme (pour les cellules eucaryotes), puis
être traduit en protéine par les ribosomes. Ces simplifications entrainent souvent
la perte des informations sur les fonctions cinétiques. Et même lorsque les ciné-
tiques sont conservées, ces simplifications ne garantissent pas que le comporte-
ment du réseau simplifié soit le même que celui du réseau initial, et peuvent être
une source d’erreurs. Par exemple, il est montré dans (Del Vecchio, 2007) qu’un
modèle d’expression génétique avec ARN messager n’a pas les mêmes comporte-
ments qu’un modèle où cette étape est simplifiée.

L’exemple classique de simplification de réseaux calculant la cinétique du
réseau simplifié est la simplification des transformations enzymatiques proposée
par Michaelis et Menten (1913). Le système biologique transforme un substrat S
en un produit P en présence d’une enzyme E. Le réseau initial (à gauche dans la
Fig. 1.7) est souvent décrit dans la forme suivante :

S + E
k1 xS xE



k2 xC

C
k3 xC
→ P + E.

Le système est composé de trois réactions avec des cinétiques de type loi d’action
de masse. Premièrement, le substrat S se lie à l’enzyme E, formant un complexe
C. Cette réaction est réversible : le complexe peut se décomposer en S et E. Il peut
aussi produire le produit P en relâchant l’enzyme. Toutes ces réactions ont une
cinétique respectant la loi d’action de masse. Les espèces E et C (en jaune dans
la figure) sont des espèces considérées comme intermédiaires, c’est-à-dire des
espèces qui agissent sur le comportement du système, mais qui ne sont que des
étapes et ne nous intéressent pas particulièrement. Michaelis et Menten proposent
alors de simplifier le réseau en supprimant ces deux espèces intermédiaires. Ils
obtiennent alors un réseau avec une unique réaction, transformant directement S
en P, avec une cinétique particulière, appelée cinétique de Michaelis-Menten. Ils
montrent que lorsque le complexe C est proche de l’équilibre, le comportement du
réseau simplifié est alors une approximation du comportement du réseau initial.
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Fig 1.7: Réseau initial (gauche) et simplifié (droite) pour Michaelis-Menten.

Notons que si le complexe est exactement à l’équilibre, alors le comportement est
préservé de façon exacte.

À l’exception de l’exemple de Michaelis-Menten, dans la littérature, la ma-
jorité des simplifications existantes réduisent directement les équations différen-
tielles, (voir par exemple Okino & Mavrovouniotis, 1998 pour un résumé des
différentes approches), en se servant parfois de la structure du réseau initial (King
& Altman, 1956). Ces méthodes ne calculent que les équations simplifiées, et pas
la structure du réseau simplifié.

À l’inverse, les simplifications entièrement basées sur la structure, sans ciné-
tique, ne préservent en général pas de notion de sémantique. C’est par exemple
le cas la simplification proposée dans (Gay, Soliman, & Fages, 2010), basée sur
les épimorphismes de sous-graphe (Gay, Fages, Martinez, Soliman, & Solnon,
2014) dans des réseaux sans information cinétique. Leur simplification cherche
à relier entre eux des modèles existants, mais ne s’occupe pas des questions de
sémantique, et donc il n’y a pas de notion d’équivalence entre le réseau initial
et celui simplifié. Toujours sans cinétique, les simplifications dans les réseaux
de Pétri (voir par exemple les travaux de Berthelot et al. (1976; 1980; 1985))
permettent par exemple d’éliminer des places (espèces) intermédiaires dans les
réseaux. Mais ces simplifications visent à préserver des propriétés spécifiques des
réseaux de Pétri, comme la vivacité ou l’existence d’une borne sur le nombre total
de molécules, et pas une sémantique non déterministe plus générale.

Avec des réseaux de réactions avec cinétiques et sous condition d’une séman-
tique déterministe, Radulescu et al. (2008) proposent une simplification qui cal-
cule séparément la structure simplifiée, en se basant sur les modes élémentaires
(Schuster & Hilgetag, 1994), et le système simplifié d’équations. Lorsque c’est
possible, ils assignent alors à chaque réaction simplifiée un taux cinétique afin de
vérifier le système simplifié. Pour simplifier le système d’équations, ils utilisent
des approximations sur les cinétiques, sans donner de résultats de correction.
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1.1.5 Autres approches de modélisation
D’autres approches de modélisation peuvent être utilisés pour représenter des sys-
tèmes biologiques, en utilisant des méthodes mathématiques et informatiques.

Par exemple, les réseaux booléens (Kauffman, 1969; Thomas, 1973) sont des
abstractions, dans lesquelles une concentration peut être soit égale à zéro (l’espèce
est inactive), soit différente de zéro (l’espèce est active). Le temps est ici discret.
Ils sont en général utilisés pour représenter des réseaux de gènes, et permettent
notamment de caractériser la présence d’oscillations.

Des modèles hybrides (Alur et al., 2001) peuvent être utilisés pour représenter
certaines parties du système de façon déterministe (lorsque le nombre de molécules
est élevé), et d’autres parties de façon stochastique (pour un faible nombre de
molécules).

Lorsque l’on veut modéliser des molécules complexes, sous forme de graphe,
comme par exemple des séquences de molécules (polymérisation, ADN, etc.),
il est possible d’utiliser des langages à base de règles (Danos & Laneve, 2004;
Blinov, Faeder, Goldstein, & Hlavacek, 2004; John, Lhoussaine, Niehren, & Ver-
sari, 2011). Une règle est alors une réaction paramétrique, une méta-réaction,
représentant de façon compacte un ensemble de réactions.

Une autre approche consiste à s’inspirer des langages de programmations, les
systèmes biologiques étant concurrents par nature. On peut par exemple utiliser
des langages dérivés du π-calcul (Regev, Panina, Silverman, Cardelli, & Shapiro,
2004; Kuttler, Lhoussaine, & Niehren, 2007), du join-calcul (Fournet & Gonthier,
1996) ou des algèbres de processus (Ciocchetta & Hillston, 2008). Cette approche
permet d’utiliser les notions de sémantiques et les méthodes d’analyse dévelop-
pées pour les langages de programmation (Mitchell, 1996; Winskel, 1993; Milner,
1989).
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1.2 Problématique générale
La problématique générale est alors de trouver des algorithmes de simplification
pour les réseaux de réactions, qui préservent leurs sémantiques. En particulier, la
simplification doit être capable d’éliminer des espèces intermédiaires. Il y a alors
5 défis à surmonter : avoir une simplification qui soit à la fois riche, correcte,
structurelle, contextuelle et confluente.

Tout d’abord, on veut que la simplification soit riche, c’est-à-dire qu’elle
puisse s’appliquer à un maximum de réseaux, et surtout à des réseaux venant des
applications biologiques. Elle doit pouvoir supprimer le plus de détails possibles,
sans modifier le comportement global du réseau. En particulier, la simplification
doit être capable de supprimer des espèces intermédiaires, mais aussi d’éliminer
des symétries, etc.

Par exemple, le réseau de réactions représenté graphiquement dans la Fig. 1.8
(à gauche) transforme une molécule de A en une molécule de X, puis soit en Y1

soit en Y2, et ces molécules se transforment alors en B. On voit directement que
globalement, le réseau va juste transformer A en B. On veut alors le simplifier
pour obtenir le réseau de droite, qui transforme directement A en B.

On veut également que la simplification soit correcte, c’est-à-dire que le com-
portement du réseau simplifié soit le même que celui du réseau initial. Cette
propriété est indispensable, puisque l’on souhaite pouvoir analyser ou simuler le
réseau simplifié et en déduire des informations sur le réseau initial. Il faut donc
que ces deux réseaux soient équivalents. La notion d’équivalence va dépendre
de la sémantique considérée, et devra représenter les comportements qui nous in-
téressent. Avec une sémantique déterministe, deux réseaux vont par exemple être
équivalents si leurs systèmes d’équations différentielles ont les mêmes solutions.
Pour le cas non déterministe, l’équivalence est plus difficile à définir. Elle doit
pouvoir représenter le comportement final et régulier des réseaux. Chaque règle
de simplification doit alors être correcte pour l’équivalence, c’est-à-dire préserver
la sémantique.

On veut ensuite que la simplification d’un réseau de réactions soit encore un
réseau de réactions, avec une structure, et pas juste un ensemble d’équations
différentielles. En effet, connaître la structure des réseaux de réactions apporte
plusieurs avantages, pour leurs compréhensions et pour leurs simplifications.

Premièrement, ils peuvent être représentés graphiquement, et sont alors plus
simple à comprendre qu’un ensemble d’équations. On peut alors facilement et
rapidement identifier le comportement global, essentiel, du réseau.

De plus, il est facile de dériver à la fois la sémantique non déterministe,
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Fig 1.8: Exemple de simplification du réseau de gauche pour obtenir le réseau de
droite. Les espèces X, Y1 et Y2 sont des espèces intermédiaires, que l’on souhaite
supprimer.

la sémantique déterministe et la sémantique stochastique à partir d’un réseau
de réactions et de sa structure. Les réseaux constituent donc un bon choix de
modélisation. À l’inverse, retrouver un réseau de réactions à partir de son sys-
tème d’équations différentielles est un problème difficile (Fages, Gay, & Soliman,
2015). En effet, plusieurs réseaux peuvent produire le même système, et il est
donc délicat de trouver le "meilleur" réseau, le plus cohérent, pour un système
donné.

Une autre difficulté est d’obtenir une simplification contextuelle. L’idée ici
est de pouvoir prendre un sous-réseau, un module d’un réseau plus grand, et de
pouvoir le remplacer par un autre module équivalent. Cette opération ne doit pas
modifier le comportement global du grand réseau, donc le grand réseau après ce
remplacement doit être équivalent au grand réseau initial. Cette approche con-
textuelle nécessite de connaître la structure du réseau de réactions, elle est diffi-
cilement envisageable avec des équations différentielles.

Une telle approche contextuelle permet de simplifier un réseau facilement, de
façon locale. Elle permet d’obtenir des règles de simplification simples, qui se
concentrent sur le module à simplifier. L’exemple classique ici est la simplifica-
tion proposée par Michaelis et Menten (1913) : dans un grand réseau, on remplace
une transformation enzymatique composée de trois réactions par une unique réac-
tion (voir Fig. 1.7 plus haut). La simplification est alors valable quelque soit le
contexte, à condition que celui-ci n’interagisse pas avec les espèces E et C, et
respecte les différentes conditions d’équilibre nécessaires à la simplification.

Une autre problématique importante est d’avoir une simplification confluente,
c’est-à-dire que quelque soit l’ordre d’application des règles de simplification, on
obtient toujours le même réseau simplifié. Ainsi, le réseau complètement simplifié
est unique. Quelque soit l’ordre de la simplification, on est alors sûr de toujours
obtenir le plus petit possible. Il n’y a alors pas d’ordre meilleur que les autres
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(d’un point de vue du résultat de la simplification), et il n’est donc pas nécessaire
de tester toutes les possibilités. L’ordre d’application des règles peut alors être
choisi de façon à optimiser le temps de calcul de la simplification. De plus, avoir
un unique réseau complètement simplifié permet de plus facilement utiliser la
simplification pour comparer différents modèles d’un même système biologique.
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1.3 Contributions
Dans cette thèse, nous cherchons à simplifier les systèmes à réactions chimiques
en biologie systémique en adoptant l’approche suivante. Dans un premier temps,
nous négligeons les cinétiques et développons une approche purement structurelle,
pour une sémantique non déterministe. On essaye alors dans un deuxième temps
d’étendre les règles de simplifications en ajoutant les cinétiques.

1.3.1 Simplification en non déterministe
Dans le cadre sans cinétique avec une sémantique opérationnelle non détermin-
iste, le problème est double. Il faut en effet trouver d’une part une simplification
structurelle des réseaux de réactions. Et d’autre part il faut définir, à partir de la sé-
mantique opérationnelle non déterministe, une nouvelle sémantique contextuelle,
qui soit pertinente biologiquement, et telle que les règles de simplification soient
correctes relativement à cette sémantique contextuelle.

Pour illustrer les problématiques dans le cadre non déterministe, on considère
le système Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al.,
2010), représenté dans la Fig. 1.9. Dans ce réseau, la présence de doxycycline
(Dox) à l’extérieur d’une cellule enclenche une chaine de réactions, qui aboutie
à la production d’une protéine fluorescente verte (GFPa). Ici, le contexte ne peut
interagir qu’avec la doxycycline à l’extérieur de la cellule, et pas avec les autres
espèces dans la cellule. On observe alors la protéine fluorescente dans la cellule.
Intuitivement, le réseau semble donc équivalent au réseau de la Fig. 1.10 où GFPa

est produite directement en présence de Dox.
On veut alors avoir une simplification permettant de transformer le réseau ini-

tial de Fig. 1.9 pour obtenir le réseau simple de Fig. 1.10. Et on veut également
pouvoir justifier formellement le fait que ces deux réseaux se comportent de la
même façon. C’est-à-dire que pour tout contexte n’interagissant qu’avec Dox, le
comportement de l’espèce observable GFPa est le même dans les deux réseaux.
Les autres espèces sont alors toutes considérées comme des espèces intermédi-
aires.

Nous proposons tout d’abord un ensemble de règles de simplifications de
réseaux de réactions. Ces règles structurelles permettent de simplifier de façon
locale un réseau. On peut partitionner ces règles en différentes catégories.

Un premier ensemble de règles vise à éliminer une espèce intermédiaire. Le
principe de ces règles, représenté dans la Fig. 1.11, est de combiner deux-à-deux
toute réaction produisant l’espèce intermédiaire avec toute réaction la consom-
mant. Par exemple, on peut appliquer ce type de règles pour supprimer l’espèce
GFP dans le réseau de Tet-On de la Fig. 1.9. On obtient alors le réseau par-
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Fig 1.9: Réseau initial du système Tet-On.
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Fig 1.10: Réseau simplifié du système Tet-On.

tiellement simplifié illustré dans la Fig. 1.12, où la réaction r7 a été combinée
respectivement avec r8 et r9.

Un autre type de règles supprime une réaction imitable, c’est-à-dire lorsqu’on
peut obtenir exactement la même transformation en utilisant un ensemble d’autres
réactions du réseau. Une troisième catégorie se base sur l’existence de symétries
dans le réseau pour pouvoir fusionner des espèces. Enfin, la simplification com-
prend d’autres règles plus diverses, permettant par exemple de supprimer des réac-
tions qui ne changent pas l’état du réseau (comme par exemple la réaction r78 dans
la Fig. 1.12), ou qui ne sont jamais applicables.

Nous considérons également un sous ensemble de ces règles de simplifica-
tion, avec uniquement 6 règles. Nous prouvons d’une part que cet ensemble de
règles est suffisant pour simplifier le réseau initial de Tet-On (Fig. 1.9), avec 10
réactions et 8 espèces, et obtenir le réseau simplifié présenté dans la Fig. 1.10,
avec uniquement 2 réactions et 2 espèces. D’autre part, nous montrons que cet
ensemble est confluent, et donc que quelque soit l’ordre d’application de ces rè-
gles de simplification, on obtient toujours le même réseau complètement simplifié.

Pour pouvoir résoudre le défi d’avoir une simplification correcte, nous pro-
posons une nouvelle sémantique contextuelle, à partir de la sémantique opéra-
tionnelle. Elle est basée sur l’observation des attracteurs, dans tout contexte,
et en négligeant certaines espèces considérées comme intermédiaires. Nous ap-
pellerons cette nouvelle sémantique la sémantique des attracteurs.

L’approche adoptée pour définir la sémantique des attracteurs est d’appliquer
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Fig 1.11: Exemple de simplification d’une espèce intermédiaire X. La réaction
r1332 est la combinaison de 3 fois la réaction r1 et de 2 fois la réaction r3. Elle
consomme trois molécules de A, produit 2 molécule de C, et ne modifie pas la
quantité de X.
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Fig 1.12: Réseau partiellement simplifié du système Tet-On, après avoir supprimé
l’espèce intermédiaire GFP.

un cadre général pour définit des sémantiques observationnelles pour les lan-
gages de programmation, développé par Schmidt-Schauss, Sabel, Niehren, and
Schwinghammer (2015), qui généralise la sémantique observationnelle définie
avant, comme par exemple dans (Pitts, 2002). Ces sémantiques s’intéressent au
comportement entrée-sortie d’un programme : placé dans un certain contexte, on
observe si le programme peut (ou doit) terminer, ou au contraire peut diverger.
En considérant un réseau de réactions comme un programme, il est alors possible
d’adopter le même type de méthodes. Néanmoins, ce n’est pas direct, puisque
la terminaison n’est pas un critère pertinent pour la biologie, où un réseau peut
atteindre un ensemble d’états dans lequel il oscille, sans terminer.

Un attracteur (voir par exemple (Naldi, Monteiro, & Chaouiya, 2012)) est
un ensemble d’états, qui est fortement connexe et terminal. Cette notion est
notamment bien connue dans les réseaux booléens (Kauffman, 1969; Thomas,
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Fig 1.13: À gauche : graphe des réactions. À droite : graphe des état accessibles.
Le réseau peut soit converger vers {B,C}, soit diverger.

1973) Il représente donc un comportement final et régulier d’un réseau puisqu’un
réseau qui atteint un attracteur ne va jamais pouvoir le quitter, et va pouvoir at-
teindre n’importe quel état de l’attracteur. Cette notion peut être étendue aux
graphes d’accessibilité des réseaux de réactions, en tenant compte du fait que les
attracteurs peuvent alors être de taille infinie, et qu’un réseau peut aussi diverger,
c’est-à-dire atteindre un état qui ne peut plus jamais converger vers un attracteur.

Par exemple, considérons le réseau de réactions présenté à gauche dans la
Fig. 1.13. Le graphe des états accessibles avec ce réseau, en partant avec une
unique molécule de A, est représenté à droite de la figure. Dans ce réseau, une
molécule de A peut se transformer soit en une molécule de B, soit en une molécule
de D. La molécule de B peut uniquement se transformer en C, et C peut unique-
ment se transformer en B. L’ensemble des états {B,C} forme alors un attracteur.
La molécule de D peut alors se multiplier, créant deux molécules de D, puis trois,
etc. On ne peut alors plus atteindre d’attracteur. Le réseau initial peut donc soit
converger vers l’attracteur {B,C}, soit diverger en créant infiniment des molécules
de D.

Nous considérons ici une notion d’attracteurs modulo une fonction d’observation,
qui nous permet de ne pas prendre en compte les espèces intermédiaires lorsque
de la comparaison de réseaux. Dans la sémantique des attracteurs que nous pro-
posons, deux réseaux de réactions seront équivalents si, dans tout contexte, ils
peuvent converger (ou diverger) vers les mêmes attracteurs, modulo cette obser-
vation. Nous prouvons alors que la simplification préserve cette sémantique, et
donc que les deux réseaux de Tet-On sont bien équivalents.

Pour illustrer la pertinence biologique de notre méthode de simplification,
nous l’appliquons sur différents modèles du système MAPK (Markevich et al.,
2004), issus de la base de données de modèles Biomodels. En les réduisant tous
en un unique réseau, nous prouvons alors que les réseaux initiaux étaient tous
équivalents pour la sémantique des attracteurs.
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1.3.2 Simplification en déterministe

Pour la sémantique déterministe, la simplification de réseaux cinétiques doit sur-
monter la difficulté supplémentaire de calculer les taux cinétiques des réactions
simplifiées, permettant de préserver exactement le comportement déterministe du
réseau.

Nous proposons un ensemble de règles de simplifications, qui préservent de
façon exacte la sémantique déterministe des réseaux de réactions. Ces règles sont
structurelles et contextuelles. Elles permettent, notamment, de simplifier le réseau
de réactions cinétiques de Tet-On, et d’obtenir les mêmes réactions que pour la
simplification non déterministe, tout en calculant les expressions cinétiques des
deux réactions simplifiées.

L’idée ici est d’étendre les règles de simplification précédentes, en ajoutant les
cinétiques et en préservant la sémantique déterministe. Les règles calculent alors
dans le même temps la structure des réactions simplifiées et leurs nouvelles ciné-
tiques. Les règles restent donc contextuelles. Elles sont également purement sym-
boliques, ne nécessitant pas de connaitre la valeur des paramètres, ni de simuler
numériquement le comportement du réseau. La simplification préserve le com-
portement déterministe de façon exacte, et non approchée.

Comme pour le cas non déterministe, des règles permettent alors de simplifier
des espèces intermédiaires. Les règles calculent alors les nouvelles expressions
cinétiques des réactions simplifiées. Il est alors nécessaire d’ajouter des deux
restrictions supplémentaires par rapport au cas non déterministe. La première
condition est que les espèces intermédiaires doivent être à l’équilibre, c’est-à-dire
que leurs concentrations soient (exactement) constantes au cours du temps. Les
autres espèces ne sont par contre pas obligatoirement à l’équilibre. De plus, il
est nécessaire, sauf dans certains cas spécifiques, que les expressions cinétiques
soient linéaires dans la concentration des espèces intermédiaires. Sous ces hy-
pothèses, la règle d’élimination des espèces intermédiaires peut alors être formuler
de manière plus générale que dans le cas non déterministe.

Comme pour le cas non déterministe, on peut également supprimer une réac-
tion imitable, ou utiliser des symétries entre espèces. Certaines règles sont égale-
ment spécifiques à la sémantique déterministe, par exemple en factorisant les réac-
tants et les produits d’une réaction.

Considérons de nouveau le réseau Tet-On, cette fois avec des cinétiques. Il est
représenté dans la Fig. 1.14. Toutes les cinétiques sont des lois d’action de masse.
On peut alors appliquer la simplification jusqu’à obtenir le réseau simplifié de la
Fig. 1.15. La structure du réseau simplifié est la même que pour la simplification
en non déterministe. Le nombre de paramètres diminue de 11 initialement à 3
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Fig 1.14: Réseau cinétique initial du système Tet-On.
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Fig 1.15: Réseau cinétique simplifié du système Tet-On.

dans le réseau simplifié.

1.3.3 Confluence

Enfin, nous étudions la confluence de la simplification des réseaux avec la séman-
tique déterministe, pour un sous-ensemble de règles, permettant en particulier
d’éliminer des espèces intermédiaires. Plusieurs adaptations et restrictions sont
alors nécessaires pour pouvoir obtenir un résultat de confluence.

En effet, la règle de simplification d’espèces intermédiaires, étant plus générale
que dans le cas non déterministe, n’est pas confluente si considérée toute seule.
Même en négligeant les cinétiques, on s’aperçoit que selon l’ordre d’élimination
des espèces intermédiaires, des réactions supplémentaires peuvent parfois appa-
raître. Ces réactions, que nous appellerons plus tard réactions dépendantes, peu-
vent être supprimées à l’aide d’une nouvelle règle de simplification. Dans ce cas,
et toujours sans cinétique, on obtient alors un résultat positif de confluence.

De plus, ce résultat est directement lié au calcul des modes élémentaires (Schuster
& Hilgetag, 1994). Un mode est un invariant, un multi-ensemble de réactions, qui
appliquées toutes ensembles, ne modifient pas la quantité des espèces intermédi-
aires. Un mode élémentaire vérifie en plus une notion de minimalité. Chaque
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Fig 1.16: Modes élémentaires du système Tet-On (sans cinétique).
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Fig 1.17: Réseau simplifié (sans cinétique) du système Tet-On.

réaction simplifiée produite par notre méthode est alors exactement la combinai-
son des réactions d’un mode élémentaire.

Les modes élémentaires du réseau Tet-On sont représentés dans la Fig. 1.16.
Par exemple, le mode élémentaire {r3, r4} est représenté en bleu, et le mode élé-
mentaire {r7, r9} est en orange. La simplification des espèces intermédiaires et des
réactions dépendantes produit alors le réseau représenté dans la Fig. 1.17. Par ex-
emple, la combinaison des réactions r7 et r9 forme la réaction simplifiée r79, qui
produit une molécule de GFPa.

Lorsqu’on ajoute de nouveau les cinétiques, il est alors nécessaire d’ajouter
des conditions afin de pouvoir éliminer l’ensemble des espèces intermédiaires.
Notamment, les réactions consommant des espèces intermédiaires doivent avoir
une cinétique linéaire dans leurs concentrations, et il ne peut pas y avoir plusieurs
espèces intermédiaires en réactants (ou en produits) d’une réaction. Sous ces
conditions, il est alors possible d’éliminer toutes les espèces intermédiaires, et
les réseaux complètement simplifiés ont tous la même structure, c’est-à-dire les
mêmes réactions lorsqu’on néglige les cinétiques.

Ce n’est néanmoins toujours pas suffisant pour avoir les mêmes cinétiques.
On illustre en particulier ce problème sur un système biologique, pour lequel on
peut trouver deux réseaux simplifiés avec la même structure mais des cinétiques
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Fig 1.18: Réseau de signalisation pour l’espèce Smad, avec un mode décompos-
able en modes élémentaires de deux façons différentes.

différentes. On définit alors le critère suivant sur le réseau initial : un réseau est
uniquement décomposable si, pour tout mode de ce réseau, il existe une unique
décomposition de ce mode en des modes élémentaires.

Par exemple, considérons le réseau représenté dans la Fig. 1.18, représen-
tant une sous partie du réseau de signalisation pour l’espèce Smad (Schmierer,
Tournier, Bates, & Hill, 2008), où toutes les espèces sont intermédiaires. L’ensemble
de réactions {r22′ , r5, r7, r6′ , r23, r1, r1′} est alors un mode. Il peut se décomposer
en modes élémentaires de deux façons différentes, soit avec les modes élémen-
taires {r22′ , r5, r7, r6′ , r23} et {r1, r1′} représentés sur la figure de gauche, soit avec
les modes {r22′ , r1, r23} et {r5, r7, r6′ , r1′} sur la figure de droite. La simplification
ne sera alors pas confluente pour les cinétiques sur ce réseau.

Lorsque le critère est vérifié, on prouve alors que la simplification est com-
plètement confluente, à la fois pour la structure et les cinétiques. Par exemple, le
réseau Tet-On vérifie le critère, et possède donc un unique réseau complètement
simplifié.
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1.4 Discussion
Il est alors naturel de se demander si on obtient des règles de simplification préser-
vant à la fois la sémantique des attracteurs et la sémantique déterministe. Bien que
le type de règles est le même pour les deux sémantiques, nous montrerons que la
plupart du temps on ne peut pas complètement les unifier. En effet, les différences
de traitement, par exemple des quantités de matières (nombre de molécules ou
concentration), impliquent des conditions trop différentes dans les règles. En par-
ticulier, la règle d’élimination des espèces intermédiaires n’est pas unifiable.

Nous discuterons également brièvement de la possibilité d’étendre ces règles
pour une sémantique stochastique. Nous montrerons que certaines règles peu-
vent trivialement être étendues. Néanmoins, la sémantique stochastique implique
également des difficultés supplémentaires, notamment sur le type de contexte pos-
sible.
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1.5 Plan de la thèse
Chapitre 2 - Préliminaires Ce premier chapitre introduit les différentes no-
tions et définitions nécessaires à la compréhension de cette thèse. Elle définit
d’abord les réseaux de réactions et la sémantique opérationnelle non détermin-
iste, ainsi que la notion centrale d’observation. Ensuite, nous ajoutons les ciné-
tiques aux réseaux, et décrivons la sémantique déterministe, à l’aide des systèmes
d’équations différentielles. Enfin, nous donnons une définition formelle du type
de simplification étudiée dans cette thèse, et de leurs propriétés.

Chapitre 3 - Congruence des attracteurs et simplification non déterministe
Dans ce chapitre, nous définissons tout d’abord la sémantique des attracteurs pour
les réseaux de réactions, représentant leurs comportements finaux réguliers. Nous
étudions alors un premier ensemble de règles de simplification, confluent, per-
mettant de simplifier le réseau biologique Tet-On (Huang et al., 2010). La sim-
plification est alors enrichie avec d’autres règles, plus générales, mais non con-
fluentes. Ces règles sont utilisées pour comparer et prouver l’équivalence de dif-
férents modèles du système MAPK (Markevich et al., 2004). Nous discutons alors
de la sémantique des attracteurs et de notre méthode de simplification, en les com-
parant à la littérature.
Ce chapitre reprend et étend les résultats présentés dans (Madelaine, Lhoussaine,
& Niehren, 2014).

Chapitre 4 - Simplification préservant la sémantique déterministe Dans ce
chapitre, nous étudions la simplification avec une sémantique déterministe. On
définit tout d’abord une notion de similarité, permettant de réécrire des expres-
sions cinétiques en d’autres expressions équivalentes. Nous donnons ensuite un
ensemble de règles de simplification pour la sémantique déterministe. Elles per-
mettent d’obtenir un réseau simplifié ayant le même comportement que le réseau
initial. Par exemple, des règles suppriment des espèces intermédiaires supposées
à l’équilibre, ou utilisent des symétrie du réseau pour fusionner certaines es-
pèces. On étudie alors la simplification correspondante appliquée aux systèmes
d’équations. Enfin, nous discutons de la simplification en la comparant à la lit-
térature.
Ce chapitre reprend et étend les résultats présentés dans (Madelaine, Lhoussaine,
& Niehren, 2015) et (Madelaine, Lhoussaine, Niehren, & Tonello, 2016).

Chapitre 5 - Simplification confluente des espèces intermédiaires linéaires
Ce chapitre s’intéresse plus particulièrement à la confluence de l’élimination des
espèces intermédiaires en sémantique déterministe. Nous montrons que cette règle
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de simplification, seule, n’est pas confluente, même en négligeant les cinétiques.
En ajoutant deux nouvelles règles de simplification, nous prouvons néanmoins
qu’on peut obtenir une simplification confluente (toujours sans les cinétiques).
De plus, nous montrons également que cette simplification permet alors de cal-
culer les modes élémentaires d’un réseau. Avec les cinétiques, et en ajoutant des
conditions de linéarité sur les cinétiques, nous montrons que quelque soit l’ordre
de la simplification, la structure du réseau complètement simplifié est toujours la
même. En revanche, la répartition des taux cinétiques peut être différente, comme
illustré sur un modèle biologique. Nous donnons alors un critère structurel sur
le réseau initial suffisant pour garantir l’unicité de cette répartition, et donc la
confluence de la simplification. Enfin, nous discutons de ce résultat en le com-
parant à la littérature. Ce chapitre reprend les résultats présentés dans (Madelaine,
Tonello, Lhoussaine, & Niehren, 2016a) et dans (Madelaine, Tonello, Lhoussaine,
& Niehren, 2016b).

Chapitre 6 - Discussion Enfin, dans ce dernier chapitre, nous discutons de la
généralisation de nos règles de simplification à différentes sémantiques. Dans un
premier temps, nous comparerons la sémantique non déterministe et la sémantique
déterministe, et montrerons que leurs différences rendent parfois impossible une
uniformisation des règles de simplification. Nous discutons alors brièvement de
la généralisation de nos règles pour une sémantique stochastique, et des difficultés
supplémentaires que cela implique, notamment pour la notion de contexte.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

Ce premier chapitre préliminaire introduit les concepts fondamentaux de la mod-
élisation en biologie. On y définit formellement les différentes notions qui seront
utilisées dans cette thèse, en les illustrant dans des exemples. On s’intéresse
tout d’abord aux réseaux de réactions sans cinétique et à leur sémantique opéra-
tionnelle non déterministe. On étudie ensuite la sémantique déterministe des
réseaux de réactions avec cinétiques et des systèmes d’équations différentielles
ordinaires. Enfin, on présente les différentes propriétés que l’on souhaite avoir
pour nos simplification, c’est-à-dire des simplifications structurelles, correctes vis
à vis d’une relation d’équivalence, et si possible confluente.

Notations On note B = {true, false} l’ensemble des booléens, N = {0, 1, . . .}
celui des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs, R celui des nombres réels,
R≥0 celui des nombres réels positifs et R>0 celui des nombres réels strictement
positifs.
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2.1 Sémantique non déterministe des réseaux
Dans cette section, on définit formellement les réseaux de réactions, et leurs
liens avec les réseaux de Pétri. On illustre ces définitions sur des exemples que
nous réutiliserons tout au long de cette thèse. On présente la notion centrale
d’observation, permettant de spécifier les espèces qui nous intéressent. On décrit
ensuite la sémantique opérationnelle et non déterministe classique de ces réseaux.

2.1.1 Réseaux de réactions
Réseaux de réactions Une espèce moléculaire A, B, . . . ∈ Espèces est l’élément
de base de nos modèles. Une espèce peut représenter biologiquement une pro-
téine, une enzyme, un gène, de l’ARN messager, etc. Une solution chimique est
s : Espèces → N est un multi-ensemble de molécules. L’entier s(A) est appelé le
coefficient stœchiométrique de l’espèce A dans la solution s. On utilise en général
la notation s = a1A1 + . . . + anAn pour désigner la solution s telle que pour tout
1 ≤ i ≤ n, s(Ai) = ai, et s(A) = 0 pour tout autre espèce A. L’ensemble des solu-
tions constructibles avec les espèces Espèces est noté Solutions(Espèces). Comme
l’ensemble des espèces est en général fixé, on utilise en général juste la notation
Solutions.

Une réaction (chimique) est une transformation d’une solution chimique en
une autre solution chimique. Biologiquement, une réaction peut représenter la
liaison ou la désunion de deux molécules, le transport d’une molécule d’un com-
partiment vers un autre compartiment, la transcription d’ADN en ARN messager,
la traduction de l’ARN messager en protéine, etc. Formellement, une réaction est
une paire de solutions :

Réactions r ::= s1 As2

Les espèces présentes dans s1 sont appelées les réactants de r, tandis que celles
dans s2 sont appelées produits de r. On appelle vecteur stœchiométrique de réac-
tion le vecteur stoicr : Espèces → Z défini par stoicr(A) = s2(A) − s1(A), qui
décrit le nombre de molécules produites par r (ou consommées, lorsque ce nom-
bre est négatif). Une espèce A qui est présente à la fois dans les réactants et
les produits, mais dont la quantité n’est pas modifiée par r, c’est-à-dire telle que
s1(A) = s2(A) > 0 (et donc stoicr(A) = 0), est appelée un activateur de r. Notons
qu’on ne considère ici que des réactions irréversibles, c’est-à-dire qui ne peuvent
transformer que s1 en s2, et ne peuvent pas faire la transformation inverse. Une
réaction réversible sera donc modélisée par deux réactions, une dans chaque sens.

Exemple 1. Ainsi, la réaction r = 2A + BAC + B transforme deux molécules
de l’espèce A en une molécule de l’espèce C, en présence d’une molécule de
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Fig 2.1: Représentation graphique des réactions r1 = 2A + BAC + B et r2 =

AAB.

l’espèce B. Les réactants de r sont A et B, ses produits sont C et B. L’espèce B
est un activateur dans r. La stœchiométrie de la réaction est égale à :

stoicr(A) = −2 stoicr(B) = 0 stoicr(C) = 1.

Un ensemble de réactions R peut être représenté graphiquement, de façon sim-
ilaire à des réseaux de Pétri. Il y a alors deux types de sommets : des sommets
pour les espèces moléculaires, représentés par des cercles, et des sommets pour
les réactions, représentés par des carrés. Un arc d’une espèce A vers une réac-
tion r = s1 As2 (resp. de r vers A), labellisé par un entier i > 0, signifie que
s1(A) = i (reps. s2(A) = i. Lorsque A est un activateur pour r, c’est-à-dire
s1(A) = s2(A) = i > 0, alors on utilise un arc A ei r. Lorsque i = 1, on omet en
général le label.

Exemple 2. Les réactions R = {r1 = 2A+BAC+B, r2 = AAB} sont représentées
graphiquement dans la Fig. 2.1.

Un réseau de réactions N = R | s0 est alors simplement une paire composée
d’un ensemble de réactions R et d’une solution initiale s. La solution initiale
représente l’état courant du réseau. On note R(N), respectivement s0(N), les réac-
tions et la solution initiale du réseau N. On note également Espèces(N) l’ensemble
des espèces présentes soit dans une réaction soit dans la solution de N.

Exemple 3. Le réseau N = {r1 = 2A + BAC + B, r2 = AAB} | 3A possède
deux réactions R(N) = {r1, r2}, et sa solution initiale s0(N) = 3A contient trois
molécules de l’espèce A. On a Espèces(N) = {A, B,C}.

Réseau de Pétri En biologie des systèmes, les réseaux de Pétri (Petri, 1966;
Murata, 1989; Silva, 2013) sont souvent utilisés pour modéliser des systèmes
biologiques (Reddy et al., 1993; Chaouiya, 2007; Heiner et al., 2008). Il y a
en fait un lien direct entre les réseaux de réactions et les réseaux de Pétri.
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Définition 1. Un réseau de Pétri (marqué) est un 4-uplet (P,T, A,m0), où :

• P est un ensemble (fini) de places,

• T est un ensemble (fini) de transitions,

• A : (P×T ∪T ×P)→ N est une fonction associant une multiplicité à chaque
arc dirigé entre les places et les transitions,

• m0 : P → N est une fonction associant à chaque place un nombre initial de
jetons.

On a alors directement une équivalence entre un réseau N = R | s0 et le réseau
de Pétri (P,T, A,m0) défini par :

• l’ensemble des places sont les espèces : P = Espèces,

• l’ensemble des transitions sont les réactions : T = R,

• il existe un arc de A vers r (resp. de r vers A) de multiplicité i si et seulement
si i est la stœchiométrie de A dans les réactants (resp. produits) de r,

• le marquage initial m0 représente la solution initial s0.

On peut alors utiliser les résultats des réseaux de Pétri pour les réseaux de
réactions. Par exemple, on peut noter que la plupart des équivalences usuelles
(bisimulation, trace équivalence, etc.) ne sont pas décidables dans les réseaux de
Pétri, et donc dans les réseaux de réactions (voir par exemple (Esparza, 1998) pour
un résumé des résultats de complexité et de décidabilité dans les réseaux de Pétri).
En revanche, le problème d’accessibilité est lui décidable (Mayr, 1984; Kosaraju,
1982), mais EXPSPACE-dur (Lipton, 1976).

Contexte et composition Dans cette thèse, on souhaite adopter une vision mod-
ulaire des réseaux. Ainsi, chaque réseau de réactions peut être vu comme un mod-
ule, une sous-partie d’un réseau plus grand. On peut alors remplacer un module
par un autre module, équivalent, sans changer le comportement global du réseau.

Par exemple, on peut étudier un réseau de réactions représentant, en présence
d’un facteur de transcription, l’activation d’un gène et la production d’un protéine.
Le facteur de transcription ou la protéine produite peuvent interagir avec d’autres
éléments, qui ne nous intéressent pas pour ce modèle, et qui peuvent être incon-
nus. On considère alors que ces autres comportements font partie d’un contexte.
Lorsque l’on cherchera ensuite à comparer des modèles, on considérera que deux
modèles sont équivalents s’ils ont le même comportement dans tous les contextes
possibles. Cette notion de contexte correspond à celle présente pour les langages
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Fig 2.2: Représentation graphique du réseau N seul (à gauche) ou dans un contexte
(à droite).

de programmation (Schmidt-Schauss et al., 2015). On voit ainsi un réseau comme
un programme, qui reçoit des entrées (par exemple une production du facteur de
transcription) et produit une sortie (la protéine). Notons que la sortie peut, selon
le contexte, influer sur l’entrée, et former ainsi une boucle de rétroaction.

On souhaite malgré tout que certaines des espèces soient spécifiques à notre
réseau, et donc ne puisse pas interagir avec le contexte, comme par exemple le
gène dans l’exemple ci-dessus. Formellement, ces espèces sont appelées espèces
internes, et on note I ⊆ Espèces l’ensemble de ces espèces. Cet ensemble sera
en général fixé. Un contexte est alors un réseau N′ qui n’utilise pas les espèces
internes, c’est-à-dire Espèces(N′) ∩ I = ∅. On définit alors la composition d’un
réseau et d’un contexte par :

(R | s0) | (R′ | s′0) = R ∪ R′ | s0 + s′0.

Lors de la représentation graphique des réseaux, on illustre les espèces pouvant
interagir avec le contexte, c’est-à-dire les espèces non internes, par des flèches en
pointillé.

Exemple 4. Reprenons le réseau de réactions précédent N = {r1, r2} | 3A. On
suppose que les espèces A et C peuvent interagir avec le contexte, tandis que B est
une espèce interne. Sa représentation graphique est à gauche de la Fig. 2.2.

Le réseau N′ = {r3 = C A∅} | A, qui ajoute une réaction r3 de dégradation
pour C et une molécule de A dans la solution initiale, est alors un contexte valide,
puisqu’il n’interagit pas avec l’espèce interne B. Le réseau N | N4 est alors
représenté à droite de la Fig. 2.2.

2.1.2 Sémantique opérationnelle
On va maintenant définir la sémantique opérationnelle, qui décrit comment un
réseau évolue de façon non déterministe, de façon identique à la sémantique
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usuelle des réseaux de Pétri. Si une réaction r = s1 As2 est présente dans un
réseau, on peut alors l’appliquer et transformer la solution s1 en s2. La relation de
réduction est formellement définie par :

r = s1 As2 ∈ R s1 ⊆ s0 s′0 = s0 − s1 + s2

(R | s0)→r(R | s′0)

On étend alors de façon naturelle la relation de réduction :

→R =
⋃
r∈R

→r → =
⋃

r∈Réactions

→r.

Exemple 5. Reprenons le réseau N précédent, avec initialement trois molécules
de A, et dont les réactions sont représentées graphiquement dans la Fig. 2.1. La
réaction r1 = 2A+ BAC n’est pas applicable, puisqu’il n’y a pas de molécules de
B dans la solution initiale. On peut par contre appliquer la réaction r2 = AAB.
La solution initiale s0 = 3A est alors transformée en une solution s′0 = 2A + B. On
a donc N→N′, avec N′ = R | s′0.

À partir de N′, remarquons que les deux réactions sont cette fois applicables.
Comme on utilise ici une sémantique non déterministe, on devra donc considérer
les deux possibilités.

L’ensemble des réseaux accessibles à partir d’un réseau initial à l’aide de la sé-
mantique opérationnelle peut être représenter à l’aide d’un graphe d’accessibilité.

Définition 2 (Accessibilité et graphe d’accessibilité). Soit N un réseau. On définit
l’ensemble des réseaux accessibles depuis N par :

{N→∗} = {N′ | N→∗N′}.

Le graphe d’accessibilité G(N) = 〈{N→∗},→,N〉 est le graphe orienté et en-
raciné en N dont les sommets sont les réseaux accessibles, et dont les arcs corre-
spondent à la relation de sémantique opérationnelle.

Le graphe des solutions accessibles Gsol(N) = 〈V, E, v0〉 est la projection de
G(N) sur les solutions, c’est-à-dire, si N = R | s0 :

• V = {s | (R | s) ∈ {N→∗}},

• E = {(s, s′) | (R | s)→(R | s′)},

• v0 = s0.

Pour tout graphe G = 〈V, E〉, on notera G le graphe obtenu à partir de G en
supprimant les boucles, c’est-à-dire les arcs de forme (v, v).
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3A 2A + B A + 2B 3B

C + B

Fig 2.3: Graphe des solutions accessibles du réseau N.

∅ A . . . iA . . .

Fig 2.4: Graphe des solutions accessibles du réseau {∅AA} | ∅.

Exemple 6. Reprenons le réseau N = {r1, r2} | 3A, dont les réactions sont
représentées dans la Fig. 2.1. Le graphe des solutions accessibles correspondant
est représenté dans la Fig. 2.3.

Notons que l’ensemble des réseaux accessibles peut être de taille infinie, ainsi
que le graphe d’accessibilité. Par exemple, le graphe des solutions accessibles du
réseau {∅AA} | ∅, qui produit une infinité de molécules de A, est représentée dans
la Fig. 2.4.

2.1.3 Exemples biologiques
Dans cette section, on considère trois exemples biologiques, que l’on retrouvera
tout au long de cette thèse. Le premier exemple exemple illustre la réaction enzy-
matique de Michaelis-Menten (sans cinétique) (Michaelis & Menten, 1913). On
considère ensuite un modèle du système Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen
et al., 1995; Huang et al., 2010), et enfin un modèle de signalisation de MAPK
(Markevich et al., 2004).

Exemple 7 (Michaelis-Menten). La réaction enzymatique de Michaelis-Menten
(Michaelis & Menten, 1913) représente la transformation d’un substrat S en un
produit P en présence d’une enzyme E. Cette transformation peut être réalisée
par un ensemble de trois réactions enzymatiques, ou par une unique réaction. Le
réseau NMM = {r1, r2, r3} | S + E contient les 3 réactions suivantes, représentées
graphiquement dans la Fig. 2.5 :

r1 = S + E AC r2 = C AS + E r3 = C AP + E.

Dans la réaction r1, le substrat S et l’enzyme E se lient pour former le complexe
C. Par la réaction inverse r2, le complexe C peut se décomposer en S et E. Il peut
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P

r1

r2 r3

Fig 2.5: Graphe du réseau de Michaelis-Menten.

S + E C P + E

Fig 2.6: Graphe des solutions accessibles du réseau de Michaelis-Menten.

également, avec la réaction r3, produire le produit P, tout en relâchant l’enzyme
E.

Les espèces E et C sont ici des espèces internes, ne pouvant pas être modifiées
par le contexte, contrairement aux espèces S et P : I = {E,C}. La solution initiale
du réseau comporte une molécule de S et une molécule de E.

Le graphe des solutions accessibles est représenté dans la Fig. 2.6.
On verra plus loin que cette transformation peut également se faire avec une

unique réaction, transformant directement le substrat en produit.

Exemple 8 (Tet-On). On considère maintenant un réseau un peu plus gros du
système Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010).
Il modélise une séquence de réactions qui, à partir de l’entrée dans la cellule d’un
antibiotique, la doxycycline Dox, va déclencher l’expression d’un gène PTRE3G et
la production d’une molécule fluorescente GFPa. Le modèle contient les espèces
moléculaires suivantes :

Espèces = {Dox,Doxi, rtTA, rtTADox,PTRE3G,mRNA,GFP,GFPa}.

Le réseau de réaction, représenté graphiquement sur la Fig. 2.7, est définie par :

NTet-On = R | Dox + 45000rtTA + 5PTRE3G.

L’ensemble des espèces liées I = Espèces\{Dox} contient toutes les espèces,
excepté la doxycycline Dox, qui est en dehors de la cellule et dont la quantité peut
être contrôlée, par exemple en utilisant un dispositif micro-fluidique (Uhlendorf
et al., 2012). La solution initiale du réseau contient une molécule de Dox, 45000
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mRNAGFPGFPa

r1

r2

r3

r4

r5

r6

r7

r8

r9

r10

Fig 2.7: Graphe du système Tet-On.

r1 = DoxADox + Doxi r6 = mRNAA∅

r2 = Doxi A∅ r7 = mRNAAmRNA + GFP
r3 = Doxi + rtTAArtTADox r8 = GFPA∅

r4 = rtTADoxADoxi + rtTA r9 = GFPAGFPa

r10 = GFPa A∅

r5 = rtTADox + PTRE3G ArtTADox + PTRE3G + mRNA

Fig 2.8: Réactions du réseau Tet-On.
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r1 = M + MAPKK AMpY + MAPKK r−1 = MpY + MKPAM + MKP
r2 = M + MAPKK AMpT + MAPKK r−2 = MpY + MKPAM + MKP
r3 = MpY + MAPKK AMpp + MAPKK
r4 = MpT + MAPKK AMpp + MAPKK r−4 = Mpp + MKPAMpT + MKP

Fig 2.9: Réactions du système MAPK.

molécules de rtTA, et 5 copies du gène PTRE3G. L’ensemble R de ces réactions est
décrit formellement dans la Fig. 2.8.

Ce système modélise la production d’une protéine fluorescente verte (GFPa)
dans une cellule, en présence d’un antibiotique, la doxycycline (Dox), à l’extérieur
de la cellule. On suppose ici que l’environnement peut contrôler la quantité de
doxycycline à l’extérieur de la cellule (1 molécule dans la solution du réseau ini-
tial). Ainsi, l’entrée de doxycycline dans la cellule ne consomme pas Dox, qui est
donc un activateur dans la réaction r1. Une fois dans la cellule, la doxycycline
Doxi peut soit être dégradée par la réaction r2, soit se lier au facteur de transcrip-
tion artificiel rtTA par la réaction r3. Le complexe rtTADox ainsi formé peut soit
se dissocier (r4), soit activer la transcription du gène PTRE3G, qui produit alors de
l’ARN messager mRNA (r5). Celui-ci peut soit être dégradé par la réaction r6,
ou être traduit par la réaction r7 en protéine GFP. Enfin, la protéine peut devenir
active et fluorescente (GFPa) avec la réaction r9. Les protéines GFP et GFPa

peuvent également être dégradées par les réactions r8 et r10.

Exemple 9 (MAPK). Enfin, on s’intéresse au système MAPK. Ce système décrit
la double phosphorylation d’une molécule de M, créant la molécule Mpp. Dans
(Markevich et al., 2004), plusieurs réseaux différents décrivant ce modèle sont
proposés, selon le niveau de détails. On verra dans la suite comment on peut relier
entre eux certains de ces modèles à l’aide de notre simplification. On présente
ici le réseau BIOMD0000000029 de la base de données de modèles biologiques
Biomodels. Il s’agit d’un réseau de taille intermédiaire proposé dans (Markevich
et al., 2004) :

NMAPK = R | M + a1MAPKK + a2MKP.

Le réseau contient une molécule de M, et des molécules de chaque activateur
(MAPKK et MKP). Les réactions sont décrites dans la Fig. 2.9 et représentées
graphiquement dans la Fig. 2.10. On pose I = {M,Mpp,MKP,MAPKK}.

Dans ce réseau, l’espèce moléculaire M possède deux sites, Y et T , pou-
vant être phosphorylés, sous l’action de l’activateur MAPKK. La réaction r1

phosporylise le site Y , transformant M en MpY , tandis que r2 transforme M en
MpT . Les réactions r3 et r4 phosporylisent le site restant, formant l’espèce Mpp,
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Fig 2.10: Graphe du système MAPK.

où les deux sites sont phosphorylés. Les sites peuvent être déphosphorylés sous
l’action de l’activateur MKP. Notons que le site T ne peut être déphosphorylé que
si le site Y n’est pas lui-même phosphorylé.

2.1.4 Observation
On va maintenant définir la notion centrale d’observation. Lors de la modélisation
d’un système biologique, on est en général intéressé par l’évolution de certaines
espèces moléculaires en particulier. Par exemple, considérons un modèle de la
transcription puis traduction d’un gène. En général, on s’intéresse à la quantité de
la protéine créée, plus qu’à celle de l’ARN messager, qui n’est une espèce inter-
médiaire. On ne veut donc observer que la protéine. On peut aussi ne connaitre les
données expérimentales que de certaines espèces. Enfin, on veut parfois ne pas
faire la distinction entre plusieurs espèces, par exemple une protéine dans deux
états différents (phosphorylée et non-phosphorylée).

Une fonction d’observation Ω : Espèces → Observables associe à chaque es-
pèce moléculaire A une observation Ω(A) ∈ Observables. L’ensemble Observables
des observations peut être fini ou infini. On peut alors étendre cette fonction aux
solutions, comme un morphisme du monoïde (Solutions,+, ∅) vers un monoïde
commutatif d’observables (Observables,⊕,O), avec O l’observation vide :

Ω(A) = Ω(A) Ω(∅) = O Ω(s + s′) = Ω(s) ⊕Ω(s′).

L’observation d’un réseau est alors l’observation de sa solution initiale : Ω(R |
s) = Ω(s). En général, et sauf si précisé autrement, on fixera un ensemble fini
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d’observations atomiques o ∈ ObsAtoms, et on utilisera comme monoïde celui
des solutions construites à de ces observations atomiques. L’ensemble des ob-
servations est donc défini par Observables = Solutions(ObsAtoms), la somme
d’observations par la somme de solutions ⊕ = +, et l’observation vide correspond
à la solution vide O = ∅. On a donc Ω(s + s′) = Ω(s) + Ω(s′).

Exemple 10 (Observation de Michaelis-Menten). Dans la transformation enzy-
matique de Michaelis-Menten de l’Ex. 7, on s’intéresse principalement à la pro-
duction de la protéine P en fonction de l’apport en substrat S. On va donc observer
ces deux espèces. En revanche, la quantité d’enzymes, E, ne nous intéresse pas,
donc cette espèce sera non observable. Le complexe C correspond à une molécule
de E liée à une molécule de S. On va donc considérer que son observation est
la somme de ses deux observations. On définit donc la fonction d’observation
suivante sur les espèces, en prenant ObsAtoms = {S,P} :

ΩMM(S) = S ΩMM(P) = P
ΩMM(E) = O ΩMM(C) = ΩMM(S + E) = S.

On peut alors étendre cette observation aux solutions de façon classique, en con-
sidérant l’observation comme un morphisme de (Solutions,+, ∅) dans le monoïde
(Solutions({S,P}),+, ∅), avec :

ΩMM(sS + eE + cC + pP) = (s + c)S + pP.

Exemple 11 (Observation de Tet-On). Dans le système Tet-On décrit dans l’Ex. 8,
on considère que seule la protéine GFPa, qui est fluorescente, peut être observée.
La fonction d’observation sur les espèces est alors définie par :

ΩTet-On(A) =

{
GFPa si A = GFPa,
O sinon.

On peut étendre cette fonction sur les solutions de différentes façons. On peut
vouloir considérer la solution restreinte aux espèces observables (ici GFPa), et
donc étendre la fonction d’observation de façon classique, avec :

ΩTet-On(nGFPa + s) = nGFPa où GFPa < s.

On pourrait aussi être intéressé uniquement par la présence ou l’absence de
GFPa. On utiliserait alors le monoïde booléen ({0, 1},max, 0) et le morphisme
suivant :

Ω′Tet-On(nGFPa + s) = min(n, 1) où GFPa < s.
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Exemple 12 (Observation de MAPK). Dans le système MAPK décrit dans l’Ex. 9,
on veut connaître, pour chaque molécule, si elle possède 0, 1 ou 2 sites phospho-
rylés, sans savoir précisément quel site est phosphorylé. Ainsi, MpY et MpT ne
seront pas distinguables. On a alors la fonction d’observation suivante sur les
espèces :

ΩMAPK(A) =

{
A si A ∈ {M,Mpp,MAPKK,MKP},
Mp si A ∈ {MpY ,MpT}.

Comme discuté dans l’introduction, les notions d’équivalences usuelles pour
la sémantique déterministe, comme par exemple la bisimulation, ne conviennent
pas bien au cadre de la modélisation en biologie. Il est alors nécessaire de définir
une nouvelle sémantique, basée sur les attracteurs et le comportement final des
réseaux. Cette équivalence n’est pas présentée ici, elle sera décrite en détail dans
le Chapitre 3.
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2.2 Sémantique déterministe

Dans la section précédente, nous avons présenté les réseaux de réactions et leur
sémantique non déterministe. Dans cette section, on étudie cette fois la séman-
tique déterministe. Chaque réaction du réseau possède une expression cinétique,
représentant sa vitesse. On étudie alors, pour chaque espèce, l’évolution au cours
du temps de sa concentration, à l’aide d’équations différentielles ordinaires. La
concentration d’une espèce représente une quantité de molécules dans un volume
fixé (donc l’espace d’états est ici continu). De même, la dynamique est désormais
vue de façon continue au cours du temps, alors que l’on étudiait précédemment
une sémantique étape par étape, donc à temps discret.

2.2.1 Réseaux de réactions cinétiques

On étend les réseaux de réactions en ajoutant à chaque réaction une expression
cinétique, décrivant sa vitesse. On ajoute également des contraintes aux réseaux
de réactions, permettant par exemple d’exprimer des conditions d’équilibre.

Expressions On note Vars un ensemble dénombrable de variables, que nous in-
terpréterons plus tard comme des fonctions du temps vers les réels positifs. On
suppose que pour chaque espèce moléculaire A ∈ Espèces, il existe une variable
xA ∈ Vars représentant sa concentration. On a également besoin de la valeur de
sa concentration initialement, au temps t = 0. On suppose donc qu’il existe une
variable (constante) x0

A ∈ Vars. On note Param un ensemble dénombrable de
paramètres, qui seront interprétés comme des réels strictement positifs. Une ex-
pression e ∈ Expr est une composition de variables, de paramètres et de nombres
réels, en utilisant les opérateurs mathématiques de base. La syntaxe des expres-
sions est définie formellement dans la Fig. 2.11, avec x ∈ Vars, k ∈ Param et
a ∈ R. On note Vars(e) l’ensemble des variables de e, et Espèces(e) = {A |
xA ∈ Vars(e)} l’ensemble de ses espèces. Notons que l’ensemble des espèces ne
prend pas en compte la présence des concentrations initiales dans une expressions.
Ainsi, A < Espèces(x0

A). Par commodité, on utilise des parenthèses (e) quand la
priorité des opérateurs n’est pas claire, et on définit les notations usuelles présen-
tées dans la Fig. 2.11. Par exemple, k1x2

AxB/(k2 + xD) est une expression, avec les
paramètres k1 et k2, et les concentrations des espèces A, B et D.

Les expressions sont évaluées en assignant à chaque paramètre un réel stricte-
ment positif, et à chaque variable une fonction du temps vers une concentra-
tion, c’est-à-dire un réel positif. Soit β : Param → R>0 l’interprétation des
paramètres. On suppose dans la suite que β est fixé afin de simplifier les nota-
tions, mais les simplifications seront correctes pour toute interprétation β. On
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Syntaxe
e ∈ Expr ::= x | k | a | −e | e + e′ | ee′ | 1/e

Notations
e/e′ = e(1/e′) e − e′ = e + (−e) en = e . . . e︸︷︷︸

n f ois

Interprétation

~x�α = α(x) ~k�α = λt ∈ R≥0. β(k)
~a�α = λt ∈ R≥0. a ~−e�α = −~e�α
~e + e′�α = ~e�α + ~e′�α ~ee′�α = ~e�α ∗ ~e′�α

~1/e�α =

{
1/~e�α si ∀t ∈ R≥0. ~e�α(t) , 0
undef sinon.

Fig 2.11: Expressions, avec x ∈ Vars, k ∈ Param, a ∈ R.

note α : Vars → (R≥0 → R≥0) l’interprétation des variables, vérifiant pour toute
espèce A que sa concentration initiale x0

A soit constante au cours du temps et
égale à la concentration xA au temps t = 0, c’est-à-dire ∀t. α(x0

A)(t) = α(xA)(0).
L’interprétation ~e�α ∈ (R≥0 → R) ∪ {undef} d’une expression e ∈ Expr est alors
décrite dans la Fig. 2.11. L’interprétation d’une expression e peut parfois être in-
définie, notée ~e�α = undef. C’est par exemple le cas pour l’expression 1/e s’il
existe un temps t tel que ~e�α(t) = 0.

Réactions cinétiques et contraintes Une expression cinétique est une expres-
sion e ∈ Expr toujours positive, c’est-à-dire telle que pour toute interprétation
α : R≥0 → R≥0, pour tout temps t, on a ~e�α(t) ≥ 0. Une réaction cinétique
r = s1 As2 ; e est une paire composée d’une réaction s1 As2 et d’une expres-
sion cinétique e. On notera kin(r) = e l’expression cinétique de la réaction
r, qui représente la vitesse de la réaction au cours du temps. Lorsque qu’on
représente graphiquement une réaction cinétique, on fait apparaître l’expression
cinétique à coté du nœud représentant la réaction. Par exemple, la réaction r1 =

2A + BAC + B ; k1x2
AxB/(k2 + xD) sera représentée par :

A

B

Cr1

k1x2
AxB/(k2 + xD)

2
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On appelle un modificateur de r une espèce A dont la quantité n’est pas mod-
ifiée par la réaction r, mais influe sur la vitesse de la réaction, c’est-à-dire telle
que stoicr(A) = 0 et A ∈ Espèces(kin(r)). Par exemple, B et D sont deux modifi-
cateurs dans la réaction r1 précédente. L’augmentation de la concentration de B
va ainsi accélérer la vitesse de la réaction, tandis que celle de D va la diminuer.
Notons que la notion de modificateur est différente de celle d’activateur présentée
précédemment. Par exemple, D ici n’est pas un activateur. Dans la sémantique
non déterministe, une réaction n’est applicable que si ses activateurs (et ses autres
réactants) sont présents dans la solution du réseau. En sémantique déterministe,
elle est applicable au temps t si et seulement si l’interprétation de son expression
cinétique au temps t est différente de zéro. La réaction précédente est ainsi appli-
cable même si la concentration de xD vaut zéro. En pratique, les activateurs sont
souvent aussi des modificateurs, tandis que la réciproque est fausse. On verra un
peu plus loin qu’en sémantique déterministe, on peut normaliser les réactions en
supprimant les activateurs des réactants et des produits (sans modifier l’expression
cinétique). Dans les représentations graphiques, les modificateurs d’une réaction
seront en général indiqués avec une double flèche grisée et en pointillée. Ces
flèches sont néanmoins optionnelles, puisque l’information est déjà présente dans
l’expression cinétique de la réaction.

Une contrainte C ∈ Contraintes, dont la syntaxe est décrite dans la Fig. 2.12,
ajoute des restrictions aux comportements possibles d’un réseau cinétique. Une
contrainte est construire comme la conjonction ∧ de contraintes atomiques. La
contrainte atomique e = e′ impose que les expressions e et e′ aient la même inter-
prétation (et, en particulier, que leur interprétation soit bien définie). La contrainte
cst(e) impose que l’interprétation de e soit constante au cours du temps. Les con-
traintes e , 0 et e ≥ 0 imposent respectivement que e soit toujours différente de
zero, ou toujours supérieure à zéro. La contrainte > est toujours vérifiée par défi-
nition. On définit également par commodité la contrainte e > 0 = (e ≥ 0∧ e , 0).

Une contrainte peut ainsi représenter le fait qu’une espèce A est à l’équilibre,
c’est-à-dire que sa concentration est constante au cours du temps (cst(xA)). Elle
peut aussi exprimer des lois de conservation, par exemple que la concentration
totale de A et de B reste toujours la même (cst(xA + xB)), des symétries entre des
espèces (xA = xB), ou encore des contraintes sur les conditions initiales (x0

A =

k1xB + k2xC).
L’interprétation ~C�α des contraintes, définie formellement dans la Fig. 2.12,

attribue à chaque contrainte C une valeur dans B ∪ {undef}.

Réseaux cinétiques Un réseau cinétique M = R&C est alors une paire avec
R un ensemble de réactions cinétiques, et C une contrainte. On note R(M) = R
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Syntaxe

C ∈ Contraintes ::= cst(e) | e = e′ | e , 0 | e ≥ 0 | C ∧ C′ | >

Interprétation

~cst(e)�α = ∃c.∀t. ~e�α(t) = c

~e = e′�α =

{
undef si ~e�α = undef ou ~e′�α = undef
~e�α = ~e′�α sinon.

~e , 0�α = ∀t ∈ R≥0. ~e�α(t) , 0 ~C ∧ C′�α = ~C�α ∧ ~C
′�α

~e ≥ 0�α = ∀t ∈ R≥0. ~e�α(t) ≥ 0 ~>�α = true

Fig 2.12: Contraintes, avec e, e′ ∈ Expr.

l’ensemble des réactions d’un réseau M et C(M) = C sa contrainte. On note égale-
ment Expr(M) l’ensemble des expressions apparaissant soit en cinétique d’une
réaction de R, soit dans la contrainte C. Enfin, Espèces(M) est l’ensemble des
espèces A telles que soit A est dans une réaction, soit il existe une expression
e ∈ Expr(M) avec A ∈ Espèces(e).

De plus, on ne considérera que des réseaux cinétiques normalisés. Soit r =

s1 As2 ; e une réaction. On dit que r est normalisée si ses réactants et ses pro-
duits n’ont pas de molécules communes, c’est-à-dire s1 ∩ s2 = ∅. En notant
s = s1 ∩ s2, on note r̂ = s1 − sAs2 − s ; e la normalisation de r. En effet, pour
la sémantique déterministe, il n’est nécessaire que de connaitre le vecteur de stœ-
chiométrie stoicr, et on a trivialement stoicr(A) = stoiĉr(A). Par exemple, la réac-
tion 2A+BAC+B ; k1x2

AxB/(k2+xD) est normalisée en 2AAC ; k1x2
AxB/(k2+xD).

Cette étape de normalisation n’est pas valable en sémantique non déterministe,
puisqu’elle supprime les activateurs, et donc qu’une réaction normalisée n’est pas
applicable de la même façon que la réaction originelle. En sémantique déter-
ministe, on ne veut donc considérer que les réactions les plus simples pour ce
vecteur, c’est-à-dire des réactions normalisées. Notons que dans la réaction ci-
dessus, l’information sur le fait que l’espèce B doit nécessairement être présente
pour pouvoir appliquer la réaction est déjà présente dans la cinétique : si xB = 0,
la vitesse de la réaction est directement égale à 0. Lors de la normalisation d’un
réseau, on va également fusionner toutes les réactions ayant le même vecteur stœ-
chiométrique, en sommant leurs cinétiques :

R̂ = {r | r normalisée, kin(r) =
∑

r′ ∈ R,
stoicr′ = stoicr

kin(r′)}, R̂&C = R̂&C.
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A

B

C Dr1

k1x2
AxB/(k2 + xD)

r2
k3xA

2

Fig 2.13: Représentation graphique du réseau cinétique M.

On note KinNets l’ensemble les réseaux cinétiques normalisés, et on ne con-
sidère dans la suite que des réseaux normalisés.

Comme pour les réseaux sans cinétiques, on considère qu’on a un ensemble
I fixé d’espèces internes. Alors, pour tout réseau M = R&C et tout contexte
M′ = R′&C′ tel que Espèces(M′) ∩ I = ∅, on définit leur composition par :

M | M′ = R ∪ R′&C ∧ C′.

Exemple 13. On reprend l’exemple utilisé précédemment dans le cas non déter-
ministe, en ajoutant des cinétiques et des contraintes : M = {r1, r2}&C. Les réac-
tions (normalisées) 2AAC ; k1x2

AxB/(k2 + xD) et r2 = AAB ; k3xA sont représen-
tées graphiquement dans la Fig. 2.13. On suppose que seule l’espèce B est interne.
On prend ici la contrainte C = k2 + xD , 0 ∧ cst(xD). Elle impose que l’on ne fait
pas de division par zéro, donc que notre réseau soit bien défini, et que la concen-
tration de D soit constante au cours du temps.

2.2.2 Systèmes d’équations

La sémantique déterministe d’un réseau cinétique va être exprimée à partir du
système d’équations dérivé du réseau.

Une équation différentielle ordinaire (ODE) pour une variable x ∈ Vars est
une équation ẋ = e, avec e ∈ Expr une expression. Elle est vérifiée par une
interprétation α si ~e�α est bien définie et égale à ~ẋ�α, où ẋ est la dérivée première
de x par rapport au temps.

Un système d’équations E ∈ Systemes est la conjonction d’équations différen-
tielles ordinaires et de contraintes, telle que pour chaque x, il y ait au plus une
ODE pour x dans E. La syntaxe formelle des systèmes d’équations est définies
dans la Fig. 2.15. On note respectivement Vars(E), Espèces(E) et Expr(E) les
ensembles des variables, des espèces et des expressions du système E.
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ẋA = −2k1x2
AxB/(k2 + xD) − k3xA ∧ ẋB = k3xA

∧ ẋC = k1x2
AxB/(k2 + xD) ∧ ẋD = 0

∧ k2 + xD , 0 ∧ cst(xD).

Fig 2.14: Système d’équations pour le réseau M.

Systèmes d’équations: E ::= ẋ = e | C | E ∧ E′

Interprétation: ~ẋ = e�α =

{ ˙~x�α = ~e�α si ~e�α , undef
undef sinon

~E ∧ E′�α = ~E�α ∧ ~E′�α.

Fig 2.15: Syntaxe et interprétation d’un système d’équations.

Exemple 14. Le système d’équations E représenté dans la Fig. 2.14 contient qua-
tre équations différentielles et deux contraintes.

Un système est satisfait si toutes ses ODEs et ses contraintes sont satisfaites,
comme décrit dans la Fig. 2.15.

Comme pour le cas non déterministe, on considère une fonction d’observation
Ω : Espèces → Observables sur les espèces. Comme précédemment, on prend
un ensemble d’observations atomiques ObsAtoms, et on pose ici Observables =

ObsAtoms∪ {O}. Ainsi, l’observation d’une espèce est soit une observation atom-
ique, soit l’observation vide.

Pour toute α : Espèces→ (R≥0 → R≥0), on définit l’interprétation observable
Ω(α) : ObsAtoms→ (R≥0 → R≥0) telle que pour tout o ∈ ObsAtoms, on ait :

Ω(α)(o) =
∑

A∈Ω−1(o)

α(xA).

Exemple 15. Supposons qu’on ait un système avec cinq espèces {A, A1, A2, B,C},
deux observations atomiques oA et oB, et la fonction d’observation suivante :

Ω(A) = Ω(A1) = Ω(A2) = oA Ω(B) = oB Ω(C) = O.

Alors on observe la somme des concentrations de A, A1 et A2, ainsi que la con-
centration de xB, mais pas xC, ni la concertation de A, A1 ou A2 individuellement.

Pour toute fonction d’observation Ω, on définit l’ensemble des solutions ob-
servables d’un système E comme l’ensemble des interprétations observables Ω(α)
telles que α satisfont le système E :

solΩ(E) = {Ω(α) | ~E�α = true}.

Notons que l’on ne considère que des interprétations α qui sont bien définies pour
toutes les expressions e ∈ Expr(E).
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˙xA1 = k1 − k2xA1

∧ ˙xA2 = k1 − k2xA2

∧ ẋA = 0
∧ ẋB = k2(xA1 + xA2)
∧ ẋC = k3xB − xC

∧ x0
A1

= 0 ∧ x0
A2

= 0 ∧ x0
A = 0.

˙xA1 = 0
∧ ˙xA2 = 0
∧ ẋA = 2k1 − k2xA

∧ ẋB = k2xA

∧ ẋC = 0
∧ x0

A1
= 0 ∧ x0

A2
= 0 ∧ x0

A = 0.

Fig 2.16: Ces deux systèmes sont équivalents, si on observe uniquement la somme
des concentration de A, A1 et A2, et la concentration de B.

Définition 3 (Équivalence de systèmes d’équations). Deux systèmes E and E′ sont
Ω-équivalents, noté E 'Ω E′, s’ils ont les mêmes solutions observables :

E 'Ω E′ si et seulement si solΩ(E) = solΩ(E′).

Exemple 16. On reprend la fonction d’observation de l’exemple précédent. Alors
les deux systèmes d’équations de la Fig. 2.16 sont équivalents.

En effet, remarquons d’abord que puisse qu’on observe pas du tout C, et que
sa concentration n’intervient pas dans les ODEs des autres espèces, les systèmes
seront équivalents quelque soit sa valeur.

Dans le réseau de gauche, les espèces A1 et A2 ont exactement le même com-
portement. On les fusionne en une unique espèce A dans le réseau de droite.
Comme dans le réseau de gauche, on observe uniquement la somme des concen-
trations de A1 et A2, et que le comportement de xB ne dépend aussi que de cette
somme, on obtient bien le même comportement observable.

2.2.3 Sémantique déterministe des réseaux cinétiques
À partir de tout réseau cinétique, on peut alors dériver un système d’équations, et
l’utiliser pour définir la sémantique déterministe du réseau.

Soit M = R&C un réseau, on construit le système E(M) en conservant les con-
traintes et en calculant, pour chaque espèce moléculaire A, son équation différen-
tielle ordinaire à l’aide des réactions. La construction est décrite formellement
dans la Fig. 2.17. Remarquons qu’il y a une équation différentielle pour chaque
espèce A ∈ Espèces, même lorsque A < Espèces(M). Dans ce cas, son ODE est
ẋA = 0.

Exemple 17. Le système d’équation dérivé du réseau cinétique M (Fig. 2.13) est
celui de la Fig. 2.14.
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E(R | C) =
∧

A∈Espèces

ẋA =
∑
r∈R

stoicr(A)kin(r) ∧ C

Fig 2.17: Dérivation du système d’équations d’un réseau cinétique.

A1

A2

B

C

r1

k1

r2 k2xA1

r3 k2xA2

r4

k3xB

r5 xC

A B

C

r1

k1
2 r2

k2xA

Fig 2.18: Ces deux réseaux sont équivalents, si on observe uniquement la somme
des concentration de A, A1 et A2, et la concentration de B.

Définition 4 (Équivalence de réseaux cinétiques). Deux réseaux M et M′ sont
Ω-équivalents, noté M 'Ω M′, si leurs systèmes d’équations sont Ω-équivalents :

M 'Ω M′ si et seulement si E(M) 'Ω E(M′).

Exemple 18. On reprend la fonction d’observation précédente. Alors les deux
réseaux de la Fig. 2.18, dont les systèmes sont ceux de la Fig. 2.16, sont équiva-
lents.

Comme pour le cas non déterministe, on étend cette équivalence à une con-
gruence contextuelle.

Définition 5 (Congruence de réseaux cinétiques). Deux réseaux M et M′ sont
(Ω,I)-congruents, noté M ∼Ω,I M′, si pour tout contexte M′′ qui vérifie que
Espèces(M′′) ∩ I = ∅, on a M | M′′ 'Ω M′ | M′′.

2.2.4 Exemples biologiques
On reconsidère ici les systèmes biologiques de Michaelis-Menten et de Tet-On
présentés précédemment, cette fois avec des cinétiques.

Exemple 19 (Michaelis-Menten). On définit le réseau cinétique pour le système
de Michaelis-Menten (Michaelis & Menten, 1913) par :

MMM = {r1, r2, r3}&cst(xE) ∧ cst(xC).
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S

E

C

P

r1

k1xSxE

r2
k2xC

r3
k3xC

ẋS = −k1xSxE + k2xC

∧ ẋE = −k1xSxE + (k2 + k3)xC

∧ ẋC = k1xSxE − (k2 + k3)xC

∧ ẋP = k2xC

∧ cst(xE) ∧ cst(xC).

Fig 2.19: Graphe et système du réseau cinétique de Michaelis-Menten.

Les réactions sont représentées graphiquement à gauche de la Fig. 2.19, et le sys-
tème d’équations correspondant à droite.

La contrainte impose ici que E et C soient à l’équilibre, c’est-à-dire que leurs
concentrations soient constantes au cours du temps. Dans la littérature (voir
(Palsson, 1987; Segel, 1988; Schnell & Mendoza, 1997; Sanft, Gillespie, & Pet-
zold, 2011)), la simplification est en général une approximation, basée sur l’une
des hypothèses suivantes : soit que la concentration de C est quasi-stable, soit
que les vitesses des réactions r1 et r2 sont quasi à l’équilibre. Comme on souhaite
ici une équivalence (et une simplification) exacte, la contrainte est plus forte : on
demande à ce que la concentration de C soit exactement à l’équilibre.

Notons que la structure des réactions imposent que la concentration totale de
E et de C soit constante. En effet, chaque réaction consommant (resp. produisant)
une molécule de E produit également (resp. consomme) une molécule de C, et
réciproquement. Comme de plus ces deux espèces sont internes, cette propriété
reste vraie dans tout contexte. Donc la contrainte cst(xE) découle naturellement
de la contrainte cst(xC). On peut également le voir dans le système d’équation,
puisqu’on a ẋE = −ẋC.

Exemple 20 (Tet-On). Considérons maintenant le réseau cinétique pour Tet-On
(Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010), qui étend le
réseau de l’Ex. 8. Les réactions R du réseau initial MTet-On = R&C sont représen-
tées dans la Fig. 2.20. La contrainte est définie par :

C =
∧

A∈Espèces\GFPa

cst(xA).

Donc on considère que toutes les espèces à part GFPa sont à l’équilibre.
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Dox Doxi rtTA rtTADox PTRE3G

mRNAGFPGFPa

r1

k1xDox

r2 k2xDoxi

r3

k3xrtTAxDoxi

r4
k4xrtTADox r5 V5xPTRE3G

xrtTADox

xrtTADox + K5
r6

k6xmRNA

r7
k7xmRNA

r8 k8xGFP

r9
k9xGFP

r10

k10xGFPa

Fig 2.20: Graphe du réseau cinétique Tet-On.

2.3 Simplification
Cette thèse vise à simplifier des réseaux de réactions chimiques. Dans cette sec-
tion, on définit formellement la forme de nos simplifications et leurs différentes
propriétés.

2.3.1 Relation de simplification structurelle
Soit S un ensemble de systèmes, sur lesquels on veut appliquer des simplifi-
cations. On suppose que l’ensemble S est muni d’une relation d’ordre (par-
tielle) <, ainsi que d’une relation d’équivalence structurelle ≡. Par exemple, S
peut être l’ensemble des réseaux de réactions chimiques. Dans ce cas, l’ordre
peut être défini en fonction du nombre d’espèces et de réactions d’un réseau, et
l’équivalence structurelle est l’égalité des réseaux. Ou bien S peut être l’ensemble
des systèmes d’équations, et ≡ une relation permettant de réécrire des expressions,
par exemple en les factorisant.

De plus, la relation d’ordre doit vérifier les deux propriétés suivantes :

• préservation par l’équivalence structurelle : si s1 < s2, s1 ≡ s′1 et s2 ≡ s′2,
alors s′1 < s′2,

• bien fondée : il n’existe pas de suite infinie de systèmes s1, s2, . . . , si, . . .
telle que pour i, si+1 < si.

Définition 6. Une relation de simplification sur S est une relation⇒∈ S × S telle
que pour tout (s, s′) ∈⇒, s′ < s. En d’autres termes, une relation de simplification
va transformer un système s en un système s′ plus petit. On utilisera en général la
notation infixe pour les relations de simplification, c’est-à-dire s⇒ s′.
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Conditions d’application
(Nom de la règle)

s⇒ s′

Fig 2.21: Schéma d’une règle de simplification.

Dans cette thèse, nos simplifications sont définies par un ensemble de règles
structurelles, qui suivent le schéma général décrit dans la Fig. 2.21, où un système
s est simplifié en un système s′, sous certaines conditions. Ces règles s’appliquent
en général directement sur la structure des systèmes, c’est-à-dire qu’elles ne né-
cessitent pas de calculer ou de simuler la dynamique.

2.3.2 Simplification correcte
En outre, on souhaite que nos simplifications préservent certaines propriétés sé-
mantiques de nos réseaux. Ainsi, on définit une relation d’équivalence ∼ sur les
réseaux (par exemple, pour la sémantique déterministe, les deux réseaux doivent
avoir les mêmes solutions observables), et on souhaite que le réseau simplifié soit
équivalent au réseau initial. On dit alors que la simplification est correcte vis à vis
de l’équivalence.

Définition 7. Une relation de simplification ⇒∈ S × S est correcte pour une
relation d’équivalence ∼∈ S × S si s⇒ s′ implique s ∼ s′.

On peut également définir une notion de simulation entre deux relations de
simplification, décrivant le fait qu’une simplification peut en imiter une autre. On
peut alors utiliser les propriétés d’une simplification pour prouver des résultats sur
l’autre. Considérons deux ensembles de systèmes S 1 et S 2 munis respectivement
des relations d’équivalence ∼1 et ∼2. Soit ⇒1∈ S 1 × S 1 et ⇒2∈ S 2 × S 2 deux
relations de simplification. Une transformation T : S 1 → S 2 est une simulation
de (S 1,∼1,⇒1) dans (S 2,∼2,⇒2) si, pour tout s, s′ ∈ S 1 :

• les équivalences correspondent : s ∼1 s′ si et seulement si T (s) ∼2 T (s′),

• les simplifications dans S 1 sont imitables dans S 2 : s ⇒1 s′ implique
T (s)⇒2 T (s′).

Ces conditions sont représentées dans la Fig. 2.22. On verra par exemple que la
dérivation d’un système d’équations à partir d’un réseau de réactions cinétiques
est une simulation avec leurs relations de simplification respectives.

On a alors la propriété suivante :

Proposition 1. S’il existe une simulation T de (S 1,∼1,⇒1) dans (S 2,∼2,⇒2),
et que la simplification ⇒2 est correcte pour ∼2, alors la simplification ⇒1 est
correcte pour ∼1.
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s s′

T (s) T (s′)

∼1

∼2

T T

s s′

T (s) T (s′)

⇒1

⇒2

T T

Fig 2.22: Diagrammes de la simulation f .

Proof. Soit s, s′ ∈ S 1 tels que s⇒1 s′, et soit T la simulation. On a donc T (s)⇒2

T (s′), et comme⇒2 est correcte, cela implique T (s) ∼2 T (s′), et donc s ∼1 s′. �

2.3.3 Confluence

Enfin, on s’intéresse également à la notion de confluence d’une simplification
(Huet, 1980). Avoir un système de simplification confluent va impliquer que
quelque soit l’ordre dans lequel les règles de simplification sont appliquées, le
système obtenu lorsqu’on ne peut plus le simplifier davantage sera toujours le
même (modulo éventuellement l’équivalence structurelle). On va donc pouvoir
appliquer par exemple les règles de simplification dans un ordre optimal d’un
point de vue de la complexité, en garantissant l’obtention du réseau minimal à la
fin de la simplification. On s’intéresse toujours ici à des notions de confluence
modulo l’équivalence structurelle ≡.

Si⇒∈ S ×S est la relation de simplification, on note⇐ la relation symétrique
définie par⇐= {(s, s′) | (s′, s) ∈⇒}. La clôture symétrique est définie par⇔=⇒

∪ ⇐. On pose⇒0=≡, et pour tout k > 0,⇒k=⇒k−1 ◦ ⇒. La clôture transitive est
définie par⇒+=

⋃
k≥1

⇒k, et la clôture réflexive transitive par⇒∗=
⋃
k≥0

⇒k. Enfin,

⇒ε=⇒ ∪ ⇒0.
On dit alors qu’une simplification⇒ est (globalement) confluente pour (S ,≡)

si ⇐∗ ◦ ⇒∗⊆⇒∗ ◦ ⇐∗, comme illustré dans la Fig. 2.23. Ainsi, si un système
s peut être simplifié en un système s1 ou s2 (en zéro, une ou plusieurs étapes de
simplification), alors les systèmes s1 et s2 peuvent être simplifiés en un même
système s′.

Afin de prouver la confluence, on utilisera en général la confluence locale. Une
simplification est localement confluente (pour (S ,≡)) lorsque⇐ ◦ ⇒⊆⇒∗ ◦ ⇐∗,
c’est-à-dire si on peut simplifier un système en une seule étape en deux systèmes
différents, alors on peut ensuite les simplifier en un même système (en zéro, une
ou plusieurs étapes) (voir Fig. 2.23). Le lemme de Newman indique que toute
relation qui termine et qui est localement confluente est également confluente.
Une relation ⇒ termine si il n’existe pas de chaîne de réduction infinie, c’est-à-
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s

s1 s2

s′

∗ ∗

∗ ∗

Confluence

s

s1 s2

s′
∗ ∗

Confluence
locale

s

s1 s2

s′
∗ ε

Confluence
forte

s

s1 s2

s′

Confluence
uniforme

Fig 2.23: Diagrammes de confluence pour la simplification→.

a

b

c

d

a1 b1 a2 b2 ... ai bi ...

c d c d c d

Fig 2.24: Exemples de confluence locale sans confluence globale.

dire que pour tout système s ∈ S , il existe un entier k tel que {s′ | s⇒k s′} = ∅.

Lemme 1 (Newman, 1942). Soit⇒∈ S × S une relation bien fondée localement
confluente. Alors⇒ est (globalement) confluence.

Notons que sans la propriété de terminaison, la confluence locale n’implique
pas la confluence globale, comme l’illustre l’exemple suivant.

Exemple 21. Les relations illustrées dans la Fig. 2.24 ne terminent pas, la pre-
mière car elle possède une boucle, tandis que la seconde est définie sur une infinité
de systèmes. Elles sont toutes les deux localement confluentes, mais ne sont pas
globalement confluentes.

Premièrement, considérons l’ensemble de systèmes S = {a, b, c, d}, et la re-
lation ⇒= {(a, b), (b, a), (a, c), (b, d)}, illustrée à gauche de la Fig. 2.24. Cette
relation ne termine pas, elle peut boucler infiniment entre les systèmes a et b. La
relation est localement confluente. Par exemple, à partir du système a, on peut
atteindre en une étape soit le système b, soit le système c. On peut alors réduire
(en deux étapes) b en c, et donc atteindre le même réseau. En revanche,⇒ est pas
confluente. Toujours à partir de a, on peut atteindre c et d, et on ne peut ensuite
jamais réduire ces réseaux en un même réseau.

De la même façon, considérons l’ensemble infinie suivant S =
⋃
i>1

{ai, bi} ∪

{c, d}, et la relation ⇒=
⋃
i>1

{(ai, bi)(bi, ai+1), (ai, c), (bi, d)}, illustrée à droite de la

Fig. 2.24. Encore une fois,⇒ est localement confluente, mais elle ne termine pas
et n’est donc pas confluente.
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Comme notre simplification réduit toujours la taille du système, et que la re-
lation d’ordre < est bien fondée, notre simplification termine toujours, donc on
pourra utiliser la confluence locale pour prouver la confluence globale.

Enfin, on pourra considérer deux notions plus fortes de confluence (Fig. 2.23).
Une simplification est fortement confluente si ⇐ ◦ ⇒⊆⇒∗ ◦ ε⇐. Notons que
cette notion est légèrement plus faible que la notion ⇐ ◦ ⇒⊆⇒ε ◦ ε⇐. Elle est
uniformément confluente si ⇐ ◦ ⇒⊆≡ ∪(⇒1 ◦ 1⇐). Clairement, la confluence
uniforme implique la confluence forte, qui implique la confluence locale, ainsi
que la confluence globale (Huet, 1980). De plus, la confluence uniforme implique
que toutes les simplifications complètes partant d’un même réseau ont la même
taille (Niehren, 2000).

Afin de prouver les propriétés de confluence, on définit les deux notions suiv-
antes. Soit s un système, et D1 et D2 deux règles de simplification applicables sur
s, produisant les systèmes s1 et s2. On dit que ces règles ne génèrent pas de paires
critiques sur s si s1 = s2. On dit que les paires critiques se ferment uniformé-
ment si D1 est toujours applicable sur s2, et respectivement D2 sur s1, et qu’elles
produisent alors le même réseau s′ (modulo l’équivalence structurelle).
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CHAPITRE 3

Congruence des attracteurs et simplification non
déterministe

On s’intéresse tout d’abord à la simplification de réseaux de réactions tout en
préservant certaines propriétés de ces réseaux, avec une sémantique non déter-
ministe. Ces propriétés dépendent de l’objectif de la modélisation. Lors de la
simplification de réseaux de Pétri (Berthelot, 1985; Lee-Kwang, Favrel, & Bap-
tiste, 1987; Desel, 1990) par exemple, on cherche principalement à préserver des
propriétés de vivacité, ou leur caractère borné. La sémantique opérationnelle des
réseaux de réactions, présentée dans la Sec. 2.1, est en général trop forte. Les
simplifications possibles tout en préservant le graphe d’accessibilité sont alors
mineures. Il est donc nécessaire de définir une nouvelle sémantique, décrivant ce
qui nous intéresse vraiment dans le comportement des réseaux.

En modélisation biologique, on s’intéresse souvent au comportement final,
stable, que peut avoir un réseau de réactions. Lorsque l’on étudie la sémantique
déterministe, de tels comportements correspondent à ce qu’on appelle les états
d’équilibre du système, lorsque la concentration des espèces moléculaires reste
constante au cours du temps. Avec une sémantique non déterministe, on peut
représenter le comportement final et régulier des réseaux en utilisant la notion
d’attracteurs. Un attracteur, comme pour la sémantique booléenne, est une com-
posante fortement connexe terminale du graphe d’accessibilité. Cette notion est
différente des états d’équilibre en déterministe, puisqu’un attracteur peut représen-
ter une oscillation entre différents états. On peut alors étudier la possibilité de
converger vers un attracteur, ou au contraire de diverger, c’est-à-dire de ne jamais
atteindre de comportement régulier. Ces notions peuvent être définies modulo
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la fonction d’observation, afin de s’abstraire de certaines informations non perti-
nentes.

Dans ce chapitre, on présente tout d’abord cette nouvelle sémantique, basée
sur la convergence vers des attracteurs. On étudie alors un premier ensemble de
règles de simplification, confluent, qui préserve la sémantique. On enrichit en-
suite cet ensemble avec d’autres règles de simplification plus générales, mais non
confluentes. On montre alors comment on peut utiliser la simplification pour com-
parer différents modèles d’un même système biologique, sur l’exemple des mod-
èles de MAPK (Markevich et al., 2004). Enfin, on discute des propriétés de notre
simplification, et de ces liens avec d’autres notions d’équivalences et d’autres re-
lations de simplification dans la littérature.

Ce chapitre reprend les résultats de (Madelaine et al., 2014), et les étend en
prouvant la confluence d’un sous ensemble de règles, en ajoutant des règles de
simplifications plus générales, et en appliquant la simplification pour comparer
différents réseaux du système MAPK.
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3.1 Congruence des attracteurs
On définit dans cette section la sémantique non déterministe des attracteurs, basée
sur la capacité des réseaux à atteindre des composantes fortement connexes ter-
minales, ou au contraire à diverger.

3.1.1 Attracteurs
On s’intéresse ici aux observations des comportements finaux des réseaux de réac-
tions, que l’on représente par des Ω-attracteurs.

Définition 8 (Attracteurs). Soit Ω une fonction d’observation, un Ω-attracteur (ou
simplement un attracteur) est un ensemble A non vide de réseaux de réactions
vérifiant les deux propriétés suivantes :

• fermeture : tout réseau accessible depuis A appartient à A, c’est-à-dire
∀N ∈ A. {N→∗} ⊆ A,

• Ω-connectivité : toute observation d’un réseau de A est accessible depuis
tout réseau N deA, c’est-à-dire : ∀N ∈ A. Ω(A) ⊆ Ω({N→∗}).

On dénote Attr(Ω) (ou simplement Attr) l’ensemble des Ω-attracteurs.

Intuitivement, la propriété de fermeture signifie qu’une fois que l’on a atteint
un attracteur, on va toujours rester dans cet attracteur. La propriété de connectivité
quant à elle dit qu’on peut toujours parcourir l’ensemble de l’attracteur, modulo
l’observation Ω.

Exemple 22. Considérons le réseau suivant, avec une réaction produisant du A et
une réaction dégradant du A :

N0 = {∅AA, AA∅} | ∅.

On note Ni le réseau avec les mêmes réactions, et i molécules de A dans sa solu-
tion, pour tout i ≥ 0 :

Ni = {∅AA, AA∅} | iA.

La fonction d’observation observe le nombre de molécules de A : Ω(Ni) = iA.
Alors l’ensemble A = {N0→

∗} est un Ω-attracteur. En effet, A est fermé par
définition. De plus, à partir d’un réseau Ni, on peut atteindre le réseau Ni+1 en
appliquant la réaction ∅AA, ou le réseau Ni−1 lorsque i > 0, en appliquant la
réaction AA∅. Par récurrence directe, on peut atteindre à partir de Ni n’importe
quel réseau N j avec j ≥ 0. D’où A ⊆ {Ni→

∗}, et donc A est Ω-connecté. C’est
donc un Ω-attracteur.
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On va maintenant énoncer quelques propriétés basiques des attracteurs.

Proposition 2. Soit A et A′ deux Ω-attracteurs. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. pour tout N ∈ A, Ω({N→∗}) = Ω(A),

2. deux attracteurs se chevauchant ne sont pas observationnellement distin-
guables : A∩A′ , ∅ implique Ω(A) = Ω(A′),

3. tout sous-ensemble non vide et fermé de A est aussi un attracteur, avec la
même observation.

Proof. 1. Ω(A) ⊆ Ω({N→∗}) par Ω-connectivité, et Ω({N→∗}) ⊆ Ω(A) dé-
coule de la propriété de fermeture {N→∗} ⊆ A,

2. soit N ∈ A ∩A′, alors Ω(A) = Ω({N→∗}) = Ω(A′),

3. soit A′ ⊆ A un ensemble non vide et fermé, et N ∈ A′. Alors Ω(A′) ⊆
Ω(A) = Ω({N→∗}). Donc A′ est un attracteur, et Ω(A′) = Ω({N→∗}) =

Ω(A).
�

3.1.2 Convergence et divergence
Les attracteurs représentent donc les comportements finaux des réseaux de réac-
tions. On s’intéresse alors à la capacité d’un réseau à pouvoir converger vers ces
comportements finaux, ou au contraire à pouvoir diverger.

Définition 9 (Ω-convergence et Ω-divergence). Soit Ω une fonction d’observation
et N un réseau de réactions. On dit que :

• N peut converger vers un ensemble d’observables O ⊆ Observables, noté
N ↓Ω

O, si N peut atteindre un attracteur d’observation O, formellement :
∃A ∈ Attr(Ω).A ⊆ {N→∗} et Ω(A) = O,

• N peut diverger, noté N ↑Ω, si N peut atteindre un réseau qui ne peut pas
converger : ∃M ∈ {N→∗}.∀O ⊆ Observables. M 6↓Ω

O.

Notons que les ensembles d’observations O ne sont pas forcement ici, comme
illustré dans l’exemple suivant.

Exemple 23. Le réseau N0 de l’Ex. 22 précédent peut converger vers l’ensemble
O1 = {iA | i ≥ 0}, et ne peut pas diverger, donc N0 ↓

Ω
O1

et N0 6↑
Ω. De plus, pour

tout O2 ⊆ Observables tel que O2 , O1, N0 6↓
Ω
O2

.
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N1

A

B

C

N2

D

B

C

N3

A

B

C

N4

A

B

C D

N5

A

B

C 2C . . . iC . . .

N7

∅ A . . . iA . . .

N8

∅ B . . . iB . . .

N6

A

B

C 2C . . . iC . . .

N9

∅ C . . . iC . . .

N10

∅ D . . . iD . . .

N11

A

B

C

2B . . . iB . . .

N12

A A+B . . . A+iB . . .

∅ B iB

N1 = {AAB, AAC} | A N7 = {∅AA} | ∅
N2 = {DAB,DAC} | D N8 = {∅AB} | ∅
N3 = {AAA, AAB, AAC} | A N9 = {∅AC} | ∅
N4 = {AAB, AAC,C AD,DAC} | A N10 = {∅AD} | ∅
N5 = {AAB, AAC,C A2C, 2C AC} | A N11 = {AAB, BA2B, AAC} | A
N6 = {AAB, AAC,C A2C} | A N12 = {AAA + B, AA∅} | A

Fig 3.1: Graphes des solutions accessibles des réseaux N1 à N12.
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Exemple 24. Considérons les réseaux N1 à N12, dont les graphes des solutions
accessibles sont décrits dans la Fig. 3.1. On utilise ici les espèces moléculaires
Espèces = {A, B,C,D, E}. On suppose que la fonction d’observation permet de
compter le nombre de molécules des espèces A, B et E. Elle ne peut par contre
pas distinguer les espèces C et D, et ne peut observer que l’existence de l’une de
ces deux espèces, pas le nombre exacte de molécules. Formellement, on a :

Ω(aA + bB + cC + dD + eE) = aA + bB + min(c + d, 1)C + eE

Le réseau N1 = {AAB, AAC} | A a deux attracteurs accessibles. Le premier
attracteur contient uniquement le réseau {AAB, AAC} | B, et a donc pour obser-
vation {B}. Le deuxième attracteur contient le réseau {AAB, AAC} | C, et a pour
observation {C}. Donc N1 ↓

Ω
{B} et N1 ↓

Ω
{C}. De plus, comme il doit converger vers

l’un de ces attracteurs, il ne peut pas diverger, N1 6↑
Ω.

Le réseau N2 = {DAB,DAC} | D est similaire au réseau N2, en remplaçant
l’espèce A par D. Comme cette espèce n’est utilisée que initialement, et que l’on
ne s’intéresse ici qu’aux comportements finaux, ce réseau va se comporter comme
le réseau N1, c’est-à-dire N2 ↓

Ω
{B}, N2 ↓

Ω
{C} et N2 6↑

Ω.
Le réseau N3 = {AAA, AAB, AAC} | A possède une séquence infinie de

réductions N3→N3→ . . . Néanmoins, il ne peut pas diverger, puisque dans cette
séquence il peut toujours converger. Une séquence infinie comme celle-là est par-
fois appelée une "divergence faible". Cette divergence n’est possible que si on
suppose que la réduction n’est pas équitable, c’est-à-dire qu’on applique unique-
ment la réaction AAA, en ignorant les autres, qui sont pourtant toujours applica-
bles. On ne s’intéressera pas ici à ce genre de divergence, donc N3 se comporte
comme les réseaux précédents : il peut converger vers {B} ou {C}, et ne peut pas
diverger.

Le réseau N4 = {AAB, AAC,C AD,DAC} | A a également deux attracteurs
accessibles. Le premier attracteur contient encore un seul réseau d’observation
{B}. Le deuxième contient deux réseaux, {AAB, AAC,C AD,DAC} | C et
{AAB, AAC,C AD,DAC} | D. Néanmoins comme l’observation ne distingue
pas C et D, cet attracteur a encore pour unique observation {C}. Donc, comme
pour N1, on a N4 ↓

Ω
{B}, N4 ↓

Ω
{C}, et N4 6↑

Ω.
Le réseau suivant, N5 = {AAB, AAC,C A2C, 2C AC} | A, a toujours un

attracteur d’observation {B}, et possède également un attracteur de taille infinie,
contenant tous les réseaux de forme {AAB, AAC,C A2C, 2C AC} | cC pour
c ≥ 1. Comme la fonction d’observation ne peut voir que la présence de l’espèce
de C dans la solution d’un réseau, et ne peut pas compter son nombre exacte de
molécules, cet attracteur a encore pour observation {C}, et converge donc de la
même façon que les réseaux précédents.

Le réseau N6 = {AAB, AAC,C A2C} | A, de façon similaire au réseau N5,
peut converger vers {B} ou {C}, et ne peut pas diverger. Notons néanmoins que ce
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réseau possède cette fois un nombre infinie d’attracteurs, inclus les uns dans les
autres, avec tous pour observation {C}.

Les réseaux N7 = {∅AA} | ∅ et N8 = {∅AB} | ∅ ne peuvent jamais atteindre
une attracteur. Donc ils divergent tous les deux, N7 ↑

Ω et N8 ↑
Ω. En revanche,

les réseaux N9 = {∅AC} | ∅ et N10 = {∅AD} | ∅ ne divergent pas et peuvent
converger vers {C}, puisque l’observation ne compte pas le nombre de molécules
C et D.

Le réseau N11 = {AAB, BA2B, AAC} | A est un exemple pouvant soit con-
verger (vers {C}), soit diverger.

Enfin, le réseau N12 = R | A, avec R = {AAA+B, AA∅} possède une séquence
infinie de réduction (R | A)→(R | A + B)→ . . .→(R | A + bB)→ . . . Néanmoins, il
ne peut pas diverger. C’est encore une fois une divergence faible, conséquence de
l’utilisation non équitable de la réaction AAA + B sans jamais utiliser la réaction
AA∅. Le réseau N12 peut converger vers une infinité d’attracteurs d’observations
différentes: N12 ↓

Ω
{bB} pour tout b ≥ 0.

3.1.3 Congruence des attracteurs
On peut alors définir et étudier l’équivalence et la congruence des attracteurs :
deux réseaux de réactions sont équivalents s’ils ont les mêmes possibilités de con-
vergence et de divergence.

Définition 10 (Équivalence des attracteurs). Soit Ω une fonction d’observation.
Deux réseaux de réactions N et N′ sont Ω-attracteurs-équivalents, noté N 'Ω N′,
si :

• pour tout ensemble d’observation O ⊆ Observables, N ↓Ω
O si et seulement si

N′ ↓Ω
O,

• N ↑Ω si et seulement si N′ ↑Ω.

Exemple 25. Reprenons les réseaux de la Fig. 3.1 de l’Ex. 24. Les réseaux N1,
N2, N3, N4, N5 et N6 sont tous attracteurs-équivalents, puisqu’ils peuvent tous
converger soit vers {B}, soit vers {C}, et ne peuvent pas diverger.

Les réseaux N7 et N8, même s’ils ne possèdent pas les mêmes espèces molécu-
laires, sont également attracteurs-équivalents. De façon plus générale, tous les
réseaux qui ne peuvent pas converger, et donc peuvent uniquement diverger, sont
équivalents. Ce n’est par contre pas le cas de N9 et N10, qui convergent vers {C}.
Donc N7 'Ω N8, et N9 'Ω N10. Notons qu’avec une autre fonction d’observation,
on pourrait différencier d’autres réseaux. Par exemple, considérons la fonction
d’observation :

Ω′(aA + cC + s) = aA + cC où A,C < s.
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Elle ne compte que le nombre de A et de C, on aurait alors N7 'Ω′ N9, puisqu’ils
divergent tous les deux, et N8 'Ω′ N10, puisqu’ils convergent tous les deux vers
l’observation vide {O}.

Le réseau N11 est le seul réseau qui peut à la fois converger et diverger, et
n’est donc pas attracteurs-équivalent aux autres réseaux. De même, N12 est le seul
pouvant converger vers une infinité d’ensembles d’observations différents, et n’est
donc pas équivalent aux autres.

L’équivalence des attracteurs est suffisante pour exprimer d’autres prédicats
de convergence. Par exemple, on dit qu’un réseau N doit converger vers O,
dénoté N ⇓Ω

O, si tous les réseaux atteignables peuvent converger vers O, c’est-
à-dire ∀N′ ∈ {N→∗}. N′ ↓Ω

O. Un réseau peut converger, N ↓Ω, s’il existe O tel
qu’il puisse converger vers O. Il doit converger, N ⇓Ω, s’il ne peut pas diverger.
Enfin, un réseau doit diverger, dénoté N ⇑Ω, si tous les réseaux atteignables peu-
vent diverger, c’est-à-dire ∀N′ ∈ {N→∗}. N′ ↑Ω. C’est équivalent à dire que N ne
peut pas converger.

Exemple 26. Dans l’Ex. 24, les réseaux N1 à N6 peuvent et doivent converger.
Les réseaux N7 et N8 doivent diverger. Les réseaux N9 et N10 doivent converger
vers {C}.

Proposition 3. Si N 'Ω N′, alors :

• N ⇓Ω
O si et seulement si N′ ⇓Ω

O, pour tout O ⊆ Observables,

• N ↓Ω si et seulement si N′ ↓Ω,

• N ⇓Ω si et seulement si N′ ⇓Ω,

• N ⇑Ω si et seulement si N′ ⇑Ω.

Proof. Supposons que N 'Ω N′, et soit O ⊆ Observables. On va d’abord montrer
que N ⇓Ω

O si et seulement si d’une part ¬N ↑Ω et d’autre part ∀O′ ⊆ Observables,
N ↓Ω

O′ implique O = O′. Supposons que N ↓Ω
O′ et que N puisse diverger, alors il

existe un N1 ∈ {N→∗} qui ne peut pas converger, donc en particulier qui ne peut
pas converger vers O, ce qui contredit N ⇓Ω

O. Supposons que N ⇓Ω
O et que N puisse

aussi converger vers O′ , O, alors il existe un attracteur A tel que Ω(A) = O′,
et un réseau N1 ∈ {N→∗} ∩ A. Alors N1 ne peut pas converger vers O, ce qui
est contradictoire. Réciproquement, si ¬N ↑Ω et que ∀O′ ⊆ Observables, N ↓Ω

O′

implique O = O′. La première partie implique que pour tout N1 ∈ {N→∗}, il existe
O′ tel que N1 ↓

Ω
O′ , et donc N ↓Ω

O′ . La deuxième partie implique O = O′, et donc
N ⇓Ω

O. On a alors les résultats suivants :

• si N ⇓Ω
O, alors ¬N ↑Ω et ∀O′ ⊆ Observables, N ↓Ω

O′ implique O = O′.
Comme N 'Ω N′, cela implique la même chose pour N′, et donc N′ ⇓Ω

O.
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• N ↓Ω si et seulement si ∃O. N ↓Ω
O, si et seulement si ∃O. N′ ↓Ω

O, si et
seulement si N′ ↓Ω.

• N ⇓Ω si et seulement si N 6↑Ω si et seulement si N′ ⇓Ω.

• N ⇑Ω si et seulement si N 6↓Ω si et seulement si N′ ⇑Ω.

�

Enfin, on ne veut pas considérer des réseaux isolés, mais plutôt en tant que
sous-modules d’un réseau plus grand. Cela permet de définir des règles de sim-
plification plus simples, puisque définies localement et non globalement. Les
contextes permettent aussi d’appliquer la simplification à des sous-réseaux sans
connaitre exactement le réseau global. On va donc étendre notre équivalence en
une relation de congruence.

Définition 11 (Congruence des attracteurs). Soit Ω une fonction d’observation et
I un sous-ensemble d’espèces observables. Deux réseaux de réactions N et N′

sont Ω,I-attracteurs-congruents, noté N ∼Ω,I N′, si pour tout réseau N′′ tel que
Espèces(N′′) ∩ I = ∅, on a N | N′′ 'Ω N′ | N′′.

3.1.4 Liens avec le graphe des solutions accessibles
Dans cette section, on prouve que deux réseaux ayant le même graphe des solu-
tions accessibles sont attracteurs-équivalents. Cette propriété nous aidera notam-
ment plus tard pour prouver que nos simplifications préservent la congruence des
attracteurs. On rappelle que Gsol(N) est le graphe des solutions accessibles de N,
et Gsol(N) le graphe obtenu en supprimant les boucles.

Lemme 2. Soit Ω une fonction d’observation, et N et N′ deux réseaux de réac-
tions, tels que Gsol(N) = Gsol(N′). Alors pour toute fonction d’observation Ω, on
a N 'Ω N′.

Proof. Soit N = R | s et N′ = R′ | s′ deux réseaux, tels que Gsol(N) = Gsol(N′).
Ces graphes doivent avoir la même racine, donc s = s′.

On va montrer que pour toute solution s1, s2 apparaissant dans le graphe des
solutions accessibles Gsol(N), on a :

R | s1→R | s2 si et seulement si R′ | s1→R
′ | s2. (3.1)

Ce résultat découle directement de l’égalité Gsol(N) = Gsol(N′).
Pour tout réseau N1 = R | s1, on définit alors la fonction f (N1) = R′ | s1. Soit

A ⊆ {N→∗} un Ω-attracteur accessible depuis N, on va montrer que A′ = f (A)
est également un Ω-attracteur, avec la même observation, et accessible depuis N′.
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Il existe N1 ∈ A avec N1 ∈ {N→∗}, donc par 3.1, f (N1) ∈ A′ vérifie f (N1) ∈
{N′→∗}, donc f (A′) est accessible. Soit N′1 ∈ A

′ et N′2 ∈ {N
′
1→

∗}. Il existe
N1 = f −1(N′1) ∈ A, et par 3.1, N2 = f −1(N′2) ∈ {N1→

∗}. Comme A est fermé,
N2 ∈ A, et donc N′2 ∈ A

′. Donc A′ est fermé. Soit o ∈ Ω(A′), et N′1 ∈ A
′.

Alors il existe N′2 ∈ A
′ avec Ω(N′2) = o. Mais alors N1 = f −1(N′1) ∈ A et de

même N2 = f −1(N′2) ∈ A. Donc o = Ω(N2) ∈ Ω(A), et par Ω-connectivité,
o ∈ Ω({N1→

∗}). Donc il existe N3 ∈ {N1→
∗} avec Ω(N3) = o. Mais on a alors

f (N3) ∈ {N′1→
∗} avec Ω( f (N3)) = o, donc o ∈ Ω({N′1→

∗}), donc Ω(A′) ⊆ {N′1→
∗}.

Donc A′ est Ω-connecté, donc c’est un Ω-attracteur, et il a trivialement la même
observation que A. Par symétrie, pour tout Ω-attracteur A′ accessible depuis
N′, f −1(A′) est un Ω-attracteur accessible depuis N. Donc pour tout ensemble
d’observables O ⊆ Observables, N ↓Ω

O si et seulement si N′ ↓Ω
O.

De plus, N ↑Ω si et seulement si il existe N1 ∈ {N→∗} tel que ∀O ⊆ Observables,
N1 6↓

Ω
O. Mais avec le même raisonnement que ci-dessus, N1 6↓

Ω
O si et seulement si

f (N1) 6↓Ω
O. Donc N ↑Ω si et seulement si N′ ↑Ω. Et donc N et N′ sont attracteurs-

équivalents. �

Par exemple, dans la Fig. 3.1, les réseaux N1 et N3 ont le même graphe réduit,
et sont donc équivalents pour toute fonction d’observation.

La réciproque est trivialement fausse, comme on peut par exemple le voir avec
les réseaux N1 et N2 sur la Fig. 3.1, qui sont attracteurs-équivalents, mais n’ont
pas le même graphe des solutions accessibles.
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3.2 Ensemble confluent de règles de simplification
Dans la section précédente, on a défini une nouvelle notion de congruence, basée
sur les attracteurs et les capacités de convergence et divergence des réseaux. On
présente maintenant un premier ensemble de règles de simplification, correcte
pour la congruence des attracteurs. Ces règles sont suffisantes pour simplifier le
réseau Tet-On (Fig. 2.7). De plus, on montre que cette simplification est conflu-
ente.

On suppose dans la suite que l’observation Ω est fixée, ainsi que l’ensemble
des espèces internes I. La simplification est alors notéeV.

3.2.1 Règles de simplification
Les cinq règles de simplification, ainsi qu’une règle supplémentaire pour rendre
la simplification contextuelle, sont décrites ci-dessous et présentées formellement
dans la Fig. 3.2.

Réaction Cyclique La première règle de simplification, (Réaction Cyclique),
supprime une réaction qui, lorsqu’elle est appliquée, ne modifie pas le réseau.

Activateur Présent La règle de simplification (Activateur Présent) supprime
un activateur A d’une réaction s1 + aAAs2 + aA, s’il y a toujours au moins a
molécules de A dans la solution du réseau initial et de tous les réseaux accessibles.
L’espèce A doit donc être interne, et les autres réactions ne peuvent pas diminuer
le nombre de molécules de A.

Espèce Inutile La règle (Espèce Inutile) supprime une espèce A, si elle est in-
terne, non observable, et inutile. Une espèce A est inutile si, pour toute réaction
r, soit A n’est pas un réactant de r et donc n’est pas nécessaire pour appliquer la
réaction (∀s1 As2 ∈ R. A < s1), soit r ne peut modifier uniquement la quantité de
molécules de A, pas celles des autres espèces (∀r ∈ R′.∀B , A. stoicr(B) = 0).
On peut alors complètement supprimer l’espèce A du réseau.

Réaction Inversible La règle (Réaction Inversible) supprime deux réactions
qui sont l’inverse l’une de l’autre : sAA et AAs, avec A < s. La règle remplace
également toutes occurrences de A par la solution s. L’espèce A doit être interne, et
doit avoir la même observation que s. Les deux autres conditions sont nécessaires
pour obtenir une simplification confluente. La condition |s| > 1 garantie que
s est une vraie solution. Dans le cas contraire, on pourrait avoir s = B, et la
règle pourrait simplifier A ou B de façon non confluente. Notons qu’on pourrait
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(Réaction Cyclique)

{sAs} | ∅VCyc ∅ | ∅

(Activateur Présent)
A ∈ I a0 ≥ a > 0

A < s1 ∀r ∈ R. stoicr(A) ≥ 0
{s1 + aAAs2 + aA} ∪ R | a0AVAct {s1 As2} ∪ R | a0A

(Espèce Inutile)
A ∈ I Ω(A) = O ∀s1 As2 ∈ R. A < s1

∀r ∈ R′.∀B , A. stoicr(B) = 0
R ∪ R′ | a0AVInu R\A | ∅

(Réaction Inversible)
A ∈ I Ω(A) = Ω(s) A < s
|s| > 1 ∀r ∈ R. stoicr(A) = 0

R ∪ {sAA, AAs} | a0AVRev R[A := s] | a0s

(Cascade)
A ∈ I Ω(A) = O

∀r ∈ R.∃a > 0.∃s. r = sAs + aA ∧ A < s
∀r′ ∈ R′.∃a′ > 0.∃s′. r′ = a′AAs′

R ∪ R′ ∪ {AA∅} | ∅VCas R �A R
′ | ∅

(Contexte)
Espèces(N′′) ∩ I = ∅ N VD N′

N | N′′ VD̃ N′ | N′′

Fig 3.2: Ensemble confluent de règles de simplification pour la congruence des
attracteurs, avec la fonction d’observation Ω et les espèces internes I.
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être confluent sans cette condition en ajoutant une notion d’isomorphisme entre
réseaux, qui permettrait de renommer une espèce en une autre, par exemple ici A
en B ou réciproquement. L’autre condition impose que A ne puisse apparaitre dans
d’autre réactions uniquement en tant qu’activateur, et donc en particulier permet
d’éviter le cas où A est dans deux paires de réactions inversibles différentes, avec
des solutions s et s′.

Cascade Enfin, la règle (Cascade) simplifie une cascade de réactions. Le réseau
initial contient un ensemble de réactions R, de forme sAs + aA, qui peuvent
produire des molécules de A en présence d’activateurs s. Les molécules de A
peuvent être dégradées par une réaction AA∅, ou peuvent être utilisées par les
réactions de R′, de forme a′AAs′. L’espèce A doit être interne, non observable,
et non présente dans la solution du réseau initial. On la supprime alors complète-
ment, et on combine les réactions pour produire directement les solutions s′ en
présence des activateurs s. On définit la combinaison modulo A de deux réactions
r = s1 As2 et r′ = s′1 As′2 par :

r �A r
′ = (s1 + s′1)\AA(s2 + s′2)\A.

On étend l’opérateur aux ensembles de réactions :

R �A R
′ = {r �A r

′ | r ∈ R, r′ ∈ R′}.

En particulier, notons que si R ou R′ est vide, on a alors R �A R
′ = ∅. Dans la

règle (Cascade), si R est vide, alors l’espèce A ne peut jamais être produite, donc
les réactions de R′ ne sont pas utilisables. Si R′ est vide, alors A est une espèce
inutile.

Contexte La règle (Contexte) étend la simplification aux contextes, et permet
donc d’appliquer nos règles de simplification de façon locale sur les sous-réseaux,
tout en restant valable pour le réseau global. Si on peut simplifier N en N′ avec
une règle D, alors on peut simplifier N | N′′ en N′ | N′′ avec la règle D̃. Notons

qu’on a trivialement ˜̃D = D̃.
On définit la relation V comme l’union des règles de simplification de la

Fig. 3.2. Remarquons que si N V N′, alors il existe D ∈ {Cyc, Act, Inu,Rev,Cas}
tel que N VD̃ N′ (avec éventuellement un contexte vide).

3.2.2 Propriétés
On montre que la relationV est bien une simplification, c’est-à-dire qu’elle réduit
la taille du réseau. On prouve ensuite qu’elle est correcte pour la congruence ∼Ω,
et qu’elle est confluente. On étudie alors la complexité de nos règles de simplifi-
cation.



78 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

Simplification Montrons tout d’abord que nos règles réduisent bien la taille des
réseaux.

Définition 12 (Taille et ordre des réseaux). Soit N = R | s0 un réseau. Sa taille |N |
est le triplet (n,m, p), avec :

• n = Espèces(N) le nombre d’espèces moléculaires de N,

• m = |R| le nombre de réactions de N,

• p = |s0|+
∑

s1 As2∈R

|s1 + s2| la taille combinée de toutes les solutions du réseau.

Un réseau N de taille (n,m, p) est alors plus petit qu’un autre réseau N′ de taille
(n′,m′, p′), noté N < N′, si (n,m, p) < (n′,m′, p′) avec l’ordre lexicographique,
c’est-à-dire :

• n < n′,

• ou n = n′ et m < m′,

• ou n = n′, m = m′ et p < p′.

Exemple 27. Par example, pour Michaelis-Menten, le réseau NMM (Fig. 2.5) pos-
sède 4 espèces (S, E, C et P), 3 réactions, et chaque réaction est de taille 3 (r1

consomme 2 molécules et en produit 1, tandis que r2 et r3 consomment 1 molécule
et en produisent 2). Donc la taille du réseau est |NMM| = (4, 3, 9).

Lemme 3. L’ordre < sur les réseaux de réactions est bien fondé.

Proposition 4. Si N V N′, alors N′ < N.

Proof. Soit (n,m, p) la taille de N, et (n′,m′, p′) la taille de N′. Si N VD̃ N′

avec D ∈ {Inu,Rev,Cas}, alors n′ = n − 1 < n. Si D = Cyc, alors n = n′ et
m′ = m − 1 < m. Si D = Act, alors n = n′, m = m′ et p′ = p − 2a < p. �

Exactitude On va maintenant prouver qu’un réseau simplifié est attracteurs-
congruent au réseau initial.

Théorème 1. La simplification V
Ω,I

est correcte pour la congruence des at-
tracteurs ∼Ω,I.
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Proof. On doit donc prouver que si N V
Ω,I

N′, alors N ∼Ω,I N′, c’est-à-dire que
pour tout contexte N′′ tel que Espèces(N′′)∩I = ∅, on a (N | N′′) 'Ω,I (N′ | N′′).
On note R′′ les réactions de N′′. Les preuves sont en général basées sur l’existence
de fonctions f et g reliant les réseaux initiaux et les réseaux simplifiées. La preuve
de la règle (Cascade) est un peu plus compliquée, et nécessite de réordonner cer-
taines séquences de réactions.

Pour la règle (Réaction Cyclique), on a trivialement le même graphe réduit
des solutions accessibles Gsol(N) = Gsol(N′), donc Gsol(N | N′′) = Gsol(N′ | N′′).
Donc, d’après le Lem. 2, N | N′′ et N′ | N′′ sont attracteurs-équivalents, et donc
N ∼Ω,I N′.

Considérons la règle (Activateur Présent), appliqué sur un activateur A. Le
réseau N contient une réaction s1+aAAs2+aA, ainsi qu’un ensemble de réactions
ne pouvant qu’augmenter le nombre de molécules de A. Comme A est une espèce
interne, les réactions R′′ du contexte ne peuvent pas modifier la quantité de A.
Donc, par récurrence immédiate, il y a toujours au moins a0 molécules de A dans
tout réseau accessible depuis N | N′′ ou N′ | N′′. Soit N1 ∈ {(N | N′′)→∗} un
réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte. Il existe alors une
solution s′′ avec A < s′′ et un entier a1 ≥ a0 ≥ a tels que :

N1 = {s1 + aAAs2 + aA} ∪ R ∪ R′′ | a1A + s′′.

Pour tout réseau de cette forme, on note f la fonction définie par :

f (N1) = {s1 As2} ∪ R ∪ R
′′ | a1A + s′′.

La fonction f est alors une bijection entre les réseaux de {(N | N′′)→∗} et ceux de
{(N′ | N′′)→∗}. On a alors la propriété suivante :

N1→N2 si et seulement si f (N1)→ f (N2).

En effet, si la réaction utilisée pour transformer N1 en N2 appartient à R ou à
R′′, alors elle existe aussi dans f (N1) (et inversement). Si la réaction utilisée est
s1 + aAAs2 + aA, alors on peut utiliser s1 As2 à la place. Et inversement, si on
utilise la réaction s1 As2 pour transformer f (N1) en f (N2), alors comme a1 ≥ a,
on peut utiliser s1 + aAAs2 + aA pour transformer N1 en N2.

Par récurrence immédiate, N1→
∗N2 si et seulement si f (N1)→∗ f (N2). On a

alors f ({N1→
∗}) = { f (N1)→∗}. De plus, f (N) = N′. Et tout ensemble de réseaux

A est fermé et accessible depuis N | N′′ si et seulement si f (A) est fermé et
accessible depuis N′ | M.
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La fonction f préserve aussi trivialement l’observation : Ω( f (N1)) = Ω(N1).
Supposons alors qu’on a un attracteur A. Par définition, il est Ω-connecté, c’est-
à-dire que pour tout N1 ∈ A, on a Ω(A) ⊆ Ω({N1→

∗}). Alors, pour tout réseau
f (N1) ∈ f (A), on aura :

Ω( f (A)) = Ω(A)
⊆ Ω({N1→

∗})
⊆ Ω( f ({N1→

∗}))
⊆ Ω({ f (N1)→∗}).

Donc f (A) est aussi Ω-connecté. La réciproque est identique. Donc A est un
Ω-attracteur si et seulement si f (A) est un Ω-attracteur. Donc pour tout O ∈
Observables, on a (N | N′′) ↓Ω

O si et seulement si (N′ | N′′) ↓Ω
O. De plus, (N |

N′′) ↑Ω si et seulement si il existe N1 ∈ {(N | N′′)→∗} tel que pour tout ensemble
d’observations O ⊆ Observables, N1 6↓

Ω
O. Mais alors, avec le même raisonnement

que ci-dessus, f (N1) ∈ {(N′ | N′′)→∗} vérifie ∀O ⊆ Observables. f (N1) 6↓Ω
O, et

donc (N′ | N′′) ↑Ω, et réciproquement. Donc N ∼Ω N′.

Considérons la règle de simplification (Espèce Inutile), appliquée sur une es-
pèce A. On note R les réactions s1 As2 telles que A < s1, et R′ les réactions ne
pouvant modifier que la quantité de A, comme définies dans la règle. Tout réseau
accessible N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R ∪ R′ ∪ R′′ | a1A + s′′, avec s′′

une solution telle que A < s′′ et a1 un entier. Soit f la fonction définie pour tout
réseau N1 de cette forme par f (N1) = R\A ∪ R′′ | s′′. Alors pour toute paire de
réseaux accessibles N1,N2 ∈ {(N | N′′)→∗}, on va montrer que :

N1→N2 implique f (N1)→ε f (N2).

C’est en fait immédiat : supposons que N1→rN2. Si r ∈ R′′, alors A < r, donc
f (N1)→r f (N2). Si r ∈ R, alors r\A ∈ R\A est applicable, et on obtient bien le
réseau f (N2). Si r ∈ R′, alors f (N1) = f (N2). Par récurrence immédiate, on a :

N1→
∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2). (3.2)

Réciproquement, tout réseau N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗} est de forme N′1 = R\A∪ R′′ | s′′

avec A < s′′. On définit alors l’ensemble des réseaux g(N′1) = {(R\A ∪ R′ ∪ R′′ |
a′1A + s′′) | a′1 ∈ N}. Soit N′1,N

′
2 ∈ {(N

′ | N′′)→∗}, on va montrer qu’on a :

N′1→N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈ g(N′2). N1→N2.

Supposons en effet que N′1→r′N
′
2. Si r′ ∈ R′′, alors r′ est directement applicable

dans N1, et la propriété est vraie. Si r′ ∈ R\A, alors il existe r ∈ R telle que
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r′ = r\A. Or, d’après les conditions de la règle de simplification, on sait qu’il n’y
a pas de molécules de A dans les réactants de r. Donc r est toujours applicable
dans N1, et produit un réseau N2 ∈ g(N′2). Par récurrente immédiate, pour tout
réseau N′1,N

′
2 ∈ {(N

′ | N′′)→∗}, on a :

N′1→
∗N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈ g(N′2). N1→

∗N2. (3.3)

Remarquons de plus que Ω( f (N1)) = Ω(N1), et que pour tout N1 ∈ g(N′1), Ω(N1) =

Ω(N′1). De plus N1 ∈ g( f (N1)), f (g(N′1)) = {N′1}, f (N) = N′ et N ∈ g(N′).
SoitA ⊆ {(N | N′′)→∗} un Ω-attracteur accessible depuis le réseau initial dans

son contexte. Soit N1 ∈ A, N′1 = f (N1) etA′ = {N′1→
∗}. On va montrer queA′ est

également un Ω-attracteur, accessible depuis N′ | N′′. Il est fermé par définition,
et accessible d’après 3.2. Soit N′2 ∈ A

′ et o ∈ Ω(A′) une observation. Il existe
donc N′3 ∈ A

′ tel que o = Ω(N′3). On a N1 ∈ g(N′1), donc il existe N2 ∈ g(N′2) ∩A
d’après 3.3. De même, il existe N3 ∈ g(N′3)∩A, avec Ω(N3) = o. Donc o ∈ Ω(A).
CommeA est Ω-connecté, il existe N4 ∈ {N2→

∗} avec o = Ω(N4). Par la propriété
3.2, on a alors f (N4) ∈ {N′2→

∗}, donc o ∈ Ω({N′2→
∗}). DoncA′ est Ω-connecté, et

c’est un attracteur.
Réciproquement, si A′ est un attracteur accessible depuis N′ | N′′, et N′1 ∈

A′, alors d’après 3.3 il existe N1 ∈ g(N′1) ∩ {(N | N′′)→∗}. On va montrer que
A = {N1→

∗} est bien un attracteur. Il est trivialement fermé, et accessible. Soit
N2 ∈ A et o ∈ Ω(A), c’est-à-dire qu’il existe N3 ∈ A avec o = Ω(N3). Par
3.2, N′2 = f (N2) et N′3 = f (N3) appartiennent à A′. Donc o ∈ Ω(A′), donc par
Ω-connectivité il existe N′4 ∈ {N

′
2→

∗} avec o = Ω(N′4). Mais alors par 3.3 il existe
N4 ∈ g(N′4) ∩ {N2→

∗}, et on a donc o ∈ Ω({N2→
∗}). DoncA est un attracteur.

Trivialement, les attracteurs A et A′ ont la même observation, donc (N |
N′′) ↓Ω

O si et seulement si (N′ | N′′) ↓Ω
O. La preuve pour la divergence est similaire.

Donc les réseaux N et N′ sont attracteurs-congruents.

Considérons maintenant la règle (Réaction Inversible). On note r1 = sAA et
r2 = AAs les réactions supprimées par la règle de simplification. Soit N1 ∈ {(N |
N′′)→∗} un réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte. Soit R′′

les réactions de N′′. Il existe une solution s1 telle que :

N1 = {r1, r2} ∪ R ∪ R
′′ | s1.

Pour tout réseau de cette forme, on dénote par f la fonction définie par :

f (N1) = R[A := s] ∪ R′′ | s1[A := s].

On va alors montrer que :

N1→N2 implique f (N1)→ε f (N2).
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Soit r la réaction utilisée, c’est-à-dire N1→rN2. Si r ∈ R, alors r′ = r[A := s] ∈
R[A := s] et f (N1)→r′ f (N2). Si r = sAA ou r = AAs, alors f (N1) = f (N2).
Enfin, si r ∈ R′′, alors A < r, et donc r est aussi applicable dans f (N1), donc
f (N1)→r f (N2). Par récurrence directe, on a :

N1→
∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2). (3.4)

Réciproquement, soit N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗} un réseau accessible depuis le réseau

simplifié dans son contexte. Il existe s′′ avec A < s′′ telle que :

N′1 = R[A := s] ∪ R′′ | s′′.

Pour tout réseau de cette forme, on dénoté par g la fonction définie par :

g(N′1) = {sAA, AAs} ∪ R ∪ R′′ | s′′.

On montre alors que :

N′1→N′2 implique g(N′1)→∗g(N′2).

En effet, supposons que N′1→r′N
′
2, avec r′ la réaction utilisée. Si r′ ∈ R′′, on

peut directement appliquer r′, donc g(N′1)→r′g(N′2). Si r′ ∈ R[A := s], il ex-
iste une réaction r ∈ R telle que r′ = r[A := s]. À partir de g(N′1), on peut
alors transformer certaines occurrences de la solution s en molécules de A avec
la réaction sAA, puis utiliser la réaction r, et enfin retransformer les molécules
de A restantes en s avec AAs. On a donc g(N′1)→∗r1

→r→
∗
r2

g(N′2). Par récurrence
directe, on en déduit que :

N′1→
∗N′2 implique g(N′1)→∗g(N′2). (3.5)

Remarquons aussi que :

f (g(N′1)) = N′1 et g( f (N1))→∗N1 et N1→
∗g( f (N1)). (3.6)

La partie gauche est immédiate. Pour la partie droite, il suffit d’utiliser les réac-
tions r1 et r2 pour transformer des molécules de A en s ou réciproquement. En-
fin, notons que les fonctions f et g trivialement préservent l’observation, puisque
Ω(A) = Ω(s), que f (N) = N′ et que N→∗g(N′) en utilisant la réaction sAA.

Soit A ⊆ {(N | N′′)→∗} un attracteur accessible depuis le réseau initial, et
N1 ∈ A. On va montrer queA′ = { f (N1)→∗} est aussi un attracteur, avec la même
observation. Il est fermé par définition. Soit N′2 ∈ A

′ un réseau, et o ∈ Ω(A′)
une observation. Donc il existe un réseau N′3 ∈ A

′ avec Ω(N′3) = o. Par la
propriété 3.5, f (N1)→∗N′3 implique g( f (N1))→∗g(N′3), et donc N1→

∗g(N′3) par 3.6.
Donc g(N′3) ∈ {N1→

∗} ⊆ A et o = Ω(N′3) = Ω(g(N′3)) ∈ Ω(A). De même,
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g(N′2) ∈ A. Donc la propriété de Ω-connectivité implique que o ∈ Ω({g(N′2)→∗}),
c’est-à-dire qu’il existe N4 ∈ {g(N′2)→∗} avec Ω(N4) = o. Donc par 3.4, f (N4) ∈
{ f (g(N′2))→∗} = {N′2→

∗}. Donc o ∈ Ω({N′2→
∗}), donc A′ est Ω-connecté, donc

c’est un attracteur. Et trivialement Ω(A′) = Ω(A).
La réciproque est exactement similaire, et donc (N | N′′) ↓Ω

O si et seulement si
(N′ | N′′) ↓Ω

O.
Pour la divergence, si (N | N′′) ↑Ω, alors il existe N1 ∈ {(N | N′′)→∗} tel que

pour tout O ⊆ Observables, N1 6↓
Ω
O. Mais, avec le même raisonnement qu’avant,

cela implique que f (N1) 6↓Ω
O, et donc que (N′ | N′′) ↑Ω. Par symétrie, (N | N′′) ↑Ω

si et seulement si (N′ | N′′) ↑Ω.
Donc N et N′ sont attracteurs-congruents.

Enfin, considérons la règle (Cascade). On note rd la réaction de dégradation
AA∅, R les réactions produisant A et R′ celles consommant A, comme définies
dans la règle. Pour tout réseau N1 accessible depuis N | N′′, il existe s′′ avec
A < s′′ et un entier a tels que :

N1 = R ∪ R′ ∪ {rd} ∪ R
′′ | aA + s′′.

Pour tout réseau de la forme ci-dessus, on définit la fonction f par :

f (N1) = (R �A R
′) ∪ R′′ | s′′.

Soit k un entier, et N0,Nk ∈ {(N | N′′)→∗} deux réseaux accessibles, tels que A ne
soit pas dans les solutions de ces deux réseaux, c’est-à-dire A < s(N0), s(Nk). On
veut montrer que :

N0→
∗Nk implique f (N0)→∗ f (Nk). (3.7)

Supposons que N0→
kNk, décomposons la séquence de réduction en k étapes :

N0→N1→ . . .→Nk−1→Nk.

On suppose que pour tout 0 < i < k, A ∈ s(Ni). En effet, pour toute séquence
de forme Ni→

∗N j, si il n’y a jamais aucune molécule de A dans les solutions
initiales des réseaux Ni à N j, alors c’est que seules les réactions du contexte M1

sont utilisées, et on a alors directement f (Ni)→∗ f (N j). Si la séquence possède des
réseaux avec des molécules de A et des réseaux sans molécules de A, prouver la
propriété 3.7 sur les sous-séquences possédant du A est suffisant.

Premièrement, remarquons que la réaction rd commute à droite, c’est-à-dire
que pour toute réaction r et toute paire de réseaux Ni,Ni+2 telle que Ni→rd→rNi+2,
la réduction Ni→r→rd Ni+2 est aussi possible. On réécrit alors la séquence précé-
dente en plaçant toutes les occurrences de rd à la fin de la séquence :

N0→N1→ . . .→Nk′→
∗
rd

Nk,
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tel que rd ne soit jamais utilisée dans la séquence N0→
∗Nk′ . Notons qu’on a

directement f (Nk′) = f (Nk), et donc f (Nk′)→∗ f (Nk). On s’intéresse maintenant
uniquement à la séquence N0→

∗Nk′ .
On a A < s(N0) mais A ∈ s(N1). Donc la réaction r1 utilisée pour la réduction

N0→r1 N1 appartient à R. On va partitionner la sequence N0→
∗Nk′ , afin de faire

apparaître les applications des réactions de R. On a donc :

N0 →r1 N1,0→
k1
R′∪R′′N1,k1

→r2 N2,0→
k2
R′∪R′′N2,k2

. . .

→r j N j,0→
k j

R′∪R′′N j,k j ,

tel que N j,k j = Nk′ , et que pour tout 1 ≤ i ≤ j, ri ∈ R. On utilise donc une
réaction de R, suivie d’une séquence de réactions de R′ et de R′′, puis une nouvelle
réaction de R, etc. Notons que les réactions ri ne sont pas forcément distinctes.
Pour tout 1 ≤ i ≤ j, la réaction ri ∈ R est de forme ri = si Asi + aiA, avec
ai > 0, donc si ⊆ s(Ni,0). On a directement f (N0) = f (N1,0) et pour tout 1 ≤ i < j,
f (Ni,ki) = f (Ni+1,0). Il suffit donc de prouver la propriété 3.7 pour toute séquence
Ni,0→

ki
R′∪R′′Ni,ki .

Dans cette sous-séquence, seules des réactions de R′ ou de R′′ peuvent être util-
isées. Or, les réactions de R′′ n’ont pas de molécules de A. De plus, les réactions
de R′, si l’on s’abstrait de l’espèce A, ne peuvent que créer de nouvelles molécules.
Cela implique qu’une réaction r′ ∈ R va commuter à gauche avec une réac-
tion r′′ ∈ R′′. En d’autres termes, si Ni,i′→r′′→r′Ni,i′+2, alors Ni,i′→r′→r′′Ni,i′+2.
On peut donc déplacer toutes les réactions de R′ vers la gauche, et obtenir une
séquence de forme :

Ni,0→r′0 Ni,1→r′1 . . .→r′k′i−1
Ni,k′i→

∗
R′′Ni,ki

avec pour tout 0 ≤ i′ < k′i , r
′
i′ = a′i′AAs′i′ ∈ R

′. Puisque la séquence de réseaux
Ni,k′i→

∗
R(M1)Ni,ki n’utilise que des réactions du contexte M, sans molécule de A,

cela directement implique f (Ni,k′i )→
∗
R′′ f (Ni,ki). De plus, pour tout 0 ≤ i′ < k′i ,

on a si ∈ Ni,i′ . En effet, on a vu plus haut que si ∈ Ni,0, et comme A < si,
les réactions r′i′ ne modifient pas la présence de si dans les réseaux. Mais, par
définition de (Cascade), on peut alors appliquer la réaction ri �A r

′
i sur f (Ni,i′), et

obtenir f (Ni,i′+1). On a donc :

f (Ni,1)→r1�r
′
1
f (Ni,2)→r1�r

′
2
. . .→r1�r

′

k′i−1
f (Ni,k′i )→

∗
R′′ f (Ni,ki).

De même, on a donc finalement f (N0)→∗ f (Nk), donc la propriété 3.7 est vérifiée.
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Réciproquement, pour tout réseau N′1 accessible depuis N′ | N′′, il existe s′′

avec A < s′′ telle que :
N′1 = R �A R

′ ∪ R′′ | s′′.

Pour tout réseau de cette forme, on définit la fonction g par :

g(N′1) = R ∪ R′ ∪ {rd} ∪ R
′′ | s′′.

On montre que pour tout réseau N′0,N
′
k ∈ {(N

′ | N′′)→∗}, on a :

N′0→
∗N′k implique g(N′0)→∗g(N′k). (3.8)

La preuve est directe par récurrence. Si N′0→R′′N
′
k, alors g(N′0)→R′′g(N′k). Si

N′0→r�Ar′N
′
k, avec r = sAs + aA et r′ = a′AAs′, alors la séquence suivante

est correcte : g(N′0)→∗r→r′→
∗
rd

g(N′k). Donc 3.8 est vérifiée.
On va maintenant prouver que pour tout ensemble d’observables O, on a :

(N | N′′) ↓Ω
O si et seulement si (N′ | N′′) ↓Ω

O .

Premièrement, remarquons que comme Ω(A) = O, les deux fonctions précédentes
préservent l’observation : Ω( f (N1)) = Ω(N1), et Ω(g(N′1)) = Ω(N′1). De plus, on a
N′1 = f (g(N′1)). Si A < s(N1), alors N1 = g( f (N1)). Sinon, N1→

∗
rd

g( f (N1)) .
Soit A un Ω-attracteur accessible depuis N | N′′, et N1 ∈ A un réseau appar-

tenant à l’attracteur. On a alors (N | N′′)→∗N1→
∗
rd

N1\A. Comme A < s(N | N′′),
la propriété 3.7 implique que N′1 = f (N1\A) est accessible depuis N′ | N′′. On
va montrer que A′ = {N′1→

∗} est un Ω-attracteur. Il est fermé par définition. Soit
N′2 ∈ A

′, et o ∈ Ω(A′). Il existe N′3 ∈ A
′ avec o = Ω(N′3). Donc N′1→

∗N′3, et
g(N′1)→∗g(N′3) par 3.8. Or g(N′1) = N1\A ∈ A, donc o = g(N′3) ∈ Ω(A). De
même, g(N′2) ∈ A. Par Ω-connectivité, on a donc o ∈ Ω({g(N′2)→∗}, donc il existe
N4 tel que o = Ω(N4) = Ω(N4\A) et g(N′2)→∗N4→

∗
rd

N4\A. Or A < g(N′2), donc
N′2 = f (g(N′2))→∗ f (N4\A). Donc o ∈ {N′2→

∗}, et A′ est Ω-connecté. Donc c’est
un attracteur, et trivialement Ω(A) = Ω(A′).

La réciproque, ainsi que la preuve pour la divergence, fonctionnent de la même
manière. On a donc bien N ∼Ω N′.

Enfin, considérons la règle (Contexte), avec N VD̃ N′, pour une règle D ∈
{Cyc, Act, Inu,Rev,Cas}. Il existe N1, N′1 et N′′1 avec N = N1 | N′′1 et N′ = N′1 |
N′′1 , tels que N1 V

D N′1. On a donc par induction N1 ∼Ω N′1, et donc N ∼Ω N′. �

Confluence On va maintenant montrer que cet ensemble de règles de simplifi-
cation est confluent. Il n’y a pas besoin de "confluence modulo", l’équivalence
structurelle étant directement l’égalité des réseaux.
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Théorème 2 (Confluence). La relation de simplification V est confluente pour
(Nets,=).

Proof. On va montrer la confluence locale, c’est-à-dire que pour toute paire de
règles D1,D2 ∈ {Cyc, Act, Inu,Rev,Cas}, pour tout réseau N ∈ Nets, si N VD̃1 N1

et N VD̃2 N2, alors il existe un réseau N′ ∈ Nets tel que Ni V
∗ N′. Comme la rela-

tionV termine toujours, la confluence locale implique directement la confluence
globale. La plupart des paires sont directes. La paire D1 = D2 = Cas, appliquée
sur deux espèces différentes, est la plus compliquée, et nécessite d’étudier dans le
détail les réactions des différents réseaux simplifiés.

Commençons par la règle D1 = Cyc, appliquée sur une réaction r1 = sAs. Si
D2 = Cyc, appliquée sur r2, alors soit r1 = r2, et les deux règles ne génèrent pas
de paires critiques, c’est-à-dire N1 = N2. Soit r1 , r2, et les paires critiques se
ferment uniformément, c’est-à-dire N1 V

D2 N′ et N2 V
D1 N′.

Supposons D2 = Act, appliquée sur un activateur A2 et une réaction r2 =

s1 + a2A2 As2 + a2A2. Si r1 = r2, et donc s1 = s2, alors l’application de D1

supprime la réaction, tandis que l’application de D2 la remplace par r′2 = s1 As1.
Mais on peut alors utiliser (Réaction Cyclique) sur r′2 et la supprimer, on obtient
donc le même réseau. Si r1 , r2, les paires critiques se ferment uniformément.

Si D2 = Inu, appliquée sur une espèce A2. On note R2 les réactions n’ayant pas
de molécules de A2 en réactants, et R′2 celles ne pouvant modifier que la quantité
de A2, comme définies dans la règle (Espèce Inutile). Si A2 ∈ r1, alors r1 ∈ R

′
2.

Donc on peut soit appliquer D1 puis D2, soit appliquer directement D2, dans les
deux cas on obtient le même réseau. Si A2 < r1, les paires critiques se ferment
uniformément.

Si D2 = Rev, appliquée sur une espèce A2 et des réactions r2 = s2 AA2 et
r′2 = A2 As2. Comme A2 < s2, trivialement r1 , r2 et r1 , r

′
2, donc les paires

critiques se ferment uniformément.
Enfin, si D2 = Cas, appliquée sur A2. On note R2 les réactions produisant

A2, r2 = A2 A∅ la réaction de dégradation, et R′2 les autres réactions avec A2

en réactant, comme dans (Cascade). On a r1 , r2, et r1 < R2. Supposons que
r1 ∈ R

′
2, c’est-à-dire r1 = a′A2 Aa′A2 avec a′ > 0. Dans ce cas, pour toute réac-

tion r = s2 As2 + a2A2 ∈ R2, la règle D2 crée la réaction r �A2 r1 = s2 As2. On
peut alors supprimer toutes ces réactions en utilisant |R| fois la règle (Réaction
Cyclique). On obtient alors le même réseau que si on avait commencé par D1

suivie de S 2. Si r1 < R
′
2, les paires critiques se ferment uniformément.

Supposons ensuite que D1 = Act, appliquée sur un activateur A1 et une réac-
tion r1 = s1 + a1A1 As2 + a1A1. Supposons que D2 = Act, appliquée sur un
activateur A2 et une réaction r2 = s′1 + a2A2 As′2 + a2A2. Si A1 = A2 et r1 = r2,
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alors a1 = a2 (par la condition A1 < s1), et D1 et D2 ne génèrent pas de paires
critiques sur N. Dans tous les autres cas, les paires critiques se ferment uniformé-
ment.

Si D2 = Inu, appliquée sur une espèce inutile A2. On note R2 les réactions
n’ayant pas de molécules de A2 en réactants, et R′2 celles ne pouvant modifier que
la quantité de A2, comme définies dans la règle (Espèce Inutile). Si r1 ∈ R

′
2, alors

r1 = s + A1AAs + a2A, avec a1 ≤ a2. Après application de D1, la réaction réduite
r′1 = sAs appartient toujours à R′2, et est donc supprimée par D2. Si on applique
D2 en premier, r1 est directement supprimée sans avoir à appliquer D1. Si r1 < R

′
2,

alors A1 , A2, et les paires critiques se ferment uniformément.
Si D2 = Rev, appliquée sur une espèce A2 et des réactions r2 = sAA2 et

r′2 = A2 As. La condition A2 < s dans D2 implique r1 , r2 et r1 , r
′
2. De plus,

la condition stoicr′2(A1) ≥ 0 dans (Activateur Présent) implique A1 , A2, tandis
que stoicr2(A1) ≥ 0 implique alors A2 < s. Donc l’application de D1 ne modifie
pas les réactions r2 et r′2. Et inversement on peut toujours appliquer D1 après D2.
Donc les paires critiques se ferment uniformément.

Si D2 = Cas, appliquée sur A2. On note R2 les réactions produisant A2,
r2 = A2 A∅ la réaction de dégradation, et R′2 les autres réactions avec A2 en réac-
tant, comme dans (Cascade). Trivialement r1 , r2. La condition stoicr2(A1) ≥ 0
implique A1 , A2. Ce qui implique alors r1 < R

′
2. Supposons que r1 ∈ R2,

c’est-à-dire qu’il existe a2 > 0 et s tel que r1 = s + a1A1 As + a1A1 + a2A2.
Si on applique d’abord D1, r1 est remplacée par r′1 = sAs + a2A2. On peut
alors toujours appliquer D2 sur (R2\r1) ∪ {r′1}, R

′
2 et r2, et on obtient les réac-

tions ((R2\r1) �A2 R
′
2) ∪ ({r′1} �A2 R

′
2). Si on commence par la règle D2, on obtient

les réactions R2 �A2 R
′
2. En particulier, les réactions de {r1} �A2 R

′
2 sont de forme

s + a1A1 As + a1A1 + s′, et peuvent toutes être simplifiées en appliquant récursive-
ment D1, pour obtenir des réactions de forme sAs + s′. Or ces réactions sont en
fait exactement les réactions de {r′1} �A2 R

′
2. On obtient donc le même réseau final.

Si r1 < D2, alors les paires critiques se ferment uniformément.

Considérons maintenant le cas de la règle D1 = Inu, appliquée sur A1. On
note R1 les réactions n’ayant pas de molécules de A1 en réactants, et R′1 celles
ne pouvant modifier que la quantité de A1, comme définies dans la règle (Espèce
Inutile). Supposons que D2 = Inu, appliquée sur A2, avec R2 les réactions sans
A2 en réactants et R′2 celles ne modifiant que A2. Si A1 = A2 = A, remarquons que
les ensembles de réactions peuvent être différents, tant que R1 ∪ R

′
1 = R2 ∪ R

′
2 et

que les conditions pour la simplification sont respectées. En effet une réaction de
forme sAs + aA, avec A < s, vérifie aussi bien les conditions de l’ensemble R
que de l’ensemble R′. Si on applique D1, on obtient le réseau R1\A. Or, on peut
remarquer que les réactions de (R1 ∩ R

′
2)\A sont des réactions cycliques, pouvant

être supprimées par la règle (Réaction Cyclique). On obtient alors le réseau (R1 ∩
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R2)\A. Par symétrie, on obtient le même réseau si on applique d’abord D2, puis
(Réaction Cyclique).Si A1 , A2, les paires critiques se ferment uniformément.

Supposons que D2 = Rev, appliquée sur une espèce A2 et des réactions r2 =

sAA2 et r′2 = A2 As. Si A1 = A2 = A, alors r′2 < R1, donc r′2 ∈ R
′
1. Donc pour tout

B , A, s(B) = 0. De plus, A < s, donc s = ∅, et r2 = ∅AA ∈ R1. L’application de
D1 produit le réseau R1\A, tandis que D2 produit le réseau R1[A := ∅] ∪ R′1[A :=
∅] = (R1\A) ∪ (R′1\A). Or, pour toute réaction r ∈ (R′1\A), pour tout B , A,
stoicr(B) = 0, et A < r, donc r est une réaction cyclique. On peut donc appliquer
récursivement la règle (Réaction Cyclique), et obtenir le réseau R1\A. Si A1 , A2,
les paires critiques se ferment uniformément.

Si D2 = Cas, appliquée sur A2. On note R2 les réactions produisant A2, la
réaction de dégradation r2 = A2 A∅, et R′2 les autres réactions avec A2 en réactant,
comme dans (Cascade). Supposons que A1 = A2 = A. Dans ce cas, R1 ⊆ R2, et
R′2 ⊆ R

′
1. Plus précisément, le réseau initial contient les réactions suivantes :

• la réaction de dégradation r2 = AA∅,

• des réactions produisant du A : R2 = {sAs + aA | A < s}. Ces réactions
peuvent appartenir à R1 ou à R′1,

• l’ensemble des autres réactions, qui ne modifient que la quantité de A :
R′2 = {a′AAa′′A | a′, a′′ > 0} ⊆ R′1.

Si on applique D1, on obtient alors le réseau R1\A ⊆ R2\A. Ces réactions sont
toutes de forme sAs, et peuvent être supprimées en appliquant la règle (Réaction
Cyclique). Si on applique D2 en première, on obtient le réseau R2 �A R

′
2. Mais on

obtient encore une fois des réactions de forme sAs, pouvant être supprimées avec
(Réaction Cyclique). On obtient donc bien le même réseau. Si A1 , A2, les condi-
tions de D1 impliquent A1 < R2. Supposons qu’il existe r′ ∈ R′2 avec A1 ∈ r

′. Donc
il existe a1, a2 > 0, s′ tel que r′ = a2A2 As′ + a1A1, et A1 < s′, et donc r′ ∈ R1.
En appliquant D1, r′ est transformée en r′′ = a2A2 As′. On peut donc toujours
appliquer D2, et obtenir des réactions R2�A2 r

′′ de forme sAs+(s′\A). Si on com-
mence par D2, on obtient des réactions R2 �A2 r

′ de forme sAs + (s′\A2) + a1A1.
L’espèce A1 est toujours inutile, donc on peut appliquer D1, et on obtient bien les
réactions de R2 �A2 r

′′. Si A1 , A2 et A1 < R
′
2, les paires critiques se ferment

uniformément.

Supposons maintenant que D1 = Rev, appliquée sur une espèce A1 et des
réactions r1 = s1 AA1 et r′1 = A1 As1. Soit D2 = Rev, appliquée sur A2 et
des réactions r2 = s2 AA2 et r′2 = A2 As2. Si A1 = A2, alors r1 = r2, r′1 =

r′2 et s1 = s2, sinon la condition stoicr2(A1) = 0 (resp. r′1) de D1 contredit la
condition A2 < s2 de D2. Donc dans ce cas les deux règles ne génèrent pas de
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paires critiques. Sinon, la condition stoicr2(A1) = 0 implique soit s2 = A1 (et
s1 = A1), soit A1 < s2 (et A2 < s1). Le premier cas n’est pas possible, à cause des
conditions |s1| > 1 et |s2| > 1. Dans le second cas, les paires critiques se ferment
uniformément.

Si la règle est D2 = Cas, appliquée à une espèce A2. On note R2 les réactions
produisant A2, r2 = A2 A∅ la réaction de dégradation, et R′2 les autres réactions
avec A2 en réactant, comme dans (Cascade). Supposons que A1 = A2 = A. Dans
ce cas, les différentes conditions imposent r2 = r′1 = AA∅, s = ∅, r1 = ∅AA,
R2 = {r1}, et pour tout r′ ∈ R′2, stoicr′(A) = 0. L’application de D1 produit alors
les réactions R′2\A. L’application de D2 produit ∅AA �A R

′
2 = R′2\A. Donc dans ce

cas là, les deux règles ne génèrent pas de paires critiques. Si A1 , A2, on ne peut
pas avoir A2 ∈ s1. En effet, il faudrait alors que r′1 ∈ R2, donc que A1 ∈ s′1, ce qui
contredit une condition de D1. Donc les paires critiques se ferment uniformément.

Enfin, si D1 = D2 = Cas, avec Di appliquée sur Ai. Si A1 = A2, les deux règles
ne génèrent pas de paires critiques. Sinon, on note R1 les réactions produisant
A1, r1 = A1 A∅ la réaction de dégradation, et R′1 les autres réactions avec A1 en
réactant, et symétriquement pour A2. On a alors R1 ∩ R2 = ∅ et R′1 ∩ R

′
2 = ∅. Plus

précisément, les réactions du réseau initial peuvent être partitionner de la façon
suivante :

• les réactions de dégradation r1 = A1 A∅ et r2 = A2 A∅,

• les réactions produisant A1, avec A2 en réactant : R1 ∩ R
′
2 = {a′2A2 Aa′2A2 +

a1A1 | a1, a′2 > 0},

• les réactions produisant A1, sans A2 : R1\R
′
2 = {sAs + a1A1 | A1, A2 <

s, a1 > 0},

• les réactions produisant A2, avec A1 en réactant : R2 ∩ R
′
1 = {a′1A1 Aa′1A1 +

a2A2 | a2, a′1 > 0},

• les réactions produisant A2, sans A1 : R2\R
′
1 = {sAs + a2A2 | A1, A2 <

s, a2 > 0},

• les réactions avec A1 en réactant et sans A2 : R′1\R2 = {a′1A1 As′ | A2 <
s, a′1 > 0},

• les réactions avec A2 en réactant et sans A1 : R′2\R1 = {a′2A2 As′ | A1 <
s, a′2 > 0}.

En appliquant D1, les réactions r2, R2\R
′
1 et R′2\R1, qui ne contiennent pas A1,

ne sont pas modifiées. La réaction r1 est supprimée. Les réactions de R1 sont
combinées avec celles de R′1. On obtient donc les réactions suivantes :
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(a) r2 = A2 A∅,

(b) R2\R
′
1 = {sAs + a2A2 | A1, A2 < s, a2 > 0},

(c) R′2\R1 = {a′2A2 As′ | A1 < s, a′2 > 0},

(d) (R1 ∩ R
′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1). Ces réactions sont de forme a′2A2 A(a2 + a′2)A2,

(e) (R1 ∩ R
′
2) �A1 (R′1\R2). Ces réactions sont de forme a′2A2 Aa′2A2 + s′, avec

A2 < s′,

(f) (R1\R
′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1). Ces réactions sont de forme sAs + a2A2, avec A2 < s,

(g) (R1\R
′
2) �A1 (R′1\R2). Ces réactions, de forme sAs + s′, ne contiennent pas

de molécules de A2.

On peut alors toujours utiliser D2, puisque les ensembles (b) et ( f ) produisent des
molécules de A2, (a) les dégradent, et les réactions de (c), (d) et (e) n’ont que des
molécules de A2 en réactant. On obtient les ensembles de réactions suivants :

• (R1\R
′
2) �A1 (R′1\R2),

• (R2\R
′
1) �A2 (R′2\R1),

• (R2\R
′
1) �A2 ((R1 ∩ R

′
2) �A1 (R′1\R2)),

• ((R1\R
′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1)) �A2 (R′2\R1),

• (R2\R
′
1)�A2 ((R1∩R

′
2)�A1 (R2∩R

′
1)). Ces réactions sont toutes de forme sAs,

et peuvent être supprimées par la règle (Réaction Cyclique),

• ((R1\R
′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1)) �A2 ((R1 ∩ R

′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1)). Ces règles peuvent aussi

être supprimée par (Réaction Cyclique),

• ((R1\R
′
2) �A1 (R2 ∩ R

′
1)) �A2 ((R1 ∩ R

′
2) �A1 (R′1\R2)). Pour toute règle r =

sAs + a1A1 ∈ R1\R
′
2, et r′ = a′A1 As′ ∈ R′1\R2, la réaction correspondante

dans cette ensemble sera sAs + s′\A1. Mais cette réaction est déjà présente
dans l’ensemble (R1\R

′
2) �A1 (R′1\R2). Donc on peut supprimer cet ensemble.

Ainsi, on obtient uniquement les 4 premiers ensembles ci-dessus. Comme A1 <
R2\R

′
1 et A2 < R

′
1\R2, on a :

(R2\R
′
1) �A2 ((R1 ∩ R

′
2) �A1 (R′1\R2)) = ((R2\R

′
1) �A2 (R1 ∩ R

′
2)) �A1 (R′1\R2)

Donc, par symétrie, on obtient exactement les même réactions en commençant
par D2, suivie de D1 et (Réaction Cyclique).

Donc cet ensemble de réactions est bien confluent. �
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En revanche, notons que la simplification n’est ni fortement ni uniformé-
ment confluente. Considérons par exemple le réseau N = {BAB + A,C AC +

A, AAA, AA∅} | ∅, avec une fonction d’observation telle que Ω(A) = O, et
A ∈ I. On peut utiliser la règle (Réaction Cyclique) et obtenir le réseau N1 =

{BAB + A,C AC + A, AA∅} | ∅, ou la règle (Cascade) et obtenir le réseau
N2 = {BAB,C AC} | ∅. Ces deux réseaux peuvent être simplifiés pour obtenir le
même réseau N3 = ∅ | ∅, mais il faut pour cela utiliser deux fois la règle (Réaction
Cyclique) sur N2 (et une fois (Cascade) sur N1). La confluence n’est donc pas
uniforme, ni forte.

Complexité Enfin, on va brièvement étudier la complexité de nos différentes
règles de simplification. On note n le nombre de réactions du réseau initial, et m
le nombre d’espèces internes de celui-ci. La règle (Réaction Cyclique) doit juste
parcourir une fois l’ensemble des réactions, et a donc une complexité linéaire
en n. Notons qu’en pratique, on élimine en un seul passage toutes les réactions
cycliques, et pas une seule à la fois. Pour la règle (Activateur Présent), appliquée
sur une molécule spécifique A, on doit parcourir l’ensemble des réactions une
première fois pour vérifier que le nombre de molécules de A ne décroit jamais, puis
on simplifie une réaction. Encore une fois, on peut simplifier plusieurs réactions
en un seul passage, afin de diminuer le temps de calcul. Cette règle est donc
linéaire en n. C’est également le cas pour les règles (Espèce Inutile) et (Réaction
Inversible). Enfin, considérons la règle (Cascade), appliqué sur une molécule A.
Comme on doit combiner des paires de réactions, on va cette fois être quadratique
en n. La complexité sera donc de l’ordre de n2. Comme la complexité donnée
pour ces quatre règles est celle lorsque l’on connait l’espèce A à simplifier, la
complexité générale pour savoir si l’une des règles est applicable (ou si le réseau
est complètement simplifié) est donc en n2m.

Notons que la règle (Cascade) peut augmenter de façon quadratique le nombre
de réactions du réseau à chaque application. Cela augmente donc la complexité
d’application des autres règles. Puisque la simplification est confluente, une bonne
stratégie est donc de toujours essayer d’appliquer d’abord les autres règles avant
(Cascade). Le pire des cas d’un point de vue de la complexité serait une succes-
sion de (Cascade), avec une complexité maximale pour la simplification de l’ordre
de n2m

.

3.2.3 Application au réseau Tet-On
On va maintenant appliquer ces règles de simplification sur le système Tet-On,
illustré dans l’Ex. 8. Rappelons que le réseau est défini par :

NTet-On = R | Dox + 45000rtTA + 5PTRE3G
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Dox GFPar1−9 r10

Fig 3.3: Graphe du réseau simplifié N′Tet-On.

avec I = {Doxi, rtTA, rtTADox,PTRE3G,mRNA,GFP,GFPa} et R est l’ensemble
des réactions décrites dans la Fig. 2.8. On simplifie ce réseau en utilisant la
fonction d’observation ΩTet-On présentée dans l’Ex. 11, qui ne compte que les
molécules de GFPa : ΩTet-On(iGFPa + s) = iGFPa, avec GFPa < s.

On va montrer que l’on peut simplifier ce réseau en utilisant la relationV
ΩTet-On

,
et obtenir le réseau équivalent N′Tet-On illustré dans la Fig. 3.3, et défini par :

N′Tet-On = {DoxADox + GFPa,GFPa A∅} | Dox.

Considérons d’abord la réaction r3 = Doxi + rtTAArtTADox et la réaction
r4 = rtTADoxADoxi + rtTA. Elles forment une paire de réactions inversibles. On
a Ω(rtTADox) = O = Ω(Doxi + rtTA). De plus, rtTADox est uniquement utilisée
en tant qu’activateur dans les autres réactions (ici la réaction r5). On peut alors
utiliser la règle (Réaction Inversible), supprimer ces deux réactions, et remplacer
dans tout le réseau les molécules de rtTADox par la solution Doxi + rtTA. On
remplace donc la réaction r5 par :

r3−5 = PTRE3G + Doxi + rtTAAPTRE3G + Doxi + rtTA + mRNA.

La réaction r3−5 est alors la seule réaction utilisant les espèces rtTA et PTRE3G,
en tant qu’activateurs. Comme ces deux espèces sont présentes en quantité suff-
isante dans la solution initiale pour activer cette réaction (respectivement 45000
molécules de rtTA et 5 copies du gène PTRE3G), et qu’elles ne peuvent être modi-
fiées par le contexte, on peut utiliser deux fois la règle (Activateur Présent) et les
enlever de cette réaction. On obtient alors la réaction :

r3−5
′ = Doxi ADoxi + mRNA.

Comme rtTA et PTRE3G ne sont plus utilisées dans aucune réaction, qu’elles sont
des espèces internes et ne sont pas observables, on peut les supprimer en utilisant
la règle (Espèce Inutile) sur chacune d’elles. On obtient le réseau intermédiaire
illustré dans la Fig. 3.4.

Ensuite, l’espèce mRNA est non observable et interne, et n’interagit que dans
3 réactions : la réaction r3−5

′ qui la produit avec l’activateur Doxi, la réaction r6

qui la dégrade, et la réaction r7 qui l’utilise comme activateur pour produire une
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Fig 3.4: Graphe du réseau intermédiaire lors de la simplification de Tet-On.

molécule de GFP. On peut donc appliquer la règle (Cascade), qui ici va sup-
primer l’espèce mRNA et fusionner ces trois réactions en une réaction qui produit
directement GFP avec Doxi comme activateur :

r3−7 = Doxi ADoxi + GFP.

De manière similaire, on peut utiliser (Cascade) sur l’espèce GFP, puis sur
l’espèce Doxi. On fusionne alors les réactions r1, r2, r3−7, r8 et r9 en la réaction :

r1−9 = DoxADox + GFPa.

On obtient alors le réseau N′Tet-On illustré dans la Fig. 3.3.
D’après le Théoreme 1, les deux réseaux sont bien attracteurs-congruents pour

la fonction d’observation ΩTet-On. Et notons que comme la relation de simplifica-
tion est confluente d’après le Théoreme 2, on aurait pu utiliser les règles dans un
autre ordre, par exemple en commençant par appliquer (Activateur Présent) sur
PTRE3G ou (Cascade) sur GFP, et obtenir le même réseau complètement simplifié
N′Tet-On.
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3.3 Règles de simplification plus générales

On a vu dans la section précédente un ensemble de règles de simplification, per-
mettant notamment de simplifier le système Tet-On de façon confluente. Dans
cette section, on enrichit la simplification avec d’autre règles. Certaines sont nou-
velles, tandis que d’autres généralisent des règles de la section précédente. On
montre que ces règles sont toutes correctes pour la congruence des attracteurs, et
qu’elles diminuent la taille du réseau.

De façon générale, on peut classer les règles de simplification en quatre caté-
gories. Une première catégorie regroupe les règles de simplification visant à sup-
primer une molécule "intermédiaire", c’est-à-dire qui n’est qu’une étape (non-
observable) dans l’évolution du système. On regroupe ensuite des règles qui peu-
vent supprimer certaines réactions, lorsque celles-ci sont imitables en utilisant
d’autres réactions du réseau. Une troisième catégorie contient des règles de sim-
plification basées sur des symétries entre espèces dans le réseau. Enfin, la dernière
catégorie regroupe tous les autres règles qui ne correspondent pas aux catégories
précédentes.

3.3.1 Règles d’élimination des espèces intermédiaires

On considère tout d’abord les règles visant à supprimer une espèce intermédiaire.
Par exemple, considérons une espèce interne A qui ne serait utilisée uniquement
dans les deux réactions r = sAA et r′ = AAs′. On peut alors supprimer l’espèce
A, et remplacer ces deux réactions par la réaction r �A r

′ = sAs′.
On cherche ici à généraliser au maximum ce type de règles. La règle la plus

générale combinerait toute réaction de production de forme s1 As2+nA avec toute
réaction de consommation de forme s′1+n′AAs′2. Néanmoins, cette simplification
n’est pas correcte en générale, et nécessite d’ajouter des restrictions.

La Fig. 3.5 présente cinq règles de simplification d’espèces intermédiaires,
décrites ci-dessous. L’exemple 29 explique alors pourquoi les restrictions sont
nécessaires.

Espèce intermédiaire présente que initialement Dans la règle (Intermédiaire
- Initiale), l’espèce A n’est présente que initialement, c’est-à-dire qu’aucune réac-
tion ne peut créer de nouvelles molécules de A. De plus, il n’existe qu’une unique
réaction pouvant consommer les molécules de A, en les transformant en une solu-
tion s : la réaction aAAs. On peut alors directement remplacer les molécules de
A par s (plus précisément, chaque ensemble de aA molécules est remplacé par une
occurrence de s), et supprimer cette réaction, sans modifier le comportement final
du réseau. Si a′ , 0, il peut alors rester des molécules de A dans la solution, qui
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(Intermédiaire - Initiale)
A ∈ I A < s a′ < a

{aAAs} | (ka + a′)AV ∅ | ks + a′A

(Intermédiaire - Solution)
A ∈ I Ω(A) = Ω(s) A < s

∀s1 As2 ∈ R. A < s1

R ∪ {AAs} | aAV R[A := s] | as

(Intermédiaire - Réactant)
A ∈ I ∀s1 As2 ∈ R. A < s1 ∧ A ∈ s2 R′ , ∅
∀r′ ∈ R′.∃s′. r′ = AAs′∧A < s′∧Ω(s′) = Ω(A)

R ∪ R′ | ∅V R .A R
′ | ∅

(Intermédiaire - Produit)
A ∈ I

∀r ∈ R.∃s. r = sAA ∧ A < s ∧Ω(s) = Ω(A)
∀s1 As2 ∈ R

′. A ∈ s1 ∧ A < s2 ∃s′. AAs′ ∈ R′

R ∪ R′ | ∅V R /A R
′ | ∅

(Réduction Inversible)
A ∈ I Ω(A) = Ω(s) A < s

(R(N) | A)→∗(R(N) | s) (R(N) | s)→∗(R(N) | A)
N V N[A := s]

Fig 3.5: Règles de simplification d’espèces intermédiaires pour la congruence des
attracteurs, avec la fonction d’observation Ω et les espèces internes I.
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peuvent éventuellement être supprimées par la règle (Espèce Inutile) si A n’est
pas observable.

Espèce intermédiaire présente dans la solution initiale Avec la règle (Inter-
médiaire - Solution), le réseau a encore une fois des molécules de A dans sa
solution, et une unique réaction AAs pouvant les consommer. Mais cette fois,
d’autres réactions peuvent créer des molécules de A. Sous la condition que A et s
aient la même observation (comme expliqué dans l’exemple ci-dessous), on peut
alors directement produire du s à la place des molécules de A. On remplace donc
les réactions de R par R[A := s]. On remplace également les molécules présentes
dans la solution initiale, et on supprime la réaction AAs.

Notons que l’ensemble l’ensemble R pourrait ici être vide. Dans ce cas, cette
règle serait similaire à la règle précédente, modulo la condition sur l’observation,
avec a = 1. On pourrait également étendre cette règle en considérant plutôt
une réaction de consommation de forme a′AAs. Dans ce cas là, il faut imposer
comme condition que toutes les réactions de R produisent un nombre de molécules
de A multiple de a′, et de même que a soit multiple de a′. Mais dans ce cas, on
peut alors appliquer la règle (Solution Indivisible) (voir Fig. 3.11 plus bas), qui
remplacerait aA par A partout, et donc ensuite appliquer la (Intermédiaire - Solu-
tion) dans sa forme actuelle.

Espèce intermédiaire seule en réactant Dans la règle (Intermédiaire - Réac-
tant), chaque réaction consommant du A doit être de forme AAs′, c’est-à-dire
que ses réactants doivent être une unique molécule de A. On note R′ l’ensemble
de ces réactions. On va alors combiner chaque réaction r = s1 As2 + aA ∈ R
produisant a molécules de A avec les réactions de R′ de la façon suivante, afin
d’obtenir toutes les combinaisons possibles :

r .A R
′ = {s1 As2 + s | s =

∑
1 ≤ i ≤ a

∃r′i = AAs′i ∈ R
′

s′i}.

Par exemple, si r = ∅A2A et R′ = {AAB, AAC}, on aura l’ensemble r .A R
′ =

{∅A2B, ∅AB + C, ∅A2C}. On étend cet opérateur à l’ensemble R des réactions
produisant du A, et on remplace alors les réactions R ∪ R′ par R .A R

′.

Espèce intermédiaire seule en produit Le cas symétrique est traité par la règle
(Intermédiaire - Produit). Toutes les réactions de production R sont de forme
sAA, c’est-à-dire avec une unique molécule de A comme produit. Pour toute
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Fig 3.6: Simplification de cycles avec les règles (Réduction Inversible) et (Réac-
tion Cyclique).

réaction r′ = s′1 + a′AAs′2 ∈ R
′, on définit l’ensemble des réactions suivant :

R /A r
′ = {s′1 + sAs′2 | s =

∑
1 ≤ i ≤ a′

∃ri = si AA ∈ R

si}.

Comme précédemment, on remplace alors R ∪ R′ par R /A R
′.

Dans ces deux règles, si l’ensemble R des réactions produisant du A est vide,
alors R.AR

′ et R/AR
′ sont également vides. Donc dans ce cas ces règles suppriment

les réactions de R′, qui ne sont jamais utilisables, comme dans la règle (Réactions
Inapplicables) que nous verrons plus tard. L’ensemble R′ quant à lui ne peut jamais
être vide pour pouvoir appliquer l’une de ces deux règles.

Réduction Inversible Enfin, on peut généraliser la règle (Réaction Inversible)
de la Fig. 3.2. En effet, certaines de ses conditions ne sont là que pour garantir
la confluence, mais ne sont pas nécessaires pour qu’elle soit correcte. Par ex-
emple, il n’est pas nécessaire que A ne soit utilisée ailleurs uniquement en tant
qu’activateur. De même, il n’y a en fait pas besoin d’une paire de réactions in-
versibles directes entre A et s. Il faut juste que l’on puisse réduire A en s et
réciproquement, c’est-à-dire (R(N) | A)→∗(R(N) | s) et (R(N) | s)→∗(R(N) | A),
comme le montre la règle généralisée (Réduction Inversible). Notons que cette
règle n’est plus purement structurelle, puisqu’il est nécessaire de vérifier des con-
ditions d’accessibilité pour pouvoir l’appliquer.

Cette règle permet notamment de simplifier des cycles (ou des composantes
fortement connexes) ne contenant que des réactions mono-moléculaires (c’est-à-
dire de forme AAB) et des espèces internes avec la même observation. Par ex-
emple, les réactions présentées dans la Fig. 3.6 (gauche) peuvent être simplifiées
avec cette règle pour obtenir les réactions de droite (après élimination des réac-
tions cycliques), en supposant que les espèces Ai soient internes et aient toutes la
même observation.
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Fig 3.7: Graphes des réseaux intermédiaires lors de la simplification de Michaelis-
Menten.

Contrairement à la règle (Réaction Inversible), la règle généralisée n’est plus
confluente. Considérons le réseau {AAs, sAA, AAs′, s′AA, AAB} | ∅. On
peut alors remplacer A soit par s, et obtenir le réseau {sAs′, s′As, sAB} | ∅,
soit par s′, et obtenir le réseau {sAs′, s′As, s′AB} | ∅. Comme s et s′ sont
des solutions, interagissant potentiellement avec le contexte, on ne va pas pouvoir
remplacer s par s′ ou inversement, et donc on ne peut pas simplifier ces deux
réseaux en un même réseau.

Cascade Enfin, notons que la règle (Cascade) (Fig. 3.2) présentée dans la sec-
tion précédente est aussi une règle d’élimination d’espèces intermédiaires, mais
ne peut pas être généralisée plus.

Exemple 28. Considérons le réseau de Michaelis-Menten présenté dans l’Ex. 7
et décrit dans la Fig. 2.5. On a (R | E + S)→∗(R | C) et (R | C)→∗(R | E + S).
De plus C et E + S on la même observation, et C est une espèce interne. On peut
appliquer la règle (Réduction Inversible), remplacer C par E + S , et obtenir le
réseau simplifié illustré à gauche dans la Fig. 3.7 (notons qu’on a fusionné les deux
réactions simplifiés identiques r1 et r2 en une réaction r12, puisqu’on considère
des ensembles de réactions, et non des multi-ensembles). On peut alors utiliser
la règle (Réaction Cyclique) pour supprimer r12 et obtenir le réseau {r3} | E + S,
représenté à droite de la Fig. 3.7. L’espèce E a une molécule dans la solution
initiales, est interne, et aucune réaction du réseau ne peut modifier sa quantité de
molécules. Donc, avec la règle (Activateur Présent), on peut supprimer E de la
réaction r12. L’espèce est alors inutile, et peut être enlever avec la règle (Espèce
Inutile). On obtient alors le réseau N′MM = {S AP} | S représenté dans la Fig. 3.8.

Dans les exemples suivants, on illustre la nécessité des différentes conditions
présentes dans les règles.
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S Pr12

Fig 3.8: Graphe du réseau simplifié de Michaelis-Menten.

Exemple 29. Premièrement, remarquons que la plupart des règles contiennent
une condition sur l’observation de A. En effet, dans ces règles, on cherche à
remplacer une séquence de deux réactions (une produisant du A et l’autre le
dégradant) en une seule réaction. Il faut alors que l’une de ces deux réactions
ne soit pas observable pour obtenir les mêmes attracteurs. Par exemple, consid-
érons le réseau {BAA, AAC,C AB} | B (illustré graphiquement ci-dessous à
gauche, avec en jaune l’espèce qu’on veut supprimer), que l’on veut simplifier en
{BAC,C AB} | B (à droite) :

A

B

C

r1 r2

r3

B

C

r2

r13

Le premier réseau peut converger vers {Ω(A),Ω(B),Ω(C)}, tandis que le sec-
ond peut converger vers {Ω(B),Ω(C)}. Pour être équivalent, il faut donc soit que
Ω(B) = Ω(A), soit Ω(A) = Ω(C). Notons que dans la règle (Intermédiaire -
Initiale), la condition d’observation n’est pas nécessaire, puisque l’espèce A ne
sera présente que initialement (plus précisément, si un attracteurA est accessible,
et qu’il contient un réseau avec des molécules de A, alors par les propriétés de
l’attracteur il contient également un réseau sans molécule de A (par fermeture)
mais avec la même observation (par Ω-connectivité). Il n’y a donc pas besoin
d’ajouter de conditions supplémentaires.

Une autre restriction concerne la présence ou non de molécules de A dans
la solution initiale du réseau. Si le réseau possède des molécules de A (règles
(Intermédiaire - Initiale) et (Intermédiaire - Solution)), alors il doit n’y avoir
qu’une unique réaction consommant du A. En effet, considérons le réseau suivant,
représenté graphiquement à gauche ci-dessous :

{BAA, AAC, AAD, BAE} | A.

Sans la restriction ci-dessus, on voudrait pouvoir simplifier ce réseau, et obtenir
les réactions {BAC, BAD, BAE} (à droite).
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AB

C

DE

r1

r2

r3r4

B

C

DE

r12

r13r4

Mais il faudrait également simplifier la molécule de A dans la solution initiale. On
ne peut pas la transformer en une molécule de C, puisqu’on ne pourrait plus créer
de molécules de D dans le réseau simplifié, alors que l’on pouvait le faire dans
le réseau initial. Symétriquement, la molécule de A ne peut pas être transformée
en D. Enfin, on ne peut pas non plus transformer A en B, sinon on est capable de
produire du E, ce qu’on ne peut pas faire dans le réseau initial.

Remarquons aussi que dans toutes les règles (à part (Réduction Inversible)
qui fonctionne différemment), soit toutes les règles de productions sont de forme
sAA, avec une unique molécule de A en produit, soit toutes les règles de con-
sommation ont une unique molécule de A en réactant, donc sont de forme AAs′.
Sinon, considérons le réseau suivant (à gauche ci-dessous).

{BAA + C, A + DAE,C AC + D} | B.

A

B

C

D

E

r1

r2

r3

B

C

D

Er12

r3

Dans ce réseau, on peut alors transformer B en A + C, puis produire une molécule
de D avec l’activateur C, et transformer alors A + C + D en C + E. Le réseau
simplifié serait alors (à droite ci-dessus) :

{B + DAC + E,C AC + D} | B.

On ne peut donc appliquer aucune réaction, donc les deux réseaux ne sont pas
équivalents. Le problème venant en fait du fait qu’on ne pouvait pas dans le réseau
initial directement appliquer une réaction de production suivie d’une réaction de
consommation, il était nécessaire d’appliquer une autre réaction entre les deux, ce
qu’on ne peut pas faire dans le réseau simplifié.

La règle (Intermédiaire - Produit) est quasiment la symétrique de la règle (In-
termédiaire - Réactant), mais possède une condition supplémentaire : la nécessité
qu’il existe au moins une réaction de consommation de forme AAs′ (dans (In-
termédiaire - Réactant), cette condition découle directement des autres). Elle est
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nécessaire pour ne pas se retrouver "bloqué" avec des molécules de A, qui ne pour-
raient être consommées. Considérons par exemple le réseau suivant, représenté
graphiquement à gauche ci-dessous :

{BAA, A + C AD, BAE} | B.

A

B C

D

E

r1 r2

r3

B C

D

E

r12

r3

Il pourrait se simplifier pour obtenir le réseau de droite, défini par :

{B + C AD, BAE} | B.

Dans le réseau initial, on peut transformer B en A, et se retrouver bloqué, sans
pouvoir appliquer d’autres réactions. puisqu’on a pas de molécules de C. On
ne peut pas non plus appliquer BAE, puisque l’on a déjà transformé B en A.
Donc on peut converger vers {Ω(A)}. Dans le réseau simplifié par contre, on peut
toujours appliquer cette réaction, et donc on doit toujours converger vers {Ω(E)}.
Donc, pour être équivalent, il faut toujours au moins une règle de consommation
n’ayant que des molécules de A en réactant. Le même exemple en remplaçant la
réaction A+C AD par 2AAD montre qu’il ne doit y avoir qu’une seule molécule
de A en réactant. En d’autre terme, il faut toujours une réaction de forme AAs,
pour une certaine solution s.

Enfin, remarquons que dans les règles (Intermédiaire - Réactant) et (Inter-
médiaire - Produit), l’espèce A ne peut jamais être utilisée comme activateur. Par
exemple, considérons le réseau suivant, à gauche ci-dessous :

{BAA, AAC, AAA + D, B + DAE,C + DAF} | s.

A

B

C

D

E

F

r1

r2

r3

r4

r5

B

C

D

E

F

r12 r3

r4

r5

B

C

D

E

F

r12 r3

r4

r5

La combinaison des deux premières réactions produit la réaction BAC. On peut
alors remplacer la troisième réaction soit par BAB + D (réseau du milieu ci-
dessus), soit par C AC + D (réseau de droite). Mais dans le premier cas, si on
suppose s = B, on peut produire du E dans le réseau simplifié, mais pas dans le



102 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

(Décomposition - Suppression) (R | s1)→∗(R | s2)
R ∪ {s1 As2} | ∅V R | ∅

(Décomposition - Simplification)

|s′1 + s′2| < |s1 + s2|

(R | s1)→∗(R | s′1) (R | s′1)→∗(R | s1)
(R | s2)→∗(R | s′2) (R | s′2)→∗(R | s2)
R ∪ {s1 As2} | ∅V R ∪ {s′1 As′2} | ∅

Fig 3.9: Règles de décomposition pour la congruence des attracteurs, avec la
fonction d’observation Ω et les espèces internes I.

réseau initial. Dans le deuxième cas, avec s = C, on peut produire du F dans le
réseau simplifié, et pas dans le réseau initial.

Il existe néanmoins deux cas où A peut être en activateur. Premièrement le cas
où toutes les réactions de production de A sont de forme sAs+A, permettant alors
de simplement remplacer A par s dans les réactions où il est activateur. Ce cas est
déjà traité par la règle (Cascade). Et Deuxièmement le cas où les réactions de
production peuvent être inversées, comme dans la règle (Réduction Inversible).

3.3.2 Règles de décomposition
On considère maintenant deux règles de simplification qui visent respectivement
à supprimer et à simplifier une réaction, lorsque celle-ci peut en fait être imitée
par une combinaison d’autres réactions. Les deux règles sont présentées dans
la Fig. 3.9. Notons que ces deux règles nécessitent de vérifier des conditions
d’accessibilité, et ne sont donc pas purement structurelles.

Suppression d’une réaction Dans la première règle, (Décomposition - Suppres-
sion), on supprime complètement une réaction s1 As2 dans le cas où on peut
l’imiter avec un ensemble d’autres réactions. Par exemple, considérons le réseau
{AAB, AAC,C AB} | ∅, illustré graphiquement à gauche ci-dessous. Il peut être
simplifié en {AAC,C AB} | ∅ (à droite).

A B

C

r1

r2 r3

A B

Cr2 r3

Notons que la règle (Réaction Cyclique) est un cas particulier de (Décomposition
- Suppression). Cette règle permet aussi par exemple de supprimer une réaction
s1 + sAs2 + s lorsqu’il y a déjà une réaction s1 As2.
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Simplification d’une réaction La règle (Décomposition - Simplification) vise
quant à elle à simplifier une réaction s1 As2 en s′1 As′2, si on peut transformer si

en s′i et réciproquement à l’aide d’autres réactions. Par exemple, considérons le
réseau {A + BAC, ∅AA, AA∅} | ∅ et sa simplification {BAC, ∅AA, AA∅} | ∅.

A

B Cr1

r2 r3 A

B Cr1’

r2 r3

Dans le réseau initial, on peut imiter la réaction BAC en créant une molécule de A
puis en appliquant la réaction A+BAC. Réciproquement dans le réseau simplifié,
on peut imiter A + BAC en appliquant BAC et en supprimant la molécule de A.

3.3.3 Règles de symétrie
On considère maintenant le cas de règles basées sur les symétries entre deux es-
pèces moléculaires. Elles doivent avoir la même observation, et un comportement
"similaire". Dans le réseau {BAA1, BAA2, A1 AC, A2 AC} | ∅ par exemple, les
espèces A1 et A2 sont produites et consommées de façon identique. On peut donc
les fusionner et obtenir le réseau {BAA1, A1 AC} | ∅.

On considère ici trois cas avec des conditions plus générales : soit les espèces
symétriques sont toujours produites de façon identique, soit elles sont toujours
consommées de façon identique, soit enfin tout comportement d’une espèce A
peut être imité en remplaçant A par une solution moléculaire s. Les règles sont
décrites formellement dans la Fig. 3.10. On verra dans la Sec. 3.4 qu’on peut par
exemple utiliser ces règles pour simplifier différents réseaux du modèle MAPK.

Les espèces A1 et A2 peuvent être présentes dans une même solution molécu-
laire. Pour qu’elles soient symétriques, il faut alors considérer toutes les combi-
naisons possibles. Par exemple, considérons le réseau suivant, illustré à gauche
ci-dessous :

{BA2A1, BA2A2, A1 AC, A2 AD} | B.

A1

A2

B

C

D

r1

r2

r3

r4

2

2

A1

A2

B

C

D

r1

r2

r3

r4

r5

2

2

A1B

C

D

r12

r3

r4

2

Dans ce réseau, pour que A1 et A2 soient produites de façon symétrique, il faudrait
ajouter la réaction BAA1 + A2 (réseau du milieu ci-dessus). Sinon, on peut attein-
dre la solution C + D dans le réseau simplifié (droite), mais pas dans le réseau de
gauche.
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On définit formellement les notions de symétrie suivantes :

Définition 13. Soit A1, A2 ∈ Espèces deux espèces moléculaires, s, s′ ∈ Solutions
deux solutions, et R un ensemble de réactions. On dit que A1 et A2 sont :

• symétriques dans (s, s′), noté A1
sol
./
s,s′

A2, si le nombre total de A1 et A2 est le

même dans les deux solutions, et que le reste de la solution est également
identique : s(A1) + s(A2) = s′(A1) + s′(A2) et s\{A1, A2} = s′\{A1, A2},

• réactants-symétriques dans R, noté A1
rea
./
R

A2, si elles sont toujours con-
sommées de façon identique, c’est-à-dire pour toute réaction s1 As2 ∈ R,
pour toute solution s′1 telle que A1

sol
./

s1,s′1
A2, il existe une solution s′2 telle que

A1
sol
./

s2,s′2
A2 et que R | s′1→

∗R | s′2,

• produits-symétriques dans R, noté A1
pro
./
R

A2, si elles sont toujours produites
de façon identique, c’est-à-dire pour toute réaction s1 As2 ∈ R, pour toute
solution s′2 telle que A1

sol
./

s2,s′2
A2, il existe une solution s′1 telle que A1

sol
./

s1,s′1
A2

et que R | s′1→
∗R | s′2,

• A1 peut être imitée par s dans R, noté A1
app
./
R

s, si pour toute réaction
s1 As2 ∈ R, on peut faire R | s1[A1 := s]→∗R | s2[A1 := s].

Par exemple, dans les réseaux ci-dessus, A1 et A2 sont symétriques dans les
solutions (2A1, 2A2), ou (2A1, A1 + A2). Elles ne sont pas réactants-symétriques,
puisque les réactions A1 AC et A2 AD produisent des solutions C et D qui ne sont
pas symétrique. Elles sont produits-symétriques dans {BA2A1, BA2A2, BAA1+

A2} (milieu), mais pas dans {BA2A1, BA2A2} (gauche).
On peut noter qu’une réaction A1 AB consommant (ou produisant) du A1 peut

être imitée à l’aide d’une chaine de réactions R | A2→
∗R | B. Ainsi, A1 et A2 sont

réactant-symétriques dans {A1 AB, A2 AC, BAC,C AB}.

A1

A2

B

C

r1

r2

r3 r4
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(Symétrie - Réactants)

A1, A2 ∈ I Ω(A1) = Ω(A2)
A1

rea
./
R

A2 ∀s1 As2 ∈ R
′. A1

sol
./

s1,s2
A2

R ∪ R′ | sV R[A2 := A1] | s[A2 := A1]

(Symétrie - Produits)

A1, A2 ∈ I Ω(A1) = Ω(A2)
A1

pro
./
R

A2 ∀s1 As2 ∈ R
′. A1

sol
./

s1,s2
A2

∃s, s′. A1 As ∈ R ∧ A2 As′ ∈ R
R ∪ R′ | ∅V R[A2 := A1] | ∅

(Symétrie - Imitation)
A ∈ I Ω(A) = Ω(s) A < s

A
app
./
R

s ∃s′. AAs′ ∈ R

R | ∅V R[A := s] | ∅

Fig 3.10: Règles de symétrie pour la congruence des attracteurs, avec la fonction
d’observation Ω et les espèces internes I.

Symétrie - Réactants Dans la première règle, (Symétrie - Réactants), les deux
espèces A1 et A2 sont réactants-symétriques dans R, et donc sont toujours consom-
mées de façon identiques. L’ensemble R′ de réactions transforme des molécules
de A1 en A2, sans changer leur quantité totale ni les autres molécules. On rem-
place alors toutes les occurrences de A2 par A1. L’ensemble R peut être vide. Dans
ce cas, les espèces A1 et A2 sont inutiles, puisque les seules réactions les utilisant
sont celles de R′, qui transforment A1 en A2 ou réciproquement.

Symétrie - Produits La deuxième règle (Symétrie - Produits) est similaire,
pour le cas où A1 et A2 sont produits-symétriques. On doit dans ce cas ajouter
deux restrictions supplémentaires. Premièrement, A1 et A2 ne doivent pas appa-
raître dans la solution du réseau initial. De plus, comme pour la règle (Intermédi-
aire - Produit), pour éviter que le réseau soit "bloqué" sur A1 ou A2, il faut qu’il
possède au moins une réaction de forme A1 As et une réaction de forme A2 As2.
Sinon, considérons le réseau ci-dessous (gauche), qui se simplifierait pour former
le réseau de droite.

A1

A2

B C

r1

r2 r3

A1

B C

r1 r3
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Dans le réseau de gauche, on peut transformer B en A1 puis être bloqué, tandis
que ce n’est jamais possible dans le réseau de droite.

Symétrie - Imitation Enfin, dans la règle (Symétrie - Imitation), tout comporte-
ment de l’espèce A peut être imité par une solution s de même observation, avec
A < s. La solution s peut par contre avoir d’autres comportements. L’espèce A
doit être interne et ne doit pas être dans la solution initiale du réseau. La condition
∃s′. AAs′ ∈ R implique que s’il y a du A dans la solution courante du réseau,
alors il peut toujours se réduite avec la sémantique opérationnelle, il n’est jamais
"bloqué" sur A. On peut par exemple simplifier le réseau de gauche ci-dessous et
obtenir le réseau de droite, avec s = 2B+C (après fusion des réactions identiques) :

A

B

C

D E

F

r1 r2

r3 r4

r5

r6

r7

2 2
B

C

D E

F

r3 r4

r5

r6

r7

2 2

3.3.4 Autres règles
Enfin, la dernière catégorie regroupe les autres règles de simplification. Ces rè-
gles sont en général assez simples, modifiant que peu ou pas du tout le graphe
des solutions accessibles des réseaux, comme les règles (Activateur Présent) et
(Espèce Inutile) (Fig. 3.2). Les nouvelles règles sont présentées dans la Fig. 3.11.

Réactions inapplicables Dans la règle (Réactions Inapplicables), on consid-
ère une espèce A, interne, dont la quantité ne peut pas augmenter. On va alors
supprimer l’ensemble des réactions d’un ensemble R1, qui ne sont pas jamais ap-
plicables, car il n’y a pas assez de molécules de A (∀s1 As2 ∈ R1. s1(A) > a0). Les
réactions de l’ensemble R2 sont applicables, mais ne peuvent jamais augmenter le
nombre de molécules de A (c’est-à-dire ∀r ∈ R2. stoicr(A) ≤ 0).

Productions Groupées Dans cette règle, l’ensemble R ne contient que des réac-
tions de production de solutions moléculaires non observables, c’est-à-dire de
forme ∅Asi avec Ω(si) = O. On veut alors fusionner ces réactions en une unique
réaction ∅As, avec s contenant une molécule de chaque espèce apparaissant dans
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(Réactions Inapplicables)
A ∈ I R1 , ∅ ∀s1 As2 ∈ R1. s1(A) > a0

∀r ∈ R2. stoicr(A) ≤ 0
R1 ∪ R2 | a0AV R2 | a0A

(Productions Groupées)
∀r ∈ R.∃s′. r = ∅As′ ∧Ω(s′) = O

s =
∑

A∈Espèces(R)

A |R| > 1 ∨ ∃r ∈ R.∃A. stoicr(A) > 1

R | ∅V {∅As} | ∅

(Solution Indivisible)
Espèces(s) ⊆ I A ∈ s Ω(s) = Ω(A)

Indiv(s, s0) Indiv(s, R) |s| > 1
R | s0 V R[s := A] | s0[s := A]

(Espèce Dépendante)
A, B ∈ I Ω(A) = O a ≥ b

∀r = s1 As2 ∈ R. s1(B) ≥ s1(A) ∧ stoicr(A) ≥ stoicr(B)
R | aA + bBV R\A | bB

Fig 3.11: Autres règles de simplification pour la congruence des attracteurs, avec
la fonction d’observation Ω et les espèces internes I.
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R. La condition |R| > 1 ∨ ∃r ∈ R.∃A. stoicr(A) > 1 garantit que la taille du réseau
diminue : soit on fusionne plusieurs réactions, soit il y a une unique réaction,
mais produisant plusieurs molécules d’une même espèce (par exemple, la règle
peut simplifier une réaction ∅A2A + B en ∅AA + B).

Solution Indivisible Dans la règle (Solution Indivisible), on considère une so-
lution s indivisible, c’est-à-dire telle que toutes les espèces utilisées dans s sont
toujours utilisées ensemble, et sont internes. Formellement, on dit que s est in-
divisible dans s′, noté Indiv(s, s′), s’il existe un entier a ≥ 0 et une solution s′′

telle que s′ = as + s′′ avec s ∩ s′′ = ∅. On veut alors remplacer s par une de
ses espèces A, avec la même observation : Ω(s) = Ω(A). Pour toute solution
s′ = as + s′′ avec s∩ s′′ = ∅, on définit s′[s := A] = aA + s′′. De même, on dit que
s est indivisible dans r = s1 As2, noté Indiv(s, r), si Indiv(s, s1) et Indiv(s, s2), et
r[s := A] = s1[s := A]As2[s := A]. On étend ces définitions aux ensembles de
réactions de façon naturelle. La dernière condition garantie que la taille du réseau
diminue.

Espèce Dépendante Dans la règle (Espèce Dépendante), une espèce A est tou-
jours utilisée en réactant en même temps qu’une espèce B. De plus, il y a dans
la solution initiale au moins autant de molécules de A que de B, et on produit
toujours au moins autant de A que de B. On peut donc supprimer l’espèce A. En
effet, si A n’est pas présente en quantité suffisante pour appliquer une réaction,
alors c’est également le cas de B.

3.3.5 Propriétés
On prouve ici que ces règles réduisent bien la taille des réseaux et qu’elles sont
correctes pour la congruence des attracteurs. On discute également de la décid-
abilité de l’application de ces règles.

Simplification On commence par montrer que nos règles simplifient bien la
taille des réseaux.

Proposition 5. Pour toute règle de simplification D présentée dans cette section,
si on peut simplifier un réseau N en un réseau N′ en utilisant la règle D, alors
N′ < N.

Proof. Toutes les règles éliminant une espèce intermédiaire de la Fig. 3.5 ré-
duisent trivialement le nombre d’espèces moléculaires. C’est également le cas
de toutes les règles d’espèces symétriques présentées dans la Fig. 3.10, et de la
règle (Espèce Dépendante).
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La règle (Décomposition - Suppression) diminue le nombre de réactions. C’est
également le cas de la règle (Réactions Inapplicables), d’après la condition R1 , ∅.

La règle (Décomposition - Simplification) diminue la taille combinée des so-
lutions du réseau, d’après la condition |s′1 + s′2| < |s1 + s2|.

La règle (Productions Groupées) diminue soit le nombre de réactions (si |R| >
1) ou la taille combinée du réseau (si ∃r ∈ R.∃A. stoicr(A) > 1).

Enfin, la règle (Solution Indivisible) diminue soit le nombre d’espèces soit la
taille combinée du réseau. �

Correction On vérifie maintenant que nos règles sont bien correctes pour la
congruence. On prouve tout d’abord les lemmes suivants. L’idée est de définir une
fonction f entre les réseaux accessibles avant la simplification, et ceux accessibles
après, telle que pour tout réseau N1, le comportement (et l’observation) de N1 soit
le même que celui de f (N1), et réciproquement avec une fonction g. L’existence
de ces fonctions implique l’équivalence des attracteurs. Notons qu’en pratique,
ou aura en général g = f −1. De plus, on a souvent directement f (N) = N′ et
g(N′) = N au lieu des conditions 1 et 2 dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4. Soit Ω une fonction d’observation et N,N′ deux réseaux de réactions.
S’il existe deux fonctions f : {N→∗} 7→ {N′→∗} et g : {N′→∗} 7→ {N→∗} vérifiant
les points suivants, alors N 'Ω N′ :

1. N→∗g(N′),

2. N′→∗ f (N).

3. pour tout réseau N1,N2 ∈ {N→∗}, N1→
∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2),

4. pour tout réseau N′1,N
′
2 ∈ {N

′→∗}, N′1→
∗N′2 implique g(N′1)→∗g(N′2),

5. pour tout réseau N1 ∈ {N→∗}, N1→
∗g( f (N1)),

6. pour tout réseau N′1 ∈ {N
′→∗}, N′1→

∗ f (g(N′1)),

7. Ω ◦ f = Ω = Ω ◦ g,

Proof. On va montrer que pour tout ensemble d’observables O ⊆ Observables,
on a :

N ↓Ω
O si et seulement si N′ ↓Ω

O .

Soit A un Ω-attracteur accessible depuis N, et N1 ∈ A un réseau appartenant à
l’attracteur. On pose A′ = { f (N1)→∗}. On a N→∗N1, donc N′→∗ f (N)→∗ f (N1)
(conditions 2 et 3). DoncA′ est accessible depuis N′. On va montrer que c’est un
Ω-attracteur. Il est fermé par définition, donc il faut montrer qu’il est Ω-connecté.
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Soit N′1 ∈ A
′, et o ∈ Ω(A′). Il existe un réseau N′2 ∈ A

′ tel que Ω(N′2) = o. On
a f (N1)→∗N′2, donc N1→

∗g( f (N1))→∗g(N′2) (conditions 4 et 5). Donc g(N′2) ∈ A,
et Ω(g(N′2)) = Ω(N′2) = o ∈ Ω(A) (condition 7).
De même, f (N1)→∗N′1, donc N1→

∗g( f (N1))→∗g(N′1), et g(N′1) ∈ A. Or A est un
attracteur, donc est Ω-connecté, donc o ∈ Ω({g(N′1)→∗}). Donc ∃N2 ∈ {g(N′1)→∗}
avec o = Ω(N2). Donc N′1→

∗ f (g(N′1))→∗ f (N2), et Ω( f (N2)) = o ∈ Ω({N′1→
∗})

(conditions 3 et 6). Donc pour tout N′1 ∈ A
′, Ω(A′) ⊆ Ω({N′1→

∗}), donc A′ est
obs-connecté et c’est un attracteur. Comme l’observation est préservée, on a di-
rectement Ω(A′) = Ω(A), donc N ↓Ω

O implique N′ ↓Ω
O. Par symétrie, la réciproque

est vraie aussi, et donc :

N ↓Ω
O si et seulement si N′ ↓Ω

O .

Pour la divergence, si N ↑Ω, alors il existe un réseau N1 ∈ {N→∗} tel que ∀O ⊆
Observables, N1 6↓

Ω
O. Mais, avec le même raisonnement que ci-dessus, cela im-

plique ∀O ⊆ Observables, f (N1) 6↓Ω
O, or N′→∗ f (N)→∗ f (N1), donc N′ ↑Ω. La

réciproque est symétrique, donc :

N ↑Ω si et seulement si N′ ↑Ω .

Donc les deux réseaux sont Ω-attracteurs-équivalents. �

Notons qu’on aurait pu utiliser ce lemme pour la preuve du Théoreme 1,
pour les règles (Activateur Présent) (avec g = f −1) et (Réaction Inversible).
On présente maintenant une variante de ce lemme, où g(N′) est un ensemble de
réseaux. La preuve est omise, elle est similaire à celle de la règle (Espèce Inutile)
dans le Théoreme 1, dont les fonctions f et g vérifient exactement les propriétés
du lemme ci-dessous.

Lemme 5. Soit Ω une fonction d’observation et N,N′ deux réseaux de réactions.
S’il existe deux fonctions f : {N→∗} → {N′→∗} et g : {N′→∗} → 2{N→

∗} vérifiant
les points suivants, alors N 'Ω N′ :

1. N ∈ g(N′),

2. N′ = f (N).

3. pour tout réseau N1,N2 ∈ {N→∗}, N1→
∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2),

4. pour tout réseau N′1,N
′
2 ∈ {N

′→∗}, N′1→
∗N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈

g(N′2). N1→
∗N2,

5. pour tout réseau N1 ∈ {N→∗}, N1 ∈ g( f (N1)),

6. pour tout réseau N′1 ∈ {N
′→∗}, f (g(N′1)) = {N′1},
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7. Ω ◦ f = Ω, et pour tour N1 ∈ g(N′1), on a Ω(N1) = Ω(N′1),

Théorème 3. Pour toute règle de simplification D, si on peut simplifier un réseau
N en un réseau N′ en utilisant la règle D, alors N′ ∼Ω,I N.

Proof. Soit N le réseau initial, N′ le réseau simplifié, et N′′ un contexte. Les
réactions du contexte N′′ seront notées R′′. Les preuves utilisent principalement
le Lem. 4, le Lem. 5 ou des variantes, entre les réseaux N | N′′ et N′ | N′′.
Les preuves des règles (Intermédiaire - Produit) et (Intermédiaire - Réactant)
sont un peu plus compliquées, et nécessitent de réordonner certaines séquences
de réactions, comme pour la règle (Cascade) dans le Théoreme 1.

(Intermédiaire - Initiale) : On montre tout d’abord que N est congruent au
réseau h(N) obtenu en appliquant récursivement la réaction aAAs, puis que h(N)
est en fait congruent à N′.

Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = {aAAs} ∪ R′′ | (ka + a′)A +

s′′, avec a′ < a et A < s′′. On définit alors la fonction h(N1) = {aAAs} ∪R′′ | ks +

a′A + s′′. On a trivialement N1→
∗h(N1) en appliquant la réaction AAs. De plus,

pour tout N2 ∈ {h(N1)→∗}, A < s(N2). Pour tout attracteur A accessible depuis
N1, h(A) ⊆ A est aussi un attracteur, accessible depuis h(N1), avec la même
observation. De même N1 peut diverger si et seulement si h(N1) peut diverger.
Donc N | N′′ et h(N | N′′) sont équivalents.

On montre maintenant que h(N | N′′) et N′ | N′′ sont aussi équivalents. Tout
réseau N1 ∈ h({(N | N′′)→∗}) est de forme N1 = {AAs}∪R′′ | a′A+s′′ avec A < s′′,
on définit alors f (N1) = R′′ | a′A + s′′ et g = f −1. Alors trivialement N1→

∗N2 si
et seulement si f (N1)→∗ f (N2). Donc pour toutA attracteur accessible depuis N1,
f (A) est aussi un attracteur avec la même observation. Réciproquement, pour
tout A′, g(A′) est un attracteur avec la même observation. Les preuves pour la
divergence sont triviales. Donc N ∼Ω,I h(N) ∼Ω,I N′.

(Intermédiaire - Solution) : Cette preuve utilise le Lem. 4.
Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R∪ {AAs} ∪ R′′ | a1A + s′′,

avec A < s′′ et R un ensemble de réactions sans molécule de A en réactant. On
définit la fonction f (N1) = R[A := s] ∪ R′′ | a1s + s′′, qui remplace les molécules
de A par la solution s.

Le réseau N′ est alors égale à R[A := s] | a1s d’après la règle de simplification.
Comme les réactions ne sont pas modifiées par la sémantique opérationnelle →,
tout réseau N′1 ∈ {(N

′ | N′′)→∗} est de forme N′1 = R[A := s]∪R′′ | s′′, avec A < s′′

(avec R toujours les réactions de N1 sans molécules de A en réactant). On définit
alors la fonction g(N′1) = R ∪ {AAs} ∪ R′′ | s′′. Notons qu’en toute rigueur, la
fonction g dépend des ensembles R et R′, mais on les suppose fixé et on omet donc
de les mentionner.
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Les conditions 1 et 5 du Lem. 4 sont vérifiées en appliquant récursivement
la réaction AAs. Les conditions 2, 6 et 7 sont également trivialement vérifiées.
Pour la condition 3, on a N1→N2 implique f (N1)→ε f (N2). En effet, si la réaction
utilisée est AAs, alors f (N1) = f (N2). Sinon, on applique la réaction correspon-
dante dans f (N1). Par récurrence, la condition est vérifiée. Réciproquement, si
N′1→N′2, alors g(N′1)→+g(N′2). En effet, il suffit d’appliquer la réaction correspon-
dante dans g(N′1) (qui n’a pas besoin de A d’après les conditions de la règle de
simplification), puis de transformer toutes les molécules de A en s avec la réaction
AAs. Par récurrence, la condition 4 est vérifiée, et donc on peut appliquer le
Lem. 4. Donc N | N′′ 'Ω N′ | N′′ et N ∼Ω,I N′.

(Intermédiaire - Réactant) : Ce cas est légèrement différent des autres. On
ne peut pas appliquer le Lem. 4, car la condition 3 n’est valable que pour les
réseaux ne possédant pas de molécules de l’espèce intermédiaire A. Il faut donc
raisonner un peu autrement, de façon similaire à ce qui avait été fait pour la preuve
d’exactitude de la règle (Cascade). On considère uniquement le cas où l’ensemble
des réactions produisant (resp. consommant) l’espèce intermédiaire est non vide.
Dans les autres cas, la règle est trivialement similaire soit à (Réactions Inapplica-
bles) suivie de (Espèce Inutile) (si aucune réaction ne produit l’espèce intermédi-
aire), ou directement de (Espèce Inutile) (si il n’y a pas de réaction de consom-
mation).

Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R∪ R′ ∪ R′′ | a1A + s′′, avec
R les réactions produisant A et R′ celles consommant A. On définit la fonction f
par f (N1) = (R .A R

′) ∪ R′′ | s′′. Soit k un entier, et N0,Nk ∈ {(N | N′′)→∗} deux
réseaux accessibles, tels que A ne soit pas dans les solutions de ces deux réseaux.
On veut montrer que N0→

∗Nk implique f (N0)→∗ f (Nk). Remarquons que pour
tout N1→r→r′N2 avec r′ ∈ R′, si A ∈ s(N1) alors la réaction r′ peut commuter
à gauche, c’est-à-dire qu’on peut également avoir la séquence N1→r′→rN2. On
peut alors décomposer et réorganiser la séquence N0→

∗Nk et obtenir une séquence
de forme :

N0 →r0→
∗
R′N

′
0→

∗
R′′N1

→r1→
∗
R′N

′
1→

∗
R′′N2

. . .

→r j→
∗
R′N

′
j→
∗
R′′N j+1,

avec N j+1 = Nk, et pour tout 0 ≤ i ≤ j, ri ∈ R, et tous les réseaux dans les
séquences N′i→

∗
R′′)Ni+1 ne contiennent pas de molécules de A dans leurs solutions.

En d’autres termes, on applique une réaction de R, qui produit du A, puis on
consomme toutes les molécules de A avec les réactions de R′, puis on applique
une série de réactions du contexte n’utilisant pas A, et on recommence le même
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schéma. On a alors trivialement f (Ni)→ri.AR′ f (N′i ), et f (N′i )→
∗
R(M1) f (Ni+1). Donc

f (N0)→∗ f (Nk).
Réciproquement, tout réseau N′1 ∈ {(N

′ | N′′)→∗} est de forme N′1 = (R .A R
′)∪

R′′ | s′′, on définit alors g(N′1) = R ∪ R′ ∪ R′′ | s′′. On a trivialement N′1→
∗N′2

implique g(N′1)→∗g(N′2).
Notons de plus que les fonctions f et g préservent l’observation, que pour tout

N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗}, on a N′1 = f (g(N′1)), que pour tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗}, si

A < s(N1), alors N1 = g( f (N1)), et que f (N) = N′ et g(N′) = N.
Soit A ⊆ {(N | N′′)→∗} un Ω-attracteur accessible, et N1 ∈ A. Comme

R′ , ∅, on peut appliquer une réaction de R′, et atteindre un réseau N2 ∈ {N1→
∗}

avec A < s(N2). Par la Prop. 2 (point 4), A′′ = {N2→
∗} est un Ω-attracteur,

avec la même observation que A. On veut montrer que l’ensemble de réseaux
A′ = { f (N2)→∗} est également un attracteur avec la même observation. Il est
trivialement fermé, et accessible depuis N′ | M. Soit N′1 ∈ A

′ un réseau, et
o ∈ Ω(A′) une observation. On veut montrer que o ∈ Ω({N′1→

∗}). Il y a donc un
réseau N′2 ∈ A

′ avec o = Ω(N′2). On a f (N2)→∗N′2, donc N2 = g( f (N2))→∗g(N′2),
et comme Ω(g(N′2)) = Ω(N′2), on a o ∈ Ω(A′′). De façon similaire, g(N′1) ∈ A′′.
Donc par Ω-connectivité, il existe N3 ∈ A

′′ tel que g(N′1)→∗N3 et o = Ω(N3). En
appliquant une réaction de R′, il existe N4 ∈ {N3→

∗} ⊆ {g(N′1)→∗} avec Ω(N4) = o
et A < s(N4), donc N′1 = f (g(N′1)→∗ f (N4), et donc o ∈ Ω({N′1→

∗}), donc A′ est
bien un attracteur.

Réciproquement, si A′ est un attracteur accessible, et N′1 ∈ A
′, alors A =

{g(N′1)→∗} est aussi un attracteur. En effet, il est trivialement fermé et accessible.
Soit N1 ∈ A et o ∈ Ω(A). Il existe N2 ∈ {g(N′1)→∗} avec o = Ω(N2). En appliquant
les réactions de R′, il existe N3 ∈ {N2→

∗} avec o = Ω(N3) et A < s(N3). Donc
f (N3) ∈ { f (g(N′1))→∗} = {N′1→

∗} ⊆ A′. Donc o ∈ Ω(A′). De même, il existe
N4 ∈ {N1→

∗} avec A < s(N4). Donc f (N4) ∈ A′, et par Ω-connectivité il existe
N′2 ∈ { f (N4)→∗} et o = Ω(N′2). Donc g(N′2) ∈ {g( f (N4))→∗} = {N4→

∗} ⊆ {N1→
∗}.

Donc o ∈ Ω({N1→
∗}), doncA est bien un attracteur.

Les preuves pour les divergences sont similaires. Par conséquent N ∼Ω N′.

(Intermédiaire - Produit) : Ce cas est quasiment similaire au précédent.
Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R ∪ R′ ∪ R′′ | a1A + s′′

avec A < s′′, R les réactions produisant A et R′ celles consommant A. On définit la
fonction f par f (N1) = (R /A R

′) ∪ R′′ | s′′. Alors pour tout réseau N0,Nk ∈ {(N |
N′′)→∗}, si il n’y a pas de molécules de A dans les solutions de ces deux réseaux,
alors N0→

∗Nk implique f (N0)→∗ f (Nk). La preuve est similaire au cas précédent,
en remarquant que cette fois se sont les réactions de R qui peuvent commuter vers
la droite, c’est-à-dire que pour N1→r→r′N2 avec r ∈ R et A ∈ s(N2), la séquence
N1→r′→rN2 est aussi valide.

Réciproquement, tout réseau N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗} est de forme N′1 = (R /A R

′)∪
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R′′ | s′′ avec A < s′′, on définit alors g(N′1) = R ∪ R′ ∪ R′′ | s′′. On a trivialement
N′1→

∗N′2 implique g(N′1)→∗g(N′2).
Notons de plus que les fonctions f et g préservent l’observation, que pour tout

N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗}, on a N′1 = f (g(N′1)), que pour tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗}, si

A < s(N1), alors N1 = g( f (N1)), et que f (N) = N′ et g(N′) = N.
Enfin, on veut montrer la propriété suivante : soit N1 ∈ {(N | N′′)→∗} sans

molécule de A dans sa solution, et N2 ∈ {N1→
∗}. Alors il existe N3 ∈ {N1→

∗}

sans molécule de A et tel que Ω(N2) = Ω(N3). Notons que cette propriété était
directement vérifiée dans la règle précédente (Intermédiaire - Réactant). Soit N4

un réseau tel que N1→
∗N4→

kN2, avec k ≥ 0, sans molécule de A, mais que tout
réseau dans la séquence N4→

∗N2 ait des molécules de A dans sa solution (sauf
N2 et N4). Il existe bien un tel réseau puisque N1 n’a pas de molécule de A. On
va montrer la propriété par récurrence sur la taille k de N4 à N2. Si k = 0, alors
N2 = N4, donc N2 n’a pas de molécule de A, on prend donc N3 = N2. Sinon,
la réaction appliquée dans N4 est forcement une réaction de R, créant du A. On
a en fait N4→

+
RN5, avec soit N5 = N2, soit N5→r′→

∗N2, avec r′ < R. Dans le
premier cas, Ω(N4) = Ω(N2), et donc la propriété est vraie. Dans le second cas,
si r′ ∈ R′′, alors on peut la commuter complètement à gauche avec les réactions
de R, on obtient donc une séquence N4→r′N′4→

+
RN5. La séquence N′4→

k−1N2 est
plus courte, et N′4 n’ pas de molécule de A, donc par récurrence la propriété est
vraie. Enfin, si r′ ∈ R′, on peut également la commuter à gauche jusqu’à atteindre
une séquence de type N4→

+
R→r′N

′
4→

+
RN5, avec N′4 sans molécule de A. Encore

une fois, la séquence partant de N′4 est plus petite, donc la propriété est vraie par
récurrence.

Soit A ⊆ {(N | N′′)→∗} un Ω-attracteur accessible, et N1 ∈ A. Comme
R′ , ∅ d’après les conditions de la règle, donc on peut appliquer une réaction de
R′, et atteindre un réseau N2 ∈ {N1→

∗} avec A < s(N2). Par la Prop. 2 (point 4),
A′′ = {N2→

∗} est un Ω-attracteur, avec la même observation que A. On veut
montrer que l’ensemble de réseaux A′ = { f (N2)→∗} est également un attracteur
avec la même observation. Il est trivialement fermé, et accessible depuis N′ | M.
Soit N′1 ∈ A

′ un réseau, et o ∈ Ω(A′) une observation. On veut montrer que
o ∈ Ω({N′1→

∗}). Il y a donc un réseau N′2 ∈ A
′ avec o = Ω(N′2). On a f (N2)→∗N′2,

donc N2 = g( f (N2))→∗g(N′2), et comme Ω(g(N′2)) = Ω(N′2), on a o ∈ Ω(A′′).
De façon similaire, g(N′1) ∈ A′′. Donc par Ω-connectivité, il existe N3 ∈ A

′′ tel
que g(N′1)→∗N3 et o = Ω(N3). Par la propriété supplémentaire que l’on a prouvé
ci-dessus, il existe un réseau N4 ∈ {g(N′1)→∗}, avec o = Ω(N4) et A < s(N4). Donc
N′1 = f (g(N′1)→∗ f (N4), d’où o ∈ Ω({N′1→

∗}), etA′ est bien un attracteur.
Réciproquement, si A′ est un attracteur accessible, et N′1 ∈ A

′, alors A =

{g(N′1)→∗} est aussi un attracteur. En effet, il est trivialement fermé et accessible.
Soit N1 ∈ A et o ∈ Ω(A). Il existe N2 ∈ {g(N′1)→∗} avec o = Ω(N2). Avec la
propriété ci-dessus, il existe N3 ∈ {g(N′1)→∗} avec o = Ω(N3) et A < s(N3). Donc
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f (N3) ∈ { f (g(N′1))→∗} = {N′1→
∗} ⊆ A′. Donc o ∈ Ω(A′). De même, il existe

N4 ∈ {N1→
∗} avec A < s(N4). Donc f (N4) ∈ A′, et par Ω-connectivité il existe

N′2 ∈ { f (N4)→∗} et o = Ω(N′2). Donc g(N′2) ∈ {g( f (N4))→∗} = {N4→
∗} ⊆ {N1→

∗}.
Donc o ∈ Ω({N1→

∗}), doncA est bien un attracteur.
Les preuves pour les divergences sont similaires. Par conséquent N ∼Ω,I N′.

(Réduction Inversible) : Cette preuve est basée sur le Lem. 4.
On pose N = R | s′ le réseau initial. Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} étant

de forme N1 = R ∪ R′′ | a1A + s′′, avec A < s′′, on définit f (N1) = R[A :=
s] ∪ R′′ | a1s + s′′. Réciproquement, tout réseau N1 ∈ {(N′ | N′′)→∗} est de forme
N′1 = R[A := s] ∪ R′′ | s′′, on définit alors g(N′1) = R ∪ R′′ | s′′.

On a directement N1→rN2 implique f (N1)→r[A:=s] f (N2), donc par récurrence
on vérifie la condition 3 du Lem. 4. De même, si N′1→r′N

′
2, alors il existe r ∈ R∪R′

telle que r[A := s] = r′. On peut donc transformer du s en A, utiliser la réac-
tion r, puis retransformer les molécules de A en s. Par récurrence, on vérifie la
condition 4. En transformant toutes les molécules de A en s, on vérifie la condi-
tion 5. Comme f (g(N′1)) = N′1, la condition 6 est directement vérifiée. Puisque
Ω(A) = Ω(s), on vérifie aussi la condition 7. Enfin, les conditions 1 et 2 sont
trivialement vraies aussi. On peut donc appliquer le Lem. 4, et N ∼Ω,I N′.

(Décomposition - Suppression) : Cette preuve est basée sur le Lem. 4.
Tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = {s1 As2}∪R∪R

′′ | s′′, avec R un en-
semble de réactions pouvant imiter la réaction s1 As2. On définit f (N1) = R∪R′′ |

s′′, et réciproquement g = f −1. On a trivialement N1→N2 implique f (N1)→∗ f (N2)
d’après les conditions de la règle, et N′1→N′2 implique f (N′1)→ f (N′2). Donc les
conditions 3 et 4 du Lem. 4 sont vérifiées. Les autres conditions le sont également
trivialement, et donc N ∼Ω,I N′.

(Décomposition - Simplification) : Pour tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗}, de forme
N1 = {s1 As2} ∪ R ∪ R

′′ | s′′, on définit f (N1) = {s′1 As′2} ∪ R ∪ R
′′ | s′′, et ré-

ciproquement g = f −1. Toutes les conditions du Lem. 4 sont alors trivialement
vérifiées, et N ∼Ω,I N′.

(Symétrie - Réactants) On va cette fois utiliser le Lem. 5.
Tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R∪R′∪R′′ | a1A1 +a2A2 + s′′

avec A1, A2 < s′′, avec R des réactions où A1 et A2 sont réactants-symétriques, et
R′ des réactions transformant A1 en A2 ou réciproquement. Pour tout réseau de
cette forme, on définit la fonction f (N1) = R[A2 := A1] ∪ R′′ | (a1 + a2)A1 + s′′.
On a f (N) = N′ (condition 2). On va montrer que pour toute paire de réseaux



116 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

N1,N2 ∈ {(N | N′′)→∗}, on a :

N1→N2 implique f (N1)→ε f (N2).

Soit r la réaction telle que N1→rN2. Si A2 < r, alors directement f (N1)→r f (N2).
Si A2 ∈ r, alors soit r ∈ R soit r ∈ R′. Si r ∈ R, alors r′ = r[A2 := A1] ∈
R[A2 := A1] est applicable sur f (N1), et on a bien f (N1)→r′ f (N2). Si r ∈ R′, alors
f (N1) = f (N2). Par récurrence, on a la condition 3 du lemme :

N1→
∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2).

Réciproquement, tout réseau N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗} est de forme N′1 = R[A2 :=

A1] ∪ R′′ | a′A1 + s′′, avec A1, A2 < s′′. On définit l’ensemble des réseaux g(N′1) =

{(R ∪ R′ ∪ R′′ | a1A1 + a2A2 + s′′ | a′ = a1 + a2}. On a N ∈ g(N′) (condition 1). On
va montrer que pour toute paire de réseaux N′1,N

′
2 ∈ {(N

′ | N′′)→∗}, on a :

N′1→N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈ g(N′2). N1→
∗N2.

Soit r′ = s′1 As′2 la réaction telle que N′1→r′N
′
2. Si r′ ∈ R(M1), alors A2 < r

′,
donc r′ est applicable dans N1. Le réseau N2 obtenu appartient bien à g(N′2),
donc N1→r′N2. Sinon, r′ ∈ R[A2 := A1], donc il existe r = s1 As2 ∈ R avec
r[A2 := A1] = r′. Donc en particulier A1

sol
./

s1,s′1)
A2. On a également A1

sol
./

s(N1),s(N′1)
A2.

Il existe alors s′′1 ⊆ s(N1) avec A1
sol
./

s′′1 ,s
′
1)

A2, et donc A1
sol
./

s′′1 ,s1)
A2. Comme A1

rea
./
R

A2,

on a alors (s′′1 | R)→
∗(s′′2 | R), avec s′′2 telle que A1

sol
./

s′′2 ,s2)
A2. Mais alors A1

sol
./

s′′2 ,s
′
2)

A2,

et donc N1→
∗N2 avec N2 ∈ g(N′2). Par récurrence immédiate, on a la condition 4

du lemme :

N′1→
∗N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈ g(N′2). N1→

∗N2.

De plus, trivialement, Ω( f (N1)) = Ω(N1) et pour tout N1 ∈ g(N′1), Ω(N1) = Ω(N′1)
(condition 7). On a aussi N1 ∈ g( f (N1)) et f (g(N′1)) = {N′1} (conditions 5 et 6).
Donc les fonctions f et g vérifient les propriétés du Lem. 5, donc les deux réseaux
sont attracteurs-congruents.

(Symétrie - Produits) La preuve est légèrement similaire à celle du Lem. 5,
mais la condition 4 n’est vérifiée que pour les réseaux n’ayant pas de molécules
de A1 dans leurs solutions initiales.

Tout réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte est de forme
N1 = R ∪ R′ ∪ R′′ | a1A1 + a2A2 + s′′, avec A1, A2 < s′′, R des réactions où
A1 et A2 sont produits-symétriques et R′ des réactions transformant A1 en A2 ou
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réciproquement. On définit f (N1) = R[[A2 := A1] ∪ R′′ | (a1 + a2)A1 + s′′. Alors
comme ci-dessus on a directement, N1→

∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2). De plus,
f (N) = N′, et Ω( f (N1)) = Ω(N1).

Réciproquement, pour tout réseau N′1 = R[A2 := A1]∪R′′ | a′A1 + s′′ accessible
depuis N′ | N′′, on définit g(N′1) = {N1 | f (N1) = N′1}. On a N ∈ g(N′) et pour tout
N1 ∈ g(N′1), Ω(N1) = Ω(N′1). On va montrer que pour tout N′2,N

′
2 ∈ {(N

′ | N′′)→∗},
on a :

N′1→N′2 implique ∀N2 ∈ g(N′2).∃N1 ∈ g(N′1). N1→
∗N2. (3.9)

Notons que c’est la condition inverse de celle du Lem. 5. Supposons que N′1→r′N
′
2

avec r′ = s′1 As′2, et soit N2 ∈ g(N′2). Si r′ ∈ R′′, trivialement N1→r′N2 avec
N1 ∈ g(N′1). Si r′ ∈ R[A2 := A1], il existe r = s1 As2 ∈ R avec r[A2 := A1] = r′.

En particulier on a A1
sol
./

s1,s′1)
A2 et A1

sol
./

s2,s′2)
A2.

N2 ∈ g(N′2)

implique A1
sol
./

s(N2),s(N′2)
A2, donc il existe s′′1 2 ⊆ s(N2) avec A1

sol
./

s′′2 ,s
′
2)

A2 et donc

A1
sol
./

s′′2 ,s2)
A2. Comme A1

pro
./
R

A2, on a alors (s′′1 | R)→
∗(s′′2 | R), avec s′′1 telle

que A1
sol
./

s′′1 ,s2)
A2. Mais alors A1

sol
./

s′′1 ,s
′
1)

A2, et donc N1→
∗N2 avec N1 ∈ g(N′1). Par

récurrence immédiate, on a :

N′1→
∗N′2 implique ∀N2 ∈ g(N′2).∃N1 ∈ g(N′1). N1→

∗N2.

On considère deux réseaux N′1,N
′
2 sans molécule de A2 dans N′1. On a alors :

N′1→
∗N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∀N2 ∈ g(N′2). N1→

∗N2. (3.10)

En effet, d’après la propriété précédente, il existe un N1 ∈ g(N′1) qui vérifie cette
condition. Mais N′1 n’a pas de molécule de A2, ce qui implique que |g(N′1)| = 1,
c’est-à-dire g(N′1) = {N1}, et donc la condition est vérifiée.

Soit A un Ω-attracteur accessible depuis N | N′′. Soit N1 ∈ A. D’après
les conditions de la règle, il existe des réactions r1 = A1 As1 et r2 = A2 As2

dans R(N1). Donc en les appliquant, il existe N2 ∈ A avec A1, A2 < s(N2). Soit
N′2 = f (N2) et A′ = {N′2→

∗}. Remarquons que A1 < s(N′2). (N | N′′)→∗N2

implique (N′ | N′′)→∗N′2 (3.9), donc A′ est accessible. Il est de plus fermé.
Soit N′3 ∈ A

′. On a N′2→
∗N′3 implique qu’il existe N3 ∈ g(N′3) (en fait pour

tout N3 ∈ g(N′3)) tel que N2→
∗N3 (3.10), donc N3 ∈ A. Soit o ∈ Ω(A′), c’est-

à-dire qu’il existe N′4 ∈ A
′ avec o = Ω(N′4). Comme précédemment, il existe

N4 ∈ g(N′4) ∩ A. Donc o = Ω(N4) ∈ Ω(attr). Par Ω-connectivité, il existe N5 tel
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que N3→
∗N5 et o = Ω(N5), mais alors N′3 = f (N3)→∗ f (N5) (3.9) et O ∈ {N′3→

∗}.
DoncA′ est Ω-connecté, donc c’est un attracteur.

Réciproquement, soit A′ un Ω-attracteur accessible depuis N′ | N′′. Soit
N′1 ∈ A

′. Il existe r′ = A1 As ∈ R(N1) d’après les conditions de la règle. Donc
il existe N′2 ∈ A

′ avec A1 < s(N′2). Soit N2 l’unique réseau tel que N2 ∈ g(N′2),
et A = {N2→

∗}. A et fermé, et accessible, puisque N′ | N′′→∗N′2 implique
N | N′′→∗N2 par 3.9. Soit N3 ∈ A, et N4 ∈ {N3→

∗} avec A1, A2 < s(N4). Alors
N′4 = f (N4) ∈ A′ par 3.9. Soit o ∈ Ω(A), alors o ∈ Ω(A′). Par Ω-connectivité,
il existe N′5 ∈ {N

′
4→

∗} avec o = Ω(N′5). D’après 3.10, on a alors N4→
∗N5, avec

N5 ∈ g(N′4). Donc N3→
∗N5, et o ∈ Ω({N3→

∗}). DoncA est un attracteur.
Trivialement A et A′ ont la même observation, donc N | N′′ et N′ | N′′

vérifient les mêmes prédicats de convergence (la preuve pour la divergence est
similaire). Donc N ∼Ω,I N′.

(Symétrie - Imitation) : On utilise une variante du Lem. 4, où la condition 5
est remplacée par une condition de type g( f (N1)) = h(N1).

Pour tout N1 = R ∪ R′′ | aA + s′′, on définit f (N1) = N1[A := s]. On a
directement N1→

∗N2 implique f (N1)→∗ f (N2). De plus Ω( f (N1)) = Ω(N1) et
f (N) = N′.

On définit également la fonction h sur tout réseau N1 ∈ {(N | N′′)→∗} par
h(N1) = R ∪ R′′ | as + s′′. Alors la condition A

app
./
R

s implique directement que :

N1→
∗N2 implique h(N1)→∗h(N2).

En d’autres termes, pour tout séquence de réductions, on a une séquence équiva-
lente qui utilise s à la place de A. On a aussi Ω(h(N1)) = Ω(N1) et h(N) = N.

Réciproquement, pour tout N′1 = R[A := s] ∪ R′′ | s′′, on définit g(N′1) =

h( f −1(N′1)). Donc g(N′1) est l’unique réseau N1 tel que f (N1) = N′1 et A < s(N1).
Alors on a trivialement :

N′1→
∗N′2 implique g(N1)→∗g(N2).

De plus, Ω(g(N′1)) = Ω(N′1) et g(N′) = N. Enfin, g( f (N1)) = h(N1) et f (g(N′1)) =

N′1.
Soit A un attracteur accessible depuis (N | N′′) et N1 ∈ A. On applique

récursivement la réaction AAs′ ∈ R, jusqu’à obtenir un réseau N2 ∈ A avec
A < s(N2). On pose A′′ = {N2→

∗}. C’est un attracteur de même observation que
A d’après les propriétés de la Prop. 2. Soit N′2 = f (N2). Remarquons qu’on a
N2 = g(N′2). On poseA′ = {N′2→

∗}. C’est un ensemble fermé et accessible depuis
N′ | N′′. Soit N′3 ∈ A

′, donc N′2→
∗N′3. Alors N2 = g(N′2)→∗g(N′3), donc g(N′3) ∈

A′′. De même, si o ∈ Ω(A′), alors o ∈ Ω(A′′). Par Ω-connectivité, il existe
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N4 ∈ {g(N3)→∗} avec o = Ω(N3), mais alors f (N4) ∈ { f (g(N3))→∗} = {N3→
∗}.

DoncA′ est Ω-connecté, et c’est un attracteur.
Réciproquement, soit A′ un attracteur accessible depuis (N | N′′), et N′1 ∈

A′. Alors A = {g(N′1)→∗} est fermé et accessible. Soit N2 ∈ A, on applique
récursivement AAs′ ∈ R jusqu’à atteindre N3 ∈ A avec A < s(N2). On a donc
g( f (N3)) = h(N3). On a N3 ∈ A, donc f (N3) ∈ A′. De même, pour tout o ∈ Ω(A),
on a aussi o ∈ Ω(A′). Donc par connectivité, il existe N′4 tel que f (N3)→∗N′4 et
o = Ω(N′4). Mais on a donc N3 = g( f (N3))→∗g(N′4). Donc o ∈ {N3→

∗} ⊆ {N2→
∗}.

DoncA est un attracteur.
Les attracteurs A et A′ ont trivialement la même observation. Les preuves

pour la divergence sont similaires. Donc N et N′ sont attracteurs-congruents.

(Réactions Inapplicables) : Cette preuve utilise sur le Lem. 4.
Tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗} est de forme N1 = R1 ∪ R2 ∪ R

′′ | a1A + s′′, avec
R1 les réactions inapplicables nécessitant des molécules de A, et R2 des réac-
tions applicables mais ne pouvant pas augmenter la quantité de A. On définit
f (N1) = R2 ∪ R

′′ | a1A + s′′, et g = f −1. Par récurrence immédiate, pour tout N1,
a1 ≤ a0. Donc pour tout r = s1 As2 ∈ R1, on a s1(A) > a0 ≥ a1, donc r n’est pas
applicable dans N1. Donc trivialement, N1→N2 si et seulement si f (N1)→ f (N2).
Toutes les conditions du Lem. 4 sont donc vérifiées, et N ∼Ω,I N′.

(Productions Groupées) : Pour cette règle, on va appliquer une variante du
Lem. 5.

Soit V = Vars(R) l’ensemble des espèces pouvant être produites. Pour tout
N1 ∈ {(N | N′′)→∗}, de forme R ∪ R′′ | s′′, on définit l’ensemble (infini) des
réseaux f (N1) = {({∅As} ∪ R′′ | s′′ + s′1 | Vars(s′1) = V}. On peut donc ajouter à
la solution de N1 un nombre arbitraire de molécules des espèces de V . De même,
pour N′1 = {∅As} ∪ R′′ | s′′ ∈ {(N′ | N′′)→∗}, on définit g(N′1) = {R∪ R′′ | s′′ + s1 |

Vars(s1) = V}. Alors, pour tout N1,N2 ∈ {(N | N′′)→∗}, on prouve que :

N1→
∗N2 implique ∀N′1 ∈ f (N1).∃N′2 ∈ f (N2). N′1→

∗N′2.

Il suffit en effet de remplacer chaque occurrence d’une réaction ∅Asi ∈ R par |si|

occurrences de la réaction ∅As. Réciproquement, pour tout N′1,N
′
2{(N

′ | N′′)→∗},
on a :

N′1→
∗N′2 implique ∀N1 ∈ g(N′1).∃N2 ∈ g(N′2). N1→

∗N2.

On remplace en effet toute occurrence de ∅As par une occurrence de chaque
réaction ri ∈ R.

Pour tout N1 ∈ {(N | N′′)→∗}, on a également :

∀N2 ∈ g( f (N1)).∀N3 ∈ {N2→
∗}.∃N4 ∈ g( f (N3)). N1→

∗N4.
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Le cas pour les réseaux de {(N′ | N′′)→∗} est similaire.
De plus, ces fonctions préservent l’observation : pour tout réseau N′1 ∈ f (N1),

on a Ω(N′1) = Ω(N1), et réciproquement ∀N1 ∈ g(N′1), on a Ω(N′1) = Ω(N1).
Pour tout Ω-attracteur A ⊆ {(N | N′′)→∗}, soit N1 ∈ A, et N′1 ∈ f (N1) tel

que N′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗}. Soit A′ = {N′1→

∗} un ensemble fermé et accessible de
réseaux. Soit N′2 ∈ {N

′
1→

∗}, alors il existe N2 ∈ g(N′2) ∩ {N1→
∗}, donc N2 ∈ A.

Soit o ∈ Ω(A′), il existe N′3 ∈ {N
′
1→

∗} avec Ω(N′3) = o et N3 ∈ g(N′3) ∩ {N1→
∗}

avec Ω(N′3) = Ω(N3). Donc o ∈ Ω(A) ⊆ Ω(N2) par Ω-connectivité. Donc il existe
N4 ∈ {N2→

∗} avec Ω(N4) = o. Donc il existe N′4 = g(N4)∩{g(N2)→∗}, c’est-à-dire
N′4 ∈ {g( f (N′2))→∗}, avec toujours Ω(N′4) = o. Donc il existe aussi N′5 ∈ {N

′
2→

∗}

avec Ω(N′5) = o, et doncA′ est Ω-connecté, donc c’est un attracteur.
La réciproque, ainsi que les preuves de divergence, sont similaires, et donc

N ∼Ω,I N′.

(Solution Indivisible) : Pour tout N1 = R ∪ R′′ | s1 ∈ {(N | N′′)→∗}, on
définit f (N1) = R[s := A] ∪ R′′ | s1[s := A], et g = f −1. Par récurrence di-
recte, Indiv(s, s1), c’est-à-dire s est toujours indivisible dans s1. Donc N1→N2 si et
seulement si f (N1)→ f (N2). Les conditions du Lem. 4 sont vérifiées, et N ∼Ω,I N′.

(Espèce Dépendante) : On va appliquer le Lem. 5.
Soit N1 = R ∪ R′′ | s1 ∈ {(N | N′′)→∗} un réseau. Remarquons premièrement

que par récurrence directe, on a s1(A) ≥ s1(B). On définit la fonction f (N1) =

R\A ∪ R′′ | s1\A. Si N1→
∗N2, alors trivialement f (N1)→∗ f (N2) (condition 3).

Réciproquement, pour tout réseau N′1 = R\A ∪ R′′ | s′1 ∈ {(N
′ | N′′)→∗}, on définit

l’ensemble des réseaux g(N′1) = {(R∪R′′ | s′1+a′1A | a′1 ≥ s′1(B)}. Si N′1→r′N
′
2, alors

pour tout réseau N1 ∈ g(N′1), il existe N2 ∈ g(N′2) tel que N1→rN2. En effet, si r′ ∈
R′′, alors r = r′. Si r′ ∈ R\A, alors il existe r = s1 As2 ∈ R telle que r\A = r′. Or
comme la réaction r′ était applicable, on a s′1(B) ≥ s1(B). D’après les conditions
de la règle, s1(B) ≥ s1(A), et donc s(N1)(A) ≥ s′1(B) ≥ s1(B) ≥ s1(A), donc il y a
suffisamment de molécules de A, et la réaction r est bien applicable. On obtient la
solution s(N2)(A) = s(N1)(A) − s1(A) + s2(A) ≥ s′1(B) − s1(B) + s2(B) = s(N′2)(B),
donc N2 ∈ g(N′2). Par récurrence immédiate, on vérifie la condition 4 du lemme.

Notons qu’on a aussi N1 ∈ g( f (N1), et f (g(N′1)) = {N′1} (conditions 5 et 6). Ces
fonctions préservent l’observation : Ω( f (N1)) = Ω(N1), et pour tout N1 ∈ g(N′1),
Ω(N1) = Ω(N′1) (condition 7). Enfin, N ∈ g(N′) et N′ = f (N) (conditions 1 et 2).
Donc on peut appliquer le Lem. 5, et N ∼Ω,I N′. �

Décidabilité et complexité On étudie brièvement la décidabilité et la complex-
ité des différentes règles. La plupart des règles de simplification sont trivialement
décidables, et ne demandent qu’à parcourir l’ensemble des réactions en testant
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les conditions de la règle. Elles sont donc en générale linéaire ou quadratique
(lorsqu’on combine des réactions, par exemple dans (Intermédiaire - Réactant)).

Dans le cas des règles (Réduction Inversible), (Décomposition - Suppression)
et (Décomposition - Simplification), il faut également calculer une partie de la
dynamique du réseau, afin de vérifier les conditions de type (R | s)→∗(R | s′). Ces
conditions peuvent se ramener au problème d’accessibilité dans les réseaux de
Pétri, qui est décidable (Mayr, 1984; Kosaraju, 1982), mais est EXPSPACE-dur
(Lipton, 1976). De plus, tous les algorithmes connus sont non-primitif récursif
(Mayr, 1984; Kosaraju, 1982; Esparza, 1998). Dans le cas de (Décomposition
- Simplification), il faut faire ces tests d’accessibilités pour toutes les solutions
s′1 et s′2 telles que |s′1 + s′2| < |s1 + s2| (qui sont donc en nombre fini). Pour la
règle (Réduction Inversible), pour une espèce A, il faut trouver une solution s (de
même observation) telle que (R | A)→∗(R | s) et réciproquement. Cela revient à
trouver un marquage accessible et co-accessible depuis le marquage initial dans
un réseau de Pétri. L’ensemble de ces marquages forme un ensemble semi-linéaire
(Araki & Kasami, 1977), et donc savoir s’il est vide ou non est décidable. S’il est
non vide, on peut alors trouver une telle solution s en testant toutes les solutions
appartenant à {(R | A)→k} et en incrémentant progressivement k. Donc cette règle
est décidable.

De façon plus générale, toutes les notions d’équivalences classiques (bisim-
ulation, équivalence de traces, etc.) sur les réseaux de Pétri sont indécidables
(Esparza, 1998). Il est donc probable que l’équivalence et la congruence des at-
tracteurs soient également des problèmes indécidables.
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3.4 Comparaison de modèles : l’exemple de MAPK
On va maintenant utiliser les règles de simplification afin de comparer différents
modèles d’un même réseau. La méthode consiste à simplifier les réseaux, puis à
comparer directement les réseaux simplifiés entre eux. On illustre cette compara-
ison sur 6 réseaux du système MAPK.

Ces réseaux sont les modèles BIOMD0000000026 à BIOMD0000000031 (que
l’on notera juste 26 à 31 par commodité) de la base de donnés de modèles bi-
ologiques Biomodels. Ils sont tous originaires de l’article (Markevich et al., 2004).
Ils représentent tous la double phosphorylation de deux sites d’un espèce M, for-
mant ainsi l’espèce Mpp. La phosphorylation se fait en présence d’un activateur
MAPKK, tandis qu’une déphosphorylation est possible en présence de l’activateur
MKP. Selon les modèles, on peut choisir de distinguer quel site est phosphorylé
(on a ainsi les espèces MpY et MpT , comme dans le réseau de l’Ex. 9), ou de con-
sidérer juste que l’espèce est une fois phosphorylé, sans savoir quel site (on a alors
juste l’espèce Mp). De plus, les étapes de phosphorylation et déphosphorylation
peuvent soit être faites de façon directe, comme dans l’Ex. 9, ou bien à l’aide
d’une chaine de réactions similaires au cas de Michaelis-Menten, par exemple :

M + MAPKK AM_MAPKK,
M_MAPKK AM + MAPKK,
M_MAPKK AMp + MAPKK.

La Fig. 3.12 indique quel modèle se trouve dans quelle catégorie. Ainsi par exem-
ple, les réseaux 26, 27 et 31 ont une seule espèce Mp, tandis que les autres réseaux
ont deux espèces MpY et MpT . Cette figure indique également le nombre d’espèces
et de réactions du réseau initialement. On rappelle que le réseau présenté dans
l’Ex. 3.12 est le modèle 29.

Le réseau 31 se distingue du réseau 27 (et des autres) par la présence de deux
activateurs différents MAPKK1 et MAPKK2, le premier étant utilisé dans la phos-
phorylation de M en Mp, et le second pour celle de Mp en Mpp. Tous les autres
réseaux n’utilisent qu’un seul activateur MAPKK pour ces deux étapes. Dans le
réseau 28, contrairement aux réseaux 39 et 30, l’espèce Mpp ne peut se déphos-
phoryler qu’en MpT , et non pas en MpY .

La fonction d’observation étend celle définie dans l’ Ex. 12. Elle ne peut pas
distinguer quel site est phosphorylé, c’est-à-dire :

ΩMAPK(Mp) = ΩMAPK(MpT) = ΩMAPK(MpY) = Mp.

Elle ne distingue pas les différents activateurs du réseau 31, c’est-à-dire :

ΩMAPK(MAPKK1) = ΩMAPK(MAPKK2) = ΩMAPK(MAPKK) = MAPKK.
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1 site : Mp 2 sites : MpY et MpT

Réactions directes 27 (n = 5, m = 4) 29 (n = 6, m = 7)
31 (n = 6, m = 4)

Réactions indirectes 26 (n = 11, m = 16) 28 (n = 16, m = 27)
30 (n = 18, m = 32)

Fig 3.12: Classification des réseaux du système MAPK, avec n le nombre
d’espèce et m celui de réactions.

M Mp Mpp

r1

r−1

r2

r−2

Fig 3.13: Graphe du réseau simplifié de MAPK.

Enfin, l’observation ne voit pas si les espèces sont libres ou dans un complexe.
Par exemple :

ΩMAPK(M_MAPKK) = ΩMAPK(M) + ΩMAPK(MAPKK) = M + MAPKK.

L’observation est étendue aux réseaux de façon naturelle :

ΩMAPK(s) =
∑
A∈s

s(A)ΩMAPK(A).

On considère de plus que seules les espèces M et Mpp peuvent interagir avec
le contexte, et donc que toutes les autres espèces sont internes. Enfin, tous les
réseaux possèdent initialement des molécules de M, et des molécules des activa-
teurs MAPKK (ou de MAPKK1 et MAPKK2 pour le réseau 31) et MKP.

On peut simplifier ces réseaux en utilisant principalement deux types de rè-
gles. D’une part, les règles de symétrie (Symétrie - Réactants) et (Symétrie -
Produits), afin de fusionner les espèces MpY et MpT . Par exemple, le modèle 28
peut être simplifier pour obtenir le modèle 29, représenté dans la Fig. 2.10 de
l’Ex. 9. D’autre part, on peut également utiliser la règle (Réduction Inversible),
pour simplifier les chaines de type Michaelis-Menten en une unique réaction. Les
règles (Réaction Cyclique) et (Activateur Présent) sont également utilisées.

En appliquant la simplification à ces six réseaux, on obtient un unique réseau
simplifié, avec 4 réactions et 5 espèces. Ses réactions sont illustrées dans la
Fig. 3.13. Notons que seules 3 espèces sont utilisées dans les réactions : M,
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Mp et Mpp. Les activateurs MAPKK et MKP ne sont plus dans les réactions, mais
apparaissent toujours dans la solution initiale du réseau réduit. On pourrait les
supprimer avec la règle (Espèce Inutile) si elles n’étaient pas observables.
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3.5 Discussion
Dans cette section, on discute et compare notre simplification avec d’autres sim-
plifications dans la littérature. On étudie tout d’abord l’effet sur la congruence
d’un changement de fonction d’observation. On étudie les liens entre notre équiv-
alence et la bisimulation, ainsi qu’avec les épimorphismes de sous-graphe. Enfin,
on compare notre méthode de simplification avec d’autres méthodes préservant
d’autres sémantiques non déterministes, dans les réseaux de Pétri et les réseaux
booléens.

3.5.1 Changement de fonction d’observation
On étudie les caractéristiques de la congruence ∼Ω,I selon l’observation Ω.

Observation totale ou aveugle On considère tout d’abord deux observation par-
ticulières, l’observation totale, qui voit tout, et l’observation aveugle, qui ne voit
rien.

L’observation totale, Ωtot, est définie pour tout réseau N par Ωtot(N) = s(N).
Avec cette fonction d’observation, un ensemble de réseauxA est un attracteur s’il
est fermé et connecté, c’est-à-dire pour tout N ∈ A, on a exactementA = {N→∗}.
Dans la Fig. 3.1, avec cette fonction d’observation, les réseaux N1, N4, N5 et N6 ne
sont plus équivalents. Les réseaux N1, N2 et N3 sont encore équivalents, puisque
seules la partie intermédiaire diffère. Les réseaux divergeant N7, N8, N9 et N10

sont tous équivalents.
À l’inverse, l’observation aveugle Ωav ne peut rien observer, c’est-à-dire pour

tout réseau N, Ωav(N) = O. Dans ce cas, la propriété de Ω-connectivité est tou-
jours vérifiée, donc tout ensemble A fermé est un attracteur. En particulier, cela
implique qu’on ne peut jamais diverger. Et tous les attracteurs ont la même obser-
vation {O}. Donc pour tout réseau N, on a N ↓Ωav

{O}
et N 6↑Ωav . Donc tous les réseaux

sont attracteurs-congruents pour l’observation aveugle.

Hiérarchie entre les observations De façon plus générale, on peut définir une
hiérarchie entre les fonctions d’observation. Plus une fonction d’observation est
petite, moins elle va pouvoir distinguer des réseaux :

Ω1 ≤ Ω2 si et seulement si (Ω2(N) = Ω2(M) implique Ω1(N) = Ω1(M)).

Pour toute fonction d’observation Ω, on a donc Ωav ≤ Ω ≤ Ωtot.

Exemple 30. Dans l’Ex. 11, on a Ω′Tet-On ≤ ΩTet-On. Rappelons que ces fonctions
sont définies par :

ΩTet-On(nGFPa + s) = nGFPa où GFPa < s,
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Ω′Tet-On(nGFPa + s) = min(n, 1) où GFPa < s.

En effet, si le nombre de molécules de GFPa est identique dans deux réseaux,
alors la présence ou l’absence de GFPa dans ces réseaux est également la même.

On peut alors remarquer que les attracteurs et les convergences sont préservés
lorsque la fonction d’observation décroit, tandis que la divergence est conservée
lorsque l’observation croit.

Proposition 6. Si Ω1 ≤ Ω2, et que A est un Ω2-attracteur, alors A est aussi un
Ω1-attracteur.

Proof. SoitA un Ω2-attracteur. Notons tout d’abord que la propriété de clôture est
préservée quelque soit l’observation. Soit N ∈ A et o1 ∈ Ω1(A) une observation.
Il existe donc un réseau N′ ∈ A tel que o1 = Ω1(N′). On définit o2 = Ω2(N′). Par
la propriété de Ω2-connectivité, on a o2 ∈ Ω2({N→∗}). Il existe donc un réseau
N′′ ∈ {N→∗} tel que Ω2(N′′) = o2 = Ω2(N′). Mais comme Ω1 ≤ Ω2, cela implique
Ω1(N′′) = Ω1(N′) = o1. Donc o1 ∈ Ω1({N→∗}), etA est un Ω1-attracteur. �

Corollaire 1. Soit Ω1 ≤ Ω2. S’il existe un attracteur A tels que N ↓Ω2
Ω2(A), alors

N ↓Ω1
Ω1(A).

Enfin, remarquons que l’ordre est inversée pour les divergences.

Proposition 7. Si Ω1 ≤ Ω2, et que N ↑Ω1 , alors N ↑Ω2 .

Proof. Supposons que N ↑Ω1 , c’est-à-dire qu’il existe N′ ∈ {N→∗} tel que pour
tout O, on ait N′ 6↓Ω1

O . Alors par la contraposition du corollaire 1 impose N′ 6↓Ω2
O ,

et donc N ↑Ω2 . �

En revanche, les autres sens ne sont pas vérifiés. Par exemple, considérons
les observations Ωav ≤ Ωtot, et le réseau N = {∅AA} | ∅. On a N ↓Ωav

{O}
tandis que

N 6↓Ωtot
{O}

, et de même N ↑Ωtot tandis que N 6↑Ωav . Il n’y a donc pas de lien entre l’ordre
des fonctions d’observation et une inclusion des congruences des attracteurs.

Observations équivalentes Il est par contre possible de définir une équivalence
entre les fonctions d’observation : Ω1 ∼ Ω2 si Ω1 ≤ Ω2 et Ω2 ≤ Ω1. En d’autres
termes, ces fonctions d’observation distinguent les mêmes réseaux : pour toute
paire N et N′, on a Ω1(N) = Ω1(N′) si et seulement si Ω2(N) = Ω2(N′). Par
exemple, la fonction d’observation ΩTet-On de l’Ex. 11, telle que :

ΩTet-On(nGFPa + s) = nGFPa où GFPa < s,
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est équivalente à la fonction Ω′′Tet-On, définie comme en morphisme des solutions
vers le monoïde des entiers naturels par :

Ω′′Tet-On(nGFPa + s) = n où GFPa < s.

Les relations de congruence qui découlent d’observations équivalentes sont alors
identiques.

Proposition 8. Si Ω1 ∼ Ω2, alors pour toute paire N et N′, on a N ∼Ω1,I N′ si et
seulement si N ∼Ω2,I N′.

Proof. Soit N ∼Ω1,I N′. Par la Prop. 7, on a N ↑Ω2 si et seulement si N′ ↑Ω2 . De
plus, pour tout O2, N ↓Ω2

O2
si et seulement si il existe un Ω2-attracteur A ⊆ {N→∗}

tel que O2 = Ω2(A). Mais par la Prop. 6,A est aussi un Ω1-attracteur, donc N ↑Ω2

si et seulement si N ↓Ω1
O1

, avec O1 = Ω1(A). Comme N ∼Ω1,I N′, on a aussi N′ ↓Ω1
O1

,
et avec le raisonnement inverse, N′ ↓Ω2

O2
. Donc N ∼Ω2,I N′. �

On peut également observer que la réciproque est vraie.

Proposition 9. Si pour tout N,N′ ∈ Nets, on a N ∼Ω1 N′ si et seulement si
N ∼Ω2 N′, alors Ω1 ∼ Ω2.

Proof. Soit N = R | s et N′ = R′ | s′ deux réseaux tels que Ω1(N) = Ω1(N′), c’est-
à-dire Ω1(s) = Ω1(s′) = o1. On considère les réseaux sans réactions N1 = ∅ | s
et N′1 = ∅ | s′. On a trivialement N1 ↓

Ω1
{o1}

, et pour tout O1 , {o1}, N1 6↓
Ω1
O1

. De
plus, N1 6↑

Ω1 . Les mêmes prédicats sont vérifiés pour N′1. Donc N1 ∼Ω1,I N′1, et
par conséquent N1 ∼Ω2,I N′1. On a alors N1 ↓

Ω2
{Ω(2)(s)} et N′1 ↓

Ω2
{Ω(2)(s′)}. Comme ce

sont les seules ensembles d’observation vers lesquels ces réseaux convergent, cela
impliquent Ω(2)(s) = Ω(2)(s′), et donc Ω2(N) = Ω2(N′). Donc pour toute paire de
réseaux N,N′ ∈ Nets, Ω1(N) = Ω1(N′) implique Ω2(N) = Ω2(N′), donc Ω2 ≤ Ω1.
La réciproque est symétrique, et donc Ω1 ∼ Ω2. �

3.5.2 Bisimulation
On étudie ici le lien entre l’équivalence des attracteurs et la bisimulation (faible),
une notion d’équivalence classiques dans les systèmes concurrents. On étudie
également l’effet de la simplification sur la bisimulation.

On définit la relation→
6Ω

, qui représente la sémantique opérationnelle non ob-

servable, c’est-à-dire l’évolution possible du réseau sans que l’on puisse observer
de changement :

N→N′ Ω(N) = Ω(N′)
N→
6Ω

N′
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Définition 14. Une relation R : {N→∗} × {N′→∗} est une Ω-bisimulation entre
deux réseaux N et N′ si :

• NRN′,

• R préserve l’observation, c’est-à-dire que pour toute paire N1RN′1, Ω(N1) =

Ω(N′1),

• pour toute paire N1RN′1, si N1→N2 avec Ω(N1) , Ω(N2), alors il existe N′2
tel que N′1→

6Ω

∗→→
6Ω

∗N′2 et N2RN′2,

• réciproquement, si N1RN′1 et N′1→N′2 avec Ω(N′1) , Ω(N′2), alors il existe
N2 tel que N1→

6Ω

∗→→
6Ω

∗N2 et N2RN′2,

• pour toute paire N1RN′1, si N1→
6Ω

∗N2, alors il existe N′2 tel que N′1→
6Ω

∗N′2 et

N2RN′2,

• réciproquement, si N1RN′1 et N′1→
6Ω

∗N′2, alors il existe N2 tel que N1→
6Ω

∗N2 et

N2RN′2.

Deux réseaux N et N′ sont (Ω,I)-bisimilaires, noté N bis
∼Ω,I N′, si dans tout con-

texte N′′ tel que Espèces(N′′) ∩ I = ∅, il existe une Ω-bisimulation entre N | N′′

et N′ | N′′.

La bisimulation implique la congruence des attracteurs. En revanche, pour
une fonction d’observation non aveugle, deux réseaux peuvent être attracteur-
équivalents sans être bisimilaires. Pour la fonction d’observation aveugle Ωav,
tous les réseaux sont trivialement bisimilaires et attracteurs-congruents, donc on
a bis
∼Ωav,I=∼Ωav,I.

Proposition 10. Pour tout Ω , Ωav, on a bis
∼Ω,I(∼Ω,I.

Proof. Pour bis
∼Ω,I⊂∼Ω,I, la preuve est une variante du Lem. 5, dans laquelle la

fonction f produit aussi un ensemble de réseaux : f : {N→∗} 7→ 2{N
′→∗}. Avec R

une bisimulation, on prend alors f (N1) = {N′1 | N1RN′1}, et réciproquement pour
g. Les conditions du lemme sont alors trivialement vérifiées par définition de la
bisimulation.

Pour bis
∼Ω,I,∼Ω,I, on considère les réseaux N = {AAB, BAC, BAD} | A

et N′ = {AAB1, B1 AC, AAB2, B2 AD} | A, illustrés dans la Fig. 3.14 avec
I = {A, B, B1, B2,C,D} et Ω(B) = Ω(B1) = Ω(B2). C’est un exemple classique de

non-bisimilarité : N
bis
/Ω,I N′. En revanche, les deux réseaux sont bien attracteurs-

congruents : ils peuvent tous les deux converger vers {Ω(C)}, {Ω(D)} et ne peuvent
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C D

r1
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C D

r1 r1′

r2 r3

Fig 3.14: Exemple de réseaux attracteur-équivalents et non bisimilaires.

pas diverger. On peut aussi considérer l’exemple N = {AAB} | A et N′ = ∅ | B,
qui ont le même comportement final (donc sont attracteurs-congruents) mais pas
le même comportement transitoire (donc par bisimilaires). �

Certaines règles de simplification sont correctes pour la bisimulation. C’est
le cas directement des règles (Réaction Cyclique), (Activateur Présent), (Espèce
Inutile), (Réactions Inapplicables), (Productions Groupées), (Solution Indivis-
ible), (Espèce Dépendante). C’est également le cas pour (Réaction Inversible),
comme les réactions inversibles ne sont pas observables, mais pas pour (Réduc-
tion Inversible), puisque la séquence (R(N) | A)→∗(R(N) | s) (ou sa réciproque)
peut être observable. Si on remplaçait cette condition par R(N) | A→∗

6Ω
R(N) | s, la

règle deviendrait correcte pour la bisimulation. En ajoutant des conditions simi-
laires sur l’observation, les règles de décomposition, ainsi que la règle (Symétrie
- Réactants), pourraient également devenir correctes pour la bisimulation. En re-
vanche, elle n’est pas préservée par (Cascade), ni par les règles d’élimination des
espèces intermédiaires. Par exemple, le réseau {A1 AA2, A2 AB, A1 AC} | A1 se
simplifie avec ces règles en {A1 AB, A1 AC} | A1. Or ces réseaux ne sont pas
bisimilaires, puisque dans le premier il existe un réseau avec pour solution A2,
où l’on ne pourra que produire du B et pas de C. Une telle solution n’existe pas
dans le deuxième réseau. Pour (Symétrie - Produits), l’exemple classique de non-
bisimulation dans la preuve ci-dessus montre que ce n’est pas non plus préservée.
De même, elle n’est pas préservée par (Symétrie - Imitation), puisque la solution
s peut avoir des comportements supplémentaires par rapport à l’espèce A, et donc
A et s ne peuvent pas être bisimilaires.
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A

B1 B2

r1 r2
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B1 B2
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N N1 N2

Fig 3.15: Réseau de réactions N. Le réseau N1 est obtenu en éliminant la réaction
r2, et le réseau N2 en fusionnant les espèces B1 et B2.

3.5.3 Épimorphisme de sous-graphe

Dans (Gay et al., 2010), les auteurs proposent une méthode de simplification de
réseaux biologiques basée sur l’élimination et la fusion d’espèces et de réactions.
Par exemple, considérons le réseau N représenté graphiquement dans la Fig. 3.15.
On peut le simplifier en éliminant la réaction r2, et obtenir le réseau N1, ou en
fusionnant les espèces B1 et B2, et obtenir le réseau N2.

Avec ces opérations, un réseau N′ est la simplification d’un réseau N si et
seulement s’il existe un épimorphisme de sous-graphe entre N et N′ (Gay et al.,
2014). Un épimorphisme de N vers N′ est un morphisme surjectif des ensem-
bles des espèces et des réactions de N vers ceux de N′. Un épimorphisme de
sous-graphe est un morphisme surjectif allant d’un sous-ensemble des espèces et
des réactions de N vers l’ensemble des des espèces et des réactions de N′. Par
exemple, les fonctions f1 et f2 définies ci-dessous sont des épimorphismes de
sous-graphe entre les réseaux N et respectivement N1 et N2 de la Fig. 3.15.


f1(A) = A
f1(B1) = B1

f1(B2) = B2

f1(r1) = r1


f2(A) = A
f2(B1) = B
f2(B2) = B
f2(r1) = r1

f2(r2) = r2

Plusieurs de nos règles de simplification sont également basées sur ces opéra-
tions d’élimination ou de fusion d’espèces et de réactions. Il est néanmoins
nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires, afin que l’équivalence des
attracteurs soit préservée. Par exemple, on peut supprimer une espèce que si celle-
ci n’est pas utile, avec la règle (Espèce Inutile). De même, on ne peut fusionner
deux espèces que si elles présentent certaines propriétés de symétrie. Sous cer-
taines conditions, les règles (Réaction Cyclique), (Décomposition - Suppression)
ou (Réactions Inapplicables) permettent de supprimer une réaction.
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Fig 3.16: Simplification du réseau N en N′ avec la règle (Intermédiaire - Réac-
tant).

À l’inverse, certaines de nos règles de simplification ne peuvent être obtenues
en combinant des éliminations et des fusions d’espèces et de réactions. Donc dans
ce cas il n’existe pas d’épimorphisme de sous-graphe entre le réseau initial et le
réseau simplifié. C’est par exemple le cas de certaines applications des règles
d’élimination d’espèces intermédiaires. Il faut en effet pouvoir fusionner des en-
sembles de réactions entre eux, et pas simplement une réaction avec une autre. Par
exemple, on peut simplifier le réseau N (Fig. 3.16) avec la règle (Intermédiaire
- Réactant), et obtenir le réseau N′, en fusionnant deux-à-deux les réactions de
{r1, r2} avec celles de {r3, r4}.

3.5.4 Réseaux de Pétri

Comme on l’a vu, il existe un lien direct entre les réseaux de réactions biologique
et les réseaux de Pétri (Reddy et al., 1993; Chaouiya, 2007; Heiner et al., 2008).
Il est donc naturel de comparer notre simplification avec ce qui existe dans la
littérature des réseaux de Pétri. De nombreuses approches ont été proposées pour
simplifier les réseaux de Pétri, par exemple utilisant des propriétés de bisimilarité
(Autant & Schnoebelen, 1992; Schnoebelen & Sidorova, 2000), ou des règles de
réécriture proches des nôtres (Berthelot, 1985; Lee-Kwang et al., 1987).

En général, ces simplifications visent à préserver certaines propriétés spéci-
fiques des réseaux de Pétri, telles que la vivacité, le caractère borné, ou encore des
propriétés d’accessibilité. On dit qu’un réseau est vivace si pour toute réaction
(transition) et à partir de tout réseau accessible, on peut atteindre un autre réseau
où la réaction est applicable. Un réseau est borné si le nombre total de molécules
(jetons) dans les réseaux accessibles est borné par une constante. Un réseau est
sans-impasse si dans n’importe quel réseau accessible, on peut toujours appliquer
une réaction et atteindre un autre réseau. Un réseau N possède un état d’accueil N′

si N′ est accessible depuis tous les réseaux de {N→∗}. Un réseau N est réversible
si N est lui-même un état d’accueil. Remarquons qu’un réseau est réversible si et
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seulement si {N→∗} est un Ωtot-attracteur.
Même si les motivations sont différentes, on peut remarquer qu’on retrouve

le même type de simplification pour ces réseaux. Par exemple, Berthelot et al.
a développé un ensemble de règles de simplification préservant ces propriétés
(Berthelot & Roucairol, 1976; Berthelot et al., 1980; Berthelot, 1985). Ses règle,
comme celles présentées dans cette thèse, sont basées sur l’élimination de places
(espèces) intermédiaires, de dépendances ou de symétries. Par example, la rè-
gle de substitution (R1) dans (Berthelot & Roucairol, 1976) vise à fusionner un
ensemble de réactions produisant une solution s avec un ensemble de réactions
consommant s, lorsque les espèces de s ne sont jamais utilisées ailleurs. Elle
est équivalente (modulo les conditions de contexte et d’observation spécifiques à
notre sémantique) à transformer la solution s en une espèce A avec la règle (So-
lution Indivisible), puis à fusionner les réactions avec la règle (Intermédiaire -
Réactant). Le règle d’élimination des places redondantes (R2) correspond à peu
près à la règle (Espèce Dépendante), tandis que la règle d’élimination des transi-
tions sans importance (R3) correspond à la règle (Réaction Cyclique). Certaines
règles traitent également le cas des symétries, comme par exemple la règle (TP3)
dans (Berthelot, 1985), similaire à la règle (Symétrie - Réactants). Notons que
les règles présentent néanmoins à chaque fois de légères différences. Ainsi, nos
règles demandent en générale des conditions supplémentaires sur l’observation
ou les espèces internes. À l’inverse, la règle (R3) ne supprime que les transitions
(réactions) cycliques dont on sait qu’elles seront toujours applicables plus tard,
afin de ne pas rendre vivace un réseau qui ne l’était pas. Ainsi, bien que proches,
nos règles ne préservent pas en général les propriétés usuelles des réseaux de Pétri,
et réciproquement les règles de Berthelot et al. ne préservent pas la congruence
des attracteurs.

Lee et al. (Lee & Favrel, 1985; Lee-Kwang et al., 1987) ont également proposé
un ensemble de règles de simplifications préservant les propriétés classiques des
réseaux de Pétri. Ces règles sont basées encore une fois sur l’élimination des es-
pèces intermédiaires, les symétries, ou la fusion de cycles (comme on peut le faire
avec la règle (Réduction Inversible)). Le même genre de simplification permet
également de préserver certaines propriétés d’équité (voir par exemple (Silva &
Murata, 1992)). Les travaux de Berthelot et al. ont été généralisés pour les réseaux
Prédicat/Transitions (Genrich, 1988; Krohn & Rauhamaa, 1988), les réseaux de
Pétri colorés (Colom, Martinez, & Silva, 1986; Haddad, 1991), les réseaux de
Pétri temporels (Sloan & Buy, 1996) et les réseaux Ada (Shatz, Tu, Murata, &
Duri, 1996). Dans (Haddad & Pradat-Peyre, 2006), ces règles sont également
généralisées afin de préserver également des propriétés de la logique LTL. En-
fin, certaines règles de simplification ont été développées pour des sous-classes
spécifiques de réseaux de Pétri. Dans (Murata & Koh, 1980; Johnsonbaugh &
Murata, 1981), Murata et al. présentent des règles de simplification spécifiques
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pour les graphes marqués fortement connexes, des réseaux de Pétri particulier
dans lesquels chaque place à au maximum une transition entrante et une transition
sortante. Dans (Desel, 1990; Esparza & Silva, 1990; Kovalyov, 1990) des simpli-
fications spécifiques ont été proposées pour le cas des réseaux de Pétri bornés et
avec libre choix. Des simplifications similaires ont également été proposées pour
les IO-graphes (Juan, Tsai, & Murata, 1998) ou les architectures orientées service
(Wolf, Stahl, Ott, & Danitz, 2009).

3.5.5 Réseaux booléens
Un autre formalisme couramment utilisé en modélisation biologique est celui les
réseaux booléens ou multivalués, en particulier pour représenter des réseaux de
gènes. Dans ces réseaux, les nœuds codent pour des gènes, et des arcs représen-
tent l’effet d’un gène sur un autre, représenté par une fonction logique. Chaque
gène peut avoir soit deux états (cas booléen), soit un nombre borné (cas multi-
valué), contrairement à nos espèces qui peuvent avoir n’importe quel nombre de
molécules. Plusieurs sémantiques opérationnelles sont alors possibles : on peut
par exemple choisir une sémantique synchrone, comme dans les réseaux de Kauff-
man (Kauffman, 1969, 1993). Dans ce cas, on applique toutes les réactions d’un
seul coup, en mettant tous les gènes à jour en une seule étape. Cette sémantique
est donc déterministe. Au contraire, dans les réseaux de Thomas (Thomas, 1973,
1991), on met un seul gène à jour à chaque étape. Il s’agit alors d’une dynamique
asynchrone et non déterministe. On peut également choisir une dynamique inter-
médiaire, en mettant à jour un sous-ensemble de gènes à chaque étape.

Il est alors fréquent d’étudier le comportement final des réseaux, c’est-à-dire
l’accessibilité des composantes fortement connexes terminales. En comparaison
avec nos Ω-attracteurs, ces composantes sont toujours de taille finie. Cela im-
plique notamment qu’un réseau ne peut pas diverger. Il n’y a pas non plus de
fonction d’observations, et donc un attracteur est un ensemble A tel que pour
tout réseau (booléen) N ∈ A, {N→∗} = A. En général, on appelle état stable
un attracteur de taille 1, et cycle un attracteur de taille strictement supérieur à
1. L’ensemble des attracteurs accessibles dépend de la sémantique choisie. En
revanche, l’ensemble des états stables accessibles est le même quelque soit la sé-
mantique.

Plusieurs méthodes de simplification cherchent alors à préserver ce comporte-
ment asymptotique. Une simplification possible consiste par exemple à supprimer
les sorties d’un réseau, c’est-à-dire les gènes qui ne régulent aucun autre gène, et
donc dont l’état n’intervient pas dans la dynamique, comme le proposent Bilke et
al. (Bilke & Sjunnesson, 2001) pour les réseaux de Kauffman. Ils proposent égale-
ment de supprimer des gènes dit gelés, c’est-à-dire qui auront toujours la même
valeur dans le comportement asymptotique, quelque soit les valeurs initiales du
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réseaux. Leur simplification préserve le comportement asymptotique (unique
pour un réseau initial fixé, puisque la dynamique est déterministe). Richardson
(Richardson, 2005) propose, toujours dans les réseaux de Kauffman, une méthode
similaire, ainsi qu’une procédure permettant de déterminer les gènes gelés. Mat-
ache (Matache & Matache, 2016) propose quant à lui de hiérarchiser les gènes
selon leur "pouvoir déterminant", c’est-à-dire leur impact sur le reste du réseau, et
d’utiliser cet ordre pour éliminer de façon itérative les gènes les moins importants,
sans trop modifier le comportement final.

Saadatpour et al. (Saadatpour, Albert, & Albert, 2010; Saadatpour, Albert,
& Reluga, 2013), dans les réseaux de Thomas, proposent d’une part d’éliminer
de façon itérative les entrées du réseau, c’est-à-dire des gènes n’étant pas régulés
pas d’autres, et donc dont l’état reste toujours le même. D’autre part ils élim-
ine également les nœuds intermédiaires X, sous la condition qu’il n’existe qu’un
seul gène qui influe X, et symétriquement que X n’influence qu’un seul gène. Ils
prouvent que leur simplification préservent les attracteurs, et est confluente. Naldi
et al. (Naldi, Remy, Thieffry, & Chaouiya, 2011; Naldi et al., 2012) proposent
également de supprimer des gènes intermédiaires dans des réseaux de Thomas
multivalués, et suppriment les sorties du réseau. Ils prouvent que les attracteurs
accessibles dans le réseau initial le sont toujours dans le réseau simplifié. En re-
vanche de nouveaux cycles peuvent apparaitre durant la simplification. De plus,
leur simplification n’est pas confluente.

Dans (Veliz-Cuba, 2011), Veliz décrit une simplification confluente de gènes
intermédiaires et des sorties d’un réseau qui préservent les états stables, quelque
soit la sémantique utilisée. Dans (Veliz-Cuba, Laubenbacher, & Aguilar, 2013),
une méthode de simplification de réseau ET-NON (une autre représentation de
réseaux booléens) est présentée, préservant le nombre d’états stables. Une représen-
tation étendue des réseaux booléens est utilisée dans (Zañudo & Albert, 2013) afin
d’identifier et d’éliminer les gènes se stabilisant. Enfin, Paulevé (Paulevé, 2016)
modélise des systèmes biologiques à l’aide de réseaux d’automates, de façon sim-
ilaire à des réseaux multivalués. Ces réseaux sont alors simplifiés en cherchant à
préserver une propriété d’accessibilité fixée initialement, en supprimant les états
n’étant pas nécessaires pour atteindre cet objectif.

On voit ainsi qu’on retrouve dans les réseaux booléens des simplifications
similaires à certaines de nos règles. En plus de l’élimination des espèces inter-
médiaires, l’élimination des entrées peut être faite avec la règle (Intermédiaire
- Initiale), tandis que celle des sorties est réalisée par la règle (Espèce Inutile),
modulo l’observation.
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3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté une nouvelle sémantique pour les réseaux de réac-
tions chimiques. Cette sémantique s’intéresse aux comportements finaux réguliers
des réseaux, représentés par des attracteurs. On a étudié la capacité des réseaux
à pouvoir converger vers ces attracteurs (modulo la fonction d’observation), ou
au contraire à converger. Des notions d’équivalence et de congruence ont été
définies à partir de cette sémantique. On a ensuite présenté un ensemble de règles
de simplification, exacte pour la congruence des attracteurs. Ces règles permet-
tent de simplifier efficacement un réseau, par exemple en supprimant des espèces
inutiles, en fusionnant des cascades de réactions, ou en utilisant les symétries du
réseau. On a prouvé qu’un sous ensemble de ces règles formait une simplification
confluente. On a montré sur l’exemple de MAPK que notre simplification pou-
vait être utilisée pour prouver l’équivalence entre différents réseaux d’un même
système. Enfin, on a comparé notre équivalence et notre simplification avec les
autres méthodes existantes dans la littérature.

L’ensemble des règles de simplification proposées ici n’est pas complet pour
notre notion de congruence. Il pourrait donc être intéressant de développer de
nouvelles règles, en fonction de réseaux tirés de modèles biologiques concrets. Il
serait également intéressant d’appliquer notre méthode de simplification de façon
semi-automatique (puisqu’il faut décider pour chaque modèle quelles sont les es-
pèces internes et quelle est la fonction d’observation) sur les réseaux de la base de
données Biomodels, et d’utiliser les résultats pour comparer ces modèles, comme
on l’a fait pour le réseau MAPK. Enfin, il semble également possible de dévelop-
per des méthodes de simplification similaires pour les langages à base de règle,
comme Kappa (Danos & Laneve, 2004) ou React(C) (John et al., 2011).
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CHAPITRE 4

Simplification préservant la sémantique déterministe

On s’intéresse maintenant à la sémantique déterministe des réseaux de réactions
cinétiques, telle que définie dans la Sec. 2.2. Une première étape consiste à
définir formellement une notion de similarité, qui va nous permettre de réécrire
des expressions, par exemple en remplaçant l’expression 1 + 1 par l’expression
2, ou en factorisant certains termes, etc. On définit ensuite un ensemble de rè-
gles de simplification. Comme précédemment, on peut diviser ces règles en dif-
férentes catégories : suppression d’espèces intermédiaires, des réactions qui sont
combinaisons d’autres réactions, fusion d’espèces symétriques, etc. On étudie
alors les propriétés de nos règles, et on illustre leur application pour simplifier le
réseau Tet-On. On s’intéresse ensuite à des règles de simplifications de systèmes
d’équations, dérivées des règles pour les réseaux. Enfin, on discute de notre sim-
plification et on la compare aux simplifications existantes dans la littérature.

Ce chapitre reprend les résultats de l’article (Madelaine et al., 2015), ainsi que
de (Madelaine, Lhoussaine, et al., 2016). Il les étend en proposant d’autres règles
de simplification (notamment pour la symétrie) et en étudiant la simplification de
systèmes.

On rappelle qu’un réseau cinétique M = R&C est composé d’un ensemble de
réactions cinétiques R et d’une contrainte C, et qu’on peut en dériver un système
d’équations E(M). Deux réseaux M et M′ sont (Ω,I)-congruents, M ∼Ω,I M′ si,
pour tout contexte M′′ tel que Espèces(M′′) ∩ I = ∅, leurs systèmes d’équations
ont les mêmes solutions observables : solΩ(E(M | M′′)) = solΩ(E(M′ | M′′)).
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4.1 Similarité
On commence par définir une notion de similarité pour les expressions et les con-
traintes, ainsi que les systèmes d’équations et les réseaux, permettant de les sim-
plifier en utilisant les règles usuelles de l’arithmétique. Par exemple, on peut
remplacer 1 + 1 par 2, on peut factoriser k1xA + k2xA en (k1 + k2)xA, etc.

Cette notion permet d’une part de simplifier les exemples et d’avoir des expres-
sions cinétiques plus simples. Elle permet par exemple de retrouver la cinétique
classique lors de la simplification de Michaelis-Menten. Elle est aussi nécessaire
pour appliquer certaines règles, lorsqu’il y a des conditions sur les cinétiques.
Par exemple, pour pouvoir dire que l’expression x2

A/xA ≡ xA est bien linéaire
en xA. Enfin, elle est indispensable pour pouvoir prouver la confluence dans le
Chapitre 5.

La similarité ≡ pour les expressions et les contraintes est la plus petite congru-
ence contenant les axiomes présentés dans la Fig. 4.1.

Les règles de similarité pour les expressions sont les axiomes habituels d’un
corps : associativité, commutativité, distributivité, élément neutre, etc. Par exem-
ple, l’axiome d’associativité de l’addition dit qu’on peut réécrire (e1 + e2) + e3

en e1 + (e2 + e3). Ces transformations sont valables uniquement sous certaines
contraintes. Par exemple, l’axiome de l’inverse pour ∗ dit qu’on peut réécrire e/e
en 1, à condition que la contrainte vérifie e , 0.

La similarité préserve l’interprétation.

Lemme 6. Si C ` e1 ≡ e2, alors pour toute interprétation α telle que ~C�α = true,
on a ~e1�α = ~e1�α.

On étend ensuite la notion aux contraintes (Fig. 4.1). Les quatre premiers
axiomes propagent la similarité des expressions. Les deux axiomes suivants sont
les règles classiques de la logique. Les axiomes suivants présentent les contraintes
vérifiés par les nombres réels, les paramètres et les variables. On donne ensuite un
ensemble de règles de similarité pour les contraintes d’égalité, de valeur constante,
supérieure ou différente de zéro. Par exemple, la somme de deux expressions
constantes est toujours une expression constante.

Deux contraintes similaires sont vérifiées par les mêmes interprétations.

Lemme 7. Si C1 ≡ C2, alors pour toute interprétation α, on a ~C1�α = ~C2�α.

Exemple 31. Par exemple, considérons l’expression e et la contrainte C suivantes :

e = k1k3xSx0
E/(k2 + k3) C = (x0

C = k1xSx0
E/(k2 + k3)).

On verra plus tard qu’il s’agit de la contrainte obtenue lors de la simplification du
réseau cinétique de Michaelis-Menten (Fig. 2.19), et de l’expression cinétique de
l’unique réaction SAE ; e restante dans ce réseau.
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Expressions

(Associativité de +) C ` (e1 + e2) + e3 ≡ e1 + (e2 + e3)
(Associativité de *) C ` (e1 ∗ e2) ∗ e3 ≡ e1 ∗ (e2 ∗ e3)

(Commutativité de +) C ` e1 + e2 ≡ e2 + e1

(Commutativité de *) C ` e1 ∗ e2 ≡ e2 ∗ e1

(Distributivité) C ` e ∗ (e1 + e2) ≡ e ∗ e1 + e ∗ e2

(Neutre pour +) C ` e + 0 ≡ e
(Neutre pour *) C ` e ∗ 1 ≡ e

(Inverse pour +) C ` e + (−e) ≡ 0 si e est sans division
(Inverse pour *) C ` e/e ≡ 1 si C ≡ (C′ ∧ e , 0)

(Loi pour -) C ` −(−e) ≡ e
(Loi pour /) C ` 1/(1/e) ≡ e si C ≡ (C′ ∧ e , 0)

(Nombres réels) C ` e ≡ a si a ∈ R et ∀α, β. ~e�α = a
(Égalité) C ` e ≡ e′ si C ≡ (C′ ∧ e = e′)

Contraintes

C ` e ≡ e′
C ∧ e = e′′ ≡ C ∧ e′ = e′′

C ` e ≡ e′
C ∧ cst(e) ≡ C ∧ cst(e′)

C ` e ≡ e′
C ∧ e , 0 ≡ C ∧ e′ , 0

C ` e ≡ e′
C ∧ e ≥ 0 ≡ C ∧ e′ ≥ 0

C ∧ C ≡ C C ∧ > ≡ C

a ∈ R
cst(a) ≡ >

a ∈ R>0

a > 0 ≡ >
k ∈ Param

cst(k) ≡ >
k ∈ Param
k , 0 ≡ >

x ∈ Vars
x ≥ 0 ≡ >

e = e′ ≡ e − e′ = 0
e est une expression sans division

e = e ≡ >

e1 = e′1 ∧ e2 = e′2 ≡ e1 = e′1 ∧ e1 + e2 = e′1 + e′2

e1 = e′1 ∧ e2 = e′2 ∧ e1 , 0 ≡ e1 = e′1 ∧ e1e2 = e′1e′2 ∧ e1 , 0

e1 = e′1 ∧ e1 , 0 ≡ 1/e1 = 1/e′1 e = e′ ≡ −e = −e′

cst(e) ∧ cst(e′) ≡ cst(e) ∧ cst(e + e′) cst(e) ≡ cst(−e)

cst(e) ∧ cst(e′) ≡ cst(e) ∧ cst(e′) ∧ cst(ee′) cst(e) ∧ e , 0 ≡ cst(1/e)

e ≥ 0 ∧ e′ > 0 ≡ e ≥ 0 ∧ e′ > 0 ∧ e + e′ > 0 e > 0 ≡ 1/e > 0

e , 0 ∧ e′ , 0 ≡ e , 0 ∧ e′ , 0 ∧ ee′ , 0 e , 0 ≡ −e , 0

e , 0 ≡ 1/e , 0
⊕ ∈ {+, ∗}

e ≥ 0 ∧ e′ ≥ 0 ≡ e ≥ 0 ∧ e′ ≥ 0 ∧ e ⊕ e′ ≥ 0

Fig 4.1: Axiomes de similarité pour les expressions et les contraintes.
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Systèmes d’équations

C ` e ≡ e′
E ∧ ẋ = e ∧ C ≡ E ∧ ẋ = e′ ∧ C

C ≡ C′

E ∧ C ≡ E ∧ C′

Réseaux cinétiques

C ` e ≡ e′
R ∪ {s1 As2 ; e}&C ≡ R ∪ {s1 As2 ; e′}&C

C ≡ C′

R&C ≡ R&C′

Fig 4.2: Axiomes de similarité pour les systèmes d’équations et les réseaux ciné-
tiques.

On veut alors réécrire cette expression pour obtenir la forme classique de la
cinétique de Michaelis-Menten. On procède ici étape par étape pour illustrer la
similarité. On commence par réécrire la contrainte :

C = (x0
C = k1xSx0

E/(k2 + k3))
≡ (x0

C = k1xSx0
E/(k2 + k3)) ∧ >

≡ (x0
C = k1xSx0

E/(k2 + k3)) ∧ (x0
E = x0

E)
≡ (x0

C + x0
E = k1xSx0

E/(k2 + k3) + x0
E) ∧ (x0

E = x0
E)

≡ (x0
C + x0

E = (k1xS/(k2 + k3) + 1)x0
E)

≡ ((x0
C + x0

E)(k2 + k3) = (k1xS + k2 + k3)x0
E)

≡ ((x0
C + x0

E)(k2 + k3) = (k1xS + k2 + k3)x0
E) ∧ (k1xS + k2 + k3 , 0)

≡ ((x0
C + x0

E)(k2 + k3)/(k1xS + k2 + k3) = x0
E)

On peut alors utiliser la contrainte pour réécrire l’expression, en remplaçant x0
E

par la valeur calculée ci-dessus :

C ` e ≡
k1k3xS(x0

C + x0
E)(k2 + k3)

(k1xS + k2 + k3)(k2 + k3)

C ` e ≡
k1k3xS(x0

C + x0
E)

(k1xS + k2 + k3)
C ` e ≡ k3(x0

C + x0
E)

xS

((k2 + k3)/k1 + xS)
.

On retrouve bien la forme classique de la cinétique de Michaelis-Menten :

e ≡ V
xS

K + xS
, avec V = k3(x0

C + x0
E) et K =

k2 + k3

k1
.

On étend la notion de similarité de façon naturelle aux systèmes d’équations
et aux réseaux cinétiques, comme illustré dans la Fig. 4.2.

La similarité préserve la congruence.

Lemme 8. M ≡ M′ implique M ∼ M′.
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4.2 Règles de simplification
On présente ici un ensemble de règles de simplification préservant la sémantique
déterministe des réseaux de réactions cinétiques. On peut partitionner ces règles
dans les mêmes catégories que dans le chapitre précédent. La première catégorie
de règles simplifie une espèce intermédiaire, c’est-à-dire une espèce interne et à
l’équilibre. La seconde catégorie ne contient qu’une seule règle, qui simplifie une
réaction si elle est la combinaison linéaire d’autres réactions du réseau. Notons
dans ce cas que les expressions cinétiques de ces autres réactions devront alors
être modifiées. On présente ensuite des règles de simplification basées sur les
symétries entre espèces. Enfin, la dernière catégorie regroupe les autres règles.

4.2.1 Simplification d’une espèce intermédiaire
On cherche ici à supprimer des espèces intermédiaires. Une espèce A est inter-
médiaire si elle est interne (A ∈ I) et à l’équilibre (cst(xA)). On peut alors, sous
certaines conditions, supprimer complètement A du réseau. Pour cela, on va com-
biner deux-à-deux les réactions produisant du A avec les réactions consommant
du A. La difficulté est alors de calculer les cinétiques des nouvelles réactions.
En particulier, comme A peut aussi être un modificateur dans une réaction, il est
nécessaire de calculer sa concentration xA. On présente tout d’abord les règles de
façon informelles, avant de détailler leur fonctionnement plus précisément.

Dans la première règle, (Intermédiaire - Linéaire), on suppose que les ex-
pressions cinétiques e des réactions produisant du A ne dépendent pas de xA :
xA < Vars(e). Les expressions des réactions consommant du A sont linaires en xA,
c’est-à-dire de forme xAe′, avec xA < Vars(e′). Dans ce cas, l’équation différen-
tielle ordinaire pour A sera ẋA = T − xAT ′, avec T et T ′ des expressions telles
que xA < Vars(T ),Vars(T ′). Le réseau initial doit de plus vérifier les contraintes
cst(xA) et T ′ , 0 (pour tout temps t). On peut donc facilement calculer la valeur
xA = T/T ′.

Dans la règle (Intermédiaire - Inversible), il existe cette fois une expression
eA, avec xA ∈ Vars(eA), telle que les expressions cinétiques des réactions consom-
mant du A soient toutes de forme eAe, avec xA < Vars(e). Ainsi, on obtient à
partir de l’ODE de A l’équation eA = T/T ′. En imposant que la fonction eA soit
inversible pour xA, on peut alors calculer la valeur de xA. Notons que (Intermé-
diaire - Linéaire) est un cas particulier de cette règle, avec eA = xA trivialement
inversible.

Enfin, dans la règle (Intermédiaire - Dépendante), on suppose encore qu’il ex-
iste une expression eAe avec xA < Vars(e), et que toutes les expressions impliquées
dans le réseau soient dépendantes de A en eA, ce qui implique que la valeur de xA

n’est pas nécessaire pour simplifier le réseau, la valeur de eA est suffisante.
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(Intermédiaire - Linéaire)

A ∈ I split(R, A, xA) = (Rprod,Rreac,Rmod)
T =

∑
s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae T ′ =
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

a′e′ F = T/T ′

C ≡ C′ ∧ cst(xA) ∧ T ′ , 0

R&CV
(Rprod �T ′ Rreac) ∪ Rmod[xA := F]
&C[xA := F] ∧ x0

A = F

(Intermédiaire - Inversible)

A ∈ I split(R, A, eA) = (Rprod,Rreac,Rmod)
T =

∑
s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae T ′ =
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′eA∈Rreac

a′e′ F = T/T ′

C ≡ C′ ∧ cst(xA) ∧ T ′ , 0
eA est inversible pour xA et son inverse est e−1

A

R&CV
(Rprod �T ′ Rreac) ∪ Rmod[xA := e−1

A [xA := F]]
&C[xA := e−1

A [xA := F]] ∧ x0
A = e−1

A [xA := F]

(Intermédiaire - Dépendante)

A ∈ I split(R, A, eA) = (Rprod,Rreac,Rmod)
T =

∑
s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae T ′ =
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′eA∈Rreac

a′e′ F = T/T ′

C ≡ C′ ∧ cst(xA) ∧ T ′ , 0
∀e ∈ Expr(R&C). dep(e, xA, eA)

R&CV
(Rprod �T ′ Rreac) ∪ Rmod[eA := F]
&C′[eA := F] ∧ T ′ , 0 ∧ eA[xA := x0

A] = F

Fig 4.3: Règles de simplification d’espèce intermédiaire en déterministe, avec I
l’ensemble des espèces internes.

On définit les notions d’inversibilité et de dépendance suivante.

Définition 15 (Inverse). Soit x une variable et e une expression. On dit que e est
inversible pour x s’il existe une expression, appelée inverse de e et notée e−1, telle
que :

e[x := e−1] ≡ x ≡ e−1[x := e].

Exemple 32. Par exemple, 3x+2 est inversible pour x, et son inverse est (x−2)/3.
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L’expression V
x

K + x
est inversible pour x, et son inverse est

Kx
V − x

. Trivialement,
x est inversible pour x, et son inverse est x.

Définition 16 (Dépendance). Soit A une espèce moléculaire et e, e′ deux expres-
sions. On dit que e′ dépend de xA en e, noté dep(e′, xA, e), si les variables xA et x0

A
n’apparaissent dans e′ que au sein de l’expression e. Formellement, il existe une
expression e′′ et deux variables y, z telle que :

• e′ ≡ e′′[y := e][z := e0],

• xA ∈ Vars(e), e0 = e[xA := x0
A]

• xA, x0
A < Vars(e′′),

• y, z < Vars(e),Vars(e′).

Dans ce cas, on définit la substitution de e par une autre expression e′′′ dans e′ par
e′[e := e′′′] = e′′[y := e′′′].

Exemple 33. Par exemple, les expressions suivantes dépendent de xA en x2
A : e1 =

x2
A + xB, e2 = x2

A/(k + x2
A) et e3 = (x0

A)2 + x2
A. Pour e3 par exemple, on a e′′ = y + z,

e = xA et e0 = x0
A. Par contre, l’expression x2

A + xA ne dépend pas de xA en x2
A.

Définition 17. Dans chacune de ces règles, décrites dans la Fig. 4.3, on partitionne
(si c’est possible) les réactions du réseau, en fonction de l’expression eA (pour le
cas linéaire, eA = xA). On définit la fonction split(R, A, eA) = (Rreac,Rprod,Rmod)
telle que :

• R = Rprod ∪ Rreac ∪ Rmod,

• l’ensemble Rprod contient les réactions produisant du A. Elles doivent être
de forme r = s1 As2 + aA ; e, avec A < s1, s2, a > 0 et xA < Vars(e),

• l’ensemble Rreac contient les réactions consommant du A. Elles doivent être
de forme r′ = s′1 + a′AAs′2 ; eAe′, avec A < s′1, s

′
2, a′ > 0 et xA < Vars(e′),

• l’ensemble Rmod contient les réactions avec A comme modificateur. Elles
doivent être de forme r = s1 As2 ; e, avec A < s1, s2 et xA ∈ Vars(e).

On définit alors les expressions suivantes, qu’on va utiliser pour calculer les
nouvelles expressions cinétiques. L’expression T est la somme des cinétiques des
réactions produisant du A, pondérées par la stœchiométrie :

T =
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae.
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L’expression T ′ est la somme des cinétiques des réactions consommant du A,
modulo l’expression eA et pondérées par la stœchiométrie :

T ′ =
∑

s′1+a′AAs′2 ; eAe′∈Rreac

a′e′.

Enfin, F est le quotient des deux expressions précédentes :

F = T/T ′.

Avec les conditions de la partition ci-dessus, on a directement xA < Vars(T ),
Vars(T ′), Vars(F). L’équation différentielle pour A est alors de forme ẋA = T −
eAT ′. Comme de plus on a cst(xA) et T ′ , 0, on en déduit eA = F.

Définition 18. Pour toute réaction de production r = s1 As2 + aA ; e et toute
réaction de consommation r′ = s′1+a′AAs′2 ; e′eA, on définit la réaction combinée
par rapport à T ′ par :

r �T ′ r′ = a′s1 + as′1 Aa′s2 + as′2 ; ee′/T ′.

On note alors Rprod �T ′ Rreac = {r �T ′ r′ | r ∈ Rprod, r′ ∈ Rreac} l’ensemble des
combinaisons des réactions de production et de consommation.

Notons que la condition T ′ , 0 implique Rreac , ∅. En revanche, on peut avoir
Rprod = ∅. Dans ce cas, T = 0 et xA = 0. Les règles de simplification ci-dessus
suppriment alors les réactions de Rcons, qui ne sont jamais applicables puisque
xA = 0.

Cas linéaire Dans la première règle, (Intermédiaire - Linéaire), on a eA = xA.
L’ODE permet de calculer xA = F. On combine les réactions de production et
de consommation, et on remplace xA par F dans les autres réactions et dans la
contrainte. On ajoute la contrainte x0

A = F.

Exemple 34. On considère le réseau MMM de l’Ex. 19 :

MMM = {r1, r2, r3}&cst(xE) ∧ cst(xC),

avec r1 = S + E AC ; k1xSxE, r2 = C AS + E ; k2xC et r3 = C AP + E ; k3xC.
On veut supprimer l’espèce interne C. On a split(R,C, xC) = ({r1}, {r2, r3}, ∅). On
peut donc appliquer la simplification (Intermédiaire - Linéaire). On a T = k1xSxE,

T ′ = k2 + k3 et F =
k1xSxE

k2 + k3
. Comme T ′ est une somme de paramètres, on peut

directement par similarité ajouter la contrainte T ′ , 0. Après simplification, on
obtient le réseau décrit à gauche de la Fig. 4.4. La contrainte cst(xC) du réseau
initial est remplacée par cst(F), qui peut être simplifiée par similarité en cst(xS).
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S

E P

r1�T ′r2

k1k2xSxE

k2 + k3

r1�T ′r3
k1k3xSxE

k2 + k3

cst(xE) ∧ cst(xS)

x0
C =

k1xSxE

k2 + k3

S

E P

r1�T ′r3
k1k3xSxE

k2 + k3

cst(xE) ∧ cst(xS)

x0
C =

k1xSxE

k2 + k3

Fig 4.4: Graphes des réseaux cinétiques intermédiaire lors de la simplification de
Michaelis-Menten.

Cas inversible Pour la règle (Intermédiaire - Inversible), on impose que eA soit
inversible. On a alors eA = F et xA = e−1

A [xA := F]. Donc, comme précédemment,
on combine les réactions de production et de consommation, on remplace xA par
e−1

A [xA := F], et on ajoute la contrainte x0
A = e−1

A [xA := F].

Exemple 35 (Cas Inversible). On considère le réseau suivant, avec les réactions
illustrées ci-dessous (à gauche) :

{BAA ; k1xB, AAC ; V
xA

K + xA
,C AB ; k2xC}&cst(xA).

B

A

C

r1
k1xB

r2
VxA/(K + xA)

r3

k2xC

B

Cr12
k1xB

r3

k2xC

On veut supprimer l’espèce intermédiaire A. On a eA =
V xA

K + xA
. Cette expression

est inversible, avec e−1
A =

KxA

V − xA
. On peut donc obtenir le réseau simplifié suivant,

dont les réactions sont illustrées ci-dessus à droite :

{BAC ; k1xB,C AB ; k2xC}&cst(
k1KxB

V − k1xB
) ∧ x0

A =
k1KxB

V − k1xB
.

Toute interprétation α du réseau simplifié doit vérifier V − k1xB , 0 pour être
bien définie. C’est également le cas dans le réseau initial. En effet, α vérifie
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l’ODE de A à l’équilibre, donc 0 = k1xB − V
xA

K + xA
. Comme les conditions de

la règle impose aussi V
xA

K + xA
> 0, on a k1xB , 0. L’ODE peut se réécrire

en k1xBK = (V − k1xB)xA, d’où V − k1xB , 0 (on a K , 0 par définition des
paramètres).

Cet exemple illustre également le fait que lorsqu’il n’y a qu’une seule réaction
de consommation de A (ici r2), les réactions combinées ont directement la même
cinétique que les réactions de production. En effet, on a ee′/T ′ = ee′/e′ ≡ e (donc
ici kin(r12 = kin(r1)).

Cas dépendant Enfin, dans (Intermédiaire - Dépendante), toutes les expres-
sions des réactions avec A comme modificateur doivent être dépendantes de A en
eA. De même, la contrainte C doit être de forme C′∧cst(xA), avec C′ dépendante de
A en eA. On n’a donc pas besoin de connaitre la valeur de xA. À partir de l’ODE de
A, on peut calculer la valeur de eA = F. On combine donc les réactions de produc-
tion et de dégradation, et on remplace eA par F dans les autres réactions et dans C′.
Enfin, dans le réseau initial, toute interprétation α doit vérifier cst(xA) et l’ODE de
A. Pour avoir les mêmes solutions, on ajoute la contrainte eA[xA := x0

A] = F dans
le réseau simplifié.

Exemple 36 (Cas dépendant). On considère le réseau suivant, représenté à gauche
ci-dessous :

{BAA ; k1xB, 2AAC ; k2x2
A, ∅AD ; k3x2

A}&cst(xA).

Les expressions sont toutes dépendantes en x2
A, qui n’est pas inversible. On peut

appliquer (Intermédiaire - Dépendante) et obtenir :

{2BAC ;
k1xB

2
, ∅AD ;

k1k3xB

2k2
}&(x0

A)2 =
k1xB

2k2
.

B

A

C

D

r1

k1xB

r2

k2x2
A

r3

k3x2
A

2 B

C

D

r12

k1xB/2

r13

k1k3xB/(2k2)

2
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(Combinaison)
∃a1, . . . ak ∈ N. stoicr =

∑
1≤i≤k

aistoicri

{r} ∪ {r1, . . . , rk}&>V
{si Asi

′ ; ei + aikin(r)
| ri = si Asi

′ ; ei}&>

Fig 4.5: Règle de simplification de combinaison en déterministe, avec Ω la fonc-
tion d’observation et I les espèces internes.

4.2.2 Combinaison
On considère maintenant une règle supprimant une réaction lorsqu’elle est la com-
binaison linéaire d’autres réactions, comme pour la règle (Décomposition - Sup-
pression) pour le cas non déterministe. Il faut néanmoins considérer ici explicite-
ment ces autres réactions, et modifier leurs expressions cinétiques.

La règle (Combinaison) est présentée dans la Fig. 4.5. Une réaction r est la
combinaison d’un ensemble de réactions {r1, . . . , rk} s’il existe des entiers ai > 0
tels que stoicr =

∑
1≤i≤k

aistoicri . Cette règle permet notamment de supprimer les

réactions cycliques de forme sAs ; e, lorsque l’ensemble de réactions est vide :
{r1, . . . , rk} = ∅.

Exemple 37. On reprend le réseau simplifié de la Fig. 4.4 (gauche), après applica-
tion de la règle (Intermédiaire - Linéaire). On peut utiliser la règle (Combinaison)

pour supprimer la réaction cyclique ∅A∅ ;
k1k2xSxE

k2 + k3
. On obtient le réseau de

droite.

4.2.3 Symétrie
On présente ici deux règles permettant de simplifier des espèces ayant un com-
portement symétrique. Les règles sont présentées dans la Fig. 4.6.

Symétrie totale Dans la première règle, (Symétrie), deux espèces A1 et A2 vont
toujours avoir la même concentration au cours du temps, et on va donc pouvoir
en supprimer une. Formellement, on peut décomposer l’ensemble des réactions
en trois ensembles disjoints : RA1 , celles qui utilisent A1 mais pas A2, RA2 , les
réactions qui utilisent A2 mais pas A1, et R, les réactions pouvant avoir A1 et A2

comme modificateur. De plus, ces deux premiers ensembles sont symétriques :
RA2 = RA1[xA1 := xA2][A1 := A2]. Comme A1 et A2 sont internes, et ont la même
concentration initiale, on va toujours avoir xA1 = xA2 . On peut donc remplacer xA2
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(Symétrie)

A1, A2 ∈ I Ω(A2) = O C ≡ C′ ∧ x0
A1

= x0
A2

A2 < Espèces(RA1) A1 < Espèces(RA2)
RA2 = RA1[xA1 := xA2][A1 := A2]
∀r ∈ R.stoicr(A1) = stoicr(A2) = 0

RA1 ∪ RA2 ∪ R&CV
RA1 ∪ ((RA2[xA2 := xA1])\A2) ∪ R[xA2 := xA1]
&C[xA2 := xA1]

(Symétrie - Réactant)

A1, A2, A ∈ I Ω(A1) = Ω(A2) = Ω(A) = O

A < Espèces(RA1 ∪ RA2 ∪ R&C)
A2 < Espèces(RA1) A1 < Espèces(RA2)

RA2 = RA1[xA1 := xA2][A1 := A2]
∀r ∈ RA1 .∃e. kin(r) = xA1e ∧ xA1 < Vars(e) ∧ stoicr(A1) < 0

∀r = s1 As2 ; e ∈ R. A1, A2 < s1

∀e ∈ Expr(R)∪Expr(C). dep(e, xA1 , xA1 +xA2)∧dep(e, xA2 , xA1 +xA2)

RA1 ∪ RA2 ∪ R&CV
RA1[xA1 := xA][A1 := A]
∪R[xA1 + xA2 := xA][A1 := A][A2 := A]
&C[xA1 + xA2 := xA] ∧ x0

A = x0
A1

+ x0
A2

Fig 4.6: Règles de simplification d’espèces symétriques en déterministe, avec Ω

la fonction d’observation et I les espèces internes.
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par xA1 partout. Comme l’espèce A2 est non observable, on la supprime complète-
ment du réseau.

Exemple 38. Par exemple, dans le réseau suivant, dont les réactions sont représen-
tées ci-dessous (à gauche) :

R&x0
A1

= x0
A2
.

B

A1

A2

CD

r1

k1xB

r2
k1xB

r3

k2xA1/(K + xA1 )

r4
k2xA2/(K + xA2 )

r5

k3x2
A2

B

A1

CD

r1

k1xB

r2
k1xB

r3

k2xA1/(K + xA1 )

r4
k2xA1/(K + xA1 )

r5

k3x2
A1

Les espèces A1 et A2 sont symétriques. En supposant que A2 n’est pas observable,
on peut la supprimer, et obtenir le réseau dont les réactions sont représentées ci-
dessus (à droite). Les ensembles correspondant à la règle sont RA1 = {r1, r3},
RA2 = {r2, r4}, et R = {r5}.

Symétrie partielle L’autre règle, (Symétrie - Réactant), fusionne deux espèces
A1 et A2 si elles sont toujours consommées de la même façon. Formellement,
on peut partitionner les réactions en trois ensembles : RA1 et RA2 , les réactions qui
consomment respectivement du A1 et du A2, et R, les réactions qui ne consomment
ni A1 ni A2 (∀r = s1 As2 ; e ∈ R. A1, A2 < s1). Les réactions de RA1 n’utilisent
pas A2, et ont une cinétique linéaire en xA1 , et symétriquement pour RA2 . De
plus, RA2 = RA1[A1 := A2]. Dans les réactions de R, ainsi que dans la contrainte
C, les concentrations xA1 et xA2 apparaissent toujours ensemble, sous la forme
xA1 + xA2 (formellement, ∀e ∈ Expr(R) ∪ Expr(C), on a dep(e, xA1 , xA1 + xA2) et
dep(e, xA2 , xA1 + xA2)). Enfin, A1 et A2 ne sont pas observables.

On va alors prendre une nouvelle espèce, A, interne et non observable, telle
que chaque molécule de A représente une molécule de A1 ou une molécule de A2,
et que xA = xA1 + xA2 . On remplace A1 et A2 par A dans RA1 et R, xA1 par xA dans
RA1 , xA1 + xA2 par xA dans R et C, et on supprime RA2 . Enfin, on ajoute la contrainte
x0

A = x0
A1

+ x0
A2

.

Exemple 39. Par exemple, considérons le réseau R&>, donc les réactions sont
représentées ci-dessous (à gauche).



150 Simplification préservant la sémantique déterministe

B1

B2

A1

A2

CD

r1

k1xB1

r2
k2xB2

r3

kxA1

r4
kxA2

r5k3(xA1 + xA2 )

B1

B2

A

CD

r1

k1xB1

r2
k2xB2

r3

kxA

r5
k3xA

En supposant que A2 n’est pas observable, on peut la supprimer. Les ensembles
de réactions correspondant à ceux de la règle sont RA1 = {r3}, RA2 = {r4}, et
R = {r1, r2, r5}. On obtient le réseau suivant, dont les réactions sont représentées
ci-dessus (à droite) :

R′&x0
A = x0

A1
+ x0

A2
.

4.2.4 Autres règles

Enfin, on présente dans la Fig. 4.7 d’autres règles de simplification, n’appartenant
pas aux catégories précédentes.

Factorisation La règle (Factorisation) factorise les réactants et les produits
d’une réaction. Ainsi, une réaction de forme as1 Aas2 ; e, avec a > 0, est rem-
placée par la réaction s1 As2 ; ae.

Modificateur Constant La deuxième règle, (Modificateur Constant), traite le
cas d’un modificateur A, interne, qui n’est jamais présent ni en réactant ni en
produit, et donc dont la concentration va rester constante au cours du temps. On
peut donc remplacer sa concentration par sa concentration initiale.

Exemple 40. On reprend le réseau partiellement simplifié de Michaelis-Menten
la Fig. 4.4 (droite), après application de la règle (Combinaison). On peut utiliser la
règle (ModificateurConstant) pour supprimer l’espèce xE. On obtient une unique
réaction SAP ; k1k3xSx0

E/(k2 +k3), et la contrainte cst(xS)∧ x0
C = k1xSx0

E/(k2 +k3).
Par similarité, on peut réécrire la contrainte et l’expression cinétique, et obtenir

le réseau simplifié M′
MM représenté dans la Fig. 4.8, avec la cinétique classique de

Michaelis-Menten.
Notons en particulier que pour que cette simplification soit exacte, il est donc

nécessaire que S soit également à l’équilibre. Dans le cas contraire, C ne pourra
pas être à l’équilibre, et donc la simplification ne sera pas correcte.
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(Factorisation)
{as1 Aas2 ; e}&>V {s1 As2 ; ae}&>

(Modificateur Constant)
A ∈ I ∀r ∈ R. stoicr(A) = 0

R&CV R[xA := x0
A]&C[xA := x0

A]
(Espèce Inutile)

A ∈ I Ω(A) = O

∀s1 As2 ; e ∈ R. A < s1 ∧ xA < Vars(e)
∀r′ ∈ R′.∀B , A. stoicr′(B) = 0

R ∪ R′&>V R\A&>
(Réactions Inapplicables)

A ∈ I R , ∅
∀r ∈ R. kin(r) ≡ xAe ∀r′ ∈ R′. stoicr′(A) = 0

R ∪ R′&C ∧ x0
A = 0V R′[xA := 0]&C[xA := 0] ∧ x0

A = 0
(Contexte)

M V M′ Espèces(M′′) ∩ I = ∅

M | M′′ V M′ | M′′

(Similarité)
M1 ≡ M′

1 M′
1 V M′

2 M′
2 ≡ M2

M1 V M2

Fig 4.7: Autres règles de simplification en déterministe, avec Ω la fonction
d’observation et I l’ensemble des espèces internes.
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S Pr
V

xS

K + xS

cst(xS) ∧ x0
C = xSx0

E/K

Fig 4.8: Graphe du réseau cinétique simplifié de Michaelis-Menten, avec V =

k3(x0
C + x0

E) et K = (k2 + k3)/k1.

Espèce Inutile Cette règle est similaire à la règle (Espèce Inutile) pour le cas
non déterministe : une espèce A, interne et non observable, qui n’est jamais en
réactant des réactions, sauf dans des réactions R′ qui ne modifient que la quantité
de A. De plus, ici sa concentration xA n’est pas non plus dans les expressions
cinétiques, ni dans les contraintes. Donc A n’est jamais nécessaire et peut être
supprimée.

Réactions Inapplicables De façon similaire, la règle (Réactions Inapplicables)
étend la version non déterministe. Une espèce A n’est pas présente initialement,
et sa concentration ne peut pas augmenter. Alors toutes les réactions avec une
expression cinétique de forme xAe, ne seront jamais applicables, et peuvent être
supprimées. On remplace également xA par 0 dans les contraintes et les autres
expressions cinétiques.

Contexte et similarité Enfin, les deux dernières règles étendent la simplifica-
tion avec la composition de réseaux ou la similarité. La règle (Contexte) décrit
le fait que si on peut simplifier un module d’un grand réseau, alors la simplifi-
cation est aussi valable pour le grand réseau. La règle (Similarité) précise que
la simplification est en fait définie modulo la notion de similarité entre réseaux
cinétiques.

4.2.5 Propriétés

On prouve ici les différentes propriétés de nos règles : elles simplifient bien les
réseaux, et sont correctes pour la congruence déterministe.

Simplification On définit la taille des réseaux cinétiques de la façon suivante,
similaire aux réseaux sans cinétique.
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Définition 19 (Taille et ordre des réseaux cinétiques). Soit M = R&C un réseau
cinétique. Sa taille |M| est le triplet (n,m, p), avec :

• n = Espèces(M) le nombre d’espèces de M,

• m = |R| le nombre de réactions,

• p =
∑

s1 As2 ; e∈R

|s1 + s2| la taille combinée de toutes les solutions du réseau.

Un réseau M de taille (n,m, p) est alors plus petit qu’un réseau M′ de taille
(n′,m′, p′), noté M < M′, si (n,m, p) < (n′,m′, p′) avec l’ordre lexicographique,
c’est-à-dire :

• n < n′,

• ou n = n′ et m < m′,

• ou n = n′, m = m′ et p < p′.

Proposition 11. La transformationV est une simplification.

Proof. Les règles d’élimination des espèces intermédiaires de la Fig. 4.3, ainsi
que les règles de symétrie de la Fig. 4.6 et que les règles (Modificateur Constant)
et (Espèce Inutile) diminuent le nombre d’espèces moléculaires.

Les règles (Combinaison) et (Réactions Inapplicables) diminuent le nombre de
réactions sans augmenter le nombre d’espèces.

Enfin, la règle (Factorisation) diminue la taille combinée des solutions du
réseau. �

Correction On prouve que les règles de simplification sont correctes.

Théorème 4. La simplificationV
Ω,I

est correcte pour la congruence ∼Ω,I.

Proof. On veut montrer que si M V
Ω,I

M′, alors pour tout contexte M′′ tel que
Espèces(M′′) ∩ I = ∅, on a M | M′′ 'Ω M′ | M′′, c’est-à-dire solΩ(E(M | M′′)) =

solΩ(E(M′ | M′′)).

Commençons par la règle (Intermédiaire - Linéaire), appliquée sur une espèce
A. On considère tout d’abord l’équation différentielle de A dans E(M | M′′).
L’espèce A est interne, on a donc :

ẋA =
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae −
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

a′e′xA

= T − xAT ′.
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Toute solution α ∈ sol(E(M | M′′)) doit vérifier cette équation, ainsi que les
contraintes cst(xA), qui impliquent ẋA = 0, et T ′ > 0. Donc en particulier, α doit
vérifier xA = T/T ′ = F. Donc, puisque α vérifie C, α vérifie aussi C[xA := F] et
x0

A = F. L’équation différentielle pour A dans le réseau simplifié est simplement
ẋA = 0, et est donc bien vérifiée.

Soit B , A une autre espèce. On va montrer que si α vérifie l’équation dif-
férentielle ordinaire de B dans E(M | M′′), alors elle vérifie aussi l’ODE de B dans
E(M′ | M′′). Considérons l’ODE dans E(M | M′′). On note f (M′′, xB) l’évolution
de xB due au contexte M′′ :

ẋB =
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

(s2(B) − s1(B))e +
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(s′2(B) − s′1(B))xAe

+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

Dans E(M′ | M′′), en utilisant xA = F, on peut réécrire l’ODE de B de la façon
suivante :

ẋB =
∑

r�T ′ r′∈Rprod�T ′Rreac

stoicr�T ′ r(B)kin(r �T ′ r)

+
∑

s1 As2 ; e[xA:=F]∈Rmod[xA:=F]

(s2(B) − s1(B))e[xA := F] + f (M′′)

=
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

∑
s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(a′s2(B) + as′2(B) − a′s1(B) − as′1(B))ee′/T ′

+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

=
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

∑
s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(a′s2(B) − a′s1(B))ee′/T ′

+
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

∑
s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(as′2(B) − as′1(B))ee′/T ′

+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

=
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

(s2(B) − s1(B))e(
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

a′e′)/T ′

+
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(s′2(B) − s′1(B))e′(
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

ae)/T ′

+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

=
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

(s2(B) − s1(B))eT ′/T ′

+
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(s′2(B) − s′1(B))e′F
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+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

=
∑

s1 As2+aA ; e∈Rprod

(s2(B) − s1(B))e +
∑

s′1+a′AAs′2 ; e′xA∈Rreac

(s′2(B) − s′1(B))e′xA

+
∑

s1 As2 ; e∈Rmod

(s2(B) − s1(B))e + f (M′′)

On retrouve donc la même ODE, donc α est aussi une solution pour l’ODE de
B dans le réseau réduit. Comme A n’est pas observable, toute solution observable
de E(M | M′′) est donc aussi une solution observable de E(M′ | M′′).

Réciproquement, si α′ est une solution pour E(M′ | M′′). α′ doit vérifier
x0

A = F et l’ODE de A : ẋA = 0, donc xA = F. Pour toute espèce B , A, avec
le même raisonnement que ci-dessus, α′ vérifie l’ODE de B dans E(M | M′′). De
même, trivialement α′ vérifie C. Donc E(M | M′′) et E(M′ | M′′) ont les mêmes
solutions, et donc M ∼Ω,I M′.

La preuve de la règle (Intermédiaire - Inversible) est similaire, en remplaçant
xA par l’expression inversible eA. Pour (Intermédiaire - Dépendante), seules les
contraintes sont légèrement différentes. Si α est une solution pour réseau initial
(dans son contexte), avec le même raisonnement que ci-dessus, α vérifie eA = F,
et donc eA[xA := x0

A] = F, puisque xA est constante. Réciproquement, si α′ est une
solution du réseau simplifié, elle vérifie eA[xA := x0

A] = F, et donc eA = F. Donc
α′ est bien une solution pour le réseau initial.

Considérons la règle (Combinaison), et A une espèce. L’équation différentielle
pour A dans le réseau initial dans son contexte :

ẋA = stoicr(A)kin(r) +
∑

1≤i≤k

stoicri(A)kin(ri) + f (M′′, xA)

= (
∑

1≤i≤k

stoicri(A))kin(r) +
∑

1≤i≤k

stoicri(A)kin(ri) + f (M′′, xA)

=
∑

1≤i≤k

(stoicri(A)kin(r) + kin(ri)) + f (M′′, xA).

On retrouve donc l’ODE de A dans le réseau simplifié, donc les deux réseaux ont
les mêmes solutions, et M ∼Ω,I M′.

Considérons la règle (Symétrie), et soit α une solution du réseau initial dans
son contexte. L’espèce A1 est interne, donc l’ODE pour A1 est :

˙xA1 =
∑

r∈RA1

stoicr(A1)kin(r).
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L’équation pour A2 est :

˙xA2 =
∑

r∈RA2

stoicr(A2)kin(r) =
∑

r∈RA1

stoicr(A1)kin(r)[xA1 := xA2].

Les deux concentrations sont donc solutions d’équations symétriques. Et comme
x0

A1
= x0

A2
, on obtient xA1 = xA2 . On définit α′′ par :

α′′(xX) =

{
α(xX) si X , A2

α(x0
A2

) pour X = A2.

Dans le réseau simplifié, l’ODE pour A1 est la même, donc est toujours vérifiée
par α′′. L’espèce n’est pas dans le réseau simplifié, donc ˙xA2 = 0 et xA2 = x0

A2
.

Pour toute autre espèce B, son ODE dans le réseau simplifié est :

ẋB =
∑

r∈RA1

stoicr(B)kin(r) +
∑

r∈RA2

stoicr(B)kin(r)[xA2 := xA1]

+
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r)[xA2 := xA1] + f (M′′, xB)

=
∑

r∈RA1

stoicr(B)kin(r) +
∑

r∈RA2

stoicr(B)kin(r)

+
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r) + f (M′′, xB)

Donc α′′ vérifie les ODEs du réseau simplifié, ainsi que trivialement la contrainte
C[xA2 := xA1]. Comme Ω(A2) = O, on a Ω(α) = Ω(α′′) et solΩ(M) ⊆ solΩ(M′).

Réciproquement, pour tout solution α′ du réseau simplifié, on considère la
solution α′′ définie par :

α′′(xX) =

{
α′(xA1) si X = A2

α′(xX) sinon.

Alors α′′ a la même observation que α′, et est solution du réseau initial. Donc les
deux réseaux ont les mêmes solutions observables, et M ∼Ω,I M′.

Considérons maintenant la règle (Symétrie - Réactant), et α une solution du
réseau initial. On a dans le réseau initial :

˙xA1 =
∑
r∈R

stoicr(A1)kin(r) −
∑

s1+a1A1 As2 ; xA1 e∈RA1

a1xA1e

˙xA2 =
∑
r∈R

stoicr(A2)kin(r) −
∑

s1+a2A2 As2 ; xA2 e∈RA2

a2xA2e

=
∑
r∈R

stoicr(A2)kin(r) −
∑

s1+a1A1 As2 ; xA1 e∈RA1

a1xA2e.
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On considère alors la solution α′′ définie par :

α′′(xX) =

{
α(xA1 + xA2) si X = A
α(xX) sinon.

Cette solution α′′ a la même observation que α. On note R′ = R[xA1 + xA2 :=
xA][A1 := A][A2 := A] et R′A1

= RA1[xA1 := xA][A1 := A]. Alors α′′ vérifie :

ẋA = ˙xA1 + ˙xA2

=
∑
r∈R

stoicr(A1)kin(r) −
∑

s1+a1A1 As2 ; xA1 e∈RA1

a1xA1e

+
∑
r∈R

stoicr(A2)kin(r) −
∑

s1+a1A1 As2 ; xA1 e∈RA1

a1xA2e

=
∑
r∈R

(stoicr(A1) + stoicr(A2))kin(r) −
∑

s1+a1A1 As2 ; xA1 e∈RA1

a1(xA1 + xA2)e

=
∑
r∈R′

stoicr(A)kin(r) −
∑

s1+a1AAs2 ; xCe∈R′A1

a1xAe.

Donc α′′ vérifie l’ODE de A dans le réseau simplifié. Pour tout autre espèce B,
l’ODE initiale se réécrit en :

ẋB =
∑

r=s1 As2 ; xA1 e∈RA1

stoicr(B)xA1e +
∑

r=s1 As2 ; xA2 e∈RA2

stoicr(B)xA2e

+
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r) + f (M′′, xB)

=
∑

r=s1 As2 ; xA1 e∈RA1

stoicr(B)(xA1 + xA2)e +
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r) + f (M′′, xB)

=
∑

r=s1 As2 ; xAe∈R′A1

stoicr(B)xAe +
∑
r∈R′

stoicr(B)kin(r) + f (M′′, xB).

Donc α′′ vérifie aussi l’ODE du réseau simplifié. Donc α′′ est bien une solution
du réseau simplifié. Réciproquement, pour tout α′ solution du réseau simplifié,
avec le même raisonnement que ci-dessus, on peut construire une solution α′′ du
réseau initial avec la même observation. Donc M ∼Ω,I M′.

Le règle (Factorisation) est trivialement vraie, en réécrivant l’ODE de toute
espèce A de la façon suivante :

ẋA = (as2(A) − as1(A))e + f (M′′, xA)
= (s2(A) − s1(A))ae + f (M′′, xA).

Considérons la règle (Modificateur Constant). L’ODE pour A est ẋA = 0 dans
les deux réseaux, donc xA = x0

A, et les réseaux sont bien congruents.
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Considérons la règle (Espèce Inutile). Pour toute espèce B , A, son équation
différentielle est :

ẋB =
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r) +
∑
r′∈R′

stoicr′(B)kin(r′)

=
∑
r∈R

stoicr(B)kin(r).

Comme de plus xA < kin(r) pour toute réaction r ∈ R, l’ODE du réseau simplifié
est la même. L’équation différentielle de A est modifiée, mais comme A n’est pas
observable, les deux réseaux ont bien les mêmes solutions observables.

Considérons la règle (Réactions Inapplicables). L’équation différentielle ordi-
naire pour A est :

ẋA =
∑
r∈R

stoicr(A)kin(r) +
∑
r′∈R′

stoicr′(A)kin(r′)

=
∑

s1 As2 ; xAe∈R

stoicr(A)xAe.

Or x0
A = 0, on a donc xA = 0, donc les deux réseaux sont congruents.

Enfin, les règles (Contexte) et (Similarité) sont correctes, par induction sur
l’arbre de preuve. En effet, si M | M′′ V M′ | M′′, avec la règle (Contexte) telle
que M V M′, alors par induction M ∼ M′ et donc M | M′′ ∼ M′ | M′′. De
même, si M1 V M2 avec la règle (Similarité), on a par le Lem. 8 :

M1 ∼ M′
1 ∼ M′

2 ∼ M2.

�
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Dox Doxi rtTA rtTADox PTRE3G

mRNAGFPGFPa

r1

k1xDox

r2 k2xDoxi

r3

k3xrtTAxDoxi

r4
k4xrtTADox r5 V5xPTRE3G

xrtTADox

xrtTADox + K5
r6

k6xmRNA

r7
k7xmRNA

r8 k8xGFP

r9
k9xGFP

r10

k10xGFPa

Fig 4.9: Graphe du réseau cinétique Tet-On.

4.3 Application au réseau cinétique Tet-On

On applique maintenant nos règles de simplification au réseau cinétique Tet-On
(Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010). On rappelle le
graphe du réseau dans la Fig. 4.9.

Toutes les espèces, à part Dox, sont internes. On utilise la fonction d’observation
ΩTet-On de l’Ex. 11, qui n’observe que la quantité de GFPa.

On peut tout d’abord utiliser la règle (Modificateur Constant) pour supprimer
le gène PTRE3G, en remplaçant sa concentration par x0

PTRE3G
. On obtient la réaction

r′5 = ∅AmRNA ; V5x0
PTRE3G

xrtTADox

xrtTADox + K5
.

Ensuite, on utilise la règle (Intermédiaire - Linéaire) sur mRNA. Elle combine
les réactions r′5 et r6. On a T = V5x0

PTRE3G

xrtTADox

xrtTADox + K5
et T ′ = k6. La fusion

des deux réactions donne une réaction cyclique ∅A∅ ; e, qui peut directement
être supprimée avec la règle (Combinaison). On remplace xmRNA par T/T ′ dans la

réaction r7, et on ajoute la contrainte x0
mRNA =

V5x0
PTRE3G

k6

xrtTADox

xrtTADox + K5
. On obtient

les réactions décrites dans la Fig. 4.10.

On peut procéder de la même façon pour l’espèce intermédiaire rtTADox.
L’espèce rtTA devient alors un modificateur, et peut donc être supprimée avec
la règle (Modificateur Constant).

On utilise les règles de similarité afin d’obtenir des cinétiques qui dépendent
de la quantité totale x0

rtTA + x0
rtTADox de rtTA, liée ou non, comme dans l’Ex. 31 de

Michaelis-Menten. On obtient les réactions décrites dans la Fig. 4.11, avec les
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Dox Doxi rtTA rtTADox

GFPGFPa

r1

k1xDox

r2 k2xDoxi

r3

k3xrtTAxDoxi

r4
k4xrtTADox

r7

V5x0
PTRE3G

k7

k6

xrtTADox

xrtTADox + K5

r8 k8xGFP

r9
k9xGFP

r10

k10xGFPa

Fig 4.10: Graphe d’un réseau cinétique partiellement simplifié de Tet-On.

Dox Doxi

GFPGFPa

r1

k1xDox

r2k2xDoxi

r7

V′
xDoxi

xDoxi + K′

r8 k8xGFP

r9
k9xGFP

r10

k10xGFPa

Fig 4.11: Graphe d’un réseau cinétique partiellement simplifié de Tet-On.

nouveaux paramètres suivants :

V ′ =
k7V5x0

PTRE3G
(x0

rtTADox + x0
rtTA)

k6((x0
rtTADox + x0

rtTA) + K5)
K′ =

k4K5

k3((x0
rtTADox + x0

rtTA) + K5)
.

On peut alors utiliser la règle (Intermédiaire - Linéaire) sur les espèces Doxi

et GFP. On obtient le réseau simplifié M′
Tet-On = R′&cst(xDox) ∧ C′. Ce réseau

ne contient plus que deux espèces, Dox et GFPa. Il n’a plus que deux réactions,
illustrées dans la Fig. 4.12.

La contrainte C′ représente la valeur des concentrations initiales des espèces



4.3 Application au réseau cinétique Tet-On 161

Dox GFPar1−9

V xDox
xDox+K

r10

kxGFPa

V =
V5k7k9x0

PTRE3G
(x0

rtTA + x0
rtTADox)

k6(k8 + k9)(K5 + (x0
rtTA + x0

rtTADox))
K =

K5k2k4

k1k3(K5 + (x0
rtTA + x0

rtTADox))

Fig 4.12: Graphe du réseau cinétique simplifié de Tet-On.

supprimées :

C′ = x0
GFP =

k4

k5
x0

mRNA

∧x0
mRNA =

V5x0
PTRE3G

k6

x0
rtTADox

x0
rtTADox + K5

∧x0
rtTADox =

k3

k4
x0

Doxi
x0

rtTA

∧x0
Doxi

= k1/k2xDox.

Comme notre simplification est correcte, ce réseau est congruent au réseau initial.
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4.4 Simplification de systèmes d’équations

Dans cette section, on transforme les règles de simplification de réseaux ciné-
tiques vues dans ce chapitre afin d’obtenir des règles de simplification de systèmes
d’équations. Les règles de simplification sont présentées dans la Fig. 4.13.

Variable à l’équilibre Commençons par considérer les règles de simplifica-
tion d’espèces intermédiaires. Avec les axiomes de similarité présentés dans la
Fig. 4.1, la règle (Variable Stable) d’élimination d’une variable x à l’équilibre
consiste juste à remplacer ẋ = e par e = 0, ẋ = 0 et de remplacer x par x0.

Symétrie Comme pour les réseaux de réactions cinétiques, on considère deux
règles de symétrie entre variables. Dans la première règle, (Symétrie), les deux
variables x1 et x2 ont la même ODE, et la même valeur initiale. Elles seront donc
toujours égales, et on peut donc supprimer x2, supposée non observable.

Dans la règle (Symétrie - Consommation), les variables x1 et x2 sont consom-
mées de façon similaire, c’est-à-dire ẋ1 = e1−x1e et ẋ2 = e2−x2e. De plus, dans les
autres équations, x1 et x2 apparaissent toujours sous la forme x1 + x2. On va alors
remplacer x1 + x2 par une nouvelle variable x, avec ẋ = (e1 +e2)[x1 + x2 := x]− xe.

Variable Constante Dans la règle (Variable Constante), qui correspond à la
règle (Modificateur Constant), on substitue une variable x par sa valeur initiale
x0 lorsqu’elle est constante au cours du temps. Contrairement à la règle (Variable
Stable), le fait que x soit constante est une conséquence de ẋ = 0, et non pas d’une
contrainte cst(x).

Variable Inutile La règle (Espèce Inutile) peut se transformer en une règle
(Variable Inutile), dans laquelle une variable x, non observable, n’apparait que
dans sa propre ODE.

Variable Nulle La règle (Réactions Inapplicables) se transforme en une règle
(Variable Nulle), dans laquelle une variable x est nulle initialement et son ODE
est de forme ẋ = xe, et donc x sera toujours nulle au cours du temps.

Toutes ces règles sont trivialement correctes.

Proposition 12. Soit E un système tel que E⇒ E′, alors E ' E′.
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(Variable Stable)

E ∧ ẋ = e ∧ cst(x)⇒ E[x := x0] ∧ ẋ = 0 ∧ 0 = e[x := x0]

(Symétrie)
Ω(x2) = O x2 < Vars(e)

E ∧ ẋ1 = e
∧ẋ2 = e[x1 := x2]
∧x0

1 = x0
2

⇒
E[x2 := x1] ∧ ẋ1 = e
∧x0

1 = x0
2

(Symétrie - Consommation)
Ω(x1) = Ω(x2) = Ω(x) = O

x < Vars(E),Vars(e1),Vars(e2),Vars(e)
x1, x2 < Vars(e)

∀e′ ∈ Expr(E) ∪ {e1, e2}. dep(e′, x1, x1 + x2) ∧ dep(e′, x2, x1 + x2)
E
∧ẋ1 = e1 − x1e
∧ẋ2 = e2 − x2e

⇒
E[x1 + x2 := x]
∧ẋ = (e1+e2)[x1+x2 := x]−xe

(Variable Constante)
x ∈ Vars(E)

E ∧ ẋ = 0⇒ E[x := x0] ∧ ẋ = 0

(Variable Inutile)
Ω(x) = O x < Vars(E)

E ∧ ẋ = e⇒ E ∧ ẋ = 0

(Variable Nulle)

E ∧ ẋ = xe ∧ x0 = 0⇒ E[x := 0] ∧ ẋ = 0 ∧ x0 = 0

(Similarité)
E1 ≡ E′1 E′1 ⇒ E′2 E′2 ≡ E2

E1 ⇒ E2

Fig 4.13: Règles de simplification de systèmes d’équations, avec Ω la fonction
d’observation.
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Simulation Il existe alors une notion de simulation entre les règles de simplifi-
cation pour les réseaux cinétiques et celles pour les systèmes d’équations.

Proposition 13. Soit M un réseau tel que M V M′, alors E(M)⇒∗ E(M′).

Proof. On considère tout d’abord la règle de contexte (Contexte). Supposons
que M V M′. Alors il existe toujours des sous-réseaux M1, M′

1 et M′′ tels que
M = M1 | M′′ et M′ = M′

1 | M′′, et tels que M1 V M′
1 avec une règle différente de

(Contexte). On prouve alors dans la suite que quelque soit cette règle, on a bien
E(M)⇒ E(M′). On note R′′ et C′′ les réactions et la contrainte de M′′.

Si M1 V M′
1 en utilisant une des règles de la Fig. 4.3 sur une espèce A, alors

on a cst(xA) dans le réseau initial, ainsi que dans son système d’équations E(M).
On peut donc appliquer la règle (Variable Stable), et obtenir un système E′. On
va prouver que E′ ≡ E(M′). Notons que par définition, on a A < Espèces(M′′).

Trivialement, l’ODE pour xA est la même dans les deux systèmes : ẋA = 0.
On considère tout d’abord le cas de (Intermédiaire - Linéaire). Dans E(M′), on
a une contrainte x0

A = F. Dans E′, on a la contrainte 0 = T − x0
AT ′, qui est bien

similaire à x0
A = F. Soit B , A une autre espèce. Son ODE dans E′ est :

ẋB =
∑
r∈M

stoicr(B)kin(r)[xA := x0
A]

Dans E(M′), son équation différentielle peut se réécrire de la façon suivante (on
ne détaille pas tous les calcules, qui sont similaires à ceux vus dans la preuve du
Théoreme 4) :

ẋB =
∑

r=s1 As2+aA ; e∈Rprod

∑
r′=s′1+a′AAs′2 ; xAe′∈Rcons

(a′s2(B) + as′2(B) − a′s1(B) − as′1(B))ee′/T ′

+
∑

r∈Rmod∪R′′
stoicr(B)kin(r)[xA := F]

≡
∑

r=s1 As2+aA ; e∈Rprod

stoicr(B)e +
∑

r′=s′1+a′AAs′2 ; xAe′∈Rcons

stoicr′(B)e′F

+
∑

r∈Rmod∪R′′
stoicr(B)kin(r)[xA := x0

A]

≡
∑

r∈Rprod

stoicr(B)kin(r) +
∑

r′∈Rcons

stoicr′(B)kin(r′)[xA := x0
A]

+
∑

r∈Rmod∪R′′
stoicr(B)kin(r)[xA := x0

A]

=
∑
r∈M

stoicr(B)kin(r)[xA := x0
A].

Pour la contrainte C′ (dans M1), elle est remplacée par C′[xA := x0
A] dans E′,

et par C′[xA := F]. Ces deux contraintes sont bien similaires puisque dans les
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deux systèmes on a aussi x0
A = F. La contrainte C′′ n’est pas modifiée, puisque

xA < Vars(C′′).
Les règles (Intermédiaire - Inversible) et (Intermédiaire - Dépendante) fonc-

tionnent de la même manière.

Pour la règle (Combinaison), on a directement E(M) = E(M′).
Pour la règle (Symétrie) sur A1 et A2, on peut directement l’imiter avec la rè-

gle (Symétrie) sur xA1 et xA2 . On obtient trivialement le même système. La règle
(Symétrie - Réactant) peut quant à elle être imitée par (Symétrie - Consomma-
tion).

Pour la règle (Factorisation), on a directement E(M) = E(M′).
La règle (Modificateur Constant) est imitable trivialement par la règle (Vari-

able Constante), la règle (Espèce Inutile) par (Variable Inutile), tandis que la
règle (Réactions Inapplicables) est imitable avec (Variable Nulle). La règle de
similarité est imitée par la règle correspondante pour les systèmes. �
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4.5 Discussion
Dans cette section, on discute et compare notre simplification avec d’autres sim-
plifications dans la littérature. On étudie tout d’abord les différentes conditions
d’équilibre qui existent dans la littérature permettant de simplifier des modèles
biologiques, en préservant leur comportement, en général de façon approchée. On
discute ensuite de l’importance de la structure des réseaux de réactions, en parti-
culier pour la simplification. On étudie ensuite les méthodes de simplification en
plusieurs étapes, séparant le calcul de la structure simplifiée, à l’aide par exemple
des modes élémentaires, et celui des cinétiques. Enfin, on discute des différentes
conditions sur les cinétiques dans les règles de simplification et de leurs applica-
tions en pratique.

4.5.1 Conditions d’équilibre
La plupart des simplifications de modèles biologiques sont basées sur l’existence
de différents ordres de grandeurs entre les vitesse des réactions. En se plaçant sur
un certain intervalle de temps, on peut alors supposer que les réactions très rapides
permettent d’atteindre rapidement un équilibre, tandis que les réactions très lentes
n’ont qu’un effet négligeable sur le comportement global du système. C’est par
exemple le cas des méthodes basées sur les variétés de faibles dimensions du point
de vue géométrique (voir par exemple (Fraser, 1988), (Roussel & Fraser, 1990),
(Maas & Pope, 1992), (Stiefenhofer, 1998), (Davis & Skodje, 1999) ou encore
(Gorban & Karlin, 2003)), ou de celles basées sur les perturbations singulières
(CSP) en théorie du contrôle (par exemple les travaux de (Heineken, Tsuchiya, &
Aris, 1967), (Lam & Goussis, 1994), (Lu, Ju, & Law, 2001) ou (Zagaris, Kaper,
& Kaper, 2004)). C’est aussi le cas des méthodes basées sur la quasi-stabilité
(QSSA) d’espèces chimiques (comme par exemple (Bodenstein, 1913), (Segel
& Slemrod, 1989) ou encore (Turanyi, Tomlin, & Pilling, 1993)), sur le quasi-
équilibre (QE) de flux de réactions (comme dans (Gorban, Karlin, Ilg, & Öttinger,
2001) ou (Gibbs, 2014)) ou encore sur les équilibres tropicaux entre les flux dom-
inants (Radulescu, Vakulenko, & Grigoriev, 2015).

Ces simplifications sont néanmoins en général des approximations. Au con-
traire, notre méthode de simplification cherche à préserver exactement le com-
portement déterministe. Il est alors nécessaire d’avoir des conditions exactes
d’équilibre pour les espèces intermédiaires, comme dans les règles présentées
dans la Fig. 4.3.

Considérons par exemple le cas de la classique simplification enzymatique
proposée par Michaelis et Menten (Michaelis & Menten, 1913), dont les réactions
du réseau initial sont illustrées dans la Fig. 2.19. C’est en général une approx-
imation, et de nombreuses études se sont intéressées aux différentes conditions
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pour qu’elle soit valable (par par exemple les travaux de (Palsson, 1987), (Segel,
1988), (Segel & Slemrod, 1989), (Schnell & Mendoza, 1997) ou encore (Sanft
et al., 2011)). La simplification n’est possible que si le système vérifie un quasi-
équilibre entre les réactions r1 et r2 (Michaelis & Menten, 1913), ou une quasi-
stabilité (Briggs & Haldane, 1925) du complexe C. Pour notre simplification, on
suppose que la stabilité de C est exacte. Remarquons qu’en général, pour la quasi-
stabilité, on suppose également que la concentration initiale du substrat S est très
supérieure à celle de l’enzyme (et du complexe). Une conséquence est donc que
la quantité de S ne va être modifiée que de façon négligeable, en d’autres termes,
que S est également quasi-stable. Dans notre cas, il est également nécessaire que
S soit à l’équilibre pour que C le soit et qu’on puisse simplifier le modèle.

Une autre approche consiste à supposer non pas qu’une espèce A est dans un
état d’équilibre, mais plutôt qu’une solution, par exemple A+2B, est à l’équilibre,
c’est-à-dire ẋA+2ẋB = 0. Elle se base sur le concept des graphes de solutions (sou-
vent appelé graphe des complexes), introduit dans (Feinberg, 1987; Horn, 1972;
Horn & Jackson, 1972), de façon similaire aux réseaux de Kron dans les réseaux
électriques (Kron, 1939). Cette approche a notamment été utilisée dans les travaux
de (Gunawardena, 2012) pour calculer un système simplifié d’équations, ou dans
(S. Rao, Van der Schaft, Van Eunen, Bakker, & Jayawardhana, 2014) pour sim-
plifier (à l’aide d’approximations) des réseaux de réactions. Cependant, la sim-
plification de solutions plutôt que d’espèces peut entrainer la disparition de liens
et de dépendances entre espèces, comme expliqué dans (S. Rao, Jayawardhana, &
van der Schaft, 2016).

4.5.2 Importance de la structure
Comme discuté dans l’introduction, préserver la structure des réseaux de réactions
est plus avantageux que de connaître uniquement les équations. En effet, un réseau
peut être représenté graphiquement et est plus facile à comprendre. De plus, il
permet de dériver les sémantiques non déterministe, déterministe et stochastique,
et d’adopter une approche contextuelle.

La structure peut également être utile pour simplifier un modèle biologique.
Par exemple, King et Altmann (King & Altman, 1956) cherchent à calculer la
vitesse de production d’un produit dans une chaîne de réactions enzymatiques,
en supposant que les complexes sont à l’équilibre. Ils utilisent une méthode
graphique, basée sur la présence de motifs dans la structure du réseau. Leur
méthode a été améliorée, afin d’éviter au maximum des calculs inutiles, et a été
généralisée en utilisant des méthodes de la théorie des graphes (voir par exem-
ple (Wong & Hanes, 1962), (Volkenstein & Goldstein, 1966), (Cha, 1968) ou
(Cornish-Bowden, 1977)).

Le même type de méthode a alors été utilisée pour simplifier des espèces inter-
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médiaires de façon plus générale, sans se limiter aux cas enzymatiques, et calculer
des systèmes d’équations réduits (Kuo-Chen & Forsen, 1981; Chou, 1981; Zhou
& Deng, 1984; Feliu & Wiuf, 2012). Dans (Sáez, Wiuf, & Feliu, 2016), une méth-
ode graphique, basée sur le calcul d’arbres couvrants dans les graphes des espèces
intermédiaires, permet de les simplifier, cette fois dans des réseaux de réactions.
On étudiera plus précisément le lien entre cette simplification et la notre dans la
Sec. 5.4 du chapitre suivant.

La structure permet également de pouvoir définir des notions de bisimula-
tions dans les réseaux de réactions. Par exemple, dans (Cardelli, Tribastone,
Tschaikowski, & Vandin, 2015), les auteurs proposent deux notions de bisimu-
lation dans les réseaux avec une sémantique déterministe. La bisimulation vers
l’avant permet de regrouper des espèces qui sont consommées de la même façon,
de façon similaire à la règle (Symétrie - Réactant). La bisimulation vers l’arrière
correspond au cas d’espèces ayant le même comportement, comme dans la règle
(Symétrie). Les mêmes notions de bisimulation ont également été définies pour
les systèmes d’équations différentielles dans (Cardelli, Tribastone, Tschaikowski,
& Vandin, 2016).

Dans (Cardelli, 2014), les auteurs proposent également plusieurs notions de
morphismes entre deux réseaux, permettant de fusionner des espèces et des réac-
tions. Ils utilisent alors des propriétés sur la structure des réseaux pour obtenir
des résultats sur leurs sémantiques déterministes. Notamment, le morphisme doit
préserver la stœchiométrie et les réactants des réactions. Ces propriétés ne sont
néanmoins pas vérifiées en général avec notre simplification. Par exemple, le
morphisme correspondant à notre règle (Symétrie - Réactant), qui fusionne deux
espèces symétriques, préserve les réactants mais pas la stœchiométrie, avec les
notions définies dans (Cardelli, 2014).

4.5.3 Modes élémentaires
Un autre type de méthodes de simplification de réseau avec une sémantique déter-
ministe consiste à calculer séparément la structure simplifiée et les cinétiques. Le
calcul de la structure peut alors se faire de façon similaire aux modes élémentaires
(Schuster & Hilgetag, 1994).

Un mode, aussi appelé parfois chemin de réactions (comme par exemple dans
(Horiuti & Nakamura, 1957)), est un multi-ensemble de réactions qui, si elles sont
appliquées ensembles, ne modifient pas le nombre de molécules des espèces inter-
médiaires. À chaque mode correspond alors une réaction globale, simplifiée, sans
espèce intermédiaire. Il existe alors un (unique) ensemble de modes minimaux,
les modes élémentaires, permettant de générer l’ensemble de tous les modes du
réseau par combinaison linéaire. Géométriquement, l’ensemble des modes forme
un cône, et les modes élémentaires correspondent alors aux arrêtes extrêmes de ce
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cône (Gagneur & Klamt, 2004). Ce sont également les flux extrêmes en analyse
stœchiométrique des réseaux (voir (Clarke, 1980)), et les modes sont des invari-
ants de transitions dans les réseaux de Pétri (voir par exemple (Zevedei-Oancea
& Schuster, 2003)).

Clarke (Clarke, 1992), reprenant et améliorant les résultats proposés par Ma-
suda (Masuda, 1990), propose alors de calculer indépendamment les réactions
globales correspondant aux modes élémentaires d’une part, et d’autre part un sys-
tème simplifié d’équations, puis d’associer à chaque réaction un taux cinétique
afin de correspondre aux équations simplifiées. Dans (Radulescu et al., 2008),
Radulescu et al. utilise la même méthode, en calculant un système simplifié
d’équations, à l’aide d’approximations basées sur les cinétiques dominantes ou
les équilibres tropicaux (Radulescu et al., 2015).

La difficulté est alors de déterminer les taux cinétiques des nouvelles réactions
correspondants au système simplifié. Si cela peut parfois être fait de façon sim-
ple et unique, ce n’est pas le cas pour des systèmes plus complexes, notamment
lorsque certaines réactions simplifiées sont la combinaison d’autres (comme dans
la règle (Combinaison)). Dans (Radulescu, Gorban, Zinovyev, & Noel, 2012),
Radulescu et al. propose alors d’éliminer ces réactions avant de calculer les taux
cinétiques. On étudiera plus en détail le lien entre la simplification proposée dans
(Radulescu et al., 2008) et la notre, qui calcule dans le même temps la structure
des réactions et leurs cinétiques, dans le chapitre suivant.

4.5.4 Conditions d’application
Afin de conserver le comportement déterministe de façon exacte, certaines règles
de simplification nécessitent des conditions fortes sur les cinétiques. Dans les
règles de symétrie présentées dans la Fig. 4.6, les paramètres des réactions impli-
quant les espèces symétriques doivent être les mêmes. Ces règles ne peuvent par
exemple pas être utilisées pour simplifier le système MAPK.

Les règles d’élimination des espèces intermédiaires présentées dans la Fig. 4.3
nécessitent également des conditions particulières sur les cinétiques des réactions
qui consomment les espèces intermédiaires. Néanmoins, contrairement aux sim-
plifications exactes de réseaux existantes dans la littérature (voir par exemple
(Sáez et al., 2016)), nos règles ne sont pas limitées au cas linéaire.
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4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté un ensemble de règles de simplification, préservant
la sémantique déterministe. Ces règles sont basées sur les réseaux de réactions et
non les systèmes d’équations. Elles calculent en même temps la structure des réac-
tions et leurs cinétiques simplifiées. Elles sont symboliques, et contextuelles. Ces
règles permettent notamment d’éliminer des espèces intermédiaires, lorsqu’elles
sont à l’équilibre. Les conditions sur les cinétiques permettent de traiter certains
cas non linéaires. Un autre ensemble de règles permet de fusionner des espèces se
comportant de façon symétrique. D’autres règles peuvent simplifier des réactions
combinaisons d’autres réactions, factoriser des réactions, ou encore supprimer des
espèces inutiles. Ces règles peuvent être modifiées pour simplifier les systèmes
d’équations au lieu des réseaux.

Comme pour le cas non déterministe, la simplification n’est pas complète, et
on peut donc trouver et ajouter de nouvelles règles. La simplification pourrait
être utilisée de façon systématique sur les modèles de la base Biomodels, afin
de les simplifier et les comparer. Il serait intéressant également de voir s’il est
possible de relâcher un peu les conditions d’application des règles. Dans ce cas,
le réseau obtenu serait une approximation, et il faudrait alors estimer et borner
formellement l’erreur introduite par la simplification.



CHAPITRE 5

Confluence de l’élimination des espèces
intermédiaires

Dans ce chapitre, on étudie la confluence de l’élimination des espèces intermédi-
aires dans les réseaux de réactions cinétiques. Comme on va le voir, les règles de
simplification présentées dans la Fig. 4.3 du Chapitre 4 ne sont pas confluentes. Il
y a ici trois sources différentes de non confluence : les réactions dépendantes, la
non-préservation des conditions de simplification, et la non confluence des ciné-
tiques.

Les réactions dépendantes sont des réactions pouvant être introduites par la
simplification des espèces intermédiaires du réseau, et qui sont la combinaison
d’autres réactions du réseau. Selon l’ordre d’élimination des espèces intermédi-
aires, ces réactions peuvent être présentes ou non. Les réseaux simplifiés n’auront
alors pas les mêmes structures, c’est-à-dire pas les mêmes réactions, même en
négligeant les cinétiques.

On étudie tout d’abord ce problème en négligeant les cinétiques. On montre
que pour pouvoir supprimer ces réactions de façon confluente, il est nécessaire
d’introduire une notion de réseaux de flux, où chaque flux dans les réseaux sim-
plifiés est une combinaison linéaire des réactions du réseau initial. On peut alors
ajouter une nouvelle règle pour supprimer les flux dépendants, et obtenir une sim-
plification confluente (sans les cinétiques). On montre également qu’il y a un lien
entre notre simplification et le calcul des modes élémentaires d’un réseau.

Le deuxième problème pour la confluence est que les conditions d’application



172 Confluence de l’élimination des espèces intermédiaires

des règles, comme par exemple la linéarité des expressions cinétiques, ne sont
pas préservées par la simplification. Par exemple, si deux espèces intermédiaires
A et B sont linéaires dans un réseau M, et qu’on le simplifie en M′ en suppri-
mant l’espèce A avec la règle (Intermédiaire - Linéaire), alors il est possible que
l’espèce B ne soit plus linéaire dans M′, et donc ne puisse plus être supprimée.

En se restreignant au cas d’espèces intermédiaires linéaires, on montre qu’en
ajoutant des conditions supplémentaires sur les réseaux, et notamment sur la stœ-
chiométrie des espèces intermédiaires, on est sûr de pouvoir toujours simplifier
l’ensemble des espèces intermédiaires et des flux dépendants. Les réseaux com-
plètement simplifiés n’auront donc plus aucune espèce intermédiaire, et auront
tous la même structure.

Néanmoins, les expressions cinétiques des flux des réseaux simplifiés peu-
vent toujours être différentes. En effet, l’élimination d’un flux dépendant peut
parfois se faire de plusieurs manières, produisant la même structure mais pas les
mêmes expressions cinétiques. On illustre notamment ce cas sur un exemple bi-
ologique, où la simplification d’espèces intermédiaires peut produire deux réseaux
différents, avec différentes cinétiques.

On donne alors le critère suivant sur la structure du réseau initial : un réseau
est décomposable de façon unique si tout mode du réseau a une unique décompo-
sition en modes élémentaires. On prouve alors que lorsque ce critère est vérifié,
alors la confluence est totale, c’est-à-dire à la fois sur la structure et sur les ex-
pressions cinétiques.

Enfin, on compare cette simplification à la littérature, en particulier aux sim-
plifications de (Radulescu et al., 2008) et de (Sáez et al., 2016).

Ce chapitre reprend les résultats présentés dans (Madelaine, Tonello, et al.,
2016a) et dans (Madelaine, Tonello, et al., 2016b).
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5.1 Confluence de la simplification sans cinétique
On étudie le problème de la confluence de l’élimination des espèces intermédiaires
dans le cas sans cinétique. On illustre tout d’abord le problème de confluence posé
par l’élimination des espèces intermédiaires sur un exemple. On introduit alors
une représentation d’un réseau de réactions sous la forme de vecteurs, par rapport
à une base de réactions initiales. On montre qu’avec cette représentation, on peut
ajouter de nouvelles règles et obtenir une simplification confluente (toujours sans
cinétique). On montre également que notre algorithme de simplification peut alors
être utilisé pour calculer les modes élémentaires d’un réseau.

5.1.1 Non confluence de l’élimination des espèces intermédi-
aires

On considère l’ensemble de réactions (sans cinétique) R suivant, illustré dans la
Fig. 5.1 :

r1 = AA2X
r2 = X AY
r3 = Y AX
r4 = X AB.

On veut supprimer les deux espèces intermédiaires X et Y . En commençant
par l’espèce X, avec la règle (Intermédiaire - Linéaire) du Chapitre 4, on obtient
les réactions RX, illustrées dans la Fig. 5.1. Par exemple, la réaction r122 représente
la combinaison de la réaction r1 avec deux fois la réaction r2, et transforme donc
une molécule de A en deux molécules de Y . On peut alors supprimer Y , et obtenir
les réactions RXY . Inversement, on peut commencer par supprimer Y , puis X, et
obtenir les réactions RYX.

On remarque alors que RXY possède une réaction supplémentaire, la réaction
r1223242 . Donc, si on ne considère que les règles d’élimination d’espèces inter-
médiaires, la simplification n’est pas confluente. Néanmoins, cette réaction est
en fait la combinaison d’autres réactions. On pourrait par exemple la supprimer
avec la règle (Combinaison) présentée dans le chapitre précédent. Malheureuse-
ment, comme l’illustre l’exemple suivant, la règle (Combinaison) n’est pas non
plus confluente.

Exemple 41. On considère les réactions suivantes :

r1 = ∅AA
r2 = AAB
r3 = BA∅

r4 = AA2B
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Fig 5.1: Élimination des espèces intermédiaires X et Y dans les réactions R, dans
différents ordres, illustrant le besoin d’élimination des réactions dépendantes.

La réaction r4 est la combinaison de la réaction r1 et deux fois la réaction r2, et on
peut donc la supprimer avec la règle (Combinaison) (en négligeant les cinétiques),
et obtenir les réactions {r1, r2, r3}. Mais on peut aussi supprimer la réaction r2,
qui est la combinaison de r3 et r4, et obtenir {r1, r3, r4}. On ne peut alors plus
simplifier ni les réactions {r1, r2, r3} ni {r1, r3, r4}, donc la simplification n’est pas
confluente.

Le problème ici vient du fait qu’une réaction r peut être la combinaison d’un
ensemble de réactions contenant une réaction r′, et qu’en même temps r′ peut
être la combinaison de réactions contenant r. On propose dans la suite une autre
notion de combinaison de réactions, permettant d’éviter ce cas.

Revenons aux réactions de RXY . On veut supprimer la réaction r1223242 , mais
avec une règle confluente. Au lieu d’utiliser la règle (Combinaison), qui utilise
les vecteurs de stœchiométrie, on va se servir des liens avec les réactions ini-
tiales. En effet, par construction, on peut voir que la réaction r1223242 est la
combinaison d’une fois la réaction r1, et de deux fois les réactions r2, r3 et r4.
On peut alors représenter cette réaction comme un vecteur u1223242 = (1, 2, 2, 2),
dans la base composée des réactions initiales (r1, r2, r3, r4). On peut procéder de
même pour les deux autres réactions, et obtenir les vecteurs u142 = (1, 0, 0, 2) et
u23 = (0, 1, 1, 0). On remarque alors que u1223242 = u142 + 2u23. On dit alors que
la réaction r1223242 est dépendante des deux autres réactions, et on peut alors la
supprimer. On montrera plus loin qu’on ne peut jamais avoir une réaction r qui



5.1 Confluence de la simplification sans cinétique 175

dépend de r′ et en même temps que r′ dépende de r.

5.1.2 Réseaux de flux
Dans cette section, on formalise les notions précédentes : les vecteurs et réseaux
de flux, les réactions dépendantes et les nouvelles règles de simplification.

Soit r = (r1, . . . , rm) ∈ Réactionsm un m-uplet fixé de réactions sans ciné-
tique. Un vecteur u = (u1, . . . , um) ∈ Zm, appelé flux, peut alors être utilisé pour
représenté la réaction ur, représentant u1 fois la réaction r1, combinée avec u2

fois la réaction r2, etc. Formellement, ur est la réaction normalisée vérifiant, pour
toute espèce A :

stoicur(A) =
∑

1≤i≤m

uistoicri(A).

Un réseau de flux U est alors tout simplement un ensemble de flux, et représente
l’ensemble de réactions Ur = {ur | u ∈ U}.

5.1.3 Simplification
On veut alors simplifier, de façon confluente, les réseaux de flux en supprimant
les espèces intermédiaires. La combinaison d’un flux produisant du X et d’un
flux en consommant peut alors être simplement définie comme la somme des flux,
pondérée par la stœchiométrie de X :

u �X u′ = −stoicu′r(X)u + stoicur(X)u′.

On a trivialement stoic(u�Xu′)r(X) = 0, donc la combinaison des réactions élimine
bien l’espèce intermédiaire. On redéfinit alors dans la Fig. 5.2 la règle (Intermé-
diaire) pour les réseaux de flux.

On dit qu’un flux u ∈ U dépend des flux u1, . . . , uk ∈ U\{u} avec les coeffi-
cients a1, . . . , ak ∈ N>0 si :

u =
∑

1≤i≤k

aiui.

La règle (Dépendant) supprime un flux dépendant. On ne peut jamais avoir un
vecteur u qui dépend de u′ et en même temps u′ qui dépend de u. En effet, sup-
posons que ce soit le cas, on aurait donc u = a′u′ +

∑
i

aiui et u′ = au +
∑

j

a′ju j,

d’où u = aa′u+
∑

i

aiui +
∑

j

a′a′ju j, avec aa′ > 0. Cela implique ui = u j = 0 pour

tout i, j, et a = a′ = 1, d’où u = u′, ce qui contredit la définition de dépendance.
Donc, contrairement au cas de la règle (Combinaison), la suppression des réactions
dépendantes peut se faire de façon confluente.
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(Intermédiaire)
X ∈ I

U VInter {u�X u′ | u, u′ ∈ U, stoicur(X) > 0, stoicu′r(X) < 0}
∪{u ∈ U | stoicur(X) = 0}

(Dépendant)
u1, . . . , uk ∈ U a1, . . . , ak ∈ N>0

U ∪ {
∑

1≤i≤k aiui}V
Dep U

(Factorisation) a ∈ N, a > 1
U ∪ {au}VFact U ∪ {u}

Fig 5.2: Règles de simplification des réseaux de flux sans cinétique, avec I
l’ensemble des espèces internes.

Exemple 42. Soit r = {r1, r2, r3, r4} les réactions du réseau N de la Fig. 5.1.
Soit U = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} le réseau de flux tel que
Ur = N.

En simplifiant les espèces intermédiaires X puis Y dans U, on obtient le réseau
de flux UXY = {(1, 0, 0, 2), (0, 1, 1, 0), (1, 2, 2, 2)} tel que UXYr = NXY . On note u142

le flux (1, 0, 0, 2), u23 le flux (0, 1, 1, 0), etc.
On peut alors utiliser la règle (Dépendant) sur le flux u1223242 , qui dépend de

une fois u142 et de deux fois u23, et obtenir le réseau UXYd tel que UXYdr = NXYd =

NYX.

On présente également la règle (Factorisation) adaptée aux réseaux de flux.
Elle remplace un flux de forme au par le flux u. Elle est nécessaire pour être
confluent, comme l’illustre l’exemple suivant.

Exemple 43. On considère le réseau U représenté dans la Fig. 5.3, avec trois
espèces intermédiaires X, Y et Z. Selon l’ordre de simplification des espèces
intermédiaires, on peut obtenir soit le réseau UXYZ , soit le réseau UYXZ. Pour être
confluent, il faut donc la règle (Factorisation), qui simplifie UXYZ en UXYZ f =

UYXZ .

Notons qu’on ne définit pas ici de règle pour le contexte. En effet, ce n’est
pas nécessaire, car les règles ci-dessus sont déjà définies de façon globales : si
on peut simplifier U en U′ avec l’une de ces règles, alors pour tout U′′ tel que
Espèces(U′′) ∩ I = ∅, on peut directement simplifier U ∪ U′′ en U′ ∪ U′′ avec la
même règle. Cela permet notamment de simplifier les preuves de confluence.
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Fig 5.3: Élimination des espèces intermédiaires X, Yet Z dans le réseau U, dans
deux ordres différents, illustrant le besoin de la règle (Factorisation).

Remarquons que bien qu’on ait ici une simplification sans cinétique, il n’y a
pas de lien direct avec la sémantique des attracteurs présentée dans le Chapitre 3.
En effet, l’élimination des espèces intermédiaires est ici basée sur l’existence d’un
équilibre (avec les cinétiques), tandis que celle pour la sémantique des attracteurs
repose sur le fait que certaines réactions ne sont pas observables.

5.1.4 Modes élémentaires

On va montrer que les trois règles de simplification ci-dessus permettent de cal-
culer les modes élémentaires d’une réseau.

Soit r = {r1, . . . , rm} la base fixée de m réactions, et Espèces = {A1, . . . , An}

l’ensemble (ordonné) des espèces moléculaires. On note S sa matrice de stœ-
chiométrie de taille n × m, telle que l’élément sur la jème ligne et la ième colonne
soit égal à stoicri(A j). Par exemple, la matrice de stœchiométrie S des réactions R
de la Fig. 5.1 est représentée à gauche de la Fig. 5.4.

Soit J ⊆ I un ensemble d’espèces intermédiaires que l’on souhaite sup-
primer, et SJ la projection de S sur les espèces J . Pour tout vecteur u =

(u1, . . . , um), on définit son support comme supp(u) = {i ∈ {1, . . . ,m} | ui , 0}.
On veut supprimer les espèces intermédiaires lorsqu’elles sont à l’équilibre.
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r1 r2 r3 r4

A −1 0 0 0
B 0 0 0 1
X 2 −1 1 −1
Y 0 1 −1 0


A

X

Y

B

r1

r2

r3

r4

2

Fig 5.4: Matrice de stœchiométrie et graphe des réactions R, avec en rouge le
mode élémentaire x1 = (1, 0, 0, 2) et en bleu le mode élémentaire x2 = (0, 1, 1, 0).

Un mode est alors un flux, une combinaison de réactions, qui ne modifie pas la
quantité de molécules des espèces intermédiaires. Un mode est élémentaire s’il
est de taille minimale et n’est pas la combinaison d’autres modes.

Définition 20 (Mode élémentaire). Un mode élémentaire pour une matrice SJ sur
N de taille n × m est un vecteur u ∈ Nm tel que :

• u est un mode : SJu = 0,

• u n’est pas combinaison d’autres modes : il n’existe pas de mode u′ tel que
SJu′ = 0, avec supp(u) ( supp(u′),

• u est de taille minimale : il n’existe pas de mode u′ tel que SJu′ = 0, avec
u = au′ pour un entier naturel a > 1.

Tout mode est alors une combinaison linéaire positive (avec des coefficients
entiers) des modes élémentaires (voir par exemple (Schuster & Hilgetag, 1994)).

Les modes élémentaires sont également liés au comportement stable d’un
réseau. Supposons que toutes les espèces intermédiaires J soient stables, et soit
x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm

≥0 un vecteur associant à la réaction ri une vitesse xi. Ce
vecteur doit vérifier SJ x = 0. Il est donc une combinaison des modes élémen-
taires (avec des coefficients réels positifs).

Géométriquement, l’ensemble de ces vecteurs forment un cône, que l’on note
Cône(SJ ) = {x ∈ Rm

≥0 | SJ x = 0}. Il y a alors un mode élémentaire pour chaque
arête du cone (voir (Gagneur & Klamt, 2004)).

Exemple 44. Par exemple, reprenons les réactions R dans la Fig. 5.1, avec J =

{X,Y}. Tout vecteur du cône Cône(SJ ) peut alors être obtenu par combinaison
linéaire des deux modes élémentaires suivants, représentés à droite dans la figure :

x1 = (1, 0, 0, 2) x2 = (0, 1, 1, 0)
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On va alors montrer que les règles de simplification permettent de calculer les
modes élémentaires d’un réseau. Intuitivement, l’élimination des espèces inter-
médiaires crée des modes, celle des flux dépendants élimine les modes qui sont la
combinaison d’autres, et la factorisation permet d’obtenir des modes de taille min-
imale. On dit qu’un réseau U génère le cone Cône(S ) si tout vecteur x ∈ Cône(S )
est une combinaison linéaire positive de vecteurs de U.

Lemme 9. Soit U un réseau où les espèces J\{X} ont déjà été supprimées, et
qui génère le cône Cône(SJ\{X}). Soit U′ le réseau obtenu en appliquant la règle
(Intermédiaire) sur X dans U. Alors U′ génère le cône Cône(SJ ).

Proof. On montre d’abord que les vecteurs de U′ appartiennent bien au cône,
c’est-à-dire que pour tout u ∈ U′, on a u ∈ Cône(SJ ). Puisque u ∈ U′, on a
soit u ∈ U, soit il existe u1, u2 ∈ U avec u = u1 �X u2. Dans le premier cas, on
a u ∈ Cône(SJ\{X}) et stoicur(X) = 0, donc u ∈ Cône(SJ ). Dans le second cas,
on a u1, u2 ∈ Cône(SJ\{X}), donc u ∈ Cône(SJ\{X}). De plus, stoicur(X) = 0 par
définition de �X, donc u ∈ Cône(SJ ).

On montre alors que tout vecteur x ∈ Cône(SJ ) est une combinaison linéaire
positive de vecteurs de U′. On sait que x ∈ Cône(SJ\{X}), et donc que x est
la combinaison de vecteurs de U. On peut partitionner ces vecteurs selon leur
stœchiométrie en X. Soit u1, . . . , uk ∈ U les vecteurs qui produisent du X, c’est-
à-dire stoicuir(X) > 0. Soit u′1, . . . , u

′
k′ ∈ U ceux qui consomment du X, c’est-à-

dire stoicu′i′r
(X) < 0, et u′′1 , . . . , u

′′
k′′ ∈ U ceux où X est modificateur, c’est-à-dire

stoicu′′i′′r
(X) = 0. On a alors :

x =
∑

1≤i≤k

aiui +
∑

1≤i′≤k′
a′i′u

′
i′ +

∑
1≤i′′≤k′′

a′′i′′u
′′
i′′ .

De plus, stoicur(X) = 0, donc
∑

1≤i≤k

aistoicuir(X) = −
∑

1≤i′≤k′
a′i′stoicu′i′r

(X). On note

D ce nombre dans la suite. On peut alors réécrire x de la façon suivante :

x =
∑

1≤i≤k

ai

−
∑

1≤i′≤k′
a′i′stoicu′i′

(X)

D
ui +

∑
1≤i′≤k′

a′i′

∑
1≤i≤k

aistoicui(X)

D
u′i′ +

∑
1≤i′′≤k′′

a′′i′′u
′′
i′′

=
∑

1≤i≤k

∑
1≤i′≤k′

aia′i′
D

(−stoicu′i′
(X))ui +

∑
1≤i′≤k′

∑
1≤i≤k

a′i′ai

D
stoicui(X)u′i′ +

∑
1≤i′′≤k′′

a′′i′′u
′′
i′′

=
∑

1≤i≤k

∑
1≤i′≤k′

aia′i′
D

(ui �X u′i′) +
∑

1≤i′′≤k′′
a′′i′′u

′′
i′′ .

Comme X est un modificateur dans les vecteurs u′′i′′ , on a u′′i′′ ∈ U′ pour tout i′′. Et
pour tout i, i′, on a ui �X u′i′ ∈ U′. Donc x est bien la combinaison de vecteurs de
U′, et donc U′ génère le cône Cône(SJ ). �
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On calcule alors les modes élémentaires d’un réseau en appliquant les règles
de simplification. Soit r = (r1, . . . , rm) une base de réactions, et S sa matrice de
stœchiométrie. Soit U le réseau de flux initial, c’est-à-dire l’ensemble de vecteurs
unitaires ui tels que uir = ri. Soit J l’ensemble des espèces intermédiaires.

Théorème 5. Soit U′ le réseau obtenu en appliquant l’algorithme suivant, en par-
tant de U et en terminant lorsque plus aucune règle de simplification n’est appli-
cable.
Tant que J est non vide :

1. appliquer la règle (Intermédiaire) sur une espèce X ∈ J encore présente
dans le réseau,

2. supprimer tous les flux dépendants avec la règle (Dépendant),

3. factoriser tous les flux avec la règle (Factorisation),

4. J := J\{X}.

Alors U′ est exactement l’ensemble des modes élémentaires de la matrice SJ .

Proof. On procède par induction sur la taille de J .
Si J = ∅, alors SJ est de taille 0, donc tout vecteur u ∈ Nm vérifie SJu = 0.

Et tout vecteur u est la combinaison des vecteurs unitaires de U, qui sont par
définition minimaux. Donc U est bien l’ensemble des modes élémentaires.

Supposons que J soit de taille k, et soit X ∈ J une espèce intermédiaire. Par
induction, on peut appliquer l’algorithme sur J\{X}, et on obtient un réseau U1

dont les flux sont les modes élémentaires de SJ\{X}. En particulier, U1 génère le
cône Cône(SJ\{X}). Par le Lem. 9, en enlevant X avec la règle (Intermédiaire), on
obtient un réseau U2 qui génère le cône Cône(SJ ).

En particulier, U2 doit générer les arêtes du cône. Soit x ∈ Cône(SJ ) un
vecteur sur une des arêtes du cône. Pour qu’il soit générer par U2, il faut alors
qu’il existe un vecteur u ∈ U2 tel que x = au. Donc il existe dans U2 un vecteur
pour chaque arête du cône.

Soit u ∈ U2 qui ne soit pas sur une arête. Alors u est la combinaison des
vecteurs sur les arêtes, et peut être supprimé avec la règle (Dépendant). On obtient
un réseau U3 dont tous les vecteurs sont sur les arêtes.

En appliquant la règle (Factorisation) sur U4, on obtient des vecteurs de tailles
minimales. Donc U4 a un (unique) vecteur par arête du cône, de taille minimal, et
l’ensemble de ces vecteurs génèrent tout le cône par combinaison linéaire. Donc
ces vecteurs sont les modes élémentaires de la matrice SJ . �

Cet algorithme est en fait similaire à la méthode de double description (voir
par exemple (Gagneur & Klamt, 2004)), qui permet de calculer les modes élémen-
taires d’une matrice.
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Exemple 45. Reprenons les réactions de la Fig. 5.1. Après simplification, on
obtient les réactions r23 = r2 + r3 et r142 = r1 + 2r4, qui correspondent bien aux
modes élémentaires représentés dans la Fig. 5.4.

5.1.5 Confluence
On montre maintenant que nos règles de simplification sont confluentes, et donc
que quelque soit leur ordre d’application, on obtient toujours le même réseau. On
a donc une méthode de simplification plus générale que la méthode de double
description (Gagneur & Klamt, 2004), puisqu’il n’est pas nécessaire de supprimer
les flux dépendants de façon systématique après chaque élimination d’espèces
intermédiaires.

On prouve tout d’abord que l’on peut supprimer les espèces intermédiaires
dans n’importe quel ordre. On prouve ensuite que les autres paires de règles
de simplification commutent entre elles. Cela implique alors la confluence lo-
cale. Comme notre simplification termine trivialement, cela implique la conflu-
ence globale.

Lemme 10. Soit U un réseau, et X et Y deux espèces intermédiaires. Alors si
on applique l’algorithme du Théoreme 5 en supprimant d’abord X puis Y , ou en
supprimant d’abord Y puis X, on obtient le même réseau simplifié.

Proof. C’est la conséquence directe du Théoreme 5 et de l’unicité des modes
élémentaires. �

Lemme 11. Les règles (Dépendant) et (Factorisation) commutent ensemble, et
commutent avec la règle (Intermédiaire). C’est-à-dire que pour tout réseau U,
pour toute règle D1 ∈ {Dep, Fact} et toute règle D2 ∈ {Dep, Fact, Inter}, si U VD1

U1 et U VD2 U2, alors il existe un réseau U′ tel que U1 V
∗ U′ et U2 V

∗ U′ (en
utilisant les règles (Dépendant), (Factorisation) et (Intermédiaire)).

Proof. Soit U un réseau.
Supposons qu’on puisse simplifier U en U1 ou U2 en appliquant la règle

(Dépendant) respectivement sur un flux u =
∑

1≤i≤k

aiui et u′ =
∑

1≤ j≤k′
a′ju

′
j, avec

ui, u′j ∈ U. Si u = u′, alors U1 = U2. S’il existe i tel que u′ = ui, alors pour
tout j, on a u , u′j. On suppose (sans perte de généralité) que u′ = u1. On a

alors u =
∑

1≤ j≤k′
a′ju

′
j +
∑

2≤i≤k

aiui. Donc, après avoir supprimé u′, on peut toujours

supprimer u, et réciproquement, donc on obtient le même réseau simplifié. Dans
tous les autres cas, les règles commutent trivialement.
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Supposons que l’on puisse simplifier U en U1 en appliquant la règle (Dépen-
dant) sur un flux u =

∑
1≤i≤k

aiui, avec ui ∈ U, ou en U2 en appliquant (Factori-

sation) sur un flux a′u′. Si u = a′u′ pour un entier a′ > 1, alors pour tout i on
a aiui = a′a′iu

′
i pour des entiers a′i et des flux u′i . On peut alors appliquer (Fac-

torisation) sur les ui dans U1 et dans U2, pour obtenir les flux u′i , respectivement
dans U′1 et U′2. Dans U′2, le flux u′ est alors dépendant des flux u′i , et peut donc
être supprimé par application de (Dépendant). On obtient alors le même réseau
U′1. Si u , a′u′, mais qu’il existe i tel que a′u′ = ui. On suppose, sans perte de
généralité, que a′u′ = u1. Alors, dans U1, on peut toujours factoriser a′u′ en u′

(avec (Factorisation)). Dans U2, le flux u =
∑

1≤i≤k

aiui = a1a′u′ +
∑

2≤i≤k

aiui est en-

core dépendant, et peut donc être supprimé avec la règle (Dépendant). On obtient
alors le même réseau simplifié. Dans tous les autres cas, les règles commutent
trivialement.

Supposons maintenant qu’on simplifie U en U1 en appliquant (Dépendant)
sur u =

∑
1≤i≤k

aiui, et en U2 en appliquant (Intermédiaire) sur une espèce X. On

peut partitionner les flux ui en fonction de leur stœchiométrie en X. Sans perte de
généralité, on suppose que les flux u1 à ul produisent du X, ceux de ul+1 à ul′ en
consomment, et ceux de ul′+1 à uk ne modifie pas la quantité de X, pour des entiers
1 ≤ l ≤ l′ ≤ k. Supposons dans un premier temps que stoicur(X) = 0. Alors on
a
∑
1≤i≤l

aistoicuir(X) =
∑

l+1≤ j≤l′
a j(−stoicu jr(X)). On note D cet entier. On peut alors

réécrire u de la façon suivante :

u =
∑

1≤i≤k

aiui

= 1/D
∑
1≤i≤l

Daiui + 1/D
∑

l+1≤ j≤l′
Da ju j +

∑
l′+1≤i≤k

aiui

= 1/D
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

a j(−stoicu jr(X))aiui

+1/D
∑

l+1≤ j≤l′

∑
1≤i≤l

aistoicuir(X)a ju j +
∑

l′+1≤i≤k

aiui

= 1/D
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

aia j(−stoicu jr(X))ui + stoicuir(X)u j) +
∑

l′+1≤i≤k

aiui

=
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

aia j/D(ui �X u j) +
∑

l′+1≤i≤k

aiui.

Donc, dans U2, u est toujours dépendant, et peut être supprimé. Réciproquement,
dans U1, on peut toujours supprimer X, et on obtient dans les deux cas le même
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réseau.
Supposons maintenant que stoicur(X) = a > 0 (le cas a < 0 est symétrique).
Soit u′ ∈ U un flux tel que stoicu′r(X) = a′ < 0. On va montrer que tout flux
combinaison de u�Xu′′ ∈ U2 est dépendant et peut être supprimé. Ainsi, supprimer
u puis X produit le même réseau que supprimer X puis tous les u �X u′′. Comme
stoicur(X) = a, on a

∑
1≤i≤l

aistoicuir(X) = a +
∑

l+1≤ j≤l′
a j(−stoicu jr(X)). On note D cet

entier. On a alors :

u �X u′ = −a′u + au′

= −a′/D
∑
1≤i≤l

Daiui − a′/D
∑

l+1≤ j≤l′
Da ju j − a′

∑
l′+1≤i≤k

aiui + a/D(Du′)

= −a′/D
∑
1≤i≤l

aaiui − a′/D
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

a j(−stoicu jr(X)))aiui

−a′/D
∑

l+1≤ j≤l′

∑
1≤i≤l

aistoicuir(X)a ju j − a′
∑

l′+1≤i≤k

aiui

+a/D
∑
1≤i≤l

aistoicuir(X)u′

= −a′/D
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

a1u j(−stoicu jr(X))ui + stoicuir(X)u j)

+a/D
∑
1≤i≤l

ai(−a′ui + stoicuir(X)u′) − a′
∑

l′+1≤i≤k

aiui

= −a′/D
∑
1≤i≤l

∑
l+1≤ j≤l′

aia j(ui �X u j) + a/D
∑
1≤i≤l

ai(ui �X u′) − a′
∑

l′+1≤i≤k

aiui.

Puisque a′ < 0, les coefficients ci-dessus sont bien tous positifs. Alors u �X u′ est
bien dépendant dans U2, et peut être supprimé, donc on obtient le même réseau
simplifié.

Supposons que l’on puisse simplifier U en U1 ou U2 en appliquant la règle
(Factorisation) respectivement sur un flux a1u1 et a2u2. Si a1u1 , a2u2, les règles
commutent trivialement : on peut toujours supprimer a2u2 dans U1 et symétrique-
ment, et on obtient dans les deux cas le même réseau. Sinon, il existe a, a′1, a

′
2 et

un vecteur u tel que a1u1 = a2u2 = au et a = a1a′1 = a2a′2. Donc après avoir ap-
pliquer (Factorisation) sur a1u1, on obtient le flux u1 = a′1u, donc on peut encore
appliquer la règle et obtenir le flux u. Par symétrie, on obtient le même flux si on
commence par a2u2.

Enfin, supposons qu’on puisse simplifier U en U1 en appliquant (Factorisa-
tion) sur un flux au, ou en U2 en appliquant (Intermédiaire) sur une espèce X.
Si stoicaur(X) = 0, on peut toujours appliquer (Intermédiaire) dans U1 et (Fac-
torisation) dans U2, et on obtient le même réseau simplifié. Sinon, supposons par
exemple que stoicaur(X) = a′ > 0 (l’autre cas est symétrique). Par définition, on
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a a′ = ab pour un entier b > 0. Dans U2, on combine au avec tout flux u′ tel que
stoicu′r(X) = b′ < 0. On a donc les flux au �X u′ = b′au + abu′ = a(b′u + bu′), qui
peuvent être factorisés en b′u + bu′. Réciproquement, dans U1 on peut toujours
appliquer (Intermédiaire), et on obtient les flux u �X u′ = b′u + bu′. Donc dans les
deux cas on obtient le même réseau simplifié. �

La confluence est la conséquence directe des lemmes 10 et 11, et du lemme de
Newmann (Lem. 1).

Théorème 6. La simplification est confluente.
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5.2 Confluence structurelle de la simplification avec
cinétique

On considère maintenant les réseaux avec cinétique. On se restreint au cas de
l’élimination d’espèces intermédiaires avec une cinétique linéaire (comme dans
(Intermédiaire - Linéaire)). Afin de pouvoir supprimer l’ensemble des espèces
intermédiaires, il est nécessaire que la linéarité soit préservée par la simplifica-
tion, c’est-à-dire que si deux espèces intermédiaires X et Y sont linéaires, et que
l’on supprime X, alors on veut que Y soit toujours linéaire dans le réseau simplifié.
Pour cela, on montre qu’il est nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires
sur les espèces intermédiaires, notamment sur leur stœchiométrie. Avec ces condi-
tions, on montre qu’on peut toujours supprimer l’ensemble des espèces intermédi-
aires, et qu’on obtient une simplification structurellement confluente, c’est-à-dire
que tous les réseaux complètement simplifiés ont tous les mêmes réactions si on
néglige leurs expressions cinétiques.

5.2.1 Réseaux de flux cinétiques
Soit r = (r1, . . . , rm) la base de réactions (sans cinétiques). Un flux cinétique
v = u; e est une paire composée d’un flux u ∈ Nm sur une base r et d’une ex-
pression cinétique kin(v) = e. On note vr = ur; e la réaction cinétique associée.
Un réseau de flux cinétiques W = V&C est composé d’un ensemble V de flux
cinétiques et d’une contrainte C. On note Wr = {vr | v ∈ V}&C le réseau de réac-
tions correspondant. On étend naturellement la notion de similarité (Fig. 4.1) aux
réseaux de flux, avec les deux axiomes de similarité présentés dans la Fig. 5.5.

Exemple 46. Considérons la base de réactions suivantes :

r =

 r1 = AAX, r4 = X AZ,
r2 = X AY, r5 = Y AX + C,
r3 = Y AB, r6 = Z AY + D

 .
On considère alors le réseau W représenté graphiquement dans la Fig. 5.6 (en
haut à gauche). Ce réseau possède trois espèces intermédiaires {X,Y,Z}, que l’on
suppose à l’équilibre. Notons que pour simplifier les réseaux, on ne fait pas ap-
paraître les flèches en pointillé indiquant les modificateurs, puisque l’information
est déjà présente dans les cinétiques. On procédera de la même façon pour toutes
les figures de ce chapitre.

La réaction r1 transforme une molécule de A en une molécule de l’espèce
intermédiaire X, qui peut alors se transformer soit en Y (r2), soit en Z (r4). La
molécule de Y peut soit se transformer en B (r3), soit se retransformer en X, en
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Réseaux de flux cinétiques

C ` e ≡ e′
V ∪ {u; e}&C ≡ V ∪ {u; e′}&C

C ≡ C′

V&C ≡ V&C′

Fig 5.5: Axiomes de similarité pour les réseaux de flux cinétiques.

produisant dans le même temps un molécule de C (r5). Une molécule de Z peut
se transformer en une molécule de Y , en produisant également une molécule de D
(r6). Toutes les cinétiques sont des lois d’action de masse, et sont linéaires dans
les concentrations des espèces intermédiaires.

5.2.2 Espèces stables-linéaires
On cherche à supprimer un ensemble d’espèces intermédiaires, noté J ⊆ I. Pour
cela, on se restreint ici au cas d’espèces intermédiaires stables et avec une des
expressions cinétiques linéaires, comme défini ci-dessous.

On note ProdJ (vr) = {X ∈ J | stoicvr(X) > 0} et ReacJ (vr) = {X ∈ J |
stoicvr(X) < 0} les ensembles d’espèces intermédiaires produites et consommées
par une réaction vr.

Définition 21. Une espèce X est stable-linéaire dans un réseau de flux V&C si
elle vérifie les quatre conditions suivantes :

• Stabilité : C ≡ C′ ∧ cst(xX).

• Consommation linéaire : l’expression cinétique de tout flux qui consomme
X est linéaire en xX : pour tout v ∈ V tel que X ∈ ReacJ (vr), kin(v) ≡ xXe,
avec une expression e telle que xX < Vars(e).

• Production indépendante : L’expression cinétique de tout flux qui produit
X ne dépend pas de xX : pour tout v ∈ V tel que X ∈ ProdJ (vr), xX <
Vars(kin(v)).

• Consommation non nulle : Elle est toujours consommée avec une ciné-
tique non nulle, c’est-à-dire, en notant Vreac = {v ∈ V | X ∈ ReacJ (vr)} :
C ≡ C′′ ∧

∑
v∈Vreac

kin(v) , 0.

Supposons qu’une espèce X soit stable-linéaire dans W = V&C. La première
condition implique ẋX = 0. Les deux conditions suivantes impliquent ẋX = T −
xXT ′, avec xX < Vars(T ),Vars(T ′), où T (respectivement xXT ′) est la somme des
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Fig 5.6: Réseau W (en haut et à gauche) et ses simplifications : en haut à droite
le réseau WXYZ obtenu en supprimant dans l’ordre les espèces intermédiaires X,
Y et Z; en bas à gauche, le réseau WXZY obtenu en supprimant X puis Z puis Y;
en supprimant le flux dépendant u123456 du réseau WXYZ, on peut obtenir soit le
réseau WXYZd1 = WXZY , soit le réseau WXYZd2 en bas à droite. Ces deux réseaux
ont la même structure, mais pas les mêmes expressions cinétiques. Le nouveau
paramètre K dans les expressions cinétiques est défini par K = k2k3 + k3k4 + k4k5.
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cinétiques des flux qui produisent (respectivement consomment) X. La dernière
condition implique T ′ , 0. On peut alors en déduire xX = T/T ′.

Remarquons qu’on peut par contre avoir T = 0, et donc xX = 0. Dans ce
cas, la règle de simplification d’une espèce intermédiaire consiste à supprimer les
réactions qui consomment X, puisque sa concentration est toujours nulle.

Exemple 47. Dans le réseau W illustré en haut à gauche de la Fig. 5.6, toutes les
espèces intermédiaires J = {X,Y,Z} sont stables-linéaires.

5.2.3 Simplification
On présente alors les quatre règles de simplification pour les réseaux de flux ciné-
tiques dans la Fig. 5.7.

La règle (Intermédiaire) supprime une espèce intermédiaire stable-linéaire X,
en combinant les flux deux à deux avec l’opérateur suivant, où v = u; e est un flux
produisant X et v′ = u′; xXe′ un flux consommant X :

v �T ′ v′ = (−stoicv′r(X))u + (stoicvr(X))u′; ee′/T ′.

La règle (Modificateur Constant) supprime une espèce intermédiaire qui n’est
plus présente ni en réactant ni produit de en réactions, et qui est donc juste un
modificateur.

La règle (Dépendant) supprime un flux v = u; e qui dépend d’un ensemble de
flux ui; ei, c’est-à-dire tel que u =

∑
1≤i≤k

aiui. Dans ce cas, la cinétique ei de ces flux

est également remplacée par ei + aie.
La règle (Similarité) fonctionne de la façon habituelle.
La règle de factorisation n’est plus nécessaire ici, grâce aux conditions de

linéarité et de stœchiométrie. On définit également la règle de similarité, comme
pour les réseaux de réactions cinétiques. Comme pour le cas sans cinétique, les
règles sont définies de façon globale, et il n’y a donc pas besoin d’une règle pour
le contexte.

Il y a alors une relation de simulation entre la simplification de réseaux de flux
cinétiques et la simplification de réseaux de réactions cinétiques.

Proposition 14. Soit r une base de réactions, et W,W ′ deux réseaux de flux tels
que W V W ′. Alors WrV W ′r.

Proof. La règle (Intermédiaire) peut être imitée par (Intermédiaire - Linéaire) et
la règle (Dépendant) par (Combinaison). Les règles (Modificateur Constant) et
(Similarité) peuvent être imitées par les règles équivalentes dans les réseaux de
réactions cinétiques. �
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(Intermédiaire)
X ∈ J X est stable-linéaire dans V&C

T =
∑

{u;e∈V |X∈ProdJ (ur)}

e T ′ =
∑

{u′;xXe′∈V |X∈ReacJ (ur)}

e′ F = T/T ′

V&CVInter
{v �T ′ v′ | v, v′ ∈ V, stoicvr(X) > 0, stoicv′r(X) < 0}
∪{v[xX := F] | v ∈ V, stoicvr(X) = 0}
&C[xX := F] ∧ x0

X = F

(Modificateur Constant)
X ∈ J ∀v ∈ V. stoicvr(X) = 0

V&CVMod V[xX := x0
X]&C[xX := x0

X]

(Dépendant)
a1, . . . , ak ∈ N>0 u =

∑
1≤i≤k

aiui

{ui; ei | 1 ≤ i ≤ k} ∪ {u; e} ∪ V VDep {ui; ei + aie | 1 ≤ i ≤ k} ∪ V

(Similarité)
W1 ≡ W ′

1 W ′
1 V W ′

2 W ′
2 ≡ W2

W1 V
Sim W2

Fig 5.7: Règles de simplification de réseaux de flux cinétiques.

Deux réseaux de flux W,W ′ sont congruents si les réseaux de réactions Wr,W ′r
correspondants sont congruents, c’est-à-dire que dans tout contexte, leurs sys-
tèmes d’équations ont les mêmes solutions observables.

Définition 22. Soit r une base de réactions, Ω une fonction d’observation, I des
espèces internes. Deux réseaux de flux W et W ′ sont (Ω,I)-congruents, noté
W ∼Ω,I W ′, si Wr ∼Ω,I W ′r.

Comme l’observation et les espèces internes sont en général fixées, on notera
la congruence ∼.

Proposition 15. La simplification de réseaux de flux est correcte pour la congru-
ence : W V W ′ implique W ∼ W ′.

Proof. W V W ′ implique Wr V W ′r (Prop. 14), qui implique Wr ∼ W ′r
(Théoreme 4), et donc W ∼ W ′ (par définition). �
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5.2.4 Réseaux linéaires

Afin de pouvoir simplifier l’ensemble des espèces intermédiaires J , il faut que
pour tout X ∈ J , soit X soit stable-linéaire dans W, et donc simplifiable avec
la règle (Intermédiaire), soit que X soit un modificateur dans W, et donc sim-
plifiable avec (Modificateur Constant). Mais il faut également que lorsque l’on
simplifie une espèce intermédiaire X, les autres espèces vérifient toujours ces con-
ditions dans le réseau simplifié. Or ce n’est pas le cas en général (voir l’Ex. 49
ci-dessous), et il est donc nécessaire de se limiter à une sous-classe de réseaux de
flux, notée LinNets.

Définition 23. Soit J ⊆ I un ensemble d’espèces intermédiaires (internes). Un
réseau W = V&C appartient à l’ensemble LinNets si, pour toute espèce X ∈ J , on
a :

1. Soit X est stable-linéaire dans W, soit X est uniquement un modificateur,
c’est-à-dire pour tout v; e ∈ V , stoicvr(X) = 0.

2. La cinétique de toute réaction qui consomme X ne dépend pas d’autres es-
pèces intermédiaires : pour tout v ∈ V tel que X ∈ ReacJ (vr), pour tout
Y ∈ J telle que Y , X, on a Y < Espèces(kin(v)).

3. La cinétique de toute réaction qui produit X et ne consomme pas d’espèces
intermédiaires ne dépend pas des espèces intermédiaires : pour tout v ∈ V
tel que X ∈ ProdJ (vr) et ReacJ (vr) = ∅, on a J ∩ Espèces(kin(v)) = ∅.

4. La stœchiométrie totale des espèces intermédiaires en réactant (resp. pro-
duit) d’une réaction est toujours inférieure à 1 : ainsi, pour tout v ∈ V ,
|ReacJ (vr)| ≤ 1 et |ProdJ (vr)| ≤ 1. Donc d’une part, il ne peut jamais
qu’une seule espèce intermédiaire dans les réactants (ou les produits) d’une
réaction. Et d’autre part, il ne peut pas y avoir plus d’une molécule de cette
espèce intermédiaire.

Exemple 48. Dans l’Ex. 46 de la Fig. 5.6, le réseau W appartient bien à LinNets,
avec J = {X,Y,Z}.

L’exemple suivant illustre les motivations pour ces conditions.

Exemple 49. Considérons tout d’abord un réseau dans lequel une réaction con-
somme X avec une cinétique dépendant d’une autre espèce intermédiaire (ici Y
dans la réaction r2), c’est-à-dire tel que la condition 2 n’est pas respectée :
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Si on supprimer l’espèce Y en première, on combine les réactions r3 et r4, et on

calcule xY =
k3

k4
xX. On remplace alors xY par cette valeur dans r2, qui a alors une

cinétique non linéaire en xX :
k2k3

k4
x2

X.

De façon similaire, supposons qu’une réaction produit X, ne consomme pas Y ,
mais a une cinétique qui dépend de xY (la réaction r1 ci-dessous), donc un réseau
dans lequel la condition 3 n’est pas respectée :

A

B

C

X

Y

r1

k1xAxY
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k2xX

r3
k3xx
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Si on enlève Y , l’expression de r1 devient
k1k3

k4
xAxX. On a donc une réaction pro-

duisant X avec une cinétique qui dépend de xX. Donc l’équation différentielle

ẋX = xX(
k1k3

k4
xA − (k2 + k3)) n’a pas la bonne forme, et on ne peut pas calculer xX.

Le même problème peut apparaître si le réseau ne vérifie pas la condition 4, par
exemple si une réaction produit une espèce intermédiaire avec une stœchiométrie
de 2 :
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k2xX

r3
k3xx
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k4xY

2

Si on supprime Y , la réaction r3 �k4 r4 produit une molécule de X avec une ciné-
tique k3xX.
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Enfin, si deux espèces intermédiaire interagissent ensemble en réactants ou en
produits d’une réaction (condition 4), alors la stœchiométrie d’un des intermédi-
aires peut devenir supérieur strictement à 1 :

A
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X

Y

r1

k1xA

r2

k2xX

r3
k3xx

r4
k4xY

Si on enlève Y , la combinaison des réactions r3 et r4 est une réaction qui consom-
ment deux molécules de X.

5.2.5 Caractérisation des dépendances
On veut alors montrer que l’ensemble LinNets est bien stable par simplification,
c’est-à-dire que si W ∈ LinNets et W V∗ W ′, alors W ′ ∈ LinNets. Pour cela,
on montre tout d’abord dans cette sous-section la Prop. 16 suivante, qui décrit
certaines propriétés des flux dépendants.

Proposition 16. Soit vd ∈ W un flux dépendant de v1, . . . , vk, avec les coeffi-
cients a1, . . . , ak. Si ReacJ (vdr) = ProdJ (vdr) = ∅, alors pour tout 1 ≤ j ≤ k,
ReacJ (v jr) = ProdJ (v jr) = ∅. Sinon, il existe un unique index 1 ≤ i ≤ k tel que
ReacJ (vir) = ReacJ (vdr) et ProdJ (vir) = ProdJ (vdr). De plus, dans ce cas, pour
tout j , i, ReacJ (v jr) = ProdJ (v jr) = ∅.

Afin de prouver cette proposition, il est nécessaire d’introduire une notion de
chemin. Notons que toutes les définitions introduites ici ne sont utiles que pour
prouver la Prop. 16, et ne seront pas utilisées ailleurs.

Définition 24. Soit r la base initiale de réactions, et J l’ensemble des espèces
intermédiaires. On définit les notions suivantes :

• un chemin ũ = u1 . . . uk est une séquence non vide de vecteurs unitaires ui,
telle que pour tout 1 ≤ i < k, on a ProdJ (uir) = ReacJ (ui+1r) , ∅,

• le vecteur d’un chemin est défini par
∑

ũ =
∑

1≤i≤k

ui,

• un chemin est circulaire si ProdJ (ukr) = ReacJ (u1r) , ∅, et non-circulaire
sinon,
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Fig 5.8: Le réseau initial W0 (gauche) et le réseau simplifié W (droite) après avoir
enlevé Y .

• pour un chemin circulaire, on note ũ(X) = |{1 ≤ i ≤ k | ProdJ (uir) = {X}}|
le multi-ensemble d’espèces intermédiaires traversées par ũ,

• pour un chemin non-circulaire ũ, on note ReacJ (ũr) = ReacJ (u1r) son
début et ProdJ (ũr) = ProdJ (ukr) sa fin. On définit également le multi-
ensemble ũ(X) = |{1 ≤ i < k | ProdJ (uir) = ReacJ (ui+1r) = {X}}|. Notons
qu’on ne compte ni ReacJ (ũr) ni ProdJ (ũr) dans ce multi-ensemble.

Exemple 50. Considérons le réseau W0 à gauche de la Fig. 5.8, avecJ = {X,Y,Z}.
On dénote par ui le vecteur unitaire pour la réaction ri.

Le chemin ũ = u2u5 est non-circulaire. Son début est ReacJ (ũr) = {X} et
sa fin ProdJ (ũr) = ∅. Son vecteur est

∑
ũ = (0, 1, 0, 0, 1). Le multi-ensemble

correspondant est défini par ũ(X) = ũ(Z) = 0 (puisque seules les étapes intermé-
diaires sont comptées dans ce multi-ensemble pour les chemins non-circulaires)
et ũ(Y) = 1 .

Le chemin ũ′ = u1u2u3u4

u5 est aussi non-circulaire, avec ReacJ (ũ′r) = ProdJ (ũ′r) = ∅ et
∑

ũ′ = (1, 1, 1, 1, 1).
Son multi-ensemble est défini par ũ′(X) = ũ′(Z) = 1 et ũ′(Y) = 2.

Le chemin ũ′′ = u3u4 est circulaire, avec pour vecteur
∑

ũ′′ = (0, 0, 1, 1, 0).
Son multi-ensemble est défini par ũ′′(X) = 0 et ũ′′(Y) = ũ′′(Z) = 1.

On va montrer plus loin que si un chemin ũ vérifie certaines conditions par
rapport à un réseau W, alors il existe un flux v = u; e ∈ W tel que

∑
ũ = u, et

réciproquement. Ces chemins particuliers, appelés chemins de flux, sont définis
ci-dessous. Un chemin de flux peut être soit circulaire, soit non-circulaire.

Définition 25. Soit W0 le réseau initial et W un réseau simplifié, c’est-à-dire
W0 V

∗ W. On définit alors :
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• un chemin de flux non-circulaire ũ dans W est un chemin non-circulaire tel
que :

– pour toute espèce intermédiaire X vérifiant que ũ(X) > 0, on a X ∈
Espèces(W0)\Espèces(W) (c’est-à-dire que X a été enlevée par l’une
des étapes de simplification dans W0 V

∗ W),

– ReacJ (ũr) est soit l’ensemble vide ∅, soit une espèce X ∈ Espèces(W)
qui n’a pas encore été supprimée dans W, et similairement pour ProdJ (ũr),

• un chemin de flux circulaire ũ dans W est un chemin circulaire s’il y a au
maximum une espèce intermédiaire X ∈ W (c’est-à-dire qui n’a pas encore
été supprimée) telle que ũ(X) > 0,

• un chemin de flux ũ correspond à un flux v = u; e si
∑

ũ = u.

Exemple 51. Considérons le réseau simplifié W après avoir enlevé l’espèce inter-
médiaire Y du réseau W0 (Fig. 5.8).

Le chemin ũ = u2u5 est un chemin de flux non-circulaire. Il correspond au flux
v25. Le chemin ũ′ = u1u2u3u4u5 n’est pas un chemin de flux, puisque ũ′(X) > 0
et X n’a pas encore été supprimée. Le chemin ũ′′ = u3u4 est un chemin de flux
circulaire, puisqu’il existe une unique espèce intermédiaire, Z, telle que Z ∈ W et
ũ′′(Z) > 0. Il correspond au flux v34.

Lemme 12. Soit ũ un chemin de flux circulaire correspondant au flux v. Alors
ReacJ (vr) = ProdJ (vr) = ∅.

Proof. Soir ũ = u1 . . . uk un chemin de flux circulaire correspond au flux v. Pour
tout 1 ≤ i < k on a ProdJ (uir) = ReacJ (ui+1r). De plus, ProdJ (ukr) = ReacJ (u1r).
On a donc, pour toute espèce intermédiaire X, on a :

stoicvr(X) =
∑

1≤i≤k

stoicuir(X) = 0.

Donc ReacJ (vr) = ProdJ (vr) = ∅. �

On prouve alors le lemme clé de cette section.

Lemme 13. Soit W0 le réseau initial et W un réseau simplifié tel que W0 V
∗ W.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. pour tout flux v ∈ W, il existe un chemin de flux ũ pour W, correspondant
à v. De plus, si v n’est pas dépendant dans W, alors pour toute espèce
intermédiaire X, on a ũ(X) ≤ 1,
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2. pour tout chemin de flux ũ pour W tel que pour toute espèce intermédiaire
X, ũ(X) ≤ 1, il existe un flux v ∈ W correspondant,

3. soit vd ∈ W un flux qui dépend de v1, . . . , vk ∈ W avec les coefficients
a1, . . . , ak. Si ReacJ (vdr) = ProdJ (vdr) = ∅, alors pour tout 1 ≤ i ≤ k,
ReacJ (v jr) = ProdJ (v jr) = ∅. Sinon :

• il existe un unique index 1 ≤ i ≤ k tel que ai = 1, ReacJ (vir) =

ReacJ (vdr) et ProdJ (vir) = ProdJ (vdr),

• pour tout j , i, ReacJ (v jr) = ProdJ (v jr) = ∅, et tout chemin de flux
ũ j correspondant à v j est circulaire.

Proof. On procède par induction sur les étapes de simplification. On considère
tout d’abord le cas W = W0.

(1) pour tout flux v = u; e dans le réseau initial W0, le vecteur u est forcement un
vecteur unitaire ui pour la base r. Donc on peut directement lui associer le
chemin de flux correspondant ũ = ui. Puisque c’est un vecteur unitaire, le
flux v est également forcement non dépendant. Un chemin de flux de taille
1 est obligatoirement non-circulaire, et vérifie ũ(X) = 0 pour toute espèce
intermédiaire X, donc on a bien ũ(X) ≤ 1.

(2) un chemin de flux ũ pour W0 est forcement de taille 1. En effet, dans le cas
contraire, si ũ = u1 . . . uk avec k > 1 est non-circulaire, alors il existe une es-
pèce intermédiaire X ∈ ProdJ (u1r) avec X ∈ Espèces(W0)\Espèces(W0) =

∅. Si ũ est circulaire, alors il existe X ∈ ProdJ (u1r), Y ∈ ProdJ (u2r) avec
ũ(X) > 0 et ũ(Y) > 0, ce qui contredit la définition de chemin de flux cir-
culaire. Donc ũ est de taille 1, et donc il existe i tel que ũ = ui, et un flux
ui; e ∈ W0 correspondant,

(3) comme précisé précédemment, un flux v ∈ W0 ne peut pas être dépendant.

Considérons maintenant l’étape d’induction. On suppose que W0 V
k W ′ (pour

k > 0), que le lemme est vérifié pour W ′, et que W ′ V W. Si W ′ VMod W ou
W ′ VS im W, seules les expressions cinétiques sont modifiées entre W ′ et W, et
donc le lemme est toujours vérifié dans W.

On considère maintenant le cas W ′ VDep W. On prouve le lemme point par
point.

(1) Soit v = u; e ∈ W un flux. La règle (Dépendant) supprime un flux et modifie
certaines expressions cinétiques. Donc il existe un flux v′ = u; e′ ∈ W ′.
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Par hypothèse d’induction, il existe un chemin de flux ũ pour W ′, corre-
spondant à v′, c’est-à-dire tel que

∑
ũ = u. Comme de plus Espèces(W ′) =

Espèces(W), ũ est encore un chemin de flux pour W, et correspond à v.
De plus, supposons que v′ soit dépendant dans W ′. Soit vd le flux dépendant
éliminé par la règle de simplification. Alors, en particulier, v′ est dépendent
d’un ensemble de flux ne contenant pas vd. En effet, si v′ dépend de vd et de
v1, . . . , vk, et que vd dépend de v′1, . . . , v

′
l , alors v′ est également dépendant

de v1, . . . , vk, v′1, . . . , v
′
l . Donc, en particulier, si v′ est dépendant dans W ′,

alors v est dépendant dans W. Et si v n’est pas dépendant, v′ non plus, et par
induction pour toute espèce intermédiaire X, on a ũ(X) ≤ 1.

(2) Soit ũ un chemin de flux pour W tel que pour toute espèce intermédiaire
X, on ait ũ(X) ≤ 1. Comme Espèces(W) = Espèces(W ′), ũ est aussi un
chemin de flux pour W ′. Par induction, il existe donc un flux correspondant
v = u; e ∈ W ′. Si ce n’est pas le flux supprimé par la règle (Dépendant),
alors il existe un flux u; e′ ∈ W, correspondant à ũ. On va alors montrer que
v ne peut pas être le flux qui a été supprimé. Plus précisément, on suppose
que c’est le flux supprimé, et on va montrer que cela contredit l’hypothèse
ũ(X) ≤ 1 pour toute espèce intermédiaire X.
On suppose donc que v dépend de flux v1, . . . , vk ∈ W ′, avec vi = ui; ei.
Alors, par induction, il existe toujours au moins un flux v j tel que ProdJ (v jr) =

ReacJ (v jr) = ∅. De plus, il existe un chemin de flux circulaire ũ′ =

u′1 . . . u
′
i correspond à v j dans W ′. Il existe alors des espèces intermédiaires

X1, . . . , Xl telles que pour tout 1 ≤ i < l, ProdJ (u′ir) = ReacJ (u′i+1r) = Xi et
ProdJ (u′lr) = ReacJ (u′1r) = Xl. Comme

∑
ũ = u =

∑
1≤i≤k

ui, et u j =
∑

ũ′ =∑
1≤i≤l

u′i , les vecteurs unitaires u′i apparaissent aussi dans le chemin de flux

ũ. Donc chaque Xi est produit au moins une fois dans ũ. De plus, il existe
au moins un Xi qui est produit en dehors des vecteurs venant de u j, pour
que ũ soit bien un chemin de flux, comme par exemple Xl dans le chemin
ci-dessous :

ũ : ...→

ũ j︷                              ︸︸                              ︷
Xl → X1 → ...→ Xl−1 → Xl → ...

Donc il existe un Xi avec ũ(Xi) > 1, ce qui contredit notre hypothèse initiale.

(3) Soit v = u; e ∈ W un flux dépendant de v1 = u1; e1, . . . , vk = uk; ek ∈ W
avec les coefficients a1, . . . , ak. Alors il existe aussi des flux v′ = u; e′, v′1 =

u1; e′1, . . . , v
′
k = uk; e′k ∈ W ′, avec v′ qui dépend de v′1, . . . , v

′
k. Par induction,

les conditions du point (3) sont vérifiées dans W ′, et directement préservées
dans W.
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On considère maintenant la règle (Intermédiaire), éliminant l’espèce intermé-
diaire X, et on prouve le lemme point par point.

(1) Soit v = u; e ∈ W un flux. Il est soit la simplification d’un flux u; e′ ∈ W ′, et
on peut directement conclure par induction. Ou il est la combinaison d’un
flux vp ∈ W ′ qui produit X, et d’un flux vc ∈ WW ′ qui consomme X. Dans
ce cas, par induction, il existe des chemins de flux correspondants ũp et ũc.
On a alors ProdJ (ũpr) = X = ReacJ (ũcr). Donc la concaténation ũ = ũpũc

est un chemin; C’est de plus un chemin de flux :

• si ũ est non-circulaire, alors pour toute espèce intermédiaire Y telle
que ũ(Y) > 0, soit Y = X et vient d’être éliminée, soit ũp(Y) > 0 ou
ũc(Y) > 0, et par induction Y a déjà été éliminée par la simplification
dans W ′, et donc dans W. Donc ũ est un chemin de flux non-circulaire.

• si ũ est circulaire, il existe une espèce intermédiaire Z consommée par
vp et produite par vc. Le chemin de flux ũp ne peut pas être circulaire,
sinon on aurait ReacJ (upr) = ProdJ (upr) = ∅ , X, et de même pour
ũc. Alors, comme précédemment, pour tout Y , Z est soit X, soit par
induction une espèce qui a déjà été supprimée dans W ′. Donc ũ est
bien un chemin de flux circulaire.

De plus, ũ correspond trivialement à v. On prouve plus loin, en même temps
que le point (3), que si ũ est non dépendant, alors ũ(X) ≤ 1 pour tout X.

(2) Soit ũ un chemin de flux pour W tel que pour toute espèce intermédiaire Y ,
ũ(Y) ≤ 1, et en particulier ũ(X) ≤ 1, c’est-à-dire soit ũ(X) = 0 ou ũ(X) =

1. Si ũ(X) = 0, comme Espèces(W) = Espèces(W ′)\{X}, ũ est aussi un
chemin pour W ′. Alors par induction, il existe un flux correspondant v =

u; e ∈ W ′. Comme ũ est un chemin de flux dans W, on sait aussi que
X < ReacJ (ũr)∪ProdJ (ũr). Donc X < ReacJ (vr)∪ProdJ (vr). Il y a alors
un flux v′ = u; e′ ∈ W, qui alors correspond à ũ. Si ũ = 1, alors on peut
décomposer ce chemin en deux, un chemin ũp tel que ProdJ (ũpr) = X, et
un chemin ũc tel que ReacJ (ũcr) = X, avec ũ = ũpũc. Ces deux chemins de
flux ne peuvent pas être circulaires, car cela impliquerait que ũ serait aussi
circulaire et que ũ(X) > 1, contrairement à notre hypothèse. On a donc
ũp(X) = ũc(X) = 0. Donc, comme Espèces(W) = Espèces(W ′)\{X}, toutes
les espèces Y telles que ũp(Y) ≥ 1 a déjà été supprimée dans W ′ (et pareil
pour ũc). Par induction, on a donc des flux correspondants vp et vc dans W ′,
le premier produisant X et le second le consommant. Il existe alors un flux
vp � vc dans W, qui correspond au chemin de flux ũ.

(3) On va aussi prouver ici la deuxième partie du point (1). Soit v = u; e ∈ W un
flux. On distingue deux cas : soit v est la simplification d’un flux v′ = u; e′ ∈
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W ′ (donc v′ ne produit pas et ni ne consomme X), soit c’est la combinaison
d’un flux vp produisant X et d’un flux vc le consommant.
On considère tout d’abord le premier cas. Par induction, et par le point
(1), il existe un chemin de flux ũ pour W ′ correspondant à v′, et ũ(X) = 0,
puisque X n’a pas encore été supprimée dans W ′. Supposons tout d’abord
que v dépend de v1, . . . , vk ∈ W, et que l’un des flux vi est la combinaison
de flux de W ′ produisant et consommant X. Dans ce cas, pour tout chemin
ũi correspondant à vi, on a ũi(X) > 0. Mais cela implique alors ũ(X) > 0, ce
qui contredit notre hypothèse. Donc tous les vi = ui; ei sont la simplification
de flux v′i = ui; e′i ∈ W ′. Donc v′ est dépendant de ces flux dans W ′. Donc,
par induction, le point (3) est vérifié pour v′ dans W ′, et donc aussi pour v
dans W.
Maintenant, supposons que v ne soit pas dépendant dans W. Avec le même
raisonnement que ci-dessus, ũ(X) = 0, donc si v′ est dépendant de flux v′i =

u′i ; e′i ∈ W ′, ceux-ci ne produisent pas ni ne consomment X. Ils seraient donc
simplifiés par (Intermédiaire) en des flux vi = u′i ; ei ∈ W, et v dépendrait
des vi, ce qui est contradictoire. Donc v′ n’est pas dépendant, donc par
induction la deuxième partie du point (1) est vérifiée pour v′, et donc pour
v, c’est-à-dire que pour toute espèce intermédiaire y, on a ũ(Y) ≤ 1.
On considère maintenant le deuxième cas, où v est la combinaison de vp =

up; e et vc = uc; ec ∈ W ′. Par induction, il existe des chemins ũp et ũc

correspondants à ces flux. Tout chemin ũ correspondant à v est alors la
concaténation de ũp et ũc.
On commence par prouver que si vp (ou vc, ou les deux) est dépendant,
alors v aussi. Supposons que vp dépend de v′1, . . . , v

′
k ∈ W ′. On sait que

vp produit du X, donc ProdJ (vdr) = {X} , ∅. Par induction, il existe un
(unique) index i tel que v′i produise aussi du X, et que pour tout j , i,
ReacJ (v′jr) = ProdJ (v′jr) = ∅. Donc tout les flux v′j = u′j; e′j vont être
simplifiés en flux v j = u′j; e j ∈ W, tandis que v′i sera combiné avec les flux
consommant X, et en particulier avec vc. Dans ce cas, v va directement
dépendre des v j et de v′i � vc.
On considère maintenant le cas où vp et vc sont tous les deux non dépendent.
Par induction, pour toute espèce intermédiaire Y , X, on a donc ũp(Y) ≤ 1
et ũc(Y) ≤ 1. Si ũp(Y) + ũc(Y) ≤ 1, on a directement ũ(Y) ≤ 1. De plus,
ũ(X) = 1 ≤ 1 (en effet, X étant l’espèce supprimée par (Intermédiaire),
on a ũp(X) = ũc(X) = 0, et le X produit par ũp(X) est fusionné avec celui
consommé pat ũc(X)). Donc dans ce cas, la deuxième partie du point (1)
est bien satisfaite. Supposons maintenant qu’il existe un Y tel que ũp(Y) =

ũc(Y) = 1. Dans ce cas, il y a donc un cycle dans ũ. On considère alors
un sous-cycle ˜ucyc1 de taille minimale dans ũ, et Z l’espèce intermédiaire en
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bordure de ce cycle :

ũ :

ũp︷                                ︸︸                                ︷
...→ Y → ...→︸              ︷︷              ︸

ũ1

Z → ...→ X
ũc︷                             ︸︸                             ︷

→ ...→ Z︸                        ︷︷                        ︸
˜ucyc1

→ ...→ Y → ...︸              ︷︷              ︸
ũ2

On note ũ1 (resp. ũ2) la partie de ũ précédent (resp. suivant) le cycle ˜ucyc1 , et
˜ureste1 = ũ1ũ2 la concaténation de ces deux chemins, c’est-çà-dire le chemin

restant lorsque l’on supprime le cycle ˜ucyc1 du chemin ũ. Le chemin de
flux ˜ucyc1 vérifie que pour tout Y , ˜ucyc1(Y) ≤ 1. Donc, par le point (2), il
existe un flux correspondant vcic1 dans W ′, avec de plus ReacJ (vcic1r) =

ProdJ (vcic1r) = ∅. On répète alors la même opération, mais cette fois sur
˜ureste1 . À chaque étape, on obtient un nouveau flux circulaire vcici . On arrête

lorsque dans le chemin restant ˜urestek , pour tout Y , on ait ˜urestek(Y) ≤ 1. Dans
ce cas, toujours par le point (2), il existe un flux vreste correspondant, avec
ReacJ (vrester) = ReacJ (vr) et ProdJ (vrester) = ProdJ (vr). Dans ce cas, v
est dépendant de vreste et de l’ensemble des vcyci , et le point (3) est satisfait.
Supposons maintenant que le cas où vp et vc sont tous les deux dépendants
(notons que le cas où un seul des deux est dépendant est en fait similaire
à ce cas là, et ne sera donc pas traité en détail). Le flux vp dépend de
vp,1, . . . , vp,kp , et vc dépend de vc,1, . . . , vc,kc . Comme vp produit X et que vc

le consomme, ces flux ne sont pas circulaires. Donc par induction, il existe
un unique ip tel que ProdJ (vp,ipr) = ProdJ (vr) = {X}, ReacJ (vp,ipr) =

ReacJ (vr), et pour tout flux j , ip, ProdJ (vp, jr) = ReacJ (vp, jr) = ∅ (notons
en particulier que cela implique que vc n’est pas l’un des vp,i). Et il existe
un ic avec les propriétés similaires pour vc. Alors pour tout flux vp, j =

up, j; ep, j est transformé en un flux v′p, j = up, j; e′p, j dans W, et similairement
pour les vc, j, tandis que vp,ip est combiné avec vc,ic , formant un nouveau flux
vi dans W. Alors v dépend directement de vi, des v′p, j et des v′c, j, et ces
flux vérifient bien les conditions du point (3). Dans le cas où par exemple
seul vp est dépendant, le raisonnement est identique, en remplaçant vc,ic par
directement vc.

�

La Prop. 16 est alors une direct conséquence du Lem. 13.

5.2.6 Stabilité de LinNets
On peut alors utiliser la Prop. 16 pour prouver que l’ensemble LinNets est stable
par simplification.

Proposition 17. Soit W ∈ LinNets et W V W ′. Alors W ′ ∈ LinNets.
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Proof. Supposons qu’on simplifie W en W ′ avec la règle (Dépendant). Comme
W ∈ LinNets, la condition 4 sur la stœchiométrie est vérifiée dans W, et donc
également dans W ′.

Soit X une espèce intermédiaire, et vd = ud; ed ∈ W le flux supprimé, dépen-
dant de v1, . . . , vk ∈ W, avec des coefficients a1, . . . , ak ∈ N. Par induction, dans
W l’espèce X est soit un modificateur, soit est stable-linéaire. Si X est un modifi-
cateur, c’est aussi le cas dans W ′, et toutes les autres conditions sont directement
vérifiées.

Sinon, soit v = u; e un flux de W ′. Si v ∈ W, c’est-à-dire que ce flux n’a pas
été modifié par la règle, alors les conditions sur sa cinétique sont vérifiées dans
W par induction, et donc également dans W ′. Sinon, cela signifie qu’il existe i
tel que v soit la simplification du flux vi = ui; ei. Dans ce cas, on a donc u = ui,
et e = ei + aied. D’après la Prop. 16, soit ProdJ (vir) = ReacJ (vir) = ∅, soit
ReacJ (vir) = ReacJ (vdr) et ProdJ (vir) = ProdJ (vdr). Comme ui = u, c’est
également le cas en remplaçant vi par v. Dans le premier cas, v ne produit ni
ne consomme aucune espèce intermédiaire, donc les conditions sur les cinétiques
sont trivialement vérifiées. Dans le second cas, supposons que v consomme X.
Dans ce cas, c’est aussi le cas de vi et de vd. Donc par induction, comme W ∈

LinNets, on a ed = xXe′d et ei = xXe′i , avec X < Espèces(e′d),Espèces(e′i), et pour
toute espèce intermédiaire Y , X, Y < Espèces(ed),Espèces(ei). Donc e = ei +

aied = xX(e′i + aie′d) est bien linéaire en X, et pour tout Y , X, Y < Espèces(e).
Donc le point 2 de la définition de LinNets est vérifié.

Si v produit X et ne consomme pas d’autres espèces intermédiaires, alors c’est
aussi le cas de vi et vd, donc par induction, J ∩ Espèces(ei) = ∅, et pareil pour
ed. Comme e = ei + aied, on a donc J ∩ Espèces(e) = ∅, donc le point 3 est
également vérifié. De plus cela prouve également que X est bien stable-linéaire
dans W ′ (point 1). Donc W ′ ∈ LinNets.

Si on simplifie W en W ′ en utilisant la règle (Modificateur Constant), alors
les conditions de LinNets sont trivialement préservées.

Enfin, si on utilise la règle (Intermédiaire) sur une espèce X ∈ J . Soient
T , T ′ et F les expressions définies dans la règle. Les règles de linéarité dans W
impliquent que pour tout Y ∈ J , xY < Vars(T ′).

Soit Y , X une autre espèce intermédiaire. Soit Y est un modificateur dans
W ′, et donc toutes les conditions sont directement vérifiées. Soit ce n’est pas le
cas, donc il existe un flux produisant ou consommant Y . Soit v = u; e ∈ W ′ un
tel flux, et supposons que v consomme Y . Supposons tout d’abord que v soit la
simplification d’un flux v′ = u; e′ ∈ W, c’est-à-dire e = e′[xX := F]. Par le
point 2, à part Y , aucune autre espèce intermédiaire ne peut apparaître dans e′. En
particulier, X < Espèces(e′), et donc e = e′. Donc le point 2 est directement vérifié
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pour v dans ce cas. Si v est la combinaison d’un flux vp qui produit X et d’un flux
vc qui consomme X, on a alors v = vp �T ′ vc. On a ProdJ (vpr) = ReacJ (vcr) =

{X}, ReacJ (vpr) = ReacJ (vr) = {Y}, et ProdJ (vcr) = ProdJ (vr). Donc par
induction, kin(vp) = xYep (vp consomme Y) et kin(vc) = xXec (vc consomme X),
avec pour tout Z ∈ J , Z < Espèces(ec),Espèces(ep). Donc e = xYepec/T ′, avec
Z < Espèces(epec/T ′), et donc la condition 2 est bien vérifiée.

Supposons maintenant que v = u; e ∈ W ′ produise Y et ne consomme pas
d’espèce intermédiaire. Si c’est la simplification d’un v′ = u; e′ ∈ W, alors comme
précédemment, on a X < Espèces(e′) par induction et par le point 3, et donc
e = e′ et toutes les conditions sur les cinétiques sont vérifiées. Si v′ est la fusion
d’un vp et d’un vc, alors ReacJ (vpr) = ∅, ProdJ (vpr) = ReacJ (vcr) = {X}, et
ProdJ (vcr) = {Y}. Donc J ∩ Espèces(kin(vp)) = ∅, et kin(vc) = xXe′c, avec J ∩
Espèces(e′c) = ∅. Donc comme kin(v) = kin(vp)e′c/T

′, on a J ∩ Espèces(kin(v)) =

∅, et le point 3 est vérifié.
Cela prouve également le point 1.
Pour la condition 4 sur la stœchiométrie, pour tout flux v = vp �T ′ vc, on a avec

la normalisation :

ReacJ (vr) = (ReacJ (vpr) ∪ ReacJ (vcr))\(ProdJ (vpr) ∪ ProdJ (vcr))
= (ReacJ (vpr) ∪ {X})\({X} ∪ ProdJ (vcr))
= ReacJ (vpr)\({X} ∪ ProdJ (vcr)).

Comme |ReacJ (vpr)| ≤ 1, on a directement |ReacJ (vr)| ≤ 1. Par symétrie,
|ProdJ (vr)| ≤ 1.

Donc W ′ ∈ LinNets. �

5.2.7 Confluence structurelle

On peut maintenant prouver que la simplification est structurellement confluente,
c’est-à-dire que tous les réseaux complètement simplifiés auront les mêmes réac-
tions si on néglige les cinétiques.

On définit la taille d’un réseau de flux W comme celle du réseau de réactions
Wr correspondant. Nos règles de simplification diminuent trivialement la taille
des réseaux, donc la confluence locale implique la confluence globale.

Définition 26. Deux réseaux de flux W = V&C et W ′ = V ′&C′ sont structurelle-
ment similaires, noté W ≡struc W ′, s’ils ont les mêmes réactions sans cinétiques,
c’est-à-dire :

{u | ∃e. u; e ∈ V} = {u′ | ∃e′. u′; e′ ∈ V ′}.

On a alors le théorème de confluence structurelle suivant.



202 Confluence de l’élimination des espèces intermédiaires

Théorème 7 (Structural confluence). La simplificationV sur (LinNets,≡struc) est
confluente.

Proof. La proposition 17 implique qu’on peut toujours simplifier toutes les es-
pèces intermédiaires. Donc tout réseau complètement simplifié n’a plus d’espèces
intermédiaires, ni d’espèces dépendantes. Le Théoreme 6 implique alors l’unicité
de la structure. �



5.3 Confluence générale de la simplification avec cinétique 203

5.3 Confluence générale de la simplification avec ciné-
tique

Enfin, on s’intéresse à la confluence générale de la simplification avec cinétique.
On veut donc que les réseaux complètement simplifiés aient la même structure,
mais aussi les mêmes expressions cinétiques et les mêmes contraintes. On montre
tout d’abord sur un exemple que ce n’est pas le cas en général. On donne alors un
critère sur les modes du réseau initial, et on prouve que lorsque ce critère est véri-
fié, la simplification est confluente. On donne ensuite un exemple biologique de
modèle dans lequel le critère n’est pas vérifié, et où on peut obtenir deux réseaux
simplifiés différents. Enfin, on étudie la simplification des systèmes d’équations
qu’on peut dériver des réseaux.

5.3.1 Non confluence des expressions cinétiques
L’exemple suivant illustre la non confluence des expressions cinétiques dans le
cas général.

Exemple 52. Reprenons le réseau W de la Fig. 5.6. On peut éliminer les espèces
intermédiaires avec la règle (Intermédiaire). Si on commence par éliminer X, puis
Y et enfin Z, on obtient le réseau de flux WXYZ représenté en haut à droite de la
Fig. 5.6. Si on commence par X, puis Z puis Y , on obtient le réseau WXZY en bas
à droite. Dans le réseau WXYZ , le flux v123456 est dépendant, soit des flux v123, v456,
soit des flux v1346, v25. On peut donc le supprimer de deux façon différentes avec
la règle (Dépendant). Dans le premier cas, on modifie alors les cinétiques des flux
v123 et v456, et on obtient le réseau WXYZd1 = WXZY . Dans le second cas, on modifie
les cinétiques de v1346 et v25, et on obtient le réseau WXYZd2 (Fig. 5.6).

Ces deux réseaux ont la même structure, c’est-à-dire les mêmes réactions
lorsqu’on néglige les cinétiques. En revanche, les expressions cinétiques des flux
ne sont pas les mêmes.

5.3.2 Critère pour la confluence
On peut alors définir le critère suivant sur la base de réactions initiales.

Définition 27. Une base de réactions r est décomposable de façon unique si tout
mode u ∈ Nm pour les espèces intermédiaires J a une unique décomposition en
modes élémentaires.

Exemple 53. Dans l’exemple précédent, la base de réaction pour le réseau W
(Fig. 5.6 n’est pas uniquement décomposable. Il a quatre modes élémentaires :
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Fig 5.9: Deux décompositions du mode u = (1, 1, 1, 1, 1, 1) dans le réseau W.

u1 = (1, 1, 1, 0, 0, 0) u2 = (0, 0, 0, 1, 1, 1)

u3 = (1, 0, 1, 1, 0, 1) u4 = (0, 1, 0, 0, 1, 0)

Alors le mode u = (1, 1, 1, 1, 1, 1) possède deux décompositions différentes :
u1 + u2 et u3 + u4. Ces deux décompositions sont illustrées dans la Fig. 5.9. Le
critère n’est donc pas vérifié, et la simplification n’est pas confluente, comme on
l’a vu précédemment.

5.3.3 Confluence
On prouve alors que lorsque le critère de décomposition est respecté, la simplifi-
cation est confluente, y compris pour les cinétiques.

Théorème 8 (Confluence). Si r est décomposable de façon unique, alors la sim-
plificationV sur (LinNets,≡) est confluente.

Proof. C’est la conséquence des lemmes 14 à 19 ci-dessous, qui analysent les dif-
férentes paires critiques. Notons que puisse qu’on considère la confluence modulo
la similarité ≡, la confluence de la règle (Similarité) avec les autres règles est triv-
iale. �

Les lemmes suivants analysent les différentes paires critiques. En particulier,
les preuves des lemmes 16 et 19 nécessitent de décomposer précisément les dif-
férents ensembles de flux.

Lemme 14. On suppose que la base r est décomposable de façon unique. Soit W
un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 ou W2 avec la règle (Dépendant) :
W VDep Wi. Alors il existe deux réseaux similaires W ′

1 ≡ W ′
2 tels que Wi V

∗ W ′
i .

Proof. Supposons qu’on simplifie W en Wi en appliquant la règle (Dépendant) sur
respectivement vd qui dépend de v1, . . . , vk, et v′d, qui dépend de v′1, . . . , v

′
k′ . Notons

que dans tous les cas, on ne modifie pas la contrainte de W.
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Si vd = v′d, alors comme r est décomposable de façon unique, cela implique
{v1, . . . , vk} = {v′1, . . . , v

′
k′}, et donc directement W1 = W2.

Si vd , v′d, que vd < {v′1, . . . , v
′
k′}, et v < {v1, . . . , vk}, alors la paire critique se

ferme uniformément (modulo la similarité des cinétiques) : Wi V
Dep W ′

i , avec
W ′

1 ≡ W ′
2.

Si vd dépend de v′d, alors v′d ne peut pas dépendre de vd, puisqu’on utilise
uniquement des combinaisons linéaires positives. On suppose, sans perdre en
généralité, que v′d = v1. On note vd = ud; ed, v′d = u′d; e′d, vi = ui; ei et v′i =

u′i ; e′i . Il existe des entiers positifs a′d, ai et a′i tels que ud = a′du′d +
∑

2≤i≤k

aiui, et

u′d =
∑
1≤ik′

a′iu
′
i . Dans W1, le flux vd est supprimé, et le flux v′d devient u′d; e′d + a′ded.

Il est toujours dépendant, donc on peut le supprimer. Il reste donc des flux de
forme ui; ei + aied et u′i ; e′i + a′i(e

′
d + a′ded). Dans W2, après avoir supprimé v′d, le

flux vd reste dépendant de {v′1, . . . , v
′
k′ , v2, . . . , vk}, avec les coefficients suivants :

ud =
∑
1≤ik′

a′da′iu
′
i +
∑

2≤i≤k

aiui. On peut donc le supprimer. Il reste des flux de forme

ui; ei + aied et u′i ; e′i + a′ie
′
d + a′da′ied, d’où W ′

1 ≡ W ′
2. �

Lemme 15. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 avec la rè-
gle (Dépendant), W VDep W1, ou en W2 avec la règle (Modificateur Constant),
W VMod W2. Alors W1 V

Mod W ′
2 et W2 V

Dep W ′
1, avec W ′

1 ≡ W ′
2.

Proof. Ce cas est direct. Soit vd = ud; ed le flux supprimé, X le modificateur, et v =

u; e ∈ W un autre flux. On suppose que vd dépend de v avec un coefficient ′ (et avec
a = 0 si vd ne dépend pas de v). Dans W ′

1, ce flux devient u; (e + aded)[xX := x0
X].

Dans W ′
2, il devient u; e[xX := x0

X]+aed[xX := x0
X]. Ces deux flux sont trivialement

similaire. De plus, dans les deux cas on obtient la contrainte C[xX := x0
X], donc

W ′
1 ≡ W ′

2. �

Lemme 16. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 avec la règle
(Dépendant), W VDep W1, ou en W2 avec la règle (Intermédiaire), W VInter W2.
Alors il existe W ′

1 ≡ W ′
2 avec Wi V

∗ W ′
i .

Proof. Cette preuve est un peu plus longue. L’idée est que, en utilisant la décom-
position de la Prop. 16, si le flux dépendant vd par exemple consomme l’espèce
intermédiaire X, alors c’est aussi le cas pour un (unique) flux vi dont vd dépend.
Dans ce cas, pour tout flux v consommant X, le flux combiné vd � v sera toujours
dépendant dans W2, avec notamment le flux vi � v.

Soit vd le flux dépendant supprimé, qui dépend de v1, . . . , vk, avec les coeffi-
cients a1, . . . ak.

Considérons tout d’abord que X < ProdJ (vdr) ∪ ReacJ (vdr). On note vd =

ud; ed et pour tout 1 ≤ i ≤ k, vi = ui; ei. Alors, d’après la Prop. 16, pour tout 1 ≤
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i ≤ k, X < ProdJ (vir) ∪ ReacJ (vir). Donc, après avoir élimer l’espèce intermédi-
aire X dans W2, on obtient les flux ud; ed[xX := F], u1; e1[xX := F], . . . , uk; ek[xX :=
F] ∈ W2, tels que ud; ed[xX := F] dépend des autres flux. Avec F définit comme
dans la règle (Intermédiaire). On peut donc supprimer ud; ed[xX := F] avec la
règle (Dépendant), et obtenir dans W ′

2 les flux ui; ei[xX := F] + aied[xX := F] pour
1 ≤ i ≤ k. Réciproquement, en commençant par la règle (Dépendant), on obtient
dans W1 les flux ui; ei + aied. On peut alors toujours appliquer (Intermédiaire), et
on obtient alors ui; (ei + aied)[xX := F] dans W ′

1. Ces flux sont similaires à ceux de
W ′

1. C’est également le cas des autres flux de ces réseaux, et de leurs contraintes,
donc W ′

1 ≡ W ′
2.

Supposons maintenant que vd consomme X. Alors, d’après la Prop. 16, il
existe un index i tel que vi consomme X et ai = 1, et pour tout j , i, ProdJ (vir) =

ReacJ (vir) = ∅. On note vd = ud; xXed, vi = ui; xXei et pour tout j , i, v j = u j; e j.
On note Vprod l’ensemble des flux qui produisent des molécules de X, et Vreac ceux
qui en consomment. Dans W2, après avoir supprimé l’espèce X, on obtient les flux
suivants :

• V1, la combinaison de vd et des flux consommant X : {u + ud; ede/T ′ | u; e ∈
Vprod},

• V2, la combinaison de vi et des flux consommant X : {u + ui; eie/T ′ | u; e ∈
Vprod},

• V3, les autres flux combinés : {u + u′; ee′/T ′ | u; e ∈ Vprod, u′; xXe′ ∈
Vreac\{vd, vi}},

• V4, les autres flux dont vd dépend: {u j; e j[xX := F]} j,i,

• V5, tous les autres flux, où on remplace juste xX par F.

Alors tout flux u + ud; ede/T ′ ∈ V1 dépends de u + ui; eie/T ′ ∈ V2 et des flux
u j; e j[xX := F] ∈ VV4, et peut donc être supprimé. On obtient les flux :

• V ′2 = {u + ui; eie/T ′ + ede/T ′ | u; e ∈ Vprod},

• V3,

• V ′4 = {u j; e j[xX := F] +
∑

u;e∈Vprod

a jede/T ′} j,i,

• V5.

Réciproquement, en commençant par supprimer vd, on obtient dans W1 :

• le flux v′i = ui; xXei + xXed
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• les autres flux dont vd dépendait {u j; e j + a jxXed} j,i

• Vcons\{vd, vi},

• Vprod,

• les autres flux.

On peut toujours supprimer X, et obtenir :

• la combinaison de v′i et des flux consommant X : {u+ui; (ei +ed)e/T ′ | u; e ∈
Vprod} ≡ V ′2,

• les autres combinaisons de flux : V3,

• les autres flux dont vd dépendait : VV ′ = {u j; (e j + a jxXed)[xX := F]} j,i,

• tous les autres flux, où on remplace juste xX par F : V5.

Or on a :

e j[xX := F] +
∑

u;e∈Vprod

a jede/T ′ ≡ e j[xX := F] + a jedF

≡ (e j + a jxXed)[xX := F].

Donc V ′′ ≡ V ′4, et les flux des deux réseaux simplifiés sont similaires. Pour les
contraintes, dans les deux réseaux on obtient C[xX := F] ∧ x0

X = F.
Le cas où X est produit par vd est similaire au précédent �

Lemme 17. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 ou W2 avec
la règle (Modificateur Constant) : W VMod Wi. Alors il existe W ′

1 ≡ W ′
2 avec

Wi V
Mod W ′

i .

Proof. Ce cas est direct, puisque les substitutions commutent. �

Lemme 18. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 avec la règle
(Modificateur Constant), W VMod W1, ou en W2 avec la règle (Intermédiaire),
W VInter W2. Alors il existe W ′

1 ≡ W ′
2 avec W1 V

Inter W ′
1 et W2 V

Mod W ′
2.

Proof. Les espèces supprimées ne pouvant pas être les mêmes, ce cas est trivial.
�

Lemme 19. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W1 ou W2 avec la
règle (Intermédiaire) : W VInter Wi. Alors il existe W ′

1 ≡ W ′
2 avec Wi V

∗ W ′
i .
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Proof. Cette preuve est également plus longue. On va montrer qu’après avoir
enlevé une première espèce intermédiaire X, l’autre espèce Y peut être supprimée
soit avec (Modificateur Constant), soit avec (Intermédiaire). Dans le second cas,
des flux dépendants peuvent éventuellement être créés, mais on peut les supprimer
et obtenir le même réseau simplifié quelque soit l’ordre d’élimination de X et Y .

On partitionne les flux de W de la façon suivante :

• VX = {vX = uX; eX | X ∈ ProdJ (vX),Y < Espèces(vX)}, les flux produisant
du X sans Y ,

• VX′ = {vX′ = uX′; xXeX′ | X ∈ ReacJ (vX′),Y < Espèces(vX′)}, les flux con-
sommant du X sans Y ,

• Vmod(X) = {vvmod(X) = umod(X); emod(X) | X < ProdJ (vmod(X)) ∪ ReacJ (vmod(X)),
xX ∈ Vars(vmod(X)),Y < Espèces(vmod(X))}, les flux avec X comme modifica-
teur et sans Y ,

• VY = {vY = uY ; eY | Y ∈ ProdJ (vY), X < Espèces(vY)}, les flux produisant
du Y sans X,

• VY′ = {vY′ = uY ; xYeY′ | Y ∈ ReacJ (vY), X < Espèces(vY)}, les flux consom-
mant du Y sans X,

• Vmod(Y) = {vmod(Y) = umod(Y); emod(Y) | Y < ProdJ (vmod(Y)) ∪ ReacJ (vmod(Y)),
xY ∈ Vars(vmod(Y)), X < Espèces(vmod(Y))}, les flux avec Y comme modifica-
teur et sans X,

• VXY′ = {vXY′ = uXY′; xYeXY′ | X ∈ ProdJ (vXY′)),Y ∈ ReacJ (vXY′))}, les flux
produisant du X et consommant du Y ,

• VX′Y = {vX′Y = uX′Y ; xXeX′Y | Y ∈ ProdJ (vX′Y)), X ∈ ReacJ (vX′Y))}, les flux
produisant du Y et consommant du X,

• Vmod(XY) = { vmod(XY) = umod(XY); emod(XY) | X,Y < ProdJ (vmod(XY)) ∪
ReacJ (vmod(XY))}, les flux avec X et Y en modificateur.

On définit les termes suivants :

TX =
∑
VX

eX TX′ =
∑
VX′

eX′

TY =
∑
VY

eY TY′ =
∑
VY′

eY′

TX′Y =
∑
VX′Y

eX′Y TXY′ =
∑
VXY′

eXY′

On commence par supprimer X. On obtient les flux combinés suivants :
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• VX �(TX′+TX′Y ) VX′ = {uX + uX′; eXeX′/(TX′ + TX′Y)},

• VX �(TX′+TX′Y ) VX′Y = {uX + uX′Y ; eXeX′Y/(TX′ + TX′Y)},

• VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′ = {uXY′ + uX′; eXY′eX′ xY/(TX′ + TX′Y)},

• VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′Y = {uXY′) + uX′Y); eXY′eX′Y xY/(TX′ + TX′Y)}.

• V ′mod(X) = {umod(X); emod(X)[xX := (TX + xYTXY′)/(TX′ + TX′Y)]},

• V ′mod(XY) = {umod(XY); emod(XY)[xX := (TX + xYTXY′)/(TX′ + TX′Y)]}.

• VY = {uY ; eY},

• VY′ = {uY ; xYeY′},

• Vmod(Y) = {umod(Y); emod(Y)}.

Il y a alors deux cas. Premièrement, Y peut maintenant être seulement un
modificateur. Pour cela, il faut donc en particulier que VY = VY′ = ∅. Comme on
pouvait appliquer (Intermédiaire) sur Y dans le réseau initial, on avait VXY′ , ∅.
Mais alors il faut aussi avoir VX = VX′ = ∅. En d’autres termes, tous les flux
qui produisaient un X consommait un Y , et réciproquement. Dans ce cas, en
supprimant X, il ne reste que les flux VXY′�(TX′+TX′Y )VX′Y , V ′mod(X), Vmod(Y) et V ′mod(XY).
En appliquant (Modificateur Constant), on obtient alors les flux :

• {uXY′ + uX′Y ; eXY′eX′Y x0
Y/TX′Y}.

• {umod(X); emod(X)[xX := x0
YTXY′/TX′Y]},

• {umod(Y); emod(Y)[xY := x0
Y]},

• {umod(XY); emod(XY)[xX := x0
YTXY′/TX′Y][xY := x0

Y]}.

On a également la contrainte x0
X = x0

YTXY′/TX′Y , qui peut se réécrire en x0
Y =

x0
XTX′Y/TXY′ . En utilisant cette égalité pour réécrire les cinétiques précédentes, on

trouve exactement (par symétrie) le réseau obtenu en supprimant d’abord Y puis
le modificateur X.

Dans le second cas, on peut toujours supprimer Y avec la règle (Intermédi-
aire). On définit les termes suivants :

UY =
TX′TY + TYTX′Y + TXTX′Y

TX′ + TX′Y
UY′ =

TX′TY′ + TY′TX′Y + TX′TXY′

TX′ + TX′Y

T = TX′TY′ + TY′TX′Y + TX′TXY′ .

On obtient alors les flux suivants :
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• (VX �(TX′+TX′Y ) VX′Y) �UY′ (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′) =

{uX + uX′Y + uX′ + uXY′;
eXeX′eXY′eX′Y

(TX′ + TX′Y)T
},

• (VX �(TX′+TX′Y ) VX′Y) �UY′ VY′ = {uX + uX′Y + uY′;
eXeY′eX′Y

T
},

• VY �UY′ (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′) = {uY + uXY′ + uX′;
eYeXY′eX′

T
},

• VY �UY′ VY′ = {uY + uY′;
eYeY′(TX′ + TX′Y)

T
}.

• (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′Y)′ = {uXY′ + uX′Y ;
TX′TY + TYTX′Y + TXTX′Y

T (TX′ + TX′Y)
eXY′eX′Y},

• V ′′mod(X) = {umod(X); emod(X)[xX :=
TXTY′ + TXTXY′ + TYTXY′

T
]},

• V ′′mod(XY) = {umod(XY); emod(XY)[xX :=
TXTY′ + TXTXY′ + TYTXY′

T
]

[xY :=
TYTX′ + TYTX′Y + TXTX′Y

T
]},

• V ′mod(Y) = {umod(Y); emod(Y)[xY :=
TYTX′ + TYTX′Y + TXTX′Y

T
]}.

• VX �(TX′+TX′Y ) VX′ = {uX + uX′; eXeX′/(TX′ + TX′Y)}

On s’aperçoit alors que certains flux sont dépendants. Ainsi, chaque flux de
(VX �(TX′+TX′Y ) VX′Y) �UY′ (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′) est en fait la somme d’un flux de
(VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′Y)′ et d’un flux de VX �(TX′+TX′Y ) VX′ , et peut donc être supprimé.
En réécrivant les expressions cinétiques par similarité, on obtient les flux suivants :

• VX �(TX′+TX′Y ) VX′ = {uX + uX′;
eXeX′(TY′ + TXY′)

T
},

• VY �UY′ VY′ = {uY + uY′;
eYeY′(TX′ + TX′Y)

T
},

• (VX �(TX′+TX′Y ) VX′Y) �UY′ VY′ = {uX + uX′Y + uY′;
eXeY′eX′Y

T
},

• VY �UY′ (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′) = {uY + uXY′ + uX′;
eYeXY′eX′

T
},

• V ′′mod(X) = {umod(X); emod(X)[xX :=
TXTY′ + TXTXY′ + TYTXY′

T
]},

• V ′mod(Y) = {umod(Y); emod(Y)[xY :=
TYTX′ + TYTX′Y + TXTX′Y

T
]},
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• (VXY′ �(TX′+TX′Y ) VX′Y)′ = {uXY′ + uX′Y ;
(TY + TX)eXY′eX′Y

T
},

• V ′′mod(XY) = {umod(XY); emod(XY)[xX :=
TXTY′ + TXTXY′ + TYTXY′

T
]

[xY :=
TYTX′ + TYTX′Y + TXTX′Y

T
]}.

Mais on observe alors que X et Y sont en fait symétriques dans ces ensembles :
le second ensemble correspond au premier en remplaçant X par Y , le quatrième
au troisième, le sixième au cinquième. Dans les deux derniers ensembles, X et Y
sont directement symétriques. Donc, si on avait commencé par Y puis X, on aurait
obtenu le même réseau. On obtient également dans les deux cas la contrainte C en

remplaçant xX par
TXTY′ + TXTXY′ + TYTXY′

T
et xY par

TYTX′ + TYTX′Y + TXTX′Y

T
.
�

5.3.4 Exemple biologique de non confluence des cinétiques
On présente ici un exemple biologique d’un réseau ne vérifiant pas la condition
de décomposition unique. On peut donc le simplifier de deux façons différentes,
et obtenir deux réseaux avec la même structure, mais des fonctions cinétiques
différentes.

Il s’agit du modèle BIOMD0000000173 de la base de données de modèles
Biomodels. Ce réseau est issu de (Schmierer et al., 2008), et représente les mé-
canismes de transduction de signal avec la molécule Smad, depuis la membrane
cellulaire jusqu’au noyau de la cellule.

On ne considère ici qu’un sous-réseau de ce modèle, suffisant pour illustrer
le cas de non confluence. Il est représenté dans la Fig. 5.10. L’espèce S4c, qui
représente la molécule de Smad4 dans le cytoplasme, peut se lier soit avec une
molécule de Smad2 phosphorée (pS2c), formant le complexe S24c (réaction r5),
ou avec une molécule de G phosphorée (pGc), formant le complexe G4c (réaction
r22). Ces deux réactions sont réversibles (r5′ et r22′). Les mêmes types de trans-
formations ont lieu dans le noyau (réactions r6, r6′ , r23 et r23′). Le Smad4 peut
également se déplacer du cytoplasme vers le noyau, ou réciproquement (r1 et r1′).
Enfin, le complexe de Smad2 et Smad4 peut se déplacer du cytoplasme vers le
noyau (r7).

On suppose que J = {S4c, S24c, S4n, S24n}. Le réseau est bien J-linéaire.
On peut donc éliminer ces quatre espèces. On obtient alors des réseaux avec la
même structure, mais des cinétiques différentes, représentés dans la Fig. 5.11. Le
premier réseau W1 est obtenu en supprimant d’abord S4n, puis S24n, S24c, S4c et
les réactions dépendantes. Le deuxième WW2 est obtenu en supprimant S4n, puis
S24n, S4c, S24c et les réactions dépendantes.
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G4c pGc S4c pS2c S24c

G4n pGn S4n pS2n S24n

r22

CkonxpGc xS4c

r22′CkoffxG4c

r5

CkonxS4c xpS2c

r5′CkoffxS24c

r23NkonxpGn xS4n

r23′ NkoffxG4n

r6 konNxS4n xpS2n

r6′ koffNxS24n

r1kinxS4c r1′ koutxS4n r7 kinCIFxS24c

Fig 5.10: Sous-réseau du modèle BIOMD0000000173.

On note r = (r1, r
′
1, r5, r

′
5, r6, r

′
6, r7, r22, r

′
22, r23, r

′
23) la base de réactions.

Considérons le mode u = (1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0). Il a deux décompositions
en modes élémentaires, u1 + u2 et u3 + u4, représentées dans la Fig. 5.12 (par
simplicité, on omet les espèces non intermédiaires dans le graphe), avec :

u1 = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0) u2 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

u3 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0) u4 = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0)

5.3.5 Confluence de la simplification de systèmes d’équations
On s’intéresse à la simplification des systèmes d’équations dérivées de ces réseaux.
On considère ici les règles (Variable Stable), (Variable Constante), et (Similar-
ité) de la Fig. 4.13.

Cette simplification est trivialement uniformément confluente.

Théorème 9. La simplification de systèmes d’équations avec les trois règles ci-
dessus est uniformément confluente dans (Systemes,≡).

Proof. C’est direct, les règles ne faisant qu’appliquer des substitutions, qui com-
mutent par similarité. �

Notons que comme il y a une relation de simulation entre la simplification
de réseaux de flux et celle de réseaux de réactions, et une simulation entre cette
simplification et celle des systèmes d’équations, il existe aussi une simulation
entre la simplification les réseaux de flux et celle de systèmes d’équations.

Proposition 18. Soit r une base de réactions, et W,W ′ deux réseaux de flux tel
que W V W ′. Alors E(Wr)⇒∗ E(W ′r), en utilisant les trois règles ci-dessus.
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G4c pGc pS2c

G4n pGn pS2n

r1 22′ 23

e1

r1′ 22 23′
e2

r5 6′ 7 22′ 23 e3 r1′ 5 6′ 7 e4

Réseau W1 Réseau W2

e1
2xG4c xpGn

K1

xG4c xpGn(K1 + K3xpS2c)
K1K2

e2
2xG4n xpGc

K1

2xG4n xpGc

K1

e3
xG4c xpGn xpS2c

K1

xG4c xpGn xpS2c(xpGc + xpS2c + 1)K3

K1K2

e4
xpS2c(xG4c + xG4n)

K1

xpS2c(xG4c(xpS2c + xpGc)K3 + xG4n K2)
K1K2

Paramètres :
K1 = 2xG4c + 2xpGc + 2xG4c xpGc + xpGc xpS2c

K2 = xG4c + xpGc + xpS2c + xG4c xpGc + xpS2c xpGc

K3 = 1 + xpGc

Fig 5.11: Réseaux simplifiés. Les deux réseaux ont la même structure (représen-
tée graphiquement) mais des expressions cinétiques différentes (définies dans le
tableau). Le réseau W1 est obtenu en éliminant dans l’ordre S4n, S24n, S24c, S4c

et les réactions dépendantes. Le réseau W2 est obtenu en éliminant dans l’ordre
S4n, S24n, S4c, S24c, et les réactions dépendantes.
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S4c S24c
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Fig 5.12: Deux décompositions du mode u, en les modes élémentaires u1 + u2 et
u3 + u4. Par simplicité, on a omis les espèces non intermédiaires.

Proof. C’est la conséquence de la Prop. 14, qui montre une simulation entre les
réseaux de flux et les réseaux de réactions, et de la Prop. 13, qui montre une
simulation entre les réseaux de réactions et les systèmes d’équations. �

Cela implique que, même lorsque la base de réactions n’est pas décompos-
able de façon unique, les réseaux complètement simplifiés ont le même système
d’équations (en plus d’avoir la même structure).

Théorème 10. Soit W un réseau, et W1,W2 deux réseaux tels que W V∗ Wi et
complètement simplifiés, c’est-à-dire {W ′ | (Wi V W ′)} = ∅. Alors W1 ≡

struc W2

et E(W1r) ≡ E(W2r).

Proof. W1 ≡
struc W2 est la conséquence directe du Théoreme 7. De plus, d’après

la Prop. 18, on a E(Wr) ⇒∗ E(Wir). Ces systèmes n’ont plus de variables pour
les espèces intermédiaires, donc ne peuvent plus être simplifiés. Donc, d’après le
Théoreme 9, E(W1r) ≡ E(W2r). �
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5.4 Discussion
On discute ici de la simplification confluente des réseaux de flux J-linéaires,
en particulier en les comparant aux méthodes de simplification proposées dans
(Radulescu et al., 2008) et dans (Sáez et al., 2016).

Dans (Radulescu et al., 2008), Radulescu et al. reprend la méthode pro-
posée par (Clarke, 1992) pour simplifier en trois étapes des réseaux, en élimi-
nant des espèces intermédiaires. Premièrement, ils calculent le système simplifié
d’équations, en supposant que les espèces intermédiaires sont stables. Ils utilisent
pour cela des approximations, en supposant que certaines vitesses sont dominantes
par rapport aux autres, ou en utilisant les équilibres tropicaux (Radulescu et al.,
2015). Ils n’ont alors pas besoin de supposer que les cinétiques sont linéaires.
Deuxièmement, ils calculent la structure du réseau simplifié en utilisant les modes
élémentaires et la méthode de double description (Gagneur & Klamt, 2004). En-
fin, ils cherchent à associer à chaque réaction simplifiée un taux cinétique, per-
mettant d’obtenir le système d’équations calculé lors de la première étape. Cette
étape n’est décrite formellement que dans le cas où les réactions simplifiées sont
"stœchiométriquement indépendantes", c’est-à-dire qu’on ne peut pas par exem-
ple avoir de réactions r1, . . . , r4 telles que stoicr1+stoicr2 = stoicr3+stoicr4 . Lorsque
cette condition est vérifiée, l’assignation des cinétiques est unique.

Leur méthode diffère donc de notre simplification sur plusieurs points. Pre-
mièrement, leur méthode est plus générale, elle ne nécessite pas de conditions
particulières de linéarité ou de stœchiométrie. Elle supprime d’un seul coup un en-
semble d’espèces intermédiaires, contrairement à notre simplification par règles,
qui procède de façon récursive. Deuxièmement, leur simplification est une ap-
proximation, tandis que la notre est exacte. En ajoutant des conditions de linéarité
similaires aux nôtres, il est probable qu’ils puissent également obtenir une simpli-
fication exacte, mais ils ne considèrent pas ce cas. Comme on a vu que nos règles
de simplification calculaient aussi les modes élémentaires, la structure du réseau
simplifié sera la même pour les deux méthodes de simplification. Les expressions
cinétiques seront par contre différentes, puisqu’ils utilisent des approximations.

Concernant la confluence, leur méthode est trivialement structurellement con-
fluente. Pour les cinétiques, elle n’est confluente que si les réactions simplifiées
sont stœchiométriquement indépendantes. Cette condition est en fait équivalente à
notre critère sur la décomposition de façon unique. Dans (Radulescu et al., 2012),
ils proposent une étape supplémentaire dans le cas où les réactions ne seraient pas
stœchiométriquement indépendantes. Cette étape supprime, de façon arbitraire,
l’une des réactions non indépendantes, jusqu’à obtenir un ensemble indépendant
(par exemple l’une des réactions ri ci-dessus). L’assignation des cinétiques est
alors unique. Mais comme cette étape d’élimination est arbitraire cette méthode
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n’est pas confluente, et les réseaux simplifiés peuvent alors avoir différentes struc-
tures.

Dans (Sáez et al., 2016), les auteurs ont développé, en parallèle et indépen-
damment de nos travaux, une autre méthode de simplification de réseaux qui
éliminent les espèces intermédiaires. Comme nous, leur simplification préserve
exactement la sémantique déterministe lorsque les espèces intermédiaires sont
stables. Leur méthode est basée sur la théorie des graphes et le calcul des arbres
recouvrant dans le graphe des espèces intermédiaires.

En comparaison avec notre simplification, leur méthode cherche à supprimer
en une seule étape un ensemble d’espèces intermédiaires. Les conditions sur les
intermédiaires (linéarité, stœchiométrie, etc.) sont les mêmes pour les deux méth-
odes. Chaque réaction simplifiée avec leur méthode correspond à un chemin de
taille minimal dans le graphe des intermédiaires, qui ne modifie pas la quantité des
espèces intermédiaires. Il s’agit donc encore une fois de modes élémentaires, donc
la structure du réseau simplifié sera la même que la notre ou celle de (Radulescu
et al., 2008). Appliquée sur une unique espèce intermédiaire, leur méthode donne
en fait exactement le même résultat que notre règle (Intermédiaire - Linéaire).

Leur simplification, appliquée sur un ensemble d’espèces intermédiaires, pro-
duit un unique réseau simplifié, et est donc directement confluente. Notons que
le réseau produit par leur simplification semble toujours correspondre à l’un des
réseaux produit par notre méthode. Il serait alors intéressant de mieux compren-
dre pourquoi ils obtiennent précisément ce réseau, et si celui-ci a des propriétés
particulières par rapport aux autres réseaux qu’on peut obtenir avec notre simpli-
fication. Notons qu’ils proposent également d’appliquer leur méthode de façon
récursive, sur une unique espèce intermédiaire à chaque étape. Dans ce cas, leur
méthode est similaire à appliquer la règle (Intermédiaire - Linéaire), et n’est donc
pas confluente (même pour la structure), puisque les réactions dépendantes ne sont
pas supprimées. Le résultat de cette méthode n’est donc pas le même qu’avec leur
méthode globale.

En résumé, il est donc possible d’obtenir une simplification exacte des es-
pèces intermédiaires qui soit complètement confluente. Néanmoins, cela néces-
site de nombreuses restrictions (linéarité, stœchiométrie, critère de décomposition
unique), qui ne seront pas toujours vérifiées en pratique (voir l’exemple de la
Sec. 5.3.4). Les conditions de linéarité et de stœchiométrie sont nécessaires pour
que la simplification soit exacte, mais peuvent être relâchées si on souhaite juste
une approximation (comme pour la simplification de (Radulescu et al., 2008)).
Elles constituent néanmoins la plus grande restriction pour obtenir une simplifi-
cation exacte et confluente. Le critère de décomposition unique, à l’inverse, n’est
finalement que peu restrictif. En effet, en explorant l’ensemble de tous les réseaux
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de la base de modèles Biomodels vérifiant les conditions de linéarité, et en con-
sidérant au maximum quatre espèces intermédiaires, nous n’avons trouvé qu’un
unique modèle ne respectant pas le critère de décomposition unique, et donc pour
lequel la simplification n’est pas confluente. Il s’agit du modèle présenté dans la
Sec. 5.3.4. Donc, dans la majorité des réseaux biologiques, le critère est vérifié.
Notons également que si l’objectif est d’utiliser la simplification pour comparer
des modèles, alors il n’est pas nécessaire de vérifier le critère de décomposition
unique. On peut en effet simplifier les réseaux, puis comparer séparément leurs
structures (on est structurellement confluent d’après le Théoreme 7) et leurs sys-
tèmes simplifiés d’équations (qui est aussi confluent d’après le Théoreme 9).
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5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, on a introduit un nouveau type de réseau, les réseaux de flux
cinétiques, et une nouvelle règle de simplification supprimant les flux dépendants.
On a montré que si on néglige les cinétiques, la simplification des espèces inter-
médiaires est confluente et correspond au calcul des modes élémentaires. Avec
les cinétiques, il est nécessaire d’ajouter des conditions sur la linéarité des ciné-
tiques et la stœchiométrie des espèces intermédiaires. La simplification supprime
alors l’ensemble des espèces intermédiaires et est structurellement confluente. On
donne également un critère sur le réseau initial garantissant que la simplification
soit complètement confluente, y compris pour les cinétiques. On prouve égale-
ment que la simplification de systèmes d’équations est confluente.

Cette méthode de simplification confluente pourrait alors être utilisée de façon
systématique sur les modèles de Biomodels, pour les comparer. Il serait également
intéressant d’étudier plus en détails les liens entre notre simplification et celle
proposée dans (Sáez et al., 2016), afin de comprendre pourquoi leur méthode
donne directement un unique réseau.



CHAPITRE 6

Discussion

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’uniformisation de nos règles de simplification
pour différentes sémantiques. Dans un premier temps, on compare les séman-
tiques et les règles des chapitres 3 et 4. On montre que même si on retrouve
dans les deux cas les mêmes types de simplification, il n’est pas toujours possi-
ble d’obtenir des règles correctes pour les deux sémantiques. En particulier, on ne
peut pas obtenir de règle unifiée pour l’élimination des espèces intermédiaires. On
discute ensuite de la généralisation de ces règles à une sémantique stochastique,
et en particulier des difficultés supplémentaires qu’elle apporte.
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6.1 Des règles de simplification préservant les deux
sémantiques ?

Dans les chapitres 3 et 4, on a présenté deux méthodes de simplification, préser-
vant respectivement la sémantique non déterministe des attracteurs et la séman-
tique déterministe basée sur les systèmes d’équations différentielles ordinaires.
Les règles des deux simplifications sont basées sur les mêmes principes : élimi-
nation d’espèces intermédiaires, suppression de réactions combinaisons d’autres
réactions, utilisation des symétries, etc. Il est donc naturel de s’interroger sur
l’existence d’une méthode de simplification unique qui préserverait les deux sé-
mantiques. On discute ici (informellement) d’une telle simplification, et plus
généralement des différences entre les différentes sémantiques.

Un réseau, dans ce cas, est alors composé d’un ensemble de réactions ciné-
tiques, d’une contrainte (pour la sémantique déterministe), et d’une solution chim-
ique initiale (pour la sémantique non déterministe). Les réactions ne peuvent pas
être normalisées, car cela modifierait la sémantique non déterministe (par exem-
ple, une réaction A + BAC + B ; k1xAxB n’est pas applicable en sémantique non
déterministe dans la solution A, tandis que la réaction normalisée AAC ; k1xAxB

devient applicable). En fait, la normalisation ne sera possible qu’avec la règle (Ac-
tivateur Présent), lorsque l’activateur est toujours présent dans tous les réseaux
accessibles.

Certaines règles de simplification peuvent alors facilement être uniformisées
pour préserver les deux sémantiques. C’est notamment le cas par exemple des
règles (Réaction Cyclique), (Contexte), ou encore (Espèce Inutile).

Mais les deux sémantiques présentent néanmoins d’importantes différences,
en terme de traitement des quantités de matières, du temps, des conditions ini-
tiales, etc. Dans la suite, on étudie ces différences et leurs conséquences sur les
règles de simplification. En particulier, certaines règles ne seront valables que
pour certaines sémantiques.

Une première distinction majeure entre les deux sémantiques est le traitement
des quantités de matières. Dans la sémantique non déterministe, on considère des
populations de molécules, tandis que la sémantique déterministe utilisent des con-
centrations. En particulier, l’approche avec des concentrations supposent que le
nombre de molécules est grand, et on ne considère jamais le cas où une espèce est
présente, mais en quantité insuffisante pour appliquer une réaction. Par exemple,
considérons une réaction 2AA2B ; kxA. Avec une sémantique déterministe, soit
le réseau ne contient pas de A, et la réaction n’est pas applicable, soit le réseau
contient du A, et elle est applicable. En non déterministe, il y a une troisième pos-
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sibilité : il y a une unique molécule de A, et la réaction n’est donc pas applicable.
Cette différence a deux conséquences pour les règles de simplification. Pre-

mièrement, les règles qui simplifient la stœchiométrie des réactions ne sont val-
ables que pour la sémantique déterministe. C’est par exemple le cas de la rè-
gle (Factorisation), qui remplace une réaction 2AA2B ; kxA par une réaction
AAB ; 2kxA. Deuxièmement, certaines règles pour le cas non déterministe ont
besoin de conditions supplémentaires pour que le réseau ne soit pas "bloqué",
comme on l’a vu par exemple dans la règle (Intermédiaire - Produit).

Une autre différence, évidente, est la présence d’expressions cinétiques pour
la sémantique déterministe. Comme la sémantique des attracteurs n’utilisent pas
ces cinétiques, les règles qui ne font que les modifier, comme par exemple (Mod-
ificateur Constant) ou (Similarité), seront directement valables pour les deux
sémantiques. À l’inverse, certaines règles pour le cas non déterministe nécessi-
tent d’ajouter des conditions sur les cinétiques pour être correctes. Par exemple,
considérons la règle (Productions Groupées), qui peut par exemple fusionner la
réaction ∅AA avec la réaction ∅AB, formant la réaction ∅AA+ B. Pour être val-
able dans la sémantique déterministe, il faut alors ajouter comme condition que
les deux réactions initiales aient la même expression cinétique.

Enfin, une autre différence majeure concerne les quantités initiales. Pour la
sémantique non déterministe, on considère un réseau avec une solution initiale
fixée. Cette condition est nécessaire pour pouvoir appliquer la simplification. En
effet, 15 des 20 règles du cas non déterministe ont besoin de conditions sur la
solution initiale, ou bien doivent la modifier. À l’inverse, dans la sémantique
déterministe, on est plus général, et les simplifications sont valables quelque soit
la concentration initiale (modulo éventuellement les contraintes). Notons qu’il
faudrait donc ajouter une condition de cohérence aux réseaux généralisés pour les
deux sémantiques, afin d’éviter d’avoir par exemple un réseau sans molécule de A
dans sa solution initiale et en même temps une contrainte xA , 0.

En particulier, cette différence rend impossible dans la majorité des cas d’avoir
une règle unifiée d’élimination des espèces intermédiaires. En effet, pour la sé-
mantique des attracteurs, la plupart des règles d’élimination d’une espèce im-
posent qu’elle ne soit pas présente dans la solution initiale. Pour la sémantique
déterministe, on suppose par contre que l’espèce intermédiaire est dans un état
d’équilibre, et avec une concentration non nulle pour que la simplification soit in-
téressante. Le seul cas où on peut unifier ces règles est celui où il y a unique réac-
tion de consommation, de forme AAs ; e′, avec A l’espèce intermédiaire (voir
la règle (Intermédiaire - Solution)). Dans ce cas, toute réaction de production
s1 As2 + aA ; e sera remplacée par la réaction s1 As2 + as ; e, avec exactement la
même expression cinétique.
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6.2 Simplification en stochastique
On s’intéresse (brièvement) à l’extension des règles de simplification à une sé-
mantique stochastique, notamment en étudiant les méthodes de simplification ex-
istantes dans la littérature.

La sémantique stochastique décrit la dynamique probabiliste des réseaux. À
tout temps t ∈ R≥0, elle associe une distribution de probabilité entre les différentes
solutions dans lesquelles peut être le modèle. Elle peut alors être décrite par une
chaîne de Markov à temps continu (Norris, 1998). L’équation maîtresse chim-
ique (D. T. Gillespie, 1977), un système d’équations différentielles sur la proba-
bilité d’être dans une certaine solution au temps t, permet également de décrire
l’évolution stochastique du système. De façon similaire au cas déterministe, une
solution du réseau en sémantique stochastique est alors une solution de son équa-
tion maîtresse. Deux réseaux sont alors équivalents s’ils ont les mêmes solutions
observables.

La plupart des simplifications existantes dans la littérature pour la sémantique
stochastique sont des approximations. Par exemple, dans (Batmanov, Kuttler,
Lemaire, Lhoussaine, & Versari, 2012), les auteurs utilisent des méthodes de clô-
ture de moments (C. S. Gillespie, 2009) pour approximer l’équation maîtresse,
puis se servent de symétrie pour simplifier le réseau.

Une version stochastique de l’hypothèse de quasi-équilibre est proposée dans
(C. V. Rao & Arkin, 2003). Soient X1, . . . , Xk les espèces intermédiaires, et
A1, . . . , Al les autres espèces. On note

P((n1, . . . , nk) | (a1, . . . , al), t),

la probabilité conditionnelle d’être au temps t dans un état contenant n1 molécules
de X1, . . ., et nk molécules de Xk, sachant qu’il y a a1 molécules de A1, . . ., et al

molécules de Al. Alors les espèces intermédiaires sont à l’équilibre stochastique
si ces probabilités ne dépendent pas du temps, c’est-à-dire si pour tout n1, . . . , nk,
pour tout a1, . . . , al, on a :

dP((n1, . . . , nk) | (a1, . . . , al), t)
dt

= 0.

Dans (C. V. Rao & Arkin, 2003), l’hypothèse faite est qu’on est proche d’un
tel équilibre. Ils considèrent alors l’exemple classique de Michaelis-Menten, et
montrent que si les espèces intermédiaires J = {E,C} sont proche de l’équilibre
stochastique, alors le comportement du réseau simplifié est une approximation
de celui du réseau initial, avec une sémantique stochastique. Leur simplification
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n’est néanmoins pas étendue à des cas plus généraux d’espèces intermédiaires.

Considérons maintenant les règles de simplification proposées dans cette thèse
pour la sémantique des attracteurs et la sémantique déterministe.

Certaines règles s’étendent trivialement à la sémantique stochastique. Pour
la sémantique des attracteurs, c’est par exemple le cas de (Réaction Cyclique)
ou d’(Activateur Présent). Les règles (Modificateur Constant) ou (Similarité)
de simplification avec une sémantique déterministe sont également directement
valables pour le cas stochastique. En adaptant les conditions à la sémantique
stochastique, il semble également possible d’étendre les règles (Espèce Inutile) et
(Réactions Inapplicables).

À l’inverse, certaines règles sont directement fausses en stochastique. C’est
par exemple le cas de la règle (Factorisation), ou bien de la règle (Productions
Groupées).

Considérons plus en détails le cas de l’élimination d’espèces intermédiaires.
On reprend la simplification proposée dans (C. V. Rao & Arkin, 2003), mais
en considérant un équilibre stochastique exact. La simplification de Michaelis-
Menten conserve alors exactement la sémantique stochastique (lorsqu’il n’y a pas
de contexte, comme expliqué ci-dessous). Il semble alors possible de généraliser
cette simplification à d’autres cas d’espèces intermédiaires, comme on l’a fait pour
le cas déterministe avec les règles de la Fig. 4.3.

La question du contexte apporte des difficultés supplémentaires dans la séman-
tique stochastique par rapport aux deux autres sémantiques. Reprenons l’exemple
de la simplification de Michaelis-Menten. En étudiant les calculs proposés dans
(C. V. Rao & Arkin, 2003), il apparaît qu’ils utilisent en fait une autre hypothèse,
celle que la probabilité d’avoir a molécules du substrat S ne dépend pas du nombre
de molécules du produit P, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de boucle de rétro-action.
Plus formellement, pour tout a, b, t, il faut que :

P(aS | bP, t) = P(aS , t).

Cette hypothèse est trivialement vérifiée dans leur cas, puisqu’ils étudient le sys-
tème Michaelis-Menten isolé, c’est-à-dire sans aucun contexte. Elle ne peut en
revanche jamais être vérifiée si on considère une équivalence dans tout contexte.

Donc, afin d’avoir une sémantique stochastique contextuelle avec laquelle on
puisse faire des simplifications d’espèces intermédiaires, il est nécessaire de raf-
finer la notion de contexte. Une solution envisageable serait alors de partitionner
les espèces en quatre ensembles différents : les espèces complètement libres, les
espèces complètement internes, les espèces en entrée et les espèces en sortie. Le
contexte serait lui aussi diviser en trois : un contexte global, qui ne peut modifier
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que les espèces complètement libres; un contexte d’entrée, qui ne peut modifier
que les espèces en entrée; et un contexte de sortie, qui ne peut modifier que les
espèces en sortie. Pour Michaelis-Menten par exemple, S serait une espèce en
entrée, E et C des espèces complètement internes, et P une espèce en sortie.
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6.3 Conclusion
Dans ce chapitre, on a étudié une extension des règles de simplification, afin de
pouvoir soit préserver en même temps la sémantique des attracteurs et la séman-
tique déterministe, soit pouvoir préserver la sémantique stochastique. On a vu
que certaines règles pouvaient trivialement être étendues, tandis que d’autres sont
vraiment spécifiques à une sémantique donnée. En particulier, bien qu’il sem-
ble possible d’éliminer les espèces intermédiaires dans les trois sémantiques, les
conditions varient beaucoup d’un cas à l’autre, et il est donc difficile d’avoir une
méthode de simplification unifiée.
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CHAPITRE 7

Conclusion et perspectives

L’objectif de cette thèse était de pouvoir simplifier des systèmes biologiques, tout
en préservant leurs sémantiques.

Nous avons tout d’abord proposé un ensemble de règles de simplification pour
le cas non déterministe. Ces règles structurelles permettent de simplifier des
réseaux de réactions sans cinétiques, notamment en supprimant des espèces in-
termédiaires. En particulier, nous avons montré qu’en se restreignant à un sous
ensemble de 6 règles, la simplification était confluente, et suffisante pour réduire
efficacement le réseau Tet-On. Nous avons défini une nouvelle sémantique con-
textuelle, la sémantique des attracteurs, basée sur la capacité d’un réseau de di-
verger, ou de converger vers des attracteurs. Deux réseaux équivalents auront
alors, dans tout contexte, les mêmes comportements finaux réguliers. Nous avons
prouvé que la simplification préserve cette sémantique, et donc par exemple que le
réseau initial de Tet-On était équivalent à son réseau simplifié. Nous avons égale-
ment montré sur le système MAPK que nous pouvions utiliser la simplification
pour comparer différents modèles d’un même système biologique.

Pour la sémantique déterministe, nous avons proposé de nouvelles règles de
simplification pour les réseaux avec cinétiques. Ces règles sont structurelles,
c’est-à-dire que la simplification d’un réseau est encore un réseau, et sont symbol-
iques, c’est-à-dire ne nécessitent pas de connaître la valeur des différents paramètres
cinétiques. Elles calculent en même temps la structure des réactions simplifiées
et leurs nouvelles expressions cinétiques. Elles préservent, dans tout contexte,
le comportement déterministe des réseaux. Par exemple, des règles permettent
d’éliminer des réactions intermédiaires, lorsqu’elles sont à l’équilibre. Ces règles
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sont suffisantes pour pouvoir simplifier le système Tet-On. Nous avons également
montré comment adapter ces règles pour les appliquer à des systèmes d’équations
plutôt qu’à des réseaux.

Enfin, nous avons étudié la confluence de l’élimination des espèces intermédi-
aires pour la sémantique déterministe. Nous avons montré que, en négligeant les
cinétiques, l’élimination des espèces intermédiaires et des réactions dépendantes
était une simplification confluente, et qu’elle permettait de calculer les modes élé-
mentaires d’un réseau. Avec les cinétiques, nous avons montré qu’il fallait ajouter
des conditions supplémentaires. Lorsque les espèces intermédiaires sont linéaires
et que leurs stœchiométries vérifient certaines conditions, il est alors possible de
toutes les supprimer, et les réseaux simplifiés ont alors tous la même structure. Si
en plus le réseau initial vérifie un critère de décomposition unique, ces réseaux
simplifiés ont également les même cinétiques, et donc la simplification est com-
plètement confluente.

Les travaux présentés dans cette thèse peuvent être continués et étendus de
différentes façons. Nous proposons ici quelques pistes de réflexion.

Premièrement, il serait intéressant d’appliquer les méthodes de simplification
présentées dans cette thèse sur d’autres réseaux biologiques, par exemple ceux de
la base de modèle Biomodels. Pour chaque modèle, il faut alors définir quelles
sont les espèces internes, quelles est la fonction d’observation, quelles espèces
peuvent être à l’équilibre, etc. La simplification peut alors être utilisée pour com-
parer ces modèles, comme nous l’avons fait pour MAPK. En étudiant les réseaux
simplifiés, il sera alors peut-être possible de trouver de nouvelles règles de sim-
plification, et donc d’obtenir une simplification plus complète. Il est également
possible d’essayer d’élargir les propriétés de confluence à plus de règles de sim-
plification.

Une autre possibilité consiste à étendre nos règles à d’autres sémantiques et
d’autres langages de modélisation. Comme discuté dans le Chapitre 6, il semble
possible d’avoir le même type de simplification pour une sémantique stochas-
tique. Il faut néanmoins définir formellement les règles, et la nouvelle notion
de contexte pour pouvoir prendre en compte les boucles de rétro-action. Il est
également possible d’essayer de relâcher les conditions d’équilibre pour la sé-
mantique stochastique. Dans ce cas là, le comportement du réseau simplifié serait
une approximation de celui du réseau initial. Il faut alors définir formellement
une notion de correction, permettant d’estimer et de borner l’erreur introduite par
la simplification. Nos règles ont été développées pour des réseaux de réactions.
Il est néanmoins possible de modéliser les systèmes biologiques à l’aide d’autres
langages de modélisation. Il est alors naturel d’essayer d’étendre nos règles à ces
autres langages, par exemple pour les langages à base de règles comme Kappa
(Danos & Laneve, 2004) ou React(C) (John et al., 2011).
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Résumé
La biologie des systèmes cherche à comprendre et analyser des systèmes bi-
ologiques à l’aide de modèles mathématiques et informatiques. L’explosion des
données expérimentales entraîne des modèles de plus en plus grands. Afin de pou-
voir les analyser facilement ou les simuler rapidement, il est alors nécessaire de
pouvoir les simplifier.

Dans cette thèse, nous proposons des méthodes de simplifications de réseaux
de réactions biochimiques. Ces méthodes sont suffisamment riches pour pou-
voir simplifier un grand nombre de réseaux provenant d’applications biologiques.
Elles sont contextuelles, permettant de considérer un réseau comme un sous-
module d’un modèle plus grand, et de le simplifier sans modifier le comportement
du modèle global. Enfin, nos simplifications sont correctes, c’est-à-dire qu’elles
préservent la sémantique des réseaux. Dans un premier temps, nous nous in-
téressons à une sémantique non déterministe, basée sur la possibilité de converger
vers les attracteurs du réseau. Nous étudions ensuite des simplifications pour la
sémantique déterministe, permettant par exemple de supprimer des espèces inter-
médiaires à l’équilibre. Enfin, nous nous intéressons à la confluence d’une telle
simplification, ainsi qu’au lien entre l’élimination des espèces intermédiaires et le
calcul des modes élémentaires d’un réseau.

Mots clés : biologie des systèmes; réseaux de réactions chimique; réseaux de
Pétri; simplification; règle de réécriture; équivalence; contexte; sémantique non-
déterministe; sémantique observationnelle; attracteurs; convergence; sémantique
déterministe; équations différentielles ordinaires; état stable; espèces intermédi-
aires; confluence; modes élémentaires.



Abstract
System biology aims at understanding and analyzing biological systems using
mathematical and computational models. The explosion of the number of experi-
mental data leads to larger and larger models. In order to be able to easily analyze
them and quickly simulate them, it is necessary to be able to simplify them.

In this thesis, we propose simplification methods for biochemical reaction net-
works. These methods are sufficiently rich to be able to simplify an important
number of networks from biological applications. They are contextual, allowing
to consider a network as a sub-module of a larger model, and to simplify it with-
out modifying the behavior of the global model. Finally, our simplifications are
sound, meaning that they preserve the semantics of the networks. Firstly, we are
interested in a non deterministic semantics, based on the capability to converge
to some attractors of the network. Then we study some simplifications for the
deterministic semantics, allowing for instance to remove intermediate species at
steady-state. Finally, we are interested by the confluence of this simplification, as
well as the relation between the elimination of intermediate species and the com-
putation of the elementary modes of a network.

Keywords: system biology; chemical reaction networks; Petri nets; simpli-
fication; rewriting rules; equivalence; context; non deterministic semantics; ob-
servational semantics; attractors; convergence; deterministic semantics; ordinary
differential equations; steady state; intermediate species; confluence; elementary
modes.
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