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Résumé

Cette these aborde le probleme de la sélection des variables dans les modeles de ré-
gression linéaires multidimensionnels et les modeles de régression linéaires fonctionnels.
Plus précisément, nous proposons trois nouvelles approches de sélection des variables qui
généralisent des méthodes existantes dans la littérature. La premiere méthode permet de
sélectionner des variables aléatoires continues dans un modele linéaire multidimension-
nel. Cette approche généralise celle de Nkiet (2001) obtenue dans le cas d'un modele
linéaire unidimensionnel. Une étude comparative effectuée par simulation et une applica-
tion aux données réelles sont proposées. Le critere de performance repose sur le calcul de
la perte de prédiction. Sur la base de ce critere de performance, notre méthode présente
des résultats tres encourageants. La deuxieme approche propose une nouvelle méthode
de sélection des variables mixtes (mélange de variables aléatoires continues et discretes)
en analyse discriminante, pour plus de deux groupes. C’est une extension de la premiere
contribution dans le cadre mixte. Une étude numérique et une application aux données
réelles sont également proposées. Les résultat obtenus montrent a partir du calcul du taux
de bon classement que cette méthode a des performances comparables a celle de Mahat et
al. (2007), dans le cas de deux groupes. Dans la troisieme et derniére partie de cette these,
nous proposons d’étendre dans le cadre fonctionnel, les résultats obtenus dans les deux
premieres contributions. Nous établissons un critere de sélection pour le cas fonctionnel
en nous appuyant sur un modele linéaire multivarié. Ses trois méthodes reposent sur des
criteres qui mesurent la perte d'informations, d"un sous-ensemble de variables sélectionné.
Les criteres permettent ensuite de ranger les variables dans 1’ordre décroissant, de tel sorte
que le probleme de sélection des variables se ramene a un probleme d’estimation d’une
permutation aléatoire et d'un parametre appelé dimension.

Mots clés : Modéle linéaire multidimensionnel - Modele linéaire fonctionnel additif - Sélection
des variables - Critere de sélection - Variables aléatoires mixtes - Analyse discriminante mixte -
Convergence - Simulations - Données réelles - Perte de prédiction - Taux de bon classement.
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Abstract

This thesis studies variable selection in multidimensional linear regression models and
functional linear regression models. More precisely, we provide three new approaches on
variable selection. The first one, allows to select continuous random variables in multidi-
mensional linear model. This approach generalizes the method of Nkiet (2001), obtained
in the case of univariate linear models. A simulation study is proposed. It is based on the
calculation of prediction loss and an application to real data. Our method gives encoura-
ging results. The seconde one gives a new way to selection mixed variables (mixture of
continuous and discrete variables) in discriminant analysis, when the number of groups is
greater than two. It is an extension of the first contribution in the mixed case. A numerical
study and an application to real data is also proposed. The results obtained show from the
calculation of classification capacity, that our method is equivalente to that of Mahat et
al. (2007) when we fixe the number of groups at two. In the third part of this thesis, we
propose to extend in functional case, the results obtained in the above mentioned contri-
butions by providing a selection criterion for the functional data. These three approaches
are based on criteria which measure information loss, when a subset of variables is se-
lected. Criteria permit to arrange the variables in decreasing order. In another words, we

transform our variable selectio problem to an estimation problem.

Keywords : Multivariate linear model - Additif fonctional linear model - Variable selection - Selec-
tion criterion - Mixed random variable - Mixed discrinimant analysis - Consistency - Simulations
- Real data set - Prediction loss - Rate of good classification.

xi
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Notations

Espace probabilisé

Sous-ensemble des indices des variables non sélectionnées
Sous-ensemble des indices des variables sélectionnées

Vecteurs des réels de tailles p

Cardinal du sous-ensemble K

Probabilité

Probabilité sachant I'évenement {W = w}

Espérance mathématique

Approximation

Valeur absolue

Partie entiere

Norme euclidienne dans R”

Produit scalaire euclidien dans R?

Produit tensoriel vectoriel

Espace vectoriel d’opérateurs linéaires définis de R” vers R”
Espace vectoriel d’opérateurs linéaires définis de R” vers R?
Espace vectoriel d’opérateurs linéaires définis de R” vers R” de taille M
Espace vectoriel d’opérateurs linéaires définis de .Z’(R?) vers R?
Espace des matrices a coefficients réelles a ¢ lignes et M colonnes
Espace des fonctions de carré intégrables dans le compact ¢

Espace des variables aléatoires euclidiennes de carré intégrable
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Abréviations

ACP
ACL
AIC
ASCCA
BIC
CMV
ERC
FP

FPE
LASSO
LoC
NV
PFM
PP
PTM
RFM
RTM
SRM
VC

Analyse en Composante Principale

Analyse Canonique Linéaire

Akaike Information Criterion

Adaptive Sperse Canonical Correlation Analysis
Bayesian Information Criterion

Cross Model Validation

Error Rate of Misclassification

Fonction de Pénalité

Final Predictor Error

Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
Location Model

Nombre de variables Sélectionnées

Predictor Full Model

Perte de Prédiction

Predictor True Model

Response Full Model

Response True Model

Sufficient Response Model

Validation-Croisée
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Introduction générale

Cette thése, aborde le probleme de la sélection de variables dans les modeles de ré-
gression linéaires multidimensionnels et les modeles linéaires fonctionnels additifs. Plus

précisément, les objectifs visés sont les suivants :

1. Proposer une méthode de sélection des variables, pour des variables aléatoires conti-

nues, dans un modeéle linéaire multidimensionnel ;

2. Proposer une méthode de sélection des variables, pour des variables aléatoires mixtes

en analyse discriminante;

3. Proposer une méthode de sélection des variables, dans un modeéle linéaire fonction-
nel additif.

Cette these est principalement motivée par les travaux de Nkiet (2001); Nkiet (2012),
qui ont mis en lumiere une méthode de sélection des variables a partir d"un critere de
sélection (Chapitre 1, Section 1.2.2, Equation (1.2)), dont I'un des avantages vient du fait
que les variables sélectionnées ne font pas 1’objet d’'une quelconque hypothese de loi de
probabilité. Cette condition, toujours présente dans les méthodes classiques (littérature)
de sélection des variables, peut étre tres restrictive en pratique. Aujourd’hui levée, elle
offre de perspectives théoriques et pratiques dans le domaine de la sélection des variables.
Le critére proposé permet de réduire le nombre d’étapes, dans le processus de sélection
du sous-ensemble des variables sélectionnées, lorsque la taille de I’ensemble des variables
a sélectionner est grande. C’est dans ce cadre que nous nous proposons d’étendre cette
méthode dans des modeles statistiques plus complexes que le modele linéaire unidimen-
sionel ( Nkiet (2001)) et I’analyse discriminante des variables aléatoires continues (Nkiet
(2012)). Dans chaque généralisation, nous proposons une étude de simulations détaillée et

un exemple sur des données réelles.
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Ainsi, le présent manuscrit, constitué de six chapitres, se divise en trois principales
parties de deux chapitres chacune. La premiere partie traite du probleme de sélection des
variables continues dans le contexte d'un modeéle linéaire multidimensionnel. La deuxieme
partie traite du probleme de sélection des variables en analyse discriminante mixte et la
troisiéme partie porte sur la sélection des variables dans un modele linéaire fonctionnel
additif.

Sélection des variables continues en régression linéaire

La sélection des variables dans les modeles de régression linéaires est un probleme
relativement ancien en statistique. Son objectif est de déterminer un sous-ensemble de va-
riables (prédicteurs ou variables explicatives) qui expliquent et prédisent mieux la variable
réponse (variable a expliquer ou variable d’intérét). Les domaines d’application sont mul-
tiples et variés. On peut citer sans étre exhaustif ’épidémiologie, les finances et banques,
la génétique, la biologie, etc. Pour apporter des réponses théoriques et pratiques liées aux
problemes des domaines d’application susmentionnés, plusieurs approches ont été dé-
veloppées a travers diverses méthodes d’analyse statistique. En régression linéaire par
exemple, de nombreux criteres de sélection ont été proposés dans la littérature. Des tra-
vaux dans ce domaine peuvent étre trouvés dans Hocking (1976) et Thompson (1978),
alors que certaines monographies a ce sujet sont disponibles dans Linhart et Zucchini
(1986) et Miller (1990). Dans le cas des variables continues, des méthodes de sélection des
variables ont fait 1’objet de plusieurs recherches, c’est le cas des méthodes de McKay (1976,
1977), McLachlan (1980), Fujikoshi (1985), Le Roux et al. (1997).

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Dans ce contexte, deux types de variables sont généralement utilisés : les variables non
aléatoires et les variables aléatoires. Le cas des variables non aléatoires a fait I’'objet de plu-
sieurs criteres de sélection. C’est le cas du critere "Final Predictor Error" (FPE) de Thomp-
son (1978), Shibata (1984), Zhang (1992), le critere de validation croisée de Shao (1993),
Zhang (1993), le critere d’information d’Akaike "Akaike Information Criterion" (AIC), le
critere C, de Fujikoshi et Sato (1997), le critere d’erreur de prédiction de Fujikoshi et al.

(2011) etc. Par contre, on trouve juste quelques travaux dans le cas ot les variables sont
supposées aléatoires. C’est sous cette hypotheése que Zheng et Low (1997) ont proposé
des méthodes de sélection des variables pour des modeles linéaires univariés (la variable
réponse est une variable aléatoire réelle). Bien que son importance a été reconnue par Brei-
man et Spector (1992), cette approche donne généralement des erreurs de prédiction plus
élevées que celles obtenues lorsque les variables sont supposées fixes.

La plupart des méthodes de sélection citées précédemment sont généralement obte-
nues sous I’hypothese de normalité des variables sélectionnées. Cette hypothése pourrait
étre tres restrictive dans la mesure ou en pratique, toutes les variables ne suivent pas né-
cessairement une loi gaussienne. C’est ainsi que Nkiet (2001) (Chapitre 1, Section 1.2) a
introduit une méthode de sélection sur un modéle linéaire univarié, dont les propriétés ne
sont pas assujetties a une quelconque hypothese de loi. Cette méthode repose sur le cri-
tere d’invariance de 1’Analyse Canonique Linéaire (ACL) de Dauxois et Nkiet (1997a), et

donne de bonnes performances comparativement aux criteres des méthodes classiques.

Récemment, An et al. (2013) (Chapitre 1, Section 1.3) ont proposé une méthode de sé-
lection appelée (ASCCA) sur un modele linéaire multidimensionnel. Cette méthode traite
du probleme de la régression "shrinkage" et de la sélection des variables en régression
linéaire multiple.

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

Elle est basée sur la redéfinition d’un probleme de régression linéaire multivarié, en
un probleme classique d’analyse canonique corrélé, pour lequel des formulations des mé-
thodes des moindres carrés, méthode du LASSO sont proposées, tout en utilisant un critere
BIC.

De ce fait, il y a donc intérét a étendre la méthode de sélection de Nkiet (2001) a un

modele linéaire multidimensionnel afin de la comparer a celle de An et al. (2013).

Nous revenons sur les grandes lignes de ces deux méthodes ( Nkiet (2001) et An et al.
(2013)) au Chapitre 1. Dans le Chapitre 2, nous généralisons la méthode de sélection de
Nkiet (2001) en considérant un modéle linéaire multidimensionnel. Ce chapitre contient la
premiere innovation méthodologique et théorique de cette these. Nous nous plagons dans

le cadre d’un modeéle linéaire multidimensionnel de la forme :
Y = BX +e¢, 1)

ou la variable aléatoire Y n’est plus cette fois-ci une variable aléatoire réelle, mais plutot
un vecteur aléatoire dans R? (¢ > 2), X est un vecteur aléatoire a valeurs dans R? (p > 2),
B est une matrice dans .7, ,(R) et ¢ un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. C’est le vecteur
aléatoire qui caractérise l'erreur du modele. Il est supposé indépendant de X. Ainsi, pour
toutj =1,---,q,1'équation (1) devient :

p
Y}:Zleﬂ—Fé“] 01:1]:1,,(] (2)

i=1

Ce modele (Equation (2)) est le modéle utilisé dans Nkiet (2001).

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

On suppose que les vecteurs X, Y et € sont centrés. On définit les opérateurs de cova-
riances associés aux variables X et Y par :

Vi=E(X®X) et Vp=E(Y®X),

ol ® est le produit tensoriel vectoriel. L'opérateur V; est supposé inversible. On considére
I'opérateur Ay défini par:

Tr = <£UZ>7/EI E Rp — I’K —= (xl)zeK E ]:RCaI'd(}()7

ol K est un sous-ensemble de I, et [ un ensemble d’indices (de taille p) des variables
candidates a la sélection. On définit I'opérateur Iy par Ilx := A% (AgViA%) " Ag, Cest
un projecteur défini de R” vers le sous ensemble K, A} est 'adjoint de 'opérateur Ax. On
utilise le critere de sélection suivant :

{k = [[Vig — Villg Vio| 3)

ol || - || est la norme usuelle d’opérateurs définie par | A|| = \/tr (A*A). Le critere (3) differe
de celui de Nkiet (2001) au niveau de l'opérateur Vi, qui est maintenant 1’espérance d'un
produit tensoriel entre les vecteurs Y et X. Nous définissons a partir de I'équation (1), les
sous-ensembles I et I;, respectivement des indices des variables liées au vecteur aléatoire
Y, et ceux non liées au vecteur aléatoire Y :
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blj
. . baj
Io={j € I/llbasllzs = 0}, 11 ={3j € I/|[bojllzs # 0}, et by =| " |,
bqj
oul ={1,---,p} est’ensemble d’'indices de variables candidates a la sélection.

A partir de la définition du sous-ensemble [;, nous établissons dans le Lemme 3, le
premier résultat de notre approche en donnant une caractérisation. En nous appuyant sur
ce résultat fondamental, nous proposons au Chapitre 2 une nouvelle méthode de sélection
des variables continues sur un modele linéaire multidimensionnel, valable quelle que soit
la loi de probabilité suivie par les vecteurs X et Y. Les résultats théoriques, renfermant
les estimations, la convergence du critere et la procédure de sélection des variables sont
établis dans la Proposition 2.1.1 et le Théoréme 7. Sur la base d'une étude numérique,
nous comparons notre approche a celle de An et al. (2013). Les principaux résultats sont
reportés dans les Tableaux 2.1-2.4, Section 2.3 et les Figures 2.1-2.3. IIs montrent sur la base
de la perte de prédiction, que notre méthode donne de bon résultats comparativement a
celle de An et al. (2013).

Pour boucler notre étude, nous donnons un exemple sur des données réelles. Nous
utilisons des données sur les performances des portefeuilles d’actions a notation pondérée,
obtenues sur la base de données historiques des marchés boursiers américains (voir Liu et
Yeh (2015)). Les résultats obtenus viennent confirmer ceux établis par simulations (voir
Tableau 2.5).
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Sélection des variables en analyse discriminante mixte

Lorsque l'on considere un mélange de variables aléatoires continues et de variables
aléatoires discretes, on parle de variables aléatoires mixtes. L’analyse discriminante de-
vient I’analyse discriminante mixtes. Cette branche de la statistique a été développée pour
la premiere fois par Olkin et Tate (1961) et Krzanowski (1975) a travers l'utilisation du
"Location Model" (LoC). Plusieurs approches de sélection de variables ont ainsi été propo-
sées (voir Krzanowski (1983), Bar-Hen et Daudin (1995), Daudin (1986), Daudin et Bar-
Hen (1999)). Tout comme dans le cas des variables continues, les méthodes de sélection des
variables mixtes sont généralement obtenues sous I’hypothéses de normalité des variables
étudiées, mais en plus, elles sont en général des extensions dans le cas mixte, des méthodes
ol les variables sont continues. C’est dans ce contexte que Mahat et al. (2007) (Chapitre 3,
Section 3.2) proposent une méthode de sélection des variables dont le critere repose sur la
divergence de Kullback-Leibler. En théorie, la méthode résulte du probleme de classement
en analyse discriminante mixte sur deux groupes de population. Nkiet (2012) (Chapitre
3, Section 3.1) propose dans le cas des variables aléatoires continues une méthode de sé-
lection des variables en supposant cette fois-ci ¢ groupes de population (¢ > 2) au lieu de
deux (¢ = 2). En généralisant le critere (1.2) (Chapitre 1, Section 1.2.2) dans le cadre de
I’analyse discriminante, il obtient une méthode plus performante comparativement aux
méthodes classiques issues des criteres AIC, ERC et CMV.

Ainsi, il y a donc intérét a étendre la méthode de Nkiet (2012) dans le cas des variables
aléatoires mixtes, et de la comparer a celle de Mahat et al. (2007).
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Apres un rappel des méthodes Nkiet (2012) et Mahat et al. (2007) au Chapitre 3,
dans le Chapitre 4, nous proposons une méthode de sélection de variables dans le cadre
de I’analyse discriminante pour des variables aléatoires mixtes sur plus de deux groupes.
Comme comme notre méthode de sélection tient compte de la variable discréte, nous défi-
nissons dans ces conditions, un vecteur multinomial U contenant M états ou cellules, tels

que M = 2F=1 si k est le nombre de catégories de la variable discrete
et M = 2%sila variable discrete est une variable binaire. Nous établissons sur la base du

critere (3.1) (Chapitre 3, Section 3.1.2), le critere de sélection pour les variables aléatoires

mixtes :

Ex

M q
>3 P2l (Tee = Vi Qi) (ptem = tim) [ (4)
m=1¢=1

oup, = PU=m), pgm = P(Z=LU=m), pm =EX|U=m), w, = EX|Z=
LU =m), Vi = E[(X =) @ (X — ) [U=m] et Qgm = Ay (AxV,Aj) ™ Ag,
(I'opérateur Ak et son adjoint Aj; sont définis au Chapitre 1).

Dans le Théoreme 8 du Chapitre 4, nous donnons une caractérisation du sous-ensemble
I, des variables a sélectionner. Partant de ce résultat, nous proposons une méthode de
sélection des variables dans le cadre mixte, pour plus de deux groupes et reste valable
quelle que soit la loi de probabilité suivie par les variables du modéle. Nous proposons
un estimateur du critére (4), et a travers les Lemmes 6 - 9 et les Théoremes 9 - 11, nous
étudions les propriétés de convergence de notre approche. Sur une étude numérique, nous
comparons notre approche a celle de Mahat et al. (2007). Les principaux résultats sont
reportés dans les Tableaux 4.4 et 4.5 de la Section 4.4.2.
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En utilisant le taux de bon classement, nous montrons que les deux approches sont
équivalentes. Ce résultat est encore vérifié sur un exemple avec des données réelles. Nous
utilisons dans cet exemple des données de demande de carte de crédit australienne que
I’on peut retrouvé dans la base de données de I’'Université de Californie a Irvine (voir Lich-
man M (2013)). Les deux méthodes donnent des résultats semblables en ce qui concerne
le taux de bon classement. Par contre, la méthode de Mahat et al. (2007) sélectionne plus

de variables que la notre (voir Tableau 4.7).

Sélection des variables en statistique fonctionnelle

La statistique fonctionnelle a connu un développement important ces dernieres années.
Cette partie de la statistique consiste a étudier des données qui peuvent étre assimilées a
des courbes ou a des surfaces. Ces données sont habituellement fonction du temps ou
de I'espace. Dans la littérature, les données fonctionnelles ont été introduites avant tout
pour des besoins purement pratiques. Les domaines d’application sont multiples et variés.
Nous avons par exemple les données de température, les données d'images observées par
satellite, les données de chimiothérapie, les données de courbes de croissance etc.

Au-dela du cadre pratique, la littérature fournit un cadre théorique pour I'étude des
données fonctionnelles, et garde les mémes objectifs que la statistique classique (analyse de
données, inférence, etc). Sauf que cette fois-ci, les données ont simplement la particularité

d’étre des fonctions.
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C’est dans ce contexte que la régression du signal fat largement étudiée a partir des
données fonctionnelles. Un excellent résumé des méthodes et techniques a été donné par
Frank et Friedman (1993). Récemment, Ramsay et Silverman (2005) ont décri un exemple
ou les données fonctionnelles sont utilisées pour étudier la régression du signal. Cette
étude est une excellente application dans le domaine de la chirurgie. Si les données fonc-
tionnelles comme les signaux sont utilisées comme régresseurs, le principal probleme est
le grand nombre de prédicteurs rendant inapplicables des techniques de la statistique mul-
tivariée telles que les moindres carrés. Elle peut donner de mauvais résultats a cause du
probleme d’inverse qui peut se révéler difficile, voire impossible a calculer pour deux rai-
sons. La premiére raison vient du fait que dans le cas d’'une matrice de taille n x p, le
nombre de colonnes p de la matrice est généralement plus élevé que la taille de 1’échan-
tillon n (on parle de la statistique en haute dimension). La seconde raison vient du fait qu’il
y a de fortes chances que les p prédicteurs soient fortement corrélés du fait qu’ils sont tous

des points d'une méme fonction.

Pour contourner la difficulté du calcul d’inverse de 1’opérateur de covariance associé a
la fonction aléatoire X, des solutions ont été proposées, on peut relever :

— La "ridge regression". Elle a été initiée par Hoerl et Kennard (1980). Elle consiste a
ajouter un terme de pénalité dans le critere des moindres carrés.

— La régression par composantes principales Cardot et al. (1999). Elle consiste a ré-
duire la dimension p en utilisant les k£ premieres composantes principales de I'opéra-

teur de covariance associé a la variable X.

10
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— Larégression "partial least squares". Elle a été proposée par Helland (1990). C’est une
méthode algorithmique basée a chaque étape sur la régression par moindres carrés
ordinaires, sur les résidus de 1’étape précédente.

En plus de ces méthodes, Deville (1974) a introduit une analyse en composantes princi-
pales des courbes pour généraliser au cadre fonctionnel les méthodes statistiques multiva-
riées. Tandis que dans la these de Dauxois et Pousse (1976), on traite d’un certain nombre
de méthodes regroupées sous le nom d’analyse factorielle. Dauxois et al. (1982) abordent
en plus les aspects asymptotiques fournissant des résultats de convergence pour les opé-
rateurs de covariances empiriques. Récemment, Crambes (2006), propose plusieurs solu-
tions dans le cas de la régression linéaire pour des variables explicatives fonctionnelles.
Pour plus de lecture, nous pouvons aussi consulté Gareth et al. (2009) et Gerhard Tutz et
Jan Gertheiss (2007).

Dans cette partie, nous nous intéressons aux modeles linéaires fonctionnels de la forme :

Y = L S(O)X (1)dt + ¢, )

ol ¢ est une fonction de carré intégrable sur un compact ¢, ¢ est une variable aléatoire
réelle indépendante de X de moyenne nulle et de variance o2 et X = {X(¢),t € €} est un
processus continu et défini sur 1’espace probabilisé (2, A, P). L'équation (5) peut aussi se
mettre sous la forme :

Y =o(X)+c¢, (6)

(voir Cardot et al. (1999)), ot X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace de Hil-
bert H et ® est un opérateur linéaire continu sur H (Cardot et al. (1999, 2003b)). L'intérét
de ce modeéle est qu'il permet d’expliquer la relation entre une variable explicative de type

fonctionnelle et une variable aléatoire réelle.

11
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Cependant, 1’équation (6) (ou I'équation (5)) ne prend pas suffisamment en compte le
cas oul on voudrait expliquer la variable aléatoire réelle Y en fonction de plusieurs autres
variables explicatives fonctionnelles X, -, X, a valeurs dans des espaces de Hilbert
Hi,- -+, H,, respectivement. Nous considérons ainsi dans cette thése, un modele linéaire
fonctionnel additif de la forme :

k=1" "%k

ol Y est une variable aléatoire réelle, les ¢, sont des fonctions de carrés intégrables sur le
compact %y, ¢ est une variable aléatoire réelle indépendante de X, et X, = {Xj(¢),t € €}
est un processus continu défini sur ’espace probabilisé (€2, A, P). Tout comme le modele

fonctionnel de I’équation (5), le modele fonctionnel additif se met facilement sous la forme

Y =3 Bu(Xy) + <. ®)
k=1

Les solutions aux problemes d’estimations et de tests des modeles linéaires fonction-
nels classiques (Equations (5) et (6)) ne permettent pas de répondre totalement a la ques-
tion qui arrive naturellement lorsque 1’on veut modéliser une relation entre une variable
aléatoire réelle et plusieurs autres variables explicatives fonctionnelles. Cette probléma-
tique a permis a Cardot et al. (2004) de proposer une solution en approchant le modele
(7) en un modele linéaire multivarié. Dans le Chapitre 5 de cette theése, nous revenons sur
quelques techniques d’inférence (estimation et test) des modeéles linéaires fonctionnels, en
nous appuyant sur les travaux de Cardot et al. (1999, 2004).

12
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La problématique de la sélection de variables fonctionnelles dans le modele (7) reste
encore trés peu abordée dans la littérature. Ainsi, dans le Chapitre 6, nous proposons une
méthode théorique de sélection des variables sur un modele linéaire fonctionnel additif.
Plus précisément, nous proposons une extension dans le cadre fonctionnel du critere de

sélection proposé aux Chapitres 2 et 3.

Cette partie constitue une introduction de notre méthode de sélection des variables
dans le cadre fonctionnel. Pour cela, nous procédons de la fagon suivante :

1. Nous considérons un modeéle linéaire de la forme :

p
Y =3 bl Xy +e, ©)

k=1
ou Y et e sont des variables aléatoires réelles, b, € R? et X est un vecteur aléatoire dans RY.
Partant de ce modele, nous proposons une généralisation de la méthode de Nkiet (2001),

dans le but de sélectionner les vecteurs X;,. Pour cela, on définit
In={ke b, =0} et [ =1—1y={ke I|b # 0},

respectivement le sous-ensemble d’indices des vecteurs qui n’expliquent pas la variable
aléatoire réelle Y et le sous-ensemble d’indices des vecteurs qui expliquent la variable Y
dans le modele (9), ot I = {1,--- ,p} est 'ensembles des indices des vecteurs a sélection-

ner. Nous définissons le vecteur aléatoire X de la fagcon suivante :

13
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X = (x71x])-1x]) " e R,

Puis, nous définissons les opérateurs de covariances Vy et Vxy tels que :

Vx =E(X®X) et Vyy =E(YX).

On suppose dans la suite que l'opérateur Vx est inversible. Nous définissons 1'opérateur
linéaire Ax par :

Ty

A :xz = 7 c RPY (xi)iEK c Rcard(K)q’

ott card(K) est le cardinal du sous-ensemble . Nous prenons I = A% (AxVxA%) ™ Ag,

puis nous considérons le critére de sélection suivant :
Crx = |Vxy — VxIlgVxy|.

Nous donnons une caractérisation du sous-ensemble /;, puis un estimateur du critére €.
Dans le Théoreme 14, nous établissons la convergence du critere, puis dans le Théoreme

15, nous établissons la convergence de notre méthode de sélection.

2. A la suite de cette étude, nous approchons le modele (7) comme un modele linéaire
multivarié semblable au modele (9). Partant du modele approché, nous proposons

un critere de sélection pour les variables aléatoires fonctionnelles.

14

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

Premiere partie

Sélection des variables en régression

linéaire

15
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1.1 Le probleme d’invariance et sélection des variables

Introduction

La sélection des variables est un probleme largement abordé dans la littérature. On re-
trouve un grand nombre de méthodes dans les modeles de régression linéaires. Parmi
toutes ses méthodes, il y a celle de Nkiet (2001), qui propose une méthode de sélection
dans le cas d’un modele linéaire unidimensionnel. La particularité de cette méthode
vient du fait que les variables candidates a la sélection, ne sont soumises a aucune hy-
pothése de loi de probabilité. Récemment, An et al. (2013) ont proposé une méthode
(ASCCA) dans le cas d'un modele linéaire multidimensionnel, qui traite du probleme
de la régression "shrinkage" et de la sélection des variables en régression linéaire mul-
tiple. Les résultats théoriques et les simulations montrent que les performances de ces
méthodes ( Nkiet (2001) et An et al. (2013)) sont bien meilleurs comparées aux mé-
thodes classiques.

L’objectif de ce chapitre n’est pas de faire une revue de littérature exhaustive des mé-
thodes classiques de sélection des variables en régression linéaire, nous nous limiterons
a présenter les résultats des travaux de Nkiet (2001) et de An et al. (2013) que nous
utiliserons dans cette partie. Mais avant, revenons sur la notion d’'invariance qui est a

la base du critere que nous allons étendre tout au long de cette these.

1.1 Le probleme d’invariance et sélection des variables

Dans les travaux de Dauxois et Nkiet (1997a), la notion d’invariance consiste a préciser
le comportement des coefficients canoniques non nuls, obtenus par I'analyse canonique
linéaire (ACL) de deux variables aléatoires euclidiennes X; et X5, lorsque ses derniers
sont transformées séparément par des applications linéaires. Ce probléme a été abordé
précisément dans la Proposition 4.2 (p. 380) et le Corollaire 4.1 (p. 382) de Dauxois et Nkiet
(1997a). Ils montrent que pour tout opérateur linéaire inversible A; et A, les coefficients
canoniques non nuls du couple (X, X) sont invariants par la transformation (X;, X») —
(A1X1, A2 X5). Dans la continuité de leur travaux, Dauxois et al. (2004) proposent une
étude asymptotique et quelques applications permettant ainsi de donner tous les outils

a I’étude du probléeme d’invariance. Pour plus de lecture, nous pouvons aussi consulté
Nkiet (2003, 2005).

17
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1.1 Le probleme d’invariance et sélection des variables

Cette notion d’invariance serait encore plus intéressante si I’on montrait que la trans-
formation appliquée au couple (X;, X;) conduise par exemple, a un couple de variables
aléatoires euclidiennes a valeurs dans des espaces de dimensions plus petites que celles
des espaces initiaux. Ainsi, il est question de savoir si I’on peut donner une condition né-
cessaire et suffisante pour que ’ACL appliquée a la transformation du couple (X, X,)
fournisse autant "d’informations” que celle de (X, X5).

Vue de cette fagon, ce probleme releve de la sélection des variables, qui est une consé-
quence du probleme d’invariance. La question posée précédemment reviendrait alors a
se demander dans quelle condition on ajoute aucune information supplémentaire a I’ACL
de A, X; et A;X,. Une condition nécessaire et suffisante se déduit de la Proposition 4.2 et
du Corollaire 4.1 de Dauxois et Nkiet (1997a). Fujikoshi et Yasunori (1982) posaient et
résolvaient déja cette problématique sous le nom "effet additionnel de variables" et un peu
plus tard, Tamoudi (1987) I'aborde dans le cadre hilbertien. On suppose en général que
les opérateurs de covariance associés aux variables aléatoires A;X; et A, X, notés respec-
tivement V; et 1, sont inversibles, c’est-a-dire que les composantes de A; X, et A,.X, sont

linéairement indépendantes.

Nkiet (2001) aborde cette problématique a partir d"un critere de sélection qui repose
sur la notion d’invariance et dont les hypotheses sont celles énoncées dans le cadre de
I’ACL. L'intérét que nous portons sur ce critere comme nous le verrons dans la section 1.2,

vient du fait que :

— théoriquement, le critere est facile a calculer, car défini a partir de la norme de la
différence de deux opérateurs,

— par définition, le critere mesure la parte d’information lorsqu’un sous-ensemble de
variable est sélectionné,

— le moment d’ordre quatre des variables du modele doit étre fini. Ce qui permet bien-
str de le programmer aisément dans le cas d"une étude numérique,

— plus intéressant c’est que le critere est valable quelque soit la loi de probabilité suivi

par la variable a sélectionner.

Dans la section 1.2, nous présentons le critere et ses avantages puis, nous donnons

quelques propriétés et la méthode de sélection.
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1.2 Approche de Nkiet (2001) : Méthode directe

1.2.1 Le modele

On considere le modele linéaire suivant :

p
Y = ZQZXZ + ¢, (11)

i=1
oup >2,Y,cetles X;, (i = 1,---,p) sont des variables aléatoires réelles définies sur
un espace probabilisé (€2, A, P), etles a; (i = 1,--- ,p) sont des réels. On suppose que les

variables aléatoires ¢ et X sont indépendantes. Sans perte de généralité, on suppose en plus
que les variables aléatoires X et Y sont centrées et que les X, --- , X, sont linéairement
indépendantes. Cette derniére hypothese assure 'inversibilité de I’opérateur de covariance

V} associé a la variable X.

Dans ce genre de modele, on a souvent utilisé le critere de Thompson (1978) pour
effectuer la sélection des variables, mais Zheng et Low (1997) ont montré que ce critére
conduit a une méthode qui n’est généralement pas convergente. C’est dans cette optique
qu’ils ont proposé une modification de ce critere pour obtenir une méthode convergente.
Les propriétés justifiant 'utilisation de ce critére sont obtenues sous les hypotheses de
normalité du vecteur aléatoire (Y, X3, -, X,). Le probleme de robustesse des méthodes
utilisées pour obtenir la convergence du critere se pose également. C’est ainsi que Nkiet

(2001) introduit un critere de sélection dont les propriétés ne sont pas assujetties a une
quelconque hypotheése de loi.

1.2.2 Critere de sélection et propriétés

Notons par I, 'ensemble des indices des variables aléatoires candidates a la sélection.
Soient /; un sous-ensemble de I tel que les coefficients ; sont nuls et I; le sous-ensemble
de I tel que les coefficients «; (i € I) sont non nuls, tels que :

I={1,---,p}, In={ie€lla;=0} et I, ={i e Ila; #0}.
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La définition des sous-ensembles I, et /; montre respectivement que si les coefficients «;
(¢=1,---,p)sontnuls, alors les variables aléatoires X; associées aux coefficients «; ne sont
pas liées a la variable aléatoire réelle Y dans le modele (1.1). Par contre si les coefficients
«; (1 = 1,---,p) sont non nuls, alors les variables aléatoires X; associées aux coefficients
a; sont liées et expliquent la variable aléatoire Y. On suppose dans la suite que le sous-
ensemble /; est non vide.

On s’intéresse a la sélection des variables dans 1’équation (1.1), c’est-a-dire la caractéri-
sation et I’estimation du sous-ensemble /; sur la base d’un échantillon i.i.d (Yk, X k)1<k<
SKRsn

du couple (Y, X), ou X est un vecteur aléatoire continu de la forme :

Xy
xo |
Xp

Nkiet (2001) développe sa méthode de sélection autour d"un critére qui repose sur la
notion d’invariance, introduit dans le cadre de I’analyse canonique linéaire (ACL) (Section
1.1), a travers la transformation linéaire (Y, X)) — (Y, Ax X)), ot K est un sous-ensemble de
I et Ay un opérateur linéaire encore appelé opérateur de sélection, défini de R? vers R dX)
tel que pour tout z = (zy,--- ,1,) € R?, ona Agx = (1;)icxx € RN, La seule hypothese
faite surlaloide (Y, X) estque E(Y*) < +oo et E(|| X ||») < +00. Ces hypotheses traduisent

simplement le fait que les variables aléatoires Y et X sont dans L*(Q, A, P).

Le critere de sélection introduit par Nkiet (2001) est vu comme une mesure de perte
d’information, obtenue en sélectionnant un sous-ensemble de variables. C’est-a-dire qu’il
permet de mesurer la quantité d’information perdue lorsqu’un sous-ensemble de variables
est sélectionné. 11 est défini par I'équation suivante :

Cx = [[Vi2 = illg Vio ||, (1.2)

ou Vi, et V3, définis par Vi, = E (Y X) et V; = E (X ® X) sont respectivement I'opérateur de
covariance croisé des variables aléatoires X, Y et 'opérateur de covariance lié au vecteur
aléatoire X. Le terme Il défini par TTx = Al (AxViA%)~' Ak est un opérateur linéaire,
plus précisément un projecteur dans le sous-ensemble K. L'opérateur linéaire A}, désigne
I'adjoint de l'opérateur Ax et @ désigne le produit tensoriel vectoriel défini de la facon
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suivante : soit F et ' deux espaces euclidiens et (u,v) un couple de E x F, le produit

tensoriel u ® v est une application linéaire définie de E vers F tel que

Vhe E, (u®wv)(h)=(u,h), v, ou (), désigne le produit scalaire dans FE.

L’idée séduisante de ce critere est qu’il est mathématiquement simple et peut étre faci-
lement programmé. Il est défini a partir de la trace de la différence entre les opérateurs de
covariance Vi, d'un coté, et le produit entre V3, le projecteur Il et V}5. De plus, 'utilisation

de ce dernier nécessite deux hypotheses fondamentales et trés réaliste a savoir :

1. Les moments d’ordre quatre des variables X et Y sont supposées finis;

2. Les p variables (ou colonnes du tableau X) sont supposées linéairement indépen-

dantes, pour assurer l'inverse de 'opérateur V.

L'importance de ce critere réside dans sa propriété de caractérisation. Nous 1"énongons

dans le Lemme 1 qui suit.
Lemmel [, C K & Cg =0.

Ce lemme traduit le fait que I est le sous-ensemble minimal de I au sens de l'inclusion qui
vérifie C'x = 0. Cette caractérisation nous laisse penser qu'il est possible d"utiliser ce critére
pour effectuer la sélection des variables. En effet, il nous suffit de déterminer le plus petit
sous-ensemble de I contenu dans K qui vérifie le Lemme 1. Cependant, C'x est inconnu en

pratique, il est donc nécessaire de l’estimer.

Considérons un échantillon i.i.d (Y(k), X (’“)) de (Y, X),ona:
1<k<n
Y(n) — n—l Z X(k), ?(n) — n—l Z }/(k)
k=1 k=1

On définit les opérateurs de covariances empiriques suivants :

AR ) (X(k) B X(n)) 2 (X(m B X(n)) 7
k=1
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et
P =n 1y (Y(k) _ Y(n)) (X(k) _ X(")) _
k=1

Ainsi, pour tout K C I, un estimateur du critere C'x est donné par :

O = IVis” = WV, (13)

ou ﬁg?) = A5 (A KIA/I(")A*K)‘IA x. Le Lemme 2 donne les propriétés de convergence de 1'es-

timateur (iﬁf).

Lemme 2 Pourtout K C I,ona:

Vi CP = |UP H™) + gk,

ol (\TJE,?) )neN* est une suite de variables aléatoires dans £ (L (RP*9),RP) qui converge presque

stirement vers 'opérateur V i a valeur dans £ (£ (RP9), RP) et définie par :
VT - X(Rp-ﬁ-q)’ \IJK(T) = WQ(T) — Wl(T)HKWQ —|— %HKﬁl(T)HKWQ — %HKWQ(T)

et (H (”)) e e suite de variables aléatoires définie dans £ (RP*?) qui converge en loi vers H,
n *
de loi normale centrée et d’opérateur de covariance

A=E <(Z®2 —E (Z®2))®2> :

ol Z est une variable aléatoire dans RP* telle que

Z:(g),

et ® est le produit tensoriel d’éléments de £ (RP4), relatif au produit scalaire (A, B), = tr(AB*),
Ex = Vip — VillgViy, my (resp.ms) est un projecteur orthogonal défini £ (RPT?) vers £ (RP)
(resp..Z (RPFY) vers £ (RP,RY)).
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1.2.3 Sélection des variables

Partant du modele (1.1) et du sous-ensemble [;, nous avons 2”7 — 1 sous-ensembles de
variables sont potentiellement candidates a la sélection. Si p est grand, la détermination
du sous-ensemble I, devient trés laborieux, car le nombre de sous-ensemble a tester serait
dans ce cas élevé. La procédure de sélection proposée par Nkiet (2001) permet de réduire
significativement le nombre d’étapes pour déterminer le sous-ensemble /;. Elle se présente

de la facon suivante :

Soit ¢ un indice de 1’ensemble I, et on pose K; = I — {i}. A partir du Lemme (1),
il vient que Ck, = 0, si et seulement si ¢ ¢ ;. Alors une variable X; est adéquate a la
sélection si Ck, > 0, et une autre variable X (j # ¢) est plus adéquate a la sélection que
Xisi Ck,; > Ck,. Enrangeant les Cx, dans I'ordre décroissant, on considere la permutation
aléatoire o de I telles que:

(Al) . CK

a(1)

> Crpyy > > Ok

a(p)’

(A2) :8i Ck,, = Ck,,, etsi i <j alors o(i) <o(j).
Comme le sous-ensemble I; est non vide, on considere l'entier p, € I, qui satisfait :
(A3) :po=p si [ =1,
(A1) : Cko) 2 Cko@) 2 -+ 2 Ckapy) > 0= Ckopo+1) =+ = Ckop) sl 1 # 1.

Ainsi, il résulte que :
I ={o(k)/1<k<po}.

La sélection des variables se réduit ainsi a l'estimation de la permutation aléatoire o et de

I’entier py.
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1.2.4 Estimation des paramétres o et py

Pour estimer o, on considere une suite de fonction (f,),en+ définie de [ vers R, et

vérifiant les hypotheses suivantes :

(Hy) Y €€ I,1limy o fa(l) =0,

(Hy) : Joe > 0 tel que o < 3,3f : I — R, strictement décroissante tel que

Ve e I, lim n® £, (0) = f(0).

et pour tout / € I, on pose :
0 = O] + £a(0):

Un estimateur de la permutation aléatoire o est obtenu en rangeant les opérateurs (&é"))gel

dans 1’ordre décroissant :

7(n) 7(n) 7(n)
1/)’0\(70(1) Z %Ug(w(g) Z o Z 1/)/0—\<7L) (p)’
de telle sorte que les ex-aequo sont rangés dans 'ordre croissant des indices correspon-

o) ()

o = Uaim(;) avecd < j alors ™ (i) < M (5).

dants, c’est-a-dire, si

Théoreme 1 Sous les hypotheses (H,) et (Hs), ona :

lim PGE™ =o0) = 1.

n—-400o

Pour estimer p,, on consideére une suite de fonction (g,,) définie de [ vers R, telle que

neN*
V¢ € 1,1l existe un réel 5 € |0, 1], et une fonction strictement croissante g définie de I vers
R} telle que:

Vlel, lim (nﬁgn(€)> = g(?0).

n——+oo
On pose :
2(n) 61(”) 5™ (y
¢p = 7 + gn(0 (1)),
ou

LY ={a" (k)1 <k <1},

On obtient un estimateur de p, par :
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~(n) . (n) . Z(n)
Do —mm{ﬁe I/ ¢, —I}/lelIIl((ﬁg/ )}

Théoreme 2 La suite de variables aléatoires (ﬁon)) o COnverge en probabilité vers py quand n —
—+00.

La sélection des variables est ainsi effectuée en considérant le sous-ensemble
I = 6" k1< k<)

A partir des Théoremes 1 et 2, on établit la convergence en probabilité du sous-ensemble

1™ par:

lim P(IV=1)=1

n—-+00

Ce qui établit la convergence en probabilité de la méthode.

1.3 Approche de An et al (2013) : Méthode ASCCA

La méthode ASCCA (Adaptive Sparse Canonical Correlation Analysis) est une ap-
proche développée dans An et al. (2013). Elle traite du probleme de la régression "shrin-
kage" et de la sélection des variables en régression linéaire multiple. La méthode est basée
sur la redéfinition d’un probléeme de régression linéaire multivarié en un probléme clas-
sique d’analyse canonique, pour laquelle une formulation de la méthode des moindres
carrés est proposée et I'application de la méthode du LASSO adaptatif pénalisé, tout en
utilisant un critere de sélection BIC. Nous rappelons dans cette section quelques outils et
résultats de cette méthode.
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1.3.1 Définition, modele et caractérisation

Soit (X*, V%) _
(X B ,X]’;) € R? est le prédicteur et Y* = (Yl’“, - ,Y;f) € R? la variable réponse multi-
variée. On suppose que E (X k) =0etE (Y’“) = 0. On définit les opérateurs de covariance
par Cov(X*) = ¥,, € R”?, Cov(Y*) = ¥, € R et Cov(X*,Y*) = 32, € RP*7 De
plus, on suppose que les matrices }°,, et >°,, sont définies positives. La relation entre les

un échantillon i.i.d de (X,Y), o1 le vecteur aléatoire X* =

variables aléatoires X* et Y* est donnée par le modele linéaire suivant :

Yk = BTX* 4 &F, (1.4)

T . Lo s . p N
ou ek = (5’{, e ,6’;) € RY est la variable aléatoire qui représente 'erreur du modeéle et

B = (bji) € RP*?]a matrice de coefficients réels.

Notons par a; = (bj1, -+ ,bj,)" € R la 5% ligne de la matrice B et
B = (b, - ,bpk)T € RP la k¢ colonne de B. On peut alors écrire B sous la forme
B = (p,-- ,Bq)T = (aq,- - ,ozp)T € RP*9. Notons par By, ay; et Sy les vraies valeurs de

B, a; et (3, respectivement. On sait que seuls les prédicteurs X* dont les coefficients ||y ||
sont non nuls, sont liés a la variable aléatoire réelle Y*, ot ||.|| désigne la norme euclidienne
classique. On définit par .# "Predictor Full Model" (PFM), I'ensemble d’indices du vec-
teur aléatoire X*, et par . "Predictor True Model" (PTM), le sous-ensemble des vecteurs

dont les coefficients ||, || sont non nuls :

Mp={1,--- p} et My ={1<j<p;lagyl >0}.

Nous donnons maintenant dans ce qui suit, une caractérisation du sous-ensemble du

vecteur Y*. Notons par A% " (REM), 'ensemble d’indices des vecteurs Y* avec :
e/VF:{L ,Q}

Soit .#” un sous-ensemble de . 4%, et on note par Y(’f/,/) le sous-vecteur de Y* correspondant
a .V, c’est-a-dire le vecteur Y* défini sur la base des indices du sous ensemble .#". On note
par A4¢ = A5\ A, I'ensemble des indices de .47 privé de ./". Le sous-ensemble ./ est ap-

(Y. XF)

pelé "Sufficient Response Model" (SRM) si les conditions de distribution de Y.,
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sont les mémes que Y/*,., |Y(’jy) Remarquons qu’il existe toujours un (SRM) car 1'ensemble
A est aussi un (SRM). On définit par .47 l'intersection de tous les (SRM), et sous cer-
taines conditions de régularité, on montre que .47 est aussi un (SRM) et est le plus petit de
(SRM), il est appelé "Response True Model" (RTM). Ainsi, I’objectif de la méthode ASCCA
est d’identifier non seulement le sous-ensemble .#; "Predictor True Model" (PTM) mais
aussi le sous-ensemble .47 (RTM).

1.3.2 L’analyse canonique des corrélations (ACC)

Comme on peut le constater, la définition du sous-ensemble .47 est tres intuitive. Ceci
s’explique par le fait qu'une variable réponse adéquate ou non a la sélection n’est pas
explicitement définie a travers un parametre (par exemple le coefficient de régression B).
Alors, identifier le sous-ensemble .47 parait plus difficile qu’identifier le sous-ensemble

Ar. Ainsi An et al. (2013) propose une approche pour pallier a ce probleme.

Une variable réponse Y* ou un prédicteur X* est pertinent (adéquat a la sélection), si
cette variable est étroitement liée au vecteur propre, issu de 'opérateur défini a partir des

matrices de corrélation des vecteurs aléatoires X* et Y*.

Soit K = min {p, ¢}, alors (p%Xi, v,in), Ot fiy = (b1, -+ » firp) € RP et vy, =
(U1, - - ,qu)T € R? forme la k#me paire canonique (1 <k < K,1 <i<n). p et vy sont
détinis dans Johnson et Wichern (2003), a partir des matrices de corrélation des vecteurs
X*,Y*. Ces vecteurs propres maximisent la valeur propre A\, = u{ > ay Uk- On s’intéresse
uniquement aux coefficients de corrélations canoniques positifs (c’est-a-dire A, > 0). On
pose
Koy={1<k<K;\ >0}.

Les Théorémes 3 et 4 donnent les caractéristiques de K et des vecteurs propres 1, et vy.

Théoréme 3 Sous le modele (1.4), supposons que X* et ¥ sont indépendantes et de loi normale.
Ona Ky = rang (ny) < min{|Ay|, |A7|}, ot rang (ny) désigne le rang de la matrice de
covariance y_,,, et |.| le cardinal des sous-ensembles ./ et N7.

Théoreéme 4 Posons fi; = (f1,- » firo;) € RO et 0 = (vij, -, Uky;)’ € RFO. Sous le
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modele (1.4), on suppose que les vecteurs aléatoires X* et e* sont indépendants et de loi normale, et
ona:

1. ||fij]| = O pour tout j & Mr, ||0;|| = 0 pour tout j & N7 ;
2. ||fij|| > O pour tout j € Mr, ||0;]] > O pour tout j € 7.

1.3.3 Procédure de sélection : Formulation par les moindres carrés

Le Théoréme 4 montre que les sous-ensembles .# et .47 sont clairement identifiés
par inférence a partir des charges canoniques s, et vy (1 < k < K). Soit (X', Y"),_,_, un
échantillonii.d de (X,Y).Ona:

— — —

n n n
1 i il 1 iniT 1 iviT
Zm—n izleX , Zmy—n ;XY , Zyy—n izzlYY .

o _ ol =12 L e g |
PosonsT' =3, Daydyy setonnoteparT =UDV" sa décomposition en valeurs singu-
lieres, ou U = (Ty, -+ ,U) € RPE et V= (D1, -+, ) € R sont des matrices colonnes
orthogonales et D = diag {3\1, e ,Xk} une matrice diagonale, ot A > g > -0 > )\, sont

des valeurs singulieres de 7T'. On estime les vecteurs propres i, et v, par :

ﬂk = Zmﬂk et @k = Zyyl//\k.
En utilisant la "méthode shrinkage", puis grace aux fonctions de moindres carrés, An et al.
(2013) déterminent les vecteurs propres 1, et vy, par :

. 2

(1) py =~ pj = argmin, E (MTX — ’UZY) ;
2

(2) vp = v} =argmin, E (qu — UTY) .

Ainsi les relations (1) et (2) montrent que les vecteurs propres py, et v, sont proportionnels

a p;, et v;. En dimension finie, on estime 4.}, et v} par :

~x . n . \2
— jij = argming > i, (X,T p—= Y;‘Tvk) ;
2
— Up = argmin, 1, (XZTﬁk - Y;TU) .
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Une autre solution des relations (1) et (2) (des vecteurs propres 1, et v}) est obtenue grace

aux fonctions de moindres carrés pénalisées :

~ 2 ~
(3) Q5(1) = X0y (XT i = YT0k) "+ A0y 1/ s

~ 2 o~
@) QU(v) =X, (X — YT0) +7 50 vl 10w 5

“ieme

ol ij (1 < j < p)etv; (1 <j < q) sont respectivement la j composante de p et v.
En regardant attentivement les relations (3) et (4), on voit des fonctions adaptées de type
LASSO. Un estimateur par la méthode "shrinkage" des vecteurs (i et v} est donné par les

équations suivantes :

(5) [y, = argmin, Q% (u);

(6) U =argmin, Q%(v).

Enfin, les estimateurs par la méthode "shrinkage" des vecteurs propres /i, et v, sont donnés

par:

) fink = B/ LS el
(8) Dri = 024/ \JUIES 02

On obtient ainsi le meilleur modele de sélection en minimisant le critére BIC suivant :

~x . \2 Tra ogn ~x
9) BICY, =log {”1 i=1 (XiT:uA,k - Y;Tvk) } +dfy X 1 o, YV Ak

2

(10) BICY, =log {n S, (XTin —702,) |+ dfty < 252, v,

ot dff, etdf?, estle nombre de charges non nulles respectivement dans fi5 , et 07 ;.. Ainsi,
les sous-ensembles sélectionnés via la méthode "shrinkage" sont donnés par :

M={1<j<pli; #0,1<k <Ko} et A ={1<j<q0f#0,1<k<Kf.
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V1< k< Ky posons A, = {j;yzj #* O} et ﬁm = {j;ﬂzj #* O}. Les Théoremes 5 et 6
établissent la convergence en probabilité des estimateurs fi;; et Ay

Théoréme 5 Si A\ — +oo, et que n™ 2\ — 0,alorsV k < Ky, ona:
(1) [y — by = Op(n=1%);

Théoreme 6 V k < Ky, ona P (ﬁk = Ak) — 1.

1.4 Conclusion

La méthode de Nkiet (2001) traite du probleme de sélection pour des variables aléa-
toires continues. Cette méthode repose sur un critere issu du probleme d’invariance de
I’ACL (Dauxois et Nkiet (1997a)), et peut étre vue comme une mesure de perte d’infor-
mations, obtenue en sélectionnant un sous-ensemble de variables. Le critere est aussi uti-
lisé pour ranger les variables dans 1’ordre décroissant en fonction de l'information qu’elle
apporte, afin que le probleme de sélection de variables se réduise a I’estimation d"une per-
mutation et d'une dimension appropriées. C’est-a-dire qu’il est question ici d’estimer les
parametres o et p, du sous-ensemble I; (Section 1.2.3). De cette approche, on peut ainsi

remarquer les avantages suivants :

1. Les seules hypotheses utilisées dans cette méthode sont : E(Y*) < +oo, E(|| X||* <

+00) et V; est supposé inversible.
2. La sélection des variables se réduit simplement a un probleme d’estimation.

3. Du point 2, il en résulte que théoriquement, il y a une réduction significative du

nombre d’étapes pour déterminer le sous-ensemble ;.

En dépit des avantages relevés, il faut tout de méme signaler qu’elle n’est valable que pour
des modeles linéaires unidimentionnel, c’est-a-dire que Y dans le modéle (1.1) est une va-
riable aléatoire réelle. Or, de nos jours, on utilise de plus en plus des modeles linéaires
avec un vecteur aléatoire comme variable d’'intérét. Ajouter a cela, aucune étude sur les
fonctions de pénalité f,, g, et des parametres « et 5 n’a été proposée, afin d’établir leur

influence si elle existe sur la méthode de sélection. Ainsi, dans le Chapitre 2 de cette these,
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1.4 Conclusion

il sera question de généraliser cette méthode en utilisant un modele linéaire multidimen-
sionnel comme dans An et al. (2013), faire une étude sur l'influence des parameétres de

controdle f,,, g,, « et 5 et la comparer a celle de An et al. (2013).
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CHAPITRE DEUX

SELECTION DES VARIABLES EN
REGRESSION LINEAIRE
MULTIDIMENSIONNELLE

Sommaire
2.1 Modele et criteredesélection. . . . .. ... ... .. 0. 33
21.1 Modele et énoncé duprobleme . . . . .. ... ... oL 33
2.1.2 Caractérisation dusous-ensemble I; . . . . .. ... ... ... ... 35
2.1.3 Estimationducritere . . . . . .. ... Lo oo 41
2.2 Sélectiondesvariables. . . . . ... ... ... . ottt 45
221 Estimation des parametresoets . . ... ... ... ... . ... .. 45
2.2.2 Propriétésdeconvergence . . . . . . ... ... 46
23 Etudenumérique . . . . . . . .. i e 49
2.3.1 Simulations . . . . ... ... 50
2.3.2 Influence des fonctionsde pénalité . . . . . .. ... ... .. ..., 51
2.3.3 Influence des parameétresaet5. . . . . .. ... ... .. L. 52
2.3.4 Choix optimal des parametresaet 3. . . . . .. ... ... ... .. 52
2.3.5 Comparaison avec la méthode Anetal. (2013) . .. ... ... ... 53
2.3.6 Application aux donnéesréelles . . . ... ... .. ... ...... 55
24 Concusion . .. ... ... ... e 56

© 2017 Tous droits réservés.

32

lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

2.1 Modéle et critére de sélection

Introduction

Dans les études statistiques théoriques et pratiques, les méthodes de sélection des va-
riables ont souvent considéré des modeles linéaires avec un vecteur aléatoire comme
variable réponse. Dans ce contexte, la méthode de sélection de Nkiet (2001) n’est
plus valable, car son modele (Equation (1.1)) ne tient compte que d"une seule variable
aléatoire réelle comme variable réponse. Compte tenu des qualités et des avantages
de cette méthode, il y a intérét a 1’étendre en considérant un modele plus général : le
modele linéaire multidimensionnel. Nous proposons une extension de la méthode de
sélection des variables de Nkiet (2001) dans le cas d’'un modele linéaire multidimen-
sionnel. Cette généralisation repose sur un critere qui permet de réduire le probleme
de sélection des variables a un probleme d’estimation d"une permutation et d'un pa-
rametre appelé dimension. Nous donnons un estimateur du critere de sélection et ses
propriétés, puis nous établissons la convergence de notre méthode. Des simulations
permettent de mettre en évidence les performances de notre approche. Plus précisé-
ment, nous étudions l'influence des parametres de controles f,,, g, « et 3 (Section 2.2)
sur la méthode de sélection en utilisant comme critere la perte de prédiction. Nous
donnons un exemple avec des données réelles et nous comparons notre méthode a
celle de An et al. (2013).

2.1 Modéele et critére de sélection

Dans cette section, nous présentons le modele linéaire multidimensionnel considéré,

puis nous proposons un critere de sélection et nous établissons sa convergence.

2.1.1 Modele et énoncé du probleme

Considérons le modeéle linéaire suivant :

Y = BX +-¢, 2.1)
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2.1 Modéle et critére de sélection

ol X et Y sont des vecteurs aléatoires réels respectivement dans R? et R? avec (p > 2,q >

2), B est une matrice a coefficients réels dans .#,,(R) et ¢ est un vecteur aléatoire dans R?

et indépendant de X :
X1 Y, €1
X = Y = JE =
Xp Y, €q
et
b1 bz -+ by
B ba1 5?2 o by
bql bq2 e bqp

On suppose que les vecteurs aléatoires X, Y et ¢ sont centrés et que les variables
Xy, -+, X, sontlinéairement indépendantes. On peut aisément écrire 1’équation (2.1) comme

¢ modeles de régression univariés de la forme :

P
Yi=> biXit+ej j=1- 4 (2.2)
i=1
ou encore »
i=1
avec
bui
b, — ba;
byi

Nous nous intéressons au probleme de sélection des variables dans le modele (2.1). Cela

est équivalent a identifier les variables aléatoires X; (i = 1,--- ,p) qui ne contribuent pas a

expliquer le vecteur aléatoire Y, & partir d’un échantillon i.i.d (X *), Y(k)) du couple
1<k<n

(X,Y). Nous prenons p < n et ¢ < n. Nous savons qu'une variable X; n’explique pas le

vecteur Y ou n’est pas liée au vecteur Y si son vecteur de coefficients correspondants b,,

est nul. Ainsi, Posons :

I:{l7 7p}7
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2.1 Modéle et critére de sélection

I'ensemble des indices des variables X; (i = 1,- - - , p) a sélectionner. On note par I, le sous-
ensemble non vide de I, représentant les indices des variables dont les coefficients b,; sont

nuls. Soit || - ||z+ la norme euclidienne dans R*, on a:
]0 — {Z S ] / Hb.iHRq — 0}

Ainsi, nous considérons le probleme de sélection des variables dans le modele (2.1) comme
un probléme d’estimation du sous-ensemble I,. Cela est également équivalent a estimer le

sous-ensemble [, = I — I, avec
L={3 i€ I/ ||baillrs #0}.

Nous donnons maintenant, dans la section qui suit, une caractérisation du sous-ensemble

I, par le biais d"un critere de sélection.

2.1.2 Caractérisation du sous-ensemble [,

Soit ® le produit tensoriel vectoriel défini comme au Chapitre 1 (Section 1.2.2). Nous
supposons que E (|| X||3,) < oo et E(||Y k) < +oo, c’est-a-dire que les vecteurs aléa-
toires X et Y sont dans L*(Q, A, P). On définit respectivement par V; et Vj, l'opérateur de
covariance associé au vecteur aléatoire X et 'opérateur de covariance croisé associé a X et

Y par:

Vi=E(X®X) et Vip=E(Y ®X). (2.4)

On suppose que l'opérateur V; est inversible.

Remarque 2.1.1 Tout au long de cette these, nous utilisons essentiellement les opérateurs de co-
variances, mais leur matrice relative est détaillée dans Dauxois et al. (1994). Soient u et v deux
vecteurs respectivement dans RP et R?, la matrice relative a la base canonique de I'opérateur u & v
est notée uv”, ot v” est la transposée du vecteur v. Si les expressions matricielles sont préférées aux
opérateurs, alors les opérateurs de I'équation (2.4) deviennent V; = E (X X T) et Vip =E (YX T).
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2.1 Modéle et critére de sélection

Soit K, un sous-ensemble de I. On note par Ax un opérateur encore appelé opéra-
teur de sélection (Chapitre 1 Section 1.2.2). Notons par IIx un opérateur défini par Iy :=
A (A K%A}()*l Ak, ou A}, désigne 1’adjoint de 'opérateur Ax. Ainsi, on considere le cri-
tere de sélection suivant :

{x = [|[Vig — Villg Via|], (2.5)

oll || - || est la norme usuelle d'un opérateur donnée par ||A|| = |/tr (A*A). Ce critere permet
de mesurer la perte d’information lorsqu'un sous-ensemble de variables K est sélectionné.
Il permet aussi de donner une caractérisation du sous-ensemble /;, comme indiqué dans

le Lemme 3.

Lemme 3 Pour tout sous-ensemble K de I, ona I, C K si et seulement si, {x = 0.

Preuve:

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. On définit les opérateurs linéaires suivants :

g
p
Li:x= ERPHZ:EiXiELZ(QM’LLP)
ij 1=1
et
n q
Ly:y= : eRq>—>Zyij€L2(Q,A,P).
i=1
Yq !

Enplus,V Z € L*(Q, A, P),ona:

<L1x’Z>L2(Q,A,P) = E(ZLx)
= E(Z{z, X)g)
= E({z,ZX)gs)
= (#,E(ZX))p
= (& L1 (2))gs -
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2.1 Modéle et critére de sélection

D’ou I’on note par L] I’adjoint de I'opérateur L, défini par :
Ly Z e L*(Q,A P)— E(ZX) € R”.

De la méme fagon, on montre que Lj est I’adjoint de 1’opérateur L, défini par :
Ly:Z e L*(Q,A,P)— E(ZY) € RY.

Ainsi, il vient que :
Vi= L1l
Vig = LiLs.
En effet, V u € R?,

Vi(u) =

d'ouV; = LiL;, Vu € RP. De méme v € RY,

Vig(v) =

d’ott Viy = LiLy, Vv € R Ainsi,ona:
Vig — VillgVig = LiLy — LiL1 Aje (A LiLiAf) ™ Ak LY.
Notons par R(A) I'image de l’opérateur A, et I1z(4) le projecteur orthogonal sur R(A) défini

par
g = A(A*A) A",

37

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

2.1 Modéle et critére de sélection

L’équation (2.5) devient :
§x = [|1L1L2 — Lillpep, ay,) Lol = | L1 R(p, a5 Lo, (2.6)

ot lp(r,as) = L14] (L A5 (L1 AY) (L1 ALY, et R(Ly Ay )" désigne I'espace orthogonal
de l'espace vectoriel R(L;Aj};). D’'oul’'ona:

k=0 & |[[Lillg,as )1 Laf =0
=1 LTHR(LIA}})LLQ = O

Pour tout vecteur @ = (ay, -+ ,a,)" €R%, ona

q
=> oYy = > q (Z bji X + €j>
j=1

7j=1 i=1
q p
= ZZO‘ bjiXi + ZO‘J@

j=1i=1 Jj=1

D’ou
q p q
LTHR(L1A}‘()LL2(OC> = LTHR(LlA}()L Z Z ajbjiXi + Z LTHR(LlA}()iaij'
j=1i=1 j=1

Pour tout vecteur v = (uy,--- ,u,)” € R?,ona:

p
(Ly(u), ajej) = Y ui (X, agej) = Zuz% (Xigj)
=1

= Zuzaj E(¢;) = 0.

Cela implique que aje; € R(L;)* et comme R(L,)* C R(LiAj)*, ona aje; € R(L1Ay)*.
D’ou

L*HR(LlA* ))J_Oéjgj L Oéjgj = E(Oéjng)
= o;E(¢;)E(X)
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Alors
q P q
LTHR(LlA’;())LLQ(a) = LTHR(LlA}())i ajbjiXi = Z O‘jLTHR(LlA}‘{)lLl(bjO)v (27)
j=11i=1 Jj=1

ou

bjl

bj. - .

bjp

Si €k = 0, alors en considérant, pour tout j = 1,--- , ¢, le vecteur a = (0,---,0,1,0,---,0)

de R? dont toutes les coordonnées sont nulles exceptée la j"¢ coordonnée qui est égale 1,
nous déduisons de I'équation (2.7) que Lillg, 4+ ): Li(bje) = 0. Comme pour tout opéra-

teur A, ker(A*A) =ker(A), alors Ilgz, A+ )+ L1(bje) = 0, ce qui implique que
Li(bj,) € R(L1 AY). (2.8)

Notons par card(K), le cardinal de I'ensemble K et posons K = {ki, ks, - - , kcard(x) }, NOUS
déduisons de I'équation (2.8) qu'il existe un vecteur 5 = (51, e ,ﬁcard(K))T ¢ Reard(K) to]
que Ly (b;s) = L1 A} 5, c’est-a-dire

2 card(K)
YobiXi= Y BiXk,
i=1 =1
ce qui est équivalent a
card(K)
> by = B) Xi, + Y biXi =0. (2.9)
=1 i€l-K

Puisque 'opérateur V; est inversible, alors nous avons ker(L;) = ker(L;L;) = ker(V}) =
{0}. Comme Xj,---,X, sont linéairement indépendants, 1'équation (2.9) implique que
pour tout i € I — K, bji = 0. Cette propriété étant valable pour tout j € {1,--- , ¢}, alors
nous déduisons que I — K C I, ce qui est équivalent a /; C K. Réciproquement, nous
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2.1 Modéle et critére de sélection

avons
LTHR(LlA}‘()LLl(bZ)) = L HR L1A* Z

- L*HR LlA* (Z ijX + Z ble)

ieK iel—K

card(K
= L HR(LlA* ( Z b]k!Xkﬁ+ Z )

el-K

Sil, C K,alors I — K C I et par conséquent, pour touti € I — K, bj; = 0. Alors

card(K)
LIHR(LlA;{)J-Ll(bjO) = L*HR L1A* ( Z bijng)

— LTHR([qA}‘{)LLlAK(bj.)
= 0,

car L1 A (bj.) € R(L1 A} ). Des équations (2.6) et (2.7), nous déduisons que {x = 0. O

Ce lemme permet de caractériser I'ensemble des entiers ¢ qui appartiennent a /. Ainsi,
sii € Iy, cela est équivalent a I; C I — {i}. On déduit ainsi que I'on a i € I, si et seulement
si, €k, = 0ou K; = I — {i}. Alors I; est'ensemble des éléments de I tels que £, # 0. Nous
rangeons les variables {x, dans I’ordre décroissant. Pour cela, on considére la permutation
aléatoire o de I telle que :

(Z) fKO’l 25[(02 szKO’

(i1) ko) = Eko(j) €t 1 < j; implique o (i) < o (7).

Comme le sous-ensemble I; est supposé non vide, il va exister un entier s € I que nous
appelons la dimension, qui satisfait

§ko(1) = EKo@) = 2 EKa(s) > 0= Eko(s+1) =+ = EKo(p)

Nous donnons dans le Lemme 4, une forme explicite du sous-ensemble /;.

Lemme4 [, = {o(k)/1 <k < s}.
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2.1 Modéle et critére de sélection

Ce résultat montre que le sous-ensemble /; est entierement caractérisé par les parametres

o et s. Ainsi, ’estimation de /; se déduit directement par 1'estimation de ces parameétres.

2.1.3 Estimation du critéere

Considérons un échantillon i.i.d (X (k) Y(’“)) oo, de (X,Y).Ona:

<k<n

Y(n) — n—l i X(k), Y(n —1 Z Y
k=1

On déduit ainsi les estimateurs des opérateurs de covariance V; et Vi, par :

et

zan(k ") e (x® - XM,

Pour tout sous-ensemble K C I, un estimateur du critere {x est donné par

EW — |V — VIR T, (2.10)

ol ﬁ;?) = A% (A KV Aj) ' Ak. Une application de la loi forte de grand nombre sur les
opérateurs Vi, V™ et TIW établie la convergence presque stire du critere &M vers &
quand n — +o0.

Soient E et I’ deux espaces vectoriels euclidiens, on note par .Z(E, F') 'espace vecto-
riel des opérateurs définis de E vers F. Si £ = F, on note simplement . (E) au lieu de
Z(E,F).Posons E = RP et I’ = RY. On sait que tout élément A de .Z(R?, R?) peut s’écrire

sous la forme :
All AIQ

A =
Ao Agy

ol Aj; € Z(RP), Ap € Z(RL,RP), Agy € Z(RP,RY) et Ayy € Z(R?). Puis on considere les
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projecteurs orthogonaux suivants :
P Ae LR = A€ Z(RP) et Py : Ae L(RP) = App € Z(RRP).
Dans la Proposition (2.1.1) qui suit, nous donnons les propriétés de convergence de 'esti-

mateur 1.

Proposition 2.1.1
Vg = U () + v/ o

~

ot 0 = Vis — VillgVio, (\IJ%))HGN* est une suite d’opérateurs aléatoires qui converge presque
stirement vers 'opérateur V i dans L (L (RPT9), L (R, RP)) quand n — +o0 avec

Ui (A) = Py(A) — P (AL Vig + Vil Py (A) I Vie — Villg Po(A),

ot Py (resp.Py) est un projecteur orthogonal défini de £ (RPT7) vers £ (RP)

(resp..Z (RPH9) vers Z(RP,RY)). (H™),en- est une suite de variables aléatoires a valeurs dans
L (RP*9) qui converge en loi vers la variable aléatoire H de loi normale de moyenne nulle et d’opé-
rateur de covariance I tel que :

r=E((ZeZ-V)&(ZeZ-V)),

oil Z est un vecteur aléatoire a valeurs dans RP 4 gvec

()
7 = ot V=E(Z®Z).
Y

Preuve: On a:

Vgl = IV = Vig) — Va(V = WIPVS — Vi (VI — ) ) V5
— Wil (Va(V5) = Via)) + Vo],
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puisque
O - = Ap (A A5) ™ = (AVidy) ™) Ak
e (AR ) (AT A ARTiA) (Vi) ) A
= A (AP AR) T (AT A ) (AxVidz) ™ Ax
A5 (AT A )‘1 (AxVidio) (AxVidio) ™ Ax
— OV + TP v,
= 1 (V1 —V1>HK>

alors

Vgl = IVa(Vs) = Vig) — va(V" — )TV (2.11)
+ NI (Vi (W = W)
— Vil (Va(V5) = Via)) + Vo

Considérons le vecteur aléatoire Z a valeurs dans RP1¢ telle que:

X X (k)
Z = ) Z(k): ) k:177na
Y y (k)

'opérateur de covariance de Z est donné par V' = E(Z ® Z) et peut étre encore écrit comme

Vi Vi
V= , (2.12)

oul, =E(Y ®Y) et Vy; = Vj%. De plus, posons :

7 =0t 3 Z® et VO = 71320 — M) @ (20 - Z™),
k=1
avec
o g
v = : (2.13)
gm g
43
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o VW = n iy (Y — ") e (YR — Y™y et Vi = (171(2")>* Nous déduisons des
équations (2.11) - (2.13) que /n&\ = ||U(H™) + /ndgll, ou H™ = /n (XA/(") — V) et
\Té?) est un opérateur aléatoire défini de .Z(RP*9) vers .Z(R?) tel que VA € Z(RP19),

B (4) = Py(A) = PATOTE + TR PV — VATL Py (A).

Convergence de I'opérateur \flf,?)
Considérons la norme usuelle d’opérateurs || - ||, définie dans .Z(E, F') par
[Alloo = sup [|Az|[r/[|z|[-
zeE—{0}

Rappelons que pour tout opérateurs A et B, on a ||AB||s < ||A]|||B|l«, on obtient ainsi

190(A4) - U D) = |-PuA) (TR — k) T — Pk (VS Vi)
£V ()~ L) P AT + Vil Py (AYT (V) — Vio) |
< 1B (A) o (I — MooV oo + i [ V257 = Vialloo

HIVA oo I T oo [T — T oo V57 1o
HIVilloo Tk 121 V25” = Vazlloo }

T = T llooll Vi oo + 1T oo 1VS” = Vazloo
HIVA oo I T oo TS — T oo V57 1o
HValloo T N2V = Valloc } 1P lso,00 1 Alloos

OU [|T| o000 7= SUPaep(rrta)—{o [ T(A)]oo/ || Alloo- Puisque

109 = Wrelloone < {1+ Vi lloo Moo 13 VS oo 1T = Tl || Pillsose (2-14)
{14 VA oo oo } 1T oo V25 — Viafoo | Pt [l oo s00s

a partir de la loi forte des grands nombres, on a v (resp. Vi) converge presque sii-

rement vers V; (resp. vers V},), quand n — +oo. Par conséquent, ﬁﬁ;” converge presque

(n)
K

stirement vers I, quand n — +oco. De I’équation (2.14), on déduit que ¥} converge

presque stirement vers ¥, quand n — +o0.

Convergence de 1’opérateur H™
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Ona H™ = /n (17(”) — V). En le développant, on peut l’écrire sous la forme

H™ = H"™ + HY

tels que :

o & w1 —n —n
H§>:\/ﬁ<n22k®zk—v> ot HQ():ﬁ((\/ﬁZ( Y& (VaZ! ))).
k=1

Le théoreme limite central montre que H, ) (resp. v 7(n)) converge en loi vers la variable
aléatoire H (resp. vers U), quand n — +o00, de loi normale centrée et d’opérateur de cova-
riance I' (resp. I'') donné par :

T=E((Z0Z-V)&(Z®Z-V)) (tesp.T'=E(Z® Z) ).

Ainsi, H" converge en probabilité vers 0 quand n — +oo, et le théoreme de Slustky

permet de conclure que H™ converge en loi vers H quand n — oo O

2.2 Sélection des variables

Le Lemme 4 montre que l’estimation du sous-ensemble /; se déduit directement de
celle des parametres aléatoires o et s. Dans cette section, nous proposons une estimation

de ces parametres et nous établissons leur propriété de convergence.

2.2.1 Estimation des parameétres o et s

Considérons la suite de fonctions ( f;,) définies de I vers R, tels qu’il existe un réel

neN*
a € 10, 1/2] et une fonction strictement décroissante f : I — R, tel que:

viel, lm f(i)=0et lim (n" f. ()= f(i).

n——+00
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Or, nous savons que K; = I — {i}, on pose
o =&Y+ f. (1) Gel).

Nous prenons comme est1mateur de la permutation ¢, la permutation aléatoire 5™ de I

en rangeant I'opérateur &™) dans I'ordre décroissant telle que:

A ,L) > ¢’\( ) > gba(”)(p)
etsi ¢ (n>( ) ¢A<n) avec i < j,alors 6™ (i) < ™ ().
Soit (g,),cy- une suite de fonctions définies de I vers R tels qu'il existe un réel 3 €

10, 1[ et une fonction g strictement croissante définie I vers R telle que

Viel, nl_i)rfoogn (1) =0, et lim (nﬁ Gn (z)) =g (i).

n——+o0o

~

Considérons le sous-ensemble aléatoire ji(") = {0(") (4); 1<5< 2} et la variable aléatoire
Y, telle que :
O =0+ (67 @) e

Nous prenons I'entier 5™ comme estimateur de 'entier s tel que :
3 — min{i 7)o ()
3 —mm{zef/zﬁi —Ijnel}l(w] )}

Ainsi, la sélection des variables est effectuée en considérant le sous-ensemble aléatoire fl(")

comme estimateur de /;, ot

0 ={e" (i ; 1<i<s™}.

2.2.2 Propriétés de convergence

Le Théoreme 7 qui suit, établit la convergence en probabilité des estimateurs ™ et 5",

Théoréeme 7 Ona:
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(i) lim,, , o P (8(") = 0) =1;
(ii) 5™ converge en probabilité vers s, quand n — +oc.
Pour la preuve, nous allons juste prouver le Lemme 5, car la preuve du Théoréme 7 est

similaire au Théoreme 3.1 dans Nkiet (2012). Soit r € N* et (my,--- ,m,) € (N*)" telles que
=1 mg=pet

§py = = 5Ko<m1> > 5Ko<m1+1) - 5Ka<m1+m2> >
5Kv<m1+mz+~~+mrfl+1> - 5Kc<m1+mz+-~+mn'
Posons
E={teN/1<t<r, my>2}
et

-1 ¢
F, = {(ka> +1,---, (ka> — 1}, avec mg = 0.
k=0 k=0

Lemme 5 Si E # (), alors pour tout { € E et pour tout i € Fy, la suite n* (f;j(i) — A}gﬁﬂ))

converge en probabilité vers 0 quand n — +oo.

Preuve: Posons v = 0k, ) = 0k, s S1 7 = 0 alors
« n n a—L|q(n I7(n T, (n I7(n
ne (88, =&, = e E (1 H) = 1 HO)

a—1 1, (n T, (1 T7(n

S (\P%{zm - \Ijgﬂz(m)) (H( )) |
a—Lg3(n 1 (n T7(n

< e BB =R [

Puisque @gﬁjw et @&?g(iﬂ) convergent presque stirement vers Wx_ et Vg _ . ., respective-

ment quand n — 400, et comme H™ converge en loi vers H quand n — +oc, de la
derniere inégalité et du fait que o < 1/2, n® <§ [?U)(i) — Aﬁ?j(ﬁ_ﬂ)) converge en probabilité vers
0 quand n — +o0.

Si v, # 0, nous avons
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n (€0, =80 ) = no 2 (I (H™) + o, || = 195 (H™) + Vadke 1)
_1 n n n
_ nes (||W (H™ - % juﬂ)( )12
w5 (e >+f5K i) H®) 4 /ndk, |
2n® ((0x ), WSO (H™)) — <5K»Z+D, ™M)
||\I](n (H )+ \/_5K (1)|| + ||\Ij o'(H—l)( )+ \/ﬁaKU(H—I)H
et (|5 HO)|? — || c,M(H("))HQ)
1=
=2 (H) 4 0x, || + 2050 (HO) + 0
a—1 (n) n (n) 7 (n
203 (<5K0@V<DK&U(1{< )> <5Kﬁu+n, K&“+D(}{<>)>>
In =23 (H®) + 65, || + 0205 (H™) + 6k

o(i+1) ”

01 +1) U(i+1)||

ol (-, -) est le produit scalaire défini par (A, B) = tr(A*B). Nous avons

et (180, P = 95y (HO)P)|

< 0o (R P+ 1 H))?)
< e (ISR + ISR IR (2.15)

ensuite,

‘Qna—% (<5K (i) \T/([?)( >(ﬁ(n))> - <5K (i+1) @(njuﬂ)(ﬁ(n))»‘

<20 ([0 W ()| (O W) ()
< 2027 (105, IS CHO 4+ 180 W5 (™))
< W% e (I3 Moo + 195 Nl ) 1T (2.16)

Des équations (2.15) et (2.16) et leur propriété de convergence des opérateurs (@%j())

(resp. o Ko +1>) et H™, on conclut que la suite n® (E(K Sy Ko +1>) converge en probabilité

vers 0 quand n — +o0. O

Comme conséquence du Théoreme 7, on obtient directement

lim P(0"V=1)=1

n—-+oo
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Ce dernier résultat établit la convergence en probabilité de notre méthode de sélection des
variables dans le modele (2.1).

2.3 Etude numérique

Dans cette section, nous illustrons notre méthode par une étude numérique. Plus pré-
cisément nous étudions l'influence des fonctions de pénalité f, et g, et des parametres «,
3, puis nous montrons l'efficacité de notre approche en la comparant a celle de An et al.
(2013). Bien avant, nous définissons la méthode de validation croisée qui sera utilisée tout
au long de nos simulations.

Validation croisée

La validation croisée («cross-validation ») est une méthode d’estimation fondée sur une
technique d’échantillonnage. Trois techniques sont généralement utilisées dans la littéra-
ture : «holdout method », «k-fold cross-validation » et «leave-one-out cross validation ».

— La premiere méthode est tres simple, il suffit de diviser 1’échantillon d’origine (de
taille n) en deux sous-échantillons. Le premier d’apprentissage (communément su-
périeur a 60% de 1’échantillon) et le second de test. Le modele est bati sur I'échantillon
d’apprentissage et la performance de la méthode est calculée sur 1’échantillon test.

— Dans la seconde méthode, on divise de maniere aléatoire I’échantillon original en &
sous-échantillons de méme taille. On sélectionne un des k sous-échantillons comme
échantillon test et les (k — 1) autres sous-échantillons constituent 1’échantillon d’ap-
prentissage. Le modele est bati comme dans la premiére méthode sur 1’échantillon
d’apprentissage et la performance de la méthode est calculée sur 1’échantillon test.
On répete 'opération en sélectionnant un autre échantillon de validation parmi les
(k — 1) échantillon qui n’ont pas encore été utilisé pour la validation du modele.
L’opération se répete k-fois pour qu’en fin de compte chaque sous-échantillon ait été
utilisé exactement une fois comme ensemble de validation. A la fin, la performance
de la méthode est calculée en prenant la moyenne des % sous-échantillon.

- La troisieme méthode est un cas particulier de la deuxieme méthode en posant k = n.

49

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

2.3 Etude numérique

Ici, on bati le modeéle sur (n — 1) observation, puis on calcule la performance de la

méthode sur la i — iéme observation et on répeéte 1’opération n-fois.

2.3.1 Simulations

Nous simulons un échantillon d’origine, de taille 50, 100, 500, que I’on divise a chaque
fois en deux sous-échantillons : un échantillon d’apprentissage et un échantillon test (voir
méthode de validation croisée). Sur 1’échantillon d’apprentissage, nous appliquons notre
méthode de sélection pour étudier l'influence des parametres de contrdle f,, g,, o et 3
sur notre méthode de sélection. L'échantillon test quant a lui, sert a comparer notre mé-
thode a celle de An et al. (2013) en utilisant comme critere de performance la perte de
prédiction. C’est I’écart entre le modele initial et I’estimation du méme modéle en utilisant

uniquement les variables sélectionnées. Elle est donnée par la relation suivante :

1 & o~ (k
e=—Yv® vz,
n3 1

-1
(k) _ T T (k)
Yffn) - Xf{n) <Xﬁn)X}}n)) Xﬁn)y 5

ot X+ désigne une matrice de taille n x p, contenant les variables sélectionnées.
1

Nous générons les données de la fagon suivante : la variable aléatoire X *) est générée
comme une variable aléatoire normale multivariée dans R?, de moyenne nulle et de ma-
trice de covariance COV(XZ-(k), X j(k)) = pl"=Il pour tout 1 < i,j < 7, ot p est le parametre
de corrélation a valeurs dans l'intervalle [0, 1]. La variable réponse Y ¥) quant a elle est

générée comme indiquée dans le modele (2.1) avec :

300 15 00 2
400 25 00 -1
B=|15000500 3
6 00 35 0 0
700 6500 4

Lerreur ¢*) est générée comme une variable aléatoire normale multivariée dans R® de
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moyenne nulle et de matrice de covariance o2 I5, ou 5 désigne la matrice identité de di-

mension 5.

2.3.2 Influence des fonctions de pénalité

On utilise un ensemble de fonctions de pénalité f, et g, pour étudier leur influence sur

notre méthode de sélection, avec :

fu(@) =07 f(0), g.(i) = n""%g(i) avec f(i) = 1/g(i).

Nous prenons comme dans Kundu et Murali (1996) : g;(z) = x, go(z) = 2%, gg( ) =a2Y
ga(x) = %, gs(w) = 2'°, go(2) = (), gr(2) = ()", gs(2) = (W(2))"?, golw) =
) =

(In(2))™, gio(z) = z (), gu(2) = (@)™, gia(e) = (@)™, giz(2) = (wln())"".

Pour chaque fonction de pénalité gi, (k = 1,--- ,13), on calcule la perte de prédiction
liée a notre méthode, avec p = 0 (les vecteurs colonnes de la matrice X de taille n x p ne sont
pas corrélés ), p = 0.5 (les vecteurs colonnes de la matrice X sont moyennement corrélés
) et p = 0.95 (les vecteurs colonnes de la matrice X sont fortement corrélés ), et on fixe
a=04560=06etoc=1.

Les résultats sont présentés dans les Tableaux 2.1. Pour chaque valeur de n = 100(k =
15), n = 300(k = 40), chaque fonction g5, (k = 1,--- ,13) et p = 0, 0.5, 0.95, on remarque de
fagon générale que la perte de prédiction ne varie pas, sauf pour les fonctions de pénalité
g5, g10 €t g13 qui sont tres élevés. Par contre, plus la corrélation p augmente, on observe une

légere augmentation la perte de prédiction, a 1’exception des fonctions g5 et gi.

Ainsi, en faisant varié les fonctions de pénalités f, et g,,, il n’y a pas de variation signi-
ticative de la perte de prédiction a 1’exception des fonctions g5, gio et g13. On peut aussi
observer une légere augmentation de la perte de prédiction lorsque la corrélation p aug-
ment excepté les fonctions g5 et gio. Dans la suite, nous déterminons par la méthode de
validation croisée les fonctions f,, et g, qui minimisent la perte de prédiction de notre mé-
thode.
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2.3.3 Influence des paramétres a et (3

Nous étudions maintenant l'influence des parametres « et J sur notre méthode de sé-

lection. Pour cela, nous fixons :

g7(i) = (@)™, fo(@) = 1/n" (@)™, ga(i) = (@)™ /n”, ot f(i) = 1/ (In(0))™ .

On fait varié o dans |0, 1/2], et 5 dans |0, 1]. Les résultats sont reportés dans le graphe 2.1.
Pour différente valeurs du parameétre a, on observe une variation de la perte de prédiction

lorsque f varie dans [0, 1], cela pour tout n = 100, 300.

Ainsi, en faisant varier les parametres(«, ) dans |0, 1/2[x]0, 1], on observe une varia-
tion de la perte de prédiction. Il y a donc une influence des parametres a et 3 sur notre
méthode de sélection. D’ot1 intérét a calculer les parametres a et 5 qui minimise la perte
de prédiction de notre méthode.

2.3.4 Choix optimal des paramétres o et 3

Nous avons montré dans la Section (2.3.3) qu’il y a une influence des parametres o
et 3 sur la perte de prédiction liée a notre méthode. Dans cette section, nous expliquons
comment obtenir les parametres o et 3 qui minimisent la perte de prédiction. Pour cela,

nous utilisons la méthode de validation croisée comme il suit :

1. Nous utilisons I’échantillon d’apprentissage qui conduit aux matrices X et Y de tailles

respectivesn X petn x ¢;
2. On fait varier («, ) en discrétisant les intervalles |0, 1/2[x]0, 1[;

3. pourtoutk =1, - ,n, on détermine fl(”) par notre méthode sur la base des matrices
X~ et Y% obtenues a partir des matrices X et Y en enlevant les Kieme lignes ;

4. On calcule la perte de prédiction e, (a, 3) de la k™™ observation par :

1

_ i B o1t B
ex(a,8) = X [e7¥] ™ MYk — X8 ok Tk | o) Ty R,
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ou XII(’,Z) est la sous-matrice de X~* obtenue en utilisant uniquement les variables du
1

) (k)

sous-ensemble 11", ’est-a-dire les variables sélectionnées a I'étape précédente, X,
1

-\ -1
est la k"™ ligne de la matrice X.,. Les inverses [(X‘k)TX‘ﬂ et {(X%’Z))TXII(M
1
sont calculés a partir de l'inverse généralisé de Moore-Penrose. Finalement on calcule

la perte de prédiction finale par :

n

Z 614:(0'/76)'

k=1

e(o, f) =

S|

On obtient ainsi autant de valeurs de e(«, ) que de valeurs dans la discrétisation
[0,1/2] x [0, 1].

5. On choisit @ et 3 pour lesquels e(c, ) est minimal

(@, B) = arg (o, B).

min e
(a,8)€]0,1/2[%]0,1[

2.3.5 Comparaison avec la méthode An et al. (2013)

La comparaison se fait en deux parties. La premiere comparaison se fait en considé-
rant le cas de dimensions fixes et la seconde comparaison se fait en considérant le cas de
dimensions croissantes. Pour la suite, nous remplacons la permutation aléatoire o par le
parametre 7, pour ne pas confondre avec la variance du vecteur aléatoire «.

— Dans le cas de dimensions fixes, on prend n = 100, 300. On applique notre méthode

et celle de An et al. (2013) en faisant varier p dans [0, 1] et la variance 7 dans [0, 1/2].

— Dans le cas de dimensions croissantes, nous reprenons 1'exemple 4 de An et al. (2013)
ot la taille de p et ¢ augmentent avec celle de n, avec p = {10711/ 3] etq = [p/2] eton
fixeo =1etp=0.5.

Dans les deux cas :

1. On simule I’échantillon d’apprentissage sur lequel on applique notre méthode pour
estimer @, 3 et déterminer les fonctions f, et g, qui minimisent la perte de prédiction,
en utilisant la méthode de validation croisée (leave-one-cross validation). Puis, on
estime le sous-ensemble 7\, On applique également la méthode de An et al. (2013);

2. On simule ensuite 1"échantillon test sur lequel on calcule la perte de prédiction sur la

base des variables sélectionnées a l'étape précédente.

Les résultats sont reportés dans les Figures 2.2 et 2.3 et les Tableaux 2.2 - 2.4.
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Cas de dimensions fixes

— En faisant varié les parametres p et 7 respectivement dans [0, 1] et [0, 1 /2], nous voyons
a travers les figures Figures 2.2 et 2.3 que la perte de prédiction de notre méthode
reste largement inférieur a celle de An et al. (2013) quelque soit la méthode de vali-
dation croisée (leave-one-cross validation et k-fold cross-validation). Notre approche
donne une perte de prédiction quasiment nulle (de 1’ordre de 10—10) avec la méthode
du k-fold cross-validation, tendis qu’avec le leave-one-cross validation, elle reste in-
térieur a celle de An et al. (2013) méme quand elle parait élevée. Pour cette raisons
nous retiendrons la méthode du k-fold cross-validation pour la suite des comparai-
sons.

— Lorsqu’on s’intéresse a d’autres parametres de performance tels que ‘cptegal” (taux
qui représente le nombre de fois ot le sous-ensemble I; correspond au vrais sous-
ensemble), ‘cptinclus’ (taux qui représente le nombre de fois ol les éléments du
sous-ensemble /; sont ceux du vrais sous-ensemble) et NV’ (nombre de variables
sélectionnées) (voir Tableau 2.2), on remarque que pour n = 100(k = 15) et pour
différentes valeurs de o € [0.1,0.5], le parametre cptinclus’ donne la méme valeur 1
pour les deux méthodes, tandis que le parametre ‘cptegal” de notre méthode donne
des taux supérieur a celle de la méthode ASCCA pour 7 = 0.1, 0.2, 0.4. Le nombre de
variables sélectionnées (NV) des deux méthodes est sensiblement le méme avec 4 va-
riables sélectionnées en moyenne pour notre méthode et 3 pour celle de la méthode
ASCCA. Lorsque la taille de I’échantillon passe a n = 300(k = 20), les valeurs des
parameétres ‘cptinclus’ et NV’ reste quasiment inchangées, alors que les valeurs du

parametre ‘cptegal” sont supérieurs avec la méthode ASCCA.

Ainsi, lorsque 1'on considére le cas de dimensions fixes, la perte de prédiction de notre
méthode reste bien inférieure a celle de la méthode de An et al. (2013) (Figures 2.2 et 2.3).
L'information contenue de le sous-ensemble sélectionnée est quasiment la méme que celle

de ’ensemble initial.

Cas de dimensions croissantes

On se met dans le cas ol les parametres p et ¢ augmentent en fonction de la taille de

"échantillon n tels que :
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p=E[10 x (n)1/3] et ¢q=E[p/2].

La perte de prédiction (PP) et le nombre de variables sélectionnées (NV) de notre mé-
thode reste bien inférieur a celle de la méthode ASCCA, cela quelque soit la taille de
I’échantillon n = 50, 100, 200 (Tableau 2.3). Lorsqu’on regarde les parametres 'cptegal’
et ‘cptinclus’, on fait le méme constat. En effet, le parametre ‘cptegal” de notre méthode
donne un pourcentage bien supérieur a celui de la méthode ASCCA, par contre, le para-

metre ‘cptinclus” donne la méme valeur pour les deux méthodes (Tableau 2.4).

Ainsi, lorsque les dimensions des parametres p et ¢ augmente avec la taille de ’échan-
tillon n, notre méthode est bien meilleur a celle de An et al. (2013). La encore, I'information
contenue de le sous-ensemble sélectionnée est quasiment la méme que celle de I'ensemble
initial. Notons dans les deux cas que la méthode de An et al. (2013) sélection plus de

variables que a notre.

2.3.6 Application aux données réelles

Nous utilisons des données sur les performances des portefeuilles d’actions a notation
pondérée, obtenues sur la base de données historiques des marchés boursiers américains
(voir Liu et Yeh (2015)).

La base de données est de taille n = 315, avec six (6) variables explicatives et six va-
riables réponses. Nous appliquons notre méthode et celle de An et al. (2013). Nous les
comparons en calculant la perte de prédiction (PP) et nombre de variables sélectionnées

(NV) en utilisant 10-fold cross-validation. Les résultats sont reportés dans le Tableau 2.5.

Tout comme dans la Section 2.3.5, la perte de prédiction (PP) de notre méthode est bien
inférieur a celle de An et al. (2013), respectivement de 1.66055¢ % contre 0.07640938. Le
nombre de variables sélectionnées de notre méthode est en moyenne de 2.61 contre celle
de An et al. (2013) qui est de 6.
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Informations sur les variables (voir Liu et Yeh (2015)) pour plus de té-

tailles

Pondération des concepts

X, : poids du concept Grand B/P
X : poids du concept Grand RE
X3 : poids du grand concept S/P
X4 : poids du taux de rendement élevé dans le concept du dernier trimestre
X5 : poids du concept de grande valeur marchande

X : poids du concept de petit risque symétrique

Les rendements (indicateurs de performance des placements)

Y] : rendement annuel
Y, : rendement excédentaire
Y; : risque systématique
Y, : risque total
Y5 : taux de victoire

Y5 : taux de réussite

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé la méthode de sélection de variables de Nkiet
(2001) dans le cas d'un modele linéaire multidimensionnel (Equation (2.1)). Notre ap-
proche repose sur un critere (Equation (2.5)) qui est une extension du critére de Nkiet
(2001) dans le cas multidimensionnel. Nous supposons seulement que les moments d’ordre
quatre des vecteurs aléatoires X et Y sont finis. Dans notre approche, le critere est utilisé
pour ranger les variables dans 1’ordre décroissant, de sorte a ramener le probleme de sélec-
tion a un probléme d’estimation d’une permutation et d'un parametre appelé dimension.
A partir des estimateurs empiriques, nous avons établi un estimateur du critere de sélec-

tion et les propriétés de convergence, puis la convergence en probabilité de notre méthode
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de sélection de variables.

Nous avons illustré a partir d"'un exemple de simulations notre méthode de sélection
dans le but d’étudier principalement l'influence des parametres de controle f,, g,, o, 5,
puis la comparer a celle de An et al. (2013). Cette étude releve qu’il n’y a pas une influence
significative des fonctions de pénalité f, et g, sur notre méthode de sélection, a I’exception
des fonctions g5, g1 et g9 dont les valeurs de la perte de prédiction reste élevés (Tableaux
2.1). Par contre, nous observons une influence des parametres « et 3 sur notre méthode de
sélection (Figure 2.1). Ce constat nous a amené a utiliser la méthode de validation croisée
dans le but de calculer automatiquement les parametres optimaux «, 3, f, et g, qui mi-
nimisent la perte de prédiction. L’étude comparative avec la méthode de An et al. (2013)
montre que notre méthode de sélection a un certain avantage a celle de An et al. (2013),
sur la base de la perte de prédiction, cela quelque soit le mode de comparaison considéré

(dimensions fixes ou dimensions croissantes) (Figures 2.2 et 2.3, et Tableaux 2.2-2.4).

Une application aux données réelles vient confirmé les résultats obtenus par simula-
tions. En effet, la perte de prédiction (PP) de notre méthode est restée inférieur a celle de

An et al. (2013), y compris le nombre de variables sélectionnées (NV) (Tableau 2.5).
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TABLE 2.1 — Perte de prédiction moyenne (PP) sur 1000 réplications pour différentes fonctions de
pénalité, avec o« = 0.45 et § = 0.6

n =100 (k=15)
PP

Fonctions p=20.0 p=0.5 p=10.95
0 0.02657191 0.1990921 2.685934
92 0.0006858685 0.0009572785 0.002988558
g3 0.0003579082 0.0007596651 0.009403903
g4 0.005338642 0.01949485 2.653969
Js 114.9085 117.4871 54.88406
96 0.0009480779 0.0007012231 0.005244042
g7 0.000592644 0.001071362 0.004137584
Js 0.000610327 0.0006652832 0.00396092
9o 0.0005548864 0.001151073 0.004580952
J10 2.588115 5.635626 2.719288
J11 0.000725634 0.0005990683 0.004515614
J12 0.0005860259 0.00205302 1.685641
J13 1.954152 2.382472 2.717708

n = 300 (k=40)

g1 0.3257221 0.3742102 2.972227
92 0.3119884 0.3119033 0.3110775
g3 0.3151506 0.3097019 0.3239218
94 0.3142556 0.3206701 2.916341
Js 113.4268 119.7323 56.17824
J6 0.3125098 0.3131748 0.3151784
g7 0.3096639 0.3111037 0.3162395
Js 0.3155095 0.3142341 0.3135263
9o 0.3104943 0.3117994 0.3138814
J10 2.73591 2.866421 2.98339
g11 0.3144191 0.3103335 0.3101094
J12 0.3088191 0.3162726 1.345225
J13 1.607759 2411564 2.985573
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TABLE 2.2 — Performance moyenne : cptegal, cptinclus, NV par validation croisée (k-fold cross-
validation) pour différentes valeurs de T, sur 500 réplications : dimensions fixes

Notre méthode Méthode de An et al.
Directe ASCCA

cptegal cptinclus NV cptegal cptinclus NV
T n =100(k = 15)
0.1 1 1 3 0.9066667 1 3.146667
0.2 0.6533333 1 4.066667 0.5466667 1 3.546667
0.3 0.51 1 4.506667 0.6133333 1 3.493333
0.4 0.46666667 1 4.026667 0.2933333 1 3.81333
0.5 0.4533333 1 4.56 0.52 1 3.76
T n = 300(k = 20)
0.1 0.88 1 3.23 0.94 1 3.06
0.2 0.51 1 4.03 0.83 1 3.17
0.3 0.48 1 4.39 0.79 1 3.21
0.4 0.47 1 4.82 0.93 1 3.07
0.5 0.50 1 451 0.97 1 0.03

© 2017 Tous droits réservés.
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TABLE 2.3 — Perte de prédiction moyenne (PP) et nombre de variable sélectionnées (NV) par va-
lidation croisée (k-fold cross-validation) sur 500 réplications, dimensions croissantes : n = 50,p =
36,q =18, n=100,p =46,q = 23 et n = 200, p = 58,q = 29

Notre méthode Méthode de An et al.
Directe ASCCA
n(k) PP NV PP NV
50(15) 6.881943e-28 4.6 444 5936 36
100(15) 4.319334e-28  7.088889 2.975767 23.55556
200(15) 8.749825e-18 3 4926787 5.6
62
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TABLE 2.4 — Performance moyenne : cptegal, cptinclus, NV par validation croisée (k-fold cross-
validation) sur 500 réplications, dimensions croissantes : n = 50,p = 36,q¢ = 18, n = 100,p =
46,q = 23 et n = 200,p = 58, ¢ = 29

Notre méthode Méthode de An et al.
Directe ASCCA
cptegal cptinclus cptegal cptinclus
50(15) 0.6 1 0 1
100(15) 0.4 1 0 1
200(15) 1 1 0.06666667 1
63
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TABLE 2.5 — Perte de prédiction moyenne (PP) et nombre de variables sélectionnées par validation
croisée (k-fold cross-validation) sur 1000 réplications. n = 252, p =q =16,k = 15

Notre méthode Méthode de An et al.
Directe ASCCA
PP NV PP NV
1.660551¢ 33 2.61 0.07640938 6
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Deuxieme partie

Sélection des variables en analyse

discriminante mixte
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3.1 Approche de NKIET (2012)

Introduction

La sélection des variables en analyse discriminante pour des variables aléatoires conti-
nues est bien développée dans la littérature. Plusieurs approches et méthodes ont été
proposées. Parmi ces méthodes, il y a celle de Nkiet (2012). Par contre, quand on s’in-
téresse a 1’analyse discriminante pour des variables aléatoires mixtes, on y trouve peut
de travaux. L'une des méthodes les plus rependue dans ce contexte est celle de Mahat
et al. (2007). Dans le cas de variables aléatoires continues, Nkiet (2012) propose une
approche dont les variables a sélectionner sont issues non pas de deux groupes, mais
plutdt de ¢ groupes (¢ > 2) d'une population donnée. Mahat et al. (2007) quant a
eux proposent une approche de sélection des variables en analyse discriminante mixte
sur deux groupes de population, en utilisant un location model (LoC). En plus de ces
caractéristiques, ces approches donnent des résultats bien meilleurs comparés aux mé-
thodes équivalentes dans leur domaine respectif.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats essentiels des méthodes de sélec-
tion des variables en analyse discriminante, en mettant un accent sur la méthode de
Nkiet (2012), qui est basée sur une extension du critere (1.2) (Chapitre 1, Section 1.2.2)
dans le cadre de I'analyse discriminante linéaire sur des variables aléatoires continues.
La seconde méthode est celle de Mahat et al. (2007), qui repose sur la sélection des
variables mixtes, dans le cadre de I’analyse discriminante, en utilisant la divergence de

Kulback-Leibler entre deux groupes.

3.1 Approche de NKIET (2012)

Dans cette section, nous rappelons les outils et les principaux résultats de la méthode
de Nkiet (2012) qui traite de la sélection des variables aléatoires continues en analyse

discriminante dans plusieurs groupes.

3.1.1 Notations et caractérisation

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Considérons la variable aléatoire Z a valeurs dans
I'ensemble {1, - - - , ¢}, qui représente ¢ groupes d"une population disjoint formant une par-
tition de €2. On suppose que V ¢ € {1,2,--- ¢}, la probabilité d’appartenir au groupe /¢
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est notée p, = P(Z = () > 0. Soit X = (Xy,--- ,Xp)T, un vecteur aléatoire défini sur
(€2, A, P) et a valeurs dans R”. On note E l'espérance mathématique telle que ;1 = E(X),
et V l'opérateur de covariance associé a la variable X tel que V = E ((X - u)®2>. On
suppose que l'opérateur V est inversible et que E (|| X||§,) < +oo. En outre, on note par
e = E(X|Z=0),Y0e€{l,--,q} et B := S0 pi(ue — p)¥°, Vopérateur de covariance
entre les groupes.

Notons par /;, I'ensemble des indices des variables qui ne contribuent pas a la discri-
mination entre les groupes. McKay (1977), Fujikoshi et Yasunori (1982) et Krishnaiah
(1982) définissent le sous-ensemble I, par :

]OZ{kEI/Vlg’LST, UZ‘]CZO},

oul={1,--- p}, restlerang de'opérateur T'= V- 'Betv; = (v;1, -+ ,v;,)" estle vecteur
propre de 1" associé a la valeur propre J;. Cette définition a été reprise par Nkiet (2012) afin
d’élaborer sa méthode de sélection des variables. Ainsi, tout comme au Chapitre 1, il ra-
mene le probléme de sélection de variables a un probleme d’estimation du sous-ensemble
I, = I — Iy, ou I, est le sous-ensemble des variables qui contribuent a la discrimination

entre les groupes, avec

]1:{]{361/3 1§Z§7‘, Uzk%O}

3.1.2 Critere de sélection et estimation

Le critere de sélection utilisé dans Nkiet (2012) est donné par 1’équation suivante :

& =03l Ure — VQr) (e — 1) || e (3.1)
/=1

ott Q = Al (AxVA%L) ™" Ak est un opérateur linéaire, A% désigne I’adjoint de A, et Ig»
I'opérateur identité de taille p. Ce critere est considéré comme une mesure de perte d’in-
formations lorsqu’un sous-ensemble de variables est sélectionné (Chapitres 1 et 2). Il est
utilisé pour ranger toutes les variables dans 'ordre décroissant du pouvoir discriminant,

afin que le probleme de sélection des variables se réduise a I'estimation d"une permutation
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et d’'une dimension, c’est-a-dire qu’il est question d’estimer les parameétres o et s tel que
I = {o(i);1 < i < s} (voir Chapitres 1 et 2).

Soit (Xi)lgign’ un échantillonii.d de X.Ona:

—(n 1.7 R 1. —(n ®2 1. —(n 2
X".==-3"X; et VO 3:Z<Xi_X( )) =y x# X"
iz iz

=1

et pour tout ¢ € {1,--- , ¢}, on note :

S L L YR
i=1 i€,
out Z; désigne I'ensemble d’éléments tombant dans le groupe Z = {(} et 1 (;c 4, est
la fonction indicatrice sur I'évenement {i € Z;}. Alors pour tout sous-ensemble K C I, on
a:
W = Ay AV AL) T Ak

Ainsi, on obtient un estimateur du critere {5 par :

—~ 2

q N(”) . =N - o

n n) An n) (n)

=3 (2) | (Tee — VMQ) (X@ - X )H%p. (3.2)
=1

De I'équation (3.2), la méthode de sélection des variables reste identique a celle présen-

tée au Chapitre 1, Section 1.2.3. Plus précisément, 1'estimation du sous-ensemble I; et la
procédure de sélection suivent les mémes étapes que celles du Chapitre 1.

3.2 Approche de Mahat et al (2007)

La méthode de sélection proposée par Mahat et al. (2007) traite du probléme de sé-
lection de variables sur la base de la distance entre deux groupes a partir de la divergence
de Kullback-Leibler. Elle résulte du probléme de classification en analyse discriminante
mixte (mélange de variables continues et discretes) sur deux groupes de populations.
Cette méthode a été proposée pour la premiére fois par Olkin et Tate (1961), puis plus
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tard par Krzanowski (1983) a travers 1'utilisation du modele LoC (Location Model). Un
des grands avantages de cette méthode est qu’elle offre plusieurs applications en pratique
Krzanowski (1975); Krishnaiah (1982); Krzanowski (1983). L'inconvénient de cette ap-
proche est que le nombre de variables discretes doit étre limité, sinon 1’ensemble des para-
metres a estimer devient excessif. Pour pallier ce probleme, Mahat et al. (2007) proposent,
dans le cadre mixte, une nouvelle méthode de sélection de variables.

Dans cette section, nous revenons sur les grandes étapes de la méthode de Mahat et al.

(2007), c’est-a-dire résumer la méthode de discrimination entre les groupes développée a

partir du modeéle LoC, puis nous présentons quelques procédures de sélection liées a cette
méthode.

3.2.1 Le modele LoC

Le modele LoC est un modele probabiliste proposé par Olkin et Tate (1961) et Krza-
nowski (1983). Il se présente comme suit : Soit p variables continues X = (X3, X, - , X))
et d variables binaires Y = (Y}, Y3, - - - , Y;) mesurées sur chaque individu d'une population
m ou d'une population 7. Les d variables binaires et les p variables continues définissent
un vecteur multinomial W7 = (X T YT) sur chaque observation et contenant M états (ot

cellules), avec M = 27, La variable aléatoire Y génere 1+ Y7, ¥;277! cellules.

La probabilité d’observer une cellule m dans la population 7; (i = 1, 2) est notée p;,, > 0
(m=1,---,M),avec ¥¥_, p;,, = 1. On suppose que la variable aléatoire X suit une loi
normale d’espérance i, dans la cellule m et la population7; (i =1,2,m =1,--- , M), avec
une matrice de covariance ) commune a toutes les cellules des deux populations 7, et 7.
On note par G : (€2, F) — {1,2} la variable aléatoire qui caractérise les groupes, on a:

(X]W:m,G:i)N,/V(,uim,Z).

Remarque 3.2.1 Pour plus de généralité, les variables catégorielles peuvent étre aussi incluses
dans cette formulation. En effet, une variable nominale avec k catégories peut étre représentée par
k — 1 variables binaires (Krzanowski (1980)).
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3.2.2 Critere de sélection

A partir de la théorie générale de classification, Krzanowski (1975) établit qu’une ob-
servation w! = ( r T) appartient au groupe 7 si y tombe dans la cellule m et que

satisfait la relation suivante :

(i = )" (52) = 5 i+ 12m) | = Tog (p2m> + log(a), (3.3)

2 1m

sinon, on est dans le groupe 7, a est une constante positive.

Plus tard, Bar-Hen et Daudin (1995) généralise la distance de Mahalanobis pour obtenir
la divergence de Kullback-Leibler afin de mesurer la distance entre deux groupes quand

les variables sont mixtes :

Aj=A5+Ay,. (3.4)

M Pim
Z Pim — P2m IOg( )

2m

et

(plm + p2m) (lulm - ﬂ2m)T <Z>_1 (Iulm - ﬂQm) :

DN | —
NWE

Ay, =

2
1

C’est ce critere (Equation (3.4)) qu’a repris Mahat et al. (2007) pour effectuer la sélection
des variables dans le modele LoC.

3.2.3 Procédure de sélection : Méthode de Mahat et al. (2007)

Comme mentionné a la Section 3.2.2, le critere utilisé pour identifier les variables utiles
est la divergence de Kulback-Leibler (Equation (3.4)). Notons par A, estimateur de A
en remplagant les parametres ji;,, pim €t > par leur estimateur fi;,,, Din, et /Z\, en utilisant

des estimateurs non paramétriques (Mahat et al. (2007)). Les variables qui maximisent
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A, sont identifiées en utilisant la sélection ascendante, descendante et et la sélection pas
a pas. Ces méthodes sont basées sur le test d'information non additionnelle (Rao (1973)).
L’inclusion ou I’élimination des variables est établie lors du changement de la valeur de

A ;. Dans la suite, notons par ¢ I'ensemble des variables sélectionnées.

Sélection ascendante

La sélection ascendante consiste a trouver la meilleure des variables dans ¢ qui donne
la plus grande valeur de A . Si par exemple la variable testée n’accroit pas la séparation
entre les groupes, alors toutes les valeurs A, sont des estimations de la méme quantité
A. Dans ce cas, la différence entre A J; et A J_, pour j = 2,--- p+ d est nulle et suit

approximativement la loi de x? avec les degrés de liberté v = v; — v;_; :

(3, 8y ) s ),

otl n; est la taille de ’échantillon du groupe m;, A, et A J;_, sont respectivement les dis-
tances de Kullback-Leibler estimées aux états j et j — 1; v; et v;_; sont les valeurs de
degrés de liberté pour la loi x2 de A, et A J;_., respectivement. Cette statistique de test est
comparée a x* (1/ =24 -1,1— 04) si une variable continue est sélectionnée a 1’étape j ou
a2 (1/ =242+ p),1— a) si une variable binaire est sélectionnée a 1'étape j; p et d sont
respectivement le nombre de variables continues et binaires a I'étape 1 — j et a est 'erreur
de premiére espéce. La variable testée est sélectionnée si X{ > x2(v,1 — a), autrement le

processus s’arréte.

Sélection descendante

La sélection descendante consiste a trouver la plus mauvaise variable dans 4" qui donne

la plus grande valeur de A ;. Pour cela, on compare la statistique de test

Xg_M(AJ —AJ,)

- -1
nl + n2 J J
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avec x> (V =21 -1,1~- a) si une variable continue est sélectionnée a I’étape j ou a

X2 (1/ = 2% 4 p2d-11 — a) si une variable binaire est sélectionnée a 1’étape j. Les entiers p
et d sont respectivement le nombre de variables continues et binaires a 1'étape j — 1. La
variable sélectionnée est supprimée si x§ > x* (v, 1 — ), autrement le processus s’arréte.
Cette stratégie a une possibilité de supprimer toutes les variables et peut aller a 'encontre
de la construction de la regle de classification. Alors, la sélection descendante est aussi

arrétée s’il y a seulement une variable continue et une variable binaire.

Sélection pas a pas

La sélection pas a pas améliore la sélection ascendante, ainsi la regle d’arrét décrite
dans la sélection ascendante est utilisée. 'ensemble des variables choisies est examiné en

utilisant la sélection descendante. La statistique de test de la sélection pas a pas est donnée

par:

ning

XS - (Ai - Ab]]) )

ny + ng
ou A{;j est la distance estimée a 'étape j obtenue dans la sélection ascendante et A’}j est la
distance a I’étape j obtenue dans la sélection descendante. X est comparée a x?

(1/ =21-1,1— a) ou a x? (1/ =27+ p24-1 1 — a) selon le type de variable qui a été sé-
lectionnée. La recherche s’arréte lorsque les deux tests ascendant et descendant donnent
l'instruction arrét.
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Introduction

L’analyse des données mixtes, c’est-a-dire le mélange de variables aléatoires continues
et de variables aléatoires discretes, est un probleme largement abordée dans les études
statistiques théoriques et pratiques. Dans le domaine de la sélection des variables,
contrairement aux variables continues, la sélection des variables mixtes reste moins
développée dans la littérature. On y trouve quelques travaux tels que ceux de Mahat
et al. (2007) qui traitent de cette problématique dans le cas de I'analyse discriminante
en considérant deux groupes. Tout comme la plupart des méthodes de sélection des
variables continues, celle de Mahat et al. (2007) suppose une hypothese de loi (loi
gaussienne) aux variables candidates a la sélection. Au Chapitre 3, nous avons vu que
Nkiet (2012) propose une approche de sélection ou les variables ne sont soumis a au-
cune hypothese de loi. En plus elle est valable pour ¢ groupes (¢ > 2) contrairement a
celle de Mahat et al. (2007) qui est valable sur deux groupes. Ainsi, il serait intéressant
de proposer une méthode de sélection de variables dans le cadre de I’analyse discrimi-
nante mixte, pour plus de deux groupes, dans le but d’obtenir des résultats analogues
a ceux de Nkiet (2012) dans le cadre mixte.

Nous proposons ainsi dans ce chapitre, une méthode de sélection des variables pour
des variables aléatoires mixtes. C’est la deuxieme contribution majeur de cette these.
Elle est plus théorique que pratique. Cette généralisation repose sur un critere de sé-
lection qui permet de réduire le probléme de sélection des variables a un probleme
d’estimation d’une permutation et d'un parametre appelé dimension. Nous donnons
dans la suite un estimateur du critére de sélection en utilisant deux types d’estima-
teurs : les estimateurs empiriques et les estimateurs non paramétriques. Nous établis-
sons ses propriétés de convergence et celles de la méthode. Une étude de simulations
permettra d’étudier plusieurs propriétés de cette approche. Nous évaluons l'influence
des fonctions de pénalité f,, g,, et des parametre «, § sur la méthode de sélection a
partir du taux de bon classement et proposons un algorithme pour le choix optimal de
ces parametres. Nous comparons notre méthode de sélection a celle de Mahat et al.
(2007) dans le cas de deux groupes, et proposons comme au Chapitre 2, un exemple
avec des données réelles.
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4.1 Critere de sélection pour les variables mixtes dans plu-

sieurs groupes

Dans cette section, nous donnons les principales notations et motivation de ce chapitre,
puis nous présentons le critére de sélection pour les variables aléatoires mixtes.

4.1.1 Notations et énoncé du probleme

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Considérons les vecteurs aléatoires X = (X1, --- , X,)",
etY = (Y(l), a ,Y(d)) définis dans le méme espace de probabilité et a valeurs respecti-
vement dans R” et {0,1}%. X est un vecteur aléatoire continu et Y une vecteur aléatoire
binaire. Y peut étre associé a une variable aléatoire multinomiale U = 1 + Z;l:l yUoi-t 3
valeurs dans {1,--- , M}, ou M = 2% (d est le nombre de variables binaires). On suppose
que les observations (X,Y") sont réparties dans ¢ groupes 4, - - - ,¥,, caractérisées par la
variable aléatoire Z, a valeurs dans {1, - - - , ¢}. Cela implique que le couple (X, Y) est dans

la groupe ¥, de taille n, si, et seulement si, Z = /.

On se propose d’étendre dans la cas mixte, les résultats obtenus dans Nkiet (2012).
C’est-a-dire, proposer une méthode de sélection de variables dans le cadre d"un mélange
de variables aléatoires continues et discretes, pour plus de deux groupes. Plus précisé-
ment, on s’intéresse au probléme de la discrimination et de la sélection des variables X
(j =1,---,p) a partir d'un échantillon de (X @) Yi, Zi)1<i<n. Nous supposons comme au
Chapitre 2 que E (|| X||») < +oo.

On définit les parametres suivants :
w=EX), w=EX|Z=1), et up,, =E(X|Z=0U=m).

pm:P(U:m)v pé,m:P(Z:€vU:m>7 p€|m:P<Z:£|U:m)a
i =E(X|U=m), Vp =E[(X = pn) ® (X — pn) |U=m],

et

q
B, = Zpﬂm(,uf,m - ,um) & (,uf,m - ,U/m)a
/=1
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ou B,, représente la matrice de covariance entre les groupes dans la cellule m. Soient A ,,, >

Aam > -+ > Ay les valeurs propres de 'opérateur 7,, = V,'B,, associées au vecteur
propre v;* = (vjt,---,vp)" (i = 1,---,p). On note r, le rang de l'opérateur T, dans

la cellule m. Nous choisissons comme fonctions discriminantes, les vecteurs propres de
I'opérateurs 7, pour différentier le sous-ensemble des variables pertinentes et le sous-
ensemble des variables non pertinentes (Fujikoshi et Yasunori (1982), Nkiet (2012)). Ainsi,
Posons :

I:{l7 7p}7

I'ensemble des indices des variables a sélectionner. Nous définissons 1’ensemble des va-
riables qui ne contribuent pas a la discrimination entre les groupes, pour une cellule m

tixée de la variable aléatoire U, par le sous-ensemble I, ,,, tel que :
Iogn = {k €IV 1 < <1y, i} = 0}, (4.1)

d’ott
M
Io= ) lom. (4.2)
m=1
On définit alors par I;, le sous-ensemble des indices des variables qui contribuent a la
discrimination entre les groupes pour une cellule m de la variable aléatoire U. C’est le

sous-ensemble des variables dont les coefficients des fonctions discriminantes sont non

nulles :

Il,m - [m - ]O,mu

c’est-a-dire :
Lpw={kell 3 1<i<r,, vp#0}, (4.3)

d’ou
M
L= Lim (4.4)
m=1

4.1.2 Critere de sélection pour les variables mixtes

L’objectif dans cette section est de définir un critere de sélection, dans le but de sélec-
tionner les variables aléatoires X; (i = 1,-- - , p) sachant son groupe / et sa cellule m. Pour
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toute cellule m fixée de la variable aléatoire U, la probabilité d’étre dans le groupe ¢ €
{1,---, ¢} est notée py,,. Alors le critere {x (Equation (3.1), Section 3.1.2, Chapitre 3) pour
une cellule m fixée de la variable aléatoire U devient :

q
§K|m = ZP?WH (IRP - VmQK|m) (,ué,m - ,um) ”]%RP) (45)
(=1

0t Qe = Al (A V, A) ™ Age.

Remarques 4.1.1 Ona:

1. Dans une cellule fixée m € {1,---, M}, nous avons uniquement des variables aléatoires
continues. Alors le critére g, (Equation (4.5)) est exactement celui défini dans Nkiet
(2012) p. 152.

2. En considérant un espace probabilisé (2, A, P), Nkiet (2012) montre dans le Théoreme 2.1
que le critére £ (Equation (3.1)) vérifie la relation suivante :

5K20@11CK.

Pour tout m € {1,--- , M}, notons PYV=""} Ia probabilité conditionnelle a I'évenement
{U = m}, c’est-a-dire PU="} () = P (.| {U = m}). Si on considere 'espace probabilisé
(Q, A, PIU=m}), les résultats du Théoreme 2.1 de Nkiet (2012) restent valables. Nous pouvons
ainsi dire que
Ekim =0& I, C K.

Comme pour tout m € {1,---, M}, les évéenements {U = m} forment un systéme complet,
c’est-a-dire que les évenements {U = m} forment une partition de 2 et sont deux a deux
disjoints, il vient que :

P(U =m)P(Z =/¢|U =m)

o,
N

I
)

I
M=

m=1

S
I
M=

PmPem, (46)

m=1

ol p; = P(Z = (). En considérant 1’équation (4.5), puis en remplacant p, (Equation (4.6))
dans I’équation (3.1) ( Chapitre 3 Section 3.1.2), on définit le critere de sélection pour 1’ana-
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lyse discriminante mixte entre plusieurs groupes pour 'ensemble des cellules m du vec-
teur aléatoire U par :

M q M
&= 2 D Pl (Tee = VinQucim) (e = 1) lzw = Y- Picio: (47)
m=1

m=1/¢=1
Ce critére est défini comme la somme sur toutes les cellules m du produit des probabilités
de la cellule m, au carré du critere (4.5) (critere de Nkiet (2012) dans la cellule m) sachant
que 'on est dans la cellule m. Il est vu comme une mesure de perte d’informations lors-
qu’'un sous-ensemble de variables K est sélectionné. Il est aussi utilisé pour ranger toutes
les variables dans l'ordre décroissant du pouvoir discriminant (voir Chapitre 3). Dans le

Théoreme 8 qui suit, nous donnons une caractérisation du sous-ensemble /; (Equation

(4.4)).
Théoreme 8 VK C I,ona &, =0< I, C K.

Preuve:

M

m=1

& VYme{l,--- M}, &xjm = 0.

En appliquant le Théoreme 2.1 de Nkiet (2012) a I'espace probabilisé (€2, A, P{V="}) on a
I m C K & Ekpm = 0. Ainsi

(=0 & Yme{l,--- M}, I,,,C K
M
s |JUhnCK

m=1

< LK

O

Le Théoréme 8, montre que &; iy = Oestéquivalenta I; C I — {i}, c'est-a-dire 1 € I.
Ainsi, nous utilisons les nombres réels de la forme 5}(2, avec K; = I — {i} comme mesure
de perte d’information pour la discrimination des variables mixtes. C’est-a-dire qu'une
variable X; est adéquate pour la discrimination si £, > 0, et une autre variable X; est plus
adéquate pour la discrimination par rapport a la variable X; (avec j # i) si 5}(], > §'K
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En rangeant les X; a partir du critére {"Ki dans I’ordre décroissant de pertinence, nous

considérons une permutation aléatoire o de I qui satisfait les deux propriétés suivantes :

(P) €y = €k =0 = Kk
(Py) :si fIK

a (i)

rf(p);

= f}g(j) et ¢ <j alors o(i) < o(j).

Les variables ayant la méme valeur discriminante sont disposées dans 1’ordre croissant des
indices correspondants. Comme /; est un ensemble non vide, il va exister un entier s € 1

tels que :

(Z) s$=D si Il:[a

(“) 5[(’1)251(; ZZfK/ ZfK/ ='~-=§K/ =0, si ]17&1

a( (2) o(s) o(s+1) o(p)

Alors, on déduit que le sous-ensemble /; est entierement caractérisé par la permutation
aléatoire o et 'entier s :

L= {oli)1 <i<s}. (4.8)

D’ou1 I'estimation du sous-ensemble /; se déduit directement de 1’estimation de la permu-

tation aléatoire o et de l’entier s.

4.2 Estimation et convergence du critere

Dans cette partie, nous proposons un estimateur du criteére de sélection ¢. Pour cela,
nous utilisons principalement deux types d’estimateurs a savoir les estimateurs empi-
riques et les estimateurs non paramétriques proposés dans Mahat et al. (2007). Avec les
estimateurs empiriques, nous donnons un estimateur du critere ¢, et ses propriétés de
convergence. Nous estimons également le critere en utilisant les estimateurs non paramé-

triques obtenus par une procédure de lissage.
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4.2.1 Estimation empirique du critére

. . . N\ T
Soit (X@,Y, Z;) _ _ un échantillon iid de (X,Y;Z). Ona X® = (x{’,... x(),
1<i<
Y, = (Y;(l),-u ,Yi(d)) etU, = 1—|—Z Noi-1 ,avecp < n,d < net M < n.Notons par

n)_z]l{U —m}, et Ne Z]l{z —0,U;=m}»

respectivement le nombre d’éléments dans la cellule m et le nombre d’éléments dans le
groupe / et la cellule m. On estime les parametres p,,,, pejm, Vin, fim €t pig, du critere £ par
leur estimateur empirique de la fagon suivante :

ﬁ(m) = ) ﬁ(é,n)z =
n n
~(n) lm ~(n)
£m /\#f) ) m /\7(7?) ; ]l{UZ—m}le

. 1 > (n n
i, et Vél ) = W Z]I{Uq;:m}(Xi - Mgn)) ® (Xi — Ngn)>7
m =1

Lm =1

A(n * T r(n) Ax -1
Qg{\)m = Ak (AKVTE )AK) Ag
et

5;%=§(ﬁ§74)2\| (Teo = VQE,) (A — B) 112

Un estimateur du critere & est donné par :

M q
8 = (0) () 1 (1 = V0Q,) (Al — A2 112 (49)

3
I
_
o~
I
H
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4.2.2 Estimation du critere par une approche non paramétrique

Les estimateurs empiriques utilisés précédemment ont de bonnes propriétés de conver-
gence, mais peuvent rencontrer des probléemes dans certains cas. En effet, il est possible que
N (resp. ]/\76%), le nombre d’objet dans la cellule m (resp. le nombre d’objet dans le groupe
¢ et la cellule m) soit négligeable ou nul. Dans ce cas, les estimateurs empiriques utilisés
dans la Section 4.2.1 ne sont plus valables (Asparoukhov et Krzanowski (2000)). Il est donc
nécessaire d’utiliser un autre type d’estimateur afin de remédier au probléme de cellules
vides. Nous proposons dans cette section d’utiliser une méthode non paramétrique pour
estimer le critere & (Equation (4.7)). Cette approche est basée sur une procédure de lissage
(voir Mahat et al. (2007)).

Notons par h le coefficient de différentiation entre les cellules m et k tel que :

h(m, k) =[x — x|

T
ou pour tout k € {1,--- , M}, x;, = (x,ﬁl), e ,x,gd)) € {0,1}%, le vecteur de variables bi-

naires tel que 1+ >9_ ) 2071 = k. Soit A € |0, 1] un parametre de lissage. On considere la
pondération (ou le p01ds) w(m, k) = A"k Plusieurs fonctions de poids w(m, k) peuvent
étre utilisées, on a par exemple (Mahat et al. (2007))

(i31) w(m, k) = MMk 0 <A <1,
(iv) w(m, /{2) = )‘h(m,k) 0< /\h(mJg) <1.

La premiere fonction (ii7) est une fonction exponentielle, tandis que la seconde (iv) est une
fonction linéaire par morceaux. Dans les deux cas, A représente le parametre de lissage
identique a toutes les variables. Pour la suite, nous travaillons avec la fonction exponen-
tielle w(m, k) = A"™k)_ Le choix optimal du parametre de lissage \ est donné dans Aspa-
roukhov et Krzanowski (2000) et Mahat et al. (2007). Ainsi, on estime les parameétres p,,,
Dejms Moms Pem €t V5, respectivement par :

50 M w(m, )N s _ T w(m, j)N,?
m A ar(n)? llm n N ar(n)?
Zm 1Zj yw(m, .])N]( ) | ﬁ(m)zajgzl jj\il w(m,j)Né’j)
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NE

Il
—

w(m,ﬂﬁ}"’}_l > {w<m,j> > Xﬂl{uz-j}} ,

j=1 n=1

ﬁﬁfz):{
J

{%w m, j)N }1 f: {w(md) i Xz‘]l{zm,mj}}

=1 j=1 n=1
ot
—1
= al - 77(n) <l .
TARES {Zw(m,J)Nj } Z{ w(m, j Z L=y (X — 1) @ (X, —ufﬁ’)}-
= =

On obtient ainsi un estimateur du critere &, par la méthode de lissage non paramétrique,

en remplagant dans 1’équation (4.7) les parametres p,., Pejm, fim, fem €t Vy, par leur estima-

teur :
— M q 9
&0 1;(ﬁ£>) (Po) " (e = VEIQR) (i = A5 13
m=1/¢=1
ot Q) = Aj (AxVi{W Ay ) Ak

4.2.3 Convergence du critére

Dans cette section, nous énongons dans les Théoremes 9 - 10 les principaux résultats

’
de convergence du critere £ obtenus en utilisant les estimateurs empiriques. Mais au-
paravant, nous énongons trois lemmes essentiels a leur démonstration. Considérons les

variables aléatoires suivantes :

liz—1v-13 X Liz—1,v-y X
Ao Liz—2v=13X Lz v=mX
Tiz—qu-—13 X Liz—qu=nX

83

© 2017 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

4.2 Estimation et convergence du critére

et (Ai) <<, un échantillonii.d de A tel que :

Liz,=1v=13Xi

A= ]l{ZZ-:Q,.Uizl}Xz‘

Liz=qu,=1yXi

Liz,=1v:=0y Xi

=1,

1 z,=2,v,=my X
. 7n

1z~ v,y Xi

a valeurs dans .#, »/(R), l'espace des matrices réelles a ¢ x p lignes et M colonnes;

Tiy=nX

]l{Uzg}X

I

]l{U:M}X

et (B;),<;<, un échantillonii.d de B tel que:

Liy,=1) X;
po— | TN
Lyv,=ay X
a valeurs dans RPM ;
Liz=1,v=1) Lz=1,v=11
o ]l{z:?,U:u Liz=2u=m} |
T z=qu=1 1 z=qu=21}
et (Ci),<;<, un échantillon i.i.d de C tel que :
1z,=1v,=1y 1z,=1v,=0y
o — ]l{Zi:?,Uizl} 1z, —2v,=y Gl m
Lizi=qui=1 L zi=qui=nr)

a valeurs dans ., »;(R) I'espace des matrices réelles a ¢ lignes et M colonnes;

© 2017 Tous droits réservés.

84

lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

4.2 Estimation et convergence du critére

Liy=1y
Liy—2y

I

Lw=my
et (D;),.;, un échantillon i.i.d de D tel que :

Livi=1y

Liv,=2

Di: aZ:17"'an

Tiv,=nry

a valeurs dans R ;

]l{Uzl}X ®RX
Ly X ®X

]l{U:M}X ® X
(Ei),<i<, un échantillon i.i.d de £ tel que:

L= X; ® X;

B ]l{UZ:Q}A.Xi ® X,

’Z:]_,--.’n

L= X; ® X;

a valeurs dans . (R”)". Soit la variable aléatoire T = (A, B, C, D, E) et (T;), ,.,, un échan-
tillon i.i.d de T avec T; = (A;, B;, Ci, D;, E;), a valeurs dans .#, /(R) x RFM x ., ,/(R) x
RM x Z(RP)M. Posons :

F = My (R) x RPM 5 A, \f(R) x RM x L(RP)M

et pour tout (a,b,c,d,e) € F,ona:
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a1 Q12 ... Q1M
Q21 Q22 ... (127]\/[ R
a=| | o ) ol ap, €eRP1I<I<qg et 1<m<M;
CLq71 aq,g Clqu
by
by R
b=| " |,ou b, eR,1<m< M;
bu
i1 C2 ... CiMm
C21 Co2 ... Co. M R
c=| | L _ ol ¢y €ER1I<I<q et 1 <m<M;
Cq71 Cq’g Cq,]V[
dy
do .
d=1| |,ou d, €eR,1<m<M;
dm
€1
€9 R
e=| _|,ou e, e Z(RP),1<m< M.
em

Considérons en plus les projections canoniques suivantes :

(a,b,c,d,e) € Fr app, e RP1<V<qgetl1<m<M,
(a,b,c,d,e) € F— b, e RP)1 <m < M,

™™ o (a,b,c,de) EF ey €R1<<get1<m<M,
(a,b,c,dye) € F—d, e Ri1<m< M,
(a,b,c,d,e) € F— e, € L(RP),1 <m < M,

et posons W™ = /n (% im1 i — E(T))
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4.2.4 Principaux résultats

Lemme 6

et

Vi (B = pam) = pt (w5 (W) — 2 (W) i) )

Preuve: On a:

Vi (250 Lpmny — E(L—yy))
1 VI (250 Mpmay — E(L=y))

V(1 o-ED) -

VA (358 Lo~ BlLioean)

\/ﬁ (ﬁgn) - Pl)

Va6~ )

Vn <1 iDi — E(D)) =

n = :
V58 o)
- (ﬂ (ﬁ"?) - pm))1§m§M

- (WZL (W(n)>)1gm§M'

Des deux dernieres égalités, on en déduit que pour tout m € {1,--- , M},
Vi (050 = ) =7 (W),

De méme

Vi (13 a-me)

n.—
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\/ﬁ(% Yo W z—1u,=1} —JE(ﬂ{z=1,U=1})) \/ﬁ(%
V(£ Y z—2u=13 *E(ﬂ{z:z,Uzl})) \/ﬁ(%
Vn (% ?:1 1iz,—qu;=1} — ]E(H{Z:q,Uzl})) NG (% ijl Lz, —qu,=m}) — ]E(]l{Z:q,U:M}))

Vn (]35?) - pn) . /n (]35?\)4 - le)
Vn (z’oéﬁ‘) - p21) o /n (@g;& - pQM)
\/ﬁ(@(ﬁ)_pql) \/ﬁ(ﬁ&ef—qu)
= (\/ﬁ (ﬁ%@ - pfv’”))gégq,lgmgzw

- (ng (W(n)))1gegq,1gm§M ’

Pourtout/ € {1,--- ,q}etme {1,--- M}

=) =55 (7).

d’ot
pi, = Pphn.
Ainsiona:
(ﬁznn)l - pz,m> = (ﬁfﬁl)@m - Pmpe\m> :

Remarquons que :

(BB — pae) = (02 = ) 2+ 2 (B2 — pae).-

Yo W zi=1u,=m) — ]E(H{Zzl,U:]M}))
Z:L:l Liz,—2,u,=M} — IE(IL{Z:Q,U:]\/I}))
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Il vient que

= ng <W(")) :

Pourtout/ e {1,--- ,q}etm e {1,--- | M},

Vi ()~ pow) =i (s (79) — (7))

Lemme 7
Vi (i) =) =t (7 (W) =7 (WD)
et

Vi (= tem) = P (7" (V) = 2" (WO)i))

Preuve: On a:

Vi (A5 Ly Xi — E(L -y X))
1 \/ﬁ (% Z?:l ]l{Ui:?}Xi - E(]I{UZQ}X))

Vi (L3 m-Bm) -

Vi (250 Luman X — E(Lipoan X))
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1

g

izn;Bi - E(B))

Pour toutm € {1,---, M},

(4?1) ()

~n)

Vi Ser Ei Lp—n X - pE(X{U = 1})
n)

vn % Y1 L=y Xi — pE(X|{U = 2})

~n)
Vn <]%;) Yo L=y X — puE(X{U = M}))

i (AR~ )
Vvn (ﬁz”)ﬁé”) — pzMz)

5(1) (n) (n)

D’ou 7’ (W(")) =/n ((ﬁ(,,’j) — Do) A+ P (A0 — ,um)) On en déduit que

De méme

m m

V) = ) = pt (g (W) = (W) a0)

Rll R12 RIM Rll RIQ RIM
1. Ryy R R Ryy R R
\/ﬁ ( ZAZ - E(A)) _ 21 '22 2.]W _ .21 ‘22 2M
ni4 : : : : :
Ry Ry Ry Ry Ry Ry
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4.2 Estimation et convergence du critére

OﬂV(ﬁ,m)E{l, ,(]}X{ly"' 7M}/

et

D’ou

1 n
Rym = /0 (n S Lizicviemy X — E(]l{z=e,U=m}X)>

=1

- Dim n
Ry =+/n (]’\;(") > Vzcovemy Xs — penB(X|{Z = 0,U = m})) :

4m =1

Vi (B = pupn) o v (B — P

(1)

n ~(n) ~(n) ~(n)
ﬁ(lei —E(A)) B \/ﬁ(pﬂ M2% —p21H21> \/_(pQMMQJW. p2MM2M)

Vn (]3((;11)/3311) - pqlluql) /N (ﬁﬁ}ﬁf]j} - qu,qu)

= (Vn (B, — pembtem))

- (me (W(n)))1<e<q 1<m<M

i

Sty >

D’ou, pout tout ¢ € {1,--- ,q} etm e {1,--- M},

Vit (B2, = e = i (0.

(Pt — Dembtom) = (Boon — Dem)iigon + Do (fion = ftem).

Alors im (W(”)) =/n ((p( Ly m)/én)1 + pe m(u( " ,Uem)). On en déduit que :

VAL, = jigan) = pp, (i (W) — e (W) ).

© 2017 Tous droits réservés.
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4.2 Estimation et convergence du critére

Lemme 8

Preuve: On a:

Vi (135 - m)

Vi (25 L= X @ X — E(Liy—y X ® X))
Vi (250 =y Xi @ X; — E(Ly—o X @ X))

Vi (3 S Lipean X © X, = E(Lip—an X © X))
~(n)
Vn % Yo L= Xs ® Xy — p1E(X @ X|{U = 1})
~ln)
Vi | G S Lu=2 X @ Xi — pE(X @ X{U = 2})
2

vn (ﬁ%z) Yo L=y X @ X — —puE(X @ X|{U = M}))

_ @f@<N > Lt X1 X - E@@Xthm»

m

- (Wgn (W(n)))1gm§M‘

1<m<M

Or .
VM = Zﬂ{m X © X; — Al @ Ak,
N
d’ot .
Z]I{UZ myXi @ Xi = v 4 am e p.
Nm =1
et

Vi =E(X®@X|U=m) — p, @ iy = E(X @ X|U =m) =V, + i @ fin.
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4.2 Estimation et convergence du critére

Finalement pour tout m € {1,--- , M}

(W) = Vi (VD + BVA © B — Vi — Prnfton © pim)
VA 4 p/n(V = Vi)
" @ A% + prv/n(A @ A = fm @ fhim)

I
2

]
=

|

=
2

=

w2 (W) = V@ — pu) VS + pruv/n(VE = Vi)

VB = pu) S @ @5+ pu/n(il) — ) @ Aty
fomPm © /1) = fim)

PRV = Vi) + V(B — p) (VY + 55 @ i)
+ o (VA = ) @ 5 + i © V(A — i)

-+

P/ (V) = Vi) =y (W) = Va(py) = pa) (V0 + 25 @ )
= pon (VIS = 1) ® B+ pim ® /() — i) )
Vi (VD = Vi) = it (7 (W) = VB = pm) (V) + 55 @ A5)))
— (VA = ) ® A5 + o @ V(A — 1))

Vi (V0 = Vi) = pt (g (W) = (W) (V0 + 5 @ i)

Dans le Théoréme 9, nous établissons la convergence du critere ng“(; )

[m”

pourme{l,--- M}
fixé.

Théoreme9 VK C IetVme {l,--- M}, ona:

1. g( ;?Rm converge presque stirement vers |y, quand n — -+00.
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4.2 Estimation et convergence du critére

. 2
2. ”§K|m Ze 1 ((I)e K|m(W(n)> + pélm”% K|m< (n)> + \/EAZ,KWHRP)

ol (@ﬁ"l)ﬂ@ o (ng"}qm) oy Sont des suites aléatoires d’opérateurs linéaires continus définis
dans Z(F,R), et qui convergent presque stirement vers ® |y (resp.Vy ijm) quand n — +oo,
tels que pour tout T € F,

B (1) = p (757 (T) = 7 (T) By ) 1A %l
et

U (1) = (Iee = ViuQr) {pik, (77(T) — (D)L

Preuve: On a:

1.VKCcI,Vme{l,--- ,M}etVle{l,--- q},ona

,ag;)z NG Z]l{z U=} Xi = Z]l{z 0 U=m} X

Zmll 7,1

D’apreés la loi forte des grands nombres, L =21 Lz,—0v,=m) Xi converge presque s0-

(”)_1 n

rement vers [E <]l{z LU= m}X> quand n — +oo, et Dom = 3 2oie1 L{zi=0,0;=m}) cOnverge

presque stirement vers (]l{ Z:w:m}) = pr,m quand n — 4-o00. Comme l'application

z — x~! est continue, on en déduit que ]3%)1—1 converge presque stirement vers p[;1
quand n — +oo. Alors ﬂé% = pg;)l . ~ i1 L{z,—0,u,=m} X; converge presque stirement

vers p,  E (]I{Z:&U:m}X> quand n — +occ. Or,

pﬁ_,'rlnE (]]-{ZZE,Uzm}X) =E (X|Z = E, U = m) = [em
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(n)

l,m

On en déduit que /i converge presque stirement vers /i, quand n — +4o00. De
facon similaire, on montre que i et V(” convergent presque stirement respective-
ment vers i, et V,, quand n — +o0, d’ou QL k.m converge presque sirement vers

Qrm quand n — +o0.

pin) = L5 1(y,—m) converge presque sirement vers E (]l{U:m}) = pm quand n —
el
+00. Ainsi p,f,{;; = A(n) converge presque stirement vers py,, quand n — +00 comme

quotlent d’estlmateurs qui convergent presque sirement. Ainsi, on en déduit que

3% K|m CONVerge presque stirement vers x|, quand n — +oo.

2. Ona:

(ﬁém)QnH (IRP - Qmm) (/Mzm — Ay ) [E=

M=

”51?|)m =

~
Il
-

Il
MQ

() IV (Tee — Q%) (A8 — A80) 112,

~
Il
—

Vme{l,--- ,M}etVle{l,---, q}, posons:

Allim = (e = VD@ (A — A6
ona:
Al = (A0 =A%) = VO, (A, — A%Y)
= [(Afm =A%) = (ttam = pm) + (e = t1m)]
— (VR = v,) Q) (g, — %)
— Vo (Q%, — Q) (B — A%
- VmQKhn [(ﬂé,r% Mgg)) - (:uf,m - :um)}
- VmQK|m (Mﬂ,m - :um)
= [ (A - ﬁ%’l)) — (ptem = )|
- (V(n ) QK\m (Mem /752))
— Vi (@), — Qum) (Al — A5)
= VaQum [(Bm = A5) = (em = )] + Decin-
Ainsi
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4.2 Estimation et convergence du critére

Aé?[)ﬂm = (IRP - VmQK|m) [(ﬁé% - //L(??)) - (,uf,m - Mm)}
( n

En ajoutant puis en retranchant le terme (IRp - V.,.Q K‘m) (@'ﬁ{j) - Vm) Q%)m (ﬁé"% — ﬁ@)
a I’équation précédente, on obtient :

Agll)ﬂm = (IRP - VmQK\m

D’ou

Alkim = (T = V@) [(030 — 77)
— (Jm — tim) (V("— ) Qb (A0, — 2]
- Vm@xm( 5 = V) Qi ( b = 57
= Vo (Qithn QKlm)( o = ) + Do

Aénf)m@ = (Ire = Vi, Qk.m) [(Mg T

(V8 = Vi) QR (AL — )]

= Qi (V32 = Vin) Qi (i — 57)
\%
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4.2 Estimation et convergence du critére

D’ou

Afim = (I = VauQucm) [ (i an) = (ptem — fim)
(V6 = Vin) Qi (i = )] + Btk
- (Vo) (68— ) — (50— )
(V5 = Vin) Qi (B = AS)] + At sl
~ﬁ&%m=<w—7&mawwwgﬂm>\m@w_w)
= (VT = Vi) Qi (B = B02)] + VB

En utilisant les Lemmes 7 et 8, on obtient :

NI (fm— m@K.m) [P, (7™ (W) — = (WO g7 )

e 2 (T (n>)]

e m@m)[( ) — ()

< (V0 @ ) Qi (W i)

+ P (]]RP_ mQK\m) [(( — Ty (W(n))ﬂg)) ®ﬁ$§))

X Qi (A — B52))

+ (JRP— QO ) (1 @ (75" (W) = 77 (W) AG) )
% Qi (i = )| + VB

= \Tfé"[)(lm (W )+\/_A€,K|m

ou
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4.2 Estimation et convergence du critére

U (1) = (Tee = ViuQun) [P, (717 (T) — ™ ({2
— pat (T5(T) - wT(T)u,&?)}
— (I = ViQr) [(75(T) = 7(T) (VI + ) @ 7))
X QK\m (Wm /jfg))
+ ) (Ier = ViQupm) [ ((75'(T) = 77(T)AL) @ A7)
X QK\m (Mem /752))_
+ pn (Fer = Vi Qi) [ (1 @ (7(T) = (D))

x @K\m (e = )]

Ainsi

MQ

() I/ (Tas — VRS ) (A8 — A60) 12,
(P50 INRALlls)
((ﬁé?”)J H\/EAZLI)ﬂmHRP - p£|m”\/ﬁﬁg?ﬂm”ﬂv

~(n 2
+ PmllVRAL Y )

1 n N (n N (n 2
= Y (Vo (Bl = pam) 1A lre + Pegml[VRAT Y |0 )

n§1?|)m =

)
X

I
M=

~
Il
—

Il
MQ

)
)

A partir du Lemme 6 on obtient :

e = 3 05 (5 (7) = 27 (P 02 1B e
+ pamllVRALY )

= 3 (80 () B () Vi o)’

ou

o~

B (T) =yt (75" (T) — 7 (T) B, ) ALl
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4.2 Estimation et convergence du critére

e i V (n) et Pejm o convergent presque surement respectivement vers i,

Comme [y,
Py Vi €t o, quand n — +oo, alors Q\ Kim €t AZ K|m convergent presque stirement
vers Qrjm et Ay g quand n — +00. Cela implique la convergence presque stire
des opérateurs aléatoires CTDE"I){W (resp. \f!g})ﬂm) vers @, g, (resp. vers ¥, k) quand

n — +00.

’
Dans le Théoreme 10, nous établissons la convergence du critére 3508

Théoreme 10 VK C [,ona:
1. E( n)’ converge presque silrement vers £y quand n — +o0o.

2.

6 = SRR T+ 3 5 (pudl, ()

m=1/¢=1

+ pmpf\mH\I];}ﬂm (W(n ) + \/ﬁAe,KlmuRP)z

avec /A\ggfm(ﬁ\/(”)) = (W) (A(") + pm) §K‘m, oiL (A ) _, €5t une suite aléatoire d’opé-
rateurs linéaires continus définis dans £ (F',R), et qui converge presque siirement vers A,
€ Z(F,R) telle que pour tout T € F, Ak (T) = 2pp i (T)E i pm-

Preuve: On a:

1. Ona W =M  p? £K|m, Vme{l,---, M}, pi" (resp. E(I?‘)m) converge presque sii-
rement vers p,, (resp. vers {g,) quand n — +oo (Théoreme 9). Comme la fonction
x + x* est continue, il vient que pin? converge presque slirement vers p2, quand
n — +oo Ainsi p* 3 K|m CONVerge presque strement vers P2 &km quand n — +o0.
D’ou £ i) converge presque stirement vers &, quand n — +oco comme somme finie

d’estimateurs qui convergent presque stirement.
2. onané =yM n“ﬁﬁé\ﬁ)m, Vme{l, - M},
n 2¢(n) n)? 2 £(n)

— (st - pm) (ﬁﬁ ) €D + DR
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Ainsi
np e = (B = o) (B + P ) € + PENER,
= Var(W >(ﬁ$*+pm)f o+ DENER,
AT 35 2 ()
+ el 8 (TO) + VA kllar)
D'ot

’ M ~ = Mo = 17
€ = 3 VaRE (W) 4 3 (padl), ()
m=1

m=1 /(=1

=~ (n = (n 2
+ pmpf\qujéJ)ﬂm (W( )> + \/ﬁAE,Iﬂm”Rp) )

ou /A\%)m(l//[\/(”)) = (W) ( n) 4+ pm) 5 . On sait que p converge presque stire-
ment vers p,, quand n — -+oo, alors (“,,’j) + pm) converge presque stirement vers
2p,m, quand n — +4o00. Comme é;fm converge presque stirement vers {g|, quand
n — +oo,alors VT € F, nj*(T) (“") + pm> 3% K|m converge presque stirement vers
Agim(T) = 2pm 7 (T)Ek|m quand n — +-o0.

4.3 Sélection des variables

Dans la Section 4.1.2, nous avons montré que le sous-ensemble /; est entiérement ca-
ractérisé par la permutation aléatoire o et I'entier s. Dans cette section, nous estimons ces
deux parametres pour déduire 'estimation du sous-ensemble I;, puis nous établirons leur

propriété de convergence.
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4.3 Sélection des variables

4.3.1 Estimation et convergence des parameétres o et s

La procédure d’estimation des parametres o et s reste identique a celle établie dans les
Chapitre 2, Section 2.2. Ainsi, lorsque les parametres o et s ont été estimés comme indiqué,
la sélection des variables est obtenue en prenant le sous-ensemble aléatoire 1™ comme

estimateur de [;, avec:
Y ={a"();1 <i<s™}.

Dans le théoréeme 11, nous établissons la convergence des estimateurs ™ et 5.

Théoreme 11 Ona:
L lim, 4o P (60 = 0) = 1;

2. 5™ converge en probabilité vers s quand n — +oc.

On déduit de ce Théoreme que lim,,_, o P {ﬂ”) =7 1} = 1, ce qui établit la convergence en

probabilité de notre méthode de sélection de variables en analyse discriminante mixte.

Remarquons de plus que le Théoréeme 11 est identique au Théoréme 3.1 dans Nkiet

(2012). Ainsi, pour la démonstration, il nous suffit de montrer le Lemme 9 :

Lemme 9 Considérons les ensembles E et Fy tels que :
E={eN51<(<t,my>2}, outel,

et
-1 ¢
o {ka+1,--- ,ka—l},
k=0 k=0

on suppose gue mo = 0. Supposons que E # @, alorsV ( € E etV i € F,, la suite n® (é,?jg) - 71?3;“))

converge en probabilité vers 0 quand n — +oo.

Preuve: En utilisant le point 2 du Théoreme 10, on a:
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M
cn)’ - o _ ~1/2( ;A (1) i (n
n ( Ka'() é- a(h‘»l)) - TLB [Z n / (AKO.(Z)lm)(W( ))

~(n = (n 2
+ PV (W) + VA )

M
— Yo PAY L)

m=1
N =
— mZ::z;n‘ (p (V)

2
+ pmp€|m” U(L+1) m(W( )) + ﬁA47K0<i+l>‘m‘|RP>

—_

fn) o) _ A W
n’ ( Koy Kcr(m)) - Z n < Ko(iylm — AKcr(z‘+1>|m) (W)
M q = (n) = (n) —~
+ Y o, ((I)f Ko(z)\m(W(n))z N q)évKa(m)lm(W(n))Q)

I
—
~
Il
—

+
NE
MQ

p pam n’! (H EKU()\m(W(n))+\/ﬁAZ,KU(i)\mH%§p

o (i41) Im(W(n)) —|— \/ﬁAZ7K0‘(’L+1) |m H]%{P)

I
—_
~
Il
—_

|
=2
;3

2072 (B i (VO (V)

+ \/_AE Ko.(l>|m||Rp
_ a0 wm
2, Ka(i+1)|m( )H Ko z+1)|m( )

+ \/_AEKU(,+1)|mHRP)

+
HM§
M@

Il
—
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4.3 Sélection des variables

Posons :
1(n) B—1/2 (n)y _ A(n) 77 (n)
A Z " ( a()|m(W ) AKa(i+1)|m(W )>

q
A _ LM ez ) =
B = Z >0 (B (W) = B (W)?)
m=1/¢=1
M

i(n) - Z mepé\ n? (H\I’e KU(Z)|M<W(n ) + Vi, Ku(zﬂ’””R’)

m=1 /=1

— e () 4 \/ﬁAZ,KUW)‘mH%p) et
M q N o -
D = 332 (O (WL (W) + /BA e, [0

m=1 /=1

&) 17 ()1 () 7 (n
- (I)Z o(i+1>\m(W( ))H\DZ,KU(HDW(W( )) T \/EAE’KU(HU'T”HRP)'

Soit ||.|| la norme de la convergence uniforme usuelle, telle que pour tout opérateur

T,
IT[loc = sup,. 5, et ||| » lanorme de F.OnaVm € {1,---, M}
Fm) . p-1/2 A ) /()
Ai = n ( o'()lm ) A o'(i+1)|m(W ))
7(n) B—1/2 17 (n) A () /()
A< (A W)lmw )+ A (VO])
< a7 (1A wm WO+ AR (VO
< (A meumnwmn + 1A% oIV )
< P (IAL Llloe + IR L alloe) W™
Vme{l,---,M},A )|m (resp. AEK)( 11)lm) CONverge presque stirement vers Ag, ; im

(resp. vers Ak, +1)|m) quand n — +oc (Théoreme 9), W) converge en loi vers une variable
aléatoire normale centrée W € I’ et de matrice de covariance I' quand n — +o00 (application
du Théoreme Limite centrale). Comme la fonction qui a = — ||z||» est continue et que
B —1 < 0, en utilisant la derniere inégalité (relation |f1§”) ), on en déduit que la suite de
variables aléatoires A" converge en probabilité vers 0 quand n — +o00. D’ot1 la suite AM
converge en probabilité vers 0 quand n — +o0o comme somme finie de suites de variables

aléatoires qui convergent en probabilité vers 0 quand n — +oo.
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4.3 Sélection des variables

Vme{l,--- ,M},Vle{l,--- ,q}ona:

nn) p—1 ( 7 (n) (D) 17 (n)\2
Bi = n ( LK o'(z)'m W ) (bgvKo'('H»l)Im(W ) )
B < 07 (1947, i (WP + 19 (W O)IP)
< P (IR PV 1Bl Pl
< P (197l + 108%, ) I3
Vme{l,--- ,M}yetVie{l,---,q}, (ID(ZK Jolm (T€SD. q)IZKU(m)Im) converge presque stirement

vers ©p k. m (resp. vers ¢, Ko +1)|m) quand n — 400 (Théoreme 8). W converge en loi
vers la variable aléatoire W quand n — +o0o0 (Théoreme 10). Comme la fonction qui a

x +— ||z||2, est continue et comme $ — 1 < 0. En utilisant la derniere inégalité (relation

|B™|), on en déduit que la suite de variables aléatoires B{™

n)

converge en probabilité vers 0

quand n — 4o00. D’ot1 la suite B! converge en probabilité vers 0 quand n — +o0o comme

somme finie de suites de variables aléatoires qui convergent en probabilité vers 0 quand n
— +00.

Pour tout: € F;,,on a

i ’
HAZ,KU(iﬂmH = ch(i) = 5Ko—(i+1) = HAZ,KU(1+1)|mH'

Vme{l,--- ,M},Vle{l,--- q},ona

H\I,éz)(o(i)‘m( ) + \/_AE Kcr(z)|m|| H é[)(o(’r‘rl)lm(W(n)) + \/ﬁAé,KU(Hle”Q
v G () = (n
B 2\/_< ZK,,(H_U\m(W " ); A12,1r<(,(i+1)|m> .

Ainsi,

~(n - a;(n) 117 (n = (n T (n
C = P (N W (WO = 10 (W)
+ /(B (W), A m)

V(B V), A im)

S

|
)
N
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GO < VR (ARG, TR L TO))
g, ()
+ 2 <\D£7Ko.(l)|m(w )7 A£7K0(1)|m>
g, () 17 (n
-2 <\I]€=Ko(i+1>|m(W( ))’ AZ’KU(1+1)|m> ’

Ainsi

GV < n WO (072 (10l + 19 26) IV

2T ol Al + 21T

( )
LK, +1)|m||oo||A£,Ko(i+1)7m||).

Vme{l,--- ,M}etVele{l,---,q}, \I/“( olm (resp \I/é"}( (+1)|m> converge presque s-
rement vers ¥, Ky iy|m (resp. versW, Ko +1)‘m> quand n — +oo. wm converge en loi vers la
variable aléatoire W quand n — +oc. De plus, les normes ||.||« et ||.||s sont continues, il
vient que ”71/2||q’§?l)<ou)\m”°°||w(n)||F (resp'nil/zn\P?I)@mmlm

babilité vers 0 quand n — +oco0. Comme  — 1/2 < 0, on en déduit que la suite de variables
aléatoires C") converge en probabilité vers 0 quand n — +oc. D’ot1 la suite o converge

W) converge en pro-

en probabilité vers 0 comme somme finie de suites de variables aléatoires qui convergent

en probabilité vers 0 quand n — +o0.
Vmed{l,--- , M}, Vle{l,--- ,q}ona:

DO = (B (TN () + VAA e

_ (I)§ I)(o(erl)lm(W( ))H\Ifén) (W(n)) + \/EA&KG(HMmHRP)

o'(z+1 ‘m

DM < T (R (W

+|®f

Ko (ig1)Im

‘ o'( )|m< (n)) + \/HA£7KU(L)‘m‘|RP
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a(i+1)\m
W) convergent en loi vers @ s, im(W) Prs, iy jm (W) quand n — +oo.
loc V)] et

o]V ®™||) convergent en probabilité vers 0 quand n — +oco. Comme

— 1/2 < 0, on en déduit que la suite de variables aléatoires D™

et ®61Ko(i+1) |m<

De plus les normes ||. || et ||.||» sont continues, il vient que n~/2|[¥{").

) o'(i)lm
_1/2H EK(,(H_l)\m

converge en proba-
bilité vers 0 quand n — +o00. D’ou la suite D" converge en probabilité vers 0 comme
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somme finie de suites de variables aléatoires qui convergent en probabilité vers 0 quand n
— +00.

Ainsi, on en déduit que A", B™, '™ et D™ convergent en probabilité vers 0 quand
n — +o0. 0

4.4 Etude numérique

Dans cette partie, nous proposons une étude numérique dans le but d’étudier et de
prouver 1'efficacité de notre méthode. Nous étudions principalement I'influence des fonc-
tions de pénalité f,, g, et des parametres « et 5. Nous effectuons une comparaison avec la

méthode de Mahat et al. (2007) et nous donnons un exemple avec des données réelles.

4.4.1 Simulations des données

Soient X un vecteur aléatoire de R® (p = 5) et U une variable aléatoire contenant 8 cel-
lules (M = 2%), c’est-a-dire que Y est un vecteur aléatoire contenant trois variables binaires
(d = 3).

Simulation 1 : Nous nous plagons dans le cas de deux groupes. La vecteur aléatoire X
est générée comme une variable normale multivariée dans R, de moyenne p et de
matrice de covariance I', tels que les éléments du premier et second groupes suivent
respectivement une distribution normale N(uy,T') et N(us,T'), avec T' = (15 + J),
ou I5 est la matrice identité de taille 5 x 5 et J la matrice de taille 5 x 5 dont tous
les éléments valent 1. Nous prenons 1 = (0,0,0,0,0)” et po = $(1,0,2,0,3)”. La
variable aléatoire U est générée a partir d'une distribution notée I = (g1, 2, - , gs)
€ {1,---,8} avec %_, ¢ = 1. Cela est équivalent a générer la variable aléatoire Y’
comme un vecteur aléatoire contenant trois variables binaires. Pour cela, deux mo-
deles sont considérés :

Modele1: ¢ = g; = --- = g3 = 1/8: c'est la distribution uniforme;
Modele2: ¢ = ¢3 = g5 = 0.001, g2 = g4 = g6 = g7 = gz = 0.1994. Le Modele 2

correspond au cas o1 le nombre d’individu dans les cellules 1, 3 et 5 est tres faible.
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Simulation 2 : Nous nous plagons dans le cas de trois groupes. Les trois groupes suivent
respectivement les lois N(y;,T)), N(uy, ') et (U[0,1])°, avec y1; = (0,0,0,0,0)7, py =
(3.5.3. 1,5 etps = (3,3, 3,3, 3)7. Le vecteur X etla variable U sont simulés comme

dans le Modele 1.

Nous simulons ensuite deux échantillons (validation croisée Chapitre 1, Section 2.3), a

savoir un échantillon d’apprentissage et un échantillon test.

Echantillon 1: L’échantillon 1 est considéré comme échantillon d’apprentissage. Il est
utilisé pour sélectionner les variables. Pour la simulation 1, nous prenons n = 100, 200,
300,400, 500 et ny = ny = n/2. Pour la simulation 2, nous prenons n = 6000, 7500, 9000,
10500 et ny = ny = n3 = n/3. Nous étudions aussi l'influence des fonctions de péna-
lité f,, g,, et des parametres «, 5 et A () est le parametre de lissage de la méthode de
Mahat et al. (2007)) puis, nous regardons leur impact sur notre méthode de sélection.

Echantillon 2 : L’échantillon 2 est considéré comme échantillon test. Il est utilisé pour
calculer le taux de bon classement. C’est le rapport entre le nombre de variables bien
classées sur la taille de I’échantillon. Le taux de bon classement est obtenu grace a
la fonction de Ficher sur la base des variables sélectionnées. Dans le cas de deux
groupes, la regle de décision est donnée grace a la fonction Fisher Mahat et al. (2007).
Vi(z,y) e (X,Y):

Dﬁ,m(xu y) = (/'Ll,m - MQ,m)T V_l {‘T - 9 .

Dans le cas de plus de deux groupes, on utilise la fonction de Fisher généralisée pour
plus de deux groupes (Leon et al. (2011)):

1
Dé,m (fﬂ, y) = (,uf,m)T Vﬁlx - §<,uﬁ,m>TV71ﬂ€,m + Ingf,m + IOg De. (411)
Ainsi, on est dans le groupe (siV (£, k €) {1,--- ,p}’, etVme {1,--- ,M}on:a

Dy — Dy >0, (4 k.

108

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

4.4 Etude numérique

4.4.2 Influence des fonctions de pénalité

On pose :

Jali) =00 f(i), ga(i) = n""%g(d) avec f(i)=1/g(i).

Nous considérons les fonctions g, (n = 1,---,13) comme au Chapitre 2 Section 2.3.2 :
g(x) = z, go(z) = 2%, gs(z) = 2%%, gu(z) = 2%, gs(z) = 2%, gs(x) = In(x), g7(x) =
(In(2))"", gs(x) = (n())"%, gol) = (I(2))*°, guo(x) = 2 In(), gu1 (&) = (£ 1n(2))*", gua(x) =
(zIn(2))"°, g13(z) = (z1n(z))"’ (Kundu et Murali (1996)). Pour chaque choix de la fonction
de pénalité g,, nous calculons le taux de bon classement lié a notre méthode en utilisant

les estimateurs empiriques et les estimateurs non paramétriques de Mahat et al. (2007).

Les résultats sont reportés dans les Tableaux 4.1 - 4.3. Nous voyons que quelles que soit
les fonctions de pénalité f,, g, et quelque soit la taille de I’échantillon n» = 100, 300, 500,
le taux de bon classement des deux estimateurs reste quasiment identique. Alors ni les
fonctions de pénalité, ni les estimateurs utilisés n'influencent le taux de bon classement de
notre méthode de sélection de variables.

Par contre, les résultats des Tableaux 4.1 - 4.3 ne montrent pas réellement la différence
entre les estimateurs empiriques et les estimateurs non paramétriques lorsque le nombre
d’éléments dans les cellules sont nuls ou négligeables. Pour le vérifier, nous considérons
le Modele 2. Nous supposons que le nombre d’éléments dans les cellules 1, 3 et 5 est tres
faible (p1 = p3 = ps = 0.001). Puis, la probabilité dans les cellules 2, 4, 6, 7 et 8 est de 0.1994.
Nous voyons dans le Tableau 4.6 que les taux de bon classement basé sur les estimateurs
empiriques sont non définis (NA= Not Available) pour tout n = 100, 300, 500. Cela est
certainement dii a la présence d’éléments en tres faible quantité (ou pas) dans les cellules
1, 3 et 5. Les résultats sont différents avec estimateurs non paramétriques. On observe des
taux de bon classement de 0.54000, 0.56670, 0.52400 respectivement pour n = 100, 300, 500.
Ce qui montre que cette estimateur est plus robuste que l'estimateur empirique. Pour cette

raison, nous utilisons dans la suite les estimateurs non paramétriques.
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4.4.3 Influence des parameétres a et (3

Nous étudions ici I'influence des parametres « et 3 sur notre méthode de sélection.

Nous prenons :

Fali) = 1/n* (@)™, ga(i) = (i)™ /n”, ou f(i) =1/ (n(i))™",

aveca €10,1/2], et 8 €10, 1]. Les résultats sont reportés sur les graphes 4.1 - 4.3. On observe
une variation significative du taux de bon classement en fonction des parametres « et 3,
pour n = 100, 300, 500. Pour différentes valeurs de « fixées, le taux de bon classement
n’est pas constant quand 3 varie dans |0, 1[. Ainsi un choix approprié de « et 5 devient
nécessaire, c’est-a-dire déterminer le couple («, 5) € |0, 1/2[x]0, 1] qui maximise le taux de
bon classement. Une approche via la méthode de validation croisée est proposée dans la

section suivante.

4.4.4 Choix optimal des parameétres o et 5 : Algorithme

Nous savons maintenant que les parametres « et 5 influencent notre méthode de sélec-
tion. Nous adoptons une méthode afin de déterminer de fagon automatique les parametres
(o, B) qui maximise le taux de bon classement. Nous utilisons pour cela la méthode de va-
lidation croisée. Pour tout k € {1,--- ,n}, on retire la ligne k& dans les observations de X
et Y de I'échantillon d’apprentissage. Nous appliquons ensuite notre méthode de sélec-
tion de variable sur I’échantillon restant pour une valeur de « fixée, on fait varier § dans
10, 1[. L'observation qui a été retirée est attribuée a un groupe noté g, (k) dans {1,--- , ¢},
en utilisant les regles de classification de la Section 4.4.1 avec les variables sélectionnées a
I'étapes précédente. Ensuite, nous considérons :

1 n
CV(a,8) = — ;;1 L5 s

et nous prenons pour valeurs optimal de («, 3) le couple (apt, Bopt) définie par :

(aopta Bopt) - argmax OV(O(, 5)
(a,8)€]0,1/2[x]0,1]
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Algorithm 1 Calcul du taux de bon classement avec les données simulées

Simuler "échantillon d’apprentissage S; comme indiqué dans la Section 4.4.1

Discrétiser minutieusement le rectangle R =|0, 1/2[x]0, 1] de maniére a obtenir une grille
de points G

for all (o, 8) € G do
fork=1,--- .,ndo

Retirer la k“"¢ observation de 1’échantillon d’apprentissage, ’ensemble de données
restantes est noté Sf_k)

Appliquer la méthode de sélection des variables sur S%) afin d’obtenir le sous-

ensemble fl(_k)

Attribuer 1'observation retirée a 1'un des groupes en utilisant la regle (4.10) ou (4.11),
les variables sélectionnées sont rangées dans 1™ tout ceci en utilisant ’échantillon
s

Notons par g, (k) k € {1,--- , ¢} le groupe correspondant & I'observation retirée a
I’étape précédente. On note ¢, = 1 if g, 3(k) est le véritable groupe de cette observa-
tion, et ¢, = 0 sinon
end for
CV(O[, 5) = n_l EZ:l €k
end for
On choisit (a, 3) qui maximisent C'V («, 5) dans G
Appliquer la méthode de sélections de variable sur I'ensemble de 1’échantillon d’ap-
prentissage S; avec (&, ) afin d’obtenir le sous-ensemble /; des variables adéquates a la
sélection

Simuler un échantillon test S; comme indiqué dans la Section 4.4.1

Calculer le taux de bon classement sur S, en utilisant les variables sélectionnées dans
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4.4.5 Comparaison avec la méthode Mahat et al. (2007)

La comparaison se fait dans le cas de deux groupes. Les résultats sont reportés dans les
Tableaux 4.4 et 4.5. Dans le cas de deux groupes, c’est-a-dire le modéle 1, notre méthode
de sélection et celle de Mahat et al. (2007) donnent quasiment les mémes résultats, c’est-
a-dire méme taux de bon classement pour n = 100, 200, 300, 400, 500 (Tableau 4.4). Dans
le cas de trois groupes, c’est-a-dire le modéle 2, nous donnons uniquement le taux de bon
classement de notre méthode. Nous ne la comparons avec aucune autre méthode car notre
approche est la seule pour le moment (sur la base de la littérature effectuée) a s’étendre
a plus de deux groupes. Les résultats sont reportés dans le Tableau 4.5. Le taux de bon
classement atteint 50% a partir d’une taille d’échantillon n; = ny = ng = 2000, puis elle
augmente avec la taille de n.

Ainsi, dans le cas de deux groupes, notre méthode de sélection des variables et celle
de Mahat et al. (2007) sont équivalentes pour n = 100, 200, 300, 400, 500. Dans le cas de
trois groupes, le taux de bon classement de notre méthode donne de bonnes performances
pour des grandes tailles d’échantillon. On atteint 50% de bon classement lorsque la taille
de I’échantillon dans chaque groupe est de n; = ny, = ng = 2000, puis doucement, elle
augmente avec la taille de I’échantillon n.

4.4.6 Exemple sur des données réelles

Pour appliquer notre méthode aux données réelles, nous utilisons des données de de-
mande de carte de crédit australienne contenues dans les bases de données de I'Université
de Californie a Irvine (voir Lichman M (2013)). Tous les noms ont été changés en sym-
boles sans signification pour protéger la confidentialité des demandeurs. Cet ensemble de

données est intéressant car il contient un bon mélange de variables continues et binaires.

Les données sont composées de 690 demandeurs MasterCard (Carte de Crédit) subdi-
visés en deux groupes : le premier groupe contient 307 candidats qui sont classés comme
positifs et le deuxieme groupe contient 383 candidats classés comme négatifs. Nous consi-
dérons dix variables : quatre variables binaires et six variables continues et une onzieme
variable pour caractériser les groupes (deux groupes). Sur ces données, nous avons appli-
qué notre méthode et celle de Mahat et al. (2007) afin de faire des comparaisons. Nous
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calculons le taux de bon classement moyen et le nombre de variables sélectionnées (NV)
a partir de la méthode 10-fold cross-validation. Les résultats sont présentés dans le Ta-
bleau 4.7. Nous voyons que les deux méthodes donnent des résultats semblables en ce qui
concerne le taux de bon classement respectivement 0.87800 pour la méthode de Mahat et
al. (2007) et 0.87900 pour notre méthode, tandis que notre méthode sélectionne moins de
variables (4 variables sélectionnées) que celle de Mahat et al. (2007) (6 variables sélection-

nées).

Informations sur les variables

X1 :{0, 1}. Variables binaire
X5 : Variable continue

X3 : Variable continue

Xy : Variable continue

X5 :{0,1}. Variables binaire
Xs :{0, 1}. Variables binaire
Xy : Variable continue

X3 : {0, 1}. Variables binaire
Xy : Variable continue

X : Variable continue

X11 : Variable qui caractérise les groupes (+,-) (deux groupes)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé la méthode de sélection des variables de Nkiet
(2012), dans le cas des variables aléatoires mixtes. Plus précisément, nous avons prolongé
dans le cadre de I'analyse discriminante des variables aléatoires mixtes, le critere de sélec-
tion développé dans le Chapitre 2. Notre approche repose sur un critere (Equation (4.7)).
Il est utilisé pour ranger les variables dans 'ordre décroissant, de sorte a ramener le pro-
bléeme de sélection a un probleme d’estimation d’une permutation aléatoire et d'un pa-
rametre appelé dimension. Cette nouvelle approche a deux avantages : Elle est utilisée
lorsque le nombre de groupes est supérieur a deux et deuxiémement, il suffit que le vec-
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teur aléatoire constitué des variables continues ait un moment d’ordre quatre fini. Cela
suppose que nous ne formulons aucune hypothése sur la distribution du vecteur aléa-
toire contenant les variables continues. Nous avons considéré deux types d’estimateurs,
a savoir les estimateurs empiriques et des estimateurs non paramétriques (Mahat et al.

(2007)). Le second estimateur est essentiellement utilisé pour résoudre le probleme de cel-
lules vides, probleme couramment rencontré en analyse discriminante mixte. Pour chaque
type d’estimateur, nous avons établi un estimateur du critere de sélection. Avec les esti-
mateurs empiriques, nous avons établi les propriétés de convergence et la convergence en
probabilité de la méthode. Nous avons dans ensuite proposé une étude numérique, dans
le but d’étudier principalement l'influence des parametres de contrdle f,, g,, , 3, puis la
comparer a celle de Mahat et al. (2007) dans le cas de deux groupes. Cette étude releve
qu’il n'y a pas une influence des fonctions de pénalité f,, et g, sur notre méthode de sé-
lection. En effet, pour chaque fonction f, et g, choisies (Kundu et Murali (1996)), il n’y
a pas de variation du taux de bon classement lié a notre méthode et cela, quel que soit
le type d’estimateur considéré (Tableaux 4.1 - 4.3). Notons que cette observation peut étre
différente si le nombre de cellules M > 8. La différence entre les estimateurs empiriques et
les estimateurs non paramétriques ce remarque lorsque dans certaines cellules, le nombre
d’éléments est négligeables ou nul (voir Modele 2, Section 4.4.1). En effet, le Tableau 4.6
montre que les taux de bon classement basés sur les estimateurs empiriques sont non dé-
finis (NA= Not Available) pour tout n = 100, 300, 500. Cela est di a une faible quantité
d’éléments dans les cellules 1, 3 et 5. Par contre, avec les estimateurs non paramétriques,
le taux de bon classement varie entre 0.52400 et 0.56670 (Tableau 4.6). Ce qui justifie l'uti-
lisation d’estimateurs non paramétriques dans la suite du travail. L'étude de simulation
révele aussi qu’il y a une influence des parametres « et 5 sur la méthode de sélection (Fi-
gures 4.1 - 4.3). Cela nous a conduit a utiliser la méthode de validation croisée dans le but
de calculer automatiquement les parameétres optimaux « et 5 qui maximisent le taux de
bon classement de notre méthode. L'étude comparative avec la méthode de Mahat et al.

(2007) a montrer que les deux méthodes de sélection sont équivalentes sur la base du taux
de bon classement (Tableau 4.4).

L’application aux données réelles vient confirmée la comparaison faite par simulations.
En effet, le Tableau 4.7 montre que le taux de bon classement des deux méthodes reste
équivalent, par contre notre méthode sélectionne moins de variables que celle de Mahat
et al. (2007), ce qui est un avantage considérable.
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TABLE 4.1 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications avec différentes fonctions de
pénalité (n = 100, n1=n3=50), « = 0.25, § = 0.5, A = 0.5).

Taux de bon classement

Fonctions Estimateur empirique Estimateur non-paramétrique

g1
92
93
94
95

Je
g7
98
99

g1o
g11
912
913

0.608
0.609
0.610
0.609
0.608

0.61028
0.60903
0.61066
0.60898

0.60842
0.60948
0.60915
0.60908

0.608
0.609
0.610
0.609
0.608

0.61028
0.60903
0.61066
0.60898

0.60842
0.60948
0.60915
0.60908
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TABLE 4.2 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications avec différentes fonctions de

pénalité (n = 300, n1=ny=150, o = 0.25, § = 0.5, A = 0.5).

Taux de bon classement

Fonctions Estimateur empirique Estimateur non-paramétrique

g1
92
93
94
95

Je
g7
98
99

g1o0
g11
912
913

0.56421
0.5632833
0.56417
0.56346
0.56382

0.56343
0.5637433
0.5635433
0.5631267

0.5637933
0.5640433
0.5634567
0.5637533

0.5642433
0.5633233
0.56417
0.56346
0.56382

0.56343
0.5637433
0.5635433
0.5631267

0.5637933
0.5640433
0.5634567
0.5637533
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TABLE 4.3 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications avec différentes fonctions de
pénalité (n = 500, n1=n3=250, a = 0.25, § = 0.5, A = 0.5).

Taux de bon classement

Fonctions Estimateur empirique Estimateur non-paramétrique

g1
92
93
94
95

Je
g7
98
99

g1o0
g11
912
913

0.54998
0.550478
0.55032
0.550494
0.549824

0.550584
0.550504
0.550088
0.549724

0.550132
0.550362
0.550464
0.550284

0.54998
0.550676
0.550396
0.550584
0.559824

0.550622

0.550546

0.550132
0.54934

0.550186
0.55037
0.550464
0.550284
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FIGURE 4.1 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications pour différentes valeurs de o

en fonction de /3. n = 100
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TABLE 4.4 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications de notre méthode contre celle de
Mahat.

Taux de bon classement

n n;=n, Notre méthode Méthode de Mahat
100 50 0.6086 0.6082667
200 100 0.5787 0.5783667
300 150 0.5624444 0.5622111
400 200 0.5553417 0.5554667
500 250 0.5498933 0.5495067

TABLE 4.5 — Taux de bon classement moyen de notre méthode sur 500 réplications.

Taux de bon classement

n  nNn;=ny=nj Notre Méthode
6000 2000 0.4998
7500 2500 0.5015
9000 3000 0.5159

10500 3500 0.5301
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TABLE 4.6 — Taux de bon classement moyen sur 1000 réplications avec f; = n="*/h;, g; =
n~Y*h;, oo = 0.25 et B = 0.5. Cas du Modele 2.

Taux de bon classement
Estimateur non paramétrique

n n; = ny Estimateur empirique

100 50 NA 0.54000
300 150 NA 0.56670
500 250 NA 0.52400

TABLE 4.7 — Taux de bon classement moyen et nombre de variables sélectionnées (NV) par la
méthode 10-fold cross-validation.

Notre méthode Méthode de Mahat
CC 0.87900 0.87800

NV 4.00 6.00
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Troisiéme partie

Sélection des variables sur un modéle

linéaire fonctionnel additif
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5.1 Présentation du modéle et notations

Introduction

Les récentes innovations technologiques permettent aujourd’hui de recueillir des don-
nées discrétisées de plus en plus fines, les rendant ainsi fonctionnelles. Les courbes
de croissances, les images observées par satellites, les séries chronologiques etc, sont
la quelques exemples qui montrent le champ d’application lié aux données fonction-
nelles. Les premiers travaux dans ce domaine sont obtenus sous 'impulsion de Gre-
nander (1981), Dauxois et al. (1982) et Ramsay (1982). L'objectif de ce chapitre est
celui de rappeler quelques méthodes d’estimation et de test dans les modéles fonction-
nels et les modeles fonctionnels additifs. La littérature n’est pas trés fournie dans les
techniques d’estimation et de test dans le cas fonctionnel comparé au cas multidimen-
sionnel. Ainsi, il n’est bien entendu pas question de dresser un panorama complet de
tous les résultats obtenus dans le domaine de la statistique fonctionnelle, on se limi-
tera & présenter les résultats issues des travaux de Cardot et al. (1999, 2003a, 2004).
D’autres méthodes d’analyse de données fonctionnelles peuvent étre aussi consultées
dans la these de Laurent Delsol (2008).

5.1 Présentation du modele et notations

Un modeéle linéaire fonctionnel est un modele qui caractérise la relation entre une va-
riable aléatoire réelle Y et une covariable aléatoire fonctionnelle X. Il s’écrit comme le
produit scalaire entre un coefficient fonctionnel aléatoire ¢ et une covariable fonctionnelle
aléatoire X (Cardot et al. (1999)) :

Y = (¢, X) +e. (5.1)

Or,
(6,X) = [ o)X (t)dt,

alors on définit le modele linéaire fonctionnel par la relation (Cardot et al. (1999)) :

Y = L S()X ()t + e, (5.2)
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ol ¢ est une variable aléatoire indépendante de X. En général, la variable aléatoire fonc-
tionnelle X est notée X = {X(t),t € €'} et on suppose que le couple (X, Y) est défini dans
le méme espace de probabilité (€2, A, P). Alternativement, ’équation (5.2) peut étre réécrite
dans le cas ou la variable X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace de Hilbert
‘H. Elle s’écrit de la facon suivante (Cardot et al. (1999)) :

Y =3 {X(t)it €€} +e (5.3)

ol ¢ est un opérateur linéaire continu et défini dans .Z(#, R), qui est 'ensemble des opé-
rateurs linéaires continus définis sur # et a valeurs dans R. Dans ce modele, on suppose
que les variables aléatoires X et € sont centrées, c’est-a-dire Vt € €, E(X(t)) = 0etE(e) = 0.
De plus, on suppose que E(||X|?) < +oo.

On définit I'opérateur de covariance associé a la variable aléatoire X par (Cardot et al.
(1999)) :

T(2)(t) = [g E[X(£)X(s)] (z)(s)ds, Yo € H, et VieC, (5.4)

et I'opérateur de covariance croisé associé aux variables aléatoires X et Y par:

Az = ﬂg E[X(t)Y]z(t)dt, =€ H. (5.5)

De lI'équation (5.3), Cardot et al. (1999) montrent que les opérateurs I' et A sont liés par la
relation A = ®TI.

La problématique de l'estimation du coefficient fonctionnel ¢ (ou de 'opérateur ¢ ) a
été largement abordée dans la littérature. On distingue principalement deux méthodes : la
premiére méthode consiste a exprimer le coefficient ¢ sur une base d’éléments de L2 qui
minimisent un critere des moindres carré pénalisé. On peut retrouver cette méthode dans
Hastie et Mallows (1993), Marx et al. (1996, 1999), ?, Cardot et al. (2003a). La seconde
méthode est basée sur ’analyse en composantes principales fonctionnelle. Elle consiste a
réduire la dimension de 1’espace fonctionnel initial en un sous-espace de dimension fini
Cardot et al. (1999). D’autres méthodes d’estimation peuvent étre trouver dans la these
de Crambes (2006).
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5.2 Estimation

5.2.1 Analyse en composantes principales

L’idée principale de cette approche est de réduire la dimension des variables fonction-
nelles en les décomposant dans une base orthonormale en utilisant les k£ premieres valeurs

propres de l'opérateur I'.

Existence, unicité et estimation de ¢

L’existence et 1'unicité de la constante aléatoire ¢ sont obtenues en supposant que les
valeurs propres de 1'opérateur I' sont non nulles et que la condition suivante est vérifiée :

*f;“(IE(XZ-(Yi;2 Vi

j=1 J

ou \; et V; sont respectivement les valeurs propres et vecteurs propres de l'opérateur I
Une condition nécessaire et suffisante est obtenue si ¢ est solution du probleme d’optimi-
sation suivant (Cardot et al. (2003b)) :

¢ =arg min E((Y;—H—(B,X,})Z).

(6,8)ERXH

Sous ses conditions, ¢ est explicitement donné par 1’expression

+o0 AV}

j=1 /\j

6=y 3,

Soit (X;,Y:).,., un échantillon ii.d de (X,Y). Les estimateurs empiriques des opéra-
teurs I' et A sont donnés par :

n

1
Lox(t) = = (X5, 2),, X;(t), Vx € H, et t €,

n;3
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et

1 n
Apr == (X;,2), Vi, V zeH.

ni4

En utilisant les estimateurs empiriques de I' et A, on obtient un estimateur de ¢ par :

‘7

<>

-r

ou ()\j, ‘/j)jeN* sont les composantes principales de I',,.
En général, I'opérateur I' n’est pas inversible, et s’il arrive qu’il soit inversible, sont in-
verse quant a lui n’est pas nécessairement borné, car H est un espace de dimension infinie.

Alors, le calcul direct de I'inverse de I' devient tres difficile voir impossible.

Pour régler ce probleme, Cardot et al. (1999) réduisent la dimension de la base formée
des vecteurs propres de l'opérateur I' de I’espace infini H. On obtient un sous-espace de di-

mension finie noté H,, engendré par {VJ, j=1,---, k:n}, ol (k,)nen est une suite d’entiers

n’

positifs telle que lim,,_,; « k,, = +00, avec n < k.

On considere 5\1 > 5\2 > 0 > Xn > 0 = Xn+1 = ---, les valeurs propres de I,
et Vi, Vs, - ses vecteurs propres orthogonaux associés, on définit dans # le projecteur
orthogonal Ty, tel que :

kn

Hkn:Z‘z@)VJ

En supposant que )\, > 0, on définit I'estimateur ®;, de ® par (Cardot et al. (1999))

<>
T~
<>
\/

K
dp = A, (HknFnHkn) Z (5.6)
Soit I'hypothese suivante :

(Hop) 5\1 > XQ > > an > 0 presque stirement. On obtient le théoréme suivant :

Théoreme 12 Considérons I'hypothese (H,), et supposons que les hypotheses suivantes sont sa-
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tisfaites :
(Hi) Mi>X>--->0,
(Hs) E(||X[l3) < +o0,

(Hs) lim,, n)\in = +o00,

. n)\i

- limy, oo 757 = Fo00.
Te)

Alors ||y, — || 2y — 0 en probabilité quand n — +-oo.

Le coefficient a; est défini par :

s 22 s
a; = 325, S1J = 1,

- a; = 2v/2 ..
A = My A St =+ 1.

Théoreme 13 Considérons les hypotheéses (Hy), (H1) et supposons que les hypotheéses suivantes
sont satisfaites :

(i) X[l < e,

(Hs) le] < o

(Hg) lim, 100 (72’“")2 logn = +4o0.

Jj=1

Alors || @, — @ ) — 0 presque stirement quand n — +o0.

5.2.2 Modele linéaire fonctionnel additif

Cardot et al. (2004) utilisent une généralisation du modele (5.2) en considérant plu-
sieurs prédicteurs fonctionnels X, X, -+, X, ot les X, = {X(¢),t € €,} (k = 1,--- ,p)
sont des prédicteurs fonctionnels centrés et de carrés intégrables, définis sur un compact
%1 de R. Ce modeéle est défini par I'équation suivante :

p p
Y = Z[ Pr(O) Xp(t)dt +2 =) Pp(Xy) +&. (5.7)
k=1"7%k k=1
Un estimateur de chaque coefficient fonctionnel ¢, (k = 1,- - - , p) est obtenu en effectuant
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une approximation de 1’équation (5.7) de la fagon suivante :
P p knk R
S e Xe®)dt = 3 Bin (Xi, Vi, ) (5.8)
k=17 %k k=1 j=1
ott Yk = 1,---,p, V. sont les vecteurs propres de I'opérateur de covariance empirique

I, x, définis sur I’échantillon (X ;) Ainsi, un estimateur des coefficients fonctionnels

1<i<n’
¢, est donné par :

Ep,

or(t) = > Bjijk(t)a kE=1,---,p, (5.9)

J=1

(% est obtenu en utilisant la méthode des moindres carrés sur le modeéle approché (Equa-
tion (5.8)).

L’analyse en composantes principales fonctionnelles est aussi utilisée dans le but de
classer les couples (X, Y), en utilisant le coefficient ¢ comme fonction discriminante. Pour
plus de détails, on peut consulter Preda, C.; Saporta, G. (2004); Preda, C. et Saporta, G.
(20054, 2007).

5.3 Tests

5.3.1 Tests dans les modeles linéaires fonctionnels

On trouve un nombre assez restreint de tests dans la littérature consacrés a la statistique
fonctionnelle. On peut consulter la these de Laurent Delsol (2008) pour avoir un aper¢u de
tests déja proposés. Dans cette section, nous nous limiterons a présenter les tests proposes
dans Cardot et al. (2003a, 2004).

La notion de test dans le modeéle (5.2) permet de vérifier le lien entre la variable aléatoire

réelle Y et la variable aléatoire fonctionnelle X . Cela revient a tester la nullité du coefficient
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fonctionnel ¢. Cardot et al. (2003a) proposent le test suivant :
Hy:¢=0 contre H,:¢ #0.

Ce test est équivalent sous I’hypothese Hj, a tester la nullité de I'opérateur de covariance
croisé A. Deux statistiques de test basées sur la norme de I'opérateur empirique A,, sont

établies :

1
VPn

Les Théoremes 1 et 2 de Cardot et al. (2003a) montrent que D,, suit approximativement

1 4 1 _
Dy = = |VndwA|?, et T, = (AQH\/EAnAnH? - kn> _
On (O

une loi de x? (quand n — +00), et sous des conditions appropriées sur la suite (k,),, -,
T,, converge en probabilité sous I’hypothese H, vers une variable gaussienne centrée et de
variance 2. Sous la méme hypothese 1, et de I'indépendance des variables aléatoire X et
g, ils montrent que \/nA,, converge en distribution vers une variable gaussienne centrée

G avec un opérateur de covariance ¢°T, oll o2 est la variance de Y.

5.3.2 Tests dans les modeles linéaires additifs

Dans le cas d’'un modeéle linéaire fonctionnel additif (équation (5.7)), la nullité de la
fonctionnelle ¢, ne signifie pas que 1’opérateur de covariance croisé entre Y et X, est nul.
Cela est dti au fait que X, et les autres covariables fonctionnelles X/, ( £ # k) ne sont pas
nécessairement corrélées (Cardot et al. (2004)). Ainsi, I’approche proposée par Cardot et
al. (2003b) dans ce contexte n’est plus valable.

Pour y remédier, plusieurs méthodes ont été envisagées. On peut utiliser un test non
paramétrique lorsque Y et X dans le modele (5.7) sont approchées par un lien non para-
métrique. C’est ce qu’ont proposé Ferraty et Vieu (2002) en introduisant un estimateur a
noyau de ®. Il y a le test du rapport de vraisemblance de Azzalini et Bowman (1993). On
peut approcher l'intégrale de 1’équation (5.7) en utilisant une approximation de Riemann,
ou l’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs propres de I'opérateur de covariance
croisé entre Y et X, ( voir équation (5.8)), et utiliser le test du rapport de vraisemblance
sous les hypotheses suivantes (Cardot et al. (2004)) :
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f[ozgjk0:0,j:1,-~~ ,k’o.

La statistique de test est donnée par :

_ RSS;—RSS1 _ (n—1—30_ k)

F, = ,
RSS, T S b
ou )
RSS; =" (Yi -y <<$k,XZ->> ,
=1 k=1
et

RSS, = i (Yz' - > <§Z~5k,)~(z‘>)2;

i=1 kko

pour k # ko, o est I'estimateur de ¢ en considérant le modele linéaire fonctionnel additif

sous I’hypothese nulle.
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Introduction

Parmi les domaines d’études ou la statistique fonctionnelle a été abordée y figure
I’analyse discriminante. Son objectif est d’attribuer une classe a une nouvelle donnée
fonctionnelle a partir d'un échantillon de données dont on connait la classe d’appar-
tenance : on parle d’analyse discriminante fonctionnelle. Il semble que peu de travaux
aient été consacrés a cette partie de la statistique fonctionnelle. Ce constat, est égale-
ment observé dans le domaine de la sélection des variables fonctionnelles.

Ainsi, dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme de sélection des variables dans un
modele fonctionnel additif. On se propose d’étendre au cas fonctionnel, le critere de
sélection développé dans les Chapitres 2 et 4. Plus précisément, on propose un critere
de sélection des variables fonctionnelles en ce placant dans le cas de la régression d"une

variable aléatoire réelle sur une somme de variables aléatoires fonctionnelles.

Une premiere approche consiste a considérer le modele linéaire de la forme :

p
Y =Y bl Xi+e, (6.1)
k=1
ol, Y et ¢ sont des variables aléatoires réelles, b, est un vecteur de R? et X, un vecteur
aléatoire a valeurs dans RY, ou les variables € et X}, sont indépendantes. On suppose

que le vecteur X, et la variable Y sont centrées. Ce modéle est en fait une généralisation
du modele (1) de Nkiet (2001).

Notre démarche de sélection de variables fonctionnelles s’effectue de la fagon suivante :

1. Nous généralisons la méthode de sélection des variables de Nkiet (2001) a partir
du modele linéaire (6.1) ;

2. En utilisant une approximation semblable a celle de Cardot et al. (2004) (Sec-
tion 5.2.2, Equation (5.8)), nous proposons un critere de sélection aux modeles
linéaires fonctionnels additifs, critére qui sera a la base de toute la procédure de
sélection comme établi dans les Chapitres 2 et4.
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6.1 Modéle et critére de sélection

6.1.1 Modele, définition et motivation

Considérons a nouveau 'équation (6.1) :

P
Y =Y b Xy +e,

k=1
ou
X1 br1 Xi
X, = X:kQ e R b, = b’fQ € R?. Posons X = X2 = <X£‘F|X2T| e ’X,,T)T e R,
X@ b;;q X,

Y et e sont des variables aléatoires réelles. On suppose que X, Y et € sont centrées. On note
par (., .)gsq le produit scalaire dans R tel que pour tout U, V' € R :

p
U V qu Z Ukavk

Remarquons que si ¢ = 1, le modele (6.1) se ramene au modele (1) de Nkiet (2001). Ainsi,
nous proposons une généralisation de la méthode de sélection des variables de Nkiet

(2001) a travers le modele linéaire (6.1).

Dans 1’équation (6.1), on s’intéresse a la sélection des vecteurs X (k = 1,--- ,p), c’est-a-
dire identifier les vecteurs X, qui ne contribuent pas a expliquer la variable aléatoire réelle
Y. Nous savons qu'un vecteur X n’explique pas la variable aléatoire Y dans le modele
(6.1) sile vecteur de coefficients by, est nul. Ainsi, on note par .#, 'ensemble des indices des

vecteurs candidats a la sélection, tel que .# = {1,--- ,p}. Posons :
ng{kGJMkZO},
le sous-ensemble des indices des vecteurs qui n’expliquent pas la variable Y, et

I = I — Ty=1{ke I|b £0},
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le sous-ensemble des indices des vecteurs qui expliquent la variable Y, et on suppose que
le sous-ensemble .#; # ().

6.1.2 Critere de sélection et propriétés

Tout comme au Chapitre 2, nous supposons que :
1. E(Y*) < 400 et E(|| X&) < +00,
2. Xy, , X, sont linéairement indépendants.

On note par Vx 'opérateur de covariance associé au vecteur aléatoire X. Il peut se mettre
sous la forme :

Vii Vio Vig
Vo V5 \%

Ve —E(X ®X) = 21 .22 2q ’
Vi Vo2 - Vi

et on le suppose inversible. On note par Vxy = E (Y X) l'opérateur de covariance croisé
associé au vecteur aléatoire X et a la variable aléatoire réelle Y, puis on considere le critéere

suivant :

Cr = ||Vxy — VxILy Vxyl||, (6.2)

ol ||.|| désigne la norme d’opérateur définie par ||A| = /tr (A*A), IL» est un opérateur
défini par :
Iy = Ay (Ax Vi A) ™ Ay,

ol A est un opérateur linéaire, défini de la facon suivante :
T

AE;{ r= T c RPY s (xl)zel c Rcard(%/)q’

ou card(.%") désigne le cardinal du sous-ensemble 7. Le critere (6.2) permet de mesurer
la perte d'information lorsqu’un sous-ensemble de vecteurs J# est sélectionné. Dans le

Lemme 10, nous donnons une caractérisation du sous-ensemble .#;.
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Lemme10 V.7 C ¥, 4, C ¥ < Cyp =0.

Preuve: Considérons l'espace probabilisé (€2, A, P), et considérons les opérateurs li-
néaires suivants :

Ty
To p q
Litz=|—"|€R"+— > > Xy € L*(0 A, P)
k=1/0=1
Lp

et
Ly:y € R+— (y,Y), € L*(Q, A, P).

On note par L] et L} les adjoints respectifs des opérateurs L; et L, et définis tels que :
Li:Zel*(QAP) — E(ZX)eRM, et L}: Z € LX(Q, A P) — E(ZY) € R,

En plus,ona:
Vx = L1,
VXY - LTLQ

On a ainsi :
Vyy — VxllyVxy = LiLy — LiL A%, (A%, LiL1A%)) " Ay L

Notons par Im(T), I'image de l'opérateur T et I,y = T(T*T)"'T* le projecteur sur
Im(T) . Alors :

Uiy = Lidy (LiAy)" (Lidy) " (Lidy)'
= LAY (AyLiLAY) P Ax Ly,
D'out
-1
Viy = VllyViy = LiLy — LiInA% (A% LI A ) AxLiLy
= LiLy — Ll myr, 4%, Lo

= Li (L — M) ) Lo

= Lillpnrias,)t Lo
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ot Im(L, A%, )+ désigne I'orthogonal de I'm(L; A%, ). Ainsi

Co = [[L1 I (r, a5,y Lo (6.3)
VaeR,ona
LQ(O{) = oY
p
= « (Z bek + 5)
k=1
p
= a) b X+ ae.
k=1
Alors

p
LTHIm(LlA’;g)lLZ(a) = LTHIm([qA*)g)l (Oé Z ngk; + O./€>
k=1

p
= O‘ZLTHIm(LlA*%)J-bsz+LTH1m(L1AB,{)J-Oé€‘
k=1

Montrons que ac € Im(L; A%, )+

En effet,

(Liz,ag) 2 qapy = El(acliz)
= E(ae(z, X)gp)
= aE ((z,eX)pp)
= oz, E(eX)) g
= oz, E(e)E(X))gm
= 0.
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Alors ae € Im(Ly)*. Or Im(L,A%,) C Im(Ly), ce qui implique que Im(L;)* C Im(L1 A% )*,
d’ot ae € Im(L, A%, )*. Ainsi

LTH[m(LlA*)g)LOéE = Ljae
= E (acX)
= aE (eX)
= aE(e)E(X)
= 0.

Alors

p
Lillpn(z,asyi Lo(@) = a ) Ll an, )0 b X
k=1

= O[LTHIm(LlA*J/,)lLl(b)

d’ou
Ly a5,y Lo(ar) = LM, a5y L1 (D), (6.4)

avec

b=|—1] € RM,

Alorssi Cy = 0,en prenanta=1,0na:
LTHIm(LlA%)J- L1 (b) - O
Puisque pour tout opérateur 7', Ker(7*1") = Ker(T'), alors

H]m(LlAEg)J-Ll(b) — 07 (65)

138

lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

6.1 Modéle et critére de sélection

d’ou Ly (b) € Im (L, A%,). Soit card(.%") le cardinal du sous-ensemble %" tel que
H = {k, ko, keara( ) |- Adnsi, il existe 8 € R4 oiy

B
B2
L
Bcard(,)()
tel que :
L1(b) = LlA.*Z/<B)
S bEX = S0 BT X,
alors,
card(.%")
> (k-8 Xe+ > b Xe=0
=1 teg -

card (2"

S (bF, — BT) Xi, =0
Yves—x b Xo = 0.

Ainsi, pour tout ¢ € .# — ¢, on a by = 0. On déduit que .¥ — % C %, d’'ou ¥, C % . De

méme,
LTHIm(LlA’;g)l[ﬂ(b) = L, (L1A%, Zkak

card (.2
= LHIleA* ( Z b Xk[—i‘ Z b )

led -

Si 4 C % ,alors & — ¥ C Sy, alorsV/le ¥ — K ,0¢c .4, cest-a-dire b, = 0. Donc

card(%")
LTHIm(LlA*X)LLﬂb) = L*HIleA* Z b Xk’g

- LTH[m(LlABg)LLlA%(b)
= 0

car L1 A%, (b) € Im(L, A%, ). Des équations (6.3) et (6.4) on déduit que C = 0. 0
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6.1.3 Estimation et convergence du critere

Soit (X(i), Y(i)>1 _unéchantillonii.dde (X,Y),avecp <netq<n.Ona:

<i<
x{
(%)
X0 = X2 ,
X0
d’our : .
S X)
1 n 1)
~(n 1< ; n Lui= X n 1 & ;
X():izx(l)_ 122 ot Y():izy(z)’
iz : "=
w Zin X
1 " —n
n i=1
o () 1r(n) (1)
i’ Vi Vig
ir(n)  1r(n) i (n)
V)((n) _ 72 <X(z) _xt )) ® <X(Z) _ ¢ )) _ 21 2.2 2q
iz :
() 1r(n) 7 (n
Vpl ‘/;)2 V;D(q)
On estime alors le critere C par :
O = |V = VIRV, (6.6)

ou 1Y) = A% (A, VA% Ay

Posons {» = Vxy — VxIl»Vxy et considérons les projecteurs m; (resp.m,) définis de
& (RPI) vers &£ (RP) (resp..Z (RPIT) vers.Z (R, RP?)).

Théoréme 14 Ona:

1. C’g}) converge presque silrement vers C  lorsque n — +oo.

2N C S,ona
VCS) = 0 (H™) + vngrll,
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ol (\TJ?) . oSt une suite de variables aléatoires a valeurs dans £ (£ (RP*H1) | RP9) qui converge
presque siirement vers 'opérateur V 5 a valeurs dans £ (£ (RPe+Y) | RP9) défini par

\I’;(<T) = 7T2(T) — Wl(T)H;gVXY -+ VX\I’,;gﬂ'l(T)‘I{;gVXY + Vxy — VX\I’J/WQ(T),

et (ﬁ (")) . €St une suite de variables aléatoires a valeurs dans . (RPYT) qui converge en loi

vers une variable aléatoire H de loi normale centrée et d’opérateur de covariance

r—F ((Z®2 = E(Z®2)>®2> :

X1

X

7 = X e Rratl,
Y S

Xp

Y

et @ est le produit tensoriel dans £ (RPTH1).

Preuve:
1. Application directe de la loi forte des grands nombres (voir Chapitre 2).

2. Ona:

Vil = V() = Vay) - ¢7%”—vﬂﬁﬁmﬁw&@@m?—nf»%@
— VXHX( n(Viy = Viy)) + v (Vy = VT Viey) |,

or

09 Ty = A% (AT A%) ™ — (ArVedy) ™) A

(
S (—(A VA5 )T (A VIV Ay — Aw Ve Ay ) (A Vi Ay )™Y) A
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D’ou

ViCy = IV - vxy> VAV = VTPV 6.7)
+ VI (Vi (VY = Vi )) T VY
— VxlILy (V(V = Viy)) + Vnér .

ouly = Vxy — VxIlLyVxy.
Considérons la variable aléatoire Z a valeurs dans RP7*! telles que :

Xy
X

Xp
Y

Notons par V' = E (Z ® Z) 'opérateur de covariance de la variable Z tel que

Vx V.
v — x  Vxv ’ (6.8)
Wx W

ouVy =E(YY)etVxy =Vi.Ona

"= " =1
Ou encore
Or(n)  r(n)
g = [ VX ) (69)
VYX VY

En considérant les projecteurs 7 (resp.m) définis de .Z (RP7™!) vers . (RP)
(resp..Z (Rt vers.? (R, RP?)) tels que 71 (V) = Vy et m(V) = Vxy, puis des équations
(6.7) - (6.9) on déduit que

~

VnCy =105 (H™) + vngrll,
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o H™ = /n (17(") — V) et U est un opérateur défini dans . (£ (RP+1) | R) tel que
pour tout 7' € . (& (Rra+t) | RP9),

V(1) = mo(T) — m(DOPVE + VTP (D) TPV + Viey — Vil omo(T).
Soit || - ||, la norme usuelle d’opérateurs définie dans .Z (£, F') par

[Tlloe = sup |[T||r/|z|e,
zeE—{0}

et pour tout opérateur A et B, || AB||s < [|A]|x||B|le, on a ainsi

IT) = Vo (Dlloe = |=m(T) (T =T ) VIS = mi(T)TLe (VA5 = Vixy)
+ Vi () = Ty ) m(T) T VAY + VxTLem (D)L (Vi = Viey )|

OF, || Bllsee = $uDregarsay o} || BT/ || c- D'o

IS (T) = (Dl < I (T oo (1T = Tt llool Vi oo + ITe oo VRS = Ve lloc
1V loo [Tt oo ITE = T oo VA3 o
HIVac oo 1T 12 IVRS = Ve lloo)

Alors

19 =Wl < [ITY = T flool VAP lloo + ITLe ool VA, = Virrlloo  (6.10)
Vi oo 1Tt oo 1TES = T oo VS o
1 Viclloo T 2 VA = Viewlloo] 171 lloo,00 1T oo

v (resp.?}((@) converge presque stirement vers Vx (resp. versVxy) quand n — +oo.
Alors ﬁ(}) converge presque stirement vers Il , quand n — +oc. De I'équation (6.10), on

déduit que \ff(}) converge presque stirement vers ¥ , quand n — +o0.

De l'expression de H ) ona:

—~(n 12 —~(n 1 —=(n —(n
" :ﬁ(zz<k>®z<k>—v) et 71 = ((vaZ") & (vaZ")).
n = vn

Le théoreme limite central montre que H 1(”) (resp. /n 7(n)) converge en loi vers la variable
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aléatoire H (resp. U), quand n — +o00, de loi normale centrée et de d’opérateur de cova-
riance I (resp. ') tel que

Tr=E((Z@Z-V)&(Z®Z-V)) (resp.I'"=E(Z®Z)).
(n)

Par conséquent, Hy" converge en probabilité vers 0 quand n — +oo, et le théoreme de
Slustky permet de conclure que H™ converge en loi vers H quand n — +00 O

6.1.4 Sélection des variables

On se propose maintenant d’estimer le sous-ensemble .. Le Lemme 10 montre que
pouric I, Cy =0&i¢ 9, ou % = — {i}. En ordonnant les vecteurs X, a travers le
critere Cy; dans l'ordre décroissant, cela nous amene a considérer la permutation aléatoire
o de .7 telle que

Ofa(l) = O%m oz C%m'

Si
Ciyy = Curyy,yy» etsii<j, alors o(i) < o(j).

Comme le sous-ensemble .#; est supposé non vide, il va exister un entier ¢, € .# égal a p
lorsque .#; = .# (ce qui implique que Cy, > 0,Vi € .¥) et
Chtyoy = Oty 2 -+ 2 Cly,

> Cx, i =Cy =0, Si A FI

&) (a0) (a0+1)

On déduit alors que
Jr={o(k);1 <k <qo}.

Théoréme 15 Ona:
(i) lim,, , o P (8(”) = 0’) =1;

(ii) ™ converge en probabilité vers q, quand n — +oo.

Partant du Lemme 10 et des Théoremes 14 et 15, la sélection des vecteurs (I’estimation et

les propriétés de convergence des parameétres o, ¢ et du sous-ensemble .7, ) reste identique

144

© 2017 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

6.1 Modéle et critére de sélection

a celle établie aux Chapitres 2 et 4. La preuve du Théoréme 15 repose sur le Théoréme 16

qui suit :
Soit r € N* et (mq,--- ,m,) € (N*)" tels que >_j_, m; = pet
C%(l) == G%(ml) > C%(mﬁl) == C%(m1+7n2) > >
a%(m1+MQ+<~+m7~—1+1) - C‘%(m1+m2+‘“+mr)'
Posons :

l—1 l
E:{EEN*|1§€§r,m322}, et Fe:{<2mk>+1’7<zmk> _1},
k=0 k=0

avec mg=0.0Ona:

Théoreme 16 Si E # (), alorsV { Eeti € Fj, n® (62(1') — ég;j(m)) converge en probabilité vers

0 quand n — +o0.

Preuve: Posons A\; = ||, | = |€4, 4 |- S Ae = 0, alors

e (CF, —Coen)| = ""‘\ %(II‘I’(’M =195, EHI)
= nz (o) H(”)II k% c,wﬁ(m)n)]
< nea|| 0l (H™) - mﬂ)( )]
< %w =~ ) ()
< 03| jm—A & ol H™.

: W) W) G -
Puisque ¥~ etV /cionvergent presque stirement respectivement vers ¥, . et

W, 100y quand n — +o0, H™ converge en loi vers H quand n — 400 (Théoreme 14), et que
ENTLY))

Ko (i) qj‘){/ﬁ(H—l)

1V 0 — Ytoian oo [ H ]| quand n — +o0o. Comme o — 1 <0, alors on déduit que

n® (A(}:)(i) - A(Z(M)) converge en probabilité vers 0 quand n — +oo.

I|.]|l €t ||.]| sont continues, il vient que H\IJ oo |H™ || converge en loi vers

Si\y#0,0ona:

n® (é%m - é«%ml))
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I
3
l\.’)\»—‘

0@” (H™) + Vg,
et (05 (H™) + it |
n@%<ﬂww+¢%%m

UWJH@%+%£mMJD
o(b+1)( (n)) + ﬁg%r(Hl) ”2)
J(ZH (H(n)) + \/ﬁg%(Hl) ||
=3 (W HD)P + il , |12 —H<QM¢ﬁW»W—nM%WJP
H\Ij(nzm (H) + Vi, //guﬂ)( ) + Vx|l
2n" <<§%<Z>’ @(nz( >(ﬁ(n))> B <€%<z+1>’ \T’%(wn(ﬁ(n))»

+ n
H\D 3( )( ) + \/_fl o‘(z+1)( (n)) + \/ﬁgl/a(wﬂ) H
o w@dmeMQ\WUWJHWDW
k%% - (H™) + /g, (,(M)( ™)+ V€l
(n) 7 (n T (n) Tr(n
+ 2n” <§%(’)7 \Ij%( )<H( ))> o <§%(i+1)’ \Ijl/a(wl)(H( ))>)

195 (H™) + Vo |+ 195 (H®) + Vit ., |
- et (0%, (H" m2|wawgﬂwnw

[N%% 1)(H ") + VI x U(M)( M) + VRt il
a— 1 A(n) T7 n A(n) o n
e <€["< 0’ \D%cr(i) (H( ))> B <£75/cr(z+1)’ \Ij%a(wl) (H( ))>)

+In=2 0 (H®) + €l

”n 2 \IJ%(” (H ) _'_ gj{o’(z

ot (., .) désigne le produit scalaire d’opérateurs tel que (A, B) = tr (A*B). Ainsi, ona d'une
part:

et (195 )P = 185, (EH)P),

Lo (

ne (105 HO)P + 185 EH)))

IN

< (0%, OJHMW+MWUMJ!W7\U
< e (IO + I 12 I, (6.11)

et d’autre part :

’271&7% (<€%<'>’ a() A > <54/ﬂ(1+1>’ %(1+1)(ﬁ(n))>)‘

a-1 A
< 2n 2(’<£%<)’ a(z) >‘ ‘<€Ya<l+l>’ o(z+1) >D
a—1t
< 2(My 05 O+ 1 TS L (H™))
< 20275 (1€, IS Mool + 110t TP ool
< %/zmﬁmnwwﬂm (15 lloo) I (6.12)
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Des équations (6.11) et (6.12) et des propriétés de convergence des estimateurs \T/(,"Z(i),

() T7(n) 4 e a (A A ey
U, er, €t HY, on déduit que n (C’ How — O, (M)) converge en probabilité vers 0 quand
n — +o0. .

6.2 Sélection des variables dans un modeéle linéaire fonc-

tionnel additif

Dans cette section, nous proposons un critére de sélection pour les variables fonction-
nelles. Considérons le modele linéaire fonctionnel additif de la forme :

p p
V=30 [ b®Xu0)dt+2 = 30 (b Xe) g + <. (6.13)
k=1" "k k=1
ouVv(k=1,---,p), by est une constante fonctionnelle de carré intégrable et X, un proces-

sus continu défini sur ’espace probabilisé (2, A, P) et indépendant de ¢, ou Y et ¢ sont des
variables aléatoires réelles.

On s’intéresse ainsi dans ce modele (équation (6.13)) au probleme de sélection des va-
riables fonctionnelles X, (t) (¢t € 6%). Notons que notre méthode de sélection n’est pour le
moment valable que dans le cas des modeles linéaires, a savoir modeles linéaires unidi-
mensionnels ( Nkiet (2001)), modeles linéaires multidimensionnels Chapitre 2 et dans les
cas de l'analyse discriminante mixte Chapitres 4. Ainsi, nous proposons dans la section qui
suit, un critére de sélection des variables dans les modeles linéaires fonctionnels additifs,
sur la base des criteres développés dans les Chapitre 2 et 4.

6.2.1 Approximation du modéle linéaire fonctionnel additif : critére de

sélection pour les variables fonctionnelles

Considérons le modele de I'équation (6.1). Soit (¢;,), une base de 1'espace L*(%;), ¥
k=1,---,p, ol ¢ est un compact de R. Dans cette base, les fonctions b, et X peuvent
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s’écrire : N .
be(t) = edre(t) et Xp(t) = Xpeopo(t), ¥k =1,--- ,p.
=1 =1

Considérons maintenant une suite croissante d’entiers positifs (¢, ),,cx- telle que lim,,_, | ¢, =
+00, avec ¢, > n. On réécrit les variables fonctionnelles b, et X}, en tronquant la base (¢y.¢) p

aux ¢, premieres composantes :

~ qn ~ dn
b(t) =3 metne(t) et Xp(t) =3 Xpeopo(t),Vhk =1,--- p.
=1 =1

d’ouril vient que
- - an
<bk7 Xk>L2(((a”[) - KZ ,r]kkaZ‘
7=

On approche ainsi le modele (6.13) par :

P d4n p
Yo 3 X e =Y nf X, +e, (6.14)
=1 (=1 =1
ou
Mk X1
X
N = 771?2 et X = "
nan Xan

Le modele (6.14) ainsi obtenu est semblable au modele (6.1). Nous donnons maintenant

dans la suite, une expression du critere (Equation 6.2) dans le cas fonctionnel.

Pourtoutk =1,--- ,petl{ =1,---,¢,, onexprime les coefficients Xy, et 1, de la fagon
suivante :

Xie = <Xk> ¢k,Z>L2(%)

ol ¢y ¢ est une base quelconque de L?(%;), V k=1, - - - ,p. Ainsi,

et Ny = <Bk> CZSM>L2(<<«fe) ’

Xy = <Xk7¢lc,£> = Aﬂg Xi(t)pre(t)dt et ny = <l~7k, ¢k,£>L2(%) = [@ b (t) dr e (t)dlt.
(6.15)

On calcule les intégrales (6.15) par la méthode des trapezes. Pour cela, on discrétise 1'in-

L2(,

tervalle 4, en N points de pas constant (¢,--- ,¢x). Ainsi, pour toutk = 1,--- ,petl =

Lo+ ,qnona:
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N—

Xpe = Gy —t) (Xk(t1)¢k o(t1) + Xe(tn)drotn) + Z t)Pr.e t]))

2N

Il vient que

Xk(tl)¢k,1(t1) + Xk(tN>¢k,1(tN) +2 E;-V:El Xk<tj>¢k,1(tj)

X, — (tnv —t1) Xi(t)ora(ty) + Xi(tn)dra(tn) + 2 N5 Xt dra(t))

2N :
Xi(t1) Prgn (t1) + Xi(tn) Prg, (tn) + 2 5N Xi(t) i, (1)
De méme
_ v —t) (5 =
Mhe =~ bi(t1)dr(tr) + bi(tn) dre(tn) + Z: t;)Pre(tg)
alors
{;k(tﬁﬁbk,l(tl) + ?k(tN)cf?m(tN) +230) i;k(tj)¢k,1(tj)
(tx —t1) | Ok(t)Pra(ts) + br(tn) dra(tn) + 2 05" bi(t;) (L))
Me = —oar .
2N :
b (t1) Drgn (1) + b (EN) Drgy (En) + 2 055" bi(t) P g, ()
Ainsi, pour touti =1,--- ,n:
X (0 (t2) + X () (t) + 2 205" X (1) (69)
s _ v —=t) [ XD @)oka(t) + X () dnalty) + 2575 X0 (1) ora(t)
B 9N :
X (#0)6kan (1) + X0 (E0) P (t3) + 2 505" X (1) 1.0, (8)
Ainsi

X (01 () + X ()b (t) + 25235 X2 (1) (1)

Sy —t) 1| X ) dka(t) + X () draltn) + 2505 X (#5)dra(ti)

YOS TN ; :

X (0) 6k, (01) + X (06 S (t) + 2 205" X3 () P (1)

149

© 2017 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



These de Alban Mbina Mbina, Lille 1, 2017

6.2 Sélection des variables dans un modeéle linéaire fonctionnel additif

La composante k de la matrice X ) — X" est donnée par

(%9

ouvteé, X, (t)==:>" X,

0 - %, (1) ) drar () + (X (en)

_xy (n)) b (t1) + (X,g%m %

(30 -x"), = g

=~ (n) _
=X, () ) dralin) + 235"

=(n)

X )(t1) Sra(tr) + ( X (tn) — Xp (tn) ¢k,2(tN>+22§V231

K (m)) D (i) + 25 (X,E (t))

= _(n) 0

croisé entre les variables X et Y est donnée par :

X)) - X,

% (1)) éea (1)

=(n)

X))~ X (1) ) dra(t)

oty >) D (1)

(). Ainsi, la composante k de 'opérateur de covariance

~(n tn —t1) 1 =, n
(VL) = ( N2N 1)n;(y() 7 ))X
X0 (t2) ~ T2 (00) ) dren(ta) + (X0 (tw) = Ko () ) dra(tn) + 25051 (X0 (1)~ %0 (1) ) dn ()
X0 (1)~ Xy (1)) draltn) + (X0 (tn) — X0 (tn) ) draltn) + 2505 (X - X0 (1) ) draltd)
~ (i ~(n ~ (i ~(n . _ ~ (i =~ (n .
(Xé (1) - Xt )<t1>) B (1) + (X,E () — X, %m)) Dra (i) + 250 (X,E (1))~ X, )<tj>) )

et celle de la matrice de covariance de V") est donnée par la relation suivante :

' >p2:

V(k()el
) -

Ainsi, nous remplagons dans le critere CKEZ)

T 1. —(n
) D IP. ¢10 (L b ¢
nz:l

(équation (6.6)), V% et Vi par V%) et Vi,

respectivement, on obtient :

O = [V — VTPV, ot 0 = A% (A, V045) A (616)

Reste maintenant dans cette partie a étudier la convergence du critere C' (;Z), un choix du

parametre ¢, et une étude de simulations semblable a celle des Chapitres 2 et 4.
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6.3 Conclusion

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un critere de sélection des variables dans le cas
d’un modele linéaire fonctionnel additif. Nous avons premierement généralisé la méthode
de sélection de variables de Nkiet (2001) en considérant le modele (6.1). Ce modele est
une généralisation du modele (1) de Nkiet (2001). La généralisation repose sur le critére
(6.2) qui est une extension du critéere de Nkiet (2001) dans le cadre du modeéle (6.1). Ce cri-
tere joue le méme role que celui des Chapitres 2 et 4, c’est-a-dire qu’il permet de ramener
le probleme de sélection des variables a un probleme d’estimation. Nous avons ensuite ap-
proché le modele linéaire fonctionnel additif (6.13) au modele linéaire multivarié (6.1), en
troquant la base (L?(%;)) aux g, premiéres composantes, otl (qn) ey €St une suite croissante
d’entiers positifs telle que lim,,_, ., = +00. Reste maintenant dans cette partie a propo-
ser une étude de convergence du critere (6.16), un choix du parametre ¢, et une étude de

simulations.
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Conclusion et perspectives

Les résultats obtenus dans cette these ont porté sur la généralisation d'un critere et
d’une méthode de sélection des variables. Considérant le critere de sélection introduit dans
Nkiet (2001), nous avons proposé de nouvelles méthodes de sélection des variables en ré-
gression linéaire multidimensionnelle, en analyse discriminante mixte et dans un modéle
linéaire fonctionnel additif, respectivement pour des variables aléatoires continues, des
variables aléatoires mixtes et des variables aléatoires fonctionnelles. Nous avons ainsi pro-
posé des méthodes de sélection de variables a trois modéles statistiques. Cette étude a été
motivée sur un plan purement théorique par les travaux de Nkiet (2001) et Nkiet (2012).
Une autre motivation, d’ordre pratique cette fois-ci, a consisté a montrer a partir d'une
étude de simulation, l'influence et le choix des parametres de controles utilisés dans notre

méthode de sélection des variables.

Sélection des variables en régression linéaire multidimensionnelle

Dans la premiere partie de cette these que nous avons intitulée "sélection des variables
en régression linéaire pour des variables aléatoires continues", la premiere contribution a
été donnée au Chapitre 2. Nous avons proposé une méthode de sélection des variables,
pour des variables aléatoires continues sur un modeéle linéaire multidimensionnel (Equa-
tion (2.1)). C’est le chapitre qui établi la premiere contribution (théorique et pratique) de

cette these.
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On ce place dans la cas d’un modele linéaire multidimensionnel. Nous avons établi un
critere de sélection (équation (2.5)), adapté au modele linéaire multidimensionnel (équa-
tion (2.1)). Il est vu comme une mesure de perte d’information lorsqu’un sous-ensemble
de variables est sélectionné. O l'utilise pour ranger toutes les variables dans 1’ordre dé-
croissant de fagon a ce que le probléeme de sélection de variable se rameéne a un probléeme
d’estimation d’une permutation aléatoire et d'un parametre appelé dimension. A partir
du critere (2.1), nous avons donné une caractérisation du sous-ensemble I; des variables
pertinentes (Lemme 1), puis la convergence en loi de notre méthode (Théoremes 1 et 2).
Le principal avantage de notre approche sur le plan théorique, vient du fait qu’elle est va-
lable quelle que soit la loi de probabilité suivie par les variables X et Y, contrairement aux
méthodes classiques qui imposent une loi de probabilité (une loi gaussienne en générale)
aux variables étudiées. Nous cloturons ce chapitre avec une étude de simulations et d"une
application aux données réelles avec le logiciel R Core Team (2013), nous avons montré
grace au calcul de la perte de prédiction (Section 2.3), que notre méthode est meilleure que
celle de An et al. (2013) sur la base de la perte de prédiction du modele.

Sélection des variables en analyse discriminante mixte

Dans la seconde partie intitulée "sélection des variables en analyse discriminante mixte",
nous avons établi au Chapitre 4, la deuxiéme contribution de nature plus théorique que
pratique. Cette approche va suivre les mémes étapes que celles du Chapitre 2. Nous pro-
posons une méthode de sélection des variables en analyse discriminante pour des variables
aléatoires mixtes pour plus de deux groupes. Dans cette étude, nous avons considéré un

mélange de variables aléatoires continues et discretes.
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Deux principaux avantages sont a relever dans cette approche : le premier avantage
vient du fait que notre méthode est valable méme lorsque le nombre de groupe est su-
périeur a deux, et le second avantage suppose seulement que le moment d’ordre quatre
du vecteur aléatoire X soit fini, c’est-a-dire que la méthode reste valable comme au Cha-
pitre 2, quelle que soit la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire continue X. Un
nouveau critere de sélection pour les variables mixtes a été établi (Equation (4.7)). Il est re-
gardé comme une mesure de perte d’information lorsqu’un sous-ensemble de variables est
sélectionné. Le critére est utilisé pour ranger toutes les variables dans I'ordre décroissant
du pouvoir discriminant afin que le probleme de sélection se ramene a un probleme d’esti-
mation. Une étude théorique a été proposée a travers les Lemmes 6 - 9 et les Théorémes 9 -
11 dans le but d’établir la convergence en probabilité de notre méthode de sélection. Cette
étude généralise celle de Nkiet (2012) dans le cadre mixte. Pour achever notre étude, nous
avons montré par simulation et sur un exemple de données réelles, a partir du taux de bon
classement que notre méthode est équivalente a celle de Mahat et al. (2007) dans le cas de
deux groupes, mais sélectionne moins de variables que celle de Mahat et al. (2007), ce qui

lui donne un certain avantage.

Sélection des variables en statistique fonctionnelle

La troisieme et derniere contribution de cette these intitulée "sélection des variables en
régression linéaire fonctionnelle", est une contribution purement théorique contrairement
aux Chapitres 2 et 4. Le probleme est relativement nouveau dans la statistique fonction-
nelle. Notre objectif était de proposer une méthode de sélection pour des fonctions aléa-
toires. Pour cela, nous avons commencé par établir un critere de sélection
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des variables aléatoires fonctionnelles. Pour introduire notre approche dans les mo-
deles fonctionnels additifs, nous avons considéré dans une premiere étape un modele li-
néaire multivarié (Equation (6.1)). Ce modele est une généralisation du modele (1) de
Nkiet (2001). Il nous a permis d’étendre la méthode de sélection de Nkiet (2001) dans
la cas du modele (6.1). En utilisant 1’équation approchée (6.14), nous avons proposé un
critere de sélection pour les variables mixtes. Reste maintenant dans cette partie a étudier
la convergence du critere ' et proposer une étude de simulations semblable a celle des
Chapitres 2 et4.

Perspectives

Immédiatement apres cette these, dans le but d’approfondir les résultats obtenus et de
les étendre dans d’autres types de modeles statistiques, nous nous pencherons sur les axes

suivants :

1. Proposer une étude convergence du critere i (Chapitre 6) et un choix judicieux du

parametre g,.

2. Proposer un package sur la base des programmes réalisés, dans le but de vulgariser
notre méthode de sélection des variables et de proposer des solutions pratiques liées

a la problématique de la sélection des variables.

3. Etendre notre méthode de sélection des variables aux modeles linéaires partiellement

linéaire et aux modeles de régression logistiques.
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6.3 Conclusion

I est a noter que les limites de notre méthode de sélection pourront faire I’'objet de futur
travaux. Il serai ainsi question de regarder notre méthode de sélection des variables dans
le cas ou les variables Xj,--- , X, sont fortement corrélées. Puis, réduire 1'influence des
parametres de controle «, 3, f, et g, sur notre méthode de sélection.
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