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Contexte et enjeux de la these

Contexte scientifique

Cette these intitulée "Développement de solveurs non linéaires robustes pour la
méthode des éléments finis appliquée a des problemes électromagnétiques basse fré-
quence' s’est déroulée au sein du laboratoire d’électrotechnique et d’électronique de
Puissance de Lille (L2EP) au sein de ’équipe Outils et Méthodes Numériques. Les
travaux sont orientés autour de deux axes principaux : 'optimisation et la modéli-
sation.

Pour améliorer le rendement des machines électriques, 1'une des solutions les plus
connues est d’utiliser des matériaux magnétiques de hautes performances qui sont
malheureusement fortement non linéaires et anisotropes. Avant d’évaluer précisé-
ment le rendement, on s’appuie sur une modélisation éléments finis qui doit tenir
compte de ces caracteres induisant des difficultés numériques lors de la simulation.
De plus, les temps de calcul peuvent devenir tres lourds si la simulation concerne
I’étude du comportement transitoire d’une machine en mouvement. Un solveur non
linéaire robuste et performant permettrait d’étudier le fonctionnement de machine

en régime extréme de sursaturation.

Contexte industriel

Un code de calcul par éléments finis dénommé code Carmel’ (Code Avancé de

Recherche en Modélisation Electromagnétique) est utilisé. Ce code a été concu ini-

1. http ://code-carmel.univ-lillel.fr
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tialement par I’Université des Sciences et Technologies de Lille au sein de ’équipe
Modélisation du laboratoire L2EP puis co-développé en partenariat avec EDF R&D
a partir du janvier 2006 dans le cadre d’un laboratoire commun, nommé LAMEL
(Laboratoire Avancé de Modélisation du Matériel Electrique). Ce logiciel de calcul
tridimensionnel est codé en Fortran 90. Il existe actuellement en deux versions :
une version dite temporelle dédiée a la résolution des problemes électromagnétiques
quasi statiques et 1'’étude des machines électriques en régime transitoire et une
autre version spectrale permettant de traiter les problemes de la magnétoharmo-
nique et étudier les machines électriques en régime permanent. Les deux versions
de code Carmel permettent de résoudre les formulations en potentiels (vecteurs et

scalaires).

Financement

Cette these bénéficie d'un financement de 50 % de I’Université de Lille via la Maison
de Simulation? et 50 % du Laboratoire de Modélisation du Matériel Electrique
LAMEL?.

2. http ://maisondelasimulation.fr
3. http ://lamel.univ-lille.fr

13
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles (EDP) non linéaires apparaissent naturellement
dans plusieurs domaines scientifiques qui vont de la physique a la chimie en passant
par I’électromagnétisme. En effet, dans ce secteur, la simulation numérique joue un
role primordial. Elle vise a déterminer le champ électromagnétique en réponse a
une excitation dans un espace comportant des sources (apparaitront soit comme un
courant électrique, soit comme une surface caractérisée par un champ électrique)
et des structures variées et hétérogenes (comme le corps humain, les systemes élec-
troniques, etc.). Cette tache est assurée par différentes techniques et méthodes de
modélisation permettant de résoudre des problemes électromagnétiques, dans le do-
maine temporel ou fréquentiel. Parmi lesquelles, la méthode des éléments finis qui
est devenue une approche de référence pour la résolution des probléemes électroma-
gnétiques en basse fréquence” | : : : |. Elle s’adapte
a des géométries complexes et permet de prendre en compte le comportement non
linéaire des matériaux ferromagnétiques.

Dans le cas d’un probleme stationnaire linéaire, la discrétisation par éléments finis
conduit a la résolution d’un systéme linéaire creux qui s’averent tres cotiteux, car le
nombre d’inconnues peut atteindre plusieurs dizaines de millions.

Diverses méthodes permettent de résoudre tels systémes, on peut nommer les mé-
thodes directes et itératives | , ]. Les méthodes directes sont connues pour
leurs robustesses et leurs précisions mais elles deviennent trés gourmandes en espace

mémoire et engendrent un cotit de calcul élevé pour des systémes tridimensionnels

4. Basse fréquence désigne le fait qu’il n’y a pas une propagation d’onde dans le dispositif étudié

autrement dit la longueur d’onde est grande par rapport a la longueur caractéristique du dispositif.

14
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de grande dimension. Les méthodes itératives de type Krylov, employées depuis une
trentaine d’années, sont généralement plus performante et efficaces dans les pro-
blemes de grande taille. La plupart des méthodes itératives manipulent le systéme
linéaire au travers de produits "matrice-vecteur", produits scalaires et additions de
vecteurs dont le cotit est proportionnel au nombre d’inconnues. Cependant, assurer
une précision satisfaisante de la solution approchée peut nécessiter un nombre élevé
d’itérations car la vitesse de convergence peut dépendre par exemple du condition-
nement de la matrice. C’est pourquoi, elles sont le plus souvent utilisées sur un
systeme préconditionné.

Les méthodes multigrilles | , ; , ] constituent une autre
classe de méthodes que 1'on peut considérer comme hybrides de part I'utilisation
conjointe des méthodes directes et itératives sur lesquelles elles reposent. Elles per-
mettent alors d’obtenir une solution avec un nombre d’itérations réduit tout en
bénéficiant d’une plus grande robustesse sur de nombreuses classes de problemes.
Elles présentent également 1’avantage de pouvoir étre utilisées aussi bien en solveur
qu’en préconditionneur.

Quand les matériaux étudiés ont un comportement non linéaire, la discrétisation par
élément finis conduit a la résolution d’un probléme non linéaire dont on n’est pas
capable de trouver une solution exacte. Il existe des algorithmes itératives qui vont
résoudre ce probleme par une succession de systemes linéaires.

Deux méthodes sont couramment utilisées, la méthode de point fixe et la méthode
de Newton.

La méthode de point fixe consiste a transformer le probleme non linéaire en une
succession de problemes linéaires a partir d’une estimation initiale et construit une
suite convergeant vers la solution | , |. Cette méthode est
connue par sa robustesse et sa simplicité de mise en ceuvre. Cependant, elle a une
vitesse de convergence tres lente car elle est seulement linéaire et pour des problémes
de grandes dimensions, le temps de calcul devient inacceptable.

La méthode de Newton | , : , ] se base sur le
méme principe de linéarisation que la méthode de point fixe et résout un probléme
linéarisé pour obtenir une nouvelle estimation de la solution. Si I’estimation initiale
est choisie dans le bassin de convergence (suffisamment proche de la solution), la
convergence sera quadratique. Cependant, a chaque itération, la méthode de Newton
requiert la résolution d’un probléme linéaire. Une partie tres importante des temps
de calcul sera donc consacré a I’évaluation de la matrice Jacobienne et la résolution

de systemes linéaires impliquant cette derniére matrice.

La convergence de la méthode de Newton est locale au sens que ’estimation initiale
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est proche de la solution. Pour assurer une convergence a partir d’une estimation
initiale quelconque, des méthodes de globalisation sont introduites. Si le pas de New-
ton n’aboutit pas a une décroissance suffisante du résidu non linéaire, les méthodes
de globalisation vont assurer un certain progres vers la solution. On peut citer les

méthodes de recherche linéaires et les méthodes a régions de confiance.

Les méthodes a base de recherche linéaire estiment la direction de Newton puis choi-
sissent une longueur de pas qui assure une réduction suffisante du résidu non linéaire
[ , : , : , ]. Ces méthodes
sont faciles a implémenter et & combiner avec n’importe quelle méthode localement
convergente. Cependant, elle peut étre cotiteuse en CPU time a cause du nombre
d’évaluations supplémentaires de la fonction qu’elle peut demander a chaque réduc-

tion du pas.

Les méthodes a régions de confiance contrairement aux méthodes de recherche li-
néaire choisissent I’amplitude maximale autorisée, connue sous le nom de rayon de
confiance, calculent ensuite la direction et la meilleure longueur du pas et résolvent le
probléeme & 1'aide d’un modéle approché | , ; , :

) ]. La robustesse et la bonne performance de ces méthodes sont assurées

par le bon choix de rayon de région de confiance.

Lorsqu’il s’agit de résoudre des systemes qui dépassent le million d’inconnues comme
c’est le cas pour les machines modélisées au sein du L2EP, une grande précision lors
de la résolution du systeme impliquant la matrice Jacobienne n’est pas nécessaire
surtout si 'estimation initiale est loin de la solution. Les méthodes de Newton-
Inexactes | , | sont introduites pour diminuer le cotit de la résolution
du systeme linéaire en approchant la solution par une méthode itérative souvent du
type Krylov et en adaptant la précision de ce solveur grace a des parametres appelés
termes forgants | , ]. Ces termes jouent un rdle important

dans la robustesse. La convergence de la méthode reste alors super-linéaire.

La résolution d’un systeme linéaire impliquant la matrice Jacobienne devient de
plus en plus cotliteuse lorsque le systeme atteint des dimensions tres élevées. C’est
I'idée des méthodes de Quasi-Newton qui se basent sur un calcul approché de la
Jacobienne a travers des formules récurrentes durant les itérations | ,
; , |. Prenant I’'exemple des méthodes de Broyden |
, |, le calcul de la Jacobienne est approché par des mises & jour successives
d’une matrice fournie par l'utilisateur. Les méthodes de Quasi-Newton possedent

une vitesse de convergence super-linéaire.
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Objectif de la these et stratégie d’organisation

L’objectif de cette these est d’implémenter des méthodes numériques adaptées aux
calculs & hautes performances pour traiter les probléemes non linéaires. Ces méthodes
seront des versions robustes et accélérées des méthodes existantes comme les mé-
thodes du type Newton. Une premiere partie de la these sera consacrée a tester les
différentes méthodes et stratégies numériques existantes. Une maquette éléments fi-
nis 2D a été développé sur Matlab durant ces travaux de these. Ce code permet de
faire une simulation par éléments finis des dispositifs électrotechniques en effectuant
une résolution qui prend en compte les lois de comportement non linéaires. Des ver-
sions robustes et accélérées des méthodes existantes ont étés développées sur cette
maquette et testées sur des exemples académiques. La deuxieme partie de la these
visera I’étude des modeles en 3D. Les différents solveurs non linéaires étudiés tels que
les méthodes du type Newton (Newton-Inexacte et Quasi-Newton) avec les straté-
gies de globalisation telle que les méthodes de recherche linéaires, sont implémentées
et testés dans code_Carmel. Les versions accélérées développées sont implémentés
pour les quatre formulations employées dans le code : les deux formulations en po-
tentiel vecteur et scalaire de la magnétostatique A et () et les deux formulations de
la magnétodynamique (A — @) et (T — Q). Ces nouveaux algorithmes sont testés et

validés par des exemples académiques et industriels.

Articulation de I’étude

Ce mémoire est décomposé en trois chapitres. Le premier chapitre intitulé "Modéli-
sation des problémes électromagnétiques” décrit le comportement électromagnétique
des dispositifs étudiés. Les modeles continus et numériques issus des équations de
Maxwell seront donnés. Le deuxiéme chapitre présentera un état de l'art sur la
résolution d’équations aux dérivées partielles. Dans la premiere partie de ce cha-
pitre, on présentera rapidement les méthodes de résolution de systemes linéaires,
les méthodes directes et les méthodes itératives. La deuxieme partie de chapitre
se concentrera sur les méthodes de résolution non linéaires telles que la méthode
de point fixe et la méthode de Newton, les techniques de globalisation ainsi que
les méthodes d’accélérations. Le dernier chapitre introduira le nouvel algorithme
I'ISP-Newton permettant d’améliorer la robustesse et réduire les temps de calcul.
En premier temps, cet algorithme sera validé a travers des exemples numériques
dans le cas 2D pour différentes lois de comportements non linéaires. En deuxieme

temps, les performances de différents algorithmes proposées sont présentés en 3D a
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travers des applications académiques et industrielles.
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Modélisation des problemes
¢lectromagnétiques

Ce chapitre consiste d construire une représentation simplifiée des dispositifs élec-
trotechniques dans le cadre de [’électromagnétisme. Nous exposons tout d’abord les
équations de Maxwell et leurs lois constitutives qui permettent de décrire les formu-
lations mathématiques associées aux phénomenes électromagnétiques. La simulation
numérique de ces phénomenes nécessite la représentation discréte des champs élec-

triques et magnétiques. Cetle étape est réalisée grace a la méthode des éléments finis.
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CHAPITRE 1. MODELISATION DES PROBLEMES ELECTROMAGNETIQUES

1.1 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell, appelées aussi équations de Maxwell-Lorentz, permettent
de formaliser les principes de bases des machines électriques utilisées en électrotech-
nique | , ; , |. Celles-ci décrivent de fagcon mathématique les
liens et les interactions des charges électriques, le courant électrique, le champ élec-
trique et le champ magnétique. Elles décrivent quantitativement les phénomeénes
électriques, magnétiques et lumineux | , ].

Les répartitions spatiale et temporelle de champs électromagnétiques sont décrites
par quatre fonctions associant un vecteur a tout point de I'espace € R? et a tout

instant ¢t € R tel que :
1. Le champ électrique E(:c, t) [V.m™1].
2. Le champ magnétique ﬁ(w, t) [Am™1].
3. L’induction électrique B(m,t) [C.m™2].
Afin d’alléger I'écriture, la dépendance en temps et en espace des inconnues est

abandonnée et toutes les fonctions vectorielles seront notées E = E(m, t).

Les équations de Maxwell sous forme différentielle s’écrivent sous la forme suivante :

0B
rotE = 5 (1.1)
oD
divD = p. (1.3)
divB = 0. (1.4)

Les équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) sont respectivement appelées équations de
Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampere, Maxwell-Thomson et Maxwell-Gauss. D’autres
grandeurs physiques entrent en jeu, comme J la densité de courant exprimé en

[A.m™2] et p la densité volumique de charge exprimée en [C.m™3].

1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement permettent de prendre en compte la nature du maté-
riau employée. Dans ces travaux de theése on ne considérera pas la troisieme loi de

comportement liée au matériaux diélectriques.
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1.2. LOIS DE COMPORTEMENT

Les équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) ont un caractére purement géométrique.
Donc, pour modéliser le comportement des matériaux, les lois de comportements
dites aussi relations constitutives | , | sont introduites entre H et B

ainsi que J et E .

1.2.1 Loi d’Ohm

Cette loi a été découverte par Georg Simon Ohm en 1827. Elle permet de lier I'in-

tensité du courant électrique a la tension par :
J=0E, (1.5)

Ou o est la conductivité électrique exprimée en [S.m™1].

1.2.2 Loi de comportement magnétique

Dans les matériaux magnétiques, la relation qui lie le champ magnétique H et 'in-

duction magnétique B est la suivante
B = uH, (1.6)

avec p [H.m™1] désigne la perméabilité magnétique qui caractérise la capacité d’'un
matériau a modifier les lignes de flux magnétique.
Mathématiquement les propriétés des matériaux sont présentées par un tenseur liant

le champ magnétique a I'induction nommée tenseur de perméabilité [p(H)| tel que
B = [u(H)| H (1.7)

Dans le cas tridimensionnel, le tenseur décrit les interactions de toutes les directions

telles que :

Mz (H) Hay (H) Haz (H>
B=1 p.H) p,H) p.H) [H (1.8)
fhz2 (HL) Hzy (H) p..(H)

Ce tenseur peut étre non linéaire (sa valeur varie avec le champ magnétique) et
peut présenter de fortes différences selon les axes notamment pour les toles a grains
orientés. Dans ce cas, la relation B(H) est dite anisotrope. La détermination de
tenseur en prenant compte de l'anisotropie du matériau n’est pas triviale et fait
I’objet de recherches en caractérisation magnétiques des matériaux. Par ailleurs le
comportement peut étre aussi hystérétique | , | et la relation B(H) ne
sera plus présentée par une simple loi de proportionnalité.

Pour retranscrire un comportement réaliste du systeme, il faut pouvoir disposer des

modeles adéquats.
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1.2.3 Les modeles de comportement

Plusieurs modeles de comportement ont été utilisés dans la littérature, on trouve
des modeles simples isotropes, des modeles anisotropes et enfin les modeles hystéré-

tiques.

1.2.3.1 Modeles isotropes

Un matériau est dit isotrope, si ses propriétés et son comportement sont invariants
dans toutes les directions.

Les modeles isotropes sont connus pour leur simplicité de mise en ceuvre. ils sont
souvent présents dans les codes de calculs car ils ne nécessitent qu'une fonction entre
le champ H et 'induction magnétique B qui sera parallele au champ en tout point.
Donc il existe une loi scalaire qui lie la norme du champ magnétique a la norme de
I'induction. On peut citer les modeles de Marrocco, Langevin, Frohlich, ... ou encore
'interpolation par spline | , |. Par la suite nous ne présentons que les

modeles de Marrocco et Frohlich.

Marrocco

Le modele de Marrocco | , | exprime le champ magnétique en fonction
de l'induction magnétique par :

(c— )lIB>
H|| = ||B|jvo [ e+ =220 )|
I = | ||o(e Bl r

avec 1y est représente la reluctivité de 'air et €, ¢, 7 et a sont des constantes fixées.
En générale, ces coefficients sont obtenues expérimentalement a partir d’une courbe

B(H) en utilisant une régression non-linéaire.

Frohlich

Ce modele anystéritique | , |, a été développé par Frohlich en 1881.
La relation entre 'induction et le champ magnétique peuvent étre présentée sous

deux manieres :

a
p(|H]) = 7=
1+ af|[H]|
ou
1
v(I[Bl]) = ——m=ms
a — BB
avec o = [i,, la perméabilité maximale et § = m ou By, la valeur de I'induction

magnétique a la saturation.
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Comparaison des modéles

Des mesures menées au laboratoire d’une téle M600-65A données a titre d’exemple,

sont comparées aux modeles de Marrocco et Frohlich dans la figure (1.1).

——

— \larrocco
== = Frohlich
® Mesure

0 2000 4000 6000 8000 10000
H(A/m)

FI1GURE 1.1 — Comparaison des lois de comportement.

La meilleur lissage est obtenue pour le modele de Marrocco qui a ’aide de ces quatre
parametres permet de mieux décrire quantitativement les toles comparativement au
modele de Frohlich. En revanche, avec sa pente plate a l'origine, des difficultés

numériques peuvent étre engendré lors de la résolution.

1.2.3.2 Modeles anisotropes

Un matériau est dit anisotrope, quand les propriétés magnétiques dépendent de la
direction [ , |. L’anisotropie peut fortement influencer le comportement
magnétique. Dans ce cas, le tenseur de perméabilité relative sera plein et prendra
en compte toutes les directions comme décrites dans ’équation (1.9) pour le cas
2D. Toutefois, les valeurs antidiagonaux sont difficiles a quantifier et par défaut on
considérera un tenseur diagonal comme présenté dans ’équation (1.10). Ce dernier

est souvent utilisé dans les logiciels EF de commerce.

5 ( e (H) 1 (H) )H (1.9)

Hyz (H> Nyy(H)

B = ( “”éH) ?H) ) H. (1.10)
Hyy
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La figure (1.2) représente les notations utilisées dans les modeéles qui suivent.

y (DT)

0 x (DL)

FIGURE 1.2 — Notations.

Remarque : les rappels sur les phénomenes d’aimantation et la classification des
matériaux ferromagnétiques étudiés en génie électrique ne sont pas mentionnés. Une

étude complete sur ces phénomenes est détaillé dans | , ]

Modeéle de séparation des axes

Le modele de séparation des axes est connu sous le nom du modele conventionnel
car souvent utilisé dans les logiciels EF | , |. 1 permet de prendre
en compte 'anisotropie de la maniere la plus simple possible. En effet, dans le
cas 2D il suffit de prendre uniquement les caractéristiques magnétiques dans les
deux directions principales dans le plan de la tole : la direction de laminage et la
direction transverse notées respectivement DL et DT. Ces derniers sont caractérisés
par deux fonctions mesurables de la perméabilité notées uy, et pr qui sont facilement
déterminés en expérimentale.

Les composantes de B sont déterminées a partir des relations suivantes :

B, = s (H)H,, (1.11)
B, = ur(H,)H,, (1.12)

Yy

avec pp, est la perméabilité suivant 'axe x (direction de laminage) et pr est la
perméabilité suivant 'axe y (direction transverse).

Un exemple numérique de ce modele traité dans | ; | montre une certaine
imprécision de ce modele quand H a des valeurs tres élevées. En effet, pour une tole
a grains non orientés (NO) et pour H = 5000 A/m l'induction dans la direction du

laminage est de I'ordre de 1.62 T et dans la direction transverse elle vaut 1.53 T. Pour
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H = 7071 A/m orienté de 45° par apport a la direction de laminage, I'induction vaut

2.23 T ce qui dépasse largement la saturation et montre les limites de cet approche.

Modeéle des deux axes

Ce modele est introduit dans | ; ]. I ne nécessite comme don-
nées expérimentales que la courbe B(H) dans les directions de laminage et transverse

comme décrit dans la figure (1.3).

B a=0°: Bp,(H)
B2 T T LT CT LT T T TR o —.;.‘,-......“.E
- - "- -
1, - i - -
-
sis
? O
;)27 a=90°:Bp(H)
;o
S
’
‘y
‘r
4
# -
0 H, H, H

FI1GURE 1.3 — Principe de modele des deux axes.

H, représente le point de saturation ot les deux courbes B(Hy) et B(Hy) se re-
joignent. Pour éviter les problemes provoqués par le modele précédent, il est conseillé
d’utiliser une interpolation linéaire lors de calculs des caractéristiques magnétiques
dans les directions intermédiaires et de considérer deux zones dans les courbes d’ai-
mantation : une zone linéaire et une zone de saturation.

Pour la zone linéaire (on B < By), les composantes de 'induction magnétique dans

les directions x et y sont donnée par

B, =
B. —

y

pr Hy = BL(HX)a
pr Hy = Br(Hy).

Pour la zone de saturation (ou B > By), I'induction magnétique est défini tel que :

B =By (H) + i[BT(H) — BL(H)],

50 (1.15)

avec : v = o + %(H - H,)),
ou oy = arctan(‘;—z) tan @, est 'angle entre B et 'axe x pour H = H;.

H et 6 sont obtenus par interpolation linéaire pour tout o # 0 et a # 90.
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Modele elliptique

Sous un champ H de norme constante, le vecteur B décrit une ellipse dans le plan

B.-B, | , : , | tel que :

= 1. (1.16)

Cette équation peut étre décrite en fonction des reluctivités mesurées vy et vy tel

que :

B (H)J? + [Byrs ()] — 2.
Cette équation est schématisée dans la figure (1.4).

B,(DT)

<
=

0 H B,(DL)
Vx

FIGURE 1.4 — Schéma elliptique pour H de norme constante.

Sachant que tan ¢ = E—i et 'angle o = arctan(llj—; tand).

Modele elliptique avec rotation d’axes

Ce modele est dédié pour 'application des toles a grains orientés. Il permet d’ap-
porter un remede a I'erreur commise sur la direction de difficile aimantation comme
détaillé dans | : ; : |. L’idée proposée est de faire
subir a l'ellipse décrite dans le modele précédent une rotation avec l'intermédiaire
d’un nouveau repere (O, B} ,B}). Ce dernier aura des axes décalés d'un angle ¢ par
rapport au repere (O, By,By) comme schématisé dans la figure (1.5).

L’équation de l'ellipse est donné par :

aB? 4+ bB = H?, (1.17)
26
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B,(DT)

B,(DL)

Modeéle de lellipse

FIGURE 1.5 — Schéma elliptique avec rotation d’axes

avec
_ vicos?(—vlsin® ¢ 18
“ = cos 2¢ ' (1.18)
v2 cos? ¢ — v?sin?
p = HCOSC TSI (1.19)
cos 2(

On fait coincider dans le repere (O,x,y), le plus petit module B'(,/(B}2 + B}?) avec

I’angle de difficile aimantation tel que :
¢ = 90° — arctan v/2,

et donc le module de B en fonction de 'angle o pour un champ H constant est

donné par :

B = H (1.20)

\/(CLCOSQ(Oz +¢) + bsin?(a + C))

Comparaison des modéles

Les différents modeles décrit précédemment : le modele de deux axes ou le modele
conventionnel, le modele elliptique et le modele elliptique avec rotation d’axes sont
appliqués pour un matériau fictif proche d’une tole a grains orientés. Le modele
des deux axes n’est pas étudié car il utilise une interpolation linéaire dans la par-
tie linéaire de la courbe d’aimantation et quand la direction de laminage DL et la
direction transverse DT se rejoignent, le point de saturation Hy sera difficile a dé-
terminer. Le matériau fictif est donné dans la figure (1.6) pour différentes valeurs
de H = {60, 240,960} A/m.

On constate que pour tous les modeles, les valeurs de B, et B, sont égaux si o =

0° ou a = 90°. De plus, pour des valeurs de champ tres faibles (H = 50A/m),
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(c) Modele elliptique (d) Modele elliptique avec rotation des axes

F1GURE 1.6 — Comparaison entre les modeles.

I’anisotropie ne peut pas étre précisément prise en compte. Pour des valeurs de
champ plus élevées (H = 240 et 960A/m), le modele de deux axes est tres loin de la
réalité et garde des valeurs de composantes quasi constantes pour différentes valeurs
de a. Le modele elliptique approche mieux le comportement du matériau mais il
reste aussi loin des mesures réelles quant au modele elliptique avec rotation d’axe,

il concorde bien avec le comportement du matériau de référence.

1.2.3.3 Modeles hystérétiques

On appelle hystérésis les phénomenes irréversibles par lesquels 'aimantation provo-
quée par un champ magnétique dépend, non seulement de 'intensité actuelle de ce
champ, mais aussi des états magnétiques antérieurs du corps aimanté. La courbe
d’hystérésis est présenté dans la figure (1.7).

Actuellement, de nombreuses recherches sont effectuées pour obtenir un bon modele
[ , : , : , | . Par la suite, nous présen-

tons que trois modeles trés connues dans la littérature qui sont Rayleigh |
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Hm'JXI HmuxZ Hs

FIGURE 1.7 — Cycle d’hystérésis.

|, Preisach | : | et Jiles Atherton | : ;

, 1992].

Rayleigh

Ce modele est considéré comme 'un des plus anciens modeles analytiques. Il ne
pourra s’appliquer que hors zone de saturation ou les champs sont tres faibles. La
relation liant le champ magnétique H a l'induction magnétique B se présente sous

forme d’un polynéme du second ordre tel que :

max

B = (11 + 7Humad)H + sgn(dﬂ)g(m “H2 ), (1.21)

avec iy est la perméabilité initiale, Hy,., représente le champ maximal, n représente
les effets du phénomene d’aimantation appelée la constante de Rayleigh et sgn est

une fonction mathématique définie telle que :

+1 si x>0,
sgn(z) =9 —1 si x <0,
0  sinon.

L’allure de cycle d’hystérésis en utilsant le modele de Rayleigh est décrite dans la
figure (1.8).

Preisach

Ce modele est créé en 1935 par Frederick Preisach afin de décrire le phénomene de
dissipation d’énergie par hystérésis. Il est largement utilisé dans le domaine du ma-
gnétisme pour la description des matériaux ferromagnétiques. Le modele de Preisach
décompose le matériau magnétique en un ensemble d’entités magnétiques. Chaque

entité se comporte comme un dipdle magnétique, tel qu’en présence d’un champ
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FIGURE 1.8 — Modele de Rayleigh

magnétique extérieur, le dipdle peut basculer d'un état magnétique a un autre état
stable opposé en signe et de méme amplitude comme décrit dans la figure (1.9).

L’aimantation en tout instant peut étre calculée tel que :
d)aﬁ

+1

FIGURE 1.9 — Cycle élémentaire du dipdle

M) = [ [ o) us (0] dacds (1.2

avec p(a, ) est la fonction de distribution des cycles élémentaire appelée fonction
de Preisach, ¢,p est 'opérateur mathématique associé au dipdle qui prend la valeur
+1 ou —1 selon la valeur du champ par apport au champ du basculement et selon
le sens de variation du champ magnétique. Le modele de Preisach représente d'une
maniere fiable le comportement statique des matériaux. Cependant, en lancant des
calculs éléments finis, ce modele exige dans chaque élément, de stocker 'histoire
magnétique du comportement magnétique ce qui est relativement lourd a exploiter
en termes de ressources en espace mémoire et en temps de calculs. De plus, plusieurs

mesures doivent étre effectuées pour utiliser le modele de Preisach.
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Jiles Atherton

Le modele de Jiles-Atherton est développé dans les années 80, il décrit le phéno-
mene d’hystérésis dans les matériaux ferromagnétiques a partir des considérations
énergétiques liées au déplacement des parois au sein du systéeme magnétique. L’ai-
mantation M peut étre considérée comme la somme des composantes réversibles
et irréversibles regroupant respectivement les mouvement réversibles et irréversibles

des parois des domaines magnétiques telles que :
M = M,., + Mj,,. (1.23)

Pour calculer 'aimantation totale, il faut déterminer I’aimantation irréversible telle

que :
dMirr o Man(He - Mirr) (1 24)
dH — ksgn(dH) — a(M,,(He) — M)’ '
avec M, est définie comme 'aimantation anhystérétique tel que :
H a
M..(H,.) = M |coth { — ) — —1, 1.25
o= o () s

ou H, est le champ effectif défini par : H, = H + oM. L’aimantation réversible est
décrite par :
Mrev =cC (Man<He> - Mirr)- (126)

L’aimantation totale est la somme de M,., et Mj,,.

La génération d'un cycle a 'aide du modele de Jiles-Atherton suppose une connais-
sance exacte des cinq parametres du modele : M, qui présente 'aimantation a la
saturation, a le facteur de forme pour 'aimantation anhystérétique M,,, a qui est
lié au couplage entre les moments magnétiques atomiques, k le facteur lié a l'irré-
versibilité du mouvement des parois et ¢ qui représente le coefficient de réversibilité

des parois.

1.2.3.4 Choix du modeéle

Idéalement, un modele d’hystérésis est mieux approprié pour prendre en considéra-
tion le comportement non linéaire des matériaux. Malheureusement, dans le cadre
de cette theése, nous n’avons pas traité les modeles d’hystérésis implémentés dans les
éléments finis. Actuellement au L2EP, un calcul en post-processing permet d’éva-
luer les pertes fer a partir du modele de Bertotti | , |. Durant cette these,
nous avons abordé les lois anisotropes B. Toutesfois, les résultats obtenus étaient

cohérents mais pas suffisamment validés pour les présenter dans le manuscrit.
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FIGURE 1.10 — Courbe de premiére aimantation et courbe anhystérétique.

Par la suite, les lois de comportement isotropes non linéaire sont utilisées. Ils sont

présentés par des courbes anhystérétiques comme décrit dans la figure (1.10).

Avec la courbe de premiere aimantation (A) est la courbe B(H) obtenue lorsque a
partir d’'une aimantation nulle le matériau est soumis a un champ magnétique H
strictement croissant (varie de zéro vers 'infini) et la courbe anhystérétique est la

courbe B(H) obtenue en I’absence de phénomeénes d’hystérésis (sans pertes).

1.3 Conditions aux limites

La résolution du systeme d’équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) en tenant compte
des lois de comportement (1.6) et (1.5) admet une infinité de solutions. Donc, pour
assurer 'unicité de la solution, il est nécessaire d’imposer des conditions aux li-
mites temporelles et spatiales associées aux champs. Ces conditions dépendent du

probleme posé et du milieu en contact avec le domaine.

On considére le domaine d’étude D comme présenté dans la figure (1.11) de la
frontiere 0D = I'g UT'y avec 's N I'y = @. Le domaine D est un domaine simple-
ment connexe ouvert de R? contenant un sous-domaine source Ds, un sous-domaine
conducteur D, de frontiere 0D connexe et lipschitzienne. Cette frontiere peut étre
décomposée en deux parties I'gy et 'y avec 0D = 'g UT'j et I'g et ['y sont disjoints.
Enfin, un sous-domaine Dy, est caractérisé par un comportement magnétique non

linéaire.
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FiGURE 1.11 — Domaine d’étude D .

Les conditions aux limites homogenes du type magnétique s’énoncent comme suit :

Hxnl, = 0, (1.27)
Bnlr, = 0, (1.28)
Exnl, = 0, (1.29)
Jo|r, = 0 (1.30)

avec n|r un vecteur unitaire normal de la frontiere I'. Ces relations montrent que les
composantes tangentielles des vecteurs champs magnétiques et champs électriques
(1.27), (1.29) sont toujours continues ainsi que la composante normale de 'induc-
tion magnétique et de densité de courant (1.28), (1.30). La résolution directe des
équations (1.27), (1.28), (1.29) et (1.30) est difficile a cause de la discontinuité des
grandeurs physiques aux interfaces des régions ayant des propriétés physiques dif-
férentes. Donc pour se rapprocher de la solution exacte il faut utiliser une variable
d’état secondaire continu qui sera le potentiel. Cela introduit les deux formulations
en potentiels : la premiere utilise le potentiel vecteur magnétique et le potentiel
scalaire électrique, appelée "formulation électrique’ ou "A — ¢" et la deuxieme est
a base de potentiel scalaire magnétique et de potentiel vecteur électrique, appelée

'formulation magnétique" ou "T — Q".

1.4 Espaces fonctionnels continus

Les équations de Maxwell définis précédemment utilisent trois opérateurs différen-
tiels qui sont le gradient d’une fonction scalaire, le rotationnel et la divergence
de vecteur. Pour assurer une bonne résolution des équations, il est nécessaire de
construire les espaces fonctionnels dans lesquels ces grandeurs sont bien définies
[Girault and Raviart, 1986; Dular, 1994].
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On définit dans un premier temps 'espace L? qui est I'espace des fonctions scalaires

de carré intégrable sur le domaine D, un domaine spatial borné inclus dans R3.

*(D) = {u;/DHuH2 < +oo}, (1.31)

et I'espace des fonctions vectorielles de carré intégrable défini par la forme suivante :

(D) = {u;/D [u]|? < +oo}, (1.32)

avec ||.|| présente la norme euclidienne de R3.

L’espace de Sobolev H'(D) que I'on définit par
H'(D) = {u € L*(D); gradu € L*(D)}, (1.33)
est menu de la norme :
Il = (Jfalfh + llgrad ul ) . (1.34)

On définit H.(D) le sous-espace de H'(D) qui contient les éléments nuls sur la

frontiere I' tel que

HL(D) = {u e H'(D); ulr = 0}. (1.35)

Les opérateurs intervenant dans les équations de Maxwell, sont définies dans les

espaces suivants tels que :

H'(D) = {ueL*D) gradue L*D)}. (1.36)
H(rot,D) = {ueL*D)rotucL*(D)}. (1.37)
H(div, D) = {u€L*D) divueL’D)}. (1.38)

ou les espaces H(rot , D) et H(div, D) représentent respectivement le domaine de
définition des grandeurs physiques (E, H) et (J, B).
Pour prendre en compte les conditions aux limites sur I', des ensembles de sous

espaces sont définis par des restrictions des espaces H'(D), H(rot , D) et H(div, D)

tel que :
HL(D) = {ueH'(D),u=0[}. (1.39)
H(rot,D)r = {u€H(rot,D),uxn=0|p}. (1.40)
H(div,D)r = {ue€ H(div,D),un =0|r}. (1.41)
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1.5 Les formulations de la magnétostatique

La magnétostatique est 1’étude des phénomenes magnétiques en régime statique.
Donc, la donnée temporelle est abandonnée pour ce type de probleme et le champ
magnétique H ne dépend que des courants stationnaires imposés par la densité de
courant Jg | ) |. Le domaine d’étude dans le cas de la magnétostatique
est identique & ce qui est présenté dans la figure (1.11) sans la zone conductrice D,
et les conditions aux limites sont définies seulement sur les frontieres 'y et I'g. 11

s’agit uniquement de résoudre :
rotH = J,, (1.42)
divB = 0. (1.43)
A ces équations, On v associe la loi de comportement magnétique intrinséque au
matériau défini dans (1.6). Pour les matériaux non linéaires, p dépend de |H|| dans
le cas isotrope, et plus généralement ;1 dépend de H dans le cas anisotrope .
La résolution des équations (1.42) et (1.43) est faite en ajoutant les conditions aux
limites données (1.27) et (1.28). Cette résolution est effectuée en adoptant deux

formulations en potentiels : la formulation en potentiel scalaire magnétique € et la

formulation en potentiel vecteur magnétique A.

1.5.1 Formulation en potentiel scalaire magnétique

Pour tenir compte de la présence d’excitation, le champ magnétique devient la su-
perposition d’un champ source Hg dont le rotationnel représente la densité effective

de courant Jg et la réaction du circuit magnétique H,, di a 'existence de Hs.
H=H,+H,, (1.44)

et comme dans le cas magnétostatique, Hg est le terme relatif a l'inducteur qui
vérifie :

rot H, = J,, (1.45)

alors a partir de I’équation (1.42) et (1.45) le champ magnétique H,, vérifie :
rotH,, =0, (1.46)
donc la grandeur H,,, dérive d’un potentiel scalaire magnétique €2 qui s’écrit tel que :

H, = —grad Q. (1.47)

1. Dans le cas de I'hystérésis magnétique, la dépendance peut étre plus compliquée et faire

intervenir I'historique relatif au champ H.
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En substituant cette équation (1.47) dans les relations (1.43) et (1.6), la formulation

en potentiel scalaire magnétique prend la forme suivante :

div u(Hg — grad Q) = 0. (1.48)

1.5.2 Formulation en potentiel vecteur magnétique

D’apres la loi de Gauss magnétique (1.4), B € H(div, D) est a divergence nulle,

donc on peut introduire un potentiel vecteur A qui vérifie la relation suivante :
B =rot A. (1.49)

avec A € H(rot,D) et A xn =0 sur ['p.
En ajoutant la loi de comportement et combinant les équations (1.43) et (1.49), il

s’agit de résoudre :

1
rot (rot A) = Js. (1.50)
0

Vu qu’il y a une infinité de potentiels vecteurs magnétiques, cette formulation né-

cessite une condition de jauge pour assurer I'unicité de la solution | ,

.

1.6 Les formulations de la magnétodynamique

Dans le cas de la magnétodynamique, les matériaux constituant le systeme d’étude
sont des conducteurs et I'effet des courants induits n’est plus négligeable. Ceci nous
ramene au méme domaine d’étude présentée dans la figure (1.11). La présence de
domaine conducteur D, C D nécessite de prendre en compte le champ E qui sera

exprimé en fonction de potentiels. Dans ce cas, il s’agit de résoudre :

rot E = —%]tg. (1.51)
rot H=Jyq + J.. (1.52)
divJ = 0. (1.53)
divB = 0. (1.54)

A ces équations, il faut ajouter les conditions aux limites et les lois de comporte-
ment de matériaux (1.5) et (1.6), pour établir le lien entre les différentes grandeurs

électriques et magnétiques.

36

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Theése de Riheb Cherif, Université de Lille, 2019

1.6. LES FORMULATIONS DE LA MAGNETODYNAMIQUE

1.6.1 Formulation magnétique T — )

Pour la formulation magnétique, il s’agit de résoudre les deux équations (1.51) et

(1.54). Le champ magnétique H est exprimé en fonction de trois termes tels que
H=H,+H,+T, (1.55)

avec Hg, le terme relatif aux inducteurs qui vérifie rot Hy = Jg, H,, est la réaction
de circuit magnétique di a l'existence de Hg et T est le potentiel vecteur électrique
qui vérifie J;,q = rot T (comme la densité de courant induite est & divergence nulle).
L’équation (1.52) devient :

rot (Hy +Hy + T) = Jing + Js. (1.56)

En prenant en compte la définition de Hg et T, on montre que le champ H,, est a
rotationnel nul. On a alors :

H,, = —grad (, (1.57)
avec () le potentiel scalaire magnétique. En utilisant ses termes et en introduisant

les lois de comportement, la formulation T — Q s’écrit :

1
rot —(rot Hy +rotT) = —;M(HS + T — grad (), (1.58)
o
divu(Hy —gradQ+T) = 0. (1.59)

Pour assurer I'unicité de la solution, une condition de jauge doit étre appliquée sur

le potentiel vecteur T qui sera défini que dans le domaine conducteur D..

1.6.2 Formulation électrique A — ¢

Cette formulation permet de résoudre les équations (1.52) et (1.53) du systeme
d’équations de Maxwell. En remplagant 1’équation (1.49) dans (1.51), la loi de Fa-
raday locale s’écrit sous la forme suivante :

0A

Le terme (E + %—?) dérive d'un potentiel scalaire électrique ¢ et donc, le champ

électrique E peut s’écrire tel que :

E= —85? —grad ¢. (1.61)

Gréce a la loi de comportement électrique défini dans (1.5), on peut remplacer le
champ magnétique H et la densité de courant J;,q en fonction de potentiel A et ¢

tel que :

1 A
rot (rot A) =Ji—o (8 + grad gp) . (1.62)
1 ot
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De méme que pour la formulation de la magnétostatique, pour assurer 'unicité de la

solution, il est nécessaire de jauger le probleme | , ].

1.7 Les formulations couplées circuit

Le couplage devient indispensable dans le traitement de dispositifs industriels tels
que les transformateurs de courant ou les moteurs électriques. En effet, dans la
plupart des dispositifs électrotechniques, on impose tres souvent la tension. Or, les
formulations qui ont été présentées dans les sections précédentes 1.5 et 1.6 ne sont
pas indépendantes les unes des autres et nécessitent la connaissance de la densité
du courant dans les inducteurs. Donc leurs résolutions exigent de coupler les formu-

lations et les potentiels avec les équations du circuit électrique d’alimentation.

1.7.1 Les différentes méthodes de couplage

Au fil des années, le couplage des équations électromagnétiques avec les équations
du circuit électrique d’alimentation, a été imposé selon deux directions principales
qui sont le couplage indirect | , | et le couplage direct.
Dans ces travaux de these, le couplage entre le champ magnétique et les circuits
électriques est effectué d’une maniere directe | , | et les deux
systemes électromagnétique et électrique sont résolus simultanément. Ce couplage
direct utilise mieux la place mémoire. En effet, les matrices issues des systemes
magnétiques et électriques sont construites d’'une maniere traditionnelle, et que les

termes de couplage sont ajoutés.

La structure de la matrice peut étre présentée sous la forme suivante :

F magn
F, élec

S magn Tcoup
Tcoup S élec

, (1.63)

X magn
X, élec

avee Smagn €t Seec désignent respectivement les systemes magnétiques et électriques,
Teoup Teprésente le terme de couplage, Xmagn, Xelee €6 Frnagn, Féiec désignent respec-
tivement les variables et les sources magnétiques et électriques.

La matrice de rigidité reste toujours une matrice creuse ce qui permet de traiter des
problémes électromagnétiques en 3D de taille importante. Par contre, la matrice est
moins bien conditionnée car il existe parfois un écart entre les termes des équations

de champs et des équations de circuit.
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1.7.2 Le couplage électrique

Supposant que 'inducteur ait ng spires avec une section S constante, a basse fré-
)
quence la densité de courant Jg est répartie uniformément dans 'inducteur. Celle-ci

est proportionnelle au courant ¢ qui circule dans I'inducteur telle que :

J, = Ni, (1.64)
avec N la fonction de bobinage définit sous la forme suivante :
n
N=—2 1.65
o, (1.65)

ou n le vecteur unitaire normal a la section de la bobine.
De plus, le champ N est par définition, un champ de vecteur a divergence nulle qui
permet de définir la géométrie de I'inducteur. Donc, en se basant sur les propriétés

de N un nouveau vecteur K est introduit tel que :
rot K = N. (1.66)
A partir des relations 1.42, 1.64 et 1.66, on peut déduire :
H, = Ki. (1.67)

Les vecteurs N et K sont des outils qu’on va 'utiliser pour réaliser le couplage entre

le champ magnétique et les circuits électriques | , ].

1.7.2.1 Les formulations & courant imposé
Cas de la magnétostatique

Pour la formulation en potentiel scalaire 2, ’équation (1.48) sera présenté a l'aide
de (1.67) tel que :
div p(Ki — grad 2) = 0. (1.68)

Pour le cas de la formulation en potentiel vecteur A, (1.50) se réécrit en se basant

sur (1.64) tel que :
1
rot (rot A> = Ni. (1.69)
0

Cas de la magnétodynamique

De méme pour imposer le courant, il est possible de modifier la formulation magné-
tique (T — Q) (1.58) a 'aide de (1.67) tel que :
1 oT 0 1
rot (;rot T) + M(E —grad()) = —a(,uKz') — rot (;rot Ki), (1.70)
Et pour le cas de la formulation, (A —), le courant est imposé a 'aide des conditions

aux limites sur la surface externe des conducteurs.
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1.7.2.2 Les formulations a tension imposée

Deux grandeurs peuvent étre imposées, soit le courant en introduisant les vecteurs

N et K comme décrit précédemment soit la tension aux bornes des inducteurs.

Equation de circuit

Pour un probléme qui comporte m bobines, le courant de la k¢ d’entre elles est
solution de :
Uy = Ry Iy + %, (1.71)
ot
avec, Uy, Iy, ok et Ry désignent respectivement la tension aux bornes de I'inducteur,
le courant, le flux dans la bobine et la résistance du bobinage comme décrit dans la

figure (1.12).

Circuit
électrique

F1GURE 1.12 — Exemple d’une maille de circuit électrique.

Dans ces travaux de these ’étude des conducteurs multifilamentaires est mise en
ceuvre. Donc, le couplage entre les équations de circuit et les équations magnétiques
est réalisé qu’avec l'intermédiaire du flux d’induction ¢ et le vecteur K vu que le

courant ¢ est inconnu.

Le flux magnétique

Le flux de I'induction magnétique est défini tel que :

gpz/ B.KdD. (1.72)
D

En introduisant cette expression dans la loi de Faraday on obtient :

d
= [ BKdD =V - Ri, (1.73)
dt Jp

ou V représente la différence de potentiel et R la résistance de l'inducteur.

40

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Theése de Riheb Cherif, Université de Lille, 2019

1.8. DOMAINE DISCRET

En exprimant I'induction magnétique B en fonction du potentiel vecteur A et en

utilisant les propriétés des opérateurs vectoriels, le flux ¢ aura comme expression :
©= / ArotKdD, (1.74)
D

En utilisant 1’équation (1.66), le flux de I'induction magnétique peut se présenter

alors sous la forme suivante :

gpz/ ANdD. (1.75)
D

Le couplage circuit avec la formulation en potentiel scalaire magnétique

En se basant sur la définition du champ magnétique H décrite dans la section 1.5.1

et la définition de flux dans I’équation (1.72), le systéme a résoudre s’écrit :

divu(Ki — grad Q) = 0, (1.76)
d

pr uw(Ki —gradQ)Kdv+ Ri = V. (1.77)
D

Le couplage circuit avec la formulation en potentiel vecteur magnétique

Nous utilisons d’une part I’équation de circuit électrique, comme décrit dans la
figure (1.12) et la relation entre le flux et le potentiel vecteur magnétique A comme

présenté dans (1.74). le systéme a résoudre peut-étre présenté tel que :

1
rot (rot A) = rotKij, (1.78)
]
d
/ rot AKdv+ Ri = V. (1.79)
dt Jp
et en utilisant I’équation (1.66), le systéme peut étre présenté a 'aide de vecteur N
tel que :
1 .
rot <r0t A) = Ni, (1.80)
1
d .
/ ANdAD+Ri = V. (1.81)
dt Jp

1.8 Domaine discret

Les formulations développées ci-dessus, sont dures a résoudre analytiquement pour
des systemes et des géométries complexes. C’est pourquoi, il est nécessaire de dis-

crétiser le probleme en ayant recours a des méthodes numériques.
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La méthode des éléments finis | : ] est la méthode la plus couramment
utilisée en électromagnétisme. Elle est appréciée pour des applications industrielles
et permet de résoudre les problemes en statique ou en magnétodynamique avec une
grande robustesse.

Cette méthode, est basée sur un processus de discrétisation qui consiste a remplacer
les espaces fonctionnels continus de dimensions infinies par des espaces fonctionnels
discrets de dimension finie appelés espaces d’approximation a l'aide de la méthode
de Ritz-Galerkin | : ].

Considérons un systeme d’équations aux dérivées partielles sous la forme :
A(u) = f dans D, (1.82)

Ou A désigne un opérateur différentiel, f désigne une fonction donnée et u I'inconnue
du probléme. Soit V un espace de Hilbert, a(. , .) une forme bilinéaire continue sur
V x V et [(.) une forme linéaire dans V. En utilisant la méthode de Galerkin,
la premiere étape principale de méthode des éléments finis consiste a convertir la

formulation forte (1.82) en une formulation faible sous la forme suivante :
trouver u €V tel que a(u,v)=1(v) VveV. (1.83)

Lorsque a est continue et coercive ? sur V et [(.) continu, le théoréme de Lax-Milgram
garantit I'unicité de solution du probleme (1.83).

La deuxieme étape consiste a discrétiser la formulation faible en construisant un
espace Vi, de dimension finie qui approche I'espace V de dimension infinie, donc la

formulation faible discrétisée prend la forme suivante :
trouver wup € Vy,  tel que a(up,vy) = l(vy) Yop € V. (1.84)

En choisissant une base wq, .....w, de Vy, la solution approchée s’écrit comme
n
I Zuiwi, (1.85)
i=1

avec u; les coefficients a déterminer caractérisant la solution numérique.

Ainsi I'équation (1.84) peut se mettre sous la forme suivante :

a(wy, wy)u; =l(wy) 1<j<n. (1.86)
1

n
1=
Afin de mieux discrétiser la géométrie du systeme, plusieurs formes d’éléments sont
utilisées comme décrits dans la figure (1.13). Ces formes appelées fonctions d’inter-

polations, ou éléments de Whitney | , | ont pour support le maillage du

2. La propriété de coercivité assure qu’il existe un nombre o > 0 tel que pour tout v € V on a

a(u,v) > a2,
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domaine qui est décomposé en nceuds, arétes, facettes ou éléments [Gradinaru and
Hiptmair, 1999; Ren and Ida, 2000]. En effet, en se basant sur les valeurs de la so-
lution sur ces entités du maillage, on interpole la solution qui sera une combinaison

linéaire de fonctions nodales, d’arétes, de facettes et de volumes.

&

Tétraédre

1L 18>

Prisme Hexaédre

F1GURE 1.13 — Types d’éléments de discrétisation disponibles dans code_Carmel.

1.8.1 Fonction de base

Nous notons N, A, F' et E les ensembles des indices respectivement des noeuds, des
arétes, des facettes et des éléments.

Fonction de base nodale

A chaque nceud n du maillage on associe une fonction scalaire w, continue sur tout

le domaine D. Elle est égale a 1 au nceud n et 0 sur tous les autres :

> w) =1 (1.87)

neN

Fonction d’aréte

Chaque aréte a du maillage est associée a une fonction vectorielle w, ot sa circulation

est égale a 1 sur a et 0 sur toute autre aréte :

) 1, sid =a,
/ wldl — (1.88)
a’ 0, sid #a.
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Fonction de facette

De méme, on définit une fonction de facette w? dont le flux & travers une facette f
vaut 1, et 0 a travers les autres facettes. On note par n le vecteur unitaire normal a
la facette f’.

1, sif'=f,
wi.nds = rr=1 (1.89)

i 0, sif#Ff.
Fonction de volume

A chaque élément e du maillage, on associe une fonction w? tel que :

—— dans e,

'LU3 _ Vol(e)’ (190)
0, ailleurs.

[}

ou Vol(e) le volume de ’élément.

1.8.2 Espaces fonctionnels discrets

Aprés lintroduction des fonctions de base, On peut définir respectivement, W?,
W et W2, les sous-espaces discrets comme les sous-espaces H'(D), H(rot, D) et

H(div, D) et on définit les restrictions liées aux conditions aux limites sur I :

Wh = {ueWu=0l}. (1.91)
Wi = {uGW%,u X n:0|p}. (1.92)
Wi = {ueW}un=0}. (1.93)

Donc, I'espace des éléments finis nodaux W? seront utiles pour approcher des po-
tentiels scalaire tandis que les potentiels vecteurs magnétiques seront approchés par

I’espace des éléments finis d’arétes W1,

1.8.3 Les formulations discrétes

Pour résoudre numériquement les formulations précédentes, nous employons des
formulations faibles. Par exemple pour le cas de la magnétostatique et pour la for-
mulation en potentiel scalaire magnétique €2, la forme intégrale s’écrit sous la forme

suivante :

/ p(grad W - grad Q)dD = / p(grad W - Hy)dD, (1.94)
D D

ou W est une fonction de test.
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De méme, pour la formulation en potentiel vecteur A, la forme intégrale s’écrit :

1
/ —(rot W -rot A)dD = / (Wrot Hy)dD, (1.95)
DM D

avec W une fonction test.
Pour la formulation magnétodynamique en potentiels (A — ¢), la forme intégrale

est décrite a partir de deux équations :

{ I HrotW-rotA%—aW (%+gradap>} dD =0, (1.96)

Jpograd W (22 + grad ) dD = 0.
Le systeme matriciel associés a ces formulations, apres la discrétisation s’écrit :
SX =F, (1.97)

avec S la matrice de rigidité, X le vecteur des inconnues et F le vecteur des forces
externes au systeme.

Dans le domaine des machines électriques, les matériaux utilisés lors de la fabrica-
tion des noyaux magnétiques sont en général des matériaux ferromagnétiques qui
possedent des lois de comportement non linéaires. La non-linéarité ne s’exprime pas
en fonction de I'inconnue recherchée mais en fonction de sa dérivée (rot ou grad ).

Le systeme (1.97) peut étre présenté tel que :
MxX = F, (1.98)

avec Mx = Mot x 0u Mgraax. Les expressions des dérivées lors de la résolution
de systeme (1.98) sont détaillées pour les deux formulations de la magnétostatique

dans 'annexe B.
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1.9 Conclusion

Ce chapitre a été introduit pour présenter les différents outils mathématiques et
numériques qui permettent de décrire les dispositifs électrotechniques et modéliser
les problemes dans le cadre de 1’électromagnétisme.

Les équations de Maxwell ont été rappelées. Les différentes lois de comportement non
linéaire isotropes, anisotropes et hystérétiques permettant d’obtenir I’évolution des
champs magnétiques et électriques ont été présentées. Les conditions aux limites
ainsi que les espaces fonctionnelles de différents opérateurs et grandeurs électro-
magnétiques ont été introduits. Les formulations en potentiels pour les problemes
magnétostatiques et magnétodynamiques ont été présentées. Une breve introduction
sur les différentes méthodes et formulations pour le couplage circuit en présence de
régions ferromagnétiques a été faite. Une étape de discrétisation permettant d’ef-
fectuer la résolution numérique des équations a été réalisée grace a la méthode des
éléments finis.

Apres la discrétisation, le systeme matriciel associé aux formulations développées est
un grand systeme d’équations non linéaires difficile a résoudre vu que les matériaux
utilisés lors de la fabrication des noyaux magnétiques sont en général des matériaux
ferromagnétiques possédant des lois de comportement non linéaires.

Par conséquent, le chapitre suivant est dédié aux méthodes de résolution adaptées

au différents problemes d’électromagnétisme.
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Dans ce chapitre, nous introduirons un état de l’art sur les méthodes de résolution.
Cette présentation sera suffisamment généraliste pour permettre au lecteur de se fa-
miliariser avec les concepts utilisés et de décrire au mieuz le contexte dans lequel
s’inscrivent les travaux de cette thése. Les solveurs linéaires tels que les méthodes di-
rectes et itératives sont présentées dans la premiere partie. Dans la deuxieme partie,
les solveurs non linéaires sont détaillées, nous introduisons les méthodes de point
fixe, les méthodes de Newton ainsi que les techniques de globalisation et nous com-

plétons ces études par des exemples numériques.

Sommaire
2.1 Résolution des probléemes linéaires creux . ... ... .. 48
2.2 Reésolution des problémes non linéaires . . ... ... .. 54
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2.1 Résolution des problémes linéaires creux

Les systemes d’équations linéaires creux permettent de modéliser de nombreux pro-
blemes complexes dans plusieurs domaines scientifiques ou industriels. L’accroisse-
ment de la taille et de la complexité de ces systeémes nécessite la mise en ceuvre de
méthodes de résolution robustes et performantes en termes de temps de calcul et de
consommation d’espace mémoire. Il existe deux grandes familles de méthodes pour
la résolution des systemes linéaires creux : les méthodes directes et les méthodes

itératives.

2.1.1 Les méthodes directes

La résolution de systemes linéaires creux Ax = b par les méthodes directes
est basée sur une élimination de Gauss, c¢’est-a-dire une factorisation de la matrice
A = a;; en matrices L = [;; et U = w;;, triangulaires inférieure et supérieure.

Le systeme linéaire a résoudre devient donc une succession de deux systemes tri-
angulaires creux que 'on peut résoudre tres efficacement. L’idée de cette méthode
est présentée dans ’algorithme dans I'annexe A.1 qui s’adapte naturellement aux
autres types de factorisation existante (Cholesky A = LLT et Crout A = LDLY).
Avec le développement de solveurs directs creux paralleles comme les solveurs MUMPS
[ : |, SuperLU | , ] ou PARADISO |

, ], il est possible de résoudre maintenant des équations linéaires de
tres grandes tailles. Les solutions obtenues par ces solveurs sont généralement tres
précises.

Le principal souci des méthodes directes intervient pendant le processus de
factorisation : les opérations entre les éléments non nuls en génerent de nouveau
dans la matrice factorisée, la ou il y avait un zéro avant. C’est a dire que certains
termes [, et uy; respectivement dans les matrices L et U sont non nuls alors que les
termes initiaux a;; et ag; de la matrice A sont nuls. Les facteurs sont plus remplis
que la matrice initiale, ce qu’on appelle le phénomene de remplissage. Ce phénomene
est illustré dans la figure (2.1) ou les triangles représentent toutes les inconnues du
systeme et on a :

— les triangles 7 et k sont reliés si et seulement si le terme a;;, est non nul.
— ¢i le terme a;;, est nul et 7 et k sont reliés & m alors pour éliminer m il suffit

de relier 7 et k.

Pour réduire le nombre d’opérations a effectuer et permettre une factorisation effi-

cace de matrices, de nombreuses techniques ont été développées. La principale est
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FIGURE 2.1 — L’élimination de m relie tous ses voisins.

la technique de renumérotation comme décrit dans la figure (2.2).

Comme le remplissage des facteurs est directement li¢ a l'ordre d’élimination des
inconnues, il s’agit de permuter les lignes et les colonnes du systeme linéaire a
travers une permutation P telle que le remplissage de la factorisation de PAPT

soit minimal.

. ——) .
|
|

F1GURE 2.2 — Effet de technique de renumérotation sur le phénomene de remplissage.

Si Defficacité des méthodes directes est maintenant difficile a surpasser sur des pro-
blemes 2D, les inconnues des problemes 3D sont plus couplées et les facteurs sont
plus denses qu’en 2D. Donc, le cotit de calcul et de mémoire devient de plus en plus

inacceptable.

2.1.2 Les méthodes itératives

Les méthodes itératives ont rapidement gagné en popularité dans les différents
domaines du calcul scientifique grace a leur faible cotit de calcul et de mémoire, a
leur simplicité de mise en ceuvre et leur adaptabilité au calcul haute performance.

Parmi les plus utilisées : les méthodes basées sur un espace dit de Krylov.
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2.1.2.1 Les méthodes de Krylov

Ces méthodes itératives sont largement utilisées pour la résolution des systemes
linéaires creux de grandes dimensions | : ]. Elles consistent a construire une
suite de sous espaces emboités de tailles croissantes qui vont contenir a la limite la
solution recherchée. Elles sont basées sur une technique de projection sur un sous-
espace de Krylov, de dimension m (m < n) plus petite que la taille n du probleme.
Ces méthodes different I'une de 'autre par le type de projection qui est appliqué et
le choix des sous-espaces de Krylov. On peut citer la méthode de gradient conjugué,
les méthodes de GMRES...

Méthode de gradient conjugué

La méthode de Krylov la plus étudiée dans le cas des problemes a matrices
symétriques définies positives, est dite la méthode du Conjugate Gradient (CG)
[ , ]. Elle est considérée tout d’abord comme une méthode
directe. En 1971, elle a été redécouverte par Reid en tant que méthode itérative. La

méthode CG est basée sur les deux objectifs suivants :
1. La minimisation de résidu sur des espaces de Krylov
2. Les récurrences de calcul courts.

Grace a son faible cotlit de stockage et son nombre d’opérations par itération, le
gradient conjugué est adapté pour la résolution des systemes linéaires creux de
grande taille.
Considérant la résolution du systéeme Ax = b avec x, b € R” et A € R™*". On définit
dans la fonction () qui sera minimale pour z = A~!b tel que :

Y(z) = ;J:TAx — 2. (2.1)
Notons Ry = b— Axg le résidu avec x est la premiere approximation de x. La fonction
Y définie dans (2.1) décroit le plus rapidement dans la direction —V(xy) = Ry. La
solution du systéme linéaire le long de la direction Ry est obtenue en effectuant les
itérations x,,1 = x, + ¥ Rn_1 avec 7, minimise ¢ (x + yRy). La méthode est dite
alors la méthode de la plus rapide descente.
Pour la méthode de gradient conjugué, il s’agit de construire la direction p, qui
se rapproche le plus de R, ; tel que pl Ap, ; = 0. L’algorithme est détaillé dans
I’annexe A.2.

Remarque : pour xy = 0, la solution x,, se trouve dans l'espace de Krylov noté

K"(Ro, A) tel que :

’Cn(Ro,A) = span{RO,ARO, ...,An_lRo}. (22)
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La démonstration de trouve dans | , ].

Méthode de GMRES

Si le systeme n’est pas symétrique et on choisit de conserver le premier objectif
1 alors la méthode de GMRES développée par Saad et Shultz en 1986 est utilisée.
L’idée générale est de trouver une approximation de la solution exacte qui permet de
minimiser au mieux le résidu | : |. Le vecteur x,, qui minimise

le résidu ||b — Ax,||2 peut s’écrire sous la forme suivante :
Ty = To + Vou, (2.3)

avec V,, présente la matrice construite des vecteurs orthonormés de la base K™( Ry, A).
A chaque nouvelle itération de 'algorithme GMRES, le stokage de la matrice V,, est
demandé. Donc, la taille des matrices produites augmente entrainant des cofits en
termes de temps de calcul et de mémoire de plus en plus importants.

Pour y remédier, on utilise le GMRES (m) restarté ou redémarrré. En effet, au
bout d'un nombre fixe d’itérations m, V,, sera supprimé et le procédé est arrété et
relancé et a chaque redémarrage, on choisit la derniere approximation z, calculé
comme nouveau solution initiale pour 'algorithme de GMRES. Une présentation de
l’algorithme GMRES est donnée dans I'annexe A.3.

Méthode de BiCG

La méthode de gradient bi-conjugué a été développée par Flecher en 1974.
Elle est étudiée dans le cas ou 'opérateur n’est pas symétrique et en conservant
le deuxieme objectif 2 de la méthode du gradient conjugué | ,

|. La méthode BiCG peut étre utilisée aussi dans le cas des matrices symétriques
définies positives et on retrouve exactement la méthode du gradient conjugué, mais
avec deux fois plus de calcul. Parmi les inconvénients de cette méthode, la solution
approchée calculée a une itération précise ne minimise pas une certaine norme du
vecteur résidu. C’est pour cette raison que la convergence peut étre tres irréguliere

et il peut y avoir de nombreux pics sur la courbe de résidu.

Méthode de BiCGSTAB

Cette méthode est une version plus stable de la méthode de BiCG. Elle a été
développée par Van Der Vorst en 1992 | , |. On peut voir
I’étape de stabilisation comme une itération de la méthode de GMRES. L’algorithme
de BICGSTAB est présenté dans 'annexe A .4.
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Le préconditionnement

Lorsque le conditionnement de systéeme augmente, la vitesse de convergence des
méthodes de Krylov se dégrade. C’est pourquoi en pratique, il est toujours nécessaire
d’accélérer la convergence par des méthodes de préconditionnement.

La résolution de systémes Az = b est donc remplacé par P~' Az = P~b, dans le cas
de systéme préconditionné a gauche et par AP~ 'y = b avec Pz = y quand le systéme
est préconditionnée a droite. Pour les méthodes de Krylov, seul le produit matrice
vecteur est demandé, et en général ni la construction de la matrice P ni son inverse
sera nécessaire. Lorsque le préconditionneur est adapté, il permet non seulement de
réduire le conditionnement du systeme et le temps de calcul de la solution, mais
aussi d’améliorer l'efficacité et la robustesse des méthodes de Krylov | , ]
Plusieurs méthodes sont utilisées pour préconditionner le systeme linéaire, on peut
citer les méthodes de décomposition de domaine [ , ], les

méthodes de factorisation incomplete | , | ou les méthodes multigrilles

[ , 20063 , 2008].

2.1.2.2 Les méthodes de relaxation
Méthode de Jacobi

Cette méthode remonte a Jacobi (1845), appelée encore méthode de déplace-
ment simultané. Elle consiste a décomposer la matrice A en trois matrices : une
matrice diagonale dont les coefficients sont les coefficients diagonaux de A et deux

matrices triangulaires de A 1'une est inférieure et 'autre est supérieure telle que :

i—1 n
j=1 j=it1

Cette méthode se base sur des relations entre ces matrices pour construire a partir
d’une valeur initiale donnée une suite par récurrence afin de fournir une réponse
approximative de la solution. La méthode de Jacobi est présentée dans I’annexe 10.
La convergence de cette méthode n’est pas toujours garantie sauf par exemple si la

matrice A est définie positive ou si elle est diagonalement dominante | , ].

Méthode de Gauss-Seidel

Cette méthode est publiée en 1874 par Ludwig-Seidel (1821-1896). Elle est
considérée comme une amélioration de la méthode de Jacobi. Car, pour calculer
la nouvelle solution, cette méthode utilise les nouvelles composantes calculées a

l'itération courante au fur et & mesure du calcul et non a l'issue d’une itération
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comme la méthode de Jacobi | , ]. Par conséquent, le solveur Gauss-Seidel
permet d’effectuer moins d’itérations et donc d’avoir une convergence plus rapide
que le solveur de Jacobi. Ce gain est réalisé grace a cette technique de mise a jour
des composantes de vecteur solution mais au prix d’une destruction du parallélisme
intrinseque a la méthode de Jacobi. La méthode de Gausss-Seidel est présentée dans
I’annexe A.6.

Malgré la convergence rapide aux premieres itérations, les méthodes de Jacobi et
Gauss Seidel sont caractérisées par un faible taux de convergence globale. En effet,
leur incapacité a réduire les basses fréquences de 'erreur conduit a une décroissance
lente de la norme du résidu durant les dernieres itérations de la résolution et donc
une difficulté de maintenir leur vitesse de convergence. Pour y remédier, les méthodes

multigrilles introduite dans les années 1970 sont utilisées.

SOR/SSOR

La convergence d’une méthode de relaxation ne dépend pas du choix de vec-
teur initial, mais la rapidité de convergence en dépend. D’ou l'idée d’introduire la
méthode de successive over-relaxation qui a été développée dans le contexte de la
résolution d’équations aux dérivées partielles | , ]. Cette méthode est
intermédiaire entre les deux méthodes précédentes grace a son facteur de relaxation
qui est définie entre 0 et 2 pour assurer la convergence. Si ce facteur dépasse le 2,
la méthode diverge et s’il vaut 1 on retombe sur la méthode de Gauss Seidel et
s’il dépasse 1 on parle de la surrelaxation (SSOR) qui est en général la préférée vu
qu’elle conduit a accroitre la longueur de déplacement suggérée par la méthode de
Gauss-Seidel et accélérer sa convergence. Les itérations de relaxation sont résumées

dans annexe A.7.

2.1.3 Conclusion

Les deux familles de méthodes pour la résolution des systémes linéaires creux : les
méthodes directes et les méthodes itératives sont présentées dans cette partie. Les
méthodes directes ont 'avantage d’étre trés robustes, et l'inconvénient d’étre, en
général, tres gourmande en capacité mémoire et lorsque le systeme est grand et
tridimensionnel le cotit ce calcul devient de plus en plus élevé. Contrairement aux
méthodes itératives qui ont 'avantage d’utiliser que la matrice du systéme en tant
que opérateur linéaire c’est-a-dire de garder en mémoire que les coefficients non nuls.
Il est donc possible de réduire le stockage de la matrice a ses éléments non nuls. Par

contre ces méthodes sont extrémement sensibles aux propriétés du systeme. En effet,
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si le systeéme est mal conditionné, la méthode itérative peut converger lentement ou
diverger ou stagner vu que le solveur itératif peut ne pas réussir a passer en-dessous
du seuil de tolérance fixé par I'utilisateur a cause des erreurs d’arrondis qui ont été
amplifiées par le conditionnement de la matrice.

Les méthodes itératives, en particulier les méthodes de Krylov (CG, GMRES(m),

BiCGSTAB) seront étudiés dans les tests numériques des parties suivantes.

2.2 Résolution des problémes non linéaires

Contrairement au cas des systemes d’équations linéaires, la résolution des sys-
temes non linéaires s’avere beaucoup plus délicate. En effet, on se donne une estima-
tion du probléme, on linéarise le probléme autour de cette estimation et on résout le
probleme linéaire posé pour obtenir une nouvelle estimation de la solution. Il n’est
pas possible de garantir la convergence vers la solution correcte, car les calculs sont
complexes et croient tres vite en fonction de la dimension du systeme | , ]

Les approches suivantes constituent les techniques les plus souvent utilisées

pour la résolution des systémes non linéaires.

2.2.1 La méthode du point fixe

2.2.1.1 Description de la méthode

La méthode du point fixe, appelée aussi méthode de Picard |
, |, consiste a transformer I’équation du systéme initial f(z) = 0 en une
autre, équivalente g(z) = z ayant la méme solution comme décrit dans la figure
(2.3). Donc, approcher des zéros de la fonction initiale f revient a approcher les
points fixes de la fonction équivalente g qui sera motivée par les exigences du théo-
reme de point fixe. Pour mieux comprendre le mécanisme de cette méthode on a

besoin d’introduire quelques définitions.

Définition 2.2.1. Soit f : [ — R, on appelle zéro ou racine de [ tout T € I qui
satisfait f(z) = 0.

Définition 2.2.2. On appelle point fize de f tout T qui satisfait f(T) =T7.

Théoréme 2.2.1. Théoréme des valeurs intermédiaires : Soit f une fonction
continue sur I = [a,b]. Alors [ atteint toutes les valeurs entre f(a) et f(b), Vd €
[f(a), f(D)], il existe c € I tel que f(c) = d.

o4
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X=y
y g(x)
i X
0 X3 X2 X1 Xo
F1GURE 2.3 — Méthode de point fixe.
Corollaire 2.2.1. Soit f : I = [a,b] — R wune application continue telle que

fla)f(b) < 0, c’est-a-dire que f(a) et f(b) sont non nuls et de signes opposés.
Alors il existe T €|a,b| tel que f(T) = 0. Si de plus [ est strictement monotone,

alors T est unique.

Corollaire 2.2.2. théoréme de point fixe : Soit g : [a,b] — [a,b] continue sur

[a,b]. Alors g admet un point fize T dans [’intervalle [a, b).

Démonstration 2.2.1. Supposons que par l’absurde que g n’admet pas de point
fize sur [a,b]. Alors en particulier g(a) > a et g(b) < b. Posons f(x) = g(x) —x, f
est continue puisque g l'est. De plus f(a) > 0 et f(b) < 0. Le théoréme des valeurs
intermédiaires 2.2.1 permet de donner existence d’un zéro de [ dans |a,b], T, qui

est par définition de f un point fize de g.

2.2.1.2 Exemple

On suppose de résoudre I’équation f(x) = 23 —3 = 0. On peut choisir la fonction g

telle que :
1. g(z)=2*+2—3.
2. g(x) =2t — 2z
Avec ces deux choix on a bien f(z) = 0 <= g(x) = z, a condition que I'on soit

sur un intervalle ne contenant pas x = 0. Quelle que soit la forme utilisée, on peut

toujours choisir :

g(x) =z + Bx)f(2),
55
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avec 3 est une fonction typiquement continue et strictement positive. On essaye de
construire une suite z,, qui s’approche le plus possible de la solution T de la maniere
suivante :

Vo €la, b] choisie d’'une maniére arbitraire, on construit par récurrence :

Tpg1 = T + B(xn) f(20).

La fonction 5(.) doit étre choisie de maniére & assurer que cette suite doit étre
convergente. Pour assurer que cette suite est convergente, on a besoin d’introduire

des conditions suffisantes sur la fonction g.

Définition 2.2.3. Une fonction g : [a,b] — R est dite contractante s’il existe 0 <
n <1 tel que pour tout x,y € [a,b], on ait

l9(z) — g(y)| < nlz —yl.

Théoréme 2.2.2. Soit g : [a,b] «— [a,b] une fonction contractante. Alors, la suite
x, définie par xo € [a,b], x,11 = g(x,) converge vers l'unique point fixe de g dans
[a, b].

Schéma et solutions approchées du point fixe

Il existe trois sources d’erreurs qui conduisent a utiliser le schéma approché.

1. le modele mathématique étudié, représenté dans notre cas par la fonction f
peut dépendre des parametres qui sont des résultats de données expérimen-

tales, de mesures faites avec une précision finie ou de calculs approchés.

2. les erreurs d’arrondis dues a certaines arithmétiques utilisées par les ordina-

teurs.

3. les erreurs d’approximation et de troncature : aprés un nombre fini d’étapes,
les processus limites sont arrétés et les fonctions transcendantes sont rempla-

cées par des approximations.

Au lieu de considérer le schéma classique z,,,1= g(x,) pour le calcul du point fixe

x de f, le calcul de x,,,1 est fait avec une erreur € > 0 tel que

d(Tny1,9(7n)) < €. (2.5)

Il y a toujours une possibilité que les trois erreurs peuvent s’y présenter simultané-
ment ce qui conduit & utiliser le schéma itératif. Des études plus approfondies ont
été développé pour des problemes non linéaires par Chatelin et Frayssé |

, | et par N.Higham | , | pour 'algebre linéaire.

Le schéma que nous allons étudier est présenté suivant ’algorithme 2.1.
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Algorithme 2.1 : Algorithme de point fixe.
1 début

Entrées : 7o €¢ RY, ¢ >0
2 tant que |z, — x,| > ¢ faire
3 Caleul 2,41 = g(z)
4 Incrémentation n =n +1
5 fin
6 retourner z,.
7 fin

2.2.1.3 Etude de convergence

Pour mesurer la rapidité avec laquelle les suites vont converger vers le point fixe,
on a besoin de présenter quelques outils. On définit par e, = x,, — x, 'erreur de
I’approximation. ou z, est le minimum et x,, 'estimation a l'itération n. La vitesse
de convergence désigne la vitesse de décroissance vers 0 de l'erreur e,. On définit
comme ordre de convergence de la suite e, vers 0, le plus grand p > 0 tel qu’il existe

une limite finie v avec :

. Cn+1
lim
n—oo en

<«

On distingue différents cas :
1. Convergence linéaire ou géométrique de taux awsip=1et a < 1.
2. Convergence superlinéaire si p =1 et a = 0.
3. Convergence quadratique si p = 2
Le comportement de la méthode dépend de x(, comment choisir ce point garantissant

la convergence ?

Définition 2.2.4. Le bassin d’attraction d’un point fire T de g est I’ensemble des

points xo pour lesquels la méthode converge vers .

Idéalement, le point de départ est choisi dans le bassin d’attraction. Les points fixes

sont caractérisés a 1’aide de la relation entre le bassin et la dérivée de g.

1. Si0 < |g(z)] <1, le point fixe est dit attractif.

2. Si|¢'(z)| > 1, le point fixe est dit répulsif.

3. Si ¢/(T) =1, le point fixe est indéterminé, on peut rien dire.

o7
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Les méthodes que nous allons voir ensuite (les méthodes de Newton) fonctionnent
toutes sur un principe commun qui est réinterpréter ’équation f(z) = 0 comme un
probléeme du point fixe g(x) = x, pour une certaine fonction g. Le choix pour la

fonction g va entrainer I'existence de ces différentes méthodes.

2.2.1.4 Avantages et inconvénients

La méthode de point fixe se caractérise par sa robustesse et sa simplicité lors de
I'implémentation, par contre elle a une vitesse de convergence lente , vu qu’elle est

seulement linéaire et le facteur de convergence est faible généralement.

2.2.2 La méthode de Newton-Raphson

Cette méthode a été exposé par Isaac Newton (1643 - 1727) et apparait dans
un contexte tres général dans "De analysis per aequationes numero terminorum
infinitas" de 1669, ou Newton considere des équations polynomiales et utilise une
technique de linéarisation. En 1687, il a publié un ouvrage intitulé "Philosophiae
naturalis paricipia mathematicia", ou il a décrit le cas de ’équation de Kepler connue
sous la forme x —esin(z) = M qui n’est pas polynomiale. Vu qu’il n’est plus possible
de linéariser cette méthode par des techniques algébriques, Joseph Raphson (1648
- 1715) a présenté une nouvelle méthode de résolution des équations polynomiales
dans son ouvrage "Analysis aequationum universalis' en 1690. Puis vient Simpson
(1710 - 1761) qui a introduit dans son essai "FEssays in Mathematicks", la méthode
des fluxions c’est-a-dire les dérivées en 1740. Les premieres preuves de convergence
ont été développé par J. R. Mouraille (1721 - 1808) en 1768, puis J. Fourier et A.
Cauchy pour le cas des fonctions d'une variable.

L. Kantorovich (1912 - 1986) et A. Ostrowski (1893 - 1986) qui sont parmi les
plus grands noms de I'analyse numérique, ont apporté des résultats précis sur la
convergence de la méthode de Newton. Sans oublier S. Smale, le dernier des grands
noms associés a la méthode de Newton qui a introduit la "théorie alpha' qui est
apparue trés récemment, au cours des années 1980-1990. Pour plus d’informations,

I'histoire de la méthode de Newton est détaillée dans Ypma | : ].

2.2.2.1 Description de la méthode

Cette méthode consiste a linéariser le probléeme non linéaire a partir des valeurs
approchées de la solution et construire une suite convergente vers la solution |
, ]. Si I'estimation de départ est dans le bassin de convergence,

la méthode de Newton Raphson converge en général rapidement vers la solution
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cherchée sinon elle diverge a cause de la direction et la longueur du pas qui sont peu
fiables | ) .
Soit f : R® — R une fonction dérivable sur un intervalle I. Pour une équation

f(z) = 0, la méthode de Newton est fondée sur 1’étude de la suite :
dp = —f(20)  f(20), Tpor = Ty +dpn, Yo €L (2.6)

Définition 2.2.5. Soit f : R" — R, d un vecteur non nul de R™ est dit une direction
de descente, s’il existe X > 0 tel que pour tout a €]0,A[, on a f(x + ad) < f(x).

La méthode de Newton correspond a d,, = —G(x,).f'(z,). d, est une direction de
descente si la matrice Hessienne G(x,,) est définie positive.

L’algorithme de Newton multidimensionnel est donné dans 2.2.

Algorithme 2.2 : Algorithme de Newton.
1 début

Entrées : zo € RY, e >0

2 pour n — n + 1 faire

3 tant que ]{,((Z’;)) > ¢ faire

4 Résoudre d,, = —[f"(zn)] "  f(2,)
5 Actualisation x,,1 = x,, + d,

6 Calcul de résidu f(x,41)

7 fin

8 fin

9 retourner z,.
10 fin

Chaque itération de cet algorithme demande 1’évaluation de la matrice Jacobienne
J = [%] et la résolution d’un systeme linéaire impliquant la matrice Jacobienne qui

peut étre mal conditionnée | : ].

2.2.2.2 Exemple 1

Pour illustrer cet algorithme, on propose d’approcher numériquement une so-

lution du systeme académique tres simple d’équations :

4+ y? =2
(20 o
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Ce systéme est réécrit sous la forme : f(z1,29) = 0,

x
ol f est une application de R? dans R? qui au vecteur X = ! ) associe le vecteur

Y1
v ( fi(z1, x9) ) _ ( 2413 —2 ) |
fo(1, x2) 2 — 22 -1
Pour appliquer la méthode de Newton il suffit de regarder la solution f(X) = 0
comme solution de I'équation F(X) = X avec F(X) = X — Df(X)"'f(X) ou

DF(X) représente la matrice Jacobienne que 1'on suppose inversible.

Dans cette exemple, la matrice Jacobienne s’écrit :

HINEE
%2 BI—J;Q o\ 2w -2z, )

inversible pour z; et x5 non nuls.

On construit la suite de vecteur (X,,) définie par Xy pour tout entier naturel tel
que :

X1 = F(X,).

On arréte le calcul des termes successifs de la suite lorsque || X411 — X,|| <€, ou e
est la précision prise a 10719,

La figure (2.4) représente la décroissance du résidu non linéaire durant les itérations.

Absolute nonlinear residual

10_15 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6
Nonlinear iterations

FIGURE 2.4 — Convergence de la méthode de Newton.

La méthode de Newton est caractérisée par sa convergence quadratique, c’est-a-dire
que le nombre de chiffres significatifs double a chaque itération. Par contre cette
convergence est locale, i.e. ’estimation initiale xy doit étre proche de la solution
exacte. Pour prouver la convergence quadratique locale de la méthode de Newton

nous aurons besoin du théoréme 2.2.3.
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2.2.2.3 Etude de la convergence

Théoréme 2.2.3. Soit f : Q — E, une application de classe C%, ou E est un espace
vectoriel normé complet et Q0 un ouvert de E. Si f(x) = 0 a une solution x, € 2,
alors il existe un voisinage B de x, tel que pour tout xo € B, alors la suite x,, généré
par :

Tpi1 = Tn — f(20)  f(2,), n=0,1,2,...

existe et converge vers x,. En outre, il existe un nombre réel C' > 1 tel que pour tout
n <0
|z, — x,] < C7%.

Démonstration 2.2.2. Comme f’ est continue, que f'(x,) est inversible et que
lensemble des éléments inversibles de L(FE) est ouvert, il existe un nombre réel
r > 0 tel que f'(x) soit inversible pour tout v € B(x.,r). Soit F' : B(z,,r) - E
Uapplication définie par F(x) = x — f'(x)~' f(z). Elle est de classe C* sur B. Il se
trouve que, quitte a diminuer r, F est contractante. Calculons sa différentielle en

Ty .

F(zy+h)—F(z,) =F(zy+h)—2, = h— f(z, +h)"(flz, +h))
= h—(f'(z) + O(IRIN) " (f () (h) + O(I[Al[*))
= h—f'(z) Lo f(z)(h) + O([[hl[*)
= O(InI]*).

Soit donc C' tel que ||F(z) — z.|| < C||x — x.||* pour tout x € B. Donc, il vient
que la suite ||F(z) — x,|| < ||z — .|| si ||z —a.|] < &. Ainsi, en remplagant r par
min(r, 5), il vient que la suite (x,) définie par la relation x,1 = F(x,) est défini
pour tout n si xo appartient a B(x.,r). De plus, Uinégalité ||z, — .|| < C71C~%"
entraine que :

—1 =21
|lZnpr — 2] <CTC
Par suite, si ||rg — z.|| < C72, on aura ||z, — z.|| < C7'2" pour tout n. La
méthode de Newton converge quadratiquement vers x, pour tout premier terme xg
qui appartient a la boule de centre x, et de rayon % ce qui démontre le théoreme.

2.2.2.4 Exemple 2

Le probleme adopté pour tous les exemples numériques présentés dans ce chapitre

est le probleme magnétostatique non linéaire en potentiel vecteur A. Il s’agit de
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résoudre :

rot <1rot A) =J.. (2.8)
0

La figure (2.6) présente le domaine d’étude de cet exemple 2D inspiré d’un Workshop
T.E.AM 13| , ]. Il est constitué de deux noyaux ferromagnétiques
en forme "U” disposées symétriquement sur les deux cotés d’une troisieme plaque
centrale qui est entourée par une bobine de courant continu, ce qui fait quatre
entrefers. Comme les plaques ont des propriétés ferromagnétiques non linéaires, le
point mesuré de la courbe B — H représenté dans la figure (2.5) est pris selon le
modele de Marrocco 1.2.3.1. Les caractéristiques des différents domaines physiques
sont :

— Air : perméabilité magnétique pg = 471077 H.m™L.

— Fer : perméabilité non linéaire pu(B).

— Bobines : les forces magnétomotrices de la bobine d’excitation sont de 1000 At

et 3000 At, ce qui est suffisant pour saturer les plaques.

—Marrocco
' * Measured point

|BI

0 2000 4000 6000 8000 10000
H|

FIGURE 2.5 — Loi de comportement du matériau ferromagnétique.

Différentes finesses de maillages sont adoptés pour ce probléeme comme décrit dans
le tableau (2.1).

Maillages Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Nombre d’éléments 7122 28 488 113 952
Nombre de noeuds 1207 4828 19 313

TABLE 2.1 — Informations sur les maillages utilisés.

La méthode de Newton-classique est testé pour différentes finesses de maillages et
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FIGURE 2.6 — Maillage du probleme magnétostatique non linéaire.

différentes valeurs de courant (500, 1000, 2000 et 3000 At) avec le point de départ

classique A = 0.
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Les résultats de convergences sont résumés dans le tableau (2.2).

TABLE 2.2 — Résultat de convergence pour différents maillages.

On remarque que la méthode de Newton diverge des que la taille de systeme devient
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Courants

Maillage 1

Maillage 2

Maillage 3

500 At

5

8

10

1000 At 9 Diverge Diverge
2000 At Diverge Diverge Diverge
3000 At Diverge Diverge Diverge

de plus en plus élevée et des que la forte saturation apparaitre.

2.2.2.5 Avantages et inconvénients

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport a une méthode de point
fixe est sa vitesse de convergence d’ordre 2. Cette convergence reste toujours locale.
On peut d’ailleurs remarquer que si la méthode ne converge pas, par exemple si
I’estimation initial xg n’a pas été choisie dans le bassin de convergence, alors la mé-
thode peut diverger tres vite. L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est
son cotit : I’évaluation de la matrice de la Jacobienne est demandée a chaque itéra-
tion, et d’autre part la résolution de systémes linéaires f'(z,)(x 11 — x,) = —f(x,)

impliquant la matrice Jacobienne qui peut étre mal-conditionnée. (On rappelle que
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pour résoudre un systeme linéaire, on ne calcule pas l'inverse de la matrice, mais
plutot la factoriser sous la forme LU par exemple, ensuite on calcule les solutions

des systemes avec des matrices triangulaires.)

2.2.3 Les techniques de globalisation

Les méthodes du type Newton ne possedent qu’une convergence locale. Cela signi-
fie que 'estimation initiale xy doit étre assez proche de la solution z, pour assurer
la convergence. Par conséquent, de nombreuses techniques ont été développés pour
forcer la convergence et atteindre un niveau acceptable de robustesse a partir d'une
estimation initiale quelconque. Il s’agit de mettre en ceuvre un calcul automatique
du coefficient de relaxation associé au méthodes de Newton. On pourra citer les mé-
thodes de recherche linéaire comme décrit dans | , ; ,

| ou utilisés inexactement dans | , : ,

| et les méthodes a régions de confiance comme décrit dans | , ;

, ; , 2006].

La recherche linéaire est facile a adapter a divers probléemes en particulier aux pro-
blemes de grandes taille et aux plusieurs algorithmes de résolution mais elle est

parfois moins robuste que la globalisation par région de confiance.

2.2.3.1 Les méthodes de recherche linéaire

A partir d’une direction d,, choisie, la longueur du pas a, est déterminée pour assurer
une réduction suffisante de la fonction f. La distance pour se déplacer le long de
la direction d, peut étre trouvée en résolvant approximativement le probleme de

minimisation suivant :
min g (), gn : @ = gn(@) = f(an + ady). (2.9)

Il peut étre inutilement cotteux pour chercher le minimum de la fonction (2.9) le
long de la direction de la descente, car le minimum global de la fonction peut ne pas
se trouver nécessairement sur cette direction. Une meilleure idée est de générer un
nombre d’essais limités de longueur de pas jusqu’a trouver un qui soit acceptable.
Au nouveau point, on calcule une nouvelle direction de recherche et une nouvelle

longueur de pas, et le processus se répéte comme décrit dans la suite :

f(@new) = f(Tn2) + a(f(2n1) — f(Tn2)), (2.10)

avec f(z,_1) est Pestimée de f, obtenue a l'itération n—1. A Ditération n, la nouvelle
fonction f(x,e) est utilisée a la place de f(x,_1) et (f(x,_1) — f(z,_2)) définit la
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direction.

Choix du pas

Dans cette partie nous allons définir les différentes manieres pour déterminer un pas

a, le long d’une direction de descente d,,. Deux objectifs existants :

1. Faire décroitre f suffisamment tel que :
f(zn + andy) < f(x,) + u, (2.11)

avec u est un terme négatif qui joue un réle important dans la convergence
de l'algorithme. En effet, s’il existe une constante K telle que f(z,) > K
pour toute valeur de n alors on a u, — 0. De plus, on peut montrer que le

gradient lui-méme tend vers zéro grace a la convergence de cette suite u,.

2. Empécher le pas a,, > 0 d’étre trop petit et trop proche de zéro ce qu’on tra-
duit par le phénomene de stagnation (si le pas décroit trop vite, la somme des
pas s’arréte avant d’atteindre le minimum ou elle peut atteindre le minimum

mais de plus en plus lentement).

Recherche exacte

Pour minimiser la fonction f, la méthode classique était de chercher a minimiser le
critere le long de la direction d,, et déterminer «,, solution de probléme

mig gn (@),

c’est ce que l'on appelle la regle de Cauchy et le pas déterminé par cette regle appelé
pas de Cauchy. Pour certains cas, une regle dite de Curry est introduite pour utiliser

le plus petit point stationnaire de g, qui fait décroitre cette fonction telle que :

a, =inf{a>0: QZAL(O‘) =0, gu(@) < ga(0)}.

Les deux régles de Cauchy et de Curry sont illustrées dans la figure (2.7). Elles sont
utilisées dans des cas particuliers, par exemple si g, est quadratique. De plus, pour
une fonction non linéaire arbitraire, la détermination de pas de Cauchy ou de Curry

demande un temps de calcul inacceptable.

La méthode de dichotomie elle est considérée comme la premiere méthode
utilisée historiquement pour rechercher un pas optimal dans le cas ou on dispose

seulement de I’évaluation numérique de la fonction. Elle est basée sur une méthode
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Pas de Pas de gn(a)
1 Curry Cauchy /

FI1GURE 2.7 — Regles de Cauchy et de Curry.

A

FiGURE 2.8 — Dichotomie

de réduction qui sert a diminuer « de moitié a chaque itération de Newton de facon
continue. La méthode de dichotomie est schématisée dans la figure (2.8).

L’intervalle initial [D),2)] est divisé en deux par ), puis U'intervalle devient [(D),3)].
On choisit un intervalle [a, b] = [(D, @] encadrant une racine de la fonction f étudiée.
On divise cet intervalle en 2 par un point ¢ = @). On évalue f(a).f(c), si f(a).f(c) <
0, alors le nouvel intervalle devient (a,c), sinon (c,b). Et 'on recommence ainsi

jusqu’a ce que l'intervalle satisfasse le critére de convergence.

Approximation quadratique cette méthode consiste a interpoler la fonction
entre les valeurs connues par un polynoéme pour lequel on peut résoudre explicitement
le probleme de minimisation. Soit un polynéme de degré 2 interpolant la fonction f

aux points a, b, ¢. Le minimum du polyndéme interpolant est atteint en :

(f(a) = f(e))(c = b)(b—a)
(c=b)f(a)+ (b—a)f(c) + (a—c)f(b)

66
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La fonction est évalué a c,, ce nouveau point remplacant un des trois autres, puis
un autre point est prédit, encore par interpolation quadratique en utilisant le nouvel
ensemble de trois points.

La méthode est terminée quand la fonction prédite a un nouveau point est suffisam-

ment proche de la vraie valeur avec une tolérance donnée comme décrit dans 2.3. Cet

Algorithme 2.3 : Modele quadratique.

1 début
Entrées : Initialisation de {a,b,c} € R tel que f(c) < f(a) < f(b)
2 | tant que |c — ¢,| > ¢ faire
3 Calcul ¢,
4 Actualisation de triplet {a, b, c} en incluant c,
5 fin
6 retourner c,
7 fin

algorithme souffre parfois d’instabilités qui conduisent a la divergence. Par exemple,
I’algorithme peut faire, un pas énorme si les trois points sont sur une ligne. De plus,
il y’a toujours une possibilité qu’a n’importe quel pas, les trois points peuvent déter-
miner une parabole avec un maximum au lieu qu’'un minimum. Apres chaque pas, il
y a un choix a faire sur lesquels 2 des 3 précédents points a retenir pour le prochain
pas. Il est plus raisonnable et facile de retenir les trois plus récents points, mais ce

choix peut conduire a rejeter les meilleurs points et avoir des instabilités.

Recherche Inexacte

Au lieu de demander que «,, minimise g, de maniere exacte, il est préférable d’im-
poser des conditions plus faciles a vérifier et moins restrictives afin d’assurer la
convergence des algorithmes. En effet, il y aura tout un intervalle de pas ou plu-
sieurs intervalles vérifiant ces conditions au lieu d’'un unique pas ou quelques pas
afin de rendre leur recherche plus facile. C’est que 'on fait avec les regles d’Armijo,
de Glodstein et de Wolfe décrites ci-dessous.

Reégle d’Armijo une condition naturelle demandée pour accepter une longueur
de pas a,, est d’avoir une réduction de f tel que f(z,41) < f(z,). Cette condition
n’est pas suffisante pour garantir la convergence de la suite z,, vers un minimum de

f. Dot la condition d’Armijo | , | qui assure la décroissance de f d’une
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portion w; €]0, 1] tel que :

(2 + andy) < fla,) + w0,V f(z,)'d,. (2.12)

pas d’Armijo gnla)
4 3 2 T / 1
] ]
1 1

pente w; g'n(0)

FI1GURE 2.9 — Regles d’Armijo.

La figure (2.9) illustre la diminution suffisante pour la condition (2.12) qui est tou-
jours vérifié si o, > 0 est suffisamment petit. En effet, le membre droit de (2.11) est
une fonction linéaire & pente négative car w; est choisi dans |0, 1[. Typiquement, w;
est égale a 1074

La regle d’Armijo peut conduire a accepter des pas trop petits. Cela pouvait conduire
a une stagnation ou fausse convergence. C’est-a-dire qu’il y’a une possibilité de se
trouver dans une situation ou l'algorithme converge vers une valeur qui n’est pas
un minimum. Pour empécher des pas trop petits, un mécanisme supplémentaire
est ajouté. Il repose sur deux techniques appelées respectivement la technique de

rebroussement ou la condition de Goldstein.

Regle de Goldstein cette regle impose les deux conditions a la fois :

{ F@n + andy) < f(@n) + w10nV f (20) dy,

(2.13)
flxn + andy) > f(zn) + (1 —wy)a, Vf(2,) 7 d,.

Pour ne pas exclure le minimum de la recherche dans certains cas, il est nécessaire
de prendre wy < % Le lemme (2.2.1) montre qu'il est toujours possible de trouver un

pas vérifiant les conditions (2.13) lorsque g, est continue et bornée inférieurement.

Lemme 2.2.1. Si g, : R, — R définie par (2.9) est continue et bornée inférieu-
rement, si d,, est une direction de descente de f en x, et siwy €]0,1[, alors il existe

un pas a, > 0 tel que g,(a,) = f(z,) +wia,Vf(z,) d,.
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Démonstration 2.2.3. Soit ' = {a > 0: (2.12) est vérifié pour tout o, € [0, a]}.
Comme wy < 1 et ¢/,(0) <0, F est non vide. D’autre part, @, = supF est fini, car
gn est bornée inférieurement et wy > 0. Par continuité de g,, le résultat est vérifié

avec le pas @,.

Recherche linéaire avec rebroussement cette méthode est connue par sa sim-
plicité. Elle permet d’obtenir un pas vérifiant la régle d’Armijo (2.12). Le pas
a, = 7 ot 7 €]0,1[ est une constante et i, est le plus petit entier positif véri-
fiant la condition d’Armijo (2.12). «, est alors considéré le plus grand réel de la
suite décroissante {7'};eny (d’ott le nom de rebroussement). Le pas initial a,, est
pris a 1 dans les méthodes de Newton, mais, peut avoir des valeurs différentes dans
d’autres algorithmes tels que les méthodes a direction de descente ou le gradient
conjugué. Si le pas initiale n’est pas acceptable, on rebrousse chemin en essayant des
pas plus petits 7,72, .., ce qui permet de vérifier la condition (2.12) et garantir que
le pas ne sera pas trop petit.

La méthode d’Armijo a rebroussement est présenté dans I’algorithme 2.4.

Algorithme 2.4 : Algorithme de rebroussement pour la regle d’Armijo.

1 début
Entrées : a > 0, 7 €]0, %[ 1=1

3 tant que f(x, + a,d,) > f(z,) + wia,Vf(x,)Td, faire

4 Choisir it € [ral, (1 — 7)al]
5 i=i+1eta,=cda,

6 fin

7 fin

Condition de Wolfe cette condition consiste toujours a déterminer un pas «,,
appelé pas de Wolfe, vérifiant la condition (2.12). Comme la condition d’Armijo est
satisfaite pour toutes les valeurs suffisamment petites de «,,, la condition de Wolfe
permet d’éviter des pas trop courts en exigeant que ce dernier satisfasse les deux

inégalités suivantes :
fan + andy) < fln) + w10V f(20)" dn, (2.14)

(Vf(zy + andy))  dy > woV f(z,)'d,, (2.15)

tout en imposant 0 < w; < wy < 1. La réduction de f est proportionnelle a la

longueur du pas o, et a la dérivée directionnelle de V f(x,)Td,,. Comme décrit dans
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la figure (2.10), on peut observer que ¢,(0) = f'(z,)d, < 0 et I'inégalité (2.15)
s'écrit aussi ¢/, (a,) > wag!,(0). En pratique, la valeur de w; = 107 et wy = 0.99
s’'utilisent fréquemment. Il est possible de forcer la condition de Wolfe a devenir plus
restrictive, vu que les conditions de Wolfe sont vérifiées par une longueur de pas
a, sans étre nécessairement proche d’un minimum de g,. Il s’agit de remplacer la

condition (2.15) par :
(V (2, + andy)) dy| < wo|Vf(20)dy). (2.16)

C’est la condition "forte" de Wolfe, et la seule différence avec la condition de Wolfe

est que les trop grandes pentes de g/, («) ne sont pas acceptées.

\ gnla)

pente w; g',(0)

pas de Wolfe

pente w; .grn{o)

F1GURE 2.10 — Regle de Wolfe.

Le théoreme 2.2.4 montre I'existence du pas de Wolfe.

Théoréme 2.2.4. Si g, : Rt — R définie par (2.9) est continue et bornée inférieu-
rement, si d, est une direction descente de [ en xyet si 0 < wy < wy < 1, alors
il existe un pas o, qui satisfait les inégalités (2.14) et (2.15) définissant la régle de
Wolfe.

(Voir la preuve dans | : D).
L’étude de la convergence dans le cas de la regle de Wolfe s’exprime par le résultat

suivant :

_vf(xn)Tdn
IV f (@)l I
avec 0, est 'angle entre la direction de descente d,, et —V f(x,,) et on désigne :

(2.17)

0, = arccos

N ={xeR": f(z) < f(x1)}, (2.18)
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I’ensemble de sous-niveau déterminé par le premier itéré x;. Cela se traduit par la

condition de Zoutendjik | , ]

Théoréme 2.2.5. Soit f : R" — R une fonction différentiable sur un voisinage de
Ni et Ct sur Ni. On considére un algorithme a directions de descente d,,, qui génére
une suite {x,} en utilisant la régle de Wolfe (2.1/)-(2.15) et tel que {f(x,)} soit

borné inférieurement. Alors on a

S IV f(zn)|]? cos® 0, < oo (2.19)

n>1

D’apres le théoreme 2.2.5, la regle de recherche linéaire de Wolfe permet de faire
converger 'algorithme du gradient (6, = 0) ou tout algorithme qui maintient le
cos 6, uniformément positif. On obtient, alors I’expression de la convergence de I’al-

gorithme avec V f(x,) — 0.

2.2.3.2 Les méthode a régions de confiance

Les méthodes décrites précédemment, effectue une recherche le long d’une direction
d,, choisie pour déterminer un pas assurant une réduction suffisante de la fonction f.
Pour obtenir la convergence globale, il faut non seulement avoir des longueurs de pas
bien choisies mais le choix de la direction de recherche joue aussi un réle important.
Prenant 'algorithme de résolution Newton, si sa direction n’est pas satisfaisante,
c’est probablement parce que le modele quadratique ne représente pas bien la fonc-
tion dans la région contenant le point de Newton. En effet, lorsque, ’angle 6,, définit
en (2.17) tend vers 7 (voir le théoreme 2.2.5), il y’a une possibilité de corriger la
direction d,, lorsque le cosf, passe en dessous d’un seuil strictement positif fixé
d’une maniere arbitraire, par contre il existe le risque de détériorer la qualité des
performances supposées portées par les directions d,,. Au lieu de garder la méme
direction et de raccourcir le pas, on choisit un pas plus petit et on détermine une
nouvelle direction. C’est ce qu’on appelle la méthode a régions de confiance connue
par sa propriété de redressement de la direction. La premiére notion qui caractérise
cette méthode est sa région de confiance. La région de confiance est une sphére dont
le rayon traduit la confiance qu’on 1’on a envers les modeéles créés. Si nous arrivons a
construire des modeles qui respectent bien f, alors la région de confiance devient de
plus en plus grande. Inversement, si les modeles créés ne satisfont pas f, la région
de confiance se rétrécit.

A Dlintérieur de région de confiance, on y définit un modele m,, facilement minimi-

sable qui fournit une bonne approximation de la fonction f dans une certaine région
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R,, de confiance autour d’un point x,, donnée telle que :

Cette région est centrée en z,, et son rayon vaut A,. Elle doit étre suffisamment
petite pour que :
M (xn + dn) = f(z, +dy). (2.20)

Donc, au lieu de résoudre 1’équation

f(xn+1) = HcgllllgAf(xn + dn)a

on résout m,(r,41) = Hdrr‘l‘i<1ﬂA my,(x, + d,) pour trouver x, 1.
nl[<An

Pour assurer une bonne performance de cette méthode, il faut bien choisir le rayon
de région de confiance. En effet, choisir un rayon trop petit conduit a une fausse
convergence, c’est-a-dire a U'intérieur de la région de confiance, la solution converge
vers un point qui ne correspond pas au minimum de la fonction, ce qui ramene a
faire des calculs inutiles. Inversement, si le rayon est trop grand, le point qui permet
de minimiser la fonction-modele sera assez éloigné du point qui minimise la fonction
objective. Dans ce cas, une étape de réduction de la taille de la région (diminution
de A,) est mise en ceuvre.

Le rayon de la région de confiance est déterminée en se basant sur la performance

de l'algorithme au cours des dernieres itérations. Le choix du rayon est résumé en

trois étapes :
1. Commencer par une valeur arbitraire de rayon.

2. Evaluer la qualité du point obtenu (en introduisant la concordance p,, qui est

le ratio entre la décroissance de f et celle du modele).
3. Adapter le rayon en fonction de la qualité.

Pour mieux comprendre le mécanisme des régions de confiance, on donne des seuils
de concordance n; et 1y tels que 0 < < my < 1 (7 = 0.01 et 1y, = 0.09).

La deuxieme étape de 'algorithme (p,, > ;) a la méme idée que la recherche linéaire
d’Armijo. La seule différence est que a chaque réduction du rayon de confiance, le
déplacement d,, n’est pas colinéaire au précédent, mais quand A,, est petit elle est

mieux alignée sur —V f.

Les méthodes a régions de confiance classiques

Les méthodes a régions de confiance, dites classiques, utilisent des fonctions modeles

quadratiques. Les deux premiers termes qui interviennent dans la fonction-modele
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my,, sont les mémes premiers termes intervenant dans la série de Taylor de f autour

de x,,. on peut écrire donc :
1
mi“(x, +d) = f(z,) + Vf(z,)'d+ §dTBnd, (2.21)

avec Vf(z,) : R — R" désigne le gradient de f au point z,, et B, € R™ " une
matrice symétrique représentant 1’'Hessien de f a l'itérée x,,.
Les régions de confiance ajoutent au probleme initial une contrainte sur la longueur

du pas. On cherche la solution de probléme suivant :

1
Crlrel]}{nn mi (g, +d) = f(x,) + Vf(z,)"d+ §dTBnd, (2.22)
sous la contrainte ||d|| < A,. On précise que la norme euclidienne ||.|| = ||.||2 est

choisie. L'utilisation de cette norme permet de prouver que la fonction mdue? est
minimisée a l'intérieur de la région de confiance par la solution d; du probleme

(2.22). La figure (2.11) illustre la méthode a région de confiance.

- ~.
, A
V4 Al . -t= -~ N
” .
/ , _ N \
AZ e =~ A Y \
] ! I'd AY : . vad
| i [ D3 T \ Contour de maua¢
\ v - S,
l\ \ )
-\ .\. .,
'\ .
- r

FIGURE 2.11 — La méthode a régions de confiance.

Newton-région de confiance

La globalisation de l'algorithme de Newton par régions de confiance existe quand
I’Hessien exact est utilisée. Autrement dit quand la fonction modele présentée dans
(2.22) est construite en utilisant les trois premiers termes de la série de Taylor de
f en z,. Lorsque f est bien approchée par un quadratique (par exemple, proche
d’un optimum), la méthode de Newton converge trés rapidement en exploitant les
informations de second ordre de la matrice hessienne. Cependant, lorsque la fonction

n’est pas bien approximée par un quadratique, soit parce que le point de départ est
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loin de l'optimum, ou la fonction a une forme plus irréguliere, les pas de Newton
peuvent étre tres grands et ménent a une divergence.

L’itération de base de Newton peut étre écrite sous la forme suivante :
Tpi1 =T, — G 'Vf(z,), n=01,2,.., (2.23)

avec V f(z,) est le gradient de f , G,, = V2 f(x,) est la matrice Hessian qui contient
les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f. L’algorithme présenté dans (2.5)
demande que f soit deux fois dérivables pour tout point x appartenant au domaine de
f et que ses dérivées puissent étre évaluées d’une maniere explicite. Pour appliquer
la méthode a région de confiance, l'itération de Newton doit étre modifiée pour
différentes raisons. Premierement, 'itération initiale doit étre proche du minimum
local pour assurer la convergence de la méthode. Deuxiemement, méme si l'itération
converge a une valeur z,(Vf(z,) = 0), il n'y a aucune garantie que x, sera un
minimum local. Troisiemement, l'itération z, 1 peut ne pas étre bien définie avec
(2.23) si le Hessien G, est singulier.

Avant de présenter ’algorithme de Newton a région de confiance, on introduit une

factorisation de la matrice hessienne tel que, pour chaque n, on a
B, = J'G,J,, (2.24)

avec B, = Bl et J est la jacobienne du résidu. Pour chaque n, on introduit v, (d) =
f(zn+Jnd). Cette fonction 1, (d) peut étre vue comme une fonction objective locale.
Les trois premiers termes de série de Taylor de la fonction 1, autour de d = 0

présentent un modele quadratique local tel que :
1
Un(d) = fo+gld+ 5dTBnd, (2.25)
avec gl =V f(xn)TJ, et fn = f(x,) = 1(0). La solution de (2.25) est cherché sous
la contrainte ||d|| < A,,.
Relation entre la méthode de recherche linéaire et la méthode de région
de confiance

Il existe des relations intéressantes entre ces deux techniques de globalisations. Par
exemple, les critéres utilisés pour accepter le pas sont trés similaires. Supposons
que la recherche linéaire nécessite seulement la condition d’Armijo-Glodstein-Wolfe
défini par :

f(xn + andy) < fz,) + w0,V f(z,) d,, (2.26)

pour accepter le pas d,. Cette condition peut étre écrite comme :
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_O-/nvf(wn)Tdn Z e

qui est similaire a la condition utilisée dans la méthode de région de confiance :

f(xn) - f(xn + dn)
N f(zn)Tdy — A Bpd, = "

(2.27)

(2.28)

La principale différence entre ces deux familles réside dans I'ordre par lequel elles
estiment la direction et la longueur du pas. Les techniques de recherche linéaire
estiment en premier lieu une direction, puis proposent la longueur de pas a mini-
miser et enfin mettre & jour la solution. A linverse, les méthodes dites & régions
de confiance choisissent I’amplitude maximale autorisée, notée A,, et connue sous le
nom de rayon de confiance, calculent ensuite la direction et la meilleure longueur
du pas et résolvent le probleme a l'aide d’un modele approché. Si 'amélioration
effectuée est acceptable, le rayon de région de confiance et la solution sont mis a

jour.
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Algorithme 2.5 : Newton-région de confiance.

Entrées : Soit n=1, 0 <n; <1y < 1, 0 < 1 < 5 des constantes fixe,
soit z; ER" et A; >0

1 répéter

Evaluer f,, = f(z,); Gn = V2f(2,);

3 Factoriser B, = JI'G,J,;

4 Evaluer g, = J'V f(x,);

jusqu’a Conwvergence

N

ot

6 Calculer une solution d,, de probleme min {,,(d) : ||d|| < A,} : avec

1

Calculer

P = ¢n(0> - Cbn(dn)
" ¢n<o> - wn(dn)

si p, < m, alors

, On(d) = f(zn + Jpd)

7 Adéquation entre le modele et la fonction est mauvaise — rejeter le point et
réduire fortement le rayon A,, = v, A, (réduire la région de confiance);
8 Aller au 6

i p, >mn alors

©
0

10 Adéquation entre le modeéle et la fonction est bonne — accepter le point et

réduire un peu le rayon. z,41 < x, + J,d, (réduire un peu la région de

confiance)
11 si p, > 1, alors
12 Adéquation entre le modeéle et la fonction est excellente — accepter le

point et augmenter le rayon; A, = A, (Agrandir la région de

confiance)
13 A=A, n=n+1;
14 Aller a 13.
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2.2.3.3 Tests numériques

Les techniques de globalisation : les méthodes de recherches linéaires et les méthodes
a régions de confiance sont testés et validés sur le probleme (2.8) en utilisant le
méme exemple (2.6) décrit précédemment. Deux finesses de maillages (maillage 2 et

maillage 3 sont testées pour différentes valeurs de courant.

Exemplel

Une comparaison entre la méthode de Newton exacte et la méthode de Newton
globalisée a 'aide des regles de recherche linéaire avec rebroussement est présentée
dans la figure (2.12) pour le maillage 2 et pour un courant 2000 At. Dans cet exemple
la condition de Goldestein (2.15) n’est pas nécessaire car I'utilisation de la technique

de rebroussement évite des longueurs de pas excessivement petites.

=—&— Newton
== Newton-Armijo
€ 100}
o
c
©
S
i)
R
o
©
g .5
=10
[
o
=z
0 5 10 15 20

Nonlinear iterations

FIGURE 2.12 — La méthode de Newton-classique vs Newton-Armijo.

La méthode de Newton classique diverge vu que l'estimation initiale est loin de la
solution. Contrairement & la méthode de Newton-Armijo qui arrive a converger grace
a une combinaison entre la méthode classique de Newton et la technique de recherche
linéaire avec rebroussement. La longueur de pas subit une réduction suffisante par
la condition d’Armijo (2.12).

Les fleches sur la figure indiquent le nombre de fois ou la longueur de pas a été
réduite pour chaque itération. Le colit des premieres itérations est important a
cause du nombre d’évaluations de la fonction f. La convergence quadratique de la
méthode de Newton-Armijo apparait seulement a partir de 'itération 8 ou le résidu

décroit avec le pas non corrigé de Newton.
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Exemple 2

Le probléme décrit dans (2.6) est utilisé ici avec deux tailles de maillages différents :
maillage 2 (IV = 28488 éléments) et maillage 3 (N = 113952 éléments). Une com-
paraison entre la méthode de recherche linéaire avec rebroussement et la méthode
de région de confiance appliquées a la méthode de Newton est présentée pour les
différents maillages respectivement dans les tableaux (2.3) et (2.4).

Concernant 'algorithme de recherche linéaire inexacte, les conditions de Wolfe (2.14)

et (2.16) sont utilisés tel que :

IV f(zn) dn) < —0.9|Vf(2n)dy|, V0

Concernant la méthode de région de confiance, la longueur de pas est déterminé
suivant l'algorithme 2.5, le rayon initial est pris tel que Ay = 1 et les constantes

et 1y sont fixées tels que n; = 0.25 et ny = 0.75.

Recherche linéaire Régions de confiance
Courants | Itérations (f) | Temps | Itérations (f) | Temps

(At) CpPU CPU
1000 8(7) 0m29s 6 (6) 0m20s
1500 10(9) Om33s 9(9) Om27s
2000 13(12) | Om54s | 14(14) | Omb5s
2500 15(11) 1m04s 13(13) 0m59s
3000 16 (13) Iml7s | 15(15) lmlls

TABLE 2.3 — Recherche linéaire et région de confiance pour maillage 2.

Recherche linéaire Régions de confiance

Courants | Itérations (f) | Temps | Itérations (f) | Temps

(At) CPU CPU
1000 13 (9) 2m12s 19 (19) 3m21s
1500 17(19) | 3m27s | 25(25) | 4m12s
2000 22 (32) 4mO07s 29 (29) 4m59s
2500 21 (34) 4m37s 32(32) om02s
3000 24 (33) oml7s 30 (30) omd8s

TABLE 2.4 — Recherche linéaire et région de confiance pour maillage 3.
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Pour les deux algorithmes et pour chaque valeur de courant, on présente le nombre
d’itérations non linéaires et le nombre d’évaluations de la fonction f (indiqué entre
parentheses). La méthode de recherche linéaire et la méthode a régions de confiance
sont données respectivement dans les colonnes 2 et 4. Les colonnes 3 et 5 présentent
les temps de calcul. Le nombre d’itérations non linéaires dans la méthode a régions de
confiance est égal au nombre d’évaluation de la fonction f car on a exactement une
seule fonction a évaluer a chaque itération contrairement a la méthode de recherche
linéaire.

On constate que dans le tableau (2.3), pour chaque valeur du courant, la méthode a
régions de confiance demande moins d’itérations non linéaires et donc moins d’éva-
luation de la fonction f et gagne en robustesse et en temps de calcul par-apport
a la méthode de recherche linéaire. Mais, des que la taille du systeme devient plus
grande, la méthode de recherche linéaire avec rebroussement devient plus efficace
que les régions de confiance | ; : , | et une
réduction intéressante en temps de calcul est apparues pour toutes les valeurs du

courant.

Prenons le cas de 1000 At comme décrit dans la figure (2.13), la méthode de Newton
globalisée par recherche linéaire a mis 13 itérations non linéaires et 9 réductions du
pas pour converger avec un temps de calcul égale a 2m12s tandis que par région de
confiance la méthode a mis 19 itérations non linéaire et donc 19 évaluations de f

avec un temps de calcul vaut 3m21s.

102 T T T
—&— Newton
=& Newton-recherche linéaire
c 10°F =—&— Newton-région de confiance 3
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T 2l ]
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S 10} 3
£
=
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108 L . 1§ : .
0 5 10 15 20 25

Nonlinear iterations

FI1GURE 2.13 — Convergence de différents algorithmes.
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2.2.4 Accélération de la méthode

2.2.4.1 La méthode de Newton-Inexacte

La méthode de Newton a été largement préférée pour résoudre les problemes
non linéaires grace a sa convergence quadratique, si le choix de 'estimation initial
est suffisamment bon. Par contre, lorsque le nombre d’inconnues est important, une
grande précision pendant la résolution du systeme linéaire impliquant la matrice
Jacobienne peut ne pas étre justifiée si 'itération de la méthode de Newton est
loin de la solution. Par conséquent, la méthode de Newton-Inexacte est introduite
pour résoudre approximativement le systéme linéaire pour l'itération de Newton en
utilisant une méthode itérative, souvent du type Krylov, de sorte que les criteres
d’arrét du solveur linéaire sont controlés par le résidu non linéaire et la convergence

peut étre obtenue avec un cotit meilleur.

Description de la méthode

Le principe est le méme que pour la méthode de Newton classique, I'unique
différence se situe lors de la résolution du systeéme linéaire ou le vecteur d,, est seule-
ment une approximation de la solution du systeme linéaire a résoudre. Ce vecteur

est une solution de la condition de Newton-Inexacte :

1 (@n)dn + f (@) ]| < 7l f ()] (2.29)

Lefficacité et la robustesse de la méthode de Newton-Inexacte sont déterminées
grace a 7, appelé le terme forcant qui peut varier a chaque itération comme décrit
dans 'algorithme 2.6. Plus cette valeur est petite, plus on se rapproche de la méthode
de Newton classique et moins on gagnera du temps lors de la résolution de systemes
linéaire. Cependant, si cette valeur est grande, on risque de faire plus d’itérations de
Newton. Pour éviter de faire plus d’itérations que la méthode de Newton classique
puisse le faire, il faut trouver un bon compromis entre résoudre rapidement les
systemes linéaires et le nombre d’itérations non linéaires | , ]. La
section suivante est consacrée a I’étude de la convergence de la méthode de Newton-

Inexacte en fonction du terme forcant.

Etude de convergence

Nous présentons un théoreme donnant des résultats sur la convergence des

méthodes de Newton-Inexactes.
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Algorithme 2.6 : Algorithme de Newton-Inexact.
1 début

Entrées : 7o €¢ RY, ¢ >0
2 pour n — n + 1 faire
3 tant que f,((ZTL)) > ¢ faire
4 Résoudre d, = —[f'(2n)] ™" f(@n) + 70, [[7all < 10l f ()]
5 Actualisation x,,1 = x,, + d,
6 Calcul de résidu f(x,41)
7 fin
8 fin
9 retourner z,.
10 fin

Théoréme 2.2.6. Soit f: R" — R" une fonction continument différentiable dans
un domaine ouvert convere D C R"™ contenant x.. On suppose que f(z,) = 0 et
que f'(z.) est non singuliére et k-lipschitzienne dans D'. Supposons que la suite
Ny satisfait 0 < n, < n < 1. Alors il existe ¢ > 0 tel que, si ||xg — z.|] < €, la
suite x, générée par la méthode de Newton-Inexacte converge vers x, linéairement.
De plus si n, — 0, alors la suite x, converge super-linéairement vers x.. Enfin, si

nn = O(||f(x,)]| alors la suite x,, a une convergence quadratique.

La preuve de ce théoreme se trouve dans | : -

Méthodes de Newton-Krylov

Les méthodes de Newton-Krylov, du type inexacte, résolvent le systeme linéaire en
utilisant le caractere itératif des méthodes de Krylov | , ; , ].
Le test d’arrét pour la résolution de systemes linéaires par la méthode de Krylov
est donné par la condition de Newton-Inexacte (2.29). Les méthodes de Krylov
different I'une de 'autre par le type de projection qui est appliqué et le choix des
sous-espaces de Krylov. On cherche toujours a adapter la précision de la résolution a
chaque itération de Newton de facon a faire le moins d’itérations de Krylov possible,

tout en gardant une bonne convergence de la méthode de Newton.

Différence entre les itérations (Newton et Krylov) la méthode de Newton

permet de construire une suite (z,),>¢ d’approximation de x,. Une méthode de

1. f est k-lipschitzienne si V(z,y) € D?,|f(z) — f(y)| < klz — y|.
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Krylov construit a chaque itération n + 1 une suite (d¢,);>o d’approximation de d
solution de f'(z,)d = —f(z,). On précise que z‘, = z,, + d.,.
Quand on atteint le critére de convergence décrit par (2.29), les itérations de Krylov

s’arrétent et on aura
q __
xl =241,

avec ¢ est le numéro de l'itération ot le critere de convergence est satisfait.

Choix des termes forcant une étape tres importante dans 'utilisation de Newton-
Krylov est le choix du terme forgant | , |. Le but est de dire
quand on est loin de la solution, il n’est pas nécessaire d’étre tres précis, donc d’adap-
ter toujours au mieux la précision 7,, demandée pour limiter au mieux les itérations
de Krylov et donc obtenir une convergence rapide avec un cotit minimal de calculs.
Pour s’approcher au mieux de cet objectif, plusieurs schémas pour calculer la suite
des n,, ont été proposés. Cai et al | , |, ont proposé pour toute itération
de Newton, une constante 1, = 10~* pour garantir une précision uniforme de 'ap-
proximation de la direction de Newton. Dembo et Steihaug [ ,
| ont développé la premiere stratégie adaptative de termes forgants décrit par
(2.30). Pour les premiéres itérations, la direction de Newton est moins précise pour

ce choix.
1
= min{—— 2.
o = min{ 3, [[f@lI} (230

Citons le choix proposé par Brown et Saad | , ] :

1

pour ce choix, le solveur linéaire demande moins d’itérations quand n est tres petit.
Mais aucune information sur f n’est utilisée et 7, peut tendre trop rapidement vers
7€ro.

On trouve dans | : ], les choix de Eisenstat et Walker :

res _ 1F@)IP (2.32)

T )P

avec v € (0,1] est un parametre fixé par l'utilisateur.
Pour éviter la décroissance rapide de la suite des 7, et résoudre précisément le sys-
teme inutilement, ce qu’on appelle la sur-résolution (oversolving), le schéma complet

est introduit :

o ) |1 ()12 ))
Np = MIN (nmax, max (nn, ().525“]0(967%1)”2 , (2.33)
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avec ¢ la précision relative fixée et n,* est égale a :

Nmax sin=0.
min(Nmaz, N5°) sin>0, 02 <0.1.
min(Nmaz, maz(nies 4n?)) sin >0, yn2 > 0.1.

n

Tests numériques

Les tests de la méthode de Newton-Krylov, ont été faits, dans le but d’évaluer les
performances de cette méthode numérique et également tester sa robustesse. on
pourra distinguer la méthode de CG | , ], GMRES(m) |

, | et BICGSTAB | , ].
Les algorithmes de résolution appliqués sont Newton-CG, Newton-GMRES(20) et
Newton-BICGSTAB sont testés sur le probleme (2.8) en utilisant ’exemple (2.6)
avec une estimation initiale zg = (0, ...,0)T. Pour le test d’arrét, nous prenons &, = &,

et nous cherchons la solution de I'inégalité

1f ()] < €0 + &l f(20)]],

avec ¢, et ¢, désignent respectivement, les tolérances absolues et relatives.

Exemple 1 Afin de comprendre le phénomene de la sur-résolution (I’oversolving),
nous avons appliqué la méthode de Newton avec un gradient conjugué sur le pro-
bleme (2.8) de maillage 2 (28488 éléments) pour un courant égale a 500 At avec
deux manieres différentes. La premiere sert a utiliser une précision relative constante
et égale & 1079 pour la résolution de systémes linéaires, la deuxiéme sert a utiliser
la méme méthode mais avec une précision qui varie selon le schéma complet (2.33).
Dans la figure (2.14), les valeurs successives des résidus non linéaires f(x,) sont
représentés par des cercles. Les valeurs du résidu linéaire f'(z,)d’ + f(z,) sont
données en traits pleins et en traits pointillés une estimation grossicre de f(z?).
En comparant les deux méthodes, on remarque que le résidu non linéaire dans la
figure (2.14a) ne décroit pas beaucoup par rapport au figure (2.14b) ce qui montre
que la grande précision de résolution est inutile.

Le tableau (2.5) résume le nombre d’itérations effectuées ainsi que le temps d’exé-
cution dans chaque cas.

Avec le schéma utilisé, le nombre d’itérations de Krylov est réduit, et || f(z,)|| décroit
suffisamment par rapport a la précision du calcul. Ce qui a permis d’annuler le
phénomene de l'oversolving. De plus, le temps de calcul est réduit avec un speedup

de 1.35, étant donné le cotit des deux itérations supplémentaires de Newton.
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(a) Gradient conjugué avec précision (b) Gradient conjugué avec précision va-
constante riable

FiGURE 2.14 — Tllustration de 'oversolving.

CG CG+termes forgants
Nombre d’itérations non linéaires ) 7
Nombre total des itérations linéaires 120 12
Temps CPU (s) 264.03 s 195.07 s

TABLE 2.5 — Tableau résumant les résultats obtenus pour différentes précisions.

Exemple 2 Les méthodes de Newton-CG, Newton-GMRES et Newton-BiCGSTAB
globalisées a l’aide des regles de recherche linéaire avec rebroussement sont testées
avec le méme probléme (2.8) pour le maillage 2 et pour un courant de 1500 At. La
précision est prise & 1078 et le terme forcant est calculé selon le choix de Brown et
Saad (2.31). Le résidu non linéaire en fonction de nombre d’itérations non linéaires
est donné dans la figure (2.15) pour les trois méthodes.

Pour la résolution de ce systeme, on constate que la méthode de CG est la méthode
la plus efficace par rapport aux autres méthodes car la matrice est symétrique semi-
définie positive.

Quand la taille de probleme devient grande, le cotit de la méthode de Newton aug-
mente a chaque itération. Le cotit d’exécution va dépendre de nombre d’inconnue N
associés a la discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis et le nombre
d’itérations non linéaires N,; générés par la méthode de Newton.

En effet, pour chaque itération non linéaire, il faut évaluer N?+ N fonctions (les N?

dérivées partielles de la matrice Jacobienne, plus les NV fonctions coordonnées). Donc,
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FI1GURE 2.15 — Convergence pour différentes méthodes de Newton-Krylov.

un parcours sur toute la liste des éléments non linéaire noté Ne,,; est nécessaire.
De plus, la résolution de systéme linéaire de taille N avec les méthodes itératives du
type Krylov (le CG, le GMRES et le BICGSTAB) nécessite K,..N opérations avec
K, le nombre d’itérations de I'approche.

La complexité de résolution totale est exprimé en fonction de nombre d’itérations
non linéaires, le nombre d’éléments situé dans les parties ferromagnétiques, le nombre
d’itérations linéaires et la taille du systeme (Cyoprqr = 0(Npi.(Ney + K. (N).N)).
Pour diminuer le coflit de la résolution, il est fréquent d’éviter le calcul de la ma-
trice Jacobienne a chaque itération, mais seulement de temps en temps. Donc, a
ce moment-la, la convergence n’est plus quadratique, mais on pourra avoir une ré-
duction intéressante en temps de calcul. D’ou I'introduction de méthodes de Quasi-
Newton | , ].

2.2.4.2 La méthode de Quasi-Newton

On appelle le Quasi-Newton toute variante de Newton ou on cherche a approcher
par un moyen quelconque la Jacobienne. Parmi les variantes on peut citer, la formule
de Davidon-Fletcher-Powel (DFP) qui a été proposé en premier temps par Davido
[ , |, puis améliorée et popularisée par Fletcher et Powell |

, ] en 1963. Elle est connue aussi sous le nom de "Méthodes a métrique
variable". Elle consiste en une mise a jour de l'inverse de la matrice Jacobienne par
une correction de rang au plus égale a deux. En 1970, Broyden | , ],
Fletcher | : |, Goldfarb | , | et shanno | , | ont

développé une formule de Quasi-Newton sous le nom de BFGS. Cette formule est
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considérée la plus robuste, elle permet de construire directement une approximation

de l'inverse de la Jacobienne en démarrant de la matrice identité.

Description de la méthode

La méthode de Quasi-Newton consiste a remplacer le calcul de la matrice de la
Jacobienne f’(x,) a chaque itération par une matrice 3, plus facile a calculer, et a
laquelle on peut imposer certaines propriétés. Le fait qu’elle soit une approximation
de l'inverse de la matrice Jacobienne se traduit par la relation de Quasi-Newton

suivante :
Tpn+1 = Tn — B;lf($n>7 Bn ~ f/(xn> (234)

Parmi les méthodes de Quasi-Newton on peut citer : la méthode de la corde, la mé-
thode de Shamanski, la méthode d’approximation par différence finie et la méthode

de Broyden.

Corde

La méthode de la corde consiste a prendre la Jacobienne J(x) égale a la Jacobienne
initiale J(xg) pour toutes les itérations de Newton.

L’algorithme de cette méthode est décrit dans 2.7.

Algorithme 2.7 : Algorithme de la corde.
1 début

Entrées : 2o ¢ RY, e >0
2 pour n — n + 1 faire
3 tant que ;c,((”;z)) > ¢ faire
4 Résoudre d,, = —[f'(xo)] ' f(x,)
5 Actualisation x,, 1 = x, + d,
6 Calcul de résidu f(zp41)
7 fin
8 fin
9 retourner z,.
10 fin

La méthode de la corde est caractérisé par une vitesse de convergence linéaire. Ce

que 'on pourra le voir dans le théoreme 2.2.7.

Théoréme 2.2.7. Supposons que les hypothéses standards sont satisfaites. Alors il

existe des constantes K. > 0 et r > 0, tel que si xg € B(x,, 1), les itérations de la
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meéthode de la corde convergent linéairement vers x, et on a :
oass - 2ll < Kllwo — 2.lllon — 2.

La preuve de ce théoreme se trouve dans Kelly | , ]

Shamanski

La méthode de Shamanski consiste a recalculer la Jacobienne a chaque ¢ itérations
au lieu de le prendre fixe pour toutes les itérations comme décrites dans la méthode
de la corde. Une itération de la méthode de shmanskii peut étre résumée comme

suit :

L. oz1 =2 — fl(xn) f(2).
2. ziy1 =2z — f'(xn)f(z) pourl<i<qg-—1.
3. Tpy1 = 2.
avec ¢ est un entier suffisamment petit. Cette méthode est caractérisée par une

convergence superlinéaire d’ordre ¢+ 1 dans le cas ou toutes les hypotheses standard

sont vérifiées. C’est le résultat de théoréeme 2.2.8.

Théoréme 2.2.8. Supposons que les hypotheses standards sont satisfaites que g > 0.
Alors il existe des constantes Kg > 0 et r > 0, telle que si xg € B(x,, 1), Uitération

de Shamanski converge superlinéairement vers x, et on :
1201 = 2] < Kl — 2|7

La méthode de Shamanski combine la méthode de la corde et la méthode de Newton.
En effet, pour ¢ = 1 on pourra retrouver facilement la méthode de Newton et pour

q = oo on trouve la méthode de la corde.

Broyden

Cette méthode permet de déterminer a chaque itération une approximation ap-
prochée de la matrice Jacobienne. La matrice est construite par des mises a jour
successives de la matrice [y fournie par 'utilisateur. Elle est basée un peu sur le

méme principe de la méthode de la sécante qui revient a approcher en dimension un

f'(z,) par :
f(wn) - f(xn—l)

)
Tp — Tp

et en dimension N, la matrice [3,, est imposée de maniere a vérifier la méme relation

le long de la direction Newton :

Bty — wp1) = f(2n) — f(Tn1), (2.35)
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cette relation ne permet pas de définir la matrice [5,, mais elle permet d’imposer
sa valeur dans une direction. Grace au choix simple que Broyden a proposé, le
passage de 3, au (3,11 se fait en rajoutant seulement une matrice de rang 1. L’étape
d’actualisation de la matrice (,, s’écrit sous la forme suivante :
dy

avec d,, = Tpp1 — Ty €t 2, = f(Tpe1) — f(x,). On vérifie immédiatement que la suite
de matrice f3,, définit dans (2.36) satisfait bien (2.35). La méthode de Broyden est
décrite dans l'algorithme 2.8. Il est prouvé dans | , ;

, ] que la convergence de cet algorithme est localement super-linéaire.

Algorithme 2.8 : Algorithme de Broyden.
1 début

Entrées : zo ¢ RY, e >0

2 pour n — n + 1 faire

3 tant que }{c,((“;:)) > ¢ faire

4 Résoudre d,, = — 3, f(z,,)

5 Actualisation 11 = x, + d,

6 Calcul de z, = f(zpy1) — f(xn)
7 Actualisation 3,11 = B, + (2, — Bndn)dg—in
8 fin

9 fin
10 retourner z, .
11 fin

La valeur initiale de la matrice initiale de Broyden peut étre prise tel que [y =
I, il faut évidemment attendre un certain temps avant d’avoir une approximation
raisonnable de la matrice Jacobienne.

Des techniques de recherche linéaire peuvent étre également utilisées dans cette
méthode. En effet, I'étape 4 de 'algorithme 2.8 est remplacée par d,, = —a 3, f(z,,)
ol a minimise la norme de f(z,1).

Lorsque cette méthode demande un grand nombre d’itérations pour converger et
atteindre la tolérance désirée, le cotlit de stockage des mises a jour augmente. Pour
éviter cet inconvénient, une autre version de Broyden dite Broyden redémarré est
introduite | , : |. Apres chaque m itérations non linéaires, l’algorithme
redémarre pour libérer la mémoire. Cela induit un ralentissement de convergence vu

qu'une grande partie des informations emmagasinées est totalement perdue et doit
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étre reconstruite. Pour y remédier, une autre version de la méthode de Broyden qui

utilise une mémoire limitée a été développée comme détaillé dans | , ;

, 2008].

Tests numériques

Afin de tester les performances des méthodes de Quasi-Newton, on applique les diffé-
rents algorithmes présentés précédemment en utilisant I'exemple (2.6) pour résoudre

le probléme (2.8). Le courant est fixé & 2000 At et la tolérance est fixée a 1075.

Exemple 1 La méthode de Newton, la Corde et Shamanski globalisées a 1’aide des
regles de recherche linéaire avec la condition d’Armijo sont étudiés en premier temps

avec le maillage 3 (N = 113 925) et avec une estimation initiale zo = (0, ..., 0)7.

10° E ‘ T T E|
= =—&—Newton 3
B =8—Corde |
E —8—Shamanskii(q=5) 2
C —8—Broyden 7
107 = 5
E S|
= = =
B = -
g C ]
210t = =
a E E
E = -
& C ]
10° = =
E
- L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nonlinear iterations

FI1GURE 2.16 — Convergence pour différentes méthodes de Quasi-Newton.

Solveurs non-linéaires | Itérations non linéaires | Temps CPU

Newton 9(2) 4m12s
Corde 20(9) 3mb2s
Shamanski 11(2) 2m23s
Broyden 15(7) 3mO01s

TABLE 2.6 — Résultats de convergence pour différents solveurs.

Comme décrit dans la figure (2.16), la méthode la plus efficace est la méthode

de Newton qui a une convergence quadratique, mais elle demande I’évaluation de
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la Jacobienne a chaque itération contrairement a la méthode de la corde qui n’a
qu'une convergence linéaire mais elle demande moins d’évaluation de la fonction
f. La méthode de Shamanski qui combine les deux a la fois possede par contre
une convergence super-linéaire. Les temps de calculs pour différents solveurs non

linéaires sont données dans le tableau 2.6.

Exemple 2 La méthode de Broyden est testée pour différentes tailles du systéme.
La valeur de la matrice initiale de Broyden est prise égale a la matrice d’identité.
Le tableau (2.7) résume les résultats de convergence pour la méthode de Broyden

pour différentes tailles de systemes.

Nombre d’éléments 7122 | 28 488 | 113 952
Nombre d’itérations non linéaires 15 15 15
Temps d’évaluation de f (s) 10.661 | 45.555 | 150.129
Temps de calcul de d,, (s) 2.492 | 12.825 | 40.213
Temps de mise-a-jour de 3, (s) | 0.630 | 3.856 | 10.460
Temps de calcul (s) 13.783 | 62.236 | 200.802

TABLE 2.7 — Tableau résumant les résultats de convergence de la méthode de Broy-

den pour différent .

On constate que quand la taille de probleme augmente, le colit de la méthode de
Broyden augmente aussi. En effet, 1’évaluation de la fonction f, le calcul de d,, et
la mise a jour de la matrice 3, demande plus de temps quand la taille de probleme
augmente.

La convergence de la méthode de Broyden est illustré dans (2.16) pour le maillage
le plus fin de taille N =113 952 éléments. Quoique, la méthode de Broyden ne
demande pas I’évaluation de la Jacobienne, elle aboutit toujours a une convergence

super-linéaire.

2.2.5 Conclusion

Les différentes méthodes de résolution non linéaires : les méthodes de point fixe et les
méthodes de Newton sont analysées et testés a travers des exemples académiques
en 2D. La méthode de point fixe est robuste et simple a implémenter, mais elle
possede une vitesse de convergence tres lente et peut engendrer des temps de calculs
inacceptables quand la taille du systeme est grande. La méthode de Newton a une
convergence quadratique mais elle est locale dans le sens que I’estimation initiale

doit étre assez proche de la solution.
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Les méthodes de globalisations telles que les méthodes de recherche linéaire et les
méthodes a régions de confiance sont utilisées pour assurer la convergence des mé-
thodes de Newton et atteindre un niveau acceptable de robustesse.

Les tests numériques montrent que quand le pas de Newton n’aboutit pas a une
décroissance suffisante du résidu non linéaire, c¢’est-a dire quand ’estimation initiale
est loin de la solution, ces techniques permettent de réduire ce pas et améliorer
efficacement la convergence.

De plus, quand la taille de systeme devient de plus en plus élevée, les méthodes de
recherche linéaires deviennent plus efficaces que les méthodes a régions de confiance.
La résolution du systeéme avec la méthode de Newton s’avere treés cotliteuse a cause de
I’évaluation de la Jacobienne, de la fonction et de la résolution de systemes linéaires a
chaque itération. Les méthodes de Newton-Inexactes sont introduites pour réduire le
colit de la résolution de systemes linéaires en utilisant une méthode du type Krylov.
La précision de solveur linéaire est adapté avec un cotit minimal par des termes dit
termes forcant. Les tests numériques montrent que le choix de termes forgants peut
controler l'efficacité et la robustesse de la méthode.

L’évaluation de la matrice Jacobienne devient de plus en plus cotiteuse et les déri-
vées sont de plus en plus dures a calculer quand le systéme a résoudre atteint des
dimensions élevées. Les méthodes de Quasi-Newton sont testées en approchant la
matrice Jacobienne par des formules récurrentes ne demandant que 1’évaluation de
la fonction. Les tests numériques montrent une réduction intéressante en cotit de

calculs avec ces méthodes.
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ISP-Newton

Ce chapitre permet d’introduire [’algorithme développé nommé Improved Starting
Point (ISP-) Newton. Ce dernier sera validé en premier temps en 2D d travers une
maquette éléments finis sur Matlab en utilisant des exemples académiques appliqués a
différentes lois de comportements non linéaires. En deuxiéme temps, nous analysons
dans le cas 3D les performances des algorithmes implémentées dans code__Carmel,

en interprétant les résultats physiquement avec des applications industrielles.

Sommaire
3.1 ISP-Newtonen2D. .. ... ...t 93
3.2 ISP-Newtonen3D. ... ..........000vu... 106
3.3 Conclusion . ... ... . ... .00 0 0. 131
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3.1 ISP-Newton en 2D

La méthode de Newton possede une convergence quadratique si I’estimation initiale
est proche de la solution. Trouver une information a priori sur cette solution reste
toujours une idée attrayante. Si on arrive a trouver la bonne condition pour choisir
I’estimation initiale, la robustesse de la méthode de Newton sera améliorée ainsi que
son efficacité.

Sur la base du choix rapporté dans Luo et Teng [ , | qui est dédié
au probleme 2D p-Laplace, nous avons proposé une solution initiale adaptée au
probleme 2D de la magnétostatique et nous I’avons testé pour la formulation A en

I'implémentant dans notre maquette éléments finis.

3.1.1 ISP-Newton pour des lois d’aimantations isotropes
non linéaires
On se place dans les conditions classiques de la magnétotstatique en potentiel vecteur

magnétique A définies dans le paragraphe 1.5. On rappelle en premier temps, les

différentes étapes de l'algorithme comme détaillé dans 3.1.

Algorithme 3.1 : Algorithme de Newton appliqué a la formulation en

potentiel vecteur A.

1 début

2 i=0, A'=0

3 pour i =1 ... jusqu’d convergence faire

4 T1 : mise a jour de R(A™!) et de Miycon (A1)

5 T2 : résoudre My,cop (A1) d' = —R(AY)

6 T3 : réduire le pas si c'est nécessaire : A’ = A1 + \'d’
7 fin

8 fin

Il s’agit de résoudre :

Mjacon(ATY) d' = —R(ATY), AP= A"+ d, (3.1)

me

avec A’ est le ™ solution de Newton, R est le résidu non linéaire de taille N, (li¢e

au nombre d’inconnues du probléme éléments finis défini dans 1.98 tel que :
R(A™YH =S(ATHA"! - F, (3.2)
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et Mjacob €st la matrice Jacobienne de taille N, X N, , qui devrait étre mise a jour

a chaque étape comme :

OR(A™) OS(A™)
OA~1 OA1

Un critére d’arrét comparant |[R(A" )| avec un parameétre défini par I'utilisateur

Myacon (A1) = =S(ATY) + AL (3.3)

¢ est utilisé pour déterminer si 'algorithme a convergé ou non.
En deuxiéme temps, on introduit le principe de la méthode d'ISP-Newton qui est

décomposé en deux étapes telles que :

1. Nous résolvons un probleme linéaire Lg avec une reluctivité v, constante
(comme la reluctivité de 'air) dans le domaine, c’est-a-dire trouver Ag tel

que :

(3.4)

rot (vprot Ag)=Jg,
AS X H|F: 0.

2. A partir de cette solution Ag, la réluctivité vy est mise & jour par vy =
v(rot Ag), puis nous cherchons la solution initiale Ay en résolvant le pro-

bléme linéaire Ly suivant :

{ rot (virot Ax)=Jg,

(3.5)
AN X Il|1": 0.

Par la suite, nous utilisons la méthode de Newton classique en commencant par
cette estimation Ay.
L’algorithme d’ISP-Newton est donné dans 3.2.

Algorithme 3.2 : Algorithme d’ISP Newton.
1 début

2 i =1, TOs : résoudre le systeme Lg (3.4) pour obtenir Ag

3 i =2, TOy : résoudre le systéme Ly (3.5) pour obtenir Ay

4 pour i =3 ... jusqu’a convergence faire

5 T1 : mise a jour de R(A™!), mise a jour de Miy,con (A1)
6 T2 : résoudre My,con(A™!) d'= —R(A™1)

7 T3 : réduire le pas si c'est nécessaire : A’ = A= + \d’
8 fin

9 fin

Cette approche est différente des solutions usuelles qui consiste a effectuer des ité-

rations de point fixe avant d’aboutir 'algorithme de Newton [

, 1994].

Y I
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Remarque importante :

Partout dans la these, le nombre total d’itérations d’'ISP-Newton est présenté en
prenant en compte les deux précalculs dans (3.4) et (3.5). Il convient de mentionner
ici, que notre méthode est facile a mettre en ceuvre avec n’importe quel code FE,
car il s’agit seulement de construire et résoudre deux systemes linéaires dont le cofit

de calcul est inférieur au cotlit de deux itérations de Newton.

3.1.1.1 Applications

Cette partie est dédiée seulement a I’étude des phénomenes électromagnétiques et
les phénomenes mécaniques ou thermiques qui pourraient étre induits ne sont pas
pris en compte.
Les hypotheses de nos problémes sont les suivantes :
— Tous les problemes traités dans cette partie sont en deux dimensions (2D).
— Le régime considéré est stationnaire, les phénomeénes étudiés ne varient pas
suivant le temps.
— Les sources de champs inducteurs sont parcourues par des courants continus.
— Les courants induits sont négligés.
— Les matériaux ferromagnétiques ont des propriétés non linéaires. Leur hysté-

résis n’est pas prise en compte.

Transformateur

Ce probléme se résume dans la figure (3.1). On peut distinguer deux types de ré-
gions : une région (cuivre) qui contient les bobines inductrices parcourue par un
courant Jg et une région perméable (Fer) dépourvue de courant dont la loi de com-
portement ferromagnétique est non linéaire. Cette loi est modélisé par le modele
de Marrocco comme détaillé dans (1.2.3.1). Les calculs selon le modeéle de Frohlich
seront détaillé dans 'annexe C.1.1.

La taille de maillage est de 78000 éléments.

Newton-classique vs ISP-Newton

On impose des valeurs du courant allant de 500 At a 3000 At et on applique les deux
algorithmes commencant par les deux points de départ : le point classique A = 0 et
le point proposé Ay.

Pour chaque valeur du courant, le nombre d’itérations non linéaires, le temps de
calcul et le taux d’accélération entre les deux algorithmes sont donnés dans le tableau
(3.1).
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Cuivre

Fer

Bobine +

FIGURE 3.1 — Maillage du probleme magnétostatique non linéaire.

Newton-classique [SP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU

500 5 O0m47s 5 Om23s 2.04
1000 6 Omb51s 5 Om33s 1.54
1500 8 1m22s 6 O0md58s 1.41
2000 9 1m43s 6 1mO07s 1.69
2500 9 1m49s 6 1m09s 1.78
3000 10 1mb9 7 1m11s 1.67

TABLE 3.1 — Résultats de convergence pour le transformateur

Les résultats de calculs, montrent que les deux algorithmes convergent pour chaque
valeur du courant sans avoir besoin de réduire le pas et activer un algorithme de

globalisation.

De plus, une réduction en nombre d’itérations non linéaires et en temps de calcul
en utilisant notre algorithme proposé est observée pour chaque valeur du courant.
En effet, pour le cas de 2500 At, 3 itérations non linéaires ont été réduites avec le

point Ay et le speedup est 1.78 plus vite qu’avec le point classique A = 0.

La distribution de l'induction magnétique est donné dans la figure (3.2) pour la

valeur de 2500 At. Les lignes de B se referment par les culasses.

Afin de tester les performances de 'algorithme proposé, d’autres exemples numé-

riques plus compliqués ont étés étudiés.

96

© 2019 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



é de Lille, 2019

versi

These de Riheb Cherif, Un

ISP-NEWTON EN 2D

3.1

Bl

SRR
P

N
CAVAVAVA|

<
av.

\AN
AN

%VA

<!

7AV,
CARX
N VAVAVAV

O
N
SO

VAV
VAV

s

/

V7

w
K\

0

\H
g’
% A%

JAY
\/

/\
NA/

\YAVAY,
VAVAVAY

VAVA
NN/

\/
/

S

)

i
5
el

<]

<]
>

L

2

\/
\/
N

VaY
/\

YOVAVaV4
YAy,
SN

-
4

0.8

0.6

4

0

0.2

istribution de la norme de l'induction
tique par élément

7

(b) D
magné

ique

t

7

0on magne
FIGURE 3.2 — Induction B

(a) Distribution de 'induct

T.E.A.M Workshop 13

2D avec le

e en

7

t maill

isé e

Le méme domaine d’étude décrit dans 10 a été modél

maillage M3 = 113952 éléments. Nous le rappelons dans la figure (3.3).

5
)
5

K
Y8%35 )
27
)
2
I

2
e

&

s
XK
CORS
Lo
!
A AR
viAs i,
RORHER
Y
uVa
o
a
9y

i

YARKAK
Vi ad
D0F
)
K
Py
s

X

o
T STATAVAY

"y
vy
vy

YAV
X

iy,
H
Y
%)
"

(VaYa
a%y

YaVaY

vavy
KD

)
L
YAVAY,
WA
STAa,
>

PAVAAVAY,
i
S

VAVALS

X

GTAVANGN
K

Pay

o
R
i

B
-
2

i
)

B
ray!
s

wis
¥

ns

N

N
o

vava)
5y

)
S

ok

%
%)

Y

i
A
i
o
o
vy
i)
ot

25

SEAS

T
il
i
K
o
2
&5

ratum

L5
J
£
N
"
%
e
o

I
OS]
K
Tl

Y

5
%
K
o
5
VAV

!
Kl
K1

5
T,

5

Ok
vt

éVAA
)

s
2

s
G
X2
5
L
x
ware
ool

X
KR

a)
s
Y

v

t
7
R
kS
yATAYS
05
s
N
X
X
5
KLy
=
ek

{
S
5

-

J
"ava

4
X

o
&
I

N

K
0

5
i
Bt
K]
Ty
X
S
0
By
%

YA)

7471
KR
a5
AVAV#
i,
A
A
%
)

vaSj
S
v

AT
Wy
¥i
K
vay
ALY

i’

S
S
o
X
VavavaY
o
Yavanio
XK
R
ek

TAvAY,
TavaVa
Y,

YAV
vat

K

AV
v,
vy

ary

Va

o
o5

3,
iy
Vav;
5
2

v,

K
iy
5

M
%
it

&

dTavyy

VAVAYA |
A
L
£

vavy
val
%
Taa)

XA
X
A% A
|
%

L
2
VRS
YAV,
Vs
Yavavy
o
v,

v
TAYs
vav)
va¥
Vé
e
ay

)

Rk

%2
P
v
i
Vaves!

T

X

2

a2

X
2

vy

il
0
s
vy
%
KX

&

N
K

v

=

VI
K

v

iy
o

g

A

Vavay
sy
4

5

S
X
L%

v,

R

B
I
42
N
s
£
A
W

wn

s
Vv
i
5
<
5
i

2

vvs

i
:
Vava
<

*

Yy
kf

e
Ty

X
i
e,

A

A

i
%
s

o

AV

4
PR

5
;
s

&
%

X

D

o
Kt
P
s
25
YAy
A5
&

5

O

&K
.
AVAY

o
N

KRS
o

e

R
i,

NN

Y
i

5
A
2
poes
vath
0
N/
AV}

<7

B
)
g

Yy

vav,
2
ny
avy

7AAVAY

X
K
)
K)

7

%

")

0%
v

a7
o

7S

)

<

Kl

vas)
\Vae
A
K7

val

&
:
o,
:
K
-

(%

&
£

RS

5

aYi%
N
%A

N
o

vAY
RIS
%

s
v,
DS
Sl
2
TAVAVY
X1
VAYsY
X

i
e
i
e

5
s

)
5
5
FAVAYA
o

e

5
o
L

€12
N
SPeD
X
o

!
N

K

o

7

1meailre.

tostatique non 1

eéme magné

\

FIGURE 3.3 — Maillage du probl

la loi de Marrocco
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ére non
et la loi de Frohlich comme défini dans (1.2.3.1). Il faut mentionner que les résultats

N

déliser le caract

’

1sees pour mo

Deux lois sont util

obtenus sont semblables pour les deux lois. Nous présentons que ceux obtenus avec

la loi de Marrocco. Pour la loi de Frohlich, les résultats sont détaillés dans 'annexe

1.2,
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CHAPITRE 3. ISP-NEWTON

Interprétations

Le choix de premier point de départ est interprété physiquement pour les deux
solveurs : Newton-classique et ISP-Newton dans la figure (3.4).

En commengant par le point classique A = 0 comme décrit dans la figure (3.4a), le
champ est concentré au début dans le fer avec des valeurs élevées. Apres les itérations
de Newton, le champ sera déplacé dans l'air du aux saturations comme le montre
la figure (3.4b). Dans le cas de l'algorithme proposé avec A = Ay, le champ est
uniformément distribué et dispersé au début dans I’espace comme décrit dans (3.4¢)
puis avec les itérations de Newton, il sera ramené dans le fer ce qui signifie le sens

pris dans la figure (3.4d).

Newton-classique vs ISP-Newton

Les valeurs du courant sont réglées de 500 At a 5000 At qui sont suffisantes pour
saturer les plaques. Le tableau (3.2) présente les résultats de différents algorithmes
commencant par le point classique A = 0 et par le point amélioré A = Ay sans
utiliser aucune technique de globalisation.

Pour chaque valeur du courant, le nombre d’itérations non linéaires, le temps de

calcul et le taux d’accélération sont donnés pour les deux méthodes.

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Point de départ | temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)

500 ) 1mO1s 5} 0m49s | 5.21E-2 1.22
1000 7 1m12s 7 1m02s | 0.102 1.19
1300 9 1mb4s 7 1m05s | 0.175 1.88
1500 13 2m32s 9 1m39s | 0.203 1.53
1700 14 2m4Ts 11 1mb6s | 0.221 1.43
2000 16 3m15s 12 2m04s | 0.278 1.61
2500 Diverge - 13 2ml12s | 0.321 -
3000 = - 14 2m47s | 0.496 -
5000 - - 15 3mO07s 1.112 -

TABLE 3.2 — Résultats de convergence de différents algorithmes non globalisés

On constate que la méthode de Newton-classique diverge a partir de 2500 At a cause
des fortes saturations. Tandis qu’avec l'algorithme ISP, la convergence est atteinte

pour toutes les valeurs du courant. De plus, on constate une réduction intéressante
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FI1GURE 3.4 — Interprétation physique de premier point de départ pour les solveurs

non linéaires.

du temps de calcul. Par exemple, pour la valeur du courant 500 At (respectivement
1000 At), le speedup est de 1.22 (respectivement 1.19) sachant qu’on a le méme
nombre d’itérations non linéaires. Ceci est expliqué par le fait que avec ISP-Newton
dans les deux premieres itérations, seulement deux systémes linéaires sont construits

et résolus dont le colit est inférieur & deux itérations de Newton.

Le nouveau point proposé permet de garantir la robustesse de ’algorithme et d’amé-

liorer son efficacité.

Pour améliorer la robustesse de la méthode de Newton, les méthodes de la recherche

linéaire ont été implémentés.
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CHAPITRE 3. ISP-NEWTON

Newton-globalisé vs ISP-Newton

Le tableau (3.3) présente les résultats de convergence de Newton globalisé par la
méthode de la recherche linéaire avec la technique de rebroussement comme définit

dans l'algorithme 2.4. Le nombre de réduction de pas est indiqué entre parentheses.

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)

500 5 1mO01s ) Om49s | 5.21E-2 1.22
1000 7 1m12s 7 1m02s | 0.102 1.19
1300 9 1mb4s 7 1m05s | 0.175 1.88
1500 13 2m32s 9 1m39s | 0.203 1.53
1700 14 2m4Ts 11 1mb56s | 0.221 1.43
2000 16(1) 3m20s 12 2m04s | 0.278 1.66
2500 17(3) 3m45s 13 2m12s | 0.321 1.70
3000 18(4) 4m09s 14 2md7s | 0.496 1.44
5000 18(2) 4mO01s 15 3m07s | 1.112 1.32

TABLE 3.3 — Résultats de convergence de différents algorithmes globalisés

On remarque que la robustesse de la méthode de Newton-classique est améliorée. Il
converge pour différentes valeurs du courant mais avec des réductions de pas durant
le processus de la recherche linéaire. De plus, en utilisant le point proposé Ay, une
réduction intéressante en nombre d’itérations non linéaires et en coflit de calcul est
observée pour toutes les valeurs du courant.

La figure (3.5) résume les vitesses de convergence des différents algorithmes nom-
més respectivement Newton non globalisé, Newton globalisé et I'ISP-Newton pour le
courant 2500 At. La méthode d’'ISP-Newton converge quadratiquement sans activer
la recherche linéaire alors que la méthode de Newton ne converger qu’apres avoir
réduit le pas 3 fois dans la deuxiéme itération non linéaire. Suite au colit de réduc-
tion, le taux d’accélération entre le Newton-classique et la méthode de ISP-Newton

augmente et la réduction de temps de calcul devient plus intéressante.

Newton-Inexact vs ISP-Newton-Inexact

Un calcul similaire a été fait sur les méthodes de Newton-Inexacte.
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F1GURE 3.5 — Convergence de différents algorithmes pour 2500 At.

Il s’agit de résoudre

1] i

MJ&COb(Ai_1> dz = _R(Ai_l) + ri7 . =N,
[[R(ATH]

(3.6)

avec r’ est le résidu linéaire, 0’ est le terme forcant choisi selon le critére décrit dans
(2.33).

Il est nécessaire d’utiliser une technique de globalisation pour assurer la conver-
gence de la méthode de Newton-Inexacte. La technique de la recherche linéaire avec
rebroussement est adopté ici. Le nombre d’itérations non linéaires, le nombre de ré-
duction de pas (indiqué entre parenthése) ainsi que le nombre de gradient conjugué
sont donnés pour chaque valeur du courant dans le tableau (3.4).

On peut observer qu’avec le point de départ amélioré, I'ISP-Newton-Inexact arrive
a converger pour les différentes valeurs du courant sans réduire le pas contrairement
a lalgorithme de Newton-classique. En effet, pour le cas de 3000 At, la méthode
de Newton-Inexacte a mis 17 itérations non linéaires et 3 réductions pour converger
alors que I'ISP-Newton a convergé au bout de 14 itérations sans activer 1'algo-
rithme de la recherche linéaire. De plus, une réduction du nombre d’itérations de
gradient conjugué par 'ISP-Newton (respectivement 1'ISP-Newton-Inexact) est ap-
paru a chaque valeur du courant comparant avec Newton (respectivement Newton-

Inexact)comme décrit dans la figure (3.6).
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Newton-Inexact ISP-Newton-Inexact
Courant | Point de départ | CG | Temps | Point de départ | CG | Temps | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU
500 9 1200 | Omb8s 7 650 | Om37s 1.56
1000 11 1480 | 1mO03s 9 840 | Om48s 1.25
1300 13 1517 | 1m15s 10 1078 | Omb7s 1.31
1500 15 1910 | 1m49s 11 1100 | 1mO7s 1.79
1700 15(2) 2315 | 2m4ls 11 1180 | 1m28s 1.82
2000 17(1) 2510 | 2mb3s 13 1290 | 1m47s 1.61
2500 18(2) 2730 | 3mlbs 13 1320 | 1mH9s 1.63
3000 17(3) 2640 | 3m4Ts 14 1471 | 2mO07s 1.88
5000 18(2) 2678 | 3mb7 16 1612 | 2m47s 1.41

TABLE 3.4 — Résultats de convergence pour Newton-Inexact globalisé

=& Newton —_

[térations CG

=8 =|SP-Newton
=—o— Newton-Inexact

-8 =|SP-Newton-Inexact

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Courants

FI1GURE 3.6 — Convergence de différents algorithmes.

Choix des termes forgants

Un bon choix de termes forcants permet d’améliorer la performance et l'efficacité

de solveur avec un cotit minimal de calcul. Quelques stratégies introduite dans la
: ] et Dembo et Steihaug |

partie (10) comme Cai et al. |

Y

deux algorithmes de Newton :

| et Brown et Saad |

indiqué dans le tableau (3.5).
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3.1. ISP-NEWTON EN 2D

Newton-Inexact ISP-Newton-Inexact
Courant Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
Cai et al. 14 1m27s 10 1mO01s 1.44
Dembo et Steihaug 15(3) 1mb53s 12 1m10s 1.61
Brown et Saad 16(1) 2m07s 13 1m16s 1.58

TABLE 3.5 — Résultat de convergence pour différents termes forcants pour le cas de
1700 At

On observe une réduction en nombre d’itération non linéaires ainsi que le temps de
calcul en utilisant 'ISP-Newton-Inexact. Ce dernier arrive a converger avec diffé-
rentes stratégies de termes forgants sans avoir besoin d’activer la recherche linéaire
contrairement a la méthode de Newton-Inexacte. Un speedup est obtenue entre 1.44
et 1.61.

Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton

L’algorithme proposé est testé pour les variantes de Quasi-Newton telles que la
méthode de la corde, la méthode de Shamanski et la méthode de Broyden comme
décrit dans dans la section (2.2.4.2). 1l ’agit donc de résoudre My, con(A’) de maniere
a éviter les calculs des dérivées qui sont souvent cotiteux.

Les résultats de convergence sont présentés respectivement pour deux valeurs du
courant (1000 At et 3000 At) dans les tableaux (3.6a) et (3.6b).

On observe, avec le point proposé Ay, une amélioration de la robustesse de la mé-
thode qui converge pour toutes les variantes de Quasi-Newton et pour les deux va-
leurs du courant. De plus, suite au nombre de réductions de pas de Newton durant le
processus de globalisation, la réduction de temps de calcul devient plus intéressante

en utilisant I'TSP-Quasi-Newton.

T.E.A.M Workshop 13 modifié

La géométrie inspirée de T.E.A.M Workshop 13 est modifiée pour rendre le probleme
plus difficile a résoudre afin de tester les performances des algorithmes. La plaque
centrale est remplacée par deux plaques pointues qui se touchent comme décrit
dans la figure (3.7). En effet, les pointes ont tendance a augmenter les valeurs des
potentiels et donc augmenter les valeurs du champ magnétique.

On teste les deux algorithmes commencant par les deux points de départ A = 0 et
A = Ay pour trois valeurs du courant égales a 1000, 2000 et 3000 At.
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Les résultats de convergence sont détaillés dans le tableau (3.7). On remarque que
la convergence des deux algorithmes devient de plus en plus difficile en la comparant
avec celle du tableau (3.3). Prenant le cas de 2000 At pour le maillage modifié, la
méthode de Newton-classique demande 18 itérations non linéaires avec 7 réductions
de pas au lieu de 16 itérations et une réduction pour le premier maillage comparant
a l'algorithme d’ISP Newton qui gardera sa robustesse et son efficacité sans aucun

appel a I'algorithme de la recherche linéaire. De plus, un speedup de 1.70 est obtenu

Quasi-Newton ISP-Quasi-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Corde 14(2) 1m25s 10 O0m47s 1.88
Shamanski 9(1) Im1ls O0m45s 1.57
Broyden 10(1) 1mO08s 0m39s 1.55
(a) 1000 At
Quasi-Newton [SP-Quasi-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Corde 21(5) 3mb4s 15 2m27s 1.59
Shamanski 14(2) 2mb9s 9 1m33s 1.92
Broyden 18(4) 3mO03s 10 1mb4s 1.58
(b) 3000 At

TABLE 3.6 — Résultat de convergence pour Quasi-Newton globalisé
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FIGURE 3.7 — Maillage de probleme T.E.A.M Workshop 13 modifié.

avec notre algorithme.
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3.1. ISP-NEWTON EN 2D

Newton-classique [SP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
1000 10 1m59s 8 1m12s 1.65
2000 18(7) 4m34s 13 2m4ls 1.70
3000 19(6) 5m39s 14 3ml17s 1.72

TABLE 3.7 — Résultats de convergence pour T.E.A.M Worshop 13 modifié
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3.2 ISP-Newton en 3D

La modélisation de dispositifs électromagnétiques prenant en compte le comporte-
ment non linéaire des matériaux ferromagnétiques en 3D constitue aujourd’hui un
défi pour le calcul du champ magnétique en terme de robustesse et de temps de
calcul.

Les simulations lancés pour les machines modélisées au LAMEL durent parfois de
quelques jours a quelques semaines a cause du grand nombre d’inconnues et de la
forte non-linéarité. Donc, diminuer ces temps et gagner en robustesse reste une idée
attrayante.

Pour ce faire, 'algorithme d’ISP-Newton est appliqué aux problemes magnétosta-
tiques non linéaires en 3D pour les deux formulations : la formulation en potentiel
vecteur magnétique et la formulation en potentiel scalaire magnétique, pour les pro-

blémes couplés circuits et pour les problemes magnétodynamiques.

3.2.1 Magnétostatique 3D : en potentiel vecteur A

3.2.1.1 Applications

Dans cette section, l'algorithme d’ISP comme défini dans la section 3.1.1 est analysé
a 'aide de différents exemples numériques. Typiquement, un probléme de référence
connu dans le cas magnétostatique non linéaire, nommé T.E.A.M Workshop Problem
13 et un autre exemple qui sera sa version modifiée.

Une comparaison entre I’algorithme proposé appliqué aux différents schémas de New-
ton, nommés respectivement, Newton-Inexact et Quasi-Newton est considérée sous

différentes configurations. L'implémentation est effectuée dans code Carmel.

T.E.A.M. Workshop 13

Ce probleme défini dans le T.E.A.M (Testing Electromagnétic Analysis Methods)
fait partie de la série de cas test internationaux, qui a été proposé afin de valider les
logiciels de modélisations vis a vis des résultats expérimentaux.

Comme décrit dans la figure (3.8), le modele se compose de deux noyaux ferroma-
gnétiques en forme "U” disposées symétriquement sur les deux cotés d’une troisieme
plaque centrale qui est entouré par une bobine de courant continu, ce qui fait quatre
entrefers. Comme les plaques ont des propriétés ferromagnétiques non linéaires, le
point mesuré de la courbe B — H est considéré dans | : ]. 1 est

nécessaire d’ajouter une relation constitutive qui permet de connecter la densité du
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3.2. ISP-NEWTON EN 3D

FI1GURE 3.8 — Structure de T.E.A.M. Workshop Problem 13.

flux magnétique B et l'intensité du champ magnétique
H = v(||BJ|)B.

La loi de Marrocco définie dans (1.2.3.1) est utilisé ici dans un premier temps pour
modéliser le caractere non linéaire du matériel.

Des résultats de calculs similaires obtenus avec la loi de Frohlich sont détaillés dans
I’annexe D.1.1.

Trois différents maillages sont adoptés, comme décrit dans la figure (3.9). On trou-

vera dans le tableau (3.8) les informations nécessaires pour les différents maillages.
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F1GURE 3.9 — Différents maillages utilisés pour T.E.A.M. Workshop Problem 13.

Afin d’assurer la saturation des plaques, nous avons réglé le courant de 1000 a
5000 At, avec huit valeurs différentes, soit 1000, 1300, 1500, 1700, 2000, 2500, 3000
et 5000 At.
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Maillages Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Nombre d’éléments 309 819 527 917 1 484 968
Nombre de noeuds 52 976 89 205 249 396

TABLE 3.8 — Informations sur les maillages utilisés.

Newton-classique vs ISP-Newton

Dans un premier temps, la méthode de Newton-classique sans aucune technique de
globalisation est considérée. Cela signifie que pour le cas de la recherche linéaire avec
rebroussement, nous définissons le &« = 1 pour chaque itération, ce qui peut assurer
une vitesse de convergence quadratique. Pour le maillage 2, pour chaque valeur
du courant, le nombre d’itérations non linéaires, le temps de calcul pour les deux
méthodes (Newton-classique et ISP-Newton) sont donnés dans le tableau (3.9). Les
deux algorithmes convergent vers une solution de méme énergie. Dans la derniere
colonne, le taux d’accélération (speedup) entre le temps de calcul de la méthode

proposée et la méthode classique est donné. On constate qu’aucune convergence n’a

Newton-classique I[SP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)

1000 6 1mbH9s 6 1m46s | 9.475E-2 1.12
1300 8 2mb4s 8 2m13s 0.155 1.30
1500 19 5m34s 19 4m35s 0.195 1.21
1700 Diverge - Diverge - - -
2000 - - - - - -
2500 - - - - - -
3000 - - — - - -
5000 - - — — - -

TABLE 3.9 — Résultats de convergence pour le maillage 2 sans la recherche linéaire.

été atteinte pour les courants supérieurs a 1700 At. Ceci est normal puisque de
fortes saturations sont rencontrées dans les angles de plaques. Il faut mentionner
ici, bien que nous ayons le méme nombre d’itérations non linéaire, une réduction
intéressante du temps de calcul est obtenue avec la méthode ISP-Newton, puisque le
colit deux systeémes qui sont résolus dans les deux premieres itérations sont inférieurs
aux cotit de deux itérations non linéaires de Newton. En outre, pour le maillage 1

et le maillage 3 sans utiliser la méthode de la recherche linéaire, I'algorithme de
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3.2. ISP-NEWTON EN 3D

Newton ne converge pas.
En deuxieme temps, afin d’améliorer la robustesse du solveur non linéaire, 1’algo-
rithme de la recherche linéaire est mis en ceuvre. Les résultats de convergence pour

le maillage 1 sont présentés dans le tableau (3.10).

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)

1000 8(2) 1mb7s 8(2) 1m37s | 9.080E-2 1.20
1300 8(1) 1m27s 8(1) 1m23s | 0.150 1.04
1500 14(7) 3m4Ts 14(6) 3m21s 0.188 1.12
1700 14(4) 3m22s 10(3) 2m15s 0.226 1.49
2000 17(9) 4m12s 12(8) 2m40s 0.292 1.57
2500 23(16) 5m36s 11(5) 2m?26s 0.375 2.30
3000 15(9) 3m39s 14(5) 3m20s 0.482 1.09
5000 18(12) 4m48s 16(11) 4m10s 1.090 1.15

TABLE 3.10 — Résultats de convergence avec recherche linéaire pour le maillage 1.

On peut observer qu’avec 'algorithme de la recherche linéaire, la convergence est
assurée. De plus, en utilisant I'ISP, une réduction des itérations non linéaires, ainsi
que le nombre total de corrections pendant 1’algorithme de la recherche linéaire (le
nombre indiqué entre les parentheses) est obtenue. Donc, le cotit de calcul est réduit
pour tous les cas avec une accélération variant de 1,04 a 2, 30.

Un calcul similaire a été fait pour le maillage 2 et le maillage 3 comme indiqué dans
les tableaux (3.11a) et (3.11b) pour les deux valeurs du courant 1000 et 3000 At.
Les résultats numériques montrent qu’avec le point initial proposé, une réduction
du temps de calcul peut étre obtenue pour les deux cas. En effet, pour le maillage 3
et pour le cas de 3000 At, le speed up est de 1.73.

Les convergences de différents algorithmes pour les deux maillages 2 et 3 sont donnés
respectivement dans les figures (3.10a-3.10b) pour le cas 3000 At.

On peut observer que, avec notre méthode proposée ISP-Newton, la convergence
quadratique est obtenue plus rapidement que la méthode classique pour les deux
valeurs du courant comme pour les cas étudiés en 2D.

Les résultats de convergence de différents algorithmes pour les trois maillages et
pour le cas de 1700 At sont présentés dans le tableau (3.12). De plus, les résultats
de calcul pour différentes étapes de l'algorithme de Newton décrit précédemment
dans (3.1) sont donnés pour chaque étapes (T1, T2, T3) dans (3.13).
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Newton-classique ISP-Newton
Maillages | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Maillage 2 6 1m59s 6 1m46s 1.12
Maillage 3 8(2) 12mb51s 8(2) 11mO01s 1.16
(a) 1000 At
Newton-classique ISP-Newton
Maillages | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Maillage 2 13(3) 4m38s 12(3) 4m02s 1.15
Maillage 3 15(8) 25m34s 11(5) 14m42s 1.73
(b) 3000 At

TABLE 3.11 — Résultat de convergence pour différents algorithmes.

10° . , 10 ,
=e— Classical-Newton —e— Classical-Newton
—o— |SP-Newton —o— |SP-Newton
10° 10°
2107 2107
i) >
8 8
Q Q
3107 3107
107 107°t
10’8 L L 1 L 1 1078
0 2 4 6 8 10 12 14 0
Iterations Iterations
(a) Maillage 2 (b) Maillage 3

F1GURE 3.10 — Comportement de convergence pour différents algorithmes pour 3000
At.

Newton-classique ISP-Newton

Maillages | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Maillage 1 14 (4) 3m22s 10(3) 2m15s 1.49
Maillage 2 14(7) 5m04s 12 (6) 3m21s 1.51
Maillage 3 15 (6) 22m4T7s 11 (3) 14m02s 1.62

TABLE 3.12 — Résultats de convergence pour les différents maillages pour 1700 At.
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Temps CPU Solveurs non linéaires | Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
T1(mise a jour) Newton-classique 72.62 93.42 506.18
[SP-Newton 54.21 56.01 252.18
T2(résolution) Newton-classique 98.03 158.55 721.37
[SP-Newton 70.33 88.27 467.58
T3 (réduction) Newton-classique 20.91 37.17 38.40
ISP-Newton 10.46 31.86 19.20

TABLE 3.13 — Résultats de convergence pour les différents maillages pour 1700 At.

Avec T1 est le temps CPU utilisé pour mettre a jour le systeme non linéaire, T2
le temps CPU utilisé pour résoudre le systeme et T3 le temps CPU utilisé pour la
méthode de la recherche linéaire.

On constate que quand la taille de probleme augmente, le cotit de solveurs non
linéaires augmente aussi. En effet, ’évaluation de la matrice Jacobienne et la réso-
lution de systéme linéaire impliquant cette matrice (présentées dans les deux étapes
T1 et T2) demandent plus de temps quand la taille de probleme augmente.

On peut constater que le cotit de calcul de la méthode de la recherche linéaire présen-
tée par T3 est négligeable par rapport aux autres étapes. Comme prévu théorique-
ment, ’algorithme de la recherche linéaire ne garantit ni la réduction des itérations

de Newton ni le temps de calcul. Cela améliore seulement la robustesse du solveur.

Newton-Inexacte vs ISP-Newton-Inexacte

L’algorithme proposé a été testé avec le schéma de Newton-Inexact. Les résultats

de convergence pour le maillage 2 sont présentés dans le tableau (3.14).

Newton-Inexacte [SP-Newton-Inexacte
Courant | Point de départ | CG | Temps | Point de départ | CG | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
1000 13 1800 | 2m21s 10 990 | 1md4s 1.35
1700 14(5) 2717 | 4m59s 13(2) 1812 | 4m16s 1.16
3000 22(10) 2201 | 5m48s 17(4) 1467 | 4m26s 1.30

TABLE 3.14 — Résultats de convergence de Newton-Inexact pour le maillage 2.

On peut voir que, I'ISP-Newton-Inexacte peut réduire le temps de calcul pour chaque

valeur du courant. Dans le cas de 3000 At, le nombre d’itérations de Newton a été
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réduit de 22 a 17 en introduisant 4 corrections durant ’algorithme de la recherche
linéaire au lieu de 10.

Le nombre d’itérations de CG en fonction du courant est présenté dans la figure (3.11).

10

wn
C - -
.9 e -
= 10 -
g - —8— CG-Classical-Newton .
O - e CG-ISP-Newton 7
B —-@— CG-Inexact—-Newton _
- e CG-ISP-Inexact—Newton 4
102 | \ l
gROOO 2000 3000 4000 5000
Currents

F1GURE 3.11 — Convergence de différents algorithmes pour le maillage 2.

On peut voir que lorsque la solution précédente de l'itération Newton est utilisée
comme une estimation initiale pour I'algorithme CG, le nombre d’itérations CG a
été réduit par rapport au nombre d’itérations de 1'algorithme classique. En outre, on
peut observer qu’avec le point de départ amélioré dans les deux algorithmes 1'ISP-
Newton et 'ISP-Newton-Inexacte, la réduction des itérations CG est observée pour

toutes les valeurs du courant.

Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton

Restons avec le maillage 2, 'algorithme proposé a été testée avec le Quasi-Newton
pour 1000 At et 3000 At comme indiqué dans la figure (3.12).

Des résultats similaires avec 'ISP-Newton et I'ISP-Newton-Inexact en terme de
réduction des itérations de Newton sont obtenus pour les algorithmes du type Quasi-
Newton. Nous obtenons une réduction du cott de calcul pour chaque valeur du
courant.

Enfin, les distributions du champ magnétique pour différentes valeurs du courant
sont présentées dans la figure (3.13).

Le point de saturation est toujours concentré dans le coin des plaques ferromagné-
tiques. Quand le courant de ’excitation de la bobine augmente, une saturation plus

forte est observée et donc le probleme sera plus difficile a résoudre.
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FI1GURE 3.12 — Convergence de différents algorithmes.

T.E.A.M Workshop 13 modifié

11 s’agit de modifier le T.E.A.M. Workshop Problem 13 en agissant sur la taille de
la plaque centrale du maillage 2 soit en la diminuant pour atteindre 30 mm au lieu

de 50 mm soit en augmentant jusqu’a 70 mm comme détaillé dans la figure (3.14).

Les deux algorithmes de Newton-classique et de I'ISP-Newton sont appliqués pour
les trois problémes et pour un courant égale a 3000 At. Les résultats de convergence

pour les différentes plaques sont résumés dans le tableau 3.15.

Newton-classique ISP-Newton
Plaques | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
A=0 CPU | A=Ay | CPU
P30 15(3) 5m33s 13(1) 4m44s 1.17
P50 13(3) 4m38s 12(3) 4m02s 1.15
P70 12(2) 3mb59s 10(1) 3m06s 1.32

TABLE 3.15 — Résultats de convergence pour les différents tailles de plaques.

Les résultats numériques montrent que la convergence de deux algorithmes devient
de plus en plus compliqués quand la taille des plaques diminue au 'effet de pointes
accentuées. Cependant, I'ISP-Newton a réussi a réduire le nombre d’itérations non
linéaires ainsi que le cotit de calcul pour les différents tailles de probléeme par rapport

a I'lgorithme de Newton-classique.
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F1GURE 3.13 — Distribution d’induction magnétiques pour différentes valeurs du

courant.
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FI1GURE 3.14 — T.E.A.M Workshop 13 modifié.

3.2.2 Magnétostatique 3D : en potentiel scalaire

L’algorithme d’ISP-Newton adapté au potentiel scalaire magnétique est décomposé
en deux étapes :
Premierement, le probléme linéaire est résolu avec une perméabilité constante choisie

comme /o dans le domaine du calcul tel que :

1. Nous résolvons un probléme linéaire Lg avec une perméabilité pg constante
(comme la perméabilité de 'air) dans le domaine, c¢’est-a-dire trouver Qg tel

que :

div(pograd Qg) = div(uoHs). (3.7)

2. A partir de cette solution g, la perméabilité iy est mise & jour par p; =
pu(Hg — grad Qg), puis nous cherchons la solution initiale {2y en résolvant le

probléme linéaire Ly suivant :
div(pugrad Q) = div(pu Hy). (3.8)

Par la suite, nous utilisons la méthode de Newton-classique en commencant par cette
estimation (.

Comme, il s’agit de construire et de résoudre deux systémes linéaires (3.7) (3.8),
I’algorithme est facilement implémenté et le cotit de calcul est relativement faible

(au pire des cas, moins de deux itérations de Newton).
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3.2.2.1 Applications

Le comportement numérique des différents algorithmes a été étudié a 'aide de deux
le probleme T.E.A.M. Workshop 13 et sa version modifiée.

L’algorithme proposé ainsi que les différents schémas utilisés, nommés, respective-

exemples numériques :

ment, la méthode de Newton-classique, la méthode de Newton-Inexacte et la mé-

thode de Quasi-Newton ont été implémentés dans le code Carmel.

T.E.A.M. Workshop 13

La loi de comportement non linéaire utilisée, est définie selon le modele de Marrocco
comme indiqué dans (1.2.3.1).

Les résultats de calculs pour le modele de Frohlich sont détaillés dans 'annexe D.2.1.
Différents maillages ont été utilisés de 5000 a 3000000 éléments tel que détaillé
dans le tableau (3.16), et les courants sont réglés de 500 a 5000 At afin d’assurer la

saturation dans les toles d’acier.

Maillages Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3 | Maillage 4
Nombre d’éléments 5248 527917 1484968 | 2717683
Nombre de nceuds 717 89205 249 396 450763

TABLE 3.16 — Informations sur les maillages utilisés.

Newton-classique vs ISP-Newton

Dans la premiere partie, la méthode de Newton sans utiliser ’algorithme de la
recherche linéaire est considérée. Le nombre d’itérations non linéaires et le temps de
calcul pour Newton-classique et ISP-Newton sont donnés pour le maillage 2 dans le
tableau (3.17).

On remarque que sans aucune technique de globalisation, la méthode de Newton ne
converge pas méme pour la valeur du courant la plus petite, alors que 'ISP-Newton
réussit a converger pour des valeurs du courants allant de 500 At a 2000 At. Cepen-
dant, a partir de 2500 At, le probleme non linéaire devient tres difficile a résoudre
vu la forte saturation qui apparait dans les coins de plaques et il est nécessaire
d’améliorer la robustesse du solveur. Il convient de mentionner ici que des calculs
similaires ont été effectués pour le maillage 1, le maillage 3 et le maillage 4 et les
mémes résultats ont été obtenus.

Dans la deuxieme partie, I'algorithme de la recherche linéaire avec un facteur de

relaxation est présenté, comme indiqué dans | , |, afin d’assurer
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Newton-classique ISP-Newton
Courant | Itérations | Temps | Itérations | Temps
(At) Q=20 CPU | Qy=Qn | CPU
500 Diverge - 8 1m49s
1000 - - 9 2m18s
1500 - - 9 2m22s
2000 - - 11 2m49s
2500 - - Diverge -
3000 - - - -
5000 - - - -

TABLE 3.17 — Résultats de convergence sans la recherche linéaire pour le maillage
2.

la convergence des deux algorithmes.

Tout d’abord, un calcul avec le maillage le plus grossier (le maillage 1 de 5000
éléments) est considéré a partir de Qy = 0 et Qy = Qun pour (ag); = 1/2%, i =
1,2,3. Le nombre d’itérations non linéaires et le nombre total de réductions dans
I'algorithme de la recherche linéaire (le nombre entre parentheses), ainsi que le cofit
de calcul sont présentés pour 1000 At et 3000 At. L’accélération entre le temps de
calcul de la méthode de Newton-classique et I'ISP-Newton proposé est indiquée dans

la derniére colonne.

Le résultat montre que, pour différentes valeurs du facteur de relaxation, le nombre
d’itérations non linéaires ainsi que le nombre de réductions dans I’algorithme de la
recherche linéaire ont été réduits avec I'ISP-Newton. Ainsi, une accélération de 1, 34
a 2,51 peut étre observée dans tous les cas.

Deuxiemement, un calcul avec le maillage le plus raffiné (maillage 4) est considéré
comme détaillé dans le tableau (3.19) pour différents points de départ, a savoir,
Qo = 0, Qy = Qu et le facteur de relaxation est pris comme o = 0.5 pendant le
processus de la recherche linéaire. D’apres les résultats obtenus, on peut observer
que le point de départ amélioré €2y montre une réduction intéressante du nombre

d’itérations de Newton et du temps de calcul entre différents cas.

Dans le cas de 3000 At, le nombre d’itérations de Newton a été réduit de 67 a 8 et
un seul appel a la procédure de la recherche linéaire a été effectué, comparé a 56
réductions avec le Newton-classique. Dans ce cas, la convergence avec 'ISP-Newton
est 11 fois plus vite que le Newton-classique. Ceci peut s’expliquer par la technique

de calcul du champ source utilisé dans le code_Carmel | , ]. En effet,
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TABLE 3.18 — Résultats de convergence de différents algorithme pour le maillage 1.

cette technique choisit un champ source mathématiquement correct mais tres loin

de la réalité physique. Or I'ISP nous permet d’obtenir avec I'algorithme de Newton

Newton I[SP-Newton
Recherche linéaire | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
a=1/2" Q=0 CPU | Qy=Qn | CPU
=1 19 (25) 1m13s 10 0m29s 2.51
1=2 16 (13) | Omb5ls 10 O0m29s 1.75
1=3 14 (5) 0m39s 10 O0m29s 1.34
(a) 1000 At
Newton I[SP-Newton
Recherche linéaire | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
a=1/2¢ Q=0 CPU | Qy=Qn | CPU
=1 19 (26) 1m13s 9(1) Om31s 2.35
1=2 14 (6) Om41s 8(2) O0m29s 1.41
1=3 23 (17) 1m49s 13(3) Omb3s 2.05
(b) 3000 At

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup

(At) Q=0 CPU Q=0 | CPU

500 59 (45) | 107m34s 8 11m49s 9.10
1000 67(58) | 146m13s 8(2) 15m11s 9.63
1500 69 (68) | 174m28s 8(2) 15m04s 11.62
2000 62(59) | 159m13s 8(2) 14m59s 10.62
2500 65(53) | 162m21s 8(1) 15m05s 10.81
3000 69 (56) | 164m49s 8(1) 15m08s 10.97
5000 98 (92) | 215hm21s 8(2) 15m46s 13.65

TABLE 3.19 — Résultats de convergence pour le maillage 4.

un champ source proche de la réalité physique.

Newton-Inexacte vs ISP-Newton-Inexacte

Toujours avec le maillage 4, le point de départ amélioré a été testé sur le schéma de

Newton-Inexacte pour traiter la non-linéarité. Les résultats des calculs pour diffé-
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rentes valeurs du courant sont résumés dans le tableau (3.20).

Newton-Inexacte ISP-Newton-Inexacte

Courants | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup

500 63(44) | 103m03s 8 10m59s | 9.37
1000 52(39) | 112m19s |  8(1) 11m36s | 9.68
1500 68(59) | 161ml12s | 8(1) 12m45s | 12.64
2000 65(55) | 121ml7s | 8(1) 12m58s | 9.35
2500 68(56) | 157mlls | 9 (1) 13m22s | 11.75
3000 70(61) | 159m05s |  9(1) 13m55s | 11.42
5000 81(59) | 173m5ls | 9(1) 14ml12s | 12.24

TABLE 3.20 — Résultats de convergence avec la recherche linéaire pour le maillage
4.

Une réduction significative du nombre d’itérations non linéaires ainsi que du temps
de calcul est obtenu avec I'ISP-Newton. En effet, pour le cas de 3000 At le coiit de
calcul a été réduit de 159m05s a 13mb55s et la vitesse de convergence est 11 fois plus
vite.

Le comportement de convergence de différents algorithmes, a savoir Newton-classique,
ISP-Newton, Newton-Inexacte et [ISP-Newton-Inexacte dans figure (3.15) a été pré-
senté pour 3000 At.

10 : ‘ ‘ . 10° ‘ ‘ ‘
—o—Classical-Newton —e—Inexact-Newton
"‘ =="|SP-Newton ‘»\ ='="|SP-Inexact-Newton
107 B 107 4 B
1]
i
=l £ 1
8 IR
CRTNE = CRTM S =
o o 1
o o 1
% w 1
10°H | 10°H |
16° | | | | | | 16" | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60
iterations iterations
(a) Newton-classique vs ISP-Newton (b) Newton-Inexacte vs ISP-Newton-
Inexacte

F1GURE 3.15 — Résultats de convergence de différents algorithmes.

Avec la solution initiale proposée pour I'ISP-Newton ou I'ISP-Newton-Inexacte, 1’al-
gorithme converge de maniere quadratique et beaucoup plus rapide que celui de

Newton-classique.
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Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton

La stratégie proposée a été testée avec la méthode Quasi-Newton et des résultats
similaires a ISP-Newton et ISP-Newton-Inexacte en terme de réduction du nombre
d’itérations de Newton et du nombre d’appels a ’algorithme de la recherche linéaire
ont été obtenus. On peut constater que 70% du cofit de calcul est économisé dans la

plupart des cas et que la vitesse d’accélération varie de 9.58 & 13.52 comme indiqué
dans le tableau (3.21).

Quasi-Newton ISP-quasi-Newton

Courant | [térations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
(At) Q=0 CPU Q=0 | CPU
500 53(49) | 104m47s 8 10mb56s 9.58

1000 65(57) | 139m18s (1) 11m57s | 11.65

1500 66 (59) | 147mlls 8(1) 12m17s | 11.98

2000 63 (52) | 141m05s 8(1) 13m21s | 10.56

2500 68 (60) | 154m13s 8(1) 13mdbs | 11.21

(63) 8(1)
(89) 8(2)

co

3000 65 (63 155m33s 14m09s 11.09
5000 96 (89 199m58s

14mA47s 13.52

TABLE 3.21 — Résultat de convergence avec la recherche linéaire pour le maillage 4.

T.E.A.M. Workshop 13 modifié

Le méme exemple étudié dans la figure (3.14) a été testé pour la formulation en
potentiel scalaire 2. Les deux algorithmes possédant différents points de départ
nommeés respectivement 2 = 0 et {2 = Qy sont appliqués pour les trois problemes
et pour un courant égal a 2500 At. Les résultats de convergence pour les différentes
plaques sont résumés dans (3.16).

On remarque que la méthode d’ISP-Newton gardera toujours sa robustesse et son
efficacité avec une vitesse quadratique quelle que soit la taille de la plaque utilisée
comparant a la méthode-classique qui a mis un grand nombre d’itérations non li-
néaires et de réductions de pas pour assurer la convergence. En effet, la plaque qui a
la taille la plus petite P3q est plus difficile a converger par rapport aux deux autres
plaques Psy et Pry. Elle a mis 46 itérations et 27 réductions du pas.

Les distributions de champs magnétiques pour les différentes tailles de plaques sont
résumées dans la figure (3.17). On peut observer que la taille des plaques centrales

est inversement propositionnelle aux valeurs de 'induction magnétiques B. En effet,
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FI1GURE 3.16 — T.E.A.M Workshop 13 modifié.

pour la taille de plaque la plus petite, la plus forte saturation est observée au niveau

de ses coins (3.17a-3.17b) ou la convergence est plus difficile & atteindre.

3.2.3 Le couplage circuit en présence de régions

ferromagnétiques

Dans le cas de couplage circuit, les deux systemes linéaires définis dans I'algorithme
de ISP-Newton (3.2) nommé Lg et Ly définis respectivement dans (3.4) et (3.5)
doivent étre résolus a chaque itération de Newton en commengant par un certain
point comme indiqué dans 'algorithme 3.3. Dans tous les cas, le cotlit des systemes

linéaires est toujours inférieur a deux itérations de Newton.

3.2.3.1 Application pour le couplage circuit en potentiel vecteur

magnétique
Transformateur triphasé

Un transformateur triphasé couplé a des équations de circuits en magnétostatique
est adopté. Ce dispositif électrotechnique est composé de trois bobines reliées a un
circuit électrique primaire, trois bobines reliées a un circuit électrique secondaire et
d’un noyau magnétique constitué des matériaux ferromagnétiques non linéaires. La

structure de transformateur est donné dans (3.18).

121

© 2019 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



Theése de Riheb Cherif, Université de Lille, 2019

CHAPITRE 3. ISP-NEWTON

B_Hs
l 2.821e+00

~2.1151

B_Hs
2 534e+00

 §

(a) Induction magnétique pour P30 (b) Plaque P30
;'I.Bﬂ'n‘

! 1.2665
I-um-'.
7.07de-04

(¢) Induction magnétique pour P50 (d) Plaque P50
18137

I 1.2091
I:n.anué -
5.2770-04

(e) Induction magnétique pour P70 (f) Plaque P70

B_Hs
lzm 9e+00

F1GURE 3.17 — Distribution de I'induction magnétique pour différentes tailles de
plaques.
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Algorithme 3.3 : [ISP-Newton avec couplage circuit appliqué a la formu-
lation en potentiel vecteur A.

1 début

2 k = 1, appliquer 3.2 pour obtenir X!
3 pour k=2 ... le nombre de pas de temps faire
4 A0 — Xk-1
5 i=1, TOx; : prendre Ag = A°, résoudre Ly pour obtenir A! = Ay
6 i=2, TOyns : set Ag = A!, résoudre Ly pour obtenirA? = Ay
7 pour i =3 ... jusqu’a convergence faire
8 T1 : mise a jour de R(A™!), mise a jour de My, con (A1)
9 T2 : résoudre My,cop (A1) d' = —R(AY)
10 T3 : réduire le pas si c'est nécessaire : A’ = A=t + \'d’
11 fin
12 Xk=A'
13 fin
14 fin

Primaire

FIGURE 3.18 — Structure de transformateur triphasé.

L’étude des différents schémas de Newton est effectué sur le transformateur a vide.
Cette étude a vide, permet en effet de saturer fortement les matériaux magnétiques
et aboutir a des comportements fortement non linéaires. L’évaluation de ’algorithme
proposé sur cet exemple, permet de valider sa robustesse et son efficacité.

Vu la symétrie, seul le quart de la structure est modélisé. Le maillage décrit dans
la figure (3.19a-3.19b) contient 29855 éléments et 6406 nceuds et le comportement

ferromagnétique non linéaire est définit a travers le modele de Marrocco.

La fréquence a été prise comme fy = 50 Hz. Le probléme est résolu avec code Carmel

sur 1 périodes et nous considérons une discrétisation de temps uniforme sur 40.
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FI1GURE 3.19 — Maillage de transformateur triphasé.

Les pics de courant dus a la saturation élevée du noyau magnétique sont obtenus

comme le montre la figure (3.20).

20

H —Current 1
157 —Current 2
—Current 3

Current (A)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time (s)

FIGURE 3.20 — Evolution des courants  vide dans les trois enroulements du primaire.

Ce probleme a été évalué avec différents algorithmes, la méthode Newton, la méthode
[SP-Newton et la méthode de point fixe a partir de différents points comme détaillé
dans le tableau (3.23).

Le nombre d’itérations non linéaires ainsi que le nombre de corrections durant 1’al-
gorithme de la recherche linéaire (le nombre indiqué entre parentheéses) sont donnés
pour différents schémas : Ay, la solution précédente de Newton-classique, la pre-
miere étape de notre algorithme ISP nommé Ag, le point de départ proposé Ay, le

point de départ Ans qu’on peut trouver apres deux linéarisations, Ays en ajoutant
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Newton-classique ISP-Newton Point fixe
Pas Aprev Ag Ay Ano Ans Anoo
1 4 6 2 3 3 17
2 7 11 2 3 3 21
3 9 13(1) 2 3 3 23
4 13(1) 15(2) 6 9 9 27
5 15(7) 18(9) 9(2) 11(2) | 11(2) 33
6 12(4) 16(5) 8(4) 9(2) 9(3) 34
7 12(6) 15(5) 7(2) 9(1) 9(1) 36
8 12(5) 14(7) 8(1) 9(1) 9(1) 34
9 12(4) 14(5) 7(1) 8(1) 9(1) 30
10 14(4) 16(2) 8(2) 9(1) 9(1) 33
Nombre d’itérations 110(31) 138(36) | 59(11) | 73(8) | 74(9) 292
Temps CPU Tm26s 9mlls | 4mbH3s | bmdT7s | Hmd4s | 13m21s

TABLE 3.22 — Résultats de convergence pour les différents algorithmes pour 10 pas

de temps (demi periode).

trois linéarisations et avec Ano apres avoir fait une infinité de linéarisations. Le
nombre total des itérations non linéaires, les corrections durant ’algorithme de la
recherche linéaire et le cotit de calcul sont donnés dans les deux dernieres lignes pour
10 pas de temps.

Comme théoriquement prévu, le point fixe a le cofit le plus élevé en terme d’itérations
et de temps de calcul. Cependant, avec notre méthode ISP-Newton, il apparait que
des économies de calcul assez importantes en terme d’itérations non linéaires, ainsi
qu’en corrections durant la procédure de la recherche linéaire sont réalisées pour
I’ensemble de la simulation. En outre, une accélération de la vitesse de convergence
de 1.18 a 2.73 est obtenue avec 'SP par rapport aux autres points de départ.
Enfin, les distributions du champ magnétique pour la premiere simulation sont don-

nées dans la figure (3.21). La plus forte saturation se situe au milieu.

Maquette du turbo-alternateur 26 kW

Un deuxiéme cas industriel, un turbo alternateur de 26 kW avec amortisseurs a été
étudié afin de tester I'algorithme proposé. En raison de sa symétrie, seulement un
quart de la structure est modélisé comme décrit dans la figure (3.22). Le stator et le

rotor sont en tole de fer et les amortisseurs en cuivre. Un courant constant (10 A)
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Point-Fixe | Newton-classique | ISP-Newton
Pas App Apréc Ay
1 17 4 3
2 21 7 3
3 23 9 3
4 27 13(1) 6
5 33 15(7) 9(2)
6 34 12(4) 8(4)
7 36 12(6) 7(2)
8 34 12(5) 8(1)
9 30 12(4) 7(1)
10 33 14(4) 8(2)
Nombre d’itérations total 292 110(31) 62(11)
Temps CPU total 13m21s Tm26s 4mb4s

TABLE 3.23 — Résultats de convergence pour les différents algorithmes pour 10 pas

de temps (demi periode).

B
1o
“1.6012

E1 0675
053374

E(J.OO!JeHJO

FIGURE 3.21 — Distribution de I'induction magnétique a vide.

est appliqué dans les bobines du rotor, et 0 A dans les autres enroulements des
inducteurs. Comme indiqué dans le tableau (3.24), le nombre total d’itérations non
linéaires, le nombre total de corrections durant 1’algorithme de la recherche linéaire
(indiqué entre parentheses), le cotit de calcul et le taux d’accélération pour les deux
algorithmes, nommé respectivement, la méthode de Newton-classique et la méthode
ISP-Newton sont indiquées. Une réduction significative du temps de calcul peut étre
obtenue pour I’ensemble de la simulation. Ainsi, un taux d’accélération jusqu’a 1.93

est obtenu au 7°™¢ pas de temps.
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FIGURE 3.22 — Structure de turbo-alternateur 26 kW.

Classical Newton ISP-Newton
Pas | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speed-up
A=A CPU A=Ay CPU
1 6 1m10s 4 0mb58s 1.20
2 9 1m49s 7 1m03s 1.80
3 13 1m49s 12 1m22s 1.32
4 12 (3) 1m41s 12(1) 1m36s 1.05
5 13 (3) 1mb51s 11(2) 1m29s 1.24
6 14 (2) 1mb58s 10(2) 1m12s 1.63
7 14 (4) 1mb4s 11(1) OmbH9s 1.93
8 15 (2) 2m10s 12(1) 1m20s 1.62
9 14 (2) 1m49s 13(1) 1m37s 1.12
10 13 (2) 1m49s 11(1) 1mlls 1.53

TABLE 3.24 — Résultats de convergence pour différents algorithmes.

3.2.3.2 Application pour couplage circuit en potentiel scalaire

magnétique
Turbo-alternateur 1400 MW (2D extrudée)

Le bobinage du stator est réparti dans 84 encoches. Les trois phases de la machine,
caractérisée par un bobinage imbriqué a pas raccourci (2 barres par encoche) cou-
plées en étoile, se composent de quatre voies en parallele réparties dans 7 encoches.
Le bobinage rotorique, concentrique, est distribué dans 48 encoches et possede 41
spires par pdles (7 spires dans les grandes encoches et 6 spires dans les petites

encoches) sont également présents au rotor comme décrit dans la figure (3.23). Ce
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FIGURE 3.23 — Structure de turbo alternateur 1400 MW.

probleme a été testé avec 4 différentes valeurs du courant allant de 500 At a 5000 At.
Comme décrit précédemment, le nombre d’itérations non linéaires, le temps total
d’appels pour la recherche linéaire indiqué entre parentheses, le temps de calcul ainsi
que l'accélération entre les deux algorithmes, pour la méthode de Newton-classique

et la méthode ISP-Newton sont présentés dans le tableau (3.25).

Newton-classique ISP-Newton

Courant | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
(A) Qp = CPU | Qy=Qxn | CPU
500 34(27) | Ombdls | 21(13) | Om29s 1.75
1000 38(20) | Ombbs | 22(16) | Om34s 1.61
1800 30(24) | Om4ls 16 (9) Om19s 2.15
5000 29 (18) | Om48s 13(6) Om17s 2.82

TABLE 3.25 — Résultats de convergence avec la recherche linéaire.

Les résultats numériques montrent que commencant par le point amélioré 2 = Qy,
une réduction intéressante en terme d’itérations non linéaires ainsi que le colit de
calculs est observée. Cela améne a une accélération de vitesse de convergence allant
jusqu’a 2.82. La distribution de I'intensité du champ magnétique pour les différentes
valeurs du courant : 1000, 1800, 5000 At est donnée dans la figure (3.24).

3.2.4 La magnétodynamique

La résolution des systémes non linéaires dans le domaine temporel a toujours joué
un role important dans la simulation numérique de nombreux dispositifs électroma-
gnétiques. Pour résoudre ces problemes, les algorithmes proposés sont testés pour
la formulation de la magnétodynamique (A — ¢) comme décrit dans (1.6.2) et I'al-

gorithme ISP-Newton avec couplage circuit appliqué a la formulation en potentiel
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FIGURE 3.24 — Distribution d’induction magnétique.

vecteur A (3.3) sera adopté ici.

3.2.4.1 Application

Le modele décrit dans (3.25), consiste en une plaque conductrice non linéaire soumise
a un champ magnétique. La source est I'inducteur bobiné qui est composé de 700
spires a un rayon intérieur de 87 mm et un rayon extérieur de 116 mm. L’inducteur
est relié a un circuit électrique composé d’une résistance et d’'une source de tension.
Vu la symétrie, seulement 1/8 de la géométrie sera étudié. Ce maillage est composé

de 27168 éléments.
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Baoite d'air

Inducteur bobind

FI1GURE 3.25 — Structure de la plaque.

Pour tester les performances de 'algorithme proposé, les valeurs du courant varient
de 15 A a4 90 A et l'algorithme de la recherche linéaire est implémenté pour atteindre
un niveau acceptable de robustesse comme décrit dans le tableau (3.26). Pour chaque
valeur du courant, le nombre total d’itérations non linéaires a la fin de la simulation
ainsi que le nombre total de réductions indiqué entre parentheses, le temps de calcul

et le speedup sont donnés pour les différents algorithmes.

Courant | Newton-classique | Temps | ISP-Newton | Temps | speedup
(At) A=A CPU A=Ay CPU
15 226 2mb7s 168 1m34s 1.88
30 479(57) 4m27s 197 1m43s 2.59
60 477(74) 5m28s 197 1mbbs 2.85
90 531(96) 6m18s 248 2mb53s 2.18

TABLE 3.26 — Résultats de convergence de différents algorithmes.

On peut constater que, démarrant a partir de A = Ay, notre ISP-Newton proposé
n’a pas besoin d’utiliser la méthode de la recherche linéaire pour converger contrai-
rement a ’algorithme de Newton-classqiue. Le cotit de calcul de la recherche linéaire
(le nombre entre parentheéses) peut donc étre évité. De plus, le nombre d’itérations
non linéaires ainsi que le colit de calcul ont été réduits. Une accélération de 1.88 a
2.85 est observé sur cet exemple.

La convergence des deux algorithmes en fonction des itérations de Newton est donné
dans la figure (3.26a). On peut constater que, avec notre solution initiale proposée,
I’algorithme converge de maniere quadratique et beaucoup plus rapidement. La fi-

gure (3.26b) montre la distribution de la densité de flux magnétique B. La saturation
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FIGURE 3.26 — Résultats de calculs pour le 6 ¢ pas et pour le cas de 90 At.

la plus forte est localisée au centre de la plaque comme prévu théoriquement.

3.3 Conclusion

Dans un premier temps, 'ISP-Newton a été implémenté dans une maquette éléments
finis 2D développée durant cette these. Il a été comparé avec la méthode de Newton-
classique puis adapté pour plusieurs variantes de Newton (Newton-Inexacte, Quasi-
Newton, etc.) pour résoudre des problemes magnétostatiques avec différentes lois de
comportements non linéaires.

Plusieurs applications sous différentes configurations ont été modélisées pour tester
les performances de I’algorithme proposé. On peut citer le cas d’étude inspiré de pro-
bleme T.E.A.M Workshop 13. La non-linéarité est prise en compte a travers deux
lois de comportement isotropes (Marrocco et Frohlich). Les résultats de convergence
de Newton-classique et 'ISP-Newton montrent que des que la forte saturation ap-
parait, la méthode de Newton-classique diverge pour des valeurs du courant élevées
contrairement a I'ISP Newton qui converge pour tous les cas avec une réduction
intéressante en terme d’itérations non linéaires et en terme de temps CPU. Pour
atteindre un niveau acceptable de robustesse, une méthode de la recherche linéaire
a été implémentée. Un calcul similaire a été effectué pour la méthode de Newton
globalisée. Les résultats numériques montrent que la méthode de Newton-classique
est devenue plus robuste et converge pour différentes valeurs du courant mais avec
de nombreuses réductions de pas durant le processus de la recherche linéaire. Suite
a ce colit supplémentaire, la réduction en nombre d’itérations non linéaires et en

temps de calcul devient plus intéressante avec notre ISP-Newton qui converge sans
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avoir besoin de technique de globalisation.

Ensuite, 'amélioration de la solution initiale (ISP) est appliquée pour toutes les
variantes de Newton : les méthodes de Newton-Inexactes avec différentes stratégies
de termes forgants et les méthodes de Quasi-Newton (Corde, Shamanski et Broyden).
Il a été observé que I'ISP-Newton-Inexact ou 'ISP-Quasi-Newton permet d’améliorer
la robustesse et 'efficacité de la méthode en assurant une convergence quadratique
sans utiliser aucune technique de globalisation contrairement aux méthodes clas-
siques existantes (Newton-Inexacte et Quasi-Newton) pour lesquelles la convergence
est assurée qu’avec plusieurs réductions de pas et donc un surcotit. Pour tester en-
core les performances, une version modifiée du probleme T.E.A.M Workshop 13 a
été modélisée afin de rendre le probleme plus difficile & résoudre et des résultats
similaires sont observés avec I'ISP-Newton.

En deuxieme temps, ISP-Newton a été implémenté en 3D dans le code Carmel et
validé a travers des exemples académiques et industriels pour des problemes en ma-
gnétostatique et en magnétodynamique de grandes tailles. Le cas d’étude T.E.A.M
Workshop Problem 13 qui fait partie de la série de cas test international, a été modé-
lisé en 3D pour différentes finesses de maillages allant jusqu’a 3 millions d’éléments
pour deux les deux formulations de la magnétostatique (A et ) et la non linéarité
est prise en compte a travers les deux lois de Marrocco et Frohlich.

Un premier calcul a été fait, sans utiliser aucune technique de globalisation. Les
calculs lancés montrent qu’aucune convergence n’a été atteinte pour le Newton-
classique et I'ISP-Newton pour des valeurs du courant élevées a cause de la com-
plexité des calculs de fortes saturations rencontrées.

La méthode de la recherche linéaire a été implémentée pour atteindre un niveau
acceptable de robustesse pour les différentes méthodes. Une comparaison entre les
variantes de Newton-classique et les variantes d’ISP-Newton a montré une amélio-
ration de la robustesse de la méthode et une réduction en terme d’itérations non
linéaires et de réduction de pas. Un speedup intéressant est obtenu pour les deux
formulations et pour chaque valeur du courant. Par exemple, pour la formulation
en potentiel scalaire la convergence peut étre 13 fois plus rapide avec 'ISP-Newton
que le Newton-classique.

De plus, 'algorithme proposé a été développé pour résoudre des problemes cou-
plés a des équations du circuit et pour des problemes magnétodynamiques afin de
prendre en compte le comportement transitoire des machines. Un transformateur
triphrasé, deux turboalternateurs et un exemple académique ont été modélisés pour
tester la performance de I'ISP pour les différentes formulations. Des résultats simi-

laires montrent une amélioration de la robustesse et une accélération de vitesse de

132

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Theése de Riheb Cherif, Université de Lille, 2019

3.3. CONCLUSION

convergence intéressante en utilisant 1'ISP.
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Les travaux de cette these avaient pour objectif, le développement des solveurs non
linéaires basés sur I’algorithme de Newton pour résoudre les problémes d’électroma-
gnétisme en basse fréquence.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté le modele éléments finis formé par les
équations de Maxwell et associé aux lois de comportement électrique et magnétique
pour décrire les phénomenes électromagnétiques en basse fréquence. Dans notre cas
la non linéarité provient uniquement du comportement des matériaux ferromagné-
tiques. Plusieurs types de modeles sont présents, les modeles isotropes, anisotropes
et hystérétiques. Pour résoudre ces problémes, les formulations de la magnétosta-
tique et de la magnétodynamique en introduisant des potentiels scalaires et vecteurs
(magnétiques et électriques) sont utilisées.

Le deuxieme chapitre concerne, les différentes méthodes employées pour résoudre
le systeme matriciel discrétisé. En premier temps, une breve présentation sur les
méthodes directes et itératives est faite. Ensuite, nous présentons les méthodes de
résolution non linéaires telles que la méthode du point fixe et la méthode de Newton.
Cette derniere n’a qu’une convergence locale et pour atteindre un niveau acceptable
de robustesse, les méthodes de globalisation sont introduites. Enfin, afin de réduire
le cotit des itérations de la méthode de Newton, les méthodes de Newton-Inexactes
et Quasi-Newton sont présentées.

Le troisieme chapitre a introduit I'algorithme développé nommé Improved Starting
Point (ISP-) Newton. Ce dernier est basé sur I'amélioration du point de départ de
la méthode de Newton qui consiste a faire une premiere résolution sans considérer

les parties ferromagnétiques suivi d’'une itération de type point fixe. La solution de
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cette seconde résolution devient alors le vecteur initial de la méthode de Newton.
Les résultats numériques obtenus en 2D, ont montré que cette méthode rend I’al-
gorithme de Newton robuste. Il ne nécessite alors pas le recours a une technique de
globalisation pour garantir la convergence. De plus le nombre d’itérations est dans
les cas observés plus faible. Ces deux raisons font que I'ISP diminue sensiblement
les temps de calcul.

En 3D, I'algorithme ISP-Newton a été développé pour les différentes formulations
en potentiels scalaires et vecteurs toutefois la robustesse est moindre. En effet, 'ISP
fait appel aux techniques de globalisation pour converger. Toutefois, il reste plus
efficace pour les cas observés de la magnétostatique, couplé circuit ou non, de la
magnétodynamique et pour tous les différents schémas de Newton (ISP-Newton-
Inexact, ISP-Quasi-Newton). Les temps de calcul sont par conséquent tous réduits
et treés fortement pour la formulation en potentiel scalaire.

Finalement, les travaux effectués durant cette these permettent maintenant de ré-
soudre a l'aide de code_Carmel des cas industriels en 3D qui étaient difficiles a
traiter auparavant et engendraient des temps de calculs difficilement acceptables.
De plus, les techniques de globalisations implémentées dans le code Carmel pour
assurer la convergence des solveurs existants permettent de prendre comme tolé-
rance des solveurs non linéaires, des valeurs plus basses. Et donc, la qualité de la
solution se trouve fortement améliorée et cela est tres sensible pour les problemes
magnétodynamiques. Par ailleurs, pour la formulation en potentiel scalaire magné-
tique, nous utilisions que la méthode de point fixe qui était robuste mais tres lente

car sa vitesse de convergence est linéaire.

Perspectives

Plusieurs perspectives sont soulevées pour ces travaux de these.

A court terme, on peut tester les algorithmes développés avec d’autres lois de com-
portements non linéaires isotropes comme les splines (cela permettrait de coller au
mieux a des mesures faites dans nos laboratoires sur les matériaux réels) et vali-
der les travaux entrepris pour les modeles décrivant des lois de comportements non
linéaires anisotropes. Cela est indispensable pour mieux modéliser les transforma-
teurs et les grands turbo alternateurs constitués de téles a grains orientés. Dans
ces conditions, 'estimation des pertes sera plus précise et la localisation des points
chauds plus fiables avec un couplage thermique.

La validation sur des cas magnétodynamiques devra étre poussée. On envisage dans

ce cas que le solveur non linéaire controle le pas temps pour résoudre d’équation
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différentielle. Cette approche peut évidemment, aussi s’appliquer aux formulations
couplées circuit régies par le couplage d'une équation différentielle ordinaire aux
équations de Maxwell. Un soin particulier devra étre pris pour la formulation en
potentiel scalaire magnétique dont tous les termes sont non linéaires.

On pourra aussi envisager de traiter simultanément deux lois de comportement non
linéaires électriques et magnétiques. Les lois de comportement électriques, notam-
ment pour les supra conducteurs, les ZnO utilisé dans les parasurtenseurs, peuvent
subir une tres forte variation et reste un défi pour la robustesse de solveurs.
Finalement la prise en compte du phénomene d’hystérésis dans la méthode des
éléments finis en 3D reste encore difficile a effectuer. Pourtant certaines applications
nécessitent cette modélisation comme le moteur a hystérésis et en moindre mesure
le transformateur a vide. Toutefois la principale difficulté réside dans 1’élaboration
du modele fiable pour toutes les fréquences.

En 2D, pour les cas de la magnétostatique, comme le laisse a penser les travaux de
[ , ], les tests numériques ont montré que I'ISP semble intrinse-
quement robuste. Aucun appel aux techniques de réduction de pas n’a été observé.
Mathématiquement, il serait intéressant d’établir une preuve de cette robustesse.
Enfin, du point de vue calcul intensif, la parallélisation des solveurs non linéaires
demeure encore un défi. Cela est principalement du au caractere intrinsequement
itératifs des algorithmes utilisés. Nous sommes donc en quelque sorte obligés de

découper le probleme global en sous-problemes couplés résolus en parallele.
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Algorithmes de résolution linéaires

Al LU

Algorithme A.1 : Algorithme LU.
1 début

Entrées : Matrice A = (a;;) réguliére de dimension N

2 pour k=1, ..., N faire

3 pour i =k +1,.., N faire

4 Qi < G

5 pour j =k +1,..., N faire
6 Qjj < Qjj — Qi

7 fin

8 fin

9 fin
10 retourner LU = A
11 fin
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A.2 Gradient conjugué

Algorithme A.2 : Algorithme de gradient conjugué.

1 début
Entrées : 2o € RY, e >0
2 Ry + b— Axg
3 Po < Ry
4 tant que ||R,,11|| > ¢ faire
5 pour n = (... faire
¢ T e
7 Tpt+1 = Tn + nDn
8 Ry = Ry — 7 Apn
: o Tt
10 Prt1 < Ruo1+ Bupn
11 fin
12 fin
13 fin

© 2019 Tous droits réservés.
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A.3. GMRES

A.3 GMRES

Algorithme A.3 : Algorithme de GMRES.

1 début

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

fin

Entrées : o € RY, m, le nombre maximum d'itérations
Ro +—b— Al’o

v || Roll2
U1:&
!

G+ ROHxm g = 0 Y(i,7) € [I,m + 1] x [1,m]
pour i = 1,2,....,m faire
w; < Av;
pour ¢ = 1,2, ..., 7 faire
9ij < (wj, ;)
W — W — GijVi
fin
gj+15 = lw;ll2
si gj+1,; = 0 alors
‘ m < j, aller a 18
fin

Wj
9j+1,5

Vj1 =
fin

y « argminy||[yer — Guyllz
T — To + VinYm

© 2019 Tous droits réservés.
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A4

BiCGSTAB

Algorithme A.4 : Algorithme de BiICGSTAB.

1 début
Entrées : zo ¢ RY, ¢ >0

2 Ry + b— Axg

3 R§ <+ Ry

4 | po < Ro

5 | tant que ||R,.1|| > ¢ faire

6 pour n = (... faire

4 Tn ((ARP:,}}%))

8 d, < R, — v, Ap,

o Wn 4 i

10 Tpal S Tn + VDo + Wndy
11 R, d, —w,Ad,

13 Pot1 < Rot1 + Bu(pn — wnApn)
14 fin
15 fin
16 fin

© 2019 Tous droits réservés.
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A.5. METHODE DE JACOBI

A.5 Méthode de Jacobi

Algorithme A.5 : Méthode de Jacobi.
1 début

Entrées : 2o € RY, e >0
2 | tant que ||z,41 — ,|| > ¢ faire
3 pour i = 1, ....n faire
i—1 n
bi=) Aywi— 3 Ay
4 Yy = —3=" AhFM
5 fin
6 pour i = 1,...,n faire
7 ‘ Ty =Y
8 fin
9 fin
10 fin

A.6 Gauss-Seidel

Algorithme A.6 : Les itérations de Gauss-Seidel.
1 début

Entrées : 7o ¢ RY, ¢ >0
2 tant que ||z,11 — x,|| > ¢ faire
3 pour ¢ = 1,...,n faire

i—1 n
bi—y ) Aijzi— Y Aijz;
4 T = j=1 A“.j:H—l
5 fin
6 fin
7 fin
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ANNEXE A. ALGORITHMES DE RESOLUTION LINEAIRES

A.7 Relaxation

Algorithme A.7 : Les itérations de relaxation.

1 début

Entrées : 2o € RY, e >0
2 | tant que ||z,41 — ,|| > ¢ faire
3 pour i = 1, ....n faire

i—1 n
bim) Aymi— 3. Ay
4 Ti=w iy + (1 —w)a;
5 fin
6 fin
7 fin
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Développement mathématique du calcul
de la jacobienne

B.1 En potentiel scalaire magnétique

Pour le cas de la magnétostatique non linéaire, la méthode des éléments finis conduit

aux N équations suivantes F;,i = 1...n :

Ei:/(B(Q) gradw,;) = 0. (B.1)

La matrice jacobienne du systéme associée a ces équations a pour coefficients :

D

or, d’apres les relations suivantes :

B(Q) = p(H)H. (B.3)
H = H,-—grad. (B.4)
on a :
0B(Q)  9B(Q) 9H
o,  OH 09 (B-5)
~ 0B(Q)
= n grad w;. (B.6)
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ANNEXE B. DEVELOPPEMENT MATHEMATIQUE DU CALCUL DE LA JACOBIENNE

OB(Q)  Ou(H)
oH 0H

H + u(H) (B.7)

D’ou :

B _ (24

o0, 5 H + /L(H)) grad w;. (B.8)

Le calcul de la matrice tangente est déterminé a partir de de la matrice de rigidité du

calcul d’avant p(H) et la correction %H. Le calcul de ces différentielles revient

a calculer la correction qui dépend du choix de modele utilisé.

Cas isotrope : figeq : R - R

Dans ce cas, on a une loi scalaire qui relie la norme de 'induction magnétique ||B|| et
la norme de champ magnétique ||H||, donc les équations (B.3) et (B.8) se réécrivent

telles que :

B(O) = i ([H)HL (B.9)
OO (et pa(rt) ) gradv, (10

Il faut donc calculer :

pscar([[HI)) _ Ipsear([H]]) O|H]]

OH B O|H|| OH (B-11)
= [lfcal ﬁI}II{HTQ (B.12)
Finalement, on définit la matrice de perméabilité non linéaire fig.. par :
e = (1B s+ i L (B.13)
La Jacobienne vaut :
Ji () = /,us_cal grad w;grad w;)dzdy. (B.14)
Q
B.2 En potentiel vecteur magnétique
Pour la formulation en potentiel vecteur magnétique il s’agit de résoudre :
E;: / (H(A)rot w;) = Ni. (B.15)

Q
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B.2. EN POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

Le second membre ne dépend pas de l'inconnue, donc le calcul de la dérivée de
cette équation par apport a I'inconnue nécessite uniquement un calcul sur la partie

gauche. La jacobienne associée aux FE; équations a pour coefficients :

Jii(A) = / (aI(;IX?) rot w; )dxdy. (B.16)

Or, d’apres les relations suivantes :

H(A) = v(B)B. (B.17)
B = rotA. (B.18)
D’ou :
OH(A)  OH(A) 0B
oA, ~ OB a—A] (B.19)
~ OH(A)
= B rot wj. (B.20)
OH(A)  0v(B)
5B — 5B B+ v(B) (B.21)
D’ou :
OH(A)  (0v(B)
oA, ( 9B B—I—u(B)) rotw;. (B.22)

Le calcul de la matrice tangente est déterminé a partir de de la matrice de rigidité

ov(B)
oB

a calculer la correction qui dépend du choix de modele utilisé.

B. Le calcul de ces différentielles revient

du calcul d’avant v(B) et la correction

Cas isotrope : ve : R —+ R

Dans ce cas, on a une loi scalaire qui relie la norme de I'induction magnétique ||B]|
et la norme de champ magnétique ||H||, donc les équations (B.17) et (B.22) se

réécrivent telles que :

H(A) = Vscal(HBH)B' (B23)
B = rotA. (B.24)
OH(A) Ovsear(||BI])
S Tvalie (é]3B+uscal(||B||) rot w;. (B.25)
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ANNEXE B. DEVELOPPEMENT MATHEMATIQUE DU CALCUL DE LA JACOBIENNE

Il faut donc calculer :

Ovsea (| BII) Ivsca(|[BI]) 9[B]]

- B.26
0B J||Bl 0B ( )
BB”
= VU e (B.27)
LB
Finalement, on définit la matrice de perméabilité non linéaire fig., par :
_ 1
sl = Vseal (|| B Is + mz/;w]BBT. (B.28)
La Jacobienne vaut :
Jii(A) = /(Vscal rot w;rot w;)dzdy. (B.29)
Q

Cas anisotrope

Le modele doit étre construit pour décrire au mieux le processus physique et se
rapprocher du contenu d’expériences et doit étre au méme temps facile a implémenter
dans le code élément finis. Un tel modele ne dispose pas d’'un matériel sophistiqué
et ne repose que sur des valeurs expérimentales accessibles pour tout utilisateur.
En supposant que B, ne dépend ni de H, ni de H, on peut écrire :

B, =B,H, H)

B, = B,(H,, H,)

Le calcul de tenseur des perméabilités peut se faire dans un repere quelconque a
travers une matrice de rotation P du repere lié au matériau noté (Ozy) au nouveau

repere nommé (Oz'y’) tel que :

0B 0B
—] =[P = P B.30
5, = PIEg), [P (B.30)
La matrice de perméabilité prend la forme suivante :
OB 0B, 9B,
S = ( gg; ggz (B.31)
oH, OH,

Prenant I’exemple d’un modele basé sur 1’énergie, comme détaillé dans | , ].
Ce modele permet de décrire la courbe B(H) en 'absence de phénomeéne d’hysté-
résis. En respectant les hypotheses énoncées, les produits H.dB et B.dH désignent
I’accroissement de la densité volumique de I'énergie sont des différentielles exactes.

On peut définir :
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B.2. EN POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

dw =HdB et dw’ = BdH (B.32)

avec w et w’ désignent respectivement les densités volumiques d’énergie magnétique
et de coénergie magnétique. Ces deux fonctions ne sont définies que si I'induction
magnétique B et le champ magnétique H sont reliés par les relations suivantes et

en considérant par exemple la coénergie :
0B, 0B,
OH, OH,

et on a le rotationnel de B (respectivement de H) dans I'espace du champ magné-

(B.33)

tique H(H,, H,)) (respectivement dans l'espace (B,,B,)) est nul et on introduit :

rotyB=0ect rotgH =0 (B.34)
ce qui implique que [2B]7 = [2B].

Afin d’éviter les erreurs venant de ces dérivations, un autre repere (i, j) lié au champ

magnétique H est introduit. L’induction magnétique B est exprimée telle que :

La coénergie s’écrit alors :
H
w'(H) =w'(H,0) = / B,dH (B.35)
0
ce qui permet de trouver :
ow'(H,0)
B = —27/ B.
' OH (B-36)
1 ow'(H,0)
B, = ——— B.
(B.38)
D’apres la figure (B.1), la valeur de B, permet d’exprimer B; tel que :
B;(H,0) =B;(H,0).tan(8 — 6) (B.39)

La construction des termes de I'induction magnétique B en fonction de H peuvent

s’écrire en utilisant les coordonnées polaires dans le repere (Ozy) tel que :

gI]?Iz = sinf cos 9?;13; + (cos® § — sin* ) (Z];] _ o 91;05 f <3£j + BZ-)B.KLO)
oB, , 0B _ 0B, 5, (0B,
JH, sin” 0 SH + (2sinf cos 6 5H + cos” 0 50 + B, (B.41)

Donc D’apres (B.33) on peut écrire :

B B B;
gHz = gHi = sin 6 cos QgHZ + (cos? § — sin? )

0B; B sinfcosf (0B, LB
oH H 00 ‘
(B.42)
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ANNEXE B. DEVELOPPEMENT MATHEMATIQUE DU CALCUL DE LA JACOBIENNE

FIGURE B.1 — Définition des reperes et direction de B.
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Résultats de calculs pour la lo1 de Frohlich
en 2D

Les mémes exemples numériques utilisés pour les différents schémas de Newton
(Newton-classique, Newton-Inexacte et Quasi Newton) sont validés avec la loi de

comportement de Frohlich décrit dans 1.2.3.1 pour le cas 2D.
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ANNEXE C. RESULTATS DE CALCULS POUR LA LOI DE FROHLICH EN 2D

C.1 Formulation en potentiel vecteur

magnétique

C.1.1 Exemple 1 : Transformateur

C.1.1.1 Newton-classique vs ISP-Newton

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU

500 4 0m43s 4 Om19s 2.26
1000 5 Om46s 4 Om27s 1.70
1500 7 1m12s ) Om41s 1.75
2000 10 1mbls 7 1m1l1s 1.56
2500 11 1mb5s 7 1m13s 1.57
3000 11 2m03s 8 1m15s 1.60

TABLE C.1 — Exemple 1 : Newton classique vs ISP-Newton.

C.1.2 Exemple 2 : T.E.A.M Workshop 13

C.1.2.1 Newton-classique vs ISP-Newton
C.1.2.2 Newton-Inexacte vs ISP-Newton-Inexacte

C.1.2.3 Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton
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C.1. FORMULATION EN POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

Newton-classique [SP-Newton
Courant | Point de départ | temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)
500 4 0mb58s 4 Om44s | 5.17E-2 1.31
1000 6 1mO09s 4 Om46s | 0.095 1.32
1300 7 1m13s 5 1m02s | 0.166 1.21
1500 9 1m29s 6 Imlls | 0.197 1.25
1700 11 1mb7s 9 Im36s | 0.215 1.21
2000 15 2mb1s 11 ImbH9s | 0.268 1.43
2500 Diverge - 14 2m19s | 0.330 -
3000 - - 16 3ml15s | 0.503 -
5000 - - 16 3m21s | 1.223 —

TABLE C.2 — Exemple 2 : Newton-classique vs ISP-Newton.

Newton-classique [SP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)
500 4 Omb8s 4 Om44s | 5.17E-2 1.31
1000 6 1m09s 4 Om46s | 0.095 1.32
1300 7 1m13s 5 1m02s | 0.166 1.21
1500 9 1m29s 6 Imlls | 0.197 1.25
1700 11 1mb7s 9 1m36s | 0.215 1.21
2000 15 2mb51s 11 1mbH9s | 0.268 1.43
2500 18(4) 3mbH7s 15 2m31s | 0.330 1.56
3000 19(6) 4m32s 15 2m33s | 0.503 1.77
5000 19(3) 4m?29s 16 3ml7s | 1.223 1.36

© 2019 Tous droits réservés.

TABLE C.3 — Exemple 2 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé.
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ANNEXE C. RESULTATS DE CALCULS POUR LA LOI DE FROHLICH EN 2D

Newton-Inexacte [SP-Newton-Inexacte
Courant | Point de départ | CG | Temps | Point de départ | CG | Temps | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU

500 8 1098 | Om49s 6 638 | Om3ls 1.58
1000 9 1181 | Omb8s 6 688 | 0m39s 1.48
1300 11 1317 | 1mO1s 8 790 | Om44s 1.36
1500 13 1545 | 1m10s 10 987 | OmHI9s 1.18
1700 14 1678 | 1m22s 11 1011 | 1mO5s 1.35
2000 16(2) 2330 | 2mb58s 12 1320 | 1m13s 2.43
2500 19(2) 2810 | 3m19s 15 1501 | 2m12s 1.50
3000 18(4) 2910 | 3mb4s 16 1628 | 2m20s 1.67
5000 19(1) 2988 | 3mbH9s 16 1669 | 2mb9s 1.33

TABLE C.4 — Exemple 2 : Newton-Inexacte globalisé vs ISP-Newton-Inexacte glo-

balisé.
Quasi-Newton ISP-Quasi-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Corde 12(1) 1mO01s 8 Om31s 1.93
Shamanski 6 Om47s 5 Om21s 2.23
Broyden 7(1) O0mb52s 5 0m29s 1.79
(a) 1000 At
Quasi-Newton ISP-Quasi-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Corde 26(5) 4m12s 16 2m38s 1.59
Shamanski 15(3) 3m05s 10 1m49s 1.65
Broyden 18(2) 3mbH9s 11 1mb4s 2.09
(b) 3000 At

TABLE C.5 — Exemple 2 : Quasi-Newton globalisé vs ISP-Quasi-Newton globalisé.

© 2019 Tous droits réservés.
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C.1. FORMULATION EN POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

C.1.3 Exemple 3 : T.E.A.M Workshop 13 modifié

C.1.3.1 Newton-classique vs ISP-Newton

© 2019 Tous droits réservés.

Newton-classique ISP-Newton
Courant | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
1000 9 1mb3s 6 1mO1s 1.88
2000 19(4) 4m38s 14 2m49s | 1.64
3000 20(2) 5m43s 15 3m22s 1.69

TABLE C.6 — Exemple 3 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé.
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Résultats de calculs pour la lo1 de Frohlich
en 3D

Les mémes exemples numériques utilisés pour les différents schémas de Newton
(Newton-classique, Newton-Inexacte et Quasi Newton) sont validés avec la loi de

comportement de Frohlich décrit dans 1.2.3.1 pour le cas 3D.
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D.1. FORMULATION EN POTENTIEL VECTEUR MAGNETIQUE

D.1 Formulation en potentiel vecteur

magnétique

D.1.1 Exemple 1 : T.E.A.M. Workshop 13

D.1.1.1 Newton-classique vs ISP-Newton

Newton-classique ISP-Newton
Courants | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)
1000 5 1mb57s 5 1m39s | 9.468E-2 1.18
1300 7 2m34s 7 2m13s 0.147 1.15
1500 16 4m48s 16 4m18s 0.186 1.11
1700 Diverge - Diverge - - -
2000 - - - - - -
2500 - - - - - -
3000 - - - - - -
5000 - - - - - -

TABLE D.1 — Exemple 1 : Newton vs ISP-Newton.

Newton-classique I[SP-Newton

Courants | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Energie | Speedup

(At) A=0 CPU A=Ay CPU (J)
1000 6(2) 1m48 s 6(2) 1m30s | 9.071E-2 1.20
1300 7(1) 1m22s 6(1) 1m15s 9.141 1.09
1500 13(4) 3m32s 13(2) 3m15s 0.181 1.08
1700 15(3) 3m29s 10(4) 2m17s 0.232 1.52
2000 18(7) 4m15s 13(7) 2m44s 0.302 1.55
2500 25(15) dmbls 12(3) 2m30s 0.393 2.34
3000 17(6) 3md4s 15(3) 3m29s 0.491 1.07
5000 20(9) 4mb4s 17(9) 4m17s 1.099 1.14

TABLE D.2 — Exemple 1 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé pour

le maillage 1.

© 2019 Tous droits réservés.
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ANNEXE D. RESULTATS DE CALCULS POUR LA LOI DE FROHLICH EN 3D

Newton-classique [SP-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Mesh 2 5 1mb7s ) 1m39s 1.18
Mesh 3 7(1) 12m48s 6(1) 10m50s 1.18
(a) 1000 At
Newton-classique ISP-Newton
Méthodes | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Mesh 2 14(4) 4mbH9s 13(1) 4m12s 1.18
Mesh 3 16(7) 26m39s 12(4) 15m1ls 1.75
(b) 3000 At

TABLE D.3 — Exemple 1 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé pour
le maillage 2 et 3.

Newton classique ISP-Newton

Maillages | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
A=0 CPU A=Ay CPU
Maillage 1 15(3) 3m29s 10(4) 2m17s 1.52
Maillage 2 15(8) bm14s 13(7) 3m47s 1.38
Maillage 3 15(8) 23mb0s 12 (4) 14m13s 1.67

TABLE D.4 — Exemple 1 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé pour
différents maillages pour 1700 At.

Temps CPU | Solveurs non linéaires Maillage 1 Maillage 2 | Maillage 3
T1 Newton-classique 73.61 93.52 507.19
[SP-Newton 55.81 56.21 253.11
T2 Newton-classique 99.83 160.55 723.12
[SP-Newton 71.11 89.10 468.28
T3 Newton-classique 21.51 40.19 42.25
[SP-Newton 11.34 34.45 21.11

TABLE D.5 — Exemple 1 : Newton-classique vs ISP-Newton globalisé pour différents
maillages pour 1700 At.
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D.2. FORMULATION EN POTENTIEL SCALAIRE MAGNETIQUE

D.1.1.2 Newton-Inexacte vs ISP-Newton-Inexacte

Newton-Inexacte ISP-Newton-Inexacte
Courants | Point de départ | CG | Temps | Point de départ | CG | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
1000 10 1630 | 1m29s 8 790 | 1mO03s 1.47
1700 13(2) 2117 | 3mH9s 10(2) 912 | 3ml3s 1.23
3000 16(9) 2320 | 4m38s 14(5) 1382 | 3m42s 1.25

TABLE D.6 — Exemple 1 : Newton-Inexacte globalisé vs ISP-Newton-Inexacte glo-

balisé.

D.1.1.3 Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton

Quasi-Newton ISP-Quasi-Newton
Courants | Point de départ | Temps | Point de départ | Temps | Speedup
(At) A=0 CPU A=Ay CPU
1000 6 1m12s 5 0m59s 1.22
2000 11(2) 3m29s 9(1) 2m59s | 1.16
3000 15(2) 4m18s 12(3) 3m45s 1.14

TABLE D.7 — Exemple 1 : Quasi-Newton globalisé vs ISP-Quasi-Newton globalisé.

D.2 Formulation en potentiel scalaire

magnétique

D.2.1 Exemple 1 : T.E.A.M. Workshop 13

D.2.1.1 Newton-classique vs ISP-Newton

D.2.1.2 Newton-Inexacte vs ISP-Newton-Inexact
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ANNEXE D. RESULTATS DE CALCULS POUR LA LOI DE FROHLICH EN 3D

TABLE D.9 — Exemple 1 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé pour

Newton-classique ISP-Newton
Courants | Itérations | Temps | Itérations | Temps
(At) Q=0 CPU | Qy=Qn | CPU
500 diverges - ) 1mb6s
1000 - - 8 2m1ls
1500 - - 8 1m43s
2000 - - 10 2m10s
2500 - - diverges -
3000 - - - -
2000 - - - -

TABLE D.8 — Exemple 1 : Newton-classique vs ISP-Newton pour le maillage 2.

Newton-classique ISP-Newton
Recherche linéaire | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
a=1/2’ Q=0 CPU | Qy=Qn | CPU
1=1 17 (24) 1m02s 8 0m25s 2.40
1=2 15(14) 0m49s 8 0m25s 1.96
i=3 15(9) Om41s 8 O0m25s 1.64
(a) 1000 At
Newton-classique ISP-Newton
Recherche linéaire | Itérations | Temps | Itérations | Temps | Speedup
a=1/2’ Q=0 CPU | Qy=Qn | CPU
1=1 18(24) 1m05s 7(1) 0m27s 2.24
=2 13(7) 0m39s 9(2) 0m28s 1.39
=3 20 (14) 1m32s 12 (5) 0m49s 1.87
(b) 3000 At

le maillage 1.

© 2019 Tous droits réservés.

158

lilliad.univ-lille.fr



Theése de Riheb Cherif, Université de Lille, 2019

D.2. FORMULATION EN POTENTIEL SCALAIRE MAGNETIQUE

Newton-classique [SP-Newton

Courants | Itérations | Temps | [térations | Temps | Speedup
(At) Q=0 CPU Qo =Qy | CPU

500 50(47) | 104m30s 7 11m13s | 9.31
1000 64 (60) | 144m52s 8 14m16s | 10.15
1500 68(65) | 172m58s | (1) | 14m50s | 11.66
2000 66(62) | 160m43s | 8(1) | 14m55s | 10.77
2500 71(68) | 169m45s |  8(1) | 14m56s | 11.37
3000 69(61) | 165m50s | 8(1) | 15m0ds | 11.05
5000 | 100(97) |218ml2s | 8(3) | 15m56s | 13.69

TABLE D.10 — Exemple 1 : Newton-classique globalisé vs ISP-Newton globalisé pour
le maillage 4.

10 ‘

107 4

=&— Classical-Newton
== |SP-Newton

=8~ |nexact-Newton
----- ISP-Inexat-Newton

step length
=
—-"
TREE TE T S

10—

-8 | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
iterations

FiGURE D.1 — Exemple 1 : Newton-Inexacte vs ISP-Newton Inexacte pour 3000 At.

10

Newton-Inexacte ISP-Newton-Inexacte

Courants | Itérations | Temps | [térations | Temps | Speedup
(At) Q=0 CPU Qp = Qn CpPU
500 56 (53) | 101m13s 8 11m41s 8.66
1000 46 (43) | 100m1l1s 9 13m26s 7.45
1500 66 (61) | 150m32s 9(1) 13mbH2s 10.85
2000 56 (53) | 131m12s 8(1) 13m15s 9.90
2500 71(68) | 165m27s 9(1) 14m16s 11.59
3000 58 (63) | 127m21s 10(1) 15m01s 8.48
5000 63 (60) | 133m59s 10(3) 15m40s 8.55

TABLE D.11 — Exemple 1 : Newton-Inexacte globalisé vs ISP-Newton globalisé pour
le maillage 4.
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ANNEXE D. RESULTATS DE CALCULS POUR LA LOI DE FROHLICH EN 3D

D.2.1.3 Quasi-Newton vs ISP-Quasi-Newton

TABLE D.12 — Exemple 1 : Quasi-Newton globalisé vs ISP-Quasi-Newton globalisé

Quasi-Newton ISP-quasi-Newton
Courants | Itérations | Temps | [térations | Temps | Speedup

(At) Q=0 CPU Qo =Qy | CPU
500 50 (47) | 103m37s 8 12m11s 8.50
1000 64 (60) | 142m48s 8 14m10s | 10.08
1500 68 (65) | 170mb6s 8(1) 14m49s | 11.53
2000 66 (62) | 160m30s 8(1) 14mb50s | 10.82
2500 71(68) | 168m49s 8(1) 14mb3s | 11.34
3000 63 (61) | 141m41s 8(1) 14m59s 9.45
5000 100 (97) | 217m40s 8(3) 15m49s | 13.76

pour le maillage 4.
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Résumé

La simulation numérique d’un dispositif électrotechnique tel qu'une machine
électrique passe par la maitrise des phénomenes électromagnétiques souvent com-
plexes, régis par les équations de Maxwell. Ces équations sont des EDP dont la
majorité des solution ne peut pas étre formulée sous la forme d’une solution ana-
lytique. La méthode des éléments finis (FEM) est la technique la plus utilisée dans
le domaine de modélisation grace a sa grande précision et a sa robustesse pour ré-
soudre des systémes aux géométries complexes. La discrétisation de ces problemes
conduit a un grand systeme d’équations non linéaires qui doivent étre résolus par un
processus itératif. Il en existe deux principalement : la méthode du point fixe qui est
robuste, mais peut étre trés lente car sa vitesse de convergence est linéaire et la mé-
thode de Newton qui est largement préférée pour résoudre les probléemes de champs
non linéaires gréace a sa vitesse de convergence quadratique. Cependant, cette conver-
gence reste locale dans le sens que 'estimation initiale doit étre choisie suffisamment
proche de la solution. Ainsi, plusieurs techniques de globalisation sont introduites
pour atteindre un niveau acceptable de robustesse. De plus, une itération de Newton
peut s’avérer tres cotiteuse. En effet, elle demande a chaque itération 1’évaluation
de la matrice jacobienne et la résolution du probleme linéarisé impliquant cette der-
niere matrice. Pour diminuer ces cotits de résolution, plusieurs variantes de cette
méthode sont introduites comme les méthodes de Newton-Inexactes et les méthodes
de Quasi-Newton. Un solveur non linéaire nommé Improved Starting Point (ISP-)
Newton a été développé durant cette these pour le cas 2D et 3D. Ce solveur est une
version plus robuste et accéléré des solveurs existants et mieux adapté pour résoudre

les problémes électromagnétiques non linéaires.
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Abstract

The numerical simulation of an electrotechnical device such as an electric ma-
chine involves mastering the often complex electromagnetic phenomena governed by
Maxwell’s equations. These equations are EDP, the majority of which cannot be
formulated as an analytical solution. The finite element method (FEM) is a widely
used numerical technique in the modeling field thanks to its high precision and ro-
bustness for solving systems with complex geometries. The discretization of these
problems leads to a large system of nonlinear equations that must be solved by an
iterative process. There are two main ones : the fixed point method, which is robust
but can be very slow due to its linear convergence rate and the Newton method
which has been widely preferred for nonlinear field problems thanks to its quadra-
tic convergence speed. However, this convergence remains local, it means that the
initial estimation must be rather close to the solution. Thus, several globalization
techniques are introduced to acheive an acceptable level of robustness. In addition,
Newton’s method can be very expensive. In fact, at each iteration, the evaluation of
the Jacobian matrix and the resolution of the linearized problem involving this last
matrix are required. To reduce these resolution costs, several variants of this me-
thod are introduced as the Inexact-Newton methods and Quasi-Newton methods.
A non-linear solver called Improved Starting Point (ISP-) Newton was developed
during this thesis for the 2D and 3D case. This solver is a more robust and accelera-
ted version of existing solvers and better suited to solve non-linear electromagnetic

problems.
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