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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre général

Nous nous intéressons dans cette thése a des écoulements qui sont caractérisés
par un faible nombre de Mach, c’est-a-dire que la vitesse du fluide est petite devant
la vitesse du son. De tels écoulements interviennent dans de nombreux phénoménes
physiques tels que la combustion, des applications nucléaires ou en astrophysique,
ou encore des problémes d’injection.

Les mouvements des fluides sont modélisés par les équations de Navier-Stokes
compressibles. Elles expriment la conservation de la masse, de la quantité de mou-
vement et de I’énergie. Dans ce modéle, le couplage des équations est complet : les
variations de la densité tiennent compte des variations de température et de pression.

Lorsque les variations de température sont peu importantes, on peut se placer
dans le cadre de I'approximation de Boussinesq. Cette approximation des équations
de Navier-Stokes consiste & considérer la densité constante, excepté dans le terme de
gravité ou elle dépend linéairement de la température. Dans le modéele de Boussinesq,
I’équation de conservation de la masse se réduit a une contrainte d’incompressibilité.
Il s’agit du premier niveau de couplage entre I’équation de conservation de la quantité
de mouvement et I’équation de 1’énergie, a travers le seul terme de gravité. Ce modéle
est plus simple que le modéle compressible et il fait intervenir une variable de moins
(la densité).

Cependant, les applications auxquelles nous nous intéressons sont caractérisées
par d'importants gradients de température. De ce fait, 'approximation de Boussi-
nesq ne peut étre utilisée, méme quand le nombre de Mach est petit. Une approche
intermédiaire entre le compressible et I'incompressible est 'approximation & faible
nombre de Mach. Dans ce modéle, du fait de la trés grande célérité des ondes acous-
tiques, la pression thermodynamique est considérée constante. Ainsi, les variations
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2 CHAPITRE 1 : Introduction

de la densité diies a la compressibilité sont négligées, mais celles causées par des
phénomenes thermiques sont prises en compte.

L’approche faible Mach a été développée au début des années 1980. En 1982, S.
Klainerman et A. Majda [58] ont montré la convergence de I’écoulement compressible
vers l'incompressible lorsque le nombre de Mach tend vers 0 pour des écoulements
isentropiques. Ces résultats ont été étendus aux écoulements non-isentropiques en
1986 par S. Schochet [80]. En 1985, A. Majda et J. Sethian [69] ont introduit un
systéme d’équations simplifié pour des problémes de combustion en régime bas Mach.
Dans ce modéle, les ondes acoustiques sont négligées. En 1987, P. Embid [33] a
montré le caractére bien posé de ce systéme et prouvé un résultat d’existence local.

Concernant les approches numériques pour simuler les écoulements en régime
bas Mach, on distingue deux stratégies : la premiére, dite density-based, consiste
a utiliser des solveurs compressibles; la seconde, appelée pressure-based, consiste a
généraliser les solveurs incompressibles pour les écoulements faible Mach. Dans ce
dernier cas, le systéme d’équations considéré peut étre le modéle compressible ou
un modéle obtenu par analyse asymptotique, voir par exemple |29, 59, 69]|. Nous
donnons ici un premier apercu de ces deux familles de méthodes. Une bibliographie
plus compléte sera donnée au début du Chapitre 3.

Density-based solvers

La premiére classe de méthodes a été largement utilisée pour la simulation d’écou-
lements en régime transsonique ou supersonique. Dans ces solveurs compressibles,
la pression est éliminée des inconnues par la loi d’état. Cependant, du fait de la
disparité des échelles de temps acoustique et convective, les solveurs compressibles
souffrent d’'un manque de précision en régime bas Mach. De plus, pour ces méthodes
généralement explicites, la condition CFL dépend de la vitesse du son et est par
conséquent trés contraignante. Ces méthodes ne peuvent donc pas étre appliquées
en régime bas Mach sans adaptation.

Parmi les différentes stratégies employées, on mentionnera la technique du pré-
conditionnement, introduite par E. Turkel [84], et utilisée ensuite par exemple dans
[19, 49]. Cette méthode consiste & prémultiplier la matrice de masse par une matrice
appropriée afin que les valeurs propres du systéme aient le méme ordre de grandeur.
D’autres auteurs ont appliqué des techniques de splitting afin de séparer les termes
raides des termes non-raides, voir par exemple |18, 75]. Concernant la discrétisation
spatiale, des méthodes de volumes finis basées sur 'approximation de problémes
de Riemann sont généralement employées. Les inconnues (la densité, la quantité de
mouvement et ’énergie interne) sont calculées sur une méme grille.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Pressure-based solvers

Cette classe de méthodes consiste en une adaptation des solveurs incompressibles
pour les écoulements compressibles. La pression est ici une variable a part entiére.
Des techniques de type correction de pression sont souvent utilisées pour résoudre le
probléme couplé vitesse /pression. Dans ces méthodes, la vitesse et la pression doivent
vérifier une condition de stablité de type inf-sup : cela se traduit généralement par
I'utilisation de grilles décalées dans le contexte des volumes finis et des différences
finies, ou par le choix pertinent des espaces de discrétisation dans le contexte des
éléments finis.

Ainsi en 1971, F. H. Harlow et A. A. Amsden [52] ont développé un algorithme
itératif (la méthode ICE) comportant une étape de correction pour la pression,
et permettant de traiter aussi bien les écoulements en régime subsonique qu’en
régime supersonique. Depuis, de nombreux schémas ont été développés, voir par
exemple [53] et les références contenues dans cet article. Certaines méthodes (par
exemple |72, 76]), sont basées sur une généralisation de 1’algorithme itératif SIMPLE,
introduit par S.V. Patankar et D.B. Spalding |77] pour les fluides incompressibles a
densité constante. Les discrétisations utilisées par C.-D. Munz et ses collaborateurs
[72, 76] sont effectuées en différences finies. D’autres méthodes utilisent un schéma
comportant une unique étape de prédiction et de correction de pression, voir par
exemple [53]. Dans cet article, la méthode numérique utilisée par R. Herbin, W.
Kheriji et J.-C. Latche est une méthode de volumes finis.

Parmi les méthodes non-itératives, la méthode de projection, introduite par A.
J. Chorin [20] et R. Temam [81] est souvent utilisée, en particulier lorsqu’un modéle
asymptotique est considéré. Elle consiste & découpler a chaque pas de temps ’équa-
tion de conservation de la quantité de mouvement de la contrainte d’incompressibilité
du fluide. Elle a par exemple été utilisée par A. Beccantini et ses collaborateurs [4]
dans le cadre des éléments finis, ou dans |27, 73] dans le cadre des différences finies.

Dans ce travail, nous nous situons dans la classe des méthodes pressure-based.
Les équations considérées sont obtenues a partir d'un développement asymptotique
des équations de Navier-Stokes compressibles en fonction du nombre de Mach.

1.2 Dérivation du systéme bas Mach

Dans cette section, nous allons dériver le modéle d’équations que ’on considérera
par la suite. L’analyse asymptotique effectuée s’appuie sur [4, 29, 69].

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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1.2.1 Les équations de Navier-Stokes compressibles

Nous commencons par rappeler les équations de Navier-Stokes compressibles. Les
variables physiques considérées sont la densité p, la vitesse u, la pression P, ’énergie
interne e et la température 0. Le systéme de Navier-Stokes sous forme conservative
s’écrit alors :

op+V-(pu)=0, (1.1a)
dh(pu) +V-(pu®@u)=-VP+V.-7+pg (1.1b)
O(pe)+V-(peu)=—-PV-u+V-(kVl)+7:Vu, (1.1¢c)

ol le tenseur des contraintes visqueuses est défini par :
T 2
T=p|Vu+V u—gv-u]l . (1.2)

Ici, g = —9,81e, m-s72 est le vecteur gravité (e, est le vecteur unitaire verti-
cal), p = (0, P) et kK = k(#, P) sont respectivement la viscosité et la conductivité
thermique du fluide.

Nous allons maintenant donner une formulation non-conservative en température
du systéme (1.1). Pour cela, on définit I'enthalpie du fluide

P
h=e+ —,
P

ainsi que le coefficient de compressibilité a pression constante

1 0Op
p(e,P)%(e, P), (1.3)

a(f, P) = —

et la capacité calorifique & pression constante

Cp(, P) = %(e, P). (1.4)

On suppose également que les équations d’état p(6, P) et e(6, P) du fluide sont telles
qu’il existe une fonction entropie 3(%, e) strictement convexe et vérifiant :

—0ds =de+ Pd (1> .
p

On montre alors (voir [28] adapté dans le cas monophasique) que le systéme (1.1)

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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est équivalent au systéme (1.5) :

Op+V-(pu) =0, (1.5a)
p(Ou+u-Vu)=-VP+V -17+pg (1.5b)
pCp (00 +u-Vl)=ab (P+u-VP)+ V- (kVO)+7:Vu. (1.5¢)

1.2.2 Adimensionnement des équations

Nous allons dans cette section procéder a un adimensionnement des équations.
Cela permettra de mieux appréhender les différents ordres de grandeur intervenant
dans le systéme (1.5). Pour cela, pour chaque variable générique a, on définit une
valeur de référence a,.s caractéristique de ’écoulement. On suppose que 'on peut
choisir un temps caractéristique t,.f, une longueur caractéristique L..f et une vitesse

caractéristique wuys vérifiant :
Lref

Uref

tref -

(1.6)

On suppose également que les équations d’état du fluide sont telles que I'on peut

définir C'p,¢ tel que :

Pre
eref CPref = —xt = Cref- (17)

ref

Notons que (1.7) est vérifié si les équations d’état du fluide sont proches de celles
d’un gaz parfait.

Nous définissons maintenant les nombres sans dimension caractéristiques de
I’écoulement :

— le nombre de Mach :

— le nombre de Reynolds :
Uref Lref Pref

Re= ———,
Mref
— le nombre de Froude :
Uref
Fr = ,
Lref g

ol g est la norme du champ de gravité g,

— le nombre de Prandtl :
_ Href C’Pref

Rref

Pr (1.8)

A l'aide de ces nombres et des relations (1.6) et (1.7), on obtient le systéme adimen-
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sionné suivant :

(0,p+ V- (pu) =0, (1.9a)
1 1 1

p(Ou+u-Vu) = —WVP—F%V-T— TS (1.9b)

pCp (00 +1u-VO) = et bres @0 (O,P +u - VP) (1.9¢)

2

M
V- (kV0) + ReT Vu.

\ * RePr

Comme les variables adimensionnées sont d’ordre 1, ce systéme fait apparaitre
les ordres de grandeurs des différents termes.

1.2.3 Les équations de Navier-Stokes a faible nombre de Mach

On suppose que le nombre de Mach caractéristique de I’écoulement est petit :

M < 1. (1.10)
On suppose également :
My My <1 (1.11)
Fr " Re " RePr ’ '

On va alors procéder a un développement asymptotique des équations en fonction
du nombre de Mach, voir par exemple [29, 69].

1.2.3.1 Analyse asymptotique

On suppose que l'on peut développer les variables en fonction du nombre de
Mach :

p=p"+Mp'+OM?), (1.12a)

u=u’+Mu' +0OM?), ( )

0=p"+M6O + OM?), (1.12¢)

P =P’ +MP'+MP*+OM?). ( )

On suppose également que les équations d’état sont des fonctions réguliéres de

(6, P) de sorte que p° = p(6°, P°). On note C% = Cp(6°, P°), a® = «(6°, PY) et
kY = k(6°, PY).

Commengons par injecter (1.12) dans l’équation de quantité de mouvement

© 2019 Tous droits réservés.
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(1.9b). En identifiant les termes d’ordre M~2 et M~!, on obtient :
Lop—o . Lup—o (1.13)
YE =05 5 =0. :

Pour les termes d’ordre 0, on applique la projection de Hodge P (voir Chapitre 2,
Proposition 2.1) a (1.9b) et on obtient :

1 1
0 0 0 . 74,0 40
P (p (0 +u” - Vu') eV T + 27 ez) = 0. (1.14)

De (1.13) et (1.14), on en déduit :
P = P(1),

et qu’il existe 7 tel que

1
pO (8tu0+u0.VU0) _ Re V T +ﬁp e, = Vﬂ'.

Concernant 1’équation de conservation de la masse et I’équation de température, on
obtient de fagon immédiate :

0ip” +V - (p’u”) =0,
et
P’ CY (@00 +u’ V@O) = ot Ores ° 6° (OtPO +u’ VPO) + R—PV (k" VY.

Pour résumer, en omettant 'indice 0, on cherche p, u, 6, P et 7 telles que :

(0,p+ V- (pu) =0, (1.15a)
1
p(Ou+u-Vu)=-Vr+ §V T~ mafes (1.15Db)
dpP 1
,OCP (@0 +u- V@) = lpef erefOZH ar + R—Pv (/{ VQ), (]_]_5(3)
L p=p(0,P). (1.15d)

On a donc un systéme de 4 équations a 5 inconnues.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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1.2.3.2 Equation pour la pression thermodynamique

Afin de fermer le systéme, nous allons dériver une cinquiéme équation. Pour cela,
on remarque que (1.15a) est équivalente &

V -u = Dyp,

ou l'on a utilisé la notation D; = 9; +u- V. Grace a I’équation d’état (1.15d), on a :

1 (0p dp dP
Vou= p(aeDtHap dt)'

L’équation de température (1.15¢) nous permet d’obtenir :

1/0p 1 dp\dP 10p 1 1
u=— | —=—ape b+ — | — — ———— . 0),
Vou p (80p0pa fbret 0 + 8P> dt p(%’pC’pRePrv (1V0)

ou encore en utilisant la définition de o donnée par (1.3) :

1 (aref eref 042 0 ap ) dpP Q

Vous=2 Cp - OP E+pCpRePr

; V- (kV0). (1.16)

En intégrant (1.16) sur le domaine 2, on obtient I’équation de pression thermody-

namique :

g046’a9—%@—/&u—1
dt Jq ot Vet a 0P)  Jo\ «a RePr

ol n est le vecteur normal unitaire sortant.

/mVH-n, (1.17)
o0

Remarque 1.1. Dans un systéme fermé (systéme n’échangeant pas de matiére avec
son environnement), la masse totale reste constante et 'on peut également calculer

/Qp(H,P):/QpO, (1.18)

P par résolution de :

ol pg est la densité initiale.

1.2.4 Cas particulier : le gaz parfait

Dans ce manuscrit, nous allons considérer le cas particulier d’un gaz calorifique-
ment parfait, c’est & dire un gaz pour lequel les équations d’état sont données, pour

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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les variables dimensionnées, par :

P=Rpb
RO
e= ,
v—1

ot R =287J kg ' K ! est la constante des gaz parfaits et v = 1,4 est le rapport
des chaleurs spécifiques. On déduit alors de (1.3) et (1.4) que :

a(f, P) =

Cbl»—t

’yR
p)=—1"

Par conséquent, nous allons définir les grandeurs caractéristiques aqer et Cp,e par :

1
Qpef = )
! eref
YR
C = — 1.19
Pref N — 1 ( )

On aboutit alors au systéme adimensionné suivant :

(Oip+ V- (pu) =0, (1.20a)
1
p(Ou+u-Vu) = —V7T+§V T~ maPes (1.20b)
4 dP 1
((‘%9 +u- V@) dt + mv : (Fd V@), (120C)
—1
P=""214 (1.20d)
\ Y

ou 7 est donné par (1.2). Ce modeéle est complété par une équation sur la pression
thermodynamique (1.17) ou (1.18) appliquée au cas gaz parfait. L’équation (1.17)
s’écrit dans ce cas particulier :

dP 1
_Y 0= 0.
dt v—1 /V " ReP r/ KVO-m,
ou encore P b, .
Y Y
17 . L 0 -n. 1.21
dt Y] aQu n |2| Re Pr /aQ VO n (1.21)

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Dans le cas d'un systéme fermé, I’équation (1.18) devient pour un gaz parfait :

. /Po
P:”Tlﬂl. (1.22)
L3

Notons que la contrainte sur la divergence de u s’écrit alors :

1 dP v—1
Vus ——— 4+ = . (kV0). 1.2
" v P dt +’yRePrP (V6) (1.23)

Remarque 1.2. Le systéme dimensionné pour un gaz parfait est :

(Op+ V- (pu) =0, (1.24a)
p(u+u-Vu)=-Vr+V-17+pg, (1.24Db)
pCp (0 +u-Vo) = %—l—v- (kV0), (1.24¢)

(P =PRpb, (1.24d)

que l'on compléte avec ’équation de pression thermodynamique :
%:—% aﬂu-n—k%/gﬂ%V@-n, (1.25)

ou pour le cas d'un systéme fermé :

S~—
>

1.3 Organisation de la thése

Dans cette thése, nous nous appliquons a étudier des modéles bas Mach. Deux as-
pects seront abordés. Dune part, I’analyse mathématique d’un modéle de type faible
Mach est effectuée. D’autre part, nous nous attachons a développer des schémas nu-
mériques permettant de simuler des écoulements en régime faible Mach. L'une de
nos exigences est que les schémas respectent les bornes physiques des variables ap-
prochées. En effet, le dépassement des bornes pourrait conduire & des résultats non
physiques comme une densité négative. Cette propriété de préservation des bornes
se traduit mathématiquement par la vérification d’un principe du maximum. Nous
aurons donc a coeur d’étudier ces propriétés de principe du maximum d’un point de
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vue théorique et numérique. La thése comporte trois partie principales, complétées
par le présent chapitre d’introduction, un chapitre contenant des rappels mathéma-
tiques et des annexes. Nous présentons maintenant le contenu des chapitres.

Chapitre 2 : Préliminaires
Dans ce chapitre, nous commencons par définir quelques notations avant d’énoncer
des résultats d’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans la suite de la thése.

Chapitre 3 : Une méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis pour
un modéle bas Mach

Dans ce chapitre, nous développons une méthode combinée Volumes Finis - Elé-
ments Finis permettant de simuler des écoulements a faible Mach en dimension
2 dans le cadre d'un gaz parfait. Le systéme d’équations considéré est (1.20a)-
(1.20b)-(1.23)-(1.20c) complété par I’équation de pression thermodynamique (1.21)
ou (1.22). Un aspect original de ce travail est que la loi d’état (1.20d) du fluide est
uniquement imposée de fagon implicite. Une autre particularité de ce travail est le
choix des méthodes numériques. En effet, en suivant I'idée initialement développée
par C. Calgaro, E. Creusé et T. Goudon dans [12] pour les écoulements incompres-
sibles, la densité est calculée par volumes finis alors que les autres variables sont
déterminées par des éléments finis. Cela permet en particulier d’assurer la préserva-
tion des états constants, ainsi qu’un principe du maximum pour la densité dans le
cas limite incompressible. La précision de notre schéma est ensuite évaluée sur un
cas test analytique et des ordres de convergence sont exhibés. Enfin, nous comparons
notre schéma a d’autres de la littérature sur un probléme d’injection, ainsi qu'un
cas test de cavité chauffée différemment a gauche et a droite.

Chapitre 4 : Un résultat d’existence de solution réguliére pour un modéle
de type bas Mach

Dans le quatriéme chapitre, nous effectuons I’étude théorique d’'un modéle de type
faible Mach en dimension 3. Des conditions aux limites spécifiques sont imposées afin
de simplifier le modeéle. De ce fait, la pression thermodynamique devient constante.
Il est alors possible par un changement de variable de se ramener a un champ de
vitesse a divergence nulle. De plus, la densité est éliminée des équations grace a la loi
d’état. On suppose également que la viscosité du fluide est une fonction spécifique
de la température afin d’éliminer les termes de dérivée d’ordre 3. Nous montrons
alors 'existence et 'unicité d’une solution forte pour ce modéle.

La démarche est basée sur une linéarisation des équations. Par un processus
itératif, nous résolvons a chaque pas une équation de convection-diffusion linéaire
pour la température, et un probléme de type Stokes a viscosité variable pour la
vitesse et la pression. Nous établissons ensuite des estimations a priori pour la suite
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de solutions approchées, ainsi qu'un principe du maximum pour la température.
Puis, nous montrons par un argument de suite de Cauchy que la suite de solutions
approchées converge, et que sa limite est la solution forte du probléme. L’intérét de
la méthode est qu’elle permet d’exhiber les vitesses de convergence de la suite de
solutions approchées vers la solution forte.

Chapitre 5 : Méthodes de Volumes Finis pour I’équation de température
d’un modéle faible Mach

Dans ce chapitre, nous effectuons 1’étude numérique en dimension 2 du modéle
considéré dans le Chapitre 4. Nous nous intéressons particulierement a la discréti-
sation de I’équation de température. En effet, I’étude théorique faite au Chapitre 4
a montré que la température satisfaisait le principe du maximum. Nous souhaitons
donc obtenir I'analogue discret de cette propriété pour notre solution numérique.
Dans cette optique, nous nous orientons vers les méthodes de volumes finis. La diffi-
culté principale provient du terme "|V@|?", car il n’existe pas de définition naturelle
d’un gradient par maille en volumes finis. Nous allons donc envisager plusieurs dis-
crétisations, et étudier ces différents schémas en terme d’existence de solutions et
de respect du principe du maximum. Des expérimentations numériques seront me-
nées afin de mettre en évidence la précision du schéma et d’illustrer la propriété de
respect des bornes. Enfin, I’équation de température sera couplée a 1’équation de
vitesse, et la méthode numérique sera mise en oeuvre sur le probléme de la cavité
chauffée étudié dans le Chapitre 3. Nous détaillerons en particulier le couplage entre
les différentes méthodes : volumes finis pour la température et éléments finis pour
la vitesse et la pression.
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Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons un certain nombre d’outils mathé-
matiques qui seront utilisés dans la suite de la these.
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Dans tout ce chapitre, € désigne un ouvert borné Lipschitz de R?, d = 2 ou 3,
de frontiére I' = 0.

2.1 Notations

Dans cette section, nous donnons un certain nombre de notations qui seront
adoptées dans cette thése. Soit n > 1 et m > 1 des entiers naturels.

Notations générales
— #F désigne le cardinal de I'’ensemble F.
— |E| désigne la mesure de Lebesgue de ’ensemble £ C R™.

Vecteurs et matrices

Soit u et v deux vecteurs de R", et A et B deux matrices a m lignes et n colonnes
(on note A, B € R™*"). La i-iéme coordonnée de u est notée u;, et le ceefficient situé
a la ligne 7 et & en colonne j de A est noté A;; ou A; ;. On adoptera les notations

sulvantes :
—u-v €R Produit scalaire euclidien dans R™ : Z?zl u; v;
— |u] eER Norme euclidienne dans R" : [u| = (u - u)'/?
— AT € R™™  Matrice transposée de A : (AT);; = A,
— Au e R™ Produit matrice vecteur : (Au); = 7 Aju,
—A:B €R Double contraction : A : B =37" > | A;; By
— |A| eR Norme de Frobenius : |A| = (A : A)Y/?2

—u®v €R™”  Produit tensoriel : (u® v);; = w;v;.
Opérateurs différentiels

— Soit f:R? — R. Son gradient est défini par :

v = (Lo L)

et son laplacien par :
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son gradient par :

8ui
Valx) = (a%‘ ($)) 1§z‘,;’§d7

et son laplacien par :
Au(x) = (Auy(x), - - -, Aug(x))"
On note également :

_ Vu+V'u
p— T-

Du

— Soit A : R? — R4, Sa divergence est définie par :

d

p T
0A . 0A 41
A= SR :
v (k:l Oy, 7k:l Oz )

Soit f : RY — R et u,v : R? — R? L’opérateur d’advection d'une quantité
scalaire (respectivement d’'une quandité vectorielle) est défini par (v-V)f =v-Vf
(respectivement par (v - V)u = Vuv).

Espaces L? et espaces de Sobolev
Soit 1 < p < 400, on pose :

LWQ)z{f:Q—)Rmesurable; /|f|p<+oo}.
Q

LP(2) est muni de la norme :

[

I = ([ 1)

L>=(Q) ={f: Q2 — R mesurable ; 3C > 0 telle que |f(z)| < C p.p.x € Q},

Pour p = +00, on définit :

et
[ f[l e = ess sup | f(x)].
xEN

L’ensemble des fonctions L? & moyenne nulle est noté :

13(0) = {fe 12(9); /szo}.
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Soit m > 1 un entier, on définit les espaces de Sobolev H™({) par :
H™Q)={f € L*(Q); Vatel que o] <m, D*f e L*(Q)}.

Cet espace est muni de la norme :

1Al = | D 1D fII7

la|<m

L’adhérence de ensemble des fonctions C*(2) & support compact dans H*({) est

notée Hy(Q) : o)
Hy(Q) =C5*(Q)

et son dual H~1(Q).

On introduit également les espaces suivants, pour les fonctions & valeur dans R? :

Les propriétés des espaces définis dans cette section pourront étre consultées par
exemple dans [8].

2.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous présentons les espaces fonctionnels qui seront considérés
dans la suite du travail.

2.2.1 Espaces de fonctions a divergence nulle

En premier lieu, nous introduisons les espaces fonctionnels qui sont trés utiles
lors de I’étude des équations de Navier-Stokes. On renvoie au livre de R. Temam
[82] pour les détails. On considére 'espace des fonctions tests & divergence nulle :

V={velrQ):V-v=0surQ}.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

18 CHAPITRE 2 : Préliminaires

Les fermetures de V dans L*(Q2) et H'(Q) sont respectivement notées H et V est
sont caractérisées par :

H={vel*Q):V-v=0dans Q,v-n=0sur I'},
V={veHiQ): V- -v=0dans Q}.

L’injection de V dans H est continue et V est dense dans H. En identifiant H avec
son dual par le théoréme de représentation de Riesz, on a la configuration suivante :

VCH=H cV/, (2.1)

chaque espace étant dense dans le suivant et les injections étant continues. On a

donc
<f,v PAVRTES (f,V)L2, vfe H Vvev.

De plus, on a la décomposition orthogonale suivante :

Proposition 2.1. (Décomposition de Helmholtz-Hodge)

L*(Q)=HoG, ou G:{Vp:peHl(Q);/pzo}. (2.2)
Q
On note alors P la projection (de Hodge) orthogonale de 1L?(2) sur H.

Le théoréme suivant sera également utile :

Théoréme 2.1. (Théoréme de De Rham)
Soit £ € D'(Q). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe p € D'(Y) tel que
f =Vp.

ii) Pour toutv €V,
<f,v>=0.

Nous nous intéressons maintenant a l'opérateur de Stokes qui est bien décrit
dans [83]. On considére la forme bilinéaire a définie par :

a(u,v) =(Vu,Vv),, Vu,veV.
a étant continue et ceercive sur V, elle induit un isomorphisme A de V dans V’

défini par :
<Au,v >y yv=a(u,v) Yu,veV.
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En définissant le domaine de A dans H par D(A) = {v € V: Av € H}, A peut
étre considéré comme un opérateur linéaire non borné de H. De plus, A est un
isomorphisme auto-adjoint positif de D(A) dans H. On a la proposition suivante :

Proposition 2.2. L’opérateur de Stokes est caractérisé par :
D(A)=H*(Q) NV, Av=-PAv,

ot P est la projection de Hodge de IL?(Q) dans H.

On énonce également un lemme qui a été démontré dans (67|, dans lequel nous
explicitons la dépendance de la constante en ¢ :

Lemme 2.1. Soit v € D(A). On considere la décomposition de Helmholtz de —Av :

—Av = Av + Vq, (2.3)

avec ¢ € HY(Q) tel que fﬂ q=0. Alors Ve > 0, il existe une constante C dépendant
uniquement du domaine ) telle que :

1
ol < vz + € (141 ) 19, 2.4)

Nous allons maintenant énoncer une propriété spectrale de 'opérateur A :
Proposition 2.3. Il existe une suite (a;) C R telle que

O<ap<am<..., a — 00,
Jj—+oo

et une suite de vecteurs (w;) C V orthogonauzr deux a deux telle que

AWJ' = Q;Wy, VJ e N*.

’ k
2.2.2 L’espace Hjy ()
En ce qui concerne la température, on considére les espaces :

00

HY(Q) = {9 c H*(Q) : o

:OsurF},
k k a0
Hy () = HGH(Q):a—nzosurF; Q9:O ,

pour k = 2 ou 3, ol n représente le vecteur normal unitaire sortant a €.
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Pour une fonction 6 € HY (), on définit

5:@/{29 et 0=0-0¢cHy, (2.5)

2.2.3 Normes équivalentes

Nous utiliserons fréquemment dans la suite du travail des résultats d’équivalence
de normes.

D’aprés I'inégalité de Poincaré, les normes ||Vv|| ;2 et ||v|| ;1 sont équivalentes sur
V. De plus, les normes ||Av]|,. et ||v]| ;2 sont équivalentes dans H?(2) NV, voir par
exemple [60, Chap 1, section 1.5]. Les normes ||Av]||,. et ||Av| ;. sont équivalentes
sur D(A) d’aprés les résultats de régularité, voir par exemple [82].

Par ailleurs, les normes ||0|| ;> et [[Af]|,» sont équivalentes dans H3 ,(€2). Pour
justifier ce résultat, on montre d’abord avec le théoréeme de Lax-Milgram et I'inégalité
de Poincaré généralisée * que :

101170 < C{IAB][ 2 - (2.6)

D’aprés la théorie de la régularité elliptique avec conditions aux limites de Neumann
(voir |42, th. 2.3.3.2]), on a :

101> < C(AO]] 2 + 1161 1)
< CAG L,

la derniére inégalité étant obtenue grace a (2.6). De fagon standard, on montre
également que les normes ||0| ;5 et |[VAG)||,» sont équivalentes dans H3 ,(€2). On en
déduit que les normes ||Af]|, et ||V ;1 sont équivalentes dans H3(£2), et que les
normes |[VAG|| ;. et || VO] ;2 sont équivalentes dans Hy, ().

Enfin, les normes ||p|| ;1 et || Vpl| . sont équivalentes dans H' ()N L3(Q2) d’apres
I'inégalité de Poincaré généralisée.

On résume ces résultats dans le tableau suivant :

*Le théoréme de Lax-Milgram ainsi que l'inégalité de Poincaré généralisée permettent de mon-
trer que pour tout f € L2(Q), il existe un unique u € H () tel que

/Vu-Vv:/fv, vv € HY(Q),
Q Q

/u:0.
Q

De plus, [[ul|;: < C||f]|,2-
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Espace Normes équivalentes

M IVVlige ~ VI
D(A) AV ~ AV 2 ~ (V]

H' () N L§(©) VPl 2 ~ [Pl
H12V,0(Q) ||A9||L2 ~ ||9||H2
HE () 1A 2 ~ (VO]
HY o(€) VA L2 ~ (1]l g

HE(9) VA 2 ~ [IVO]] 2

2.3 Quelques inégalités utiles

Nous énongons dans cette partie des inégalités classiques qui seront fréquemment
utilisées par la suite.

Nous commencons par rappeler I'inégalité de Young.

Proposition 2.4. (Inégalité de Young)
1 1

Soient a et b deux réels positifs et 1 < p,q < oo tels que — + — = 1. Alors on a :
p q

a? b
ab< —+ —.
p q

Cette égalité peut s’écrire sous la forme particuliére :

ab < ea? 4+ C. b7, (2.7)

1

0U;5>O€t05:m.

L’inégalité de Young permet de montrer I'inégalité de Holder (voir par exemple

[81) -
Proposition 2.5. (Inégalité de Hélder)

1 1
— Sotent f € LP(Q) et g € LYQ) avec 1 < p,q < oo et — + — = 1. Alors
p q
fge LY Q) etona:
1 gl < ALf e gl

1 1 1
— Plus généralement, soient 1 < p,q < 0o etr défini par — = —+—. Si f € LP(Q)
r P g

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

22 CHAPITRE 2 : Préliminaires

et g € LUQ), alors fge L™(Q2) et on a :
1 9l < 1Al gl

— L’inégalité de Hélder se généralise a n fonctions :
n

1 1

Soient 1 < p1,...,pn < 00 et r défini par — = Z— Si fr € LP(Q) pour
r 1 Pk

k=1,...,n, alors :

v Fallr < Aoy -l fnll o -

De I'inégalité d’Holder, on peut déduire la proposition suivante :

Proposition 2.6. (Inégalité d’interpolation)

1 a 11—«
Soient 1 < p,q < oo et r défini par — = —+

r . p
alors f € L™(Q2) et on a :

€ (0,1). Si f € LP(Q)NL(Q),

Ll < AU I (2.8)
Nous utiliserons fréquemment les inégalités de Sobolev (voir [8]).

Théoréme 2.2. (Inégalités de Sobolev)

— En dimension d =2, si f € HY(Q), alors f € LP(Q2) pour 1 <p < oo et :
1flle < C NSl

— En dimension d = 3, si f € HY(Q), alors f € LP() pour 1 <p <6 et :

1o < C - (2.9)

Nous énoncons maintenant 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, voir par exemple

[74]. La notation || D7 f||,, désigne le maximum des normes L de toutes les dérivées
d’ordre j de f.

Théoréme 2.3. (Inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg)
On suppose qu’il existe des réels 1 < p,q,r < 0o, un réel s > 0, un réel 0 < a < 1

, , 1 g 1 m 11—« J ,
et deux entiers naturels m et j tels que — ==+ - — — | a+ et — < a. Si
p d r o d q m

fe Ly Q)N L Q) et si sa m-iéme dérivée est dans L (2), alors sa j-iéme dérivée
est dans LP(QY) et il existe C' > 0 telle que l'on ait :

ID7F||,, < CUD™ £l Il + 11 ) - (2.10)
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On utilisera souvent 1'inégalité de Gagliardo-Nirenberg dans les cas particuliers
du corollaire suivant.

Corollaire 2.1. On a :

1l < CIFNIS: Ifn® VF € HY(S), (2.11)
Il < C I IF Yf e HYR), (2.12)
IVl < CUAFIL IfIE=  Vf € HX(Q), (2.13)
avec / /
1/2 sid=2, [ 2/3 sid=2,
O‘:{1/4 id=3 ﬁ_{1/2 sid=3.

Nous aurons également besoin de I'inégalité d’Agmon, qui est un cas particulier
de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, (on pourra par exemple consulter [1]).

Corollaire 2.2. (Inégalité d’Agmon)
Soit f € H*(Q), alors f € L=(Q) et il existe C > 0 telle que l’on ait :

1/2 1/2
11l < C IF I IF 12 - (2.14)
Enfin, nous utiliserons le résultat du corollaire suivant :

Corollaire 2.3. Soient f € H'(Q) et g € H*(Y), alors il existe C' > 0 telle que l’on
ait :

IV 9)llz < C N 1l lgllins gl - (2.15)

Démonstration. En utilisant I'inégalité triangulaire puis I'inégalité de Holder, on a :

IV Dl < g Vil + 11 Vol
< llgllzee IV Fllz + M1 2s 1Vl s -

Par (2.14), on a :
1/2 1/2
lgll e < C llgll32 gllhs

De plus, par (2.9), on a
1A llze < C N fllarn s

et (2.12) permet d’obtenir
Vgl s < C IVgll& IV gllhe < C llgllsie gl .

On obtient alors (2.15). O
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2.4 Résultats d’analyse fonctionnelle

Nous donnons dans cette section quelques outils permettant de montrer des ré-
sultats d’existence, d’unicité et de régularité de solutions, qui sont fréquemment
utilisés pour résoudre des équations aux dérivées partielles.

Commengons par définir le degré topologique de Brouwer, voir par exemple [2].

Définition 2.1. Pour tout ouvert borné U C R"™ et pour tout b € R", il existe une
unique application appelée degré topologique de Brouwer

5(,Ub): {p € CU,R"), b¢ $pOU)} —Z

telle que :
1. Sibe U, alors 6(Id, U,b) = 1,

2. Si Uy et U, sont deux ouverts disjoints de R™ tels que U = Uy U Us, et si
b ¢ ¢(0U) U @(0U,), alors

5(¢7 U7 b) - 5(¢7 U17 b) + 5(¢7 U27 b)a
3. §(+,U,b) est continue,

4. 5(¢,Ub) = 8(¢ — b,U,0).

Nous utiliserons deux propriétés importante du degré topologique dans la suite
du travail.

Proposition 2.7. (Invariance du degré topologique par homotopie)
Soit H € C([0,1] x U,R™) et b ¢ H([0,1],0U). Alors §(H(u,-),U,b) est indépendant
de 1.

Proposition 2.8. Sid(¢,U,b) # 0, alors il existe xg € U tel que ¢(xg) = b.

Le résultat suivant concerne la méthode de continuité et peut étre consulté dans
[39].

Proposition 2.9. Méthode de continuité

Soit X un espace de Banach et Y un espace vectoriel normé. Soient Ly et Ly des
opérateurs bornés de X dans Y. Pour « € [0;1], on définit L, = (1 —a) Lo+ Ly.
On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

weX, Vaell), [vix<C lLavlly.

Alors Ly est surjective si et seulement si Ly est surjective.
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2.5 Espaces de fonctions dépendant du temps

Nous étudions dans cette section les espaces de fonctions a valeurs dans un
Banach, voir par exemple [82] ou [34]. X désigne un espace de Banach muni de la
norme || - ||x, et 7" un réel strictement positif. On définit alors :

— Pour 1 < p < 400 l'espace
LP(0,T; X)

des fonctions mesurables u : [0; 7] — X telles que :
. 1
P P
lallsr = ([ TuC0) < 4o,
0

L>(0,T; X)

— L’espace

des fonctions mesurables u : [0; 7] — X telles que :

“u”LOO(O,T;X) = ess sup [[u(t)| x < +oo,
0<t<T

— Ainsi que 'espace
C(0,T;X)

des fonctions mesurables u : [0; 7] — X telles que :

o (0T:X) ‘= t .
[[alleso 0.7:x) Orgfg;,HU( )Nx < +o0

Nous allons maintenant énoncer un résultat de continuité. Soient U et L des
espaces de Hilbert tels que 'injection de U dans L soit continue, avec U dense dans
L. En identifiant L avec son dual par le théoréme de représentation de Riesz, on a
la configuration suivante :

UcL=LcU, (2.16)

chaque espace étant dense dans le suivant et les injections étant continues. Le théo-
réme suivant est démontré dans le livre de R. Temam [82, Chap. 3, lemme 1.2].

Théoréme 2.4. Soit U et L deux espaces dans la configuration (2.16). On suppose
que :
feL*0,T;U) et 0.f € L*0,T;U").

Alors
fecC(,T;L).

Nous utiliserons également le théoréme suivant, qu’on peut retrouver dans [64] :
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Théoréme 2.5. Soient U et L deux espaces de Hilbert dans la configuration (2.16).
Soit a :]0,T[xU x U — R telle que a(t,-,-) est bilinéaire p.p. t €]0,T[ qui vérifie :
— t — a(t,u,v) est mesurable Yu,v € U,
— il existe M > 0 tel que |a(t,u,v)| < M ||ully ||v|l; p-p- t €10,T], Yu,v € U,

— il emiste a > 0 et v > 0 tels que a(t,u,u) > a|ull} — v |lull; p.p. t € [0,T],
Vu e U.
Soit f € L*(0,T;U") et ug € U, on considére le probleme suivant :

{ < Opu,v >y +alt,u,v) =< fou >py pp. t €0,T[,Vo € U, 217)

u(0) = up.

Alors (2.17) admet une unique solution u € C(0,T;L) N L*(0,T,U) telle que
(9tu S LQ(O, T, U/)

2.6 Lemmes de Gronwall

Nous utiliserons le lemme de Gronwall sous sa forme classique.

Lemme 2.2. (Gronwall) Soient a, b, ¢ et d des fonctions positives dans L'(0,T)
satisfaisant :
a'(t) +b(t) < c(t)a(t) +d(t) p.p.te(0,T).

Alors pour tout t € (0,T), on a :

a(t) + /Otb(s)ds < (a(O) + /Ot d(s)ds) exp (/Ot c(s)ds> :

Nous aurons également besoin d’une forme plus particuliére du lemme de Gron-
wall.

Lemme 2.3. (Gronwall avec récurrence) Soient (ay), (bn), (cn), (dn) et (e,) des
suites de fonctions positives telles que :

— (ay), (b,) et (e,) sont dans L*(0,T),
— (cp) et (d,) sont respectivement bornées dans L*(0,T) et L*(0,T),
— a,(0) < AeR,VneN.

On suppose que pour tout n > 1 :
a, (t) + b, (t) < cn(t) an(t) + dn(t) an—1(t) + en(t) p.p.t € (0,T).

Alors, il existe des constantes B > 0 et D > 0 ne dépendant pas de n (mais dépen-
dant des bornes de ||l 1o 7y €t ||dnllp2.1)) telles que pour tout t € (0,T) et pour
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toutn>1, ona :

1
n ”e ”2 (Bt)n_k
Z Lt ,1) (n—k)!

k=1
1
(Biy
Flanlmon || )

Démonstration. Nous adaptons la démonstration de |50, Lemma 2.2].

t
a,(t) +/ b,(s)ds < D(AeB; +
0

Dans cette démonstration, B et D désignent des constantes ne dépendant pas
de n, mais pouvant dépendre de ||ca[| 1 1) €t [|dnll 12 7y- En appliquant le Lemme
2.2, puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient pour ¢ € (0,7) :

a,(t) + /Ot by(s)ds < <an(0) + /Ot (dn(s) an_1(s) + en(s))ds)

<B (A+/Ot en(s)ds + (/Ot a2 (s) ds>§> : (2.18)

~ _ 2 _ ¢ font -
On pose a, = a; et E, = ||6n||L1(0,T)- Alors par récurrence on obtient :

¢
a,(t) <B <A2 + E2 +/ Qn—1(5) ds)
0
n—1

<B A? Z (Bt)*

k!
k=0

LBt — s
—I—B;Ekﬁ—i—j’i’/{)ﬁao(s)ds

~ o (Bt)"* (B1)"

SBA?eBtﬂLBZEngF Hao”im(O,T)T' (2.19)
— ! !
On en déduit que :

K2 3

be [N L (BY™ By
a,(t) < D | Aez + E} (= F) + Ha0||Loo(0’t) [T . (2.20)

— ! !
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Pour estimer fot b,(s)ds, on reprend (2.18) et on utilise (2.20) pour estimer a?_; :

t n—1 n—k—1
Bs)

B A?%ePs BEEd————

/o< o “(n—k—1)!

Bs ’
+ ol o ﬁ)ds} )

t
/ by(s)ds <B (A +E,+
0

n—1
Bs)vk laol| 7o 0.7 (Bs)
g2 )
* Z; F(n—k) * B n! §
k]2 ;
s [ LB (B1)"
<D<Ae2 + Ei(n—k)! + llaoll oo 0.4 { o (2.21)
k=1

En sommant (2.20) et (2.21), on obtient le résultat souhaité. O

(Bt)"
n!

Exemple 2.1. En pratique, on aura ||en||il(0 mn <D { ] , avec a < 1. Dans

ce cas, on a :

(Bt*1" (Bt)"*
ZHekHLI(OT | —DZ [ ] En—)k)'

Bt Bt”k
DZ ) )!)a

SDﬁSl”é;(w%w)a

(Bt)" n!
<D
— (nhe — kl(n — k)!
<D(ZBt)

— (n)e

On obtient alors :

Sy

~

~—

3

| I
[SIE

1
(B1)"]*
+||ao|rmo,t>[ ).
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Chapitre 3

Une méthode combinée Volumes

Finis - Eléments Finis pour un
modeéle bas Mach

Dans ce chapitre, nous développons une méthode combinée permet-
tant de simuler des écoulements en régime faible Mach. L’équation de
conservation de la masse est résolue par un schéma volumes finis alors
que l’équation de conservation de la quantité de mouvement, associée a la
contrainte de compressibilité du fluide est résolue par une méthode d’élé-
ments finis, dans la lignée de travaux précédents dédiés a la simulation
des équations de Navier-Stokes a densité variable.”

*Ce travail a été publié dans la revue International Journal for Numerical Methods in Fluids

[10].
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous développons un schéma numérique permettant de simu-
ler des écoulements en régime bas Mach. Nous rappelons qu’il existe deux familles
de méthodes permettant de simuler de tels écoulements. Tout d’abord, les solveurs
density-based permettent de simuler des écoulements en régimes supersonique et
transsonique. Il est nécessaire de les adapter afin de les rendre robustes en ré-
gime faible Mach, voir par exemple [30, 49, 75, 78], en utilisant par exemple des
techniques de préconditionnement [68, 84-87|. L’autre approche, appelée pressure-
based, consiste a adapter les techniques utilisées pour les écoulements incompres-
sibles. Le systéme d’équations considéré peut alors étre le modéle compressible, voir
par exemple [52-54], ou un modéle asymptotique [4, 29]. Dans ce dernier cas, une
procédure de point fixe est souvent mise en place pour tenir compte du caractére
non-linéaire des équations [3, 4, 40]. Une méthode de projection, initialement pro-
posée dans [21, 22, 82] et développée ensuite dans [43-47] est fréquemment utilisée
pour résoudre le couple vitesse/pression. Concernant la discrétisation spatiale, des
éléments finis sont souvent utilisés [56, 70|, éventuellement stabilisés pour les ré-
gimes ou la convection est importante [3, 40, 41, 66, 79]. Certains auteurs utilisent
également des différences finies |29, 62, 73|.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode combinée Volumes Finis - Elé-
ments Finis qui a été initialement développée pour la simulation d’écoulements
incompressibles a densité variable [12]. La méthode est basée sur un splitting en
temps qui permet de résoudre ’équation de conservation de la masse par une mé-
thode de volumes finis, et I’équation de conservation de la quantité de mouvement
et la contrainte d’incompressibilité par une méthode d’éléments finis. Cela permet
en particulier d’assurer la préservation des états constants et le principe du maxi-
mum discret pour la densité [9]. La méthode combinée a également été utilisée pour
simuler des avalanches [13]. Nous proposons ici d’adapter cette méthode pour les
écoulements bas Mach. L’originalité de I’approche réside dans le fait que la densité
est calculée par résolution de 1’équation de conservation de la masse par une mé-
thode de volumes finis, alors que les autres variables sont approchées par éléments
finis. Dans ce travail, I’équation d’état n’est pas imposée de fagon explicite dans
les équations. De plus, on retrouve les propriétés du schéma original dans le cas
limite incompressible, a savoir la préservation des états constants et le principe du
maximum discret pour la densité.

Ce chapitre s’organise de la fagon suivante. Dans une premiére section, nous
allons faire des rappels sur les méthodes numériques pouvant étre utilisées dans la
résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable. Puis,
nous décrirons la méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis dans le cas faible
Mach. Enfin, la derniére section sera dédiée aux expérimentations numériques.
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Dans tout ce chapitre, T' désigne un réel strictement positif, {2 un domaine de
R? et T son bord. La variable de temps est notée ¢ € [0; 7] et la variable d’espace
x € Q.

3.2 Méthodes numériques pour les équations de Navier-
Stokes incompressibles

Dans cette section, nous rappelons des techniques permettant de discrétiser les
équations de Navier-Stokes incompressibles. Pour simplifier, la viscosité du fluide
est supposée constante. En désignant p la densité, v la vitesse et 7 la pression, le
systéme sous forme non-conservative écrit en variables adimensionnées est donné

par :
Op+V-(pu) =0, (3.1a)
1 1
p(atu—l—u-Vu)—l—Vﬂ—ﬁAu: ~ 2Py (3.1b)
V-u=0, (3.1c)

ou Re est le nombre de Reynolds, Fr le nombre de Froude et e, le vecteur unitaire
vertical.

Les conditions initiales associées au systéme (3.1) sont données par
u(0,x) = up(x), p(0,x)=po(x), Vxe€Q,
et les conditions aux limites sont données par

u(t,x) =up(t,x), vVxel,
p(t7 X) = pm(tv X)a Vx € Ty,

ou I';, désigne la partie du bord ot up - n < 0, n étant le vecteur unitaire normal
sortant a ).

L’approche considérée est celle qui a été développée par C. Calgaro, E. Creusé et
T. Goudon [12]. Elle est basée sur un splitting en temps. D’une part, I’équation de
conservation de la masse (3.1a) est résolue par volumes finis vertex-based MUSCL
avec T-limiteur [9]. D’autre part, le reste du systéme est résolu par éléments finis, avec
méthode de projection. Il est ainsi possible de tirer profit des propriétés intrinséques
a chacun des schémas, comme par exemple le respect du principe de positivité sur
la densité. Nous allons effectuer des rappels sur chacune des méthodes numériques
précédemment citées.
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3.2.1 Le splitting en temps

Soit At le pas de temps et t" = n At. Les variables approchées au temps t"

L aient été calculés par

n—1

seront identifiées avec I'exposant n. Supposons que p' et u

n—1

un schéma d’Euler. Supposons également que pour n > 1, p et u" ", ainsi que

p" et u" sont connus. Montrons comment sont calculés p"tt, ut! et 771
1. On commence par calculer p"*! par résolution de I’équation de continuité par
un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 :

n+1l _ n 1
% +V-(p'u""2) = 0, (3:2)
pn+1 — pn n 1 <v . (pnunJr%) N v (ﬁn+1un+%)> = 0 (3 3)
At 2 ’ '
avec
un+% et (211” _ un_l) + un = 3un _ un_l (34)
2 2
et
) = ) = A (x), VX € D, (3.5)

2. On calcule alors la vitesse u”*! et la pression 7"*! par résolution de 1’équation
de conservation de la quantité de mouvement et de la contrainte d’incompres-
sibilité du fluide par un schéma BDF2 :

_ 3un+1 _ 4un + unfl
P 2 At

+(2u" —u" ) - Vu““) + Vit (3.6)

1
——A n+1 - = n—+1
Re v Fr? Py

V-u"tt =0, (3.7)

avec
u"(x) =uph(x), vxerl.
Remarque 3.1. La vitesse u™™! intervenant dans (3.2) et (3.3) est une extrapolation

au temps (¢" + t"1) /2. Elle est nécessaire pour obtenir 'ordre 2. Notons que dans
[12], un splitting de Strang a été utilisé afin d’atteindre lordre 2.

3.2.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation en espace est basée sur une triangulation du domaine €2 définis-
sant un maillage régulier 7, au sens de Ciarlet [23]. Chaque composante de la vitesse
uy, est discrétisée par des éléments finis de type Po-Lagrange, et la pression 7, par
des éléments finis de type P;-Lagrange, de sorte que les approximations satisfont la
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condition de stabilité de type inf-sup. La densité est quant a elle constante par mor-
ceaux sur les volumes de controle du maillage dual 757, ce qui permet de considérer un
schéma volumes finis vertex-based pour la résolution de ’équation de continuité. No-
tons que la densité peut également étre interprétée comme un champ P;-Lagrange,
puisqu’une valeur de la densité peut naturellement étre associée a chaque noeud des
triangles. Les degrés de liberté de chaque variable sont représentés sur la Figure 3.1.
On renvoie a [12| pour plus de détails.

—  Maillage primal 73,
,,,,,, Maillage dual 7

O DdL de Ph et my,

FIGURE 3.1: Le patch Q4. Maillage et degrés de liberté (DdL) de chaque variable.

3.2.2.1 Meéthode de projection pour I’équation en vitesse

Nous allons ici détailler la mise en place de la méthode de projection pour la
résolution de I’équation de conservation de la masse couplée a la contrainte d’in-
compressibilité du fluide. Cette méthode, d’abord introduite dans [21, 22, 82|, a été
ensuite développée et améliorée dans [43-47]|. Elle consiste a découpler le calcul de
la vitesse de la contrainte d’incompressibilité. Ainsi, une vitesse intermédiaire non-
solénoidale est d’abord calculée par résolution de I’équation de quantité de mouve-
ment. Cette vitesse est ensuite projetée sur 'espace des vecteurs a divergence nulle.
Enfin, la décomposition de Hodge permet d’interpréter la différence entre les deux
vitesses en terme de I'incrément de pression. La pression peut ainsi étre mise a jour.

Nous supposons que I’algorithme est initialisé correctement, voir [46]. Détaillons
maintenant comment calculer uZ“ et 7. Supposons que p’,TL“, uy, u’,f_l et ;' sont
connus, de méme que I'incrément de pression ¢ et ¢Z‘l. On commence par calculer
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la vitesse non-solénoidale u"Jrl par :

1

3 n+1 4 n—
n+1< u,, uh + Uy, + (2112 _ uh ) vun—H)

' 2 fl 1 1 1
n n n— n n 3.8
+V (ﬂ'h + g(}ﬁh — §¢h 1) — —eAthrl = — 2 pthl ey, ( )
uZ—H’F un-&-l‘

Ensuite, I'incrément de pression ngZ“ est calculé par

v <_n v¢n+1> _ v un+1
th 24t (3.9)

v¢n+1 Il|p = 0,

ou pour chaque triangle K € 75,, nous définissons ﬁzﬂ par :

1 1 1
sy CEE v (3.10)
ph+1|K 3 AXE;( pthl(Az)
avec A; les trois sommets du triangle K.

Remarque 3.2. Le choix de la définition de ,BZ“ n’est pas unique. Nous aurions pu
également considérer la définition :

1

ﬁz+1|K Z p”Jrl

AeK

Pour le cas d’un fluide incompressible, dans [46], les auteurs considérent :

g =x= mmpo( )-

Nous avons observé des résultats numériques similaires pour les trois définitions de
it ¢ proposées.

Nous pouvons désormais mettre a jour la pression par

nt+l _ _n n+1
T =T o

Enfin, la vitesse a divergence nulle pourrait étre définie par

2 At
) =t - o Hw"*l. (3.11)

Cependant, d'un point de vue pratique, il n’est généralement pas nécessaire de la
calculer, voir [43].
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3.2.2.2 Meéthode de volumes finis pour I’équation en densité

Supposons que pj, pp- Loun, uZ’l, on et op” 1 ont été évalués, alors ,0"+1 est
calculé par résolution de :
ﬁZ+1_ph+v (n *n+2) E—
At ’ 3.12
Pt —pp 1 st Lo (3.12)
a5 (V) V- () = o
ou
*n+ 311h |K—uh" I‘K
no ke (3.13)
avec :
1 2At
mpo_ L[ ki 4 3.14
= g 0 g (o= S5ven) 34

La méthode avec un solveur de type Uzawa est détaillée dans [12] et sa généralisation

afin d’assurer la stabilité L grace aux 7-limiteurs est donnée dans [9]. Nous insistons

ici sur le fait que nous devons

s . *n+5 .
définir une vitesse u,” |k sur les interfaces des

volumes de contréle & partir du champ de vitesse P, obtenu par le schéma éléments
finis. La définition (3.14) est une adaptation de la définition donnée dans [12] d'un

champ de vitesse constant par maille K au cas de la méthode de projection. Vérifions

que cela assure bien la préservation des états constants.

n—1
Pour cela, supposons que pj; = py,

n+1l _
que py

7

A'Oh

= Vo, - Vipy =

= pZ’Q sont constants en espace, et montrons

= pi. On considére la formulation faible de (3.9) au temps ¢" donnée par :

2AL V (W Ya,

ol 14 est la fonction de base [Py associée au noeud A et Q4 son support (voir Figure

3.1). Gréace a la définition (3.11)

C’est I'analogue de la relation (2

de uj, on obtient

/ @ Vi, = 0.
Qa

3) dans [12], qui permet d’obtenir :

/BCA

*77-" _
u, -n=0,

avec C4 le volume de contrdle associé au noeud A, et qui permet alors d’obtenir

n—+1
Ph,

© 2019 Tous droits réservés.
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3.3 La méthode combinée Volumes Finis - Eléments
Finis pour un modéle bas Mach

Nous allons dans cette section adapter les méthodes décrites précédemment pour
I'incompressible au cas des équations de Navier-Stokes & faible nombre de Mach.
Rappelons que lorsque le nombre de Mach M est petit, 'une des conséquences de
I’analyse asymptotique qui a été faite afin de dériver le modéle est que la pression
se scinde en deux termes :

p(x,t) = P(t) + m(x,1),

ou P est la pression thermodynamique, constante en espace, et 7 est la pression
dynamique, de ordre de M2. Les autres variables considérées sont la densité p, la
vitesse u et la température 6.

Les équations de Navier-Stokes a faible nombre de Mach données sous forme
adimensionnée, pour un gaz parfait, s’écrivent :

(Op+V - (pu) =0, (3.15a)
1 1
p(Ou+u-Vu) = —Vw+§V-T—@pey, (3.15Db)
dpP 1
0 -Vl) = — Al 1
p(@t +u-V ) dz +RePr s (3 5C)
-1
p="1"",9 (3.15d)
\ g
avec 5
T:VU+VTU—§V~UH. (3.16)

Ici, la viscosité est supposée constante, de méme que la conductivité thermique du
fluide, de sorte que =1 et kK = 1. Les nombres adimensionnés caractéristiques de
I’écoulement sont le nombre de Reynolds Re, le nombre de Froude Fr et le nombre
de Prandtl Pr. e, est le vecteur unitaire vertical.

Le systéme est complété d'une équation sur la pression thermodynamique. Elle
dP v P v—1 /
—=——[u-n+-—— [ VO-n, (3.17)
di 9 Jr Q] Jr

ou n est le vecteur unitaire normal sortant. Dans le cas d’un systéme fermé, elle

est donnée par
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peut également étre donnée par :

=
2
|
:3\
S

= /1 (3.18)
ob
3.3.1 Le systéme
Nous allons montrer que le systéme (3.15) est équivalent a :

(Op+V - (pu) =0, (3.19a)
p(Ou+u-Vu)=—-Vr+ év T — %pey, (3.19Db)

p (0 +u-Vo) = (ili_f + ﬁA@, (3.19¢)

| Vou= WLP?T];JFMZ@;;PM' (3.19d)

Pour cela, nous devons en particulier vérifier que la loi d’état (3.15d) est imposée
implicitement. Nous partons de I’équation de température (3.19¢) :

1 /dP 1
D = - — Al
! p(dt+RePr )’

ou l'on a utilisé la notation D; = 9; + u- V. On remplace maintenant Af grace a la

contrainte (3.19d) :
1 /dP
D = — <—+v.u).

7—1; dt

Finalement, on utilise I’équation de conservation de la masse (3.19a) pour substituer

Vo 1dP P P
DtQZL —— — =Dyp | =Dy T ).
y-=1\pdt p? T—1p
Ainsi, si la loi d’état (3.15d) est vérifiée a l'instant initial, elle sera satisfaite pour
tout ¢ > 0.

Conditions initiales et conditions aux limites Le systéme (3.19), complété
par I’équation de pression thermodynamique (3.17) ou (3.18) est muni des conditions
initiales suivantes :  Vx € (),

v Py

u(0,x) =up(x), 6(0,x)=0h(x), P(0)=F, p(0,x)= (v = Do(x)”
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Les conditions aux limites pour la vitesse sont données par :

u(t,x) =up(t,x) Vvte|0;T], Vxel.

On décompose le bord de €2 en une partie Dirichlet et une partie Neumann :
T'=TpUTly, avec I'p N Ty = 0. Les conditions aux limites pour la température
sont données par :

0(t,x) = O0p(t,x) vVt e [0,T], Vxe€TIp,
VO(t,x) -n = Fy(t,x) Vte[0,T], Vxe€y.

On définit I';, la partie de I' telle que up - n < 0. Les conditions aux limites pour la
densité sont alors :

p(t,X) = pm(t,x) vVt € [O, T], Vx € an

3.3.2 Le splitting en temps

La méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis (C-FV-FE) pour ce pro-
bleme bas Mach est basée sur un splitting en temps, qui peut étre considéré comme
la généralisation du splitting défini au paragraphe 3.2.1. Etant donné At le pas de
temps, on note t" = n At. Les variables approchées au temps t" seront identifiées
avec l'exposant n. Supposons que p', 6%, u' et P! aient été calculés par un schéma
d’Euler. Supposons également que pour n > 1, p"~ 1 6"~ u"! et P* !, ainsi que

p", 0" u™ et P™ sont connus. Montrons comment sont calculés p"tt, g+t yntt grtl

et Pt
Etape 1. Calcul de la pression thermodynamique et de sa dérivée temporelle.
Nous envisageons deux fagons de procéder.

a) Pour le cas d'un systéme fermé sans flux entrant ou sortant, la masse
reste constante dans le domaine. Par conséquent, la pression P"*! peut
étre calculée a partir de (3.18) :

() [ate) e

La dérivée temporelle peut ensuite étre calculée grace a ’analogue discret
de (3.17) :

dpP n+1
(F) s [uon

-1
20" — "1 [ 'l 21
|Q|RePr/ Vi )-n |Q|RePr/ N (3:21)
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b) Pour le cas d'un systéme fermé avec flux entrant ou sortant, on calcule
la pression thermodynamique P""! par résolution de (3.17) :

+ Pn+l/ n+1 ‘n
€| s
v—1
20" — gt L Frurt, 22
|Q|RePr/ VI )-m |Q|RePr/ N (322)

Sa dérivée temporelle est alors obtenue par différences finies :

3Pl - 4P” + prt

dP\""  3prtl—4pn oy prot
(—) _ Rk (3.23)

dt 2At

Etape 2. Calcul de la densité.

Comme pour le cas incompressible (voir paragraphe 3.2.1), p"! est calculé a
partir d’'un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2

~n+1 n

p - p n n+
— + V. = 0
At + ( ) )
n+1 n
P —p 1( n,.n+tz An—&—l n+ )
- (V- A\ = 0
avec . )
o (2u" —u" ) +u _3u"—u (3.24)
2 2
et

P (x) = p"H(x) = piit(x),  Vx € Tin.

Etape 3. Calcul de la température.

0" *1 est calculé par résolution de I'équation de température (3.19¢) par un
schéma BDF2 :

n+1l n n—1
+ (39 40™ + 0 4 (2ut —u Y V9n+1)

2At
3P+l _ 4pn 4 pr-l
_ A n+l _ 92
2At Re Pr f 0 (3:25)
avec
0" (x) = 05 (%) Vx € T'p,
| n+1 (3.26)
VO (x) -n=Fy~(x) ¥xely.

Etape 4. Calcul de la vitesse et de la pression dynamique.

n+1 +1

u" et 7" sont calculés par résolution de 1’équation de conservation de la

quantité de mouvement (3.19b) associée a la contrainte (3.19d) par un schéma
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BDF2 :
3 n+1 — 4u” n—1
pt! ( = 2Xt Tu + (2u" —u" ) Vu"“) + Vgt
1 n 1 T
—§V e —Fp +1ey,
1 dp\" |
V- ntl _ __ ~ (2 - A Qen_en—l
" 7P”+1(dt) +7RePrP”+1 ( )
avec )
V.ot = Aumtt 4 §V(V ~u"t,
et

u"t(z) =uly(x), vxer.

Remarque 3.3. Au lieu de résoudre 'équation de température (3.25), nous aurions
pu penser a utiliser Péquation d’état (3.15d) afin de calculer §"*!. Cependant, cela
conduirait & un manque de régularité de 0" qui est nécessaire dans la contrainte
(3.19d) afin d’obtenir les valeurs de u™*! et 7",

3.3.3 Discrétisation spatiale

La triangulation du domaine a été définie dans la section 3.2.2. Comme pour le
cas incompressible, la vitesse uy est discrétisée par des éléments finis Po-Lagrange,
la pression dynamique 7, par des éléments finis de type P-Lagrange, et la densité
pr est par un schéma volumes finis vertex-based. La température 6, est discrétisée
par des éléments finis de type Py-Lagrange, de sorte que les degrés de liberté de la
température sont les mémes que ceux de la vitesse.

3.3.3.1 Calcul de la pression thermodynamique

Les approximations de la températures 67 et ;' et de la densité p} étant

n+1
connues, P! et (E) sont calculés :

a) Par résolution de 'analogue discret de (3.20) et (3.21), c’est-a-dire :
Pn-&-l:’y_l (/ p0> (/ 1 )1 (3 27)
v \Ja' ") \Ua 207 — 077"
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et

dp o Y pn n 7Y 1 n n—
(_dt) + ‘Q‘P “/FuD“'n:—|Q|RePr A Vv (26, — 0, n
D
Y- 1 n+1
_— F 3.28
T IQRePr /FN N (3.28)

b) Ou par résolution de I'analogue discret de (3.22) et (3.23) :

3P 4Pt P
PnJrl/ n+1 —
2At 0] Lop
1
207 — gt i / FroHL 3.29
|Q|RePr/ Vi )t aRepr o I (3:29)

et

dP\"t  3prtl _4pn 4 prol
(—) _ ki (3.30)

dt 2At

3.3.3.2 Calcul de la température

n+1 n n—1 n n—1 n—+1 n n—1 2 n+1
Les valeurs de pp™, 07, 6,7, up, u,”~, P""", P" et P"~ étant connues, 0}

est calculé par la résolution de :

307 — 407 + 93!
pn+1 ( h QAI; h 4 (QUZ _ uZ*l) . V@h)
3pmtt —4pr 4 prt 1

— AP = 0. 31
2AL Re Pr O 0 (3.31)

Ce calcul est réalisé en considérant la formulation faible éléments finis, associée aux
conditions aux limites (3.26).

3.3.3.3 Calcul de la vitesse et de la pression dynamique

Nous adaptons ici la méthode de projection détaillée au paragraphe 3.2.2.1 pour
le modéle bas Mach. Supposons que p”“, . PP P oet 0,’;“ sont connus, de
méme que le champ de vitesse u} et u} ' (qui ne vérifie pas la contrainte (3.19d))

et I'incrément de pression ¢ et ¢Z‘1. On commence par calculer la vitesse u’,;”“ :

ey 3T —dup + ! . "
h+1< h QA: hooo (2u] — u) ) Vu +1>
T ST R 1 n L, 3.32
+v (7Th + §¢h - §¢h 1) - ﬁv T +1 - _W ph+1 ey, ( )
uZ+1‘ — u%+1’
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avec

Vot = Auptt + 3V(V (2u) —uph). (3.33)

Notons que l'extrapolation dans (3.33) est due au fait que les composantes de vitesse
sont calculées 'une apres l'autre. Ensuite, 'incrément de pression qbZH est calculé
par

3 1 dp\"t
ntl) _ < n+1 —
\ (p"+1v¢ ) N ( Vo (dt)

h
(fy - 1) n n—1
~vRePr P"“A(%h O )>’
V¢Z+1 : n|8Q = Oa

(3.34)

ol pZ“ est défini par (3.10). Enfin, la pression 7TZ+1 est définie par :

n+l __ _n n+1
T =T o

Notons que comme pour le cas incompressible, on pourrait définir la vitesse ﬁZ“

qui vérifie la contrainte (3.19d) par (3.11), mais cela n’est pas nécessaire.

3.3.3.4 Calcul de la densité

Supposons que pj, pp~ Loan, u; Loop et o L ont été évalués, alors p”Jrl est

calculé comme dans le cas 1ncompr6581b1e par résolution de (3.12).

el
Remarque 3.4. Dans le cas incompressible, remarquons que la définition de uh’n+2
(3.13) permet d’assurer la préservation des états constants. En effet, supposons que :

H1) Pr = Prtet (42)" =0,
H2) 01 = 07! = 0} % sont constants en espace,

(
(
(H3) pi = pj~' = p~? sont constants en espace,
(H4) [,qup-n=0.

Nous voulons montrer que 9"“ =0} et p"Jrl = py. D’abord, ’équation de thermo-
dynamique ainsi que les hypothéses (H2), (H3) and (H4) permettent de montrer que

P
Pl = Pnoet (d

n+1
i ) = 0. Ensuite, la formulation faible de (3.34) au temps t"

s’écrit :

1 3 . 1 (dP\"
_/QAﬁ_ZV¢h.V¢A _Q_At <QAV.uth+ Pn<dt) QAwA

—1
g V(20— o). vw) ,
Qy

+’y RePr P
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avec Y4 la fonction de base Py associée au nceud A et 24 le support de 14, voir la
Figure 3.1. Les hypothéses (H1), (H2) et (H4) montrent que :

2At
u— S Vel ) - Vs =0,
/Q( "3 ¢h> .

et la définition (3.11) de 0} donne :

/ @ Vi, = 0.
Q4

C’est ici I'analogue de la relation (23) de [12], qui permet d’obtenir

/ u" -0 =0,
ICa

ot C4 est le volume de contrdle associé au nceud A. L’hypothése (H3) permet alors
de conclure que p}™' = pi. Enfin, I'équation (3.31), les hypotheéses (H1) et (H2)
associées aux résultats précédents donnent 67! = 01,

Remarque 3.5. Notons que (3.31) et (3.32) sont des schémas implicites en temps,
qui ne sont par conséquent pas contraints par une condition CFL. L’unique schéma
explicite est celui permettant de calculer la densité (3.12), pour lequel le pas de
temps doit respecter une condition CFL proportionnelle & i/ ||u||;«, voir [9]. Dans
la pratique, si At ne vérifie pas cette condition CFL, un pas de temps plus petit
Aty satisfaisant cette condition est défini et des sous-pas sont faits dans la partie
volumes finis du schéma.

3.4 Simulations numériques

Nous allons dans cette partie tester notre schéma sur différents critéres. Tout
d’abord, nous illustrons par un premier test la propriété de préservation des états
constants pour les écoulements incompressibles. Ensuite, la précision du schéma est
évaluée sur un cas test analytique. Puis nous comparons notre schéma a d’autres
existant dans la littérature sur un probléme d’injection. Enfin, nous vérifions la
capacité de notre schéma a converger vers un état stationnaire.

3.4.1 Cas tests analytiques
3.4.1.1 Préservation des états constants

Nous voulons tout d’abord illustrer le fait que pour les écoulements incompres-
sibles, si la densité et la température sont initialement homogénes, alors elles restent

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

3.4 Simulations numériques 45

constantes (voir la Remarque 3.4). Notons que cela a déja été montré pour la densité
dans le cas des équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable avec
un solveur d'Uzawa (voir [12]). Pour cela, nous considérons la solution analytique

suivante :
( _ (v DM@+ 1)y -y +1)
uex(xay) = 4 2 2 )
2y =Dy + 1) (e - Dz +1)
Pex = L,
T, = — 1 (3.35)
v—1
Py = 17
o
L ex Fr27
dans le domaine Q = [—1,1]?. Un terme source est ajouté au terme de gravité

dans le second membre de (3.19b). Des conditions aux limites de Dirichlet sont
imposées pour la température (i.e. I' = I'p). Puisque T';, = ), il n’y a pas besoin
de définir de valeur de p sur le bord. Les simulations sont menées sur maillage non
structuré jusqu’au temps T = 1 = NAt, avec At = ez, OU hypge est le pas d’espace
maximal du maillage. Les nombres sans dimension sont définis par Re = 1, Pr = y et
1/Fr* = 9.81. Nous donnons dans le Tableau 3.1 les valeurs de Jmax || P1 — Pex|| Lo (02)

et max |6} — Oex||1(0)-

og%v ok — peXHL"O(Q) Og}%%\, |10} — eeXHL‘X’(Q)

2.91e-13 1.02e-13

TABLEAU 3.1: Erreurs en densité et en température.

On observe dans le Tableau 3.1 que la densité et la température restent constantes
(a Perreur machine prés) durant toute la simulation, comme on le voit sur la Figure
3.2 pour un maillage caractérisé par h,.. = 0,0625. On observe que les erreurs
maximales en densité sont obtenues prés du bord. Par conséquent, le schéma assure
la préservation des états constants pour la densité et la température dans le cas ot
le champ de vitesse est a divergence nulle.

3.4.1.2 Solution analytique

Afin de valider la précision du schéma, nous allons faire des tests de convergence
pour une solution réguliére avec un champ de vitesse non-solénoidal. La solution

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

46 CHAPITRE 3 : Une méthode combinée VF-EF pour un modéle bas Mach

. : :

Densité Température Pression
Vitesse horizontale Vitesse verticale

FIGURE 3.2: Densité, température, pression et les deux composantes des vitesses a
T =1 pour le maillage h,,q, = 0,0625.

analytique est donnée par :

(

1 2(y — 1)(2 + cos(27t)) x
ex(t; T, = - - 2wt )
el 7:4) 7(2+ sin(2nt)) ( ety )L,
(2 + sin(27t)) 5 9
ex t? 7 = ]‘ Y
pex(b:2.9) = T oz LT Y
2 + cos(27t)
eex t: ) = T, 9, 9
Px(t) = 2+sin(27t),
| Tex(t,2,y) = sin(z)sin(y) sin(2t),
dans le carré Q = [—1;1]%. Les nombres de Reynolds et de Prandtl sont égaux a

1, le terme de gravité n’est pas considéré et un terme source approprié est ajouté
dans les seconds membres des équations (3.19a), (3.19b) et (3.19¢). Des conditions
aux limites de Neumann non-homogeénes sont imposées pour la température (i.e.
' =Ty), de sorte que Fiy = Vo - sur I'; et pg, = pex sur Iy, =T,

Les simulations sont menées sur maillage non structuré, avec 1/150 < hpop <
1/50 jusqu'au temps T = 0,2, avec un pas de temps At = hy,q,. Afin d’évaluer
les performances du splitting proposé dans la section 3.3.2, les résultats du schéma
C-FV-FE sont comparés a ceux obtenus en utilisant une procédure de point fixe,
voir I’Annexe A. Dans ce cas, les itérations de point fixe sont réalisées jusqu’a ce que
la norme L? de deux itérées successives soit plus petite que 107° pour toutes les
variables. D’un point de vue pratique, on observe que le point fixe converge en 6 ou
7 itérations. Finalement, ces résultats sont aussi comparés a ceux d’un des schémas
proposé dans [4]| (pressure-based solver, asymptotic approach 1), pour lequel des
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honaz Erreur P | RTaux | Erreur p | Taux | Erreur § | Taux | Erreur u | Taux | Erreur 7 | Taux
2.00e-2 5.12e-3 - 2.84e-3 - 3.31e-3 - 8.49e-4 - 6.44e-2 -
1.56e-2 3.31e-3 1.76 1.76e-3 1.94 2.13e-3 1.79 4.72e-4 2.38 4.29e-2 1.65
1.11e-2 1.74e-3 1.89 9.04e-4 1.95 1.06e-3 2.05 2.10e-4 2.38 2.38e-2 1.73
7.81e-3 8.95e-4 1.89 4.54e-4 1.96 5.48e-4 1.87 1.03e-4 2.02 1.26e-2 1.80
6.67e-3 6.53e-4 1.99 3.32e-4 1.97 3.87e-4 2.19 7.48e-5 2.02 9.39¢-3 1.85

TABLEAU 3.2: Schéma C-FV-FE. Erreurs en norme L*>(0,7;L*(Q)) et taux de
convergence.

itérations de point fixe sont requises.

On observe, quelque soit le schéma considéré, que la pression thermodynamique
P converge a lordre 2 en norme L*°(0,7). On trace sur la Figure 3.3 la norme
L>(0,T; L*(€2)) des erreurs en densité pj, température 6, vitesse uy, et pression
dynamique 7, en fonction de hy,,., en échelle log-log. Tout d’abord, on observe
que tous les schémas ont une vitesse de convergence d’ordre 2 pour la densité, la
température et la vitesse. Concernant la pression dynamique, un taux d’un peu plus
de 1,5 est obtenu. Plus précisément, pour le schéma C-FV-FE, un taux compris entre
1,65 et 1,85 est observé, comme on peut le voir dans le Tableau 3.2. Ces résultats sont
en accord avec le cas incompressible & densité constante, pour lequel il a été montré
dans [48] que les erreurs en temps en norme L*()) pour la vitesse et la pression
sont respectivement d’ordre 2 et 3/2. En réalité, le taux de convergence observé
numériquement est un peu meilleur que celui qui était théoriquement attendu. De
plus, on peut voir que les résultats obtenus avec le schéma C-FV-FE avec ou sans la
procédure de point fixe donnent les mémes vitesses de convergence. En particulier,
les erreurs sont quasiment identiques, excepté pour la densité ot 'erreur est un peu
plus petite avec le point fixe. En conclusion, les itérations de point fixe ne sont pas
nécessaires pour le schéma C-FV-FE sur ce cas test analytique afin d’obtenir les
taux de convergence optimaux. On souligne également que les itérations de point
fixe sont en revanche indispensables pour le schéma proposé dans [4]. En effet, sans
la procédure de point fixe, le schéma ne converge pas pour la pression dynamique, et
les ordres de convergence sont plus petits que un pour la vitesse et la température.

Sur la Figure 3.4, on a tracé l'erreur en norme L*>°(0,T; L*(Q)) sur I’équation
d’état discrete, définie par :

2

n_ AP
err, = max th—<

0<n<N v — 107 l2(),

obtenue avec le schéma C-FV-FE. Comme expliqué dans la section 3.3.1, la loi d’état
est imposée de facon implicite. On remarque que err;, converge vers zéro a ’ordre
2, ce qui est le comportement attendu car P, p, et 6, convergent a l'ordre 2.
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-©- C-FV-FE ] -©- C-FV-FE

—&— C-FV-FE with fixed point | | —O— C-FV-FE with fixed point | |
— — Slope 2 | Ref. [4]
— — Slope 2
109 © 1
109 ¢ b
104+ 1
10-4 L L L n L L L 1
0.005 0.01 0.015 002 0.025 0.03 0.005 0.01 0.015 002 0.025 0.03
Densité Vitesse
-©- C-FV-FE -©- C-FV-FE
2 —©— C-FV-FE with fixed point —©— C-FV-FE with fixed point
1070 Ref. [4] 1 » Ref. [4]
- - Slope 2 | 10 - - Slope 3/2
107
0.005 0.01 0.015  0.02 0.025 0.03 0.005 0.01 0.015 002 0.025 0.03

Température Pression dynamique

FIGURE 3.3: Erreurs en norme L>(0,T’; L*(2)) en fonction de N4

-©- e,
- = Slope 2
102}
108 F
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

FIGURE 3.4: Erreur en norme L>(0,T; L*(Q2)) de la loi d’état discréte en fonction
de h,q: pour le schéma C-FV-FE.

3.4.2 Injection dans une cavité

Ce cas test a été initialement proposé dans [4], et également considéré dans
[41] et [3]. Le domaine est un rectangle de largeur L = 3 et de hauteur H = 7 :
Q= [-1,5;1,5] x [0;7] (voir la Figure 3.5(a)), qui définit une cavité dans laquelle
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2 N L
Po NN/ S

FIGURE 3.5: (a) : La cavité Q. (b) : Le maillage 4 x 4.

un gaz calorifiquement parfait est initialement au repos. Les valeurs initiales pour
la température et la pression thermodynamique sont données par :

0o =300 et Fy=1,
de sorte que
1B
o= (v =1t

Les nombres de Reynolds, de Prandtl et de Froude du fluide sont respectivement
égaux a Re = 40, Pr = 0,71, Fr = 0,042. Des conditions aux limites de Dirichlet
homogénes sont imposées pour la vitesse, et des conditions aux limites de Neumann
homogénes sont spécifiées pour la température, sur tout le bord excepté au niveau

d’une fente située sur le mur du bas défini par I'p = ', = [—g; é] x {0}, avec
(=0,2:

u(t7x7y)|aQN - 07
VT-I’I‘agN = 0.

Sur I'p, le fluide est injecté & une température

Op = 600
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selon un profil parabolique. La quantité de mouvement est imposée sur I';, pour
t =0 jusque T'= 6 par :

6rign (2 L\
(pWin(r,y) =05 —5= (7~ for 0 <t <6, (3.36)

ol 1My, = 1,0045 - 1072 est la quantité de mouvement moyenne. Du fait de ces
conditions aux limites particuliéres, on adapte un peu I’'Etape 1 du splitting décrit
dans la section 3.3.2. On commence par calculer la pression thermodynamique par :

—1 1 -
P = 1 (1QUpo + riin £t /—) .
— -+ t) [

On met ensuite a jour la vitesse sur le bord :
(Y= 1)0p 670 (2 \\"
up = (0’ il 2 \1 7" ’

P n+1
et on calcule ensuite (E par (3.29). Les étapes suivantes du splitting de-

meurent inchangées. Observons que dans [41] et [3], des conditions aux limites diffé-
rentes sont considérées. Par conséquent, ’évolution temporelle de la température est
relativement proche, mais pas tout a fait comparable aux résultats présentés dans
[4]. Si 'on impose les conditions aux limites de [41] dans le schéma C-FV-FE, on
obtient des distributions de température et du champ de vitesse analogues a ceux
présentés dans [41].

Tout d’abord, nous voulons vérifier que I’on a bien atteint la convergence de grille.
On utilise des maillages structurés comme celui représenté sur la Figure 3.5(b). On
a tracé sur la Figure 3.6 les isovaleurs de température au temps final 7' = 6. Les
résultats sont obtenus sur trois maillages correspondant respectivement aux grilles
60 x 60, 120 x 120 et 180 x 180, avec un pas de temps At = he. Méme si le jet
obtenu avec la grille 60 x 60 semble étre légérement en retard, nous pouvons voir
que les solutions obtenues sur les grilles 120 x 120 et 180 x 180 sont trés proches
I'une de I'autre. Nous représentons également sur la Figure 3.7 1’évolution des deux
composantes de vitesse u, et u,, et celle de la température ¢ le long des lignes
verticales © = 0, x = —L/4; et le long des lignes verticales y = H/4, y = H/2 et
y = 3H/4 au temps T = 6, sur les grilles 120 x 120 et 180 x 180. On observe que les
distributions de température et du champ de vitesse sont pratiquement identiques
sur les deux grilles, de sorte que 'on peut considérer que la convergence de grille
est atteinte. Notons également que bien que l'allure des coupes représentées sur la
Figure 3.7 soit comparable aux profils tracés sur les figures 8 et 9 dans [4], leurs
amplitudes sont un peu plus importantes. Ces différences peuvent s’expliquer par la
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capacité de notre schéma a préserver localement la masse du fluide.

7r Tr

s
=

FIGURE 3.6: Schéma C-FV-FE, température & ¢t = 6. De gauche a droite : Grilles
60 x 60, 120 x 120 et 180 x 180. 40 isovaleurs comprises entre 330 et
600, distribution uniforme.

Afin de confirmer les observations faites dans la section 3.4.1.2, on compare sur
la Figure 3.8 les distributions de température obtenues avec le schéma C-FV-FE et
avec I'un des schémas de [4] (pressure-based solver, asymptotic approach 1) au temps
T = 6 sur grille 120 x 120, sans et avec procédure de point fixe. Dans ce dernier cas,
nous imposons que l'erreur relative entre deux itérées successives soit plus petite que
1071° pour toutes les variables, ce qui correspond & environ 15 itérations. On observe
tout d’abord qu’avec le point fixe, la vitesse de propagation du jet est vraiment
similaire pour les deux schémas (comparer (b) et (d)). Cependant, sans procédure
de point fixe, la vitesse de propagation est pratiquement la méme pour le schéma
C-FV-FE (comparer (a) et (b)), alors que le phénomeéne est en retard pour l'autre
schéma (comparer (c) et (d)), comme l'on pouvait le remarquer sur la figure 10 de
[4].

Puisque la loi d’état est imposée de fagon implicite dans le schéma C-FV-FE,
nous vérifions dans la Figure 3.9(a) la convergence vers 0 de la loi d’état discréte en
norme L?(0,T; L*(©2)). Dans chaque cas (avec ou sans itérations de point fixe), elle
décroit vers 0, méme si la convergence est plus rapide avec le point fixe.

Enfin, nous nous intéressons a I’évolution de la pression thermodynamique. Comme
dans [4], en négligeant le terme de diffusion dans (3.17), on obtient :

u.n ~ 0. (3.37)

En utilisant la valeur de (pu);, donnée dans (3.36) et la loi d’état (3.15d) afin
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Evolution of ux at t=6s Evolution of ux at t=6s
T T T T

7 e —_ T 1 r

6l \\\q\ 4

sl |~ | 05

4+ \ i

<41—’_,’

> > é 0

3t ¢ ] —

4 y=H/4, grid 120
2F / x=-L/4, grid 120 | 051 y=H/2, grid 120 |
N x=0, grid 120 - y=3H/4, grid 120
1 N ———— x=-L/4,grid 180 - - —— y=H/4, grid 180
- ——-x=0, grid 180 = y=Hr2, grid 180 —
0 | | | | | | A | — = — y=3H/4, grid 180 | |
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 1.5 -1 0.5 0 05 1 1.5
ux X

Evolution of uy at t=6s

T T T 8 T

; .
< y=H/4, grid 120
6L AN | 61 y=H/2, grid 120 |
W 3H/4, grid 120
L - i L —-= ,grid 180 |
5 __— 4 grid 180
P ] » Cgrid 180 |
> 3
3t B 0
2| B 2
x=-L/4, grid 120
1k \\ x=0, grid 120 | 4
N 4, grid 180 .
0 \ \ N \ \ | - x=0.grid 180 & | \ \ \ .
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 15 -1 0.5 0 05 1 15
uy X
Evolution of T at t=6s Evolution of T at t=6s
7 . . : . . 380 ; . x . !
«
N x=-L/4, grid 120 y=H/4, grid 120
6r b x=0,grid 120 | 370 - y=H/2, grid 120
/! ———— x=LU4, grid 180 y=3H/4, grid 120
50 : -~ x=0,grid180 360 \ - y=Hi4, grid 180 |
| ———— y=H2, grid 180
al ;,/ 1 — ——_ y=3H/4, grid 180
>
3t K 1
oL |
1) |
oL \ \ | 7
300 350 400 450 500 550 600 -
T X

FIGURE 3.7: Evolution de u,, u, et T le long des lignes z = 0, v = —L/4, y = H/4,
y=H/2ety=3H/4at=06, pour les grilles 120 x 120 et 180 x 180.

d’évaluer p;,, on peut résoudre explicitement (3.37) afin d’obtenir la pression ther-

modynamique :

(v—=1)0p by,
1€

La Figure 3.9(b) montre I'évolution de la pression thermodynamique approchée don-

née par (3.38), celle calculée par le schéma C-FV-FE et également celle obtenue avec
le schéma de [4] sur grille 120 x 120. La encore, les résultats sont trés proches.

P(t)~ Py + (3.38)

Remarque 3.6. Afin de donner une justification de 'approximation utilisée dans la

P
dérivation de (3.37), nous avons calculé les valeurs moyennes en temps de rm u.n
89
-1
et S VO - n avec le schéma C-FV-FE, et nous avons obtenues les valeurs
|Q | RePr 80

respectives de 2.26-1072 et 4.62-10~%. Ainsi, comme le second terme est deux ordres
de grandeur plus petit que le premier, il peut étre négligé. Cela peut également
expliquer le fait que la pression calculée avec (3.38) est un peu plus petite que celle
obtenue avec le schéma C-FV-FE, puisque le second terme est positif.
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—
[—

IS

(b) (¢) (d)

FI1GURE 3.8: Température a ¢ = 6. Comparaison entre le schéma C-FV-FE et le
schéma de [4]. (a) : schéma C-FV-FE. (b) : schéma C-FV-FE avec
itérations de point fixe. (¢) : schéma de [4] sans itérations de point fixe.
(d) : schéma de [4].

0
10 T T T T T 1.15 T T T T 2
-~ C-FV-FE —— Pressure with the C-FV-FE scheme
—Q— C-FV-FE with fixed point —+ Pressure with the scheme in Ref. [4] 1
— — Slope 1 ~-=" Pressure with (3.38) e

Pressure
\

10—1 L

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 3.9: (a) : Erreur en norme L?(0,T; L*(£2)) sur la loi d’état discréte en fonc-
tion de hyq.. (b) @ Evolution de la pression thermodynamique.

3.4.3 Convection naturelle
3.4.3.1 Le cas test original

Nous voulons ici illustrer la capacité de notre schéma a converger vers un état
stationnaire. Cet exemple a été proposé dans [61], et également considéré dans par
exemple [3, 41, 56]. Afin de pouvoir nous comparer aux résultats de la littérature,
nous considérons dans cette section le systéme dimensionné donné par (1.24). On
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0o

(a) (b)

FIGURE 3.10: (a) : La cavité chauffée. (b) : Le maillage.

considére une cavité carrée 0 = [0;1]> remplie d'un gaz calorifiquement parfait,
voir la Figure 3.10(a). Le gaz est initialement au repos, & température et pression
constantes :

w=0m.s", 6, =600K et Py=101325 Pa.
Sur toutes les parois, la condition de non glissement est imposée pour la vitesse :
u(t,x) =0, Vtel0;7], vxeTl,

de sorte que Ty, = (. Une température de 0, = 6y(1 + €) (respectivement 6, =
0o(1 — €) est imposée sur le mur de gauche (respectivement droite), avec € = 0, 6.
Les parois horizontales sont isolées, de sorte que :

Vo(t,x) - n=0 Vte|0;T], Vxely=10,1]x{0,1}.

Comme dans [56], les nombres de Prandtl et de Rayleigh du fluide sont respective-
ment donnés par

Pr=0,71 et Ra L — 109,

. 2€Prgp%ef L?e
112

Per 101325

RO 287 x 600
la solution obtenue quand I’état stationnaire est atteint. En particulier, nous allons

oU Lyt = 1 et pret = ~ 5,88 -107'. Nous nous intéressons a

regarder le nombre de Nusselt, qui caractérise le transfert de chaleur du mur chaud
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vers le mur froid et qui est défini par :

Lref
0, — 0.

Nu(z,y) = VoO(xz,y) -n, V(z,y)eTl. (3.39)
Un nombre de Nusselt moyen est calculé sur la paroi chaude (respectivement sur la
paroi froide), et est noté Nuy, (respectivement Nu.). On définit également

Nuc -+ Nuh

Nug, =
2

Une autre quantité d’intérét est le rapport de la pression thermodynamique P sur
la pression initiale Py, que 'on comparera aux valeurs de références données dans
[56].

Pour ce cas test, nous utilisons un maillage raffiné prés du bord selon une pro-
gression géométrique. Le maillage est caractérisé par le nombre de segments sur
chaque coté, et le rapport entre le plus grand segment et le plus petit, que l'on
prendra égal & 15, voir la Figure 3.10(b) pour le cas N = 8. Des itérations de point
fixe sont réalisées. Plus précisément, sur un petit intervalle de temps [0, 10At], on
demande que l'erreur relative entre deux itérés successifs soit plus petite que 1074, et
ensuite 'on impose au maximum 2 itérations de point fixe. Les itérations en temps
sont réalisées jusqu’a ce que 'on ait atteint ’état stationnaire numérique, que I'on
caractérise par une erreur relative entre deux solutions successives plus petite que
10~°. On note que les itérations de point fixe sont ici nécessaires afin d’atteindre
I’état stationnaire et d’éviter des oscillations sur le champ de vitesse.

L’étude de la convergence de grille est donnée dans le Tableau 3.3, et la tempé-
rature et le champ de vitesse sont représentés sur le maillage N = 256 sur la Figure
3.11. On observe que les nombres de Nusselt Nu,. et Nuy tendent vers leur valeur
de référence quand le maillage est rafiné. De plus, 'erreur sur la valeur de Nug,
est divisée par 4 quand N est doublé, de méme que celle sur P/ Py — (P/Py)res- On
vérifie également sur la Figure 3.12 que 'erreur sur la loi d’état discréte en norme
L*(0,T; L*(Q)) décroit vers 0 a l'ordre 0,5 quand le maillage est raffiné.

3.4.3.2 Le cas sans la gravité

Finalement, nous nous intéressons a un cas similaire a celui développé dans la
section 3.4.3.1, mais sans champ de gravité (Ra = 0). Dans cette configuration trés
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Nu, Nuy, Nu 4, P/P, P/Py — (P/Py)ret
Valeurs de réf. [56] | 8.85978 | -8.85978 0 0.85633 0
N =64 8.87358 | -8.98999 | -0.1164 | 0.84769 -0.00864
N =96 8.83670 | -8.93469 | -0.0980 | 0.84819 -0.00814
N =128 8.83501 | -8.86779 | -0.0323 | 0.85375 -0.00258
N =192 8.84402 | -8.85730 | -0.0133 | 0.85512 -0.00121
N = 256 8.85452 | -8.86184 | -0.0073 | 0.85564 -0.00069
TABLEAU 3.3: Cavité chauffée, e = 0.6 et Ra = 10°.
st |- . .

Température Vitesse

FIGURE 3.11: Température et vitesse sur le maillage N = 256.

10
-O- err state law
— = Slope 1/2

1c;'2
FIGURE 3.12: Erreur sur la loi d’état discréte en fonction de h,,q.
simple, la solution exacte est connue et donnée par :

(uex(xay> =0,
eex = eh + (eh - ec) Z,

Pex = PO? (340)
Pex = Reex
© 2019 Tous droits réservés. Mex = O
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Nous voulons étudier le comportement du schéma si 'on perturbe un peu cet état
stationnaire. Comme l’on pouvait s’y attendre, on observe que si les calculs sont
initialisés en utilisant la solution exacte (3.40), le fluide reste au repos et la solution
exacte est préservée. On démarre alors les calculs avec la condition initiale pi,, et
!

it au lieu de pex et O qui sont respectivement donnés par

P = pex + 1 sin(2kmz) sin(2kmy) et 0, = L%,
R pis
avec 7 = 0.01 et k£ = 3. Les itérations en temps sont réalisées jusqu’a ce que le
résidu relatif sur toutes les variables soit plus petit que 1071°, ce qui peut étre
considéré comme l’état stationnaire numérique ugs),ﬁ,(f),P(s) , pgf) and 7T,(ls). Si l'on
compare la solution obtenue numériquement avec (3.40), on observe que les erreurs
en norme L?(f2) entre la solution numérique a l’état stationnaire et (3.40) pour la
vitesse, la température et la pression dynamique sont inférieures a 1071°, quelque
soit le maillage utilisé. Par conséquent, I’état (3.40) est atteint pour ces variables.
En revanche, pour la densité et la pression thermodynamique, le maillage doit étre
raffiné afin d’assurer la convergence de pgf) et P vers pey et Pay. Cela s’explique par
le fait que la méthode de volumes finis utilisée pour le calcul de la densité préserve
la masse. Par conséquent, l'erreur de quadrature commise a l'instant initial afin
d’évaluer la masse est maintenue au cours du temps. On représente sur la Figure
3.13 les erreurs relatives sur la densité, la pression thermodynamique et la loi d’état
discréte. On observe que toutes ces quantités tendent vers 0, avec une convergence
d’ordre 4 pour P® et d’ordre 3/2 pour p(*).

-©~ Error on density

100¢ —k— Error on thermodynamic pressure |
Error on state equation

= = Slope 1.5

—-—- Slope 4.0

1040
102 107

(s)
— Pex P(S) — Pex s P(S)
FIGURE 3.13: llon = p ||L2(Q), | | et Hpg) - en fonction de
| pexl] 2 () | Pex| RT,ES) L2(Q)
hmam-
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis, basée
sur un splitting en temps a été développée. Les ingrédients principaux en sont :

— La résolution de I’équation de continuité par une méthode de volumes finis au
lieu de la déduire de la loi d’état ;

— Le calcul de la température, la vitesse et la pression dynamique par des élé-
ments finis, en utilisant une méthode de projection ;

— La définition d’une vitesse qui satisfasse la contrainte de divergence dans la
partie volumes finis.

Nous avons vérifié que le schéma C-FV-FE assure la préservation des états
constants, ainsi que le principe du maximum discret pour la densité pour le cas
limite d’un écoulement incompressible. Nous avons également obtenu des ordres de
convergence optimaux sur un cas test analytique. Nous avons ensuite testé notre
schéma sur un probléme d’injection et ’avons comparé a d’autres schémas de la lit-
térature. Nous avons obtenu des résultats trés proches, et observé que la procédure
de point fixe n’est pas indispensable, bien qu’elle accélére la convergence. Enfin,
nous avons simulé un fluide soumis & un champ de gravité dans une cavité chauf-
fée. La aussi, nous avons obtenu des résultats qualitatifs, ainsi que des ordres de
convergence tres satisfaisants.
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Chapitre 4

Un résultat d’existence de solution
réguliére pour un modeéle de type bas

Mach

Dans ce chapitre, nous étudions d’un point de vue théorique un sys-
teme d’équations modélisant des écoulements en régime bas Mach. Nous
procédons de facon itérative et construisons une suite de solutions appro-
chées dont la limite est la solution forte du modéle considéré. Les vitesses
de convergence pour des normes fortes sont explicitées.

*Ce travail a été publié dans la revue Mathematical Methods in the Applied Sciences [11].
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4.1 Introduction

Dans le Chapitre 3, nous avons développé une méthode numérique Volumes Finis
- Eléments Finis pour simuler les équations de Navier-Stokes a faible nombre de
Mach.

Nous effectuons ici I’étude théorique d’un modéle plus simple, dans lequel les
conditions aux limites pour la vitesse sont de type Dirichlet homogeéne et les condi-
tions aux limites pour la température sont de type Neumann homogéne. Pour ces
conditions aux limites spécifiques, la pression thermodynamique a la particularité
d’étre constante. Nous pouvons alors par un changement de variables nous rame-
ner a I’étude d’un systéeme de trois équations, a savoir une équation d’évolution de
la température, une équation de conservation de la quantité de mouvement et une
contrainte d’incompressibilité; dont les inconnues sont la vitesse, la pression et la
température. Nous verrons également qu’un choix particulier de viscosité permet
d’éliminer les termes d’ordre 3. Nous nous attacherons dans ce chapitre a étudier
d’un point de vue théorique ce modéle.

Dans la littérature, les modéles en vitesse/densité ont été largement étudiés, on
pourra consulter par exemple le livre de P.-L. Lions [65]. Dans [7], D. Bresch, E.
H. Essoufi et M. Sy ont montré un résultat d’existence globale de solution faible.
Des résultats d’existence de solution forte avec contrainte sur la taille des données
ou sur le temps d’existence ont également été prouvés pour des modeéles de type
Kazhikhov-Smagulov, on pourra consulter par exemple les travaux de H. Beirao da
Veiga [5], ainsi que les travaux de F. Guillén-Gonzélez et ses collaborateurs [50, 51].

Cependant, il nous a semblé opportun de conserver dans nos équations la tem-
pérature plutdt que la densité car c’est généralement la variable d’intérét dans les
applications en régime bas Mach. Concernant des modéles en vitesse et tempéra-
ture, des travaux ont été menés sur des modéles de type Boussinesq. Par exemple,
dans |67], S. A. Lorca et J. L. Boldrini ont montré un résultat d’existence locale
de solution forte. Les modéles de type bas Mach ont en revanche été moins étudiés
dans la littérature. Nous pouvons cependant citer les travaux de P. Embid [33], qui
a montré un résultat d’existence local de solutions fortes pour des systémes d’équa-
tions un peu plus généraux que celui considéré dans ce chapitre ; et plus récemment
les travaux de R. Danchin et X. Liao [26] qui ont montré un résultat d’existence
locale et globale de solutions dans des espaces de Besov quand les variations de la
température initiale sont faibles et la vitesse initiale est petite.

Notons que le modéle considéré est proche des systémes appelés ghost effect, qui
ont été considérés par exemple par C. D. Levermore est ses collaborateurs [63] ou plus
récemment par F. Huang et W. Tan [57]. Dans ce systéme, un tenseur de contraintes
thermiques est ajouté dans le second membre de I’équation de conservation de la
quantité de mouvement. Un résultat d’existence local de solutions classiques pour le
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probléme de Cauchy a été proposé dans [63]. Dans [57], les auteurs montrent un ré-
sultat d’existence local de solution réguliére, mais également un résultat d’existence
global pour le cas bi-dimensionnel.

Dans ce chapitre, nous suivons la démarche de F. Guillén-Gonzélez et ses col-
laborateurs [50, 51|, qui consiste a définir de fagon itérative une suite de solutions
approchées, dont la limite est la solution forte du probléme continu. L’intérét de
la méthode est qu’elle permet de mettre en évidence la vitesse de convergence de
la suite de solutions approchées vers la solution du systéme initial. Les difficultés
rencontrées pour adapter cette méthode proviennent essentiellement de la nature
de I'équation d’évolution de la température. D’un coté, la moyenne de la tempé-
rature n’est pas constante, et par conséquent les itérées de température ne seront
pas a moyenne fixée. D’autre part, I’équation de température est non-linéaire. Ainsi,
I'existence de la suite de températures approchées ou le principe du maximum ne
sont pas triviaux et ne sont montrés que sous hypothése de petitesse des données.
Enfin, le passage a la limite dans certains termes est plus délicat et implique une
vitesse de convergence plus faible que celle obtenue par [50, 51| pour leur modéle
avec densité. Les résultats principaux de ce chapitre sont les Théorémes 4.2 et 4.3.

4.2 Présentation du modéle

Nous allons dans cette partie expliquer comment est dérivé a partir du systéme
(1.24)-(1.25) le modeéle qui sera étudié dans ce chapitre. Dans tout ce chapitre,
désigne un ouvert borné de R3, T" son bord, T' est un réel positif et Q7 = Q x [0; T].
Nous rappelons le systéme des équations de Navier-Stokes & faible nombre de Mach
dimensionné pour un gaz parfait :

)
Op+ V- (pu) =0,
2
p@m—l—pu-Vu—ka—V-<,u(2]Du—§V-uI)>:pf,
1 dP -1

‘U= — - . 4.1
V-u fdet+’va(Hve)’ (4.1)
P=Rpb,
dP P (7—1)/
— + — u-n= kVo - n,
(i 1€ Jae 9] Joo

ol p est la densité, u la vitesse, # la température, 7w la pression dynamique, P la
pression thermodynamique, R est la constante des gaz parfaits, v est le rapport
des chaleurs spécifiques, p est la viscosité et x est la conductivité thermique du
fluide. Afin de simplifier un peu le modéle, nous spécifions les conditions aux limites

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



© 2019 Tous droits réservés.

These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

4.2 Présentation du modéle 63

suivantes :

VO-n=0, surl,
u=20, surl.
On remarque alors grace a la derniére équation de (4.1) que la pression thermody-

namique est constante :

P(t)=P, Vt>0.

Enfin, on fait I'hypothése que la viscosité p est une fonction dépendant de la tem-
pérature : ;= fi(). La conductivité thermique du fluide x est est choisie constante
afin de simplifier les calculs. Notons que dans [57], les auteurs considérent le cas ou
la conductivité thermique est une fonction dépendant de la température. Le systéme
s’écrit alors :

Op+ V- (pu)=0, (4.2a)
2
pou+pu-Vu+Vr -V (ﬂ(&) (Q]Du— gv-m)) = pf, (4.2b)
(r=1
V-u= V- (kV0), 4.2¢
2V (kV9) (1.2¢)
Py =Rpb. (4.2d)

\

Afin de se ramener & un systéme dont la vitesse est & divergence nulle, on pose

v=u-—\Vé, (4.3)
avec ( )
vy—1)k
A= —7>>——. 4.4
e (4.4)

La contrainte (4.2¢) implique alors :

On pose
u(8) = —-i(0) (4.5)
et on suppose que p(#) prend la forme particuliére suivante :

(@) = —=Alnf, pour 0 <6 < 1. (4.6)

Proposition 4.1. On suppose que v est défini par (4.3) et que p(0) vérifie (4.5)-
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(4.6). Alors le systeme (4.2) est équivalent au systéme :

( 00 +v-VO+2)\VO> = AV - (V) =0 (4.7a)
1 1 A f
gatv + §<V -V)v—=V - (u(@)Dv) + 5(Vv ~VIV)VO+ Vp = 7 (4.7b)
.
V-v=0, (4.7¢)
Fy
= _— 4.7d
\ P=gg (474
avec . 0
p=—m+NA0— = pu(0)Ad (4.8)
Py 3

Démonstration. On commence par éliminer p des équations en utilisant la loi d’état :

P
p= — % L’équation de conservation de la masse (4.2a) s’écrit alors :

RO
P (1\ P, 1\
Eé’t@*ﬂ'(a“)—o’

ou de fagon équivalente :

1 1 1
—ﬁ&ﬁ—{—gVu—@VGu:O,
soit encore :
0.0 +u-V0—-0V-u=0. (4.9)

En procédant de la méme fagon, 1’équation de la quantité de mouvement (4.2b)
se réécrit :
R 2R 2R

1 1 - . f

On va maintenant éliminer u des équations grace a (4.3). Il est immédiat que
I'équation de conservation de la masse (4.9) donne (4.7a).

Procédons maintenant aux calculs des différents termes de I’équation conserva-
tion de la quantité de mouvement (4.10) :
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i)
1 1 A
aatll :E@tv + Ef)t(VH)
1
:§3tv + %V (MAG — v - VO — \|[VO|*)  dapres (4.7a)
1 2 , A\ A2
1 A2 )

2

— % (v-V)VO+VIvVe) — z%we - V) V6.

ii)

1
g(u -V)u =

A A A2
(v-V)v+ 5(VO- V)V + 5(v-V)Vo + (V0 V)V0.

SN

iii)

_Fov ((@)Du) = =V - (u(0)Du) d’apres (4.5)

V- (W(B)DY) — AV - (4(6)VV)
= -V (u0)Dv) — A\ (6)(VO - V)V — A\u(9)AV6.

iv)
2R

SV (AOV D) = 2V (u(®)V - u)

= %V (u(0)AOL) car V-v =0,

A A
= SH(0) A0 VO + Zpu(6) VY.

L’équation de quantité de mouvement (4.10) se réécrit donc :

1 1 A
gﬁtv + E(V -V)v—V - (u(@)Dv) + g(Vv ~Viv)ve
1 1 2
+ A? (EAHVQ — §(V9 : V)V9> — M (0)(VO - V)VO — g)\u(G)AVH

A R f
200 A ke A0 | = —.
+5H(6) 9V0+V(P07r+)\ 9) ;

Comme dans [7], on va choisir une expression particuliére de la viscosité afin d’éli-
miner les termes en \?. On suppose ainsi que p() est définie par (4.6), ce qui donne
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en particulier :

2
= M (B)(V6 - V)V — ZAu(6)AVE + %;/(9) INAY

—A2(v0 V)V0+2/\21 OAVE — s AOVE
0 3t 30
A2 2 2 \2 A2
="(V0- 0+ AV (InAF) — Z=-AOVH — ——AO V0
Q(V v>v+3 V (In0A0) S AIVO — A0V
1 1 2
=\ (EAQ Vo — é(ve - V)ve) - gvm(())M).

On peut alors en déduire (4.7b), ainsi que Iexpression de la nouvelle pression p
définie en (4.8).
m

4.3 Reésultat d’existence et de régularité

4.3.1 Démarche

Nous nous intéressons dans cette partie a montrer I'existence de solutions régu-
liéres au systéme d’équations (4.11)—(4.12) :

0+ v - VO +2\VO]> — AV - (0V0) =0, (4.11)
0(0,-) = o, V0 nlpn =0, |
L0+ (v V)V = V- (u(O)DV) + 3 (Vv — VTV VO + Vp = 1
GO+ G TV SV ODY) + STV - VIO V=g

V.v= 07 V<07 ) = Vo, V|6Q = 0.

Nous allons donc chercher 6 et v dans des espaces de fonctions assez réguliéres qui
vérifient :

p.p-t €10,7], vne€ H'(Q),

(at'97 77)L2 + (V ' V97 77)L2 + 2 (‘VG’Q, 7])L2
+A(6V0,Vn),. =0, p.ptel0,T], Vne HY(Q),
6(0, ) - 00.

(4.13)
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(pp.t€[0,T], YweV,
%@V, W) +b (%, v, W) + (u(0)Dv,Dw) ;> + Ac (V, 0, %)
NG (4.14)
~(5)..
[ v(0,-) = vo,
ou :
b(u,v,w) = /(u -V)v-w (4.15)
Q
w 1 T
c(v,0,=)= [ 2 (Vv=V'v) Vi w. (4.16)
0) " )0

Nous suivons la démarche de F. Guillén-Gonzélez et ses collaborateurs, voir [50]
pour des modeéles de types Kazhikhov-Smagulov avec viscosité constante, puis [51]
avec viscosité linéaire. La démarche consiste a définir de fagon itérative une suite
(v, p",0") de solutions approchées de (4.11)—(4.12) de la fagon suivante :

— Initialisation :
— 0°t,) =6y, Vtel0,T],
— VU(t,) =vy, Vte[0,T].
— Puis étant donnés v ! et 671,

— @™ est solution de :

00" + vl VO 42XV VO — AV - (071 V) =0, (4.17)
07(0,-) =6y, V6" -n|sq = 0. '
— et ensuite étant donné 0", v et p" sont solutions de :
1 1 .
e—n@tvn + e—n(vn -V)vh =V - (u(6™)Dv")
A 1
o (VY = VIV VO + Uyt = o, (4.18)

V- -vh= 0, Vn(O7 ) = Vo, Vn’8Q =0.

Nous montrerons des estimations a priori sur la suite de solutions approchées
(v, p",0™") qui nous permettrons de passer a la limite et de montrer I'existence de
solutions réguliéres pour le probléme (4.11)—(4.12).
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4.3.2 Existence et régularité de la suite de solutions appro-
chées

Cette section a pour objectif de montrer par récurrence 'existence de la suite de
solutions approchées (v, p", 6™), ainsi que sa régularité.

Afin de pouvoir définir la suite (v", p", 0™), nous supposons que les données sont
réguliéres et que 6y satisfait un principe du maximum :

0o € H(Q), vo€V, feL*Qr), (4.19)
O0<m<O<M<1. (4.20)

De plus, on suppose qu’il existe des constantes K et K5 positives telles que :

C, T -
exp ()v”lmg (|In M|7K7 4+ AN Kj + A° M4)) A AG3. < Ko, (4.21)
M* (N2 | In M|[*m* + K2)
T In M| 2K2 4+ \* K2
exp (02 A mlt min(| lnM|7,|lnM|1l) (| n | 1+ 2))

2 M
x <H\/u(90)DVoHL2 + 5 ||f||§2(QT)) < Ki, (4.22)

ou C] et (5 sont les constantes dépendant uniquement du domaine définies respec-
tivement aux lemmes 4.3 et 4.7.

Remarque 4.1. Les conditions de petitesse (4.21) et (4.22) sont satisfaites si les

‘ vV 1(60)Dvy

d’existence T est assez petit.

données ||Aby|; -,

L et [|f][;2(o,) sont assez petites; ou si le temps

Le reste de la section sera dédié a la démonstration du résultat suivant :

Théoréme 4.1. On suppose que les données vérifient les hypothéses (4.19)—(4.22).
Alors la suite de solutions approchées (v™,p™, 0™) est définie de fagon unique par
(4.17) et (4.18) et on a pour tout n > 1 :

v € C(0,T; V)N L*0,T; D(A)), 9,v" e L*(0,T;H);
p" e L*(0,T; H'() N L§(Q));
0" € C(0,T; Hy ()N L*0,T; HY (), 9,60™ € L*(0,T; H'(Q)).

De plus, pour tout n > 1, 0™ vérifie le principe du mazimum :

m < 0" < M, (4.23)
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et on a les estimations suivantes :

n n m n
A AG Hg(O,T;LQ) + X m[[VAS ||2L2(0,T;L2) Te 10,0 Hi?((LT;Hl) < K, (424)
A2 1 12 Am? 2
H\/M(Q")DV corin T 10" [ z2o.mieny + g7 1AV 220, ey < Fr (4.25)

La démonstration se fait par récurrence sur n. L’initialisation est immédiate
grace aux hypotheses (4.19)—(4.22). Supposons maintenant qu’a l'itérée n — 1, on

ait :
0" € C(0,T; HX(Q)), v"'eC(0,T;V), (4.26)
m< 0" '(t) <M p.ptel0,T), (4.27)
A|A0m @7, < Koy ppt € (0,71, (4.28)
(4.29)

[V

Nous allons montrer ces propriétés a l'itérée n.

LS Ky ppte [0,77.

4.3.2.1 Existence pour la température et principe du maximum

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution de I’équation de tempé-
rature (4.30). Deux principales difficultés apparaissent quand on choisit de considérer
la température plutot que la densité comme cela a été fait dans [50, 51]. La premiére
vient de la non-linéarité de (4.11); la seconde provient du fait que la température
n’est pas & moyenne constante, par conséquent l'inégalité de Poincaré généralisée ne
peut étre appliquée.

Nous remarquons en particulier dans le lemme suivant que pour montrer 1’exis-
tence de la température, a cause de la non-linéarité de (4.11), nous devons utiliser
I'’hypothése de récurrence sur la petitesse sur 671,

Lemme 4.1. Sous les hypothéses de récurrence (4.26)—(4.28), le probleme (4.30)
admet une unique solution O™ € C(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)) telle que
00" € L*(0,T; HY(Q)").

(00" 1) s gpn + (V- NVO" ) o + 20 (VO VO™ 1) 1
+A (0710, V). =0, p.ptel0,T], Vne HY(Q), (4.30)
9”(0, ) - 90.

Démonstration. Nous allons appliquer le Théoréme 2.5 avec U = H'(Q), L = L*(Q),
f =0 et a est définie p.p.t € [0,T],V0,n € H(Q) par :

a(t,f,n) = / nv"l. Ve + 2)\/ nVo"t Vo + )\/ 9"V - Vn.
Q Q Q

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

70 CHAPITRE / : Un résultat d’existence de solution réguliére

Nous allons vérifier que a vérifie bien toutes les hypothéses du théoréme. En parti-
culier, on a :

a(6,0) = / v .V + 2>\/ AV/A A v/ R )\/ 0"1ve - V.
Q Q Q
D’apres (4.27),
)\/ " HVO2 > Am || VO3, . (4.31)
Q

D’autre part, comme v ' € V, on a :

/Gvn_l-Vé =0.
Q

Par ailleurs, d’apres les inégalités de Holder, de Gagliardo-Nirenberg, de Sobolev et
de Young, on a :

'2A/ew"1.ve’ <20 s [ VO | Lo 1O 12
Q
< m HA@” IHLQ ||e||3/2 16112
< 7 o)z + HM" e 6113 - (4.32)

En utilisant les inégalités (4.31) et (4.32), ainsi que I’hypothése de récurrence
(4.28), on obtient :

Am CA 1114
alt.0,0) > Am 012 — 22 01— 2 a0 L, ol

/\m

C
> 22101 — (Aot 5o ) oI

Les autres hypothéses du Théoréme 2.5 sont immédiatement satisfaites, ce qui
montre qu'il existe un unique 0" € L?(0,T; H'(Q)) tel que 9,0™ € L*(0,T; H'(Q))
solution de (4.30). D’apres le Théoréme 2.4, on en déduit que 0" € C(0,T; L*()).

]

Vérifions maintenant que 6" vérifie le principe du maximum. La encore, nous
verrons que I’hypothése de récurrence sur la petitesse de 67! est cruciale.

Lemme 4.2. On suppose que 6y vérifie (4.20) et que les hypothéses (4.26)—(4.28)
sont satisfaites. Alors :

m<0"(t) <M pptel0,T] (4.33)
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Démonstration. L’équation de température vérifiée par m — 0™ est :
< O(m —0"),n >pv —|—/ nv" - V(m—0") + 2)\/ nvVe" .V (m — 6"
Q Q
+ A/ 01 (m — 07) - Vi = 0, V€ H'(Q).
Q

On définit " = max(0, m — 6") et on choisit n = ™. On obtient :

1d n |12 n . n— n n n— n n— n
éaue_up +/0_v 1-V0_+2)\/0_V9 1-V9_+)\/0 Hver|? = o.
Q Q Q
(4.34)
Comme 6"~ vérifie (4.27), on a :
A/ 0" V0" 2 > Am||ver |2, (4.35)
Q
De plus, comme v ! € V, on a :
/ o v . Ve = 0. (4.36)
Q

Enfin, les mémes arguments que ceux utilisés pour obtenir (4.32) montrent que :

n n—1 n )\m n||2
'm/ge Vol Ve | < THG,HHl

HM" e N1z

Am n C Am n
<A o2, + (A O I I PRCED

Finalement, (4.34) avec (4.35)-(4.37) donnent :

N C Am o
e g e R 1 PR ED

L )2, + <

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient :

t C
||9"(t)HiQ+)\m/0 HvenH;g||en<o>H;exp<(m3 2+)\m)T> bt € 0.7].

Or, 0" (0) = max(0,m — 6y) = 0 car 6, vérifie (4.20). On en déduit que 6™ (t) =0
p.p.t € [0,T7], et ainsi que 6™(t) > m p.p.t € [0,T].

L’autre borne s’obtient de facon similaire. O

Nous voulons maintenant montrer que " admet plus de régularité. Pour cela,
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on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, qui consiste a :
— Rechercher des solutions approchées dans des espaces de dimension finie,
— Etablir des estimations a priori,
— Passer a la limite.

Les premier et troisiéme points sont classiques et ne comportent pas de difficulté.
Nous détaillerons donc uniquement dans la section suivante le second point.

Remarque 4.2. La méthode de Faedo-Galerkin sera développée plus en détail dans
la section 4.3.2.3 pour établir les estimations sur la vitesse.

4.3.2.2 Estimations a priori pour la température

Nous allons maintenant établir des estimations a priori sur la température qui
nous permettront d’obtenir plus de régularité.

Lemme 4.3. On suppose que 0™ € L>=(0,T; H3(2)) N L*(0,T; H3,(Q2)), et que
0,0™ € L*(0,T; H'(2)). Alors il existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement
du domaine telle que :

4 ||A0n||L2 +Xm ||VA6W||L2 + 5o
< Cl

—A3m3

06"

(V=[5 + A | A0 [ + AT M) A 2073, (4.39)

Démonstration. Soit § > 0. On multiplie (4.17) par —8t9” on prend le gradient de
(4.17) et on multiplie par —V&ﬂ” AVAO™ et on somme. Aprés intégrations par
partie (les termes de bords s’annulent car 6" € HZ%(£2)), on obtient :

A/AH"&AG”—}—)\Q/@"1]VA9"\2+£/ \8,59”\2 /\V{?ﬂ”]Q
Q Q m Jo

:A/VAQ”-V(V“‘l-V@”)+>\2/VA9”-V(V9” L.vom)
Q Q

— A2 / (VAO" - VoD AG" + / o0 vt v 4 O / 90" Vot . vor
Q

5/\ (0,0™ 0"~ ! JAO™ + / Vo - V(v V&”)
m Jo
5 A 6 A
vaten V(V@”’l -VO") — (V@ﬁ” Ve~ 1)A9”
m m
(5 A

O Vo,0™ - VAG".
m Jq

Soit £ > 0. On utilise le principe du maximum (4.27) sur le deuxiéme terme, et
on va utiliser les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Holder et de Young. On détaille
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IN

en particulier la majoration du dernier terme :

oA

m

OM X

/9” IVo,0" - VA" | < —Hvate“nLQ IVAO 5
Q

2 25 \% M? 2
< O vae s + 20 van g,

et de fagon plus générale, pour Vi € L?(), on utilisera les majorations suivantes :

- Vh-Vo,0m| < —|IVd,0™%, + == [IVh|~,
m /Q h-Vadb 8m IV oo™z m VAl

n n 1
A /QVh-VAQ <eMNm|VAY Hiﬁmuvm\ig

Cela donne :

Ad 2(5M2

A+ N m(1 -3~ 2D VA + 06

O( _m“‘ (Hv Vn—l . Vo ||i2 + )\2 HV V@n—l . V@n HL2 + )\2 Hven_lHiﬁ HAHnnig)
20\ 26 \2

20t o2 + 2228 ot 2, ez + 222 o 2 e,

On utilise maintenant le corollaire de I'inégalité d’Agmon (2.15) pour majorer

IV (v VM) |2, et | V(YO - VO™)||3, ; Vinégalité de Gagliardo-Nirenberg (2.12)
pour majorer ||A#"|75; et les inégalités de Sobolev (2.9). De plus, on utilise la
majoration grossiére suivante :

IVO"|I7s < C 1A |72 < C A", [VAO"]] .

Cela permet d’obtenir, en utilisant les équivalences de normes :

Ad o 25M2 . .
a1 2t X1 =32~ 2050 VAR + o 067
<CE 0 (1|2, 2072 [V A0 2+ 32 20, 1807] 1 [T 207

A M A0 2 (VA" 12) -

lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

74 CHAPITRE / : Un résultat d’existence de solution réguliére

On applique a nouveau l'inégalité de Young pour avoir :

Ad
2dt

C
< — (7 4+ 0)" (v [, A6 + At A6 1HL2 20" 2,
+0* ]|A9”|]L2) .

2(5M2

5
126" |72 + A*m(1 — 5 — ) IV A6 7. + ||3t9"||ip

2

1
On choisit € = 20 et 0 = 877]\142 (< 1) et on obtient ainsi I'inégalité (4.39).

]

Remarque 4.3. On remarque ici qu’obtenir simplement une estimation de [|0, V8" .
ne nous permettrait pas de controler ||0,0"|| ;1 car la température n’est pas & moyenne
nulle. Nous ne pouvons donc pas comme dans [50] nous contenter d’estimer |0, V"|| ;-
mais 'on doit majorer [|0,0"| ;.

Du Lemme 4.3, on peut déduire facilement le lemme suivant.
Lemme 4.4. On suppose que les hypothéses (4.26)—(4.29) sont satisfaites. Alors
6" € L*(0,T; H3, ()N L>(0,T; H%(Q)) et 0,0™ € L*(0,T; H'(Q)) et on a l'estima-
tion (4.24).
Démonstration. On applique le lemme de Gronwall & (4.39). Cela donne :

t m t
MAC OIS + X m [ IVarE+ S [ 1o,

e . . .
<exp [ (G (I + 380 1, 40 00%) ) a0 )

Les hypothéses de récurrence (4.28) et (4.29) et le choix (4.6) pour la fonction u(0)
permettent d’avoir p.p.t € [0,7T] :

K2
laem, < 3
[ 1||L2—)\2|1 MP | Vi 1‘ < AP

Ainsi, en utilisant I’hypothése de petitesse sur les données initiales (4.21), on
obtient pour p.p.t € [0,7T] :

t m t
AT )2 + A2m / VAT + S [ 106
82 J,

<exp (AOS (|In M|72K7 4+ N KG + A° M4)) A |AG3. < Ko,
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ce qui donne (4.24). O

Passons maintenant a 1’étude de 1’équation de vitesse.

4.3.2.3 Existence et estimations a priori pour la vitesse

Nous allons montrer un résultat d’existence, d’unicité et de régularité pour la
vitesse. Du fait que la température est variable devant le terme de dérivée en temps,
nous allons utiliser la méthode de continuité afin de se ramener & un probléme a
température constante devant le terme de dérivée en temps. Nous résoudrons ce
probléme par une méthode de Faedo-Galerkin, puis montrerons par la méthode de
continuité I'existence d’une solution au probléme avec température variable.

On considére la formulation variationnelle associée a (4.18) :

(pp.t€[0,T], YweV,

1 n—1
(Frovew) +o (2w ) + oDy ow),
L2

+)\C<V”,9”,%) = (%,W) N
L

kvn(()? ) = Vo,

(4.40)

ou b et c ont été définis respectivement en (4.15) et (4.16). On montre alors le résultat
suivant :

Lemme 4.5. Sous les hypothéses de récurrence (4.26)—(4.29), I’équation (4.40) ad-
met une unique solution v" telle que :

v' € L*(0,T; D(A))NC(0,T;V) ; ov" e L*0,T,H).
De plus, la suite (V") est bornée et vérifie l’estimation (4.25).

Démonstration. Nous allons appliquer la méthode de continuité (voir Chapitre 2,
Proposition 2.9) pour résoudre (4.40). Pour cela, nous définissons les espaces X et

Y :
X = {v € L*(0,T; D(A)); ov € L*(0,T,H)},

Y = L*0,T;H) x V,

que ’on munit des normes suivantes :

ik = || Ve@y],

et

A2m? |In M|?

1 2 2
0.7:L2) + i HatVHL?(o,T;H) + M ||AVHL2(O,T;H) ;

2 M
IEvo) I = || vi@oDve|| , + = IEl 0y
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On note que X < C(0,7;V) d’aprés le Théoréme 2.4.

On pose :
m+ M
2 )
et on définit pour « € [0, 1] les opérateurs L, : X — Y tels que :

= (4.41)

Lav = (P ((1_70‘ + %) 8tv> +P (ein(v”1 : V)v) ~P(V - (u(67)V))
+P <9%(VV — vTv)ven) ,v(0, -)) :

ou P est la projection de Hodge définie dans la Proposition 2.1 du Chapitre 2. Nous
utiliserons les deux lemmes suivant, dont la démonstration sera faite en annexe.

Lemme 4.6. (Voir Annexe B.1)
Lq est surjectif de X dans Y.

Lemme 4.7. (Voir Annexe B.2)
Il existe une constante Cy dépendant uniquement du domaine telle que pour tout
a €10,1] et tout v € X,

M* (N2 In M|*m* + K3)

9 2

< CyT

[v]lx <exp ( 22 N min ([In M|7, [In M|1)

x |Lav]? . .

(I M2K2 4+ M K§)>

Des Lemmes 4.6 et 4.7, on en déduit que le probléme (4.40) admet une solution
v € X. De plus, grace a (4.42) et a ’'hypothése de petitesse des données (4.22), on
obtient l'estimation (4.25). Montrons maintenant 'unicité de la solution v". Pour
cela, procédons de fagon classique et supposons que (4.40) admet deux solutions v,
et vo. On note v = v — vy. Alors en prenant w = 0" v comme fonction-test, on a :

(0rv, V)2 + b (V' v, v) + (u(6™) 0"Dv, Dv) o + (u(0") v @ VO™, Dv)
+Ac(v,0",v) =0.

Par antisymétrie de la forme trilinéaire b (v"~! € V) et avec le principe du maximum,
puis avec les inégalités habituelles de Holder, Gagliardo-Niremberg et Young, on
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obtient :

1d
552 V113 + A 1n | Dl

g—/,u(en)v@VG”:]D)v—)\/(VV—VTV)VG”-V
Q Q

<A Im| [V s V0" s 9] 12 + 22 DV 12 [1V6™ | 6 V] s

n 3/2 1/2
<CA(1L+ [Inm|) | A0™| 2 |DV[E2 |13
<>\|lnM|m CA(1+ |Inm|)?
- 2 m3|In M3

2 4 2
DV l72 + 126" [ IvIl2 -

K2
Grace a (4.24), on peut majorer ||A8”|}, par )\—22 et ainsi obtenir :

< C (1+ |Inml|)*

2
~ )\m3|h’lM‘3 K22 HVHL2

d
T VI + A 1o M| m Dy

Enfin, le lemme de Gronwall permet d’obtenir pour tout ¢ € [0,7] :

9 9 CT(1+ |lnm|)* K2
VO < VO exp (ST ) <0,

ce qui achéve la démonstration de 1'unicité.

O

Pour terminer la démonstration du Théoréme 4.1, il nous reste a montrer I’exis-
tence et la régularité de la pression p™. Pour cela, on définit
f

(Vv — VIvh) Ve — o

. (9tV" 1

. 1
T

F":
Qn

VLUV = V- (u(0M)DV™) 4+ A

On a
< Fn,V >VIvV= 0, Vv eV.

Le théoréme de De Rham permet de montrer qu'il existe p* € D'(0,T; L(2)) tel
que :

(V-v,p") .= (F", V)., pptel0,T], ¥veHQ). (4.43)

Comme (F™) est bornée dans L?(0,T; H) par (4.25), on en déduit que (p") est bornée
dans L2(0,T; H'(2) N L3(£2)). L'unicité (p™ est & moyenne nulle) est évidente.
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4.3.3 Convergence de la suite de solutions approchées vers la
solution forte

Nous avons établi dans la section précédente les estimations a priori sur la suite
(v, p",0"). Nous allons maintenant montrer qu’elle converge vers 1'unique solution
forte (v, p,0) du probléme (4.11)—(4.12) et exhiber des vitesses de convergence. Dans
les deux théorémes suivants, on énonce les résultats principaux de ce chapitre.

Théoréme 4.2. On suppose que les données vérifient les hypotheéses (4.19)—(4.22).
Alors le systeme (4.11)~(4.12) admet une unique solution (v,p,8) :

0 € L*(0,T; HY(Q)) N L>(0,T; HY(Q), a8 € L*(0,T; H'(Q)),
v € L*(0,T; D(A)) N L>®(0,T; V), ov € L*(0,T; H),
p € L*(0,T; Lg().

(v,p,0) est obtenue comme limite de la suite (v, p",0") et on a pourt € [0,T] :

10" = 0)(®)II7n

+Aﬂw“wmw;+ww%ﬁ@@ﬁnms0Fﬁ”] (1.44)
I =@+ 16 =l as < D L (4.45)

ou B et D sont des constantes ne dépendant pas de n (mais dépendant des données
et de \).

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2, on a :

1" — O)() 172

1

&] (.46

+/D (16" = )i + 10" = 00)(s) ) ds < |~

v = v)(O) 7

-

t " —v)(s)|? v — 9v)(s)|? S wﬁ
# [ 6 =) + 10"~ am)(s) ) ds < D m—nJ’ (4.47)
[ 167 = ps)f as < 0 4%2951, (4.48)

ot B et D sont des constantes ne dépendant pas de n (mais dépendant des données
et de \).
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Remarque 4.4. Nous remarquons que le Théoréeme 4.3 nous donne des estimations
dans des espaces ayant plus de régularité, sans hypothése supplémentaire sur les
données. On observe toutefois que la vitesse de convergence est plus faible pour les
normes de ce dernier théoréme que pour celles du Théoréeme 4.2. C’est une différence
notable avec les résultats des théorémes 1.1 et 1.2 de [50], qui s’explique par le
caractére non—linéaire de I'équation de température. Nous verrons en effet dans la
démonstration de la Proposition 4.3 que certains termes doivent étre gérés de fagon
un peu plus spécifique.

4.3.3.1 La suite (v",p",0") est de Cauchy

On commence par introduire la notation suivante : pour une variable générique a,
on définit a™*) = a"** —a". A partir de (4.17) et (4.18), on écrit alors les équations
vérifices par %) et par v™*)

8t€(n,s) + V(nfl,s) . v0n+s + anl . ve(n,s) _ Ae(nfl,s)A9n+s

—ATEAG) 1 AVH L) g 4 AVenTL L Ve = 0, (4.49)
00, ) = 0,
et
( 8tv(n,s)
— — V- (u(0")Dv™)) + Vpm) =
0 n,s)
G g OV () = p(07) Dy
9(”75) 1
+ (Vn+s—1 . V)Vn-I—s . _(V(n—l,s) . V)Vn—i-s . _(Vn—l . V)V(n,s)
ol o ) o (4.50)
A g (VY = VIV vgres — AQ—H(VV(W — VIvins)) ygrts
1 n Ty, n,s 0(n78)
—Agn (Vv = VIV Vo) — Sk,
v(ms)(0,.) = 0.

\

Le reste de la section sera dédié a la preuve des deux propositions suivantes.

Proposition 4.2. On suppose que £ € L*(Qr), vo € V et 0y € H%(Q). De plus,
on suppose que Oy vérifie le principe du mazimum (4.20) et que les données vérifient
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les conditions de petitesse (4.21) et (4.22). Alors :

1
2

020l + [ (18l + 080 as < 0| SE | s
ol + [ e 6l as <0 S )

ot B et D sont des constantes ne dépendant pas de n (mais dépendant des données
et de \).

Proposition 4.3. Sous les hypotheses de la Proposition 4.2, on a :

n,s 2 ' n,s 2 n,s 2 <Bt)n%
o0+ [ (1000 + o) ) s < D[220 (4
n,s 2 ' n,s 2 n,s 2 (Bt)n%
el + [ (26 + w6 as < o] GO sy
t !
(n.9) 2 (Bt)"
[l s < 0| 2 (455)

ot B et D sont des constantes ne dépendant pas de n (mais dépendant des données

et de \).

L’originalité pour montrer cette derniére proposition est que 1’on doit utiliser le
résultat plus faible de la Proposition 4.2. En effet, en raison de la non-linéarité de
I'équation de température, on ne peut pas comme pour les modéles en densité (voir
[50, 51]) déduire directement ce résultat des estimations a priori du Théoréme 4.1.
On va ainsi utiliser le Lemme 2.3 (lemme de Gronwall) avec un terme de reste e,.
La perte de vitesse entre les deux propositions est due a I’estimation de ce terme.

Démonstration. (Proposition 4.2)

Nous allons d’abord dériver des estimations & partir de ’équation de température ;
puis a partir de ’équation de vitesse. Enfin, nous les combinerons et le lemme de
Gronwall nous permettra d’obtenir le résultat souhaité.

Commencons par obtenir les estimations en température. Soit § > 0. On multiplie
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o
Q

(4.49) parn = %3,59(”75) + 205 — XAA™*)_ On obtient aprés intégration par partie :

5 n,s 2 n,s 2 n,s n— n,s
el A e ] P I R

:/\/ en—l Ae(n,s) (iate(n,s) _|_>\9(n,s)> . / Vn 1,s) Vgn—i-s . / Vn—l . ve(n,s)17
Q m Q Q

+ A / 0L NGy — A / VoL ey — A / vt ver g
Q Q Q

On va majorer chacun des termes du membre de droite. Soit € > 0. On a en parti-
culier grace aux inégalités de Holder et de Young :

n— n,s 6 n,s (5 n,s 2 3M 5)\ n,s
o [t £ gm9) < 2 agn |, + 2O ages ),
)\2/9”‘1A9("*3)9("’5) <eXm||Ag|], + Ce —1M X (A
Q

et de fagon plus générale, pour h € L?(Q), on va utiliser les majorations suivantes :

IA

o
Il (3 100 o+ X0+ X 28,

<om 0.0, + X m | A0 ||, + A2 m |||, — [
On obtient ainsi :
o ) (12 ) |2 30 M? ) |2
o 00095, 5 1021+ 2 - ) llaom,
<o M o 2,
C(5+€1 n—1,s TLS2 n— n,s 2 n—1,s TLS2
+ 0L (gt g2 vt w2, 4 a2 a0 A,

AR || VOt g

I+ 2 Vo woeo|[L,)

Gréace aux inégalités de Holder, de Gagliardo-Nirenberg, d’Agmon et de Sobolev, on
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obtient :
0 12 A s 2 30 M? nos) 112
7 11007 [+ 5 107y + A2 m (1 —6e - W) a0,
M2
<o X oz
C(5+8_1> n—+s n—+s n—1,s 2 n— n,s 2
SO (g, 020 o v 2, + vt 2, w00
(|20 [V 20 [0
+A , |V , (| VOV, + A (VAL |IVO I, ).
A8 [V, (|6 I|f, + 32 [V 20 7, VeI,

1
On choisit § = % <lete= 21 et on obtient :

m wonz  Ad a2z A2m 112
24 M2 H(")té’( 7 )HL2 + 5& ”0( ’ )HHl + T ||A49< 7 )HL2
C n-—+s n-r+s n—1,s 2 n—1,s 2
<— {11207 20| o (V0250 + X2 6 ) (4.56)

(v {2+ 22 7202 2, + 02 22 05, }.

On s’intéresse maintenant a 'équation de vitesse. On multiplie (4.50) par v(™) :

2

1d [|v /
e | N + o ]D)V(n,s) 2
s |+ e
1 0,0" n,s 0(7%5) n+s n,s n+s n n+s n,s
:_Q/Q ;nQ‘V(’)|2+ an—i—senatVJr.V(’)_/g;(:u(eJr)_:u(e ))DVJF'DV(’)
4 / 0(”75) (Vn+s_1 . v)vn+s . V(n,s) o / i(v(n—l,s) . v)VTH—s . V(TL,S)
Q Qn—i-s gn Q ‘971
1 g(1:5)
. /Q e_n(vn—l . V)V(n,s) . V(TL,S) + )\/Q g (an—i—s . VTVn+S) v0n+s . V(n,s)
1 1
o )\/ e_n(vv(n,s) . VTV(n’S)) VenJrs . V(n,s) . )\/ e_n(vvn o vTVn) V@(n,s) . V(n,s)
Q Q

9(nss)
_ [ T e )
/g;é)n—l—s gn

On utilise le théoréme des accroissements finis et ’expression particuliére de u, voir
(4.6), pour majorer le terme suivant :

/ ((0™F*) = p(67)) D"+ - Dy ™)
Q

< sup |M/’ / |8(n,s) Dvts . ]D)V(n,s)|
Q

e
m Jo
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On utilise de fagon standard les inégalités de Holder, de Sobolev, de Gagliardo-
Nirenberg et les équivalences de normes afin d’obtenir :

1d 2 2
sat || v L2+)\|lnM| DV,
< 10 s [V 2 (DY 00 98 B
+ 200 v s BV 00 D5 v v

n—1,s n+s||1/ n+s||1/ n,s n— n,s 3/2 (n,s 1/2
o VO [ A v+ —HDV e v v
C'A n,s n+s n+s n,s C)\ n,s 3/2 n+s (n,s 1/2
g 107 1AV o [ 4042 [ H B PP el 10 (R PA e P i
CA
+ = AVl (|07 g [PV 2+ 5 8 s [

On va maintenant utiliser 'inégalité de Young afin de rendre petits les termes en
(n,s) 2 S : . N e s
H]D)V ’ H ;2 €t ainsi pouvoir les faire passer a gauche de I'inégalité :

n,s) ||2
s o]+ M e,
< 7w a7 10 i I+ g 12097 0
+ s vl 160
+ 5o IOV v (21 3 60
+ s 2V i v IV 1 + s (29 i I
S v a0 s (el + 3 o))
' “Cﬁ 1867 v + s A 160
+ 5 a1 160
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Enfin, en réordonnant les termes, on obtient :

V(”S) )\|1nM| IDv (ns)”
L2

1
2d

d
dt

08" + s ™
)\|lnM| TS In M m3 1 L2

1
n—+s n+s—1 n+s
lav L + 5 (v [|Av

Am HL2

)\|lnM\
1 n— 4 1 n—-s
pba T LS Pl LA

)\ n+s 4 1
m3 ||A0 HL2 + )\HnM| m

I
1 n,s 2 n,s 2
+ s I | (21 50 o)

+ —W HDVn—I—s

‘A9n+s

(PRI P

2
[AV™[|72

n+s n—1,s)||2
(P N P ] (4.57)

Nous allons maintenant multiplier (4.56) par 2 A, (4.57) par 2 M et sommer. On
remarque que

v(ms) |2

Vol < ar

On pose alors :

n,s 2
an = A2 6 v

s + M

Vo ||,
A
. uﬂﬂ@nwm+vmmwwM+mmeww“mm
C M
Cp = E{X HAVTL_IHiQ + /\ HVAHn_lHi2 + AM2 + W ||8t(9”||§{1
M n+s||2 M n4+s|l2
+ )\3|lnM|m3 ||8tv " ||L2 + )\|lnM|m HAV i HL2
M n+s— n+s M n—
3 IV e A+ S s 1PV Iz
M n-—-+s n-r+s )\M n-+s
+ A a0 T o M me |2

M , M ,
AV — e b
T o Y e+ S M }

C nts n+s M nTs nrs
o= {1 9 S IV v
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et on obtient :

an (t) + b, (t) < cn(t) an(t) + dn(t) an—1(t).
D’apres le Théoréme 4.1, on a ¢, € L'(0,T) et d, € L*(0,T). On va donc pou-
voir appliquer le Lemme 2.3 (de Gronwall). Comme a,(0) = 0, alors il existe des
constantes B > 0 et D > 0 telles que p.p.t € [0,7] :

o)+ [ 00 < Bl ey [ 2]
L

ot D = D ||agl| Loo(o.r)- On vient ainsi de démontrer le résultat de la Proposition
4.2. [

Démonstration. (Proposition 4.3)

Nous allons procéder comme dans la démonstration de la Proposition 4.2, mais en
utilisant comme fonctions-tests des dérivées d’ordre plus élevé pour la température
0(™9) et pour la vitesse v(™®) afin d’obtenir des estimations pour les dérivées d’ordre
supérieur.

Soit & > 0. Commengons par prendre le gradient de (4.49) et multiplions par
n=2V5,00m) — A\VAH™)

i ||V(9t6‘(n,s)HL2 4 5& HA@(TLS)HLQ +)\2/9n1’VA9(n’S)’2

5)\
0" VAH™) V@te("’s) — / V(v(”_l’s) VO o — / V(v"‘1 . VQ(”’S)) -
m Jq Q Q
+A / V(" TIAGT) o+ A / AGI O — A / V(Vr ) verte)
Q Q Q
- / V(Vet.veme)) ..
Q
Soit € > 0. Nous utiliserons ’estimation suivante :
6)\ n— n,s n,s 5 n,s 2 76)\2M n,s
E/QQ LVAY v e,0m)| < m”vate( |, THVAH i
et pour h € L3(Q) :
g (n.9) (n,9)
bl < bl {208+ A [V A6,
n,s 2 n,s) |2 C(5+€_1) 2
< 14m|\at L. +eXm||[vas™)|, ————[Ihf..
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On obtient donc :

6 n,s 2 n,s 76M n,s
o [V08™ 3, 4 5 18003, 4 0m s ) Va0
Co+e)

m

Iz

IN

{9 a2, + o v 2,
X2 |V A0 ) [, + A2 (| a0 worY [,
+A2 HV(VG(WLS) . V9n+s)||; + A2 HV(V@"J . V‘g(n’s))Hi?} )

On développe le terme :
(V@9 20m)| , < [| A6 Vor19| 4 [0 TAg L. (458)
Pour le reste, on va utiliser que pour g € H'(Q), h € H*(),
IV (M2 < Cllgln IRl 1Al < Cllglgn Ao

Ainsi, avec les inégalités de Holder, de Gagliardo-Nirenberg et d’Agmon, on obtient :

n,s n,s 76M n,s
o V085, 4 5 3 18605, 4 a2 (1 02 = T2 [vagea,

2m
C<5+€1 n-rs n-rs n—1,s 2 n— n,s
ST{IIM 52 IV 26 IV (A, |26,
X (2075 ([ 207, |26,

X ([T 20, (6 100 o+ 2 20T, A6
2 (2075 ([ 20| A6

HL2
2 n—1]|2 (n,s) 2
+A [ VAL, (| A6 HLZ}.

.. 2 . ,
On choisit € = i, 0 = 1137z < 1 et on obtient en réordonnant les termes :

n,s n,s )\2m n,s 2

M2 HV@ HL2 2 dt HAQ HL2 + 9 HVAQ( 7 )HL2
n— n— n,s 2
Sg{(HAv G+ A2 VA L) [Ja0

n+s n+s n—1,s)||? n—1,)|?
a0 2075, (3240029 + 192,

X[V Ag 7, 007 00 } (4.59)

Soit § > 0. Nous allons maintenant multiplier I’équation (4.50) par

w = 9,v(™*) 4+ §AV(™) . Les mémes calculs que ceux faits en Annexe B.1 montrent
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1d

en]D) (n,s) (n,s) _—
/QV v O 5T

1
(9n)|]DV(n,s)|2 . 5 / M/(en) 8t0n |]D)V(n,s)|2’
Q
—0 / V- (u(@")Dv™)) . Avm) = / M(en)mv("vs)\? -9 / W (0) g™ v Avne)
Q Q Q
5 / 2(67) (Dv™) Tgm) - Ay,
Q

ol pour n > 1, ¢" € HY(Q) N LE(Q) est tel que —Av™ = Av" + V¢". On a alors :

™92 1d 2 2
e —— [ (@) DV 5 (™) AV
/Qen 2dtQ()| | Q()| |

(n,5) 1
_ 5/ atV -AV(n’S) + _/lu//(en) aten ‘Dv(n,s)‘Z +5/ lu/(en) q(n,s) \WiE 'AV(H’S)
o 0" 2 Jo Q
9(nss)
+ (5/ 9” ID)V n:5) VQ”) AV 5) / Watanrs W

(n,s)
/V 9n+s o M(Qn))ﬂ)vn—FS) W +/ gi—i_—sen(vnﬁ-s—l . v)vn+s CW
Q

/ o (v(n 1,s) | V)Vn+s W — / ein(vn—l . v)v(n,s) W
Q

f(s) 1
+ A / (Vv — VIvHe) verts . w — A / — (Vv - gy gonts . w
Qn—f—s 0” 0 @n

T..n n,s)
_)\/90 (Vv" = VIvh) vers) . w — /9n+59nf W

Nous allons maintenant procéder a des majorations de chacun des termes du

second membre. Soit € > 0. On utilisera les estimations suivantes :

v (s H@tv("’s)HQ2 5M6 s
‘6/Qt6—n-A( )| < 2OML+ [Av )||L2’
et pour h € L?(Q),
[o ™2, |2 0
/Qh.w‘ < 20—ML2+56)\|111M]HAV ..+ C- <M+m> f7.

Dans le cas particulier ot h = V - ((u(60"*) — pu(6™))Dv"™*®), le théoréme des ac-
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croissements finis permet d’obtenir :

IV - ((u(6"*) — p(8™)Dv"*) |2,

o
Og(MJr—)\“ )

<C. (M +
—C( ST

SCE ( )\|1 M‘) m2 H@ n+s||H1

<C. (M + o) ||?
- ( Ml M|

|| 0n+s . gn))D n+s

(P

s

v |
2 v,

A
Ensuite, pour h = — L.V)v(ms) et h = —e—n(VV("’S) — VIvm))gents T'in-

= % + %) et 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg donnent :

1
on
égalité de Holder (avec

5
@(M+MmMO

2
O<M+—LJ

n.s) 12 € Alln M| n— ns) (12

e st v+ T ) e

(v"

1 2

Q_n (Vn—l . V)V(n,s)

L2

et

A 2

Q_n(vv(n,s) . VTV(n,s))v9n+s

5
Q(M+MmMO

Co(M+5257) N
<edA|In M| |Av)|?, + <7n45ﬁ;222 12617

L2

By,

De plus, I'estimation du terme suivant se fera de fagon analogue a l’estimation de
T% en annexe B.1 :

’5/ M/(en) q(n,s) vo" . Av(n,s)
Q

n||4 |3
2+oiw§um(yhkﬁhi)m7”mm

HL2 “m*|In M3 | In M |* m*

<2e0A|InM|||Av)
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Grace aux inégalités classiques, on obtient :

Hatv(nJ)HiQ 1d n (n,s)|2 50 M (n,s) 2
A n ey 2, OMIAE; 126, s
SCg{émﬂmﬂﬂ o N+ g (1 Tz ) 1Pl

5A n n,s
+m”ﬁ9 |72 ||Dv HLQ}

° ! e n.s)[| )\2 n+s n.s) 12
(0 s {m v 101 o A 0]

]' n+s— n—+s n,s 2
D v 2 0|,
¥ 2 Dy v v
+)‘|1gM‘ n—1|[4 (n,s) |2
+m“®" 172 [IDv 2]l
£ 2 a0 2, [av 2 6|
m4 L2 L2 H1
(M+—ﬁ ) A3
AL agme |, (D

m*§ | 1In M|

)\2 n n,s 2 1 n,s 2
+ g 1AV [ | A0, + — [IE]2 (6] 1. }

A|In M| m? m?

1
On choisit € = 50 et 0 = 0 On remarque alors que comme 573 < M,

alors
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M+ A\12M| < C' M, de sorte que :
[8v™I |2, 14 o ez AP Pm?
T+ g @DV T |
<o s 1007t [0+ Sl (1 ol ) o
b WAL v+ 2 o o
e T el = [ e T PR PR TR
+ % 1BV A DY R o v
Ami” 8072 w5 o+ 2 o v
200 s a0 2
En réordonnant les termes, et en utilisant Péquivalence des normes
10/ 72 ~ |0l ;1 + || A6] 2 sur HZ(€2), on obtient :
Hat\;(v;\jHiz N ;i/ (") DV 1 A2|1;10A]{4|2 m? HAV(n,s)H;
<o a1+ it (1 i
s 108+ 2 v+ m;‘f—lw v
+ % a0, + ||Av”|rL2 + 5o I }
< (IDvea2, + ¥ ”M(mw
O Dy v o v,
+c{ T A P A N T T
L T Y PR
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On va multiplier (4.59) par 2 A et (4.60) par

et sommer. On remarque que

Alln M|

H]D)v T8 () Dv (™)

i = 7 Vi

L2

En posant :

1 2
o 800+ 7

L2

Am s
b =T [voe

0™l Al M| m? |Avtno)
A M [In M] 20 M v

17

[ Tase?, ¢

2

n— A n— n
e _C{E lav 5+ = (VA [, + 106" 171

_m
AmA|In M3

m? M| In MP it | X T i I
+L‘
Al ln M| m?
+M—)\{
mS|1In M3

AHAH"H%} <1+ ”A9n||i2 )_'_ M |atvn+s 2

3
‘ Avynts 2 M

Iz + B X [ Tn M vl

nds||4 M ni2 M 2
A0 + Nn M| m? |AV"]| 72 +W ||f||L2}

)\ n—+s n-—r+s M n—+s n-—-+s
ou=c{ 2 o foar o v |

122 16 gz (16|

3
60 =C [T A6
m

o st 10 + g v T
+ i PV s
e 180 o I+ e s {10
on a alors :

an (t) + bn(t) < cn(t) an(t) + dn(t) an—1(t) + en(t).

D’apres le Théoréme 4.1, la suite (c,) est bornée dans L'(0,T), la suite (d,,) est
bornée dans L*(0,T) et la suite (e,) est bornée dans L'(0,T). On remarque que
a,(0) = 0 et qu’en raison de la Proposition 4.2, on a :

> (Bt)"]*
||€n||L1(0,T) <D lT} ) (4.61)
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ou B > 0et D > 0 sont des constantes ne dépendant pas de n. On en déduit en
appliquant le lemme de Gronwall que pour t € (0,7) :

1

2

w)+ [ a0 ([T g, (U
Biy]*

<D

Y

e

ce qui termine la preuve. Notons qu’en raison de la non-linéarité de ’équation de
température et plus particuliérement a ’estimation du terme de droite dans (4.58),
on a seulement un exposant % dans (4.61). On obtient alors une vitesse de conver-
gence plus faible dans (4.53)-(4.55) que dans (4.51)—(4.52). O

4.3.3.2 Passage a la limite

A Taide de la Proposition 4.2 et de la Proposition 4.3, on montre qu’il existe
v € L*(0,T;D(A)) nC(0,T;V), p € L*0,T;L3(Q) et 6 € L*0,T; H3 () N
C(0,T; H%(Q)) tels que 0,0 € L*(0,T; H(Q)) et 9,v € L*(0,T;H) et qui vérifient
les estimations (4.44)—(4.45) et (4.46)—(4.47)—(4.48).

Nous allons dans cette partie montrer que (v, p,#) est solution forte de (4.11)—
(4.12).

Pour cela, considérons ¢ = nw, avec n € C*(0,T) vérifiant n(T) =0 et w € V.
On multiplie alors (4.40) et (4.14) par 7 et on fait la différence. On obtient :

¢ T
/ (i(?tvn — 1015v, (;5) dr
o \o" 0 12
T anl v
+/ <( V)V = (= - V)v, ¢) dr
0 o 0 12
T

—l—/o (W(@™)DV" — u(0)Dv,D¢) . dr (4.62)

T 1 1
+A / (—(VV” - Viv") - vedr — g(Vv— Viv) Vo, cb) dr
0

n L2
T 1 1
i/o ((e—n‘é) f*’%ﬁ“

Nous allons passer a la limite dans chacun des termes en utilisant les estimations
a priori du Théoréme 4.1 et les résultats de convergence de la Proposition 4.3. On

.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

4.8 Résultat d’existence et de réqularité 93

obtient pour le premier terme :

Tr1 1
— V" — =0y, gb) dr
/o (9“ 67" ) 1
T /1 Tre—om
—8v”—8v,¢> dr /(—8V,¢> dr
/(; (en(t t) L2 0 9”9 t L

I I N
| 1o =0l a4 — [ 10wl 10 = 0 ol r

1 n
< m [Opv" — atVHLQ(O,T;H) ||¢||L2(0,T;H)

IN

_|_

IA

+ oo 106V | 20 7.5m) 116 — enHLoo(o,T;H?V(Q)) &1l L2 (0,780 -

Ainsi, avec la Proposition 4.3, on conclut que :

71 1
— " — =0 v,gzﬁ) dr
/o <9n o)

On montre de fagon analogue que tous les termes de (4.62) tendent vers 0. On rai-

— 0.

n—-+o0o

sonne pour la température comme on I’a fait pour la vitesse. Enfin pour la pression,
on passe a la limite dans (4.43) et on obtient :

(V ’ W7p>L2 = (Fvw)LQ , bpte [OvT]7 Yw € H(IJ(Q>7 (463>
avec P 1 A\ £
F = tTV +gv: Vv -V . (u(0)Dv) + E(VV —VIv)Vo - 7

On en déduit que (v, p, ) est solution forte de (4.11)—(4.12).

4.3.3.3 Unicité

I ne nous reste maintenant plus qu’a démontrer I'unicité de (v, p, 9).

On suppose que (4.11)—(4.12) admet deux solutions (vi,p1,61) et (va,pg,6s).
Notons 0 = 01 — 65, v =v; — vy et p = p; — po. Alors le systéme d’équations vérifié
par (v, p,0) s’écrit :

{ate F Vi VO+ V- VO + AV(0 + 62) - VO — M1 AO — NIAD, = 0, (464

0(0,)=0, VO -n=0,
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(1 0 1 1 0
e—latV 91 02 8tV2 + — 9 ( V) 91 (V V)VQ 91 02 (V2 . V)Vg
=V ((01)Dv) = V - ((1(61) — p(02)Dv2)) + ~(Vvi — VIvi) VO
\ 0 th 9 (4.65)
s _ T _ _ T — ——f
—|-91 (VV \V4 V)VGQ 01 92 (VVQ \V4 Vg)V92 + Vp 91 (92 ,

V-v=0, vo(0,-) =0, v|s, =0.

\

Soit d >0 et e > 0.

On commence par multiplier (4.64) par —Af 4 ¢. Comme v;,v € V, on a :

d
3 (IVOI5 + 101]7) —/Aevl-ve—/aevv&
Q Q

N | —

—)\/AGV(91+92)-V6+)\/9V(61+92)-V9+>\/01]A9\2+)\/91\V9|2
Q Q Q Q

—i—A/@VGl-V9+)\/0A02A9—)\/92A92:0.
Q Q Q

En utilisant les inégalités classiques, on obtient :

1d

S 013 + Am (IA0]5, + |V6].)

{ D[ 2 (VO35 (|AG]1757 + | A0l 12 [V][}5 1DV 15 1A .

F (1A 12 + A0 12) VO 1AGISE + A (|AG]] 12 + [[A6s ] 12) [16]]7:
F QG 2 1017+ MO 160155 1|48 1A .

+ A A0l 2 (16117 }

Avec I'inégalité de Young, et en utilisant que les normes ||0|| ;- et [|0]| 5 + [|AG]] -
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sont équivalentes sur H?(Q2), on a :

||9||H1 +Am||Ad||7

2dt
eM|InM
<OAm A0 + 5o (Dl 90 + 0 am 202, + M pype,
05,5 4
oy e 180l VI + 0 dm 20
C&

+ = (A0 2 + 16 32) V0172 + A (1AGL 2 + | A8l ) 116117

+A HA91HL2 16117 + 6 xm (12072 + 16117:)

Ca
=2 | AGo |72 161177 + A AG| 2 1611771,

et par conséquent en multipliant par 2 \? et en regroupant les termes :

d
A 63 + 2N m(1 = 56) | A0]2, — 220 M | In M| D2,

1 ) A
SCé,a{W Dv1 72 + 2 M o M] [N +3 (||A01||L2 + (| Abs72)

A(IAG |z + (A0 2 +m) } (A* 11017 + [IvIIZ2) (4.66)

Multiplions maintenant I’équation (4.65) par v :

1d
- = Dv|?
sii | gl [
001, 5 / 0 /1 /1
= + Ove-v— | —(vi-V)v-v— v-V)vyg- v
/992" 05,V g V) gV VIve

g A
+ / (Vo V)va v — /(u(el) — 1(63))Dvs @ Dv — / A (Vvi — Vv V0 - v
o 010; 0 Qb

1

A Y, 0
— / (Vv = VIv)Vo, - v + / (Vvy — VIvy)Voy - v + / f-v.
Q 91 Q ‘91 92 Q 01 92

En utilisant les inégalités classiques et le théoréme des accroissements finis, on ob-
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tient :

1d A" 2 2

—— ||l—= A 1In M| ||Dv]|7,

3 ||+ man o

1
<C{— 1001|121Vl 2 1DV 2 + —5 10evell 2 (10 g2 [Vl 2

1 1/2 3/2 1/2 3/2
a D IV DI + - D HVH 2 D7
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
N R I A A H o 20152 1012 vl [

1/2 1/2 1/2 3/2
+—\|DV1HL2 1AG]] . [[V]155 D32 + HA@HLQ HVH/ IDv][3

1/2 1/2 1/2 1 2
+5 Heu 2 161372 1DVl 2 188|117 VI + — L8l 1610 1DV o }

On applique maintenant I'inégalité de Young et on utilise ’équivalence des normes
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1011 72 et (101l g2 + [[A0]] > pour avoir :

2
\%

VoLl
C.
< (A M BV 4 5 S 0 1)

INm Cs M
+ (S 10l + 18012) + S ol Il

+ AlIn M| |Dv]%,

1d
2dt

Cs 4 2
+ (5)\ |In M| | Dv]|7. + NI M D172 [Vl 72
Ca 4 2
+ (5)\ | In M| ||Dv|7 N [ Mt D2z ||VHL2)
SN m C'a
+ ( (1615 + 11A6]172) + <" [Dv2|l7» 1617

C’
2 5 4 2
FX M IDVIE: + 55 IDvalls Il

Cse M

5>\ m
W ||]DV2||4L2 ||9||ip)

+ (A M DV 72 + =5 (16117 + 1A8]72) +

SN m 05,5 4 2

(D 180 + <MDV + it il Il
C: A 4 2

(A IDVIE + S gl v

IN3m 05/\ M
+ (7 101 + 1a01) + S22 Al ol

+< A [In M BV + e IDvalls [

20 X3 In M| mA L L

C.
(A MIDVIES + S R 191 )

Nous allons multiplier I’équation précédente par 2 M et regrouper les termes. Pour

cela, on remarque que

1 M M?
m* T mbd mo’
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On a alors :
2
DY on | MM (1 = 92) DV, — 106 Am || A0
dt \/E Lo L2 L2
C&,e M? A2 m? 2 2 4
S{ASmmuﬁmﬂﬂ%wﬁ<Jw2”&%m“+ﬂavﬁ”+wmvm“

—HmwﬁrHM%ﬁer%)+C&Am}wwé+AWW§) (4.67)

1
En sommant (4.66) et (4.67) avec § = ¢ = —, en remarquant que

20’
IDv 7. < ,
Vo1l
et en utilisant les majorations
1 1 M3
< <
m2M — m3 — mS

dans le second membre de (4.66), on obtient que :

a'(t) +b(t) < a(t) c(t),

avec

alt) MH RESCIPT

Vo | s
b(t) = A nwAWp+AMHMWM%Em

s M )\2
C(t) = \3 min(l, I 1I1M|3) mo ||at91||H1 + ||afv2”L2 + ||]D)V1HL2 + ||]D>VZ”L2

+ [ AGI72 + (| A6 72 + Hﬂliz) + Cse A1AG ]| 2 + [|Aba]| L2 +m) }

Comme a(0) = 0, le lemme de Gronwall implique que a(t) = 0 p.p.t € [0,7]. On en
déduit donc que #; = 0y et vi = vs.

Pour montrer 1'unicité de la pression, on réécrit (4.63) pour p = p; — p :

(V-w,p)o=(F1—Fa,w),., pptel0,T], VYwe Hé(Q),
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avec

Fi = atVi

1 f
+ —v;- Vv, = V- (u(0;)Dv;) + A'(VV,' — VTV, Vl; — =, pouri=1,2.

Qi 91 01 01 ’

Avec ce qui précéde, F} = F, donc Vp = 0. Comme p; et py sont & moyenne nulle,
on en déduit que p; = po.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré un résultat d’existence de solution réguliére
pour un modéle de type faible Mach. Ici, la viscosité a été choisie dépendante de la
température de facon a éliminer les termes d’ordre 3. Nous avons suivi la démarche
utilisée dans [50], basée sur une linéarisation des équations. Les principales étapes
consistaient a :

— Etablir des estimations a priori sur la suite de solutions approchées, ainsi que
le principe du maximum pour la température ;

— Montrer que la suite de solutions approchées est de Cauchy dans un espace
approprié;
— Passer a la limite.

Cela nous a permis de mettre en évidence les vitesses de convergence de la suite de
solutions approchées vers la solution du probléme continu.
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Chapitre 5

Méthodes de Volumes Finis pour
I’équation de température d’un

modéle faible Mach

Dans ce chapitre, nous faisons l’étude numérique du modele considéré
dans le Chapitre 4. Nous nous intéressons en particulier a la discrétisa-
tion de l’équation de température, qui est de type volumes finis. Plusieurs
schémas numériques seront étudiés et comparés sur des critéres de pré-
ciston et de respect du principe du maximum.
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5.1 Introduction

Dans le Chapitre 4, nous avons étudié un probléme de type bas Mach spécifique.
Nous avons montré un résultat d’existence, d’unicité et de régularité de solutions,
ainsi qu’un principe du maximum pour la température. Nous souhaitons maintenant
proposer un schéma numérique permettant de simuler ces équations en dimension 2.
Une condition requise est le respect du principe du maximum pour la température.

Nous nous intéressons dans un premier temps a I’équation de température seule,
dans laquelle la vitesse solénoidale est donnée. Nous commencgons par montrer, en
nous inspirant des travaux de F. Huang et W. Tan [57], qu’en dimension 2, si la
donnée initiale est proche d’une constante, alors I’équation continue posséde une
unique solution qui est globale.

Ce résultat d’existence globale étant établi, nous nous occupons ensuite de la
discrétisation de cette équation. Comme nous visons des propriétés de principe du
maximum, nous nous orientons vers des méthodes de volumes finis. La difficulté
principale provient du terme |V6|?, appelé terme d’effet Joule dans le contexte de la
conductivité électrique, voir par exemple A. Bradji et R. Herbin [6] ou les travaux
de C. Chainais et ses collaborateurs [16, 17]. En effet, la définition d’un gradient par
maille n’est pas immédiate en volumes finis. Ainsi, on pourra consulter les travaux de
R. Eymard et ses collaborateurs [37, 38] pour des propositions de gradients discrets
sur maillage admissible. En outre, K. Domelevo et P. Omnes [31], puis C. Chainais
[16], ont utilisé un gradient discret reconstruit suivant 'idée présentée dans l'article
de Y. Coudieére, J.-P. Vila et P. Villedieu [25]. Le principe de ces schémas, valables
sur des maillages trés généraux, consiste en la double résolution des équations, sur
maillages primal et dual. De plus dans [32], J. Droniou et R. Eymard proposent un
schéma dont les inconnues sont la fonction, son gradient et les flux. Par conséquent,
la définition d’un gradient discret par maille est intrinséque au schéma.

Une autre difficulté liée au terme d’effet Joule concerne le respect des bornes, et
en particulier de la borne inférieure. En effet, si I’on considére des modéles "proches",
comme ’équation des milieux poreux, voir par exemple les travaux de C. Canceés et
C. Guichard [15], ou 'équation de convection-diffusion intervenant dans les modéles
de type Khazhikhov-Smagulov, voir par exemple 'article de C. Calgaro, E. Creusé
et T. Goudon [13], le principe du maximum s’obtient sans trop d’obstacle pour les
schémas d’ordre 1. En revanche I’ajout du terme |V0|? dans I’équation de tempéra-
ture, positif, complique I'obtention de la borne inférieure. Nous devrons donc étre
particulierement vigilants quant au choix de la discrétisation de ce terme. En ce
sens, plusieurs schémas seront étudiés et comparés sur des critéres de précision et
de respect du principe du maximum.

Finalement, ’équation en température sera couplée a ’équation en vitesse, défi-
nissant ainsi une nouvelle méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis. Nous
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détaillerons en particulier les communications entre les différentes méthodes numé-
riques. Enfin, le schéma sera testé sur le cas test de la cavité chauffée étudié au
Chapitre 3.

5.2 Etude de I’équation continue

Soit €2 un domaine de R2. Nous étudions dans cette section I’équation suivante :

00 +V - (0v)+2\VO> = AV - (V) =0, Vte|0,T], VxeQ,
VO(x) - n=0, Vtel0,T], Vxeoi, (5.1)
0(0,x) = Op(x), Vx e,

ol v est un champ de vitesse a divergence nulle. En adaptant la démonstration du
Théoréme 4.2 du Chapitre 4, on montre immeédiatement le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. On suppose que :
0y € HJQV(Q),

v E L2(0,+oo; D(A)),
f € L*(0, +o0; L3 (),

et que
0<m<0Oy(z) <M, Vre (5.2)
Alors il existe T > 0 tel que l’équation (5.1) admet une unique solution

0 € L*0,T; H3(Q)) N L>(0,T; HZ(2)) telle que 0,0 € L*(0,T; H(Y)). De plus,
0 satisfait :

m<0(t,x) <M, Vtel|0,T], VzeQ. (5.3)

Nous allons maintenant suivre la démarche de F. Huang et W. Tan [57] afin
d’étendre ce résultat local & un résultat d’existence global, sous réserve que la tem-
pérature initiale soit proche d’une constante. Il est & noter que ce résultat est valable
uniquement en dimension 2 en raison de la non-linéarité de I’équation (5.1).

Théoréme 5.2. On suppose que les hypothéses du Théoréeme 5.1 sont satisfaites.
Soit 6 un réel strictement positif. Alors il existe § > 0 assez petit tel que si :

160 = 0)| . <9, (5.4)
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alors, Uéquation (5.1) admet une unique solution globale 8 € L*(0,+o0; H3,(2)) N
L>=(0, 4+o00; H%(Q)) telle que 0,0 € L*(0, +oo; H'(Q)) qui satisfait :

HHO - gHLOO(O,—i-oo;LOO(Q)) < 0.

Démonstration. Dans toute cette démonstration, C' désigne une constante dépen-
dant uniquement du domaine. Comme nous avons montré dans le Théoréeme 5.1 un
résultat d’existence local, il nous suffit d’établir les estimations a priori uniformes
en t pour la solution. Soit T' le temps d’existence local donné par le Théoréme 5.1.

1. Commencons par montrer que

16 =81l oo 1,100y < & (55)

Pour cela, on pose

6" = max(0,0 — 6 — 0).
Remarquons que % > 0, et que 8% = 0 si et seulement si § — 0 < 5. On
multiplie (5.1) par §*. Comme v € D(A) = H*(Q) NV, on obtient :

2dt H9+HL2+2A/9+|v9|2+A/Qe|v9+|2—

Le dernier terme du membre de gauche est positif en raison de (5.3), et le
deuxiéme également. On en déduit donc par la condition initiale (5.2) que
6 = 0 et par conséquent § — 6 < § pour tout ¢t € [0;T]. Pour I'autre borne,
on multiplie (5.1) par = = max (0,6 — (¢ — 6)). On obtient :

1d 2 / _ 2 / —12
S| [ DN Rl AvZ e AU W | v el

Par I'inégalité de Holder et de Gagliardo-Nirenberg, puis I'inégalité de Young,
on a :

2 [0 1vo P < oo o 52 a0

Am

CA - -
< S 07+ 1807 [ 1o e
On obtient donc en utilisant (5.3) :

1d, Am -~ Am C)\
10+ 2190 < (34 318071 ) o

On applique le lemme de Gronwall, en remarquant que HAH‘H; est borné
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dans L>°(0,7) d’aprés le Théoréme 5.1. On obtient :

A

o= < exo ((Amo+ 3180 g ) T) 07O e € 0.7),

On en déduit que 6~ = 0 et par conséquent (5.5).

2. Etablissons maintenant les estimations pour les normes faibles. On multiplie
(5.1) par 6 — @ — Af. Comme v € V, on obtient :

= (o - 9HL2+HV6HL2)+)\/ (IVOP + |A0?)

—/(VTVVH)-V9—2/\/(0—0)|V0|2+>\/ |VO|? Ab.
Q Q Q

Grace a l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (2.13), et aux inégalités (5.3) et
(5.5),on a:

5o (1012 + IV6I.) + Am (1612 +120]32.)
<Cl0 -]« (5 IDVIE: + Aol

1
<C6 (X DV, + A HA@Hiz> :

Am
En prenant § < 50 on obtient :

Co
2 (1081 + 1901 ) + 2 (19612, +180]2.) < <2 DI,

En appliquant le lemme de Gronwall, on a alors :
—n2 Am [* 2 2
o) =+ 5" | (198G + 1202 s

(X)) —12
S exp (T ”VHiQ(Qt’Hl(Q))) ||90 - 9||H1 ) Vi € [O7T] (56)

3. Montrons maintenant les estimations pour les normes plus réguliéres. Nous
prenons le gradient de (5.1) et multiplions par —VA#. On obtient :

1d
2dt

A/G!VAG!QJr)\/A&VH-VAH:O.
Q Q

1267, — /vva) VAQ—Z)\/VVQV@ VAf
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Avec les inégalités classiques, on a :

[77vvo-vad| < ||Vv||L6 16, ||VA0||L2
Q

< Am IIVMIILz Y ||AV||L2 12017,

‘m/vveve-me ) NI 2N
Q

<A HA@HW IV AB|35 IV6)35 |AG]57 VA,
C A
< T T vAs)?, + — S IVOIL: A8

et de méme :

A C A
'A/ WNAYE vm‘ < 7’” IVAG3, + — VO3 || A0 -
Q

Par conséquent, on obtient :

d C
37 18015+ Am [ VAG|7, < S (m? [|Av][7: + 3 [VO[7: |A0]]7) [ A0]]7:

Le lemme de Gronwall nous permet d’avoir V¢t € [0, 7] :

t
1260012 + Am/o IV A6(s)|[2, ds <

(C
exp | 3

t
— / m? |Av(s) 22 + X [VO(s) |22 120(5) | ds) 1AB|I2. . (5.7)

D’apres (5.6) et (5.7), et le fait que v € L*(0, +o00; D(A)), on obtient :

He - gHLoo(O7T;H2(Q)) + ||V9||L2(O,T;H2(Q)) S 0(90, V)' (58)

D’apreés le théoréme d’existence local (Théoréme 5.1) et 'estimation uniforme (5.8),
la solution forte locale peut étre étendue a RT.

]

La suite du chapitre sera consacré a la discrétisation par volumes finis de I’équa-
tion (5.1).
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5.3 Rappels pour un probléme de convection-diffusion

Dans un premier temps, nous oublions le terme effet Joule |V0|? et nous effec-
tuons des rappels sur la discrétisation par volumes finis de ’équation de convection-
diffusion suivante :

00+ V- (0v) — AV - (0V0) =0, Vie[0,T], VxeQ,
Vi(x)-n=0, Vtel0,T], vxel?¥,

0(t,x) =0p(t,x), Vte[0,T], vxelP,

0(0,x) = 0p(x), Vx €,

(5.9)

ot §2 est un ouvert polygonal borné de R?. On suppose que son bord I' = 9 est tel
que ' =TYUTP avec T" NT'P = (). v est un champ de vitesse donné a divergence
nulle.

Pour la discrétisation temporelle, nous utilisons un schéma d’Euler implicite.
Pour cela, afin de simplifier I’écriture, on considére une subdivision réguliere 0 <
0 <tt <--o <tV =T de [0;T], et on note At = L le pas de temps. Pour la dis-
crétisation spatiale, nous allons utiliser une méthode de volumes finis. Commengons
tout d’abord par définir un certain nombre de notations concernant le maillage.

5.3.1 Maillage

Nous commencgons par définir la notion de maillage. La principale référence
concernant cette section est le livre de R. Eymard, T. Gallouét et R. Herbin [36].

Définition 5.1. (Maillage)
Un maillage M de 2 est donné par M = (T,&,P) ou :

— 7T est une famille finie d’ouverts polygonaux convexes disjoints (les volumes
de controle) telle que Q = UgerK,

— & est une famille finie d’ouverts disjoints de Q (les arétes) telle que pour tout
o € &, il existe un hyperplan E de R? et un volume de controle K € T tels
que g = 0K NE.

— P est une famille (xx)xer de points de 2, avec xx € K.

La taille du maillage est définie par :

h = sup diam(K). (5.10)
KeT

Pour K € T, my désigne 'aire de K et pour o € £, m, désigne la longueur de o.
L’ensemble des arétes intérieures est noté E™ = {o € £, 0 ¢ T'}. Pour o € £™ telle

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

5.3 Un probleme de convection-diffusion 109

que @ = K N L, on note o = K|L. L’ensemble des arétes extérieures est noté £t =

{0 € £, 0 CT}. Parmi les arétes extérieures, on distingue £V = {0 € £, 0 C TV}

'ensemble des arétes de bord Neumann et EP = {0 € £, ¢ C '’} I'ensemble des

arétes de bord Dirichlet. Ex = {0 € £, ¢ C K} désigne 'ensemble des arétes de K.
int ext

Par analogie, on définit respectivement £t £t EN ot £L T'ensemble des arétes
intérieures, extérieures, de bord Neumann et de bord Dirichlet de K.

Nous allons maintenant définir la notion de maillage admissible.

Définition 5.2. (Maillage admissible)
Un maillage M = (T, &, P) est dit admissible si pour tout 0 = K|L € €™ la droite
passant par Xx et x;, est orthogonale a o en un point x, appartenant a o.

Exemple 5.1. On considére un maillage triangulaire du domaine € = [0; 1]2. Dans
ce cas, une condition suffisante pour que le maillage soit admissible est que tous
les angles des triangles soient strictement inférieurs a 3. On peut alors choisir pour
X le centre du cercle circonscrit & K. Dans les expérimentations numériques de la
section 5.5, nous considérerons pour k£ > 1 une triangulation 7, du domaine €. Pour
cela, on définit :

v = i=0,- 2"

?7
Chaque carré [z;;z;41] X [z;;z;41] est triangularisé comme représenté sur le schéma
de gauche de la Figure 5.1. Le maillage obtenu pour k£ = 1 est représenté sur le

Xj+1

X
X; Xi+1

FIGURE 5.1: Le maillage 7;. A gauche, triangulation du carré [x;; z;11] X [7;;2j41].
A droite, triangulation du domaine €.

schéma de droite de la Figure 5.1. La taille du maillage 7 est donnée par

0,145
h= T
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Les caractéristiques géométriques (nombre de sommets, nombre de triangles et
nombre d’arétes) de ces maillages pour £k = 2,--- 5 seront données dans le Ta-
bleau 5.3.

Nous allons maintenant introduire quelques notations qui seront utilisées dans
la suite du travail. Elles sont illustrées sur la Figure 5.2.

Pour o € 5}? telle que o = K| L, on note d, ou dgy, la distance entre xj et x,
et di, la distance entre xx et 0. Pour 0 € £, d, désigne la distance entre xf et

0.
m
Le ccefficient de transmissibilité est donné par 7, = d_a
ag
Pour K € T, 0 € &k, on définit nk, le vecteur normal unitaire & o, dirigé
vers 'extérieur de K, ainsi que le demi-diamant Dk, = {txx + (1 — )y, ¢ €

(0;1), y € o}. On note mp,., son aire.

FIGURE 5.2: Maillage admissible

5.3.2 Schéma volumes finis

Nous allons dans cette section écrire le schéma numérique pour (5.9). Cette
section s’appuie principalement sur [36]. Considérons M = (7,&,P) un maillage
admissible au sens de la Définition 5.2. Pour 0 < n < N, nous allons chercher
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0% = (0% ) ke une solution approchée de 0(t",-) dans l'espace
X(T)={0€L*(Q), VKeT, 0lxecPo}.
Pour la donnée initiale, on pose pour tout K € T :
0% = 0o(xx).
Pour n =0, --- , N —1, on définit la condition aux limites discréte pour tout o € £ :

O = O (1", x,).

Enfin, nous allons intégrer ’équation (5.9) sur un volume de contréle K. En appli-

quant la formule de Stokes, on a :

/ 8t9(t”“, ) + Z e(thrl’ ) V(tn+1, ) Mg,
K

o€lKk g

=AY [ o) V") ng . = 0.

o€fK o

On propose alors le schéma numérique suivant :

ot — o 5 5
K K n+1 gn+1 n+1 __
mKT+ UK,O’ 907+ —|—)\ FK,U =0
occlk cefk
ou

n+1 __ n+1
Ve = /V(t ,X) - g, dy(x).
g
OZ’T est défini pour o € £k par
n+1 :
g1 _ Ok sivige >0,
ot 0%+ sinon,

avec _
07 pour o € £t telle que o = K|L,

9}?“; = 9%4;1 pour o € ER,

07 pour o € EY.

F }?;1 est une approximation du flux du terme diffusif donnée par :

n+1 __ n+1/gn+1 n+1
FK,o =7, 0,7 (0" — 9K,a ),

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

ou il reste a définir 67!, une valeur de 6"*! en x,. Remarquons qu’'une définition
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alternative du flux, basée sur ’égalité "0 VO = %V@Q” est :
1
Fith = S (0 — (032))
Cette définition du flux est un cas particulier de (5.14) avec le choix de §7™! suivant :

n+1 n+1
QK + QK,J

ot = 5.15
; i (515)
Un autre choix de 671! sera envisagé dans la suite de ce travail :

07 = max (03, 071 )). (5.16)

Remarque 5.1. De la définition (5.12), comme v est a divergence nulle, on en déduit
que :

> vk, =0, VKeT, (5.17)

o€fK

Remarque 5.2. Nous aurions également pu considérer la définition de 07! suivante :

dpo O3 + dic o 037
Lo Uk~ + Oko Uy , pour 0 = K|L,

gl = dxr (5.18)
0%+1 4 (%L)Jrl
T’U, pour o € ER.

Cependant, les schémas étudiés dans ce chapitre ont un comportement identique avec
le choix de 7% (5.15) ou (5.18), c’est pourquoi par souci de lisibilité on limitera
I'étude au cas (5.15). Notons que les définitions (5.15) et (5.18) coincident sur un
maillage de Voronoi.

5.3.3 Principe du maximum et existence d’une solution dis-
créete

Nous supposons que :

0<m<6, <M, VKeT, (5.19)

et que :
m<0h, <M, VYoe&” vn=1,--- N. (5.20)
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Nous considérons d’abord le schéma intermédiaire suivant :

0”“ — 0
LNttt A Y =0, (5.21)
oeli cefk
ou
F;}f; = 7, 0" O — 9;;;1), (5.22)
avec

g+ = max(0, 711).

Nous allons commencer par montrer qu’une solution du schéma numeérique (5.21)
(si elle existe) satisfait :

O<m<Oy <M, VKeT, VYn=0,---,N. (5.23)

Un argument important de la démonstration est basé sur le fait que ég“ > 0.
Nous prouverons ensuite, par un argument de degré topologique, que le schéma
(5.21) admet une solution. Comme elle satisfait (5.23), elle est également solution
de (5.11).

5.3.3.1 Principe du maximum pour une solution de (5.21)

Dans la proposition suivante, nous montrons qu’une solution de (5.21) satisfait
le principe du maximum. L’existence d’une solution sera montrée dans la section
suivante.

Proposition 5.1. On suppose que (5.19) est (5.20) sont satisfaites. Soit (6%),, une
solution du schéma (5.21). Alors (0%),, satisfait (5.23).

Démonstration. La démonstration suit celle de la proposition 3.6 de [15] et se fait
par récurrence sur n. Pour n = 0, (5.23) est évidemment satisfaite car on a supposé
(5.19). Supposons maintenant que la propriété (5.23) est satisfaite pour un n donné
et montrons la pour n 4+ 1. On raisonne par I’absurde et on suppose que

1 1
0., = max Ot > M.
On écrit (5.21) sur le volume de controle K, :

(9"“—9
M, —2 R KM K + Z v;z{—;[lggn—i—l_}_)\ Z F}é‘]’; =0. (524)

0'651(]\[ UEgKM
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On a "
n+l _ pgn
HKIM QKJVI

MK, A7 >0

car on a supposé que 9}?;{1 > M et 0% satisfait (5.23). Montrons que les deux autres
termes de (5.24) sont positifs pour obtenir une contradiction.

Tout d’abord, on a

n+1 n+1l _ n+1 n+1l _ pgn+l
UKo 90# - Z VKo (90# HKM)

UE(‘:KJW UEgKM

d’apres (5.17). Alors pour tout o € E¢  telle que o = Ky/|L,

n+1 n+1 n+1\ __ : . oon+1
e (9n+1 _ Qn—i—l) _ YUK y,o (QKJW o GK]M) =0 si YKo > 0,
Kyr,o o,+ Ky ;l{-l—l (024—1 _ enK'i‘l) > 0 sinon
MO f) — ’

De méme, on montre que vj;’ ! (054" — 03 1) > 0 pour o € £ grace a I'hypothése
(5.20).

Maintenant, on observe que pour tout o € £g,,, F }}ng est positif car 91’}“ > 0.
On arrive donc & une contradiction, ce qui permet de conclure que que (9’}(“ <M
pour tout K € T.

L’autre borne s’obtient de facon similaire.

5.3.3.2 Existence d’une solution au schéma (5.21)

Grace au résultat de la Proposition 5.1, nous sommes maintenant en mesure de
prouver l'existence d’une solution au probléme (5.21). La preuve s’appuie sur un
argument de degré topologique, voir la section 2.4 du Chapitre 2.

Proposition 5.2. On suppose que la donnée initiale et la condition aux limites
satisfont (5.19) et (5.20). Alors le probleme (5.21) admet au moins une solution.

Démonstration. La preuve suit celle proposée dans [15]. Pour p € [0, 1], on définit
(071) ke comme étant une solution du schéma suivant : pour tout K € T,

M
9?;:“1 - Q”K n+1 on+1 rn+1
B S g, S
o€fK o€€K
+1 =AY Fidy, =0, (5.25)
ocelk

ol 92;17#, F }ét,lﬂ sont définis respectivement par (5.13) et (5.22) en remplagant 67!
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et 07 par 07t et 711, et F}?;lu est défini par :
Tl =, M (07— ont (5.26)
Kou = 'o K,u K,o,u/* :

En suivant la méme démarche que dans la démonstration de la Proposition 5.1, nous
pouvons montrer que pour tout K € T,

m < 03t < M. (5.27)

On définit maintenant K = [m — 1; M + 1]#7 compact de R#7 | ainsi que la fonction
H : [0,1] x R¥T — R#7 par : VK € T,

Ot — O :
Hic(p, (05 ker) :mK’“T + Z U}?Fal ‘ggjrl,u A Z thlu
o€EK o€l
—=n+1
+ (1 - HJ) A Z FK,U,M'
o€€K

Alors H € C([0,1] x K,R#7T) et en raison de (5.27),

Hic(p, (05 ) xer) =0

n’admet pas de solution sur OK. Par conséquent, 6(H (u, -), IOC, 0) est indépendant de
p d’apreés la Proposition 2.7 du Chapitre 2. Comme (5.25) admet une solution pour
p = 0 (voir par exemple [36]), son degré topologique est non nul, voir la Proposition
2.8 du Chapitre 2. On en déduit que (5.25) admet une solution pour p = 1, par
conséquent (5.21) a au moins une solution.

]

5.3.3.3 Conclusion

Nous avons montré que le schéma (5.21) admet au moins une solution, et qu’elle
satisfait (5.23). Par conséquent elle est positive, et est donc aussi solution de (5.11).
Nous avons donc montré la proposition suivante :

Proposition 5.3. On suppose que les hypothéses (5.19) et (5.20) sont satisfaites.
Alors le schéma (5.11) admet au moins une solution (6%) qui vérifie (5.23).
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5.4 Traitement du terme effet Joule

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’équation de température compléte :

00+ - (0v)+ 2A\|[VO]2 — AV - (6V0) =0, Vie[0,T], VxeQ,
Vi(x)-n=0, Vtel0,T], vxelV,

0(t,x) =0p(t,x), Vte|0,T], VxelP,

0(0,x) = 0y(x), Vx e

(5.28)

Par analogie a ce qui a été fait dans la section 5.3, nous allons approcher (5.28) par
le schéma suivant

gt — gn
mKKTtK + > o O 2 mg T (0T + A D FRE =0, (5.29)

0EEK o€fk

o vttt 004! et Ft! ont respectivement été définis en (5.12), (5.13) et (5.14); et

ott J (05 est une approximation de - [, [VO(t"+!, )%,

La discrétisation de —— [, [VO(t"",-)|? n’est pas si immédiate car il n'y a pas
K
de fagon naturelle de définir un gradient discret par volume de controle. Dans [37],
R. Eymard, T. Gallouét et R. Herbin définissent un gradient discret constant par
volume de contréle de la facon suivante :

1
(Vo0 ™) =— D 7 (03" — 0381 (%0 — %) (5.30)

m
K c€EK

Dans [32], J. Droniou et R. Eymard proposent pour une équation elliptique un
schéma mixte volumes finis dont les inconnues sont la fonction, son gradient sur
chaque volume de controle et les flux. La définition du gradient discret est donc
intrinséque au schéma. Dans [17], C. Chainais, Y.-J. Peng et I. Violet ont mis en
ceuvre les deux méthodes précédemment citées pour un systéme d’Euler-Poisson,
modele dans lequel un terme de type effet Joule apparait. Un terme similaire appa-
rait également dans [16]. Dans cet article, C. Chainais intégre les équations sur un
maillage primal et un maillage dual comme cela a été fait dans [55].
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5.4.1 Discrétisation du terme effet Joule

Nous allons dans cette section expliquer comment nous allons discrétiser le terme

effet Joule. Tout d’abord, remarquons que
IVO|? =V - (0V0) — 0 A0
1
= §A92 — 0 A.

Pour le terme 6 A#, nous considérons le laplacien discret suivant :

(A 9n+1 - Z 9n+l 9?(-1-1) )

UESK

1 . ) L. )
Pour le terme —A6#%. nous pouvons utiliser la discrétisation suivante :
2 )

1 n+1 2 n+1 2
5/KA(G(t : Z/V (" ?) ng,

0'651{

s S (0~ (67

oefk

On obtient alors 'approximation du terme effet Joule :

1
Tk (0F ) = —— Tg(ezf; — g2, (5.31)
QmK cefk

Remarque 5.3. Nous aurions également pu utiliser la discrétisation suivante pour

V- (0V0) :

/ V . (e(trrH )Ve tn+1 .
K

Z/ tn+1 Ve tn+1 ) ng,

o€k
n+1
S SRR (e B
cefk

1 :
ot 0 peut étre défini par

[

d Ugn—l—l d Uen—l—l
Lo Uk’ + Oko Uy pour 0 = K|L,

ot = A1 (5.32)
9n+1 4 9n+1

2

pour o € ER.
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Cela donnerait pour le terme effet Joule :

=7 n 1 d 50 n n
jK(eT_H) . Z K TJ(HL—H _ 0K+1)2

MK o€t o=K|L dKL
1
+5— PR (5.33)
K
O'ESIL()

Cette discrétisation correspond a celle proposée par A. Bradji et R. Herbin dans
[6]. Elle s’appuie sur la définition d’un gradient discret proposée par R. Eymard
et T. Gallouét dans [35]. Nous avons observé numériquement des comportements
identiques pour les discrétisations (5.31) ou (5.33). Cependant, les calculs effectués
dans la démonstration de la Proposition 5.4 sont plus simples & mener avec le choix
(5.31).

e e an+1 .
Un autre choix intéressant pour 6, = est le suivant :

—n+1

0, =min(03, 0)), Vo € Ex. (5.34)

g

Cela nous donne le terme effet Joule défini en (5.42) qui sera étudié dans la section
5.4.3.

5.4.2 Principe du maximum et existence d’une solution dis-
crete

Nous avons vu dans la partie 5.2 qu’une solution de (5.28) satisfaisait le principe
du maximum. Nous voulons donc qu’une solution discréte de (5.29) vérifie le principe
du maximum discret. Supposons que :

0<m<6,<M, VKeT, (5.35)

et que :
m<60h, <M, VYoe&” vn=1,--- N. (5.36)

Nous voulons montrer que (5.29) admet une solution qui satisfait :

0O<m<@r<M, VKeT, ¥Yn=0,--- N (5.37)

Pour cela, nous procédons comme dans la section 5.3 et étudions au préalable le
schéma intermédiaire suivant :

o — o ntl gn n o
i D RO A T(05) +A Y Pt =0, (5.38)

0EEK o€k
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avec F }?:,1 défini par (5.22). avec cette fois

7+ = max (0,07, 6+ — 2 (min(7, 9}?;1) —m)), pouro€&k. (5.39)

Cette définition nous permet d’une part d’assurer que éﬁ“ > 0. D’autre part, si une

07 < m pour un certain K € T, alors le

solution de (5.38) est telle que 'on ait
terme de diffusion est "gonflé" de facon & ce qu’il puisse compenser le terme effet
Joule. Notons que si (%) est solution de (5.38) et satisfait (5.37), alors elle est aussi

solution de (5.29).

5.4.2.1 Principe du maximum pour une solution de (5.38)
Vérifions qu’une solution de (5.38) satisfait le principe du maximum.

Proposition 5.4. On suppose que (5.35) et (5.36) sont satisfaites. Soit (6%),, une
solution du schéma (5.38). Supposons que :

a) 07+ est défini par (5.15) et que l'on ait I’hypothése restrictive
M < 3m, (5.40)

b) ou bien que 07 est défini par (5.16) sans aucune hypothése sur les bornes m
et M.

Alors (0% )., satisfait (5.37).

Remarque 5.4. Notons qu’avec le choix de 677! (5.15), une condition suffisante pour
obtenir le principe du maximum est que m et M satisfont (5.40). Cette contrainte
implique que la donnée initiale doit étre proche d'une constante. En revanche, le
second choix possible (5.16) nous permet d’obtenir un principe du maximum sans
restriction sur la donnée. C’est donc le choix qui sera privilégié par la suite.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Supposons que pour un n donné,
(5.37) soit vérifie. Nous commengons par vérifier que 'ajout du terme effet Joule
n’apporte pas de difficulté supplémentaire pour obtenir la borne 63! < M. Nous
procédons comme dans la preuve de la Proposition 5.1 et supposons par I'absurde

que
0" = max 0% > M.
Ky — XUy

On écrit (5.38) sur le volume de controle K :

en—i-l —_gn
My =M Y ot O 20, T, (07T A Y FRl =0,

o€k, 0€EK,,
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On a déja vu que
n+l _ pgn
O, — Ok, >0,
2 n+1 n+1
UKMra 607+ Z O’
JGSKM

41
Z Fptl > 0.

0'651(]\/[

De plus, pour tout K € T, Ji,, (057') > 0 car c’est une somme de carrés. On obtient
donc immédiatement la contradiction. On a ainsi montré que :

ol < M, VK eT.

L’autre borne est moins évidente. Supposons par 1’absurde que

07 = min O3 < m.
Km = NeT N

On écrit (5.38) sur le volume de controle K, :

n+1 _ gn
O~ — Ok,

e A

+ >t e 2 my, Tk, (03T + A ) FRt =0,

Km0 U7+
o-egKm O'E(?Km

On a alors .
Ot — 0%, <0,
n+1 n+1
Z UK77L’U 907+ S 0’
0€EK,,
rn+1
g FKWU < 0.
0€EK,

Cependant, le terme d’effet Joule est positif. Pour obtenir le principe du maximum,
on doit donc espérer une compensation entre le terme effet Joule et le terme de
diffusion. On a :

2mi,, Ji, (O3 + Y Fptl

O'GSKm
. n+1 n+1\2 m+1/on+1 n+1
= E TU<0Km,U - eKm) + E To Uy (eKm - eKm,a)
O'GSKm O’ESKm
. n+1 n+1 nn—+1 n+1 n+1
= § To <9Km - eKm,O' + 00 ) (eKm - eKm,U)'

O'Eg}(m

Comme §3+! — g1 < 0, nous allons étudier la positivité de O — g5t + fr+t
en fonction du choix de 77! (5.15) ou (5.16).
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a) 67" est défini par (5.15).

Dans ce cas, comme on a supposé par l'absurde que 9}?1 <m,ona:
m

n+l  pgn+l nn-+1
gKm HKmﬂ' + 00'

n+1 n+1
eKm + eKm,G

> 0t — 9;;;{(, + —3(0% —m)

- 2
3 1 3
= § (TTL — (9?;;1) —50?;;1’0 +§m
\1’_/\‘,1_/
>0 > Ly
2

~ 1 3
Ainsi, 07" — 9}?;1’0 + 60" > 0 car par hypothese §M < gm

b) 67! est défini par (5.16).
On a alors : ~
Orcn — Okiro + 057
> O — O+ 0 = 3(0% —m)

= 3m — 201 > 0.

Cela permet de conclure que l'on arrive & une contradiction ; ainsi le principe du
maximum est satisfait. O

Remarque 5.5. Le coefficient 2 dans la définition (5.39) est un réel positif qui doit
étre assez grand pour que le terme effet Joule puisse étre compensé par le terme de
diffusion. Ce choix n’est pas unique. Lorsque 671! est donné par (5.15), il suffit de
choisir un réel > % ; lorsqu’il est donné par (5.16), il suffit de le choisir > 1.

5.4.2.2 Existence d’une solution a (5.38)

Maintenant que nous avons montré le principe du maximum, nous pouvons re-
prendre la preuve de la Proposition 5.2 et 'adapter afin de montrer I'existence d’une
solution au schéma numeérique (5.29).

Proposition 5.5. On suppose que la donnée initiale et la condition aux limites

satisfont (5.35) et (5.36) et que 07 est donné par (5.16). Alors le probleme (5.38)
admet au moins une solution.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 5.2, nous utilisons
un argument de degré topologique. Pour p € [0, 1], on définit (9?&1) KeT comme
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étant une solution du schéma suivant : pour tout K € T,

n+1 n
‘gK,,u, - QK

mKT + Z v;?;l 93,11# +2pAm,, jKM(e?’H) + A Z Ffrétlu
o€EEK oEEK
— —n+1
+ 2(1 - M)/\mKM jK]VI (0’77211) + (1 - :u) A Z FKTa,p, =0, (541)
oefi

ou ;1. F }?;1# sont définis respectivement par (5.13) et (5.26) en remplagant 67!

et 07 par 0}‘;;1 et 0711 Fn[:olu est défini par (5.26) et J g, (057") est défini par :

L,y >
7 n 1 n n
jK]\{(QT-:}) :2— (M - m) Z To (HK—j_O'l,p/ - QKTMI)
mg
ocefk
Alors (5.41) est équivalente a
@?{J’Ful T 07;( n+1 gn+1 n+1 rm-+1
mKT + Z UK,U 00,—&—,“ + 2” AmKM jKM (67’,# ) + 2 A Z FK,O’,/L
o€EK oEEK

+(1—p)Am Z Ty (0}?’,} — Q”KJFJM) =0,

o€k

et satisfait par conséquent pour tout K € T,
+1
m < (9%’ LS M.

On conclut alors comme dans la démonstration de la Proposition 5.2. O

5.4.2.3 Conclusion

Nous avons montré que le schéma (5.38) admet au moins une solution, et que
cette solution satisfait le principe du maximum. Par conséquent, c’est également une
solution de (5.29). Grace a la Propositions 5.4 et a la Proposition 5.5, nous avons
prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 5.3. On suppose que la donnée initiale et la condition auz limites satis-
font (5.35) et (5.36). Alors :

a) Sous la condition M < 3m, le schéma (5.29), avec 07 défini par (5.15),
admet au moins une solution (0%) qui satisfait (5.37).

b) Le schéma (5.29), avec 0" défini par (5.16), admet au moins une solution
(0%) qui satisfait (5.37) (sans restriction sur m et M ).
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5.4.3 Un schéma décentré

Dans cette section, nous allons proposer un schéma qui satisfait le principe du
maximum quelque soit le choix de §7"! et sans restriction sur la donnée initiale. Ce
schéma est basé sur les observations suivantes :

— La borne supérieure ()" < M) est trés facile a obtenir du moment que
jK(ng—l) Z Oa

— L’autre borne sera obtenue automatiquement si pour ¢ € £, on a J, K(G%“) =0
pour O < (9?;01

On définit ainsi, exploitant 'idée de C. Cances [14],

1
Tk (057) = —

mg

ST (0 - o)’ (5.42)

celk

ou l'on a utilisé la notation a™ = max(0, a). Afin de comprendre d’ou provient cette
formule, on considére l'algorithme d’assemblage du terme d’effet Joule dans le cas
particulier on T'p = (), pour la discrétisation centrée (5.31) et la discrétisation dé-
centrée (5.42), voir I’Algorithme 1. On remarque que pour chaque aréte intérieure
o = K|L, la quantité 7, (0" — 92“)2 est répartie entre les mailles K et L. Dans
le cas de la discrétisation centrée, cette quantité est équi-répartie entre les mailles
K et L. Dans le cas de la discrétisation décentrée, cette quantité est mise en inté-
gralité dans la maille qui a la température la plus importante. Notons qu’une autre
interprétation de ce terme est donnée dans la Remarque 5.3.

Algorithme 1 Assemblage du terme effet Joule dans le cas particulier ou I'p = ().
I. DISCRETISATION CENTREE (5.31)  II. DISCRETISATION DECENTREE (5.42)

pour o € &M g = K|L faire pour o € &M g = K|L faire
T, 2
JK(9n+1)+ — 6m+1 _ 6n+1
7 y O =07 si 071 > 07+ alors
To n n n n n
JL(0F )+ = 5 (0% — 9L+1)2 . T (07 )+ =7, (05 — 9L+1)2
fin du pour smon N
03+ =7, (0% — o)
fin du si

fin du pour

Proposition 5.6. On suppose que la donnée initiale et la condition aux limites
satisfont (5.35) et (5.36). Alors le schéma (5.29) avec la discrétisation du terme
effet Joule (5.42) et la définition de 02 (5.16) admet au moins une solution (%)
qui vérifie (5.37).
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Démonstration. On vérifie immédiatement qu’'une solution de (5.29) satisfait (5.37)
au vu de la définition de Jx(05%') donnée en (5.42). L’existence se montre par
un argument de degré topologique comme dans la démonstration de la Proposition
5.2. O

5.4.4 Un schéma peu adapté

Une autre possibilité de schéma numérique pourrait enfin étre obtenue en utili-
sant la définition du gradient discret (5.30). Cela donne pour le terme effet Joule :

Tk (O07) = (L > O = ) (%o — XK)) : (5.43)

En notant

dK,o'
{= max ~———,
ce€int o=K|L dKL

on a la proposition suivante :
Proposition 5.7. On suppose que (5.35) et (5.36) sont satisfaites. Soit (0% ), une
solution du schéma (5.29) avec la discrétisation du terme effet Joule (5.43). Alors :

a) Si l’on suppose la restriction

8 +1
m< S (5.44)
8 —1
et que 071 est défini par (5.15), alors le schéma admet au moins une solution
qui satisfait (5.37).
b) Si lon suppose la restriction
48

M< —— 4
<o (5.45)

et que 071 est défini par (5.16), alors le schéma admet au moins une solution
qui satisfait (5.37).

Remarque 5.6. On note que dans le meilleur des cas, c’est a dire pour le choix de
g2+t (5.16) et lorsque ¢ = 3 (par exemple lorsque le maillage est de Voronoi), la
contrainte liant m et M est M < 2m, ce qui est trés contraignant. C’est pourquoi
ce choix de schéma s’avére étre peu judicieux pour la résolution de (5.28).

Démonstration. La preuve est similaire a la démonstration du Théoréme 5.3, nous
ne détaillerons ici que les points spécifiques a la discrétisation du terme effet Joule
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(5.43). On commence par définir le schéma intermédiaire dans lequel on remplace

07+1 par 67! qui est défini par :
0"+ = max (0,001,624 — 5min(03, 03)))

de telle sorte que ég“ coincide avec 67! lorsque m < 0}?1 <M.

On raisonne par récurrence sur n. Supposons que pour un n donné, (5.37) soit
vérifié. L’obtention de la borne supérieure (f7% < M) est immédiate, intéressons

nous a ’autre borne. On suppose par 'absurde que

Ot = min O3 < m.
m NeT
Alors on a :
n+1 n+1
Qme ij 9 z : Ko
O'ESKm
2
2 ~
. n+1 n+1 n+1 n—+1 n+1
e E To(eK — O )( - XK,,) | + E To Uy (gKm - eKm,U)
Km O'ESKm UEgKnL
— § 6n+1 0n+1 )AKm,07

Km U€5Km

avec

A =2 3 (T lO3E = O3, (6or = X10,) - (%o = Xic,) ) + i, B,

o' €€y,

Comme 63" — 6”“rl < 0, il suffit de montrer que Ay, , > 0. On remarque que :

nry Dy o
To! (XU/ - me) = de:O'/ nKm:O'/ = 2 = nKmﬂ"?
dg dg
et que
Z mDKme, ’
O'/ESKm
On a alors :

4 -
Ao =Y mp, (d—nKm, (%o — xg, ) (O = 05 ) + 9?“)-
o ES‘nt

Notons que 9?&1 — (9};;10, < 0, et que pour 0’ # 0, ng,, , - (X, — Xk,,) < 0. Une
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condition suffisante pour que Ag,, , soit positif est que ag,, » > 0, ol :

4 ~
1 1 1
Y S o [/ /A Al
g
Discutons du signe de ag,, , en fonction du choix de 67+, Nous allons uniquement
montrer le cas ot 7" est donné par (5.15), le cas (5.16) est similaire. Comme on a
supposé par ’absurde Q"anl <m,ona:

0;},{—;1 4 en—‘rl

di ,
Ui o ZATERT (Gril gl ) B 5(00+1 —m)

d, 2

— 4 mo 7 . 9n+1 - 4 mo 9n+1 - 4 m,0
(157 = 3) o) = (52 = i (5 4%

Par analogie a la démonstration de la Proposition 5.4, on en déduit qu’une condition
nécessaire pour avoir (5.37) est

W

§+
¢ —

N

M <

s

N[ =

On termine la preuve avec un argument de degré topologique.

5.5 Expérimentations numériques

Dans la section précédente, nous avons étudié le schéma numeérique (5.29) pour
lequel différentes discrétisations ont été envisagées pour le terme de diffusion (choix
de 671 (5.15) ou (5.16)) et pour le terme effet Joule (discrétisation (5.31), (5.42) ou
(5.43)). Nous allons ici les mettre en ceuvre et les comparer selon deux principaux
critéres : vérification du principe du maximum et ordre de convergence.

Il sera commode de donner un nom & chacun de ces schémas, qui sont donnés
dans le Tableau 5.1. Notons que le schéma (SDyaxJup) D€ sera pas considéré. En
effet, il a été montré précédemment que les schémas (SDpaxTeen) €t (SDmoy Jup)
vérifient tous les deux le principe du maximum. Il est donc inutile de décentrer a
la fois le terme de diffusion et le terme effet Joule. Cela ne ferait qu’ajouter de la
diffusion numérique au schéma.

Les simulations seront menées sur les maillages 7, définis dans I’Exemple 5.1.
A chaque pas de temps, un systéme non-linéaire est résolu grace a la méthode de
Newton. Les détails concernant son implémentation sont donnés dans I’Annexe C.
Mentionnons qu’une procédure de pas de temps adaptatif est mise en place de facon
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Terme de Diffusion

+1 _
B =

9n+1 + 9n+1
K K,o n+1l pn+1
——— | max(fy ,GK’U)

2
1
Terme o To (QT[L(JH - 0711(+(71)2 (SDmoyjcen) (SDmaxjcen)
2m o€EK 7
2
effet Joule L S, ((9;;“ - 92{(})*) (SDrmoy Tup) X
MK o€k
1 2
jK(H?“) = (WLK ZJGSK Tg(e?{+1 - 9?{;1)()(0 - XK)) (SDmoijGH) (SDmaijGH)

TABLEAU 5.1: Récapitulatif des schémas considérés.

a assurer la convergence de la méthode. Notons également que de ce fait, le pas
de temps calculé est assez petit de sorte que l'erreur observée correspond a l'erreur
spatiale.

5.5.1 Cas test 1 : Vérification du principe du maximum

Nous avons montré précédemment que les schémas (SDmaxJTcen) €6 (SDmoy Jup)
satisfont le principe du maximum sans restriction sur m et M. Pour les autres
schémas, nous ’avons montré uniquement sous la condition que M ne soit pas trop
grand devant m. Nous allons illustrer par cette premiére expérimentation que si
M est trop grand par rapport a m, ces schémas ne respectent effectivement pas le
principe du maximum.

Pour cela, on définit sur Q = [0; 1] la température initiale :
Oo(x) =1, VxeQ.
La vitesse est nulle :
v(t,x) =0, VYtel0,T], ¥xeq.

Sur le bord, on impose des conditions aux limites de Dirichlet, voir la Figure 5.3.
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On note I'y = {1} x (0,3;0,7) et on définit :

1 sixeI'\l'y
M sixely.

o) = {

Nous langons les simulations pour différentes valeurs de M sur le maillage 75 (défini

Op =1

=1 O0p =M

FIGURE 5.3: Conditions initiales et conditions aux limites du cas test 1.

dans 'Exemple 5.1 du paragraphe 5.3.1) et reportons les résultats obtenus dans le
Tableau 5.2. On retrouve numériquement les résultats qui ont été montrés dans

M = Schéma (SDmoijGH) (SDmaXJEGH) (SDmoyjcen) (SDmaxu%en) (SDmoyjup)
2 v v v v v
3 X v v v v
4 X v X v v
10 X X X v v
100 X X X v v

TABLEAU 5.2: Vérification du principe du maximum en fonction de M. v : le
principe du maximum est satisfait, x : il ne I'est pas.

la section précédente : les schémas (SDpaxTcen) €t (SDmoyJup) NOUS permettent
d’obtenir un principe du maximum quelque soit la valeur de M, en revanche les
schémas (SDmoy JrcH)s (SDPmaxJucH) €t (SDmoy Jeen) e donneront pas une solution
qui satisfait le principe du maximum si M est grand. Notons que pour un fort ratio
% = 100, le pas de temps qui assure la convergence de la méthode de Newton
est trés petit (de 'ordre de 1071%), ce qui rend les schémas quasiment inutilisables.

Cependant, 'objectif de ce cas test académique était de valider le fait que seuls les
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schémas (SDmaxTcen) €t (SDmoyJup) satisfont le principe du maximum quelque soit
m et M.

5.5.2 Cas test analytique

Nous allons maintenant vérifier les ordres de convergence sur un cas test analy-
tique. On considére le domaine © = [0; 1]%. Les simulations seront effecutées jusqu’au
temps 7' = 0, 1. La solution exacte est définie pour (¢,x,y) € Q x [0;T] par :

141

O (t,x,y) = 1,54 cosmz) (1,5 + cosmy) ,
(t,z,9) 5M2(1+T)2( ) ( y)
avec A = 2. Pour la vitesse, deux cas seront considérés :

a) v=0,

b) v est défini par

sin(7y)
1 | 1,54 cos(my)
v(z,y) = = sin(r ) (5.46)

1,5 + cos(m x)

On impose des conditions aux limites de Dirichlet. On note

0,52
= min 0(0,2,y) = ————— ~2,09-1073,
" (52%29 0.2,9) Sm2 A1+ T)?
et
2,52

M = max 0 (0,7,y) = ~5,23-1072,

(@y)€Q 5m2A(1+T)2

Une second membre f est ajouté a (5.28) de fagon a ce que . en soit solution. On
observe que f est identique pour le choix de vitesse a) ou b) car pour chaque cas, v est
orthogonal au gradient de température. Notons que la constante 1/(5 A7%(1 + T)?)
intervenant dans la définition de 6., a été choisie de sorte que f > 0. Cela nous
garantit que :

Oox(t,z,y) > m, VL€ [0,T], V(x,y) e

On ajoute également un second membre (fi!) ger dans (5.29) défini par :
T = e f(E"T rg,yk) >0, VK €T
Pour cette solution réguliére, on observe numériquement pour tous les schémas que
0p >m, VKeT, VYn=0,---,N.

Les simulations sont réalisées sur les maillages 7T définis dans I’Exemple 5.1 du
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paragraphe 5.3.1, pour k£ = 2,--- /6. On a tracé sur la Figure 5.4 I'erreur en tem-
pérature en norme L*(0,T; L?(Q)) en fonction de la taille du maillage h, en échelle
log-log, pour chaque schéma. Nous remarquons que sans le terme de convection (cas
a)), les schémas (SDpoy JrcH) €t (SDmoyJeen) convergent a l'ordre 2, et les autres
sont seulements a 'ordre 1. Ainsi, le décentrement que l'on a fait dans le terme de
diffusion (schéma (SDiaxJeen)) ou dans le terme effet Joule (SDyoy Jup) afin d’ob-
tenir le principe du maximum dégrade 1'ordre de convergence. On note également
que si 'on ajoute le terme de convection (cas b)), l'ordre de convergence des sché-
mas (SDmoy JecH) €t (SDmoyJeen) €st dégradé a 'ordre 3/2, ce & quoi 'on pouvait
s’attendre car la discrétisation faite pour ce terme est seulement d’ordre 1.

5.5.3 Bilan des tests

Nous avons vu que parmi les différents schémas proposés, seuls deux satisfont le
principe du maximum sans restriction sur les données : les schémas (SDpaxJeen) €t
(8Dmmoy Jup)- On observe sur le cas test analytique que bien que les deux schémas
convergent au méme ordre, ’erreur obtenue avec ce dernier schéma est un peu plus
importante. C’est pourquoi dans la suite nous choisissons d’utiliser la discrétisation
(SDmaxTeen)- Cependant, le schéma (SDioyJup) permet d’obtenir un principe du
maximum méme avec une diffusion plus faible, ou sans diffusion du tout. Ce schéma
pourrait donc étre utilisé avantageusement sur d’autres modéles.

5.6 Couplage avec I’équation en vitesse

Maintenant que nous avons validé dans la section 5.5 notre méthode numérique
pour I'équation de température, nous allons l'intégrer dans un code permettant de
simuler le systéme couplé température/vitesse (4.11)—(4.12) étudié au Chapitre 4. On
considére le systéme dont les inconnues sont la température , la vitesse solénoidale
v et la pression modifiée p :

00+ V- (0v)+2)\VO* — AV - (0V0) =0, (5.47a)
1 A 1
g OV + (v-V)V) = V- (u(0)Dv) + = (Vv — VIVv)VO + Vp = 78 (5.47Db)

0
V.-v=0, (547c)

ou A € R est défini par (4.4); p est défini par pu(6) = —A Inf et g est le vecteur
gravité. Les conditions initiales et les conditions aux limites sont respectivement
données par

0(0,x) = Oy(z), VxeQ,
v(0,x) = vo(z), Vxe€Q,
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a)v=0 b) v donné par (5.46)
Erreur en température Erreur en température

Erreur
Erreur

1077 —— 107 L —— RS

~— (SDyoy Juch)
< (SDmaxTrch)
= (SDmoyuZ:en)
—A= (SDmaX\.7cen
(SDmoy Tup)
--- Pente 1
----- Pente 3/2
- - Pente 2

FIGURE 5.4: Erreurs en norme L (0,7, L?(€2)) en fonction de h.

Vo(t,x) - n=0, Vtel0,T], VxeTly,
@(t,X) :¢9D<X>, vVt € [O,T], Vx el'p,
v(t,x) =vp(t,x), Vte|0,T], Vxel,

ol n est le vecteur normal unitaire sortant.
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5.6.1 Le splitting en temps

On note At le pas de temps, et on définit t* = n At pour n > 0. On utilise le
schéma d’ordre 1 en temps suivant :

1. La nouvelle température "' est calculée par la méthode de volumes finis

décrite dans la section 5.4 (schéma (SDmaxTeen)) :

n+l _ gn
i X L0 (v 4 20 [VEH2 - AV - (41 VE ) = 0,

VO"tli(x)-n=0, Vxely, (5.48)
GTH_I(X) :9D(x), Vx € FD'

2. v et p*! sont calculés par des éléments finis Py /Py, suivant la méthode
détaillée dans [12] et dans le Chapitre 3 :

( 1 n+l _ n
g (a6 V) T D)
n mn Y3 7 1
o (Vv — yTyntlyggntl 4 oypntl — EESES (5.49)
Vvl =0,
vitl(x) =vp(x), Vxel.

\

5.6.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale s’appuie sur la triangulation 7, du domaine 2 définie
dans I’Exemple 5.1. Les inconnues pour la température sont au centre des mailles
alors que celles pour la vitesse et la pression sont sur les sommets des triangles
comme le montre la Figure 5.5.

La méthode numérique pour la discrétisation de la température a été détaillée
dans la section 5.4 et celle concernant la discrétisation de la vitesse et de la pression
a été détaillée dans [12]| et dans le Chapitre 3. Ici, comme dans le chapitre 2, la
méthode de projection est utilisée. Le seul point que nous détaillerons ici est la
passerelle entre les deux méthodes.

5.6.2.1 Deéfinition d’une température par noeud

Tout d’abord, nous voulons & partir d’une température par mailles obtenue par
résolution de (5.48), déduire une température par noeud qui sera utilisée dans (5.49).
Pour cela, on définit simplement la température au noeud A comme étant la moyenne
des températures sur les mailles voisines, voir la Figure 5.6.
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X DdL 0
e DAL v

QO DdL p

FIGURE 5.5: Degrés de liberté (DdL) de chaque variable.

A 9 - Z?:l mKi QKz
A= T
D i1 MK,

FIGURE 5.6: Définition de la température au nceud A.

5.6.2.2 Définition d’une vitesse par aréte

Ensuite, a partir du champ de vitesse Py provenant de la résolution de (5.49),
nous devons définir une vitesse par aréte vérifiant la contrainte de divergence nulle
au sens volumes finis (5.17). Ici, nous ne pouvons pas reprendre l'idée de [12], et
adaptée dans le Chapitre 3 pour la méthode de projection, qui consiste & définir une
vitesse u* constante par triangle. En effet, les inconnues pour la température sont
situées au centre des mailles, et non aux sommets. Nous allons donc chercher une
vitesse qui vérifie (5.17) et qui soit proche de la vitesse élément fini dans un sens
qu’on précisera.

On commence par introduire quelques notations. Tout d’abord pour o € £™,
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on définit arbitrairement K et K les deux triangles tels que 0 = K |K_ . Pour
o € £ on note K le triangle tel que o C 0K . Soit n, le vecteur unitaire normal
a o sortant de K I, voir la Figure 5.7.

FIGURE 5.7: Triangles voisins de o et vecteur normal.

On définit également pour K € T et 0 € Ex -

S 1 si K=K/,
B -1 siK =K.

On note (vy)yee la valeur de la vitesse au centre des arétes obtenue & partir du
champ de vitesse Py solution de (5.49). Alors on a :

> meve m,=oax, VKET, (5.50)

c€€K

avec (ag)ger une suite de réels en général différents de 0. En notant (f,) € R#€ le
flux global (pondéré) défini par :

fo=myvy-n,, Voe€é&,

I'équation (5.50) se réécrit :

Z €K,o fg = Ok, VK € T (551)

oceli

On va donc approcher (f,),ce par (fg)oeg tel que :

Z EK,o fa =0.

o€EK
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Plus précisemment, on va résoudre le probléme d’optimisation global suivant :

(.fa) = argmin {% Z We <fa - iLa>2 ; VK € T, Z €K,0 iLU = O} , (552)

(ho)ERH#E segint o€k

oll (Wy)see €st une suite de poids strictements positifs, qui pourront étre définis par
exemple par w, = 1 ou w, = ’g—:, Vo € £. Numériquement, nous avons observé des
comportements similaires pour les deux possibilités. La solution du probléme (5.52)
est donnée par la proposition suivante, établie en collobaration avec B. Merlet [71].

Proposition 5.8. Soit M € R#¥T*#T o M-matrice définie pour K,L € T par :

1
— st K =1,
wO’
M B 065]1_(
KEZY) —— si KNL=o,
We
0 stnon,

et A= (ag)ger € R*T. Soit A = (Mg )ker € R¥T la solution du systeme linéaire

MA = A. (5.53)

Alors la solution de (5.52) est définie pour o € € par :

~ 1
fa:fa_w_<)\]{j _)\Koj)7 (554)
ot pour o € E%* telle que o C 0K, on a défini A= = 0.

Démonstration. Avec le changement de variable

Yo :fa_fcru (555)

le probléme (5.52) se réécrit :

(9s) = argmin { Zwah2 . VK eT, Z ko he +ax = 0} ,  (5.56)

£
(ho)ER# oc€EK

On définit le lagrangien associé au probléme (5.56) pour (h,) € R#¢ (ug) € R¥7 :

’C((hU)7(HK)) = %Zwahi_‘_ Z 193¢ (Z €K7aha +QK) .

ocel KeT o€EK

Nous allons montrer ’existence d’un point-selle de £. Son premier argument sera
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par conséquent solution du probléme (5.56), tandis que le second correspond au
multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes, voir par exemple [24|. Rappelons
que si ((95), (Ax)) est un point-selle de £, alors :

(Spr) (llglf) L ((he), (kx)) = L((90), (Ak)) = (1}{11-‘) (Sff) L ((he), (1)) -

On commence par calculer H ((jug)) = (1]111f) L ((ho), (uK)). Pour cela, on calcule (g,)
(qui dépend de (pg)) qui vérifie pour o € € :

oL
Oh,

((90) (1x)) = 0,

ce qui est équivalent a
Wo o + P+ — Mgs = 07
soit 1
9o = T (:U’K;' - NK;) : (5.57)

[

On obtient donc :

H (1K) :%Z wi (NKJ - “K;)2

ocg 9
+ Z KK (Z _650 (Hrr — 1) +0‘K>
KeT c€EK i
1 1
= _52_05}(; _MK;)2+ ZMKOCK
o€E Wo KeT
1 1
= _52_(/’LK_/*’LK,O')2+ ZMKOéIo
o€cE Wo KeT

ol

(5.58)

pr sioc € &P o =K|L,
/"LKO': . ext
0 sioce&.

Calculons maintenant (Ax) = argmax H ((px)). Pour cela, on résout pour K € T
(kK)

ce qui est équivalent, en appliquant la notation (5.58) & Ak, &

1
Z —()\K—)\KJ)—CYK:O.

o€k i
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Ainsi, (Ak) est obtenue par résolution du systéme linéaire (5.53). On en déduit donc
I'expression de (g,) grace a (5.57) et de (f,) avec (5.55).

O

5.6.3 Simulations numériques

5.6.3.1 La cavité chauffée

Nous allons tester notre schéma numeérique pour le probléme couplé en tempéra-
ture/vitesse sur le cas test de la cavité chauffée défini au Chapitre 3, section 3.4.3.1.
Cette fois-ci, on choisit un nombre de Rayleigh Ra = 10° est une valeur de ¢ = 0, 01,
pour lesquels la pression thermodynamique peut étre considérée comme quasiment
constante, voir par exemple [56].

Le domaine 2 = [0;1] est représenté sur la Figure 3.5(a). La température est
mise a ’échelle afin d’étre comprise entre 0 et 1. Ainsi, on définit les données initiales
par :

vo=0 et 6,=0,5.

Les parois horizontales sont isolées, de sorte que
Vo(t,x) - n=0, Vvtel0;T], vxeln=10,1] x{0,1}.

Sur les parois verticales, on impose des conditions aux limites de type Dirichlet, ie
I'p ={0,1} x]0, 1]. Une température de 6, = 0y(1+4¢) (respectivement 6, = 6y(1—¢)
est imposée sur le mur de gauche (respectivement droite), avec € = 0,01. Sur toutes
les parois, la condition de non glissement se traduit pour la vitesse solénoidale par :

v(t,x) =0, Vtel|0;T], VxeTly,
v(t,x) = A\Vé(t,x), Vte[0;T], VxeTlp.

Afin de nous placer dans la méme configuration que [56], nous allons calculer
pour quelle valeur de A le nombre de Rayleigh de référence vaut 10°. Pour cela,
rappelons que la densité du fluide est donnée a I'aide de la loi d’état. On peut donc
définir une densité de référence par :

Pref = R eref7

(5.59)

ou Py est la pression thermodynamique du fluide (constante) et R est la constante
des gaz parfaits. On réexprime également A, qui a été défini par (4.4). En utilisant
la valeur de la capacité thermique du fluide & pression constante dans le cas d’'un
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gaz parfait (1.19) et la définition du nombre de Prandtl (1.8), on a :

Rk o R/Lref

A= = . 5.60
CP PO PO Pr ( )
De plus, on rappelle que la viscosité du fluide est donnée par (4.5) et (4.6) :
I
1(0) = — =2\ In 6.
f(6) 5B Alnd
On peut donc définir une viscosité de référence par :
P
=—)\|1 . .61
Href 2R)\| ngref’ (56 )

Nous pouvons maintenant exprimer le nombre de Rayleigh du fluide en fonction de
A. En effet, par définition, on a :

3
ref

_ 2E':Prpl?ef |g| L

Ra
:U’?ef

Avec (5.59) et (5.60), on obtient :

2¢ F, L3
Ra = €1 |g| 21"ef
A Href R eref

En utilisant (5.61), on a :
de|g| Ly
Ra= ——"—.

T 2 IO, 02

ref
En prenant comme température de référence 6., = 0,5 et comme longueur de réfé-
rence L, = 1, on obtient pour A :

dclg| L}
A= \/Lﬂ:&m-m—?.

Ra|ln .| 02,
Nous utilisons les maillages Ty, & = 2,---,5, définis dans 'Exemple 5.1. Les
itérations en temps sont faites jusqu'a ce que l’état stationnaire numérique soit
atteint, c’est-a-dire que le résidu pour la vitesse solénoidale et la température soit
inférieur & 1071°. Nous représentons sur la Figure 5.8 la vitesse (champ de vitesse et
lignes de courant) et la température a I’état stationnaire sur le maillage 7;. L’allure
des solutions obtenues est proche de celle donnée dans les figures 4 et 5 de [56].

5.6.3.2 Comparaisons avec le schéma C-FV-FE
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FIGURE 5.8: Solution stationnaire obtenue sur le maillage 7;. (a) Champ de vitesse,
(b) Lignes de courant, (¢) Lignes de niveau de température.

Il n’est pas aisé de comparer le schéma numérique développé au Chapitre 3 avec
celui étudié ici : d'une part parce que le systéme d’équations considéré est différent,
mais également parce que le schéma développé dans ce chapitre est seulement d’ordre
1, et peut étre considéré comme un travail préparatoire a I’élaboration d’'un schéma

plus performant.

Afin de se mettre dans les mémes conditions pour les tests numériques, les simula-
tions pour le schéma C-FV-FE sont réalisées sur le maillage structuré cartésien défini
par la Figure 5.9. Les caractéristiques géométriques des maillages Ty, k = 2,---,5
et des grilles 12 x 12,..., 96 x 96 sont respectivement données dans le Tableau 5.3 et
le Tableau 5.4. On observe que le nombre de triangles et le nombre de sommets des
grilles T3 et des grilles 12 x 12 (respectivement T3 et 24 x 24, ... ) sont du méme ordre.
On indique également dans ces tableaux les pas de temps qui sont utilisés. On note
que pour le schéma C-FV-FE, le pas de temps est fixe, alors que pour le schéma étu-
dié dans ce chapitre, il peut étre réduit afin d’assurer la convergence de la méthode
de Newton, voir I’Annexe C (la précision demandée ici dans le critére d’arrét est de
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107°, en moyenne moins de 2/3 itérations sont nécessaires pour I'obtenir quelque
soit la grille considérée). On donne dans le tableau le pas de temps minimal, calculé
au début de la simulation. On observe que le pas de temps augmente lorsque 'on
approche de 'état stationnaire, jusqu’a atteindre le pas de temps maximal fixé (dans
tous les cas, le pas de temps maximal est obtenu au bout de moins d’une seconde
de temps de simulation). Notons que nous avons observé des résultats numériques
similaires avec une précision demandée de 107! dans la méthode de Newton, mais
dans ce dernier cas, le pas de temps est environ 8 fois plus petit, ce qui rend les
calculs extrémement cotiteux.

Maillage | Nombre de Nombre de Nombre At in At ax
triangles sommets d’arétes
T2 224 129 352 3,33-1072 | 6,67 - 102
T3 896 481 1376 1,67-1072 | 3,33 - 1072
Ta 3584 1857 5440 8,33-107% | 1,67-1072
Ts 14336 7297 21632 2,08-107% | 8,33-1073
TABLEAU 5.3: Caractéristiques géométriques des maillages Ti, k = 2,--- ,5 et pas
de temps.
Grille Nombre de Nombre de Nombre de At
triangles sommets neeuds Py
(noeuds Py)
12 x 12 288 169 625 6,67 1072
24 x 24 1152 625 1857 3,33-1072
48 x 48 4608 2401 7297 1,67-1072
96 x 96 18432 9409 28929 8,33-1073

TABLEAU 5.4: Caractéristiques géométriques des maillages structurés 12 x 12, ...,
96 x 96 et pas de temps.

Tout d’abord, nous nous intéressons a la convergence vers ’état stationnaire. On
représente respectivement sur la Figure 5.10 et sur la Figure 5.11 I’évolution des
erreurs relatives entre deux solutions successives pour la vitesse et la température
en fonction du temps pour chacun des schémas. On observe que pour le schéma
du Chapitre 5, les erreurs relatives sont de 'ordre de I’erreur machine en moins de
400 secondes, alors que pour le schéma C-FV-FE, la convergence vers 0 des erreurs
relatives est plus lente. Notons qu’il n’est cependant pas nécessaire d’aller jusque
I’erreur machine et que 1’état stationnaire peut étre considéré comme atteint lorsque
les erreurs relatives en vitesse et en température sont inférieures & 1077, ce qui est
obtenu & environ ¢t = 60/70 s.
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FIGURE 5.9: Maillage 8 x 8.
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FIGURE 5.10: Evolution des erreurs relatives en vitesse en fonction du temps. ()
Schéma du Chapitre 5, (b) schéma du Chapitre 3.
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FIGURE 5.11: Evolution des erreurs relatives en température en fonction du temps.
(a) Schéma du Chapitre 5, (b) schéma du Chapitre 3.
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Maillage Nuy, Nu,.
T2 3.40155 | -3.38351
T3 3.97775 | -3.95189
T4 4.23937 | -4.20249
Ts 4.30744 | -4.26181

TABLEAU 5.5: Schéma du Chapitre 5.

Grille Nuy, Nu,

12 x 12 4.96870 -4.98953

24 x 24 4.64687 -4.65236

48 x 48 4.54396 -4.54526

96 x 96 4.52922 -4.52948
Valeurs de réf. [56] | 4,5216498 | -4,521649

TABLEAU 5.6: Schéma du Chapitre 3.

Dans le Chapitre 3, nous nous étions intéressés aux nombres de Nusselt, définis
par (3.39). Nous donnons dans les Tableaux 5.5 et 5.6 leur valeur moyenne sur la
paroi gauche et la paroi droite en fonction du maillage pour chacun des schémas. On
observe que pour le schéma C-FV-FE, les nombres Nuy, et Nu, convergent vers leur
valeur de référence donnée dans [56]. Pour le schéma du Chapitre 5, aucune valeur
de référence n’est connue, mais I’on peut toutefois observer que Nuy et Nu, tendent
vers une valeur du méme ordre que les Nusselt obtenus avec le schéma C-FV-FE.
Comme 'on pouvait s’y attendre, la convergence est plus lente car le schéma est
seulement d’ordre 1.

Remarque 5.7. Afin de calculer les nombres de Nusselt, nous devons définir un gra-
dient de température sur le bord du domaine. Cela n’est pas immédiat pour le
schéma volumes finis du Chapitre 5. Nous reconstruisons donc une température de
type Py (voir la section 5.6.2.1), pour laquelle nous pouvons définir naturellement le
gradient.

Nous souhaitons maintenant confronter ces schémas en terme de temps de calcul.
La comparaison n’est pas aisée car les schémas sont trés différents : le nombre de
variables a calculer est différent, une procédure de point fixe et des sous-pas dans la
partie volumes finis sont mis en place pour le schéma C-FV-FE, tandis que pour le
schéma étudié dans ce chapitre, une méthode de Newton est employée pour résoudre
I’équation en température, ce qui peut avoir pour conséquence de devoir prendre un
pas de temps petit. De plus, I'un des schémas étant a 'ordre 1 et I'autre & 'ordre
2, cela n’a pas beaucoup de sens de comparer le temps CPU nécessaire pour obtenir
une erreur donnée. Il s’agit donc plutdt de placer les schémas dans un cas de figure
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comparable, afin de donner un ordre de grandeur des temps de calculs pour chacun,
et surtout de voir quelle partie du code occupe le plus de temps. Pour cela, les
simulations sont menées sur 80 itérations (sans point fixe et sans sous-pas pour les
volumes finis pour le schéma C-FV-FE), sur la grille 7, et sur le maillage 48 x 48 qui
sont comparables au vu des Tableaux 5.3 et 5.4. Le nombre d’itérations maximal
dans la méthode de Newton est fixé a 15, mais dans la pratique moins de 2 ou 3
itérations sont réalisées a chaque pas de temps. Le temps de calcul global, ainsi que
le temps passé a résoudre 1’équation en vitesse est représenté pour chaque schéma
sur la Figure 5.12. Tout d’abord, nous observons que les temps de calculs sont trés
comparables pour les deux schémas. On note également que pour le schéma étudié
dans le Chapitre 5, la résolution de 1’équation en vitesse occupe pratiquement la
totalité du temps de calcul. Par conséquent, devoir assembler & chaque itération de
la boucle de Newton une matrice jacobienne et résoudre le systéeme linéaire associé
a la méthode n’est pas pénalisant, de méme que la résolution d’un probléme global
d’optimisation (notons que sa matrice associée est constante et n’est donc assemblée
qu'une seule fois en début de simulation). En effet, les matrices & assembler dans
la partie éléments finis sont de taille plus importante que celles a assembler dans
la partie volumes finis. On observe également que pour le schéma C-FV-FE, la
résolution de I’équation de vitesse est un peu plus rapide car il y a moins de matrices
a assembler & chaque itération. Cependant, on doit résoudre en plus une équation de
température par éléments finis (il n’y a pas de matrice supplémentaire & assembler
a chaque itération car les matrices utilisées sont les mémes que celles intervenant
dans I’équation en vitesse), ainsi qu'une équation en densité par volumes finis (qui
est peu cotlteuse tant que I'on ne fait pas de sous-pas), ce qui conduit a des temps
de calculs globaux équivalents pour les deux schémas.

3001 L Temps total
Il Temps équation de vitesse
200 -
100 |- -
0
) Bn)
< Q,'
> D>
S S

FIGURE 5.12: Temps d’exécution pour le schéma du Chapitre 5 et le schéma du
Chapitre 3.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons comparé différents schémas volumes finis permet-
tant de discrétiser ’équation de température du modéle de type faible Mach étudié
au Chapitre 4. Parmi ces différents schémas, deux vérifient la propriété du principe
du maximum : les schémas (SDpmaxTcen) €6 (SDmoy Jup)- Dans les deux cas, le prin-
cipe du maximum est obtenu grace au décentrement de I'un des termes : le terme de
diffusion pour (SDpaxTeen) OU le terme effet Joule pour (SDpeyJup)- Ces schémas
sont tous les deux d’ordre 1, mais on a observé que l’erreur obtenue avec le premier
est un peu moins élevée. Nous avons ensuite intégré la discrétisation de I’équation de
température par (SDpaxJeen) dans un schéma permettant de simuler les équations
(5.47), et nous l'avons mis en oceuvre sur le probléme de la cavité chauffée. Nous
avons comparé les résultats avec ceux obtenus avec le schéma C-FV-FE étudié au
Chapitre 3. Nous nous sommes dans un premier temps intéressés a la convergence
vers I’état stationnaire, et avons observé un bon comportement des erreurs relatives,
qui décroissent vers 0 plus rapidement que pour le schéma C-FV-FE. Nous nous
sommes également intéressés aux nombres de Nusselt moyens sur la paroi gauche et
sur la paroi droite et avons observé qu’a I’état stationnaire, ils sont de méme ordre
pour les deux schémas, et qu’ils convergent dans les deux cas. La convergence est
cependant plus rapide pour le schéma C-FV-FE qui est d’ordre 2. Enfin, nous avons
observé que les temps de calculs des deux schémas sont équivalents.
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Perspectives

Dans cette thése, nous avons étudié théoriquement et numériquement des mo-
deles de type bas Mach. Dans le Chapitre 3, nous avons développé une méthode
combinée Volumes Finis - Eléments Finis permettant de simuler les équations de
Navier-Stokes a faible nombre de Mach. Dans les Chapitres 4 et 5, nous avons consi-
déré un modeéle simplifié, dans le sens ot la pression thermodynamique est considérée
constante, et ou la viscosité a été choisie de fagon a éliminer les termes d’ordre 3
des équations. Nous avons dans le Chapitre 4 montré I'existence et 1'unicité d’une
solution réguliére a ce modeéle. Dans le Chapitre 5, nous avons proposé un schéma
numérique permettant de discrétiser ces équations, en nous focalisant plus particu-
lierement sur ’équation de température. Dans chaque chapitre, nous avons rédigé
une conclusion. Nous donnons maintenant quelques perspectives.

Chapitre 3 : Une méthode combinée Volumes Finis - Eléments Finis pour
un modéle bas Mach

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode numérique permettant de
simuler des écoulements en régime faible Mach pour un gaz parfait. Il serait inté-
réssant de considérer d’autres lois d’état, comme par exemple la loi des gaz raidis.
La loi d’état étant implicite dans notre modéle, cela se traduirait par des modifi-
cations dans les équations de température, de pression thermodynamique et dans
la contrainte de compressibilité. En effet, certaines grandeurs physiques constantes
dans le cas d'un gaz parfait sont dépendantes de la température ou de la pression
pour des lois d’état plus générales. De plus, nous avons considéré des écoulements
monophasiques. La simulation d’écoulements diphasiques constiturait un prolonge-
ment naturel a ce travail.

Chapitre 4 : Un résultat d’existence de solution réguliére pour un modéle
de type bas Mach

Dans ce chapitre, nous avons montré I'existence et I'unicité d’une solution réguliére
pour le modele simplifié. Ce travail pourrait étre généralisé au cas d’une viscosité
générale comme cela a été fait dans l'article de F. Huang et W. Tan [57]. Une
autre question restant ouverte est le cas ou la pression thermodynamique n’est pas
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constante. Dans ces circonstances, on ne peut pas se ramener a un champ de vitesse
a divergence nulle comme cela a été fait dans ce travail.

Chapitre 5 : Méthodes de Volumes Finis pour I’équation de température
d’un modéle faible Mach

Dans ce dernier chapitre, nous avons comparé plusieurs schémas associés a I’équa-
tion de température du modeéle étudié dans le Chapitre 4. Notre objectif était d’ob-
tenir des schémas préservant le principe du maximum. Nous les avons testé sur
différents cas test est sommes arrivés a la conclusion que le schéma (SDpaxTup)
correspond le mieux aux critéres fixés. Puis, nous avons couplé ’équation de tem-
pérature a I’équation de vitesse et avons mis en ceuvre le schéma sur le cas test de
la cavité chauffée. Nous avons obtenu des résultats similaires a ceux présentés dans
la littérature.

Dans ce travail, nous avons montré l'existence de la solution numérique, ainsi
9 9
que le principe du maximum. Il serait intéressant d’effectuer également la preuve de
la convergence du schéma numérique.

D’autre part, ce travail est un travail préparatoire et un certain nombre de points
peuvent étre améliorés afin de rendre le code plus performant. En effet, le schéma
proposé est d’ordre 1. Il serait avantageux a l'avenir de développer des schémas
d’ordre supérieur. De plus, la transmission d’une vitesse a divergence nulle v* au sens
volumes finis & partir du champ de vitesse éléments finis se fait par résolution d’un
probléme d’optimisation global. D’autres techniques auraient pu étre envisagées. Par
exemple, on aurait pu penser a définir les inconnues de température aux sommets
des triangles et ainsi définir v* constant par triangle comme dans [12]. Une autre
possibilité est d’utiliser une approximation H(div) pour la vitesse et la pression. Elle
peut étre obtenue a ’aide des éléments finis de Raviart-Thomas.
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Annexe A

Le schéma C-FV-FE avec procédure
de point fixe

Dans cette section, nous détaillons I’algorithme de point fixe utilisé dans le Cha-

pitre 3. Les itérées de la boucle de point fixe sont notées avec I'exposant [. p"th!,

prbl gntbl grthl ot gntbl étant connus, montrons comment calculer pntii+l

n+1,l+1 n+1,l+1 n+1,l+1 n+1,1+1
P , 0 , u

et ™ . Notons que pour une variable générique a,

on pose a0 = ",

1. Pour la pression thermodynamique, la aussi nous envisageons deux facons de
procéder :

a) Pour le cas d’un systéme fermé sans flux entrant ou sortant, nous pouvons
calculer P11 par (3.18), et sa dérivée temporelle par résolution de

(3.17) :
1 1\
prtLitl g / 0 / .
Y o o 0"+

n+1,1+1
ar o O prttitn [ et
a gy LU

’7_]— n+1,1 7_1 / n+1
S Sy S e L Al
QRePr /i, " QRepr fp, Y (A1)

et

b) Pour le cas d'un systéme fermé avec flux entrant ou sortant, on calcule
la pression thermodynamique P"*1*1 par résolution de (3.17) :

SPn+1,l+1 —4pPn + Pnfl v
4 prtisl / a o n
2At Q| P

v—1 n+1,141 71 / n+1
= vorThI —_— Fy.
|©2|Re Pr /1“13 n |QRePr Jr N
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Sa dérivée temporelle est alors obtenue par différences finies :

dp\"HhI  gprlbl gy prot
dt 2At '

2. La nouvelle densité p"t1!*! est calculée par
n+1,1+4+1 n
P ’ —p n.o.ntx,l
V-(p"a""2") = 0,
n+1,l1+1 _ n 1
u 4+ = <V . (pnun+%,l) +V- (pAn—&—l,l-l—lun—i-%,l)) _ O,
At 2
avec o
un+%,l — u” +u '
2

3. La nouvelle température 8711 est calculée par résolution de :

39n+1,l+1 _ 4971 + en—l
n+1,14+1 n+1,1 en-l—l,l—l—l
p ( 5 AL +u \Y% )
3Pn+1,l+1 —_4pn + Pnfl 1

- A9n+1,l+1 —
2 At Re Pr 0,

4. Enfin, la vitesse u1!*! et la pression 7"t *! sont calculées par résolution
de :

3un+1,l+1 — 4u™ + unfl
pn+1,l+1 ( A7 4 un+1,l . vun+1,l+1 + Vﬂ.n+1,l+1

1 1
——V- Tn+l,l+l — pn—i—l,l—i-l

Re Fr?

n+1,l+1
V.ognthi 1 E 1 7-1 AQLI
- ,YPn-i-l,H-l dt yRe Pr Prtl,i+1 ’

€y,

avec
vV - Tn+1,l+1 _ Aun—i—l,l—}—l + év (v . un—i—l,l) .
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Annexe B

Démonstrations du Lemme 4.6 et du
Lemme 4.7 du Chapitre 4

B.1 Preuve du Lemme 4.6

Soit 6" € C(0,T; H%(Q)) et v~ € C(0,T;V) donnés. On rappelle que 0 =

M
mt . Nous allons montrer que pour tous f € L*(Qr) et vy € V, il existe v e X
tel que :
1 1
7\/ &:V-W—F/ — (v V)V-w+/ u(0")Vv - Vw
0 Ja Q0" Q
1 f
+/\/—(VV—VTV)V9"~w:/—-W Vw eV, (B.1)
Q0" Q0"
v(0,-) = vy. (B.2)

Nous suivons la démarche de la preuve de [82, Chap.1,Theorem 3.1|. Nous allons
utiliser la méthode de Faedo-Galerkin, c’est-a-dire que nous allons résoudre un pro-
bléme approché dans un sous-espace de dimension finie engendré par des vecteurs
propres de 'opérateur de Stokes. Nous allons ensuite obtenir des estimations a priori
sur la solution du probléme approché, ce qui nous permettra par passage a la limite
de montrer 'existence dune solution au probléme global.

Solution du probléme approché

Soit wy, ..., W;, ... une suite de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres
a1, - qy,--- qui engendre V, voir la Proposition 2.3. Soit V le sous-espace de
V engendré par wy,...wy. Alors, on remarque que Avy € V. On définit Py la
projection de L?(Q) sur Vy.

Pour chaque N € N*, on définit une solution approchée vy de (B.1)-(B.2) de la
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facon suivante :

N
VN = Zgi,N(t)Wiy
i=1
et

1
/(‘ZVN w,; + / —v" L. Vvy - WZ—I—/M(QTL)VVN'VWZ'
Q

f
+>\/—(VVN—VTVN)VQH-Wi:/—‘Wi Vi=1,...,N, (B.3)
0" ot

VN(O, ) = PN(V()). (B4)

L’équation (B.3) se réécrit :

N
Lo
7Y ARRNUMUES 3y £ MR R

N N
+) / p(O")\Vw; - Vwi gin(t) + > A / 0 (YW, VIiw,)VO" - w; gjn(t)
= /e = /e
f
:/6_n<t) w; Vi=1,...,N,
Q

AG'(t) + B(0", v )G (t) = F(t), (B.5)

/W] Wl)

Bij(enavn_) /envn ' VWJ w; + /Q:u(en)ijvwz

ou pour tout 1 <17,7 < N :

Q

f
Rt = [ 50w
Q0"
Gi(t) = gin(1).
La condition initiale (B.4) est équivalente a :

On sait que la matrice A est inversible car les w; sont orthogonaux pour le produit
scalaire dans L%(€2). De plus, B est bornée car §" vérifie le principe du maximum
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et [|AO™|| 2 et ||[Vv™ Y|, sont bornés par (4.24) et (4.29). Le systéme différentiel
linéaire (B.5)-(B.6) admet donc une unique solution G définie sur l'intervalle [0, 7).

De plus, comme la fonction t — F(t) est dans L?(0, 7)), alors t — G(t) est également
et on a:

vy € L*(0,T;V), 0wy € L*0,T;V), VN € N*,

Nous allons maintenant établir les estimations a priori qui nous permettront de
passer a la limite.

Estimations a priori

Soit § > 0. On multiplie (B.3) par g; y(t)+0 a;g; n(t) et on somme suri = 1,--- N.
Apreés une intégration par partie sur le terme de diffusion, on obtient :

1 1 1
L arvala + o / dvy - Avy + / L vy - dvs
6 6 Ja ot

1
+ (5/ o (v V)vy - Avy + / u(@")Vvy - Vovy — (5/ V- (u0")Vvy) - Avy
Q Q

Q
1 1
+ )\/ —(VVN — VTVN)VQn : 8tvN + 5/\/ —
Q0" Q0"

f f
= [ —-0v +5/—'AV .
/99” VN o N

On remarque que avec (4.30) :

(Vv — VIvy)VO" - Avy

1 d v
/u(en)vVN.vatvN :——/M(en)wvm?—-/u(e 10,67 Vv
1
2

d 1
4 / (B Vval? + / OV VO Vv
d Q 2 Q

+
N > <+
z:\

W (OMVOm VO | Vv |?
_ —/p’(@")@"‘lAQ”WVNP
Q
D’autre part, en utilisant la décomposition de Helmholtz (2.3), on a :

— [V ) Tva) v == [ p(07) vy v = [ (0 (987 Vv A

Z/M(G”)AVN-AvNJr/u(@”)VqN-AVN
Q Q

- / W (0™) (VO™ - V)vy - Avy,
0
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et par intégration par parties, du fait que Avy € V, on a :

/ u(@")Van - Avy = — / W (0™) gy VO™ - Avy.
Q

Q

On en déduit alors que :

1d 1
3t [ O+ 2o+ 6 [ )|l
2dt Jq 0 Q
) 1 1
= —;/ vy - Avy —/ — (V"1 V)vy - Ovy —5/ — (v V)vy - Avy
N 6 Q [9) HTL Q 9”
T, T T
1 A
1 / OV VO Ty 2 =2 / OV VO Vv g
2 Ja 2 Jo
T, T
A
+§/,u’(9")9”_1A9"|VVN|2+5/u’(Qn) gy VO" - Avy
Q 0
Ty T
1
+ 5/ 1 (0™) (VO™ - V)vy - Avy —/\/ o (Vvy — VIvy) VO™ - Ovy
Q 0
Ty Ty
1 . i £ £
— 0N | —(Vvy =V vy)VO" - Avy+ | —-Ovy+0 | — - Avy.
Q0" Q0" Q0"
ﬁo 7‘-,1'1 7‘-,1'2

Soit € > 0. Grace aux inégalités habituelles (Holder, Gagliardo-Nirenberg, Sobolev,
Young, ...), on va majorer de fagon standard chacun des termes 7T}, ¢ # 7. On utilisera

également que
A In M| < p(6™) < A|Inm,

A A
— <™ < =.
e <=
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T3 < 0wl s [Avalls < = [0vnlZ + 22 A vyl
= \% 2 v 2 S —= A% 2 e~ A% 2,
1 = 0 tYNIL NIlr, Y tVYNIlL 0 NIlr,
1Ty
Ty < - HV 1HL6 IV s 10evill e
C
< [V 19Vl AVl 9l
1 C 92 4 2
< —|o 2 OXN|In M||A Q—V’HQV 2,
< 7l 7. +ed M In M| |Avy|7. + AT aT Vv L IV valls
T Co e e
Ty < — |1V o 199 o ANl < = ([99" 7 9wl AV
C.6 -
SE(S)\|1I1M| ||AVN||L2+)\3|1—]W‘34HVV 1HL2 ||VVN||L2a

A n— n
T, < o HV lHLs VO™ | L6 IV VNl s [V V][ 2

A
< . vanﬂ”,;z HAQHHL2 HAVN”L? HVVN”L2

Ce

SE(S)\|IDM| HAVNH%Q_‘_W

(19512 + X A6 9w

A2 n— n
15 < 5 HV@ lHLa Vo ||L6 ||VVN“L6 HVVNHL2
C’)\2

HAH” 1HL2 HAGnHB HAVNHL2 ”VVNHL2

05>\ n—1(14 n (|4 2
< oMM Avylis+ 5oaran (2073 + 18615 ) 19wl
)\2 . CNM,
Ty < 5 180" 2 Vvl < 1A 2 IV 135 1AV 75
C. N5 M4
<edA|InM|[|Avy|7. + 55 mt | In M 126" |72 (| Vv llz2
Ty <6 " A <50A N V20 Av |22
8 —HV o Vvl [Avallpe < 6= IA0"| 2 [V vall 2" [[Aval
C.6\ .
<edA|InM||Avy|7. + T M[Fmd 1A | 72 IV VN 7s
n C A 1/2 1/2 n
Ty < 2—||VvN||Ls VO™ 6 10Vl 2 < —= IV VIl 2 AN [1A6"] 2 |0Vl 2
CL A3 2
< —Allﬁtleliz +ed N In M|[|Avyll;. + 5 I M| i 120" |72 IV vl

C
Tio < 26— Vvl (V0" o AV 2 < 6— Vvl 1267 2 [Av |75

.6\ )
<edA|InM||Avy|7. + T M[Fmd INA AP
1
Tns— ] 2 10l 2 < ’\HatVN”L? + ||f||Lz,

J

2
4\ |In M|m?2 Iz -

o
Tz < — |Ifll 2 Avillz. < edA[In M| IAvyZ2 +
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154 ANNEXE B : Démonstrations du Lemme /.0 et du Lemme 4.7

La majoration du terme 7% est plus spécifique et est détaillée ici. On remarque

d’abord que | Van |22 < C'[|[Avy||32. On va également appliquer le résultat du lemme
2.1:

A n
I7 <0 Nlanllpa V0" o |Avall 2

CA 1/2 1/2 n
<6 llaw 11 1V aw 1 1887 | 2 [ Avay]| 2
CA 1/2 n 3/2
<O llaw 35" 146 2 [ Ava| 72

Ce A

2 € n |4 2
<deMInM|||Avy];: + 5m A" [|72 llan 72
<§e XN In M| ||Avy]?,

C.oM ||A0”||i2 e\ln M]4m4 9 ||A9”||i2 9
+ Av + 1+ —— Vv
m4\1n M|3 ||ﬁ9nHi2 || N||L2 C ” N||L2

e |In M|*m*

C. oA ||Ag|; 1A6" |7
<26 In M| | Avy]% + m4|lnM|3L2 1+m Vv

Finalement, grace a toutes ces estimations, on obtient :

1d

n 1
C¥T QM(Q )\VVN|2+2—§H@VNH§2
20 9
oM [1-11e— 20 ) JAval
A\ |In M|

0? 5 1 )
S n—1
_Ca{(5m4)\\lnM| +>\3|1HM‘3m4+>\(5‘1HM’m2> HVV ||L2
A3 PRBVE:
+ (5m2|lnM‘ + 53m4\1nM|3
) AW 4
T M |\ ! AG"|[2,
+‘1HM|3m4< +|lnM|4m4 +(5|lnM‘m4 H HL

A3 .
] 149 1\};} IVl

L2, 0 )2
m2 4 \|In M| m? L2

© 2019 Tous droits réservés.

lilliad.univ-lille.fr



These de Claire Colin, Université de Lille, 2019

B.1 Preuve du Lemme /.0 155

A1nM|6

s on obtient alors :

On choisit € = ﬁ et d =
1d
2dt Jq

) ) 1 4
< _ n—1
_C{<)\2|IDM|2m4+)\2|lnM|2m4+)\2’1nM|2m29> va HL2

A2m|In M?

2
16 ||AVN||L2

1
10" Vvy|* + 3 10|32 +

2 22 M4
+ =+ =
|In M2m?26  |In M|6m*63
A26 1A6"2, A26 )
ARG ] L A
+|1n]\4|2m4< +|1nM|4m4 +|1n]\4|2m4 | Iz

)\2
+W”M"‘1H‘;} Vvl

20 0 )
+ (W + m) 11|72 -

On rappelle que m < ) < M, on a donc en particulier que

1 0 MY MA
- <

mt T ogpags T omT
Ainsi, on a :
1d
2dt Jq
4 i
. cCu Ll
A2m” min(|In M|?; | In M|6) | In M|*m?
n— 4 n n— 4
x (997 + A A7 + X A0 ) 19w

CM
+ e 1] 22 -

N m|In M?

2
Al

1
w0 Vvy|® + BV 10w 7e +

On utilise maintenant les hypothéses de récurrence (4.28) et (4.29) et (4.24),
ainsi que la forme particuliére de p donnée par (4.6), qui permettent d’avoir :

e K
va 1Hi2 S )\|1D1M|’

- K . K
JagE < 525 1Al <

2 1 / 2
2 S T 0"
IVl < iy L #E9vN
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Cela donne :

1d 1
o RO e N
C’M4()\2|lnM|4m —|—K22)
“A"mM min (| In M|7, | In M|1)

CM
+— ||f||L2 . (B.7)

AN m|In M?

2
Al

(1M KE + X K3) [ o) Ov?

On en déduit grace au lemme de Gronwall que :

(vy) est bornée dans L*(0,T; D(A)), (B.8)
(vn) est bornée dans L>(0,7; V), .
(Oyvy) est bornée dans L*(0, T; H). (B.10)

Passage a la limite

Gréace a (B.8), on montre qu’il existe une sous-suite de (vy), que 'on appelle
encore (vy) qui converge faiblement dans L?(0,T, D(A)) vers v € L?(0,T, D(A)).
On a en particulier pour tout ¢ € L2(0,T; H) :

/ / VN =V ¢N:>w0 (B.11)
/ /VVN—VV¢ 0 (B.12)

N—+4o00

De plus, avec (B.10), il existe une sous-suite de (0;vy) qui converge faiblement
vers h dans L?(0,7,H), et on a pour tout ¢ € L*(0,T;H) :

//&VN— )b _>—+>OOO (B.13)

On montre facilement que h = 0;v. En effet, en choisissant ¢ = nw, avec n €
CHO0,T) et w € H}(2), on a :

T T
/ /@VNnW:—/ /VNamw.
0 Q 0 Q

En passant a la limite de chaque c6té grace a (B.13) a gauche et (B.11) a droite, on
obtient h = 9, vy.

Enfin, avec (B.9), il existe une sous-suite, encore notée (vy ), qui converge faiblement—
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* vers u dans L>(0,T; V). On a en particulier pour tout ¢ € L'(0,T; H) :

/ / N—uqujooo (B.14)

Les équations (B.11) et (B.14) et le fait que L*(0,T; H) C L'(0,T; H) montrent que

pour tout ¢ € L'(0,T;H) :
/ / v-u ¢ N—>—+>oo 0

et par conséquent, v =u € L?(0,7; V)N L>(0,T,H).

On considere n € C1(0,T) telle que n(T) = 0. En multipliant (B.3) par 7 et en
intégrant sur |0, T[, aprés intégration par partie sur le terme de dérivée en temps on
obtient :

1 [T T rq T
—;/ /amv]v-w+/ /—nn(vn_l-V)vN-w+/ /,u(@”)nVVN-VW
0Jo Ja o Jalt 0 Jo
T
+>\/ /e—n(VvN—VTVN)VQ”-W

/ /77— W+ = /U(O)IP’N(VO)-W, Yw e V7V,

On va passer a la limite dans chacun des termes. On pose ¢ = nw.

— Comme 0;¢ € L*(0,T,H), avec (B.11) on a :

1 T
7\/ /(VN—V at¢ — 0.
0Jo Ja N—oo

1

o est borné dans L, v~ ! et w le sont dans V , on a donc
1
e—nvn L. ¢ e L*(0,T;H) et avec (B.12) on a :

/ / (Vvy = Vv)- ¢N:>w0

Des arguments similaires permettent de passer a la limite dans les autres termes et
on obtient :

—/l\/T/V-at¢+/T/iVn1~VV-¢—|—/T//L((9n)VVN-V¢
+/\// (Vv —VTv) - Vo ¢ = //— ¢+/ -$(0).  (B.15)
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158 ANNEXE B : Démonstrations du Lemme /.0 et du Lemme 4.7

L’égalité (B.15) est vraie V¢ = nw, avec w € V car les w; sont denses sans V. En
particulier, on a montré que (B.1) est vraie.

Il reste donc a montrer que v(0) = vo. Pour cela, on multiplie (B.1) par 7 :

—i/T/v-atcﬁJr/T/Qin(v“—l-V)v-¢+/T/u(9”)vVN~v¢
+>\// (Vv —V'v) - Vo". ¢ = //— ¢+ = / v(0) - #(0). (B.16)

En comparant (B.15) et (B.16), on en déduit que :

/Q (vo — v(0)) - $(0) = 0.

En choisissant 1 ne s’annulant pas en 0, on a bien montré que v(0) = vq, ce qui
achéve la démonstration de la surjectivité de Ly.

B.2 Preuve du Lemme 4.7

Pour montrer le Lemme 4.7, on fait les mémes calculs que ceux faits dans I’An-
nexe B.1 et on obtient 'analogue de (B.7) :

1d

2dt 2 M
M* (N2 |In M|*m* + K2)

ATmll min(|1nM|7,|1nM|11)
CM

m2 A\ |In M |?
16 M

(|1nM|—2K12+A4K§)/gzﬂ(en)\vV”y2

(0" o (10|72 +

2
|AV |7

<C

(B.17)

On applique le lemme de Gronwall & (B.17) afin d’obtenir (4.42).
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Annexe C

Implémentation de la méthode de
Newton pour la résolution de (5.29)

Soit n = 0,---, N — 1. Afin de calculer 0" solution de (5.29), nous sommes
amenés a résoudre le systéme non-linéaire suivant :

FnTH(HPrH) — ((]:Iréﬂwgﬂ))KET —0, (C.l)
avec
1 1 g+l _ 0 1 0 1 . A .
FRrlor) = 2o — T o O T(07) + - Y FR
t mg ’ ’ K s
ocefk o€
- Tﬁasse(e?;j_l) + TIS)HV (0'771:’—1) + v T:Giule(e'?j_l) + e Tj;l}ff(e'?j_l)'

Nous allons résoudre (C.1) par une méthode de Newton. Les itérations de Newton
sont indéxées par £. On pose Q?fl’o = 0%, et pour ¢ > 0, 0?-“’“1 est défini par :

T = g L O ),
ot JFH(O) désigne la jacobienne de Fitt en 637 On a

JFFHOF ™) = TP e O ) + T T o O7) + T 5o 077)

T ,masse T ,conv

+IF (05

C.1 Procédure de pas de temps adaptatif
Le critére d’arrét de la méthode porte sur la norme L®(Q) de Fpt'(05+). Si

la précision requise prec n’a pas été atteinte en un nombre maximal d’itérations
nitermax défini par 'utilisateur, le pas de temps At est divisé par 2, jusqu’a ce que
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160 ANNEXE C : Implémentation de la méthode de Newton

I'on ait convergé ou que l'on ait atteint le pas de temps minimal At,;, fixé, voir
I’Algorithme 2. On vérifie toutes les 10 itérations en temps si le pas de temps At
peut étre multiplié par 2 afin de réduire les temps de calculs.

Algorithme 2 METHODE DE NEWTON AVEC PAS DE TEMPS ADAPTATIF

Entrée(s) prec; nitermaz ; At; Aty ; 0%
err = prec+ 1
tant que (err > prec) et (At > Atyy,) faire
(=0
9771_-1-1,0 _ 9,71_
tant que (err > prec) et (¢ < nitermax) faire
(=041
92_+1,e+1 _ gz;:l-l,f B [J]_—;L_H(Hg_ﬂ,e)]_lfy_ﬂ(Qgrﬂ,z)
FF o)
fin du tant que
si err > prec alors
At = At/2
fin du si

fin du tant que

err:‘

C.2 Assemblage de la jacobienne.

Nous allons maintenant calculer la contribution des différents termes a la ja-
cobienne, dans le cas ou "' est défini par (5.15) et ou le terme effet Joule est
discrétisé par (5.31) (schéma (SDpaxJeen))- Nous utiliserons la notation a+ = b
pour désigner 'affectation aprés 'addition qui signifie a = a + b, ot le symbole "="
désigne 'opérateur d’affectation.

a) Terme de dérivée en temps

Le coefficient KM de la jacobienne est :

)
1 +1,6y _ OKM
J'FI?JJK/[,masse<9’?' ) - )
At

ol dx s est le symbole de Kronecker.
b) Terme de convection

Le coefficient K du terme de convection est donné par :

1

Mg

J—_-n+1 (egjrl) —

K,conv

([CONV™ 05+ i + RHSCEHY

ot CONV™! ¢ R#¥T*#T ot RHSC™' € R#¥7 sont définis par 1’Algorithme
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C.2 Assemblage de la jacobienne.

161

3.

Algorithme 3 ASSEMBLAGE DE CONV"*! T DE RHSC™*!

pour o € E™ faire
Identifier les triangles K et L tels que 0 = K|L
si v’ > 0 alors
CONVZE + = v}
CONViE+ = —uil]
sinon
CONVIi4 = v?f;
CONV/ '+ = —uil]
fin du si
fin du pour
pour o € EP faire
Identifier le triangle K tel que 0 C K
si v’ > 0 alors

CONV!+ = i)

sinon
n—+1 _ nt+lpgn+1
RHSCEY + = VK GD,U
fin du si

fin du pour

pour o € £V faire
Identifier le triangle K tel que o C K
CONV 4 = v?fgl

fin du pour

Le coefficient KM de la jacobienne est alors donné par :

J‘Flz—]ﬁ},conv(eg’—‘rl’f) = CONVKnj\_Jl
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162 ANNEXE C : Implémentation de la méthode de Newton

c) Terme effet Joule

Le coefficient K du terme effet Joule peut s’écrire :

T n 2>\ T n n n n
Fichoue 07 ) === 3 (O + (077 — 2057107
ce€Bt o=K|L
2\
SE N S0 + 05— 2056
meg 2 ’ ’
ocER
2\
=——[NZ7 Mk + —— 05 [L07"]
K K
A 2\
b X (ol - et o)
s K K
ot Z3 € R#*7 est défini par :
Zt =105 (C.2)
et les matrices J; € R¥7>#7 et J, € R#7T*#7 sont définies par 1’Algorithme
4.
Algorithme 4 ASSEMBLAGE DE J; ET DE J,
pour o € ™ faire
Identifier les triangles K et L tels que o = K|L
[Nlkx+ =% [Nt =%
[N)kr+ =% [N+ =%
[o]xrL+=—% [Jo]Lr+=—%
fin du pour
pour o € &P faire
Identifier le triangle K tel que 0 C K
[Nkx+ =%
fin du pour
Le ccefficient KM de la jacobienne est alors donné par :
n 4\ N 4\ N an
JJ:}?E,Joule(GTJFM) :m_K[Jl]KMQJ\fl + m—KfSKM[JﬁTH}K + m_KeK—H[JQ]KM
2\
- —ngKM9%+Ul.
mpg ’
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d) Terme de diffusion
En utilisant la notation Oz’};fj définie par :

s gn+l n+1
w1 _ J L osiOT <Ok,
Ko 0 sinon,

on peut réécrire 07! de la fagon suivante :
ot = max (0 03 = (1— QRO + a0
ou encore dans le cas ou o € E™ telle que 0 = K|L :
ortt = 0421319?(“ + oz%rolézﬂ.
On obtient alors le ceefficient K du terme de diffusion :

A
Fptie@rhy === >~ 7, (afE O™ — ol 07 + (o) — apthoRop )

Mg .
oe&t o=K|L

A
F S (- a0 — g O+ (20— D60

0655
)\ n+1 rr>n+1 )\ n+1 n+1n+1
:m_K[Dl Z7 ]K+m_K9K [Dy™ 07 ke
A
£ 3T (2058 — Db 058 — o (052)7)
0655

ot ZFt est défini par (C.2) et DI € R¥T#T et Dyt € R#¥T*#T gont
définis dans I’Algorithme 5.

Algorithme 5 ASSEMBLAGE DE D' BT DE Dy

pour o € £™ faire
Identifier les triangles K et L tels que 0 = K|L

(DY kr+ = To—O/Z;l (DY oo+ = Taa?;,r;
(DY g+ = =70} DYk + = =700t}
Dy g+ = 1o (afd) — aflh) D3k + = —To(alty — afth)

fin du pour

pour o € EP faire
Identifier le triangle K tel que o C K
(DI kx4 = 7o (1 — o))

fin du pour
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Le ccefficient KM de la jacobienne est donc donné par :

22 A A

JFtaaOF ) ===[Dr ™ xa0y + ——6xn[ Dy 05k + ——07 [Da) s
mg mg mg
A
-+ —(2067[?;1 — 1)7—05KM9%+01-
mg ’ ’
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Analyse et simulation numérique par méthode

combinée Volumes Finis — Eléments Finis de
modéles de type Faible Mach

Résumé : Dans cette thése, nous étudions des écoulements caractérisés par un faible
nombre de Mach. Dans une premiére partie, nous développons un schéma numérique
permettant la résolution des équations de Navier-Stokes a faible nombre de Mach.
L’équation de continuité est résolue par une méthode de volumes finis, tandis que
I’équation de conservation de la quantité de mouvement et I’équation d’évolution de
la température sont résolues par éléments finis. Le schéma ainsi développé assure la
préservation des états constants. Dans une seconde partie, nous faisons I’analyse d’'un
modele de type faible Mach spécifique, dans lequel la pression thermodynamique est
considérée constante, et la viscosité est une fonction particuliére de la température.
Nous montrons I'existence, I'unicité et la régularité des solutions, ainsi qu’un résultat
de principe du maximum pour la température. Enfin dans une troisiéme partie,
nous développons un schéma numérique permettant de simuler les équations de ce
modele. L’accent est mis sur la discrétisation de I’équation de température, qui est
de type volumes finis. Plusieurs schémas sont étudiés et comparés sur des critéres
de précision et de respect du principe du maximum. L’équation de conservation de
la quantité de mouvement est discrétisée par éléments finis, définissant un nouveau
schéma combiné.

Mots-clés : Modéle bas Mach, Volumes Finis, Eléments Finis, Principe du maxi-
mum, Existence de solution.

Abstract : In this thesis, we study some flows characterized by a low Mach num-
ber. In a first part, we develop a numerical scheme allowing the resolution of the
Navier-Stokes equations in the low Mach number approximation. The continuity
equation is solved by a finite volume method, while the momentum and tempera-
ture equations are solved by finite elements. The scheme ensures the preservation
of constant states. In a second part, we analyze a specific low Mach type model,
in which the thermodynamic pressure is considered constant, and the viscosity is
a particular function of the temperature. We show the existence, the uniqueness
and the regularity of the solutions, as well as a maximum principle result for the
temperature. Finally, in a third part, we develop a numerical scheme to simulate the
equations of this model. Emphasis is placed on the discretization of the temperature
equation, which is of finite volume type. Several schemes are studied and compa-
red on criteria of precision and respect of the maximum principle. The momentum
equation is discretized by finite elements, defining a new combined scheme.

Keywords : Low Mach model, Finite Volumes, Finite Elements, Maximum prin-
ciple, Existence result.
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