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Introduction

Les opérations élémentaires comme 'addition ou la multiplication sont des concepts clés
et inévitables dans la compréhension du monde qui nous entoure. Ces notions que 'on ap-
prend des le plus jeune age, forgent les débuts de I'algebre. Du temps de Pythagore, vers I’an
-580, la philosophie imposait a I'homme l'idée d’une nature ordonnée et rationnelle. Dans
leur compréhension géométrique des nombres, les grecs ne concevaient pas que des nombres
puissent étre autre chose que des quotients de deux nombres entiers, que ’on appelle aujour-
d’hui le corps des nombres rationnels. La compréhension de ce concept de nombre irrationnel
n’est pas si simple. Pour preuve, on retrouve cette difficulté dans les salles de classes. Qu’est
ce que /27 Cest environ 1.41? Oui environ, mais ce n’est pas 1.41. Le théoreme de Pytha-
gore peut introduire ce nombre et, en leur temps, les grecs admettaient mal que la longueur
de I’hypoténuse d'un triangle isocele rectangle dont deux cotés valent 1 ne soit pas un nombre
rationnel. Ce théoreme peut nous envoyer directement a la notion de polynome et aux équa-
tions polynomiales. Désignons les longueurs de notre triangle par x, y et z, z étant la longueur
de I'hypoténuse. Le théoréme nous dit que 22 +y? = 22. Il s’agit d’une équation polynomiale
de degré 2. Tres vite, les équations polynomiales et la recherche de racines de polynomes
allaient devenir un domaine d’étude tres prisé des mathématiciens comme en attestent les
travaux des algébristes du moyen age. Pouvons-nous déterminer tous les nombres x solution
de I'équation az? +bx +c = 0?7 Que se passe t-il si on augmente le degré? A la Renaissance,
on savait résoudre ce type d’équation aux degrés 1,2,3, et 4 mais le cas du degré 5 resta
sans réponse pendant des siecles. Il fallut attendre le XIXe siecle avec Galois pour montrer
que ce n’était pas forcément possible pour les degrés plus grands que 5.

La théorie de Galois voit ainsi ses origines dans l’étude d’équations polynomiales et ce
que l'on appelle extensions de corps. Méme si les travaux d’Evariste Galois n’étaient pas
considérés par toute la communauté mathématique de son époque, il en résultat finalement
une théorie a son nom qui donnera une nouvelle dimension a I’arithmétique : on allait étudier
les opérations élémentaires sur d’autres objets que Q, R, C. On étudiera par exemple les
extension finie de Q, que 'on appelle des corps de nombres. Cette théorie établit un lien
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puissant entre la théorie des groupes et celle des extensions de corps. Ce lien permet de
donner des résultats profonds en arithmétique. Certains attribuent méme a Galois I'invention
de la notion de groupes voire de I'algebre moderne et on ne remet plus en cause l'utilité de
cette théorie en mathématique. Le théoreme fondamental de la théorie de Galois montre que
I'on peut associer a des extensions de corps, un groupe dit groupe de Galois de 'extension.
Par exemple, I'extension finie Q(v/3)/Q ou Q(v/3) désigne l'e corps de nombres composé
d’éléments du type a+1/3.b oi1 a et b sont deux nombres rationnels, a pour groupe de Galois
le groupe bien connu a deux éléments : Z/27Z. Deux extensions ayant méme groupe de Galois
sont tres semblables et la détermination de ce groupe apprend énormément sur la structure de
I’extension, elle est cependant souvent délicate. La compréhension des groupes de Galois des
corps de nombres est encore tres lacunaire, méme si des progres spectaculaires ont été réalisés
depuis le début du XXe siecle. Le fait reste qu’a une extension donnée, on peut généralement
lui associer un groupe. Il est apparu alors naturel de se poser la question inverse : si on
se donne un groupe, disons G, existe t-il une extension de corps dont le groupe de Galois
est G 7 Et pourquoi pas tenter de réaliser tout groupe fini G comme groupe de Galois d'une
extension £/Q? On parle alors de probleme inverse de Galois. Ce probleme, toutefois récent,
a suffisamment d’ancienneté et de richesse pour avoir fait naitre une théorie et suscité de
nombreuses recherches, des résultats, des conjectures de toute forme. Aujourdhui encore, on
cherche a dénicher les secrets que cette théorie inverse de Galois nous cache encore...
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CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1 Motivations

1.1.1 Le probleme inverse de Galois

De maniere classique, la théorie de Galois associe a toute extension finie galoisienne F'/Q
un groupe fini appelé groupe de Galois de E/Q et noté Gal(E/Q). Cette théorie, née dans
le XIXe siecle et approfondie par la suite, fait maintenant partie du cursus Licence-Master
pour la plupart des étudiants s’intéressant a ’algebre. Ceci pour de bonne raisons, a tel point
que certains mathématiciens attribuent a Galois une renouveau en algebre et arithmétique.
Parmi les grandes applications de la théorie de Galois, on peut citer la construction a la regle
et au compas et la résolution d’équation

La réciproque de cette association
théorie des corps — théorie des groupes

est la question centrale de la théorie inverse de Galois : est ce que tout groupe fini peut
étre réalisé comme groupe de Galois d'une extension F/Q? La question peut se poser sur
n’importe quel corps K, donnant ’énoncé suivant :

Probleme Inverse de Galois sur K (IGP /K). Tout groupe fini est-il le groupe de
Galois d’une certaine extension galoisienne de K ¢

Cette question, bien que simple & énoncer, n’a toujours pas de réponse générale sur Q
aujourd’hui et a soulevé de nombreuses recherches. La réponse n’étant pas évidente a trouver,
les recherches sur le sujet se sont diversifiées et ont amené a formuler diverses conjectures et
présenter des résultats variés en lien avec différents domaines des mathématiques. On parle
désormais d’'un domaine de recherche a part entiere appelé théorie inverse de Galois. Les

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

notions présentées dans les parties §1.1.2, §1.1.3 et §1.1.4 font partie de cette théorie et il y a
bien entendu, d’autres themes de la théorie inverse de Galois non abordés dans cette these.
Présentons un bref apergu des résultats obtenu sur le probleme (IGP /K).

Sur le corps des rationnels Q, on sait réaliser

— les groupes abéliens,

— les groupes résolubles,

— certains groupes simples non abéliens.

La preuve dans le cas abélien est relativement simple (voir par exemple [De09, théoréme
2.1.3]). Le cas des groupes résolubles est plus difficile et a été démontré par Shafarevich en
1954 (voir par exemple [NSWO08]).

L’approche pour les groupes simples non-abéliens est différente. Etant donné un groupe
fini G, plutot que de tenter de construire une extension galoisienne F/Q de groupe G, on
construit une extension galoisienne F'/Q(T") ou T est une indéterminée que I'on spécialise
ensuite en un nombre rationnel ¢ bien choisi.

F F
T—t

Q(T) Q

Le précurseur de cette méthode est le mathématicien Hilbert, qui a pu notamment mon-
trer que les groupes .5, sont des groupes de Galois sur Q. La méthode repose sur son théo-
reme d’irréductibilité présenté en §1.1.4 et permet de dire qu’une réponse positive a 1’énoncé
(IGP/Q(T)) implique une réponse positive a 1’énoncé (IGP/Q). On peut étendre cette im-
plication a tout corps K dit hilbertien.

Noether présenterait les choses différemment. Etant donné un corps K et groupe fini G
plongé dans S, le groupe G agit sur le corps £ = K(T,---,T,). Le corps des invariants
E¢ est une extension de K et 'extension E/EY est galoisienne de groupe G.

E=K, - ,T.) . )G

G
K(Tla e 7Tn>G
Si B¢ est une extension transcendante pure (c’est le cas si G = S,,), disons K (Y3, ---,Y,,),
la méthode de Hilbert peut s’appliquer et on peut spécialiser les indéterminées Y7,--- .Y,

dans K pour obtenir une extension galoisienne de K a partir de 'extension galoisienne
E/EY. Mais comme I'ont montré Swan [Swa69], Voskresenskil [Vos70], puis Lenstra [Len74]
et Saltman [Sal82], le corps E“ n’est pas en général une extension transcendante pure. L’idée
de Noether, bien qu’ingénieuse, n’aboutit donc pas, en général, a la conclusion voulue.
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Dans I’approche récente pour résoudre le probleme inverse de Galois sur QQ, on demande
de plus que Pextension F'/Q(T) soit régulicre sur Q, c’est & dire qu’elle vérifie ENQ = Q.
Cette propriété de régularité permet un angle d’attaque géométrique : l'extension F'/Q(T)
correspond, via le foncteur corps de fonctions, & un revétement galoisien f : X — P! de
groupe d’automorphisme G, défini sur Q ainsi que ses automorphismes.

fiX K(X)

P1(Q) Q(T)

Cette approche convient aussi si I’on remplace le corps Q par un corps de nombre K. Elle
a permi de construire certains groupes simples comme des PSL,(F,), le Monstre, comme
groupe de Galois sur Q (pour plus de détails, on renvoie au livre [MM99]). L’approche
par ’étude des revétements a aussi permis de réaliser tout groupe G comme groupe de
Galois régulier sur Q. La question de réaliser les groupes finis comme groupe de Galois d’une
extension réguliere F'//K (T) est désormais connue comme probléme inverse de Galois régulier
sur K (RIGP /K).

1.1.2 La conjecture de Malle

Au-dela de chercher a résoudre le probleme inverse de Galois, on peut se demander si,
non pas une, mais plusieurs extensions galoisiennes d'un corps de nombres fixé, ont pour
groupe de Galois un méme groupe (& isomorphisme pres). A partir de la fin du XXe siecle,
des études ont été menées sur le sujet, par exemple, par Wright [Wri89], puis Malle [Mal02],
[Mal04] et les résultats obtenus ont amené a former des conjectures.

Fixons nous un corps de nombres K et un groupe fini G. Afin de quantifier le probleme,
on impose une contrainte de discriminant sur les extensions étudiées. Il est bien connu que
le nombre d’extensions de K (dans une cloture algébrique de K fixée) dont la norme du
discriminant est bornée par un certain nombre y est un nombre fini. Il s’agit du théoréeme
d’Hermite.

Fixons nous alors un nombre positif y. On définit un nombre N (K, G,y) comme étant le
nombre d’extensions galoisiennes /K, de groupe de Galois G et de discriminant dg/x de
norme Ny (dg k) plus petite que y.

On peut aussi définir ce nombre N(K,G,y) pour des extensions non galoisiennes, en
comptant le nombre d’extensions dont la cloture galoisienne a pour groupe de Galois, le
groupe G. Plus précisément, soit S, le groupe des permutations d'un ensemble a n éléments.
Soit G C S,, un groupe fini agissant sur ’ensemble {1,...,n} de maniére transitive et soit y
un nombre réel strictement positif. Pour un corps de nombres K, on note par K la cloture
algébrique de K. Pour une extension £/ K de degré n, on note par E /K sa cloture galoisienne.
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Le groupe de Galois Gal(E /K) agit transitivement sur les n plongements £ — K. Soit
G(1) C G le sous-groupe stabilisateur de 1’élément neutre 1. On dira qu'une extension finie
E/K a pour groupe de Galois G C S, si E/K a pour groupe de Galois G et que E est le
sous-corps de E fixé par G(1). Enfin, on défini le nombre N (K, G, y) par :

N(K,G,y) = #{E/K galoisienne : Gal(E/K) = G, Ngjo(dg/x) < y}.

Le comportement asymptotique du nombre N(K,G,y) a été sujet a de nombreuses re-
cherches et spéculations. Une conjecture a été donnée et démontrée dans le cas ou le groupe
G est abélien en utilisant la théorie du corps de classes [Wri89]. On la donne dans le cas
galoisien sous cette forme :

Conjecture 1.1. [ existe des constantes a(G) > 0, b(k,G) > 0 et c¢(k,G) > 0, telles que
N(K,G,y) ~ c(K, Gz (log )P -1,
De plus, les constantes a(G) et b(K,G) peuvent étre données explicitement.

Ici, pour des fonctions f, g : R — R, on écrit f ~ g si

lim @ =1
T—r+00 g(x)

Malle s’est aussi intéressé a cette conjecture, dans le cas ou G n’est pas forcément abélien
mais demeure résoluble [Mal02], [Mal04]. Il a démontré, avec Kliiners, la conjecture 1.2 ci
dessous, qui est une version plus faible de la conjecture 1.1 lorsque G est un groupe nilpotent
(une classe de groupes contenue dans la classe des groupes résolubles) en utilisant le résultat

de Shafarevich sur I'existence d’au moins une extension /K de groupe G [KMO04] :

Conjecture 1.2. [] existe une constante a(G) > 0, ne dépendant que de G, telle que pour
chaque € > 0, on a

ay @ < N(K,G,y) < cay™ D™= pour tout y > yo
pour des constantes positives c¢; (dépendant de G, K ) et co, yo (dépendant de G, K, ¢).

Nous nommerons cette derniere conjecture la conjecture de Malle. Toujours dans le cas
galoisien, Malle a aussi donné la valeur de la constante a(G) : (|G|(1 — 1/1))! ou [ est le
plus petit diviseur premier du cardinal du groupe G.

Kliiners a prouvé la partie minoration de la conjecture 1.2 pour les groupes diédraux
d’ordre 2p, ot p est un nombre premier impair [K1ii06]. A I’heure actuelle, en dehors des
groupes résolubles, nous ne savons que peu de choses sur le comportement asymptotique du
nombre N(K,G,y). La these contribue & ce probleme.

On peut s’intéresser a cette conjecture a travers 1’étude des extensions de K (T'). En effet,
si I'on sait réaliser un groupe fini G comme groupe de Galois d'une extension F//K(T), alors
la méthode introduite par Hilbert qui est présentée en §1.1.1 et précisée plus en détails en
§1.1.4 permettent d’obtenir une ou plusieurs extensions £ /K de groupe G. Nos résultats
portant sur la conjecture de Malle regroupent plusieurs recherches et sont présentés dans le
chapitre 4.
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1.1.3 Le probleme de Grunwald

Ce probleme, devenu célebre en théorie inverse de Galois, porte de nom du mathématicien
Grunwald. La question ici, est de savoir si I’on peut imposer des conditions locales en certains
idéaux premiers de K, sur une extension £/K que 'on veut de plus galoisienne de groupe
donné G.

Pour étre plus précis dans la présentation du probleme, nous aurons besoin de quelques

notations.

— Pour un idéal premier p de K, la complétion de K en p est notés K,. Dans le cas
K =Q, il s’agit de Q, pour un nombre premier p.

— Pour une extension galoisienne F /K et un idéal premier p de K et P un idéal au dessus
de p, la complétion de E en P de dépend pas de I'idéal P choisi (car l'extension est
galoisienne) et c’est aussi le compositum EK,,. On 'appelera la complétion de £ en
p.

Le probleme de Grunwald pose alors la question de la véracité de cette affirmation :

Etant donné un ensemble fini S d’idéaux premiers de K et une liste d’ex-
tensions galoisiennes finies (L?/K,) _, de groupe de Galois s’injectant dans G, il
existe une extension galoisienne £/K de groupe G dont la complétion FK,/K, en
p est K,-isomorphe & L?/K, en chaque p € S.

Une telle extension E/K obtenue sera appelée une solution au probléme de Grunwald
(Gv (Lp/Kp)peS) .

Le cas des groupes abéliens, ou plus généralement, des groupes résolubles, a été étudié
par Grunwald, Wang et Neukirch [Wan48] [Neu79] : en particulier, la réponse est positive si
G est d’ordre impair. Mais en général, il y a des problemes de Grunwald sans solution. Par

exemple, Wang a démontré que si G est cyclique d’ordre 8 et si S contient un premier de K
au dessus de 2, alors on peut trouver des problemes de Grunwald sans solution [Wan48].

Pour contourner ce contre exemple, on essaye aujourd’hui de déterminer s’il n’existe pas
d’ensemble fini d’idéaux premiers exceptionels S.;. tels que 'affirmation précédente reste
valide pour les ensembles S de premiers qui sont disjoints de Se... De nombreux travaux
ont été voués a cette forme faible [Har07], [DG12], [DLAN17] et elle a été démontrée vraie
pour les groupes super-résolubles (par exemple résolubles ou nilpotents) et sur tout corps de
nombres [HW18§].

Pour les groupes non résolubles, un résultat de Debes et Ghazi [DG12] montre que tout
probleme de Grunwald (LP/K,)pes (avec S N Seze = 0), également supposé non ramifié (les
extensions L*/K, sont non ramifiées), a toujours une solution si G est un groupe de Galois
réqulier' sur K.

Des conditions locales peuvent étre incorporées au travail sur la conjecture de Malle. Ceci
permet de donner un résultat par rapport au probleme de Grunwald qui sera lui aussi exposé
dans le chapitre 4.

1. Pour la définition plus précise de groupe de Galois régulier, voir chapitre 4
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1.1.4 Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert (effectif)

L’histoire du théoreme d’irréductibilité de Hilbert est tres riche et ’on compte bon nombre
de motivations et applications a ce théoreme.

Sans surprise, ce théoreme est du a Hilbert [Hil92]. Sous une forme simple, ce théoréme
s’énonce comme suit :

Theoréeme (Hilbert). Soit K un corps de nombres et soit P(T,Y") € K[T,Y] un polynome
irréductible dans K[T,Y| avec degy (P(T,Y)) > 1. Alors on peut spécialiser l'indéterminée

T en une infinité t € K de sorte que le polynome spécialisé P(t,Y") soit irréductible dans
K[Y].

Considérons par exemple le polynome Y? — T. Si t n'est pas un carré dans Q alors
le polynome spécialisé Y? — ¢t reste irréductible sur Q. Le théoréme énoncé ci-dessus peut
s’étendre a un ou plusieurs polynomes du type P(T,Y) = P(Ty,--- ,T,,Y1, -+ ,Yx) ou l'on
spécialise les indéterminées 17, --- ,T),.

L’étude de cette propriété fait I'objet d’'un domaine a part entiere et cela a amené a
introduire les notions d’ensembles hilbertiens, de corps hilbertiens... Sans entrer dans les
détails, on peut appliquer le théoreme de Hilbert dans notre cas en disant que les corps de
nombres sont des corps hilbertiens.

Le théoreme est utilisé dans certaines démonstrations en arithmétique des corps, ou
pour créer des courbes elliptiques de rang élevé sur un corps K et il peut étre appliqué
a la factorisation des polynomes en deux variables. La motivation initiale de Hilbert fut en
théorie inverse de Galois. Il souhaitait réaliser le groupe .S,, des permutations comme groupe
de Galois d’une extension de Q. Sa méthode expliquée dans [Hil92] montre que le polynéme
générique P = Y™ + Ty Y"1 + . + T, dont les coefficients T, ..., T}, sont des indéterminées
a pour groupe de Galois S, sur Q(71,...,T,,) et en utilisant le fait que Q est hilbertien, on
peut spécialiser le polynoéme P(T, ..., T,,Y) en un polynéme P(ty, ..., t,,Y") irréductible dans
Q[Y] et ayant S,, comme groupe de Galois.

P(L,Y) . P(tY)
L —1

Gal(P(L,Y)) Gal(P(t,Y))

L’aspect effectif du théoreme consiste a borner le plus petit entier positif ¢ tel que le
polynome spécialisé reste irréductible. Un des buts étant de savoir si 'on peut le trouver en
un temps convenable.

Enfin, tout comme le théoreme d’irréductibilité de Hilbert classique peut se lier avec la
théorie inverse de Galois, la partie effective peut se lier a compter des extensions galoisiennes
(voir par exemple [Coh81]) et nous amene directement a la conjecture de Malle enoncée
précédemment.

10
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1.1.5 La recherche de points entiers sur une courbe

Le domaine d’étude portant sur la recherche de points rationnels sur une courbe est tres
vaste et les recherches portant sur le sujet permettent de répondre a des questions comme
comment trouver les nombres rationnels solutions de I'équation x] + x4 = 17 7.

On peut définir les courbes planes comme ’ensemble des zéros d’un polynome a deux
variables & coefficients dans un corps K (comme par exemple le polynome X + X3 —17), et,
de maniere plus moderne, généraliser la notion aux courbes algébriques sur K, qui sont des
variétés algébriques dont les composantes irréductibles sont de dimension 1, dont la notion est
également liée aux polynomes. On s’intéressera plus particulierement au cas de la recherche
de zéros rationnels d’un polynome a deux variables, et ce, de maniere effective.

Nous étudierons 'effectivité de la maniere suivante : soit F'(X1, X») € Z[ Xy, Xs] et B > 1.
Le nombre de points (z1,x2) & coordonnées entiéres compris dans la boite définie par

|CL’1’ S B et |(L’2| S B

est clairement un nombre fini. On en déduit qu’il y a un ensemble fini de points entiers dans
cette boite et sur la courbe définie par F(X;, X5) = 0; il s’agit alors d’estimer leur nombre
en fonction de B lorsque l'on fait grandir B.

Un théoreéme de Bombieri et Pila [BP89] donne une majoration en BY/? ot d est le degré
de F(X1, X5) et on a cherché a améliorer cette borne [SZ95al, [HB02]. L’étude de ce probleme
fait partie de cette these.

Enfin, le probleme peut étre étendu dans un cas plus général ou 'on remplace le corps
de base (ici Q) par un corps de nombres K et Z par I'anneaux des entiers O. Dans ce
cas, on ne parlera pas de valeur absolue de x bornée par le nombre B, mais de "hauteur”,
qui généralise la valeur absolue sur Z. Pour un polynome F(Xi, X5) € Ok[l, X5] et B > 1,
I’étude des points Og-rationnels qui sont racines de F' devient plus complexe et non moins
intéressante que le cas K = Q. On sait également que le nombre de (71, 1;) € O% vérifiant

H(z1) < Bet H(ze) < B

est un nombre fini (ici H est une hauteur que 'on défini sur Ok, on la définit en détail dans
§1.3.1). La base de travail vérifiée sur Q pour la hauteur usuelle |.| est ainsi aussi vérifiée sur
Ok.

1.2 Présentation de la these
La fin du chapitre 1 présente divers outils de travail dont on se servira a divers moments

dans la these. Ces outils sont, pour la plupart, des résultats classique que nous avons choisi
d’utiliser pour effectuer nos calculs.

Dans cette fin de chapitre, on présente essentiellement la hauteur H que nous définissons
sur O, ainsi que diverses propriétés, que nous utiliserons tout au long de la these. Il est

11

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

évident que les utilisations que nous ferons de la hauteur seront cruciales pour les résultats
obtenus.

Le chapitre 2 traite de la recherche de points entiers sur une courbe algébrique. On
travaillera ici sur les notions abordées en §1.1.5. Dans ce chapitre, on reprend, entre autre, un
résultat donné par Heath-Brown en 2002 et une application effective donnée par Walkowiak

en 2006. On obtient une extension de ces résultats qui n’ont actuellement été prouvés que
dans le cas K = Q.

Le point central de ce second chapitre est I’étude du nombre N(F, B) défini ainsi. Soit
K un corps de nombre fixé, O 'anneau des entiers de K, et F(X;, X3) € Og[X;, X3] un
polynome a deux variables. A partir d'une hauteur sur K que I'on définira dans §1.3, on
définit N(F, B), pour un nombre positif B, comme le nombre de couples (x1,z3) qui sont
des zéros de F'(X1, X2) dont la hauteur des composantes est bornée par B. C’est a dire

N(F,B) = #{(x1,15) € O% | F(x1,25) =0, H(z,) < B, H(xy) < B}.

Autrement dit, N(F, B) compte le nombre de points entiers sur la courbe définie par
F(Xy, X5) =0 et dans la "boite” délimitée par B.

Les résultats obtenus ont un intérét en soi, et sont aussi primordiaux pour les chapitres
suivants. On en retiendra ce théoréme principal ? :

Theoréme. Soient F(X;, Xy) € Ok [X1, X irréductible sur K, unitaire en Xo et de degré
total d > 1. Pour B suffisamment grand, dépendant de K, on a

N(F, B) < cd*(log B)* B:@/d
ot ¢ est une constante dépendant uniquement de K.

Dans le chapitre 3, on travaille sur les notions abordées en §1.1.4. On donne une version
effective du théoreme d’irréductibilité de Hilbert, et ce, lorsque le polynome étudié est a
coefficients dans un corps de nombres fixé.

Dans ce chapitre, on reprend également le cheminement de Walkowiak qui a démontré une
version effective du théoreme d’irréductibilité de Hilbert dans le cas ou le polynome P(T,Y")
est a coefficients dans Q. De la méme maniere que dans le chapitre 2, on généralise le résultat
et on se sert de la majoration de N(F, B) obtenue dans le chapitre 2. La premiere partie de
ce troisieme chapitre est aussi un point important dans la suite de la these. On travaille sur
le nombre N7 (F, B) défini, a partir d’un polynome F(T,Y") € O[T, Y] irréductible et d’un
nombre réel B > 1, comme le nombre de ¢ € Ok de hauteur bornée par B et tels que le
polynéme spécialisé F'(t,Y") ait une racine dans Q. autrement dit

Np(F,B) =#{t € Ok | H(t) < B, F(t,Y) a une racine dans Ok }.

Le nombre Np(F,B) est directement relié au théoreme d’irréductibilité de Hilbert. La
suite du chapitre 3 le montre pourquoi, en reprenant la démonstration du théoreme d’irré-
ductibilité de Hilbert mais de maniere effective.

2. Il s’agit du théoreme 2.10.

12
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Le résultat sur ce nombre est le suivant ? :

Theoréme. Soient F(T,Y) € Ok[T,Y] irréductible sur K, unitaire en Y et de degré total
d > 2. 1l existe des nombres ay, ...,ay dépendant de K, tels que pour tout B assez grand, le
nombre Np(F, B) det € Ok avec H(t) < B et tels que F(t,Y) ait une racine dans K vérifie

Nr(F, B) < ayd*(log H)® BE:@/"(1og B)
(H peut désigner la hauteur du polynome F(T,Y)).

Dans la fin du chapitre, la partie sur le théoreme d’irréductibilité de Hilbert consiste a
partir d'un polynome irréductible P(T,Y) € Og[T,Y] et d’estimer le nombre de spécia-
lisations ¢t € Ok, de hauteur bornée par B, tel que le polynéme spécialisé P(¢,Y") reste
irréductible dans K[Y]. On arrive a la conclusion que pour B suffisamment grand, le nombre
de t € Ok tels que P(t,Y) reste irréductible sur Ok est plus grand que %B” 4,

Les chapitres 2 et 3 traitent de problemes diophantiens et de spécialisations de polynomes
tandis que le chapitre 4 est dédié aux implications des résultats obtenus en théorie inverse
de Galois.

Le chapitre 4 regroupe les résultats mis en lumiere dans les chapitres 2 et 3 afin de
prouver des théoremes sur la conjecture de Malle et le probleme de Grunwald. Il sont obtenus
a partir de 1’étude d’extensions régulieres de K (7T') et de leur spécialisations. Le premier
résultat principal de ce chapitre® porte sur le nombre N(K, G, y) défini en §1.1.2 :

Theoreme. Soit G un groupe fini. Il existe un corps de nombres Ky tel que sur tout corps
de nombres K contenant Ky, on ait la propriété suivante :
il existe a(G) > 0, dépendant de G, tel que

N(K,G,y) > cry™ @ pour tout y > yo
pour des constantes positives ¢y, Yo dépendantes de K, G.

Le deuxieme résultat porte sur les notions de §1.1.3, le nombre de solutions a un type de
probleme de Grunwald donné peut étre infini® :

Theoreme. Soit K un corps de nombres et G un groupe fini régulier sur K. Il existe un
ensemble fini Seye d’idéaux premiers de K avec la propriété suivante : si (G, (LP/K,)pes)
est un probléme de Grunwald sur K avec S N Sepe = 0, une infinité de solutions E/K au

probléme de Grunwald (G, (LP/Ky)pes)-

Ce nombre "infini” de solution peut étre exprimé plus en détails dans ’esprit du théoreme
précédent. On peut également 'étendre au cas ou G n’est pas régulier sur K. Dans ce cas,
nous parlerons de M-solutions au probleme de Grunwald. Nous renvoyons au chapitre 4 pour
les notions et un énoncé détaillé en deux points.

3. 1l s’agit du théoreme 3.2.
4. 11 s’agit du théoreme 3.7.
5. Il s’agit du théoreme 4.2.
6. Il s’agit du théoreme 4.3.

13

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

1.3 Outils de travail

Soit K un corps de nombres. On note O I'anneau des entiers de K, p le degré [K : QJ.
On note par ¢ : K — K un plongement de K dans une cloture algébrique de K. Le nombre
de plongements différents est p.

1.3.1 Une hauteur sur un corps de nombres K

On note My l'ensemble des places sur K. Soit v une place de K au dessus d’un nombre
premier p. On note K, le complété de K pour v (ou K, lorsque 'on parle de l'idéal premier
associé) et O, le complété de Ok pour v.

Pour v une valuation sur @Q, on note Q, le complété de Q pour cette valuation; si v
correspond a la valeur absolue usuelle, Q, = R, si v est une valuation p-adique, Q, = Q,.
L’unique valeur absolue sur K, prolongeant la valeur absolue v sur Q, est notée par |.|,. Si v
est ultramétrique, elle est normalisée de maniere a coincider avec la valeur absolue sur QQ,, ce
qui signifie |p|, = %, ol p est le nombre premier associé a la valuation. Si v est archimédienne,
elle coincide sur Q avec le module complexe.

La hauteur d’un entier algébrique x € O, parfois appelée maison, est définie par
H(zr) = max |o(z)| = max |z|,.
vEM

o:K—K eM
v/00

Il est concevable de généraliser la hauteur a tout K grace a cette proposition.
Proposition 1.3. Six € Ok vérifie H(x) < 1, alors x est une racine de 'unité ou x = 0.

Démonstration. Supposons x # 0 et soit P(X) le polynome minimal de = et n son degré.
Alors
PX)=X"+a, 1 X" "+ +a = [[ (X-0()).
o K—K

Comme H(z) < 1, pour tout 0 : K — K, |o(z)| < 1. En développant le produit de droite
dans l'expression de P(X), on obtient que pour tout 1 <k <n —1,

lay| < (Z) <o

Le méme raisonnement s’applique pour les puissances =", r > 1; 2" est entier et H(z") < 1.
Ainsi, les coefficients a,.;, du polynéme minimal de 2", de degré < n vérifient |a, ;| < 2™ pour
tout k.

Il n’y a donc qu’un nombre fini de coefficients qui apparaissent dans les polynomes mini-
maux des z". Il existe alors r,s > 1 tels que 2" = 2”75,

Finalement 2° = 1 et x est une racine de 'unité OJ
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Il en découle de cette proposition que si z # 0, © € Ok alors,

H(z) = max (1,|o(x)]) = max (1, |z|,).
o K—K vEMEK
v/00
La généralisation de la hauteur peut donc se faire a K, mais aussi pour un uplet et pour
un polynome a coefficients dans K :
— pour z € K, H(x) = max max(1, |z|,),
vEMK

— pour x = (21, ,x,) € K",
H(z) = max (joafo, -+, [2alo),
— la hauteur d’un polynome P a coefficients ¢y, --- , ¢, dans K est

H(P) = H(cy,- -+, cn),

On remarque que pour x € Ok, H(x) = H(1,z). Il faut tout de méme porter attention a
la définition de H(z) pour z € K et H(x) pour z € K! qui peut paraitre ambigue. Dans la
these, nous utiliserons uniquement la hauteur sur Ok, dans ce cas, il n’y a pas d’ambiguité.

En utilisant des notations H, définies ci dessous, la généralisation de la hauteur pour des
uplets se fait donc de la maniere suivante :
— pour x = (x1,-- ,x,) € OF,

H(z) = max H,(x)

v/o0
ou H,(z) est la v-hauteur définie par
Hy(z) = max(|zyfo, -, [2n]o),
— la hauteur d’un polynome P a coefficients ¢, - - , ¢, dans Ok est
H(P)=H(cy, - ,cp).
On définit également la v-hauteur du polynome H,(P) = H,(c1, - ,¢p).

Remarque 1.4. Comparaison avec la Hauteur de Weil

La hauteur de Weil est une hauteur classique sur les corps de nombres. Sous sa version
additive, elle est définie pour un n-uplet a = (ay, ..., a,) € K" par

[KlﬂQ] > K, - Qullog(max(lailv, ..., |anlv))

ou la somme est prise sur toutes les places v de K. La forme mutiplicative, plus utilisée, est

Hy (a) = exp(h(a)).

hw(a) =
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Cette définition ne dépend pas du corps K contenant les nombres aq, - - - ,a, ; de ce fait,
la hauteur de Weil est définie sur Q" en prenant pour K n’importe quel corps de nombres
contenant les a;, i € {1,...,n}.

Cette hauteur s’étend de la méme maniere que la maison aux polynomes P a coefficients
dans K par h(P) = h(p, ..., p,) ou les nombres py, ..., p, sont les coefficients du polynome et
la hauteur de Weil d'un nombre algébrique ¢ est définie par h(t) := h(1,t).

La raison pour laquelle nous préférons utiliser la maison plutot que la hauteur de Weil
est technique. Elle vient du fait qu’il est plus difficile de borner la hauteur d’une somme de
deux éléments en utilisant la hauteur de Weil (qui compte un produit) plutot que la maison
(qui compte un max). Nous expliquons ot notre hauteur est plus appropriée pour nos calculs
dans la remarque 2.7.

Cependant, les deux hauteurs se comparent bien sur Ok et il semble plausible de parvenir
a nos énoncés en utilisant la hauteur de Weil, tout comme le font d’autres auteurs qui ont
généralisé les résultats de Heath-Brown (voir chapitre 2).

La comparaison entre notre hauteur H et la hauteur de Weil est la suivante : pour x € Ok,
on a
H(x)'? < Hy(z) < H(z).

1.3.2 Propriétés relatives a la hauteur

Dans cette partie, nous présentons quelques liens utiles entre la hauteur des éléments de
K et la hauteur d’un polynome a coefficients dans K. Dans la partie suivante, on comparera
aussi la hauteur d’un élément avec la norme de I'idéal qu’il engendre.

Proposition 1.5. Soit x = (z1,- -+ ,x,) un n-uplet dans O} (n € N), soit

un polynéme a n variables, (x1,--- ,x,) € K™ On note par 1 le nombre de coefficients non
nuls de P. Soit 0 : K — Q un morphisme de corps. Alors,

1. H(z) = H(o(z)),
2. H(z;) < H"(z) < H(zy) - H(zy). (i=1,....n),
3. H(P(xy, - ,x »ngan“ﬂ ott M = max;—,... , H(;).

Démonstration. 1. est clair.

2. En utilisant la définition de la hauteur, on a

m

H(z;) = max max(|x;],) < max max(1,|z1|y;s -y [Tnlv) H max max(1,|zl,).

3. On écrit
= PaX® =D Paran X1 X
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et soit d = deg(P).
Pour une valuation archimédienne v, on a

|P(2)], < 1. max(|pa|,) M.

Alors,
H(P(@) = max(| P(o)])
< l.m/axH(P)Md
ce qui permet de conclure. O
Inégalités de Liouville
Soit P € Og[X] unitaire et © € Ok une racine de P. On note pq,--- , p, les coefficients

de P. On rappelle que si P # 0 alors

H(P) = max H,(P).

’UEMK

Les inégalités de Liouville sont généralement présentées pour la hauteur de Weil. On peut
par exemple démontrer, pour un polynome non unitaire dont le coefficient dominant est ag
que

Si v est archimédienne, |z, <

Si v est ultramétrique, |x|, <

Si v est archimédienne |z|, >

Si v est ultramétrique |x|, >

Dans ces inégalités H, désigne la v-hauteur de P au sens de la hauteur de Weil. Ces
inégalités impliquent que Hy (z) < 2H(P). Dans notre cas, on montre une majoration
similaire valable sur Ok et pour P unitaire.

Proposition 1.6. On a l'inégalité suivantes
H(z) < 2H(P).

Démonstration. Le résultat est trivial si x = 0. Pour z # 0, on va montrer que pour toute
place archimedienne v, |z|, < 2H,(P) (ici, il s’agit de la v-hauteur pour notre hauteur).
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On se fixe v une place archimédienne. Si |z|, = 1 l'inégalité est claire, sinon on écrit
P(X)=X"+a; X" 1+ ...+ ag et on déduit de 2" + a;2" ' + - -+ + ay = 0 que

zly < Ho(P)(l2y ™ + -+ + |zfo +1).
Comme |z|, > 1 et H,(P) > 1, on déduit

1gHU(P)(|;|U |;| H,(P)

|x|v_1‘

Cela donne

et donc

1.3.3 Norme d’un idéal de Og

La norme d’un idéal (voir par exemple [Sam67, §3.5]) J C Ok est par définition le car-
dinal de I’ensemble quotient de Ok par J :

Nkjo(J) = #0k/J.
La norme sur les idéaux est multiplicative, c’est-a-dire pour .J; et Jo deux idéaux de Ok,
Nijo(Ji-J2) = Nk o(J1)-Nkjo(J2)
ot Nk g(a) est la norme usuelle de I'élément a € Ok.

Pour a € Ok, a # 0, Ng/g(aOk) = |Nggla)l = [[ lo(a)| < H(a)’.
o K—K
On se servira aussi du résultat suivant, analogue au fait qu’il n’existe qu'un nombre fini
de nombre premiers p qui divisent un nombre réel x # 0.

Lemme 1.7. Soit a € Ok, a # 0. Le nombre d’idéaux premiers p qui divisent l’idéal aOg
est inférieur ou égal a logy(H(a)?).

Démonstration. Soit n ce nombre de ces idéaux que l'on note py,...,p,. On a
aOg = pit...py"
ou les ay, i € {1..n}, sont des nombres entiers strictement positifs. Ce qui donne
n
H(a) = ] lo(a)l = |Nksela)l = [T Nisalp:i)™.

o:K—Q =1

Les idéaux p; étant des idéaux propres, leur norme est plus grande que 2, et donc :
H(a)? > 2"

D’ou le résultat. O
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1.3.4 Inégalités de Lang-Weil

La proposition qui suit permet d’estimer le nombre C(F,) de points rationnels d'une
courbe algébrique sur un corps fini. Sans suspens, elles ont été démontrées par Lang et
Weil [LW54, theorem 1]. On utilisera deux fois les inégalités de Lang-Weil, d’abord dans la
démonstration du théoreme 2.1 (§2.2.3), puis dans le chapitre 4, proposition 4.5.

Proposition 1.8 (Inégalités de Lang-Weil). Soient F, un corps fini, p(X;, Xs) € F,[T,Y]
un polynome absolument irréductible de degré d et C, la courbe affine définie par l’équation
p(z1,29) = 0. On a alors

g+ 1—(d—1)(d-2)yG—d < |Co(F,)| < g+ 1+ (d—1)(d—2)a.

Pour la démonstration de cette proposition, voir [FJ86, theorem 5.4.1].

Ces estimations s’étendent a des variétés en dimension supérieure [LW54]. Elles consti-
tuent une partie des conjectures de Weil qui ont été démontrées par Deligne.

1.3.5 Théoréeme de Bézout

Ce théoreme de Géométrie Algébrique permet de compter le nombre de zéros communs
a deux polynomes premiers entre eux.

Theoréeme 1.9 (Bézout). Soient k un corps algébriquement clos et F(X,Y,Z) et G(X,Y, Z)
deuz polynémes homogénes dans k| X,Y,Z]| et premiers entre eux. Alors les deuz courbes
algébriques V(F) :== {(z,y,2) € k3 : F(x,y,2) = 0} et V(G) se coupent en un nombre fini
de points dans P?(k), plus précisément en deg(F)deg(G) points comptés avec une multiplicité
appropriée.

Remarque 1.10. Le cas non homogene pour des polynomes a deux variables peut se ramener
au cas homogene ; prenons deux polynémes F(X,Y) et G(X,Y) que 'on homogénéise. Les
deux polynomes homogenes F(X,Y, Z) et G(X,Y, Z) construits restent premiers entre eux si
les polynomes de départ F'(X,Y) et G(X,Y) le sont. Par le théoreme de Bezout, on obtient
alors la conclusion que le nombre de zéros commun & F(X,Y) et G(X,Y) dans k? est au
plus deg(F') deg(G) (il est possible qu’il y en ait a U'infini).

1.3.6 Le théoréme de densité de Chebotarev

Pour cette partie, on s’appuie essentiellement sur un article de Jean-Pierre Serre [Ser81].
Les références suivantes peuvent aussi étre utiles : [SLI6|; [Neu79]; [Winl3].

Soit L/E une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G, dy, le
discriminant absolu de L, ny, le degré de L sur Q. Soit p un idéal premier de F non ramifié
dans L et P un idéal premier de L au dessus de p. On désigne par Lp et par F, les corps
résiduels O, /P et Og/p respectivement.
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Le morphisme de Frobenius est, par définition, le générateur du groupe Gal(Lp/E,). On
appelle élément de Frobenius associé a P /p tout antécédent du morphisme de Frobenius par
op : Dp — Gal(Lp/E,), o Dp désigne le groupe de décomposition associé & P (pour plus
de détails voir [Neu79]). La classe de conjugaison dans G de chaque élément de Frobenius
ne dépend que de p. On appelle Frobenius de p, noté Frob,(L/E), un élément quelconque de
cette classe.

L’idéal p étant non ramifié, ’élément de Frobenius associé a P/p peut aussi étre défini

comme l'unique élément op € G vérifiant op(x) = 2/7?1 mod P pour tout = € O (c’est le
cas par exemple dans [Ser81] §2.1).

Soit C' une classe de conjugaison de G. Pour tout x > 1, la fonction m¢(x) décompte
le nombre d’idéaux premiers p de E de norme < x, qui ne se ramifient pas dans L, et
tels que Frob,(L/E) € C. Le résultat suivant, conjecturé par Frobenius a été démontré par
Chebotarev :

Theoréme 1.11 (Chebotarev).

Cl =

~ @lnz lorsque x — 400.

rel€d)
On utilisera ce théoreme dans le cas L = K, E = Q, C = {1}. Cela signifie que 7;(z)

compte le nombre de premiers p € N totalement décomposés et plus petits que .

En conséquence directe du théoreme nous utiliserons ces deux résultats
: C]
Corollaire 1.12. — pour x > 1 suffisamment grand, 7o (x) >

~ 2|G|Inz’
2|C
— pour y > 1 suffisamment grand, mc(y) < LL
G| Iny
On se servira aussi du résultat d’analyse suivant :
x
Si a > 2, 'inéquation e > a est vérifiée pour x = 2alna. En effet, une étude de fonction
nr

élémentaire permet de montrer que 2Ina < a, ce qui implique que 0 < In(2alna) < 2Ina,

¢ ainsi 2aIlna S
et ainsi ———— > a.
In(2alna) —
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CHAPITRE 2

Un théoreme de Heath-Brown généralisé a un corps de nombres

2.1 Présentation de la démarche

Dans ce chapitre, on travaille sur le nombre de zéros entiers d’'un polynome a deux
variables, que 'on notera F'(Xj, X3). La recherche de points entiers de hauteur bornée sur
une courbe est un probleme classique pour lequel Heath-Brown a introduit une méthode
dans l'espace projectif en 2002 [HB02] et qui a été développée sur les courbes et de maniere
plus explicite par Walkowiak en 2005 [Wal05].

2.1.1 L’ensemble R(F,B) et son cardinal N(F,B)

Soit K un corps de nombres. On note par O 'anneau des entiers de K. Prenons un
polynome F(X7, Xs) € Og[X1, X3 (si K = Q alors F(X;, X5) est a coefficients dans Z). On
rappelle la hauteur d'un élément x € Oy

H(z) = max |o(z)| = max |z|,.
o K—K US/]\O{)K

Pour tout nombre réel B, on définit :

R(F,B) = {(x1,15) € O% | F(z1,22) =0, H(x,) < B, H(x,) < B}

et son cardinal

N(F,B) = #R(F, B).

L’approche de Walkowiak, ayant pour but de majorer le nombre N(F, B) repose donc
sur une idée de Heath-Brown qui consiste a séparer 1’ensemble R(F, B) en un nombre k de
sous-ensembles. Chaque sous-ensemble est inclus dans 1’ensemble des zéros d’un polynome
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F;(X1, X5). Le point important est d’obtenir une bonne majoration pour le nombre k de
polynémes F;(X;, X5) obtenus.

L’étude de N(F, B) est un probleme classique qui a un intéret propre mais qui est direc-
tement lié au théoreme d’irréductibilité de Hilbert. Dans ce contexte, on peut citer [SZ95b]
ou les auteurs ont amélioré une premiere borne effective pour le théoreme d’irréductibilité
de Hilbert de [Deb96]. Pour I’étude de points entier sur une courbe, Bombieri et Pila ont
introduit une méthode utilisant le déterminant en 1989 dans le but de donner des bornes
uniformes pour les courbes planes affines sur Q [BP89].

C’est dans cette optique et en s’inspirant de cette méthode que Heath-Brown a developpé
son résultat en 2002 [HB02]. Ce résultat a été étudié et affiné, aussi sur Q, par Walkowiak
qui a donné des bornes explicites pour le nombre N(F, B) [Wal05]. Ces bornes explicites
permettent de donner des résultats en théorie inverse de Galois (voir chapitre 4) et c’est
dans ce contexte que nous démontrons nos résultats, qui étendent ceux de Walkowiak a tout
corps de nombres.

Le résultat principal de Heath-Brown pour les courbes algébriques est le suivant : A partir
d’un polynoéme F(X;, Xy) € Z[X;, X5] dont on cherche a étudier les racines a coefficients
entiers, on détermine une famille finie de polynomes dont ’ensemble de leur racines entieres
recouvre les racines entieres de F'.

Theoréme (Heath-Brown). Soit F'(X;, Xs) € Z[ X1, Xs] un polynome irréductible sur Q de
degré d, et sotent € > 0, B > 1 donnés. Alors on peut trouver D ne dépendant que de d et €
et un entier k satisfaisant la condition

k <o BT (log H(F))?

tels que l’on ait la propriété suivante : il existe k polynomes F,--- | Fy, € Z| X1, Xs|, premiers
avec F(X1,Xs) et de degré au plus D tels que chaque point de R(F, B) est le zéro d’un des
polynomes F;(X1,X2) (j=1,--- k).

Ici, d est le degré total du polynome F(X;, Xs) et H(F) est la hauteur (sur Q) de ce
polynome.

Le travail de Walkowiak a été de rendre ce théoreme effectif et, grace a lui, nous pouvons
donner ce résultat :

Theoréme (Walkowiak). Le nombre k des polynomes du théoréme de Heath-Brown vérifie
k < 2% d*(log(2d° H(F)BY1)3 B4 4D 1og B
pour tout D > d.

Un lecteur attentif aura vite remarqué que ces résultats sont démontrés uniquement dans
le cas K = Q. Le but de ce chapitre est de généraliser le résultat obtenu par Walkowiak au
cas ol FI(X1,X3) € Ok[Xi, Xy, ainsi que la majoration explicite du nombre N(F, B) qu’a
donnée Walkowiak par la suite. Ces résultats, qui ont un intérét en soi dans le domaine de
I’étude de points entiers sur une courbe, seront également utilisés dans les applications aux
chapitres 3 et 4.

22

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

2.1.2 Enoncé du théoréeme de Heath-Brown effectif généralisé

Généraliser les résultats de Heath-Brown et de Walkowiak sur un corps de nombres ar-
bitraire n’est pas une tache aisée. En effet, nous avons affaire a quelques phénomenes qui
s’appliquent sur un corps de nombres et qui n’apparaissent pas sur Q. Par exemple, nous
allons travailler par la suite avec une famille d’idéaux premiers de K. Dans le cas O = Z, les
idéaux premiers correspondent aux nombres premiers, leur décomposition dans I’extension
K/Q est triviale. Dans le cas général, la structure de Ok et de ses idéaux premiers demande
du travail supplémentaire.

L’extension du résultat original de Heath-Brown aux corps de nombres arbitraires a été
étudié par différents auteurs. Broberg [Bro04] et Chen [Chel2] en sont deux exemples. Ils
obtiennent des estimations qui peuvent aisément se comparer a la notre (bien que le résultat
de Broberg n’est pas aussi explicite que celui de Chen (voir son corollaire 4.3) et que notre
théoreme 2.1 et de son application au calcul de N(F, B), théoreme 2.10).

Nos estimations vont se faire en deux temps : analyse locale pour chaque place et globa-
lisation. On travaillera avec des idéaux premiers totalement décomposés. Cela conduit aussi
a modifier certains arguments.

On se fixe un corps de nombres K, un polynome F(X;, X5) absolument irréductible (c¢’est
a dire irréductible dans K[X;, X5]). On utilisera les notations suivantes :

— pest le degré [K : Q),

— d > 1 est le degré total du polynéme F(X7, Xs),

— H(F) est la hauteur du polynome telle que définie dans le chapitre 1 section 3.

Le théoreme que nous allons démontrer, analogue au résultat de Walkowiak sur Q, est le
suivant :

Theoréme 2.1. Soient B un nombre positif supposé grand (dépendant de K,d) et D > d.
Alors il existe un nombre k > 1 et des polynomes F, ..., Fy, € Og[X1, Xs] premiers avec
F(X1, Xy) dans K[X1, X5] et de degré deg(F;) < D, tels que chaque point de R(F, B) soit le
zéro d’au moins un des polynomes F;. Ce nombre k est majoré par :

cad® log® (2d*H(F) B~ 1)(B +0P e
ol ¢y est une constante dépendant uniquement de K.

Le théoreme 2.1 peut se comparer au théoreme 4.2 de [Chel2]. La démonstration du
théoreme de Heath-Brown généralisée a un corps de nombre arbitraire est détaillée dans la
section 2 et le calcul de la majoration de N(F, B) dans la section 3.
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2.2 Démonstration du théoréme

Dans cette partie, nous allons construire le nombre k et les polynoémes F;, i € {1,...,k}
apparaissant dans le théoréme 2.1. On travaille ici avec F° (X1, X2] € Ok[X;, X3] absolument
irréductible dans K[X7, X5, de degré d et on se fixe D > d et B > 1.

Comme F est irréductible, on a d > 1. Quitte a échanger X7 et X5, on peut supposer que
degy, (F') > 1. Un premier des k polynomes que I'on va prendre en compte est le polynome

(X1, Xs). Il est premier avec F'(X1, X5) et de degré < d donc < D.

0X1

On se concentre maintenant sur ce sous-ensemble de R(F, B) :

S(F,B) ={z = (v1,22) € O : F(z) =0, H(z;) < B (1<i<2), 5)2(96) # 0},

et on cherche un nombre k” de polynémes F;(X;, X3) pour couvrir ce sous-ensemble. Le
nombre k de polynomes dans le théoreme 2.1 sera ainsi égal a 1 + k.

2.2.1 Premiére étape : construction des ensembles du type S(F, B, p)

Soit p un idéal premier de O, on définit

S(F.B,p) = {z € S(F.B) | j)flm ¢ p)
et on a
S(EB) = ) S(FB.p).

p premier de K

Le lemme suivant montre que ’on peut ne considérer qu’un nombre fini d’idéaux pre-
miers dans la précédente union. De plus, ces idéaux premiers peuvent étre choisis totalement
décomposés dans K/Q.

Lemme 2.2. Soient P un entier, h(B) = log,(2d*H(F)B*) et r = [ph(B)]+1 (la notation
[.] désignant la partie entiére). Alors pour P assez grand dépendant de K, il existe r idéaux
premiers de K distincts et totalement décomposés, p1,...p,, tels que

S(F,B) = O S(F, B, p;)

i=1
et pour lesquels nous avons

P log( P )
log P glogP

P < Nigjg(p:) < C1h(B)?

pour une constante C'y dépendant de K.
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Démonstration. On fixe x = (x1,x5) € S(F, B). Le lemme 1.7 permet de dire que le nombre

F F
d’idéaux premiers p de Ok tels que ——(z) € p est inférieur ou égal a logQ(H(a—(g))p).
(‘9X1 aXl

La premiere étape de la démonstration est alors d’estimer la hauteur de

oF
a—Xl(g) pour z € S(F,B).

oF
On a a—Xl(l‘l, x9) # 0. On va appliquer la proposition 1.5 au polynéme X,

Le nombre [ de monoémes non nuls est majoré par le nombre de monémes de P, lui méme
majoré par d(d + 1)/2 < d?, le degré de ce polynome est majoré par d — 1. La hauteur du

polynéme X est majorée par dH (F'). En effet, en écrivant
1

F= Z ainnga

alors OF
TXI = ZCLUZXiing

Comme ¢ € N, pour v une valuation archimédienne,
|aij X Z‘v = i’aijlv S degX1 P|aijlv S d.\aij|v.

Ainsi,

F
H( 0 = max(\aijﬂv) S d max(\aijfv) = dH(F)
vEME

8X1) vEMK

On obtient alors par la propriété 1.5 :

OF OF
<1 Bl < B -1
o, (@102)) SLH(S) B < P H(F)B

H(

Travaillons dans la cléture galoisienne de K/Q, que I'on note K /Q. On note T le groupe

de Galois de K /Q. Les résultats autour du théoreme de densité de Chebotarev appliqué a

K /Q et au cas ou la classe de conjugaison choisie est C' = {1} fournissent un ensemble de

nombres premiers totalement décomposés dans Oz. Ces nombres premiers seront eux aussi

totalement décomposés dans Ok. Le nombre 77{1}(]3) désigne les nombres premiers p < P
totalement décomposés dans Ok

Soit x > 1 tel que
Tay(z) > h(B) + 1+ my(P).

Un tel x existe et sera a déterminer. Il existe alors [h(B)] + 1 nombres premiers p €|P, z]
totalement décomposés dans Ok. Chaque nombre premier p donnant p idéaux premiers de
norme égale a p, on aura ainsi p[h(B)]+ p idéaux premiers distincts et ce nombre est supérieur
ar.
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On choisit 7 de ces idéaux et on les note pq,...,p,. Par le lemme 1.7, il existe un idéal,

F
disons p; (i € {1,...,r} tel que SX(xl,xQ) ¢ p;, c’est-a-dire (z1,x2) € S(F, B,p;). Ainsi
1

S(F.B) = J S(F. B.p).

i=1

Il reste a déterminer un nombre x vérifiant gy (x) > h(B) + 1 + 713 (P) et le majorer
afin d’estimer les normes des idéaux p; pour ¢ € {1,...,r}. Par le théoreme de densité de

Chebotarev, on peut supposer x assez grand de sorte que 7y (x) > QIF\:;;ogm' Une condition
suffisante sur x devient .
W > h(B) + 14y (P),
ou encore, grace a l'inégalité h(B) + 1 4 w1y (P) < 3h(B)my(P), il suffit de choisir  tel
que :
102 — > 6|T[R(B)r 1y (P).

x
Rappelons que, selon §1.3.6, si a > 2, I'inégalité ] > a est vérifiée pour x = 2aloga. On

og T
choisit alors x comme suit : © = 2aloga avec a = 6|'|h(B)my(P).

Il ne reste plus qu’a majorer x. On peut supposer P assez grand en fonction de K pour

que la majoration 7y (P) soit vérifiée. Alors, pour i =1, - ,r,

L —
~ |'|log P

2P 2P

Nko(pi) <z =2aloga < 12|I'| h(B) [T[log P 108;(6\F’h(3)w)-

En conclusion, pour une constante C; dépendant de K, on a :

P P

1
log P Og(log P

Ngg(pi) < C1h(B)? )-

O

Remarque 2.3. Le nombre P est ici arbitraire et supposé assez grand. La dépendance de
P se fait en fonction de K. Nous le déterminerons plus tard afin d’optimiser les résultats.
Au final, ce nombre dépendra de B et d. Pour qu’il soit assez grand, il suffira de supposer B
lui-méme assez grand. Le nombre B dépendra uniquement de K.

2.2.2 Deuxiéme étape : travail sur ’ensemble S(F, B,p) pour un p
fixé

Dans cette étape, on fixe unidéal p € {py,-- -, p,} et on travaille sur 'ensemble S(F, B, p).
On rappelle que d’apres le lemme 2.2, I'idéal p fixé est au-dessus d’'un nombre premier p > P
totalement décomposé et la norme de p est égale a p.
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Soit F, = Ok /p le corps résiduel de O par I'idéal premier p. Soit t = (t1,t3) € F, F
vu comme polynome modulo p tel que aa)];(t) # 0 mod p. On considere le sous ensemble
suivant de S(F, B, p) :

S(t) ={(z1,22) € S(F,B,p) : x; =t; mod p, i=1,2}.
On a S(F,B,p) = |JS(t) ot ¢ parcourt 'ensemble des points de F' modulo p vérifiant
t

oF

—(Z
X, (t)
de S(t). Ce polynome sera l'un de ceux du théoréme 2.1.

# 0 mod p. Pour ¢ fixé, on va construire un polynéme qui s’annule en chaque point

Pour D > d fixé, on choisit un monome X7"* X35 tel que le coefficient correspondant dans
F' ne soit pas nul, tel que m; + mo = d et tel que my soit maximal. On définit un ensemble
& de monomes de degré inférieur ou égal a D :

E={(e1,e2) €Z*:¢; >0 (i=1,2), e1 +ey < D, e; < m; pour un certain i}.

On peut représenter I’ensemble £ sur le plan par un ensemble de points a coordonnées
strictement positif et délimité par la droite d’équation e; + ey = D.

(ml,mg) P14+ ep = 1

€1

€2

FIGURE 2.1 —
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En travaillant avec cet ensemble, on ne fera pas de différence entre les exposants (eq, €2)
et les monomes X7' X352 correspondants.

Soit L le cardinal de S(t) et par z; = (xj,%i2) @ = 1,---, L, les éléments de S(t). On
note F = #& et soit M la matrice de taille L X E ainsi définie :

M = (2)1<i<L, cee-

Ou plus spécifiquement, en notant X< ..., X°E les éléments de & :

[ e €11 ,,.€12 €FE1 ,.€CE2
T1=+ - Ty Tyt 11 Tag
e e €11 ,.€12 €E1 ,.CE2
B x2i1 x2£ B Toi Toy R e
er ... eE el .e12 ., €E1 .€E2
Tr— L= LTri2rs Tr1 Tro
Enfin, on définit
E
/
E = Z(eil + €i2).
i=1

On a la proposition suivante :

Proposition 2.4. Si l'entier P est vérifie PPF=1/2 > (EEBE)  alors
1. le rang de la matrice My est inférieur ou égal a £ — 1,

2. il existe un polynome Iy non nul de degré < D tel que
— Fy(z) =0 pour tout x de S(t),
— F} et F' sont premiers entre eu.

La preuve utilise un lemme permettant de se ramener a ’étude de polynomes en une
variable qui est une version du lemme de Hensel. Cela permettra, entre autres, de pouvoir
ordonner les monomes et de faire des simplifications. On désigne par Ok le complété de Ok
par la valuation déterminée par 'idéal premier p.

Lemme 2.5. Soient F(X1, Xs) € 5;([)(1, Xs] un polynéme a deuzx variables et u = (uy,us) €
(5;(2 tel que F'(u) =0 et g—g(g) ¢ p. Alors pour tout entier m > 1, il existe f,(Y) € OglY]
tel que si F'(x) = 0 pour un certain x = (x1,xs) € (5?(2 avec z = u mod p, alors

T = fm(l'Q) mod pm

Remarque 2.6. On peut positionner ce lemme dans le méme genre que le théoreme des
fonctions implicites

Démonstration du lemme. La preuve se fait par récurrence sur m. On note

or,
00X,

Uy, Ug) = [
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Pour m = 1, on définit fi(Y) par fi(z2) = uy. Si F(z) = 0 avec x = v mod p, alors
x1 = uy = fi(x2) mod p.
Pour m > 1, on définit f,,,, par

fuir(Y) = fu(Y) = u 7 F(fu(Y), Y).

2
Soit x € Ok tel que z =u mod p et F(z) = 0. Par hypothese de récurrence, on a
71 = fm(T2) + a1 (0l aq € p™). La formule de Taylor tronquée modulo p™*! donne alors

0= F(x1,72) = F(fm(r2), 22) + Oélai<fm(x2),$2) mod p"*.

0X,
Or,
oF oF oF
87)(1(]0771(332)7552) = 87)(1(3317332) = 87)(1(“1’7@) mod p.
Et donc
OF
ain(fm@z),M) =p+ar (o €p)
oF
O‘Iain(fm(xzﬁ 132) = 1t + 10
ay = = F(fin(22,75) mod p™
On pose
Jma1(x2) = frn(@2) — p7 " F(frn(22, 22)
Et on a
frs1(m2) =21 — a1+ mod p"t!
=2, mod p™t!

O

Démonstration de la proposition 2.4.

Preuve de 1. Si L < F alors on a directement le résultat. Supposons L > E. On consideére
un mineur d’ordre £, noté A. Quitte a permuter les éléments de S(t), on peut considérer
que A = det[(2;%)1<i<p, ccg]. Clest-a-dire

ﬂﬂ ﬁel

@ﬂ Eel
A =

@ﬂ xiel

Nous allons montrer que A = 0. Pour cela, on va montrer que la norme de A est a la fois
divisible par une grande puissance p” de p et que la hauteur de A est bornée par un nombre
A plus petit que p” et utiliser I'inégalité N(a) < H(a)” pour tout nombre a € Ok.
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Pour chaque ¢ = 1,--- , E, le couple x; = (z;1,%;2) est dans S(t), en particulier z; = ¢
oF
mod p. On a supposé de plus que 87@) ¢ p. On a alors
1
oF
@) Epet Fz) =0 (=1 E)

2
Le lemme 2.5 s’applique a F' en prenant pour u € Ok un relevement de ¢, et £ = x;
(t=1,---, F); pour tout entier m supérieur a 1, il existe f,,(Y) € Og[Y] tel que

i1 = fm(xi2) mod p™.

On note w; = (w; 1, w;2) = (fm(xi2), zi2) et on consideére la matrice My = (w;%)1<i<p, ece
et son déterminant Ay = det(M,). C’est a dire :

wi - ﬂej fm(l»m)ellz%? e fm(xlg)emm%m
Wy Wt | fin(@22) Ay e fin(@22) P s
wp® o wpE| [ fa(Tp) e o fa(Te) Py

On obtient que quelque soit m,
A=Ay modp™.

On va maintenant étudier la divisibilité en p de la norme de A,.
On écrit x1o =z, x50 = x + Yo pour 1 < i < | avec y;5 := x;2 — ¢ € p car par définition
de S(t), x;2 = to mod p pour 1 <i < E, ce qui donne pour tout i, y;o =t —x =0 mod p.

On a alors pour e € £.

W€ = frn(@ 4+ Yi2) " (T + ¥i2)? = ge(Viz)

ol g.(Y) € Og[Y]. On obtient alors ce déterminant

93(912) T 9@(%‘2)
A, = 93(?/22) : : geiE('y22)
9er(YE2) -+ Gep(Ym2)

Chaque colonne de M, correspond a un polynoéme g¢.(Y’). Nous ramenons 'étude a une
seule variable et nous allons effectuer des opérations linéaires sur les colonnes, sans changer
le déterminant de M, (au signe pres), de fagon a classer les colonnes par degré (en Y)
strictement croissant. On illustrera le raisonnement par un exemple.

Plus précisément, nous feront des Og-combinaisons linéaires sur les colonnes. Premiere-
ment, on réordonne les colonnes par valuation Y-adique croissante. Les opérations sur les
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colonnes donnent une matrice de ce type

ago + - - aiyiz + - az1yi2 + - apgYis +
apo + - a1y + - ag1Y22 + - apqY3s + -+
Ao + -+ anyez + - a21yg2 + - - apglYps +

Pour un certain entier q.

Ensuite, si deux colonnes correspondent a des polynomes g.(Y) avec la méme valuation
Y-adique, disons d, (c’est le cas dans notre exemple pour les colonnes 2 et 3), on réordonne
les colonnes de maniere a ce que la valuation p-adique du coefficient du monome de valuation
Y-adique § grandit. Pour notre exemple, si la valuation p adique de aq; est plus grande que
celle de as1, on préferera reordonner les colonnes pour obtenir

ago + - - a1Y12 + - ainyiz + - apgyiy + -
ago + - - a21Y22 + - aiiyer + - ApgYss +
ago + - anyYg2 + - anyg2 + - apgYhs + -

Ceci ne change pas la croisance en la valuation Y-adique des colonnes.

Maintenant, si s est le plus petit degré du polynome dans la colonne 1, le monéme de
degré s peut étre retiré des colonnes 2 a E en ajoutant a celles-ci une @—multiple de la
premiere colonne. En réitérant ce procédé, on classe les colonnes par degré en Y strictement
croissant. Ceci est toujours possible si les colonnes sont linéairement indépendantes, et dans
le cas contraire, on a directement Ay = 0.

A la fin de ce procédé, la l-ieme colonne formée ne contient que des éléments dans p'~!
car elle est constituée de polynomes en y;5 dont le premier terme est de degré supérieur a
[—1 ety € p. Ainsi la norme N(Ap) est divisible par p¥ (E=1)/2 ¢t en choisissant m supérieur
a E(E —1)/2, on obtient que N(A) est elle aussi divisible par pP(F=1/2,

Estimons maintenant la taille de H(A). Ona H(x;;) < B,i=1,--- ,E, j = 1,2. Notons
par Sg le groupe des permutations de E éléments et, pour o € Sg, £(0) la signature de o.
On a

A= > (o) 1:[1:15706—

oE€SE
Pour v une place archimédienne,
A < B s (Joan g x o x max ] < < Blaga |2 el )
< E!Bell+€12 Yoo X B€E1+€E2
On obtient alors si A # 0 :
H(A) = max(|Al,)
v/oo

< E!Bell+€12 X e X B@E1+6E2
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En résumé, N(A) est divisible par p”(F=1/2 mais N(A) < H(A)? < (EFBF')?. On a alors
montré que sous la condition pPF=1/2 > (EFBF)r alors A = 0. Le nombre A désignant
un mineur quelconque de M, le rang de M est inférieur a £ — 1. Comme p > P, il suffit de
choisir PP(E=D/2 > (EEBF)r pour arriver au résultat.

Remarque 2.7. L’utilisation de notre hauteur est particulierement approprié pour 'exti-
mation de H(A). L’utilisation de la hauteur de Weil amene naturellement a un exposant
plus grand en B.

Preuve de 2. Le rang de la matrice M, étant inférieur a F — 1, on peut en déduire qu’il
existe une matrice C' = (c,) € O non nulle, telle que M.C' = 0. Cette matrice nous permet
de construire le polynome F} recherché :

Fg(le XQ) = Z Cng1X§2.

eef

C’est un polynéme non nul de degré inférieur a D et tel que Fy(x) = 0 pour tout = de S(t).

Pour montrer que F} et F' sont premiers entre eux, on se sert de I'argument donné par
Walkowiak (voir [Wal05, §1.3.4]).

On écrit FI(X1, Xs) = Zanlef ou f = (f1, f2) parcourt 'ensemble des monomes de

f
degré inférieur ou égal a d. Supposons que F; et I’ ne soient pas premiers. Alors, comme

D > d, il existe un polynome G' tel que F; = FG. On note par d' le degré de G. Il existe un

monome X{' X dans G de coefficient non nul, tel que g; + ¢g» = d’ et ¢g; est maximal.

Alors le monéme X719 X192 dans FG a un coefficient non nul. Comme mq + g1 > my

et mg + g2 > may, ce mondome n'est pas dans l'ensemble £ (on peut se référer a la figure
2.1 pour illustrer le raisonnement). Ceci est impossible car les coefficients de F; doivent étre
dans £. Ceci prouve que F' et F} sont premiers entre eux. n

2.2.3 Fin de la démonstration

Sous la condition que P est suffisamment grand, par le lemme 2.2 et la proposition 2.4,
nous avons donc construit un seul polynéme associé a un ensemble du type S(t) lui-méme a
I'intérieur d’un ensemble du type S(F, B,p). Le nombre k vérifie

k=1+K=1+) K
1=1

ol k;/ est le nombre d’ensemble du type S(t) dans S(F, B, p) et r = [plog, (24> H (F)B*~")]+1.
Le lemme suivant nous donne une majoration de A, :

Lemme 2.8. On a
k;’ < 2d3p.
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Remarque 2.9. On rappelle que 'on doit supposer P suffisamment grand pour pouvoir
appliquer le lemme 2.2. Le choix de P est donné dans la preuve du théoreme 2.1. Ce choix
est fait de maniere a pouvoir directement appliquer la proposition 2.4. Nous verrons aussi
que P > BY? ce qui permettra de dire que B doit étre suffisamment grand pour que P
lui-méme le soit.

0
Démonstration. Le nombre k” est le nombre de points t € IF]% vérifiant ——(t) # 0 mod p

0X,
et F(t) = 0. Ecrivons la décomposition F(X;, X,) = I[ Fi(X1,X5) en irréductibles de

j=1

F,[ X1, Xs]. Certains de ces Fj(X7, X3) sont a coefficients dans F,. Pour ceux qui ne le sont

pas, on peut montrer par le méme type de raisonnement que dans la propriété 2.3, qu'un
zéro dans ]Fg d’un des Fj, est en fait un zéro double de F'.

En effet si pour t = (¢1,1s) € ]Fg, F;(t) =0, alors t est aussi un zéro pour un conjugué de

F; qui est un autre facteur de F'. Il en résulte que ¢; est racine double de F'(X3,1,), et donc

oF

37)(1@) =0

(de méme pour t5).

Ce point ¢t est alors un point singulier modulo p, il ne compte donc pas dans le nombre
k" cherché. On ne considere donc que les polynoémes F; qui sont a coefficients dans F,. Ceux-
ci sont absolument irréductibles, leur nombre est inférieur a d et leur degré inférieur a d.
D’apres les inégalités de Lang-Weil [LW54, theorem 1], [FJ86, theorem 5.4.1] :

B <d(p+ 1+ (d—1)(d - 2)yp)

<dlp+1+(d—1)(d—-2)\p)
< 2d°p

]

Démonstration du théoréme 2.1. D’aprés le lemme 2.2, P < ¢; logs(2d° H(F)B* )P on ¢;
est une constante dépendant de K. Ce qui donne :

p < eilogy(2d°H(F)BT )P
On peut alors dire que

ky < 2d%cilogs(2d°H(F)B*")P.

Le nombre k est alors majoré par :

kid®log®(2d*H(F)B* ') P.

33

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Frangois Motte, Université de

ou ky est encore une constante dépendant de K.

Pour continuer la majoration, il reste a préciser le nombre P. Pour cette majoration, on
reprend la démonstration donnée par Walkowiak [Wal05, §1.3.5]. Par le lemme 2.2, le nombre
premier p est plus grand que P. La condition donnée dans la preuve de la proposition 2.4
est pPE-V/2 > (EEBEY ol E = #E et E' =Y e + ea.

ecf
C’est-a-dire

p > (EM1BM2)P
2F'

R 2
ou M1 = — 7€t M2 = m

(E-1)
L’ensemble £ a été défini comme
E={ler,e0) €Z*: ;>0 (i=1,2), e; + ey < D, e; < m; pour un certain i}

ou (my, my) est un exposant tel que my; +mg =d. On a E = #& — #&; avec
51 = {(61,62) € 72 - e; >0 (Z = 1,2), e1+ ey < D},
E={(e1,69) €Z%: ;>0 (i=1,2), e +ea <D, e, >m; (i=1,2)}.

Le cardinal de &; se détermine en donnant pour chaque choix de e; (entre 0 et D) le
nombre de choix pour ey (de D + 1 a 0).

D+1)(D+2
#51:(D+1)+D+(D—1)+...+1:( )2( )

Le cardinal de & se détermine de la méme maniere. Les choix pour e; sont mq,m; +
1,..., D —my et le nombre de choix pour es correspondant a chaque e; choisi sont (D —my —
mo+1),...2, 1, Et D—m;—mes+1=D—d+ 1.

48 142+ . +(D—dt1)= P=dHDD=d+2)

2
On a dongc, apres calculs
d—1)(d—2
£ apy1-@=DU=D)
. 2 2 2D+2d ., . ..
OnobtlentMle_l SdD—d2/2 < 5D . Clest a dire
2 2
M, < — 4+ —
"= T D2
De la méme manitre, on peut estimer £/ = E{ + E} avec El = > e; = Y e;— Y _ e;.
ee€ ee&r e€&s
D(D+1)(D+2
OnaZ€i=f< +)( +)’
ec&y 3 2
D—d (D—d+1)(D—-d+2
et > e = (m; + )< + 1 i )
ecés 3 2
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Cela donne E’ < % + %. Et apres calculs

2 1 6
My= —— <=4 —.
T EE-1)"d D

On a alors une condition suffisante pour la condition P > (EM1 BM2) qui est

P> (E2(dD)_1+2D_QBd_1+6D—1)p.

En remarquant que E < 2dD et, par une étude de fonction élémentaire,
(2dD)2(dD)*1+2D*2 < 8
pour D > d, on peut choisir
-1 -1
P=1+[(B" 7).

Le nombre P ainsi choisi vérifie la condition suffisante précédemment énoncée et on a de

plus
P< (213Bd_1+6D_1)p.

On peut maintenant retourner a la majoration du nombre k pour D > d. On a clairement
P> Bd_l, ce qui nous permet, en supposant B assez grand, que P est lui méme assez grand
pour pouvoir appliquer le lemme 2.2.

D’apres le lemme 2.2 et la proposition 2.4, on a
k < kyd®log®(2d*H(F)B* )P
< eod® log? (24P H(F) B 1) (BY ' +607 "y

Ou ¢y est la constante énoncée dans le théoreme. O

2.3 Application au calcul de N(F, B).

Le théoreme de Heath-Brown généralisé aux corps de nombre va nous permettre de donner
un résultat sur le nombre N(F, B). On démontrera le théoréme suivant :

Theoréme 2.10. Soient F'(X;, Xs) € Ok[ X1, Xo] irréductible sur K, unitaire en Xo et de
degré total d > 1. Pour B suffisamment grand, dépendant de K, on a

N(F,B) < ¢sd"*log*(B)B*/?
ot ¢4 est une constante dépendant uniquement de K.

Remarque 2.11. Noter que la borne ne dépend pas de la hauteur. C’est la propriété 2.14
qui permet de donner un résultat indépendant de la hauteur, grace au lemme de Siegel (voir
lemme 2.13. la borne du théoreme 2.10 donné indépendamment de la hauteur H(F') est un
passage nécessaire dans notre démonstration du théoreme 3.2 qui en découle et permet une
utilisation simple de celui-ci pour les applications en théorie inverse de Galois.
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2.3.1 Le cas non absolument irréductible

Si le polynome F' n’est pas absolument irréductible, c¢’est a dire non irréductible dans
[ X1, X3], on a directement une majoration pour le nombre N (F, B) sans utiliser le théoréme
2.1

Proposition 2.12. Soit F(X1, X3) € Ok[Xy, X3| de degré d, irréductible dans K[X;, X3]
et non absolument irréductible, alors N(F, B) < 4d*.

Démonstration. Nous allons majorer le nombre N(F, B) indépendamment de B. Pour cela,
on va compter le nombre d’éléments 1 € Ok tels qu’il existe un nombre zo € Ok avec
(1, x9) annulant F'(X;, Xs). Le raisonnement similaire avec xs nous permettra de conclure.

Le polynéme F(X;, X5) n’étant pas absolument irréductible, on peut le décomposer en
plusieurs facteurs irréductibles, en comptant les multiplicités, dans Q[X7, X5].

Considérons un couple (z1, z2) € O% tel que F(x1,25) = 0. Cela implique que

(p(xh 1}2) =0

pour un des facteurs irréductibles ¢ € K[X1, X5| qui est aussi unitaire en X, et de degré
< d. On a alors ¥(xq,x2) = 0 pour un K-conjugué de ¢ sur K qui est un autre facteur de F’
distinct de ¢.

En effet, (X1, X3) ¢ K[X;, Xs], sinon F (X7, X5) ne serait pas irréductible dans K[X7, Xs].
Il existe donc o € Gal(K/K) tel que v = o(p) # . Comme o(F) = F, o(x1) = x; et
o(xg) = x9 alors ¢ divise F' et ¢(x1,z5) = 0. De plus, ¢ et ¢ ne sont pas associés car s’ils
I’étaient, étant donné qu’ils sont unitaires en Xs, alors ils seraient égaux.

Ainsi, le produit ¢ divise F. Le nombre x; est alors un zéro double du polynome en
une variable F'(X7,z5). Le nombre de x; vérifiant cette propriété et majoré par le nombre
de racines du polynome discx, (F). Ce polynome est de degré au plus (2d — 1)d < 2d?.

En faisant le méme raisonnement pour x5, on obtient que le nombre total de points entiers
annulant F' est majoré par 2d*.2d? = 4d*. On obtient N(F, B) < 5d* pour n’importe quel
nombre B donné. O

2.3.2 Le cas absolument irréductible

On suppose maintenant que F(X;, X3) est irréductible dans K[X7, X5]. Pour les appli-
cations qui suivront ce résultat (voir chapitre 3), nous aurons besoin d’une majoration de
N(F, B) indépendante de la hauteur H(F') de F'. On utilise pour cela le lemme de Siegel. On
renvoie a [MR14, chapitre 6] pour une démonstration de ce lemme sur un corps de nombres
dont on donne un énoncé ci dessous.
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Lemme 2.13. [lemme de Siegel sur un corps de nombres] Soit K un corps de nombres et
N, M des entiers tels que 1 < M < N.Soit Hy un nombre réel positif et a;; € K, 1 <i <N,
1 <5 < M, des éléments non tous nuls de hauteur au plus Hy. Alors il existe un vecteur
z € OY\{0} tel que :

N
Zai]‘l’i =0 ; ] = ]_,...,M

i=1
et tel que max H(x;) < C(CNHy)MW=M) " 64, C est une constante absolue ne dépendant
que de K.

On note par C'la constante apparaissant dans le lemme 2.13. On a la proposition suivante :

Proposition 2.14. Soit F'(X;, X3) € Ok[X1, Xa] un polynome irréductible dans K[X;, Xs],
de degré d. Alors

soit N(F,B) < d? + 3 soit H(F) < Co% 23 3¢ gid”,

Démonstration. Supposons que N(F, B) > d?*+3. On pose R := d*+4, N = (d+1)(d+2)/2
et on suppose que F' admet au moins R zéros 1, ..., vg telles que

Le nombre de monomes possibles de degré inférieur ou égal a d en les variables x;1, z;
est 1+2+...4+(d+1) = N. On pose A = (a;;) la matrice de taille R x N dont la i-ieme
ligne est formée de ces N monomes.

On note par f; (j =1,---, N les N coefficients (peut étre nuls) de F. Etant donné que
les élements xy, ...,z sont des zéros de F, en notant f € OF la matrice colonne dont les
composantes sont les coefficients de F', on a :

d d—1 d
1 zn Ty Tiz X127y Tio 1
d d—1 d
1 2o Typ Xz X22xo Ta9 f2
Af = . ) ; .| =0
d d—1 d
1 zmp Tpy TR2 " TR2TpR LRo In

et la matrice A est solution du systeme AX = 0.

On note Iy, ..., g les lignes de A. Dire que AX = 0 c’est dire que ;(X) = 0, pour i entre
1 et R. La matrice A possede plus de lignes que de colonnes, le lemme de Siegel ne peut pas
s’appliquer dans ce cas. Mais comme le systeme AX = 0 admet une solution non triviale f,
le rang de la matrice A est strictement inférieur a N et on note par M < N ce rang.

Quitte a re-numéroter les lignes, on peut considérer que le systeme AX = 0 est équivalent
ali(X)=0,1<7< M, ouencore A’X =0 ou A’ est la matrice formée par les M premieres
lignes.
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Comme N > M, le lemme de Siegel permet de dire que ce systeme admet une solution
non nulle g € OF vérifiant

max H(gy) < C(CNBHM/IN=M),

car les H(c; ;) sont tous majorés par B% La constante C' dépend uniquement de K.

On déduit ensuite un polynome G(Xi, Xy) dont les coefficients sont les éléments de g.
Le polynome G est donc un polynome non nul, a coefficients dans Ok, de degré inférieur ou
égal a d et tel que G(z41,22) =0 (1 <i < N).

Par construction, F' et G ont d? + 4 zéros en commun et sont de degré inférieur ou égal
a d. D’apres le théoreme de Bézout, ces deux polyndémes ne sont pas premiers entre eux. Le
polynéme F' étant irréductible, de degré d, on peut conclure que G = aF pour un a € K (en
supposant que F' est unitaire en Xs, alors a € Ok et H(F) < H(aF)). Et donc

H(F) < max H(g) < C(CNBHYM/WN=-M) < c(CNBHN,

i=1,...
En remarquant que N < 2d?, on arrive a la conclusion que

H( F) < 05d228d2 d8d2 B4d3‘

On peut maintenant majorer le nombre N(F, B) cherché.

Démonstration du théoréeme 2.10. Le théoreme 2.1 a majoré le nombre k£ de polynomes suf-
fisants afin de couvrir I’ensemble des zéros (z1,x9) de F tels que H(x;) < B et H(zy) < B :

k < cod®log?(2d° H(F) B4 1) (B4 '+ )P 10g”(B)

ol ¢y est une constante dépendant de K.

Pour majorer le nombre N(F, B), on applique le théoreme de Bézout et on compte les
intersections de F' avec chacun des F;. Le nombre de points d’intersection entre les zéros des
polynomes F' et F; est au plus deg(F') x deg(F;) = d x D. Ce qui donne :

k
N(F,B) <" deg(F)deg(F;) < kdD < ¢yd*Dlog?(2d* H(F) B4~ 1) (B4 '+6P")»

i=1

ol ¢y dépend de K.
On rappelle que la condition sur D est d’étre choisi supérieur a d. On peut choisir

D = [dlog(B) + 1],
et en majorant BO@osB)™" par 29 on peut écrire

N(F,B) < dyd®log®(2d* H(F)B* 1) B?/?log(B).
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La majoration H(F') < (54 98° 8¢> RAd° e 1a proposition 2.14 nous donne :

N(F, B) < ¢3d®D log?(d>Co% 284" @3¢ BA4° Bi=1)(Br/d|og(B)).

Enfin,

log(d3C’5d2 98d? j8d* p4d? qu)
= 3log(d) + (5d?) log(C') + 8d?*log(2) + 8d? log(d) + 4d>log(B) + (d — 1) log(B)

Cette derniere quantité peut étre majorée par c4d®log(B), on obtient :

N(F,B) < ¢5d** log*(B) B/,

39

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

CHAPITRE 3

Spécialisation et théoreme d'irréductibilité de Hilbert effectif sur un
corps de nombres

Le théoreme d’irréductibilité de Hilbert permet spécialiser I'indéterminée 7" d’un poly-
nome irréductible P(7,Y) € K[T,Y] en une infinité de ¢t € K tels que le polynome spécialisé
P(t,Y) soit irréductible dans K[Y]. L’étude de 'effectivité dans ce théoréme consiste soit a
borner le plus petit ¢ ayant la bonne propriété, soit, étant donné une borne B > 1, estimer
le nombre de ¢ de hauteur H(t) < B ayant la bonne propriété.

La deuxieme preuve du théoreme d’irréductibilité de Hilbert date de 1927. Elle est due
a Dorge [Dor27]. Elle repose sur 'approche de Hilbert et son résultat permet d’énoncer le
théoreme sous la forme suivante :

Theoréeme. Soit P(T,Y) un polynome irréductible dans Q(T)[Y]. Alors il existe § tel que
0<d<let#{teZ]|P(T,Y) irreductible dans Q[Y] et |t| < B} = O(B'™).

Il faudra attendre 1929 grace a un théoreme du a C.L. Siegel pour améliorer I’exposant

1—90en % L’exposant § = % est le meilleur possible en général. On peut remarquer que
ce résultat ne précise pas les constantes dans le O(.) et les premiéres démonstrations du

théoreme d’irréductibilité ne sont pas simples a rendre plus explicites.

D’autres recherches ont été menées sur le sujet [Fri74],[SZ95a], [Deb86] et les premieres
majorations étaient plutot lourdes. On peut noter, par exemple, que cette version effective
du théoréme pour un polynome P(T,Y) € Q[T, Y] fournit une majoration en "exponentielle”
en le degré du polynome.
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Theoréme. [SZ95a]. Soit m le degré de P enT et n le degré de P en Y. Il existe un entier
positif t tel que :

t < maz(exp(2(6m)?), exp(36°), exp(450(log H(F))s +11250m°+45(m+1)?n+45n(log H)*?))
et P(t,Y) soit irréductible sur Q.

Le nombre H(P) est la hauteur du polynéme P(T,Y).

On s’intéresse plus particulierement a la méthode suivie par Walkowiak [Wal04], [Wal05],
dont le but était de trouver une majoration polynémiale en log(H) et en le degré de P et
de créer un algorithme de factorisation de polynomes a deux variables. En effet, une borne
polynomiale est importante pour qu'un algorithme trouve en temps convenable un "bon” ¢.

Le travail conséquent de Walkowiak permet d’arriver a ce théoreme général :

Theoreme. Il existe un entier positif t tel que
t S (2108276nm64l0g19<H))4
et P(t,Y) soit irréductible sur Q.

De plus, la borne du théoreme s’améliore en borne polynomiale cherchée lorsque I'exten-
sion de départ sur Q(7") donnée par le polynome irréductible P(T,Y") est galoisienne. Ce qui
nous donne ce dernier résultat :

Theoreme. Dans le cas galoisien, il existe un entier positif t tel que
t S (2165n147+cm64log19(H))4

et P(t,Y) soit irréductible sur Q (ot c est une constante absolue issue d’un théoréme de
L.Pyber en théorie des groupes).

La démarche suivie par Walkowiak utilise la démonstration de la forme explicite du
théoreme de Heath-Brown (voir chapitre 2) et ont été démontrés que sur le corps Q et ou
P(T,Y) est a coefficients dans Z. La généralisation du résultat de Heath-Brown a tout corps
de nombres est alors une étape primordiale si on veut généraliser le résultat de Walkowiak
sur le théoreme d’irréductibilité de Hilbert.

Les résultats de ce chapitre découlent donc du théoreme 2.10. Le théoréme de spécia-
lisation 3.2 est une étape classique dans la démonstration du théoreme d’irréductibilité de
Hilbert. Il donne une borne pour le nombre de t € O tels qu'un polynéme F(T,Y"), supposé
irreductible dans K [T, Y], spécialisé en T — ¢ admet une racine dans O . Un résultat effectif
de ce théoreme nous permet d’énoncer une forme effective du théoreme d’irréductibilité de

Hilbert.

Le lien entre le théoreme d’irréductibilité de Hilbert et le théoreme de spécialisation est
le suivant : il existe un certain ensemble de polynomes irréductibles Q1 (7,Y),- -, Q,(T,Y)
tels que pour tout ¢ € K, si la spécialisation P(¢,Y") du polynéme P(T,Y") est réductible
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dans K[Y], alors un des polynomes spécialisés Q1(¢,Y), -, Q,(t,Y) admet une racine dans

K.

Plus de détails sont donnés dans la démonstration du théoreme d’irréductibilité. On
démontre dans un premier temps le théoreme 3.2 a partir du résultat du chapitre précédent
(théoreme 2.10). On démontre ensuite le théoreme d’irréductibilité de Hilbert effectif en
détaillant la construction des polynomes Q;, ¢ = 1,--- ,n. Le théoreme 3.2 de la premiere
section sera utilisé dans le chapitre suivant sur les applications en théorie inverse de Galois.

3.1 Un théoréme de spécialisation

On considere un polynéome a deux variables F(T,Y) € Og[T,Y], irréductible dans
K[T,Y], unitaire en Y et de degré > 2. On désigne par :

— m >1ledegré en T de F

— n>1ledegréenY de F

— d le degré total de F

— H =max(H(F),e)

Le nombre H défini ainsi est utilisé dans la démonstration du théoreme 3.2. On y tra-
vaillera avec un nombre Ly = loglog H qui devra etre > 1. Le nombre H permet aussi de
rendre le théoreme 3.2 cohérent dans le cas spécial ou H(F') = 1. En effet, le théoreme donne
une borne pour le nombre Np(F, B) défini ci dessous comportant un facteur log H.

Le nombre B sera un nombre réel que I'on devra supposer assez grand. Le résultat de cette
section permet de borner le nombre de t € Ok pour lesquels la hauteur H(t) est majorée par
B et le polynome spécialisé F'(t,Y) a une racine dans Og. On notera ce nombre Np(F, B).

Pour t € Ok, vérifiant H(t) < B, nous pouvons donner une majoration des eventuelles
racines y € K (ou plus précisément y € Ok car F(T,Y) est unitaire en Y) du polyome
F(t,Y) en utilisant les inégalités de Liouville. On utilisera les inégalités de Liouville données
en §1.3.2. On a le lemme suivant

Lemme 3.1. Soit F(T,Y) € Ogk[T,Y] irréductible sur K. Pour t € Og,H(t) < B, les
hauteurs des nombres y € Ok tels que F(t,y) = 0 sont majorées par 2(m + 1)H (F)H (t)™.

Démonstration. On considere le polynoéme F' en 'indéterminée Y et on écrit F/(T,Y") sous
la forme
FT,Y)=Y"+ -+ a,(T).

Ainsi, on a F(t,Y) = Y™ + - -+ + a,(t). Les polynomes en une variable a;(7) sont de degré
au plus m (le nombre de termes est alors au plus m + 1) et leurs coefficients sont parmi ceux
de F(T,Y), ce qui donne H(a;(T)) < H(F),i=1,--- ,n.

L’inégalité de Liouville permet de majorer la hauteur des nombres y € Ok solutions de
I'équation F(t,Y) =0 :

H(y) < 2H(F(1,Y)).
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Or H(F(t,Y)) = H(ap(t), - ,a,(t)) = max max |a;(t)],.

1<i<n ve My
Pour v une place archimédienne, |a;(t)], < (m + 1) nax (|aij|v) max [¢]7".
SIsn
Alors |a;(t)|, < (m+ 1)H,(F)|t|™.

On a donc
max max |a;(t)|, < (m+ 1) max H,(F) max |t}
1<i<nveEMg vEMK vEME
<(m+1)H(F)H(@)"
Et donc

H(y) <2(m+1)H(F)H(t)™.

Enfin, le nombre d’entiers ¢t € Ok racine de ag(7") est majoré par m; la hauteur H(t) étant
majorée par B, on obtient le résultat. O

Afin de majorer le nombre Nz (F, B), On peut étre tenté d’utiliser directement le lemme
3.1 en disant que Np(F, B) < N(F, B') avec B’ = 2(m+1)H(F)B™ mais nous n’obtiendront
pas une bonne conclusion. La démonstration passe par la construction d’un autre polynome
G que nous allons donner dans la preuve du théoreme suivant.

Theoreme 3.2. [ existe des nombres ay, ...,a, dépendant de K, tels que pour tout B assez
grand, le nombre Np(F,B) det € Ok avec H(t) < B et tels que F(t,Y) ait une racine dans
K vérifie

Nr(F, B) < a1d®(log H)® B*/"log™ B

Remarque 3.3. Le nombre total de t € Ok avec H(t) < B est asymptitique a B (3
une constante multiplicative pres et un facteur log B) [Sch79] [Barl4]. L’étude de ce nombre
a été menée par beaucoup d’auteurs et bon nombres de résultats utilisent ce dernier.

Concernant notre résultat et le comparant avec le nombre N(B) de t € O avec H(t) <
B, on peut déduire que le nombre Np(F, B) est une quantité faible comparé a N(B) lorsque
B grandit et lorsque n grandit. Ceci permet de dire qu’il y a un nombre conséquent de "bons”
t pour lesquels la propriété "F(¢,Y) n’a pas de racine” s’applique. Une implication directe
de cette propriété est le théoreme d’irréductibilité de Hilbert (voir §3.2) et les applications
en théorie inverse de Galois (voir chapitre 4) ou I'on démontre également un théoreme type
Hilbert a partir du théoreme 3.2.

Démonstration. On définit deux nombres : Ly :=log(H) et Ly := log(log(H)). Par définition
de H,on a Ly > 1. Comme F(T,Y) est unitaire en Y, on a d < n+m — 1. Etant donné que
m>1letn>1,onad<mn<mnL;/Ly. On considére maintenant le polynome

G(T,Y)=F(T, TP +Y)
L, loghB

n—————] +1 < 2mnlL;. Ce polynome est de degré d’' = deg|G) vérifiant
Ly loglog B

oun E=[m
nE <d <nE+m
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et tout zéro (t,y) € O% de F correspond & un zéro de la forme (t,9') = (t,y — t¥) € O% de
G.

Par I'inégalité
H(a+0b) < H(a)+ H(D),

on a pour tout zéro (¢,y’) de G tel que H(t) < B,
H(y') <2(m+1)HB™+ B¥ < 3(m+ 1)HB".
En posant B” = 2(m + 1)HB¥ on a
Nr(G,B) < N(G, B").
On applique alors le théoreme 2.10 au polynéme G avec B” :
N(G, B") < ¢sd™1og*(B")B""/¢

< c5(nE +m)*log*(3(m + 1)HBE)(3(m + 1)HBE)?/"E
< cs(nE 4 m)"log*(3(m + 1)HBE)(3(m + 1)H)*/"F Be/n

Les constructions de L; et Ly nous permettent des majoration efficaces :

— la majoration 1/nE < Ly/L; donne HY/"E < log(H),

log log B

— La majoration 1/nFE < donne

mlog

Bmp/nE < BploglogB/logB — 1ng B.

On majore ensuite nE + m par 3d>log H log B et log(2(m + 1) H BF) par 4d® log H log B.
On obtient alors

N(G,B") < ¢5(3d°log H log B)**(4d?®log H log B)*(2°d” log” H)log® BB*'™).

Apres calcul, on obtient que le nombre de t € Ok de hauteur inférieur a B tels que
F(t,Y) ait un zéro dans Ok est plus petit que

ced®* P log'® T HBr/" log™®** B.
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3.2 Un théoreme de Hilbert effectif sur un corps de
nombres.

Nous allons démontrer le théoreme de Hilbert de fagon effective. Soit P(7.Y) € Ok[T,Y]
un polynome irréductible sur K. Le but est de trouver des spécialisations ¢t € O telles que
le polynome P(t,Y) € Ok|[Y] soit irréductible. Nous présenterons le théoreme dans le cas
général en explicitant les polynomes issus de la réduction standard permettant de se ramener
a prouver l’absence de racines a des polynomes spécialisés Q(¢,Y"). Cette réduction permettra
d’utiliser le théoreme 3.2 afin de borner les hauteurs des nombres ¢ qui conviennent. Dans le
cas ou 'extension £/ K(T) définie par le polyndéme P(T,Y") est galoisienne, on peut concevoir
(comme sur le cas K = Q, voir [Wal05]) que la borne puisse étre améliorée en une borne
polynémiale en m,n et log(H) qui sont le degré en T', le degré en Y et H le maximum entre
la hauteur de P et €. Nous ne travaillerons ici que le cas général.

3.2.1 Reéduction classique

On se ramene au cas ou le polynéme P(7,Y) est unitaire en Y. En effet, en écrivant
P(T,Y) =ao(T)Y" + ary(T)Y" ' -+ + a,(T),
on a
(ao(T))" " P(T,Y) = (ao(T)Y)" + s (T)(ao(T)Y )" + - + ag(T)"an(T).
On construit ainsi un polynéme P(7,Y") tel que
a0(T)"™ P(T,Y) = P(T, ap(T)Y)

ou encore

P(Tv Y) = aO<T)n_1P(T7 Y/CLO(T))

Ces égalités permettent d’écrire que pour les t € O tels que ag(t) # 0, P(T,Y) est
irréductible sur K si et seulement si P(7,Y") est irréductible sur K. On peut alors supposer
le polynéme P(7,Y) unitaire en Y en tenant compte que 'on a écarté les cas ol ay(t) = 0.

Considérons la décomposition du polynoéme P(7,Y") dans K(T)[Y] :

P<T7 Y) = H(Y - yi)>
i=1
et soit D(T') le discriminant de P par rapport a Y. Pour les nombres complexes ¢ tels que
D(t) # 0, il existe un morphisme de spécialisation

(;Dt:K[Tvyh”' ayn]_>(c
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qui prolonge la spécialisation T" — t. Dans la suite nous considérerons les spécialisations
t € Ok qui vérifient la condition D?(t) # 0 pour tout o : K — Q, ce qui peut se résumer,
en prenant en compte I'argument permettant de se ramener a un polynoéme unitaire, a la

condition
w(t) T D7(t) 0.
0:K—Q
Pour z € K[T,y1, -+ ,yn|, on note z(t) 'image de z par le morphisme de spécialisation

¢. Le polynome spécialisé P(t,Y") peut alors s’écrire :

PEtY) =TIV —ul).

i=1

3.2.2 Estimations sur les polynomes P,

Les polynomes concernés par la réduction sont les polynomes P, ; construits ainsi :

pour w sous-ensemble de {1,---,n}, et pour un entier positif j < #w, P, ;(T,Y) est le
polynéome minimal de 7;(y; : i € w) sur K(T'), ou 7; désigne la j-ieme fonction symétrique
élémentaire. Les éléments y;, i = 1,--- ,n étant entiers sur Og[T] et Ok|[T] étant intégrale-

ment clos, les polynomes P, ; sont unitaires et dans O[T, Y].

Lemme 3.4. Soit t € Ok tel que P(t,Y") soit réductible sur Q et D(t) # 0. Alors il existe
un sous ensemble w C {1,--- ,n} de cardinal | < n/2 et un j <1 tel que P, ; est irréductible
dans K[T,Y], deg, (P, ;) > 2 et P, ;(t,Y) a un zéro dans Ok. On notera F,, ce polynome.

Démonstration. Le polynéme P(t,Y") est réductible, on peut donc écrire
P(t,Y) = R(Y)S(Y)

ou R et S sont des polynomes a coefficients dans Q avec deg(R) < deg(S). Il existe alors un
sous-ensemble w de cardinal [ < n/2 tel que

R(Y) = 10V = ().

On peut aussi écrire le polynome P(T,Y’) comme

P(T,Y) = R(Y)S(Y)

avec R(Y) = [[(Y — y:) € Q(T)[Y], de sorte que I'image par ¢ de R soit R.

S

¥

P(T,Y) =R(Y)S(Y) P(t,Y) = R(Y)S(Y)
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Comme P(T,Y) est irréductible, au moins un des coefficients de R(Y) est dans K (T)\ K (T).
Ce coefficient, noté 6, est du type 7;(y; : ¢ € w) pour un certain j < [. On sait de plus que
comme R(Y) est a coefficients dans K, alors 0,,(t) € K.

Le polynome minimal de 6, : P, ;(7,Y") est de degré supérieur ou égal a 2 et le polynome

spécialisé P, ;(t,Y’) étant unitaire, le zéro 6,,(t) de ce polynome est en fait dans Ok. O

Afin de rendre le théoreme d’irréductibilité effectif, nous avons besoin :

— d’estimer le nombre de polynomes du type P,
— d’estimer les degrés (total et en Y') des polynémes P,,
— d’estimer la hauteur des polynomes FP,,.

Pour obtenir ces estimations, on utilisera un outil classique d’effectivité : la mesure de
Malher et les comparaisons entre la hauteur d’un polynéme et la mesure de Malher [HS00].

On note par Hc(P) la hauteur usuelle d’un polynome a coefficients dans C. C’est le
maximum des modules des coefficients de P. Quant a la mesure de Malher, elle est définie

d
pour un polynéme P(X) & coefficients dans C. On écrit P(X) = a4 [[(X — «;) et on définit
i=1
la mesure de Malher par

d
M(P) = Jag] [] max{1, au]}.
i=1
Les comparaisons entre hauteur usuelle sur C et mesure de Malher sont données comme suit :
M(P) <V1+d He(P) et He(P) < 2¢M(P)

ou |.| désigne le module complexe.

Le polynome P, (T,Y") est le polynéme minimal de 6, = 7;(y; : ¢ € w) pour un certain
j < 1.1l divise donc le polynoéme [[ (Y — 7j(y; : i € w)) € K[T,Y]. On a par spécialisation
Hw=I
pour z € C tel que D(z) #0 :

— 0,(2) est une fonction symétrique élémentaire en les y;(2), (i = 1,...,n).
— P,(2,Y) divise le polynéme [ (Y — 7;(yi(2) : i € w)).
Hw=l

On a la proposition suivante :

Proposition 3.5. Les polynomes P,, donnés dans le lemme 3.4 ont les propriétés suivantes :

— leur nombre est majoré par 2",
— leur degré en'Y (noté d,) est majoré par (?) ,

— leur degré total est majoré par md,,,
— leur hauteur H(P,) est majorée par (2°"(m + 1)H(P))%.
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— Le nombre de ces polynomes P, est le nombre de parties d'un ensemble {1,--- n} a

[ éléments. Il est donc inférieur a 2.
Le polynéome P,(T,Y") divise le polyndéme

H (Y —7i(y;i -1 € w))
Hw=I

qui est de degré <n> Le degré en Y de P, est donc inférieur ou égal a (7)

l

On écrit
dw

P(T,Y) =Y P(T)y%
=0
avec Py(T) = 1. Soit t € C fixé avec D(t) # 0, disons [t| > r > 1 pour r suffisamment
grand. Comme P,(7,Y) est irréductible dans K[T,Y], les zéros de P,(T,Y") sont les
conjugués 07 de 0, (1 € Gal(K(T)/K(T))). Les éléments 07 sont donc des fonctions
symétriques d'un nombre [ des y;, 1 =1,--- ,n.

En écrivant

ray)= I (-

TeGal(K(T)/K(T))

Pu(t,Y) = [TV = 65(1)).

T

on a

Les zéros de P,(t,Y) sont donc les spécialisations en ¢ des zéros de P,(T,Y), c’est
a dire les spécialisations des 07. Ainsi, 07 (t) est une fonction symétrique élémentaire
d’un nombre [ de y;(t), i = 1, -+ ,n. La j-ieme fonction symétrique élémentaire ayant
au plus 2! termes, on peut majorer le module complexe |07 (¢)] :

07(t)] < 21 l:llmax{la lyi(t)|}
< 2 [[ max{L, l:(0)]}

i=1

<2'M(P(t,Y))

En utilisant la majoration de la mesure de Malher par la hauteur complexe et le fait
que pour |t| > 1, He(F(t,Y)) < (m+ 1)Hc(F)|t]™, on obtient

07(1)] < 2'v/n + 1Hc(P(t,Y))
< 2'v/n+1(m + 1)He(P)[t|™

Comme [ < n/2 alors
05(1)] < 2"(m + 1)He(P)[t™.
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Cette majoration reste valable pour toutes les racines de P,(t,Y’). De plus, P;(t) est,
au signe pres, la i-ieme fonction symétrique élémentaire en les zéros de P, (¢,Y). On
a alors pour, || > 1, la majoration suivante :

|[Pi(t)] < 2'(2"(m + 1) He(P)[t™)'
< 2"(m+ 1)"He(P)'[t|™ = O(Jt|™)

La croissance en ¢ du polynome P; est en O(t™). Cela prouve que deg(P;) < mi et
donc
deg(F.) < max (d, —i+deg F;) < md,.

dy
On écrit encore P,(T,Y) =>_ P(T)Y', B(T) =Y pi ;1.
i=0 i

Soit v une valuation archimédienne sur K. On peut écrire 1'égalité |.|, = |.| o o pour
un o : K — K ou |.| désigne le module complexe de sorte que

|pijlo = |pf;| et He(P7) = Hy(P).
Pour z € C, d’apres les inégalités de Cauchy pour r» > 0 :

= (P9 0)/1] < sup [P ()],

|z|=r

p7;

On choisit 7 égal & 1 — ¢ > 0 tel que pour tout z € C avec |z| = r, D?(2) # 0 pour
tout o : K — Q. Comme les P?(z) désignent les coefficients de P7(z,Y") € C[Y], on
peut écrire la majoration

max(|pijlo) = Hy(P,) < v~ %™ sup He(P](2,Y)) = r~**r ™ max |P7(2)].
%)

B |z‘:’r =1, ,du

Le nombre ¢ peut étre choisi aussi petit que I'on veut. On le choisit de sorte que
r—degr(Po) < 9

La majoration de la hauteur par la mesure de Malher permet d’écrire :

He(PS(2,Y)) < 2% M(PI(2,Y)) = 2% ﬁ max{1,|ay(2)|}

i=1
ou les ay,;(2) sont les zéros de PJ(z,Y’) dans C.

Estimons maintenant les |a,;(2)| pour |z| = r. On peut montrer, par le méme raison-
nement qu’avec les 67(t), que o, ;(z) est une fonction symétrique élémentaire en les
zéros de P?(z,Y). Remarquons tout de méme que, dans ce cas, 0 : K — K alors que

dans ce qui précédait, 7 € Gal(K(T'), K(T))).
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On prolonge o : K — K en 0 : K — K de maniere arbitraire, puis de facon naturelle &

K((T"¢)) om e est I'indice de ramification au-dessus de zéro dans I’extension de K (T)

définie par les y1, ...y,. Par cette construction, on peut appliquer o a y1, ..., Yn, 0,. On
note y? I'image de y; par 0. On a alors

n

PUTY) = ]](Y =)

i=1
et par spécialisation, pour tout z € C tel que D7(z) # 0,

n

P7(z,Y) = [I(Y = 7 (2)).

i=1

Les zéros de P7(z,Y") sont donc les y7(z) ou les y;(z) sont les zéros de P(z,Y) dans
C. On peut alors faire le méme type de calcul que dans la majoration du degré des
B, :

apa(2)] < [T max{L, |57 ()]}

< ZQZZM(PU(Z,Y))
< 2/n + 1H¢(P°(2,Y))
< 2'n + Tmax{|a(2)[}

ou les a, ;(z) sont les coefficients de P?(z,Y") vus comme polynomes en Y. On a de plus
les majorations |a,;(z)| < (m+ 1)Hc(P?) max{l,|z|™}, ce qui conduit a I'estimation

lagi(2)] < 2'/n+ 1(m + 1) He(P7)
< 2™(m + 1)H,(P).

Finalement, obtient la majoration

H(P,) < max H,(F,)

v/0o

< max 2% (2" (m + 1)H,(P))*

v/00

< 23w (;m + 1)% max H,(P)%

v/00

< (2™ (m+ 1)H(P))™

20
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3.2.3 Irréductibilité des polynoémes spécialisés

On travaille maintenant avec un polynéme P(7,Y") non nécessairement unitaire. On note
S(B) le nombre d’entiers algébriques ¢t € Ok, H(t) < B tels que ao(t) [[ D7(t) # 0 et
a:K—Q
P(t,Y) soit réductible sur K et on suppose B suffisamment grand pour que les conditions
du theoreme 3.2 soient vérifiées.

Theoréme 3.6. Le nombre S(B) vérifie
S(B) < ayaim? (log H)* B*'*(log B)*.

Démonstration. Soit S, (B) le nombre d’entiers positifs ¢ < B tels que ag(t)D(t) # 0 et tel
que le polynome spécialisé P, (t,Y) ait un zéro entier. D’apres le lemme 3.4, on a I'inégalité

S(B) < S.(B).

On estime alors le nombre S(B) en estimant chacun des S,(B) grace au théoreme 3.2. 11
existe des constantes a, as, as, a4 dépendant uniquement du degré [K : Q] telles que pour B
suffisamment grand :

S.(B) < ay deg(P,)* log™ (H(P,))B*/ & F) 1og% B
< ai(md,,) "™ log™ ((2*"(m + 1)H(P))™) B**log™ B

avec d, < pour un nombre [ < n/2. Ce qui donne, pour d’autres toujours notées

n
l
ay, 2,03, 04, s
S, (B) < ajaim? log®™(H)B*/*1og™ (B).

En sachant que le nombre de polynomes du type P, étant majoré par 2" et en prenant en
compte le nombre de solutions de ag(t) J[ D7(t) # 0, ce qui ne change que la constante,
0:K—Q
on en déduit que le nombre de t € O, avec H(t) < B tels que P(t,Y") soit réductible sur
K est plus petit que
araim® (log H)* B?/?(log B)%.

]

En utilisant cette réduction et les estimations associées, nous pouvons maintenant énoncer
une version effective du théoreme d’irréductibilité de Hilbert :

Theoreme 3.7. Pour B suffisamment grand dépendant de K, d, le nombre de t € Ok tels
que P(t,Y) soit irréductible sur Ok est plus grand que %B”.

Démonstration. Soit N ce nombre. Il est égal a

#{t € Ok, H(t) < B} — S(B).

o1
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Nous avons d’une part le résultat classique, voir [Sch79] :
#{t € Ok, H(t) < B} ~ B*,
et d’autre part

S(B) < ayaim®(logH)™ B*/*(logB)".

L’équivalence en B de S(B) est du type B?/?, alors pour B suffissamment grand on a la
conclusion voulue. O

52

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

CHAPITRE 4

Application des résultats obtenus

Les résultats obtenus dans les chapitres précédents sur la recherche de points rationnels et
sur le théoreme d’irréductibilité de Hilbert peuvent étre utilisés dans le cadre de la conjecture
de Malle.

Nous utiliserons ici les spécialisations d’une extension galoisienne réguliere. On dira
qu'une extension F'/K(T) est K-réguliére (ou réguliere s’il n’y a pas d’ambiguité) si

FNK =K.

On dira que le groupe G est un groupe de Galois régulier sur K s’il existe une extension
galoisienne réguliere F'/K(T) de groupe G. Les exemples de groupes de Galois réguliers sur
Q sont nombreux : S, (n > 1) et beaucoup de groupes simples comme A, (n > 5), des
PSLy(F,), le Monstre, etc.

On rappelle que la conjecture de Malle traite du nombre N(K,G,y) défini en 1.1.2
comme :

N(K,G,y) = #{E/K galoisienne : Gal(E/K) = G, Nko(dg/k) < y}.

L’élément dp/k est un idéal de Ok et la norme Ng/q(dg k) est la norme que nous avons
utilisé tout au long de cette these. Il s’agit d’un entier.

On s’intéresse ici a la partie minoration de la conjecture que 'on définira plus spécifique-
ment de la maniere suivante :

Definition 4.1. On dit que 'on a une minoration du type Malle pour G sur K s’il existe
a(G) > 0, dépendant seulement de G, tel que

N(K,G,y) > cly"(G) pour tout y > g

pour des constantes positives ¢y, yo dépendantes de K, G.
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Remarquons qu’une minoration du type Malle fournit une réponse positive au probleme
inverse de Galois sur G. On démontrera ce résultat, valable pour tout groupe G :

Theoreme 4.2. Soit G un groupe fini. Il existe un corps de nombres Kq tel que l'on a
une minoration du type Malle pour G sur tout corps de mombres K contenant Ky. Plus
précisément, le corps Ko peut étre choisi comme n’importe quel corps de nombres sur lequel
G est réqulier.

L’exposant «(G) sera donné explicitement. Il est plus petit que la constante a(G) annoncé
par Malle dans sa conjecture [Mal04]. Nous expliquerons pourquoi dans 4.3, remarque 4.12.

Le théoreme 4.2 généralise un résultat de Debes [Debl17, theorem 1.1] qui a démontré
qu’il existait une minoration du type Malle pour G sur Q et lorsque G est supposé régulier

sur Q.

Notre approche permet d’imposer des contraintes locales sur les extensions E/K que 'on
compte. Ceci nous permet d’apporter également des résultats sur le probleme de Grunwald
énoncé en 1.1.3.

Pour exposer notre résultat sur ce sujet, on utilisera la terminologie suivante tirée de
[Deb17]. Si (G, (LP/Ky)pes) est un probleme de Grunwald sur K et M /K est une extension
galoisienne finie, on note par Sj; ’ensemble des idéaux premiers de M obtenus en choi-
sissant un premier arbitraire P de M au dessus de chaque idéal premier p € S. On note
par (G, (L*Mp/Mp)pes,,) le probleme de Grunwald sur M induit par changement de base
Mp/K,, p € S. Etant donné que l'extension M/K est galoisienne alors le probleme induit
par changement de base de dépend pas du choix de P.

Remarquons ensuite que si 'extension M /K est totalement décomposée en chaque p € S
alors Mp = K, et L°PMp/Mp = L¥ /K, (p € S). Dans ce cas, une solution £/M du probleme
de Grunwald (G, (L?/K,)yes,,) induit par changement de base est appelé une M-solution du
probleme de Grunwald (G, (LP/K,)pes).

Le résultat de ce chapitre sur le probleme de Grunwald est le suivant :

Theoréme 4.3. Soit G un groupe fini et K un corps de nombres.

1. Il existe un ensemble fini Sepe didéaux premiers de K avec la propriété suivante :
si (G, (LP/Ky)pes) est un probléme de Grunwald sur K avec S N Seze = 0, alors il
existe une extension galoisienne M /K, totalement décomposée en chaque p € S et une
infinité de M-solutions E/M au probléme de Grunwald (G, (LP/K,)pes)-

2. De plus, on peut prendre M = K si G est un groupe de Galois régulier sur K et le
nombre de solutions E/K au probléme de Grunwald qui vérifient N o(dg/x) <y est
plus grand que c1y™ pour tout y > yo (ot a(G) est le nombre qui apparait dans le
théoréme 4.2) et pour une constante strictement positive c1, dépendant de K, G et y,

dépendant de K, G, S.

En particulier, pour tous les groupes non résolubles connus comme étant groupes de
Galois réguliers sur QQ, tout probleme de Grunwald a une infinité de solutions sur Q.

o4
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Les théoremes de la section 4.1 et la section 4.2 permettent d’établir les théoremes 4.2 et
4.3 en démontrant un résultat intermédiaire combinant le comptage d’extensions et un ajout
de contraintes locales.

Pour arriver a nos fins, nous démontrons, d’une maniere différente que celle du chapitre
3, une version du théoreme d’irréductibilité de Hilbert. Celle ci permettant des contraintes
locales sur les extensions comptées. Les extensions désirées F/K seront obtenues par spé-
cialisation d’une extension galoisienne réguliere F'/K(T') de groupe de Galois G. A partir
d’une extension F/K(T) fixée, le théoreme 4.4 produit explicitement beaucoup de spéciali-
sations ty € O de hauteur bornée telles que I'extension spécialisée Fy /K soit galoisienne
et de groupe G. Le théoréme 4.8 montre que le nombre d’extensions spécialisées Fy, /K qui
peuvent étre isomorphes est restreint.

Le résumé de ce dernier chapitre, en association avec les résultats des chapitres précé-
dents se présente comme suit. Les théoremes 4.4 et 4.8 sont intermédiaires entre les énoncés
purement diophanciens (théoreme 2.10 et théoreme 3.2) et les applications de ce chapitre
(théoreme 4.2 et théoreme 4.3). Ces applications se donnent en 3 étapes. On établi d’abord
dans les deux premieres sections les théoremes 4.4 et 4.8. A partir de ceux-ci, on démontre
ensuite le théoreme 4.11. Ce dernier théoreme est démontrer afin d’impliquer a la fois le
théoreme 4.2 et théoreme 4.3. La figure suivante synthétise la démarche suivie.

I
CERS

FIGURE 4.1 —

On se fixe les notations suivantes. Le corps de nombres fixé K est de degré p = [K : Q],
le groupe fini G est K-régulier et on se donne une extension réguliere galoisienne F'/K(T)
de groupe G. On note r le nombre de points de branchement de F/K(T). De maniere
équivalente, c’est aussi le nombre de points de branchement du K-revetement associé f :
X — P! Le genre de F (ou de X) est noté par g. Pour un idéal premier p de K, le nombre
premier en dessous de p est p, et on a p NZ = p,Z.

Etant donné un point ¢ty € K (ou t = 00), la spécialisation de F'/K(T) en t, est le corps
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résiduel de la cloture intégrale de I'anneau localisé K[T']ir_¢,) dans F' en un idéal premier
arbitraire au dessus de (T" — (). On notera cette spécialisation Fy, /K.

Soit P(T,Y) € Okl[T,Y] le polynéme minimal d’un élément primitif de F'/K(T') entier
sur Ok[T]. Pour tout ¢ty € K qui n’est pas dans I'ensemble fini des racines du discriminant de
P(T,Y) par rapport a Y, Ap(T), la spécialisation Fy, /K est aussi le corps de décomposition
de P(ty,Y) € K[Y]. On appelle un tel P(T,Y) un modele affine de F//K(T).

Concernant les conditions locales que les extensions spécialisées doivent satisfaire, on
utilise la notion de donnée de Frobenius. Etant donné un ensemble S d’idéaux premiers de
Ok, une donnée de Frobenius sur S est une collection Fg = (Fy)pes de sous ensembles
Fy C G, ou chaque F, est une union non-vide de classes de conjugaison de G. L’ensemble
S est dit au dessus de l'intervalle [a,b] si S est 'ensemble de tous les idéaux premiers au
dessus des nombres premiers p € [a, b]. Notre prescription locale sur les spécialisations Fy, /K
consiste & demander que pour chaque p € S, le Frobenius® Frob,(F,/K) est dans F,. Par
exemple, si F, = {1} pour tout p € S, cela consiste & demander que Fy, /K soit totalement
décomposé en chaque p € S.

4.1 Un théoréeme type Hilbert

On choisit
— Un nombre premier p_; > r%¢® et tel que chaque nombre premier p qui est ramifié
dans K/Q est < p_; et
— un nombre premier py tel que Uintervalle |p_q1,pg| a au moins autant de nombres
premiers qu’il y a de classes de conjugaison dans G.
Les premiers p_; et py dépendent de K,r, g et K, r, g, G respectivement. Pour B > 1, on
définit Sp comme 'ensemble des idéaux premiers de K au dessus de I'intervalle [py, log(B)/2].
Dans cette section, nous démontrons ce théoreme :

Theoréeme 4.4 (Type Hilbert). Il existe un nombre ¢ > 0 (dépendant de F/K(T)) tel que
si B est suffisamment grand (dépendant de F/K(T)), st Fp = (Fp)pes, est une donnée de
Frobenius sur Sg, le nombre de tqg € O vérifiant H(ty) < B et tels que

— Dextension spécialisée Fy, /K est galoisienne de groupe G,

— pour chaque p € Sp, F,,/K est non ramifié et Frob,(F, /K) € F,.

BP

est plus grand que oz B/loglog B

La preuve de ce théoreme se fait en plusieurs étapes. On dit qu'un idéal premier p de K
est bon pour F/K(T) si p ne divise pas |G|, le diviseur de branchement t = {t,--- ,t,} % est
étale en p et s’il n’y a pas de ramification verticale en p. On dit que p est mauvais sinon.
La notion de diviseur de branchement est une notion complexe et fait part de nombreuses

1. Pour la définition du Frobenius, voir 1.3.6
2. Formellement, t serait vu comme le diviseur ¢t 4+ --- 4+ ¢,

o6
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recherches. Certains s’intéressent plus en profondeurs & ces propriétés (voir [DG12, §4] et
[Legl6]). Une définition simple est claire est donnée dans [Legl6, Definition 2.6]. Ici, on
utilisera le fait qu’il n’existe qu'un nombre fini de mauvais premiers.

Soient p un bon premier pour F/K(T) et F, une union de classe de conjugaison de
G, associée a p. Le résultat suivant généralise [Deb17, proposition 5.1, prouvé dans le cas

K=Q.

Proposition 4.5. [’ensemble
7(Fp) ={to € Ok | to ¢t modp, Frob,(F,/K) e Fy}

est une union de classes d’équivalences modulo p et le nombre v(F,) de ces classes d’équi-
valences satisfait

v(Fp) > @ X (¢g+1—2gy/q—|G|(r+1))

f
v(F,) < ||(;|| X (¢+ 14 29/q)

ot ¢ = Nk o(p).

Démonstration. La preuve reprend celle de [Deb17, proposition 5.1]. On utilise sans distinc-
tion I'extension réguliere F'/K(T) et le K-revétement associé f : X — P!

On peut supposer que F, consiste en une seule classe de conjugaison. On note par K, la
complétion de K en la place p-adique v, et par K" 'extension maximale non ramifiée de
K,. L’extension K"/ K, est cyclique engendrée par le Frobenius de K. Elle correspond a la
cloture algébrique F, de F,. Par correspondance, toute extension finie £ non ramifiée de K,
correspond a une extension finie cyclique E" de F,.

Ky F,
E £
K P IFQ

Soit f, = f ®k K,. On note ¢, : m (P \ t,t)x, — G la représentation du groupe fonda-
mental de f,. On note €2 I'extension maximale non ramifiée au dessus de t. Le diagramme
suivant résume la situation

o7
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m(P'\ t, )k,
TP\ t, 1)k

et la théorie de Galois fournit la suite exacte scindée
1= mP\t,t)k, = TP\ ¢,k = Gr, = 1

Soit g, € F, et considérons I'unique épimorphisme (continu) Gal(K,"/K,) — (gy) en-

Lille, 2019

voyant le Frobenius de K, sur g,. Composé avec le morphisme G, — Gal(K,"/K,), il

fournit un épimorphisme (continu)

wp: G, = (9p)

qui correspond a une extension non ramifiée de K.

On considere ty € Ok tel que tg ¢ t mod p. D’apres des résultats classiques dus a

Grothendieck-Beckmann (on utilise la forme donnée dans [Legl6]), p est non ramifié dans
Fy, /K et Fy K, C K" ot K" est I'extension maximale non ramifiée de K. Nous avons
donc les deux diagrammes suivants

2

K;I/I" (pp : GKp ********************** > Gal(FtOKp/Kp)

5

o8
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Soit sy, : Gk, — M (P1\ t, t)k, la section canonique associée au K,-point rationnel ¢5. On
aty € 7(F,) si et seulement si la représentation galoisienne ¢, o sy, : Gk, — G de I'extension
spécialisée Fy,.K, /K, est conjuguée dans G a .

On considere le revétement tordu ® };% : Yp% — P! obtenu en tordant f, par ¢,. D’apres
le twisting lemma [Deb17, lemme 2.1], la seconde condition dans 1'équivalence précédente est
équivalente a 'existence d’'un point K,-rationnel au dessus de ?, sur )?p%. Comme p est bon
pour F'/K(T), le revétement jf;spp a une bonne réduction. On note par g : Y — Pg_la fibre
spéciale. En utilisant le lemme de Hensel, on obtient finalement

to € 7(Fp) & Iz € Y(F,) tel que g(T) = to.
D’apres les inégalités de Lang-Weil, le nombre k de points F,-rationnels sur P!(F,) vérifie
k>q+1-2g9/4.

Rappelons que, par [DG12], le nombre de points F,-rationnels T € j(vp (F,) au dessus de
ty est Ceng(gy)| = |G|/|Fp|, ce nombre est le méme que le nombre de w € G tels que
o sy, = wgopw_l. En prenant en compte les points rationnels qui peuvent apparaitre au
dessus d’un point de branchement ou au dessus de oo, on obtient la premiere inégalité. La
seconde partie des inégalités de Lang-Weil fournissent la deuxieme estimation. O]

Soit > 0 un nombre réel. Soient S}, ;) I'ensemble des tous les idéaux premiers de K
au dessus de l'intervalle [pg, z] et Fi,, 4 une donnée de Frobenius sur Sp, .. Ensuite, avec
I'ensemble Sy, , . défini comme l'ensemble des idéaux premiers au dessus de l'intervalle
|p—1,p0l, on définit S, = Spo,a] YU Slp_1.pol-

On définit également la donnée de Frobenius F, sur S, en ajoutant a la donnée de
Frobenius Fy,, » des conditions locales sur les premiers de K au dessus de I'intervalle |p_1, po|
de cette maniere : a chaque classe de conjugaison de G, on associe un idéal premier p € Sp,_,
de sorte que chaque classe de conjugaison de GG apparait dans la donnée de Frobenius ; pour les
autres idéaux premiers dans S},_, p,[, on prend F, = G (F, peut étre choisi arbitrairement).

Soit I = [] pet {p1, - ,pn} Uensemble des nombres premiers dans 'intervalle Jp_y, z].
pPES:

Lemme 4.6. On a I = H (piOk) et INZ = (p1-+-pn)Z.

1<i<n

Démonstration. L’ensemble S, est I’ensemble de tous les idéaux premiers de K au-dessus de
P1, -, Pn- Or, chacun de ces idéaux premiers sont non ramifiés dans K d’apres la définition
de p_1, on obtient alors

I=Tp I p=@OkK)- - (p.Ok).

p/p1 p/pn

3. voir [Debl7, §2.1] et [DG12] pour le revétement tordu et le twisting lemma

29

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Francgois Motte, Université de Lille, 2019

Pour i € {1,--- ,n}, on a p;Ox NZ = p;Z. L’argument suivant montre que

(p10k) -+ (PnOk) NZ = (p1- - pn)Z.

L’inclusion D est évidente : p;...p, € (1Ok) ... (pnOk) N Z. comme Z est un anneau
principal, l'idéal (p1Ok) ... (pnOk) NZ is de la forme aZ pour un a € Z.

Or (p1Ok)...(pnOk) NZ C p;Og NZ. On en déduit que p; | a, i =1,--- ,n et comme
p1,- -, Dn sont distincts, py . ..p, | a d’ou I'égalité voulue. n

L’intersection () 7(F,) est notée 7(S,, F,). Par le théoréme des restes chinois, 7(S;, F)
peSs

contient N (S, F) = H v(Fp) classes d’équivalences modulo I. La proposition suivante est
pES
une forme plus précise et plus technique du théoreme 4.4. On utilisera les notations suivante.

— pour une donnée de Frobenius Fg = (Fy)pes, la densité de Fg, notée x(Fg), est le
produit de tous les |F,|/|G| pour p € S,

— pour un réel positif, , le nombre 7(x) est le nombre de nombres premiers < z et II(x)
est le produit de tous les premiers p < z. On a 7(z) ~ x/logx and log(Il(x)) ~ x
lorsque x — +00.

— pour un ensemble S d’idéaux premiers de K, le nombre I1(S) est le produit de tous
les nombres premiers p tels que p = p, pour un des idéaux p € S.

Proposition 4.7. 1. Sity € Ok est un représentant d’une des classes d’équivalence modulo

I dans 7(S;, Fz) alors Gal(Fy, /K) = G et ty € 7(F,) pour chaque p € S,.
2. Si x est suffisamment grand,

II(x)” y 1
(M(p-1))r ~ "2r|G]|

3. Fizons une Z-base e = (e1,--- ,e,) de O et notons H(e) la hauteur de e. Pour chaque
classe d’équivalence modulo I dans 7(S,, F,), il existe un représentant ty € Ok de hauteur
pH (e)

H(ty) < H(p,l)H(x)'

Démonstration. 1. D’apres la définition de 7(S,, F;), on a Frob,(F;,/K) € F, pour chaque
p € S;. Par la condition de Frobenius sur les premiers de Sy, , ,,; C S, le sous-groupe
Gal(Fi,/K) C G rencontre toutes les classes de conjugaison de GG, donc c’est le groupe G en
entier d’apres un lemme de Jordan [Jor72].

N(wal—:x) > X(-Fz) X )pﬂ(z)

2. En utilisant la proposition 4.5, on a, pour ¢ = N(p) avec p € S,.
N(vafx) = H V('Fp>

peESL
[l
> 11 X (q+1-29/q—|G|(r+1))
peESL ’G|
1 29 (r+1)G|
Fox [Tax [T0+-—=2-=—7)
,,g pg 7 Va q
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Comme dans [Deb17], en utilisant que g < r|G|/2—1 (si |G| > 1; par la formule de Riemann-
Hurwitz) et que ¢ > r?|G|? pour chaque p € S, (par le choix de p_1), on a

1 29 (r+1)|G| S 1
4 4 g T 2r|Gl
Comme tous les idéaux premiers de .S, sont non ramifiés, on a

I N(p) =11(S,)” = ( [(z) )”

peSy H(p—l)

1+

et card(S,) < pm(x). Ainsi, on obtient

N pr(x)
N(Se, Fr) > x(Fa) X (I(x)) ><< 1 ) ( |

2r|G]|

P
3.Ona(9K:{Zmi.ei | m;€Z i=1,---,p} et donc

i=1
p
i=1

D’apres le lemme 4.6, Z/Z N I = Z/11(S,,)Z. Chaque classe d’équivalence modulo I dans
P

7(Sg, Fz) a un représentant t = Zmi.ei dans O tel que 1 < m; <TI(S,),i=1,---,p. On
i=1
a alors pour chaque place archimédienne v,

p
[t]o = ;mzel < pII(S;) lrg%}i)“eﬂvv o lepl).
H
Ainsi, H(t) < pII(Sy)H (eq, - ,e,) = pH(e) II(x). O
II(p-1)

Preuve du théoreme 4.4. Pour un nombre positif B, on définit x = pg comme le plus
grand nombre premier vérifiant I1(pg).pp < B et gp est le nombre premier suivant. Comme
Il(gp) = Il(pp).q5, on a

pell(pp) < B < ¢pll(pp) < 4ppT(ps);
la derniere inégalité utilise le résultat classique g < 2pp.

En prenant le logarithme de ces termes, on obtient

log(Il(ps)) , logps LlogB log(I1(ps)) , 2log2ps

PB PB PB PB PB

ce qui montre que
pp ~ log B lorsque B — oc.
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Fixons maintenant un nombre positif B qui satisfait les conditions suivantes :
7 # SpB < 210gB>
pH (e
— DB Z ( ) )
I(p_1)
— w(pp) < 2log B/loglog B,
— pp est assez grand pour que le proposition 4.7 puisse étre appliquée avec x = pp.
Il suffit de prendre B suffisamment grand, dépendant de K, H(e), I1(p_1).

Comme dans le théoreme 4.4, soit Sp I'ensemble des idéaux premiers de K au-dessus

log B
de Pintervalle [po, %] L’intervalle [pg,log B/2| est contenu dans l'intervalle [pg,pg| de

la proposition 4.7. Soit Fp une donnée de Frobenius sur Sg. On I'étend a une donnée de
Frobenius F, = F,, sur l'ensemble S, = S, des premiers au-dessus de l'intervalle [p_;, pg|
(en définissant F, de maniere arbitraire sur chaque p au dessus d'un nombre premier dans
[log B/27pB])

Ensuite, on utilise la proposition 4.7 avec x = pp, l'ensemble S, et la donnée de Fro-
benius F,,. Remarquons que la majoration pour H(ts) dans la proposition 4.7 (3) peut
étre remplacée par H(ty) < ppll(pp) et donc aussi par H(tg) < B. Par la proposition 4.7
(2), le nombre N de ty € O tels que Gal(F,,/K) = G, H(ty) < B et pour tout p € Sg,
Frob, (F,/K) € F, vérifie

H<pB)p 1 or(pp
N2 xFm) % iy < G

De plus, on a
Fol g 1o 1
1G] = |G[ISes] = |Gl

X(‘FPB) = H

PESpp

et )

Ny = BB B

(2pp)*  — (2pp)*’
— (2pp)? < creB/losls B o une constante ¢; dépendant de F /K(T).
Finalement, en utilisant que m(pg) < 2plog B/ loglog B, on obtient
Br
N Z clog B/loglog B

pour une constante ¢ dépendant de F//K(T). O

4.2 Un théoreme type Hilbert-Malle

Pour la conjecture de Malle, on doit, non pas seulement compter les bonnes spécialisations
to, mais aussi compter le nombre d’extensions différentes correspondantes Fy, /K. C’est le but
de cette section et du théoreme 4.8. Le cas particulier K = Q a été prouvé par Pierre Debes
dans [Debl17], on le généralise a un corps de nombres arbitraire :
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Theoréeme 4.8 (type Hilbert-Malle). Soit B > 1 un nombre réel. Soit H C Ok un sous
ensemble qui composé de tq tels que Gal(Fy,/K) = G and H(ty) < B. On note par N (B, H)
le nombre d’extensions spécialisées correspondantes Fy /K lorsque to € H. 1l existe E,y > 0
dépendants de F/K(T) tels que si B est suffisamment grand (dépendant de F//K(T)), on a

M| - E

N(B,H) > BI:Q/IGl(log B)Y

La preuve combine les résultats diophantiens du chapitre 3 avec le résultat suivant :

Theoréme 4.9. Soit F/K(T) une extension galoisienne réguliere de groupe G. I eziste
un entier N < |Aut(G)| et des polynémes Py,--- Py € Ok[U,T,Y], irréductibles dans
K(U)(T)[Y], de degré degy (P,) = |G|, unitaires en'Y et un ensemble fini e C K tels que les
assertions suivantes soient vraies :

— toutes les courbes affines Pi(U,t,y) =0 (sur K(U)) sont de méme genre gp,

— pour chaque ug € Ok \e, Pi(ug,T,Y) est irréductible dans K(T)[Y] et la courbe affine

P;(ug, t,y) est de genre gp, i =1,-+- | N,
— pour chaque ty € O qui n’est pas un point de branchement de F/K(T),

Fy/K =F,/K < Jic{l,--- N}, 3y GKIE(UOJOWO) = 0.

Ce résultat est le cas particulier de [Deb18, theorem 2.16] pour lequel F//K(T') = L/K(T).
Chaque polynoéme P; est un modele affine du K (U)-revétement régulier f; : X; — }P’}((U) du
théoreme et qui est obtenu en tordant f; avec lui méme (i = 1,---,N). A part pour un
nombre fini, les K-points sur X;|,, qui apparaissent dans [Deb18] correspondent aux zéros
(to, yo) du polynoéme P,(u, T,Y), i = 1,--- N. L’existence de I'entier N < |Aut(G)| apparait
dans la preuve du théoreme [Deb18; theorem 2.16].

Estimations diophantiennes. Les constantes ¢; ci dessous, i = 1,2,3 ne dependent
que de 'extension F'/K(T). On a pour u, € Ok tel que H(ug) < Betpouri=1,--- n:

— deg(P,(up, T,Y)) < deg(P) =c

— H(Pi(uo,T,Y)) < coH(up)® < coB®

Pour des nombres réels g, D, H, B > 0 et dy > 2, on considere tous les polynomes
Q(T,Y) € Ok[T,Y] unitaires en Y et irréductibles dans K(T)[Y] tels que

— degy (Q) = dy

— deg(Q) < D

— H@Q)<H

— la courbe Q(t,y) = 0 est de genre < g.

Pour chaque polynomes Q(T,Y), le nombre de t € Ok de hauteur H(t) < B et tels que
Q(t,y) = 0 pour un certain y € Ok est un nombre fini. On note par Z(g, D,dy, H, B) le
cardinal maximal de tous ces ensembles finis lorsque Q(7',Y") parcours tous les polynomes
satisfaisant les conditions précédentes.
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Comme dans le théoreme 4.8, soit B > 1 et H C Ok un sous ensemble composé de t,
tels que Gal(Fy,/K) = G et H(ty) < B. D’apres le théoreme 4.9, pour chaque uy € H, le
nombre de ty € H tels que Fy, /K = F,,/K est < N Z(gp, c1, |G|, coB%, B).

Soit E le cardinal de € du théoreme 4.9, on obtient

H| - E
N(B,H) >
( ) NZ(gF,Cl,|G|,CQBC3,B>

D’apres le théoreme 3.2, on a
Z(gp,c1,|G|,caB%, B) < ¢;B*/1(log B)“.

Finalement,

[H| - E
N(BH) 2 Brcitog B

4.3 Applications a la conjecture de Malle

4.3.1 Cas galoisien

Cette section aboutit a la démonstration du théoreme 4.2. On travaille toujours avec
un corps K et un groupe G régulier sur K. On se fixe 'extension réguliere F'/K(T') et un
modele affine P(T,Y) € Ok[T,Y] de F/K(T); remarquons que P(T,Y") est unitaire en Y.
Si Ap(T) est le discriminant de P relativement a Y, on note 0p = deg(Ap (7)) et on se fixe
enfin § > dp. Comme dans [Deéb17, §4], on peut par exemple prendre § = 3r|G|*log(|G|)
mais les théoremes démontrés seront valides pour tout o > dp.

Les théoremes 4.2 et 4.3 seront présentés comme conséquence du théoreme 4.11, présenté
dans cette section, qui associe le comptage d’extensions spécialisées avec des contraintes
locales. Le théoreme 4.2 est une conséquence directe du théoreme 4.11. Un peu de travail
sera a faire pour démontrer le théoreme 4.3.

Etant donné un ensemble fini S d’idéaux premiers de K et une donnée de Frobenius F
sur S, soit N(F/K(T),y,F) le nombre d’extensions galoisiennes distinctes Fj, /K de groupe
G obtenues par spécialisation de F/K(T) en un t, € K, dont la norme du discriminant
vérifie | Nk q(dr, /x)| < y et telles que pour tout p € S, Fy,/K est non ramifiée en p et
Frob, (Fi,/K) € Fp.

Le théoréme 4.4 produit beaucoup de bonnes spécialisations ¢y dont la hauteur H (%)
est majorée par un nombre positif B donné. La proposition qui suit explique comment
borner H(ty) en fonction d’'un certain nombre donné y > 0 pour satisfaire la condition
|Nrjo(dr,/x)| < y-

0+ dp

On pose 6~ = (onadp <6~ <d)et B=yl/rm .
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Proposition 4.10. Pour y suffisamment grand, la spécialisation F,,/K de F/K(T) en
to € Ok telle que Ap(ty) # 0, H(ty) < B et F,,/K est galoisienne de groupe G vérifie
Nijoldr,/x) < y.

Démonstration. Le polynome P(ty,Y) est dans Og[Y] (comme ty € Of), est unitaire, ir-

réductible dans K[Y] et de degré |G|. Ainsi, si yo € K est une racine de P(ty,Y), alors

Lyo, -+, y(‘)m_l est une K-base de F,/ K qui est composée d’éléments dans O F,,- Cela donne

diSC<17 Yo, - 7y(|)G|_1) € dFtO/K'

Comme

diSC(l, Yo, -+ 7y(|)G‘_1) - diSC(P(t07 Y)) = diSCY(P(TJ Y))T:to - AP(tO)7

On en déduit
Nrjo(dry/x) < |Nrjo(Ap(to))]-

En utilisant I'inégalité entre la norme et la hauteur (voir 1.3.3), on obtient :

Nk jo(Ap(to)) < H(Ap(to))”

Ensuite, comme Ap est un polynome de degré dp et a au plus 1 + dp coefficients non nuls,
la proposition 1.5 (3) donne

< [(1+6p)H(Ap)H (to) ")
< (1+0p)’H(Ap)?B°"?.

On en déduit que
Nijo(Ap(ty)) < OBPF

pour une constante C' > 0 dépendant de P et K. On obtient alors :
NK/Q(dFtO/K) < CBP6P7

Le log de ce dernier terme est
s pop
log[C'B°P?] ~ ?bgy Y — 00
p

Comme dp < §~, on peut conclure que pour y assez grand, en fonction de F//K(T) et ¢, on
a

Niso(dr, k) < y.
[

On peut maintenant énoncer et démontrer la forme unifiée des théoremes 4.2 et 4.3. La
constante py du théoreme 4.11 ci-dessous est celle qui intervient dans le théoreme 4.4.
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Theoreme 4.11. Pour tout nombre y > 0, on considére l'ensemble S, d’idéaux premiers

p de K au dessus de [po, 13%’] qui sont bons pour F/K(T)*. Siy est suffisamment grand

(dépendant de F/K(T), §), alors pour toute donnée de Frobenius F, sur Sy, on a

N(F/K(T),y,]—"y) > y(lfl/\Gl)/ts.

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme 4.4 avec B = y'/?" et le théoreme 4.8
avec comme ensemble H choisi, I’ensemble des ¢y € Ok vérifiant les conclusions du théoreme
4.4 avec B = yY/P".

1 log B
Comme 0~ < §, par le choix de B, on a [py, gig] C [po, 0g2 ]. On se fixe une donnée
p
de Frobenius F, sur S, que I'on étend de maniere arbitraire en une donnée de Frobenius sur

log B
Sp D S, sur tous les idéaux premiers de K au dessus de U'intervalle [po, %}
BP

s L o
oz B/ 1oz 10z B et d’apres le théoreme 4.8, il existe

D’apres le théoreme 4.4, on a |H| >
E,~v > 0 dépendant de F'/K(T) tel que pour y suffisamment grand,
[H| - E
B >
N( ’H) - BP/|G‘(log B)’Y
Br—r/IGl E

= (log B)” clog B/ loglog B BP/‘G‘(Iog B)"

On note la derniére minoration par f(B). Le logarithme de f(B) est asymptotique a
p(1 —1/|G|)log B. Par le choix de B, on obtient finalement :

log(F(B)) ~ =~ log(y*~ /0%,

Enfin, comme § > §~, on obtient que pour y assez grand log(f(B)) > log(y~1/I1GD/9) et
donc

N(B,H) > y-1/10/s.
L'inégalité N(F/K(T),y,F,) > N(B,H), due a la proposition 4.10, conclut la preuve
du théoreme. O]

Remarque 4.12. Les extentions comptées sont obtenues par spécialisation d’une seule ex-
tension réguliere F'//K(T). 11 est possible que d’autres extensions E/K (ne provenant pas
de F/K(T) par spécialisation) vérifient les mémes conditions. Ceci explique pourquoi la

1-1/|G
constante obtenue a(G) = 5/‘| est plus petite que la constante a(G) (voir aussi [Deb17,
lemma 4.1]).
. . . 1-1/|G] | X
Pour étre plus précis, on peut choisir « = —————— ou P(7,Y) est un modele affine
2|G| degp P

d’une extension galoisienne K-réguliere de groupe G.

4. Pour la définition de bon premier, voir la section 4.1
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La preuve du théoreme 4.2 découle rapidement du théoreme 4.11. Le corps Ky et I'exten-
sion F//K(T) sont donnés par le résultat classique de théorie inverse de Galois :

Theoreme. Pour tout groupe fini G, il existe un corps de nombre Ky dépendant de G tel
que l’on puisse construire un revétement algébrique galoisien f : X — P! défini sur K et de
groupe G.

Remarque 4.13. On peut traduire ce théoreme en terme d’extensions de corps par : "Il
existe un corps de nombre assez grand Ky sur lequel G est groupe de Galois régulier”. Ce
théoreme puissant est devenu classique en théorie inverse de Galois dont une preuve est
présente dans [?, §1]. Cependant, il n’a pas été chose aisée de le démontrer et la preuve de ce
résultat a généré de nouvelles pistes de recherches en théorie inverse de Galois, notamment
par ’étude des extensions régulieres.

Par extension des scalaires, si G est régulier sur K, il le sera aussi sur tout corps
K contenant Kj. Clairement, le nombre N(K,G,y) du théoreme 4.2 est plus grand que
N(F/K(T),y,F,) du théoreme 4.11. Ainsi, le théoreme 4.2 (avec a(G) = (1—-1/|G])/0) s’en
déduit grace au théoreme 4.11.

4.3.2 Une généralisation aux extensions non nécessairement ga-
loisiennes

Notons par S, le groupe des permutations de n lettres 1, - - - | n. Pour une extension E/K
de degré n, on note par E/K sa cloture galoisienne. Le groupe de Galois Gal(E/K) agit
transitivement sur les n plongements F — K. Fixons G un sous-groupe transitif de S,, et
soit G(1) C G le sous groupe stabilisateur de 1’élément neutre 1. On dira que l'extension
E/K a pour groupe de Galois G C S, si G est le groupe de Galois de E/K et E est le
sous-corps fixé par G(1) dans E. On considere le nombre

N(K,G C Sy,y) =#{E/K | E/K de groupe de Galois G C Sy, |Nko(de/x)| <y}
On peut alors donner le théoréeme suivant :
Theoreme 4.14. Si G est un groupe de Galois régulier sur K, alors il existe a > 0 tel que
N(K,G C S,,y) > y* pour tout y suffisamment grand

ot o= (1—1/|G|)/6 avec § > §(P) et P(T,Y) un modéle affine d’une extension galoisienne
K-réguliére F/K(T) de groupe G.

Remarque 4.15. Le cas particulier G(1) = {1} correspond au cas ou l'action G C S, est
libre et transitive, ou de maniere équivalente, ou 'extension £/K est galoisienne de groupe
G. Comme la preuve suivante le montre, on déduit le cas général a partir de ce cas particulier.
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Démonstration. A chaque extension galoisienne N/K de groupe G correspond une extension
intermédiaire £/K qui satisfait £ = N1 et &/ = N. de plus, cette extension est de degré
n.

En effet, comme G est un groupe de permutation transitif, 'orbite de {1} est de cardinal
n. La formule des classes implique que G(1) est d’indice n. L'extension N¢) /K fixée par
G(1) est donc de degré n.

Le dernier point qu’il reste a vérifier est que E = N. Soit H le plus grand sous-groupe
normal de G qui est contenu dans G(1). La cloture galoisienne de N¢1) est N#. Mais
comme H est un sous-groupe normal, pour chaque g € G, on a H = HY C G(1)9 = G(i) (ou

i=g(1)). On a ainsi H C (| G(i) et H est alors le sous-groupe trivial. finalement, N¥ = N,

=1

La preuve du théoréme 4.14 suit aisément : les extensions galoisiennes N/K données par
le théoreme 4.2 fournissent autant d’extensions F/K que demandées dans le cas général.
Notons que la norme Ng,/q(dg/k) est plus petite que Nk g(dn/x ). O

4.4 Application au probleme de Grunwald

Nous allons maintenant démontrer le théoreme 4.3 a partir du théoreme 4.11. La preuve,
tout comme le théoreme, peut se découper en deux parties; 'une ou le groupe G est supposé
groupe de Galois régulier sur K, et I’autre dans le cas général.

4.4.1 Cas ou G est un groupe de Galois régulier sur K

On suppose que G est régulier sur K et on se fixe une extension K-réguliere F'/K(T') de
groupe G. Soit (G, (L?/K,)pes) un probleme de Grunwald non ramifié. Pour chaque p € S,
soit F, la classe de conjugaison dans G du Frobenius de LP/K, (qui génere Gal(L?/K,)).
Alors, pour une extension galoisienne L/K de groupe G, non ramifiée en p, on a LK, /K, =
L? /K, si et seulement si Frob,(L/K) € F.

L’ensemble S.,. peut étre choisi comme ’ensemble des idéaux premiers p de K tels que
soit p est au dessus d'un nombre premier p € [2,pg[°, soit p est mauvais pour F/K(T). Le
nombre pg est celui défini dans la section 4.1 a partir du groupe G, du nombre de points de
branchements r de F//K(T') et du genre g de F.

Etant donné un ensemble S d’idéaux premiers de K tels que S N S.,. = 0, on prend y
0
suffisamment grand de sorte que 'intervalle [po, %] contienne tous les nombre premiers

en dessous des premiers de S. En appliquant le théoreme 4.11 et en faisant tendre y vers
00, on obtient une infinité d’extensions L/K qui sont solutions au probleme de Grunwald

(G, (LP/ B )pes)-

5. Cet intervalle ne dépend pas du probleme de Grunwald (G, (L? /K, )pes)-
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4.4.2 Cas général

On considere maintenant le cas général, i.e., G n’est pas nécessairement groupe de Galois
sur K. La définition de S, est reliée a des résultats de [DG12]. Une constante ¢(G) y est
définie, pour laquelle le lemme suivant est valide.

Lemme 4.16. Ftant donné un groupe fint G et un corps de nombres K, il existe des entiers
positifs r et g tels que, avec

Sea:c = {p pm’me OfK |pp | 6|G| or pP S maX(p07c(G))}

on a la propriété suivante. Pour chaque ensemble fini S d’idéaux premiers de K avec S N
Seze = 0, il existe une extension galoisienne finie MK totalement décomposée en chaque
premier p € S et une extension M-réguliere F/M(T) de groupe G telle que F/M(T) a r
points de branchements, le genre de F' est g et chaque idéal premier P de M au-dessus d’un
premier p € S est bon pour F/M(T).

Ici pg est le nombre premier défini dans §4.1 a partir de K, G et des entiers r, g provenant
du lemme précédent.

Une preuve de ce lemme est donnée en §5 de [DG12].

Comme dans le théoreme 4.3, soit (G, (L?/K,)pes) un probléeme de Grunwald non ramifié
au dessus de K avec SN Sepe = 0. Soit M/ K une extension donnée par le lemme 4.16 pour
ce S. On considere maintenant le probleme de Grunwald sur le corps M déduit par change-
ment de base Mp/K,, p € S. Le premier cas appliqué avec (G, (LPMp/Mp)pes,,) produit
une infinité de M-solutions au probleme de Grunwald (G, (LP/K,)yes). Plus spécifiquement,
notons que si P € Sy, alors P est non ramifié dans M/Q, pp > po(r,g,G) = po(F/M(T))
(car SN Sz = 0) et P est bon pour F/M(T') (par le lemme 4.16). Ainsi, si P € Sy, P n’est
pas dans I'ensemble exceptionnel du premier cas pour F//M(T). Ce qui prouve le théoréme.
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Résumé

Nous contribuons a la conjecture de Malle sur le nombre d’extensions galoisiennes finies F
d’un corps de nombres K donné, de groupe de Galois G' et dont la norme du discriminant est
bornée par y. Nous établissons une minoration de ce nombre pour tout groupe fini G et sur
tout corps de nombres K contenant un certain corps de nombres K’'. Pour ce faire, on part
d’une extension galoisienne réguliere F'/K(T') que I'on spécialise. On démontre une version
forte du théoreme d’Irréductibilté de Hilbert qui compte le nombre d’extensions spécialisées
et pas seulement le nombre de points de spécialisation. Nous arrivons aussi a prescrire le
comportement local en certains premiers des extensions spécialisées. En conséquence, on
déduit de nouveaux résultats sur le probleme local-global de Grunwald, en particulier pour
certains groupes non résolubles. Afin d’arriver a nos fins, nous démontrons des résultats en
géométrie diophantienne sur la recherche de points entiers sur des courbes algébriques.

Abstract

We contribute to the Malle conjecture on the number of finite Galois extensions E of some
number field K of Galois group GG and of discriminant of norm bounded by y. We establish a
lower bound for every group GG and every number field K containing a certain number field
K'. To achieve this goal, we start from a regular Galois extension F'/K(T') that we specialize.
We prove a strong version of the Hilbert Irreducibility Theorem which counts the number
of specialized extensions and not only the specialization points. We can also prescribe the
local behaviour of the specialized extensions at some primes. Consequently, we deduce new
results on the local-global Grunwald problem, in particular for some non-solvable groups. To
reach our goals, we prove some results in diophantine geometry about the number of integral
points on an algebraic curve.
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