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Résumé xi

EFFETS DE LA DISSIPATION VISQUEUSE SUR LA CONVECTION DES ECOULEMENTS DE RAYLEIGH-BENARD-
PoirseuiLLE/COUETTE DE FLUIDES NEWTONIENS OU VISCOELASTIQUES

Résumé

L'objet de cette theése est d’étudier 'effet de la dissipation visqueuse sur les instabilités d’écoulements paralléles pour des
fluides Newtoniens ou viscoélastiques. L'intensité de la dissipation visqueuse est mesurée par le nombre de Gebhart Ge.
Dans les configurations de Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette (RBP/C), en plus du gradient de température imposé
par les conditions aux bords, un gradient vertical de température est généré par la dissipation visqueuse. Le probleme
de stabilité linéaire de 1’état de base est résolu numériquement par la méthode de Galerkin et la méthode de tir. Parmi
toutes les possibles structures convectives, on montre que les rouleaux longitudinaux 3D sont les plus amplifiés. Le
nombre de Rayleigh et le nombre d’onde au seuil de I'instabilité ont été déterminés en fonction du paramétre A = Pe?Ge
et du nombre de Prandtl Pr, ou Pe est le nombre de Péclet. On montre qu’il existe une valeur particuliere de A au dela
de laquelle la déstabilisation induite par la dissipation visqueuse est si forte qu'une instabilité d’origine thermique peut
se développer avant l'instabilité hydrodynamique de Tollmien-Schlichting. Ce scénario est d’autant plus plausible que
Pr est tres élevé. Une analyse énergétique est proposée afin de mieux discerner les effets de la dissipation visqueuse.
L'analyse faiblement non linéaire de stabilité est effectuée pour la configuration de RBP/C dans le cas limite d’'un nombre
de Prandtl infini. Les effets non linéaires favorisant une bifurcation supercritique, I'influence de la dissipation visqueuse
sur l'intensité de la convection et sur le transfert de chaleur a été analysée.

Dans le cas des écoulements plans de Poiseuille/Couette confinés entre une paroi inférieure adiabatique et une paroi
supérieure isotherme, la seule source d’instabilité est la dissipation visqueuse. Nous avons étendu le travail existant
dans la littérature et qui se limite aux analyses linéaires de stabilité au domaine faiblement non linéaire. Une équation
d’amplitude de type équation de Landau a été rigoureusement obtenue. Les résultats montrent que les termes non
linéaires associés a la dissipation visqueuse contribuent a ’émergence d’une bifurcation sous-critique et favorisent le
transfert de chaleur a la paroi supérieure, et ce d’autant plus que le nombre de Prandtl est faible.

Enfin I’étude de stabilité linéaire des écoulements de convection mixte de RBP a été étendue aux fluides viscoélastiques
obéissant aux lois de comportements du modele d’Oldroyd-B. Les effets combinés de ’élasticité du fluide, du rapport des
viscosités du solvant a la viscosité totale et de la dissipation visqueuse ont été analysés. Comparés aux fluides Newtoniens,
des résultats nouveaux sont reportés et qui montrent notamment que le caractere viscoélastique du fluide précipite
la déstabilisation du systéme. Les effets coopérants de la dissipation visqueuse et de 1’élasticité du fluide peuvent
induire une instabilité pour des nombres de Reynolds bien plus bas que ceux qui sont nécessaires au déclenchement de
l'instabilité d’origine inertielle.

Mots clés : instabilité, convection mixte, fluides viscoélastiques, dissipation visqueuse, stabilité li-
néaire, stabilité faiblement non linéaire

Unité de mécanique de Lille
Avenue Paul Langevin — Batiment M6 — Cité Scientifique — 59650 - Villeneuve d’Ascq — -
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xii Résumé

VISCOUS DISSIPATION EFFECTS ON RAYLEIGH-BENARD-POISEUILLE/COUETTE MIXED CONVECTION OF NEWTONIAN
OR VISCOELASTIC FLUIDS

Abstract

The purpose of this thesis is to study the effect of viscous dissipation on the stability of parallel flows for Newtonian or
viscoelastic fluids. The intensity of the viscous dissipation is measured the Gebhart number Ge. For Rayleigh-Bénard-
Poiseuille/Couette (RBP/C) flows, in addition to the temperature gradient imposed by the boundary conditions, a vertical
temperature gradient is generated by the viscous dissipation. The linear stability of the basic state is solved numerically
by the Galerkin method and the shooting method. It is shown that the 3D longitudinal rolls are the most amplified mode
of convection. The Rayleigh number and the wave number at the threshold of instability were determined as a function
of the parameter A = Pe2Ge and Prandtl number Pr, where Pe is the Péclet number. It is shown that there is a particular
value of A beyond which the destabilization induced by the viscous dissipation is so strong that thermal instability may
develop before the hydrodynamics instability of Tollmien-Schlichting. This scenario is more plausible for very high Pr.
An energy analysis is proposed to better discern the viscous dissipation effects. Weakly nonlinear stability analysis is
carried out for the configuration of RBP/C flows in the limiting case of an infinite Prandtl number. Nonlinear effects
favoring a supercritical bifurcation, the influence of viscous dissipation on the convection intensity and heat transfer has
been analyzed.

In the case of plane Poiseuille/Couette flows confined between an adiabatic lower wall and an isothermal upper wall, the
only source of instability is viscous dissipation. We have extended the existing work in the literature, which is limited to
linear stability analysis, to the weakly nonlinear regime. An amplitude equation of the Landau type has been rigorously
obtained. The results show that the nonlinear terms associated to viscous dissipation contribute to the emergence of a
subcritical bifurcation and promote heat transfer to the upper wall for low values of Prandtl number.

Finally, the study of linear stability of RBP mixed convection flows has been extended to the Oldroyd-B viscoelastic fluids.
The combined effects of the fluid elasticity, the ratio of solvent viscosity to the total viscosity and the viscous dissipation
have been analysed. Compared to Newtonian fuids, new reported results indicate in particular that the viscoelasticity of
the fluid makes the system more unstable. The cooperative effects of viscous dissipation and fluid elasticity can induce
instability for Reynolds numbers much lower than those required for triggering instability of inertial origin.

Keywords: instability, mixed convection, viscoelastic fluids, viscous dissipation, linear stability, weakly
non linear stability
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Nomenclature

Ra: Nombre de Rayleigh
Pr: Nombre de Prandtl

Re: Nombre de Reynolds, défini a partir de la vitesse maximale dans les chapitres 2, 3,5 et a
partir de la vitesse moyenne dans le chapitre 4

Pe: Nombre de Péclet

Ge: Nombre de Gebhart

Nu: Nombre de Nusselt

A = Pe’Ge: Paramétre de controle principal de la dissipation visqueuse
k: Nombre d’onde

w : Fréquence d’oscillation

A1 : Temps de relaxation

A, : Temps de retardation

Ir= :\\—f : Rapport des temps de relaxation et de retardation, rapport des viscosités
u: Vecteur vitesse adimensionné

v = (u,v,w): Perturbation du vecteur vitesse adimensionné

T : Température adimensionnée

0 : perturbation de la température adimensionnée

P : Pression dynamique adimensionnée

p: Perturbation de la pression dynamique adimensionnée

7 : Tenseur des contraintes

¥ : Tenseur des taux de déformation

p : Masse volumique

u: Viscosité dynamique

A7t Conductivité thermique

C, : Chaleur massique a volume constant

_ _Ar
k= pOCv

: Coefficient de diffusivité thermique

XV
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Nomenclature

g 0 ™

~

u:
A

: Coefficient de dilatation volumique
: Vecteur accélération de la pesanteur
: Dissipation visqueuse

: Echelle caractéristique de temps

Paramétre de bifurcation

Coefficient de Landau

Jeona ¢ Flux de chaleur transmis par conduction

Jeonvy ¢ Flux de chaleur transmis par convection

c: désigne les conditions critiques

+: désigne une grandeur dimensionnée
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Chapitre

Présentation de la convection des
écoulements de
Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette

1.1 Convection de Rayleigh-Bénard des fluides Newtoniens

La question des instabilités susceptibles de se développer dans un fluide est un des grands
sujets d’études de la mécanique des fluides lors du siécle dernier. En particulier le probleme de
Rayleigh-Bénard, aussi appelé probléme de la convection naturelle est du fait de sa simplicité
un des problémes fondamentaux de ’analyse de stabilité des fluides.

Le probléme de la convection de Rayleigh-Bénard est présent aussi bien dans la nature, dans
les mouvements atmosphériques et océaniques, mais aussi géophysiques (convection du manteau
terrestre) et astrophysiques (a I'intérieur des étoiles), que dans de nombreuses applications
industrielles. Les premieéres études de ce probleme sont dues aux expériences de Bénard (1901)
(6] et a I’étude théorique de Rayleigh (1916) [66] qui ont donné leurs noms au probleme.
Historiquement ce probléme a été motivé par I’étude des mouvements atmosphériques. Depuis
ces travaux fondateurs de nombreuses études ont été faites, on se référera notamment a 'ouvrage
de Chandrasekhar (1961) [13] qui compile les principaux résultats concernant la théorie linéaire
du probléme de Rayleigh-Bénard avec prise en compte de nombreux effets physiques (rotation,
présence d’'un champ magnétique).

La configuration du probléme est la suivante : un fluide est contenu entre deux plaques
horizontales, la plaque inférieure étant soumise a une température T et la plaque supérieure a
une température T; de sorte que T > T : le milieu fluide est alors chauffé par le bas. Lorsque
I’état du systeme est stable, la chaleur se transmet a travers le fluide par conduction. Sous 1'effet
de la chaleur apportée, les molécules a proximité de la paroi inférieure chaude voient leur
température augmenter et donc leur densité diminuer et, sous l’effet des forces d’Archimede,
tentent de rejoindre les couches supérieures du fluide ou se trouvent les molécules froides,
donc plus lourdes. La stabilité du systeme est donc le résultat de la compétition entre un effet
déstabilisant (le gradient de température) et des effets stabilisants (la diffusion thermique et
le freinage visqueux). Si le gradient de température est suffisamment élevé, le mouvement des
molécules plus 1égeres des couches inférieures vers les couches supérieures du fluide peut se

1
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faire : c’est la convection. La chaleur se transmet alors par le mouvement du fluide sous forme de
structures tourbillonnaires organisées en cellules convectives auto-entretenues dans le temps.

C’est donc le gradient de température qui est le moteur de la déstabilisation de 1’état de
base de conduction, en raison du couplage thermo-mécanique entre la température et la masse
volumique du fluide. L'intensité du gradient de température est pilotée par le nombre de Rayleigh
Ra dont la valeur critique Ra, = 1707.76 détermine le seuil de la convection.

1.2 Convection de Rayleigh-Bénard de fluides viscoélastiques

Le probléeme de la convection naturelle tel qu’il a été étudié par Bénard et Rayleigh portait
sur un fluide Newtonien de viscosité constante régie par une loi de comportement linéaire. Or de
nombreux fluides naturels ou industriels ont une composition physique complexe et obéissent
a des lois de comportement rhéologiques non linéaires et parfois instationnaires. Les fluides
viscoélastiques font partie de ces fluides dits non Newtoniens.

1.2.1 Qu’est ce qu’un fluide viscoélastique

Un fluide viscoélastique se caractérise par un comportement a la fois visqueux et élastique.
Ce genre de fluide garde en mémoire les contraintes de cisaillement auxquelles il a été soumis
au cours du temps. Un fluide viscoélastique posséde un temps caractéristique appelé temps de
relaxation. Pour un temps plus petit que le temps de relaxation c’est le comportement élastique
qui prédomine tandis que pour des temps plus longs c’est le comportement visqueux qui est
prépondérant. Cela se traduit par plusieurs propriétés physiques remarquables :

— Des effets élastiques : une démonstration des effets élastiques dans les liquides est I'expé-
rience du siphon ouvert (voir la figure|1.1|qui illustre cette expérience réalisée avec une
solution aqueuse de 0,75 % de Polyox WSR 301). Sous l’effet d’une contrainte le liquide
s’écoule d’un bécher et cet écoulement se poursuit bien que la contrainte a été supprimée.
Cette manifestation est due aux propriétés élongationnelles exceptionnelles des fluides
viscoélastiques.

— Un phénomene de relaxation des contraintes et un effet de mémoire : pour des conditions
données, ’état de contrainte dépend de la maniére dont on a mis le fluide en écoulement.

— Une différence non nulle des contraintes normales en cisaillement simple (termes diago-
naux du tenseur des contraintes) produit l'effet Weissenberg : un fluide viscoélastique
remonte le long d’un arbre cylindrique en rotation au lieu d’étre entrainé vers l'extérieur
par la force centrifuge, comme le serait un fluide Newtonien.

Parmi les exemples pratiques de fluides visco-élastiques, on peut citer notamment la péate de
silicone les solutions diluées de polymeres (composées d’un solvant Newtonien et d’un polymere
dilué visco-élastique), le shampooing et certaines émulsions (utilisées dans les industries agro-
alimentaires, cosmétiques et pharmaceutiques).

Plusieurs modeéles on été mis au point afin de représenter le plus fidelement possible ce
comportement viscoélastique. Des modéles assimilant le comportement viscoélastique a celui
d’un systeme ressort-amortisseur, le ressort représentant la contribution élastique et 'amortisseur
la contribution visqueuse. On peut citer le modeéle de Maxwell et ses variantes. Rappelons la loi
de comportement pour un fluide Newtonien :

T=Hy (1.1)

Dans cette loi p est la viscosité du fluide (supposée constante pour un fluide Newtonien), T est
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(a) Effet Weissengerg

(c) Mémoire du fluide

Ficure 1.1 — Effet de la viscoélasticité sur les écoulements (a) (photographie extraite du site du
groupe Gareth McKinley’s Non-Newtonian Fluid Dynamics Research Group, ©2009)(b) et (c)
Boger et Walter (1993) [9]

le tenseur des contraintes et y est le tenseur des taux de déformations. Dans le cas du modele
de Maxwell simple le fluide visco-élastique est représenté comme étant la combinaison d’un
amortisseur visqueux de viscosité y et d’un ressort élastique de module G comme schématisé
sur la figure[1.2] La loi de comportement s’écrit alors :

ot
T+/\1§ZIM'}/ (12)

ou Al = % est le temps de réponse caractéristique du fluide.

L'intérét principal du modele de Maxwell est la prise en compte simple des effets temporels
du comportement, mais il reste limité aux petites déformations. Il est facile de vérifier que sous
un taux de cisaillement constant, la viscosité apparente est constante et qu’il n’y a pas d’effets de
contraintes normales. Une autre limitation du modéle de Maxwell est qu’il ne présente qu’un seul
temps de relaxation, ce qui ne permet pas toujours une bonne correspondance avec les mesures
expérimentales. Afin d’obtenir une modélisation plus fidéle du comportement visco-élastique,
il faut se tourner vers des modeles non linéaires. Par exemple le modéle de Maxwell convecté
supérieur, proposé pour la premiére fois par James Gardner Oldroyd en 1950 :
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U G
. /B0 ——

Ficure 1.2 — Modéle analogique de Maxwell associant en série un amortisseur visqueux de
viscosité p et une élasticité de module G.

T+/\1§:]l)/ (1.3)

Dans cette équation % est la dérivée d’Oldroyd par rapport au temps, qui garantit le respect
du principe d’objectivité (ou d’invariance) par rapport au repere considéré des tenseurs 7 et y :

?S—: = % +(wV)r - (Vu) .t —7.(Vu)

Un de ces modeles qu’on utilisera ici est le modéle d’Oldroyd-B qui est un des plus utilisé
dans la littérature et rend bien compte du comportement des solutions de polymeéres diluées
utilisées expérimentalement. Ce modeéle se présente comme étant une extension du modele
de Maxwell convecté supérieur et est équivalent a un fluide rempli de suspensions présentant
des propriétés d’amortisseurs et de ressorts élastiques (modele des halteres élastiques). Il a été
proposé par James Gardner Oldroyd en 1950 [55].

Pour le modele d’Oldroyd-B la loi de comportement décrivant I’évolution des contraintes t;j
s’écrit :
6’[1']' i
’l’ij+/\1§=’/l )/ij+/\2W (14)

Dans cette équation :

— 7 est le tenseur des contraintes

— v est le tenseur des taux de déformation

— Aj est le temps de relaxation du fluide viscoélastique

— A, est le temps de retardation

— o la viscosité statique

— % est la dérivée d’Oldroyd par rapport au temps, qui garantit le respect du principe
d’objectivité des tenseurs T et y

Les cas limites sont le modéle Newtonien pour A; = A, = 0 et le modéle de Maxwell convecté
supérieur pour A, = 0. On notera que le temps de relaxation A, est souvent utilisé comme mesure
de I’élasticité du fluide [34], [37]-

On peut définir I' = % comme le rapport des temps de retardation et de relaxation. Un fluide
décrit par le modele d’Oldroyd-B pouvant étre considéré comme étant composé d’un solvant
Newtonien de viscosité y; et d’une solution de polymeres de viscosité y,. Ce parametre I peut

étre exprimé comme le rapport de la viscosité du solvant a la viscosité totale y: I' = % [8]]. De
plus en considérant la viscosité totale du fluide comme étant la somme de la viscosité du solvant
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et de la viscosité du soluté : y = pg + p, on peut alors écrire [60] :

T=Ts+T (15)

p

ot
Ts =HUsY et Tpt Alé—f:ﬂpy (1.6)

En combinant les équations[I.5et[I.6|on retrouve bien I’équation constitutive mentionnée
précédemment du modéle d’Oldroyd-B 1.4}

1.2.2 Convection de fluides viscoélastiques

Si la question de la convection mixte des fluides Newtonien a été largement étudiée, en dépit
de leur grand intérét pratique on ne peut en dire autant pour les fluides viscoélastiques. Ceci
est probablement d au fait qu’il existe un couplage souvent non négligeable entre le probleme
thermo-hydrodynamique et I’équation constitutive rhéologique du fluide. En ce qui concerne la
convection d’un fluide visco-élastique on pourra citer Green (1968) [25]], Vest et Aparci (1969)
[82], Eltayeb (1977) [[17], Rosenblat (1986) [68]], Martinez-Mardones et Perez-Garcia (1990) [40],
Larson (1992) [36], Martinez-Mardones et al (1996) [41]], Park et Lee (1996) [61], Kolodner
(1998) [34], et Li et Khayat (2005) [37]]. Ces deux derniers travaux ont notamment mis en
évidence l'existence d’'un comportement oscillatoire au seuil de la convection pour certaines
valeurs des coefficients viscoélastiques A1 et A2, a la différence des fluides Newtoniens. Deux
régimes instables ont ainsi été définis : le régime faiblement viscoélastique ou I'instabilité est
stationnaire et le régime fortement viscoélastique ou l'instabilité oscillatoire existe et précede la
naissance d’une instabilité stationnaire. Ce comportement avait été observé expérimentalement
par Kolodner (1998) [34] en utilisant un fluide viscoélastique contenant des suspensions d’ADN !,
Ces solutions d’ADN peuvent étre trés élastiques tout en conservant une viscosité sensiblement
constante. Elles sont, par conséquent, bien représentées par le modele constitutif d’Oldroyd-B

[8].

1.3 Convection des écoulements de Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette

On s’intéressera ici a une configuration dite d’écoulement paralléle. On distinguera deux
configurations de ce genre d’écoulement : lorsque I’écoulement est provoqué par un gradient de
pression entre I’amont et I’aval du systéme 1’écoulement est dit de Rayleigh-Bénard-Poiseuille
(RBP), tandis que lorsque ’écoulement est induit par le déplacement des parois qui entraine le
fluide, I’écoulement est dit de Rayleigh-Bénard-Couette (RBC). Ces configurations sont présen-

tées sur la figure

1.3.1 Fluides Newtoniens

Historiquement 1’étude des écoulements de RBP et RBC a été motivée par I’étude des phé-
nomenes atmosphériques et océaniques. Les applications industrielles de ces écoulements
concernent notamment 1’étude des dépots de vapeurs chimiques et le refroidissement des

1. T'acide désoxyribonucléique, une macromolécule biologique présente dans toutes les cellules ainsi que chez de
nombreux virus et qui contient toute I'information génétique permettant le développement et le fonctionnement des
étres vivants
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Tl L =

0 24_ 0

T0 ™ <=

(a) Poiseuille (b) Couette

Ficure 1.3 — Configuration de Rayleigh-Bénard avec écoulement paralléle : écoulement de
Poiseuille et écoulement de Couette

composants électroniques. La revue bibliographique réalisée par Nicolas [48] constitue une
excellente référence pour le probleme de RBP dans le cas d’un fluide Newtonien.

Les premiéres expériences sur le probleme de Rayleigh-Bénard avec écoulement est attribuée
a Paul Idrac (1920)[31]], [30]. A cette époque les études sont de nature expérimentale, motivé
par I’étude des structures atmosphériques. Parmi les autres travaux cité dans cette revue biblio-
graphique on retiendra particuliérement les expériences de Bénard et Avsec en 1938 [7]. Ces
expériences ont mis en évidence 'apparition de différentes structures convectives sous forme
de rouleaux transversaux a faible vitesse puis de rouleaux longitudinaux lorsque la vitesse de
I’écoulement augmente. Le nombre de Rayleigh a partir duquel se produit la convection est
proche de la valeur déterminée analytiquement.

En 1968 est publié l'article pionnier de Gage et Reid [19]] qui étudie théoriquement le pro-
bléeme de RBP pour un fluide Newtonien entre deux plaques d’extension infinie suivant les
directions horizontales. Cette étude a considéré aussi bien les rouleaux longitudinaux et les rou-
leaux transversaux que les rouleaux obliques. Le seuil d’apparition des rouleaux longitudinaux
s’avere indépendant du nombre de Reynolds qui mesure 'intensité de I’écoulement principal.
En revanche le nombre de Rayleigh critique associé a I’émergence des rouleaux transversaux et
obliques est une fonction croissante du nombre de Reynolds. Ainsi I’étude de Gage et Reid [19]
conclu au fait que I’écoulement principal induit une sélection linéaire des structures convectives
sous forme de rouleaux longitudinaux dont le seuil est identique au probléeme de Rayleigh-
Bénard Ra, = 1707.762. L’étude de Gage et Reid, réalisée avec un nombre de Prandtl égal a
Pr =1, a été étendue avec les mémes résultats pour tous les nombres de Prandtl par Platten
(1971) [64].

En revanche dans le cas d’une conduite de dimension finie, I’étude réalisée par Tveitered
(1974) [79]] montre que des rouleaux transversaux se développent en premier lieu pour de faibles
nombres de Reynolds. Ce comportement a été observé expérimentalement par Philips et Walker
[63], Graham [23]. Pour des valeurs de Reynolds assez élevées, ces structures convectives sont
remplacées par des rouleaux longitudinaux (Luijkx et al (1981) [38])).

La premiére étude de stabilité linéaire compléte pour le probléeme de RBC est due a Gallagher
et Mercer en 1965 [20]. Les résultats indiquent un comportement qualitativement similaire a
celui de Rayleigh-Bénard-Poiseuille.

Pour des écoulements plans de Poiseuille dans des conditions isothermes, une instabilité
hydrodynamique dite de Tollmien-Schlichting [57] peut se manifester des lors que le nombre
de Reynolds dépasse la valeur critique Rel° = 5772. Quant a 1’écoulement de Couette plan
isotherme, il est bien connu qu’il est linéairement stable [67].
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écoulement\

Ficure 1.4 — Vu d’ensemble des structures convectives susceptibles de se développer dans une
configuration de Rayleigh-Bénard avec écoulement paralleéle : rouleaux longitudinaux (RI) et
rouleaux transversaux (Rt)

Les études récentes s’intéressent principalement a la nature convective ou absolue des insta-
bilités. En effet le seuil critique obtenu par 'analyse linéaire classique s’intéresse uniquement a
la croissance temporelle de perturbations infinitésimales. Ce genre d’approche ne permet pas de
conclure sur la stabilité dans le cas d’un systéme ouvert. L'évolution de la perturbation amplifiée
au cours du temps nécessite une théorie plus approfondie prenant en compte I’évolution spatiale
de la perturbation. Lorsque les fronts avant et arriere délimitant le paquet d’ondes représentant
la perturbation, se propagent dans la méme direction, 'instabilité est dite convective. Dans ce
cas la perturbation est amplifiée dans le sens de I’écoulement et fini par disparaitre du canal. En
revanche lorsque les fronts avant et arriére se propagent dans des directions opposées, 'instabi-
lité s’amplifie localement, croit et envahit tout le domaine d’observation : I’instabilité est alors
dite absolue. Développée dans un premier temps dans le cadre de la physique des plasmas [[80],
[11]], cette théorie a été introduite en mécanique des fluides par Huerre et Monkewitz en 1985
(28], [29]. Dans le cadre du probleme de RBP la question des instabilités convectives et absolues
a été étudiée par Miiller et al [45], et notamment Carriére et Monkewitz [12].

Un autre centre d’intérét des travaux sur la convection de Rayleigh-Bénard avec ou sans
écoulement est I’évaluation du transfert thermique mesuré par le nombre de Nusselt Nu. On
citera Schliiter et al (1965) [70]] et Platten et Legros (1984) pour le cas de la convection
naturelle. Dans le cas du probleme de RBP on notera les travaux théoriques et expérimentaux de
Mori et Uchida (1966) [44], de Ostrach et Kamotani (1975) et numériques de Ouazzani et al
(1989) [59]. Les résultats indiquent que Nu ne dépend pas de Re si la convection est structurée
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en rouleaux longitudinaux, alors qu’il dépend de Reynolds dans le cas des rouleaux transversaux
(46].

1.3.2 Fluides viscoélastiques

Il existe peu de travaux traitant de la convection de fluides non Newtoniens en écoulement
paralléle. Néanmoins cette problématique a récemment fait 'objet d’un certain nombre d’études,
tant expérimentales 53], [62] que théoriques [14]. Les travaux récents portant sur le probleme
de Rayleigh-Bénard ont montré que 1’élasticité du fluide peut induire un mode d’instabilité
oscillatoire au lieu du comportement stationnaire observé dans le cas observé pour les fluides
Newtoniens. En ’'absence de gradient de température, la stabilité hydrodynamique d’un écou-
lement de fluide visco-élastique de modele constitutif Oldroyd-B ou FENE-P a été récemment
étudiée par Zhang et al (2013) [84].

Ces travaux ont été étendus au probléme de RBP par Hirata et al (2015) [26]. Ces auteurs
présentent une étude tres complete de la stabilité linéaire en utilisant un modele Oldroyd-B.
I1 a été montré que I'instabilité convective se manifeste sous forme de rouleaux longitudinaux,
indépendamment du nombre de Reynolds Re. Pour le cas faiblement viscoélastique Ra. = 1707.76
avec k. = 3.116 (comme pour le cas Newtonien); dans le cas fortement fortement viscoélastique
le nombre de Rayleigh critique Ra, est inférieur a 1707.76 et dépend des paramétre visco-
élastiques, de méme pour le nombre d’onde critique. Le caractére oscillatoire de ce mode
d’instabilité se traduit par une pulsation non nulle w, (elle est nulle pour les cas stationnaires et
faiblement viscoélastiques). Quand aux rouleaux transversaux, ils sont stabilisés comme dans
le cas Newtonien par I’écoulement tant dans le cas faiblement viscoélastique que fortement
viscoélastique.

1.3.3 Objectifs de la these

Les travaux précédemment cités portant sur les problemes de convection avec ou sans
écoulement ne prennent pas en compte le phénomeéne de la dissipation visqueuse. Ce phénomeéne
se produit au sein d’un fluide sous I'effet des forces de frottement inter-moléculaires, produisant
ainsi une chaleur interne au sein du fluide. Les effets de la dissipation visqueuse ont été souvent
considérés comme négligeables. Néanmoins des études récentes on montré qu’ils pouvaient
induire une instabilité thermo-convective du simple fait de la production de chaleur au sein du
fluide. Les premiers travaux portant sur l'effet déstabilisant de la dissipation visqueuse sont ceux
menées par Joseph (1965) [32], Sukanek, Goldstein, et Laurence (1973) [75], et plus récemment
par Subrahmaniam, Johns, et Narayanan (2002) [74]. Dans ces trois études le couplage thermique
provient de la dépendance de la viscosité a la température et non des variations de densité
du fluide sous l'effet de la chaleur, le mécanisme physique a l'origine de l'instabilité est donc
différent de celui de I'instabilité thermo-convective de Rayleigh-Bénard.

Dans le cas du probléme de Rayleigh-Bénard classique, la dissipation visqueuse n’a pas d’effet
sur la stabilité linéaire. En effet, les effets qu’elle produit sont de nature non linéaire. En revanche
son influence devient tres importante lorsqu’il s’agit d’écoulements de convection mixte. L’étude
bibliographique réalisée par Barletta 2] présente les principaux résultats sur les instabilités
thermiques induites par la dissipation visqueuse en milieux fluides ou poreux. En particulier,
’effet de la dissipation visqueuse sur la stabilité du probleme de la convection mixte en milieu
poreux a été étudié notamment par Barletta, Celli et Rees [4] et Nield, Barletta et Celli [50]. Ces
études ont été étendues au milieu fluide. Ainsi, 'effet de la dissipation visqueuse sur la stabilité
des écoulements plans de Couette et de Poiseuille a été étudiée respectivement par Barletta
et Nield [49] et par Barletta, Celli et Nield [3]]. Dans les deux cas 1’étude porte sur un fluide
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Newtonien confiné entre deux parois, la paroi inférieure étant adiabatique et la paroi supérieure
isotherme. Ces travaux mettent en évidence le role déstabilisant de la dissipation visqueuse
sur ces écoulements paralléles. En particulier, pour des nombres de Prantdl suffisamment
élevés, cette déstabilisation se produit a un nombre de Reynolds inférieur a celui de I'instabilité
hydrodynamique classique de Tollmien-Schlichting. Toutes ces études ont porté sur un fluide
Newtonien. Dans le cas d’un fluide visco-élastique, la seule étude concernant l'effet de la
dissipation visqueuse est celle de Alves et al [1] qui se place dans le cas d’'un milieu poreux. A
notre connaissance il n’existe aucune étude sur l'effet de la dissipation visqueuse sur I’écoulement
de convection mixte d’un fluide visco-élastique en milieu fluide.

L'objectif de cette thése est d’étudier I'effet de la dissipation visqueuse sur la stabilité linéaire
et faiblement non linéaire dans différentes configurations.

Le premier chapitre de cette thése se présente comme une introduction générale au probléme
de convection avec ou sans écoulement, pour un fluide Newtonien ou visco-élastique. Il présente
une revue bibliographie succincte des principaux travaux tant expérimentaux que théoriques
sur le sujet. Le contexte historique et la motivation des travaux sont notamment présentés.

Le second chapitre porte sur l’analyse de stabilité linéaire du probleme de Rayleigh-Bénard
avec écoulement (de Poiseuille ou de Couette) pour un fluide Newtonien. Dans un premier
temps la formulation mathématique est proposée avec une attention toute particuliere dédiée au
terme modélisant la dissipation visqueuse. Sont ensuite présentées les méthodes de résolution
numériques et leur validation. Ensuite les résultats issus de I’analyse de stabilité linéaire sont
présentés et discutés.

Dans le troisieme chapitre, une analyse de stabilité faiblement non linéaire est proposée. Elle
détermine I'amplitude du mode le plus amplifié a savoir les rouleaux longitudinaux. L'influence
de la dissipation visqueuse sur les structures convectives et le transfert de chaleur moyen a été
analysée dans le régime faiblement non linéaire.

Le quatrieme chapitre applique la méthodologie de ’analyse non linéaire présentée au
troisiéme chapitre au probleme de I’écoulement de Poiseuille ou Couette avec une paroi inférieure
adiabatique. Le but du chapitre est donc de prolonger par ’analyse faiblement non linéaire les
résultats de stabilité linéaire obtenus par Barletta, Celli et Nield [49], [3]-

Le cinquieme et dernier chapitre est consacré aux effets combinés de la dissipation visqueuse
et de I'élasticité sur les caractéristiques linéaires de l'instabilité. Le fluide est supposé visco-
élastique obéissant aux lois de comportement de type Oldroyd-B en écoulement de RBP. Les
deux régimes faiblement visco-élastiques et fortement visco-élastique sont considérés.

Enfin une conclusion générale récapitule les résultats obtenus au long de cette thése et
énonce certaines perspectives. Une annexe vient détailler le calcul des coefficients de contrainte
viscoélastique.

1.4 Formulation mathématique

1.4.1 Modélisation du probleme

On considére un fluide Newtonien ou viscoélastique contenu entre deux plaques horizontales
d’extension infinie suivant les directions horizontales x et y, séparées par une hauteur 4 suivant
la direction verticale z, le niveau z = 0 étant fixé au milieu des plaques de sorte a ce que la plaque
inférieure soit en z = —% et la plaque supérieure en z = % Le fluide se déplace entre les plaques

selon la direction x avec une vitesse u = (4, v, w) de norme maximale Uy, de sorte qu'en z = —% on
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ait u = 0 (Poiseuille) ou u = —Uj (Couette) eten z = % on ait u = 0 (Poiseuille) ou u = Uy (Couette).

Les conditions aux limites sont de telles sortes que les parois soient imperméables et isothermes,
avec condition de non-glissement aux parois. Un gradient de température est appliqué entre
les parois de sorte que la paroi inférieure soit a une température T et la paroi supérieure a une
température T, avec a priori Ty > Tj. Le signe * désigne une grandeur dimensionnée.

1.4.2 Equation de continuité

La masse totale de matiére contenue dans un volume quelconque V est donnée par 'intégrale
de la masse volumique p = p(x, 9, z,t) sur un volume élémentaire dV = dxdydz :

L pdV (1.7)

La dérivée particulaire de cette masse totale est nulle :

% VpdeO (1.8)

Le volume V est fixe dans 'espace et ne dépend donc pas du temps ¢, en appliquant les regle
de dérivation particulaire d’une intégrale on obtient :

0
Jv(a—erV-(pu))dV:O (1.9)

Cette relation étant valable sur tout volume V on a nécessairement :

dp _
§+V-(pu)—0 (1.10)

C’est I’équation de continuité, ou équation de conservation de masse, écrite de maniére
générale pour un fluide de masse volumique p s’écoulant a une vitesse u.

En premiére approximation on peut écrire la masse volumique comme fonction linéaire de la
température sous la forme :

p=po(1-B(T-Ty)) (1.11)

dans laquelle f est le coefficient de dilatation volumique. Or dans les liquides et les gaz ce
coefficient est trés petit : 107 < f < 1073 On peut donc se placer dans le cas de 'approximation
de Boussinesq-Oberbeck [10][54] qui stipule que la masse volumique du fluide reste constante,
sauf dans le terme de gravité dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement ou
elle est a 'origine du phénomeéne de convection. L’équation de continuité s’écrit alors :

u =0 (1.12)

1.4.3 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a un domaine matériel de volume V se
déplacant a une vitesse u stipule que la dérivée particulaire du torseur de quantité de mouvement
est égale au torseur des forces extérieures appliquées au domaine. On ne s’intéressera pas ici
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au moment résultant mais seulement a la résultante. Le fluide est de masse volumique p. La

résultante s’écrit :
ﬂj pudV (1.13)
v

Les forces extérieures s’exercant sur le domaine matériel peuvent se distinguer en deux
catégories : les forces de volume s’exercant a distance sur tout le domaine matériel, que l'on
notera F et les forces de surface transmises par contact du fluide extérieur au domaine a travers
la surface S, notées T. Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors par application de

la formule de Reynolds :
du
[[] o5rav= [ rav+ [] zas (1.14)
v dt 14 S

Soit un point P de la surface S et n un vecteur normal unitaire a S au point P, le vecteur
contrainte T(P,n) peut s’écrire :

Ti(P,ﬂj):Oi]‘N]'(P) (115)

Le tenseur o est appelé tenseur des contraintes. La relation se réécrit donc sous forme

indicielle :
dui
pEdVZ FidV+ (r,-jnde (116)
14 14 S

En utilisant le théoréme de la divergence pour transformer I'intégrale surfacique en intégrale

volumique on obtient :
dui
pEdV = FidV+ O"Z‘]"]‘dV (117)
v 1% 1%

Cette formule étant valable sur tout volume V, on trouve finalement pour une particule
fluide I’équation de Navier-Stokes :

p%+p(u-V)u:F+V-a (1.18)

Dans notre probléme la seule force extérieure est la pesanteur d’ou F = pg avec g = ge, le
vecteur accélération de la pesanteur. Le tenseur des contraintes o s’écrit :

O'i]':—p'éi]'-i-’[i]' (119)

p est la pression statique, lorsque le fluide est au repos o;; = —p - 9;;. Le tenseur 7 est appelé
le déviateur des contraintes, il représente les contraintes visqueuses spécifiquement dues au
mouvement du fluide. Par la suite le tenseur 7 sera simplement appelé tenseur des contraintes
dans la mesure ou il n’y a pas de confusion possible avec le tenseur o.

ou’ ]
po(w+uju;"]-):—p!z—pgez+”cij,j (1.20)
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L'équation de conservation de la quantité de mouvement dans laquelle on considére ’'approxi-
mation de Boussinesq-Oberbeck s’écrit, en considérant la pression hydrostatique P* = p* + ppgz

ou’ ) . "
po(a_tl”j“i,f):‘l’, i+pof(T"=To)ge: + 1 ; (1.21)

Soit y le tenseur des taux de cisaillement et y la viscosité dynamique du fluide considéré, que
l'on supposera ici constante. Dans le cas d’un fluide Newtonien la loi de comportement s’écrit :

Tij = HYij (1.22)

avec y;j = u; j + uj,;. L'équation s’écrit alors :

* % *

du? ' )
po(a_tl ’ ”jui,,-) =pitpgestp (i), (1.23)

Pour un fluide visco-élastique on utilise la loi de comportement d’Oldroyd-B :
ST+ 5yii
Tij+/\15_;]:”l(7/ij+/\25_;]) (1.24)
dans laquelle % est la dérivée d’Oldroyd par rapport au temps :

ot dt T
i §+(u.V)T—(Vu) T —1.(Vu) (1.25)
1.4.4 Equation de conservation I’énergie

On note W le travail, Q la chaleur, P=W la puissance et Q le taux de chaleur recue. D’aprés
le premier principe de la thermodynamique :

d

aEtotale =P+ Q (1.26)
L’énergie totale E;y;,, s'exprime comme la somme de 1’énergie interne E et de 1’énergie
cinétique :
2 2
Etotale‘:E"'J PMdV=j P(3+u—)dv (1.27)
p 2 D 2

ol e désigne I’énergie interne par unité de masse. Le taux de chaleur Q s’exprime a partir
d’un flux de densité surfacique g = —q.n : c’est la chaleur recue par conduction avec q le vecteur
flux de chaleur.

Q= f qdS = —j q.ndS (1.28)
JD JD
La loi de Fourier exprime la relation entre le vecteur flux de chaleur et le gradient de
température :
qn=-A7VT.n (1.29)
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1.4. Formulation mathématique 13

P est la puissance des efforts extérieurs a D :

P:f f.LTdV+j T.udS (1.30)
D JD

avec T la contrainte s’appliquant sur la surface et T.u = o;;n;u; ou o est le tenseur des
contraintes. On a aussi :

d [lal? 3J’ [l ||2 J’ [l
T Dp(e - dv = 5 ple+ av + aDp e+ > ujn;dS (1.31)

Ce qui donne :

0 2
ELp( u 2” )dV LDaijnjuidS+.L)ﬁuidV

! 2 P (1.32)
+J T, n]dS J p(e+ u—)ujn]-dS
aD aD 2
3 4
1 : puissance des contraintes sur 0D
2 : puissance des efforts extérieurs
3 : flux d’énergie thermique de conduction traversant dD
4 : flux d’énergie traversant dD
On utilise maintenant le théoréme de Green : f A.ndS = f divAdV
oD D
Le terme (3) devient :
J ArT,jn;dS = ATJ V2TdV (1.33)
oD D

en supposant que Ay est une constante par rapport a 'espace.
Le terme (4) s’écrit

u’ 1 2 d
LDP(6+ T)Mjnjds e LD pllul|“u;jn;dS + J-Dpa—xj(u]»e)dv (1.34)

Le terme (1) s’écrit :

j cri]-nju,'dS = J (oijui),jdV (135)
JD D

On utilise ’équation de conservation de quantité de mouvement : p% = fi + 0jj,j que l'on
multiplie par u; et que l'on intégre sur D :

jt p—dV f fiu; dV+J u;0;;,;dV (1.36)
D
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14 CHAPITRE 1. Présentation de la convection des écoulements de RBP/C

or uioij,j = (”iUz‘j),j - oiju,-,j d’ou :

0 u;? u;2
E D %dV+LDp%M]n]dS = Lf,-uidV+L(uiaij),jdV—Lai]-u,-,]-dv (137)
————
1 2 3 4 5

: variation de I’énergie cinétique au cours du temps
: flux de I’énergie cinétique

: puissance des efforts extérieurs

: puissance des contraintes sur dD

B N =

On s’intéresse maintenant au terme 5.

ojju;j = (=pdij + Tij)u; j = T;ju; j pour un fluide incompressible (car 6;; = 1 et divu = 0) avec
7;; le tenseur des contraintes de cisaillement.

La grandeur ojju; ; = @ est appelée dissipation visqueuse.

En utilisant|1.35] [I.33|et|1.34]on a([1.32|qui devient une équation locale, en retranchant
avece=C,T:

*

aT * * * %
pOCV(W'Fu]‘T,]'):/\T T’ii+’ci]-ui’]- (138)

C, est la chaleur spécifique a volume constant, At la conductivité thermique du fluide. On
supposera que ces grandeurs demeurent constantes dans notre probléeme. Dans I’équation
apparait le terme de dissipation visqueuse :

(o) :T;ju;]« (1.39)

Ce terme représente la dissipation d’énergie dans le fluide induite par le frottement visqueux
entre les particules fluides, qui se traduit physiquement par une production de chaleur interne
au fluide. Ce terme est nul lorsque le fluide est au repos (u = 0).

Pour un fluide Newtonien la loi de comportement permet, en posant D;; = %(u;f’ it u;i)
d’exprimer le terme de dissipation visqueuse sous la forme :
o = 2,14D1]D1] (140)
Pour un fluide Newtonien I’équation de conservation de 1’énergie s’écrit donc :

*

oT i .
POCv(W+u]-T’j):/\T T:ii+2}4DijDij (141)
1.4.5 Conditions aux limites

On sera amené a considérer deux types de conditions aux limites pour la température. La pre-
miere configuration est celle de parois inférieure et supérieure isothermes, I’autre configuration
présente une paroi inférieure adiabatique et une paroi supérieure isotherme.
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1.5. Equations de conservation adimensionnées 15

Parois isothermes

Les parois sont considérées imperméables (le fluide ne peut pas traverser la paroi) et le fluide
s’y écoule sans glissement. Ces conditions se traduisent respectivement par une vitesse relative
normale et tangentielle nulle aux parois. Les conditions d’imperméabilité et de non-glissement
du fluide aux parois imposent donc :

uw=0 en z'= J_r% pour la configuration de Poiseuille

*

uw'=Uje, en z'= et w=-Uyx en 2z'= —% pour la configuration de Couette

(1.42)
De plus la condition de non-glissement qui nous donne u* = v* = 0 en tout point de la paroi

nous permet de déduire que les dérivées de u” suivant x et de v* suivant z sont nécessairement
nulles. En combinant ce résultat avec ’équation de continuité[1.12]:

(ST

ow* h
——=0 en z'=+— 1.43
dz* 2 (1.43)

Les parois sont considérées isothermes et on y impose une température différente entre le
haut et le bas de sorte a créer un gradient de température a l’'origine de la convection en ’absence
d’écoulement. C’est la configuration montrée sur la figure La condition de température
imposée aux parois isothermes impose donc :

h h
T"=T;, en z*:E et T"=T, en z*:—z (1.44)

Paroi supérieure isotherme et paroi inférieure adiabatique

On consideére le cas d’une paroi supérieure isotherme avec une paroi inférieure adiabatique.
Dans ce cas il n’y a pas de gradient de température imposé de 'extérieur. Il s’agit de la configura-
tion étudiée par Barletta et Nield [49] pour un écoulement de Couette plan et par Barletta, Celli
et Nield [3] pour un écoulement de Poiseuille plan. Cette configuration est montrée sur la figure
On notera que dans ce cas la paroi inférieure est prise en z* = 0 et la paroi supérieure en
Z"=h.

Les conditions d’'imperméabilité et de non-glissement du fluide aux parois imposent donc :

u'=0 en z"=0;h pourlaconfiguration de Poiseuille
u'=Uye, en z'=h et u'=0 en z'=0 pourlaconfiguration de Couette

(1.45)
Les conditions aux limites pour la température s’écrivent alors :
oT*
T"=T, en z'=h et ?:O en z°=0 (1.46)
b4

1.5 Equations de conservation adimensionnées

Toutes les grandeurs physiques du probléme peuvent s’exprimer avec quatre grandeurs
fondamentales : la longueur [m], la masse [kg], la température [K] et la temps [s]. Les phénomenes
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16 CHAPITRE 1. Présentation de la convection des écoulements de RBP/C
T T —
V4 z
3 L L
Uo h X Uu h X
dTidz=0 dT/dz=0
(a) Poiseuille (b) Couette

Ficure 1.5 — Configuration d’écoulement paralléle (Poiseuille et Couette) avec paroi isotherme
en haut et paroi adiabatique en bas.

physiques étant indépendant de 1'unité dans laquelle on les exprime, ils dépendent de nombres
sans dimension. Pour cela on adimensionne toutes les grandeurs par des échelles de référence
permettant d’obtenir les grandeurs adimensionnées :

*

b4
— Longueur z = 7

K *
!

. h *

— Vitesse u, = —u
K

2

— Temps t =

— Pression P = 5 pP*
Pok
T* - Ty)pgh®
— Température T = (" =Th)pgh”
VK
h?

— Tenseur des contraintes viscoélastiques 7 = T

por
ou K = p’t—TC est le coefficient de diffusivité thermique.

Ces grandeurs adimensionnées sont les mémes que celles du probleme de Rayleigh-Bénard

. 3 . .
classique, a I’exception de la température adimensionnée T = I=TBSY 54 lieu de T = %

habituellement. Cette nouvelle échelle de température est choisie de sorte a ne pas avoir de
nombre de Rayleigh Ra au dénominateur dans les équations, celui-ci pouvant étre amené a étre
nul

Les équations s’écrivent sous forme adimensionnée :

Vau=0 (1.47)
al/li _ .
WJrujui’j =—PrPi+Pru;;+PrTe,.e, (1.48)
JT
(E"'u]‘rj):rii"'GETijui,j (1.49)
0Tjj 0Yij

Tij+/\1W:‘)/ij+/\27 (150)

Les conditions aux limites deviennent :
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1.6. Solution de base de Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette 17

T:Raenz:—% etT:Oenz:%
u=0enz= J_r% Poiseuille (1.51)

u=Peeyenz % et u:—Peexenz:—% Couette

Dans le cas d’un fluide Newtonien les équations s’écrivent :

Vu=0 (1.52)
du 5
E+(u.V)u:—PrVP+PrTeZ+PrV u (1.53)
JT w2
§+U.VT—V T+2 GeD,-]-D,-j (154:)

Dans ces équations apparaissent les nombres sans dimension suivants :

e Le nombre de Rayleigh, qui représente le rapport entre les temps caractéristiques des
effets stabilisants et des efoets déstabilisants. Les effets stabilisants sont dus a la Visczosité de
temps caractéristique t; = h7 et a la diffusion thermique de temps caractéristique t, = h? Quant
aux effets déstabilisants ils proviennent de la poussée d’Archiméde due aux variations de densité

./ . , S _ h 172
liées au gradient de température, de temps caractéristique t3 = (—ﬁg(To—Tl))

bty o o0
On a donc Ra = % soit finalement :
3

_ Bgh*(Ty—Ty)
VK

Ra

e Le nombre de Péclet qui est le produit entre le nombre de Reynolds qui est le rapport des
forces d’inertie et des forces visqueuses : Re = U%h, et le nombre de Prandtl défini par le rapport
entre les temps caractéristiques de diffusion thermique et visqueuse : Pr = £. On a donc pour le
nombre de Péclet :

Pe=RePr= U—Oh
K

e Le nombre de Gebhart qui représente I'intensité de la dissipation visqueuse. On remarquera
qu'’il est proportionnel a la hauteur h qui sépare les parois du systéme.

_ Bgh
Ge = C

1.6 Solution de base de Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette

Afin de mener a bien I’étude de stabilité, il faut au préalable déterminer une solution de
base des équations [1.12)j1.20} [1.38], [I.50] Cette solution de base correspond a I’état de repos
stationnaire (qui ne dépend pas du temps) du fluide.

On consideére une solution de base uy, 6 et 7, stationnaire, qui ne dépende que de la
composante verticale z et dont la vitesse soit dirigée suivant le sens imposé de I’écoulement soit
e, ce qui signifie :

Jd d 4

Ezaza—yzvzwzo
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18 CHAPITRE 1. Présentation de la convection des écoulements de RBP/C

La vitesse s’écrira donc sous la forme uy* = (up, vy, wy,) = (4p, 0,0) de seule composante u; non
nulle. C’est la solution qui correspond au régime de conduction thermique avec écoulement
parallele (de Poiseuille ou de Couette suivant la configuration considérée). Les profils de vitesse
et de température de base sont les mémes que le fluide soit Newtonien ou viscoélastique.

Nous verrons que pour les deux types d’écoulement considérés, cette solution peut s’écrire
sous la forme :

up(z) = up(z)ex = Up f(2)e, et Ty(z) = B(z)+ Cglz) (1.55)

Cette notation permet d’établir un unique systéme d’équations valable tant pour la configura-
tion de Poiseuille que pour la configuration de Couette : seules les expressions des fonctions f(z)
et g(z) changeront entre les deux configurations. Avec cette notation la solution de base s’écrit :

* * Z*
up(z')=Uo f(37) (1.56)
7/le :7/;12*:7/222:7*23:7/*33:0 (157)
du’ z
*13 _ b “
b= ) (1.58)
T;12 _T222 — TZZ3 TZ33 0 (159)
du* z*
*13 <
=t =pUsf'(3) (1.60)
%\ 2
11 duy 2 pran 2
Ty =20\ | (A= A2) =128uUg (f1(2)" (1 -T) (1.61)
o 1z U =z
TE)=To+ (To-T)(5 -5 )+ pZe(y) (1.62

On a finalement pour la pression dans le cas de Poiseuille

X 8U [1 z\ U 16 (z*\*
Pb(x,z):—yh—zox+p0ﬂgz [5(1— h) 3AOT(1_?(Z) )] (1.63)

Et dans le cas de Couette

Pb*(z):poﬁgz*[%(l—%*)+2l/]\—(;(1—§(%*)2)] (1.64)

L'expressions montre que la température de base est la résultat de deux contributions.
La partie linéaire (Ty — T}) ( 1_ Z—) estdueala différence de température imposée sur les bords,

alors que la partie parabolique en z*, a savoir /\ g( )estla conséquence de la prise en compte
de la dissipation visqueuse. Il est clair qu’en absence de I’écoulement de base (i.e. Uy = 0), cette
contribution s’annule. Pour les contraintes de base, on notera que la contrainte normale T*“

est non nulle pour un fluide visco-élastique, en revanche elle s’annule dans le cas Newtomen
(A1 = Az).
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L’état de base adimensionné s’exprime comme suit :

uy(z) = Pe f(z2) (1.65)
1
Ty(z) = (= —z)Ra + Pe’Geg(z) (1.66)
2
Py(x,2) = %Raz(l —z)—8Pex + %z(l - %24)1)62(;6 Poiseuille (1.67)
Py(z) = %Raz(l -z)+ %z(l - %zz)PezGe Couette (1.68)
7' = AL(1-T)(Pef'(2))? (1.69)
7> =1 = Pef'(2) (1.70)

ou pour la configuration de Poiseuille
1
fla)=(1-42%) , glz)=5(1-162")

et pour la configuration de Couette
1 2
f@=22 , ga)=501-42)

Il sera par la suite utile d’introduire le paramétre A = Pe?Ge qui apparait notamment dans
I’expression de la température de base. Ce paramétre est nul en I’absence de dissipation visqueuse
(Ge =0) ou en I'absence d’écoulement (A = 0) et servira de parametre de controle principal de
I'intensité de la dissipation visqueuse.

Ir= % est défini comme le rapport des temps de retardation et de relaxation. Un fluide
décrit par le modele d’Oldroyd-B pouvant étre considéré comme étant composé d’un solvant
Newtonien de viscosité p; et d’un soluté polymere de viscosité y,, ce parametre I' peut étre
exprimé comme le rapport de la viscosité du solvant sur la viscosité totale y: I' = % [8]). En

pratique Ay peut s’interpréter comme 1’élasticité des polymeres et I' comme la concentration en
polymeére.

Tempeérature de base et stratification du champ de température

Comme on l’a vu, Le profil de la température de base Tj(z) présente deux contributions :
I'une linéaire due au gradient de température imposé, l'autre quadratique due a la présence de
dissipation visqueuse. Les figures[1.6]et[I.7]montrent respectivement le profil de température
de base et sa dérivée pour différentes valeurs du rapport A/Ra : plus ce rapport est grand, plus
I'intensité de la dissipation est grande comparé a celui du gradient de température imposé.
On voit I’évolution d’un profil de température linéaire en I’absence de dissipation visqueuse
(A/Ra = 0) associé a un gradient de température constant et négatif, vers un profil de température
non linéaire avec un gradient qui change de signe entre les parois pour Rajambda non nul.

L’étude du profil de température de base Tj(z) montre qu’il présente un extremum (valeur
maximale) en une certaine valeur de z que l’'on notera z,, qui correspond pour le cas de RBP a
% =—-Ra- 6%Az3 = 0. Physiquement cela se traduit par le fait que la convection se déclenche
a partir du moment ou la température atteint une valeur suffisamment élevée, ensuite les
mouvement convectifs dans le fluide transmettent la chaleur dans le fluide. Le gradient de
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température étant susceptible de changer de signe pour la valeur zg, la convection se déclenchera
dans la partie de la cavité ou regne un gradient de température négatif et donc déstabilisant soit
a partir de la hauteur z;. En I'absence de dissipation visqueuse (A = 0) le profil de température

de base ne présente pas d’extremum, les cellules convectives occupent alors tout I’espace entre
les parois.

Pour que cette stratification ait lieu il faut que l’extremum apparaisse sur l'intervalle [—%, %]

qui correspond aux limites des parois inférieures et supérieures. Deux cas se présentent alors :
Ra>0et Ra<0.

1 1 1 3Ra 8
Ra> -, -~ <3< ——<- < Ra<—A
a_O:zse[ 2O]:> 8—25—0:> g = 64A_O:> as3
1 1 1 3R 8
RaSO:zSE[O,—]:OSZSS—:——S——QSOSRa>——A
2 8 8 64A

Dans les deux cas il existe des valeurs de Ra qui présente une stratification : il faut que Ra
se situe sur l'intervalle —%A, %A]. La limite entre les strates stable et instables est donnée par

la valeur z, de I’extremum. La figure montre dans le plan (A, Ra) les différentes zones de
stratification dans le cas de RBP.

Ra
20001 8A/3

I Stratification

instable
10001 Zonedestratification
stableet instable
100‘ H ‘200‘ H ‘300‘ H ‘400‘ - ‘5ooA

— 1000}

r Sratification

i stable -8A/3
—2000F

Ficure 1.8 — text
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Chapitre

Stabilité linéaire des écoulements de
Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette
de fluides Newtoniens

2.1 Equations aux perturbations linéarisées et développement
en modes normaux

2.1.1 Equations aux perturbations linéarisées

L’analyse linéaire consiste a étudier la stabilité de ’état de base en présence d’une perturba-
tion infinitésimale dont on étudiera I’évolution au cours du temps. On dira alors que 1’état de
base est linéairement stable ou instable. Pour cela on décompose les variables du probléme sous
la forme de I’état de base auquel on superpose une perturbation infinitésimale d’ordre € <« 1 :

T=T,+€6(x,9,21)
u=uy(z)e, +eU(x,9,2,1) (2.1)
P =Py(x,z)+ep(x,y,21)

On remplace u, T, P dans les équations adimensionnées puis on linéarise ces

équations en ne retenant que les termes d’ordre €. En notant (u, v, w) les trois composantes de la
perturbation du champ de vitesse U, les équations linéarisées s’écrivent :

vV.U=0 (2.2)
1 (JdU JuU , 3 )
Py §+Pef(z)£+wPef (z)ex)——Vp+6eZ+V U (2.3)
20 d0 P w2 ,, fou  dw
§+Pef(z)$—Raw+Pe Geg'(z)w=V-0+2GePef (Z)(§+§) (2.4)

Il est pratique d’introduire la composante verticale de la vorticité ; définie par :

23
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24 CHAPITRE 2. Stabilité linéaire des écoulements de RBP/C de fluides Newtoniens
Ju Jv
_odu_ov 2.
=5y I (2.5)

En prenant le double rotationnel de I’équation 2.3]et en utilisant I'’équation de continuité
un obtient un systéme de trois équations couplées avec pour variables la composante verticale
de la perturbation de la vitesse w, la perturbation de la température 6 et perturbation de la
composante verticale de vorticité # :

J 2 2 ” Jw 2 4. _
=V w+Pe(f(z)V2 - f (z))x—PrVHQ—PrV w=0 (2.6)
9 + Pef(z)i V2,6 - (Ra - GePezg'(z)) Viw
ot ox| H H (2.7)
?n 9 92 '
22 , .9 (g2 _
V°V50 +2GePe f (Z)(8y82+ pp (VH 822)w) 0
d d ) N
(§+Pef(z)£—PrV )17+Pef (Z)B_y_o (2.8)
avec le laplacien horizontal V%{ = 39—;2 + 9‘9—;2
Les conditions aux limites associées sont :
Jw 1
G—w—z—n—o en Z_ii (2.9)

2.1.2 Deéveloppement en modes normaux

Le systéme étant d’extension infinie suivant les directions horizontales x et y avec des
conditions aux limites qui ne dépendent que de z, on peut donc chercher une solution en modes
de Fourier suivant ces directions. On développe les variables w, 6 et # comme suit :
= w, (z) /KKy plo—iw)t
0,,(z) ek Hikyy glo—iw)t (2.10)
— I’]n(z) eikxx+ikyy e(o‘—iw)t

w
0
1

ouk =k.e, + kyey est le vecteur d’onde, o le taux de croissance temporel de la perturbation, w
la fréquence d’oscillation, k, et k, sont les composantes du vecteur d’onde suivant les axes Ox
et Oy respectivement. Le signe du taux de croissance temporel ¢ détermine le comportement
temporel des perturbations :

— Si 0 < 0 alors ¢! est une fonction décroissante. Les perturbations s’atténuent dans le
temps et I’état de base est retrouvé a des temps asymptotiquement grands : I’état de base
est stable dans cas.

— Si o =0 alors les perturbations ne sont ni amplifiées ni atténuées : le systéme est en état
de stabilité marginale.

— Si 0> 0 alors e°! est une fonction croissante, les perturbations sont amplifiées et I’état de
base du systeme est dit instable.
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Si la fréquence w est nulle l'instabilité est alors stationnaire, autrement elle traduit un
caractere oscillatoire de 1’instabilité. Par la suite, on cherchera a déterminer les conditions de
la naissance de I'instabilité en focalisant I’étude au cas de la stabilité marginale soit 0 = 0. Les
équations développées en modes normaux s’écrivent alors :

~iw(D? ~k*)w, + ik Pe (f(2) (D> ~k?) - f"(2) w,

2.11
+Prk?6,— Pr(D?—k*)?w, =0 (211)
—iw0, + ik Pef(z)0, - Raw, + GePe* ¢'(z)w, — (D* -k?)0,
2), , (2.12)
—2GePefk(2)(—lkqun+sz(D2+k2)wn):0
(~iw +ik,Pef(z) - Pr(D> = k%)), +i ky Pe f'(z)w, = 0 (2.13)

avec D = % et k2 =k2 + kyz. Les conditions aux limites s’écrivent pour les perturbations :
1
0,=w,=Dw,=1n,=0 at Z:ii (2.14)

On peut noter d’apres le dernier terme de 1’équation que pour une dissipation visqueuse
non nulle (Ge # 0), la composante verticale de la vorticité 7 introduit un couplage entre les
trois équations ci-dessus. 1 est gouverné par I’équation de Squire et représente l'effet de
l'advection verticale par w de la vorticité de I’écoulement de base. On peut donc s’attendre a ce
que la composante verticale de la vorticité affecte les caractéristiques de I'instabilité quand la
dissipation visqueuse est prise en compte.

Les équations[2.11}{2.13]associées aux conditions aux limites[2.14]constituent un probléme aux
valeurs propres généralisé avec quatre parametres sans dimension : Ra, Pe, Pr et Ge. Ce probleme
aux valeurs propres doit étre résolu pour des configurations de RBP et RBC en considérant
des perturbations sous forme de rouleaux longitudinaux (RL), rouleaux transversaux (RT), et
rouleaux obliques (RO) définis respectivement par (k, = 0, k, = k), (ky = k, ky, = 0) et (k, =0,
k, #0).

On notera que ce probléme aux valeurs propres se simplifie grandement pour des perturba-
tions sous forme de rouleaux transversaux (k, = 0), pour 'instabilité de Rayleigh-Bénard (Pe = 0)
et pour les configurations de RBP et RBC dans le cas de la dissipation visqueuse négligeable
(Ge = 0). Dans ces trois cas, le terme mettant en jeu la dérivée de 7 disparait de I’équation de
I’énergie (2.12). Par conséquent I’analyse de stabilité linéaire peut étre menée sans se référer
a I’équation de Squire m Pour les rouleaux transversaux, comme k, = 0 la seule solution
de I'équation de la vorticité respectant les conditions aux limites en z = +3 est 77,,(z) = 0.
Par conséquent, la composante selon y de la vitesse disparait ce qui indique que les rouleaux
transversaux sont bidimensionnels.

2.1.3 Rouleaux longitudinaux et cas limite d’un nombre de Prandtl infini

Pour les rouleaux longitudinaux définis par k, = 0 et k;, = k, I'équation [2.13|indique que la
composante verticale de la vorticité 71,(z) dépend linéairement de Pe/Pr = Re avec Re le nombre
de Reynolds. La formulation des équations[2.1T}{2.13| peut ainsi étre optimisée en introduisant
une nouvelle variable #,(z) définie par 7,(z) = Rej,(z). Dans le cas des rouleaux longitudinaux
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ou #,(z) = iku,(z), cela signifie que 'échelle caractéristique de la vitesse suivant I'axe x devrait
étre Uy x/v et non «/h.

En supposant que le principe d’échange de stabilité est valide, i.e. @ = 0 (une telle hypothese
a été vérifiée pour tous les calculs mettant en jeu les rouleaux longitudinaux dans ce chapitre), le

systeme d’équations peut alors s’écrire :

k%0, — (D> -k*)?w,=0 (2.15)
—Raw, +Ag'(z)w, — (D> —k?)0, +2i AI{I;(:)Dﬁn(Z) -0 (2.16)
—(D?=Kk*)7ju(2) +i k f(2)w, =0 (2.17)

On peut noter que dans ’équation de 1’énergie les nombres de Gebhart et Péclet appa-
raissent conjointement, ce qui permet de définir un nouveau paramétre A = GePe?. Comme
mentionné dans [49], [3] I'utilisation de A au lieu de Ge est aussi un choix pratique pour les
configurations d’écoulements de Couette et Poiseuille. Il est utile de noter que dans le cas limite
de Pr qui tend vers l'infini, le probléme aux valeurs propres pour les RL se réduit aux deux
équations suivantes :

k?0, — (D* -k*)?w, =0 (2.18)
—Raw, +Ag(z2)w, - (D*-k*)6,=0 (2.19)
avec les conditions aux limites :
1
0,=w,=Dw,=0 en z:iz (2.20)

2.2 Meéthodes numériques et validation

2.2.1 Meéthode de Galerkin

Afin de déterminer numériquement la solution du probléme aux valeurs propres on déve-
loppera les variables sous la forme de fonctions polynomiales d’ordre N choisi de sorte a ce
que la solution obtenue converge. Ces fonctions devront vérifier les conditions aux limites du
probléme.

On appliquera ici la méthode de Galerkin, basée sur le principe des résidus pondérés; qui
consiste a chercher les fonctions inconnues de telle sorte que leur résidu (défini comme 1’équation
dans laquelle on a remplacé les fonctions inconnues par leur approximation) pondéré par une
certaine fonction (appelée fonction de pondération) soit d’intégrale nulle sur le domaine du
probleme.

On utilise une approximation polynomiale :
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ou les A;(z), B1(z) et F;(z) sont des familles de polyndmes que l'on choisira en fonction du
probléme a résoudre. Afin de vérifier les conditions aux limites ces polyndmes seront ici
choisis de la forme :

Ai(z) = (1-42%)%7
Bi(z) = (1 -42%)7
Fi(z) = (1-4z%)7

i\Z

Les équations correspondantes sont alors multipliées par la fonction de pondération corres-
pondante et intégrées sur le domaine en z. Cela nous donne un probléme matriciel qui peut étre
résolu numériquement.

2.2.2 Meéthode de tir

Le temps de calcul et les éventuels problemes de convergence de la méthode de Galerkin
nous incitent a utiliser une méthode de calcul numérique alternative, susceptible de nous donner
des résultats plus précis en des temps de calcul raisonnables.

La méthode numérique choisie est la méthode de tir, elle consiste a transformer le probleme
aux limites en un probléme aux valeurs initiales. Pour cela les conditions aux limites de notre
probléme aux valeurs propres sont transformées en conditions initiales. Les conditions aux
limites s’écrivent :

1
9,,:Oenz:iz w, =

Que l’'on réécrit sous forme de conditions initiales en z = —1/2, les conditions aux limites en
z = 1/2 restant inchangées :

w,=Dw,=0, D?w,=C;, D3w,=C, en z=-1/2, (2.21)
0,=0 et DO,=C3 en z=-1/2, (2.22)
,=0 et Dfj,=C4 en z=-1/2, (2.23)

Les constantes C1, €2, €3, €4 doivent étre choisies de sorte a ce que #,, w,, et 6,, déterminés
numériquement vérifient les conditions aux limites en z = 1/2. Le probléme étant aux valeurs
propres, une des constantes doit rester indéterminée. On choisira de fixer €4 = 1 ce qui équivaut
a prendre €4 comme échelle de référence pour les constantes €1, €2 et €3 qui sont a priori
complexes et que I'on écrira donc sous la forme :

Cl1=CIlR+i-C1I C2=C2R+i-C2I C3=C3R+i-C3I (2.24)
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Trois parametres réels inconnus, appelés ici P;, P, et P3, peuvent désormais étre déterminés
en relation avec les constantes €, €, et C3 par la résolution de ce systéme modifié, car €, est
en général un nombre complexe. Cependant, le choix des parameétres a déterminer P;, P, et P;
dépend du probleme a résoudre.

Pour procéder a la résolution numérique, on fixe les valeurs des parametres du probléeme
Ra, k, w, Pr, Re, Ge et on cherche une solution approchée satisfaisant les conditions ini-
tiales a l'aide de la fonction NDSolve du logiciel Mathematica (Wolfram 2003). Cette pre-
miére étape nous donne une fonction f qui contient les valeurs calculées des coefficients
P1,P2,P3,C1R,C1I,C2R,C2]I,C3R,C3I. On utilise ensuite la fonction FindRoot pour trou-
ver f =~ 0 selon le degré de précision voulu. On notera qu’afin d’étre efficacement mise en ceuvre,
la méthode de tir nécessite une estimation initiale des parametres critiques recherchés. Une telle
estimation sera en premier lieu fourni par la méthode de Galerkin, puis les valeurs suivantes
a partir de celle que 'on vient d’obtenir tant que 1’'on conserve un pas raisonnable pour le
parameétre que l'on fait varier.

Avant de présenter les résultats de la méthode de tir, les deux procédures numériques utilisées
sont brievement décrites. La premiére utilise la fonction intégrée NDSolve du logiciel Mathema-
tica afin de résoudre les équations différentielles ordinaires en partant de z = —(1/2) jusqu’en
z = +(1/2) et en utilisant les conditions initiales tout en donnant au départ les estimations
nécessaires pour Pj, P,, P;, Re[C], Im[C ], Re[C,], Im[C;], Re[C3] et Im[C3] ainsi que les va-
leurs fixes pour les parameétres restants. Cette procédure commute automatiquement entre les
schémas numériques d’Adams, les schémas numériques BDF (Backwards-Differencing-Formula)
et les méthodes de Runge-Kutta selon la raideur locale du probléme différentiel a résoudre. En
outre, des schémas explicites ou implicites sont utilisés en fonction de la taille locale du pas
d’incrémentation, et qui est ajustée automatiquement en fonction des erreurs absolues et relatives
prescrites au début. Ces derniéres sont imposées a priori en fixant le nombre de chiffres (apres
la virgule) a utiliser dans les calculs. Dans la présente étude, ce nombre a été fixé a 16, 18 et
20 afin d’assurer la convergence de la solution obtenue. Une telle procédure a été programmeée
grace a une fonction nommée Fy, et qui produit un vecteur réel dont les huit éléments sont
les valeurs correspondant aux parametres Re[w,,|, Im[w, ], Re[Dw, ], Im[Dw,], Re[8,], Im[6,],
Re[17,] et Im[1,,] évalués en z = +(1/2). A présent, la seconde procédure numérique peut désor-
mais étre appliquée. Elle utilise la fonction intégrée FindRoot de Mathematica pour rechercher
des estimations qui satisfassent F; ~ 0 selon les erreurs absolues et relatives prescrites tout au
début. C’est la méthode de Brent qui est utilisée pour cette fonction, nécessitant deux estimations
initiales pour chaque évaluation. La recherche des modes instables est intrinsequement liée a la
recherche d’estimations initiales adéquates.

Nous verrons que ces deux méthodes numériques, la méthode de Galerkin et la méthode
de tir donnent les mémes résultats.

2.2.3 Validation des méthodes numeériques

Afin de s’assurer de la validité des méthodes utilisées, on les applique a des cas dont on
connait une solution numérique dans la littérature.

Dans un premier temps on compare nos résultats au cas de la configuration de RBP étudiée
par Carriére et Monkewitz [12]] en ’absence de dissipation visqueuse (Ge = 0). La figure
montre la comparaison entre les résultats de ce présent travail pour le nombre de Rayleigh
critique en fonction du nombre de Reynolds au seuil des rouleaux transversaux, obtenus par
la méthode de Galerkin a l'ordre 14 (cercles), avec les résultats calculés dans [[12] a I’aide de la
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Rac
10000

05 10 15 20

Ficure 2.1 — Nombre de Rayleigh critique Ra, pour les rouleaux transversaux dans une configura-
tion de RBP avec Pr = 450, obtenu par la méthode de Galerkin a l'ordre 14 (cercles) comparé avec
les résultats numériques de Carriére et Monkewitz [12]] (ligne continue). La ligne horizontale
représente le seuil des rouleaux longitudinaux Ra, = 1707.762.

méthode de collocation de Chebyshev (ligne continue). Les deux résultats sont obtenus pour
Pr = 450. On observe une trés bonne concordance entre les valeurs obtenues par la méthode
de Galerkin et les résultats numériques de [[12]. On notera que le nombre de Rayleigh critique
croit avec le nombre de Reynolds pour les RT, tandis que le nombre de Rayleigh critique pour
les RL (ligne horizontale sur la figure[2.1]est indépendant du nombre de Reynolds et coincide
avec la valeur bien connue Ra, = 1707.762. Ce diagramme de stabilité montre clairement que
I’écoulement est linéairement stable dans la région ou Ra < Ra, = 1707.762. Dans les sections
suivantes, nous verrons que les effets de la dissipation visqueuse changent drastiquement ce
comportement.

On note que dans le cas particulier des écoulement de RBC, le gradient thermique de base
(—Ra + A g’(z)) est similaire a celui obtenu dans le probleme de Rayleigh-Bénard avec une source
de chaleur interne uniforme. 'impact d’une source de chaleur interne uniforme sur la stabilité
linéaire a été étendu aux écoulements de RBP par Barletta et Nield [5]. Dans le cas particulier des
RL, le probléme aux valeurs propres résolu dans [5] est mathématiquement identique a celui des
équations[2.18}{2.20| pour les écoulements de RBC dans le cas limite de Pr infini, tant que I'on
identifie le A du présent probléme a % dans le probleme de RBP avec une source de chaleur
interne uniforme, dans lequel Ra; est le nombre de Rayleigh interne défini dans [5] comme :

_ pgh°Q

R
a vk

N . s sz sy 2 " R . . e
ot Q est le taux de chaleur uniforme généré par unité de volume. La condition A = L signifie

que pour les rouleaux longitudinaux, l’effet de la dissipation visqueuse pour la configuration
de RBC dans le cas limite de Pr infini, est équivalente a une génération uniforme de chaleur

. . 4uU2 . . -
au sein du fluide Q = ’;20 . Avec cette analogie, on compare nos résultats numériques dans

le cas particulier des écoulements de RBC mettant en jeu des RL avec Pr infini, aux résultats
numeériques rapportés dans [5].

Le tableau [2.1| montre les valeurs critiques du nombre de Rayleigh et du nombre d’onde pour
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les RL. Nos résultats on été obtenus par la méthode de tir a 'orde 14 tandis qu’une méthode
Runge-Kutta de sixiéme ordre a été utilisée dans [5]. L'étude du tableau [2.1]révéle une excellente
concordance des valeurs du nombre de Rayleigh critique et du nombre d’onde critique au seuil
d’apparition des RL.

A Ra$ Ra, kS k.

0 1707.762 1707.7617 3.116324 3.116329
250 1706.649 1706.6485 3.117215 3.117220
500 1703.307 1703.3068 3.119980 3.119893

1250 1679.837 1679.8371 3.138597 3.138588
2500 1594.929 1594.9289 3.205024 3.205035
5000 1240.843 1240.8432 3.454440 3.454446

7500 620.455 620.4550 3.778187 3.778187
9250 30.303 30.3029 3.989800 3.989799
9331.2925 0 0.0005 3.998925 3.998923

10000 -258.382  -258.3825 4.071409 4.071410

TaBLeau 2.1 — Nombre de Rayleigh critique Ra. et nombre d’onde critique k. obtenus dans le
présent travail comparés aux Ra? et k¥ calculés dans [5].

2.3 Présentation des résultats de stabilité linéaire

2.3.1 Sélection du mode le plus instable en présence de dissipation vis-
queuse

Comme mentionné précédemment, des structures convectives sous forme de rouleaux lon-
gitudinaux (RL), transversaux (RT) et obliques (RO) sont susceptibles d’apparaitre lorsque le
systeme devient instable. En I'absence de dissipation visqueuse, les rouleaux longitudinaux sont
la structure la plus instable, et leur seuil est indépendant de Pe. En revanche les rouleaux trans-
versaux sont stabilisés par I’écoulement principal. Les caractéristiques des rouleaux obliques
peuvent facilement se déduire en utilisant la transformation de Squire :

kyPesp =k Pe, (2.25)

Pe et Pesp étant les nombres de Péclet associés respectivement aux rouleaux longitudinaux
et rouleaux obliques. Cette transformation réduit le probleme général tridimensionnel a un
équivalent bidimensionnel de RT de nombre d’onde k, défini précédemment comme k? = k2 + k;.
Puisque pour les RT Ra, croit avec 'augmentation de Pe, les courbes de Ra, pour les RO se
situent en dessous de celle associé aux RT pour toutes les valeurs du nombre de Péclet.

Pour commencer, il convient de déterminer quelle type de structure domine en présence de
dissipation visqueuse.

Dans un premier temps il est intéressant de visualiser dans les cas limites des RT et des RL,
les courbes neutres de stabilité présentant le nombre de Rayleigh Ra en fonction du nombre
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d’onde k au seuil de la convection (¢ = 0). Le minimum de cette courbe donne la valeur critique
Ra. du nombre de Rayleigh et son nombre d’onde critique associé k..

La figure 2.2 présente les courbes neutres de stabilité pour différentes valeurs du nombre de
Péclet Pe dans le cas des RT, pour les configurations de RBP et RBC avec Pr = 450 et Ge = 107, En
I'absence de dissipation visqueuse le nombre de Péclet Pe a une influence fortement stabilisante.
En présence de dissipation visqueuse on observe toujours un effet stabilisant de Pe : la dissipation
visqueuse a un effet négligeable dans le cas des RT.

La figure [2.3| présente les courbes neutres de stabilité pour différentes valeurs du nombre
du parametre A dans le cas des rouleaux longitudinaux, pour les configurations de RBP et RBC
avec Pr = 450. A est dans ce cas le seul paramétre pilotant I'intensité de la dissipation visqueuse.
Il apparait que plus on augmente A, plus le minimum des courbes neutres de stabilité diminue
ce qui traduit le caractére déstabilisant de la dissipation visqueuse.

On étudie maintenant plus en détail l'effet de I’écoulement en présence de dissipation
visqueuse pour I'ensemble des structures convectives : les rouleaux transversaux, rouleaux
longitudinaux et rouleaux obliques. La transformation de Squire cesse d’étre valide en
présence de dissipation visqueuse (Ge # 0). Dans ce cas, pour résoudre la systéme [2.11}2.13]
associé aux conditions aux limites[2.14} on introduit I'angle d’inclinaison du vecteur d’onde ¢ par
rapport a I’écoulement principal, de sorte que ¢ = arctan(ky/k,). Les RL, RT et RO correspondent
respectivementa ¢ =7/2, p =0et 0 <P < 7/2.

La figure[2.4/montre pour les écoulements de RBP et RBC, I’évolution du nombre de Rayleigh
critique Ra, en fonction du nombre de Péclet Pe pour différentes valeurs de I’angle d’inclinaison
¢, avec Pr = 450 et Ge = 10~%. On remarque l'influence stabilisatrice de I’écoulement principal
pour les RT et les RO, leurs seuils augmentant avec Pe. De plus, lorsque I'angle d’inclinaison
augmente, Ra, diminue pour les RO. Pour les valeurs de Pe utilisées sur la figure un tres
faible effet déstabilisant est observé pour les RL quand Pe croit. Cette figure indique que les RT
(¢ =0) et les RL (¢ = 1t/2) correspondent a deux cas limites, tandis que les structures obliques
(0 < ¢ < 1/2) apparaissent entre les deux. Par conséquent, avec la paire de parametres fixés
(Ge= 1074, Pr = 450), les RL sont indépendamment de Pe le mode d’instabilité préférentiel au
seuil de la convection. Ce mode de sélection linéaire est aussi observé pour d’autres valeurs de
Ge et Pr, comme montré dans le tableaupour les RT. Pour cette raison, dans les sections
suivantes on s’intéressera uniquement aux propriétés linéaires des RL au seuil de la convection.

Ge 0 1074 1073 1072
Re=0 1707.76 1707.76 1707.76 1707.76
Re=1 602430 6024.17 6023.02 6012.09
Re=2 9307.19 9307.03 9305.61 9294.49

TasLEAU 2.2 — Nombre de Rayleigh critique Ra, en fonction de Re pour Ge = 0,1074,1073,1072
pour les rouleaux transversaux avec Pr = 450.

2.3.2 Effets de la dissipation visqueuse et du nombre de Prandtl pour le
mode le plus instable

Dans cette section on explore plus en détail l'effet de la dissipation visqueuse pour les
rouleaux longitudinaux. Dans un premier temps on se place dans le cas limite d’'un nombre de
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FiGcure 2.2 — Courbes neutres de stabilité pour différentes valeurs de Pe dans le cas des rouleaux
transversaux, avec Pr = 450 et Ge = 10~ dans des configurations de RBP et RBC.
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Figure 2.3 — Courbes neutres de stabilité pour différentes valeurs de A dans le cas des rouleaux
longitudinaux, avec Pr = 450 dans des configurations de RBP et RBC.
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FiGure 2.4 — Evolution du nombre de Rayleigh critique Ra, pour les rouleaux transversaux,
longitudinaux et obliques en fonction du nombre de Péclet Pe pour Pr = 450 et Ge = 1074, pour

des configuration de Poiseuille et Couette.

lilliad.univ-lille.fr

© 2019 Tous droits réservés.



Thése de Yoann Requilé, Université de Lille, 2019

2.3. Présentation des résultats de stabilité linéaire 33

Prandtl infini, la composante verticale de la vorticité n’a alors pas d’influence sur le probléme de
stabilité et le nombre de Rayleigh dépend uniquement du parameétre A. Le probléeme
aux valeurs propres est résolu numériquement par la méthode de tir.

Ra. Rac
(N I —_— |
1500 F T 1500 L
‘ \\\ ‘ — ~
|- \
1000 [ N 1000 [ N
|
ok |
| 500 |
o ‘ N ‘ ‘ ‘ ‘ . [
500 10000 15000 20000 25000 \PWO 35000 . L , . . .
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—1000 - | |
| ~1000 F |
—1500 -

FIGURE 2.5 — Influence du paramétre A = Pe?Ge sur le nombre de Rayleigh critique Ra,, pour les
rouleaux longitudinaux dans des configurations de RBP et RBC.
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FiGURE 2.6 — Influence du parameétre A = Pe?’Ge sur le nombre d’onde critique k. pour les
rouleaux longitudinaux dans des configurations de RBP et RBC.

La figure met en évidence l'influence déstabilisante du parametre A et donc de la
dissipation visqueuse sur le systeme : le nombre de Rayleigh critique a partir duquel la convection
se déclenche décroit lorsque A augmente. On peut remarquer la présence de deux régions
distinctes séparées par une ligne verticale discontinue, qui met en évidence l’existence de deux
comportements distincts de Ra, et k.. Du coté gauche de la ligne verticale située a une valeur
particuliére de A, que I'on notera AT (AT sera évalué dans une prochaine section par le biais
d’une analyse énergétique), Ra, et k. sont tres proches de la valeur bien connue Ra, = 1707.76 et
k. = 3.116 correspondant a la convection classique de Rayleigh-Bénard. En revanche, du coté
droit de la ligne verticale, i.e. quand A dépasse AT, Ra, se met a décroitre fortement quand A
augmente et k. est croissant en fonction de A. Ce dernier résultat concernant k. implique que les
cellules convectives deviennent plus petites pour de grandes valeurs de A.

L'effet déstabilisant de la dissipation visqueuse peut étre si fort que les courbes de Ra, croisent
l’axe des A, pour les valeurs A? = 27242 pour RBP et A? = 9332 pour RBC. Pour ces valeurs
particuliéres AY, aucun gradient externe de température (Ra, = 0) n’est nécessaire pour induire
une déstabilisation du systéme. Dans ce cas, la dissipation visqueuse est le seul mécanisme
responsable de I'instabilité. Pour A > A%, le nombre de Rayleigh critique devient négatif. Cela
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Ficure 2.7 — Comparaison des valeurs du nombre de Rayleigh Critique Ra, pour la méthode de
Galerkin (trait continu) et la méthode de tir (points) avec Pr qui tend vers l'infini.

indique que méme en présence d’un gradient de température externe stabilisant imposé, une
instabilité peut se manifester en raison des effets déstabilisants de la dissipation visqueuse.

On peut mentionner a des fins de comparaison que Barletta et ses collaborateurs ont étudié
les instabilités induites par les effets thermiques causés par la dissipation visqueuse dans les
écoulements horizontaux de Couette [49] et Poiseuille [3], en prenant une paroi inférieure
adiabatique et une paroi supérieure isotherme. Avec de telles conditions aux limites, ils ont
trouvé la valeur critique de A pour un Pr infini soit A, = 2772.27 pour les écoulements de
Couette et A, =221.2619 pour les écoulements de Poiseuille. Puisque qu’aucun gradient externe
n’est imposé dans ces études, ces valeurs critiques doivent étre comparées aux valeurs numériques
obtenues dans cette these pour le cas particulier des parois horizontales maintenues a une méme
température constante, soit A® = 9332 pour RBC et A? = 27242 pour RBP. Etant donné que
A, < AY pour les deux configurations étudiées, on en conclue que les conditions aux limites
utilisées dans [49] et [3] sont plus efficaces pour promouvoir une instabilité due a la dissipation
visqueuse que celles associées aux écoulements de RBC et RBP.

Comparaison entre la méthode de Galerkin et la méthode de tir

La résolution numérique avec la méthode de Galerkin pose des problémes de convergence
pour des ordres N élevés, et ce d’autant plus que le nombre de Péclet est élevé. Nous mettons donc
en ceuvre une autre méthode numérique : la méthode de tir, qui est plus rapide et précise que la
méthode de Galerkin. La figure[2.7]et le tableau[2.3|montrent que 'on obtient des résultats tres
similaires sur I'ensemble des valeurs de A. La méthode de tir est validée et pourra étre utilisée
en remplacement de la méthode de Galerkin pour des valeurs des parametres qui poseraient des
probléme de convergence avec la méthode de Galerkin. La méthode de Galerkin pourra toujours
étre utilisée afin d’obtenir une estimation des valeurs critiques (Ra., k.), nécessaire a la mise en
ceuvre de la méthode de tir.

Effet du nombre de Prandtl

Pour des valeurs finies de Pr, la composante verticale de la vorticité agit de concert avec la
température et la composante verticale de la vitesse. Le probléeme de stabilité est alors gouverné
par les trois équations couplées et le nombre de Rayleigh dépend de A et Pr. Les figures
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[2.8]et[2.9)montrent I'influence du nombre de Prandtl sur la valeur de Ra, pour les configurations
de RBP et RBC, respectivement. Les courbes montrent un effet déstabilisant de la dissipation
visqueuse et sont pratiquement confondues pour Pr > 102, ce qui montre bien la robustesse
de l'approximation Pr — co. Cependant pour Pr = 10, les figures[2.8]et[2.9]indiquent que, en
conséquence de la contribution de la vorticité verticale, le nombre de Rayleigh critique décroit
plus rapidement que pour des grandes valeurs de Pr.

A Ra:MG Ra,MT kMG  k.MT

0 1707.76 ~ 1707.76 3.11613 3.11613
1000 1705.77 170577 3.11793 3.11796
3000 1689.77 1689.75  3.1309  3.13101
5000 1657.51 1657.50 3.15716 3.15718
7500  1593.67 1593.67 3.20832 3.20833
10000 1502.47  1502.47 3.27972 3.27966
12000 1408.71 1408.70 3.35047 3.55048
15000 1231.13 1231.12 3.47660 3.47657
18000 1006.55 1006.55 3.62027 3.62037
20000 829.510 829.500 3.72214 3.72199
22000 630.049  630.041 3.82535 3.82542
24000 407.976  407.969 3.92875 3.92869
26000 163.716 163.711 4.03037 4.03038
27000 32.5353  33.5275 4.08046 4.08032
28000 -102.780 -102.786 4.12944 4.12919
30000 -393.024 -393.030 4.22584 4.22568
33000 -867.844 -867.846 4.36392 4.36388
35000 -1209.03 -1209.04 4.45171 4.45154

TasLEAU 2.3 — Nombre de Rayleigh critique Ra, au seuil d’apparition des rouleaux longitudinaux
pour la configuration de RBP, en fonction du parametre A pour un nombre de Prandtl qui tend
vers 'infini, calculé par la méthode de Galerkin (MG) et la méthode de tir (MT)

Comme pour le cas de Pr infini,on peut distinguer deux régimes d’instabilité suivant I'intensité
de la dissipation visqueuse et la valeur du nombre de Prandtl : un régime d’instabilité de type
Rayleigh-Bénard pour A < AT(Pr) et un régime d’instabilité due a la dissipation visqueuse pour
A > AT(Pr).

Les tableaux (écoulement de RBP) et[2.5](écoulement de RBC) montrent plus en détail
cette trés bonne concordance entre les valeurs de Ra, obtenues avec 'approximation d’un nombre
de Prandtl infini et celles obtenues pour un nombre de Prandtl fini, pourvu que Pr soit assez
grand (au moins de 1'ordre de 10?).
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Ficure 2.8 — Effet du nombre de Prandtl Pr sur le nombre de Rayleigh critique Ra, en fonction
du parameétre A dans le cas des rouleaux longitudinaux pour une configuration de RBP.
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Ficure 2.9 — Effet du nombre de Prandtl Pr sur le nombre de Rayleigh critique Ra, en fonction
du parametre A dans le cas des rouleaux longitudinaux pour une configuration de RBC.
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A Pr—+4+c0 Pr=10 Pr=50 Pr=100 Pr=450 Pr=1000 Pr=10000
0 1707.76 1707.76 ~ 1707.76  1707.76  1707.76 1707.76 1707.76

5000 1657.55 1643.30 1654.87 1656.15 1657.24 1657.45 1657.50
10000 1502.56  1445.76 1491.61 1497.12 1501.30 1502.00 1502.40
15000 1230.87 1104.99 1206.87 1219.08 1228.48 1229.98 1231.06
20000  829.140 611.98 787.527  808.567  824.869 827.416 829.287
24000 409.037 106.136  349.517 378.857  401.580 405.08 407.52
27000 33.4889 -336.902 -39.1462 -3.12375 24.7695 28.9721 32.2343

TasLeau 2.4 — Nombre de Rayleigh critique Ra, au seuil d’apparition des rouleaux longi-
tudinaux pour la configuration de RBP, en fonction du parametre A pour Pr — +oo et
Pr=10,50,100,450,1000,10000, pour la méthode de Galerkin a I'ordre 14

A Pr—+4+00 Pr=10 Pr=50 Pr=100 Pr=450 Pr=1000 Pr=10000
0 1707.76 1707.76 ~ 1707.76 ~ 1707.76  1707.76 1707.76 1707.76

1000 1689.92  1688.90 1689.71 1689.81 1689.89 1689.91 1689.92
3000 1544.37  1535.38  1542.49 1543.43 1544.16 1544.28 1544.35
5000 1240.85 1217.00  1235.88 1238.35 1240.29 1240.60 1240.83
7000 766.114  723.047 757.135 761.605 765.107 765.665 766.074
9000 121.946  58.0516 108.646 115.268 120.461 121.274 121.890
10000 -258.376 -332.758 -273.855 -266.154 -260.112 -259.160 -258.456
12000 -1120.66 -1215.68 -1140.41 -1130.57 -1122.87 -1121.65 -1120.75

TaBLEAU 2.5 — Nombre de Rayleigh critique Ra, au seuil d’apparition des rouleaux longitu-
dinaux pour la configuration de RBC en fonction du parameétre A pour Pr — +oo et pour
Pr=10,50,100,450,1000,10000, pour la méthode de Galerkin a l'ordre 14

2.3.3 Lignes de courant et isothermes

Afin de mieux comprendre les mécanismes physiques de la déstabilisation, on trace les isolignes
de courant (qui correspondent aux lignes ou la fonction de courant i est constante) et les
isothermes (lignes telles que 6 = constante). Cela nous permet d’obtenir des informations plus
précises sur les structures convectives qui se forment.

On tracera les différents champs suivant I’axe des structures convectives et la hauteur z, ici pour
les rouleaux longitudinaux ce sera donc en fonction de y et de z. On se place dans I'approximation
d’un nombre de Prandtl infini. Dans ce cas la fonction de courant ¢ est définie par :

I _ oY
—a—y v = g (226)

w =
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(a) Lignes de courant (b) Isothermes

FiGure 2.10 - Isolignes de courant et isothermes pour A =0
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y y
(a) Lignes de courant (b) Isothermes

Ficure 2.11 - Isolignes de courant et isothermes pour A = 8100 dans la configuration de RBP

00 05 10 15 20
y y
(a) Lignes de courant (b) Isothermes

Ficure 2.12 - Isolignes de courant et isothermes pour A = 27242 soit Ra, = 0 dans la configura-
tion de RBP
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(a) Lignes de courant (b) Isothermes

FiGure 2.13 —Isolignes de courant et isothermes pour A = 9332 soit Ra, = 0 dans la configuration
de RBC

Ce qui donne pour la fonction de courant :

l,b:—jwdy (2.27)

Les structures spatiales au seuil de la convection sous forme de rouleaux longitudinaux sont
montrées sur la figure[2.10]en 'absence d’écoulement (et donc de dissipation visqueuse : A = 0),
sur les figures (A = 8100), (AY = 27242 soit Ra, = 0) pour 1’écoulement de RBP
et la figure (A = 9332 soit Ra, = 0) pour I’écoulement de RBC. On remarque que la
convection se développe dans ’ensemble du milieu fluide en ’absence de dissipation visqueuse
(A = 0), tandis que le centre des cellules convectives se déplace vers le haut pour A = 8100
et A = AY = 27242 pour RBP et A = 9332 pour RBC. Ce comportement est attendu, étant
donné le profil de température de base Sur les isothermes des figures et la
ligne horizontale représente la limite théorique séparant les stratifications thermiques stable et
instable de I’état de base. Le faible écoulement constaté dans la stratification inférieure stable est
da a la convection pénétrative, un phénomene bien connu dans la littérature (voir notamment
[1]. Ces figures, tracées sur une période correspondant au nombre d’onde critique k. = 3.116 tel
que A =0, montrent aussi que les rouleaux longitudinaux émergents ont un diametre plus petit
quand l'intensité de la dissipation visqueuse est élevée, ce qui est cohérent avec I’évolution du
nombre d’onde constaté sur la figure

2.3.4 Analyse énergétique

Nous avons analysé l'effet de la dissipation visqueuse sur la stabilité de la configuration d’écou-
lements paralleles avec gradient de température imposé. Le caractere stable ou instable du
probléme est le résultat de la compétition entre plusieurs sources énergétiques stabilisantes et
déstabilisantes. Afin de déterminer la contribution de chacune de ces sources énergétiques, nous
entreprenons une analyse énergétique du probléme (voir [77]], [27])). L'analyse énergétique est
faite dans le cas des rouleaux longitudinaux pour Pr = 450.

L’équation de la chaleur étant le siége des principales sources physiques de stabilisa-
tion/déstabilisation, c’est a partir de cette équation que nous menerons 'analyse énergétique.
Afin de faire apparaitre les termes d’énergie, on multiplie I’équation par le complexe conjugué
0; de la température 0,, :

06,]% = (Ra —PezGeg'(z)) w, x 0 +2GePe f'(z) Du, x 0}, + [D? —k;]@n x 0,
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On prend alors la partie réelle de I’équation, puis on l'intégre par rapport a z entre —% et %
On obtient alors la relation donnant la variation de ’énergie thermique fluctuante ey :

hyd
oeg=emtel e +ey

Dans laquelle, I'indice r désignant la partie réelle :

o

1 1
b b
vd = —GePe? j ¢'(z)(w, 6;),dz eth ~2GePe f'(2)(6;, Duy,),dz

%
1
erd :le[( k2 0, XQ*] dz
-2

Les différentes énergies s’interprétent de la maniére suivante :

1 1

(10u(2IP) dz e = Rac [ (w,63),dz

Nb—‘
Nl

1
2

— ey, correspond a la partie de la contribution aux forces de flottabilité due au gradient de
température imposé

— eff:i correspond a la partie de la contribution aux forces de flottabilité induite par la
dissipation visqueuse

— eﬁzd représente une production d’énergie hydrodynamique générée par l'interaction de
I’écoulement cisaillé de base avec la composante u de la vitesse

— e;4 est ’énergie de dissipation thermique.

En prenant en compte les conditions aux limites pour 6,,, on montre facilement que

1

= — [ Do (2)P + K20, (2)) d

€rd = 1(| n(z)| + c| n(z)l ) z

—2

e;q est négatif ce qui indique que la contribution de la dissipation thermique produit un effet

stabilisant.

En vue de l'interprétation physique des résultats, il est utile d’introduire la production totale
)2 . . .. . . hyd

d’énergie thermique fluctuante par la dissipation visqueuse e,; comme somme de eff&’i et evZ ,

th hyd
evd = evd + evd

En normalisant ces contributions par la valeur absolue de I’énergie de dissipation thermique
le;4], le bilan énergétique devient donc au point neutre de stabilité o0 =0 :

Eth + Evd =1

€vd

_ Cth _
avec E;, = Tecd] etE,; = el
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Re Ra, Eiu E,q Eip+Eypa
0 1707.76 1 0 1
10 1699.52 0.969373  0.0305835 0.999957
15 1665.84 0.859424 0.140368  0.999792
20 1573.55 0.645143 0.354326  0.999469
25 1371.81 0.392686 0.606416  0.999102
30 983.836 0.184319 0.814502  0.998821

36.64 0 0 1 1
40 -779.414 -0.0673803  1.06593  -0.998551

TaBLEAU 2.6 — Tableau des résultats de ’analyse énergétique basée sur I’équation de la chaleur,

pour une configuration de RBP avec Pr = 450 et Ge = 107%.

Re Ra, Eyp, E,q Ey+Ey;

0 1707.76 1 0 1

5 1703.02 0.983688 0.0162263 0.999914

10 1634.02  0.78474 0.215429 1.00017

15 1322.42 0.374255 0.626198 1.00045

18 884.75 0.170436  0.830104 1.00054
21.48 0 0 1 1

25 -1431.1  -0.143109 1.14367 1.00056

TaBLEAU 2.7 — Tableau des résultats de I’analyse énergétique basée sur I’équation de la chaleur,
pour une configuration de RBC avec Pr = 450 et Ge = 1074

Le tracé de ces énergies est visible sur les figures[2.14] pour le cas de RBP et[2.15|pour RBC. On
peut voir que lorsque A augmente, la contribution des forces de flottabilité due au gradient de
température imposé décroit régulierement. Cela s’accompagne d’une augmentation réguliere
de la contribution de la dissipation visqueuse aux forces de flottabilité. La transition d’une
instabilité d’origine majoritairement thermique (due au gradient de température imposé) vers
une instabilité majoritairement hydrodynamique (due a la dissipation visqueuse qui produit
une énergie interne déstabilisante) se fait lorsque les courbes de E;; et E,; se croisent. On
notera AT la valeur du paramétre A pour laquelle cette transition a lieu. Nous voyons que cette
transition a lieu en AT = 10425.30 pour RBP et AT = 3682.15 pour RBC. Les tableauxet
présentent les valeurs numériques des énergies normalisées pour les configurations de RBP et
RBC respectivement, ce qui permet de constater que la somme de Ey, et E,; est pratiquement
égale a 1 comme le prévoit la théorie.

Cette analyse du bilan énergétique nous permet de conclure que la transition progressive entre
les deux régimes instables observée dans ’analyse de stabilité linéaire est le fait de la compétition
entre deux mécanismes d’instabilité. Les effets des forces de flottabilité dues au gradient de
température extérieur sont dominants pour A < AT, sinon I’énergie transmise a I’écoulement
perturbé par la dissipation visqueuse interne au fluide prévaut.

© 2019 Tous droits réservés.
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FiGURE 2.14 — Energies d’origine thermique Ej;, (ligne bleu continue) et due a la dissipation
visqueuse E,; (ligne rouge pointillée) en fonction du parametre A pour une configuration de
RBP avec Pr = 450.
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FIGURE 2.15 — Energies d’origine thermique E;;, (ligne bleu continue) et due a la dissipation
visqueuse E,; (ligne rouge pointillée) en fonction du parametre A pour une configuration de
RBC avec Pr = 450.
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2.3.5 Instabilités d’origine thermique et hydrodynamique : Comparaison

On a mis en évidence le role déstabilisant de la dissipation visqueuse sur la configuration de
Rayleigh-Bénard avec écoulement parallele, cette déstabilisation pouvant méme se produire
en l'absence de gradient déstabilisant de température imposé aux parois : la déstabilisation est
alors entiérement du fait de la dissipation visqueuse induite par la présence de ’écoulement.
L’instabilité peut alors étre qualifiée d’hydrodynamique (elle apparait par la seule présence de
I’écoulement) d’origine thermique (le mécanisme physique de déstabilisation est la présence
d’une source de chaleur interne due a la dissipation visqueuse). Les seuls parameétres déstabili-
sants sont alors A = Pe? Ge = Pr? Re? Ge et le nombre de Prandtl Pr. A et Pr étant fixés il suffit de
fixer Ge afin d’en déduire la valeur de Re correspondant au seuil de I'instabilité, que l'on notera
Re.. On remarquera qu’il n’est possible de donner une valeur a Re que si Pr a une valeur finie.

On se placera donc dans une configuration d’écoulement de Poiseuille ou de Couette sans
gradient de température imposé entre les parois qui sont maintenues a la méme température : la
seule source potentielle de déstabilisation est I’écoulement paralléle.

L’écoulement de Poiseuille admet une transition vers une instabilité purement hydrodynamique,
étudiée notamment par Orszag [57] qui a résolu numériquement le probleme aux valeurs propres
d’Orr-Sommerfeld pour un écoulement de Poiseuille isotherme. Dans ce cas le théoréme de
Squire nous assure que le mode le plus instable est bidimensionnel, c’est-a-dire sous forme
d’ondes transversales. Avec I'adimensionnement utilisé ici le nombre de Reynolds critique et le
nombre d’onde critique associé sont donnés par :

RelS =11544.44 et kIS =2.04112

De plus, l'effet d’un gradient de température vertical imposé sur l'instabilité de Tollmien-
Schlichting est négligeable pour tout Ra < Ra, [19],[64].

On étudie donc l'influence du nombre de Prandtl Pr sur ’apparition de l'instabilité, le nombre de
Gebhart Ge étant ici fixé a une valeur Ge = 107° raisonnable pour des conditions expérimentales
de laboratoire. Pour chaque nombre de Prandtl choisit, on augmente I'intensité de I’écoulement
a travers le nombre de Reynolds Re jusqu’a ce que I'instabilité convective survienne. Pour le cas
de I’écoulement de Poiseuille on compare ensuite le nombre de Reynolds critique Re, avec le
nombre de Reynolds Rel® correspondant & I’instabilité hydrodynamique classique de Tollmien-
Schlichting. Cette instabilité étant spécifique a I’écoulement de Poiseuille on ne la comparera
qu’au cas de Poiseuille. L’écoulement de Couette isotherme est quand a lui linéairement stable
[67].

La figure montre le nombre de Reynolds critique Re, a partir duquel se développe !'in-
stabilité convective en I'absence de gradient imposé de température, pour différents nombre
de Prandtl et un nombre de Gebhart Ge = 107 qui correspond a une valeur typique de celles
susceptibles de se présenter en conditions expérimentales. On constate d’apres la figure
que Re, est toujours largement inférieur a la valeur Re! pourvu que le nombre de Prandtl soit
au moins de l'ordre de 102. En d’autres termes, cette instabilité convective d’origine purement
hydrodynamique se développera bien avant 'instabilité hydrodynamique sous formes d’ondes
de Tollmien-Schlichting pourvu que le nombre de Prandtl soit assez grand (de I'ordre de 102).

Il est a noter que dans les cas pratiques l'instabilité hydrodynamique se manifeste le plus
souvent pour des nombres de Reynolds inférieurs au seuil théorique de Tollmien-Schlichting,
par exemple Nishioka et al. [52] ont confirmé expérimentalement le nombre de Reynolds critique
de Re. = 5772 (le nombre de Reynolds étant calculé en prenant pour référence la distance de
la paroi au milieu de la conduite) pour de faibles perturbations. En revanche dans le cas de
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Ficure 2.16 — Comparaison des seuils de l'instabilité hydrodynamique due a la dissipation
visqueuse avec I'instabilité hydrodynamique classique de Tollmien-Schlichting, pour Ge = 107°
et Pr =10,100,450,1000 (écoulement de Poiseuille).

Ficure 2.17 — Seuils de l'instabilité hydrodynamique due a la dissipation visqueuse, pour
Ge=107%et Pr =10,100,450,1000 (écoulement de Couette).
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grandes perturbations Nishioka et Asai [51]] on déterminé expérimentalement un nombre de
Reynolds critique de 'ordre de 1000. Ces observations confirment les travaux de Orszag et Patera
[56]] qui ont déterminé par la simulation numérique l’existence d’une instabilité sous-critique
pour Re > 1000 dans le cas de I’écoulement de Poiseuille plan. Quand a I’écoulement de Couette
plan, Romanov a déterminé qu’il est linéairement stable pour tout nombre de Reynolds [[67]],
néanmoins les simulations numériques (Dauchot et Daviaud [15])) et 'expérience (Tillmark et
Alfredsson [78]) montrent que la turbulence peut s’établir pour un nombre de Reynolds entre
300 et 400.

D’un point de vue expérimental, de nombreux types de structures ont été observés dans la
littérature pour ’écoulement de RBP, tels que des rouleaux longitudinaux stationnaires, des
rouleaux transversaux se déplacant vers I'amont, des combinaisons de rouleaux longitudinaux
et transversaux et des cellules irrégulieres. A notre connaissance toutes ces structures ont été
observées en régime supercritique, i.e. pour Ra > Ra,. Cela signifie que l'effet déstabilisant de la
dissipation visqueuse prédit par I’analyse de stabilité linéaire en régime sous-critique, ne peut se
manifester dans les expériences de laboratoires décrites jusqu’a présent dans la littérature. Afin
de comprendre la raison derriére ’'absence d’effet de la dissipation visqueuse dans les expériences
de laboratoire existantes, il est important d’avoir une estimation des parameétres Ge et A. Pour un
panel d’expériences représentatives ([44] ,[38]], [18]], [59]], [24] et [42]) effectuées avec différents
fluides, différentes hauteurs de conduite h et différentes valeurs maximum ReM% du nombre
de Reynolds, les valeurs trouvées pour Ge et A sont montrées dans le tableau[2.8] Pour estimer
les valeurs de Ge et A, on a utilisé comme valeurs du coefficient d’expansion thermique du
fluide B(°K~!) et de la chaleur spécifique du fluide C, (°K~' Jkg™!), respectivement (f = 1.8 1074,
C, = 4181.8) pour l'eau, (f =7 107%, C, = 1880) pour ’huile et ( = 1/300, C, = 1005.7) pour
l'air. Le tableaumontre que les valeurs évaluées pour A sont telles que A << AT, de sorte
que les effets de la dissipation visqueuse sont tout a fait négligeables pour ces expériences ou le
systeme se comporte comme dans le cas de la convection de Rayleigh-Bénard. En outre on peut
constater que les expériences (38|, [24])) effectuées avec de I’huile (Pr = 450) ont été menées
avec de tres faibles valeurs du nombre de Reynolds. Ce choix a été motivé par le désir d’étudier
expérimentalement les rouleaux transversaux susceptibles de se développer pour de faibles
valeurs de Re dans la configuration de RBP. Il est en effet notoire que le confinement latéral de la
conduite stabilise les rouleaux longitudinaux qui apparaissent alors pour des valeurs modérées a
grandes de Re, tandis que les rouleaux transversaux sont le mode préférentiel de convection pour
les faibles Re. Dans ces deux expériences, il faut des plus grands Re pour obtenir des rouleaux
longitudinaux. De plus et comme déja mentionné, pour détecter des effets significatifs de la
dissipation visqueuse les expériences doivent se dérouler pour un ensemble de parametres tels
que la dissipation visqueuse soit dominante, c’est-a-dire quand A est plus grand que AT. Si les
conditions expérimentales avec une méme température imposée aux deux parois horizontales
permettent d’obtenir A = A?, alors I'instabilité convective induite par la dissipation visqueuse
précédera I'instabilité hydrodynamique classique dans le cas spécifique Ra, = 0. Les nombres de
Reynolds Re” et Re? associés a AT et A” respectivement peuvent étre déterminés a partir des
expressions A = Pe’Ge et Pe = PrRe :

1 [AT 1 [AO
ReT= L A o gtz L A 2.28
© “Pr\ Ge ¢ T Pr\ Ge ( )
Plus spécifiquement, pour Pr = 450 et Ge = 107 on trouve (Re” = 227, Re? = 366.8) dans les
écoulements de RBP et (Re” = 134.8, Re® = 214.7) dans les écoulements de RBC. On notera que la
valeur Re® = 366.8 pour les écoulements de RBP est largement inférieure au nombre de Reynolds
critique Re!S = 11544.44 au seuil de I'instabilité hydrodynamique de Tollmien-Schlichting.
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Puisque Re” et Re® sont inversement proportionnels a Pr, des valeurs encore plus faibles de ces
nombres de Reynolds particuliers peuvent étre obtenues pour des Pr plus grand que 450.

Références Pr h(mm) ReMax Ge(1079) A
(44] 0.71 (air) 10- 60 860 0.33-1.98 0.123-0.73
[38] 450 (huile) 10 0.01 0.037 0.75x 107°
(18] 0.71 (air) 11 80 0.363 0.12x 1072
[59] 0.71 (air) 20 14 0.66 0.65x 1074
[24] 6.5 (eau) - 450 (huile) 4 1.8-0.03 0.0017-0.015 0.23x1076-2.7x107°
[42] 0.71 (air) 20 300 0.66 0.03

TaBLEAU 2.8 — Estimation des parameétres Ge et A associés aux expériences [44], [38]], [18], [59],
[24] et [42].

Ces résultats expérimentaux nous amenent a considérer une configuration expérimentale qui
permettrait d’observer la déstabilisation induite par la dissipation visqueuse.

On se place dans le cas d’un écoulement de Poiseuille sans gradient de température imposé, de
sorte a ce que la dissipation visqueuse soit la seule source de déstabilisation thermique.

Dans ce cas 'instabilité convective est susceptible de se développer a partir du nombre de
Reynolds Re® donné par l’expression L'instabilité hydrodynamique d’origine thermique
due a la présence de dissipation visqueuse se produisant a des nombres de Reynolds d’autant
plus faible que de le nombre de Prandtl est grand, on choisira un fluide avec un grand nombre
de Prandtl tel que de I’huile minérale avec Pr = 450 (utilisée dans les expériences [38]], [24]). La
valeur associée de A° est A0 = 27242 et les caractéristiques du fluides sont :

B=7x10"4 (K1) C,=1880 (K 'Jkg!) «x=8.89x10"8 (m?s7!)

En remontant au grandeurs dimensionnées on en déduit la vitesse moyenne U,, nécessaire pour
que l'instabilité se manifeste en fonction de la hauteur & entre les parois du systéeme :

1 51 _
WZS'UXIO 3m(m.s )

0
U, = EK AG,
3 Bs

Le facteur 2/3 correspond au rapport entre la vitesse moyenne U,, et la vitesse maximale Uj.
En considérant une conduite de hauteur h, de largeur 10/ et de longueur suffisante pour que
I’écoulement de Poiseuille soit pleinement établi, on trouve le débit volumique correspondant :

Q, =10h*U,, =5.12x 1072k (m3.s71)

En considérant des pompes a huiles existantes d’un débit Q¥ = 30 m3.h~! =8.3.1073 m3.s7!, on
obtient une hauteur maximale h"™%* = 26.3 mm ce qui nous donne une vitesse moyenne minimale
U/mn = 1.2m.s~! nécessaire pour observer I'instabilité.

En considérant une hauteur & = 15mm on obtient U,, = 2.79m.s~! qui est une valeur tout a fait
raisonnable expérimentalement. On en conclue qu’il est possible d’observer expérimentalement
I'instabilité due a la dissipation visqueuse.
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2.4 Conclusion

— Pour les rouleaux transversaux et les rouleaux obliques l’effet stabilisant de I’écoulement

paralléele prédomine, la dissipation visqueuse n’a alors pas d’effet appréciable. Le mode le
plus instable sélectionné est alors celui des rouleaux longitudinaux stationnaires.

— Létude des valeurs des parametres adimensionnés a permis de formuler I’hypothese

© 2019 Tous droits réservés.

simplificatrice d’un nombre de Prandtl infini, qui permet de simplifier le probléme de
trois a deux variables comme dans le probléme classique de Rayleigh-Bénard. Dans ce cas
I'intensité de la dissipation visqueuse est pilotée a travers le seul parametre déstabilisant
A = Pe®Ge. Cette approximation a été validée numériquement par la comparaison avec le
cas sans approximation.

Pour de faibles valeurs de la dissipation visqueuse le comportement instable est compa-
rable a celui du probléme de Rayleigh-Bénard. Au dela d’une certaine valeur la dissipation
visqueuse a un effet fortement déstabilisant sur les rouleaux longitudinaux, associé a
une augmentation du nombre d’onde critique. L'instabilité peut alors se produire méme
en I'absence de gradient de température imposé, voire en présence d’un gradient de
température stabilisant.

En l'absence de gradient de température imposé ’écoulement est la seule source de
déstabilisation, qui peut alors se produire soit par l'instabilité hydrodynamique classique
de Tollmien-Schlichting soit par déstabilisation thermique due a la production de chaleur
interne induite par la dissipation visqueuse. Dans ce cas la et tant que le nombre de Prandtl
est au moins de 'ordre de 10? I'instabilité due a la dissipation visqueuse se produit pour
des nombres de Reynolds bien plus faibles que pour l'instabilité de Tollmien-Schlichting.

L’étude des lignes de courant, isothermes et I’analyse énergétique nous renseignent sur
les mécanismes physiques mis en ceuvre lors de la déstabilisation. Une stratification
du champ de température apparait pour des valeurs assez grandes de la dissipation
visqueuse. L'analyse énergétique met en évidence la transition d’une instabilité dominée
par le gradient de température imposé a une instabilité dominée par la dissipation
visqueuse.
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Chapitre

Stabilité faiblement non linéaire des
écoulements de RBP et RBC d’un
fluide Newtonien

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la stabilité linéaire d’un fluide Newtonien en
configuration de RBP ou RBC face a des perturbations d’ordre €. Cette analyse de stabilité
linéaire nous a permis de déterminer le seuil de la stabilité marginale face & une perturbation
infinitésimale. En revanche lorsque 1'on s’éloigne du seuil ’amplification des perturbations
rend nécessaire la prise en compte des non linéarités. Ces effets non linéaires peuvent avoir
une influence non négligeable sur la stabilité du probléme, et produire des comportements
particuliers lors du développement des instabilités.

Afin de déterminer la nature et ’évolution de ’instabilité nous avons recours a une analyse de
stabilité faiblement non linéaire au voisinage du seuil de I'instabilité. Le formalisme utilisé pour
décrire la dynamique non linéaire au voisinage du seuil est celle des équations d’amplitude. La
méthodologie de 'analyse faiblement non linéaire a été développée en premier lieu par Landau
[35]. Téquation générale d’amplitude dite de Ginzburg-Landau a été développée en premier lieu
dans le cadre de la supraconductivité [81]. Elle a été développée par analogie purement formelle
en mécanique des fluides par Stuart [72[],[73]] et Watson [83]] pour les écoulements paralléles
de fluides cisaillés (équation de Stuart-Landau). Dans le cas du probléeme de Rayleigh-Bénard
I’équation de Ginzburg-Landau a été établie par Newell, Whitehead [47]], et Segel [71].

Dans ce chapitre on reprend la configuration du second chapitre, on s’intéresse maintenant a
I'influence des effets faiblement non linéaires (d’ordre €?) sur la stabilité de ’écoulement, plus
particulierement sur I’évolution des flux conductifs et convectifs ainsi que sur le nombre de
Nusselt Nu qui évalue le taux de transfert de chaleur du systeme. L'analyse linéaire menée au
chapitre 2 pour la méme configuration ayant montré que les effets de la dissipation visqueuse
sont d’autant plus importants que le nombre de Prandtl est grand, on se placera dans ce chapitre
dans 'approximation d’'un nombre de Prandtl infini.

49
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3.1 Formulation mathématique du probleme non linéaire

Les équations gouvernant le probléme sont adimensionnées a I’aide des grandeurs sans dimen-
sion suivantes :
* * % 2 * 3
by Ty R (T Tpgh
h h? K 7S VK

dans lesquelles u* = (u*,v*,w*), T* et P* sont respectivement le vecteur vitesse, la température
et la pression sans dimension. « est la diffusivité thermique, p, est la masse volumique de
référence, v est la viscosité cinématique, y est la viscosité dynamique, p est le coefficient de
dilatation thermique du fluide et g est le module de I’accélération de la gravitation. Les équations
adimensionnées pour la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, et de 1’énergie
peuvent s’écrire [3] :

Vu=0 (3.1)
0
a—‘; +(wV)u=Pr(-VP+ Te, +V2u) (3.2)
oT
—; TuvT = V’T +2GeD;;D;; (3.3)

avec D;; = %(u,-’]- +uj ;) le tenseur des contraintes.

Les conditions aux limites pour la température peuvent s’écrire :
T=Raenz=0 et T=0enz=1 (3.4)
Les conditions aux limites pour le champ de vitesse pour I’écoulement de Poiseuille sont :
u=0enz=0;1 (3.5)
et pour I’écoulement de Couette :

u=-Pee,enz=0 et u=Pee,enz=1 (3.6)

Les trois paramétres sans dimension qui apparaissent dans les équations|3.1)-(3.3[sont le nombre
de Prandtl, le nombre de Péclet, et le nombre de Gebhart définis respectivement par :

Pr:z, Pe:U—dl, Ge:ﬁ;gh
K K C

ou Uj est la vitesse maximale adimensionnée du profil de I’écoulement dans la conduite pour
I’écoulement de Poiseuille, et le module de la vitesse dimensionnée des parois mobiles supé-
rieures et inférieures pour ’écoulement de couette et C est la chaleur spécifique du fluide.

Une solution de base stationnaire du systéme d’équations pour les champs de vitesse et
de température est donnée par :

uy(z) = Pef(z) ex (3.7)
Ty(z) = Ra(1 —z) + Pe’Geg(z) (3.8)
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avec les fonctions f(z) et g(z) définies par :
f(z)=4z(1-2) g(z) = g(—z +32%2 423 + 22%)
pour I’écoulement de Poiseuille, et
f(z)=2z-1 g(z)=2z(1-2)

pour ’écoulement de Couette. On notera que d’apres ’expression (3.8) la température de base
est la résultante de deux contributions : celle due au gradient de température extérieur imposé et
celle due a la dissipation visqueuse. Cette derniére disparait en l’absence d’écoulement (Pe = 0).

Afin de mener a bien I’étude de stabilité de cet écoulement de base, on lui superpose une
perturbation infinitésimale :

T =Ty(2)+6(x,9,2,1)
u=uy(z)+U(x,p,21) (3.9)
P =Py(x,2)+p(x,v,21)

La perturbation du champ de vitesse U a pour composantes cartésiennes (u,v,w). Les perturba-
tions sont développées sous forme de modes normaux :

U= Un(z)eikwaLik},ye(cr—iw)t
0 = 0,,(z)e*x*¥+kuy plo—iw)t (3.10)
p= pn(z)eikxx+ikyye(g—ia})t

ouk = ke, +k,e, est le vecteur d'onde, o est le taux de croissance temporel de la perturbation
et w est la fréquence d’oscillation.

Les équations générales linéarisées qui régissent le probléme s’écrivent donc développées en
modes normaux :

ikyu, +ikyv, +Dw, =0 (3.11)

% {~iwu, +w, Pef'(z) +ikyPef(z)u,}— (D> —k*)u, +ikyp, =0 (3.12)
% {~iwv, +ik,Pef(2)v,} - (D* —k*) vy +ik,p, =0 (3.13)

% {~iww, +ik.Pef(z)w,} - (D*-k*)w, +Dp,—6,=0 (3.14)

—iw6,+ik, Pe f(z)0,—~Raw,+GePe? ¢'(z) w,—2Ge Pe f'(z) (Du,+i ky w,)—(D*~k%)0,, = 0 (3.15)

Ces équations forment un probléme aux valeurs propres généralisé dont la résolution a été
traitée au chapitre 2. Il a été déterminé que les rouleaux longitudinaux sont le mode sélectionné
pour la convection. Dans ce cas les paramétres A = Pe?>Ge et Pr sont les seuls paramétres influant
sur la stabilité du probleme. Le but de ce travail est d’étudier la dynamique faiblement non
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linéaire au voisinage du seuil critique.

3.2 Méthodologie du probleme non linéaire
3.2.1 Equations pour les rouleaux longitudinaux d’amplitude finie

Les équations pour les rouleaux longitudinaux (i.e. a% = 0) en écoulement de Poiseuille/Couette

s’écrivent en introduisant la vitesse u = Reii :

v Jdw

100 2 J*\_ 1 ( du Ju
EEJFJF(z)w_(8_ﬁ+ﬁ)u__ﬁ(v3_y+wz) (3-17)
1ov (02 92\ P _ 1 (v v (3.18)
Prot \dy? 922 dy  Pr\ dy Yoz '
1 dw 92 92 JP 1( Jw Jw
00 , A, dil 22 9?
E_Raw-FAg(z)w_zﬂf(2)5_(8_;;24—@)9_

(3.20)

(29,20, (20, 2w L a2, A ((22), (2
Vay Yoz 1\ 9z Iy Jz Pr2\\dy Jz

On notera que les équations se simplifient grandement dans le cas spécifique des
fluides ou Pr >> 1, i.e. la diffusion thermique est prépondérante devant la diffusion visqueuse.
En particulier, les termes mettant en jeu les dérivées de i disparaissent de 1'équation [3.20] Par
conséquent les analyses de stabilité linéaire et non linéaire peuvent étre menées sans prendre en
compte 1’équation

Les résultats de I’analyse linéaire menée chapitre 2 indiquent que lorsqu’il prend des valeurs
assez grandes, le nombre de Prandtl n’a que trés peu d’influence sur la stabilité linéaire du
probléme. De plus les termes en Pr dans les termes non linéaires (second membre) sont en %
et %, avec A au moins de l'ordre de 1. Si I’'on considére Pr — oo ces termes deviennent trés
petits et peuvent donc étre négligés. On se placera donc dans le cas de I'approximation d’un
nombre de Prandtl qui tend vers l'infini.

Le champ de pression est éliminé en dérivant les équations et par rapport a z et
respectivement et en soustrayant les équations obtenues. Les équations peuvent alors s’écrire
en termes de variables réduites, en 'occurrence la fonction de courant ¢ définie par —‘37 =wet

%—f =v et la température 6.

Les équations s’écrivent alors :

-V +==0 (3.21)
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AT, dp 90 o, Jdpdo I 96 .\ (P
—Ea—yﬁ-ﬁ—v 6_8}) aZ_aZ ay+Ge D I,D—ayz +4 a})az) (322)

Les équations pour les rouleaux longitudinaux peuvent alors s’écrire suivant la notation
(L 9,+L)V =N, (3.23)
~ T
ou le vecteur V = (¢, 0) et N = (O, Ny +Ngfss) .

. 7 . 7 . / . . . 7 .
Les expressions des opérateurs linéaires £ et £ et des contributions non linéaires sont les

suivantes :
) 0 0
= (3.24)
0 1
2
2P P)
_(Byz - 9_22) ]
L= (3.25)
o D ? .9
(Ra-Ag@) 3 ~(22+25)
_ 9% 30 _ 90
Nadv= 3,0, =329y (5.26)
Ge _col(Pv_ e\, 4P\ :
Npiss = Ge[(m ~ %) T4 e

Les conditions aux limites pour les perturbations s’écrivent :

3 (3.27)

O6=0enz=0etz=1
P = R =0enz=0etz=1

On notera qu’en plus des parameétres Ra et A qui apparaissent dans 'opérateur linéaire £, la
contribution non linéaire Ngfss introduit le nombre de Gebhart Ge comme autre parametre sans
dimension.

3.2.2 Equation d’amplitude

Au dessus du seuil linéaire, nous introduisons un paramétre ¢ << 1 qui mesure la distance au
seuil critique en posant Ra = Ra, + 2R, ol R, est de l'ordre de 1. Cela nous donne pour 1’échelle
temporelle :
_ .2
ty=¢€“t (3.28)

Les dérivées temporelles sont alors remplacées par :

o 9,9
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Les équations d’évolution des variables sont obtenues en développant le vecteurV, 'opérateur
linéaire L et le vecteur des contributions non linéaires N en série de puissances en ¢ :

VZEVI + €2V2 +...
L=L,+*RyLy +... (3.30)
N=e?>N, +&3N3 +...

avec 'opérateur £,,

0 0
L= (3.31)
-9 9
9y

Les vecteurs V; dépendent aussi de la variable temporelle lente t,. En remplacant I'expres-
sion dans le systeme et en prenant les coefficients en O(¢), on obtient un systéme
d’équations.

Valeurs propres et fonctions propres pour le probléeme au premier ordre

Au premier ordre, le systéme d’équations linéaires homogénes pour V; = (1,[)1,61)T au seuil
critique est donné par : }
LV, =0. (3.32)

avec L, l'opérateur £ pour Ra = Ra,. Les solutions de I’équation sont développées sous la
forme de modes normaux,

(1,01) = A(ta) (¥ (2),0,(2) ¥ + CC (3.33)

ou CC désigne le complexe conjugué.
Les conditions aux limites pour les fonctions propres (\;(z),®1(z),) sont :

= = '1
{@1 Oenz=0; (3.34)

\I’lzD\I’I:OenZZO;l

Nous calculons les fonctions propres avec une normalisation définie de la composante verticale de

. . 1 1 - .
la vitesse, choisie de sorte que jo lwi|?dz = k? fo |W, |2 dz = 1. Par concision, Les fonctions propres
dans le cas de Couette ne sont pas montrées, vu qu’elles présentent le méme comportement
qualitatif.

Il apparait que W est imaginaire pur tandis que © est réel. La figure[3.1](b) montre que pour une
valeur assez grande de la dissipation visqueuse, le profil de température n’est plus symétrique
et présente une partie négative correspondant a la stratification stable, et une partie positive
correspondant 4 la stratification instable. Quand a la figure[3.1](a) elle rend compte de la brisure
de symétrie de I’écoulement sous l'effet de la dissipation visqueuse.
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Solutions pour le probleme au second ordre

Pour O(&?), le probléme non homogeéne V, est donné au seuil critique par :
LV, = Ny(Vy) (3.35)

Le terme N, dans le second membre de 1’équation est le terme non linéaire N évalué
en O(e?). Il comprend les modes linéaires fondamentaux déterminé en O(e) soit (;,60;) et
leurs dérivés. Les interactions non linéaires entre ces modes fondamentaux et leurs complexes
conjugués générent des harmoniques d’ordre supérieur et une modification de 1’état de base. Les
solutions de (3.35) sont alors recherchées sous la forme :

(12,02) = [A(t2)? (P(2), ©25(2),) ¢ + CC|+ JA(1)? (Wao(2), O0(2))  (3.36)

En remplacant les expressions dans les équations et en séparant les composantes
harmoniques, on obtient un systéme d’équations pour (\W;,(z), ©,,(z)) et un systeme d’équations
pour (W5((z), ©5¢(z)). Les conditions aux limites pour (W;,(z), ©,,(2)) et (Wr((2), ©5¢(2)) sont les

méme que pour V; m

Les corrections non linéaires sont déterminées par des non linéarités dominantes différentes dé-
finies par ’équation Leffet non linéaire dominant réside dans ’advection de la température
(i.e. le terme non linéaire Ny ,) et dans une partie de la dissipation visqueuse (i.e. le terme non
linéaire Ngfss).

Les profils de W, (z), ©,,(z) et ©,(z) sont montrés sur la figure[3.2]pour A =0, A =10000 et A =
20000 (W;((z) est nul pour tout z). ©,y(z) correspond a la partie sans terme exponentiel et ©@,;(z)
a la partie avec termes exponentiels. Les figures (a), (b) et (c) montrent que I'augmentation
du parameétre A augmente fortement ces effets non linéaires, qui se traduisent notamment par
une correction positive ©,4(z) de la température de base a la paroi supérieure et dont le gradient
augmente avec le parametre A.

Condition de solvabilité au troisiéme ordre

En O(e3), le probléme non homogéne suivant est obtenu pour Vi :
[’C V3 = —(ﬁ/atz +R2 [,2)‘71 +N3(V1,V2), (337)

Le terme non linéaire N; est I’expression non linéaire N évaluée en O(e3).

Aprés avoir remplacé V; et V, dans l’équation il n’y a pas besoin de completement résoudre

cette équation. Au lieu de cela, on projette toute I’équation sur V7', dans laquelle V1 est la

solution de I’adjoint du probléme linéaire. On obtient alors une condition de solvabilité, connue

en tant qu’alternative de Fredholm. Nous appliquons la condition de solvabilité en O(e?) :
(~(L' 9y, + RyLy)Vy + N3, VHy = 0 (3.38)

avec le produit scalaire associé,

o 1 Zn/kc 1 5 _
(Vi,v]) = T/kcjo L Vi Vidzdy, (3.39)

ol \7]-* est le complexe conjugué de V]
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FIGURE 3.2 - Variations verticales de la premiere correction non linéaire sur le mode linéaire au

seuil critique pour un écoulement de Poiseuille avec A =0 (1), A =10000 (2), A =20000 (3).
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En réintroduisant les variables originelles t = t,/¢%, R, = (Ra — Ra.)/e? et A = € A, on obtient
I’équation de Landau cubique pour la perturbation de I’amplitude A(t) :

T ‘Z)—‘? = u(Ra— Ra.)A — LAJAJ%, (3.40)

dans laquelle
r=(L oV, VY A=—(N3, VY u=(L,V, V) (3.41)

L’équation d’amplitude prédit une instabilité supercritique si le rapport du parameétre de
bifurcation y et du coefficient de Landau A est positif, avec une solution d’équilibre non linéaire
stationnaire :

A2 = %(Ra ~ Ra,) (3.42)

3.3 Résultats de I’analyse de stabilité faiblement non linéaire

3.3.1 Influence des termes non linéaires en Ge

Dans un premier temps on ne se place pas dans I’hypothese d’un petit nombre de Gebhart : il faut
donc prendre en compte les termes non linéaires en Ge. Ces termes non linéaires apparaissent
dans la partie Ngfss du vecteur des termes non linéaires N 1}

Dans ce cas Ge influe sur la valeur du coefficient non linéaire A tandis que les coefficients y et T
sont indépendants de Ge. L'analyse des termes de I’équation d’amplitude permet d’écrire A
sont la forme d’une équation du second degré en Ge :

A(Ge) = A0 + A1 Ge + A2 Ge? (3.43)

En résolvant I’équation A(Ge) = 0 on trouve la valeur de Ge a partir de laquelle le coefficient
A change de signe c’est a dire le point ou 'on passe d’une bifurcation supercritique a une
bifurcation sous-critique.

Cas de la convection naturelle

On consideére ici le cas de la convection naturelle : il n'y a pas d’écoulement paralléle imposé.
On cherche ainsi a déterminer les effets non linéaires du nombre de Gebhart sur la stabilité
du probléme, le nombre de Gebhart n’apparaissant pas dans le cadre de I’analyse linéaire. Le
seuil linéaire de I'instabilité ne dépend donc pas de Ge mais les non linéarités peuvent induire
une bifurcation sous-critique qui abaisse le seuil effectif de la convection. Dans ce cas le seul
parameétre influent du probléme est le nombre de Gebhart Ge, qui n’a d’effet que sur les non
linéarités.

Il apparait que seul le coefficient A de I’équation d’amplitude dépend de Ge, les autres
parametres 7 et yu sont constants. Comme expliqué précédemment, A peut alors s’écrire sous le
forme d’une fonction du second degré en Ge. En posant cette fonction égale a 0 et en résolvant
I’équation en Ge on peut trouver le nombre de Gebhart critique Ge, qui correspond au change-
ment de signe de A. Les résultats numériques donnent une valeur Ge, = 10.7083 et donc bien au
dela des valeurs expérimentalement raisonnables. La bifurcation est donc supercritique dans le
cas de la convection naturelle.
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Cas de la convection mixte

On se place maintenant dans le cas du probleme de RBP/RBC. Ici les parameétres influents sont
Ra, A = Pe2Ge et Ge, ce dernier n’influant que sur les termes non linéaires. Il est important
de noter que Ge n’intervenant explicitement que dans les termes non linéaires, on pourra étre
amené a considérer le cas Ge = 0 sans pour autant que le parameétre A = Pe?Ge soit nul.

On étudie 'influence de Ge sur le coefficient A et plus particuliérement sur le rapport % dont le
signe indique la nature de I'instabilité (supercritique si positif, sous-critique si négatif). En outre
ce rapport influe directement sur 'amplitude stationnaire[3.42] La figure[3.3|montre que Ge a
trés peu d’influence sur la valeur du rapport % qui est toujours positif pour des valeurs réalistes
de Ge, qui est dans des conditions expérimentales de laboratoire au plus de I'ordre de 107 [21]]
et peut étre de l'ordre de 1 dans des problémes de géophysique. Etant donné que I'on considére
des Ge petits on peut donc considérer que les termes non linéaires en Ge ont une influence
négligeable sur le probléme faiblement non linéaire. Par la suite on prendra donc Ge = 0.

0010 0010 1

0008} B = L L ——=—=——————
H r 4w L o — —
H 0006 N H 0006
py i A r A

0004 1 0004 1

0002 1 0002 1

0.000 L L L L L 0.000 L L L L L

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
Ge Ge
(a) Poiseuille (b) Couette

FiGure 3.3 - % en fonction de Ge pour A =0,5000,10000,15000,20000 pour des écoulement de
RBP et RBC avec Pr — 0.

3.3.2 Coefficients non linéaires et amplitude pour Ge = 0 dans les termes
non linéaires

On étudie l'influence de la dissipation visqueuse sur les coefficients de ’équation de Landau,
notamment le signe du rapport % qui détermine la nature de I'instabilité : si la rapport est positif
I'instabilité est supercritique et les non linéarités saturent I’instabilité , sinon 'instabilité est
sous-critique et dans ce cas les non linéarités on pour effet de faire diminuer le seuil critique.
La figure 3.4 montre que ce rapport est positif pour toutes les valeurs de A (la bifurcation est
donc de nature surcritique) et ne présente pas de variations importante en fonction de A. On
notera que nous n‘avons pas calculé de valeurs a proximité de la valeur de A correspondant
a l'instabilité hydrodynamique (soit Ra, = 0), en effet nous avons mené I’analyse non linéaire
en prenant Ra = Ra, + €2R, ce qui n’est pertinent que pour Ra, suffisamment grand. Pour une
étude du comportement non linéaire au voisinage de I'instabilité hydrodynamique il faudrait
choisir A comme paramétre critique. Les tableaux[3.1]et[3.2montrent I'influence du paramétre
A sur les coefficients 7, et A : on constate une décroissance générale de ces coefficients quand A
augmente.
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A Ra, 7 A T w/A

0 1707.76  22.5678 2703.12 1963.66 0.00834881
5000 1657.50 22.1416 2618.39 1925.06 0.00845618
7000 1608.58 21.7390 2546.55 1879.54 0.00855520
10000 1502.47 20.9127 2422.04 1822.10 0.00863434
15000 1231.13 19.0739 2242.50 1690.65 0.00850563
20000 829.50 17.0099 2170.09 1573.39 0.00783831
24000 407.97 15.4400 2189.65 1505.43 0.00783832

TasLeau 3.1 — Tableau des coefficients p, A, 7, % en fonction du parameétre A pour un écoulement
de RBP avec Pr — co.

A Ra, U A T WA

0 1707.76 ~ 5015.07 600701 435875 0.00834869
1000 1689.91 4981.34 595023 432708 0.00837167
3000 1544.36 4721.4 561411 409745 0.00840987
4000 1413.37 4511.5 546107 393050 0.0082612
5000 1240.84 4269.19 539477 375709 0.00791356
7000 766.11 3768.51 556875 346432 0.00676724
9000 121.945 3340.77 599043 328370 0.00557685

TasLeAU 3.2 — Tableau des coefficients y, A, 7, % en fonction du parameétre A pour un écoulement
de RBC avec Pr — co.

On trace I’évolution de I'amplitude stationnaire |A;| en fonction de % pour différentes

valeurs de A. Cela permet d’évaluer I'influence de la dissipation visqueuse sur l'amplitude de la
convection en fonction de la distance relative au seuil de la convection. Les résultats montrés
figure[3.5|indiquent que la dissipation visqueuse na une influence appréciable sur le module de
I'amplitude stationnaire que pour des valeurs relativement élevées du parametre A ; influence
qui se traduit par une baisse de 'amplitude pour des valeurs de A élevées.

3.3.3 Transfert de chaleur

Dans cette partie on étudie le taux de transfert de chaleur au niveau de la paroi supérieure. Ici la
chaleur peut se transmettre de deux maniéres : par conduction dans tous les cas et par convection
lorsque Ra > Ra,. L'état de conduction est associé a un flux de chaleur non uniforme J.,,,4 = —%
traversant verticalement la couche fluide. En présence d’un champ de vitesse convectif, le flux
vertical total est ] = J5,,4(2) + Jconv (¥, 2) dans lequel ], est le flux convectif qui est indépendant
de x pour les rouleaux longitudinaux dont ’axe est suivant la direction x. Le flux convectif
s’écrit :

oy do
]conv(y’z) —_a_y(Tb"'Q)_E' (3-44)
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Ficure 3.4 — Rapport % en fonction de A pour des écoulement de RBP et RBC avec Pr — oo.
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FiGure 3.6 — Flux conductif J,,4 pour z entre 0 et 1 en Ra = Ra, pour A =0,10000,20000 (a);
Flux convectif moyen (J,,,,,) pour z entre 0 et 1, Ra = 1.1Ra, pour A = 0,10000,20000 (b) et pour
un écoulement de Poiseuille.

La contribution —%(Tb + 0) au flux convectif J,,,, décrit le transport convectif de la chaleur par

le champ de vitesse. Le terme —‘fi—g est le flux diffusif de la chaleur, généré par le gradient des
déviations convectives du champ de température conductif. Nous définissons le flux convectif
latéral moyen par :

1 21t/k,
UJeom)(2) = T/kCJ; Jeonv(¥,2)dy (3.45)

Flux en fonction de z

En l’absence de dissipation visqueuse le flux convectif est constant suivant z de méme que le
flux conductif (le profil de température de I’état de base conductif étant alors linéaire). On
s’intéresse a l'effet de la dissipation visqueuse sur les flux conductifs et convectifs entre les parois

pour différentes valeurs de A. Le flux conductif est par définition donné par [ y,q = —% =
Ra- %(z -1/2)° pour I’écoulement de Poiseuille et par ],y = Ra—2A(1-2z) pour I'écoulement

de Couette.

La figure a) présente la variation du flux conductif au seuil de la convection pour A =
0,10000,20000 dans la configuration de RBP. La présence de dissipation visqueuse provoque
une forte augmentation du flux conductif a proximité des parois ou il prend sa valeur maximum.

La figure [3.6{b) montre que pour un nombre de Rayleigh assez proche du seuil, la variation
du flux convectif en fonction de A est peu importante, et présente un maximum dans la partie
supérieure de la conduite. Notamment a la paroi supérieure soit en z =1, A a une influence
négligeable sur la valeur du flux convectif. On peut remarquer que si pour A = 10000 la
valeur du flux convectif est supérieur a celle pour A = 0 en revanche pour A = 20000 elle est
inférieure. Cette évolution du flux convectif en fonction de A peut s’expliquer grace a I’évolution
de l'amplitude stationnaire : en effet pour une valeur fixée de la distance au seuil Ra — Ra,
I’évolution de I'amplitude stationnaire en fonction de A dépend uniquement de celle du rapport
.La ﬁguremontre que ce rapport varie tres peu jusqu’a A = 15000 puis décroit. La baisse

4
A
de 'amplitude qui en résulte se répercute sur la valeur du flux convectif.
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Fluxenz=1

Sauf mention contraire on calculera les flux a la paroi supérieure c’est-a-dire en z = 1.

Les figures et montrent respectivement le flux conductif en fonction de Ra et le flux
convectif en fonction de la distance relative au seuil de la convection Mlg—iac pour différentes
valeurs du parametre A. On observe que le flux conductif J,,,; augmente fortement sous l’effet
de la dissipation visqueuse a travers la parametre A, tandis que le flux convectif ], dépend tres
faiblement de A. De plus ces figures mettent en évidence l'influence du nombre de Rayleigh Ra
qui occasionne une baisse progressive de J,,,4 tandis qu’il provoque une augmentation linéaire
de Jeony-

La vitesse w étant nulle en z = 1 d’apreés les conditions aux limites imposées le flux convectif
s’écrit a la paroi supérieure :

2n
_ 27 ke 892
Jeonv)(2) = _k_cJ:) Ed}) (3.46)

De plus en introduisant l’expression de I'amplitude dans celle de la correction non linéaire
de la température 6, on obtient pour le flux convectif :

do©
Uconv? = _720|z:1§(Ra_Rac) (3.47)
En définissant la pente S :
de
S= —Wmlzﬂ%Rac (3.48)

on a finalement I’expression du flux convectif moyen en fonction de la distance relative au seuil
de la convection :

(3.49)

q >:S(Ra—Rac)

Ra,

L’expression indique que le flux convectif (J.,,,) en z =1 est une fonction linéaire de la
distance relative au seuil, ce qui avait déja été constaté figure 3.8

La figure[3.9 montre que la pente S ne dépend que trés peu du paramétre A. On peut donc en
déduire d’apres l'expression du flux convectif que celui-ci dépend principalement de la
distance relative au seuil de la convection, en fonction duquel on peut donc tracer I’évolution du
flux convectif.

3.3.4 Flux total et nombre de Nusselt

Le flux total de chaleur transmis a travers la paroi supérieure s’écrit comme la somme du flux
conductif et du flux convectif. Nous avons vu que le flux conductif dépend fortement de A tandis
que le flux convectif a une faible dépendance en A. La dépendance du flux total en A est donc
majoritairement due au flux conductif.

Afin de déterminer I'influence de la dissipation visqueuse sur le transfert de chaleur a la paroi
supérieure, on introduit le nombre de Nusselt qui quantifie les contributions relatives de transfert
de chaleur par conduction et par convection du systeme. Il peut étre calculé en tout z entre 0 et
1, le taux de transfert qui nous intéresse étant celui a la paroi supérieure c’est en z=1 que l'on
calculera le nombre de Nusselt.
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Figure 3.7 — Flux conductif J.,,s en fonction de Ra pour A = 0,5000,10000,150000,20000
(Poiseuille) et A = 0,4000,7000 (Couette).
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Ficure 3.8 - Flux convectif J.,, en fonction de (Ra — Rac)/Rac pour A =

0,5000,10000,150000,20000 (Poiseuille) et A = 0,4000,7000 (Couette), calculé a partir
de I'expression La pente des courbes est ici S.
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FiGure 3.9 — Pente S du flux convectif moyen (J.,,, ) en fonction de A pour des écoulements de
RBP et RBC.
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Le nombre de Nusselt peut se définir de plusieurs maniéres suivant le probléme et le phénomeéne
physique que l'on veut mettre en évidence. Dans notre cas c’est I'effet de la dissipation visqueuse
et du parameétre A a proximité du seuil de la convection que I'on veut étudier. On choisit donc
de normaliser le flux total par le flux conductif, le nombre de Nusselt Nu est alors défini comme

suis :
_ ]cond + <]conv>(z)

Nu
]cond

(3.50)

Cette formulation permet en normalisant par le flux conductif de mettre en évidence la contri-
bution du flux convectif sur le flux de chaleur total. On remarquera que tant que (J.o,,) > 0,
c’est-a-dire tant qu’il y a de la convection le nombre de Nusselt est supérieur a 1. En ’absence de
convection Nu = 1.

Le nombre de Nusselt s’écritenz=1:

Jeomw)z=1)

NU(Z: 1): b ]cond(zz 1)

(3.51)

Qui peut s’écrire de la maniére suivante en remplacant J.,,,4 et {Joo,,») par leur expressions :

1 de
Nu=1- |A,]? 20 l,=1 pour Poiseuille (3.52)
1+54 dz
3Ra
1 de
Nu=1- |A? 20 l=1 pour Couette (3.53)
1+28 dz

En introduisant la pente S du flux convectif moyen (J,,,), le nombre de Nusselt peut donc
s’écrire en fonction de la distance relative au seuil critique Ra, de la convection :

1 Ra-R
Nu=1+ Ao ( aR uc) pour Poiseuille (3.54)
1+ 3Ra ac
1 Ra-R
Nu=1+— ( aR ac) pour Couette (3.55)
1+ Ra ac

Comme on Ia constaté sur la figure[3.9} la pente S ne dépend pratiquement pas du parameétre A.
La dépendance du nombre de Nusselt en A s’exprime donc uniquement a travers la contribution
du flux conductif qui comprend explicitement A et aussi la valeur du seuil critique Ra, qui
dépend implicitement de A. Le nombre de Nusselt Nu est donc fonction de A et de la distance
relative au seuil Ra];—a]jac

La figure montre l'augmentation du nombre de Nusselt Nu lorsque la distance relative

.1 R . /
au seuil =~¢ et donc le flux convectif augmente. Le nombre de Nusselt présente pour une
4

méme valeur de % une baisse importante lorsque le parameétre A augmente : la dissipation
c

visqueuse diminue fortement le taux de transfert de chaleur par convection.

On fixe maintenant la valeur de R“R_—;zaf a 1 de sorte que Ra = 2Ra,. En effet le nombre de Rayleigh
auquel on calcule le nombre de Nusselt doit au plus étre égal a 3 fois la valeur critique Ra, du
nombre de Rayleigh pour que 'on reste dans le cadre de I’analyse de stabilité faiblement non
linéaire, qui n’est valable qu’a proximité du seuil Ra. de la convection. De plus afin que Ra — Ra,
soit toujours positive de sorte que Ra > Ra, (on augmente le paramétre déstabilisant Ra, au dela
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Ficure 3.10 — Nombre de Nusselt Nu en z = 1 en fonction de =% pour A =

0,1000,5000,10000,20000 (Poiseuille) et A = 0,4000,7000 (Couette)

Nu Nu
240 240
22f 22f
20} 20}
18F 18}
16} o 16
r L]
14f 14
C L]
12f N 12} .
[ ° °
[ L ° o
10 1 1 [ ] e | A 10 1 1 1 1 s A
5000 10000 15000 20000 25000 2000 4000 6000 8000 10000

(a) Poiseuille (b) Couette

Ficure 3.11 - Nombre de Nusselt Nu en z =1 en fonction de A pour % =1.

de la valeur critique), on se limitera aux valeurs de A ou Rac > 0. La figure met a nouveau

en évidence la forte baisse du nombre de Nusselt lorsque 'on augmente la dissipation visqueuse :

pour des valeurs assez grandes de A le nombre de Nusselt n'augmente presque pas par rapport a
sa valeur au seuil.

3.3.5 Lignes de courant et isothermes

Afin de représenter concrétement l’effet de la dissipation visqueuse sur 1’écoulement, on trace
les lignes de courant et les isothermes. Ceux-ci se décomposent en partie linéaire plus partie non
linéaire, c’est cette derniere qui va particuliérement nous intéresser. Par concision on présente
les isolignes pour ’écoulement de Poiseuille seulement, le cas de Couette étant qualitativement
semblable. Les isolignes sont présentées pour deux cas représentatifs : absence de dissipation
visqueuse (A = 0) et forte dissipation visqueuse (A = 20000). Les isolignes sont calculées en
Ra=1.1Ra,.

La contribution linéaire montrée sur les figures est comme attendu la méme que celle
obtenue a partir de I'analyse linéaire (chapitre 2). Les isolignes sont symétriques en ’absence
de dissipation visqueuse tandis qu’en présence de dissipation une stratification verticale des
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(a) Lignes de courant

I
0.0 0.5 1.0 1.5 20

(b) Isothermes

FiGure 3.12 - Partie linéaire des lignes de courant et isothermes pour A =0

I
0.0 0.5 1.0 L5

(a) Lignes de courant

Figure 3.13 — Partie non linéaire des lignes de courant et isothermes pour A =0

0.0 05 1.0 L5 20

(b) Isothermes
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L
0.0 0.5 L0 15 20 00 05 10 15 20

(a) Lignes de courant (b) Isothermes

FiGure 3.14 — Total des parties linéaire et non linéaire des lignes de courant et isothermes pour
A=0

(a) Lignes de courant (b) Isothermes

FiGure 3.15 - Partie linéaire des lignes de courant et isothermes pour A = 20000
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0.0 05 1.0 L5

(a) Lignes de courant

FiGUre 3.16 — Partie non linéaire des lignes de courant et isothermes pour A = 20000

(b) Isothermes

(a) Lignes de courant

(b) Isothermes

Ficure 3.17 — Total des parties linéaire et non linéaire des lignes de courant et isothermes pour

A =20000
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isothermes apparait en raison du profil de la température de base qui présente un extremum
entre z = 0 et z = 1. La figure montre qu'en 'absence de dissipation visqueuse les non
linéarités n‘ont pas d’influence notable, la somme des contributions linéaires et non linéaires
figure étant sensiblement identique a la partie linéaire. Les non linéarités se présentent
alors sous forme de structures symétriques par rapport au milieu de la conduite. On remarque
que la contribution non linéaire aux isothermes est positive dans la partie supérieure ce qui est
cohérent avec les profils de ©, et @,, montrés sur la figure[3.2] Cela se traduit sur le total par un
léger décalage des isothermes vers le haut. Une correction positive du gradient de température
de base signifie que les premieres non linéarités induisent un effet stabilisant favorisant une
bifurcation supercritique, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus.

Pour A = 200000 les lignes de courant non linéaires se présentent cette fois sous la forme de
rouleaux simples suivant la direction verticale et décalés vers le haut. On note que les isothermes
non linéaires présentent de méme une stratification stable dans la partie inférieure. Dans ce cas la
contribution non linéaire a un réle important notamment sur les isothermes[3.16]: la contribution
non linéaire provoque une déformation des isothermes dans la partie supérieure, notamment au
voisinage de la paroi supérieure. Enfin on observe que les non linéarités présentent quelle que
soit la valeur de la dissipation visqueuse deux rouleaux pour un rouleau linéaire.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre I’analyse faiblement non linéaire a été mise en ceuvre dans différentes configu-
rations. Les configurations étudiées sont les mémes que celles de I’analyse linéaire du chapitre
soit des parois isothermes avec un gradient de température déstabilisant et un écoulement
de Poiseuille ou de Couette, le nombre de Rayleigh Ra étant le parametre de controle. L'ana-
lyse linéaire précédemment effectuée ayant montré que le terme en A = Pe?Ge est largement
prédominant dans l'effet déstabilisant de la dissipation visqueuse alors que les termes en Ge
n‘ont qu’un effet négligeable, on étudie donc l'effet du parametre A sur la stabilité des rouleaux
longitudinaux. L'analyse est menée dans le cadre de I'approximation d’'un nombre de Prandtl
qui tend vers l'infini.

— Que ce soit dans le cas de la convection naturelle ou de la convection mixte, le parameétre
Ge n’a pratiquement pas d’influence sur le rapport % dont le signe détermine la nature de
la bifurcation. On peut donc étudier l’effet de la dissipation visqueuse a travers I'unique
parametre A en prenant Ge = 0 dans les termes non linéaires.

— La bifurcation est alors de nature supercritique quelle que soit la valeur de A. L'amplitude
stationnaire dépend faiblement du parametre A quand celui-ci prend des valeurs faibles
a modérées et diminue pour les grandes valeurs de A.

— Le flux conductif présente une forte dépendance en z pour des valeurs élevées de A,
une dépendance moindre en z est aussi observée pour le flux convectif. En z =1 (paroi
supérieure) l'effet de A est trés faible pour le flux convectif mais maximale pour le flux
conductif. Il apparait donc que c’est le flux conductif qui est prédominant dans le flux
total a la paroi supérieure.

— Lorsque l'on s’éloigne du seuil de la convection (Ra > Ra,) le flux conductif décroit
fortement tandis que A a pour effet d’augmenter le flux conductif. Quant au flux convectif
il augmente en fonction de la distance au seuil avec un faible effet décroissant de A.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Yoann Requilé, Université de Lille, 2019

70CHAPITRE 3. Stabilité faiblement non linéaire des écoulements de RBP/C d’un fluide newtonien

— Le nombre de Nusselt augmente donc avec une intensité moindre lorsque A augmente :
la présence de dissipation visqueuse a pour effet de faire fortement baisser le taux de
transfert de chaleur a la paroi supérieure du systéme.

— L’étude des solutions au second ordre et des isolignes montre que les effets non linéaires
se traduisent par une correction positive du gradient de température de base. Cela signifie
que les premieéres non linéarités induisent un effet stabilisant favorisant une bifurcation
supercritique, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus.
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Chapitre

Stabilité faiblement non linéaire des
écoulements paralleles d’un fluide
Newtonien avec paroi inférieure
adiabatique

Dans ce chapitre on considére un écoulement de Poiseuille ou de Couette entre deux parois.
La paroi supérieure est isotherme maintenue a une température T; et la paroi inférieure est
adiabatique. Le but est d’étendre les résultats de Barletta et Nield [49], Barletta, Celli et Nield
[3]] par I’analyse faiblement non linéaire. Cette configuration est montrée ci-dessous :

T1 T -

N A I A I
U h X U h X

dTidz=0 dT/dz=0

(a) Poiseuille (b) Couette

Ficure 4.1 — Configuration d’écoulement paralléle (Poiseuille et Couette) avec paroi isotherme
en haut et paroi adiabatique en bas.

71
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4.1 Formulation mathématique du probleme non linéaire

Les équations gouvernant le probleme sont adimensionnées a l’aide d’échelles de référence
permettant d’obtenir les grandeurs adimensionnées suivantes :

* g 2 T*—T,)Bgh
(x,y’z):M’ t:ﬁt*’ u= ﬁu} P:h_P*’ T:%
h h? K uK VK

dans lesquelles u* = (u*,v*,w*), T* et P* sont respectivement le vecteur vitesse, la température et
la pression dimensionnés. x est la diffusivité thermique, py est la masse volumique de référence,
v est la viscosité cinématique, y est la viscosité dynamique,  est le coefficient de dilatation
thermique du fluide et g est le module de 'accélération de la gravitation. Les équations adimen-
sionnées pour la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, et de 1’énergie peuvent
s’écrire [J3] :

Vu=0 (4.1)

% +(WV)u = Pr(-VP +Te, + V’u) (4.2)
T

a—+u.VT:V2T+2GeDi]-DZ-]- (4.3)

ot

avec D;; = %(u,-’j +1u; ;) le tenseur des contraintes.

Les conditions aux limites pour la température s’écrivent :

aT
——=0enz=0 et T=0enz=1 (4.4)
0z
Les conditions aux limites pour le champ de vitesse pour I’écoulement de Poiseuille plan (EPP)
sont :
u=0enz=0;1 (4.5)

et pour I’écoulement de Couette plan (ECP) :
u=0enz=0 et u=Pee,enz=1 (4.6)

Les trois parameétres sans dimension qui apparaissent dans les équations [4.1}{4.3]sont le nombre
de Prandtl, le nombre de Péclet, et le nombre de Gebhart définis respectivement par :
Pr:z, Pe:U—Oh, Ge:ﬁ;gh
K K C

ou Uj est la vitesse moyenne adimensionnée du profil de I’écoulement dans la conduite pour
I’écoulement de Poiseuille, et le module de la vitesse dimensionnée de la paroi mobile supérieure
pour ’écoulement de Couette et C est la chaleur spécifique du fluide.
Une solution de base stationnaire du systéme d’équations[4.1H4.3| pour les champs de vitesse et
de température est donnée par :

uy(z) = Pef(2) e, (4.7)

Ty(z) = Pe*Geg(z) (4.8)
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1dTg 1dTg
A dz _\;
02 04 06 08 0 [ 02 0s 0 08 10’
2+ [
“02f
_af i
-04r
6 B R [
-06
&
-10- -o8r
L 10l
(a) Poiseuille (b) Couette

Ficure 4.2 — Dérivée de la température de base en fonction de z pour I’écoulement de Poiseuille
plan et I'écoulement de Couette plan.

avec les fonctions f(z) et g(z) définies par :
f(z) =62z(1 -2) g(z) = 6(1 —32% + 425 - 22%)

pour ’écoulement de Poiseuille, et

fa=2  gl&)=5(1-2)

pour I’écoulement de Couette.

On notera que d’aprés I'expression [4.8]1a température de base est la résultante de la dissipation
visqueuse, et disparait en I’absence d’écoulement (Pe = 0). Le gradient de ce profil de température
de base est montré sur la figure[4.2]; on remarque qu’il est négatif pour tout z entre O et 1 : le
gradient de température induit par la présence de dissipation visqueuse a un effet déstabilisant
dans tout ’espace entre les parois.

Afin de mener a bien ’étude de stabilité de cet écoulement de base, on lui superpose une
perturbation infinitésimale :

T =Ty(2)+6(x,p,2,1)
u=uy(z)+U(x,p,21) (4.9)
P =Py(x,2)+p(x,v,21)

La perturbation du champ de vitesse U a pour composantes cartésiennes (u,v,w). Les perturba-
tions sont développées sous forme de modes normaux :

U= Un(z)eikxx+ikyye(a+1w)t
0 = 0,,(z)e*x¥+ky plotiw)t (4.10)
p = pulz)etils glosolt

ouk = ke, +k,e, est le vecteur d'onde, o est le taux de croissance temporel de la perturbation
et w est la fréquence. Les équations linéarisées s’écrivent alors en modes normaux :
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ikyu, +ikyv, +Dw, =0 (4.11)

% {iwu, +w, Pef'(z) +ik,Pef(z)u,}— (D> —k*)u, +ikyp, =0 (4.12)
% {iwv, +ikPef(2)vy,) - (D> —k*)v, +ik,p, =0 (4.13)

% {iow, +ikePef(z)w,} - (D*-k*)w, +Dp,—6, =0 (4.14)

iw0,+ik,Pef(z)0, +GePe? g'(z)w, — 2GePe f(z) (Du, + ikyw,) — (D> -k*)0, =0  (4.15)

On remarque qu’il s’agit des mémes équations que celles pour une configuration de Rayleigh-
Bénard-poiseuille/Couette avec parois isothermes a I’exception du terme en Ra qui
n‘apparait pas ici (on n'impose pas de gradient de température externe).

Les conditions aux limites s’écrivent :

{De,,ZOenzzoaen:Oenz:l (4.16)

U, =w, =Dw,=0enz=0;1

Ces équations forment un probléme aux valeurs propres généralisé qui a été récemment résolu
par Barletta et Nield [49] pour I’écoulement de Couette et par Barletta, Celli et Nield [3[] pour
I’écoulement de Poiseuille. IIs ont déterminé les propriétés linéaires des rouleaux longitudinaux,
transversaux et obliques. Il en ressort que les rouleaux longitudinaux sont le mode sélectionné
pour la convection. Dans ce cas les paramétres A = Pe’Ge et Pr sont les seuls paramétres
influents sur la stabilité du probleme. Le but de ce travail est d’étudier la dynamique faiblement
non linéaire au voisinage du seuil critique.

4.2 Méthodologie du probleme non linéaire

4.2.1 Equations pour les rouleaux longitudinaux d’amplitude finie

J

Les équations pour les rouleaux longitudinaux (i.e. 5 = 0) en écoulement de Poiseuille/Couette
sont :
dv  Jw
100 7 97\ 1 ( da da
EE"’J[(Z)w—(Wﬁ-w)M——E(Va—y"‘wZ) (4.18)
L1ov (02 92\ P _ 1 (v v (4.19)
Prot \dy? dz2 Y dy  Pr v&y Yoz '
1odw (9% 07 oP 1{ odw oJw
T e IR (R (420
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20 , A, odi [J* I?
E +Ag (Z)w— 2ﬂf (Z)a—z —(a—y2 + ﬁ)e =
(4.21)

- va—9+wa—9 + Ge @+a—w 2+4 8_w 2 +A % 2+ % 2
dy dz dz  dy dz Pr2|\\dy dz

On notera que les équations 4.21] se simplifient grandement dans le cas spécifique des

fluides ou Pr >> 1, i.e. la diffusion thermique est prépondérante devant la diffusion visqueuse.

En particulier, les termes mettant en jeu les dérivées de i disparaissent de 1'’équation [4.21] Par
conséquence les analyses de stabilité linéaire et non linéaire peuvent étre menées sans prendre
en compte I’équation

Le champ de pression est éliminé en dérivant les équations et par rapport a z et y
respectivement et en soustrayant les équations obtenues. Les équations peuvent alors s’écrire
en termes de variables réduites, en l'occurrence la fonction de courant ¢ définie ci-apreés, la
température 6 et la composante 7 de la température.

En introduisant la fonction de courant ¢ définie par :

9 _ Ip _
—a—y—w g—v (422)

le paramétre A = Pe’Ge et u = Reii, les équations pour les rouleaux longitudinaux peuvent

s’écrire suivant la notation )
(LJ;+L)V =N, (4.23)

\T
ou le vecteur V = (¢, 9,11)T et N = (NIlP,NAdV +NDGZ~ESS +NDP;SS,NI”) .

. 7 . ’ . 4 . . . ’ .
Les expressions des opérateurs linéaires £ et £ et des contributions non linéaires sont les
suivantes :

o2t o2
[ = 0 Lo (4.24)
0 0 7
L= —Ag’(z)% —(;—;+g—;) -2 '(Z)a% (4.25)
SACE NI 58 )
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d 0 2 2
NYo L _u__u)(aa_yz+%)¢

G _ 92 92¢ 2 821p 2
Npis; = Ge (W - a—yz) + 4\ 350z (4.26)

2
Pr _ A |(oa i \?
Npiss = 3,2 (3_3/) +(3_z)]

Ni =1 [azzl?llJ aaall)]

T Prldzdy dy oz

Les conditions aux limites pour les perturbations dans les écoulements de Poiseuille et Couette
plans sont :

Jz
d

2 _0gatz=0andO=0atz=1 (4.27)
i=p=2=0atz=0;1 '

On notera qu’en plus des paramétres A et Pr qui apparaissent dans les opérateurs linéaires £’

et £, la contribution non linéaire Ngfss introduit le nombre de Gebhart Ge comme troisieme

parametre influant sur la stabilité du probléme.

4.2.2 Equation d’amplitude

Au dessus du seuil linéaire, nous introduisons un parameétre ¢ << 1 qui mesure la distance au
seuil critique en posant A = A, +&2A, ol A, est de l'ordre de 1. Cela nous donne pour I’échelle
temporelle :

ty = €%t (4.28)

Les dérivées temporelles sont alors remplacées par :

o 9,0

Les équations d’évolution des variables sont obtenues en développant le vecteur V, 'opérateur
linéaire L et le vecteur des contributions non linéaires N en série de puissances en ¢ :

‘728‘71 + €2V2 + ...
L= [,C + 52 A2 L:Z +... (430)
N = EZNZ +€3N3 + ...

avec l'opérateur £,,

0 0 0
L[ w0 0 Areg (1)
0 0 0

Les vecteurs V; dépendent aussi de la variable temporelle lente t,. En remplacant I'expres-
sions dans le systeme et en prenant les coefficients en O(¢), on obtient un systeme
d’équations.
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Valeurs propres et fonctions propres pour le probléme au premier ordre

Au premier ordre, le systéme d’équations linéaires homogénes pour V; = (;,6;,1;)" au seuil
critique est donné par :
L. V) =0. (4.32)

avec L. l'opérateur £ pour A = A.. Les solutions de ’équation sont développées sous la
forme de modes normaux,

(1,01, 1) = Alty) (¥ (2),01(2), Uy (2) ) ¥ + CC (4.33)
ou CC désigne le complexe conjugué.

Les conditions aux limites pour les fonctions propres (‘I’l(z),®1(z), ﬁl(z)) sont :

{D@l:Oenz=0€t@1:()enzz1 (4.34)

U =¥, =D¥, =0enz=0;1

Le probléme aux valeurs propres avec les conditions aux limites est résolu
numériquement par la méthode de tir. La précision et la validité de ce schéma numérique
sont vérifiés en comparant nos résultats avec les résultats publiés de stabilité linéaire pour
I’écoulement de Poiseuille plan (EPP) [3] pour différents nombre de Pr et ’écoulement de
Couette plan (ECP) dans le cas limite de Pr infini considéré dans [49]. Le tableau [4.2.2] présente
les valeurs critiques de A, et le nombre d’onde critique associé k. pour un large éventail de
valeurs de Pr. Comme le montre le tableau nos résultats sont en trés bon accord avec
les calculs numériques donnés dans [3] et [[49]. La valeur critique A, au seuil de l'instabilité
convective décroit lorsque Pr augmente a la fois pour I'EPP et 'ECP. Par conséquent le nombre
de Prandtl a un effet déstabilisant. On notera aussi que la valeur critique A, pour une valeur
fixée de Pr est plus de dix fois plus grande dans I’ECP que dans I’EPP.

Nous calculons les fonctions propres avec une normalisation définie de la composante verticale
. S .. 1 1
de la vitesse. La normalisation est choisie de sorte que Io lwi>dz = k? Io W [>dz =1.

La dépendance des fonctions propres par rapport a la coordonnée verticale z dans le cas de
I’écoulement de Poiseuille est montré sur les figures[4.3| pour différents Pr. Les calculs indiquent
que les fonctions propres ©; et U; sont a valeurs réelles tandis que W, est a valeurs purement
imaginaires. Comme montré sur la figure Im(W)) et U; sont respectivement presque paire et
impaire par rapport a la symétrie relativement au plan médian, tandis que la fonction propre ©;
présente un profil asymétrique en conséquence des conditions aux limites imposées asymétriques
pour la température. On notera qu’au contraire de W; et Uy, I'influence de Pr sur la distribution
verticale de ©; est significative. Par exemple, on observe que la valeur de O, a la paroi inférieure
décroit quand Pr diminue, et finit par changer de signe pour un petit nombre de Prandtl. On
observe aussi un changement significatif dans le gradient de température vertical dans la partie
inférieure de la conduite quand le nombre de Prandtl varie, en contraste avec le gradient de
température presque constant dans la partie supérieure. On notera que 'influence de Pr est due
a la présence du terme de forcage —2% f’(z)% dans I’équation de I’énergie linéarisée. La figure
[4.4montre que dans le cas de ’écoulement de Couette les fonctions propres présentent le méme
comportement qualitatif.
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Figure 4.3 — Fonctions propres au seuil critique dans 1’écoulement de Poiseuille pour différentes
valeurs du nombre de Prandtl Pr: (1) Pr = 10>, (2) Pr =1 et (3) Pr = 0.27.

@)

00 02

02

02

Ficure 4.4 — Fonctions propres W, (a), ®; (b), U; (c) au seuil critique dans ’écoulement de

Couette pour différentes valeurs du nombre de Prandtl Pr :

Pr=0.77.

(1) Pr = 10%, (2) Pr = 2 et (3)
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Pr  Présent travail (EPP) Résultats de [3] (EPP) Présent travail (ECP) Résultats de (ECP)
A, k. A, k. A k. A, k.

oo 221.2619 2.572052 221.2619 2.572049 2772.27  2.62928  2772.27 2.62929
105 221.2621 2.572053 221.2621 2.572050 2772.28  2.62929 - -
10*  221.2638 2.572062 221.2638 2.572059 2772.33  2.62933 - -
103 221.2807 2.572157 221.2807 2.572154 2772.85 2.62975 - -
500 221.2994 2.572263 221.2994 2.572260 2773.43  2.63022 - -
100 221.4493 2573108 221.4493 2.573107 2778.06  2.63398 - -

10 223.1388 2.582704 223.1388 2.582712 2830.54 2.67681 - -

7 223.9452 2587328 223.9452 2.587340 2855.78  2.69751 - -

5 225.0221 2593544 225.0221 2.593562 2889.65  2.72541 - -

2 230.7001 2.62716 - - 3071.61  2.87523 - -

1 240.1912 2.686176 240.1912 2.686186 - - - -
0.7 248.2572 2.738899 248.2572 2.738910 3680.61  3.33486 - -
0.6 - - - - 3851.73  3.44717 - -
0.5 258.7369 2.810402 258.7369 2.810392 4106.72  3.60155 - -
0.3 280.8701 2.968876 280.8701 2.968871 5455.16  4.24132 - -
0.2 301.8653 3.123134 301.8653 3.123132 - - - -

0.1 321.2322 3.292120 321.2323 3.292129 - - - -

TaBLEAU 4.1 — Parameétres critiques A, et k. au seuil d’apparition des rouleaux longitudinaux
pour différents Pr pour ’écoulement de Poiseuille plan (EPP) et I’écoulement de Couette plan
(ECP), comparaison avec les résultats de Barletta, Celli et Nield [3] et Barletta, Nield [49].

Solutions pour le probléme au second ordre

Pour O(e?), le probléme non homogéne V, est donné au seuil critique par :
L.V, = No(Vy) (4.35)

Le terme N, dans le second membre de 1’équation est le terme non linéaire N évalué
en O(e?). Il comprend les modes linéaires fondamentaux déterminé en O(e) soit (11,01,111) et
leurs dérivées. Les interactions non linéaires entre ces modes fondamentaux et leurs complexes
conjugués génerent des harmoniques d’ordre supérieur et une modification de 1’état de base. Les
solutions de sont alors recherchées sous la forme :

(102,0,115) = [A(12)? (¥22(2), ©22(2), Ua(2)) ' + CC|+ |A(12) (Wa0(2), ©20(2), Uno(2)) (4:36)

En remplagant les expressions dans les équations et en séparant les composantes
harmoniques, on obtient un systéme d’équations (\I’22(z),®22(z), Uz(z)) et un systeme d’équa-

tions pour (\I’zo(z),®20(z), Uzo(z)). Les conditions aux limites pour (‘I’zz(z),@zz(z), [72(2)) et
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(\I’zo(z),Gzo(z), [720(2)) sont les méme que pour V, [4.34

Comme pour les fonctions propres linéaires, les corrections non linéaires sont déterminées
numériquement. Les propriétés des corrections non linéaires pour des nombres de Prandtl
faibles et grands présentent un intérét. Elles sont déterminées par des non linéarités dominantes
différentes définies par I'’équation[4.26] Pour Pr >> 1, I'effet non linéaire dominant réside dans
I’advection de la température (i.e. le terme non linéaire N4, ) et dans une partie de la dissipation
visqueuse (i.e. le terme non linéaire Ngfss). Tandis que dans le cas Pr << 1, I'advection de la

vitesse prévaut (i.e. le terme non linéaire N;D et N/') conjointement avec une partie du terme de
dissipation visqueuse (i.e. le terme non linéaire Ngfss).
Les résultats numériques indiquent que quel que soit le nombre de Prandtl :

Wyo(z) = Uno(z) = 0 (4.37)

Les profils de Im(\W;,(z)), Us»(2), ©,5(2) et @,4(z) sont montrés sur la ﬁgurepour Pr=10°
(courbe (1)), Pr = 1 (courbe (2)) et Pr = 0.27 (courbe (3)). Pour Pr = 10> Im(W,,(z)) et O,,(z)
sont positives pour tout z. En considérant les expressions de 1, et 6, [4.36} on peut facilement
montrer que l’effet des premieres harmoniques pres des bords verticaux d’un rouleau convectif
est de réchauffer et accélérer I’écoulement vers le haut et de refroidir et décélérer I’écoulement
vers le bas. En revanche pour Pr = 0.27, Im(\W5,(z)) et ©,,(z) sont négatifs pour tout z et l'effet
des premieres harmoniques est de refroidir et décélérer I'’écoulement vers le haut et de réchauffer
et accélérer I’écoulement vers le bas.

De plus, l'effet le plus important des non linéarités du probléme est d’agir de sorte a produire
une correction ©,((z) de la distribution de température de base qui dépend fortement du nombre
de Prandtl. Pour Pr = O(1) ou Pr >> 1, nous voyons figure sur la[4.5(d) que cette correction est
négative avec un faible gradient de température a la paroi supérieure, tandis que la correction
devient positive avec un gradient de température non négligeable du milieu de la cellule a la
paroi supérieure. Cela signifie que le nombre de Prandtl a une forte influence sur la chaleur
transférée a la paroi supérieure pour de petites valeurs de Pr.

Une correction positive du gradient de température de base signifie que les premieres non
linéarités induisent un effet stabilisant et on peut alors s’attendre a une bifurcation supercritique.
Inversement, une correction négative du gradient de température de base induit un effet déstabi-
lisant des non-linéarités et peuvent donc étre considérées comme un précurseur a I’émergence

d’une bifurcation sous-critique. C’est pourquoi on trace sur la figure[4.6la correction non linéaire

au gradient de température de base d?jo pour I'EPP et 'ECP. Cette figure montre clairement

la diminution de la région ou le gradient de température est positif lorsque Pr diminue, et sa
disparition pour de petites valeurs de Pr. Comme on le verra, le changement de signe de dg)zzo
pour de petits Pr est annonciateur de la transition d’une bifurcation supercritique vers une

bifurcation sous-critique.

Condition de solvabilité au troisiéme ordre

En O(e3), le probléme non homogéne suivant pour V3 est obtenu :
‘CC V3 = —(ﬁ,atz + A2 [2)‘71 + N3(V1, Vz), (438)

Le terme non linéaire Nj est I’expression non linéaire N évaluée en O(&3).

Aprés avoir remplacé V; et V, dans I’équation il n’y a pas besoin de compléetement résoudre
cette équation. En projetant toute I’équation sur V*, dans laquelle V' est la solution de I’adjoint
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FIGURE 4.5 - Variations verticales de la premiere correction non linéaire sur le mode linéaire
au seuil critique pour un écoulement de Poiseuille plan avec différentes valeurs du nombre de
Prandtl : (1) Pr =10°; (2) Pr =1 et (3) Pr = 0.27.

Ficure 4.6 — Variations verticales de la correction non linéaire au gradient de température de
base, au seuil critique pour un écoulement de Poiseuille (a) et une écoulement de Couette (b) avec
Ge = 107% et différentes valeurs du nombre de Prandtl : (1) Pr = 10°; (2) Pr = 1 et (3) Pr = 0.27,
et (4) Pr=2,(5) Pr=0.8 et (6) Pr = 0.5.
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du probléme linéaire, on obtient une condition de solvabilité, connue en tant qu’alternative de
Fredholm. Nous appliquons la condition de solvabilité en O(e3) :

(~(L 9y, + Ay L)V + N3, VY = 0 (4.39)

avec le produit scalaire associé,

o 1 27t/k, T
<Vi:Vj> = T/kcL L Vi Vidzdy, (4.40)

ou \7]-* est le complexe conjugué de \7]

En réintroduisant les variables originelles t = t,/e2, A, = (A — A.)/e? et A = €A, on obtient
I’équation de Landau cubique pour la perturbation de I'amplitude A(#) :

JA A - A,

_ 2
5 A AAA]%. (4.41)

dans laquelle apparait le temps caractéristique d’instabilité :

_ 1 (L9, V)

= — 4.42
TN (LW, T (442

et le coefficient de Landau : ~
1 (N3, VhH

A— = =
Ac (LW, VT

(4.43)

4.3 Resultats de I’analyse de stabilité faiblement non linéaire

4.3.1 Bifurcation supercritique/sous-critique

Le calcul du temps caractéristique d’instabilité 7 et du premier coefficient de Landau A indique
qu’ils sont a valeurs réelles. Il est notable que le coefficient T dépend seulement de Pr tandis
que A dépend de Pr et Ge. Dans le tableau [4.3.1Jon donne, a la fois pour les configurations de
Poiseuille et de Couette, les valeurs du temps caractéristique de I'instabilité T comme fonction
de Pr et le coefficient non linéaire A comme fonction du nombre de Gebhart pour une large
gamme de valeurs de Pr. Le coefficient T est toujours positif indépendamment de Pr tandis
que le coefficient non linéaire A est positif ou négatif suivant les valeurs de Ge et Pr. Le signe
de A détermine si l'on a affaire a une bifurcation sous-critique. Les valeurs de A présentées
dans le tableau[4.3.1]indiquent qu’indépendamment du nombre de Gebhart la bifurcation est
sous-critique (i.e. A < 0) si Pr < 0.25 pour ’EPP et si Pr < 0.77 pour I'ECP. Par ailleurs, pour de
plus grand nombre de Prandtl il existe une valeur particuliere du nombre de Gebhart, Ge* telle
que la bifurcation est : supercritique si Ge < Ge* ou sous-critique si Ge > Ge".

La figure [4.7] montre la variation de Ge* en fonction de Pr pour I’EPP (courbe 1) et pour 'ECP
(courbe 2). Les variations de Ge* deviennent importantes seulement a partir de Pr < 1, tandis que
pour les fluides usuels avec Pr > 1, Ge* peut étre approximée par sa valeur asymptotique obtenue
dans le cas limite d’'un nombre de Prandtl infini, soit Ge* = 3.072 pour 'EPP et Ge* = 3.167 pour
I’ECP. Comme le nombre de Gebhart joue un role clé pour déterminer le nature supercritique ou
sous-critique de la bifurcation, il est nécessaire de considérer sa valeur numérique réaliste. D’un
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point de vue physique, de grandes valeurs de Ge ne peuvent se trouver qu’en géophysique ou
pour les écoulements atmosphériques, on peut donc s’attendre a I'apparition d’une bifurcation
sous-critique pour de tels écoulements & des nombres de Prandtl tant faibles que forts. A I'inverse
de ces écoulements, et comme remarqué dans [3]], si I’écoulement est réalisé pour une échelle
typique de laboratoire, alors Ge est au plus de l'ordre de 107>. Dans ce cas une bifurcation
sous-critique ne peut se manifester que dans les fluides présentant un petit nombre de Prandtl.

pr A (EPP) Ge* (EPP) A (ECP) Ge* (ECP)
oo 0.262305 - 0.0853848 Ge 3.07203  0.251521 - 0.0794074 Ge  3.16748
105 0.2623046 - 0.085384681 Ge  3.072034  0.251521 - 0.0794071 Ge  3.16749
100 0.262156 - 0.08531354 Ge  3.079119  0.25058 - 0.0790809 Ge ~ 3.16865
10 0.260701 - 0.08466750 Ge  3.072859  0.24392-0.0761753 Ge  3.20209
7 0.2599332-0.08435667 Ge  3.081342  0.240015 - 0.074817 Ge  3.20803
5 0.258828 - 0.08393909 Ge  3.0835262  0.234207 - 0.0730325 Ge  3.20689
2 0.251571 - 0.0816911 Ge 3.07953  0.19294-0.0643027 Ge  3.07953

1 0.23991 - 0.07778343 Ge 3.008243 - -
0.77 - - 0.004958 - 0.0473238 Ge  0.104756
0.76 - - -0.000174 - 0.0470589 Ge -

0.7 0.213541 - 0.06972831 Ge 2.69497 -0.03512 - 0.0454038 Ge -
0.6 - - -0.114965 - 0.0424162 Ge -

0.5 0.178989 - 0.06972831 Ge 2.566955 -0.240277 - 0.0392811 Ge -
0.4 0.142607 - 0.06579806 Ge 2.167355 -0.457787 - 0.0365766 Ge -
0.35 0.113554 - 0.0630992 Ge 1.799605 - -
0.28 0.0491696 - 0.0581146 Ge 0.846079 - -
0.27 0.036404 - 0.0572161 Ge 0.636258 - -
0.25 0.0071595 - 0.0553392 Ge 0.129375 - -
0.24 -0.00970435 - 0.0543286 Ge - - -
0.2 -0.097648 - 0.04975590 Ge - - -
0.15 -0.285401 - 0.0427067 Ge - - -
0.1 -0.681131 - 0.03422484 Ge - - -

TaBLEAU 4.2 — Coefficient A de I’équation de Landau cubique pour différents Pr dans les écoule-
ments de Poiseuille plan (EPP) et les écoulements de Couette plan (ECP).

Afin de mieux mettre en lumiére le mécanisme de transition de l'instabilité supercritique/sous-
critique, on étudie I'effet de chacune des trois contributions non linéaires du probléme sur le
premier coefficient de Landau. Les termes non linéaires définis par les équations [4.26]sont Ny =
(N;P, 0, Nlﬂ)T, N4 =(0,Npgp,0)T et Np = (0, Ngfss + NSZTSS, 0)T. Ils représentent respectivement, les
termes non linéaire d’inertie, les termes non linéaires d’advection et les termes modélisant la
contribution non linéaire de la dissipation visqueuse.
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Le coefficient de Landau peut ainsi s’écrire comme somme de trois coefficients,

A=A+ A+ Ap (4.44)
ou
(At Aas Ap) =~ (N}, V), (N, V1), (Np, V1) (4.45)
’ ’ AC<£2V1’V+> ’ ’ ’ ’ ’

les différentes contributions A;, A4, et Ap du coefficient de Landau A sont déterminées par le
calcul des intégrales prises aux conditions critiques (A, k.) pour différentes valeurs de Ge
et Pr.

Il apparait que A; est nul indépendamment de Ge et Pr, ce qui signifie que les termes d’inertie
n‘ont aucune influence sur 1’évolution non linéaire de la perturbation de 'amplitude A(t). De
plus, on trouve que A4 est la somme de deux coefficients,

g = Aagy + AR (4.46)

Le coefficient 14,4, provient du terme d’advection thermique si le terme non linéaire de dissipa-
tion visqueuse est ignoré (i.e. 144, = A4(Np = 0)), tandis que le coefficient d’advection thermique
/\g est exclusivement di a la présence du terme non linéaire de dissipation visqueuse Np. Par
conséquent, il est naturel de définir un nouveau parameétre A,; qui mesure la contribution totale
des termes non linéaires de dissipation visqueuse :

g = A+ Ap (4.47)

L'équation (4.44) s’écrit alors :
A= /\Adv + /\vd (448)

Sur la figure Aadv est représenté comme fonction de Pr pour ’'EPP (courbe (1)) et pour I'ECF
(courbe (2)). Pour les deux configurations, A4, est positif ce qui signifie que 'effet des termes
non linéaires d’advection thermique est de favoriser une bifurcation supercritique.

Sur la ﬁgurela dépendance de A, 4 par rapport a Pr pour Ge = 107 est montrée pour I'EPP
(courbe (1)) et 'ECP (courbe (2)). On observe que 1, est négatif pour les deux configurations
quel que soit le nombre de Prandtl. On en conclut donc que les termes non linéaires N associés a
la dissipation visqueuse favorisent une bifurcation sous-critique. Le calcul de A,,; pour différentes
valeurs du nombre de Gebhart meéne a des résultats qualitativement semblables.

4.3.2 Amplitudes stationnaires dans le cadre de validité de ’analyse faible-
ment non linéaire

Le cadre de validité de I'analyse faiblement non linéaire basée sur I’équation d’amplitude
cubique[4.41]doit étre discuté. La dérivation rigoureuse d’une telle équation requiert ’hypothése
théorique que le parametre de bifurcation A est proche de sa valeur critique A, au seuil de la
convection (i.e. € < 1). Pour les applications pratiques de I’analyse faiblement non linéaire, le
cadre de validité de I’équation d’amplitude dépend du systéme physique considéré. Dans un
article récent traitant de la convection d’amplitude finie et du transfert de chaleur dans une
couche poreuse inclinée, Ouarzazi et al [|39] ont dérivé une équation de Landau par une analyse
faiblement non linéaire. En comparant les prédictions théoriques du nombre de Nusselt avec
des données expérimentales, ils ont trouvé une gamme plus large qu’attendue de validité de
I’équation d’amplitude, i.e. € = 2 ot € mesure la distance au nombre de Darcy-Rayleigh critique.
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FiGURE 4.7 — Valeur critique Ge* du nombre de Gebhart au dessus duquel la bifurcation devient
sous-critique en fonction du nombre de Prandtl pour I’écoulement de Poiseuille plan (1) et
I’écoulement de Couette plan (2).
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Ficure 4.8 — Dépendance du coefficient A4, en fonction du nombre Prandtl, pour I'écoulement
de Poiseuille plan (1) et I'’écoulement de Couette plan (2).
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FiGure 4.9 — Dépendance du coefficient ), en fonction du nombre Prandtl avec Ge = 1074, pour
I’écoulement de Poiseuille plan (1) et I’écoulement de Couette plan (2).
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D’autre part, Generalis et Fujimura [22] ont examiné le domaine de validité des équations
d’amplitude dans le cadre du probleme de Rayleigh-Bénard. Ils ont mis en ceuvre une analyse
numérique sur les bifurcations de solutions stationnaires pour plusieurs nombres de Prandtl.
Ils ont montré que I’équation d’amplitude a un large domaine de validité pour des nombres de
Prandtl plus grands que O(1). Pour des fluides avec un faible nombre de Prandtl, ils ont trouvé
un trés petit domaine de validité.

Afin d’évaluer la validité de la présente analyse de stabilité non linéaire, nous utilisons ’argument
de Métivier et al. [43] dans leur étude de 'instabilité thermoconvective mettant en ceuvre
des fluides visco-plastiques. Cet argument stipule que la condition nécessaire de validité de
I'expansion asymptotique de I’équation peut s’écrire avec nos notations :

Max (|Vy])

Al << |A = =
I | | Max| Mux(|V2|)

(4.49)
On observe a partir des résultats numériques montrés sur les figures[4.3]et[4.5|pour 'EPP que
Max (|Vi]) = Max (|9, (z)|) et Max (|V;]) = Max (|©,(z)|) pour les trois valeurs fixées du nombre
de Prandtl. La condition [4.49]implique ainsi |Ap,y| = 0.69;0.76; 1.86 respectivement pour Pr =
10°%; Pr=1; Pr = 0.27. De la méme maniere, pour I'ECP on trouve que |Ap,,| = 0.68;0.95;1.74
respectivement pour Pr = 10%; Pr=2; Pr = 0.77, Ge étant fixé a 1074

L’équation d’amplitude [4.41] prédit une instabilité supercritique si le coefficient de Landau A est
positif, avec une solution d’équilibre non linéaire stationnaire :

A—AC 1/2

o e 4,
" (4.50)

1A = ‘

Si A est négatif, une instabilité sous-critique est prévue a partir de I'amplitude seuil |A4|, ce qui
limite le bassin d’attraction des écoulements de Poiseuille et Couette plans linéairement stables
pour A < A.. Dans ce cas, I'’équation d’amplitude cubique ne fournit pas d’équilibre stable
d’amplitude finie. Par conséquent il est nécessaire de mener ’analyse a des ordres supérieurs en
amplitude. Cette tache est hors du cadre de cette these.

La figure présente le diagramme de bifurcation pour différents nombres de Prandtl, mon-
trant les amplitudes a I’équilibre quand la bifurcation est supercritique (lignes continues) et les
amplitudes seuils (lignes discontinues) quand la bifurcation est sous-critique. Pour des valeurs

fixées de A=A«

, |As| décroit quand Pr augmente dans le cas de bifurcations supercritiques. Pour
les bifurcations sous-critiques, le diagramme de bifurcation indique que I'amplitude seuil di-
minue avec 'augmentation de Pr, ce qui signifie que les écoulements de Poiseuille et Couette
deviennent fortement sensibles aux perturbations d’amplitude finie quand Pr diminue.

4.3.3 Transfert de chaleur

L’état de conduction est associé a un flux de chaleur non uniforme J.,,4(z) = —% traversant

verticalement la couche fluide. U'expression de la température de base Tj(z) est donnée par
En présence d’un champ de vitesse convectif, le flux vertical total est | = J.,4(2) + Jeonv (¥, 2), OU
Jeonv €st indépendant de x pour les rouleaux longitudinaux dont ’axe est suivant la direction x
et s’écrit :

o do
]conv(?:z)__a_y(Th"'Q)_E- (4'51)
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Ficure 4.10 — Amplitude stationnaire comme fonction de la distance au seuil critique : (a)
configuration de Poiseuille (1) Pr = 10%; (2) Pr = 1;(3) Pr = 0.5; (4) Pr = 0.27; (5) Pr = 0.2; (6)
Pr=0.1 et (b) configuration de Couette (1) Pr = 10>, (2) Pr = 2, (3) Pr = 0.77; (4) Pr = 0.6; (5)
Pr=0.5. Geest fixé a 1074,

La contribution —%(Tb + 0) au flux convectif ], décrit le transport convectif de la chaleur par

le champ de vitesse. Le terme —% est le flux diffusif de la chaleur, généré par le gradient de
température induit par la dissipation visqueuse due a I’écoulement de base.

Nous définissons le flux convectif latéral moyen par :

1 27t/k,
(]conv> (Z) = m L ]com/(y’ Z)d? (4'52)

On remarque qu’en raison des conditions aux limites imposéesenz=0etz=1, J;,,,(z=
0)=0et Joom(z=1)= —’fi—g(z = 1). Cela veut dire que le flux de chaleur moyen (J.,,,)(z) est
dépendant de z et il est par conséquent instructif d’étudier sa distribution verticale dans le

fluide.

Les figures et [4.12] montrent des courbes représentatives des variations verticales du
flux de chaleur moyen (J.,,,)(z) pour (a) Poiseuille et (b) Couette. Ces courbes sont calculées
pour A = 1.1A., Ge = 107* et différents nombres de Prandtl correspondant a des bifurcations
supercritiques. La figure[4.11|présente les résultats pour des nombres de Prandtl fort ou modérés
tandis que la figure se focalise sur le régime des petits nombre de Prandtl. Il apparait
que le flux de chaleur moyen est plus petit de plusieurs ordres de grandeur pour de grands
nombres de Prandtl par rapport a de faibles nombres de Prandtl. D’autre part, le flux de chaleur
moyen présente un maximum situé prés du milieu de la couche fluide pour de grands nombre
de Prandtl. Lorsque le nombre de Prandtl diminue, ce maximum se déplace vers le haut et fini
par atteindre la paroi supérieure.

Notre but est maintenant de déterminer la relation entre le flux de chaleur total et le flux de cha-
leur dans le régime conductif, les flux étant déterminés a la paroi supérieure. Les contributions
relatives de la conduction et de la convection sur la chaleur transférée a la paroi supérieure est
exprimée en utilisant le nombre de Nusselt sans dimension Nu défini par :

Jeonv(z=1)) (4.53)

Nufz=1)=1+ Jeond(z=1)
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Ficure 4.11 — Distribution verticale du flux convectif moyen en A = 1.1A, pour des nombres de
Prandtl moyens et grands : (a) écoulement de Poiseuille plan (1) Pr = 10%; (2) Pr =5, (3) Pr =2
et (b) écoulement de Couette plan (4) Pr = 10°, (5) Pr = 20, (6) Pr = 10, avec Ge = 107,

¢ Jeonv)

3

FiGure 4.12 - Distribution verticale du flux convectif moyen en A = 1.1A, pour de petits nombres
de Prandtl : (a) écoulement de Poiseuille plan (1) Pr = 0.5, (2) Pr = 0.31, (3) Pr = 0.27 et (b)
écoulement de Couette plan (4) Pr =1.5, (5) Pr = 1.1, (6) Pr = 0.9, avec Ge = 1074,
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Qui peut s’écrire de la maniére suivante :

1 A6y,
Nu=1-—|A]?—2| _ I’EPP 454
u 12A| Sl e l=1  pour (4.54)
1 e ,
Nu=1- XIAsIZWZOIZzl pour ’'ECP (4.55)

D’apreés la figure Hd), on remarque que dd®zzo |,=1 est négatif et que sa valeur absolue décroit

quand le nombre de Prandt]l augmente. La méme tendance est observée dans les tracés de |A,|
montrés sur la figure[4.10] Par conséquent, le nombre de Nusselt évalué a la paroi supérieure
diminue quand le nombre de Prandtl augmente. En remplacant la solution de |A;| donnée par
[4.50]dans[4.54] et [4.55] on obtient les relations suivantes :

1 dOy, (A-A,
Nu=1- - I’EPP 4.
" 12AA, dz 'Z—l( A pour (4.56)
1 dO, A - A,
=1- - I’ECP .
Nu A, dz l=1 ( X pour I'EC (4.57)

La variation du nombre de Nusselt a la paroi supérieure pour 'EPP et 'ECP comme fonction de

A—Ac est montré figure pour des petits nombres de Prandtl et figure pour des valeurs
de Prandtl modérées a fortes. En comparant les deux figures, on remarque comme attendu que

les pentes du nombre de Nusselt S = - 12/1\A d?—jﬂzzl pour 'EPP et S = —ﬁ dg)zzo |,=1 pour I'ECP

diminue drastiquement avec l'augmentation du nombre de Prandtl.

4.3.4 Lignes de courant et isothermes

On trace les isolignes de courant[4.15]et les isothermes[4.16| pour I’écoulement de Poiseuille plan.
La partie linéaire correspond a 1y, 61 [£.33] et la partie non linéaire correspond a 1,, 6, [£.36
Enfin on trace le total soit la somme des partie linéaires et non linéaires. Les figures sont tracées
pour un grande valeur du nombre de Prandtl Pr = 10° et pour Pr = 0.27 soit proche du seuil de
I'instabilité sous-critique. Le parametre A est pris égal a A =1.001 A, de sorte a rester dans le
cadre de validité de I’équation d’amplitude.

Les résultats présentent des différences marquées selon que Pr est grand ou petit. Pour Pr = 10°
les lignes de courant tant linéaires que non linéaires présentent un profil quasi symétrique
verticalement. On observe que les non linéarités présentent deux rouleaux pour un rouleau
linéaire. L'amplitude des non linéarités est bien plus faible que celle des structures linéaires. Ce
résultat est cohérent avec la valeur de A, choisie trés proche du seuil de la convection. Pour les
isothermes la contribution non linéaire est positive dans la partie supérieure et négative dans
la partie inférieure, ce qui se traduit physiquement par un gradient de température positif a la
paroi supérieure. Les non linéarités ont donc un role stabilisant ce qui favorise une bifurcation
supercritique confirmant ainsi les résultats obtenues dans la section[4.3.1]

Pour Pr = 0.27 soit proche de la transition vers une bifurcation sous-critique, la figure
montre que les lignes de courant ne sont que faiblement affectées par le nombre de Prandtl.
On remarque que la partie non linéaire présente un signe inversé par rapport & Pr = 10° et un
léger décalage des structures convectives vers le bas; ces deux phénomeénes traduisent le profil
de Im(\¥,,;) montré figure a) qui présente un signe négatif et un maximum dans la moitié
inférieure de la conduite.
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Ficure 4.13 — Nombre de Nusselt dans le régime de petits nombres de Prandtl : (a) configuration
de Poiseuille (1) Pr = 0.5, (2) Pr =0.31, (3) Pr = 0.27 et (b) configuration de Couette (4) Pr = 1.5,
(5) Pr=1.1, (6) Pr=0.9
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FIGURE 4.14 — Nombre de Nusselt dans le régime de nombres de Prandtl modérés et grands : (a)
configuration de Poiseuille (1) Pr = 10°; (2) Pr =5 et (3) Pr = 2 et (b) configuration de Couette
(4) Pr =10, (5) Pr =20, (6) Pr = 10.
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En revanche les isothermes pour Pr = 0.27 montrés figure présentent des différences
marquées par rapport au régime d’un grand nombre de Prandtl. Tout d’abord la contribution
linéaire présente maintenant une stratification dans la partie inférieure de la conduite, ce qui
induit une inversion du signe dans la direction verticale et la présence d’isothermes fermés alors
que pour Pr = 10° les isothermes sont perpendiculaires a la paroi inférieure en raison de la
condition a la limite adiabatique a la paroi inférieure. Ce phénomeéne avait déja été constaté
pour les fonctions propres sur les figures [4.3(b) (EPP) et [4.4(b) (ECP), ce qui indique pour cette
derniére que l'on devrait observer le méme phénomene pour les isothermes de I’écoulement de
Couette plan.

Le signe de ®;3 comme de ©,, change et devient respectivement négatif/positif pour un petit

nombre de Prandtl, comme montré sur la figure c),(d). Cela confirme les observations

qualitatives faites a partir des solutions a l'ordre 2, notamment sur la correction dSZZO du gradient

de la température de base. Pour Pr = 0.27, nous voyons figure sur la[4.16|que cette correction est
négative avec un faible gradient de température a la paroi supérieure, tandis que la correction
devient positive avec un gradient de température non négligeable du milieu de la cellule a la paroi
inférieure. Une correction positive du gradient de température de base signifie que les premieres
non linéarités induisent un effet stabilisant ce qui se traduit par une bifurcation supercritique
comme vue partie[4.3.1} Inversement, une correction négative du gradient de température de
base induit un effet déstabilisant des non-linéarités et peuvent donc étre considérées comme un
précurseur a I’émergence de la bifurcation sous-critique constatée pour les trés petits nombres
de Prandtl. Enfin, le total des parties linéaires et non linéaires tant pour les lignes de courant
que pour les isothermes, est dominé par I'influence du mode linéaire. Ce résultat était attendu
étant donné que les solutions sont calculées trés proche du seuil, pour une amplitude |A | = 1073.

4.4 Conclusion

— Dans ce chapitre la stabilité faiblement non linéaire des écoulements de Poiseuille et
Couette plans avec une paroi supérieure isotherme et une paroi inférieure adiabatique a
été étudiée. Cette chapitre étend donc les travaux de Barletta et Nield [49] pour I’écoule-
ment de Poiseuille plan, et de Barletta, Celli et Nield 3] pour ’écoulement de Couette
plan.

— L’étude des solutions au second ordre met en évidence de fortes différences de l'effet du
nombre de Prandtl suivant qu’il soit grand ou petit. Pour un grand nombre de Prandtl
les premiéres non linéarités se traduisent par une correction positive du gradient de
température de base ce qui a pour effet physique de favoriser une bifurcation supercritique.
En revanche dans le régime d’un faible nombre de Prandtl, les premiéres non linéarités
se traduisent par une correction négative du gradient de température de base ce qui peut
s’interpréter physiquement comme le précurseur d'une bifurcation sous-critique.

— L'étude de I’équation d’amplitude au troisieme ordre montre que pour des valeurs particu-
lieres des parametres Pr et Ge une bifurcation sous-critique est susceptible de se présenter.
Lorsque le nombre de Gebhart dépasse une valeur critique Ge, = 3.072 pour l’écoulement
de Poiseuille et Ge, = 3.167 pour ’écoulement de Couette, la bifurcation est sous-critique
quelle que soit la valeur du nombre de Prandtl, sinon l'instabilité sous-critique se ma-
nifeste quel que soit Ge en dessous d’un certain nombre de Prandtl : Pr = 0.25 pour
I’écoulement de Poiseuille et Pr = 0.77 pour I’écoulement de Couette.
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Lo
15 20

(e) Total - Pr =10 (f) Total - Pr=0.27

FiGURE 4.15 — Partie linéaires, non linéaire et total des lignes de courant pour Pr = 10° et
Pr=0.27,avec A =0.001 A, et Ge=10"%.
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FiGUre 4.16 — Partie linéaires, non linéaire et total des isothermes pour Pr = 10° et Pr = 0.27,
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(a) Linéaire - Pr = 10° (b) Linéaire - Pr = 0.27

(e) Total - Pr = 10° (f) Total - Pr=0.27

avec A =0.001 A, et Ge=107%.
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— Le calcul du flux de chaleur transmis par convection J.,,, montre de méme une forte
dépendance en fonction du nombre de Prandtl. Pour un nombre de Prandtl fort a modéré
le flux convectif moyen présente un maximum situé pres du milieu de la conduite. Pour
de faibles nombre de Prandtl ce maximum s’est déplacé a la paroi supérieure et son
ordre de grandeur augmente drastiquement. Le nombre de Nusselt Nu qui évalue la
contribution relative de la conduction et de la convection est calculé a la paroi supérieure.
Nu augmente linéairement en fonction de la distance relative au seuil de 'instabilité,
avec une pente qui augmente fortement lorsque le nombre de Prandtl diminue.
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Chapitre

Stabilité linéaire des écoulements de
Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette
de fluides viscoélastiques

Dans ce chapitre on considére la méme configuration que dans le chapitre[2]mais cette fois ci avec
un fluide viscoélastique de modele constitutif Oldroyd-B présenté dans la partie[1.2.1} L'effet
de la dissipation visqueuse est d’autant plus important que la viscosité du fluide est grande, il
est donc particulierement pertinent d’étudier son effet sur les fluides viscoélastiques qui ont de
nombreuses applications industrielles.

5.1 Equations aux perturbations linéarisées et développement
en modes normaux

Les équations[1.47} [T.48] [1.49] et [T.50|sont linéarisées de la méme maniére que dans le chapitre
Dans le cas d’un fluide viscoélastique il faut de plus linéariser les coefficients de contrainte
viscoélastique 7/ donnés par la loi de comportement Les variables du probléme sont
décomposées sous la forme d’une solution de base a laquelle on superpose une perturbation
infinitésimale :

T=T,+€0(x,9,21)
u = up(z)e, + €V(x,9,2,t)
P =Py(x,2)+ep(x,v,21t)

ij
+€Tp

ij _ 1]
T —”L’b

Les équations linéarisées s’écrivent pour un fluide viscoélastique :

L’équation du mouvement projetée sur x :

11 12 13
! {%+Pef(z)a—u+wPef'(z)}: gp dr o It (5.2)

Pr dx “ox  ox Iy dz

95
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L’équation du mouvement projetée sury :

1 (dv dv dp ot*t 9t I
E{W'FPEJ[(Z)&}——B—?"' Ix + ay + o2 (53)
L’équation du mouvement projetée sur z :
1 (Jdw Jw|  dp o3t 913 9733
E{E+Pef(z)§}_—z+9+ Ea 79 + (5.4)

L’équation de I’énergie :

g—?+Pef(z)a—9+w@:§26+Ge

b ogx b \ox oz

= - Pef’(z)’[w-i-’[“&—u-i-’[le’(a—w+a—u)] (5.5)

Par la suite, et dans certains cas, on aura besoin de réduire le nombre de variables de notre sys-
téme en éliminant la pression. Par application du double rotationnel a I’équation du mouvement
et par projection du résultat sur ’axe vertical Oz, on obtient 1’équation :

Le double rotationnel de I’équation du mouvement projetée sur z :

izV2w + Re(f(z)V2 —f”(z))

2
Pr ot Vi +

ow o [0*r1l 9?2122 9%r12
ox &( axz dy? 2 8x8y)
( 92 92 02 )(91’13 3723) ) o33
—-=5-=5||5—+—=—|-Va—=—=0
Iy dx Iy dz

On se reportera a I'annexe A pour le détail du calcul des coefficients du tenseur des contraintes
viscoélastiques 7. On ne retient ici que les coefficients qui interviennent dans les équations

.35 4et.5

Les conditions aux limites sont les mémes que pour le cas Newtonien :

{Q:Oenz:—%etQ:Oenz:%

v:Oenz:i%

5.1.1 Deéveloppement en modes normaux

Le systeme étant d’extension infinie suivant les directions horizontales x et y avec des conditions
aux limites qui ne dépendent que de z, on peut donc chercher une solution en modes de Fourier
suivant ces directions. On développe les variables u, v, w, 6, p et "/ comme suit :
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) eikxx+ikyy e(o—iw)t

Uy, (z
v, (z) e kY plo—iw)t

n(z)e
=0, Z)elkxx+zkyy plo—iw)t

pa(2)

ij — T;l] (Z) eikxx+ik},y e(a—iw)t

)eikxx+ikyy e(o—iw)t

eikxx+ik},y e(afiw)t

= o8 < =
Il
g

~

ouk =k,e, + kyey est le vecteur d’onde, o le taux de croissance temporel de la perturbation, w
la fréquence d’oscillation, k, et ky sont les composantes du vecteur d’onde suivant les axes Ox
et Oy respectivement. Le signe du taux de croissance temporel o détermine le comportement
temporel des perturbations :

— Si 0 < 0 alors ¢! est une fonction décroissante. Les perturbations s’atténuent dans le
temps et I’état de base est retrouvé a des temps asymptotiquement grands : I’état de base
est stable dans cas.

— Si 0 =0 alors les perturbations ne sont ni amplifiées ni atténuées : le systéme est en état
de stabilité marginale.

— Si o >0 alors e’ est une fonction croissante, les perturbations sont amplifiées et I’état de
base du systeme est dit instable.

Si la fréquence w est nulle 'instabilité est alors stationnaire, autrement elle traduit un caractere
oscillatoire de 'instabilité. Par la suite, on cherchera a déterminer les conditions de la naissance
de l'instabilité en focalisant I’étude au cas de la stabilité marginale soit o = 0.

Les équations s’écrivent alors en modes normaux :

L’équation de continuité :
ikyu,+ikyv,+Dw, =0 (5.9)

L’équation du mouvement projeté sur x :
r . . ’ . i 11 g 12 13
Pr (miwuy, +ikyPef(z)u, +w, Pef'(z)) = —ikep, +iket, +ik,T,” + D1, (5.10)
L’équation du mouvement projeté sury:
1
> (miwv, +ikePef(2)v,) = —ikyp, + ikt +ikyTy + D1, (5.11)
;
L’équation du mouvement projeté sur z :
1 . . .
Pr (iww, +ik,Pef(z)w,)=-Dp,+6,+ lersl +1 kyr,fz + Dr,f3 (5.12)

L’équation de conservation de I’énergie :

—iw0, +ik,Pef(z)0, - Raw, + Pe’Geg'(z)w, — (D> k%0, (5.13)

—Ge[Pe f'(2)7,> +iket) wy + 1) (ikew, + Du,)| = 0

N2 1212 _d 2 _ 9%
ou k _kx—i-ky,D_aZetD =27
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Les conditions aux limites s’écrivent en modes normaux :

: (5.14)

— __1 _ _1
0,=0enz=-5et0,=0enz=7
w,=Dw,=0enz=+5

Rouleaux transversaux

Les rouleaux transversaux sont définis par k, = 0 et k, = k. Dans ce cas, en utilisant I’équation de

continuité|5.9|afin de remplacer u,, par —#Dwn et en introduisant les opérateurs linéaires J et
X

L, le probleme se réduit a deux équations :

Le double rotationnel de I’équation du mouvement, projeté sur z :
i .
- ((kx RePrf(z)—iw)(D? — k)~ k, RePrf”(z))wn KD
+DL(wy)+(D?+ k)] (wy) + k>0, =0 (5.15)
L’équation de I’énergie :
iw0, +ik.Pef(2)0, - Raw, +Ag'(z)w, - (D*-k?)0,

—GePe [f’(z)r,i3 —~ A (1=T)Pe(f'(2))* Dw, + f(2) (i kyw, — %Dzwn)] =0 (5.16)

Dans ce cas les seules variables du probleme sont la température 6 et la composante verticale de
la vitesse w : le probléme est bidimensionnel.

Les opérateurs linéaires permettant de réduire J et L s’écrivent pour les rouleaux transversaux :
Lwa(z)) = -K*1,'(2) (5.17)
- [2ikPe/\1f’(z)](wn(z))+(ZikPe/\l(2F—1)f’(z)D2
+ AP (1-T)(f'(2)) +2K +2iKkPe ), T £(2)
— 2iKwA TD+4k*P A2 (1-T)f (2) f " (2)

+ 2ik3Pe/\1Ff’(z))wn]/[l+ikPe/11f(z)—iw/\1]
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](wn(z)) = ikt}3(2) (5.18)
- [ikPeAlf’(z)T,(,3’3)(z)—(ZikPe/\ll“f’(z)D—iw/\ll’Dz
+ (1+K2)(1+ikPeA;Tf(2))+ikPeA; (1-T)f"(2)—iwk® AT
; 2k2P62A%(1—F)(f’(z))z)wn]/[l+ikPe/\1f(z)—iw)\1]
Bz = [((2+2ikPe/\1Ff(z)—2iw/\1 D (5.19)

+

2ikPely (1-T)f"(2)/(1 +ikPeAlf(z)—iw/\1)]wn(z)

Al
13 33 2

= D —w,D Duy,D
o (?) 1+ik/\1Pef(z)—iw/\1( MpTn —Wall Uy + DUp LWy

+ T[w,D’u, - 3Du,Dw, | + (1 - i T)Du, + ikT(1 - i + ik/\lub)wn) (5.20)

5.1.2 Rouleaux longitudinaux

Les rouleaux longitudinaux sont définis par k, = k et k, = 0. Dans ce cas, les équations du

probléme peuvent s’écrire d'une fagon générale :

L
P—:’ (iwu, +w, Pef'(z))— L, (D2 —k2) u,

~), Pe (II:—f —F)(f’(z)(D2 ~k?)w, +2f "(2)Dw,) =0

L, (% (D? k%) w, + k26n)—L2 (D? —k2)2 w, =0

Ly (-iw8, - Raw, + Ag'(z)w, - (D> -k?)0,) =

Af(z) [Alf’(z)(l + 2% 3D w, - Ay (1-T)f " (2)w, + & ;eLz)Dun]
1

avec :

L1:1—ia)/\1 L2:1—iw/\1r

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

On note qu’en 'absence de la dissipation visqueuse (A = 0), le probléme de stabilité est réduit
aux deux équations et[5.23|vérifiées par w, et 6,,. La composante u,, bien qu’elle ne soit
pas nulle, n'intervient pas dans la détermination du seuil critique du nombre de Rayleigh. La
présence de la dissipation visqueuse change complétement le probléeme aux valeurs propres

a résoudre, ou la dissipation visqueuse introduit un couplage entre u,,, w, et 8,,. Dans ce cas,
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le probleme de stabilité consiste a résoudre le systéme aux valeurs propres défini par les trois
équations|5.22}[5.22|et|5.23| Contrairement aux fluides Newtoniens, on distingue deux sortes
d’instabilités a la naissance de la convection sous forme de rouleaux longitudinaux : stationnaires
ou oscillatoires suivant le degré d’élasticité du fluide.

Rouleaux longitudinaux oscillatoires

Au regard de I’équation il est judicieux de poser u,, = Pe,. Les équations qui régissent la
naissance de la convection sous forme de rouleaux longitudinaux oscillatoires s’écrivent :

2 ciw +w £ )= A (21D -K) wy +27 @D

Ly
+L, (D> - k%) i, (5.25)
—iw 9 2 2 12\?
Ll(W(D —K)w, + k Gn)—L;_(D k) w, =0 (5.26)
L (—iw@n —Raw, + Ag'(z2)w, — (D? —k2)9n) =
Af'(z [ Lz 1+2§——3I‘)Dwn A (1-T)f"(2)wp + (1 +L,)D1, (5.27)
1

Les conditions aux limites sont :

0,=0enz=+
u,=Dw,=w,=0enz=4+

IR

(5.28)

=

Les parameétres adimensionnés qui pilotent la naissance de la convection sous forme de rouleaux
longitudinaux oscillatoires pour les fluides viscoélastiques se réduisent a : le nombre de Rayleigh
(Ra), le nombre de Prandtl (Pr), le nombre mesurant l’effet de la dissipation visqueuse (A), le
temps de relaxation (A;) et le rapport des viscosités (I').

Rouleaux longitudinaux stationnaires

Dans le cas des rouleaux longitudinaux stationnaires (w = 0), les équations du probléeme peuvent
s’écrire d’une fagon simplifiée :

w,,f( = A1 (1-T)(f"(2)(D? - k) w, +2f "(2)Dw,) + (D = k?) i, (5.29)
k>0, - (D —k2)2 w, =0 (5.30)
—Raw, + Ag'(z)w, — (D* -k = Af'(2)[M(1-T)(3f'(z)Dw, - f "(z)w,) + 2D7,] (5.31)
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Les conditions aux limites sont :

6,=0enz=+1
" iOenZ:+ (5.32)

=

u, =Dw, =w,

5.2 Résultats de I’analyse de stabilité linéaire

5.2.1 Résultats en I’absence de dissipation visqueuse

Un fluide Newtonien en configuration de convection naturelle ou mixte présente un unique
régime instable caractérisé par un nombre de Rayleigh critique Ra, et un nombre d’onde cri-
tique k.. En revanche les fluides viscoélastiques en configuration de convection (naturelle ou
mixte) présentent un comportement qui varie suivant les valeurs prises par les paramétres
viscoélastiques A; et I'. On commencera donc par rappeler ces effets de la viscoélasticité dans
une configuration de convection en I’absence de dissipation visqueuse; ces résultats serviront de
base a la suite de notre étude.

Un mode d’instabilité est caractérisé par : un nombre de Rayleigh critique Ra., un nombre
d’onde k. et une pulsation w.. Le nombre de Rayleigh Ra, pilote 'instabilité, de sorte que I'on
soit au seuil de I'instabilité. En d’autres termes le taux de croissance temporel o doit étre nul. Le
mode instable est caractérisé par une valeur propre o +iw. avec o = 0. La pulsation w, est la
pulsation critique du mode instable, si w, = 0 le mode est dit stationnaire sinon le mode est dit
instationnaire ou encore oscillatoire : les structures convectives vont osciller a la pulsation w,.

Dans le cas de la convection naturelle d’un fluide Newtonien on n'observe qu’un unique mode
instable quelle que soit la valeur des parameétres du probléme. Ce mode est stationnaire : w, = 0.
En présence d’écoulement (convection mixte) w, = 0 pour les rouleaux longitudinaux tandis que
pour les rouleaux transversaux on observe 'apparition d’une pulsation non nulle qui croit avec
le nombre de Péclet.

Cas de la convection naturelle

L’étude théorique de Li et Khayat [37] a mis en évidence l’existence de deux régimes distincts
d’instabilité pour un fluide viscoélastique en configuration de convection naturelle, suivant
les valeurs prises par les parameétres viscoélastiques. Cette étude confirme les résultats expé-
rimentaux de Kolodner [34] sur une suspension d’ADN. Le régime stationnaire est qualifié de
faiblement visco-élastique (le comportement est qualitativement comparable au cas Newtonien,
la viscoélasticité a un role mineur) et le régime oscillatoire de fortement visco-élastique (la
visco-élasticité a un role prédominant). L'instabilité stationnaire présente une courbe de stabilité
marginale qui est indépendante des parameétres visco-élastiques. Il s’agit donc de la méme courbe
que 'on trouve dans le cas des fluides Newtoniens (voir la figure ), et qui est donnée par la
relation obtenue en utilisant une troncature de Galerkin d’ordre 1 :

28 fi /3
Ra® = —=== 5.33
“Tw R (5:33)
Dans laquelle les coefficients du nombre d’onde s’écrivent :

f=k2+10, fr=k2+12, f3=(fr)?+360
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Maintenant et pour ce qui concerne I’émergence de la convection oscillatoire, le méme constat
n'est pas vrai depuis que Kolkka et Ierley [33] ont montré que :

280% [ f  Aifs(1-T)(1-Aifi1)
27k? | Pr 1+ 2w? ’

Ra’ = Ra® — (5.34)

ou la fréquence w du mode oscillatoire est obtenue a partir de cette relation :

1 hf hf
2 _ 1)2 12
w —A_%((/\lfl(l_r)_l)f?)_ﬁ)/(rf?a"'ﬁ , (5.35)
ainsi, les valeurs critiques du nombre de Rayleigh Ra?, du nombre d’onde k? et de la fréquence
w? pour l'apparition de la convection oscillatoire dépendent des parameétres visco-élastiques A
et I', mais aussi du nombre de Prandtl Pr.

T T T T T T T T T
2000 E
Stationary bifurcation
1500 B
(3}
o
1000 E
F Oscillatory (strongly elastic) bifurcation
500 4
| Newtonian and weakly elastic \
r Jeffreys (A =0.08,I"=0.15)
Maxwell (A; =0.1, T =0) ——
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ficure 5.1 — Courbes neutres de stabilité marginale dans la configuration classique de Rayleigh-
Bénard (Re = 0) et pour Pr = 10, montrant le seuil critique d’instabilité stationnaire ainsi que
deux exemples de seuils critiques d’instabilités oscillatoires. Les résultats ont été obtenus avec la
méthode de Galerkin basée sur le premier terme. Figure tirée de la thése de N.Delenda [16].

I1 est donc possible de déterminer les valeurs du couple de parametres Ay, I' a partir duquel
se fait la transition d’une instabilité stationnaire vers une instabilité oscillatoire. La valeurs de
A; correspondant a cette transition est usuellement notées A} . Ces points correspondant a une
coincidence des régimes d’instabilité faiblement viscoélastiques et fortement viscoélastique, il
s’agit d’une bifurcation de co-dimension 2. Un graphique représentant I’ensemble de ces valeurs
pour plusieurs nombres de Prandtl est visible figure

En outre, comme le montrent Martinez-Mardones et Perez-Garcia (1990) [40] ainsi que Li et
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FiGure 5.2 — L'étude de Hirata et al (2015) [26] a mis en évidence deux régimes d’instabilité pour
le probleme de RBP d’un fluide de modele rhéologique Oldroyd-B. On voit ici les domaines
faiblement viscoélastique (stationnaire) et fortement viscoélastique (instationnaire) en fonction
des parameétres viscoélastiques A et I

Khayat (2005) [37], /\{ diminue avec I'augmentation de Pr, pour un I fixe. Dans le cas limite ou
I' - 0 (fluide de Maxwell) et Pr — oo, /\{ atteint la valeur minimum de 0.039.

Il convient de souligner que l'influence de 1’élasticité du fluide (c’est a dire son temps de
relaxation) A; sur la sélection de la structure thermoconvective dans cette configuration de
Rayleigh-Bénard, a été également étudiée en s’appuyant sur une analyse non linéaire. Li et
Khayat (2005) [37] ont étudié 'apparition des instabilités stationnaires du régime faiblement
viscoélastique, en mettant I'accent sur les deux types de réseaux stables et réguliers en forme de
cellules hexagonales et cellules carrées. D’autre part, Martinez-Mardones et al. (1996) [41] ont
examiné les bifurcations de Hopf dans la région fortement viscoélastique, démontrant ainsi que
les structures périodiques dans le temps, sélectionnées par des effets non linéaires, correspondent
a des ondes stationnaires.

Cas de la configuration de RBP

En présence d’écoulement paralléle, les travaux réalisés par Hirata et al [26] dans le cas d'un
fluide viscoélastique en configuration de RBP constitue une excellente référence. Ces travaux
prolonges ceux de Li et Khayat [[37]] en y ajoutant un écoulement de Poiseuille, et en analysant
la stabilité tant selon le critere temporel (stabilité convective) que spatial (stabilité absolue).
Une relation de dispersion analytique est d’abord obtenue par une troncature de Galerkin a
l'ordre 1, qui étend celle trouvée par Kolkka et Ierley [33] dans le cas de Rayleigh-Bénard. Le
probléme a ensuite été résolu numériquement par la méthode de tir a partir d’estimations
initiales obtenues a I'aide de cette relation de dispersion. Il apparait que le seuil d’apparition
des rouleaux longitudinaux n’est pas affecté par I’écoulement parallele, leurs caractéristiques
d’instabilité sont donc les mémes que celles obtenues sans cet écoulement. Par conséquent, ils
apparaissent comme des rouleaux stationnaires dans le régime faiblement élastique et comme
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des rouleaux oscillatoires dans le régime fortement élastique.
En revanche le seuil des rouleaux transversaux est croissant en fonction du nombre de Reynolds,
les autres parameétres étant fixés. De plus les parametres viscoélastiques influent également sur

la stabilité. A une valeur fixée du parametre I, le nombre d’élasticité /\{ délimitant les régimes
faiblement et fortement viscoélastiques diminue lorsque le nombre de Prandtl augmente, a
Pr fixé il diminue quand I' diminue. Pour le cas limite du fluide de Maxwell, on a une valeur

minimale de A} = 0.039.

En présence d’un écoulement de Poiseuille et dans le cas faiblement viscoélastique, 1’élasticité
A1 a un effet fortement stabilisant sur les rouleaux transversaux. Quant au rapport des viscosités
I' il a une influence stabilisante : plus le rapport des viscosité I est petit (et donc la concentration
en polymere importante) plus le nombre de Rayleigh critique est important (cas d’un fluide
Newtonien : ' = 1) jusqu’a atteindre une valeur maximale dans le cas limite d’un fluide de
Maxwell (I' = 0). Dans ce cas le nombre d’onde critique k, et la pulsation critique w, diminuent
quand Re augmente.

On notera l'existence d’un second mode d’instabilité convective pour des valeurs assez grandes de
Aq (a partir de Ay = 0.1) qui se traduit par une discontinuité des courbes des parametres critiques.
I1 existe ainsi une bifurcation de co-dimension 2. En d’autres termes, deux modes deviennent
simultanément convectivement instables a une valeur particuliére de Re, conduisant ainsi & un
saut dans les valeurs critiques de la fréquence d’oscillation, du nombre d’onde lorsque I'on passe
au-dela de cette valeur particuliere de Reynolds. Deux modes instables sont alors en compétition :
alors que le premier est un mode visqueux d’instabilité avec les mémes caractéristiques que
pour un fluide Newtonien, le second apparait plutdt dans un régime dominé par les effets de
I’élasticité du fluide.

Pour le régime fortement élastique la présence d’écoulement modifie le rdle stabilisant-
déstabilisant des parametres rhéologiques. Lorsque Re = 0, I’élasticité A; a un effet déstabilisant
alors que le rapport des viscosités I' rend le systéeme plus stable. Avec I’écoulement imposé
de Poiseuille, c’est exactement le contraire qui est observé sur les roles de 1’élasticité et du
rapport des viscosités. Le parametre A; a une influence stabilisante jusqu’a un certain nombre
de Reynolds, ensuite son influence est déstabilisante.

La visco-élasticité provoque une déformation des isothermes dans le sens de I’écoulement (dans
le cas Newtonien I'aspect des structures convectives ne varie pas notablement avec le nombre
de Reynolds) qui se traduit par une perte de symétrie des structures convectives. L'analyse
énergétique (a partir de I'’équation du mouvement) montre que 1’élasticité n'a comme dans le
cas Newtonien pas d’effet dans le cas faiblement visco-élastique. L'instabilité est alors due au
caractére visqueux du fluide. En revanche pour le cas fortement visco-élastique la contribution
de la contrainte normale est plus prononcée a cause de 1’élasticité tandis que la contrainte de
cisaillement est moins prononcée. Le mode d’instabilité est alors de nature élastique.

5.2.2 Selection du mode le plus instable en présence de dissipation vis-
queuse

Dans cette partie on s’intéresse maintenant a I’influence de la dissipation visqueuse sur le seuil
d’apparition de l'instabilité convective pour une configuration de RBP. Dans un premier temps
on cherche a déterminer quelle structure convective est la plus déstabilisante entre les rouleaux
longitudinaux et les rouleaux transversaux. En I’absence de dissipation visqueuse, on sait que le
seuil d’apparition des rouleaux longitudinaux n’est pas affecté par la présence de I’écoulement
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de Poiseuille, tandis que pour les rouleaux transversaux 1’écoulement de Poiseuille a un effet
stabilisant. On considére maintenant ce probléme en introduisant la dissipation visqueuse;
le probleme de stabilité est alors régi par les équations [5.22} [5.22] et [5.23| pour les rouleaux
longitudinaux, [5.15]et[5.16] pour les rouleaux transversaux.

Ra
20000 -
RT fortement

r viscoélastique
15000 - /

RT faiblement viscoélastique

10000 -

5000 -
RL

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Re
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Ficure 5.3 — Influence du nombre de Reynolds Re sur le nombre de Rayleigh critique pour des
rouleaux longitudinaux et des rouleaux transversaux pour un cas faiblement viscoélastique
(A; = 0.025) et un cas fortement viscoélastiques (1; = 0.1), avec T = 0.15, Pr = 450 et Ge = 1074
dans une configuration de RBP.

La figure[5.3]montre I'influence du nombre de Reynolds sur un fluide en régime faiblement
viscoélastique (1, = 0.025 et I' = 0.15) et un fluide en régime fortement viscoélastique (1; = 0.1 et
T =0.15). Le nombre de Prandtl est fixé a Pr = 450 et le nombre de Gebhart a Ge = 10~%. En Re = 0
le seuil critique des rouleaux transversaux est égal a celui des rouleaux longitudinaux. Comme
attendu dans le cas fortement élastique, le nombre de Rayleigh critique Ra, est inférieur a celui du
cas faiblement viscoélastique, qui est le méme que pour un fluide Newtonien soit Ra, = 1707.76.
Ensuite Le seuil critique des rouleaux transversaux est croissant lorsque le nombre de Reynolds
augmente dans le cas faiblement viscoélastique comme dans le cas fortement viscoélastique.
Comme pour un fluide Newtonien la dissipation visqueuse n’a pas d’influence appréciable sur le
seuil d’apparition des rouleaux transversaux : l'effet stabilisant de 1’écoulement de Poiseuille est
prépondérant. Quant aux rouleaux longitudinaux, leur seuil d’apparition n’est pratiquement pas
affecté par la présence de I’écoulement pour ces faibles valeurs de Re. Le seuil d’apparition des
rouleaux transversaux est donc toujours supérieur a celui des rouleaux longitudinaux pour les
parameétres choisis. Par la suite on s’intéressera donc exclusivement aux rouleaux longitudinaux
qui sont le mode le plus déstabilisant.

5.2.3 Effets combineés de la dissipation visqueuse et des parametres visco-
élastiques pour le mode le plus instable

Les cas faiblement et fortement viscoélastiques présentant des différences marquées, on traitera
ces cas séparément avant de confronter les résultats.
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FiGure 5.4 — Influence du parameétre A sur la courbe neutre de stabilité des rouleaux longitu-
dinaux pour un cas faiblement viscoélastique avec I' = 0.15 et A; = 0.025 (a) et pour un cas
fortement viscoélastique avec I' = 0.15 et Ay = 0.3 (b) dans une configuration de RBP.

Cas du régime faiblement viscoélastique

Dans cette partie les valeurs choisies pour les parametres sont telles qu’en ’absence d’écoulement
le régime d’instabilité soit de nature faiblement viscoélastique. Le nombre de Prandtl est fixé
a Pr = 450 et Ge = 107%. La figure a) présente les courbes neutres de stabilité pour A =
0, 3000, 5000, les parametres viscoélastiques étant fixés a A; = 0.025 et I' = 0.15. Ces courbes
ont comme attendu une forme comparable a celles du cas Newtonien. Le minimum des courbes
neutres de stabilité décroit quand A augmente : le role déstabilisant de la dissipation est ainsi
bien mis en évidence pour un fluide en régime faiblement viscoélastique.

Pour les rouleaux longitudinaux en régime faiblement viscoélastique la pulsation critique w,
est trouvée nulle pour toutes les valeurs de A. Dans ce cas il est possible de séparer en deux
parties la contribution de la dissipation visqueuse dans 1’équation de I’énergie La premiére
correspond a la contribution de la température de base, la seconde a celle de la viscoélasticité
dont la contribution a la dissipation visqueuse s’exprime alors a travers un unique parametre
¥ = A1(1 -T). Cela nous donne pour ’équation de ’énergie :

Uen _Rawn +Ag/(z)wn - (D2 - k2)9n —A)/f’(z) [3f’(z)Dwn — Wy f"(Z)] =0 (5-36)

On trace ensuite le nombre de Rayleigh critique Ra, en fonction de A pour différentes valeurs
du parametre ¥ = A;(1 —T') afin de déterminer son influence. Les parameétres A; et I' sont pris de
sorte que le régime de départ (pas d’écoulement parallele) soit toujours faiblement viscoélastique.
Pour référence les parameétres choisis pour les résultats présentes sur la figure[5.5[sont A; = 0.025
et =0.15,0.5,0.75. La figure[5.5| montre que quelle que soit la valeur de y l'allure des courbes
Ra, en fonction de A est la méme, et correspond qualitativement au comportement observé dans
le cas Newtonien : le nombre de Rayleigh critique Ra, diminue de fagon réguliére lorsque A
augmente. De plus on notera que le parameétre y a une influence déstabilisante sur la stabilité de
I’écoulement ; néanmoins pour la valeur la plus faible y = 0.00625 on observe un effet stabilisant
trés fortement marqué, au point d’étre plus stable que dans le cas Newtonien. Ce comportement
particulier pour les grandes valeurs de y se trouve confirmé par I’évolution du nombre d’onde
critique k, en fonction de A. Tandis que k. est croissant en fonction de A pour y = 0.02125 et
¥ =0.0.125 (comme dans le cas Newtonien), pour y = 0.00625 cette croissance est extrémement
faible. La comparaison avec le cas Newtonien indique que 1’élasticité du fluide est déstabilisante
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Ficure 5.5 — Influence du parameétre y sur le nombre de Rayleigh critique Ra, et le nombre
d’onde critique k. dans le cas faiblement viscoélastique avec A; = 0.025. Le cas Newtonien est en
pointillés pour comparaison.

pour des valeurs de y au dessus d’un certain seuil, en revanche pour les petites valeurs de y
comme y = 0.00625 'effet de 1’élasticité est stabilisant.

Cas fortement viscoélastique

On se place maintenant dans le cas ou en I'absence d’écoulement les valeurs des parametres
viscoélastiques A; et I' correspondent au régime instable fortement viscoélastique. Dans ce
cas le nombre de Rayleigh critique en I’absence d’écoulement est inférieur a la valeur 1707.76
correspondant au cas Newtonien et faiblement viscoélastique. De plus I'instabilité est oscillatoire :
la pulsation critique w, est non nulle. La viscoélasticité du fluide joue alors un role prépondérant
sur les caractéristiques de l'instabilité.

La figure[5.4[b) montre les courbes neutres de stabilité pour I' = 0.15 et A; = 0.3 pour différentes
valeurs de A. Elles mettent en évidence l'effet déstabilisant du parametre A pour le régime
fortement viscoélastique.

La figure[5.6|montre plus en détail l'effet du parametre A. Lorsque A est faible (faible valeur
de la dissipation visqueuse) on observe une augmentation de Ra,, puis a partir d’une certaine
valeur de A le nombre de Rayleigh critique décroit, on retrouve l'effet déstabilisant attendu de la
dissipation visqueuse. Cette irrégularité se retrouve sur 1’évolution de k. qui croit rapidement
dans un premier temps avant de décroitre et enfin de croitre progressivement. Quant a la
pulsation critique w, elle augmente réguliéerement en fonction de A, on observe néanmoins
que cette croissance est presque nulle pour les trés faibles valeurs de A correspondant a ’effet
stabilisant.

Ce comportement peut s’interpréter de la maniére suivante. Lorsque la dissipation est faible les
effets viscoélastiques prédominent et jouent un role stabilisant, tandis que pour de plus grandes
intensités de la dissipation visqueuse son role déstabilisant devient prédominant.

On peut noter d’apres les figures a) et[5.6[a) que le nombre de Rayleigh critique dans le cas
faiblement viscoélastique diminue lorsque y = A;(1 —T') augmente. Cela signifie donc quea I’
fixé, 'augmentation de A; induit une diminution de Ra.. Dans ce cas l'instabilité est stationnaire
(we = 0). Il est donc intéressant de comparer les résultats du régime fortement viscoélastique
oscillatoire (w, # 0), a ceux obtenus en prenant les mémes valeurs de A, et I avec w, = 0. Pour
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FiGure 5.6 — Influence du parametre I' sur le nombre de Rayleigh critique Ra., le nombre d’onde
critique k. et la pulsation critique w, dans le cas fortement viscoélastique avec I' = 0.15.
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Ficure 5.7 — Influence du parametre A sur le nombre de Rayleigh critique Ra, dans le cas

fortement viscoélastique oscillatoire et le cas fortement viscoélastique stationnaire, avec Pr = 450,
Ge=10"*etT =0.15.

cela on impose w = 0 dans les équations de sorte a sélectionner le mode d’instabilité stationnaire.
La figure[5.7jmontre que pour les faibles valeurs de A c’est le mode oscillatoire associé au régime
fortement viscoélastique qui est sélectionné; en revanche pour les valeurs plus élevées de A c’est
le mode stationnaire qui I’emporte. On en déduit que lorsque qu’elle est assez importante la
dissipation visqueuse a pour effet de favoriser la sélection du mode d’instabilité stationnaire.

5.2.4 Instabilités d’origine thermique et hydrodynamique : comparaison

Les résultats précédents ont mis en évidence que quel que soit le régime d’instabilité (fortement
viscoélastique ou faiblement viscoélastique) et quels que soient les parametres viscoélastiques
choisis, I'influence déstabilisante de la dissipation visqueuse finit toujours par devenir prédo-
minante. Il existe donc une valeur du paramétre A pour laquelle I'instabilité survient pour un
gradient de température imposé nul c’est-a-dire Ra, = 0. L'instabilité est alors hydrodynamique
d’origine thermique, par la seule force de la production de chaleur interne au fluide sous l'effet
de la dissipation visqueuse. Ce cas a été étudié dans la partie consacrée aux fluides Newtoniens
au chapitre 2, ou il a été établi que pour un nombre de Prandtl d’au moins 102 l'instabilité
induite par la dissipation visqueuse se produit bien avant 'instabilité hydrodynamique de
Tollmien-Schlichting.
Pour un fluide viscoélastique et en l’absence de dissipation visqueuse les travaux théoriques de
Sureshkumar et Beris [76], de Sadanandan et Sureshkumar [[69] et de Zhang et al. [84] mettent
en évidence un seuil de déstabilisation hydrodynamique au moins de 1’ordre de Re. = 103. Les
effets de la viscoélasticité sur le seuil de I'instabilité hydrodynamique sont montrés figure Le
temps de relaxation A; a une influence déstabilisante pour de faibles valeurs, puis stabilisante
quand sa valeur augmente. Quant au rapport des viscosités I' il a un effet déstabilisant, le cas
limite Newtonien I' = 1 étant le plus stable. Il est & noter que ces travaux mettaient en jeu de
faibles valeurs du parametre d’élasticité Ay, au plus Ay = 0.0035 et ce pour un rapport des
viscosités I' compris entre 0 et 1. Pour ces valeurs de A; et I, le régime d’instabilité pour la
convection est faiblement viscoélastique et se présente sous forme de rouleaux longitudinaux

stationnaires. On utilisera donc la formulation avec le parametre y = A;(1 —I') qui sera notre
unique parametre de controle de 1’élasticité du fluide.
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La figure 5.9/ montre que pour Pr = 450 et Ge = 107#, le paramétre y a une influence stabilisante
(Re, > ReN avec ReN = 36.68) pour des valeurs inférieures a 0.01, ensuite son influence est
déstabilisante (Re, < ReN). Pour toutes les valeurs du paramétre ¥ le nombre de Reynolds
critique Re, n'excede pas 50, ce qui nous place bien en dessous du seuil de l'instabilité purement
hydrodynamique pour un fluide viscoélastique. On peut donc s’attendre a ce que l'instabilité
due a la dissipation visqueuse préceéde l'instabilité purement hydrodynamique pour un fluide
viscoélastique.

5.2.5 Lignes de courant et isothermes

Afin de mieux comprendre les processus physiques mis en ceuvre lors de la déstabilisation,
on trace les isothermes et les lignes de courant en fonction de A pour un cas fortement visco-
élastique (A; = 0.1 et ' = 0.15). Par concision les structures convectives pour le cas faiblement
viscoélastique ne sont pas montrées, le comportement observé étant qualitativement comparable
au cas Newtonien. Les isothermes et lignes de courant sont tracées au seuil de I'instabilité (o = 0),
sur une période correspondant au cas A = 0 de sorte a mettre en évidence I'influence de ce
parametre (et donc de la dissipation visqueuse) sur la taille des structures convectives.

Les figures|5.10}[5.11]et[5.12|montrent les structures convectives dans le cas fortement viscoélas-
tique. On observe une augmentation de la taille des structures convectives et I’apparition d’une
stratification, qui sont respectivement les conséquences de 'augmentation du nombre d’onde
critique k. et du profil de température de base. On remarque en outre une déformation des
lignes de courant et des isothermes : les structures convectives sont inclinées dans la direction
orthogonale a I’écoulement. Cette déformation est d’autant plus prononcée que A est important.

5.2.6 Analyse énergétique

On procéde ici a une analyse énergétique a partir de ’équation de conservation de 1’énergie
pour les rouleaux longitudinaux au seuil de la convection[5.14} La méthodologie est la méme
que dans le chapitre consacré aux fluides Newtoniens : on multiplie I’équation par le complexe
conjugué 0;, de la température 8,, on prend ensuite la partie réelle de I’équation et on I'intégre
par rapport a z entre — 1 et .

On obtient alors la relation donnant la variation de I’énergie thermique fluctuante ey :

- th . hyd
Oeg =¢emp + e, te,; + ey

Dans laquelle, I'indice r désignant la partie réelle :

1 1

2 2 2 .
o= [ (10,0F), d= e = Rac | w000,

2 2

1
ef}i’i = —GePe? JZ ([/\lf’(z)(l +2Ly/Ly =3T)Dw,, — A (1-T)f " (z)w,] GZ)r dz

Nl=

hyd % , + o~
e,; =—2GePe ]f (z)((1+Ly)0;, Dii,),dz
~2

1
e = J.Zl [(D2 —k2) 0, % 9;]r dz
2
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Ficure 5.8 — Nombre de Reynolds critique pour un fluide viscélastique modele Oldroyd-B en
écoulement de Poiseuille en conduite d’extension infinie. Ici § correspond a I' et E/e corres-
pond a A;. Figures tirées de Sadanandan et Sureshkumar[69] et Sureshkumar et Beris
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Ficure 5.9 - Influence du paramétre y = A;(1—T') sur le nombre de Reynolds critique Re, tel que
Ra, = 0 dans le cas faiblement viscoélastique pour Pr = 450 et Ge = 1074
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Ficure 5.10 - Isolignes de courant et isothermes dans un cas fortement viscoélastique (1; = 0.1

etI'=0.15) pour A=0
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(a) Lignes de courants (b) Isothermes

FiGure 5.11 - Isolignes de courant et isothermes dans un cas fortement viscoélastique (1; = 0.1
et =0.15) pour A =5000

(a) Lignes de courants (b) Isothermes

FiGure 5.12 - Isolignes de courant et isothermes dans un cas fortement viscoélastique (1; = 0.1
et =0.15) pour A = 8000
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Les différentes énergies s’interpretent de la maniere suivante :

— ey, correspond a la partie de la contribution aux forces de flottabilité due au gradient de
température imposé,

— eff; correspond a la partie de la contribution aux forces de flottabilité induite par la
dissipation visqueuse,

— ezd représente une production d’énergie hydrodynamique générée par l'interaction de
I’écoulement cisaillé de base avec la composante u de la vitesse,

— ey est I’énergie de dissipation thermique.

En prenant en compte les conditions aux limites pour 8,,, on montre facilement que

1

e = —fz (DO, (2) + K20, (2)1) d=

1
2

e;q est négatif ce qui indique que la contribution de la dissipation thermique produit un effet
stabilisant.

En vue de l'interprétation physique des résultats, il est utile d’introduire la production totale

. . . S . . hyd
d’énergie thermique fluctuante par la dissipation visqueuse ¢,; comme somme de effél et evz ,

_ th hyd
Evd = €q T €y
En normalisant ces contributions par la valeur absolue de I’énergie de dissipation thermique
le;4], le bilan énergétique devient donc au point neutre de stabilité 0 =0 :

Eth + Evd =1

_ 6w _ Eyd
avec Ey, = Terd] etE,; = _|L’7r/d|

Les tableaux5.1]et[5.2]regroupent les valeurs de ces énergies en fonction du parameétre A, respec-
tivement pour un cas faiblement viscoélastique (Pr = 450, Ge = 107%, 1; = 0.025 et T = 0.15) et
un cas fortement viscoélastique (Pr = 450, Ge = 1074, A; = 0.3 et T = 0.15). La ﬁguremontre
le tracé de I’énergie thermique E;j, et de I’énergie de dissipation visqueuse E,; pour un régime
faiblement viscoélastique. La figure a) montre un comportement qualitatif des énergies
semblable a celui observé pour un fluide Newtonien, ce qui est cohérent avec le comportement
en régime faiblement viscoélastique observé jusqu’a présent. La figure[5.13{b) montre le tracé
des énergies pour un régime fortement viscoélastique. Le comportement global correspond a
celui attendu (I’énergie thermique baisse tandis que 1’énergie due a la dissipation visqueuse
augmente). De plus, on observe que pour de faibles valeurs de A la croissance (respectivement
décroissance) de E,; (respectivement E;j,) est fortement marquée. Ensuite et a partir de la valeur
AT =? a laquelle les courbes se croisent, la croissance (respectivement décroissance) de E,4
(respectivement E;;) est bien moins prononcée. Ce résultat indique que pour le régime fortement
viscoélastique la transition du régime dominé par le gradient de température déstabilisant vers
le régime dominé par la dissipation visqueuse, se produit plus rapidement.

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Yoann Requilé, Université de Lille, 2019

114 CHAPITRE 5. Stabilité linéaire des écoulements de RBP/C de fluides viscoélastiques

Re Ra, Eu, Eya Eu+Eya
0  1707.79 1 0 1
7.03 168587  0.907678  0.0923262  1.000004
9.94 1618.42  0.703858  0.296142  1.0000006
12.17  1504.79  0.499204  0.500797  1.000001
14.05 134235  0.339193  0.660818  1.00001
15.71 1128.61  0.223202  0.776808  1.00001
17.21 863.368  0.138566  0.861443  1.00001
18.59 547.611  0.073879  0.926124  1.000003
19.88 182.622  0.0215057  0.978497  1.000003
21.08 -222.177 -0.0231115  1.02311  1.000002

TaBLEAU 5.1 — Tableau des résultats de ’analyse énergétique basée sur I’équation de la chaleur
dans le cas faiblement viscoélastique (A; = 0.025, I = 0.15), pour une configuration de RBP avec
Pr=450et Ge=10"*

Re Ra, Eyp, Eyq Ey +Ey,

0 518.548 1 0 1
3.51 532.422 0.874912  0.125021 0.999933
6.09  646.847 0.521794  0.478222 1.00002
7.03  730.802 0.497259  0.502947 1.00021
8.61 759.024 0.465999  0.534651 1.00065
9.94 687.373 0.410714  0.589583 1.0003
12.17  524.028 0.286653  0.713241 0.999894
14.05 351.076 0.169555  0.830243 0.999799
15.71 127.852  0.0694172 0.930486 0.999903
17.21 -35.6558 -0.0131357 1.01308  0.999942

TaBLEAU 5.2 — Tableau des résultats de ’analyse énergétique basée sur I’équation de la chaleur
dans le cas fortement viscoélastique (1; = 0.3, I' = 0.15), pour une configuration de RBP avec
Pr=450et Ge=10"*

5.3 Conclusion

— Dans ce chapitre nous avons étudié I'influence de la dissipation sur la stabilité linéaire
d’un fluide viscoélastique en configuration de RBP. Dans un premier temps on trouve
que les rouleaux longitudinaux sont la structure convective la plus déstabilisante, 1’effet
déstabilisant de la dissipation visqueuse étant négligeable devant ’effet stabilisant de
I’écoulement sur les rouleaux transversaux.
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FIGURE 5.13 — Energie thermique Ej;, (courbe bleue continue) et énergie de dissipation visqueuse
E,d (courbe rouge pointillée) pour un fluide en régime faiblement viscoélastique (A; = 0.025,
I' =0.15) et un fluide en régime fortement viscoélastique (1; = 0.3, I = 0.15).

— Les résultats de ’analyse de stabilité linéaire montrent que différents comportements
sont susceptibles de se présenter suivant les valeurs prises par la dissipation visqueuse
et les parametres viscoélastiques. En régime faiblement viscoélastique l'instabilité est
stationnaire pour les rouleaux longitudinaux, les effets de la viscoélasticité peuvent alors
étre modélisés a travers 'unique parametre y = A;(1 —T'). Le comportement observé est
alors qualitativement comparable a celui d’un fluide Newtonien tant pour 1’évolution des
parametre critiques Ra,, k. que pour l'allure des isothermes, lignes de courant ainsi que
les courbes des énergies.

— En régime fortement élastique instationnaire (pulsation critique w, non nulle), on observe
pour les petites valeurs de A une augmentation du nombre de Rayleigh critique Ra,
puis une diminution de Ra, lorsque A devient suffisamment grand. C’est donc a terme
l'effet déstabilisant de la dissipation visqueuse qui prédomine. En outre pour une valeur
suffisamment grande de la dissipation visqueuse c’est le mode d’instabilité stationnaire
qui 'emporte.

— En l'absence de gradient imposé de température et pour un régime faiblement viscoélas-
tique, le seuil de I'instabilité hydrodynamique d’origine thermique due a la dissipation
visqueuse est comparé avec le seuil d’instabilité hydrodynamique en I’absence de dissi-
pation visqueuse. Il apparait que pour toutes les valeurs des parametres viscoélastiques
étudiées, I'instabilité due a la dissipation visqueuse survient pour des nombres de Rey-
nolds bien inférieurs a ceux de I'instabilité hydrodynamique.
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Dans la premiére partie nous avons présenté I’historique du probléme de Rayleigh-Bénard avec
et sans écoulement parallele. Le probléeme général de Rayleigh-Bénard avec écoulement parallele
a été modélisé et adimensionné en introduisant les parametres sans dimension pertinents. L'état
de base associé a été déterminé.

Dans la seconde partie sont présentés les résultats de ’analyse de stabilité linéaire pour un
fluide Newtonien en configuration de RBP et RBC en tenant compte de la dissipation visqueuse.
L’étude des équations linéarisées permet dans le cas de I'approximation d’un grand nombre de
Prandtl de permet de définir un unique paramétre A = Pe’Ge pilotant la dissipation visqueuse,
et de réduire le probléme a deux variables w et 8. Dans ce cas la dissipation visqueuse a une
influence déstabilisante : le nombre de Rayleigh critique Ra, diminue lorsque le parameétre A
augmente. De plus le nombre d’onde k., augmente avec A. Un fait remarquable est que pour une
valeur assez grande du parametreA, soit A = 13621 pour RBP et A = 9332 pour RBC, I'instabilité
se produit pour un gradient de température imposé nul. Dans ce cas le gradient de température
a lorigine de la déstabilisation est uniquement di a la présence de dissipation visqueuse qui se
comporte comme une source de chaleur interne au fluide. De plus pour des valeurs encore plus
élevées de A l'instabilité peut survenir méme en présence d’un gradient de température imposé
stabilisant.

Pour une valeur finie du nombre de Prandtl, celui-ci n’a pratiquement pas d’influence sur le seuil
critique pour des valeurs de Pr de 1'ordre de 10% ou supérieur. En revanche pour des valeurs
plus faibles de Pr le seuil critique Ra, diminue et ce d’autant plus que Pr est petit. Nous sommes
alors amenés a nous intéresser a I’évolution de Ra, en fonction du nombre de Reynolds pour
différentes valeurs de Pr, et plus particuliérement au nombre de Reynolds critique Re, tel que
Ra, = 0. Dans le cas d’un écoulement de RBP avec Ge = 1079, il apparait que pour des valeurs
de Pr de 'ordre de 50 ou supérieures le nombre de Reynolds critique est inférieur au seuil de
I'instabilité hydrodynamique classique de Tollmien-Schlichting. Ces résultats sont confrontés aux
expériences existantes, qui ne mettent pas en évidence une possible instabilité hydrodynamique
due a la dissipation visqueuse. Cela est dii aux valeurs prises par les parametres physiques de ces
expériences qui favorisent un régime de Rayleigh-Bénard dans lequel la dissipation visqueuse a
une faible intensité.

L’analyse énergétique permet de déterminer la transition d’une instabilité d’origine principale-
ment thermique (liée au gradient de température imposé) vers une instabilité hydrodynamique
d’origine thermique (due a la dissipation visqueuse). L'étude des lignes de courant et isothermes
permet de mettre en évidence deux phénomeénes dus a a présence de la dissipation visqueuse :
premiérement la taille des structures convectives diminue ce qui est di a 'augmentation du
nombre d’onde critique; ensuite le résultat le plus remarquable est I'apparition d’une stratifica-
tion stable prés de la paroi inférieure qui peut occuper presque toute la moitié inférieure pour
une valeur assez grande de la dissipation visqueuse. Ce phénomeéne s’explique par le profil non
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linéaire du gradient total de température de base; la présence du terme de dissipation visqueuse
induit 'existence d’un maximum de ce gradient entre les parois.

Dans la troisieme partie le probléeme de RBP/C est étudié par I’analyse faiblement non linéaire
dans le cas d’un nombre de Prandtl qui tend vers 'infini. Les termes non linéaires d’ordre 2
dépendent a priori du nombre de Gebhart Ge. Le systeme d’équations est écrit aux ordres 1, 2
et 3, ce dernier permettant d’obtenir I’équation d’amplitude a I'ordre trois dont les coefficients
nous renseignent sur la nature de la bifurcation. Dans un premier temps on étudie I'influence
du parametre Ge sur le probléme de Rayleigh-Bénard puis de RBP et RBC. Il apparait que la bi-
furcation est de nature supercritique pour des valeurs physiquement réalistes de ces parametres.
On se placera donc dans le cas de Ge = 0 dans les termes non linéaires.

L’amplitude stationnaire est alors calculée pour plusieurs valeurs représentatives de A. Il apparait
que le parametre A n’a que trés peu d’effet sur I'amplitude tant qu’il prend des valeurs faibles
a modérées. Pour des valeurs de A correspondant a un régime ou l'instabilité est fortement
dominée par la dissipation visqueuse, A a alors pour effet de légérement diminuer 'amplitude.

La chaleur se transmet au sein du fluide par conduction et par convection. Le flux conductif
présente une forte dépendance en z pour des valeurs élevées de A, une dépendance moindre en
z est aussi observée pour le flux convectif. En z =1 (paroi supérieure) ’effet de A est tres faible
pour le flux convectif mais maximale pour le flux conductif. Il apparait donc que c’est le flux
conductif qui est prédominant dans le flux total a la paroi supérieure.

Le nombre de Nusselt est donc défini comme étant la somme des flux conductif et convectif
normalisé par la flux conductif, de sorte a rendre compte de la contribution du flux convectif
au dela du seuil critique. Le nombre de Nusselt est croissant en fonction de la distance au
seuil critique et augmente avec une intensité moindre lorsque A augmente : la présence de
dissipation visqueuse a pour effet de faire fortement baisser le taux de transfert de chaleur a la
paroi supérieure.

Les structures convectives non linéaires se présentent quelle que soit la valeur de la dissipation
visqueuse sous la forme de deux rouleaux pour un rouleau linéaire. L’étude des solutions au
second ordre et des isolignes montre que les effets non linéaires se traduisent par une correction
positive du gradient de température de base. Cela signifie que les premiéres non linéarités
induisent un effet stabilisant favorisant une bifurcation supercritique, ce qui est cohérent avec
les résultats obtenus.

La quatrieme partie porte sur I’étude de stabilité faiblement non linéaire de I’écoulement de
Poiseuille/Couette avec une paroi inférieure adiabatique et une paroi supérieure isotherme.
Cette partie est l’'extension au domaine non linéaire des travaux de Barletta et Nield [49] et
Barletta, Celli et Nield [3|] qui ont montré que les conditions aux limites asymétriques et la
chaleur interne produite par la présence de dissipation visqueuse provoquent un gradient de
température déstabilisant qui induit une instabilité convective.

L’étude des solutions au second ordre met en évidence de fortes différences de l'effet du nombre
de Prandtl suivant qu’il soit grand ou petit. Pour un grand nombre de Prandtl les premiéres non
linéarités se traduisent par une correction positive du gradient de température de base, ce qui
a pour effet physique de favoriser une bifurcation supercritique. En revanche dans le régime
d’un faible nombre de Prandtl, les premiéres non linéarités induisent une correction négative du
gradient de température de base ce qui peut s’interpréter physiquement comme le précurseur
d’une bifurcation sous-critique.

Cela est confirmé par 1’étude de I’équation d’amplitude au troisiéme ordre qui montre que pour
des valeurs particuliéres des parameétres Pr et Ge une bifurcation sous-critique est susceptible
de se présenter. Lorsque le nombre de Gebhart dépasse une valeur critique Ge. = 3.072 pour
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I’écoulement de Poiseuille et Ge, = 3.167 pour ’écoulement de Couette, la bifurcation est
sous-critique quel que soit la valeur du nombre de Prandtl, sinon l'instabilité sous-critique
se manifeste quel que soit Ge en dessous d’un certain nombre de Prandtl : Pr = 0.25 pour
I’écoulement de Poiseuille et Pr = 0.77 pour I’écoulement de Couette.

Le calcul du flux de chaleur transmis par convection J,,,, montre de méme une forte dépendance
en fonction du nombre de Prandtl. Pour un nombre de Prandtl fort a modéré le flux convectif
moyen présente un maximum situé prés du milieu de la conduite. Pour de faibles nombre de
Prandtl ce maximum s’est déplacé a la paroi supérieure et son ordre de grandeur augmente
drastiquement. Le nombre de Nusselt Nu qui évalue la contribution relative de la conduction et
de la convection est calculé a la paroi supérieure. Le nombre de Nusselt augmente linéairement
en fonction de la distance relative au seuil de I'instabilité, avec une pente qui augmente fortement
lorsque le nombre de Prandtl diminue.

L’analyse de stabilité est enfin menée sur un fluide viscoélastique de modele constitutif Oldroyd-
B. En l'absence de dissipation visqueuse, l'instabilité peut se manifester selon deux modes
différents suivant les valeurs prises par les parametres viscoélastiques A; et I' : un mode sta-
tionnaire dit faiblement viscoélastique et un mode oscillatoire dit fortement viscoélastique. On
ajoute ensuite l’effet de la dissipation; pour ces deux modes d’instabilité ce sont les rouleaux
longitudinaux qui sont la structure convective la plus déstabilisante.

Pour le régime faiblement viscoélastique l'effet de la viscoélasticité peut étre modélisé a travers
l'unique parameétre y = A;(1 —T). Le comportement observé est sensiblement comparable a celui
d’un fluide Newtonien. La dissipation visqueuse a alors un effet déstabilisant qui se traduit par
une baisse de Ra, lorsque A augmente. Le parametre ¥ a un effet stabilisant pour de faibles
valeurs et un effet déstabilisant lorsqu’il prend des valeurs modérées a fortes. On notera que
pour une valeur assez petite de y l'effet stabilisant est tel que le seuil d’instabilité est supérieur
a celui pour un fluide Newtonien. Les structures convectives se présentent alors sous la forme
de rouleaux stationnaires dont la taille diminue avec 'augmentation de A et qui présentent un
stratification due a la non symétrie du profil de température de base.

Dans le cas du régime fortement viscoélastique, les effets combinés de la viscoélasticité et
de la dissipation visqueuse produisent un léger effet stabilisant pour de faibles valeurs de A
tandis que pour de plus grandes valeurs de A l'effet déstabilisant de la dissipation visqueuse
est prépondérant. Un résultat remarquable est que pour des valeurs assez grandes de A c’est le
mode d’instabilité stationnaire qui prend le pas sur le mode oscillatoire.

On compare ensuite les seuils de 'instabilité hydrodynamique en l’absence de dissipation
visqueuse et ceux de l'instabilité hydrodynamique d’origine thermique due a la dissipation
visqueuse. Cette comparaison est effectuée dans le cas d’un régime faiblement viscoélastique
en raison des valeurs des parameétres viscoélastiques utilisés dans la littérature pour I'étude de
I'instabilité hydrodynamique. Les résultats obtenus montrent que I'instabilité due a la dissipation
visqueuse survient pour des nombres de Reynolds bien inférieurs a ceux de I'instabilité purement
hydrodynamique.

Les travaux menés au cours de cette thése ouvrent plusieurs perspectives d’extensions intéres-
santes.

Nous espérons que les résultats numériques obtenus dans cette these stimulent la production
d’expériences susceptibles de mettre en évidence le phénomeéne de dissipation visqueuse, les
expériences actuelles mettant en jeu des parameétres dont les valeurs ne permettent pas d’obtenir
un effet significatif de la dissipation visqueuse.

L'extension de ’analyse non linéaire dans une configuration isotherme avec écoulement parallele
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au voisinage de l'instabilité hydrodynamique due a la dissipation visqueuse serait parfaitement
complémentaire du travail effectué au chapitre 3. Une extension de ce chapitre pour des valeurs
finies du nombre de Prandtl serait également d’un grand intérét, le chapitre 4 ayant mis en
évidence l’existence d’une bifurcation sous-critique pour de petits nombres de Prandtl dans le
cas d’une paroi inférieure adiabatique.

Des simulations numériques directes seraient d’un grand intérét afin de valider les résultats obte-
nus tant pour ’analyse linéaire que faiblement non linéaire, mais surtout pour étudier I’évolution
spatio-temporelle du probléme, notamment lorsqu’on est loin des conditions critiques.

Il reste enfin de nombreuses zones d’ombre dans le cas d’un fluide viscoélastique. Notamment
I'interaction entre les effets viscoélastiques et la dissipation visqueuse est a approfondir.
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Annexe

Expression des coefficients de
contrainte viscoelastique

Les coefficients de contrainte viscoélastique sont déterminés a partir de la loi de comportement
pour un fluide viscoélastique, modéle Oldroyd-B :

ot oy
AM—= Ar— .
Tl #(V+ 26t) (A1)
ou (% est la dérivée d’Oldroyd par rapport au temps :
ot d T
il (u.V) Tt—(Vu) .t —7.(Vu)

L’équation s’écrit sous forme indicielle :

. ot v ik b ki e ki g ayij i g e ki
T+ 4 ot o — R -y :,u(y”+/\2 5t yHIm— Iy —y Ry R (AL2)

On linéarise : 7/ = 7 + er”, ij =y + ey et on ne retient que les termes d’ordre €. Afin

b prY Vb Yp q

d’alléger ’écriture 7, sera simplement noté 7 lorsqu’il n’y a pas de confusion possible. L’équation
g p p q yap p q

[A2]linéarisée s’écrit :

Aj . Gk ik ki ik kj ik ki ikoki
+(u{jr”'k+ukrl§]’ )—(ué’krk] +u"k7b])—(u{,’ * +u7'kT£“))

:yl]+/\2( ;/t +(ull;yz],m_’_uky;]rm)_(u;/Jyk]+uz,]7/l’7‘1)_(ul]grkykz_H/L],kyécz))
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L’état de base s’écrit :
u, = upex = Pe f(z) ey
= 128/\1Pe2(1—1‘) 2
’Cl}3 = Tb =Pef'(z)

yh :Pef (2)

Afin d’alléger ’écriture on définit les opérateurs linéaires Iy et L, tel que :

0 0
}L1:1+/\1§+/\11/lb$ ILQ

Sachant que y'/ = u®/ + u/' on obtient :

d”bT13
dz

du
) /\1 ax

Li(t'!) =21,

dub d Uy dub

+/\1 [—4 —_

T M) A

%B_M_
dz 0z

2
1[2(%) A(1-T)

duy, dw

AT -4 _
M dz Jdx

dt

L dup duy, du
dz dox

dub ou

dzub
dz?

dzub
Ml w———=
! [w dz

d
Ly(c"3) = 11%133+)\1 [—w +20,(1-

— (1 r)dd”b gv
dub aw

=20 (1-T) =2 ==

0
1+ AT =
Ao

+2 2ot

—2(

Sduha_w]+L2(8u)+L2(8w)

v ow
b %) a( )

+ 2L,

+/\1rub%

—2(d”b) A (1-T)

dz

duy, du duy
0z 2 dz )

duy du

=) ]+2L2($)

ox " dz oz |”
2
ox

v duy av}
—+

d
—Z>+Lz<

o)

ow dub ow .
82 dz 9z

d d

(A.3)

(A.4)

(%)

Les coefficients de contrainte viscoélastique 7'/ qui nous intéressent s’écrivent pour les rouleaux
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longitudinaux :
12 A % dubav _duy dv duy, dw +1+/\1F09_u (A.5)
1+A0\ dz Tz 9z dz dz dz dy 1+Alo dy '
-2(1+ Allo) dw
22
= — A.
‘ 1+Ale 0z (A.6)
A du d?u, duy dw d?u duy, dw du
13 1 b b b b b
- - — -3——|+(1 Fo)— A7
! 1+/\10(dz V2 Tdz 9z [wdz2 3dz 82]+( th U)Bz) (A7)
1 dv dw
23 _
= 1_,_/\10((1+/'\ Fa)az +(1+ X4 I‘a)ay) (A.8)
2(1+ MTo) dw
33 1
= A.
t 1+ /\10‘ Jz ( 9)
Les coefficients de contrainte Viscoélastique 7;; qui nous intéressent s’écrivent pour les rouleaux
transversaux, en remplagant Ju par — >~ grace a I’équation de continuité :
1 du du
11 b b
= 20 —113-2 1-T
L I S N A R L ( dz ) A1 =T)
A duy d?uy duy ,. ow duh Ju duy ,
1 - e paad’)
+1+/\10+Alikub[ Yz dz/\( D) ( )Alax dz 9z (dz)
AT _duy ou duy, ow (dub)2 . 2 ow (A.10)
1+/\1(7+/\11k uy| dz 9z T dz ox © dz 1+ A0+ A ikyuy, ox '
’[13: /\1 (%T _wdzub _%a_w dub aw
1+ Ao +ikAjup\ dz > dz2  dz dz dz 0z

2
d“b+ﬂa_w_3%a_w] +(1 Alfa)gz +(1+MTo+ik, Alrub)aw) (A.11)

trw dz? dz oz dz oz ox

33 _ 2L+ A To+Aluyiky) dw 2 dub/\l(l— )9w
T l+ Mo+ Nuyik, dz 1+ Mo+ Auyik, dz ox

(A.12)
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EFFETS DE LA DISSIPATION VISQUEUSE SUR LA CONVECTION DES ECOULEMENTS DE RAYLEIGH-BENARD-
PoirseuiLLE/COUETTE DE FLUIDES NEWTONIENS OU VISCOELASTIQUES

Résumé

L'objet de cette theése est d’étudier 'effet de la dissipation visqueuse sur les instabilités d’écoulements paralléles pour des
fluides Newtoniens ou viscoélastiques. L'intensité de la dissipation visqueuse est mesurée par le nombre de Gebhart Ge.
Dans les configurations de Rayleigh-Bénard-Poiseuille/Couette (RBP/C), en plus du gradient de température imposé
par les conditions aux bords, un gradient vertical de température est généré par la dissipation visqueuse. Le probleme
de stabilité linéaire de I’état de base est résolu numériquement par la méthode de Galerkin et la méthode de tir. Parmi
toutes les possibles structures convectives, on montre que les rouleaux longitudinaux 3D sont les plus amplifiés. Le
nombre de Rayleigh et le nombre d’onde au seuil de I'instabilité ont été déterminés en fonction du paramétre A = Pe?Ge
et du nombre de Prandtl Pr, ou Pe est le nombre de Péclet. On montre qu’il existe une valeur particuliere de A au dela
de laquelle la déstabilisation induite par la dissipation visqueuse est si forte qu’une instabilité d’origine thermique peut
se développer avant l'instabilité hydrodynamique de Tollmien-Schlichting. Ce scénario est d’autant plus plausible que
Pr est tres élevé. Une analyse énergétique est proposée afin de mieux discerner les effets de la dissipation visqueuse.
L'analyse faiblement non linéaire de stabilité est effectuée pour la configuration de RBP/C dans le cas limite d'un nombre
de Prandtl infini. Les effets non linéaires favorisant une bifurcation supercritique, I'influence de la dissipation visqueuse
sur l'intensité de la convection et sur le transfert de chaleur a été analysée.

Dans le cas des écoulements plans de Poiseuille/Couette confinés entre une paroi inférieure adiabatique et une paroi
supérieure isotherme, la seule source d’instabilité est la dissipation visqueuse. Nous avons étendu le travail existant
dans la littérature et qui se limite aux analyses linéaires de stabilité au domaine faiblement non linéaire. Une équation
d’amplitude de type équation de Landau a été rigoureusement obtenue. Les résultats montrent que les termes non
linéaires associés a la dissipation visqueuse contribuent a ’émergence d’une bifurcation sous-critique et favorisent le
transfert de chaleur a la paroi supérieure, et ce d’autant plus que le nombre de Prandtl est faible.

Enfin I’étude de stabilité linéaire des écoulements de convection mixte de RBP a été étendue aux fluides viscoélastiques
obéissant aux lois de comportements du modele d’Oldroyd-B. Les effets combinés de I’élasticité du fluide, du rapport des
viscosités du solvant a la viscosité totale et de la dissipation visqueuse ont été analysés. Comparés aux fluides Newtoniens,
des résultats nouveaux sont reportés et qui montrent notamment que le caractere viscoélastique du fluide précipite
la déstabilisation du systéme. Les effets coopérants de la dissipation visqueuse et de 1’élasticité du fluide peuvent
induire une instabilité pour des nombres de Reynolds bien plus bas que ceux qui sont nécessaires au déclenchement de
l'instabilité d’origine inertielle.

Mots clés : instabilité, convection mixte, fluides viscoélastiques, dissipation visqueuse, stabilité li-
néaire, stabilité faiblement non linéaire
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VISCOUS DISSIPATION EFFECTS ON RAYLEIGH-BENARD-POISEUILLE/COUETTE MIXED CONVECTION OF NEWTONIAN
OR VISCOELASTIC FLUIDS

Abstract

The purpose of this thesis is to study the effect of viscous dissipation on the stability of parallel flows for Newtonian or
viscoelastic fluids. The intensity of the viscous dissipation is measured the Gebhart number Ge. For Rayleigh-Bénard-
Poiseuille/Couette (RBP/C) flows, in addition to the temperature gradient imposed by the boundary conditions, a vertical
temperature gradient is generated by the viscous dissipation. The linear stability of the basic state is solved numerically
by the Galerkin method and the shooting method. It is shown that the 3D longitudinal rolls are the most amplified mode
of convection. The Rayleigh number and the wave number at the threshold of instability were determined as a function
of the parameter A = Pe2Ge and Prandtl number Pr, where Pe is the Péclet number. It is shown that there is a particular
value of A beyond which the destabilization induced by the viscous dissipation is so strong that thermal instability may
develop before the hydrodynamics instability of Tollmien-Schlichting. This scenario is more plausible for very high Pr.
An energy analysis is proposed to better discern the viscous dissipation effects. Weakly nonlinear stability analysis is
carried out for the configuration of RBP/C flows in the limiting case of an infinite Prandtl number. Nonlinear effects
favoring a supercritical bifurcation, the influence of viscous dissipation on the convection intensity and heat transfer has
been analyzed.

In the case of plane Poiseuille/Couette flows confined between an adiabatic lower wall and an isothermal upper wall, the
only source of instability is viscous dissipation. We have extended the existing work in the literature, which is limited to
linear stability analysis, to the weakly nonlinear regime. An amplitude equation of the Landau type has been rigorously
obtained. The results show that the nonlinear terms associated to viscous dissipation contribute to the emergence of a
subcritical bifurcation and promote heat transfer to the upper wall for low values of Prandtl number.

Finally, the study of linear stability of RBP mixed convection flows has been extended to the Oldroyd-B viscoelastic fluids.
The combined effects of the fluid elasticity, the ratio of solvent viscosity to the total viscosity and the viscous dissipation
have been analysed. Compared to Newtonian fuids, new reported results indicate in particular that the viscoelasticity of
the fluid makes the system more unstable. The cooperative effects of viscous dissipation and fluid elasticity can induce
instability for Reynolds numbers much lower than those required for triggering instability of inertial origin.

Keywords: instability, mixed convection, viscoelastic fluids, viscous dissipation, linear stability, weakly
non linear stability
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