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Introduction

L’objet de cette thése est ’étude de différents modéles mathématiques de dégrada-
tion de matériaux, décrivant la carbonatation des bétons armés d’une part et la corrosion
d’acier d’autre part, ainsi qu'un modeéle décrivant la croissance de biofilms bactériens.
L’intérét pour ces modéles provient d’enjeux environnementaux et industriels importants.
Les biofilms bactériens, colonies de cellules en expansion au cours du temps, sont utilisés
dans les technologies environnementales pour traiter les eaux usées ou assainir les sols. La
réaction de carbonatation dégrade les bétons armés et limite la durée de vie des ouvrages
d’art. Enfin, les phénoménes de corrosion interviennent aussi bien au cceur des centrales
nucléaires que dans le stockage des déchets radioactifs.

D’un point de vue mathématique, les trois modeéles considérés dans ce manuscrit sont des
problémes & frontiéres libres. La modélisation de la dégradation des bétons comme celle
de la corrosion d’acier dans le contexte du stockage des déchets radioactifs conduit & des
systémes d’équations aux dérivées partielles de type convection-réaction-diffusion posés
sur un domaine qui varie au cours du temps. Quant au modéle de croissance de biofilms,
c’est ’espace occupé par la colonie qui est vu comme un domaine variant au cours du
temps ol un systéme d’équations aux dérivées partielles de type réaction-diffusion décrit
I’expansion du biofilm. C’est ce couplage entre équations aux dérivées partielles et géo-
métrie du domaine qui constitue originalité principale des modéles étudiés. Comprendre
la dynamique de ces couplages est le défi le plus important de cette thése, que ce soit
pour I’étude théorique ou les simulations numériques.

Dans la suite de cette introduction, nous introduisons les différents modéles qui seront
traités dans les trois parties principales du manuscrit et nous présentons les principaux
résultats obtenus.

1 Etude d’un modéle de carbonatation des bétons armés

Dans la premiére partie de cette thése, nous nous intéressons & un modéle & frontiére
libre introduit et étudié par Aiki et Muntean dans |2, 3, 4, 5|. Ce modéle décrit la réac-
tion de carbonatation des bétons armés. Il est constitué d’un systéme de deux équations
paraboliques de type réaction-diffusion définies sur un domaine unidimensionnel variant
au cours du temps oil une interface est fixe et I'autre mobile. L’évolution de l'interface
mobile est régie par une équation différentielle ordinaire. Pour ce modéle, nous définis-
sons et analysons deux schémas numériques de type volumes finis. En particulier, nous
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prouvons dans le Chapitre 1 la convergence d’un schéma numérique et au Chapitre 2
nous nous intéressons, au niveau discret, au comportement en temps long de l'interface
mobile.

1.1 Présentation du modéle

Le phénoméne de carbonatation des bétons armés est la principale cause de dégra-
dation de ce matériau et réduit sa durée de vie, on parle parfois de « cancer du béton ».
Il s’agit d’une réaction chimique qui dégrade les armatures en acier enchéssées dans le
béton censées garantir sa résistance. En effet, cette réaction rend possible la corrosion des
barres métalliques qui gonflent et font éclater le béton, comme représenté sur la Figure 1.

FiGure 1 — Illustration de l'éclatement du béton armé da a la réaction de carbona-
tation (source : MADe — CC-BY-SA, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Betonrot_Hippodroom.JPG).

Cette réaction peut étre décrite simplement comme suit : du COg en phase gazeuse
provenant de 'atmosphére entre a l'intérieur des pores du béton et y est rapidement
transformé en COq en phase aqueuse. Cette réaction chimique est décrite par I’équation

CO2(g) +— CO2(aq). (1)

Ensuite, le COz(aq) est transporté par diffusion au sein du béton et il s’ensuit la réaction
irréversible, appelée réaction de carbonatation, suivante :

COz(aq) + Ca(OH),(aq) — H20 + CaCO3(aq). (2)

La principale conséquence de cette derniére réaction chimique est une baisse significative
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du pH dans la zone du béton ayant subi cette réaction. Il est estimé que le pH passe
d’une valeur supérieure & 12 & une valeur inférieure & 9, voir Figure 2 issue de [63].
Cette chute du pH est la cause de la dégradation du béton armé. En effet, cette réaction
de carbonatation se propage au sein du matériau et divise celui-ci en deux zones bien
distinctes, une région dite carbonatée et ’autre saine. Or, lorsque la région carbonatée
atteint les structures métalliques enchéassées dans le béton, le pH bas permet les réactions
de corrosion du métal.

3 1& pray

' Non carbonated

FIGURE 2 — Tllustration de la chute du pH apres la réaction de carbonatation (Possan,
Thomaz, Aleandri, Felix, Santos — CC-BY-NC-ND).

Pour décrire la réaction de carbonatation des bétons, Muntean et Bohm ont proposé
dans [56] un modéle unidimensionnel & frontiére libre suivant I’évolution des concentra-
tions dans la zone saine et carbonatée des différentes espéces intervenant dans les réac-
tions (1) et (2). Pour ce modéle, ils prouvent l'existence d’une unique solution (faible)
globale en temps. Le modéle de carbonatation que nous considérerons dans la Partie I
introduit par Aiki et Muntean est une simplification du modeéle proposé par Muntean et
Bo6hm. En effet, dans ce modele, partant du principe que c’est la présence de COq(aq) a
I'interface entre la zone carbonatée et la zone saine qui pilote la réaction de carbonata-
tion (2) (I'espece Ca(OH),(aq) étant omniprésente au sein du béton), Aiki et Muntean
ne s’intéressent qu’a ’évolution de la concentration en COz(g) et CO2(aq) au sein de la
zone carbonatée. Par le biais de ce modéle, ils veulent justifier mathématiquement que
Iinterface mobile entre la zone saine et la zone carbonatée se propage au cours du temps
suivant une loi en v/#. Nous renvoyons a la Section 1.2 de [4] ot Aiki et Muntean donnent
des détails concernant cette loi de propagation observée expérimentalement.

Dans le modele a frontiére libre proposé dans [2], out le domaine mobile représente la zone
carbonatée du béton, les inconnues sont les concentrations u et v en CO» respectivement
en phase aqueuse et gazeuse et s I'abscisse de I'interface mobile entre zone saine et zone
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carbonatée. Pour tout 0 < 7' < oo, la zone carbonatée Qs(7) est définie par
Qs(T) ={(t,y) : 0<t<T,0<y<s(t)}.

Avec ces notations les équations du modéle introduit par Aiki et Muntean [2| s’écrivent :

Oru — Oy(kyOyu) = f(u,v) dans  Qs(T),
O — Oy(kpOyv) = —f(u,v) dans  Q4(T),
s'(t) = ¥(u(s(t),t)) pour 0<t<T,
u(0,t) =g(t) pour 0<t<T,
v(0,t) =r(t) pour 0<t<T,
—kuOyu(s(t),t) — s'(t)u(s(t),t) = P(u(s(t),t)) pour 0<t<T,

TN N
W ow
T o

Lo
o
NN N NG NI NN NS NG

N
Lo W
o &

—_—
w
R

—kypOyv(s(t),t) — s’ (t)v(s(t),t) =0 pour 0<t<T, (3g
u(y,0) =up(y) pour 0<y < s(0), (3h
v(y,0) =vp(y) pour 0<y < s(0), 3i

&

Le terme source f dans les équations (3a) et (3b) prend en compte la transformation
réversible du CO(g) en CO2(aq) décrite par (1) et est de la forme f(u,v) = B(yv — u)
pour f3 et 7y des constantes positives. Par ailleurs, dans ce modéle, la présence de COy(aq)
a l'interface entre la zone carbonatée et la zone saine permet & la réaction de carbona-
tation (2) d’avoir lieu. Cette hypothése permet d’expliquer la forme de I’équation (3c)
qui relie la vitesse de propagation de l'interface mobile & la valeur de la concentration en
COz(aq) a l'interface.

Dans 2], sous certaines hypothéses précisées dans la Partie I, les auteurs montrent ’exis-
tence et I'unicité d’une solution faible globale pour le probléme (3) vérifiant pour tout

(x,t) € Qs(T)
0 <u(x,t) <g* et 0<wv(z,t)<r" (4)

ou g* et r* sont des constantes positives majorant des conditions initiales et des conditions
au bord de Dirichlet. La preuve de ce résultat repose sur des estimations a priori per-
mettant d’appliquer une technique de point fixe. Plus tard, dans [3, 4], Aiki et Muntean
montrent, dans le cas ot les conditions au bord de Dirichlet sont supposées constantes,
I’existence de deux constantes strictement positives ¢ et C' telles que

eVt <s(t) <CV1+t, Vt>0. (5)

L’inégalité (5) justifie ainsi la loi empirique de propagation de l'interface de la zone car-
bonatée en \/t.

Via un changement de variable en espace, nous réécrivons les équations de (3) sur un
domaine fixe. Cela permet d’une part d’introduire plus simplement une notion de so-
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lution faible pour le systéme (3), et d’autre part de réduire le temps de calcul de nos
méthodes numériques en nous évitant de devoir remailler le domaine spatial & chaque
pas de temps. Une telle approche est également employée dans [13| ou Bataillon et ses
coauteurs introduisent et étudient un schéma numérique pour un modéle de corrosion,
également & frontiéres libres, que nous étudierons dans la derniére partie de ce manuscrit,
voir Partie III. Plus proche de notre cas d’étude, nous citons également ’article de Mun-
tean [53] dans lequel un schéma semi-discret en espace fondé sur une méthode d’éléments
finis pour le modéle introduit par Muntean et Bohm évoqué plus haut est proposé. Dans
ce travail, I'auteur se raméne également & un domaine fixe afin de prouver la convergence
de ce schéma semi-discret. Nous considérons, comme dans [53], le changement de variable
suivant :

Uo<e<r[0, s(t)] x {t} — [0,1] x [0, 77,
Yy
(y,t) —> (x(y,t) = s(t)’t> )

Dans ce nouveau systéme de coordonnées, le systéme (3) se réécrit dans le domaine
Q(T) = (0,1) x (0,T) sous la forme

s()0(s(t)u) + OpJy = s*(t)f(u,v) dans Q(T), (6a)
s(t)0(s(t)v) + Opdy = —s*(t) f(u,v)  dans  Q(T), (6b)
s'(t) =(u(l,t)) pour 0<t<T, (6¢)
u(0,t) =g(t) pour 0<t<T, (6d)

v(0,t) =r(t) pour 0<t<T, (6e)

Ju(1,t) = s(t)yY(u(l,t)) pour 0<t<T, (6f)
Ju(1,t) =0 pour 0<t<T, (6g)

u(z,0) = up(spr) pour 0O0<z<I, (6h)
v(z,0) =vo(spx) pour 0<z <1, (61)

s(0) = so, (6])

ol le flux de convection-diffusion est défini par
Jw = —KyuOzw — s(t)s' (t)zw,

pour w =wu ou w = v.

1.2 Convergence d’un schéma volumes finis

Dans ce premier travail nous construisons et montrons la convergence d’un schéma
volumes finis pour les solutions de (6). La source principale de difficulté provient du
couplage entre les équations de convection-réaction-diffusion (6a) et (6b) portant sur u
et v et I'équation différentielle ordinaire (6¢) portant sur s.
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Afin de présenter ce schéma et les résultats obtenus pour celui-ci, nous introduisons
quelques notations concernant le maillage en espace et en temps et nous présentons de
facon informelle le schéma numérique. Nous renvoyons au Chapitre 1 pour plus de détails.
Un maillage 7 de Uintervalle [0, 1], est constitué d’une collection de [ cellules de la forme
(a:i_%,a:i+%), pour 1 < </, avec

OZx%<x%<...<mF%<xl+%:17

nous notons h; = x x,_1,pour 1 < <[, la taille de la ¢-iéme cellule.
2

i+l T
Pour U'intervalle [0, 7] nous considérons un maillage uniforme. Pour cela nous définissons
un pas de temps At et un entier Ny, partie entiére de T'/At, et une suite (t,)o<n<ng
avec t, = nAt.

Avec ces notations, pour 1 <i <let 0 <n < Np —1, le schéma s’écrit

S = 5 AR (),

et
n+1 Sn+11}?+1 — Snvzn n+1 n+1 n+1\2 n+1 n
s"Th; Az + (GmH% — Gv,i%) =—(s""T) h B(yvTT — ),
n+1 5”““?“ — s"uj’ n+1 n+l \ _ [.nt1y2 n+1 n+1
s hy A7 + <Gu,i+§ _Gu,i—§> = (") h By v =),
ot les GZ:}F%, pour w = u ou v, sont des approximations consistantes de J,, (mH%, tnt1)-

Nous considérons ici pour Gz)fi ; les flux de Scharfetter-Gummel [68| qui permettent une

)

approximation simultanée des termes de diffusion et de convection apparaissant dans Jy,.
Enfin, une approximation convenable des conditions initiales et des conditions aux bords
compléte le schéma.

L’approximation implicite/explicite des termes sources permet de découpler les équa-
tions (6a), (6b) et (6¢). Ainsi, si (s",u",v™) désigne une solution de ce schéma au temps
t, alors pour calculer une solution au schéma numérique au temps ¢, il faut calculer
dans un premier temps s"*!, puis v"T! et enfin w1,

Nous montrons, dans le Théoréme 1.2.1, 'existence et 'unicité d’une solution au schéma
numérique. De plus, comme au niveau continu, pour tout n > 0et i € {0,--- , [+ 1} ces
solutions vérifient

La preuve d’existence et d’unicité repose sur la structure linéaire du schéma. Nous réécri-
vons le schéma sous forme matricielle et nous démontrons 'inversibilité de ces matrices
via une propiété de M-matrice. De plus, en s’inspirant de [13], nous utilisons cette pro-
priété de M-matrice pour en déduire la positivité et les bornes supérieures vérifiées par
les solutions.
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Une fois l'existence d’'une solution obtenue, nous considérons une suite de maillages en
espace et en temps telles que h, At — 0 oll h désigne le maximum des h; ainsi qu’une
suite de solutions au schéma numérique associée a la suite de maillages. Nous montrons,
dans le Théoréme 1.2.2, la convergence de cette suite de solutions, en un certain sens,
vers un triplet (s, u,v) solution faible du probléme (6). La preuve de convergence repose
sur une méthodologie classique dans le cas des schémas volumes finis comme présentée
dans le livre de Eymard, Gallouét et Herbin [37], qui consiste en 1'établissement d’esti-
mations d’énergie discrétes afin d’appliquer des résultats de compacité adéquats. Dans
notre cas, nous établissons des estimations du type L2(0,7; H'(0,1)) et H(0,T; H*))
discrétes avec H* le dual de

H=1{z¢ec H'(0,1) : 2(0) =0}.

Afin d’établir ces estimations, nous nous reposons sur I’analyse du schéma de Scharfetter-
Gummel faite par Bessemoulin-Chatard dans [14]. Ces estimations nous permettent alors
d’appliquer une version discréte du lemme d’Aubin-Simon [70] établie dans [40] par Gal-
louét et Latché et de déduire de la compacité sur la suite de solutions.

Enfin, au travers de simulations numériques, nous montrons que ce schéma préserve bien
la propagation en /t de l'interface mobile, voir Figure 3, et nous nous intéressons a
'ordre de convergence en espace et en norme L? du schéma.

Ce travail fait I’objet d’une publication dans ESAIM : Mathematical Modelling and Nu-
merical Analysis, voir |28]. Il fait également l'objet d’une publication dans les proceedings
du congrés FVCA VIII, 8th International Symposium on Finite Volume for Complex Ap-
plications, voir [27] et est en collaboration avec Claire Chainais-Hillairet et Benoit Merlet.
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FIGURE 3 — Comportement de s en échelle linéaire (& gauche) et en échelle logarithmique
(& droite) pour 7' = 1000.
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1.3 Comportement en temps long d’un schéma volumes finis non li-
néaire

Au vu des simulations numériques obtenues avec le schéma précédent, qui capture de
fagon satisfaisante la propagation de s au cours du temps, nous avons poursuivi notre
étude du modele (6) en démontrant au niveau discret une inégalité du type (5). Pour
ce faire, nous avons voulu adapter au cas discret les techniques utilisées par Aiki et
Muntean dans [3, 4]. Pour étre en mesure d’adapter ces techniques nous proposons une
modification du schéma : le nouveau schéma, toujours de type volumes finis est désormais
complétement implicite en temps. Pour présenter ce schéma, nous considérons les mémes
notations pour le maillage en espace et en temps que celles introduites précédemment et
le schéma numeérique s’écrit

s ="+ At ¢(ul"_:'11),

et

n+l,n+l _ .n,n
Rognt15 Ui 5 U <}—n+1
7 .

1 .
At uit3 URES

S F ) =,

(2 (2

h'8n+18
1 =

n+1 ,Uzn-i—l _ g yn
2

A LIS ‘/—_-nJrl _‘/—_-::r_11> = —hy (Sn+1)2 f(un+1’,un+1)’

-1
v,it+3 ? ?

ol pour w = u ou v le flux numérique fgt}rl est une approximation consistante de
1

Juw(w;, 1 ,tn+1). En utilisant une approche similaire & [23], ou Chainais-Hillairet et Dro-
niou introduisent une définition générale permettant d’englober sous une méme formu-
lation des approximations classiques des flux de type convection-diffusion, comme le flux
de Scharfetter-Gummel, le flux centré, ou encore le flux décentré amont, nous considé-

rons une classe assez large de flux discrets ]:Ztlrl. Enfin le schéma est complété par

)

I'approximation des conditions initiales et des conditions aux bords. Nous renvoyons au
chapitre 2 pour une introduction compléte du schéma.

Nous montrons, dans le Théoréme 2.2.1, 'existence d’une solution au schéma numérique.
De plus, pour tout n >0 et i € {0,---,l+ 1} les solutions vérifient les bornes suivantes

0<wo<r* 0<uy<g"

La preuve de ce théoréme repose sur une linéarisation adéquate nous permettant I'uti-
lisation des résultats obtenus pour le schéma linéaire. Une application du théoréme de
point fixe de Brouwer permet de conclure.

Pour obtenir (5), Aiki et Muntean établissent dans [3, 4], en supposant g et r constantes,
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que pour presque tout ¢ > 0 'égalité suivante est vérifiée

1 t ol
/ s3(t) (u(x, t) + v(:p,t)) dx + 152(75) + nu/ / Oru(z, z) dx dz
0 2 0 Jo
t 1 1 1
+ Iiv/ / Opv(x,2)drdz = ~s8 + / st (uo(so x) + vo(so x)) dz, (7)
0 Jo 2 0

ainsi que le contréle suivant sur le gradient de u et v

t ol t ol
Hu/ / 0pu(z, 2)|* do dz + Kv/ / |0,v(z, 2)|? dz dz < C s%(t). (8)
0 JO 0 JO

En adaptant cette démarche, nous établissons deux inégalités d’énergies, voir Proposi-
tion 2.5.1 et Proposition 2.5.2 qui remplacent 1’égalité (7) au niveau discret, ainsi qu’un
controle similaire & (8) sur le gradient discret de u et v, voir Proposition 2.4.1. Nous prou-
vons alors dans le Théoréme 2.2.2 que sous certaines hypothéses, il existe deux constantes
strictement positives ¢ et C' indépendantes de la discrétisation telles que

VT < st < CVT + 1.

Finalement, nous concluons notre étude par quelques simulations numériques obtenues
en implémentant ce schéma, voir Figure 4 (p > 1 est un parameétre intervenant dans la
deéfinition de la fonction ¢ (6¢)).

Ce travail fait 'objet d'une publication dans Numerical Method for Partial Differential
Fquations, voir [77].

1.4 Perspective
Les simulations suggérent qu’il existe une constante A* telle que
s(t) ~ A"V,

pour t — +00. Prouver cette asymptotique est une perspective de travaux futurs. Comme
piste possible de recherche, nous pourrions essayer de définir une fonctionnelle de Lyapu-
nov pour le systéme (3) ou (6). Dans notre cas, la principale difficulté vient des conditions
au bord non conservatives (et non linéaires) qui ne permettent pas d’identifier une fonc-
tionnelle de Lyapunov évidente.

2 Etude d’un systéme de diffusion croisée modélisant la
croissance de biofilms

La Partie II de ce manuscrit est consacrée a 1’étude d’un systéme de diffusion croisée
modélisant la croissance de biofilms proposé par Rahman, Sudarsan et Eberl dans [66]
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FIGURE 4 — Comportement de s en échelle logarithmique pour différentes valeurs de p.

et étudié par Daus, Miligi¢ et Zamponi dans [32]. L’étude mathématique de ce systéme
repose sur sa structure formelle de flot de gradient qui permet ’emploi d’une méthode
spécifique, appelée « boudedness-by-entropy method », développées par Jiingel dans [45]
et présentées dans la suite. Pour ce modéle, nous introduisons un schéma numérique de
type volumes finis préservant la structure des équations du modéle et nous prouvons
I’existence de solutions ainsi que la convergence de ce schéma.

2.1 Présentation du modéle

Un biofilm bactérien est un amas de cellules bactériennes enveloppé d’une matrice
constituée de polymeéres, et attaché & une surface ou une interface du type air-liquide.
Une fois fixées et sous des conditions favorables de croissance, les bactéries se multiplient
et la taille du biofilm croit. Ces communautés multicellulaires organisées et résistantes
sont omniprésentes dans la nature et ont un impact sur les activités humaines. En effet
ces colonies interviennent dans les infections bactériennes comme la mucoviscidose ou les
pathologies buccodentaires et ORL (parodontites, caries, otites chroniques). Ils peuvent
aussi avoir un effet bénéfique pour 'homme via leur utilisation pour la décontamination
des eaux usées [20, 59].

Comme représenté sur la Figure 5, le cycle de vie d’un biofilm se décompose en plusieurs
étapes. Dans un premier temps, quelques bactéries se déposent sur une surface ou une
interface. Elles se regroupent alors et sécrétent la matrice extracellulaire qui assure la
cohésion de la colonie. A cette étape, la colonie est fixée de facon durable & la surface.
S’ensuit alors une phase d’expansion du biofilm par multiplication des cellules et éta-
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lement de la colonie, phase 3 et 4 sur la Figure 5. Enfin, le biofilm atteint une masse
maximale critique et débute une phase dite de dispersion ou des bactéries quittent la
colonie, ce qui met fin au cycle de vie de cette derniére. Le modéle proposé par Rahman,
Sudarsan et Eberl se focalise uniquement sur les étapes 3 et 4 concernant la croissance
d’un biofilm constitué de différents types d’espéces bactériennes. En particulier, au tra-
vers de ce modéle les auteurs s’intéressent & la distribution spatiale au cours du temps
des différentes espéces constituant la colonie.

FIGURE 5 — Illustration des différentes phases du cycle de vie d’'un biofilm (Illustration
issue de [52] et adaptée sous la licence Creative Commons).

Pour construire un modéles mathématique permettant de décrire la croissance et
I’architecture d’un biofilm multi-espéces, il faut prendre en compte dans les équations
du modeéle la maniére dont la croissance d’une espéce est influencée par la présence
et la croissance d’autres espéces. A cette fin, Rahman, Sudarsan et Eberl proposent
dans [66] un systéme de diffusion croisée. Les termes de diffusion croisée permettent de
prendre en compte 'influence du gradient de concentration d’une espéce sur la diffusion
d’une autre. Les modéles de diffusion croisée sont une alternative possible & d’autres
modéles préexistants mais qui ne rendent pas compte de fagon satisfaisante d’observations
expérimentales d’apres [66, Section 1.3].

Tk~ T

7 2

k—1 k E+1

FIGURE 6 — Illustration des déplacements possibles et les taux de transition associés.

Pour présenter les équations du modeéle nous reproduisons le raisonnement de [66]. Pour
simplifier les notations, nous adoptons une approche 1D et nous considérons une suite
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de points (xy)o<k<n répartis de facon équidistante sur un intervalle. En supposant que
le biofilm est constitué de n espéces, nous notons uf = wu;(x) on u; représente la quan-
tité d’espéce ¢ au point zp. Nous définissons également TZ.]"’jE les taux de transition qui
décrivent le mouvement de espéce ¢ du site k vers le site k = 1 comme représenté sur la
Figure 6. Nous autorisons uniquement des déplacements des espéces entre sites contigus
du maillage. De ces considérations, nous obtenons les équations d’évolutions suivantes
pour u;

dul _ _
AR T F Vasb (A R S e (9)

ou rf est un terme source décrivant la croissance de ’espéce 4. Il reste & définir les taux de
transitions. Nous supposons, aprés renormalisation, que le biofilm a une taille maximale
égale a 1 et nous supposons que si cette taille maximale est atteinte au point xy, alors
aucune espéce située sur un site voisin ne peut « sauter » sur ce site. Suivant I’approche
de Rahman, Sudarsan et Eberl, nous considérons la définition suivante pour les taux de
transition

T'ik:t = O Qz(ulf7 s 7“2)pi(ulfil7 sy U'Zil)7

oll o; mesure la vitesse de déplacement des cellules entre sites voisins et p; et ¢; désignent
des fonctions positives ne dépendant que de uy, . . ., u,. La quantité ¢;(u¥, ..., u*) mesure
lattrait de ’espéce ¢ a quitter le site xj et pi(u’fil, .. .,ufﬁﬂ) mesure attractivité du
site xp41 pour 'espéce ¢ venant du site xp. Les considérations concernant l'impossibilité
pour une espéce de passer du site x & xr4q si le biofilm a atteint sa taille maximale
en xp41 conduisent & imposer la condition p;(uf™, ... ukt) = 0si 3, uf“ =1. De
méme, un site, disons xy41, représente plus d’attrait pour 'espéce ¢ si il est faiblement
occupé. Nous supposons alors que p; est une fonction décroissante et que les fonctions p;
et ¢; sont toutes identiques et ne dépendent que de Y u;.

En faisant tendre le pas du maillage en espace vers 0, on obtient en 1D avec M = )" | u;
Ou; — o [p(M) 02(q(M) u;) — q(M) u; 92p(M)] = ri(u).
Nous réécrivons cette équation sous la forme
Opui — ai div (p(M) ¢(M) Opus + i (p(M) Oxq(M) — ¢(M) Ozp(M)) = ri(u).  (10)
En effectuant le méme type de raisonnement en dimension supérieure, nous déduisons

de (10) en utilisant Vp(M) = p'(M) > 7, Vu; et Vq(M) = ¢'(M) 3°7_; Vu; le systéme
d’équations suivant pour u; la densité de 'espéce 7

Opu; — diV(ZAij(u)Vuj> =ri(u) dans Q, t >0, (11)
j=1
ott © € R? (d > 1) désigne un domaine borné de R? et oti pour i, j = 1,...,n les
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coefficients de la matrice de diffusion sont définis par
Aj(u) = ;bijp(M)q(M) 4 ciu; (p(M)q' (M) — p' (M )q(M)). (12)

Ici a; > 0 désigne les coefficients de diffusion. Nous supposons que p € C*([0,1]), dé-
croissante et p(1) = 0. De plus, nous définissons ¢ par I’expression suivante

M P s
A e (13

avec a, b > 1 données. Nous justifierons dans la suite cette forme particuliére pour
q. Enfin les équations du modéle sont complétées par des conditions initiales et des
conditions mixtes du type Dirichlet/flux nul

u;(0) =u! dans Q, i=1,...,n,
ui:uiD surFD, Fi-v=0 surFN,
avec P NTN =@ et TP UTN = 00.

Comme remarqué par Daus, Miligic et Zamponi dans [32], nous pouvons réécrire I’équa-
tion (11) sous la forme

q(M
Opui + divFE = ri(u), Fi= —aip(M)ZvWZ(M)) dans Q, >0, i=1,...,n. (14)
p
En supposant alors a; = 1 pour tout ¢ = 1,...,n, nous obtenons en sommant les équa-

tions précédentes (et en oubliant les termes de réaction)

o)

oM = div <p(M)2V (M)

En utilisant (13) cela donne

a
oM = div((l—W)VM) (15)
Nous voyons ainsi que le modéle construit par Rahman, Sudarsan et Eberl est une ex-
tension d’un modéle antérieur introduit par Eberl, Parker et van Loosdrecht [34] dans
lequel les auteurs s’intéressent & la croissance d’un biofilm constitué d’une seule espéce
et dont ’équation constitutive est donnée par (15). Ainsi, si toutes les densités u; s’an-
nulent sauf une, les équations du systéme (11) doivent se réduire a 1’équation (15). Ces
considérations expliquent le choix de ¢ sous la forme (13).
Pour démontrer I'existence d’une solution globale a ce systéme, il faut s’assurer que la
borne supérieure M < 1 est vérifiée afin d’éviter la singularité lorsque M = 1. Or, et
¢’est 'une des caractéristiques des systémes de diffusion croisée, la matrice de diffusion
(A j(u))i<ij<n n'est ni diagonale, ni symétrique, ni définie positive et l'utilisation du
principe du maximum n’est pas envisageable pour obtenir un contréle L*°. Une approche
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possible est d’employer la « boundedness-by-entropy method » que nous présentons dans

la suite.
Dans [32], Daus, Miligic et Zamponi prouvent, sous I’hypothese 0 < M? = >"Tu) < 1 et
0< MP = ?ulD < 1, lexistence et I'unicité de solutions faibles globales en temps. Ils

établissent la positivité des densités u; ainsi que la borne supérieure M = > | u; < 1.
Nous reviendrons dans la suite sur 'hypothése faite dans [32] sur M° et M P qui em-
péchent I’étude de la propagation de l'interface mobile {M > 0}.

2.2 Meéthodes d’entropie

Un point clef de I'analyse du modeéle de croissance de biofilms repose sur I’emploi
d’une méthode particuliére portant le nom de « boundedness-by-entropy method ». Cette
méthode a été introduite par Burger, Di Francesco, Pietschmann et Schlake dans [18] afin
d’étudier un modéle de diffusion croisée modélisant le transport de deux types d’espéces
chargées de densité p; et pa sous la contrainte p; 4+ p2 < 1 puis formalisée et généralisée
par Jiingel dans [45]. Dans ce travail, Jiingel établit de nombreux résultats d’existence
de solutions globales pour des modéles de diffusion croisée ol, comme dans l’exemple
du modele de biofilms et le modéle considéré dans [18], la masse totale du systéme est
contrainte par une borne supérieure. Ce type de contraintes représente un défi pour
I’étude mathématique de ces modéles & cause de la structure particuliére des matrices de
diffusion qui exclut 'emploi du principe du maximum.

Afin de présenter les idées principales des méthodes d’entropie, considérons un systéme
de diffusion croisée général de la forme

Ou — div (A(u) Vu) = f(u), dans Q, ¢t > 0. (16)

Ici Q € RY (d > 1) désigne un domaine borné de R?, u(t) = (uy,...,u,)(-,t) : @ — R"
pour n > 1 est l'inconnue, A(u) = (a;;(u)) € R™" est la matrice de diffusion et les
termes de réactions sont représentés par les composantes de f : R” — R™. Afin d’alléger
la présentation nous supposons que le modéle est complété par les conditions

(A(w)Vu) -mn=0 sur9Q, t >0, et u(-,0)=u’(-) dansQ,

ol n est le vecteur unitaire extérieur a 0S2. Les idées principales de la méthode restent
inchangées dans le cas de conditions mixtes mais nécessitent I'introduction d’un nombre
plus important d’outils.

L’hypothése principale nécessaire pour appliquer la technique de « boundedness-by-entopy
method » est que le systéme (16) posséde, au moins formellement, une structure de flot
de gradient i.e. qu’il existe une matrice B € R™*" semi-définie positive telle que (16)
puisse se réécrire sous la forme

dyu — div (B v ‘;Z) = f(u), (17)
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ot la fonctionnelle, appelée dans la suite entropie, est définie par H(u) = [, h(u) dx pour
h une fonction réguliére fixée. La dérivée, au sens de Fréchet, 6 H/du est définie comme
un opérateur d’'un espace de Banach X dans son dual X’ avec

< 6—H,v >= / Dh(u) v dx, (18)
ou 0

ou Dh désigne la dérivée de h. Cette fonction h: O C R™ — [0,00) est supposée convexe
et représente la densité de ’entropie H. Nous supposerons dans la suite que O est un
ensemble ouvert et borné de R™ fonction du modéle considéré et qui représente ’ensemble
des valeurs possibles que peut prendre u le vecteur solution de (16).

En supposant que la fonction h appartient & C2(O; [0, 00)) et en identifiant via le théoréme
de représentation de Riesz, dans le cas X = L?(Q) par la formule (18), § H/du & Dh,
nous définissons w = Dh(u). Dans la suite la variable w sera appelée variable entropique
et nous réécrivons alors (17) en terme de variable entropique sous la forme

Ou — div (B(w) Vw) = f(u), (19)

pour B = B(w) = A(u) (D2h(u))_1 € R™" et ou D%h(u) € R™ ™ désigne la matrice
Hessienne de h. Pour passer de (19) a (17) il faut alors supposer que Dh : O — R" est
inversible et dans ce cas u = (Dh)~!(w).

Toujours en supposant que h appartient & C?(0;[0,00)) nous déduisons deux consé-
quences importantes :

Premiérement, en calculant formellement la dérivée en temps de H, nous déduisons
de (19) et d’une intégration par parties

dH:/é?tu-Dh(u)dx:/atu-w

:_/va : B(w)vmﬁ/gf(u)-wdx, (20)

avec A : B =3, -a;;b;; pour deux matrices A = (a; ;) et B = (b; ;). Le terme JoVuw :
B(w) Vw est appelé dissipation d’entropie. En supposant a présent que f(u)-w < 0 nous
obtenons l'inégalité suivante

dH

— < —/ Vw : B(w) Vwdz, (21)
dt Q

appelé inégalité de dissipation d’entropie. De plus, puisque B(w) est supposée semi-
définie positive, nous déduisons de I'inégalité (21) que H est une fonctionnelle de Lyapu-
nov. L’existence d'une telle fonctionnelle est utile pour montrer ’existence de solutions
globales & (16) et (17); la relation (21) permettant d’obtenir des estimations a priori sur
u.

Deuxiémement, si il existe une solution faible pour (19) alors I'inversibilité de Dh : O —
R™ implique que u = (D h)~!(w) satisfait u(-,t) € O pour t > 0. Or par hypothése O est
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supposé borné et nous obtenons ainsi des estimations L° pour u sans avoir recours au
principe du maximum.
En résumé la méthode que nous venons d’exposer repose sur :
1) L’existence de h € C2?(O;[0,00)) convexe telle que Dh est inversible et O est un
ouvert borné de R™ (ce qui permet d’obtenir des bornes L™ sur u).
2) La matrice A(u)(D?h(u))™! est semi-définie positive et f(u)-w < 0 pour tout
u € O (ce qui permet d’établir des estimations a priori sur u).
Nous renvoyons a [45] pour plus de détails.
A titre illustratif, nous considérons le modeéle de croissance de biofilms, avec des conditions
de type flux nul sur tout 9€) et sans termes sources. Dans ce cas, suivant ’approche
développée par Daus, Milisic et Zamponi dans [32], nous introduisons

0= {u: (ug,...,up) € (0,00)" : Zuz < 1}.
i=1
On considere la fonctionnelle d’entropie H(u) = [, h(u) dz avec

n M
h(u) = Z (ui(logu; — 1)+ 1) + / log@ ds.

izl 0 p(s)

Les variables entropiques sont alors définies par

En argumentant comme dans la preuve de |32, Lemme 6| on peut montrer que Dh est
inversible ce qui conduit &

u = (Dh)"H(w) € O.

De plus, on a I’égalité de dissipation d’entropie suivante

2

LR) q(M) dr = 0.

p(M)

2.3 Convergence d’un schéma volumes finis

Les résultats de ce Chapitre sont un travail en collaboration avec Ansgar Jiingel et
Esther Daus et ont été réalisés lors d’un séjour de deux mois a la Technische Universitdt
de Vienne.

Dans le Chapitre 3, nous introduisons et analysons un schéma numérique de type volumes
finis pour le systéme de croissance de biofilms proposé dans [66]. L'une des principales
difficultés est de définir un schéma numérique capable de préserver au niveau discret la
structure du modeéle continu. Pour ce faire, nous proposons un schéma obtenu par une
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méthode de type Euler implicite en temps et une approximation des flux de type vo-
lumes finis ou les flux sont approchés par une méthode a deux points avec un traitement
particulier pour le terme p?(M) en facteur du gradient de u; ¢(M)/p(M). Notons qu’un
autre schéma numérique de type volumes finis semi-implicite en temps a été développé
par Rahman et Eberl, voir [65], pour étudier, au travers de simulations numeériques, le
systéme de croissance de biofilms introduit dans [66]. Cependant aucune analyse de ce
schéma n’a été effectuée.

Dans le Chapitre 3, nous montrons que le schéma décrit précédemment vérifie les résul-
tats suivants :

(i) Dans le Théoréme 3.2.1, nous prouvons 'existence de solutions positives et bor-
nées.

(ii) Toujours dans le Théoréme 3.2.1 et sous une hypothése similaire & ’hypothése 2)
de la partie précédente pour le terme source, nous prouvons que le schéma pré-
serve la structure de flot de gradient du modéle de biofilm. En particulier, nous
établissons I'inégalité de dissipation d’entropie vérifiée par les solutions du schéma
numeérique.

(iii) Enfin dans le Théoréme 3.2.2, nous prouvons sous certaines hypothéses sur les
constantes de diffusion la convergence du schéma.

La preuve du Théoréme 3.2.1 repose sur 'adaptation au niveau discret de la « boudedness-
by-entropy method » exposée plus haut ainsi que de la démarche générale de preuve
d’existence de solutions globales pour des systémes de diffusion croisée telle qu’employée
par Jiingel dans [45, Théoréme 2|. En particulier, c’est 1’établissement d’une version
discréte de I’égalité d’entropie qui nous permet, par le biais d’'un argument de degré to-
pologique, de prouver 'existence d’une solution au schéma numérique.

De facon similaire & la preuve de convergence du schéma introduit au Chapitre 1, la preuve
du Théoreme 3.2.2 est fondée sur des estimations d’énergie discrétes qui permettent 1’ap-
plication d’un résultat de compacité adéquat. Pour cela, nous établissons en supposant
I'égalité des constantes de diffusion des estimations discrétes du type L*°((0,7") x 2)) et
L?(0,T; HY(Q)) qui nous permettent d’employer un résultat de compacité dti 4 Andreia-
nov, Canceés et Moussa [11].

Finalement, nous concluons le Chapitre 3 par la présentation de certaines simulations
numeériques en dimension un. Dans ces simulations, nous nous intéressons au compor-
tement en temps long, ainsi qu’a l'ordre de convergence en espace et en norme L? du
schéma.

2.4 Perspectives

Sur la Figure 7, nous illustrons la convergence du schéma dans le cas d’un biofilm
constitué de deux espéces et ou les constantes de diffusion sont données par a; = 1
et ao = 10. Dans ce cas, le schéma semble étre convergent et nous espérons pouvoir
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généraliser le résultat du Théoréme 3.2.2 sans I’hypothése restrictive sur les ay.
D’autres pistes de recherches futures sont également envisagées. En effet, afin d’étudier
la propagation de l'interface mobile {M > 0}, nous aimerions prouver des résultats
d’existence au niveau continu et discret dans le cas ou les conditions initiales sont &
support compact ainsi que pour des conditions de Dirichlet homogénes. Pour cela, nous
pourrions utiliser la méme démarche que Chen et Jiingel [31], pour prouver, au moins
dans le cas de conditions au bord de type flux nul sur tout 92, 'existence de solutions
dans le cas ol les conditions initiales sont & support compact. L’idée principale de cette
méthode est de modifier la donnée initiale afin de la rendre strictement positive sur
tout le domaine puis de démontrer 'existence d’une solution associer a cette donnée
initiale modifier. Dans notre cas, nous pourrions considérer, en notant u® = (u(f, . ,u%)
la donnée initiale & support compact, la modification suivante

0 0
. u; +
@)= LT

Myl <i<n,
Y 14V =r=n

pour tout 0 < n° < 1/n et avec cette définition nous obtenons ﬂ? >0pourtout 1 <i<n
et Y 22? < 1. En appliquant le résultat de Daus, Miligic et Zamponi, on obtient I’exis-
tence d’'une solution @ = (g, ..., Uy,). 1l reste alors a établir des estimations uniformes
en n° afin de pouvoir passer a la limite n° — 0 pour en déduire I’existence d’une solution
associée a u. 1l serait intéressant d’étudier si ce type d’approche peut également s’ap-
pliquer pour prouver l'existence de solutions dans le cas de conditions au bord mixtes
Dirichlet homogene/flux-nul.

Par ailleurs, nous aimerions également vérifier si I’adaptation au niveau discret de la
« boudedness-by-entropy method » est envisageable afin d’obtenir des résultats d’exis-
tence généraux pour des schémas numériques volumes finis développés pour d’autres
modeles de diffusion croisée. Nous pensons par exemple au schéma proposé par Canceés,
Chainais-Hillairet, Gerstenmayer et Jiingel dans [19] pour un modeéle de transport d’ions
et dans lequel les auteurs sont contraints de supposer 1’égalité des constantes de diffu-
sion afin de prouver 'existence de solutions au schéma. Nous pensons également & [10]
ou Andreianov, Bendahmane et Baier développent un schéma volumes finis convergent
pour un modéle de dynamique des populations introduit par Shigesada, Kawasaki et Tera-
moto [69]. Dans [10], les auteurs prouvent l’existence de solutions au schéma sous certaines
hypothéses sur la matrice de diffusion. Des résultats, dis & Chen et Jiingel [29, 30, 45],
prouvant ’existence de solutions globales pour ce modéle sous des hypothéses plus géné-
rales que celles considérées par Andreianov, Bendahmane et Baier nous laissent espérer
une généralisation possible des résultats obtenus dans [10].

3 Etude d’un modéle simplifié de corrosion

Dans cette derniére partie nous introduisons et étudions un modéle jouet pour dé-
crire I’évolution de la corrosion d’une plaque métallique. Il s’agit & nouveau d’un modéle
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FIGURE 7 — Convergence en espace et en norme L? dans le cas d’une biofilm constitué
de deux espéces de bactéries et avec a; = 1 et ag = 10.

a frontiére libre, la position de l'interface entre le métal et la couche oxydée fait partie
des inconnues. Notre résultat principal est I'existence de solutions faibles. Nous les ob-
tenons en interprétant le modele comme un flot de gradient pour une métrique de type
Wasserstein et en discrétisant en temps par la méthode des « Minimizing Movements »
de De Giorgi.

Le modéle étudié dérive du modele DPCM (Diffusion-Poisson-Coupled-Model) introduit
par Bataillon et ses coauteurs dans [12] et qui décrit la corrosion d’une plaque métallique
(fer) en contact avec une solution aqueuse. Cette étude est motivée par les projets de
stockage des déchets radioactifs dans des barils métalliques enterrés en milieu argileux,
option envisagée par TANDRA (Agence Nationale pour la gestion des déchets radioac-
tifs).

Pour ce modéle, un schéma numérique de type volumes finis a été proposé dans [13]
par Bataillon et ses coauteurs. Dans cet article, les auteurs s’intéressent au comporte-
ment d’éventuelles solutions. Citons également 1’étude réalisée par Chainais-Hillairet et
Gallouét dans [24] sur lexistence d’ondes progressives. Enfin, un résultat d’existence de
solutions a été obtenu par Chainais-Hillairet et Lacroix-Violet pour une version simplifiée
du modele ou les interfaces mobiles ne sont pas prises en compte, voir [25]. Cependant, il
n’existe pour I’heure aucun résultat d’existence pour le modéle DPCM complet. Le fait
que le domaine sur lequel les équations du probléme sont définies soit variable et soit lui
méme une des inconnues est 'une des principales difficultés de I'analyse mathématique
de ce modeéle. Nous essayons, par l'introduction d’'un probléme plus simple, de mieux
comprendre la structure du modéle DPCM.

3.1 Présentation du modéle jouet de corrosion

Dans ce modeéle simplifié nous considérons, comme dans le modéle DPCM, que le
baril métallique est en contact avec une solution contenant des espéces chimiques char-
gées de type cation. La présence de cette solution est due au stockage de ce dernier en
milieu argileux. Par ailleurs, sur la surface du baril, une couche dense d’oxyde se forme,
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protégeant le métal en réduisant la vitesse de corrosion de ce dernier. La taille de cette
couche varie au cours du temps et constitue le domaine sur lequel nos équations vont
étre définies. De plus, son épaisseur étant trés faible en comparaison de la taille du baril,
I’emploi d’un modéle unidimensionnel est justifié.

Comme représenté sur la Figure 8, nous considérons trois zones : la solution représentée
par lintervalle (—o0, 0], la couche d’oxyde par 'intervalle (0, X) et le métal par U'inter-
valle [X, +00). A Dinterface entre la solution et la couche d’oxyde des échanges d’espéces
chimiques se produisent. En particulier, des atomes d’oxygénes pénétrent dans la couche
d’oxyde et si la concentration en oxygéne est assez élevée a Uinterface X, le baril subit
une réaction d’oxydation. Cette derniére réaction dégrade le métal et fait augmenter la
taille de la couche d’oxyde. A D’inverse, si la concentration en oxygéne est trop faible &
I'interface, le métal peut se reformer réduisant la taille du domaine (0, X).

solution couche d’oxyde metal
. .
transferts  Jifusion oxydation
d’oxygene de I'oxygéne
—
0 X X +6X

Ficure 8 — Représentation des différentes zones considérées dans le modeéle et de la
propagation de l'interface mobile due 4 la réaction d’oxydation

En suivant la méme approche que celle adoptée par Bataillon et ses coauteurs dans [12],
nous nous focalisons sur ’évolution de la concentration en lacune d’oxygéne, notée p, plu-
tot que sur la concentration en oxygéne dans la zone (0, X). Ces lacunes représentent des
défauts d’oxygéne dans la structure quasi cristalline de la couche d’oxyde. Nous suppo-
serons que la concentration de lacunes dans la zone oxydée évolue par diffusion linéaire.
A Tinterface entre la solution et la couche d’oxyde, le modéle DPCM propose une loi
pour le flux de lacunes d’oxygénes qui est une fonction non linéaire de la concentration
de lacune et du saut de potentiel électrostatique (non considéré dans le modele simplifié).
Ici nous nous donnons des concentrations limites 0 < p_ < py4 et nous imposons que le
le flux soit nul si p— < p < py et que le flux ameéne des lacunes dans la couche d’oxyde
si p = p_ et les évacue si p = p4 (régulation).

A T'interface mobile X, la dégradation ou la reformation de métal libére dans ou sous-
trait a la couche d’oxyde des lacunes d’oxygéne. De facon abstraite, nous voyons la zone
métallique comme une source constante de lacune d’oxygéne notée p. En notant X +0X
une variation de l'interface X, alors le nombre de lacune ajouté ou retranché a la couche
d’oxyde est pdX. Cette constante p représente le maximum possible de p et si p = p sur
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[0, 4+00) alors X = 0. Cette interprétation abstraite est conforme a la réaction d’oxydation
au niveau de l'interface entre la couche d’oxyde et le métal. En effet, si la concentration
en oxygene est basse au voisinage de X, le métal se reforme. Si on se concentre sur la
concentration en lacune d’oxygeéne alors le métal se reforme si cette concentration est
élevée.

Les inconnues du modele sont : p la concentration en lacune d’oxygéne, X [’abscisse de
I'interface mobile, R une fonction dont les variations R’ représentent la quantité de ma-
tiére échangée entre la solution et la couche d’oxyde. Pour décrire mathématiquement les
phénomeénes exposés, nous considérons, pour 0 < T' < 400 fixé, les équations d’évolution

suivantes
op(x,t) — 2p(x,t) =0 pour (z,t) € (0,X(t)) x (0,T), (22a)
plz,t) =p pour (z,1) € (X(t),+00) x (0,T), (22b)
Oup(X(t),1) + X'(t) (p(X(t), 1) — ’) =0 pour te(0,T), (22¢)
0:p(0,t) = R'(t) pour te€ (0,7), (22d)
p(z,0) = p°(x) pour z¢€ (O,XO), (22e)

La contrainte (22b) garantie une concentration constante égale a p dans le métal. La
condition au bord (22¢) est une condition de type Neumann homogéne sur un domaine
mobile. Cette condition assure la conservation du nombre de lacunes d’oxygéne au cours
des échanges au travers de 'interface X. L’évolution de cette interface mobile est régie
par I’équation

AX'(t)=a—(p—p(X(),t)) + p(logp —log p(X(t),t)) pour te(0,T), (23)

oll & et A sont des constantes strictement positives. Nous supposerons qu’initialement la
couche d’oxyde est déja formée, a savoir X (0) = X° > 0. Cette forme particuliére pour
léquation (23) vient de la structure sous-jacente de flot de gradient pour une certaine
métrique du modéle proposé. En particulier, 'équation (23) prend en compte les varia-
tions d’énergie des mécanismes impliqués dans le déplacement de I’interface mobile, voir
Proposition 4.4.6. Enfin, il nous reste & décrire le comportement de la concentration en
lacune d’oxygene lors de réactions chimiques entre la solution et la couche d’oxyde. Nous
imposons des conditions non linéaires de type « thermostat » & 'interface fixe entre la
couche d’oxyde et la solution. Nous définissons

2 c?
p+:ﬁexp<ﬁ+2—1) et p_ZﬁeXp<5—2—1>7 (24)

avec 8 € R et ¢ € (0,4+00) deux constantes vérifiant 3 + ¢2/2 < 1. Dans le cas ot la
solution et la couche d’oxyde échangent de la matiére, nous imposons a la concentration
en lacune d’oxygéne p de rester constante en x = 0, a savoir

p(0,t) =py si R(t) >0 et p(0,t)=p_si R(t) <0 pourte (0,T). (25)
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Dans le cas ou ces deux zones (solution/couche d’oxyde) n’échangent aucune matiére,
nous imposons que p vérifie

p_ < p(0,t) < pysi R(t)=0 pourte (0,T). (26)

Notons que le modéle DPCM comprend des conditions au bord plus complexes que (25)-
(26) décrivant les réactions chimiques se produisant entre la solution et la couche d’oxyde.
Néanmoins, notre approche ne nous a pas permis pour linstant d’inclure ce type de
conditions dans le modéle simplifié.

Notons également que le modeéle (22)-(26) néglige certains phénomeénes décrits dans le
modéle DPCM. En particulier, nous négligeons la présence d’'un champ électrique dans
la couche d’oxyde créé par la différence de potentiel entre la solution et le métal. Nous
négligeons également la, présence d’autres espéces chimiques (cations Fe3t et électrons
e ) dans le domaine mobile (0, X (¢)) ainsi que le phénomene de dissolution de la couche
d’oxyde par la solution. L’inclusion de ces phénoménes fera ’objet de développements
futurs.

3.2 Existence de solutions faibles

Au Chapitre 4, nous prouvons 'existence d’une solution faible au modeéle (22)-(23).
Notre approche repose sur ’approximation de la structure de flot de gradient du modéle
pour une certaine métrique. Pour mettre en avant et tirer parti de cette structure, nous
employons un schéma variationnel semi-discret en temps. Nous définissons dans un pre-
mier temps un maillage uniforme de 'intervalle (0, 7T"), nous fixons un pas de temps 7 > 0,
un entier Np tel que Np7 = T et une suite de points ¢, = n7. Le schéma semi-discret
permet d’obtenir des approximations des solutions du probléme (22)-(23) aux différents
instants ¢,, en résolvant & chaque itération un probléme de minimisation.

Pour un schéma variationnel ou schéma minimisant, le probléme de minimisation & ré-
soudre a chaque itération consiste & déterminer le minimum d’une certaine fonctionnelle.
Cette fonctionnelle est constituée de deux termes : une distance et une fonctionnelle
d’énergie. Par construction, les solutions du schéma minimisant font décroitre & chaque
itération la fonctionnelle d’énergie suivant une direction de plus forte pente donnée par
le gradient de cette fonctionnelle. Grace & la discrétisation en temps, 'un des intéréts
des schémas minimisants est de pouvoir éviter d’utiliser la notion de gradient d’une fonc-
tionnelle définie sur un espace sans structure différentiable, par exemple dans des espaces
métriques.

Nous proposons de considérer un schéma variationnel de type JKO introduit par Jordan,
Kinderlehrer et Otto dans [44]. Pour ce genre de schéma, on considére la métrique de
Wasserstein qui permet de munir ’ensemble des mesures positives et de méme masse
d’une distance. Notons, que nous aurions pu considérer d’autres métriques pour obte-
nir nos résultats, comme par exemple la métrique L?. Cependant, certaines raisons, en
particulier 'unicité de solutions au probléme (22)-(23), nous poussent a considérer une
métrique du type Wasserstein, nous renvoyons & la Section 4.1.1 du Chapitre 4 pour plus
de détails sur les justifications de notre approche.
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L’une des difficultés de notre étude est d’adapter la définition de la distance de Was-
serstein au type de mesures particulier qui apparait dans notre modéle. En effet, la
contrainte (22b) sur p nous impose de définir une distance sur 'ensemble des mesures
définies sur R et valant p a partir d’'un certain A > 0. En particulier, ces mesures sont de
masse infinie et le cadre usuel pour les métriques de Wasserstein est proscrit. Nous ren-
voyons & la Section 4.2.2 pour plus de détails sur la construction de ces distances de type
Wasserstein et & la Section 4.2.3 pour une introduction compléte du schéma minimisant.
Dans le Chapitre 4 nous prouvons les résultats suivants :

- Dans le Théoréme 4.2.3 nous prouvons, pour un pas de temps fixé, I'existence
de solutions au schéma minimisant. De plus, en supposant > 0 nous prouvons
également la croissance de 'interface mobile.

- Dans le Théoréme 4.2.4 nous prouvons l’existence d’une solution faible au pro-
bleme (22)-(23).

La preuve du Théoréme 4.2.3 repose sur des techniques classiques en théorie du calcul
des variations comme exposé par Santambrogio dans [67]|. Pour montrer 'existence d’une
solution, nous prouvons tout d’abord ’existence d’une suite minimisante, puis par le biais
d’estimations a priori, nous montrons que cette suite converge a une sous suite extraite
prés vers une solution du schéma minimisant. La croissance de l'interface est établie en
raisonnant par contradiction.

Une fois I'existence d’une solution au schéma minimisant obtenue pour un pas de temps,
on itére ce résultat pour en déduire 'existence d’une suite de solutions pour tout 0 <
n < Np. On établit alors 'équation d’Euler-Lagrange vérifiée par cette suite de mi-
nimiseurs. On prouve ensuite des estimations a priori satisfaites par la suite qui nous
permettent de déduire aprés passage & la limite 7 — 0 Pexistence de X € H'(0,T),
p € L*(0,T; BVioc(Ry)) et R € BV(0,T). Enfin, en passant & la limite 7 — 0 dans
I'équation d’Euler-Lagrange on prouve que le triplet (X, p, R) est solution faible du pro-
bleme (22)-(23).

Ce travail est en collaboration avec Benoit Merlet et Juliette Venel.

3.3 Perspectives

Plusieurs pistes de recherches sont envisagées. Dans le Théoréme 4.2.4, nous établis-
sons 'existence d’une solution faible au probléme (22)-(23). Cependant, si nous sommes
en mesure d’établir que la fonction limite p vérifie pour presque tout t € (0,7") p(0,t) €
[p—, p+], voir Théoréme 4.2.4, nous ne sommes pas en mesure, a cause de probléme de
régularité sur les fonctions solutions de (22)-(23), d’établir que p et R vérifient les condi-
tions (25) et (26). Une approche possible est de reformuler formellement ces conditions.
En effet, en considérant p € D(R) avec p(0) € [p—, p+]| nous pouvons réécrire les condi-
tions (25) et (26) sous la forme

(p(0,t) — 5(0)) R'(t) >0, pourte (0,7T). (27)

Considérons & présent ¢ € D(0,T") avec ¢(t) > 0 pour tout ¢ € (0,7). En multipliant (22)
par (p — p)¢ et en intégrant en espace et en temps, nous obtenons aprés intégration par
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1 T +o0 ) T +oo )
_ 2/0 /0 |p(z,t)|" Do (2) dxdt—/o /0 oz, 1) () Brob(t) dudt
T ) T rX()
[ R 0.0 - 50) o0+ [ [ 00 o0) dodt

T X(t)
[ [ tuapte.0) 22w o(0) dde = 0
0 0

ol Oy qp désigne la partie absolument continue de d,p. En utilisant I'inégalité (27) nous
déduisons :

1 T “+o0 5
-3 /0 /0 o, )2 Dr(t) dadt

T 400 T (X(t)
— €T o(x €T z,aP\T, 2 €x
L[ sani@onads [ [ 0t Po) ded

T X0
- /O /0 Os apla, £) Dup(z) B(t) dadt < 0. (28)

L’inégalité variationnelle (28) est une relaxation des conditions (25)-(26). En effet, d’aprés
ce qui vient d’étre fait, si (X, p, R) est une solution assez réguliére de (22)-(23), alors les
conditions (25)-(26) et (28) sont équivalentes. Par contre 'inégalité (28) fait sens pour
des fonctions peu réguliéres.

Il s’avére qu’au niveau discret, les solutions du schéma minimisant vérifient également
une inégalité du type (27), voir Proposition 4.4.2; Proposition 4.4.3 et Proposition 4.4.4.
L’idée serait alors d’établir un pendant discret de (28) pour les solutions du schéma mi-
nimisant puis de passer a la limite 7 — 0 pour prouver que les fonctions obtenues au
Théoréme 4.2.4 vérifient (28). Ceci permettrait d’affirmer que ces fonctions satisfont, en
un sens faible, les conditions au bord (25) et (26).

Nous aimerions également étudier I'unicité d’une solution au probléme (22)-(23). Pour
cela, inspiré de travaux de Otto [61], notre espoir est que le flot de gradient basé sur une
métrique de type Wasserstein dont on considére ’approximation ici via notre schéma
minimisant soit contractant. Cependant, la présence de ’'interface mobile rend 1’établis-
sement d'un tel résultat délicat. Nous renvoyons & l'introduction du Chapitre 4 et a la
Section 4.6 pour une discussion plus détaillée.

Enfin, une autre extension possible de notre travail consiste & enrichir le modéle simpli-
fie. En particulier, il serait intéressant de prendre en compte I’évolution d’autres espéces
comme les cations Fe3T et les électrons, d’inclure la présence d’un champ électrique dans
la couche d’oxyde, d’inclure des conditions de type Robin dépendants de p et d’ajou-
ter un phénomeéne de dissolution entre la solution et la couche d’oxydes. L’ajout de ces
phénomeénes dans notre probléme simplifié permettrait de nous rapprocher du modéle
DPCM.
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Etude d’un modéle de carbonatation
des bétons armés
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Chapitre 1

Convergence d’un schéma volumes
finis pour un systéme parabolique a
frontiére libre modélisant la
carbonatation des bétons armés

Travail en collaboration avec Claire Chainais-Hillairet et Benoit Merlet !.
Ce chapitre est publié dans ESAIM : M2AN [28].

In this chapter we define and study a finite volume scheme for a concrete carbonation
model proposed by Aiki and Muntean in [2]. The model consists in a system of two
weakly coupled parabolic equations in a varying domain whose length is governed by an
ordinary differential equation. The numerical sheme is obtained by a Fuler discretisation
in time and a Scharfetter-Gummel discretisation in space. We establish the convergence
of the scheme. As a by-product, we obtain existence of a solution to the model. Finally,
some numerical experiments show the efficiency of the scheme.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

The carbonation phenomenon in reinforced concrete (a material widely used in civil
engineering for the construction of buildings, factories, bridges, roads, etc) is a physico-
chemical reaction which is the main cause of concrete structure degradation. There exists
a wide literature on the modeling of this reaction, see [50, 54, 55, 56] and all references
therein.

From a physical point of view the carbonation process can be explained as follows: COq
from the atmosphere enters in the concrete via the unsaturated porous media matrix
where it is quickly transformed in COs in the aqueous phase. This reaction can be
described by

CO3(g) +— CO2(aq).

Then, the CO2(aq) is transported in the concrete and the carbonation reaction writes
CO2(aq) + Ca(OH),(aq) — H20 + CaCO3(aq).

This reaction facilitates a drop of the pH inside the material and allows the corrosion pro-
cess to damage the metallic reinforcement bars. These damages deteriorate the concrete
and reduce the durability of the structure.

From a mathematical point of view, one of the main source of interest for this problem
is the existence of a moving domain (like for instance in the corrosion theory, see [13]).
Indeed, the carbonation process produces a moving interface (front position in one dimen-
sion) which splits the concrete in two regions: the carbonated one, which grows in time,
and the uncarbonated one. In this work we consider a free-boundary system proposed by
Aiki and Muntean in 2] where the varying space domain represents the carbonated zone.
The unknowns u and v represent the mass concentration of COs respectively in aqueous
(u) and gaseous (v) phase and s represents the penetration depth which measures the
size of the carbonated zone. We denote the carbonated domain Q(7") defined by

Qs(T)=A{(t,y) : 0<t<T <+o0,0<y<s(t)}.

Then, the system considered by Aiki and Muntean writes:

Oru — Oy(KyOyu) = f(u,v) in  Qs(T), (1.1a)

0w — Oy(kpOyv) = —f(u,v) in  Q(T), (1.1b)
s'(t) = ¥(u(s(t),t)) for 0<t<T, (1.1c)

u(0,t) =g(t) for 0<t<T, (1.1d)

v(0,t) =r(t) for 0<t<T, (1.1e)
—kuOyu(s(t),t) — s’ (t)u(s(t), t) = (u(s(t),t)) for 0<t<T, (1.1f)
—kyOyv(s(t),t) — s'(t)v(s(t),t) =0 for 0<t<T, (1.1g)
u(y,0) =up(y) for 0<y < s(0), (1.1h)

v(y,0) =vo(y) for 0<y<s(0), (1.1i)

5(0) = so. (1.1j)
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Existence and uniqueness of a global solution to (1.1) are established in [2]. As in the
theoretical analysis, we consider that the following assumptions are satisfied:
(H1-1) 9 : R — R represents the kinetics of the carbonation reaction and is defined
by () = ax with a > 0,

(H1-2) f : R? — Ris given by the Henry’s law and is defined by f(u,v) = B(yv—u)
with 8 and v two real constants,

(H1-3) g and 7 belong to H(0,T),

(H1-4) wp and vg belong to L*°([0, so]),

(H1-5) the diffusive coefficients x,, and k, are two positive constants,

(H1-6) so > 0,

(H1-7) there exist two positive constants ¢g* and r* with g* = vr* such that
0<g<g", 0<r<r* on [0,400),

and
0<wuy<g", 0<wvy<r" on |[0,sg.

Remark 1.1.1. In [2], the authors consider, for the kinetics of the reaction, (x) =
a(z™)? where xt = max(z,0) and with p > 1. As we will see later, the positive part is
not necessary in the definition of ¥ due to the nonnegativity of u. We note that it is also
possible to consider a nonlinear source term f, corresponding to a nonlinear Henry’s law
as in [5]. However, in this work we focus on the numerical analysis of a finite volume
scheme for (1.1) in the linear case: p = 1 and with a linear f. The main difficulty is
due to the coupling between the reaction-diffusion equations and the ordinary differen-
tial equation governing the evolution of the domain. The techniques we develop could be
adapted to the nonlinear case.

There exist few convergence results for numerical schemes dedicated to carbonation mo-
dels. In [53]|, Muntean develop a semi-discrete finite element scheme in space for a more
complex model than (1.1) written on a varying space domain. He proves that the semi-
discrete scheme converges with an order one. In [64], the authors show the convergence of
a numerical scheme obtained by a semi-implicit discretisation in time and a mixed finite
element method in space for a concrete carbonation model on a fixed space domain. We
also refer to [57] where the authors prove the convergence of a Galerkin method for a
class of multiscale reaction-diffusion systems, still defined on a fixed space domain. Fi-
nally in [76], the author defines a finite volume scheme which approximate the solutions
of a nonlinear parabolic system modeling the carbonation process in a porous concrete
material occupying a fixed space domain.

In this chapter, we propose a numerical scheme obtained by a Euler discretisation in time
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and a finite volume discretisation in space. Our purpose is to study the convergence of
the scheme towards the weak solution of (1.1). As it is usual in the finite volume frame-
work, the convergence proof is based on some energy estimates, see Propostion 1.4.1 and
Proposition 1.4.2, which yield the compactness of the sequence of approximate solutions.
However, even if the method is classical, the originality of the proof is due to the cou-
pling between the two partial differential equations (1.1a) and (1.1b) and the ordinary
differential equation (1.1c) which governs the growth of the domain.

The chapter is organized as follows. In Section 1.2, we first rewrite the system (1.1) on a
fixed domain and we introduce the numerical scheme. Then, we state the main results:
Theorem 1.2.1 gives the existence and the uniqueness of the solution to the scheme,
while Theorem 1.2.2 gives the convergence result. Section 1.3 is devoted to the proof of
Theorem 1.2.1. Then, in Section 1.4, we establish some energy inequalities satisfied by
the approximate solutions. The proof of Theorem 1.2.2 is given in Section 1.5. Finally, in
Section 1.6 we discuss some numerical experiments. We show some profiles and illustrate
the convergence of the scheme. Moreover, we investigate the long time behavior of the
scheme: the penetration depth follows a v/t-law of propagation, which fits experimental
observations and which has been established in |3, 4].

1.2 Numerical scheme and main results

1.2.1 The drift-diffusion model on a fixed domain

For numerical reasons and in order to define easily the notion of weak solution
for (1.1), it is convenient to rewrite (1.1) on a fixed space domain. To this end, we
follow the ideas of [13, 53| and we consider the following change of variables

Uo<t<r[0, ()] x {t} — [0,1] x [0, T7,

(y,1) — (:U(y,t) = szjt)t> .

We associate to every function w defined on Up<;<7]0, s(¢)] x {t} a function w defined
on Q(T) =1[0,1] x [0,T] by the relation

w(y,t) = w(z(y,t),1).

Let us consider
Ju = —kyOyu and Jy = —k,0, 0.

The diffusion-reaction equation dyu + 9yJ,, = f(u,v) becomes

1 b
s(t) s2(t)

Multiplying (1.2) by s(t), we obtain the following convection-diffusion-reaction equation

at(s(t)a) - OpJy = f(a717)' (12)

s(1)3e(s(t)a) + 8y Ty = s*(t) f (1, ),
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with Jz = —k,0,u — s(t)s'(t)z. We use the same technique for the equation (1.1b). If
we drop the bars, the system (1.1) rewrites as

s(O)0(s(t)u) + duJy = s°(1) f(u,v)  in - Q(T), (1.3a)
S(OO(s(0)0) + Oy = () f(w0) i Q(T), (1.3b)
s'(t) = Y(u(l,t)) for 0<t<T, (1.3¢c)

uw(0,t) =g(t) for 0<t<T, (1.3d)
v(0,t) =r(t) for 0<t<T, (1.3e)
Ju(1,t) = s(t)y ( (1,t)) for 0<t<T, (1.3f)
Jp(1,t) = for 0<t<T, (1.3g)

u(z,0) = up(s ox) for O0<ax<l1, (1.3h)
v(z,0) =vo(sgz) for 0<z <1, (1.3i)

s(0) = sp. (1.3j)

The general convection-diffusion fluxes write
Juw = —kywOpw — s(t)s' (t)zw,

where w refers to either u or v. We also use this notation w = w or v without further
mention in the sequel. Let us now define the notion of weak solution of (1.3). We consider
the functional space H = {z € H'(0,1) : 2(0) = 0}, endowed with the H'(0,1) norm.
Assuming (H1-1)-(H1-7), we say that (s, u,v) is a weak solution of (1.3) if the following
conditions (S1)-(S5) are satisfied:

(S1) (u,v) € (L*(0,T5 H'(0,1)) N L=(Q(T)))?,

(52) u—g,v—r € L*(0,T; H),

(83) s € Whe(0,T), s(0) = s and s'(t) = 9 (u(1,t)) for almost every ¢ in [0, 7],
(54) for all ¢ € C2°(]0,T") x (0,1])

/ / u(z,t)s (s(t)p(x,t)) dmdt—/1 uo(sox) 5§ 4(z,0) dx

//liu(")uxt x¢xtdzdt+// t) z u(z, 1) 0y, t)dadt

+/O s(t)Y(u(l,t) ¢(1,t)dt = / / v(z,t)) ¢, t) de dt,

(S5) for all ¢ € C2°(]0,T") x (0,1])

/ / v(z,t)s (s(t)p(x,t)) d:rdt—/1 vo(s0x) 82 ¢(x,0) dx

/ / KpOpv (T, 1) x¢1:tdxdt+/ / t) zv(x, t)0,¢(z, t)dzdt
_/0 /0 s°(8) f (u(x, ), v(x, 1)) d(x, 1) dz dt.
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As already mentioned the existence and uniqueness of a weak solution to (1.3) has been
proved in [2]. But, in this paper, Aiki and Muntean considered a different functional space
for (S1). Indeed, they add the condition that d;u and dyv € L?(0,T; H*) with H* the
dual space to H. Nevertheless, with the assumptions (H1-1)-(H1-7) and the conditions
(51)-(S5) we can prove that dyu and dyv are actually in L2(0,T; H*). As a consequence,
we deduce the equivalence of the two definitions of a weak solution to (1.3).

1.2.2 Definition of the numerical scheme

In order to write the finite volume scheme we introduce some notation related to
the discretization of [0,1]. A mesh T, consists in a finite sequence of cells denoted by
(w;_1,m,, 1), for 1 <i <1, with

2 2

O=z1 <3< ...<1x <z =1.
3 < =3 < Tt}

We note h; = Tyl — T 1, for 1 <4 <, the length of the i-th cell. The mesh size is
2 2

defined as h = max{h;, 1 <i <1}. Moreover, for 1 <i <[, we define x; as the center of
the cell (a:i_%,:rH%), To = T1 and z;41 = Tppl- We set

hi+%:l‘i+1*l‘i, for nggl

We define a time step At and we assume that there exists an integer N7 such that
Nr At =T (we can define N as the integer part of T/Nr). We consider the sequence
(tn)OgngNT with tn = nAt.

Then, for 1 <i <[l and 0 <n < Np — 1, the scheme writes

Sn-i—l ="+ At¢(u?+1), (1.4&)
1 st — gy 1 1 1,2 1
SnJr hz i N iy (GZ,—:Jr; _ G:I%> = —(5n+ ) hi IB(’y Uin—i_ — ’U,ZL), (14b)

1, s — sy +1 +1 142 +1 +1

s"h, ! Az L+ (GZ,H; — Gzﬂ,_%) = (s"T)? h; By ot —ulTh), (1.4c)

Let us highlight that the time discretisation ensures a decoupling between (1.4a), (1.4b)

and (1.4c). Indeed, knowing (s", v™, u™), s"*1 v"*1 and u"*! are computed sucessively

in an explicit manner.

The term G™'! | is the numerical approximation of Juw(T; 1,tny1). We choose to dis-
2

)

cretize simultaneously the diffusive part and the convective part of the fluxes J,,. More
precisely, we consider the Scharfetter-Gummel fluxes intoduced by II'in in [43] and Schar-
fetter and Gummel in [68]. We set

1 1 SnJrl —g"
CTL+ = Sn+ T, (].53,)
Cvz+l n+1 C”+1 n+1
1 B (hi+% o 1"@'+§> w; " —B _hi+% rw Litd | Wipt
wird = fw h ) (1.5b)
PR i—&-%
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where B is the Bernoulli function defined by

x
B(x) = 1 for x#0, B(0)=
This choice of numerical fluxes is motivated by the fact that the Scharfetter-Gummel
scheme exhibits a second order convergence rate in space, see [23, 48]. We supplement the
numerical scheme with the discretization of the boundary conditions, for 0 < n < Np—1,

n n 1 tat1 n n 1 tnt1
vy =1" = At/tn r(t)dt, ui=g"= At/tn g(t) dt, (1.6a)
ijj% =0, (1.6b)
G"Jl“il = s"+1¢(ul"j'11) (1.6¢)
and of the initial conditions
50 = sq, (1.7a)
/ o(sox)d / o vo(sox)dx for 1<i<lI, (1.7b)
-5 i3
upy; = uo(so) and vp\q = vo(so). (1.7c)

We denote by (S7) the scheme (1.4)-(1.7).

1.2.3 Main results and outline of the chapter

We first state the existence and uniqueness result of a solution to (S7). Moreover, as
in the continuous case, we prove that the solutions of (S7) fulfill lower and upper bounds.

Theorem 1.2.1. Let the hypotheses (H1-1)-(H1-6) hold. Then, there exists a unique
solution to the numerical scheme (S1). Furthermore, under the assumptions (H1-1)-(H1-
7), we have for everyn >0 and i € {0,--- [+ 1}

0<o<r* 0<u!<g" (1.8)
and
Sn+1 —gn
0<— " <ag- 1.9
< <ag (1.9)
For 0 <n < Np, we deduce
0<s" <s®4tnAtag <s'+Tag (1.10)

Remark 1.2.1. We notice that the inequality (1.10) is far away from the \/t-behavior
mentioned in the introduction. Nevertheless, the estimate (1.10) suffices for the conver-
gence analysis of the scheme.
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As it is usual for finite volume method (see [37]), we define some piecewise constant
functions in space and time. For a given mesh 7 and a given time step At, we define

l
’w,’i = wal(xi_%7xi+%) + wlgl{x:O} + wlk_‘_l].{gg:l}, for 0 <k < Nrp, (1.11)
=1

Np—1
E+1
Wh,At = Z wh+ 1[tk7tk+1)' (1.12)
k=0
For these functions we define a discrete derivative operator in space as
i wzlpj_rll _ wf“
Oz TwhAL(T, 1) = Of TWh AL = — for (z,t) € (zi,xix1) X (tgytps1)-
it+3

We can also reconstruct a piecewise affine function say, for a given time step At, we set

Nr—1 - gkl _ gk
SAt: Z (S + +(t—tk+1)At> l[tkvtk-&-l)' (113)
k=0

The choice of this piecewise affine reconstruction for s,, will allow us to apply Ascoli’s
compactness theorem in the proof of the convergence of the scheme (see Theorem 1.2.2).
Then, we consider a sequence of meshes and time steps (7, Aty)m such that h,, —
0 and At,, — 0 as m — +oo. As a consequence of Theorem 1.2.1, we can define a
sequence of solutions to (S1), denoted (S, Um, Vm )m With sy, = sa¢,, and wp, = wh,, At,, -
We establish the convergence of the sequence (S, Um, Vm)m, as stated in the following
theorem.

Theorem 1.2.2. Let us assume that the hypotheses (H1-1)-(H1-7) are satisfied. Then,
the sequence (Sm,Um,Vm)m converges to some (s,u,v) with s € WH*°(0,T) and u or
v e L20,T; HY(0,1)), with

wy, —w in L*0,T;L%0,1)),
Oy T Wi, — Opw in L2(0,T; L*(0,1)),
Sm —s in C([0,T7),

sio s in L°°(0,T),

and (s,u,v) is the weak solution to (1.3).

We prove Theorem 1.2.1 in Section 1.3. The proof is based on some monotonicity
properties of the numerical scheme. In Section 1.4, we establish L?(0,T; H'(0,1)) and
H'(0,T; H*) discrete estimates for the approximate solutions. These estimates allow us
to apply a discrete version of Aubin-Simon lemma, see [40], and we deduce some com-
pactness properties of the sequence (Sp,, Um, Um)m- In Section 1.5, we pass to the limit
in the scheme and we prove Theorem 1.2.2. The proof is based on some arguments deve-
loped in [14, 17]. Eventually, in Section 1.6, we present some numerical experiments. We
draw profiles of u, v and s. Moreover, we investigate the question of the L?-convergence
rate in space of the numerical scheme.
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1.3 Proof of Theorem 1.2.1

In this Section, we prove Theorem 1.2.1. To this end, we proceed by induction on n and
we follow some ideas developed in [13]. First, let us note that (s°,u® v?) is well defined
and satisfies (1.8)-(1.10). We now assume that (1.8)-(1.10) is verified for (s™,u",v"), for
some n > 0. The inequalities (1.9) and (1.10) are straightforward consequences of the
definition of s"*!. Furthermore, as a by-product of the lower bound of (1.9), we observe
that C™*1 > 0. We first notice, thanks to (1.6b) and the definition of B, that we can

express vl’fll as

1 cntl 1
n+1l _ & n-+
Vg1 = OXP <_hl+§ Ko > o

As already mentioned, the equations (1.4) are decoupled. We rewrite (1.4b) and (1.4c)
as two independent linear systems

n n+l _ 1n n, nt+l _ 1n
My v =b, and M u"" =b,,

where we consider that u"*! = (u]™, .. ,u?jll)t, o™ = (ot ot and B €
Mz (R), 0 € M1(R), M, € M1(R) and My € M;(R). The matrices M, and My

are tridiagonal and defined by

n+1)2 B(h, ;CHI 1)
(Mg)i,z‘:hz’ (S ) +hz(3n+1)2,37+/€v +5 Ky Tit3
At hit1
2
B(~h; 1% 1)
+ Koy 73 22, for 1<i<Il—1,
h. 1
2
B(—h lCVn-&-l l)
(M?2)iit1 = —Ky 3t HQ, for 1<i<l—1,
7 hia
2
B(h, 1S, 1)
(M) i1 = —hp—— 2" 20 for 2< i<,
n+1)2 B—h_;an:B_l)
o = e 2y 4, R TS
’ At hy 1
2
Cn+1
gnt1)2 B(h L1 +1)
(Mz>z,z:hz( ) —|—h1(8n+1)25—|— . +35 K i+35
At hiv1
2
B(—h-_lcn+1 '_l)
+ iy Z;““ T2l for 1<i<l,
1
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i+3 Ry ity ,
(M3)ii+1 = —Ku }i - , for 1<i<,
i+

(M})ii—1 = —Ku

(M3)i41,141 = Ku

The vectors b)) and b;; are defined by

5n+1 "

Y o+ hy (sVTH2 B, V2 < <,

n+1 .n TnJrl

(by)i = hi

n s ", " "
(bv)l :thtvl +h1 (S +1)26'U,1 + Ky Ta
2
n Sn—H s" n n+1\2 n+1 .
(ba)i = hi ——uif + ha(s"T) By o™, V2 <i <,
SnJrl " gn+1
(B = h1 =i + ha ("2 Byt 4k S —,
At h%
(ba)ir1 = 0.

The matrices M, and M have positive diagonal terms and non-positive off-diagonal
terms and are strictly diagonally dominant with respect to their columns. Therefore, M
and M are M-matrices and thus invertible and monotone. We first deduce the existence
and uniqueness of a solution to (S1). Moreover, as b > 0 and b)) > 0, we deduce, thanks
to the induction hypothesis, that «"*! > 0, v"*! > 0 and by definition of vffll, we
conclude that Uan:rll > 0.
Let us prove now the upper bounds (1.8). We notice that the inequalities are true for
i = 0 by construction of the scheme (S1). Now let R* € M;(R) be the vector with all
its components equal to 7*. Using the equality B(z) — B(—z) = —z, we obtain that, for
2<i<l—1,

Sn+1 —g"
—|—T*hi(5n+1)2ﬂ’7—r*hi Sn—l—l At

n+1)2
n+1l .n

At
= r* R, n+1\2 * N 8 S
rhi (") Byt h —
Thanks to the induction hypothesis and to the identity ¢g* = vy r*, it yields for 2 < i < [—1
Sn+1 "

At

(M? (" — R*)); = h; (0 — %) 4 h; (s" T2 B(ulr — v 1) < 0.

)

Then, for ¢ =1, we have

n+1\2 n+l _ .n
( ) * 4 hy( n+1)25 * 4 n+1 5 ST
At r 1S yr JJZ_% S Al .

(MG R"); = Iy
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Hence
. Sn—l—l " (Sn+1)2 .
(M (0" = R = Iy I L Ry ekl
1
+ by (s"TH2B(u —yr*) — a1 " i r
¢ =3 At ’
which leads to
1 * (8n+1)2 * (8n+1)2 * l(SnJrl _Sn> *
(I\/JIZ(U”Jr —RY); < thtT — My BN T4 s Al r* <0
For i =1, since x3 = hq,
2
n+1\2 n+l _ .n *
(MSR*)I _ hl (SAt) r* +h1(8n+1>2577'* — s Sn+1 s A S r* + HU%)
2 1
3
. Sn+l " . ¥
:hl (Sn+1)2ﬁ’}/T +h1 At T +/€vh71.
3
Thus, using the induction hypothesis, we obtain
n/, n+l * STH_ISn n * n+1\2 n *
(MG ("™ = R*))1 =y Al (0f —7%) 4+ hy (s"7)7 B(uf — 1Y)
+ Z—v (r”“ — r*) < 0.

1
2

As M7 is an M-matrix we deduce that

,UTL+]. < p*
and vzfll < r* follows from the definition of Ulnff.
Similarly, let G* € M;y11(R) a constant vector of component g*, we show that for
= {1’ .. ,l}
(M (" = G))i < 0.

Moreover

M"*G* — n+l n+1 sntl _ gn £ 50

(MG )1 =as" g* + s 20,
and

(Mu™*) 1 = 0.

Eventually, (M?(u"*! — G*));41 < 0 and as M? is an M-matrix we deduce the upper
bounds of (1.8). This concludes the proof of Theorem 1.2.1.
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1.4. Estimates on the approximate solutions

1.4 Estimates on the approximate solutions

1.4.1 Functional spaces and discrete norms

For the proof of Theorem 1.2.2, we introduce some discrete functional spaces and

norms.

Definition 1.4.1. Let T a mesh of size h and At a time step. We define the set X of
piecewise constant functions in space by

X7 ={2,:[0,1] — R: 3(2))o<i<i11 € R"*?  and
l
Zh((L') - Z Zil(xi,
=1

We also define the set X7 a¢ of piecewise constant functions in space and time by

) (@) + 201 fz—0y () + 21311 p=1y () }.

’I'H»

Nl
(ST

Xrac={znae:[0,1] x [0,T] — R : 3(2F ) ockeny—1 € (XN and
Np—1

thAt(.T,t) = Z Z]’j—i_l(x)l[tk,thrl)(t)}'
k=0

For z;, € X7, we notice that if || - ||o denote the L?(0,1) norm, then

! 3
|lznllo = (Z hz’|Zi|2> -
=1

On X7 and X7 a¢ we define some norms which are the discrete version of the H'(0,1),
H*, L?(0,T; L*(0,1)), L*(0,T; H'(0,1)) and L?(0,T; H*) norms.

l (Z 2 )2 2
1 — Zi
znll1,2,7 = ( v o ] +Zz2+1) , Vzp e X,

i=0 i+t3

1
||zn||=1,2,7 = sup {/ 2pnn =y € X, np(0) =0, |27 < 1}, Vz, € X,
0

Np—1 2
||zh,atllo0,7 = ( > At Ilzlfll\%) » Vanar € X7 At
k=0

Np—1

2
|zn,atllo;2,m = (Z AtWﬁ“Hizj) , Vanar € X7 At
k=0

Nr—1 3
Zh,At)|0;—1,2, 7 = Zp 2127 Zh,At T ,At-
||zn,at| Atz 12 0, v €X

k=0
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In |21] the authors have shown that, for all z, € X7,
(2)% <

As a by-product, we obtain the discrete Poincaré inequality, for all z;, € X7

for 1<¢<]|.

lznllo < V2 ||2nl1.2,7- (1.14)

1.4.2 Discrete L*(0,7; H'(0,1)) estimates

In this section we prove L2(0,T; H*(0, 1)) discrete estimates for the solutions of (S).
Let At be a time step. Then, we introduce a piecewise constant reconstruction of the
boundary condition

Np—1 Np—1
gne(t Z 9" () and rag(t) = Y T L (1),
n=0

where, for 0 < n < Np — 1, the elements g"+1 and r"*1 are defined by (1.6a). For these

functions we define a discrete seminorm, denoted || - ||1,2,a¢, defined by
1
(NTzl (¢! — qn)2> 2
vt At

for gar = gas or ra. As g and r € H(0,T), there exist G, R < +00, not depending on
At, such that

14

Proposition 1.4.1. For a given At, a given mesh T and under the assumptions (H1-1)-
(H1-7), there exists a positive constant C' depending on s°, o, ||gat|l1.2.at,
g5, ", Kw, B, v and T and independent of h and At such that

||wn,atllo1,2,7 < C.
: At n+1 1
Proof. Let us show the result for vs o;. We multiply (1.4b) by ——— (v;""" — r"t1) and
sl
we sum over n and 4, we obtain E + F + G = 0, with
Np—1 1
At n+1v’(l+ _Snvn) 1 i
B= 3 St D ey
e At
_ n+1 n+1 n+l __  n+l
= Z gntlgn Z <GU i+ Gv z—é) (Ui r )a
n=0 =1
Np—1
At n+1
G = Z Z hi B(y ”+1 u?)(v?+1 — ),
=1
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We notice that we can rewrite ¥ as F = E] + Es + F3, with

Nr—1 +1 1
N S !
Z
NT*l l (7‘”+1 _ 7“”) 1 1
E2 = Z AchliAt (U;L+ — T‘n+ ),
n=0 =1
Np—1 l
At sntl — gn
By= 3 D b =,
n=0 i=1

For Fy, we apply the formula (a — b)a > (a® — b%)/2, to get a telescopic sum. Then, we
obtain

l

" hy hy
25 ST - > o -l

=1

For Es, using the inequality 2ab > —a? — b%, we deduce

1 2 1 2
Ey > 5 lraellioae — 5 [vn,at — Tadllo.0,7-
Finally, applying the Cauchy-Schwarz inequality, we have for Fj3

Np—1

1
At Sn-l-l " 2
Fa > — h n+1 h n+1 _ .nt+1N2 _

n=0

Thus, from Theorem 1.2.1 and the Young inequality, we deduce that

*

ag
Egz_ﬁ(’l)’

- TAtH%;O,T) :

Hence, we obtain

(s + ag®)

50 vhat— radllgor

1 1

E > = o =l = 5 [lradl f a0 =
ag*

—sioHUh,AtlI%;oj. (1.15)

For the term F', we use a discrete integration by parts

Npr—1
_ n+1 n+1 n+1
F= Z Sn+1 D ZG visr = v )

n=0
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Following the ideas of [14], we recall the standard decomposition of the numerical fluxes:

Cn+1
Blh ,i1——x. 1
nt1 2 gy 2 ntl o bl
Gw7i+% = —Fuw s (wit —wi™)
2
w4
crtt i+§( — ”1), (1.16)
with
B B(—

B(z) = B(@)+B(~2) _« coth(2)

2 2

Then, applying (1.16) to F, we have
Cn+1
Nr—-1 l Bc(h< 1 X, 1)
At ity K i+ 1 1
F=3 |2t o (o = o)
n=0 =0 T3
Cn+1 n+1\2 n+1\2
+ 5 Titl (7)) = (07)9)
i=0

Using B(x) > 1 for all € R and reordering the terms, we obtain

Nr—1 ! ( n+1 ,Un-‘rl)
'H—l
P2 Z Sn+18n2 v h. 1
=0 it
Npr—1 Np—1
AtCntl 1y 2 YN Tolaz! e
T2 gt ) - X thi(v? )
n=0 n=0 =1
Thus, it yields that
Nr—1 n+1 n+1\2 «
) ag
> N Z AtZ L ; — 55 lonadl o7 (1.17)
2

Eventually, using the Cauchy-Schwarz and Young inequalities, we conclude that

NT]- NT].

Ats Ats” +1
Gzt 3 AT s perp LS AT
n=0 n=0

Moreover, the Minkowski inequality and the L°°-bounds yield to

1/ (i vy ™Dllo < B (1™ +g7).
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We deduce, thanks to Theorem 1.2.1, that

NT SNT

lvnat — raclldor — 5= B2 (yr* +g°)* T. (1.18)

G >
2s

2 5

Furthermore, as E + F' + G = 0, we deduce from (1.15), (1.17) and (1.18) the existence
of a constant C' only depending on sg, «, |[ra¢||1,2,at, g%, 7%, kv, B, v and T such that

llvn,aello,2,7 < C.

(a1 -

Let us prove now the result for uj a¢. As previously, we multiply (1.4c) by .

n+1)

gntlgn
g and we sum over n and ¢, so that we obtain similarly £ + F' + G = 0. The only
difference with the previous case concerns the term F. Indeed, due to the boundary
conditions, the discrete integration by parts yields to

Nr—1 At l
_ n+1 n+l _  n+tl n+1 n+l _  n+4l
= Z gntlgn Z Gu,iJr% (u; Wit )+ Gu,lJr% (ul‘H g)
n=0 i=0

Thus, we define

Np—1
At
_ n+1 n+l _  n+l
B = Z;) gntlgn Gu,l—i—%(ul-l-l g"").
n=

Using the boundary condition (1.6¢) and Theorem 1.2.1, we deduce that

_aT(g")?*

At
= Z D ault! (utt — g™ty > ”

I+1 =

Then, applying the same techniques as before we conclude that there exists a positive
constant C' only depending on s, «, ||gat||1.2.at, g%, 7%, Ku, B, v and T such that

|[un,atllo1,2,7 < C.

1.4.3 Discrete H'(0,T; H*) estimates

In order to show some compactness properties for the sequence of approximate solu-
tions (Sm, Um, Um ), We want to apply a discrete version of Aubin-Simon lemma obtained
in [40]. In this purpose, we need to establish discrete L?(0,T; H*)-estimates for s arum
and Oy A1V, where Oy A¢ denotes the discrete derivative operator in time defined, for all
Znat € X1,At, by
(5 = 2f)

AL , for tE[tk,tk_H).

k
Or, At2n,At(T, 1) = OF ar2h.At =
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Proposition 1.4.2. For a given At, a given mesh T and under the assumptions (H1-

1)-(H1-7), there ewists a positive constant C depending only on s°, o, g*, *, kw, B, 7

and T and independent of h and At such that

Nr—1

Z At |\527(wh,At)||2—1,2,T <C.
n=0

Proof. As in the previous proof, we first show the result for vy a¢. Let 1, € X7 such that
nr(0) = 0 and ||np||12,7 < 1. We first notice that

+1 n)

E = / Of'r(vn,At) nhd:U—Zh ;-

1
For a given n we multiply (1.4b) by — 1o 1 and we sum over ¢, we obtain ' = F+G+H,
sntls
with

=1
H— _Sn+1 ihﬁ ( vn—H un)
- N - ? Y i) T
1=

Using the Cauchy-Schwarz inequality, Theorem 1.2.1 and (1.14), we obtain

1P| < 27 el 2T (1.19)

For G, we use a discrete integration by parts and apply (1.16), so that G = G1 + G,

with
Gy = ZBC < et 1> (ot = o) (i — ma)
8n+1 sn Ry 7‘+§ hi-‘rl ’
2
_ 1 n+ n+1 n+1
G2—_28n Zx oy 0 T) (i1 — mi)-

Thanks to Theorem 1.2.1, the term C™*! is bounded. Then, we observe that B¢(h,, 1C" "'z, 1 /k,)
2 2

is also bounded for 0 < ¢ < I. We conclude, from Theorem 1.2.1 and the Cauchy-Schwarz

inequality that

Ck
|G1|_( )“ W 2,7 |7 12,7
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Applying Theorem 1.2.1, we obtain that

*)2 l

alg

|Ga| < (30) E 1Mi+1 — nil -
=0

Thus, the Cauchy-Schwarz inequality yields to

*\2
alg
Gal < 29X
s
Hence, we conclude that
Crk a(g)?
|G| < (30)2 o 2,7 |l |2, + o lmmllzT. (1.20)

Using the Cauchy-Schwarz inequality, we have

Sn—i—l

|H| < I1f (i, v Dllo lImnlo.

STL

Eventually, the L>-estimates and (1.14) provide

Nr
S * *
[H| <V2=5 8" +¢) [l (1.21)

Then, from (1.19), (1.20) and (1.21), we deduce:

2as%¢* +Ck a(g*)2 N B
W§< ol ey + =5+ V2rg At 407 ) limllz

There exists a constant C' depending on s°, o, g%, *, Ky, B, v and T such that

1087 (on,a0)l|-1,2,7 < C (lop 2, +1) -
Finally, we multiply by At, we sum over n and we get

Np—1
> A0 (wnad) 107 < C (lonadlfazr +T) -

n=0

Proposition 1.4.1 provides the existence of a positive constant C' independent of h and
At such that

Np—1
Z At\|8§f¢(vh,m)||2—1,2,7'§ C.

n=0
Let us prove now the result for uj a¢. Let np, € X such that 7,,(0) = 0 and ||np|12,7 < 1.

For a given n we multiply (1.4c) by and we sum over i, we obtain £ = F+G+H.

sn+1 g™ Up
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As in the proof of Proposition 1.4.1, the only difference concerns the term G. Then, after
a discrete integration by parts to G, we have G = G + G2, with

l

1
_ E : n+1 .
Gl - Sn+18n Gu,iJrl (Tli-i—l - 771)7
i=0 2
1
n+1
gnt1 gn Gml—&—% M+1-

Thanks to (1.6¢) and Theorem 1.2.1, we deduce that

Gy =

o o
|Ga| < )2 [ ] < 502 M, ml 127

Then, applying the same techniques as before we conclude that there exists a positive
constant C depending only on s°, o, g*, r*, Ky, 3, 7 and T and independent of h and At
such that

Np—1
Z At||8QT(Uh,At)||2—1,2,T <C.

n=0

1.5 Proof of Theorem 1.2.2

1.5.1 Compactness results

We now consider a sequence of meshes and time steps (7, Aty )m, such that hy, — 0
and At,, — 0 as m — +o0, and the associated sequence (X7 ). Let us notice that
(X7, )m is a sequence of finite-dimensional subspaces of L?(0,1). Furthermore, we can
endow each X7 with the || - ||12,7, norm or with the || - ||_12,7, norm. These norms
achieve the hypotheses of Gallouét-Latché lemma (lemma 3.1 in [40]). For a rigorous
proof of this fact one can read Lemmas 2.1 and 2.2 in [22]. Eventually, for each m, we
define (S, wm, vm) a sequence of solution to (S1) with sy, = sa¢,, and wy, = wp,, At,, -

Proposition 1.5.1. Under the assumptions (H1-1)-(H1-7), there exist s € WH*°(0,T)
and u and v € L?(0,T; H'(0,1)) such that, up to a subsequence, we have

wy, — w in L*(0,T; L*(0,1)),
Oy T Wi — Opw in L2(0,T; L*(0,1)),
Sm — s in  C([0,T]),
Lo s in L0, 7).

Sm

Proof. Thanks to Proposition 1.4.1 and Proposition 1.4.2, we apply a discrete version of
Aubin-Simon lemma for the sequence (wy,), (see Theorem 3.4 in [40]). We deduce the
existence of a function w € L?(0,T; L?(0,1)) such that, up to a subsequence,

Wy, — w in L*(0,T;L*(0,1)).
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Furthermore, Proposition 1.4.1 provides the existence of a function z which belongs to
L?(0,T; L?(0,1)) with, up to a subsequence,

Oy T W — 2z in L*(0,T;L*(0,1)).

As a straightforward consequence, we have d,w = z and w € L*(0,T; H'(0,1)). For
the sequence (Sp,)m, Theorem 1.2.1 and Ascoli theorem give the existence of a function
s € C([0,T]) such that, up to a subsequence,

Sm — s in  C([0,T7).

Finally, using (1.9) of Theorem 1.2.1, we obtain the existence of ¢ € L*(0,T) with, up
to a subsequence,

sl g in L™®(0,T).

m

Moreover, in the sense of distribution, s’ = q. O

1.5.2 Convergence of the traces

In the next section we pass to the limit h — 0 and At — 0 in the scheme. Let us first
consider the boundary terms. Let us define the trace dzj as, of 25 At € X7 A¢, by

dznat(0,t) = z{}“ and dzpae(1,t) = zl’fll, for t € [tn,tni1).

Proposition 1.5.2. The traces dwp,(0,.) and dwy,(1,.) converge, up to a subsequence,
to w(0,.) and w(1,.) in L'(0,T) and in L?*(0,T).

Proof. See the proof of Proposition 3.4 and the proof of Corollary 3.1 in [22]. O

1.5.3 Passage to the limit

In order to conclude the proof of Theorem 1.2.2; it remains to show that (s, u,v),
obtained in Proposition 1.5.1 is a weak solution to (1.3). In order to prove that (s, u,v)
satisfies (53), (54) and (S5), we follow some ideas developed in [14, 22]. For sake of
simplicity, for a given mesh 7 and a given time step At, we define:

Np—1
Sae= ML) + 5N L=y,
k=0

Nr—1

I k+1 0

SAt = Z S Lty trgn) T8 Lie=0}
k=0
Np—1

- _ k
Wh,At = Z wy Ly 400
k=0
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where, for 0 < k < Np, the term wﬁ is defined by (1.11). For a sequence of meshes and
time steps (T, Aty,) such that by, — 0 and At,, — 0 as m — 400, we notice that

Wy, — w in L2(0,T;L%(0,1)),
O T, — Opw in L2(0,T;L2(0,1)),

S$m — s in L*(0,7),

Sm — s in L*(0,7),

where Wy, = Wn,, At,s Sm = 3At,, and 5, = 5a¢,,. Let ¢ € D([0,T) x (0,1]), we define
T 1
—/ / U (2, ) 3 (t) 50, () (2, t) d dt
0o Jo
T
- / / o (2, ) 52, (1) Dh((x, ) d lt
o Jo
1
_/0 ’am(l‘,O) Sgn(o) ¢($70) dl:a
T 1
Ay 2(m) :/ / K O, T, U (2, 1) Opd(x, t) do dit
/ / Sm (t) 85, () T Uy (2, 1) Opd(z, t) da dit
/ (0 (1,1)) 6(1, ) dt,
/ / f(um(z,t), vm(z,t)) ¢(z, t) de dt.

We set
Em = Awl(m) + Au,2 (m) + AU,3 (m)

Then, thanks to Proposition 1.5.1 and Proposition 1.5.2, we deduce

em = / / u(z,t)s(t) (s'(t)p(z,t) + s(t)0pp(z,t)) dadt
—/ o(x) 5%(0) ¢(x,0) dx+/ / KkuOpu(z,1)0pp(z,t) dudt

T
/ / )xu(z,t) xqb(x,t)dxdt—i—/o s(t)(u(1,t))e(1,t)dt

_/ /SQ(t)f(“(m)vU(%t)w(m,t)dxdt.
0 0

In order to prove (S4), it remains to prove that &, — 0 as m — +oo. For this, we
multiply (1.4c) by At} where ¢ = ¢(x;,t,), and we sum over i and n. We get

w1(m) + A o(m) + A, 5(m) =0,
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with

Nr—1 n—i—l n+1 n,n
-2 a zh e o) g
ul m Atm i

NT 1
§ : 2 : n+l n+1 n
Atm (G 7-|-2 uz—é) v
NT 1

Z Atmzh n+1 n—i—l n+1) ¢n

Applying the standard method used in [14, 22|, we must show that for j € {1,2,3} we
have

AL j(m) = Aug(m)] — 0.

m—-+00

In our case, we notice that the only term which differ from [14, 22| is the term [ A}, ; — Ay 1.
For this reason, we only prove that [A, ;(m) — Ay, 1(m)| — 0 as m — +o0 in the sequel.
For the other terms we refer to [14, 22]. By definition of A, 1(m), we have

NTl

tn+1 n+l _ .n
AU,l(m) / / U? s" <8AS) ¢(1‘, t)d.l‘dt
tn 1 tm
n= 0 =1 -3
Np—1
- Z / - / TRt (s (s 1) dard
n=0 i=1"1tn

il
3 [ 2 0y
i=1"%-1

For Aj, ;(m), using a discrete integration by parts we get

!
ZAt ZAtm[ )2 ul ¢n 1 nHSnU?GﬁﬂZ;hiSISOU?Q/’?-

Then, using ¢Y = 0 and inserting the term (—s" ¢I' + s" ¢7) we obtain

gl (5" —sm) o(s! — )
ZAthhs ¢"+Atm2h5 Tgbg
e (¢r+ — g7)

_ Z Atm Z h n+1 2 7L+1 Z h 81 80 UO ¢1

At
m =1
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Thus, we obtain |4}, ;(m) — Ay1(m)| < E+ F + G + H, with

Npr—1 1 tni1 1—Sn .
E=3 >, g [9(a.1) — o dudt,
n=0 i=1"1tn 7% m
Npr—1 1 tnt1 ; n+l _ n
F=Y / / )2t g () — O e O e d,
n=0 i=1"1tn m

G = Ath/ \¢0|dx
H = Z/ ul s° }soqﬁ(:n,()) —slqﬁo‘ dzx.

Therefore, thanks to the regularity of ¢, the inequalities (1.8), (1.9) and (1.10) and the
Cauchy-Schwarz inequality, we conclude that there exists a constant C' only depending
on sY, ¢*, a and T such that

m\»—A

| A%, 1(m) — Ay (m)| < Cllollezo,mx(0,1]) (At + hm) — 0.

m——+00

Then, we obtain that ,, — 0 as m — +o00 and (54) is satisfied. Using the same method
we may show that (s,u,v) verifies (S5).

For (S3), we consider ¢ € D([0,T]). Then, for all m, we have

T T
/ o (1) plt) dt = / B (1,1)) () dt.
0 0

Thus, we deduce, from Theorem 1.2.2 and Proposition 1.5.2, that for all ¢ € D([0,T)

T T
| e = [ o n)en
0 0

Eventually, for almost every t € [0, T] we obtain s'(t) = ¥ (u(1,t)). Moreover, from Theo-
rem 1.2.2, we deduce that s(0) = so.

Finally for (S2) we show, for instance, that u — g € L?(0,T; H). In this purpose, we
prove that for almost every ¢ € [0, 7] we have u(0,t) = g(t). Thanks to Proposition 1.5.2,
we get

Im(t) = um(0,t) — u(0,1).
Let € > 0 and ¢ € [t, t,41). We have

) =90 = |5 [ (o) —a0) ds).
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1.6. Numerical experiments

As g € HY0,T) c C([0,T]), g is uniformly continuous. Therefore, for |s —t| < n(e) <
At,,, we obtain

lgm (t) — g(t)] <e.

We deduce from this inequality that u — g € L?(0,T; H) and the same arguments show
that v —r € L%(0,T; H).

As already mentioned, we can show that u and v belong also to H'(0,7; H*). Then,
thanks to [2|, we deduce the uniqueness of the weak solution (s,u,v). We also deduce
that the whole sequence (S, U, Um)m converges to the weak solution of (1.3).

1.6 Numerical experiments

In this Section, we present some numerical experiments. The test case is described in
Table 1.1. Moreover, we assume that g(t) = 15, r(t) = 2.25 for all ¢ € [0, 1] and up(z) = 1,

Ry | Ko S0 « Y /8
1 /01105165175

TABLE 1.1 — Definition of parameters used in the test case

vo(x) =1 for all z € [0, 1]. We are interested in the computations of the profiles of u and
v at different times, in the long time behavior of the penetration depth and also in the
order of convergence of the scheme. We may compare the results given by the Scharfetter-
Gummel scheme presented in the chapter and the upwind scheme corresponding to the
B function defined by B(z) =1+ z~ with £~ = max(—=z,0) (see [23]).

Figure 1.1 shows the different profiles of v and w as functions of  where = € [0, s(¢)]
for t € {20,40,60,80,100}. The results are obtained with 1000 cells and At = 1072. We
observe profiles similar to those given in [4, 50].

In Figure 1.2, we illustrate the behaviour of s in linear scale on the left and in
logarithmic scale on the right, up to time 7' = 1000. We observe that the penetration
depth s follows a v/t-law of propagation (see [4, 50]). The results are obtained with 1000
cells and At = 1072, Let us mention that the upwind scheme gives the same results than
the Scharfetter-Gummel scheme.

Since the exact solutions u and v of (1.3) are not explicitly known, we compute two
reference solutions on a uniform mesh composed of 2560 cells and with At = (1/2560)? in
the Scharfetter-Gummel case and At = 1/2560 in the upwind case, in order to investigate
the question of the convergence rate in space for (S7). We impose this condition on At
because the Euler discretisation in time exhibits a first order convergence rate while
we expect a second order convergence rate in space for the Scharfetter-Gummel scheme
and a first order for the upwind scheme. Then, we compute approximate solutions on a
uniform mesh made of respectively 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 and 1280 cells. Finally,

o1
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Chapitre 1. Convergence d’un schéma VF pour un modéle de carbonatation

Concentration of COy(g)

Concentration of CO2(aq)

xT x

F1GURE 1.1 — Profiles of v (on the left) and w (on the right) at different times. The
solutions are plotted on [0, s(¢)].
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= ? 1 =
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oY r oY

0 | | | | Lol Lol Loy

0 200 400 600 800 1,000 101 102 103

t t

FIGURE 1.2 — Behavior of s in linear scale (on the left) and in logarithmic scale (on the
right) for 7" = 1000.

we compute the L?-norm of the difference between the approximate solution and the
average of the reference solution at different final times: T = 0.1,1 and 5. The results
are shown on Figure 1.3 for the Scharfetter-Gummel scheme and on Figure 1.4 for the
upwind scheme. As expected (see [48]), the Scharfetter-Gummel scheme converges with
an order around 2, while the upwind scheme converges with an order around 1.
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L?-norm of the error for u (on the left) and v (on the right) in space at
different final times with the Scharfetter-Gummel fluxes.
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FIGURE 1.4 — L?-norm of the error for u (on the left) and v (on the right) in space at
different final times with the upwind fluxes.
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Chapitre 2

Comportement en temps long d’un
schéma volumes finis pour un
modéle de carbonatation des bétons
armes

Ce chapitre est publié dans Numerical Methods for Partial Differential Equations |77].

In this chapter, we are interested in the long time behavior of approximate solutions
to a free boundary model which appears in the modeling of concrete carbonation [2].
In particular, we study the long time regime of the moving interface. The numerical
solutions are obtained by an implicit in time and finite volume in space scheme. We
show the existence of solutions to the scheme and, following [3, 4], we prove that the
approximate free boundary increases in time following a v/t-law. Finally, we supplement
the study through numerical experiments.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

The carbonation phenomenon in reinforced concrete is a physico-chemical reaction

which produces a moving interface inside the concrete. The carbonation process can be
described as follows: CO2 in gaseous phase which comes from the atmosphere is quickly
transformed in COq in aqueous phase. The transformation of CO2(g) to CO2(aq) leads to
the carbonation reaction when COz(aq) reacts with Ca(OH)2(aq). This reaction produces
a moving interface which splits the concrete in two parts: the carbonated one which grows
in time and the uncarbonated one. We refer to |2, 3, 4, 56, 28] for more details on the
concrete carbonation reaction.
In [2], Aiki and Muntean have proposed a free boundary system in one dimension in
space modeling concrete carbonation. This model consists in a system of two weakly
coupled reaction-diffusion equations in a varying domain, the carbonated zone, whose
length is governed by an ordinary differential equation. In this model, the unknowns u
and v represent the mass concentration of COg respectively in aqueous and gaseous phase
and s represents the penetration depth which measures the size of the carbonated zone.
Let us mention that this system is derived from [56]. In this chapter, we consider the
numerical approximation of the model proposed in [2]. As mentioned above, this system
is defined on a varying domain. For numerical reasons, it is convenient to rewrite this
model on a fixed domain. To this end, we use a change of variables [28]|. Then, in the
new coordinate system we consider

QIT)={(t,z) : 0<z<1,0<t<T}.

So that, we can rewrite the model in [2] as a convection-diffusion-reaction system defined

by:
s(t)0p(s(t)u) + 0uJy = s2(t) f(u,v) in  Q(T), (2.1a)
s(t)0:(s(t)v) 4+ Opdy = —52(t) f(u,v) in  Q(T), (2.1b)
s'(t) = ¥(u(1,t)) for 0<t<T, (2.1c)
u(0,t) =g(t) for 0<t<T, (2.1d)
v(0,t) =r(t) for 0<t<T, (2.1e)
Ju(1,t) = s(t)(u(l,t)) for 0<t<T, (2.1f)
Jp(1,t) =0 for 0<t<T, (2.1g)
u(z,0) = up(sozr) for 0<z <1, (2.1h)
v(x,0) =vo(spx) for 0<z <1, (2.1i)
5(0) = so. (2.1j)

The general convection-diffusion fluxes are defined by
Jw = —KyuOzw — s(t)s' (t)zw,

where w = u or v. We refer to |2|, where existence and uniqueness of a global solution
to (2.1) are established. As in the theoretical analysis, we suppose that the following
assumptions are satisfied:

57

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

Chapitre 2. Comportement en temps long d’un schéma VF

(H2-1) v : R — R represents the kinetics of the reaction and is defined by
Y(x) = axP with a >0 and p > 1,

(H2-2) f : R? — Ris given by the Henry’s law and is defined by f(u,v) = B(yv—u)
with 8 and v two positive constants,

(H2-3) g and 7 belong to H(0,T),

(H2-4) wp and vg belong to L*°([0, so)),

(H2-5) the diffusive coefficients x,, and &, are two positive constants,
(H2-6) so >0,

(H2-7) there exist g* and r* two positive constants with g* = r* such that

0<g<g" and 0<r<7" on [0,400],
0<wup<g" and 0<wy<7r* on [0,s0]

In [3, 4], Aiki and Muntean show that the penetration depth s follows a v/t-law of
propagation for constant Dirichlet boundary conditions. In this case, they prove the
existence of two positive constants ¢ and C independent of ¢ such that

cVt<s(t)<CV1+t, Vt>0. (2.2)

They extend their result to the case of time dependent Dirichlet boundary conditions
in [5]. We notice that there exists a wide literature in the continuous setting on the long
time behavior of the free interface for Stefan like problem, see for instance [39, 41, 42, 72]
and references therein. However, up to our knowledge, there exist no such results in the
discrete setting.

In [28], we propose and show the convergence of a finite volume scheme for (2.1) and we
observe that the approximate penetration depth follows a v/t-law of propagation. The
aim of this chapter is to establish an inequality similar to (2.2). In [3, 4], the key idea
is to prove an energy equality and then to deduce the v/t-bounds satisfied by s. In the
discrete setting the main difficulty is to define a scheme which permits to adapt this
proof. To this end, we need to modify the scheme proposed in [28] and we will consider
in this chapter a fully implicit in time and finite volume in space scheme.

The chapter is organized as follows: Section 2.2 introduces the numerical scheme and
states the main results. Theorem 2.2.1 gives the existence of a solution to the scheme
and Theorem 2.2.2 gives the long time behavior of the approximate penetration depth.
Section 2.3 is devoted to the proof of Theorem 2.2.1, while we establish in Section 2.4 a
discrete L2(0,T; H'(0, 1)) estimate needed for the proof of Theorem 2.2.2. Theorem 2.2.2
is then proved in Section 2.5. We present some numerical results obtained with the scheme
in Section 2.6. Finally, an Appendix gives a result required for the theoretical study of
the scheme.
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2.2. Numerical scheme and main results

2.2 Numerical scheme and main results

2.2.1 The fully implicit finite volume scheme

In order to write a finite volume scheme we introduce notations related to the dis-
cretisation of [0,1] x [0,7]. A mesh T, consists in a finite sequence of cells denoted
(, 1,2, 1), for 1 <i <[ with

img? ity

O0==x T <z T =1.
L <oy < <my <y

We note h; = Tl — T 1, for 1 <4 <[, the length of the i-th cell. The mesh size is
2 2

defined as h = max{h;, 1 <i <1}. Moreover, for 1 <i <[, we define x; as the center of
the cell (z

il :cH%), To = T1 and x4 =1 We set
hi+%:xi+1—wi for 0<i<lL.

For the discretisation of [0,7], we define a time step At and an integer Np such that
Nr At =T. We consider the sequence (ty)o<n<n, with t, = nAt.

Then, for 1 <i <[l and 0 <n < Np — 1, the scheme writes

s = 5" 4 At w(u?fll), (2.3)

n+l,n+l __ _.n,n
B g1 S U, ] + (7t
v At u,i+% ui—35

K3 ? 7

—fﬂ.“1> = hy (s fuL0m Y, (2.4)

n

n+1 ,UZTH-l — s

s
h‘8n+1
’ At

2

7
-t <IZZ-++1; —ﬂfj_%) = —hi (") flul T or ). (2.5)

It remains to define the numerical fluxes. We define

+1 n

Tt —
oMt =gt 2.6
Al (2.6)
we introduce the local numerical Péclet number
h. 1 Jn+1 T 1
prit o= e T yg <<y (2.7)
w,i+5 Fow ’ - =7
and we define a generic numerical flux, that is:
+1 +1 +1 +1
B (PZ,H;) wi - B <_PZ¢+§> Wiyt
2
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for w = w or v. For B, we should consider the upwind fluxes B(z) = By,(z) = 1+~ with
= = max(—z,0) (see [23]) or the Scharfetter-Gummel fluxes B(z) = Byg(x) = /(e —1)
with B(0) = 1 introduced by II'in in [43] and Scharfetter and Gummel in [68]. We notice
that in both cases the function B satisfies the following assumptions:

B is Lp-Lipschitz continuous on R,

B(0) =1 and B(x) > 0,
B(r) <1, VxeRT,
B(z) — B(—xz) = —z, Vz

(2.9a)
Yz € R, (2.9b)
(2.9¢)
eR. (2.9d)

We supplement the numerical scheme with the discretization of the boundary conditions

vy =1"

1 tnt1
= At/ r(t)dt, uf=g"
tn
for 0 < n < Ny and

n+1 __
Fil=o.

J—_~n+11 — SnJrl T/J(U?Ill)

u,l+3
Moreover, thanks to (2.3) and (2.6), we have for 0 <

f"ﬂ-i-ll — Sn+1 w(u?_:—ll) — 0.n+1.

u,l+35

1 tn+1
- = / o(t) dt, (2.10)
tn

(2.11)

(2.12)

n < NT
(2.13)

Finally, for the initial conditions we define for 1 <i </

s¥ = s,

o_ 1 [T} 0
w; = — wO(SofL’) dx and Wiy = w0(80)7
x,

(2.14)

(2.15)

for w = u or v. We denote by (S2) the scheme (2.3)-(2.15).
Remark 2.2.1. Let us notice that thanks to the hypothesis (2.9d) we have for 1 <i <1

and n > 0 two decomposition formulae for the fluzes,

either an upwind reformulation

wn+11 o wn+1
1 = +1 it i +1 +1
Foiry = rwB (Pﬁ,z@) o mep i (2.16)
2
or a centered one
n+1 n+1
b pe(pr ) Wi e
FZ,H—%_ fw B <Pw,i+§> h 1
+35
w4t
1 i+1
P i1 5 . (217)
with
B(z B(—x
Be(z) = 2L ”2 =2) wer (2.18)
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2.3. Existence of a solution to the scheme

2.2.2 Main results

First, we state the existence of a solution to the scheme (S3). Let us introduce for a
given T the compact and convex set

K = {(u,v) ERM2ZXRH? . 0 <y < gt 0<w <1f, V0 <ic< z+1}.
Theorem 2.2.1. Under the assumptions (H2-1)-(H2-7) and (2.9) and for a given mesh
T and a given At then (S2) admits a solution (s™,u",v™) for all 0 < n < Np such that

(u",v") € K and s" > >0, Y0<n<Np. (2.19)

Moreover
0<—<a(g")?, V0<n<Np-1 (2.20)

We prove Theorem 2.2.1 in Section 2.3. The proof is based on the Brouwer’s fixed-
point theorem.
As already said, our main result concerns the long time behavior of the approximate
penetration depth. This result is given in Theorem 2.2.2.

Theorem 2.2.2. For a given At, let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold, assume
that g(t) = ¢g* and r(t) = r* for t € [0,+00) with g* + r* < 1. Then, there exist two
positive constants ¢ and C independent of At such that

VT < sV < COVT +1. (2.21)

We show Theorem 2.2.2 in Section 2.5. For the proof, we establish two energy inequa-
lities, see Proposition 2.5.1 and Proposition 2.5.2. Then, we prove the lower and upper
bound of (2.21).

2.3 Existence of a solution to the scheme

In this section, we prove Theorem 2.2.1. The proof of existence is done by induction

on n and we follow some ideas developed in [16]. Let us note that the element s° is defined
by (2.14) and the vectors u® and v? are defined by (2.15). Hypothesis (H2-7) ensures that
u® and v° fulfill the condition (2.19).
We suppose that, for some n > 0, (s”,u",v"™) is known and satisfies (2.19) and (2.20).
We want to establish the existence of (s"™1, w1 v 1) solution to (S9) satisfying (2.19)
and (2.20). To this end, we introduce the application T" : K — R!*2 x R*2, such that
T"(u,v) = (@, 0). The definition of T is based on the linear scheme proposed in [28] and
defined in two steps.

— First, for (u,v) € K we define the element

§=s"+ Ata(u1)?. (2.22)
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— Then, we define (@, ?) as the solution to the following linear scheme

S0, — sl A A ~9 R
his S (G = oy ) = = B (8)* (s, 60),
Sy — s ul A A N2 pla
his T g (G = oy ) = hi (9% Fas, ),
for 1 <i<l[and
{;7[4_% - 07 Gﬁ’l_t,_% - éOéaH’l (ul+1>p_ )
where
() s () e
@i+t = Fw ’
2 hi-&-%
with
h, 12,1
i+5 ity
Pu},i-{-% Ko g,
and where
. §—s"
oc=3
At

We supplement this scheme by the boundary conditions

tg =" and 4 = ¢g" !,

with r"*1 and g"*! defined by (2.10).

We notice two important facts. First, the assumption (H2-7) ensures that 09 and g
satisfy

0<9<7r" and 0< 49 <g".

Furthermore, since
o n
§—s
0<

<a(g")?,

and using the boundary condition for ¢ at = 1 and the hypothesis (2.9), we rewrite
U41 as

D1 = w Oy, (2.23)

with w a positive constant. Then, it suffices to study the two decoupled linear systems
which can be written as

M, U

by and M,V = by,
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2.4. Discrete L?(0,T; H'(0,1)) estimate on the approximate solutions

with U = (g, ,tgq1)t, V = (61,---,0)f, Mg € Mp1(R), My € My(R), by € RH!
and by € R'. The matrices My and My are tridiagonal. Moreover, My and M are M-
matrices and thus invertible and monotone, see [28]. Since, by > 0 and b; > 0, we deduce
thanks to the induction hypothesis that U > 0, V > 0 and by (2.23) we conclude that
0141 = 0.

Finally, following the proof of [28], we show that for all s € {1,--- ,1 4 1} we have

u; < g* and 0; <r'.

Thus, T™ stabilizes the set K and then, thanks to the Brouwer’s fixed-point theorem, T™
has a fixed-point in K, denoted by (u"*!,v"*1). Eventually, we construct s"*! by

s =" 4 Ata (u?jll) .

Hence, we deduce the existence of (s"!,u"t! v™1) solution to (S3) such that u™*!
vt and s"t! satisfy (2.19). As a by-product, we deduce (2.20) since u"*! € K and
Sn—l—l > " > 0.

2.4 Discrete L*(0,T; H'(0,1)) estimate on the approximate
solutions

Following [3, 4], we establish in this section a discrete L?(0,T; H'(0,1)) estimate.

This estimate is the discrete counterpart of |3, Lemma 3.4|, under the assumptions (H2-

1)-(H2-7) and if we assume that g(t) = ¢* and r(¢) = r* on [0, +00). Then, for almost
every t > 0 we have the following estimate

tSO 1 (Sl(z))(P+1)/P + 1 (S/(z))(erZ)/p dz & K bl |8 u(x Z)‘Q di ds
0 al/p 2 a?2/p “o Jo TV

—l—/iv'y// |0,v(z, 2) | dedz < = //szs u?(x, 2) + y0? (2, 2)) de dz

+7((( g+ (r ))+/ 50[(u0(50x) g*)? —i—v(vo(s[)a:)—r)}dx.

2 2 Jo
(2.24)

In order to state the discrete version of (2.24), let us remark that there exists a positive
constant 7 such that

Bf(x) > T, VreR
We refer to Appendix A where we prove the existence of 7. Moreover, we notice that in
the case of the upwind fluxes or the Scharfetter-Gummel fluxes 7 = 1. We now state the

discrete L2(0,T; H'(0,1)) estimate.
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Proposition 2.4.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g(t) = g* and r(t) =r* on [0,+00). Then, for a given At and a given mesh T we have

NTzl At 1 gntl _ gn (»+1)/p N 1 gntl _ gn (»+2)/p
L ST At 20220\ At
Nr—1 n+1 un+1) Nr—1 n+1 Un+1)2
+ K, T At H—l [ + N by T At H—l 7
u Z Z e v Z Z .
2 l
< (M () + g+ (" Z [(ug = g*)* + (0] —17%)?]
NT 1 -

+ = Z Ach J”H

n+1) +’Y( n+1) ] ) (2.25)

Proof. We multiply (2.4) by At (ut*—g*) and we sum over 4 and n, we obtain E+F = G
with

Np—1 +1 n+1 uﬂ+1 _gn un) T
n *

B 3 ary o S e

NT 1
+1 +1 n+1 *

Pey Atz (fﬂ% —.7-“31,;> ('t~ g%)
NT 1

G = Z Atz h n+1 n+1’ U;Hrl) (U?+1 o g*) )

We notice that we can rewrite E as
Np—1
E = Z Zhsn+1[ n+1 n+1 g*)—s"(u?—g*)
n=0 i=1

Using the formula (a — b) @ > (a? — b?)/2 we obtain

Npr—1

Z i [ )2 (L g2 (g2 (yn *)2}

[\DM—A

i — g

Nr—1
+g Z Ach Un-i-l n+1 g*)
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2.4. Discrete L?(0,T; H'(0,1)) estimate on the approximate solutions

Thanks to Theorem 2.2.1 we know that u;““l >0foralll<i<land 0<n< Np-1
which leads to

l NTI

E > ;Zhi[(sNT)Q ()™ = g") = (") (ud — g")?] = ( Z Atzh v

l NTl

B2 53 B[V T - g7 - (2 (= 672~ ( Y Ao,

Now, let us notice, by monotonicity of (s")o<n<n, thanks to (2.20), that for all 0 <n <
Npr—1

At ol — (Sn+1)2 gl g < (Sn+1)2 — (s, (2.26)

Then, we deduce that

l
Z (Wl =g = ()" Y ("2 = (M2).

[\ \

Hence, we obtain

\V] \

[
Z (W? = g")% = (%)% (s"7)°. (2.27)

For F', a summation by parts leads to F' = F; + F, where F} contains the numerical
fluxes and F5 the boundary terms:

Np—1
Z Atzfﬂﬂ, zn_’-_i-ll Zn+1)’
NTfl
F= > At}'z L (ut = g%).
n=0

For Fy, we use the decomposition formula (2.17) and we get

Nr—1 ( n+1 un—i—l)
F| = ry Z AtZBC (P:—I—l ) z+1h
i+
| Nt

+3 > Atzw Lo () = (a)?),
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We reorder the convective terms and since by Lemma 2.7.1, B¢(x) > 7 for all z € R, we
obtain

Nr—1 n+1 n+1
7,+1 — U )
>k, T E At E
z+2
NT 1 NT 1

L Z Ach o™ (u n+1

Z At ( ul”:ll) .

n+1)p _ (Sn+1 _

Using equation (2.3) we have o (u;" s™)/At and the inequality ™! >

sY (s"*t1 — ) /At for the last term of the right hand side, we deduce that
Np—1 n+1 un+1)2
Fy > kgt Z Atz H—l i
+2
NT 1 Np—1

At g0 [gntl _ gn (p+2)/p
_ n+1 n+1
I e
For Fy, we apply (2.13) and we have

Np—1
_ n+l n+1
= Z Ato (i

Np—1

n=0

Using equation (2.3), as for the term Fj, we obtain

Ne—1 - nt1 /gntl _ gny (PHD/ Nr—1
= E:At 1/p< A ) —g* EjAtg"“.
(0%
n=0

n=0
Applying the inequality (2.26) and the fact that s"t1 > s forall 0 < n < Ny — 1 we
infer that

Np—1 0 n-+1 n\ (p+1)/p
At s s -5 * ¢ Np\2
> z:: ip < A7 > —g"(sT)".
We conclude that
Nr—1 n+17un+1 NT 1
F>f€u7' Z Atz z+1 ot Z Ach O.n+1 n+1)
z+2
NT—l At 0 [ gntl _ gny (PF2)/p NT—l A0 /gl _ gny (/P
ﬂ; 2a2/P( At ) *; allp < At >
—g* (V)2 (2.28)
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2.4. Discrete L?(0,T; H'(0,1)) estimate on the approximate solutions

Then, we obtain from equation E + F = G, inequalities (2.27) and (2.28)

1 gntl _ g\ (PH1)/p 1 gntl _ g\ (P+2)/p
al/p ( At ) * 2a.2/p ( At )

Nr—1 n+11 un+1)2 N (30)2 !
2 *\ 2 * *\ 2
Ry T ZAtz St o, ST e+ > (= g%)
3 =1
NT 1 NT 1

+ Z At Z h n+1 T'L+1, U?+1) (U:-LJFI * Z At Z h n+1 n+1)

(2.29)

Nr—1

Z At s°

As previously, we multiply (2.5) by v At(v" ! —r*) and we sum over i and n, so that we
obtain similarly £ + F = G. Thus, applying the same techniques as before, we deduce

that
Np—1 n+1 Un—l—l)
N oy T Z Atz z+1 7 §(SNT)2’7(1"*>2
J’_
NT 1 2 l
D> Ach o™ (12 Z o (230)
NT 1

P> Ach S P ol o ),
Finally, we notice that, for 0 <n < Ny —1 and 1 <1¢ <[, we have

PO i — g7) =y f ot ot - )

4 ? 7 4
= —B(yortt —utH?2 <0, (2.31)

(]

Thus, we sum (2.29) and (2.30) and we deduce, thanks to (2.31), the inequality (2.25). O

Corollary 2.4.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g(t) = g* and r(t) = r* on [0,400). Then, for a given At and a given mesh T, there
exists a constant C which depends on g*, r*, 7, ||[u® — g*||2 and |[v° — r*||2 such that

Nr—1 n+1 n+1) Nr—1 n+1 n+1)2

. Z Atz Uity 11% ¥ gy Z Atz H—l -,

z+§ z+2
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Proof. Since sy < sV we deduce from Proposition 2.4.1 that

Np—1 n+1 un—&—l) Np—1 n+1 Un—i—l)
Ko T Z Atz it L + YRy T Z Atz H'l :
z‘+ +2
2 *
< (sM7) [(g) +g +v(r Zh u) — g*)? + 7 (v) —r*)?
(g")" +( )2}
+ 2
This concludes the proof of Corollary 2.4.1. O

2.5 The long time behavior of the approximate penetration
depth

In this section, we prove Theorem 2.2.2. As already mentioned, in the continuous
setting the key idea is to establish an energy equality and then to deduce the v/#-bounds
for the penetration depth. This equality is established in [3, Lemma 3.3], see also [4,
Lemma 2.4], and could be stated as follows: assume that the assumptions (H2-1)-(H2-7)
hold, then for almost every ¢t > 0 we have

1 1 t pl
/ s3(t) (u(x,t) + v(z, t)) dr + =s*(t) + Hu/ / Opu(z, 2) dx dz
0 2 0 Jo
t 1 1 1
+ /@v/ Opv(z,2) drdz = =55 + / st (uo(so x) + vo(so 3:)) dr. (2.33)
0 Jo 2 0

However, at the discrete level the techniques employed in [3, 4] for the establishment
of (2.33) do not directly apply. Hence, in order to prove Theorem 2.2.2 we establish
two discrete energy inequalities and then we will deduce the v/t-bounds satisfied by the
approximate penetration depth.

2.5.1 The lower bound

In this section, we show the lower bound of (2.21). To this end, we first state an
energy inequality.

Proposition 2.5.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold. Then, for a given
At and a given mesh T a solution to (S2) satisfies

3g"+3r"+1 N gy l n+1 bl ntl
T S (s ) + Ky, g At g B P (uiJrl —u )
n=0 =0

Npr—1
+ Fy Z AtZB (pnﬂ ) (Wi =ty > 0. (2.34)
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Proof. We multiply (2.4) by At x; and we sum over ¢ and n, we obtain £+ F' = G, with

Np—1
T n+1 n+1 Snun)

s" Uy B i
E= ZAch ;s 41 Az ,
NT 1
D> AthZ (7ot -7y,

2

NTl

G = Z Atzhx ("7 f (o).

For E we notice that

NT 1 NT 1
Zth ( )2 "'H —(s")?u )— Zths (s" T — syl
n=0 =1 n=0 i=1

Thanks to Theorem 2.2.1 we know that for all 1 <7 <[ and 0 < n < Nr — 1 we have
s (s"T — s™)ul > 0 and we get

Npr—1

E< Z Zh xl( ntly2 ?H (s”)Qu?>

n=0 i=1

Then, using the telescopic sum and the inequality Zizl hix; < Z§:1 h; =1 we have

l l
E< Zhi i (sNT)2 usT — Zhi T (30)2 ug <g" (SNT)2. (2.35)
i=1 =

For F', a summation by parts leads to

Np—1 Np—1

Z AchHan* + Z AtF

Then, using the decomposition formula (2.16) and the equation (2.13), we obtain
Np—1
= Ky Z AtZB (P"H ) (u = ul

Np—1 Np—1

+ Z Ach vag o T Y Ate™

n=0

Since u”“ < g*foralll <i <41, we deduce thanks to the inequality Zi:o h
ighip1 =1 that

<

[un

i+l Ligl
Np—1

Np—1
Fem AtZB (pn+1 ) Wl — )+ (g 1) Y Ate™

n=0
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Moreover, the inequality (2.26) yields to

Nr—1
F < ky Z AtZB (P”“ > (uh! — ulth

g* + 1 ! ( n+1)2 ( n)2 (2 36)
+ 5 7;) (s — (s ) .

Then, applying (2.35) and (2.36) in the equation E + F = G we get

Np—1
39* + 1 N n+1 n+1 n+1
= (M) Ky § At§jB(P urH =t > G (2.37)

If we use the same techniques for v we have

Np—1
37"* N n+1 n+1 n+1
7 ™2 4k, Z AtZB(P > ottt — ot > -G (2.38)
Finally, we sum (2.37) and (2.38) and we deduce (2.34). O

Now, let us show the lower bound of (2.21). Thanks to Proposition 2.5.1 we obtain
the inequality F + F' + G > 0 with

3¢° +3r* +1 (572,

E =
2

Nr—1

= Fy Z AtZB (P”“) (ul! — uth,
NT 1

6= X AtZB (pnﬂ ) (o — o),

We rewrite F' as F' = F; + I, with
Np—1
LELDY Atz (p(rrity) 1) (st ),

NTl

Py = Ky Z AtZ( i B

For |Fi|, the Cauchy-Schwarz inequality yields to

Np—-1 2\ /2 l (un—i-ll _ un+1)2 1/2
n+1 i+ 7
|F1| < Ky E At(g h, < <P’+)—1>> (g T ) .

i=0 i+
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Since 0 < B(z) < 1 for z > 0 then (B(z) — 1)2 < 1 for # > 0 and we obtain

Np—1 1/2 l (un+11 _ un+1)2 1/2
i+ 1
\Fly<ﬁu§jm (E:h ) <§: . > .

i=0 it3

Using the fact that ZZ oh +1 = = 1 and the Cauchy-Schwarz inequality lead to

Np—1 12/ Np—1 L () W12 1/2
‘Fﬂglﬁ;u<z At) (Z Atz ’“ >
n=0

1+2

Np—1 n+1_un+1) 1/2
< JmT <KUZNZ i ) |

z+2

Thanks to Corollary 2.4.1, we deduce the existence of a constant ¢; independent of At
such that

|F1| < oy T sNT

Then, we use the generalized Young inequality
a” b?
ab § g — + T
T qE‘I/T
with @ = ¢; N, b = ko T, 7 = 2 and € = 4/g* and we deduce the existence of a
positive constant, still denoted ¢y, independent of At such that

1 1
with — 4+ —-=1land 1 <7, g < 00, (2.39)
roq

2 *
By < e <SNT) + % T. (2.40)
For Fy, using the telescopic sum and (2.3) we have
NT—l n 1/p
Atk, [(s"Th—5 .
= Z i/p ( A7 ) — Ky g T.
n=0

In the case where p > 1, applying Hélder inequality with exponents p and p/(p — 1), we

get
Nr—1 n n\ L/p Np—1 s" 1/p
Atk [(s"H —s K n+l1
u u (»-1)/p
Z al/p < At > = al/p (Z At( )) T

n=0

Ku ¢ Np\UP (p—1)/
< i/p (s™T)E e bip,
Then, we apply the generalized Young inequality (2.39) with a = (k, sV /a)V/P, b =
(ko T)P~D/P 1 =pand e = (4(p—1)/g* p)P~" and we deduce the existence of a constant
co independent of At such that

Nr—1 +1 1/p %
o L
— «a /p At 4
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In the case where p = 1 using the telescopic sum we obtain

Np—1 1
I
—= o« At « « 4

Thus, in both cases, we deduce the existence of a constant, still denoted cs, independent
of At such that

*

3kug

Fy <o gNT 1

T. (2.41)

For G, thanks to Corollary 2.4.1 we deduce that there exists a positive constant c3
independent of At such that

! :fll v )? Nrp\2
o Z Atz <z (sMT)7. (2.42)
Jr
Applying the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain
Nr—1 X V2 (ot — )2 1/2
2 n-+ 1 7
G<m 3 A Zh N (PWQ) ot R

i=0 i+3
Since B(z) < 1 for all z € RT and Y'_ b 11 =1we deduce that
Npr—1 l (1}7.1+1 . Un+1)2 1/2
Gr, Y ar(y TN
n=0 i=0 it3
Using the Cauchy-Schwarz inequality we end up with
Np—1 ot Un+1)2 1/2
G < K At Z“—Z T2,
o Z e S

Hence, applying (2.42) we deduce the existence of a constant ¢4 independent of At such
that

G < cy ko T sV,
Thanks to the generalized Young inequality (2.39) with a = ¢4 s™, b = /Ko T, 7 = 2

and € = 4k, /Ky, g* we deduce the existence of a constant, still denoted ¢4, independent
of At such that

G <o ()" + LT (2.43)

72

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

2.5. The long time behavior of the approximate penetration depth

Then, from equation £ + F' + G > 0 and (2.40)—(2.43) we deduce that

3g"+3r*+1
<g+270++01+64> (sNT)2+625NT > foud T.

If T > 1, again applying the generalized Young inequality (2.39) with a = c3 sV, b =
T2 r =2 and € = 2/k, g* we obtain

2 *
c K
e N < ey sNT T2 < 2 (SNT)2 LAY
- T Ky gt 4

We deduce the existence of a positive constant ¢, independent of At, such that
sNT > eVT.
In the case 0 < T < 1, we have
gNT > S0 > So TY?,

This concludes the proof of the lower bound of (2.21).

2.5.2 The upper bound

In this section, we prove the upper bound of (2.21). As previously, we first establish
an energy inequality:

Proposition 2.5.2. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g*+r* < 1. Then, for a given At and a given mesh T a solution to (S2) satisfies

1—(g¢* + *) Nr—1
% () + m Z AtZB <P”“ ) (i — ™)
Np—1
+ Ky Z AtZB(P”“ ) (v —urth Zh i (s0)” (ug +v7)
+1_(’;”)(50)Q. (2.44)

Proof. We multiply (2.4) by At x; and we sum over ¢ and n, we obtain E+ F = G, with

Nr—1 g1y ntl

s" U; — Snu?)
E= ZAch Tis 41 Az ,
NT 1
n+1 +1
F= Z AthZ (f% ]-'ZZ_2>
NT 1

G = Z Ach z; n+1 ( n—‘rl’v:z—i-l)
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For E we notice that

NT 1 NT 1
E = E:E:hxl( n+12 ;H—l ) E:E:hmzn n+1_sn)u?_
n=0 i=1 n=0 i=1

Then, using the telescopic sum and the fact that s" (s"*1 — s?)u?? < Ato™ g* for all
1<i<land 0<n < Np—1and Zﬁzlhixi SZﬁzlhi:I we have

! Np—1
E>- iz (s ud —g" Y Ato" (2.45)
i=1 n=0
For F', a summation by parts leads to
Np—1 Np—1

Z AchH ]-"3“1 + Z Atf“jjz

Then, using the decomposition formula (2.16) and the equation (2.13), we obtain

Np—1
P AtzB (pr,) s =)
Z
NT 1 NT 1
+ Z Ach 11, 10”+1 ?fll—{— Z At o™t
n=0

Since o"t1 unH >0forall1<i<Il+1and 0<n < Np—1, we deduce that

NT 1 NT 1
F > ky Z AtZB (P"“ > (ult —ulth) + Z Ato" T (2.46)

Then, applying (2.45) and (2.46) in the equation F + F = G we get
NT 1 NT 1
LDIEAETDY AtzB (pr, ) Gt = e

l
<SG+ himi(so)uy. (247)
i=1

If we use the same techniques for v we have

NTl NTI

Z At O,n+1 + Ky Z AtZB <Pn+1 > Z’L_:-ll _ 1)?4‘1)

!
< =G+ himi(so)?0). (248)
i=1
Finally, summing (2.47) and (2.48) and using the hypothesis g*+r* < 1 we deduce (2.44).
O
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Now, let us establish the upper bound of (2.21). Thanks to Proposition 2.5.2 we
obtain the inequality £ < F' + G 4+ H with

S
2
Npr—1 l
1 1 1
P A B (P ) -,
n=0 i=0
Npr—1 l
G=-r » AtY B (PZZ}I> (0Pl — ot
n=>0 =0

We rewrite F as F' = F} + F, with

Np—1
1 1 1
= Y Atz( (presy) 1) (st - ),
NT 1

Npr—1
_ +1 +1\ _ +1 +1
h = —Ky Z AtZ( ul — g )-—/—;u Z At(uﬁ_l —ug )
n=0

For |F}|, using the same techniques as in the previous section, we obtain the existence of
a positive constant C7 independent of At such that

‘Fl‘ SCI HUTSNT.

Then, the generalized Young inequality (2.39) with a = sV, b = C1 vk, T, 7 = 2 and
= (1 — (¢* + r*))/4 leads to the existence of a positive constant, still denoted C1,
independent of At such that

1—=(g"+7") / no\2 2C1 Ky,
R<—" T _ T 2.4
171 < 8 (S ) +1—(g*+r*) (2.49)

n+1

11 = 0, we end up with

For F», applying u
Fy <kyg*T. (2.50)

We also rewrite G as G = GG1 + Gy with

Npr—1
> AtZ( (Prsiy) =) (smti = ),
NT 1

=y Z AtZ( anEtan)]
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Then, using the same techniques as before for |G| and G2 we obtain

1—=(g"+7") [/ no\2 2 Cy Ky
G|l < —F = T — T 2.51
6] < 5= (+"") Tl (251)
and

Go < Ky T, (2.52)

with Cy a constant independent of At. We apply (2.49)—(2.52) in the inequality F <
F + G+ H and we end up with
1—(g"+77)
4

4Cs

2 * *
(7)< [ug” + o TSl

T+ H,

with C5 = max{k, C1, k, C2}. Eventually, we deduce the existence of a positive constant
C independent of At such that

sST<COVIHT.

This concludes the proof of Theorem 2.2.2.

2.6 Numerical experiments

In this section, we present some numerical experiments. The test case is described in
Table 2.1. Furthermore, as already observed in [28], the upwind scheme gives the same

Ry Ry S0 a ﬁ
1 {01051 |75

TABLE 2.1 — Definition of parameters used in the test case.

results than the Scharfetter-Gummel scheme. Since the Scharfetter-Gummel scheme is
more accurate for diffusion-convection problem, we consider in the sequel that B = By,.
Let us mention that the numerical results are obtained using Newton’s method with a
tolerance equal to le — 8 on a uniform mesh made of 100 cells and At = le — 2.

In Figure 2.1, we illustrate the behavior of s in logarithmic scale for different values
of pup to T' = 1000 with ¢* = 0.5, r* = 0.25, v = 2 and wup(x) = vo(x) = 0.25 for all
x € [0,1]. We observe that the penetration depth follows a Vt-law of propagation.

In Figure 2.2, we illustrate the behavior of s in logarithmic scale for p = 2 up to
T = 1000 with ¢* = 15, r* = 2.25, v = 6.67 and up(z) = vo(z) = 1 for all x € [0, 1]. We
observe that, even if g* + r* > 1, the scheme (S2) preserves the v/t-law of propagation
for the approximate penetration depth. Let us mention that we obtain similar profiles
for s for different values of p in the case ¢g* + r* > 1.
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FIGURE 2.1 — Profiles of s in logarithmic scale with the Scharfetter-Gummel fluxes for
different values of p with ¢g* + r* < 1.
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FIGURE 2.2 — Profiles of s in logarithmic scale with the Scharfetter-Gummel fluxes for
p =2 with g* +7* > 1.

2.7 Appendix A. Property of the B function
We prove in this Appendix the following result:
Lemma 2.7.1. Under the hypothesis (2.9), there exists a positive constant T such that

B(z) + B(—x) -

Bo(a) = 2P >

Vz € R. (2.53)
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Proof. To this end, we first notice that thanks to (2.9b) and (2.9d) we have

B(z) > —x.
Then, lim B(z) = 4o00. Moreover, we have
T——00
B B(—
B¢(z) > (23:) and B¢ (x) > <2 7)

Thus, we deduce that

lim B(z) = lim B¢(x) = 4o0.

T—r—00 T—r+00

Finally, since B(x) > 0 for z € R we conclude that there exists 7 > 0 such that (2.53) is

satisfied.
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Deuxiéme partie

Etude d’un modéle de croissance de
biofilms
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Chapitre 3

Convergence d’un schéma volumes
finis pour un systéme de diffusion
croisée modélisant la croissance de

biofilms

Travail en collaboration avec Esther Daus et Ansgar Jiingel 2.

In this chapter we define and study an implicit Euler finite volume scheme for a cross-
diffusion system modeling biofilm growth proposed in [66]. As established in [32] this
system possesses a formal gradient-flow structure. The numerical scheme is based on a
two-point flux approximations. It preserves the structure of the continuous model and
we adapt at the discrete level the method used in [32]| in order to prove the existence
of nonnegative and bounded solutions to the scheme. Under suitable assumptions the
convergence of the scheme is proved. Finally, we supplement the study through numerical
experiments.

2. Institute for Analysis and Scientific Computing, Vienna University of Technology, Wiedner Haupts-
trasse 8-10, 1040 Wien, Austria.
E-mail: esther.daus@tuwien.ac.at, juengel@Qtuwien.ac.at
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3.1 Introduction

Biofilms are organized, cooperating communities of microorganisms. They can be
used for the treatment of wastewater |20, 59|, as they help to reduce sulfate and to re-
move nitrogen. Typically, biofilms consist of several species such that multicomponent
fluid models need to be considered. Recently, a multi-species biofilm model was intro-
duced by Rahman, Sudarsan, and Eberl [66], which reflects the same properties as the
single-species diffusion model of [34]. In particular, the model has a porous-medium-type
degeneracy when the local biomass vanishes, and a singularity when the biomass reaches
the maximum capacity, which guarantees the boundedness of the total mass. The model
was derived formally from a space-time discrete random walk on a lattice in [66]. The
global existence of weak solutions to the single-species model was proved in [35], while the
global existence analysis for the multi-species cross-diffusion system can be found in [32].
The proof of the multi-species model is based on an entropy method which also provides
the boundedness of the biomass hidden in its entropy structure. Numerical simulations
were performed in [32, 66], but no numerical analysis was given. In this paper, we ana-
lyze an implicit Euler finite-volume scheme of the multi-species system that preserves the
structure of the continuous model, namely positivity, boundedness, and discrete entropy

production.
The model equations for the proportions of the biofilm species u; are given by
q(M
Opu; +div Fy =ri(u), Fi= —aip(M)ZVul(Z](w)) inQ, t>0,i=1,...,n, (3.1)
p

where Q C R? (d > 1) is a bounded domain, a; > 0 are some diffusion coefficients, and
M = 37" | u; is the total biomass. The proportions u;(z,t) are nonnegative and satisfy
M =" ui(z,t) < 1. We have assumed for simplicity that the functions p and ¢ only
depend on the total biomass and are the same for all species. The function p € C*([0,1])
is decreasing such that p(1) = 0 and

p(M) /M s® ds
M) = M >0 3.2
WO=0 Jy Twratr M0 52
where a, b > 1. Equations (3.1) are complemented by initial and mixed boundary
conditions:
uw;(0) =) inQ,i=1,...,n, (3.3)
w=uP onT? Fi-v=0 onTV, (3.4)
where T'P is the contact boundary part, I'V is the union of isolating boundary parts, and
o=rPurh.
We recover the single-species model if all species are the same and diffusive with the same
coefficient o; = 1 for ¢ = 1,...,n. Indeed, summing (3.1) over i = 1,...,n, it follows

that (without reactions)

oM = div @(M)WW) = div (%vzw),
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which makes the degenerate-singular structure of the model evident.
Equations (3.1) can be written as the cross-diffusion system

Oyu; — div (ZAU Vu]> =ri(u) inQ, t>0, (3.5)
7j=1

where the nonlinear diffusion coefficients are defined by
Aij(u) = ;dip(M)g(M) 4 aju; (p(M)g' (M) — p'(M)gq(M)),i,5 = 1,...,n.  (3.6)

Due to the cross-diffusion structure, standard techniques like the maximum principle and
regularity theory cannot be used. Moreover, the diffusion matrix (A;;(u)) is generally
neither symmetric nor positive definite.

The key of the analysis, already observed in [32], is that system (3.5)-(3.6) allows for an
entropy or formal gradient-flow structure. Indeed, introduce the (relative) entropy

H(u):/gh*(u]uD)dx, where

W (ufu®) = h(u) = h(uP) = 1/ (@?) - (u—u”),

M
h(u) = Z (ui(logu; — 1) + 1) + /0 log ]q?()ds,

i=1

defined on the set

O:{u:(ul,...,un)G(O,w)":;ui<l}. (3.7)

A computation gives the entropy identity [32, Theorem 1]

dH wg(M) |” ,
+2§a1/pM2V dx:/ru-hudx, 3.8
where r(u) = (rj(u),...,mn(u)). Thus, in the absence of reactions, H is a Lyapunov

functional along the solutions to (3.1). Moreover, the entropy production term (the second
term on the left-hand side) can be bounded from below, with some constant C' > 0, by

UzQ(M) ?
Za’/ p(M) -
a—1 2
e M ’Vlﬂmd +Z/ M)V i 2dz, (3.9)

yielding suitable gradient estimates. Moreover, it implies that (1 —M)'~?~* is integrable,
showing that M < 1 a.e. in ), t > 0, which excludes biofilm saturation and allows us to
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define the nonlinear terms.
Another feature of the entropy method is that equations (3.1), written in the so-called
entropy variables w; = Oh*/Ou;, can be written as the formal gradient-flow system

O — div(B(w)Vw) = r(u)

with a positive semidefinite diffusion matrix B. Since the function (h*)' : O — R" is
invertible [32, Lemma 6], u can be interpreted as a function of w, u(w) = [(h*)']~(w),
mapping from R"™ to O. This gives automatically u(w) € O and thus L*> bounds. This
property, for another volume-filling model, was first observed in [18| and later generalized
in [45].

The aim of this paper is to reproduce the above mentioned properties on the discrete
level. For this, we suggest an implicit Euler scheme in time (with time step size At) and
a finite-volume discretization in space (with grid size parameter Ax), based on two-point
approximations. The challenge is to formulate the discrete fluxes and to prove a discrete
analog of inequality (3.9). We suggest the discrete fluxes (3.19), where the coefficient
p(M)? is replaced by max{p(M),p(Mp)}, where K and L are two neighboring control
volumes with a common edge (see Section 3.2.1 for details). Inequality (3.9) is proved on
the discrete level by exploiting the properties of the functions p and ¢ as in [32, Lemma
7] and distinguishing carefully the cases M < 1 —§ and M > 1 — § for sufficiently
small § > 0. Our results can be sketched as follows (see Section 3.2.3 for the precise
statements):

— We prove the existence of finite-volume solutions with nonnegative discrete pro-
portions u; i and discrete total biomass Mg < 1 for all control volumes K.

— The discrete solution satisfies a discrete analog of the entropy equality (which
becomes an inequality in (3.26)) and of the lower bound (3.9) for the entropy
production.

— The discrete solution converges in a certain sense, for mesh sizes (Ax, At) — 0,
to a weak solution to (3.1).

There are several finite-volume schemes for other cross-diffusion systems in the mathe-
matical literature. For instance, an upwind two-point flux approximation was used in
[6] for a seawater intrusion model. A positivity-preserving two-point flux approximation
for a two-species population system was suggested in [10]. The Laplacian structure of
the population model was exploited in [58] to design a convergent linear finite-volume
scheme, avoiding fully implicit approximations. Cross-diffusion systems with nonlocal (in
space) terms modeling food chains and epidemics were approximated in [8, 9].

A finite-volume scheme for the biofilm growth, coupled with the computation of the
surrounding fluid flow, was presented in |75]. Finite-volume-based simulations of biofilm
processes in axisymmetric reactors were given in [71]. Closer to our numerical study is
the work [65], where the multi-species biofilm model was discretized using finite volumes,
but without any numerical analysis.

The paper is organized as follows. The notation and assumptions on the mesh as well as
the main theorems are introduced in Section 3.2. The existence of discrete solutions is
proved in Section 3.3, based on a topological degree argument. In this section, also the
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lower bound for the entropy production and the discrete analog of the integrability of
the singular term (1 — M)'~*=* is shown. We deduce a gradient estimate and an esti-
mate of the discrete time derivative in Section 3.4. These estimates allow us in Section
3.5 to apply the discrete compactness argument in [11] to conclude the a.e. convergence
of the proportions and to show the convergence of the discrete gradient associated to
V(uig(M)/p(M)). The convergence of the scheme is then proved in Section 3.6. Finally,
we present some numerical results obtained with the scheme in one dimension in space
in Section 3.7.

3.2 Numerical scheme and main results

In this section, we introduce the numerical scheme and detail our main results.

3.2.1 Notation and assumptions

Let Q C R? be an open, bounded, polygonal domain with 9Q = I'? uTN € C%1,
I'’NTY = (), and meas(I'”) > 0. We consider only two-dimensional domains €2, but
the generalization to higher dimensions is straightforward. An admissible mesh M =
(T,E,P) of Q is given by a family T of open polygonal control volumes (or cells), a
family £ of edges, and a family P of points (zx)xe7 associated to the control volumes
and satisfying Definition 9.1 in [37]. This definition implies that the straight line between
two centers of neighboring cells Txx, is orthogonal to the edge o = K|L between two cells
K and L. The condition is satisfied by, for instance, triangular meshes whose triangles
have angles smaller than 7/2 [37, Examples 9.1] or Voronoi meshes [37, Example 9.2].
The family of edges £ is assumed to consist of the interior edges o € &y satisfying o € Q2
and the boundary edges o € Eox fulfilling o C 0€2. We suppose that each exterior edge
is an element of either the Dirichlet or Neumann boundary, i.e. ey = EL, U EY,. For a
given control volume K € T, we denote by Ex the set of its edges. This set splits into
€k = Ent,x U Eng U EeNXmK. For any o € &, there exists at least one cell K € T such
that o € Ex. We denote this cell by K,. When o is an interior cell, 0 = K|L, K, can be
either K or L.

Let 0 € € an edge. We define

d. — d(.’IJK,Z'L) if o= K’L S gint,
T d(SUK,O') ifUEgext,Ka

where d is the Euclidean distance in R?. The transmissibility coefficient is defined by

(3.10)

where m(o) denotes the Lebesgue measure of 0. We assume that the mesh satisfies the
following regularity requirement: There exists & > 0 such that

d(zg,0)>¢&d, forall K€ T, o€ k. (3.11)
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This hypothesis is needed to apply a discrete Sobolev inequality ; see [15].

The size of the mesh is denoted by Az = maxge7 diam(K). Let Np € N be the number
of time steps and At = T'/Np be the time step size with the time steps t; = kAt for
kE=0,...,Np. We denote by D an admissible space-time discretization of Q7 = Q2x(0,7)
composed of an admissible mesh M of © and the values (At, N7 ). The size of D is defined
by n = max{Az, At}.

As it is usual for the finite-volume method, we introduce functions that are piecewise
constant in space and time. A finite-volume scheme provides a vector vy = (vg)geT €
R#7T of approximate values of a function v and the associate piecewise constant function,

still denoted by v,
v = Z v 1k,

KeT
where 1 is the characteristic function of K. The vector v, containing the approximate
values in the control volumes and the approximate values on the Dirichlet boundary
edges, is written as v = (v7,vgp), where vep = (Vg),een, € R#E€ . For a vector v,
we introduce for K € 7 and o € £k the notation

VL, ifO':K|LE(€int7K,
VKo =14 Vs ifoe&l (3.12)
VK ifoe 5&%71(

and the discrete gradient
Dyv = |Dvg |, where Dk ,v =vK s — VK. (3.13)
The discrete H'(£2) seminorm and the discrete H'(2) norm is then defined by

1/2
s = (L 002)

oel

[V 12,M = [lomllozm + [l 2.,

where || - ||o,p,m denotes the discrete LP(€2) norm

1/p
loallopat = ( 3 m(K)vi”> L Vi<p<oo

KeT

We collect some auxiliary results related to the triangulation.
— Thanks to the regularity assumption (3.11) and the fact that Q is two-dimensional,

we have
> mo)dak, o) <2 m(K) = 2m(Q). (3.14)

KeT o€k KeT

— We recall the discrete Poincaré-Sobolev inequality [15, Theorem 6]

C b
lopllo i < gl%\lwllm,m for all vpg € R¥T (3.15)

with v, = 0 for every o € £L

mesh size.

. and where C'p > 0 depends on 2 but not on the
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3.2.2 Numerical scheme

We are now in the position to define the finite-volume discretization of (3.1)-(3.4).
Let D be a finite-volume discretization of Q7. The initial and boundary conditions are
discretized by the averages

1
0 0
= J(x)dx  for K .1
U i (K)/Kuz(x) v for KeT, (3.16)
1
uf?o: (U)/Uuzpds foro € &L, i=1,...,n. (3.17)

We suppose for simplicity that the Dirichlet datum is constant on I'” such that ufa =uP

(2
for 1 = 1,...,n. Furthermore, we set uf = uD for o € L, at time ty.
Let uf x be the approximation of the mean value of wu;(+,tx) in the cell K. Then the

implicit Euler finite-volume scheme reads as

m(K)

At ( 'LK_UZK E : - K)rl( fK)a (318)
ocefk
k k
b ou(ph)? u g(M")
’F.LK,O' - To’al(po-> DK,O’( p(Mk) >7 (319)

where K € T, 0 € €k, i=1,...,n, and the value p! is defined by

P = max {p(Mp), p(Mf ;) }, (3.20)

recalling definition (3.10) for 7, and notation (3.12) for Mg ;.

Observe that definitions (3.12) and (3.13) ensure that the discrete fluxes vanish on the
Neumann boundary edges, i.e. .7-"k =0forallo e & ext ;oo B € Nyand i =1,...,n. This
is consistent with the Neumann boundary conditions in (3.4).

For the convergence result, we need to define the discrete gradients. To this end, let voq =
(vr,vep) as defined before. Then we introduce the piecewise constant approximation

Up = (ULD, Ce ,un,p) by

UZD x, t Z uzKlK forx e, te (tk—latk]7 (3.21)
KeT

uip(x,t) = ulp

forzelPi=1,...,n. (3.22)

For given K € T and o € £k, we define the cell Tk , of the dual mesh by
— If 0 = K|L € &nt i, then Ti, is that cell (“diamond”) whose vertices are given
by xx, 1, and the end points of the edge o.
— If 0 € Eext, K, then Tk, is that cell (“triangle”) whose vertices are given by zg
and the end points of the edge o.
An example of a construction of such a dual mesh can be found in [26]. The cells Tk ,
define a partition of 2 and we notice with this definition of the dual mesh that

88

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

3.2. Numerical scheme and main results

— As the straight line between two neighboring centers of cells Tz, is orthogonal
to the edge 0 = K|L, it follows that

m(o)d(zg,zr) =2m(Tk,) forall o = K|L € &int k- (3.23)

— The property m(Tx,,) = m(Ty, ) for 0 = K|L € &y i implies that

> m(Tk,e) < 2m(Q), (3.24)

oce€
K=K,

where the sum is over all edges ¢ € £, and to each given o we associate the cell
K =K,.
The approximate gradient of the piecewise constant function vp in Q7 is defined by

m(o)
m(Tx o)

k

VD’UD<1‘,75) = DKJ’U VKo for x € TK,m te (tkfl,tk],

where D ,v is given in (3.12) and vk, is the unit vector that is normal to o and points
outward of K.

3.2.3 Main results

Our first result guarantees that the scheme (3.16)-(3.20) possesses a solution and that
it preserves the entropy dissipation property. Let us collect our assumptions:

(H3-1) Domain: 2 C R? is a bounded polygonal domain with Lipschitz boundary 92 =
rPury 1PN = (), and meas(aT'?) > 0.

(H3-2) Discretization: D is an admissible discretization of Q7 satisfying the regularity
condition (3.11).

(H3-3) Data : u® = (uf,...,ud) € L*(Q;(0,00)") , uP = (uP,...,ul) € (0,00)" is a

r'n
constant vector, > r_ ud < 1in Q, >0 juP < 1,and ay,...,0,, >0, a, b> 1.
(H3-4) Functions: p € C1([0,1];[0,00)) is decreasing, p(1) = 0, and there exist ¢, & > 0
such that limy; 1 (—(1 — M)'F5p/(M)/p(M) = c. The function ¢ is defined in
(3.2).

(H3-5) Reactions: 7;(u) = uP —u; for u € (0,00)", i =1,...,n.

Remark 3.2.1 (Discussion of the hypotheses). The condition that the boundary data
is constant on the Dirichlet boundary is made for simplification. We expect that non-
constant Dirichlet data can be assumed but the estimates are getting more involved. In
particular, we need a chain rule of the type

2 uzQ(M) - w uzq(M)
p(M)*V () = 2y/u;p(M)q(M)V o)
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which is not easily extended to the discrete case. When u”

inequality

is constant, we employ the

2
(vi, k0 — Vi,i) (log i k.o — 10g Vi i) = 4(\/Vi Ko — \/UiK)

for v; = u;q(M)/p(M), which resembles the chain rule, but the case of nonconstant u”
is more involved.

The assumption on the behavior of p when M — 1 quantifies how fast this function
decreases to zero as M — 1. An integration implies the bound

p(M) < Ky exp(—Ko(l — M)™") for 0 < M < 1.

This condition is needed for technical reasons. The simple choice for the reaction terms
is made for simplicity. O

We introduce the discrete entropy

H(ujg) = ) m(E)h" (uf|u”), (3.25)

where
W (uf[u®) = h(uf) = h(u") = b (uP) - (ufe —uP)
k k k Mic q(s)
with h(uf) = Z (ui g (logui g — 1) +1) + / log @ds
i=1 0
is the relative entropy density.

Theorem 3.2.1 (Existence of discrete solutions). Let hypotheses (H3-1)-(HS3-5) hold.

Then there exists a solution (uk) ket k—o,. Ny with uk, = (u’ny, . ,uZK) to the scheme

(3.16)-(3.20) satisfying

Uf,KZOa M[@:ZuﬁK<l for KeT, keN.
i=1

Moreover, the discrete entropy dissipation inequality
n
H(uby) + At> Li(uky) < H@hY), k=1,...,Np, (3.26)
i=1

holds with the entropy dissipation

ubq(MF)\ |2
Il(u.l/c\/l) = Z; Ta(p§)2 DO’( ;?(q](wj\i))) s (327)
KUZEKG

where the sum is over all edges o € £, and to each given o we associate the cell K = K, .

90

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

3.3. Existence of finite-volume solutions

For the convergence result, we introduce a family (D;),~0 of admissible space-time
discretizations of Q7 indexed by the size n = max{Az, At} of the mesh. We denote by
(M;))>0 the corresponding meshes of 2. For any n > 0, let u,, = up, be the finite-volume
solution constructed in Theorem 3.2.1 and set V7 = VP,

Theorem 3.2.2. Let the hypothesis of Theorem 3.2.1 hold and assume a; = 1 for every
i € {1,---,n}. Let (Dy)y>0 be a family of admissible discretizations satisfying (3.11)
uniformly in 1. Furthermore, let (u,)y>0 be a family of finite-volume solutions to the
scheme (3.16)-(3.20). Then there exists a function u = (u1, ..., uy) satisfying u(x,t) € O
(see (3.7)) such that, up to a subsequence,

Uiy — U a.einQr, i=1,...,n,

n n
Mn:Zum %M:Zui <1 ae nQp,

The limit function satisfies the boundary condition in the sense

uig(M) — uPq(MP)
p(M) p(MP)

€ L*(0,T; HH(Q)),

with HL(Q) = {v € HY(Q) : v=0 on I'P} and it is a weak solution to (3.1)-(3.4) in the
sense

;(/OT/Quz-at@dxdt—i—/Szu?(x)(ﬁ(x’o)dx)
- Zzn;/oT/Q <p(M)2v<u;(]](\%)> Vi — T’i(u)qbi)dxdt (3.28)

for all ¢; € CZ°(Q2 x [0,T)).

3.3 Existence of finite-volume solutions

In this section, we prove Theorem 3.2.1. We proceed by induction. For k£ = 0, we have
u® € O by assumption. Assume that there exists a solution uf\/_ll for some k € {2,..., Nr}
such that

n
uiy ' >0, Mg =) ullt <1 for KeT.
i=1

The construction of a solution u’j\/l is split in several steps.
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Step 1. Definition of a linearized problem. We define the set

Z = {wM = (Wi M- Wy M) Wi =0foroe EQXt,
Jwiamlli2m < oo fori=1,...,n}.

Let £ > 0. We define the mapping F. : Z — R by F.(wp) = Wiy, with 6 = #T + HED
where wi = (w{ py,-- -, wy, ) is the solution to the linear problem

e ¥ e Dueatuf) = - (U5 ok - i)+ E Fiko - mn(un) ) (329

o€l o€k
for KeT,i=1,...,n with
s =0 foroe&l, i=1..,n (3.30)
Here, u; i is a function of w; i, defined by
wig(M) | uPg(MP)
w; g =log ——— —log ——F=— i=1,...,n, 3.31
Z p(Mic) p(MP) 331

and F; i, is defined in (3.19). Note that F; ik , depends on wpy via upg and M (see
below). It is shown in [32, Lemma 6] that the mapping O — R", ug — wg is invertible,
so the function ug = u(wg) is well-defined and ux € O. The proof in |32, Lemma 6|
shows that Mg € (0,1), showing that F;  » is well-defined too. Since Mg = Y " | u; i,
we infer that 0 < w; g < 1.

We note that definitions (3.12) and (3.13) ensure that Dk ,(w$) = 0 for all o € EN et K -
The existence of a unique solution w3 to the linear scheme (3.29)—(3.30) is now a conse-
quence of [37, Lemma 3.2|.

Step 2. Continuity of F.. We fix i € {1,...,n}. We derive first an a priori estimate
for w; ,,. Multiplying (3.29) by w; - and summing over K € T, we arrive at

m(K
e Y mDroludu = 3 P - ul (3:32)
KJ_EIé; KeT

- Z EK0w1K+Z K)ri(ug)w

o€l KeT

=K,

= J1+ Jo + Js. (3.33)

For the left-hand side, we use the symmetry of 7, with respect to 0 = K|L and the
discrete Poincaré inequality |37, Lemma 3.1|

e Y TeDko(wi)uwix =) To(Dowf)® = elwf pl om0 = Cellwf allf 2.

el ocel
K=K,
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By the Cauchy-Schwarz inequality and definition (3.19) of F; k », we find that

1 1/2 1/2
5 g (X ) i ?) (X m)wic?)
KeT
< g na - umno,z,M v

s 3wt (g ) oo

oef
sof oo (38570)) ) (o)

Since Mg € (0,1) for all K € T, ux q(Mg)/p(Mg) is bounded. Moreover, p, <
p(0) as p is decreasing. Hence, there exists a constant C'(M) > 0 which is independent
of wf y, such that Jo < O )Hw mll1,2,m- This constant does not depend on u; x €
[0, 1) Finally, again by the Cauchy- Schwarz inequality, J5 < (i (wi, A [lo,2, 0105 pqll1,2,01-
Inserting these estimations into (3.33) yields

ellwi mllrzm < C(M), (3.34)

where C(M) > 0 is independent of wj ,.

We turn to the proof of the continuity of Fy. Let (w'{y)men € Z be such that wly — way
as m — oo. Estimate (3.34) shows that w}" = F.(w}) is bounded uniformly in m € N.
Thus, there exists a subsequence of (w'eMm) which is not relabeled such that wi’,lm — Wiy
as m — oo. Passing to the limit m — oo in the scheme (3.29)-(3.30) and taking into
account the continuity of the nonlinear functions, we see that wf , is a solution to (3.29)-
(3.30) and w$, = F.(waq). Because of the uniqueness of the hmlt function, the whole
sequence converges, which proves the continuity.

Step 3. Existence of a fixed point. We claim that the map F. admits a fixed point.
We use a topological degree argument [33], i.e., we prove that (I — F;, Zgr,0) = 1, where
0 is the Brouwer topological degree and

Zr={wm € Z : |lwimligm <R fori=1,...,n}.

Since § is invariant by homotopy, it is sufficient to prove that any solution (wf,p) €
Zpg x [0,1] to the fixed-point equation w§, = pF:(w5,) satisfies (wf, p) & 0Zg x [0, 1]
for sufficiently large values of R > 0. Let (wf, p) be a fixed point and p # 0, the case
p = 01is clear. Then w; \(/p solves

e > TDio(uf) = _p<mgt() (e — )+ Y Figo - )n(u%)), (3.35)

0€EK o€fk

where F7 - is defined as in (3.19) with uxq replaced by uf,. The following discrete
entropy inequality is the key argument.
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Lemma 3.3.1 (Discrete entropy inequality). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold.
Then for any p € (0,1] and € € (0,1),

(uhg) + ALY - D To(Dow)® + pAt > Iiuly) < pH (ulh),

i=1 ocE i=1
K=K,
usq(Me)\ >
where I;(ufy) = a4 g Tg(p§)2(DU< Z>>
M =~ p(M?)
K=K,

with obvious notations for pS and M°®.

Proof. We multiply (3.35) by Atw; ;- and sum over i =1,...,n and K € T. This gives

F’Atz Z To Dk o (Wi )wi ¢ + Js + J5 = Js, where

i=1 o€
K=K,

']4:pz Z m(K)( zK_ule) Wi K

JSZ/)AtZ Z ‘FKO' 1, K>

i=1 o€&
K=K,

Jﬁ—pAtZZ K)ri(ufe)w; k-

i=1 KeT

By the symmetry of 7, with respect to o = K|L, the left-hand side is written as

eAti Z To D o (W5) ZK—EAtZZTU W5 )

i=1 o€e& i=1 c€&
K=K,
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Inserting definition (3.31) of wf ;- and using the convexity of u — u(logu—1), we obtain

Jy = E E m(K)(uf o — uf 2 (lo us ¢+ lo a(M >
4=p (K)( K i, K ) EU; K g (1 [%)

i=1 KeT
- q(MP)
- m(K)(u;, —ul Y ( logu? +1o
22 Kt ( B (MD>>
>p 3" m(K) (h(uf) — pZ u i — ule)gj(uD)
KeT t
S ) ({050 — (ac — ) ()
KeT
—p > m(K) (huf ) = (uhh = uP) - H(uP))
KeT
=p > m(K)(h*(uf|uP) = h*(uf uP)) = p(H (usy) — H(uly")).
KeT

We abbreviate v i = ug jq(MF)/p(Mf;). Then

=AY S FooDicolus)

i=1 o€&
K=K,

= pAtZaz Y 05 (V5 ko — 5 k) (0805 o — l0g v ).

el
K=K,

The elementary inequality (z — y)(logx —logy) > 4(\/z — \/y)z for any x, y > 0 implies

that
- uig(Me)\ )
Js > 4pAt o 7'0(pf,)2 (DU< z)) .
2,00 2 b
K=K,

Finally, assumption (H3-5) leads to

Jo = —pAt S 37 m(K)(uf ¢ — uP)(log u e — logul)

i=1 KeT

_ € D q(MIE() —1lo Q(MD)
st 3, m(E)(Mixc = M; (e 3zt % )

Then by convexity of u +— u(logu — 1) + 1 and the monotonicity of M — q(M)/p(M),
see [32, Lemma 7|, we obtain
Jg < 0.

Putting all the estimations together completes the proof. O
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We proceed with the topological degree argument. The previous lemma implies that

n
aAtZ Z To(Dywf)? < pH(ulj\/_ll) < H(u’jv_ll)
i=1 Ka_e[fé

or |wij|%727M < H(uﬁ;l)/(sAt). By the discrete Poincaré inequality in the version of
[37, Lemma 3.1],

diam(€2) + 1

Hu 1) + 1. 3.36
AL (uxg) (3.36)

[wi 12,0 < (diam(2) + 1)[wf gql12m < R =
We conclude that wj, ¢ 0Zr and d(I — F;, Zg,0) = 1. Thus, F;. admits a fixed point.

Step 4. Limit € — 0. We recall that u5, € O. Thus, up to a subsequence, Uy — upm €
O as ¢ — 0. We deduce from (3.34) that there exists a subsequence (not relabeled) such
that ew; o — 0 for any K € T andi=1,...,n. In order to pass to the limit in the fluxes
Ff i o» We need to show that M5 =" | u5 - <1 for any K € T. To this end, we first
state an estimate of the entropy dissipation from below.

Lemma 3.3.2 (Lower bound for the entropy dissipation). Let the assumptions of Theo-
rem 3.2.1 hold. Then there exists a constant C1 > 0 depending on p, a and a =

min{ay,...,a,} such that
n
Me a— 1<D Me)
S hR) =] 3 o (Do) + O Y ! gy (330)
i=1 i=1 o€& oe&
K=K, K=K,

where My = 05 Mj; + (1 — 05) M, for some 0, € (0, 1),

B = min {p(Mj)a(Mf:), p(M . )a(Mi )}
and we recall that I;(u,) is defined in (3.27).
The proof is quite technical and therefore transfered to Appendix 3.8.

Corollary 3.3.1 (Uniform bound for the singular term). Let the assumptions of Theorem
3.2.1 hold. There exists a constant Co > 0 depending on H(u’jv_tl), MP, Q, b, k, and Cy
(but not on € or Ax) such that

(1= M3 loam < Co. (3.38)
Proof. The idea is to exploit the second term on the right-hand side of (3.37). For this,

we introduce . )
S Y o, D)
- 4 (1 _ Mg)l—i—b—‘—/i

oel
K=K
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Then

(Mg)*~ ! (Do M?)?
J 2 Z Tol{ng>nmry (1 — Me)l+b+r

el
=K
D ME)Z
>(MD)a_1 Z TUI{ME>MD}4( z 1
- o= _ +b+
= (1 — Mg)t+ots
K=K,
2
(Do M)

> (MP)h Y7 meliasnry
ock

=Ro

(1 — min{M¢ ,]\4%70})(1‘*‘1”"‘“)/2

Next, we claim that

(f(x) = f(y))? < [f (min{z, y}) (= — y)]?

for any x, y € [0,1), where f € C?([0,1)) is a convex function. Indeed, let = < y.
The convexity of f implies that f'(x)(z —y) > f(z) — f(y). The case x > y is treated
in a similar way, proving the claim. Applying this result to the function f(z) = (1 —
x)1=0=r)/2 it follows that

4(MPya-1 o )
J 2 (b:—fiz“ Z ’To-]_{M:—:>MD}( ((1 — ]\45)(1 b )/2))
K:KU
A(MPya—1 L ,
> et X Tl mastas g 2000y (Da((1 = M2)I007)
K:KU
4(MD)a 1
- m Z 7-U]‘{Inax{ME ;7U}ZMD}
K Kfr

% [DU((l _ Ma)(l—b—n)/? —(1- MD)(l—b—n)/Q)]Q.

In the last step, we used the fact that MP is constant, so that D, (1 — MP)(1-0=r)/2 =
On the set {max{Mp, My} > MP}, it holds that

(1 — max{M5%, M;(’U})(l—b—n)ﬂ > (1 — MP)A-b=r)/2

We infer that, using again the discrete Poincaré inequality [37, Lemma 3.1],

4(MD ol Z 1-b—k)/2 D\ (1—-b—k)/2 2
‘]>(1—b_,.;2 gT" o((L= MR — (1 = MPY I ]
oc

K=K,
4(MD a—1
~ diam(Q)2(1 — b — k)2

- M —b—k .7‘{1) —b—k 2
5)(1 b—k)/2 (1 )(1 b )/2)+] 7
KeT
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where z; = max{0, z}. This shows that there exist constants c¢;(MP) > 0 and cz(MP)

such that
J>er(MP) Y m(K)(1— M) ™0 — cp(MP).
KeT
On the other hand, we know that J is bounded uniformly in €, by Lemma 3.3.2. This
finishes the proof. O

We know that Mj — Mg ase — 0 for all K € 7. Corollary 3.3.1 and Fatou’s lemma
imply that |[(1 — Ma)'~""|lo.1m < Co with the same constant Cy as in (3.38). This
shows that My < 1 for all K € 7. We can perform the limit ¢ — 0 in (3.35), which
completes the proof of Theorem 3.2.1.

3.4 A priori estimates

In this section, we establish some uniform estimates for the solutions to the scheme
(3.16)-(3.20).

3.4.1 L estimate

First in the case where all the diffusion coefficients are equals we establish a L
bound for the total biomass strictly smaller than one and depending only on the initial
and boundary conditions.

Lemma 3.4.1 (L estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and assume
that a; =1 for every i € {1,...,n}. Then the following bound holds

ME<M* VKeT,ke{l,---,Nr}, (3.39)
where M* = sup,cq{MP, M°(z)} < 1.

Proof. We proceed by induction. For £ = 0, the upper bound (3.39) holds because of
our assumptions. Assume, for some k € {2,---, Np}, that Mlkgl < M* forall K € T.
Let MY = max{M} : L € T} for some K € T and assume that M% > M*. Then,
summing (3.18) over ¢ we obtain thanks to the assumption on the diffusion coefficients
that
Mk _ Mk—l n
m(K) =K 3TN Fli, = m(K) (MD - M}z) , VK eT.

i=1 o€k

Multiplying the previous equation by [M% — M*]; where 2. = max{0,z} and using

(2% — y?) < 2(z — y) we obtain
m(K) k 12 k—1 12 - k k *
W([MK_M 5 - Mg —-M M) "‘Z Z Fiko Mg — My
i=1 o€€K
< m(K) (MD - M};) [ME — M7,
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Then thanks to the induction hypothesis and the definition of M* we have

m(K> * - *
SAL (M = MV +) D Flyo Mg — M*)4 <0. (3.40)

i=1 0€€K

Moreover, we notice that

Z Z i,K,o (M — M,

i=1 c€€k

k k
== % e oo (AT e - ar),
o€€K

Since by definition (3.2) the function M +— M q(M)/p(M) is increasing we deduce that
Dy o (M* q(M*)/p(MF)) < 0 for every o € Ek. Hence, we conclude from (3.40) the
following inequality

m(K)

which leads to a contradiction and concludes the proof. O

3.4.2 Gradient estimate

We deduce the gradient estimate from the entropy inequality (3.26).

Lemma 3.4.2 (Gradient estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and
assume that a; = 1 for every i € {1,...,n}. Then there exists a constant C3 > 0 only
depending on H(u()\,[), Q and the upper bound M™ defined in Lemma 3.4.1 such that

ZA\

Proof. Let i € {1,...,n}, thanks to the uniform L* bound for u’j\/[, it is sufficient to
show that there exists a constant C > 0 independent of Az and At such that

J= ZAt

To prove this estimate, we start from the following bound which comes from the discrete
entropy inequality in Lemma 3.3.1

,:VZ::N > TU<DU( W))Q < Zﬁ;ﬁ (3.41)

el

qu M/\/l)

SCg, VISZS’H
(My)

1,2,M

z./\/lq MM)

<C.
(M)

1,2,M

K,
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Using the inequality 22 — 3? < 2x(x — y) and ufKU < 1, we can write

=Ks

< ol A uf,K,O'q(MIk(,o') D qu(Mk) 2
<23y Atk ([0
k=1 oes PiME » D

—No

—No

Thanks to [32, Lemma 7] we know that the function z — /q(z)/p(z) is strictly increasing
for z € (0,1). We use Lemma 3.4.1 to conclude that

< e T (o ( R

=K

In view of (3.41), this shows the lemma. O

3.4.3 Estimate for the time difference

We wish to apply the compactness result from [11]|. Therefore, we need to prove a

uniform estimate on the difference uf K uf;(l

Lemma 3.4.3 (Time estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and assume
that a; = 1 for every i € {1,...,n}. Then there exists a constant Cy > 0 not depending
on Az and At such that for alli € {1,...,n} and ¢ € C§°(Qr),

Nr
S OALY (b —ub bk tr) < CulH| V|| o (0r)-
k=1 KeT

Proof. We abbreviate ¢% = ¢(zk,tx). Let i € {1,...,n}, we multiply (3.18) by Ateh
and sum over K € T and k=1,...,Np

Nt
SN m(K)(uf g — ub el
Nr
No Fioth+ > At Y m(E)ri(uk)elk
oe€l k=1 KeT

k=1 KeT
Nt
= Z At
k=1

=:J7 + Js.

K,
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Inserting the definition of ]-“f Ko and using the symmetry of 7, with respect to o = K |L,
it follows that

s k\2 Uf‘](Mk) k
J’? = ZAt Z TO‘(pg) DK70- W D¢K =: J71 + J72,

where

2 ufg(M*)\
J71 ZAt Z To po_) DK,O’ W D¢K1{M§ZM}C<YU}7
065

—No

J At D ufq(M*) D¢h1
2 = Z Z To po-) K,o p(Mk) ¢K {M§<Mﬁ7g}'
065

—No

Using the Cauchy-Schwarz inequality, |J71| < J711J712, where

Np 1/2
Jr = (ZAtW}f\A’%Q,M) )

k=1

qu M* 2 1/2
= (Z“ 5wt [ (" )| o)
065

—No

It follows from the mesh properties (3.11) and (3.14) that

Nrp 1/2
] < V6l (ZAthw)da)

k=1 ce€

1/2
< halVolmion (S80S T michdenn))

k=1 KeT oy
1/2 om(0)T
< 2190l (Zm 3 >) = 2 9 e .
f k=1 KeT f

Next, we estimate the term J71o. For this, we use the fact that pf = p(MIk(’U) if

101

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

Chapitre 3. Convergence d’un schéma VF pour un systéme de diffusion croisée

ME > Mf(p and the inequality 22 — y? < 2z(z — y)

Np uF k koA kAN 12 1/2
i,K,o‘q(MK,O') u; q(M )
| Jr12| < 2{ ZAt Z Tap(MIk(,U)4|: —p(MIk( ) Da< “p(MF) 1{M§(2M§w}

k=1 el
=K
Nt
k k k
< 2{ Z At Z 7ol g oP(ME 5 )a(ME )
k=1 UEI%

ufq(Mk) 2 1/2
X {p(Mz'%,a)Da< P IOR )} 1{M§{>M;a}} :

Observing that uf’K’J < M* for all o € £ thanks to Lemma 3.4.1 and

k k o\1/2 <
| Dnax (M3 a(ME) | oo () < C

with a constant C' > 0 not depending on (Ax, At), we infer that

.- e[ ([ )12 2
| Jr12] < 20{ S ALY o (ph) [Dg< k)] } <C,
k=1 el p(M )
K= o
where the last inequality follows from the discrete entropy inequality in Lemma 3.3.1.
This proves a uniform bound for J71. Similar arguments lead to a uniform estimate for
J72. We conclude that |J7| < |J71] + |J72| < C for some constant C' > 0.
Finally, because of assumption (H3-5),

Nt
[Js| <C> ALY m(K)eh < CVEllL(or)-
k=1 KeT
This concludes the proof. ]

3.5 Convergence of solutions

We wish to prove Theorem 3.2.2. Before proving the convergence of the scheme, we
show some compactness properties for the discrete solutions of the scheme (3.16)-(3.20).

3.5.1 Compactness properties

Applying Theorem 3.9 in [11], we obtain the following result.

Proposition 3.5.1 (Almost everywhere convergence). Let the assumptions of Theorem
3.2.2 hold and let (up)n>0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20)
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constructed in Theorem 3.2.1. Then there exists a subsequence of (uy)y>0 which is not
relabeled and a function u = (u, ..., u,) € L>®(Q7)" such that

Uiy = u; >0 ace inQp, i=1,...,n.

Moreover, there exists M € L (Qr) such that

n n
M, = Zum — M = Zuz <1 ae inQp.
i=1 i=1

Proof. Assumptions (Ax1) and (Ax3) in [11, Theorem 3.9] are satisfied due to the choice
of finite volumes. Assumption (Ay) is always fulfilled for one-step methods like the implicit
Euler discretization. Assumptions (a) and (b) are a consequence of the L bound, while
Lemma 3.4.3 ensures assumption (c¢). Thus, the result follows directly from [11, Theorem

3.9. O

The gradient estimate in Lemma, 3.4.2 shows that the discrete gradient of u; ,q(M,)/p(My)
converges weakly in L2(Qr) (up to a subsequence) to some function. The following lemma
shows that the limit can be identified with V(u;q(M)/p(M)).

Lemma 3.5.1 (Convergence of the gradient). Let the assumptions of Theorem 3.2.2 hold
and let (uy)n>o0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20) constructed
in Theorem 3.2.1. Then, up to a subsequence, as n — 0,

V%@%@»ﬂ%ﬁ%vzmmmm%%

where u; and M are the limit functions obtained in Proposition 3.5.1.

Proof. We follow the lines of the proof of [26, Lemma 4.4]. It follow from Lemma 3.4.2
that, up to a subsequence,

v%”@$@>*w weakly in L*(Qr) as 11— 0
by

for some function v; € L?(Qr),i = 1,...,n. It remains to show that ¢; = V(u;q(M)/p(M)
in the sense of distributions. To this end, we choose a test function ¢ € C§°(Qr) and a
sufficiently small mesh size n = max{Az, At} > 0 such that

supp(¢) C {x € Q:d(z,00) > n} x (0,T).

This implies that ¢ vanishes in Tk , for all 0 € gk and K € T since m(Tx ) < Az <
n. We set ¢k = é(zk,t). In the following, we use the following two approximation
properties: There exists a constant Ceons > 0 such that

LA Vo v dr |dt] < Ceons Atn. 3.42
U( 4o W) Jr, VO > ‘ o B4
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This result is shown in the proof of |26, Theorem 5.1|. Furthermore, for any ¢ € C§°(Qr)
and any 0 = K|L € & i, t € (0,T), the regularity of ¢ implies that

1 1
‘m(TK,a) /TK,J ¢ VK dr — m /J o(z,t) - VK ods

Next, we abbreviate v; , = u; nq(M,)/p(My) and let ¢t € (t;_1,t;]. On the one hand,
using the divergence theorem on K € T and the relation v7 , = —vk ,, we obtain

< 77H¢Hcl(@)~ (3.43)

/vm(a: t) div ¢(z, t)dx = Z / Vi (x,t) div ¢, t)dx
Q

KeT

Z Z zK/(bSt VKadS——*Z Z DKg’U /gbst VKUdS

KET Uegll’lt K KGT Uegll’lt K

On the other hand, the definition of Vv, ,, gives

/V"v”] z, t)p(z,t)d Z Z V"0 (2, t)p(, t)dx

KGT Ueglnt K TK g

9 Z Z va o(z,t) - v odx.

KETUGgmt K TK’U

T T
’ / / V04 - pdadt 4 / / Vi div qbdxdt'
0

< nlléllergny ZAt Y. D m)Dev = nldleor o

KeT UESmt K

By (3.43),

Is remains to show that Jg is uniformly bounded. We use the Cauchy-Schwarz inequality,
the definition of | - |1 2 pm and properties (3.23) and (3.24) to find that

J9§<§At|v1f ) (Zmz Y m xK,m)”Q

KGTUE(‘/‘mt K
Nr
< (ant
k=1

)1 2<im oy 2m(TK,(,)>1/2
< <§ Atof g, %,2,/\4) 1/2(4m(Q)T)1/2-

k=1 KeT 0€€int,k
k=1

n'tl,

In view of Lemma 3.4.2, the right-hand side is bounded uniformly in 7, and the result
follows. u
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3.6. Convergence of the scheme

Finally, we verify that the limit function u satisfies the Dirichlet boundary condition
in a weak sense.

Lemma 3.5.2 (Convergence of the traces). Let the assumptions of Theorem 3.2.2 hold
and let (up)n>0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20) constructed
in Theorem 3.2.1 such that u, — u and M, — M a.e. in Qr. Then

U; ul b
s~ gy < HOT ).

Proof. Let us define fori =1,...,n

Then, using [17, Lemma 4.7] and [17, Lemma 4.8] we can prove thanks to Lemma 3.4.2
and the L*-estimate that, up to a subsequence, for all 1 < p < +ooasn —0

Vi — Vi = strongly in LP(I'P x (0,7)), i=1,...,n,

see for instance the proof of [17, Proposition 4.9]. Then, up to a subsequence, as n — 0
viy = v ae in TP x (0,7), i=1,...,n. (3.44)

Moreover, by construction (3.21)-(3.22) of uy, = (u1,, . - ., Un,y) solutions to the scheme (3.16)-
(3.20) we have

uP q(MP)

(D) for (z,t) e TP x (0,7), i=1,...,n.

Vi (,t) =

Thus, we deduce from (3.44) that

D D
U; CI(M ) . D .
v = ————— ae. inl'" x(0,7), i=1,...,n,
" p(MP) 1)
which concludes the proof of Lemma 3.5.2. O

3.6 Convergence of the scheme

We prove in this section that, under the assumptions of Theorem 3.2.2, the limit
function u = (uy, ..., u,) obtained in Proposition 3.5.1 is a weak solution to (3.1)-(3.4).
For this, we follow some ideas developed in [19, 26].

Let ¢ € C§°(2 x [0,T)) and choose n = max{Ax, At} sufficiently small such that
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supp(¢) C {x € Q: d(z,0Q) > n} x [0,T). In particular, ¢ vanishes in any cell K € T
with K NOQ # 0. Again, we abbreviate ¢% = ¢(zx,t;) and we fix i € {1,...,n}. Let

T
Fly = —/ /uma@dwdt—/ui’n(x,O)qﬁ(a?,O)da:,
no_ Uz,nQ(M )> )
Fyy = / / < o(00,) Vodudt,

—/0 /Qm-(un)qbdxdt.

Proposition 3.5.1 and Lemma 3.5.1 imply that we can perform the limit n — 0 in these
integrals, leading to

lim () = — / ! / wiOypdwdt — / wi(z,0)p(z, 0)dz

-0
" / / (“ZQ( ))) Vodrdt — / / w)pdadt.

Therefore, it remains to prove that e(n) — 0 as n — 0.
To this end, we multiply (3.18) by Atqb];{l and sum over K € 7 and k = 1,..., N,
giving

F"+F”+F§7:0 where

FW_ZZ ZK_uzK)¢ 3

k= 1Ke7’

k=1 KeT o€,k
Nr

— Z At Z m(K)rZ(uﬁK) AL
k=1  KeT

For the proof of £() — 0 as 7 — 0 it is enough to show that Fj; — F}' — 0 as 7 — 0 for
j=1,2,3.
The arguments in [19, Section 5.2 show that

|FYy — FY'| < CTm(Q)HngCI(@) n—0 asn—0.

Furthermore, since ¢ is regular,

|Fl — F"y<ZZ\r, 2K|’/ ( /Ktﬁdsc)dt‘

k=1 KeT
< CTnl|éllcrgy =0 asn—0
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3.6. Convergence of the scheme

The remaining convergence for |Fyly — Fy| is more involved. First, we rewrite Fy. By the
symmetry of 7, with respect to o = K|L and the definition of ]-'kKJ, we have

=—*2At2 2. FlroDiod™!

KeT UESmt K

1 Nr U MF
=S ALY p(ME)? Y TUDKU< ?](\m))pmcﬁ’“

k=1 KeT 0E€Ein, K

dq(M*
ZAtz Z TU (pE)2 — p(MF) >DK’U(;9?](\4]\{))>DK,U¢’C_1

k=1 KeT o€, ik
—. "
=: I} + FJ,.

Inserting the definition of the discrete gradient V7 = VP", we can reformulate F}l) as

Nr ul k
FQWO:%ZZP(MK Z DKJ< q](\%))>

k=1KeT 0EEins, K

173
Vo - v sdxdt.
TK a / /I"K . ¢ o

Thus, using (3.42), the monotonicity of p, and the Cauchy-Schwarz inequality,

uFq(MF
2 PSS Y mioyn, (MO0

k=1 KETO’Egmt K

b DK o(bk 1 ‘
X . — Vo vk dx |dt
/tk 1 < ds m(Tk,qs) Tk,o ¢ >
1 1/2 bl Mk) 1/2
< 1p0 mn(zmzm ) (zm )
el 1,2,M

We use the mesh regularity (3.11), property (3.23), and the gradient estimate given by
Lemma 3.4.2 to conclude that, for some constant C' > 0,

|F3ly — F5y| < C(&,C3)p(0)*n — 0 as n — 0. (3.45)

We turn to the estimate of Fj,. Since pf = p(MF) if ME < Mf(,m it is sufficient to
consider the terms in Fy), only on the set where M} k> M f( and we have

Nt
|F |< ||¢||cl(@)ZAtZ Z To

k=1 KETO’E(SintyK

ubg(Mr*
|tk - k) Do (IS Y1 |
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Chapitre 3. Convergence d’un schéma VF pour un systéme de diffusion croisée

Then, using the inequality 22 — y? < 22(x — y),

Np
|F2772|§77||¢||cl(@)ZAtZ Z To

k=1 KGTUGgint)K

ZKO'Q(MKO') qu(Mk) 1
p(Mf,) O\ () ) M)

By a Taylor expansion, for ij = éoMIk( +(1- ég)MIkﬂU for some 6, € (0,1),

x| (p(MF )% = p(M)?)

p(Mji o)? = p(Mf)* = 20/ (Mg)p(Mg) (M o — M)

Hence, the Cauchy-Schwarz inequality gives

I 2‘ < 2,7“(]5"01 @) F2’721F27722, where (3.46)
Eq(MP) 2y 1/2
e )
221 Z ; p(MF)
zKUq(MKU) 2
o = {ZNZW e DM Ly |
oc€e€ d

For ME > Mf > M1k<,m we have p(MF) < p(]f\zf) < p(MIk(’U) = p¥. Thus, replacing
p(MF)? in F,, by (pk)?, the discrete entropy inequality (3.26) shows that |Fi,| <

H(ub).
For the estimate of Fjl,, we use uﬁKJ < 1 and C5 = supg< <y P'(2)?/p(x) < oo (this
is finite since M™* < 1) to infer that

o 1/2
Pl < Co{ ZAtZTaq<Mf’“w><DUM>21{MI’%>MI’“«G}}
k=1 el

_ 05{ Zmzfo (ME)(1 — MEYOHRg(M )

el
(Mk>a71 ) 1/2
i aapyrees P Lrie gy g
where M¥ = 0, M¥ + (1 —0,)M¥. _is defined in Lemma 3.3.2. Then M% > Mk > MY
and a > 1imply that (M¥)'=2 < (Mf(p)l_“, which shows, together with (1—MF)1+b+r <

1, that
Nt
| < 05{ S A n (k) (ML)
k=1 ocf
(Mk)a—l ) 1/2
X agyrres oM Nararg y
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3.7. Numerical experiments

By (3.37) and the bound

M*
(a+1)(1— M*)P’

(Mf o) ™" a(Mj,) < Vo €€,

this expression is bounded by the entropy dissipation which is uniformly bounded due to
the entropy inequality.

We have shown that Fy,, and Fj), are bounded uniformly in 7 such that (3.46) implies
that F,, — 0 as n — 0. This convergence and convergence (3.45) then imply that

|Foy — )| < |Foy — Fy)| + [Fop| — 0 asn — 0.

The proof of Theorem 3.2.2 is complete.

3.7 Numerical experiments

We present in this section some numerical experiments in one dimension in space. We
are interested in the long time behavior and in the order of convergence in space of the
scheme. The numerical results are obtained using a Newton’s method with a tolerance
equal to le-10 on a uniform mesh.

The test case is described in Table 3.1, we consider the following initial conditions

u(z) = ul +uf 1(0.2,06)(z) and uy(z) = uy + uy 1(0.4,0.8) (),

and where the source terms are defined in (H3-5).

ul [ul | a | b

K
021011221

TABLE 3.1 — Definition of parameters used in the test case

In Figure 3.1 we illustrate the long time behavior of the solutions to the scheme with
different definitions of p. In the case of mixed Dirichlet-Neumann boundary conditions
the steady states for u; and ug are given by u$® = uP’ and u3® = u2, see [32, Theorem
2]. Figure 3.1 shows the exponential convergence of the solutions to the steady states in
L? norm in semi-logarithmic scale for a1 = 1, ap = 10, T' = 10, a mesh made of 100 cells

and At = 1/100. We assume that the function p is either given by

p(z) =exp(—1/(1 —2)¥), Vx€[0,1], (3.47)
p(z) =(1—2x), Vzel0,1]. (3.48)
109
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We notice that the function p defined by (3.48) does not satisfy (H3-4).

The result in [32, Theorem 2| establish that the convergence towards the steady states
is of order 1/t. However, as in |32, Section 7.2|, our numerical experiments suggest that
exponential decay should hold. Moreover it seems that the results obtained in [32] should
also hold for more general functions p.

100 7
85 1072 | 10-6 |- | 8:-?
| |
21071 1 102 1<
N AN

10717 | | | | ] 10-18 b | | | | ]

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

FIGURE 3.1 — Convergence of the solutions to the steady states in L? norm with p defined
by (3.47) (on the right) or by (3.48) (on the left) in semi-logarithmic scale.

We investigate in Figure 3.2 and Figure 3.3 the order of convergence in space of the
scheme. Since exact solutions to the biofilm model are not explicitly known, we compute
a reference solution on a uniform mesh composed of 5120 cells and with At = 1le — 6.
Then, we compute approximate solutions on a uniform mesh made of respectively 40, 80,
160, 320, 640 and 1280 cells. Finally, we compute the L?-norm of the difference between
the approximate solution and the average of the reference solution over 40, 80, 160, 320,
640 and 1280 cells. We consider T' = le — 3, it is important to take a small time T in
order to compute a solution different from the stationary state, see Figure 3.1. Figure 3.2
shows the results for p defined by (3.47) and with different choices of o; and «s, while
Figure 3.3 shows the results for p defined by (3.48) and with different choices of a; and
«ag. We observe for any choices of p, a; and s the expected first order convergence in
space.

3.8 Appendix A. Proof of Lemma 3.3.2

To simplify the presentation, we omit the superindex ¢ throughout the proof. Sum-
ming definition (3.27) for I;(u,) over i = 1,...,n and setting f(z) = \/q(z)/p(z), we

obtain " n
1= 1h) > 0> S mpd (Do (Vs (M)
i=1 i=1 K(Tzeléf‘g
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1072 g T - 1072 ¢ T 5
F —o— U1 | - —eo— U1 |
L —m— U2 || [ —m— U2 |
1073 £ 4 1073 E E
g i i 1 =
= o
51071 ER = 5 2
X F1 : ] F1 : 10N
10— g 1 E 10-° E 1 €
10-6 & === === 4 1076 Lk ===c ——————=—cc E|
10? 10? 102 103
Number of cells Number of cells

FIGURE 3.2 — L?-norm of the error in space with a; = as = 1 (on the left) and a; = 1
and oo = 10 (on the right) and with p defined by (3.47).

1072 === — = 1072 === —— S
r —e— U1 || r —e— Ul |}
I —m— U2 || L —m— U2 ||
10—3 E - 10—3 . E
é L i} [ ] g
2107 E 4 10tk =
= H & 1 H & R
10-° 3 1 E 1075 3 1 E
1076 = e e 4 1076 e e =
10? 10? 102 103
Number of cells Number of cells

FIGURE 3.3 — L?-norm of the error in space with a; = as = 1 (on the left) and a; = 1
and ae = 10 (on the right) and with p defined by (3.48).

where av = min;—; 5, ;. We split the sum into two parts and use the product rule for
finite volumes. Then I = Jyo + Ji1, where

Jio = az Z Top2 (VUi K o Di.o (f(M)) + DK,a(\/ITi)f(MK))Ql{MK,UZMK},

i=1 o€&
=K,
- 2
Ju=a) Y 702 (VuixDie(f(M)) + Dio(vii) f (M o)) Linrg., <M}
i=1 o€€
=K,
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A Taylor expansion of f around M , gives

Tio=aY > 7ops (Ko Do (M) f (M) + Do (Vi) F(MK)) 1 agye >0y}

i=1 o€ef

=K

Jn=aY > wpi (Vi kDro(M)f' (My) + Do (Vi) f(Mic o)) Liatye <
i=1 o€e&
=Ky

where M, = 0, Mg » + (1 — 0,) Mg for some 6, € (0,1) for K € T and o € &k.
Let us consider the term Jyg first. Expanding the square gives three terms, Jig = Jio1 +
J102 + J103 with

Jior = az Z Tapz'f(MK)Q(DK7U(m))21{MK,02MK}’

i=1 oe&

=K

Jio2 =200 > Tepa/Ui ke Dic.o (i) f/(Mg) f (M) Dic.o (M) L{agc > 0}

i=1 oe&

=Ko

n
J103 = Oéz Z Tapgui,K,af/(Ma)z(DK,UM)Zl{MKﬁzMK}
i=1 o€c&

=K
=a Y TopaMrof (Mo)*(Di.o M) Liar >0}
KK,

where in the last equality we used Y ;" | uj k0 = Mk o-
On the set {Mg , > Mk}, we have p, = p(M). Then, by definition of f,

S =0 > mp(Mr)g(Mi) (Di.o (V) a2 01

i=1 o€e&
K=K,

The function f is strictly increasing (see [32, Lemma 7]). Since x(x —y) > %(xz —12), it
follows that

J102 > Oéz Z Tapi(ui,K,a - ui,K)f/(MU)f(MK)DKJ(M)]‘{MK,UZMK}
i=1 oc€&
K_

- o

=a Y Topo(DroeM)*f'(Mo) f(MK) L arye >0y 2 0.
oef

=K,

It remains to estimate Jip3. For this, we set Jigz3 = a ) ¢ K=K, J103(0), where
J103(0) = TePa ME o f'(Mo)* (Do M)* Lag,c >0y}
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We know thanks to [32, Lemma 4| that there exists a constant Cp, such that

M)g(M
i, P00 ).

Then we deduce that there exists § € (0,1/2) such that for all M, > 1 — 6,

p(My)q(My) Chpq
. 7 > = 4
(1 —MU)1*b+’“ ) (3 9)
Therefore, we distinguish the cases (i) 0 < M, <1—4§ and (ii) 1 - < M, < 1.
Consider first case (i). Modifying slightly the proof of [32, Lemma 7], it holds that for all
0< M, <1-4,

, . p(L— 8)2Me
f (MO') > QMUf(MU)’ p(MJ)Q(MU) > W

Again, Mg, > M, > M implies that p(Mg ) < p(M,) < p(Mk) = ps. Therefore,
taking into account the definition of f,

2
a
J1i03 > TUP(MJ)2MK,Umf(MU)Q(DUM)Ql{MKJzMK}

a® My
= ZTUP(MU)q(MU) Méa (DO-M)zl{MK,O'Z]V[K}
o
atp(1=0)* a1 Mro
g o
M,

(DUM)Q]'{MK,GZMK}

where we used Mg, > M, in the last inequality. Since M, < 1 — 6, we have (1 —
M,)1+btr > §14b+% and consequently,

a’p(1 —§)2ottb+r 7 Mot
4(a+1)p(0)% (1 — My)tHots

Jio3(o) > (DoM)*Lasye >y}
In case (ii), using Mg, > M, >1— 0 and p, = p(Mg) > p(M,), we find that

JlOS(U) > (1 - 5)TJP(M0)2f/(MO)2(DUM)21{MK,UZMK}

P\
> (1= 6)7ep(My)q(My) FOM,) (Do M) Linsye > My}
The proof of [32, Lemma 7| shows that there exists a constant C' > 0 such that
/(=) Cr 1
> for — 1.
flo) = G=ayes 250"
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Hence, together with (3.49), we infer that

p(My)q(Mo) —b—k
Ji0(0) 2 (L= 0)CF 1 o p s (1= M) ™™ (Do M) Lt 200
2
> (1— 5)%(1 - Ma)ilibin(DaMy1{MK,02MK}
2 a—1
> (1 . 5) CPQC7 M

4 (1= M,)iFbR (Do M)*Liare > My}

where in the last step we used M, < 1. We have proved that in both cases (i) and (ii),
there exists a constant Cg > 0 such that

Ma 1
Ji03 > Cs Z TUW(D M) 1{MKJ>]\/[K}
ceé
=K

Similarly, we expand the square in Ji; such that Ji1 = Ji11 + J112 + J113 with

Jin = az Z ToPe f (MK o)*(Dk.o (Vi) L{at o < M}

i=1 o€ef

=K

Jiz =20 > Tepa/Uik Dic.o () f'(Mo) f (Mi o) Dic.o (M) {agc . <hiyc

i=1 o€
K=K,

Juis —Oéz > Toppui i f (Mo)*(Dico M)*Lias, , <nig}-

i=1 o€ef
K=K,

Arguing as for the expressions Jyg1 and Jyg2, we obtain Jy12 > 0 and
n
Jin = OLZ Z TaP(MK,a)Q(MK,a)(DK,U(\/QTi))Ql{MK,KMK}-

i=1 oe&
K=K,

The terms in Jq13 are studied as before for the cases 0 < M, <1 —46 and M, > 1—6.
Similar computations lead to the existence of a constant Cy > 0 such that

Ma 1
Jiz > Cy Z TUW(D oML agye < niycy-
o€l
=K

We put together the estimates for Jig1 and Ji11

ot +Jin > a Y momin {p(Mk)q(Mk), p(Mk o)q(Mk o) }(Dov/ui)?. (3.50)

el
K=K,
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Furthermore, we add Jig3 and Jy13

| Mg
o€l 7
=Ko

Note that Jig2 + J112 > 0. Then I > (J101 + J111) + (J103 + J113) and inserting estimates
(3.50) and (3.51), we finish the proof.
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Troisiéme partie

Etude d’un modéle simplifié de
corrosion
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Chapitre 4

Etude d’un modéle jouet de
corrosion par une approche flot de
gradient pour une métrique de type
Wasserstein

Travail en collaboration avec Benoit Merlet ? et Juliette Venel 4.

Dans ce dernier chapitre, nous proposons et étudions un modéle jouet a frontiére
libre. L’introduction de ce modele simplifié est motivé par I’étude du modéle DPCM
(Diffusion-Poisson-Coupled-Model) qui décrit la corrosion d’un baril métallique placé
en milieu argileux (conditions envisagées de stockage de déchets radioactifs en France).
Il n’existe pour ’heure aucun résultat d’existence pour ce modéle. Notre étude d’un
probléme simplifié est un premier pas vers de tels résultats. Dans ce travail, nous tirons
parti de la structure de flot de gradient pour une métrique de type Wasserstein du
modéle simplifié pour établir I’existence de solution faible. Notre approche est fondée sur
un schéma variationnel semi-discret en temps de type JKO, voir [44]. Nous étudions les
propriétés des solutions du probléme variationnel puis nous établissons la convergence, &
sous soute-extraite pres, de ces solutions vers une solution faible.

3. Univ. Lille, CNRS, UMR 8524, Inria - Laboratoire Paul Painlevé, F-59000 Lille.
E-mail: benoit.merlet@univ-lille.fr

4. Univ. Polytechnique Hauts-de-France, EA 4015 - LAMAYV - FR CNRS 2956, F-59313 Valenciennes,
France.
E-mail: juliette.venel@uphf.fr
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Chapitre 4. Existence de solutions pour un modéle jouet de corrosion
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Nous introduisons et étudions 'existence de solutions faibles pour un modéle simplifié

de corrosion. Dans ce modéle simplifié nous considérons, comme dans le modeéle DPCM,
que le baril métallique contenant les déchets radioactifs est en contact avec une solution
contenant des espéces chimiques chargées de type cation. La présence de cette solution
est due au stockage de ce dernier en milieu argileux. Par ailleurs, sur la surface du baril,
une couche dense d’oxyde se forme, protégeant le métal en réduisant le taux de corrosion.
La taille de cette couche varie au cours du temps et constitue le domaine sur lequel nos
équations vont étre définies. De plus, son épaisseur étant trés faible en comparaison de
la taille du baril, I’emploi d’un modéle unidimensionnel est justifié.
Comme représenté sur la Figure 4.1, nous congidérons trois zones : le domaine occupé par
la solution représenté par l'intervalle (—oo, 0], le domaine (0, X') occupé par la couche
d’oxyde et le domaine occupé par le métal représenté par I'intervalle [X, +00). A Dinter-
face entre la solution et la couche d’oxyde des échanges d’espéces chimiques se produisent.
En particulier, des atomes d’oxygénes pénétrent dans la couche d’oxyde et si la concen-
tration en oxygéne est assez élevée a l'interface X, le baril subit une réaction d’oxydation.
Cette derniére réaction dégrade le métal et fait augmenter la taille de la couche d’oxyde.
A Tinverse, si la concentration en oxygéne est trop faible a Uinterface, le métal peut se
reformer réduisant la taille du domaine (0, X).

solution couche d’oxyde metal
. } o~
transferts  Jigusion oxydation
d’oxygéne de I'oxygéne
—
0 X X +6X

FIGURE 4.1 — Représentation des différentes zones considérées dans le modéle et de la
propagation de l'interface mobile due & la réaction d’oxydation

En suivant la méme approche que celle adoptée par Bataillon et ses coauteurs dans [12],
nous nous focalisons sur I’évolution de la concentration en lacune d’oxygéne, notée p, plu-
tot que sur la concentration en oxygéne dans la zone (0, X). Ces lacunes représentent des
défauts d’oxygéne dans la structure quasi cristalline de la couche d’oxyde. Nous suppo-
serons que la concentration de lacunes dans la zone oxydée évolue par diffusion linéaire.
A linterface entre la solution et la couche d’oxyde, le modéle DPCM propose une loi
pour le flux de lacunes d’oxygénes qui est une fonction non linéaire de la concentration
de lacune et du saut de potentiel électrostatique (non considéré dans le modéle simplifié).
Ici nous nous donnons des concentrations limites 0 < p_ < p4 et nous imposons que le
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le flux soit nul si p— < p < p4 et que le flux ameéne des lacunes dans la couche d’oxyde
si p = p_ et les évacue si p = p4 (régulation).

A T'interface mobile X, la dégradation ou la reformation de métal libére dans ou sous-
trait a la couche d’oxyde des lacunes d’oxygeéne. De facon abstraite, nous voyons la zone
métallique comme une source constante de lacune d’oxygéne notée p. En notant X + 06X
une variation de l'interface X, alors le nombre de lacune ajouté ou retranché a la couche
d’oxyde est pdX. Cette constante p représente le maximum possible de p et si p = p sur
[0, 4+00) alors X = 0. Cette interprétation abstraite est conforme a la réaction d’oxydation
au niveau de l'interface entre la couche d’oxyde et le métal. En effet, si la concentration
en oxygene est basse au voisinage de X, le métal se reforme. Si on se concentre sur la
concentration en lacune d’oxygéne alors le métal se reforme si cette concentration est
élevée.

En résumé, les inconnues du modéle sont : p la concentration en lacune d’oxygéne, X
Pabscisse de l'interface mobile, R une fonction dont les variations R’ représentent la
quantité de matiére échangée entre la solution et la couche d’oxyde. Pour décrire ma-
thématiquement les phénomeénes exposés, nous considérons, pour 0 < T < +oo fixé, les
équations d’évolution suivantes

dp(x,t) — 2p(x,t) =0 pour (z,t) € (0,X(t)) x (0,T), (4.1a)
p(z,t)=p pour (z,t) € (X(t),+00) x (0,T), (4.1b)
Oup(X (1), 1) + X'(t) (p(X (1), 1) — )—0 pour ¢ € (0,T), (4.1c)
0:p(0,t) = R'(t) pour te€ (0,7), (4.1d)

p(x,0) = p’(z) pour =z € (0,X°), (4.1e)

La contrainte (4.1b) garantie une concentration constante égale & p dans le métal. La
condition au bord (4.1¢) est une condition de type Neumann homogéne sur un domaine
mobile. Cette condition assure la conservation du nombre de lacunes d’oxygéne au cours
des échanges au travers de 'interface X. L’évolution de cette interface mobile est régie
par I’équation

AX'(t)=a— (p—p(X(t),t) + p(logp —log p(X(t),t)) pour te(0,T), (4.2)

oll @ et A\ sont des constantes strictement positives. Nous supposerons qu’initialement
la couche d’oxyde est déja formée, a savoir X (0) = X% > 0. Cette forme particuliére
pour D’équation (4.2) vient de la structure sous-jacente de flot de gradient pour une
certaine métrique du modeéle proposé. En particulier, I’équation (4.2) prend en compte les
variations d’énergie des mécanismes impliqués dans le déplacement de 'interface mobile,
voir Proposition 4.4.6. Enfin, il nous reste & décrire le comportement de la concentration
en lacune d’oxygene lors de réactions chimiques entre la solution et la couche d’oxyde.
Nous imposons des conditions non linéaires de type « thermostat » a I'interface fixe entre
la couche d’oxyde et la solution. Nous définissons

02 62
p+—ﬁexp<5+2—1) et p——ﬁeXp<6—2—1>7 (4.3)
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avec 8 € R et ¢ € (0,4+00) deux constantes vérifiant 3 + ¢2/2 < 1. Dans le cas ot la
solution et la couche d’oxyde échangent de la matiére, nous imposons a la concentration
en lacune d’oxygéne p de rester constante en x = 0, & savoir

p(0,t) =py si RI(t) >0 et p(0,t)=p_si R'(t) <0 pourte(0,T). (4.4)

Dans le cas ou ces deux zones (solution/couche d’oxyde) n’échangent aucune matiére,
nous imposons que p vérifie

p— < p(0,t) < pysi R(t)=0 pourte (0,7T). (4.5)

Notons que le modéle DPCM comprend des conditions au bord plus complexes que (4.4)-
(4.5) décrivant les réactions chimiques se produisant entre la solution et la couche d’oxyde.
Néanmoins, notre approche ne nous a pas permis pour l'instant d’inclure ce type de
conditions dans le modéle simplifié.

Notons également que le modéle (4.1)-(4.5) néglige certains phénomeénes décrits dans le
modéle DPCM. En particulier, nous négligeons la présence d’un champ électrique dans
la couche d’oxyde créé par la différence de potentiel entre la solution et le métal. Nous
négligeons également la présence d’autre espéces chimiques (cations Fe3' et électrons
e~ ) dans le domaine mobile (0, X (¢)) ainsi que le phénomene de dissolution de la couche
d’oxyde par la solution.

Dans ce travail, nous prouvons ’existence d’une solution faible au probléme (4.1)-(4.2)
notion que nous définissons & présent.

Définition 4.1.1. Soit un triplet (X°, p°, RY). On suppose que X° >0, R® € R, p°(x) =
p pour tout v € (X°, +00), ,0|0(0 x0) € H' et

0 < p%x) < p, pour tout z € (0,X°).
Un triplet (X, p, R) est dit solution faible du probleme (4.1)-(4.2) si X € HY0,T),

p € L?(0,T; BVioc(Ry)) et R € BV(0,T) et si ces fonctions vérifient pour tout ¢ €
D([0, +00) x [0,T))

-/ ! / ol ) oo / @0

T T rX(t)
+ /0 0(0,8) AR (1) + /0 /O Y O () Ot (1) d = 0, (4.6)

o R’ désigne la dérivée en temps de la mesure R' et Oy qp désigne la partie absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesque de la mesure Oyp. De plus, X et p doivent
vérifier pour tout ¢ € C(0,T)

T T T
s [ xmoma=a [ owa— [ G-oxw.) o a
T
+p /0 (log 7 — log p(X (8), ) G(t) dt. (4.7)
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Formellement, nous déduisons de (4.6) que si la mesure R’ admet une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur (0,7) et si p est au moins H? au voisinage de 0, alors pour
presque tout t € (0,7)

ax,ap(oa t) = R,(t),

oul nous identifions la mesure R’ et sa densité.
Enoncons & présent le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 4.1.1. Soit un triplet (X°, p° R°). Nous supposons que X° > 0, R® € R,
p°(x) = p pour tout x € (XY, +00), ,0?(0 x0) € H! et

0<p_<px)<p, pourtout z € (0,XY).

Alors il existe au moins un triplet (X, p, R) solution faible du probléme (4.1)-(4.2) au
sens de la Définition 4.1.1. De plus, p vérifie pour presque tout t € (0,T)

p— < p(0,1) < py.

Afin d’établir ce résultat notre approche est fondée sur une interprétation de (4.1)-(4.2)
comme flot de gradient pour une métrique de type Wasserstein, voir Section 4.2.1 pour
une définition de cette distance. Notons que pour établir le Théoréme 4.1.1 nous aurions
également pu considérer d’autres métriques comme la métrique L?. Cependant, d’autres
raisons, en particulier la question de l'unicité de solutions faibles au probléme (4.1)-(4.2),
nous poussent & considérer la distance de Wasserstein. Nous renvoyons a la Section 4.1.1
pour plus de détails concernant ce choix.

Pour tirer parti de la structure de flot de gradient, nous employons un schéma variationnel
ou schéma minimisant semi-discret en temps de type JKO introduit par Jordan, Kinder-
lehrer et Otto dans [44]. Les solutions de ce schéma sont obtenues comme minimiseur
d’une fonctionnelle constituée de deux termes, une distance et une fonctionnelle d’énergie.
Dans le cas d’'un schéma minimisant de type JKO, on considére la métrique de Wasser-
stein qui permet de munir ’ensemble des mesures positives et de méme masse d’une
distance. Cependant, ['une des difficultés de notre étude est d’adapter cette distance au
type de mesures particulier qui apparait dans notre modéle. En effet, la contrainte (4.1b)
sur p nous impose de définir une distance sur ’ensemble des mesures p définies sur R et
valant p & partir d’un certain A > 0. En particulier, ces mesures sont de masse infinie
et le cadre usuel pour les métriques de Wasserstein est proscrit. Nous renvoyons & la
Section 4.2.2 pour plus de détails sur la construction des distances (de type Wasserstein)
que nous considérerons dans ce travail.

Enfin, nous remarquons que la Définition 4.1.1 ne tient pas compte des conditions & l'in-
terface fixe (4.4) et (4.5). En remarquant que l’on peut réécrire ces conditions sous la
forme

(p(0,t) — p(0)) R'(t) > 0, pourte (0,T). (4.8)
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Considérons ¢ € D(0,T") avec ¢(t) > 0 pour tout ¢ € (0,7"). En multipliant (4.1) par
(p — p)¢ et en intégrant en espace et en temps, nous obtenons aprés intégration par
parties

/ /+°° (2, ) ,6(2) dmdt/ /+°O 2,1) j(z) O p(t) dudt

+AH@@@¢%¢@»¢@@+/ / 00 apla, D2(0) dadt
/ / Og,ap(x,t) Op(x) P(t) dxdt = 0.

En utilisant 'inégalité (4.8) nous déduisons :

T “+00
—;/‘/ ol )P 0,6(t) ddt

/ /+OO (x,t) p(x) Or(t) d:cdt+/ /X(t) |0z.ap(,t) 2 o(t) dadt
/ / Oz,ap(2,1) Dyp(w) §(t) dzdt < 0. (4.9)

L’inégalité variationnelle (4.9) est une relaxation des conditions (4.4)-(4.5). En effet,
d’aprés ce qui vient d’étre fait, si (X, p, R) est une solution assez réguliere de (4.1)-(4.5),
alors les conditions (4.4)-(4.5) et (4.9) sont équivalentes. Par contre I'inégalité (4.9) fait
sens pour des fonctions peu réguliéres. En particulier, les fonctions (X, p, R) obtenues au
Théoréme 4.1.1 possédent assez de régularité.

Une définition possible d’une notion de solution faible pour le probléme (4.1)-(4.5) serait
de rajouter a la Définition 4.1.1 I'inégalité variationnelle (4.9).

Notre approche nous permet d’affirmer que p obtenue au Théoréme 4.1.1 vérifie pour
presque tout ¢ € (0,7) la condition p(0,t) € [p_, p+]. Cependant, nous n’avons pas été
en mesure d’établir une inégalité du type (4.9). Néanmoins, nous renvoyons aux Proposi-
tion 4.4.2, Proposition 4.4.3 et Proposition 4.4.4 ot nous établissons que les solutions de
notre schéma minimisant vérifient une inégalité du type (4.8). Ce qui nous laisse ’espoir
de pouvoir établir une version discréte de (4.9) pour pouvoir ensuite faire tendre le para-
meétre de discrétisation en temps vers 0 et obtenir que les fonctions (X, p, R) introduites
au Théoréme 4.1.1 sont solutions faibles du probléme (4.1)-(4.5).

4.1.1 Justifications mathématiques de ’approche par flot de gradient
pour une métrique de type Wasserstein

Dans voulons dans cette section donner les raisons pour lesquelles nous avons choisi
d’interpréter (4.1)-(4.2) comme un flot de gradient associé a une métrique de type Was-
serstein alors qu’il s’agit essentiellement d’une équation de diffusion linéaire. Un premier
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argument vient de la modélisation et de ses évolutions futures. La formule

X
/ pln@dw,
0 P

que nous considérons comme définition de 1’énergie des lacunes d’oxygéne, voir Sec-
tion 4.2.3, est un cas particulier. Nous pourrons étre amenés & choisir des formes plus
générales qui conduiront & des équations de diffusion non-linéaires sans que la structure
de flot de gradient ne soit perdue. Plus particuliérement, la formule précédente ne prend
pas en compte les effets de saturation pour p proche de p. Pour cela, nous pourrions
considérer

X =
/ [a1p1n€+a2(ﬁ—p)lnp_p dr,
0 P p

avec a1, as > 0. Avec une telle fonctionnelle, les méthodes utilisées dans ce travail sont
toujours valides.
Une autre raison vient de la difficulté mathématique introduite par la présence d’inter-
faces mobiles pour montrer 'unicité et méme le caractére contractant du flot défini par
(4.1)-(4.2). La situation serait plus simple si nous avions X = L fixé indépendamment
du temps avec une condition de flux nul en L. Dans ce cas, si nous considérons deux
solutions p1, p2 de (4.1a)-(4.1d), (4.4) et (4.5). Nous obtenons par linéarité, en utilisant
comme fonctions tests p; — ps et en intégrant par parties,

d L L

G | o= tde+ [ oo po)P(at) da

dt J
= —(p1 = p2)(0,t) (R} — Ry)(1).
Mais nos conditions aux bord impliquent précisément
(1 = p2)(0,1)(R} — Rg)(t) > 0.

Ainsi, dans cette version simplifiée, le flot est contactant dans L?(0, L). Si maintenant,
nous essayons de faire le méme type de calcul avec le systéme initial, nous obtenons

a (01 = p2P (e t)ds+ [ Onalpr = p2)P(a.t) d

dt R R
= —(p1 = p2)(0,1) (R} = By)(t) + Q. (4.10)

Si le premier terme du membre de droite est toujours négatif, le nouveau terme de reste
() est une combinaison de termes du type

(p1 = p2) (X7 (£),1) Or.ap2(X1(E), 1) (4.11)

qui n’ont pas de signe et ne sont pas contrélables par les termes du membre de gauche
de (4.10) ou en tout cas ne permettent pas d’appliquer un raisonnement de type lemme
de Gronwall. 11 faut donc essayer une autre méthode et pour éviter d’avoir & traiter
des termes du type (4.11) avec des dérivées ponctuelles, nous nous tournons vers des
distances plus faibles que la norme L? et des énergies dont le taux de dissipation ne fait
pas intervenir de dérivées en espace : voir la discussion sur 'unicité & la Section 4.6.
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4.2 La méthode des mouvements minimisants

4.2.1 Résultats préliminaires et rappels en théorie du transport opti-
mal

Avant d’introduire notre schéma minimisant, nous présentons différents objets, dans

un cadre restreint mais suffisant pour notre travail, issus de la théorie du transport
optimal. Nous renvoyons au livre de Santambrogio [67] et & ceux de Villani 73] et [74]
pour une introduction compléte et détaillée de cette théorie.
Nous commencons par introduire en dimension un, mais des généralisations en dimension
supérieure sont possibles; le probléme initial considéré par Monge dans [51] et qui a
entrainé le développement de la théorie du transport optimal. Le probléme s’énonce
comme suit : soient deux mesures positives v et  de méme masse, définies sur un méme
intervalle ouvert et borné I de R. On considére le probléme de minimisation suivant :

inf { /I(:v —T()?dv(z) : Tav= n}, (4.12)

ot la mesure Ty v est définie par (T4 v)(A) = v(T~1(A)) pour tout ensemble mesurable
A C R. Si une telle application T existe et réalise 'infimum de (4.12) alors T est appelée
application de transport optimal. Dans le probléme (4.12) on veut déplacer, via 'appli-
cation 7', une masse m située au point x vers un point y = T'(z). La condition Ty v =7
permet d’assurer que m est distribuée suivant v au départ et suivant n a D'arrivée. De
plus, on veut que cette application déplace ces points en minimisant le cotit quadratique,
carré de la distance euclidienne entre x et T'(x).

Afin de résoudre (4.12), resté sans solution pendant plusieurs siécles, Kantorovich [46]
introduit une relaxation de ce probléme qui se formule comme suit :

wt{ [ Je-yPara) s vetom b (1.13)
IxI
ot I'(v,n) désigne I'ensemble des plans de transport de v a n défini par

F(V,W)Z{VGMWIXI) D Mgy =1, ﬂz#vzn},

avec mp et mo les projections sur la premiére et deuxiéme coordonnée respectivement
et M™T(I x I) désigne I'ensemble des mesures positives sur I x I. Dans la suite nous
appellerons plan de transport optimal un plan v réalisant U'infimum dans (4.13). Le
probléme (4.13) est une relaxation de (4.12). En effet, on peut maintenant distribuer la
masse au point x sur plusieurs points. Les conditions m4 v = v et mo4 v = 1 assurent que
cette masse soit distribuée correctement au départ et & I'arrivée. Cette vision permet de
rendre le probléme (4.12) moins rigide. En particulier, si on arrive a prouver ’existence
d’une application de transport optimal entre deux mesures alors on obtient I’existence
d’un plan de transport optimal entre ces mesures mais l'inverse n’est pas vrai en général.
Un contre exemple classique est le suivant : considérons v = d_3 et n = L1_[0,1] o
designe la mesure de Dirac et £1_[0, 1] désigne la restriction de la mesure de Lebesgue a
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0, 1]. Il n’existe alors aucune application de traz S[)OI‘t I telle que I v =rn. En effet, si
# )
une telle application existait alors

T# V= T# (5_1 = 6T(71) 7& n.

A T'inverse, il existe un unique plan de transport permettant de passer de v a 7. Ce plan
est donné par v = v ®n et ainsi (4.13) posséde une solution mais pas (4.12). Par contre,
si on inverse 'ordre des mesures alors il existe une application de transport entre v et
n. Plus précisément, si v = LL_[0,1] et n = d_; alors I'application constante T' définie
par T'(xz) = —1 vérifie bien T4 v = 1. Nous utiliserons & de nombreuses reprises ce type
d’application de transport constante qui envoie une mesure absolument continue sur une
mesure de Dirac dans la suite.

Une question naturelle est alors de savoir si un plan de transport optimal existe toujours
entre deux mesures positives v et 1 de méme masse. Par ailleurs, si un tel plan existe,
est-il induit par une application de transport optimal 7. On a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. [67, Théoréme 1.17]. Soient v et deuz mesures positives et de méme
masse définies sur un intervalle ouvert et borné I de R. Alors, il existe un plan de
transport optimal v pour le probléme (4.13). Si v est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue alors v est unique et est de la forme (Id,T)y v ou T est une
application de transport optimal. De plus, dans ce cas il existe une unique, 4 constante
additive prés, application lipschitzienne appelée potentiel de Kantorovich ¢ telle que ¢ et
T sont reliées par

T(x)=x—V¢(x) Vrel.

Pour deux mesures positives v et 1 définies sur un méme intervalle ouvert et borné
I de R, la métrique de Wasserstein associée au coiit quadratique, notée Wy, est définie
par

Wo(v,n) = <inf{/m lz —y|?dy(z,y) : v €T (v,n) })1/2. (4.14)

Le Théoréme 4.2.1 permet alors d’affirmer que Wa (v, ) est bien définie. De plus, si 'on
suppose que v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue alors il existe
une unique application 71" telle que T4 v = n et dans ce cas, on a la réécriture suivante
de la métrique de Wasserstein

Wa(v, 1) = </I|x_T(m)\2u(x) dm) "

Dans le cas ou 'on considére deux mesures positives v et 1 définis sur R et absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue, on peut montrer I’existence d’un plan de
transport optimal induit par une application de transport, nous renvoyons a [67, Section
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1.3.1]. Cependant dans ce cas, il faut supposer que les mesures v et 1 admettent des
moments d’ordre deux finis, c¢’est-a-dire

/ lz]?v(z)de < oo et / |22 n(z) dz < oo.
R R

Nous voulons & présent expliquer I'intérét de la distance W pour ’étude de certains types
d’équations aux dérivées partielles. Pour ce faire, considérons 1’équation de la chaleur

dpu(z,t) — Ou(z,t), xR, te (0,400), (4.15)

avec une donnée initiale u® appartenant & L?(R). On peut démontrer que cette équation
est un flot de gradient pour la fonctionnelle d’énergie de Dirichlet % Jg |Vp|*dz par rap-
port & la distance L2(R). Une facon de démontrer ce résultat est de se fixer 7 > 0 un
pas de temps et de considérer le schéma de minimisation suivant : partant de u°, trouver
pour tout k& > 0 un minimiseur «**1 de

1 k2 1 2
uHQJu—uHH®Y+2AJ@M@ML

La distance Wy permet d’obtenir une autre interprétation de 1’équation de la chaleur
dans le cas ou 'on considére des données initiales dans ’ensemble des mesures K défini
par

K = {u : R — [0, +00) mesurable : /u(aj) dr =1, / |z|? u(x) do < oo}
R R

En effet, une idée introduite par Otto dans [60, 61] et Jordan, Kinderlherer et Otto
dans [44] est de considérer les équations de type diffusion avec données initiales dans K
comme des flots de gradients sur cet ensemble muni de Ws. En particulier, I’équation de
la chaleur sur R est obtenue comme flot de gradients pour la fonctionnelle d’entropie de
Boltzmann [ p log p dx par rapport & la distance Wy. Pour démontrer un tel résultat, de
facon similaire au cas précédent, on se fixe 7 > 0 un pas de temps et partant de u® € K
on cherche a déterminer pour tout k& > 0 un minimiseur «**! € K de

i zuuk u\xr) logulx)axr
wrs 5o Wi w) + [ ula) logue) do. (4.16)

Une fois 1'existence d’une suite de minimiseurs (u*)rey établie, Jordan, Kinderlherer et
Otto prouvent dans [44] le résultat suivant

Théoréme 4.2.2. Soit u’ € K avec [ u® logu® dz < oo et (u¥)gen la suite de solutions
de (4.16). On définit la fonction u™ : R x (0,00) — [0,400) par

u”(t) = uP*t pourt € (kr, (k+1) 7] Vk >0,

avec u(0) = u®. Alors, lorsque 7 — 0, il existe u € D(R x (0,+00)) telle que, a une
sous-suite extraite pres,

u™(t) — u(t) faiblement dans L*(R) pour tout t € (0, +00),
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ot u est l'unique solution de (4.15) avec

0

u(t) = u’  fortement dans L'(R) pour t — 0

et pour tout 0 <T < +00

sup /:U|2u(ac,t)dm<oo et sup /u(m,t) log u(z,t) dzx| < oco.
R R

t€(0,T) te(0,1)

Ce résultat, permet de donner une justification mathématique & 'interprétation phy-

sique du phénomeéne de diffusion qui énonce qu’un tel phénomeéne est issu de la tendance
d’un systéme & maximiser son entropie (mathématique).
Par la suite un grand nombre de travaux ont été réalisé démontrant que de nombreux
modéles d’équations aux dérivées partielles sont des flots de gradient pour des fonction-
nelles d’énergie bien choisies par rapport & la métrique Wy. Nous citons I'exemple de
Péquation de Fokker-Planck également traitée par Jordan, Kinderlehrer et Otto dans [44],
certains modéles de mouvements de foule étudiés par Maury, Roudneff-Chupin et San-
tambrogio, voir [49]. Le systéme de Poisson-Nernst-Planck a été abordé par Kinderlehrer,
Monsaingeon et Xu dans [47] et décrit le déplacement d’ions par diffusion et convection.
Les équations de ce modéle sont similaires aux équations du modéle DPCM. Néanmoins,
dans [47], les auteurs considérent le cas ol les équations du modéle sont définies dans tout
Pespace. Enfin, plus proche de notre cas, Portegies et Peletier ont prouveé, dans [62], qu'un
probléme unidimensionnel & frontiéres libres modélisant la dissolution/précipitation de
cristaux est un flot de gradient pour la métrique Wo.

4.2.2 Définitions d’autres distances sur ’espace des mesures

Nous voulons introduire dans cette partie d’autres métriques sur ’espace des mesures.
Nous introduisons tout d’abord une distance entre mesures de masses distinctes puis une
distance entre mesures de masses non finies et non nécessairement positives en un point.

Le cas des mesures de masses distinctes. Le résultat obtenu par Jordan, Kinder-
lehrer et Otto dans [44] peut étre également établi dans un domaine borné I de R o on
impose des conditions au bord de type Neumann homogéne afin de préserver au cours du
temps ’égalité de masse entre deux mesures solutions de (4.16). Au vu des conditions au
bord en z = 0 du systéme (4.1)-(4.5), il nous faut introduire une autre métrique capable
de mesurer la distance entre deux mesures positives mais de masses non nécéssairement
égales. C’est 'objet de la métrique, notée Wby, proposée par Figalli et Gigli dans [38].
Dans cet article, Figalli et Gigli établissent que 1’équation de la chaleur avec condition
au bord de type Dirichlet non-homogéne égale a 1 est un flot de gradients pour la fonc-
tionnelle d’entropie f] p (log p — 1) dz par rapport a la distance Wby. Cette distance est
définie comme suit :

Définition 4.2.1. Soient v et n deux mesures positives définies sur un méme intervalle
ouvert et borné I de R de masses non nécessairement égales, la distance, notée Wha,
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entre ces deux mesures est définie de la facon suivante

Whawon) = (wt{ [ o= 4P dr(e) 7 €Ton) })1/2,

ot I’ensemble des plans de transport admissibles f(y, n) est défini par

~

L(v,m) = {’Y eMTIXI) : muyr =v, Tour :77}~

La principale différence entre la définition de Wy et Wby vient du fait que 'on
considére des plans de transport admissibles définis sur I x I et pas seulement sur I x I.
On voit ainsi les extrémités de I comme des sources de masse ot 'on peut prendre ou
rendre de la masse et ce sans payer de colt supplémentaire. Cette vision des extrémités
de l'intervalle I comme source de masse permet de considérer des mesures de masse
distinctes. Le résultat suivant permet de savoir sous quelles conditions la métrique Wby
est bien définie.

Proposition 4.2.1. [38, Corollaire 2.5]. Soient v et n deuz mesures positives définies
sur un méme intervalle ouvert et borné I de R de masse non nécessairement égale, si
v et n sont absolument continues par rapport & la mesure de Lebesque alors il existe un
untque plan de transport optimal.

Remarque 4.2.1. La proposition précédente admet des généralisations dans le cas ot
une seule des mesures est absolument continue. Cependant le résultat énoncé dans la
Proposition 4.2.1 est suffisant pour notre étude.

Dans la suite on notera M_(Q) I'ensemble des mesures positives absolument conti-
nues par rapport a la mesure de Lebesgue définies sur un intervalle ouvert et borné I

de R. La proposition suivante énonce les principales propriétés vérifiées par Who dans
I'espace M, ().

Proposition 4.2.2. La métrigue Wby vérifie :
(i) Si une suite de mesures (vy,)n de M.(I) converge vers une mesure v de M (I)
pour Wby alors pour tout ¢ € C°(I) on a

/1 () vn(x) dz — /1 () v(z) da.

De plus, l'espace (M7.(I), Whba) est un espace métrique séparable et complet (es-
pace Polonais) et le sous-espace M<p(I) constitué des mesures de M7 (I) de
masse inférieure ou égale a M € R est compact.

(i1) (M]I.(I),Wbo) est un espace géodésique.

On peut trouver une démonstration du point (i) de la Proposition 4.2.2 dans la preuve
de la 38, Proposition 2.7| et celle du point (ii) dans la preuve de la |38, Proposition 2.9].
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Le cas des mesures de masses non finies. A présent, pour m € R et a € Ry,
nous voulons munir le sous espace A, des mesures positives sur {—a} U (0, +00), noté
MF({=a} U (0,400)) d’une distance adéquate, ot A,y est défini comme suit

Ay = {u € Mt({—a} U (0,+00)) : la mesure
i =pu—pLL(0,+00) est & support compact et /d[l = m}

Pour deux mesures p et 1/ de A, ,, nous considérons
1/2

ar(u) = Wt ') = (it { [1o = s dr(e) v €T })

La question est alors de savoir si dy(u, ¢’) est fini. On remarque dans un premier temps
que I'(u, 1') # 0. En effet, il suffit de considérer le produit tensoriel p®u'. Nous définissons
a présent A € (0,+00) telle que

(A, +00) = ' L (A, +00) = p.
Nous pouvons alors décomposer les mesures p et u/ sous la forme

j= v+ FLL (A, +00),
W =v +pLL(A, +00),
ou v et v/ appartiennent & M ({—a} U (0,A]). En particulier, nous déduisons de la
définition des mesures [i et i’ associées a u et y' les relations suivantes
p=v—pLL(0,A]
/1/ = V/_ﬁ‘CI—(O’A]a

/du—/du/:/dﬁ—/dﬁ/:o. (4.17)

Les mesures v et v/ étant définies sur un intervalle borné de R nous savons d’apres le
Théoréme 4.2.1 qu'il existe un plan de transport optimal 4 tel que T4 5 = v, moxy =1/
et

et nous remarquons que

1/2
Walw/) = [lo=sP dien) - <o
Nous considérons a présent le plan de transport v défini par

y =4+ (Id, Jd) 4 5 £ L (A, +00).
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Nous calculons les marginales de v :

mipy=mixY+pLL(A +00) =v+pLL(A, +00) = p,
et

Toy ¥ = Mgy +pLL(A, 400) = V' + pLIL(A, +oo) = 4.

De plus, nous remarquons que

&2(u, ) < / & — yl? dy(a,y) = / z — yP di(a,y) = Wir,/) < oo,

Par ailleurs, en adaptant 'approche de [67, Section 1.6], tout v € T'(u, p’) est monotone,
au sens oul pour tout (z,y), (¢/,y’) € supp(~y) alors

(z—a")(y—y) >0.

Or, si nous définissons m = v((—oo, A]) = V/((—o0, A]) d’apres (4.17), alors en considé-
rant les fonctions h, et h,s définies sur [0, 7] et & valeurs dans {—a} U (0, A] par

hy(s) =inf {z € R| v((—o0,x]) > s},
hy(s) =inf {z € R| V/((—00,2]) > s},
nous obtenons, en suivant ’approche de [67, Section 2.1],
¥ = (hu, hyr ) L1[0,10].

Avec cette définition, 4 € T'(v,v') est 'unique plan de transport monotone entre v et v/'.
Ce qui implique que le plan v € T'(u, 1/) défini par

v =49+ (4, Id)# pLL(A, +00),

est 'unique plan de transport monotone entre u et p/. Ce qui prouve l'existence et
I'unicité d’un plan de transport optimal entre ces mesures. De plus,

di(p, i) = /(:c — )2 dy(z,y) :/

(@ —y)? dA(z,y) = Wi(v, V).
({~a}u(0.a])

La construction précédente montre que v est indépendant de A.

Le cas des mesures de masses non finies et non nécessairement positives en un
point. Nous voulons généraliser la construction précédente au cas des mesures pouvant
avoir une masse négative en —a. Plus précisément, nous considérons l’espace des mesures
suivant

Agm = {u:pEI_(O,+oo)+R(5_a : p: Ry — Ry mesurable, Re€ R

)

la mesure i = u— pL1_(0,+00) est a support compact et /dﬁ = m}
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Nous définissons alors pour tout p et u' € Ag

N / . /
do(p, 1) = Ri%fzo di(p+00_g, 1 +600_4) = R}rr(lafzo Wa(v+600_q,V +600_,),
R'+6>0 R +6>0

ol pour des mesures p et yu' de Aa,m on considére A > 0 assez grand pour que p(x) =
p'(x) = p pour x > A et v et // sont définies par

v=pLL(0,A)+ RJ_,, (4.18)
V=p LL(0,A)+R5_,. (4.19)

Prouvons que dg vérifie I'inégalité triangulaire. Pour cela, pour deux mesures v et v/ de
la forme (4.18)-(4.19), nous remarquons que pour tout v > 0

Wo(v+ (0 +0)6_q,V +(0+0) d_0) < Wo(v+06_4,V +605_,), (4.20)

pour R+6 > 0 et R'+6 > 0. Nous considérons & présent trois mesures i1, jo €t pg € Aa,m
avec 1, V9 et v3 les mesures associées et de la forme (4.18). Nous définissons, un réel 0
tel que R1 +60 >0, Ro+60>0et R3+ 60 > 0. Pour tout v > 0 nous obtenons alors

da(p1, p3) < Wa(vr + (0 +v) dg,v3 + (0 +v) 6-0),
et
do(p1, n3) < Wa(vy + (0 +0) 0—g,va+ (0 +v)5_4)
+ Wy (ve + (0 +v)d_g,v3 + (0 4+ v) 0_4).
Nous déduisons de (4.20)
o1, 113) < Woa(v1 + 06—, v + 06_0) + Walva + 06_, 05+ 06_a).

Si & présent nous considérons I'infimum des 6 tel que R1+60 >0, Ro+60 > 0¢et R3+6 >0
nous obtenons

do(p1, p3) < do(pr, po) + da(pe, p13)

Ainsi, do définit une distance sur Aa,m. Dans la suite nous considérons des plans de
transport dans ’ensemble T'(u, p’) ol

T(p,p)={y e M®R?) : myy=p, mpy=1p'}.
En particulier, on consideére v € T'(u, /) avec

YLR?\ {(~a,~a)} € M*(R*\ {(~a, ~a)}). (4.21)

Enfin, nous remarquons que ds est indépendante de 6 et que le plan de transport optimal
Yo € T(pn+ 05_q, 1/ + 65_4) est monotone et de la forme

Yo = ’Y* + 6 5(—@,—@)7
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avec v* € T'(u, p') vérifiant (4.21). En particulier, dans le cas § = —RAR' = — min(R, R')
aucune masse n’est envoyée de —a & —a. D’aprés les remarques précédentes nous voyons
qu’une définition équivalente de ds est donnée par

aist) = (10t { [ 1o = P rtie0) = € Do), 2 0500 B\ {(a a)}}(>41;22,)

oll 'unique minimiseur est donné par v*. Nous verrons dans la suite comment construire
un tel v* dans le cas particulier out a = ¢\/7 et m = 0.

4.2.3 Introduction du schéma minimisant et notations

Dans cette partie, nous introduisons le schéma minimisant étudié dans ce travail ainsi
qu’un ensemble de notations utilisées dans la suite.
On définit, pour 7 > 0 un pas de temps de Uintervalle (0,7"), 'espace des mesures A
défini par

A= {(X,,u,) e Ry x Acﬁ,o : p=p p.p. sur (X,+oo)}. (4.23)

Un pas de temps consiste a effectuer 'opération suivante : pour (X©, %) € A, déterminer
un couple (X, u) € A tel que

(X,0) = avgmingyyen {5 (R (00 +BEI L @y
La distance est définie par
d*((X, p); (X%, %)) = d3(p, %) + A (X = X°)2, (4.25)
ot dg est définie par (4.22). La fonctionnelle d’énergie E est définie par
E(X,u) =Ep(X,p) —aX + 3R, (4.26)

ol I’énergie de « Boltzmann » est donnée par

X
Ex(X,p) —/ p(z) log <p(:c)> dx. (4.27)
0 P
Enfin, pour (X% u%) € A et (X, ) € A nous introduisons la fonctionnelle suivante

T,y (X, ) = 5?0, ) (X0, 1)) + B(X, ). (1.29)

Dans la suite nous définissons des notations concernant le plan de transport optimal
v € T'(u, u°) apparaissant dans la définition de da donnée par (4.22). Pour construire ce
plan de transport, nous savons d’aprés la Section 4.2.2, qu’il suffit de construire un plan
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de transport entre les mesures p L1 (0, X\/XO)—i—R(LCﬁ et p° L1(0, XVX")+RY O_cyr
oit X VX% = max(X, X?). La construction d'un tel plan de transport optimal dépend
de RV RY.

Cas R < R" (Figure 4.2). Dans ce cas, nous notons y; € I'(u, u°) le plan de transport
optimal entre p et u°. Nous définissons ¢1 > 0 tel que

/ Y e)dr =R R (4.29)
0

Cette définition de ¢; et I’égalité de masse

XvXx0 XvXx0
R+ / p(x)dr = R® + / P°(z) dz,
0 0

implique que
Xvxo Xvxo
/ p(x)dx :/ P (z) da.
2 0

La mesure p £1_(0, X vV X°) étant absolument continue par rapport & la mesure de Le-
besgue. Nous déduisons du Théoréme 4.2.1, ’existence d’une unique application de trans-
port optimal 77 : (0, +00) — R avec

Ti(z) = —c/T VY €(0,4),
Ti(z) =z VYre (XVX°+oo),

et telle que

Tl# p/.:l_(o,-l-OO) = Tl# pﬁl_(€1,+oo) +T1# pﬁl_(0,£1)
=p" LL(0,+00) + (R* = R)6_, 7 = .

Avec ces notations, le plan v, est défini par
1= (Id, T1)4 p LL (L1, 400) + (Id, T1) p LL(0,€1) + RO(_¢\ /7 —c /) (4.30)
Vérifions alors que
T = pLL(0,+00) + RO_. 7 = p,
et
Touy1 = p* LL(0,4+00) + (R’ — R) O_cyz t RO_o = .

De plus, la définition de ; permet de déduire que
141

Bl = [ - m@ o et [ e e 0

0y 0
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Ba!

FIGURE 4.2 — Représentation du plan de transport optimal, noté v, permettant de passer
de p® & p dans le cas R < R°. Nous délimitons en rouge les zones otl ; présente un
comportement particulier et en vert les masses déplacées dans ces zones.

Cas R > R" (Figure 4.3). Dans ce cas, nous notons vo € I'(u1, u°) le plan de transport
optimal entre u et x°. Nous définissons ¢5 > 0 tel que

/62 p°(z)dz = R — R°. (4.32)
0

On remarque que

XvXx0 XvXxo
/ p(x)dx = / () d.
0

lo

La mesure p £1_(0, X vV X°) étant absolument continue par rapport & la mesure de Le-
besgue, il existe d’aprés le Théoréme 4.2.1, une unique application de transport optimal
Ty : (0,400) — (£2,+00) telle que

Toy p L1(0,+00) = p” L L (£, +00), (4.33)

oit To(z) = = pour x > X V X% De plus, nous introduisons I’application constante S
deéfinie sur (0, ¢2) par Sa(x) = —cy/7 telle que

Sos P’ L1_(0,45) = (R — R) O_cy/7-
Le plan o s’écrit alors
Yo = (Id,Ta) 4 p L1(0,400) + (S, Id) 4 p° LL(0,2) + RS _ /7o /7)- (4.34)
Le plan o étant ainsi défini nous remarquons que
Tisv2 = pLL(0,400) + Sas p L (0,£2) + R°6_,. /7

=pLL(0,+00)+ (R—R°)6_. s+ RO, ;m=u,
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et
Ty 2 = p° LL (62, 400) + p° LL(0,02) + R 6_, sz = .

Nous en déduisons également que

~+o00 Lo
A2 1) = /0 (& — To(x))? pl() d + / (eVr+9)? Py)dy.  (4.35)

V2

—cT 0 Uy

FIGURE 4.3 — Représentation du plan de transport, noté v, permettant de passer de p¥ a
p dans le cas R > RY. Nous délimitons en rouge les zones ot 5 présente un comportement
particulier et en vert les masses déplacées dans ces zones.

Cas R = R° (Figure 4.4). Enfin, nous notons 73 € I'(u, u°) le plan de transport optimal
permettant de passer de p & p°. Nous remarquons que

XvxO Xvx0
/ p(x)dx = / PP (z) da.
0 0

La mesure p £ (0, X VX?) est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue,
nous en déduisons d’aprés le Théoréme 4.2.1 'existence d’une unique application de
transport optimal 73 : (0, +00) — (0, +00) telle que

Ts4 p L1 (0,+00) = p” L1 (0, +00),
oit T3(x) = x pour tout x € (X V X, +00). Nous définissons le plan 3 par
Y3 = (Id,T5)4 p LL(0,+00) + RS(_c /7o) (4.36)
Le plan 3 étant ainsi défini nous obtenons
T3 =pLL(0,400) + Ré_. 7 = i,
et, comme R = RY,

To4 Y3 = p° L1(0,+00) —i—RO(S,Cﬁ =P,
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° PR 1%

) - 0
O IU/

FIGURE 4.4 — Représentation du plan de transport, noté -3, permettant de passer de u°
& p. Nous délimitons en rouge les zones ol 3 présente un comportement particulier et
en vert les masses déplacées dans ces zones.

De plus, par construction de 3 nous déduisons

+00
Blpp) = [ @ = Ta(w)? o) o (4.37)

4.2.4 Principaux résultats

Nous prouvons dans un premier temps l'existence d’une solution au probléme de
minimisation (4.24).

Théoréme 4.2.3 (Existence d'un minimiseur). Soit (X°, u®) € A, on suppose que X° >
0 et p¥ la partie absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque de la mesure
o vérifie p?(o,XO) € H' et

0<p_<p(x)<p, pourtoutx € (0,XY).

Alors pour tout 0 < 7 < 1 le probléeme (4.24) admet au moins un minimiseur (X, u) € A
et X vérifie

X% < Xx. (4.38)

La preuve de ce résultat repose sur des outils classiques en théorie du calcul des
variations. En partant d’une suite minimisante nous établissons, & extraction prés, que
cette suite converge vers un minimiseur du probléme (4.24). Enfin pour montrer (4.38),
nous raisonnons par 'absurde en supposant que X < X°. Le couple (X, 1) est alors
admissible et par optimalité de (X, x) nous obtenons

J(XO,;LO) (Xa :u) < J(XO,;LO) (Xov M)?

ce qui est faux quand « > 0.
Une fois I'existence d’une solution au probléme (4.24), nous étudions dans la Section 4.4
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les différentes propriétés vérifices par le couple (X, ) € A obtenu au Théoréme 4.2.3.
En particulier, nous montrons que p € BVjo.(R4) et nous établissons ensuite I’équation
d’Euler Lagrange vérifice par (X, p).

Proposition 4.2.3. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3, pour toute fonction ¢ €
D([0,400)) ’égalité suivante est vérifiée

o i) — o0(x _ RO
/ P@) =0 @) iy ar + B2, / Doap(a)¥/(2)de = Q,  (439)
0

T

ot Q) est un terme de reste tel que
H?/)”lloo 90 0 b (1[0
Q[ < A3, 17) + [ lloo | = [ (@ + ev/T)p(z) da

0
1 [
+ /0 zp°(x) dx). (4.40)

T

Ensuite, pour 7 > 0 un pas de temps de Uintervalle (0,7T") avec 0 < T' < +oo fixé, nous
définissons un entier Np tel que Np7 = T. Nous considérons alors le schéma itératif
suivant : partant de (X°, u°) € A, vérifiant les hypothéses du Théoréme 4.2.3, déterminer
pour tout 0 < n < Ny — 1 un couple (X"*1, u"*1) € A solution du probléme

1

(Xn—Ha 'un-i-l) = argmin(Y,u)EA {27_(312(()/, V); (Xn7 Mn)) + E<Yv l/)} ) (441)

ou d et E sont introduites & la Section 4.2.3. Nous déduisons par application récursive
du Théoréme 4.2.3 l'existence d’une suite (X", u")1<n<n, de A solution pour tout n
de (4.41).
Une fois 'existence de cette suite de solution obtenue nous définissons les reconstructions
suivantes :

pr(t)=p", XT(t) = X" pour t € (nT, (n+ 1)7], (4.42)
avec p7(0) = p?, X7(0) = XY et

(n+1)T—t

X7 (t) = P x4 X" pour t € (nr,(n+1)7], (4.43)

—
i) - ~NT pott (n+1)T—t

R"™ pour t € (n1,(n+ 1)7], (4.44)
-

avec X7(0) = X° et R7(0) = RC. Nous prouvons ensuite que ces fonctions convergent
lorsque 7 — 0 vers une solution faible du probléme (4.1)-(4.2), c¢’est 'objet du Théo-
reme 4.2.4.
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Théoréme 4.2.4. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 et pour tout 0 < T < oo,
il existe X € HY(0,T), p € L*(0,T; BVioc(Ry)) et R € BV(0,T) telles que, G une
sous-suite extraite pres, lorsque T — 0

XT = X fortement dans L%(0,T),
~ /
(XT> — X" faiblement dans L*(0,T),
p” — p fortement dans LP(0,T; LY (R,)), V1 <p < oo,

loc

R™ — R fortement dans L*(0,T),

~ /
(RT) — R faiblement au sens des mesures de Radon,

et pour tout 1 € D([0,+00) x [0,T))

T rXT7(t) T rX()
/ / Dot (2, £) Dt (2, 1) ddt — / / O apla,t) Oy, t) dadt.  (4.45)
0 0 0 0
La fonction limite p vérifie pour presque tout t € (0,T)

p(07 t) € [p—a p-‘r] (446)
De plus, (X, p, R) est solution faible du probléeme (4.1)-(4.2) au sens de la Définition 4.1.1.

Nous prouvons le Théoréme 4.2.4 & la Section 4.5. Pour ce faire, nous établissons des
estimations uniforme en 7 sur les reconstructions (4.42)-(4.44), qui nous permettent de
déduire I'existence des fonctions X, p et R, voir Proposition 4.5.2. Enfin, nous montrons
que le triplet (X, p, R) est solution faible du probléme (4.1)-(4.2) au sens de la Défini-
tion 4.1.1.

4.3 Preuve du Théoréme 4.2.3

Pour tout (X, ) € A nous remarquons que

X
_ A
J(x0,0) (X, ) = /0 p (logp—logp) —aX + R+~ (X - X972,

et

X
R:—/ p+pX.
0

Nous obtenons alors
X 3 A 032
Tovouo (X > [ plogp=f) —a X + 85X + 5 (X = X
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avec f = B+ log p. De plus, si X > 0 d’aprés 'inégalité de Jensen et la convexité de
f(x) = zlogx sur (0,400)

/OXp(logp—B)ZXfQéXp) —/3’X]£Xp,

Une étude de la fonction = — xlogx — B permet alors d’affirmer qu'il existe K/ =
p exp(B — 1) telle que

/OXp(logp— B) > -K'X.
Nous en déduisons que
J(x0,0)(X, p) > % (X -X"+X (Bp—a—K'). (4.47)
Une étude de la fonction

A (z— X" 42z (Bp—a-K'),

pT(ZE) = Z

permet d’obtenir que pour tout x € R
T \2 _
pr(z) > o (a+K —Bp)" —X° (a+ K —Bp).
Ainsi pour tout 0 < 7 < 1

1
Jx0,0) (X, 1) 2 =5~ (a+ K —Bp)° = X" (a+K'—Bp).

Par ailleurs, dans la cas X =0

A
Jxo ) (X, 10) > 5 (X0 >0,

donc pour tout (X, u) € A et pour tout 0 < 7 < 1 il existe une constante K indépendante
de 7 telle que

J(x0,0)(X, p) > K. (4.48)
Soit (X, pr)r € A une suite minimisante telle que
kgr—il-loo J(XO,/LO)(X]{H ,uk) = argmin(yy)eA J(Xo7u0)(Y, l/).

Il existe M € R telle que

J(XO,;LO)(Xk7Mk) S M.
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La suite (Xg)x est donc bornée d’aprés (4.47) et & une sous-suite extraite prés il existe
X e R, telle que

Xk—>X.

Nous démontrons & présent que la suite (Rg)y est bornée. Pour cela, nous déduisons de
la Section 4.2.3, voir (4.31) et (4.35), que pour tout k

1 2

o (e, %) = |

R’ — Ry. (4.49)
2T

Enfin, nous concluons des inégalités (4.48) et (4.49) que

c? 1
5} |R” — Ry| + K < Zd%(ﬂknﬂo) + K < J(x0,,,0) (X, ) < M.

Ainsi la suite (Ry)x est bornée et & une sous-suite extraite prés

Rk — R.
Nous définissons & présent A € Ry telle que A > sup,, X ce qui permet d’obtenir
I'inégalité

A
A

/ px log <p_k) <M —BR,+aX, — (X, — X2
0 p 27

De la relation
X A
—Rké/ Pk:/ pr — (A= X4) p,
0 0

Nous obtenons
A Pk A
/ %(ﬁg()—ﬁ)SAf—Ap+me+m—-w%—x%?
0 p 27
Une étude de la fonction

7(‘% - X0)2a

gr(@) =2 (p+ ) - o=

permet d’affirmer que pour tout x € R

gr(2) < 5 (p+a)* + X (p+ ).

2

Ainsi pour tout 0 < 7 <letx € R

S

oy (P )+ X (p+a).

gr(w) <
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D’ott, pour tout 0 < 7 < 1,

/OApk <log (?) —ﬁ) <M-Ap+ %(ﬁJra)QJrXo (7 +a). (4.50)

Nous obtenons donc, pour tout 0 < 7 < 1, une borne sur-linéaire sur la suite p; et nous
déduisons du théoréme de Dunford-Pettis 1’existence de p € L'(0,A) telle que

pr — p faiblement dans L'(0, A).
En prolongeant p par p sur (A, +00) nous déduisons que
pr — p faiblement dans L] .(R,).

De plus par convergence faible dans Li. .(R)

X5 X
/ Pk :/ P L0,x,) — / pLlox) = / P
0 Ry Ry 0

et puisque (Xg, ux) € A pour tout k

Xk
/ pr=Xpp— Ry = Xp—R.
0

Nous en déduisons que

/OX(p—p)JrR—O,

et donc (X, u) € A.

Il reste a prouver que le couple (X, p) est un minimiseur de la fonctionnelle J(xo 0.
Pour cela, nous remarquons par convergence faible dans LL (R.) de la suite (pg)x vers
p ainsi que par convergence de la suite (Ry)r vers R que

da (", 1) = 0.

De plus, pour A > 0 assez grand nous remarquons que

A
E(Xp, uy) = / pr log (if) —a Xy + B Ry.
0

Par convexité et semi-continuité inférieure de f, voir [67, Proposition 7.7], nous en dé-
duisons que

lim infE(Xk, Mk) > E(X, u).
D’ou
J(XOHMO)(X, e mingy,,yea J(XO’“O)(Y, V).
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Il reste & prouver (4.38). Pour cela nous supposons que X > X et nous considérons le
couple (X%, 1) € A. Comme (X, 1) est un minimiseur de la fonctionnelle J (x0,,0) alors

I (x0,,0) (X, 1) < Jx0,,0) (X, 1),

ce qui implique

1 A 1
—d? Nt (X - XN+ E(X, ) < —d? N+ EXO ).
5 2(M7N)+2T( )” + E( ’“)—27 5(k, 7)) + E(X7, )

Or, sous I’hypothése X? > X alors Eg(XY, p) = Ep(X, p) et nous déduisons de I'inégalité
précédente

a(X?-X)<o.
Puisque par hypothése a > 0 nous aboutissons & une contradiction, ce qui conclut la
preuve de (4.38) et par la méme occasion la preuve du Théoréme 4.2.3.
4.4 Propriétés des minimiseurs

Dans cette section nous caractérisons les différentes propriétés vérifiées par p la
concentration en lacune d’oxygéne ainsi que X la position de U'interface mobile.

4.4.1 Comportement dans la couche d’oxyde

Dans un premier temps nous établissons 1’équation vérifiée par p dans la couche
d’oxyde (0, X).

Proposition 4.4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 on a pour tout & € D(0, X)
Uéquation suivante

1 X X , B
[ @@ -T@) @ e [ pl)¢a)da =0, (451)

ot T désigne l'une des applications de transport optimal définie & la Section 4.2.3.

Preuve de la Proposition 4.4.1. On note « le plan de transport optimal entre u et
pP. Pour tout & € D(0, X) et e > 0 assez petit tel que

(Id+=€)(Ry) C By,

on considére le plan de transport

Ve = ((Id +e&) omy,m2) 47

Avec ce choix de 7. on a par construction

pe =T Ve = (Id+ e84 p,
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et moy ve = 0. Ainsi v, € I'(pe, u¥) et (X, pz) est une perturbation admissible de (X, u).
Dans la suite on s’intéresse a la quantité

J(X(),MO)(X, Me) — J(X()#())(X,u) =Q1+ Qo, (4.52)

avec

1
Ql = E (d%(:u'&:uo) - d%(ﬂaﬂo)) )

QQ = EB(X7P€) - EB(Xa p)
La fonction p. est définie par
X X
/0 p-(z) B(w) do = / p(o) d(a + (@) dn, Y6 EDO,X).  (433)
Pour ()1 on commence par remarquer que
1 1
sy [ [erew-vraey - o [ [e-vPaey.

On utilise les notations introduites dans la Section 4.2.3 et on décompose la suite du
calcul selon trois cas :

Cas R < RC. On réécrit I'inégalité précédente sous la forme Q1 < Q? + Q'™ avec

12 4]
Q= 5 [+ et) = Ti@)P pla)do = 5- [ = Ti(@)) plo) o
1 [t

2T
int 1o 2 2
R (z +e&(z) — Th(z))" ple) do — - (z —Ti(x))” p(z) d.
T 0 2T 0
On a alors
a_ ¢ “ 2
Qf = ; (z)(z — T1(x)) p(x) dz + O(e),
me _ € [T 2
Q' == [ t@)la - Ty(@) plo) do -+ O)
1
On regroupe les expressions obtenues précédemment sous la forme
g [T
Q1 < . / E(z)(xz — Ti(x)) p(z) dz 4+ O(2). (4.54)
0

Cas R > R°. On utilise une décomposition similaire au cas précédent, a savoir Q; <
QY + Q' avec

l b2
Q7 = 217/0 (evT + ) (y) dy — 217/0 (evT+1)* P (y) dy,

“+o00

. oo
Q' =5 [ et T o) do = 5 [ @~ Tala)?ofe) e
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On a alors
@ =0,
e _ € [T 2
r =2 [ €)= Tota) ple) do + O
En conclusion dans ce cas on obtient
g [T
@<l [ @ - o) pla)do -+ O, (4.5)
0
Cas R = R. Dans ce cas on obtient directement
g [T
Q<2 [ ) - Bala)) pla) do + O) (1.56)
0
Conclusion pour le terme Q1. On déduit de (4.54)-(4.56) 'expression suivante
g [To° 9
@<l [ o) e - T@) o) do+ OE),
0

oit T désigne Ty, Tb ou T3 en fonction de R et R. Par ailleurs, T'(x) = z pour tout
r> X VX% =X d’aprés le Théoréme 4.2.3 et on obtient finalement

X
Q<2 [ €@ =T o) do +0(E2). (4.57)

Pour @2, on a par définition de p., voir (4.53),

X X
Qs = /0 pe() log pe () d — /0 p(z) log plz) d. (4.58)

On divise alors (4.52) par € > 0, par passage a la limite ¢ — 0 on déduit de (4.57)-(4.58)
que

I X )
- e@ @ -T@) o= [ pta)ea) 0

Pour passer a la limite dans le terme (Q2/e on renvoie a la preuve du [44, Théoréme 5.1].
Enfin, en remplacant & par —¢ dans l'inégalité précedente on déduit 1'égalité (4.51). O
On déduit de la Proposition 4.4.1, un résultat de régularité sur p.

Corollaire 4.4.1. Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2.3, la densité p issue de la mesure
p vérifie po,x) € WH(0,X) C C([0, X]) avec les estimations :

X
1
| orap@) e < 5 ol o) 430, (4.59)
et
X da (1, 1°
| 10mapte] ds < X2 0l ) 2. (4.60)
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Preuve du Corollaire 4.4.1. Dans un premier temps, par construction du couple (X, u)
on a p € Ll _(Ry). Ensuite, on déduit de (4.51) et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
I’estimation :

INCECEE

On obtient ainsi

€lloc
< lellee ” oIl 450, Do 1), ¥ € D(0, X).

X
A|@wm|m<mmwxgmu>

En appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

X 0
12 da(p, p°)
/0 |0r,ap(x)] dz < X2 HPHL/l(o X) - .

Ce qui conclut la preuve du Corollaire 4.4.1. O

4.4.2 Comportement a ’interface fixe

D’aprés le Corollaire 4.4.1 on a pj,x) € W10, X) et p posséde ainsi une trace en
x = 0. Dans la suite on veut décrire le comportement de p & Uinterface fixe x = 0. On
sépare notre étude selon trois cas en fonction de R et RY.

Proposition 4.4.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 et dans le cas R < R°, on a

p(0) = p—. (4.61)

Preuve de la Proposition 4.4.2. Nous allons construire une perturbation (X, u.) € A
de (X, u). On g’intéressera ensuite a la limite quand € — 0 de

J(x0,0) (X, pe) — T (x0,,0) (X, 1)
- .

qe =

Remarquons, par condition d’optimalité de (X, 1), que cette quantité est positive. Nous
envisageons deux types de perturbations & l'interface entre la couche d’oxyde et la so-
lution. Le premier scénario consiste & amener de la masse de la solution vers la couche
d’oxyde et le deuxiéme scénario consiste & effectuer 'opération inverse c’est-a-dire, ex-
pulser de la masse de la couche d’oxyde vers la solution. Dans la suite nous découpons
la preuve suivant ces deux scénarios.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d’oxyde. Dans ce cas pour
p>0et 0 <e <1 on considére la mesure

He :pEEI—R-ﬁ-—i_(R_Eﬁ)(Sfc T
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ou
P pour tout z € [0,¢),
pe(a) = =zp (%) pour tout z € [¢, v,
p(x) pour tout z € (1/€, +00).

On définit également 'application D; : (0, 4+00) — (0, 4+00) par

R KRG I

Par définition de D et en utilisant la formule de changement de variable on a pour tout

¢ € D(R)
/s\/gg(x)p(lx—_\%) 13@ :/Oﬁf(Dl(ﬂf))p(w) dz,

autrement dit

Diy [pLL(0,Ve)] = pe LI (e, V5). (4.62)

Comme annoncé plus haut, on s’intéresse a la quantité

J(XO,,uO) (Xv ME) - J(XO,,LLO) (Xa M)

0<gq = - = —Bp+ Q3+ Qu, (4.63)
avec
1
Qs=5_— (A5 (pe, p1°) — A3, "))
Q1= é (Ep(X,p:) —Ep(X,p)).

Terme (3. Dans ce cas, en supposant /¢ < {1, on définit v, par
Ye = (D1, T1)4 p L£(0,+00) + (I1d,T1) 4 pL1(0,€) + (R — € D) §(_c/7,—cym)-
On a alors par construction de Dy
Tig e = Dig p LL(0,Ve) + p LI (Ve, +00) + pLL(0,€) + (R —£p) 0_ /7.
On déduit de (4.62) et de la deéfinition de p.
T4 Ve = pe LL(0,400) + (R =€) 0_, /7 = fe;
et en utilisant le fait que

Ti4 [p[ZI_(O,El)} = (RO — R)é,cﬁ et Ty [ﬁﬁl_((),g)] =¢ep0_. /=
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o1 a
o ¥e = p° L1(0,400) + (R* = R)6_, s+ (R—ep)0_o sz +Ep6_. 7
D’ou
_ 0 0 _,0
Top Ve =p LL(0,400) + R 0_. 7= p’,

et donc 7. € I'(pe, 1¥). On obtient ainsi

Ve +oo
Blpe.s) < [ (D1(@) = Ty(w) o) o+ /f (2 — T1(2))? plz) do
+ /08(37 —Ti(z))? pdr,

en insérant x dans le premier terme de l'inégalité et en développant le carré on a
d’apres (4.31)

VE
(oo ) < Blup®) + [ (D1(a) = )2 plo) o
NG €
2 [T (D@~ 0) @+ eV pla) ot [ = Ti@)

Puisque T1(x) = —cy/7T pour tout x € [0, ¢1], on en déduit que

1 (Ve ) 1 [V
Qs <o [ (D)~ 0 playdu+ — [ (Dy(@) =) (x + eyT) ple) d
ET Jo €T Jo
g 9 -
31/, (x + c/T)* pd,
et l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous fournit
@<y [0 - wPotyas
3= 2eT 0 L P
1/2
1 Ve 2 ! 0
+— (Di(z) —x)" p(x)de | daolp,p)
ET 0
1 &€
+ — / (x4 cv/7)? pda.
2eT 0

On remarque, puisque Di(z) — x = ¢ — \/e x, que pour tout x € (0, /)
VE
/ (D1(z) — 2)? p() dz = O(°/?).
0
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De plus, en développant le carré on a
€
/ (x4 cvT)? pdr = e 1 p+ O(e?).
0
Finalement, on en déduit que

Q3 < =+ O(eYY). (4.64)

| Qo

Terme Q4. Pour ce terme, en notant f
d’apres (4.62) que

—

x) = x log(x/p), on commence par remarquer

/ Y o) da = / Y p(e) g (p(f(_)f)) dr.

On en déduit que

JE
Qs = ﬁ(logﬁ—logP)Jri/O p(z) log(\@\[i?) o

= p (log p —log p) +i/0\/gp(x) <log\/5—log(ﬁ—6)> d

Un développement limité en 2 = 1/ nous donne

= (logp—logp 1 v d 0] 4
Qi = (o p—lozp) + = [ plo)do+0(5) (4.65)

Conclusion pour le cas 1. On obtient de (4.64) et (4.65) I'inégalité suivante

2

1 Ve
G- <P+ G i logi—logp)+ 2 [ pla)de + O (4.66)
2 \/g 0

Ainsi, on déduit de (4.63) qu’a la limite ¢ — 0 l'inégalité suivante est satisfaite

2
p <10gﬁ —logp— B+ 62> +p(0) = 0. (4.67)

Le minimum de (4.67) est réalisé pour

~ c?
P:PeXP<5_2—1>a

et on obtient la condition suivante pour p en x =0
2
p(0) > p exp <ﬁ S 1) | (4.68)
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Cas 2. Déplacement de la couche d’oxyde vers la solution. D’aprés le cas 1 on a
p(0) > p_ > 0. De plus, d’aprés le Corollaire 4.4.1 p est continue au voisinage de 0. Pour
p > 0 on considere € > 0 tel que p(z) > 0 pour tout = € [0, /2] et pour tout = € [e, /€]

5
— 0 > 0.
p(x) N
On définit, pour m(e) = [ p() dz, la mesure

pe = pe LRy + (R + m(€)> 5—0 T

avec
p pour tout z € [0,¢),
pe(z) = ¢ p(r) — \/56—5 p pour tout x € [g, /2],
p(x) pour tout z € (y/g, +00).

On introduit 'application Ds : (g,+/€) — (0,¢) définie par

(x —¢)

Dz(m) = Eﬁ,

Dy vérifie pour tout ¢ € D(R) I’égalité

£

NG €
/ B(Da(y)) ey = /0 b(y) pdy,

Ve—e¢

autrement dit

Doy | pLL(EVE) = pLLO.:) (4.69)
On s’intéresse & la quantité

J oo(X,ug)—J OO(X,M) mle
0< g = 2K . (X0,u0) _5 i)

+ Q5 + Qs, (4.70)

ol Q5 et Qg sont définis par

1
Q5 = Ser (d%(,ug,,uo) - d%(ﬂa MO)) )
Qo = = (B5(X,p.) ~ Ep(X,p)).

Terme Q5. Dans ce cas on suppose que /e < {1 et on définit 7. comme suit
Ve = (Id, Th)4 p L(VE, +00) + R _c 7 —eym) + (11, T1) e p L1(0, )

+(Id,T1)# <,0— \@E_gﬁ> EI_(&, \/g)"’(DQ,Tl)# ﬁﬁﬁ(é‘,\/g)
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Comme
TigpLL(0,e) =m(e)d_, s,

on a par définition de Do
€

Ve—e

ce qui implique par définition de p. que T4 V. = pe. Par ailleurs, on remarque que

TigYe = pLL (e, +00) + (R+m(e)) 67 — pLL(e,ve) +pL(O,¢),

Ty e = p° LL(0,400) + (R® = R)_o s + RO_ s = 1,

et donc . € I'(pe, 1°). On a alors par construction de .

+oo Ve
Blpes’) < [ o=@ @ dr -~ [T @ = Ti@) e

e

T

v
/ (Do) — T1(2))? e

On utilise la décomposition

400 +00 €
/ (& — Ty (2))? plz) di = / (& — Ta(2))? pl) e — / (& — Ty (2))? plz) d,

et on obtient d’aprés (4.31)

) Ve

d3(pe, 1°) < d3(p, p°) — /0 (2 — Ty (2))? p(r) do — \/;_ 5/ o — Ty(o)? i
NG

* \/Eg— c /6 (Da(x) = Ti(x))* pda

De plus, en calculant la valeur des intégrales on a

5
Ve—e¢

et on en déduit

v Ty (2)? 5d °
/E (@ = Ta(o)? s +

Terme Q)g. Pour Qg on a par définition de p.

@=pios(2)+1 [ " (7 ()= —5) = ot ) o
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Un développement limité, possible ici car on suppose € > 0 assez petit tel que p(z) > 0
pour tout = € [0, /€], nous donne

=piox(2) - L [ pena -t [y cow.  am)

Conclusion pour le cas 2. On déduit de (4.71) et (4.72) l'inégalité :

me) 1 7 (z + c\ﬁ)Q p(x) dx + p log (é)
0

€ 2eT 0

~ NG £
- [7 reeyde = [ f@)de+ o). @

On utilise 'inégalité (4.70) et on obtient en passant & la limite ¢ — 0

_ AN
p(0) (— log p(0) +logp+ 3 — 2> + plogp—p(1+1logp(0)) = 0. (4.74)
Le minimum de (4.74) est réalisé pour p = p(0) et on obtient la condition suivante sur p
enz =10
2
p(0) < pexp <ﬁ S 1) | (4.75)
Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.2. ]

Proposition 4.4.3. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.8 et dans le cas R > R°, on a

p(0) = p+ exp(cla//T). (4.76)

Preuve de la Proposition 4.4.3. Ce résultat se démontre de fagon similaire & la Pro-
position 4.4.2. On décompose la preuve en deux cas.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d’oxyde. Dans ce cas pour
p>0et 0<e<1on considére la mesure

e ZPE‘CI—R++(R7€I§)6—C T

ou
p pour tout z € [0,¢),
pe(x) = 1_1\/5,0 (19”_*\55) pour tout = € [e, /2],
p(x) pour tout z € (y/g, +00).

On deéfinit application D; : (0,4+00) — (0, +00) comme dans la preuve de la Proposi-
tion 4.4.2 et on rappelle que D; vérifie

Diy [pLL(0,Ve)] = pe LI (g, V5).
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On s’intéresse & la quantité

Jx0.,00(X, pe) — I x0 00 (X, 1) -
0< g = X0 58 (X0.10) = —Bp+ Q7+ Qs, (4.77)

avec
1
Qr = 5= (e, ) — dB(u, 1)) ,
Qs = = (B5(X,p.) ~ Bn(X, ).

Terme Q7. On suppose que £ < {3 et on définit D3 : (0,e) — (¢o — €,l2) par D3(z) =
ly — € + x telle que D3 vérifie

D3y pLL(0,e)] =pLL(la —¢,43).
On définit le plan de transport
e = (D1, To)y p L0, +00) + RO 8(_ sz ey + (So, [) g p° L1(0, 45 — €)
+ (So, Id) 4 (p° — )L (L — &, 02) + (Id, D3) 4 p LL(0,¢).
On par définition de Dy
Ti#7e = DigpLL(0,V/2) + pLL(VE +00) + RS, /7
+(R—=R’—ep)d_o/m+pLL(0,¢),
et par construction de p. on a
Tig Ve = pe LL(0,400) + (R —€p) 6, /7 = e
De plus, par construction de D3 on a
o Ve = p° L1(0,+00) + R° O_cyr— PLL(ly—e,la)+ D3y pL1_(0,e) = po,
donc 7. € T'(ue, u°). Par construction de . on obtient

d3(pe, 1°) < /

0

Lo

(Di() — To())? ple) di + /0 (Say) — )% 0°(y) dy

+oo

o €
—/ (S2(y) — y)Qﬁdy+/ (x — D3(z))? pda.
¢ 0

2—€

On insére x et on développe le carré du premier terme de I'inégalité pour déduire de (4.35)
2 0 2 0 ve 2
B(pe.s) < i)+ [ (Dila) =) pla) da
Ve b
2 [T (Du@) o)+ ey pla)da = [ (Sala) = 9)? iy
0 2—¢€

+/08(x — D3(x))? pdx. (4.78)
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La preuve de la Proposition 4.4.2 permet d’affirmer que

Ve Ve
20w —aPpt@yda 2 [T (D)~ )@ + eV pla) da = O, (@70)

3

De plus, on remarque que

glg(l)fig {— /;_8(52(11) - y)Qﬁdy} = —% (evT + )% 5, (4.80)
et
lim —— UE(J;—D?,(QC))QME] _&; (4.81)
e=0271¢e | Jo 27
On déduit de (4.78)-(4.81)
lim Q7 < ~% - if; . (4.82)

Terme ()g. Pour ce terme on renvoie & la Proposition 4.4.2 et on obtient

Qs = 7 (log i — log p) / r)dz + O(V2). (4.83)

Conclusion pour le cas 1. On passe 4 la limite ¢ — 0 dans (4.77) et on déduit de (4.82)
et (4.83) l'inégalité

2
p (logp logp—f — i - Cf;) + p(0) > 0. (4.84)

Le minimum de (4.84) est réalisé pour

- _ clo
= - = 1
p = p exp <ﬁ 4+ — + NG )

et on obtient la condition suivante sur p(0)

(0) > pexp 8+ ¢l exp (<2 (4.85)
X — = xp | — | . .
Cas 2. Déplacement de la couche d’oxyde vers la solution. D’aprés le cas pré-
cédent p(0) > 0 et d’apres le Corollaire 4.4.1 p est continue au voisinage de 0. Comme
dans la preuve de la Proposition 4.4.2, pour p > 0 on considére £ > 0 tel que p(z) > 0
pour tout x € [0, /€] et pour tout x € [, /€]

£

p(x)_\/g_&_

5> 0.
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On définit, pour m(e) = [; p() dz, la mesure

He = Pe [’I—R+ + (R + m(&)) 5—0 T

avec
p pour tout = € [0,¢),
pe(z) = p(x) — = p pour tout z € [¢,/e],
p(x) pour tout z € (y/g, +00).

On définit V'application Dy : (g,4/¢) — (0,e) comme dans la preuve de la Proposi-

tion 4.4.2 et on rappelle que

° pLL(g,v/e)| =pLL(0,¢).

D
24 N
On s’intéresse & la quantité
Jxo0 ,0y(X, —Jix0 ,00(X, €
0 < g = 200t ZIeu @) _ 5 m) o4 o)

oll Qg et Q10 sont définis par

Qo= (d3(pe, n°) = d3 (1, %))

 2er

1
Ql(] = g (EB(Xv pE) - EB(X7 p)) .
Terme Q9. On considére le plan de transport . défini par

Ve = (Ida TQ)# p‘c I—(\/gv +OO) + RO 5(—6 T,—C\/T) + (327 Id)# pO L I—(07 62)

‘|‘(SQ,TQ)#/)EL(O,&)—|—(Id,T2)# (p— \/gg_gﬁ> ,CI_(€, \/E)
+ (Do, o)y = AL VE)

On a

MY =pLL(e,+00) + RS .7+ (R— R +m(e)d_. 5
\/;_8 pLL(e,Ve)+pLL(0,¢).

Par construction de p. on en déduit que w14 7. = p.. De plus, on obtient

o ve = p° LL(0, +00) + R%5_, /7 = pi°,
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donc 7. € T'(pe, 1°). On en déduit que

+o0 L2
Blpes®) < [ o= Ta@)Pple)do+ [ (o) =) ) dy
€ c NG
+ [ St = @) syt - = [ = o) P
Ve
+ e [ (Dale) = o) P

ce qui donne d’apres (4.35)

€

Blpe.s) < Bon.u0) = | (2 = To(o)Pplo) o

€ Ve
+ [ (82fe) = o) ple) o = [ (0= ota) e
6 \/g
= [ (Do) - oo P

En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 on sait que

RV I
_\/5—5/5 (x — To(z))*pdx + \/5—5/5 (Do(z) — To(x))?pdx = O(3/?). (4.87)
De plus, comme T5(0) = ¢ on obtient
tim o[ [ (Sa(0) = a(o)? ) dr — [ 0 = Ta(o))Po) ]
2 C2 C
= 5 (VT = 12 0(0) = 52 9(0) = 5(0) + Zp(0). (458)
On deéduit de (4.87) et (4.88) que
C2 C
tim Qo = & p(0) + f;mo» (4.89)

Terme (Q19. On effectue les mémes manipulations que pour le terme Qg dans la preuve
de la Proposition 4.4.2 et on obtient

~ ~ \/E 5
Quo = j log (Z)— A [ s = [ r@nde o). o0

Conclusion pour le Cas 2. On passe a la limite e — 0 dans (4.86) et on déduit de (4.89)
et (4.90) l'inégalité suivante

2
p(0) <62 + (j/% + 8 — log p(0) + log ﬁ) +plogp—p(1+logp(0)) > 0. (4.91)
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Le minimum de (4.91) est obtenu pour p = p(0) et on obtient la condition suivante pour
p(0)

2
_ C Cfg Cfg
0) < —+—=-1] = — .
p()_pexp<ﬁ+2+ﬁ ) p+exp<ﬁ>
Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.3 O

Proposition 4.4.4. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 et dans le cas R = R°, on a

p— < p(0) < pt < py exp(cla/V/T). (4.92)

Preuve de la Proposition 4.4.4. Encore une fois on décompose la preuve en deux cas,
les calculs sont similaires & ceux effectués pour la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la
Proposition 4.4.3.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d’oxyde. Dans ce cas pour
p>0et 0 <e <1 on considére la mesure

MEZPEEI—R++(R_E[3)5—C T

ou
P pour tout z € [0,¢),
pe(a) = =zp (%) pour tout @ € [¢, v,
p(x) pour tout z € (y/g,+00).

L’application D; : (0,+00) — (0,+00) est définie comme dans la preuve de la Proposi-
tion (4.4.2) et on rappelle que D; vérifie

Dl# [p‘CI—(Ov \/g)] = pE£"—(£7 \ﬁ)

On s’intéresse & la quantité

J(Xo,uo)(Xa ME) - J(XO,,LLO) (X7 /J/)

0<g¢ = 5 =—Bp+ Qu + Gz, (4.93)
avec
1
Qu = 5 (da(pe, 1”) = A3, 1)) ,
1

Quz= - (Es(X, p:) — Ep(X, p)).
Terme ()11. On définit Vapplication constante Ss telle que S3(x) = —e¢y/7 pour tout
z € (0,¢e) et

Sz [PLL(0,e)] =epd_. /7
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On définit le plan de transport 7. par
Ye = (D1, T3)4 p L1L(0,400) + (R — € ) §(_¢/7,—eym) T (1, S3) pLL(0, €).
Par construction de p- on a
T4 Ve = pe L1(0,+00) + (R = £p) 6_. /7 = pe,
et par construction de Sz et 'hypothése R = RO
Toy e = p° L1_(0, +00) + R O_cyr = .

Donc 7. € I'(pe, u°) et on a

+oo €
Blpes®) < [ (1) =@ pla) o+ [ (= Sy(@)? e

En insérant x et en développant le carré dans le premier terme de I'inégalité on obtient
d’apres (4.37)

NG
B(pe.s) < i) + [ (D1la) =) pla) d

Ve €
+ 2/ (D1(x) — x)(z — T3(x)) p(x) dx + / (x4 cV/7)? pda.
0 0
En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

Ve Ve
! / (Di(a) — 2)? pla) di + > / (Di(2) — 2)(x — T3(2)) pla) de = O/, (4.94)
0 0

€
On déduit de (4.94) que
1 3
Qu<— [ (@+cv7)?pde+ 0. (4.95)
2eT 0
Terme Q2. D’aprés la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

5 (log j — log ) + — Ve dz + O 4
Q12 = p (logp — ogp)+ﬁ/0 p(x) dz + O(Ve). (4.96)

Conclusion pour le cas 1. En passant a la limite e — 0 dans (4.93) on déduit de (4.95)
et (4.96)

2
p <logﬁ + % —logp — B) +p(0) > 0. (4.97)

Le minimum de (4.97) est réalisé par
_ c?
p—pf}xp(ﬁ——l).

160

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

4.4. Propriétés des minimiseurs

Ce qui implique la condition suivante sur p(0)

2
p(0) > pexp <ﬁ - % - 1) =p-.

Cas 2. Déplacement de la couche d’oxyde vers la solution. D’aprés le cas 1
p(0) > 0 et d’aprés le Corollaire 4.4.1 p est continue au voisinage de 0. Comme dans la
preuve de la Proposition 4.4.2, pour p > 0 on considére € > 0 tel que p(z) > 0 pour tout
x € [0,+/€] et pour tout x € [g, /€]

9

On définit, pour m(e) = [; p(x) dz, la mesure

He = Pe ‘CI—R+ + (R + m({;‘)) 5—6 T

avec
p pour tout z € [0,¢),
pe(z) =< plx) — \/Eis p pour tout x € [g,4/¢],
p(x) pour tout = € (y/&,400).

L’application Dg : (g,4/2) — (0,¢) est définie comme dans la preuve de la Proposi-
tion 4.4.2 et on rappelle que Do vérifie

g

D2# ﬁﬁl_(&‘,\/g) :ﬁ'CI—(ng)

€—¢
On s’intéresse a la quantité

J(x0,0) (X, pte) — I x0 0y (X, 1) m(e
0< g = SX00) e€< ) _5 i)

+ Q13 + Q14, (4.98)

oll Q13 et Q14 sont définis par
1
Qus = 5 (d3(e, 1) — d3 (1. 1)
1
Qua = (Ep(X,pe) —Ep(X,p)).
Terme (13. On considére le plan de transport v, défini par

Ye = (Ida T3)# pL I—(\/ga —I—OO) + (537 T3)# pL l—(07 5) + R(s(—cﬁ,—cﬁ)

0Ty (9= 5) LLEVE + (DaTip = HLL( VE)

— &
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ou comme dans le cas 1, 'application S5 désigne 'application constante telle que S3(z) =
—cy/T pour tout x € (0,¢) et veérifie

Szy [PLL(0,e)] =€pd_. /7

Par construction de D5 on a

T4 Ve = pEI_(E, +OO) + (R + m(g)) 5—cﬁ
g

Ve—e

De plus, comme par hypothése R = R?, on obtient

PLL(e,v/E) +pLL(0,€) = pe.

mop Ve = p° L1_(0,+00) + RO0_, sz = pi°.

On en déduit que 7. € T'(pe, u°) et

+oo €
Blpeos®) < [ o= Ta@) p@)do + [ (Sala) = Ta(@)? pla) da

£ 5
Ve—e Ve—¢

En décomposant le premier terme du membre de droite comme

Ve Ve
/ (& — Ty(x))2pda + / (Do) — Ty())2de.

400 +0c0 €
[ @@ = [ T ) e - [ @ Taw)? plo) o

On obtient d’apreés (4.37)

(1 i) < )~ [ (o = o)) plo) do

€ e NG
+/0 (Sg(x)—Tg(x))Qp(x)da:—\@_8/6 (z — Ty(x))2p da

L€
Ve—e

En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

VE
| (0ala) - Bata) P

I .
[ @@ [T (Da(o) - o) e = O, (4.99)
Par ailleurs, comme T3(0) = 0 on en déduit
lim [1 / (@ - Ty(@))? pla) dx] 0, (4.100)
e=0 | 27e J
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et
i [ [ (510 - 70 ) ~ < 0 (4.101)
50 | 27e SV AW PR A | = g P '
On conclut de (4.99)-(4.101) que
02
e—0 2

Terme Q14. On effectue les mémes manipulations que pour le terme Q¢ dans la preuve
de la Proposition 4.4.2 et on obtient

Q14—p10g< > _6/ f'(p dx/ f(p(x))dx + o(1). (4.103)

Conclusion pour le Cas 2. On passe a la limite ¢ — 0 dans (4.98) et on déduit
de (4.102) et (4.103) I'inégalité suivante

p(0) < + 8 —log p(0) + log p) + plogp— p(1+1logp(0)) = 0. (4.104)
Le minimum de (4.104) est obtenu pour p = p(0) et on obtient la condition suivante pour
p(0)
2 cl
p(O)SﬁeXp<B+62—1> =p+ < py eXp(ﬁ)-
Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.4 ]

4.4.3 Bornes L*™
Dans cette partie on prouve que 0 < p(x) < p pour tout = € [0, X].
Proposition 4.4.5. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3, pour tout x € [0, X] on a
0<p- <p(z)<p (4.105)

Preuve de la Proposition 4.4.5. La preuve de la borne supérieure et inférieure étant
analogues on se contente dans la suite de prouver que pour tout z € [0, X]

p(x) < p.
On raisonne par ’absurde et on suppose que

p < a .
p xrér%of)g}p(x)

On note
= inf{z € [0, X] : p(z) > p}.
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Heuristique de la preuve. L’idée principale de la preuve est la suivante : en raisonnant
en terme de transport de p® & u, pour que p(z*) = p, de la masse issue de p° a été
apportée au voisinage de z* (on rappelle que p est continue d’aprés le Corollaire 4.4.1).
Cette masse provient soit de [0, X] soit du point {—c/7}. En effet, dans le cas R > R°
alors la masse vient de la mesure p° £ ({2, X). Dans le cas R < R alors soit * € [0, /1]
et dans ce cas la masse est issue du point {—cy/7} soit z* > £; et alors la masse est issue
de p° £L1_(0, X). Enfin, dans le cas R = R" la masse est issue de pg £1_(0, X).

En distinguant suivant ces cas on construit une perturbation de pu notée p., de la forme
peLLRL+RO_, /7 Pour construire cette perturbation on va « suivre » les points déplacés
(et les masses associées) pour passer de u® & p et qui contribuent & obtenir p(z*) = p.
Une fois ces points identifiés il suffit pour construire p. d’envoyer moins de masse au
voisinage de z*. On obtient ainsi un gain en terme de distance et d’énergie i.e. on montre
que

J(XOJLO)(X, e) — J(X07u0)(X7 w) <0,

ce qui contredit I'optimalité de (X, u).

Preuve rigoureuse. On note y* = min(inf{y > z* : p(y) < p}, X) avec la convention
inf() = +oo et I = (z*,y*). Par continuité de p alors I # (). On définit ensuite pour le
plan de transport optimal v € T'(u, %) 'ensemble J C {—cy/7} U [0, X]\ I tel que

y(I x J) > 0.

Notons que en distinguant suivant RV R’ on en déduit que soit J C [0, X] soit J =
{—cy/7} et dans ce cas R < R et x* € [0,41]. De plus, si J C [0, X] alors J est de
mesure strictement positive. En effet, dans le cas contraire I'intervalle I reste invariant
par le plan de transport et on a par conservation de la masse

plIl < /Ip<x> d = /p°<x>dx <71,

1

ce qui est absurde.

Cas J C [0, X]. Ce cas est similaire & la preuve de la [1, Proposition 2.2] ou I'auteur
utilise des idées issues de [60].

Dans la suite on note v € I'(u, u"). On considére alors la mesure n = yL_I x J définie
par

£z, y) dn(z,y) = / £(z,y)dy(z,y), VE € DR x R),
RxR IxJ

On note a présent v = m4n, Vg = max N et par construction on a v << pLLT et
v << p® L J, dans la suite nous confondrons les mesures v et v° avec leurs densités.
On a les propriétés suivantes

(i) 0 < v(zx) pour presque tout = € I et 0 < yp(x) < p pour presque tout x € J,
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(ii) v(x) = 0 pour presque tout x ¢ I et vo(z) = 0 pour presque tout x ¢ J,
(iii) [, v(x)dz = [; v(x)dx par conservation de la masse.

D’apres le point (iii), quitte & diviser les mesures v et vy par leur masse commune, on
peut supposer sans perdre de généralités que

/Iy(x) do = /Jl/g(x) do = 1.

Dans la suite, pour € € (0,1) assez petit tel que p(z) — ev(x) > 0 pour presque tout
x € I, on considére la mesure

He = Peﬁl—R+ + Ré—c T
ou
pe(z) = p(z) + € (w(z) — v(z)) pour z € R.

Par hypotheése J C [0, X]\ I et il existe T une application de transport optimal telle que
par monotonie de T alors T'(I) C [0, X] et

TypLllI=p"LLT().
On définit le plan de transport 7. par
Ye =y LRENT x T(I) +e(ld, Id) g vo LI_J + (Id,T) 4 (p — ev) LI_T.
On obtient
TigYe =pLIL(0,+00)\ I+ Ro_. s+evo LLJ+ (p—ev)LIT = pe,
et comme 1°(z) = 0 pour presque tout z € T(I)\ J on a

Mo Ve = pC LL(0,400) \T(I) + R*6_, 7 +evg LLJ + (p° — evo) LLT(I)
=" L1_(0, +o0) —l—RO(LCﬁ—i-eVoﬁI_J—EugﬁI_J: 1.

On en déduit que . € T'(ue, 1°). Enfin, on remarque que

X X
/ ,05+R=/ p+R—|—€</V0—/V>:pX,
0 0 J 1

donc le couple (X, ) est une perturbation admissible de (X, pt). Comme . € T'(p., u°)
on obtient

J(x0,0) (X p1e) — T x0 0y (X, 1) < % /RX]R(% —y)? dye(z,y)
1 X
R e /0 (F(pe(@)) — f(p(x))) da, (4.106)

27 JrxR
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ou f(z) = x log(z/p). Par définition de v, on a

1 2 1 / 2
o0 r—y) dye(z,y) — 5= r—y) dy(z,y
3 [ emwrdnen -5 [ @i
<= (@ —T@)v(z)de. (4.107)
2T I
De plus, d’apres (i), (ii) et par hypothése sur € on a
pe(x) = p(z) —ev(z) >0 pour presque tout x € I, (4.108)

et
pe(x) = p() + evo(x) > evp(x) >0 pour presque tout = € JN{ry >0}. (4.109)
Enfin par définition INJ = () et
pe(x) = p(x) + evo(x) < p+evy(x) pour presque tout z € J, (4.110)

On combine alors (i), (ii), (4.108)-(4.110) et le fait que f soit C?(0,+00), convexe avec
[’ croissante sur (0, +00) pour obtenir que

X
/ (Fpe) — F(p) = / [F(p+ 1) — F(0)] + / (o —ev) — £(o)]
0 J

1

=° [/Jﬁ{l/o>0} f/(p * €VO)V0 N /IVf/(p N 57/)7/]

S«E[/Jf’(ﬁ—&-suo)l/o—/If/(ﬁ—EV)V]-

Puisque Ion suppose que v et ¥ sont des mesures de probabilité, on en déduit

/ T~ o < ¢ [ (6 emt) - £ evion) drte)|.

Enfin, comme f € C?(0, +00) on obtient des estimations précédentes que

X
[ (#0ete) = 0@ do = O (4111)
On conclut de (4.106), (4.107) et (4.111) que pour ¢ assez petit on a
€
300 (X ) = Jpxo, (o) < = [ 0 = T@)P (o) do <0

Ce qui conclut la preuve du résultat dans le cas ou J C [0, X].
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Cas J = {—cy/7}. Dans ce cas on a R < R" avec z* € [0,¢1] et comme d’aprés la
Proposition 4.4.2 on a p(0) = p— < p donc z* > 0. On définit pour 0 < r < £; assez petit
le réel suivant

m = p(z) dz,
By (z*)

ot B,(z*) désigne la boule de centre z* et de rayon r. A présent pour 0 < & < 1 et
0 <7’ <y assez petit tel que [0,7'] N By /s(z*) = () on définit la mesure

pe =pe LLRy + RO_ /7,

avec

p(z) +em pour tout z € [0,7'],
pe(r) = ¢ p(r) —em pour tout x € By jo(z"),
p(x) pour tout x € Ry \ [0,7TU By jo(x*).

On construit alors le plan de transport ~. suivant
Ye = (Id, Tl)# Pe L |_(O, +OO) + R(S(_C T, —cJT)

ou 713 est l'application de transport optimal définie & la Section 4.2.3 et on obtient
directement que v, € T'(ue, u°). A présent, on écrit

1
N (J(Xoyuo)(Xa pe) = J(x0,,0) (X, M)) < Q15 + Q6 (4.112)

r'e

ol

1
Qus = 5 (e, 1) — A3 (1. 1)) |

Quo = - (Bo(X,p.) ~ En(X,p)

,r./
Par construction de v. on a

,r,l

Q15 < 6777 (x4 cy/7) de — 8”} (x4 cv/7)* da
2rr'e Jo 2rr’e By o)
r’ m
< ; / (x4 cy/7)? do — - (x4 c/7)? d.
2rr Jo 2rr By jo(a*)

En passant & la limite 7/ — 0 on obtient

lim Q15 < = (04 ¢v/7)’ — o= (2% + ey/7)” < 0. (4.113)
/=0 2T 27
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Pour @16, avec f(z) = x log(z/p), on a

Q= | " (10tw) + 2m) - Slota)

1
e Sy (F0@) —2m) = flp(a))) da
r'/2
En passant & la limite € — 0 on a
) m [ m
li Quo =7 [ F(pla))dz - 7(pl)) di.
e—0 T 0 T Br//Q(x*)

Il reste alors & passer a la limite " — 0 pour obtenir

lim lim Qi = m (f(p(0)) — f'(p(a™))) =m (f(p-) = () <0.  (4.114)

r'—0 =0

Ainsi par passage a la limite e — 0 et ' — 0 dans (4.112) on déduit de (4.113)-(4.114)

que
lim lim (J(XOMO)(X, 1) — I (x0,0) (X, u)) <0, (4.115)
ce qui contredit I'optimalité de (X, u). O

La Proposition 4.4.5 implique que
p(x) >0 Vzel0,X].

De plus, aprés une intégration par parties on déduit de la Proposition 4.4.1 ’égalité
suivante

x—T(x)

T

p(x) + Dp(x) =0 p.p.z € (0,X).

Par ailleurs, d’aprés le Théoréme 4.2.1, il existe un potentiel de Kantorovich ¢ tel qu'on
puisse réécrire la derniére égalité sous la forme

Qb/f_x)p(x) + Dp(x) =0 p.p.z € (0,X).

En particulier, on en déduit P’existence d'une constante C telle que

p(x) = exp (C - q&(::)) p.p.- z € (0, X),

ce qui implique que p est une fonction Lipschitzienne. Cependant cette estimation n’est
pas uniforme en 7. On rassemble ces résultats de régularité dans le corollaire suivant.
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Corollaire 4.4.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3, la densité p issue de la mesure
p vérifie p € WH(R,). De plus, on peut préciser lestimation (4.59)

X _
Xp
| orap(@) de < =L a3,

(4.116)

Preuve du Corollaire 4.4.2. Il suffit d’établir (4.116). Cette estimation est une consé-
quence directe de I'estimation (4.59) ot on utilise [|p[|1¢9,x) < X p. O

4.4.4 Equation d’évolution de l’interface mobile

On s’intéresse dans cette section a 1’évolution de 'interface libre.

Proposition 4.4.6. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.3 on a

X - X0

NS — 0= (5= p(X)) +  (log 5 — log p(X)). (4.117)

T

Preuve de la Proposition 4.4.6. Pour prouver la proposition on considére deux va-
riations distinctes de 'interface, soit X. = X + ¢, soit X, = X — ¢ pour € > 0.

Cas X, = X 4 . Pour tout 0 < € < 1 on considére le mesure

He = Peﬁl—R+ +R5—c T

avec

b

() pour tout z € Ry \ [X — /e, X,],

pe(x) = { p(x)+Ep pour tout x € [X - V&, X],

p—p pour tout z € (X, X],

ol 0 < p < p est fixé tel que

X
5p+/ plx)de=¢cp (4.118)
X—¢
On écrit
J X pe)—J X,
0< (XO’MO)( € ,Ua)g (XO,,uO)( 1) = Q17 + Qs + Q1o — a, (4.119)
avec
1
Qur = 5 (dB(ue, 1) = d3(p, 1)) ,
. A 0,2 0\2
Q18—72€T((Xe XU = (X - X7) )>,
1
Q19 = z (Ep(Xe, p:) —EB(X,p)).
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Pour le terme @17, on remarque que par construction de v € I'(u, u°) alors v _ (X, X.)? =
(Id, Id)y p L1 (X, X.) et on définit . € T'(pe, pu¥) comme suit

Ye = yLR2\ (X, X.)? + (Id, D3) 4 Ve pLL (X — Ve, X)
+ (I, Id)4 (p — p) LL(X, X.),

ot I'application Dy : (X —+/z, X) — (X, X¢) est définit par Dy(x) = X ++/2 (x— X ++/2)
et tel que

Dyp [Vep L (X —Ve, X)| =pLL(X, Xo).
Vérifions que 7. € I'(pe, 1%), on a
TigYe = pLL(0,400) \ (X, Xe) + Ro_, s +VepLL(X — Ve X)
+(p—p) LL(X,X:) = pe.
De plus comme p°(z) = p pour tout = € (X, X.) et par construction de Dy on obtient
Ty Ve = p° L1(0,+00) \ (X, Xo) + R*0_, 7

Ce qui permet de conclure que . € I'(ue, u°). On a alors par construction de 7.

X

Blup) < [ @) +VEG [ e D)
X
<) +VEp [ (o= Difa)da.
Xz

Or, un calcul direct permet de constater que

X
\/Eﬁ/ (2 — Da(2))2 dz = ofc).
X-ve

On en déduit que
Q17 = 0(1). (4.120)
Pour Y15, un développement nous donne
A
Qus = — (X - X% + o(e). (4.121)

Pour @19, toujours en notant f(z) = x log(x/p) et en utilisant la définition de p. on a

Xe

1 X N 1 L
Qu=1 [ (fola)+5vE) = 1lpl@)) do+ - [ Fp- o

€Jx—\e X
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et un développement limité de f nous donne
ﬁ X
Qo= —= f'(p(2)) dz + f(p — p) + O(Ve). (4.122)
9 X/

On passe alors a la limite ¢ — 0 dans I'inégalité (4.119) et en utilisant (4.120)-(4.122) on
obtient I'inégalité suivante

X — X0

AS—2 2 a— (5 p(X) + p(log 7 — log p(X)). (4.123)

Pour le passage a la limite ¢ — 0 pour le terme Q19 on utilise ’égalité de masse (4.118)
vérifiée par p et on a

p—p—p(X) quand e — 0,
ce qui nous permet d’obtenir (4.123).
Cas X. = X — e. Dans ce cas on considére la mesure
pe = pe LLRL + RO /7,

avec pour p > 0 et € > 0 tel que p(x) —v/ep > 0 pour tout z € [X. — /e, X.] et p- est
définie par

p(x) pour tout z € Ry \ [X: — /&, X],
pe(x) =1 p(x) —+/ep pour tout x € [X. — /e, Xc],
p(x) +p pour tout = € (X, X],

ol p est fixé tel que

X
ep+ / p(x)dx =€ p. (4.124)

On s’intéresse a la quantité

J(XO,,uO) (X€7 :U'E) - J(XO,MO) (Xa :u)
€

0<

= Q20 + Q21 + Q22 + a, (4.125)
avec
1 2 0 2 0
Q20 = 5 (da(pe, 1”) = (. 1))
A
Qa =357

Q22 = é (Ep(Xe, p:) —EB(X,p)).

(%= X0 = (x = X)),
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Pour le terme Q9, quitte a choisir € > 0 tel que X, —/e > 1 si R < R® ou X, —/e > ly si
R > RO, on peut supposer que le plan de transport y envoie la mesure p £ L (X —+/z, X.)
via une application de transport optimal 7. Autrement dit, v est de la forme

YL (X — Ve, Xe) x (T(Xe — Ve), T(Xe)) = (I, T)y p LL(X: — Ve, Xe).
On définit v, € T'(ue, p°) par
Ve = ’Vl—RQ \ (Xs - \/Ev XE) X (T(Xe - \/g)7T(X€))

+ (1, T)# (P - \/gﬁ) L1 (Xe— Ve, Xe)
+ (D57T)# \@ﬁﬁl—(Xa - \/gv Xa)'

L’application D5 : (X:—+/g, X)) — (X¢, X) est définie par Ds(x) = X ++/2 (21— X ++/2)
telle que

Dsy [Vep LU (X — Ve, Xo)] = pLL (X, X).

On vérifie ensuite sans difficultés que m14 v. = pe et T2 v = u°. Pour le terme Q20 on

a
1 Xe 9 B 1 Xe 2 ~
Qm < 5 (v = T(2))? Ve pda + — (Ds(z) — T(w))> VE pda.
ET Xe—\/2 2eT Xe—/2
En insérant = dans le deuxiéme terme du membre de droite et en développant le carré,
on obtient
I
Q2 < 5— (Ds(x) — x)* Ve pda
ET Xg—ﬁ
1 [Xe
+— (Ds(a) — @) (w — T(x)) Vp da.
€T JXe—v2

Par monotonie de T on a T'(x) < T(X) = X pour tout x € (X, — /&, X¢) et

Xe
r / (Ds() — 2) (x — T(x)) Vepda

ET Xg_\/g

2X p [Xe
< |Ds(X: — Ve) — X + Ve| da.
\/gT X.—/E

Puisque D5(X. — /) — X: + v/ = v/ on en déduit que
1 (X
— (Ds(x) — ) (x — T(2)) Vapda = O(v/3). (4.126)
ET XE,\/E
Un calcul similaire permet également d’obtenir
1 [X

- (Ds(x) — 2)? VE pdz = O(e). (4.127)
T JXc—e
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On déduit de (4.126) et (4.127) que
Q20 = O(Ve) (4.128)

Pour Y21, on a

X — X0
T

Q21 =—X

+ o(e). (4.129)
Pour Q22 on obtient par définition de p.

Xe
Q= (1pte) = )~ o) do 2

3

[ sty ae

Xe—/E € Jx.

Un développement limité de f implique que

S X b's
— € 1
Q= —£ fp@)de—— | fple)de+O(WE).  (4130)
Ve Xe—+/E € Jx.
On passe alors a la limite ¢ — 0 dans I'inégalité (4.125) et en utilisant (4.128)-(4.130) on
obtient
X - XY _ o
A———sa—(p—p(X))+p(logp—log p(X)). (4.131)

Pour passer a la limite ¢ — 0 pour le terme (22 on utilise I’égalité de masse (4.124)
vérifiée par p et on a

p—p—p(X) quand e — 0.
On déduit ainsi de (4.123) et (4.131) I'égalité (4.117), ce qui conclut la preuve de la
Proposition 4.4.6. ]

4.5 Preuve du Théoréme 4.2.4

Pour démontrer le Théoréme 4.2.4, on établit, dans la Proposition 4.2.3, I’équation
d’Euler-Lagrange vérifiée par les solutions de (4.24) et, via des estimations uniforme en
T, on prouve, dans la Proposition 4.5.2, 'existence des fonctions X, p et R introduites
dans le Théoréeme 4.2.4. Il ne nous reste plus alors qu’a prouver que ces fonctions sont
solutions faibles de (4.1)-(4.2).

4.5.1 Preuve de la Proposition 4.2.3

D’apres la Proposition 4.4.1, pour tout £ € D(0, X) I'égalité suivante est satisfaite
1 X X
~ [ @@= ) e~ [ €@ playdr = o
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Par régularité de pj(o,x), voir Corollaire 4.4.2, on effectue une intégration par parties dans
la seconde intégrale, on obtient

1 [~ X
T/o &(z) (x —T(z)) p(x) da:+/0 &(x) Opap(z)dx = 0. (4.132)

On peut alors étendre par densité a tout £ € D([0,+00)) 'égalité précédente et on en
déduit la réécriture de (4.132) suivante :

X X
L[ @ - T@) @ o+ [ €@ haple)de =0, Ve € D0, +00). (4133
0 0

On considére alors & = 90" avec ¢ € D([0,+00)) comme fonction test pour (4.133) et on
définit

X
0=1 [ V@) @ T@) pla)d

Dans la suite on veut réécrire le terme ¢ afin d’obtenir (4.39). Dans un premier temps
nous allons établir

— Ry

X T(X)
=2 /O pla)p(z) do — /0 D)) de +9(0) 2
W | o'+ eV pla) do

! iz 2 p0(x) da

+o(”¢””°° /0+00]x—T(x)\2p(a:)dx>, (4.134)

T

oil le terme entre accolades dépend de R A R?. Pour établir (4.134), il y a deux cas &
distinguer :

Cas R < RC. Dans ce cas, on décompose le terme ¢ en

01 X
i=2 [ W@ @ty p@)de+ = [ W) (@ —Ti@) ple)de.  (4.135)

T Jo T Jo

En écrivant o' (z)(x — Th(7)) = ¥(z) — Y(T1(z)) + O(||1" || o |z — Ti(z)|?), on remarque

que
1 X 1 X
v - T sy = [ o) o) da
L e [+
-2 [ v s de+o (2 [T - 1@ o ae)
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Or, en notant

1 X 1 X
0= [ v@a)de =1 [ 0Tie) o) de
X T (X)
w= [ @@= [ w0 @) da,
T 01 T Jo
et donc
X T (X) — RO
=1 [ @@= [T @) @) de+ T 00
1 (o
2 [0 — i@ pla) da

Ainsi par régularité de 1 on en déduit que

B X 1 [TiX) .
m—A mmmmm—A () 0(x) da

T T
o 0 / 51

T

Finalement, on obtient que

_ L K P
q = Q1+; ; ¢($)($+C\E)P($)+O( /0 |95T1(x)|2p(x)dx),

T

ce qui permet de conclure que

T T

X 1 T1(X)
qzﬂgmww@m—é (@) (x) da

oo (1 [t o) ptay a0

+0 (WT”“’ /O+OO o — Ty(2)2 pl2) d:v) (4.136)

Cas R > RY. Dans ce cas, toujours en écrivant ¢'(x)(z — To(z)) = ¥(x) — ¥ (Ta(z)) +
O(|[1" || oo |z — To(x)|?), on remarque que

1 X 1 X
0= 1 [ @@= 2 [ i) o) de
" +o0o
co (1 [ - o o).
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d’ou
X 1 T (X) 0
0=1 [ @@= [T i@ @) e
1" oo [T 2
+0 . |z — Ta(x)|” p(z)dz ) .
0

En argumentant comme dans le cas précédent on obtient

B X 1 [T(X) .
. /0 ple)() de — = /0 P(@)p(c) de

T T

_ / lo
T (o) T fo TRO +0 (HwT”” /0 zp°(z) dl“)

+0 <W7/_’°° /0+OO |z — Ty (x)|? p(a:)dx) . (4.137)

Ainsi on déduit de (4.136)-(4.137) l'égalite (4.134).
Enfin pour obtenir (4.39) il suffit de remarquer que par monotonie du transport optimal,
onaT(x)=zpour x> XV X?= X d’aprés le Théoréme 4.2.3, d’out

e 1T [ ) = @)
R A T L

T

De plus, toujours d’aprés le Théoréme 4.2.3, on a X° < X et donc p%(z) = p pour tout
x € (X, +00) et on en déduit que

1 1 [T _ [ plz) = P (=)
R R R L e (G LR RED

Ainsi en regroupant (4.134) et (4.138) on obtient ’égalité (4.39) avec le controle (4.40)
du terme de reste ). Ce qui achéve la preuve de la Proposition 4.2.3.

4.5.2 Estimations a priori

Pour 7 > 0 un pas de temps de lintervalle (0,7) avec 0 < T' < 400 fixé, nous
rappelons la définition du schéma itératif (4.41). Partant de (X°, %) € A vérifiant les
hypothéses du Théoréme 4.2.3 nous cherchons a déterminer pour tout 0 <n < Np —1
(avec Nt un entier tel que N7 = T) un couple (X", u"+1) € A solution du probléme

1
(0 ) = gy { -0V (X7 7)) + B b,
: T
ou d et E sont introduites & la Section 4.2.3. Une application récursive du Théoréme 4.2.3
permet de déduire l'existence de (X", u") € Ay, pour tout 1 < n < Np solution du
probléme (4.41). On établit dans le résultat suivant des estimations a priori uniforme en

T vérifiées par la suite (X", u")o<n<Ng-
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Lemme 4.5.1. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.4, il existe une constante C' stric-
tement positive et indépendante de T telle que

Nr—1 1900 nt1  n
3 L o (4.139)
T
n=0
Nr—1 (Xn+1 _ Xn>2
T

<C. (4.140)

n=0
et

Np—1
d IR - R <C. (4.141)
n=0

Preuve du Lemme 4.5.1. En utilisant (X", u™) comme mesure admissible pour la
fonctionnelle J(xn ,n) on a, par optimalité de (X" *1, u"*!), pour tout 0 <n < Np —1

Xn+1

A X
o (X< [T g e de = [T ) da
T 0 0
+ a(XnJrl o Xn) +ﬁ(Rn+1 o Rn),

1

d n+l n
(" )
ou f(z) = x log(z/p). En sommant cette derniére inégalité on obtient
NT—]. NT 1 0
1 . n XnJrl Xn) X
> o ") + Z < F(° () da
n=0

+ (a+ p exp(—1)) XN + g (RNT — RY),

ou on a utilisé le fait que f(z) > —p exp(—1) pour tout z € Ry. De plus, comme

XNt
RVt = —/0 (P — ) < p XM,

on obtient l'inégalité suivante

NT—]. NT 1 0

1 n XnJrl Xn) X
> ettty v 3 T < [
n=0

+ (a+ p(1 4 exp(—1)) XM — g RO

On en déduit l'existence d’une constante C' indépendante de 7 vérifiant (4.139) et (4.140).
Par ailleurs, dans le cas ot R"' < R™ on a
ot +o00

d2( n+1 Hn) :/ ({L‘ + C\ﬁ)2 anrl(l‘) dz _|_/ (I _— Tln"‘l(x))Q pn+1($) d$7

+1
0 o
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ol E?H est définie comme dans la Section 4.2.3. On obtient ainsi

T
d3(p™th um) > 627'/ P (z)de = T (R" — R™M).
0
Un raisonnement similaire dans le cas R"™1 > R™ permet de déduire que pour tout
0<n<Npr—1ona
d3(u"*, u")
. .

02 |Rn+1 _ Rn| <

Ainsi on obtient par le biais de (4.139) I'existence d’une constante C' indépendante de 7
vérifiant (4.141), ce qui conclut la preuve du Lemme 4.5.1. O

Nous rappelons que les fonctions p™, X7, X7 et RT obtenues & partir des solutions
(X™, 1u")o<n<Ny, du probléme (4.41), sont définies par

pr(t)=p", XT(t) = X" pour t € (nT, (n+ 1)7],

avec p7(0) = p, X7(0) = XV et

N t— )7 —t
X7(t) = PTAT el uX” pour t € (n7,(n+ 1)7],
T T
- t— 71—t
Ry = Lo g MEDT e (o (n 4 1)),
T T

avec X7(0) = X9 et R™(0) = RO. Ces fonctions vérifient le résultat :

Proposition 4.5.1. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.4, alors pour tout 1 € D([0, +00) X
[0,7")) Uinégalité suivante est vérifiée

' / /R xt81/1(actdxdt—//R Y(x,t)dedt

+/O(RT)()¢Otdt+/ /XT Doap™ (,1) Dt (i, 1) dur dt

[T/7]

<Z |Q"|, (4.142)

o

T, ) = Y@ — Y@t —1)

T

et il existe une constante C indépendante de T telle que

ES
> 71Q™M < C (1102000 T + 1105 |00 VT) - (4.143)

n=0
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De plus pour tout ¢ € C(0,T) on a
T e ! — g _ T =~ T T
s X W ema=a [ owa— [T G- 0.0) o0
T
+p/0 (logp —log p" (X7 (t),t)) o(t)dt. (4.144)

Preuve de la Proposition 4.5.1. Il suffit d’établir le controle (4.143) sur la somme des
termes de reste Q". En effet, 'inégalité (4.142) se déduit directement de (4.39) et d’une
intégration par parties discréte et (4.144) est une conséquence immédiate de (4.117).
Pour la somme des termes de reste on a d’aprés la Proposition 4.2.3, pour tout ¢ €
D([0,400) x [0,T)), la décomposition suivante

S Np—1
D rIQM < 1020oe Y A3 1) + 11050 |0 (Q23 + Qa4)
n=0 n=0
avec
NT—I [17«“'1 NT—I eg“'l
Q=Y [ apt@der Y [T 2@,
n=0 0 n=0 0
Npr—1 [il+1
Q2 = Z T / p" () dx| .
n=0 0

Pour Q23 on remarque que

ar +1 1 ar +1
" dx = 4 & d
/0 xp" () dx Ty Jo ceTx " (2)de
I
<or / 2+ eV/7l? o (2) da
IR
102 1
S pm ) T @R @) de
Des manipulations similaires pour 'autre terme définissant Qo3 permettent d’obtenir
Nr—1 320 n41 | m
VT dj(p" ")
< X = 7 4.145
@23 < 4c Z T ( )
n=0
Pour o4, par définition de E?’H on a
Np—1
Qi <cyT Y |R™ - R (4.146)
n=0
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Chapitre 4. Existence de solutions pour un modéle jouet de corrosion

Enfin, on déduit de (4.139), (4.141), (4.145) et (4.146) l'existence d’une constante C
indépendante de 7 telle que

El
> 7R < C (1020|007 + 1022100 VT) ,

n=0

ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.1. O

4.5.3 Compacité et passage a la limite

On est & présent en mesure de passer & la limite 7 — 0 et d’établir I'existence des
fonctions X, p et R introduites dans le Théoreme 4.2.4.

Proposition 4.5.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.4, il existe X € H*(0,T) telle
que, @ une sous-suite ertraite pres,

XT = X fortement dans L*(0,T), (4.147)
~ !/
(XT) —~ X' faiblement dans L*(0,T). (4.148)

Il existe R € BV (0,T) telle que, & une sous-suite extraite pres,

R™ — R fortement dans L*(0,T), (4.149)
(R™)Y — R faiblement au sens des mesures de Radon. (4.150)

De plus, il existe p telle que Uapplication t € [0,T] — p(t) soit %—Hdlderienne pour la
métrigue Wby et telle que, a une sous-suite extraite prés,

pT — p  uniformément pour Wha.
Enfin cette fonction limite p appartient & L*(0,T; BVioc(Ry)) et
pT — p fortement dans LP(0,T; LY (Ry)), V1 <p < oc. (4.151)

En outre, 9y qp appartient o L?((0,T) x Ry) et donc pour presque tout t € (0,T) on a
p(- )10, x (1) € H.

Dans un premier temps, on remarque, en adaptant la construction de ds faite a la
Section 4.2.2, que la métrique Who, introduite dans la méme section, peut étre définie
pour deux mesures p"t! et p” issues de p"t! et p™ pour 0 < n < Ny — 1 de la facon
suivante

ng(pn+1, pn) = inf {Wg(pn+l + a1 d, ,0" + a2 (50) T ap, ag €ER,
/ P (z) dx + ay —/ p”(x)dx—l—ag}.
Ry Ry
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En particulier, on remarque par définition de Wby, que pour tout 0 <n < Np —1on a
I'inégalité

Why (", p") < da(p"*!, ™). (4.152)

Preuve de la Proposition 4.5.2. Pour les résultats de convergences (4.147) et (4.148),
on commence par remarquer que pour tout 7' < oo alors par croissance de l'interface on
a0 < X" < XN < 0o pour tout 0 < n < Np. De plus, on déduit de I’estimation (4.140)
que X7 est uniformément bornée dans H'(0,T).

Pour les résultats de convergence (4.149) et (4.150), on commence par remarquer d’aprés
la relation

Xn
P Ay
0

que pour tout 0 <n < N on a

IR < X"p < XNT 5,
On en déduit, par définition de R™ l'estimation suivante

T ~

/ ’RT(t)’ dt <27 XN p,
0

De plus, on conclut de (4.141) que R est uniformément bornée dans WH(0,7T) C
BV(0,T). En appliquant le [36, Théoréme 5.5|, on obtient alors I’existence de R €
BV (0,T) telle que, & une sous-suite extraite pres,

R™ — R fortement dans L'(0,T).

On identifie ensuite tout élément de L*(0,T) a un élément de 'ensemble des mesures de
Radon M (0,T), avec I’abus classique permettant de confondre une mesure et sa densiteé,
et on obtient 'existence de P € M(0,T) telle que, & une sous-suite extraite prés,

(R")' — P faiblement au sens des mesures de Radon.

Il reste alors & identifier au sens des distributions P et R’ afin d’obtenir le résultat de
convergence (4.150).

On considére a présent t1, to € [0,T] avec t; < to. On définit alors iy = L%J et iy = L%J
vérifiant

to — 11
T

19 — 11 < + 1.
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On obtient alors en utilisant 'inégalité (4.152) et U'inégalité de Cauchy-Schwarz

Why(p7 (t2), p7 (t1)) < ) do(u" ', 4")

On déduit de (4.139)
WbQ(pT(tg),pT(tl)) < Cyityg—t1+ 7. (4.153)

De plus, en tronquant en espace les mesures t € [0,7] — p"(t) & partir d’'un certain
rang A, pour A > XN 1 1, alors Plon) € M<p(0,A), ot M<ps(0,A) désigne l'espace
des mesures positives et absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue
sur (0,A) de masses plus petites ou égales & M, ici M = pA convient. Or, d’aprés la
Proposition 4.2.2 cet espace est compact pour la métrique Who. On peut alors appliquer
une version raffiné du théoréme d’Arzela-Ascoli & l'ensemble {p”(¢) : 7 € (0,1], ¢t €
[0,7]}, voir [7, Proposition 3.3.1]. On en déduit ’existence de p absolument continue
pour Wby, ou pour tout ¢ € [0,7] on étend p(t) par p pour x > A, telle que, & une
sous-suite extraite pres,

o’ T_>¢0 p uniformément pour Wheo.
La régularité 3-Holderienne de l'application ¢t € [0,7] — p(t) est obtenue a partir
de (4.153) en faisant tendre 7 vers 0.
A présent, par le biais de la Proposition 4.4.5, on sait que p” € L?(0,T; L% (R4)). On
considére alors £ € CL(Ry) avec ||¢]]oo < 1 0n a

T Np—1
r n+1
/0 /ﬂhp (z,t) & (z) dadt = Z /R (z) dx
NTfl Xxntl
ok l/ P )€ (@) dn — pE(X™ )
n=0 0

D’ou

NT 1 Xn+1

/OT/Rf (8¢ (@) dedt = Z / Owap" " (z) €(2)

Nr—1
+ Y T - p)e(xmh),

n=0
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et
T Npr—1
/ / o (z,t) & (x) dl‘dt‘ < Z T }|ax,apn+1HL2(07Xn+1) ||f‘|L2(O7X”+1)
0 JRy n=0
+2T p.
I’inégalité de Young nous donne alors
T | N )
|| reoge dmdt‘ <5 37 7110nat™ [0y
0 R+ n=0 7
L N
+5 > rxmtlyaTs
n=0
On obtient d’aprés (4.116) I'inégalité suivante
T XNT p Nr—1 d2(,u”+1 Iun) XNT
/ / p"(x,t) ' (z) dadt| < 5 Z 2 : + 5 T+2Tp < oo.
0 R+ n=0 T

Ainsi p7 est uniformément bornée dans L?(0, T; BVioc(R4.)). Il existe alors v € L2(0,T; BVioc(Ry))
telle que

p” — v fortement dans L'(0,T; Ll (Ry)), (4.154)

voir [36, Théoréme 5.5|. De plus, d’aprés la Proposition 4.2.2, la distance Wby mé-
trise la convergence faible des mesures, on en déduit par identification que v = p au
sens des distributions. En particulier, on a p € L?(0,T; BVioc(R4)) et le résultat de
convergence (4.151) se déduit de (4.154) et du résultat sur les bornes L> obtenu a la
Proposition 4.4.5.
L’injection H(0,T) < C([0,T]) et (4.147) permettent de déduire que X7 converge
uniformément vers X. Ainsi, on conclut de la convergence forte de p” vers p dans
LY0,T; L, .(Ry)) que pour presque tout ¢ € [0,T] alors p(z,t) = p pour x > X(t).
Donc, pour montrer que pour presque tout ¢t € [0,7] on a 9y qp(-,t) € L?(R4), il suf-
fit de montrer que 9;4p(,t)|(0,x(1)) € L?. Pour cela, on considére p7 définit pour tout
t € (n7,(n+ 1)7] par §7(t) = "L et 57(0) = p° avec

P () = {pn+1($) pour 0 <z < X",

pn+1(Xn+1) pour z > xn+l

On déduit de estimation (4.116) que 0,57 est uniformément bornée dans L?((0,T) xR)
et donc il existe p € L2(0,T; HL (R, ) telle que

loc

Oup” — Opp faiblement dans L?(0,T; L*(Ry)).
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t) alors (4.151) implique

Comme pour tout (z,t) € (0, X7 (¢ ))><(O T)onap (z,t)=p(x,
) X t) = p(x,t). On en déduit que

que pour presque tout (z,t) € ( X(t)) x (0,7) on a p(x,
pour presque tout ¢ € (0,7) et £ € D(0,X(¢)) on a

X(t) X(t)
| eang@do= [ s @) da
0 0

Ainsi au sens des distributions pour presque tout (z,t) € (0, X (t))x(0,T) alors 05 op(x, t)
Dep(,t) et donc Oz ap(-,t))0,x (1)) € L. Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.2.
O

On établit & présent un résultat sur la convergence des traces.

Proposition 4.5.3. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.4, les fonctions limites obte-
nues dans la Proposition 4.5.2 vérifient pour tout 1 < p < +o0 les résultats de convergence
de traces suivants

T 1/p
(/0 T (X7 (t),t) — p(X(t),1)]P dt> — 0 quand T — 0, (4.155)

T 1/p
(/ |p"(0,t) — p(0,1)[P dt> —0 quand T — 0. (4.156)
0

Preuve de la Proposition 4.5.3. On déduit de la Proposition 4.4.5 qu’il suffit de prou-
ver le résultat (4.155) et (4.156) pour p = 1. On commence par établir (4.155). L’injection
HY(0,T) — C([0,T)) et (4.147) permet de déduire que X7 converge uniformément vers
X. On définit alors pour tout t € [0, 7] et s € Ry

XT7(t,s) = min(X7(t), X (t)) — s.

On considére ensuite pour € > 0 la décomposition suivante

T
/0 [PT(X7(t),t) — p(X(t),t)] dt < Qa25(c) + Qa6(€) + Qar(e),

avec

Q25(c /][‘p (XT(t p (X7 (t,s),t)| dsdt,
Q26(e / ][ P (X7 (t,5),t) — p(X7(t,s),1)| dsdt,

Q27(e / ][ |p(X7(t,5),t) — p(X(t),t)| dsdt.

On considére dans un premier temps le terme Qa6(g). On remarque, par construction de
X7, que pour tout s € (0,¢) et t € (0,T)

0< X7(t,s) < XT(t) et 0<XT(t,s) < X(t).

184

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

4.5. Preuve du Théoréme 4.2.4
On déduit alors de 'inégalité de Cauchy-Schwarz

T
&)< = [ 170 = pOlloge,

On remarque que pour presque tout ¢ € [0, 7] la norme L?(Ry) de p7(t) — p(t) est bien
définie puisque ces fonctions sont égales & p & partir d’un certain 0 < A < oo. Une autre
application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

Qa6(e) < \\;’P = pllr2(0,1)xR 1) (4.157)

On considére ensuite Q27(¢) et on écrit

Qor(= /f/ 00.ap(y,t)] dy ds dt.
Tts

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

Q2r(e / ][ X7 (,5) — X(0)[V/2]|D.0p(D)] | 12x.. ds d.

On a alors

Qo) < / 10capOllzge.y (1570 = X(0) = 512 ds) .

Si on applique une nouvelle fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz on en déduit

2 [ a0l ([ 1 - x0 - ds)m at

1 T - o\ 1/2
<5z [ 10napOllae,y (1X7 = X+ an

Q27(e)

IN

oil on utilise I'inégalité |X7(t,s) — X (t)| < (X7(t) — X(t))/2. Une derniére application
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

VT
Qur(e) < L |10n apllzzoryniy (IX7 = Xlle )72, (4158)
On en déduit un controle similaire du terme Q27(¢). En choisissant € = ||p”—p| |2/3 (0.T)XR.)

on déduit de (4.157) et (4.158) que

/T lp" (X7 (t),t) — p(X(t),t)| dt = 0 quand 7 — 0.
0
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Ce qui conclut la preuve de (4.155).
De fagon similaire, pour établir (4.156) on considére pour € > 0 la décomposition suivante

T
/0 1p7(0,t) — p(0,t)] dt < Qas(e) + Qa9(e) + Q30(e),

@)= [ {150l asa,
Q29(e / ][ 1p7(z,t) — p(z,t)] dsdt,
Qs0(e / ][ lp(x,t) — p(0,t)] ds dt.

On commence par remarquer, par régularité de p, que

lim ng(E) =0.
e—0

avec

Par ailleurs, des manipulations similaires & ce qui précéde permettent d’établir les inéga-
lités suivantes

eVT
Qas(e) < N3 102,aP" 1| 22(0,7)x (0,400))

et

JT
Qa9(e) < VA 110" = pllL2(0,7) % (0,400))-

Il suffit alors de conclure comme précédemment pour obtenir le résultat de conver-
gence (4.156). Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.3. ]

Comme conséquence immédiate de la Proposition 4.5.3 ainsi que de la Proposi-
tion 4.4.5 et du théoréme de convergence dominée on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.5.1. Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2.4, les fonctions limites obtenues
dans la Proposition 4.5.2 vérifient pour tout 1 < p < +00,

T 1/p
(/ [log p™ (X7 (¢),t) — log p(X (t),t)|P dt> — 0 quand T — 0.
0

On prouve & présent un résultat sur la trace en 0 de la fonction limite p obtenue dans
le Proposition 4.5.2.

Proposition 4.5.4. Sous les hypothéses du Théoréeme 4.2.4, la fonction limite p obtenue
a la Proposition 4.5.2 vérifie pour presque tout t € (0,7T)

p(0,7) € [p—, p+].
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Preuve de la Proposition 4.5.4. Le fait que pour presque tout ¢ € (0,7) la fonction
p vérifie p(0,t) > p_ est une conséquence immédiate de la Proposition 4.4.5 et de la
Proposition 4.5.3.

On rappelle que d’aprés la Proposition 4.4.3 on a si R"*! > R™ pour un certain 0 < n <

NT - 17
en—s—l
p"H0) = py exp <C\% ) :

et dans les autres cas d’aprés la Proposition 4.4.2 et 1a Proposition 4.4.4 on a p"*1(0) < py
si R"*1 < R™ ou R*™! = R™. De plus, d’aprés la Proposition 4.4.5 sur les bornes L™ on
a p"(z) < petpt(x) > p_ pour tout 0 < n < Nr et tout z € [0, X"]. En particulier en
r=0,onasi R** > R",

clytt < <ln ﬁ) VT = KT, (4.159)

P+

On veut & présent montrer que
T
/ [p"(0,t) — py]+dt -0 quand 7 — 0, (4.160)
0

ot [r]1 = max(x,0). Pour 0 <n > Ny — 1 tel que R**! > R" on a

n—+1
62

po < [ @t eV ) do < Bl ).
0
En posant EQLH = 0 quand R"*! < R™, on a par sommation et en utilisant le Lemme 4.5.1

Nr—1 Nr—1

d2
ooy ge Y Bl ¢
n=0 n=0
D’ot1, en particulier,
Ne— L ntt
Y 12— =0(7). (4.161)

\/7_

n=0

On définit la fonction k™ par k7(t) = c €4t /\/7 pour 7 € (n7, (n+1)7] et k7(0) = 0. On
déduit de (4.161) que

T
/ E"(t)dt -0 quand 7 — 0. (4.162)
0

De méme (4.159) s’écrit pour ¢t € (0,7

kT(t) < k. (4.163)
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On écrit maintenant,

/[pT(O,t) —pylydt=p* /OT (ekf(t) - 1) dt.

Par (4.159), on a pour tout ¢t € (0,7)
W1 < kE (1),
et donc par (4.162), on a bien (4.160). Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.4. [

On est & présent en mesure de prouver le résultat principal de ce travail.

Preuve du Théoréme 4.2.4. I'égalité (4.7) se déduit directement de (4.144), de la
Proposition 4.5.3 ainsi que du Corollaire 4.5.1. De plus, la propriété (4.46) est une consé-
quence de la Proposition 4.5.4.

L’égalité (4.6) se déduit de 'inégalité (4.142), du controle sur la somme des termes de
reste (4.143) et des résultats de convergences obtenues dans la Proposition 4.5.2. Le
seul point délicat pour obtenir (4.6) est de montrer le résultat de convergence (4.45) qui
énonce que pour tout ¢ € D([0,+00) x [0,7")) on ait

T rX7(t) T rX(t)
/ / Op.ap” (z,t) Optp(z,t) do dt — / / Or,ap(x,t) Opt(x,t) dz dt.
0 0 0 0

Pour cela, on écrit
T rX7(0) T ptoo
|| b o nasa == [ [ 5@t s, 0 duds
0 0 0 0
T
+ /0 (o7 (XT(1), 1) — ) Db (XT(1), ) dit

T
- [ o0
0

Il suffit alors d’utiliser la convergence forte de p™ vers p dans LP(0,T; L1 (R4)) ainsi

que le résultat sur la convergence forte des traces obtenu & la Proposition 4.5.3 afin de
déduire (4.45). Ce qui conclut la preuve du Théoréeme 4.2 4. O

4.6 Discussion autour de 'unicité

Concernant la possibilité d’établir I'unicité d’une solution a (4.1)-(4.2), notre espoir
est que le flot de gradient basé sur une métrique de type Wasserstein dont on considére la
discrétisation ici soit contractant. Formellement, comme dans [61] nous voulons montrer
que ’énergie

Xoop
E(X,m:/0 pinl—aX+ 4R

188

© 2019 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



These de Antoine Zurek, Université de Lille, 2019

4.6. Discussion autour de 'unicité

est géodésiquement convexe pour la métrique

1 .
d2((X07,U/0)7(X17:u1)) = lan {/R ’U(x73)‘2du('r73) + |X(S)2} ds, (4164)

ot Pinfimum est pris sur les X € H'((0,1),(0,+00)) tels que X(0) = X, X(1) = X3
et ot v est un champ de vecteurs sur R x (0, 1) tel qu’il existe une mesure p(s) sur R
pour 0 < s < 1 avec u(0) = po, u(l) = p1, p(s) — pLL(X(s), +00) supportée dans
(—o0, X(s)] et

Ope+ Op(vp) =0 sur (0,1) x R.

La définition (4.164) correspond a une réécriture de la distance de Wasserstein a ’aide
d’un probléme de minimisation d’une fonctionnelle de Benamou-Brenier, voir [67, Théo-
réme 5.28]. Cependant, ce développement est a 1’état d’ébauche et n’apparait pas dans
ce manuscrit.
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Résumé

Dans cette thése on s’intéresse & 1’étude mathématique et numérique de modéles &
frontiéres libres intervenant en physique et en biologie. Dans une premiére partie on
considére un modéle de carbonatation des bétons armés. Ce modéle unidimensionnel est
composé d’un systéme d’équations paraboliques de type réaction-diffusion défini sur un
domaine ou une interface est fixe et I’autre mobile. Cette interface mobile est solution
d’une équation différentielle ordinaire et évolue au cours du temps suivant une loi en
V/t. Dans un premier temps, on définit pour ce modeéle un schéma numérique de type
volumes finis implicite/explicite en temps et on prouve la convergence de ce schéma.
Dans un second temps, on construit un schéma volumes finis complétement implicite
permettant de démontrer la propagation en /¢ de I'interface mobile au niveau discret. On
s'intéresse ensuite a un systéme de diffusion croisée modélisant la croissance de biofilms.
On introduit un schéma numérique de type volumes finis préservant la structure de flot
de gradient du modéle. On prouve alors l'existence de solutions et la convergence du
schéma. Enfin, on établit via des outils du transport optimal et du calcul des variations
un résultat d’existence pour un modéle jouet de corrosion a frontiére libre. Nous essayons
par l'introduction de ce probléme de mieux comprendre la structure du modéle DPCM
(Diffusion-Poisson-Coupled-Model), également défini sur domaine mobile, décrivant la
corrosion d’un baril métallique placé dans un milieu argileux (conditions de stockage des
déchets nucléaires) et pour lequel il n’existe aucun résultat d’existence.

Mots-clés: Equations aux dérivées partielles, analyse numérique, analyse, modélisation.

Abstract

This thesis deals with the numerical and mathematical study of models with free
boundaries coming from physics and biology. Inn the first part, we consider a model
which describes the carbonnation phenomena in reinforced concrete. The model involves
a system of 1D-parabolic equation of reaction diffusion type defined on a domain with
a moving boundary. The motion of this interface is governed by an ordinary differential
equation and it increases asymptotically as v/¢ for large times. We first introduce a Finite
Volume numerical scheme for the model with implicit/explicit time discretization and we
prove its convergence. Next, we build a fully implicit scheme for which we are able to
establish the behavior in v/t of the interface in this discrete setting. In a second part, we
study a cross-diffusion system modeling the expansion of some biofilms. We introduce
a numerical scheme of Finite Volumes type which preserves the gradient flow structure
of the model. We establish the existence of solutions to the scheme and its convergence
towards a solution to the original model. Eventually, we consider a toy model derived
from a more complete model called DPCM ( Diffusion-Poisson-Coupled-Model). The later
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describes the corrosion of (nuclear waste) containers made of iron and stored in clay
soil. Again the model involves a free boundary whose position is part of the unknowns.
Using tools from Optimal Transport Theory and Calculus of Variations, we establish the
existence of a solution to the model. This is a first step towards the study of DPCM for
which no such result is available.

Keywords: Partial differential equations, numerical analysis, analysis, modelisation.
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