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Introduction

L'objet de cette thèse est l'étude de di�érents modèles mathématiques de dégrada-
tion de matériaux, décrivant la carbonatation des bétons armés d'une part et la corrosion
d'acier d'autre part, ainsi qu'un modèle décrivant la croissance de bio�lms bactériens.
L'intérêt pour ces modèles provient d'enjeux environnementaux et industriels importants.
Les bio�lms bactériens, colonies de cellules en expansion au cours du temps, sont utilisés
dans les technologies environnementales pour traiter les eaux usées ou assainir les sols. La
réaction de carbonatation dégrade les bétons armés et limite la durée de vie des ouvrages
d'art. En�n, les phénomènes de corrosion interviennent aussi bien au c÷ur des centrales
nucléaires que dans le stockage des déchets radioactifs.
D'un point de vue mathématique, les trois modèles considérés dans ce manuscrit sont des
problèmes à frontières libres. La modélisation de la dégradation des bétons comme celle
de la corrosion d'acier dans le contexte du stockage des déchets radioactifs conduit à des
systèmes d'équations aux dérivées partielles de type convection-réaction-di�usion posés
sur un domaine qui varie au cours du temps. Quant au modèle de croissance de bio�lms,
c'est l'espace occupé par la colonie qui est vu comme un domaine variant au cours du
temps où un système d'équations aux dérivées partielles de type réaction-di�usion décrit
l'expansion du bio�lm. C'est ce couplage entre équations aux dérivées partielles et géo-
métrie du domaine qui constitue l'originalité principale des modèles étudiés. Comprendre
la dynamique de ces couplages est le dé� le plus important de cette thèse, que ce soit
pour l'étude théorique ou les simulations numériques.
Dans la suite de cette introduction, nous introduisons les di�érents modèles qui seront
traités dans les trois parties principales du manuscrit et nous présentons les principaux
résultats obtenus.

1 Etude d'un modèle de carbonatation des bétons armés

Dans la première partie de cette thèse, nous nous intéressons à un modèle à frontière
libre introduit et étudié par Aiki et Muntean dans [2, 3, 4, 5]. Ce modèle décrit la réac-
tion de carbonatation des bétons armés. Il est constitué d'un système de deux équations
paraboliques de type réaction-di�usion dé�nies sur un domaine unidimensionnel variant
au cours du temps où une interface est �xe et l'autre mobile. L'évolution de l'interface
mobile est régie par une équation di�érentielle ordinaire. Pour ce modèle, nous dé�nis-
sons et analysons deux schémas numériques de type volumes �nis. En particulier, nous
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Introduction

prouvons dans le Chapitre 1 la convergence d'un schéma numérique et au Chapitre 2
nous nous intéressons, au niveau discret, au comportement en temps long de l'interface
mobile.

1.1 Présentation du modèle

Le phénomène de carbonatation des bétons armés est la principale cause de dégra-
dation de ce matériau et réduit sa durée de vie, on parle parfois de � cancer du béton �.
Il s'agit d'une réaction chimique qui dégrade les armatures en acier enchâssées dans le
béton censées garantir sa résistance. En e�et, cette réaction rend possible la corrosion des
barres métalliques qui gon�ent et font éclater le béton, comme représenté sur la Figure 1.

Figure 1 � Illustration de l'éclatement du béton armé dû à la réaction de carbona-
tation (source : MADe � CC-BY-SA, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:

Betonrot_Hippodroom.JPG).

Cette réaction peut être décrite simplement comme suit : du CO2 en phase gazeuse
provenant de l'atmosphère entre à l'intérieur des pores du béton et y est rapidement
transformé en CO2 en phase aqueuse. Cette réaction chimique est décrite par l'équation

CO2(g)←→ CO2(aq). (1)

Ensuite, le CO2(aq) est transporté par di�usion au sein du béton et il s'ensuit la réaction
irréversible, appelée réaction de carbonatation, suivante :

CO2(aq) + Ca(OH)2(aq) −→ H2O + CaCO3(aq). (2)

La principale conséquence de cette dernière réaction chimique est une baisse signi�cative
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1. Etude d'un modèle de carbonatation des bétons armés

du pH dans la zone du béton ayant subi cette réaction. Il est estimé que le pH passe
d'une valeur supérieure à 12 à une valeur inférieure à 9, voir Figure 2 issue de [63].
Cette chute du pH est la cause de la dégradation du béton armé. En e�et, cette réaction
de carbonatation se propage au sein du matériau et divise celui-ci en deux zones bien
distinctes, une région dite carbonatée et l'autre saine. Or, lorsque la région carbonatée
atteint les structures métalliques enchâssées dans le béton, le pH bas permet les réactions
de corrosion du métal.

Figure 2 � Illustration de la chute du pH après la réaction de carbonatation (Possan,
Thomaz, Aleandri, Felix, Santos � CC-BY-NC-ND).

Pour décrire la réaction de carbonatation des bétons, Muntean et Böhm ont proposé
dans [56] un modèle unidimensionnel à frontière libre suivant l'évolution des concentra-
tions dans la zone saine et carbonatée des di�érentes espèces intervenant dans les réac-
tions (1) et (2). Pour ce modèle, ils prouvent l'existence d'une unique solution (faible)
globale en temps. Le modèle de carbonatation que nous considérerons dans la Partie I
introduit par Aiki et Muntean est une simpli�cation du modèle proposé par Muntean et
Böhm. En e�et, dans ce modèle, partant du principe que c'est la présence de CO2(aq) à
l'interface entre la zone carbonatée et la zone saine qui pilote la réaction de carbonata-
tion (2) (l'espèce Ca(OH)2(aq) étant omniprésente au sein du béton), Aiki et Muntean
ne s'intéressent qu'à l'évolution de la concentration en CO2(g) et CO2(aq) au sein de la
zone carbonatée. Par le biais de ce modèle, ils veulent justi�er mathématiquement que
l'interface mobile entre la zone saine et la zone carbonatée se propage au cours du temps
suivant une loi en

√
t. Nous renvoyons à la Section 1.2 de [4] où Aiki et Muntean donnent

des détails concernant cette loi de propagation observée expérimentalement.
Dans le modèle à frontière libre proposé dans [2], où le domaine mobile représente la zone
carbonatée du béton, les inconnues sont les concentrations u et v en CO2 respectivement
en phase aqueuse et gazeuse et s l'abscisse de l'interface mobile entre zone saine et zone

3



Introduction

carbonatée. Pour tout 0 < T <∞, la zone carbonatée Qs(T ) est dé�nie par

Qs(T ) = {(t, y) : 0 < t < T, 0 < y < s(t)} .

Avec ces notations les équations du modèle introduit par Aiki et Muntean [2] s'écrivent :

∂tu− ∂y(κu∂yu) = f(u, v) dans Qs(T ), (3a)

∂tv − ∂y(κv∂yv) = −f(u, v) dans Qs(T ), (3b)

s′(t) = ψ(u(s(t), t)) pour 0 < t < T, (3c)

u(0, t) = g(t) pour 0 < t < T, (3d)

v(0, t) = r(t) pour 0 < t < T, (3e)

−κu∂yu(s(t), t)− s′(t)u(s(t), t) = ψ(u(s(t), t)) pour 0 < t < T, (3f)

−κv∂yv(s(t), t)− s′(t)v(s(t), t) = 0 pour 0 < t < T, (3g)

u(y, 0) = u0(y) pour 0 < y < s(0), (3h)

v(y, 0) = v0(y) pour 0 < y < s(0), (3i)

s(0) = s0. (3j)

Le terme source f dans les équations (3a) et (3b) prend en compte la transformation
réversible du CO2(g) en CO2(aq) décrite par (1) et est de la forme f(u, v) = β(γv − u)
pour β et γ des constantes positives. Par ailleurs, dans ce modèle, la présence de CO2(aq)
à l'interface entre la zone carbonatée et la zone saine permet à la réaction de carbona-
tation (2) d'avoir lieu. Cette hypothèse permet d'expliquer la forme de l'équation (3c)
qui relie la vitesse de propagation de l'interface mobile à la valeur de la concentration en
CO2(aq) à l'interface.
Dans [2], sous certaines hypothèses précisées dans la Partie I, les auteurs montrent l'exis-
tence et l'unicité d'une solution faible globale pour le problème (3) véri�ant pour tout
(x, t) ∈ Qs(T )

0 ≤ u(x, t) ≤ g∗ et 0 ≤ v(x, t) ≤ r∗, (4)

où g∗ et r∗ sont des constantes positives majorant des conditions initiales et des conditions
au bord de Dirichlet. La preuve de ce résultat repose sur des estimations a priori per-
mettant d'appliquer une technique de point �xe. Plus tard, dans [3, 4], Aiki et Muntean
montrent, dans le cas où les conditions au bord de Dirichlet sont supposées constantes,
l'existence de deux constantes strictement positives c et C telles que

c
√
t ≤ s(t) ≤ C

√
1 + t, ∀t ≥ 0. (5)

L'inégalité (5) justi�e ainsi la loi empirique de propagation de l'interface de la zone car-
bonatée en

√
t.

Via un changement de variable en espace, nous réécrivons les équations de (3) sur un
domaine �xe. Cela permet d'une part d'introduire plus simplement une notion de so-
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1. Etude d'un modèle de carbonatation des bétons armés

lution faible pour le système (3), et d'autre part de réduire le temps de calcul de nos
méthodes numériques en nous évitant de devoir remailler le domaine spatial à chaque
pas de temps. Une telle approche est également employée dans [13] où Bataillon et ses
coauteurs introduisent et étudient un schéma numérique pour un modèle de corrosion,
également à frontières libres, que nous étudierons dans la dernière partie de ce manuscrit,
voir Partie III. Plus proche de notre cas d'étude, nous citons également l'article de Mun-
tean [53] dans lequel un schéma semi-discret en espace fondé sur une méthode d'éléments
�nis pour le modèle introduit par Muntean et Böhm évoqué plus haut est proposé. Dans
ce travail, l'auteur se ramène également à un domaine �xe a�n de prouver la convergence
de ce schéma semi-discret. Nous considérons, comme dans [53], le changement de variable
suivant :

∪0≤t≤T [0, s(t)]× {t} → [0, 1]× [0, T ],

(y, t) 7−→
(
x(y, t) =

y

s(t)
, t

)
.

Dans ce nouveau système de coordonnées, le système (3) se réécrit dans le domaine
Q(T ) = (0, 1)× (0, T ) sous la forme

s(t)∂t(s(t)u) + ∂xJu = s2(t)f(u, v) dans Q(T ), (6a)

s(t)∂t(s(t)v) + ∂xJv = −s2(t)f(u, v) dans Q(T ), (6b)

s′(t) = ψ(u(1, t)) pour 0 < t < T, (6c)

u(0, t) = g(t) pour 0 < t < T, (6d)

v(0, t) = r(t) pour 0 < t < T, (6e)

Ju(1, t) = s(t)ψ(u(1, t)) pour 0 < t < T, (6f)

Jv(1, t) = 0 pour 0 < t < T, (6g)

u(x, 0) = u0(s0x) pour 0 < x < 1, (6h)

v(x, 0) = v0(s0x) pour 0 < x < 1, (6i)

s(0) = s0, (6j)

où le �ux de convection-di�usion est dé�ni par

Jw = −κw∂xw − s(t)s′(t)xw,

pour w = u ou w = v.

1.2 Convergence d'un schéma volumes �nis

Dans ce premier travail nous construisons et montrons la convergence d'un schéma
volumes �nis pour les solutions de (6). La source principale de di�culté provient du
couplage entre les équations de convection-réaction-di�usion (6a) et (6b) portant sur u
et v et l'équation di�érentielle ordinaire (6c) portant sur s.
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A�n de présenter ce schéma et les résultats obtenus pour celui-ci, nous introduisons
quelques notations concernant le maillage en espace et en temps et nous présentons de
façon informelle le schéma numérique. Nous renvoyons au Chapitre 1 pour plus de détails.
Un maillage T de l'intervalle [0, 1], est constitué d'une collection de l cellules de la forme
(xi− 1

2
, xi+ 1

2
), pour 1 ≤ i ≤ l, avec

0 = x 1
2
< x 3

2
< ... < xl− 1

2
< xl+ 1

2
= 1,

nous notons hi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, pour 1 ≤ i ≤ l, la taille de la i-ième cellule.

Pour l'intervalle [0, T ] nous considérons un maillage uniforme. Pour cela nous dé�nissons
un pas de temps ∆t et un entier NT , partie entière de T/∆t, et une suite (tn)0≤n≤NT
avec tn = n∆t.
Avec ces notations, pour 1 ≤ i ≤ l et 0 ≤ n ≤ NT − 1, le schéma s'écrit

sn+1 = sn + ∆tψ(unl+1),

et

sn+1hi
sn+1vn+1

i − snvni
∆t

+

(
Gn+1
v,i+ 1

2

−Gn+1
v,i− 1

2

)
= −(sn+1)2 hi β(γ vn+1

i − uni ),

sn+1hi
sn+1un+1

i − snuni
∆t

+

(
Gn+1
u,i+ 1

2

−Gn+1
u,i− 1

2

)
= (sn+1)2 hi β(γ vn+1

i − un+1
i ),

où les Gn+1
w,i+ 1

2

, pour w = u ou v, sont des approximations consistantes de Jw(xi+ 1
2
, tn+1).

Nous considérons ici pour Gn+1
w,i+ 1

2

les �ux de Scharfetter-Gummel [68] qui permettent une

approximation simultanée des termes de di�usion et de convection apparaissant dans Jw.
En�n, une approximation convenable des conditions initiales et des conditions aux bords
complète le schéma.
L'approximation implicite/explicite des termes sources permet de découpler les équa-
tions (6a), (6b) et (6c). Ainsi, si (sn, un, vn) désigne une solution de ce schéma au temps
tn alors pour calculer une solution au schéma numérique au temps tn+1 il faut calculer
dans un premier temps sn+1, puis vn+1 et en�n un+1.
Nous montrons, dans le Théorème 1.2.1, l'existence et l'unicité d'une solution au schéma
numérique. De plus, comme au niveau continu, pour tout n ≥ 0 et i ∈ {0, · · · , l+ 1} ces
solutions véri�ent

0 ≤ vni ≤ r∗, 0 ≤ uni ≤ g∗.

La preuve d'existence et d'unicité repose sur la structure linéaire du schéma. Nous réécri-
vons le schéma sous forme matricielle et nous démontrons l'inversibilité de ces matrices
via une propiété de M-matrice. De plus, en s'inspirant de [13], nous utilisons cette pro-
priété de M-matrice pour en déduire la positivité et les bornes supérieures véri�ées par
les solutions.
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1. Etude d'un modèle de carbonatation des bétons armés

Une fois l'existence d'une solution obtenue, nous considérons une suite de maillages en
espace et en temps telles que h, ∆t → 0 où h désigne le maximum des hi ainsi qu'une
suite de solutions au schéma numérique associée à la suite de maillages. Nous montrons,
dans le Théorème 1.2.2, la convergence de cette suite de solutions, en un certain sens,
vers un triplet (s, u, v) solution faible du problème (6). La preuve de convergence repose
sur une méthodologie classique dans le cas des schémas volumes �nis comme présentée
dans le livre de Eymard, Gallouët et Herbin [37], qui consiste en l'établissement d'esti-
mations d'énergie discrètes a�n d'appliquer des résultats de compacité adéquats. Dans
notre cas, nous établissons des estimations du type L2(0, T ;H1(0, 1)) et H1(0, T ;H∗))
discrètes avec H∗ le dual de

H = {z ∈ H1(0, 1) : z(0) = 0}.

A�n d'établir ces estimations, nous nous reposons sur l'analyse du schéma de Scharfetter-
Gummel faite par Bessemoulin-Chatard dans [14]. Ces estimations nous permettent alors
d'appliquer une version discrète du lemme d'Aubin-Simon [70] établie dans [40] par Gal-
louët et Latché et de déduire de la compacité sur la suite de solutions.
En�n, au travers de simulations numériques, nous montrons que ce schéma préserve bien
la propagation en

√
t de l'interface mobile, voir Figure 3, et nous nous intéressons à

l'ordre de convergence en espace et en norme L2 du schéma.
Ce travail fait l'objet d'une publication dans ESAIM : Mathematical Modelling and Nu-
merical Analysis, voir [28]. Il fait également l'objet d'une publication dans les proceedings
du congrès FVCA VIII, 8th International Symposium on Finite Volume for Complex Ap-
plications, voir [27] et est en collaboration avec Claire Chainais-Hillairet et Benoît Merlet.
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Figure 3 � Comportement de s en échelle linéaire (à gauche) et en échelle logarithmique
(à droite) pour T = 1000.
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1.3 Comportement en temps long d'un schéma volumes �nis non li-

néaire

Au vu des simulations numériques obtenues avec le schéma précédent, qui capture de
façon satisfaisante la propagation de s au cours du temps, nous avons poursuivi notre
étude du modèle (6) en démontrant au niveau discret une inégalité du type (5). Pour
ce faire, nous avons voulu adapter au cas discret les techniques utilisées par Aiki et
Muntean dans [3, 4]. Pour être en mesure d'adapter ces techniques nous proposons une
modi�cation du schéma : le nouveau schéma, toujours de type volumes �nis est désormais
complètement implicite en temps. Pour présenter ce schéma, nous considérons les mêmes
notations pour le maillage en espace et en temps que celles introduites précédemment et
le schéma numérique s'écrit

sn+1 = sn + ∆t ψ(un+1
l+1 ),

et

his
n+1 s

n+1 un+1
i − sn uni
∆t

+

(
Fn+1
u,i+ 1

2

−Fn+1
u,i− 1

2

)
= hi (sn+1)2 f(un+1

i , vn+1
i ),

his
n+1 s

n+1 vn+1
i − sn vni

∆t
+

(
Fn+1
v,i+ 1

2

−Fn+1
v,i− 1

2

)
= −hi (sn+1)2 f(un+1

i , vn+1
i ),

où pour w = u ou v le �ux numérique Fn+1
w,i+ 1

2

est une approximation consistante de

Jw(xi+ 1
2
, tn+1). En utilisant une approche similaire à [23], où Chainais-Hillairet et Dro-

niou introduisent une dé�nition générale permettant d'englober sous une même formu-
lation des approximations classiques des �ux de type convection-di�usion, comme le �ux
de Scharfetter-Gummel, le �ux centré, ou encore le �ux décentré amont, nous considé-
rons une classe assez large de �ux discrets Fn+1

w,i+ 1
2

. En�n le schéma est complété par

l'approximation des conditions initiales et des conditions aux bords. Nous renvoyons au
chapitre 2 pour une introduction complète du schéma.
Nous montrons, dans le Théorème 2.2.1, l'existence d'une solution au schéma numérique.
De plus, pour tout n ≥ 0 et i ∈ {0, · · · , l + 1} les solutions véri�ent les bornes suivantes

0 ≤ vni ≤ r∗, 0 ≤ uni ≤ g∗.

La preuve de ce théorème repose sur une linéarisation adéquate nous permettant l'uti-
lisation des résultats obtenus pour le schéma linéaire. Une application du théorème de
point �xe de Brouwer permet de conclure.
Pour obtenir (5), Aiki et Muntean établissent dans [3, 4], en supposant g et r constantes,

8



2. Etude d'un système de di�usion croisée modélisant la croissance de bio�lms

que pour presque tout t > 0 l'égalité suivante est véri�ée

ˆ 1

0
s2(t)x

(
u(x, t) + v(x, t)

)
dx+

1

2
s2(t) + κu

ˆ t

0

ˆ 1

0
∂xu(x, z) dx dz

+ κv

ˆ t

0

ˆ 1

0
∂xv(x, z) dx dz =

1

2
s2

0 +

ˆ 1

0
s2

0 x
(
u0(s0 x) + v0(s0 x)

)
dx, (7)

ainsi que le contrôle suivant sur le gradient de u et v

κu

ˆ t

0

ˆ 1

0
|∂xu(x, z)|2 dx dz + κv

ˆ t

0

ˆ 1

0
|∂xv(x, z)|2 dx dz ≤ C s2(t). (8)

En adaptant cette démarche, nous établissons deux inégalités d'énergies, voir Proposi-
tion 2.5.1 et Proposition 2.5.2 qui remplacent l'égalité (7) au niveau discret, ainsi qu'un
contrôle similaire à (8) sur le gradient discret de u et v, voir Proposition 2.4.1. Nous prou-
vons alors dans le Théorème 2.2.2 que sous certaines hypothèses, il existe deux constantes
strictement positives c et C indépendantes de la discrétisation telles que

c
√
T ≤ sNT ≤ C

√
T + 1.

Finalement, nous concluons notre étude par quelques simulations numériques obtenues
en implémentant ce schéma, voir Figure 4 (p ≥ 1 est un paramètre intervenant dans la
dé�nition de la fonction ψ (6c)).
Ce travail fait l'objet d'une publication dans Numerical Method for Partial Di�erential
Equations, voir [77].

1.4 Perspective

Les simulations suggèrent qu'il existe une constante Λ∗ telle que

s(t) ∼ Λ∗
√
t,

pour t→ +∞. Prouver cette asymptotique est une perspective de travaux futurs. Comme
piste possible de recherche, nous pourrions essayer de dé�nir une fonctionnelle de Lyapu-
nov pour le système (3) ou (6). Dans notre cas, la principale di�culté vient des conditions
au bord non conservatives (et non linéaires) qui ne permettent pas d'identi�er une fonc-
tionnelle de Lyapunov évidente.

2 Etude d'un système de di�usion croisée modélisant la
croissance de bio�lms

La Partie II de ce manuscrit est consacrée à l'étude d'un système de di�usion croisée
modélisant la croissance de bio�lms proposé par Rahman, Sudarsan et Eberl dans [66]
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Figure 4 � Comportement de s en échelle logarithmique pour di�érentes valeurs de p.

et étudié par Daus, Mili²i¢ et Zamponi dans [32]. L'étude mathématique de ce système
repose sur sa structure formelle de �ot de gradient qui permet l'emploi d'une méthode
spéci�que, appelée � boudedness-by-entropy method �, développées par Jüngel dans [45]
et présentées dans la suite. Pour ce modèle, nous introduisons un schéma numérique de
type volumes �nis préservant la structure des équations du modèle et nous prouvons
l'existence de solutions ainsi que la convergence de ce schéma.

2.1 Présentation du modèle

Un bio�lm bactérien est un amas de cellules bactériennes enveloppé d'une matrice
constituée de polymères, et attaché à une surface ou une interface du type air-liquide.
Une fois �xées et sous des conditions favorables de croissance, les bactéries se multiplient
et la taille du bio�lm croît. Ces communautés multicellulaires organisées et résistantes
sont omniprésentes dans la nature et ont un impact sur les activités humaines. En e�et
ces colonies interviennent dans les infections bactériennes comme la mucoviscidose ou les
pathologies buccodentaires et ORL (parodontites, caries, otites chroniques). Ils peuvent
aussi avoir un e�et béné�que pour l'homme via leur utilisation pour la décontamination
des eaux usées [20, 59].
Comme représenté sur la Figure 5, le cycle de vie d'un bio�lm se décompose en plusieurs
étapes. Dans un premier temps, quelques bactéries se déposent sur une surface ou une
interface. Elles se regroupent alors et sécrètent la matrice extracellulaire qui assure la
cohésion de la colonie. A cette étape, la colonie est �xée de façon durable à la surface.
S'ensuit alors une phase d'expansion du bio�lm par multiplication des cellules et éta-

10



2. Etude d'un système de di�usion croisée modélisant la croissance de bio�lms

lement de la colonie, phase 3 et 4 sur la Figure 5. En�n, le bio�lm atteint une masse
maximale critique et débute une phase dite de dispersion où des bactéries quittent la
colonie, ce qui met �n au cycle de vie de cette dernière. Le modèle proposé par Rahman,
Sudarsan et Eberl se focalise uniquement sur les étapes 3 et 4 concernant la croissance
d'un bio�lm constitué de di�érents types d'espèces bactériennes. En particulier, au tra-
vers de ce modèle les auteurs s'intéressent à la distribution spatiale au cours du temps
des di�érentes espèces constituant la colonie.

Figure 5 � Illustration des di�érentes phases du cycle de vie d'un bio�lm (Illustration
issue de [52] et adaptée sous la licence Creative Commons).

Pour construire un modèles mathématique permettant de décrire la croissance et
l'architecture d'un bio�lm multi-espèces, il faut prendre en compte dans les équations
du modèle la manière dont la croissance d'une espèce est in�uencée par la présence
et la croissance d'autres espèces. A cette �n, Rahman, Sudarsan et Eberl proposent
dans [66] un système de di�usion croisée. Les termes de di�usion croisée permettent de
prendre en compte l'in�uence du gradient de concentration d'une espèce sur la di�usion
d'une autre. Les modèles de di�usion croisée sont une alternative possible à d'autres
modèles préexistants mais qui ne rendent pas compte de façon satisfaisante d'observations
expérimentales d'après [66, Section 1.3].

k − 1
•

k + 1
•

k
•

T k+
iT k−i

Figure 6 � Illustration des déplacements possibles et les taux de transition associés.

Pour présenter les équations du modèle nous reproduisons le raisonnement de [66]. Pour
simpli�er les notations, nous adoptons une approche 1D et nous considérons une suite
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de points (xk)0≤k≤N répartis de façon équidistante sur un intervalle. En supposant que
le bio�lm est constitué de n espèces, nous notons uki = ui(xk) où ui représente la quan-
tité d'espèce i au point xk. Nous dé�nissons également T k±i les taux de transition qui
décrivent le mouvement de l'espèce i du site k vers le site k± 1 comme représenté sur la
Figure 6. Nous autorisons uniquement des déplacements des espèces entre sites contigus
du maillage. De ces considérations, nous obtenons les équations d'évolutions suivantes
pour ui

duki
dt

= T
(k−1)+
i uk−1

i + T
(k+1)−
i uk+1

i −
(
T k+
i + T k−i

)
uki + rki , (9)

où rki est un terme source décrivant la croissance de l'espèce i. Il reste à dé�nir les taux de
transitions. Nous supposons, après renormalisation, que le bio�lm a une taille maximale
égale à 1 et nous supposons que si cette taille maximale est atteinte au point xk, alors
aucune espèce située sur un site voisin ne peut � sauter � sur ce site. Suivant l'approche
de Rahman, Sudarsan et Eberl, nous considérons la dé�nition suivante pour les taux de
transition

T k±i = αi qi(u
k
1, . . . , u

k
n) pi(u

k±1
1 , . . . , uk±1

n ),

où αi mesure la vitesse de déplacement des cellules entre sites voisins et pi et qi désignent
des fonctions positives ne dépendant que de u1, . . . , un. La quantité qi(uk1, . . . , u

k
n) mesure

l'attrait de l'espèce i à quitter le site xk et pi(u
k±1
1 , . . . , uk±1

n ) mesure l'attractivité du
site xk±1 pour l'espèce i venant du site xk. Les considérations concernant l'impossibilité
pour une espèce de passer du site xk à xk+1 si le bio�lm a atteint sa taille maximale
en xk+1 conduisent à imposer la condition pi(u

k+1
1 , . . . , uk+1

n ) = 0 si
∑n

i=1 u
k+1
i = 1. De

même, un site, disons xk+1, représente plus d'attrait pour l'espèce i si il est faiblement
occupé. Nous supposons alors que pi est une fonction décroissante et que les fonctions pi
et qi sont toutes identiques et ne dépendent que de

∑n
i=1 ui.

En faisant tendre le pas du maillage en espace vers 0, on obtient en 1D avecM =
∑n

i=1 ui

∂tui − αi
[
p(M) ∂2

x(q(M)ui)− q(M)ui ∂
2
xp(M)

]
= ri(u).

Nous réécrivons cette équation sous la forme

∂tui − αi div (p(M) q(M) ∂xui + ui (p(M) ∂xq(M)− q(M) ∂xp(M)) = ri(u). (10)

En e�ectuant le même type de raisonnement en dimension supérieure, nous déduisons
de (10) en utilisant ∇p(M) = p′(M)

∑n
j=1∇uj et ∇q(M) = q′(M)

∑n
j=1∇uj le système

d'équations suivant pour ui la densité de l'espèce i

∂tui − div

( n∑

j=1

Aij(u)∇uj
)

= ri(u) dans Ω, t > 0, (11)

où Ω ⊂ Rd (d ≥ 1) désigne un domaine borné de Rd et où pour i, j = 1, . . . , n les
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2. Etude d'un système de di�usion croisée modélisant la croissance de bio�lms

coe�cients de la matrice de di�usion sont dé�nis par

Aij(u) = αiδijp(M)q(M) + αiui
(
p(M)q′(M)− p′(M)q(M)

)
. (12)

Ici αi > 0 désigne les coe�cients de di�usion. Nous supposons que p ∈ C1([0, 1]), dé-
croissante et p(1) = 0. De plus, nous dé�nissons q par l'expression suivante

q(M) =
p(M)

M

ˆ M

0

sa

(1− s)b
ds

p(s)2
, M > 0, (13)

avec a, b > 1 données. Nous justi�erons dans la suite cette forme particulière pour
q. En�n les équations du modèle sont complétées par des conditions initiales et des
conditions mixtes du type Dirichlet/�ux nul

ui(0) = u0
i dans Ω, i = 1, . . . , n,

ui = uDi sur ΓD, Fi · ν = 0 sur ΓN ,

avec ΓD ∩ ΓN = ∅ et ΓD ∪ ΓN = ∂Ω.
Comme remarqué par Daus, Mili²ic et Zamponi dans [32], nous pouvons réécrire l'équa-
tion (11) sous la forme

∂tui + divFi = ri(u), Fi = −αip(M)2∇uiq(M)

p(M)
dans Ω, t > 0, i = 1, . . . , n. (14)

En supposant alors αi = 1 pour tout i = 1, . . . , n, nous obtenons en sommant les équa-
tions précédentes (et en oubliant les termes de réaction)

∂tM = div

(
p(M)2∇Mq(M)

p(M)

)
.

En utilisant (13) cela donne

∂tM = div

(
Ma

(1−M)b
∇M

)
. (15)

Nous voyons ainsi que le modèle construit par Rahman, Sudarsan et Eberl est une ex-
tension d'un modèle antérieur introduit par Eberl, Parker et van Loosdrecht [34] dans
lequel les auteurs s'intéressent à la croissance d'un bio�lm constitué d'une seule espèce
et dont l'équation constitutive est donnée par (15). Ainsi, si toutes les densités ui s'an-
nulent sauf une, les équations du système (11) doivent se réduire à l'équation (15). Ces
considérations expliquent le choix de q sous la forme (13).
Pour démontrer l'existence d'une solution globale à ce système, il faut s'assurer que la
borne supérieure M < 1 est véri�ée a�n d'éviter la singularité lorsque M = 1. Or, et
c'est l'une des caractéristiques des systèmes de di�usion croisée, la matrice de di�usion
(Ai,j(u))1≤i,j≤n n'est ni diagonale, ni symétrique, ni dé�nie positive et l'utilisation du
principe du maximum n'est pas envisageable pour obtenir un contrôle L∞. Une approche
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possible est d'employer la � boundedness-by-entropy method � que nous présentons dans
la suite.
Dans [32], Daus, Mili²ic et Zamponi prouvent, sous l'hypothèse 0 < M0 =

∑n
1 u

0
i < 1 et

0 < MD =
∑n

1 u
D
i < 1, l'existence et l'unicité de solutions faibles globales en temps. Ils

établissent la positivité des densités ui ainsi que la borne supérieure M =
∑n

i=1 ui < 1.
Nous reviendrons dans la suite sur l'hypothèse faite dans [32] sur M0 et MD qui em-
pêchent l'étude de la propagation de l'interface mobile {M > 0}.

2.2 Méthodes d'entropie

Un point clef de l'analyse du modèle de croissance de bio�lms repose sur l'emploi
d'une méthode particulière portant le nom de � boundedness-by-entropy method �. Cette
méthode a été introduite par Burger, Di Francesco, Pietschmann et Schlake dans [18] a�n
d'étudier un modèle de di�usion croisée modélisant le transport de deux types d'espèces
chargées de densité ρ1 et ρ2 sous la contrainte ρ1 + ρ2 ≤ 1 puis formalisée et généralisée
par Jüngel dans [45]. Dans ce travail, Jüngel établit de nombreux résultats d'existence
de solutions globales pour des modèles de di�usion croisée où, comme dans l'exemple
du modèle de bio�lms et le modèle considéré dans [18], la masse totale du système est
contrainte par une borne supérieure. Ce type de contraintes représente un dé� pour
l'étude mathématique de ces modèles à cause de la structure particulière des matrices de
di�usion qui exclut l'emploi du principe du maximum.
A�n de présenter les idées principales des méthodes d'entropie, considérons un système
de di�usion croisée général de la forme

∂tu− div (A(u)∇u) = f(u), dans Ω, t > 0. (16)

Ici Ω ⊂ Rd (d ≥ 1) désigne un domaine borné de Rd, u(t) = (u1, . . . , un)(·, t) : Ω → Rn
pour n ≥ 1 est l'inconnue, A(u) = (ai,j(u)) ∈ Rn×n est la matrice de di�usion et les
termes de réactions sont représentés par les composantes de f : Rn → Rn. A�n d'alléger
la présentation nous supposons que le modèle est complété par les conditions

(A(u)∇u) · n = 0 sur ∂Ω, t > 0, et u(·, 0) = u0(·) dans Ω,

où n est le vecteur unitaire extérieur à ∂Ω. Les idées principales de la méthode restent
inchangées dans le cas de conditions mixtes mais nécessitent l'introduction d'un nombre
plus important d'outils.
L'hypothèse principale nécessaire pour appliquer la technique de � boundedness-by-entopy
method � est que le système (16) possède, au moins formellement, une structure de �ot
de gradient i.e. qu'il existe une matrice B ∈ Rn×n semi-dé�nie positive telle que (16)
puisse se réécrire sous la forme

∂tu− div

(
B∇ δH

δu

)
= f(u), (17)
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où la fonctionnelle, appelée dans la suite entropie, est dé�nie par H(u) =
´

Ω h(u) dx pour
h une fonction régulière �xée. La dérivée, au sens de Fréchet, δH/δu est dé�nie comme
un opérateur d'un espace de Banach X dans son dual X ′ avec

<
δH

δu
, v >=

ˆ
Ω

Dh(u) v dx, (18)

où Dh désigne la dérivée de h. Cette fonction h : O ⊂ Rn → [0,∞) est supposée convexe
et représente la densité de l'entropie H. Nous supposerons dans la suite que O est un
ensemble ouvert et borné de Rn fonction du modèle considéré et qui représente l'ensemble
des valeurs possibles que peut prendre u le vecteur solution de (16).
En supposant que la fonction h appartient à C2(O; [0,∞)) et en identi�ant via le théorème
de représentation de Riesz, dans le cas X = L2(Ω) par la formule (18), δ H/δu à Dh,
nous dé�nissons w = Dh(u). Dans la suite la variable w sera appelée variable entropique
et nous réécrivons alors (17) en terme de variable entropique sous la forme

∂tu− div (B(w)∇w) = f(u), (19)

pour B = B(w) = A(u)
(
D2h(u)

)−1 ∈ Rn×n et où D2h(u) ∈ Rn×n désigne la matrice
Hessienne de h. Pour passer de (19) à (17) il faut alors supposer que Dh : O → Rn est
inversible et dans ce cas u = (Dh)−1(w).
Toujours en supposant que h appartient à C2(O; [0,∞)) nous déduisons deux consé-
quences importantes :
Premièrement, en calculant formellement la dérivée en temps de H, nous déduisons
de (19) et d'une intégration par parties

dH

dt
=

ˆ
Ω
∂tu ·Dh(u) dx =

ˆ
Ω
∂tu · w

= −
ˆ

Ω
∇w : B(w)∇w dx+

ˆ
Ω
f(u) · w dx, (20)

avec A : B =
∑

i,j ai,j bi,j pour deux matrices A = (ai,j) et B = (bi,j). Le terme
´

Ω∇w :
B(w)∇w est appelé dissipation d'entropie. En supposant à présent que f(u) ·w ≤ 0 nous
obtenons l'inégalité suivante

dH

dt
≤ −

ˆ
Ω
∇w : B(w)∇w dx, (21)

appelé inégalité de dissipation d'entropie. De plus, puisque B(w) est supposée semi-
dé�nie positive, nous déduisons de l'inégalité (21) que H est une fonctionnelle de Lyapu-
nov. L'existence d'une telle fonctionnelle est utile pour montrer l'existence de solutions
globales à (16) et (17) ; la relation (21) permettant d'obtenir des estimations a priori sur
u.
Deuxièmement, si il existe une solution faible pour (19) alors l'inversibilité de Dh : O →
Rn implique que u = (Dh)−1(w) satisfait u(·, t) ∈ O pour t > 0. Or par hypothèse O est
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supposé borné et nous obtenons ainsi des estimations L∞ pour u sans avoir recours au
principe du maximum.
En résumé la méthode que nous venons d'exposer repose sur :

1) L'existence de h ∈ C2(O; [0,∞)) convexe telle que Dh est inversible et O est un
ouvert borné de Rn (ce qui permet d'obtenir des bornes L∞ sur u).

2) La matrice A(u) (D2h(u))−1 est semi-dé�nie positive et f(u) · w ≤ 0 pour tout
u ∈ O (ce qui permet d'établir des estimations a priori sur u).

Nous renvoyons à [45] pour plus de détails.
A titre illustratif, nous considérons le modèle de croissance de bio�lms, avec des conditions
de type �ux nul sur tout ∂Ω et sans termes sources. Dans ce cas, suivant l'approche
développée par Daus, Mili²ic et Zamponi dans [32], nous introduisons

O =

{
u = (u1, . . . , un) ∈ (0,∞)n :

n∑

i=1

ui < 1

}
.

On considère la fonctionnelle d'entropie H(u) =
´

Ω h(u) dx avec

h(u) =

n∑

i=1

(ui(log ui − 1) + 1) +

ˆ M

0
log

q(s)

p(s)
ds.

Les variables entropiques sont alors dé�nies par

wi =
∂h

∂ui
= log

(
ui q(M)

p(M)

)
.

En argumentant comme dans la preuve de [32, Lemme 6] on peut montrer que Dh est
inversible ce qui conduit à

u = (Dh)−1(w) ∈ O.

De plus, on a l'égalité de dissipation d'entropie suivante

dH

dt
+ 2

n∑

i=1

αi

ˆ
Ω
p2(M)

∣∣∣∣∣∇
√
ui q(M)

p(M)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0.

2.3 Convergence d'un schéma volumes �nis

Les résultats de ce Chapitre sont un travail en collaboration avec Ansgar Jüngel et
Esther Daus et ont été réalisés lors d'un séjour de deux mois à la Technische Universität
de Vienne.
Dans le Chapitre 3, nous introduisons et analysons un schéma numérique de type volumes
�nis pour le système de croissance de bio�lms proposé dans [66]. L'une des principales
di�cultés est de dé�nir un schéma numérique capable de préserver au niveau discret la
structure du modèle continu. Pour ce faire, nous proposons un schéma obtenu par une
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méthode de type Euler implicite en temps et une approximation des �ux de type vo-
lumes �nis où les �ux sont approchés par une méthode à deux points avec un traitement
particulier pour le terme p2(M) en facteur du gradient de ui q(M)/p(M). Notons qu'un
autre schéma numérique de type volumes �nis semi-implicite en temps a été développé
par Rahman et Eberl, voir [65], pour étudier, au travers de simulations numériques, le
système de croissance de bio�lms introduit dans [66]. Cependant aucune analyse de ce
schéma n'a été e�ectuée.
Dans le Chapitre 3, nous montrons que le schéma décrit précédemment véri�e les résul-
tats suivants :

(i) Dans le Théorème 3.2.1, nous prouvons l'existence de solutions positives et bor-
nées.

(ii) Toujours dans le Théorème 3.2.1 et sous une hypothèse similaire à l'hypothèse 2)
de la partie précédente pour le terme source, nous prouvons que le schéma pré-
serve la structure de �ot de gradient du modèle de bio�lm. En particulier, nous
établissons l'inégalité de dissipation d'entropie véri�ée par les solutions du schéma
numérique.

(iii) En�n dans le Théorème 3.2.2, nous prouvons sous certaines hypothèses sur les
constantes de di�usion la convergence du schéma.

La preuve du Théorème 3.2.1 repose sur l'adaptation au niveau discret de la � boudedness-
by-entropy method � exposée plus haut ainsi que de la démarche générale de preuve
d'existence de solutions globales pour des systèmes de di�usion croisée telle qu'employée
par Jüngel dans [45, Théorème 2]. En particulier, c'est l'établissement d'une version
discrète de l'égalité d'entropie qui nous permet, par le biais d'un argument de degré to-
pologique, de prouver l'existence d'une solution au schéma numérique.
De façon similaire à la preuve de convergence du schéma introduit au Chapitre 1, la preuve
du Théorème 3.2.2 est fondée sur des estimations d'énergie discrètes qui permettent l'ap-
plication d'un résultat de compacité adéquat. Pour cela, nous établissons en supposant
l'égalité des constantes de di�usion des estimations discrètes du type L∞((0, T )×Ω)) et
L2(0, T ;H1(Ω)) qui nous permettent d'employer un résultat de compacité dû à Andreia-
nov, Cancès et Moussa [11].
Finalement, nous concluons le Chapitre 3 par la présentation de certaines simulations
numériques en dimension un. Dans ces simulations, nous nous intéressons au compor-
tement en temps long, ainsi qu'à l'ordre de convergence en espace et en norme L2 du
schéma.

2.4 Perspectives

Sur la Figure 7, nous illustrons la convergence du schéma dans le cas d'un bio�lm
constitué de deux espèces et où les constantes de di�usion sont données par α1 = 1
et α2 = 10. Dans ce cas, le schéma semble être convergent et nous espérons pouvoir

17



Introduction

généraliser le résultat du Théorème 3.2.2 sans l'hypothèse restrictive sur les αi.
D'autres pistes de recherches futures sont également envisagées. En e�et, a�n d'étudier
la propagation de l'interface mobile {M > 0}, nous aimerions prouver des résultats
d'existence au niveau continu et discret dans le cas où les conditions initiales sont à
support compact ainsi que pour des conditions de Dirichlet homogènes. Pour cela, nous
pourrions utiliser la même démarche que Chen et Jüngel [31], pour prouver, au moins
dans le cas de conditions au bord de type �ux nul sur tout ∂Ω, l'existence de solutions
dans le cas où les conditions initiales sont à support compact. L'idée principale de cette
méthode est de modi�er la donnée initiale a�n de la rendre strictement positive sur
tout le domaine puis de démontrer l'existence d'une solution associer à cette donnée
initiale modi�er. Dans notre cas, nous pourrions considérer, en notant u0 = (u0

1, . . . , u
0
n)

la donnée initiale à support compact, la modi�cation suivante

ũ0
i =

u0
i + η0

1 + n η0
, ∀1 ≤ i ≤ n,

pour tout 0 < η0 < 1/n et avec cette dé�nition nous obtenons ũ0
i > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n

et
∑n

i=1 ũ
0
i < 1. En appliquant le résultat de Daus, Mili²ic et Zamponi, on obtient l'exis-

tence d'une solution ũ = (ũ1, . . . , ũn). Il reste alors à établir des estimations uniformes
en η0 a�n de pouvoir passer à la limite η0 → 0 pour en déduire l'existence d'une solution
associée à u0. Il serait intéressant d'étudier si ce type d'approche peut également s'ap-
pliquer pour prouver l'existence de solutions dans le cas de conditions au bord mixtes
Dirichlet homogène/�ux-nul.
Par ailleurs, nous aimerions également véri�er si l'adaptation au niveau discret de la
� boudedness-by-entropy method � est envisageable a�n d'obtenir des résultats d'exis-
tence généraux pour des schémas numériques volumes �nis développés pour d'autres
modèles de di�usion croisée. Nous pensons par exemple au schéma proposé par Cancès,
Chainais-Hillairet, Gerstenmayer et Jüngel dans [19] pour un modèle de transport d'ions
et dans lequel les auteurs sont contraints de supposer l'égalité des constantes de di�u-
sion a�n de prouver l'existence de solutions au schéma. Nous pensons également à [10]
où Andreianov, Bendahmane et Baier développent un schéma volumes �nis convergent
pour un modèle de dynamique des populations introduit par Shigesada, Kawasaki et Tera-
moto [69]. Dans [10], les auteurs prouvent l'existence de solutions au schéma sous certaines
hypothèses sur la matrice de di�usion. Des résultats, dûs à Chen et Jüngel [29, 30, 45],
prouvant l'existence de solutions globales pour ce modèle sous des hypothèses plus géné-
rales que celles considérées par Andreianov, Bendahmane et Baier nous laissent espérer
une généralisation possible des résultats obtenus dans [10].

3 Etude d'un modèle simpli�é de corrosion

Dans cette dernière partie nous introduisons et étudions un modèle jouet pour dé-
crire l'évolution de la corrosion d'une plaque métallique. Il s'agit à nouveau d'un modèle
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Figure 7 � Convergence en espace et en norme L2 dans le cas d'une bio�lm constitué
de deux espèces de bactéries et avec α1 = 1 et α2 = 10.

à frontière libre, la position de l'interface entre le métal et la couche oxydée fait partie
des inconnues. Notre résultat principal est l'existence de solutions faibles. Nous les ob-
tenons en interprétant le modèle comme un �ot de gradient pour une métrique de type
Wasserstein et en discrétisant en temps par la méthode des � Minimizing Movements �
de De Giorgi.
Le modèle étudié dérive du modèle DPCM (Di�usion-Poisson-Coupled-Model) introduit
par Bataillon et ses coauteurs dans [12] et qui décrit la corrosion d'une plaque métallique
(fer) en contact avec une solution aqueuse. Cette étude est motivée par les projets de
stockage des déchets radioactifs dans des barils métalliques enterrés en milieu argileux,
option envisagée par l'ANDRA (Agence Nationale pour la gestion des déchets radioac-
tifs).
Pour ce modèle, un schéma numérique de type volumes �nis a été proposé dans [13]
par Bataillon et ses coauteurs. Dans cet article, les auteurs s'intéressent au comporte-
ment d'éventuelles solutions. Citons également l'étude réalisée par Chainais-Hillairet et
Gallouët dans [24] sur l'existence d'ondes progressives. En�n, un résultat d'existence de
solutions a été obtenu par Chainais-Hillairet et Lacroix-Violet pour une version simpli�ée
du modèle où les interfaces mobiles ne sont pas prises en compte, voir [25]. Cependant, il
n'existe pour l'heure aucun résultat d'existence pour le modèle DPCM complet. Le fait
que le domaine sur lequel les équations du problème sont dé�nies soit variable et soit lui
même une des inconnues est l'une des principales di�cultés de l'analyse mathématique
de ce modèle. Nous essayons, par l'introduction d'un problème plus simple, de mieux
comprendre la structure du modèle DPCM.

3.1 Présentation du modèle jouet de corrosion

Dans ce modèle simpli�é nous considérons, comme dans le modèle DPCM, que le
baril métallique est en contact avec une solution contenant des espèces chimiques char-
gées de type cation. La présence de cette solution est due au stockage de ce dernier en
milieu argileux. Par ailleurs, sur la surface du baril, une couche dense d'oxyde se forme,
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protégeant le métal en réduisant la vitesse de corrosion de ce dernier. La taille de cette
couche varie au cours du temps et constitue le domaine sur lequel nos équations vont
être dé�nies. De plus, son épaisseur étant très faible en comparaison de la taille du baril,
l'emploi d'un modèle unidimensionnel est justi�é.
Comme représenté sur la Figure 8, nous considérons trois zones : la solution représentée
par l'intervalle (−∞, 0], la couche d'oxyde par l'intervalle (0, X) et le métal par l'inter-
valle [X,+∞). À l'interface entre la solution et la couche d'oxyde des échanges d'espèces
chimiques se produisent. En particulier, des atomes d'oxygènes pénètrent dans la couche
d'oxyde et si la concentration en oxygène est assez élevée à l'interface X, le baril subit
une réaction d'oxydation. Cette dernière réaction dégrade le métal et fait augmenter la
taille de la couche d'oxyde. À l'inverse, si la concentration en oxygène est trop faible à
l'interface, le métal peut se reformer réduisant la taille du domaine (0, X).

••
0 X X + δX

•

oxydationtransferts

d'oxygène
di�usion

de l'oxygène

solution couche d'oxyde metal

Figure 8 � Représentation des di�érentes zones considérées dans le modèle et de la
propagation de l'interface mobile due à la réaction d'oxydation

En suivant la même approche que celle adoptée par Bataillon et ses coauteurs dans [12],
nous nous focalisons sur l'évolution de la concentration en lacune d'oxygène, notée ρ, plu-
tôt que sur la concentration en oxygène dans la zone (0, X). Ces lacunes représentent des
défauts d'oxygène dans la structure quasi cristalline de la couche d'oxyde. Nous suppo-
serons que la concentration de lacunes dans la zone oxydée évolue par di�usion linéaire.
À l'interface entre la solution et la couche d'oxyde, le modèle DPCM propose une loi
pour le �ux de lacunes d'oxygènes qui est une fonction non linéaire de la concentration
de lacune et du saut de potentiel électrostatique (non considéré dans le modèle simpli�é).
Ici nous nous donnons des concentrations limites 0 < ρ− < ρ+ et nous imposons que le
le �ux soit nul si ρ− < ρ < ρ+ et que le �ux amène des lacunes dans la couche d'oxyde
si ρ = ρ− et les évacue si ρ = ρ+ (régulation).
À l'interface mobile X, la dégradation ou la reformation de métal libère dans ou sous-
trait à la couche d'oxyde des lacunes d'oxygène. De façon abstraite, nous voyons la zone
métallique comme une source constante de lacune d'oxygène notée ρ̄. En notant X + δX
une variation de l'interface X, alors le nombre de lacune ajouté ou retranché à la couche
d'oxyde est ρ̄ δX. Cette constante ρ̄ représente le maximum possible de ρ et si ρ = ρ̄ sur
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[0,+∞) alorsX = 0. Cette interprétation abstraite est conforme à la réaction d'oxydation
au niveau de l'interface entre la couche d'oxyde et le métal. En e�et, si la concentration
en oxygène est basse au voisinage de X, le métal se reforme. Si on se concentre sur la
concentration en lacune d'oxygène alors le métal se reforme si cette concentration est
élevée.
Les inconnues du modèle sont : ρ la concentration en lacune d'oxygène, X l'abscisse de
l'interface mobile, R une fonction dont les variations R′ représentent la quantité de ma-
tière échangée entre la solution et la couche d'oxyde. Pour décrire mathématiquement les
phénomènes exposés, nous considérons, pour 0 < T < +∞ �xé, les équations d'évolution
suivantes

∂tρ(x, t)− ∂2
xρ(x, t) = 0 pour (x, t) ∈ (0, X(t))× (0, T ), (22a)

ρ(x, t) = ρ̄ pour (x, t) ∈ (X(t),+∞)× (0, T ), (22b)

∂xρ(X(t), t) +X ′(t) (ρ(X(t), t)− ρ̄) = 0 pour t ∈ (0, T ), (22c)

∂xρ(0, t) = R′(t) pour t ∈ (0, T ), (22d)

ρ(x, 0) = ρ0(x) pour x ∈ (0, X0), (22e)

La contrainte (22b) garantie une concentration constante égale à ρ̄ dans le métal. La
condition au bord (22c) est une condition de type Neumann homogène sur un domaine
mobile. Cette condition assure la conservation du nombre de lacunes d'oxygène au cours
des échanges au travers de l'interface X. L'évolution de cette interface mobile est régie
par l'équation

λX ′(t) = α−
(
ρ̄− ρ(X(t), t)

)
+ ρ̄

(
log ρ̄− log ρ(X(t), t)

)
pour t ∈ (0, T ), (23)

où α et λ sont des constantes strictement positives. Nous supposerons qu'initialement la
couche d'oxyde est déjà formée, à savoir X(0) = X0 > 0. Cette forme particulière pour
l'équation (23) vient de la structure sous-jacente de �ot de gradient pour une certaine
métrique du modèle proposé. En particulier, l'équation (23) prend en compte les varia-
tions d'énergie des mécanismes impliqués dans le déplacement de l'interface mobile, voir
Proposition 4.4.6. En�n, il nous reste à décrire le comportement de la concentration en
lacune d'oxygène lors de réactions chimiques entre la solution et la couche d'oxyde. Nous
imposons des conditions non linéaires de type � thermostat � à l'interface �xe entre la
couche d'oxyde et la solution. Nous dé�nissons

ρ+ = ρ̄ exp

(
β +

c2

2
− 1

)
et ρ− = ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
, (24)

avec β ∈ R et c ∈ (0,+∞) deux constantes véri�ant β + c2/2 < 1. Dans le cas où la
solution et la couche d'oxyde échangent de la matière, nous imposons à la concentration
en lacune d'oxygène ρ de rester constante en x = 0, à savoir

ρ(0, t) = ρ+ si R′(t) > 0 et ρ(0, t) = ρ− si R′(t) < 0 pour t ∈ (0, T ). (25)
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Dans le cas où ces deux zones (solution/couche d'oxyde) n'échangent aucune matière,
nous imposons que ρ véri�e

ρ− ≤ ρ(0, t) ≤ ρ+ si R′(t) = 0 pour t ∈ (0, T ). (26)

Notons que le modèle DPCM comprend des conditions au bord plus complexes que (25)-
(26) décrivant les réactions chimiques se produisant entre la solution et la couche d'oxyde.
Néanmoins, notre approche ne nous a pas permis pour l'instant d'inclure ce type de
conditions dans le modèle simpli�é.
Notons également que le modèle (22)-(26) néglige certains phénomènes décrits dans le
modèle DPCM. En particulier, nous négligeons la présence d'un champ électrique dans
la couche d'oxyde créé par la di�érence de potentiel entre la solution et le métal. Nous
négligeons également la présence d'autres espèces chimiques (cations Fe3+ et électrons
e−) dans le domaine mobile (0, X(t)) ainsi que le phénomène de dissolution de la couche
d'oxyde par la solution. L'inclusion de ces phénomènes fera l'objet de développements
futurs.

3.2 Existence de solutions faibles

Au Chapitre 4, nous prouvons l'existence d'une solution faible au modèle (22)-(23).
Notre approche repose sur l'approximation de la structure de �ot de gradient du modèle
pour une certaine métrique. Pour mettre en avant et tirer parti de cette structure, nous
employons un schéma variationnel semi-discret en temps. Nous dé�nissons dans un pre-
mier temps un maillage uniforme de l'intervalle (0, T ), nous �xons un pas de temps τ > 0,
un entier NT tel que NT τ = T et une suite de points tn = nτ . Le schéma semi-discret
permet d'obtenir des approximations des solutions du problème (22)-(23) aux di�érents
instants tn en résolvant à chaque itération un problème de minimisation.
Pour un schéma variationnel ou schéma minimisant, le problème de minimisation à ré-
soudre à chaque itération consiste à déterminer le minimum d'une certaine fonctionnelle.
Cette fonctionnelle est constituée de deux termes : une distance et une fonctionnelle
d'énergie. Par construction, les solutions du schéma minimisant font décroître à chaque
itération la fonctionnelle d'énergie suivant une direction de plus forte pente donnée par
le gradient de cette fonctionnelle. Grâce à la discrétisation en temps, l'un des intérêts
des schémas minimisants est de pouvoir éviter d'utiliser la notion de gradient d'une fonc-
tionnelle dé�nie sur un espace sans structure di�érentiable, par exemple dans des espaces
métriques.
Nous proposons de considérer un schéma variationnel de type JKO introduit par Jordan,
Kinderlehrer et Otto dans [44]. Pour ce genre de schéma, on considère la métrique de
Wasserstein qui permet de munir l'ensemble des mesures positives et de même masse
d'une distance. Notons, que nous aurions pu considérer d'autres métriques pour obte-
nir nos résultats, comme par exemple la métrique L2. Cependant, certaines raisons, en
particulier l'unicité de solutions au problème (22)-(23), nous poussent à considérer une
métrique du type Wasserstein, nous renvoyons à la Section 4.1.1 du Chapitre 4 pour plus
de détails sur les justi�cations de notre approche.
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L'une des di�cultés de notre étude est d'adapter la dé�nition de la distance de Was-
serstein au type de mesures particulier qui apparaît dans notre modèle. En e�et, la
contrainte (22b) sur ρ nous impose de dé�nir une distance sur l'ensemble des mesures µ
dé�nies sur R et valant ρ̄ à partir d'un certain Λ > 0. En particulier, ces mesures sont de
masse in�nie et le cadre usuel pour les métriques de Wasserstein est proscrit. Nous ren-
voyons à la Section 4.2.2 pour plus de détails sur la construction de ces distances de type
Wasserstein et à la Section 4.2.3 pour une introduction complète du schéma minimisant.
Dans le Chapitre 4 nous prouvons les résultats suivants :

- Dans le Théorème 4.2.3 nous prouvons, pour un pas de temps �xé, l'existence
de solutions au schéma minimisant. De plus, en supposant α > 0 nous prouvons
également la croissance de l'interface mobile.

- Dans le Théorème 4.2.4 nous prouvons l'existence d'une solution faible au pro-
blème (22)-(23).

La preuve du Théorème 4.2.3 repose sur des techniques classiques en théorie du calcul
des variations comme exposé par Santambrogio dans [67]. Pour montrer l'existence d'une
solution, nous prouvons tout d'abord l'existence d'une suite minimisante, puis par le biais
d'estimations a priori, nous montrons que cette suite converge à une sous suite extraite
près vers une solution du schéma minimisant. La croissance de l'interface est établie en
raisonnant par contradiction.
Une fois l'existence d'une solution au schéma minimisant obtenue pour un pas de temps,
on itère ce résultat pour en déduire l'existence d'une suite de solutions pour tout 0 ≤
n ≤ NT . On établit alors l'équation d'Euler-Lagrange véri�ée par cette suite de mi-
nimiseurs. On prouve ensuite des estimations a priori satisfaites par la suite qui nous
permettent de déduire après passage à la limite τ → 0 l'existence de X ∈ H1(0, T ),
ρ ∈ L2(0, T ;BVloc(R+)) et R ∈ BV (0, T ). En�n, en passant à la limite τ → 0 dans
l'équation d'Euler-Lagrange on prouve que le triplet (X, ρ,R) est solution faible du pro-
blème (22)-(23).
Ce travail est en collaboration avec Benoît Merlet et Juliette Venel.

3.3 Perspectives

Plusieurs pistes de recherches sont envisagées. Dans le Théorème 4.2.4, nous établis-
sons l'existence d'une solution faible au problème (22)-(23). Cependant, si nous sommes
en mesure d'établir que la fonction limite ρ véri�e pour presque tout t ∈ (0, T ) ρ(0, t) ∈
[ρ−, ρ+], voir Théorème 4.2.4, nous ne sommes pas en mesure, à cause de problème de
régularité sur les fonctions solutions de (22)-(23), d'établir que ρ et R véri�ent les condi-
tions (25) et (26). Une approche possible est de reformuler formellement ces conditions.
En e�et, en considérant ρ̃ ∈ D(R) avec ρ̃(0) ∈ [ρ−, ρ+] nous pouvons réécrire les condi-
tions (25) et (26) sous la forme

(
ρ(0, t)− ρ̃(0)

)
R′(t) ≥ 0, pour t ∈ (0, T ). (27)

Considérons à présent φ ∈ D(0, T ) avec φ(t) ≥ 0 pour tout t ∈ (0, T ). En multipliant (22)
par (ρ− ρ̃)φ et en intégrant en espace et en temps, nous obtenons après intégration par
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parties

− 1

2

ˆ T

0

ˆ +∞

0
|ρ(x, t)|2 ∂tφ(t) dxdt−

ˆ T

0

ˆ +∞

0
ρ(x, t) ρ̃(x) ∂tφ(t) dxdt

+

ˆ T

0
R′(t)

(
ρ(0, t)− ρ̃(0)

)
φ(t) dt+

ˆ T

0

ˆ X(t)

0
|∂x,aρ(x, t)|2φ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xρ̃(x)φ(t) dxdt = 0,

où ∂x,aρ désigne la partie absolument continue de ∂xρ. En utilisant l'inégalité (27) nous
déduisons :

− 1

2

ˆ T

0

ˆ +∞

0
|ρ(x, t)|2 ∂tφ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ +∞

0
ρ(x, t) ρ̃(x) ∂tφ(t) dxdt+

ˆ T

0

ˆ X(t)

0
|∂x,aρ(x, t)|2φ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xρ̃(x)φ(t) dxdt ≤ 0. (28)

L'inégalité variationnelle (28) est une relaxation des conditions (25)-(26). En e�et, d'après
ce qui vient d'être fait, si (X, ρ,R) est une solution assez régulière de (22)-(23), alors les
conditions (25)-(26) et (28) sont équivalentes. Par contre l'inégalité (28) fait sens pour
des fonctions peu régulières.
Il s'avère qu'au niveau discret, les solutions du schéma minimisant véri�ent également
une inégalité du type (27), voir Proposition 4.4.2, Proposition 4.4.3 et Proposition 4.4.4.
L'idée serait alors d'établir un pendant discret de (28) pour les solutions du schéma mi-
nimisant puis de passer à la limite τ → 0 pour prouver que les fonctions obtenues au
Théorème 4.2.4 véri�ent (28). Ceci permettrait d'a�rmer que ces fonctions satisfont, en
un sens faible, les conditions au bord (25) et (26).
Nous aimerions également étudier l'unicité d'une solution au problème (22)-(23). Pour
cela, inspiré de travaux de Otto [61], notre espoir est que le �ot de gradient basé sur une
métrique de type Wasserstein dont on considère l'approximation ici via notre schéma
minimisant soit contractant. Cependant, la présence de l'interface mobile rend l'établis-
sement d'un tel résultat délicat. Nous renvoyons à l'introduction du Chapitre 4 et à la
Section 4.6 pour une discussion plus détaillée.
En�n, une autre extension possible de notre travail consiste à enrichir le modèle simpli-
�é. En particulier, il serait intéressant de prendre en compte l'évolution d'autres espèces
comme les cations Fe3+ et les électrons, d'inclure la présence d'un champ électrique dans
la couche d'oxyde, d'inclure des conditions de type Robin dépendants de ρ et d'ajou-
ter un phénomène de dissolution entre la solution et la couche d'oxydes. L'ajout de ces
phénomènes dans notre problème simpli�é permettrait de nous rapprocher du modèle
DPCM.
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Chapitre 1

Convergence d'un schéma volumes

�nis pour un système parabolique à

frontière libre modélisant la

carbonatation des bétons armés

Travail en collaboration avec Claire Chainais-Hillairet et Benoît Merlet 1.
Ce chapitre est publié dans ESAIM : M2AN [28].

In this chapter we de�ne and study a �nite volume scheme for a concrete carbonation
model proposed by Aiki and Muntean in [2]. The model consists in a system of two
weakly coupled parabolic equations in a varying domain whose length is governed by an
ordinary di�erential equation. The numerical sheme is obtained by a Euler discretisation
in time and a Scharfetter-Gummel discretisation in space. We establish the convergence
of the scheme. As a by-product, we obtain existence of a solution to the model. Finally,
some numerical experiments show the e�ciency of the scheme.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

The carbonation phenomenon in reinforced concrete (a material widely used in civil
engineering for the construction of buildings, factories, bridges, roads, etc) is a physico-
chemical reaction which is the main cause of concrete structure degradation. There exists
a wide literature on the modeling of this reaction, see [50, 54, 55, 56] and all references
therein.
From a physical point of view the carbonation process can be explained as follows: CO2

from the atmosphere enters in the concrete via the unsaturated porous media matrix
where it is quickly transformed in CO2 in the aqueous phase. This reaction can be
described by

CO2(g)←→ CO2(aq).

Then, the CO2(aq) is transported in the concrete and the carbonation reaction writes

CO2(aq) + Ca(OH)2(aq) −→ H2O + CaCO3(aq).

This reaction facilitates a drop of the pH inside the material and allows the corrosion pro-
cess to damage the metallic reinforcement bars. These damages deteriorate the concrete
and reduce the durability of the structure.
From a mathematical point of view, one of the main source of interest for this problem
is the existence of a moving domain (like for instance in the corrosion theory, see [13]).
Indeed, the carbonation process produces a moving interface (front position in one dimen-
sion) which splits the concrete in two regions: the carbonated one, which grows in time,
and the uncarbonated one. In this work we consider a free-boundary system proposed by
Aiki and Muntean in [2] where the varying space domain represents the carbonated zone.
The unknowns u and v represent the mass concentration of CO2 respectively in aqueous
(u) and gaseous (v) phase and s represents the penetration depth which measures the
size of the carbonated zone. We denote the carbonated domain Qs(T ) de�ned by

Qs(T ) = {(t, y) : 0 < t < T < +∞, 0 < y < s(t)} .

Then, the system considered by Aiki and Muntean writes:

∂tu− ∂y(κu∂yu) = f(u, v) in Qs(T ), (1.1a)

∂tv − ∂y(κv∂yv) = −f(u, v) in Qs(T ), (1.1b)

s′(t) = ψ(u(s(t), t)) for 0 < t < T, (1.1c)

u(0, t) = g(t) for 0 < t < T, (1.1d)

v(0, t) = r(t) for 0 < t < T, (1.1e)

−κu∂yu(s(t), t)− s′(t)u(s(t), t) = ψ(u(s(t), t)) for 0 < t < T, (1.1f)

−κv∂yv(s(t), t)− s′(t)v(s(t), t) = 0 for 0 < t < T, (1.1g)

u(y, 0) = u0(y) for 0 < y < s(0), (1.1h)

v(y, 0) = v0(y) for 0 < y < s(0), (1.1i)

s(0) = s0. (1.1j)
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Existence and uniqueness of a global solution to (1.1) are established in [2]. As in the
theoretical analysis, we consider that the following assumptions are satisfied:

(H1-1) ψ : R −→ R represents the kinetics of the carbonation reaction and is de�ned
by ψ(x) = αx with α > 0,

(H1-2) f : R2 −→ R is given by the Henry's law and is de�ned by f(u, v) = β(γv−u)
with β and γ two real constants,

(H1-3) g and r belong to H1(0, T ),

(H1-4) u0 and v0 belong to L∞([0, s0]),

(H1-5) the di�usive coe�cients κu and κv are two positive constants,

(H1-6) s0 > 0,

(H1-7) there exist two positive constants g∗ and r∗ with g∗ = γr∗ such that

0 ≤ g ≤ g∗, 0 ≤ r ≤ r∗ on [0,+∞),

and
0 ≤ u0 ≤ g∗, 0 ≤ v0 ≤ r∗ on [0, s0].

Remark 1.1.1. In [2], the authors consider, for the kinetics of the reaction, ψ(x) =
α(x+)p where x+ = max(x, 0) and with p ≥ 1. As we will see later, the positive part is
not necessary in the de�nition of ψ due to the nonnegativity of u. We note that it is also
possible to consider a nonlinear source term f , corresponding to a nonlinear Henry's law
as in [5]. However, in this work we focus on the numerical analysis of a �nite volume
scheme for (1.1) in the linear case: p = 1 and with a linear f . The main di�culty is
due to the coupling between the reaction-di�usion equations and the ordinary di�eren-
tial equation governing the evolution of the domain. The techniques we develop could be
adapted to the nonlinear case.

There exist few convergence results for numerical schemes dedicated to carbonation mo-
dels. In [53], Muntean develop a semi-discrete �nite element scheme in space for a more
complex model than (1.1) written on a varying space domain. He proves that the semi-
discrete scheme converges with an order one. In [64], the authors show the convergence of
a numerical scheme obtained by a semi-implicit discretisation in time and a mixed �nite
element method in space for a concrete carbonation model on a �xed space domain. We
also refer to [57] where the authors prove the convergence of a Galerkin method for a
class of multiscale reaction-di�usion systems, still de�ned on a �xed space domain. Fi-
nally in [76], the author de�nes a �nite volume scheme which approximate the solutions
of a nonlinear parabolic system modeling the carbonation process in a porous concrete
material occupying a �xed space domain.
In this chapter, we propose a numerical scheme obtained by a Euler discretisation in time
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and a �nite volume discretisation in space. Our purpose is to study the convergence of
the scheme towards the weak solution of (1.1). As it is usual in the �nite volume frame-
work, the convergence proof is based on some energy estimates, see Propostion 1.4.1 and
Proposition 1.4.2, which yield the compactness of the sequence of approximate solutions.
However, even if the method is classical, the originality of the proof is due to the cou-
pling between the two partial di�erential equations (1.1a) and (1.1b) and the ordinary
di�erential equation (1.1c) which governs the growth of the domain.
The chapter is organized as follows. In Section 1.2, we �rst rewrite the system (1.1) on a
�xed domain and we introduce the numerical scheme. Then, we state the main results:
Theorem 1.2.1 gives the existence and the uniqueness of the solution to the scheme,
while Theorem 1.2.2 gives the convergence result. Section 1.3 is devoted to the proof of
Theorem 1.2.1. Then, in Section 1.4, we establish some energy inequalities satis�ed by
the approximate solutions. The proof of Theorem 1.2.2 is given in Section 1.5. Finally, in
Section 1.6 we discuss some numerical experiments. We show some pro�les and illustrate
the convergence of the scheme. Moreover, we investigate the long time behavior of the
scheme: the penetration depth follows a

√
t-law of propagation, which �ts experimental

observations and which has been established in [3, 4].

1.2 Numerical scheme and main results

1.2.1 The drift-di�usion model on a �xed domain

For numerical reasons and in order to de�ne easily the notion of weak solution
for (1.1), it is convenient to rewrite (1.1) on a �xed space domain. To this end, we
follow the ideas of [13, 53] and we consider the following change of variables

∪0≤t≤T [0, s(t)]× {t} → [0, 1]× [0, T ],

(y, t) 7−→
(
x(y, t) =

y

s(t)
, t

)
.

We associate to every function w de�ned on ∪0≤t≤T [0, s(t)] × {t} a function w̄ de�ned
on Q(T ) = [0, 1]× [0, T ] by the relation

w(y, t) = w̄(x(y, t), t).

Let us consider
Ju = −κu∂yu and Jū = −κu∂xū.

The di�usion-reaction equation ∂tu+ ∂yJu = f(u, v) becomes

1

s(t)
∂t(s(t)ū)− s′(t)

s(t)
∂x(xū) +

1

s2(t)
∂xJū = f(ū, v̄). (1.2)

Multiplying (1.2) by s2(t), we obtain the following convection-di�usion-reaction equation

s(t)∂t(s(t)ū) + ∂xJ̄ū = s2(t)f(ū, v̄),
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with J̄ū = −κu∂xū − s(t)s′(t)xū. We use the same technique for the equation (1.1b). If
we drop the bars, the system (1.1) rewrites as

s(t)∂t(s(t)u) + ∂xJu = s2(t)f(u, v) in Q(T ), (1.3a)

s(t)∂t(s(t)v) + ∂xJv = −s2(t)f(u, v) in Q(T ), (1.3b)

s′(t) = ψ(u(1, t)) for 0 < t < T, (1.3c)

u(0, t) = g(t) for 0 < t < T, (1.3d)

v(0, t) = r(t) for 0 < t < T, (1.3e)

Ju(1, t) = s(t)ψ(u(1, t)) for 0 < t < T, (1.3f)

Jv(1, t) = 0 for 0 < t < T, (1.3g)

u(x, 0) = u0(s0x) for 0 < x < 1, (1.3h)

v(x, 0) = v0(s0x) for 0 < x < 1, (1.3i)

s(0) = s0. (1.3j)

The general convection-di�usion �uxes write

Jw = −κw∂xw − s(t)s′(t)xw,

where w refers to either u or v. We also use this notation w = u or v without further
mention in the sequel. Let us now de�ne the notion of weak solution of (1.3). We consider
the functional space H = {z ∈ H1(0, 1) : z(0) = 0}, endowed with the H1(0, 1) norm.
Assuming (H1-1)-(H1-7), we say that (s, u, v) is a weak solution of (1.3) if the following
conditions (S1)-(S5) are satisfied:

(S1) (u, v) ∈ (L2(0, T ;H1(0, 1)) ∩ L∞(Q(T )))2,
(S2) u− g, v − r ∈ L2(0, T ;H),
(S3) s ∈W 1,∞(0, T ), s(0) = s0 and s′(t) = ψ(u(1, t)) for almost every t in [0, T ],
(S4) for all φ ∈ C∞c ([0, T )× (0, 1])

−
ˆ T

0

ˆ 1

0
u(x, t)s(t) ∂t(s(t)φ(x, t)) dx dt−

ˆ 1

0
u0(s0x) s2

0 φ(x, 0) dx

+

ˆ T

0

ˆ 1

0
κu∂xu(x, t) ∂xφ(x, t)dxdt+

ˆ T

0

ˆ 1

0
s(t)s′(t)xu(x, t)∂xφ(x, t)dxdt

+

ˆ T

0
s(t)ψ(u(1, t))φ(1, t) dt =

ˆ T

0

ˆ 1

0
s2(t)f(u(x, t), v(x, t))φ(x, t) dx dt,

(S5) for all φ ∈ C∞c ([0, T )× (0, 1])

−
ˆ T

0

ˆ 1

0
v(x, t)s(t) ∂t(s(t)φ(x, t)) dx dt−

ˆ 1

0
v0(s0x) s2

0 φ(x, 0) dx

+

ˆ T

0

ˆ 1

0
κv∂xv(x, t) ∂xφ(x, t)dxdt+

ˆ T

0

ˆ 1

0
s(t)s′(t)x v(x, t)∂xφ(x, t)dxdt

= −
ˆ T

0

ˆ 1

0
s2(t)f(u(x, t), v(x, t))φ(x, t) dx dt.
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As already mentioned the existence and uniqueness of a weak solution to (1.3) has been
proved in [2]. But, in this paper, Aiki and Muntean considered a di�erent functional space
for (S1). Indeed, they add the condition that ∂tu and ∂tv ∈ L2(0, T ;H∗) with H∗ the
dual space to H. Nevertheless, with the assumptions (H1-1)-(H1-7) and the conditions
(S1)-(S5) we can prove that ∂tu and ∂tv are actually in L2(0, T ;H∗). As a consequence,
we deduce the equivalence of the two de�nitions of a weak solution to (1.3).

1.2.2 De�nition of the numerical scheme

In order to write the �nite volume scheme we introduce some notation related to
the discretization of [0, 1]. A mesh T , consists in a �nite sequence of cells denoted by
(xi− 1

2
, xi+ 1

2
), for 1 ≤ i ≤ l, with

0 = x 1
2
< x 3

2
< ... < xl− 1

2
< xl+ 1

2
= 1.

We note hi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, for 1 ≤ i ≤ l, the length of the i-th cell. The mesh size is

de�ned as h = max{hi, 1 ≤ i ≤ l}. Moreover, for 1 ≤ i ≤ l, we de�ne xi as the center of
the cell (xi− 1

2
, xi+ 1

2
), x0 = x 1

2
and xl+1 = xl+ 1

2
. We set

hi+ 1
2

= xi+1 − xi, for 0 ≤ i ≤ l.

We de�ne a time step ∆t and we assume that there exists an integer NT such that
NT ∆t = T (we can de�ne NT as the integer part of T/NT ). We consider the sequence
(tn)0≤n≤NT with tn = n∆t.
Then, for 1 ≤ i ≤ l and 0 ≤ n ≤ NT − 1, the scheme writes

sn+1 = sn + ∆tψ(unl+1), (1.4a)

sn+1hi
sn+1vn+1

i − snvni
∆t

+

(
Gn+1
v,i+ 1

2

−Gn+1
v,i− 1

2

)
= −(sn+1)2 hi β(γ vn+1

i − uni ), (1.4b)

sn+1hi
sn+1un+1

i − snuni
∆t

+

(
Gn+1
u,i+ 1

2

−Gn+1
u,i− 1

2

)
= (sn+1)2 hi β(γ vn+1

i − un+1
i ), (1.4c)

Let us highlight that the time discretisation ensures a decoupling between (1.4a), (1.4b)
and (1.4c). Indeed, knowing (sn, vn, un), sn+1, vn+1 and un+1 are computed sucessively
in an explicit manner.
The term Gn+1

w,i+ 1
2

is the numerical approximation of Jw(xi+ 1
2
, tn+1). We choose to dis-

cretize simultaneously the di�usive part and the convective part of the �uxes Jw. More
precisely, we consider the Scharfetter-Gummel �uxes intoduced by Il'in in [43] and Schar-
fetter and Gummel in [68]. We set

Cn+1 = sn+1 s
n+1 − sn

∆t
, (1.5a)

Gn+1
w,i+ 1

2

= κw
B
(
hi+ 1

2

Cn+1

κw
xi+ 1

2

)
wn+1
i −B

(
−hi+ 1

2

Cn+1

κw
xi+ 1

2

)
wn+1
i+1

hi+ 1
2

, (1.5b)
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where B is the Bernoulli function de�ned by

B(x) =
x

ex − 1
for x 6= 0, B(0) = 1.

This choice of numerical �uxes is motivated by the fact that the Scharfetter-Gummel
scheme exhibits a second order convergence rate in space, see [23, 48]. We supplement the
numerical scheme with the discretization of the boundary conditions, for 0 ≤ n ≤ NT −1,

vn0 = rn =
1

∆t

ˆ tn+1

tn

r(t) dt, un0 = gn =
1

∆t

ˆ tn+1

tn

g(t) dt, (1.6a)

Gn+1
v,l+ 1

2

= 0, (1.6b)

Gn+1
u,l+ 1

2

= sn+1ψ(un+1
l+1 ), (1.6c)

and of the initial conditions

s0 = s0, (1.7a)

u0
i =

1

hi

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u0(s0x)dx, v0
i =

1

hi

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

v0(s0x)dx for 1 ≤ i ≤ l, (1.7b)

u0
l+1 = u0(s0) and v0

l+1 = v0(s0). (1.7c)

We denote by (S1) the scheme (1.4)-(1.7).

1.2.3 Main results and outline of the chapter

We �rst state the existence and uniqueness result of a solution to (S1). Moreover, as
in the continuous case, we prove that the solutions of (S1) ful�ll lower and upper bounds.

Theorem 1.2.1. Let the hypotheses (H1-1)-(H1-6) hold. Then, there exists a unique
solution to the numerical scheme (S1). Furthermore, under the assumptions (H1-1)-(H1-
7), we have for every n ≥ 0 and i ∈ {0, · · · , l + 1}

0 ≤ vni ≤ r∗, 0 ≤ uni ≤ g∗, (1.8)

and

0 ≤ sn+1 − sn
∆t

≤ α g∗. (1.9)

For 0 ≤ n ≤ NT , we deduce

0 < sn+1 ≤ s0 + n∆t α g∗ ≤ s0 + T α g∗. (1.10)

Remark 1.2.1. We notice that the inequality (1.10) is far away from the
√
t-behavior

mentioned in the introduction. Nevertheless, the estimate (1.10) su�ces for the conver-
gence analysis of the scheme.
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1.2. Numerical scheme and main results

As it is usual for �nite volume method (see [37]), we de�ne some piecewise constant
functions in space and time. For a given mesh T and a given time step ∆t, we de�ne

wkh =
l∑

i=1

wki 1(x
i− 1

2
,x
i+1

2
) + wk01{x=0} + wkl+11{x=1}, for 0 ≤ k ≤ NT , (1.11)

wh,∆t =

NT−1∑

k=0

wk+1
h 1[tk,tk+1). (1.12)

For these functions we de�ne a discrete derivative operator in space as

∂x,T wh,∆t(x, t) = ∂ix,T wh,∆t =
wk+1
i+1 − wk+1

i

hi+ 1
2

, for (x, t) ∈ (xi, xi+1)× (tk, tk+1).

We can also reconstruct a piecewise a�ne function s∆t, for a given time step ∆t, we set

s∆t =

NT−1∑

k=0

(
sk+1 + (t− tk+1)

sk+1 − sk
∆t

)
1[tk,tk+1). (1.13)

The choice of this piecewise a�ne reconstruction for sm will allow us to apply Ascoli's
compactness theorem in the proof of the convergence of the scheme (see Theorem 1.2.2).
Then, we consider a sequence of meshes and time steps (Tm,∆tm)m such that hm →
0 and ∆tm → 0 as m → +∞. As a consequence of Theorem 1.2.1, we can de�ne a
sequence of solutions to (S1), denoted (sm, um, vm)m with sm = s∆tm and wm = whm,∆tm .
We establish the convergence of the sequence (sm, um, vm)m, as stated in the following
theorem.

Theorem 1.2.2. Let us assume that the hypotheses (H1-1)-(H1-7) are satis�ed. Then,
the sequence (sm, um, vm)m converges to some (s, u, v) with s ∈ W 1,∞(0, T ) and u or
v ∈ L2(0, T ;H1(0, 1)), with

wm → w in L2(0, T ;L2(0, 1)),

∂x,Tmwm ⇀ ∂xw in L2(0, T ;L2(0, 1)),

sm → s in C([0, T ]),

s′m
∗
⇀ s′ in L∞(0, T ),

and (s, u, v) is the weak solution to (1.3).

We prove Theorem 1.2.1 in Section 1.3. The proof is based on some monotonicity
properties of the numerical scheme. In Section 1.4, we establish L2(0, T ;H1(0, 1)) and
H1(0, T ;H∗) discrete estimates for the approximate solutions. These estimates allow us
to apply a discrete version of Aubin-Simon lemma, see [40], and we deduce some com-
pactness properties of the sequence (sm, um, vm)m. In Section 1.5, we pass to the limit
in the scheme and we prove Theorem 1.2.2. The proof is based on some arguments deve-
loped in [14, 17]. Eventually, in Section 1.6, we present some numerical experiments. We
draw pro�les of u, v and s. Moreover, we investigate the question of the L2-convergence
rate in space of the numerical scheme.
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1.3 Proof of Theorem 1.2.1

In this Section, we prove Theorem 1.2.1. To this end, we proceed by induction on n and
we follow some ideas developed in [13]. First, let us note that (s0, u0, v0) is well de�ned
and satis�es (1.8)-(1.10). We now assume that (1.8)-(1.10) is veri�ed for (sn, un, vn), for
some n ≥ 0. The inequalities (1.9) and (1.10) are straightforward consequences of the
de�nition of sn+1. Furthermore, as a by-product of the lower bound of (1.9), we observe
that Cn+1 ≥ 0. We �rst notice, thanks to (1.6b) and the de�nition of B, that we can
express vn+1

l+1 as

vn+1
l+1 = exp

(
−hl+ 1

2

Cn+1

κv

)
vn+1
l .

As already mentioned, the equations (1.4) are decoupled. We rewrite (1.4b) and (1.4c)
as two independent linear systems

Mn
v v

n+1 = bnv and Mn
u u

n+1 = bnu,

where we consider that un+1 = (un+1
1 , · · · , un+1

l+1 )t, vn+1 = (vn+1
1 , · · · , vn+1

l )t and bnu ∈
Ml+1,1(R), bnv ∈ Ml,1(R), Mn

u ∈ Ml+1(R) and Mn
v ∈ Ml(R). The matrices Mn

u and Mn
v

are tridiagonal and de�ned by

(Mn
v )i,i = hi

(sn+1)2

∆t
+ hi (sn+1)2βγ + κv

B(hi+ 1
2

Cn+1

κv
xi+ 1

2
)

hi+ 1
2

+ κv
B(−hi− 1

2

Cn+1

κv
xi− 1

2
)

hi− 1
2

, for 1 ≤ i ≤ l − 1,

(Mn
v )i,i+1 = −κv

B(−hi+ 1
2

Cn+1

κv
xi+ 1

2
)

hi+ 1
2

, for 1 ≤ i ≤ l − 1,

(Mn
v )i,i−1 = −κv

B(hi− 1
2

Cn+1

κv
xi− 1

2
)

hi− 1
2

, for 2 ≤ i ≤ l,

(Mn
v )l,l = hl

(sn+1)2

∆t
+ hl(s

n+1)2βγ + κv
B(−hl− 1

2

Cn+1

κv
xl− 1

2
)

hl− 1
2

,

(Mn
u)i,i = hi

(sn+1)2

∆t
+ hi(s

n+1)2β + κu
B(hi+ 1

2

Cn+1

κu
xi+ 1

2
)

hi+ 1
2

+ κu
B(−hi− 1

2

Cn+1

κu
xi− 1

2
)

hi− 1
2

, for 1 ≤ i ≤ l,
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(Mn
u)i,i+1 = −κu

B(−hi+ 1
2

Cn+1

κu
xi+ 1

2
)

hi+ 1
2

, for 1 ≤ i ≤ l,

(Mn
u)i,i−1 = −κu

B(hi− 1
2

Cn+1

κu
xi− 1

2
)

hi− 1
2

, for 2 ≤ i ≤ l + 1,

(Mn
u)l+1,l+1 = κu

B(−hl+ 1
2

Cn+1

κu
xl+ 1

2
)

hl+ 1
2

+ sn+1 α.

The vectors bnu and bnv are de�ned by

(bnv )i = hi
sn+1 sn

∆t
vni + hi (sn+1)2 β uni , ∀2 ≤ i ≤ l,

(bnv )1 = h1
sn+1 sn

∆t
vn1 + h1 (sn+1)2 β un1 + κv

rn+1

h 1
2

,

(bnu)i = hi
sn+1 sn

∆t
uni + hi (sn+1)2 β γ vn+1

i , ∀2 ≤ i ≤ l,

(bnu)1 = h1
sn+1 sn

∆t
un1 + h1 (sn+1)2 β γ vn+1

1 + κu
gn+1

h 1
2

,

(bnu)l+1 = 0.

The matrices Mn
u and Mn

v have positive diagonal terms and non-positive o�-diagonal
terms and are strictly diagonally dominant with respect to their columns. Therefore, Mn

u

and Mn
v are M-matrices and thus invertible and monotone. We �rst deduce the existence

and uniqueness of a solution to (S1). Moreover, as bnu ≥ 0 and bnv ≥ 0, we deduce, thanks
to the induction hypothesis, that un+1 ≥ 0, vn+1 ≥ 0 and by de�nition of vn+1

l+1 , we
conclude that vn+1

l+1 ≥ 0.
Let us prove now the upper bounds (1.8). We notice that the inequalities are true for
i = 0 by construction of the scheme (S1). Now let R∗ ∈ Ml,1(R) be the vector with all
its components equal to r∗. Using the equality B(x)−B(−x) = −x, we obtain that, for
2 ≤ i ≤ l − 1,

(Mn
vR
∗)i = r∗hi

(sn+1)2

∆t
+ r∗hi(s

n+1)2βγ − r∗hi sn+1 s
n+1 − sn

∆t

= r∗ hi (sn+1)2 βγ + r∗ hi
sn+1 sn

∆t
.

Thanks to the induction hypothesis and to the identity g∗ = γ r∗, it yields for 2 ≤ i ≤ l−1

(Mn
v (vn+1 −R∗))i = hi

sn+1 sn

∆t
(vni − r∗) + hi (sn+1)2 β(uni − γ r∗) ≤ 0.

Then, for i = l, we have

(Mn
vR
∗)l = hl

(sn+1)2

∆t
r∗ + hl(s

n+1)2βγ r∗ + xl− 1
2
sn+1 s

n+1 − sn
∆t

r∗.
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Hence

(Mn
v (vn+1 −R∗))l = hl

sn+1 sn

∆t
vnl − hl

(sn+1)2

∆t
r∗

+ hl (s
n+1)2β(uni − γ r∗)− xl− 1

2
sn+1 s

n+1 − sn
∆t

r∗,

which leads to

(Mn
v (vn+1 −R∗))l ≤ hl

(sn+1)2

∆t
r∗ − hl

(sn+1)2

∆t
r∗ − xl− 1

2
sn+1 (sn+1 − sn)

∆t
r∗ ≤ 0.

For i = 1, since x 3
2

= h1,

(Mn
vR
∗)1 = h1

(sn+1)2

∆t
r∗ + h1(sn+1)2βγr∗ − x 3

2
sn+1 s

n+1 − sn
∆t

r∗ + κv
r∗

h 1
2

,

= h1 (sn+1)2 βγ r∗ + h1
sn+1 sn

∆t
r∗ + κv

r∗

h 1
2

.

Thus, using the induction hypothesis, we obtain

(Mn
v (vn+1 −R∗))1 = h1

sn+1sn

∆t
(vn1 − r∗) + h1 (sn+1)2 β(un1 − γ r∗)

+
κv
h 1

2

(
rn+1 − r∗

)
≤ 0.

As Mn
v is an M-matrix we deduce that

vn+1 ≤ r∗,

and vn+1
l+1 ≤ r∗ follows from the de�nition of vn+1

l+1 .
Similarly, let G∗ ∈ Ml+1,1(R) a constant vector of component g∗, we show that for
i ∈ {1, · · · , l}

(Mn
u(un+1 −G∗))i ≤ 0.

Moreover

(Mn
uG
∗)l+1 = α sn+1 g∗ + sn+1 s

n+1 − sn
∆t

g∗ ≥ 0,

and

(Mn
uu

n+1)l+1 = 0.

Eventually, (Mn
u(un+1 − G∗))l+1 ≤ 0 and as Mn

u is an M-matrix we deduce the upper
bounds of (1.8). This concludes the proof of Theorem 1.2.1.

38



1.4. Estimates on the approximate solutions

1.4 Estimates on the approximate solutions

1.4.1 Functional spaces and discrete norms

For the proof of Theorem 1.2.2, we introduce some discrete functional spaces and
norms.

De�nition 1.4.1. Let T a mesh of size h and ∆t a time step. We de�ne the set XT of
piecewise constant functions in space by

XT = {zh : [0, 1] −→ R : ∃(zi)0≤i≤l+1 ∈ Rl+2 and

zh(x) =

l∑

i=1

zi1(x
i− 1

2
,x
i+1

2
)(x) + z01{x=0}(x) + zl+11{x=1}(x)}.

We also de�ne the set XT ,∆t of piecewise constant functions in space and time by

XT ,∆t = {zh,∆t : [0, 1]× [0, T ] −→ R : ∃(zk+1
h )0≤k≤NT−1 ∈ (XT )NT and

zh,∆t(x, t) =

NT−1∑

k=0

zk+1
h (x)1[tk,tk+1)(t)}.

For zh ∈ XT , we notice that if || · ||0 denote the L2(0, 1) norm, then

||zh||0 =

(
l∑

i=1

hi|zi|2
) 1

2

.

On XT and XT ,∆t we de�ne some norms which are the discrete version of the H1(0, 1),
H∗, L2(0, T ;L2(0, 1)), L2(0, T ;H1(0, 1)) and L2(0, T ;H∗) norms.

||zh||1,2,T =

(
l∑

i=0

(zi+1 − zi)2

hi+ 1
2

+ z2
0 + z2

l+1

) 1
2

, ∀zh ∈ XT ,

||zh||−1,2,T = sup

{ˆ 1

0
zhηh : ηh ∈ XT , ηh(0) = 0, ||ηh||1,2,T ≤ 1

}
, ∀zh ∈ XT ,

||zh,∆t||0;0,T =

(
NT−1∑

k=0

∆t ||zk+1
h ||20

) 1
2

, ∀zh,∆t ∈ XT ,∆t,

||zh,∆t||0;1,2,T =

(
NT−1∑

k=0

∆t ||zk+1
h ||21,2,T

) 1
2

, ∀zh,∆t ∈ XT ,∆t,

||zh,∆t||0;−1,2,T =

(
NT−1∑

k=0

∆t ||zk+1
h ||2−1,2,T

) 1
2

, ∀zh,∆t ∈ XT ,∆t.
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In [21] the authors have shown that, for all zh ∈ XT ,

(zi)
2 ≤ 2 ||zh||21,2,T , for 1 ≤ i ≤ l.

As a by-product, we obtain the discrete Poincaré inequality, for all zh ∈ XT

||zh||0 ≤
√

2 ||zh||1,2,T . (1.14)

1.4.2 Discrete L2(0, T ;H1(0, 1)) estimates

In this section we prove L2(0, T ;H1(0, 1)) discrete estimates for the solutions of (S1).
Let ∆t be a time step. Then, we introduce a piecewise constant reconstruction of the
boundary condition

g∆t(t) =

NT−1∑

n=0

gn+1 1[tn,tn+1)(t) and r∆t(t) =

NT−1∑

n=0

rn+1 1[tn,tn+1)(t),

where, for 0 ≤ n ≤ NT − 1, the elements gn+1 and rn+1 are de�ned by (1.6a). For these
functions we de�ne a discrete seminorm, denoted || · ||1,2,∆t, de�ned by

||q∆t||1,2,∆t =

(
NT−1∑

n=0

(qn+1 − qn)2

∆t

) 1
2

,

for q∆t = g∆t or r∆t. As g and r ∈ H1(0, T ), there exist G,R < +∞, not depending on
∆t, such that

||g∆t||1,2,∆t < G and ||r∆t||1,2,∆t < R.

Proposition 1.4.1. For a given ∆t, a given mesh T and under the assumptions (H1-1)-
(H1-7), there exists a positive constant C depending on s0, α, ||g∆t||1,2,∆t, ||r∆t||1,2,∆t,
g∗, r∗, κw, β, γ and T and independent of h and ∆t such that

||wh,∆t||0;1,2,T ≤ C.

Proof. Let us show the result for vh,∆t. We multiply (1.4b) by
∆t

sn+1sn
(vn+1
i − rn+1) and

we sum over n and i, we obtain E + F +G = 0, with

E =

NT−1∑

n=0

∆t

sn

l∑

i=1

hi
(sn+1vn+1

i − snvni )

∆t
(vn+1
i − rn+1),

F =

NT−1∑

n=0

∆t

sn+1sn

l∑

i=1

(
Gn+1
v,i+ 1

2

−Gn+1
v,i− 1

2

)
(vn+1
i − rn+1),

G =

NT−1∑

n=0

∆t sn+1

sn

l∑

i=1

hi β(γ vn+1
i − uni )(vn+1

i − rn+1).
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We notice that we can rewrite E as E = E1 + E2 + E3, with

E1 =

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi
(vn+1
i − rn+1 − (vni − rn))

∆t
(vn+1
i − rn+1),

E2 =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

hi
(rn+1 − rn)

∆t
(vn+1
i − rn+1),

E3 =

NT−1∑

n=0

∆t

sn

l∑

i=1

hi
sn+1 − sn

∆t
vn+1
i (vn+1

i − rn+1).

For E1, we apply the formula (a− b) a ≥ (a2 − b2)/2, to get a telescopic sum. Then, we
obtain

E1 ≥
l∑

i=1

hi
2

(vNTi − rNT )2 −
l∑

i=1

hi
2

(v0
i − r0)2 ≥ −1

2
||v0

h − r0||20.

For E2, using the inequality 2ab ≥ −a2 − b2, we deduce

E2 ≥ −
1

2
||r∆t||21,2,∆t −

1

2
||vh,∆t − r∆t||20;0,T .

Finally, applying the Cauchy-Schwarz inequality, we have for E3

E3 ≥ −
NT−1∑

n=0

∆t

sn
sn+1 − sn

∆t

(
l∑

i=1

hi
(
vn+1
i

)2
) 1

2
(

l∑

i=1

hi (vn+1
i − rn+1)2

) 1
2

.

Thus, from Theorem 1.2.1 and the Young inequality, we deduce that

E3 ≥ −
α g∗

2 s0

(
||vh,∆t||20;0,T + ||vh,∆t − r∆t||20;0,T

)
.

Hence, we obtain

E ≥ −1

2
||v0

h − r0||20 −
1

2
||r∆t||21,2,∆t −

(s0 + α g∗)

2 s0
||vh,∆t − r∆t||20;0,T

− α g∗

s0
||vh,∆t||20;0,T . (1.15)

For the term F , we use a discrete integration by parts

F = −
NT−1∑

n=0

∆t

sn+1 sn

l∑

i=0

Gn+1
v,i+ 1

2

(vn+1
i+1 − vn+1

i ).
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Following the ideas of [14], we recall the standard decomposition of the numerical fluxes:

Gn+1
w,i+ 1

2

= −κw
Bc

(
hi+ 1

2

Cn+1

κw
xi+ 1

2

)

hi+ 1
2

(wn+1
i+1 − wn+1

i )

− Cn+1 xi+ 1
2

(wn+1
i + wn+1

i+1 )

2
, (1.16)

with

Bc(x) =
B(x) +B(−x)

2
=
x

2
coth(

x

2
).

Then, applying (1.16) to F , we have

F =

NT−1∑

n=0

∆t

sn+1sn




l∑

i=0

κv

Bc(hi+ 1
2

Cn+1

κv
xi+ 1

2
)

hi+ 1
2

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

+
l∑

i=0

Cn+1

2
xi+ 1

2
((vn+1

i+1 )2 − (vn+1
i )2)

]
.

Using Bc(x) ≥ 1 for all x ∈ R and reordering the terms, we obtain

F ≥
NT−1∑

n=0

∆t

sn+1sn

l∑

i=0

κv
(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

+

NT−1∑

n=0

∆t Cn+1

2 sn+1 sn
(
vn+1
l+1

)2 −
NT−1∑

n=0

∆t Cn+1

2 sn+1 sn

l∑

i=1

hi (vn+1
i )2.

Thus, it yields that

F ≥ κv
(sNT )2

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

− α g∗

2 s0
||vh,∆t||20;0,T . (1.17)

Eventually, using the Cauchy-Schwarz and Young inequalities, we conclude that

G ≥ −1

2

NT−1∑

n=0

∆t sn+1

sn
||vn+1

h − rn+1||20 −
1

2

NT−1∑

n=0

∆t sn+1

sn
||f(unh, v

n+1
h )||20.

Moreover, the Minkowski inequality and the L∞-bounds yield to

||f(unh, v
n+1
h )||0 ≤ β (γ r∗ + g∗) .
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We deduce, thanks to Theorem 1.2.1, that

G ≥ −s
NT

2 s0
||vh,∆t − r∆t||20;0,T −

sNT

2 s0
β2 (γ r∗ + g∗)2 T. (1.18)

Furthermore, as E + F +G = 0, we deduce from (1.15), (1.17) and (1.18) the existence
of a constant C only depending on s0, α, ||r∆t||1,2,∆t, g∗, r∗, κv, β, γ and T such that

||vh,∆t||0;1,2,T ≤ C.

Let us prove now the result for uh,∆t. As previously, we multiply (1.4c) by
∆t

sn+1sn
(un+1
i −

gn+1) and we sum over n and i, so that we obtain similarly E + F + G = 0. The only
di�erence with the previous case concerns the term F . Indeed, due to the boundary
conditions, the discrete integration by parts yields to

F =

NT−1∑

n=0

∆t

sn+1sn

[
l∑

i=0

Gn+1
u,i+ 1

2

(un+1
i − un+1

i+1 ) +Gn+1
u,l+ 1

2

(un+1
l+1 − gn+1)

]
.

Thus, we de�ne

F1 =

NT−1∑

n=0

∆t

sn+1sn
Gn+1
u,l+ 1

2

(un+1
l+1 − gn+1).

Using the boundary condition (1.6c) and Theorem 1.2.1, we deduce that

F1 =

NT−1∑

n=0

∆t

sn
αun+1

l+1 (un+1
l+1 − gn+1) ≥ −αT (g∗)2

s0
.

Then, applying the same techniques as before we conclude that there exists a positive
constant C only depending on s0, α, ||g∆t||1,2,∆t, g∗, r∗, κu, β, γ and T such that

||uh,∆t||0;1,2,T ≤ C.

1.4.3 Discrete H1(0, T ;H∗) estimates

In order to show some compactness properties for the sequence of approximate solu-
tions (sm, um, vm), we want to apply a discrete version of Aubin-Simon lemma obtained
in [40]. In this purpose, we need to establish discrete L2(0, T ;H∗)-estimates for ∂t,∆tum
and ∂t,∆tvm, where ∂t,∆t denotes the discrete derivative operator in time de�ned, for all
zh,∆t ∈ XT ,∆t, by

∂t,∆tzh,∆t(x, t) = ∂kt,∆tzh,∆t =
(zk+1
h − zkh)

∆t
, for t ∈ [tk, tk+1).
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Proposition 1.4.2. For a given ∆t, a given mesh T and under the assumptions (H1-
1)-(H1-7), there exists a positive constant C depending only on s0, α, g∗, r∗, κw, β, γ
and T and independent of h and ∆t such that

NT−1∑

n=0

∆t ||∂nt,T (wh,∆t)||2−1,2,T ≤ C.

Proof. As in the previous proof, we �rst show the result for vh,∆t. Let ηh ∈ XT such that
ηh(0) = 0 and ||ηh||1,2,T ≤ 1. We �rst notice that

E =

ˆ 1

0
∂nt,T (vh,∆t)ηhdx =

l∑

i=1

hi
(vn+1
i − vni )

∆t
ηi.

For a given n we multiply (1.4b) by
1

sn+1sn
ηi and we sum over i, we obtain E = F+G+H,

with

F = − 1

sn
(sn+1 − sn)

∆t

l∑

i=1

hi v
n+1
i ηi,

G = − 1

sn+1sn

l∑

i=1

(
Gn+1
v,i+ 1

2

−Gn+1
v,i− 1

2

)
ηi,

H = −s
n+1

sn

l∑

i=1

hi β
(
γvn+1

i − uni
)
ηi.

Using the Cauchy-Schwarz inequality, Theorem 1.2.1 and (1.14), we obtain

|F | ≤ α g∗

s0
||vn+1

h ||0 ||ηh||0 ≤
2α g∗

s0
||vn+1

h ||1,2,T ||ηh||1,2,T . (1.19)

For G, we use a discrete integration by parts and apply (1.16), so that G = G1 + G2,
with

G1 = − κv
sn+1 sn

l∑

i=0

Bc

(
hi+ 1

2

Cn+1

κv
xi+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ) (ηi+1 − ηi)
hi+ 1

2

,

G2 = − 1

2 sn
sn+1 − sn

∆t

l∑

i=0

xi+ 1
2

(vn+1
i+1 + vn+1

i ) (ηi+1 − ηi).

Thanks to Theorem 1.2.1, the term Cn+1 is bounded. Then, we observe thatBc(hi+ 1
2
Cn+1xi+ 1

2
/κv)

is also bounded for 0 ≤ i ≤ l. We conclude, from Theorem 1.2.1 and the Cauchy-Schwarz
inequality that

|G1| ≤
C κv
(s0)2

||vn+1
h ||1,2,T ||ηh||1,2,T .
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Applying Theorem 1.2.1, we obtain that

|G2| ≤
α (g∗)2

s0

l∑

i=0

|ηi+1 − ηi| .

Thus, the Cauchy-Schwarz inequality yields to

|G2| ≤
α (g∗)2

s0
||ηh||1,2,T .

Hence, we conclude that

|G| ≤ C κv
(s0)2

||vn+1
h ||1,2,T ||ηh||1,2,T +

α (g∗)2

s0
||ηh||1,2,T . (1.20)

Using the Cauchy-Schwarz inequality, we have

|H| ≤ sn+1

sn
||f(unh, v

n+1
h )||0 ||ηh||0.

Eventually, the L∞-estimates and (1.14) provide

|H| ≤
√

2
sNT

s0
β (γ r∗ + g∗) ||ηh||1,2,T . (1.21)

Then, from (1.19), (1.20) and (1.21), we deduce:

|E| ≤
(

2α s0 g∗ + C κv
(s0)2

||vn+1
h ||1,2,T +

α (g∗)2

s0
+
√

2
sNT

s0
β (γ r∗ + g∗)

)
||ηh||1,2,T .

There exists a constant C depending on s0, α, g∗, r∗, κv, β, γ and T such that

||∂nt,T (vh,∆t)||−1,2,T ≤ C
(
||vn+1

h ||1,2,T + 1
)
.

Finally, we multiply by ∆t, we sum over n and we get

NT−1∑

n=0

∆t ||∂nt,T (vh,∆t)||2−1,2,T ≤ C
(
||vh,∆t||20;1,2,T + T

)
.

Proposition 1.4.1 provides the existence of a positive constant C independent of h and
∆t such that

NT−1∑

n=0

∆t ||∂nt,T (vh,∆t)||2−1,2,T ≤ C.

Let us prove now the result for uh,∆t. Let ηh ∈ XT such that ηh(0) = 0 and ||ηh||1,2,T ≤ 1.

For a given n we multiply (1.4c) by
1

sn+1sn
ηi and we sum over i, we obtain E = F+G+H.
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As in the proof of Proposition 1.4.1, the only di�erence concerns the term G. Then, after
a discrete integration by parts to G, we have G = G1 +G2, with

G1 =
1

sn+1sn

l∑

i=0

Gn+1
u,i+ 1

2

(ηi+1 − ηi),

G2 =
1

sn+1 sn
Gn+1
u,l+ 1

2

ηl+1.

Thanks to (1.6c) and Theorem 1.2.1, we deduce that

|G2| ≤
α

(s0)2
|un+1
l+1 ηl+1| ≤

α

(s0)2
||un+1

h ||1,2,T ||ηh||1,2,T .

Then, applying the same techniques as before we conclude that there exists a positive
constant C depending only on s0, α, g∗, r∗, κu, β, γ and T and independent of h and ∆t
such that

NT−1∑

n=0

∆t ||∂nt,T (uh,∆t)||2−1,2,T ≤ C.

1.5 Proof of Theorem 1.2.2

1.5.1 Compactness results

We now consider a sequence of meshes and time steps (Tm,∆tm)m, such that hm → 0
and ∆tm → 0 as m → +∞, and the associated sequence (XTm)m. Let us notice that
(XTm)m is a sequence of �nite-dimensional subspaces of L2(0, 1). Furthermore, we can
endow each XTm with the || · ||1,2,Tm norm or with the || · ||−1,2,Tm norm. These norms
achieve the hypotheses of Gallouët-Latché lemma (lemma 3.1 in [40]). For a rigorous
proof of this fact one can read Lemmas 2.1 and 2.2 in [22]. Eventually, for each m, we
de�ne (sm, um, vm) a sequence of solution to (S1) with sm = s∆tm and wm = whm,∆tm .

Proposition 1.5.1. Under the assumptions (H1-1)-(H1-7), there exist s ∈ W 1,∞(0, T )
and u and v ∈ L2(0, T ;H1(0, 1)) such that, up to a subsequence, we have

wm −→ w in L2(0, T ;L2(0, 1)),

∂x,Tmwm ⇀ ∂xw in L2(0, T ;L2(0, 1)),

sm −→ s in C([0, T ]),

s′m
∗
⇀ s′ in L∞(0, T ).

Proof. Thanks to Proposition 1.4.1 and Proposition 1.4.2, we apply a discrete version of
Aubin-Simon lemma for the sequence (wm)m (see Theorem 3.4 in [40]). We deduce the
existence of a function w ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) such that, up to a subsequence,

wm −→ w in L2(0, T ;L2(0, 1)).
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Furthermore, Proposition 1.4.1 provides the existence of a function z which belongs to
L2(0, T ;L2(0, 1)) with, up to a subsequence,

∂x,Tmwm ⇀ z in L2(0, T ;L2(0, 1)).

As a straightforward consequence, we have ∂xw = z and w ∈ L2(0, T ;H1(0, 1)). For
the sequence (sm)m, Theorem 1.2.1 and Ascoli theorem give the existence of a function
s ∈ C([0, T ]) such that, up to a subsequence,

sm −→ s in C([0, T ]).

Finally, using (1.9) of Theorem 1.2.1, we obtain the existence of q ∈ L∞(0, T ) with, up
to a subsequence,

s′m
∗
⇀ q in L∞(0, T ).

Moreover, in the sense of distribution, s′ = q.

1.5.2 Convergence of the traces

In the next section we pass to the limit h→ 0 and ∆t→ 0 in the scheme. Let us �rst
consider the boundary terms. Let us de�ne the trace δzh,∆t, of zh,∆t ∈ XT ,∆t, by

δzh,∆t(0, t) = zn+1
0 and δzh,∆t(1, t) = zn+1

l+1 , for t ∈ [tn, tn+1).

Proposition 1.5.2. The traces δwm(0, .) and δwm(1, .) converge, up to a subsequence,
to w(0, .) and w(1, .) in L1(0, T ) and in L2(0, T ).

Proof. See the proof of Proposition 3.4 and the proof of Corollary 3.1 in [22].

1.5.3 Passage to the limit

In order to conclude the proof of Theorem 1.2.2, it remains to show that (s, u, v),
obtained in Proposition 1.5.1 is a weak solution to (1.3). In order to prove that (s, u, v)
satis�es (S3), (S4) and (S5), we follow some ideas developed in [14, 22]. For sake of
simplicity, for a given mesh T and a given time step ∆t, we define:

š∆t =

NT−1∑

k=0

sk 1[tk,tk+1) + sNT 1{t=T},

s̄∆t =

NT−1∑

k=0

sk+1 1(tk,tk+1] + s0 1{t=0},

w̌h,∆t =

NT−1∑

k=0

wkh 1[tk,tk+1),
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where, for 0 ≤ k ≤ NT , the term wkh is de�ned by (1.11). For a sequence of meshes and
time steps (Tm,∆tm) such that hm → 0 and ∆tm → 0 as m→ +∞, we notice that

w̌m −→ w in L2(0, T ;L2(0, 1)),

∂x,Tmw̌m ⇀ ∂xw in L2(0, T ;L2(0, 1)),

šm −→ s in L∞(0, T ),

s̄m −→ s in L∞(0, T ),

where w̌m = w̌hm,∆tm , šm = š∆tm and s̄m = s̄∆tm . Let φ ∈ D([0, T )× (0, 1]), we de�ne

Au,1(m) =−
ˆ T

0

ˆ 1

0
ǔm(x, t) šm(t) s′m(t)φ(x, t) dx dt

−
ˆ T

0

ˆ 1

0
um(x, t) s̄2

m(t) ∂t(φ(x, t)) dx dt

−
ˆ 1

0
ǔm(x, 0) s2

m(0)φ(x, 0) dx,

Au,2(m) =

ˆ T

0

ˆ 1

0
κu ∂x,Tm um(x, t) ∂xφ(x, t) dx dt

+

ˆ T

0

ˆ 1

0
sm(t) s′m(t)xum(x, t) ∂xφ(x, t) dx dt

+

ˆ T

0
sm(t)ψ(um(1, t))φ(1, t) dt,

Au,3(m) =−
ˆ T

0

ˆ 1

0
s2
m(t)f(um(x, t), vm(x, t))φ(x, t) dx dt.

We set

εm = Au,1(m) +Au,2(m) +Au,3(m).

Then, thanks to Proposition 1.5.1 and Proposition 1.5.2, we deduce

εm −→
m→+∞

−
ˆ T

0

ˆ 1

0
u(x, t)s(t)

(
s′(t)φ(x, t) + s(t)∂tφ(x, t)

)
dx dt

−
ˆ 1

0
u0(x) s2(0)φ(x, 0) dx+

ˆ T

0

ˆ 1

0
κu∂xu(x, t)∂xφ(x, t) dxdt

+

ˆ T

0

ˆ 1

0
s(t) s′(t)xu(x, t)∂xφ(x, t)dxdt+

ˆ T

0
s(t)ψ(u(1, t))φ(1, t)dt

−
ˆ T

0

ˆ 1

0
s2(t)f(u(x, t), v(x, t))φ(x, t) dx dt.

In order to prove (S4), it remains to prove that εm → 0 as m → +∞. For this, we
multiply (1.4c) by ∆tmφ

n
i , where φ

n
i = φ(xi, tn), and we sum over i and n. We get

A′u,1(m) +A′u,2(m) +A′u,3(m) = 0,
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with

A′u,1(m) =

NT−1∑

n=0

∆tm

l∑

i=1

hi s
n+1 (sn+1un+1

i − snuni )

∆tm
φni ,

A′u,2(m) =

NT−1∑

n=0

∆tm

l∑

i=0

(
Gn+1
u,i+ 1

2

−Gn+1
u,i− 1

2

)
φni ,

A′u,3(m) = −
NT−1∑

n=0

∆tm

l∑

i=1

hi (sn+1)2 f(un+1
i , vn+1

i )φni .

Applying the standard method used in [14, 22], we must show that for j ∈ {1, 2, 3} we
have

|A′u,j(m)−Au,j(m)| −→
m→+∞

0.

In our case, we notice that the only term which di�er from [14, 22] is the term |A′u,1−Au,1|.
For this reason, we only prove that |A′u,1(m)−Au,1(m)| → 0 as m→ +∞ in the sequel.
For the other terms we refer to [14, 22]. By de�nition of Au,1(m), we have

Au,1(m) =−
NT−1∑

n=0

l∑

i=1

ˆ tn+1

tn

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

uni s
n (sn+1 − sn)

∆tm
φ(x, t)dxdt

−
NT−1∑

n=0

l∑

i=1

ˆ tn+1

tn

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

un+1
i (sn+1)2 ∂tφ(x, t) dxdt

−
l∑

i=1

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u0
i (s0)2 φ(x, 0) dx.

For A′u,1(m), using a discrete integration by parts we get

A′u,1(m) =

NT∑

n=0

∆tm

l∑

i=1

hi
∆tm

[
(sn)2 uni φ

n−1
i − sn+1 sn uni φ

n
i

]
−

l∑

i=1

hi s
1 s0 u0

i φ
0
i .

Then, using φNi = 0 and inserting the term (−sn φni + sn φni ) we obtain

A′u,1(m) =−
NT−1∑

n=0

∆tm

l∑

i=1

his
nuni

(sn+1 − sn)

∆tm
φni + ∆tm

l∑

i=1

his
0u0
i

(s1 − s0)

∆tm
φ0
i

−
NT−1∑

n=0

∆tm

l∑

i=1

hi (sn+1)2 un+1
i

(φn+1
i − φni )

∆tm
−

l∑

i=1

hi s
1 s0 u0

i φ
0
i .
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Thus, we obtain |A′u,1(m)−Au,1(m)| ≤ E + F +G+H, with

E =

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

ˆ tn+1

tn

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

uni s
n s

n+1 − sn
∆tm

|φ(x, t)− φni | dxdt,

F =

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

ˆ tn+1

tn

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

(sn+1)2 un+1
i

∣∣∣∣∂tφ(x, t)− φn+1
i − φni

∆tm

∣∣∣∣ dx dt,

G = ∆tm

l∑

i=1

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u0
i s

0 s
1 − s0

∆tm
|φ0
i | dx,

H =
l∑

i=1

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

u0
i s

0
∣∣s0φ(x, 0)− s1φ0

i

∣∣ dx.

Therefore, thanks to the regularity of φ, the inequalities (1.8), (1.9) and (1.10) and the
Cauchy-Schwarz inequality, we conclude that there exists a constant C only depending
on s0, g∗, α and T such that

|A′u,1(m)−Au,1(m)| ≤ C ||φ||C2([0,T ]×[0,1]) (∆tm + hm) −→
m→+∞

0.

Then, we obtain that εm → 0 as m→ +∞ and (S4) is satis�ed. Using the same method
we may show that (s, u, v) veri�es (S5).

For (S3), we consider ϕ ∈ D([0, T ]). Then, for all m, we have
ˆ T

0
s′m(t)ϕ(t) dt =

ˆ T

0
ψ(um(1, t))ϕ(t) dt.

Thus, we deduce, from Theorem 1.2.2 and Proposition 1.5.2, that for all ϕ ∈ D([0, T ])

ˆ T

0
s′(t)ϕ(t) dt =

ˆ T

0
ψ(u(1, t))ϕ(t) dt.

Eventually, for almost every t ∈ [0, T ] we obtain s′(t) = ψ(u(1, t)). Moreover, from Theo-
rem 1.2.2, we deduce that s(0) = s0.

Finally for (S2) we show, for instance, that u− g ∈ L2(0, T ;H). In this purpose, we
prove that for almost every t ∈ [0, T ] we have u(0, t) = g(t). Thanks to Proposition 1.5.2,
we get

gm(t) = um(0, t) −→ u(0, t).

Let ε > 0 and t ∈ [tn, tn+1). We have

|gm(t)− g(t)| =
∣∣∣∣

1

∆tm

ˆ tn+1

tn

(g(s)− g(t)) ds

∣∣∣∣ .
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As g ∈ H1(0, T ) ⊂ C([0, T ]), g is uniformly continuous. Therefore, for |s − t| ≤ η(ε) ≤
∆tm, we obtain

|gm(t)− g(t)| ≤ ε.

We deduce from this inequality that u− g ∈ L2(0, T ;H) and the same arguments show
that v − r ∈ L2(0, T ;H).

As already mentioned, we can show that u and v belong also to H1(0, T ;H∗). Then,
thanks to [2], we deduce the uniqueness of the weak solution (s, u, v). We also deduce
that the whole sequence (sm, um, vm)m converges to the weak solution of (1.3).

1.6 Numerical experiments

In this Section, we present some numerical experiments. The test case is described in
Table 1.1. Moreover, we assume that g(t) = 15, r(t) = 2.25 for all t ∈ [0, 1] and u0(x) = 1,

κu κv s0 α γ β

1 0.1 0.5 1 6.5 7.5

Table 1.1 � De�nition of parameters used in the test case

v0(x) = 1 for all x ∈ [0, 1]. We are interested in the computations of the pro�les of u and
v at di�erent times, in the long time behavior of the penetration depth and also in the
order of convergence of the scheme. We may compare the results given by the Scharfetter-
Gummel scheme presented in the chapter and the upwind scheme corresponding to the
B function de�ned by B(x) = 1 + x− with x− = max(−x, 0) (see [23]).

Figure 1.1 shows the di�erent pro�les of v and u as functions of x where x ∈ [0, s(t)]
for t ∈ {20, 40, 60, 80, 100}. The results are obtained with 1000 cells and ∆t = 10−2. We
observe pro�les similar to those given in [4, 50].

In Figure 1.2, we illustrate the behaviour of s in linear scale on the left and in
logarithmic scale on the right, up to time T = 1000. We observe that the penetration
depth s follows a

√
t-law of propagation (see [4, 50]). The results are obtained with 1000

cells and ∆t = 10−2. Let us mention that the upwind scheme gives the same results than
the Scharfetter-Gummel scheme.

Since the exact solutions u and v of (1.3) are not explicitly known, we compute two
reference solutions on a uniform mesh composed of 2560 cells and with ∆t = (1/2560)2 in
the Scharfetter-Gummel case and ∆t = 1/2560 in the upwind case, in order to investigate
the question of the convergence rate in space for (S1). We impose this condition on ∆t
because the Euler discretisation in time exhibits a �rst order convergence rate while
we expect a second order convergence rate in space for the Scharfetter-Gummel scheme
and a �rst order for the upwind scheme. Then, we compute approximate solutions on a
uniform mesh made of respectively 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 and 1280 cells. Finally,
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Figure 1.1 � Pro�les of v (on the left) and u (on the right) at di�erent times. The
solutions are plotted on [0, s(t)].
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Figure 1.2 � Behavior of s in linear scale (on the left) and in logarithmic scale (on the
right) for T = 1000.

we compute the L2-norm of the di�erence between the approximate solution and the
average of the reference solution at di�erent �nal times: T = 0.1, 1 and 5. The results
are shown on Figure 1.3 for the Scharfetter-Gummel scheme and on Figure 1.4 for the
upwind scheme. As expected (see [48]), the Scharfetter-Gummel scheme converges with
an order around 2, while the upwind scheme converges with an order around 1.
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Figure 1.3 � L2-norm of the error for u (on the left) and v (on the right) in space at
di�erent �nal times with the Scharfetter-Gummel �uxes.
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Figure 1.4 � L2-norm of the error for u (on the left) and v (on the right) in space at
di�erent �nal times with the upwind �uxes.
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Chapitre 2

Comportement en temps long d'un

schéma volumes �nis pour un

modèle de carbonatation des bétons

armés

Ce chapitre est publié dans Numerical Methods for Partial Di�erential Equations [77].

In this chapter, we are interested in the long time behavior of approximate solutions
to a free boundary model which appears in the modeling of concrete carbonation [2].
In particular, we study the long time regime of the moving interface. The numerical
solutions are obtained by an implicit in time and �nite volume in space scheme. We
show the existence of solutions to the scheme and, following [3, 4], we prove that the
approximate free boundary increases in time following a

√
t-law. Finally, we supplement

the study through numerical experiments.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

The carbonation phenomenon in reinforced concrete is a physico-chemical reaction
which produces a moving interface inside the concrete. The carbonation process can be
described as follows: CO2 in gaseous phase which comes from the atmosphere is quickly
transformed in CO2 in aqueous phase. The transformation of CO2(g) to CO2(aq) leads to
the carbonation reaction when CO2(aq) reacts with Ca(OH)2(aq). This reaction produces
a moving interface which splits the concrete in two parts: the carbonated one which grows
in time and the uncarbonated one. We refer to [2, 3, 4, 56, 28] for more details on the
concrete carbonation reaction.
In [2], Aiki and Muntean have proposed a free boundary system in one dimension in
space modeling concrete carbonation. This model consists in a system of two weakly
coupled reaction-di�usion equations in a varying domain, the carbonated zone, whose
length is governed by an ordinary di�erential equation. In this model, the unknowns u
and v represent the mass concentration of CO2 respectively in aqueous and gaseous phase
and s represents the penetration depth which measures the size of the carbonated zone.
Let us mention that this system is derived from [56]. In this chapter, we consider the
numerical approximation of the model proposed in [2]. As mentioned above, this system
is de�ned on a varying domain. For numerical reasons, it is convenient to rewrite this
model on a �xed domain. To this end, we use a change of variables [28]. Then, in the
new coordinate system we consider

Q(T ) = {(t, x) : 0 < x < 1, 0 < t < T}.
So that, we can rewrite the model in [2] as a convection-di�usion-reaction system de�ned
by:

s(t)∂t(s(t)u) + ∂xJu = s2(t)f(u, v) in Q(T ), (2.1a)

s(t)∂t(s(t)v) + ∂xJv = −s2(t)f(u, v) in Q(T ), (2.1b)

s′(t) = ψ(u(1, t)) for 0 < t < T, (2.1c)

u(0, t) = g(t) for 0 < t < T, (2.1d)

v(0, t) = r(t) for 0 < t < T, (2.1e)

Ju(1, t) = s(t)ψ(u(1, t)) for 0 < t < T, (2.1f)

Jv(1, t) = 0 for 0 < t < T, (2.1g)

u(x, 0) = u0(s0x) for 0 < x < 1, (2.1h)

v(x, 0) = v0(s0x) for 0 < x < 1, (2.1i)

s(0) = s0. (2.1j)

The general convection-di�usion �uxes are de�ned by

Jw = −κw∂xw − s(t)s′(t)xw,
where w = u or v. We refer to [2], where existence and uniqueness of a global solution
to (2.1) are established. As in the theoretical analysis, we suppose that the following
assumptions are satisfied:
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(H2-1) ψ : R −→ R represents the kinetics of the reaction and is de�ned by
ψ(x) = αxp with α > 0 and p ≥ 1,

(H2-2) f : R2 −→ R is given by the Henry's law and is de�ned by f(u, v) = β(γv−u)
with β and γ two positive constants,

(H2-3) g and r belong to H1(0, T ),

(H2-4) u0 and v0 belong to L∞([0, s0]),

(H2-5) the di�usive coe�cients κu and κv are two positive constants,

(H2-6) s0 > 0,

(H2-7) there exist g∗ and r∗ two positive constants with g∗ = γ r∗ such that

0 ≤ g ≤ g∗ and 0 ≤ r ≤ r∗ on [0,+∞[,

0 ≤ u0 ≤ g∗ and 0 ≤ v0 ≤ r∗ on [0, s0].

In [3, 4], Aiki and Muntean show that the penetration depth s follows a
√
t-law of

propagation for constant Dirichlet boundary conditions. In this case, they prove the
existence of two positive constants c and C independent of t such that

c
√
t ≤ s(t) ≤ C

√
1 + t, ∀t ≥ 0. (2.2)

They extend their result to the case of time dependent Dirichlet boundary conditions
in [5]. We notice that there exists a wide literature in the continuous setting on the long
time behavior of the free interface for Stefan like problem, see for instance [39, 41, 42, 72]
and references therein. However, up to our knowledge, there exist no such results in the
discrete setting.
In [28], we propose and show the convergence of a �nite volume scheme for (2.1) and we
observe that the approximate penetration depth follows a

√
t-law of propagation. The

aim of this chapter is to establish an inequality similar to (2.2). In [3, 4], the key idea
is to prove an energy equality and then to deduce the

√
t-bounds satis�ed by s. In the

discrete setting the main di�culty is to de�ne a scheme which permits to adapt this
proof. To this end, we need to modify the scheme proposed in [28] and we will consider
in this chapter a fully implicit in time and �nite volume in space scheme.
The chapter is organized as follows: Section 2.2 introduces the numerical scheme and
states the main results. Theorem 2.2.1 gives the existence of a solution to the scheme
and Theorem 2.2.2 gives the long time behavior of the approximate penetration depth.
Section 2.3 is devoted to the proof of Theorem 2.2.1, while we establish in Section 2.4 a
discrete L2(0, T ;H1(0, 1)) estimate needed for the proof of Theorem 2.2.2. Theorem 2.2.2
is then proved in Section 2.5. We present some numerical results obtained with the scheme
in Section 2.6. Finally, an Appendix gives a result required for the theoretical study of
the scheme.
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2.2 Numerical scheme and main results

2.2.1 The fully implicit �nite volume scheme

In order to write a �nite volume scheme we introduce notations related to the dis-
cretisation of [0, 1] × [0, T ]. A mesh T , consists in a �nite sequence of cells denoted
(xi− 1

2
, xi+ 1

2
), for 1 ≤ i ≤ l, with

0 = x 1
2
< x 3

2
< ... < xl− 1

2
< xl+ 1

2
= 1.

We note hi = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, for 1 ≤ i ≤ l, the length of the i-th cell. The mesh size is

de�ned as h = max{hi, 1 ≤ i ≤ l}. Moreover, for 1 ≤ i ≤ l, we de�ne xi as the center of
the cell (xi− 1

2
, xi+ 1

2
), x0 = x 1

2
and xl+1 = xl+ 1

2
. We set

hi+ 1
2

= xi+1 − xi for 0 ≤ i ≤ l.

For the discretisation of [0, T ], we de�ne a time step ∆t and an integer NT such that
NT ∆t = T . We consider the sequence (tn)0≤n≤NT with tn = n∆t.

Then, for 1 ≤ i ≤ l and 0 ≤ n ≤ NT − 1, the scheme writes

sn+1 = sn + ∆t ψ(un+1
l+1 ), (2.3)

his
n+1 s

n+1 un+1
i − sn uni
∆t

+

(
Fn+1
u,i+ 1

2

−Fn+1
u,i− 1

2

)
= hi (sn+1)2 f(un+1

i , vn+1
i ), (2.4)

his
n+1 s

n+1 vn+1
i − sn vni

∆t
+

(
Fn+1
v,i+ 1

2

−Fn+1
v,i− 1

2

)
= −hi (sn+1)2 f(un+1

i , vn+1
i ). (2.5)

It remains to de�ne the numerical �uxes. We de�ne

σn+1 = sn+1 s
n+1 − sn

∆t
, (2.6)

we introduce the local numerical Péclet number

Pn+1
w,i+ 1

2

=
hi+ 1

2
σn+1 xi+ 1

2

κw
, ∀ 0 ≤ i ≤ l, (2.7)

and we de�ne a generic numerical �ux, that is:

Fn+1
w,i+ 1

2

= κw

B

(
Pn+1
w,i+ 1

2

)
wn+1
i −B

(
−Pn+1

w,i+ 1
2

)
wn+1
i+1

hi+ 1
2

, ∀ 0 ≤ i ≤ l, (2.8)
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for w = u or v. For B, we should consider the upwind �uxes B(x) = Bup(x) = 1+x− with
x− = max(−x, 0) (see [23]) or the Scharfetter-Gummel �uxes B(x) = Bsg(x) = x/(ex−1)
with B(0) = 1 introduced by Il'in in [43] and Scharfetter and Gummel in [68]. We notice
that in both cases the function B satis�es the following assumptions:

B is LB-Lipschitz continuous on R, (2.9a)

B(0) = 1 and B(x) > 0, ∀x ∈ R, (2.9b)

B(x) ≤ 1, ∀x ∈ R+, (2.9c)

B(x)−B(−x) = −x, ∀x ∈ R. (2.9d)

We supplement the numerical scheme with the discretization of the boundary conditions

vn0 = rn =
1

∆t

ˆ tn+1

tn

r(t) dt, un0 = gn =
1

∆t

ˆ tn+1

tn

g(t) dt, (2.10)

for 0 ≤ n ≤ NT and

Fn+1
v,l+ 1

2

= 0, (2.11)

Fn+1
u,l+ 1

2

= sn+1 ψ(un+1
l+1 ). (2.12)

Moreover, thanks to (2.3) and (2.6), we have for 0 ≤ n ≤ NT

Fn+1
u,l+ 1

2

= sn+1 ψ(un+1
l+1 ) = σn+1. (2.13)

Finally, for the initial conditions we de�ne for 1 ≤ i ≤ l
s0 = s0, (2.14)

w0
i =

1

h

ˆ x
i+1

2

x
i− 1

2

w0(s0x) dx and w0
l+1 = w0(s0), (2.15)

for w = u or v. We denote by (S2) the scheme (2.3)-(2.15).

Remark 2.2.1. Let us notice that thanks to the hypothesis (2.9d) we have for 1 ≤ i ≤ l
and n ≥ 0 two decomposition formulae for the �uxes, either an upwind reformulation

Fn+1
w,i+ 1

2

= −κw B
(
Pn+1
w,i+ 1

2

)
wn+1
i+1 − wn+1

i

hi+ 1
2

− σn+1 xi+ 1
2
wn+1
i+1 , (2.16)

or a centered one

Fn+1
w,i+ 1

2

= −κw Bc

(
Pn+1
w,i+ 1

2

)
wn+1
i+1 − wn+1

i

hi+ 1
2

− σn+1 xi+ 1
2

wn+1
i + wn+1

i+1

2
, (2.17)

with

Bc(x) =
B(x) +B(−x)

2
, ∀x ∈ R. (2.18)
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2.2.2 Main results

First, we state the existence of a solution to the scheme (S2). Let us introduce for a
given T the compact and convex set

K =
{

(u, v) ∈ Rl+2 × Rl+2 : 0 ≤ ui ≤ g∗, 0 ≤ vi ≤ r∗, ∀ 0 ≤ i ≤ l + 1
}
.

Theorem 2.2.1. Under the assumptions (H2-1)-(H2-7) and (2.9) and for a given mesh
T and a given ∆t then (S2) admits a solution (sn, un, vn) for all 0 ≤ n ≤ NT such that

(un, vn) ∈ K and sn ≥ s0 > 0, ∀0 ≤ n ≤ NT . (2.19)

Moreover

0 ≤ sn+1 − sn
∆t

≤ α (g∗)p, ∀0 ≤ n ≤ NT − 1. (2.20)

We prove Theorem 2.2.1 in Section 2.3. The proof is based on the Brouwer's �xed-
point theorem.
As already said, our main result concerns the long time behavior of the approximate
penetration depth. This result is given in Theorem 2.2.2.

Theorem 2.2.2. For a given ∆t, let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold, assume
that g(t) = g∗ and r(t) = r∗ for t ∈ [0,+∞) with g∗ + r∗ < 1. Then, there exist two
positive constants c and C independent of ∆t such that

c
√
T ≤ sNT ≤ C

√
T + 1. (2.21)

We show Theorem 2.2.2 in Section 2.5. For the proof, we establish two energy inequa-
lities, see Proposition 2.5.1 and Proposition 2.5.2. Then, we prove the lower and upper
bound of (2.21).

2.3 Existence of a solution to the scheme

In this section, we prove Theorem 2.2.1. The proof of existence is done by induction
on n and we follow some ideas developed in [16]. Let us note that the element s0 is de�ned
by (2.14) and the vectors u0 and v0 are de�ned by (2.15). Hypothesis (H2-7) ensures that
u0 and v0 ful�ll the condition (2.19).
We suppose that, for some n ≥ 0, (sn, un, vn) is known and satis�es (2.19) and (2.20).
We want to establish the existence of (sn+1, un+1, vn+1) solution to (S2) satisfying (2.19)
and (2.20). To this end, we introduce the application Tn : K −→ Rl+2×Rl+2, such that
Tn(u, v) = (û, v̂). The de�nition of Tn is based on the linear scheme proposed in [28] and
de�ned in two steps.

� First, for (u, v) ∈ K we de�ne the element

ŝ = sn + ∆t α (ul+1)p. (2.22)

61



Chapitre 2. Comportement en temps long d'un schéma VF

� Then, we de�ne (û, v̂) as the solution to the following linear scheme

hi ŝ
ŝ v̂i − sn vni

∆t
+
(
Ĝv̂,i+ 1

2
− Ĝv̂,i− 1

2

)
= −hi (ŝ)2 f(ui, v̂i),

hi ŝ
ŝ ûi − sn uni

∆t
+
(
Ĝû,i+ 1

2
− Ĝû,i− 1

2

)
= hi (ŝ)2 f(ûi, v̂i),

for 1 ≤ i ≤ l and

Ĝv̂,l+ 1
2

= 0, Ĝû,l+ 1
2

= ŝ α ûl+1 (ul+1)p−1,

where

Ĝŵ,i+ 1
2

= κw
B
(
Pw,i+ 1

2

)
ŵi −B

(
Pw,i+ 1

2

)
ŵi+1

hi+ 1
2

,

with

Pw,i+ 1
2

=
hi+ 1

2
xi+ 1

2

κw
σ,

and where

σ = ŝ
ŝ− sn

∆t
.

We supplement this scheme by the boundary conditions

v̂0 = rn+1 and û0 = gn+1,

with rn+1 and gn+1 de�ned by (2.10).

We notice two important facts. First, the assumption (H2-7) ensures that v̂0 and û0

satisfy

0 ≤ v̂0 ≤ r∗ and 0 ≤ û0 ≤ g∗.

Furthermore, since

0 ≤ ŝ− sn
∆t

≤ α (g∗)p,

and using the boundary condition for v̂ at x = 1 and the hypothesis (2.9), we rewrite
v̂l+1 as

v̂l+1 = ω v̂l, (2.23)

with ω a positive constant. Then, it su�ces to study the two decoupled linear systems
which can be written as

Mû Û = bû and Mv̂ V̂ = bv̂,
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with Û = (û1, · · · , ûl+1)t, V̂ = (v̂1, · · · , v̂l)t, Mû ∈ Ml+1(R), Mv̂ ∈ Ml(R), bû ∈ Rl+1

and bv̂ ∈ Rl. The matrices Mû and Mv̂ are tridiagonal. Moreover, Mû and Mv̂ are M-
matrices and thus invertible and monotone, see [28]. Since, bû ≥ 0 and bv̂ ≥ 0, we deduce
thanks to the induction hypothesis that Û ≥ 0, V̂ ≥ 0 and by (2.23) we conclude that
v̂l+1 ≥ 0.
Finally, following the proof of [28], we show that for all i ∈ {1, · · · , l + 1} we have

ûi ≤ g∗ and v̂i ≤ r∗.

Thus, Tn stabilizes the set K and then, thanks to the Brouwer's �xed-point theorem, Tn

has a �xed-point in K, denoted by (un+1, vn+1). Eventually, we construct sn+1 by

sn+1 = sn + ∆t α (un+1
l+1 )p.

Hence, we deduce the existence of (sn+1, un+1, vn+1) solution to (S2) such that un+1,
vn+1 and sn+1 satisfy (2.19). As a by-product, we deduce (2.20) since un+1 ∈ K and
sn+1 ≥ sn ≥ 0.

2.4 Discrete L2(0, T ;H1(0, 1)) estimate on the approximate
solutions

Following [3, 4], we establish in this section a discrete L2(0, T ;H1(0, 1)) estimate.
This estimate is the discrete counterpart of [3, Lemma 3.4], under the assumptions (H2-
1)-(H2-7) and if we assume that g(t) = g∗ and r(t) = r∗ on [0,+∞). Then, for almost
every t > 0 we have the following estimate

ˆ t

0
s0

[
1

α1/p

(
s′(z)

)(p+1)/p
+

1

2α2/p

(
s′(z)

)(p+2)/p
]
dz + κu

ˆ t

0

ˆ 1

0
|∂xu(x, z)|2 dx dz

+ κv γ

ˆ t

0

ˆ 1

0
|∂xv(x, z)|2 dx dz ≤ 1

2

ˆ t

0

ˆ 1

0
s(z) s′(z) (u2(x, z) + γv2(x, z)) dx dz

+
s2(t)

2

(
(g∗)2 + g∗ + γ (r∗)2

)
+

1

2

ˆ 1

0
s2

0

[
(u0(s0x)− g∗)2 + γ (v0(s0x)− r∗)2

]
dx.

(2.24)

In order to state the discrete version of (2.24), let us remark that there exists a positive
constant τ such that

Bc(x) ≥ τ, ∀x ∈ R.

We refer to Appendix A where we prove the existence of τ . Moreover, we notice that in
the case of the upwind �uxes or the Scharfetter-Gummel �uxes τ = 1. We now state the
discrete L2(0, T ;H1(0, 1)) estimate.
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Proposition 2.4.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g(t) = g∗ and r(t) = r∗ on [0,+∞). Then, for a given ∆t and a given mesh T we have

NT−1∑

n=0

∆ts0

[
1

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+1)/p

+
1

2α2/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+2)/p
]

+ κu τ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

+ γ κv τ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

≤ (sNT )2
(
(g∗)2 + g∗ + γ (r∗)2

)
+

(s0)2

2

l∑

i=1

hi
[
(u0
i − g∗)2 + γ(v0

i − r∗)2
]

+
1

2

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

hi σ
n+1

[
(un+1
i )2 + γ (vn+1

i )2
]
. (2.25)

Proof. Wemultiply (2.4) by ∆t (un+1
i −g∗) and we sum over i and n, we obtain E+F = G,

with

E =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

hi s
n+1 (sn+1 un+1

i − sn uni )

∆t

(
un+1
i − g∗

)
,

F =

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

(
Fn+1
u,i+ 1

2

−Fn+1
u,i− 1

2

) (
un+1
i − g∗

)
,

G =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

hi (sn+1)2 f
(
un+1
i , vn+1

i

) (
un+1
i − g∗

)
.

We notice that we can rewrite E as

E =

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

his
n+1
[
sn+1 (un+1

i − g∗)− sn (uni − g∗)

+ g∗ (sn+1 − sn)
]
(un+1
i − g∗).

Using the formula (a− b) a ≥ (a2 − b2)/2 we obtain

E ≥ 1

2

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi

[
(sn+1)2 (un+1

i − g∗)2 − (sn)2 (uni − g∗)2
]

+ g∗
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi σ
n+1 (un+1

i − g∗).
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Thanks to Theorem 2.2.1 we know that un+1
i ≥ 0 for all 1 ≤ i ≤ l and 0 ≤ n ≤ NT − 1

which leads to

E ≥ 1

2

l∑

i=1

hi

[
(sNT )2 (uNTi − g∗)2 − (s0)2 (u0

i − g∗)2
]
− (g∗)2

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi σ
n+1,

and since
∑l

i=1 hi = 1 we have

E ≥ 1

2

l∑

i=1

hi

[
(sNT )2 (uNTi − g∗)2 − (s0)2 (u0

i − g∗)2
]
− (g∗)2

NT−1∑

n=0

∆t σn+1.

Now, let us notice, by monotonicity of (sn)0≤n≤NT thanks to (2.20), that for all 0 ≤ n ≤
NT − 1

∆t σn+1 =
(
sn+1

)2 − sn+1 sn ≤
(
sn+1

)2 − (sn)2 . (2.26)

Then, we deduce that

E ≥ −1

2

l∑

i=1

hi (s0)2 (u0
i − g∗)2 − (g∗)2

NT−1∑

n=0

(
(sn+1)2 − (sn)2

)
.

Hence, we obtain

E ≥ −1

2

l∑

i=1

hi (s0)2(u0
i − g∗)2 − (g∗)2

(
sNT

)2
. (2.27)

For F , a summation by parts leads to F = F1 + F2 where F1 contains the numerical
�uxes and F2 the boundary terms:

F1 = −
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

Fn+1
u,i+ 1

2

(un+1
i+1 − un+1

i ),

F2 =

NT−1∑

n=0

∆tFn+1
u,l+ 1

2

(un+1
l+1 − g∗).

For F1, we use the decomposition formula (2.17) and we get

F1 = κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

Bc

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

+
1

2

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

xi+ 1
2
σn+1

((
un+1
i+1

)2 −
(
un+1
i

)2)
.
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We reorder the convective terms and since by Lemma 2.7.1, Bc(x) ≥ τ for all x ∈ R, we
obtain

F1 ≥ κu τ
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

− 1

2

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi σ
n+1 (un+1

i )2 +
1

2

NT−1∑

n=0

∆t σn+1 (un+1
l+1 )2.

Using equation (2.3) we have α (un+1
l+1 )p = (sn+1 − sn)/∆t and the inequality σn+1 ≥

s0 (sn+1 − sn)/∆t for the last term of the right hand side, we deduce that

F1 ≥ κu τ
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

− 1

2

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi σ
n+1 (un+1

i )2 +

NT−1∑

n=0

∆t s0

2α2/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+2)/p

.

For F2, we apply (2.13) and we have

F2 =

NT−1∑

n=0

∆t σn+1 un+1
l+1 − g∗

NT−1∑

n=0

∆tσn+1.

Using equation (2.3), as for the term F1, we obtain

F2 =

NT−1∑

n=0

∆t
sn+1

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+1)/p

− g∗
NT−1∑

n=0

∆t σn+1.

Applying the inequality (2.26) and the fact that sn+1 ≥ s0 for all 0 ≤ n ≤ NT − 1 we
infer that

F2 ≥
NT−1∑

n=0

∆t s0

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+1)/p

− g∗ (sNT )2.

We conclude that

F ≥ κu τ
NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

− 1

2

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi σ
n+1 (un+1

i )2

+

NT−1∑

n=0

∆t s0

2α2/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+2)/p

+

NT−1∑

n=0

∆t s0

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+1)/p

− g∗ (sNT )2. (2.28)
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Then, we obtain from equation E + F = G, inequalities (2.27) and (2.28)

NT−1∑

n=0

∆t s0

[
1

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+1)/p

+
1

2α2/p

(
sn+1 − sn

∆t

)(p+2)/p
]

+ κu τ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

≤ (sNT )2 ((g∗)2 + g∗) +
(s0)2

2

l∑

i=1

hi (u0
i − g∗)2

+

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi (sn+1)2 f(un+1
i , vn+1

i ) (un+1
i − g∗) +

1

2

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi σ
n+1 (un+1

i )2.

(2.29)

As previously, we multiply (2.5) by γ∆t(vn+1− r∗) and we sum over i and n, so that we
obtain similarly E + F = G. Thus, applying the same techniques as before, we deduce
that

γ κv τ

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

≤ (sNT )2 γ (r∗)2

+
γ

2

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

hi σ
n+1 (vn+1

i )2 +
γ (s0)2

2

l∑

i=1

hi(v
0
i − r∗)2

− γ
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi (sn+1)2 f(un+1
i , vn+1

i ) (vn+1
i − r∗).

(2.30)

Finally, we notice that, for 0 ≤ n ≤ NT − 1 and 1 ≤ i ≤ l, we have

f(un+1
i , vn+1

i )(un+1
i − g∗)− γ f(un+1

i , vn+1
i )(vn+1

i − r∗)
= −β (γ vn+1

i − un+1
i )2 ≤ 0. (2.31)

Thus, we sum (2.29) and (2.30) and we deduce, thanks to (2.31), the inequality (2.25).

Corollary 2.4.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g(t) = g∗ and r(t) = r∗ on [0,+∞). Then, for a given ∆t and a given mesh T , there
exists a constant C which depends on g∗, r∗, τ , ||u0 − g∗||20 and ||v0 − r∗||20 such that

κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

+ κv γ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

≤ C
(
sNT

)2
.

(2.32)
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Proof. Since s0 ≤ sNT we deduce from Proposition 2.4.1 that

κu τ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

+ γ κv τ

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

≤
(
sNT

)2 [
(g∗)2 + g∗ + γ (r∗)2 +

1

2

l∑

i=1

hi
[
(u0
i − g∗)2 + γ (v0

i − r∗)2
]

+
(g∗)2 + γ (r∗)2

2

]
.

This concludes the proof of Corollary 2.4.1.

2.5 The long time behavior of the approximate penetration
depth

In this section, we prove Theorem 2.2.2. As already mentioned, in the continuous
setting the key idea is to establish an energy equality and then to deduce the

√
t-bounds

for the penetration depth. This equality is established in [3, Lemma 3.3], see also [4,
Lemma 2.4], and could be stated as follows: assume that the assumptions (H2-1)-(H2-7)
hold, then for almost every t > 0 we have

ˆ 1

0
s2(t)x

(
u(x, t) + v(x, t)

)
dx+

1

2
s2(t) + κu

ˆ t

0

ˆ 1

0
∂xu(x, z) dx dz

+ κv

ˆ t

0

ˆ 1

0
∂xv(x, z) dx dz =

1

2
s2

0 +

ˆ 1

0
s2

0 x
(
u0(s0 x) + v0(s0 x)

)
dx. (2.33)

However, at the discrete level the techniques employed in [3, 4] for the establishment
of (2.33) do not directly apply. Hence, in order to prove Theorem 2.2.2 we establish
two discrete energy inequalities and then we will deduce the

√
t-bounds satis�ed by the

approximate penetration depth.

2.5.1 The lower bound

In this section, we show the lower bound of (2.21). To this end, we �rst state an
energy inequality.

Proposition 2.5.1. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold. Then, for a given
∆t and a given mesh T a solution to (S2) satis�es

3 g∗ + 3 r∗ + 1

2
(sNT )2 + κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

+ κv

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ) ≥ 0. (2.34)
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Proof. We multiply (2.4) by ∆t xi and we sum over i and n, we obtain E +F = G, with

E =

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi xi s
n+1 (sn+1un+1

i − snuni )

∆t
,

F =

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

xi

(
Fn+1
u,i+ 1

2

−Fn+1
u,i− 1

2

)
,

G =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

hi xi (sn+1)2 f(un+1
i , vn+1

i ).

For E we notice that

E =

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi xi

(
(sn+1)2 un+1

i − (sn)2 uni

)
−
NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi xi s
n (sn+1 − sn)uni .

Thanks to Theorem 2.2.1 we know that for all 1 ≤ i ≤ l and 0 ≤ n ≤ NT − 1 we have
sn (sn+1 − sn)uni ≥ 0 and we get

E ≤
NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi xi

(
(sn+1)2 un+1

i − (sn)2 uni

)
.

Then, using the telescopic sum and the inequality
∑l

i=1 hi xi ≤
∑l

i=1 hi = 1 we have

E ≤
l∑

i=1

hi xi
(
sNT

)2
uNTi −

l∑

i=1

hi xi
(
s0
)2
u0
i ≤ g∗

(
sNT

)2
. (2.35)

For F , a summation by parts leads to

F = −
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi+ 1
2
Fn+1
u,i+ 1

2

+

NT−1∑

n=0

∆tFn+1
u,l+ 1

2

.

Then, using the decomposition formula (2.16) and the equation (2.13), we obtain

F = κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

+

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

hi+ 1
2
xi+ 1

2
σn+1 un+1

i+1 +

NT−1∑

n=0

∆t σn+1.

Since un+1
i ≤ g∗ for all 1 ≤ i ≤ l+1, we deduce thanks to the inequality

∑l
i=0 hi+ 1

2
xi+ 1

2
≤

∑l
i=0 hi+ 1

2
= 1 that

F ≤ κu
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i ) + (g∗ + 1)

NT−1∑

n=0

∆t σn+1.
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Moreover, the inequality (2.26) yields to

F ≤ κu
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

+
g∗ + 1

2

NT−1∑

n=0

(
(sn+1)2 − (sn)2

)
. (2.36)

Then, applying (2.35) and (2.36) in the equation E + F = G we get

3 g∗ + 1

2

(
sNT

)2
+ κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i ) ≥ G. (2.37)

If we use the same techniques for v we have

3 r∗

2

(
sNT

)2
+ κv

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ) ≥ −G. (2.38)

Finally, we sum (2.37) and (2.38) and we deduce (2.34).

Now, let us show the lower bound of (2.21). Thanks to Proposition 2.5.1 we obtain
the inequality E + F +G ≥ 0 with

E =
3 g∗ + 3 r∗ + 1

2

(
sNT

)2
,

F = κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i ),

G = κv

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ).

We rewrite F as F = F1 + F2 with

F1 = κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(
B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
− 1

) (
un+1
i+1 − un+1

i

)
,

F2 = κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(
un+1
i+1 − un+1

i

)
.

For |F1|, the Cauchy-Schwarz inequality yields to

|F1| ≤ κu
NT−1∑

n=0

∆t

(
l∑

i=0

hi+ 1
2

(
B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
− 1

)2
)1/2( l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

.
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Since 0 ≤ B(x) ≤ 1 for x ≥ 0 then (B(x)− 1)2 ≤ 1 for x ≥ 0 and we obtain

|F1| ≤ κu
NT−1∑

n=0

∆t

(
l∑

i=0

hi+ 1
2

)1/2 ( l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

.

Using the fact that
∑l

i=0 hi+ 1
2

= 1 and the Cauchy-Schwarz inequality lead to

|F1| ≤ κu
(
NT−1∑

n=0

∆t

)1/2 (NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

≤
√
κu T

(
κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(un+1
i+1 − un+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

.

Thanks to Corollary 2.4.1, we deduce the existence of a constant c1 independent of ∆t
such that

|F1| ≤ c1

√
κu T s

NT .

Then, we use the generalized Young inequality

ab ≤ ε a
r

r
+

bq

q εq/r
, with

1

r
+

1

q
= 1 and 1 < r, q <∞, (2.39)

with a = c1 s
NT , b =

√
κu T , r = 2 and ε = 4/g∗ and we deduce the existence of a

positive constant, still denoted c1, independent of ∆t such that

|F1| ≤ c1

(
sNT

)2
+
κu g

∗

8
T. (2.40)

For F2, using the telescopic sum and (2.3) we have

F2 =

NT−1∑

n=0

∆t κu

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)1/p

− κu g∗ T.

In the case where p > 1, applying Hölder inequality with exponents p and p/(p− 1), we
get

NT−1∑

n=0

∆t κu

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)1/p

≤ κu

α1/p

(
NT−1∑

n=0

∆t

(
sn+1 − sn

∆t

))1/p

T (p−1)/p

≤ κu

α1/p

(
sNT

)1/p
T (p−1)/p.

Then, we apply the generalized Young inequality (2.39) with a = (κu s
NT /α)1/p, b =

(κu T )(p−1)/p, r = p and ε = (4 (p−1)/g∗ p)p−1 and we deduce the existence of a constant
c2 independent of ∆t such that

NT−1∑

n=0

∆t κu

α1/p

(
sn+1 − sn

∆t

)1/p

≤ c2 s
NT +

κu g
∗

4
T.
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In the case where p = 1 using the telescopic sum we obtain

NT−1∑

n=0

∆t κu
α

(
sn+1 − sn

∆t

)
≤ κu

α
sNT ≤ κu

α
sNT +

κu g
∗

4
T.

Thus, in both cases, we deduce the existence of a constant, still denoted c2, independent
of ∆t such that

F2 ≤ c2 s
NT − 3κu g

∗

4
T. (2.41)

For G, thanks to Corollary 2.4.1 we deduce that there exists a positive constant c3

independent of ∆t such that

κv

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

≤ c3

(
sNT

)2
. (2.42)

Applying the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

G ≤ κv
NT−1∑

n=0

∆t

(
l∑

i=0

hi+ 1
2
B2

(
Pn+1
v,i+ 1

2

))1/2 ( l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

.

Since B(x) ≤ 1 for all x ∈ R+ and
∑l

i=0 hi+ 1
2

= 1 we deduce that

G ≤ κv
NT−1∑

n=0

∆t

(
l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

.

Using the Cauchy-Schwarz inequality we end up with

G ≤ √κv
(
κv

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(vn+1
i+1 − vn+1

i )2

hi+ 1
2

)1/2

T 1/2.

Hence, applying (2.42) we deduce the existence of a constant c4 independent of ∆t such
that

G ≤ c4

√
κv T s

NT .

Thanks to the generalized Young inequality (2.39) with a = c4 s
NT , b =

√
κv T , r = 2

and ε = 4κv/κu g
∗ we deduce the existence of a constant, still denoted c4, independent

of ∆t such that

G ≤ c4

(
sNT

)2
+
κu g

∗

8
T. (2.43)
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Then, from equation E + F +G ≥ 0 and (2.40)�(2.43) we deduce that
(

3 g∗ + 3 r∗ + 1

2
+ c1 + c4

) (
sNT

)2
+ c2 s

NT ≥ κu g
∗

2
T.

If T > 1, again applying the generalized Young inequality (2.39) with a = c2 s
NT , b =

T 1/2, r = 2 and ε = 2/κu g
∗ we obtain

c2 s
NT ≤ c2 s

NT T 1/2 ≤ c2
2

κu g∗
(
sNT

)2
+
κu g

∗

4
T.

We deduce the existence of a positive constant c, independent of ∆t, such that

sNT ≥ c
√
T .

In the case 0 ≤ T ≤ 1, we have

sNT ≥ s0 ≥ s0 T
1/2.

This concludes the proof of the lower bound of (2.21).

2.5.2 The upper bound

In this section, we prove the upper bound of (2.21). As previously, we �rst establish
an energy inequality:

Proposition 2.5.2. Let the hypothesis (H2-1)-(H2-7) and (2.9) hold and assume that
g∗ + r∗ < 1. Then, for a given ∆t and a given mesh T a solution to (S2) satis�es

1− (g∗ + r∗)

2

(
sNT

)2
+ κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

+ κv

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ) ≤
l∑

i=1

hi xi (s0)2 (u0
i + v0

i )

+
1− (g∗ + r∗)

2

(
s0
)2
. (2.44)

Proof. We multiply (2.4) by ∆t xi and we sum over i and n, we obtain E +F = G, with

E =

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=1

hi xi s
n+1 (sn+1un+1

i − snuni )

∆t
,

F =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

xi

(
Fn+1
u,i+ 1

2

−Fn+1
u,i− 1

2

)
,

G =

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=1

hi xi (sn+1)2 f(un+1
i , vn+1

i ).
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For E we notice that

E =

NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi xi

(
(sn+1)2 un+1

i − (sn)2 uni

)
−
NT−1∑

n=0

l∑

i=1

hi xi s
n (sn+1 − sn)uni .

Then, using the telescopic sum and the fact that sn (sn+1 − sn)uni ≤ ∆t σn+1 g∗ for all
1 ≤ i ≤ l and 0 ≤ n ≤ NT − 1 and

∑l
i=1 hi xi ≤

∑l
i=1 hi = 1 we have

E ≥ −
l∑

i=1

hi xi
(
s0
)2
u0
i − g∗

NT−1∑

n=0

∆t σn+1. (2.45)

For F , a summation by parts leads to

F = −
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

hi+ 1
2
Fn+1
u,i+ 1

2

+

NT−1∑

n=0

∆tFn+1
u,l+ 1

2

.

Then, using the decomposition formula (2.16) and the equation (2.13), we obtain

F = κu

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

+

NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

hi+ 1
2
xi+ 1

2
σn+1 un+1

i+1 +

NT−1∑

n=0

∆t σn+1.

Since σn+1 un+1
i ≥ 0 for all 1 ≤ i ≤ l + 1 and 0 ≤ n ≤ NT − 1, we deduce that

F ≥ κu
NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i ) +

NT−1∑

n=0

∆t σn+1. (2.46)

Then, applying (2.45) and (2.46) in the equation E + F = G we get

(1− g∗)
NT−1∑

n=1

∆t σn+1 + κu

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i )

≤ G+
l∑

i=1

hi xi (s0)2 u0
i . (2.47)

If we use the same techniques for v we have

− r∗
NT−1∑

n=1

∆t σn+1 + κv

NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i )

≤ −G+

l∑

i=1

hi xi (s0)2 v0
i . (2.48)

Finally, summing (2.47) and (2.48) and using the hypothesis g∗+r∗ < 1 we deduce (2.44).
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Now, let us establish the upper bound of (2.21). Thanks to Proposition 2.5.2 we
obtain the inequality E ≤ F +G+H with

E =
1− (g∗ + r∗)

2

(
sNT

)2
,

F = −κu
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
(un+1
i+1 − un+1

i ),

G = −κv
NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
(vn+1
i+1 − vn+1

i ),

H =
l∑

i=1

hi xi (s0)2 (u0
i + v0

i ) +
1− (g∗ + r∗)

2

(
s0
)2
.

We rewrite F as F = F1 + F2 with

F1 = −κu
NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(
B

(
Pn+1
u,i+ 1

2

)
− 1

)(
un+1
i+1 − un+1

i

)
,

F2 = −κu
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(
un+1
i+1 − un+1

i

)
= −κu

NT−1∑

n=0

∆t
(
un+1
l+1 − un+1

0

)
.

For |F1|, using the same techniques as in the previous section, we obtain the existence of
a positive constant C1 independent of ∆t such that

|F1| ≤ C1

√
κu T s

NT .

Then, the generalized Young inequality (2.39) with a = sNT , b = C1

√
κu T , r = 2 and

ε = (1 − (g∗ + r∗))/4 leads to the existence of a positive constant, still denoted C1,
independent of ∆t such that

|F1| ≤
1− (g∗ + r∗)

8

(
sNT

)2
+

2C1 κu
1− (g∗ + r∗)

T. (2.49)

For F2, applying u
n+1
l+1 ≥ 0, we end up with

F2 ≤ κu g∗ T. (2.50)

We also rewrite G as G = G1 +G2 with

G1 = −κv
NT−1∑

n=0

∆t

l∑

i=0

(
B

(
Pn+1
v,i+ 1

2

)
− 1

)(
vn+1
i+1 − vn+1

i

)
,

G2 = −κv
NT−1∑

n=0

∆t
l∑

i=0

(
vn+1
i+1 − vn+1

i

)
.
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Then, using the same techniques as before for |G1| and G2 we obtain

|G1| ≤
1− (g∗ + r∗)

8

(
sNT

)2
+

2C2 κv
1− (g∗ + r∗)

T, (2.51)

and

G2 ≤ κv r∗ T, (2.52)

with C2 a constant independent of ∆t. We apply (2.49)�(2.52) in the inequality E ≤
F +G+H and we end up with

1− (g∗ + r∗)

4

(
sNT

)2 ≤
[
κu g

∗ + κv r
∗ +

4C3

1− (g∗ + r∗)

]
T +H,

with C3 = max{κuC1, κv C2}. Eventually, we deduce the existence of a positive constant
C independent of ∆t such that

sNT ≤ C
√

1 + T .

This concludes the proof of Theorem 2.2.2.

2.6 Numerical experiments

In this section, we present some numerical experiments. The test case is described in
Table 2.1. Furthermore, as already observed in [28], the upwind scheme gives the same

κu κv s0 α β

1 0.1 0.5 1 7.5

Table 2.1 � De�nition of parameters used in the test case.

results than the Scharfetter-Gummel scheme. Since the Scharfetter-Gummel scheme is
more accurate for di�usion-convection problem, we consider in the sequel that B = Bsg.
Let us mention that the numerical results are obtained using Newton's method with a
tolerance equal to 1e− 8 on a uniform mesh made of 100 cells and ∆t = 1e− 2.

In Figure 2.1, we illustrate the behavior of s in logarithmic scale for di�erent values
of p up to T = 1000 with g∗ = 0.5, r∗ = 0.25, γ = 2 and u0(x) = v0(x) = 0.25 for all
x ∈ [0, 1]. We observe that the penetration depth follows a

√
t-law of propagation.

In Figure 2.2, we illustrate the behavior of s in logarithmic scale for p = 2 up to
T = 1000 with g∗ = 15, r∗ = 2.25, γ = 6.67 and u0(x) = v0(x) = 1 for all x ∈ [0, 1]. We
observe that, even if g∗ + r∗ > 1, the scheme (S2) preserves the

√
t-law of propagation

for the approximate penetration depth. Let us mention that we obtain similar pro�les
for s for di�erent values of p in the case g∗ + r∗ > 1.
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Figure 2.1 � Pro�les of s in logarithmic scale with the Scharfetter-Gummel �uxes for
di�erent values of p with g∗ + r∗ < 1.
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Figure 2.2 � Pro�les of s in logarithmic scale with the Scharfetter-Gummel �uxes for
p = 2 with g∗ + r∗ > 1.

2.7 Appendix A. Property of the B function

We prove in this Appendix the following result:

Lemma 2.7.1. Under the hypothesis (2.9), there exists a positive constant τ such that

Bc(x) =
B(x) +B(−x)

2
≥ τ, ∀x ∈ R. (2.53)
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Proof. To this end, we �rst notice that thanks to (2.9b) and (2.9d) we have

B(x) ≥ −x.

Then, lim
x→−∞

B(x) = +∞. Moreover, we have

Bc(x) ≥ B(x)

2
and Bc(x) ≥ B(−x)

2
.

Thus, we deduce that

lim
x→−∞

Bc(x) = lim
x→+∞

Bc(x) = +∞.

Finally, since B(x) > 0 for x ∈ R we conclude that there exists τ > 0 such that (2.53) is
satis�ed.
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Etude d'un modèle de croissance de

bio�lms
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Chapitre 3

Convergence d'un schéma volumes

�nis pour un système de di�usion

croisée modélisant la croissance de

bio�lms

Travail en collaboration avec Esther Daus et Ansgar Jüngel 2.

In this chapter we de�ne and study an implicit Euler �nite volume scheme for a cross-
di�usion system modeling bio�lm growth proposed in [66]. As established in [32] this
system possesses a formal gradient-�ow structure. The numerical scheme is based on a
two-point �ux approximations. It preserves the structure of the continuous model and
we adapt at the discrete level the method used in [32] in order to prove the existence
of nonnegative and bounded solutions to the scheme. Under suitable assumptions the
convergence of the scheme is proved. Finally, we supplement the study through numerical
experiments.

2. Institute for Analysis and Scienti�c Computing, Vienna University of Technology, Wiedner Haupts-

trasse 8�10, 1040 Wien, Austria.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Bio�lms are organized, cooperating communities of microorganisms. They can be
used for the treatment of wastewater [20, 59], as they help to reduce sulfate and to re-
move nitrogen. Typically, bio�lms consist of several species such that multicomponent
�uid models need to be considered. Recently, a multi-species bio�lm model was intro-
duced by Rahman, Sudarsan, and Eberl [66], which re�ects the same properties as the
single-species di�usion model of [34]. In particular, the model has a porous-medium-type
degeneracy when the local biomass vanishes, and a singularity when the biomass reaches
the maximum capacity, which guarantees the boundedness of the total mass. The model
was derived formally from a space-time discrete random walk on a lattice in [66]. The
global existence of weak solutions to the single-species model was proved in [35], while the
global existence analysis for the multi-species cross-di�usion system can be found in [32].
The proof of the multi-species model is based on an entropy method which also provides
the boundedness of the biomass hidden in its entropy structure. Numerical simulations
were performed in [32, 66], but no numerical analysis was given. In this paper, we ana-
lyze an implicit Euler �nite-volume scheme of the multi-species system that preserves the
structure of the continuous model, namely positivity, boundedness, and discrete entropy
production.
The model equations for the proportions of the bio�lm species ui are given by

∂tui + divFi = ri(u), Fi = −αip(M)2∇uiq(M)

p(M)
in Ω, t > 0, i = 1, . . . , n, (3.1)

where Ω ⊂ Rd (d ≥ 1) is a bounded domain, αi > 0 are some di�usion coe�cients, and
M =

∑n
i=1 ui is the total biomass. The proportions ui(x, t) are nonnegative and satisfy

M =
∑n

i=1 ui(x, t) ≤ 1. We have assumed for simplicity that the functions p and q only
depend on the total biomass and are the same for all species. The function p ∈ C1([0, 1])
is decreasing such that p(1) = 0 and

q(M) =
p(M)

M

ˆ M

0

sa

(1− s)b
ds

p(s)2
, M > 0, (3.2)

where a, b > 1. Equations (3.1) are complemented by initial and mixed boundary
conditions:

ui(0) = u0
i in Ω, i = 1, . . . , n, (3.3)

ui = uDi on ΓD, Fi · ν = 0 on ΓN , (3.4)

where ΓD is the contact boundary part, ΓN is the union of isolating boundary parts, and
∂Ω = ΓD ∪ ΓN .
We recover the single-species model if all species are the same and di�usive with the same
coe�cient αi = 1 for i = 1, . . . , n. Indeed, summing (3.1) over i = 1, . . . , n, it follows
that (without reactions)

∂tM = div

(
p(M)2∇Mq(M)

p(M)

)
= div

(
Ma

(1−M)b
∇M

)
,
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which makes the degenerate-singular structure of the model evident.
Equations (3.1) can be written as the cross-di�usion system

∂tui − div

( n∑

j=1

Aij(u)∇uj
)

= ri(u) in Ω, t > 0, (3.5)

where the nonlinear di�usion coe�cients are de�ned by

Aij(u) = αiδijp(M)q(M) + αiui
(
p(M)q′(M)− p′(M)q(M)

)
, i, j = 1, . . . , n. (3.6)

Due to the cross-di�usion structure, standard techniques like the maximum principle and
regularity theory cannot be used. Moreover, the di�usion matrix (Aij(u)) is generally
neither symmetric nor positive de�nite.
The key of the analysis, already observed in [32], is that system (3.5)-(3.6) allows for an
entropy or formal gradient-�ow structure. Indeed, introduce the (relative) entropy

H(u) =

ˆ
Ω
h∗(u|uD)dx, where

h∗(u|uD) = h(u)− h(uD)− h′(uD) · (u− uD),

h(u) =
n∑

i=1

(
ui(log ui − 1) + 1

)
+

ˆ M

0
log

q(s)

p(s)
ds,

de�ned on the set

O =

{
u = (u1, . . . , un) ∈ (0,∞)n :

n∑

i=1

ui < 1

}
. (3.7)

A computation gives the entropy identity [32, Theorem 1]

dH

dt
+ 2

n∑

i=1

αi

ˆ
Ω
p(M)2

∣∣∣∣∇
√
uiq(M)

p(M)

∣∣∣∣
2

dx =

ˆ
Ω
r(u) · h′(u)dx, (3.8)

where r(u) = (ri(u), . . . , rn(u)). Thus, in the absence of reactions, H is a Lyapunov
functional along the solutions to (3.1). Moreover, the entropy production term (the second
term on the left-hand side) can be bounded from below, with some constant C > 0, by

n∑

i=1

αi

ˆ
Ω
p(M)2

∣∣∣∣∇
√
uiq(M)

p(M)

∣∣∣∣
2

dx

≥ C
ˆ

Ω

Ma−1|∇M |2
(1−M)1+b+κ

dx+

n∑

i=1

ˆ
Ω
p(M)q(M)|∇√ui|2dx, (3.9)

yielding suitable gradient estimates. Moreover, it implies that (1−M)1−b−κ is integrable,
showing that M < 1 a.e. in Ω, t > 0, which excludes bio�lm saturation and allows us to
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de�ne the nonlinear terms.
Another feature of the entropy method is that equations (3.1), written in the so-called
entropy variables wi = ∂h∗/∂ui, can be written as the formal gradient-�ow system

∂tu− div(B(w)∇w) = r(u)

with a positive semide�nite di�usion matrix B. Since the function (h∗)′ : O → Rn is
invertible [32, Lemma 6], u can be interpreted as a function of w, u(w) = [(h∗)′]−1(w),
mapping from Rn to O. This gives automatically u(w) ∈ O and thus L∞ bounds. This
property, for another volume-�lling model, was �rst observed in [18] and later generalized
in [45].
The aim of this paper is to reproduce the above mentioned properties on the discrete
level. For this, we suggest an implicit Euler scheme in time (with time step size ∆t) and
a �nite-volume discretization in space (with grid size parameter ∆x), based on two-point
approximations. The challenge is to formulate the discrete �uxes and to prove a discrete
analog of inequality (3.9). We suggest the discrete �uxes (3.19), where the coe�cient
p(M)2 is replaced by max{p(MK), p(ML)}, where K and L are two neighboring control
volumes with a common edge (see Section 3.2.1 for details). Inequality (3.9) is proved on
the discrete level by exploiting the properties of the functions p and q as in [32, Lemma
7] and distinguishing carefully the cases M ≤ 1 − δ and M > 1 − δ for su�ciently
small δ > 0. Our results can be sketched as follows (see Section 3.2.3 for the precise
statements):

� We prove the existence of �nite-volume solutions with nonnegative discrete pro-
portions ui,K and discrete total biomass MK < 1 for all control volumes K.

� The discrete solution satis�es a discrete analog of the entropy equality (which
becomes an inequality in (3.26)) and of the lower bound (3.9) for the entropy
production.

� The discrete solution converges in a certain sense, for mesh sizes (∆x,∆t) → 0,
to a weak solution to (3.1).

There are several �nite-volume schemes for other cross-di�usion systems in the mathe-
matical literature. For instance, an upwind two-point �ux approximation was used in
[6] for a seawater intrusion model. A positivity-preserving two-point �ux approximation
for a two-species population system was suggested in [10]. The Laplacian structure of
the population model was exploited in [58] to design a convergent linear �nite-volume
scheme, avoiding fully implicit approximations. Cross-di�usion systems with nonlocal (in
space) terms modeling food chains and epidemics were approximated in [8, 9].
A �nite-volume scheme for the bio�lm growth, coupled with the computation of the
surrounding �uid �ow, was presented in [75]. Finite-volume-based simulations of bio�lm
processes in axisymmetric reactors were given in [71]. Closer to our numerical study is
the work [65], where the multi-species bio�lm model was discretized using �nite volumes,
but without any numerical analysis.
The paper is organized as follows. The notation and assumptions on the mesh as well as
the main theorems are introduced in Section 3.2. The existence of discrete solutions is
proved in Section 3.3, based on a topological degree argument. In this section, also the
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lower bound for the entropy production and the discrete analog of the integrability of
the singular term (1 −M)1−b−κ is shown. We deduce a gradient estimate and an esti-
mate of the discrete time derivative in Section 3.4. These estimates allow us in Section
3.5 to apply the discrete compactness argument in [11] to conclude the a.e. convergence
of the proportions and to show the convergence of the discrete gradient associated to
∇(uiq(M)/p(M)). The convergence of the scheme is then proved in Section 3.6. Finally,
we present some numerical results obtained with the scheme in one dimension in space
in Section 3.7.

3.2 Numerical scheme and main results

In this section, we introduce the numerical scheme and detail our main results.

3.2.1 Notation and assumptions

Let Ω ⊂ R2 be an open, bounded, polygonal domain with ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∈ C0,1,
ΓD ∩ ΓN = ∅, and meas(ΓD) > 0. We consider only two-dimensional domains Ω, but
the generalization to higher dimensions is straightforward. An admissible mesh M =
(T , E ,P) of Ω is given by a family T of open polygonal control volumes (or cells), a
family E of edges, and a family P of points (xK)K∈T associated to the control volumes
and satisfying De�nition 9.1 in [37]. This de�nition implies that the straight line between
two centers of neighboring cells xKxL is orthogonal to the edge σ = K|L between two cells
K and L. The condition is satis�ed by, for instance, triangular meshes whose triangles
have angles smaller than π/2 [37, Examples 9.1] or Voronoï meshes [37, Example 9.2].
The family of edges E is assumed to consist of the interior edges σ ∈ Eint satisfying σ ∈ Ω
and the boundary edges σ ∈ Eext ful�lling σ ⊂ ∂Ω. We suppose that each exterior edge
is an element of either the Dirichlet or Neumann boundary, i.e. Eext = EDext ∪ ENext. For a
given control volume K ∈ T , we denote by EK the set of its edges. This set splits into
EK = Eint,K ∪ EDext,K ∪ ENext,K . For any σ ∈ E , there exists at least one cell K ∈ T such
that σ ∈ EK . We denote this cell by Kσ. When σ is an interior cell, σ = K|L, Kσ can be
either K or L.
Let σ ∈ E an edge. We de�ne

dσ =

{
d(xK , xL) if σ = K|L ∈ Eint,
d(xK , σ) if σ ∈ Eext,K ,

where d is the Euclidean distance in R2. The transmissibility coe�cient is de�ned by

τσ =
m(σ)

dσ
, (3.10)

where m(σ) denotes the Lebesgue measure of σ. We assume that the mesh satis�es the
following regularity requirement: There exists ξ > 0 such that

d(xK , σ) ≥ ξdσ for all K ∈ T , σ ∈ EK . (3.11)
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This hypothesis is needed to apply a discrete Sobolev inequality ; see [15].
The size of the mesh is denoted by ∆x = maxK∈T diam(K). Let NT ∈ N be the number
of time steps and ∆t = T/NT be the time step size with the time steps tk = k∆t for
k = 0, . . . , NT . We denote by D an admissible space-time discretization ofQT = Ω×(0, T )
composed of an admissible meshM of Ω and the values (∆t,NT ). The size of D is de�ned
by η = max{∆x,∆t}.
As it is usual for the �nite-volume method, we introduce functions that are piecewise
constant in space and time. A �nite-volume scheme provides a vector vT = (vK)K∈T ∈
R#T of approximate values of a function v and the associate piecewise constant function,
still denoted by vT ,

vT =
∑

K∈T
vK1K ,

where 1K is the characteristic function of K. The vector vM, containing the approximate
values in the control volumes and the approximate values on the Dirichlet boundary
edges, is written as vM = (vT , vED), where vED = (vσ)σ∈EDext ∈ R#EDext . For a vector vM,
we introduce for K ∈ T and σ ∈ EK the notation

vK,σ =





vL if σ = K|L ∈ Eint,K ,
vσ if σ ∈ EDext,K ,

vK if σ ∈ ENext,K

(3.12)

and the discrete gradient

Dσv = |DvK,σ|, where DK,σv = vK,σ − vK . (3.13)

The discrete H1(Ω) seminorm and the discrete H1(Ω) norm is then de�ned by

|vM|1,2,M =

(∑

σ∈E
τσ(Dσv)2

)1/2

, ‖v‖1,2,M = ‖vM‖0,2,M + |vM|1,2,M,

where ‖ · ‖0,p,M denotes the discrete Lp(Ω) norm

‖vM‖0,p,M =

( ∑

K∈T
m(K)|vK |p

)1/p

, ∀1 ≤ p <∞.

We collect some auxiliary results related to the triangulation.
� Thanks to the regularity assumption (3.11) and the fact that Ω is two-dimensional,

we have ∑

K∈T

∑

σ∈EK

m(σ)d(xK , σ) ≤ 2
∑

K∈T
m(K) = 2m(Ω). (3.14)

� We recall the discrete Poincaré-Sobolev inequality [15, Theorem 6]

‖vM‖0,1,M ≤
CP
ξ1/2
‖vM‖1,2,M for all vM ∈ R#T +#EDext , (3.15)

with vσ = 0 for every σ ∈ EDext and where CP > 0 depends on Ω but not on the
mesh size.
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3.2.2 Numerical scheme

We are now in the position to de�ne the �nite-volume discretization of (3.1)-(3.4).
Let D be a �nite-volume discretization of QT . The initial and boundary conditions are
discretized by the averages

u0
i,K =

1

m(K)

ˆ
K
u0
i (x)dx for K ∈ T , (3.16)

uDi,σ =
1

m(σ)

ˆ
σ
uDi ds for σ ∈ EDext, i = 1, . . . , n. (3.17)

We suppose for simplicity that the Dirichlet datum is constant on ΓD such that uDi,σ = uDi
for i = 1, . . . , n. Furthermore, we set uki,σ = uDi,σ for σ ∈ EDext at time tk.
Let uki,K be the approximation of the mean value of ui(·, tk) in the cell K. Then the
implicit Euler �nite-volume scheme reads as

m(K)

∆t
(uki,K − uk−1

i,K ) +
∑

σ∈EK

Fki,K,σ = m(K)ri(u
k
i,K), (3.18)

Fki,K,σ = −τσαi(pkσ)2DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
, (3.19)

where K ∈ T , σ ∈ EK , i = 1, . . . , n, and the value pkσ is de�ned by

pkσ = max
{
p(Mk

K), p(Mk
K,σ)

}
, (3.20)

recalling de�nition (3.10) for τσ and notation (3.12) for MK,σ.
Observe that de�nitions (3.12) and (3.13) ensure that the discrete �uxes vanish on the
Neumann boundary edges, i.e. Fki,K,σ = 0 for all σ ∈ ENext,K , k ∈ N, and i = 1, . . . , n. This
is consistent with the Neumann boundary conditions in (3.4).
For the convergence result, we need to de�ne the discrete gradients. To this end, let vM =
(vT , vED) as de�ned before. Then we introduce the piecewise constant approximation
vD = (u1,D, . . . , un,D) by

ui,D(x, t) =
∑

K∈T
uki,K1K(x) for x ∈ Ω, t ∈ (tk−1, tk], (3.21)

ui,D(x, t) = uDi for x ∈ ΓD, i = 1, . . . , n. (3.22)

For given K ∈ T and σ ∈ EK , we de�ne the cell TK,σ of the dual mesh by
� If σ = K|L ∈ Eint,K , then TK,σ is that cell (�diamond�) whose vertices are given

by xK , xL, and the end points of the edge σ.
� If σ ∈ Eext,K , then TK,σ is that cell (�triangle�) whose vertices are given by xK

and the end points of the edge σ.
An example of a construction of such a dual mesh can be found in [26]. The cells TK,σ
de�ne a partition of Ω and we notice with this de�nition of the dual mesh that
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� As the straight line between two neighboring centers of cells xKxL is orthogonal
to the edge σ = K|L, it follows that

m(σ)d(xK , xL) = 2m(TK,σ) for all σ = K|L ∈ Eint,K . (3.23)

� The property m(TK,σ) = m(TL,σ) for σ = K|L ∈ Eint,K implies that

∑

σ∈E
K=Kσ

m(TK,σ) ≤ 2m(Ω), (3.24)

where the sum is over all edges σ ∈ E , and to each given σ we associate the cell
K = Kσ.

The approximate gradient of the piecewise constant function vD in QT is de�ned by

∇DvD(x, t) =
m(σ)

m(TK,σ)
DK,σv

k νK,σ for x ∈ TK,σ, t ∈ (tk−1, tk],

where DK,σv is given in (3.12) and νK,σ is the unit vector that is normal to σ and points
outward of K.

3.2.3 Main results

Our �rst result guarantees that the scheme (3.16)-(3.20) possesses a solution and that
it preserves the entropy dissipation property. Let us collect our assumptions:

(H3-1) Domain: Ω ⊂ R2 is a bounded polygonal domain with Lipschitz boundary ∂Ω =
ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅, and meas(∂ΓD) > 0.

(H3-2) Discretization: D is an admissible discretization of QT satisfying the regularity
condition (3.11).

(H3-3) Data : u0 = (u0
1, . . . , u

0
n) ∈ L2(Ω; (0,∞)n) , uD = (uD1 , . . . , u

D
n ) ∈ (0,∞)n is a

constant vector,
∑n

i=1 u
0
i < 1 in Ω,

∑n
i=1 u

D
i < 1, and α1, . . . , αn > 0, a, b > 1.

(H3-4) Functions: p ∈ C1([0, 1]; [0,∞)) is decreasing, p(1) = 0, and there exist c, κ > 0
such that limM→1(−(1 −M)1+κp′(M)/p(M) = c. The function q is de�ned in
(3.2).

(H3-5) Reactions: ri(u) = uDi − ui for u ∈ (0,∞)n, i = 1, . . . , n.

Remark 3.2.1 (Discussion of the hypotheses). The condition that the boundary data
is constant on the Dirichlet boundary is made for simpli�cation. We expect that non-
constant Dirichlet data can be assumed but the estimates are getting more involved. In
particular, we need a chain rule of the type

p(M)2∇uiq(M)

p(M)
= 2
√
uip(M)q(M)∇

√
uiq(M)

p(M)
,
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which is not easily extended to the discrete case. When uD is constant, we employ the
inequality

(vi,K,σ − vi,K)(log vi,K,σ − log vi,K) ≥ 4
(√
vi,K,σ −

√
vi,K

)2

for vi = uiq(M)/p(M), which resembles the chain rule, but the case of nonconstant uD

is more involved.
The assumption on the behavior of p when M → 1 quanti�es how fast this function
decreases to zero as M → 1. An integration implies the bound

p(M) ≤ K1 exp(−K2(1−M)−κ) for 0 < M < 1.

This condition is needed for technical reasons. The simple choice for the reaction terms
is made for simplicity.

We introduce the discrete entropy

H(ukM) =
∑

K∈T
m(K)h∗(ukK |uD), (3.25)

where

h∗(ukK |uD) = h(ukK)− h(uD)− h′(uD) · (ukK − uD)

with h(ukK) =
n∑

i=1

(
uki,K(log uki,K − 1) + 1

)
+

ˆ Mk
K

0
log

q(s)

p(s)
ds

is the relative entropy density.

Theorem 3.2.1 (Existence of discrete solutions). Let hypotheses (H3-1)-(H3-5) hold.
Then there exists a solution (ukK)K∈T , k=0,...,NT with ukK = (uk1,K , . . . , u

k
n,K) to the scheme

(3.16)-(3.20) satisfying

uki,K ≥ 0, Mk
K =

n∑

i=1

uki,K < 1 for K ∈ T , k ∈ N.

Moreover, the discrete entropy dissipation inequality

H(ukM) + ∆t

n∑

i=1

Ii(u
k
M) ≤ H(uk−1

M ), k = 1, . . . , NT , (3.26)

holds with the entropy dissipation

Ii(u
k
M) = αi

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)2

∣∣∣∣Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

)∣∣∣∣
2

, (3.27)

where the sum is over all edges σ ∈ E, and to each given σ we associate the cell K = Kσ.
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For the convergence result, we introduce a family (Dη)η>0 of admissible space-time
discretizations of QT indexed by the size η = max{∆x,∆t} of the mesh. We denote by
(Mη)η>0 the corresponding meshes of Ω. For any η > 0, let uη = uDη be the �nite-volume
solution constructed in Theorem 3.2.1 and set ∇η = ∇Dη .

Theorem 3.2.2. Let the hypothesis of Theorem 3.2.1 hold and assume αi = 1 for every
i ∈ {1, · · · , n}. Let (Dη)η>0 be a family of admissible discretizations satisfying (3.11)
uniformly in η. Furthermore, let (uη)η>0 be a family of �nite-volume solutions to the
scheme (3.16)-(3.20). Then there exists a function u = (u1, . . . , un) satisfying u(x, t) ∈ O
(see (3.7)) such that, up to a subsequence,

ui,η → ui a.e. in QT , i = 1, . . . , n,

Mη =
n∑

i=1

ui,η →M =
n∑

i=1

ui < 1 a.e. in QT ,

∇η
(
ui,ηq(Mη)

p(Mη)

)
⇀ ∇

(
uiq(M)

p(M)

)
weakly in L2(QT ).

The limit function satis�es the boundary condition in the sense

uiq(M)

p(M)
− uDi q(M

D)

p(MD)
∈ L2(0, T ;H1

D(Ω)),

with H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v ≡ 0 on ΓD} and it is a weak solution to (3.1)-(3.4) in the

sense

n∑

i=1

( ˆ T

0

ˆ
Ω
ui∂tφidxdt+

ˆ
Ω
u0
i (x)φ(x, 0)dx

)

=

n∑

i=1

ˆ T

0

ˆ
Ω

(
p(M)2∇

(
uiq(M)

p(M)

)
· ∇φi − ri(u)φi

)
dxdt (3.28)

for all φi ∈ C∞0 (Ω× [0, T )).

3.3 Existence of �nite-volume solutions

In this section, we prove Theorem 3.2.1. We proceed by induction. For k = 0, we have
u0 ∈ O by assumption. Assume that there exists a solution uk−1

M for some k ∈ {2, . . . , NT }
such that

uk−1
K ≥ 0, Mk−1

K =

n∑

i=1

uk−1
i,K < 1 for K ∈ T .

The construction of a solution ukM is split in several steps.
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Step 1. De�nition of a linearized problem. We de�ne the set

Z =
{
wM = (w1,M, . . . , wn,M) : wi,σ = 0 for σ ∈ EDext,

‖wi,M‖1,2,M <∞ for i = 1, . . . , n
}
.

Let ε > 0. We de�ne the mapping Fε : Z → Rθn by Fε(wM) = wεM, with θ = #T +#ED,
where wεM = (wε1,M, . . . , w

ε
n,M) is the solution to the linear problem

ε
∑

σ∈EK

τσDK,σ(wεi ) = −
(

m(K)

∆t
(ui,K − uk−1

i,K ) +
∑

σ∈EK

Fi,K,σ −m(K)ri(uK)

)
(3.29)

for K ∈ T , i = 1, . . . , n with

wεi,σ = 0 for σ ∈ EDext, i = 1, . . . , n. (3.30)

Here, ui,K is a function of wi,K , de�ned by

wi,K = log
ui,Kq(MK)

p(MK)
− log

uDi q(M
D)

p(MD)
i = 1, . . . , n, (3.31)

and Fi,K,σ is de�ned in (3.19). Note that Fi,K,σ depends on wM via uM and M (see
below). It is shown in [32, Lemma 6] that the mapping O → Rn, uK 7→ wK is invertible,
so the function uK = u(wK) is well-de�ned and uK ∈ O. The proof in [32, Lemma 6]
shows that MK ∈ (0, 1), showing that Fi,K,σ is well-de�ned too. Since MK =

∑n
i=1 ui,K ,

we infer that 0 ≤ ui,K < 1.
We note that de�nitions (3.12) and (3.13) ensure that DK,σ(wεi ) = 0 for all σ ∈ ENext,K .
The existence of a unique solution wεK to the linear scheme (3.29)-(3.30) is now a conse-
quence of [37, Lemma 3.2].

Step 2. Continuity of Fε. We �x i ∈ {1, . . . , n}. We derive �rst an a priori estimate
for wεi,M. Multiplying (3.29) by wεi,K and summing over K ∈ T , we arrive at

ε
∑

σ∈E
K=Kσ

τσDK,σ(wεi )w
ε
i,K = −

∑

K∈T

m(K)

∆t
(ui,K − uk−1

i,k )wεi,K (3.32)

−
∑

σ∈E
K=Kσ

Fi,K,σwεi,K +
∑

K∈T
m(K)ri(uK)wεi,K

=: J1 + J2 + J3. (3.33)

For the left-hand side, we use the symmetry of τσ with respect to σ = K|L and the
discrete Poincaré inequality [37, Lemma 3.1]

ε
∑

σ∈E
K=Kσ

τσDK,σ(wεi )w
ε
i,K = ε

∑

σ∈E
τσ(Dσw

ε
i )

2 = ε|wεi,M|21,2,M ≥ Cε‖wεi,M‖21,2,M.
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By the Cauchy-Schwarz inequality and de�nition (3.19) of Fi,K,σ, we �nd that

J1 ≤
1

∆t

( ∑

K∈T
m(K)(ui,K − uk−1

i,K )2

)1/2( ∑

K∈T
m(K)(wεi,K)2

)1/2

≤ 1

∆t
‖ui,M − uk−1

i,M‖0,2,M ‖wεi,M‖1,2,M,

J2 ≤
∑

σ∈E
K=Kσ

τσαip
2
σDσ

(
uiq(M)

p(M)

)
Dσw

ε
i

≤ αi
{∑

σ∈E
τσp

4
σ

(
Dσ

(
uiq(M)

p(M)

))2}1/2(∑

σ∈E
τσ(Dσw

ε
i )

2

)1/2

.

Since MK ∈ (0, 1) for all K ∈ T , ui,K q(MK)/p(MK) is bounded. Moreover, pσ ≤
p(0) as p is decreasing. Hence, there exists a constant C(M) > 0 which is independent
of wεi,M such that J2 ≤ C(M)‖wεi,M‖1,2,M. This constant does not depend on ui,K ∈
[0, 1). Finally, again by the Cauchy-Schwarz inequality, J3 ≤ ‖ri(ui,M)‖0,2,M‖wεi,M‖1,2,M.
Inserting these estimations into (3.33) yields

ε‖wεi,M‖1,2,M ≤ C(M), (3.34)

where C(M) > 0 is independent of wεi,M.
We turn to the proof of the continuity of Fε. Let (wmM)m∈N ∈ Z be such that wmM → wM
as m→∞. Estimate (3.34) shows that wε,mM = Fε(w

m
M) is bounded uniformly in m ∈ N.

Thus, there exists a subsequence of (wε,mM ) which is not relabeled such that wε,mM → wεM
as m → ∞. Passing to the limit m → ∞ in the scheme (3.29)-(3.30) and taking into
account the continuity of the nonlinear functions, we see that wεi,M is a solution to (3.29)-
(3.30) and wεM = Fε(wM). Because of the uniqueness of the limit function, the whole
sequence converges, which proves the continuity.

Step 3. Existence of a �xed point. We claim that the map Fε admits a �xed point.
We use a topological degree argument [33], i.e., we prove that δ(I−Fε, ZR, 0) = 1, where
δ is the Brouwer topological degree and

ZR = {wM ∈ Z : ‖wi,M‖1,2,M < R for i = 1, . . . , n}.

Since δ is invariant by homotopy, it is su�cient to prove that any solution (wεM, ρ) ∈
ZR × [0, 1] to the �xed-point equation wεM = ρFε(w

ε
M) satis�es (wεM, ρ) 6∈ ∂ZR × [0, 1]

for su�ciently large values of R > 0. Let (wεM, ρ) be a �xed point and ρ 6= 0, the case
ρ = 0 is clear. Then wεi,M/ρ solves

ε
∑

σ∈EK

τσDK,σ(wεi ) = −ρ
(

m(K)

∆t
(uεi,K − uk−1

i,K ) +
∑

σ∈EK

Fεi,K,σ −m(K)ri(u
ε
K)

)
, (3.35)

where Fεi,K,σ is de�ned as in (3.19) with uM replaced by uεM. The following discrete
entropy inequality is the key argument.
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Lemma 3.3.1 (Discrete entropy inequality). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold.
Then for any ρ ∈ (0, 1] and ε ∈ (0, 1),

ρH(uεM) + ε∆t
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(Dσw
ε
i )

2 + ρ∆t
n∑

i=1

Ii(u
ε
M) ≤ ρH(uk−1

M ),

where Ii(u
ε
M) = αi

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pεσ)2

(
Dσ

(√
uεi q(M

ε)

p(M ε)

))2

with obvious notations for pεσ and M ε.

Proof. We multiply (3.35) by ∆twεi,K and sum over i = 1, . . . , n and K ∈ T . This gives

ε∆t
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσDK,σ(wεi )w
ε
i,K + J4 + J5 = J6, where

J4 = ρ
n∑

i=1

∑

K∈T
m(K)(uεi,K − uk−1

i,K )wεi,K ,

J5 = ρ∆t
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

Fεi,K,σwεi,K ,

J6 = ρ∆t
n∑

i=1

∑

K∈T
m(K)ri(u

ε
K)wεi,K .

By the symmetry of τσ with respect to σ = K|L, the left-hand side is written as

ε∆t

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσDK,σ(wεi )w
ε
i,K = ε∆t

n∑

i=1

∑

σ∈E
τσ(Dσw

ε
i )

2.
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Inserting de�nition (3.31) of wεi,K and using the convexity of u 7→ u(log u− 1), we obtain

J4 = ρ

n∑

i=1

∑

K∈T
m(K)(uεi,K − uk−1

i,K )

(
log uεi,K + log

q(M ε
K)

p(M ε
K)

)

− ρ
n∑

i=1

∑

K∈T
m(K)(uεi,K − uk−1

i,K )

(
log uDi + log

q(MD)

p(MD)

)

≥ ρ
∑

K∈T
m(K)

(
h(uεK)− h(uk−1

K )− ρ
n∑

i=1

m(K)(uεi,K − uk−1
i,K )

∂h

∂ui
(uD)

= ρ
∑

K∈T
m(K)

(
h(uεK)− (uεK − uD) · h′(uD)

)

− ρ
∑

K∈T
m(K)

(
h(uk−1

K )− (uk−1
K − uD) · h′(uD)

)

= ρ
∑

K∈T
m(K)

(
h∗(uεK |uD)− h∗(uk−1

K |uD)
)

= ρ
(
H(uεM)−H(uk−1

M )
)
.

We abbreviate vεi,K = uεi,Kq(M
ε
K)/p(M ε

K). Then

J5 = −ρ∆t
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

Fεi,K,σDK,σ(wεi )

= ρ∆t
n∑

i=1

αi
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pεσ)2(vεi,K,σ − vεi,K)(log vεi,K,σ − log vεi,K).

The elementary inequality (x− y)(log x− log y) ≥ 4(
√
x−√y)2 for any x, y > 0 implies

that

J5 ≥ 4ρ∆t
n∑

i=1

αi
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pεσ)2

(
Dσ

(√
uεi q(M

ε)

p(M ε)

))2

.

Finally, assumption (H3-5) leads to

J6 = −ρ∆t

n∑

i=1

∑

K∈T
m(K)(uεi,K − uDi )(log uεi,K − log uDi )

− ρ∆t
∑

K∈T
m(K)(M ε

i,K −MD
i )

(
log

q(M ε
K)

p(M ε
K)
− log

q(MD)

p(MD)

)
.

Then by convexity of u 7→ u(log u − 1) + 1 and the monotonicity of M 7→ q(M)/p(M),
see [32, Lemma 7], we obtain

J6 ≤ 0.

Putting all the estimations together completes the proof.
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We proceed with the topological degree argument. The previous lemma implies that

ε∆t
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(Dσw
ε
i )

2 ≤ ρH(uk−1
M ) ≤ H(uk−1

M )

or |wεi,M|21,2,M ≤ H(uk−1
M )/(ε∆t). By the discrete Poincaré inequality in the version of

[37, Lemma 3.1],

‖wεi,M‖1,2,M ≤ (diam(Ω) + 1)|wεi,M|1,2,M < R =
diam(Ω) + 1√

ε∆t
H(uk−1

M ) + 1. (3.36)

We conclude that wεM 6∈ ∂ZR and δ(I − Fε, ZR, 0) = 1. Thus, Fε admits a �xed point.

Step 4. Limit ε→ 0. We recall that uεM ∈ O. Thus, up to a subsequence, uεM → uM ∈
O as ε→ 0. We deduce from (3.34) that there exists a subsequence (not relabeled) such
that εwεi,K → 0 for any K ∈ T and i = 1, . . . , n. In order to pass to the limit in the �uxes
Fεi,K,σ, we need to show that M ε

K =
∑n

i=1 u
ε
i,K < 1 for any K ∈ T . To this end, we �rst

state an estimate of the entropy dissipation from below.

Lemma 3.3.2 (Lower bound for the entropy dissipation). Let the assumptions of Theo-
rem 3.2.1 hold. Then there exists a constant C1 > 0 depending on p, a and α =
min{α1, . . . , αn} such that

n∑

i=1

Ii(u
ε
M) ≥ α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσβK,σ
(
Dσ

√
uεi
)2

+ C1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
(M ε

σ)a−1(DσM
ε)2

(1−M ε
σ)1+b+κ

, (3.37)

where M ε
σ = θσM

ε
K + (1− θσ)M ε

K,σ for some θσ ∈ (0, 1),

βK,σ = min
{
p(M ε

K)q(M ε
K), p(M ε

K,σ)q(M ε
K,σ)

}
,

and we recall that Ii(u
ε
M) is de�ned in (3.27).

The proof is quite technical and therefore transfered to Appendix 3.8.

Corollary 3.3.1 (Uniform bound for the singular term). Let the assumptions of Theorem
3.2.1 hold. There exists a constant C2 > 0 depending on H(uk−1

M ), MD, Ω, b, κ, and C1

(but not on ε or ∆x) such that

‖(1−M ε
M)1−b−κ‖0,1,M ≤ C2. (3.38)

Proof. The idea is to exploit the second term on the right-hand side of (3.37). For this,
we introduce

J =
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
(M ε

σ)a−1(DσM
ε)2

(1−M ε
σ)1+b+κ

.
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Then

J ≥
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{Mε
σ≥MD}

(M ε
σ)a−1(DσM

ε)2

(1−M ε
σ)1+b+κ

≥ (MD)a−1
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{Mε
σ≥MD}

(DσM
ε)2

(1−M ε
σ)1+b+κ

≥ (MD)a−1
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{Mε
σ≥MD}

[
(DσM

ε)

(1−min{M ε
K ,M

ε
K,σ})(1+b+κ)/2

]2

.

Next, we claim that

(f(x)− f(y))2 ≤
[
f ′(min{x, y}) (x− y)

]2

for any x, y ∈ [0, 1), where f ∈ C2([0, 1)) is a convex function. Indeed, let x < y.
The convexity of f implies that f ′(x)(x − y) ≥ f(x) − f(y). The case x ≥ y is treated
in a similar way, proving the claim. Applying this result to the function f(x) = (1 −
x)(1−b−κ)/2, it follows that

J ≥ 4(MD)a−1

(b+ κ− 1)2

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{Mε
σ≥MD}

(
Dσ((1−M ε)(1−b−κ)/2)

)2

≥ 4(MD)a−1

(b+ κ− 1)2

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{max{Mε
K ,M

ε
K,σ}≥MD}

(
Dσ((1−M ε)(1−b−κ)/2)

)2

=
4(MD)a−1

(b+ κ− 1)2

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ1{max{Mε
K ,M

ε
K,σ}≥MD}

×
[
Dσ

(
(1−M ε)(1−b−κ)/2 − (1−MD)(1−b−κ)/2

)]2
.

In the last step, we used the fact thatMD is constant, so that Dσ(1−MD)(1−b−κ)/2 = 0.
On the set {max{M ε

K ,M
ε
K,σ} ≥MD}, it holds that

(1−max{M ε
K ,M

ε
K,σ})(1−b−κ)/2 ≥ (1−MD)(1−b−κ)/2.

We infer that, using again the discrete Poincaré inequality [37, Lemma 3.1],

J ≥ 4(MD)a−1

(1− b− κ)2

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
[
Dσ

(
(1−M ε)(1−b−κ)/2 − (1−MD)(1−b−κ)/2

)
+

]2

≥ 4(MD)a−1

diam(Ω)2(1− b− κ)2

∑

K∈T
m(K)

[(
(1−M ε)(1−b−κ)/2 − (1−MD)(1−b−κ)/2

)
+

]2
,
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where z+ = max{0, z}. This shows that there exist constants c1(MD) > 0 and c2(MD)
such that

J ≥ c1(MD)
∑

K∈T
m(K)(1−M ε

K)1−b−κ − c2(MD).

On the other hand, we know that J is bounded uniformly in ε, by Lemma 3.3.2. This
�nishes the proof.

We know thatM ε
K →MK as ε→ 0 for all K ∈ T . Corollary 3.3.1 and Fatou's lemma

imply that ‖(1 −MM)1−b−κ‖0,1,M ≤ C2 with the same constant C2 as in (3.38). This
shows that MK < 1 for all K ∈ T . We can perform the limit ε → 0 in (3.35), which
completes the proof of Theorem 3.2.1.

3.4 A priori estimates

In this section, we establish some uniform estimates for the solutions to the scheme
(3.16)-(3.20).

3.4.1 L∞ estimate

First in the case where all the di�usion coe�cients are equals we establish a L∞

bound for the total biomass strictly smaller than one and depending only on the initial
and boundary conditions.

Lemma 3.4.1 (L∞ estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and assume
that αi = 1 for every i ∈ {1, . . . , n}. Then the following bound holds

Mk
K ≤M∗, ∀K ∈ T , k ∈ {1, · · · , NT }, (3.39)

where M∗ = supx∈Ω{MD,M0(x)} < 1.

Proof. We proceed by induction. For k = 0, the upper bound (3.39) holds because of
our assumptions. Assume, for some k ∈ {2, · · · , NT }, that Mk−1

K ≤ M∗ for all K ∈ T .
Let Mk

K = max{Mk
L : L ∈ T } for some K ∈ T and assume that Mk

K > M∗. Then,
summing (3.18) over i we obtain thanks to the assumption on the di�usion coe�cients
that

m(K)
Mk
K −Mk−1

K

∆t
+

n∑

i=1

∑

σ∈EK

Fki,K,σ = m(K)
(
MD −Mk

K

)
, ∀K ∈ T .

Multiplying the previous equation by [Mk
K − M∗]+ where z+ = max{0, z} and using

1
2(x2 − y2) ≤ x(x− y) we obtain

m(K)

2∆t

(
[Mk

K −M∗]2+ − [Mk−1
K −M∗]2+

)
+

n∑

i=1

∑

σ∈EK

Fki,K,σ [Mk
K −M∗]+

≤ m(K)
(
MD −Mk

K

)
[Mk

K −M∗]+.
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Then thanks to the induction hypothesis and the de�nition of M∗ we have

m(K)

2∆t
[Mk

K −M∗]2+ +
n∑

i=1

∑

σ∈EK

Fki,K,σ [Mk
K −M∗]+ ≤ 0. (3.40)

Moreover, we notice that

n∑

i=1

∑

σ∈EK

Fki,K,σ [Mk
K −M∗]+

= −
∑

σ∈EK

τσ(pkσ)2DK,σ

(
Mk q(Mk)

p(Mk)

)
[Mk

K −M∗]+.

Since by de�nition (3.2) the function M 7→ M q(M)/p(M) is increasing we deduce that
DK,σ(Mk q(Mk)/p(Mk)) ≤ 0 for every σ ∈ EK . Hence, we conclude from (3.40) the
following inequality

m(K)

2∆t
[Mk

K −M∗]2+ ≤ 0,

which leads to a contradiction and concludes the proof.

3.4.2 Gradient estimate

We deduce the gradient estimate from the entropy inequality (3.26).

Lemma 3.4.2 (Gradient estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and
assume that αi = 1 for every i ∈ {1, . . . , n}. Then there exists a constant C3 > 0 only
depending on H(u0

M), Ω and the upper bound M∗ de�ned in Lemma 3.4.1 such that

NT∑

k=1

∆t

∥∥∥∥
uki,Mq(M

k
M)

p(Mk
M)

∥∥∥∥
2

1,2,M
≤ C3, ∀1 ≤ i ≤ n.

Proof. Let i ∈ {1, . . . , n}, thanks to the uniform L∞ bound for ukM, it is su�cient to
show that there exists a constant C > 0 independent of ∆x and ∆t such that

J =

NT∑

k=1

∆t

∣∣∣∣
uki,Mq(M

k
M)

p(Mk
M)

∣∣∣∣
2

1,2,M
≤ C.

To prove this estimate, we start from the following bound which comes from the discrete
entropy inequality in Lemma 3.3.1

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ

(
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

))2

≤ H(u0
M)

p(M∗)2
. (3.41)
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Using the inequality x2 − y2 ≤ 2x(x− y) and uki,K,σ ≤ 1, we can write

J =

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ

(
Dσ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

))2

≤ 2

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
uki,K,σq(M

k
K,σ)

p(Mk
K,σ)

(
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

))2

≤ 2

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
q(Mk

K,σ)

p(Mk
K,σ)

(
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

))2

.

Thanks to [32, Lemma 7] we know that the function x 7→
√
q(x)/p(x) is strictly increasing

for x ∈ (0, 1). We use Lemma 3.4.1 to conclude that

J ≤ 2q(M∗)

p(M∗)

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ

(
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

))2

.

In view of (3.41), this shows the lemma.

3.4.3 Estimate for the time di�erence

We wish to apply the compactness result from [11]. Therefore, we need to prove a
uniform estimate on the di�erence uki,K − uk−1

i,K .

Lemma 3.4.3 (Time estimate). Let the assumptions of Theorem 3.2.1 hold and assume
that αi = 1 for every i ∈ {1, . . . , n}. Then there exists a constant C4 > 0 not depending
on ∆x and ∆t such that for all i ∈ {1, . . . , n} and φ ∈ C∞0 (QT ),

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
(uki,K − uk−1

i,K )φ(xK , tk) ≤ C4∆t‖∇φ‖L∞(QT ).

Proof. We abbreviate φkK = φ(xK , tk). Let i ∈ {1, . . . , n}, we multiply (3.18) by ∆tφkK
and sum over K ∈ T and k = 1, . . . , NT

NT∑

k=1

∑

K∈T
m(K)(uki,K − uk−1

i,K )φkK

= −
NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

Fki,K,σφkK +

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
m(K)ri(u

k
K)φkK

=: J7 + J8.
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Inserting the de�nition of Fki,K,σ and using the symmetry of τσ with respect to σ = K|L,
it follows that

J7 =

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)2DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
DφkK =: J71 + J72,

where

J71 =

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)2DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
DφkK1{Mk

K≥M
k
K,σ}

,

J72 =

NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)2DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
DφkK1{Mk

K<M
k
K,σ}

.

Using the Cauchy-Schwarz inequality, |J71| ≤ J711J712, where

J711 =

( NT∑

k=1

∆t|φkM|21,2,M
)1/2

,

J712 =

( NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)4

[
Dσ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)]2

1{Mk
K≥M

k
K,σ}

)1/2

.

It follows from the mesh properties (3.11) and (3.14) that

|J711| ≤ ‖∇φ‖L∞(QT )

( NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
m(σ)dσ

)1/2

≤ 1

ξ1/2
‖∇φ‖L∞(QT )

( NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈EK

m(σ)d(xK , σ)

)1/2

≤ 21/2

ξ1/2
‖∇φ‖L∞(QT )

( NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
m(K)

)1/2

=

√
2m(Ω)T

ξ
‖∇φ‖L∞(QT ).

Next, we estimate the term J712. For this, we use the fact that pkσ = p(Mk
K,σ) if
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Mk
K ≥Mk

K,σ and the inequality x2 − y2 ≤ 2x(x− y)

|J712| ≤ 2

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσp(M
k
K,σ)4

[√√√√uki,K,σq(M
k
K,σ)

p(Mk
K,σ)

Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

)]2

1{Mk
K≥M

k
K,σ}

}1/2

≤ 2

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσu
k
i,K,σp(M

k
K,σ)q(Mk

K,σ)

×
[
p(Mk

K,σ)Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

)]2

1{Mk
K≥M

k
K,σ}

}1/2

.

Observing that uki,K,σ < M∗ for all σ ∈ E thanks to Lemma 3.4.1 and

max
1≤k≤NT

‖p(Mk
M)q(Mk

M)‖1/2L∞(Ω) ≤ C

with a constant C > 0 not depending on (∆x,∆t), we infer that

|J712| ≤ 2C

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ(pkσ)2

[
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

)]2}1/2

≤ C,

where the last inequality follows from the discrete entropy inequality in Lemma 3.3.1.
This proves a uniform bound for J71. Similar arguments lead to a uniform estimate for
J72. We conclude that |J7| ≤ |J71|+ |J72| ≤ C for some constant C > 0.
Finally, because of assumption (H3-5),

|J8| ≤ C
NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
m(K)φkK ≤ C‖∇φ‖L∞(QT ).

This concludes the proof.

3.5 Convergence of solutions

We wish to prove Theorem 3.2.2. Before proving the convergence of the scheme, we
show some compactness properties for the discrete solutions of the scheme (3.16)-(3.20).

3.5.1 Compactness properties

Applying Theorem 3.9 in [11], we obtain the following result.

Proposition 3.5.1 (Almost everywhere convergence). Let the assumptions of Theorem
3.2.2 hold and let (uη)η>0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20)
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constructed in Theorem 3.2.1. Then there exists a subsequence of (uη)η>0 which is not
relabeled and a function u = (u1, . . . , un) ∈ L∞(QT )n such that

ui,η → ui ≥ 0 a.e. in QT , i = 1, . . . , n.

Moreover, there exists M ∈ L∞(QT ) such that

Mη =
n∑

i=1

ui,η →M =
n∑

i=1

ui < 1 a.e. in QT .

Proof. Assumptions (Ax1) and (Ax3) in [11, Theorem 3.9] are satis�ed due to the choice
of �nite volumes. Assumption (At) is always ful�lled for one-step methods like the implicit
Euler discretization. Assumptions (a) and (b) are a consequence of the L∞ bound, while
Lemma 3.4.3 ensures assumption (c). Thus, the result follows directly from [11, Theorem
3.9].

The gradient estimate in Lemma 3.4.2 shows that the discrete gradient of ui,ηq(Mη)/p(Mη)
converges weakly in L2(QT ) (up to a subsequence) to some function. The following lemma
shows that the limit can be identi�ed with ∇(uiq(M)/p(M)).

Lemma 3.5.1 (Convergence of the gradient). Let the assumptions of Theorem 3.2.2 hold
and let (uη)η>0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20) constructed
in Theorem 3.2.1. Then, up to a subsequence, as η → 0,

∇η
(
ui,ηq(Mη)

p(Mη)

)
⇀ ∇

(
uiq(M)

p(M)

)
weakly in L2(QT ),

where ui and M are the limit functions obtained in Proposition 3.5.1.

Proof. We follow the lines of the proof of [26, Lemma 4.4]. It follow from Lemma 3.4.2
that, up to a subsequence,

∇η
(
ui,ηq(Mη)

p(Mη)

)
⇀ ψi weakly in L2(QT ) as η → 0

for some function ψi ∈ L2(QT ), i = 1, . . . , n. It remains to show that ψi = ∇(uiq(M)/p(M)
in the sense of distributions. To this end, we choose a test function φ ∈ C∞0 (QT ) and a
su�ciently small mesh size η = max{∆x,∆t} > 0 such that

supp(φ) ⊂ {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > η} × (0, T ).

This implies that φ vanishes in TK,σ for all σ ∈ Eext,K and K ∈ T since m(TK,σ) ≤ ∆x ≤
η. We set φkK = φ(xK , tk). In the following, we use the following two approximation
properties: There exists a constant Ccons > 0 such that

∣∣∣∣
ˆ tk

tk−1

(
DK,σφ

k

dσ
− 1

m(TK,σ)

ˆ
TK,σ

∇φ · νK,σdx
)
dt

∣∣∣∣ ≤ Ccons∆tη. (3.42)
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This result is shown in the proof of [26, Theorem 5.1]. Furthermore, for any φ ∈ C∞0 (QT )
and any σ = K|L ∈ Eint,K , t ∈ (0, T ), the regularity of φ implies that

∣∣∣∣
1

m(TK,σ)

ˆ
TK,σ

φ · νK,σdx−
1

m(σ)

ˆ
σ
φ(x, t) · νK,σds

∣∣∣∣ ≤ η‖φ‖C1(QT ). (3.43)

Next, we abbreviate vi,η = ui,ηq(Mη)/p(Mη) and let t ∈ (tk−1, tk]. On the one hand,
using the divergence theorem on K ∈ T and the relation νL,σ = −νK,σ, we obtain
ˆ

Ω
vi,η(x, t) div φ(x, t)dx =

∑

K∈T

ˆ
K
vi,η(x, t) div φ(x, t)dx

=
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

vki,K

ˆ
σ
φ(s, t) · νK,σds = −1

2

∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

DK,σv
k
i

ˆ
σ
φ(s, t) · νK,σds.

On the other hand, the de�nition of ∇ηvi,η gives
ˆ

Ω
∇ηvi,η(x, t)φ(x, t)dx =

1

2

∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

ˆ
TK,σ

∇ηvi,η(x, t)φ(x, t)dx

=
1

2

∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

m(K)

m(TK,σ)
DK,σv

k
i

ˆ
TK,σ

φ(x, t) · νK,σdx.

By (3.43),

∣∣∣∣
ˆ T

0

ˆ
Ω
∇ηvi,η · φdxdt+

ˆ T

0

ˆ
Ω
vi,η div φdxdt

∣∣∣∣

≤ η‖φ‖C1(QT )

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

m(σ)Dσv
k
i =: η‖φ‖C1(QT )J9.

Is remains to show that J9 is uniformly bounded. We use the Cauchy-Schwarz inequality,
the de�nition of | · |1,2,M and properties (3.23) and (3.24) to �nd that

J9 ≤
( NT∑

k=1

∆t|vki,Mη
|21,2,M

)1/2( NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

m(σ)d(xK , xL)

)1/2

≤
( NT∑

k=1

∆t|vki,Mη
|21,2,M

)1/2( NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

2m(TK,σ)

)1/2

≤
( NT∑

k=1

∆t|vki,Mη
|21,2,M

)1/2

(4m(Ω)T )1/2.

In view of Lemma 3.4.2, the right-hand side is bounded uniformly in η, and the result
follows.
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Finally, we verify that the limit function u satis�es the Dirichlet boundary condition
in a weak sense.

Lemma 3.5.2 (Convergence of the traces). Let the assumptions of Theorem 3.2.2 hold
and let (uη)η>0 be a family of discrete solutions to the scheme (3.16)-(3.20) constructed
in Theorem 3.2.1 such that uη → u and Mη →M a.e. in QT . Then

uiq(M)

p(M)
− uDi q(M

D)

p(MD)
∈ L2(0, T ;H1

D(Ω)).

Proof. Let us de�ne for i = 1, . . . , n

vi,η =
ui,η q(Mη)

p(Mη)
.

Then, using [17, Lemma 4.7] and [17, Lemma 4.8] we can prove thanks to Lemma 3.4.2
and the L∞-estimate that, up to a subsequence, for all 1 ≤ p < +∞ as η → 0

vi,η → vi =
ui q(M)

p(M)
strongly in Lp(ΓD × (0, T )), i = 1, . . . , n,

see for instance the proof of [17, Proposition 4.9]. Then, up to a subsequence, as η → 0

vi,η → vi a.e. in ΓD × (0, T ), i = 1, . . . , n. (3.44)

Moreover, by construction (3.21)-(3.22) of uη = (u1,η, . . . , un,η) solutions to the scheme (3.16)-
(3.20) we have

vi,η(x, t) =
uDi q(M

D)

p(MD)
for (x, t) ∈ ΓD × (0, T ), i = 1, . . . , n.

Thus, we deduce from (3.44) that

vi =
uDi q(M

D)

p(MD)
a.e. in ΓD × (0, T ), i = 1, . . . , n,

which concludes the proof of Lemma 3.5.2.

3.6 Convergence of the scheme

We prove in this section that, under the assumptions of Theorem 3.2.2, the limit
function u = (u1, . . . , un) obtained in Proposition 3.5.1 is a weak solution to (3.1)-(3.4).
For this, we follow some ideas developed in [19, 26].
Let φ ∈ C∞0 (Ω × [0, T )) and choose η = max{∆x,∆t} su�ciently small such that
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supp(φ) ⊂ {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > η} × [0, T ). In particular, φ vanishes in any cell K ∈ T
with K ∩ ∂Ω 6= ∅. Again, we abbreviate φkK = φ(xK , tk) and we �x i ∈ {1, . . . , n}. Let

ε(η) = F η10 + F η20 + F η30, where

F η10 = −
ˆ T

0

ˆ
Ω
ui,η∂tφdxdt−

ˆ
Ω
ui,η(x, 0)φ(x, 0)dx,

F η20 =

ˆ T

0

ˆ
Ω
p(Mη)

2∇η
(
ui,ηq(Mη)

p(Mη)

)
· ∇φdxdt,

F η30 = −
ˆ T

0

ˆ
Ω
ri(uη)φdxdt.

Proposition 3.5.1 and Lemma 3.5.1 imply that we can perform the limit η → 0 in these
integrals, leading to

lim
η→0

ε(η) = −
ˆ T

0

ˆ
Ω
ui∂tφdxdt−

ˆ
Ω
ui(x, 0)φ(x, 0)dx

+

ˆ T

0

ˆ
Ω
p(M)2∇

(
uiq(M)

p(M)

)
· ∇φdxdt−

ˆ T

0

ˆ
Ω
ri(u)φdxdt.

Therefore, it remains to prove that ε(η)→ 0 as η → 0.
To this end, we multiply (3.18) by ∆tφk−1

K and sum over K ∈ T and k = 1, . . . , NT ,
giving

F η1 + F η2 + F η3 = 0, where

F η1 =

NT∑

k=1

∑

K∈T
m(K)(uki,K − uk−1

i,K )φk−1
K ,

F η2 =

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

Fki,K,σφk−1
K ,

F η3 = −
NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
m(K)ri(u

k
i,K)φk−1

K .

For the proof of ε(η)→ 0 as η → 0 it is enough to show that F ηj0 − F
η
j → 0 as η → 0 for

j = 1, 2, 3.
The arguments in [19, Section 5.2] show that

|F η10 − F η1 | ≤ CTm(Ω)‖φ‖C1(QT ) η → 0 as η → 0.

Furthermore, since φ is regular,

|F η30 − F η3 | ≤
NT∑

k=1

∑

K∈T
|ri(uki,K)|

∣∣∣∣
ˆ tk

tk−1

(
m(K)φk−1

K −
ˆ
K
φdx

)
dt

∣∣∣∣

≤ CTη‖φ‖C1(QT ) → 0 as η → 0
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The remaining convergence for |F η20−F η2 | is more involved. First, we rewrite F η2 . By the
symmetry of τσ with respect to σ = K|L and the de�nition of Fki,K,σ, we have

F η2 = −1

2

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

Fki,K,σDK,σφ
k−1

=
1

2

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T
p(Mk

K)2
∑

σ∈Eint,K

τσDK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
DK,σφ

k−1

+
1

2

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

τσ
(
(pkσ)2 − p(Mk

K)2
)
DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
DK,σφ

k−1

=: F η21 + F η22.

Inserting the de�nition of the discrete gradient ∇η = ∇Dη , we can reformulate F η20 as

F η20 =
1

2

NT∑

k=1

∑

K∈T
p(Mk

K)2
∑

σ∈Eint,K

DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)

× m(σ)

m(TK,σ)

ˆ tk

tk−1

ˆ
TK,σ

∇φ · νK,σdxdt.

Thus, using (3.42), the monotonicity of p, and the Cauchy-Schwarz inequality,

|F η20 − F η21| ≤
1

2
p(0)2

NT∑

k=1

∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

m(σ)Dσ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)

×
∣∣∣∣
ˆ tk

tk−1

(
DK,σφ

k

dσ
− 1

m(TK,σ)

ˆ
TK,σ

∇φ · νK,σdx
)
dt

∣∣∣∣

≤ 1

2
p(0)2Cconsη

( NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
m(σ)dσ

)1/2( NT∑

k=1

∆t

∣∣∣∣
uki q(M

k)

p(Mk)

∣∣∣∣
2

1,2,M

)1/2

.

We use the mesh regularity (3.11), property (3.23), and the gradient estimate given by
Lemma 3.4.2 to conclude that, for some constant C > 0,

|F η20 − F η21| ≤ C(ξ, C3)p(0)2η → 0 as η → 0. (3.45)

We turn to the estimate of F η22. Since p
k
σ = p(Mk

K) if Mk
K ≤ Mk

K,σ, it is su�cient to

consider the terms in F η22 only on the set where Mk
K > Mk

K,σ and we have

|F η22| ≤
η

2
‖φ‖C1(QT )

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

τσ

×
∣∣∣∣
(
p(Mk

K,σ)2 − p(Mk
K)2
)
DK,σ

(
uki q(M

k)

p(Mk)

)
1{Mk

K>M
k
K,σ}

∣∣∣∣.
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Then, using the inequality x2 − y2 ≤ 2x(x− y),

|F η22| ≤ η‖φ‖C1(QT )

NT∑

k=1

∆t
∑

K∈T

∑

σ∈Eint,K

τσ

×
∣∣∣∣
(
p(Mk

K,σ)2 − p(Mk
K)2
)
√√√√uki,K,σq(M

k
K,σ)

p(Mk
K,σ)

DK,σ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

)
1{Mk

K>M
k
K,σ}

∣∣∣∣

By a Taylor expansion, for M̃k
σ = θ̃σM

k
K + (1− θ̃σ)Mk

K,σ for some θ̃σ ∈ (0, 1),

p(Mk
K,σ)2 − p(Mk

K)2 = 2p′(M̃k
σ )p(M̃k

σ )(Mk
K,σ −Mk

K).

Hence, the Cauchy-Schwarz inequality gives

|F η22| ≤ 2η‖φ‖C1(QT )F
η
221F

η
222, where (3.46)

F η221 =

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
τσp(M̃

k
σ )2

(
Dσ

(√
uki q(M

k)

p(Mk)

))2}1/2

,

F η222 =

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
τσp
′(M̃k

σ )2
uki,K,σq(M

k
K,σ)

p(Mk
K,σ)

(DσM)21{Mk
K>M

k
K,σ}

}1/2

.

For Mk
K > M̃k

σ > Mk
K,σ, we have p(Mk

K) ≤ p(M̃k
σ ) ≤ p(Mk

K,σ) = pkσ. Thus, replacing

p(M̃k
σ )2 in F η221 by (pkσ)2, the discrete entropy inequality (3.26) shows that |F η221| ≤

H(u0
M).

For the estimate of F η222, we use u
k
i,K,σ ≤ 1 and C5 = sup0≤x≤M∗ p

′(x)2/p(x) < ∞ (this
is �nite since M∗ < 1) to infer that

|F η222| ≤ C5

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
τσq(M

k
K,σ)(DσM)21{Mk

K>M
k
K,σ}

}1/2

= C5

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
τσ(Mk

σ )1−a(1−Mk
σ )1+b+κq(Mk

K,σ)

× (Mk
σ )a−1

(1−Mk
σ )1+b+κ

(DσM)21{Mk
K>M

k
K,σ}

}1/2

,

where Mk
σ = θσM

k
K + (1− θσ)Mk

K,σ is de�ned in Lemma 3.3.2. Then Mk
K ≥Mk

σ ≥Mk
K,σ

and a > 1 imply that (Mk
σ )1−a ≤ (Mk

K,σ)1−a, which shows, together with (1−Mk
σ )1+b+κ ≤

1, that

|F η222| ≤ C5

{ NT∑

k=1

∆t
∑

σ∈E
τσ(Mk

K,σ)1−aq(Mk
K,σ)

× (Mk
σ )a−1

(1−Mk
σ )1+b+κ

(DσM)21{Mk
K>M

k
K,σ}

}1/2

.
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By (3.37) and the bound

(Mk
K,σ)1−a q(Mk

K,σ) ≤ M∗

(a+ 1) (1−M∗)b , ∀σ ∈ E ,

this expression is bounded by the entropy dissipation which is uniformly bounded due to
the entropy inequality.
We have shown that F η221 and F η222 are bounded uniformly in η such that (3.46) implies
that F η22 → 0 as η → 0. This convergence and convergence (3.45) then imply that

|F η20 − F η2 | ≤ |F η20 − F η21|+ |F η22| → 0 as η → 0.

The proof of Theorem 3.2.2 is complete.

3.7 Numerical experiments

We present in this section some numerical experiments in one dimension in space. We
are interested in the long time behavior and in the order of convergence in space of the
scheme. The numerical results are obtained using a Newton's method with a tolerance
equal to 1e-10 on a uniform mesh.

The test case is described in Table 3.1, we consider the following initial conditions

u0
1(x) = uD1 + uD1 1(0.2,0.6)(x) and u0

2(x) = uD2 + uD2 1(0.4,0.8)(x),

and where the source terms are de�ned in (H3-5).

uD1 uD2 a b κ

0.2 0.1 1.2 2 1

Table 3.1 � De�nition of parameters used in the test case

In Figure 3.1 we illustrate the long time behavior of the solutions to the scheme with
di�erent de�nitions of p. In the case of mixed Dirichlet-Neumann boundary conditions
the steady states for u1 and u2 are given by u∞1 = uD1 and u∞2 = uD2 , see [32, Theorem
2]. Figure 3.1 shows the exponential convergence of the solutions to the steady states in
L2 norm in semi-logarithmic scale for α1 = 1, α2 = 10, T = 10, a mesh made of 100 cells
and ∆t = 1/100. We assume that the function p is either given by

p(x) = exp(−1/(1− x)κ), ∀x ∈ [0, 1], (3.47)

or

p(x) = (1− x), ∀x ∈ [0, 1]. (3.48)
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We notice that the function p de�ned by (3.48) does not satisfy (H3-4).
The result in [32, Theorem 2] establish that the convergence towards the steady states
is of order 1/t. However, as in [32, Section 7.2], our numerical experiments suggest that
exponential decay should hold. Moreover it seems that the results obtained in [32] should
also hold for more general functions p.
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Figure 3.1 � Convergence of the solutions to the steady states in L2 norm with p de�ned
by (3.47) (on the right) or by (3.48) (on the left) in semi-logarithmic scale.

We investigate in Figure 3.2 and Figure 3.3 the order of convergence in space of the
scheme. Since exact solutions to the bio�lm model are not explicitly known, we compute
a reference solution on a uniform mesh composed of 5120 cells and with ∆t = 1e − 6.
Then, we compute approximate solutions on a uniform mesh made of respectively 40, 80,
160, 320, 640 and 1280 cells. Finally, we compute the L2-norm of the di�erence between
the approximate solution and the average of the reference solution over 40, 80, 160, 320,
640 and 1280 cells. We consider T = 1e − 3, it is important to take a small time T in
order to compute a solution di�erent from the stationary state, see Figure 3.1. Figure 3.2
shows the results for p de�ned by (3.47) and with di�erent choices of α1 and α2, while
Figure 3.3 shows the results for p de�ned by (3.48) and with di�erent choices of α1 and
α2. We observe for any choices of p, α1 and α2 the expected �rst order convergence in
space.

3.8 Appendix A. Proof of Lemma 3.3.2

To simplify the presentation, we omit the superindex ε throughout the proof. Sum-
ming de�nition (3.27) for Ii(ukM) over i = 1, . . . , n and setting f(x) =

√
q(x)/p(x), we

obtain

I =

n∑

i=1

Ii(u
k
M) ≥ α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ

(
DK,σ(

√
uif(M))

)2
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Figure 3.2 � L2-norm of the error in space with α1 = α2 = 1 (on the left) and α1 = 1
and α2 = 10 (on the right) and with p de�ned by (3.47).
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Figure 3.3 � L2-norm of the error in space with α1 = α2 = 1 (on the left) and α1 = 1
and α2 = 10 (on the right) and with p de�ned by (3.48).

where α = mini=1,...,n αi. We split the sum into two parts and use the product rule for
�nite volumes. Then I = J10 + J11, where

J10 = α
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ

(√
ui,K,σDK,σ(f(M)) +DK,σ(

√
ui)f(MK)

)2
1{MK,σ≥MK},

J11 = α
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ

(√
ui,KDK,σ(f(M)) +DK,σ(

√
ui)f(MK,σ)

)2
1{MK,σ<MK}.
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A Taylor expansion of f around MK,σ gives

J10 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ

(√
ui,K,σDK,σ(M)f ′(Mσ) +DK,σ(

√
ui)f(MK)

)2
1{MK,σ≥MK},

J11 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ

(√
ui,KDK,σ(M)f ′(Mσ) +DK,σ(

√
ui)f(MK,σ)

)2
1{MK,σ<MK},

where Mσ = θσMK,σ + (1− θσ)MK for some θσ ∈ (0, 1) for K ∈ T and σ ∈ EK .
Let us consider the term J10 �rst. Expanding the square gives three terms, J10 = J101 +
J102 + J103 with

J101 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σf(MK)2

(
DK,σ(

√
ui)
)2
1{MK,σ≥MK},

J102 = 2α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ
√
ui,K,σDK,σ(

√
ui)f

′(Mσ)f(MK)DK,σ(M)1{MK,σ≥MK},

J103 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σui,K,σf

′(Mσ)2(DK,σM)21{MK,σ≥MK}

= α
∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σMK,σf

′(Mσ)2(DK,σM)21{MK,σ≥MK},

where in the last equality we used
∑n

i=1 ui,K,σ = MK,σ.
On the set {MK,σ ≥MK}, we have pσ = p(MK). Then, by de�nition of f ,

J101 = α
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp(MK)q(MK)
(
DK,σ(

√
ui)
)2
1{MK,σ≥MK}.

The function f is strictly increasing (see [32, Lemma 7]). Since x(x− y) ≥ 1
2(x2− y2), it

follows that

J102 ≥ α
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ(ui,K,σ − ui,K)f ′(Mσ)f(MK)DK,σ(M)1{MK,σ≥MK}

= α
∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ(DK,σM)2f ′(Mσ)f(MK)1{MK,σ≥MK} ≥ 0.

It remains to estimate J103. For this, we set J103 = α
∑

σ∈E,K=Kσ
J103(σ), where

J103(σ) = τσp
2
σMK,σf

′(Mσ)2(DK,σM)21{MK,σ≥MK}.
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We know thanks to [32, Lemma 4] that there exists a constant Cpq such that

lim
M→1

p(M)q(M)

(1−M)1−b+κ = Cpq ∈ (0,∞).

Then we deduce that there exists δ ∈ (0, 1/2) such that for all Mσ > 1− δ,

p(Mσ)q(Mσ)

(1−Mσ)1−b+κ ≥
Cpq
2
. (3.49)

Therefore, we distinguish the cases (i) 0 ≤Mσ ≤ 1− δ and (ii) 1− δ < Mσ < 1.
Consider �rst case (i). Modifying slightly the proof of [32, Lemma 7], it holds that for all
0 ≤Mσ ≤ 1− δ,

f ′(Mσ) ≥ a

2Mσ
f(Mσ), p(Mσ)q(Mσ) ≥ p(1− δ)2Ma

σ

p(0)2(a+ 1)
.

Again, MK,σ ≥ Mσ ≥ MK implies that p(MK,σ) ≤ p(Mσ) ≤ p(MK) = pσ. Therefore,
taking into account the de�nition of f ,

J103 ≥ τσp(Mσ)2MK,σ
a2

4M2
σ

f(Mσ)2(DσM)21{MK,σ≥MK}

=
a2

4
τσp(Mσ)q(Mσ)

MK,σ

M2
σ

(DσM)21{MK,σ≥MK}

≥ a2p(1− δ)2

4(a+ 1)p(0)2
τσM

a−1
σ

MK,σ

Mσ
(DσM)21{MK,σ≥MK}

≥ a2p(1− δ)2

4(a+ 1)p(0)2
τσM

a−1
σ (DσM)21{MK,σ≥MK},

where we used MK,σ ≥ Mσ in the last inequality. Since Mσ ≤ 1 − δ, we have (1 −
Mσ)1+b+κ ≥ δ1+b+κ and consequently,

J103(σ) ≥ a2p(1− δ)2δ1+b+κ

4(a+ 1)p(0)2

τσM
a−1
σ

(1−Mσ)1+b+κ
(DσM)21{MK,σ≥MK}.

In case (ii), using MK,σ ≥Mσ > 1− δ and pσ = p(MK) ≥ p(Mσ), we �nd that

J103(σ) ≥ (1− δ)τσp(Mσ)2f ′(Mσ)2(DσM)21{MK,σ≥MK}

≥ (1− δ)τσp(Mσ)q(Mσ)

(
f ′(Mσ)

f(Mσ)

)2

(DσM)21{MK,σ≥MK}.

The proof of [32, Lemma 7] shows that there exists a constant C > 0 such that

f ′(x)

f(x)
≥ C7

(1− x)1+κ
for

1

2
< x < 1.
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Hence, together with (3.49), we infer that

J103(σ) ≥ (1− δ)C2
7τσ

p(Mσ)q(Mσ)

(1−Mσ)1−b+κ (1−Mσ)−1−b−κ(DσM)21{MK,σ≥MK}

≥ (1− δ)CpqC
2
7

4
(1−Mσ)−1−b−κ(DσM)21{MK,σ≥MK}

≥ (1− δ)CpqC
2
7

4
τσ

Ma−1
σ

(1−Mσ)1+b+κ
(DσM)21{MK,σ≥MK},

where in the last step we used Mσ ≤ 1. We have proved that in both cases (i) and (ii),
there exists a constant C8 > 0 such that

J103 ≥ C8

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
Ma−1
σ

(1−Mσ)1+b+κ
(DσM)21{MK,σ≥MK}.

Similarly, we expand the square in J11 such that J11 = J111 + J112 + J113 with

J111 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σf(MK,σ)2(DK,σ(

√
ui))

21{MK,σ<MK},

J112 = 2α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σ
√
ui,KDK,σ(

√
ui)f

′(Mσ)f(MK,σ)DK,σ(M)1{MK,σ<MK},

J113 = α
n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp
2
σui,Kf

′(Mσ)2(DK,σM)21{MK,σ<MK}.

Arguing as for the expressions J101 and J102, we obtain J112 ≥ 0 and

J111 = α

n∑

i=1

∑

σ∈E
K=Kσ

τσp(MK,σ)q(MK,σ)(DK,σ(
√
ui))

21{MK,σ<MK}.

The terms in J113 are studied as before for the cases 0 ≤ Mσ ≤ 1 − δ and Mσ > 1 − δ.
Similar computations lead to the existence of a constant C9 > 0 such that

J113 ≥ C9

∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
Ma−1
σ

(1−Mσ)1+b+κ
(DσM)21{MK,σ<MK}.

We put together the estimates for J101 and J111

J101 + J111 ≥ α
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ min
{
p(MK)q(MK), p(MK,σ)q(MK,σ)

}
(Dσ
√
ui)

2. (3.50)
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Furthermore, we add J103 and J113

J103 + J113 ≥ min{C8, C9}
∑

σ∈E
K=Kσ

τσ
Ma−1
σ

(1−Mσ)1+b+κ
(DσM)2. (3.51)

Note that J102 +J112 ≥ 0. Then I ≥ (J101 +J111) + (J103 +J113) and inserting estimates
(3.50) and (3.51), we �nish the proof.
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Chapitre 4

Etude d'un modèle jouet de

corrosion par une approche �ot de

gradient pour une métrique de type

Wasserstein

Travail en collaboration avec Benoît Merlet 3 et Juliette Venel 4.

Dans ce dernier chapitre, nous proposons et étudions un modèle jouet à frontière
libre. L'introduction de ce modèle simpli�é est motivé par l'étude du modèle DPCM
(Di�usion-Poisson-Coupled-Model) qui décrit la corrosion d'un baril métallique placé
en milieu argileux (conditions envisagées de stockage de déchets radioactifs en France).
Il n'existe pour l'heure aucun résultat d'existence pour ce modèle. Notre étude d'un
problème simpli�é est un premier pas vers de tels résultats. Dans ce travail, nous tirons
parti de la structure de �ot de gradient pour une métrique de type Wasserstein du
modèle simpli�é pour établir l'existence de solution faible. Notre approche est fondée sur
un schéma variationnel semi-discret en temps de type JKO, voir [44]. Nous étudions les
propriétés des solutions du problème variationnel puis nous établissons la convergence, à
sous soute-extraite près, de ces solutions vers une solution faible.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Nous introduisons et étudions l'existence de solutions faibles pour un modèle simpli�é
de corrosion. Dans ce modèle simpli�é nous considérons, comme dans le modèle DPCM,
que le baril métallique contenant les déchets radioactifs est en contact avec une solution
contenant des espèces chimiques chargées de type cation. La présence de cette solution
est due au stockage de ce dernier en milieu argileux. Par ailleurs, sur la surface du baril,
une couche dense d'oxyde se forme, protégeant le métal en réduisant le taux de corrosion.
La taille de cette couche varie au cours du temps et constitue le domaine sur lequel nos
équations vont être dé�nies. De plus, son épaisseur étant très faible en comparaison de
la taille du baril, l'emploi d'un modèle unidimensionnel est justi�é.
Comme représenté sur la Figure 4.1, nous considérons trois zones : le domaine occupé par
la solution représenté par l'intervalle (−∞, 0], le domaine (0, X) occupé par la couche
d'oxyde et le domaine occupé par le métal représenté par l'intervalle [X,+∞). À l'inter-
face entre la solution et la couche d'oxyde des échanges d'espèces chimiques se produisent.
En particulier, des atomes d'oxygènes pénètrent dans la couche d'oxyde et si la concen-
tration en oxygène est assez élevée à l'interface X, le baril subit une réaction d'oxydation.
Cette dernière réaction dégrade le métal et fait augmenter la taille de la couche d'oxyde.
À l'inverse, si la concentration en oxygène est trop faible à l'interface, le métal peut se
reformer réduisant la taille du domaine (0, X).

••
0 X X + δX

•

oxydationtransferts

d'oxygène
di�usion

de l'oxygène

solution couche d'oxyde metal

Figure 4.1 � Représentation des di�érentes zones considérées dans le modèle et de la
propagation de l'interface mobile due à la réaction d'oxydation

En suivant la même approche que celle adoptée par Bataillon et ses coauteurs dans [12],
nous nous focalisons sur l'évolution de la concentration en lacune d'oxygène, notée ρ, plu-
tôt que sur la concentration en oxygène dans la zone (0, X). Ces lacunes représentent des
défauts d'oxygène dans la structure quasi cristalline de la couche d'oxyde. Nous suppo-
serons que la concentration de lacunes dans la zone oxydée évolue par di�usion linéaire.
À l'interface entre la solution et la couche d'oxyde, le modèle DPCM propose une loi
pour le �ux de lacunes d'oxygènes qui est une fonction non linéaire de la concentration
de lacune et du saut de potentiel électrostatique (non considéré dans le modèle simpli�é).
Ici nous nous donnons des concentrations limites 0 < ρ− < ρ+ et nous imposons que le
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le �ux soit nul si ρ− < ρ < ρ+ et que le �ux amène des lacunes dans la couche d'oxyde
si ρ = ρ− et les évacue si ρ = ρ+ (régulation).
À l'interface mobile X, la dégradation ou la reformation de métal libère dans ou sous-
trait à la couche d'oxyde des lacunes d'oxygène. De façon abstraite, nous voyons la zone
métallique comme une source constante de lacune d'oxygène notée ρ̄. En notant X + δX
une variation de l'interface X, alors le nombre de lacune ajouté ou retranché à la couche
d'oxyde est ρ̄ δX. Cette constante ρ̄ représente le maximum possible de ρ et si ρ = ρ̄ sur
[0,+∞) alorsX = 0. Cette interprétation abstraite est conforme à la réaction d'oxydation
au niveau de l'interface entre la couche d'oxyde et le métal. En e�et, si la concentration
en oxygène est basse au voisinage de X, le métal se reforme. Si on se concentre sur la
concentration en lacune d'oxygène alors le métal se reforme si cette concentration est
élevée.
En résumé, les inconnues du modèle sont : ρ la concentration en lacune d'oxygène, X
l'abscisse de l'interface mobile, R une fonction dont les variations R′ représentent la
quantité de matière échangée entre la solution et la couche d'oxyde. Pour décrire ma-
thématiquement les phénomènes exposés, nous considérons, pour 0 < T < +∞ �xé, les
équations d'évolution suivantes

∂tρ(x, t)− ∂2
xρ(x, t) = 0 pour (x, t) ∈ (0, X(t))× (0, T ), (4.1a)

ρ(x, t) = ρ̄ pour (x, t) ∈ (X(t),+∞)× (0, T ), (4.1b)

∂xρ(X(t), t) +X ′(t) (ρ(X(t), t)− ρ̄) = 0 pour t ∈ (0, T ), (4.1c)

∂xρ(0, t) = R′(t) pour t ∈ (0, T ), (4.1d)

ρ(x, 0) = ρ0(x) pour x ∈ (0, X0), (4.1e)

La contrainte (4.1b) garantie une concentration constante égale à ρ̄ dans le métal. La
condition au bord (4.1c) est une condition de type Neumann homogène sur un domaine
mobile. Cette condition assure la conservation du nombre de lacunes d'oxygène au cours
des échanges au travers de l'interface X. L'évolution de cette interface mobile est régie
par l'équation

λX ′(t) = α−
(
ρ̄− ρ(X(t), t)

)
+ ρ̄

(
log ρ̄− log ρ(X(t), t)

)
pour t ∈ (0, T ), (4.2)

où α et λ sont des constantes strictement positives. Nous supposerons qu'initialement
la couche d'oxyde est déjà formée, à savoir X(0) = X0 > 0. Cette forme particulière
pour l'équation (4.2) vient de la structure sous-jacente de �ot de gradient pour une
certaine métrique du modèle proposé. En particulier, l'équation (4.2) prend en compte les
variations d'énergie des mécanismes impliqués dans le déplacement de l'interface mobile,
voir Proposition 4.4.6. En�n, il nous reste à décrire le comportement de la concentration
en lacune d'oxygène lors de réactions chimiques entre la solution et la couche d'oxyde.
Nous imposons des conditions non linéaires de type � thermostat � à l'interface �xe entre
la couche d'oxyde et la solution. Nous dé�nissons

ρ+ = ρ̄ exp

(
β +

c2

2
− 1

)
et ρ− = ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
, (4.3)
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avec β ∈ R et c ∈ (0,+∞) deux constantes véri�ant β + c2/2 < 1. Dans le cas où la
solution et la couche d'oxyde échangent de la matière, nous imposons à la concentration
en lacune d'oxygène ρ de rester constante en x = 0, à savoir

ρ(0, t) = ρ+ si R′(t) > 0 et ρ(0, t) = ρ− si R′(t) < 0 pour t ∈ (0, T ). (4.4)

Dans le cas où ces deux zones (solution/couche d'oxyde) n'échangent aucune matière,
nous imposons que ρ véri�e

ρ− ≤ ρ(0, t) ≤ ρ+ si R′(t) = 0 pour t ∈ (0, T ). (4.5)

Notons que le modèle DPCM comprend des conditions au bord plus complexes que (4.4)-
(4.5) décrivant les réactions chimiques se produisant entre la solution et la couche d'oxyde.
Néanmoins, notre approche ne nous a pas permis pour l'instant d'inclure ce type de
conditions dans le modèle simpli�é.
Notons également que le modèle (4.1)-(4.5) néglige certains phénomènes décrits dans le
modèle DPCM. En particulier, nous négligeons la présence d'un champ électrique dans
la couche d'oxyde créé par la di�érence de potentiel entre la solution et le métal. Nous
négligeons également la présence d'autre espèces chimiques (cations Fe3+ et électrons
e−) dans le domaine mobile (0, X(t)) ainsi que le phénomène de dissolution de la couche
d'oxyde par la solution.
Dans ce travail, nous prouvons l'existence d'une solution faible au problème (4.1)-(4.2)
notion que nous dé�nissons à présent.

Dé�nition 4.1.1. Soit un triplet (X0, ρ0, R0). On suppose que X0 > 0, R0 ∈ R, ρ0(x) =
ρ̄ pour tout x ∈ (X0,+∞), ρ0

|(0,X0) ∈ H1 et

0 < ρ0(x) < ρ̄, pour tout x ∈ (0, X0).

Un triplet (X, ρ,R) est dit solution faible du problème (4.1)-(4.2) si X ∈ H1(0, T ),
ρ ∈ L2(0, T ;BVloc(R+)) et R ∈ BV (0, T ) et si ces fonctions véri�ent pour tout ψ ∈
D([0,+∞)× [0, T ))

−
ˆ T

0

ˆ
R+

ρ(x, t) ∂tψ(x, t)dx dt−
ˆ
R+

ρ0(x)ψ(x, 0) dx

+

ˆ T

0
ψ(0, t) dR′(t) +

ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xψ(x, t) dx dt = 0, (4.6)

où R′ désigne la dérivée en temps de la mesure R′ et ∂x,aρ désigne la partie absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue de la mesure ∂xρ. De plus, X et ρ doivent
véri�er pour tout φ ∈ C(0, T )

λ

ˆ T

0
X ′(t)φ(t) dt = α

ˆ T

0
φ(t) dt−

ˆ T

0
(ρ̄− ρ(X(t), t)) φ(t) dt

+ ρ̄

ˆ T

0
(log ρ̄− log ρ(X(t), t)) φ(t) dt. (4.7)
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Formellement, nous déduisons de (4.6) que si la mesure R′ admet une densité par rapport
à la mesure de Lebesgue sur (0, T ) et si ρ est au moins H2 au voisinage de 0, alors pour
presque tout t ∈ (0, T )

∂x,aρ(0, t) = R′(t),

où nous identi�ons la mesure R′ et sa densité.
Enonçons à présent le principal résultat de ce chapitre.

Théorème 4.1.1. Soit un triplet (X0, ρ0, R0). Nous supposons que X0 > 0, R0 ∈ R,
ρ0(x) = ρ̄ pour tout x ∈ (X0,+∞), ρ0

|(0,X0) ∈ H1 et

0 < ρ− ≤ ρ0(x) < ρ̄, pour tout x ∈ (0, X0).

Alors il existe au moins un triplet (X, ρ,R) solution faible du problème (4.1)-(4.2) au
sens de la Dé�nition 4.1.1. De plus, ρ véri�e pour presque tout t ∈ (0, T )

ρ− ≤ ρ(0, t) ≤ ρ+.

A�n d'établir ce résultat notre approche est fondée sur une interprétation de (4.1)-(4.2)
comme �ot de gradient pour une métrique de type Wasserstein, voir Section 4.2.1 pour
une dé�nition de cette distance. Notons que pour établir le Théorème 4.1.1 nous aurions
également pu considérer d'autres métriques comme la métrique L2. Cependant, d'autres
raisons, en particulier la question de l'unicité de solutions faibles au problème (4.1)-(4.2),
nous poussent à considérer la distance de Wasserstein. Nous renvoyons à la Section 4.1.1
pour plus de détails concernant ce choix.
Pour tirer parti de la structure de �ot de gradient, nous employons un schéma variationnel
ou schéma minimisant semi-discret en temps de type JKO introduit par Jordan, Kinder-
lehrer et Otto dans [44]. Les solutions de ce schéma sont obtenues comme minimiseur
d'une fonctionnelle constituée de deux termes, une distance et une fonctionnelle d'énergie.
Dans le cas d'un schéma minimisant de type JKO, on considère la métrique de Wasser-
stein qui permet de munir l'ensemble des mesures positives et de même masse d'une
distance. Cependant, l'une des di�cultés de notre étude est d'adapter cette distance au
type de mesures particulier qui apparaît dans notre modèle. En e�et, la contrainte (4.1b)
sur ρ nous impose de dé�nir une distance sur l'ensemble des mesures µ dé�nies sur R et
valant ρ̄ à partir d'un certain Λ > 0. En particulier, ces mesures sont de masse in�nie
et le cadre usuel pour les métriques de Wasserstein est proscrit. Nous renvoyons à la
Section 4.2.2 pour plus de détails sur la construction des distances (de type Wasserstein)
que nous considérerons dans ce travail.
En�n, nous remarquons que la Dé�nition 4.1.1 ne tient pas compte des conditions à l'in-
terface �xe (4.4) et (4.5). En remarquant que l'on peut réécrire ces conditions sous la
forme

(
ρ(0, t)− ρ̃(0)

)
R′(t) ≥ 0, pour t ∈ (0, T ). (4.8)
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Considérons φ ∈ D(0, T ) avec φ(t) ≥ 0 pour tout t ∈ (0, T ). En multipliant (4.1) par
(ρ − ρ̃)φ et en intégrant en espace et en temps, nous obtenons après intégration par
parties

− 1

2

ˆ T

0

ˆ +∞

0
|ρ(x, t)|2 ∂tφ(t) dxdt−

ˆ T

0

ˆ +∞

0
ρ(x, t) ρ̃(x) ∂tφ(t) dxdt

+

ˆ T

0
R′(t)

(
ρ(0, t)− ρ̃(0)

)
φ(t) dt+

ˆ T

0

ˆ X(t)

0
|∂x,aρ(x, t)|2φ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xρ̃(x)φ(t) dxdt = 0.

En utilisant l'inégalité (4.8) nous déduisons :

− 1

2

ˆ T

0

ˆ +∞

0
|ρ(x, t)|2 ∂tφ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ +∞

0
ρ(x, t) ρ̃(x) ∂tφ(t) dxdt+

ˆ T

0

ˆ X(t)

0
|∂x,aρ(x, t)|2φ(t) dxdt

−
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xρ̃(x)φ(t) dxdt ≤ 0. (4.9)

L'inégalité variationnelle (4.9) est une relaxation des conditions (4.4)-(4.5). En e�et,
d'après ce qui vient d'être fait, si (X, ρ,R) est une solution assez régulière de (4.1)-(4.5),
alors les conditions (4.4)-(4.5) et (4.9) sont équivalentes. Par contre l'inégalité (4.9) fait
sens pour des fonctions peu régulières. En particulier, les fonctions (X, ρ,R) obtenues au
Théorème 4.1.1 possèdent assez de régularité.
Une dé�nition possible d'une notion de solution faible pour le problème (4.1)-(4.5) serait
de rajouter à la Dé�nition 4.1.1 l'inégalité variationnelle (4.9).
Notre approche nous permet d'a�rmer que ρ obtenue au Théorème 4.1.1 véri�e pour
presque tout t ∈ (0, T ) la condition ρ(0, t) ∈ [ρ−, ρ+]. Cependant, nous n'avons pas été
en mesure d'établir une inégalité du type (4.9). Néanmoins, nous renvoyons aux Proposi-
tion 4.4.2, Proposition 4.4.3 et Proposition 4.4.4 où nous établissons que les solutions de
notre schéma minimisant véri�ent une inégalité du type (4.8). Ce qui nous laisse l'espoir
de pouvoir établir une version discrète de (4.9) pour pouvoir ensuite faire tendre le para-
mètre de discrétisation en temps vers 0 et obtenir que les fonctions (X, ρ,R) introduites
au Théorème 4.1.1 sont solutions faibles du problème (4.1)-(4.5).

4.1.1 Justi�cations mathématiques de l'approche par �ot de gradient

pour une métrique de type Wasserstein

Dans voulons dans cette section donner les raisons pour lesquelles nous avons choisi
d'interpréter (4.1)-(4.2) comme un �ot de gradient associé à une métrique de type Was-
serstein alors qu'il s'agit essentiellement d'une équation de di�usion linéaire. Un premier
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argument vient de la modélisation et de ses évolutions futures. La formule
ˆ X

0
ρ ln

ρ

ρ̄
dx,

que nous considérons comme dé�nition de l'énergie des lacunes d'oxygène, voir Sec-
tion 4.2.3, est un cas particulier. Nous pourrons être amenés à choisir des formes plus
générales qui conduiront à des équations de di�usion non-linéaires sans que la structure
de �ot de gradient ne soit perdue. Plus particulièrement, la formule précédente ne prend
pas en compte les e�ets de saturation pour ρ proche de ρ̄. Pour cela, nous pourrions
considérer ˆ X

0

[
a1 ρ ln

ρ

ρ̄
+ a2 (ρ̄− ρ) ln

ρ̄− ρ
ρ̄

]
dx,

avec a1, a2 > 0. Avec une telle fonctionnelle, les méthodes utilisées dans ce travail sont
toujours valides.
Une autre raison vient de la di�culté mathématique introduite par la présence d'inter-
faces mobiles pour montrer l'unicité et même le caractère contractant du �ot dé�ni par
(4.1)-(4.2). La situation serait plus simple si nous avions X = L �xé indépendamment
du temps avec une condition de �ux nul en L. Dans ce cas, si nous considérons deux
solutions ρ1, ρ2 de (4.1a)-(4.1d), (4.4) et (4.5). Nous obtenons par linéarité, en utilisant
comme fonctions tests ρ1 − ρ2 et en intégrant par parties,

d

dt

ˆ L

0
(ρ1 − ρ2)2(x, t) dx+

ˆ L

0
[∂x(ρ1 − ρ2)]2(x, t) dx

= −(ρ1 − ρ2)(0, t) (R′1 −R′2)(t).

Mais nos conditions aux bord impliquent précisément

(ρ1 − ρ2)(0, t)(R′1 −R′2)(t) ≥ 0.

Ainsi, dans cette version simpli�ée, le �ot est contactant dans L2(0, L). Si maintenant,
nous essayons de faire le même type de calcul avec le système initial, nous obtenons

d

dt

ˆ
R

(ρ1 − ρ2)2(x, t) dx+

ˆ
R

[∂x,a(ρ1 − ρ2)]2(x, t) dx

= −(ρ1 − ρ2)(0, t) (R′1 −R′2)(t) + Q̃. (4.10)

Si le premier terme du membre de droite est toujours négatif, le nouveau terme de reste
Q̃ est une combinaison de termes du type

(ρ1 − ρ2)(X−1 (t), t) ∂x,aρ2(X1(t), t) (4.11)

qui n'ont pas de signe et ne sont pas contrôlables par les termes du membre de gauche
de (4.10) ou en tout cas ne permettent pas d'appliquer un raisonnement de type lemme
de Grönwall. Il faut donc essayer une autre méthode et pour éviter d'avoir à traiter
des termes du type (4.11) avec des dérivées ponctuelles, nous nous tournons vers des
distances plus faibles que la norme L2 et des énergies dont le taux de dissipation ne fait
pas intervenir de dérivées en espace : voir la discussion sur l'unicité à la Section 4.6.
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4.2 La méthode des mouvements minimisants

4.2.1 Résultats préliminaires et rappels en théorie du transport opti-

mal

Avant d'introduire notre schéma minimisant, nous présentons di�érents objets, dans
un cadre restreint mais su�sant pour notre travail, issus de la théorie du transport
optimal. Nous renvoyons au livre de Santambrogio [67] et à ceux de Villani [73] et [74]
pour une introduction complète et détaillée de cette théorie.
Nous commençons par introduire en dimension un, mais des généralisations en dimension
supérieure sont possibles, le problème initial considéré par Monge dans [51] et qui a
entraîné le développement de la théorie du transport optimal. Le problème s'énonce
comme suit : soient deux mesures positives ν et η de même masse, dé�nies sur un même
intervalle ouvert et borné I de R. On considère le problème de minimisation suivant :

inf
{ˆ

I
(x− T (x))2 dν(x) : T# ν = η

}
, (4.12)

où la mesure T# ν est dé�nie par (T# ν)(A) = ν(T−1(A)) pour tout ensemble mesurable
A ⊂ R. Si une telle application T existe et réalise l'in�mum de (4.12) alors T est appelée
application de transport optimal. Dans le problème (4.12) on veut déplacer, via l'appli-
cation T , une masse m située au point x vers un point y = T (x). La condition T# ν = η
permet d'assurer que m est distribuée suivant ν au départ et suivant η à l'arrivée. De
plus, on veut que cette application déplace ces points en minimisant le coût quadratique,
carré de la distance euclidienne entre x et T (x).
A�n de résoudre (4.12), resté sans solution pendant plusieurs siècles, Kantorovich [46]
introduit une relaxation de ce problème qui se formule comme suit :

inf

{ˆ
I×I
|x− y|2 dγ(x, y) : γ ∈ Γ(ν, η)

}
, (4.13)

où Γ(ν, η) désigne l'ensemble des plans de transport de ν à η dé�ni par

Γ(ν, η) =
{
γ ∈M+(I × I) : π1# γ = ν, π2# γ = η

}
,

avec π1 et π2 les projections sur la première et deuxième coordonnée respectivement
et M+(I × I) désigne l'ensemble des mesures positives sur I × I. Dans la suite nous
appellerons plan de transport optimal un plan γ réalisant l'in�mum dans (4.13). Le
problème (4.13) est une relaxation de (4.12). En e�et, on peut maintenant distribuer la
masse au point x sur plusieurs points. Les conditions π1# γ = ν et π2# γ = η assurent que
cette masse soit distribuée correctement au départ et à l'arrivée. Cette vision permet de
rendre le problème (4.12) moins rigide. En particulier, si on arrive à prouver l'existence
d'une application de transport optimal entre deux mesures alors on obtient l'existence
d'un plan de transport optimal entre ces mesures mais l'inverse n'est pas vrai en général.
Un contre exemple classique est le suivant : considérons ν = δ−1 et η = L [0, 1] où δ
désigne la mesure de Dirac et L [0, 1] désigne la restriction de la mesure de Lebesgue à
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[0, 1]. Il n'existe alors aucune application de transport T telle que T# ν = η. En e�et, si
une telle application existait alors

T# ν = T# δ−1 = δT (−1) 6= η.

À l'inverse, il existe un unique plan de transport permettant de passer de ν à η. Ce plan
est donné par γ = ν ⊗ η et ainsi (4.13) possède une solution mais pas (4.12). Par contre,
si on inverse l'ordre des mesures alors il existe une application de transport entre ν et
η. Plus précisément, si ν = L [0, 1] et η = δ−1 alors l'application constante T dé�nie
par T (x) = −1 véri�e bien T# ν = η. Nous utiliserons à de nombreuses reprises ce type
d'application de transport constante qui envoie une mesure absolument continue sur une
mesure de Dirac dans la suite.
Une question naturelle est alors de savoir si un plan de transport optimal existe toujours
entre deux mesures positives ν et η de même masse. Par ailleurs, si un tel plan existe,
est-il induit par une application de transport optimal T . On a le résultat suivant :

Théorème 4.2.1. [67, Théorème 1.17]. Soient ν et η deux mesures positives et de même
masse dé�nies sur un intervalle ouvert et borné I de R. Alors, il existe un plan de
transport optimal γ pour le problème (4.13). Si ν est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue alors γ est unique et est de la forme (Id, T )# ν où T est une
application de transport optimal. De plus, dans ce cas il existe une unique, à constante
additive près, application lipschitzienne appelée potentiel de Kantorovich φ telle que φ et
T sont reliées par

T (x) = x−∇φ(x) ∀x ∈ I.

Pour deux mesures positives ν et η dé�nies sur un même intervalle ouvert et borné
I de R, la métrique de Wasserstein associée au coût quadratique, notée W2, est dé�nie
par

W2(ν, η) =

(
inf

{ˆ
I×I
|x− y|2 dγ(x, y) : γ ∈ Γ(ν, η)

})1/2

. (4.14)

Le Théorème 4.2.1 permet alors d'a�rmer que W2(ν, η) est bien dé�nie. De plus, si l'on
suppose que ν est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue alors il existe
une unique application T telle que T# ν = η et dans ce cas, on a la réécriture suivante
de la métrique de Wasserstein

W2(ν, η) =

(ˆ
I
|x− T (x)|2 ν(x) dx

)1/2

.

Dans le cas où l'on considère deux mesures positives ν et η dé�nis sur R et absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue, on peut montrer l'existence d'un plan de
transport optimal induit par une application de transport, nous renvoyons à [67, Section
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1.3.1]. Cependant dans ce cas, il faut supposer que les mesures ν et η admettent des
moments d'ordre deux �nis, c'est-à-direˆ

R
|x|2 ν(x) dx <∞ et

ˆ
R
|x|2 η(x) dx <∞.

Nous voulons à présent expliquer l'intérêt de la distanceW2 pour l'étude de certains types
d'équations aux dérivées partielles. Pour ce faire, considérons l'équation de la chaleur

∂tu(x, t)− ∂2
xu(x, t), x ∈ R, t ∈ (0,+∞), (4.15)

avec une donnée initiale u0 appartenant à L2(R). On peut démontrer que cette équation
est un �ot de gradient pour la fonctionnelle d'énergie de Dirichlet 1

2

´
R |∇ρ|2dx par rap-

port à la distance L2(R). Une façon de démontrer ce résultat est de se �xer τ > 0 un
pas de temps et de considérer le schéma de minimisation suivant : partant de u0, trouver
pour tout k ≥ 0 un minimiseur uk+1 de

u 7→ 1

2τ
||u− uk||2L2(R) +

1

2

ˆ
R
|∂xu(x)|2 dx.

La distance W2 permet d'obtenir une autre interprétation de l'équation de la chaleur
dans le cas où l'on considère des données initiales dans l'ensemble des mesures K dé�ni
par

K =

{
u : R→ [0,+∞) mesurable :

ˆ
R
u(x) dx = 1,

ˆ
R
|x|2 u(x) dx <∞

}
.

En e�et, une idée introduite par Otto dans [60, 61] et Jordan, Kinderlherer et Otto
dans [44] est de considérer les équations de type di�usion avec données initiales dans K
comme des �ots de gradients sur cet ensemble muni de W2. En particulier, l'équation de
la chaleur sur R est obtenue comme �ot de gradients pour la fonctionnelle d'entropie de
Boltzmann

´
R ρ log ρ dx par rapport à la distance W2. Pour démontrer un tel résultat, de

façon similaire au cas précédent, on se �xe τ > 0 un pas de temps et partant de u0 ∈ K
on cherche à déterminer pour tout k ≥ 0 un minimiseur uk+1 ∈ K de

u 7→ 1

2τ
W2

2(u, uk) +

ˆ
R
u(x) log u(x) dx. (4.16)

Une fois l'existence d'une suite de minimiseurs (uk)k∈N établie, Jordan, Kinderlherer et
Otto prouvent dans [44] le résultat suivant

Théorème 4.2.2. Soit u0 ∈ K avec
´
R u

0 log u0 dx <∞ et (uk)k∈N la suite de solutions
de (4.16). On dé�nit la fonction uτ : R× (0,∞)→ [0,+∞) par

uτ (t) = uk+1 pour t ∈ (kτ, (k + 1) τ ] ∀k ≥ 0,

avec uτ (0) = u0. Alors, lorsque τ → 0, il existe u ∈ D(R × (0,+∞)) telle que, à une
sous-suite extraite près,

uτ (t) ⇀ u(t) faiblement dans L1(R) pour tout t ∈ (0,+∞),
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où u est l'unique solution de (4.15) avec

u(t)→ u0 fortement dans L1(R) pour t→ 0

et pour tout 0 < T < +∞

sup
t∈(0,T )

ˆ
R
|x|2 u(x, t) dx <∞ et sup

t∈(0,T )

∣∣∣∣
ˆ
R
u(x, t) log u(x, t) dx

∣∣∣∣ <∞.

Ce résultat, permet de donner une justi�cation mathématique à l'interprétation phy-
sique du phénomène de di�usion qui énonce qu'un tel phénomène est issu de la tendance
d'un système à maximiser son entropie (mathématique).
Par la suite un grand nombre de travaux ont été réalisé démontrant que de nombreux
modèles d'équations aux dérivées partielles sont des �ots de gradient pour des fonction-
nelles d'énergie bien choisies par rapport à la métrique W2. Nous citons l'exemple de
l'équation de Fokker-Planck également traitée par Jordan, Kinderlehrer et Otto dans [44],
certains modèles de mouvements de foule étudiés par Maury, Roudne�-Chupin et San-
tambrogio, voir [49]. Le système de Poisson-Nernst-Planck a été abordé par Kinderlehrer,
Monsaingeon et Xu dans [47] et décrit le déplacement d'ions par di�usion et convection.
Les équations de ce modèle sont similaires aux équations du modèle DPCM. Néanmoins,
dans [47], les auteurs considèrent le cas où les équations du modèle sont dé�nies dans tout
l'espace. En�n, plus proche de notre cas, Portegies et Peletier ont prouvé, dans [62], qu'un
problème unidimensionnel à frontières libres modélisant la dissolution/précipitation de
cristaux est un �ot de gradient pour la métrique W2.

4.2.2 Dé�nitions d'autres distances sur l'espace des mesures

Nous voulons introduire dans cette partie d'autres métriques sur l'espace des mesures.
Nous introduisons tout d'abord une distance entre mesures de masses distinctes puis une
distance entre mesures de masses non �nies et non nécessairement positives en un point.

Le cas des mesures de masses distinctes. Le résultat obtenu par Jordan, Kinder-
lehrer et Otto dans [44] peut être également établi dans un domaine borné I de R où on
impose des conditions au bord de type Neumann homogène a�n de préserver au cours du
temps l'égalité de masse entre deux mesures solutions de (4.16). Au vu des conditions au
bord en x = 0 du système (4.1)-(4.5), il nous faut introduire une autre métrique capable
de mesurer la distance entre deux mesures positives mais de masses non nécéssairement
égales. C'est l'objet de la métrique, notée Wb2, proposée par Figalli et Gigli dans [38].
Dans cet article, Figalli et Gigli établissent que l'équation de la chaleur avec condition
au bord de type Dirichlet non-homogène égale à 1 est un �ot de gradients pour la fonc-
tionnelle d'entropie

´
I ρ (log ρ− 1) dx par rapport à la distance Wb2. Cette distance est

dé�nie comme suit :

Dé�nition 4.2.1. Soient ν et η deux mesures positives dé�nies sur un même intervalle
ouvert et borné I de R de masses non nécessairement égales, la distance, notée Wb2,
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entre ces deux mesures est dé�nie de la façon suivante

Wb2(ν, η) =

(
inf

{ˆ
Ī×Ī
|x− y|2 dγ(x, y) : γ ∈ Γ̂(ν, η)

})1/2

,

où l'ensemble des plans de transport admissibles Γ̂(ν, η) est dé�ni par

Γ̂(ν, η) =
{
γ ∈M+(Ī × Ī) : π1# γ|I = ν, π2# γ|I = η

}
.

La principale di�érence entre la dé�nition de W2 et Wb2 vient du fait que l'on
considère des plans de transport admissibles dé�nis sur Ī × Ī et pas seulement sur I × I.
On voit ainsi les extrémités de I comme des sources de masse où l'on peut prendre ou
rendre de la masse et ce sans payer de coût supplémentaire. Cette vision des extrémités
de l'intervalle I comme source de masse permet de considérer des mesures de masse
distinctes. Le résultat suivant permet de savoir sous quelles conditions la métrique Wb2

est bien dé�nie.

Proposition 4.2.1. [38, Corollaire 2.5]. Soient ν et η deux mesures positives dé�nies
sur un même intervalle ouvert et borné I de R de masse non nécessairement égale, si
ν et η sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue alors il existe un
unique plan de transport optimal.

Remarque 4.2.1. La proposition précédente admet des généralisations dans le cas où
une seule des mesures est absolument continue. Cependant le résultat énoncé dans la
Proposition 4.2.1 est su�sant pour notre étude.

Dans la suite on noteraM+
ac(Ω) l'ensemble des mesures positives absolument conti-

nues par rapport à la mesure de Lebesgue dé�nies sur un intervalle ouvert et borné I
de R. La proposition suivante énonce les principales propriétés véri�ées par Wb2 dans
l'espaceM+

ac(Ω).

Proposition 4.2.2. La métrique Wb2 véri�e :
(i) Si une suite de mesures (νn)n deM+

ac(I) converge vers une mesure ν deM+
ac(I)

pour Wb2 alors pour tout φ ∈ C0(I) on a

ˆ
I
φ(x) νn(x) dx→

ˆ
I
φ(x) ν(x) dx.

De plus, l'espace (M+
ac(I),Wb2) est un espace métrique séparable et complet (es-

pace Polonais) et le sous-espace M≤M (I) constitué des mesures de M+
ac(I) de

masse inférieure ou égale à M ∈ R est compact.
(ii) (M+

ac(I),Wb2) est un espace géodésique.

On peut trouver une démonstration du point (i) de la Proposition 4.2.2 dans la preuve
de la [38, Proposition 2.7] et celle du point (ii) dans la preuve de la [38, Proposition 2.9].
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Le cas des mesures de masses non �nies. A présent, pour m ∈ R et a ∈ R+,
nous voulons munir le sous espace Aa,m des mesures positives sur {−a} ∪ (0,+∞), noté
M+({−a} ∪ (0,+∞)) d'une distance adéquate, où Aa,m est dé�ni comme suit

Aa,m =
{
µ ∈M+({−a} ∪ (0,+∞)) : la mesure

µ̃ = µ− ρ̄L (0,+∞) est à support compact et
ˆ
dµ̃ = m

}
.

Pour deux mesures µ et µ′ de Aa,m nous considérons

d1(µ, µ′) = W2(µ, µ′) =

(
inf

{ˆ
|x− y|2 dγ(x, y) : γ ∈ Γ(µ, µ′)

})1/2

.

La question est alors de savoir si d1(µ, µ′) est �ni. On remarque dans un premier temps
que Γ(µ, µ′) 6= ∅. En e�et, il su�t de considérer le produit tensoriel µ⊗µ′. Nous dé�nissons
à présent Λ ∈ (0,+∞) telle que

µ (Λ,+∞) = µ′ (Λ,+∞) = ρ̄.

Nous pouvons alors décomposer les mesures µ et µ′ sous la forme

µ = ν + ρ̄L (Λ,+∞),

µ′ = ν ′ + ρ̄L (Λ,+∞),

où ν et ν ′ appartiennent à M+({−a} ∪ (0,Λ]). En particulier, nous déduisons de la
dé�nition des mesures µ̃ et µ̃′ associées à µ et µ′ les relations suivantes

µ̃ = ν − ρ̄L (0,Λ],

µ̃′ = ν ′ − ρ̄L (0,Λ],

et nous remarquons que
ˆ
dν −

ˆ
dν ′ =

ˆ
dµ̃−

ˆ
dµ̃′ = 0. (4.17)

Les mesures ν et ν ′ étant dé�nies sur un intervalle borné de R nous savons d'après le
Théorème 4.2.1 qu'il existe un plan de transport optimal γ̂ tel que π1# γ̂ = ν, π2# γ̂ = ν ′

et

W2(ν, ν ′) =

(ˆ
|x− y|2 dγ̂(x, y)

)1/2

<∞.

Nous considérons à présent le plan de transport γ dé�ni par

γ = γ̂ + (Id, Id)# ρ̄L (Λ,+∞).
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Nous calculons les marginales de γ :

π1# γ = π1# γ̂ + ρ̄L (Λ,+∞) = ν + ρ̄L (Λ,+∞) = µ,

et

π2# γ = π2# γ̂ + ρ̄L (Λ,+∞) = ν ′ + ρ̄L (Λ,+∞) = µ′.

De plus, nous remarquons que

d2
1(µ, µ′) ≤

ˆ
|x− y|2 dγ(x, y) =

ˆ
|x− y|2 dγ̂(x, y) = W2

2(ν, ν ′) <∞.

Par ailleurs, en adaptant l'approche de [67, Section 1.6], tout γ ∈ Γ(µ, µ′) est monotone,
au sens où pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ supp(γ) alors

(x− x′)(y − y′) ≥ 0.

Or, si nous dé�nissons m̂ = ν((−∞,Λ]) = ν ′((−∞,Λ]) d'après (4.17), alors en considé-
rant les fonctions hν et hν′ dé�nies sur [0, m̂] et à valeurs dans {−a} ∪ (0,Λ] par

hν(s) = inf
{
x ∈ R

∣∣ ν((−∞, x]) ≥ s
}
,

hν′(s) = inf
{
x ∈ R

∣∣ ν ′((−∞, x]) ≥ s
}
,

nous obtenons, en suivant l'approche de [67, Section 2.1],

γ̂ = (hν , hν′)# L [0, m̂].

Avec cette dé�nition, γ̂ ∈ Γ(ν, ν ′) est l'unique plan de transport monotone entre ν et ν ′.
Ce qui implique que le plan γ ∈ Γ(µ, µ′) dé�ni par

γ = γ̂ + (Id, Id)# ρ̄L (Λ,+∞),

est l'unique plan de transport monotone entre µ et µ′. Ce qui prouve l'existence et
l'unicité d'un plan de transport optimal entre ces mesures. De plus,

d2
1(µ, µ′) =

ˆ
(x− y)2 dγ(x, y) =

ˆ
(
{−a}∪(0,Λ]

)2(x− y)2 dγ̂(x, y) = W2
2(ν, ν ′).

La construction précédente montre que γ est indépendant de Λ.

Le cas des mesures de masses non �nies et non nécessairement positives en un

point. Nous voulons généraliser la construction précédente au cas des mesures pouvant
avoir une masse négative en −a. Plus précisément, nous considérons l'espace des mesures
suivant

Ãa,m =
{
µ = ρL (0,+∞) +Rδ−a : ρ : R+ → R+ mesurable, R ∈ R

la mesure µ̃ = µ− ρ̄L (0,+∞) est à support compact et
ˆ
dµ̃ = m

}
.

133



Chapitre 4. Existence de solutions pour un modèle jouet de corrosion

Nous dé�nissons alors pour tout µ et µ′ ∈ Ãa,m

d2(µ, µ′) = inf
R+θ≥0
R′+θ≥0

d1(µ+ θ δ−a, µ
′ + θ δ−a) = inf

R+θ≥0
R′+θ≥0

W2(ν + θ δ−a, ν
′ + θ δ−a),

où pour des mesures µ et µ′ de Ãa,m on considère Λ > 0 assez grand pour que ρ(x) =
ρ′(x) = ρ̄ pour x ≥ Λ et ν et ν ′ sont dé�nies par

ν = ρL (0,Λ) +Rδ−a, (4.18)

ν ′ = ρ′ L (0,Λ) +Rδ−a. (4.19)

Prouvons que d2 véri�e l'inégalité triangulaire. Pour cela, pour deux mesures ν et ν ′ de
la forme (4.18)-(4.19), nous remarquons que pour tout υ ≥ 0

W2(ν + (θ + υ) δ−a, ν
′ + (θ + υ) δ−a) ≤W2(ν + θ δ−a, ν

′ + θ δ−a), (4.20)

pour R+θ ≥ 0 et R′+θ ≥ 0. Nous considérons à présent trois mesures µ1, µ2 et µ3 ∈ Ãa,m
avec ν1, ν2 et ν3 les mesures associées et de la forme (4.18). Nous dé�nissons, un réel θ
tel que R1 + θ ≥ 0, R2 + θ ≥ 0 et R3 + θ ≥ 0. Pour tout υ ≥ 0 nous obtenons alors

d2(µ1, µ3) ≤W2(ν1 + (θ + υ) δ−a, ν3 + (θ + υ) δ−a),

et

d2(µ1, µ3) ≤W2(ν1 + (θ + υ) δ−a, ν2 + (θ + υ) δ−a)

+ W2(ν2 + (θ + υ) δ−a, ν3 + (θ + υ) δ−a).

Nous déduisons de (4.20)

d2(µ1, µ3) ≤W2(ν1 + θ δ−a, ν2 + θ δ−a) + W2(ν2 + θ δ−a, ν3 + θ δ−a).

Si à présent nous considérons l'in�mum des θ tel que R1 +θ ≥ 0, R2 +θ ≥ 0 et R3 +θ ≥ 0
nous obtenons

d2(µ1, µ3) ≤ d2(µ1, µ2) + d2(µ2, µ3)

Ainsi, d2 dé�nit une distance sur Ãa,m. Dans la suite nous considérons des plans de
transport dans l'ensemble Γ̃(µ, µ′) où

Γ̃(µ, µ′) =
{
γ ∈M(R2) : π1# γ = µ, π2# γ = µ′

}
.

En particulier, on considère γ ∈ Γ̃(µ, µ′) avec

γ R2 \ {(−a,−a)} ∈ M+(R2 \ {(−a,−a)}). (4.21)

En�n, nous remarquons que d2 est indépendante de θ et que le plan de transport optimal
γθ ∈ Γ(µ+ θδ−a, µ

′ + θδ−a) est monotone et de la forme

γθ = γ∗ + θ δ(−a,−a),
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avec γ∗ ∈ Γ̃(µ, µ′) véri�ant (4.21). En particulier, dans le cas θ = −R∧R′ = −min(R,R′)
aucune masse n'est envoyée de −a à −a. D'après les remarques précédentes nous voyons
qu'une dé�nition équivalente de d2 est donnée par

d2(µ, µ′) =

(
inf

{ˆ
|x− y|2 dγ(x, y) : γ ∈ Γ(µ, µ′), γ ≥ 0 sur R2 \ {(−a,−a)}

})1/2

,

(4.22)

où l'unique minimiseur est donné par γ∗. Nous verrons dans la suite comment construire
un tel γ∗ dans le cas particulier où a = c

√
τ et m = 0.

4.2.3 Introduction du schéma minimisant et notations

Dans cette partie, nous introduisons le schéma minimisant étudié dans ce travail ainsi
qu'un ensemble de notations utilisées dans la suite.
On dé�nit, pour τ > 0 un pas de temps de l'intervalle (0, T ), l'espace des mesures A
dé�ni par

A =
{

(X,µ) ∈ R+ × Ãc√τ ,0 : ρ = ρ̄ p.p. sur (X,+∞)
}
. (4.23)

Un pas de temps consiste à e�ectuer l'opération suivante : pour (X0, µ0) ∈ A, déterminer
un couple (X,µ) ∈ A tel que

(X,µ) = argmin(Y,ν)∈A

{
1

2τ
d2((Y, ν); (X0, µ0)) + E(Y, ν)

}
. (4.24)

La distance est dé�nie par

d2((X,µ); (X0, µ0)) = d2
2(µ, µ0) + λ (X −X0)2, (4.25)

où d2 est dé�nie par (4.22). La fonctionnelle d'énergie E est dé�nie par

E(X,µ) = EB(X, ρ)− αX + β R, (4.26)

où l'énergie de � Boltzmann � est donnée par

EB(X, ρ) =

ˆ X

0
ρ(x) log

(
ρ(x)

ρ̄

)
dx. (4.27)

En�n, pour (X0, µ0) ∈ A et (X,µ) ∈ A nous introduisons la fonctionnelle suivante

J(X0, µ0)(X,µ) =
1

2τ
d2((X,µ); (X0, µ0)) + E(X,µ). (4.28)

Dans la suite nous dé�nissons des notations concernant le plan de transport optimal
γ ∈ Γ(µ, µ0) apparaissant dans la dé�nition de d2 donnée par (4.22). Pour construire ce
plan de transport, nous savons d'après la Section 4.2.2, qu'il su�t de construire un plan
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de transport entre les mesures ρL (0, X∨X0)+Rδ−c
√
τ et ρ

0 L (0, X∨X0)+R0 δ−c
√
τ

où X ∨ X0 = max(X,X0). La construction d'un tel plan de transport optimal dépend
de R ∨R0.

Cas R < R0 (Figure 4.2). Dans ce cas, nous notons γ1 ∈ Γ(µ, µ0) le plan de transport
optimal entre µ et µ0. Nous dé�nissons `1 > 0 tel que

ˆ `1

0
ρ(x) dx = R0 −R. (4.29)

Cette dé�nition de `1 et l'égalité de masse

R+

ˆ X∨X0

0
ρ(x) dx = R0 +

ˆ X∨X0

0
ρ0(x) dx,

implique que

ˆ X∨X0

`1

ρ(x) dx =

ˆ X∨X0

0
ρ0(x) dx.

La mesure ρL (0, X ∨X0) étant absolument continue par rapport à la mesure de Le-
besgue. Nous déduisons du Théorème 4.2.1, l'existence d'une unique application de trans-
port optimal T1 : (0,+∞)→ R avec

T1(x) = −c√τ ∀x ∈ (0, `1),

T1(x) = x ∀x ∈ (X ∨X0,+∞),

et telle que

T1# ρL (0,+∞) = T1# ρL (`1,+∞) + T1# ρL (0, `1)

= ρ0 L (0,+∞) + (R0 −R) δ−c
√
τ = µ0.

Avec ces notations, le plan γ1 est dé�ni par

γ1 = (Id, T1)# ρL (`1,+∞) + (Id, T1)# ρL (0, `1) +Rδ(−c
√
τ ,−c

√
τ). (4.30)

Véri�ons alors que

π1# γ1 = ρL (0,+∞) +Rδ−c
√
τ = µ,

et

π2# γ1 = ρ0 L (0,+∞) + (R0 −R) δ−c
√
τ +Rδ−c

√
τ = µ0.

De plus, la dé�nition de γ1 permet de déduire que

d2
2(µ, µ0) =

ˆ +∞

`1

(x− T1(x))2 ρ(x) dx+

ˆ `1

0
(x+ c

√
τ)2 ρ(x) dx. (4.31)
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γ1

0
•

0•

`1
•

`1•

−c√τ
•

−c√τ
•

µ0

µ

R

R0 −R

´ X∨X0

`1
ρ(x) dx =

´ X∨X0

0 ρ0(x) dx

Figure 4.2 � Représentation du plan de transport optimal, noté γ1, permettant de passer
de µ0 à µ dans le cas R < R0. Nous délimitons en rouge les zones où γ1 présente un
comportement particulier et en vert les masses déplacées dans ces zones.

Cas R > R0 (Figure 4.3). Dans ce cas, nous notons γ2 ∈ Γ(µ, µ0) le plan de transport
optimal entre µ et µ0. Nous dé�nissons `2 > 0 tel que

ˆ `2

0
ρ0(x) dx = R−R0. (4.32)

On remarque que

ˆ X∨X0

0
ρ(x) dx =

ˆ X∨X0

`2

ρ0(x) dx.

La mesure ρL (0, X ∨X0) étant absolument continue par rapport à la mesure de Le-
besgue, il existe d'après le Théorème 4.2.1, une unique application de transport optimal
T2 : (0,+∞)→ (`2,+∞) telle que

T2# ρL (0,+∞) = ρ0 L (`2,+∞), (4.33)

où T2(x) = x pour x > X ∨ X0. De plus, nous introduisons l'application constante S2

dé�nie sur (0, `2) par S2(x) = −c√τ telle que

S2# ρ
0 L (0, `2) = (R−R0) δ−c

√
τ .

Le plan γ2 s'écrit alors

γ2 = (Id, T2)# ρL (0,+∞) + (S2, Id)# ρ
0 L (0, `2) +R0 δ(−c

√
τ ,−c

√
τ). (4.34)

Le plan γ2 étant ainsi dé�ni nous remarquons que

π1# γ2 = ρL (0,+∞) + S2# ρ
0 (0, `2) +R0 δ−c

√
τ

= ρL (0,+∞) + (R−R0) δ−c
√
τ +R0 δ−c

√
τ = µ,
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et

π2# γ2 = ρ0 L (`2,+∞) + ρ0 L (0, `2) +R0 δ−c
√
τ = µ0.

Nous en déduisons également que

d2
2(µ, µ0) =

ˆ +∞

0
(x− T2(x))2 ρ(x) dx+

ˆ `2

0
(c
√
τ + y)2 ρ0(y) dy. (4.35)

γ2

0
•

0•

`2
•

`2•

−c√τ
•

−c√τ
•

µ0

µ

R0

R−R0

´ X∨X0

0 ρ(x) dx =
´ X∨X0

`2
ρ0(x) dx

Figure 4.3 � Représentation du plan de transport, noté γ2, permettant de passer de µ0 à
µ dans le cas R > R0. Nous délimitons en rouge les zones où γ2 présente un comportement
particulier et en vert les masses déplacées dans ces zones.

Cas R = R0 (Figure 4.4). En�n, nous notons γ3 ∈ Γ(µ, µ0) le plan de transport optimal
permettant de passer de µ à µ0. Nous remarquons que

ˆ X∨X0

0
ρ(x) dx =

ˆ X∨X0

0
ρ0(x) dx.

La mesure ρL (0, X∨X0) est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,
nous en déduisons d'après le Théorème 4.2.1 l'existence d'une unique application de
transport optimal T3 : (0,+∞)→ (0,+∞) telle que

T3# ρL (0,+∞) = ρ0 L (0,+∞),

où T3(x) = x pour tout x ∈ (X ∨X0,+∞). Nous dé�nissons le plan γ3 par

γ3 = (Id, T3)# ρL (0,+∞) +Rδ(−c
√
τ ,−c

√
τ). (4.36)

Le plan γ3 étant ainsi dé�ni nous obtenons

π1# γ3 = ρL (0,+∞) +Rδ−c
√
τ = µ,

et, comme R = R0,

π2# γ3 = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ = µ0.
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γ3

0
•

0•

−c√τ
•

−c√τ
•

µ0

µ

R = R0
´ X∨X0

0 ρ(x) dx =
´ X∨X0

0 ρ0(x) dx

Figure 4.4 � Représentation du plan de transport, noté γ3, permettant de passer de µ0

à µ. Nous délimitons en rouge les zones où γ3 présente un comportement particulier et
en vert les masses déplacées dans ces zones.

De plus, par construction de γ3 nous déduisons

d2
2(µ, µ0) =

ˆ +∞

0
(x− T3(x))2 ρ(x) dx. (4.37)

4.2.4 Principaux résultats

Nous prouvons dans un premier temps l'existence d'une solution au problème de
minimisation (4.24).

Théorème 4.2.3 (Existence d'un minimiseur). Soit (X0, µ0) ∈ A, on suppose que X0 >
0 et ρ0 la partie absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue de la mesure
µ0 véri�e ρ0

|(0,X0) ∈ H1 et

0 < ρ− ≤ ρ0(x) < ρ̄, pour tout x ∈ (0, X0).

Alors pour tout 0 < τ < 1 le problème (4.24) admet au moins un minimiseur (X,µ) ∈ A
et X véri�e

X0 ≤ X. (4.38)

La preuve de ce résultat repose sur des outils classiques en théorie du calcul des
variations. En partant d'une suite minimisante nous établissons, à extraction près, que
cette suite converge vers un minimiseur du problème (4.24). En�n pour montrer (4.38),
nous raisonnons par l'absurde en supposant que X < X0. Le couple (X0, µ) est alors
admissible et par optimalité de (X,µ) nous obtenons

J(X0,µ0)(X,µ) ≤ J(X0,µ0)(X
0, µ),

ce qui est faux quand α > 0.
Une fois l'existence d'une solution au problème (4.24), nous étudions dans la Section 4.4
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les di�érentes propriétés véri�ées par le couple (X,µ) ∈ A obtenu au Théorème 4.2.3.
En particulier, nous montrons que ρ ∈ BVloc(R+) et nous établissons ensuite l'équation
d'Euler Lagrange véri�ée par (X,µ).

Proposition 4.2.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3, pour toute fonction ψ ∈
D([0,+∞)) l'égalité suivante est véri�ée

ˆ ∞
0

ρ(x)− ρ0(x)

τ
ψ(x) dx+

R−R0

τ
ψ(0) +

ˆ X

0
∂x,aρ(x)ψ′(x) dx = Q, (4.39)

où Q est un terme de reste tel que

|Q| ≤ ||ψ
′′||∞
τ

d2
2(µ, µ0) + ||ψ′||∞

(
1

τ

ˆ `1

0
(x+ c

√
τ)ρ(x) dx

+
1

τ

ˆ `2

0
xρ0(x) dx

)
. (4.40)

Ensuite, pour τ > 0 un pas de temps de l'intervalle (0, T ) avec 0 < T < +∞ �xé, nous
dé�nissons un entier NT tel que NT τ = T . Nous considérons alors le schéma itératif
suivant : partant de (X0, µ0) ∈ A, véri�ant les hypothèses du Théorème 4.2.3, déterminer
pour tout 0 ≤ n ≤ NT − 1 un couple (Xn+1, µn+1) ∈ A solution du problème

(Xn+1, µn+1) = argmin(Y,ν)∈A

{
1

2τ
d2((Y, ν); (Xn, µn)) + E(Y, ν)

}
, (4.41)

où d et E sont introduites à la Section 4.2.3. Nous déduisons par application récursive
du Théorème 4.2.3 l'existence d'une suite (Xn, µn)1≤n≤NT de A solution pour tout n
de (4.41).
Une fois l'existence de cette suite de solution obtenue nous dé�nissons les reconstructions
suivantes :

ρτ (t) = ρn+1, Xτ (t) = Xn+1 pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ], (4.42)

avec ρτ (0) = ρ0, Xτ (0) = X0 et

X̃τ (t) =
t− nτ
τ

Xn+1 +
(n+ 1)τ − t

τ
Xn pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ], (4.43)

R̃τ (t) =
t− nτ
τ

Rn+1 +
(n+ 1)τ − t

τ
Rn pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ], (4.44)

avec X̃τ (0) = X0 et R̃τ (0) = R0. Nous prouvons ensuite que ces fonctions convergent
lorsque τ → 0 vers une solution faible du problème (4.1)-(4.2), c'est l'objet du Théo-
rème 4.2.4.
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Théorème 4.2.4. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 et pour tout 0 < T < ∞,
il existe X ∈ H1(0, T ), ρ ∈ L2(0, T ;BVloc(R+)) et R ∈ BV (0, T ) telles que, à une
sous-suite extraite près, lorsque τ → 0

X̃τ → X fortement dans L2(0, T ),
(
X̃τ
)′
⇀ X ′ faiblement dans L2(0, T ),

ρτ → ρ fortement dans Lp(0, T ;Lploc(R+)), ∀1 ≤ p <∞,
R̃τ → R fortement dans L1(0, T ),

(
R̃τ
)′
⇀ R′ faiblement au sens des mesures de Radon,

et pour tout ψ ∈ D([0,+∞)× [0, T ))

ˆ T

0

ˆ Xτ (t)

0
∂x,aρ

τ (x, t) ∂xψ(x, t) dxdt→
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xψ(x, t) dxdt. (4.45)

La fonction limite ρ véri�e pour presque tout t ∈ (0, T )

ρ(0, t) ∈ [ρ−, ρ+]. (4.46)

De plus, (X, ρ,R) est solution faible du problème (4.1)-(4.2) au sens de la Dé�nition 4.1.1.

Nous prouvons le Théorème 4.2.4 à la Section 4.5. Pour ce faire, nous établissons des
estimations uniforme en τ sur les reconstructions (4.42)-(4.44), qui nous permettent de
déduire l'existence des fonctions X, ρ et R, voir Proposition 4.5.2. En�n, nous montrons
que le triplet (X, ρ,R) est solution faible du problème (4.1)-(4.2) au sens de la Dé�ni-
tion 4.1.1.

4.3 Preuve du Théorème 4.2.3

Pour tout (X,µ) ∈ A nous remarquons que

J(X0,µ0)(X,µ) ≥
ˆ X

0
ρ (log ρ− log ρ̄)− αX + β R+

λ

2τ
(X −X0)2,

et

R = −
ˆ X

0
ρ+ ρ̄ X.

Nous obtenons alors

J(X0,µ0)(X,µ) ≥
ˆ X

0
ρ (log ρ− β̃)− αX + β ρ̄X +

λ

2τ
(X −X0)2,
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avec β̃ = β + log ρ̄. De plus, si X > 0 d'après l'inégalité de Jensen et la convexité de
f(x) = x log x sur (0,+∞)

ˆ X

0
ρ (log ρ− β̃) ≥ X f

( X

0
ρ

)
− β̃ X

 X

0
ρ,

Une étude de la fonction x 7→ x log x − β̃ x permet alors d'a�rmer qu'il existe K ′ =
ρ̄ exp(β − 1) telle que

ˆ X

0
ρ (log ρ− β̃) ≥ −K ′X.

Nous en déduisons que

J(X0,µ0)(X,µ) ≥ λ

2τ
(X −X0)2 +X

(
β ρ̄− α−K ′

)
. (4.47)

Une étude de la fonction

pτ (x) =
λ

2τ
(x−X0)2 + x

(
β ρ̄− α−K ′

)
,

permet d'obtenir que pour tout x ∈ R

pτ (x) ≥ − τ

2λ

(
α+K ′ − β ρ̄

)2 −X0
(
α+K ′ − β ρ̄

)
.

Ainsi pour tout 0 < τ < 1

J(X0,µ0)(X,µ) ≥ − 1

2λ

(
α+K ′ − β ρ̄

)2 −X0
(
α+K ′ − β ρ̄

)
.

Par ailleurs, dans la cas X = 0

J(X0,µ0)(X,µ) ≥ λ

2τ
(X0)2 ≥ 0,

donc pour tout (X,µ) ∈ A et pour tout 0 < τ < 1 il existe une constante K indépendante
de τ telle que

J(X0,µ0)(X,µ) ≥ K. (4.48)

Soit (Xk, µk)k ∈ A une suite minimisante telle que

lim
k→+∞

J(X0,µ0)(Xk, µk) = argmin(Y,ν)∈A J(X0,µ0)(Y, ν).

Il existe M ∈ R telle que

J(X0,µ0)(Xk, µk) ≤M.
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La suite (Xk)k est donc bornée d'après (4.47) et à une sous-suite extraite près il existe
X ∈ R+ telle que

Xk → X.

Nous démontrons à présent que la suite (Rk)k est bornée. Pour cela, nous déduisons de
la Section 4.2.3, voir (4.31) et (4.35), que pour tout k

1

2τ
d2

2(µk, µ
0) ≥ c2

2

∣∣R0 −Rk
∣∣ . (4.49)

En�n, nous concluons des inégalités (4.48) et (4.49) que

c2

2

∣∣R0 −Rk
∣∣+K ≤ 1

2τ
d2

2(µk, µ
0) +K ≤ J(X0,µ0)(Xk, µk) ≤M.

Ainsi la suite (Rk)k est bornée et à une sous-suite extraite près

Rk → R.

Nous dé�nissons à présent Λ ∈ R+ telle que Λ ≥ supk Xk ce qui permet d'obtenir
l'inégalité

ˆ Λ

0
ρk log

(
ρk
ρ̄

)
≤M − β Rk + αXk −

λ

2τ
(Xk −X0)2.

De la relation

−Rk ≤
ˆ Xk

0
ρk =

ˆ Λ

0
ρk − (Λ−Xk) ρ̄,

Nous obtenons
ˆ Λ

0
ρk

(
log

(
ρk
ρ̄

)
− β

)
≤M − Λ ρ̄+Xk (ρ̄+ α)− λ

2τ
(Xk −X0)2.

Une étude de la fonction

gτ (x) = x (ρ̄+ α)− λ

2τ
(x−X0)2,

permet d'a�rmer que pour tout x ∈ R

gτ (x) ≤ τ

2λ
(ρ̄+ α)2 +X0 (ρ̄+ α).

Ainsi pour tout 0 < τ < 1 et x ∈ R

gτ (x) ≤ 1

2λ
(ρ̄+ α)2 +X0 (ρ̄+ α).

143



Chapitre 4. Existence de solutions pour un modèle jouet de corrosion

D'où, pour tout 0 < τ < 1,
ˆ Λ

0
ρk

(
log

(
ρk
ρ̄

)
− β

)
≤M − Λ ρ̄+

1

2λ
(ρ̄+ α)2 +X0 (ρ̄+ α). (4.50)

Nous obtenons donc, pour tout 0 < τ < 1, une borne sur-linéaire sur la suite ρk et nous
déduisons du théorème de Dunford-Pettis l'existence de ρ ∈ L1(0,Λ) telle que

ρk ⇀ ρ faiblement dans L1(0,Λ).

En prolongeant ρ par ρ̄ sur (Λ,+∞) nous déduisons que

ρk ⇀ ρ faiblement dans L1
loc(R+).

De plus par convergence faible dans L1
loc(R+)

ˆ Xk

0
ρk =

ˆ
R+

ρk 1(0,Xk) →
ˆ
R+

ρ1(0,X) =

ˆ X

0
ρ,

et puisque (Xk, µk) ∈ A pour tout k

ˆ Xk

0
ρk = Xk ρ̄−Rk → X ρ̄−R.

Nous en déduisons que
ˆ X

0
(ρ− ρ̄) +R = 0,

et donc (X,µ) ∈ A.
Il reste à prouver que le couple (X,µ) est un minimiseur de la fonctionnelle J(X0,µ0).
Pour cela, nous remarquons par convergence faible dans L1

loc(R+) de la suite (ρk)k vers
ρ ainsi que par convergence de la suite (Rk)k vers R que

d2(µk, µ)→ 0.

De plus, pour Λ > 0 assez grand nous remarquons que

E(Xk, µk) =

ˆ Λ

0
ρk log

(
ρk
ρ̄

)
− αXk + β Rk.

Par convexité et semi-continuité inférieure de f , voir [67, Proposition 7.7], nous en dé-
duisons que

lim inf E(Xk, µk) ≥ E(X,µ).

D'où

J(X0,µ0)(X,µ) = min(Y,ν)∈A J(X0,µ0)(Y, ν).
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Il reste à prouver (4.38). Pour cela nous supposons que X0 > X et nous considérons le
couple (X0, µ) ∈ A. Comme (X,µ) est un minimiseur de la fonctionnelle J(X0,µ0) alors

J(X0,µ0)(X,µ) ≤ J(X0,µ0)(X
0, µ),

ce qui implique

1

2τ
d2

2(µ, µ0) +
λ

2τ
(X −X0)2 + E(X,µ) ≤ 1

2τ
d2

2(µ, µ0) + E(X0, µ).

Or, sous l'hypothèseX0 > X alors EB(X0, ρ) = EB(X, ρ) et nous déduisons de l'inégalité
précédente

α (X0 −X) ≤ 0.

Puisque par hypothèse α > 0 nous aboutissons à une contradiction, ce qui conclut la
preuve de (4.38) et par la même occasion la preuve du Théorème 4.2.3.

4.4 Propriétés des minimiseurs

Dans cette section nous caractérisons les di�érentes propriétés véri�ées par ρ la
concentration en lacune d'oxygène ainsi que X la position de l'interface mobile.

4.4.1 Comportement dans la couche d'oxyde

Dans un premier temps nous établissons l'équation véri�ée par ρ dans la couche
d'oxyde (0, X).

Proposition 4.4.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 on a pour tout ξ ∈ D(0, X)
l'équation suivante

1

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx−

ˆ X

0
ρ(x) ξ′(x) dx = 0, (4.51)

où T désigne l'une des applications de transport optimal dé�nie à la Section 4.2.3.

Preuve de la Proposition 4.4.1. On note γ le plan de transport optimal entre µ et
µ0. Pour tout ξ ∈ D(0, X) et ε > 0 assez petit tel que

(Id+ ε ξ)(R+) ⊂ R+,

on considère le plan de transport

γε = ((Id+ ε ξ) ◦ π1, π2) # γ.

Avec ce choix de γε on a par construction

µε = π1# γε = (Id+ ε ξ)# µ,
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et π2# γε = µ0. Ainsi γε ∈ Γ(µε, µ
0) et (X,µε) est une perturbation admissible de (X,µ).

Dans la suite on s'intéresse à la quantité

J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ) = Q1 +Q2, (4.52)

avec

Q1 =
1

2τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q2 = EB(X, ρε)−EB(X, ρ).

La fonction ρε est dé�nie parˆ X

0
ρε(x)φ(x) dx =

ˆ X

0
ρ(x)φ(x+ ε ξ(x)) dx, ∀φ ∈ D(0, X). (4.53)

Pour Q1 on commence par remarquer que

Q1 ≤
1

2τ

ˆ ˆ
(x+ ε ξ(x)− y)2 dγ(x, y)− 1

2τ

ˆ ˆ
(x− y)2 dγ(x, y).

On utilise les notations introduites dans la Section 4.2.3 et on décompose la suite du
calcul selon trois cas :

Cas R < R0. On réécrit l'inégalité précédente sous la forme Q1 ≤ Q∂1 +Qint
1 avec

Q∂1 =
1

2τ

ˆ `1

0
(x+ ε ξ(x)− T1(x))2 ρ(x) dx− 1

2τ

ˆ `1

0
(x− T1(x))2 ρ(x) dx,

Qint
1 =

1

2τ

ˆ +∞

`1

(x+ ε ξ(x)− T1(x))2 ρ(x) dx− 1

2τ

ˆ +∞

`1

(x− T1(x))2 ρ(x) dx.

On a alors

Q∂1 =
ε

τ

ˆ `1

0
ξ(x)(x− T1(x)) ρ(x) dx+O(ε2),

Qint
1 =

ε

τ

ˆ +∞

`1

ξ(x)(x− T1(x)) ρ(x) dx+O(ε2).

On regroupe les expressions obtenues précédemment sous la forme

Q1 ≤
ε

τ

ˆ +∞

0
ξ(x)(x− T1(x)) ρ(x) dx+O(ε2). (4.54)

Cas R > R0. On utilise une décomposition similaire au cas précédent, à savoir Q1 ≤
Q∂1 +Qint

1 avec

Q∂1 =
1

2τ

ˆ `2

0
(c
√
τ + y)2 ρ0(y) dy − 1

2τ

ˆ `2

0
(c
√
τ + y)2 ρ0(y) dy,

Qint
1 =

1

2τ

ˆ +∞

0
(x+ ε ξ(x)− T2(x))2 ρ(x) dx− 1

2τ

ˆ +∞

0
(x− T2(x))2 ρ(x) dx.
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On a alors

Q∂1 = 0,

Qint
1 =

ε

τ

ˆ +∞

0
ξ(x)(x− T2(x)) ρ(x) dx+O(ε2).

En conclusion dans ce cas on obtient

Q1 ≤
ε

τ

ˆ +∞

0
ξ(x)(x− T2(x)) ρ(x) dx+O(ε2). (4.55)

Cas R = R0. Dans ce cas on obtient directement

Q1 ≤
ε

τ

ˆ +∞

0
ξ(x) (x− T3(x)) ρ(x) dx+O(ε2). (4.56)

Conclusion pour le terme Q1. On déduit de (4.54)-(4.56) l'expression suivante

Q1 ≤
ε

τ

ˆ +∞

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx+O(ε2),

où T désigne T1, T2 ou T3 en fonction de R et R0. Par ailleurs, T (x) = x pour tout
x > X ∨X0 = X d'après le Théorème 4.2.3 et on obtient �nalement

Q1 ≤
ε

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx+O(ε2). (4.57)

Pour Q2, on a par dé�nition de ρε, voir (4.53),

Q2 =

ˆ X

0
ρε(x) log ρε(x) dx−

ˆ X

0
ρ(x) log ρ(x) dx. (4.58)

On divise alors (4.52) par ε > 0, par passage à la limite ε→ 0 on déduit de (4.57)-(4.58)
que

1

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx−

ˆ X

0
ρ(x) ξ′(x) ≥ 0.

Pour passer à la limite dans le terme Q2/ε on renvoie à la preuve du [44, Théorème 5.1].
En�n, en remplaçant ξ par −ξ dans l'inégalité précédente on déduit l'égalité (4.51).

On déduit de la Proposition 4.4.1, un résultat de régularité sur ρ.

Corollaire 4.4.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3, la densité ρ issue de la mesure
µ véri�e ρ|(0,X) ∈W 1,1(0, X) ⊂ C([0, X]) avec les estimations :

ˆ X

0
|∂x,aρ(x)|2 dx ≤ 1

τ2
||ρ||L1(0,X) d

2
2(µ, µ0), (4.59)

et ˆ X

0
|∂x,aρ(x)| dx ≤ X1/2 ||ρ||1/2

L1(0,X)

d2(µ, µ0)

τ
. (4.60)
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Preuve du Corollaire 4.4.1. Dans un premier temps, par construction du couple (X,µ)
on a ρ ∈ L1

loc(R+). Ensuite, on déduit de (4.51) et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
l'estimation :

∣∣∣∣
ˆ X

0
ρ(x) ξ′(x) dx

∣∣∣∣ ≤
||ξ||∞
τ
||ρ||1/2

L1(0,X)
d2(µ, µ0), ∀ξ ∈ D(0, X).

On obtient ainsi

ˆ X

0
|∂x,aρ(x)|2 dx ≤ 1

τ2
||ρ||L1(0,X) d

2
2(µ, µ0).

En appliquant une nouvelle fois l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

ˆ X

0
|∂x,aρ(x)| dx ≤ X1/2 ||ρ||1/2

L1(0,X)

d2(µ, µ0)

τ
.

Ce qui conclut la preuve du Corollaire 4.4.1.

4.4.2 Comportement à l'interface �xe

D'après le Corollaire 4.4.1 on a ρ|(0,X) ∈ W 1,1(0, X) et ρ possède ainsi une trace en
x = 0. Dans la suite on veut décrire le comportement de ρ à l'interface �xe x = 0. On
sépare notre étude selon trois cas en fonction de R et R0.

Proposition 4.4.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 et dans le cas R < R0, on a

ρ(0) = ρ−. (4.61)

Preuve de la Proposition 4.4.2. Nous allons construire une perturbation (X,µε) ∈ A
de (X,µ). On s'intéressera ensuite à la limite quand ε→ 0 de

qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
.

Remarquons, par condition d'optimalité de (X,µ), que cette quantité est positive. Nous
envisageons deux types de perturbations à l'interface entre la couche d'oxyde et la so-
lution. Le premier scénario consiste à amener de la masse de la solution vers la couche
d'oxyde et le deuxième scénario consiste à e�ectuer l'opération inverse c'est-à-dire, ex-
pulser de la masse de la couche d'oxyde vers la solution. Dans la suite nous découpons
la preuve suivant ces deux scénarios.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d'oxyde. Dans ce cas pour
ρ̃ > 0 et 0 < ε < 1 on considère la mesure

µε = ρε L R+ + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ ,
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où

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
1

1−
√
ε
ρ
(
x−ε

1−
√
ε

)
pour tout x ∈ [ε,

√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

On dé�nit également l'application D1 : (0,+∞)→ (0,+∞) par

D1(x) =

{
(1−√ε)x+ ε si x ∈ (0,

√
ε)

x si x ∈ [
√
ε,+∞)

Par dé�nition de D1 et en utilisant la formule de changement de variable on a pour tout
ξ ∈ D(R)

ˆ √ε
ε

ξ(x) ρ

(
x− ε

1−√ε

)
dx

1−√ε =

ˆ √ε
0

ξ(D1(x)) ρ(x) dx,

autrement dit

D1#

[
ρL (0,

√
ε)
]

= ρε L (ε,
√
ε). (4.62)

Comme annoncé plus haut, on s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= −β ρ̃+Q3 +Q4, (4.63)

avec

Q3 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q4 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q3. Dans ce cas, en supposant
√
ε < `1, on dé�nit γε par

γε = (D1, T1)# ρL(0,+∞) + (Id, T1)# ρ̃L (0, ε) + (R− ε ρ̃) δ(−c
√
τ ,−c

√
τ).

On a alors par construction de D1

π1# γε = D1# ρL (0,
√
ε) + ρL (

√
ε,+∞) + ρ̃L (0, ε) + (R− ε ρ̃) δ−c

√
τ .

On déduit de (4.62) et de la dé�nition de ρε

π1# γε = ρε L (0,+∞) + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ = µε,

et en utilisant le fait que

T1#

[
ρL (0, `1)

]
= (R0 −R)δ−c

√
τ et T1#

[
ρ̃L (0, ε)

]
= ε ρ̃δ−c

√
τ ,
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on a

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) + (R0 −R) δ−c
√
τ + (R− ε ρ̃)δ−c

√
τ + ε ρ̃ δ−c

√
τ .

D'où

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ = µ0,

et donc γε ∈ Γ(µε, µ
0). On obtient ainsi

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ √ε

0
(D1(x)− T1(x))2ρ(x) dx+

ˆ +∞

√
ε

(x− T1(x))2 ρ(x) dx

+

ˆ ε

0
(x− T1(x))2 ρ̃ dx,

en insérant x dans le premier terme de l'inégalité et en développant le carré on a
d'après (4.31)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0) +

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx

+ 2

ˆ √ε
0

(D1(x)− x) (x+ c
√
τ) ρ(x) dx+

ˆ ε

0
(x− T1(x))2 ρ̃ dx.

Puisque T1(x) = −c√τ pour tout x ∈ [0, `1], on en déduit que

Q3 ≤
1

2 ε τ

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx+
1

ε τ

ˆ √ε
0

(D1(x)− x) (x+ c
√
τ) ρ(x) dx

+
1

2 ε τ

ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ̃ dx,

et l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous fournit

Q3 ≤
1

2 ε τ

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx

+
1

ε τ

(ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx

)1/2

d2(µ, µ0)

+
1

2 ε τ

ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ̃ dx.

On remarque, puisque D1(x)− x = ε−√ε x, que pour tout x ∈ (0,
√
ε)

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx = O(ε5/2).
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De plus, en développant le carré on a
ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ̃ dx = ε c2 τ ρ̃+O(ε2).

Finalement, on en déduit que

Q3 ≤
c2

2
ρ̃+O(ε1/4). (4.64)

Terme Q4. Pour ce terme, en notant f(x) = x log(x/ρ̄), on commence par remarquer
d'après (4.62) que

ˆ √ε
ε

f(ρε(x)) dx =

ˆ √ε
0

ρ(x) log

(
ρ(x)

ρ̄ (1−√ε)

)
dx.

On en déduit que

Q4 = ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +
1

ε

ˆ √ε
0

ρ(x) log

( √
ε√

ε− ε

)
dx

= ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +
1

ε

ˆ √ε
0

ρ(x)

(
log
√
ε− log(

√
ε− ε)

)
dx

Un développement limité en x =
√
ε nous donne

Q4 = ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +
1√
ε

ˆ √ε
0

ρ(x) dx+O(
√
ε). (4.65)

Conclusion pour le cas 1. On obtient de (4.64) et (4.65) l'inégalité suivante

qε ≤ −β ρ̃+
c2

2
ρ̃+ ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +

1√
ε

ˆ √ε
0

ρ(x) dx+O(ε1/4). (4.66)

Ainsi, on déduit de (4.63) qu'à la limite ε→ 0 l'inégalité suivante est satisfaite

ρ̃

(
log ρ̃− log ρ̄− β +

c2

2

)
+ ρ(0) ≥ 0. (4.67)

Le minimum de (4.67) est réalisé pour

ρ̃ = ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
,

et on obtient la condition suivante pour ρ en x = 0

ρ(0) ≥ ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
. (4.68)
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Cas 2. Déplacement de la couche d'oxyde vers la solution. D'après le cas 1 on a
ρ(0) ≥ ρ− > 0. De plus, d'après le Corollaire 4.4.1 ρ est continue au voisinage de 0. Pour
ρ̃ > 0 on considère ε > 0 tel que ρ(x) > 0 pour tout x ∈ [0,

√
ε] et pour tout x ∈ [ε,

√
ε]

ρ(x)− ε√
ε− ε ρ̃ ≥ 0.

On dé�nit, pour m(ε) =
´ ε

0 ρ(x) dx, la mesure

µε = ρε L R+ + (R+m(ε)) δ−c
√
τ ,

avec

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
ρ(x)− ε√

ε−ε ρ̃ pour tout x ∈ [ε,
√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

On introduit l'application D2 : (ε,
√
ε)→ (0, ε) dé�nie par

D2(x) = ε
(x− ε)

(
√
ε− ε) ,

D2 véri�e pour tout ψ ∈ D(R) l'égalité

ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

ψ(D2(y)) ρ̃ dy =

ˆ ε

0
ψ(y) ρ̃ dy,

autrement dit

D2#

[
ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε)

]
= ρ̃L (0, ε). (4.69)

On s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= β

m(ε)

ε
+Q5 +Q6, (4.70)

où Q5 et Q6 sont dé�nis par

Q5 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q6 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q5. Dans ce cas on suppose que
√
ε < `1 et on dé�nit γε comme suit

γε = (Id, T1)# ρL(
√
ε,+∞) +Rδ(−c

√
τ ,−c

√
τ) + (T1, T1)# ρL (0, ε)

+ (Id, T1)#

(
ρ− ε√

ε− ε ρ̃
)
L (ε,

√
ε) + (D2, T1)#

ε√
ε− ε ρ̃L(ε,

√
ε).
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Comme

T1# ρL (0, ε) = m(ε) δ−c
√
τ ,

on a par dé�nition de D2

π1# γε = ρL (ε,+∞) + (R+m(ε)) δ−c
√
τ −

ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε) + ρ̃L(0, ε),

ce qui implique par dé�nition de ρε que π1# γε = µε. Par ailleurs, on remarque que

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) + (R0 −R) δ−c
√
τ +Rδ−c

√
τ = µ0,

et donc γε ∈ Γ(µε, µ
0). On a alors par construction de γε

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ +∞

ε
(x− T1(x))2 ρ(x) dx− ε√

ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T1(x))2 ρ̃dx

+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T1(x))2 ρ̃ dx.

On utilise la décomposition
ˆ +∞

ε
(x− T1(x))2 ρ(x) dx =

ˆ +∞

0
(x− T1(x))2 ρ(x) dx−

ˆ ε

0
(x− T1(x))2 ρ(x) dx,

et on obtient d'après (4.31)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0)−

ˆ ε

0
(x− T1(x))2 ρ(x) dx− ε√

ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T1(x))2 ρ̃dx

+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T1(x))2 ρ̃ dx.

De plus, en calculant la valeur des intégrales on a

− ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T1(x))2 ρ̃dx+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T1(x))2 ρ̃ dx = O(ε3/2),

et on en déduit

Q5 ≤ −
1

2 ε τ

ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ(x) dx+O(ε1/2). (4.71)

Terme Q6. Pour Q6 on a par dé�nition de ρε

Q6 = ρ̃ log

(
ρ̃

ρ̄

)
+

1

ε

ˆ √ε
ε

(
f

(
ρ(x)− ε√

ε− ε ρ̃
)
− f(ρ(x))

)
dx

− 1

ε

ˆ ε

0
f(ρ(x)) dx.
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Un développement limité, possible ici car on suppose ε > 0 assez petit tel que ρ(x) > 0
pour tout x ∈ [0,

√
ε], nous donne

Q6 = ρ̃ log

(
ρ̃

ρ̄

)
− ρ̃√

ε− ε

ˆ √ε
ε

f ′(ρ(x)) dx− 1

ε

ˆ ε

0
f(ρ(x)) dx+ o(1). (4.72)

Conclusion pour le cas 2. On déduit de (4.71) et (4.72) l'inégalité :

qε ≤ β
m(ε)

ε
− 1

2 ε τ

ˆ ε

0

(
x+ c

√
τ
)2
ρ(x) dx+ ρ̃ log

(
ρ̃

ρ̄

)

− ρ̃√
ε− ε

ˆ √ε
ε

f ′(ρ(x)) dx− 1

ε

ˆ ε

0
f(ρ(x)) dx+O(ε1/2). (4.73)

On utilise l'inégalité (4.70) et on obtient en passant à la limite ε→ 0

ρ(0)

(
− log ρ(0) + log ρ̄+ β − c2

2

)
+ ρ̃ log ρ̃− ρ̃ (1 + log ρ(0)) ≥ 0. (4.74)

Le minimum de (4.74) est réalisé pour ρ̃ = ρ(0) et on obtient la condition suivante sur ρ
en x = 0

ρ(0) ≤ ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
. (4.75)

Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.2.

Proposition 4.4.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 et dans le cas R > R0, on a

ρ(0) = ρ+ exp(c `2/
√
τ). (4.76)

Preuve de la Proposition 4.4.3. Ce résultat se démontre de façon similaire à la Pro-
position 4.4.2. On décompose la preuve en deux cas.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d'oxyde. Dans ce cas pour
ρ̃ > 0 et 0 < ε < 1 on considère la mesure

µε = ρε L R+ + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ ,

où

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
1

1−
√
ε
ρ
(
x−ε

1−
√
ε

)
pour tout x ∈ [ε,

√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

On dé�nit l'application D1 : (0,+∞) → (0,+∞) comme dans la preuve de la Proposi-
tion 4.4.2 et on rappelle que D1 véri�e

D1#

[
ρL (0,

√
ε)
]

= ρε L (ε,
√
ε).
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On s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= −β ρ̃+Q7 +Q8, (4.77)

avec

Q7 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q8 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q7. On suppose que ε < `2 et on dé�nit D3 : (0, ε) → (`2 − ε, `2) par D3(x) =
`2 − ε+ x telle que D3 véri�e

D3# [ρ̃L (0, ε)] = ρ̃L (`2 − ε, `2).

On dé�nit le plan de transport

γε = (D1, T2)# ρL(0,+∞) +R0 δ(−c
√
τ ,−c

√
τ) + (S2, Id)# ρ

0 L (0, `2 − ε)
+ (S2, Id)# (ρ0 − ρ̃)L (`2 − ε, `2) + (Id,D3)# ρ̃L (0, ε).

On par dé�nition de D1

π1# γε = D1# ρL (0,
√
ε) + ρL (

√
ε,+∞) +R0δ−c

√
τ

+ (R−R0 − ε ρ̃)δ−c
√
τ + ρ̃L (0, ε),

et par construction de ρε on a

π1# γε = ρε L (0,+∞) + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ = µε.

De plus, par construction de D3 on a

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ − ρ̃L (`2 − ε, `2) +D3# ρ̃L (0, ε) = µ0,

donc γε ∈ Γ(µε, µ
0). Par construction de γε on obtient

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ +∞

0
(D1(x)− T2(x))2 ρ(x) dx+

ˆ `2

0
(S2(y)− y)2 ρ0(y) dy

−
ˆ `2

`2−ε
(S2(y)− y)2 ρ̃ dy +

ˆ ε

0
(x−D3(x))2 ρ̃ dx.

On insère x et on développe le carré du premier terme de l'inégalité pour déduire de (4.35)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0) +

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx

+ 2

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)(x+ c
√
τ) ρ(x) dx−

ˆ `2

`2−ε
(S2(y)− y)2 ρ̃ dy

+

ˆ ε

0
(x−D3(x))2 ρ̃ dx. (4.78)
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La preuve de la Proposition 4.4.2 permet d'a�rmer que

1

ε

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx+
2

ε

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)(x+ c
√
τ) ρ(x) dx = O(ε1/4). (4.79)

De plus, on remarque que

lim
ε→0

1

2τε

[
−
ˆ `2

`2−ε
(S2(y)− y)2 ρ̃ dy

]
= − 1

2τ

(
c
√
τ + `2

)2
ρ̃, (4.80)

et

lim
ε→0

1

2τε

[ˆ ε

0
(x−D3(x))2 ρ̃ dx

]
=
`22
2τ

ρ̃. (4.81)

On déduit de (4.78)-(4.81)

lim
ε→0

Q7 ≤ −
c2

2
ρ̃− c `2√

τ
ρ̃. (4.82)

Terme Q8. Pour ce terme on renvoie à la Proposition 4.4.2 et on obtient

Q8 = ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +
1√
ε

ˆ √ε
0

ρ(x) dx+O(
√
ε). (4.83)

Conclusion pour le cas 1. On passe à la limite ε→ 0 dans (4.77) et on déduit de (4.82)
et (4.83) l'inégalité

ρ̃

(
log ρ̃− log ρ̄− β − c2

2
− c `2√

τ

)
+ ρ(0) ≥ 0. (4.84)

Le minimum de (4.84) est réalisé pour

ρ̃ = ρ̄ exp

(
β +

c2

2
+
c `2√
τ
− 1

)
,

et on obtient la condition suivante sur ρ(0)

ρ(0) ≥ ρ̄ exp

(
β +

c2

2
+
c `2√
τ
− 1

)
= ρ+ exp

(
c `2√
τ

)
. (4.85)

Cas 2. Déplacement de la couche d'oxyde vers la solution. D'après le cas pré-
cédent ρ(0) > 0 et d'après le Corollaire 4.4.1 ρ est continue au voisinage de 0. Comme
dans la preuve de la Proposition 4.4.2, pour ρ̃ > 0 on considère ε > 0 tel que ρ(x) > 0
pour tout x ∈ [0,

√
ε] et pour tout x ∈ [ε,

√
ε]

ρ(x)− ε√
ε− ε ρ̃ ≥ 0.
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On dé�nit, pour m(ε) =
´ ε

0 ρ(x) dx, la mesure

µε = ρε L R+ + (R+m(ε)) δ−c
√
τ ,

avec

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
ρ(x)− ε√

ε−ε ρ̃ pour tout x ∈ [ε,
√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

On dé�nit l'application D2 : (ε,
√
ε) → (0, ε) comme dans la preuve de la Proposi-

tion 4.4.2 et on rappelle que

D2#

[
ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε)

]
= ρ̃L (0, ε).

On s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= β

m(ε)

ε
+Q9 +Q10, (4.86)

où Q9 et Q10 sont dé�nis par

Q9 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q10 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q9. On considère le plan de transport γε dé�ni par

γε = (Id, T2)# ρL (
√
ε,+∞) +R0 δ(−c

√
τ ,−c

√
τ) + (S2, Id)# ρ

0 L (0, `2)

+ (S2, T2)# ρL (0, ε) + (Id, T2)#

(
ρ− ε√

ε− ε ρ̃
)
L (ε,

√
ε)

+ (D2, T2)#
ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε).

On a

π1# γε = ρL (ε,+∞) +R0 δ−c
√
τ + (R−R0 +m(ε)) δ−c

√
τ

− ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε) + ρ̃L (0, ε).

Par construction de µε on en déduit que π1# γε = µε. De plus, on obtient

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ = µ0,
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donc γε ∈ Γ(µε, µ
0). On en déduit que

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ +∞

ε
(x− T2(x))2ρ(x) dx+

ˆ `2

0
(S2(y)− y)2 ρ0(y) dy

+

ˆ ε

0
(S2(x)− T2(x))2 ρ(x) dx− ε√

ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T2(x))2ρ̃ dx

+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T2(x))2ρ̃ dx,

ce qui donne d'après (4.35)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0)−

ˆ ε

0
(x− T2(x))2ρ(x) dx

+

ˆ ε

0
(S2(x)− T2(x))2 ρ(x) dx− ε√

ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T2(x))2ρ̃ dx

+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T2(x))2ρ̃ dx.

En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 on sait que

− ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T2(x))2ρ̃ dx+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T2(x))2ρ̃ dx = O(ε3/2). (4.87)

De plus, comme T2(0) = `2 on obtient

lim
ε→0

1

2ετ

[ ˆ ε

0
(S2(x)− T2(x))2 ρ(x) dx−

ˆ ε

0
(x− T2(x))2ρ(x) dx

]

=
1

2τ
(c
√
τ − `2)2 ρ(0)− `22

2τ
ρ(0) =

c2

2
ρ(0) +

c `2√
τ
ρ(0). (4.88)

On déduit de (4.87) et (4.88) que

lim
ε→0

Q9 =
c2

2
ρ(0) +

c `2√
τ
ρ(0). (4.89)

Terme Q10. On e�ectue les mêmes manipulations que pour le terme Q6 dans la preuve
de la Proposition 4.4.2 et on obtient

Q10 = ρ̃ log

(
ρ̃

ρ̄

)
− ρ̃√

ε− ε

ˆ √ε
ε

f ′(ρ(x)) dx− 1

ε

ˆ ε

0
f(ρ(x)) dx+ o(1). (4.90)

Conclusion pour le Cas 2. On passe à la limite ε→ 0 dans (4.86) et on déduit de (4.89)
et (4.90) l'inégalité suivante

ρ(0)

(
c2

2
+
c `2√
τ

+ β − log ρ(0) + log ρ̄

)
+ ρ̃ log ρ̃− ρ̃ (1 + log ρ(0)) ≥ 0. (4.91)
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Le minimum de (4.91) est obtenu pour ρ̃ = ρ(0) et on obtient la condition suivante pour
ρ(0)

ρ(0) ≤ ρ̄ exp

(
β +

c2

2
+
c`2√
τ
− 1

)
= ρ+ exp

(
c`2√
τ

)
.

Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.3

Proposition 4.4.4. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 et dans le cas R = R0, on a

ρ− ≤ ρ(0) ≤ ρ+ ≤ ρ+ exp(c `2/
√
τ). (4.92)

Preuve de la Proposition 4.4.4. Encore une fois on décompose la preuve en deux cas,
les calculs sont similaires à ceux e�ectués pour la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la
Proposition 4.4.3.

Cas 1. Déplacement de la solution vers la couche d'oxyde. Dans ce cas pour
ρ̃ > 0 et 0 < ε < 1 on considère la mesure

µε = ρε L R+ + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ ,

où

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
1

1−
√
ε
ρ
(
x−ε

1−
√
ε

)
pour tout x ∈ [ε,

√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

L'application D1 : (0,+∞) → (0,+∞) est dé�nie comme dans la preuve de la Proposi-
tion (4.4.2) et on rappelle que D1 véri�e

D1#

[
ρL (0,

√
ε)
]

= ρε L (ε,
√
ε).

On s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= −β ρ̃+Q11 +Q12, (4.93)

avec

Q11 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q12 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q11. On dé�nit l'application constante S3 telle que S3(x) = −c√τ pour tout
x ∈ (0, ε) et

S3#

[
ρ̃L (0, ε)

]
= ε ρ̃ δ−c

√
τ .
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On dé�nit le plan de transport γε par

γε = (D1, T3)# ρL (0,+∞) + (R− ε ρ̃) δ(−c
√
τ ,−c

√
τ) + (Id, S3)# ρ̃L (0, ε).

Par construction de ρε on a

π1# γε = ρε L (0,+∞) + (R− ε ρ̃) δ−c
√
τ = µε,

et par construction de S3 et l'hypothèse R = R0

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ = µ0.

Donc γε ∈ Γ(µε, µ
0) et on a

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ +∞

0
(D1(x)− T3(x))2 ρ(x) dx+

ˆ ε

0
(x− S3(x))2 ρ̃ dx.

En insérant x et en développant le carré dans le premier terme de l'inégalité on obtient
d'après (4.37)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0) +

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx

+ 2

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)(x− T3(x)) ρ(x) dx+

ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ̃ dx.

En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

1

ε

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)2 ρ(x) dx+
2

ε

ˆ √ε
0

(D1(x)− x)(x− T3(x)) ρ(x) dx = O(ε1/4). (4.94)

On déduit de (4.94) que

Q11 ≤
1

2ετ

ˆ ε

0
(x+ c

√
τ)2 ρ̃ dx+O(ε1/4). (4.95)

Terme Q12. D'après la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

Q12 = ρ̃ (log ρ̃− log ρ̄) +
1√
ε

ˆ √ε
0

ρ(x) dx+O(
√
ε). (4.96)

Conclusion pour le cas 1. En passant à la limite ε→ 0 dans (4.93) on déduit de (4.95)
et (4.96)

ρ̃

(
log ρ̃+

c2

2
− log ρ̄− β

)
+ ρ(0) ≥ 0. (4.97)

Le minimum de (4.97) est réalisé par

ρ̃ = ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
.

160



4.4. Propriétés des minimiseurs

Ce qui implique la condition suivante sur ρ(0)

ρ(0) ≥ ρ̄ exp

(
β − c2

2
− 1

)
= ρ−.

Cas 2. Déplacement de la couche d'oxyde vers la solution. D'après le cas 1
ρ(0) > 0 et d'après le Corollaire 4.4.1 ρ est continue au voisinage de 0. Comme dans la
preuve de la Proposition 4.4.2, pour ρ̃ > 0 on considère ε > 0 tel que ρ(x) > 0 pour tout
x ∈ [0,

√
ε] et pour tout x ∈ [ε,

√
ε]

ρ(x)− ε√
ε− ε ρ̃ ≥ 0.

On dé�nit, pour m(ε) =
´ ε

0 ρ(x) dx, la mesure

µε = ρε L R+ + (R+m(ε)) δ−c
√
τ ,

avec

ρε(x) =





ρ̃ pour tout x ∈ [0, ε),
ρ(x)− ε√

ε−ε ρ̃ pour tout x ∈ [ε,
√
ε],

ρ(x) pour tout x ∈ (
√
ε,+∞).

L'application D2 : (ε,
√
ε) → (0, ε) est dé�nie comme dans la preuve de la Proposi-

tion 4.4.2 et on rappelle que D2 véri�e

D2#

[
ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε)

]
= ρ̃L (0, ε).

On s'intéresse à la quantité

0 ≤ qε =
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= β

m(ε)

ε
+Q13 +Q14, (4.98)

où Q13 et Q14 sont dé�nis par

Q13 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q14 =
1

ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Terme Q13. On considère le plan de transport γε dé�ni par

γε = (Id, T3)# ρL (
√
ε,+∞) + (S3, T3)# ρL (0, ε) +Rδ(−c

√
τ ,−c

√
τ)

+ (Id, T3)#

(
ρ− ε√

ε− ε ρ̃
)
L (ε,

√
ε) + (D2, T3)#

ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε),
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où comme dans le cas 1, l'application S3 désigne l'application constante telle que S3(x) =
−c√τ pour tout x ∈ (0, ε) et véri�e

S3#

[
ρ̃L (0, ε)

]
= ε ρ̃ δ−c

√
τ .

Par construction de D2 on a

π1# γε = ρL (ε,+∞) + (R+m(ε)) δ−c
√
τ

− ε√
ε− ε ρ̃L (ε,

√
ε) + ρ̃L (0, ε) = µε.

De plus, comme par hypothèse R = R0, on obtient

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ = µ0.

On en déduit que γε ∈ Γ(µε, µ
0) et

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ +∞

ε
(x− T3(x))2 ρ(x) dx+

ˆ ε

0
(S3(x)− T3(x))2 ρ(x) dx

− ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T3(x))2ρ̃ dx+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T3(x))2ρ̃ dx.

En décomposant le premier terme du membre de droite comme

ˆ +∞

ε
(x − T3(x))2 ρ(x) dx =

ˆ +∞

0
(x − T3(x))2 ρ(x) dx −

ˆ ε

0
(x − T3(x))2 ρ(x) dx,

On obtient d'après (4.37)

d2
2(µε, µ

0) ≤ d2
2(µ, µ0)−

ˆ ε

0
(x− T3(x))2 ρ(x) dx

+

ˆ ε

0
(S3(x)− T3(x))2 ρ(x) dx− ε√

ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T3(x))2ρ̃ dx

+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T3(x))2ρ̃ dx.

En adaptant la preuve de la Proposition 4.4.2 et de la Proposition 4.4.3 on a

− ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(x− T3(x))2ρ̃ dx+
ε√
ε− ε

ˆ √ε
ε

(D2(x)− T3(x))2ρ̃ dx = O(ε3/2). (4.99)

Par ailleurs, comme T3(0) = 0 on en déduit

lim
ε→0

[
1

2τε

ˆ ε

0
(x− T3(x))2 ρ(x) dx

]
= 0, (4.100)
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et

lim
ε→0

[
1

2τε

ˆ ε

0
(S3(x)− T3(x))2 ρ(x) dx

]
=
c2

2
ρ(0). (4.101)

On conclut de (4.99)-(4.101) que

lim
ε→0

Q13 =
c2

2
ρ(0). (4.102)

Terme Q14. On e�ectue les mêmes manipulations que pour le terme Q6 dans la preuve
de la Proposition 4.4.2 et on obtient

Q14 = ρ̃ log

(
ρ̃

ρ̄

)
− ρ̃√

ε− ε

ˆ √ε
ε

f ′(ρ(x)) dx− 1

ε

ˆ ε

0
f(ρ(x)) dx+ o(1). (4.103)

Conclusion pour le Cas 2. On passe à la limite ε → 0 dans (4.98) et on déduit
de (4.102) et (4.103) l'inégalité suivante

ρ(0)

(
c2

2
+ β − log ρ(0) + log ρ̄

)
+ ρ̃ log ρ̃− ρ̃ (1 + log ρ(0)) ≥ 0. (4.104)

Le minimum de (4.104) est obtenu pour ρ̃ = ρ(0) et on obtient la condition suivante pour
ρ(0)

ρ(0) ≤ ρ̄ exp

(
β +

c2

2
− 1

)
= ρ+ ≤ ρ+ exp

(
c`2√
τ

)
.

Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.4.4

4.4.3 Bornes L∞

Dans cette partie on prouve que 0 < ρ(x) ≤ ρ̄ pour tout x ∈ [0, X].

Proposition 4.4.5. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3, pour tout x ∈ [0, X] on a

0 < ρ− ≤ ρ(x) ≤ ρ̄. (4.105)

Preuve de la Proposition 4.4.5. La preuve de la borne supérieure et inférieure étant
analogues on se contente dans la suite de prouver que pour tout x ∈ [0, X]

ρ(x) ≤ ρ̄.

On raisonne par l'absurde et on suppose que

ρ̄ < max
x∈[0,X]

ρ(x).

On note
x∗ = inf{x ∈ [0, X] : ρ(x) > ρ̄}.
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Heuristique de la preuve. L'idée principale de la preuve est la suivante : en raisonnant
en terme de transport de µ0 à µ, pour que ρ(x∗) = ρ̄, de la masse issue de µ0 a été
apportée au voisinage de x∗ (on rappelle que ρ est continue d'après le Corollaire 4.4.1).
Cette masse provient soit de [0, X] soit du point {−c√τ}. En e�et, dans le cas R > R0

alors la masse vient de la mesure ρ0 L (`2, X). Dans le cas R < R0 alors soit x∗ ∈ [0, `1]
et dans ce cas la masse est issue du point {−c√τ} soit x∗ > `1 et alors la masse est issue
de ρ0 L (0, X). En�n, dans le cas R = R0 la masse est issue de ρ0 L (0, X).
En distinguant suivant ces cas on construit une perturbation de µ notée µε, de la forme
ρεL R++Rδ−c

√
τ . Pour construire cette perturbation on va � suivre � les points déplacés

(et les masses associées) pour passer de µ0 à µ et qui contribuent à obtenir ρ(x∗) = ρ̄.
Une fois ces points identi�és il su�t pour construire µε d'envoyer moins de masse au
voisinage de x∗. On obtient ainsi un gain en terme de distance et d'énergie i.e. on montre
que

J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ) < 0,

ce qui contredit l'optimalité de (X,µ).

Preuve rigoureuse. On note y∗ = min(inf{y > x∗ : ρ(y) < ρ̄}, X) avec la convention
inf ∅ = +∞ et I = (x∗, y∗). Par continuité de ρ alors I 6= ∅. On dé�nit ensuite pour le
plan de transport optimal γ ∈ Γ(µ, µ0) l'ensemble J ⊂ {−c√τ} ∪ [0, X] \ I tel que

γ(I × J) > 0.

Notons que en distinguant suivant R ∨ R0 on en déduit que soit J ⊂ [0, X] soit J =
{−c√τ} et dans ce cas R < R0 et x∗ ∈ [0, `1]. De plus, si J ⊂ [0, X] alors J est de
mesure strictement positive. En e�et, dans le cas contraire l'intervalle I reste invariant
par le plan de transport et on a par conservation de la masse

ρ̄ |I| <
ˆ
I
ρ(x) dx =

ˆ
I
ρ0(x) dx ≤ ρ̄ |I|,

ce qui est absurde.

Cas J ⊂ [0, X]. Ce cas est similaire à la preuve de la [1, Proposition 2.2] où l'auteur
utilise des idées issues de [60].
Dans la suite on note γ ∈ Γ(µ, µ0). On considère alors la mesure η = γ I × J dé�nie
par ˆ

R×R
ξ(x, y) dη(x, y) =

ˆ
I×J

ξ(x, y) dγ(x, y), ∀ξ ∈ D(R× R).

On note à présent ν = π1# η, ν0 = π2# η et par construction on a ν << ρL I et
ν0 << ρ0 L J , dans la suite nous confondrons les mesures ν et ν0 avec leurs densités.
On a les propriétés suivantes

(i) 0 ≤ ν(x) pour presque tout x ∈ I et 0 ≤ ν0(x) ≤ ρ̄ pour presque tout x ∈ J ,
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(ii) ν(x) = 0 pour presque tout x /∈ I et ν0(x) = 0 pour presque tout x /∈ J ,

(iii)
´
I ν(x) dx =

´
J ν0(x) dx par conservation de la masse.

D'après le point (iii), quitte à diviser les mesures ν et ν0 par leur masse commune, on
peut supposer sans perdre de généralités queˆ

I
ν(x) dx =

ˆ
J
ν0(x) dx = 1.

Dans la suite, pour ε ∈ (0, 1) assez petit tel que ρ(x) − εν(x) > 0 pour presque tout
x ∈ I, on considère la mesure

µε = ρε L R+ +Rδ−c
√
τ ,

où

ρε(x) = ρ(x) + ε (ν0(x)− ν(x)) pour x ∈ R.

Par hypothèse J ⊂ [0, X] \ I et il existe T une application de transport optimal telle que
par monotonie de T alors T (I) ⊂ [0, X] et

T# ρL I = ρ0 L T (I).

On dé�nit le plan de transport γε par

γε = γ R2 \ I × T (I) + ε(Id, Id)# ν0 L J + (Id, T )# (ρ− ε ν)L I.

On obtient

π1# γε = ρL (0,+∞) \ I +Rδ−c
√
τ + εν0 L J + (ρ− εν)L I = µε,

et comme ν0(x) = 0 pour presque tout x ∈ T (I) \ J on a

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) \ T (I) +R0 δ−c
√
τ + εν0 L J + (ρ0 − εν0)L T (I)

= ρ0 L (0,+∞) +R0 δ−c
√
τ + εν0 L J − εν0 L J = µ0.

On en déduit que γε ∈ Γ(µε, µ
0). En�n, on remarque que

ˆ X

0
ρε +R =

ˆ X

0
ρ+R+ ε

(ˆ
J
ν0 −

ˆ
I
ν

)
= ρ̄ X,

donc le couple (X,µε) est une perturbation admissible de (X,µ). Comme γε ∈ Γ(µε, µ
0)

on obtient

J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ) ≤ 1

2τ

ˆ
R×R

(x− y)2 dγε(x, y)

− 1

2τ

ˆ
R×R

(x− y)2 dγ(x, y) +

ˆ X

0
(f(ρε(x))− f(ρ(x))) dx, (4.106)
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où f(x) = x log(x/ρ̄). Par dé�nition de γε on a

1

2τ

ˆ
R×R

(x− y)2 dγε(x, y)− 1

2τ

ˆ
R×R

(x− y)2 dγ(x, y)

≤ − ε

2τ

ˆ
I
(x− T (x))2 ν(x) dx. (4.107)

De plus, d'après (i), (ii) et par hypothèse sur ε on a

ρε(x) = ρ(x)− ε ν(x) > 0 pour presque tout x ∈ I, (4.108)

et

ρε(x) = ρ(x) + ε ν0(x) ≥ ε ν0(x) > 0 pour presque tout x ∈ J ∩ {ν0 > 0}. (4.109)

En�n par dé�nition I ∩ J = ∅ et

ρε(x) = ρ(x) + ε ν0(x) ≤ ρ̄+ ε ν0(x) pour presque tout x ∈ J, (4.110)

On combine alors (i), (ii), (4.108)-(4.110) et le fait que f soit C2(0,+∞), convexe avec
f ′ croissante sur (0,+∞) pour obtenir que

ˆ X

0
(f(ρε)− f(ρ)) =

ˆ
J

[f(ρ+ εν0)− f(ρ)] +

ˆ
I

[f(ρ− εν)− f(ρ)]

≤ ε
[ˆ

J∩{ν0>0}
f ′(ρ+ εν0)ν0 −

ˆ
I
f ′(ρ− εν)ν

]

≤ ε
[ˆ

J
f ′(ρ̄+ εν0)ν0 −

ˆ
I
f ′(ρ̄− εν)ν

]
.

Puisque l'on suppose que ν et ν0 sont des mesures de probabilité, on en déduit

ˆ X

0
(f(ρε)− f(ρ)) ≤ ε

[ˆ
I×J

(
f ′(ρ̄+ εν0(y))− f ′(ρ̄− εν(x))

)
dγ(x, y)

]
.

En�n, comme f ∈ C2(0,+∞) on obtient des estimations précédentes que

ˆ X

0

(
f(ρε(x))− f(ρ(x))

)
dx = O(ε2). (4.111)

On conclut de (4.106), (4.107) et (4.111) que pour ε assez petit on a

J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µε) ≤ −
ε

2τ

ˆ
I
(x− T (x))2 ν(x) dx < 0.

Ce qui conclut la preuve du résultat dans le cas où J ⊂ [0, X].
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Cas J = {−c√τ}. Dans ce cas on a R < R0 avec x∗ ∈ [0, `1] et comme d'après la
Proposition 4.4.2 on a ρ(0) = ρ− < ρ̄ donc x∗ > 0. On dé�nit pour 0 < r < `1 assez petit
le réel suivant

m =

 
Br(x∗)

ρ(x) dx,

où Br(x
∗) désigne la boule de centre x∗ et de rayon r. À présent pour 0 < ε < 1 et

0 < r′ < `1 assez petit tel que [0, r′] ∩Br′/2(x∗) = ∅ on dé�nit la mesure

µε = ρε L R+ +Rδ−c
√
τ ,

avec

ρε(x) =





ρ(x) + εm pour tout x ∈ [0, r′],
ρ(x)− εm pour tout x ∈ Br′/2(x∗),

ρ(x) pour tout x ∈ R+ \ [0, r′] ∪Br′/2(x∗).

On construit alors le plan de transport γε suivant

γε = (Id, T1)# ρε L (0,+∞) +Rδ(−c
√
τ ,−c

√
τ),

où T1 est l'application de transport optimal dé�nie à la Section 4.2.3 et on obtient
directement que γε ∈ Γ(µε, µ

0). A présent, on écrit

1

r′ε

(
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

)
≤ Q15 +Q16, (4.112)

où

Q15 =
1

2τ r′ ε

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q16 =
1

r′ ε
(EB(X, ρε)−EB(X, ρ)) .

Par construction de γε on a

Q15 ≤
εm

2τ r′ ε

ˆ r′

0
(x+ c

√
τ)2 dx− εm

2τ r′ ε

ˆ
Br′/2(x∗)

(x+ c
√
τ)2 dx

≤ m

2τ r′

ˆ r′

0
(x+ c

√
τ)2 dx− m

2τ r′

ˆ
Br′/2(x∗)

(x+ c
√
τ)2 dx.

En passant à la limite r′ → 0 on obtient

lim
r′→0

Q15 ≤
m

2τ

(
0 + c

√
τ
)2 − m

2τ

(
x∗ + c

√
τ
)2
< 0. (4.113)
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Pour Q16, avec f(x) = x log(x/ρ̄), on a

Q16 =
1

r′ ε

ˆ r′

0

(
f(ρ(x) + εm)− f(ρ(x))

)
dx

+
1

r′ ε

ˆ
Br′/2(x∗)

(
f(ρ(x)− εm)− f(ρ(x))

)
dx.

En passant à la limite ε→ 0 on a

lim
ε→0

Q16 =
m

r′

ˆ r′

0
f ′(ρ(x)) dx− m

r′

ˆ
Br′/2(x∗)

f ′(ρ(x)) dx.

Il reste alors à passer à la limite r′ → 0 pour obtenir

lim
r′→0

lim
ε→0

Q16 = m
(
f ′(ρ(0))− f ′(ρ(x∗))

)
= m

(
f ′(ρ−)− f ′(ρ̄)

)
< 0. (4.114)

Ainsi par passage à la limite ε → 0 et r′ → 0 dans (4.112) on déduit de (4.113)-(4.114)
que

lim
r′→0

lim
ε→0

(
J(X0,µ0)(X,µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

)
< 0, (4.115)

ce qui contredit l'optimalité de (X,µ).

La Proposition 4.4.5 implique que

ρ(x) > 0 ∀x ∈ [0, X].

De plus, après une intégration par parties on déduit de la Proposition 4.4.1 l'égalité
suivante

x− T (x)

τ
ρ(x) +Dρ(x) = 0 p.p. x ∈ (0, X).

Par ailleurs, d'après le Théorème 4.2.1, il existe un potentiel de Kantorovich φ tel qu'on
puisse réécrire la dernière égalité sous la forme

φ′(x)

τ
ρ(x) +Dρ(x) = 0 p.p. x ∈ (0, X).

En particulier, on en déduit l'existence d'une constante C telle que

ρ(x) = exp

(
C − φ(x)

τ

)
p.p. x ∈ (0, X),

ce qui implique que ρ est une fonction Lipschitzienne. Cependant cette estimation n'est
pas uniforme en τ . On rassemble ces résultats de régularité dans le corollaire suivant.
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Corollaire 4.4.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3, la densité ρ issue de la mesure
µ véri�e ρ ∈W 1,∞(R+). De plus, on peut préciser l'estimation (4.59)

ˆ X

0
|∂x,aρ(x)|2 dx ≤ X ρ̄

τ2
d2

2(µ, µ0). (4.116)

Preuve du Corollaire 4.4.2. Il su�t d'établir (4.116). Cette estimation est une consé-
quence directe de l'estimation (4.59) où on utilise ||ρ||L1(0,X) ≤ X ρ̄.

4.4.4 Equation d'évolution de l'interface mobile

On s'intéresse dans cette section à l'évolution de l'interface libre.

Proposition 4.4.6. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.3 on a

λ
X −X0

τ
= α− (ρ̄− ρ(X)) + ρ̄ (log ρ̄− log ρ(X)). (4.117)

Preuve de la Proposition 4.4.6. Pour prouver la proposition on considère deux va-
riations distinctes de l'interface, soit Xε = X + ε, soit Xε = X − ε pour ε > 0.

Cas Xε = X + ε. Pour tout 0 < ε < 1 on considère le mesure

µε = ρε L R+ +Rδ−c
√
τ ,

avec

ρε(x) =





ρ(x) pour tout x ∈ R+ \ [X −√ε,Xε],
ρ(x) +

√
ε ρ̃ pour tout x ∈ [X −√ε,X],

ρ̄− ρ̃ pour tout x ∈ (X,Xε],

où 0 < ρ̃ < ρ̄ est �xé tel que

ε ρ̃+

ˆ X

X−ε
ρ(x) dx = ε ρ̄. (4.118)

On écrit

0 ≤
J(X0,µ0)(Xε, µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= Q17 +Q18 +Q19 − α, (4.119)

avec

Q17 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q18 =
λ

2 ε τ

(
(Xε −X0)2 − (X −X0)2)

)
,

Q19 =
1

ε
(EB(Xε, ρε)−EB(X, ρ)) .
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Pour le terme Q17, on remarque que par construction de γ ∈ Γ(µ, µ0) alors γ (X,Xε)
2 =

(Id, Id)# ρ̄L (X,Xε) et on dé�nit γε ∈ Γ(µε, µ
0) comme suit

γε = γ R2 \ (X,Xε)
2 + (Id,D3)#

√
ε ρ̃L (X −√ε,X)

+ (Id, Id)#

(
ρ̄− ρ̃

)
L (X,Xε),

où l'application D4 : (X−√ε,X)→ (X,Xε) est dé�nit par D4(x) = X+
√
ε (x−X+

√
ε)

et tel que

D4#

[√
ε ρ̃L (X −√ε,X)

]
= ρ̃L (X,Xε).

Véri�ons que γε ∈ Γ(µε, µ
0), on a

π1# γε = ρL (0,+∞) \ (X,Xε) +Rδ−c
√
τ +
√
ε ρ̃L (X −√ε,X)

+ (ρ̄− ρ̃)L (X,Xε) = µε.

De plus comme ρ0(x) = ρ̄ pour tout x ∈ (X,Xε) et par construction de D4 on obtient

π2# γε = ρ0 L (0,+∞) \ (X,Xε) +R0 δ−c
√
τ

+D4#

√
ε ρ̃L (X −√ε,X) + (ρ̄− ρ̃)L (X,Xε) = µ0.

Ce qui permet de conclure que γε ∈ Γ(µε, µ
0). On a alors par construction de γε

d2
2(µε, µ

0) ≤
ˆ
R×R

(x− y)2 dγ(x, y) +
√
ε ρ̃

ˆ X

X−
√
ε
(x−D4(x))2 dx

≤ d2
2(µ, µ0) +

√
ε ρ̃

ˆ X

X−
√
ε
(x−D4(x))2 dx.

Or, un calcul direct permet de constater que

√
ε ρ̃

ˆ X

X−
√
ε
(x−D4(x))2 dx = o(ε).

On en déduit que

Q17 = o(1). (4.120)

Pour Q18, un développement nous donne

Q18 =
λ

τ
(X −X0) + o(ε). (4.121)

Pour Q19, toujours en notant f(x) = x log(x/ρ̄) et en utilisant la dé�nition de ρε on a

Q19 =
1

ε

ˆ X

X−
√
ε

(
f(ρ(x) + ρ̃

√
ε)− f(ρ(x))

)
dx+

1

ε

ˆ Xε

X
f(ρ̄− ρ̃) dx,
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et un développement limité de f nous donne

Q19 =
ρ̃√
ε

ˆ X

X−
√
ε
f ′(ρ(x)) dx+ f(ρ̄− ρ̃) +O(

√
ε). (4.122)

On passe alors à la limite ε→ 0 dans l'inégalité (4.119) et en utilisant (4.120)-(4.122) on
obtient l'inégalité suivante

λ
X −X0

τ
≥ α− (ρ̄− ρ(X)) + ρ̄ (log ρ̄− log ρ(X)). (4.123)

Pour le passage à la limite ε→ 0 pour le terme Q19 on utilise l'égalité de masse (4.118)
véri�ée par ρ̃ et on a

ρ̃→ ρ̄− ρ(X) quand ε→ 0,

ce qui nous permet d'obtenir (4.123).

Cas Xε = X − ε. Dans ce cas on considère la mesure

µε = ρε L R+ +Rδ−c
√
τ ,

avec pour ρ̃ > 0 et ε > 0 tel que ρ(x)−√ε ρ̃ ≥ 0 pour tout x ∈ [Xε −
√
ε,Xε] et ρε est

dé�nie par

ρε(x) =





ρ(x) pour tout x ∈ R+ \ [Xε −
√
ε,X],

ρ(x)−√ε ρ̃ pour tout x ∈ [Xε −
√
ε,Xε],

ρ(x) + ρ̃ pour tout x ∈ (Xε, X],

où ρ̃ est �xé tel que

ε ρ̃+

ˆ X

Xε

ρ(x) dx = ε ρ̄. (4.124)

On s'intéresse à la quantité

0 ≤
J(X0,µ0)(Xε, µε)− J(X0,µ0)(X,µ)

ε
= Q20 +Q21 +Q22 + α, (4.125)

avec

Q20 =
1

2 ε τ

(
d2

2(µε, µ
0)− d2

2(µ, µ0)
)
,

Q21 =
λ

2 ε τ

(
(Xε −X0)2 − (X −X0)2)

)
,

Q22 =
1

ε
(EB(Xε, ρε)−EB(X, ρ)) .
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Pour le termeQ20, quitte à choisir ε > 0 tel queXε−
√
ε > `1 si R < R0 ouXε−

√
ε > `2 si

R > R0, on peut supposer que le plan de transport γ envoie la mesure ρL (Xε−
√
ε,Xε)

via une application de transport optimal T . Autrement dit, γ est de la forme

γ (Xε −
√
ε,Xε)× (T (Xε −

√
ε), T (Xε)) = (Id, T )# ρL (Xε −

√
ε,Xε).

On dé�nit γε ∈ Γ(µε, µ
0) par

γε = γ R2 \ (Xε −
√
ε,Xε)× (T (Xε −

√
ε), T (Xε))

+ (Id, T )#

(
ρ−√ερ̃

)
L (Xε −

√
ε,Xε)

+ (D5, T )#

√
ερ̃L (Xε −

√
ε,Xε).

L'applicationD5 : (Xε−
√
ε,Xε)→ (Xε, X) est dé�nie parD5(x) = Xε+

√
ε (x−Xε+

√
ε)

telle que

D5#

[√
ερ̃L (Xε −

√
ε,Xε)

]
= ρ̃L (Xε, X).

On véri�e ensuite sans di�cultés que π1# γε = µε et π2# γε = µ0. Pour le terme Q20 on
a

Q20 ≤ −
1

2ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(x− T (x))2√ε ρ̃ dx+

1

2ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− T (x))2√ε ρ̃ dx.

En insérant x dans le deuxième terme du membre de droite et en développant le carré,
on obtient

Q20 ≤
1

2ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− x)2√ε ρ̃ dx

+
1

ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− x) (x− T (x))

√
ερ̃ dx.

Par monotonie de T on a T (x) ≤ T (X) = X pour tout x ∈ (Xε −
√
ε,Xε) et

∣∣∣∣
1

ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− x) (x− T (x))

√
ερ̃ dx

∣∣∣∣

≤ 2X ρ̃√
ε τ

ˆ Xε

Xε−
√
ε

∣∣D5(Xε −
√
ε)−Xε +

√
ε
∣∣ dx.

Puisque D5(Xε −
√
ε)−Xε +

√
ε =
√
ε on en déduit que

1

ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− x) (x− T (x))

√
ερ̃ dx = O(

√
ε). (4.126)

Un calcul similaire permet également d'obtenir

1

2ετ

ˆ Xε

Xε−
√
ε
(D5(x)− x)2√ε ρ̃ dx = O(ε). (4.127)
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On déduit de (4.126) et (4.127) que

Q20 = O(
√
ε) (4.128)

Pour Q21, on a

Q21 = −λ X −X
0

τ
+ o(ε). (4.129)

Pour Q22 on obtient par dé�nition de ρε

Q22 =
1

ε

ˆ Xε

Xε−
√
ε

(
f(ρ(x)− ρ̃√ε)− f(ρ(x))

)
dx− 1

ε

ˆ X

Xε

f(ρ(x)) dx.

Un développement limité de f implique que

Q22 =
−ρ̃√
ε

ˆ Xε

Xε−
√
ε
f ′(ρ(x)) dx− 1

ε

ˆ X

Xε

f(ρ(x)) dx+O(
√
ε). (4.130)

On passe alors à la limite ε→ 0 dans l'inégalité (4.125) et en utilisant (4.128)-(4.130) on
obtient

λ
X −X0

τ
≤ α− (ρ̄− ρ(X)) + ρ̄ (log ρ̄− log ρ(X)). (4.131)

Pour passer à la limite ε → 0 pour le terme Q22 on utilise l'égalité de masse (4.124)
véri�ée par ρ̃ et on a

ρ̃→ ρ̄− ρ(X) quand ε→ 0.

On déduit ainsi de (4.123) et (4.131) l'égalité (4.117), ce qui conclut la preuve de la
Proposition 4.4.6.

4.5 Preuve du Théorème 4.2.4

Pour démontrer le Théorème 4.2.4, on établit, dans la Proposition 4.2.3, l'équation
d'Euler-Lagrange véri�ée par les solutions de (4.24) et, via des estimations uniforme en
τ , on prouve, dans la Proposition 4.5.2, l'existence des fonctions X, ρ et R introduites
dans le Théorème 4.2.4. Il ne nous reste plus alors qu'a prouver que ces fonctions sont
solutions faibles de (4.1)-(4.2).

4.5.1 Preuve de la Proposition 4.2.3

D'après la Proposition 4.4.1, pour tout ξ ∈ D(0, X) l'égalité suivante est satisfaite

1

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx−

ˆ X

0
ξ′(x) ρ(x) dx = 0.
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Par régularité de ρ|(0,X), voir Corollaire 4.4.2, on e�ectue une intégration par parties dans
la seconde intégrale, on obtient

1

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx+

ˆ X

0
ξ(x) ∂x,aρ(x) dx = 0. (4.132)

On peut alors étendre par densité à tout ξ ∈ D([0,+∞)) l'égalité précédente et on en
déduit la réécriture de (4.132) suivante :

1

τ

ˆ X

0
ξ(x) (x− T (x)) ρ(x) dx+

ˆ X

0
ξ(x) ∂x,aρ(x) dx = 0, ∀ξ ∈ D([0,+∞)). (4.133)

On considère alors ξ = ψ′ avec ψ ∈ D([0,+∞)) comme fonction test pour (4.133) et on
dé�nit

q =
1

τ

ˆ X

0
ψ′(x) (x− T (x)) ρ(x) dx.

Dans la suite on veut réécrire le terme q a�n d'obtenir (4.39). Dans un premier temps
nous allons établir

q =
1

τ

ˆ X

0
ρ(x)ψ(x) dx− 1

τ

ˆ T (X)

0
ρ0(x)ψ(x) dx+ ψ(0)

R−R0

τ

+O


‖ψ

′‖∞
τ





´ `1
0 (x+ c

√
τ) ρ(x) dx

´ `2
0 x ρ0(x) dx








+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T (x)|2 ρ(x)dx

)
, (4.134)

où le terme entre accolades dépend de R ∧ R0. Pour établir (4.134), il y a deux cas à
distinguer :

Cas R < R0. Dans ce cas, on décompose le terme q en

q =
1

τ

ˆ `1

0
ψ′(x) (x+ c

√
τ) ρ(x) dx+

1

τ

ˆ X

`1

ψ′(x) (x− T1(x)) ρ(x) dx. (4.135)

En écrivant ψ′(x)(x − T1(x)) = ψ(x) − ψ(T1(x)) + O(‖ψ′′‖∞|x − T1(x)|2), on remarque
que

1

τ

ˆ X

`1

ψ′(x) (x− T1(x)) ρ(x) dx =
1

τ

ˆ X

`1

ψ(x) ρ(x) dx

− 1

τ

ˆ X

`1

ψ(T1(x)) ρ(x) dx+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T1(x)|2 ρ(x) dx

)
.
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Or, en notant

q1 =
1

τ

ˆ X

`1

ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ X

`1

ψ(T1(x)) ρ(x) dx,

on a

q1 =
1

τ

ˆ X

`1

ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ T1(X)

0
ψ(x) ρ0(x) dx,

et donc

q1 =
1

τ

ˆ X

0
ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ T1(X)

0
ψ(x) ρ0(x) dx+

R−R0

τ
ψ(0)

+
1

τ

ˆ `1

0
(ψ(0)− ψ(x)) ρ(x) dx.

Ainsi par régularité de ψ on en déduit que

q1 =
1

τ

ˆ X

0
ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ T1(X)

0
ψ(x) ρ0(x) dx

+
R−R0

τ
ψ(0) +O

( ||ψ′||∞
τ

ˆ `1

0
x ρ(x) dx

)
.

Finalement, on obtient que

q = q1 +
1

τ

ˆ `1

0
ψ′(x) (x + c

√
τ) ρ(x) + O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T1(x)|2 ρ(x) dx

)
,

ce qui permet de conclure que

q =
1

τ

ˆ X

0
ρ(x)ψ(x) dx− 1

τ

ˆ T1(X)

0
ρ0(x)ψ(x) dx

+ ψ(0)
R−R0

τ
+O

(‖ψ′‖∞
τ

ˆ `1

0
(x+ c

√
τ) ρ(x) dx

)

+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T1(x)|2 ρ(x) dx

)
. (4.136)

Cas R > R0. Dans ce cas, toujours en écrivant ψ′(x)(x − T2(x)) = ψ(x) − ψ(T2(x)) +
O(‖ψ′′‖∞|x− T2(x)|2), on remarque que

q =
1

τ

ˆ X

0
ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ X

0
ψ(T2(x)) ρ(x) dx

+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T2(x)|2 ρ(x)dx

)
,
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d'où

q =
1

τ

ˆ X

0
ψ(x) ρ(x) dx− 1

τ

ˆ T2(X)

`2

ψ(x) ρ0(x) dx

+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T2(x)|2 ρ(x)dx

)
.

En argumentant comme dans le cas précédent on obtient

q =
1

τ

ˆ X

0
ρ(x)ψ(x) dx− 1

τ

ˆ T2(X)

0
ρ0(x)ψ(x) dx

+ ψ(0)
R−R0

τ
+O

(‖ψ′‖∞
τ

ˆ `2

0
x ρ0(x) dx

)

+O

(‖ψ′′‖∞
τ

ˆ +∞

0
|x− T2(x)|2 ρ(x)dx

)
. (4.137)

Ainsi on déduit de (4.136)-(4.137) l'égalité (4.134).
En�n pour obtenir (4.39) il su�t de remarquer que par monotonie du transport optimal,
on a T (x) = x pour x ≥ X ∨X0 = X d'après le Théorème 4.2.3, d'où

1

τ

ˆ X

0
ρ(x)ψ(x) dx− 1

τ

ˆ T (X)

0
ρ0(x)ψ(x) dx =

ˆ X

0

ρ(x)− ρ0(x)

τ
ψ(x) dx.

De plus, toujours d'après le Théorème 4.2.3, on a X0 ≤ X et donc ρ0(x) = ρ̄ pour tout
x ∈ (X,+∞) et on en déduit que

1

τ

ˆ X

0
ρ(x)ψ(x) dx− 1

τ

ˆ T (X)

0
ρ0(x)ψ(x) dx =

ˆ ∞
0

ρ(x)− ρ0(x)

τ
ψ(x) dx. (4.138)

Ainsi en regroupant (4.134) et (4.138) on obtient l'égalité (4.39) avec le contrôle (4.40)
du terme de reste Q. Ce qui achève la preuve de la Proposition 4.2.3.

4.5.2 Estimations a priori

Pour τ > 0 un pas de temps de l'intervalle (0, T ) avec 0 < T < +∞ �xé, nous
rappelons la dé�nition du schéma itératif (4.41). Partant de (X0, µ0) ∈ A véri�ant les
hypothèses du Théorème 4.2.3 nous cherchons à déterminer pour tout 0 ≤ n ≤ NT − 1
(avec NT un entier tel que NT τ = T ) un couple (Xn+1, µn+1) ∈ A solution du problème

(Xn+1, µn+1) = argmin(Y,ν)∈A

{
1

2τ
d2((Y, ν); (Xn, µn)) + E(Y, ν)

}
,

où d et E sont introduites à la Section 4.2.3. Une application récursive du Théorème 4.2.3
permet de déduire l'existence de (Xn, µn) ∈ Aa,m pour tout 1 ≤ n ≤ NT solution du
problème (4.41). On établit dans le résultat suivant des estimations a priori uniforme en
τ véri�ées par la suite (Xn, µn)0≤n≤NT .
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Lemme 4.5.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, il existe une constante C stric-
tement positive et indépendante de τ telle que

NT−1∑

n=0

d2
2(µn+1, µn)

τ
≤ C, (4.139)

NT−1∑

n=0

(Xn+1 −Xn)2

τ
≤ C. (4.140)

et

NT−1∑

n=0

|Rn+1 −Rn| ≤ C. (4.141)

Preuve du Lemme 4.5.1. En utilisant (Xn, µn) comme mesure admissible pour la
fonctionnelle J(Xn,µn) on a, par optimalité de (Xn+1, µn+1), pour tout 0 ≤ n ≤ NT − 1

1

2τ
d2

2(µn+1, µn) +
λ

2τ
(Xn+1 −Xn)2 ≤

ˆ Xn

0
f(ρn(x)) dx−

ˆ Xn+1

0
f(ρn+1(x)) dx

+ α(Xn+1 −Xn) + β(Rn+1 −Rn),

où f(x) = x log(x/ρ̄). En sommant cette dernière inégalité on obtient

NT−1∑

n=0

1

2τ
d2

2(µn+1, µn) + λ

NT−1∑

n=0

(Xn+1 −Xn)2

2τ
≤
ˆ X0

0
f(ρ0(x)) dx

+ (α+ ρ̄ exp(−1))XNT + β (RNT −R0),

où on a utilisé le fait que f(x) ≥ −ρ̄ exp(−1) pour tout x ∈ R+. De plus, comme

RNT = −
ˆ XNT

0
(ρNT − ρ̄) ≤ ρ̄ XNT ,

on obtient l'inégalité suivante

NT−1∑

n=0

1

2τ
d2

2(µn+1, µn) + λ

NT−1∑

n=0

(Xn+1 −Xn)2

2τ
≤
ˆ X0

0
f(ρ0)

+ (α+ ρ̄(1 + exp(−1))XNT − β R0.

On en déduit l'existence d'une constante C indépendante de τ véri�ant (4.139) et (4.140).
Par ailleurs, dans le cas où Rn+1 < Rn on a

d2
2(µn+1, µn) =

ˆ `n+1
1

0
(x+ c

√
τ)2 ρn+1(x) dx+

ˆ +∞

`n+1
1

(x− Tn+1
1 (x))2 ρn+1(x) dx,
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où `n+1
1 est dé�nie comme dans la Section 4.2.3. On obtient ainsi

d2
2(µn+1, µn) ≥ c2 τ

ˆ `n+1
1

0
ρn+1(x) dx = c2 τ (Rn −Rn+1).

Un raisonnement similaire dans le cas Rn+1 > Rn permet de déduire que pour tout
0 ≤ n ≤ NT − 1 on a

c2 |Rn+1 −Rn| ≤ d2
2(µn+1, µn)

τ
.

Ainsi on obtient par le biais de (4.139) l'existence d'une constante C indépendante de τ
véri�ant (4.141), ce qui conclut la preuve du Lemme 4.5.1.

Nous rappelons que les fonctions ρτ , Xτ , X̃τ et R̃τ obtenues à partir des solutions
(Xn, µn)0≤n≤NT du problème (4.41), sont dé�nies par

ρτ (t) = ρn+1, Xτ (t) = Xn+1 pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ],

avec ρτ (0) = ρ0, Xτ (0) = X0 et

X̃τ (t) =
t− nτ
τ

Xn+1 +
(n+ 1)τ − t

τ
Xn pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ],

R̃τ (t) =
t− nτ
τ

Rn+1 +
(n+ 1)τ − t

τ
Rn pour t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ],

avec X̃τ (0) = X0 et R̃τ (0) = R0. Ces fonctions véri�ent le résultat :

Proposition 4.5.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, alors pour tout ψ ∈ D([0,+∞)×
[0, T )) l'inégalité suivante est véri�ée

∣∣∣∣∣−
ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ∂τt ψ(x, t)dx dt− 1

τ

ˆ τ

0

ˆ
R+

ρ0(x)ψ(x, t) dx dt

+

ˆ T

0
(R̃τ )′(t)ψ(0, t) dt+

ˆ T

0

ˆ Xτ (t)

0
∂x,aρ

τ (x, t) ∂xψ(x, t) dx dt

∣∣∣∣∣

≤
dT/τe∑

n=0

τ |Qn|, (4.142)

où

∂τt ψ(x, t) =
ψ(x, t)− ψ(x, t− τ)

τ
,

et il existe une constante C indépendante de τ telle que

dT
τ
e∑

n=0

τ |Qn| ≤ C
(
||∂2

xψ||∞ τ + ||∂xψ||∞
√
τ
)
. (4.143)
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De plus pour tout φ ∈ C(0, T ) on a

λ

ˆ T

0
X̃τ (t)′ φ(t) dt = α

ˆ T

0
φ(t) dt−

ˆ T

0
(ρ̄− ρτ (Xτ (t), t)) φ(t) dt

+ ρ̄

ˆ T

0
(log ρ̄− log ρτ (Xτ (t), t)) φ(t) dt. (4.144)

Preuve de la Proposition 4.5.1. Il su�t d'établir le contrôle (4.143) sur la somme des
termes de reste Qn. En e�et, l'inégalité (4.142) se déduit directement de (4.39) et d'une
intégration par parties discrète et (4.144) est une conséquence immédiate de (4.117).
Pour la somme des termes de reste on a d'après la Proposition 4.2.3, pour tout ψ ∈
D([0,+∞)× [0, T )), la décomposition suivante

dT
τ
e∑

n=0

τ |Qn| ≤ ||∂2
xψ||∞

NT−1∑

n=0

d2
2(µn+1, µn) + ||∂xψ||∞ (Q23 +Q24) ,

avec

Q23 =

NT−1∑

n=0

ˆ `n+1
1

0
x ρn+1(x) dx+

NT−1∑

n=0

ˆ `n+1
2

0
x ρn(x) dx,

Q24 =

NT−1∑

n=0

c
√
τ

∣∣∣∣∣

ˆ `n+1
1

0
ρn+1(x) dx

∣∣∣∣∣ .

Pour Q23 on remarque que

ˆ `n+1
1

0
x ρn+1(x) dx =

1

4c
√
τ

ˆ `n+1
1

0
4c
√
τ x ρn+1(x) dx

≤ 1

4c
√
τ

ˆ `n+1
1

0
|x+ c

√
τ |2 ρn+1(x) dx

≤ 1

4c
√
τ

ˆ `n+1
1

0
|x− Tn+1

1 (x)|2 ρn+1(x) dx.

Des manipulations similaires pour l'autre terme dé�nissant Q23 permettent d'obtenir

Q23 ≤
√
τ

4c

NT−1∑

n=0

d2
2(µn+1, µn)

τ
. (4.145)

Pour Q24, par dé�nition de `n+1
1 on a

Q24 ≤ c
√
τ

NT−1∑

n=0

∣∣Rn+1 −Rn
∣∣ . (4.146)
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En�n, on déduit de (4.139), (4.141), (4.145) et (4.146) l'existence d'une constante C
indépendante de τ telle que

dT
τ
e∑

n=0

τ |Qn| ≤ C
(
||∂2

xψ||∞ τ + ||∂xψ||∞
√
τ
)
,

ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.1.

4.5.3 Compacité et passage à la limite

On est à présent en mesure de passer à la limite τ → 0 et d'établir l'existence des
fonctions X, ρ et R introduites dans le Théorème 4.2.4.

Proposition 4.5.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, il existe X ∈ H1(0, T ) telle
que, à une sous-suite extraite près,

X̃τ → X fortement dans L2(0, T ), (4.147)
(
X̃τ
)′
⇀ X ′ faiblement dans L2(0, T ). (4.148)

Il existe R ∈ BV (0, T ) telle que, à une sous-suite extraite près,

R̃τ → R fortement dans L1(0, T ), (4.149)

(R̃τ )′ ⇀ R′ faiblement au sens des mesures de Radon. (4.150)

De plus, il existe ρ telle que l'application t ∈ [0, T ] → ρ(t) soit 1
2 -Hölderienne pour la

métrique Wb2 et telle que, à une sous-suite extraite près,

ρτ → ρ uniformément pour Wb2.

En�n cette fonction limite ρ appartient à L2(0, T ;BVloc(R+)) et

ρτ → ρ fortement dans Lp(0, T ;Lploc(R+)), ∀1 ≤ p <∞. (4.151)

En outre, ∂x,aρ appartient à L2((0, T ) × R+) et donc pour presque tout t ∈ (0, T ) on a
ρ(·, t)|(0,X(t)) ∈ H1.

Dans un premier temps, on remarque, en adaptant la construction de d2 faite à la
Section 4.2.2, que la métrique Wb2, introduite dans la même section, peut être dé�nie
pour deux mesures ρn+1 et ρn issues de µn+1 et µn pour 0 ≤ n ≤ NT − 1 de la façon
suivante

Wb2(ρn+1, ρn) = inf
{
W2(ρn+1 + α1 δ0, ρ

n + α2 δ0) : α1, α2 ∈ R,ˆ
R+

ρn+1(x) dx+ α1 =

ˆ
R+

ρn(x) dx+ α2

}
.
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En particulier, on remarque par dé�nition de Wb2, que pour tout 0 ≤ n ≤ NT − 1 on a
l'inégalité

Wb2(ρn+1, ρn) ≤ d2(µn+1, µn). (4.152)

Preuve de la Proposition 4.5.2. Pour les résultats de convergences (4.147) et (4.148),
on commence par remarquer que pour tout T <∞ alors par croissance de l'interface on
a 0 ≤ Xn ≤ XNT <∞ pour tout 0 ≤ n ≤ NT . De plus, on déduit de l'estimation (4.140)
que X̃τ est uniformément bornée dans H1(0, T ).
Pour les résultats de convergence (4.149) et (4.150), on commence par remarquer d'après
la relation

Rn = −
ˆ Xn

0
ρn(x) dx+Xn ρ̄,

que pour tout 0 ≤ n ≤ NT on a

|Rn| ≤ Xn ρ̄ ≤ XNT ρ̄.

On en déduit, par dé�nition de R̃τ l'estimation suivante

ˆ T

0

∣∣∣R̃τ (t)
∣∣∣ dt ≤ 2T XNT ρ̄.

De plus, on conclut de (4.141) que R̃τ est uniformément bornée dans W 1,1(0, T ) ⊂
BV (0, T ). En appliquant le [36, Théorème 5.5], on obtient alors l'existence de R ∈
BV (0, T ) telle que, à une sous-suite extraite près,

R̃τ → R fortement dans L1(0, T ).

On identi�e ensuite tout élément de L1(0, T ) à un élément de l'ensemble des mesures de
RadonM(0, T ), avec l'abus classique permettant de confondre une mesure et sa densité,
et on obtient l'existence de P ∈M(0, T ) telle que, à une sous-suite extraite près,

(R̃τ )′ ⇀ P faiblement au sens des mesures de Radon.

Il reste alors à identi�er au sens des distributions P et R′ a�n d'obtenir le résultat de
convergence (4.150).
On considère à présent t1, t2 ∈ [0, T ] avec t1 < t2. On dé�nit alors i1 =

⌊
t1
τ

⌋
et i2 =

⌊
t2
τ

⌋

véri�ant

i2 − i1 ≤
t2 − t1
τ

+ 1.
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On obtient alors en utilisant l'inégalité (4.152) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Wb2(ρτ (t2), ρτ (t1)) ≤
i2+1∑

j=i1

d2(µn+1, µn)

≤
√
i2 − i1




i2∑

j=i1

d2
2(µn+1, µn)




1/2

≤ 1√
τ

√
t2 − t1 + τ



NT−1∑

j=0

d2
2(µn+1, µn)




1/2

.

On déduit de (4.139)

Wb2(ρτ (t2), ρτ (t1)) ≤ C
√
t2 − t1 + τ . (4.153)

De plus, en tronquant en espace les mesures t ∈ [0, T ] 7→ ρτ (t) à partir d'un certain
rang Λ, pour Λ > XNT + 1, alors ρτ|(0,Λ) ∈ M≤M (0,Λ), oùM≤M (0,Λ) désigne l'espace
des mesures positives et absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue
sur (0,Λ) de masses plus petites ou égales à M , ici M = ρ̄Λ convient. Or, d'après la
Proposition 4.2.2 cet espace est compact pour la métrique Wb2. On peut alors appliquer
une version ra�né du théorème d'Arzela-Ascoli à l'ensemble {ρτ (t) : τ ∈ (0, 1], t ∈
[0, T ] }, voir [7, Proposition 3.3.1]. On en déduit l'existence de ρ absolument continue
pour Wb2, où pour tout t ∈ [0, T ] on étend ρ(t) par ρ̄ pour x > Λ, telle que, à une
sous-suite extraite près,

ρτ →
τ↓0

ρ uniformément pour Wb2.

La régularité 1
2 -Hölderienne de l'application t ∈ [0, T ] → ρ(t) est obtenue à partir

de (4.153) en faisant tendre τ vers 0.
A présent, par le biais de la Proposition 4.4.5, on sait que ρτ ∈ L2(0, T ;L2

loc(R+)). On
considère alors ξ ∈ C1

c (R+) avec ||ξ||∞ ≤ 1 on a

ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ξ′(x) dxdt =

NT−1∑

n=0

τ

ˆ
R+

ρn+1(x) ξ′(x) dx

=

NT−1∑

n=0

τ

[ˆ Xn+1

0
ρn+1(x)ξ′(x) dx− ρ̄ξ(Xn+1)

]
.

D'où

ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ξ′(x) dxdt = −
NT−1∑

n=0

τ

ˆ Xn+1

0
∂x,aρ

n+1(x) ξ(x)

+

NT−1∑

n=0

τ (ρn+1(Xn+1)− ρ̄) ξ(Xn+1),
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et

∣∣∣∣
ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ξ′(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤
NT−1∑

n=0

τ
∣∣∣∣∂x,aρn+1

∣∣∣∣
L2(0,Xn+1)

||ξ||L2(0,Xn+1)

+ 2T ρ̄.

L'inégalité de Young nous donne alors

∣∣∣∣
ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ξ′(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤
1

2

NT−1∑

n=0

τ
∣∣∣∣∂x,aρn+1

∣∣∣∣2
L2(0,Xn+1)

+
1

2

NT−1∑

n=0

τ Xn+1 + 2T ρ̄.

On obtient d'après (4.116) l'inégalité suivante

∣∣∣∣
ˆ T

0

ˆ
R+

ρτ (x, t) ξ′(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤
XNT ρ̄

2

NT−1∑

n=0

d2
2(µn+1, µn)

τ
+
XNT

2
T + 2T ρ̄ <∞.

Ainsi ρτ est uniformément bornée dans L2(0, T ;BVloc(R+)). Il existe alors v ∈ L2(0, T ;BVloc(R+))
telle que

ρτ → v fortement dans L1(0, T ;L1
loc(R+)), (4.154)

voir [36, Théorème 5.5]. De plus, d'après la Proposition 4.2.2, la distance Wb2 mé-
trise la convergence faible des mesures, on en déduit par identi�cation que v = ρ au
sens des distributions. En particulier, on a ρ ∈ L2(0, T ;BVloc(R+)) et le résultat de
convergence (4.151) se déduit de (4.154) et du résultat sur les bornes L∞ obtenu à la
Proposition 4.4.5.
L'injection H1(0, T ) ↪→ C([0, T ]) et (4.147) permettent de déduire que Xτ converge
uniformément vers X. Ainsi, on conclut de la convergence forte de ρτ vers ρ dans
L1(0, T ;L1

loc(R+)) que pour presque tout t ∈ [0, T ] alors ρ(x, t) = ρ̄ pour x > X(t).
Donc, pour montrer que pour presque tout t ∈ [0, T ] on a ∂x,aρ(·, t) ∈ L2(R+), il suf-
�t de montrer que ∂x,aρ(·, t)|(0,X(t)) ∈ L2. Pour cela, on considère ρ̃τ dé�nit pour tout
t ∈ (nτ, (n+ 1)τ ] par ρ̃τ (t) = ρ̃n+1 et ρ̃τ (0) = ρ0 avec

ρ̃n+1(x) =

{
ρn+1(x) pour 0 < x < Xn+1,

ρn+1(Xn+1) pour x ≥ Xn+1.

On déduit de l'estimation (4.116) que ∂xρ̃τ est uniformément bornée dans L2((0, T )×R+)
et donc il existe ρ̃ ∈ L2(0, T ;H1

loc(R+) telle que

∂xρ̃
τ ⇀ ∂xρ̃ faiblement dans L2(0, T ;L2(R+)).
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Comme pour tout (x, t) ∈ (0, Xτ (t))×(0, T ) on a ρτ (x, t) = ρ̃τ (x, t) alors (4.151) implique
que pour presque tout (x, t) ∈ (0, X(t))× (0, T ) on a ρ(x, t) = ρ̃(x, t). On en déduit que
pour presque tout t ∈ (0, T ) et ξ ∈ D(0, X(t)) on a

ˆ X(t)

0
ρ(x, t) ξ′(x) dx =

ˆ X(t)

0
ρ̃(x, t) ξ′(x) dx.

Ainsi au sens des distributions pour presque tout (x, t) ∈ (0, X(t))×(0, T ) alors ∂x,aρ(x, t) =
∂xρ̃(x, t) et donc ∂x,aρ(·, t)|(0,X(t)) ∈ L2. Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.2.

On établit à présent un résultat sur la convergence des traces.

Proposition 4.5.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, les fonctions limites obte-
nues dans la Proposition 4.5.2 véri�ent pour tout 1 ≤ p < +∞ les résultats de convergence
de traces suivants

(ˆ T

0
|ρτ (Xτ (t), t)− ρ(X(t), t)|p dt

)1/p

→ 0 quand τ → 0, (4.155)

(ˆ T

0
|ρτ (0, t)− ρ(0, t)|p dt

)1/p

→ 0 quand τ → 0. (4.156)

Preuve de la Proposition 4.5.3. On déduit de la Proposition 4.4.5 qu'il su�t de prou-
ver le résultat (4.155) et (4.156) pour p = 1. On commence par établir (4.155). L'injection
H1(0, T ) ↪→ C([0, T ]) et (4.147) permet de déduire que Xτ converge uniformément vers
X. On dé�nit alors pour tout t ∈ [0, T ] et s ∈ R+

X̌τ (t, s) = min(Xτ (t), X(t))− s.

On considère ensuite pour ε > 0 la décomposition suivante
ˆ T

0
|ρτ (Xτ (t), t)− ρ(X(t), t)| dt ≤ Q25(ε) +Q26(ε) +Q27(ε),

avec

Q25(ε) =

ˆ T

0

 ε

0

∣∣ρτ (Xτ (t), t)− ρτ (X̌τ (t, s), t)
∣∣ ds dt,

Q26(ε) =

ˆ T

0

 ε

0

∣∣ρτ (X̌τ (t, s), t)− ρ(X̌τ (t, s), t)
∣∣ ds dt,

Q27(ε) =

ˆ T

0

 ε

0

∣∣ρ(X̌τ (t, s), t)− ρ(X(t), t)
∣∣ ds dt.

On considère dans un premier temps le terme Q26(ε). On remarque, par construction de
X̌τ , que pour tout s ∈ (0, ε) et t ∈ (0, T )

0 ≤ X̌τ (t, s) ≤ Xτ (t) et 0 ≤ X̌τ (t, s) ≤ X(t).
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On déduit alors de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Q26(ε) ≤ 1√
ε

ˆ T

0
||ρτ (t)− ρ(t)||L2(R+) dt.

On remarque que pour presque tout t ∈ [0, T ] la norme L2(R+) de ρτ (t)− ρ(t) est bien
dé�nie puisque ces fonctions sont égales à ρ̄ à partir d'un certain 0 < Λ <∞. Une autre
application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

Q26(ε) ≤
√
T√
ε
||ρτ − ρ||L2((0,T )×R+). (4.157)

On considère ensuite Q27(ε) et on écrit

Q27(ε) ≤
ˆ T

0

 ε

0

ˆ X(t)

X̌τ (t,s)
|∂x,aρ(y, t)| dy ds dt.

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

Q27(ε) ≤
ˆ T

0

 ε

0
|X̌τ (t, s)−X(t)|1/2 ||∂x,aρ(t)||L2(R+) ds dt.

On a alors

Q27(ε) ≤
ˆ T

0
||∂x,aρ(t)||L2(R+)

( ε

0
|Xτ (t)−X(t)− s|1/2 ds

)
dt.

Si on applique une nouvelle fois l'inégalité de Cauchy-Schwarz on en déduit

Q27(ε) ≤ 1√
ε

ˆ T

0
||∂x,aρ(t)||L2(R+)

(ˆ ε

0
|Xτ (t)−X(t)− s| ds

)1/2

dt

≤ 1

2
√
ε

ˆ T

0
||∂x,aρ(t)||L2(R+)

(
||Xτ −X||∞ ε+ ε2

)1/2
dt,

où on utilise l'inégalité |X̌τ (t, s) − X(t)| ≤ (Xτ (t) − X(t))/2. Une dernière application
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

Q27(ε) ≤
√
T

2
||∂x,aρ||L2((0,T )×R+) (||Xτ −X||ε + ε)1/2 . (4.158)

On en déduit un contrôle similaire du termeQ27(ε). En choisissant ε = ||ρτ−ρ||2/3
L2((0,T )×R+)

on déduit de (4.157) et (4.158) que

ˆ T

0
|ρτ (Xτ (t), t)− ρ(X(t), t)| dt→ 0 quand τ → 0.
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Ce qui conclut la preuve de (4.155).
De façon similaire, pour établir (4.156) on considère pour ε > 0 la décomposition suivante

ˆ T

0
|ρτ (0, t)− ρ(0, t)| dt ≤ Q28(ε) +Q29(ε) +Q30(ε),

avec

Q28(ε) =

ˆ T

0

 ε

0
|ρτ (0, t)− ρτ (x, t)| ds dt,

Q29(ε) =

ˆ T

0

 ε

0
|ρτ (x, t)− ρ(x, t)| ds dt,

Q30(ε) =

ˆ T

0

 ε

0
|ρ(x, t)− ρ(0, t)| ds dt.

On commence par remarquer, par régularité de ρ, que

lim
ε→0

Q30(ε) = 0.

Par ailleurs, des manipulations similaires à ce qui précède permettent d'établir les inéga-
lités suivantes

Q28(ε) ≤ ε
√
T√
2
||∂x,aρτ ||L2(0,T )×(0,+∞)),

et

Q29(ε) ≤
√
T√
ε
||ρτ − ρ||L2(0,T )×(0,+∞)).

Il su�t alors de conclure comme précédemment pour obtenir le résultat de conver-
gence (4.156). Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.3.

Comme conséquence immédiate de la Proposition 4.5.3 ainsi que de la Proposi-
tion 4.4.5 et du théorème de convergence dominée on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.5.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, les fonctions limites obtenues
dans la Proposition 4.5.2 véri�ent pour tout 1 ≤ p < +∞,

(ˆ T

0
|log ρτ (Xτ (t), t)− log ρ(X(t), t)|p dt

)1/p

→ 0 quand τ → 0.

On prouve à présent un résultat sur la trace en 0 de la fonction limite ρ obtenue dans
le Proposition 4.5.2.

Proposition 4.5.4. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.4, la fonction limite ρ obtenue
à la Proposition 4.5.2 véri�e pour presque tout t ∈ (0, T )

ρ(0, t) ∈ [ρ−, ρ+].
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Preuve de la Proposition 4.5.4. Le fait que pour presque tout t ∈ (0, T ) la fonction
ρ véri�e ρ(0, t) ≥ ρ− est une conséquence immédiate de la Proposition 4.4.5 et de la
Proposition 4.5.3.
On rappelle que d'après la Proposition 4.4.3 on a si Rn+1 > Rn pour un certain 0 ≤ n ≤
NT − 1,

ρn+1(0) = ρ+ exp

(
c `n+1

2√
τ

)
,

et dans les autres cas d'après la Proposition 4.4.2 et la Proposition 4.4.4 on a ρn+1(0) ≤ ρ+

si Rn+1 < Rn ou Rn+1 = Rn. De plus, d'après la Proposition 4.4.5 sur les bornes L∞ on
a ρn(x) ≤ ρ̄ et ρn(x) ≥ ρ− pour tout 0 ≤ n ≤ NT et tout x ∈ [0, Xn]. En particulier en
x = 0, on a si Rn+1 > Rn,

c `n+1
2 ≤

(
ln

ρ̄

ρ+

)√
τ = κ

√
τ . (4.159)

On veut à présent montrer que

ˆ T

0
[ρτ (0, t)− ρ+]+ dt→ 0 quand τ → 0, (4.160)

où [x]+ = max(x, 0). Pour 0 ≤ n ≥ NT − 1 tel que Rn+1 > Rn, on a

ρ− `
n+1
2 c2 τ ≤

ˆ `n+1
2

0
(x+ c

√
τ)2 ρn(x) dx ≤ d2

2(µn+1, µn).

En posant `n+1
2 = 0 quand Rn+1 ≤ Rn, on a par sommation et en utilisant le Lemme 4.5.1

c2ρ−

NT−1∑

n=0

`n+1
2 ≤

NT−1∑

n=0

d2
2(µn+1, µn)

τ
≤ C

D'où, en particulier,

NT−1∑

n=0

τ
c `n+1

2√
τ

= O(
√
τ). (4.161)

On dé�nit la fonction kτ par kτ (t) = c `n+1
2 /

√
τ pour τ ∈ (nτ, (n+ 1)τ ] et kτ (0) = 0. On

déduit de (4.161) que

ˆ T

0
kτ (t) dt→ 0 quand τ → 0. (4.162)

De même (4.159) s'écrit pour t ∈ (0, T )

kτ (t) ≤ κ. (4.163)
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On écrit maintenant,

ˆ
[ρτ (0, t)− ρ+]+ dt = ρ+

ˆ T

0

(
ek
τ (t) − 1

)
dt.

Par (4.159), on a pour tout t ∈ (0, T )

ek
τ (t) − 1 ≤ κ kτ (t),

et donc par (4.162), on a bien (4.160). Ce qui conclut la preuve de la Proposition 4.5.4.

On est à présent en mesure de prouver le résultat principal de ce travail.

Preuve du Théorème 4.2.4. l'égalité (4.7) se déduit directement de (4.144), de la
Proposition 4.5.3 ainsi que du Corollaire 4.5.1. De plus, la propriété (4.46) est une consé-
quence de la Proposition 4.5.4.
L'égalité (4.6) se déduit de l'inégalité (4.142), du contrôle sur la somme des termes de
reste (4.143) et des résultats de convergences obtenues dans la Proposition 4.5.2. Le
seul point délicat pour obtenir (4.6) est de montrer le résultat de convergence (4.45) qui
énonce que pour tout ψ ∈ D([0,+∞)× [0, T )) on ait

ˆ T

0

ˆ Xτ (t)

0
∂x,aρ

τ (x, t) ∂xψ(x, t) dx dt→
ˆ T

0

ˆ X(t)

0
∂x,aρ(x, t) ∂xψ(x, t) dx dt.

Pour cela, on écrit

ˆ T

0

ˆ Xτ (t)

0
∂x,aρ

τ (x, t) ∂xψ(x, t) dx dt = −
ˆ T

0

ˆ +∞

0
ρτ (x, t) ∂2

xψ(x, t) dxdt

+

ˆ T

0
(ρτ (Xτ (t), t)− ρ̄) ∂xψ(Xτ (t), t) dt

−
ˆ T

0
ρτ (0, t) ∂xψ(0, t) dt.

Il su�t alors d'utiliser la convergence forte de ρτ vers ρ dans Lp(0, T ;Lploc(R+)) ainsi
que le résultat sur la convergence forte des traces obtenu à la Proposition 4.5.3 a�n de
déduire (4.45). Ce qui conclut la preuve du Théorème 4.2.4.

4.6 Discussion autour de l'unicité

Concernant la possibilité d'établir l'unicité d'une solution à (4.1)-(4.2), notre espoir
est que le �ot de gradient basé sur une métrique de type Wasserstein dont on considère la
discrétisation ici soit contractant. Formellement, comme dans [61] nous voulons montrer
que l'énergie

E(X,µ) =

ˆ X

0
ρ ln

ρ

ρ̄
− αX + β R,
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est géodésiquement convexe pour la métrique

d2((X0, µ0), (X1, µ1)) = inf

ˆ 1

0

{ˆ
R
|v(x, s)|2 dµ(x, s) + |Ẋ(s)|2

}
ds, (4.164)

où l'in�mum est pris sur les X ∈ H1((0, 1), (0,+∞)) tels que X(0) = X0, X(1) = X1

et où v est un champ de vecteurs sur R × (0, 1) tel qu'il existe une mesure µ(s) sur R
pour 0 ≤ s ≤ 1 avec µ(0) = µ0, µ(1) = µ1, µ(s) − ρ̄L (X(s),+∞) supportée dans
(−∞, X(s)] et

∂tµ+ ∂x(v µ) = 0 sur (0, 1)× R.

La dé�nition (4.164) correspond à une réécriture de la distance de Wasserstein à l'aide
d'un problème de minimisation d'une fonctionnelle de Benamou-Brenier, voir [67, Théo-
rème 5.28]. Cependant, ce développement est à l'état d'ébauche et n'apparaît pas dans
ce manuscrit.
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Résumé

Dans cette thèse on s'intéresse à l'étude mathématique et numérique de modèles à
frontières libres intervenant en physique et en biologie. Dans une première partie on
considère un modèle de carbonatation des bétons armés. Ce modèle unidimensionnel est
composé d'un système d'équations paraboliques de type réaction-di�usion dé�ni sur un
domaine où une interface est �xe et l'autre mobile. Cette interface mobile est solution
d'une équation di�érentielle ordinaire et évolue au cours du temps suivant une loi en√
t. Dans un premier temps, on dé�nit pour ce modèle un schéma numérique de type

volumes �nis implicite/explicite en temps et on prouve la convergence de ce schéma.
Dans un second temps, on construit un schéma volumes �nis complètement implicite
permettant de démontrer la propagation en

√
t de l'interface mobile au niveau discret. On

s'intéresse ensuite à un système de di�usion croisée modélisant la croissance de bio�lms.
On introduit un schéma numérique de type volumes �nis préservant la structure de �ot
de gradient du modèle. On prouve alors l'existence de solutions et la convergence du
schéma. En�n, on établit via des outils du transport optimal et du calcul des variations
un résultat d'existence pour un modèle jouet de corrosion à frontière libre. Nous essayons
par l'introduction de ce problème de mieux comprendre la structure du modèle DPCM
(Di�usion-Poisson-Coupled-Model), également dé�ni sur domaine mobile, décrivant la
corrosion d'un baril métallique placé dans un milieu argileux (conditions de stockage des
déchets nucléaires) et pour lequel il n'existe aucun résultat d'existence.

Mots-clés: Equations aux dérivées partielles, analyse numérique, analyse, modélisation.

Abstract

This thesis deals with the numerical and mathematical study of models with free
boundaries coming from physics and biology. Inn the �rst part, we consider a model
which describes the carbonnation phenomena in reinforced concrete. The model involves
a system of 1D-parabolic equation of reaction di�usion type de�ned on a domain with
a moving boundary. The motion of this interface is governed by an ordinary di�erential
equation and it increases asymptotically as

√
t for large times. We �rst introduce a Finite

Volume numerical scheme for the model with implicit/explicit time discretization and we
prove its convergence. Next, we build a fully implicit scheme for which we are able to
establish the behavior in

√
t of the interface in this discrete setting. In a second part, we

study a cross-di�usion system modeling the expansion of some bio�lms. We introduce
a numerical scheme of Finite Volumes type which preserves the gradient �ow structure
of the model. We establish the existence of solutions to the scheme and its convergence
towards a solution to the original model. Eventually, we consider a toy model derived
from a more complete model called DPCM (Di�usion-Poisson-Coupled-Model). The later
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describes the corrosion of (nuclear waste) containers made of iron and stored in clay
soil. Again the model involves a free boundary whose position is part of the unknowns.
Using tools from Optimal Transport Theory and Calculus of Variations, we establish the
existence of a solution to the model. This is a �rst step towards the study of DPCM for
which no such result is available.

Keywords: Partial di�erential equations, numerical analysis, analysis, modelisation.
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