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Introduction

Given a number field K, denote by O its ring of integers and Cl(K) its class group.
Consider an extension of number fields F/K: [Nar04, Theorem 1.32], applied in the
case of number fields, implies the so-called Steinitz decomposition

OE ~ Og:K]—l T

for some ideal I of Og. Moreover, [Nar04, Theorem 1.39] implies that the isomorphism
still holds if we multiply I by a principal ideal. This means that the structure of Op as
an Ogx-module is determined by the class [I] € CI(K). We call [I] the Steinitz class of
E/K and we denote it by clg(Og).

Now, given a number field K and a finite group I', we define the subset of Cl(K) given
by the tamely realizable Steinitz classes over K with Galois group isomorphic to I" as

R, (0,K[T]) = {c € CI(K)|c = clg(Op) for E/K tamely ramified and Gal(E/K) = T'}.

The following is a classical conjecture in algebraic number theory (see, for example,
[BGSO06]).

Conjecture. For every choice of the base number field K and of the finite group T,
R, (0, KII') is a subgroup of CI(K).

This conjecture is still widely open, in particular in the case where I' is a non-abelian

simple group.

n!
2,8

non-abelian simple group. The original approach was to investigate the problem posed

Take, for example, I' = A,, for n > 5, the alternating group of degree n of order

by the above conjecture in an innovative way, using the Hilbert specialization of Galois
extensions of number fields.

This approach was, at first, very promising. On the one side, Hilbert specialization
lets us construct infinitely many extensions of number fields E/K of Galois group A,
from just one extension N/K(T') by specializing at different values ¢y € K. On the other
side, a famous problem in Inverse Galois Theory, the Beckmann-Black problem [Bla99), is
known to be true for every alternating group A, thanks to Mestre [Mes90|: this implies
that, for every number field K and every extension (in particular the tamely ramified
ones) F/K of Galois group A, there exists a regular extension N/K(T') of Galois group
A, such that F/K is its specialization at tg for some tg € K.



Introduction

Though still promising, this strategy encountered problems at the level of basic tools.

On the side of the Hilbert specialization, some pieces of information about the rami-
fication of ideals of Ok in Of can be deduced from the branch points of N/K(T), see
[Bec91l [Legl6], but other aspects are still unclear. For this reason, we want to increase
the complexity of the data, by looking at multivariate Galois extensions N/K(T1,...,Ty)
and by analyzing the specialization at the level of the ideals in K[T1,...,T},], or even
Ok|[Ty,...,T,], about which the knowledge is quite scarce. This is, indeed, what we will
deal with in Chapter 1.

On the side of the structure of Galois modules and Steinitz classes we approached
the problem in a new direction, following recent developments by Tsang [Tsal6, Tsal7],
which extended the problem from the ring of integers O to other ambiguous fractional
ideals of O, such as, for example, the square root of the inverse different, which we will
denote by Ag/ k-

We now present two topics through the introductions of the two papers, which will also
appear in the appropriate chapter to preserve the wholeness of the two texts. The intro-
duction to the second topic is here translated in English, for the sake of non-francophone
readers.

Introduction to the Hilbert specialization of parametrized
varieties

The Hilbert Irreducibility Theorem has been a core result in Field Arithmetic for many
decades. A simple form, see for example [FJ08, Page 218]|, says that, given an irreducible
polynomial P(T,Y) in Q(T")[Y], one can find infinitely many ¢ € Q such that the so-called
specialized polynomial P(t,Y) is irreducible in Q[Y].

This result has been generalized under many aspects. First of all, the notion of Hilber-
tian field has been introduced to identify all those fields K for which the previous state-
ment is verified in the case of polynomials, which are separable in Y, if we replace Q
with K, see for example [FJ08, Page 218|. Moreover, if K is of characteristic 0 or imper-
fect, the same result holds if we replace a separable irreducible polynomial in two vari-
ables P(T,Y) in K(T)[Y] with several irreducible polynomials P;(T,Y),..., P,(T,Y)
in K(T)[Y] in two arrays of variables, T = (T1,...,T,) and Y = (Y3,...,Ys) for r,s
positive integers: we can find a Zariski-dense subset H C A’ such that the polynomial
P;(t,Y) is irreducible in K[Y] for every t € H and i = 1,...,n, see for example [F.JOS,
Section 12.1].

If we look at this statement from a geometric point of view, another potential general-
ization arises naturally. Giving an irreducible polynomial P(T,Y) in K(T')[Y] is equiv-
alent to giving an irreducible K (7" )—hypersurfaceﬂ Vi) (P(L,Y)) in the s-dimensional

'The precise definition will be given later.
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affine space Ay over K (7). In these terms, for K Hilbertian and of characteristic
0 or imperfect, Hilbert Irreducibility says that for a Zariski-dense set of choices t of
the variables T in K", the specialized algebraic set Vi (P(t,Y)) C A% is an irreducible
K-hypersurface. It is then natural to ask if an analogous result holds in the case of
a K(T')-variety of codimension bigger than 1. In algebraic terms this is equivalent to
finding values ¢t in K" of T such that a nonzero prime ideal pp in K(T)[Y] remains a
nonzero prime ideal of K[Y] when specializing T at t. This is indeed one of the problems
we are addressing in Chapter 1.

We want to make another step further. Until now the Hilbert specialization has typ-
ically been intended for scalar values in K”. However, there is a recent result, see
[IBDN20], in which a polynomial version of the Schinzel hypothesis is proved by specializ-
ing at polynomial values instead of scalar values. Given irreducible polynomials P;(T,Y),
for i = 1,...,n, in a polynomial ring R[T,Y] for R an integral domain, the variables
T are replaced by polynomials Q(Y) = (Q1(Y),...,Q-(Y)), in the other variables and,
under appropriate assumptions, all the specialized polynomials P; (Q(Z),X) are shown
to remain irreducible in R[Y]. This recent development encourages us to pursue the
study of the specialization at polynomials. Indeed, another goal of Chapter 1 will be to
apply the results of the first part to obtain a more general version of them where the
specialization of the variables T' occurs at polynomials in (K[Y])" instead of scalars in
K.

Introduction to the Galois module structure of the square
root of the inverse different for metacyclic non-abelian
extensions

In Chapter 2, if K is a number field, O indicates its ring of integers and Cl(K) its class
group. If I is a fractional ideal of K, we denote its class in CI(K) by clx (1), or simply
by cl(I) if there cannot be any ambiguity.

Let k be a number field and I'" a finite group. Let M be a maximal Og-order in
the semisimple algebra k[I'] containing Og[I']; sometimes, to be more precise, we will
denote it by M(k[[']). Let Cl(Ok[I']) (resp. Cl(M)) be the class group of the locally
free Og[I']-modules (resp. M-modules) (see [Fr683, Chap. I]). Let M be a locally free
Og[I']-module. We can associate to M a class, denoted by [M], in Cl(Og[I']) and, by
scalar extension, the class of M ®¢, ) M, denoted by [M ®¢,r) M], in CI(M).

Let N/k be a Galois extension having Galois group isomorphic to I'; we will often say
that N/k is a I'-extension. Let 7 be an isomorphism between Gal(N/k) and I'. For every
v €T, we will denote m~1(7) € Gal(N/k) just by ~.

Let Dy, be the different of N/k. Assume that the square root of the inverse different

Dfl

Nk exists and denote it by Ay, Immediately, Ay, is an ambiguous fractional ideal

vii
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of the extension N/k (i.e. it is stable under the action of Gal(N/k), so it is a I-module).

We note that, by the Hilbert formula (see [Ser68, Proposition 4, p. 72]), if N/k is
tamely ramified, Ay, exists if, and only if, the ramification indices in N/k are odd; in
particular this holds if I' has odd order.

Using 7, we endow Ay, with a structure of Ox[[']-module defined by: for every
r € Ay, and every v € T, yz = y(x). We denote by Ayyj », or simply Ay, if there
cannot be any ambiguity, the Og[['l-module we have just defined. We note that the
number of such structures is equal to the order of the group of automorphisms of I'.

From [UlI74, Proposition 1.3], if N/k is tamely ramified, then Ay is a projective
Og[I']-module, so it is a locally free Og[I']-module (by a result of Swan).

We know that, if N/k is tamely ramified, then Oy is a locally free Og[[']-module. We
briefly recall the definition of the realisable classes by the ring of integers. We denote by
R(O,O[T']) (resp. R(O, M)) the set of classes ¢ of Cl(Oy)[I'] (resp. Cl(M)) such that
there exists a tamely ramified extension N/k having Galois group isomorphic to I', with
[On] = ¢ (resp. [M ®0,r] On] = c).

In a similar manner, we denote by R(A, Og[I']) (resp. R(A, M)) the set of classes
¢ of Cl(Ok[I']) (resp. Cl(M)) such that there exists a tamely ramified extension N/k
having Galois group isomorphic to I', with [Ay/] = ¢ (vesp. [M ®¢, 1 An/i] = ©).
We will say that R(A, Og[']) (resp. R(A, M)) is the set of realisable classes by the
square root of the inverse different. We note that these two sets are linked by the
relation Ex(R(A, Ok[I'])) = R(A, M), where Ex : C1(Og[I']) — Cl(M) is the surjective
morphism induced by the scalar extension from Og[I'] to M.

Let Trpyy; be the trace in N/k. We have that Try/,(An/k) = Ok because Oy C
ANk € Dyjpo Tengu(On) = O (N/k s tamely ramified) and Tryys(Dyj,) € Oy (by
definition of D;,}k)

Denote by C1°(Og[T']) (resp. C1°(M)) the kernel of the morphism Cl(Ox[I']) — Cl(k)
(resp. Cl(M) — Cl(k)) induced by the augmentation morphism O[] — Oy (resp.
M — Og). It follows from Try/(Ansk) = Ok that R(A, Ox[[']) C CI°(Og[I']) and
R(A, M) C CI°(M).

In the same manner to some conjectures about R(O, Ok[I']) and R(O, M) (see for
example [BGS06]), we conjecture:

Conjecture 1. The set R(A, Ok[I']) is a subgroup of C1°(Og[I]).
Conjecture 2. The set R(A, M) is a subgroup of C1°(M).

In the whole Chapter 2, we will assume that I" has odd order.

On the one hand, as the group I is solvable (by Feit-Thompson), from the (famous)
theorem of Shafarevich (see [NSWO8, Theorem 9.6.1, p. 574, and Exercice (b), p. 597|),
there exists a tamely ramified Galois extension N/k whose Galois group is isomorphic to

I'. On the other hand, A/, exists. We deduce, in particular, that the sets R(A, Ox[I])
and R(A, M) are non-empty.

viii



If kK = Q, we have that R(A, Ox[l']) = {1} by [Ere9l]: the proof is an adaptation of
the proof of a theorem of M.J. Taylor (previously a conjecture of Frohlich) about the
structure of Oy as a Z[I'J-module (see [Tay81, Theorem 1]).

For every k and I' abelian, Conjecture 1 holds [Tsal6, Theorem 1.3]. The proof is an
adaptation of a theorem of McCulloh about the realisable classes by the ring of integers
(see [McC8T7, Theorem 6.17 and Corollary 6.20]).

We recall the definition of Steinitz class. Let K be a number field. Let M be an
Og-module of finite type, without torsion and of rank n. Then, there exists an ideal I
of O such that M ~ O ' @ I as an Og-module. The class of T in CI(K) is called the
Steinitz class of M; we denote it by clg(M). We note that if M is a fractional ideal of
K, clg (M) is the class of M in CI(K). Thus, the structure of M, as an Ox-module, is
fully determined by its rank and its Steinitz class. It is clear that M is a free Ox-module
if, and only if, clg (M) = 1.

We define R, (O, k[I']) as the set of ¢ € Cl(k) such that there exists a tamely ramified
Galois extension N/k whose Galois group is isomorphic to I" and clx(On) = ¢. We
conjecture (see for example [BGS06|) that R,,(O, k[I']) is a subgroup of Cl(k) (with the
order of I" not necessarily odd).

In a similar manner, we define R,,,(A, k[T']) by replacing Oy with Ay, in the above
definition.

Proposition 0.1. Let N/k be a Galois extension (tamely ramified or not) whose Galois
group is isomorphic to T' of odd order. Then, Ay, is a free Og-module.

Proof. From [Mar69, Théoréme 1.4, p. 9] (it is a generalization of a theorem of Artin in
[Art50]):

cle(An/x) = clg ( W) ,

where A(Apy) is the discriminant, relative to the trace form Try , of the lattice Ayy
of the k-vector space N (see [Ser68, Chap. III, §2 and §3]) and d is the discriminant of
a basis of k-vector space N.

As N/k is a Galois extension of odd degree,

clp(Ani) = cl <\/ A(AN/k)) ;
because d is a square in k.

As Ay is a fractional ideal of N, from [Mar69, Théoreme 1.5, p. 10] we have that:
A(Anyi) = AN/E)Ny 1 (Angi)?,
where A(N/k) is the discriminant of N/k and NJ,V/k is the norm in N/k. We deduce that
A(Ansk) = O,
because A?V/k = D](f}k and lev/k(DN/k) = A(N/k). We conclude that cly(Ay/) = 1. O

1X
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Corollary 0.2. We have that R, (A, k[T']) = {1}.

In Chapter 2, we will treat Conjecture 2. In Section 2.2, we will describe in an explicit
way the set R(A, M) where I' = (} is the cyclic group of order an odd prime number
[ and k is linearly disjoint over Q with the [-th cyclotomic field over Q and we prove
that R(A, M) is a subgroup of C1°(M); the proof is an adaptation of a proof in [Sod88].
Then, in Section 2.3, we will apply the results obtained in Section 2.2 to describe a
subset of R(A, M) when I' is a non-abelian metacyclic group of order lg, where ¢ is a
prime number, in the same situation as in [SS10l [Sod97]. Adapting the proofs in those
papers, we prove that that subset is a subgroup of CI°(M). In Section 2.3, we will give
a non-explicit generalization of the main results of Section 2.2.

We finishe this section with a remark.

It is well known (see [Ere91, Théoréme 1,§1]) that Ay, is a locally free O [I']-module
if, and only if, N/k is weakly ramified (i.e. the second ramification group is trivial).

Let R¢(A, M) be the set of classes ¢ of C1(M) such that there exists a weakly ramified
extension N/k whose Galois group is isomorphic to T, satisfying [M ®o, ) An/i] = c.
When I is abelian, from [Tsal7, Theorem 1.2] we have that R (A, M) = R(A, M). So,
in the abelian case, when we work in ClI(M), we do not lose anything by limiting the
study to the tamely ramified extensions when we look at the realisable classes by the
square root of the inverse different.



1 Hilbert specialization of parametrized
varieties

1.1 Introduction

The Hilbert Irreducibility Theorem has been a core result in Field Arithmetic for many
decades. A simple form, see for example [FJO8, Page 218|, says that, given an irreducible
polynomial P(T,Y") in Q(T)[Y], one can find infinitely many ¢ € Q such that the so-called
specialized polynomial P(t,Y") is irreducible in Q[Y].

This result has been generalized under many aspects. First of all, the notion of Hilber-
tian field has been introduced to identify all those fields K for which the previous state-
ment is verified in the case of polynomials, which are separable in Y, if we replace Q
with K, see for example [FJ08, Page 218]. Moreover, if K is of characteristic 0 or imper-
fect, the same result holds if we replace a separable irreducible polynomial in two vari-
ables P(T,Y) in K(T)[Y] with several irreducible polynomials P (T.,Y),..., P,(T,Y)
in K(T)[Y] in two arrays of variables, T' = (11,...,7,) and ¥ = (Y1,...,Ys) for r,s
positive integers: we can find a Zariski-dense subset H C A’ such that the polynomial
P;(t,Y) is irreducible in K[Y] for every t € H and i = 1,...,n, see for example [FJO8|
Section 12.1].

If we look at this statement from a geometric point of view, another potential general-
ization arises naturally. Giving an irreducible polynomial P(T,Y) in K(T')[Y] is equiv-
alent to giving an irreducible K(T' )—hypersurfaceﬂ Vi) (P(L,Y)) in the s-dimensional
affine space Ai{(z) over K(T'). In these terms, for K Hilbertian and of characteristic
0 or imperfect, Hilbert Irreducibility says that for a Zariski-dense set of choices t of
the variables T in K", the specialized algebraic set Vi (P(t,Y)) C Aj is an irreducible
K-hypersurface. It is then natural to ask if an analogous result holds in the case of
a K (T')-variety of codimension bigger than 1. In algebraic terms this is equivalent to
finding values ¢t in K" of T such that a nonzero prime ideal pp in K(T)[Y] remains a
nonzero prime ideal of K[Y] when specializing T at t. This is indeed one of the problems
we are addressing in Chapter 1.

We want to make another step further. Until now the Hilbert specialization has typ-
ically been intended for scalar values in K”. However, there is a recent result, see
[BDN20], in which a polynomial version of the Schinzel hypothesis is proved by specializ-

'The precise definition will be given later.



1 Hilbert specialization of parametrized varieties

ing at polynomial values instead of scalar values. Given irreducible polynomials P;(T,Y),
for : = 1,...,n, in a polynomial ring R[T,Y] for R an integral domain, the variables
T are replaced by polynomials Q(Y) = (Q1(Y),...,Q(Y)), in the other variables and,
under appropriate assumptions, all the specialized polynomials P; (Q(X),X) are shown
to remain irreducible in R[Y]. This recent development encourages us to pursue the
study of the specialization at polynomials. Indeed, another goal of Chapter 1 will be to
apply the results of the first part to obtain a more general version of them where the

r

specialization of the variables T occurs at polynomials in (K[Y])" instead of scalars in

K.

1.1.1 Notation and main results

In this chapter, given a field F', a set of variables X = (X1,...,X,,) and polynomials
fi,--+, fo in F[X], we denote by Vr(fi,..., fn) the affine subvariety of AT of equations
{filx1,...;xm) = 0,7 = 1,...,n}. More formally, following [Liu02, Definition 3.4.7],
it is the affine scheme associated to the finitely generated F-algebra F [X]/< Fioeeis fo)
As, by extension of scalars, the same set of elements gives rise to different Variétiesjoser
different fields, to avoid any ambiguity, we use the word F'-variety to specify the base
field. If the ideal (fi,..., fn) is prime in F[X], we say that the F-variety is irreducible.
Moreover, if the F-variety has codimensionﬂ 1, we call it an F-hypersurface. Finally we
say that an irreducible F-variety is separable if Frac (F [X]/< Frooe fn>) is a separable
extension of F', in the general sense as in [F.JO8, Lemma 2.6.1].
We state the first result of the chapter.

Theorem 1.1.1. Let K be a Hilbertian field, P(T,Y) = {P(T,Y),...,P(L,Y)} a
set of polynomials in K[T,Y] such that Vi = Vi) (P(L,Y)) is a separable irreducible
K(T)-variety. Then for everyt = (ti,...,t,) € K" in some Zariski-dense subset of A’
the K-variety Vi, = Vig(P(t,Y)) C Aj,, where P(t,Y) is the set made of the specialized

polynomials at t, is irreducible and its dimension dimg V; is equal to dimg ) Vr, the
dimension of Vi as a K(T')-variety.

Remarks 1.1.2. (a) Even if the polynomials in P are irreducible, it is not enough that the
corresponding specialized polynomials P;(¢,Y) are irreducible to conclude that the variety
Vi (P(t,Y)) is irreducible. Generally speaking, it may be that an ideal is generated by
irreducible polynomials in K[Y] but is not a prime ideal. Take for example the ideal
(Y — X, Y — X?), which contains the product X (X — 1).

(b) Hilbert specialization in the case of polynomials can be also performed over rings
instead of fields, as in [BDKN20, Theorem 1.6 and Remark 4.4]. It is then natural to
ask if we can extend Theorem to a ring R as well, at least when R is a Unique

Py

2We define the dimension of a variety as the Krull dimension of the ring



1.1 Introduction

Factorization Domain. As our proof and [BDKN2(] suggest, it may be possible that such
a version holds if a nonzero element ¢ € R is inverted, i.e. if R is replaced by R[p™!]
(a restriction that cannot be avoided in general). This, however, remains unclear at the

moment.

(¢) Theorem can be seen as a Hilbertian version of Bertini’s Theorem. If we
look at the statement of Bertini’s Theorem given in [FJ08 Corollary 10.4.3|, we can see
the similarity between the two statements. However, the two statements go on parallel
routes. Bertini’s Theorem demands an algebraically closed base field K. In particular

the case s = 1 is excluded in the Bertini context while it is a significant situation in the
Hilbert context of Theorem [LI.1l

A recurrent tool in the chapter will be the generic polynomial. Given an integer D > 0
we define the generic polynomial of degree D:

Np
Op(AY) = Z A Qi(Y)
i—1

where @Q;(Y) varies over all the power products Ylﬁ b YSB ®, B; = 0, in the variables
Y of degree smaller or equal than D and Np is the number of such power products
and A = (Aq,...,An,) is a set of auxiliary variables, which correspond to the “generic”
coefficients.

The application of Theorem with these variables A playing the role of the vari-
ables T in the statement of Theorem [1.1.1] is the main tool of the proof of the next two
statements.

The first one is about the intersection between an irreducible K-variety and a “generic”
K (T')-hypersurface.

Theorem 1.1.3. Let K be a Hilbertian field of characteristic 0. Let Pi(Y), ..., P(Y), for
[ > 1, be polynomials in K[Y] such that V.= Vi (Pi,...,P) is an irreducible K -variety
of positive dimension d. Then, for every A € KNP in a Zariski-dense subset of A%D, the
K-variety VN Vik(Qp(A, Y)) is irreducible and dimg V NV (Qp(A,Y))) =d — 1.

We will see that a more general result, in fact, holds. If we replace the “generic”
hypersurface by an intersection of p “generic” hypersurfaces, with p < d, the intersection
with the original variety V will “often” be an irreducible K-variety of dimension d — p,
see Corollary

The generic polynomial will be central also in the proof of the last main result of
this chapter, where the goal is to generalize Theorem [I.1.1] to the situation in which the
variables are specialized at polynomials.

We note that the set K[Y]p of all the polynomials of degree smaller or equal than
D can be endowed with a Zariski topology through the natural isomorphism with A%D
which associates to a polynomial P(Y') the point in A%D having the coeflicients of P as
coordinates.
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Theorem 1.1.4. Let K be a Hilbertian field of characteristic 0. Let Py(T,Y),..., B(T,Y),
for 1 > 1, be polynomials in K[I,Y] such that Vr = Vi) (P1,...,P) is an irre-
ducible K(T')-variety of dimension d. Fix non-negative integers D1,...,D,. Then for
every U = (U1(Y), ..., U,(Y)) in a Zariski-dense subset of [[;_y K[Y]p,, the K-variety
Vo =Vk(P(U,Y),...,P(U,Y)) is an irreducible K-variety of dimension dimg Viy = d.

Remarks 1.1.5. (a) The case l = r =1 (i.e. one polynomial and one variable T') yields
the Schinzel hypothesis for the polynomial ring K[Y], as stated in [BDN20, Section 1.1
given an irreducible polynomial P(T,Y) in K[T,Y], for every U(Y) in some Zariski-dense
subset of K[Y]p, the polynomial P(U(Y),Y) is irreducible in K[Y].

(b) By taking D; = 0, for every 1, Theoremimplies Theoremin characteristic
0 (see Remark [1.3.9).

1.1.2 Hilbert sets

In this introduction, we have restricted the choice of the base field to a Hilbertian field.
However, these statements can be generalized to every field thanks to the notion of Hilbert
sets. We are giving only a quick review on this topic; refer to [FJ08, Sections 12,13| for
more details.

Given a set of irreducible polynomials Pi(T,Y),..., B(T,Y) in K(T)[Y], we define
the following set:

Hi(Pr,...,P)={t € K"|P(t,Y) is irreducible in K[Y] for each i =1,...,l}.

Such sets and their intersections with non-empty open Zariski-subsets are called Hilbert
subsets of K. Or else, if we do not specify the dimension r, we say that Hx (P, ..., F))
is a Hilbert set of K to say that it is a Hilbert subset of K" for some r. This definition
does not require any hypothesis on the field.

These sets can be empty: take for example K = C and P(T,Y) € C(T)[Y], an
irreducible complex monic polynomial, such that degy P > 1.

Therefore we define the Hilbertian fields, which we have already mentioned, as the
fields for which all these sets are Zariski-dense in A.. Of course Hilbertian fields are
the most convenient setting because the sets of elements for which our results hold are
generally as big as possible.

By definition, Hilbert sets are stable under finite intersection. We will show, in the

next sections, that the Zariski-dense subsets involved in Theorems [1.1.1] |1.1.3]and |1.1.4]

are, in fact, Hilbert sets, with no assumption on the field K. Consequently, our main
results hold, in fact, for a finite number of varieties/ideals.

In particular, the original Hilbert irreducibility property in its full form, i.e. for several
polynomials Py, ..., P, follows from Theorem [I.1.1} just apply it to each of the prime
ideals (P;) and then take the intersection of the Hilbert sets.
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The chapter is organized as follows. In Section 1.2 we will focus on Theorem [I.1.T}
we will see the two steps of its proof and some further remarks. Some more preliminary
tools will be added when convenient. In Section 1.3 we will first give some results about
generic polynomials and then, finally, we will use them to obtain the proofs of Theorems

L13land T4

1.2 Proof of Theorem I.1.1]

The cornerstone of the chapter is the proof of Theorem which will be essential to
prove Theorems and|l.1.4] The statement we are actually going to prove hereinafter
is a more general version of Theorem [I1.1.1]

Theorem 1.2.1. Let K be a field. Assume that pr = (P1(T,Y),...,P(L,Y)) is a
prime ideal in K[T,Y] such that pr N K[T] = {0} and Frac (K[I’ Z]/pT) is separable
over K(T'). Denote by d the dimension ofK[I’ X]/PT as a K[T]|-algebra. Then for every
t in a Hilbert subset of K", the following equivalent statements hold:

(i) The quotient K[X]/pt is an integral algebra of dimension d over K, where p; =
(P(t,Y),...,P(t,Y)) is the specialized ideal.

(ii) The ideal p; is prime and its height ht py is equal to the height ht pp of pr.

(iii) The K-variety Vi = V(P(t,Y)), where P(t,Y) is the set made of the specialized

polynomials at t, is irreducible and its dimension dimg V; is equal to dimg 1y Vr,
the dimension of Vi as a K(T')-variety.

Remark 1.2.2. Consider the extreme case for which the ideal pr in Theorem [1.2.1] is
maximal as an ideal in K (T")[Y]. Then the quotient K(T) [X]/IJT is an algebraic separable
field extension of K(T') of finite degree. In this case, Theorem implies the well-
known fact that the degree of the extension is preserved under specialization at every t
in a Hilbert set of K. Moreover, if the extension is Galois, then also the Galois group of
the extension is preserved. The study of the specialization of Galois extensions is central
in Inverse Galois Theory, see for example [V6196, [FJ0S].

The equivalence between the three statements is easy. The proof is given right after
the following lemma, which we will frequently use in the chapter.

Lemma 1.2.3. Let K be a field. Then, given a prime ideal
p=(P(LY),....P(LY)) C K[LY]

such that p N K[T] = {0}, the ideal
p=(A(LY),....A(LY)) c K(D)[Y]

is prime and its height htp is equal to the height htp of p.
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Proof. Denoting S = K[T]\ {0}, we remark that S is a multiplicative subset and
ST'K[T,Y] = K(T)[Y]. The natural morphism sending an element a in K[T,Y] to  in
S~LK[T,Y] induces a bijective correspondence between prime ideals in K[T,Y] having
empty intersection with S and prime ideals in K (7)[Y] [AMG69, Proposition 3.11(iv)|. So
we can consider the prime ideal p associated to p by this correspondence, which is the
ideal generated by the image of p under the aforementioned morphism: the ideal

p=(P(L,Y),...,P(L,Y)) C K(T)[Y]

is prime.
Now we want to check that the height is preserved by this extension. Consider a
maximal chain of primes in p in K[T,Y],

prCpa2C...CH

As p; C p for each i, we have p;N.S = 0, so p; is prime in K (T)[Y]. Since the inclusions
are conserved for p;, we have htp < htp. Vice versa, assume that a chain of primes p;
inside p is longer than ht p: by the previous correspondence we can build a chain of ideals
inside p longer than ht p, which is a contradiction. So ht p = ht p. O

We can now give the proof of the equivalence between the three statements of Theorem

Cz1

Proof. (i)<(ii) It easily follows from the fact that the height of the ideal is equal to the
codimension of the quotient algebra by the ideal.

(i)« (iii) Assume that (ii) holds. By Lemma ht pr = ht pr. By statement (ii),
htp; = htpr. So htp; = htpr. As the height of a prime ideal is the codimension of
the associated variety and the rings K (T')[Y] and K[Y] have the same Krull dimension,
statement (iii) follows. The converse is easily shown in the same manner. O

There are two requirements for statement (i) of Theorem [1.2.1f we want KIT, X]/PT to

be integral and of the correct dimension. We are going to prove the two parts separately:

first we show that each integral component of K [Z]/p , 1s of dimension d, then that there
is only one such component.

1.2.1 First part

This part is mostly geometric. We are quickly recalling some tools that we are going to
use. The statements are taken from |[FGIT05].

Lemma 1.2.4 (Local freeness, Lemma 5.11). Let A be a Noetherian domain and B a
finite-type A-algebra. Let M be a finite B-module. Then there exists ¢ € A, ¢ # 0 such
that the localisation M [c_l] s a free module over A [c_l].
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This result, due to Grothendieck, has a deep consequence, the so-called Generic flat-
ness.

Theorem 1.2.5 (Generic flatness, Theorem 5.12). Let S be a Noetherian and integral
scheme. Let p: X — S be a finite type morphism and let F be a coherent sheaf of Ox -
modules. Then there exists a non-empty open subscheme U C S such that the restriction

of F to Xy = p~ 1 (U) is flat over Op.

We do not want to go into the details of this statement, as it falls outside of the aim of
this chapter. The only things we need to know are, first, that if a ring A is Noetherian,
then the structural sheaf of Spec A is coherent as a sheaf of modules over itself [Har77,
5.2.1]. Moreover, if S is an affine integral scheme, i.e. S = Spec A for some domain A,
then the open subscheme U in Theorem is, indeed, Spec A [c‘l] for some ¢ coming
from local freeness.

Now we can begin the actual proof of Theorem [1.2.1

Here is a diagram including all the maps involved, so to give also the necessary notation:

KITY], o KIY),

iTj ztj\
Spy

KIT] K

Here sp, is the specialization map at the fixed point ¢ € K". We will show that both
maps te are injective.

As, by assumption, pp N K[T] = {0}, we have that i7 is an injection.

For i; to be well defined and injective, we show that p; N K = {0}, which is equivalent
to showing that p, # K[Y]. Consider the ideal py, which, by Lemma satisfies
pr & K(I)[Y]. By Weak Nullstellensatz [F.J08, Proposition 9.4.1], if 1 ¢ pr C K(T)[Y],
then there exists

S

z(T) = (z1(D), ..., zs(L)) € K(I)

such that
P(T,z(T))=0 Vi=1,...,1L

For every t outside of a proper Zariski-closed set C' of values, we can extend the
morphism of specialization sp, to the z;’s (e.g. [Déb09, Lemma 1.7.3]). Then, denoting
z(t) = (spp(z1 (D)), . ..,sp,(25(T))) € K, we have that

Pi(t,z(t)) =0 Vi=1,...,1 (1.2.1)

which implies that 1 ¢ ps, so p; # K[Y].
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The above diagram of ring morphisms induces a diagram of scheme morphisms on the
spectra of the rings

e (K12 204) s (1)

L -5k
lTl 2 \L
"

Spec K[T P Spec K

We look at the map 7.

e As K|[T] is a Noetherian domain, Spec K[T] is a Noetherian and integral scheme;

o As KT, X]/PT is an algebra of finite type over K [T, i’ is a morphism of finite

type;
e Let F be the structural sheaf of Spec K[T']. Then F is coherent on itself.

Then we can apply Generic Flatness (Theorem [1.2.5)): there exists ¢(T') € K[T] such
that the following restriction of 7,

i Spec (KIL X4 [e(0)71]) = Spee (K[T] [«(1)7])

is flat. This implies, by [Har77, Proposition 9.5, Corollary 9.6], that every irreducible
component of Spec (K[I’ X]/PT [c(z)_l]) has dimension d.

This yields the following restriction of the initial diagram for every t € K" such that
c¢(T)#0and t ¢ C:

Spec (K[I’ X]/pT [C(Irl]) ﬁ Spec (K[X]/pf)

,

Spec (K[T] [¢(T)7]) i Spec K

As the dimension of the fiber at a point is preserved by base change, we can conclude
that every irreducible component of SpecK [Z]/p , has dimension d for every value of
t € K" such that ¢(t) # 0 and t ¢ C, i.e. for every value of t € K" outside of two proper

Zariski-closed sets, whose union is still a Zariski-closed set. Denote this set by Cf.

1.2.2 Second part

The second stage of the proof is to find ¢ in K" \ C; such that the specialized quotient
K [Z]/p . 1s integral. This part has a more algebraic approach and relies on the Noether
Normalization Lemma. We are stating below a complete version of this result, which is
obtained by merging the statements in [Hocl0] and [Eis95, Corollary 13.18]. It is readily

checked that the two proofs can also be merged to yield the following statement.
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Lemma 1.2.6 (Noether Normalization Lemma). Let A be an algebra of finite type of
dimenston d over a domain R. Then there exist a nonzero element ¢ € R and elements
Z1,.00,2q in A [c_l] , algebraically independent over R [c_l] , such that A [c‘l] 1 a mod-
ule of finite type over its subring R [c_l][g] =R [0_1] (215 2d]-

Moreover, set F' = Frac R and L = Frac A. If L is separable over F, then z can be chosen

so to be a separating transcendence basis of the extension.

An interesting remark is that the element ¢ satisfying Lemma 4] and Theorem [1.2.5
can also be chosen to satisfy Lemma[[.2.6] This is clear by lookmg at the proofs of these
results.

Therefore, going back to the proof of Theorem [I.1.3] we can apply Lemma [I.2.6] to the
situation A = KL X]/PT and R = K[T]. We get that

KLY [e(@)™) = KT [em) ] (D) ()]
for ¢(T) € K[T) the same as in Section[1.2.1] z(T) = (21(T), .. ., za(T)) a separating tran-
scendence basis in & (L Y] , and H(I) ( 1(1),...,0,(T)) the elements generating
KT, X]/PT [e(T) ] asa K[T [ ] [z(T)]-module. Moreover, z(T) is also separating,
ie. the field Frac (K1),
Set Ry = K[T][c(T)™* ] and AT = KT, X]/PT [e(T)~']. We apply the Primitive

Element Theorem as in [Mil20, Theorem 5.1]: there exists an element o(ZT) € Frac (Ar)
such that

is algebralcally separable over K (T, z(T)).

\_/

Frac (A7) = K (L, 2(1))(6()) = K (L, 2(I))(a(T)). (1.2.2)

Moreover, by [Mil20, Remark 5.2], a(Z") can be written as a linear combination

m
a(T) =Y ai(T)6;(T) (1.2.3)
i=1
with o;(T) € K[T,2(T)] and chosen to be integral over Rp[z(T)] (up to multiplying the
a;(T) by some element of K[T, z(T)]).
Fori=1,...,m,let ; € Ry[z(T)] such that §,0;(T) is integral over Rp[z(T)].
Let d(T') € Rr[z(T")] be the product of 01 - - - d,, with the discriminant of the K (T, z(T))-
basis
La(D),...,a(T)™ !

of the m-dimensional K (T, z(T'))-vector space K (T, z(T))(c(T)).
As Rrp[z(T)] is integrally closed, it is classical (e.g. [Déb09, Theoréme 1.3.15(a)|) that

d(D)6:(T) € Relz(D]fa(D)] Vi=1,...,m. (1.2.4)

Moreover, our choice of «(T') implies that its minimal polynomial p(T,z(T),Y) over
K(L,2(T)) is in Ry[z(T),Y].
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The field K (T, z(T),Y) is isomorphic to the field K (T, W,Y) where W is a new set of
variables independent of T'. Consider the polynomial p(T, W,Y') image of p(T, 2(T),Y)
via this isomorphism and let

H={te K"| p(t, W,Y) is irreducible in K[W Y]}

be the Hilbert set of p.

For every t € H C K", the polynomial p(t, W,Y) is irreducible in K[W,Y].

It is important to remark that, for every t € K"\ (Cy UC3), where Cy is the closed set
defined by c(t) = 0, a specialization morphism can be defined that maps A7 to A;[c(t)™?]
where 4, = & [X]/p . [c(t)~!]. We denote the images of z(T') and 6(T) via this morphism
by z(t) and 6(t) respectively.

Furthermore, after specialization in T’ =t € K* \ (Cy U C3), the elements z;(¢) are
still algebraically independent as Section [1.2.1] implies that the transcendence degree is
preserved through specialization at ¢, i.e.

d = trdegg () Frac(Ar) = trdegy Frac(A4;) = trdegg K(21(2), ..., 24(1))

Therefore, for ¢ outside of (C; U Cy), K[z(t)] is still a polynomial ring of dimension
d, hence isomorphic to K[W]. As a result, denoting by a(t) the specialization of «/(T)
given by (1.2.3), the polynomial p(t,2(t),Y) € K[z(t),Y] must also be irreducible for
EEH\(ClUCQ) SO

K(e)lam) = KCONL o vy

is a field.
Specializing T in ¢t € K" outside of the Zariski-closed set C3 defined by d(t) = 0,
conclusion (1.2.4) implies that 0;(t) € K(z(t))[«(t)] for every i.
Finally, for t € H \ (C1 U Cy U Cs), which is a Hilbert set, 6;(t) € K(z(t))[a(t)] for
i=1,...,mso K[z(t)][0(t)] is a subring of K (z(t))[a(t)], which is a field, so
KLzl = K,

must be integral. This proves statement (i) of Theorem [1.2.1]

1.3 Theorems 1.1.3] and 1.1.4

Before discussing the other two main results, we want to focus on an important tool for
their proofs: quasi-generic polynomials.

10
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1.3.1 Quasi-generic polynomials

In the Introduction, we have briefly talked about generic polynomials. In fact, we want
to define a larger class of polynomials, the quasi-generic polynomials, of which the generic
polynomial is the principal example.

Definition 1.3.1. Let K be a field, K[Y] the ring of polynomials with coefficients in K
and variables Y. Given an integer D > 0, a set

S={Q1(Y),....Qs (M)} S {¥{* - Y B >0and > B < D}
i=1

of power products of degree at most D, which always contains Q1(Y) = 1, and a polyno-
mial R(Y') € K[Y], we define the quasi-generic polynomial of base S, R:

S|
Qsr(AY) = AQi(Y) + R(Y)
=1

where A = (A1, ..., \g)) is a new set of variables called the set of parameters.

We note that, by taking all the power products for i = 1,...,|S| and R(Y) = 0, we
obtain the generic polynomial of degree D.
The importance of such polynomials is shown in the following lemma.

Lemma 1.3.2. Let K be a field. Let p be a prime ideal in K[Y] of height htp and
Qs r(A,Y) a quasi-generic polynomial. Assume that S, p and R(Y) satisfy hypothe-
818 1} stated below. Denote by P the ideal (p, Qsr) C K[A, Y] and by B the ideal
(p, Qs.r) € K(A)[Y]. Then B is a prime ideal of height ht S = htp + 1.

To state hypothesis , consider the set E of elements in B = & [X]/p which are
algebraic over K. Clearly F is a field containing K. Let then

s K971 B

be the map sending an (|S| — 1)-uple (a2, ..., a|g) to the coset modulo £ of the element
S
b aiQi(Y) + R(Y).

Definition 1.3.3. The triple (p, S, R(Y')) satisfies hypothesis if
(H) ©s.Rr 1s not identically zero.

Lemma 1.3.4. (i) If the triple (p, S, R(Y)) satisfies hypothesis , then p is a non-
maximal ideal of K[Y].

(ii) If p is a non-mazimal of K[Y] and {Y1,...,Ys} C SU{R(Y)}, then the triple
(p, S, R(Y)) satisfies hypothesis (HJ).

11
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Proof. (i) By contradiction, assume that p is maximal. Then B is a K-algebra of finite
type and a field, so by [AM69, Corollary 5.24] B is an algebraic extension of K, hence
B = F and @g g is identically zero.

(ii) By contradiction, assume that g g is identically zero. Then, ¢gr(0,...,0) =0
and ¢g r(e;) = 0 for every i, where {e;, i = 1,...,|S|—1} is the canonical base of K!5/=1
as a K-vector space. Then Y; € E for every ¢, but {Y;, i =1,...,s} generates B over K,
hence B = F, i.e. B is a field, which is a contradiction with p being non-maximal. [

Proof of Lemma[I.5.3 First step. We show that 8 is a prime ideal of K[A,Y].
Using a similar strategy as in [BDN20, Lemma 2.1(a)|, consider the ring automorphism

[ K[AY] — K[AY] (1.3.5)

which is the identity on K[Aa, ..., A|g,Y] and sends Ay to Ay — Zﬁg AQi(Y)— R(Y).
The ideal (p, Qg r) is then sent to the ideal (p, A1).

Now consider the specialization morphism, fo : K[A, Y] — K[Ag,...,Ag,Y] sending
Ay to 0. The ideal (p) in K[As,...,Ag,Y] is prime as the following isomorphism shows

K[A% v 7A\S|7X]/<p> s (K[X]/p> [Ag, e A|S|] (136)

So its preimage under fo, i.e. the ideal p + ker fo = (p, A1) is also prime.

As a result, the ideal P = (p, Qg r) is prime in K[A,Y], being sent to a prime ideal
by f.

Second step. We show that Qg g is not invertible in the ring By = K(4) [X]/ﬁ/\’
where py is the extension of p to K(A)[Y].

We note that the quotient By is integral and non-trivial. Indeed, the ideal py is prime
in K(A)[Y]: the ideal py = (p) C KA, Y] is prime (proceed similarly as in (1.3.6))) and
pANK[A] = {0} because, otherwise, if there was some nonzero P(A) in pa, then for every
) € K15 such that P()\) # 0, P()\) € p, which is a contradiction because p # K[Y].

Now, by contradiction, assume that Qg g is invertible in Bj.

Then, there exists o € Bp such that «Qgr = 1. As By = S~IB[A] with S = K[A],
we can write o = % for N € B[A] and P € K[A], P # 0.

As, by hypothesis , ¢s,r is not identically 0, the linear subvariety V = gogiz(()) is
of dimension strictly smaller that |S| — 1.

Define the set

Z ={a=(ag,...,ay) € K¥I71: P(Ay,az,...,a4) =0}

If we write P(A) = Ele pi(Aa, ..., Ajg))A], then we see that Z = ﬂf:o V(pi), where
V(p;) is the zero locus of p; in K151=1. We distinguish two cases.

First case. Assume that K is infinite.

12
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The polynomial P(A) is nonzero, so, in particular, there exists i such that p; # 0. As
Z CV(p;), then ZUV C V(p;) UV. The set V(p;) UV is a proper closed set because it
is the union of two proper closed sets. Thus, if K is infinite, V(p;) UV # K 151=1 hence
VUZ#KISI-,

Take then a € K!971\ (V U Z). Recall that N(A)Qsr(A,Y) = P(A). So, as
Qs r(A,Y) divides P(A) in B[A], it follows that m(A1) == Qg r(A1,a,Y) divides p(A1) =
P(Al,g) in B[Al]

By construction of a, we have p(A;) # 0 and m(A1) = A + QYY) with QYY) =

Li|2 a;Qi(Y)+ R(Y). Then A; = —Q(Y) is a root of p(A1) = 0 which, by construction,
has coefficients in K so its roots are algebraic over K. But Q(Y) is transcendental over
K: the coset modulo E of Q(Y) is @5 r(a) # 0 because a ¢ V', so Q(Y) ¢ E. This is a
contradiction.

Second case. Assume that K is finite. Let K’ be an algebraic closure of K. By
[AM69, Theorem 5.10], there exists a prime ideal p’ in K'[Y] such that p’ N K[Y] = p.
Moreover, by the Going-up Theorem [AMG9, Theorem 5.11| and the incomparability
property [AM69, Corollary 5.9] we have htp’ = ht p.

Replacing K and p by K’ and p’ we can get back to the first case. Indeed, define
B = K,[K]/p/ and B) = K(A)®ga) B'[A] and apply the first case to the image of Qg r
under the induced homomorphism By — B/. The image of the polynomial Qg g is then
not invertible in B, which implies that Qg g is not invertible in By, for otherwise the
previous homomorphism yields an invertible element in B} .

Third step. The fact that Qg p is not invertible in the ring B implies that PNK[A] =
{0}. If this was not the case, we would have 8 = K(A)[Y]. But, then, we could find
A(AY),B(AY) € K(A)[Y] and P(Y) € p such that

AN Y)P(Y) + B(A,Y)Qsr(AY) = 1.

Reducing this equality modulo p,, we would obtain that Qg r is invertible in By, which
is a contradiction.

Saying that that 98 N K[A] = {0} is also equivalent to saying that 9 is a prime ideal
of K(A)[Y], by bijective correspondence [AMG69, Proposition 3.11(iv)].

Fourth step. The polynomial Qg g is not contained in py, ie. pa & B. Otherwise,
we could write the following relation

n

Qs r(AY) =) Ai(AY)P(Y)
=1

for A; € K(A)[Y] and P;(Y) € p. Specializing this equality in A = 0 and A = (1,0, ...,0),
we would find that R and 1 + R, respectively, belong to p, so 1 € p, which is a contra-

diction.

13
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Fifth step. It follows from ‘3 being a prime ideal and py ¢ ‘fj that the quotient ’B/ﬁA
is a nonzero prime ideal of Bj.

The ring B is integral and Noetherian by construction and the element Qg r mod pa
is nonzero and is not invertible in By. By Krull’s Height Theorem [Har77, Theorem

1.11A], the ideal q3/ﬁA C By has height 1, so the ideal B has height htpy +1 =htp +1
in K (A)[Y]. =

Now, consider the ideal B = (p, Qs r) C K[A,Y]. If we assume that K has charac-
teristic 0, we have just showed that 3 satisfies all the hypotheses of Theorem Its
conclusion already proves Theorem [I.1.3]as it is stated in the Introduction. As promised
we will establish a more general version using several quasi-generic polynomials.

In the following sections we present two recursive generalizations of Lemma and
see how they imply Theorem m (generalized) and Theorem m

1.3.2 Intersection of varieties

Fix p > 0. For ¢ = 1,...,p, fix a non-negative integer D; and then consider the quasi-
generic polynomial Qg, g,(A;,Y) of basis the set S; of all the power products in the
variables Y of degree < D; and R; = 0; the additional variables A, form the “set of
parameters” of Definition [I.3.1] In fact, given this choice of S; and R;, the polynomial
Qs, r,(A;,Y) is the generic polynomial of degree D;, so, in this section, we will denote
it by QDi (sz)

Set K[A,Y] = K[Ay,...,A,, Y] where A = (A,...,A)).

The following statement generalizes Lemma for this set of data.

Theorem 1.3.5. Let K be a field. Letp be a non-mazimal prime ideal of K[Y] such that
dim g (K[X]/p) =d > 0. Let Qp,(A,Y),...,Qp,(A,,Y) be the generic polynomials
defined above for 0 < p < d. Then the ideal B, = (p, Qp,,...,Lp,) s a prime ideal of
KA, Y] such that B, N K[A] = {0} and

dim ) <K<A> [Y]/qa) —d—»,

where B, is the extension of B, to K(A)[Y].

Proof. We proceed by recursion on p.

The case p = 1 is exactly Lemma where 1 is the ideal B in the statement of
the lemma and, consequently, ‘:Bl is the ideal ‘:B As previously remarked, the fact that
htP; = htp + 1 is equivalent to saying that

dim s (K(é) [X]/q}l) — dimg (K[X]/p) —1=d-1.

14



1.3 Theorems m and

For simplicity in the notation, we only explain the case p = 2. It will then be clear
how to prove the case for an arbitrary p < d.

Let P1 = (p,9p,) C K[A;,Y] be the ideal obtained as in the case p = 1. As
dim K[A;,Y] > dim K[Y] and ht P; = ht p+1, the ideal P, is not maximal. Moreover, by
Lemma [1.3.4ii), the triple (1, S2,0) satisfies hypothesis because Qp, is the generic
polynomial of degree Dy. Therefore, we can apply Lemma to Py and Qp, and
obtain that PBs = (p, Op,, Op,) is prime in K[A;, A,, Y] and has height ht Py = ht p+2,
Le.

dimpa) (K L) [X]/;m) — dimg (K [X]/p) —o—d-2.

O

Denote by V), s the variety defined by Qp,(Ay,Y),...,Qp,(A,Y). If 0 < p <s, as
it is the case if 0 < p < d as above, a recursive application of Lemma [1.3.2] starting
with p = (Qp,(A,Y)), easily shows that V),  is, in fact, an irreducible K (A)-variety of
codimension p, i.e. (Qp,(Ay,Y),...,9p, (APTX)) is a prime ideal of height p in K[A,Y].
We call V,, y the generic K(A)-subvariety of codimension p.

Using this remark, a general version of Theorem [I.1.3]follows from conjoining Theorem
3.5l and Theorem 2.1

Corollary 1.3.6. Let K be a field of characteristic 0. Let V.= Vi (p) be an irreducible
K-variety such that dimg (K[X]/p> =d>0. Let | Z3N be the generic K(A)-subvariety

defined above. Then for A = (Ay,...,A,) in some Hilbert subset of KNp1t 4N, e
intersection VNV, x of V' with the K-variety V, 5, obtained by specializing A at A, is an

wrreducible K -variety of dimension d — p.

Theorem is the special case for which p = 1 and Qg r(A,Y) is the generic
polynomial of degree D.

Proof. By Theorem m, the ideal B, = (p,9p,,...,9p,) is prime in K[A,Y] and
B, N K[A] = {0}. Moreover, as K has characteristic 0, Frac <K A, X]/;I; S) is separable

over K(A,Y). Then we can apply Theorem to B,: using statement (iii) of the
theorem, for A = (}y,...,2,) in a Hilbert subset of KNoit+ND, the K-variety

VK(lJ, QDl (ADX% SRR QDp(Ap7X)) =Vn va,é
is an irreducible K-variety of dimension d — p. O

Remark 1.3.7. At the beginning of the section, we chose to take as Qg, gr,(4;,Y) the
generic polynomial of degree D;. However, if we fix the ideal p at the beginning, Corollary
holds more generally if we take for .S; a subset of all possible monomials such that
the triple (p, S;,0) satisfies hypothesis and Theorem [1.3.5]

15



1 Hilbert specialization of parametrized varieties

1.3.3 Specialization at polynomials

In the previous sections the base ring used to define the quasi-generic polynomials was
K[Y], while in this section it will be K[T,Y].

Fix p > 0. For i = 1,...,p, fix a non-negative integer D; and then consider the
quasi-generic polynomial Qg r,(A;,Y) of basis the set S; of all the power products in
the variables Y of degree < D; and R; = —T;; the additional variables A; form the “set
of parameters” of Definition [1.3.1} Thus, we have

QSZ-,R AmT Y ZA’LJQ] T’Z :uDl(AwX) - E

Note that Up,(A;,Y), as defined above, is the generic polynomial of degree D; in the
variables Y.

According to the definition of quasi-generic polynomial, the power products could be
taken in the variables T and Y, but we take them only in the variables Y for our purpose.

The following statement generalizes Lemma for this set of data.

Theorem 1.3.8. Let K be a field. Let p be a prime ideal of K[T,Y] such that pNK[T] =
{0} and dimg (7 (K(I)[X} ﬁ) d > 0, where p is the extension of p to K(T)[Y]. Let
Qsy,r (A, T,Y),...,Qs,.R, (AP,I, Y) be the quasi-generic polynomials defined above for
0 < p <r. Then the ideal ‘Bs = (p, Qs1,Ry»- - 2s,,R,) s a prime ideal of K[A,T,Y]
such that Bs N K[A] = {0} and

i (FOT g Y = r =

where Pg is the extension of P to K(A)[T,Y].

Proof. We proceed by recursion on p.

Assume p = 1. As pN K[T] = {0}, in particular, pN K[Ts,...,T,] = {0}, so the ideal
pr, = (p) C K(Tx,...,T,)[T1,Y] is non-maximal by Lemma [1.2.3]

By construction, the set S7 contains all the power products in the variables Y of degree
< Dy, hence Y}, for all j =1,...,s, and we have set R{(T,Y) = —T31. So, by Lemma
[1.3.4]ii), the triple (pr,, S1,—T1) satisfies hypothesis with the ring K[Y] in Lemma
1.3.4|replaced by K(T5,...,T,)[T1,Y].

Therefore, by Lemma the ideal

@TQ,Sl = <p7 Qsl,R1> - K(ADTZa cee 7Tr)[T17X]

is a prime ideal and ht Pz, 5, = htp + 1.
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1.3 Theorems m and

By the classical bijective correspondence between extended and contracted ideals in
rings of fractions (e.g. [AMG69, Proposition 3.11(iv)]), to the ideal Pp, 5, we associate
the prime ideal

{BSI = <p7 QSLR1> - K(AO[Z;Z}

In the same manner, we associate the prime ideal

‘le = <p7 QSI7R1> - K[ADI?X]

and, in addition, we have PBg, N K[A] = {0}.
Moreover, by Lemma ht Ps, = ht Pr,.5, = htp + 1, s0

dimpe(a)) (K@l)[z’m/%) =r+s—(htp+1)=d+r—1

For simplicity in the notation, we explain only the case p = 2. The case of an arbitrary
p < r can be easily deduced.
Consider the prime ideal

$T3,S1 = <p7 QSLR1> - K(A17T37 e 7T7‘)[T17 T27Z]

deduced from ‘Bg, by applying the classical bijective correspondence. Denote by
Pry 1, C KA, T, .., T)[Th, Y]

the ideal obtained by replacing 77 with the generic polynomial, previously denoted by
Up, (Ay,Y), in Pr, 5,. For p =2, the ideal ‘1~3T1*7T3 will play the role played by pr, in the
case p = 1.

The ideal ‘.f3;r1*7;p3 is formally constructed through the quotient morphism, which we

denote by 1, sending B, 5, to

('BT S ~ T 3
’ 1/<Q51,Rl> - mTl*’T?’

It follows that ‘be,R is prime. Moreover, by [Eis95, Proposition 9.2], we have ht @T{‘,Tg =
ht*Br, s, — 1. Now, by Lemma and the case p = 1, we have ht P, 5, = ht Pg, =
htp 4+ 1. Therefore, we obtain:

htq?T;,TS = htp, (1.3.7)

o) @Tf 1 is a non-maximal prime ideal of K(A,T3,...,T,)[T5,Y].

Consider the polynomial Qg, r,(A,T,Y). By construction, Sy contains Y for all j =
1,...,s and Ry(T,Y) = —T». By Lemma @(ii), the triple (‘i;Tl*,Tsa Sy, —T3) satisfies
hypothesis with the ring K[Y] in Lemma [1.3.4|replaced by K (A4, T3,...,T;)[T3,Y].

SRecall that Qs, r, = Up, (A,,Y) —Ti.
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1 Hilbert specialization of parametrized varieties

From Lemma applied to q}Tf 1 and Qg, r,, we deduce that the ideal
in7T37S2 = <Y‘~BT1*,T3’ QSz,R2> C K(AMA% T, ..., TT)[TQ’Z}

is prime and has height ht ‘ing*,Tg, s, =htp+1.
Using the morphism 71, we obtain that the ideal

Pre 1,5, + ker 1 = (B 51, Oso.15) = (P, D1 Ry> D, Re)
is a prime ideal of K(A, Ay, T3,...,T;)[T1,T5,Y] and that its height is equal to
ht Bre 1y, + 1 = htp + 2.
Applying the classical bijective correspondence, the ideal

gBSl,SQ - <p) QSl,R17 QSQ,R2> C K[A17A27I7X]

is prime and such that PBg, 5, N K[A{, Ay] = {0}. Moreover, the ideal

(’351,52 = <p7 QS1,R17 QSz,R2> C K(AlvAQ)[I7 X]

is prime. By Lemma both these ideals have height ht p + 2.
In terms of dimensions, this is equivalent to saying that

dimK(ApAz) (K(AlaA2)[Ta Z] q~351’52) =d+r—2.

O]

Fix p = r. Theorem [I.1.4] follows from Theorem [I.3.§| conjoined with Theorem [I.2.1]
Differently from Theorem [I.I.I} we need to assume K of characteristic 0 to guarantee
the separability required in the statement of Theorem [T.1.1]

Proof of Theorem[1.1.4 By assumption, Vr is a K (T)-variety so the ideal p := (P,..., P)
is a prime ideal of K (7) [Y]. Equivalently, p := (P1,..., P) is a prime ideal of K[T] and

p N K[T] = {0}.
For ¢ =1,...,r, let Qg, g, be the quasi-generic polynomials defined at the beginning
of the section, i.e.

Qs,r (A, T,Y) ZA”Q] ~T; =Up,(A,Y) — T

The polynomials Qg, g, and p satisfy the hypotheses of Theorem so the ideal
Bs = (b, Qs1.Ry5-- - s, ,R,) is a prime ideal of K[A, T, Y] such that ‘,)35 ﬁ K[A] = {0}
and htBg =htp + 7.
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1.3 Theorems m and

Denote by ‘J}i the extension of ‘Pg to K(A)[T,Y]. By the classical bijective correspon-
dence the ideal Pg is prime.

For ¢ = 1,...,r, denote by m; the quotient morphism by the ideal (Qg, r,). Denote
by B the ideal of K (A)[Y] obtained by replacing T; with Up, for every i. Applying,

recursively, all the morphisms m; to the ideal ‘i?@, in the same manner as for 1} we
obtain that 9, is a prime ideal of K(A)[Y] and

ht P = htp.
By bijective correspondence, the ideal

mA = <P1(Z’[(A7X)7X)a <o 7B(U(Aa2)7Z)>a

where U(A,Y) = (Up,(Ay,Y),...,Up,(A,,Y)), is a prime ideal of K[A,Y] such that
Pa N K[A] = {0} and ht P, = ht p.

Finally, we can apply Theorem to Pa. For A in KP1T-+Pr consider the ideal

where (A, Y) = Ui(A,Y), . Up(A,, Y)) and U(Y) = (U1 (Y), ..., Up(Y)) with Uy(Y) =
Ui(A;,Y). By Theorem for every A in some Hilbert subset of KP1+-+Dr “the ideal
P is prime and has height ht p, i.e. Viy = Vi (*B,) is an irreducible K-variety and

dimg Vi = dimg <K[X]/;B)\) =S — htp =d.

Recalling the isomorphism between A%Jr“'”LD mand [[;_, K[A;]p, that we mentioned in
the Introduction, taking a Hilbert subset of KP1+-+DPr is equivalent to taking a Hilbert
subset of []/_; K[A;]p,. O

Remark 1.3.9. As we mentioned in Remark [1.1.5(b), taking D; = 0, for every 4, implies
Theorem [I.1.1] in characteristic 0. Indeed, for every i = 1,...,r, take

Qs v, = N1 — T;.

The map ¢g, s, sends 0, the only point of K° to —T;. The element —7; is clearly
transcendental over K and, by hypothesis, —7; is not in p, so g, s, is not identically 0
for every i. Therefore, we apply Theorem and Theorem follows.
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2 Structure galoisienne relative de la
racine carrée de la codifférente
d’'extensions métacycliques non
abéliennes

2.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, si K est un corps de nombres, O désigne son anneau d’entiers
et Cl(K) son groupe des classes. Si I est un idéal fractionnaire de K, on note clg(I) sa
classe dans CI(K), ou simplement cl(/) si aucune confusion n’est possible.

Soient k£ un corps de nombres et I' un groupe fini. Soient M un Og-ordre maximal
dans D'algébre semi-simple k[I'] contenant O[I']; parfois, pour plus de précision, on le
notera M(k[I']). Soit Cl(Og[I']) (resp. C1(M)) le groupe des classes des Og[I']-modules
(resp. M-modules) localement libres (voir [Fro83, Chap. I]). Soit M un Og[I']-module
localement libre. On peut associer & M une classe, notée [M], dans Cl(Og[I']), et par
extension des scalaires la classe de M ®q, 1] M, notée [M ®o, 1) M], dans CI(M).

Soit N/k une extension galoisienne a groupe de Galois isomorphe a I'; parfois on dira
simplement que N/k est une I'-extension. Soit 7 un isomorphisme défini sur Gal(N/k)
et & valeurs dans I'. Pour tout v € ', nous noterons 7~ 1(v) € Gal(N/k) simplement par
.

Soit Dy, la différente de IV /k. Supposons que la racine carrée de la codifférente D;,}k
existe et notons la par Ay/;,. Immédiatement, Ay, est un idéal fractionnaire ambige de
I'extension N/k (i.e., stable par les éléments de Gal(N/k); donc c’est un I'-module).

Signalons que, par la formule de Hilbert (voir [Ser68, Proposition 4, p. 72]), lorsque
N/k est modérement ramifiée, Anyy existe si, et seulement si, les indices de ramifications
dans N/k sont impairs; c’est le cas, par exemple, lorsque I" est d’ordre impair.

A T'aide de 7, on munit Ay, d'une structure de Og[I']-module défini par : pour tout
v € Ay et tout v € T, vz = (z). On désigne par Ay, ou simplement Ay si
aucune ambiguité n’est possible, le Ox[I'l-module ainsi défini. Notons que le nombre de
structures possibles est égal & l'ordre du groupe des automorphismes de T'.

D’aprés [Ull74, Proposition 1.3], si N/k est modérément ramifiée, alors Ay, est un
O [I'] module projectif, et donc c’est un O[I']-module localement libre (par un résultat
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

de Swan).

On sait que si N/k est modérément ramifiée, alors Oy est un Og[I']-module localement
libre. Rappelons briévement la définition de I’ensemble des classes réalisables par les
anneaux d’entiers. On désigne par R(O, Og[I']) (resp. R(O, M)) l'ensemble des classes ¢
de Cl(Ok[I']) (resp. CI(M)) telles qu’il existe une extension N/k modérément ramifiée,
a groupe de Galois isomorphe a I', avec [On] = ¢ (resp. [M ®¢, r] ON] = ¢).

D’une fagon similaire, on désigne par R(A,Ok[I']) (resp. R(A, M)) l'ensemble des
classes ¢ de C1(Og[I']) (resp. C1(M)) telles qu'il existe une extension N/k modérément
ramifiée, a groupe de Galois isomorphe & I', avec [Ay/;] = ¢ (vesp. [M ®o, 1) An/i] = ©).
Nous dirons que R(A, Og[I']) (resp. R(A, M)) est 'ensemble des classes galoisiennes
réalisables par la racine carrée de la codifférente. Signalons que ces derniers sont liés par
la relation : Ex(R(A, Ox[I'])) = R(A, M), ot Ex : C1(Ox[I']) — CI(M) est le morphisme
surjectif induit par I'extension des scalaires de O[] & M.

Soit Tryyy, la trace dans N/k. On a Try/p(An/k) = O, car Oy C Ayy C D;,}k,
Try/k(On) = O (N/k est modérée) et TrN/k(DX,}k) C Oy, (par définition de D;,}k)

Notons CI°(Og[I']) (resp. CI°(M)) le noyau du morphisme Cl(Og[I']) — Cl(k) (resp.
Cl(M) — Cl(k)) induit par 'augmentation Ok[['] — Oy (resp. M — Oy). Il découle de
Try/k(Anyk) = Ok que R(A, Ox[I']) C CI°(Ox[I']) et R(A, M) C CI°(M).

D’une fagon analogue a des conjectures sur R(O, Ox[I']) et R(O, M) (voir par exemple
IBGS06]), on conjecture :

Conjecture 1. L’ensemble R(A, Ox[I']) est un sous-groupe de C1°(Og[I']).
Conjecture 2. L’ensemble R(A, M) est un sous-groupe de C1°(M)

Dans tout ce chapitre, on suppose I' d’ordre impair.

D’une part, le groupe I' étant résoluble (par Feit-Thompson), d’aprés le (célébre) théo-
réme de Shafarevich (voir [NSWO08| Théoréme 9.6.1, p. 574, et Exercice (b), p. 597]), il
existe des extensions galoisiennes N/k, modérées dont le groupe de Galois est isomorphe
a I'. D’autre part, Ay, existe. On en déduit en particulier que R(A, O[I']) et R(A, M)
sont non vides.

Lorsque k = Q, on a R(A,Or[I']) = {1} par [Ere91l Théoréme 3| : la preuve est
une adaptation de celle d’un théoréme de M.J. Taylor (ancienne conjecture de Frohlich)
concernant la structure de Oy en tant que Z[I'] module (voir [Tay81], Théoréme 1]).

Pour k quelconque et T' abélien, on a la Conjecture 1 par [Tsal6, Théoréme 1.3]. La
démonstraion est une adaptation d’un théoréme de McCulloh sur les classes galoisiennes
réalisables par les anneaux d’entiers (voir [McC87, Théoréme 6.17 et Corollaire 6.20]).

Rappelons la définition de la classe de Steinitz. Soit K un corps de nombres. Soit M
un Og-module de type fini, sans torsion et de rang n. Alors, il existe un idéal I de Og
tel que M ~ O?{l @ I en tant que Ox-module. La classe de I dans CI(K) est appelée la
classe de Steinitz de M ; on la note clg (M ). Notons que si M est un idéal fractionnaire de
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2.1 Introduction

K, clg (M) est la classe de M dans Cl(K). La structure de M, en tant que Ox-module,
est complétement déterminée par son rang et sa classe de Steinitz. Il est clair que M est
un Og-module libre si, et seulement, si clg (M) = 1.

On définit R,,(O, k[I']) comme étant 'ensemble des ¢ € Cl(k) telles qu'il existe une
extension galoisienne modérée a groupe de Galois isomorphe a I'; avec clx(On) = ¢. On
conjecture (voir par exemple [BGS06]) que R, (O, k[I']) est un sous-groupe de Cl(k) (avec
I'ordre de I' non nécéssairement impair).

D’une fagon similaire on définit R, (A, k[I']), en remplagant ci-dessus On par Ay

Proposition 2.1.1. Soit N/k une extension galoisienne (modérée ou non) a groupe de

Galois isomorphe a I d’ordre impair. Alors, Ay, est un Og-module libre.

Démonstration. D’aprés [Mar69, Théoréme 1.4, p. 9] (c’est une généralisation du Théo-
réme d’Artin dans [Art50]) :

cle(An/k) = cli ( W) :

ott A(Apy) est le discriminant, par rapport a la forme trace Try/y,, du réseau Ay, du
k-espace vectoriel N (voir [Ser68, Chap III, §2 et §3]), et d est le discriminant d’une base
de ce dernier.

Puisque N/k est galoisienne de degré impair,

cle(Apnyy) = cl ( A(AN/k)> ;

car d est un carré dans k.
Comme Ay, est un idéal fractionnaire de N, d’apres [Mar69, Théoréme L5, p. 10] :

A(Anyi) = AN/E)Ny 1 (Angi)?,
ott A(N/k) est le discriminant de N/k et N}, /i, est la norme dans N /k. On en déduit :
A(Ansi) = O,

car A?v/k =Dy}, et N} (Dnyi) = A(N/k). On conclut que cly(Anyg) = 1. 0

N/k N/k

Corollaire 2.1.2. On a R, (A, k[T]) = {1}.

Dans ce chapitre on s’interesse a la Conjecture 2. Dans la Section 2.2, on décrit d’une
fagon assez explicite, R(A, M) lorsque I' = C] est le groupe cyclique d’ordre un nombre
premier [ impair, et k est linéairement disjoint sur Q du [-iéme corps cyclotomique sur
Q et nous prouvons que R(A, M) est un sous groupe de CI°(M); la preuve est une
adaptation de quelques unes dans [Sod8§|. Ensuite, dans la Section 2.3, on applique le
résultat obtenu dans la Section 2.2 pour décrire un sous-ensemble de R(A, M) lorsque
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

I" est un groupe métacyclique non abélien d’ordre lg, oll ¢ est un nombre premier en se
plagant dans la situation de [SS10, [Sod97|. En adaptant leurs preuves, nous démontrons
que ce sous ensemble est un sous groupe de C1°(M). Dans la Section 2.4, on donne une
généralisation non explicite des principaux résultats de la Section 2.3.

Nous terminons cette section par une remarque.

Il est bien connu (voir [Ere91, Théoréme 1, §1]) que Ay, est un Ox[I'] module loca-
lement libre si, et seulement si, N/k est faiblement ramifiée (i.e., les seconds groupes de
ramifications sont triviaux).

Soit Rf(A, M) I'ensemble des classes ¢ de C1(M) telles qu'il existe une extension N/k
faiblement ramifiée, a groupe de Galois isomorphe a T', avec [M®q, r]An/i] = ¢. Lorsque
I' est abélien, d’aprés [Tsal7, Théoréme 1.2|, Rf(A, M) = R(A, M). Donc, dans le cas
abélien, on ne perd rien, lorsqu’on travaille dans CI1(M), en se restreignant aux extensions
modérées pour ’étude des classes réalisables par la racine carrée de la codifférente.

2.2 Groupe cyclique d’ordre premier impair

Dans toute cette section : [ est un nombre premier impair, I' = C; = (o) est le groupe
cyclique d’ordre [ de générateur o, £ est une racine primitive [-iéme de 'unité et k est
linéairement disjoint de Q(&) sur Q. Si m € Z, on désigne par m Uentier : 0 <m <[ —1
congru & m modulo [. Nous identifierons des groupes isomorphes pour simplifier les
notations.

Notons x le caratére de I' défini par x (o) = £. Alors les caractéres absolument irréduc-
tibles de T" sont les x*, 0 < i < I — 1. Puisque k est linéairement disjoint de Q(¢) su Q,
on peut choisir x? et y comme représentants de leurs classes de conjugaison sur k. On
désigne par k(x*) 'extension de k obtenue par adjonction & k les valeurs de x°.

Il est immédiat que la décomposition de Wedderburn de ’algébre semi-simple &[] en

un produit d’algébres simples est la suivante :
kD) = k(X") x k(x) = k x k(&).

Soit M le Og-ordre maximal dans l'algébre semi-simple k[I'] contenant Og[I'] (M est
unique puisque k[I'] est commutative). On a :

M ~ Ok X Ok(ﬁ)
D’ou
CI(M) ~ Cl(k) x CI(k()),

et
CI°(M) =~ ClL(k(€)).

Notons que comme k/Q et Q(&)/Q sont linéairement disjointes, Gal(k(£)/k) est iso-
morphe par restriction & Gal(Q(&)/Q).
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2.2 Groupe cyclique d’ordre premier impair

Soit
S = Gal(k(&)/k) = {si | 1<i<l—1}00 si(€) =&

Soit I’élément de Stickelberger

et soit I'idéal de Stickelberger
1
S = YGZ[S] NZ[S].

On modifie 8 et S de la maniére suivante : soient

-1

2

i=—L51i#0
1
S. = YG*Z[S] NZI[S].

L’action naturelle de S sur les idéaux fractionnaires de k(§) induit une structure de
Z[S]-module sur le groupe des idéaux fractionnaire de k() et sur Cl(k(£)). On note
S Cl(k(&)) (resp. S« Cl(k(€))) le sous-groupe de Cl(k(§)) engendré par les éléments de la
forme sc, ou s € S (resp. s € S,) et ¢ € Cl(k(€)).

Dans cette section nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses et notations précédentes, et en identifiant C1°(M)
et Cl(k(&)) on a : R(A, M) est un sous-groupe de C1°(M) égal a S C1(k(E)).

Nous allons énoncer ou établir quelques lemmes avant de faire la démonstration.
Dans la suite N/k est une extension galoisienne modérée a groupe de Galois isomorphe
a T Il est clair que N/k et k(§)/k sont linéairement disjointes. D’oul

Gal(N(§)/k) ~ Gal(N/k) x Gal(k(§)/k),
et par restriction :
Cal(N(€)/k(€)) = Gal(N/k), Gal(N(€)/N) = Gal(k(€)/k)).

Si 7w est un isomorphisme de Gal(N/k) dans T', tout caractére x' de T' induit un
caractére ' o m de Gal(N/k) que l'on notera aussi x’. Rappelons la définition de la
résolvante de Lagrange de x € N et x/ :

(@, Xy => X ().

vyer

Immeédiatement on a :

o((z,x) = X' (o) (@, X), si((w, X)) = (@ x").
D’aprés [Sod88, Théoréme 2.2 (1)] on a :
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

Lemme 2.2.2. Soit a une base normale de N/k. Alors, on peut écrire d’une maniére
unIque

(@, X)' Okey = 1(X)'0.J (%),
ot I(x) est un idéal fractionnaire de k(€), et J(x) est un idéal entier de k(§) sans facteur

carré et tel que les idéaux s;(J(x)), 1 <1i <1 —1, sont premiers entre euzr deux a deux.

Un calcul simple nous donne :

-1

o=0-1 > st

=14

Posons
-1
-1
R = g s;
- 1+1
=g

de sorte que
o

0.=0—1R ct R=_(0-0.).

Lemme 2.2.3. Sous les notations du lemme précédent, notons

L(x) = I(x)RJ(x)

Alors, la composante de la classe de M ®o, r] Anyi (plus précisément M o, 1) AN /i,
avec X identifié¢  x o) dans Cl(k(€)) est égale a la classe de (I.(x))™!.

Démonstration. Puisque pour tout x € N, o({z,x)) = x(o){x,x), on a : { est un
élément de k(&).

Suivant le dernier paragraphe de la page 38 de [UlI74] on considére I'application

T, X)

f:N—=Ek(§, x— e

o~ |~

Soit X = {x?, x}; c’est un ensemble de représentants de toutes les classes de conju-
gaison sur k des caractéres absolument irréductibles de I'. D’aprés le dernier paragraphe
de la page 36 et le début de la page 37 de [UIL74]

M @0, Anyk = (O @0y ) Anyi) % (Ok(e) @0, 1r) Anyi) -

On a : Ay, est un Og[l']-module, Ay/pk = N (Apy; est un idéal fractionnaire) et les
idéaux premiers au dessus du degré | de N/k ne sont pas ramifiés dans N/k (N/k est
modérée). Donc, le corollaire de la page 36 dans [Ull74] nous donne :

Az X°)

(a,XO) = (Ok @0y ‘AN/k)
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2.2 Groupe cyclique d’ordre premier impair

et
F(Anyk) = (Okgey @0, Anyi) -

On en déduit (rappelons que CI(M) =~ Cl(k) x CI(k(£))) que les composantes de la
classe de M ®0, r] An/r dans Cl(k) et Cl(k(£)) sont respectivement les classes de

Trne(Anse) - Ok
Try/k(a) Try/k(a)

et f(Anyk)-

Notons qu’on retrouve la classe triviale dans CI(k).

Le but de la suite est le calcul de f(Apyy) en utilisant [UII74].

Notons p;, 1 < i < n, les idéaux premiers de Oy ramifiés dans Iextension N/k. Pour
tout i, 1 < ¢ < n, on note *P; lidéal premier de Oy au dessus de p;, de sorte que
piOn = PL.

Comme 'extension N/k est modérée, on a : vy, (D) =1 — 1. Donc :

Dyyi, = f[mifl, et Ay = f[fn; =
=1 =1
On a N " N n
A = (f[lmi>-l<r[lspi>”f - ((qpi)-lom(qmi)f.
Posons : " : : n :
o= ([Ip) ™" ot o= (I]9)
d’ou o -

Anyr = bOnSo.
(Dans la terminologie de [UII74], Ll est un idéal primitif ambige de N/k.)

Comme f est k-linéaire on obtient

F(An/k) = bOg ) f(Lo).

Nous allons déterminer bOy¢) et J(x).
Immeédiatement N (&) = N({a, X)), le degré de N(§)/k(&) est [, et elle est modérée car
N/k Vest. Comme N/k et k(£)/k sont arithmétiquement disjointes, on a

A(N/E)Ope) = AN (E)/K(£))-
D’une part, par la théorie de Kummer (voir [Hec81), §39] ou [Bru09, Théoréme 2.1|)

-1

A(N(€)/k(€) = (D )T ()

1

i
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

D’autre part
A(N/k) = Ny = [[B5H =[] o7
i=1 i=1
Par conséquent

n -1 -1
<(Hpi)0k(§)> = ((Z si)J(x)),
-1 i=1
D’ou -
bOke) = (O s:)J ()"
=1

Il est bien connu que les p; sont totalement décomposés dans k(§)/k, car ils sont
premiers avec (O (voir par exemple [Bru09, Proposition 2.4]). De (ITiL; pi)Oke) =
((Zi;% si)J(x)), on déduit que J(x) peut s’écrire :

‘](X) - H p/iv
i=1

ou p’; un idéal premier de O () au dessus de p;.

Puisque N/k est une extension cyclique de degré un nombre premier [ dans laquelle
tout idéal premier ramifié est totalement ramifié, les idéaux premiers de O au dessus
de [ ne sont pas ramifiés (car N/k est modérée), x est fidele et J(x) = [[;-, p’;, d’apres
[UlI74, Theoréme 1, p. 40| et dans ses notations

s = o (V51 (11#')

=1

-1
[+1\  — (1+1) ViR [+1
u< 5 >—;q<2 )si , et cz( 5 )—14—[( 5 i 1)/l],

ou [z] est la partie entiére de z.
-1
Posons R’ = 3,2, s; . Immédiatement, u(%L) = R'. Dot

i=1 5

f(&o) = f(ON)R'J(X).

D’aprés la démonstration du Théoréme 2.3 de [Sod88| p. 193] :
F(ON) = 100"
Comme R+ R = Y2157t =Yg, et bOke) = (R+ R')J(x)) "', on obtient :
FlApe) = T007 R+ R)J) R (x)
= (IORIO0)™
= (Lo

Ce qui termine la démonstration du lemme. O

ol
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2.2 Groupe cyclique d’ordre premier impair

Le groupe Aut(I') des automorphismes de I' est isomorphe au groupe cyclique des
éléments inversibles de Z/IZ. Soient 7 un isomorphisme de Gal(N/k) dans I' et ¢ un
générateur de Aut(I'). Immédiatement les isomorphismes de Gal(N/k) dans I' sont les
mi=¢plom, 0<i<l—1,et yom = (yon).

Corollaire 2.2.4. Sous les notations du lemme précédent, on a : la composante de la

classe de M @0, 1] Anjiq; dans CL(k(€)) est égale a la classe de s;(I.(x)) ™"

Démonstration. Cela découle de : (a, xom;) = s;({a, xor)) et 'unicité de la décomposition
de (a,x o 7ri>l0k(§). O

Lemme 2.2.5. Soit S’ lidéal de Z[S] engendré par les éléments de la forme ¢ — s¢, ot
c est premier avec [.

(1) Soit s € Z[S]. Alors : 105 € Z[S] <= s € S'.
(2) S = 145"
(3) S+8' =1Z[9).

Démonstration. Les assertions (1) et (2) proviennent du [Was97, Lemme 6.8, p. 93|. Pour
(3), il suffit de voir qu’on a

-1
-0+ (l +) (i - si)s;1> =1,
i=1

etleS carl=(+1)—s141. O
Lemme 2.2.6. Sous les notations précédentes, on a :

(1) Sc = %9*8’.

(2) S« +S8' =1Z[S].

(3) Soit ¢ € CI(k(E)). Si pour tout s' € §', s'c € S, Cl(k(£)), alors ¢ € S, C1(k(E)).

Démonstration. (1) Soit x = %9*5’ € %9*5', ou s € 8. Comme 0, = 0 — [R, on obtient
z = 105’ — Rs'. D’ott z € Z[S] par D'assertion (1)(ou (2)) du lemme précédent et donc
x € S, ; on en déduit %9*8’ C S..
Soit z = 16,5 € S,, ot 5 € Z[S]. On a
1 1
7= (0~ IR)s = ;05 — Rs.

D’ott 10s € Z[S]. Par le lemme précédent s € S’. Donc S, C 16,8
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

(2) Par (3) du Lemme 2.2.5] il existe s € S et s’ € &' tels que s + ' = 1. Il existe
x € 8 tel que s = %937. Def=0,+1Rets+s =1 on tire

1
70*.%' + (Rx +5/) = 17

don S, + 8 = 7Z[9).
(3) D’apres (2) il existe s € Sy et 8 € S tels que s + 8 = 1. On a (3) puisque
c=(s'c)(sc) et S, Cl(k(§)) est un sous-groupe de Cl(k(E)). O

Démonstration du Théoreme[2.2.1. (1) R(A, M) C S, Cl(k(£)).
Sous les notations et hypothéses du Lemme on a :

(a, X)'Oke) = 1(x)'0.T (x).

On en déduit sous les notations du Lemme 2.2.3 :

(@, )" Ok(ey = L(x)' 0T (x).
Soit s’ € §’. Immédiatement s'(a, x) € k(£). D’ou

(s'(a, X)) On(e) = T (x) 1,57 (x).

Par suite la classe de §'I(x) ™! appartient & S, Cl(k(£)). Donc, par le Lemme (3),
la classe de I,(x)~! appartient a S, Cl(k(£)). On conclut grace au Lemme m

(2) S, Cl(k(&)) € R(A,M).

Nous allons adapter la seconde partie de la preuve du Théoréme 2.4 dans ([Sod88, p.
195]) a notre situation.

Précisons un allégement d’une notation pour la suite : si I est un idéal fractionnaire
de k(§), on désigne par cl(I) sa classe dans C1(k(€)) (au lieu de cly)(1)).

Soit ¢ € S, Cl(k(§)). D’aprés le Lemme (1), il existe un entier j, des idéaux
fractionnaires I; de k(§), 1 < i < j, qu'on peut choisir premiers avec IOy par le
Théoréme de densité de Chebotarev, et des éléments s,, 1 <i < j, de &’ tels que :

c=cl <ﬁ(1/l)s§9*1}> .

i=1

Posons I = 2:1(1/l)5;¢9*1i et J = ngl s.1;. Alors :

I'=0.J, c=clI).

Soit le cycle C = (1 — f)lOk(g). Soit Cl(k(&),C) le groupe de classes de rayon de k(§)
modulo C. On a J est premier avec C, en effet : d’une part pour tout ¢/, 1 < ¢ <1 —1,

et tout 4, 1 < i < j, sy([;) est premier avec sy (IO ¢)) = Oy () ; d’autre part, comme
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2.2 Groupe cyclique d’ordre premier impair

IOy = (1§ )171016(5)7 les idéaux premiers de Oy¢) divisant toute puissance non triviale
de (1 — §)Oy(e) sont exactement ceux divisant [Oye). Par le Théoréme de densité de
Chebotarev dans Cl(k(§),C), il existe un idéal premier p de Oy¢), avec pN Oy, totalement
décomposé dans k(&) /k et tel que cl(p) = cl(J) dans Cl(k(£),C). 1l s’ensuit qu’il existe
a’ € k(&) satisfaisant :

p=dJ, d=1mod (1- §)l0k(§),

ott mod” est la congruence habituelle dans la théorie du corps de classes.
D’une part

I' = 0,J=(0-1R)J
= AJ(RJ)7L.

D’autre part, de p = a’J on tire
0J = Op(0a’) L.

Posons
a' =#6d.
Alors
a"Opey = (IRJ)™1)'0p.

L’élément o” n’est pas une puissance [-iéme dans k(£), car par exemple on a que
vp(a”) =1 mod 1, ou v, est la valuation p-adique.
Soit a un élément de k vérifiant

Posons
N’ = k(&)(a).

Alors N'/k(&) est une extension cyclique (de Kummer) de degré [. Elle est modérée, car
fa’ = 1 mod” (1 — §)!Op(e) s donc N'/k est modérée car k(£)/k Vest. L'extension N'/k
est galoisienne abélienne par [Lon71, Corollaire 1.3, p. 89] (ou [Bru09, Proposition 2.3|),
car a” = 0d’; elle admet une (unique) sous-extension N/k galoisienne, de degré [. Il est
clair que N/k est modérée et N’ = N(§).

On a Gal(N'/k(€)) ~ C). Nous identifions C; avec Gal(N(§)/k(§)) en faisant agir o sur
N (&) de sorte que o(a) = a. Puisque Gal(N(§)/k(€)) est isomorphe (par restriction) a
Gal(N/Ek), on identifie aussi C; et Gal(N/k), d’ou un caractére g de Gal(N/k), défini
par

wo(o) = &.

Notons qu’en fait, si I'on note 7y I'isomorphisme Gal(N/k) ~ C ci-dessus, alors

Yo = X © To-

31



2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

Dans la suite, on identifie ¢q et x.
Posons o/ = (1/1) Try(e)/n (). Alors, immédiatement (o, x) n/x = a. Donc

(', x)! Oy = (IRJ)~")'op.
Rappelons que pour tout x € N,

o((z, x)) = x(o){z, x)-

On en déduit que, si a est une base normale de N/k, alors (a, x)/{d/, x) est fixe par o ;
donc il existe A € k(&) tel que (a, x) = A/, x). Par conséquent

(0, X)'Ox(e) = AIRJ) ™) 0p.
D’ou
L(x) = MIRJ)" Rp.
Comme Cl(p) =cl(J), on a :

A(L(x) P =c() =c
D’aprés le Lemme la composante de la classe de M ®¢, 1] Anyk (plus précisé-

ment M ®0, 1] An/k,x,) dans Cl(k(£) est égale a c. Donc ¢ € R(A, M). Par conséquent
S, Cl(k(&)) C R(A,M). O

Remarque. L’extension N/k obtenue ci-dessus a pour discriminant A(N/k) = (p N
Op)'~1, car J(x) = p. Soit X un idéal entier de O, Il est immédiat qu’on peut réaliser c
par une extension modérée N'/k dont le discriminant est premier a X ; il suffit de partir
dans la démonstration ci-dessus avec le cycle €' = (1 — &) X Oy ).

Nous terminons cette section par comparer 0, S, R(O, M) et 6., S, R(A, M).

Proposition 2.2.7. On a :
(1) 0. = (s2—1)0. (Donc 6, € S.)
(2) Su=(s2—1)S. (Donc S, CS.)
(3) R(A,M) C R(O, M) ; Uinclusion pouvant étre stricte.

Démonstration. (1) On a s20 = Zl 1252 . En effectuant le changement de variable :

j=2"Y mod I, on obtient :

(1-1)/2
00 = ZQ]S + Z 2j—l
=(l+1)/2
-1
= 20-1 > ;!
j=(+1)/2
= 20—-IR
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Par suite § — IR = (s — 1)6. Donc 0, = (s — 1)0.
(2) On a 8, = 76,8’ = (53 — 1)708’ = (s2 — 1)S.
(3) D’apreés [Sod88, Théoréme 2.4], R(O, M) = S Cl(k(£)). Comme S, C S et
R(Anyr M) = S, CL(K(€)),

on a R(A,M) C R(O,M).

Immeédiatement

Nie) /(S CUR(E))) = Ny(ey/n(CLR(E)) D72,
d’ou
Nyey/6(Se CLE(E))) = (s2 — 1) Nyeyw (CU((€)) D/ = {1}.

11 suffit donc que Nk(g)/k(Cl(k(f)))(lfl)/Q soit non trivial pour que U'inclusion dans (3)
soit stricte. Signalons que, d’aprés [Lon71, Théoréme 2.6],

Ry (0, k[T]) = Nyeyn(CL(k(E)) /2,

En particulier, si k # Q, il est en général non trivial. Par exemple si [ ne se ramifie pas
dans k, Ny¢)/k(CL(k(§)) = Cl(k) (k(§)/k est totalement ramifiée au dessus des premiers
divisant [, d’oti la surjection de Ny ¢) /i, sur Cl(k(§)); on ajoute la condition : le nombre
de classe de k est différent de 1 et est premier avec (I — 1)/2. O

Remarque. Si k = Q, alors R(A, M) = {1}, car S, CI(Q(&)) = {1} puisque S, C S
et il est bien connu que S CI(Q(¢)) = {1}.

2.3 Groupe métacyclique non abélien d’ordre un produit de
deux nombres premiers impairs

Dans toute cette section : [ (resp. ¢) est un nombre premier impair, I' est un groupe
métacyclique non abélien d’ordre lg, & (resp. &) est une racine primitive [ (resp. ¢)-iéme
de I'unité, nous identifierons des groupes isomorphes pour simplifier les notations.

Le groupe I' peut étre défini par la présentation suivante :

L=(o,7:0l=79=1,701 ! =0"),

ol r est un entier, avec 1 <r <[ —1, et la classe de r dans (Z/IZ)* est d’ordre q. C’est
un produit semi-direct de C; = (o) et Cq = (1) :

F:ClXICq.

L’objectif de cette section est ’application de la section 2.2 a ’étude des classes réa-
lisables de racines carrées de codifférentes d’extensions métacycliques non abéliennes de
degré lq.
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Le théme de l'article [SS10] (resp. [Sod97]) est I’étude des classes réalisables d’anneaux
d’entiers d’extensions métacycliques de degré Im (resp. lq, avec ¢ pouvant étre pair).

Dans la suite, nous utiliserons des notations et résultats de [SS10]; nous notons m
par ¢ comme dans [Sod97|. Nous adapterons les preuves dans [SS10] & notre situation.
Nous avons préféré suivre [SS10] que [Sod97| car dans le premier il y a une correction du
second dans [SS10, Remarque (2), p. 1822] et, pour la convenance du lecteur, il y a plus
de détails nécessaires et suffisants que dans [Sod97].

Le groupe dérivé de I' étant Cj, I'abelianisé de T' est I'/C; (~ Cy). Donc il y a ¢
caractéres absolument irréductibles de I' de degré 1 : on les obtient en composant les
caractéres de degré 1 de I'/C; avec la surjection canonique de I' sur I'/C). Supposons que
k/Q et Q(&;)/Q soient linéairement disjointes, alors il y a deux classes de conjugaison
sur k de ces caractéres. Notons {1;,0 < i < 1} un systéme de leurs représentants, avec
1o le caractére trivial.

Pour tout ¢, 0 < ¢ < 1, la restriction de ¢; a C, définit un caractére de C,, qu’on
note x;. Il est clair que {x;,0 < i < 1} est un systéme de représentants des classes
de conjugaison sur k des caractéres absolument irréductibles de C,. Soit k(v);) (resp.
k(x:)) 'extension de k obtenue par adjonction a k les valeurs de v; (resp. x;); alors
k(1) = k(x;) pour tout i, 0 <4 < 1.

D’apreés les deux derniers paragraphes et la remarque (2) dans [SS10) p. 1820], en sup-
posant que k/Q et Q(§;)/Q linéairement disjointes il reste une seule classe de conjugaison
sur k des caractéres irréductibles de I' dont on note x son représentant. Le caractére x
est de degré ¢, n’est pas symplectique et est induit par un caractére ¢ de degré 1 et
d’ordre [ de

x = Indg, .

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que k est linéairement disjoint de Q(&;, &,)
sur Q et 'on note par Ey le sous-corps de k(&) tel que le degré de k(&;)/ Eo est g. Signalons
que le corps K défini dans [Sod97, p. 88| est égal a Ey.

Soit M un Oj-ordre maximal dans l’algébre semi-simple k[I'] contenant Og[I']. On a
(voir [SS10, p. 1821]) :

- D’une part, la décomposition de Wedderburn de ’algébre semi-simple k[I'] en un
produit d’algébres simples est la suivante :

kL] =~ k(o) x k(1) x My(Ep) = k(x0) % k(x1) x My(Eo)
~ k x k(&) x My(Ey),

ou My(Ey) est 'anneau des matrices carrées d’ordre ¢ & coefficients dans Ey.
- D’autre part, comme Ey = k(y) lextension de k obtenue par adjonction a k des
valeurs de y et aucun caratére de I' n’est symplectique,

CLM) ~ CI(k) x Cl(k(&,)) x Cl(Eo).
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D’ou
CI°(M) ~ Cl(k(&,)) x CI(Ej).

On note :

Si=Gal(k(&)/k) ={si| 1<i<l—1},0u s(§) =¢,
Sq=Gal(k(&)/k) = {sj| 1<i<q—1}0n si(&)=¢.

Soient les éléments de Stickelberger

-1 q—1
0, = E isgl, 0y = isgfl,
=1 =1

et soient les idéaux de Stickelberger

1 1
S = 76)ZZ[SZ] N Z[Sl], Sq = gqu[Sq] N Z[Sq].

On modifie 6}, 8,, §; et S; de la maniére suivante : soient

1 g—1

2
(01)x = is; ', (0g)x = Z is;

o~

i=—51i£0 i=—951i#0
(). = FOLZISINZIS, (). = ZO)ZIS N ZIS)

On définit Rq(A, M) comme étant 'ensemble des classes réalisables par les racines
carrées des codifférentes des extensions métacycliques N/k de degré lq, telles que la
sous-extension kj/k de N/k de degré g est linéairement disjointe de k(&;)/k.

L’extension Ey/k étant galoisienne, S; opére par restriction de fagon naturelle sur le
groupe des idéaux fractionnaires de Ey, d’ott une structure de Z[S;| sur Cl(Ey).

Dans cette section nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses et notations précédentes, et en identifiant C1°(M)
et Cl(k(&g)) x Cl(Ep), on a : R1(A, M) est un sous-groupe de C1°(M) et

Ru(A, M) = (S). CUK(E,)) x (S1). CL(E).

Soient G un groupe fini et M /K une G-extension galoisienne de corps de nombres. En
utilisant la terminologie de [McC85|, M/K est dite domestique si les idéaux premiers au
dessus des diviseurs premiers de 'ordre de G ne sont pas ramifiés; il est clair qu’'une telle
extension est modérée.

Soit R4(0, Ox[G]) (resp. Rqa(O, M(K[G])) le sous-ensemble des classes réalisables par
des anneaux d’entiers des G-extensions domestiques. D’une fagon similaire on définit

Ra(A, Ok[G]) et Ra(A, M(K[G])).
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

Dans [McC85, Théoréme 3.3, p. 198], comme une étape vers l'article définitif [McC87],
il est montré que lorsque G est abélien, R4(O, Ox[G]) est un sous-groupe de Cl(Ok[G]),
donc R4(0, M(K[G])) est aussi un sous-groupe de CI(M(K[G]).

Corollaire 2.3.2. Supposons | non ramifié dans k/Q. Alors, R4(A, M) est égal au sous-
groupe Ri(A, M).

Soient K un corps de nombres quelconque et I un groupe fini. Supposons qu’aucun
caractére absolument irreductible de IV ne soit symplectique (notre groupe I' vérifie
cette condition); en particulier K[I"] satisfait la condition d’Eichler. Soit M’ un Og-
ordre maximal de K[I”] contenant Og[I"]. Ci-dessous, nous rappelons briévement la
Hom-description de Frohlich du groupe des classes Cl(M’) et la notion de résolvante de
Frohlich-Lagrange(voir [Er683]).

On désigne par Ry le groupe des caractéres virtuels de I”. Soient K une cloture
algébrique de K, K~ = K \ {0}, Qx = Gal(K/K), J(K) le groupe des idéles de K, et
U(K) le sous-groupe des idéles unités de J(K). Alors

CUM) ~ Homﬁi(RF/,J(K)) .
Homg, (Rr/, K~ )Homgq, (Rr/,U(K))

Soit M /K une extension galoisienne a groupe de Galois isomorphe a I'. Si 7 est
un isomorphisme défini sur Gal(M/K) et a valeurs dans I, alors tout caractére x’ de
I'" induit un caractére ' o w de Gal(M/K) que l'on notera aussi x’. Si v € I, nous
noterons 7 1(y) € Gal(M/K) simplement par v. Soit B une K-algébre commutative,
alors M ®x B est un B[I”]-module libre de rang 1; soit a € M ®k B une base de
ce module. Soit T : I" — GL,(K) une représentation linéaire de I de caractére x'.
On appelle résolvante de Frohlich-Lagrange de a et de x/, 'élément de K ®p B, noté
(a,X") vk (ou (a, x’) si aucune confusion n’est possible), défini par :

(@, XY sy = Det (D v(@)T(v™),

~yel

ou Det désigne le déterminant.

Pour tout idéal premier p de O, soit K, (resp. Ok p) la complétion de K (resp. Ok)
en p. Si K'/K est une sous-extension de M/K, on note K, = K' ® K, et Ogrp =
Ok @0y Ok p les semi-complétés respectifs de K’ et Ogr.

Faisons quelques rappels (voir [Fro83) §2, p.17]). Un Ok [I”]-module X est dit locale-
ment libre si ¢’est un Ok [I”]-module de type fini tel que pour tout premier p de Oy, le
Ok p[I']-module X, = X ®0, Ok, (le semi- complété de X) est libre. Le rang de X est
défini comme étant le rang du K[I"]-module libre (X ®¢p, K) = KX. Ce rang est fini et
il est égal au rang de X, sur Ok p[I"] pour tout p.

Signalons que le Théoréme 4 de Frohlich dans [Fro83, Théoréme 4, p. 30| est valable,
non seulement pour Oy, mais pour tout Ok [I'-module localement libre X de rang 1, avec
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2.3 Groupe métacyclique non abélien

b de son énoncé une base du K[I]-module libre (X ®¢p, K) = KX. Pour le prouver, il
suffit de copier la démonstration de ce théoréme en remplacant O par X et en utilisant
[Er683, Théoréme 1, p. 20] (Théoréme 1 est valable pour tout Ox[I]-module localement
libre de rang 1).

Supposons M/K modérée. On sait que Ay i est un Og[I]-module localement libre.
Comme A/ est un idéal fractionnaire de M, on a K Ay;/x = M. Par le théoréme de
la base normale, M est un K[I"]-module libre de rang 1. Donc le rang de Apz/x est 1.

Pour tout idéal premier p de O, soit o, une base (normale locale) du Ok , [I']-module
Ak p- Soit @ une base (normale) du K[I']-module M. D’aprés [Fr683, Théoréme 4, p.
30| et ce qui vient d’étre dit ci-dessus sur sa généralisation, un représentant de la classe
de M' @0, 0] An i dans CI(M’) est I'application f définie par :

<O‘P’ X,>
FX) = ( :
(a,x") /,
Désormais N/k désigne une extension modérément ramifiée a groupe de Galois iso-

morphe a I', ou k et I' vérifient les hypothéses du Théoréme Rappelons que nous
notons par k le sous-corps de N fixe par Cj; on a: ki /k est galoisienne et Gal(ky /k) ~ Cj,.

Soit a une base du k[I'l-module N. Pour tout idéal premier p de Oy, soit ¢y une base du
Oy p[I']-module Ay -

Soit 7, 0 < ¢ < 1. Les égalités suivantes découlent facilement de la définition des
résolvantes de Frohlich-Lagrange :

(ap, Vi) = (T, ), () Xid by gir (@5 %00) = (T, (@)s Xi) ey k-

Il est facile de voir que Try, k), () et Try/x, (a) sont des bases respectives du
Oy p[Cyl-module Ay, .., et du k[Cy]-module k;. Signalons que Try/i, (An/k) = Ag, k-

Un résultat de Frohlich (voir [Fr676, Théoréme 10 et (5.12), p. 401] ou [Ex677, Theorem
12, p. 165]) donne un lien entre la résolvante d'un caractére et celle de son caractére induit
pour les anneaux d’entiers de corps de nombres. Une démonstration plus détaillée et son
énoncé se trouvent dans [BS13, Lemme 2.4.1, Corollaire 2.4.3, pp. 315-318|.

Briévement, le Lemme 2.4.1 se généralise de la maniére suivante. Dans ses notations,
soient H un sous-groupe de Gal(N/k) et F' = N : ce lemme reste vrai en remplacant :

- On en tant que Og[I'l-module par un idéal ambige A dans N/k en tant que Og[I']-
module de la forme (multiplicative) A = BA’, ou B (resp. A) est un idéal fractionnaire
de F (resp. N).

- Oy en tant que Op[H]-module par A’ en tant que Op[H]-module (noter que A’ est
un idéal ambige dans N/F').

- Of par B.

En particulier, le lemme généralisé s’applique & Ay, puisque Ay, = Ay, i Anyg, (ici
H=Cy, F=ki, B= Ay A = Ani,)-
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

Soient b et b, des bases respectives du k1 [Cy]-module N et du Oy, ,[Ci]-module Ay, -
Soit S un systéme de représentants des classes d’équivalence des éléments de Gal(Q/k)
modulo Gal(Q/k1).

Comme x = Indgl 1, on déduit du lemme généralisé¢ qu’il existe A et A\, des éléments
inversibles respectifs des anneaux k[Cy] et Oy, ,[C}] tels que :

(a, ) (N) = Ny (0, ) iy Je(er JR) 8V

et

(s XV (Ap) = My k(s ) iy Je( (R )y [ Rp) 4BV,
oil 1 a été prolongé par linéarité & ky[Cy], e(k1/k)? est le discriminant d’une base du
k-espace vectoriel k1, e((k1)p/kp)?Orp = A(Ag, /) Ok, 00t A(Ay, 1) est le discriminant
du réseau Ay, /. par rapport a la forme trace Try, /, (c’est une modification du résultat
de Frohlich, dans lequel e((k1)p/kp)?Okp = A(k1/k)Og p, voir [BS13, Remarque 2.4.2, p.
16]), et

Moy k(T V) Ny ) = HV 2,7 ) Nyky)-
yES

Supposons que ki /k et k(&) /k soient linéairement disjointes. On peut donc choisir un
prolongement 7 de 7 & Q vérifiant 7(£;) = &. Il est clair qu'on peut supposer S = {7¢,0 <
i < q—1}. Alors

VAR(ERTNTRES | RIERDITS H T (@, V) N/ky )-

YES
Une démonstration similaire & celle de la Proposition 2.1 dans [SS10] nous donne :

Proposition 2.3.3. Sous les hypothéses et notations ci-dessus, un représentant de la
classe de M @0, ) Anyi, dans CI(M) est Uélément f de Homg, (Rr, J(k)) défini par :

f(%o) = (1)

(
o <Ter/ k1 p(ap) X1>k1/k
fl) = ( (Trvk, (@), Xi) ko sk ),,

ﬂx%—( e(k1/k) II <<a¢ﬁwh>>p

=0

Nous allons utilisé les résultats et notations de [SS10) pp. 1825-1826| pour énoncer une
proposition analogue & [SS10, Proposition 2.2].

I1 découle de k1 /k et k(&)/k linéairement disjointes que Gal(k1(§;)/k) est isomorphe
a Gal(k(&)/k) x Gal(k1/k). On peut donc noter

Gal(k1(&)/k) ={si7 | 1<i<1-1,0<j<q-1}.
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Soit Z/k la sous-extension de k1(&;)/k fixe par 7s,. Alors :
- Z/Ey et k(&)/Ey sont linéairement disjointes et

Gal(Z/Ey) ~ Gal(k1(&)/k(&))(~ Gal(ki/k)).

- Z/k et ki/k sont linéairement disjointes, et
Gal(Z/k) ~ Gal(k1(&)/k1) ~ Gal(k(&)/k)(= S).

Les extensions N/k et k(§)/k sont linéairement disjointes. Donc Gal(N(§)/k) est
isomorphe & Gal(N/k) x Gal(k(&)/k).

On a les isomorphismes de restriction :
Gal(N(§)/N) ~ Gal(k1(&)/k1) ~ Gal(k(&)/k) = S,
Gal(N(&)/k(&)) ~ Gal(N/k) = (o, 7),
Gal(N(&)/k1(€) ~ Gal(N/ky) = (o) = G,
Gal(k1(&)/k(&)) ~ Gal(ky/k) ~ Cy = (7).
Soit Ko/k la sous-extension de degré | de N/k fixe par (7). Il existe b € K{ (donc

7(b) = b) telle que (g(b))gec, est une base normale de N/k;.
On a (b, w>§\//k1 est un élément de Z et

(b, )/, Oz = (1(W)) 6111 (),

ou I(%) est un idéal fractionnaire de Z, et les s; (J1(¢)), 1 <i <[ —1, sont des idéaux
entiers de Oz, sans facteur carré et premiers entre eux deux a deux.

La décomposition de Wedderburn de l'algébre semi-simple k[C,] en un produit d’al-
gébres simples est la suivante :

1
KCql = [T kOx) = & x k(&y).
=0
Soit M(k[Cy]) 'ordre maximal de Oy, dans k[C,]. Alors :
CIM (K[Cy])) =~ Cl(k) x Cl(k(&)),

et donc

CIP(M(K[Cq])) == CI(E(&))-

Proposition 2.3.4. Soient ¢;, 0 < i < 2, les composantes de [M ®o,r] Anyi] dans
Cl(M) ~ Cl(k) x Cl(k(&)) x Cl(Ep). Alors :

(1) co est la classe triviale dans Cl(k).
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

(2) e1 est la classe de [M(K[Cy]) ®o,(c,) Ak, /] dans Cl(k(&,)).

(3) Cy = NZ/EO ((Clz([(w)RJﬂ’lﬂ))*l)) dans CI(E()).

Démonstration. (1) C’est évident.

(2) La démonstration est analogue a celle de I'assertion (i) de la Proposition 2.2 dans
ISST0, p. 1828].

(3) La preuve consiste en la détermination de la classe du contenu de l'idéle suivant,
lequel est défini dans la Proposition 2.3:3] :

_ (e / k) T (e e
f(x)—( e(k1/k) H ((b,¢>N/k1>>p

0

Comme dans le Lemme [2.2.2] on peut écrire d’une maniére unique :

(b, ) /ey Oa(6) = (I'(9))' 07 (1),

ou I'() est un idéal fractionnaire de k1(§), et les s;J1(v), 1 < i < (I — 1), sont des
idéaux entiers de Oy, (¢,), sans facteur carré et premiers entre eux deux a deux.

La classe dans Cl(k1(&;)) du contenu de l'idéle ((bp, 1) n/k, / (b, ) Nk, )p €st la classe de
I'idéal fractionnaire

(ANl ©I Nk /O, 0) N ey -

Mais la classe de ce dernier dans Cl(k1(&)) est égale & cly, ()(I'(¢)RJ{(¥))~! par le
Lemme 22,3

Par [SSlO, Lemme 2.3], I/(i/J):I<’¢)Ok1(&) et J{(w)zjl(ib)Okl(&)

Comme dans le troisiéme paragraphe de la démonstration de l'assertion (iii) de la
Proposition 2.2 dans [SS10, p. 1828], on obtient : la classe Nz, g, ((clz(I()RJ1())™1))
dans Cl(Ep) est celle du contenu de l'idéle (H?;& T ((bps WY N iy /(0 0) Ny )p-

Soit I I'idéal fractionnaire de k qui est le contenu de l'idéle (e((k1),/ky)/e(k1/k))p. De
e(k1/k)? est le discriminant d d’une base du k-espace vectoriel k1 et e((k1)y/ky)?Opp =
A(Ay, /i) Ok,p on déduit :

72 AR
T
Donc Clg (1) = clg(Ay, /x). Par la Proposition clp(Ay, /1) = 1. Donc Cli(I) = 1.

Maintenant nous pouvons démontrer le Théoréme [2.3.1] et le Corollaire [2.3.2]

Démonstration du Théoreme[2.31. Rappelons qu'on veut montrer I'égalitée Ry(M) =
A, ot A est le sous-ensemble de Cl(k(&,)) x Cl(Ep) suivant :

A= (8,). CUR(E) * (). CI(En).
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(1) Montrons I'inclusion Rq(M) C A.

On utilise les hypothéses et notations de la Proposition 2.3.4] Par le Théoréme [2:2.1]
c1 € (Sq)« Cl(k(&y)). D'une facon analogue a la démonstration du Théoréme partie
(1), on obtient la classe de I, (1)) "' = I () RJ1 (1)) " appartient a (S;). C1(Z). Par suite
Ccy € (5[)* CI(EO).

(2) Montrons l'inclusion A C R1(M).

Soit X = (c1,c2) un élément de A. Tout d’abord on considére 1’élément c¢;. La re-
marque apreés la fin de la démonstration de la partie (2) du Théoréme nous affirme
I'existence d’une extension modérée ki/k a groupe de Galois isomorphe & C, = (1),
telle que [M(Cy) ®0,(c,] Ak, k] = €1, k1/k est ramifiée en une place finie (donc la seule
sous-extension de k1 /k non ramifiée sur k est k lui-méme puisque son degré est premier),
et dont le discriminant est premier & [Oj. Signalons que la derniére condition sur le
discriminant implique que ki /k et k(&;)/k sont linéairement disjointes.

Notons

Gal(ki (&) /k) = {siT | 1<i<1-1,0<j<q—1}.

Soit Z le sous-corps de k1(&;)/k fixe par (rs,). Par [SS10, Proposition 2.4| toute sous-
extension de Z/Eq différente de Ep est ramifiée. Ce dernier fait entraine que Ny g, :
Cl(Z) — Cl(Ep) est surjective grace a [Was97, Théoréme 10.1, p. 400]. On en déduit que
Nz/g, induit un morphisme surjectif de (S;).« C1(Z) sur (5;)« Cl(Ep).

Ensuite on considére 'élément ¢z de (S5;)« CL(Ep). Soit y € (S5;)« Cl(Z) vérifiant

Nz/E,(y) = co.

D’aprés I’assertion (1) du Lemme m, il existe un entier j, des idéaux fractionnaires
I; de Z, 1 < i < j, qu’on peut choisir premiers avec [Oyz par le théoréme de densité de
Chebotarev, et des éléments s;, 1 <i < j, de &’ tels que :

J
I=[]Q/D)s;(0)Li, ety =clz(I) dans CI(Z).
i=1

Posons J = [[2_, s/1;. Alors :

I' = (6).J.

Soit le cycle C = I20y. Soit CI(Z,C) le groupe des classes de rayon de Z modulo C. Par
la surjection canonique de Cl(Z,C) sur Cl(Z) et le théoréme de densité de Chebotarev,
il existe un idéal premier p de Oy, totalement décomposé dans Z/k et tel que clz(p) =
clz(J) dans C1(Z,C). 1l ’ensuit qu'il existe o’ € Z satisfaisant :

p=dJforad = 1mod” I205.

Posons
a =6
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

Comme (0;), =6; — IR, on a :
a0z = (IRJ)™1)'op.

On continue exactement comme dans les pages [SS10, pp. 1831-1832] (avec 6 = 6; et
m = q). Pour la convenance du lecteur, afin de faciliter la lecture de cette section on
reprend de fagon concise les principales idées de ces pages. Signalons qu’on a modifié les
éléments a et o de ces pages.

L’élément « n’est pas une puissance [-iéme dans Z et dans k;(&;).

Soit w un élément d'une cloture algébrique de k vérifiant w! = a. Posons L = k1 (&)(w).
Alors L/ki(&) est une extension cyclique (de Kummer) de degré I.

Rappelons que ¥ est un caractére de degré 1 et d’ordre | du groupe Cj. Chosissons
un générateur o de Cj tel que ¥ (o) = . Ensuite identifions C; avec Gal(L/k1(§;)) en
faisant agir o sur L de sorte que o(w) = §w.

On montre que L/k; est galoisienne abélienne de degré [(I —1). D’ou l'existence d’une
sous-extension galoisienne N/k; de L/k; de degré [.

On montre aussi que N/k est galoisienne modérée a groupe de Galois isomorphe a T.

Soit K /k la sous-extension de degré | de N/k fixe par (7). Soit b un élément de
K engendrant une base normale de N/ki;. On a L = ki(&)((b,v)). Par la théorie de
Kummer, il existe g € k(&) et i, 1 <14 < (I — 1), tels que a = ¢g*(b,1))". On montre que
i =1, car o(w) = §w. Donc

o= gl<b7 Qﬁ)l

Mais (b,9))! € Z et a € Z, par suite g € Z (sinon Z(g)/Z serait une sous-extension de
k1(&)/Z de degré I, et I diviserait ¢). En utilisant la décomposition (de fagon unique)
aOz = ((IRJ)™1)!0p on obtient :

(b, 9)'0z = ((gIRJ) ") 0p

est la décomposition (de fagon unique) de (b, 1)!Oz.
Par I’assertion (3) de la Proposition : la composante X de la classe de M ®g, ry
Anyi dans Cl(Ep) est

X = Ngyp, (clz((gIRJ)"'Rp)~"))
= Nz, (clz(I) clz(RJ) clz(Rp) ™) .

Rappelons que clz(p) = clz(J), y = clz(I) et Nz g, (y) = ca. Alors
X = Nz, (clz(I)) = ca.

Donc A C R1(M). Ceci termine la démonstration du Théoréme [2.3.1] O
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Démonstration du Corollaire[2.3.3. (1) Soit N/k une I'-extension domestique. Comme [
est non ramifié dans k/Q, il est immédiat que les premiers au dessus de | dans Oy, sont
totalement ramifiés dans k(§;)/k. Puisque ces derniers sont non ramifiés dans k;/k, on
obtient ki/k et k(&)/k sont linéairement disjointes. Par suite, R4(A, M) C R1(A, M).

(2) Pour 'autre inclusion, on suit la partie (2) de la démonstration du Théoréme
en faisant quelques modifications.

On garde k; /k; elle est non ramifiée en [ et ¢. Ensuite on remplace le cycle C = I?0Oyz
par C = [?qOz. L’extension N/k; obtenue a pour discriminant ((pO, (¢,)) NOg,) "1, donc
elle est aussi non ramifiée en [ et g. On conclut que N/k est domestique. On en déduit
R1(A, M) C Ryq(A, M). Ce qui termine la démonstration du corollaire. O

2.4 Une généralisation non explicite du Théoréme [2.3.7]

Dans toute cette section : [ (resp. m) est un nombre premier impair (resp. un entier
naturel impair), I" est un groupe métacyclique non abélien d’ordre Im (comme dans
[SS10] p. 1819]). Le groupe I' est un produit semi-direct des groupes cycliques C; = (o)
et Cy, = (1) et action de C,, sur Cj est fidéle :

F:CGC’m.

On peut le définir par la présentation suivante :

l

F=(or:0l=1m"=1,101 ' =0"),

ou 7 est un entier, avec 1 <r < (I — 1), et la classe de r dans (Z/IZ)* est d’ordre m.
Supposons k/Q et Q(&)/Q linéairement disjointes. D’apres [SS10, p. 1821]

CI*(M(K[I)) = CIY(M(K[Crn])) x CL(Ep).

On définit Ry (A, M(k[I'])) et Rq(A, M(k[I'])) comme dans la section 2.3 en rempla-
cant ¢ par m. D’aprés [Tsal6, Théoréme 1.3], R(A, M(k[C),])) est un sous-groupe de
CI?(M(k[C)))-

Théoréme 2.4.1. Supposons les extensions k/Q et Q(&)/Q linéairement disjointes.
Identifions CI°(M(k[T])) avec C1°(M(K[Cy])) x Cl(Ey). Alors, Ri(A, M(k[T])) est le
sous-groupe de C1°(M(k[I'])) suivant :

Ri(A, M(EI))) = R(A, M(k[Cp])) % (S1)« CI(Ep).

Démonstration. Elle est similaire & celle du Théoréme [2.3.1] avec les modifications sui-
vantes.
On remplace I'assertion (2) de la Proposition [2.3.4] par : ¢1 est la classe de

[M(K[Crn]) @0, 100] Ak /]
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2 Structure galoisienne relative de la racine carrée de la codiftérente

dans CI°(M(k[Cy)))-

Maintenant on suit la démonstration du Théoréme 2311

Dans la partie (1) on remplace "par le Théoréme c1 € (S¢)« Cl(k(&,)", par :
D’apres [Tsal6l, Théoréme 1.3], ¢ € R(A, M(k[Cy])).

Dans la partie (2), la seule modification concerne 1’élément c;.

Considérons c¢;. Le [Tsal6l, Théoréme 1.3] nous affirme lexistence d’une extension
modérée ki/k a groupe de Galois isomorphe & Cp, = (1), telle que [M(Cy) ®p,(c,]
Ay, /k] = c1, et dont le discriminant est premier a [Oy.

Mais la démonstration du [Tsal6, Théoréme 1.3] est une adaptation de celle [McC8T7,
Théoréme 6.7]. Il n’est pas difficile de voir, que dans la preuve du [Tsal6, Preuve du
Théoréme 1.3, p.791|, on peut trouver ki /k satisfaisant en plus (comme dans [McC8T,
Theéoréme 6.7]) : la seule sous-extension de kj/k non ramifiée est k, ce qui nous donne
en utilisant [SS10, Proposition 2.4] : Ny/p, : CI(Z) — CI(Ep) est surjective.

On termine en continuant exactement comme dans la démonstration du Théoréme

231 O
Corollaire 2.4.2. Sil ne se ramifie pas dans k, alors Rqg(A, M(k[T])) = Ri(A, M(k[L])).

Démonstration. Elle est similaire a celle du Corollaire 2.3.2]

La partie (1) est la méme.

Dans la partie (2), on peut choisir k;1/k de discriminant premier a ImOy, par [Tsal0,
Théoréme 1.3|. Ensuite on remplace le cycle C = [0z par C = I?mOz. O
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Abstract. In this thesis, we discuss two topics in number theory: the Hilbert specialization of parametrized
varieties and the Galois module structure of the square root of the inverse different for metacyclic non-abelian
extensions.

Hilbert specialization is an important tool in Field Arithmetic and Arithmetic Geometry, which has usually
been intended for polynomials, hence hypersurfaces, and at scalar values. In the first part of this thesis, we extend
this tool to prime ideals, hence affine varieties. Then we give an application to the study of the irreducibility
of the intersection of varieties. Finally, encouraged by recent results, we consider the more general situation in
which the specialization is done at polynomial values, instead of scalar values.

In the second part of the thesis we will study the Galois module structure of the square root of the inverse
different. Given a number field K and a group I', we consider a tamely ramified Galois extension N/K of Galois
group isomorphic to I'. If we take I" of odd order, we can define a fractional ideal of N called the square root of the
inverse different Ay, . This fractional ideal is ambiguous, so it can be endowed in a natural way with an Ok [I']-
module structure. Moreover, it is a locally free O [I']-module. So we can consider its class [An, k] in Cl(Ok[I']),
the class group of the locally free Ok [I']-modules. Now, let M be a maximal Ox-order in the semisimple algebra
K[I'] containing Ok [I'] and CI(M) its class group. Thus, we can consider the class [M ®¢, 1] An/x] in CI(M).
Denote by R(A, Ok[I']) and R(A, M) the set of all the classes [An/x] and [M ®o, 1] An/k], respectively, as N
varies over all the tamely ramified extensions of K whose Galois group is isomorphic to I"'. We conjecture that
R(A,Ok[I') and R(A, M) are subgroups of C1(Ox|[I']) and C1(M), respectively. Under suitable assumptions, we
prove, first, that R(A, M) is a subgroup of Cl(M) when I is a cyclic group of order an odd prime number. Then,
when T" is a non-abelian metacyclic group of odd order lg, for ¢ an odd prime, we define a subset of R(A, M)
and, using the first result, we prove that it is a subgroup of CI(M).

Résumé. Dans cette thése, nous traitons de deux sujets en théorie des nombres : la spécialisation de Hilbert de
variétés paramétrées et la structure galoisienne de la racine carrée de la codifférente d’extensions non abéliennes
métacycliques.

La spécialisation de Hilbert est un outil important en Géométrie Arithmétique et en Arithmétique des Corps
qui a généralement été appliqué aux polyndémes, donc aux hypersurfaces, et en valeurs scalaires. Dans la premiére
partie de cette thése, nous étendons cet outil aux idéaux premiers, donc aux variétés affines. Nous donnons
ensuite une application a I’étude de l’irréductibilité de l'intersection des variétés. Enfin, encouragé par des
résultats récents, nous considérons la situation plus générale dans laquelle la spécialisation est faite en des valeurs
polynomiales, au lieu de valeurs scalaires.

Dans la deuxiéme partie de la thése, nous étudierons la structure galoisienne de la racine carrée de la codifférente.
Etant donné un corps de nombres K et un groupe I', nous considérons une extension de Galois modérément
ramifiée N/K a groupe de Galois isomorphe 4 I". Si nous prenons I' d’ordre impair, nous pouvons définir un idéal
fractionnaire de N qu’on appele la racine carrée de la codifférente An /. Cet idéal fractionnaire est ambige, il peut
donc étre muni de maniére naturelle d’une structure de O [I']-module. De plus, c’est un Ok [I']-module localement
libre. Donc nous pouvons considérer sa classe [Ay/ k] dans Cl(Ox|[I']), le groupe des classes des O [[']-modules
localement libres. Maintenant, soient M un Og-ordre maximal dans ’algébre semi-simple K[I'] contenant Ok [I']
et CI(M) son group des classes. Ainsi, on peut considérer la classe [M ®¢, 1] An/x] dans CI(M). On note
R(A,Ok|[I]) et R(A, M) I’ensemble de toutes les classes [An, k] et [M ®o ] An/k), respectivement, lorsque N
varie parmi toutes les extensions modérément ramifiées de K a groupe de Galois isomorphe a I'. On conjecture
que R(A, Ox[I') et R(A, M) sont des sous-groupes de Cl(Ox[I']) et C1(M), respectivement. Sous des hypothéses
appropriées, nous prouvons d’abord que R(A, M) est un sous-groupe de Cl(M) lorsque I" est un groupe cyclique
d’ordre un nombre premier impair. Ensuite, quand I' est un groupe métacyclique non abélien d’ordre impair
lg, pour ¢ un premier impair, on définit un sous-ensemble de R(A, M) et, en utilisant le premier résultat, nous
démontrons qu’il est un sous-groupe de Cl(M).
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