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Livio FLAMINIO, Université de Lille
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1.2.3 Compacité locale des cônes asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1.4 Groupe fondamental des cônes asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.2 Groupes relativement hyperboliques (au sens fort) . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Chapitre 1

Géométrie des groupes, cônes
asymptotiques

1.1 Section préliminaire

1.1.1 Fonction de longueur, métrique des mots

Une fonction de longueur sur un groupe Γ est une application L : Γ → R+ vérifiant :
(1) L(gh) ≤ L(g) + L(h) pour tout g, h ∈ Γ ;
(2) L(g) = L(g−1) pour tout g ∈ Γ ;
(3) L(1) = 0.

Remarquons que si la propriété (3) est renforcée au (3′) L(g) = 0 ⇔ g = 1, alors on peut
définir à l’aide de L une métrique invariante à gauche sur Γ par dist(g, h) = L(g−1h).

On dit qu’une fonction de longueur L1 : Γ → R+ domine une autre fonction de longueur
L2 : Γ → R+ s’ils existent a, b ∈ R+ tels que L2 ≤ aL1 + b. Si L1 domine L2 et L2 domine L1

alors on dit que L1 et L2 sont équivalentes.
Un cas particulier de fonction de longueur apparâıt lorsque Γ est un groupe discret de type

fini. Dans ce cas, pour toute partie génératrice finie S de Γ stable par inversion, on peut définir
L(g) comme étant la longueur du (des) mot(s) le(s) plus court(s) en l’alphabet S représentant
g. On utilise aussi la notation |g|S ou tout simplement |g| pour L(g). Cette fonction de longueur
s’appelle fonction de longueur des mots. Elle vérifie aussi (3′) et par conséquent elle définit une
métrique invariante à gauche sur Γ appelée métrique des mots.

Lemme 1.1.1 ([J], Lemme 1.1.4). Si Γ est un groupe de type fini alors toute fonction de
longueur des mots domine toute autre fonction de longueur sur Γ.

Pour toute partie génératrice S (finie ou infinie) de Γ stable par inversion, ne contenant pas
l’élément neutre, on peut construire un graphe dont les sommets sont les éléments de Γ et les
arêtes correspondent à des couples (γ, γs), où γ ∈ Γ et s ∈ S. Ce graphe est appelé le graphe
de Cayley de Γ par rapport à S et il est noté Cayley(Γ, S). On regarde Cayley(Γ, S) comme un
graphe étiqueté, dont les arêtes orientées sont étiquetées par des éléments de S. La métrique de
longueur distS dans Cayley(Γ, S) cöıncide avec la métrique des mots sur Γ pour S fini.
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1.1.2 Groupes et espaces métriques

Un plongement quasi-isométrique d’un espace métrique (X, distX) dans un espace métrique
(Y, distY ) est une application q : X → Y telle que pour tout x1, x2 ∈ X l’on ait

1

L
distX(x1, x2) − C ≤ distY (q(x1),q(x2)) ≤ LdistX(x1, x2) + C , (1.1)

où L ≥ 1 et C ≥ 0 sont deux constantes. Si X = [a, b] , a, b ∈ R, on appelle q un segment
quasi-géodésique. Si a = −∞ ou b = +∞ alors q est appelée un rayon quasi-géodésique. Si
a = −∞ et b = +∞ alors q est appelée une quasi-géodésique complète. On utilise les mêmes
noms pour l’image de q.

Notation : Dans un espace métrique, pour tout sous-ensemble A, on utilise les notations Nδ(A)
pour {x ; dist(x,A) < δ}, qu’on appelle le δ-voisinage de A, et N δ(A) pour {x ; dist(x,A) ≤ δ},
qu’on appelle le δ-voisinage fermé de A.

Si Y est contenu dans le C-voisinage de q(X) alors q est appelé une quasi-isométrie. Dans
ce cas, il existe une quasi-isométrie q̄ : Y → X telle que q̄ ◦ q et q ◦ q̄ sont à distance bornée
des applications identité respectives [GH1]. On appelle q̄ l’application quasi-inverse de q.

Si pour un espace métrique X on considère l’ensemble des quasi-isométries q : X → X et
son quotient par la relation d’équivalence q ∼ q′ ⇔ dist(q,q′) < +∞, le quotient, muni de
l’opération induite par la composition, est un groupe, appelé le groupe des quasi-isométries de
X et noté QI(X).

Dans bien des cas, on a la situation suivante : un groupe Γ agit proprement discontinûment
sur un espace X muni d’une certaine structure, en respectant cette structure et de sorte que
l’espace des orbites X/Γ soit compact. Un exemple est celui où Γ est le groupe fondamental
d’une variété riemannienne compacte et où X est son revêtement universel.

Si de plus Γ agit par homéomorphismes et si X est un espace localement compact, connexe
et simplement connexe, alors Γ est de présentation finie [BrH, Théorème I.8.10, p. 135-137].
Réciproquement, tout groupe de présentation finie apparâıt comme le groupe fondamental d’une
variété riemannienne compacte de dimension au moins 4, donc il agit par isométries sur son
revêtement universel.

Question générale 1.1.2. Dans quels cas la structure de X se reflète dans la structure de Γ ?

Exemple 1.1.3. A. Svarč a démontré que si X est une variété riemannienne, alors X est à
croissance polynomiale si et seulement si Γ muni d’une métrique des mots est à croissance
polynomiale.

De manière générale, si X est un espace métrique, l’espace et le groupe sont reliés par le fait
qu’ils sont quasi-isométriques. La question 1.1.2 est donc contenue dans la question

Question générale 1.1.4. (voir [Gr2], [Gr4]) Si Γ est un groupe de type fini qui, muni d’une
métrique des mots, est quasi-isométrique à un espace métrique X avec une certaine structure,
comment la structure de X se reflète-t-elle dans la structure de Γ ?

1.1.3 Invariants de quasi-isométrie

Le résultat de A. Svarč reste vrai si on remplace X par un deuxième groupe de type fini
avec une métrique des mots, sous une forme plus générale : l’ordre de la fonction de croissance
est un invariant de quasi-isométrie. Rappelons que si on a deux fonctions fi : A → R , A ⊂ R,
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i = 1, 2, l’ordre de f1 est au plus l’ordre de f2 si f1(x) ≤ f2(ax+ b)+ cx+ d pour tout x ∈ A, où
a, b, c, d ∈ R∗

+. On note cette relation f1 ≺ f2. Si f1 ≺ f2 et f2 ≺ f1 on dit que les deux fonctions
sont du même ordre et on écrit f1 $ f2. La relation $ est une relation d’équivalence. La classe
d’équivalence d’une fonction par rapport à cette relation est aussi appelé son ordre.

D’autres fonctions reliés à la géométrie des groupes ont leur ordre invariant par quasi-isomé-
trie.

Exemple 1.1.5. Si un groupe Γ agit par isométries proprement discontinûment et avec quotient
compact sur une variété riemannienne simplement connexe, alors la fonction de Dehn du groupe
et la fonction de remplissage de X sont du même ordre [BT]. La même propriété est vraie pour
le rayon de remplissage du groupe et celui de X.

Rappelons les définitions de ces notions. Dans la suite S1 et D2 désignent respectivement le
cercle et le disque unité du plan.

Si X est une variété riemannienne simplement connexe, on considère l’ensemble C des lacets
lipschitziens c : S1 → X. Une extension lipschitzienne d : D2 → X de c est appelée un disque qui
remplit le lacet c. Son image d(D2) peut être munie d’une distance dist` définie par la longueur
du chemin le plus court joignant deux points. On définit Ar : C → R+ en posant Ar(c) égal à la
borne inférieure des aires des disques qui remplissent c. On appelle Ar(c) l’aire de remplissage
de c. D’une manière analogue, on définit la fonction rayon ray : C → R+ par

ray(c) = inf

{

sup
x∈D2

dist`(d(x), c(S
1)) | d : D2 → X disque qui remplit le lacet c

}

.

La fonction de remplissage A : R∗
+ → R+ se définit en posant A(`) égal à la borne supérieure

des Ar(c) pour c de longueur au plus `. La fonction rayon de remplissage r : R∗
+ → R+ se définit

de la même façon, à partir de la fonction ray.

Si Γ est un groupe de présentation finie et si 〈S | R〉 est une telle présentation, avec S
partie génératrice de Γ et R famille de relations, S = S−1 , R = R−1, on considère l’ensemble
C des lacets dans le graphe Cayley(Γ, S). Chaque lacet c dans C est étiqueté par un mot w en
l’alphabet S tel que proj(w) = 1, où proj désigne la projection de FS sur Γ. Pour toute écriture
de w dans FS sous la forme

w =

p
∏

i=1

γiriγ
−1
i , γi ∈ FS , ri ∈ R , (1.2)

on appelle disque qui remplit le lacet c l’ensemble de toutes les images par proj des préfixes de
∏p
i=1 γiriγ

−1
i . Ce disque est muni d’une distance dist` définie par la longueur du chemin le plus

court joignant deux points du disque dans Cayley(Γ, S) et tel que tous ses sommets sont dans
le disque.

L’aire de remplissage Ar(c) de c se définit comme le plus petit p tel que w ait dans FS une
décomposition comme dans (1.2), avec p termes. Le rayon ray(c) de c est la borne inférieure
sur toutes les décompositions (1.2) de supx dist`(x, c), où x est un point arbitraire du disque qui
remplit c et correspond à la décomposition.

La fonction de Dehn et la fonction rayon de remplissage de Γ se définissent à partir des
fonctions Ar et ray comme précédemment.

On peut généraliser les notions précédentes dans le cadre d’un espace métrique géodésique
(voir [Gr3, §2.3], [Gr4, §5.F ], [Bow1, Section 2.3], [BrH, Chap. I, §8A.4]). Soit X un tel espace
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et soit λ > 0 fixé. On note C l’ensemble des lacets lipschitziens c : S1 → X. Soit c un tel lacet.
On considère une triangulation finie de D2, dont les bords des triangles sont composés ou bien
par des segments de droite ou bien par des arcs de S1. Soit S l’ensemble des sommets de cette
triangulation. Une partition de c est une paire composée d’une triangulation de D2 comme ci-
dessus et d’une application injective d : S → X telle que d|S∩S1 = c|S∩S1 . On appelle l’image
de d un disque qui remplit c. On peut joindre par une géodésique les paires de points dans d(S)
correspondant à des points dans S joints par un segment. Nous obtenons ainsi pour chaque
triangle de la triangulation de D2 un triangle dans X dont les arêtes sont des géodésiques ou
des arcs de c(S1). Appelons un tel triangle dans X une brique de la partition. Soit G le graphe
composé par toutes les briques de la partition, muni de la distance distG définie par la longueur
du chemin le plus court. La maille de la partition est le maximum des périmètres des briques.
Une λ-partition de c est une partition de maille au plus λ. Le disque correspondant est appelé
λ-disque qui remplit c. La λ-aire de remplissage Arλ(c) de c se définit comme la borne inférieure
du nombre de briques d’une λ-partition de c. Le λ-rayon de remplissage rayλ(c) de c est la borne
inférieure sur toutes les λ-partitions de c de supx∈d(S) distG(x, c(S1)). Au cas où c n’a pas de
λ-partition, les deux quantités précédentes sont par définition +∞.

La fonction de λ-aire définie précédemment possède la propriété suivante [Bow1, §2.3 et
chapitre 5].

(IQ) (inégalité du quadrilatère) Soit c un lacet dans X qu’on sépare en quatre arcs
consécutifs c(S1) = α1 ∪ α2 ∪ α3 ∪ α4, et soient d1 = dist(α1, α3) et d2 = dist(α2, α4). On a

Arλ(c) ≥ kd1d2,

où k est une constante dépendant de λ.

On définit la λ-fonction de remplissage Aλ : R∗
+ → R+ et la λ-fonction rayon de remplissage

rλ : R∗
+ → R+ comme auparavant, à partir des fonctions Arλ et rayλ.

Un espace métrique géodésique tel que pour un λ > 0 tout lacet lipschitzien admet une
λ-partition est appelé λ-simplement connexe. Dans un tel espace, pour λi ≥ λ, i = 1, 2, on a
Aλ1 $ Aλ2 et rλ1 $ rλ2 .

Remarques 1.1.6. (1) Si deux espaces métriques géodésiques X et Y sont quasi-isométriques
et si X est λ-simplement connexe alors Y est λ′-simplement connexe, pour un λ′ suffisamment
grand. De plus AXλ $ AYλ′ et rXλ $ rYλ′ .

Ce résultat généralise l’exemple 1.1.5. Il généralise aussi l’invariance par quasi-isométrie,
dans la classe des groupes de type fini, de la propriété d’être de présentation finie, et de l’ordre
de la fonction de Dehn ([GH2], [Al]).

(2) Dans un groupe de présentation finie on a l’équivalence [Ge] :

(a) le problème des mots est résoluble dans le groupe ;

(b) la fonction de Dehn est récursive ;

(c) la fonction rayon de remplissage est récursive.

1.1.4 Rigidité quasi-isométrique

Une autre type de réponse à la question générale 1.1.4 est apportée par les résultats de
rigidité quasi-isométrique. Beaucoup de résultats de rigidité peuvent s’énoncer sous la forme
suivante.
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(R1) Étant donné un groupe de type fini Γ ayant une certaine propriété (P), tout groupe
quasi-isométrique à Γ a la même propriété (P), lui ou un sous-groupe d’indice fini ou un quotient
par un sous-groupe normal fini.

Si on a un résultat de type (R1) pour une propriété (P), on dit que (P) est une propriété
géométrique. Des fois, (R1) peut être déduit d’un résultat sur le groupe des quasi-isométries
comme suit.

(R2) Un groupe de type fini Γ avec la propriété (P) a un groupe de quasi-isométries QI(Γ)
qui est petit.

On peut donner plusieurs sens à l’affirmation précédente. Voir par exemple le corollaire 3.3.4.

Quelques exemples 1.1.7. (1) La nilpotence est une propriété géométrique ([Gr1], voir la
discussion dans la Section 1.2.3).

(2) La résolubilité n’est pas une propriété géométrique [Dyu]. Mais il y a des classes plus
restreintes de groupes résolubles non-nilpotents qui ont des propriétés de rigidité (voir par
exemple [FM1], [FM2]).

(3) La moyennabilité est une propriété géométrique [GH2].

(4) La propriété (T) n’est pas une propriété géométrique [Val].

(8) être un groupe fondamental de variété de Haken non-géométrique sans bord est une pro-
priété géométrique [KaL2].

1.2 Cône asymptotique : définitions, compacité locale

1.2.1 Définitions

Cette notion, introduite de façon informelle par M. Gromov dans [Gr1], formalisée à l’aide
d’outils d’analyse non-standard dans [VDW] et étudiée plus en détail dans [Gr4], représente une
image d’un espace métrique vu d’infiniment loin. Une généralisation de cette notion est celle
d’ultralimite, qui représente une image limite obtenue à partir d’une suite d’espaces métriques.
Le procédé employé pour obtenir une image limite ressemble au procédé diagonal, et l’outil qui
formalise ce “procédé diagonal généralisé” est l’ultrafiltre non-principal.

Soit I un ensemble infini. Un filtre F sur I est une famille de sous-ensembles de I vérifiant
les conditions suivantes :

(F1) Si A ∈ F , A ⊆ B ⊆ I, alors B ∈ F ;
(F2) Si A,B ∈ F alors A ∩B ∈ F ;
(F3) ∅ 6∈ F .

Par exemple la famille des complémentaires de sous-ensembles finis de I est un filtre, appelé
le filtre de Fréchet.

Un ultrafiltre sur I est un filtre U sur I qui est maximal dans l’ensemble des filtres sur I
ordonné par rapport à l’inclusion. Un ultrafiltre peut aussi être défini comme une famille de
sous-ensembles de I vérifiant les conditions (F1), (F2), (F3) et la condition supplémentaire :

(F4) Pour tout A ⊆ I ou bien A ∈ U ou bien I \ A ∈ U .

Dès lors, on suppose que I est infini dénombrable. Un ultrafiltre non-principal est un ultra-
filtre contenant le filtre de Fréchet. Une autre façon de définir cette notion est la suivante. Soit
P(I) la famille des sous-ensembles de I et soit U ⊂ P(I). Notons la fonction caractéristique
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de U par ω. La fonction ω est définie sur P(I) et prend les valeurs 0 et 1. La famille U est un
ultrafiltre non-principal si et seulement si ω est une mesure de probabilité finiment additive qui
s’annule sur chaque sous-ensemble fini de I.

Remarque 1.2.1. ([5, Remark 2.1.1]) Soit S1 ⊇ S2 ⊇ S3 ⊇ · · · ⊇ Sm ⊇ . . . une suite infi-
nie décroissante de sous-ensembles infinis de I. Il existe un ultrafiltre non-principal ω tel que
ω(Sm) = 1, ∀m ∈ N.

On dit qu’une proposition P(i) dépendant de i ∈ I est vraie ω-presque sûrement si

ω ( {i ∈ I ; P(i) est vraie } ) = 1 .

Convention : Dans la suite, par ultrafiltre nous entendrons toujours ultrafiltre non-principal sur
un ensemble infini dénombrable.

Pour toute suite de points (xn)n∈I dans un espace topologique X, on définit son ω-limite
limω xn comme étant un point x dans X tel que pour tout voisinage V de x, xn ∈ V ω-presque
sûrement. Si l’espace X est Hausdorff alors la ω-limite de toute suite, si elle existe, est unique.
Si l’espace X est compact alors la ω-limite de toute suite existe [Bou].

Définition 1.2.2 (ultraproduit). Pour toute suite d’ensembles (Xn)n∈I son ultraproduit cor-
respondant à l’ultrafiltre ω est l’ensemble ΠXn/ω des classes d’équivalence des suites (xn)n∈I ,
xn ∈ Xn, définies par la relation d’équivalence (xn) ∼ (yn) si xn = yn ω–presque sûrement. On
note (xn)

ω la classe d’équivalence de (xn). Si Xn = X pour tout n, l’ultraproduit est appelé
ultrapuissance de X et noté Xω.

Si Gn, n ∈ I, sont des groupes alors l’ultraproduit ΠGn/ω est un groupe avec l’opération
(xn)

ω(yn)
ω = (xnyn)

ω. Si Xn sont des espaces munis de métriques distn, alors on peut définir
une pseudo-métrique sur ΠXn/ω par

D(x, y) = limωdistn(xn, yn) , pour chaque paire x = (xn)
ω, y = (yn)

ω dans ΠXn/ω .

La fonction D peut prendre la valeur +∞ et on peut avoir D(x, y) = 0 et x 6= y. Pour
éliminer ces deux inconvénients on modifie légèrement la construction.

Définition 1.2.3 (ω-limite d’espaces métriques). On choisit un point e = (en)
ω dans

ΠXn/ω, appelé point d’observation. On considère le sous-ensemble ΠeXn/ω de ΠXn/ω composé
des éléments x de l’ultraproduit tels que D(x, e) soit finie. La ω-limite limω(Xn)e des espaces
métriques (Xn, distn) par rapport au point d’observation e est l’espace métrique obtenu à partir
de ΠeXn/ω en identifiant les paires de points x, y tels que D(x, y) = 0. On note limω(xn) la
classe d’équivalence de (xn) dans limω(Xn)e.

Remarque 1.2.4. Si e, e′ ∈ ΠXn/ω sont tels que D(e, e′) <∞ alors limω(Xn)e = limω(Xn)e′ .

Définition 1.2.5 (cône asymptotique). Soit (X, dist) un espace métrique, ω un ultrafiltre
sur I, e = (en)

ω ∈ Xω un point d’observation. Soit d = (dn)n∈I une suite de nombres réels
positifs, appelés scalaires, vérifiant limωdn = ∞.

Dans l’ultrapuissance Xω on considère le sous-ensemble Xω
e = ΠeXn/ω, où (Xn, distn) =

(X, dist/dn), appelé ultrapuissance de X par rapport au point d’observation e et à la suite d.
La ω-limite limω(X, dist/dn)e est appelé cône asymptotique de X et noté Conω(X; e, d).
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Définition 1.2.6. On dit qu’un espace métrique (X, dist) a une certaine propriété (P) asymp-
totiquement si tout cône asymptotique de X a cette propriété.

Définition 1.2.7. Soit (An)n∈I une suite de sous-ensembles de X. On note limω(An) le sous-
ensemble de Conω(X; e, d) composé par les éléments limω(xn) tels que xn ∈ An ω-presque

sûrement. Si limω
dist(en,An)

dn
= +∞ alors l’ensemble limω(An) est vide.

Remarque 1.2.8. Dans [VDW] il est démontré que tout cône asymptotique d’un espace métrique
est complet. La même preuve montre que limω(An), si non-vide, est un sous-ensemble fermé de
Conω(X; e, d).

Remarque 1.2.9. Soient X et Y deux espaces métriques et e ∈ Xω, e′ ∈ Y ω. Toute suite

qn : X → Y de (L,C)-quasi-isométries vérifiant limω
dist(qn(en),e′n)

dn
< ∞ induit une application

L-bilipschitz qω : Conω(X; e, d) → Conω(Y ; e′, d).

Remarques 1.2.10. (1) Soit G un groupe qui agit par isométries sur un espace métrique
(X, dist). Supposons qu’il existe un sous-ensemble B de X borné tel que X = GB. Alors
tous les cônes asymptotiques de X sont isométriques. En effet, soit x0 un point fixé dans
B et soit e0 ∈ Xω défini par e0n = x0 pour tout n. Tout cône asymptotique Conω(X; e, d)
de X est isométrique au cône asymptotique Conω(X; e0, d). Il suffit de choisir gn dans G
tel que gnen ∈ B. On a alors l’isométrie

Conω(X; e, d) → Conω(X; e0, d)
limω(xn) 7→ limω(gnxn).

En particulier ceci est vrai si X cöıncide avec G, muni d’une distance invariante à gauche.

(2) Soit G un groupe. Pour désigner la suite constante 1 on utilise le même symbole 1. Le
groupe Gω1 agit par isométries sur Conω(G; 1, d) :

(gn)
ωlimω(xn) = limω(gnxn).

Cette action est transitive, donc Conω(G; 1, d) est homogène. D’après (1) ceci implique
que tout cône asymptotique de G est homogène.

Plus généralement, sous les hypothèses de (1), tous les cônes asymptotiques de X sont
homogènes.

Convention : Pour tout groupe G, sauf mention contraire, on considère seulement des cônes
asymptotiques Conω(G; e, d) avec e = 1.

Dans [Gr4] et [VDW] une définition plus restrictive des cônes asymptotiques est formulée,
dans laquelle I = N et dn = n pour tout n. Nous dirons que les cônes asymptotiques ainsi définis
sont des cônes asymptotiques au sens restreint. Tout cône asymptotique au sens restreint est
aussi un cône asymptotique au sens de la définition 1.2.5. Pour la réciproque il n’y a pas de
preuve formelle mais pas non plus de contre-exemple.

Remarque 1.2.11. ([10, §3.3]) Pour tout ultrafiltre ω sur I et toute suite de scalaires d =
(dn)n∈I , on considère l’application φ : I → N , φ(i) = [di], et on définit l’ultrafiltre µ sur N par
µ(A) = ω(φ−1(A)) pour tout A ⊆ N. On a alors le plongement isométrique

Conµ(X; e, (n)) → Conω(X; e, d)

limµ(xn) 7→ limω
(
xφ(i)

)

i∈I
.

(1.3)

Si le cardinal de l’ensemble {i ∈ I ; [di] = k} est borné uniformément en k alors le plongement
dans (1.3) est une isométrie surjective [Ri].
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La définition restrictive des cônes asymptotiques est moins naturelle. Par exemple, elle n’as-
sure pas de manière formelle que toute ultralimite de cônes asymptotiques est un cône asymp-
totique (voir la proposition 1.2.17, la remarque 1.2.18 et la proposition 1.2.19).

On peut supposer que I est muni d’une relation d’ordre totale, et poser des restrictions sur
la croissance de la suite des scalaires d par rapport à l’ultrafiltre ω. Il s’agit de choisir une suite
d et un ultrafiltre ω tels qu’il n’existe pas d’ensemble E dans I avec ω(E) = 1 et tel que la suite
(dn)n∈E crôıt à une vitesse plus que linéaire. La définition est la suivante.

Définition 1.2.12. On dit que la paire (ω, d) est lente si pour tout ensemble ordonné E =

{i1, i2, . . . , in, . . .} tel que limn→∞
din
n = ∞, on a que ω(E) = 0.

Si la propriété précédente n’est pas vérifiée, on dit que (ω, d) est éparse.
Un cône asymptotique Conω(X; e, d) tel que la paire (ω, d) est lente (éparse) est appelé cône

asymptotique lent (épars).

Exemple 1.2.13. Considérons le cas I = N avec son ordre canonique et dn = n. D’après la
remarque 1.2.1, il existe un ultrafiltre ω tel que ω ({2n ; n ∈ N}) = 1. La paire (ω, d) est éparse.

Pour montrer que des paires lentes existent aussi, on prend à nouveau I = N et dn =
n. Considérons la collection P des complémentaires d’ensembles finis et des complémentaires
d’ensembles E = {i1, i2, . . . , in, . . .} ayant la propriété que limn→∞

in
n = ∞. Alors P est un filtre.

Pour le voir, il suffit de vérifier que toute réunion d’un ensemble de type E avec un ensemble fini,
ou avec un autre ensemble de type E reste de type E. On le montre dans le deuxième cas. Soient
E1 = {i1, i2, . . . , in, . . .} et E2 = {j1, j2, . . . , jn, . . .} tels que limn→∞

in
n = ∞ et limn→∞

jn
n = ∞.

Soit {k1, k2, . . . , kn, . . .} l’ensemble E1∪E2 écrit dans l’ordre croissant. Pour tout M > 0 il existe
n0 tel que in ≥Mn et jn ≥Mn pour n ≥ n0. Remarquons que si n = 2l ou 2l + 1 alors kn ≥ il
ou kn ≥ jl. De plus, si n ≥ 2n0 + 1, il s’ensuit que l ≥ n0. Par conséquent, si n ≥ 2n0 + 1 alors
kn ≥ min (il , jl) ≥Ml ≥M n−1

2 . On déduit que limn→∞
kn
n ≥ M

2 pour tout M > 0, donc que la
limite est ∞. Ainsi, E1 ∪ E2 est un ensemble de type E.

Il existe un ultrafiltre qui contient P, donc un ultrafiltre non-principal qui ne contient aucun
ensemble de type E. La paire (ω, d) ainsi obtenue est lente.

Remarque 1.2.14. Dans la définition d’une paire (ω, d) lente, on peut affaiblir la restriction sur

la croissance de d par rapport à ω. Par exemple on peut remplacer la condition limω
din
n = +∞

par la condition de l’existence d’un nombre a > 1 tel que limω
din
an = +∞.

1.2.2 Ultralimites de cônes asymptotiques

On commence par une généralisation de la notion de produit d’ultrafiltres telle qu’elle ap-
parâıt dans [She, Définition 3.2, Chapitre VI].

Définition 1.2.15 (ultraproduit d’ultrafiltres). Soit ω un ultrafiltre sur I et soit µ =
(µn)n∈I une suite d’ultrafiltres sur I. Pour tout A ⊆ I × I on définit

ωµ(A) = ω ( {n ∈ I ; µn (A ∩ ({n} × I)) = 1} ) .

Autrement noté,

ωµ(A) =

∫

µn (A ∩ ({n} × I)) dω(n).

Lemme 1.2.16. ([10, Lemme 3.21], voir aussi [She, Lemme 3.6 du Chapitre VI])
L’application ωµ est un ultrafiltre sur I × I.
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Proposition 1.2.17. ([10, Corollaire 3.24]) Soit X un espace métrique. Soient ω et µ comme

ci-dessus. Pour tout n ∈ I soit e(n) =
(

e
(n)
k

)

k∈I
une suite de points d’observation et soit d(n) =

(

d
(n)
k

)

k∈I
une suite de scalaires vérifiant limµnd

(n)
k = ∞. L’application

Conωµ(X; e, d) → limω
(
Conµn

(
X; e(n), d(n)

))

(limµn(e(n)))
,

limωµ

(

x
(n)
k

)

7→ limω

(

limµn

(

x
(n)
k

))

,

(1.4)

est une isométrie surjective, où e =
(

e
(n)
k

)

(n,k)∈I×I
et d =

(

d
(n)
k

)

(n,k)∈I×I
.

Remarque 1.2.18. Il n’y a pas de preuve similaire dans le cas des cônes asymptotiques au sens
restreint. Il est probable même que la proposition 1.2.17 soit fausse dans ce contexte. Il existe
toutefois des cas particuliers où elle reste vraie.

Proposition 1.2.19. ([10, Proposition 3.26]) Soient X, ω et µ comme ci-dessus, pour I = N.
Supposons qu’il existe une suite (In)n∈N de sous-ensembles infinis de N deux à deux disjoints
et supposons que µn(In) = 1 pour tout n. Alors la ω-limite des cônes asymptotiques au sens
restreint Conµn(X; e(n), (n)), n ∈ N, est un cône asymptotique au sens restreint.

1.2.3 Compacité locale des cônes asymptotiques

Proposition 1.2.20. ([Gr1], [5]) Les cônes asymptotiques d’un groupe de type fini sont tous
localement compacts si et seulement si l’ordre de la fonction de croissance est au plus polynomial.

D’autre part on a le théorème suivant.

Théorème 1.2.21. ([Gr1]) L’ordre de la fonction de croissance d’un groupe de type fini est au
plus polynomial si et seulement si le groupe est virtuellement nilpotent. Dans ce cas, l’ordre de
la fonction de croissance est polynomial.

D’autres résultats viennent compléter ce théorème et montrer ainsi que la compacité locale
des cônes asymptotiques des groupes est une propriété restrictive. Il s’agit donc d’étudier les
cônes asymptotiques d’un groupe virtuellement nilpotent Γ muni d’une métrique des mots dist.
Soit tor(Γ) le sous-groupe distingué fini engendré par les éléments d’ordre fini de Γ et soit N =
Γ/tor(Γ). D’après un théorème de Mal’cev [Mal], N peut être plongé comme réseau uniforme
dans un groupe de Lie nilpotent G. à ce groupe on associe de manière canonique un groupe de
Lie gradué G∞, qu’on peut munir d’une métrique de Carnot-Carathéodory dist∞.

On note N i le i-ème groupe de la série centrale de N et ri le rang de N i/N i+1.

Théorème 1.2.22. ([Pan1], [Gui], [Bas])
(1) Tous les cônes asymptotiques de Γ sont isométriques à (G∞ , dist∞).

(2) Pour toute suite de scalaires dn telle que dn → ∞,
(

Γ, 1
dn

dist
)

converge vers (G∞ , dist∞)

quand n→ ∞, dans la métrique de Hausdorff-Gromov.
(3) La dimension topologique de (G∞ , dist∞) est égale à

∑

i ri, qui est aussi la dimension
cohomologique virtuelle de Γ.

(4) La dimension de Hausdorff de (G∞ , dist∞) est égale à
∑

i iri, qui est aussi le degré de
la fonction de croissance polynomiale de Γ.
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Aussi, dans ce contexte, la quasi-isométrie entre deux groupes virtuellement nilpotents im-
plique plus que l’équivalence bilipschitz de la remarque 1.2.9.

Théorème 1.2.23. ([Pan1]) Si deux groupes virtuellement nilpotents Γ et Γ′ sont quasi-isomé-
triques, alors les groupes de Lie gradués limites G∞ et G′

∞ sont isomorphes.

1.3 Points de coupure dans les cônes asymptotiques

L’existence des points de coupure globaux dans les cônes asymptotiques s’avère être une
propriété restrictive aussi.

Références : Pour toute la Section 1.3, les références sont [10] et [11], sauf mention contraire.

Conventions : Dans la suite, par point de coupure on sous-entend un point de coupure global.
On convient qu’un singleton a un point de coupure global.

Pour mieux comprendre la structure des cônes ayant un point de coupure, ainsi que pour
d’autres buts, on a besoin de la notion d’espace gradué sur un arbre. Cette notion a été introduite
dans [10].

1.3.1 Espaces gradués sur un arbre

Définition 1.3.1. Soit F un espace métrique géodésique complet et soit P une famille de
sous-ensembles géodésiques fermés, appelés pièces. Supposons que les propriétés suivantes soient
verifiées :

(T1) Deux pièces distinctes ont au plus un point en commun.

(T2) Tout triangle géodésique simple (c’est-à-dire une courbe fermée simple composée par trois
géodésiques) dans F est contenu dans une pièce.

On dit alors que l’espace F est gradué sur un arbre par rapport à P.

Dans la définition, la propriété (T2) peut être remplacée par l’une des propriétés suivantes.

(T ′
2) Soit c : [0, d] → F un arc topologique, soit t ∈ [0, d] et soit c[t − a, t + b] le sous-arc

maximal de c contenant c(t) et contenu dans une pièce. Tout arc topologique ayant les
mêmes extrémités que c contient les points c(t− a) et c(t+ b).

(T ′′
2 ) Chaque courbe fermée simple de F est contenue dans une pièce.

Remarque 1.3.2. Quand on remplace (T2) par (T ′
2) ou (T ′′

2 ), on peut affaiblir les conditions
sur les pièces et demander non plus qu’elles soient géodésiques mais seulement qu’elles soient
connexes par arcs. Dans ce cas, si on remplace aussi la condition que F soit un espace métrique
géodésique par celle qu’il soit un espace topologique connexe par arcs, la notion d’espace gradué
sur un arbre devient purement topologique.

Remarques 1.3.3. 1. Dans (T2) on suppose qu’un point est aussi un triangle géodésique
simple. Ainsi (T2) implique que les pièces recouvrent l’espace F.

2. On peut ajouter des singletons à P et obtenir ainsi une famille de pièces plus large. Pour
éviter toute ambiguité reliée à ce type de changement de P, on supposera dans la suite
que dans P il n’existe pas deux pièces distinctes contenues l’une dans l’autre. Ceci revient
à dire qu’on considère des ensembles de pièces P contenant un minimum de singletons.
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Définition 1.3.4. Une famille d’espaces métriques est uniformément localement simplement
connexe s’il existe ε > 0 tel que tout lacet contenu dans un des espaces métriques et de longueur
au plus ε soit homotope à un point.

On donne ci-dessous une courte liste des propriétés des espaces gradués sur un arbre.

(1) Si toutes les pièces sont des arbres réels alors F est un arbre réel.

(2) Tout arc topologique joignant deux points distincts dans une pièce est contenu dans la
pièce.

(3) Un sous-ensemble connexe par arcs A intersectant une pièce M en au plus un point se
projette sur M en un unique point a. De plus, tout chemin continu reliant un point de A
à un point de M contient a.

(4) Supposons que l’ensemble des pièces soit uniformément localement simplement connexe.
Alors π1(F) est le produit libre des π1(M), pour tout M ∈ P. La condition de simple
connexité locale uniforme des pièces est naturelle, si on songe aux anneaux hawäıens

⋃

n∈N

C

((

0,
1

n

)

,
1

n

)

, où C

((

0,
1

n

)

,
1

n

)

est le cercle de centre

(

0,
1

n

)

et de rayon
1

n
,

avec la topologie induite par R2. Le groupe fondamental de cet espace est infini non-
dénombrable et non libre [DES].

(5) Tout sous-ensemble A de F connexe par arcs et sans point de coupure est entièrement
contenu dans une pièce.

(6) Soient (F,P) et (F′,P ′) deux espaces gradués sur des arbres tels que toutes leurs pièces
soient sans point de coupure. Tout homéomorphisme φ : F → F′ a la propriété que pour
tout M ∈ P il existe un unique M ′ ∈ P ′ tel que φ(M) = M ′.

La dénomination des espaces gradués sur des arbres est partiellement justifiée par l’existence
d’arbres transverses aux pièces. Plus précisément, on peut définir, pour tout point x, la réunion
Tx des arcs topologiques ayant x comme une de ses extrémités et intersectant chaque pièce en
au plus un point. On a que :

(t1) Si y ∈ Tx alors Tx = Ty.
(t2) Chaque Tx est un arbre réel.
(t3) Chaque Tx est un sous-ensemble fermé.
(t4) Tout arc topologique joignant deux points de Tx est entièrement contenu dans Tx.

On peut opérer plusieurs modifications dans la liste des pièces. On en rappelle une ci-dessous.
Introduisons tout d’abord la terminologie nécessaire. Soient (M1, x1), (M2, x2), . . . , (Mk, xk) des
espaces métriques pointés. Le bouquet de ces espaces,

∨k
i=1(Mi, xi), est l’espace obtenu à partir

de la réunion disjointe des Mi en identifiant tous les points xi. Appelons le point x ainsi obtenu
le point de coupure du bouquet. On peut définir une métrique sur

∨k
i=1(Mi, xi) à partir des

métriques sur Mi.

Lemme 1.3.5. Soit F un espace gradué sur un arbre par rapport à P = {Mk ; k ∈ K}. Soit
I ⊂ K tel que pour tout i ∈ I la pièce Mi soit le bouquet d’une famille finie de sous-ensembles,
{M j

i }j∈Fi. Alors F est gradué sur un arbre par rapport à

P ′ = {Mk ; k ∈ K \ I} ∪ {M j
i ; j ∈ Fi, i ∈ I} .
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Pour d’autres modifications possibles dans la liste des pièces voir [10, §2.2].
Les espaces gradués sur un arbre sont reliés de façon naturelle aux espaces topologiques avec

un point de coupure. La propriété (T ′
2) implique que tout espace gradué sur un arbre contenant

plus qu’une pièce admet un point de coupure. Réciproquement, tout espace métrique géodésique
ayant des points de coupure peut être représenté de façon unique comme un espace gradué sur un
arbre. Pour montrer ceci, on introduit tout d’abord une relation d’ordre partielle sur l’ensemble
des collections de pièces d’un espace gradué. Si P et P ′ sont des collections de sous-ensembles
de X telles que X est gradué sur un arbre par rapport à P, respectivement par rapport à P ′,
on écrit que P ≺ P ′ si pour tout ensemble M ∈ P il existe M ′ ∈ P ′ tel que M ⊂ M ′. La
relation ≺ est une relation d’ordre partielle, car d’apres la Remarque 1.3.3, (2), une pièce de P
(respectivement de P ′) ne peut pas contenir une autre pièce de la même collection.

Lemme 1.3.6. Soit X un espace métrique géodésique complet contenant au moins deux points
et soit C un ensemble non-vide de points de coupure de X.

(a) Il existe une collection P0 de sous-ensembles de X, qui est la plus grande par rapport à la
relation ≺ parmi les collections P qui vérifient les propriétés suivantes :
– X est gradué sur un arbre par rapport à P ;
– toute pièce dans P est ou bien un singleton ou bien un ensemble sans points de coupure

dans C.
De plus, toute intersection non-vide entre deux sous-ensembles distincts de P0 est un point
dans C.

(b) Si C = X alors il existe une unique collection de singletons et de sous-ensembles sans
points de coupure par rapport à laquelle X est gradué sur un arbre. En particulier ceci est
vrai si X est un espace homogène ayant au moins un point de coupure.

Dans (a) ce n’est pas toujours vrai que tout point dans C apparâıt comme point d’intersection
entre deux pièces distinctes. Par exemple, dans un arbre réel T sans extrémités, on peut prendre
C = T , et pour P l’ensemble de tous les singletons de T .

Soit Γ un groupe de type fini et Conω(Γ; e, d) un cône asymptotique, où d = (dn). Supposons
que Conω(Γ) admette un point de coupure. Le lemme 1.3.6 et la remarque 1.2.10 impliquent
que Conω(Γ) est gradué sur un arbre par rapport à une famille uniquement déterminée P de
pièces qui sont ou bien des singletons ou bien sans point de coupure. Si toutes les pièces sont
des singletons alors le cône est un arbre réel homogène, par conséquent la valence est la même
en chaque point. Dans ce cas ou bien le cône est isométrique à R ou bien tout point est un point
de ramification. Le premier cas s’avère être très particulier.

Proposition 1.3.7. Soit G une famille de groupes de type fini et non-virtuellement cycliques.
Pour toute suite de groupes Γn ∈ G avec des métriques des mots distn, toute suite (λn) de
nombres positifs, tout e ∈ ΠΓn/ω et tout ultrafiltre ω, l’ultralimite limω(Γn, λndistn)e n’est ni un
singleton ni isométrique à R.

Corollaire 1.3.8. Un groupe de type fini ayant un cône asymptotique isométrique à R ou à un
singleton est virtuellement cyclique.

D’après la remarque 1.2.10, Γωe agit transitivement par isométries sur Conω(Γ; e, d). Or on a
le résultat suivant.

Proposition 1.3.9. Soit F un espace gradué sur un arbre par rapport à une famille de sous-
ensembles propres P, F non-isométrique à R. Un groupe G agissant transitivement sur F contient
un sous-groupe libre non-abélien.
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Corollaire 1.3.10. Soit Γ un groupe infini de type fini non-virtuellement cyclique. Si un cône
asymptotique Conω(Γ; e, d) admet un point de coupure alors l’ultrapuissance Γωe contient un
sous-groupe libre non-abélien.

A partir de ces résultats, on donne dans la suite des exemples de groupes asymptotiquement
sans point de coupure, au sens de la définition 1.2.6, c’est-à-dire tels que tout cône asymptotique
n’a pas de point de coupure. Pour simplifier, on introduit la terminologie suivante.

Définition 1.3.11. Un groupe étalé est un groupe asymptotiquement sans point de coupure.
Un groupe rétréci est un groupe asymptotiquement avec point de coupure. Un groupe non-

rétréci est un groupe ayant au moins un cône asymptotique sans point de coupure.

Un groupe non-rétréci peut bien sûr ne pas être étalé : on peut avoir des groupes de type
fini dont certains cônes asymptotiques ont des points de coupure et d’autres pas.

La classe des groupes rétrécis s’avère être reliée à la classe des groupes relativement hyper-
boliques. Cette relation sera traitée plus loin dans le texte (voir la Section 2.2).

La définition 1.3.11 a aussi une variante uniforme.

Définition 1.3.12. Une famille de groupes G est uniformément étalée si pour toute suite de
groupes Γn dans G munis de métriques des mots distn, tout ultrafiltre ω et toute suite de scalaires
positifs (λn), l’ultralimite limω(Γn, λndistn)1 n’a pas de point de coupure.

Une famille de groupes G est uniformément non-rétrécie si pour toute suite de groupes Γn
dans G munis de métriques des mots distn, il existe un ultrafiltre ω et une suite de scalaires
positifs (λn) avec limω λn = 0 tels que l’ultralimite limω(Γn, λndistn)1 n’a pas de point de
coupure.

Les exemples de groupes étalés et de classes de groupes uniformément étalées ou rétrécies
qui suivent présentent de l’intérêt surtout dans la perspective des théorèmes de rigidité 2.2.18,
2.2.20, 2.2.23 et 2.2.24.

1.3.2 Groupes satisfaisant une identité

Soit w(x1, . . . , xn) un mot réduit en n lettres x1, . . . , xn et leurs inverses. Rappelons que
réduit veut dire que w ne contient pas de sous-mots de la forme xx−1. On dit qu’un groupe Γ
satisfait l’identité w(x1, . . . , xn) = 1 si l’identité est verifiée dans Γ pour tout remplacement des
lettres x1, . . . , xn par des éléments de Γ.

Exemples de groupes satisfaisant une identité :

1. les groupes abéliens : dans ce cas w = x1x2x
−1
1 x−1

2 ;

2. plus généralement, les groupes résolubles de classe au plus m ∈ N ;

3. les groupes de Burnside libres. Rappelons que le groupe de Burnside libre B(n,m) est
le quotient de Fn par son sous-groupe distingué engendré par tous les éléments fm, où
f ∈ Fn. Ces groupes sont infinis pour n > 1 et pour m suffisamment grand (voir [NA],
[Ad1], [Ol2], [Iv], [Ly], [DG] et leurs références).

Remarques 1.3.13. (1) Si Γ vérifie une identité alors toute ultrapuissance Γω vérifie la
même identité. Par conséquent ceci est vrai aussi pour le sous-groupe Γωe .

(2) Même plus, on a l’équivalence suivante : Γ vérifie une identité si et seulement si toute
ultrapuissance Γω ne contient pas de sous-groupe libre non-abélien.
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L’équivalence de la Remarque 1.3.13, (2), permet d’ajouter à la liste d’exemples de groupes
satisfaisant une identité les groupes uniformément moyennables. Rappelons qu’un groupe discret
Γ est moyennable si, pour tout sous-ensemble fini K de Γ et tout ε ∈ (0, 1), il existe un sous-
ensemble fini F de Γ tel que cardKF < (1+ε) cardF . Le groupe Γ est uniformément moyennable
si de plus on a cardF ≤ C, où C est une constante qui ne dépend que de ε et de cardK.

Pour des détails sur cette notion voir [Kel], [Boż] et [Wys]. On dispose d’une caractérisation
des groupes uniformément moyennables avec des ultraproduits.

Théorème 1.3.14. ([Wys])
Soit Γ un groupe discret dénombrable.
(1) Si Γ est uniformément moyennable alors pour tout ultrafiltre ω l’ultrapuissance Γω est

uniformément moyennable, en particulier Γω est moyennable.
(2) S’il existe un ultrafiltre ω tel que Γω soit moyennable alors Γ est uniformément moyen-

nable.

Corollaire 1.3.15. Si Γ est uniformément moyennable alors toute ultrapuissance Γω n’a pas de
sous-groupe libre non-abélien. En particulier Γ satisfait une identité.

Le fait que tout groupe uniformément moyennable satisfait une identité a été déjà démontré
dans [Kel], par des méthodes plus abstraites.

L’argument pour déduire le Corollaire 1.3.15 est standard : puisque toute ultrapuissance Γω

est moyennable, elle ne peut pas avoir de sous-groupe libre non-abélien. Ceci marche parce que la
moyennabilité ainsi qu’on l’a définie est héritée par les sous-groupes. Remarquons toutefois que
les ultrapuissances Γω ne sont pas localement compactes. Dans ce contexte, les différentes façons
de définir la moyennabilité ne sont pas forcément équivalentes, et il y a des types de moyenna-
bilité qui ne sont plus hérités par les sous-groupes. C’est le cas pour la moyennabilité définie
par l’existence d’une moyenne invariante à gauche sur l’ensemble des fonctions uniformément
continues à gauche ([H1], [BHV, Appendice G]). Si H est un espace de Hilbert séparable de di-
mension infinie et si G = U(H) est le groupe des opérateurs unitaires sur H muni de la topologie
opératorielle faible, alors U(H) est moyennable, au sens de l’existence d’une moyenne invariante
[H1]. D’autre part, en prenant H = `2(F2), où F2 est le groupe libre à deux générateurs, on
voit que U(`2(F2)) contient F2 vu comme ensemble d’opérateurs unitaires sur `2(F2) [BHV,
Remarque G.3.7].

Pour revenir au cas général des groupes vérifiant une identité, la Proposition 1.3.9 et la
Remarque 1.3.13, (2), impliquent le résultat suivant.

Théorème 1.3.16. Soit Γ un groupe de type fini non-virtuellement cyclique vérifiant une iden-
tité. Alors Γ est étalé, dans la terminologie de la définition 1.3.11.

Ceci peut se généraliser à une version uniforme, comme suit.

Théorème 1.3.17. Une famille de groupes de type fini non-virtuellement cycliques vérifiant la
même identité est uniformément étalée, dans la terminologie de la définition 1.3.12.

1.3.3 Groupes avec un élément central d’ordre infini

Soit Γ un groupe de type fini contenant un sous-groupe cyclique infini H = 〈a〉 dans son
centre.
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Lemme 1.3.18. Soit Conω(Γ; e, d) un cône asymptotique de Γ. Pour tout ε > 0, il existe
h = (hn)

ω dans Γωe ∩Hω, h isométrie de Conω(Γ; e, d), telle que

dist(hx, x) = ε , ∀x ∈ Conω(Γ; e, d) .

Supposons maintenant qu’un cône Conω(Γ; e, d) admette un point de coupure. Alors il est
un espace gradué sur un arbre. Cet espace est ou bien un singleton, ou bien une droite, ou bien
un arbre dont chaque point est un point de ramification, ou bien un espace gradué qui a aussi
des pièces non-réduites à un point. Dans les deux derniers cas il n’est pas difficile de voir que
Conω(Γ; e, d) ne peut pas avoir d’isométrie telle que celle décrite dans le lemme 1.3.18 (voir
[10, §6.1]). Il s’ensuit que Conω(Γ; e, d) est ou bien un singleton, ou bien une droite réelle. Le
corollaire 1.3.8 permet alors de conclure comme suit.

Théorème 1.3.19. Soit Γ un groupe de type fini non-virtuellement cyclique, contenant un sous-
groupe cyclique infini central. Alors Γ est étalé.

Le résultat uniforme qui peut être obtenu pour ce type de groupes est le suivant.

Théorème 1.3.20. Soit G la famille de tous les groupes de type fini non-virtuellement cycliques,
contenant un sous-groupe cyclique infini central. La famille G est uniformément non-rétrécie,
dans la terminologie de la définition 1.3.12.

1.3.4 Autres exemples, questions

Il y a aussi d’autres exemples de groupes étalés.

Exemples 1.3.21. (1) les réseaux uniformes dans des espaces symétriques ou des immeubles
euclidiens de rang au moins deux. Ceci est dû au théorème ci-dessous.

Théorème 1.3.22. ([KlL]) Soit Xun espace symétrique ou un immeuble euclidien irré-
ductible. Tout cône asymptotique K de X est un immeuble euclidien irréductible homogène
du même rang que X et 2ℵ0-épais. Cet immeuble a comme appartements des ensembles
limite de suites de plats maximaux de X. De même, les plats singuliers, les chambres de
Weyl et leurs murs dans K sont des ensembles limites de suites d’objets similaires dans
l’espace X.

Rappelons qu’un immeuble euclidien est c-épais, où c est un nombre cardinal, si chaque
hyperplan singulier est le bord d’au moins c demi-appartements d’intérieurs deux à deux
disjoints.

(2) les groupes fondamentaux des variétés graphées [KaL3].

La question d’une transposition au niveau du groupe du Corollaire 1.3.10, obtenu au niveau
des ultrapuissances, se pose tout naturellement.

Question 1.3.23. Un groupe de type fini non-virtuellement cyclique et rétréci contient-il un
sous-groupe libre non-abélien ?

Cette question est reliée à la question 2.2.9.
L’intérêt pour les groupes rétrécis, et surtout pour les groupes non-rétrécis, provient princi-

palement des théorèmes de rigidité 2.2.18, 2.2.23 et 2.2.24. Une réponse affirmative à la question
1.3.23 impliquerait que les groupes suivants sont non-rétrécis :

(1) les groupes moyennables ;

20



(2) les groupes qui ne contiennent pas de sous-groupe libre non-abélien.

Remarquons que la deuxième classe de groupes est strictement plus grande que la première,
d’après les exemples donnés dans [Ol1], [Ad2] et [OlS1].

Il est vraisemblable que pour un groupe moyennable on peut même dire qu’il est étalé.
La question 1.3.23 a une version plus forte.

Question 1.3.24. Si un groupe Γ de type fini non-virtuellement cyclique a un cône asymptotique
lent (dans la terminologie de la Définition 1.2.12) ayant un point de coupure, le groupe Γ contient-
il un sous-groupe libre non-abélien ?

La condition que le cône asymptotique soit lent est une condition nécessaire. On peut adap-
ter une construction de Rips-Olshanskii pour construire un exemple de groupe ayant un cône
asymptotique qui est un arbre réel, et qui n’a pas de sous-groupes libres non-abéliens [Del]. Le
cône asymptotique qui est un arbre est un cône épars.

1.4 Groupe fondamental des cônes asymptotiques

1.4.1 Connexité et simple connexité

Même les propriétés les plus simples des cônes asymptotiques se reflètent de façon décisive
dans la géométrie des groupes.

Proposition 1.4.1. ([Gr4], [11, Proposition 4.2]) Soit Γ un groupe discret muni d’une métrique
invariante à gauche dist telle que toutes les boules soient finies.

(1) Si tous les cônes asymptotiques de (Γ, dist) sont connexes par arcs alors Γ est de type
fini.

(2) Si de plus tous les cônes asymptotiques de (Γ, dist) sont simplement connexes alors Γ
est de présentation finie.

Une métrique comme ci-dessus peut être obtenue si le groupe Γ agit proprement discon-
tinûment librement sur un espace géodésique localement compact X. On identifie Γ à une orbite
Γx et on le munit de la métrique induite, distX .

Remarque 1.4.2. La preuve de la proposition 4.2 dans [11] implique en fait plus dans ce cas
particulier. Si distw est une métrique des mots de Γ alors pour tout γ1, γ2 ∈ Γ, on a

λ1 distX(γ1 , γ2) ≤ distw(γ1 , γ2) ≤ λ2 distX(γ1 , γ2)
α ,

où λi et α sont des constantes positives, α ≥ 1.

Un cas particulier du précédent est celui où Γ est un sous-groupe d’un groupe de type fini
G. Pour X = Cayley(G) et x = 1 on obtient que distX est la métrique des mots de G restreinte
à Γ. La remarque 1.4.2 peut alors se reformuler comme suit.

Remarque 1.4.3. Si dans tout cône asymptotique de G, l’ensemble limite de Γ est connexe par
arcs alors Γ est de type fini et sa distorsion dans G est au plus polynomiale.

De telles précisions peuvent aussi être apportées pour la proposition 1.4.1, (2), qu’on peut
voir comme une variante en dimension 2 de (1).

Théorème 1.4.4. ([Gr4, §5.F ], [Pp3], [Pp5], [2]) Soit Γ un groupe de présentation finie tel que
tous les cônes asymptotiques de Γ sont simplement connexes. Pour toute présentation finie de
Γ les propriétés suivantes sont vérifiées.
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(1) L’ordre de la fonction de Dehn de Γ est au plus polynomial.
(2) L’ordre de la fonction rayon de remplissage de Γ est au plus linéaire.
(3) Supposons de plus que dans chaque cône asymptotique de Γ la fonction de remplissage

vérifie
A(`) ≤ C`p ,

avec C > 0 et p ≥ 1 des constantes universelles. Alors pour tout ε > 0 il existe `ε tel que
la fonction de Dehn de Γ vérifie

AΓ(`) ≤ `p+ε pour tout ` ≥ `ε .

Le théorème 1.4.4, (1), admet une réciproque faible.

Théorème 1.4.5. ([Pp3]) Un groupe de présentation finie dont l’ordre de la fonction de Dehn
est au plus quadratique a tous les cônes asymptotiques simplement connexes.

Il n’est pas vrai en général qu’un groupe de présentation finie dont l’ordre de la fonction de
Dehn est au plus polynomial a tous les cônes asymptotiques simplement connexes (voir [SBR],
[Bri]). Même si on ajoute l’hypothèse que l’ordre du rayon de remplissage est au plus linéaire,
l’implication reste fausse [OlS2].

Dans [Ri] est établie une relation entre l’ordre des fonctions de remplissage en dimension
k ≥ 2 et les groupes d’homotopie πk des cônes asymptotiques, par des résultats similaires au
théorème 1.4.4.

1.4.2 Groupes fondamentaux des cônes asymptotiques

Dans [Gr4], M. Gromov pose deux questions concernant les groupes fondamentaux des cônes
asymptotiques des groupes de type fini.

Question 1.4.6. Quels sont les groupes qui peuvent apparâıtre comme sous-groupes de groupes
fondamentaux des cônes asymptotiques des groupes de type fini ?

Question 1.4.7. Est-ce vrai que le groupe fondamental d’un cône asymptotique d’un groupe
de type fini est ou bien trivial ou bien infini non-dénombrable ?

Une réponse a la question 1.4.6 a été donnée dans [EO]. Il y est démontré que, sous des
conditions assez faibles, tout espace métrique peut être plongé dans un cône asymptotique d’un
groupe de type fini, isométriquement et tel que le plongement du groupe fondamental soit injectif.
Ceci implique que tout groupe dénombrable apparâıt comme sous-groupe du groupe fondamental
d’un cône asymptotique d’un groupe de type fini.

Dans [10] plus de précisions sont apportées concernant la structure possible du groupe fon-
damental d’un cône asymptotique. Le théorème suivant est démontré.

Théorème 1.4.8. ([10, Théorème 7.33, Corollaire 7.32])
(1) Pour tout groupe dénombrable C, le produit libre de 2ℵ0 copies de C est le groupe fon-

damental du cône asymptotique d’un groupe à deux générateurs Γ.
(2) Il existe un groupe à deux générateurs Γ ayant la propriété suivante. Pour tout groupe

de présentation finie G, le produit libre de 2ℵ0 copies de G est le groupe fondamental d’un
cône asymptotique de Γ.
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Construction générale

Pour construire le groupe Γ du théorème 1.4.8, on modifie la construction utilisée dans [EO],
elle-même l’adaptation d’une construction de [Ol4].

Dans la suite, pour tout chemin c dans un graphe métrique, on note |c| sa longueur. Par
extension, pour tout élément w dans un groupe avec un système de générateurs fini fixé, on note
|w| la longueur minimale d’un chemin dans le graphe de Cayley joignant 1 à w. On retrouve
ainsi la notation introduite dans la Section 1.1.1.

Soit A un alphabet et FA le groupe libre engendré par A.

Définition 1.4.9 (propriété C∗(λ)). Un ensemble W de mots réduits dans FA, stable par
inversion et permutation cyclique, vérifie la propriété C∗(λ) si les conditions suivantes sont
vérifiées.

(1) Tout sous-mot u d’un mot w ∈ W tel que |u| ≥ λ|w| apparâıt une seule fois dans w ;
(2) Si u est un sous-mot commun de deux mots distinctsw1, w2 ∈ W alors |u| ≤ λmin(|w1|, |w2|).

Proposition 1.4.10. [EO] Soit A = {a, b}. Pour tout λ > 0 il existe un ensemble W de mots
réduits dans FA, stable par inversion et permutation cyclique, satisfaisant la propriété C∗(λ) et
de plus les conditions suivantes :

(1) Pour tout n ∈ N, l’ensemble {w ∈ W ; |w| ≥ n} vérifie C∗(λn), où limn→∞λn = 0.
(2) Soit κ(n) = card{w ∈ W ; |w| = n} . Alors limn→∞κ(n) = ∞.

Dans la suite on considère λ = 1
500 , et un ensemble W de mots comme dans la proposition

1.4.10 pour cette valeur fixée de λ.

Considérons une suite Gn de graphes métriques ayant En arêtes, avec des longueurs comprises
entre ζn et ζ [n/2], où ζ ∈ (0, 1) et où [·] signifie la partie entière. Soit distn la métrique de longueur
sur Gn, soit Nn l’ensemble des sommets de Gn et soit On ∈ Nn un sommet fixé.

Définition 1.4.11. Une suite croissante (dn) de nombres réels positifs est à croissance rapide
par rapport à la suite de graphes (Gn) si :

(1) pour tout i ≥ [ζndn], κ (i) ≥ En ;
(2) limn→∞

ζndn
dn−1

= ∞ ;

(3) limn→∞
En
ζndn

= 0.

Soit d = (dn) une suite à croissance rapide par rapport à la suite de graphes (Gn) fixée. Pour
toute arête e = (x, y) dans Gn, on a [dndist(x, y)] ≥ [ζndn]. La propriété (1) dans la définition
1.4.11 implique qu’on peut attacher à chaque arête e de Gn un mot wn(e) dans W de longueur
[dn|e|] de sorte que :

(1) wn(e
−1) = wn(e)

−1 ;
(2) wn(e) 6= wn(e

′) si e 6= e′.

Définition 1.4.12 (la présentation du groupe Γ). On définit l’ensemble de relations Rn
comme suit : pour tout lacet p = e1e2...es dans Gn on inclut dans Rn la réduction libre du mot

wn(p) = wn(e1)wn(e2) . . . wn(es).

Soit R =
⋃

n∈N
Rn et soit Γ = 〈a, b | R〉.

Notation : On note <n la réunion des chemins dans Cayley(Γ, {a, b}) issus de 1 et étiquetés
par des mots wn(p), où p est un chemin dans Gn issu de On.
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Proposition 1.4.13. Pour tout ultrafiltre ω le cône asymptotique Conω(Γ; e, d) est gradué sur
un arbre par rapport à la famille de pièces :

P =

{

limω(gn<n) ; (gn)
ω ∈ Γω tel que limω

dist(en, gn<n)

dn
<∞

}

. (1.5)

Proposition 1.4.14. Considérons les deux familles d’espaces métriques :

P =

{

limω(gn<n) ; (gn)
ω ∈ Γω , limω

dist(en, gn<n)

dn
<∞

}

et (1.6)

M = {limω(Nn, distn)x ; x ∈ ΠNn/ω} . (1.7)

Chaque limω(Nn, distn)x est vu comme un espace pointé en limω(xn), et chaque limω(gn<n)
est pointé en limω(yn), où limω(yn) est la projection de limω(e) sur limω(gn<n).

Tout espace pointé d’une des deux familles P et M est isométrique à au moins un espace
pointé de l’autre famille. De plus, tout espace pointé de M est isométrique à 2ℵ0 espaces pointés
distincts de P.

Rappelons que deux espaces métriques pointés (X, distX , x) et (Y, distY , y) sont isométriques
s’il existe une isométrie φ : X → Y telle que φ(x) = y.

Réseaux et ultraboules

Plaçons-nous dans le cadre d’un espace métrique général (X, dist). Un sous-ensemble A de
X est δ-séparable si deux points distincts arbitraires dans A se trouvent à distance au moins
δ l’un de l’autre. Un sous-ensemble δ-séparable maximal de X vérifie de plus Nδ(A) ⊃ X. On
appelle un tel sous-ensemble δ-réseau.

Remarque 1.4.15. Pour toute suite croissante (Mn) de sous-ensembles de X et toute suite
décroissante (δn) de nombres réels positifs, il existe une suite croissante

N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nn ⊂ · · · ,

telle que Nn est un δn-réseau de (Mn, dist).

Supposons que X soit un espace géodésique localement compact et considérons O un point
fixe de X et Bn la boule fermée de centre O et de rayon n. Soit ζ ∈ (0, 1). Considérons une
suite croissante de réseaux (Nn) correspondant à (Bn) et à (ζn). Pour chaque n, on considère le
graphe métrique Gn de sommets Nn et dont les arêtes sont des géodésiques de X joignant des
paires de points à distance au plus ζ [n/2] (on considère une seule géodésique pour chaque paire).
On munit chaque Gn de sa métrique de longueur distn.

Lemme 1.4.16. (i) Pour tout e ∈ ΠNn/ω, les espaces métriques pointés limω(Nn, distn)e,
limω(Gn, distn)e et limω(Bn, dist)e sont isométriques.

(ii) En particulier si D(e,O) < +∞ alors les espaces métriques pointés suivants sont isomé-
triques : limω(Nn, distn)e, limω(Gn, distn)e pointés en limω(O) et (X, dist) pointé en O.

Une ultralimite limω(Bn, dist)e est appelée ultraboule dans X de centre O et de point d’ob-
servation e.

Lemme 1.4.17. ([10, §7.1]) Pour tout groupe dénombrable C il existe un espace métrique
géodésique localement compact pointé (YC , dist, O) tel que :

(a) π1(YC) = C ;
(b) toute ultraboule de centre O dans YC est ou bien isométrique à YC ou bien simplement

connexe.
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Preuve du théorème 1.4.8

On considère la partition N =
∐

k∈N
Nk, où Nk = 2kN + 2k−1.

Soit (Mk , distk)k∈N une suite d’espace métriques géodésiques localement compacts, loca-
lement uniformément simplement connexes, pointés en Ok, et soit ζ ∈ (0, 1). Soit k ∈ N

fixé. On applique la remarque 1.4.15 aux suites
(

B
(k)
n

)

n∈N∪{0}
et (ζn)n∈N

, où B
(k)
0 = {Ok}

et B
(k)
n = B(Ok, n), n ∈ N. On obtient une suite croissante :

{Ok} ⊂ N
(k)
1 ⊂ N

(k)
2 ⊂ · · · ⊂ N (k)

n ⊂ · · · , (1.8)

telle que N
(k)
n est un ζn-réseau dans (B

(k)
n , distk). Soit G

(k)
n le graphe de sommets N

(k)
n et dont

les arêtes sont des géodésiques de Mk joignant toute paire de sommets à distance au plus ζ [n/2]

l’un de l’autre (on considère une seule géodésique pour chaque paire). Soit dist
(k)
n la métrique de

longueur sur G
(k)
n . La suite de graphes métriques G

(k)
n vérifie les conditions énumérées avant la

définition 1.4.11. On définit la suite (Gn , distn , On) de graphes métriques pointés finis comme
suit :

(Gn , distn , On) ≡ (G(k)
n , dist(k)n , Ok) lorsque n ∈ Nk .

Soit (dn) une suite de nombres réels positifs à croissance rapide par rapport à (Gn). On construit
le groupe Γ = 〈a, b | R〉 comme dans la définition 1.4.12.

Pour tout k ∈ N, soit µk un ultrafiltre tel que µk(Nk) = 1.

Proposition 1.4.18. Le cône asymptotique Conµk(Γ; e, d) est gradué sur un arbre par rapport
à une famille de pièces Pk isométriques à des ultraboules de Mk de centre Ok. Les ultraboules
ayant des points d’observation distincts correspondent à des pièces distinctes.

Corollaire 1.4.19. Supposons que Mk soit compact et localement uniformément simplement
connexe. Le cône asymptotique Conµk(Γ; e, d) est gradué sur un arbre par rapport à une famille
de pièces isométriques à Mk, et son groupe fondamental est le produit libre de 2ℵ0 copies du
groupe π1(Mk).

Le corollaire 1.4.19 implique le théorème 1.4.8, (2). La proposition 1.4.18 et le lemme 1.4.17
impliquent le théorème 1.4.8, (1).

1.5 Dépendance du cône asymptotique de l’ultrafiltre

Dans [Gr4], M. Gromov pose aussi la question de savoir combien de cônes asymptotiques
non-isométriques peut avoir un groupe de type fini. Un premier exemple de groupe de type fini
ayant deux cônes asymptotiques non-homéomorphes a été donné dans [TV].

Cette question s’est avérée être reliée à l’Hypothèse du Continu. Rappelons que l’Hypothèse
du Continu consiste à dire qu’il n’y a pas d’autre nombre cardinal entre ℵ0 et 2ℵ0 .

Soit Γ un réseau uniforme de SL(n,R). Son cône asymptotique est le même que celui de
SL(n,R), c’est donc un immeuble euclidien, d’après le théorème de B. Kleiner et B. Leeb ([KlL],
voir le théorème 1.3.22). Cet immeuble peut être décrit en termes de corps et de valuations, ainsi
qu’il a été démontré par B. Leeb et Anne Parreau [Par], et aussi par L. Kramer, S. Shelah, K.
Tent et S. Thomas [KSTT]. Ces derniers ont démontré de plus que :

– si l’Hypothèse du Continu n’est pas vérifiée alors tout réseau uniforme de SL(n,R), n ≥ 3,

a 22ℵ0 cônes asymptotiques non-isométriques ;
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– si l’Hypothèse du Continu est vérifiée alors tous les cônes asymptotiques d’un réseau
uniforme dans SL(n,R), n ≥ 3, sont isométriques. De plus, tout groupe de type fini a au
plus 2ℵ0 cônes asymptotiques non-isométriques.

Dans [10] on obtient le résultat suivant, indépendamment de l’Hypothèse du Continu.

Théorème 1.5.1. Il existe un groupe à deux générateurs et de présentation récursive mais pas
finie, ayant 2ℵ0 cônes asymptotiques aux groupes fondamentaux non-isomorphes.

Dans la construction d’un tel groupe, on suit la même démarche que dans la Section 1.4.2. On
énumère les sous-ensembles finis non-vides de N, en commençant par {1}, {1, 2}, tous les sous-
ensembles de {1, 2, 3} contenant 3, tous les sous-ensembles de {1, 2, 3, 4} contenant 4 et ainsi de
suite. On obtient la suite (Fk) des sous-ensembles finis non-vides de N. Soit Tn = Rn/Zn le tore
de dimension n pointé en O = (0, . . . , 0) et muni de la métrique riemannienne plate naturelle.
Pour chaque k ∈ N, considérons le bouquet de tores Bk =

∨

n∈Fk
(Tn, O) avec la métrique distk

induite par les métriques sur les tores, et le point de coupure du bouquet Ok.
Soit Γ = 〈a, b | R〉 construit comme dans la Section 1.4.2, pour la suite d’espaces métriques

pointés (Bk, distk, Ok)k∈N. On choisit ζ = 1
2 et tous les ζn-réseaux N

(k)
n provenant des mêmes

pavages des tores de différentes dimensions et de leurs subdivisions. Ainsi les ζn-réseaux N
(k)
n

peuvent être énumérés récursivement. Avec le même choix des ultrafiltres µk que dans la Section
1.4.2, le corollaire 1.4.19 et le lemme 1.3.5 impliquent le résultat suivant.

Proposition 1.5.2. Le cône asymptotique Conµk(Γ; e, d) est gradué sur un arbre par rapport à
un ensemble de pièces Pk tel que toute pièce soit isométrique à un des tores Tn, n ∈ Fk.

Notation : On note Conµk(Γ; e, d) par Ck et limµk(e) par ek.

Soit I = {i1, i2, . . . , in, . . .} un sous-ensemble infini arbitraire de N. Soit la suite croissante

Fk1 ⊂ Fk2 ⊂ · · · ⊂ Fkn ⊂ · · ·

définie par Fkn = {i1, i2, . . . , in}. Associée à elle on a une suite de cônes asymptotiques de
Γ, (Ckn)n∈N. La proposition 1.2.17 implique que l’ultralimite limω(Ckn)(ekn ) est aussi un cône
asymptotique de Γ, qu’on note Cω(I).

Proposition 1.5.3. Le cône asymptotique Cω(I) est gradué sur un arbre par rapport à un
ensemble de pièces Pω(I) tel que :

(a) le groupe fondamental de chaque pièce est abélien ;
(b) chaque pièce est ou bien isométrique à un des tores Tn, n ∈ I, ou bien elle contient la

copie isométrique et π1-injectée de Tm, pour tout m ∈ N.
(c) pour chaque n ∈ I il existe 2ℵ0 pièces distinctes isométriques à Tn.

Corollaire 1.5.4. Si I 6= J alors les groupes fondamentaux de Cω(I) et de Cω(J) ne sont pas
isomorphes.

En effet, la proposition 1.5.3 et la propriété (4) des espaces gradués implique que le groupe
fondamental de Cω(I) est un produit libre de Zi, i ∈ I, et de groupes abéliens de rang infini. Le
théorème de Kurosh [LS] implique que si j 6∈ I alors Zj ne peut pas être un facteur libre de ce
groupe.

D’après la remarque 1.2.11, chaque cône asymptotique Ck est isométrique à un cône asymp-
totique au sens restreint. De plus, on peut appliquer la proposition 1.2.19 pour conclure que
chaque cône asymptotique Cω(I) est aussi un cône asymptotique au sens restreint.
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Remarquons pour finir que dans toutes les constructions de groupes ayant des cônes asymp-
totiques distincts, ce qui apparâıt toujours ce sont des cônes asymptotiques épars. La question
suivante reste ouverte.

Question 1.5.5. Existe-t-il un groupe de type fini ayant deux cônes asymptotiques lents non-
isométriques (non-homeomorphes) ?
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Chapitre 2

Groupes hyperboliques et
relativement hyperboliques

2.1 Groupes hyperboliques

2.1.1 Cônes asymptotiques, remplissage, automorphismes extérieurs

On peut caractériser les espaces métriques hyperboliques comme suit.

Théorème 2.1.1. ([Gr4, §2.A], [5])
Soit X un espace métrique géodésique.
(1) Si X est hyperbolique alors tout cône asymptotique de X est un arbre réel.
(2) Si pour un ultrafiltre ω fixé, tout cône asymptotique Conω(X; e, d) est un arbre réel alors
X est hyperbolique.

(3) Si tous les cônes asymptotiques au sens restreint de X sont des arbres réels alors X est
hyperbolique.

On peut apporter plus de précisions sur la structure des cônes asymptotiques des groupes
hyperboliques non-élémentaires. Rappellons tout d’abord qu’il existe une arbre réel complet A
ayant la puissance du continu tel que tout point est un point de ramification duquel partent
2ℵ0 directions distinctes. Un tel arbre est universel dans le sens que tout arbre réel ayant la
puissance du continu peut être plongé isométriquement dans A. En particulier l’arbre A est
unique à isométrie près.

Théorème 2.1.2. ([DP]) Tout cône asymptotique d’un groupe hyperbolique non-élémentaire est
isométrique à A.

On peut déduire du théorème 2.1.1 et de la remarque 1.2.9 le comportement par rapport aux
quasi-isométries.

Théorème 2.1.3. ([Gr3]) L’hyperbolicité est une propriété géométrique.

Une autre preuve de ce théorème utilise la définition de l’hyperbolicité avec des triangles
géodésiques fins et le lemme suivant.

Lemme 2.1.4 (lemme de Morse). Dans un espace géodésique hyperbolique, tout segment
quasi-géodésique est à distance uniformément bornée du segment géodésique joignant ses extré-
mités.
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Remarquons que le théorème 2.1.1 implique aussi, avec la proposition 1.4.1, que tout groupe
hyperbolique est de présentation finie. Ceci a été déjà démontré dans [Gr3, Théorème 2.3.A].
Concernant l’ordre de remplissage et l’ordre du rayon de remplissage, les résultats suivants sont
connus.

Théorème 2.1.5. ([Gr3])
Soit X un espace métrique géodésique.
(1) Si X est hyperbolique alors l’ordre de la fonction de remplissage est linéaire.
(2) Si AX(`) = o(`2) alors l’espace X est hyperbolique.

Plusieurs preuves du théorème 2.1.5, (2), ont été données dans [Ol3], [Pp2] et [Bow2]. En
utilisant les cônes asymptotiques, on peut prouver facilement la version de (2) ci-dessous [4].

Théorème 2.1.6. Soit X un espace métrique géodésique, C l’ensemble de tous les lacets lipschit-
ziens dans X, Ar : C → R∗

+ une fonction qui vérifie la propriété (IQ) énoncé dans la Section 1.1.3
et A : R∗

+ → R∗
+ la fonction définie par A(`) = sup{Ar(c) ; c ∈ C, c de longueur au plus `}.

Si A(`) = o(`2) alors X est un espace hyperbolique.

La version la plus forte du théorème 2.1.5, (2), est la suivante.

Théorème 2.1.7. ([Gr3], [Ol3], [Pp1])
Soit X un espace métrique géodésique. S’il existe N et L suffisamment grands et ε > 0

suffisamment petit tels que pour tout lacet c dans X vérifiant N ≤ Ar(c) ≤ LN l’on ait

Ar(c) ≤ ε long(c)2 ,

alors l’espace X est hyperbolique.

Dans [CDP, Chapitre 6, Théorème 2.1], il est démontré que si X est une variété riemannienne
simplement connexe et complète satisfaisant des conditions supplémentaires faibles, alors dans
le théorème 2.1.7 il suffit de prendre ε < 1

16π .
Une preuve du théorème 2.1.7 avec des cônes asymptotiques semble hors de portée.
Pour ce qui est de l’ordre du rayon de remplissage, on obtient ce qui suit.

Théorème 2.1.8. ([Gr3, Section 6], [4, Proposition 3.7]) Soit X un espace géodésique µ0-
simplement connexe et soit r : R∗

+ → R∗
+ la fonction rayon de remplissage dans cet espace. On

a l’équivalence suivante :
(1) X est hyperbolique ;
(2) r(`) = o(`) ;
(3) r(`) = O(ln `).

Remarque 2.1.9. On peut remplacer dans le théorème précédent le rayon de remplissage par
l’étranglement. Pour un lacet lipschitzien simple c : S1 → X de longueur ` et pour un nombre
λ ∈

(
0, 1

2

)
on définit le λ-étranglement du lacet c comme étant etrλ(c) = inf{d(x, y) ; x, y ∈ c(S1)

points qui décomposent c(S1) en deux arcs de longueur au moins λ`}. Pour λ ∈
(
0, 1

2

)
fixé on

définit la fonction de λ-étranglement comme etrλ : R∗
+ → R∗

+,

etrλ(`) = sup{etrλ(c) ; c lacet lipschitzien simple de longueur ≤ `} .

Le théorème 2.1.8 reste valable si on remplace le rayon de remplissage par etrλ, avec λ ∈
(0, 1/4] et si on enlève l’hypothèse de µ0-simple connexité, qui n’est plus nécessaire [4].
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Les estimations r(`) = O(ln `) et etrλ(`) = O(ln `) sont les meilleures possibles. Ceci est
illustré par un exemple dans le modèle du demi-espace {(x, y, t) ; t > 0} de H3. Dans ce
modèle, le cercle de rayon ` dans le plan horizontal t = 1 a le rayon de remplissage ainsi que le
λ-étranglement pour tout λ ∈ (0, 1/2) d’ordre ln `.

Il y a aussi une variante forte du théorème 2.1.8, similaire au théorème 2.1.7.

Théorème 2.1.10. (M. Gromov, [Pp4]) Soit Γ un groupe de présentation finie. S’il existe `0
tel que r(`) ≤ `/73 pour tout ` ≥ `0, alors Γ est hyperbolique.

Dans ce théorème la constante attendue est non pas 1/73 mais 1/8 [Pp4].
A nouveau, il ne semble pas possible de démontrer le théorème 2.1.10 avec des cônes asymp-

totiques.
Une autre conséquence du théorème 2.1.1 concerne le groupe d’automorphismes extérieurs.

Rappelons que pour tout groupe Γ son groupe d’automorphismes extérieurs Out(Γ) est le
quotient du groupe d’automorphismes Aut(Γ) par le sous-groupe normal d’automorphismes
intérieurs Inn(Γ), c’est-à-dire d’automorphismes de conjugaison par des éléments du groupe.

Théorème 2.1.11 ([Pau]). (1) Soit Γ un groupe hyperbolique. Si Out(Γ) est infini alors Γ
agit par isométries sur un arbre réel sans point fixe global et avec des stabilisateurs d’arêtes
virtuellement cycliques.

(2) Soit Γ un groupe hyperbolique ayant la propriété (T). Alors Out(Γ) est fini.

L’affirmation (2) est une conséquence de (1), car la propriété (T) implique que toute action
par isométries sur un arbre réel a un point fixe global.

2.1.2 Groupes hyperboliques et propriété de décroissance rapide (DR)

Soit Γ un groupe discret et soit L une fonction de longueur. Rappelons la définition de la
propriété de décroissance rapide (DR) par rapport à L. Pour tout s ∈ R, l’espace de Sobolev
d’ordre s par rapport à L est l’ensemble Hs

L(Γ) des fonctions x : Γ → C telles que (1 + L)sx ∈
l2(Γ). L’espace des fonctions à décroissance rapide sur Γ par rapport à L est l’ensembleH∞

L (Γ) =
⋂

s∈R
Hs
L(Γ).

L’algèbre du groupe Γ, CΓ, est l’ensemble des fonctions x : Γ → C à support fini. On note
R+Γ le sous-ensemble des fonctions prenant des valeurs dans R+.

Chaque élément x ∈ CΓ agit sur l2(Γ) par φ 7→ x ∗ φ, où

x ∗ φ(h) =
∑

h1h2=h

x(h1)φ(h2) .

On appelle l’opérateur sur l2(Γ) ainsi défini opérateur de convolution de x. C’est un opérateur
borné. L’action de CΓ sur l2(Γ) est fidèle. On peut donc identifier CΓ à un sous-espace de l’espace
B(l2(Γ)) des opérateurs bornés sur l2(Γ).

Pour chaque x ∈ CΓ soit ‖x‖∗ sa norme en tant qu’opérateur,

‖x‖∗ = sup{ ‖x ∗ φ‖ ; ‖φ‖ = 1 } .

L’adhérence C∗
r (Γ) de CΓ dans la norme opératorielle est appelée la C∗-algèbre réduite de Γ.

Définition 2.1.12. Le groupe Γ a la propriété de décroissance rapide (DR) par rapport à la
fonction de longueur L si l’inclusion de CΓ dans C∗

r (Γ) s’étend à une inclusion continue de
H∞
L (Γ) dans C∗

r (Γ).
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Voir [C], [J], [CR] pour plus de détails sur cette propriété.

Lemme 2.1.13. ([CR]) On a l’équivalence :
(1) Γ a la propriété (DR) par rapport à L ;
(2) Il existe un polynôme P tel que pour tout r > 0, tout x ∈ R+Γ dont le support se trouve

dans la boule fermée {g ∈ Γ ; L(g) ≤ r}, et tout φ ∈ l2(Γ),

‖x ∗ φ‖ ≤ P (r) ‖x‖ · ‖φ‖ . (2.1)

Définition 2.1.14. Le groupe Γ a la propriété (DR) s’il existe une fonction de longueur L sur
Γ par rapport à laquelle le groupe a la propriété (DR).

Remarque 2.1.15. Le lemme 1.1.1 implique qu’un groupe de type fini a la propriété (DR) si
et seulement s’il a la propriété (DR) par rapport à toute fonction de longueur des mots.

La propriété (DR) est reliée à la conjecture de Novikov [CM] et à la conjecture de Baum-
Connes [L].

Théorème 2.1.16. ([J], [H2], [C]) Tout groupe hyperbolique a la propriété (DR).

2.2 Groupes relativement hyperboliques (au sens fort)

2.2.1 Définition, cônes asymptotiques

La notion de groupe relativement hyperbolique a été introduite par M. Gromov dans [Gr3]
comme généralisation de la notion de groupe hyperbolique, destinée à formaliser aussi le cas
des réseaux non-uniformes d’isométries des espaces hyperboliques. Plusieurs définitions ont été
énoncées ultérieurement, similaires aux définitions équivalentes connus pour les groupes hyper-
boliques (voir [Bow3], [Fa], [Os], [Dah2], [Ya] et leurs références). Rappelons ici la définition de
B. Farb, légèrement modifiée telle qu’elle apparâıt dans [Os].

Soit Γ un groupe de type fini et soit {H1, . . . , Hm} une famille de sous-groupes de Γ. Soit
S une partie génératrice finie de Γ stable par inversion. On note H l’ensemble

⊔m
i=1(Hi \ {1}).

Le graphe Cayley(Γ, S) est un sous-graphe de Cayley(Γ, S ∪ H), ayant le même ensemble de
sommets mais moins d’arêtes. On a distS∪H(u, v) ≤ distS(u, v), pour toute paire de sommets
u, v. Notons aussi que Cayley(Γ, S ∪H) n’est en général pas localement fini.

Définition 2.2.1. On dit que le groupe Γ est relativement hyperbolique au sens faible par rapport
à {H1, . . . , Hm} si le graphe Cayley(Γ, S ∪H) est hyperbolique.

Définition 2.2.2. Soit p un chemin continu dans Cayley(Γ, S ∪ H). Une H-composante de
p est un sous-chemin maximal de p entièrement contenu dans une classe à gauche gHi, i ∈
{1, 2, . . . ,m}, g ∈ Γ. Le chemin p est sans retour s’il n’a pas deux H-composantes distinctes
dans la même classe à gauche gHi.

Notation : Pour tout arc topologique q, on note q− son point de départ et q+ son point d’arrivée.

Pour définir l’hyperbolicité relative forte, il faut ajouter à l’hyperbolicité relative faible la
propriété suivante.

Définition 2.2.3. La paire (Γ , {H1, . . . , Hm}) vérifie la propriété de pénétration bornée des
classes à gauche (BCP) si, pour tout λ ≥ 1, il existe a = a(λ) ayant la propriété suivante.
Soient p et q deux arcs topologiques λ-bilipschitz et sans retour dans Cayley(Γ, S ∪H), tels que
p− = q− et distS(p+, q+) ≤ 1.
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(1) Soit s une H-composante de p telle que distS(s−, s+) ≥ a. Alors q a une H-composante
dans la même classe à gauche que s ;

(2) Soient s et t deux H-composantes de p et q, respectivement, contenues dans la même
classe à gauche. Alors distS(s−, t−) ≤ a et distS(s+, t+) ≤ a.

Définition 2.2.4. Le groupe Γ est relativement hyperbolique (au sens fort) par rapport à
{H1, . . . , Hm} s’il est relativement hyperbolique au sens faible par rapport à {H1, . . . , Hm} et si
(Γ , {H1, . . . , Hm}) vérifie la propriété BCP.

Exemples 2.2.5. 1. Le groupe fondamental d’une variété hyperbolique de volume fini est
relativement hyperbolique par rapport aux sous-groupes fondamentaux des pointes ;

2. Un groupe hyperbolique Γ est relativement hyperbolique par rapport à {1}, et aussi par
rapport à toute famille finie de sous-groupes quasi-convexes {H1, . . . , Hk} telle que chaque
Hi cöıncide avec son normalisateur dans Γ, et telle que gHig

−1 ∩ Hj est fini si i 6= j ou
g 6∈ Hi ;

3. Un produit libre de groupes est relativement hyperbolique par rapport à ses facteurs ;

4. Le groupe fondamental d’une variété de Haken ayant au moins une composante hyperbo-
lique ; celui-ci est relativement hyperbolique par rapport aux groupes fondamentaux des
composantes maximales qui sont des variétés graphées, et aux groupes fondamentaux des
tores et des bouteilles de Klein qui ne sont pas contenus dans ces composantes ;

5. Un groupe ω-résiduellement libre (appelé aussi groupe limite de Sela [Se]) ; un tel groupe
est relativement hyperbolique par rapport à la famille de sous-groupes abéliens maximaux
non-cycliques [Dah1].

Les groupes relativement hyperboliques peuvent aussi être caractérisés à l’aide des cônes
asymptotiques comme suit.

Théorème 2.2.6. ([10, §8 et Appendice]) Soit Γ un groupe de type fini et soit {H1, . . . , Hm}
une famille de sous-groupes.

(1) Si Γ est relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm} et si chaque Hi est de
type fini alors tout cône asymptotique Conω(Γ; e, d) est gradué sur un arbre par rapport à

Pω = {limω(gnHi) ; (gn) ∈ Γω, i ∈ {1, 2, . . . ,m}} .

(2) Si pour un ultrafiltre ω fixé, tout cône asymptotique Conω(Γ; e, d) est gradué sur un
arbre par rapport à Pω alors Γ est relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm}
et chaque Hi est de type fini.

(3) Si tout cône asymptotique au sens restreint Conω(Γ; e, (n)) est gradué sur un arbre par
rapport à Pω alors Γ est relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm} et chaque
Hi est de type fini.

Ce théorème et la propriété (4) des espaces gradués sur un arbre impliquent que la réponse
à la question 1.4.7 est positive pour le cas particulier des groupes relativement hyperboliques.

Corollaire 2.2.7. Soit Γ un groupe relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm} de
type fini. Le groupe fondamental d’un cône asymptotique de Γ est ou bien trivial ou bien infini
non-dénombrable.

Toujours le théorème 2.2.6, le lemme 1.3.5 et le fait que les groupes Hi sont quasi-convexes
dans Cayley(Γ, S) impliquent le corollaire suivant.
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Corollaire 2.2.8. Si un groupe Γ est relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm}
de type fini, et si chaque Hi est relativement hyperbolique par rapport à une famille de sous-
groupes {H1

i , . . . , H
ni
i } de type fini, alors Γ est relativement hyperbolique par rapport à {Hj

i ; i ∈
{1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , ni}}.

Le théorème 2.2.6 montre que les groupes relativement hyperboliques sont des exemples de
groupes rétrécis. On peut se poser la question si ce n’est pas le seul exemple.

Question 2.2.9. Est-ce qu’on peut améliorer l’énoncé du théorème 2.2.6 comme suit : un groupe
Γ est relativement hyperbolique si et seulement si Γ est rétréci ?

Rappelons que si un cône asymptotique de Γ admet un point de coupure alors, d’après le
lemme 1.3.6, (2), il est gradué sur un arbre avec comme ensemble de pièces ou bien des singletons
ou bien des pièces sans points de coupure. Mais on ne sait pas si ces pièces sont des ensembles
limite de classes à gauche de sous-groupes.

Le théorème 2.2.6 et le théorème de Stallings sur les bouts ([St1], [St2]) impliquent :

Corollaire 2.2.10. Un groupe étalé a un seul bout.

La réciproque n’est par vraie, comme il est illustré par l’exemple des réseaux uniformes
d’isométries de H3.

Il existe un théorème similaire au théorème 2.1.5, formulé pour les groupes relativement
hyperboliques, dans [Os].

2.2.2 Caractérisation métrique de l’hyperbolicité relative

La référence pour cette section, sauf mention contraire, est [10].
Le théorème 2.2.6 fournit la première caractérisation de l’hyperbolicité relative qui fait in-

tervenir seulement le graphe de Cayley du groupe par rapport à une partie génératrice finie.
Toutes les autres définitions font appel ou bien au graphe Cayley(Γ, S ∪H), ou bien à d’autres
modifications de Cayley(Γ, S). On peut obtenir davantage du théorème 2.2.6, à savoir une ca-
ractérisation de l’hyperbolicité relative en termes de graphe de Cayley seulement, sans faire
intervenir les cônes asymptotiques. Cette caractérisation comprend trois propriétés, dont les
énoncés approximatifs sont ceux-ci :

(α1) deux classes à gauche distinctes restent “parallèles” le long de sous-ensembles uniformément
bornés ;

(α2) un segment géodésique de longueur ` dont les extrémités sont à une distance plus petite
que `/2 d’une classe à gauche, passe uniformément près de cette classe à gauche ;

(α3) les polygones géodésiques “gros” sont contenus dans le voisinage d’une classe à gauche.

Ces propriétés sont purement métriques et ont un sens dans un espace métrique pour une
famille de sous-ensembles. On peut donc travailler dans ce contexte. Introduisons tout d’abord
la définition suivante.

Définition 2.2.11 (espace asymptotiquement gradué sur un arbre). Soit (X, dist) un
espace métrique et soit A = {Ai ; i ∈ I} une famille de sous-ensembles de X. Dans chaque cône
asymptotique Conω(X; e, d), considérons la famille d’ensembles limite

Aω =

{

limω(Ain) ; (in)
ω ∈ Iω telle que la suite

(
dist(en, Ain)

dn

)

soit bornée

}

.

On dit que X est asymptotiquement gradué sur un arbre par rapport à A si tout cône
asymptotique Conω(X; e, d) est gradué sur un arbre par rapport à Aω.
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Il suffit que la propriété soit vérifiée ou bien pour un ultrafiltre fixé ou bien par les cônes
asymptotiques au sens restreint, pour qu’elle soit vérifiée par tous les cônes asymptotiques.

Définissons maintenant les polygones géodésiques “gros”. Dans ce qui suit, par polygone on
entend l’image d’un polygone euclidien par une application dont la restriction à chaque arête
est une géodésiques ou une quasi-géodésique. Soit P un polygone aux arêtes géodésiques et soit
V l’ensemble de ses sommets. Les points dans P \ V sont appelés points intérieurs de P . Pour
tout sommet x ∈ V, on note Ox la réunion des arêtes de P qui n’ont pas x comme extrémité.

Soit p ∈ P . Le rayon inscrit dans p par rapport à P est ou bien la distance de p à Op, si p
est un sommet, ou bien la distance de p à P \ q si p est contenu dans l’intérieur d’une arête q.

σθ σθ
q

θ

P \ q

x y

Ox

x νϑ

Fig. 2.1 – Propriétés (F1) et (F2).

Définition 2.2.12 (polygones gros). Soient ϑ > 0 et ν ≥ 8. Un k-gone P aux arêtes
géodésiques est (ϑ, ν)-gros si les conditions suivantes sont vérifiées :

(F1) (grands angles de comparaison, grands rayons inscrits dans des points intérieurs)
pour chaque arête q d’extrémités {x, y}, l’inégalité suivante est vérifiée :

dist ( q \ N2ϑ({x, y}) , P \ q ) ≥ ϑ;

(F2) (longues arêtes, grands rayons inscrits dans les sommets) chaque sommet x vérifie

dist(x,Ox) ≥ νϑ.

Théorème 2.2.13. Soit (X, dist) un espace métrique géodésique et soit A = {Ai ; i ∈ I} une
famille de sous-ensembles de X. L’espace métrique X est asymptotiquement gradué sur un arbre
par rapport à A si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(α1) Pour tout δ > 0, les intersections Nδ(Ai)∩Nδ(Aj), si non-vides, ont des diamètres bornés
uniformément en i et j, i 6= j.

(α2) Pour tout θ ∈
[
0, 1

2

)
il existe M > 0 tel que pour toute géodésique q de longueur ` et tout

ensemble A ∈ A satisfaisant { q(0) , q(`) } ⊂ Nθ`(A), on a q([0, `]) ∩NM (A) 6= ∅.

(α3) Pour tout k ≥ 2 il existe ϑ > 0, ν ≥ 8 et χ > 0 tels que tout k-gone aux arêtes géodésiques
dans X qui est (ϑ, ν)-gros est contenu dans le χ-voisinage d’un ensemble A ∈ A.

Les théorèmes 2.2.6 et 2.2.13 impliquent l’équivalence suivante.
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Corollaire 2.2.14. Soit Γ un groupe de type fini, dist une métrique des mots sur Γ et, pour une
famille finie de sous-groupes {H1, . . . , Hm}, soit la famille des classes à gauche A = {gHi ; g ∈
Γ/Hi , i ∈ {1, 2, . . . ,m}}. Le groupe Γ est relativement hyperbolique par rapport à {H1, . . . , Hm}
si et seulement si (Γ, dist,A) vérifient (α1), (α2) et (α3).

Le théorème 2.2.13 permet aussi de définir la notion d’espace métrique relativement hyper-
bolique par rapport à une famille de sous-ensembles.

On dispose également d’une variante du lemme de Morse (lemme 2.1.4), dans ce contexte.
Plus précisément, soit Γ = 〈S〉 un groupe relativement hyperbolique par rapport à une famille
de sous-groupes {H1, . . . , Hm} et soit g une géodésique arbitraire dans Cayley(Γ, S). Pour une
constante positive M , on définit la M -saturation de g, noté SatM (g), comme la réunion de g

avec toutes les classes à gauche gHi telles que NM (gHi) intersecte g.

Théorème 2.2.15 (Lemme de Morse). Il existe une constante positive M dépendante de S
telle que les propriétés suivantes sont vérifiées. Soit g une géodésique dans Cayley(Γ, S) et soit
q : [0, `] → Cayley(Γ, S) un segment (L,C)-quasi-géodésique joignant les extrémités de g. On a :

(1) q est contenu dans le τ -voisinage de SatM (g), où τ = τ(L,C).

(2) Soient gHi et g′Hj deux classes à gauche contenues dans SatM (g). Supposons qu’il existe
un sous-segment quasi-géodésique q′ de q joignant a ∈ Nτ (gHi) et b ∈ Nτ (g

′Hj) et dont les
intersections avec Nτ (gHi) et Nτ (g

′Hj) sont de diamètre au plus δ. Alors {a , b} ⊂ Nκ(g),
où κ = κ(L,C, τ, δ).

Le même résultat reste vrai si on remplace une des deux classes à gauche gHi, g
′Hj par

un point de g.

(3) Dans Cayley(Γ, S ∪H), q est à distance de Hausdorff au plus κ de toute géodésique dans
le même graphe joignant ses extrémités, où κ = κ(S,L,C).

Un autre résultat parallèle à ceux dans les groupes hyperboliques est le suivant.

Théorème 2.2.16 (centre d’un triangle géodésique). Il existe une constante absolue R
telle que tout triangle géodésique dans Cayley(Γ, S) se trouve dans l’une des deux situations
suivantes.

(C) Il existe γ ∈ Γ tel que B(γ,R) intersecte chacune des trois arêtes du triangle ;

(P) Il existe une unique classe à gauche gHi telle que NR(gHi) intersecte chacune des trois
arêtes du triangle.

2.2.3 Groupes relativement hyperboliques et propriété (DR)

Mis à part le cas des groupes hyperboliques déjà cité, la propriété (DR) a été déjà démontrée
dans plusieurs cas particuliers de groupes relativement hyperboliques :

1. un produit amalgamé de deux groupes A et B au dessus d’un sous-groupe fini F vérifie la
propriété (DR) si et seulement si A et B la vérifient [J] ;

2. un groupe Γ relativement hyperbolique par rapport aux sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type
fini et de croissance polynomiale, a la propriété (DR) [CR]. Rappelons que la croissance
polynomiale implique (DR) [J].

Dans [8] on démontre le résultat suivant.

Théorème 2.2.17. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type fini. Le groupe Γ a la propriété (DR) si et seulement si
H1, . . . , Hm ont la propriété (DR).
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L’implication directe s’ensuit du fait que tout sous-groupe d’un groupe ayant la propriété
(DR) vérifie lui-même la propriété (DR) par rapport à la fonction de longueur induite [J, Pro-
position 2.1.1].

Dans la preuve du théorème 2.2.17 on suit en gros la même démarche que dans la preuve
du théorème 2.1.16, et à l’aide du théorème 2.2.16 et du théorème 2.2.15, (2), on montre que
l’inégalité (2.1) se ramène toujours à une inégalité similaire dans chaque Hi, avec des fonctions
modifiées.

2.2.4 Rigidité des groupes relativement hyperboliques

Référence : Pour cette section, sauf mention contraire, la référence est à nouveau [10].

Une question naturelle est de savoir si la propriété d’hyperbolicité relative est une propriété
géométrique, à l’image de l’hyperbolicité. Il faut tout d’abord chercher des conditions sur les sous-
groupes Hi qui assureraient une telle rigidité. Le théorème 2.2.6 et la propriété (6) des espaces
gradués sur un arbre suggèrent qu’une telle condition serait “Hi ayant un cône asymptotique
sans point de coupure”, c’est-à-dire “Hi non-rétréci”, pour tout i. Le résultat suivant confirme
cette supposition.

Théorème 2.2.18. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type fini. Soit S un groupe non-rétréci. L’image de S par un
(L,C)-plongement quasi-isométrique q : S → Γ est contenue dans le M -voisinage d’une classe
à gauche gHi, g ∈ Γ, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, où M = M(L,C, S,Γ).

L’hypothèse que S est un groupe non-rétréci est aussi nécessaire. On peut voir ceci pour
l’exemple S = Γ qui ne la vérifie pas.

Le théorème 2.2.18 reste vrai dans le cadre plus général des espaces métriques. Plus préci-
sément on peut remplacer Γ et {gHi ; g ∈ Γ/Hi , i ∈ {1, 2, . . . ,m}} par X et A, X asympto-
tiquement gradué sur un arbre par rapport à A, et S par un espace métrique non-rétréci. Une
conséquence de cette variante généralisée est le Lemme du quasi-plat de [Sch1].

Un résultat similaire au théorème 2.2.18 est obtenu dans [PW, §3], pour Γ un groupe fonda-
mental d’un graphe de groupes avec des groupes d’arêtes finis, et pour S un groupe à un bout.
Dans le théorème 2.2.18 on ne peut pas affaiblir la condition sur S à “S groupe à un bout” (voir
le corollaire 2.2.10). Par exemple si S est un réseau non-uniforme d’isométries de H3

R
, alors S

a un seul bout et d’autre part il est relativement hyperbolique par rapport aux sous-groupes
fondamentaux des pointes. Ainsi S est plongé quasi-isométriquement dans S par l’identité, et
l’image ne se trouve pas uniformément proche d’une classe à gauche d’un groupe fondamental
d’une pointe.

Remarque 2.2.19. Le théorème 2.2.18 parâıt naturel quand S est nilpotent, mais il le parâıt
moins si on prend S un groupe résoluble ou de Burnside (on peut le faire, d’après le théorème
1.3.16). Les cônes asymptotiques de tels groupes sont composés de copies d’anneaux hawäıens
([Gr4], [Bu]), donc un comportement rigide au plongement quasi-isométrique dans un groupe
relativement hyperbolique n’est pas assuré a priori.

Le théorème 2.2.18 admet la variante uniforme suivante.

Théorème 2.2.20. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type fini. Soit G une famille de groupes de type fini uniformément
non-rétrécie. Pour tout L ≥ 1 et C ≥ 0 il existe une constante M = M(L,C,G,Γ) telle que pour
tout groupe S dans G, l’image de S par un (L,C)-plongement quasi-isométrique q : S → Γ est
contenue dans le M -voisinage d’une classe à gauche gHi, g ∈ Γ, i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
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D’après les théorèmes 1.3.17 et 1.3.20, ce résultat uniforme s’applique à la classe des groupes
non-virtuellement cycliques ayant un élément central d’ordre infini, ou à toute classe de groupes
non-virtuellement cycliques vérifiant une identité.

Corollaire 2.2.21. Tout sous-groupe S infini et de type fini, non-distordu dans Γ et non-rétréci
est contenu dans un conjugué gHig

−1, g ∈ Γ, i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Pour la définition d’un sous-groupe non-distordu dans un groupe voir la Section 3.1. On peut
apporter même plus de précisions sur les sous-groupes de type fini non-distordus de Γ.

Théorème 2.2.22. Soit S un sous-groupe de type fini non-distordu de Γ. Alors S est relati-
vement hyperbolique par rapport à des sous-groupes H ′

1, ..., H
′
k, où chaque H ′

i est un des sous-
groupes S ∩ gHjg

−1, g ∈ Γ, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Le théorème 2.2.18 implique que la relative hyperbolicité est une propriété géométrique sous
certaines conditions sur les groupes {H1, . . . , Hm}.

Théorème 2.2.23. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type fini. Supposons que Hi est non-rétréci, i = 1, ...,m.

Soit Γ′ un groupe de type fini quasi-isométrique à Γ. Alors Γ′ est relativement hyperbolique
par rapport aux sous-groupes H ′

1, ..., H
′
n tels que chaque H ′

i est quasi-isométrique à un des sous-
groupes H1, ..., Hm.

Le cardinal m de la famille des sous-groupes Hi du théorème 2.2.23 n’est pas un invariant
de quasi-isométrie. On peut voir ceci sur l’exemple d’un groupe fondamental d’une variété hy-
perbolique non-compacte de volume fini et du groupe fondamental d’un revêtement fini de la
variété.

Le théorème 2.2.23 a été déjà démontré dans des cas particuliers : pour les groupes fonda-
mentaux des variétés de Haken non-géométriques ayant au moins une composante hyperbolique
([KaL1], [KaL2]), et pour les réseaux non-uniformes d’isométries des espaces symétriques de rang
un [Sch1]. Aussi, dans [PW] on fait la classification à quasi-isométrie près des produits libres
de groupes, et plus généralement des groupes fondamentaux des graphes de groupes avec des
groupes d’arêtes finis.

Concernant le groupe des automorphismes extérieurs, on a les résultats suivants.

Théorème 2.2.24. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} de type fini. Supposons que H1 est non-rétréci et que chaque Hi,
i = 2, ...,m, est ou bien non-rétréci ou bien il ne contient pas de sous-groupe isomorphe à H1.
Soit Fix(H1) le sous-groupe du groupe des automorphismes de Γ composé des automorphismes
ϕ telles que ϕ(H1) = H1. Alors :

(1) Inn(Γ)Fix(H1) est d’indice au plus m! dans Aut(Γ).

(2) Inn(Γ) ∩ Fix(H1) = InnH1(Γ), où InnH1(Γ) est par définition {ih ∈ Inn(Γ) ; h ∈ H1} .

(3) Il existe un morphisme d’un sous-groupe de Out(Γ) d’indice au plus m! dans Out(H1),
défini par φ 7→ igφφ|H1, où gφ est un élément de Γ tel que igφφ ∈ Fix(H1), et |H1 signifie
la restriction de l’automorphisme à H1.

Corollaire 2.2.25. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport aux
sous-groupes {H1, . . . , Hm} non-rétrécis. Pour chaque i ∈ {1, . . . ,m}, il existe un morphisme
d’un sous-groupe de Out(Γ) d’indice au plus m! dans Out(Hi).
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Corollaire 2.2.26. Soit Γ un groupe de type fini relativement hyperbolique par rapport au sous-
groupe H non-rétréci. Alors :

(1) Inn(Γ)Fix(H) = Aut(Γ).
(2) Inn(Γ) ∩ Fix(H) = InnH(Γ).
(3) Il existe un morphisme de Out(Γ) dans Out(H).

2.2.5 Questions

Question 2.2.27. Peut-on obtenir le théorème 2.2.23 sans l’hypothèse que H1, . . . , Hm sont
non-rétrécis ?

L’argument de [10] ne s’applique pas dans ce cas, puisqu’il utilise le théorème 2.2.18, ou
l’hypothèse “non-rétréci” est essentielle.

Remarquons qu’une réponse affirmative à la question 2.2.9 impliquerait une réponse partielle
à la question 2.2.27.

Question 2.2.28. Est-ce que l’hyperbolicité relative faible est une propriété géométrique ?

A nouveaux, l’ingrédient principal des arguments de [10], le théorème 2.2.18, n’est plus
valable. Ceci est clair dans le cas du groupe Z2, relativement hyperbolique au sens faible par
rapport à H = Z × {0}. Évidemment, il existe des plongements quasi-isométriques de H dans
Z2 dont les images ne sont pas à distance de Hausdorff finie d’une classe à gauche de H.

Question 2.2.29. Peut-on généraliser le théorème 2.1.2 comme suit : si Γ est un groupe re-
lativement hyperbolique par rapport aux sous-groupes {H1, . . . , Hm} et si Hi a tous les cônes
asymptotiques isométriques à un espace métrique Ci, i = 1, 2, . . . ,m, alors Γ a tous les cônes
asymptotiques isométriques à un espace gradué sur un arbre qui est “universel” parmi les espaces
gradués sur un arbre de puissance continu et dont les pièces sont isométriques à un des espaces
C1, . . . , Cm ?
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Chapitre 3

Espaces symétriques et réseaux
d’isométries

3.1 Préliminaires

Un espace métrique (Y, distY ) contenu en tant qu’ensemble dans un autre espace métrique
(X, distX) est non-distordu dans X, si l’ensemble

D =

{
distY (y1, y2)

distX(y1, y2)
; y1, y2 ∈ Y, y1 6= y2

}

admet une borne supérieure finie et une borne inférieure positive. Une borne supérieure de D
est appelée constante de non-distorsion de Y dans X. Une borne supérieure d’un sous-ensemble
de D de la forme

Dδ =

{
distY (y1, y2)

distX(y1, y2)
; y1, y2 ∈ Y, distX(y1, y2) ≥ δ

}

,

où δ > 0, est appelée constante de non-distorsion de Y dans X pour des distances suffisamment
grandes.

En particulier, si Γ1 est un sous-groupe de type fini dans un groupe de type fini Γ, on dit
que Γ1 est non-distordu dans Γ s’il l’est en tant qu’espace métrique avec une métrique des mots
dans Γ avec une métrique des mots.

Soit (X, dist) un espace métrique géodésique localement CAT (0). Soit r un rayon géodésique
dans X. La fonction de Busemann associée à r est la fonction

fr : X → R, fr(x) = lim
t→∞

[ dist(x, r(t)) − t ].

On appelle l’hypersurface H(r) = {x ; fr(x) = 0} l’horosphère déterminée par le rayon r.
On appelle les ensembles Hb(r) = {x ; fr(x) ≤ 0} et Hbo(r) = {x ; fr(x) < 0} l’horoboule
fermée et respectivement l’horoboule ouverte déterminés par r. On peut aussi définir d’autres
horosphères par Ha(r) = {x ; fr(x) = a}, où a ∈ R. De la même manière on définit des
horoboules fermées et ouvertes Hba(r) et Hboa(r).

Supposons de plus que X soit simplement connexe et complet (dans ce cas on dit que X est
CAT (0)). Rappelons que son bord ∂∞X est l’ensemble des classes de rayons géodésiques asymp-
totes. Pour tout point x dans X et tout ξ ∈ ∂∞X, il existe un unique rayon géodésique d’origine
x et de point à l’infini ξ. Ainsi ∂∞X peut être identifié à l’ensemble des rayons géodésiques issus
de x. La topologie induite sur ∂∞X par cette identification s’appelle la topologie conique. Elle
ne dépend pas du point x choisi.
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Les fonctions de Busemann de deux rayons géodésiques asymptotes diffèrent par une constante
[BrH]. Ceci implique qu’elles définissent les mêmes familles d’horosphères et d’horoboules. On
peut donc parler, pour tout ξ ∈ ∂∞X, d’horosphère et d’horoboule de point base ξ.

Soit X un produit d’espaces symétriques de type non-compact et d’immeubles euclidiens,
de rang r. Son bord ∂∞X est un immeuble sphérique de rang r ([Mo, Chapitres 15,16], [BGS,
Appendice 5], [KlL, §4.2.1]). Il s’ensuit que ∂∞X admet un étiquetage qui permet de définir une
projection pente : ∂∞X → ∆ sur une chambre sphérique modèle ∆. L’image d’un point ξ par la
projection pente est appelée la pente de ξ.

Si M est un rayon géodésique, une chambre de Weyl, un mur de chambre de Weyl ou un plat
dans X, on note M(∞) l’ensemble de ses points à l’infini, vu comme sous-ensemble de ∂∞X.
Pour tout rayon géodésique r de X on appelle pente(r(∞)) aussi la pente de r. Elle montre
quelle est la position de r dans chaque chambre de Weyl de sommet r(0) qui la contient. Si X
se décompose en un produit X1 ×X2 et si r est contenu dans X1 × {x2}, pour un x2 ∈ X2, on
dit que la pente du rayon r est parallèle à un facteur. On utilise la même terminologie pour le
point à l’infini r(∞).

Tous les appartements de ∂∞X sont isométriques à un complexe de Coxeter sphérique, qu’on
appelle le complexe de Coxeter sphérique de X.

Supposons que X n’a pas comme facteur d’immeuble euclidien. Son groupe d’isométries G
est un groupe de Lie semisimple sans facteur compact et de centre trivial. On identifie X au
quotient K\G, où K est un sous-groupe compact maximal [He]. On considère donc l’action de
G sur X par isométries à droite. Par conséquent l’action de G sur G par conjugaison est aussi
considérée à droite, c’est-à-dire a : G→ Aut (G) , a(g0)(g) = g−1

0 gg0.
Soit r un rayon géodésique dans X. Le groupe parabolique P (r) de r est le groupe com-

posé par les éléments g ∈ G tels que le rayon rg est à distance de Hausdorff finie de r. Le
groupe unipotent U(r) de r est le sous-groupe de P (r) composé par les éléments u tels que
limt→∞ dist(r(t), r(t)u) = 0. Le groupe unipotent opposé U+(r) de r est le groupe unipotent du
rayon opposé à r.

Un réseau dans G est un sous-groupe discret Γ tel que G/Γ admette une mesure finie in-
variante induite par la mesure de Haar de G. Si G/Γ est compact, on dit que Γ est un réseau
uniforme, sinon on dit qu’il est non-uniforme.

L’espace localement symétrique quotient X/Γ contient un nombre fini de secteurs euclidiens
totalement géodésiques, éventuellement collés le long des faces, W1, . . . ,Wm, tels que X/Γ soit à
distance de Hausdorff finie de W1 ∪ · · · ∪Wm. Pour des détails voir [BoS] et [Le]. Rappelons que
si X est de rang au moins 2 alors X/Γ, si non-compact, a un seul bout topologique. Si X est de
rang un par contre, X/Γ peut avoir plusieurs bouts et dans ce cas W1, . . . ,Wm sont des rayons
géodésiques deux à deux disjoints. Dans tous les cas, la profondeur dans un bout contenant le
secteur/rayon Wi peut être mesurée par la fonction de Busemann fr̄ correspondant à un rayon
géodésique r̄ contenu dans Wi.

Remarque 3.1.1. Soit r un relèvement du rayon r̄ et soit proj : X → X/Γ la projection
canonique. Pour a < 0 tel que |a| est suffisamment grand, la projection proj(Hba(r)) est Hba(r̄).

3.2 Horosphères et groupes résolubles

3.2.1 Non-distorsion des horosphères

Dans certains cas, les résultats énoncés dans la proposition 1.4.1, la remarque 1.4.2 et le
théorème 1.4.4 peuvent être améliorés. C’est le cas des horosphères dans des espaces symétriques
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de rang au moins 2, ou, en terme de groupes, c’est le cas de certains sous-groupes résolubles dans
des groupes semisimples. Dans ces cas, les informations obtenues dans les cônes asymptotiques
sont transférées avec très peu de variations aux espaces mêmes.

Des résultats sur la non-distorsion des horosphères ont été obtenus dans [Gr4] pour des
rayons réguliers dans des espaces symétriques et aussi, de façon implicite, dans [LMR] pour des
horosphères qui délimitent l’espace noyau d’un réseau de Q-rang un (voir le théorème 3.2.5 pour
la définition d’un tel espace).

Soit r un rayon géodésique dans un espace symétrique ou un immeuble euclidien X. Dans
tout cône asymptotique l’ensemble limite de l’horosphère H(r) est l’horosphère correspondant
au rayon géodésique qui apparâıt comme limite de r. Ceci se généralise à une suite de rayons
géodésiques comme suit.

Proposition 3.2.1. ([1]) Soit (rn)n∈N une suite de rayons géodésiques dans (X, dist) espace
métrique géodésique CAT (0). Soit Conω(X; e, d) un cône asymptotique quelconque de X et soit
ρ le rayon limite limω(rn). On a les égalités suivantes :

(a) fρ(y) = limω frn(yn), pour tout y = limω(yn), où frn est la fonction de Busemann de rn

dans
(

X, 1
dn

dist
)

;

(b) limω(Hb(rn)) = Hb(ρ) et limω(H(rn)) = H(ρ) .

Ainsi, par le théorème 1.3.22, on est ramené à un étude des horosphères dans des immeubles
euclidiens. Dans [1] et [6] le résultat suivant est démontré.

Théorème 3.2.2. Soit K un immeuble euclidien 3-épais de rang au moins 2 et soit ρ un rayon
géodésique dans K. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(P1) H(ρ) avec la métrique de longueur est non-distordue dans K ;

(P2) H(ρ) est connexe ;

(P3) la pente de ρ n’est pas parallèle à un facteur de rang 1 de K.

Si ρ vérifie une de ces trois propriétés, on peut trouver une constante C0 de non-distorsion
de H(ρ) qui dépend seulement du complexe de Coxeter sphérique de K et de la pente du rayon
ρ. Cette constante C0 peut être calculée effectivement (voir [6, Remarque 3.C.4]).

Contrairement au cas général présenté dans la proposition 1.4.1 et la remarque 1.4.2, le
théorème 3.2.2 “descend” tel quel dans l’espace métrique initial. On obtient ainsi :

Théorème 3.2.3. ([1], [6]) Soit X un produit d’espaces symétriques de type non-compact et
d’immeubles euclidiens, de rang au moins 2, et soit r un rayon géodésique dans X. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(P∗
1) H(r) avec la métrique de longueur est non-distordue dans X ;

(P∗
2) la pente de r n’est pas parallèle à un facteur de rang 1 de X .

Preuve du théorème 3.2.3 à partir du théorème 3.2.2.

Pour chaque cône asymptotique K de X, soit ρ le rayon géodésique qui est limite de r.
La condition (P∗

2) pour r implique la condition (P3) pour ρ. On peut donc appliquer à ρ le
théorème 3.2.2. Dans la preuve de ce théorème on démontre en fait plus : si H(ρ) est non-
distordue, alors deux points x, y ∈ H(ρ) arbitraires peuvent être joints dans H(ρ) par une ligne
polygonale composée d’au plus q0 segments géodésiques, de longueur au plus C0 dist(x, y). Les
constantes C0 et q0 dépendent du complexe de Coxeter sphérique de K (qui est le même que
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celui de X), et C0 dépend aussi de la pente de ρ (qui est la même que la pente de r). Ceci
implique que dans X deux points x, y ∈ H(r) qui se trouvent à une distance suffisamment
grande peuvent être joints dans H(r) par un chemin composé d’au plus q0 segments géodésiques
dont la somme des longueurs est au plus C0dist(x, y), auxquels s’ajoutent au plus q0 +1 chemins
de longueur o( dist(x, y) ). Appelons un tel chemin entre x et y chemin minimisant presque
polygonal. L’existence de tels chemins permet de conclure, et même d’apporter des précisions
sur des constantes de non-distorsion, dans le théorème 3.2.3. Ainsi, pour tout ε > 0, C0 + ε
est une constante de non-distorsion de H(r) pour des distances suffisamment grandes. Cette
constante ne dépend que du complexe de Coxeter sphérique de X et de la pente du rayon r. On
peut en déduire une estimation uniforme dans certains cas.

Corollaire 3.2.4. ([6, Corollary 3.C.7]) Soit X un produit d’immeubles euclidiens et d’es-
paces symétriques de type non-compact, chaque facteur étant de rang au moins 2. Il existe une
constante C0, qui ne dépend que du complexe de Coxeter sphérique de X, telle que pour tout
rayon géodésique r dans X, C0 est une constante de non-distorsion de H(r) pour des distances
suffisamment grandes.

3.2.2 Ordre de remplissage dans les horosphères

Il s’agit d’étudier l’ordre de remplissage dans des horosphères et dans des réseaux de Q-rang
un, dans la lignée du théorème 1.4.4.

Références : Pour cette section, sauf mention contraire, les références sont [2] et [6].

Les horoboules dans un espace symétrique de type non-compact X étant convexes, la pro-
jection du complémentaire d’une horoboule ouverte X \Hbo(r) sur l’horosphère du bord H(r)
diminue les distances. Ainsi, toute estimation de l’ordre de remplissage dans X0 = X \Hbo(r)
reste valable pour H(r).

L’étude du remplissage dans un réseau de Q-rang un se ramène lui aussi à celui du complé-
mentaire d’une famille dénombrable d’horoboules ouvertes.

Théorème 3.2.5. ( [Ra], [Pr], [Le, section 5]) Soit Γ un réseau non-uniforme irréductible
dans un groupe semisimple G de centre trivial sans facteurs compacts. Il existe un ensemble
fini de rayons géodésiques {ρ1, ρ2, . . . , ρk} dans l’espace symétrique X = K\G tel que l’espace
X0 = X \

⋃k
i=1

⋃

γ∈ΓHbo(ρiγ), invariant par rapport à Γ, a un quotient X0/Γ compact.
Si de plus Γ est de Q-rang 1 alors deux horoboules Hbo(ρiγ) et Hbo(ρjγ

′) sont ou bien
disjointes ou bien confondues.

Appelons un tel espace X0 espace noyau associé à Γ.

On peut décrire les cônes asymptotiques d’un espace de la forme

X0 = X \
⊔

ρ∈R

Hbo(ρ) , où R est une famille de rayons géodésiques. (3.1)

Remarquons tout d’abord que si le cardinal de R est au moins trois, alors tous les rayons
géodésiques ρ dans R ont la même pente.

Proposition 3.2.6. Soit X un espace métrique géodésique CAT(0), soit X0 un sous-espace de X

comme dans (3.1), et soit K = Conω(X; e, d) un cône asymptotique de X. Si limω
dist(en,X0)

dn
<∞

alors on a
limω(X0) = K \

⊔

ρω∈Rω

Hbo(ρω) ,

où Rω est la famille de rayons géodésiques ρω = limω(ρn), ρn ∈ R .
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On démontre le résultat intermédiaire suivant.

Théorème 3.2.7. Soit K un immeuble euclidien 4-épais, de rang au moins 3, et soit K0 un
sous-espace de la forme :

K0 = K \
⊔

ρ∈Rω

Hbo(ρ) . (3.2)

Supposons que K0 a les propriétés suivantes :
(P1) par chaque point de K0 passe un appartement entièrement contenu dans K0 ;
(P2) tous les rayons ρ ∈ Rω ont la même pente, qui n’est pas parallèle à un facteur de rang

1 ou 2 de K.
Alors
(1) l’ordre de remplissage dans K0 est au plus cubique, c’est-à-dire

A1(`) ≤ C · `3 , ∀` > 0 ,

où C dépend de la pente commune des rayons ρ ∈ Rω et du complexe de Coxeter sphérique
de K ;

(2) si l’ensemble de rayons Rω est fini, alors pour tout lacet C dans K0 composé d’au plus
m segments et de longueur `, l’aire de remplissage vérifie

Ar1(C) ≤ C · `2 ,

où C dépend de m, de la pente commune des rayons ρ ∈ Rω et du complexe de Coxeter
sphérique de K.

De ce théorème on peut déduire le résultat qui suit.

Théorème 3.2.8. Soit X un produit d’espaces symétriques de type non-compact et d’immeubles
euclidiens, X de rang au moins 3, et soit X0 un sous-ensemble qui peut être écrit comme

X0 = X \
⊔

ρ∈R

Hbo(ρ) .

Supposons que X0 a les propriétés suivantes.
(P1) pour tout point x de X0 il existe un plat maximal F ⊂ Nd(X0) tel que x ∈ Nd(F ), où

d est une constante absolue ;
(P2) tous les rayons ρ dans R ont la même pente, et cette pente n’est pas parallèle à un

facteur de X de rang 1 ou 2.
Alors
(1) on a pour l’ordre de remplissage dans X0 l’estimation suivante :

∀ε > 0, ∃`ε tel que A1(`) ≤ `2+ε , ∀` ≥ `ε ;

(2) si l’ensemble des rayons R est fini alors on a

A1(`) ≤ C`2 , ∀`,

où la constante C dépend de X et du cardinal de R.
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Du théorème 3.2.7, (2), on peut déduire le théorème 3.2.8, (2), en deux étapes. Tout d’abord
on déduit du théorème 3.2.7, (2), qu’un lacet composé d’au plus N chemins minimisants presque
polygonaux admet une aire de remplissage quadratique. Après, on utilise un argument de rem-
plissage inductif [6, §4.4].

Le théorème 3.2.7, (1), implique le théorème 3.2.8, (1), par l’argument suivant. Il suffit de
démontrer que pour tout cône asymptotique K0 le remplissage est quadratique, puis d’appliquer
le théorème 1.4.4, (3). On fait ceci en utilisant la forme particulière d’un disque de remplissage
d’aire O(`3) pour un lacet de longueur `, telle qu’elle est obtenue dans la preuve du théorème
3.2.7, (1). A savoir qu’un tel disque est composé d’un nombre O(`3) de briques qui entourent
des triangles euclidiens entièrement contenus dans K0 et par un nombre O(`2) de briques sur
lesquelles on ne peut apporter aucune précision. En diminuant la constante λ qui définit l’aire
de remplissage (voir Section 1.1.3), cette aire tend à devenir de plus en plus quadratique. Ceci,
et le fait que pour tout facteur α il existe une similarité de facteur α agissant dans la famille
des cônes asymptotiques de X0 [6, Remarque 2.1.1], donne l’estimation quadratique finale dans
tous les cônes.

Corollaire 3.2.9. Soit X un espace symétrique de type non-compact, de rang au moins 3 et soit
ρ un rayon géodésique dont la pente n’est pas parallèle à un facteur de rang 1 ou 2 de X. Soit S
un groupe de Lie agissant par isométries, transitivement et avec des stabilisateurs compacts sur
H(ρ). Dans S muni d’une métrique invariante à gauche l’ordre de remplissage est quadratique.
La même conclusion reste vraie pour tout groupe discret Γ agissant proprement discontinûment
et avec quotient compact sur H(ρ), Γ muni d’une métrique des mots.

Le résultat précédent a été obtenu indépendamment par E. Leuzinger et Chr. Pittet [LP]
dans le cas X = SLn(R)/SO(n) , n ≥ 4.

Corollaire 3.2.10. Soit Γ un réseau irréductible de Q−rang 1 dans un groupe semisimple de
R-rang au moins 3, Γ muni d’une métrique des mots. Alors pour tout ε > 0 il existe `ε tel que

A(`) ≤ `2+ε, ∀` ≥ `ε .

3.3 Réseaux et espaces localement symétriques

3.3.1 Rigidité quasi-isométrique des réseaux

Question générale 3.3.1. Étant donné un réseau non-uniforme Γ d’isométries d’un espace
symétrique (de type non-compact) X, si un groupe de type fini Λ est quasi-isométrique à Γ, que
peut-on dire sur Λ ?

Le premier théorème obtenu dans ce sens est le suivant :

Théorème 3.3.2. ([Sch1])
(1) Soit Λ un groupe de type fini et soit Γ un réseau non-uniforme d’isométries d’un espace

symétrique de rang 1, X 6= H2
R
. Si Λ est quasi-isométrique à Γ alors il existe une suite

exacte
1 → F → Λ → Γ1 → 1 , (3.3)

où F est fini et Γ1 est un réseau non-uniforme d’isométries de X.
(2) Soient Γi réseaux non-uniformes d’isométries des espace symétriques Xi de rang 1, i =

1, 2. Supposons que Γ1 soit quasi-isométrique à Γ2. Alors X1 = X2 = X. De plus, si
X 6= H2

R
alors il existe une isométrie g de X telle que gΓ1g

−1 ∩ Γ2 soit d’indice fini dans
gΓ1g

−1 et dans Γ2.
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Si Γ est un réseau non-uniforme d’isométries d’un espace symétrique X, on peut lui associer
un espace noyau X0, d’après le théorème 3.2.5. Une quasi-isométrie q : Γ → Γ induit une quasi-
isométrie q : X0 → X0, où X0 est considéré avec sa métrique de longueur. D’après [LMR], on
peut remplacer cette métrique avec la métrique induite par celle de X.

Il n’est pas difficile de voir que si un groupe Λ est quasi-isométrique à Γ, alors Λ agit par
quasi-isométries sur Γ, donc sur X0. Le théorème 3.3.2 est une conséquence du résultat de rigidité
suivant.

Théorème 3.3.3 (rigidité [Sch1]). Soit X un espace symétrique de rang 1, X 6= H2
R
, soit Γ

un réseau non-uniforme d’isométries de X et soit X0 un espace noyau associé à Γ.
Si q : X0 → X0 est une (L,C)-quasi-isométrie, pour X0 muni de la métrique induite, alors

il existe une constante positive D = D(L,C,X0) et une isométrie g dans le commensurateur de
Γ telles que

dist (q , g|X0 ) ≤ D .

Ci-dessus g|X0 signifie la restriction de g à X0. Rappelons que le commensurateur Comm(Γ)
de Γ est composé par les éléments g de G tels que gΓg−1 ∩ Γ soit un sous-groupe d’indice fini
dans gΓg−1 et dans Γ.

Corollaire 3.3.4. Le groupe des quasi-isométries QI(Γ) cöıncide avec Comm(Γ).

Des résultats similaires ont été obtenus pour une classe de groupes de Q-rang un incluant
les groupes modulaires de Hilbert dans [FS] et [Sch2]. Dans [Sch2] il est conjecturé que les
théorèmes 3.3.2 et 3.3.3 sont vérifiés pour X espace symétrique de rang au moins 2, sans facteurs
de rang 1. Ces deux théorèmes ont été démontrés par A. Eskin dans [E]. Dans [3] une preuve
alternative pour les deux théorèmes de A. Eskin est donnée, à l’aide des cônes asymptotiques et
des arguments dans [KlL]. On donne une courte présentation de la preuve de [3] dans la suite. Le
théorème 3.3.2 est impliqué par le théorème 3.3.3 via des arguments dus à R. Schwartz combinés
avec un théorème de N. Shah [Sh]. On présente la preuve du théorème 3.3.3.

Esquisse de preuve du théorème 3.3.3 :

Pour trouver l’isométrie g à partir de q, on utilise le théorème de Tits :

Théorème 3.3.5. ([Ti]) Soit X un espace symétrique de type non-compact, sans facteurs de
rang 1. Soit Φ : ∂∞X → ∂∞X isomorphisme simplicial entre immeubles sphériques, qui de plus
est un homéomorphisme par rapport à la topologie conique. Alors il existe une unique isométrie
g de X telle que ∂g = Φ.

Pour simplifier, on suppose dans la suite que X est irréductible. Cette hypothèse servira
surtout à simplifier l’argument à la fin de II.

I. Il existe des chambres de Weyl qui s’éloignent très vite de X0, par exemple les chambres
de Weyl contenant des rayons ρiγ qui déterminent l’espace noyau X0. A partir de q on ne peut
donc pas trouver tout de suite Φ. On peut par contre trouver une application uniformément
continue ∂q̃ définie sur un ensemble dense de chambres de ∂∞X.

On dit qu’un plat maximal F dans X est R-logarithmique par rapport à un point x ∈ X si
x ∈ NlnR(F ) et si pour tout λ ≥ R la sphère S(x, λ) ∩ F est contenue dans NC0 lnλ(X0), où C0

est une constante universelle.
Une chambre de WeylW de sommet x′ est R-logarithmique d’incidence par rapport à un point

x si dist(x, x′) ≤ lnR et s’ils existent deux plats maximaux F, F ′ qui sont R-logarithmiques par
rapport à x et tels que W (∞) = F (∞) ∩ F ′(∞).
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Un plat maximal F dans X est R-logarithmiquement ramifié par rapport à x s’il est R-
logarithmique par rapport à x et si toutes les chambres de Weyl de F de sommet la projection
de x sur F sont R-logarithmiques d’incidence par rapport à x.

On fixe F0 plat maximal dans X passant par le point fixé x0 ∈ X0. On a le lemme essentiel
suivant :

Lemme 3.3.6. La mesure de l’ensemble

Log(R) = { ḡ ∈ G/Γ ; F0g est R− logarithmiquement ramifié par rapport à x0g }

est au moins 1 − κ
lnR , où κ est une constante universelle.

En particulier, pour presque tout ḡ ∈ G/Γ, le plat F0g est logarithmiquement ramifié par
rapport à x0g. Dans [KM1] il est démontré que pour presque tout ḡ ∈ G/Γ, le plat F = F0g
passant par x = x0g vérifie

lim sup
ρ→∞

sup {d (y, x0Γ) | y ∈ F ∩ S(x, ρ)}

ln ρ
= c ,

où c est une constante ne dépendant que de G et de Γ.

Puisque Γ agit avec quotient compact sur X0, la remarque 1.2.10, (1), implique qu’il suffit
de considérer les cônes asymptotiques Conω(X0; e

0, dn) avec e0n = x0, pour tout n ∈ N. Dans ces
cônes, l’ensemble limite Fω d’un plat logarithmique F par rapport à un point x est entièrement
contenu dans l’ensemble limite de X0. La quasi-isométrie q induit un homéomorphisme bilip-
schitzien qω : limω(X0) → limω(X0). Il s’ensuit que qω(Fω) est un plat bilipschitz dans limω(X0).
Soit π0 : X → X0 une projection. On a que qω(Fω) = limω(q(π0(F ))).

Lemme 3.3.7. ([KlL]) Un plat bilipschitzien dans un immeuble euclidien cöıncide localement
avec un éventail de chambres de Weyl.

Rappelons qu’un éventail de chambres de Weyl est une réunion de chambres de Weyl ayant
le même sommet, collées le long des faces et d’intérieurs deux à deux disjoints, composant un
cône sur une sphère bilipschitzienne. Le lemme 3.3.7 s’applique à qω(Fω). De là on déduit que
q(π0(F )) “vu de q(x)” s’approche de plus en plus d’un éventail de chambres de Weyl dans
X lorsque la distance à q(x) tend vers l’infini. Dans [3, Définition 3.3.3] ce phénomène est
formalisé et on dit de deux sous-ensembles infinies qui “vues d’un point y” s’approchent l’une
de l’autre quand la distance à y crôıt qu’elles ont le même horizon par rapport au point y. De
façon similaire on montre, pour une chambre de Weyl W logarithmique d’incidence par rapport
à x, que q(π0(W )) a le même horizon par rapport à q(x) qu’une réunion de chambres de Weyl.
Une conséquence pour le plat F et la chambre W est que dans tout cône asymptotique, qω(Fω)
cöıncide avec un éventail de chambres de Weyl, et qω(Wω) avec une réunion de chambres de
Weyl.

II. Pour un plat maximal F on note SF (m) l’ensemble des points x dans F tels que dist(xΓ , x0Γ)
est au plus m et tels que F est m-logarithmiquement ramifié par rapport à x.

L’ergodicité de l’action sur G/Γ d’un tore déployé sur R connexe maximal et le lemme 3.3.6
impliquent qu’il existe une suite de nombres positifs (εm) qui tend vers 0 quand m tend vers
l’infini, telle que pour presque tout ḡ dans G/Γ, le plat F = F0g passant par x = x0g satisfait
la liste de propriétés suivante :

(1) pour tout m ∈ N, la mesure de SF (m) ∩ B(x, λ) est au moins (1 − εm) de la mesure de
F ∩B(x, λ) pour λ suffisamment grand ;
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(2) la même propriété est satisfaite par tous les plats singuliers dans F contenant x ;

(3) F est logarithmiquement ramifié par rapport à x.

On appelle un plat maximal F vérifiant cette liste de propriétés un bon plat (excusez le jeu
de mots) logarithmiquement ramifié par rapport à x. Appelons les chambres de Weyl de F de
sommet x des bonnes chambres de Weyl logarithmiques d’incidence par rapport à x.

Fixons dans la suite un bon plat F . Dans tout cône asymptotique, Fω vérifie la propriété
que pour presque tout point x ∈ Fω, toute chambre de Weyl de sommet x contenue dans Fω
apparâıt comme intersection avec un autre plat maximal entièrement contenu dans limω(X0). On
sait d’autre part que qω(Fω) est un éventail de chambres de Weyl. L’image réciproque par qω de
la réunion des intérieurs des chambres de l’éventail est un ouvert, qui se décompose en un nombre
fini de composantes connexes. Soit O une de ces composantes connexes. L’application bilipschitz
qω restreinte à O est différentiable en presque tout point x dans O. Fixons un tel point générique
x. Le lemme 3.3.7 implique que pour toute chambre de Weyl W de sommet x, qω(W ) cöıncide
près de qω(x) avec l’intersection d’un plat maximal avec un plat bilipschitz. Ceci implique que
pour chaque W , qω(W ) cöıncide près de qω(x) avec une chambre de Weyl. Donc localement
autour de x, q envoie plat singulier par x dans plat singulier par qω(x). En suivant l’argument
de [KlL], on déduit que la différentielle de qω en presque tout x est une homothétie composée
avec une isométrie du groupe de Weyl fini, donc une similarité. Par conséquent qω restreint à
O est C∞. Par continuité, on étend alors l’affirmation précédente à tous les points x ∈ O. La
connexité de O implique que l’isométrie du groupe de Weyl fini qui entre dans l’expression de la
différentielle en chaque point est partout la même. L’argument dans [KlL, §6.4.4] implique que
qω|O est une homothétie composée avec une isométrie du groupe de Weyl fini. Donc O est aussi
un intérieur de chambre de Weyl. On obtient ainsi que l’éventail de chambres de Weyl qω(Fω)
est en fait un plat maximal. On en déduit que :

Théorème 3.3.8. Pour tout bon plat F logarithmiquement ramifié par rapport à x, q(π0(F ))
a le même horizon qu’un plat maximal F ′, par rapport à q(x). Pour toute bonne chambre de
Weyl logarithmique d’incidence W dans F de sommet x, q(π0(W )) a le même horizon qu’une
chambre de Weyl de F ′, par rapport à q(x).

De plus q ◦ π0(SF (m)) est contenue dans NCm(F ′).

Pour la preuve de la dernière affirmation du théorème 3.3.8 voir [3, Remarque 4.2.8].
On définit ainsi une application injective q̃ sur l’ensemble L des bonnes chambres de Weyl

logarithmiques d’incidence, qui associe à une telle chambre W de sommet x la chambre de
Weyl qui a le même horizon que q(π0(W )) et de sommet q(π0(x)). Cette application induit une
application injective ∂q̃ sur le sous-ensemble L de chambres de ∂∞X qui sont des bords à l’infini
de chambres dans L.

III. On dit d’un sous-ensemble E dans un espace mesurable qu’il est de mesure pleine si son
complémentaire est de mesure nulle. On a le lemme simple suivant :

Lemme 3.3.9. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé et E un sous-ensemble de G
de mesure pleine. Pour presque tout g ∈ G, on a que g ∈ E et que Hg ∩ E est de mesure pleine.

Soit M un mur de sommet x dans X. On note St(M) l’ensemble des chambres de Weyl de
sommet x contenant M . Une conséquence du lemme 3.3.9 est que pour tout i ∈ {0, . . . , r − 1},
presque tout murM de dimension i a la propriété que St(M)∩L est de mesure pleine. Rappelons
que r signifie le rang de X.

Une autre conséquence du lemme 3.3.9 est que pour presque tout g ∈ G le plat F = F0g est
un bon plat logarithmiquement ramifié par rapport à x = x0g et de plus F vérifie la propriété
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suivante. Si H est un plat singulier dans F passant par x, presque tout plat maximal contenant
H est également un bon plat logarithmiquement ramifié par rapport à x. Un tel plat maximal
F est appelé plat papillon par rapport à x.

Proposition 3.3.10. ([3, Proposition 5.2.1]) Soit M un mur non-réduit à un point, tel que
St(M) ∩ L est de mesure pleine. Alors q̃ est uniformément continu sur St(M) ∩ L.

Soit Σ un immeuble sphérique de rang r ≥ 2. Étant donné un mur M dans Σ, on note St(M)
l’ensemble des chambres de Σ contenant M. Soit B une chambre ou un appartement dans Σ.
Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r− 1} on note

Ei(B) = {W ′ chambre dans Σ ; W ′ ∩ B mur de codimension ≤ i} .

La proposition 3.3.10 implique le résultat suivant :

Proposition 3.3.11. Soit A un appartement dans ∂∞X qui est bord à l’infini d’un plat papillon
F . L’application ∂q̃ induit un isomorphisme simplicial φ : Er−1(A) → Er−1(A′), où A′ est
l’horizon de q(π0(F )). De plus, pour tout mur M dans A, φ est uniformément continu sur
St(M).

On dispose des deux résultats ci-dessous.

Théorème 3.3.12. ([Ti, Théorèmes 4.1.1, 4.1.2]) Soient Σ et Σ′ deux immeubles sphériques de
rang r ≥ 3. Soient A et A′ deux appartements dans Σ et Σ′, respectivement. Un isomorphisme
simplicial φ : E2(A) → E2(A′) s’étend de façon unique à un isomorphisme simplicial φ : Σ → Σ′.

Lemme 3.3.13. ([3, Lemme 5.3.3]) Soit Φ : ∂∞X → ∂∞X un isomorphisme simplicial tel
que pour un appartement fixé A dans ∂∞X, Φ est continu sur St(M), pour tout mur M de
codimension 1 dans A. Alors Φ est un homéomorphisme dans la topologie conique.

A partir du bord de chaque plat papillon, ∂q̃ peut être étendu à un isomorphisme simplicial
Φ : ∂∞X → ∂∞X, qui est un homéomorphisme dans la topologie conique, si r ≥ 3. On veut
qu’en plus Φ cöıncide avec ∂q̃ sur un ensemble dense de chambres. Pour ce faire, on prend un
plat papillon avec des conditions supplémentaires. On appelle plat pistil par rapport à un point
x un plat papillon F par rapport à x tel que, pour tout ensemble convexe D dans F (∞), presque
tout plat maximal contenant D dans son bord est un plat papillon. Le lemme 3.3.9 implique que
presque tout plat est un plat pistil. Fixons F plat pistil par rapport à x. Rappelons que toute
chambre W de ∂∞X a une chambre opposée dans F (∞). On a :

Lemme 3.3.14. Presque toute chambre W de ∂∞X forme avec toute chambre opposée dans
F (∞) un appartement qui est le bord d’un plat papillon.

Le théorème 3.3.12 et les lemmes 3.3.13 et 3.3.14 impliquent que si r ≥ 3, à partir de
l’extension de ∂q̃ à E2(A), où A = F (∞), on peut construire un isomorphisme simplicial Φ :
∂∞X → ∂∞X qui est un homéomorphisme dans la topologie conique, et qui cöıncide avec ∂q̃
sur un ensemble dense de chambres L′. Si r = 2 on peut construire un isomorphisme Φ avec
toutes ces propriétés directement (voir [3, §5.2.B]).

IV. Soit g0 ∈ G tel que ∂g0 = Φ. On montre que dist(q(z), zg0) ≤ D pour tout z ∈ x0Γ, où
D = D(L,C).

Si R est grand, la mesure de l’ensemble des ḡ ∈ G/Γ tels que F0g est un bon plat R-
logarithmiquement ramifié par rapport à x0g est grande. Même plus, si R est suffisamment
grand, on a une grande mesure aussi pour le sous-ensemble des ḡ ∈ G/Γ tels que F = F0g et
x = x0g satisfont les conditions qui suivent.
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(RB) F est un bon plat R-logarithmiquement ramifié par rapport à x et, pour
tout hyperplan singulier H dans F passant par x, il existe un plat maximal FH qui
intersecte F selon H, forme avec F un angle de π/2, et qui est lui-même un bon plat
R-logarithmiquement ramifié par rapport à x.

Quitte à changer le point x0 avec un autre point dans X0, on peut supposer que g = 1 vérifie
aussi les conditions (RB). Il s’ensuit que tout γ ∈ Γ vérifie les mêmes conditions.

Soit z ∈ x0Γ. Pour presque tout plat maximal par z, son bord à l’infini est composé de
chambres dans L′. On peut conclure qu’il existe un plat maximal F par z tel que F et z
satisfont les conditions (RB), et de plus F , et chacun des plats FH , ont leurs bords à l’infini
composés de chambres dans L′. Écrivons la famille finie de plats

{FH ; H hyperplan singulier passant par x contenu dans F}

comme {F1, . . . , Fm}, et remplaçons dans la notation F par F0. Pour chaque i ∈ {0, 1, . . . ,m} le
plat maximal Fig0 et q(π0(Fi)) ont le même horizon. La dernière affirmation dans le théorème
3.3.8 implique que q(z) ∈ NC(Fig0). On obtient alors que q(z) ∈

⋂m
i=0 NC(Fig0) ⊂ ND(zg0).

Pour déduire que g ∈ Comm(Γ) on utilise des résultats de N. Shah [Sh].

3.3.2 Approximation diophantienne sur des quadriques rationnelles

Dans toute la section, ψ désigne une fonction décroissante ψ : R+ → R+ vérifiant limx→∞ ψ(x) =
0, qu’on appelle fonction d’approximation. Soit ‖ · ‖ la norme sup sur Rn. On peut définir l’en-
semble des vecteurs simultanément ψ-approximables dans Rn par :

Sψ(Rn) = {x̄ ∈ Rn ; ‖qx̄− p̄‖ ≤ ψ(q) pour une infinité de q ∈ N , p̄ ∈ Zn} .

Dans le cas particulier ou ψ(x) = x−α, avec α > 1
n , l’indice ψ est remplacé par l’indice α et

l’ensemble est appelé ensemble des vecteurs simultanément α-très bien approximables. On peut
aussi définir ESα(Rn) = Sα(Rn) \

⋃

α′>α Sα′(Rn).
L’ensemble des vecteurs linéairement ψ-approximables est défini de façon similaire par :

Lψ(Rn) = {x̄ ∈ Rn ; |q̄ · x̄− p| ≤ ψ(‖q̄‖) pour une infinité de q̄ ∈ Zn , p ∈ N} ,

où q̄ · x̄ =
∑n

i=1 qixi. Quand ψ(x) = x−β, avec β > n, on remplace l’indice ψ par β et on appelle
l’ensemble obtenu ensemble des vecteurs linéairement β-très bien approximables.

On a
⋃

α>1/n Sα(Rn) =
⋃

β>n Lβ(R
n) , d’après le principe de transfert de Khintchine, et cet

ensemble est appelé ensemble des vecteurs très bien approximables. Le théorème de Khintchine-
Groshev implique que cet ensemble est de mesure de Lebesgue nulle [BD].

Pour tout s positif on note Hs la mesure de Hausdorff correspondante.
Dans [Ja] il est démontré que pour tout s ∈ [0, n) on a que :

Hs(Sψ(Rn)) =

{
0 , si

∑∞
k=1 k

n−sψ(k)s <∞ ,
∞ , si

∑∞
k=1 k

n−sψ(k)s = ∞ .
(3.4)

En particulier, pour tout α > 1
n ,

d = dimH Sα(Rn) =
n+ 1

α+ 1
et Hd(Sα(Rn)) = ∞ . (3.5)

On peut remplacer ci-dessus Sα(Rn) par ESα(Rn).
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Concernant l’approximation linéaire, en [DV] il est montré que pour s ∈ (n− 1, n), on a :

Hs(Lψ(Rn)) =

{
0 , si

∑∞
k=1 k

2n−1−sψ(k)s−(n−1) <∞ ,

∞ , si
∑∞

k=1 k
2n−1−sψ(k)s−(n−1) = ∞ .

(3.6)

En particulier pour tout β > n on a les formules suivantes (voir aussi [BoD]).

d = dimH Lβ(R
n) = n− 1 +

n+ 1

β + 1
et Hd(Lβ(R

n)) = ∞ . (3.7)

Supposons dans la suite que M est une sous-variété de dimension m dans Rn. On s’intéresse
à la façon dans laquelle les ensembles Sψ(Rn) et Lψ(Rn) intersectent M . Plus précisément, on
veut savoir sous quelles conditions Sψ(M) = Sψ(Rn) ∩M et Lψ(M) = Lψ(Rn) ∩M satisfont
des propriétés similaires à ceux exposés ci-dessus. Un mauvais cas est celui où M est un sous-
espace rationnel affine, car dans ce cas S 1

m
(M) = M , et M = Lβ(M) pour tout β > n. Il est

donc naturel d’imposer à M la condition qu’elle soit “suffisamment courbée”. On dit que M est
extrémale si l’ensemble des vecteurs très bien approximables dans M est de mesure 0.

Un point x̄ dans une variété M est non-dégénéré si dans un voisinage de x̄ la variété est
paramétrée par une fonction f qui est l fois continûment dérivable, et ses dérivées partielles en
x̄ jusqu’à l’ordre l engendrent Rn. On dit que M est non-dégénérée presque partout si presque
tout point x̄ ∈M est non-dégénéré.

Dans [KM2] il est démontré que si M est non-dégénérée presque partout, alors M est
extrémale. Des résultats d’extrémalité avaient déjà été démontrés auparavant sous des conditions
de courbure (voir [DRV2] et [DRV3]).

Si M est de classe C3, m ≥ 2, et si au moins deux courbures principales sont non-nules,
à l’exception d’un ensemble de points de dimension de Hausdorff au plus m − 1, alors d’après
[DRV1] on a :

dimH Lβ(M) = m− 1 +
n+ 1

1 + β
, ∀β ≥ n . (3.8)

Un résultat similaire est démontré dans [Bak] pour des courbes planes.
Sous l’hypothèse plus faible que M est extrémale, suivant [DD2] on a l’inégalité :

dimH Lβ(M) ≥ m− 1 +
n+ 1

1 + β
, ∀β ≥ n. (3.9)

Dans [BDV2] il est démontré que si M est non-dégénérée presque partout et s ∈ (m− 1,m),

si
∞∑

k=1

ψ(k)s−(m−1)kn+m−1−s = ∞ alors Hs(Lψ(M)) = ∞ .

Pour ψ(x) = x−β ceci implique l’inégalité (3.9) et de plus, pour d = m− 1 + n+1
1+β , le fait que

Hd (Lβ(M)) est ∞.
Pour ce qui est des vecteurs simultanément très bien approximables, les résultats suivants

sont connus. Pour une fonction d’approximation ψ telle que limx→∞ xψ(x) = 0 et pour s ∈ (0, 1),
il est prouvé dans [BDV2] que :

Hs(Sψ(S1)) =







0 , si
∑∞

k=1

(
ψ(k)
k

)s
<∞ ,

∞ , si
∑∞

k=1

(
ψ(k)
k

)s
= ∞ .
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En particulier (voir aussi [DD1]) on a :

dimH Sα(S1) =
1

1 + α
et H

1
1+α (Sα(S1)) = ∞ , ∀α > 1. (3.10)

Dans [BDV1] sont obtenus des résultats plus généraux sur des courbes planes. Pour une
fonction f ∈ C3([a, b]), on considère sa courbe représentative

Cf = {(t, f(t)) ; t ∈ [a, b]} .

Soit s ∈
(

1
2 , 1

)
.

(1) Si
∑∞

k=1 k
1−sψ(k)s+1 = ∞ alors Hs(Sψ(Cf )) = ∞ ;

(2) Soit λψ = lim infx→∞
− lnψ(x)

lnx . Si la dimension de Hausdorff de l’ensemble

{t ∈ [a, b] ; f ′′(t) = 0}

est au plus
2−λψ
1+λψ

alors d = dimH(Sψ(Cf )) =
2−λψ
1+λψ

.

Supposons de plus que λψ ∈
(

1
2 , 1

)
. Alors lim supx→∞ x2−dψ(x)d+1 > 0 implique que

Hd(Sψ(Cf )) = ∞.

Pour ψ(x) = x−α et α ∈ (1/2, 1) ceci implique :

(1) dimH Sα(Cf ) ≥ d = 2−α
1+α et Hd(Sα(Cf )) = ∞ ;

(2) Si de plus la dimension de Hausdorff de l’ensemble {t ∈ [a, b] ; f ′′(t) = 0} est au plus 2−α
1+α

alors dimH Sα(Cf ) = d.

En appliquant ces résultats au cercle on obtient dimH Sα(S1) = 2−α
1+α pour α ∈ [1/2, 1). Cette

formule est différente de celle donnée dans (3.10) pour α > 1. Ainsi, dans ce cas, contrairement
aux cas traités dans (3.5), (3.7) et (3.8), la dimension de Hausdorff des ensembles de vecteurs
très bien approximables est non pas une fonction rationnelle en α, mais une fonction rationnelle
par morceaux en α, ayant des expressions différentes pour α ∈ [1/2, 1) et pour α > 1.

Les résultats dans [BDV1] semblent indiquer que pour des valeurs de α proches de 1
n , il

devrait exister une formule générale valable pour toute sous-variété de Rn de dimension fixée,
non-dégénérée ou vérifiant des conditions de courbure. Cela ne peut pourtant pas être vrai pour
tout α > 1

n . En effet, dans [Ry] il est démontré que pour chaque sous-variété M de classe Ck il
existe deux sous-variétés Mz et Mp de classe Ck, arbitrairement Ck-proches de M et telles que
pour α suffisamment grand Sα(Mz) = ∅ alors que dimH Sα(Mp) >

m+1
k(α+1) . Il s’ensuit que pour

des grandes valeurs de α, des conditions sur la structure différentielle et dépendant continûment
de cette structure ne peuvent pas suffire pour préciser la dimension de Hausdorff de Sα(M).

Dans l’article [9] est traité le cas où M est une quadrique Qq définie par l’équation q = 1, où
q : Rn → R est une forme quadratique rationnelle non-dégénérée, qui n’est pas définie négative.

Théorème 3.3.15. Soit ψ une fonction d’approximation telle que limx→∞ xψ(x) = 0.
(1) Si Qq ∩ Qn = ∅ alors Sψ(Qq) = ∅.
(2) Si Qq ∩ Qn 6= ∅ alors

dimH Sψ(Qq) = σ(n− 1) ,

où σ = lim supx→∞
lnx

lnx−lnψ(x) .

De plus, si lim supx→∞ x1−σψ (x)σ > 0 alors on a Hσ(n−1) (Sψ(Qq)) = ∞.
En particulier l’ensemble Sα(Qq) est de dimension de Hausdorff d = n−1

1+α pour tout α > 1,

et Hd(Sα(Qq)) = ∞. Les deux affirmations restent vraies pour l’ensemble ESα(Qq).
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D’après [BSh, Chapitre 1, §7], une forme quadratique rationnelle non-dégénérée en n ≥ 5
variables s’annule sur Zn \ {(0, . . . , 0)} si et seulement si elle n’est pas définie. On applique ce
théorème à la forme quadratique Lq : Rn+1 → R , Lq(x1, . . . , xn+1) = x2

n+1 − q(x1, . . . , xn).
Il s’ensuit que pour tout n ≥ 4, Qq ∩ Qn 6= ∅ pour toute forme quadratique rationnelle non-
dégénérée q . Pour n = 2, 3, voir [BSh, Chapitre 1, §7].

La partie (1) du théorème 3.3.15 s’ensuit facilement du lemme simple suivant :

Lemme 3.3.16. Soit ψ une fonction d’approximation telle que limx→∞ xψ(x) = 0. Soient
x̄ ∈ Qq et 1

q p̄ ∈ Qn tels que
∥
∥
∥
∥
x̄−

1

q
p̄

∥
∥
∥
∥
≤
ψ(q)

q
. (3.11)

Pour q suffisamment grand, on a 1
q p̄ ∈ Qq.

Pour prouver le théorème 3.3.15, (2), on considère la composante connexe de l’identité
SOI(Lq) du stabilisateur de Lq, qui est un groupe semisimple (simple si n 6= 3). On considère
également l’espace symétrique Pn+1(Lq) associé à ce groupe, le réseau Γ = SOI(Lq) ∩ SL(n +
1,Z), l’espace localement symétrique V = Pn+1(Lq)/Γ et la projection proj : Pn+1(Lq) → V.
Le bord à l’infini ∂∞Pn+1(Lq) s’identifie à l’immeuble sphérique d’incidence des drapeaux d’es-
paces linéaires totalement isotropes par rapport à Lq. En particulier, ∂∞Pn+1(Lq) contient une
strate singulière maximale ℘ correspondant aux droites (c’est-à-dire aux points projectifs). On
dit qu’un rayon géodésique r dans Pn+1(Lq) est de type ℘ si r(∞) se trouve dans ℘.

La quadrique Qq peut être identifiée à un sous-ensemble ouvert Zariski dense de la strate ℘.
Les points Qq ∩ Q correspondent à des rayons géodésiques ayant des sous-rayons qui vont tout
droit dans une pointe de l’espace localement symétrique V ; autrement dit, ces sous-rayons se
projettent isométriquement dans V. L’ensemble des vecteurs très bien approximables dans Qq

peut aussi être décrit en termes de la géométrie de V (voir [9]). En utilisant cette description,
ainsi que la notion de système doué d’ubiquité et ses propriétés [BDV2], on déduit le théorème
3.3.15, (2).

3.3.3 Rayons géodésiques et excursions dans une pointe

Le théorème 3.3.15 peut aussi être interprété en termes de rayons localement géodésiques
qui s’éloignent dans une pointe de V une infinité de fois. Plus précisément, pour tout rayon
géodésique ρ de type ℘, soit U+ = U+(ρ) le groupe unipotent opposé de ρ. Remarquons que la
dimension de U+ est n− 1. Le groupe U+ peut être identifié à un sous-ensemble ouvert Zariski
dense de la strate ℘ via la bijection u 7→ ρ(∞)u (voir aussi la remarque 3.3.18). A tout point
projectif dans cet ouvert Zariski dense on associe ainsi un unipotent. En particulier, à tout
vecteur entier primitif w ∈ PZn+1/{−1, 1} avec Lq(w) = 0 , on associe un unipotent uw, si w
engendre une droite contenue dans l’ouvert Zariski dense ci-dessus.

Rappelons que l’ensemble des vecteurs entiers primitifs dans Rn+1, qu’on note PZn+1, est
l’ensemble :

{
(p1, p2, . . . , pn+1) ∈ Zn+1 \ {(0, . . . 0)} ; pgcd(p1, p2, . . . , pn+1) = 1

}
. (3.12)

On peut voir PZn+1/{−1, 1} comme ensemble de points projectifs dans PnR.
Soit r̄i un rayon géodésique dans V dont un relèvement ri est de type ℘ .
Soit φ : [a,+∞) → [b,+∞) , a, b ∈ R , une application. On définit l’ensemble d’unipotents :

Ri
φ = {u ∈ U+ ; −fr̄i (proj (%(t)u)) ≥ t− φ(t) une infinité de fois pour t→ ∞} . (3.13)
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Dans le cas particulier t − φ(t) = βt, où β ∈ [0, 1], on remplace dans (3.13) l’indice φ
par l’indice β. On peut voir ces ensembles comme des ensembles de rayons géodésiques, via
l’identification u 7→ ρu.

Théorème 3.3.17. Supposons que φ et id− φ sont des fonctions croissantes, et que φ est une
bijection.

(1) Soit s ∈ [0, n − 1). La mesure Hs(Ri
φ) est ∞ si et seulement si il existe un T > 0

suffisamment grand tel que
∞∑

k=1

e
(n−1)kT−sφ−1(kT )

2
√

2 = ∞ .

(2) Si pour un T > 0 suffisamment grand, limk→∞[kT − φ−1(kT )] = −∞ alors

d = dimH Ri
φ = σ · (n− 1), où σ = lim sup

k→∞

kT

φ−1(kT )
.

Si de plus lim supk→∞[kT − σφ−1(kT )] > −∞ alors Hd(Ri
φ) = ∞.

Dans la définition de l’ensemble Ri
φ on peut remplacer la fonction φ par la fonction φ + c,

où c est une constante, sans que cela change l’énoncé du théorème 3.3.17.

Remarque 3.3.18. L’ensemble P (ρ)U+ est ouvert Zariski dense dans G, où P (ρ) est le groupe
parabolique associé à ρ. Puisque P (ρ)\G peut être identifié à la strate ℘, il s’ensuit que U+

peut être identifié à un sous-ensemble ouvert Zariski dense dans cette strate. Aussi, si un rayon
géodésique r vérifie la condition :

−fr̄i (proj (r(t))) ≥ t− φ(t) une infinité de fois pour t→ ∞ ,

alors tout rayon asymptote à r vérifie la même condition, quitte à ajouter une constante à φ.
Ainsi, le théorème 3.3.17 donne la formule de la dimension de l’ensemble des points de type ℘
dans le bord à l’infini correspondant à des rayons qui s’éloignent dans la pointe à une profondeur
par rapport à r̄i d’au moins t− φ(t) + c une infinité de fois, où c est une constante.

Corollaire 3.3.19. (a) Pour tout β ∈ (0, 1), l’ensemble Ri
β a la dimension de Hausdorff

d = (1 − β)(n− 1), et Hd
(

Ri
β

)

= ∞.

(b) Les deux propriétés dans (a) sont vérifiées aussi par l’ensemble :

ERi
β = Ri

β \
⋃

β′>β

Ri
β′ =

{

u ∈ Ri
β ; lim sup

t→+∞

−fr̄i (proj (%(t)u))

t
= β

}

.

(c) L’ensemble Ri
0 cöıncide avec U+ et l’ensemble Ri

1 est contenu dans l’ensemble d’unipo-
tents

{
uw ; w ∈ PZn+1/{−1, 1} , Lq(w) = 0

}
.

Les résultats de (3.4) et de (3.6) peuvent aussi être interprétés en termes de rayons géodésiques
faisant des excursions de plus en plus loin dans une pointe, mais dans un autre espace localement
symétrique. Ainsi, on considère le groupe simple G = SL(n+ 1,R). L’espace symétrique associé
Pn+1 = SO(n + 1)\SL(n + 1,R) peut être identifié à l’espace des formes quadratiques définies
positives de déterminant un sur Rn+1, en associant à chaque classe à gauche SO(n + 1)Y la
forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est Y T Y . Dans la suite, les formes
quadratiques de Pn+1 sont identifiées à leurs matrices dans la base canonique. Le bord à l’infini
∂∞Pn+1 peut être identifié à l’immeuble sphérique d’incidence de l’espace projectif PnR.
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Soit le réseau SL(n+1,Z), soit Tn+1 = Pn+1/SL(n+1,Z) et soit proj la projection de Pn+1

sur Tn+1 .
L’ensemble des formes quadratiques F = {diag(et1 , et2 , . . . , etn+1) ; t1+t2+· · ·+tn+1 = 0} est

un plat maximal dans Pn+1. Le sous-ensembleW = {diag(et1, et2 , . . . , etn+1) ; t1+t2+· · ·+tn+1 =
0, t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tn+1} est une chambre de Weyl. Son image proj(W ) est isométrique à W et
Tn+1 est a distance de Hausdorff finie de proj(W ).

Les rayons singuliers maximaux (c’est-à-dire les faces de dimension 1) de W , paramétrés par
la longueur d’arc, sont les ensembles de formes quadratiques :

ri = {diag (eλit, . . . , eλit
︸ ︷︷ ︸

n+1−i fois

, e−µit, . . . e−µit
︸ ︷︷ ︸

i fois

) ; t ∈ R+} , (3.14)

où λi =
√

i
(n+1)(n+1−i) et µi =

√
n+1−i
(n+1)i , i ∈ {1, 2, . . . n}.

Le rayon ri se projette sur un rayon géodésique dans Tn+1, qu’on note r̄i. Le point à infini
r1(∞) est le point projectif 〈en+1〉. Le point à infini rn(∞) est l’hyperplan dans PnR défini par
l’équation x1 = 0, qu’on note e∗1. Ainsi, les orbites r1(∞)G et rn(∞)G, qui sont des strates
singulières maximales dans ∂∞Pn+1, sont identifiées à l’ensemble des points projectifs et respec-
tivement à l’ensemble des hyperplans projectifs dans PnR.

L’ensemble Sψ(Rn) peut être relié à un ensemble de rayons géodésiques similaire à Ri
φ défini

dans (3.13). Ainsi, on définit :

R1
φ = {u ∈ U+(r1) ; −fr̄1 (proj (r1(t)u)) ≥ t− φ(t) une infinité de fois, pour t→ ∞} . (3.15)

On peut définir un ensemble analogue pour le rayon géodésique rn :

Rn
φ = {u ∈ U+(rn) ; −fr̄n (proj (rn(t)u)) ≥ t− φ(t) une infinité de fois, pour t→ ∞} . (3.16)

Si t− φ(t) = βt on remplace dans (3.15) et (3.16) l’indice φ par l’indice β.

Pour simplifier les formules, on note ηn la constante
√

n+1
n .

Théorème 3.3.20. Soit φ : [a,+∞) → [b,+∞) une fonction bijective telle que φ et η2
n id − φ

sont des fonctions croissantes. Alors on a, pour i = 1, n, que :

Hs
(
Ri
φ

)
=

{

0 , si
∑∞

k=1 k
ne−

sηn
2
φ−1(2ηn ln k) <∞ ,

∞ , si
∑∞

k=1 k
ne−

sηn
2
φ−1(2ηn ln k) = ∞ .

(3.17)

Dans la définition des ensembles de rayons Ri
φ, on peut à nouveau remplacer la fonction φ

par la fonction φ+ c, avec c une constante, sans que cela change l’énoncé du théorème 3.3.20.

Corollaire 3.3.21. (i) Pour tout β ∈ (0, 1), l’ensemble Ri
β, i = 1, n, a la dimension de

Hausdorff d = n(1 − β) et Hd(Ri
β) = ∞.

(ii) Les deux propriétés énoncées dans (i) sont vérifiées aussi par l’ensemble :

ERi
β = Ri

β \
⋃

β′>β

Ri
β′ =

{

u ∈ Ri
β ; lim sup

t→∞

−fr̄i (proj (ri(t)u))

t
= β

}

.

(iii) L’ensemble Ri
0 cöıncide avec U+(ri). L’ensemble R1

1 est contenu dans
{u ∈ U+(r1) ; r1(∞)u ∈ PZn+1/{−1, 1}} . L’ensemble Rn

1 est contenu dans
{u ∈ U+(rn) ; rn(∞)u ∈ (PZn+1)∗/{−1, 1}} .
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La notation (PZn+1)∗/{−1, 1} signifie qu’on regarde PZn+1/{−1, 1} comme ensemble dans
l’espace dual, c’est-à-dire comme l’ensemble des hyperplans rationnels.

L’ensemble Lψ(Rn) peut être relié aussi à des ensembles de rayons géodésiques. La nouveauté
dans ce cas est qu’il faut considérer ou bien des rayons de pente r1(∞) et leur divergence
dans la pointe mesuré par rapport à r̄n, ou bien des rayons de pente rn(∞) et leur divergence
par rapport à r̄1. Remarquons tout d’abord que la profondeur maximale que peut atteindre
proj (ri(t)u) une infinité de fois, mesurée par rapport à r̄j , où {i, j} = {1, n}, est 1

nt + c, avec
c une constante. Une telle profondeur peut être atteinte une infinité de fois si et seulement si
le rayon proj (riu) est contenu dans la même projection d’une chambre de Weyl qu’un rayon
singulier maximal asymptote à r̄j (voir le corollaire 3.3.23, (iii)). Par conséquent, dans ce cas
en définissant l’ensemble de rayons il faut prendre une fonction sous la forme 1

n t − φ(t), où
φ : [a,+∞) → [b,+∞). Ainsi on définit :

R1n
φ =

{

u ∈ U+(r1) ; −fr̄n (proj (r1(t)u)) ≥
1

n
t− φ(t) une infinité de fois quand t→ ∞

}

.

De façon analogue on définit :

Rn1
φ =

{

u ∈ U+(rn) ; −fr̄1 (proj (rn(t)u)) ≥
1

n
t− φ(t) pour une infinité de t→ ∞

}

.

Théorème 3.3.22. Soit φ : [a,+∞) → [b,+∞) une fonction bijective telle que φ et η2
n id − φ

sont des fonctions croissantes. Pour {i, j} = {1, n},

Hs
(

Rij
φ

)

=

{

0 , si
∑∞

k=1 k
ne−(s−n+1) ηn

2
φ−1(2ηn ln k) <∞ ,

∞ , si
∑∞

k=1 k
ne−(s−n+1) ηn

2
φ−1(2ηn ln k) = ∞ .

Dans la définition des ensembles Rij
φ , la fonction φ peut à nouveau être remplacée par φ+ c,

où c est une constante.

Corollaire 3.3.23. (i) Pour tout β ∈
(
0, 1

n

)
, l’ensemble Rij

β , {i, j} = {1, n}, a la dimension

de Hausdorff d = n(1 − β) et Hd(Rij
β ) = ∞.

(ii) Les mêmes propriétés sont vérifiées par l’ensemble :

ERij
β = Rij

β \
⋃

β′>β

Rij
β′ =

{

u ∈ Rij
β ; lim sup

t→∞

−fr̄j (proj (ri(t)u))

t
= β

}

.

(iii) L’ensemble Rij
0 cöıncide avec U+(ri).

L’ensemble R1n
1
n

est composé d’éléments u ∈ U+(r1) tels que le point projectif r1u(∞) est

contenu dans un des hyperplans d’équation xi = q, où q ∈ Z et i ∈ {1, 2, . . . , n}.
L’ensemble Rn1

1
n

est composé d’éléments u ∈ U+(rn) tels que l’hyperplan rnu(∞) contient

un des vecteurs ei + qen+1, où q ∈ Z et i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Les corollaires 3.3.19, 3.3.21 et 3.3.23 suggèrent qu’il pourrait y avoir une formule générale
pour la dimension de Hausdorff de l’ensemble de rayons s’éloignant dans une pointe une infinité
de fois à une profondeur linéaire. Ceci justifie la question suivante.

Soit X un espace symétrique de type non-compact, soit G le groupe semisimple connexe
d’isométries de X, soit Γ un réseau non-uniforme irréductible d’isométries de X, soit V = X/Γ
et soit proj la projection de X sur V. Considérons % un rayon géodésique dans X, r̄ un rayon
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géodésique dans V et r un relèvement de r̄ dans X. Le rayon r est contenu dans une chambre
de Weyl de sommet r(0). Cette même chambre de Weyl contient un unique rayon %1 de sommet
r(0) et faisant partie de l’orbite %G. La fonction de Busemann fr restreinte à %1 est de la forme
−β0t pour un β0 ≥ 0. Ceci implique que, dès que β0 > 0, proj(%1) s’éloigne dans le bout de V qui
contient r̄ à une profondeur de β0t au temps t, mesurée par rapport à r̄. Parmi tous les rayons
géodésiques de l’orbite %G ayant leur origine sur l’horosphère H(r), le rayon %1 a la propriété
que sa projection proj(%1) est à la profondeur maximale au moment t par rapport à r̄.

Question 3.3.24. Pour tout β ∈ (0, β0), considérons l’ensemble

Rβ = {u ∈ U+(%) ; −fr̄ (%(t)u) ≥ βt une infinité de fois pour t→ ∞} .

Est-ce vrai que d = dimH Rβ = (1 − β) dimU+(%) et que Hd (Rβ) = ∞ ?
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[H1] P. de la Harpe, Moyennabilité de quelques groupes topologiques de dimension infinie,
C. R. Acad. Sci. Paris sér. I, 277 (1973), 1037-1040.

[H2] P. de la Harpe, Groupes hyperboliques, algèbres d’opérateurs et un théorème de Jolis-
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groups, prépublication, arXive, math.GT/0306420.
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