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Université des Sciences et Technologies de Lille
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2.4 Calcul de dimensions fractales dans le laser CO2 18

3 L’Analyse Topologique du Chaos 21
3.1 Introduction 21
3.2 Analyse topologique du laser CO2 30
3.3 Diagramme de phase des oscillateurs non linéaires forcés 31
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1
Introduction

1.1 PREMIERS PAS DANS LE CHAOS

Ce mémoire retrace brièvement les travaux que j’ai menésdans les domaines de l’optique
et de la dynamique non linéaires au Laboratoire de Spectroscopie Hertzienne, puis au La-
boratoire de Physique des Lasers, Atomes, Molécules, né en 1998 de la fusion du LSH avec
le Laboratoire de Dynamique Moléculaire et Photonique. Arrivé en 1988 dans le groupe de
Pierre Glorieux, j’y ai préparé une thèse de doctorat intitulée « Caractérisation du chaos dans
les lasers CO2 », que j’ai soutenue en 1992. Après une formation initiale purement théorique,
et des premiers pas dans le monde de la recherche consacrés `a la construction de théories
de supercordes, j’ai pris beaucoup de plaisir au cours de ma thèse à découvrir et explorer le
monde du chaos déterministe et, surtout, à pouvoir mener coinjointement analyse théorique,
où intervenaient des notions mathématiques surprenantes et paradoxales, expériences au
laboratoire, où des lasers pourtant réputés stables se laissaient aller à d’apparentes extrava-
gances, et simulations numériques, qui me permettaient derelier les deux. Ce fut là que je
compris que ce qui m’avait attiré vers la physique était précisément le fait de pouvoir se
placer au carrefour où se rencontrent l’esprit humain, avec ses abstractions cristallines, et le
monde réel, avec ses lois inflexibles mais pourtant domesticables.

1.2 ANALYSE TOPOLOGIQUE DU CHAOS

Recruté au CNRS en 1993, mon activité de recherche s’est tout d’abord développée dans
la voie initiée vers la fin de ma thèse, à savoir le développement de méthodes topologiques
d’analyse du chaos déterministe, basées sur la théorie des noeuds [1–4], ainsi que leur
application à des systèmes expérimentaux, au premier rang desquels les lasers chaotiques
du Laboratoire. Mes travaux de thèse avaient essentiellement visé à confirmer la faisabilité
expérimentale de cette approche [5]. Je me suis donc ensuite intéressé aux applications de
cette approche à deux problèmes distincts : d’une part, laclassification des différents types
de régimes chaotiques et leur organisation dans l’espace des paramètres [6–9], d’autre part la
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2 INTRODUCTION

construction explicite de codages des trajectoires par desséquences binaires (« dynamique
symbolique »), ces codages permettant d’extraire de manière robuste les invariants de la
dynamique [10–12]. Dans les deux cas, ces méthodes d’analyse ont été conçues de manière
à pouvoir caractériser des signaux expérimentaux.

Les travaux expérimentaux concernant la classification des régimes chaotiques furent
remarqués par le théoricien américain Robert Gilmore, car nos observations nous avaient
mené à des conclusions qui étaient en parfait accord avecdes prédictions qu’il avait publiées
peu avant [13,14], et en fournissaient une confirmation exp´erimentale. Il nous proposa alors
de collaborer avec lui pour relever un défi passionnant : étendre l’analyse topologique du
chaos à des systèmes à nombre de degrés de liberté arbitrairement grand. Huit ans plus
tard, nous ne sommes pas encore parvenus à ce résultat, même si des résultats récents
ouvrent des pistes tout à fait prometteuses. Mais cette collaboration aura cependant donné
naissance à un ouvrage (“The Topology of Chaos : Alice in Stretch and Squeezeland”, [4]),
où nous passons en revue les succès des techniques actuelles et les ingrédients que nous
pensons être essentiels pour les étendre en dimension arbitraire. Par ailleurs, l’approche
topologique a connu récemment des développements originaux, où nous avons montré qu’elle
pouvait être mise à profit pour mettre en évidence la présence de chaos déterministe dans
un système non stationnaire, où la dérive de paramètresrendait inopérantes les méthodes
de caractérisation usuelles [15]. Enfin, j’ai récemment proposé un nouveau formalisme pour
l’analyse topologique du chaos, basé sur des considérations géométriques dont on espère
qu’elles pourront s’étendre en dimension supérieure [16].

1.3 DYNAMIQUE SPECTRO-TEMPORELLE DES LASERS FORTEMENT
MULTIMODES

Parallèlement à ce projet de longue haleine, je me suis impliqué dans deux thèmes de
recherche au carrefour de l’optique et de la dynamique non linéaire. Le premier a concerné
l’étude de la dynamique spectro-temporelle des lasers fortement multimodes, thème de re-
cherche initié par mes collègues Serge Bielawski, Dominique Derozier et Christophe Szwaj,
et qui illustre de manière frappante les ponts que la dynamique non linéaire permet de jeter
entre des domaines a priori aussi différents que l’optiqueet l’hydrodynamique. Lorsqu’un
laser oscille simultanément sur des dizaines de milliers de modes, et que la portée effec-
tive du couplage entre modes de fréquences voisines est suffisamment petite, le spectre
d’émission peut être assimilé à un milieu continu dans lequel les perturbations se trans-
mettent préférentiellement de proche en proche [17]. On observe alors des phénomènes qui
sont caractéristiques d’un milieu étendu, comme par exemple la propagation d’ondes ou
l’apparition d’une onde stationnaire en réponse à une modulation globale [18].

Les travaux qui sont rassemblés dans l’appendice E ont men´e à la mise en évidence dans
ce dispositif de cascades d’instabilités paramétriques[19] ansi que d’instabilités induites
par la présence de non uniformités, plus précisément par la variation d’une des propriétés
du système le long de l’espace ainsi constitué [20]. De manière remarquable, cette non
uniformité est directement liée à la dépendance en fréquence du gain laser et est donc
intrinsèque. Ce fut à ma connaissance le premier travail `a évoquer la pertinence de ce scénario
dans un système optique, et fut suivi de près par un travailmontrant que des effets similaires
peuvent apparaı̂tre en raison de l’inhomogénéité du profil transverse de la pompe [21].
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J’ai fait le choix dans ce mémoire de ne pas développer cette partie, malgré son grand
intérêt, renvoyant directement le lecteur intéressé aux articles de l’appendice E ainsi qu’au
mémoire d’habilitation de Serge Bielawski. Par rapport aux autres thèmes, j’y ai en effet
joué un rôle plus secondaire, ma contribution principaleà ces travaux ayant été de concevoir
la partie du dispositif expérimental qui permit avec un PC de 1996 d’acquérir 67000 spectres
laser complets par seconde, et donc d’avoir un suivi en tempsréel de la dynamique spectro-
temporelle. Acquérir en régime permanent 20 Moctets par seconde avec une mémoire limitée
à 30 Mo/s au niveau matériel le plus bas, tout en faisant simultanément tourner un système
d’exploitation multi-tâches pour la partie traitement, avait notamment exigé de détourner les
routines de gestion mémoire du noyau du système linux qui pilotait l’expérience, de manière
à effectuer des transferts directs en mémoire en court-circuitant tous les mécanismes de
protection. Cela nous avait permis de gagner plus de trois ordres de grandeur en cadence
d’acquisition par rapport aux solutions fournies par le constructeur de la carte d’acquisition.

1.4 DYNAMIQUE DES OSCILLATEURS PARAM ÉTRIQUES OPTIQUES

Le deuxième axe de recherche a été consacré à l’étude de la dynamique des oscillateurs
paramétriques optiques, sources de lumière cohérente présentant l’avantage d’être facilement
accordables [22–25]. Comme les lasers, ces dispositifs sont basés sur une interaction non
linéaire et sont donc susceptibles de présenter une dynamique riche et variée. Le constat
que leur dynamique avait été relativement moins explorée que celles des lasers, ainsi que
leur intérêt pratique, m’ont amené en 1997 à me lancer dans leur étude avec mes collègues
Jaouad Zemmouri, Serge Bielawski et Dominique Derozier. L’objectif fixé initialement à ce
projet était d’observer expérimentalement l’apparition de structures spatiales non triviales
dans le profil transverse du faisceau émis par l’OPO, ainsi que le prévoyaient un certain
nombre d’études théoriques [26–31]. Nous espérions également observer expérimentalement
la bifurcation de Hopf menant à des oscillations périodiques dans le modèle champ moyen
d’un OPO triplement résonant monomode [32].

Les non-linéarités optiques sont généralement exacerbées lorsque les intensités lumi-
neuses sont importantes, et c’est donc à puissance de pompeélevée que l’on s’attend à
rencontrer des comportements dynamiques intéressants, instabilités diverses ou chaos. Mais
les densités d’énergie alors en jeu peuvent induire d’autres effets, et notamment des effets
thermiques. C’est ainsi que la réalité expérimentale nous a détourné de notre but initial vers
l’étude d’instabilités opto-thermiques. Ces dernières sont tout à fait remarquables car de très
faibles variations de température peuvent entraı̂ner unemodulation de l’intensité de sortie de
l’OPO par tout ou rien [33,34]. Nous avons également mis en ´evidence des régimes multi-
modes aux propriétés intéressantes [35], avec notamment de beaux exemples d’« oscillations
en rafale » qui n’ont rien à envier en complexité à ce qu’onpeut rencontrer dans les systèmes
biologiques [36], et nous avons réalisé ce qui est à notreconnaissance la première observation
de chaos déterministe dans un oscillateur paramétrique optique [15]. Enfin, nous avons pu
mettre à jour un propriété particulièrement intéressante des régimes bimodes observés dans
l’oscillateur paramétrique optique : ils peuvent apparaˆıtre même lorsque les modes concernés
ne sont pas résonants dans la cavité, à condition que le d´esaccord d’un mode compense celui
de l’autre [36]. Il en résulte qu’à forte puissance, les r´egimes bimodes peuvent être observés
dans un nombre de configurations bien plus important que ne leprévoit un simple calcul de
coı̈ncidences [37].
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1.5 RÉSEAUX DE RÉGULATION GÉNÉTIQUE

Enfin, nous nous sommes lancés très récemment dans une voie tout à fait nouvelle pour
nous, à l’interface entre physique et biologie : la dynamique non linéaire des réseaux de
régulation génétique [38–42]. Nul n’ignore que chacunede nos cellules renferme dans son
noyau une molécule qui est devenue au cours des cinquante ans qui se sont écoulés depuis sa
découverte l’objet central de la biologie moderne : l’acide désoxyribonucléique (ADN) [43].
Constituée chez l’Homme d’une longue chaı̂ne de près de deux milliards de nucléotides, choi-
sis parmi seulement quatre espèces (adénine, cytosine, guanine et thymine), elle porte les
informations essentielles au fonctionnement de tout êtrevivant. On sait l’effort considérable
qui a été consenti ces dernières années pour détermininer la séquence d’un certain nombre
d’organismes vivants, dont l’homme [44]. Un des buts principaux de cet effort était d’identi-
fier au sein de la séquence complète un certain de nombre de sous-séquences dont le rôle est
fondamental : les gènes, qui renferment l’information nécessaire pour produire les protéines,
qui sont les briques élementaires de la machinerie moléculaire de la Vie.

Mais il est de plus en plus évident que les données fourniespar le séquençage du génome
ne sont pas suffisantes pour appréhender toute la complexité des phénomènes biologiques. La
séquence décrivant la structure d’une molécule d’ADN est un objet statique : elle n’explique
pas pourquoi neurones, fibres musculaires, globules rougesou toute autre cellule du corps
humain ont des comportements aussi différents alors qu’elles partagent exactement la même
information génétique, ni pourquoi l’état de ces cellules peuvent varier dans le temps. En
fait, le niveau d’activité d’un gène varie en fonction de nombreux facteurs, et notamment
de la concentration de protéines régulatrices (elles-mˆemes produites par d’autres gènes),
qui, en se fixant en amont de la zone codante du gène, modulentson activité. Gènes et
protéines en interaction mutuelle forment donc un gigantesque système dynamique, capable
d’une complexité que nous pouvons admirer même chez le plus simple des êtres vivants. Ce
système dynamique est fortement non linéaire, comme le montre le fait que la multistabilité
est généralement la règle [38,41,42]. On peut donc espérer que les outils de la dynamique
non linéaire soient pertinents pour le comprendre et l’analyser.

Une grande partie de la recherche actuelle dans ce domaine est fondée sur l’espoir que
l’extraordinaire réseau ainsi formé puisse être, au moins de manière approchée, décomposé
en modules élémentaires associés à des fonctions bien précises. Nous avons choisi de nous
intéresser plus particulièrement à une classe bien particulière de modules : celles des hor-
loges moléculaires responsables de l’existence des oscillations circadiennes, qui rythment
la physiologie de la plupart des organismes vivants sur une période de 24 heures et leur
donnent une mesure interne du temps [45, 46]. Si l’existencede ces oscillations et leur
caractère endogène sont connus depuis plus de deux siècles, ce n’est que depuis relative-
ment récemment que l’on sait que les rouages de ces horlogessont constitués de réseaux
de gènes et protéines en interaction. L’enjeu est ici de parvenir à un modèle théorique qui
rende compte des observations expérimentales, et ainsi d’identifier les acteurs moléculaires
impliqués dans l’horloge, et déterminer les voies de transduction qui couplent cette dernière
aux autres fonctions cellulaires.
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1.6 CONCLUSION

Nous avons maintenant décrit les grandes lignes des travaux que nous présentons dans
ce mémoire, et il est maintenant temps de passer à une description plus détaillée dans les
chapitres suivants, qui sont consacrés à nos premiers travaux sur le chaos, aux méthodes
d’analyse topologique du chaos, à la dynamique des oscillateurs paramétriques optiques et à
la dynamique des réseaux de régulation génétique. Afin de permettre une lecture à plusieurs
niveaux, le lecteur trouvera au début de chaque chapitre une section introductive reprenant
brièvement l’ensemble des travaux du thème considéré,puis une description détaillée des
différents travaux.





2
Caractérisations qualitative et

quantitative du chaos
déterministe

2.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré à mes deux premiers articles dansle thème du chaos déterministe,
qui ont été écrits avant que je m’intéresse aux méthodes d’analyse topologique du chaos dans
lesquelles je me suis par la suite investi, et qui seront reprises dans le prochain chapitre. Ce sera
donc l’occasion de rappeler brièvement ce qu’on entend parchaos déterministe, en préambule
au chapitre suivant, où des techniques plus élaborées seront développées. Ces deux articles
nous permettront d’illustrer deux approches complémentaires du chaos déterministe :

1) Une approche qualitative, où l’on cherche, à partir des comportements observés dans
une certaine région de l’espace des paramètres, à prédire ceux que l’on rencontrera dans
d’autres régions. La notion importante est ici celle descénario, c’est-à-dire de séquence de
régimes dynamiques apparaissant dans un ordre bien précis lorsqu’on modifie un paramètre
de contrôle. Lesroutes vers le chaosconstituent une classe particulièrement importante de
scénarios chaotiques, et correspondent aux transitions que peut subir un système lorsqu’il
bascule d’un état parfaitement ordonné vers un état chaotique. L’exemple de la célèbre
cascade de doublements de période, où un régime périodique devient apériodique en doublant
sa période de base un nombre infini de fois, vient naturellement à l’esprit. En ce qui nous
concerne, nous nous intéresserons dans la section 2.3 à cequ’on appelle lechaos homocline,
parfois par abus de langage, et qui se caractérise dans l’espace des paramètres par une
accumulation de fenêtres périodiques de périodes croissantes.

2)Une approche quantitative, où l’on s’efforce d’associer des chiffres aux régimes chao-
tiques observés, de lesquantifier, non seulement pour pouvoir affirmer que ces régimes sont
bien chaotiques, mais aussi pour estimer à quel point ils lesont. Deux mesures classiques
du chaos sont la dimension fractale de l’attracteur chaotique et les exposants de Lyapunov.
Les différents types de dimensions fractales permettent de mettre en évidence la complexité
de la région de l’espace des états visitée par le systèmeau cours du temps : cette dernière
est-elle une simple courbe fermée, comme dans le cas d’un r´egime périodique (dimen-
sion 1), un tore, comme dans le cas d’un régime quasi-périodique à plusieurs fréquences

7
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incommensurables (dimension 2, ou plus généralement entière), ou bien un attracteur chao-
tique, présentant une structure fractale caractérisé par une dimension non entière, signe
d’une géométrie intermédiaire entre celles d’une surface et d’un volume? Les exposants
de Lyapunov, quant à eux, quantifient la vitesse avec laquelle des trajectoires proches se
séparent en raison de l’instabilité de la dynamique chaotique, et par conséquent caractérisent
l’imprédictibilité du système aux temps longs. Dans ce mémoire, nous présentons un travail
consacré à l’évaluation de la dimension fractale d’un attracteur chaotique. Nous y avons
montré que, contrairement à ce qui est généralement admis, cette mesure peut dépendre de
la variable mesurée lorsque les données expérimentalessont inhomogènes et en quantité
limitée, et n’est donc pas aussi fiable qu’on pouvait l’esp´erer.

2.2 LE CHAOS DÉTERMINISTE ET SA CARACT ÉRISATION

2.2.1 Reconstruction dans un espace des états

Les premiers indices mathématiques suggérant qu’un système déterministe simple pouvait
présenter une dynamique complexe et irrégulière furentrencontrés par Poincaré il y a plus
d’un siècle [47], mais ce n’est que depuis une trentaine d’années que cette idée a commencé à
être largement diffusée, et une bonne partie du grand public n’ignore plus que les battements
d’un papillon en un point du globe est susceptible d’influer sur le déclenchement d’une
tempête en un autre point diamétralement opposé, selon l’analogie imaginée par Edward
Lorenz [48].

Fig. 2.1 – Signal chaotique délivré par un laser CO2 guide d’onde, dont les pertes sont modulées
à une fréquence d’environ 380 kHz. C’est une approximation du logarithme de l’intensité laser qui
est ici enregistrée, au moyen d’un détecteur et d’un amplificateur logarithmique.

Ce paradoxe apparent n’est pas qu’une expérience de pensée. Sans compter les nombreux
phénomènes naturels où une dynamique chaotique est à l’oeuvre, de tels régimes ont été
observés dans une multitude d’expériences de laboratoire à travers le monde. Les signaux
de la figure 2.1 en fournissent en exemple particulièrementfrappant, car le laser qui les a
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délivrés se caractérise par une stabilité exemplaire et un rapport signal sur bruit exceptionnel.
La nature irrégulière de la dynamique ne saurait être donc être attribuée à de quelconques
imperfections techniques, d’autant plus que si le signal n’est jamais tout à fait le même tout
au long de la série temporelle, il n’est pas non plus tout à fait un autre : le début et la fin de
la série présentent des visages tout à fait semblables, et l’on pressent que cette dynamique
changeante est engendrée par des lois invariantes, déterministes.

Comment mettre en évidence la caractère déterministe d’une telle dynamique? C’est une
description géométrique de celle-ci qui apporte la réponse [4,49]. Un système déterministe
possède par définition un certain nombre de variables d’état, dont les valeurs à un instant
donné déterminent entièrement l’évolution future du système. L’idée est donc de se donner
un espace des états dans lequel on trace la trajectoire associée à une série temporelle, et
de s’assurer que la propriété de déterminisme est vérifiée. On voit ainsi à la figure 2.2 la
trajectoire suivie par le laser de la figure 2.1 dans un espacedes états reconstruit à partir des
valeurs de la série temporelle, et dont on peut montrer qu’il est sous certaines conditions
équivalent à l’espace des états original (intensité, inversion de population,...) [50].

Fig. 2.2 – Trajectoire reconstruite à partir du signal de la figure 2.1dans un espace des états
(X(t),X(t + τ),φ), oùτ est un délai temporel égal à environ un cinquième de la p´eriode de modu-
lation, etφ est la phase de la modulation. La trajectoire s’enroule autour d’un attracteur étrange.

On constate que cette trajectoire n’est pas disposée au hasard mais qu’elle est au contraire
strictement organisée par la dynamique, et s’enroule sur un objet géométrique tout à fait
particulier, que l’on appelle un « attracteur étrange ». C’est le fait que cet attracteur soit
invariant dans le temps qui signe la nature déterministe dela dynamique. On remarque que
des points proches dans l’espace des états ont localement des trajectoires semblables, et en
particulier parallèles : à un point de cet espace correspond bien une et une seule trajectoire.

Caractériser la dynamique chaotique, c’est donc généralement caractériser l’attracteur
reconstruit dans un espace des états convenablement choisi. Dans le chapitre 3, nous ex-
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plorerons en détail une approche topologique basée sur lapropriété de déterminisme, et
notamment sur le fait que deux trajectoires ne peuvent se croiser en un point, à moins d’ad-
mettre que ce point a deux futurs différents. Dans ce chapitre, nous rappellerons le principe
du calcul de dimension fractale, qui permet d’exprimer le fait qu’un attracteur comme celui
de la figure 2.2 est un objet géométrique intermédiaire entre une surface et une volume, et
est donc caractérisé par une dimension non entière comprise entre 2 et 3 [51–53].

2.2.2 Étirement et repliement

La représentation géométrique de la dynamique nous donne non seulement accès aux inva-
riants de la dynamique, mais nous permet également de mieuxcomprendre les mécanismes à
l’origine de la dynamique chaotique, comme nous allons l’illustrer avec l’attracteur expérimental
de la figure 2.3.

Pour cela, on utilise la technique des sections de Poincaré, en intersectant l’attracteur par
une séries de plans de sections, et en s’intéressant à l’´evolution des sections lorsqu’on fait
un tour autour de l’attracteur (c’est-à-dire lorsqu’on parcourt une période de modulation).
Comme on le voit sur la figure 2.3, deux mécanismes géométriques distincts agissent sur les
trajectoires dans l’espace des phases :l’étirement, qui sépare inexorablement les trajectoires
proches, et est donc responsable de l’instabilité de la dynamique, etle repliementqui permet
de les maintenir dans une région bornée de l’espace des états [4, 49, 54]. C’est donc un
processus semblable à celui par lequel le boulanger fabrique une pâte feuilletée qui explique
les propriétés fondamentales du chaos déterministe.

Les mécanismes d’étirement et de repliement peuvent être formalisés par la transformation
géométrique dite du “fer à cheval” [4,49,54,55], qui étire un carré dans une direction, le
contracte dans une autre, avant de le replier pour qu’il intersecte le carré original en deux
bandes (figure 2.4). Ce modèle mathématique élémentaire permet de décrire simplement
les propriétés les plus importantes du chaos déterministe grâce à l’existence d’un codage
symbolique obtenu en associant à chaque itéré un symbole0 et 1 selon l’indice du rectangle
dans lequel il tombe. En effet, on montre que les points de l’ensemble invariant, c’est-à-dire
les points du plan dont toutes les images ou préimages sont contenues dans le carré, sont en
bijection avec les séquences bi-infinies de 0 et de 1 : chaquepoint est associé à une séquence
unique, et réciproquement. De plus, cette bijection est unhoméomorphisme, ce qui veut dire
que des points codés par des séquences proches seront proches dans le plan. En d’autres
termes, une mesure grossière de l’état du système nous permet de localiser la condition
initiale avec une précision arbitrairement grande si on larépète suffisamment souvent.

Cette correspondance permet de montrer que des points arbitrairement proches vont se
retrouver tôt ou tard aux deux bouts du carré, qu’il existeune infinité de solutions périodiques
plongées dans l’ensemble invariant, qu’il existe une orbite passant arbitrairement près de tous
les points de l’ensemble invariant, etc. L’analyse topologique que nous développerons au
chapitre 3 peut être vue comme une méthode systématique pour caractériser les fers à cheval
sous-jacents à une dynamique chaotique.

2.2.3 Bifurcations et diagrammes de bifurcation

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici aux comportementsobservés dans un système à
paramètres fixés, et nous avons vu que dans un système chaotique, les trajectoires n’étaient
pas organisées au hasard, malgré l’apparente irrégularité de la série temporelle. De même,
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Fig. 2.3 – Haut : Sections de Poincaré d’un attracteur chaotique reconstruit à partir de signaux
délivrés pas un laser CO2 à modulation de pertes. Bas: Les sections de Poincaré de lafigure du haut
(parcourues dans le sens trigonométrique). On distingue parfaitement les mécanismes d’étirement
(surtout visibles dans la première moitié), et de repliement (principalement dans la deuxième moitié)
qui façonnent l’attracteur étrange.
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Fig. 2.4 – Représentation de l’action de l’application du fer à cheval sur le plan. Le carré unité
est tout d’abord étiré selon la direction horizontale et comprimé selon la direction verticale. Une
des moitiés du long ruban ainsi obtenu est ensuite repliéesur l’autre. L’ensemble invariant de l’ap-
plication peut être codé symboliquement au moyen de la partition de ce dernier en deux bandes
horizontales{H0,H1} ou, de manière équivalente, en deux bandes verticales{V0,V1}.

les changements qualitatifs par lesquels passe un systèmechaotique lorsqu’on fait varier
un paramètre de contrôle suivent une logique rigoureuse,que la théorie des systèmes dyna-
miques peut nous aider à comprendre. L’observation de certains scénarios lorsqu’on balaye
un paramètre permet ainsi d’identifier les mécanismes à l’oeuvre dans le système étudié.
Inversement, le comportement observé en un jeu de paramètres donnés peut renseigner sur
ceux observés dans un voisinage de l’espace des paramètres.

De manière générale, on désigne par bifurcation tout changement qualitatif dans le com-
portement d’un système qui fait que le système avant la bifurcation n’est pas équivalent au
système après la bifurcation [56–58]. Un certain nombre de bifurcations sont rencontrées
de manière générique quand on fait varier un paramètre de contrôle, et on peut notamment
citer parmi celles que nous rencontrerons dans ce mémoire :la bifurcation noeud-col, ou
tangente, qui voit l’apparition simultanée de deux états stationnaires ou de deux orbites
périodiques,le doublement de période, où une orbite périodique se déstabililise en donnant
naissance à une orbite de période double, et labifurcation de Hopfqui connecte un régime
stationnaire et une solution périodique confondus à la bifurcation. Ces bifurcation sont dites
locales, car elles ne concernent que les propriétés du système dynamique étudié en un point
de l’espace des phases. Dans la section 2.3, nous verrons un exemple de bifurcationglobale
– une bifurcation homocline – qui met en jeu la structure globale d’un flot dans l’espace des
états [57,58].

Afin d’illustrer le concept dediagramme de bifurcation, qui nous sera utile dans la sec-
tion 2.3 consacrée au chaos homocline, nous présentons dans la figure 2.5 celui de la célèbre
suite logistiquexn+1 = axn(1 − xn), qui rassemble dans un même graphe les différentes
bifurcations rencontrées et donc les différents comportements dynamiques observables se-
lon la valeur dea. Il fournit l’exemple le plus simple de la route vers le chaosconnue sous
le nom decascade de doublement de période, où la transition vers un régime chaotique
s’effectue après que la solution périodique de base a subiun nombre infini de doublements
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Fig. 2.5 – Diagramme de bifurcation de la suite logistiquexn+1 = axn(1 − xn). Pour un certain
nombre de valeurs entrea = −0.25 et a = 2.0, on a tracé en ordonnée 50 valeurs prises successi-
vement par la suite après avoir laissé passer le transitoire. De gauche à droite, les lignes verticales
indiquent les créations (i) d’une orbite de période 2 , (ii) d’une orbite de période 4 , (iii) d’une orbite
de période 8; (iv) le point d’accumulation de la cascade de doublement de période ; (v) le début d’une
fenêtre périodique de période 3.

de périodes [4,49]. L’enchevêtrement de zones claires etsombres que l’on voit sur la figure
indique l’alternance de régimes périodiques et chaotiques lorsqu’on fait varier un paramètre.

2.3 CHAOS HOMOCLINE DANS LE LASER À ABSORBANT SATURABLE

– “Homoclinic chaos in a laser containing a saturable aborber”, M. Lefranc, D. Hennequin, and
D. Dangoisse,J. Opt. Soc. Am. B8, (1991) (appendice C, page 137).

2.3.1 Introduction

Un attracteur étrange tel que celui de la figure 2.2 n’est pasle seul objet invariant d’une
dynamique chaotique. On verra ainsi plus loin que sont plongées dans cet attracteur une
infinité d’orbites périodiques instables. Un point fixe est également un ensemble invariant,
le plus simple qui soit.

Tout ensemble invariantI est inséré dans des variétés (ou surfaces) invariantes, savariété
stableW s(I) et savariété instableW u(I), qui correspondent respectivement aux points de
l’espace des états dont les orbites convergent versI pourt → +∞ ett → −∞. Les variétés
stable et instable deI se recontrent bien évidemment enI, mais elles peuvent également
se croiser en d’autres points de l’espace des états. On appelle orbitehomoclinetoute orbite
appartenant à une telle intersection. Une orbite homocline présente la particularité d’être
asymptotique àI à la fois dans le futur et dans le passé [57,58].
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Le concept d’homoclinicité est absolument central dans lathéorie des systèmes dyna-
miques. Ainsi, c’est quand Poincaré entrevit que l’existence d’intersections transverses entre
les variétés stable et instable d’une orbite périodiqueimpliquait une dynamique complexe et
irrégulière que naquit ce que l’on appellerait plus tard chaos déterministe [47]. L’application
du fer à cheval discutée précédemment fut inventée parSmale pour analyser la dynamique
dans le voisinage d’une orbite homocline [55], et prouver l’existence de chaos dans une telle
configuration. Très récemment, il a été montré que toutdifféomorphisme peut être approché
par un difféomorphisme de Morse-Smale1, à la dynamique triviale, ou un difféomorphisme
présentant des intersections homoclines transverses [59]. L’existence d’orbites homoclines
est donc synonyme de chaos [60].

Il peut donc paraı̂tre redondant de parler de « chaos homocline », à moins que l’on n’ait
quelque chose de plus précis en tête. Dans le contexte qui nous intéresse, les auteurs ont
souvent associé ce terme à un théorème de Shilnikov montrant l’existence d’une dynamique
compliquée dans le voisinage d’une bifurcation homoclineautour d’un point d’équilibre d’un
flot tridimensionnel [61,62]. Dans ces conditions, les deuxvariétés invariantes du point fixe,
qui sont de dimensions 2 et 1, ne peuvent s’intersecter qu’enétant tangentes (une intersec-
tion transverse aurait deux trajectoire possibles, une dans chaque variété).2 L’apparition de
l’orbite homocline correspondante ne se produit alors que de manière ponctuelle lorsqu’on
fait varier un seul paramètre de contrôle, d’où le nom de bifurcation homocline.

Shilnikov s’est plus précisément intéressé au cas d’unfoyer-selle pour lequel l’orbite
homocline quitte le point d’équilibre en spiralant dans une variété instable bidimensionnelle
et y revient selon une variété stable uni-dimensionnelle. Il a montré en utilisant des modèles
géométriques que lorsque le foyer-selle est moins répulsif qu’il n’est attractif, une dynamique
chaotique est observée dans un voisinage de la bifurcation, et l’approche de cette dernière est
caractérisée par une série de bifurcations où sont crées des orbites périodiques dont la période
augmente d’une unité à chaque nouvelle bifurcation. Le chaos observé est extrêmement
développé car il correspondrait à celui engendré par une transformation du fer à cheval où
l’image du carré initial intersecterait ce dernier suivant une infinité de rectangles [61–64].
Le « chaos de Shilnikov » a donc frappé les esprits, et ses manifestations ont donc été
recherchées dans plusieurs expériences.

2.3.2 Résultats

Afin de démontrer la présence de chaos de Shilnikov dans leur système expérimental,
les chercheurs se sont généralement appuyés sur les indices suivants, dont on peut montrer
qu’ils découlent du scénario prédit par Shilnikov : trajectoires spiralant de manière prolongée
autour d’un point fixe dans l’espace des phases (signalant donc la proximité d’une bifurca-
tion homocline), série de bifurcations voyant apparaı̂tre des orbites périodiques de périodes
augmentant à chaque fois d’une unité et séparées par deszones chaotiques, et enfin structure
en plusieurs branches des application de premier retour dans une section de Poincaré située

1. Un système est dit de Morse-Smale quand sa dynamique asymptotique n’implique qu’un nombre fini de points
fixes ou d’orbites périodiques.

2. Les intersections homoclines transverses du paragrapheprécédent étaient relatives à une orbite périodique.Dans
un espace de dimensiond, la somme des dimensions des variétés stable et instable est alorsdu + ds = d + 1

est les intersections sont structurellement stables. Pourun point fixe, par contredu + ds = d, ce qui rend les
intersections non génériques, compte tenu de la contrainte d’unicité du champ de vecteur en un point.
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dans la boucle de réinjection, loin des spirales autour du point fixe [63–67]. On voit qu’il
s’agit de méthodes qualitatives, à contraster donc avec la méthode quantitative que nous
présenterons brièvement dans la prochaine section.

Dans l’article cité au début de cette section, nous avons mis en évidence du « chaos
homocline » dans le laser à absorbant saturable, en retrouvant les signatures mentionnées ci-
dessus dans les signaux expérimentaux (figure 2.6). Les simulations numériques d’un modèle
simple de ce laser ont permis de retrouver les comportementsobservés expérimentalement
(figure 2.7) et de localiser le phénomène dynamique à l’origine du scénario observé, à savoir
une région de l’espace des paramètres où deux surfaces invariantes de l’espace des états
deviennent tangentes.

Bien que cet article ait recueilli un excellent accueil, avec plus de 50 citations depuis 1991,
je suis forcé de constater rétrospectivement qu’il souffre de quelques contresens même s’il
est sur l’essentiel correct. Ces défauts ne me sont malheureusement apparus qu’après avoir
travaillé quelques années plus tard sur les aspects topologiques de la dynamique chaotique
(voir le chapitre 3), et acquis les concepts permettant de mettre ces résultats en perspective.

En fait, le chaos observé dans notre laser n’est pas celui discuté par Shilnikov (bien qu’il
lui soit apparenté car basé également sur une bifurcation homocline) : le scénario homocline
que nous avions décrit, et qui a d’ailleurs également ét´e décrit par de nombreuses autres
équipes comme du chaos de Shilnikov, ne présente aucune différence au niveau topologique
avec le chaos de type « fer à cheval » de la figure 2.4, et qui estpar exemple à l’oeuvre dans
la suite logistique ou le système de Rössler. C’est le chaos qui apparaı̂t lors d’une bifurcation
homocline impliquant une orbite périodique ou un point fixeoù la dynamique spiralante
s’effectue selon la variété stable et non instable. C’est alors le degré d’instabilité de l’orbite
périodique ou du point fixe impliqué dans la bifurcation homocline qui fait qu’apparaı̂t
clairement ou non une série de fenêtres périodiques dontles périodes augmentent d’une unité
à chaque fois, c’est-à-dire le diagramme de bifurcation caractéristique qui est généralement
utilisé comme signature. Mais qu’elle saute à l’oeil ou non, cette série d’orbites périodiques
est dans tous les cas présente dans le diagramme de bifurcation d’une cascade de doublement
de période tel que celui de la figure 2.5.

Le véritable chaos de Shilnikov est en fait plus rare, car letype de point fixe autour duquel
il se déploie ne peut se rencontrer dans un attracteur tridimensionnel (la variété instable est
de dimension trop grande!). Il faut donc pour l’observer qu’un tel point fixe se retrouve sur
la frontière d’un attracteur, comme on peut l’observer dans le système de Rössler pour des
valeurs bien particulières des paramètres (c’est l’explication de ce qu’on appelle le « chaos
entonnoir », c.f. [64]). A ma connaissance, les signatures topologiques les plus convaincantes
de ce scénario ont été données par Letellier, Dutertre et Maheu grâce aux méthodes d’analyse
topologique décrites dans le chapitre 3 [68].
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Fig. 2.6 – Signatures de chaos homocline dans des séries temporellesdu laserà absorbant saturable
(en haut) et dans des simulations numériques d’un modèle de ce laser (en bas). Dans les deux cas
sont montrés : le signal, l’attracteur, une section de Poincaré coupant ce dernier loin du centre des
petites oscillations, et l’application de premier retour dans cette section, montrant une structure en
plusieurs branches caractéristique du chaos homocline.
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Fig. 2.7 – Signal et application de premier retour dans une situation quasi-homocline du modèle
théorique. Chaque branche de l’application correspond dans les signal à un nombre donné de petites
oscillations. Le nombre maximal de petites oscillations entre deux grands pics tend vers l’infini au
voisinage de la bifurcation homocline.
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2.4 CALCUL DE DIMENSIONS FRACTALES DANS LE LASER CO 2

– “Improved correlation dimension estimates through change of variable”, M. Lefranc, D. Hen-
nequin, and P. Glorieux,Phys. Lett.A 163, 269–274 (1992). (appendice C, page 151).

2.4.1 Introduction

Le deuxième article de ce chapitre concerne le calcul de dimensions fractales à partir de
signaux délivrés par le laser CO2 à modulation de pertes. Il y a dix ans, cette approche était
probablement la reine des méthodes de caractérisation duchaos déterministe, notamment
après la publication par Grassberger et Procaccia de leur célèbre algorithme [51]. Le principe
en est le suivant : au cours du temps, le point représentant l’état du système à un instant donné
parcourt une région bien définie de l’espace des états, l’attracteur (figure 2.2). Comme on
l’a mentionné plus haut, cette région peut être caractérisée par sa dimension : s’agit-il d’une
surface, d’un volume ou encore d’une structure intermédiaire, un objet fractal? De manière
générale, la dimension topologique d’un objet géométrique peut être définie en s’intéressant
au nombreN(ǫ) de boules de rayonǫ qu’il faut utiliser pour le recouvrir. Si on observe que
dans la limiteǫ → 0,

N(ǫ) ∼ 1

ǫD
,

alorsD est la dimension topologique, qui vaut 1 pour une ligne, 2 pour une surface, etc. La
mesure d’une dimension non entière est alors censée apporter la preuve qu’une dynamique
chaotique est à l’oeuvre [51,53,69]. Le calcul de dimensions fractales peut également en
principe aider à quantifier le nombre de degrés de libertéactifs dans un système, et donc
à écarter la possibilité que la dynamique irrégulièreobservée soit produite par un système
stochastique de dimension infinie.

La dimension fractale généralement calculée à partir de données expérimentales est la
dimension de corrélation introduite par Grassberger et Procaccia [51]. Soit un ensemble de
points échantillonnés sur un attracteur chaotique, on estime la probabilitéP(r) que deux
points pris au hasard aient une distance inférieure à une distance donnéer. On définit alors
la dimension de corrélation par la loi d’échelle :

P(r) ∼ rD2

L’objectif expérimental est donc de mettre en évidence cette loi d’échelle dans l’analyse des
séries temporelles et d’obtenir une estimation fiable de l’exposant.

Un des principaux attraits du calcul de dimensions fractales est, en principe, son inva-
riance par rapport aux changement de coordonnées. On peut en effet montrer que deux
ensembles de points reliés par un difféomorphisme (c’est-à-dire une application continue et
différentiable, dont l’inverse existe et possède les mêmes propriétés) sont caractérisés par la
même dimension fractale. Cette propriété assure de manière rigoureuse qu’une valeur unique
de la dimension fractale puisse être obtenue, quelle que soit la variable d’état que l’on me-
sure pour reconstruire un attracteur chaotique, à condition toutefois que l’on dispose d’une
série temporelle de longueur infinie, et parfaitement exempte de bruit. Il est évidemment
impossible de garantir ces deux conditions dans des expériences réelles.
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2.4.2 Résultats

Nous avons cherché à évaluer la robustesse du calcul de dimension en l’appliquant à des
séries temporelles d’un laser CO2 guide d’onde à modulation de pertes. Ces enregistrements
présentaient l’avantage d’être relativement longs (en 1992) et extrêmement peu bruyants
même si ils étaient entachés d’une erreur de quantification non négligeable, étant enregistrés
au moyen d’un oscilloscope numérique d’une résolution de8 bits. Il étaient donc exempts de
la plupart des sources d’erreurs systématiques alors répertoriées dans la littérature, excepté
le fait que le quantum de numérisation fixait une distance limite en dessous de laquelle il était
illusoire de chercher la loi d’échelle dont l’exposant estcensé fournir la dimension fractale.
Ce dernier point est cependant moins une limitation qu’il n’y paraı̂t, car la reconstruction de
l’attracteur chaotique dans des espaces de plongement de dimensions de plus en plus grandes
s’accompagne d’une augmentation systématique des distances entre points.

Notre étude a clairement mis en évidence un biais systématique lié à l’inhomogénéité
de la densité de probabilité sur l’attracteur, conséquence directe du fait que des données
réelles sont nécessairement en quantité finie, et ne permettent donc que d’explorer une petite
partie de l’intervalle de distances où la loi de puissance est censée se manifester. En effet, les
signaux laser présentent en général de longs intervalles de temps où l’intensité reste proche
de zéro, pendant que le milieu actif reconstitue une inversion de population suffisante pour
compenser les pertes de la cavité et donner à nouveau lieu `a une émission laser. Ces longs
passages à zéro font que l’attracteur reconstruit présente une forte concentration de points
dans la région située autour du point de l’espace des états correspondant à une intensité nulle
à tout temps.

Plus précisément, nous avons comparé les résultats obtenus d’une part à partir des séries
temporelles de l’intensité, d’autre part à partir de celles enregistrées en introduisant un am-
plificateur logarithmique entre le détecteur et l’oscilloscope numérique. Nous avons observé
des différences significatives, en contradiction directeavec la supposée invariance par rapport
aux changements de coordonnées, avec dans tous les cas un bien meilleur comportement pour
les données associées au logarithme de l’intensité. Pour un premier groupe de régimes cor-
respondant à du chaos moyennement développé, une même valeur de la dimension fractale
était obtenue pour les deux signaux à des dimensions de plongement suffisamment grandes,
même si la convergence était bien plus rapide pour le logarithme. Pour des enregistrements
correspondant à un degré de chaos plus élevé, la différence fut encore plus claire : le calcul
convergeait vers des valeurs complètement différentes (1.50 et 2.09 !) de la dimension frac-
tale, quelle que soit la dimension de l’espace de reconstruction (figure 2.8). Il fallait donc
conclure qu’une estimation de la dimension fractale peut d´ependre de manière importante de
la variable mesurée, ce que confirmaient de manière particulièrement nette les simulations
numériques accompagnant ces expériences. Il est intéressant de noter que les systèmes de
Lorenz et Rössler, qui sont très majoritairement utilis´es pour engendrer des séries temporelles
synthétiques dans le but de tester les méthodes de caract´erisation, présentent une structure
extrêmement homogène et ne mettent donc pas en évidence ce problème.

Ces résultats mettaient donc en doute la fiabilité des estimations de dimensions fractales
à partir de séries temporelles finies, entachées de bruit, en un mot provenant d’expériences
réelles. Bien qu’ils furent mentionnés dans un article derevue de James Theiler [69], à ce
moment l’un des meilleurs experts du sujet, ils ne connurentpas un très grand retentissement,
probablement parce que le message délivré ne correspondait pas aux attentes de l’époque,
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Fig. 2.8 – Estimation de la dimension fractale en fonction de la dimension de plongement. En
principe, ces courbes doivent saturer à une valeur qui est la dimension recherchée. Dans chaque
figure, on a représenté les résultats obtenus en utilisant l’intensité et son logarithme comme variables.
A gauche, on observe que les deux courbes convergent vers la même valeur, mais que la convergence
de la courbe obtenue avec le logarithme est beaucoup plus rapide. A droite, on s’aperçoit que les
mesures obtenues avec l’intensité et le logarithme ne convergent même pas vers la même valeur, au
moins pour des dimensions de plongement inférieures à 20.

qui voulait croire à l’existence de méthodes de caractérisation solides. Quoiqu’il en soit,
l’analyse du chaos grâce aux dimensions fractales semble avoir aujourd’hui complètement
disparu de la littérature actuelle, probablement parce qu’un grand nombre d’investigateurs
sont parvenus indépendamment aux mêmes conclusions. C’est ce constat qui m’avait alors
convaincu de me tourner vers des méthodes de caractérisation plus robustes, et notamment
celle proposée peu avant par l’équipe du théoricien américain Robert Gilmore, et qui est
basée sur des concepts de topologie, et en particulier sur la théorie des noeuds.



3
L’Analyse Topologique du Chaos

3.1 INTRODUCTION

3.1.1 Les mécanismes du chaos : étirement et repliement

Comme on l’a vu au chapitre 6, c’est par des arguments géométriques et topologiques que
s’explique de manière naturelle l’existence de régimes «chaotiques », à la fois déterministes
et imprédictibles, comme l’illustre la transformation dufer à cheval [4, 49, 70]. Les lois
d’évolution, qui déterminent la succession des états visités à partir d’une condition ini-
tiale donnée, peuvent être vues comme une transformationde l’espace des états dans lui-
même. Dans le cas d’une dynamique chaotique, ces transformations sont caractérisées
par deux mécanismes géométriques très simples : l’étirementet le repliement [3, 4, 70].
L’étirement, qui éloigne sans relâche les trajectoiresvoisines, est reponsable de l’instabilité
et de l’imprédictibilité des régimes chaotiques, qui semanifeste par une croissance expo-
nentielle de tout écart par rapport à une trajectoire de r´eférence. Cette amplification continue
serait incompatible avec le maintien dans une région born´ee de l’espace des états sans la
présence du repliement, effet intrinséquement non linéaire, qui ramène des régions éloignées
de l’espace des états l’une sur l’autre (figure 2.3). Ce sontdonc les principes que suit le bou-
langer pour réaliser une pâte feuilletée qui sont responsables de l’apparition du chaos dans
un système dynamique, avec les mêmes propriétés de mélange.

Un des systèmes chaotiques les plus dépouillés qui soient, le paradigmatique « fer à che-
val » imaginé par le mathématicien Stephen Smale dans les années 60 [55], et dont étirement
et repliement sont les deux ingrédients essentiels, montre on ne peut plus clairement que ces
deux mécanismes sont au coeur de la dynamique chaotique (figure 2.4). Il est donc logique
que les premières méthodes quantitatives de caractérisation du chaos, apparues dans les
années 80, aient été basées de manière plus ou moins directe sur l’existence des mécanismes
d’étirement et de repliement. Ainsi, les calculs d’exposants de Lyapunov mesurent le taux
moyen d’étirement des trajectoires de l’attracteur, tandis que les dimensions fractales mettent
en évidence la structure feuilletée de l’attracteur chaotique résultant des effets combinés de
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l’étirement et du repliement [49,52] Cependant, ni l’une ni l’autre ne sont très robustes par
rapport aux différentes imperfections dont peut souffrirune série temporelle expérimentale
(bruit, inhomogénéité, longueur insuffisante, non stationnarité, etc.). Par ailleurs, elles ne
permettent pas d’entreprendre une classification qualitative des différentes manières selon
lesquelles étirement et repliement peuvent être combin´es et ne donnent aucune information
sur les séquences de bifurcation qui peuvent survenir dansun système donné. En bref, les
grandeurs moyennes qu’elles délivrent fournissent peu d’informations sur la structure du
chaos, mis à part pour estimer, dans les cas où ces donnéespeuvent être obtenues de manière
fiable, le nombre de degrés de liberté du système ou l’intervalle de temps sur lequel on peut
prédire son évolution future.

Ce sont les processus d’étirement et de repliement qui déterminent la manière dont
les différentes trajectoires sur l’attracteur chaotiques’enchevêtrent les unes autour des
autres. Inversement, on pourrait songer à mettre au point une méthode qui, en caractérisant
l’enchevêtrement d’un faisceau de trajectoires, permette de remonter aux transformations
géométriques de l’espace des états qui lui ont donné naissance, et de décrire ces transfor-
mations par des modèles géométriques du type « fer à cheval ». Mettre au point une telle
méthode n’a cependant rien d’évident en raison de la sensibilité aux conditions initiales,
qui fait que des trajectoires proches peuvent avoir rapidement des comportements tout à fait
différents.

3.1.2 Un attracteur chaotique est un sac de noeuds

Mindlin, Hou, Solari, Gilmore et Tuffilaro [1] ont apporté en 1990 une contribution im-
portante à ce problème en proposant une méthode topologique d’analyse du chaos qui faisait
appel à des concepts tels que théorie des noeuds et variétés branchues1, et reposait sur
un théorème de Birman et Williams [71, 72]. Un des points clés de cette approche est de
ne caractériser que des trajectoires bien particulièresde l’espace des phases : les orbites
périodiques instables, associées à des courbes fermées dans l’espace des états. Lorsque ce
dernier est de dimension trois, les outils mathématiques de la théorie des noeuds peuvent être
invoqués pour analyser la manière dont ces courbes fermées sont emmêlées et ainsi analyser
comment elles ont été façonnées par l’action de l’étirement et du repliement. Les invariants
topologiques des orbites périodiques constituent alors de véritables empreintes digitales.

Il peut paraı̂tre surprenant de réduire un régime chaotique à une collection, même im-
portante, d’orbites périodiques et l’on pourrait craindre que cette simplification ne puisse
s’effectuer qu’en amputant la complexité du régime chaotique. Un des nombreux paradoxes
du chaos est qu’il n’en est rien : on peut montrer qu’un attracteur chaotique contient une
infinité dense d’orbites périodiques instables, c’est-`a-dire qu’en tout point de l’attracteur
on peut trouver des orbites périodiques passant arbitrairement près [73–75]. Ces orbites ne
sont pas un concept abstrait : leurs signatures sont aisément décelables dans les signaux d’un
système chaotique de dimension pas trop grande (figures 3.1et 3.2) [2,5].

Les trajectoires périodiques d’un régime chaotique sontdonc aux trajectoires apériodiques
ce que les nombres rationnels sont aux nombres irrationnels: elles forment un ensemble de
mesure nulle, mais qui peuvent approcher avec une précision arbitraire tout membre de l’en-
semble dans lequel elles sont plongées. C’est l’ergodicité de la dynamique qui leur assure

1. Une variété branchue est une variété obtenue par le recollement à leurs extrémités de plusieurs branches.
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Fig. 3.1 – Bouffées de comportement quasiment périodique de période inférieure ou égale à 5 dans
les signaux de la figure 2.1. Elles constituent des signatures de la rencontre d’orbites périodiques
instables.

ces propriétés : puisqu’on peut revenir arbitrairement près d’une condition initiale donnée
à condition d’attendre suffisamment longtemps, il doit exister dans le voisinage de cette
condition initiale des points dont la trajectoire se referme exactement. Ici aussi, le théorème
mathématique a sa traduction expérimentale : les trajectoires superposées d’une bonne di-
zaine d’orbites périodiques instables peuvent suffir à donner une excellente approximation
de la trajectoire infiniment longue qui tisse un attracteur chaotique (figure 3.3).

On voit que l’existence des orbites périodiques instablesest une conséquence directe de
la dynamique chaotique. Comment caractériser l’enchevêtrement de courbes fermées qu’on
observe à la figure 3.3(b)? De manière amusante, c’est en sele représentant comme un sac
de noeuds que l’on arrive à appréhender l’organisation systématique des orbites périodiques.
Considérons les deux orbites de périodes 1 et 4 de la figure 3.4. Le nombre de tours que la
plus longue effectue autour de l’autre est un invariant topologique, le nombre d’enlacement,
qui est ici égal à 2. De manière générale, la théorie mathématique des noeuds s’intéresse
précisément au problème de caractériser l’entrelacement de courbes fermées dans un espace
de dimension 3 par des quantités qui ne varient pas si on déforme les courbes sans les faire
se croiser [76,77].

Le point clé est que les invariants topologiques ainsi définis sont également des invariants
dynamiques ! En effet, une orbite périodique ne peut jamaisse croiser elle-même à cause du
déterminisme, et donc son type de noeud est bien défini. De plus, elle ne peut pas non plus se
croiser elle-même, ni une autre orbite, lorsqu’on fait varier un paramètre de contrôle, pour les
mêmes raisons. Les invariants de noeud d’une orbite périodique sont donc constants sur tout
le domaine d’existence de l’orbite, et constituent par conséquent de véritables empreintes
digitales.

3.1.3 Démêler le chaos : noeuds et gabarits

Comme toute trajectoire sur l’attracteur, les orbites périodiques doivent porter la trace
des processus d’étirement et de repliement qui organisentl’attracteur chaotique dans lequel
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Fig. 3.2 – Quelques exemples significatifs de signatures d’orbites p´eriodiques instables extraites
des signaux d’un laser CO2 à modulation de pertes [5].

elles sont plongées. On s’attend donc à ce les types de noeud des orbites périodiques et leurs
invariants topologiques contiennent une information relative à ces processus.

C’est précisément ce qu’énonce le théorème de Birman–Williams : tout flot chaotique
tri-dimensionnel est associé à un semi-flot sur une variété bi-dimensionnelle à plusieurs
branches, tel que les orbites périodiques instables du flotsont en bijection avec les orbites
du semi-flot et que les ensembles d’orbites en correspondance sont isotopes [71]. En termes
plus concrets, les orbites périodiques du flot peuvent être projetées de manière globale sur la
surface branchue sans modifier leur enlacement et donc en pr´eservant tous leurs invariants
topologiques (figure 3.5). Ces surfaces branchues sont généralement désignées sous le nom
degabarits(en anglais,templatesouknot-holders).

On peut tirer parti de ce théorème pour construire une méthode d’analyse de signaux
expérimentaux procédant de la manière suivante [2]. Tout d’abord, un certain nombre d’or-
bites périodiques sont extraites des séries temporellesen y détectant des récurrences à petit
temps de premier retour. Il est bien sûr hors de question de détecter l’infinité d’orbites
périodiques présentes mais, fort heureusement, on constate généralement que quelques or-
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Fig. 3.3 – (a) Attracteur chaotique reconstruit à partir du signal dela figure 2.1 (b) Superposition
d’une dizaine d’orbites périodiques instables contenuesdans cet attracteur et détectées dans la série
temporelle. On constate que leur superposition donne une excellente approximation de l’attracteur,
en tout cas suffisante pour extraire des informations utilessur la dynamique [5].

Fig. 3.4 – Deux orbites de périodes 1 et 4 plongées dans un attracteurchaotique. L’orbite de
période 1 est une simple boucle tandis que celle de période4 est isotope au noeud non trivial le plus
simple, le noeud de trèfle. Le nombre d’enlacement des deux orbites est de deux.

bites de petite période suffisent à fournir une bonne approximation de l’attracteur (voir
figure 3.3). On obtient ensuite les trajectoires de ces orbites périodiques dans un espace des
phases reconstruit, où on caractérise l’enlacement des trajectoires fermées correspondantes
au moyen d’invariants de la théorie des noeuds. Ces invariants constituent la signature de
l’organisation topologique globale de l’attracteur.

L’étape suivante est de déterminer le gabarit le plus simple compatible avec les données
expérimentales, c’est-à-dire qui possède un ensemble d’orbites périodiques présentant exac-
tement les mêmes invariants topologiques que les orbites détectées expérimentalement. Cela
garantit que ces dernières peuvent être inscrites sur la surface du gabarit sans modifier leur
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Fig. 3.5 – Un gabarit(ici celui du fer à cheval) caractérise l’organisation topologique globale des
orbites périodiques instables plongées dans un attracteur chaotique.

enlacement. L’organisation topologique globale de l’attracteur est alors décrite de manière
concise par la structure de ce gabarit, structure qui présente l’avantage de pouvoir être ca-
ractérisée par un ensemble de quelques nombres entiers, facilement manipulables [1–4].

Cette approche se caractérise par une très grande robustesse et par sa capacité à s’adapter à
des données de qualité très variable. Dans les cas les plus difficiles, il faut bien évidemment
revoir ses exigences à la baisse, mais il est en général toujours possible d’extraire une
information utile. Un exemple particulièrement frappantde cette robustesse est fourni par
l’application de l’analyse topologique à un système non stationnaire, décrite à la section 3.5 :
dans cet exemple, la série temporelle est trop courte pour reconstruire un attracteur au sens
strict, mais il reste quand même possible d’extraire une orbite dont on montre qu’elle ne peut
exister que dans un système chaotique, et d’obtenir par làune borne inférieure sur l’entropie
topologique [15].

3.1.4 Une méthode de caractérisation robuste

La robustesse de l’analyse topologique se manifeste dès ladétermination du type de
noeud et des invariants associés. On ne peut en effet extraire des séries temporelles les
orbites périodiques réelles, mais seulement des fragments de trajectoires visitant temporai-
rement leur voisinage, ces fragments étant entachés d’unbruit plus ou moins important. Fort
heureusement, le type de noeud d’une courbe fermée ne dépend pas de la position précise de
la courbe dans l’espace, mais uniquement de la manière dontelle s’enroule sur elle-même,
c’est-à-dire des positions relatives de ses différentesportions. Une trajectoire approchée qui
ne se referme pas exactement suffit donc pour établir le typede noeud de l’orbite réelle
lorsqu’on peut estimer que le déplacement entre les deux courbes est plus petit que la dis-
tance entre les différents brins de l’orbite. De même, le bruit n’introduit aucune erreur s’il
est d’amplitude suffisamment petite pour ne pas induire de croisements entre deux tronçons
différents de l’orbite. Le problème est en fait relié à celui compter le nombre de tours qu’ef-
fectue une courbe fermée du plan complexe autour de l’origine. On comprend facilement
que ce problème est d’autant plus résistant aux perturbations de toutes sortes que la courbe
est loin de l’origine.

Mais la méthode se montre également robuste aux étapes suivantes, et notamment lorsqu’il
faut résoudre un problème d’inversion et déterminer lesnombres caractéristiques du gabarit
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à partir des invariants topologiques mesurés. Il s’agit en effet d’un problème surdéterminé :
le nombre d’invariants est en général bien plus grand qu’il n’est nécessaire pour fixer une
solution unique [2,4]. Pour fixer les idées, il suffit en général de trois orbites différentes pour
identifier un gabarit à deux branches de type « fer à cheval ». En supposant que nous ayions
détecté sept orbites, nous pouvons vérifier que les invariants des quatre orbites de plus grande
période sont bien ceux prédits par le gabarit déterminés à partir des trois premières, et être
donc confiants que ce gabarit décrit bien l’organisation topologique globale de l’attracteur.
Il est suffisamment rare qu’une méthode fournisse naturellement le moyen de vérifier la
cohérence des résultats qu’elle fournit pour que cela vaille la peine de le noter.

Il reste toutefois un aspect qui n’a pas encore été suffisamment élucidé. Le théorème de
Birman et Williams est démontré dans le cas hyperbolique,où toutes les orbites autorisées
par la structure du gabarit sont présentes [71,72]. Or, un attracteur réel se caractérise par le
fait que certaines des orbites de la limite hyperbolique n’existent pas encore. Il n’est alors
pas évident qu’il y ait toujours un seul gabarit hyperbolique pouvant porter l’ensemble des
orbites.

Effectivement, nous avons trouvé des situations où deux gabarits différents pouvaient
décrire les données observées [78]. C’est que ces deux gabarits avaient des sous-ensembles
d’orbites isotopes, auxquels était également isotope lejeu d’orbites expérimentales. Cela
ne remet en pas en cause le principe de l’approche, et la possiblité de classifier les régimes
chaotiques, mais indique simplement qu’il faut parfois décrire la structure topologique d’un
attracteur par une intersection de gabarits plutôt que parun gabarit unique.

3.1.5 Analyser la structure fine d’un attracteur : dynamique symbolique et spectres
d’orbites

On pourrait craindre que malgré toutes les qualités que nous venons de rappeler, l’analyse
du chaos au moyen de la théorie des noeuds et des gabarits ne fournisse qu’une information,
certes intéressante, mais limitée et qu’elle ne doive sa robustesse qu’à son manque d’ambition.
En supposant que l’on puisse ranger différents systèmes chaotiques dans différentes classes
topologiques selon la structure du gabarit auquel ils sont associés, est-il possible d’aller plus
loin une fois que l’on est en mesure de déterminer les régimes de tel système correspondent
à tel gabarit?

La réponse à cette questionest fort heureusement positive. Même si onconstate généralement
qu’un même gabarit peut décrire l’ensemble des régimes situés dans une large région de
l’espace des paramètres d’un système donné, et qu’il faut donc une description plus fine
pour les distinguer entre eux, on observe que l’organisation des orbites périodiques varie
sur des échelles beaucoup plus petites. Un système réel n’est en effet passtructurellement
stable: au fur et à mesure qu’on fait varier un paramètre de contrˆole, le spectre d’orbites
périodiques se modifie en permanence, certaines orbites p´eriodiques étant créées, d’autres
étant au contraire détruites. Les outils développés pour l’analyse topologique sont parti-
culièrement bien adaptés pour suivre ces évolutions carles invariants topologiques des or-
bites périodiques les identifient fréquemment de manière unique : ainsi, il n’existe dans la
classe topologique du fer à cheval qu’une seule orbite de p´eriode 7 ayant un nombre d’auto-
enlacement de 16 et une torsion impaire [11]. Les transformations du spectre d’orbites
périodiques peuvent être donc tout d’abord appréhendées au travers des transformations du
spectre d’invariants topologiques.
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Deux propriétés fondamentales de la dynamique chaotiquepermettent d’organiser de
manière particulièrement puissante l’information relative au spectre des orbites périodiques.
Tout d’abord, il est utile, si l’on désire indiquer sans ambiguité quelles orbites périodiques
sont présentes dans un régime donné, de disposer d’un schéma canonique pour étiqueter ces
orbites (de la même manière qu’on peut désigner un niveaud’énergie atomique par le signe
3S1). Un tel schéma est fourni naturellement par ladynamique symbolique[4,49,57,79].
On peut en effet montrer que les trajectoires d’un système chaotique peuvent être mises en
bijection avec un ensemble de suites de symboles pris dans unalphabet fini, par exemple les
suites de 0 et de 1. Chaque orbite périodique peut être alors repérée par un mot de longueur
finie sur les lettres 0 et 1 [4,49,57]. Ainsi, l’orbite de période 7 du fer à cheval que nous avions
prise comme exemple au paragraphe précédent est-elle l’orbite 0010101 si on convient que
la lettre 1 désigne la branche renversant l’orientation. Comme nous le verrons à la section
3.4, nous avons mis au point une méthode efficace pour remonter des invariants topologiques
d’une orbite à son nom symbolique.

Par ailleurs, la présence ou l’absence de deux orbites périodiques données dans le régime
que l’on étudie ne sont en général pas indépendantes. Onpeut en effet montrer que la
plupart des orbites forcent par leur seule présence l’existence d’une infinité d’autres orbites
périodiques, ce qui introduit une relation d’ordre partiel sur les orbites périodiques [80–84].
De manière remarquable, cette relation d’ordre ne dépendque des invariants topologiques,
ce qui peut s’expliquer assez simplement. En effet, les invariants topologiques décrivent la
disposition relative des différentes orbites. De même qu’on ne peut assembler les pièces d’un
casse-tête dans n’importe quel ordre sous peine de ne pouvoir plus ensuite placer les dernières
pièces, l’ordre dans lequel les orbites périodiques apparaissent est contraint par la manière
dont elles sont enchevêtrées : certaines orbites doiventimpérativement être placées à un
certain stade de la construction, avant que d’autres ne leurfassent obstruction [4,80–82,84].

L’existence de cet ordre partiel permet de décrire de mani`ere concise le contenu en orbites
périodiques d’un régime chaotique par la donnée d’unebase d’orbites, choisies de manière
à ce que toute orbite périodique présente dans l’attracteur soit forcée par l’une ou l’autre
des orbites de la base [4,80]. Cette représentation se révèle particulièrement adaptée pour
étudier les différentes routes menant de l’apparition duchaos à un chaos complètement
développé. Si l’ordre dans lequel les orbites apparaissent était rigide, comme on l’observe
dans le cas simple de la suite logistique, la base d’orbites comporterait pour chaque valeur des
paramètres une et une seule orbite : celle dernièrement apparue. Mais ce n’est pas vrai dans le
cas général, et on doit alors préciser plusieurs orbitesde base. L’énumération des différentes
bases compatibles avec la structure topologique de l’attracteur permet alors d’établir la liste
des différentes scénarios que l’on peut suivre pour faireapparaı̂tre l’ensemble des orbites
périodiques qui seront présentes dans le chaos complètement développé [4,80].

On le voit, la méthode d’analyse topologique du chaos basée sur la théorie des noeuds et
sur la notion de gabarit se révèle particulièrement pertinente pour comprendre les régimes
chaotiques à petit nombre de degrés de libertés. C’est qu’elle fournit une description per-
tinente des mécanismes d’étirement et de repliement qui sont au coeur de la dynamique
chaotique. Dans les sections qui suivent, et après un bref résumé, nous décrivons de manière
un peu plus détaillée les travaux dans laquelle nous l’avons mise en oeuvre.
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3.1.6 Résumé des travaux

Après des premiers travaux consacrés à la démonstration de la faisabilité expérimentale
de cette approche (section 3.2, [5]), nous avons exploré deux grands thèmes : d’une part
l’étude des variations systématiques de la structure topologique lorsque l’on fait varier un
paramètre de contrôle, qui mène à conclusion que l’organisation topologique des orbites
périodiques contrôle largement la structure des diagrammes de bifurcation (section 3.3,
[6–9]), d’autre part l’exploration des liens entre topologie et dynamique symbolique, à la fois
numériquement ou expérimentalement (section 3.4, [8,10–12]). Ce dernier aspect permettait
de faire le lien entre l’approche nouvelle à laquelle nous avons contribué, l’analyse topolo-
gique, et une approche plus ancienne et considérée comme un des outils de base de l’analyse
du chaos, la dynamique symbolique. Nous avons en particulier montré expérimentalement
que les informations contenues dans les invariants topologiques permettaient de construire
un codage symbolique d’un attracteur chaotique, permettant de le caractériser ensuite par les
méthodes de la dynamique symbolique [11]. Nous avons plus tard montré que les codages
ainsi obtenus étaient parfaitement identiques à ceux fournis par les méthodes classiques, ce
qui apportait au passage une confirmation supplémentaire de la validité de l’analyse topolo-
gique [12].

Si c’est la caractérisation de l’enchevêtrement des orbites périodiques permet de com-
prendre l’organisation globale d’un attracteur chaotique, la structure topologique d’une orbite
isolée peut déjà apporter des informations essentielles. Ainsi, il a été montré que certains
types de noeud ne peuvent être réalisés par une orbite périodique que dans des systèmes
présentant une dynamique chaotique : la manière dont les différents brins s’enroulent les uns
autour des autres implique que la dynamique dans le voisinage de l’orbite est mélangeante,
en d’autres termes chaotique [85]. Cette propriété a ét´e mise à profit pour prouver de manière
rigoureuse la nature chaotique de la dynamique dans un syst`eme non stationnaire [15]. Il n’est
alors pas question d’enregistrer une longue série temporelle pour reconstruire un attracteur,
car un ou plusieurs paramètres dérivent dans le temps, et avec eux les lois d’évolution du
système : les méthodes d’analyse traditionnelles sont alors inopérantes. Si par contre cette
dérive est suffisamment petite pendant l’intervalle de temps où le système passe dans l’ombre
d’une orbite périodique, et que cette orbite a un type de noeud « mélangeant », alors la preuve
d’une dynamique chaotique est obtenue.

Les travaux effectués par notre équipe ou dans d’autres laboratoires pendant plus de dix
ans ont permis de montrer clairement que la caractérisation du chaos déterministe par la
théorie des noeuds et les gabarits était une approche extrêmement pertinente et puissante. Il
était donc d’autant plus frustrant que cette approche soitlimitée au systèmes à exactement
trois degrés de liberté par l’un de ses ingrédients-clés : la théorie des noeuds. Ce n’est en effet
qu’en dimension trois que les différentes conformations d’une courbe fermée peuvent être
topologiquement inéquivalentes. A quatre dimensions et au-delà, toute courbe fermée peut
se ramener sur n’importe quelle autre sans jamais se recouper elle-même, et en particulier
est toujours équivalente à un simple cercle. Le concept d’enchêvetrement tombe, et plus
aucune signature du chaos ne peut ainsi être extraite. La dimension quatre semble donc être
une barrière infranchissable pour l’analyse topologique, au moins dans sa forme classique.

De manière étonnante, cette approche a pourtant été déjà appliquée à un système spatio-
temporel à grand nombre de degrés de liberté, basé sur une valve optique à cristaux liquides :
quelques orbites de petite période ont pu être détectées, et leur type de noeud était compatible
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avec ce qu’on sait de la route vers le chaos par cascade de doublements de période [86]. La
clé du paradoxe réside dans le fait que la dynamique de ce système est apparemment de petite
dimension en un point donné de la section transverse du faisceau, mais que cette dernière
se divise en domaines dont les évolutions sont indépendantes, les frontières des domaines
pouvant elles-mêmes se déplacer au cours du temps.

Mais difficile ne veut pas dire impossible. Récemment une piste très prometteuse s’est
ouverte pour étendre l’analyse topologique en dimension supérieure [87]. Elle est basée
sur la constatation que la théorie des noeuds n’est finalement pas un ingrédient central de
l’analyse topologique : les principaux fondamentaux de cette dernière sont le déterminisme
(l’état actuel détermine toute l’évolution future) et la continuité. En dimension trois, la
théorie des noeuds est un moyen commode de mettre en oeuvre ces principes, sans en être la
seule formulation. Ainsi, nous avons montré qu’un formalisme basé sur des hypersurfaces
de triangulations de points périodiques redonnait en dimension trois des résultats équivalents
à ceux obtenus par l’étude des courbes fermées [87], touten se généralisant de manière plus
directe aux dimensions supérieures. La construction de laversion quadridimensionnelle de
ce formalisme est actuellement en cours d’étude.

Nous passons maintenant à un bref rappel des principaux résultats contenus dans les
articles présentés dans ce mémoire.

3.2 ANALYSE TOPOLOGIQUE DU LASER CO 2

– “Topological analysis of chaotic signals from a CO2 laser with modulated losses”, M. Lefranc
and P. Glorieux,Int. J. Bifurcation Chaos Appl. Sci. Eng.3, 643–649 (1993). [appendice D,
page 293]

Il s’agit ici de la première caractérisation expérimentale de la topologie du chaos au
Laboratoire [5], et l’une des toutes premières en général, suivant de près celles de la réaction
de Belousov-Zhabotinskii [2], d’un laser à absorbant saturable [88] et d’un oscillateur RMN
[89], les deux dernières n’ayant pas encore été publiées lorsque nos expériences durent
réalisées.

Elle concerne à un système chaotique d’une stabilité et d’un rapport signal sur bruit
exceptionnels : un laser CO2 guide d’ondes à modulation de pertes construit par la Soci´eté
Anonyme de Télécommunications. Ce travail n’est donc pasreprésentatif de ce qu’on peut
attendre de l’analyse d’un système expérimental quelconque, mais il a sans doute contribué
à confirmer que l’analyse topologique reposait sur des bases solides. Ainsi, les signatures
d’orbites périodiques instables détectées dans les enregistrements expérimentaux sont à ma
connaissance les plus spectaculaires qui aient été décrites dans la littérature consacrées au
chaos, comme par exemple celle située tout en haut de la figure 3.2 où l’on voit la trajectoire
du système rester sur près de 14 périodes dans l’ombre d’une orbite de période 1 avant de s’en
éloigner rapidement pour visiter les autres régions de l’attracteur. De tels évènements ne sont
possibles que lorsque le niveau de bruit est extrêmement faible, car la moindre perturbation
éloignant le système de l’orbite est aussitôt amplifiéepar le caractère instable de l’orbite.
Dans le cas présent, le taux de divergence de la trajectoirepar rapport à l’orbite à la fin de la
bouffée périodique, et la durée de cette dernière, nouspermettent d’estimer le rapport signal
sur bruit à environ 3000 !

Mais au-delà de la présence d’orbites périodiques instables dans un régime chaotique, c’est
le fait que l’ensemble de ces orbites fournisse une excellente approximation de l’attracteur
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chaotique qui aura été illustré de manière particulièrement frappante dans cet article. Ainsi,
on a pu voir à la figure 3.3 que la superposition d’une douzaine d’orbites périodiques repérées
dans l’attracteur représenté à côté en fournit une excellente approximation. On peut donc se
convaincre que l’on ne perd pas d’information en se limitantà l’analyse des seules orbites
périodiques et l’on veut bien croire à la validité du théorème mathématique qui affirme qu’en
tout point de l’attracteur, il existe des orbites périodiques instables passent arbitrairement
près.

Pour ce qui est de la structure topologique de l’attracteur de la Figure 3.3(a), la conclusion
de ce travail fut qu’il s’agissait d’un mécanisme de type fer à cheval, exactement comme les
autres travaux réalisés à la même époque et peu après [2,10,65,88–91]. Même si ce résultat
était établi sans ambiguité, il était quelque peu décevant dans la mesure où entreprendre une
classification topologique des régimes chaotiques n’a de sens que si l’on peut effectivement
observer des structures topologiques différentes. A partir du moment où la même structure
était observée dans les premières expériences réalisées ici et là, l’intérêt de l’analyse topo-
logique était mis en doute. Ce n’est en fait qu’un peu aprèsque les premières organisations
topologiques distinctes du fer à cheval furent observées, et que le doute fut levé, comme
nous le verrons dans la section suivante.

3.3 DIAGRAMME DE PHASE DES OSCILLATEURS NON LIN ÉAIRES FORCÉS

– G. Boulant, M. Lefranc, S. Bielawski, and D. Derozier, “Horseshoe templates with global
torsion in a driven laser”,Phys. Rev.E 55, 5082–5091 (1997). [appendice D, page 275]

– G. Boulant, S. Bielawski, D. Derozier, and M. Lefranc, “Experimental observation of a chaotic
attractor with a reverse horseshoe topological structure”,Phys. Rev.E 55, R3801–3804 (1997).
[appendice D, page 269]

– G. Boulant, M. Lefranc, S. Bielawski, and D. Derozier, “A nonhorseshoe template in a chaotic
laser model”,Int. J. Bifurcation and Chaos8, 965–975 (1998). [appendice D, page 255]

– G. Boulant, J. Plumecoq, S. Bielawski, D. Derozier, and M. Lefranc, “Model validation and
symbolic dynamics of modulated lasers using template analysis”, proceedings of theFourth
Experimental Chaos Conference, Boca Raton, Floride, Etats-Unis (août 1997), pp.
121–126 (World Scientific, Singapore, 1998).

D’un point de vue dynamique, le laser CO2 monomode utilisé dans les expériences décrites
à la section précédente n’a rien d’original. Lorsqu’il fonctionne de manière autonome à
paramètres fixes, l’intensité qu’il délivre est constante dans le temps, et l’application d’une
perturbation extérieure le voit revenir vers cet état stationnaire par des oscillations amorties,
de forme quasi-sinusoı̈dale près de l’état d’équilibre(figure 3.6) [92,93]. Le caractère non
linéaire des lois d’évolution se manifeste par des harmoniques d’autant plus présentes dans
la réponse que l’amplitude initiale est importante.

Ce comportement en régime monomode est de manière générale observé dans tous les
lasers dits de classe B (laser à fibre dopée au néodyme, Nd:YAG, etc.), c’est-à-dire ceux où
la partie cohérente de l’interaction champ–rayonnement ´evolue sur des échelles de temps
beaucoup plus courtes que les dynamiques des populations des niveaux haut et bas de la
transition laser et du champ électromagnétique [92,93].En ce qui concerne leur dynamique,
ces systèmes laser ne sont donc rien d’autre que des oscillateurs non linéaires amortis,
et en présentent toutes les caractéristiques, dont notamment la réponse à une modulation
extérieure.



32 L’ANALYSE TOPOLOGIQUE DU CHAOS

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

I

t

Fig. 3.6 – Oscillations de relaxation vers l’état stationnaire stable dans un modèle de laser classe
B.

On sait qu’un oscillateur amorti linéaire est caractérisé par sa fréquence de résonance,
ou fréquence propre, fréquence à laquelle sa réponse àla modulation sinusoı̈dale est d’am-
plitude maximale. Cela reste valable pour un oscillateur non linéaire, à la différence qu’il
peut également répondre aux sous-harmoniques de sa fréquence propre, les non linéarités
engendrant une composante à la fréquence propre par sommede fréquences. Plus la réponse
d’un oscillateur à une modulation est forte et l’éloigne de son état d’équilibre, et plus les
non linéarités des lois d’évolution sont exacerbées. Celles-ci étant nécessaires à l’appari-
tion d’une dynamique chaotique, c’est donc près des langues de résonance groupées au-
tour des sous-harmoniques de la fréquence propre que l’on observe généralement des com-
portements chaotiques, à condition que l’amplitude du forçage extérieur soit suffisamment
grande [14,94].

On a vu qu’un régime chaotique contient une infinité d’orbites périodiques instables. Or on
observe que dans la zone de comportement régulier séparant deux langues chaotiques, seule
survit l’orbite périodique de période égale à celle de la modulation : l’enlacement des orbites
périodiques se défait à la sortie d’une langue chaotiqueet se reforme lorsqu’on arrive sur la
suivante. Cela suggère qu’il existe des différences qualitatives entre les différentes résonances
sous-harmoniques, et en particulier que l’organisation des orbites périodiques varie d’une
résonance à l’autre. Il est alors légitime de se demandersi une analyse topologique peut
distinguer entre régimes chaotiques appartenant à des langues différentes.

Comme le montrent l’analyse théorique de Gilmore et McCallum [14] ainsi que nos
travaux expérimentaux [6–9], la réponse à cette question est positive : non seulement les
régimes correspondant à des sous-harmoniques différentes sont effectivement associés à des
gabarits différents, mais la séquence de gabarits décrivant la structure du chaos dans les
langues successives obéit à des lois systématiques. De plus, une structure fine peut être en
évidence au cours de la traversée de la langue chaotique : ce n’est pas toujours la même
structure topologique qu’on observe des deux côtés de la résonance, notamment à forte
amplitude [8,14].
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Fig. 3.7 – Structures topologiques caractérisant les attracteurs observés dans deux expériences
laser. En haut à gauche: représentation schématique de l’espace des paramètres d’un oscillateur
non linéaire forcé, montrant des langues chaotiques centrées autour des harmoniques de la période
de modulation. A droite : gabarits observés dans l’expérience 1 (laser à fibre). La torsion globale
augment d’une unité à chaque changement de langue. En bas `a gauche: gabarits observés dans
l’expérience du laser YAG (seule la structure des branchesest indiquée) : on rencontre plusieurs
structures topologiques pendant la traversée de la langue.

Voyons plus précisément de quoi il s’agit à partir des exemples fournis par deux expériences
que nous avons réalisées avec deux lasers chaotiques, un laser à fibre dopée Erbium et un
laser Nd:YAG fonctionnant en régime monomode, tous deux soumis à une modulation de
la pompe. Dans le premier cas, on parcourt plusieurs résonances à amplitude de modulation
modérée, dans le deuxième cas, on balaye une langue unique mais à une amplitude de mo-
dulation plus élevée de manière à obtenir un chaos plus développé (Fig. 3.7). Les deux lasers
ont des dynamiques tout à fait comparables et les deux expériences diffèrent donc plus par
le protocole suivi que par la nature du dispositif expérimental.

Dans l’expérience du laser à fibre [7], on constate que les gabarits correspondant à des
langues différentes ont leurs branches organisées de manière identique (type “fer à cheval”)
mais qu’ils différent par la torsion du ruban recollant lesdeux extrémités de la partie branchue
(la torsion globale) (Fig. 3.7). La torsion globaletg est directement reliée à l’ordre de la sous-
harmonique : siT = nTr, oùT et Tr sont la période de modulation et la période naturelle,
alors on atg = (n − 1). L’analyse topologique permet donc de repérer immédiatement
dans quelle langue chaotique on se trouve, ce qui n’est pas toujours un problème évident à
forte modulation, la fréquence naturelle1/Tr variant parfois de manière significative avec
l’amplitude de modulation comme dans tous les oscillateursnon linéaires.

Dans l’expérience du laser YAG [8], on n’explore qu’une seule langue et la torsion globale
est donc constante (ici égale à 1). C’est pourquoi on n’a représenté que la partie branchue
du gabarit à la figure 3.7. On observe ici une variation de la structure topologique au fur et
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à mesure de la traversée de la langue. En parcourant la langue à fréquence de modulation
croissante (et donc à périodes décroissante sur le schéma de la figure 3.7) on observe tout
d’abord un gabarit à deux branches qui serait tout à fait comparable au fer à cheval classique
si les branches ne présentaient pas un demi-tour supplémentaire : on voit que les branches
subissent des rotations de 1 et 2 demi-tours avant de se recoller, au lieu de 0 et 1 pour le
fer à cheval classique. Ce gabarit, représenté à droitede la figure est généralement appelé
“fer à cheval inversé” (“reverse horseshoe”), car il correspond à l’image dans un miroir
du fer à cheval modulo une torsion globale, ou encore “fer àcheval torsadé” (“twisted
horseshoe”) [14]. On rencontre ensuite vers le centre de la résonance un gabarit à trois
branches, ce qui indique un étirement plus vigoureux et donc un degré de chaos plus élevé.
On note que ce gabarit “spirale”, dont la structure est illustrée à la figure 3.8, est formé à
partir du précédent par l’adjonction d’une branche de torsion 0. Enfin, les régimes observés
en fin de balayage sont caractérisés par des “fers à cheval” classiques à deux branches, de
torsions 0 et 1, qui sont obtenus à partir du gabarit spiraledu centre de résonance par la
disparition de la branche de torsion 2.

Fig. 3.8 – Gauche: gabarit spirale à trois branches, représenté ici avec une orbite de période 1
et trois orbites de période 2. Droite : représentation schématique de l’organisation des branches
du gabarit spirale infini dont le gabarit de gauche est extrait, et matrice de gabarit montrant la
systématique des nombres d’enlacements des différentesbranches.

On notera en passant que l’observation d’un fer à cheval torsadé dans le laser YAG fut
l’une des premières observations expérimentales d’une structure topologique différente du
fer à cheval classique [6]. Cette expérience fournit d’ailleurs un exemple particulièrement
frappant du fait que les propriétés d’une seule orbite peuvent donner des indices très utiles sur
l’organisation topologique sous-jacentes. En effet, l’orbite de période 3 détectée dans cette
expérience est nouée comme un noeud de trèfle et possède un nombre de croisements de 4,
alors que celle du fer à cheval classique n’est pas nouée etne présente que deux croisements
(Fig. 3.9). Cette orbite suffit donc à montrer que ce régimeprésentait des caractéristiques
topologiques de cequi avait été observé jusque là, la structure exacte étant bien sûr déterminée
en utilisant l’ensemble des orbites périodiques détect´ees.

Ce qui montre clairement la pertinence de l’analyse topologique dans l’étude des dia-
grammes de bifurcation des oscillateurs non linéaires forcés est que la structure du gabarit
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Fig. 3.9 – La tresse à quatre croisements de l’orbite de période 4 observée dans un laser YAG [6]
(à gauche) est correctement prédite par le gabarit “fer àcheval torsadé” (àdroite) mais pas par
celui du fer à cheval classique qui ne prévoit que deux croisements modulo six, selon la valeur de la
torsion globale.

observé en un point de fonctionnement donné indique de manière claire dans quelle partie
du diagramme de bifurcation on se trouve : la torsion globalefournit l’ordre de la langue
chaotique, la structure des branches détermine ensuite demanière plus ou moins précise dans
quelle partie de la langue on se trouve.

Si les changements de structure topologique induits par desvariations de paramètres
faisant passer d’une langue à l’autre ou parcourant une langue unique sont complémentaires
(dans le premier cas, la torsion globale change sans que l’organisation des branches soit
modifiée, dans le deuxième cas c’est cette dernière qui évolue d’une extrémité de la langue
chaotique à l’autre à torsion globale constante), ils sont également très semblables : les deux
types de modifications se caractérisent en effet par une augmentation graduelle de la torsion
au fur et et à mesure qu’on diminue la fréquence de modulation.

C’est en fait la signature du fait que les différents gabarits décrits ici peuvent être ras-
semblés dans un gabarit “générateur”, dont les branchessont disposées suivant une spirale
infinie (Fig. 3.8). Au fur et à mesure que la fréquence de modulation diminue, les branches
de torsion de plus en plus grandes sont explorées, une oscillation le long de la spirale étant ef-
fectuée à chaque fois qu’on passe d’une sous-harmonique `a la suivante, un régime s’étalant
sur d’autant plus de branches que son degré de chaos est élevé. Cette structure à grande
échelle du diagramme de bifurcation des oscillateurs non linéaires est une conséquence
d’une propriété topologique fondamentale que chacun a probablement déjà expérimenté
avec un simple tuyau d’arrosage : la convertibilité de la vrille (writheen anglais) en torsion.
Si on enroule le tuyau selonn boucles et qu’on tire aux deux extrémités pour l’amener dans
une configuration linéaire, on constate sans difficuté qu’il présente une torsion den tours.

3.4 DE L’ANALYSE TOPOLOGIQUE AUX CODAGES SYMBOLIQUES

– M. Lefranc, P. Glorieux, F. Papoff, F. Molesti, and E. Arimondo, “Combining topological
analysis and symbolic dynamics to describe a strange attractor and its crises”,Phys. Rev. Lett.
73, 1364–1367 (1994). [appendice D, page 287]

– J. Plumecoq and M. Lefranc, “From template analysis to generating partitions I: Periodic
orbits, knots, and symbolic encodings”,Physica D144, 231–258 (2000). [appendice D, page
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– J. Plumecoq and M. Lefranc, “From template analysis to generating partitions II: Characte-
rization of the symbolic encodings”,PhysicaD 144, 259–278 (2000). [appendice D, page
227]
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3.4.1 Introduction

Classer les attracteurs chaotiques selon la structure du gabarit décrivant leur organisation
topologique est une méthode de caractérisation extrêmement puissante et robuste, mais ce
qui fait sa force peut également limiter son intérêt. Comme on l’a vu dans la section 3.3,
la structure topologique d’un attracteur reste inchangéesur de larges domaines de l’espace
des paramètres, même si plusieurs structures différentes peuvent être rencontrées lorsque le
domaine d’exploration est suffisamment vaste.

Or, il est parfois souhaitable de passer à un niveau de description plus fin. Comment
distinguer des attracteurs associés tous les deux à un gabarit de type fer à cheval? Comment
détecter un désaccord entre des observations expérimentales et un modèle théorique quand
les gabarits mesurés et prédits sont indentiques? La réponse à ces questions se trouve, une
fois que l’organisation globale a été caractérisée au moyen du gabarit, dans l’identification
individuelle des orbites au moyen de leurs invariants topologiques et dans la description
du spectre d’orbites. Comme ce dernier est invariant par un changement de coordonnées
(une solution périodique est périodique quelles que soient les variables d’état), on peut ainsi
envisager d’analyser un attracteur indépendamment de la variable physique mesurée.

Lorsqu’on fait varier un paramètre de contrôle, des orbites périodiques sont à tout instant
créées ou annihilées. Les attracteurs observés pour des valeurs différentes des paramètres
d’un même système diffèrent en général par leur contenu en orbites périodiques, qui peut être
caractérisé par des invariants tels que l’entropie topologique [60,95]. Cette dernière quantifie
la vitesse avec laquelle le nombreN(p) d’orbites périodiques de périodep augmente avec
la période :

hT = lim
p→∞

log N(p)

p
(3.1)

Deux approches différentes sont possibles pour exploiterle spectre d’orbites périodiques
d’unattracteur chaotique. Dans cette section, nous utiliserons le fait qu’il existe une connexion
naturelle entre les invariants topologiques des orbites p´eriodiques et une description des tra-
jectoires de l’attracteur en termes de séquences symboliques, par exemple des suites de 0 et
de 1 [11,12].

Comme la correspondance entre trajectoire et séquence symbolique se doit d’être conti-
nue, et que les orbites périodiques sont présentes dans tous les attracteurs, on peut imaginer
d’interpoler l’information contenue dans les invariants topologiques à tout point de l’at-
tracteur dans lequel les orbites sont plongées. Cela nous permet de caractériser finement la
dynamique chaotique au travers de sa “grammaire”, c’est-à-dire la liste des séquences finies
de symboles qui n’apparaissent dans le codage d’aucune trajectoire et de mettre en évidence
des différences entre attracteurs voisins dans l’espace des paramètres.

Dans la section 3.5, nous nous intéresserons de plus près `a l’ordre dans lequel apparaissent
les orbites périodiques quand on va vers le chaos développé. Cet ordre n’est pas arbitraire
mais est gouverné par des contraintes topologiques rigides qui peuvent être déterminées à
partir des invariants topologiques : la présence de certaines orbites force l’existence d’une
infinité d’autres orbites.

3.4.2 Codages symboliques et partitions génératrices

Nous avons vu en présentant l’application du fer à cheval (Sec. 2.2.2) que chacun des
points de l’ensemble de l’ensemble invariant (c’est-à-dire dont l’orbite reste pour toujours
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dans le carré unité) est associé de manière unique à unesuite de 0 et de 1 s’étendant à l’infini
vers l’arrière et vers l’avant [4,57,79]. A tout pointx est associé une séquence unique

Σ(x) = . . . s−3s−2s−1.s0s1s2 . . . , si ∈ {0,1, . . . n − 1}

oùnest le nombre de symboles. Il s’agit là d’une propriété fondamentale duchaos déterministe :
de manière générale, il existe une correspondance naturelle entre trajectoires parcourant
un ensemble invariant et séquences symboliques infinies. Cette correspondance est une
conséquence du caractère dilatant de la dynamique. Puisque toute différence infinitésimale
est amplifiée de manière exponentielle au cours du temps, une mesure grossière de l’état à
un état donné (0 ou 1), suffit à extraire toute l’information que l’on peut désirer, à condition
toutefois de la répéter à intervalles de temps réguliers. Ce problème est l’analogue d’une
recherche du zéro d’une fonction par dichotomie, où il suffit à chaque itération de déterminer
dans quelle moitié (0 ou 1) de l’intervalle courant se trouve le zéro pour le localiser avec une
précision arbitraire.

De manière générale, le codage symbolique d’un ensemblechaotique est basé sur une
partition de l’espace des états en plusieurs régions, chacune étant étiquetée avec un symbole
différent (Fig. 3.10). Chaque orbite parcourant l’attracteur depuis un temps arbitrairement
reculé dans le passé jusqu’à un temps arbitrairement avancé dans le futur peut alors être
associé à la séquence bi-infinie des symboles indiquant les régions visitées successivement
par l’orbite. Lorsque deux points distincts de l’espace desétats ne sont jamais associés à la
même séquence de symboles, comme c’est le cas pour le fer àcheval, la partition est dite
génératrice. La dynamique dans l’espace des séquences (oudynamique symbolique) reflète
alors fidèlement la dynamique dans l’espace des états. Il est également exigé que le codage
soit un homéomorphisme, ce qui implique que des points qui sont proches dans l’espace des
états soient associées à des séquences proches l’une del’autre.

Dans les systèmes hyperboliques, tels que l’application du fer à cheval, pour lesquels on
peut distinguer en tout point entre direction stable et direction instable, il existe généralement
une partition simple de l’ensemble invariant en plusieurs composantes non connexes qui
se montre génératrice. Cependant, la plupart des attracteurs observés expérimentalement
sont connexes et non hyperboliques et, sauf dans des cas limites tels que les systèmes très
dissipatifs, il n’est en général pas facile de construireune partition génératrice, bien que des
progrès importants aient été réalisés récemment [10–12,96–100]. Une fois qu’une partition
génératrice est connue, la dynamique peut être caractérisée de manière extrêmement précise
en spécifiant la liste des séquences interdites (la “grammaire du chaos”), c’est-à-dire qui ne
sont associées à aucune trajectoire réelle, et au moyen d’invariants divers tels que l’entropie
topologique. Cette approche est d’autant plus pertinente que la structure des séquences
interdites reflète directement celle de l’attracteur dansl’espace des phases [101], sous une
forme combinatoire, plus facile à manipuler.

3.4.3 Invariants topologiques et dynamique symbolique

Nous avons pumontrer que les orbites périodiques, la théorie des noeuds et les gabarits sont
des outils irremplaçables pour étudier la dynamique symbolique d’un attracteur chaotique
[11, 12]. En effet, les gabarits décrivent par définition la structure d’un flot hyperbolique
et admettent un codage naturel lié à la décomposition de la surface en plusieurs branches
(qui est en fait identique au codage du fer à cheval). Ce codage consiste pour chaque orbite
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Fig. 3.10 – Partition de l’espace des états de l’application de Hénon. Chaque itéré est codé 0 ou 1
selon qu’il tombe en-dessous ou au-dessus de la frontière de la partition. Cette partition est obtenue
avec la méthode des tangences homoclines, où la frontière de la partition relie des points où les
variétés stable et instable de l’attracteur sont tangentes. Nous comparerons plus loin nos résultats à
ceux obtenus par cette méthode. D’après [96].

périodique du gabarit en la liste des branches successivement visitées. Le point clé est
qu’il existe une relation directe entre ce nom symbolique etle type de noeud de l’orbite
(Fig. 3.11) [4,11]. Or, les types de noeud sont préservés lorsqu’on varie un paramètre de
contrôle et forment donc une passerelle entre le cas général, non hyperbolique, et la limite
hyperbolique.
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Fig. 3.11 – A gauche: orbite 0111 du gabarit du fer à cheval. Le code symbolique impose un
itinéraire sur les branches, qui à son tour détermine le type de noeud. A droite : sur la gabarit du fer à
cheval, il existe une seule orbite avec un nombre d’auto-enlacement de 16 et une torsion de 7, l’orbite
0110111. Cette orbite peut donc être identifiée sans ambiguı̈té au moyen de ses seuls invariants.
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En effet, supposons que le gabarit associé à un attracteurait été déterminé et que l’on ait
trouvé que les invariants d’une orbite périodiqueP n’autorisent qu’une seule projection sur le
gabarit (Fig3.11), c’est-à-dire qu’il n’existe qu’une seule orbite périodique dugabarit avec les
mêmes invariants topologiques. Il est alors naturel d’associer àP le nom symbolique de cette
projection, car c’est le nom symbolique de la seule orbite hyperbolique en laquelleP peut
être déformée continûment en variant un paramètre de contrôle. Cela garantit que le codage
non hyperbolique, que l’on cherche à construire, se raccorde de manière continue au codage
hyperbolique, dont l’existence est garantie par les théorèmes. Les invariants topologiques de
telles orbites constituent en effet de véritables empreintes digitales.

On constate souvent que de nombreuses orbites, et tout particulièrement celles de petite
période, ont un seul nom symbolique compatible avec leurs invariants topologiques, tandis
que la plupart des orbites n’ont au plus que quelques noms symboliques possibles. Une fois
qu’on connaı̂t les noms symboliques d’un certain nombre d’orbites, il est naturel d’interpoler
cette information aux autres points de l’espace des phases,puisque qu’un codage symbolique
se doit d’être un homéomorphisme, et donc de construire une partition de l’espace des phases
prenant en compte l’information contenue dans les invariants topologiques. Quand le nom
symbolique topologique d’une orbite est ambigu, on observele plus souvent que seul l’un
des noms possibles se révèle finalement compatible avec une partition réalisant un codage
continu des trajectoires chaotiques, et que c’est donc celui qu’il faut retenir. Une fois identifié
le seul nom possible de l’orbite, cette dernière peut alorsêtre utilisée pour améliorer le codage
symbolique.

Par itérations successives, où après avoir affiné la partition en insérant de nouvelles or-
bits, on identifie formellement le code symbolique de nouvelles orbites, on arrive finalement
à une partition de l’espace des phases qui attribue un nom symbolique à chacune des or-
bites détectées expérimentalement. La propriété fondamentale de notre approche estque
si on considère l’ensemble des orbites périodiques du gabarit ayant les noms symboliques
déterminés par la procédure, ces orbites abstraites forment un enlacement ayant exactement
les mêmes invariants topologiques que les orbites expérimentales. Cela permet de garantir
que le codage réalisé persisterait si l’on rendait le système hyperbolique par un changement
de paramètre.

Cette approche a été utilisée avec succès pour construire le codage symbolique de signaux
chaotiques provenant d’un laser CO2 à modulation de pertes [10] (Fig. 3.12). Il s’agissait
de l’une des premières fois où un tel codage était construit de manière rigoureuse pour un
système expérimental, l’autre méthode connue à l’époque, celle des “tangences homoclines”,
étant difficilement applicable à un système expérimental en raison de sa grande sensibilité
au bruit.

Dans le but d’établir de manière convaincante la validit´e de l’approche topologique, nous
avons quelques années plus tard vérifié dans le cadre de simulations numériques qu’il était
possible de construire un codage symbolique d’un attracteur qui soit parfaitement compatible
avec les invariants topologiques de plus de 1500 orbites périodiques de périodes allant jusqu’à
64 (Fig. 3.13) [11]. On notera au passage que ce calcul constitue l’une des meilleures preuves
de la pertinence de l’analyse topologique jusqu’à des échelles extrêmement petites, puisqu’on
y montra que les quatre nombres entiers décrivant la structure du gabarit permettaient de
prédire de manière globale des millions d’invariants topologiques différents.

De plus, nous avons pu montrer qu’à la résolution de10−4 atteinte à la fin du calcul, la par-
tition fournie par l’approche topologique était en parfait accord avec la partition obtenue par
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Fig. 3.12 – Partition d’une section de Poincaré d’un attracteur observé dans un laser CO2 chao-
tique, obtenue après analyse des invariants topologiquesdes orbites périodiques indiquées par des
cercles [10]. On remarque que la frontière ne passe pas exactement par les plis les plus visibles,
comme on aurait pu le penser naı̈vement.

la méthode des tangences homoclines, la méthode de référence pour construire les codages
symboliques à l’époque de notre travail (Fig. 3.13, [12]). Cela est d’autant plus remarquable
que cette dernière méthode, qui procède en cherchant dessingularités dans les dérivées
d’itérées d’ordre élevé de l’application de premier retour, est complètement orthogonale à
l’approche topologique. D’autres tests ont permis par ailleurs de confirmer que la partition
obtenue était génératrice, et ce avec une précision supérieure de plusieurs ordres de grandeur
à celle qui peut être atteinte dans les expériences. La pertinence du codage symbolique par
analyse topologique comme technique expérimentale de caractérisation du chaos était ainsi
établie.

En conclusion, nous avons montré dans ces travaux que l’analyse des invariants topolo-
giques des orbites périodiques plongées dans un attracteur chaotique permettait non seule-
ment de caractériser de l’organisation topologique globale de cet attracteur, mais également
d’analyser le détail de sa structure en en construisant un codage symbolique. Cela nous
donne accès à une comparaison fine entre attracteurs grâce à l’étude des séquences interdites
(la “grammaire du chaos”) et à certaines grandeurs quantitatives comme l’entropie topolo-
gique. Le fait de fournir une solution nouvelle à un problème classique de l’étude du chaos
déterministe montre également que l’analyse topologique n’est pas une technique exotique,
mais qu’elle capture fidèlement les propriétés fondamentales d’une dynamique chaotique.



GÉNÉALOGIES D’ORBITES ET SIGNATURES TOPOLOGIQUES DE CHAOS 41

Fig. 3.13 – A gauche: partition d’une section d’un attracteur chaotique observé dans les simu-
lations numériques d’un modèle de laser chaotique. Au centre : vue agrandie de la frontière de la
partition. Le côté du carré est5×10−2 relativement à la largeur du tracé de gauche. D’après [11]. A
droite : le côté du carré est5× 10−3. Les points clairs indiquent les points périodiques sélectionnés.
Les points sombres indiquent les tangences homoclines (l’angle entre les deux variétés invariantes
est inférieur à2 × 10−4 radians). La largeur de trait est2.5 × 10−5. D’après [12].

3.5 GÉNÉALOGIES D’ORBITES ET SIGNATURES TOPOLOGIQUES DE CHAOS

– A. Amon and M. Lefranc, “Topological signature of deterministic chaos in short nonstationary
signals from an optical parametric oscillator”,Phys. Rev. Lett.92, 094101 (2004). [appendice
D, page 167]

Une des propriétés particulièrement intéressantes del’analyse topologique est qu’elle
permet de décomposer la complexité de l’attracteur chaotique en se focalisant sur l’étude
de l’entrelacement des orbites périodiques qui y sont plongées. Bien sûr, il est préférable
pour cela d’avoir détecté le plus grand nombre d’orbites possible, de manière à couvrir le
plus finement possible l’attracteur, mais fort heureusement, même un petit nombre d’or-
bites, voire une seule orbite comme on l’a vu par exemple dansla figure 3.9, peuvent fournir
des informations tout à fait pertinentes sur la dynamique.Dans cette section, nous verrons
ainsi comment la présence d’orbites périodiques avec certains types de noeud implique la
présence d’une infinité d’autres orbites périodiques, et indique donc l’action d’une dyna-
mique chaotique (Sec. 3.5.1). De telles orbites peuvent être utilisées comme signatures de
chaos et se révèlent des outils irremplaçables lorsque les séries temporelles ne contiennent
pas assez de points pour reconstruire un attracteur complet, et tout particulièrement dans le
cas de systèmes non stationnaires, dont un ou plusieurs paramètres dérivent dans le temps
(Sec 3.5) [15].

3.5.1 Invariants topologiques et bifurcations

Nous sommes attachés dans les sections précédentes à analyser de manière globale l’entre-
lacement complexe formé par les orbites périodiques instables d’un système dynamique
chaotique. Dans cette partie, nous nous concentrerons sur la manière dont cet entrelacement
se tisse, lorsque de nouvelles orbites sont créées, ou se défait, lorsque des orbites sont
détruites. Il s’agit là d’un problème complexe car il estsoumis à deux contraintes très fortes :

1. les orbites périodiques naissent avec les invariants topologiques qu’elles garderont sur
tout leur domaine d’existence dans l’espace des paramètres,
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2. les orbites n’apparaissent pas isolées mais toujours confondues avec une autre orbite
(orbite jumelle d’une bifurcation tangente ou orbite mèred’un doublement de période).

On rappelle en effet qu’il existe deux types principaux debifurcations2 : la bifurcation tan-
gentedans laquelle un couple d’orbites jumelles, l’une stable, l’autre instable, apparaissent
simultanément, et ledoublement de périodedans lequel une orbite périodique devient in-
stable en donnant naissance à une orbite de période double[56,57]. De manière générale, la
propriété (2) ci-dessus est une conséquence du théorème des fonctions implicites, qui veut
qu’une solution isolée soit structurellement stable et qu’elle existe donc pour toutes valeurs
des paramètres voisines.

Ces deux contraintes ont pour conséquence qu’un gabarit nedécrit pas seulement l’orga-
nisation des orbites périodiques pour un jeu de paramètres fixes, mais détermine également
quelles sont les orbites qui peuvent interagir dans une bifurcation, ainsi que l’ordre dans
lequel apparaissent les orbites lorsqu’on va vers le chaos complètement développé. Par
exemple, les orbites jumelles d’une bifurcation tangente doivent strictement avoir le même
type de noeud, car elles forment une seule courbe au moment dela bifurcation et gardent
ensuite le même type de noeud. De même, il existe une relation simple entre les types de
noeud des orbites mère et fille d’un doublement de période,ce qui permet de retrouver les
liens de filiation entre orbites d’après leurs enlacements.

La généalogie des orbites peut également se lire dans lesnombres d’enlacement. Lorsque
deux orbites interagissent dans une bifurcation, un certain nombre d’orbites ont déjà été
créées dans des bifurcations antérieures. Pour ces dernières, les deux orbites bifurquant
sont indiscernables et, en particulier, ne peuvent être distinguées d’un point de vue topo-
logique. Ces deux orbites ont donc nécessairement le mêmenombre d’enlacement avec
chacune des orbites spectatrices, et cette configuration persiste bien sûr au-delà de la bifur-
cation (Fig. 3.14). Inversement, cela implique que toute orbite enlaçant de manière différente
deux orbites jumelles nées dans une même bifurcation est nécessairement apparue après ces
dernières, à un endroit de l’espace des paramètres où les deux orbites étaient bien séparées
et distinctes (Fig. 3.14) [80]. On dit alors que cette orbiteimplique, ouforce, les deux orbites
jumelles [80].

L’ensemble des relations d’implication entre orbites d’ungabarit donné peuvent être
résumées dans undiagramme d’implication(forcing diagram). Ces relations permettent
de décrire de manière concise le spectre complet d’orbites au moyens debases d’orbites,
ensembles d’orbites qui forcent d’autres orbites dans l’attracteur mais ne sont forcées par
aucune autre [3,4,80]. A partir de ces orbites de base, toutes les autres orbites présentes dans
l’attracteur peuvent être retrouvées à partir des relations d’implication. Cette approche permet
de comparer facilement les structures fines de deux attracteurs : deux attracteurs voisins dans
l’espace des paramètres auront, au moins jusqu’à une certaine période, des bases d’orbites
identiques. Les bases d’orbites sont donc un outil puissantpour étudier les différentes routes
qui peuvent mener d’un régime purement périodique à un chaos complètement développé.

2. De manière générale, une bifurcation est définie comme une modification quantitative d’un système dynamique,
dans le cas qui nous intéresse l’apparition ou la disparition d’orbites périodiques.
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Fig. 3.14 – A gauche: dans ces trois configurations,(AR,AF ) and (BR,BF ) sont des paires
d’orbites jumelles. En (a), les orbitesAR et AF ne peuvent interagir avant queBF et BR ne
s’annihilent. On en déduit que la paireB est apparue après la paireA. On aboutit à la conclusion
inverse en (c). Si les membres d’une paire ne peuvent être distinguées par l’autre paire d’après
leur nombres d’enlacement, c’est qu’elles sont apparues après. En (b), il n’y a pas de relation
d’implication. A droite : diagramme d’implication pour lesorbites du fer à cheval. Une ligne indique
une relation d’implication, l’orbite forçant l’existence de l’autre étant en haut et à droite de la ligne.
Tiré de [80].

3.5.2 Tresses d’entropie positive

Mais l’étude de la topologie des bifurcations n’est pas le seul moyen de déterminer des
implications entre orbites. En effet, le type de noeud d’uneorbite peut forcer à lui seul
l’existence d’une infinité d’autres orbites et fournir desinformation sur la structure globale
du flot [102], à condition de faire l’hypothèse que les loisgouvernant la dynamique sont
déterministes (l’état actuel fixe sans ambiguı̈té l’évolution future) et continues (des états
proches ont des évolutions proches, au moins pendant un certain temps). L’image de gauche
de la figure 3.15 nous permet de comprendre simplement de quoiil s’agit. On y a représenté
deux orbites de période 3 dont les trajectoires entre les deux sections de Poincaré représentées
forment deux tresses différentes. Pour chacune de ces deuxtresses, on considère un disque
du plan de section dont la circonférence passe par les points de l’orbite, et on suppose qu’il
s’agit d’un ensemble de conditions initiales. On s’intéresse à l’évolution de cet ensemble
sous l’action du flot entre la section de Poincaré initiale,en haut, et la finale en bas, où
elle coı̈ncide avec l’image du disque initial par l’application de premier retour. En d’autres
termes on s’intéresse aux contraintes que l’existence de l’orbite périodique exerce sur les
trajectoires des points situés dans le disque. Puisque la dynamique est déterministe et conti-
nue, cette évolution doit obéir aux contraintes suivantes : à tout instant les points de la tresse
appartiennent à la circonférence de la région ; la région doit se déformer de manière continue
sans jamais rentrer en intersection avec elle-même.

Après un examen rapide, on se convainc que la première tresse pourrait être compatible
avec un mouvement de rotation global du plan, et l’hypothèse la plus simple est donc de
supposer que l’image du disque initial est le même disque tourné d’un tiers de tour. Cette
orbite, dont on pourrait d’ailleurs vérifier qu’elle est isotope au noeud trivial, ne donne donc
aucune indication d’une dynamique chaotique.
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Fig. 3.15 – A gauche: un tresse de période 3 et l’action de l’homéomorphisme du disque qui lui est
associé. A droite en haut : représentation de la tresse sous la forme d’un diagramme linéaire. A droite
en bas: action de l’homéomorphisme sur un jeu de rectanglesde Markov, et matrice de transition.
D’après [85].

La tresse formée par la deuxième orbite est plus complexe :on voit d’abord deux brins
tourner autour l’un de l’autre dans un sens donné, puis l’und’entre effectuer avec le troisième
un mouvement de rotation dans le sens opposé. Ces deux rotations contraires créent un effet
de tenaille, dont on voit qu’il ne peut qu’étirer la régiongrisée, sauf à considérer que cette
dernière ait traversé la tresse, ce qu’on s’est interdit.Cela ne doit pas étonner celui ou celle
qui a déjà utilisé un batteur de cuisine (“mixer”), car cesont dans cet ustensile les rotations
différentielles du mouvement des deux fouets qui étirentles lignes de fluide et créent l’effet
de mélange recherché. De même, les brins de l’orbite agissent comme des fouets qui étirent
l’espace des phases autour de l’orbite et créent du mélange dans cet espace, phénomène qui
n’est rien d’autre que ce que l’on appelle du chaos déterministe.

On dit généralement que le terme « chaos »trouve son origine dans le fameux article
“Period 3 implies chaos” de Li et Yorke [103]3, où il est montré que si une application
d’un intervalle dans lui-même possède une orbite périodique de période 3, alors il existe des
orbites de toutes les périodes, et la dynamique est chaotique. On voit sur l’exemple de la
figure 3.15 que ce fameux théorème ne survit pas pour une application inversible du plan
dans le plan : une orbite de période 3 peut impliquer une dynamique chaotique, comme elle
peut être tout à fait compatible avec une dynamique régulière. La différence tient au fait
qu’en une dimension il existe en gros une seule manière de permuter les trois points de
l’orbite, alors que dans le plan, plusieurs types de tresse sont possibles.

Des outils mathématiques sophistiqués, basés sur la classification de Nielsen–Thurston des
homéomorphismes d’une surface dans elle même (on prend ici comme surface le complément
de l’orbite dans le plan de section, soit un disque àp trous), permettent d’estimer de manière
rigoureuse le taux de mélange correspondant à un type de tresse donné [85,104], comme
l’illustrent les deux images de droite de la figure 3.15. La procédure consiste à construire
parmi les applications envoyant le disque du haut sur celui du bas la plus simple qui soit
compatible à la fois avec une déformation continue du disque et avec la structure de la
tresse. En examinant l’action de cette application sur un jeu de rectangles, et la structure des
intersections entre ces rectangles et leurs images, on détermine une matrice de transition dont

3. cependant, certains attribuent la paternité de ce termeà Ruelle.
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la plus grande valeur propre, correspondant au facteur d’étirement, donne accès à l’entropie
topologique de cette application minimale, et donc au le taux de mélange minimal. Pour la
tresse à trois brins de la figure 3.15, on trouve que cette valeur propre estλmax = φ2 ∼ 2.618,
oùφ est le fameux nombre d’or, et que l’entropie esthT = ln λmax ∼ 0.9624.

Après cette introductionsuccincte au concept de tresse d’entropie positive, nous présentons
dans la section suivante comment nous l’avons appliqué pour obtenir une signature de chaos
déterministe dans un système non stationnaire.

3.5.3 Caractérisation de régimes non stationnaires

3.5.3.1 Reconstruction d’attracteurs et stationnarité Les méthodes classiques de ca-
ractérisation du chaos déterministe font toutes l’hypothèse que le système étudié est parfai-
tement stationnaire, c’est-à-dire que tous les paramètres de contrôle ont des valeurs parfai-
tement fixées. En effet, elles sont toutes basées sur la reconstruction d’un attracteur étrange
dans un espace des phases à partir d’une série temporelle,et sur l’hypothèse que chaque point
de l’espace des phases correspond à un état unique, à partir duquel la trajectoire future est
entièrement déterminée [49,105]. Cela revient à supposer que la dynamique est déterministe
et qu’existe en tout pointX de l’espace des états (ou du moins sur l’attracteur) un champ de
vecteurs vitesses

dX
dt

= F(X,µ) (3.2)

où µ est un paramètre de contrôle, même si on ne connaı̂t pas explicitement la fonctionF,
et que des pointsX proches correspondent à des vecteurs vitesseF(X,µ) proches.

Fig. 3.16 – Lorsque le plongement d’un attracteur étrange dans un espace des phases reconstruit
est correctement effectué, les points voisins de l’espacedes phases correspondent à des états voisins et
ont donc des trajectoires voisines. Cela est caractérisépar le fait qu’ils ont des trajectoires quasiment
parallèles, et donc que la structure des trajectoires est compatible avec l’existence d’un champ de
vecteurs.
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Or, des points proches dans l’attracteur sont en général ´eloignés dans la série temporelle
car, dans une dynamique chaotique, il faut un certain temps pour revenir dans le voisinage
d’une condition initiale. Supposons ainsi que les pointsX(t) etX(t + ∆t), avec∆t grand,
soient proches l’un de l’autres dans l’espace des phases. Ensupposant qu’il existe une
dynamique déterministe du type (3.2), on voit en considérant que

X(t) ∼ X(t + ∆t)
F (X(t),µ(t)) ∼ F (X(t + ∆t),µ(t + ∆t))

}

⇒ µ(t) ∼ µ(t + ∆t),

qu’une condition nécessaire pour que les vecteurs vitesses aux pointsX(t) et X(t + ∆t)
soient proches est que le paramètreµ ait approximativement la même valeur aux tempst et
t + ∆t, en d’autre termes que le système soit stationnaire.

Si on suppose au contraire que le système n’est pas stationnaire car le paramètreµ dérive
dans le temps (µ(t) 6= µ(t + ∆t)), alors il est clair que lorsqu’on reviendra près d’un état
visité antérieurement, les lois d’évolution auront été modifiées du fait de la variation du
paramètre, et le vecteur vitesse ne sera plus le même. Le d´eterminisme de la dynamique
n’apparaı̂tra donc pas dans le portrait de phase car des points proches n’auront pas des
trajectoires proches, et donc méthodes que calcul de dimensions fractales ou d’exposants de
Lyapunov ne pourront être appliquées.

3.5.3.2 Bouffée de comportement irrégulier dans un oscil lateur paramétrique op-
tique. Les oscillateurs paramétriques optiques (OPO), dont nousdécrirons la dynamique
plus en détail au chapitre 4, sont comme les lasers des sources de rayonnement cohérent,
qui présentent par ailleurs l’intérêt d’être largement accordables [25]. Basés comme les la-
sers sur une interaction non linéaire, on peut s’attendre `a ce qu’ils présentent dans certaines
régions de l’espace des paramètres des comportements complexes, et en particulier du chaos
déterministe. Effectivement, une étude théorique du modèle le plus simple d’OPO triplement
résonant, le modèle champ-moyen monomode, avait prévu il y a un plus de quinze ans que ce
dispositif devait pouvoir présenter des régimes chaotiques [32]. Or, cette prédiction n’avait
été confirmée par aucune observation expérimentale de chaos déterministe, que ce soit par
le scénario prédit ou par un autre.

Cela peut paraı̂tre étonnant, étant donné le nombre extrêmement élevé de travauxconsacrés
à l’observation expérimentale de chaos déterministe, notamment pendant les années 80 et 90,
mais s’explique d’une part par un intérêt relativement moindre porté à la dynamique des OPO
comparativement à celles des lasers, d’autre part par le fait que les OPO triplement résonants
sont des systèmes extrêmement sensibles aux moindres perturbations mécaniques, en raison
de la condition de triple résonance. Or, les comportementschaotiques sont attendus à forte
puissance lumineuse, où les comportements non linéairessont exacerbés, et c’est précisément
à forte puissance que des effets non désirés, et notamment des effets thermiques peuvent se
manifester. Or, comme nous le verrons au chapitre 4, nous avons montré récemment que
ces effets thermiques peuvent avoir des effets spectaculaires, et notamment déclencher des
instabilités opto-thermiques menant à des oscillationsde relaxation [33,34] ainsi qu’à des
oscillations en rafale quand des instabilités lentes se combinent à des instabilités rapides
résultant de l’interaction entre modes transverses [36].Tout cela ne contribue pas à faciliter
la caractérisation de régimes chaotiques, et ce d’autantplus quand les phénomènes parasites
introduisent de nouvelles échelles de temps

Ainsi, un des exemples de régimes irréguliers que nous avons pu enregistrer, et que nous
analyserons dans la suite de cette section, est caractérisé par une grande instabilité des
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paramètres de contrôle (Fig. 3.17). Au milieu d’une longue série temporelle constituée d’os-
cillations périodiques de fréquence voisine de 3 MHz, on observe soudain une bouffée de
comportement irrégulier, avec une variation rapide de l’enveloppe qui suggère que le com-
portement n’est pas stationnaire et, en examinant plus attentivement l’épisode non périodique
entret = 780 µs ett = 875 µs, on note plusieurs détails qui sont font immédiatement penser
à une dynamique chaotique. Tout d’abord, on observe une transition graduelle de l’oscilla-
tion de base vers un régime de période double, qui suggèreune bifurcation de doublement
de période. L’intervalle apériodique se termine d’ailleurs par la transition inverse. Enfin, on
repère plusieurs séquences où sur un court intervalle detemps, le système suit un comporte-
ment quasiment périodique, ce qui est caractéristique dupassage près d’orbites périodiques
instables dans un système chaotique de petite dimension.
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Fig. 3.17 – Haut : série temporelle de l’intensité lumineuse délivrée par un OPO, présentant une
bouffée de comportement irrégulier d’environ 80µs. Bas: détails de la série temporelle montrant un
doublement de période (PD), un doublement de période inverse (RPD) ainsi que quelques épisodes
de comportement périodique, dont un de période 9 qui sera utilisé plus loin comme signature du
chaos.
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On peut à la fois se convaincre du caractère non stationnaire du système et renforcer
la suspicion de chaos déterministe en analysant plus finement la dynamique. Pour cela, on
construit à partir de la série temporelle de la figure 3.17 un portrait de phase que l’on peut voir
à la figure 3.18, même si la non-stationnarité du systèmeinterdit en principe cette approche
(voir Sec. 3.5.3.1). On se donne ensuite une section de Poincaré (la droite verticale de la figure
3.18), et on s’intéresse aux temps de vol entre deux traversées du plan de section qui seraient
parfaitement constants pour un régime périodique. La variation de ces temps de vol au long
de la série temporelle de la figure 3.18 est représentée dans la partie de droite de la figure 3.18.
On y reconnaı̂t une structure qui serait celle du diagramme de bifurcation d’un système qui
passerait par une cascade de doublement de périodes menantau chaos, franchirait une zone
de comportements chaotiques pour arriver finalement à une fenêtre périodique de période 3
avant de rebrousser chemin et refaire le même itinéraire en sens inverse. Cela indique que
vitesse de balayage des paramètres de contrôle est non négligeable.
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Fig. 3.18 – Gauche: portrait de phase{X(t),X(t+ τ)} reconstruit à partir de la série temporelle
de la figure 3.17. La droite horizontale marque la section de Poincaré choisie pour l’analyse des
temps de vol. Droite : évolution des temps de vol entre deux passages par la section de Poincaré le
long du fichier, montrant un diagramme de bifurcation caractéristique du transition vers le chaos par
doublement de période.

Tout cela devrait suffire à convaincre un esprit bienveillant que la dynamique observée est
bien due à du chaos déterministe. Néanmoins, la démonstration manque un peu de solidité et
n’apporte aucune information quantitative. Par ailleurs,que faire si la variation du paramètre
de contrôle était plus rapide et qu’il était plus difficile de repérer une structure par une analyse
standard de la série temporelle étudiée?

C’est ici que les tresses à entropie positive se révèlentêtre des outils clés pour montrer
de façon élégante que l’on a bien affaire à du chaos déterministe et obtenir une estimation
quantitative du degré de chaos. On tire pour cela parti du segment de la série temporelle situé
entre les instantst = 812 µs ett = 815 µs, qui semble visiter le voisinage d’une orbite de
période 9. En effet, en plongeant ce segment dans le même portrait de phase que celui de la
figure 3.18, on constate que la trajectoire correspondante reboucle presque exactement après
9 oscillations, et passe donc au voisinage d’une orbite périodique (Fig. 3.19). En analysant
la tresse réalisée par cette trajectoire fermée, on trouve qu’il s’agit d’une tresse à entropie
positive, caractérisée par une entropie topologiquehT ∼ 0.377. On obtient ainsi une preuve
indiscutable que l’on est en présence de chaos déterministe, qui persisterait même si l’on
était en mesure d’arrêter soudainement la dérive des paramètres.
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Fig. 3.19 – Trajectoire quasiment fermée de période 9 reconstruite `a partir d’un segment de la
série temporelle 3.17. Le cercle indique les points initial et final de la trajectoire. L’insert montre
la première oscillation du segment ainsi que la première oscillation suivant le segment. Les deux se
superposent presque exactement, montrant que soit les paramètres n’ont pas eu le temps de varier
de manière significative pendant la visite de l’orbite, soit l’orbite dépend peu des paramètres de
contrôle. La tresse réalisée par l’orbite est représentée à droite de la figure.

Deux questions viennent naturellement à l’esprit. Tout d’abord, la détection de cette orbite
est-elle un hasard chanceux ou bien un événement générique que l’on est droit d’attendre
dans la plupart des séries temporelles? L’abondance d’orbites d’entropie positive dans un
système chaotique (voir Fig. 3.14) nous fait plutôt pencher pour la deuxième hypothèse,
et cela est d’ailleurs clairement confirmé par le fait que nous avons également détecté une
orbite de période 10 d’entropiehT ∼ 0.473 dans le même intervalle de temps de 40 cycles
(qui correspond à la première zone chaotique du diagrammede bifurcation 3.18). Le passage
près d’orbites d’entropie positive semble être donc un phénomène banal.

On peut ensuite se demander si on est droit de considérer la trajectoire fermée de la
figure 3.19 comme une orbite périodique, dans la mesure où les paramètres de contrôle
ont en principe changé de valeur au moment où elle revient `a son point de départ. Un
raisonnement plus précis devrait alors commencer par démontrer que le système non dérivant
doit posséder une véritable orbite périodique dans le voisinage immédiat de la trajectoire
fermée observée expérimentalement. C’est certainement le cas si la variation des paramètres
est faible pendant le temps nécessaire pour parcourir l’orbite ou si la trajectoire de l’orbite
dépend peu des paramètres de contrôle. Dans l’exemple que nous avons présenté, on peut
vérifier que l’une ou l’autre condition est remplie en traçant ensemble la première oscillation
de l’orbite ainsi que la première oscillation suivant l’orbite (insert de la figure 3.19) et en
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constatant qu’elles se superposent très bien. Nous sommesdonc en droit d’invoquer les
théorèmes mathématiques sur les orbites périodiques `a entropie positive.

En conclusion, le type de noeud réalisé par les trajectoires presque fermées que l’on
peut détecter dans un enregistrement expérimental constitue une signature claire de chaos
déterministe lorsque l’entropie topologique associée est positive. Comme les conditions
de stationnarité ne doivent être satisfaites que pendantle temps de visite de l’orbite et
non plus pendant le temps nécessaire à parcourir l’attracteur chaotique, cette technique
peut être utilisées dans un éventail bien plus large de situations expérimentales que les
techniques classiques (calcul de dimensions fractales ou d’exposants de Lyapunov) et devient
irremplaçable lorsque le système est non stationnaire ouqu’on n’a pu enregistrer qu’une série
temporelle très courte.

On peut constater ici encore la puissance et la pertinence des concepts topologiques
dans l’analyse du chaos déterministe. Ce qui rend d’autantplus frustrante la limitation
fondamentale de l’analyse topologique basée sur la théorie des noeuds, qui ne peut être
mise en oeuvre qu’en dimension trois, alors que les conceptssur lesquelles elle est basée,
déterminisme et continuité, ne dépendent a priori pas dela dimension.

Dans les deux prochaines sections, nous tenterons de nous échapper vers les systèmes de
grande dimension : tout d’abord dans la section 3.6, en cherchant des orbites périodiques
instables dans un système à la dynamique spatio-temporelle complexe, puis ensuite dans la
section 3.7.2, en essayant de jeter les bases de ce que pourrait être une analyse topologique
en dimension arbitraire.

3.6 ORBITES PÉRIODIQUES DANS UN SYSTÈME SPATIO-TEMPOREL

– E. Yao, M. Lefranc, and F. Papoff, “Unstable periodic orbits in the presence of spatio-temporal
chaos”J. Opt. B: Quantum Semiclass. Opt.2, 382–385 (2000).

Nous avons vu dans la section précédente que la présence d’épisodes périodiques dans
une série temporelle irrégulière était souvent l’indice qu’une dynamique chaotique de petite
dimension est à l’oeuvre. Dans cette section, nous nous intéressons à un système optique
spatialement étendu, dont le nombre de variables est a priori infini, mais où la dynamique
locale, mesurée en un point fixé, donne l’apparence de ne faire interagir que quelques degrés
de liberté.

Le dispositif expérimental est construit autour d’une valve optique à cristaux liquides, un
élément optique dont l’indice de réfraction varie avec la lumière incidente et se comporte donc
de manière non linéaire. En transformant la modulation dephase en modulation d’amplitude
au moyen de polariseurs, et en créant une boucle de rétroaction à l’aide d’un miroir, on obtient
un système qui est susceptible de présenter des dynamiques complexes comme on le voit à
la figure 3.20 [106–108]. Il s’agit d’un système étendu, car les intensités en différents points
d’une section transverse du faisceau évoluent principalement de manière indépendante, si
ce n’est que la diffraction introduit un phénomène de diffusion couplant les points voisins.
Au moyen de diaphragmes et de lentilles, on peut mesurer l’intensité moyenne de domaines
plus ou moins grands de la section transverse, et suivre leurévolution dans le temps.

Bien que la dynamique spatio-temporelle de ce dispositif soit globalement très complexe,
on observe qu’à un instant donné, la section transverse dufaisceau se décompose assez
facilement en domaines chaotiques dont les points ont des évolutions fortement corrélées,
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Fig. 3.20 – A gauche: dispositif expérimental. A droite : dynamique spatio-temporelle dans une
section transverse du faisceau.

les différents domaines étant largement indépendants.En fait, la dynamique locale en un
point du faisceau a toutes les apparences d’une dynamique chaotique à petit nombre de
degrés de liberté, la complexité globale étant due au fait que les frontières des domaines
évoluent au cours du temps et se déplacent dans la section transverse.

Afin de caractériser plus précisément la dynamique locale en un point du faisceau, nous
avons cherché à détecter des orbites périodiques dans les signaux enregistrés à partir d’un seul
détecteur, dans le but éventuel d’en faire une analyse topologique. Comme nous cherchions à
mettre en évidence sans ambiguı̈té la présence d’orbites périodiques, plutôt qu’à rassembler
un grand nombre de trajectoires fermées différentes, lescritères numériques de l’algorithme
de recherche était réglés sur des valeurs extrêmement strictes.

Fig. 3.21 – Orbites de période 1 et 2 détectées dans le dispositif de la figure 3.20.

Cela ne nous a toutefois pas empêché de détecter de manière claire un certain nombre
d’orbites de période 1 et 2, dont on voit quelques exemples `a la figure 3.21. La structure de
ces orbites est compatible avec un gabarit à deux branches de type fer à cheval avec torsion
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globale de 1. Ainsi, on voit facilement que l’orbite de période 2 à droite de la figure 3.22
provient d’un doublement de période de l’orbite de période 1 de la même figure.

Fig. 3.22 – Orbites périodiques de période 1 (à gauche) et 2 (à droite).

Au final, il n’a pas été possible de faire une analyse topologique de ces fichiers aussi
poussée que celles réalisées dans d’autres systèmes enraison du déplacement des frontières
de domaines au cours du temps. Il est intéressant de noter que les orbites périodiques étaient
d’autant plus faciles à détecter que la taille du domaine moyenné était plus grande ce qui, à
dérive spatiale constante, permettait sans doute d’observer une dynamique donnée pendant
un temps plus long. Dans tous les cas, il est remarquable que dans un système à la dynamique
spatio-temporelle complexe, on puisse observer des indices aussi clairs d’une dynamique de
petite dimension.

3.7 ANALYSE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION SUP ÉRIEURE

3.7.1 Introduction

On a pu juger dans les précédentes sections de la puissancede l’analyse topologique, qui
permet de classer les régimes chaotiques [6–8,14,68], de comprendre l’ordre d’apparition des
orbites périodiques [80,82,83], de construire des codages symboliques [10–12], d’obtenir
des indicateurs de chaos à partir d’une seule orbite périodique [2,15,102], etc. Il est d’autant
plus frustrant de se voir interdire le bénéfice de cette approche dès que l’on s’intéresse à
des systèmes à plus grand nombre de degrés de liberté : eneffet, la théorie des noeuds ne
peut être appliquée à des courbes fermées qu’en dimension trois. En dimension 4 et au delà,
toute courbe fermée peut être ramenée sur une simple boucle sans induire de croisement,
et toute classification basée sur le théorème de non intersection de deux trajectoire devient
donc triviale.

Pourtant, si la partie du théorème de Birman–Williams [71] relative aux noeuds doit
clairement être abandonnée, celle assurant l’existenced’une variété branchue semble pouvoir
s’étendre en dimension supérieure. Lorsqu’il existen− 2 directions instables et 1 direction
stable (la dernière direction étant celle du champ de vecteurs), on peut toujours imaginer
contracter le flot suivant cette dernière et construire ainsi une variété branchue de dimension
n− 1 plongée en dimensionn. En dimension 3, le gabarit était un hybride de cylindre et de
ruban de Möbius (figure 3.5), on s’attend à rencontrer en dimension 4 des objets assemblés
à partir de tores solides et de bouteilles de Klein.
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Fig. 3.23 – A gauche: en parcourant la variété branchue 3D associée `a un flot 4D, une section 2D
va être étirée, comprimée et repliée sur elle-même enengendrant des singularités de type fronce. A
droite : on peut imaginer classer des variétés branchues d’après la manière dont leurs singularités
sont organisées. D’après Gilmore et Lefranc [4].

On soupçonne également que la théorie des singularitésait à jouer un rôle important. En
effet, on peut se représenter un gabarit comme décrivant la manière dont un intervalle uni-
dimensionnel (la ligne où les branches se recollent) se replie sur elle-même après avoir été
déformé dans le plan (en faisant un tour autour de la surface, figure 3.5). Dans ce processus,
les singularités apparaissant sont uniquement de type pli, les seules à être génériques en
dimension 1. En dimension supérieure, c’est une surface bidimensionnelle, décrivant la
dynamique de la variété instable et de ses deux directionsinstables, qui va être repliée sur
elle-même. On sait que vont alors apparaı̂tre des singularités de type fronce. Un gabarit
serait alors défini par la manière dont s’organisent ses fronces les unes par rapport aux autres
(figure 3.23).
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3.7.2 Un nouveau formalisme pour l’analyse topologique

– M. Lefranc, “Alternate determinism principe for topological analysis of chaos”,Phys. Rev. E
74, 035202(R) (2006). [appendice D, page 161]

De manière générale, les principes clés sur lesquels l’analyse topologique repose, à savoir
le déterminisme et le caractère continu de la dynamique, sont valides en dimension arbitraire.
Si l’on veut étendre l’analyse topologique en dimension supérieure, il faut admettre que la
théorie des noeuds n’est pas un ingrédient crucial, mais simplement un auxiliaire adapté en
dimension trois. En effet, imposer la non intersection des trajectoires n’est non trivial qu’en
dimension trois, et il faut donc trouver un critère qui s’adapte naturellement à la dimension
de l’espace des états.

Une piste extrêmement prometteuse est celle qui consiste `a baser l’analyse topologique
sur une formulation intégrale du théorème de non-intersection. Lorsqu’un élément de volume
de l’espace des phases est transporté par un flot chaotique,l’image de sa surface se déforme
au cours du temps, étant typiquement étirée et repliée.Cependant, elle ne peut en aucun
cas se croiser elle-même, car sinon le théorème de non intersection serait violé aux points
de croisement. Physiquement, cela revient à remarquer quesi on considère une gouttelette
dans un fluide, son extérieur et son intérieur restent disjoints à tout instant (figure 3.24(a)) ;
mathématiquement, que l’orientation des éléments de volume est préservée. Lorsqu’on dis-
pose d’une série de sections de Poincaré découpant l’attracteur de manière continue comme
dans la figure 2.3, on peut simplifier le problème en appliquant le même principe à des
éléments de volume de la section de Poincaré (figure 3.24(b)).
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Fig. 3.24 – (a) Les images successives d’un point initialement situé `a l’intérieur d’une hypersurface
donnée restent à tout instant dans les images de cette hypersurface car dans le cas contraire, les
trajectoires du point et d’un point de l’hypersurface doivent se croiser. (b) Bien que les images d’une
hypersurface dans une section de Poincaré soient typiquement étirées et repliées, elles gardent leur
orientation.

On voit que l’on déplace le critère de non intersection de trajectoires ponctuelles à celui
de non intersection de trajectoires d’hypersurfaces, ce qui fait qu’il s’adapte naturellement
à la dimension de l’espace des états. Il n’est cependant pas facile de reconstruire l’évolution
de surfaces de grande dimension à partir de séries temporelles de longueur limitée. On
souhaite donc continuer à baser notre approche sur les orbites périodiques, qui sont en effet
les seules trajectoires d’un attracteur chaotique dont la dynamique asymptotique puisse être
caractérisée en un temps fini. Elle ne peut donc dépendre que de la donnée desp intersections
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d’une orbite avec chaque section de Poincaré, à partir desquelles nous devons déterminer
l’évolution de surfaces attachées à cesp intersections.

Pi

Pl

Pm

Pk

Pj

(a)

(b)
ϕ=0

ϕ=2π

Fig. 3.25 – (a) espace triangulé basé sur des points périodiquesPi dans une section de Poincaré.
(b) Le flot induit une application de cet espace dans lui-même, ici pour une orbite de période 5.

Pour cela, on représente la dynamique dans un espace triangulé dont les noeuds sont
les p points périodiquesPi dans une section de Poincaré (avecF (Pi) = Pi+1, F étant
l’application de premier retour dans la section). Dans cet espace, les points sont les points
périodiquesPi, les courbes sont formées de segments de droite〈Pi,Pj〉 ≡ 〈ij〉 reliant
deux points périodiques, les surfaces bidimensionnellessont construites à partir de triangles
〈Pi,Pj ,Pk〉 ≡ 〈ijk〉, etc (Fig. 3.25a). De manière générale, une surfacem-dimensionnelle
est constituée de simplexes basés surm + 1 des points périodiques. Lorsque l’on passe
de section de Poincaré en section de Poincaré, les points périodiquesPi se déplacent dans
le plan de section et donc également les simplexes qui leur sont attachés (Fig. 3.25b). On
désire que la dynamique de ces simplexes reflète celle des surfaces de l’espace des phases
sous l’action du flot. Chaque applicationFm induite dans l’espaceSm des simplexes àm
dimensions doit être continue, inversible etpréserver l’orientation.

Un résultat préliminaire particulièrement intéressant est qu’en dimension trois, imposer
la préservation de l’orientation dans un tel formalisme s´electionne de manière unique une
applicationF1 transformant un chemin sur une triangulation de points périodiques en un
autre, et que cette application prédit les valeurs correctes d’invariants topologiques tels que
l’entropie de l’orbite (que nous avons définie à la section3.5.2).

Dans une triangulation de points périodiques à l’intérieur d’une section de Poincaré,
l’élément de volume élémentaire est un triangle forméde trois points périodiques. La dyna-
mique naturelle pourrait sembler être celle où l’image dutriangle est le triangle joignant les
images des trois points. Or, une telle dynamique ne préserverait pas l’orientation (Fig. 3.26).
Au cours du déplacement des points dans le plan quand on va desection en section, il est
en effet normal qu’à certains moments les trois points se retrouvent alignés. Si on compare
les orientations des triangles situés avant et après la d´egénérescence, on constate que leurs
orientations sont opposées et donc que le déterminisme est apparemment violé (Fig. 3.26).



56 L’ANALYSE TOPOLOGIQUE DU CHAOS

T( )2π

0ϕT( )

k k

j

j

k

j

T(0)

i
i

i

Fig. 3.26 – Lorsque des points périodiques changent de position dans des sections de Poincaré
successives, le triangle qu’ils forment peut changer d’orientation.

Il existe une solution remarquablement simple à ce problème. Il faut en effet garder à
l’esprit que seul le mouvement des points est contraint par les données expérimentales, et
que le mouvement des surfaces représentées par les segments entre points périodiques est
reconstruit à partir de ces données. On peut donc ajouter une loi de transformation des
segments au moments de l’inversion de manière à préserver l’orientation. Plus précisément,
considérons les deux surfaces-chemins se faisant face à l’inversion, à savoir〈ik〉 + 〈kj〉 et
〈ij〉, et qui sont représentées en traits plein et pointillés sur la figure 3.27.

k k k

jjj

i i i

Fig. 3.27 – Le fait d’identifier les chemins en trait plein, à gauche, (resp. en trait pointillé, à droite)
dans des configurations situées de part et d’autre d’une inversion de triangle induit une transformation
sur les chemins.

Le point clé est de construire la dynamique de manière à ceque la surface de gauche
(trait plein) reste à gauche et la surface de droite (trait pointillé) reste à droite, ce qui est
conforme au bon sens, et revient à demander que les deux surfaces ne se traversent pas, et par
conséquent que l’aire située à l’intérieur du trianglene passe pas à l’extérieur.Étant donné
que la surface de gauche (resp. droite) est constituée du chemin〈ik〉+ 〈kj〉 (resp.〈ij〉) avant
l’inversion et du chemin〈ij〉 (resp.〈ik〉 + 〈kj〉) après, leur position relative est préservée
en associant l’inversion du triangle avec la règle dynamique suivante :

〈ij〉 → 〈ik〉 + 〈kj〉 (3.3a)

〈ik〉 + 〈kj〉 → 〈ij〉 (3.3b)

Les transformations (3.3) induisent une dynamique non triviale, comme on peut le voir
sur la figure 3.28 où l’on a représenté le déplacement dans le plan de section des points
de l’orbite de période 5 utilisée comme exemple dans la figure 3.25(b). Partant du segment
〈15〉, on applique les règles (3.3) à chaque fois que se produit une inversion, comme par
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exemple lorsque le point 4 passe entre les points 1 et 5 à la quatrième image de la première
rangée. On constate qu’au fur et à mesure des itérations,le chemin s’allonge de plus en
plus rapidement, suggérant que le mécanisme d’étirement à l’oeuvre dans la dynamique
chaotique a été correctement capturé.
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Fig. 3.28 – Dynamique induite par les règles(3.3)dans la triangulation des points périodiques de
l’orbite de période 5 de la figure 3.25(b). Chaque rangée représente la trajectoire des points entre
le départ d’une section donnée et le retour dans cette section. On a représenté le déplacement des
points sur trois tours consécutifs.

Plus précisément, on trouve que la transformationF1 associant un chemin à son image
au retour dans la section est donnée dans cet exemple par le jeu de règles de substitutions :

〈14〉 → 〈25〉, 〈15〉 → 〈25〉 + 〈51〉, 〈25〉 → 〈35〉 + 〈51〉, 〈35〉 → 〈41〉 (3.4)

Onvoit facilement que quand on itère (3.4) enpartant d’un cheminw, la longueur|Fm
1 (w)|

dum-ième itéré diverge quandm → ∞. Cela indique que les trajectoires dans le voisinage
de l’orbite sont indéfiniment étirées par le flot. On s’attend à ce que la quantité :

h(P ) = lim
m→∞

ln |Fm
1 (w)|
m

(3.5)

soit égale à l’entropie topologique de l’orbite [85]. Pour les 746 orbites de l’application du
fer à cheval [4], nous avons calculé l’entropie topologique obtenue au moyen de l’expres-
sion (3.5) et celle obtenue par l’algorithme de Bestvina-Handel, basé sur le concept de “train
tracks” [85,104]. Comme l’illustre la table 3.1,nous avons obtenu un parfait accord entre les
deux approches pour toutes les orbites. Ce résultat ne peut être le fruit du hasard et montre
que le formalisme que nous proposons est équivalent aux approches précédentes. Cela nous
rassure sur la pertinence d’un formalisme basé sur la préservation de l’orientation plutôt que
sur la non intersection des trajectoires.
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Orbite Ce travail TT Orbite Ce travail TT

01101 0
11 0.4421 0.4421 00010 0

11 0.3822 0.3822
001011 0

11 0.3460 0.3460 000101 0
11 0.5686 0.5686

00101 0
11 0.4768 0.4768 0001 0

11 0.6329 0.6329
001010 0

11 0.4980 0.4980 000111 0
11 0.5686 0.5686

001 0
11 0.5435 0.5435 00011 0

11 0.3822 0.3822
001110 0

11 0.4980 0.4980 000010 0
11 0.4589 0.4589

00111 0
11 0.4768 0.4768 00001 0

11 0.6662 0.6662
001111 0

11 0.3460 0.3460 000011 0
11 0.4589 0.4589

001101 0
11 0.4980 0.4980 000001 0

11 0.6804 0.6804

Tab. 3.1 – Entropies topologiques obtenues pour les orbites d’entropie positive et de période
inférieure ou égale à 8 de l’application du fer à cheval de Smale, avec l’approche décrite ici (colonne
2) et avec l’algorithme “train-track” (“TT”,colonne 3). [85,104].
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Fig. 3.29 – Inversion de tétraèdres dans des sections de Poincaré dedimension 3

Un autre résultat très prometteur concerne le chemin invariant infini obtenu en itérant
indéfiniment (3.4). Il constitue un analogue discret de la variété instable de l’orbite, sur
lequel la transformation (3.4) agit en le repliant sur lui-même, donnant ainsi la signature du
mécanisme de repliement à l’oeuvre [16]

Reste à construire un formalisme semblable en dimension supérieure. En dimension 4,
l’idée est de considérer des tétraèdres de points périodiques se déplaçant dans des sections
de Poincaré à 3 dimensions, et d’appliquer les transformations nécessaires pour rétablir
l’orientation lorsque des inversions se produisent. Le problème est cependant compliqué par
le fait que l’on a maintenant deux types d’inversions (figure3.29).

3.8 CONCLUSION

Le principe de déterminisme, selon lequel un état dynamique donné ne correspond qu’à un
seul futur, structure les trajectoires dans l’espace des états en interdisant à deux trajectoires



CONCLUSION 59

de se croiser en un point, ou plus généralement à un élément de volume de changer son
orientation [4,49,57]. Les orbites périodiques instables plongées dans l’attracteur peuvent
donc exister dans des configurations topologiquement non équivalentes, qui en dimension
trois sont naturellement caractérisées au moyen de la th´eorie des noeuds.

Les types des noeuds et entrelacements formés par les orbites périodiques, ainsi que leurs
invariants, constituent des signatures des mécanismes d’étirement et de repliement à l’origine
de la dynamique chaotique [3,4]. Parce que ces derniers sontau coeur du chaos déterministe,
l’analyse topologique basée sur la théorie des noeuds se montre extrêmement puissante en
dimension trois et souvent irremplaçable.

Elle permet tout d’abord de répartir les régimes chaotiques en différentes classes to-
pologiques en fonction de la structure du gabarit décrivant l’organisation de leurs orbites
périodiques [1,14,68]. Cette classification s’est révélée utile pour mieux comprendre com-
ment évolue la réponse chaotique d’un oscillateur non linéaire quand on fait varier amplitude
et fréquence de modulation, et expliquer les régimes observés dans nos lasers modulés [6–8].

Parce qu’ils ne dépendent pas des paramètres de contrôle, les invariants topologiques des
orbites périodiques jettent un pont entre les systèmes hyperboliques et les attracteurs réels
que l’on observe dans les expériences. En attribuant à uneorbite le nom symbolique qu’elle
aurait dans la limite hyperbolique (ou d’ailleurs dans la limite infiniment dissipative), on
transporte une partition génératrice d’une situation o`u elle est facile à construire au cas réel,
où un codage symbolique est difficile à obtenir [10–12]. Outre le fait d’être compatibles avec
les invariants topologiques des orbites périodiques, on peut vérifier que les partitions ainsi
obtenues ont toutes les propriétés qu’on attend d’elles.

Les invariants topologiques des orbites périodiques ne renseignent pas seulement sur le
régime que l’onest en traind’étudier, mais également sur les bifurcations qui peuvent survenir
lorsqu’on fait varier un paramètre. C’est que l’organisation globale des orbites impose des
contraintes sévères sur l’ordre dans lequel les orbites peuvent apparaı̂tre ou disparaı̂tre, ainsi
que sur les interactions entre orbites dans une même bifurcation [80,82]. Une conséquence
particulièrement intéressante de cette propriété estqu’une fraction significative des orbites ne
peuvent exister que dans un système chaotique, et forcent l’existence d’une infinité d’autres
orbites périodiques [102]. Elles impliquent donc une entropie topologique positive et sont des
indicateurs particulièrement robustes de chaos déterministe, puisqu’une seule orbite suffit
alors à établir la nature chaotique de la dynamique sous-jacente [2,15].

Cette approche est pour l’instant malheureusement limitée aux systèmes à trois degrés de
liberté, mais les développements actuels basés sur la préservation de l’orientation plutôt que
sur la non intersection des trajectoires permettent d’esp´erer disposer bientôt d’un formalisme
équivalent en dimension supérieure [16].





4
Instabilités dans des Oscillateurs

Paramétriques Optiques

4.1 INTRODUCTION

4.1.1 Les oscillateurs paramétriques optiques

Nous avons pu constater dans les chapitres précédents queles lasers sont des systèmes
particulièrement bien adaptés à l’étude des phénomènes non linéaires, et en particulier du
chaos déterministe [92, 93]. Cependant, ils ne constituent pas le seul apport de l’optique
non linéaire à ces domaines, car la dynamique d’une autre source de rayonnement cohérent
– l’oscillateur paramétrique optique – a récemment fait l’objet d’un nombre significatif de
recherches théoriques et expérimentales. Ces travaux ont conduit à la prédiction de plusieurs
instabilités [26–32] ainsi qu’à l’observation expérimentale de dynamiques oscillantes ou
complexes [15,33–36,109], ainsi que de structures spatiales non triviales [110], sans qu’il
soit toujours facile de relier les unes aux autres.

Par comparaisonavec les lasers, dans lesquels on trouve unegrande diversité de mécanismes
de pompage, de milieux actifs, et de schémas de niveaux d’énergie, etc..., le principe de fonc-
tionnement des OPO est très simple et repose sur l’interaction paramétrique, c’est-à-dire un
mélange à trois ondes dans un cristal non linéaire [22–25,111]. A partir d’un faisceau pompe
sont engendrés deux faisceaux communément appelés signal et complémentaire (ou « id-
ler »), dont la somme des fréquences est égale à celle de lapompe, de manière à ce que
l’énergie d’un photon de pompe soit conservée lors de la conversion. De même, le processus
élémentaire doit conserver l’impulsion, ce qui mène à une relation appelée communément
relation d’accord de phase. Dans une approche classique, celle-ci exprime en effet que les
champs pompe, signal et complémentaire se propagent dans le cristal en préservant une
phase relative, ce qui permet à l’interaction de s’effectuer de manière constructive tout au
long de la propagation dans le cristal. Le fait que photons signal et complémentaire soient
produits conjointement dans un même processus quantique entraı̂ne que ces deux champs
sont fortement corrélés. Cela fait de l’OPO un outil de choix pour l’étude des fluctuations
quantiques en optique non linéaire, et notamment pour engendrer des états comprimés de la

61



62 INSTABILITÉS DANS DES OSCILLATEURS PARAMÉTRIQUES OPTIQUES

lumière, c’est-à-dire tels qu’une des variables présente des fluctuations réduites par rapport
à la limite quantique habituelle [24,112].

Mais l’efficacité de l’interaction paramétrique est limitée et les intensités de pompe dispo-
nibles en régime continu ne permettent pas d’atteindre destaux de conversion significatifs. Il
est donc nécessaire pour produire l’intensité signal souhaitée d’insérer le cristal non linéaire
dans une cavité optique, qui a le rôle habituel d’augmenter la longueur effective d’interac-
tion. Cette cavité peut être résonante pour un des trois champs, deux d’entre eux ou pour
les trois, et on parlera alors d’OPO simplement, doublementou triplement résonant. Chaque
dispositif présente ses avantages et ses inconvénients :un OPO simplement résonant est fa-
cile d’emploi mais présente des seuils d’oscillations tr`es élevés. Un OPO triplement résonant
(TROPO) se contente au contraire d’intensités pompe de quelques milliWatt, mais la triple
condition de résonance est peu aisée à satisfaire et rendle dispositif extrêmement sensible
aux fluctuations mécaniques ou autres.

En ce qui nous concerne, la possibilité d’explorer des zones de paramètres bien au-delà
du seuil d’oscillation est un atout pour observer des phénomènes non linéaires, et plusieurs
travaux consacrés aux TROPO nous avaient précédé lorsque nous nous sommes engagés dans
ce thème de recherche. Ainsi, des phénomènes de bistabilité avaient été mis en évidence dans
un modèle champ moyen du TROPO monomode [32] et observés expérimentalement [109],
tandis que la prédiction dans ce même modèle d’une bifurcation vers un régime périodique
[32, 113, 114], suivie d’une transition vers le chaos par doublement de période [32] n’a
à notre connaissance toujours pas reçu de confirmation. Ensens inverse, une instabilité
rapide observée dans un TROPO [109] était restée inexpliquée tandis que plusieurs études
montraient la richesse de la dynamique spatio-temporelle des OPO [26–32], les premiers
exemples expérimentaux d’observation de structures spatiales étant récents [110].

4.1.2 Résumé des travaux

Dans ce contexte, notre groupe a contribué à l’étude de ladynamique des OPO triplement
résonants, mais aussi doublement résonants, par l’observation d’instabilités expérimentales
originales, ainsi que la compréhension et la modélisation des mécanismes responsables de
ces instabilités. Nous avons été en cela aidés à la foispar l’acquisition d’un laser de pompe
de grande puissance pour l’époque1, ainsi que par notre expérience de la dynamique non
linéaire. Essentiellement deux types d’instabilités ont été observés, qui font tous deux appel
aux propriétés particulières des OPO.

Le premier est constitué d’instabilités opto-thermiques qui trouvent leur origine dans
le couplage entre longueur de cavité et température du cristal [33, 34]. Leur mécanisme
est toutefois original car la forte puissance de pompe injectée dans le dispositif n’y joue
paradoxalement aucune rôle : c’est la boucle de rétroaction incorporant longueur de cavité,
rayonnement émis et échauffement qui, lorsqu’elle s’organise autour d’un point singulier,
lié à un cycle de bistabilité ou à un point d’échange de modes, en est responsable. Des
variations de température de quelques milliKelvin sont alors susceptibles de déclencher des
modulations à 100 % de l’intensité émise, et ce à des cadences plus rapides que l’origine
thermique des instabilités ne le laisserait imaginer. Cesphénomènes seront décrits plus en
détail dans la section 4.3.

1. Laser Nd:YAG doublé monomode Coherent Verdi (5W)
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Le deuxième groupe d’instabilités, qui fait l’objet de lasection 4.4, est lié à l’interaction de
modes transverses des champs engendrés par l’oscillateur[15,35–37]. Il s’agit certes là d’un
scénario bien connu en optique non linéaire [115,116], mais cette interaction présente dans
les OPO des aspects surprenants et inattendus. En effet, deux modes de cavité d’un système
optique ne peuvent en général interagir que dans une configuration où ils sont simultanément
résonants. Cette contrainte est le plus souvent assez sévère, une coı̈ncidence de modes n’étant
observée que sur des plages de longueur de cavité très étroites autour de quelques valeurs
situées dans la zone de stabilité de la cavité. Ce n’est donc que dans certaines géométries bien
identifiées, comme la configuration confocale, que l’on peut voir interagir un grand nombre
de modes différents. Or nos résultats semblent montrer que les instabilités à fréquence élevée
que nous avons observées (typiquement entre 1 et 300 MHz), et dont nous avons montré
qu’elles étaient corrélées à la coexistence de modes transverses, surviennent dans un nombre
de configurations bien plus élevé que ne le prédit un calcul de coı̈ncidences, et sur des plages
plus étendues. En particulier, on observe en configurationquasi-confocale des modes qui ne
peuvent pas être simultanément résonants, car de parit´e différente.

Les bases d’une explication de ce comportement paradoxal est sans doute à chercher dans
une étude d’un modèle de TROPO dégénéré bimode décrite dans un travail conjoint avec
Michel Nizette et Thomas Erneux, de l’Université Libre de Bruxelles [36] (section 4.4.4).
Ce travail montre que deux modes transverses peuvent interagir même lorsqu’ils ne sont
pas résonants, à condition que la fréquence d’oscillation du signal (moitié de celle de la
pompe dans le cas dégénéré) soit située à mi-chemin deleurs deux fréquences de résonance,
de manière à ce que l’interaction non linéaire engendre des termes résonants. C’est ce
mécanisme qui explique probablement l’apparition d’oscillations à des fréquences bien
supérieures à la fréquence de coupure de la cavité. Un autre résultat intéressant de ce travail
est l’obtention par un calcul perturbatif d’une expressionexacte pour le seuil de l’oscillation
bimode.

Mais l’OPO est capable d’engendrer des signaux plus complexes que de simples régimes
périodiques. Ainsi, nous avons pu décrire dans le travailmentionné ci-dessus de jolis exemples
d’oscillations en rafales, résultant de la combinaison d’oscillations multimodes rapides et
d’oscillations opto-thermiques [36] (section 4.4.4). Parailleurs, nous avons également donné
ce que nous pensons être la première mise en évidence indiscutable de chaos déterministe
dans un OPO triplement résonant [15], observation que nousavons déjà décrite dans le cha-
pitre consacré à l’analyse topologique, à la section 3.5.3, mais que nous reprenons ici d’un
point de vue plus optique (section 4.4.5). Enfin, nous présentons un travail récent, consacré
à un problème peu traité dans la littérature : les désaccords en fréquence des champs signal
et complémentaire sont en général traités comme des paramètres fixes, or ils peuvent varier
sous l’effet des sauts de mode, et en particulier être syst´ematiquement ramenés vers des
valeurs proches de zéro. Dans ces conditions, on est fondéà s’inquiéter de l’observabilité
expérimentale des instabilités apparaissant à désaccord élevé.
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4.2 DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL

Le dispositif expérimental utilisé dans nos expériences est très classique et est schématisé
dans la figure 4.1. Le cristal non linéaire de KTP, de longueur 7 ou 15 mm, est taillé de
manière à ce qu’un photon de pompe à 532 nm soit converti endeux photons infrarouges
aux alentours de 1064 nm, polarisés suivant des directionsorthogonales (accord de phase
de type II). Les photons signal and complémentaire sont donc toujours discernables, même
lorsque leurs fréquences sont égales comme c’est approximativement le cas ici : on ne se
trouve donc jamais dans le cas d’une situation dégénérée.

I

KTP

M M1 2
Pump laser
(532nm)

isolator expander
BSDM PC

FP

P S

Fig. 4.1 – Dispositif expérimental utilisé dans nos expériences.Le faisceau émis par le laser de
pompe Nd:YAG doublé en fréquence, est injecté après mise en forme dans la cavité contenant le cristal
non linéaire où se déroule l’interaction paramétrique. En sortie de cavité, un miroir dichroı̈que sert
à séparer la pompe à 532 nm et le rayonnement infrarouge engendré à 1064 nm, un cube polariseur
à aiguiller signal et complémentaire dans des directionsdifférentes. Le faisceau signal est envoyé à
la fois sur un détecteur et sur un analyseur de spectre Fabry-Perot. Dans certaines expériences, le
détecteur a été remplacé par une caméra ou une barrettede détecteur CCD afin d’étudier l’évolution
du profil transverse au cours du temps.

Notons au passage que cela n’interdit pas d’utiliser le mod`ele dégénéré décrivant l’in-
teraction d’un champ signal unique avec le champ pompe car, comme nous le verrons lors
de notre discussion des effets multimodes (section 4.4), onpeut montrer de manière assez
directe qu’en régime permanent, au moins dans le cas monomode, le modèle dégénéré décrit
sans perte de généralité le cas non dégénéré [36]. Cela est dû à la gémellité des champs signal
et complémentaire due à leur création, engendrés par unmême processus quantique.

Ce cristal est inséré dans une cavité Fabry-Perot fortement résonante à la fréquence des
champs signal et complémentaire (avec une finesse de l’ordre de 1000), le plus souvent
également résonante à la fréquence de la pompe (avec unefinesse d’environ 50), mais pas
toujours. Ce dispositif est pompé par un laser Nd:YAG doublé de puissance maximale 5W
(Coherent Verdi), les seuils d’oscillation se situant respectivement autour de 10 et 200 mW
pour les configurations triplement et doublement résonante. Dans le calcul des finesses
interviennent non seulement les pertes liées à la transmission des miroirs, mais également
l’absorption dans le cristal, dont on notera qu’elle est relativement importante pour la pompe
(environ 2 %/cm) mais très faible pour les champs infrarouges (inférieure à 0.1 %/cm). On
voit donc que dans la situation triplement résonante, le laser de pompe dont nous disposions
nous permettait d’atteindre des paramètres de pompe supérieurs à 400, et donc d’atteindre
des régions de paramètres fortement non linéaires.
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4.3 INSTABILIT ÉS OPTO-THERMIQUES

Lorsque nous avons entrepris l’étude de la dynamique des OPO, nous avions essentiel-
lement deux objectifs : d’une part observer la fameuse bifurcation de Hopf prédite par le
modèle d’un TROPO monomode [32] et menant à des oscillations périodiques, d’autre part
explorer la dynamique spatio-temporelle des OPO continus,qui n’avait été jusque-là quasi-
ment pas étudiée expérimentalement. Confrontés à l’expérience, nous avons rencontré des
instabilités que nous n’avions pas initialement envisag´ees, mais auxquelles il fallait a poste-
riori s’attendre dans un système réel. Celles que nous pr´esentons dans cette section, basées
sur des effets opto-thermiques, sont instructives car elles illustrent combien les outils de la
dynamique non linéaire peuvent être utiles pour comprendre le mécanisme déclenchant une
instabilité. En particulier, les oscillations que nous d´ecrivons maintenant s’organisent autour
de singularités, dues soit à un cycle de bistabilité, soit à un point de basculement entre deux
modes longitudinaux différents.

4.3.1 Oscillations monomodes

– P. Suret, D. Derozier, M. Lefranc, J. Zemmouri, and S. Bielawski, “Self-pulsing instabilities in
an optical parametric oscillator: Experimental observation and modeling of the mechanism”,
Phys. Rev.A 61, 021805(R) (2000) [appendice F, page 377].

La figure 4.2 montre un exemple typique des instabilités quenous décrivons dans cette
section. Elles se caractérisent par (1) des cadences de répétition de l’ordre d’une dizaine de
kHZ ; (2) une profondeur de modulation de 100 %, l’OPO s’arrêtant totalement d’émettre
pendant des intervalles de temps significatifs ; (3) une alternance de commutations rapides
et de phases d’évolution lente. De plus on remarque qu’étrangement, les phases d’évolution
lente de la pompe se font toujours dans le sens croissant, la réinitialisation à des valeurs plus
faible s’effectuant de manière brusque pendant les commutations rapides. Ces propriétés
sont peu compatibles avec ce qu’on sait de la bifurcation de Hopf du modèle champ moyen
du TROPO monomode. Dans nos conditions expérimentales, lafréquence du comportement
périodique émergeant à la bifurcation de Hopf ne peut en effet pas être inférieure à environ
10 MHz [35], et des formes de signaux « lisses » sont attendues. Il faut donc chercher ailleurs
l’origine des oscillations.

Un examen attentif des signaux de la figure 4.2, et notamment celui de l’intensité pompe
fournit un indice essentiel. On constate en effet que durantles intervalles de temps où l’in-
tensité signal est nulle, l’intensité pompe ne reste pas constante mais évolue lentement sur
des échelles de temps lentes devant les temps optiques. Cela contredit formellement tout
modèle basé uniquement sur l’interaction paramétrique, puisqu’à signal nul et donc en l’ab-
sence de non linéarité, le dispositif est censé se comporter comme un simple interféromètre
de Fabry-Perot pour le champ de pompe. Dans ce contexte, l’intensité pompe intracavité
ne peut varier que si la longueur de l’interféromètre varie puisque la puissance injectée est
elle-même constante.

Il faut donc admettre que la longueur effective de cavité n’est plus un paramètre du
système, mais se comporte comme une nouvelle variable dynamique, couplée aux autres
variables d’état du système. Il est naturel de rechercherl’origine de couplage dans des effets
thermiques, la densité de puissance intracavité induisant un échauffement du cristal, par
conséquent une augmentation de son indice, et un accroissement de la longueur optique de
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Fig. 4.2 – Oscillations opto-thermiques observées dans un oscillateur paramétrique triplement
résonant.

la cavité. On serait d’ailleurs volontiers enclin à penser que lorsqu’on focalise 5 Watt de
puissance lumineuse dans une cavité de finesse 50, toutes sortes de choses bizarres peuvent
survenir.

Cependant, on n’observe pas de saut de mode pendant les oscillations, ce qui, compte
tenu des propriétés particulières d’accord des OPO, signifie que la longueur de cavité varie
en fait très peu, de quelques nanomètres au plus, et que l’amplitude thermique dans le cristal
ne dépasse pas quelques milliKelvin (ce qu’on peut confirmer en notant qu’on ne parcourt
qu’une petite partie du profil de raie de la pompe). On a donc affaire à un très petit effet,
mais néanmoins suffisant pour entraı̂ner une modulation complète du signal. Il est dans ces
conditions difficile de considérer l’intensité pompe comme unique responsable.

Une analyse précise dumécanisme d’instabilité mène effectivement à une visioncomplètement
différente, et montre que non seulement l’instabilité persiste en l’absence totale d’absorption,
mais qu’en plus elle peut être observée pour des absorptions signal arbitrairement faibles.
Le fait qu’une perturbation arbitrairement petite puisse entraı̂ner une réponse de grande
amplitude peut surprendre, mais indique en fait que la dynamique s’organise autour d’une
singularité, et l’origine de cette singularité est à rechercher dans une propriété dynamique
bien connue de l’OPO triplement résonant : la bistabilité[32,109].

La figure 4.3(a) représente ainsi la variation de l’intensité signal émise en fonction de
la longueur de cavité. On voit que dans les mêmes conditions, l’OPO peut être allumé
ou éteint selon l’état dans lequel on l’a placé auparavant. Dès que la longueur de cavité
devient une variable dynamique, ce diagramme devient un portrait de phase grâce auquel on
peut comprendre facilement le mécanisme des oscillations. Imaginons que l’OPO soit éteint
(intensité signal nulle), et que la longueur de cavité corresponde à un point situé à droite du
point L. A partir de cette condition initiale, le cristal refroidit, et le point représentatif du
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Fig. 4.3 – Le mécanisme de l’instabilité est basé sur des oscillations autour d’un cycle de bistabilité.

système se déplace vers la gauche jusqu’à franchir le point limite L au-delà duquel l’état
OFF est instable. Après un petit retard du à des effets dynamiques, le système saute alors sur
la branche haute et repart vers la droite car l’intensité signal non nulle réchauffe le cristal et
allonge la cavité. Arrivé au point tournant du cycle de bistabilité, l’OPO s’éteint, et on repart
pour un nouveau cycle.

La figure 4.3(b) montre la variation de l’intensité pompe pendant ce cycle. Elle montre que
dans le cas idéal où la commutation se fait du point L au point U, il n’y a pas de discontinuité
sur la pompe (c’est une propriété fondamentale du modèlemonomode champ moyen du
TROPO), et donc que l’absorption sur la pompe ne contribue pas à l’instabilité puisqu’elle
ne peut pas inverser le sens de l’évolution de la température. Bien plus, une absorption trop
forte sur la pompe aurait même tendance à stabiliser l’OPO: on voit en effet que l’intensité
pompe augmente graduellement lorsque la cavité se refroidit à signal nul, et une absorption
trop importante pourrait donc contrarier la tendance au refroidissement et bloquer le système
sur un point de fonctionnement situé avec le point de commutation.

Inversement, on se convainc rapidement que l’instabilitépériodique peut se produire pour
des vitesses et des amplitudes de variation de la longueur decavité arbitrairement petites.
En effet, le mécanisme décrit plus haut dépend du fait quele cristal se refroidit en L et se
réchauffe en U, mais absolument pas du temps de parcours desbranches basse et haute, ni de
la largeur du cycle de bistabilité. En variant les paramètres pour rendre ce dernier infiniment
étroit, on maintiendrait la modulation complète de l’intensité signal, mais avec des variations
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de température de plus en plus petites, et donc des fréquences de plus en plus élevées (des
oscillations thermiques à 500 kHZ ont ainsi été observées dans nos OPO). De même, une
absorption signal très faible rend le déclenchement de l’instabilité plus difficile à paramètres
fixés, mais ne peut l’empêcher de se produire pour certaines valeurs des paramètres tant qu’il
existe une discontinuité entre points L et U.

Cette sensitivité extrême à des effets infimes est la caractéristique des systèmes àpertur-
bation singulière[117], dont l’oscillateur de van der Pol est le représentant le plus célèbre,
et dont font également partie les oscillateurs à relaxation, que ce soit en électronique, en
physique, en chimie, ou en biologie, où le mécanisme de vander Pol prend le nom de
Fitzhugh-Nagumo, et sert à modéliser les propriétés électriques d’un neurone. Pour rester
dans le cadre de l’optique, des mécanismes similaires ont par exemple été décrits dans un
interféromètres non linéaires [118], dans une expérience de refroidissement d’atomes [119]
et dans un amplificateur optique à semi-conducteur [120].

Tous ces exemples, ainsi que le travail décrit ici, montrent bien qu’à une intuition physique
doit se rajouter une intuition dynamique basée sur les outils de la physique non linéaire si l’on
veut être en mesure d’appréhender toutes les surprises que peut nous réserver une expérience.

4.3.2 Oscillations bimodes

– Pierre Suret, Marc Lefranc, Dominique Derozier, JaouadZemmouri andSerge Bielawski, “Per-
iodic mode hopping induced by thermo-optical effects in continuous-wave optical parametric
oscillators”, Opt. Lett.26, 1415–1417 (2001). [appendice F, page 373].

Cette section est consacrée à une variation intéressante du mécanisme décrit dans la
section précédente, et concerne des instabilités apparaissant au voisinage d’un point où un
mode d’oscillation perd sa stabilité au profit d’un autre. Comme nous le verrons ci-dessous,
ces instabilités peuvent être observées dans des OPO aussi bien triplement que doublement
résonants. De manière générale, on peut s’attendre à les rencontrer dans tout système optique
où un saut de mode s’accompagne d’une discontinuité dans l’intensité d’émission et sujet à
des effets thermiques.

La figure 4.4 montre des signaux temporels observés dans desOPO triplement et dou-
blement résonants [34]. Ces oscillations présentent un certain nombre de points communs
avec celles de la figure 4.2, mais également des différences importantes. Ainsi, on retrouve
l’alternance de phases lentes et rapides, ainsi que des cadences de quelques kHz, mais on
constate par contre que l’intensité ne revient jamais à z´ero, ce qui exclut que l’on soit en
train de parcourir le cycle de bistabilité d’un mode unique. Ce scénario est d’ailleurs d’au-
tant moins probable qu’il ne peut de toute façon expliquer les oscillations de l’oscillateur
doublement résonant, qui, lui, ne présente pas de bistabilité.

On est donc fondé à penser que plusieurs modes sont impliqués dans les dynamiques
de la figure 4.4. Mais s’agit-il de modes transverses ou longitudinaux? Oscillent-ils simul-
tanément ou en alternance? Nous avons obtenu la réponse àces questions en injectant le
rayonnement signal émis par l’OPO dans un analyseur de spectre Fabry-Perot, sciemment
désaligné de manière à élargir la résonance correspondant à une fréquence donnée et à rendre
le temps de traversée de cette résonance grand devant la p´eriode moyenne d’oscillation. Nous
avons ainsi pu montrer clairement que les signaux de la figure4.4 sont engendrés par une
alternance périodique entre deux modes longitudinaux adjacents, chacune des deux phases
d’évolution lentes correspondant à un mode différent oscillant seul dans la cavité [34]. Les
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Fig. 4.4 – Oscillations périodiques observées (a) dans un OPO triplement résonant (puissance de
pompe 1.5 W); (b) dans un OPO doublement résonant (puissance de pompe 3.6 W).
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phases d’évolution rapide correspondent aux commutations entre modes, qui s’effectuent
aux échelles de temps optiques.

Comme dans la section 4.3.1, ce phénomène d’alternance est provoqué par une variation de
la longueur de cavité sous l’influence d’effets thermiques. Pour comprendre le mécanisme
sous-jacent, nous représentons dans la figure 4.5 la dépendance de l’intensité du signal
par rapport à la longueur de cavité, comme nous l’avions fait à la figure 4.3. La situation
représentée est celle d’un OPO triplement résonant où les courbes de résonance de chacun
des modes sont suffisamment inclinées pour présenter de labistabilité s’il n’était pas en
interaction avec un autre mode, ce fait n’étant toutefois pas essentiel pour ce qui nous
intéresse.

Dans la plage de longueurs de cavités où les courbes de résonance des deux modes sont
non nulles, l’OPO se comporte comme un laser à élargissement homogène : le mode de seuil
le plus bas démarre et assujettit la pompe à son propre seuil, empêchant ainsi les autres
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modes de démarrer (dynamique de type “winner takes all”). Dans un OPO, le seuil d’un
mode longitudinal est directement fonction de son désaccord en fréquence, et c’est donc
le mode de désaccord le plus petit qui est sélectionné [25,121]. Dans la figure 4.4, le trait
vertical enθ = θe représente la configuration où les désaccords des deux modes sont égaux.
A gauche du trait, le mode 1 est moins désaccordé et domine,à droite de ce trait c’est le
mode 2 qui l’emporte. On voit que les oscillations s’organisent autour du point d’échange
de stabilité. Lorsque l’on est sur la branche 1, le cristal se réchauffe et on se déplace vers
la droite du portrait de phase. Une fois passé l’échange destabilité, le mode 1 s’éteint et on
passe sur le mode 2, dont l’intensité est plus petite ce qui permet au cristal de se refroidir,
de repasser l’échange de stabilité, et de recommuter sur le mode 1.

Onvoit qu’une condition suffisante pour qu’une instabilit´e soit observée à certaines valeurs
des paramètres est que les deux modes aient des intensitésdifférentes à l’échange de stabilité.
Or, on montre facilement que la discontinuité est proportionnelle au produit des désaccords
en fréquence [32], et que c’est donc le cas dès que la pompe et le signal présentent tous les
deux un désaccord en fréquence non nul par rapport à un mode de cavité. Cette condition
étant nettement plus facile à satisfaire que celle contrˆolant l’instabilité monomode de la
section 4.3.1 (qui, elle, exige que le produit des désaccords soit supérieur à 1), on s’attend
à rencontrer l’instabilité plus fréquemment et sur des plages de paramètres plus larges que
l’instabilité thermique monomode2 Dans nos expériences, nous avons ainsi constaté que
dans certaines configurations, l’alternance entre modes était présente sur plus de la moitié
des valeurs de la longueur de cavité donnant lieu à émission paramétrique.

D’un point de vue dynamique, cela se comprend par le fait que l’on se trouve à l’échange
de modes dans une situation plus dégénérée que dans celle basée sur le cycle de bistabilité
de la figure 4.3, plus précisément impliquant une singularité d’ordre supérieur. Le point
d’échange de stabilité se comporte en effet comme un cyclede bistabilité infiniment fin, une
situation qui génériquement nécessite d’ajuster deux paramètres simultanément, mais ne
dépend ici que d’un seul. Lorsque les deux modes ont même d´esaccord, on peut se d’ailleurs
se convaincre que n’importe quelle répartition de l’intensité totale entre les deux modes
peut être observée et donc que n’importe quel point de fonctionnement situé sur le segment
vertical joignant les deux résonances enθ = θe est un point de fonctionnement acceptable.
On est en fait dans une situation comparable à celle d’une transition de phase du premier
ordre, les deux modes coexistant correspondant aux deux phases coexistant à la transition.
Il est clair que dans ces conditions, le calcul de la périoded’oscillation n’a rien d’évident et
exige une analyse en perturbation singulière.

Une prédiction intéressante de cette analyse est que danscertaines zones de paramètres,
et sur une certaine plage de longueurs, on devrait pouvoir observer une émission stationnaire
multimode longitudinale, le point fixe correspondant à la coexistence étant stabilisé par
les effets thermiques au lieu de donner naissance à des oscillations périodiques. Un tel
fonctionnement contredit le consensus qui veut qu’un OPO nepuisse pas osciller sur deux
modes longitudinaux différents. Nous avons observé des régimes qui pourraient correspondre
à cette description (intensité à peu près stationnairemis à part des fluctuations très basse
fréquence, présence de deux modes longitudinaux à l’analyseur de spectre Fabry-Perot) sans

2. On ne la rencontrera certes pas dans un OPO doublement résonant au sens strict, mais il suffit que la pompe
effectue un double passage ou soit, même très faiblement,résonante pour qu’elle puisse être désaccordée et donc
que la condition soit satisfaite.
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que nous ayons établi qu’il s’agissait de la seule explication possible. Compte tenu de la
grande généralité du mécanisme, il est naturel de se demander si ce phénomène ne pourrait
pas être observé dans d’autres dispositifs optiques habituellement strictement monomodes.

4.3.3 Conclusion

Les lois qui gouvernent la dynamique d’un OPO triplement résonant engendrent des points
de fonctionnement singuliers –points tournants ducycle debistabilité associé à une résonance
monomode, ou échange de stabilité entre deuxmodes – qui peuvent transformer des variations
infimes de la température du cristal en variations de grandeamplitude de l’intensité du
signal. Lorsqu’une boucle de rétroaction liant intensit´e du champ signal, longueur de cavité,
et température du cristal s’organise autour de tels pointssinguliers, on peut observer des
instabilités opto-thermiques dont les fréquences peuvent aller de quelques kHz à quelques
centaines de kHz.

Ces oscillations présentent des propriétés tout à faitparticulières, notamment du fait
qu’elles sont associées à des passages lents par des points de bifurcation du problème statique.
Par exemple, la durée d’une phase lente dépend de manièrecruciale du délai après lequel on
commute vers l’autre branche après avoir passé le point debifurcation. Un sujet de recherche
intéressant, que nous avons commencé à défricher mais sans le développer, serait d’utiliser
les signaux expérimentaux et les délais mesurés pour remonter à des grandeurs difficilement
mesurables, comme par exemple le niveau de fluorescence paramétrique dans la cavité.

Mais ces instabilités opto-thermiques n’ont pas été lesseules surprises que nos oscillateurs
paramétriques optiques nous ont réservées, et nous passons donc en revue dans la prochaine
section des instabilités beaucoup plus rapides qui, commenous le montrerons, trouvent leur
origine dans l’interaction de modes transverses.

4.4 INSTABILIT ÉS MULTIMODES TRANSVERSES

Nous changeons maintenant radicalement d’échelles de temps, puisque nous nous intéressons
dans cette section à des instabilités rapides dont les fr´equences vont de quelques MHZ à
quelques centaines de MHz. Pour autant, nous n’abandonnonspas totalement les instabilités
lentes étudiées précédemment, car nous verrons dans lasection 4.4.4 que ces deux types
d’oscillations peuvent se combiner pour donner naissance `a de très beaux exemples d’os-
cillations « en rafale », dont l’intérêt est en particulier justifié par leur importance dans de
nombreux phénomènes biologiques [42,122].

Comme nous le verrons plus loin, nous avons pu expliquer ces oscillations rapides par
l’interaction de modes transverses, notamment en suivant l’évolution du profil transverse
lorsque la longueur de cavité est balayée. C’est certes l`a un scénario très classique dans les
systèmes optiques, et une littérature importante a ainsiété consacrée aux régimes complexes
engendrés par ce phénomène dans les lasers et autres systèmes optiques [115,116]. Dans
les oscillateurs paramétriques optiques, il prend cependant des aspects tout à fait originaux,
que nous n’avons certainement pas fini d’explorer. Ces aspects originaux découlent des
propriétés de l’interaction paramétrique, et notamment du fait que les champs signal et
complémentaire n’interagissent avec le champ de pompe quepar un terme d’interaction
quadratique. Les fréquences indidivuelles sont donc moins pertinentes que leur somme, et
cela donne à l’oscillateur paramétrique optique une liberté dont il semble tirer parti.
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En particulier, il semble résulter de nos travaux qu’il n’est pas nécessaire que deux modes
transverses interagissant soient individuellement résonants avec un mode de la cavité : il suffit
que leurs fréquences soient situées de part et d’autre d’une résonance, ou en d’autres termes
que leurs désaccords en fréquence soient opposés. Il en résulte que les régimes multimodes
sont observés dans un nombre de configurations bien plus grand que ne laisserait penser un
calcul de coı̈ncidences déterminant les géométries oùdeux modes donnés sont simultanément
résonants.

4.4.1 Observation d’oscillations rapides

– P. Suret, M. Lefranc, D. Derozier, J. Zemmouri, and S. Bielawski, “Fast oscillations in an
optical parametric oscillator”,Opt. Commun.200, 369–379 (2001) [appendice F, page 357].

La figure 4.6 montre des instabilités rapides à environ 2.5MHz, observées dans un OPO
triplement résonant à des puissances de pompe d’environ 275 fois le seuil d’oscillation. Il
serait évidemment tentant d’expliquer ces oscillations par la bifurcation de Hopf du modèle
TROPO champ moyen monomode, mais on s’aperçoit rapidementque cela est impossible.
En effet, nous avons pu obtenir une borne inférieureωL = 1/

√

τp (τp + τs) de la pulsation
des régimes périodiques émergeant de cette bifurcation(où τs et τp sont les temps de vie
des photons pompe et signal, respectivement) [35], et avonsmontré que dans la situation
expérimentale qui nous intéresse, la fréquence de Hopf ne peut être inférieure à environ 10
MHz.
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De plus, ces instabilités rapides sont également observ´ees en combinaison avec des in-
stabilités lentes du type de celles de la section 4.3, commeon peut le voir à la figure 4.7.
On note toutefois des différences significatives. Alors que dans la figure 4.7, on n’observe
pas de retours à zéro de l’intensité, une étude à l’analyseur de spectre ne révèle qu’un seul
mode longitudinal. Même si la fréquence de l’instabilit´e n’était pas incompatible avec celle
de la bifurcation de Hopf, le régime de la figure 4.7 ne peut s’expliquer par cette dernière,
car on sait qu’elle apparaı̂t dans des zones de paramètres disjointes de celles où est observée
la bistabilité nécessaire à l’apparition des oscillations thermiques monomodes [32]. Toutes
ces observations nous ont naturellement conduit à émettre l’hypothèse que les instabilités
rapides des figures 4.6 et 4.7 sont engendrées par l’interaction de deux modes transverses
ou plus. On notera au passage la grande similitude entre les régimes de la figure 4.7 et ceux
décrits par Richyet al. [109], qui laisse à penser qu’ils ont la même origine.

Nous avons plus récemment obtenu des indications directesde la nature multimode trans-
verse de ces oscillations périodiques à haute fréquence, que nous décrivons ci-dessous et qui
feront l’objet d’une publication actuellement en fin de rédaction.
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4.4.2 Mise en évidence du caractère multimode des oscilla tions rapides.

– A. Amon, M. Lefranc, S. Bielawski, and D. Derozier, “Multimode behavior of optical para-
metric oscillators”, article en cours de rédaction.

Une première observation concerne la structure transverse du faisceau. On s’attend en
effet à ce qu’en régime multimode, on puisse y lire la présence d’au moins deux modes, et
en tout cas observer un profil qui soit différent du TEM00 habituel. C’est effectivement ce
qu’on voit à la figure 4.8, qui montre des profils transversesassociés à des oscillations à
quelques MHz, et où on croit discerner la superposition d’un mode TEM00 avec un mode
d’ordre supérieur. Cependant, la caméra n’est pas assez rapide pour que l’on puisse affirmer
que les modes oscillent simultanément, et en particulier ´ecarter une alternance périodique
entre modes transverses du type de celle décrite à la section 4.3.2.

(b)(a)

Fig. 4.8 – Profils transverses du signal lors de l’observation d’instabilités rapides, enregistrés à
l’aide d’une caméra standard dans deux configurations différentes.

Il nous faut donc observer la structure spatiale du faisceauavec une cadence plus élevée,
mais l’on sait qu’un compromis doit en général être trouvé entre résolutions temporelle et
spatiale lors de l’acquisition d’images. Afin de suivre la dynamique aux échelles de temps
des instabilités temporelles (quelques MHz), nous nous sommes donc repliés sur la caméra
la plus élémentaire que l’on puisse imaginer : celle constituée de deux détecteurs ponctuels
placés à des endroits différents d’une section transverse du faisceau.

La figure 4.9 montre les signaux typiques que l’on peut obtenir dans un régime mêlant
instabilités lentes et rapides, et qui nous permettent de conclure rapidement. On voit les
signaux des deux détecteurs représentés séparément,ainsi qu’une superposition des deux si-
gnaux pour un court intervalle temporel situé à l’intérieur d’une phase d’oscillations rapides.
On voit sur les figures 4.9(a) et 4.9(b) que les deux amplitudes sont fort dissemblables, et
n’évoluent certainement pas proportionnellement l’une `a l’autre comme ce serait le cas si le
profil transverse était celui d’un unique mode transverse.Cela est confirmé par la figure 4.9(c)
où on constate qu’elles sont approximativement en quadrature de phase. Il nous faut donc
conclure que le champ émis s’appuie sur au moins deux modes transverse différents.

Afin de mieux comprendre comme apparaissent les oscillations multimodes lorsqu’on
balaye la longueur de cavité, nous avons ensuite fait appelà un dispositif d’acquisition
d’images de résolutions spatiale et temporelle intermédiaires, constitué d’une barrette linéaire
de 256 détecteurs CCD placée dans une section transverse du faisceau. Les expositions des
différents détecteurs sont simultanées, mais leur acquisition se fait de manière séquentielle,
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Fig. 4.9 – (a) et (b) Signaux enregistrés en deux points différents de la section transverse du faisceau
signal. (c) Superposition des deux signaux durant une phased’oscillations rapides. Le fait que les
deux signaux ne soient pas proportionnels et qu’ils soient déphasés montre la coexistence d’au moins
deux modes transverses.

au moyen d’un signal vidéo qui, lors d’une trame, prend successivement les valeurs de chacun
des détecteurs. Pendant l’intervalle de temps correspondant à l’acquisition d’une image, on
obtient donc un signal temporel donnant le profil d’intensité transverse le long de la barrette.
La durée d’acquisition d’une image limite le nombre d’images par seconde à environ 67000,
ce qui serait trop peu pour démontrer la coexistence de modes aux échelles de temps rapides,
mais suffit pour suivre l’évolution de la structure du faisceau lors d’une variation lente de la
longueur de cavité.

La figure 4.10 nous montre ainsi les signaux délivrés par undétecteur ponctuel et par la
barrette CCD lors d’une expérience où la cavité dérivant lentement, l’OPO passe transitoi-
rement par une zone d’instabilités rapides. Bien qu’il s’agisse de signaux bruts, la structure
du signal vidéo nous permet de lire immédiatement sur cette figure l’évolution du profil
transverse alors que se succèdent les différents régimes observés. On observe tout d’abord
un saut de mode sur l’intensité accompagné d’une transition d’un profil de type gaussien à
un profil à deux lobes. Ce dernier profil est à peu près constant jusqu’à ce qu’on rentre dans
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Fig. 4.10 – (a) Signaux délivrés par un détecteur ponctuel (1) et parune barrette CCD (2) pendant
une dérive lente de la cavité au travers d’une zone d’instabilités rapides, et permettant d’étudier
la variation du profil transverse du faisceau pendant ce balayage. (b) Vue élargie du signal CCD
correspondant à l’acquisition d’une image. On voit clairement les deux impulsions marquant le
début et la fin de l’image. L’épaisseur du trait de la figure (b) est due aux impulsions délimitant les
intervalles où le signal fournit l’intensité correspondant à un déctecteur individuel (un « pixel »). (c)
Reconstitution de l’évolution du profil transverse dans lazone d’oscillations rapides.

la zone d’instabilités rapides, et se modifie ensuite progressivement pour arriver une struc-
ture monolobe à la fin de la zone d’instabilités, et rester ensuite constant. La succession de
profils rencontrés est représentée de manière plus lisible à la figure 4.10(c). Ces observations
s’interprétent naturellement de la manière suivante : deux modes différents oscillent seuls de
part et d’autre de la zone d’instabilité, et leur coexistence dans la région intermédiaire, avec
des poids relatifs qui varient le long de la zone de recouvrement, est responsable de l’appa-
rition des oscillations rapides. Cette interprétation est compatible avec l’hypothèse que ces
dernières sont observées lorsque deux modes transversessont simultanément résonants, en
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supposant que les poids des deux modes évoluent selon leursdésaccords respectifs. Toutefois,
d’autres observations montrent que le phénomène observ´e n’est pas aussi simple.

En effet, nous avons cherché à évaluer la fréquence d’apparition des oscillations multi-
modes transverses, de manière à décider si il s’agit d’unphénomène exotique ou au contraire
d’un mécanisme avec lequel il faut compter dès que la puissance de pompe dépasse un certain
seuil, sachant que des lasers de pompe de plus en plus puissants sont disponibles. La réponse
à cette question n’était en effet pas évidente : d’une part nous avions trouvé cette instabilité
sans trop la chercher (et on pouvait penser qu’il s’agissaitégalement de l’explication de
l’observation de Richyet al. [109]), d’autre part une condition de coı̈ncidences imposant
la résonance simultanée est extrêmement contraignanteet, hormis les classiques géométries
plane, confocale et concentrique, il n’existe en généralque quelques configurations où deux
modes donnés peuvent être simultanément résonants, etce sur une plage de longueur de
cavité très réduite, de l’ordre d’une centaine de microns [123].

4.4.3 Prévalence des oscillations multimodes

– A. Amon, M. Lefranc, S. Bielawski, and D. Derozier, “Multimode behavior of optical para-
metric oscillators”, article en cours de rédaction.

Afin de nous faire une idée plus précise, nous avons entrepris des balayages systématiques
de la longueur de cavité. Dans une expérience, nous avons ainsi modifié la longueur de
cavité par pas d’environ 200µm entre 45,3 mm et 47,6 mm, c’est-à-dire en peu deçà de la
configuration confocale pour cette cavité délimitée pardes miroirs de rayon de courbure 5
cm. Pour chaque longueur de cavité, nous avons effectué unbalayage fin sur un intervalle
spectral libre afin de localiser des éventuelles zones d’oscillations rapides. Comme le montre
la figure 4.11, quatre des onze configurations explorées pr´esentaient des oscillations à des
fréquences de l’ordre de 15 MHz, auxquelles il faut rajouter des oscillations de très haute
fréquence à 190 et 275 MHz (45,3 mm), et 333 MHz (46,3 mm), non représentées sur
la figure. On constate sur la figure 4.11 que les oscillations observées sont à chaque fois
associées à des profils transverses qui ne sont pas ceux d’un mode TEM00.

Cette expérience a été répétée plusieurs fois, afin devérifier sa reproductibilité. De manière
générale, la probabilité d’apparition d’instabilités rapides pour au moins un point de l’inter-
valle spectral libre des configurations étudiées a été très élevée, allant même parfois jusqu’à
1. Nous avons également travaillé à des longueurs de cavité 63, 71, 77 et 89 mm, détectant
à chaque fois des instabilités rapides, à des fréquences typiquement comprises entre 1 et 15
MHz.

On constate donc que les oscillations de fréquence élevée, que nous avons associées à des
régimes multimodes dans la section 4.4.2, ont une fréquence d’apparition bien plus élevée
que ne le prédit un calcul de coı̈ncidence de résonances demodes transverse, et qu’à nos
puissances de pompe, une cavité donnée a une probabilitéélevée de laisser apparaı̂tre des
oscillations rapides en un ou plusieurs points de son intervalle spectral libre. De plus, on
note que les profils transverses observés sont souvent en contradiction avec la structure du
peigne de modes transverses. Ainsi, l’image de la figure 4.8 suggère la coexistence de modes
TEM00 et TEM01, alors que dans la configuration confocale proche, ces deux modes sont
séparés d’un demi intervalle spectral libre, et ne peuvent donc certainement pas être résonants
simultanément.
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Fig. 4.11 – Régimes d’oscillations de fréquences intermédiaires observés lors d’un balayage de la
cavité de l’OPO sur un peu plus de 2 mm, par pas de 200µm.

Ces observations indiquent clairement que les régimes multimodes transverses observés
dans notre OPO font intervenir des mécanismes différentsde ce qu’on connaı̂t dans les autres
systèmes optiques, et qui très probablement font intervenir la dualité des faisceaux signal
et complémentaire. Ces mécanismes pourraient être multiples si l’on croit les différents
intervalles de fréquence relevés (entre 1 et 10 MHz, autour de 15 MHz, et au-delà de 100
MHz), et sont pour l’instant mal compris, même si certains indices laissent penser qu’une
analyse complète doit s’effectuer dans le cadre du modèlenon dégénéré et prendre en compte
la différence entre les pas des peignes de modes du signal etdu complémentaire.

Cependant, une analyse théorique d’un modèle bimode dégénéré de l’OPO triplement
résonant, a d’ores et déjà pu montrer comment la nature del’interaction paramétrique permet
à l’OPO de s’affranchir de la condition de résonance simultanée des deux modes : dans un
OPO, un régime bimode n’est finalement pas plus contraint qu’un régime monomode, excepté
le fait que son seuil d’apparition sera en général plus haut. Cette analyse, entreprise pour
comprendre les oscillations en rafales observées dans notre OPO, sera décrite dans la section
suivante.

4.4.4 Oscillations en rafales

– A. Amon, M. Nizette, M. Lefranc and T. Erneux, “Bursting oscillations in optical parametric
oscillators”,Phys. Rev. A68, 023801 (2003) [appendice F, page 337].

Lorsqu’on s’intéresse à l’apparition d’oscillations p´eriodiques, on est en général habitué
aux formes de signal simples qui émergent d’une bifurcation de Hopf, approximativement
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sinusoı̈dales au voisinage de la bifurcation, et enrichiesen harmoniques par les non linéarités
au fur et à mesure que l’on explore une région de plus en plusgrande de l’espace des états.

Mais il également possible de rencontrer des signaux plus complexes, et notamment dans le
cas où deux instabilités périodiques se combinent. C’est ainsi que les signaux des figures 4.7
et 4.9 sont dues à la coexistence des oscillations opto-thermiques lentes présentées dans la
section 4.3 et des instabilités multimodes transverses que nous discutons actuellement. La
différence des échelles de temps (les fréquences caractéristiques diffèrent de plusieurs ordres
de grandeur) expliquent la phénoménologie de ces oscillations complexes : les oscillations
rapides semblent être alternativement allumées et éteintes à la cadence des oscillations lentes.

Un grand nombre de travaux ont été consacrés à ces phénomènes dynamiques associant os-
cillations lentes et rapides, en raison non seulement de leur intérêt dynamique mais également
de leur importance dans de nombreux phénomènes biologiques, principalement neuronaux
mais également dans des réseaux biochimiques. Ils sont g´enéralement connus sous le nom
d’oscillations en rafales(en anglais, “bursting oscillations”) et se caractérisent par une très
grande diversité de mécanismes et par conséquent de types de signaux [42,122,124]. Leur
analyse fait généralement appel à des méthodes de math´ematiques appliquées assez sophis-
tiquées.

Les oscillations en rafales observées dans l’OPO présentent également une grande richesse
de comportements, comme on peut le constater dans la figure 4.12. Elles présentent également
l’avantage d’une analyse mathématique relativement plusfacile que dans la plupart des autres
systèmes optiques. Cela est essentiellement dû au fait que la dynamique lente module un
paramètre du système rapide (la longueur de cavité) et donc que la dynamique peut être
visualisée dans un portrait de phase à deux variables, quisont la longueur de cavité et
l’intensité du signal émis, comme on peut le voir à la figure 4.13. Cette figure présente un
type d’oscillations en rafales relativement rare dans la littérature, connu comme elliptique
sous-critique de type Bautin [125], et qui correspond aux oscillations de la figure 4.12(c).

L’analyse théorique de ce travail montre comment construire des solutions approchées de
ce régime, et nous intéresse tout particulièrement dansle cadre de l’étude des instabilités
multimodes transverses, car il fait l’hypothèse que l’écart en fréquence des modes transverses
en interaction est grand, comme c’est le cas du régime de la figure 4.12(c). Pour fixer les idées,
rappelons que dans ces conditions expérimentales, la bande passante de la cavité est inférieure
à 10 MHz. Comment expliquer alors que l’on observe des oscillations à plus de 100 MHz?
On comprend en effet vite que deux résonances ne peuvent être éloignées de beaucoup plus
de 20 MHz s’il faut qu’elles aient un recouvrement appréciable. On remarquera au passage
que la fréquence rapide observée n’est pas uniquement unefréquence de battement mais
une vraie fréquence dynamique, car les oscillations ne faiblissent pas lorsqu’on focalise
entièrement le faisceau sur le détecteur alors que le battement de deux modes transverses
orthogonaux devrait disparaı̂tre dans ces conditions.

L’analyse perturbative d’un modèle bimode dégénéré,c’est-à-dire basé sur l’interaction
de deux champs signal, fournit une réponse tout à fait éclairante à ce paradoxe apparent. En
fait, les désaccords en fréquenceσ1 etσ2 des deux modes signal influent par deux voies tout
à fait indépendantes. La différence de fréquence∆σ = |σ2 − σ1| fournit la fréquence des
oscillations rapides, tandis que la valeur moyenneσs = (σ1 + σ2)/2 est celle qui contrôle
l’apparition des oscillations rapides. Plus précisément, on peut, grâce à une procédure de
moyennisation, reformuler le régime bimode transverse comme des oscillations rapides au-
tour d’une valeur moyenne qui est donnée par la solution d’un problème monomode, dont
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Fig. 4.12 – Différents types d’oscillations observés dans un oscillateur paramétrique optique. Les
fréquences des oscillations lentes et rapides sont respectivement de (a) 8 kHz et 3 MHz; (b) 15 kHZ
et 1 MHz; 8 kHZ et 130 MHz.

le désaccord effectif estσs. Par conséquent, deux modes situés symétriquement par rapport
à la fréquence d’oscillation du signal se comporteront comme s’ils étaient parfaitement à
résonance, hormis l’oscillation rapide à la fréquence différence. On comprend alors qu’il
soit plus facile d’observer des régimes multimodes que si les deux modes devaient être
simultanément résonants.
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Fig. 4.13 – Portrait de phase longueur de cavité–intensité signal s’appuyant sur le diagramme de
bifurcation d’un modèle bimode dégénéré en fonction de la longueur de cavité. Ce dernier comporte
une bifurcation de Hopf sur-critique enθH1, une bifurcation de Hopf sous-critique enθH1 et une
bifurcation noeud-col à l’extrémité droite du diagramme. La figure montre un cycle qui correspond
aux signaux de la figure 4.12(c). Au point gauche du cycle, le système saute sur la branche haute
correspondant à la solution oscillante. Le cristal se réchauffe, et on se déplace vers la droite jusqu’à
rencontrer le point tournant du cycle de bistabilité (bifurcation noeud-col), où on retombe sur la
branche haute correspondant à l’OPO éteint.

Ce résultat a des implications importantes sur le problème de la sélection du mode de
fonctionnement de l’OPO, qui consiste à déterminer quel est le régime monomode qui
sera choisi par l’OPO, en principe celui de désaccord le plus faible [126, 127]. Il faut en
effet considérer non seulement les régimes monomodes « physiques », mais également les
régimes monomodes fictifs associés à un couple de modes transverses dont les fréquences
de résonance ne sont pas trop éloignées, et dont la fréquence de résonance effective sera
située à mi-chemin de celles des deux modes transverses. On s’aperçoit rapidement que
les modes fictifs peuvent être à puissance de pompe élevée plus nombreux que les modes
réels, et donc que leur influence sur le fonctionnement de l’OPO ne peut être négligée dans
certaines circonstances.

Un régime bimode sera donc sélectionné si le seuil de son régime monomode fictif est
inférieur à celui de tous les autres régimes monomodes, physiques ou fictifs. L’expression
de son seuil est simplement donné par l’expression classique monomode où la constante
χ12 caractérisant l’interaction de deux modes remplace la constanteχ (normalisée à 1 dans
l’écriture habituelle) caractérisant l’interaction d’un mode avec lui-même lui-même:

Eth =

√

(1 + σ2
s)(1 + σ2

p)

χ12

oùσs est le désaccord moyen de la paire de modes etσp celui de la pompe.
De manière tout à fait remarquable, cette expression, bien qu’obtenue au premier ordre

d’un calcul perturbatif,est en fait valable à tout ordreet généralise donc à des désaccords
arbitraires les expressions obtenues par Schwobet al. [128] à désaccord nul. Si en toute
rigueur, elle ne conditionne l’existence d’une solution bimode non nulle qu’au premier ordre
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du calcul, il se trouve que les corrections aux ordres suivants sont nulles si la solution
d’ordre 1 est elle-même nulle. L’expression du seuil donn´ee ci-dessus est donc exacte, et il
est d’autant plus important de le souligner que le calcul direct est inextricable.

4.4.5 Chaos déterministe dans un OPO

– A. Amon and M. Lefranc, “Topological signature of deterministic chaos in short nonstationary
signals from an optical parametric oscillator”,Phys. Rev. Lett.92, 094101 (2004) [appendiceF,
page 167].

On a déjà décrit en détail dans la section 3.5.3 l’observation de régimes irréguliers, dont
l’analyse par des méthodes topologiques a montré qu’il s’agissait du premier exemple connu
de dynamique chaotique dans un oscillateur paramétrique optique. Nous ne répéterons donc
pas cette description ici, excepté pour souligner que, selon toute vraisemblance, ces régimes
chaotiques trouvent leur source dans les régimes multimodes transverses qui nous ont occupés
tout au long de cette section. Outre le fait qu’ils apparaissent dans les mêmes conditions, il
a été de plus montré que le modèle bimode dégénéré triplement résonant prédit l’existence
de différents types de régimes chaotiques, dont on voit deux exemples à la figure 4.14.

Il n’existe donc toujours pas de mise en évidence expérimentale du régime chaotique
monomode prédit par Lugiatoet al.[32], mais cela n’est peut être surprenant dans la mesure
où nous avons récemment souligné les difficultés liéesà l’observation de la bifurcation de
Hopf précédant la transition vers le chaos dans le même modèle (voir section 4.5).

Pour conclure cette section, nous présentons dans la figure4.15 quelques exemples non
publiés d’oscillations en rafales chaotiques, qui illustrent la complexité des dynamiques
dont l’OPO est capable et montrent que l’observation de chaos décrite précédemment [36]
n’était pas un fait isolé. L’exemple du bas est particuli`erement remarquable, car les signaux
sont doublement chaotiques ! On observe tout d’abord aux échelles de temps courtes que
les oscillations rapides sont chaotiques (image de droite). Puis on constate qu’aux échelles
de temps lentes, la succession des phases d’oscillations rapides est elle-même irrégulière
(image de gauche), comme on le voit en suivant l’alternance des fronts de moyenne et grande
amplitude. Il va sans dire que la caractérisation par les m´ethodes usuelles d’une dynamique
chaotique présentant des échelles de temps aussi différentes représenterait un sérieux défi.

4.5 SAUTS DE MODE ET INSTABILIT ÉS DANS LES OPO

– A. Amon and M. Lefranc, “Mode hopping strongly affects observability of dynamical in-
stability in optical parametric oscillators”, soumis à Physical Review A [appendice F, page
325].

Cette dernière section sera consacrée à un bref résuméd’un travail terminé récemment, qui
expose quelques réflexions sur la possibilité d’observerexpérimentalement les oscillations
périodiques associées à la bifurcationde Hopf préditepar le modèle monomode champ moyen
de l’OPO triplement résonant, et plus généralement les instabilités survenant à désaccord en
fréquence élevé dans les oscillateurs paramétriques optiques.
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Fig. 4.14 – Exemples de régimes chaotiques observés dans des simulations numériques d’un modèle
d’OPO dégénéré bimode pour des jeux de paramètres différents [35]. On a représenté ici l’intensité
total du signal en fonction du temps. On notera les similitudes entre le régime chaotique de la figure
(a) et la dynamique observée dans l’attracteur de Lorenz.

En supposant pour simplifier que l’on dispose d’une puissance de pompe infinie, ces
oscillations apparaissent lorsque [32]

∆p∆s < −
[

1 +
γ(1 + ∆2

p)

2

]

,

où ∆s et ∆p sont les désaccords en fréquence du signal et de la pompe, et γ le rapport des
finesses de la cavité pour le signal et la pompe (γ est infini dans la limite où la pompe n’est
plus résonante). On voit qu’à désaccord de pompe fixé, l’instabilité n’apparaı̂t que pour des
désaccords du signal suffisamment grands.

Or le désaccord du signal n’est en fait pas un paramètre fixe, mais s’ajuste par un
phénomène dynamique. En supposant la largeur de la courbed’accord de phase (qui est
la courbe de gain de l’OPO) infinie, c’est le mode de désaccord le plus bas qui aura le seuil
d’oscillation le plus bas, et qui sera donc sélectionné par l’OPO. Parmi le peigne de modes,
il y en aura toujours un qui aura le désaccord le plus bas, pastoujours le même, et la question
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Fig. 4.15 – Exemples d’oscillations en rafales chaotiques observéesexpérimentalement dans un
oscillateur paramétrique optique. Le chaos apparaı̂t dans les phases d’oscillations rapides, mais on
peut parfois également observer une dynamique irréguli`ere à l’échelle de temps lente, comme on le
voit sur la figure du bas.

est de déterminer dans quel intervalle ce désaccord minimum évolue lorsqu’on fait varier la
longueur de cavité. S’il reste toujours inférieur à la valeur requise pour déclencher l’instabi-
lité, c’est-à-dire si on saute à un autre mode avant de l’avoir atteinte, alors cette dernière ne
sera pas observable.

En nous inspirant des travaux d’Eckardtel al. [126] et de Debuisschertet al.[127] relatifs
à la sélection de modes dans les OPO, ainsi que de la théorie du modèle monomode [32],
nous sommes parvenus à obtenir une condition simple permettant de déterminer si une confi-
guration expérimentale donnée est susceptible de présenter la bifurcation de Hopf menant
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un système monomode vers des oscillations périodiques :

∆min

Fs

=

√

1

Fp

(

1

Fp

+
2

Fs

)

< 2
|δn|lc
Lcav

oùFs etFs sont les finesses du signal et de la pompe,lc etLcav sont les longueurs du cristal et
de la cavité, et|δn| est la différence des indices vus par les champs signal et complémentaire.
∆min/Fs représente le plus petit désaccord en fréquence auquel peut apparaı̂tre l’instabilité
périodique3. Cette condition est obtenue à puissance de pompe infinie, mais nous avons pu
montrer qu’elle est valable dans un cadre bien plus large car, de manière surprenante, la
limitation sur les désaccords en fréquence est un facteurbien plus limitant que ne l’est la
puissance de pompe.

La conclusion de notre étude est qu’il est extrêmement peuprobable d’observer la bifur-
cation de Hopf dans les configurations usuelles, à moins de choisir des cavités extrêmement
courtes (par exemple en configuration monolithique) et à finesse élevée pour la pompe, ce
qui aurait malheureusement pour effet de rendre l’utilisation de l’OPO extrêmement difficile,
et nous ferait probablement sortir du cadre de notre calcul,puisqu’il ne serait plus assuré
que l’on puisse avoir simultanément pompe, signal et complémentaires résonants dans la
cavité. Cela n’implique pas que la bifurcation de Hopf ne soit pas observable, mais on peut
avancer que ne sera le cas que dans des configurations conçues à cet effet. Il reste maintenant
à déterminer si la limitation que nous avons signalée dans le cas du modèle monomode ne
s’applique pas également aux nombreuses autres instabilités spatio-temporelles qui ont été
prédites dans les oscillateurs paramétriques optiques.

4.6 CONCLUSION

Relativement moins étudiée que celles des lasers, la dynamique des oscillateurs pa-
ramétriques optiques présente une grande richesse. Du fait des situations singulières liées à
l’existence de cycles de bistabilité ou de points d’échange de stabilité, des instabilités opto-
thermiques peuvent engendrer de fortes modulations de l’intensité émise à partir d’infimes
variations de la longueur de cavité. On observe égalementdes oscillations rapides, dont nous
avons montré qu’elles étaient liées à des interactionsde modes transverses. La physique de
l’OPO fait que contrairement à ce qui se passe dans d’autressystèmes optiques, les modes
en interaction n’ont pas à être simultanément résonants, ce qui rend ces régimes multimodes
bien plus fréquents qu’on n’aurait pu le penser. Les instabilités lentes et rapides peuvent
se combiner pour donner lieu à un phénomène dynamique tr`es intéressant, les oscillations
en rafale. Des dynamiques encore plus complexes, notammentdu chaos déterministe et des
oscillations en rafales chaotiques, ont été également observées.

3. En rapprochant l’expression que nous avons obtenue pour∆min/Fs de celle de la fréquence de Hopf que nous
avions calculée précédemment [35], on note avec intérˆet une relation directe entre les deux. En bref, le désaccord
en fréquence non normalisé du signal ne peut être plus petit que la fréquence des oscillations apparaissant à la
bifurcation, ce qui signifie que les bandes latérales de modulation ne peuvent se situer de part et d’autre de la
résonance. Reste à comprendre l’origine physique de cette condition...





5
Dynamique non linéaire des

réseaux de régulation génétique

5.1 INTRODUCTION

Les développements considérables que la génétique et la biologie moléculaire auront
connu au cours du siècle dernier constituent sans nul douteune révolution scientifique ma-
jeure. Etape après étape, les mécanismes physiques par lesquels les organismes vivants
transmettent leurs caractères héréditaires ont été explicités, et la machinerie moléculaire qui
assure le fonctionnement de la cellule a été dévoilée. Il est ainsi maintenant établi qu’au sein
de chaque cellule, l’information génétique est portée par la molécule d’acide desoxyribo-
nucléique (ADN), qui constitue un mot long de milliards de lettres, écrit dans l’alphabet à
quatre éléments formé par les quatre bases adénine, cytosine, guanine, thymine (Fig 5.1) [43].

Fig. 5.1 – ADN, gènes et protéines

87
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Grâce à un effort expérimental de grande ampleur, le séquençage complet du génome est
aujourd’hui terminé ou en voie d’achèvement pour de nombreux organismes vivants, dont
l’Homme (Fig. 5.2(a)) [44]. Undes objectifs principaux de cette tâche était l’identificationdes
gènes, sous-séquences qui contiennent l’information n´ecessaire à la production des protéines,
acteurs essentiels de la machinerie biologique (Fig. 5.2(b)). Parmi ces dernières, certaines
ont un rôle structurel, d’autres sont impliquées dans la signalisation cellulaire ou réponse
immunitaire...

Fig. 5.2 – (a) Début de la séquence génétique du chromosome 1 de l’Homme (b) annotation de
cette séquence indiquant les gènes, régions de l’ADN quicodent pour les protéines.

Selon ce qu’on appelle le « dogme central » de la biologie mol´eculaire, la synthèse
d’une protéine s’effectue en deux étapes : latranscription, où l’information portée par le
gène est transférée à une molécule d’ARN messager, puis latraduction, où la protéine est
effectivement synthétisée sur les ribosomes à partir del’ARN messager (Fig. 5.3) [43]. La
mutation d’un gène, c’est-à-dire la modification accidentelle de la séquence codant pour la
protéine, mène potentiellement à la formation d’une protéine modifiée qui ne peut remplir
sa fonction, ce qui entraı̂ne souvent une pathologie.

Fig. 5.3 – Représentation schématique des processus de transcription et de traduction.
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Si l’information ainsi acquise est essentielle, elle est très insuffisante pour comprendre le
détail des mécanismes biologiques. Ainsi, toutes les cellules d’un même organisme, qu’il
s’agisse d’une neurone ou d’un lymphocyte, partagent la même information génétique. C’est
que la molécule d’ADN n’est pas un objet statique. Au cours du temps, le niveau d’expression
d’un gène (c’est-à-dire le taux de production de l’ARN messager) varie en fonction de
nombreux facteurs, et notamment de de la concentration de certaines protéines, dites «
régulatrices », qui, en se fixant sur la région en amont du g`ene, vont modifier la conformation
de l’ADN et, soit activer, soit réprimer la transcription.Le niveau d’expression de chaque
gène dépend directement de celui des gènes codant pour ses protéines régulatrices.

Gènes et protéines forment donc un gigantesque réseau d’acteurs moléculaires s’in-
fluençant réciproquement. La carte des interactions mol´eculaires, qui donne la structure
de ce réseau, n’est donc certainement pas moins importanteque la liste des nucléotides
qui composent le génome (Fig. 5.4). D’ailleurs, c’est plutôt le grand nombre d’interactions
protéine-protéine, et donc le grand nombre de comportements dynamiques possible, que le
nombre de gènes qui distingue l’Homme d’espèces moins évoluées [43].

Fig. 5.4 – Réseau d’interactions moléculaires associé au contrôle du cycle cellulaire chez les
mammifères (d’après [129]).

Les cellules d’un organisme vivant sont donc le siège d’un très grand nombre de proces-
sus dynamiques qui leur permettent d’échanger des signauxentre différents modules fonc-
tionnels, de s’adapter à des conditions environnementales ou physiologiques changeantes
(lumière, température, sources d’énergie, etc...), enun mot de réguler leur fonctionnement.
Le principe d’homéostasie, à savoir le maintien au voisinage d’une valeur d’équilibre des
conditions générales de fonctionnement (par exemple la température interne), n’est que la
conséquence la plus simple de ces processus de régulation.

Parmi les différentes approches pour modéliser un réseau de régulation génétique, une des
plus naturelles est d’assimiler ce dernier à un ensemble deréactions chimiques (fixation d’un
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facteur de transcription sur le promoteur d’un gène, production d’ARN messager par trans-
cription, traduction de cet ARN en protéine, formation de complexes protéiques, processus
de phoshorylation ou méthylation, etc...), dont la cinétique peut être décrite par un ensemble
d’équations associées à chacun des processus élémentaires, comme pour beaucoup de pro-
cessus biochimiques. Cela conduit tout naturellement à d´ecrire le réseau de régulation par un
système d’équations différentielles (ou éventuellement d’équations aux dérivées partielles
lorsqu’il faut tenir compte d’effet spatiaux) [41,130]. Sicette approche néglige un certain
nombre d’effets, comme la stochasticité liée au faible nombre de molécules en présence, elle
constitue un bon point de départ pour identifier les acteursmoléculaires essentiels d’une fonc-
tion biologique (voir par exemple [39,41,131]), et comprendre les mécanismes dynamiques
à l’oeuvre.

Fig. 5.5 – Mise en évidence d’un phénomène de bistabilité dans le plus simple des réseaux
génétiques, celui constitué par un gène qui est activépar la protéine qui produit (schéma en haut à
gauche). Cette protéine est fusionnée à une protéine fluorescente afin de pouvoir suivre sa concentra-
tion en temps réel grâce à l’intensité de fluorescence. Les comportements du gène avec rétroaction
(Autocat.) et sans rétroaction (Constit.), sont comparés pour différentes valeurs de la concentration
en doxycyline, qui contrôle la force de la rétroaction. Onvoit qu’à forte concentration, la population
de cellules équipées du gène autocatalytique se répartit en deux groupes correspondant aux deux
points de fonctionnement du système bistable [40,132].

On se rend assez vite compte que les systèmes d’équations ainsi obtenus sont fortement
non linéaires. Par exemple, les phénomènes de multistabilité sont extrêmement fréquents [39,
40,133], comme l’illustre la figure 5.5. La coexistence de plusieurs états stables permet par
exemple à l’organisme de choisir celui qui est le plus adapté à son environnement actuel. Elle
permet également de comprendre les phénomènes de différentiation cellulaire, et le fait que
des cellules ayant le même patrimoine génétique puissent avoir des fonctions extrêmement
différentes [134]. La bistabilité peut enfin aider à garder la mémoire du chemin suivi par
un système [39, 133] ou, grâce à la présence de séparatrices temporaires, de n’autoriser
le passage à une étape ultérieure que lorsque toutes les conditions sont remplies [134]. Par
ailleurs, les décisions de commutation entre différentsétats nécessite souvent l’amplification



INTRODUCTION 91

de petits signaux et donc, au moins temporairement, une certaine instabilité. Il apparaı̂t donc
que l’équilibre subtil entre stabilité et instabilité qui organise une dynamique chaotique se
retrouve donc, d’une autre manière, dans les systèmes dynamiques d’origine biologique.

Fig. 5.6 – Oscillations dans les concentrations de l’ARN messager et de la protéine du gènehes1
dans des cellules de souris après traitement au sérum [135].

Un autre phénomène typiquement non linéaire est celui d’apparitions d’oscillations d’am-
plitudes et de fréquences bien définies, également appeléscycles limites, suite au passage par
une bifurcation. Bien qu’il s’agisse d’un problème qui aitretenu depuis longtemps l’attention
des théoriciens [136], notamment en raison de son importance dans les phénomènes circa-
diens que nous discuterons un peu plus loin, ce n’est que depuis peu que l’étude expérimentale
des phénomènes oscillatoires dans les réseaux génétiques s’est réellement développée, en
raison notamment du coût élevé du suivi en temps réel desniveaux d’expression génique.
On retiendra ici deux exemples particulièrement importants. Le premier est l’observation
d’oscillations dans les concentrations d’ARN et de protéine du gènehes1(Fig. 5.6), qui
est au coeur de l’horloge moléculaire impliquée dans la segmentation des somites au cours
de l’embryogénèse (liée notamment à la formation de la colonne vertébrale). Nous revien-
drons sur cet exemple dans la section 5.3, car il constitue unexemple important de gène qui
réprime sa propre expression. Il faut toutefois garder à l’esprit que le gènehes1est inséré
dans un vaste réseau d’interactions : il n’est donc pas évident de décider si c’est la boucle de
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rétroaction vers lui-même qui déclenche les oscillations ou si la présence du reste du réseau
est essentielle.

C’est pourquoi le secondexemple, le « repressilator » d’Elowitz et Leibler, est complémentaire,
car il démontre qu’un tout petit réseau génétique est susceptible d’engendrer des oscillations
à lui seul [137]. Dans cette expérience, un plasmide comportant trois gènes se réprimant
circulairement (a réprimeb qui réprimec qui réprimea) est introduit dans une bactérie.
Grâce à un gène « rapporteur », activé par l’une des troisprotéines du réseau circulaire et
produisant une protéine fluorescente, on peut suivre les variations de concentration de cette
protéine en mesurant l’intensité de fluorescence sur un domaine spatial correspondant à peu
près à la taille d’une cellule. Comme on le voit sur la figure5.7, on voit effectivement se
développer des oscillations de grande amplitude, superposées à une augmentation graduelle
de la fluorescence. On observe que la période des oscillations est environ trois plus longue
que l’intervalle de temps entre deux divisions. De manièreremarquable, on doit donc consta-
ter que l’état dynamique de l’oscillateur génétique estpréservé lors d’une division cellulaire,
la cellule mère et la cellule fille continuant leur route en phase.

Fig. 5.7 – Oscillations observées lors de l’expérience du repressilator [137].
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5.2 PROJET DE RECHERCHE ET PROGRAMME DE TRAVAIL

5.2.1 Cadre général

Ces expériences, ainsi que par exemple les travaux pionniers d’Albert Goldbeter, de John
Tyson et Bela Novak, et de quelques autres sur des modèles dynamiques simples de gènes
et de protéines en interaction [39,41,131], nous ont convaincu que les outils classiques de la
dynamique non linéaire sont tout à fait pertinents dans cecontexte. Ainsi, il est par exemple
frappant de constater que l’ingrédient clé du modèle de Novak et Tyson du cycle cellulaire
[134] – des oscillations de relaxation de type van der Pol autour d’un cycle de bistabilité – est
précisément celui dont nous avons montré qu’il pouvait engendrer des instabilités périodiques
dans un oscillateur paramétrique optique. De tels oscillateurs sont relativement fréquents
dans les réseaux de régulation [39], et des chercheurs ontmême avancé qu’ils pourraient
être plus résistants au bruit induit par la nature stochastique des réactions chimiques qu’un
oscillateur quelconque [138].

Alors que nous rentrons dans « l’ère post-génomique », le développement de méthodes
pour décomposer la complexité de très grands réseaux derégulation impliquant potentiel-
lement des centaines de gènes et de protéines représenteun défi majeur, d’autant plus qu’il
est maintenant possible de prendre à intervalles de temps réguliers des instantanés des ni-
veaux d’expression de la totalité des gènes d’un organisme (techniques de « micropuces »).
Nous espérons que notre expérience des systèmes non lin´eaires, ainsi que de la modélisation
de systèmes expérimentaux, peut nous aider à contribuerutilement à cette tâche. Deux ap-
proches sont probablement à explorer simultanément : d’une part construire des modèles
simplistes reproduisant grossièrement le comportement ´etudié, et les raffiner ensuite en in-
coporant d’autres acteurs ; d’autre part partir des données concernant le génome entier et
essayer d’éliminer les degrés de liberté non pertinentsen identifiant des groupes de gènes
en interaction directe. Le pari est bien évidemment que lesdeux approches se rejoignent
quelque part.

Parmi les problèmes auxquels nous désirons aussi nous attaquer, on peut également ci-
ter la conception et l’étude de réseaux de régulation minimaux (modules) ayant une fonc-
tion donnée, ou l’étude de l’influence du bruit due aux fluctuations à l’échelle moléculaire.
L’étude systématique des bifurcations d’un modèle de m´ecanisme moléculaire nous semble
également un problème important : elle peut en effet permettre de déterminer quelles sont
les conditions expérimentales qui sont réellement indispensables à ce mécanisme, ainsi
qu’inversement les plages dans lesquelles les paramètresexpérimentaux peuvent varier sans
conséquence notable.

Ce nouveau champ de recherches est d’autant plus stimulant que les progrès récents dans
les techniques expérimentales, en rendant certaines données plus accessibles, resserrent la
boucle de rétroaction entre théorie et expérience. En raison des coûts financiers et humains
de certaines expériences, la modélisation et la simulation sont donc de plus en plus appelées
à jouer un rôle croissant dans la préparation des expériences de biologie, en permettant de
déterminer les conditions expérimentales qui apporteront le plus d’informations nouvelles
par rapport à la modélisation existante, et en exploitantau mieux les expériences précédentes.
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Fig. 5.8 – Image au microscope électronique d’Ostreococcus tauri. On distingue en haut à gauche
le chloroplaste, siège de la photosynthèse, et le noyau enbas à droite. Le diamètre de la cellule est
d’environ 1,5µm.

5.2.2 Étude des rythmes circadiens chez Ostreococcus tauri

Une fois défini un cadre général, il faut se donner un sujetet des objectifs précis. Nous
avons donc commencé à monter un projet d’étude de l’interaction du rythme circadien avec le
cycle de division cellulaire chez une algue verte unicellulaire,Ostreococcus tauri(Fig. 5.8).
Outre l’équipe « Horloge circadienne et division cellulaire » de l’UMR 7628 (Modèles en
biologie cellulaire et évolutive, observatoire océanologique de Banyuls sur mer), dirigée par
François-Yves Bouget et notre équipe de dynamique non linéaire des réseaux génétiques, ce
projet rassemble des informaticiens et modélisateurs de l’Université de Lille et de l’Institut
de Biologie de Lille (UMR 8022 et UMR 8525).

Les rythmes circadiens se manifestent par des variations p´eriodiques sur une durée de 24
heures de nombreuses grandeurs physiologiques, comme par exemple la température cor-
porelle, les concentrations de certaines hormones ou encore le degré de vigilance (Fig. 5.9)
[139]. Ces oscillations se justifient par un avantage adaptatif : grâce à elles, l’organisme est
en mesure d’anticiper sur toute modification de l’environnement liée au cycle jour/nuit. Si
leur existence est connue depuis l’antiquité, ce n’est quedepuis 1729 que l’on sait qu’elles
persistent en conditions d’éclairement constantes, grâce à l’expérience d’Ortous de Mairan,
qui observa que les oscillations quotidiennes des feuillesde la sensitive (Mimosa pudica)
continuaient dans l’obscurité pendant plusieurs jours. Cela démontra que les rythmes circa-
diens n’étaient pas une simple réponse à un forçage ext´erieur périodique, mais étaient reliées
à une véritable horloge interne.

Il fallut ensuite attendre 1935 pour établir la nature génétique des oscillations circadiennes,
lorsque Bünning démontra que la période des oscillations en conditions constantes était
un caractère héréditaire. Le premier gène impliqué dans une horloge moléculaire,per, fut
identifié en 1971 chez la Drosophile : une mutation de ce gène pouvait en effet soit modifier
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Fig. 5.9 – Variations circadiennes du sommeil, de la température corporelle et de la concentration
de l’hormone de croissance chez un sujet humain soumis à un rythme jour-nuit. Ces rythmes persistent
en éclairement constant mais avec une période un peu plus longue. D’après [140].

la période d’oscillation, soit provoquer une arrythmie. Chez de nombreuses espèces, on
dispose maintenant d’un modèle moléculaire de ces rythmes, basés sur une horloge centrale
faisant généralement intervenir une boucle de rétroaction négative, par exemple une protéine
inhibant indirectement sa propre synthèse (Fig. 5.10) [41,139].

L’algue retenue comme système modèle présente l’intérêt d’être un organisme eucaryote
unicellulaire, ce qui simplifie l’étude par rapport aux modèles classiques d’étude de l’horloge
circadienne (Arabidopsis, Neurospora, Drosophila, souris) qui sont multicellulaires. De plus,
le génome d’O. Tauri est de taille réduite (11 Mbp pour 5000 gènes) et sa séquence est
entièrement connue [141]; des micropuces à ADN couvrant l’ensemble du génome ont
d’ailleurs été récemment développées et les premières données seront très prochainement
disponibles.

Comme on l’a vu plus haut, les oscillations circadiennes influent sur de nombreux proces-
sus physiologiques [142], et en particulier sur le processus biologique fondamental qu’est
le cycle de division cellulaire. Les voies de transduction assurant le lien entre entre l’hor-
loge circadienne et le cycle de division cellulaire sont encore largement inconnues chez la
plupart des espèces, même si il a été montré récemmentqu’un des gènes impliqués dans
ce cycle (Wee1) est la cible directe des composants de l’horloge circadienne au cours de
la régénération du foie de souris [143]. Une des particularités d’Ostreococcus tauriest que
dans des conditions d’éclairement normales, son cycle de division est directement asservi au
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Fig. 5.10 – Différents modèles moléculaires de l’horloge circadienne de la Drosophile. Régulation
transcriptionnelle, dimérisation, régulation de la dégradation, transport entre cytoplasme et noyau
sont les mécanismes essentiels utilisés dans cette horloge pour parvenir au comportement dynamique
désiré. D’après [46].

rythme circadien, comme le montrent les courbes de croissance de population (Fig. 5.11),
qui présentent une modulation de période 26 heures.

Le but de notre projet est tout d’abord de construire un modèle moléculaire de l’horloge
circadienne chezOstreococcus tauri, et ensuite de l’affiner pour tenir compte des interac-
tions stabilisant l’horloge vis-à-vis des variations de température ou du métabolisme. Pour
cela, nous disposons de mesures à intervalles de temps réguliers de niveaux d’expression
de plusieurs gènes (Fig. 5.12). Très récemment, nos collègues sont parvenus à modifier ces
algues pour fusionner les protéines des gènes clés à la luciférase (enzyme responsable de la
bioluminescence chez les vers luisants). On observe donc unsignal lumineux lié directement
à la concentration de protéine produite, qu’on peut donc suivre en temps réel. Des données
micropuce sur les niveaux d’expression des 7000 gènes d’Ostreococcus̀a intervalles de 3
heures vont également être très prochainement disponibles. Cela nous donnera un ensemble
de données expérimentales très rarement disponibles dans l’étude de l’horloge circadienne
d’un organisme. Nous nous attacherons ensuite à caractériser de manière détaillée les inter-
actions entre rythme circadien, cycle de division cellulaire et métabolisme, et notamment
d’identifier les acteurs moléculaires impliqués dans cesinteractions.
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Fig. 5.11 – Variations de la population d’une colonie d’algues lors de trois expériences différentes.
Les algues sont tout d’abord synchronisées par un cycle jour/nuit, puis placées en condition
d’éclairement constant. On observe une alternance de plateaux et de phases de croissance, avec une
période d’environ 26 heures. L’échelle en bas indique lesintervalles de jour et de nuit à l’extérieur
(période de 24 heures). On note qu’en régime forcé, la population recommence à croı̂tre à la tombée
de la nuit. Données du groupe de F.-Y. Bouget.

Une des difficultés auxquelles nous devons faire face est que la rythmicité de nombreux
gènes laisse la place à de nombreux modèles d’horloge situés entre deux extrêmes : d’une
part, celui d’une horloge centrale compacte, qui asservit les autres processus cellulaires
(notamment le métabolisme de l’amidon ou le cycle de division cellulaire) ; d’autre part,
une multiplicité de boucles de rétrocontrôle couplées, qui se stabilisent et se synchronisent
mutuellement, assurant sans doute une grande robustesse àl’ensemble [139].

Il faudra donc probablement suivre simultanément deux approches complémentaires :
d’une part la construction de modèles simples impliquant quelques acteurs moléculaires bien
identifiés, qu’on étend ensuite au fur et à mesure que les comparaisons avec les expériences
l’exigent; d’autre part l’analyse directe des séries temporelles décrivant l’évolution d’un
grand nombre d’acteurs de la dynamique cellulaire (niveauxd’expression génique, concen-
tration de certaines protéines, activités enzymatiques, etc.), où il s’agit d’identifier sans
modèle à priori les flux d’information entre les différentes variables et d’analyser comment
une perturbation externe se propage de proche en proche.

Nous espérons obtenir notre premier modèle d’ici la fin 2006, et nous terminerons donc
ici cette description des phénomènes circadiens chezOstreococcus. Mais cela ne clot pas
ce chapitre consacré aux applications de la dynamique non linéaire à la biologie car, en
travaillant sur un modèle simple de l’horloge, nous avons revisité le problème du gène
regulé par sa propre protéine. Ce faisant, nous avons obtenu quelques résultats originaux,
que nous décrivons dans la section suivante.
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Fig. 5.12 – Variation sur 24 heures des niveaux d’expression de quelques gènes potentiellement
impliqués dans l’horloge circadienne d’Ostreococcus tauri. Données du groupe de F.-Y. Bouget.

5.3 OSCILLATIONS D’UN G ÈNE AUTO-RÉGULÉ

– “The degradator : a single-gene oscillator”, en cours de r´edaction. Travail réalisé au sein d’un
groupe de travail interdisciplinaire réunissant physiciens (P.-E. Morant, C. Vandermoere, Q.
Thommen, S. Bielawski, M. L.), informaticiens (F. Lemaire,F. Boulier, S. Picault) et un
automaticien-modélisateur moléculaire (B. Parent).

5.3.1 Introduction

Le réseau de régulation le plus simple que l’on puisse imaginer est sans nul doute constitué
d’un gène unique dont l’expression est directement régulée par la protéine pour laquelle il
code : ce circuit est en quelque sorte à la biologie systémique ce que l’atome d’hydrogène
est à la physique atomique. Les réactions biochimiques intervenant dans ce modèle sont
schématisées dans la figure 5.13, et incluent (1) la transcription du gène en ARN messager,
à un taux plus ou moins élevé selon que la protéine est fix´ee ou non sur le promoteur, (2) la
traduction de l’ARN messager en protéine, (3) la fixation dela protéine sur la zone régulatrice
du gène, ainsi que les dégradations de l’ARN et de la protéine. Deux cas sont à distinguer :
celui d’une rétroaction positive, c’est-à-dire qui active le gène, et celui d’une rétroaction
négative, qui au contraire le réprime.

De manière générale, la rétroaction positive est plutˆot susceptible d’engendrer des com-
portements bistables, car on peut imaginer qu’en l’absencede protéine, le gène reste peu
actif, alors qu’à concentration en protéine élevée, ilest fortement exprimé et aurait donc
tendance à maintenir haut le niveau de protéines. Au contraire, la rétroaction négative serait
intuitivement associée à des oscillations, où le gène cesse sa production lorsque la concentra-
tion en protéine est suffisamment élevée, et la reprend lorsque la dégradation a ramené cette
concentration a un niveau plus bas. Mais, selon l’amplitudede la rétroaction et sa dépendance
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Fig. 5.13 – Schémaréactionneldu gène auto-regulé.Le gène est transcrit à un tauxρf (ρb) lorsqu’il
est libre (lié). L’ARN est traduit en protéineà un tauxβ. Les constantes cinétiques contrôlant la fixation
de la protéine sur l’ADN et son relargage sontα etθ. L’ARN et la protéine sont dégradées avec des
tauxδP etδM .

par rapport aux variables d’état, il est, dans un cas comme dans l’autre, également possible
qu’elle ait pour seul effet de stabiliser le gène sur un régime stationnaire unique, et c’est
l’analyse mathématique qui nous permet de trancher en faveur de l’une ou l’autre possiblité.
Dans ce qui suit, nous ne nous intéresserons qu’au problème de l’apparition d’oscillations,
et nous ne considérerons donc que des rétroactions négatives.

Le problème est relativement simple et il n’est donc pas surprenant qu’il ait été abordé il y
ait déjà longtemps, d’abord par Goodwin en 1965 [144], puis par Griffith en 1968 [136,145],
qui corrigea certaines erreurs du travail de Goodwin et fit une analyse mathématique détaillée
du problème. Goodwin comme Griffith supposent que l’interaction entre ADN et protéine
est gouvernée par des processus beaucoup plus rapides que les étapes de transcription, de
traduction et de dégradation, et donc que l’état d’activation moyen du gène n’est pas une
véritable variable dynamique, mais une fonction instantanée de la concentration en protéine,
censée évoluer à des échelles de temps plus lentes. Cette hypothèse, dont nous testerons la
validité plus loin, a été reprise par la quasi-totalitédes travaux théoriques qui ont suivi, et ce
jusqu’à aujourd’hui. Dans ces conditions, on décrit le schéma réactionnel de la figure 5.13
par les équations différentielles suivantes :

Ṗ = β0M − δP F (P ) (5.1a)

Ṁ =
λ0

1 + (P/P0)n
− δMH(M) (5.1b)

où F (P ) et H(M) sont deux fonctions de dégradation qu’on suppose monotones, et de
dérivée 1 en 0. Dans le cas d’une simple dégradation linéaire, on aF (P ) = P etH(M) = M ,
mais on peut aussi considérer le cas où la dégradation estcatalysée par une protéase et où il
faut utiliser une cinétique de type Michaelis-Menten, avec par exempleF (P ) = κP/(κ+P ).
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Cette dernière forme exprime le fait que la dégradation atteint un plateau lorsque l’enzyme
est saturée (P ≫ κ). Dans (5.1a), on a supposé que l’élément régulateur pouvait être une
protéine isolée, mais également un polymère comportant n copies de la protéine.

Il est facile de montrer que siF etH sont deux fonctions monotones, aucune oscillation ne
peut apparaı̂tre dans le système (5.1) et donc que le gène auto-régulé est à priori incondition-
nellement stable.1 Goodwin et Griffith considèrent aussi le schéma où le répresseur n’est pas
directement la protéine produite, mais une autre protéine dont la synthèse est catalysée par
la protéine précédente, et montrent que, contrairementà (5.1), le système de trois équations
différentielles qui lui est associé est susceptible de présenter des oscillations.

Si le gène auto-régulé ne peut présenter d’oscillations, comment expliquer alors les os-
cillations du niveau d’expression du gènehes1dans l’expérience de la figure 5.6? On peut
évidemment suspecter l’influence d’autres acteurs mais, en 2003, plusieurs groupes ont
indépendamment montré comment modifier de manière simple le système (5.1) afin de le
faire osciller [146–148]. Ils partent du constat que toutesles étapes du schéma de la fi-
gure 5.13 ne peuvent être simultanées : une protéine ne peut influer sur l’activité du gène
immédiatement après avoir été synthétisée sur le ribosome, et ce tout particulièrement chez
les eucaryotes où une protéine doit pour cela repasser du cytoplasme dans le noyau. Jensen,
Sneppen et Tiana tout d’abord, puis Lewis ainsi que Monk ont proposé indépendamment de
rajouter un terme de délai dans les équations (5.1), c’est-à-dire de les réécrire de la manière
suivante (en supposant ici les dégradations linéaires) :

Ṗ = β0M(t − τM) − δP P (t) (5.2a)

Ṁ =
λ0

1 + [P (t − τP )/P0]n
− δMM(t) (5.2b)

oùτM etτP représentent respectivement le temps qu’il faut à l’ARN pour être transcrit, puis
pour migrer du noyau dans le cytoplasme et à la protéine pour faire le chemin inverse. On
observe effectivement que le système (5.2) peut présenter des oscillations dont la période
se situe approximativement entre2τ et 4τ , où τ est le délai totalτ = τP + τM . Comme
la présence de délais à une étape ou une autre de la bouclede rétroaction est plausible, on
serait enclin à penser que le modèle (5.2) fournit une explication naturelle des oscillations
dans un gène auto-régulé.

Mais cette approche n’est à notre avis pas sans inconvénients. Tout d’abord, on sait qu’il
est relativement facile d’engendrer des oscillations, ou même des régimes plus complexes, à
l’aide d’une équation à délai, comme le montre l’exempleclassique de l’équation de Mackey-
Glass [149]. Réussir à reproduire des oscillations avec des équations à délai n’implique donc
pas que la modélisation soit correcte. De même, les délais apparaissant dans (5.2) peuvent
résulter de plusieurs effets cumulés : le modèle ne peut donc servir à identifier l’origine exacte
de l’instabilité. Par ailleurs, le modèle (5.2) souffre de quelques limitations : à condition
que les demi-vies de l’ARN et de la protéine soient petites devant le délai, les oscillations
n’apparaissent que sin ≥ 2, ou mêmen > 4 dans le cas contraire, plus réaliste. De plus, on
sait qu’un système biologique réel présente de nombreuses régulations, l’interaction entre

1. Il suffit de noter que la trace de la matrice jacobienne est toujours strictement négative, et donc qu’il est
impossible d’avoir une paire de valeurs propres±iω comme c’est le cas à une bifurcation de Hopf.
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deux acteurs moléculaires dépendant fréquemment d’un troisième. Or comment réguler un
délai temporelτ sans introduire de formidables difficultés mathématiques?

Enfin, des modèles sans délai explicite de gènes auto-régulés oscillants existent dans la
littérature, un fait parfois oublié, et ne requièrent que peu d’ingrédients supplémentaires en
plus de ceux indiqués dans le schéma 5.13. Ces modèles, élaborés par Albert Goldbeter et son
équipe, trouvent leur origine dans la modélisation des rythmes circadiens. Ainsi, un modèle
ancien de l’horloge de la Drosophile basé sur le gèneper oscille si on autorise la protéine
PER à avoir plusieurs états de phosphorylation [150], de même qu’un modèle de l’horloge
deNeurosporasi on rajoute une équation linéaire décrivant le transport de la protéine entre
cytoplasme et noyau [151].

C’est pourquoi, estimant qu’il était étonnant de consid´erer la réponse du gène à la concen-
tration en protéine comme instantanée, pour ensuite s’apercevoir de la nécessité d’introduire
un délai, nous avons voulu déterminer si l’approximationdu « gène esclave » était toujours
justifiée et si une dynamique propre du gène ne pouvait jouer un rôle dans le déclenchement
d’instabilités. Nous présentons nos premiers résultats relatifs à ce problème dans la section
suivante.

5.3.2 Le taux de transcription comme une variable dynamique

La transcription, par laquelle l’information portée par la région codante d’un gène est re-
copiée dans une molécule d’ARN, est un processus complexecomportant plusieurs étapes :
l’assemblage d’un complexe protéique autour de l’ARN polymerase (facteurs sigma, etc.),
fixation du complexe au promoteur du gène, ouverture de la double hélice, initiation abor-
tive, élongation,... Il serait certainement intéressant de tenir compte de cette cascade dans
la modélisation dynamique de réseaux génétiques, et des travaux récents vont dans ce
sens [152]. Beaucoup plus modestement, nous nous contenterons ici, comme François et
Hakim [153], de tenir compte d’une possible dynamique du taux de transcription : on sup-
pose pour cela que le taux de transcription est une variable dynamique, que pour simplifier
nous prendrons ici gouvernée par l’équation cinétique associée à la réaction inversible d’as-
sociation/dissociation entre la protéine et l’ADN:

G + P
α0−⇀↽−
θ0

G : P (5.3)

où G représente le gène non lié,P la protéine libre etG : P la protéine liée au gène. En
tenant compte du fait que le nombre total de gènes, liés ou non, reste constant et égal à 1,
l’équation cinétique s’écrit ainsi :

Ġ = θ0(1 − G) − α0GP (5.4)

où G et P représentent les nombres de gènes et de protéines libres. Dans le cas où c’est
un complexe formé den protéines qui se fixe, il convient de remplacerP par kPn dans
l’équation (5.4), du moins si on suppose que la polymérisation est beaucoup plus rapide que
les autres réactions.

On se rend tout de suite compte d’une difficulté conceptuelle à décrire la dynamique
de (5.3) par l’équationdifférentielle (5.4) : la variableGyest une variable qui varie continûment
entre 0 et 1, alors que le gène étant lié ou ne l’étant pas,le nombre de gènes libres devrait
être, soit 1, soit 0, mais rien d’autre. Cela est bien évidemment dû au fait que l’on est dans
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une situation où le caractère « quantique » du nombre de molécules ne peut être ignoré, et
où une description en termes d’équations différentielles n’est pas valide : il faudrait en fait
passer à une description stochastique oùG serait une variable aléatoire commutant de 0 à 1
et de 1 à 0 selon des lois de probabilité déterminées par la concentration en protéine.

Il est cependant possible d’interpréter comme l’équation d’évolution d’une valeur moyenne
dans le temps,G représentant alors la fraction de temps passée par le gène dans l’état libre.
Cela suppose toutefois que les réactions d’association/dissociation se déroulent à des échelles
de temps beaucoup plus rapides que les autres réactions dans lesquelles le gène est impliqué.
Comment procéder quand ce n’est pas le cas? Nous adopteronsdans la suite le point de
vue pragmatique que l’équation (5.4) décrit de manière phénoménologique la relaxation
exponentielle du coefficient de transcriptionG vers une valeur d’équilibreG0 donnée par

G0 =
1

1 + P/Pc

, Pc =
θ0

α0
(5.5)

et qui est l’expression habituellement utilisée pour l’activité du gène, comme on le voit
dans les équations (5.1). Même dans le cas où la dynamiquede relaxation est complexe,
(5.4) pourra être une approximation intéressante dans lecas où les équations linéarisées
autour de l’équilibre présentent une valeur propre beaucoup plus petite que les autres. Cela
nous permettra d’explorer de manière simple les conséquences dynamiques des situations
où la dynamique d’activation du gène n’est pas extrêmement rapide comparée aux autres
processus.

5.3.3 Un oscillateur à un gène : le « degradator »

5.3.3.1 Le modèle Nous pouvons maintenant traduire en équations le schéma réactionnel
de la figure 5.13, encombinant l’équation (5.4) avec les équations (5.1) discutées précédemment,
ce qui nous mène au système suivant :

Ġ = θ0(1 − G) − α0GPn (5.6a)

Ṗ = n [θ0(1 − G) − α0GPn] + β0M − δP F (P ) (5.6b)

Ṁ = µ0 + λ0G − δMH(M) (5.6c)

où l’on a tenu compte de la possibilité de la régulation par un polymère de taillen. Dans la
suite, nous supposerons le cas du monomèren = 1 pour les calculs analytiques, mais nous
considérerons des valeurs plus élevées dans les simulations numériques. Le modèle (5.6) est
plus général que celui donné par (5.1), car ce dernier peut être obtenu à partir de (5.6) en
faisant tendreθ0 etα0 vers l’infini.

On voit que dans l’équation (5.6c), le taux de transcription varie continûment entreµ0

et µ0 + λ0 quand le taux d’activationG varie entre 0 et 1. Comme précédemment, nous
supposons que les fonctions de dégradationF (P ) etH(M) sont monotones, et sont nulles
en 0, avec une dérivée de 1.

En utilisant les changements d’échelle suivants sur le temps et les variables dynamiques

t =
τ

δM

, G = g, P = pPc, Pc =

(

θ0

α0

)
1

n

, M = mMc, Mc =
δP θ0

β0α0
, (5.7)
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on peut réécrire les équations (5.6) sous la forme plus simple

g′ = θ [1 − g(1 + pn)] (5.8a)

p′ = nα [1 − g(1 + pn)] + δ[m − f(p)] (5.8b)

m′ = µ + λg − h(m) (5.8c)

oùx′ = dx/dτ et où les paramètres et fonctions de dégradation normalisés sont donnés par

θ =
θ0

δM

, α =
θ0

PcδM

, δ =
δP

δM

, λ =
Mc

δM

λ0, µ =
Mc

δM

µ0, (5.9a)

f(p) =
1

Pc

F (P ), h(m) =
1

Mc

H(M). (5.9b)

Le caractère monotone des fonctions de dégradationf(p)andh(m) implique que le modèle (5.8)
a un seul état stationnaire(g0,p0,m0), satisfaisant aux équations de point fixe :

g0 =
1

1 + p0
,m0 = f(p0),g0 =

h(m0) − µ

λ
(5.10)

On peut noter que cet état stationnaire ne dépend que des paramètresλ etµ (à fonctions de
dégradationf eth fixées), tandis que les paramètresθ, α, δ contrôlent des échelles de temps.
Le cas d’une répression parfaite, c’est-à-dire d’un tauxde transcription nul pour le gène lié,
correspond àµ = 0.

5.3.3.2 L’analyse de stabilité Nous nous intéressons maintenant à chercher si le modèle(5.8)
peut osciller pour certains jeux de paramètres. Pour cela,nous limiterons à déterminer s’il
présente une bifurcation de Hopf, c’est à dire si, étant données les équations originales
ẋ = F (x), les équations linéariséeṡδx = (∂F/∂x) δx = Jδx décrivant l’évolution dans
le temps d’une perturbationδx = x − x0 autour du point fixex0 sont telles que le Jaco-
bien J possède une paire de valeurs propres purement imaginaires±iω. On montre alors
qu’en ce point de l’espace des paramètres, le régime stationnaire bifurque vers une solution
périodique de période2π/ω. Ce n’est pas la seule bifurcation donnant naissance à une orbite
périodique, mais c’est la plus commune, surtout lorsque lesystème ne peut être réduit à un
système dans le plan.

Pour cela, nous utiliserons le critère de Routh-Hürwitz,qui permet de détecter la présence
d’une telle paire de valeurs propres sans avoir à les calculer explicitement. Plus précisément,
on montre que le polynôme caractéristique

Q(σ) = det(J − σId) = σ3 + a1σ
2 + a2σ + a3

d’une matrice3×3 possède des racines à parties réelles toutes négativessi les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

a2 > 0, a3 > 0, a1a2 − a3 > 0. (5.11)

Le passages par zéro des deux dernières détectent respectivement l’annulation d’une valeur
propre réelle isolée et l’annulation de la partie réelled’une paire de valeurs propres imagi-
naires conjuguées. C’est donc la deuxième qui nous fournit une signature d’une bifurcation
de Hopf.
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On trouve facilement que dans le casn = 1, auquel nous nous limitons ici, le Jacobien
correspondant aux équations (5.8) est

J =









θ (−1 − p0) −θ g0 0

α (−1 − p0) −α g0 − δ s δ

λ 0 −u









(5.12)

où s etu sont les dérivées des fonctions de dégradation au point fixe :

s =
df(p)

dp

∣

∣

∣

∣

p=p0

,u =
dh(m)

dm

∣

∣

∣

∣

m=m0

.

Il est à noter que si les fonctions de dégradation sont concaves, ce qui est le cas pour une
dégradation de Michaelis-Menten, la condition de normalisation qui impose une dérivée
unité en 0, ainsi que la condition de monotonicité font queu,s ∈ [0,1]. Le déterminant du
Jacobien (5.12) est

detJ = −θ δ (us + up0s + λ g0) (5.13)

On voit qu’il ne passe jamais par zéro et donc que le systèmene présente pas de bifurcation
tangente. On note aussi l’asymétrie entreθ etα, et on pressent que le temps caractéristique
de dissociation sera une grandeur plus importante que celuid’association.

Le polynôme caractéristique est

Q(σ) = σ3 + (α g0 + θ + θ p0 + δ s + u) σ2 (5.14)

+ (α g0u + θ δ s + θ u + θ p0δ s + uδ s + θ p0u)σ + θ up0δ s

+λ θ g0δ + θ uδ s

et la quantité passant par zéro à la bifurcation de Hopf est

H =
(

δ2θ + δ2u + δ2θ p0

)

s2 (5.15)

+
[

u2δ + (2 θ p0δ + 2 θ δ + 2α g0δ) u

+2 θ2p0δ + θ2p0
2δ + αg0θ δ + θ2δ + α g0θ p0δ

]

s

+ (αg0 + θ + θ p0) u2 +
(

θ2p0
2 + θ2 + 2 θ α g0 + α2g0

2 + 2 θ p0αg0 + 2 θ2p0

)

u

−λ θ g0δ

De manière remarquable, on note queH = −λθg0δ est toujours négatif quandu = s = 0,
c’est-à-dire quand les dégradations sont complètementsaturées, ce qui semble indiquer
que des oscillations apparaissent systématiquement danscette limite. Cet argument n’est
cependant pas correct, cars et u sont fonctions des paramètres et il est possible pour des
fonctions de dégradation données qu’il faille faire tendre certains paramètres vers 0 ou vers
l’infini pour se ramener suffisamment près de cette limite, auquel cas le terme dominant
n’est pas nécessairement le terme négatif de (5.15). Il suggère cependant qu’une saturation
de la dégradation, qui ne peut survenir que dans le cas d’unedégradation enzymatique, est
un ingrédient important pour l’apparition d’oscillations.

On peut réécrire (5.15) uniquement en fonction deu, s, et des paramètres en éliminantp0

et g0 entre l’expression (5.15) et les équations de point fixe (5.10). Dans le cas plus simple
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oùµ = 0 (répression parfaite), auquel nous nous limiterons désormais, on obtient :

H = uh0
2 (αh0 + δsλ) (δsλ + uλ + αh0)

+λ2h0

[

h0(−δh0 + 2uα + αδs) + λ(u + δs)2
]

θ

+λ4 (u + δs) θ2 (5.16)

oùh0 = h(m0) indique le niveau de dégradation de l’ARN au point d’équilibre. On notera
que le terme négatif de (5.16) se trouve dans le coefficient de degré 1 deθ. Comme ce terme
n’est dominant à autres paramètres fixés ni pourθ très grand, ni pourθ très petit, on s’attend
donc, sauf conditions particulières, à ce que les oscillations ne puissent être observées dans
ces deux limites.

Analysons maintenant quelques cas particuliers.

Dégradation linéaire Le cas plus simple correspond à une double dégradation linéaire pour
la protéine et l’ARN, c’est-à-diref(p) = p eth(m) = m, et doncs = u = 1. On se doute
que cette situation n’est pas favorable à l’apparition d’oscillations puisqueu ets sont loin de
zéro. On trouve effectivement que l’expression (5.16) peut être réécrite comme une somme
de termes tous positifs. On en déduit que le système (5.8) est inconditionnellement stable en
l’absence de dégradation enzymatique. La dynamique propre du gène n’a donc aucun effet
dans ce cas.

Dégradation protéique enzymatique On prend icif(p) = κp/(κ + p), la dégradation de
l’ARN restant linéaire. En tenant compte des équations dupoint fixe, la condition (5.16)
se réécrit en substituanth0 = f0 et u = 1. Une fois l’expression exacte de la fonction
de dégradation connue, la dérivées peut être exprimée en fonction def0, ce qui revient à
écrire l’équation différentielle à laquelle obéitf . Dans le cas présent,s = (1 − f0/κ)2. De
manière générale, on notera que c’est l’équation diff´erentielle à laquelle obéit la fonction
de dégradation, et en particulier la capacité d’avoir despentes faibles à petit nombre de
molécules, qui va conditionner l’apparition d’oscillations.

En analysant le critère (5.16) dans la limite oùf0 est maximum ets minimum, ce qui cor-
respond à une situation de dégradation saturée, nous avons obtenu une condition nécessaire,
mais non suffisante, pour l’apparition d’oscillations, quiest la suivante :

δκ > λ (1 + θ λ) +
(2 θ λ + 1) Nth

λ
+

Nth
2θ

λ2
(5.17)

où Nth = θ/α est le nombre de protéines qu’il faut pour activer le gène `a moitié. Même
si (5.17) n’est pas une condition suffisante, elle nous permet de comprendre l’influence de
plusieurs paramètres.

Tout d’abord, on constate que contrairement à ce qu’on pourrait penser, il ne faut pas
queκ soit trop petit, et qu’on ne donc pas saturer la dégradationen faisant tendreκ vers 0.
On s’aperçoit également qu’il ne faut pas que la constanteλ fixant la force de la régulation
soit trop grande. En fait, on trouve qu’àNth fixé, la valeur optimale deλ estλ ∼

√
Nth.

Le membre de droite de (5.17) devient alors égal à2(2θNth +
√

Nth). Les oscillations
apparaı̂tront donc plus facilement dans les circuits où legène commute à très petit nombre
de protéines. On constate également que l’instabilité disparaı̂t quandθ → ∞, ce à quoi on
s’attendait car on revient alors au cas classique où les réactions d’association/dissociation
peuvent être éliminées adiabatiquement.
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Comme on le constatera également dans le cas suivant, l’in´egalité (5.17) montre que les
oscillations nécessitent des valeurs deδ suffisamment grandes, et donc que la protéine soit
suffisamment instable. Mais il n’est a priori pas très réaliste que la protéine soit beaucoup
plus instable que l’ARN, et les zones de paramètres oùδ est significativement plus grand
que 1 doivent donc être considérées avec précaution.

Double dégradation de type Michaelis-Menten Les dégradations de la protéine et de l’ARN
sont toutes deux sous contrôle enzymatique, et les fonctions de dégradation sont donc mainte-
nant données parf(p) = κp/(κ+p) eth(m) = χm/(χ+m). Le critère de Routh-Hürwitz
est plus délicat à manier, et nous n’avons pas encore de résultats généraux, mais on peut
néanmoins dériver quelques critères qui semblent validés par les simulations numériques.
En supposant que les pentess et u sont suffisamment petites pour qu’on puisse ne garder
que les termes d’ordre 1 ens etu, on se ramène au critère suivant :

H′ = θ λ2δ
(

θ λ2 + α h2
)

s +
(

θ λ2 + α h2
)2

u − θ δ λ2h3 (5.18)

On peut alors analyser ce qui se passe dans deux cas limites. Le premier concerne la
dégradation protéine saturée (s = 0). On trouve dans ce cas queu doit satisfaire

u <
δλ2h3

0N
2
th

(λ2Nth + h2
0)

2θ
(5.19)

Dans le cas d’une dégradation ARN saturée (u = 0), on trouve de la même manière une
condition sur la pentes de la fonction de dégradationf au point fixe :

s <
κ3Nth

θ(λ2Nth + κ2)
(5.20)

Ces deux inégalités peuvent être exploitées en tenant compte qu’elle représentent une contrainte
forte si le membre de droite est très petit, triviale s’il est plus grand que 1, puisqueu,s ∈ [0,1].
De manière surprenante, étant données les approximations effectuées, on vérifie par des si-
mulations numériques que ces deux inégalités sont trèsbien vérifiées dans tous les régimes
oscillants que nous avons observés.

En examinant (5.19) et (5.20), on retrouve le fait queθ ne doit pas être trop grand, ce
qui ne surprend pas, car on sait que l’instabilité disparaˆıt lorsque la variable gène peut être
éliminée adiabatiquement. Par contre, on note que les constantes de Michaelis-Mentenκ et
χ ne doivent pas être trop petites (χ intervient par l’intermédiaire de la contrainteh0 < χ),
ce qui contredit apparemment la nécessité de saturer la d´egradation enzymatique.

On constate effectivement que pour des fonctions de dégradation de type Michaelis-
Menten, les oscillations disparaissent dans la limite de double saturation, bien que les pentes
u et s tendent vers 0. La raison en est que pour approcher cette limite tout en respectant les
équations de points fixes (5.10) avecf et h Michaeliennes, il faut imposer soitλ → ∞,
en faisant tendre vers l’infini le niveau de protéines à l’´equilibrep∗, ou bienκ,χ → 0. On
voit facilement que dans tous les cas, cela rend les inégalités (5.19) et (5.20) impossibles à
vérifier.

On s’attend alors que les oscillations apparaissent éventuellement pour des valeurs des
et deu intermédiaires, réalisant un compromis entre les deux tendances. Il serait probable-
ment possible de déterminer les zones d’oscillations en choisissant des lois d’échelle sur
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les différents paramètres de manière à rendre dominants les termes négatifs, mais l’analyse
est alors moins aisée et n’a pas encore été réalisée. Quand nous décrirons les simulations
numériques dans la section 5.3.3.4, nous verrons toutefois clairement que le coeur de l’in-
stabilité se situe à grandδ et petitθ, c’est-à-dire pour des protéines très instables et une
dynamique de commutation du gène très lente, ce qui n’est pas forcément très réaliste.

5.3.3.3 Le rôle de la cinétique enzymatique de dégradati on Dans la sectionprécédente,
la discussion d’une cinétique de dégradation de type Michaelis-Menten, qui est celle habituel-
lement retenue, a pu sembler contredire la conclusion initiale, selon laquelle les oscillations
apparaissent systématiquement quand la dégradation estsuffisamment saturée.

Il faut en fait garder à l’esprit que le scénario d’oscillations que nous avons mis en
avant demande simultanément une dégradation élevée etune saturation à petit nombre de
protéines. Or, ces deux exigences ne peuvent être simultanément satisfaites par une cinétique
de Michaelis-Menten à partir du moment où les fonctionsf(p) eth(m) sont normalisées de
manière à avoir une pente unité en 0 : l’expressionκp/(κ+ p) a un plateau d’autant plus bas
qu’elle sature plus rapidement (c’est-à-dire queκ est petit).

En fait, le raisonnement qui avait été suivi suppose que l’on puisse façonner à loisir la
fonction de dégradation, ou si l’on préfère, que l’évolution ait sélectionné un mécanisme de
dégradation adapté à la production d’oscillations autour d’un gène auto-régulé, à partir du
moment où le besoin s’en serait fait sentir. Les discussions précédentes montrent qu’il faut
que la fonction de dégradation augmente rapidement jusqu’à sa valeur de saturation, et que
sa pente tende ensuite très rapidement vers 0. Clairement,cela nécessite l’introduction de
termes d’ordres supérieur dans la fonction de dégradation, comme par exemple :

f(p) =
p + ap2

1 + bp + cp2
(5.21)

où les termes quadratiques mènent à une saturation beaucoup plus rapide quandp augmente.
Nous verrons dans la partie consacrée aux simulations num´eriques qu’une cinétique de

dégradation favorise effectivement l’apparition d’oscillations pour des valeurs de paramètres
réalistes. En attendant, nous présentons succinctementdeux mécanismes enzymatiques me-
nant à une cinétique du type de (5.21), afin d’illustrer nospropos.

Enzymes allostériques La cinétique de Michaelis-Menten suppose que l’enzyme possède
un seul site de fixation au substrat ou, si elle en possède plusieurs, que leurs affinités aux
substrats sont identiques. Or, on rencontre souvent des ph´enomènes de coopérativité qui
font que l’association du substrat à l’enzyme se fait d’autant plus facilement que le nombre
de molécules de substrat déjà fixées est grand. Dans ce cas, les constantes cinétiques ca-
ractérisant l’interaction avec l’enzyme du deuxième susbtrat diffèrent de celles relatives
au premier substrat. On montre facilement que dans le cas de deux sites, on arrive à des
cinétiques du type:

f(p) =
p + p2/aK

1 + 2p/K + p2/aK2
(5.22)

où a = 1 quand les deux sites sont indépendants, eta → 0 quand la fixation au deuxième
site est favorisée. On voit que dans cette limite, les termes quadratiques sont dominants dans
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l’expression (5.22). De manière générale, une cinétique

f(p) ∼ pn

K ′ + pn
, (5.23)

connue sous le nom d’équation de Hill, sera observée dans les cas de forte coopérativité àn
sites. Dans la section consacrée aux simulations numériques, nous considérerons ainsi une
cinétique allostérique à quatre sites associée à la fonction

f(p) =
p + 3p2/aK + 3p3/a3K2 + p4/a6K3

1 + 4p/K + 6p2/aK2 + 4p3/a3K3 + p4/a6K4
. (5.24)

Isoenzymes On considère maintenant le cas où la dégradation est catalysée par deux en-
zymes différentes, caractérisées par des constantes cinétiques également différentes. Si

ṗ = −δ
κp

κ + p
− δ′

κ′p

κ′ + p
, (5.25)

on voit facilement qu’on se ramène à une expression du type(5.21) en réduisant les deux
fractions au même dénominateur. De même que précédemment, on peut obtenir des expres-
sions avec des termes d’ordres supérieurs dans le cas oùn enzymes différentes catalysent la
réaction.

Une cinétique comme (5.25) pourrait également se rencontrer lorsque la protéine est
susceptible de modifications covalentes, par exemple lorsqu’elle existe également dans un
forme phosphorylée, et lorsque les deux formes ont des propriétés de dégradation différentes.

5.3.3.4 Simulations numériques Pour conclure cette partie consacrée à nos résultats
préliminaires concernant un oscillateur génétique élémentaire, nous présentons quelques
simulations numériques nous permettant de vérifier si lesoscillations dont l’existence semble
suggérée par l’analyse du critère de Routh-Hürwitz (5.16) sont bien observées et, si c’est
le cas, si elles le sont dans des régions de paramètres réalistes. Par simplicité, nous nous
limitons toujours au cas de la répression parfaite (µ = 0).

Pour cela, nous tirons un grand nombre de jeux de paramètresau sort, pour lesquels nous
déterminons si le système a rencontré une bifurcation deHopf en calculant les coordonnées
du point fixe, ainsi que les valeurs propres du Jacobien. Les deux échelles de temps cruciales
sont déterminées ici parδ et θ, qui contrôlent la stabilité de la protéine et la durée de vie
du complexe régulateur sur le promoteur du gène. Nous les faisons varier entre 0.01 et 100,
sachant que les situationsδ ≫ 1 et θ ≪ 1 sont peu réalistes. Si on fixe la durée de vie
de l’ARN à 10 minutes, on s’attend en effet peu à voir une protéine dégradée au bout de 6
secondes ou une protéine régulatrice attendre 16 heures avant de se dissocier du gène. Afin
de comprendre le rôle de la saturation, nous nous intéressons également au coefficient de
saturationcp = p∗/(p∗ +κ) qui vaut 0 en régime linéaire, et 1 en dégradation complètement
saturée, ainsi qu’à son analogue pour l’ARN.

Dégradation de Michaelis-Menten Les résultats des simulations numériques pour les coopérativités
n = 1, n = 2, etn = 4 (c’est-à-dire régulation du gène par, respectivement,un monomère,
dimère et un tétramère), et des cinétiques de dégradation de type Michaelis-Menten, sont
donnés par la figure 5.14. Des oscillations sont observéesdans tous les cas, mais on note
qu’elles ne peuvent se produire que lorsqueθ ≪ 1 ou δ ≫ 1, ce qui est peu réaliste. Ainsi,
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les oscillations àθ ∼ 1 nécessitent de manière généraleδ > 100, et donc une extrême
instabilité de la protéine. On constate également que laprotéine et l’ARN se comportent de
manière très différente par rapport à la dégradation.Pourn = 1, on trouve ainsi des régimes
oscillants avec des dégradations ARN saturées ou non, alors que le coefficient de saturation
de la protéine est centré autour d’une valeur bien précise.

Fig. 5.14 – Localisation des régimes oscillants dans l’espace des paramètres pourn = 1 (en haut),
n = 2 (au centre) etn = 4 (en bas). Les systèmes oscillants sont représentés, à gauche dans le plan
(θ,δ), à droite dans le plan( p∗

p∗+κ
, m∗

m∗+χ
), ce qui permet d’estimer la saturation de la dégradation (ces

deux quantités valent 0 en régime linéaire et 1 en dégradation enzymatique complètement saturée).
Les lignes verticale et horizontale au centre des tracés degauche correspondent àθ = 1 et δ = 1.

Quand la coopérativité augmente, la région du plan(θ,δ)occupée par les régimes oscillants
évolue très peu, par contre onobserve alors également des oscillations à dégradationprotéique
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très peu saturée, à condition d’augmenter en conséquence la saturation de la dégradation
ARN.

Dégradation coopérative Nous nous intéressons maintenant à l’effet de cinétiques de dégradation
non-Michaeliennes : une fonction de dégradation judicieusement choisie permet-elle d’in-
duire des comportements périodiques pour des valeurs réalistes des paramètres?

Fig. 5.15 – Localisation des régimes oscillants dans l’espace des paramètres dans le cas d’une
régulation par monomère et pour des cinétiques de dégradation du type(5.22)(ordre 2), avec une
constante de coopérativitéa = 0.01 (en haut), et du type(5.24)(ordre 4), aveca = 0.1 (en bas).
Comme dans la figure 5.14, les systèmes oscillants sont représentés, à gauche dans le plan(θ,δ), à
droite dans le plan( p∗

p∗+κ
, m∗

m∗+χ
), oùκ et χ sont les constantesK des expressions(5.22)et (5.24)

relatives à la protéine et à l’ARN, respectivement. Les lignes verticale et horizontale au centre des
tracés de gauche correspondent àθ = 1 etδ = 1.

Les simulations numériques illustrées par la figure 5.15,effectuées pour des cinétiques de
dégradation d’ordres 2 et 4, semblent apporter une réponse positive à cette question. On voit
immédiatement que les régimes oscillants peuvent être trouvés dans une région beaucoup
plus étendue du plan(θ,δ), et notamment pour des valeurs deθ beaucoup plus grandes et
de δ beaucoup plus petites. Pour fixer les idées, l’instabilit´e périodique peut être observée
lorsqueδ = 1 jusqu’àθ ∼ 5 pour une cinétique d’ordre 2 (a = 0.01) et θ ∼ 100 pour une
cinétique d’ordre 4 (a = 0.1). La figure 5.16 présente un régime observé pourθ = 5, et
montre que le fait queg soit une variable rapide quasiment asservie àp ne contrarie pas les
oscillations.
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Fig. 5.16 – Oscillations observées pourθ = 5, α = 0.01, δ = 1, κ = 0.703, χ = 0.624, µ = 0,
λ = 1.075,a = 0.005. De gauche à droite, et de haut en base: portraits de phase(g,p), (m,p), (g,m)
et variation dep en fonction du temps. Dans chaque portrait de phase plan est ´egalement tracée la
nullcline liant les deux variables concernées, c’est-à-dire respectivementg = 1/(1 + p), m = f(p),
etµ + λG = h(m).

L’existence d’oscillations pour des grandes valeurs deθ est inattendue, car on pourrait
penser que l’élimination adiabatique qui suppose que le taux de transcription suit instan-
tanément les variations de concentration en protéine, etqui supprime les oscillations, est
alors parfaitement justifiée. En fait, on soupçonne que des dynamiques oscillantes à des
valeurs arbitrairement grandes deθ puissent être observées, à condition de choisir des fonc-
tions de dégradation suffisamment non linéaires. En effet, si on passe à la limite où les
fonctions de dégradation sont du type Heaviside (f(p) = cte pour p > κ), et si on peut
trouver un point d’équilibre situé dans la zone de plateau, alors le critère de Routh-Hürwitz
est automatiquement vérifié.

Un point où notre système diffère de manière significative d’une équation à délai du
type (5.2) concerne les périodes d’oscillations. Ainsi, pour un jeu de paramètres étudié dans
la simulation concernant la cinétique du deuxième ordre,nous obtenons par exemple une
périodeT ∼ 20 alors queθ ∼ 8, ce qui correspondrait à un délaiτ = 1/θ(p∗ + 1) ∼ 0.04.
On trouve queT/τ ∼ 500, alors que ce rapport est en général de l’ordre de 2 à 4 pourune
équation à délai [147].

Ces résultats préliminaires semblent donc indiquer que si l’on admet l’existence d’une
dynamique propre du taux de transcription, le niveau d’expression d’un gène auto-régulé
peut présenter des oscillations dans des zones de paramètres réalistes. Cette dynamique a
jusqu’ici souvent été négligée car les processus d’association/dissociation étaient considérés
comme rapides, mais si on considère que l’initiation de la transcription est en fait un processus
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complexe, alors notre étude montre qu’elle peut engendrerdes instabilités sans avoir à prendre
en compte des délais liés par exemple au transport entre cytoplasme et noyau. Le point
essentiel à retenir n’est pas tant que des fonctions de dégradation ou de régulation très non
linéaires facilitent les oscillations, car c’est souventle cas dans les circuits génétiques [130],
mais que les oscillations semblent persister pour des dynamiques du taux de transcription
arbitrairement rapides, à condition de choisir judicieusement les mécanismes de dégradation.

Par ailleurs, nous noterons qu’alors que les auteurs ont souvent considéré l’effet d’une
coopérativité élevée dans la régulation de la transcription (i.e., le gène est régulé par un
complexe protéique d’ordre élevé), notre étude montrequ’une coopérativité forte dans le
mécanisme de dégradation peut avoir des effets très importants, et que ce facteur d’instabilité
mérite d’être étudié de manière plus approfondie.

5.4 CONCLUSION

Les réseaux de régulation constitués de gènes et protéines en interaction présentent un
comportement complexe, qui ne correspond pas toujours à ceque l’intuition ou le sens
commun aurait deviné. Seule une analyse mathématique pr´ecise peut établir quels sont les
différents régimes dynamiques observables dans un circuit génétique donné, ainsi que sa
robustesse par rapport aux changements de paramètres (à condition bien sûr de supposer
que le modèle analysé incorpore correctement les principaux phénomènes à l’oeuvre dans
la réalité).

L’apparition d’oscillations dans un réseau génétique est un comportement non linéaire
extrêmement intéressant, et notamment en raison de son importance dans des phénomènes
tels que les rythmes circadiens, la segmentation des somites ou encore les mécanismes de
réparation de l’ADN. Nous sommes actuellement engagés dans un projet à long terme visant
à élucider les rouages moléculaires de l’horloge circadienne d’Ostreococcus tauri, une algue
unicellulaire qui présente l’avantage d’avoir une organisation cellulaire très simplifiée et un
génome très peu redondant. Cet organisme possède en outre la particularité de présenter un
fort couplage entre rythmes circadiens et cycle de divisioncellulaire.

Nous espérons disposer bientôt des premiers modèles de cette horloge, mais des premiers
résultats ont déjà été obtenus lors d’étapes interm´ediaires. Nous avons été en effet amenés
à nous intéresser à considérer la dynamique du gène auto-régulé et à nous demander quelle
pourrait être l’influence d’une dynamique du taux de transcription pilotée par la concentration
en protéine. Nous avons montré que le simple fait que l’activité du gène devienne une
variable dynamique peut suffir à induire des instabilitésen conjonction avec des dégradations
enzymatiques complexes. Ce résultat suggère que les différentes étapes de ce processus
complexe qu’est l’initiation de la transcription devraient être mieux étudiées d’un point de
vue dynamique, ainsi que les détails des mécanismes de dégradation.
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Conclusion et perspectives

Fig. 6.1 – Visualisation sur un écran d’oscilloscope d’une orbite depériode 8 observée au milieu
de la cascade de doublements de période menant au chaos dansun laser à modulation de pertes. La
modulation appliquée est envoyée sur la voie X, et la réponse du laser sur la voie Y.

C’est sur une image expérimentale que j’aborderai le dernier chapitre de ce mémoire, au
moment de faire un bilan sommaire et de songer à l’avenir. Laphoto d’écran d’oscilloscope
de la figure 6.1 illustre, je l’espère, ce qui aura été une profonde motivation au cours de
mes différents travaux de recherche : explorer l’interface entre le monde réel et la vision que
nous en construisons, entre l’expérience et les mathématiques. Ce que nous observons au
laboratoire nous suggère des images auxquelles nous n’aurions peut-être pas songé, mais
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inversement nous ne mettons de l’ordre dans ce que nous percevons que grâce aux structures
que nous avons déjà en tête.

Cette frontière est un monde de rencontres inattendues. Lathéorie des noeuds paraı̂t à
beaucoup une science abstraite, car elle ne figure pas dans les cursus de Physique. Mais,
en regardant la figure 6.1, comment ne pas sentir qu’elle est un outil de laboratoire parfai-
tement adapté pour qui veut comprendre une dynamique où l’irrégulier et le complexe se
construisent autour du simple et du répétitif, où un attracteur étrange s’organise autour d’or-
bites périodiques. Les séries de Fourier furent un jour unconcept purement mathématique,
mais elles font aujourd’hui partie du bagage de chaque ingénieur. On se prend à songer que
la théorie des noeuds et des gabarits ne fait finalement pourles systèmes chaotiques que ce
que l’analyse de Fourier accomplit pour les systèmes linéaires : décomposer le tout sur les
parties périodiques qu’il renferme. Aux modes propres de translation répondent les « modes
propres » de l’étirement et du repliement.

Les rencontres se font aussi par l’intermédiaire de ces id´ees qui font surface en plusieurs
endroits. Ainsi, ce sont les mêmes singularités fronces qui permettront sans doute de classer le
chaos en dimension quatre, et qui expliquent pourquoi un oscillateur paramétrique optique est
capable de s’éteindre et de s’allumer à des fréquences élevées en réponse à des modifications
infimes de sa longueur de cavité. Ailleurs, c’est le même équilibre entre instabilité et stabilité
qui semble à la fois engendrer les attracteurs chaotiques et, en biologie, permettre aux
organismes vivants de réagir à des signaux infimes tout en se préservant des perturbations
extérieures.

Ayant un peu traı̂né avant de rédiger ce mémoire, je me sens obligé de m’interroger sur
ce qui sépare mes recherches passées de mes projets futurs. Je crois identifier deux points
tournants. En ce qui concerne l’analyse topologique, beaucoup de temps a été consacré
à démontrer la pertinence de cette approche et l’aide irremplaçable qu’elle apporte pour
résoudre des problèmes jugés importants et difficiles : décider de l’équivalence de deux struc-
tures chaotiques, construire des codages symboliques, extraire une signature chaotique d’un
signal non stationnaire, etc. Cette voie aura suscité un certain intérêt, comme en témoignent
peut-être les 1200 exemplaires de “The Topology of Chaos” diffusés un peu partout dans le
monde, mais en même temps aura été peu suivie dans la pratique. L’explication est à trouver
dans cette simple question, entendue presque après chaqueexposé que j’aurais donné : « Et
comment comptez-vous faire en dimension supérieure? ».

Le travail que j’ai présenté sur la préservation de l’orientation dans des triangulations
de points périodiques constitue peut-être, je l’espère, le premier élément de réponse à cette
question. Il semble déjà qu’il permette de reformuler la théorie en dimension 3, et de simplifier
considérablement certains problèmes, comme notamment celui de la construction de codages
symboliques. C’est sans doute parce que ce nouveau formalisme s’attaque de manière directe
au problème fondamental de la dynamique chaotique : connecter une évolution inversible
aux singularités qui apparaissent à un temps infini du faitde l’action indéfiniment répétée de
l’étirement et du repliement. Reste à espérer qu’il nouspermette bientôt de poser le pied en
dimension 4, et de mettre directement en évidence dans les séries temporelles expérimentales
les fronces dont on pense qu’elles organisent la dynamique le long d’une variété instable
bidimensionnelle.

Le deuxième point tournant concerne l’activité de modélisation. Ce fut hier l’analyse
de comportements surprenants dans des systèmes optiques,ce sera demain la mise en
équations de phénomènes biologiques. Ce qui est évidemment stimulant ici, c’est une pra-
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tique expérimentale complètement différente, le fait d’être confronté à des problèmes où la
capacité de l’esprit humain à isoler ce qui est immuable est poussée dans ses derniers retran-
chements par une complexité au premier abord déconcertante. Mais, quand on constate par
exemple la grande reproductibilité d’un jour sur l’autre des profils temporels d’expression
des gènes impliqués dans l’horloge circadienne, on veut bien croire qu’il y a dans ce nou-
veau monde, où rien ne semble sûr au physicien habitué à des systèmes dociles, des points
d’ancrage qui se laisseront plus facilement manipuler. Et on se demande plus largement si
le champ de la Physique ne déborde pas le cadre de l’inanimé, pour s’intéresser plus lar-
gement à tout ce qui est stationnaire et mathématisable dans une réalité changeante. Mais
peut-être ce déplacement du front entraı̂nera-t-il en retour des changements sur les méthodes
mathématiques : pourra-t-on par exemple continuer à utiliser des formalismes basés sur des
états ponctuels, en principe localisables avec une précision arbitraire? Une différence es-
sentielle subsistera cependant entre ce que nous appelons physique et la biologie : si rien ne
nous permet de penser que les lois physiques que nous manipulons aient pu changer depuis
le début de l’Univers, il nous faut penser devant tout syst`eme biologique que l’organisation
que nous cherchons à disséquer n’est pas le fruit du hasard, mais d’une longue évolution,
que si la Nature a trouvé avantageux d’osciller, elle a fini par trouvé une solution pour le
faire, et sans doute pas la plus compliquée. Reste à en saisir toutes les subtilités.
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linéaire, Paris (mars 2003), pp. 167–172 (Non-linéaire Publications, Orsay, 2003).
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linéaire dans les systèmes optiques",ENSSAT, Lannion (janvier 1999).

10. M. Lefranc , J. Plumecoq, G. Boulant, S. Bielawski, et D. Derozier, “L’analyse topo-
logique des attracteurs chaotiques de petite dimension: orbites périodiques, noeuds et
gabarits”,Laboratoire d’Arithmétique, Géométrie, Analyse et To-
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2006).

2. J. Used, J.-C. Martı̀n etM. Lefranc , “Nouvelles structures topologiques dans les
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J. Zemmouri, “Retard à la bifurcation dans les oscillateurs paramétriques optiques”,
7ème Colloque sur les Lasers et l’Optique Quantique, Rennes (Sep-
tembre 2001).

15. (A) A. Amon, S. Bielawski, D. Derozier, T. Erneux, M. Lefranc, M. Nizette et J.
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quantique, Bordeaux (septembre 1999).

20. (A) J. Plumecoq,C. Szwaj, D. Derozier, M. Lefranc et S. Bielawski, “Déstabilisation
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P. Suret 1997-2000 50% oscillateurs paramétriques optiques
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ondes en cavité : applications au traitement classique et quantique de l’information”,
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B.4 ENSEIGNEMENT

Lors de ma thèse, j’ai bénéficié pendant trois ans (1988-90 et 1991-92) d’un poste d’An-
cien normalien doctorant, puis d’un poste d’Attaché temporaire d’enseignement et de re-
cherche (1992-93). Au cours de ces quatre années, j’ai assuré l’horaire normal d’un maı̂tre
de conférences, à savoir 192 heures eq. TD par an, en premi`ere année de DEUG B et en
Licence de Physique.

J’ai par ailleurs assuré, depuis la création à la rentrée 1994dumodule d’Analyse Numérique
de la Licence de Physique jusqu’en 1996-97, vingt heures de cours-travaux dirigés par an
dans le cadre de cet enseignement. J’ai en particulier participé à sa mise en place et à la
définition de son contenu avec les trois collègues y intervenant également.

B.5 COMITÉS DE LECTURE ET EXPERTISE

J’ai été ces dernières années rapporteur pour les journaux suivants (par ordre de fréquence) :

– Physical Review E

– Physical Review Letters
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– Physica D

– European Physical Journal

– Physics Letters A

– Applied Physics B

Je suis par ailleurs régulièrement contacté par des agences de moyens, telles que la National
Science Foundation (États-Unis) ou l’Engineering and Physical Sciences Research Council
(Royaume-Uni) pour évaluer des demandes de financement [3 rapports dans 2 dernières
années], ainsi que par des Universités américaines pourévaluer le dossier de candidats à des
promotions [2 rapports dans les 2 dernières années].

B.6 ANIMATION SCIENTIFIQUE
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l’Institut Henri Poincaré, à Paris, et rassemble la communauté française du non linéaire
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– Membre du comité de direction du GDR 2489 DYCOEC, “DYnamique et COntrôle
des Ensembles Complexes”

– Membre depuis 2003 du comité Scientifique du colloque sur le chaos temporel et le
chaos spatio-temporel.

– Membre du comité local d’organisation du Congrès 2005 dela Société Française de
Physique et de la Belgian Physical Society (Lille).

B.7 RESPONSABILIT ÉS ADMINISTRATIVES

Nationales

– Membre nommé, de 1996 à 2000, du Conseil National des Universités (30ième sec-
tion).

Locales

– Membre nommé, à compter de 2004, de la Commission de Spécialistes de l’Université
de Lille I (28ième, 30ième et 37ième sections).

– Membre nommé, à compter de 2001, de la Commission de Spécialistes de l’Université
du Littoral (28ième, 30ième et 62ième sections).

– Membre nommé, de 1995 à 1997 inclus, de la Commission de Spécialistes de l’Uni-
versité de Lille I (28ième, 30ième et 37ième sections).

B.8 TITRES UNIVERSITAIRES
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la direction de Jan Stern, Directeur de Recherche au CNRS
(« Champs de jauge de spin quelconque, application aux
théories de cordes et supercordes »).

1988 Nomination comme Ancien Normalien Doctorant (AND) à
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Alternative determinism principle for topological analysis of chaos

Marc Lefranc
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The topological analysis of chaos based on a knot-theoretic characterization of unstable periodic orbits has

proven to be a powerful method, however knot theory can only be applied to three-dimensional systems. Still,

the core principles upon which this approach is built—determinism and continuity—apply in any dimension.

We propose an alternative framework in which these principles are enforced on triangulated surfaces rather

than curves, and we show that in dimension 3 our approach numerically predicts the correct topological

entropies for periodic orbits of the horseshoe map.

DOI: 10.1103/PhysRevE.74.035202 PACS number�s�: 05.45.Ac, 02.10.Kn, 02.40.Sf

Chaotic behavior results from the interplay of two geo-
metrical processes in state space: stretching separates neigh-
boring trajectories while squeezing maintains the flow within
a bounded region �1,2�. A topological analysis has been de-
veloped to classify the ways in which stretching and squeez-
ing can organize a chaotic attractor �2–4�. It relies on a theo-
rem stating that unstable periodic orbits �UPO� of a chaotic
three-dimensional �3D� flow can be projected onto a 2D
branched manifold �a template� without modifying their knot
invariants �5�. In this method, UPO extracted from an experi-
mental time series are characterized by the simplest template
compatible with their topological invariants �2–4�.

However, this approach can only be applied to 3D attrac-
tors: in higher dimensions, all knots can be deformed into
each other. Although other topological methods are appli-
cable to higher dimensions �6,7�, extending template analysis
is still desirable because it provides a different information.
A first step to overcome the 3D limitation is to recognize that
knot theory is not a necessary ingredient but simply a con-
venient way to study how two fundamental properties, deter-
minism and continuity, constrain trajectories in phase space.
It is because two trajectories cannot intersect that the knot
type of a 3D periodic orbit is well defined and is not modi-

fied as the orbit is deformed under control parameter varia-

tion.

In this paper, we note that a dimension-independent for-

mulation of determinism is orientation preservation, and we

propose an approach in which it is enforced on a representa-

tion of the dynamics in a triangulation of periodic points. In

dimension 3, an explicit formalism is easily constructed, and

we find that it numerically predicts the correct entropies for

periodic orbits of the horsehoe map. The entropy of a peri-

odic orbit is an invariant defined as the minimal topological

entropy �8� of a flow containing this orbit �9,10�; a positive-

entropy orbit is a powerful indicator of chaos �4,11,12�. This

result suggests that a key ingredient for constructing a knot-

less template analysis has been captured, although a proof of

validity and an explicit higher-dimensional extension are still

lacking.

We now detail our approach. The first step is to replace

the requirement of nonintersecting curves by a geometrical

problem that adapts naturally to phase spaces of any dimen-

sion. It has been suggested to exploit the rigid structure of

invariant manifolds of UPO �4,13�. Here, we note that when

a volume element V of a d-dimensional phase space is ad-

vected by a deterministic flow �t, the image �t��V� of its

boundary cannot display self-intersections: at any time t, its

interior and its exterior remain distinct, as with a droplet in a

fluid flow. A technical formulation of this property is that

volume orientation is preserved by the dynamics. For sim-

plicity, we consider attractors embedded in R
n�S1 �e.g.,

forced systems�, which can be sliced into n-dimensional

Poincaré sections parametrized by ��S1. Determinism then

imposes that boundaries of n-dimensional volume elements

of Poincaré sections retain their orientation �Fig. 1�.
Template analysis must be applicable to UPO extracted

from experimental signals, and thus can only rely on the

phase-space trajectory of a period-p orbit. Thus, we represent

the dynamics in a triangulated space whose nodes are p pe-

riodic points Pi in a Poincaré section, with Pi+1=F�Pi�, F
being the return map. In this space, points Pi are 0-cells, line

segments �Pi , P j���ij� joining two points are 1-cells, tri-

angles �Pi , P j , Pk���ijk� are 2-cells, etc. �Fig. 2�a��. Similar

concepts have been used in �14� to analyze the static struc-

ture of an attractor, but we focus here on the dynamics. We

denote by Sm the set of collections of contiguous m-cells,

which are the analogs of m-dimensional surfaces in the origi-

nal phase space. As Poincaré sections are swept, periodic

points move in the section plane and so do the m-cells at-

tached to them �Fig. 2�b��. The dynamics induced in Sm
should reflect that of m-dimensional phase-space surfaces

under action of the chaotic flow, and in particular should be

organized by the same stretching and squeezing mechanisms.

A dynamics in the triangulated space is specified by maps

Fm :Sm→Sm acting on collections of contiguous m-cells.

Since the original return map F sends nodes to nodes but not

FIG. 1. Under the action of the flow, volume elements of

Poincaré sections and their boundaries are stretched and squeezed

but retain their orientation, as illustrated here for 2D section planes.
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facets to facets, the Fm are not restrictions of F for m�0.

However, we require them to mimic F in the following way:

they should be invertible, satisfy determinism, and result

from a continuous deformation of facets, just as F is a con-

tinuous deformation of identity. The Fm should also satisfy

�Fm���=Fm−1����, where � is the boundary operator. As we

see below, facets are not necessarily trivially advected be-

tween sections because degeneracies occur, at which action

must be taken to preserve orientation.

We now specialize to the 3D case. The volume element of

a triangulated set of periodic points in a 2D Poincaré section

is a triangle �2-cell� based on three periodic points Pi, P j, and

Pk. Let Pi��� be the position of Pi in section �, with Pi�0�
= Pi and Pi�2��= Pi+1. The natural evolution of T
= �Pi , P j , Pk� as � increases is

T��� = �Pi���,P j���,Pk���� , �1�

which would lead to a trivial induced return map F2�T�
=T�2��= �Pi+1 , P j+1 , Pk+1� if expression �1� were uniformly

valid as a 2-cell. However, it is common that at some �
=�0, one of the three points �say Pk���� passes between the

two others, thereby changing the orientation of the candidate

2-cell T��� given by expression �1� �Fig. 3�. As emphasized

above, this is strictly forbidden by determinism, and we must

thus modify the representation of the dynamics. It turns out

that this problem has a simple solution.

The degenerate triangle T��0� in Fig. 3 is like a flattened

balloon whose boundary splits into two superimposed sides

with opposing outer normals. Determinism is violated when

these two sides cross each other so that interior and exterior,

defined with respect to outer normal, seem to be exchanged.

However, the experimental data only constrain node motion,

from which the facet dynamics is interpolated. To preserve

determinism, we force the two opposing sides not to cross by

swapping them at degeneracy, thereby canceling the inver-

sion.

This prescription is illustrated in Fig. 4, where the two

opposing sides at triangle degeneracy are represented as a

solid and a dashed line. The key point is that we construct

the edge dynamics so that the left �solid line� and right

�dashed line� sides remain at the left and right, respectively.

Since the left �right� side consists of itinerary �ik�+ �kj� ��ij��
before degeneracy and of itinerary �ij� ��ik�+ �kj�� after de-

generacy, their relative position is preserved by applying the

following dynamical rule in S1=Sn−1 at triangle inversion:

�ij� → �ik� + �kj� , �2a�

�ik� + �kj� → �ij� . �2b�

These rules also apply to reverse paths �e.g., �ji�→ �jk�
+ �ki��. Note that �T=��ijk�= �ij�+ ��jk�+ �ki�� is mapped by

�2� to ��ik�+ �kj��+ �ji�=��ikj�. The permutation compensates

for triangle inversion so that orientation of �T, and hence

determinism, is preserved.

Itineraries visiting edges eij = �ij� in a given order are rep-

resented by words in a language A* over alphabet A= �elm	,
and �2� by an operator �ij

k that in each word w replaces the

letter eij by the string eikekj and eikekj by eij �hence ��ij
k �2

=1�. For example,

�ij
k eklelieije jlelieikekje ji ¯ = eklelieikekje jlelieije jkeki ¯ .

The �ij
k generate a nontrivial dynamics, as the image of an

itinerary depends on how periodic points rotate around each

other. This simple dynamics faithfully reflects that of the

flow around the periodic orbit, as we show by computing the

entropy of the orbit.

From the motion of periodic points Pi��� in the section

plane as � is swept, a list of l triangle inversions �imjm

km is

obtained, from which we build an induced return map that

transforms a word w�A* into another word w� as

F1:w → w� = N�iljl

kl
¯ �i2j2

k2 �i1j1

k1 w , �3�

where Neij¯ =e�i+1��j+1�¯. Consider periodic orbit 00111 of

a suspension of the standard horseshoe map equipped with

the usual symbolic coding �2� �Figs. 2�b� and 5�a��. We find

that as points gradually move in the section plane from their

initial location to that of their image under the return map,

FIG. 2. �a� Triangulated space based on periodic points Pi in a

3D Poincaré section. The 2-cell �ikl� is shaded. �b� The flow in-

duces a mapping of this triangulated space into itself, as suggested

here for a period-5 orbit embedded in R
2�S1.

FIG. 3. As three points move in the section plane when � is

increased, the triangle they form can change its orientation.

FIG. 4. A triangle is inverted as Pk passes between Pi and P j.

Identifying the solid �dashed� paths in the initial and end configu-

rations leads to substitution �2�.
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triangle inversions occur when point 4 successively crosses

the four edges e15, e13, e25, and e23. Thus the induced return

map for edge itineraries is F1=N�23
4 �25

4 �13
4 �15

4 . For example,

e15→

�15
4

e14e45→

¯

e14e45→

N

e25e51 = F1�e15� ,

while edges not crossed by point 4 are trivially modified

�e.g., e14→

N

e25�. This leads to the closed rule set

e14 → e25, e15 → e25e51, e25 → e35e51, e35 → e41 �4�

for edges in the invariant set of F1. Table I displays iterates

F1
m�e15� computed using �4�. Their length 
F1

m�w�
 diverges

exponentially as m→�, indicating that trajectories in the

neighborhood of the orbit are continuously stretched apart by

the flow. The growth rate

h�P� = lim
m→�

ln 
F1
m�w�


m
�5�

is obtained as the logarithm of the leading eigenvalue of the

transition matrix �Mee��, whose entries count occurrences of

edge e� or of its reverse in F1�e� given by �4�. Here,

h�00111��0.5435. Table I also shows that F1
kp�w� �p is the

orbit period� converges to an infinite word w� satisfying

F1
p�w��=w�, which is the analog of the infinitely folded un-

stable manifold of the periodic orbit.

The growth rate h�P� is expected to be the entropy hT�P�
of orbit P, defined as the minimal topological entropy �8� of

a map containing P �9�. Indeed, a piecewise linear map con-

taining P with �Mee�� as Markov transition matrix can be

constructed and has entropy h�P�, thus hT�P�	h�P�. Con-

versely, h�P�	hT�P�, as h�P� is the minimal growth rate of

the geometric length of curves passing through periodic

points Pi and cannot be larger than the topological entropy of

a map containing P, which is the supremum of stretching

rates over curves in the plane �15�.
For a typical orbit, unlike in �4�, there are paths in the

F1-invariant set that trigger a “squeezing” rule �2b�, as, for

example, e16e67→e17 for horseshoe orbit 0010111. Then

F1�e16e67��F1�e16�F1�e67� and the transition matrix cannot

be used for entropy computations, although estimates can

still be obtained by direct iteration. In all the examples we

considered, enlarging the alphabet by recoding contracting

paths as basis edges �e.g., e167�e16e67� and applying other

recodings required for consistency allowed us to rewrite F1

as an ordinary substitution like �4�. For example, the induced

return map for horseshoe orbit 0010111 can be rewritten as

�eijk�eije jk�

e14 → e25, e15 → e257e76, e17 → e257e71, e25 → e37e76,

e37 → e41, e67 → e71, e167 → e25e51, e257 → e37e761.

Besides e167, basis path e257 was introduced because its im-

age overlaps e167. A transition matrix can then be obtained,

with entropy h�0010111��0.4768.

For all 746 periodic orbits of the horseshoe map up to

period 12, we have compared growth rate �5� with topologi-

cal entropy obtained by the train-track algorithm �9,10,16�.
As illustrated in Table II, we found agreement to machine
precision in each instance. This strongly suggests that in 3D,

our approach is equivalent to the train-track approach. Quali-

tative properties of chaos are also reproduced: the dynamics

is deterministic �by construction�, invertible, and the stretch-

ing and squeezing processes are described in a symmetrical

way.

FIG. 5. �a� Periodic points of the horseshoe orbit 00111 and their

schematic trajectory in section plane. Bold lines indicate edges in-

volved in �4�. �b� Path P4P1P5P2P5P1P5P3 folds onto itself under

action of induced return map F1. The unimodal map obtained has

00111 as a periodic orbit.

TABLE I. A few iterates F1
m�e15� are given by their itinerary

between periodic points �e.g., �35152� denotes the path

e35e51e15e52�.

m Itinerary of F1
m�e15�

0 �15�

1 �251�

2 �35152�

3 �41525153�

4 �5251535152514�

5 �1535152514152515351525�

6 �2514152515351525251535152514152515351�

10 �1535152514152515351525251535152525153515¯ �

15 �1535152514152515351525251535152525153515¯ �

100 �1535152514152515351525251535152525153515¯ �

TABLE II. Topological entropies of positive-entropy horseshoe

orbits up to period 8 obtained with the approach described here and

with the train-track algorithm �TTA�.

Orbit This work TTA Orbit This work TTA

01101 1
01 0.4421 0.4421 00010 1

01 0.3822 0.3822

001011 1
01 0.3460 0.3460 000101 1

01 0.5686 0.5686

00101 1
01 0.4768 0.4768 0001 1

01 0.6329 0.6329

001010 1
01 0.4980 0.4980 000111 1

01 0.5686 0.5686

001 1
01 0.5435 0.5435 00011 1

01 0.3822 0.3822

001110 1
01 0.4980 0.4980 000010 1

01 0.4589 0.4589

00111 1
01 0.4768 0.4768 00001 1

01 0.6662 0.6662

001111 1
01 0.3460 0.3460 000011 1

01 0.4589 0.4589

001101 1
01 0.4980 0.4980 000001 1

01 0.6804 0.6804
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Remarkably, we note that while transformations �3� are
invertible, the asymptotic dynamics is singular. Consider the
itinerary w0=F3�e15�= �41525153� in Table I, which is the

shortest subpath of w� visiting the four edges in �4�. As Fig.

5�b� shows, the image F1�w0�= �5251535152514�
= �525153�+ �35152514� consists of a subpath of w0 concat-

enated with a reverse copy of w0: this path is folded onto
itself by a singular one-dimensional map. The same property

holds for all subsequent iterates Fm�e15�, hence for the infi-

nite word w�. This reflects that associated to an invertible

return map �e.g., Hénon map�, there exists an underlying

lower-dimensional noninvertible map �e.g., logistic map� de-

scribing the dynamics along the unstable manifold, a key-

stone of the Birman-Williams construction �2,5�. Note that

the symbolic name 00111 can be recovered directly from Fig.

5�b� using the usual coding for orbits of 1D maps. This

makes the new formalism promising for using topological

information to construct global symbolic codings as in �17�.
How segments along w0 are folded over each other and how

neighboring cells are squeezed provide us with a combinato-

rial description of stretching and folding that could be used

to determine the simplest template carrying the periodic orbit

studied.

To conclude, we have proposed that orientation preserva-

tion is a more general formulation of determinism than non-

intersection of trajectories. In three dimensions we find that

enforcing it on a triangulation of periodic points induces a

nontrivial dynamics on paths along periodic periodic points.

More precisely, a path map F1 is constructed by �i� following

triangles advected by the flow as one rotates around the at-

tractor, �ii� restoring orientation at each triangle inversion by

exchanging opposing sides via transformations �2�. When

paths in the F1-invariant set do not experience contraction,

entropy is obtained from a transition matrix indicating how

elementary edges in the invariant set are mapped among

themselves. Otherwise, new basis paths must be introduced

to account for contraction. A promising result is that despite

its simplicity, this formalism numerically predicts the correct

entropies for periodic orbits of the horseshoe map. Prelimi-

nary calculations also suggest that it leads to a combinatorial

description of the folding of the invariant unstable manifold

over itself, yielding information about the symbolic dynam-

ics of the orbit. It now remains to prove the validity of the

approcach in 3D and to try to extend it to higher dimensions.
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Centre d’Étudeset de RecherchesLaserset Applications, Université desScienceset Technologies de Lille,
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Althoughdeterministic chaoshas beenpredicted to occur in the triply resonant optical parametric
oscil lator (TROPO) 15 years ago, experimental evidenceof chaotic behavior in this system has been
lacking so far, in marked contrast with mostnonli near systems,wherechaoshas beenactively tracked
and found. This situation is probably li nked to the high sensitivity of the TROPO to perturbations,
which adverselyaffects stationary operation at high power. We report the experimental observation in
this system of a burst of i rregular behavior of duration 80 �s. Although the system is highly
nonstationary over this time interval, a topological analysis al lows us to extract a clear-cut signature
of deterministic chaosfrom a time seriessegmentof only nine basecycles(3 �s). This resultsuggests
that nonstationarity is not necessari ly an obstacle to the characterization of chaos.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.92.094101 PACS numbers:05.45.–a, 42.65.Yj, 42.65.Sf

It has become common knowledge that many non-
li near systems obeying deterministic equations of mo-
tion can display seemingly erratic behavior. In the last
decades,deterministic chaoshas beenthe subject of in-
tensive experimental i nvestigation and hasbeenobserved
in a largevariety of experimental systems (see, e.g., [1]).
However, characterizing chaosis significantly more de-
manding than characterizing periodic behavior, for
which measuring simple quantit ies suchas amplitudeor
frequencyover a short time interval is sufficient. Indeed,
mostquantitative measuresof chaos(e.g., f ractal dimen-
sions or Lyapunov exponents) rely on constructing an
approximation of thenatural measureona strangeattrac-
tor, which requiresobserving thesystemfor at leasta few
hundredsof cyclesat fixed control parameters[2,3].

Thus, it is extremely di fficult to assessdeterministic
chaosin a system that experiencesparameter dri f ts on a
timescale comparableto the mean dynamical period, so
that stationarity cannot beassumed. In particular, this is
the case whenstudying a subsystem that cannot be con-
sidered as isolated from its environment, a situation that
frequently occurs in biological systems. Yet, it is often
desirableto understand the behavior of a small part of a
complexsystembeforeunraveli ng itsglobal dynamics. A
natural question then is can we infer the existenceof
an underlying chaotic dynamics from a very short, non-
stationary, timeseries?In thisLetter, wepresenta case in
which this question can be answered positively: by apply-
ing topological tools [4–6] to a burst of i rregular behav-
ior recorded in a triply resonant optical parametric
oscil lator (TROPO) subject to thermal effects, we extract
a clear-cut signature of deterministic chaosfrom an ex-
tremely short time series segment of only nine base
cycles.

Optical parametric oscil lators are sourcesof coherent
light based on parametric down-conversion of pump

photons into pairs of subharmonic photons in a non-
li near optical crystal. This effect is enhanced by enclos-
ing thecrystal i nsidea cavity so as to build an oscil lator.
When the cavity is resonant for the three waves, the
thresholdfor infrared generation can be as low as a few
mW. As lasers,TROPOs are based on a nonli near inter-
action and are natural ly susceptible to instabilit ies and
chaos. Accordingly, chaotic behavior was identified in a
simple TROPO model 15 years ago [7]. Surprisingly,
this theoretical prediction has so far not beenconfirmed
experimental ly.

Instabilit ies and chaosare expected to occur in the
TROPO at high power, whereoptical nonli nearit ies are
emphasized. However, highenergy densitiesin the crystal
induceothereffects, in particular, thermal effects. It was
recently shown that theTROPO can besubject to thermo-
optical i nstabilit ieswherethe cavity length is no longera
fixed parameter but behavesasa slow variablecoupled to
the optical variables [8]. This gives rise to relaxation
oscil lations [8,9], as well as to a variety of bursting
regimes[10] whentheseslow oscil lations combine with
fast oscil lations resulting from the interaction of trans-
versemodes[11]. The coexistenceof two different time
scales thenmakesit di fficult to characterize the dynam-
ics, especially in the caseof i rregular regimes.

TheTROPO used in theexperiment is as described in
Refs. [8,9,11]. It featuresa 15-mm-long KTP (potassium
titanyl phosphate) crystal cut for type-II phasematching,
enclosed inside a 63-mm-long cavity delimited by two
mirrors with a radius of curvature of 50 mm. Cavity
length is not actively stabili zed. The cavity is resonant
at 532 nm, the wavelength of the frequency-doubled
Nd:YVO4 pump laser, and at 1064 nm, near which two
infrared fields are generated. Parametric threshold is
reached at pump powers of the order of 10 mW. At a
pumppowerof 3.5 W (i.e., 350timesabovethreshold), we
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have observed in the output signal i ntensity waveforms
morecomplexthan the periodic instabilit ies reported so
far [8–12]. Thetimeseriesthatweanalyzein this paper is
shown in Fig. 1. Becausethe raw recording had li mited
vertical resolution, it has been processed through an
acausal low pass filt er with a cutoff f requency of
7 MHz. Acausal filt ering of the time series has not been
shown to introducearti facts in subsequent phase-space
reconstructions [13]. Between t � 790 �s and t �
870 �s, Fig. 1(a) displaysa burst of i rregular behavior
insidea long interval of quasisinusoidal periodic behavior
of frequency approximately 3 MHz.Therapidvariation of
the periodic waveform with time shows clearly that the
systemis highly nonstationary. Thedri f t occursonatime
scale consistent with previous reports of thermal effects
in this system [8,9].

The complexburst shown in detail i n Figs. 1(b)–1(e) is
highly suggestive of deterministic chaos. Between t �
790 �s and t � 805 �s, it begins by a progressive tran-
sition from the base period-1 orbit to a period-2 orbit.
This is a signature of a period-doubling bifurcation, the
first step of the most ubiquitous route to chaos. The
reversebifurcation can be seenin Fig. 1(e). Moreover,
the time seriesdisplaysa numberof sequencesof almost
periodic behavior, a hall mark of low-dimensional chaos
[4,5]. In particular, the segmentbetweent � 830 �s and
t � 840 �s containsthreeperiodic burstsof periods3, 2,
and 1.

Whenchaotic behavior is suspected, a natural stepis to
try to reconstruct a strange attractor in a phase space
using,e.g., themethod of timedelays[2–5]. In thepresent
case, thisprocedure is questionablebecausethe system is
not stationary. Indeed, the superposition of trajectory
segments corresponding to di fferent values of control
parametersis expected to yield a blurred plot. However,
a phase-planeplot of the time seriesof Figs. 1(b)–1(e) is
surprisingly similar to a Rössler-type chaotic attractor
(Fig. 2). This indicates that trajectories of our system
changetheir shape relatively slowly as a control parame-
ter is varied.

Next, we choosea Poincaré section (Fig. 2) and con-
struct a first return mapfor it. A convenient choiceis the
return mapfor the timesof flight Tn betweenthenth and
the �n� 1�th intersections with the section plane, which
are relatively insensitive to noise. How Tn varies along
the time series is shown in Fig. 3(a). This plot clearly
displaysthe bifurcation diagram of a system that under-
goesa period-doubling cascade, exploresa chaotic zone
fol lowed by a period-3 periodic window, and thengoes
back. Note that the fraction of the diagram wherecom-
plex behavior is observed is relatively small.

The plot �Tn; Tn�1� is shown in Fig. 3(b), where a
folded structure similar to a one-dimensional map can
easily be discerned. This suggests that the irregular
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FIG. 1. (a) Signal i ntensity vs time; (b)–(e) consecutive ex-
cerpts from the irregular burst occurring for t 2 �780; 875�.
The segmentbetweent � 812:421 and t � 815:562 contains a
period-9 orbit used in the subsequenttopological analysis.
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time series of Figs. 1(b)–1(e) and 	 � 55 ns. Thevertical li ne
indicates the section plane used in the subsequent analysis.
Flow rotatesclockwise aroundthe hole in the middle.
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dynamics observed in the experiment is deterministic.
However, no quantitative information can be extracted
from Fig. 3(b) which is blurred by variations in control
parameters, as can be verified by plotting separately
graphscorresponding to di fferentpartsof thetimeseries.
If we restrict ourselvesto the first chaotic zoneof Fig. 3
(i.e., for n 2 �70; 105�, or t 2 �806:8; 819:0�), the result-
ing plot is much closer to a one-dimensional map but
there are now too few points to rigorously assessthe
presenceof deterministic chaos,let alone to quanti fy it
[Fig. 3(c)].

Indeed, mostcharacterization methodsrequire that the
neighborhood of eachpoint in phasespaceis sufficiently
populated to capture the local structure of the attractor.
Thus,they dependon the time seriesnonlocally in time:
nearest neighborsin phasespaceare usually located far
apart in the time series (long-term recurrence). This
makes thesemethods fragile with respect to variations
of control parameters along the time series. As we see
below, atopological analysiscircumventsthisproblemby
extracting information from isolated time series seg-
ments, namely, thoseapproaching a closed orbit (short-
term recurrence): weshall not only extracta signature of
an underlying chaotic dynamics in the fixed-parameter
system but also obtain lower boundson its topological
entropy, a classical measure of chaos.

Thetimeseriesof Fig. 1 displaysmany periodic events.
As with the period-3 orbit, many of themcorrespond to
stable periodic windows explored by the system as pa-
rametersaresweptbut somecan alsobefoundin zonesof
i rregular behavior. Theythenli kely correspondto aclose
encounter with one of the infinity of unstable periodic
orbits embedded in a chaotic attractor.

The topological analysis of chaos[4,5] proceeds by
characterizing theorganization of periodic orbits,which
are associated with closed curves in phase space. In
dimension three, how thesecurves are intertwined can

be studied using knot theory and branched mani folds
(‘‘ templates’’ ). This is becausethe knot invariants of
periodic orbits provide topological signatures of the
stretching and squeezing mechanisms organizing a
strangeattractor [4,5]. A majoradvantageof topological
analysis is that each time series segment shadowing a
periodic orbit, stable or unstable, can be analyzed inde-
pendently of the others.

Although the time series of Figs. 1(b)–1(e) is very
short, wehavedetected several closed orbitsin it. The cri-
terion was that the orbit shouldreturn to its init ial con-
dit ion in the �Tn; Tn�1� plane with 3% accuracy. These
orbits are the period-1, period-2, period-4, and period-8
orbits of theperiod-doubling cascade, theperiod-3 orbit,
as well as four orbits of periods6, 7, 9, and 10.

We have found that the braids associated with these
closed orbits can all be projected to a standard horseshoe
template[4,5], asthestructureof thereturn mapsuggests.
Moreprecisely, they havethesamebraid typesasorbits1,
01, 013, 013�01�2, 016, 011010111, �011�31, 011, and015 of
the standard horseshoe template (ordered as in the time
series). Linking numbers were not computed as this
would require comparing different parts of the time
series. This observation suggests that although orbits
changetheir shape as control parametersvary along the
time series, their topological organization is not modi-
fied. Sucha robustnesswouldbeextremelyunli kely i f the
irregular dynamics observed was not deterministic.

However, topological analysis can provide us with
strongerevidence. Indeed, we havefoundthat two of the
closed orbitshave a‘‘ positive-entropy’’ braid type. Oneis
shown in Fig. 4. In a stationary system, how trajectories
are stretched and folded aroundsuchan orbit forcesthe
existence of an infinity of periodic orbits [6]. Thus,
positive-entropy orbits exist only in systems that have
experienced infinitely many bifurcations and are chaotic
in someregion of parameterspace[4–6,14,15]:a‘‘ pretzel
knot’’ (i.e., a common type of positive-entropy orbit
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FIG. 3. (a) Poincaré section return timesTn vs intersection
numbern. Return maps�Tn; Tn�1� (b) for n 2 �1; 250�; (c) for
n 2 �70; 105�.
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FIG. 4. (a)A period-9 closed orbit detected in thetimeseries.
The open ci rcle indicatesits starting and final points. The inset
displays trajectory segments around thesetwo points; (b) a
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a Poincaré section.
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havingsucha knot type) in a three-dimensional flow im-
plies chaosjust as a period-3 orbit in a one-dimensional
mapdoes. Thepresenceof suchan orbit in an experimen-
tal data setwas first used as an indicator of chaosfor the
Belousov-Zhabotinskii reaction [16]. Pretzel knots have
also been observed in laser experiments [17,18]. How
many orbits are forced by a given braid type is quantified
by its topological entropy, which is a lower boundon the
topological entropy of systems containing it [6].

Using theTRAI NS program by Hall [19], we have com-
puted the topological entropy of the braid in Fig. 4(b) to
behT � 0:377 057 > 0. Similarly, theperiod-10 orbit has
entropy hT � 0:473 404 > 0. If our system werestation-
ary (as in Refs. [16–18]), the presenceof such orbits
would unambiguously imply chaosand provide a lower
boundon topological entropy. However, the closed orbit
in Fig. 4 is not a true periodic orbit, since control pa-
rameters have different values at its starting and final
points.

Nevertheless,the fol lowing observation gives us con-
fidencethat the observed braid type is actually present
in the unperturbed system. The inset of Fig. 4 shows
two trajectory segments fX�t�; t 2 �t0 
 	1; t0 � 	2�g and
fX�t�; t 2 �t0 � T 
 	1; t0 � T � 	2�g centered aroundthe
starting point X�t0� andtheending pointX�t0 � T� of the
closed orbit, with 	1 � 	2 � 350 ns being approximately
one orbital period. Although the two segments corre-
spond to the extreme values of the control parameter
along the closed orbit [Fig. 3(a) indicatesthat parameter
variation is monotonic for n 2 �86; 93�], we seethat they
are almost superimposed on eachother. This indicates
thatthevector flow changesvery litt le betweent � t0 and
t � t0 � T. Theseparation betweenthetwo segmentscan
then be taken as an upper boundon the separation be-
tweentheclosed orbit observed andaperiodic orbit of the
unperturbed system. As this separation is significantly
smaller than theseparation betweenstrandsof the closed
orbit in Fig. 4(a), the unperturbed system (i.e., the
TROPO with fixed cavity length) must have a periodic
orbit with the braid type shown in Fig. 4(b). We can then
concludethat it exhibits deterministic chaos. Similarly,
perturbations due to noise have no influence if their
amplitudeis small with respect to interstrand distance.

Our study shows that closed orbits with a positive-
entropy braid type can be exploited when the influ-
enceof parametervariation is small overoneorbit period,
a modest requirement compared to other methods.
However, we expect this approachto be also applicable
to strongernonstationarity. Generically, closed orbitsof a
system with a sweptparameter connect continuously to
periodic orbitsof theunperturbed systemasthesweeping
rate goes to zero, as is easily shown using the implicit
function theorem. If apositive-entropyclosed orbit can be
shown not to change its braid type along the homotopy
path, thenit providesa signatureof chaos. Understanding
whenbraid typeis preserved isdi fficult, but apreliminary
study of the logistic mapwith a sweptparameter (where

permutation of the periodic points is the counterpart of
braid type) suggests that this approachis quite robust.
Regarding applicabilit y to higher-dimensional systems,
whereknotsandbraids fall apart, we are currently devel-
oping alternate methods for computing the topological
entropy of a periodic orbit.

In conclusion, sophisticated topological methods
haveallowed us to obtain thefirst experimental signature
of deterministic chaosin an optical parametric oscil-
lator using only a very short segmentof a nonstationary
time series, which contained a positive-entropy orbit.
Moreover, the fact that two suchorbits weredetected in
lessthan 40cyclesindicatesthatthesesignaturesof chaos
are extremely robust with respect to variation in control
parameters.
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Preface

Before the 1970sopportunitiessometimesarosefor physiciststo study nonlinear
systems.This wasespeciallytrue in fields like fluid dynamicsandplasmaphysics,
wherethefundamentalequationsarenonlinearandthesenonlinearitiesmasked(and
still mask)thefull spectrumof spectacularlyrichbehavior. Whenpossibleweavoided
being draggedinto the study of abstractnonlinearsystems. For we believed, to
paraphrasea beautifulgeneralizationof Tolstoy, that

All linearsystemsarethesame.
Eachnonlinearsystemis nonlinearin its own way.

At thattimewebelievedthatonecouldspendawholelifetimestudyingthenonlinear-
itiesof thevanderPoloscillator[CartwrightandLittlewood(1945),Levinson(1949)]
andwind upknowing next to nothingaboutthebehavior of theDuffing oscillator.

Nevertheless,otherintrepidresearchershadbeenmakinganassaulton thecom-
plexities of nonlinearsystems. Smale(1967)describeda mechanismresponsible
for generatinga greatdealof thechaoticbehavior which hasbeenstudiedup to the
presenttime. Lorenz,studyinga drastictruncationof the Navier-Stokesequation,
discoveredanddescribed‘sensitive dependenceon initial conditions’(1963). The
rigid orderin which periodicorbitsarecreatedin thebifurcationsetof the logistic
map,andin fact any unimodalmapof the interval to itself, wasdescribedby May
(1976)andby Metropolis,Stein,andStein(1973).

Still, ����� . Therewasa reluctanceon thepartof mostscientiststo indulgein the
studyof nonlinearsystems.

v
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vi PREFACE

This all changedwith Feigenbaum’s discoveries(1978). He showed that scal-
ing invariancein perioddoublingcascadesleadsto quantitative (later, qualitative)
predictions.Thesearethescalingratios

� � ��� ������	�
����
�����
�	��
����������������������������� �����!�#"��������

$ � %&	'�)(�
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������"-�������/.0����12��3��4�5"-�����6�

whichareeigenvaluesof arenormalizationtransformation.Thetransformationin the
attitudeof scientistsis summarizedby thestatement(Gleick,1987)

“It wasa very happy andshockingdiscovery that therewerestructuresin non-
linearsystemsthatarealwaysthesameif you lookedat themtheright way.”

Thisdiscoverylaunchedanavalancheof work onnonlineardynamicalsystems.Old
experiments,buriedandforgottenbecauseof instabilitiesorunrepeatabilitydueto in-
competentgraduatestudents(in theiradvisor’sopinions)wereresurrectedandpushed
asground-breakingexperimentsexhibiting ‘first observations’ of chaotic behavior (by
thesesameadvisors).And many new experimentswerecarriedout, at first to test
Feigenbaum’sscalingpredictions,thento testotherquantitativepredictions,thenjust
to seewhatwouldhappen.

Someof theearliestexperimentsweredoneonfluids,sincethefundamentalequa-
tionsareknown andarenonlinear. However, theseexperimentsoftensufferedfrom
the long time scales(days,weeks,or months)requiredto recorda decentdataset.
Oscillatingchemicalreactions(e.g.,the Belousov-Zhabotinskiireaction)yieldeda
widespectrumof periodicandchaoticbehavior whichwasrelatively easyto control
andto tune.Thesedatasetscouldbegeneratedin hoursor days.Nonlinearelectric
circuitswerealsoextensively studied,althoughtherewas(andstill is) a prejudiceto
regardthemwith ajaundicedeyeaslittle morethananalogcomputers.Suchdatasets
couldbegeneratedveryquickly (secondsto minutes)— almostasfastasnumerical
simulations.Finally, laserlaboratoriescontributedin a substantialway to build up
extensive andwidely varyingdatabanksvery quickly (millesecondsto minutes)of
chaoticdata.

It wasat this time (1988),about10 yearsinto the‘nonlinearscience’revolution,
thatoneof theauthors(RG) wasapproachedby his colleague(J. R. Tredicce,then
at Drexel, now at theInstitutNonLinéairedeNice)with theproposition:“Bob, can
youhelpmeexplainmydata?”(SeeChapter1). Soweswepttheaccumulatedclutter
off my deskanddepositedhis data.We looked,pushed,probed,discussed,studied,
����� for quitea while. Finally, I replied: “No.” Tredicceleft with his data.But heis
verysmart(heis anexperimentalist!),andreturnedthefollowing daywith thesame
pile of stuff. Theconversationwasshortandeffective: “Bob,” “Still my name,” “I’ ll
bet that you can’t explain my data.” (Bob seesred!) We satdown anddiscussed
further. At the time two tools wereavailablefor studyingchaoticdata. Thesein-
volvedestimatingLyapunov exponents(dynamicalstability) andestimatingfractal
dimension(geometry).Both requiredlots of very cleandataandlong calculations.
They providedrealnumber(s)with noconvincingerrorbars,nounderlyingstatistical
theory, andno independentway to verify theseguesses.And at theendof theday
neitherprovidedany informationon “how to modelthedynamics.”
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PREFACE vii

Even worse: beforedoingan analysisI would like to know what I am looking
for, or at leastknow what thespectrumof possibleresultslooks like. For example,
whenweanalyzechemicalelementsor radionuclides,thereis aPeriodicTableof the
ChemicalElementsandanotherfor theAtomicNucleiwhichaccommodateany such
analyses.At thattime,noclassificationtheoryexistedfor strangeattractors.

In responseto Tredicce’s dare, I promisedto (try to) analyzehis data. But I
pointedoutthataseriousanalysiscouldn’t bedoneuntil wefirst hadsomehandleon
theclassificationof strangeattractors.Thiscouldtake alongtime. Trediccepromised
to bepatient.And hewas.

Ourfirststepwastoconsiderthewisdomof Poincaŕe.Hesuggestedaboutacentury
earlierthatonecould learna greatdealaboutthebehavior of nonlinearsystemsby
studyingtheirunstableperiodicorbitswhich

“... yield us the solutionsso precious,that is to say, they arethe only breach
throughwhich we canpenetrateinto a placewhich up to now hasbeenreputed
to beinaccessible.”

This observationwascompatiblewith whatwe learnedfrom experimentaldata: the
mostimportantfeaturesthatgovernedthebehavior of a system,andespeciallythat
governedthe perestroikasof suchsystems(i.e., changesascontrol parametersare
changed)arethefeaturesthatyoucan’t see— theunstableperiodicorbits.

Accordingly, my colleaguesandI studiedthe invariantsof periodicorbits, their
(Gauss)linking numbers.We alsointroduceda refinedtopologicalinvariantbased
on periodicorbits—- therelative rotationrates(Chapter4). Finally, we usedthese
invariantstoidentifytopologicalstructures(branchedmanifoldsortemplates,Chapter
5) which we usedto classifystrangeattractors“in the large.” The resultwasthat
“low dimensional”strangeattractors(i.e., thosethat could be embeddedin three-
dimensionalspaces)couldbeclassified.This classificationdependson theperiodic
orbits“in” thestrangeattractor, in particular, ontheirorganizationaselicitedby their
invariants.Theclassificationis topological. That is, it is givenby a setof integers
(alsobyveryinformativepictures).Notonlythat,theseintegerscanbeextractedfrom
experimentaldata. Thedatasetsdo not have to beparticularlylong or particularly
clean— especiallyby fractal dimensioncalculationstandards.Further, thereare
built in internalself-consistency checks.That is, thetopologicalanalysisalgorithm
(Chapter6)comeswith reject/fail to rejecttestcriteria.Thisis thefirst— andremains
theonly — chaoticdataanalysisprocedurewith rejectioncriteria.

Ultimately we discovered,throughanalysisof experimentaldata,that thereis a
secondary, morerefinedclassificationfor strangeattractors.Thisdependsona“basis
setof orbits” which describesthespectrumof all theunstableperiodicorbits“in” a
strangeattractor(Chapter9).

Theultimateresultis a doublydiscreteclassificationof strangeattractors.Both
partsof this doublydiscreteclassificationdependon unstableperiodicorbits. The
classificationdependson identifying:

BranchedManif old - which describesthe stretchingand squeezingmechanisms
that operaterepetitively on a flow in phasespaceto build up a (hyperbolic)
strangeattractorandto organizeall theunstableperiodicorbits in thestrange
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attractorin auniqueway. Thebranchedmanifoldis identifiedby thespectrum
of theinvariantsof theperiodicorbitsthatit supports.

BasisSetof Orbits - which describesthe spectrumof unstableperiodorbits in a
(nonhyperbolic)strangeattractor.

The perestroikasof branchedmanifoldsand of basissetsof orbits in this doubly
discreteclassificationobey well-definedtopologicalconstraints.Theseconstraints
providebotharigidity andaflexibility for theevolutionof strangeattractorsascontrol
parametersarevaried.

Alongthewaywediscoveredthatdynamicalsystemswith symmetry canberelated
todynamicalsystemswithoutsymmetryin veryspecificways(Chapter10). Asusual,
theserelationsinvolve botha rigidity anda flexibility which is assurprisingasit is
delightful.

Many of theseinsightsaredescribedin thepaperTopological analysisof chaotic
dynamicalsystems, Reviews of ModernPhysics,70(4), 1455-1530(1998),which
forms thebasisfor partof this book. We thanktheeditorsof this journal for their
policy of encouragingtransformationof researcharticlesto longerbookformat.

Theencounter(fall in love?)of theotherauthor(M.L.) with topologicalanalysis
datesbackto1991,whenhewasaPhDstudentattheUniversityof Lille, strugglingto
extractinformationfrom theverysametypeof chaoticlaserthatTrediccewasusing.
At thattime,Marc wascomputingestimatesof fractaldimensionsfor his laser. But
they dependedvery muchon the coordinatesystemusedandgave no insight into
themechanismsresponsiblefor chaoticbehavior, evenlessinto thesuccessionof the
differentbehaviors observed. This wasvery frustrating. Therehadbeenthis very
intringuing paperin PhysicalReview Lettersabouta “Characterizationof strange
attractorsby integers”,with appealingideasandnicepictures.Butaswith many short
papers,it hadbeendifficult to understandhow you shouldproceedwhenfacedwith
a realexperimentalsystem.TopologicalanalysisstruckbackwhenPierreGlorieux,
thenMarc’sadvisor, camebackto Lille from a stayin Philadephia,andhandedhim
a preprint from the Drexel team,saying: “You shouldhave a look at this stuff ”.
Thepreprintwasabouttopologicalanalysisof theBelousov-Zhabotinskiireaction,
a real-life system. It wasthe RosettaStonethat helpedput piecestogether. Soon
after, picturesof braidsconstructedfrom lasersignalswerepiling up onthe desk.
They wereabsolutelyidentical to thoseextractedfrom the Belousov-Zhabotinskii
dataanddescribedin thepreprint. Therewasuniversalityin chaosif you lookedat
it with theright tools. Eventually, thesystemthathadmotivatedtopologicalanalysis
in Philadephia,theCO� laserwith modulatedlosses,wascharacterizedin Lille and
shown to bedescribedby ahorseshoetemplate.Indeed,Tredicce’slasercouldnotbe
characterizedby topologicalanalysisbecauseof longperiodsof zerooutputintensity
that preventedinvariantsfrom being reliably estimated. The high signal to noise
ratioof thelaserin Lille allowedusto usea logarithmicamplifierandto resolve the
structureof trajectoriesin thezerointensityregion.

But a classificationis only useful if thereexist differentclasses.Thus,oneof
theearlygoalswasto find experimentalevidenceof a topologicalorganizationthat
woulddiffer from thestandardSmale’shorseshoe.At thattime,someregimesof the
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modulatedCO� lasercouldnotbeanalyzedfor lackof asuitablesymbolicencoding.
ThecorrespondingPoincaŕe sectionshadpeculiarstructuresthat,dependingon the
observer’smood,suggestedadoublyiteratedhorsehoeor anunderlyingthree-branch
manifold.Sincethecompleteanalysiscouldnotbecarriedout,muchtimewasspent
on trying to find at leastoneorbit that could not fit the horseshoetemplate. The
resultwasextremelydisappointing:For every orbit detected,therewasat leastone
horseshoeorbit with identicalinvariants.Oneof themostimportantlessonsof Judo
is that if you experienceresistancewhenpushing,you shouldpull (andvice versa).
Similarly, thisfailedattempttofindanonhorseshoetemplateturnedintotechniquesto
determineunderlyingtemplateswhennosymbolic codingisavailableandtoconstruct
suchcodingsusingtheinformationextractedfrom topologicalinvariants.

But the searchfor differenttemplateswasnot over. Two of Marc’s colleagues,
DominiqueDerozierandSerge Bielawski, proposedfor him to studya fiber laser
they hadin their laboratory(thatwastheperfectsystemto studyknots).Thissystem
exhibitschaotictongueswhenthemodulationfrequency is nearasubharmonicof its
relaxationfrequency: It wastemptingto checkwhetherthetopologicalstructuresin
eachtonguediffered. Thatwasindeedthecase:Thecorrespondingtemplateswere
basicallyhorseshoetemplatesbutwith aglobaltorsionincreasingsystematicallyfrom
onetongueto theother. A Nd:YAG laserwasalsoinvestigated.It showedsimilar
behavior, until the daywhereGuillaumeBoulant,the PhD studentworking on the
laser, cameto Marc’s office andsaid: “I have aweird dataset”. Chaoticattractors
wereabsolutelynormal,returnmapsresembledthelogistic mapvery much,but the
invariantsweresimply not whatwe wereusedto. This wasthe first evidenceof a
reversehorseshoeattractor. How topologicalorganizationsaremodifiedasacontrol
parameteris variedwas the subjectof many discussionsin Lille in the following
months,a ratheraccuratepicturefinally emerged andpapersbeganto be written.
In the last stages,Marc did a bibliographicsearchjust to clearhis mind and... a
recent22-pagePhysicalReview paper, by McCallumandGilmore,turnedup. Even
thoughit wasdevotedto the Duffing attractor, it describedwith greatdetail what
washappeningin our lasersascontrolparametersaremodified.Everyoccurenceof
“Weconjecturethat” in thepaperswashastilyreplacedby “Our experimentsconfirm
the theoreticalprediction...”, andpapersweresentto PhysicalReview. They were
accepted15dayslater, with averypositivereview. Soonafter, theRefereecontacted
usandproposedajoint effort onextensionsof topologicalanalysis.TheRefereewas
Bob,andthiswasthestartof a collaborationthatwehopewill lastlong.

It would indeedbeveryniceif thesetechniquescouldbeextendedto theanalysis
of strangeattractorsin higherdimensions(thanthree). Suchan extension,if it is
possible,cannotrelyonthemostpowerful toolsavailablein threedimensions.These
arethetopologicalinvariantsusedto teaseoutinformationon how periodicorbitsare
organizedin astrangeattractor. Wecannotusethesetools(linking numbers,relative
rotationrates)becauseknots“f all apart”in higherdimensions.We explore(Chapter
11)aninviting possibilityfor studyinganimportantclassof strangeattractorsin four
dimensions.If a classificationprocedurebasedon thesemethodsis successful,the
dooris openedto classifyingstrangeattractorsin

���
, ����� . A numberof ideasthat
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maybeusefulin this effort have alreadyprovedusefulin two closely-relatedfields
(Chapter12): Lie grouptheoryandsingularitytheory.

Someof the highly technicaldetailsinvolved in extractingtemplatesfrom data
have beenarchivedin theappendix.Othertechnicalmatteris archivedat our web
sites.1

Much of the early work in this field wasdonein responseto the challengeby
J. R. Tredicceandcarriedout with my colleaguesandclosefriends: H. G. Solari,
G. B. Mindlin, N. B. Tufillaro, F. Papoff, andR. Lopez-Ruiz.Work on symmetries
wasdonewith C. Letellier. Part of the work carriedout in this programhasbeen
supportedby theNationalScienceFoundationundergrantsNSF8843235andNSF
9987468.Similarly, Marcwouldliketo thankcolleaguesandstudentswith whomhe
enjoyedworking andexchangingideasabouttopologicalanalysis:PierreGlorieux,
Ennio Arimondo, FrancescoPapoff, Serge Bielawski, DominiqueDerozier, Guil-
laumeBoulant,andJérômePlumecoq.Staysof Bob in Lille werepartially funded
by theUniversityof Lille, theCentreNationaldela RechercheScientifique,Drexel
Universityundersabbaticalleave,andby theNSF.

Lastandmostimportant,wethankourwivesClaireandCatherinefor theirwarm
encouragementwhile physicsdancedin ourheads,andourchildren,MarcandKeith,
ClaraandMartin,whocompetedwith ourresearchanddemandedourattention,and
by doingso,keptushuman.

R.G.AND M.L.

Lille, France, Jan. 2002

1http://einstein.drexel.edu/directory/faculty/Gilmore.htmland
http://www.phlam.univ-lille1.fr/perso/lefranc.html
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3.3.4 RösslerEquations 105
3.3.5 Examplesof NondynamicalSystems 106
3.3.6 AdditionalObservations 109

3.4 Changeof Variables 112
3.4.1 Diffeomorphisms 112
3.4.2 Examples 112
3.4.3 StructureTheory 114

3.5 FixedPoints 116
3.5.1 DependenceonTopologyof PhaseSpace 116
3.5.2 Howto Find FixedPointsin ��� 117
3.5.3 Bifurcationsof FixedPoints 118
3.5.4 Stabilityof FixedPoints 120

3.6 PeriodicOrbits 121
3.6.1 LocatingPeriodicOrbits in ���������
	�� 121



186 PUBLICATIONS “ANALYSE TOPOLOGIQUE”

xiv CONTENTS

3.6.2 Bifurcationsof FixedPoints 122
3.6.3 Stabilityof FixedPoints 123

3.7 FlowsnearNonsingularPoints 124
3.8 VolumeExpansionandContraction 125
3.9 StretchingandSqueezing 126
3.10 TheFundamentalIdea 127
3.11 Summary 128

4 TopologicalInvariants 131
4.1 StretchingandSqueezingMechanisms 132
4.2 LinkingNumbers 136

4.2.1 Definitions 136
4.2.2 ReidemeisterMoves 138
4.2.3 Braids 139
4.2.4 Examples 142
4.2.5 LinkingNumbers for theHorseshoe 143
4.2.6 LinkingNumbers for theLorenzAttractor 144
4.2.7 Linking Numbers for the Period-Doubling

Cascade 146
4.2.8 LocalTorsion 146
4.2.9 WritheandTwist 147
4.2.10 AdditionalProperties 148

4.3 RelativeRotationRates 149
4.3.1 Definition 150
4.3.2 Howto ComputeRelativeRotationRates 151
4.3.3 HorseshoeMechanism 155
4.3.4 AdditionalProperties 159

4.4 RelationbetweenLinking Numbers and Relative
RotationRates 159

4.5 AdditionalUsesof Topological Invariants 160
4.5.1 BifurcationOrganization 160
4.5.2 TorusOrbits 161
4.5.3 AdditionalRemarks 161

4.6 Summary 164



THE TOPOLOGY OF CHAOS: ALICE IN STRETCH AND SQUEEZELAND 187

CONTENTS xv

5 BranchedManifolds 165
5.1 ClosedLoops 166

5.1.1 UndergraduateStudents 166
5.1.2 GraduateStudents 166
5.1.3 ThePh.D.Candidate 166
5.1.4 ImportantObservation 168

5.2 WhatHasThisGot to Do with DynamicalSystems? 169
5.3 General Propertiesof BranchedManifolds 169
5.4 Birman–Williams Theorem 171

5.4.1 Birman–Williams Projection 171
5.4.2 Statementof theTheorem 173

5.5 Relaxationof Restrictions 175
5.5.1 StronglyContractingRestriction 175
5.5.2 HyperbolicRestriction 176

5.6 Examplesof BranchedManifolds 176
5.6.1 Smale–R̈osslerSystem 177
5.6.2 LorenzSystem 179
5.6.3 DuffingSystem 180
5.6.4 vanderPol System 182

5.7 UniquenessandNonuniqueness 186
5.7.1 LocalMoves 186
5.7.2 GlobalMoves 187

5.8 Standard Form 190
5.9 Topological Invariants 193

5.9.1 KneadingTheory 193
5.9.2 LinkingNumbers 197
5.9.3 RelativeRotationRates 198

5.10 AdditionalProperties 199
5.10.1 Period asLinkingNumber 199
5.10.2 EBK–likeExpressionfor Periods 199
5.10.3 PoincaŕeSection 201
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Abstract

Wepresentadetailedalgorithmtoconstructsymbolicencodingsfor chaoticattractorsof three-dimensionalflows.It isbased
onatopologicalanalysisof unstableperiodicorbitsembeddedin theattractorandfollowstheapproachproposedby Lefranc
etal. [Phys.Rev. Lett.73(1994)1364].For eachorbit, thesymbolicnamesthatareconsistentwith itsknot-theoreticinvariants
andwith thetopologicalstructureof theattractorarefirst obtainedusingtemplateanalysis.Thisinformationandthelocations
of the periodicorbits in the sectionplanearethenusedto constructa generatingpartition by meansof triangulations.We
providenumericalevidenceof thevalidity of thismethod byapplyingit successfullyto setsof morethan1500periodicorbits
extractedfrom numericalsimulations,andobtainpartitionswhoseborderis localizedwith aprecisionof 0.01%.A distinctive
advantageof this approachis that thesolutionis progressively refinedusinghigher-periodorbits,which makes it robust to
noise,andsuitablefor analyzingexperimentaltimeseries.Furthermore,theresultingencodingsarebyconstructionconsistent
in the correspondinglimits with thoserigorouslyknown for both one-dimensionalandhyperbolicmaps.© 2000Elsevier
ScienceB.V. All rightsreserved.

PACS:05.45.+b

Keywords:Generatingpartitions;Symbolicdynamics;Templateanalysis;Knot theory

1. Intr oduction

Symbolic dynamics is a powerful approach to
chaotic dynamics.It consistsin representingtrajec-
tories in a chaoticattractorby sequencesof symbols
from a usuallyfinite but possiblyinfinite alphabet,in
a way that preserves the essentialpropertiesof the
dynamics[1–4]. It is not only centralto someof the
most fundamentaltheoremsof dynamical systems

∗ Correspondingauthor.
E-mail address:marc.lefranc@univ-lille1.fr (M. Lefranc).

theory(see,e.g.,[1,2]), but canalsobeof utmostim-
portancewith a view to practicalapplications,suchas
for transmittingnumericstreamsover chaoticsignals
[5,6].

However, we currentlyhave agoodunderstanding
of how to constructsymbolic encodingsin two lim-
iting casesonly, namelyfor hyperbolicsystemsand
non-invertiblemapsof aninterval into itself [1–4].Un-
fortunately, most experimentallow-dimensionalsys-
tems fall outsidethesetwo categories,except when
they are sufficiently dissipative so that their return
mapscanbemodeledby one-dimensionalmaps.

0167-2789/00/$– seefront matter© 2000 Elsevier ScienceB.V. All rights reserved.
PII: S0167-2789(00)00082-8
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To generalizeone-dimensionalsymbolicdynamics
to higher-dimensionalinvertible mapsand to flows,
the mostwidely usedmethodproceedsby localizing
homoclinictangencies,i.e.,pointswherethestableand
unstablemanifold of the attractoraretangentto each
other [7]. Becausethis involves computing tangent
mapsandestimatingtheireigendirections,thismethod
requiresthat theevolution equationsareknown, or at
leastthata modelof thedynamicsis available.

Othermethods,including the topologicalapproach
[8,9] that we describebelow, make useof the unsta-
ble periodic orbits (UPOs)associatedwith a chaotic
dynamics.For example, the fact that different UPO
shouldhave differentsymbolicnamesand that UPO
visit thewholephasespacehasbeenusedasacriterion
to selectpartitionsthat aregenerating[10–12].After
completionof this work, we becameawareof a very
recentlyproposedmethod[13] which is alsobasedon
the uniquenesscriterion andutilizes an interpolation
schemesimilar in spirit to the one introducedin the
presentwork. Symbolicnamesof periodicorbits can
alsobeobtainedby continuationfrom aregimewhere
thesymbolicdynamicsis well understood[14].

In this paper, we presentin detail anapproachthat
is basedon a topologicalcharacterizationof theUPO
[9,15–18], and extracts information not only in the
neighborhoodof the singularities,but from the ge-
ometrical structureof the whole phasespace.More
precisely, the way in which stretchingand folding,
which are intimately relatedto symbolic dynamics,
act on the infinite number of UPOs embeddedin
any strangeattractoris exactly reflectedin the way
theseorbits are knotted and intertwined.Becausea
systematicstudy of the knots and links realizedby
periodic orbits is madepossibleby templatetheory
[19,20] and templateanalysis[17,18], preciseinfor-
mationaboutthe symbolicdynamicsof the UPO can
be extracted from their topological invariants. As
we show in this work, this information, combined
with the knowledgeof the locationsof the periodic
points in the sectionplane,allows one to determine
an excellent approximationto the border of a gen-
erating partition. This methoddoesnot involve the
differentiablestructureof returnmapsat all, anduses
theconceptof distanceonly to defineneighborhoods,

morepreciselyto determinewhichmemberof asetof
referencepointsis nearestto a givenpoint.Moreover,
the useof templatetheoryensuresthat the symbolic
encodingsobtained are naturally connectedto the
onesknown in the one-dimensionaland hyperbolic
limits.

As thisapproachhasalreadybeenappliedto experi-
mentaltimeseriesfrom amodulatedlaserusingapre-
liminary versionof the algorithmdescribedhere[8],
theprimarygoalof this paperis to provide numerical
evidenceof thevalidity of themethod.We thusapply
it to more than 1500 UPOs extractedfrom numeri-
cal simulations,andshow that it is possibleto obtain
partitionswhich have asimplestructure,yet arecom-
pletelyconsistentwith thetopologicalorganizationof
the UPO: the setof symbolicnamesassignedby the
partition to the UPO correspondsto a setof orbits of
the horseshoetemplatewhich have exactly thesame
topologicalinvariantsastheextractedones.Directev-
idenceof the fact that partitionsobtainedin this way
aregeneratingwill bepresentedin thesecondpartof
this work [21].

The paperis organizedas follows. In the remain-
ing part of this section,we recall the links between
thegeometricpropertiesof chaos(stretchingandfold-
ing) andsymbolicdynamics.We thenbriefly review
theapproachbasedon homoclinictangencies,andwe
finally illustratetheconnectionbetweensymbolicdy-
namicsandknot theory.

This connectioncanbe preciselystatedusingtem-
plate theory [19,20] and templateanalysis[17,18].
Sincethis approachto chaoticdynamicsis not widely
known, Section2 is devoted to a review of its main
concepts.We put emphasison the relation between
the symbolicnameof an orbit andits topologicalin-
variantsby giving examplesof theanalyticalformulas
linking them, and specify our fundamentalassump-
tions.

In Section3, we describeour algorithmin detailby
progressivelybuildingageneratingpartitionfor asam-
ple setof UPOsextractedfrom numericalsimulations
of a modulatedlaser. We finally obtaina partitionthat
is localizedwith a precisionof theorderof 0.01%of
theattractorwidth. Lastly, we concludeby discussing
possibleextensionsandapplicationsof our method.
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1.1. Stretching, folding, andsymbolicdynamics

A striking featureof nonlineardynamicalsystems
is that they candisplaycomplex behavior even when
obeying simpleequationsof motion. This seemingly
paradoxicalfact caneasilybe understoodby usinga
geometricdescriptionof thedynamicallaws, in which
they are representedas transformationsof a phase
spaceinto itself. As it is by now commonlyknown,
there are such simple transformationsthat generate
chaoticbehavior by combiningstretchingandfolding
mechanisms(asin, e.g.,theRösslersystem).

In thelastdecades,severalmethodshave beenpro-
posedto characterizea strangeattractor, andthereby
theunderlyingdynamics[22]. Not surprisingly, some
of the most popular measuresof chaosare deeply
linkedwith theexistenceof thestretchingandfolding
mechanisms.For example,Lyapunov exponentsquan-
tify theefficiency of stretchingby estimatingthe rate
of divergenceof infinitely closetrajectories.Spectraof
fractal dimensions,andespeciallythe correlationdi-
mensionascomputedwith theGrassberger–Procaccia
algorithm,have beenwidely usedto analyzethefrac-
tal structurethat resultsfrom the repeatedaction of
stretchingandfolding.

Symbolicdynamicsis anotherapproachto chaotic
dynamicsthat is deeply rooted in the existenceof
the stretchingand folding mechanisms.The connec-
tion betweensymbolic dynamicsand the geometric
propertiesof chaosis probablybestillustratedby the
paradigmaticSmale’shorseshoemap(Fig. 1), which
is a key exampleto understandthe link betweenthe
geometricfeaturesof chaos,symbolicdynamicsand
topologicalconcepts.

One important property of the horseshoemap is
that,dueto stretchingandsqueezing,theorbitsof two
differentpointscanbe distinguishedonly by record-
ing which of the two verticalstripsdepictedin Fig. 1
they successively visit. In mostcases,the forward it-
eratesof the two pointswill eventually fall in differ-
ent strips becauseof stretching,which occursalong
the (vertical) unstabledirection.This, however, does
not happenif the two pointsare locatedin the same
strip andon the samesegmentof the stablemanifold
(i.e., along an horizontal line). In this case,one has

Fig. 1. Representationof the action of the Smale’s horseshoe
map. A unit squareis first stretchedalong the unstabledirection
andsqueezedalongthe stabledirection,thenfolded over itself so
that it intersectsthe original squarein two disjoint strips.

to follow the backward iteratesinstead,asthe unsta-
ble andstabledirectionsarethenreversed.Assigning
distinct symbolsto the two strips thusallows one to
carry out a symbolic dynamicalstudy of this map,
eachpoint of the invariant set being associatedto a
uniquebi-infinite binarysequence.For a detailedpre-
sentationof theSmale’shorseshoemapin thecontext
of topologicalanalysis,seeRefs.[9,15,16,23,24].

In general,the symbolicencodingof a chaoticat-
tractorisperformedbydividingaPoincarésectioninto
a few disjoint regions associatedwith distinct sym-
bols(seeFig. 2). In thecaseof reversibleequationsof
motion, eachpoint of the attractoris thenassociated
to the bi-infinite sequencemadeof the symbolscor-
respondingto theregionsvisitedby its backwardand
forward iterates.

Fig. 2. Symbolic encodingof a chaoticattractorusing a partition
of a sectionplaneinto two disjoint regions.This Poincaŕe section
has beenobtainedfrom the modulatedlaser equations(9a) and
(9b) describedin Section3.1.
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Moreprecisely, considerapartitionŴ of thesection
planeP in n disjoint regions1i(Ŵ), i = 0, . . . , n−1.
Assumethatfor eachpointx ∈ P , sŴ(x) indicatesthe
region which containsx: sŴ(x) = i if x ∈ 1i(Ŵ).

Thepointx is thenrepresentedby abi-infinite sym-
bolic sequence

9(x) = {. . . , 9−1(x), 90(x), 91(x), . . . },

9i(x) = sŴ(f i(x)),

wheref is thePoincaréreturnmap.Definingtheshift
operatorσ so that the sequence9 ′(x) = σ9(x) is
madeof the symbols9 ′

i(x) = 9i+1(x), it i s read-
ily seenthat σ representsthe actionof the return
mapin thespaceof symbolicsequences,asσ9(x) =

9(f (x)) by definition.
Under certain conditions, such a coarse-grained

measurementsufficesto provide an accuratedescrip-
tion of the dynamics:two different points, however
closethey may be,areassociatedto differentsymbol
sequences;the partition is then said to be gener-
ating [2]. Of course,this is due to the amplifying
actionof stretching,which connectsarbitrarily small
length-scaleswith largeones.

Symbolicdynamicscanbe given a rigorousfoun-
dationin the caseof hyperbolicsystems,suchasthe
Smale’shorseshoemapshown in Fig. 1. Indeed,hy-
perbolicity allows one to define partitions (Markov
partitions)that canbe shown to be generating[2]. In
this context, symbolic dynamicsis of utmostimpor-
tanceto prove several fundamentaltheoremsof dy-
namicalsystemtheory. For example,a symbolicdy-
namical analysisof the horseshoedynamicseasily
shows that the invariantsetcontainsaperiodicorbits,
a denseinfinity of unstableperiodic orbits, and that
thereareinfinitely many orbitswhich aredensein the
invariantset[1,2].

For non-hyperbolicsystems,rigorous results re-
gardingthe constructionof a generatingpartition are
known only in the caseof non-invertible mapsof an
interval into itself, such as the well-known logistic
map. In this case,a generatingpartition is obtained
by dividing the one-dimensionalinterval into regions
wherethe mapis monotonic:the borderof the parti-
tion consistsof the critical pointsof the map,where
thederivative vanishes[1,3,4].

However, most strangeattractorsencounteredin
experimentalsystemsor numerical simulationsare
non-hyperbolic:orbits arecreatedanddestroyed asa
controlparameterisvaried,whichis incompatiblewith
thestructuralstability impliedby hyperbolicity. More-
over, one-dimensionalsymbolicdynamicscanonly be
usedfor extremelydissipative systems,andeventhen
only in an approximateway. Whethersymbolic dy-
namicscanbeputonasoundbasisin thegeneralcase
thusremainsanopenandfascinatingproblem.

A guiding fact is that the parameterspace of
a dynamical systemsuch as, e.g., the Hénon map
Ha,b(x, y) = (a − x2 + by, x) containsgenerally
both the hyperbolicand one-dimensionallimits. For
a sufficiently large value of the parametera, the
Hénonmaphasaninvarianthyperbolicrepellor;it be-
comesequivalentto theone-dimensionallogistic map
La(x) = Ha,0(x) = a−x2 whentheparameterb goes
to zero.Therefore,a generalprocedurefor construct-
ing a symbolicencodingof a non-hyperbolic,weakly
dissipative, attractorshouldhave theone-dimensional
andhyperboliccodingsaslimiting cases.

1.2. Symbolicencodingsbasedon homoclinic
tangencies

Accordingly, the methodproposedby Grassberger
etal. [7,25] is ageneralizationof theone-dimensional
theory. For a one-dimensionalmap, the border of
the partition naturally consistsof the critical points
of the map, whoseexistenceis responsiblefor the
non-invertibility of the map.In the caseof invertible
two-dimensionalmaps, there are no critical points,
but their naturalcounterpartsarethe homoclinictan-
gencies, wherethe stableand unstablemanifoldsof
theattractoraretangentto eachother. Their existence
stemsfrom the non-hyperbolicityof the map: in a
sense,an invertible two-dimensionalmap loses in-
vertibility at homoclinic tangencieswhen iteratedan
infinite numberof times.Furthermore,points of ho-
moclinic tangency converge to backwardandforward
imagesof the critical points of the one-dimensional
mapwhendissipationis increasedto infinity.

Grassberger et al. [7,25] thus conjecturedthat a
goodsymbolicencodingcouldbeobtainedbydividing
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the planewith a line connectinghomoclinic tangen-
cies. Several studieshave given numericalevidence
that the partitions so obtainedwere generatingto a
high level of accuracy [7,25–29].Anothermotivation
for this rule is the fact that points locatedon oppo-
site sidesof a homoclinic tangency converge to each
otherboth for positive andnegative time. Thus,they
canonly bedistinguishedif they areassociatedto dif-
ferentsymbols.

However, thisapproachhasbeenrarelyused,if ever,
to characterizethe symbolicdynamicsof experimen-
tal chaotictime series(see,however, Ref. [30] for an
applicationto time seriesgeneratedfrom numerical
simulations).Indeed,it heavily relies on the knowl-
edgeof theequationsof motionandon thecomputa-
tion of the tangentmap to determinethe locationof
thehomoclinictangencies.While thedirectionof the
invariantmanifoldscouldin principlebeestimatedby
fitting a model to the dynamicsin the neighborhood
of a point [30], theapplicationof sucha procedureto
experimentaltime seriesseemshazardous.Indeed,it
is a known fact that thereis a dramaticnoiseamplifi-
cationpreciselyat homoclinic tangencies[31]: since
the stablemanifold is tangentto the unstablemani-
fold, it cannotdrive perturbedtrajectoriesbackto the
attractor. In thissituation,extractinginformationfrom
a tangentmap constructedby estimatingderivatives
appearsto beproblematic.

Furthermore,it shouldbenotedthat this methodis
facedwith thedifficulty of choosingwhichhomoclinic
tangenciesshouldbe connected,becauseall images
and preimagesof a homoclinic tangency are them-
selveshomoclinictangencies.Toaddressthisproblem,
Giovannini and Politi [28] proposedto useonly the
so-called“primary” homoclinic tangencies,i.e., tan-
genciessuchthatthesumof thecurvaturesof thesta-
ble andunstablemanifoldsis smallerthanfor all their
imagesand preimages.Another approachto solving
this problem was presentedin Ref. [29], where the
globalorganizationof thelinesof homoclinictangen-
ciesin thephasespacewas studied.

This ambiguity is due to the fact that techniques
basedonhomoclinictangenciesfocuson thesingular-
ities inducedby folding in the limit of infinite time.
However, it is known from singularity theory (see,

e.g.,Ref.[32]) thatsingularitiesatapointorganizethe
structureof an extendedneighborhoodof this point.
Accordingly, thereshouldbeprintsof thefolding pro-
cessin thewholephasespace.

Indeed,thereis anotherapproachto the construc-
tion of symbolicencodingsthat focuseson theglobal
organizationof the strangeattractor: it is basedon
a topologicalanalysisof its unstableperiodicorbits.
Thattopologicalinvariantsof anunstableperiodicor-
bit provide key informationabouttheassociatedsym-
bolic dynamics,to our knowledge,first notedby So-
lari andGilmore [33]. A methodto constructa gen-
eratingpartition basedon this ideawas thenoutlined
by Lefrancet al. [8] andappliedto experimentaltime
seriesfrom a modulatedlaser.

1.3. From unstableperiodic orbits and knot theory
to symbolicdynamics

A strangeattractoris not the only invariant set of
a chaoticdynamicalsystem,as it typically hasem-
beddedin it an infinite numberof UPOs.While these
UPOs,whoseexistenceis dueto ergodicity of chaotic
dynamics,are known since the works of Poincaré,
they have only been fully utilized to characterize
andcontrol chaosin the last decade(see,e.g.,Refs.
[12,18,34–36]).As we see in the following, they
also prove to be invaluablefor extracting symbolic
dynamicalinformationfrom experimentaldata.

Aswith everytrajectoryin theattractor, unstablepe-
riodic orbitsexperiencestretchingandfolding. But, as
they exactly returnto their initial conditionin a short
amountof time, they bearthe mark of thesemecha-
nismsin a very distinct way: their associatedclosed
curves in phasespacearebraidedin a way that pre-
ciselyreflectsthe actionof stretchingandfolding (see
Fig. 3). Sincesymbolicdynamicsarealso intimately
relatedto stretchingand folding, the way in which
periodic orbits are intertwined must carry symbolic
dynamicalinformation.

What makes this simple observation so fruitful is
that this relation can be expressedin a well-defined
mathematicalterm for strange attractors that can
be embeddedin a three-dimensionalphasespace.
Indeed, characterizingthe topological structure of
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Fig. 3. Stretchingand folding braid a periodic orbit in a definite
way, as can be seenherewith a period-4orbit.

closedcurvesin suchaspaceis nothingbut thecentral
problemof knot theory(see,e.g., [37]). Knot theory
provides us with topological invariants that can be
utilized to decidewhethertwo closedcurves can be
continuouslydeformedinto eachother, i.e.,haveiden-
tical knot typesor not, and thus to classify periodic
orbitsaccordingto their geometricalstructure.

The relevanceof knot theory in the context of dy-
namical systemtheory stemsfrom one of its fun-
damentaltheorems.Indeed,the uniquenesstheorem
statesthatone andonly onetrajectorypassesthrough
a non-singularpoint of phasespace(becauseof deter-
minism).In particular, thisimpliesthataperiodicorbit
cannotintersectitself, or anotherorbit, andthusthat
theknotsandlinks they form have awell-definedtype.
Moreover, changinga control parameterwill usually
changetheshapeof a periodicorbit but, for thesame
reason,will not induce intersections.Consequently,
the knot type of a periodic orbit remainsunchanged
onthewholedomainof existenceof theorbit, andcan
beviewedasa genuinefingerprint.

It is thus obvious that topological invariantsfrom
knot theoryprovide us with a robust way to charac-
terizehow stretchingandfolding intertwineunstable
periodicorbits.As anexample,thesimplesttopologi-

cal invariant,thelinking number, indicateshow many
times one orbit winds aroundanother. What makes
theseinvariantsrelevant for experimentalstudiesis
their robustness.If two periodicorbitsaresufficiently
separated,knot invariantscanbe reliably determined
even when only approximatetrajectories,possibly
contaminatedwith noise,are available (as typically
extractedfrom atimeseries).Indeed,thepossibleper-
turbationsthenmerelyamountto small deformations
of theorbit anddo not changethe invariants.

It should be noted that becausethe topologi-
cal approach relies on knot theory, it can only
be applied directly to three-dimensionalflows.
Orientation-preservingtwo-dimensionalreturn maps
canalsobe studied,eitherby constructinga suspen-
sionor by utilizing thepowerful techniquespresented
in Refs. [38,39], where it was shown that the braid
type of an orbit can be directly determinedfrom
its intersectionswith a surface of section,up to a
global torsion (seealso [40]). Orientation-reversing
two-dimensionalreturnmaps,suchastheHénonmap
at the standardparameters(a = 1.4, b = 0.3), fall a
priori outsidethescopeof this method.However, not-
ing thata doublyiteratedorientation-reversingmapis
alwaysorientation-preservingallows us in suchcases
to extract topological information not from the map
itself but from its square,1 as will be illustrated in
Section2.4.

The link betweentopological invariantsand sym-
bolic dynamicsis provided by the tools of template
theory. Sincethe main conceptsof the latter are not
widely known, we review them in the next section,
before presentingthe details of our algorithm in
Section3.

2. Periodic orbits, knots and templates

2.1. Templatetheoryof hyperbolicsystems:the
Birman–Williams theorem

As it is thecasefor many featuresof chaoticbehav-
ior, mostof the rigorousresultsaboutthe topological

1 This was brought to our attentionby one of the anonymous
reviewers.
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structureof unstableperiodicorbits areknown in the
context of hyperbolicdynamicalsystems.They com-
posewhatmaybecalledastemplatetheory[20]. The
keystoneof thelatteris theBirman–Williams theorem
[19,41],whichshowsthatthetopologicalorganization
of the unstableperiodicorbits of an hyperbolicflow
canbestudiedin a systematicway.

Given a hyperbolicchaoticthree-dimensionalflow
8t with aninvariantset3, let usdefineanequivalence
relationbetweenpointsof 3 in the following way:

x ∼ y ⇔ lim
t→∞

‖8t (x)−8t (y)‖ = 0 ∀x, y ∈ 3, (1)

which relatespoints having the sameasymptoticfu-
ture. Identifying pointsin the sameequivalenceclass
thus amountsto collapsing the strong stablemani-
fold of eachpoint of the invariantset.This operation
will behereafterreferredto asthe“Birman–Williams
reduction”. The Birman–Williams theorem [19,41]
consistsof two mainstatements:
1. In thesetof equivalenceclassesof relation(1), the

hyperbolicflow 8t inducesa semi-flow 8̄t on a
branchedmanifoldK. Thepair (8̄t ,K) is calleda
template, or knot-holder, for a reasonthat is made
obviousby thesecondstatement.

2. Unstable periodic orbits of 8t in 3 are in
one-to-onecorrespondencewith unstableperiodic
orbitsof 8̄t inK. Moreover, eachunstableperiodic
orbit of (8t , 3) is isotopic to the corresponding
orbit of (8̄t ,K), the sameproperty holding for
any link madeof a finite numberof UPOs.Thus,
periodicorbits in the invariantsetcanbe continu-
ously deformedwithout any crossingso as to be
laid on thebranchedmanifold.
The secondstatementimplies that any topological

invariantdefinedin theframework of knot theorywill
take identical valueson a set of UPOs of the flow
andon thecorrespondingsetof periodicorbitsof the
template.

The proof of the Birman–Williams theoremrelies
on a key property:two pointsbelongingto the same
periodicorbit, or to differentperiodicorbits,have by
definitiondifferentasymptoticfutures;if initially sep-
arated,they will remainat a finite distanceforever.
Thus,a periodicorbit cannotintersectits own stable

manifold,or the stablemanifold of anotherorbit. As
a result, the Birman–Williams reductiondoesnot in-
ducecrossingsbetweenperiodicorbits, henceit does
not modifytheir topological organization.

This simpleobservation is centralto templatethe-
ory and templateanalysisbecauseit clearly shows
that their conceptsare insensitive to the degree of
dissipation,which becomesirrelevant after reduction
of the strongstablemanifolds. In a given topologi-
cal class,any hyperbolic flow has the sameglobal
topological organizationas an infinitely dissipative
flow. This is preciselywhat will allow us to usetem-
plate analysisas a bridge betweenone-dimensional
andtwo-dimensionalsymbolicdynamics.

As an example,the Smale’shorseshoetemplate,2

i.e., the branchedmanifold correspondingto a flow
whosereturn map is the Smale’shorseshoemap, is
shown in Fig. 4. Thenumberof branches,thetorsions
andlinking numbersof its branchesdefinethe struc-
tureof sucha manifold,aswell astheorderin which
branchesare stacked when they rejoin. The Smale’s
horseshoetemplatepresentedin this form is an ex-
ampleof a fully expansive template:thebranchesare
stretchedto thefull width of thetemplate.Thisstretch-
ing and the folding of branchesover eachother de-
scribegeometricallythebasicmechanismsof chaotic
dynamics.As will berecalledin Section2.3,thetopo-
logical structureof a templatecan be conciselyde-
scribedby a smallsetof integerswhich suffice to de-
terminetopologicalinvariantsof aclosedcurveon the
template,given its itineraryon thebranchedmanifold
(i.e.,theorderin whichit visitsthedifferentbranches).

For a moredetailedexpositionof the templatethe-
ory of hyperbolic sets,we refer the readerto Refs.
[19,23,24,41–44],and to a recent book by Ghrist
et al. [20] for a comprehensive review.

2.2. Templateanalysisof experimentalsystems

The centralproblemof templatetheoryis: given a
hyperbolictemplate,whatcanwe sayabouttheprop-
ertiesof knotsliving on this template?

2 By a slight abuse, the term “template” is often usedto refer
to the branchedmanifold alone,by assuminga standardstructure
for the semi-flow on the manifold.
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Fig. 4. TheSmale’shorseshoetemplatewith period-1andperiod-4orbits. In this configuration,theseorbitshave exactly thesameinvariants
they would have in a hyperbolic flow whosetopologicalstructureis describedby this template.Becausethe branchescorrespondto the
disjoint strips shown in Fig. 1, a symbolic descriptionof the closedcurves of the templatecan be given.

Whenwe studyan experimentalsystem,however,
theunderlyingtemplateis not a priori known, but un-
stableperiodicorbits canbe extractedfrom time se-
ries, and their topological invariantsand knot types
determinedin a reconstructedphasespace.Note that
while a strangeattractoris generallynot hyperbolic,
tools from templatetheory are still relevant because
the existing orbits shouldhave the sameorganization
andthesameinvariantsasin thehyperboliclimit, pro-
videdthey canbebroughtto this limit by a changein
controlparameterswithoutexperiencingabifurcation.

In this context, the naturalquestionthen is: given
a finite setof knotscontainedin theattractor, canwe
constructa simple templatewhich holds all of them
while maintaininginformation aboutquantitiessuch
asthedynamicalperiod?If sucha templateis found,
it canthenbe usedto describethe global topological
organizationof thestrangeattractor.

This programwas pioneeredby Mindlin et al. [17],
who proposedto usethe conceptsof templatetheory
to characterizenon-hyperbolicstrangeattractorsby
a small setof integers.They demonstratedand thor-
oughly discussedthe relevanceof this approachby
showing in abeautifulwork thatall thetopologicalin-
variantsof periodicorbitsdetectedin timeseriesfrom
theBelousov–Zhabotinskiichemicalreactionallowed
themto beglobally laid on a Smale’shorseshoetem-
plate[18].

In the last decade,further evidencethat the topo-
logical organizationof experimentalchaoticsystems
could be describedby templateshas beengiven in

a variety of systems:an NMR oscillator [45], CO2

laserswith a saturableabsorber[46,47],or with mod-
ulatedlosses[8,48], a glow discharge [49], a copper
electro-dissolutionreaction [50], a vibrating string
[51], anelectroniccircuit [52], a fiber laser[53], or a
YAG laser [54]. Similar conclusionshave also been
obtained in numerical simulations of the Duffing
[55,56],Lorenz[57], andRösslerequations[58], and
for systemsmodelinga bouncingball [59], pulsating
stars[60], lasers[61–63],or neuralspike train bursts
[64].

All thesestudiesfollow moreor lessthesamepro-
cedure[9]. First, segmentsof time seriesshadowing
unstableperiodicorbits areextractedfrom the exper-
imental data, and are embeddedin a reconstructed
phasespace,wherethe topological invariantsof the
associatedclosedcurvesarecomputed.Thenthesim-
plest templateon which the experimentalorbits can
be projectedis determinedfrom the measuredinvari-
ants.This is madepossibleby the fact that the rele-
vant information is carriedby low-period orbits. In-
deed,thecharacteristicnumbersof atemplatearecom-
pletelydeterminedby theinvariantsof its spectrumof
period-1andperiod-2orbits [9].

The validity of a candidatetemplate(determined
from the lowest-periodorbits) can then be checked
by verifying that the invariantsof the higher-period
orbits allow them to be also laid on the template.
This is becausethe templatecharacteristicnumbers
are over-determinedby the topological invariantsof
theunstableperiodicorbits.In thecaseof theSmale’s
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horseshoetemplate,e.g.,four integerssuffice to com-
pute the invariantsof an infinite numberof periodic
orbits. As we will show in the following, the seem-
ingly redundantinformationcarriedby thetopological
invariantsof a large setof UPOscanbe usedto ex-
tract informationaboutthesymbolicdynamicsof the
attractor.

For further information, detailed introductionsto
templateanalysiscan be found in a comprehensive
review paperby Gilmore[9] andin booksby Tufillaro
et al. [15], andby Solari et al. [16].

2.3. Extractingsymbolicdynamicalinformationfrom
knot invariants

Our approachto the constructionof symbolic en-
codingsrelies heavily on the mathematicallink be-
tweenthe topologicalinvariantsof unstableperiodic
orbits and symbolic dynamics.To illustrate this link
moreprecisely, wenow review briefly someof theba-
sic toolsof templateanalysis.

As an example, we first consider the Smale’s
horseshoeperiod-4orbit that is createdin the initial
period-doublingcascade.We show how its simplest
invariant, namely its self-linking number, 3 is easily
computedfrom its symbolic name,which is “0111”
if we usethecodingshown in Fig. 4.

In thiswork,werestrictourselvesto fully expansive
templates,whoseuniquebranchline (the line where
the different branchesare squeezedover eachother)
is a one-dimensionalanalogof a globalPoincarésec-
tion: eachperiod-n orbit intersectsthe branchline in
exactlyn points.Sincetemplateorbitscannotintersect
on thetwo-dimensional(branched)manifold,the lay-
out of a periodicorbit on the templateis completely
determinedby theorderin whichits intersectionswith
thebranchline arevisited.

Computingthis order is a classicexercisein sym-
bolic dynamics of maps of an interval into itself
[1,3] (seeRefs. [9,15,23] in the context of template
analysis),sincethe return map of the branchline is

3 In the context of templateanalysis,the self-linking numberis
usually defined as the signed number of crossingsof the braid
representingthe orbit.

Fig. 5. Geometryof the period-4 orbit “0111” on the template.
Only the non-trivial part (i.e., the branchedpart) of the manifold
is shown, as the top line can be identified with the bottom line
(the branchline). The layout of the periodicpointson the branch
line is completely fixed by the fact that branches“0” and “1”
are orientation-preservingand orientation-reversing, respectively.
Given the geometricalstructureof the branches,this layout deter-
minesin turn the braid associatedwith the orbit, andhenceall its
topological invariants.

one-dimensional.In the caseof the Smale’shorse-
shoetemplate,this returnmaphasthesamestructure
as the standardlogistic map,with the region of pos-
itive (respectively, negative) slope correspondingto
the branchwith a torsion of zero (respectively, one)
half-turns.In our example,it is easily found that the
periodicpointsof the period-4orbit arefoundon the
branch line in the order: “0111”, “1101”, “1110”,
“1011”.

As can be seenin Fig. 5, it then suffices to con-
nectperiodicpoints to their imagesby following the
semi-flow onthebranchedmanifoldto obtainthebraid
associatedwith the orbit. In this case,it is straight-
forward to verify that the self-linking numberof the
“0111” orbit of theSmale’shorseshoetemplateis 5.

This simple example illustratesconciselythe key
ideathat,afterfixing anembeddingtemplate,thesym-
bolic dynamicsof an unstableperiodic orbit com-
pletely determinesits knot invariants and that con-
versely, the latter can carry important information
abouttheformer. Wenow wantto stressthatthisprop-
erty canbeexpressedby simplealgebraicrelations.

A templatewith a singlebranchline canbe faith-
fully describedasa framedbraid(see,e.g.,Ref. [65]).
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Sucha descriptionallows one to computeany knot
invariant (e.g.,knot polynomials)of the periodic or-
bits carried by the template.However, as Mindlin
etal. [17,18]haveshown,sometopologicalinvariants,
namelythe(self-) linking numbersand(self-) relative
rotation rates[33] (as well as the torsions),can be
obtainedfrom the informationprovided by an n × n

matrix, the templatematrix, andan 1 × n matrix, the
layeringmatrix, wheren is thenumberof branchesof
the template.The templateandlayeringmatricesare
relatedto invariantsof low-periodorbitsin thefollow-
ing way.

Becausethe semi-flow on the branchmanifold is
expanding, each branch carries one andonly one
period-1orbit. Thetemplatematrix t is obtainedfrom
the organizationof theseperiod-1orbits as follows.
Thediagonalelementstii indicatethe local torsionof
the orbit on branchi, i.e., the rotation of its stable
andunstablemanifoldsin unitsof π . Off-diagonalel-
ementstij = tji areequalto twice the linking number
of the orbits locatedon branchesi andj . In the case
of the Smale’s horseshoewith zero global torsion
shown in Fig. 4, with brancheslabeled“0” and “1”,
the templatematrix reads

tHS =

(

0 0
0 1

)

, (2)

wheret11 = 1 describesthefolding of the“1” branch.
To completethe descriptionof the templatestruc-

ture, one hasto specify in which order the different
branchesare superimposedwhen they are glued to-
gether. Mindlin et al. definethe1× n layeringmatrix
l, which verifies li < lj if f branchj is locatedabove
branchi on the branchline. Sincethe twistedbranch
of thehorseshoetemplateis foldedover theuntwisted
one,its layeringmatrix is given by

lHS = ( 0 1). (3)

We usea slightly differentconventionand introduce
ann×n symmetricmatrix l′ suchthatfor i < j , l′ij =

1 if branchj is locatedabove branchi and l′ij = −1
otherwise(i.e., l′ij = −1 indicatesthattheorderof two
branchesdiffersfrom thatof astandardlayeringgraph
asdefinedin Ref. [65]). For the horseshoetemplate,
we thushave

l′HS =

(

0 1
1 0

)

. (4)

A key property of templateanalysisis that simple
analyticformulascanbewritten to expressthelinking
numbers,relative rotation rates,and torsionsof the
orbits as functions of the elementsof the template
and layering matrices[66], using techniquessimilar
to thosedescribedin AppendixE of Ref. [15].

For example,theself-linking numberof the“0111”
orbit is given by

slk(0111) = 3t01 + 3t11 + (3 − π(t11))l
′
01, (5)

whereπ(t) = 1(0) if t is odd(even).Thereadermay
verify that the value of 5 that can be obtainedfrom
Fig.5 isrecoveredby insertingin Eq.(5) thehorseshoe
templatematricesgiven in Eqs. (2) and (4). Similar
expressionscan easily be obtainedfor invariantsof
orbitsof arbitrarilyhighperiod.For example,wehave

lk(01301012, (012)3014013) = 15
2 t00 + 39t11

+69
2 t01 + (30− 19

2 π(t11) − 1
2π(t00 + t11))l

′
01, (6)

wherelk(α, β) denotesthelinking numberof orbitsα

andβ.
Anotherquantitythat is easilyexpressedasa func-

tion of the templatematrix is the torsion.Torsionde-
scribesthe rotation of the unstablemanifold of the
orbit asonefollows the orbit over oneperiod,andis
usuallyexpressedin half-turns.Obviously, thetorsion
of anorbit cannotchangeon thewholedomainof pa-
rameterspacewheretheorbit is unstableandits Flo-
quetmultipliersarereal (the latterconditionis a con-
sequenceof theformerin theHénonmap),andhence
canbe usedasan invariant.While it is not strictly a
knot invariant,it is intimatelyrelatedto them:e.g.,the
knot typeof anorbit born in a period-doublingbifur-
cationdependson both the knot type andthe torsion
of themotherorbit [23]. Thetorsionof a periodicor-
bit is obtainedfrom its symbolicnameand the tem-
plateby summingthetorsionsof thebranchesvisited
by theorbit, i.e., thecorrespondingdiagonalelements
of the templatematrix. For example,

t (0111) = t00 + 3t11. (7)
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A crucial property of theseexpressionsis that, ex-
cept for the presenceof the terms involving the π

function, they are linear in the elementsof the tem-
plate matricest and l′. This is what allows one to
designa powerful algorithm to determinetheseele-
mentsfrom the topologicalinvariantsof a few orbits
of low period:oneconsidersall thepossiblesymbolic
namesfor theselow-period orbits, and all the pos-
sible branchparities,andselectsthosethat lead to a
consistent,over-determined,set of linear equations.
Thesolutionto sucha setof equationsis a candidate
template,whosevalidity hasthento be checked with
higher-periodorbits. The generalprocedurewill be
describedelsewhere[66], but someexamplesmaybe
found in Refs.[53,61].

Whenthegeometryof thebranchedmanifoldof the
templatehasbeendeterminedin thisway, wethenfind
all setsof symbolic namessuchthat templateorbits
with thesenameshave exactly thesameinvariantsas
the experimentalperiodic orbits. This indicatesthe
different possibleprojectionsof the set of UPOson
the branchedmanifold that preserve its topological
organization.

In fact, thereareonly a few possiblesuchprojec-
tions for a given experimentalorbit. For example,in
the caseof the Smale’shorseshoetemplate,thereis
one andonly oneperiod-7orbit of even torsionwith
a self-linking numberof 16: this is the “0101011”
orbit. In this case,the symbolic nameof this orbit
canbe unambiguouslyextractedfrom its topological
structure.In someother cases,theremay be several
possiblesymbolic names.For example, the horse-
shoe orbits “001101” and “001011” correspondto
isotopic knots and thus cannotbe distinguishedus-
ing the self-linking numberor self-relative rotation
rates. However, they often can be identified using
other orbits which link them differently (if these
orbits are found in the attractor): in the previous
example, there are four period-8 horseshoeorbits
whoselinking numberswith the two period-6orbits
are different (e.g., lk(00101011, 001101) = 15 but
lk(00101011, 001011) = 14).

This importantfact is illustratedin Table1 which
showsanexamplewherethesymbolicnamesof all or-
bits up to period9 extractedfrom anattractor, except

Table 1
Basic topologicalpropertiesof the periodic orbits with period up
to 9 extracted from numericalsimulationsof a modulatedlaser
model (seeSection3.1), and that will be usedas an example in
Section3a

Orbit Invariants Names

1a 1, 0, 1 “1”
2a 2, 1, 1 “01”
4a 4, 5, 3 “0111”
5a 5, 8, 3 “01011”
5b 5, 8, 4 “01111”
6a 6, 13, 5 “011111”
6b 6, 13, 4 “010111”
7a 7, 16, 5 “0110111”
7b 7, 16, 4 “0101011”
7c 7, 18, 6 “0111111”
7d 7, 18, 5 “0101111”
8a 8, 21, 6 “01101111”
8b 8, 21, 5 “01011011”
8c 8, 25, 7 “01111111”
8d 8, 25, 6 “01011111”
8e 8, 23, 5 “01010111”
9a 9, 28, 7 “011011111”
9b 9, 28, 6 “010110111”,“010111011”
9c 9, 28, 6 “010110111”,“010111011”
9d 9, 28, 5 “010101011”
9e 9, 30, 7 “011101111”
9f 9, 32, 8 “011111111”
9g 9, 30, 6 “010101111”
9h 9, 32, 7 “010111111”

aThe listed invariantsare:period,self-linking number, torsion.
The symbolicnamesof horseshoeorbits with the sameinvariants
arealsodisplayed.Note thatexceptfor orbits9b and9c, thereis a
singlepossiblesymbolicname.The two possiblesymbolicnames
for orbits 9b and9c arerelatedthrougha time-reversalsymmetry
of the Smale’shorseshoetemplate.

two of them,canbeobtainedusingonly thesimplest
topologicalinvariants.This impliesthatthereareonly
two setsof horseshoeorbitswhichreproducethemea-
suredinvariants.Thesesetsdiffer by thenamesgiven
to orbits9b and9c.

Although it shouldbe notedthat it is more com-
mon for higher-orderorbits to have several possible
symbolic names,it appearsvery clearly from Table
1 that topologicalinvariantscarry a large amountof
information on the symbolic dynamicsof a chaotic
system.As we now explain in Section2.4, this is the
propertywhich the following part of the paperwill
rely on.
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2.4. Topological encodingas a bridge betweenthe
one-dimensionaland thehyperbolicencodings

As mentionedin Section1.3, thetopologicalstruc-
tureof a givenunstableperiodicorbit is not modified
by a changein the control parameter. If we assume
that thereis a parameterthat allows us to freely tune
dissipation,modifying this parameterwill induceiso-
topicdeformationsof theunstableperiodicorbits,thus
preservingtheir topologicalstructure(except for or-
bits thatareannihilatedor createdin saddle-nodeand
period-doublingbifurcations).

Returningto the exampleof Table1, let us appro-
priately vary this control parameterso as to achieve
infinite dissipation.In this limit, thedynamicsshould
be modeledby a one-dimensionalreturnmapsimilar
to thelogisticmapxn+1 = a−x2

n. Becauseof thedeep
link betweentemplatetheory of the Smale’shorse-
shoeandthe symbolicdynamicsof the logistic map,
it is then obvious that the symbolic namegiven by
one-dimensionalsymbolicdynamicstheorywill coin-
cide with the onesingledout by topologicalanalysis
andindicatedin Table1.

Let usnow assumethatby varyinganotherparame-
ter, webringthesystemto aregionof parameterspace
where it hasan hyperbolic invariant set. Sincetem-
plate theory is mathematicallyrigorous in this case,
the topologicalsymbolicnamesin Table1 mustalso
beconsistentwith theonesobtainedfrom a canonical
Markov partition.

Wewill thereforemake thefundamentalhypothesis
that any relevant symbolicencodingshouldassignto
a givenperiodicorbit a namethat is compatiblewith
its topological structure, i.e., suchthat the orbit with
thesamenameontheassociatedtemplatehasidentical
topologicalinvariants.This is a strongassumption,as
it impliesthatanorbit with a singletopologicalname
mustbeassignedthesamenameon its wholedomain
of existence(providedtheglobaltopologicalstructure
describedby the templateis not modified).However,
this appearsto be the only way to connectthe two
limiting casesin a continuousway.

Becausethis assumptionis central to the method
we describebelow, it is important to discusssome
observations reportedin the literature regarding the

well-definedsymboliccodings.In particular, Hansen
[67] hasdescribedthefollowing strikingphenomenon:
by following a certainclosedloop in the parameter
spaceof the Hénonmap starting and endingat pa-
rameters(a = 2, b = 0), wherethe one-dimensional
canonicalcoding is available, the unstableperiodic
orbit with initial symbolic name“011111” is trans-
formedinto the orbit with symbolicname“000111”.
Similarly, GiovanniniandPoliti [68] have pointedout
that at someparametervaluesof the Hénonmap,the
annihilationof primaryhomoclinictangenciescanin-
duceasuddenmodificationof thepartitionline in such
a way that thesubstring“ . . . 11000. . . ” hasto be re-
placedby thesubstring“ . . . 01001. . . ” in all thesym-
bolic namesof the periodic orbits. Sincethe Hénon
map is generallyconsideredto capturethe essential
featuresof low-dimensionalchaoticdynamics,these
observationsprovide convincing evidencethata peri-
odicorbit cannotalwaysbeassignedasinglesymbolic
namein thewholeparameterspace.

A puzzling fact is that in both casesthe sym-
bolic recodingsobserved are in contradictionwith
the topological structure of a horseshoe-like flow.
More precisely, these recodingsconnect symbolic
namesassociatedto periodic orbits of the horse-
shoetemplatehaving differenttopologicalinvariants:
e.g., the “011111” and “000111” horseshoeorbits
have self-linking numbersof 13 and 7, respectively
(note that their torsions, given by the number of
“1” in the symbolic name, also differ). However,
this doesnot at all contradictour main hypothesis:
the examplesdescribedby Hansenand by Giovan-
nini and Politi both involve orientation-reversing
Hénon maps,which cannotbe consideredas return
maps of a three-dimensionalflow. In fact, the ob-
served contradictionis a consequenceof differences
in the structures of the orientation-reversing and
orientation-preservingHénonmaps,which canbean-
alyzedusingthe tools provided by templateanalysis.
Indeed,thedoublyiteratedHénonmapH 2

a,b hasJaco-

bianb2 andis orientation-preservingregardlessof the
sign of the parameterb: the topologicalstructureof
its naturalsuspensioncanthusbestudiedin thewhole
parameterspace(seeFootnote1). As we now show,
the templateassociatedto the H 2

a,b map dependson
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the sign of b, which explains some of the differ-
encesthatexist betweentheorientation-reversingand
orientation-preservingmaps.

In the whole b < 0 parameterdomain,the Hénon
mapHa,b is orientation-preservingandits naturalsus-
pensionis associatedto astandardhorseshoetemplate.
This is not surprising,given thegeometricalinterpre-
tationof the actionof theHénonmap[69]. Thus,the
H 2

a,b map in this parameterregion is associatedto a
doublehorseshoetemplate,which canbeobtainedby
concatenatingtwo horseshoetemplates.

A simpleargumentcan thenbe usedto determine
thetemplatedescribingthestructureof H 2

a,b in theb >

0 parameterregion.Sinceb andy appearin theexpres-
sionof theHénonmaponly throughtheirproduct,it is
easilyseenthat we have Ha,b(x, y) = Ha,−b(x, −y)

andH 2
a,b(x, y) = H 2

a,−b(−x, −y). This indicatesthat

H 2
a,b andH 2

a,−b differ only by a global rotationof a
half-turn aroundthe origin. The associatedtemplates
differ in thesameway, moduloa full twist (thestruc-
ture of the suspensionof a map is completelydeter-
minedby the mapitself up to a global rotationof an
integernumberof full turns[38–40]).Sincethemirror
imageof thehorseshoetemplate(a.k.a“reverse”[56],
or “twisted” [20] horseshoe)differs from the horse-
shoetemplatepreciselyby ahalf-turn,thetemplateas-
sociatedto H 2 for b > 0 maybeobtainedby concate-
natinga horseshoetemplatewith a reversehorseshoe
template.This template,which correspondsto theZ
templatementionedby Ghristet al. [20], is described
by the following matrices:

tZ =









0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1









,

lZ = ( 0 −1 −2 1). (8)

We cannow show that the changeof symbolicname
occurringin theexampledescribedby Hansen[67] is
compatiblewith the topologicalstructureof H 2

a,b for
b > 0.

Eachperiod-6orbit of H correspondingto a pair
of period-3orbits of H 2, the transformationbetween
period-6 orbits occurring in the Hansen example

correspondsfor H 2 to two transformationsbetween
period-3 orbits. The doubly iteratedlogistic map at
(a = 2, b = 0) has a natural partition with four
symbolscorrespondingto two-symbol sequencesof
the logistic map as follows: “0” =“00”, “1” =“01”,
“2” =“11”, and “3” =“10”. Thus, the 011111 →

000111 transformationcorrespondsto the follow-
ing two transformationsin H 2: 122 → 012, and
223→ 023.

It is easilycheckedthat the“012” and“122” orbits
of the templateZ have identicalinvariants:they both
have aself-linkingnumberof −2 (andin factareboth
trivial knots)anda torsionof −1. Thesameholdsfor
the orbits “023” and“223”. This was to be expected
becausetheknot typeof anorbit cannotchangewhen
this orbit is trackedalonganarbitrarypathin param-
eterspace.Nevertheless,this providesa nice illustra-
tion of our coreassumptionthat the only admissible
symbolicnamesfor anorbit arethosewhich arecom-
patiblewith its topologicalinvariants.

As discussedabove, H 2
a,b mapswith b < 0 areasso-

ciatedto a differenttemplate,whoseorbits“012” and
“122” are not isotopic.This indicatesthat no closed
loop connectingthe “011111” and “000111” orbits
exists in this parameterregion, which correspondsto
theorientation-preservingHénonmap.As mentioned
above, this canbe deduceddirectly for the mapiter-
atedonce,since the horseshoeorbits “011111” and
“000111” arenot isotopic.

In fact, knot invariantsand torsion can easily be
usedto show thatnoneof theorbitswith periodsup to
6 of theorientation-preservingHénonmapcanchange
its symbolicnamein thedomainwhere it is unstable.
Indeed,there are only two such orbits which have
identicalknot typeandtorsion:thesearetheperiod-6
“001011” and “001101” orbits. The former is the
period-doubledorbit of theperiod-3“001” orbit,while
the latter belongsto the pair createdin the second
period-6saddle-nodebifurcationoccurringin theuni-
versalsequence(see,e.g.,[40,70]). This coincidence
is anexampleof thegeneralpropertythat two horse-
shoeorbits whosesymbolicnamesarethe reverseof
eachotherareisotopic,asnotedby Holmes[44].

Becausea path in parameterspaceis reversible,
we simply have to show that no path leads from
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“001101” to “001011”. If we follow the “001101”
orbit along a path on which it is always unstable,
thenits period-doubledorbit “001101001111”is also
presenton the whole path. It then suffices to note
that the linking numbersof this period-12orbit with
“001011” and“001101” orbitsare22 and21, respec-
tively. Thus,the unstable“001101” orbit canalways
bedistinguishedfrom the“001011” orbit throughthe
value ofa simpletopologicalinvariant.

This implies that in the orientation-preserving
Hénonmap(whosenaturalsuspensionhasa topolog-
ical structuredescribedby the horseshoetemplate),
all theorbitswith periodsup to 6 canbegiven an un-
ambiguoussymbolicnamein the domainwherethey
are unstable,by following a path from the (a = 2,
b = 0) point of parameterspace:they are uniquely
identifiedby their invariants. It is interestingto note
that this propertyalsoholdsin the “bi-unimodal” ap-
proximationto theHénonmapconstructedby Hansen
andCvitanović [71]. However, the useof topological
invariantsallows us to obtain this resultwithout any
approximation.

Of course,this absolutelydoesnot prove that the
Hanseneffectdoesnotoccurfor higher-orderorbitsof
the orientation-preservingHénonmap.We have per-
formed a preliminary exploration of orbits of period
7, and found two coincidences(orbits with identical
braid types and torsions):{“0001011”, “0001101”}
and{“0010111”, “0011101”}. By an argumentsimi-
lar to that usedabove, the former degeneracy canbe
shown to be unambiguous.However, the caseof the
latter one is presentlyunclear:we were not able to
find an orbit that both links differently the two am-
biguousorbits andwhoseexistencecanbe shown to
be forced by one or the other of the two orbits, us-
ing thecurrentlyavailabletechniquesof orbit forcing
theory[9,40,70,72].

In any case,we believe that the discussionabove
illustrateswell that the topologicalanalysisof unsta-
ble periodicorbits is a tool particularlywell suitedto
thestudyof low-dimensionalsymbolicdynamics.The
extentto which a symboliccodingcanbedefinedin a
canonicalway remainsanopenproblem,but thetools
presentedhereappearto becurrentlythemostpromis-
ing tools to make someprogressin this direction.

Therefore,we now proceedanddescribea method
to constructgeneratingpartitionsthat arecompatible
with the topological invariantsof the UPO. We will
seethat while the algebraictools of templateanaly-
sisdo not alwaysselecta singlenamefor every orbit,
a non-ambiguousencodinganda completeidentifica-
tion of thesymbolicnamesareeventuallyobtainedin
our test caseif we additionally requirethe symbolic
encodingto be continuous,so that points which are
closein asectionplaneareencodedby sequencesthat
areclosein sequencespace.Although we cannotas-
certainat thepresentstagethatall symbolicnamesso
assignedare independentof the procedureused,we
foundthatthealgorithmis robustin thatfor eachorbit
which could not be fully identified from its topolog-
ical invariantsonly, oneof the candidatenameswas
clearlysingledout by the requirementof continuity.

3. Description of the algorithm

3.1. Detectionof theunstableperiodicorbits

As we have seenin Section2, templateanalysis
yields for eachdetectedperiodicorbits a list of pos-
siblesymbolicnames.Thenext stepis to usethis in-
formationandthelocationsof theseperiodicorbits in
the sectionplaneto constructa partition, which may
thenbeusedto encodechaotictrajectoriesaswell.

To illustratetheprocedurethatwe discussin detail
below, we will study a chaoticattractorobserved in
numericalsimulationsof a modulatedclass-Blaser
describedby the following equations[73,74]:

İ = I [AD − 1 − m sinωt ], (9a)

Ḋ = γ [1 − D(1 + I )], (9b)

wherethe variablesI andD representthe output in-
tensity and the populationinversion.In our numeri-
cal simulations,the following parameterswereused:
A = 1.1 (pump rate),m = 0.0334 (modulationam-
plitude),T = 2π/ω = 300 (modulationperiod),and
γ = 2.5 × 105/1.2 × 108 ≈ 2.083× 10−3 (ratio of
the populationinversionrelaxationrate to the cavity
dampingrate).Fig. 2 shows the Poincarésectionin
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(logI, D) coordinatescorrespondingto t = 0modT

(as forall thePoincarésectionsshown in this paper).
Thetopologicalstructureof this attractoris described
by theSmale’shorseshoetemplateshown in Fig. 4.

Thealgorithmwedescribein thissectionwill allow
us to determineunambiguouslythe symbolic names
of a set of unstableperiodic orbits embeddedin the
strangeattractor. If wewantto utilize this information
to perform symbolic encodingsof arbitrary trajecto-
ries,wemustdetectasetof orbitsthatprovidesagood
cover of the attractor, i.e., which is suchthat all tra-
jectorieson the attractorarelocally shadowed with a
goodprecisionby anUPO.

Our detection code was specially designed to
achieve this goal. Basically, it divides the Poincaré
sectionin cells of size ǫ and follows a long chaotic
trajectory, searchingfor close returns.When one is
found,wecheckwhetherall thecellsvisitedby points
in thecorrespondingtimeseriessegmentcontainperi-
odic pointsof periodlower thanor equalto therecur-
rencetime. If this is not thecase,a Newton–Raphson
iteration is startedfrom this initial condition. When
the latter succeeds,the quality of the cover hasbeen
improved.Thesearchterminateswheneachcell con-
tainsat leastoneperiodicpoint andwhenno signif-
icant improvementhasbeenobtainedover a certain
interval of time (the detectionof a periodic point of
lower periodthanthosealreadycontainedin the cell
is consideredas an improvement).In this way, the
computationaleffort is concentratedon obtainingthe
most uniform cover with orbits of lowest periods,
rather than that finding the highestpossiblenumber
of orbits.

This preliminaryinvestigationrevealedan interest-
ing property:somepartsof thestrangeattractorareex-
tremelydifficult to shadow with orbitsof low period,
especiallywhentherearea lot of forbiddensequences
in the symbolic dynamics.It turns out that thesere-
gions will be found later to be closeto the partition
borderand to lines of homoclinic tangencies.If we
view periodicandchaotictrajectoriesastheanalogof
rationalandirrational numbers,respectively, this ob-
servationcouldberephrasedas:nearprincipallinesof
homoclinic tangencies,chaotic trajectoriesare more
“irrational” thanelsewherein theattractor. While this

may seemto be a fundamentalobstacleto our ap-
proach,it shouldbe notedthat becausethe dynamics
is weakly unstablein theseregions, it is easyto de-
tect thehigh-periodorbitswhich arelocatedin them,
and that topological invariantsof high-periodorbits
canbecomputedrobustly. This explainswhy, in spite
of the above-mentionedeffect, we will be ableto lo-
calizepartitionbordersto within 0.01%of theattrac-
tor width in Section3.6. Furthermore,we will show
in the secondpart of this work [21] that becauseof
non-hyperbolicity, obtaining a high-resolutionshad-
owing in theseregionsis in fact not at all crucial for
characterizingaccuratelythesymbolicdynamics.

Following the procedure described above with
ǫ = 0.001 and with a maximal period of 32, we
obtaineda set of 1594 periodic orbits providing a
uniform cover of the attractor. This set of orbits
will be used throughout this section to illustrate
the different stagesof our algorithm. The possible
symbolic namesof the lowest-periodorbits as de-
terminedfrom templateanalysishave beengiven in
Table1.

3.2. Notations

The detectedsetof orbits will be notedasO, and
consistsof m UPO Oi . Each periodic orbit Oi has
pi intersectionsOj

i , j = 1, . . . , pi , with the section
plane(pi is thetopologicalperiodof theorbit). These
intersectionsareperiodicpointsof thefirst returnmap
f , andtheir setwill benotedasP.

As we have seenin Section2, knot theoryandtem-
plateanalysisprovidesfor eachorbit Oi with oneor
several possiblenames.These“topological names”,
which will be notedNk(Oi), are the namesof the
templateorbits which have the sametopological in-
variants.For definiteness,andsinceall cyclic permu-
tationsof a topologicalnamerepresentthesameorbit,
we alwayswrite the topologicalnameusingthe low-
est permutationin the lexicographicorder, enclosed
insidebrackets.For example,if theperiod-2orbit O2

canbenamedas“01” or “10”, thenN (O2) = 〈01〉.
Symbolic namesare also used to label periodic

points. In this case,cyclic permutationsof a given
string of symbols are not equivalent, since they



214 PUBLICATIONS “ANALYSE TOPOLOGIQUE”

246 J. Plumecoq,M. Lefranc/ PhysicaD 144 (2000) 231–258

correspondto differentperiodicpoints.In thiscontext,
we useoverlined strings.For example,the intersec-
tion of theorbit O2 with thesectionplaneconsistsof
two periodicpoints:01 and10.

A partition Ŵ of the sectionplane into n disjoint
regions1i(Ŵ) assignsto eachUPOa symbolicname
NŴ(Oi). Becausetwo partitionsthatassociatea given
periodic point with different cyclic permutationsof
the samenameareto be considereddifferent,we de-
fine NŴ(Oi) as being the symbolic nameof its first
periodicpoint:NŴ(Oi) = NŴ(O1

i ). Thelatteris made
of thesymbolsassociatedwith theregionscontaining
O1

i , O2
i , . . . , O

p

i .

3.3. Parameterizationof partitionsby periodicorbits

Let us first considerthe period-1andperiod-2or-
bits O1 andO2 whosesymbolicnamescanbeunam-
biguouslydeterminedasN (O1) = 〈1〉 andN (O2) =

〈01〉. Thelatterconsistsof two periodicpointswhose
symbolicnamesarethecyclic permutationsofN (O2),
namely01 and10.

Therearethustwo possibilitiesfor assigningasym-
bolic sequenceto the two points O1

2 and O2
2 of the

O2 orbit. Either(NŴ(O1
2), NŴ(O2

2)) = (01, 10) or the
oppositechoiceis made.As we will seein the sec-
ondpartof this work [21], thesetwo possibilitieslead
to different,but dynamicallyequivalentsolutions.For
definiteness,we restrictourselvesto thefirst configu-
ration in this section.

In the following, we call as referencepoints the
periodicpointswhosesymbolicsequenceis assumed
to beunambiguouslyknown. Wenow explainhow the
threereferencepoints(O1

1, O1
2, O2

2), associatedwith
sequences(1, 01, 10), may be usedto definea rough
partition, which will be later refinedby considering
higher-orderperiodicorbits.

If we examinegeneratingpartitionssuchas these
shown in Fig. 2 and in Refs. [7,25,27,28],we note
that the regions of the sectionplane corresponding
to different symbolsare separatedby a line with a
simplestructure,whoselength is of the orderof the
diameterof theattractor. Consequently, thereis ahigh
probability, as higher as the points are closer, that a
point and oneof its closeneighborscorrespondto the

samesymbol, except if they are locatedin a small
region aroundtheborder.

If a point is in a close neighborhoodof one of
the threereferencepoints,it is naturalto encodethis
point with the samesymbol as this referencepoint.
For pointswhichareatcomparabledistancesfrom two
or morereferencepoints,thecorrectsymbolis uncer-
tain.However, without usingtheinformationthatwill
be provided by the higher-orderperiodic orbits, the
simplestprocedurethatis consistentwith theprevious
remark is to associatethesepoints with the symbol
of the closestreferencepoint. We thushave asimple
rule to encodea chaotictrajectory:at eachintersec-
tion with thesectionplane,theclosestreferencepoint
is determinedandtheassociatedsymbolis insertedin
thesymbolicsequence.

Thecorrespondingpartitionof thesectionplaneob-
tainedusingthethreeinitial referencepointsis shown
in Fig. 6. In this simple case,the border line of
the partition is easily constructed,since one has to
merelyseparatepointswhosenearestreferencepoint
hasleadingsymbol“0” from thosewhosenearestref-
erencepoint hasleadingsymbol “1”. Thus, the par-
tition border follows the mediatorsof the segments

Fig. 6. The initial partition basedon periodicpoints1̄, 10, and01.
For pointsthatareat the left (respectively, right) of theborder, the
closestreferencepoint is the 01 periodic point (respectively, one
of the 1̄ and 10 periodic points).The circumcircleof the triangle
madeof the threepoints is also shown.
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Fig. 7. (a) Voronöstring&inodot;diagramof a setof points; (b) the correspondingDelaunaytriangulation.The circumcenterof oneof the
trianglesis shown.

joining points with different symbols(i.e., the seg-
mentsfrom 01 to 1̄ andfrom 01 to 10). It is a known
geometricalproperty that thesetwo mediatorsinter-
sectat the circumcenterof the triangle madeof the
threeinitial referencepoints.

A nice property of the above rule is that it can
beefficiently implementedfor anarbitrarynumberof
referencepoints,usingwell-known geometricaltools:
DelaunaytriangulationsandVoronöstring&inodot;di-
agrams[75–77].

Given a referencepoint O
j

i , the set of points

in the section plane that are closer to O
j

i than
to any other reference point is nothing but the
Voronöstring&inodot; domainof O

j

i with respectto
thesetof referencepoints.TheVoronöstring&inodot;
diagram is a graph that consistsof the bordersof
the Voronöstring&inodot; domains (Fig. 7a). The
dual graph of the Voronöstring&inodot; diagramis
called the Delaunaytriangulation(Fig. 7b). Among
the possibletriangulationsof a setof points,the De-
launay triangulation is the only one such that the
circumcircle of a triangle linking three sites never
containsanothersite [75–77]. This property can be
usedto implementefficient algorithmsfor building
Delaunaytriangulations,from which the associated
Voronöstring&inodot; diagrams is easily obtained.
Delaunaytriangulationswill thusbe a powerful tool
to constructpartitions and parameterizethem in a
way that is suitablefor applications.

In our initial configurationbasedon threereference
points,the Delaunaytriangulationis readily obtained

since it merely consistsof the triangle madeof the
three initial referencepoints (Fig. 6). As explained
above, theVoronöstring&inodot;domainsof thethree
pointsareseparatedby the mediatorsof the triangle
edges,which intersectat the centerof the circumcir-
cle. The “0” (respectively, “1”) region consistsof the
Voronöstring&inodot;domainof 01 (respectively, the
union of the Voronöstring&inodot;domainsof 1̄ and
10).

To determinetheborderline for triangulationswith
anarbitrarynumberof referencepoints,onesearches
for couplesof neighboringtriangleswhosecommon
edgecarriestwo differentsymbols.Theline segments
connectingthe circumcentersof all suchpairsof tri-
anglesconstitutethe borderline. This allows one to
computequickly thepartitioncorrespondingto agiven
setof referencepoints.Anotheradvantageof Delau-
naytriangulationsis that they canbecomputedincre-
mentally:addinga new referencepoint to anexisting
triangulationonly requiresmodifying the trianglesin
the neighborhoodof the new point [78,79]. This is a
usefulproperty, as we will now refinethe initial par-
tition by addinghigher-orderperiodicpointsto it.

3.4. Refiningthe initial partition usingorbits with a
uniquetopological name

Thethreereferencepointsandtheirassociatedsym-
bolsdefineaninitial partition.However, this partition
hasa low precisionandcannotbereliablyusedexcept
nearoneof thethreereferencepoints.To refineit, we
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now have to extract informationfrom thelocationsof
the higher-orderperiodicorbits.To proceedassafely
aspossible,we first considerthe orbits which have a
singletopologicalname.

It shouldbenotedthatany cyclic permutationof the
topologicalnameof anunambiguouslyidentifiedorbit
canin principlebeusedto label its intersectionswith
thesectionplane.ComputingtheDelaunaytriangula-
tion of theseperiodicpoints,anddeterminingthebor-
der asexplainedabove would yield a goodpartition,
with different namesbeing given to different orbits.
Doingso,however, thebordermightbesoconvoluted
asto beuselessbecausemostpointswouldbecloseto
the border. The descriptionof sucha partition would
requirean enormousamountof information and the
encodingof a chaotictrajectorywould be extremely
sensitive to noise.It might alsobe impossibleto find
a continuousencodingfor the remainingorbits.

For each periodic orbit with a unique symbolic
name,we thushave to find the cyclic permutationof
the symbolicnamethat keepsthe currentpartition as
simpleaspossible.This canbeachieved by inserting
periodicorbits in thepartition in the following way.

Let us considerthe next orbit beyond the period-1
andperiod-2orbits, a period-4orbit in our case(the
attractordoesnot contain period-3 orbits). This or-
bit is associatedto two, possiblydifferent,symbolic
names:(i) thetopologicalnamedeterminedfrom tem-
plateanalysis,and(ii) thenamethatis obtainedusing
the currentpartition. Two situationsmay occur, de-
pendingon whetherthe latter is a cyclic permutation
of the former.

In the affirmative, the current partition correctly
guessestherealsymbolicnameof theorbit (Fig. 8a):
we thusaddits pointsto thereferencelist, associated
with thesymbolsindicatedby thecurrentpartition.If
someof thenew pointsarecloserto theborderof the
partitionthanthepreviousreferencepoints,thepreci-
sionof thepartition is increased(Fig. 8b).

If the topologicaland partition namesof an orbit
arenot consistent,we have to find the cyclic permu-
tation of the topologicalnamesuchthat the insertion
in the triangulationof the correspondingpairsof pe-
riodic points and symbolsmodifiesthe partition the
least.To do so, we determinefor eachpermutation

Fig. 8. Insertingan orbit into the partition: (a) comparisonof the
topologicalnameandof thenameindicatedby thecurrentpartition.
In thiscase,thenameobtainedfrom thepartition(NŴ(O3) = 0111)
matchesthe topologicalname;(b) the updatedpartition after the
points of the period-4 orbit have been insertedinto the list of
referencepoints. Insertion of point 3 increasesthe precisionof
the partition.

which of the periodic points, where the topological
symbol differs from the one assignedby the current
partition,is mostdistantfrom thepartitionborder, and
note the correspondingdistance.We thenchoosethe
cyclic permutationfor whichthisdistanceis thesmall-
est,so that theborderis displacedby a smallamount
only.

A strikingfactis thatwhencarryingout theanalysis
of our samplesetof orbits, therewas only oneorbit,
the period-23orbit 〈(01)2(011)2(01011)2(011)〉, for
which the secondrule had to be used:the 249 other
orbits with a single topological namewere already
correctlyencodedby thepartitionunderconstruction.
This orbit andthepartitionsbeforeandafter its inser-
tion areshown in Fig. 9. It canbe seenthat the dis-
crepancy isdueto asinglepointwhich is locatedvery
closeto theborderof thecurrentpartition.

After all orbits with a single topological name
have been inserted, we obtain a partition that:
(i) assignsto each of these orbits its topological
name,(ii) hasa simple structure,as can be seenin
Fig. 10.

By usingthefactthattheborderof this intermediate
partition is localizedwith a very goodprecision,we
now proceedto theorbits for which templateanalysis
hadselectedseveralpossiblesymbolicnames,andde-
terminewhich of thesenamesis thecorrectone.This
will allow us to further increasethe resolution.
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Fig. 9. Comparisonof the topological and partition namesof the period-23orbit 〈(01)2(011)2(01011)2(011)〉: (a) the symbolic name
assignedby the currentpartition agreeswith the topologicalnameexcept at point 6; (b) the updatedpartition after insertionof the orbit
differs only slightly from the previous one,but point 6 is now on the correctside of the border.

3.5. Final stage of theconstruction

Periodicorbitswith severaltopologicalnameswere
not usedin thepreviousstep,becausewe hadthenno
reasonof favoringonenameover theothers.However,
once anintermediatepartition has beendetermined
from unambiguousorbits (Fig. 10), it maybeusedto

Fig. 10. The partition as obtainedfrom orbits with a single topo-
logical name.For clarity, the trianglesare not shown. The large
dots representthe referencepoints which parameterizethe parti-
tion at this stage.It can be seenthat the points for which the
symbolic dynamicalinformation can be unambiguouslyextracted
cover well the attractor. This provides a graphicalillustration of
theobservationmadeaboutTable1, but herewith orbitsof periods
up to 32.

determinethe symbolsof points that are far enough
from the border, if we assumethat it will be only
slightly modifiedby further refinements.

Moreprecisely, considertheperiodicorbit which is
displayedin Fig. 11 (this is orbit 9bof Table1). It has
two possiblenames,namelyN1 = 〈010110111〉 =

〈01012013〉 andN2 = 〈010111011〉 = 〈01013012〉.
However, it canbeseenthat its intersectionswith the
sectionplanearefar from thepartitionborder. There-
fore, thereis little doubt that the nameindicatedby
thecurrentpartition,which is NŴ = 01301201, is the

Fig. 11. The periodic points of orbit 9b of Table 1, which has
two possiblesymbolic names,are representedwith the partition
obtainedat the end of Section3.4.
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correctone,as is confirmedby the fact that it corre-
spondstoa cyclic permutationofN2. Wecantherefore
assignthis nameto the orbit and insert it in the par-
tition. Then,by examiningTable1, oneimmediately
seesthatsinceN2 hasbeenassignedto orbit 9b, it can
no longerbe a possiblenamefor orbit 9c. Therefore,
the only remainingpossiblenamefor the latter orbit
isN1, which indeedis alsotheoneobtainedfrom the
currentpartition.Wethusseethataconsistency check
(differentorbits shouldhave differentnames)allows
usto identify thesymbolicnamesof twoorbitsatonce.

A moresophisticatedconsistency checkthathasto
becarriedafterthesymbolicnameof anorbit hasbeen
identifiedis whetherall thepossiblenamesof thenot
yet insertedorbits remaincompatiblewith the exper-
imental table of topological invariants.Assumethat,
asin theabove example,thesymbolicnameof theOi

orbit has just beenidentified as Ni = NŴ(Oi). If a
possiblenameNk(Oj ) of anotherorbit Oj is suchthat
the linking number lk(Ni,Nk(Oj )) computedfrom
the two namesdoesnot match the measuredvalue,
Nk(Oj ) canbe discardedwithout hesitation,asis il-
lustratedin Table2. This shows how enforcingsimul-
taneouslytherequirementsof smoothnessandof topo-
logical consistency allow oneto solve theambiguities
remainingafter the templateanalysisstep.

For someorbits, one or more periodic points are
locatedin a closeneighborhoodof the partition bor-
der. In this case,the nameindicatedby the partition
is uncertain:some symbols may be erroneousdue
to the finite precisionof the partition. Yet, this pro-
visional namecan be utilized to obtain the correct

Table 2
Linking numbersof someSmale’shorseshoeorbitsa

01012013 =

N1(α)

01013012 =

N2(α)

(01)3012(014)2 = N1(β) 66 67
(01)3(014)2012 = N2(β) 67 66

aAssumethat the namesin the first row (respectively, first
column) are the possibletopological namesof an experimental
orbit α (respectively, β), andthat the linking numberof thesetwo
orbits is lk(α, β) = 66. If thecurrentpartitioncanbeusedto show
that the correctsymbolic nameof α can only be N2(α), then it
follows immediatelythat the correctnamefor β is N2(β), since
lk(N2(α),N1(β)) does not match the experimentally measured
invariant.

one,or at leastto extract additionalinformation. In-
deed,if thereare sequencesof consecutive periodic
points Oi

n, O
i+1
n , . . . , Oi+k

n whosesymbolscan be
determinedunambiguously, this gives us substrings
sisi+1 · · · si+k of thecorrectsymbolicnameof thisor-
bit. This informationallowsoneto discardtopological
namesthat do not containthis substring.If only one
topologicalnameremains,the orbit can be inserted
immediatelyin the partition. If thereis still an ambi-
guity, we delaythe insertionof the orbit until further
informationhasbeenextractedfrom theotherorbits.

The argumentspresentedabove are very natural.
Yet, to designa precisealgorithm, we must specify
what “far from the partition border” means.We thus
needa preciserule to decidewhetherthe symbolas-
signedby the currentpartition to a given point p in
the sectionplanecan be trusted.We have found the
following procedureto bevery reliable.

We first searchfor all the trianglesof the current
triangulationwhosecircumcirclecontainsthepointp,
i.e., thetriangleswhich would beremoved if p was to
beinsertedin thetriangulation.4 Wethenexaminethe
symbolsassociatedwith theverticesof thesetriangles.
If all thesesymbolsare identical, we considerthat
the symbol assignedto p by the partition is certain.
If somesymbolsdiffer, we concludethat the current
partition is unreliablein the neighborhoodof p. The
rationaleof this rule is that insertionof a point in the
“uncertain” region definedin this way modifies the
borderof thepartition,becauseit modifiesthetriangles
whosecircumcenterslie on theborder.

Thereis, however, a small technicalproblemwith
this rule.Indeedit is known thattheouteredgesof the
triangulationof a set of points comprisethe convex
hull of thisset.However, thesupportof thestrangeat-
tractorin thesectionplaneis generallynot convex be-
causeof the folding process.Consequently, thereare
triangleswhoseverticeshavedifferentsymbolsmerely
becausethey arelocatedonoppositesidesof theattrac-
tor (see,e.g.,Fig. 9). A directuseof theruledescribed

4 Becausea Delaunay triangulation has the property that the
circumcircleof a trianglehasnopoint in its interior, theinsertionof
a new point in a triangulationis performedby removing triangles
whosecircumcircle containsthis point, and adding new onesso
as to enforcethe rule.
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above would thenleadto concludethat thesymbolof
pointscontainedin thecircumcirclesof thesetriangles
cannotbe reliably determined,whereasthe reference
pointswith differentsymbolsarefar away from each
otheron oppositesidesof theattractor.

To solve this difficulty by geometricalmeans,we
computea polygon that tightly enclosesthe support
of the attractor. We do so by first determiningwhich
squaresof a grid with given resolutioncontainpoints
of the attractor, and then computing the oriented
boundaryof this set of squares.This boundarycon-
sistsof a set of closedcurves. By startingfrom the
leftmost point and following the boundaryso as to
stay on the exterior curve, an enclosingpolygon is
easily constructed.We have observed that the final
partitionswe obtainare insensitive to the sizeof the
squares,providedthatthelatter is a few timessmaller
thanthat of the sizeof the attractor. Any methodfor
constructingthe polygon should thereforebe satis-
factory as long as it allows one to roughly identify
regions which are inside the convex hull, but well
outsidethesupportof theattractor.

Triangleswith differentsymbolsarethenclassified
accordingto whetherthe partsof their mediatorsbe-
longing to the partition borderhave anon-emptyin-
tersectionwith theinteriorof thepolygonor not.Only
thefirst classof trianglesis usedto assess thereliabil-
ity of a symbol.Thus,themodifiedrule statesthatthe
symbolof apoint cannotbereliablydeterminedwhen
theinsertionof this point into thetriangulationwould

Fig. 12. Regions of certainand uncertaincoding: (a) a polygon providing a good approximationof the supportof the strangeattractoris
determined;(b) enlargedview of the borderregion. The uncertainregion is definedto be locatedwithin the circumcirclesof the triangles
linking referencepoints with different symbolsand whosemediators(which constitutethe borderline) lie within the shadow polygon.

modify the partition border inside the supportof the
strange attractor, which is illustratedin Fig. 12.

To summarize,the insertionof an orbit with sev-
eral possibletopologicalnamesis carriedout as fol-
lows.First, thesymbolicencodingof this orbit by the
currentpartition is expressedby a symbolicnameNc

with “error bars”.This symbolicnameis madeof the
symbols“0”, “1”, . . . ,“n − 1” (for points that canbe
unambiguouslycoded)and“*” (for points locatedin
the “uncertain” region). Then,we compareall cyclic
permutationsof eachtopologicalnameto this sym-
bolic name,with “*” matchingany symbol.If two or
more topologicalnamesarecompatiblewith Nc, we
considerthat we do not have enoughinformation at
this point to insert the orbit, but neverthelessdiscard
the incompatibletopologicalnames.On the contrary,
if only onetopologicalnamehasa cyclic permutation
that is compatiblewith Nc, we considerthat it is the
correctsymbolicnameof theorbit, andinserttheorbit
into thedescriptionof thepartition.

Alternatively, discardingnamesthat are not com-
patible with the currentpartition and namesthat are
no longer compatiblewith experimentaltopological
invariants(asexplainedin Table 2)allows oneto pro-
gressively insertall theorbits,sothatfinally eachorbit
is associatedwith a singlesymbolicname.The final
partition,which is shown in Fig. 13,providesby con-
structiona symbolicencodingthat is both consistent
with the topological structureof the set of periodic
orbits and continuous(points that are close in the
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Fig. 13. Enlargedview of theborderof thefinal partitionobtained
when all the periodic orbits have been inserted(the large-scale
structureis virtually identicalto that shown in Fig. 10). Thewidth
of the representedbox is 5 × 10−2 in units of the attractorwidth
and the linewidth usedto draw the border line and the reference
points is 5 × 10−4.

sectionplane are associatedto symbolic sequences
that are close in the symbol space).Given the high
numberof periodicorbits in our example,it is quite
remarkablethat the simple rules we have followed
naturally select a single name for each orbit: this
supports the existence of a well-defined symbolic
encoding.

Note that therule we have definedto assess there-
liability of the symbol associatedto a point can be
interpretedas an interpolationproblem.Indeed,De-
launaytriangulationsareroutinelyusedto interpolate
the value of a function at an arbitrary point p from
known valuesat the sitesof the triangulation.There
areessentiallytwo methodsto doso.Thefirst averages
appropriatelythevaluesat thethreeverticesof thetri-
anglethatcontainsp. Thesecondutilizesthevertices
of all thetriangleswhosecircumcirclecontainsp, and
is called“naturalneighborinterpolation”[80].

Thus,it appearsthat our procedure,which we ini-
tially derived from the heuristicargumentpresented
above, is basedon the latter. When the result of the
interpolationis exactly oneof then possiblesymbols

(becauseall neighboringverticeshave thesamesym-
bol), the result is consideredascertain.Whenthe in-
terpolationyieldsa valuethatis intermediatebetween
two symbols(someneighboringverticeshave differ-
entsymbols),theencodingis consideredasuncertain.
It is interestingto notethatanearlierversionof oural-
gorithmbasedonthefirst interpolationmethoddid not
converge in somecasesbecausesomeperiodicpoints
wereincorrectlyclassifiedascertain,leadingto incon-
sistencieswheninsertingtheremainingorbits.This is
becausethereferencepoint which is closestto p need
not be a vertex of the trianglecontainingp, whereas
it is known that it is a vertex of oneof the triangles
whosecircumcirclecontainsp.

In this respect,it is interesting to note that the
methoddescribedvery recently in Ref. [13] is very
similar to ours: in both algorithms,periodic points
which have beenassigneda symbolarefed to an in-
terpolationschemeto obtainthecodingof anarbitrary
point in the Poincarésection.In [13], it is only re-
quired that orbits not yet identified receive a unique
name,whereasweadditionallyrequireagreementwith
thecomputedtopologicalinvariants.This ensuresthat
the symbolicnamesobtainedareconsistentwith the
canonicalcodingsin the one-dimensionalandhyper-
bolic limits, and that they are dynamically relevant,
at the costof restrictingcurrentlythe applicability of
themethodto two-dimensionalorientation-preserving
mapsandto flows. An interestingresultof Ref. [13]
is that,at leastin theexamplesanalyzedin this work,
the requirementsof continuity and uniquenessseem
sufficient to obtaina simplegeneratingpartition.

In conclusion,it resultsthatsimplerulescanbeused
to constructa partition of the sectionplaneusingthe
informationprovidedby (i) the topologicalinvariants
of theunstableperiodicorbits,and(ii) their positions
in thesectionplane.We have seenthat this algorithm
yieldspartitionsthathave avery simplestructure,and
thereforeencodepointswith high reliability, exceptin
a very small region aroundtheborderof thepartition.

3.6. Increasingthe resolutionof thepartition

In describingouralgorithmin theprevioussections,
our aim was to show thatno inconsistency wasfound
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even when shadowing all the trajectorieson the at-
tractor with a high resolution,i.e., that it was possi-
ble to assignunambiguouslyto every orbit a distinct
symbolicnamecompatiblewith its topologicalinvari-
ants.To this end,we utilized a setof orbits that pro-
vided an uniform cover of the attractor. For practi-
cal applications,however, a high-resolutioncover is
only neededin a smallneighborhoodof theborderof
the partition. To achieve ahigh precisionat the low-
est cost, we have thereforemodified our methodas
follows.

Theprocedurewassplit into twostages.First,anap-
proximatepartitionis determinedusinga setof orbits
of limited periodproviding a cover of moderatereso-
lution. This allows oneto bracket the positionof the
borderwith reasonableaccuracy. Using this informa-
tion, a secondsetof periodicorbits is selectedsothat
it providesa cover of the attractorwith high resolu-
tion in theneighborhoodof theborder, moreprecisely
insidethe circumcentersof the trianglesenclosingit,
andwith moderateresolutionelsewhere.

We then apply to the latter set a slightly modi-
fied versionof the algorithm describedin the previ-
oussections.Indeed,we have observedthatobtaining
a high-resolutioncover in the critical region requires
usingorbitsof veryhighperiod,especiallywhenthere
are many forbidden sequencesin the symbolic dy-
namics.This doesnot induceadditionaldifficulties in
thefirst stepsof theprocedurebecause(i) high-period
orbits localized near the border of the partition are
marginally unstable,which makestheir detectionrel-
atively easy, (ii) topologicalinvariantsare expressed
by integernumbersandcanthereforebereliablycom-
putedfor orbits of very large periods,provided they
are localizedwith the precisioncommonlyavailable
in numericalsimulations.

In fact, the limiting step is the searchfor possi-
ble symbolicnamesusing templateanalysis.Indeed,
thissearchrequiresaconsiderableamountof comput-
ing time (the numberof symbolicnamesof lengthp

increasesexponentiallywith p), especiallywhen the
symbolic dynamicsis basedon threeor more sym-
bols.For atwo-symboldynamics,thesymbolicnames
of orbits with periodsup to 32 canbe determinedin
a reasonableamountof computingtime, while in the

three-symbolcase,a direct searchis practically lim-
ited to orbitsof periodlower than20.

We thus restrict this searchto the orbits up to a
certainperiod.An intermediatepartition is built from
theseorbits, and is utilized to list for the remaining
higher-periodorbitsthesymbolicnameswhich (i) are
compatiblewith this partition,asexplainedin Section
3.5,and(ii) correctlypredictthetopologicalinvariants
of thesehigher-periodorbits.

Oncea list of possiblenameshasbeensoobtained
for eachorbit in thefinal set,theanalysisproceedsas
in Section3. It shouldbestressedthat this procedure
is entirelyequivalentto theonedescribedin Sections
3.3–3.5,where all the topological namesare deter-
minedbeforetrying to build the partition: we simply
apply theselectioncriteria in a differentorder.

With this modifiedalgorithm,anda final setof 750
orbits of periodsup to 64, we have obtainedfor the
chaoticattractorof Fig. 2 a partition whoseborderis
bracketedwith a resolutionthat is almosteverywhere
significantlybelow 0.01%of the attractorwidth (see
Fig. 14b). Note that the sameprecisioncould be ob-
tainedclearly at a lower costby usinga significantly
smallernumberof periodic orbits. Indeed,it can be
seenin Fig. 14a that many trianglesconnectingtwo
leavesof theattractorarein factnotessentialfor local-
izing preciselytheborder, but wereneverthelesscon-
sideredby ouralgorithmto belongto theborderneigh-
borhood.The many periodic points associatedwith
thesetriangles(thedetectioncodeis in high-resolution
modein thisregion)couldthereforebediscardedfrom
thesetof orbitswithout modifying the result.

It shouldbenotedthatsuchaprecisionis severalor-
ders ofmagnitudehigherthanthat is neededfor prac-
tical purposes.In fact,aswe will show in the second
partof this work [21], onehasto comparetrajectories
whosesymbolic sequenceshave commonsubstrings
of morethan60 symbolsto observe an effect dueto
the error in the location of the border. Nevertheless,
this examplehasallowed us to verify the robustness
of our algorithmdown to very small scales.Further-
more, it provides us with a test casewhich we will
usein the secondpart of this work to give evidence
thatourapproachis consistentwith methodsbasedon
homoclinictangencies.
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Fig. 14. (a) Enlarged view of the borderof the partition obtainedusing a high-resolutioncover of the border region by periodic points
(the sizeof the representedbox is the sameas in Fig. 13, i.e., 5 × 10−2 in units of the attractorwidth). The trianglesshown are those
defining the partition border inside the shadow polygon. Note the high densityof periodic points associatedwith thesetrianglesdue to
the designof our selectionalgorithm. (b) Enlarged view of the small squareof size 5 × 10−3 displayedin the left picture.The linewidth
usedto draw the borderline and the periodic points is 5 × 10−5.

4. Conclusionand perspectives

Our primarygoal in showing thattemplateanalysis
canbeusedto obtainhigh-resolutionpartitionsin nu-
mericalsimulationswas to givestrongevidenceof the
validity of theapproachproposedin [8]. A first result
is thesuccessfuloutcomeof anintensive checkof the
validity of templateanalysis:even when using large
setsof UPO of high periods,we could alwaysfind a
global projectionon a simplebranchedmanifold that
preservesthetopologicalinvariants.Althoughtheap-
plication of templatetheory to real, non-hyperbolic,
attractorsis still lacking a rigorous foundation,this
workgivesfurtherevidencethatit accuratelydescribes
the geometricstructureof an attractordown to very
smallscales.Althoughembeddedin a non-hyperbolic
attractor, theUPOappearsto beorganizedasin thehy-
perboliclimit, andconstitutesanhyperbolicsetwhich
approximateswell thestrangeattractor.

Thefoundationof this work is thefactthattheknot
invariantsof an unstableperiodic orbit carry precise
informationaboutits symbolicdynamics.Building on
this idea,we have describedanalgorithmto construct
generatingpartitions of a strangeattractor. It com-
binesinformation (i) from the topological invariants
of UPO embeddedin it, and (ii) from their location
in a section plane, and is designedso as to yield
encodingsthat are continuous(sequencesassociated

to neighboring points should be close in symbol
space).Thesebasicingredientsensurethat theresult-
ing encodingsarecompatiblewith thosevalid in the
one-dimensionalandhyperboliclimits, andthat they
aredynamicallyrelevant.

In ouralgorithm,apartitionis describedby a list of
referencepoints,whoseassociatedsymbolsaregiven.
To perform a symbolic encoding,points in the sec-
tion planeareassociatedwith the symbolcarriedby
theclosestreferencepoint.This allows usto usesim-
plegeometricaltoolssuchasDelaunaytriangulations.
Starting from an initial configurationbasedon the
lowest-periodorbits, the accuracy of the partition is
progressively improved by addingperiodicpointsof
increasingperiod to the list of referencepoints in a
way that preservesthe simplicity of the partition and
topologicalconsistency.

Following this procedure,we have obtainedpar-
titions that have a simple structure,yet reproduce
the symbolic information extractedfrom topological
analysis:theuniquesymbolicnamethat is eventually
assignedto eachperiodic orbit is intimately related
to its topologicalstructure,and henceto its geneal-
ogy [9,24,40,70,72].Had we facedan inconsistency
at some stageof the construction,we would have
beenforcedto concludethat therewas a fundamental
flaw in our hypotheses.This was not the casenei-
ther in the examplewe consideredin this paper(we
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recall that it involved a set of 1594 periodic orbits,
whosetopologicalinformationwascontainedin about
4.4×106 integernumbers),nor in othersthatwehave
studied.

Thepresentresultscall for further investigationsin
severaldirections.First,wehaveto verify moreexten-
sively therelevanceof theobtainedencodings,evenif
this shouldbe guaranteedby the consistency checks
built into our algorithm.We do so in the secondpart
of this work [21], where in particularwe show that
the borderof the high-resolutionpartition displayed
in Fig. 14 follows very accuratelya line of homo-
clinic tangencies,thus providing strongevidenceof
the equivalenceof the two approaches.We alsogive
in [21] additionalevidenceof therelevanceof our al-
gorithmby verifying (i) thatencodingsobtainedfrom
differentinitial partitionsaredynamicallyequivalent,
(ii) that accurateestimatesof the metric entropy can
be computedfrom the probabilitiesof symbolic se-
quences,and(iii) thatsymbolicsequencesof increas-
ing lengthselectregionsof decreasingdiameterin the
sectionplane.

Therobustnessof our methodwith respectto noise
shouldalsobemorepreciselystudied.While template
analysisbehaves well in this context, it would be de-
sirable to quantify preciselythe highestnoise level
thatis acceptablefor extractingmeaningfulresults.To
achievethis,acharacterizationof simulatedtimeseries
contaminatedby variousamountsof noise,andwhere
UPOaredetectedfrom closereturns,is required.

Similarly, the independenceof symbolicencodings
with respectto changesin parametervaluesshouldbe
carefully checked: in this work, we have determined
generatingpartitionsonly at a given set of parame-
ters.While it is obvious that the orbits with a unique
topological namewill always be assignedthe same
nameon their whole domainof existence(provided
the associatedtemplateis not modified),we have to
verify underwhich conditionsthis alsoholds for the
higher-periodorbitswhoseidentificationis completed
during the constructionof the partition. However,
determiningin a systematicway which orbits have
a well-definedsymbolic nameappearsto a difficult
problemat the presentstage,asdiscussedin Section
2.4.

In the caseof infinitely dissipative system,the rel-
evant part of the triangulationessentiallyconsistsof
two periodic points locatedon oppositesitesof the
border. In the mildly dissipative exampleswe have
consideredin this work, the trianglesenclosingthe
borderinvolve asignificantlyhighernumberof peri-
odicpoints.It wouldbehighly interestingto determine
whetherthese borderlineperiodic points are directly
relatedto thesymbolicsequencesdefiningthe“prun-
ing front” in symbolplane[26]. Anotherpoint worth
investigatingis whethertheseorbits belongto a ba-
sisset (inorbit forcing theory[9,40,70,72],a basisset
is a small setof periodicorbits whoseexistencecan
beshown to force theexistenceof all theotherorbits
embeddedin theattractor).

On the experimentalside,we intendto apply very
soonthealgorithmdescribedhereto aweaklydissipa-
tive experimentalsystem,namelya pump-modulated
Nd:YAG laser. Indeed, the first experimental topo-
logical encodingwas obtainedfor a systemwhich
wasrelatively dissipative(aCO2 laserwith modulated
losses),even thoughits returnmapcould not be de-
scribedby a well-definedone-dimensionalmapon a
wide rangeof parameters[8].

To conclude,we would like to commenton the
links that exist betweenthe topologicalapproachwe
have discussedin this work and the classicalone
basedon homoclinic tangencies,althoughthey seem
to have no commonground at first glance.As we
will show in [21], thesetwo methodsyield results
that are equivalent, and thus must correspondto
differentviews of a singlestructure.In fact,bothulti-
matelyrely on the fact thata chaoticinvertible return
map is a diffeomorphismorganizedby underlying
singularities.

To have thesesingularitiesappearundressedin the
form of homoclinic tangencies,it is necessaryto it-
eratethe return map an infinite numberof times. In
doingso,however, onenot only recoverstheorganiz-
ing singularities,but alsoaninfinite numberof copies
of them.As a result, thereis a fundamentalambigu-
ity in the choiceof the homoclinic tangenciesdefin-
ing thepartition.Thiscanonly besolvedby searching
directly in the time-onemapthesingularitiesthatare
hiddenin it.
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The Birman–Williams constructionfor hyperbolic
systemsprovides a deep answerto this problem.In
the caseof the horseshoemap, the one-dimensional
returnmapof the semi-flow definedon the branched
manifoldfeaturesexplicitly thefold singularitythatis
thebackboneof the two-dimensionalhorseshoemap,
aswell asany three-dimensionalsuspensionof it. It is
thustemptingto conjecturethat theessentialfeatures
of aninvertiblechaoticreturnmaparedeterminedfor
themostpartby thestructureof thesingularitiesof a
lower-dimensionalnon-invertiblemap[81].

The initial partition basedon a few low-periodor-
bits separatestheir periodic point accordingto how
they shouldbelocatedonanunderlyingsingularmap,
and in a senseprovides a rough geometricmodel-
ing of such a map. The hierarchicalrefinementof
the partition carried out by progressively inserting
higher-orderorbits canbe viewed asa meansto en-
surethat “iterates” of this singularmap converge to
iteratesof the invertible returnmap.In this way, the
singularitieswhich appearin theinfinitely iteratedre-
turn map are eventually localizedwhile keepingthe
geometricaldescriptioncloseto that of the time-one
map.This allows oneto extract informationfrom the
whole phasespacewithout having to approachtoo
closelythenoise-perturbedsingularities.

This discussionmakesit easierto understandwhy
mathematicaltools that are intimately linked to the
theory of one-dimensionalsymbolic dynamics are
so perfectly suited to the study of two-dimensional
dynamics.One key to this apparentparadoxis that
unstableperiodic orbits, amongall other trajectories
in theattractor, have avery distinctive property:their
forward symbolic sequenceis uniquely determined
from theirbackwardone,andviceversa.Fromasym-
bolic dynamicalpointof view, periodicorbitsarethus
one-dimensionalobjects intertwined with the fully
two-dimensionalchaotic trajectories,which makes
it possibleto extend information extractedfrom the
former to the latter.

The bridge betweenthe non-invertible and the in-
vertibledynamicsis providedby theknot invariantsof
theUPO,which indicatehow thelattershouldbelaid
onthedomainof theunderlyingone-dimensionalmap
without having to constructit explicitly. Theseinvari-

antsthusplay a role that is not unlike the conserved
quantities or symmetriesthat have proved so im-
menselyuseful in many fields of physics.If we want
to extend topological coding to higher-dimensional
chaos and understandits singularity structure, we
probablyhave to first searchfor appropriateinvariant
quantities.

Note. The sourcecodeof the computer programs
used to determinethe templatefrom the invariants
of periodic orbits and to constructthe partitions is
availableuponrequestto thecorrespondingauthor.
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Abstract

We give numericalevidenceof the validity of a previously describedalgorithmfor constructingsymbolicencodingsof
chaoticattractorsfrom atemplateanalysis.Weverify thatthedifferentsolutionsthatcanbefoundaredynamicallyequivalent,
andthatour approach yieldsresultsthatareconsistentwith thoseobtainedfrom methodsbasedon homoclinictangencies.
This is furtherconfirmedby verifying directly that thecomputedpartitionsaregeneratingto a high degreeof accuracy, and
that they canbeusedto estimatepreciselythemetric entropy. It is alsoshown that thecorrectnumberof symbolsneeded
to describethedynamicsis naturallyprovided,andthata compactparameterizationof a partitioncaneasilybedetermined,
which makes our algorithmsuitablefor applicationssuchasreal-timeencoding.© 2000Elsevier ScienceB.V. All rights
reserved.

PACS:05.45.+b

Keywords:Generatingpartitions;Symbolicdynamics;Templateanalysis;Knot theory

1. Intr oduction

In thefirst partof this work [1], we have presented
an algorithm to constructsymbolic encodingsof a
chaoticattractor, whichfollowstheapproachproposed
in Ref. [2]. This algorithmutilizes templateanalysis
[3–7] to extractsymbolicdynamicalinformationfrom
thetopologicalinvariantsof a setof unstableperiodic
orbits (UPOs)embeddedin theattractor.

Template analysis has its roots in the observa-
tion that the topologicalorganizationof UPOs of a
three-dimensionalhyperbolicflow can be studiedin

∗ Correspondingauthor.
E-mail address:marc.lefranc@univ-lille1.fr (M. Lefranc).

a systematicway [8,9]. More precisely, thereexists a
branchedtwo-dimensionalmanifold, a template, on
which all the unstableperiodicorbits of sucha flow
canbelaid without modifying their knot-theoreticin-
variants.The structureof the templatethusdescribes
conciselytheglobalorganizationof theflow.

Becauseperiodicorbitscannotintersectthemselves
when a control parameteris varied, a set of UPOs
embeddedin a three-dimensionalchaoticattractorcan
be tracked to a regime where the systemis hyper-
bolic without modifying their invariants.In thehyper-
bolic case,thereis anaturalcodingfor periodicorbits:
their symbolic namesare obtainedby listing whose
branchesaresuccessively visited by their projections
on the template.It is thusonly naturalto extendthis

0167-2789/00/$– seefront matter© 2000 Elsevier ScienceB.V. All rights reserved.
PII: S0167-2789(00)00083-X
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coding to experimentalorbits by requiring that each
UPOis assignedthesymbolicnameof oneof thetem-
plate orbits that hasthe sametopological invariants.
This correspondenceis one-to-onefor a largenumber
of low-periodorbits.

Oncethepossiblesymbolicnamesfor eachdetected
UPOhavebeenidentifiedin thisway, this information
mustbecombinedwith theknowledgeof theposition
of periodicpointsin asectionplaneto constructagen-
eratingpartition of the latter. In our algorithm,parti-
tionsareparameterizedby a setof periodicpointsas-
sociatedwith given symbols,called referencepoints.
To representanarbitrarytrajectoryby a symbolicse-
quence,each intersectionwith the section plane is
encodedby the symbolattachedto the closestrefer-
encepoint. Startingfrom an initial partitionbasedon
a smallsetof low-periodorbits(e.g.,a period-1anda
period-2orbits),our methodprogressively refinesthis
partition by insertinghigher periodorbits in it while
preservingthesimplicity of its structure.

Themainresultof [1] is thatthismethodallowsone
to obtainhigh-resolutionpartitionsthathave asimple
structure,yet which aresuchthat the topologicalin-
variantsof eachdetectedperiodicorbit canbedirectly
read from the symbolic nameit has beenassigned.
That this canbe achieved is by itself a strongindica-
tion of the validity of the approach.Indeed,we had
successfullyanalyzeda setof morethan1500orbits,
whoseintertwiningwas describedby severalmillions
of integers.Preservingthe topologicalconsistency of
thepartition in sucha caseis by nomeanstrivial. As
a matterof fact,we have observed thatour algorithm
quickly concludesthat no consistentsolution can be
obtainedwhenfedwith somearbitrarilychoseninitial
partitions,or whentheinputvalue ofasingleinvariant
is purposelymodified. This can be becauseno sim-
ple templatecan be found or becauseit becomesat
somepoint impossibleto make theencodingcontinu-
ous(suchthat neighboringpointsareassociatedwith
closesymbolicsequences).To be fully convincedof
thevalidity of this approach,however, additionalver-
ificationshave to becarriedout.Theaimof thispaper
is to provide suchevidence.

A first test is relatedto the internalconsistency of
thealgorithm.As differentinitial partitionsleadto dif-

ferent final partitions,we must verify that the latter
describethesamedynamics.Returningto thetestpar-
tition we hadobtainedin Ref. [1], we show in Section
3 that this is indeedthe case:the partitionsthat are
obtainedfrom the simplestinitial partitionsthat can
be built with orbits of periods1, 2, and4 areimages
or preimagesof eachother.

If partitionsobtainedby a topologicalapproachare
relevant,they shouldeasilyidentify caseswheremore
than two symbolsare neededto describefaithfully
the dynamics.We show that this is so in Section4,
by consideringattractorsof themodulatedlaserequa-
tions and of the Duffing equationswhich display a
three-symboldynamics.The latter exampleis partic-
ularly interestingbecausea generatingpartition had
beenpreviously obtainedfor it in Ref. [10], using a
methodbasedon homoclinictangencies[11].

Becausethe latter method,which is supportedby
strongnumericalevidence[10,12–14],is completely
orthogonalto ours, a direct comparisonof the out-
puts of both methodsis probablythe most stringent
testonecanconsiderfor assessingthe validity of the
topologicalapproach.As will beseenin Section5, the
agreementis excellent:a line of principalhomoclinic
tangenciesis entirelylocatedin thetrianglesenclosing
theborderof thepartitionthatwasobtainedin Ref.[1]
with a precisionof 10−4. This is a strongindication
that not only the two approachesare equivalent,but
alsothatouralgorithmprovidesreliableerrorbounds.

This result suggeststhat the partitions we obtain
aregenerating,asthis is generallybelieved to be true
for methodsbasedon homoclinic tangencies.Never-
theless,we carry out in Section 6 a direct testof this
property. It allows us to verify that, with an appro-
priate balancebetweenthe numbersof forward and
backwardsymbols,thelargestdistancebetweenpoints
whosesymbolicsequencescoincideonalargenumber
of symbolsis of theorderof theprecisionwith which
thepartitionhasbeendetermined.Thedependenceof
this distancewith respectto thenumberof coinciding
symbolsalsoindicatesthatevenpartitionsdetermined
with a relatively low precisionsuffice to characterize
preciselythesymbolicdynamicsof achaoticattractor.

In Section7, we compareestimatesof the metric
entropy obtained(i) from aLyapunov exponentcalcu-
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lation and(ii) from probabilitiesof symbolsequences
computedfrom a partition. Again, we find an excel-
lentagreement.For reference,wealsocharacterizethe
symbolic dynamicsof the attractorswhich we have
consideredin thiswork by giving for eachof themthe
list of irreducibleforbiddenwords(IFWs).

Finally, we discussin Section8 how to provide a
compactdescriptionof apartitionby reducingasmuch
aspossiblethe numberof periodicpointsparameter-
izing it. Last,we concludeby discussingpossibleex-
tensionsandapplicationsof our work.

2. Notations

We first briefly recall the notationsthat have been
definedin Ref. [1]. The input data fed to the algo-
rithm is a setO of m periodic orbits Oi , whosein-
tersectionswith a sectionplaneare notedO

j

i , j =

1, . . . , pi . Fromthetopologicalinvariantsof theseor-
bits, a setof possiblesymbolicnamesNk(Oi) is first
determined.Thesenamesarewritten insidebrackets
(e.g.,N (O2) = 〈01〉), to distinguishthemfrom sym-
bolic namesof periodicpoints,which arewritten us-
ing overlinedstrings(e.g.,N(O1

2) = 01). Indeed,dif-
ferentcyclic permutationsof a given namerepresent
thesameperiodicorbit, but differentperiodicpoints.

A partitionŴ of a sectionplanedividesit into dis-
joint regions1i(Ŵ), i = 1, . . . , n. Thesymbolicname
NŴ(Oi) assignedby a partition Ŵ to a periodicorbit
Oi is definedasbeingtheoneassignedto its first pe-

Fig. 1. Symbolicencodingof the attractorusedasan examplein the descriptionof the algorithmin Ref. [1]. (a) Initial partition; (b) final
partition.

riodic point: NŴ(Oi) = NŴ(O1
i ) = s1 . . . spi

, which
is suchthatOk

i ∈ 1sk (Ŵ).
In [1], wehadobtainedtwo partitionsof anattractor

of the modulatedlaserequations.The first was com-
putedfrom asetof periodicorbitsproviding auniform
cover of a Poincarésectionof theattractorwith a res-
olution of 10−3 (in units of the attractorwidth), and
will behereafternotedŴ

f
a . This partitionandthecor-

respondingsetof orbits will be usedin Section3 to
study the relationbetweenpartitionscomputedfrom
differentinitial partitions,andin Section8 to describe
how a compactparameterizationof a partitionmaybe
obtained.

Using an improved algorithm, and a set of orbits
suchthat the region of the partition borderwas cov-
eredwith a high-resolution,we had also obtaineda
secondpartitionwhoseborderline was localizedwith
a precisionof 10−4. This partition will be notedŴ

f

h
in the following. It will be usedto carry out precise
testsrelatedto theequivalencewith methodsbasedon
homoclinictangencies(Section5), the closenessto a
generatingpartition(Section6), andestimationof the
metricentropy (Section7).

3. Influence of the choiceof the initial partition

Wehavereproducedin Fig. 1 thepartitionŴ
f
a , with

theinitial partitionŴa thathadbeenusedasinput.As
explainedin Ref. [1], thereis somearbitrarinessin the
choiceof this initial partition.For instance,we know
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that onepoint of the period-2orbit 〈01〉 mustbe as-
signedthe name01 and the other 10, but this gives
two possiblechoices,which are in principle equiv-
alent: (NŴ(O1

2), NŴ(O1
2)) = (01, 10) (as in Fig. 1),

or (NŴ(O1
2), NŴ(O1

2)) = (10, 01). Different initial
partitionswill obviously lead to different final parti-
tions,sincethealgorithmdoesnotmodify thesymbols
of the referencepoints after they are insertedin the
partition.

Wemustthereforeverify thatthesolutionsobtained
usingdifferentinitial partitionsmodelequivalentlythe
symbolic dynamicsof the chaoticattractor, i.e., that
the quantitieswhich canbe computedusing the par-
tition do not dependon thechoiceof the initial parti-
tion, provided the latter is reasonablychosen.

Orbits with a unique topological nameare not a
problem in this respect.If they were the only or-
bits to consider, they could in principlebenamedus-
ing any cyclic permutationof their topologicalname.
The first stepof the algorithm describedin Ref. [1]
merely ensuresthat the permutationwe choosefor
eachorbit preserves the simplicity of the partition.
However, the namesof the remainingorbits are de-
termined using not only the topological invariants,
but alsoanintermediatepartition.Thesenamesmight
thus vary dependingon which initial configuration
is chosen,and we must verify that this is not the
case.

An initial partition is basedon l periodic orbits
Oi1, Oi2, . . . , Oil of periodspij , eachhaving aunique
topological nameN (Oij ). Such a partition is com-

Fig. 2. (a) Another possibleinitial partition using the first two orbits; (b) the resultingpartition.

pletely definedif onespecifiesfor eachorbit Oij the
symbolic nameNŴ(Oij ) = NŴ(O1

ij
) = σ ljN (Oij )

(0 ≤ lj < pij − 1) assignedto its first periodicpoint.
Theinitial triangulationthenconsistsof thereference
pointsOk

ij
, associatedwith thesymbolscorresponding

to thechosencyclic permutations.
In the following, we denoteby Ŵ

N1,... ,Nl

i1,... ,il
an initial

partitionspecifiedin this way, whereNj = NŴ(O1
ij
).

With this notation,Ŵa = Ŵ
1,01
1,2 representsthe initial

partitionshown in Fig. 1a(with O1
2 beingtheleftmost

periodicpoint of the 〈01〉 orbit).
Sinceour algorithmis deterministic,thefinal parti-

tion Ŵf = Ŵ
N1,... ,Nm

1,... ,m that containsall the m periodic
orbits detectedin the attractoris a functional of the
initial partition,which we will denoteby

Ŵf = A[ŴN1,... ,Nl

i1,... ,il
]. (1)

Consider now the secondpossible initial partition
basedon the period-1and period-2orbits, which is

Ŵb = Ŵ
1,10
1,2 (shown in Fig. 2a). The differencewith

Ŵa in Fig. 1a is that the symbolsassociatedwith the
points of the period-2 orbit have been exchanged.
Using this new initial partition,we obtaina final par-
tition Ŵ

f

b = A[Ŵb] (Fig. 2b), that markedly differs

from Ŵ
f
a = A[Ŵa ] (Fig. 1b).

In fact,Ŵf
a andŴ

f

b arerelatedin averysimpleway,
anddescribethe samedynamics.Indeed,if we com-
parefor eachorbit Oi the symbolicnamesN

Ŵ
f
a
(Oi)

andN
Ŵ

f
a
(Oi) assignedby thesetwo partitions,wefind

that in eachcasethelatter is recoveredby shifting the
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formerby onesymbol

N
Ŵ

f
b

(Oi) = σN
Ŵ

f
a
(Oi) ∀ Oi ∈ O. (2)

For example, N
Ŵ

f
a
(O3) = 0111 and N

Ŵ
f
a
(O3) =

1110. As a first result,we notethattheorbitsthathad
several compatibletopological namesare identified
in the sameway by the two final partitions(i.e., up
to a cyclic permutation).This seemsto indicatethat
thesymbolicnameswhich aresingledout in thefinal
partition do not result from an arbitrary choice,but
aredynamicallyrelevant.

If we definethe actionof the shift operatorσ on
a partition asfollows (the symbolicnamesof the or-
bits parameterizingthepartitionareall shiftedby one
symbol)

σŴ
N1,... ,Nn

i1,... ,in
= Ŵ

σN1,... ,σNn

i1,... ,in
, (3)

and since relation (2) is verified for every periodic
orbit involved in thefinal partitions,we canwrite

Ŵ
f

b = σŴ
f
a . (4)

It is trivial to remarkthat a similar relationholdsfor
the initial partitions

Ŵb = Ŵ
1,10
1,2 = σŴ

1,01
1,2 = σŴa (5)

andthuswe have akind of commutative relation

Ŵ
f

b = A[σŴa ] = σA[Ŵa ] = σŴ
f
a . (6)

While relation (6) is formally correctin our particu-
lar example, it shouldnot be extrapolatedto higher
powersof theshift operator, becauseσ 2Ŵa = Ŵa , but
σ 2Ŵ

f
a 6= Ŵ

f
a . Indeed,for any partition definedwith

orbitsof periodspi , we have σ lŴ = Ŵ, wherel is the
leastcommonmultiple of thepi . WhatEq. (6) essen-
tially indicatesis thatour algorithmpreservesthedy-
namicalrelation that exists betweeninitial partitions
Ŵa andŴb. This seemsto indicatethat it convergesto
thesimplestpartitionthat is consistentwith the infor-
mationcontainedin the initial partition.

Thetwosolutionsobtainedfromtwodifferentinitial
conditionsarethusdynamicallyequivalent,asis best
seenby translatingEq.(4) into arelationinvolving the

first returnmapf . Sincetheshift operatoris conjugate
to f , we have for any detectedperiodicpointOk

i ∈ P

N
Ŵ

f
b

(Ok
i ) = σN

Ŵ
f
a
(Ok

i ) = N
Ŵ

f
a
(f (Ok

i )). (7)

Considerthe set1P
i (Ŵ) = 1i(Ŵ) ∩ P of all the de-

tectedperiodic points lying in region 1i(Ŵ) of the
partitionŴ. Eq. (7) implies that

x ∈ 1P
i (Ŵ

f

b ) ⇔ f (x) ∈ 1P
i (Ŵ

f
a ) ∀i (8)

andtherefore

1P
i (Ŵ

f

b ) = f −1(1P
i (Ŵ

f
a )) ∀i. (9)

Because1P
i (Ŵ

f
a ) approximates1i(Ŵ

f
a ) (theperiodic

pointswerechosenso asto provide a uniform cover
of theattractor),we have

1i(Ŵ
f

b ) ≈ f −1(1i(Ŵ
f
a )) ∀i, (10)

where1i(Ŵ) shouldbeunderstoodastheintersection
of region i with thesupportof thestrangeattractor.

Since the image of a partition Ŵ = {10(Ŵ),

11(Ŵ), . . . } can be defined naturally as f (Ŵ) =

{f (10(Ŵ)), f (11(Ŵ)), . . . }, the relation between
partitionsŴ

f
a andŴ

f

b canbeconciselywritten as

Ŵ
f

b ≈ f −1(Ŵ
f
a ). (11)

Thereasonwhy theborderof Ŵ
f

b shown in Fig. 2b is

not exactly thepreimageof the borderof Ŵ
f
a shown

in Fig. 1b is that the mediatorsof the triangles in
the latter partition need not be exactly mappedto
thoseof the former. Therefore,if we considera long
chaotictrajectory, andencodeit using the two parti-
tions,theobtainedsymbolicsequenceswill notbeen-
tirely shift-equivalent(whereasthis is rigorouslytrue
for the periodic orbits used in the partition): there
might be discrepanciesfor points locatedvery close
to the border. The degreeof equivalencewill there-
fore dependon theprecisionwith which thepartition
hasbeendetermined,i.e., on the sizeof the triangles
enclosingtheborderof thepartition.

To assess thedegreeof equivalencein ourexample,
wehaveanalyzedachaotictrajectoryof 107 iterations,
andcomparedthe symbolicsequencesobtainedwith
thetwo partitions(takinginto accounttheshift by one
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symbol):we found that lessthan0.02%of the sym-
bolsdiffered.Theseobservationsclearlyshow thatthe
final partitionsobtainedusingthetwo initial partitions
describeessentiallythesamedynamics.Notealsothat
to localizetheborderwith ahigherprecision,it should
be possibleto usea moresophisticatedinterpolation
schemewherethesediscrepancieswouldbetakeninto
accountto obtain a solution, i.e., consistentwith its
imagesandpreimages.

Wehave examinedall initial partitionsbasedon the
period-1andperiod-2orbits.To testfurthertherobust-
nessof our method,we now considerinitial partitions
basedonthefour periodicpointsof theperiod-4orbit,
whichwill allow ustoexploredifferentconfigurations.

We have four possibleinitial partitions,eachcorre-
spondingto adifferentcyclic permutationof thetopo-
logical nameN (O3) = 〈0111〉. In the first two of
thesepartitions,namelyŴ0111

3 andŴ1110
3 , theperiod-4

orbit is assignedthe samenameas in the final par-
titions Ŵ

f
a andŴ

f

b , respectively. Not surprisingly, we
obtain from thesetwo initial configurationsthe two
final partitions that have previously beencomputed:

A[Ŵ0111
3 ] = Ŵ

f
a = A[Ŵ1,01

1,2 ] and A[Ŵ1110
3 ] = Ŵ

f

b =

A[Ŵ1,10
1,2 ].

The two other initial partitions,Ŵ1101
3 and Ŵ1011

3 ,
shown in Figs. 3a and 4a, yield different partitions
which aredisplayedin Figs. 3b and4b, respectively.
Again, thesepartitionsareequivalent to the partition
Ŵ

f
a shown in Fig.1b,sincewehaveA[Ŵ1101

3 ] = σ 2Ŵ
f
a ,

andA[Ŵ1011
3 ] = σ−1Ŵ

f
a .

The four partitionsbasedon the period-4orbit are

Fig. 3. (a) Initial partition Ŵ1101
3 ; (b) the correspondingfinal partition A[Ŵ1101

3 ].

thereforerelatedby

σ−2A[Ŵ1101
3 ] = σ−1A[Ŵ1110

3 ]

= A[Ŵ0111
3 ] = σA[Ŵ1011

3 ] (12)

which translatesto

f −1(A[Ŵ1011
3 ]) ≈ A[Ŵ0111

3 ] ≈ f (A[Ŵ1110
3 ])

≈ f 2(A[Ŵ1101
3 ]) (13)

which clearly shows that the six simplestinitial con-
figurations(two basedon {O1, O2} and four on O3)
leadto four dynamicallyequivalentfinal partitions.

However, it should be noted that our algorithm
doesnot converge for every possibleinitial partition.
For example,we have tried theeight initial partitions
basedon theseven periodicpointsof thesetof orbits
{O1, O2, O3}. Four or themleadto thefour final par-
titions that have alreadybeenobtained:thesearethe

initial partitions of the form σ kŴ
1,01,0111
1,2,3 . The four

other initial partitions are of the form σ kŴ
1,01,1110
1,2,3 :

in this case,the algorithm terminatesafter finding
an inconsistency, or yields a partition which has a
complicatedstructure.Note that the latter four initial

partitionsdonotbelongto theσ -orbit of theŴ
1,01,0111
1,2,3

initial partitionwhich leadsto thesimplesolutionŴ
f
a

asshown in Fig. 1b.
This observationandothertestswe carriedout lead

us to concludethatour algorithmis successfulwhen-
ever the input namesdefiningthe initial partition are
thoseassignedby a partition, i.e., oneof thefirst few
(pre-) imagesof the Ŵ

f
a partition. This supportsthe
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Fig. 4. (a) Initial partition Ŵ1011
3 ; (b) the correspondingfinal partition A[Ŵ1011

3 ].

ideathatthereis anaturalsolutionof lowestcomplex-
ity, andthat our algorithmsuccessfullyapproximates
it.

To concludethissection,wenoteaninterestingcon-
sequenceof the fact that our partitionsare parame-
terizedby periodicorbits: forward andbackward im-
agesof partitionscaneasilybecomputedwithout be-
ing facedwith the exponentialdivergenceof nearby
orbits.To do this, it sufficesto shift all the symbolic
namesgiven bythefinal partitionby thesameamount,
and to recomputethe border. This propertycould be
useful in chaos-baseddigital communicationsby us-
ing theσ nŴ

f
a partition,onecanpredictthen iterations

in advancethe symbolcorrespondingto the standard
partitionŴ

f
a , allowing for earlyerror recovery.

4. Examplesof thr ee-symbolpartitions

A difficult problemwhentrying to constructasym-
bolic encodingof a given attractor is to determine
how many different symbolsare neededto describe
faithfully thedynamics.If topologicalentropy cannot
be easilycomputed,metric entropy, which is a lower
boundof topologicalentropy, couldbeestimatedfrom
thegreatestLyapunov exponent.For example,at least
n symbolsshouldbeusedwhenλ1T > ln n, whereT

is themodulationperiod.However, therecanbesitua-
tionswheretheright numberof symbolsis largerthan
indicatedby thetopologicalentropy becausethereare
many forbiddensymbolicsequences.

Besidestheirrobustness,methodsbasedontemplate
analysishave the advantagethat the correctnumber

of symbols is automaticallyobtainedfrom the pre-
liminary templateanalysis:this is just the numberof
branchesof the simplesttemplatethat describesthe
topologicalorganizationof thedata.

To illustrate this, we now apply our algorithm to
two strangeattractorswhosesymbolic dynamicsin-
volve three symbols:an attractorof the modulated
laserequationsusedin Ref. [1], but at different pa-
rametervalues,andanattractorof theDuffing system
at theparametersstudiedin Ref. [10], wherea gener-
ating partition was determinedfrom the locationsof
thehomoclinictangencies.

4.1. Symbolic encodingof a spiral modulatedlaser
attractor

Dependingontheparameters,theregimesdisplayed
by achaoticsystemcanhavedifferentdegreesof com-
plexity: somemay correspondto a two-symbol dy-
namicswhile the descriptionof other, more chaotic,
regimesrequiresa largernumberof symbols.

This is the caseof the modulatedlaserequations
whoseparameterspaceis dividedinto several regions
correspondingto different topologicalorganizations,
as is commonfor nonlinearoscillators[15]. To test
ouralgorithmin amorecomplicatedcasethantheone
consideredin Ref. [1], we have studiedan attractor
closeto the three-branchspiral attractordescribedin
Ref. [16], and whoseparametersare the sameas in
Ref. [1], except that m = 0.08125,γ = 1.5 × 10−3,
andω ≈ 0.923077ωr , whereωr =

√
γ (A − 1) is the

relaxationfrequency of the laser.
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Fig. 5. Generatingpartition for a three-branchspiral attractorof
the modulatedlaserequations.

That an analysisof this attractorrequiresat least
threesymbolsis readily indicatedby the fact that it
containsfour period-3 orbits, whereasat most two
exist in a two-symbol dynamics.This is confirmed
by a templateanalysis,which indicatesthat the topo-
logical structureof this attractor is describedby a
spiral three-branchtemplate(a.k.a.“GâteauRoulé”),
describedby the following template and layering
matrices:

tS =





0 0 0
0 1 2
0 2 2



 , lS = ( 0 2 1). (14)

An illustration of the correspondingthree-branch
manifold can be found in Fig. 6 of Ref. [16]. The
partitionshown in Fig. 5 hasbeenobtainedusingthe
improved procedureoutlined at the end of Ref. [1],
and is basedon a set of 1250 orbits of periodsup
to 32 which provides a resolutionbetter than 10−3

in the region of the border. It should be noted that
in this case,there is only one initial partition based
on the period-1andperiod-2orbits 〈1〉 and〈01〉 that
leadsto a simplesolution,the onewhich assignsthe
symbol “0” to the leftmost period-2 point. Indeed,
the algorithm doesnot converge if we exchangethe
symbolsof the period-2 points. This is due to the
templatehaving threebranches:exchangingthesetwo
periodic points would amountto placing branch“0”

betweenbranches“1” and“2” andwould violate the
requirementof continuity.

4.2. Symbolic encodingof a Duffingattractor

The Duffing system

ẋ = y, ẏ = −δy + x − x3 + γ cosft (15)

is oneof thefew three-dimensionalflows for which a
generatingpartition hasbeendeterminedby methods
basedonhomoclinictangencies[10]. To verify thatour
approachyieldsresultsthatagreewith thesemethods,
wehaveappliedourprocedureto theregimestudiedin
Ref. [10], which correspondsto parametersδ = 0.25,
γ = 0.4, andf = 1.

A direct templateanalysisindicatesthat the topo-
logical structurecan be describedby the following
six-branchmatrices:

tD =



















2 2 0 0 0 2
2 1 0 0 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 2 2 2
0 0 0 2 1 2
2 2 2 2 2 2



















,

lD = ( 0 −1 1 3 2 −2 ). (16)

It canbeseenthatthetemplatematrix in Eq.(16)does
not describea continuousbranchedmanifoldbecause
the torsionsof two adjacentbranchesdiffer by two
units.Presumably, thesematricescorrespondto a part
of a larger template.This is however not important,
asit turnsout that thedynamicsof this regimecanbe
studiedwith only threesymbols.

Indeed,asnotedin Refs.[10,15], we cantake ad-
vantageof a symmetryof the Duffing equations(15)
to simplify the analysis,namelythe invarianceunder
the transformationx → −x, y → −y, φ → φ + π .
This symmetryindicatesthatthedynamicsduringthe
first half-periodandduringthesecondhalf-periodare
equivalent.As aconsequence,thePoincarésectionsat
φ = 0 andφ = π are identicalmoduloan inversion
aroundthe origin. We will thusconsiderthe reduced
dynamicalsystem,wherethe integration of Eq. (15)
over half aperiodis followedby a twist of ahalf-turn.
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If we discardtwo solutionswheretorsionsof adja-
cent branchesdiffer by more than one half-turn and
whicharealgebraicallyequivalentto thesolutionspre-
sentedbelow [16], we find two possibletemplatesfor
this reducedsystem.Thefirst oneis describedby the
matrices

tD1 =





1 2 2
2 2 2
2 2 3



 , lD1 = ( 0 −2 −1 ) (17)

which correspondto the spiral templatedescribedby
Eqs.(14) with anadditionalhalf-twist andwhich was
identifiedasa building block for theDuffing template
by Gilmore andMcCallum [15]. The otheroneis an
S-shapedtemplate,whosematricesare

tD2 =





2 2 2
2 1 2
2 2 2



 , lD2 = ( 0 −1 −2 ). (18)

Thesetwo solutionsarealgebraicallycompatiblewith
the topologicalinvariantsof theUPO: for eachof the
two templates,it is possibleto find a setof periodic
orbits lying on it that hasexactly thesameinvariants
astheexperimentalones.This meansthat thespectra
of periodic orbits of the two templateshave subsets
that are isotopic, and that the set of detectedorbits
in the Duffing attractorbelongsto this intersection.
Yet, this indeterminacy is intriguing,astheabove two
solutionshave quitedifferenttopologicalstructures.

However, there is a clear-cutdifferencebetween
thesetwo solutionswhich is unveiled whentrying to
constructa symbolic encoding.Whereasa partition
is easily found usingthe first template(describedby
Eq. (17)), our algorithmquickly stopswhenthe sec-
ondoneis usedasinput:atsomepoint thecurrentpar-
tition is suchthat someorbits no longerhave at least
onetopologicalnamecompatiblewith it. This means
thatonecannotfind asymbolicencodingthatis simul-
taneouslycontinuousin the sectionplaneandrepro-
ducesthesymbolicdynamicsassociatedwith thetem-
plate(18). We believe that this indicatesthatonly the
first solution is dynamicallyrelevant. Thus,although
we focus hereon the applicationof templateanaly-
sis to theconstructionof symbolicencodings,we see

Fig. 6. Generatingpartition obtainedfor the Duffing attractor.

thatour algorithmcanalsobehelpful to discriminate
algebraicsolutionsof the templatefinding problem.

Thepartitionobtainedwith template(17) is shown
in Fig. 6. It is basedonasetof 1326periodicorbitsof
periodsup to 36, providing a cover with a resolution
better than 10−3 in the neighborhoodof the border.
It is seento reproduceFig. 4 of Ref. [10], wherethe
partitionhadbeencomputedby following linesof ho-
moclinic tangencies.It shouldbe stressedthat in our
case,thispartitionis thesimplestandmostnaturalso-
lution (obtainedfrom aninitial configurationbasedon
theperiod-1andperiod-2orbits).In contrastto this, it
was notedin Ref. [10] that somehomoclinictangen-
ciesinvolvedin thispartitionarenotprimary, andthat
heuristicconsiderationshadto beusedto selectthese
particulartangencies.This shows that the topological
approachprovidesus withadditionalinformationthat
cannotbeobtainedfrom thestudyof homoclinictan-
gencies,and is thusa powerful tool for selectingthe
correctlinesof tangencies.

Although the partition shown in Fig. 6 doesnot
differ to the eye from the partition computedin Ref.
[10], we still have to verify preciselythat the two ap-
proachesstill agreeat the smallestscales.In particu-
lar, we mustcheckwhethertheerrorboundsnaturally
provided by our algorithmarecorrect:if so, the par-
tition borderdeterminedusinghomoclinictangencies
shouldbeentirely locatedinsidetheregion wherethe
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codingis considereduncertain(i.e., in the circumcir-
clesof the triangleswith differentsymbols,see[1]).
We carryout this verificationin Section5.

5. Comparison with methodsbasedon homoclinic
tangencies

A difficult problem associatedwith using homo-
clinic tangenciesto constructpartitionsis thatthereis
a countableinfinity of homoclinic tangencies:all the
forward and backward imagesof a homoclinic tan-
gency arethemselveshomoclinictangencies.Asacon-
sequence,therearehomoclinictangencieseverywhere
in theattractor(just asthecritical point of thelogistic
maphaspreimagesin every partof the interval).

However, therearehomoclinic tangenciesthat are
morerelevant for a large-scalecharacterizationof an
attractor, becausetheir influenceis felt over a wider
region: they shouldbe preferablyselectedto build a
partition line. A possibleselectioncriterion proposed
in Ref. [10] is that the sum of the curvaturesof the
stableandunstablemanifoldsat the tangency should
beminimal,becausethecurvatureof thestable(unsta-
ble) manifold divergeswhenfollowing the backward
(forward)orbit of a given tangency.

To illustratetheexistenceof “principal” homoclinic
tangenciesin thecaseof themodulatedlaserequations
(atthesameparametersasin Ref.[1]), wehaveplotted
in Fig. 7 the points (extracted from a sequenceof
108 iterations)wherethe anglebetweenthe invariant
manifolds,computedusing the methoddescribedin
AppendixB of Ref. [17], is smallerthana prescribed
value.It is readilyseenthatthereareregionswherethis
angleremainssmall over a significantly large region
of the sectionplane,whereasno point with a small
angleis detectedelsewhere(althoughthereareregions
with suchpoints everywhere,thereare too small to
bevisitedin a reasonableamountof time by a typical
trajectory).

A first interestingresultis thatthewidersmall-angle
regions in Fig. 7 are seento correspondto someof
the partitions that have beenobtainedin Section3
for different initial configurations.This is obviously
relatedto thefact that thesebordershave beenshown
to be imagesor preimagesof eachother.

Fig. 7. Poincaŕe section of an attractor of the modulatedlaser
equations.The pointswherethe anglebetweenthe stableand the
unstablemanifoldsis smallerthan 0.1rad are plotted in black.

To make thecomparisonmoreprecise,we show in
Fig. 8 enlargedviews of neighborhoodsof theborder
of thehigh-resolutionpartitionŴ

f

h (seeSection2), in
which we have indicatedtheapproximatelocationsof
homoclinic tangencies.The agreementis seento be
excellent:all thehomoclinictangenciesarelocatedin-
sidethe trianglesthat enclosethe borderof the parti-
tion. Thisnotonly shows thatthepartitionline is well
approximatedby our methodbut also that the error
boundsit providesstrictly hold.

We have alsoverified this to be true in the caseof
the spiral laserattractorand of the Duffing attractor
which wereconsideredin Section4. Becausethe lat-
ter exampleis important in that it is one of the few
three-dimensionalflows for which a generatingpar-
tition hasbeenobtainedfrom homoclinic tangencies
[10], Fig. 9 illustratesthe excellentagreementthat is
alsoobtainedin thatcase.

The reasonwhy the locationsof homoclinic tan-
genciesarebetterresolved in Fig. 9a thanin Fig. 9b
is that the samelimit angle(5 × 10−4 rad) was used
in both cases.As the line of homoclinic tangencies
shown in Fig. 9b is a principal line, but not the one
of Fig. 9a, the region in Fig. 9b where the angle
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Fig. 8. Enlarged views of two neighborhoodsof the border line of the high-resolutionpartition Ŵ
f

h . The size of the two represented
squaresis 2.5× 10−3, in units of the attractorwidth. Light dots representperiodicpointsparameterizingthe partition. Heavy dots indicate
homoclinic tangencies(the angle betweenthe two invariant manifolds at thesepoints is below 2 × 10−4 rad). The border line and the
trianglesenclosingit are also represented.The linewidth usedto draw the borderline is 2.5 × 10−5.

betweeninvariantmanifoldsis smallerthanthis value
is markedly wider than in Fig. 9a. However, the rel-
atively lower precisionin Fig. 9b still allows one to
verify that homoclinic tangenciesare locatedinside
the trianglesenclosingtheborderof thepartition.

As canbe seenin Figs.8 and9, the resultsof this
sectiongive strongevidencethatalgorithmsbasedon
templateanalysisand on the structureof the homo-
clinic tangenciesconverge to the sameanswer. The
theoreticaltoolswhich thesetwo methodsrely on are
so utterly different that this agreementis quite fasci-
natingandsuggeststhatchaoticdynamicscanbestud-
ied from multiple points of view. Becauseof the (at
leastsuperficially)completeindependenceof the two
approaches,we believe that this result not only sup-

Fig. 9. Enlargedviews of two neighborhoodsof the borderline of the partition of the Duffing attractorshown in Fig. 6. Black heavy dots
representpointsof homoclinic tangency. The widths of the representedsquaresandof the borderline are10−2 and10−4, respectively. (a)
Part of the borderbetween10 and11; (b) part of the borderbetween11 and12.

portsthevalidity of thetopologicalapproachbut also
providesanadditionalconfirmationof thecorrectness
of methodsbasedon homoclinictangencies.

Sincepartitionsbasedonhomoclinictangenciesare
believed to be generating,this shouldalsobe true for
the partitionsobtainedwith our algorithm.Neverthe-
less,in order to make our studycompleteandto ob-
tain anestimateof theresolutionsthatwould actually
berequiredfor practicalapplications,we carryout in
Section 6 a direct testof this property.

6. Ar e topological partitions generating?

The defining propertyof a generatingpartition is
thatthetrajectoriesof two differentpointsareencoded
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Fig. 10. Convergenceof ρ(Ŵ, l) vs. the total numberof symbolsl. Diametersareexpressedin units of the attractorwidth. For comparison
purposes,the dashedline representsthe evolution of the geometricaverageof all cylinder diametersfor a given numberof symbols(only
valuesfor which all cylinder sizescould be reliably estimatedare shown). The latter curve is seento converge to 0 much more rapidly.
We have verified that it is almost insensitive to the precisionwith which the borderis located.

with differentsymbolsequences.In ouralgorithm,this
is by constructionenforcedfor theperiodicorbitsde-
tectedin thestrangeattractorandutilized in thetopo-
logical analysis.Nevertheless,it is importantto quan-
tify the deviation of the obtainedpartitionsfrom the
ideal casewhere the mappingfrom bi-infinite sym-
bolic sequencesto chaotictrajectoriesis well defined
andcontinuous.

More precisely, let usconsider“cylinders”

C(s−m . . . s−1.s0s1 . . . sn−1)

= {x; sŴ(f i(x)) = si, i = −m, . . . , n − 1} (19)

whichareregionsof thePoincarésectionof theattrac-
tor containingpoints whosem backward and n for-
wardsymbolsareidentical.A partitionŴ is generating
if andonly if

lim
n,m→∞

δM(Ŵ, m, n)

= 0 with δM(Ŵ, m, n) = max
C∈CŴ [m,n]

δ(C), (20)

whereCŴ[m, n] is thesetof all cylinderswith m back-
wardandn forwardsymbolsandδ(C) is thediameter
of a cylinder.

For a given sequenceof length l = m + n, there
is a numbern of forwardsymbolsthatwill minimize
δM(Ŵ, l − n, n). Becausebackward (resp. forward)

symbolsspecify the position of a point along a seg-
mentof the local stable(resp.unstable)manifold,the
optimal n andm verify nλ1 ≈ mλ2, with λ1 andλ2

being the positive and negative Lyapunov exponents
of the returnmap,respectively.

We canthuscharacterizehow closea partitionŴ is
to a generatingpartitionby thequantities

ρ(Ŵ, l) = min
n

δM(Ŵ, l − n, n),

ρ(Ŵ) = lim
l→∞

ρ(Ŵ, l). (21)

For a generatingpartition, ρ(Ŵ) shouldbe zero. If a
finite value is obtained,it quantifiesthe deviation of
thepartitionŴ from a generatingone.

We have studiedthe convergenceof ρ(Ŵ, l) with
increasingl for the high-resolutionpartition Ŵ

f

h (see
Section2), as shown in Fig. 10. After an approxi-
mately logarithmic decrease,ρ(Ŵ, l) is seento satu-
rateslightly below 3 × 10−4 of theattractorwidth. It
shouldbe notedhowever that becauseρ(Ŵ, l) canbe
reliably estimatedonly if there is a sufficient number
of pointsin the largestcylinder, we did not carry out
the computationsfor l > 70. Thus,we cannotguar-
anteethat ρ(Ŵ, 70) representsthe final plateau.Nev-
ertheless,it is consistentwith the fact that the border
of this partitionis localizedalmosteverywherewith a
precisionbetterthan10−4.



FROM TEMPLATE ANALYSIS TO GENERATING PARTITIONS II 241

J. Plumecoq,M. Lefranc/ PhysicaD 144 (2000) 259–278 271

Fig. 11. Equivalentof Fig. 10 for the logistic map.The solid curvesrepresentthe evolution of the largestcylinder diametervs. the number
of symbolsfor the correctpartition and for partitionswhere the border is displacedby a fraction 10−4, 10−3, and 10−2 of the attractor
width. Thesecurvescanbe seento saturateat a valuewhich is roughly twice the error on the locationof the partition border. The dashed
line correspondsto the geometricaverageof cylinder diameters.

To illustratethefact that thesaturationvalue ofthe
quantity(21)providesanestimateof thequalityof the
partition,we have performedthesametestfor the lo-
gistic mapxn+1 = 4axn(1 − xn) at a = 0.955,where
it has roughly the samesymbolic dynamicsas our
samplesystem(up to length 12,thereis only onefor-
biddensequence,which is “00”). Besidesthe correct
partition,whoseborderis locatedat thecritical point,
we characterizeddifferentpartitionswith bordersdis-
placedbyasmallamount(Fig.11).Asaruleof thumb,
ρ(Ŵ, l) appearsto saturateat roughly twice the error
on the location of the partition border. As this ratio
is likely to be larger in thecaseof a two-dimensional
system,the curve in Fig. 10 seemsto be consistent
with an error on the partition borderof the order of
10−4 of theattractorwidth.

A comparisonof Figs.10and11alsoindicatethatto
reacha givenmaximaldiameter, thetwo-dimensional
caserequiresroughly twice as many symbolsas the
one-dimensionalone.We attributethis to thefact that
two directionsareneededto locatea point in the for-
mercase.As a result,theconvergenceof thecurve in
Fig. 10 is very slow: it takes31 symbolsfor themax-
imal diameterto fall below 0.01. Sincesaturationis
reachedat muchsmallerscales,this shouldbea gen-
uinepropertyof thesystemandnot anartifactof our
algorithm.

This slow convergencecan be tracedback to the
nonhyperbolicity of the attractor. Near the border,
hencenearhomoclinictangencies,the stretchingrate
is verycloseto 1, andvery little informationis gained
at eachiteration of the return map.This hasimpor-
tant consequences,as this indicatesthat it would be
pointlessto requirethat the borderbe localizedwith
a high precision.

Whetherwe want to characterizethe grammarof
chaos,i.e., determinethe list of forbiddensequences,
or usethe chaoticsystemto transmita digital signal
[18,19],10–12symbolsshouldrepresenta reasonable
amountof information.Fromthecurve in Fig. 10,we
seethatthemaximaldiameterfor 12symbolsisaround
0.12.If errorestimatesobtainedfrom saturationvalues
canbe trusted(Fig. 11), a precisionof a few percent
shouldthereforebesufficient.

In regionsof parameterspacewherethetopological
entropy is sufficiently large (thenumberof forbidden
symbolicsequences,henceof prunedperiodicorbits,
shouldnot be too large),sucha precisioncanbeeas-
ily obtainedfrom a topologicalanalysisof unstable
periodicorbits embeddedin an experimentalchaotic
attractor. In fact,a precisionof aboutonepercenthas
alreadybeenachieved for a partition of an attractor
observed in a modulatedlaser[2]. Topologicalmeth-
odsfor constructingsymbolicencodingsthusappear
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to beperfectlysuitedto thesymbolicdynamicalchar-
acterizationof experimentalsystems,especiallygiven
their robustnessto noise.

To concludethis section,we note that the above
remarksareconsistentwith theobservationsreported
by Bollt et al. [20] in their work on noiseresistance
in chaos-basedcommunicationschemes.To prevent
noise-induced“bit-flipping”, thetrajectoryof achaotic
communicationdevice shouldbe kept at a finite dis-
tanceof the partition border. Enforcing a forbidden
zoneinside the attractordiscardssomesymbolic se-
quencesand in principle reducesthe channelcapac-
ity (measuredby the topologicalentropy). Bollt et al.
[20] notedthat in fact thelatterdecreasesvery slowly
when the gap is increased.This is of coursedue to
the near-bordercylindershaving a large diameter. In
contrastwith this, the diametersof cylinders in the
remainingof the attractordecreasevery rapidly with
the numberof symbols,asis shown by the evolution
of the geometricaverageof the cylinder diametersin
Figs. 10 and 11. This ensuresthat a systemcan be
forcedto follow aprescribedsymbolicsequenceusing
only tiny perturbations.

A key propertyof a generatingpartition is that it
canbeutilized to estimatevariousinvariantquantities
suchasmetric entropy. In Section7 we characterize
our partitionsby measuringthe latter and by giving
for eachof our sampleattractorsthe list of forbidden
sequences.

7. Estimatesof metric entropy

Therearequantitativemeasuresof chaosthatcanbe
recoveredbothfrom astudyof symbolicdynamicsand
from a direct analysisof trajectoriesin phasespace.
Themostimportantis probablythemetricentropy h1

which canbedefinedin symbolicdynamicaltermsas

h1 = lim
l→∞

h1(l), h1(l) = H(l) − H(l − 1),

H(l) = −
∑

Sl

p(Sl) ln p(Sl), (22)

whereSl aretheallowedsymbolicsequencesof length
l, and p(Sl) are their probabilitiesof occurrencein

thesequenceassociatedwith atypicalchaoticorbit. In
phasespace,agoodestimateof h1 canbeobtainedby
a standardLyapunov exponentcalculation, sinceit is
conjecturedthatthemetricentropy isequalto thesum
of thepositive Lyapunov exponents(see,e.g.,[21]).

To verify that a partition constructedfrom a topo-
logical analysisof unstableperiodicorbitsallows one
to computeanaccurateestimateof themetricentropy,
we have thus comparedestimatesobtainedby these
two approachesfor theregimeof themodulatedlaser
systemwhich was studiedin Ref. [1], usingtheparti-
tion Ŵ

f

h (seeSection2).
First, an estimateof the positive Lyapunov expo-

nentwas obtainedin the standardway by integrating
thelinearizedequationsof motionaroundanumerical
solutionover a time interval of 107 periodsof modu-
lation. This yieldedthevalueλ1 ≈ 0.3730.

Thenwe computedtheprobabilitiesp(Sl) for sym-
bol stringsof lengthup to lM = 30 from a sequence
of 108 symbolsobtainedby encodinga chaoticorbit
with the partition Ŵ

f

h . To minimize systematicerrors
dueto low-probabilitystrings,we appliedto Eq. (22)
the finite samplecorrectionsderived by Grassberger
[22]. Thecorrespondingestimatesof h1(l) areshown
in Fig. 12.

The bestestimateis h1 ≈ h1(30) = 0.374 which
closelyagreeswith λ1 asthey differbyonly0.3%.Fur-
thermore,estimateswithin 1%of thecorrectvalueare
obtainedfor l > 20. It ishoweverdifficult to givepre-
ciseerrorbars.Indeed,Eq.(22)systematicallyoveres-
timatesthemetricentropy becauseit doesnottakeinto
accountthe forbiddenstringsof length greaterthan
lM . Conversely, thefact thatsomelow-probabilityse-
quencesmay have not beenobserved canleadto un-
derestimatetheentropy.

Furthermore,it shouldbenotedthatthistestis prob-
ably not very sensitive to the quality of the partition:
themetricentropy estimateis maximalfor a generat-
ing partition andthusshouldremainalmostconstant
whenthe borderof the partition is slightly displaced.
Nevertheless,weseeit asanothercheckof thevalidity
of our algorithm.

A perhapsmorerobustcharacterizationof achaotic
regime is to give the list of IFWs [23], which define
the “grammar” of this regime. They are the shortest



FROM TEMPLATE ANALYSIS TO GENERATING PARTITIONS II 243

J. Plumecoq,M. Lefranc/ PhysicaD 144 (2000) 259–278 273

Fig. 12. Estimatesof the metric entropy using finite samplecorrectionsof Eq. (22) vs. stringlength l. The horizontal line indicatesthe
value obtainedfrom Lyapunov exponentcalculationsand the dashedlines correspondto ±1% deviations from this value.

forbiddensymbolicsequencessuchthatevery forbid-
densequencecontainsat leastoneof them,andcan
be usedto computetopologicalentropy. If we do so
for the regime understudy, this revealsthat it is very
closeto the crisis wherethe attractorcollideswith a
period-3orbit [2]: the only forbiddensequenceup to
period12 is the“00” string.For reference,we give in
Table1 the list of irreducibleforbiddenwordsup to
length 17.Becausethe list of IFWs is an important
characterizationof the dynamics,andto allow future
comparisonsof our resultswith thoseobtainedfrom
othermethods,we alsoprovide in Tables2 and3 the
list of IFWs for thespiral laserandDuffing attractors
studiedin Sections4.1 and4.2. In the latterexample,
note that symbols“0” and “1” shouldbe exchanged
to comparethe list of IFWs to thatof Ref. [10].

It canbeseenthatoneof ourseven period-6IFWsis
not listedin Ref. [10]: it is “211100”,which seemsto
bepairedwith “211101”.Wedonotpresentlyhavean

Table 1
List of IFWs up to length 17 for the partition Ŵ

f

h

Length IFWs

2 02

13 (01)2(011)3, 0111(011)3

15 (01)2(011)2(01)20, 0111(011)2(01)20, (011)5

17 (01)2(011)20101110, 0111(011)20101110,
(011)4(01)20, 1301(011)4, 15(011)4

Table 2
List of IFWs up to length 7 for the partition of the spiral laser
attractorshown in Fig. 5

Length IFWs

2 21, 22
3 202
4 0000,0001
5 10201, 11000, 11201,12000
6 10103, 10203, 102002,11011,110012, 112002,

120011, 120012,20103

7 03203, 1002010, 1002011, 1012010, 1012011,
1100102, 1200102, 2002010, 2010011, 2010012,
2012010

explanationfor thisdiscrepancy, aswehaveshowedin
Section5 that thepartitionborderwe obtainwith our
approachfollows exactly lines of homoclinictangen-
cies.We canhowever note that thereis a line of ho-
moclinic tangencieslocatedslightly below the lower

Table 3
List of IFWs up to length7 for thepartitionof theDuffing attractor
shown in Fig. 6a

Length IFWs

2 12, 22
4 2020
5 11111,21111
6 101111, 102111, 111100, 111101,211100, 211101,

202102
7 1011100, 1021100,2021011

aThe underlinedIFW of length 6 is not listed in Ref. [10].



244 PUBLICATIONS “ANALYSE TOPOLOGIQUE”

274 J. Plumecoq,M. Lefranc/ PhysicaD 144 (2000) 259–278

oneof Fig. 6, andwhichhasperhapsbeenusedin Ref.
[10].

8. Compact parameterization of partitions

In thealgorithmdescribedin theprevioussections,
all the detectedperiodic points were eventually in-
sertedin the triangulation.While this ensuresthat all
the availableinformationis utilized, it makesthe de-
scriptionof thefinal partitioncomplex. Consequently,
encodingis computationallyintensive, sinceonehas
to find ateachiterationthenearestneighborof thecur-
rentstateamongthousandsof referencepoints.How-
ever, asseenin Ref. [1], only thosepointsthatarein a
small neighborhoodof the borderline arerelevant to
specify the partition. In this section,we accordingly
show that the high-resolutionpartitionswe have ob-
tainedin theprevioussectionscanin factbeparame-
terizedby a small numberof referencepoints.

The border line is built with the mediatorsof tri-
angleshaving verticeswith different symbols.Since
only thepartof theborderline which is locatedinside
thepolygonenclosingthestrangeattractoris relevant
to performthe encoding,the essentialinformation is
actuallycarriedby triangleswhosemediatorsare lo-
catedinside this polygon.Therefore,we candiscard
referencepointswhichdonotbelongto suchtriangles
without modifying the borderof the partition inside
the shadow polygon,henceinside the supportof the
attractor. In the caseof the partitionŴ

f
a computedin

Ref.[1] anddisplayedin Fig.1b,thisallowsoneto pa-
rameterizethe final partition usingonly 46 reference
pointsamongthe 34090 detectedperiodicpoints,as
shown in Fig. 13a.Thereasonwhy thenumberof ref-
erencepointsremainsrelatively high is that triangles
that connectdifferent leaves of the attractor, but are
entirelylocatedinsidethepolygon,cannotberemoved
by the above rule whereasthey in fact do not carry
informationaboutthelocationof theborder. This lim-
itation is of coursedueto the naive way in which the
procedureusedto decidewhetherthe encodingof a
point is uncertainhasbeenimplemented:it wassuited
to determiningthepartitionbut not to find its smallest
parameterization.

Going backto the core ideasof the algorithm,we
canachieve amuchmorecompactdescriptionif we
allow the borderto be slightly displaced,but without
modifying the encodingof any periodic point. Con-
sider periodic points locatedin the Voronoï domain
Vp of a givenreferencepoint p. If thesecondnearest
neighborsof all thesepoints have the samesymbol
as p, p can be safely removed without modifying
the symbolsthat the partition assignsto any periodic
point. To simplify the partition, one can therefore
searchfor suchreferencepointsuntil furtherremovals
would changetheencodingof someperiodicpoints.

To achieve a compactparameterization,we have
proceededas follows. Given a periodicpoint O

j

i lo-

catedin region 1s(Ŵ), we definenr(O
j

i ) asbeingthe
numberof referencepointswith symbols which are
closer than the closestreferencepoint with symbol
s′ 6= s. Then,the redundancy of eachreferencepoint
p is estimatedby r(p) = minO∈Vpnr(O).

We thenremove thereferencepointswith thehigh-
estr(p) until the numberof removed points is equal
to the highestr(p) for the remainingpoints,so asto
ensurethatfor eachperiodicpoint thereis still a near-
estneighborwith the correctsymbol. Indeed,a high
value of r(p) indicatesthat p carrieslittle informa-
tion, asat leastr(p) referencepoints,includingp, can
beremoved beforethesymbolsassociatedto periodic
pointsO ∈ Vp aremodified.This stepis repeatedun-
til no referencepoint canberemoved.

We have applied this procedureto the partition
shown in Fig. 13a,andobtaineda simplifiedpartition
(displayedin Fig. 13b) which is parameterizedby
only eight referencepoints, yet has the samepreci-
sion (of the order of 0.1% of the attractorwidth) as
theoriginal partitionŴ

f
a (Fig. 1b).

It can be seenfrom Fig. 13b that a compromise
hasto be foundbetweencompactnessandrobustness
to noise. Indeed,with a small numberof reference
points, the partition line tendsto wiggle and to pass
closeto a large numberof periodicpoints,which in-
creasestheprobabilityof encodingerrorsdueto noise.
A satisfyingbalancebetweenthesetwo requirements
canbe tuned,e.g.,by allowing the removal of a ref-
erencepoint p only if r(p) > rmin, where rmin is
appropriatelychosen.Our currentselectionalgorithm
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Fig. 13. (a) Parameterizinga partitionwith referencepointsbelongingto trianglesbearingdifferentsymbolsandwhosemediatorsarelocated
inside the shadow polygonyields a partition that cannotbe distinguishedfrom the original, yet hasa muchmorecompactdescription.(b)
The numberof referencepoints can be further reducedby keepingonly thosewhoseremoval would changethe encodingof one of the
detectedpoints.

canprobablybe muchimproved.However, the parti-
tions of Fig. 13 shows clearly that a high-resolution
can be achieved at a minimal cost. Furthermore,it
shouldbe recalledthat in practicalapplications,such
aschaos-basedcommunication,the systemtrajectory
is usuallyforcedto stayat a finite distanceof thepar-
tition border, which shouldallow oneto simplify the
descriptionevenmore.

To concludethis section,we would like to show
with a simpleexamplethat the methodwe have pre-
sentedhere has modestcomputationalrequirements
whenwelimit ourselvesto resolutionsrelevanttoprac-
tical applications,andthat it is well suitedto perform
a real-timeencodingof a chaotic system.

To this end,we computeda cover of the attractor
of Fig. 1b with UPO of periodup to 15, andwith a
resolutionof 3%,obtainedwith 75periodicorbits.We
appliedto this setof UPOthestandardalgorithmde-
scribedin Ref. [1]. The resultingpartition was then
simplified as describedabove to obtain the partition
of Fig. 14 whosedescriptionutilizesonly seven refer-
encepoints.The computationalcostsof the different
stagesof thealgorithmaregiven in Table4 andcanbe
seento beverysmall.1 Yet, in spiteof its muchlower
precision,thepartitionshown in Fig. 14bis character-

1 It should however be noted that, becauseof the exponential
complexity of theproblem,thedeterminationof thehigh-resolution
partitionspresentedin the previous sectionsrequiredCPU times
of the order of 100h, essentiallyfor the detectionof UPO.

izedby exactly thesameIFWs asthehigh-resolution
partitionŴ

f

h (seeSection2),at leastupto length19in-
cluded.Remarkably, weobservedthesameagreement
for asimilarpartitionbasedon 43orbitsof periodsup
to 12 which displayeda muchwider gaparoundthe
border.

This example clearly shows that experimental
systemscan be precisely characterizedusing the

Fig. 14.Partitionobtainedwith asmallsetof periodicorbits(shown
in grey), parameterizedwith only seven points.The circumcenters
delimiting the uncertainregion are also displayed.
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Table 4
Computationalcost of the different stagesof this algorithm for
the partition of Fig. 14a

Task CPU time (s)

UPO detection 287.5
Computationof topological invariants 47.9
Templatedetermination 0.9
Determinationof topologicalnames 2.0
Constructionof the partition 5.4

aCPU times are given for a Pentium133 computerrunning
underthe Linux operatingsystem.

topological approach.It should be noted that for
regimesthat have ahigher topologicalentropy, such
asthesefoundaftertheperiod-3T crisisasin Ref. [2],
a higherprecisioncanbeobtainedusinglower-period
orbits. Also, the partition shown in Ref. [2] shows
thatevenif mostof theperiodicorbitsof periodlarger
than10 arevery difficult to detect,this is in general
not the casefor those located just near the border
line, asthey areweaklyunstable.

9. Conclusion

In thiswork, wehavecarriedoutprecisetestsof the
validity of thealgorithmpresentedin Ref. [1]. A first
indication that the resultingencodingsfaithfully de-
scribethedynamicsis thatpartitionsdeterminedfrom
differentinitial configurationsareequivalent:they en-
codeagiventrajectoryin thesameway, upto ashift of
thesymbolicsequences(Section3). Furthermore,we
have alsodirectly verifiedthatthesepartitionsclosely
meet the criteria for being a generatingpartition by
(i) observingthat symbolic sequencesof increasing
lengthwereassociatedto regionsof decreasingdiam-
eters(Section6), and(ii) by obtaininggoodestimates
for the metric entropy from a long chaoticsequence
(Section7).

However, themostconvincing evidenceof therele-
vanceof our methodis providedby theperfectagree-
ment betweenour resultsand thoseobtainedby the
classicalmethodbasedon homoclinictangencies.In-
deed,we have found that important lines of homo-
clinic tangenciesareentirely locatedinsidethe trian-
glesenclosingthe borderof the partition (Section5).
This not only indicatesthat the partitionswe obtain

arevery closeto what is conjecturedto bethecorrect
solution,but also that our methodnaturallyprovides
reliableerror bounds,which aredeterminedfrom the
circumcirclesof the trianglesenclosingthe partition
border.

Evenif theultimateprecisionwecanreachis prob-
ably lower thanwith homoclinictangencies,thetopo-
logical approachto constructingsymbolicencodings
hasseveraldistinctive advantages.

First, the problemof how to choosethe tangency
lines that will define a good partition is naturally
solved.Thiswasillustratedby thestudyof theDuffing
attractor(Section4.2). In this example,our algorithm
naturally selectsthe lines of homoclinic tangencies
thatwerefoundin Ref. [10] to yield thecorrectparti-
tion althoughsomeof themdonotcorrespondto lines
of primary homoclinictangencies.That the solutions
soobtainedarethemostnaturalonesis confirmedby
the resultsof Section3, whereit was found that the
differentsolutionswereimagesor preimagesof each
other.

Second,the determinationof the underlying tem-
plate automaticallyindicatesthe correct numberof
symbols on which the dynamics is based.This is
becausethis number is nothing but the number of
branchesof the template.This is alsoa key property
sincewe have seenthat for a given system,the num-
ber of symbolsmay dependon the parametervalues
as is the case,e.g., for the modulatedlaser system
(comparethepartitionsshown in Figs.1b and5).

Last but not least,the topologicalapproachshould
be extremely robust to noise. Indeed,it makes use
of trajectorieslocatedin the whole phasespace,and
only graduallyconverges to the lines of homoclinic
tangencies,where it is known that a dramaticnoise
amplificationtakesplace[17]. Thelatterphenomenon
is likely to adverselyaffect the determinationof the
directionsof the invariantmanifoldsin the neighbor-
hoodof thetangenciesfrom thetimeseries,especially
as the most expandingdirection is orthogonalto the
unstablemanifold [17] there.

In contrastwith this,theveryfactthatathomoclinic
tangenciesnoiseperturbstrajectoriesorthogonallyto
theunstablemanifoldimpliesthatthelocationsof pe-
riodic pointsasestimatedfrom closereturnswill be
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in first approximationdisplacedin a directionthat is
parallelto theborderof thepartition.Thelattershould
thusbe minimally affected,unlessnoiseis so strong
asto make theperiodicpoint appearto bein different
leaf of the attractorthan the one it belongsto. Fur-
thermore,it shouldbenotedthat thedeterminationof
topologicalinvariantsis relatively insensitive to noise
level as theknot typeof anorbit generallycanstill be
exactly determinedfrom a noisy, approximatetrajec-
tory shadowing this orbit.

All thesepropertiesclearlyshow that the topologi-
calapproachshouldbeamethodof choiceto construct
generatingpartitions from experimentaltime series.
As a matterof fact,we recall that a preliminaryver-
sion of our algorithm hasalreadybeensuccessfully
appliedto obtainwith a very goodaccuracy a gener-
ating partition for a chaoticattractorof a modulated
laser[2]. The relevanceof templateanalysisto study
thesymbolicdynamicsof experimentalsystemsis fur-
therconfirmedby theobservation in Sections6 and8
that a precisionof only a few percentis sufficient to
characterizevery preciselythe grammarof a chaotic
regime.

Webelievethatouralgorithm,andtheway in which
partitionsareparameterized,could alsoprove useful
in practicalapplications,andespeciallyfor transmit-
ting informationover chaoticsignals,asproposedby
Hayeset al. [18,19]. In this approach,themessageto
betransmittedis first encodedinto asequenceof sym-
bols, which is compatiblewith the symbolicdynam-
icsof thetransmittingdevice.Then,tiny perturbations
areappliedto this device so that amongall possible
chaotictrajectories,it follows the onewhoseassoci-
atedsymbolicsequenceis thegiven sequence.Indeed,
weshowedin Section8 thatoncethepartitionhasbeen
determined,it is possibleto simplify verymuchits de-
scription,sothatencodinga signalmerelyamountsto
finding amonga few referencepoints which is clos-
estto thepoint in phasespacerepresentingthecurrent
stateof thesystem.This computationcouldeasilybe
implementedin a digital signalprocessor, to achieve
real-timeencodingat the receiving sideof the trans-
missionline andrecover therebythedigital message.

The fact that the imagesof a given partition can
be easilyandexactly computed(referencepointsare

periodic)would alsobebeneficialat thesendingside
becauseit makesit easierto predictthenext symbols
that thedevice would emit if it was free-running,and
thusto computethe tiny perturbationneededto syn-
chronizethe symbolicstreamwith the prescribedse-
quence.Finally, we notethat our algorithmnaturally
selectsaregionwheretheencodingis to beconsidered
uncertain,and which the transmittingdevice should
not visit in orderto avoid any ambiguityat thereceiv-
ing side.

In conclusion,we believe that the presentwork
shows thattopologicalanalysis,in thepresentform or
in futureextensions,is a promisingtool to masterthe
symbolicdynamicsof experimentalchaoticsystems,
especiallygiven its robustnessto noiseandits ability
to selecttheappropriatetangency linesandthecorrect
numberof symbols.
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Abstract. In this paper we investigate spatio-temporal disorder in a liquid crystal light valve
with two-dimensional feedback and modulated input. We focus on the specific case of an
optical feedback with a 180◦ rotation. By modulating the input field with appropriate
amplitude and frequency, chaotic domains are formed in different locations of the transverse
space [1, 2]. Because of diffusion, a global description of the spatio-temporal dynamics
requires a partial differential equation. However, the local dynamics of the chaotic domains
can be embedded in low-dimensional manifolds. The detection of a variety of different
unstable periodic orbits (UPOs) at different spatial locations and the presence of UPOs for
different detector sizes are strong indications that the dimensionality of the model of
spatio-temporal chaos in our system can be drastically reduced.

Keywords: Weak turbulance, topological analysis, spatio-temporal chaos, unstable periodic
orbits, liquid crystal light valve

1. Introduction

There is now a great effort in developing data analysis

techniques for nonlinear systems in which different spatial

domains are chaotic in time as well as spatially decorrelated.

In systems where the spatial derivatives are linear and the

nonlinear operator is uniform in space, it is possible to

use topological analysis as a tool to access the properties

of the nonlinear operator and hence separate it from the

spatial derivative. By extending techniques developed for

low-dimensional dynamical systems [3], the topology of the

local attractors of different spatial domains can be studied.

These can be checked for compatibility with low-dimensional

systems. These kinds of dynamical systems, such as those

described by reaction–diffusion type equations, are common

in the field of pattern formation in optics as well as in other

branches of science. Therefore, our approach can yet prove to

have a general application. Moreover, for strongly dissipative

systems a great advance could be achieved by drastically

reducing the dimension of the problem by modelling the

systems with ordinary differential equations instead of partial

differential equations (PDEs). While standard techniques

are not yet available to perform this reduction, the stable and

unstable manifolds of any global attractors and their topology

are generally believed to be paramount to this program.

As the first step in this process, we have detected unstable

periodic orbits (UPOs) within high-resolution time series data

of chaotic domains in a liquid crystal light value (LCLV)

experiment with modulated input and a feedback rotated by

180◦.

2. Dynamical system

The experimental setup (figure 1) used is similar to other
LCLV systems used in the study of nonlinear dynamics
and pattern formation in optics [4] reviewed in [5]. The
LCLV consists of a liquid crystal layer, a mirror and
a photoconducting layer, all sandwiched between two
transparent electrodes. The molecules of the liquid crystal
reorientate under the influence of an applied electric field,
lowering its refractive index. The photoconducting layer
changes its impedance depending on the intensity of light
illuminating it. Therefore, when a voltage is applied across
the two electrodes, to the first approximation, the refractive
index of the liquid crystal layer changes linearly with the
intensity of light falling onto the photoconductor side of the
LCLV. Therefore, the LCLV acts as a nonlinear medium, with
a defocusing Kerr-type nonlinearity, in this optical system.
The input beam is phase modulated after travelling through
the liquid crystal layer and being reflected back from the
mirror in the LCLV. The photoconducting side of the LCLV
is only sensitive to intensity variations in the beam. Hence,
the polarizer converts the phase modulation into intensity
modulation completing the feedback loop. Here the feedback
fibre bundle is rotated by 180◦ so that the feedback loop closes
upon itself after two round trips of the system. A sinusoidal
modulation of the input light intensity is achieved by means of
an acousto-optic modulator. Photodiode detectors are used
to monitor the temporal evolution of the dynamics of the
intensity at a local spot in the transverse plane. By using a
variable iris in conjunction with a lens, the effective size of
the detector can be changed.

1464-4266/00/030382+04$30.00 © 2000 IOP Publishing Ltd
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Figure 1. Schematic diagram of the experiment.

This type of system is normally modelled by a PDE with

one transverse variable φ, which is the phase shift in the cross

section of the laser beam due to the LCLV. However, because

of the 180◦ rotation of the feedback we can split this into

two, φ1 and φ2, where φ1(r, θ, t) = φ2(r, θ +π, t) [2,6]. The

two split variables appear one in the source term of the other.

Hence, our system is modelled with the following PDEs of

reaction–diffusion type:

τ
dφ1(�r, t)

dt
+ φ1(�r, t) = D2∇2φ1(�r, t)

+κ[1 − ε cos(f t)][1 + γ cos(φ2(�r, t) + φ0)],

τ
dφ2(�r, t)

dt
+ φ2(�r, t) = D2∇2φ2(�r, t)

+κ[1 − ε cos(f t)][1 + γ cos(φ1(�r, t) + φ0)]. (1)

Here κ and γ are the strength of nonlinearity and the

feedback coefficient respectively. κ is directly proportional

to the intensity of the input (driving) beam and γ is a function

of the orientation of the polarizer. τ is the relaxation time

constant, D is the effective diffusion coefficient, and φ0 is

the constant phase shift. f and ε are the frequency and depth

of the modulation applied to the input beam respectively.

In our experiment we monitor the time evolution of the

intensity, which is related to the phase by a noninvertible

relation:

I = B

[

cos2(ψ1 − ψ2) cos2

(

φ + φ0

2

)

+ cos2(ψ1 + ψ2) sin2

(

φ + φ0

2

)]

Iin, (2)

where B is the total loss of the system. The liquid crystal

director (the general preferred orientation of the molecules)

makes angles of ψ1 and ψ2 with the polarization axis of the

input beam and the axis of the polarizer. There may be several

values of the phase which correspond to the same value of

the intensity. This has no effect on the detection of the UPO

and the topological analysis can still be performed as will be

shown in future papers.

When the system parameters are set at the appropriate

values, this system shows complex spatio-temporal dynamics

Figure 2. A snapshot of the beam profile in the experiment.

and the formation of chaotic domains both in the experiment

and in numerical simulations [1, 2]. Figure 2 shows

a snapshot of the intensity profile of the beam in the

experiment. The spatial domains have chaotic dynamics of

fractal dimension lower than three.

3. Extracting UPOs from time series

A chaotic attractor has a infinite set of UPOs embedded in

it, which provide a powerful tool to study its organization.

A low-dimensional dynamical system frequently visits the

neighbourhoods of low-period UPO, closely tracking them

for a while before escaping along the unstable direction. A

clear signature of such an event is a ‘close return’ [7]: in

a short amount of time, the trajectory passes twice near the

same state. This property can be used to extract UPOs from

time series by searching for time intervals where the signal is

almost periodic. In modulated systems, this simply amounts

to locating time series segments {X(t), t ∈ [t0, t0 + �t]}

which verify |X(t)−X(t+pT )| < ǫ for a large �t , where p is

an integer, T the modulation period (typically a few 100 ms in

the experiment), and ǫ a fixed fraction of the signal amplitude.
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Figure 3. Unstable periodic orbits (experiment).
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Figure 4. Unstable periodic orbits (numerical).
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Figure 5. Linking of the period-doubled UPOs (experiment).

We have found that in this particular spatio-temporal system,

such signatures appear distinctly in the local dynamics.

Long sequences of high-resolution time series data

have been obtained and processed using this technique

by computer programs previously used for a topological

characterization of chaotic laser attractors [8]. A typical

time series data set analysed consists of 200 samples per

modulation period over 100 modulation cycles. To ensure

that a detected close return faithfully reflects the shadowing

of a low-period UPO by the system, search parameters were

fixed at the conservative values �t = pT and ǫ = 0.05.

We present here examples of the UPOs detected from

experimental as well as numerical time series data monitoring

a small fraction of the total cross section of the light valve

with small area detectors.

These UPOs can be embedded in a three-dimensional

space and their linking is compatible with a local low-

dimensional dynamics whose topological template has at

least two branches, one of which is orientation reversing.

This is usually known as a horseshoe template. The

orientation reversing branch is associated with a period-

doubling bifurcation and, indeed, the topological analysis

shows that the period-two orbit on the right of figure 3 arises

from a period-doubling bifurcation of the period-one orbit

shown on the left of the same figure. This is also the case in

the numerical data (figure 4). Figure 5 shows the linking of

the period-doubled UPO and its relation to the corresponding

period-one orbit.

Other UPOs of period two and higher can also be

detected (figure 6).
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Figure 6. Unstable periodic orbits (experiment).
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Figure 7. Number of detected UPOs versus detector size.

The entire time series cannot be embedded in the same

way because, despite the low metric dimension of the

time series, there are self-intersections of the trajectory in

the embedding space which correspond to the passage of

domains across the detector.

4. Spatial variation and subsystem size

Since the detection of UPOs originates from time-series data

of local dynamics while the dynamical system is chaotic and

spatially extended, the sizes of the detectors as well as their

spatial locations are expected to be important parameters.

It is found that the number of segments of UPOs detected

increases as the area of detector used increases (figure 7).

This is accompanied by a decrease of the largest positive

Lyapunov exponent. When the detector size is much smaller

than the average size of the chaotic domains no UPO can be

detected unless the length of the time series data is increased.

The system becomes less chaotic when averaged over a bigger

area in the transverse plane. Hence the trajectories are less

spread out and more likely to shadow the UPO, making them

easier to detect.

When an array of detectors is used to record time-

series data from different locations, the types as well as the

number of segments of UPOs detected are found to differ

from each other. In general, however, time-series data from

adjacent detectors tend to be similar to one another. Due

to small spatial inhomogeneities in the experiment, chaotic

domains are on average more likely to form in some locations

than others. Differences between spatial locations are not

observed in numerical data.

5. Conclusions

We have shown that UPOs can also be detected in systems

with weak spatio-temporal chaos. The topology of these

orbits is compatible with templates associated with low-

dimensional dynamics. We believe that our results suggest

the use of topological analysis of UPOs as a way to assess the

properties of the nonlinearity, at least in systems where the

nonlinear coupling between the variables is uniform in space

and the operators containing spatial derivatives are linear.
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We have performed a topological analysis of a chaotic regime of a modulated single-mode
class-B laser model, at realistic parameter values. In contrast with previous numerical and
experimental studies of this type of laser, we observe a topological structure which differs from
the one described by the paradigmatic horseshoe template. In view of this result, class-B lasers
appear to be good candidates for the first clear characterization of a nonhorseshoe template in
an experimental system.

1. Introduction

In the last years, unstable periodic orbits (UPO)
have been recognized as a major tool to extract
invariant quantities from the apparently erratic
regimes of chaotic systems [Auerbach et al., 1987]
In particular, the template analysis proposed by
Mindlin et al. [1990, 1991, 1992] is a powerful
method to compare and classify chaotic attractors
(see also [Tufillaro et al., 1992]). It proceeds by
characterizing the topological organization of the
UPO embedded in a strange attractor through their
invariant linking properties. In the phase space of
the system, UPO are represented by intertwined
closed curves which can be analyzed using concepts
from knot theory, provided the system is three-
dimensional (3D) [Kaufmann, 1991]. Key to this
approach is the existence of a 2D branched mani-
fold, the so-called “template”, or knot-holder, such

that for any set of UPO of the attractor, one can
find a set of closed curves on the template with
identical topological invariants. This allows a sys-
tematic study of the structure of chaotic attrac-
tors, which is all the more relevant as the topology
of the UPO has a major influence on the bifurca-
tion sequences of a chaotic system, as illustrated
by Mindlin et al. [1993] and Gilmore and McCal-
lum [1995]. In particular, template analysis can
dramatically highlight the difference between two
attractors if they are found to be associated to dif-
ferent templates.
The dynamics of several chaotic lasers has been

studied by a topological analysis of their attractors:
The CO2 laser with a saturable absorber [Papoff
et al., 1992] or with modulated losses [Lefranc &
Glorieux, 1993; Lefranc et al., 1994], the nuclear
magnetic resonance laser-type oscillator [Tufillaro

∗E-mail: boulant@lsh.univ-lille1.fr
†E-mail: lefranc@lsh.univ-lille1.fr
‡E-mail: serge@lsh.univ-lille1.fr
§E-mail: domi@lsh.univ-lille1.fr
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et al., 1991], and the Nd3+-doped fiber laser
[Boulant et al., 1996]. Except for the laser with
a saturable absorber which displays autonomous
chaotic oscillations, these are modulated systems.
The topological organizations of all these attractors
have been shown to be described by a Smale’s horse-
shoe template, including nonzero global torsions in
the case of the fiber laser. Similar results have been
reported for other experimental systems such as the
Belouzov–Zhabotinskii chemical reaction [Mindlin
et al., 1991], an electrochemical reaction [Letellier
et al., 1995a], a glow discharge [Braun et al., 1995]
and a vibrating string [Tufillaro et al., 1995].
Contrary to what these results may seem to

imply, the horseshoe template is not universal, as
shown by numerical studies of the Rössler system
[Letellier et al., 1995b] and of the Duffing oscillator
[Gilmore & McCallum, 1995]. On the experimental
side, the existence of a nonhorseshoe topological or-
ganization has been evidenced in only one system, a
catalysis experiment, whose data were however not
of sufficient quality to resolve the exact form of the
associated template [Firle et al., 1996].
In this paper, we report the observation of

a nonhorseshoe template for chaotic regimes of a
realistic dynamical model, the modulated single-
mode class-B laser equations, at physically rele-
vant parameter values. The three-branch structure
of the corresponding template clearly differs from
the one of the horseshoe template. This result is
particularly interesting because previous template
analyses of a modulated CO2 laser [Lefranc &
Glorieux, 1993; Lefranc et al., 1994], which is well
described by this model, had found a horseshoe tem-
plate with zero global torsion, as had been predicted
by previous numerical studies of this model [Solari
& Gilmore, 1988]. Furthermore, the template we
have found corresponds to one of those described
by Gilmore and McCallum [1995] for a generic non-
linear driven oscillator. Thus, our result gives some
confidence that a nonhorseshoe template may be
soon evidenced in a modulated class-B laser.
The paper is organized as follows. In Sec. 2, we

describe the single-mode class-B laser equations and
give relevant derived quantities such as the relax-
ation frequency and damping rate. We then detail
in Sec. 3 the procedure leading from the equations
to the determination of the template via the compu-
tation of unstable periodic solutions and their topo-
logical invariants in phase space. Finally, we discuss
how this work could be validated by an experimen-
tal study.

2. The Modulated Single-Mode
Class-B Laser Equations

In “two-level” schemes, semi-classical theory model
laser dynamics using three variables, the radiation
field, the population inversion of the two-level gain
medium and the atomic polarization coupling the
two former variables [Narducci & Abraham, 1988;
Khanin, 1995]. A laser is said to be class B when
the polarization evolves much faster than the two
other ones, and thus can be adiabatically elimi-
nated [Tredicce et al., 1985; Narducci & Abraham,
1988; Khanin, 1995]. In this case, when operated in
single-mode regime, the laser dynamics is described,
under the mean field approximation and neglect-
ing any transverse spatial dependence, by the fol-
lowing dimensionless ordinary differential equations
(ODE) for the light intensity I(t) and the popu-
lation inversion D(t) [Narducci & Abraham, 1988;
Khanin, 1995; Dangoisse et al., 1987]:

dI

dt
= I(D − 1) (1a)

dD

dt
= γ[A−D(1 + I)] (1b)

These rate equations (or equivalent versions) have
been extensively used in numerous numerical
[Tredicce et al., 1986; Dangoisse et al., 1987; Solari
et al., 1987; Solari & Gilmore, 1988; Schwartz, 1988]
and analytical [Erneux et al., 1987, 1995; Schwartz
& Erneux, 1994] studies of the modulated CO2 and
Nd:YAG lasers. Time t is measured in units of the
photon lifetime in the cavity. A is the pump pa-
rameter normalized so that A = 1 at lasing thresh-
old. The parameter γ is the population inversion
relaxation rate in inverse reduced time units, and is
usually small in class-B lasers (of the order of 10−3

for a CO2 laser and 10
−4 for a Nd:YAG laser).

A linear stability analysis of Eqs. (1) shows that
for A > 1 the steady state I = A− 1, D = 1 is un-
conditionally stable and that transients consist of
relaxation oscillations with relaxation frequency ωr
and damping rate Γr given by:

ωr =
√

γ(A− 1) +O(γ3/2) (2a)

Γr = −γA/2 (2b)

At least one more degree of freedom is thus
necessary to observe chaotic behavior. This may
be achieved by modulating a parameter of the sys-
tem, for example the intracavity losses. In this case,
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φ=ωt

L
�

D�

Fig. 1. Phase space of the modulated system (4). The plane
of constant phase shown can be used to perform a Poincaré
section. Two periodic orbits of period T are schematically
drawn. Their linking number is equal to 1.

Eq. (1a) becomes:

dI

dt
= I(D − 1−m cos ωt) (3)

wherem (|m| < 1) and ω are respectively the ampli-
tude and the frequency of the periodic modulation.
The parameter values we have used in our nu-

merical experiment are γ = 10−3, A = 1.1, and
m = 2.5 × 10−2. The modulation frequency is
ω = ωr = 10

−2. Numerical integration has been
performed using an adaptative step-size Runge–
Kutta algorithm of order 8 [Hairer et al., 1987].
When integrating Eqs. (3) and (1b), the I vari-
able displays an alternation of almost constant se-
quences near I = 0 and of abrupt variations,
which adversely affects the efficiency of the algo-
rithm. We thus perform the change of variable
L = ln I (see e.g. [Schwartz, 1988; Lefranc et al.,
1992]) and integrate the following ODE for L
and D:

dL

dt
= D − 1−m cos ωt (4a)

dD

dt
= γ[A−D(1 + eL)] . (4b)

The natural phase space of this dynamical sys-
tem, schematically displayed in Fig. 1, is three-
dimensional and reads {L(t), D(t), φ(t)}, where
φ(t) = (t/T )(mod 1) is the phase of the period-
T modulation. It has the same topology as a solid
torus D2 × S1, D2 being the unit disk and S1 the
unit circle.
In this phase space, a Poincaré section of the at-

tractor can be readily obtained by means of a stro-
boscopic sampling, i.e. by choosing a section plane
of constant phase. Figure 2 shows the Poincaré

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0

D�

L

Fig. 2. Poincaré section of the attractor (104 points). The
section plane is defined by φ = 0 where φ is the modulation
phase. The period-T orbit α (star), the period-2T orbits β
(diamond), γ (square) and δ (triangle) are plotted.

section of the attractor corresponding to φ = 0 in
the given operating conditions.
It should be pointed out that the knot invari-

ants of the unstable periodic orbits have identi-
cal values in the {L(t) = ln I(t), D(t), φ(t)} and
{I(t), D(t), φ(t)} phase spaces. This can easily
be seen by considering the one-parameter family
of embeddings {ξα(t), D(t), φ(t)}, where ξα(t) =
α ln I(t) + (1 − α)I(t) depends continuously on α.
Since ln I is a monotonic function of I, the map
(I, D, φ)→ (ξα, D, φ) is a diffeomorphism for each
α. Therefore, going from the α = 0 to the α = 1
phase space amounts to performing an isotopy move
and does not affect the topological invariants of the
UPO. The results of the template analysis we will
now carry out on system (4) are therefore transpos-
able to the original system (1).

3. Template Analysis

As complex as it may appear, a strange attractor
is a highly organized geometrical object. In par-
ticular, it contains an infinite number of unstable
periodic orbits (UPO), densely embedded in it (see
e.g. [Auerbach et al., 1987]): Arbitrary close to any
point of the attractor passes a periodic orbit. As
it evolves on a strange attractor, a typical chaotic
trajectory visits the neighborhood of these UPO,
approaching them along their stable direction and,
after an interval of time whose duration depends on
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how closely the periodic orbit has been approached,
leaving them along the local unstable direction.
Periodic orbits are closed curves in phase space

which cannot intersect themselves or another or-
bit without violating determinism at the point of
intersection [Guckenheimer & Holmes, 1983]. Con-
sequently, in a three-dimensional phase space, the
way an UPO is knotted and linked with other
ones does not change in its whole domain of ex-
istence in parameter space. These properties thus
constitute a robust tool for characterizing strange
attractors.
The intertwining of the UPO can be described

in the mathematical framework of knot theory by
quantities which are invariant with respect to iso-
topy moves, i.e. which are not modified when the
curves are continuously deformed without intersec-
tion [Kaufmann, 1991]. For example, the relative
placement of a pair (α, β) of UPO can be char-
acterized by their linking number lk(α, β), which
indicates how many times α winds around β, as il-
lustrated in Fig. 1.
In the hyperbolic limit, i.e. when all the UPO

are present, the UPO of a three-dimensional chaotic
flow are in one-to-one correspondence with those of
a semi-flow defined on a two-dimensional branched
manifold. The existence of such a manifold, termed
a “template”, is the keystone of this topological ap-
proach [Birman & Williams, 1983; Holmes, 1988;
Mindlin et al., 1990; Mindlin & Gilmore, 1992;
Tufillaro et al., 1992].
Strange attractors are usually not hyperbolic.

In particular, periodic orbits can be created or de-
stroyed as a control parameter is varied. However,
existing periodic orbits are organized as in the hy-
perbolic limit, since their topological invariants do
not depend on control parameters. As a result,
even if not in the hyperbolic limit, the template
keeps a physical relevance as a “knot-holder”, a two-
dimensional surface on which all the UPO of the at-
tractor can be projected by continuous deformation
without modifying their topological invariants.
It should be noted that if two attractors are as-

sociated to the same template, one cannot conclude
to their complete topological equivalence because
they may not have the same set of UPO. How-
ever, two attractors are most likely not topologi-
cally equivalent if they are found to be associated
to different templates while topologically equivalent
embeddings are used.
The derivation of the template from the topo-

logical invariants will be discussed in Sec. 3.3. We

now locate the UPO in phase space and characterize
their linking properties.

3.1. Detection of the unstable
periodic orbits

The periodic solutions of the system (4) are com-
puted by means of an iterative Newton–Raphson
method (see e.g. [Hao, 1988]). The Poincaré sec-
tion is first divided with a 64 × 64 grid. Then, for
each period pT (p = 1, 2, . . . , pmax), we perform the
following procedure.
In each visited cell of the grid where no periodic

orbit of lower period has been detected, we choose
a point of the attractor as the initial condition of
a Newton–Raphson step applied to the time-pT re-
turn map. If the output of this initial step is located
in the same cell or one of its neighbors, the Newton–
Raphson method is iterated until convergence to a
periodic solution is obtained.
With pmax = 10, we detect 27 periodic orbits in

the chosen operating conditions. Figure 2 indicates
the location of the period-T and of the period-2T
UPO in the Poincaré plane.

3.2. Computation of topological
invariants

Once the UPO have been extracted from the at-
tractor, one can proceed to compute their topologi-
cal invariants. Since template identification can be
achieved using only a few of them, we have limited
ourselves to the computation of (i) the self-linking
number and the local torsion of each periodic or-
bit, and (ii) the linking number of pairs of orbits.
We now briefly recall how they can be computed
in numerical simulations and refer the reader to
[Solari & Gilmore, 1988; Mindlin et al., 1991;
Mindlin & Gilmore, 1992; Gilmore & McCallum,
1995; Tufillaro et al., 1992] for further details.
The linking number lk(α, β) of two orbits α

and β indicates how many times α winds around β.
Obviously, lk(α, β) = lk(β, α). If xα(t) and xβ(t)
denote their trajectories in phase space, and pαT
and pβT their periods, then the linking number of
α and β is the Gauss integral:

lk(α, β)

=
ε

4π

∫ pαT

0

∫ pβT

0

(xβ − xα) · (ẋα ∧ ẋβ)

‖xβ − xα‖3
dtαdtβ

(5)
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α

β

t

dr i

r i(t+dt)

n(t)

r i(t) θd

dt

Σt
�

Σt+d� t

Fig. 3. Illustration of the computation of Ri(α, β) [Eq. (7)].

where ε = ±1 depending on the sign convention.
In this formula and the following ones, we set
ε = −1 so that topological invariants have positive
values.
In the case of modulated systems, this dou-

ble integral may be rewritten as a sum of simple
integrals:

lk(α, β) =
g−1
∑

i=0

Ri(α, β) (6)

where g is the greatest common divisor of pα and
pβ and

Ri(α, β) =
ε

2π

∫ lT

0

n·

(

ri ∧ ṙi
‖ri‖2

)

dt =
ε

2π

∫

dθ (7)

In Eq. (7), l is the least common multiple of pα
and pβ, ri(t) = xβ(t + iT ) − xα(t), and n(t) is a
unitary vector normal to the plane Σt defined by
φ = (t/T )(mod 1) (see Fig. 3). Note that ri(t) and
ṙi(t) belong to the plane Σt and are therefore or-
thogonal to n(t).
Ri(α, β) is an integer giving the number of rev-

olutions that ri(t) operates around α before coming
back to its initial position after a time lT .
The self-linking number slk(α) is given by:

slk(α) =
pα−1
∑

i=1

Ri(α, α) . (8)

Obviously, period-T orbits have a self-linking
number of zero. It should be noted that while
linking numbers are well-defined in any three-
dimensional phase space, self-linking numbers are
topological invariants only when the phase space
has the topology of D2 × S1, as is the case for
modulated systems, or for attractors where trajec-
tories rotate in a fixed sense around a central point.
Table 1 gives the self-linking (diagonal terms) and

Table 1. Linking numbers and self-linking numbers of the lowest-order periodic orbits
(p ≤ 7).

T 2T 4T 6T 7T
α β γ δ ǫ ζ η ι κ λ µ ν ξ υ ρ σ χ

α 0
β 1 1
γ 1 2 1
δ 1 2 2 1
ǫ 2 4 4 3 5
ζ 2 4 5 4 8 7
η 3 6 6 5 10 12 13
ι 3 6 6 5 10 12 15 13
κ 3 6 6 5 10 12 15 16 13
λ 3 6 7 6 12 14 18 18 18 17
µ 3 6 6 5 10 12 15 16 16 18 13
ν 3 6 7 6 12 14 18 18 18 21 18 17
ξ 3 7 7 6 12 14 18 18 18 21 18 21 18
υ 3 7 7 6 12 14 18 18 18 21 18 21 21 18
ρ 3 7 7 6 12 14 18 19 18 21 19 21 21 21 18
σ 3 7 7 6 12 14 18 18 18 21 18 21 21 21 21 18
χ 3 7 7 6 12 14 18 18 18 21 18 21 21 21 21 21 18
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Table 2. Local torsion θl of the lowest-order periodic orbits (p ≤ 7).

T 2T 4T 6T 7T
α β γ δ ǫ ζ η ι κ λ µ ν ξ υ ρ σ χ

θl 1 2 3 1 3 5 4 6 5 7 5 8 6 6 7 5 7

Fig. 4. The local stable manifold of the T -periodic orbit α
rotates clockwise by a half-turn along the orbit. Thus, the
local torsion of α is 1 if the sign convention ε = −1 is used.
The Poincaré section defined by φ = 0 is also indicated.

linking numbers (off-diagonal terms) measured for
the detected periodic orbits of period lower or equal
to 7T .
Finally, the local torsion, that we will note

θl(α), characterizes in which way trajectories in-
finitely close to a periodic orbit wind around
it. More precisely, as one follows the UPO over
one period pαT , the direction of the local stable
(unstable) manifold W sl (α) (W

u
l (α)) rotates by an

integer number of half turns, as is illustrated in
Fig. 4. This number is defined to be the local
torsion.
In numerical simulations, θl can be computed

by using a linearization of the equations of mo-
tion around the periodic orbit. Given a set of
ODE:

dx

dt
= f(x, t) , (9)

the linearized equations govern the time evolu-
tion of infinitesimal perturbations δx of the trajec-
tory x:

d(δx(t))

dt
= J(x, t)× δx(t) , (10)

where the Jacobian matrix J(x, t) is given by:

Jij(x, t) =
∂fi(x, t)

∂xj
. (11)

Given a periodic orbit xα(t) of period pαT , its
Floquet matrix Mα(t), which expresses the linear
relation between x(t+ pαT ) and x(t):

δx(t + pαT ) =Mα(t)× δx(t) (12)

can be computed by integrating Eq. (10) over one
period of the orbit for a basis of initial conditions.
The eigenvector ξs(t) (ξu(t)) of Mα(t) with

eigenvalue smaller (greater) than one indicates the
direction of the local stable (unstable) manifold at
time t. Integrating Eq. (10) from the initial condi-
tion δx(0) = ξu(0), the local torsion is then given
by a formula similar to Eq. (7):

θl(α) =
ε

π

∫ pαT

0

n ·

(

δx ∧ δ̇x

‖δx‖2

)

dt (13)

where we choose ε = −1 as previously. Table 2 lists
the torsions of orbits with periods lower or equal
to 7T . Note that the local torsion is sometimes de-
fined as the mean number of full turns per period
[Gilmore & McCallum, 1995]. In this case, the ex-
pression (13) should be divided by twice the period
of the orbit.

3.3. Determination of the
underlying template

The spectrum of detected periodic orbits gives a
first indication about the complexity of the tem-
plate corresponding to Tables 1 and 2: It must have
three or more branches, since two-branch templates
can only hold one period-2 orbit. Hence, the simple
procedure which consists of checking that the com-
puted topological invariants are those predicted by
a horseshoe template cannot be applied. To deter-
mine the exact form of this new template from the
data of Tables 1 and 2, we proceed as follows.
As proposed by Mindlin et al. [1990, 1991], the

basic topological structure of a n-branch template
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can be described by a n×n matrix Θ, the template
matrix and a 1 × n matrix l, the layering matrix
whose indices are labeled from 0 to n−1, as are the
branches of the template. The template matrix Θ
describes the geometry of the period-1 orbits of the
template (one per branch):

Θii = θl(i) (14a)

Θij = 2lk(i, j) , i 6= j (14b)

where the symbolic name s1s2 . . . sp (si ∈ {0,
1, . . . , n − 1}) represents the only period-p or-
bit of the template visiting successively branches
s1, s2, . . . , sp.
As for the layering matrix l, its elements are

integer numbers chosen so that l0 = 0 and li < lj
if branch i lies under branch j when branches are
joined after being stretched and folded.
Given the symbolic name of a periodic orbit of

the template, its (self-)linking numbers and torsion
can be computed as a function of the template and
layering matrices. For example, we have:

lk(1, 0121) = 1 + Θ11 +
1

2
(Θ01 +Θ12

−(l01 + l12)Π(Θ11)) (15)

where Π(m) = 0(1) if m ∈ N is even (odd), and
lij = 1 (resp. −1) when (i − j) × (li − lj) > 0
(resp. < 0).
Template identification is most easily per-

formed when a symbolic encoding of the attrac-
tor is available. When the first return map in a
Poincaré section is well approximated by a map of
an interval onto itself, such an encoding is usually
performed by using the well-known symbolic dy-
namics of one-dimensional (1D) maps [Hao, 1989]
(see e.g. [Mindlin et al., 1991, Tufillaro et al., 1991,
Papoff et al., 1992; Lefranc & Glorieux, 1993]).
The template is then determined so that any pe-
riodic orbit of the attractor has the same invari-
ants as the periodic orbit of the template with
identical symbolic name, using formulas similar to
Eq. (15).
In our case however, no well-defined 1D map

can be found, as is shown in Fig. 5. We thus must
find sets of symbolic names for which the equations
expressing the measured (self-)linking numbers and
torsions of the periodic orbits as a function of the
template and layering matrices, such as Eq. (15),
are consistent and have a valid solution (see e.g.
[Solari & Gilmore, 1988; Lefranc et al., 1994]). If

L
n
+
1

Ln
Fig. 5. First return map: Ln+1 = P (Ln) with Ln =
L(t0 + nT ). The time t0 corresponds to the Poincaré plane
(f) in Fig. 7, defined by φ0 = t0/T (mod 1) = 5/12, where the
Ln+1 = P (Ln) graph is the closest to a 1D map.

such sets exist, each of the corresponding solutions
yields a template that is compatible with the given
data.
The simplest hypothesis is that the unknown

template has three branches. In this case, the
period-T orbit and each of the period-2T orbits have
three possible symbolic names (resp. 0, 1, 2 and 01,
02, 12). We first consider the 9 = 3×3 possible sets
of symbolic names for the first two orbits.
For each set, we may get three different results

when trying to solve the above-mentioned equa-
tions: Either (i) the equations are inconsistent, or
they are consistent and the solution is (ii) underde-
termined, or (iii) fully determined. In the first case,
the current set of symbolic names is discarded. In
the second case, all sets made of the current set
for the first two orbits and of one possible name
for the next orbit are considered. The process de-
scribed above is recursively applied to these sets un-
til all combinations have either no solution or a fully
determined solution.
Applying this method to the data given in

Tables 1 and 2, we get the two following solutions:

Θa =







0 0 0
0 1 2
0 2 2






, (16a)

la =
(

0 2 1
)

, (16b)
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Fig. 6. This template describes the topological organization of the chaotic regime studied in this paper. It displays three
branches, which are rolled-up by the stretching and folding mechanisms. The projections of the four lowest-order orbits of the
attractor have been represented with the following colors: (i) yellow: period-T orbit α (1), (ii) green: period-2T orbit β (02),
(iii) red: period-2T orbit γ (12) and (iv) blue: period-2T orbit δ (01).

and

Θb =







0 0 0
0 2 2
0 2 1






, (17a)

lb =
(

0 2 1
)

, (17b)

with two other solutions which can be obtained
from Eqs. (16a) and (17a) by the transformations
Θ′ij = Θ2−i,2−j and l

′
i = l2− l2−i and correspond to

the same templates viewed from the rear side. We
have checked that these templates correctly predict
the topological invariants of all the detected UPO
(up to period 10T ).
In solution (17a), the torsions of branches 0 and

1 differ by more than one half-turn: This template
cannot describe continuous stretching and folding
mechanisms and must be discarded. Solution (16a)
thus remains as the simplest template that can de-
scribe the topological organization of the chaotic
attractor we have analyzed, and is represented in
Fig. 6. The reader may check that this solution
is nothing but the (0, 1, 2) spiral template that has
been predicted to occur in some regions of the pa-

rameter space of a generic driven nonlinear oscilla-
tor by Gilmore and McCallum [1995].
To get further confidence in the validity of

this result, we may examine the evolution of the
Poincaré section of the attractor as the modulation
phase φ is swept from 0 to 1, as is shown in Fig. 7.
In principle, this could have allowed us to guess
the template structure by studying how the folding
and stretching mechanisms act on trajectories. For
templates with more than two branches, however,
this is a difficult exercise and the method we have
presented has the distinct advantage that it can be
fully automated. In any case, we can verify that the
template given by Eqs. (16a) correctly models the
evolution of the Poincaré sections in Fig. 7.

4. Conclusion

We have carried out a template analysis of a chaotic
attractor of the modulated class-B laser model, at
parameter values corresponding to realistic experi-
mental conditions. This study has revealed that the
topological structure of this attractor is described
by a three-branch template, the (0, 1, 2) spiral
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

Fig. 7. Evolution of the Poincaré section from (a) φ = 0 to (l) φ = 11/12 by steps of 1/12. This sequence shows the rolling
process demonstrated by the template analysis. The solid line corresponds to a set of points initially disposed along a rectangle
and illustrates the action of the return map on the section plane. Two folding mechanisms may be seen. The first becomes
visible in the right-hand section in Fig. (d) and the second is initiated in the bottom section in Fig. (g).

template described by Gilmore and McCallum
[1995], and thus differs from the horseshoe structure
reported by previous numerical [Solari & Gilmore,
1988] and experimental [Lefranc & Glorieux, 1993;
Lefranc et al., 1994] investigations of this type of
laser.
This not only shows that the modulated class-

B laser model can exhibit more complex behav-
iors than was generally believed, but also gives rea-
sonable confidence that a nonhorseshoe template
may be soon clearly evidenced in an experimen-
tal system. Indeed, most experimental investiga-
tions so far, in optics, chemistry, or mechanics, have
reported the observation of a horseshoe template

[Mindlin et al., 1991; Papoff et al., 1992; Lefranc
& Glorieux, 1993; Lefranc et al., 1994; Tufillaro
et al., 1991; Boulant et al., 1996; Letellier et al.,
1995a; Braun et al., 1995; Tufillaro et al., 1995],
except for a catalysis reaction for which the exact
topological structure has however not been resolved
[Firle et al., 1996]. Class-B lasers are all the more
good candidates for the observation of a nonhorse-
shoe template as they comprise several widely-used
lasers such as the modulated CO2, Nd:YAG, or op-
tical fiber lasers. Furthermore, their fast time scales
and high signal to noise ratios considerably ease the
experimental detection of unstable periodic orbits
by close-return techniques.
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We believe that the experimental observation
of a three-branch template in a class-B laser, as we
predict in this paper, would certainly emphasize the
usefulness of template analysis to validate theoret-
ical models of experimental systems.
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Experimental observation of a chaotic attractor with a reversehorseshoetopological structure

G. Boulant,S. Bielawski,D. Derozier,andM. Lefranc
Laboratoirede SpectroscopieHertzienne,URA CNRS249,Centred’Étudeset de RecherchesLaserset Applications,

Universitéde Lille I, F-59655Villeneuved’AscqCedex,France
~Received31 December1996!

We havecharacterizedthe topologicalorganizationof chaoticregimesof a modulatedNd:YAG ~yttrium
aluminumgarnet! laserusingtemplateanalysis.This investigationrevealeda topologicalstructurenot previ-
ously observedin an experimentalsystemnor in numericalsimulationsof modelsof this laserto our knowl-
edge.This structurecorrespondsto the so-calledreversehorseshoetheoreticallydescribedby Gilmore and
McCallum @Phys.Rev.E 51, 935 ~1995!#. @S1063-651X~97!50104-8#

PACSnumber~s!: 05.45.1b, 42.65.Sf,42.55.Rz

The experimentalstudy of a systemdisplaying chaotic
behaviorrequirescharacterizationmethodswhich canextract
in a robustway the invariantpropertiesof a chaoticregime
from apparentlyerratic signals.This is usually doneby re-
constructinga strangeattractor,an invariantsetof the phase
spacewhich the asymptoticdynamicsis confined to, and
analyzingthis highly complexgeometricalobject ~see,e.g.,
@1#!. Traditionally, quantitativemeasuresof chaoshavefo-
cusedon global statisticalpropertiesof theattractor,suchas
fractal dimensionsor Lyapunovexponents@1#.

However,attractorsarenot theonly invariantsetsof cha-
otic dynamics.In recentyears,therehasbeen anincreased
interestin usingunstableperiodicorbits ~UPO! to character-
ize chaoticattractors.Indeed,a typical chaoticattractorhas
embeddedin it a densesetof UPO,and onemayreasonably
hopeto usetheseto approximatetheattractorin a hierarchi-
cal way: low-periodorbits modelthe overall structureof the
attractor,while finer details can be resolvedusing higher-
period ones~see,e.g., @2#!. Of particular importanceis the
fact that UPO can be extractedfrom experimentaltime se-
ries.

In the phasespaceof the system,unstableperiodicorbits
are representedby closedcurves.While theseare relatively
simpleobjects,they are intertwinedin a very complexway
dueto the chaoticdynamics.For three-dimensionalsystems
with at most one positive Lyapunovexponent,the template

analysisproposedby Mindlin et al. @3,4# allows one to un-
fold this complexityby analyzingUPO usingconceptsfrom
knot theory @5,6#. For example,a pair of periodicorbits can
be characterizedby their linking number,which measures
how many timesoneorbit winds aroundthe other.The rel-
evanceof knot invariantsto chaoticdynamicsowesmuchto
the fact that determinismprecludesthat different trajectories
intersect.As a consequence,linking numbersand other to-
pologicalinvariantsremainconstantasa controlparameteris
varied. Additionally, their invariancewith respectto small
deformationsmakestheir experimentaldeterminationquite
insensitiveto noise,providedperiodic orbits are well sepa-
rated.

Moreover,a systematicstudyof the topologicalorganiza-
tion of the UPO embeddedin a chaoticattractoris allowed
by the existenceof a two-dimensionalbranchedmanifold,
the template~or ‘‘knot-holder’’ ! @7,8#, suchthat all the peri-
odic orbits canbe laid on it without modifying any of their
topologicalinvariants.The template,whosestructurecanbe
conciselydescribedby small integermatrices@3#, thus de-
scribesthe global topologicalorganizationof the chaoticat-
tractor. Experimentally,measuringthe invariantsof a few
periodicorbits sufficesto determinethe associatedtemplate,
the remainingorbits beingusedto checkthe validity of the
results@4#.

As advocatedby their authors@3,4,9#, onedistinctadvan-
tage of this approach is its ability to give a clear-cut

PHYSICAL REVIEW E
STATISTICAL PHYSICS, PLASMAS, FLUIDS,

AND RELATED INTERDISCIPLINARY TOPICS

THIRD SERIES, VOLUME 55, NUMBER 4 APRIL 1997

RAPID COMMUNICATIONS

The Rapid Communicationssectionis intendedfor the acceleratedpublication of important new results.Sincemanuscriptssubmitted
to this sectionare given priority treatmentboth in the editorial office and in production,authorsshouldexplain in their submittal letter
why the work justifiesthis specialhandling.A RapidCommunicationshouldbe no longer than 4 printed pagesand mustbe accompanied
by an abstract.Pageproofsare sentto authors.

551063-651X/97/55~4!/3801~4!/$10.00 R3801 © 1997The AmericanPhysicalSociety



272 PUBLICATIONS “ANALYSE TOPOLOGIQUE”

answeras to whether a theoreticalmodel is incompatible
with givenexperimentaldata.If theanalysisof experimental
time series and of time series generatedfrom numerical
simulationsof a model,embeddedin the samephasespace,
yields different templates,then this model, at least for the
valuesof the parametersusedin the simulations,hasto be
rejected.

However,exceptfor a catalytic reactionwhosetemplate
has unfortunatelynot been exactly determined@10#, most
experimentalinvestigationsso far, in optics @9,11–13#, in
chemistry@4,14# or mechanics@15#, haverevealedthe same
topological structure,namely the one describedby the so-
called Smale’shorseshoewith zero global torsion. Horse-
shoetemplateswith globaltorsionshave beenobservedin an
optical fiber laser @16#. One may then wonderwhetherthe
horseshoeclassis soubiquitousasto maketemplateanalysis
helplessfor testingthe relevanceof a model.

In this Communicationwe showthat this is not the case,
by reporting the observationof regimes of a Nd:YAG
~yttrium aluminumgarnet! laserwith pumpmodulationthat
are associatedwith a different type of template.The corre-
spondingtopologicalorganizationhasbeentheoreticallypre-
dicted to be observablein nonlinear driven oscillators by
GilmoreandMcCallum @17# ~they termedit ‘‘reversehorse-
shoe’’!, but to our knowledgehasnot yet beenencountered
in otherexperiments,nor in numericalstudiesof modelsof
this typeof laser.While this templatehasa two-branchstruc-
ture as is the caseof the above-mentionedtemplates,the
differenceis readily shownby analyzingthe lowest-period
orbits: the period-2T orbit (T is the modulationperiod! is
unknotted,but theknot typeof theperiod-3T orbits is thatof
a trefoil knot, the simplest knot beyonda trivial loop. In
contrastto this, theperiod-2T and3T orbitsof experimental
chaoticattractorscharacterizedby topologicalanalysiswere
eitherall unknotted@4,9,11–15# or all knotted@16#.

The experimentalsystemconsistsof a Fabry-Perotlaser
cavity,end-pumpedby a cw laserdiodeoperatingat 812nm.
The Nd:YAG rod is 10 mm long, 7 mm in diameter,and
containsa nominalNd31 concentrationof 1.1%.Oneof the
two planeendsis highly reflectiveat the laserwavelength
~1064nm!, andthe otheris antireflectioncoated.The output
coupleris concave,with a radiusof curvatureof 40 mm, and
hasa reflectivity of 97%.A Fabry-Perotetalonanda Brew-
sterplateareinsertedinsidethe cavityto selectsingle-mode
oscillation on a linear polarization.In theseconditions,the

pump parameterA ~the ratio of pump power to its value at
threshold! can rangeup to 3. In our experiment,the pump
power is sinusoidallymodulated,A5A0(11m cosvt), and
the laserundergoesa classicalperiod-doublingcascadelead-
ing to chaoswhenthe frequencymodulationis of the order
of the relaxationfrequencyv r of the laser,which is about
100kHz here.In this paper,thetopologicalorganizationof a
chaoticregimefor parametersA051.2, m50.5, andv554
kHz, is analyzed.It should be noted that as the resonance
frequencymarkedlydecreaseswhen the modulationampli-
tudeis increased,theseparametersin fact belongto thereso-
nancetongueoriginatingat v5v r . The laseroutput inten-
sity was monitored with a InxGa12xAs detector,and pro-
cessedusinga logarithmicamplifier in orderto obtaina sig-
nal suitable for topological analysis ~see, e.g., @12#!. The
presentanalysishasbeencarriedout on a time seriescorre-
spondingto 53103 periodsof modulation,recordedat a rate
of 100 samplesper modulationperiod. A typical signal is
shownin Fig. 1.

Let us now briefly describetheprocedureof theanalysis.
First, unstableperiodic orbits are extractedfrom the time
series using close return techniquessimilar to those de-
scribed in Refs. @4,9,12,13#: a time series segment
$X(t);t0,t,t01nT% is consideredto shadowan unstable
period-nT orbit if uX(t)2X(t1nT)u,e for eachX(t) be-
longing to that segment,where e is in the order of a few
percent.Doing so, we detectedeight orbits, with periodsup
to 9T.

Theseperiodic segmentsthen haveto be embeddedin a
phasespace,so that the topological invariantsof the corre-
spondingtrajectoriescanbecomputed.As in previousinves-
tigations @12,13#, we embeddedthe time seriesin a phase
spacewith cylindrical coordinates@X(t),Ẋ(t),f(t)#, where
f(t)5vt mod 2p is the modulationphase.A planephase
portrait of the embeddedattractoris displayedin Fig. 2, and
a first return map in a sectionplane of constantphaseis
plottedin Fig. 3. We recall that theanalysisdoesnot require
theactualcomputationof thetime derivativeof X(t). Rather,
given a time seriessegmentcorrespondingto a period-nT
orbit, a simpleplot of X„f(t)… versusf(t) displaystheorbit
asa braid on n strands~see,e.g.,@12,13#!, as canbe seenin
Fig. 4. Listing the crossingswhich occur as f is increased
from 0 to 2p givesanalgebraicdescriptionof thebraid,the
braidword @6#, from which thevarioustopologicalinvariants

FIG. 1. Time seriesof X(t)5 log(I 1I 0) where I is the laser
outputintensityandI 0 is a small constantwhich canbeadjustedin
the logarithmicamplifierusedfor signalprocessing.T is themodu-
lation period.

FIG. 2. Phase portrait of the attractor in the plane
@X(t)cosf,X(t)sinf#, wheref5vt is the modulationphase.
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canbe computed.Onedistinct featureof the embeddingwe
haveusedis that periodic orbits are naturally presentedas
positive braids, i.e., all their crossingshave the samesign,
which can be chosento be positive. This implies that the
entriesof the templatematrix, which are directly relatedto
thetorsionsandlinking numbersof period-T orbits @3,4#, are
positive.This propertywill beof particularimportancein the
foregoingdiscussion.

TableI displaysthe ~self-! linking numbersof the lowest-
periodorbitsdetectedin our experiment.Giventhis informa-
tion aboutthe relativeplacementof the UPO, we may now
seeka templatethat holdsa setof periodicorbits with iden-
tical periodsand topological invariants.As usual, the tem-
platebranchesare labeled‘‘0,’’ ‘‘1,’ ’ . . . , startingfrom the
leftmostbranch.We find that two two-branchtemplatesare
compatiblewith the experimentaldata.They correspondto
two equivalentrepresentationsof thesametopologicalstruc-
ture,andcanbedistinguishedaccordingto whethertheorbit
correspondingto the experimentalperiod-T orbit is located
on the ‘‘0’’ or the ‘‘1’’ branchof the template.For definite-
ness,andto easecomparisonwith otherworks, let this orbit
be held by the ‘‘1’’ branch.The templatematrix of the cor-
respondingsolutionreads

T5S 2 2

2 1D , ~1a!

with the insertionmatrix being

I5~0 21!. ~1b!

This result is to be contrastedwith the standardhorseshoe
template,whosetemplateandinsertionmatricesaregivenby

T
u

HS5S 2u 2u

2u 112u
D 5S 0 0

0 1D 1uS 2 2

2 2D ~2a!

I
u

HS5~0 1!, ~2b!

wherethe integeru standsfor the global torsion.

It shouldbe recalledthat, dependingon the sign conven-
tions, the samesystemcan be describedby two templates
differing only by their handedness.However,whenusing,as
here,an embeddingwhich forbids negativetopological in-
variants,only one of them may be a solution. To compare
our resultto thoseof previousinvestigations,we thuschoose
in eachcasethe sign conventionleadingto positive invari-
ants.With this point in mind, the u50 casecorrespondsto
the experimentsreportedin Refs. @4,9,11–15#, while horse-
shoetemplateswith u51, 2, or 3 have beenobservedin an
optical fiber laser@16#.

Rewriting Eq. ~1a! as

T5S 0 0

0 21D 1S 2 2

2 2D , ~3!

it is easilyseenthat the templatewe haveobservedis in fact
the mirror image of the standardhorseshoetemplatewith
zeroglobal torsion @asdescribedby Eqs.~2!#, plus a global
torsionof oneturn. From the discussionabove,it shouldbe
clear that this discrepancywith previous reports does not
stemfrom an unfortunatechoiceof sign conventionnor of
phase-spaceorientation.Moreover,we do not think that the
phenomenonrecentlydescribedby Mindlin andSolari—un-
der certainconditionsthe topologyof an attractormay dra-
matically dependon the chosenembedding@18#—can ex-

TABLE I. Self-linking numbersand linking numbersof the
lowest-periodorbits detectedin the experimentaltime series.The
entriesleft blank correspondto invariantswhosevalue could not
be ascertained,becausedifferent estimateswereobtainedwhenus-
ing two different time seriessegmentscorrespondingto the same
orbit.

1T 2T 3Ta 3Tb 4T 5T 7T 9T

1T 0
2T 1 1
3Ta 2 4 4
3Tb 2 4 6 4
4T 2 5 8 7
5T 3 6 10 10 12
7T 8 14 14 24
9T 5 18

FIG. 3. First return diagram Xn11 vs Xn , where
Xn5X(t01nT) is a stroboscopicsamplingof the signal,and T is
the modulationperiod.This mapcorrespondsto a sectionplaneof
constantmodulationphase.It can be seento be highly similar to
thoseobservedin systemswhosetopological organizationis de-
scribedby the standardSmale’shorseshoetemplate.

FIG. 4. A time seriessegmentshadowingone of the period-
3T orbits is plottedasa function of f(t)5vt mod 2p. This pre-
sentsthis orbit asa braidon threestrands.Thenumberof crossings
in this plot givesthe self-linking numberof the orbit which hereis
4. This value is to be contrastedwith that obtainedfor standard
horseshoetemplates,i.e., 216u, wherethe integeru is the global
torsion.

55 R3803EXPERIMENTAL OBSERVATION OF A CHAOTIC . . .



274 PUBLICATIONS “ANALYSE TOPOLOGIQUE”

plain our observations,sincetheattractorswe studiedarenot
split into severaldisjoint pieces.We canthereforeconclude
that our resultsarethe signatureof a different type of topo-
logical organization,andarenot dueto artifactsof theanaly-
sis.

What makesthis resulthighly interestingis that previous
templateanalysesof a modulatedCO2 laser @12,13#, using
the sameembeddingas here, found a horseshoetemplate
with zeroglobal torsion.Indeed,the Nd:YAG laserand the
CO2 laseraregenerallybothconsideredto beclass-Blasers,
i.e., laserswherethepolarizationof thegainmediumevolves
much faster than the inversion populationor the radiation
intensity @19–21#. As a result,the single-modebehaviorsof
thesetwo laserscan in principle be modeledby the very
sameset of equations,the so-called‘‘two-level rate equa-
tions’’ @20,21#, and correspondto parametersof the same
order of magnitude.Furthermore,numericalstudiesof this
model with parameterscorrespondingto the CO2 experi-
mentsseemedto indicatethat thetopologicalorganizationof
its chaoticregimeswasglobally describedby the horseshoe
templatewith zero global torsion @22#, until a three-branch
spiral templatewasdiscoveredvery recentlyfor slightly dif-
ferent valuesof the control parameters@23#. As for the re-
versehorseshoetemplatethatcorrespondsto our experiment,
it remainsto be observedin numericalsimulationsof the
modulatedclass-Blasermodel.

To summarize,we are in a situation where ~i! standard
and reversehorseshoeshave beenobservedin laserexperi-

ments,and~ii ! standardhorseshoesanda spiral three-branch
templatehave beenidentified in numericalstudiesof these
lasers.In view of the complex structureof the bifurcation
diagramof nonlineardrivenoscillatorsdescribedby Gilmore
and McCallum @17#, this gives us someconfidencethat a
systematicexplorationof the parameterspaceof thesesys-
temsusingtemplateanalysismayprovideanaccuratetestof
the validity of the class-Blasermodel.

In conclusion,we performeda templateanalysisof cha-
otic regimesfrom a Nd:YAG laser. This characterization
showeda topologicalorganizationof the reversehorseshoe
type, which to our knowledgehas not yet been observed
experimentally.Topologicalanalysisthusallowedus to un-
veil clear-cut differencesfrom previous laser experiments
which would likely have remained otherwise unnoticed,
giventhehigh similarity of thesignalscorrespondingto stan-
dardandreversehorseshoes.

We believethat the presentwork certainlymotivatesfur-
ther experimentsand numericalinvestigationsof the model
describingboth theselasers,and illustratesthe relevanceof
templateanalysisin thestudyof thedynamicalpropertiesof
low-dimensionalchaoticsystems.
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Horseshoetemplateswith global torsion in a driven laser

G. Boulant,* M. Lefranc,† S. Bielawski,‡ andD. Derozier§

Laboratoirede SpectroscopieHertzienne,URA CNRS249,Centred’Étudeset de RecherchesLaserset Applications,
Universitéde Lille I, F-59655Villeneuved’AscqCedex,France

~Received26 December1996!

We performa topologicalanalysisof chaoticsignalsfrom a Nd-dopedfiber laserwith pumpmodulationat
differentvaluesof themodulationfrequency.In this experiment,thesystemdisplayschaoticbehaviorin three
regionsC1/4 , C1/3 , andC1/2 of parameterspace,locatedaroundthesubharmonicsv r /4, v r /3, andv r /2 of the
relaxationfrequencyv r . We observethat the topological structuresof the chaotic regimesinside a given
regionC1/n aredescribedby thesametemplate.However,templatescorrespondingto differentregionsdisplay
different global torsions ug , which we find to be related to the order of the subharmonicsby
ug(C1/n)5n21. @S1063-651X~97!09804-8#

PACSnumber~s!: 05.45.1b, 42.65.Sf,42.55.Wd

I. INTRODUCTION

Template analysis allows a relevant classificationand
comparisonof chaoticattractorsaccordingto their topologi-
cal properties and provides a clear-cut characterization
thereofby a setof integertopologicalindices@1# which are
robust with respectto variations in control parameters.In
particular, attractors observed experimentally in various
fields suchas chemistry@2,3#, mechanics@4#, nuclearmag-
netic resonance@5#, and optics @6–8#, have beenshown to
belongto the sameclass,namely,that of the Smale’shorse-
shoe with zero global torsion. Let us note, however, that
nonhorseshoedynamicshasbeenreportedby Firle, Natiello,
and Eiswirth @9# and that other structureshave beenpre-
dictedto be observablein experiments@10,11#.

In this paper,our aim is to use topological analysisin
orderto studyandcomparethe attractorsof a singlesystem
~a modulatedNd-dopedfiber laser!, at different valuesof a
controlparameter~themodulationfrequencyv). We do this
in an experimentalsituation where chaotic behavioris ob-
servedwhenv lies nearthe subharmonics1/2, 1/3,and1/4
of the natural relaxation frequencyv r , the highest linear
resonance frequency~see,e.g.,@12,13#! of the system.

Let usbriefly recall theprincipleof themethod.A chaotic
attractorhastypically embeddedin it a densesetof unstable
periodic orbits ~see,e.g., @14#! which cannot intersectbe-
causeof thedeterministicnatureof theevolutionlaws.Thus
the way the unstableperiodic orbits ~UPO! are linked to-
gethercanbecharacterizedusingconceptsfrom knot theory,
providedtheattractoris confinedto a three-dimensional~3D!

manifold. The existenceof a two-dimensionalmanifold, the
template, suchthat all UPO can be placedon it while pre-
servingtheir invariant linking properties,allows onethento
describeconciselythe global topologicalorganizationof the
attractorunderstudy.

The fiber laser ~FL! is known to be a possibly high-

dimensionalsystemwith many longitudinal modesoscillat-
ing simultaneously.Hence,in Sec.II we describetheexperi-
mental system and check that topological analysis is
applicableby estimatingthe Lyapunovdimensionof the at-
tractors.Then,Sec.III is devotedto the extractionof UPO
from experimentaldataand the computationof their topo-
logical invariants.We show there how careful signal pro-
cessingcangreatlyhelpin extractingtopologicalinformation
from noisy time seriesof finite lengthandprecision.Finally,
in Sec.IV, we determinethe templatesof the different at-
tractors,comparethem,andrelatethemto the valuesof the
modulationfrequency.In particular,we showthat thesetem-
plateshave a nonzeroglobal torsion, and that this torsion
increasesby one full turn when the period of modulation
increasesby 2p/v r . This observationis in closeagreement
with the theoreticalstudiesof modulatednonlinearoscilla-
tors by Gilmore andMcCallum @10#.

II. THE EXPERIMENTAL SYSTEM

The experimentalsetupis a Fabry-Pe´rot lasercavity. The
activemedium, a 4 mlong silica fiber dopedwith 300 ppm
Nd31, is pumpedby a laserdiodeemittinga singlepolarized
modeat 810nm. Theoptogeometricalpropertiesof thefiber
make the laser transversallymonomodeat the operating
wavelengthl51.08 mm. However, the large cavity length
andthebroadinhomogeneousgainprofile ~100cm21) allow
some10 000longitudinalmodesto oscillatesimultaneously.
In addition,in theabsenceof polarizationselectiveelements
in the cavity, eachmodeis split into two eigenstatesof po-
larization dependingon the birefringenceof the fiber @15#.
On output,the two polarizationeigenstatesof the cavityare
separatedby a polarizing beamsplitter combinedwith an
half-waveplateto selectthe directionof analysis.In typical
operatingconditions, the low laser thresholdallows us to
reachpumpparameters~i.e., the ratio of the pumppowerto
its valueat threshold! up to 5 andto explorea wide rangeof
parameters.

Undermodulationof a controlparameter,this laserexhib-
its chaoticoscillations@16#, reachedvia perioddoublingcas-
cade or quasiperiodicity.In our experiment,we modulate
sinusoidally the pump parameter A(t)5A0(11mcosvt)
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aroundan averagevalue A052.7 with a rate m50.6. The
frequencyis chosenasa controlparameterandsweptfrom 0
to the relaxationfrequencyv r , which, under thesecondi-
tions, is about36 kHz. The bifurcation diagram,shown in
Fig. 1, displaysa sequenceof threechaoticwindows C1/4,
C1/3, and C1/2 locatedaroundv1/4'9 kHz, v1/3'12 kHz,
and v1/2''18 kHz, respectively.The notationshave been
chosento emphasizethe harmonicrelationbetweenthe cha-
otic frequenciesandv r

v r'2v1/2'3v1/3'4v1/4. ~1!

This bifurcationstructureis commonin nonlinearoscillators
~see,e.g., @10#! exceptthat, in the presentcase,we do not
observechaotic behavior around the relaxation frequency
v r .

To verify that, in spiteof the greatnumberof degreesof
freedom,thedynamicsis sufficientlylow dimensionalsothat
template analysis can be applied, we have performed
Lyapunov exponentestimatesfor regimesin the three re-
gions usingthe programDLIA by Briggs @17#. Table I dis-
plays the resultsobtainedfor three sampleregimes.While
thenumericalvaluesshouldbetakenwith caution,especially
for the negativeexponent~the regimesappearto be much
more dissipativethan indicatedby this analysis!, they defi-
nitely showthat thereis only oneunstabledirectionandthat
three-dimensionalvolumesarecontractedunderthe actionof
the flow. This meansthat most of the dynamicalvariables
relax so quickly that they areenslavedby a few numberof
collective variables which are confined to a three-
dimensionalmanifold.This motivatesthe topologicalanaly-
sis carriedout in the sequelof this paper,whoserelevance
will, furthermore,be confirmed by the consistencyof the
measuredtopologicalinvariants@18#.

III. TOPOLOGICAL ANALYSIS

As complex as it may appear,a strangeattractor is a
highly organizedgeometricalobject.In particular,it contains
aninfinite numberof unstableperiodicorbits~UPO!, densely
embeddedin it ~see,e.g., @14#!: the neighborhoodof any
point of the attractor,howeversmall it is, is visited by peri-
odic orbits. As it evolveson a strangeattractor,a typical
chaotic trajectory visits the neighborhoodof a number of
theseUPO, approachingthem along their stable direction
andleavingthemalongthe local unstabledirection,after an
interval of time whosedurationdependson how closely the
periodicorbit hasbeenapproached.

In low-dimensionalattractors,the crossingof the neigh-
borhoodof an UPO of relatively low period by a chaotic
trajectory shows itself clearly in the temporal signal as a
burstof almostperiodicbehavior.This allowsoneto extract
approximationsof periodicorbitsfrom experimentaltime se-
ries.Someexamplesof suchsequences,with a high signalto
noiseratio, canbe found, for instance,in Ref. @7#.

Unstableperiodicorbits have beenrecognizedasa major
tool to analyzechaoticsystems.Indeed,they providea hier-
archicalapproximationof a strangeattractor:low-periodor-
bits model the global structureof the attractor,while finer
detailscanbe resolvedusinghigh-periodorbits. Oneprom-
ising and powerful method basedon this approachis the

TABLE I. EstimatedLyapunovexponentsof sampleregimesin
C1/4 , C1/3 , andC1/2 regions,given in modulationfrequencyunits.
dL is the LyapunovdimensiondefinedasdL521ul1 /l3u accord-
ing to theKaplan-Yorkeconjecture@29# andis believedto estimate
the dimensionof the attractor.

Regime l1 l2 l3 dL

C1/4 0.37 20.06 20.57 2.6
C1/3 0.34 20.00 20.92 2.3
C1/2 0.52 20.03 20.66 2.7

FIG. 1. Experimentalbifurcationdiagramfor increasingmodu-
lation frequency.Note the localizationof the threechaoticregimes
aroundv r /4, v r /3, and v r /2.
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topological analysisproposedby Mindlin et al. @1#, which
proceedsasfollows.

Periodic orbits are associatedwith closedcurvesin the
phasespaceof the system.When this phasespaceis three
dimensional,these curves can be characterizedusing the
mathematicalframeworkof knot theory~see,e.g.,Ref. @19#!.
The latter associateswith a three-dimensionalclosedcurve
~or a setof suchcurves! topologicalnumberswhich are in-
variants with respect to isotopy, i.e., which remain un-
changedwhen the curve is continuouslydeformedwithout
intersectingitself.

The relevanceof theseinvariantsstemsfrom the deter-
ministic natureof chaotic behavior.Indeedthe uniqueness
theorem~see,e.g., Ref. @20#! implies that a periodic orbit
cannotintersectitself or anotherorbit without violating de-
terminismat the point of intersection.As a result,invariants
from knot theoryarewell definedandare insensitiveto de-
formationsinducedby modifying a control parameter.For
example,the relativeplacementof a pair (a,b) of unstable
periodicorbits canbe characterizedon its whole domainof
existencein parameterspaceby severaltopologicalquanti-
ties such as the linking number lk(a,b), which indicates
how manytimesa winds aroundb.

The keystoneof topological analysisis that any set of
periodic orbits embeddedin the attractoris associatedto a
set of orbits with identical topological invariantson a two-
dimensionalmanifold, called the template@21–23,1#. This
surfacecan be viewed as a knot holder on which all the
periodicorbits extractedfrom the attractorcanbe laid down
via a continuousdeformation without crossing.Thus the
templateprovidesa simple and completedescriptionof the
global topologicalorganizationof the flow.

In this section,we describethestepswe havefollowed to
extract UPO from experimentalsignals of the FL and to
computetheir topological invariants.The determinationof
the correspondingtemplateswill be presentedin Sec.IV.

To performa topologicalanalysis,a time seriesX(t) has
to be embeddedin a three-dimensionalphasespace,so that
knot theory can be applied.In Sec.III A, we first describe
the particular phasespacewe have used.Due to the rela-
tively complexnatureof the signalscomingfrom the FL, it
hasbeennecessaryto processthemusinganalogtechniques
— which we presentin Sec.III B — in orderto obtaina time
seriessuitable for topological analysis.Indeed,computing
the topological invariantsof the UPO detectedin the time
seriesrequiresan embeddingphasespacewhereorbits are
well separated.If two orbits are too close to eachother in
someregionof the attractor,the experimentalnoiseandthe
slight uncertaintyin their preciselocalization~we useorbits
approximatingthe true UPO! may result in unreliablemea-
surementsof their relativepositionsand,thus,of their link-
ing invariants. In Sec. III C, we briefly review the close-
return techniqueusedto extractthe unstableperiodicorbits
from the time series.Last, we classify the detectedorbits
using symbolic dynamicsand computetheir topological in-
variantsfor chaoticregimesinside the C1/4, C1/3, and C1/2
chaoticregionsin Sec.III D.

A. Embedding phasespace

As mentionedabove,topologicalanalysisrequiresthatthe
time seriesX(t) under study be embeddedin a 3D phase

space.In our experiments,we haveuseda phasespacewith

coordinates@X(t),Ẋ(t),f(t)#, wheref(t)5vt(mod2p) is
the phaseof the period-T modulation. This phasespace,
which is schematicallydisplayedin Fig. 2, is topologically
equivalentto a solid torus D23S1 (D2 being the unit disk
and S1 the unit circle!. This is a natural geometry for a
modulatedsystem,asa Poincare´ sectionof the attractorcan
be readily obtainedby meansof a stroboscopicsampling.
Moreover,this topologyrestrictsisotopymovesto a smaller
class,namely,regularisotopy,andallowsoneto makeuseof
morepowerful invariants,suchas the relative rotation rates
introducedby Solari and Gilmore @24,25#, which provide a
finer descriptionof the relativerotationof the UPO thanthe
linking number.

X(t) and its time derivativesare naturalvariablesto de-
scribea dynamicalsystem.Thereis, however,onemorerea-

sonfor choosingthe time derivativeẊ(t) as the secondco-
ordinate.Indeed,the topologicalstructureof a periodicorbit
a of periodTa canthenbe completelyanalyzedby plotting
its representative time series segment Xa(t), t
P@ t0 ,t01Ta# as a function of f5vt(mod2p) @7#. As il-
lustratedin Fig. 2, this plot canbeseenasa projectionof the

orbit onto the Ẋ50 cylinder alongthe Ẋ direction,andpre-
sentsthe orbit asa braid on n strands.Topologicalinforma-
tion is preservedprovided that we know at eachcrossing
which of the two strandspassesover the other in the 3D
space.This is, in fact, trivial sincethestrandwith thegreater
slopecorrespondsto the highervalueof Ẋ.

As a result,listing thesuccessivecrossingsasf increases
from 0 to 1 providesan algebraicdescriptionof the topo-
logical structureof the orbit, from which any topological
invariant can be readily computed.As a simple example,
computing the linking number of two orbits amountsto
counting the number of crossingsbetweenthe strandsof
thesetwo orbits in a X(f) plot ~seethe exampleof Fig. 2!.

FIG. 2. 3D differential embeddingphasespace.X(t) is a dy-
namicalvariableand f the modulationphase.The topologicalin-
formation ~containedin overcrossingsandundercrossings! is com-
pletely preservedin a plot of X vs f. For example, the two
crossingsin the latter reflectthe fact thateachorbit windsonetime
aroundthe other,which correspondsto a linking numberof 1.
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Clearly, evaluating this number requires that different
strandsbewell separated,particularlybecauseof the limited
resolutionof the eight-bit transientdigitizer usedin the ex-
periments.This is not necessarilysowhendirectly recording
a naturalvariableof thesystem,for example,the laserinten-
sity. In this case,thesignalhasto beprocessedusinganalog
techniquesbefore the topologicalanalysisof digitized data
canbe carriedout.

B. Signal processing

As Fig. 3~a! shows,theintensityI of a polarizationeigen-
stateis not a suitablevariable,becauseit almostcompletely
vanishesduring long periodsof time. In theseregionsof low
intensity,thedifferentorbitsareindiscernibleandwe cannot
determinewhethersomecrossingsoccur. As advocatedin
Ref. @26#, this problemcanbeovercomeby usinga logarith-
mic amplifier which delivers an output signal L(t)
5 ln(I(t)1I0). Let us note that this procedure,successfully
followed in previoustopologicalinvestigationsof themodu-
latedCO2 laser@7,8#, preservesthe topologicalinformation
sinceL(t) is a monotonicfunction of I (t).

As can be seenin Fig. 3~b!, this first step improvesthe
quality of the signalto someextentbut yet doesnot suffice.
Indeed,the resultingsignal L(t) displaysa strongperiodic
componentat frequency1/T which masksthe rest of the
dynamics: the signal remains confined to a narrow band
around this period-T oscillation. Fortunately, any
T-periodic transformationof the form L(t)→L(t)1 f „f(t)…
does not modify the relative positions of crossingsand,
hence,leavesisotopy invariantsunchanged.

Experimentally,onesimpleway to proceedis thusto sub-
tract a T-periodicsignalLT(t)5LT„f(t)… from L(t), where
LT(t) approximates theunwantedperiod-T oscillation. In
our experiments,we havechosenLT(t) to be

LT~ t !5
j1„f~ t !…1j2„f~ t !…

2
, ~2!

wherej1„f(t)… andj2„f(t)… are,respectively,thehigh and
low envelopesof L(t) computedfrom arecordof about1000
modulationperiods

j1~f0!@resp.j2~f0!#5max~resp.min!$L~ t !;f~ t !5f0%.

Figure 3~c! displaysthe LT correctioncorrespondingto the
signalof Fig. 3~b!.

This periodic signal is then generatedwith a program-
mablesynthesizerphaselockedon the modulation,andsub-
tractedfrom theoutputof thelogarithmicamplifier.Thefinal
signal, shown in Fig. 3~d!, clearly displaysthe topological
information and providesa suitabledynamicalvariable. In
the following, the time seriesX(t) will, thus,alwaysdesig-
natethe dynamicalvariable

X~ t !5L~ t !2LT„f~ t !… ~3!

andtheembedding3D phasespacewill be theD23S1 torus

@X(t),Ẋ(t),f(t)#.

C. Detection of the unstable periodic orbits

Theextractionof periodicorbitsembeddedin theattractor
is carriedout by applying to time seriesof X(t) the close-
returntechniqueproposedin Ref. @2#. The latterproceedsby
looking for time seriessegments$X(t);tP@ t0 ,t01pT#% sat-
isfying

uX~ t1pT!2X~ t !u,« for t0,t,t01pT. ~4!

Such a sequenceindicates that the trajectory in phase
spaceis shadowinga period-pT orbit andcanbe usedasan
approximationof this orbit, asbetteras« is smaller.

In our experiments,with a signal to noise ratio in the
orderof 1%, we havechosen« to be 5% of the maximum
amplitudeof X(t) andhavenarrowedthe searchto orbits of
periodpT up to p510.

Due to ergodicity, an infinitely long chaotic trajectory
passesarbitrarycloseto any UPO. On the contrary,a finite
experimentaltime seriescan only approacha finite number
of periodic orbits. Furthermore,the presenceof noise will
preventhigher-periodorbits to beshadowedovera sufficient
intervalof time.Therefore,only a relativelysmallnumberof
orbits can, in practice,be extracted,exceptwhen the signal
to noise ratio is high. For eachattractorwe haverecorded
signalsover10 000modulationperiods,which typically con-
tainedsomehundredalmostperiodicsequences,correspond-
ing to abouttendistinctUPOfor theC1/4 andC1/3 regions.In
the C1/2 region,we haveobservedthe chaoticregimesto be
much lessdissipativethan in the two former ones.This ad-
verselyaffectsthedetectionof theUPOfor two reasons:the
time neededbefore entering the neighborhoodof a given
UPO is significantly increased,andthe influenceof noiseis
strengthened.This explainswhy the resultswe presentfor
this part of the parameterspaceareobtainedfrom a smaller
numberof periodicorbits thanfor theC1/4 andC1/3 regimes.
We are currently trying to design an alternatedetection
methodto overcomethis limitation.

FIG. 3. Enhancementof the topologicalinformationof the sig-
nal by analogprocessing.~a! A polarizationeigenstateintensity: I.
~b! Logarithmic amplificationof this signal: L5 ln(I). ~c! The un-
wantedperiod-T oscillationLT . ~d! The final signalX5L2LT .
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D. Spectrum of periodic orbits and computation
of the topological invariants

Template analysis is significantly easier when the ex-
tractedperiodic orbits can be classifiedusing symbolic dy-
namics.Symbolic dynamicsis a powerful approachof cha-
otic behavior and proceeds by representing a chaotic
trajectoryasa sequenceof symbolswhile retainingmostof
the dynamicalinformation.Most topological investigations,
sofar, have beencarriedout in caseswheresymboliccoding
couldbeobtainedby meansof 1D first returnmaps@2,5–7#,
with the exceptionof Ref. @8#.

For eachregime of the FL, the 1D first return diagram
(Xn ,Xn11), where the Xn5X(t01nT) are obtainedby a
stroboscopicsampling,is well approximatedby a unimodal
mapof an interval onto itself: Xn115P(Xn), ascanbe seen
in Fig. 4. The theoryof symbolicdynamicsfor suchmapsis
well established~see,e.g., Ref. @27#! and thus can be used
hereto encodeperiodicorbits.

A unimodalmaphasa singlecritical point Xc which sepa-
rates the regions with positive and negativeslope. A pT
orbit, identified by p samples X15X(t1), X25X(t1
1T), . . . , Xp5X(t11(p21)T), is encodedby a binary

string s1s2 . . . sp, where si5x ~respectively, y) when
Xi,Xc ~respectively,Xi.Xc). As an example,the period-

3T orbit yxx5yx2 of a C1/4 regime, the period-5T
yxxyy5yx2y25x2y3 of a C1/3 regime,and the period-2T
xy of the C1/2 regimearedisplayedin Figs. 4~a!–4~c!. The
relevanceof this symbolicencodingwill fully appearin Sec.
IV.

Oncethe periodic orbits have beenextractedand classi-
fied accordingto symbolic dynamics,one can proceedto
computetheir topologicalinvariants.For eachperiodicorbit,
we havecomputedits self-linking numberand self-relative
rotation rates,while pairs of orbits have beencharacterized
by their linking numberandrelativerotationrates.Notethat,
with theexceptionof thelinking number,theseinvariantsare
availablethanksto the toroidal topologyof the phasespace.

~Self-!linking numbersaredeterminedby countingcross-
ingsin X(f) plotsasdescribedin Sec.III A: theself-linking
~respectively,linking! number is simply the sum ~respec-
tively, half-sum! of thenumberof crossingsof theorbit with
itself ~respectively,the otherorbit!.

As for therelativerotationrates,let usbriefly recall thata
period-pT orbit a anda period-qT orbit b canbecharacter-
ized by p3q relative rotation rates $Rij (a,b);
i 51, . . . ,p and j 51, . . . ,q%. If the intersectionsof a and
b with a Poincare´ section are labeled X1

a , . . . ,Xp
a and

X1
b , . . . ,Xq

b , the Ri j relative rotation rate is definedas the

FIG. 4. Two-dimensionalprojectionsof at-
tractors~on the left! andtheir correspondingfirst
returndiagram(Xn11 ,Xn), whereXn is the stro-
boscopically sampled variable Xn5X(f0

12np). ~a! RegimeC1/4 . ~b! RegimeC1/3 . ~c!

RegimeC1/2 . Note that thesereturndiagramsare
well approximatedby a unimodalmap, and can
be usedto perform a symbolic encodingof the
orbits. On diagram ~a! is plotted the xxy5x2y
period-3T orbit, on ~b! the x2y3 period-5T orbit,
andon ~c! the xy period-2T orbit.
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numberof times trajectoriesstartingfrom Xi
a and X j

b wind
aroundeachother until both return simultaneouslyto their
initial condition,divided by the numberof elapsedperiods.
Self-relative rotation rates are similarly defined for single
orbitswith theconventionthatRi i (a,a)50. Thereadermay
find a moredetailedexpositionin Refs.@24,25,5,28#. In prac-
tice their determinationamountsto evaluatingpartial sums
of crossings.

Insideeachof the C1/4, C1/3, andC1/2 regionsof param-
eterspace,we haveanalyzedseveralchaoticregimes,andwe
presentbelow the spectraof orbits andthe measuredinvari-
antsfor threesampleregimes.TableII collectsthesymbolic
sequencesand ~self-!relative rotation rates for the one lo-
catedin theC1/4 region.TableIII displaysthecorresponding

linking numbers,which are computed from the relation
@24,25,28#

lk~a,b !5(
i 51

p

(
j 51

q

Ri j ~a,b !. ~5!

The self-linking numberof an orbit a is simply given by
slk(a)5 lk(a,a). TablesIV andV containthelinking num-
bersfor the regimeslocatedinsidetheC1/3 andC1/2 regions.

A variationof a control parametermodifiesthe spectrum
of orbits. This explainswhy no period 3T orbit appearsin
TableIV: thecorrespondingchaoticregimeis locatedbefore
the 3T periodic window, in contrast with the two other

TABLE II. Relativerotationratesof UPOextractedfrom theC1/4 regime.Theexponentsindicatetherelativeweightof thegivenvalues.
For example,the pair (5Tb,5Tc) is characterizedby 535525 rotation rates,of which 155335 ~respectively,105235) take the value
17/5 ~respectively,16/5). Blank entriescorrespondto measurementswhoseexactvaluecould not be ascertained.

Orbits T 2T 3Ta 3Tb 4T 5Ta 5Tb 5Tc

T5y 0

2T5xy 7
2 0,7

2

3Ta5xy2 10
3

10
3 0,(10

3 )2

3Tb5x2y 10
3

10
3

10
3 0,(10

3 )2

4T5xy3 7
2

13
4 , 7

2
10
3

10
3 0,13

4 ,( 7
2)

2

5Ta5x2y3 17
5

33
10

49
15

10
3

67
20 0,(16

5 )2,( 17
5 )2

5Tb5x2yxy 17
5

10
3

67
20 0,(16

5 )2,( 17
5 )2

5Tc5xyxy2 17
5

17
5

10
3 ( 16

5 )2,( 17
5 )3 ( 16

5 )2,( 17
5 )3 0,(17

5 )4

6Ta5x2y2xy 10
3

10
3

19
6 ,( 10

3 )2 10
3

10
3

33
10

33
10

10
3

6Tb5x2y4 10
3

10
3

19
6 ,( 10

3 )2 10
3

10
3

33
10

33
10

10
3

6Tc5x2yxy2 10
3

10
3

10
3

10
3

33
10

8T5x2y3x2y 27
8

13
4 , 27

8

6Ta 6Tb 6Tc 8T

6Ta5x2y2xy 0,19
6 ,( 10

3 )4

6Tb5x2y4 0,19
6 ,( 10

3 )4

6Tc5x2yxy2 19
6 ,( 10

3 )5 0,19
6 ,( 10

3 )4

8T5x2y3x2y 0,(27
8 )3,( 13

4 )4

TABLE III. Linking andself-linking numbersof the UPO extractedfrom the C1/4 regime.For example,
lk(2T,4T)543

13
4 143

7
2527.

Orbits T 2T 3Ta 3Tb 4T 5Ta 5Tb 5Tc 6Ta 6Tb 6Tc 8T

T5y 0
2T5yx 7 7
3Ta5x2y 10 20 20
3Tb5xy2 10 20 30 20
4T5xy3 14 27 40 40 41
5Ta5x2y3 17 33 49 50 67 66
5Tb5x2yxy 17 50 67 66
5Tc5y2xyx 17 34 50 83 83 68
6Ta5x2y2xy 20 40 59 60 80 99 99 100 99
6Tb5x2y4 20 40 59 60 80 99 99 100 99
6Tc5x2yxy2 20 40 60 80 99 119 99
8T5x2y3x2y 27 53 185
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sampleregimes.We haveobservedthat inside a single re-
gion C1/n , topological invariants dependon symbolic se-
quencesonly. For example,we havefound lk(y,xy)57 for
anyC1/4-typeregime.Sincethelinking numberof two orbits
doesnot dependon controlparametersin their wholedomain
of existence,this givesstrongevidencethata givenperiodic
orbit is associatedto one andonly one symbolic sequence
throughouta chaoticregionC1/n .

On the contrary, two orbits with the samesymbolic se-
quence,but which belongto two different C1/n regions,ap-
pearto bedifferent,asshownby their topologicalproperties.
For example,we have found that lk(y,xy)57 in the C1/4
regionbut lk(y,xy)55 ~respectively,3! in the C1/3 ~respec-
tively, C1/2) one.As we will seein Sec.IV, this discrepancy
is explainedby thefact thattheseregionscorrespondto three
different templates,andthusto threedifferent typesof topo-
logical organization.

IV. DETERMINATION OF THE TEMPLATES

As we haveseenin theprecedingsection,thefirst stageof
topologicalanalysisyields tablescollectingthe invariantsof
orbits andpairsof orbits, from which the global structureof
the flow is hardto discern.

To gain more insight into this structure,the organization
of theknottedorbitscanbemodeledby meansof a branched
2D manifold, the template. The mathematicaldefinition of a
template~a.k.a.‘‘knot holder’’! hasbeenintroducedby Bir-
manandWilliams @21#. They haveprovedthat the periodic
orbits of a three-dimensionalhyperbolic flow exhibiting
chaosarein one-to-onecorrespondencewith thoseof a semi-
flow definedon the template.The latter is obtainedby col-

lapsingtheinvariantsetof the3D flow alongits stablemani-
fold, i.e., by identifying points whose imagesconvergeto
eachotherastime goesto infinity. As, for obviousreasons,a
periodicorbit intersectsneitherits stablemanifold nor those
of other periodic orbits, the topologicalorganizationis pre-
servedin the process.

Strangeattractorsaregenerallynot hyperbolic.In particu-
lar, periodic orbits can be createdor destroyedas a control
parameteris varied. However, existing periodic orbits are
linked as in the hyperboliclimit, sincetheir topological in-
variantsdo not dependon controlparameters,andcanbeput
in correspondencewith someperiodic orbits of the hyper-
bolic template.Thus,for experimentalsystems,the template
is still a relevantconceptbut differ from the mathematical
definitionby thefact thatnot all its periodicorbitsdo havea
counterpartin the attractor.

One of the most simple chaotic topologicalstructuresis
theonedescribedby thehorseshoetemplate,namedafter the
Smale’shorseshoe,a celebratedparadigmof a chaoticdy-
namical system~see,e.g., Ref. @28#!. Figure 5 shows the
horseshoetemplateholding a 3T orbit. It is essentiallydi-
vided into two parts. The most important one models the
folding and stretchingprocessesorganizingthe strangeat-
tractor. At its beginning, the surface splits into several
branches~two in the presentcase!. Each branch may be
twisted by an integer number of half turns and/or wind
around the other branches.All branchesthen rejoin each
otheralonga commonline ~the branchline! wherethey are

TABLE IV. Linking andself-linking numbersof the UPO extractedfrom the C1/3 regime.

Orbits T 2T 4T 5Ta 5Tb 6Ta 6Tb 7Ta 7Tb 7Tc 9Ta 9Tb

T5y 0
2T5xy 5 5
4T5xy3 10 19 29
5Ta5xy4 12 24 48 48
5Tb5xyxy2 12 24 48 60 48
6Ta5xy5 15 29 72 72 73
6Tb5xyxy3 15 29 58 72 72 73
7Ta5xyxyxy2 17 33 67 84 83 101 100 100
7Tb5xy6 17 34 68 84 84 102 118 102
7Tc5xyxy4 17 34 68 84 84 102 102
9Ta5xy2xyxy3 22 43 86 108 130 151 172
9Tb5xyxyxy4 22 43 87 174

TABLE V. Linking andself-linking numbersof UPO extracted
from the C1/2 regime.

Orbits T 2T 3T 4T 10T

T5x 0
2T5xy 3 3
3T5x2y 4 8 8
4T5x2y2 5 10 15 15
10T5xy2x2y2x2y 13 FIG. 5. Thehorseshoetemplateholdingthex2y period-3T orbit.

Its algebraicrepresentationis given by the matricesin Eqs.~8!.
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superimposedin a certainorder.The remainingpart merely
connectsthe branchline with the one wherebranchessplit
off. It may displayoneor morefull twists,whosenumberis
calledthe global torsionof the template.

The horseshoetemplateis of particular interestnot only
becauseof its simplicity but alsobecauseit is the only one
that hasbeen,so far, clearly observedin experimentalsys-
tems.It hasbeenidentifiedin optical systems,suchasCO2
laserswith modulatedlosses@7,8# or with a saturableab-
sorber@6#, a NMR laserlikeoscillator@5#, andotherdynami-
cal systemssuchas the Belousov-Zhabotinskiichemicalre-
action @2#, an electrochemicalreaction @3#, or a vibrating
string @4#.

To relateexperimentallymeasuredinvariantsto thestruc-
ture of the template,an algebraicdescriptionof the latter is
needed.As proposedby Mindlin et al. @1,2#, this can be
achievedby definingtwo matrices,then3n templatematrix
T andthe13n insertionmatrix I, wheren is thenumberof
branchesof the template.

As we will seebelow, the topologicalorganizationof the
chaoticregimesdescribedin previoussections,corresponds
to templateswith two branches,andwe thereforelimit our-
selvesin the sequelto the n52 case.Let us label the two
branchesx and y. We recall that eachperiodicorbit on the
templatecan be given a uniquesymbolic name~which we
write overlined! by listing thesymbolsof thebranchesthat it
successivelyvisits.For example,thex2y3 orbitsvisits branch
x twice, thenbranchy thrice beforereturningto its starting
point. In particular, there are two period-1 orbits x̄ and ȳ
associatedto the two branchesof the template.

The templatematrix is written out as

T5S tx 2l

2l t y
D , ~6!

where tx ~respectively,ty) is the local torsion, in units of
p, of the x̄ ~respectively,ȳ) orbit, and thus the numberof
half-twists of the associatedbranch,and l 5 lk( x̄,ȳ) is the
linking numberof the x̄ and ȳ orbits.

The insertionmatrix I reads

I5~0 m!, ~7!

where m51 ~respectively,21) if the y branch is above
~respectively,below! the x branchon the branchline.

For example,thehorseshoestructurewith zeroglobal tor-
sion of Fig. 5 is describedby the two following matrices:

Ths5S 0 0

0 1D , ~8a!

Ihs5~0 1!. ~8b!

The four numberstx , ty , l , and m completelydescribe
the structureof a two-branchtemplate.As a result,the link-
ing numberof two periodic orbits with given symbolic se-
quences,as well as their self-linking numbers,can be ex-
pressedas functions of these numbers using techniques
similar to thosepresentedin Ref. @28#. In fact, theseformulas
are almost nearly linear, except for the presenceof terms

involving o(tx,y), where o(t) indicatesthe parity of tPZ:
o(t)51 ~respectively,0) if t is odd ~respectively,even!.

Determiningthe templatestructurefrom the experimen-
tally measuredinvariantsthus amountsto equatingthe for-
mulasyielding the invariantsof someextractedorbits with
themeasuredvalues,andthensolvingfor thefour unknowns
tx , ty , l , andm. Fourequationsshould,in principle,suffice.
However,dueto the presenceof the o(tx,y) terms,the com-
putationis usuallysimplerwhenusinga few moreequations.
As an example,we now determinethe topologicalstructure
of theC1/4 sampleregimefrom the following five equations:

slk~xy!52l 1m57, ~9a!

lk~ ȳ,xy!5 l 1 1
2 @ ty1o~ ty!m#57, ~9b!

lk~ ȳ,xyy!5 l 1ty510, ~9c!

lk~ ȳ,xyyy!5 l 1 1
2 @3ty1o~ ty!m#514, ~9d!

lk~xy,xxy!53l 1m1tx1 1
2 @ ty1o~ ty!m#520. ~9e!

CombiningEqs.~9b! and ~9d! yields

ty5 lk~ ȳ,xyyy!2 lk~ ȳ,xy!57. ~10!

Substitutingthis valueof ty in Eq. ~9c! readily gives

l 5102ty53. ~11!

Equation~9a! thenindicatesthat

m5722l 51, ~12!

and,finally, Eq. ~9e! yields the last unknown

tx52023l 2m2 1
2 @ ty1o~ ty!m#56. ~13!

The templateandinsertionmatricesarethusequalto

I5~0 1!, ~14b!

In Eq. ~14a!, the decompositionof T showsthat the cor-
respondingtemplatehasa horseshoelikestructurewith a glo-
bal torsionof 3. Indeed,asillustratedby Fig. 6, eachelement
of a templatematrix is increasedby two whenonefull turn is
addedto the global torsion.

Note that we have found tx and ty to be evenand odd,
respectively.This could have beenexpected,as x and y,
respectively,correspondto the branchesof positive and
negativeslopeof the 1D first return map.Hence,we could
haveslightly simplifiedthecalculationby assumingfrom the
beginningthat o(tx)50 ando(ty)51. However,we wanted
to stressthat this pieceof informationis not strictly required.

As the readermay havenoticed,we haveusedfewer to-
pological invariantsthan have beenmeasured.The remain-
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ing onescan,thus,be usedto validatethe templateby veri-
fying that they are correctly predicted by the solution
displayedin Eqs.~14!. As an example,

lk~xyxy2,x2y2xy!515l 13tx1 9
2 ty

1m$ 62o~ ty!@
1
2 1o~ tx!# %. ~15!

It can be easily checkedthat the experimentallymeasured
valueof 100 is obtainedby substitutingin Eq. ~15! the val-
uesof tx , ty , l , andm givenby Eqs.~14!. In thesameway,
we haveverifiedthatall theunambiguousinvariantslisted in
TablesII and III were correctly predictedby the template
given in Eqs.~14!.

The sameprocedurehasbeencarriedout for the chaotic
attractorsof the C1/3 and C1/2 windows and revealshorse-
shoetemplateswith global torsionsof 2 and1, respectively,
@seeFigs. 7~b! and7~c!#

T1/35S 4 4

4 5D 5S 0 0

0 1D 123S 2 2

2 2D , ~16a!

I1/35~0 1! ~16b!

and

T1/25S 2 2

2 3D 5S 0 0

0 1D 113S 2 2

2 2D , ~17a!

I1/25~0 1!. ~17b!

It shouldbenotedthat for T1/2, dueto thelimited number
of invariants,anothertemplate,with ty54 insteadof 3, is
compatible with the measuredtopological invariants. We
have,however,discardedthis solution as ~i! it doesnot re-
producetheknownparitiesof the two branches,~ii ! a differ-
enceof two betweenthe torsionsof the two branchesseems
incompatiblewith the existenceof a continuousflow.

It thus appearsthat chaotic regimeslocated inside the
three chaotic regions C1/2, C1/3, and C1/4 experiencethe
samestretchingand folding mechanismsas thosedescribed
by Smale’s horseshoe,but that they can be distinguished
accordingto the global torsionof the template.The latter is
closelyconnectedto the ratio of the control parameterv to
thelinearresonance frequencyv r , as expectedfrom thethe-
oreticalstudieson nonlinearoscillatorsby Gilmore andMc-
Callum @10#. Thereadermayverify that theexistenceof this
global torsion is visible in Fig. 4 where global twists of,
respectively,three,two, and onefull turnscaneasilybeseen.

V. CONCLUSION

We haveanalyzedthe topologicalstructureof chaoticat-
tractorsof a pump-modulatedNd-dopedfiber laserfor vari-
ous valuesof the modulationfrequency.Under the experi-
mental conditions investigated,these chaotic regimes are
found in islands C1/n located around the subharmonics
v r /n (n52,3,4) of the relaxationfrequencyv r .

Our main resultis that the topologicalorganizationof the
regimesfound inside the C1/n region is not describedby a
simplehorseshoetemplate,but by a horseshoewith a global
torsionug of n21 in 2p units.This relationagreeswith the
theoreticalstudyof the topologyof nonlineardriven oscilla-
tors carriedout by Gilmore andMcCallum @10#, andshould
accordinglyhold in otherexperimentaldrivensystemsexhib-
iting chaosat subharmonicresonances.However,thepresent
work provides,to our bestknowledge,the first experimental
illustration of this phenomenon,as well as the first experi-
mental characterizationof a systemyielding different tem-
platesfor differentregionsof theparameterspace,in particu-
lar, templateswith a nonzeroglobal torsion.

Let us concludeby noting that more complex templates
thanthosereportedhereshouldbe found in otherregionsof
parameterspace.In thepresentstudy,indeed,thesuccessive
resonancetonguesC1/n areseparatedby stableperiod-T be-
havior. When leaving the C1/n domain, all periodic orbits
embeddedin thestrangeattractormustbeannihilatedbefore
the C1/(n11) region is reached,becausetheir invariantsare

FIG. 6. Illustration of global torsion.Cutting the left ribbon in
themiddleyields the two ribbonson the right. It is easilyseenthat
the contribution of the latter to the templatematrix elementstx ,
ty , and2l is equalto two.

FIG. 7. Evolutionof thetemplatewith thecontrolparameter.~a!

C1/4 ~b! C1/3 ~c! C1/2 .
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incompatiblewith the new topological organization.How-
ever, it is well known that resonancetonguesmay overlap
whenthemodulationamplitudeis sufficiently increased~see,
e.g., @10#!. In this case,someUPO of the C1/n domaincan
coexist in the sameattractorwith UPO of the C1/(n11) re-
gion. As noneof theabove-mentionedtemplatescansupport
simultaneouslyboth typesof orbits, this calls for the exis-
tence of more complex templates with more than two
branches.The hopeof observingsucha templatecertainly

motivatesfurther experimentalinvestigationsof the fiber la-
serandof othermodulatedclass-B lasers.
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We showthat the Eckhausinstability inducedby spatialnonuniformities,observedin hydrodynamics,can
alsodestabilizeoptical systems.On the exampleof a one-dimensionalparametricsystem~a modulatedmul-
timodelaser!, we shownumericallythat thenonuniformitiesselecta wavenumberoutsidetheEckhaus-stable
band, leading to periodic or irregular phaseslips. The instability is confirmedexperimentallyby using a
modulatedfiber laser.

DOI: 10.1103/PhysRevA.64.061801 PACS number~s!: 42.65.Sf, 05.45.Jn,47.54.1r

In hydrodynamics,slow spatial dependencesof control
parametersareknown to induceinstabilitiesin systemsthat
would otherwisedisplaystationarypatterns~the Rieckeand
Paapinstability @1#!. Sincethe mechanismis conjecturedto
be general,the possibleoccurrenceof this instability in the
contextof optical patternformationappearsasan important
question.Indeed,real-life opticsexperimentsnecessarilyin-
volve such slow nonuniformities,in particular through the
useof Gaussianpumps,mirrorswith finite curvatureradii, or
spectroscopicline shapes.

The possibility of this instability is generallyoverlooked
in numericaland theoreticalworks, that usuallyconcentrate
on the basicmechanismsof patternformation @2#, or other
consequencesof nonuniformities@3#. The questionis also
surprisingly overlookedexperimentallymainly becauseof
the lack of a suitabletheoreticalframeworkfor theseoptical
systems.Indeed,thecomplexityof thesecondaryinstabilities
togetherwith the two-dimensionalcharacterof the patterns
hidea clearidentificationof possiblenonuniformity-induced
instabilities @4#, directly from experiments. More
importantly—andin oppositionto hydrodynamics@1#—it is
generallynot possibleto removethenonuniformitiesin order
to comparethe systemwith andwithout nonuniformities.

In this paper, we showhow theRieckeandPaapinstabil-
ity appearsin the modelof an optical systemwhenthe slow
spatial variations of the control parametersare taken into
account. We consider the physical model of a one-
dimensionalparametricsystem~a modulatedfiber laser! dis-
playing stationarywavesafter a primary instability @5#. In a
first step we show numerically, using this model, that the
predictionsmadeunderuniform assumptionare in qualita-
tive contradictionwith therealsituationincludingnonunifor-
mities. Then, we identify numerically the signatureof the
instability. Finally, we will seethat this instability explains
the regimesobservedexperimentallyin a large rangeof pa-
rametersin a modulatedfiber laser.

Let usrecall thattheRieckeandPaapinstability is closely
relatedto the problemof wave-numberselectionconsidered
in particularby Kramer et al. @6# and Pomeauand Zaleski
@7#. In a uniform and infinite mediumdevelopingstationary
periodicpatterns,thewavenumbercanbe locatedanywhere
inside a finite band ~see,e.g., @8#!. However, if a control
parameterslowly variesin spacefrom a subcriticalvalueto a
supercriticalone~i.e., from below to abovethe thresholdfor

patternformation!, the allowed bandof wave numberscol-
lapsesto a singlevalue@7# thatdependson thedetailsof the
ramp.As a spectacularconsequence,RieckeandPaapfound
that the wave numberselectedby the nonuniformitiescan
fall outsidethe Eckhaus-stabledomain@1#. The resultingin-
stability leadsto recurrent‘‘phase-slips,’’ i.e., thedestruction
or creationof cells in the stationarywavestructure,that can
occureitherperiodicallyor chaotically@9,10#.

Beforeconsideringwave-numberselectionin our system,
we will first describethe physicalmodeland its main prop-
erties. We show that an instability occurs in the realistic
model ~with nonuniformities!, that hasno counterpartin an
‘‘ideal’’ uniform system.Then,we give quantitativeevidence
that the mechanismis the Eckhausinstability induced by
nonuniformities@1# by comparingthe wavenumberselected
in the realisticsystemwith the Eckhauslimit of the uniform
model.We will seein particularthatvery small variationsof
the wavenumber—toosmall to be measuredexperimentally
in our system—areresponsiblefor the occurrenceof the
phaseslips. Finally, we describethe regimesobservedex-
perimentally in a fiber laser. We show that the instability
occursin a large parameterdomain,and is consistentwith
numericalpredictionsconcerningtheregimes’natureandpa-
rameterthresholds.

We consideran inhomogeneouslybroadenedclassB laser
@11# with many longitudinal modes.Although the present
systemseemsa priori unusual@12#, it i s formally similar to
othervery classicalpropagationmediadisplayingparametric
waves.It is known to behaveas a chain of locally coupled
oscillators,eachassociatedwith onelongitudinalmode@12#.
The relevant‘‘space’’ is thus the modeindex j ~or, equiva-
lently, the wavelength!, and the information that propagates
from modeto modeis the deviationof the modeintensities
from their steady-statevalues. Patternsare obtained by
modulatingthe pumppower. At a thresholdmodulationam-
plitude, the trivial solutiondestabilizesthrougha parametric
instability similar to the Faradayinstability in hydrodynam-
ics @13#. This is predictedto leadto a stationarywaveinside
the laserspectrum@5#.

Thefollowing modelis knownto reproducequantitatively
all experimentallyobservedregimes,aswell as the bifurca-
tion points.Thelaseris describedby a setof modeintensities
sj (t) and a continuousset of populationinversionsd(j,t)
@11,5#:
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ṡj52sj1~sj1a!E
2`

1`

b~j j2j !d~j !dj, ~1a!

ḋ5gFg~j !A~ t !2H 11(
l

b~j2j l !sl J dG . ~1b!

The relevant spatial variable j is the optical wavelength
~relative to the line center!, expressedin units of the homo-
geneouswidth D. The j j are the mode wavelengths.The
time t is expressedin units of the cavity lifetime tc . The
parametersusedbelow are motivatedby the typical experi-
mental values.g51.2431023 is the populationrelaxation
rate in units of 1/tc . b(j)5(1/p)/@11j2# is a Lorentzian
of half-width 1 ~i.e., thehomogeneouswidth!. Thanksto the
finite-rangecouplingprovidedby b, this systemappearsasa
chainof locally coupledoscillators@12#. A(t) is the instan-
taneouspumping rate; under pump modulation, it reads
A(t)5A(11m cosvmt). We usethe experimentalvaluesA
52.45 and m50.18.The modulationfrequencyvm is cho-
sen near the resonance frequencyof the system v r

that is approximately equal to Ag(A21) @here v r

'0.95Ag(A21)#; a5231023 is the spontaneousemission
coefficient. The nonuniformity is built into the selective
pumpingg(j), that we chooseGaussianin the first part of
the numericalstudy:

g~j !5expS 2
1

2
r2j2D . ~2!

Thewidth 1/r is typically of theorderof 40,andis estimated
from a fit of theemissionspectrum@approximativelyequalto
Ag(j)21# on experimentaldata~an examplewill be illus-
tratedin Fig. 4!.

Equations~1! are integratedwith periodicboundarycon-
ditions, using a pseudospectralmethod, and becausethe

modespacingis small comparedto the homogeneouswidth
(j j 112j j'531024!1), we approximatethe discretesum
by an integral @5#.

The visualizationof the regimesis obtainedafter the fol-
lowing processing.The data typically consistof a periodic
componentat half themodulationfrequencyvm , modulated
by a slowertemporalevolution,namely, X(j,t)cosvmt/2. We
thereforeextractthe relevantslow amplitudeX(j,t) usinga
classicaldemodulation~multiplicationby cosvmt/2 andlow-
passfiltering!.

In a first step,we performthe numericalintegrationwith
nonuniformitiesfixed at a realistic level (1/r540). The sta-
tionary wavepredictedby the uniform theory@5# @Fig. 1~a!#
is observedat frequenciesnearor muchgreaterthanv r , but
neverat lower frequencies~for vm smallerthana threshold
valueof theorderof v r). Whenwe decreasethemodulation
frequencyfrom vm'v r , the initially stationarywavestruc-
ture @Fig. 1~a!# undergoesan instability characterizedby an-
nihilationsof cellsnearthecenter~phaseslips!, andrecurrent
creationsnear the edges.This appearsin a space-timedia-
gram @Fig. 1~b!# asspatiotemporaldislocations.

At this point, one should,however, not concludeon the
instability type on the basisof the regimesappearance,be-
causedifferentmechanismscanbea priori involved.Similar
defectsare observedin nonuniformity-inducedinstabilities
such as in Taylor-Couette experiments@14,15#. However,
pictorially similar behaviorsare also observedfor topologi-
cal defectsof wavepatternsthat do not requirespatialnon-
uniformities@16#, andarebasedon bistability betweencoun-
terpropagatingwaves.Therefore,additionaltestsareneeded
to concludewhetherwe are in the presenceof the Eckhaus
instability inducedby nonuniformities.

First we havegraduallydecreasedr toward zero, trans-
forming continuouslythe realisticsysteminto a uniform one
with periodic boundaryconditions.The phase-slipsregimes
are found to systematicallydisappear, and becomesimple
stationary waves. We, therefore, conclude that the phase
slips,andthe defectlikestructuresareinducedby the spatial
variationsof the control parameters.

Then,in order to quantitativelytestwhetherthe underly-
ing scenariois theEckhausinstability inducedby nonunifor-
mities, we will proceedas in the works on Taylor vortex
flows @14#. We will verify that,at the transitionto thephase-
slips regime,the wave numberselectedat the centerof the
patternreachesthe Eckhausboundaryof the associateduni-
form system.The marginal and Eckhauscurvesof the uni-
form model are obtainedstraightforwardlysincethe ampli-
tudeequationsfor the involvedwavescanbeextractedfrom
the initial model~1! with g51. At first orderthe solutionis
of the form s(j,t)/(A21)5114i e@L exp@i(vm/21k0j)#
1R exp@i(vm/22k0j)#1Ueivmt# ~see @5# for details!, with
vm/25Ag(A21)e2uk0(vm)u. The amplitudeequationsread

Ru2
1

2
Rz52R1UL* , ~3a!

Lu1
1

2
Lz52L1UR* , ~3b!

FIG. 1. Transitionobservedwith thephysicalmodel~1! includ-
ing nonuniformities.~a! vm50.97Ag(A21) : stationarywave,~b!

vm50.887Ag(A21) : periodicphaseslips.Notethatintegrationof
the model ~1! without nonuniformitiesandwith periodicboundary
conditions leads to a stationarywave solution in all cases.The
subharmoniccomponentis represented~seetext! with a grayscale,
white correspondingto high intensities.Tm is the modulationpe-
riod.

RAPID COMMUNICA TIONS

PLUMECOQ,SZWAJ, DEROZIER,LEFRANC,AND BIELAWSKI PHYSICAL REVIEW A 64 061801~R!

061801-2



ECKHAUS INSTABILITY INDUCED BY NONUNIFORMITIES IN A LASER 309

Uu1 iHU z52~11 is1!U22RL2d2 . ~3c!

R, L, and U dependon the slow time and spacevariables
u5et andz5ej, wheree5G r /v r!1 andG r is the damp-
ing associatedwith v r @17#; s15(vm /v r21)/e and m
516e2(A21)/Ad2. This is similar to Ref. @5#, exceptthat
we do not neglectherethe first-orderterm of the expansion
of the integral coupling for U. H denotesthe Hilbert trans-
form: HUz(z)5(1/p)*2`

1`(z2z8)21Uz(z8)dz8.
The main results are summarizedin Fig. 2. For each

modulation frequency vm , we have plotted the selected
wave numberks @computedfrom the physical model with
nonuniformities~1!#, andcomparedit to the stability curves
of the associateduniform system@obtainedfrom Eq. ~3!#.
When vm is decreasedfrom high values,we first reachthe
threshold for stationary wave formation, where only one
wave numberks'k0 is selected.When vm is further de-
creased,ks(vm) clearly deviatesfrom the most unstable
wavenumberk0(vm) of the uniform system,andeventually
reachesthe upper Eckhausboundary curve. Beyond this
point, thestationarywaveno longerexistsandis replacedby
the time-dependentregimes describedbefore @Fig. 1~b!#.
This scenario is a clear signature of the nonuniformity-
inducedEckhausinstability @1#. Note that the relativevaria-
tion of ks andk0 arevery small ~of the orderof e). Though
crucial for the systemstability, they are not experimentally
measurable.

It is knownfrom thehydrodynamicalcontext@9# that this
instability canleadto chaos,dependingon thepreciseshape
of the nonuniformities ~although no general rules are
known!. In consequencewe haveexamineddifferentshapes
for g(j). With the presentvaluesof the parameters,the in-
stability alwaysled to periodicphaseslips whena Gaussian
shapewas used.However, we observedchaoswith flatter
profilesaswell aswith asymmetricones.For instance,with

g~j !5expS 2
1

2
r2

2 j2D for j,0, ~4a!

g~j !5expS 2
1

2
r1

2 j2D for j.0, ~4b!

and1/r2550/3, 1/r1550 we observechaosat low frequen-
cies ~Fig. 3!. This regime is characterizedby one clearly
positive Lyapunovexponentl154.231023, a signatureof
chaos.Besidesone trivially null exponentl2, we find one
exponentnear zero(ul3u,1025). The other exponentsare
stronglynegative(<29.331022).

In orderto verify if this instability occursexperimentally
in a similarly wide rangeof parameters,we haverecorded
the evolutionsof the setof modesin a Nd-dopedfiber laser.
The experimentalsetupis similar to the one previouslyde-

FIG. 2. Wave-numberselectionvs modulation frequencyvm

~high frequenciesareat bottom!. Dots: wavenumberks selectedat
centerin the physical model ~1! with nonuniformities(1/r540).
The marginal ~solid line!, saddle-node~SN, dash-dot-dotline! and
Eckhauscurves~smalldashes! of theassociateduniform systemare
directly computedfrom theamplitudeequations~3!. k0(vm) ~dash-
doted line! is the most unstablewave number of the associated
uniform system.

FIG. 3. Spatiotemporalchaosobtainedfrom the model~1! with
an asymmetricprofile @Eq. ~4a!#. vm50.85Ag(A21).

FIG. 4. Experimentalevolution of the modeintensitiesfor de-
creasingmodulation frequencies~the amplitudeof modulation is
m50.18). ~a! Expectedstationarywave (vm51.05v r , the slow
drift is due to spectrumasymmetry!; ~b! beyondthresholdof the
nonuniformity-inducedEckhausinstability (vm50.98v r); ~c! spa-
tiotemporalchaos(vm50.92v r); ~d! experimentalaveragelasing
line shapeand fit of the slowly varying Gaussianfunction Ag(j)
21 usedfor estimationof the nonuniformity parameterr in the
numericalstudy;~e! snapshotof themodeintensitiesprofile for the
regimeof Fig. 4~b!.
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scribed in Ref. @5#. The amplifying medium consistsof a
Nd-dopedfiber emitting around1.056 mm, cooledto 77 K,
and pumpedby a 810-nmdiode laser. The only difference
concernsthe mirrors’ reflectioncoefficients(4% and100%
for the input and endmirrors, respectively!. The average
pumppower is 2.45 timesthe laserthreshold.

The characteristictime scale,determinedby the relax-
ation frequencyv r @11#, is very slow comparedto optical
time scales,as usual in class-B lasers (v r /2p575 kHz
here!, andthusallowsreal-timerecordingof thepatternevo-
lutions. The pump power can be modulatedsinusoidallyin
the 0 –100 kHz range.The mode intensitiesare monitored
by acquiringoneopticalspectrumat eachmodulationperiod,
integratedover the period, and the visualizationof the re-
gimes is obtainedby the samesignal processingas for the
numericalresults.

Experimentally, when we decreasethe modulation fre-
quencyvm from v r , we observethe sametransition from
stationarywave@Fig. 4~a!# to periodicphaseslips @Fig. 4~b!#
as predictednumerically. At the transition, the phaseslips
canoccureitherperiodicallyor chaoticallydependingon the
operatingconditions.For vm /v r between1 and0.9, we ob-
servean alternationof windows of periodic phase-slipsre-
gimesandirregularregimes@Fig. 4~c!#, similar to numerical

ones ~Fig. 3!. At much lower modulation frequencies
(vm /v r'0.8–0.7), we ultimatelyobservea stablesetof two
counterpropagatingtravelingwaves.Notethattheconsidered
bifurcation points ~transition values for vm) are in good
agreementwith numericalpredictions.

In conclusion,spatialnonuniformitiesare shownto pre-
vent patternstability in oneoptical system~a multimodela-
ser!, following the Rieckeand Paapmechanism.Since the
main ingredient ~slowly-varying nonuniformity! is almost
omnipresentin optics, we expecta rangeof other optical
pattern-formingsystemsto be affectedin a similar way. The
next step consistsin reconsideringthe problem of optical
patternformation,caseby case,takinginto accountrealnon-
uniformities. However, in numerousoptical systems~and
possiblyotherones@18#!, a deepstudyof theseeffectswill
requireanattemptto extendthework of RieckeandPaapto
two-dimensionalsystems.
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istère chargédela Recherche,theRégion Nord-PasdeCalais
andthe FEDER.

@1# H. RieckeandH.-G. Paap,Phys.Rev. Lett. 59, 2570 ~1987!.
@2# G.-L. Oppo,M. Brambilla,andL.A. Lugiato,Phys.Rev. A 49,

2028 ~1994!.
@3# M.N. Ouarzazi,P.A. Bois, andM. Taki, Phys.Rev. A 53, 4408

~1996!; L.A. Lugiato et al., Opt. Express3, 71 ~1998!.
@4# F. Castaldo,D. Paparo,andE. Santamato,Opt. Commun.143,

57 ~1997!.
@5# C. Szwaj,S.Bielawski,D. Derozier, andT. Erneux,Phys.Rev.

Lett. 80, 3968 ~1998!.
@6# L. Kramer, E. Ben-Jacob,H. Brand, and M.C. Cross,Phys.

Rev. Lett. 49, 1891 ~1982!.
@7# Y. Pomeauand S. Zaleski, J. Phys. ~France! Lett. 44, 135

~1983!.
@8# M. CrossandP. Hohenberg, Rev. Mod. Phys.65, 851 ~1993!.
@9# H. RieckeandH.-G. Paap,Europhys.Lett. 14, 433 ~1991!.

@10# H. RieckeandH.-G. Paap,in Ordered and Turbulent Patterns
in Taylor-CouetteFlows, editedby C. AndereckandF. Hayot
~PlenumPress,New York, 1992!.

@11# Y. Khanin, Principles of Laser Dynamics~Elsevier, Amster-
dam,1995!.

@12# C. Szwaj,S. Bielawski, andD. Derozier, Phys.Rev. Lett. 77,
4540 ~1996!.

@13# P. Coullet, T. Frisch,and G. Sonnino,Phys.Rev. E 49, 2087
~1994!.

@14# L. Ning, G. Ahlers, and D.S. Cannell, Phys. Rev. Lett. 64,
1235 ~1990!.

@15# R. Wieneret al., Phys.Rev. E 55, 5489 ~1997!.
@16# P. Coullet,C. Elphick,L. Gil, andJ. Lega,Phys.Rev. Lett. 59,

884 ~1987!.
@17# The accuratevalues of v r ,G r , e5G r /v r , and s1 are ob-

tained from the computationof the eigenvalue associatedto
the steadystateof Eq. ~1!, with largest imaginarypart (2G r

1 iv r).
@18# K.M.S. Bajaj, N. Mukolobwiez, N. Currier, and G. Ahlers,

Phys.Rev. Lett. 83, 5282 ~1999!.

RAPID COMMUNICA TIONS

PLUMECOQ,SZWAJ, DEROZIER,LEFRANC,AND BIELAWSKI PHYSICAL REVIEW A 64 061801~R!

061801-4



CASCADE OF PARAMETRIC INSTABILITIES IN A MULTIMODE LASER 311

“Cascade of parametric instabilities in a multimode laser”

T. W. Carr, T. Erneux, C. Szwaj, M. Lefranc, D. Derozier, and S. Bielawski

Phys. Rev. A64, 053808 (2001)



312 PUBLICATIONS “DYNAMIQUE SPECTRO-TEMPORELLE”



CASCADE OF PARAMETRIC INSTABILITIES IN A MULTIMODE LASER 313

Cascadeof parametric instabilities in a multimode laser

T. W. Carr* andT. Erneux
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We analyzeanalytically and experimentallya cascadeof parametricinstabilities in an inhomogeneously
broadenedmultimodelaserunderpumpmodulation.Fromthephysicalmodelwe usea multiple-scaleanalysis
to deriveslow time andslow spaceamplitudeequations,taking nonlocalcoupling into account.Eachof the
two wavesappearingat the primary instability acts as a pump for the parametricexcitation of two new
travelingwaveswith higherwavenumbers.Thesepredictionscomparewell with numericalsimulationsof the
original laserequationsandexperimentalresultsobtainedwith a modulatedYb-dopedfiber laser.

DOI: 10.1103/PhysRevA.64.053808 PACS number~s!: 42.65.Sf,47.54.1r

INTRODUCTION

Multimode laser instabilities have beenthe subject of
manynumericalinvestigationsduring the pastdecade@1,2#.
However, combinedanalytical and experimentalstudiesof
their possibleorigins remainrare.In this paper, we concen-
trateon oneof the simplestmechanisms,namely, a cascade
of parametricinstabilities that occurs in inhomogeneously
broadenedclass-Blasers.

An inhomogeneouslybroadenedclass-Blaser, suchas a
fiber laser, canbehaveasa chainof coupledoscillators,each
associatedwith one longitudinal mode @3#. It is therefore
dynamicallyequivalentto a one-dimensionalspatio-temporal
systemfor which the modeindex j ~or equivalentlythe op-
tical wavelength! playsthe role of the spatialvariable@3,4#.
Dampedwaves~called ‘‘spectralwaves’’ ! may propagatein
this setof modes~andthus in the optical spectrum! @3# and
can be parametricallyexcitedby modulatingthe pump @4#.
They admit the typical bifurcation propertiesof parametri-
cally excited systems,such as the Faradayexperimentin
hydrodynamics@5# andplasmas@6#.

The lasersystemexhibitstwo unusualfeaturesthat make
it particularly interestingfor analytical,numerical,and ex-
perimentalstudies.First, each laser mode is coupled to a
largenumberof othermodes~calledfinite rangecouplingor
nonlocal coupling! @1,7,3#. Second,the laser admits a de-
creasingdispersioncurve for the spectraltraveling waves.
There is currently a large interest for dynamical systems
showingfinite rangecoupling @8,9# as well as deviceswith
unusualdispersionproperties@10#. Generalconclusionsor
their effectsare,however, harderto determine.For instance,
we may be temptedto artificially adda term modelingfinite
range coupling to an already existing amplitude equation
~such as a Ginzburg-Landauequation@8#!. But extracting
amplitudeequationsfrom the original equationsexhibiting
finite range coupling remainsa difficult project when the

coupling is not diffusive. Indeed, if the coupling between
modesdependson the original spacescale,we intuitively
expectthat its effect on thelong spacescalewill be local.As
we shall demonstrate,this idea is correct for all periodic
travelingwavemodesbut not for the uniform time-periodic
mode.

In this paperwe proposean analysisof laser rate equa-
tions modelingan inhomogeneouslybroadenedlasersubject
to a modulatedpump.We showthata cascadeof bifurcations
resultsfrom the particulardispersioncurve as well as from
the finite rangecoupling.Eachbifurcationcorrespondsto a
particularcombinationof spectralmodesand we determine
slow time and long spaceamplitudeequationsfor their re-
spectiveevolution. In contrastto our earlier work on the
problem@4#, the objectivesof this paperare twofold. First,
we resolvea multiple scaledifficulty which was ignoredin
@4# andproperlyderivetheamplitudeequations.Second,we
consider a higher number of resonantmodes leading to
higher order bifurcations.This bifurcation analysisis moti-
vated by our recent experimentswhich clearly show a
gradualincreaseof thenumberof spectralmodesaswe pro-
gressivelyincreasethe modulationamplitudefrom zero.

Theplanof thepaperis asfollows. In Sec.I we formulate
the laserrateequationsandtakeadvantageof the lasernatu-
ral rangeof parameters.In Sec.II we constructsmall ampli-
tude traveling wave solutions and derive their amplitude
equations.In Sec.III we analyzethe first two bifurcations.
They provide a guide for our numericalsimulationsof the
laseroriginal equations,summarizedin Sec.IV. Finally, we
discussin Sec.V experimentalresultsobtainedby using a
Yb-dopedfiber laser.

I. FORMULA TION

We consideraninhomogeneouslybroadenedclass-Blaser
without phase-sensitiveinteractions.Thestateof sucha laser
can be describedby a set of mode intensitiessj (t) and a
continuoussetof populationinversiond(x,t) @4,1,7#. In di-
mensionlessform andconsideringthe continuouslimit of a
large numberof modes@i.e., sj (t) is replacedby s(x,t)#,

*Permanent address: Department of Mathematics, Southern
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theseequationstakea simpleform given by @4#

] ts~x,t !52s~x,t !1@s~x,t !1a#E
2`

`

b~y2x!d~y,t !dy,

~1a!

] td~x,t !5gFg~x!A~ t !2d~x,t !S 11E
2`

`

b~y2x!

3s~y,t !dyD G . ~1b!

In theseequations,b(x) is a cross-saturationcouplingcoef-
ficient definedby

b~x![
1

p

1

11x2
~2!

and its Lorentzianshapeensuresthe coupling betweenthe
modes.Thespatialcoordinatex refersto anemissionoptical
frequencyof a specificmode.Note that the intensitiesand
populationsevolveaccordingto muchslowertime scalethan
the optical ones.Time t is measuredin units of the cavity
lifetime tc which is typically in the microsecondrange.The
parametera is the spontaneous-emissioncoefficient; it will
be neglectedin the analyticalcalculation,but not in the nu-
mericalsimulation.Theparameterg is thepopulationinver-
sion rate normalizedby the photon decayrate tc

21 and is
typically small.A(t)5A@11m cos(vmt)# denotesthe modu-
latedpumpingratewhereA, m, andvm representits average,
amplitude,and frequency, respectively. vm and m are our
two control parametersandvm is chosencloseto the relax-
ation oscillation frequencyof the single modelaserdefined
by v r[Ag(A21). Nonuniformitiesof the laser spectrum
are modeledby the selectivepumping coefficient g(x). In
our analyticalwork, we shallconsideran infinitely largeme-
dium with g(x)51. In our numericalsimulations,we usea
Gaussianfunction for g(x).

We mayrewriteEqs.~1a! and~1b! in a moreelegantform
for analysis by introducing deviations from the uniform
steadystate,(s,d)5(A21,1), andby rescalingtime with the
relaxationoscillationsfrequencyv r . Specifically, we intro-
ducethe variablesu, v, andt definedby

u5211
s

A21
, v5

d21

v r
, and t5v r t ~3!

into Eqs.~1a! and ~1b! andobtain

]tu5~11u!E
2`

`

b~y2x!v~y!dy, ~4a!

]tv52~112«F21
v !E

2`

`

b~y2x!u~y!dy22«v

1d cos~st !, ~4b!

wherenew parameters«, d, s are

«[
gA

2v r
, d[

Am

A21
, F[

A

A21
, and s[

vm

v r
. ~5!

In Eq. ~4b!, all parametersare O(1) exceptthe dissipation
parameter« andthe forcing amplituded. The small param-
eter « measuresthe naturaldampingof the laserrelaxation
oscillationsin unitsof therelaxationfrequencyv r . Sincev r

is O(Ag) small,« is an O(Ag) small quantity. d is propor-
tional to the modulationamplitudem, ands is the modula-
tion frequencynormalizedby the relaxationoscillation fre-
quencyv r .

It is worthwhileto briefly describetheresultsof thelinear
stability analysisin the caseof no pump modulations(d
50) @3#. Introducing u5c1exp(ikx)exp(lt) and v

5c2 exp(ikx)exp(lt) into the linearizedequationsleads to
the characteristicequationl212«l1B250, where B(k)
5exp(2uku) is theFouriertransformof b(x). For small«, l
admitsthe following approximation:

l56 iv2«1O~«2!, ~6!

wherev is given by

v5B~k!5exp~2uku!. ~7!

Equation~7! is the leadingexpressionof thedispersionrela-
tion v5v(k) for the periodic traveling wavesof the form
u5c1 exp(ivt6ikx) and v5c2 exp(ivt6ikx). It will reap-
pearin our bifurcationanalysis.

We wish to determinethesolutiongeneratedby nearreso-
nancemodulations(s;1). A fundamentalparametricinsta-
bility similar to Faradayinstability in hydrodynamicsmay
thenoccur if v;1/2. This instability leadsto a perioddou-
bling bifurcationto a stationarywavewhich we havestudied
numericallyandexperimentallyin @4#. The wavenumberk1
of this stationarywave verifies the dispersionrelation ~7!.
But other travelingwavesolutionsexhibiting other frequen-
ciesandwavenumbershave beenobservedexperimentally.
Ourgoalis to showthatthesewavesdonotappearby chance
but sequentiallyappearthroughhigherorderbifurcations.To
this end, we developa multiple scaleanalysisof the laser
equations~4a! and ~4b! and reducethe original laserequa-
tions to amplitudeequationswhich areeasierto investigate.

II. MULTIPLE-SCALE ANALYSIS

We wish to determinethesolution,Eqs.~4a! and~4b!, for
s closeto 1 andd small.To this end,we first expandthese
parametersas

s511«s11•••, d5«2d21•••, ~8!

where« is definedin Eq. ~5!. The scalingfor d is imposed
by the solvability conditions.We thenseeka solutionof the
form

u5«u1~T,u,x,z !1«2u2~T,u,x,z !1•••, ~9a!

v5«v1~T,u,x,z !1«2
v2~T,u,x,z !1•••, ~9b!
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whereT[st is our new basic time, u[«t is a slow time
variable,andz[«x is a long spacevariable.The two inde-
pendenttime scalesrequire the chain rule ut5suT1«uu .
The assumptionof two distinct spacevariablesneeds,how-
ever, a careful treatmentbecausethe spatial coupling be-
tween the modes is realized through an integral operator
rather than a differential operator. All mathematicaldetails
arerelegatedto theAppendixesandwe summarizethe main
results.Theleadingorderproblemfor u1 andv1 is linearand
admitsa multimodesolutionof the form

u15(
n

an~u,z !exp~ iVnT1 iknx!1c.c., ~10!

v15(
n

ian~u,z !exp~ iVnT1 iknx!1c.c., ~11!

provided that all frequenciesv5Vn and wave numbersk
5kn satisfy the dispersionrelation ~7!. c.c. meanscomplex
conjugate.We shall considerthe interactionof sevenmodes
which appearthrough a cascadeof parametricinstabilities
illustrated in Fig. 1. Specifically, the uniform modeof am-
plitude a0 excitesa stationarywave madeof two counter-
propagatingtraveling wavesof amplitudesa1 and a2, re-
spectively. Next, the travelingwaveof amplitudeal excites
the pair of travelingwavesof amplitudesal l andalm ~with l
andm51,2). For example,theamplitudea1 excitesthepair
of traveling wavesof amplitudea11 and a12. This notation
allows us to identify the origin of an ~n50,1,2,11,12,21,22!,
andwill be usefulaswe examinethe symmetriesin the am-
plitude equations.

The first parametricinstability is realized by the reso-
nancecondition

k11k250 and V15V251/2. ~12!

The secondparametricinstability is possibleif

k111k125k1 , V111V125V151/2, ~13!

k211k2252k1 and V211V225V251/2. ~14!

Becausethe amplitudesan in Eqs. ~10! and ~11! are un-
known, we needto investigatethe next problemfor u2 and
v2 andapplysolvability conditions.Theseconditionsleadto
equationsfor the amplitudesan which are given by Eqs.
~A13!–~A19! in Appendix A. They exhibit both sum-
frequencytermsSn5aia j as well as parametricgain terms
Pn5aia j* thanksto the resonanceconditions~12!–~14!. Be-

fore we analyzetheseequations,we evaluateall wavenum-
bersandfrequenciesusingthe conditions~7! and~12!–~14!.
Theyarelistedin TableI for clarity. Wehaveverifiedthatthe
linear terms appearingin the amplitudeequations~A13!–
~A19! reproducethe informations from the linear stability
analysis,i.e., thegrowthratein powersof « givenby Eq. ~6!
~see Appendix C!. These linear terms provide the O(«)
changesof eachresonantwave numberand eachresonant
frequencyresultingfrom the detunings1. It will be physi-
cally and mathematicallyuseful to take into accountthese
changesand reformulatethe leading approximationof the
solution.Specifically, we introducethe new amplitude

bn5an exp~2 imnu2 iknz ! ~nÞ0! ~15!

into Eqs.~10! and~11! andrequirethatmn andkn satisfythe
O(«) contributionof the dispersionrelation~7!. Noting that
the O(«) correctionof the frequencymeasuredin units of
time t is mn1Vns1, this relation is given by

mn1Vns15vgnkn for nÞ0, ~16!

wherevgn is the group velocity definedby Eq. ~A20!. We
may thenrewrite the solutions~10! and ~11! as

u15(
n

bn~u,z !exp~ i v̂nt1 i k̂nx!1c.c., ~17!

v15(
n

ibn~u,z !exp~ i v̂nt1 i k̂nx!1c.c., ~18!

where v̂n(«)[Vn1«(mn1Vns1) and k̂n(«)[kn1«kn
representthe effective frequenciesandwavenumberassoci-
ated with eachtraveling wave mode and b05a0 , m05k0
50. Themainbenefitof Eqs.~17! and~18! is the fact thata
constantbn now correspondsto a travelingwavemodeam-
plitude at the effective frequenciesandwavenumber. More-
over, the evolutionequationsfor the bn aresimplerthanthe
equationsfor thean . Of course,we alsowish that theeffec-
tive frequenciesand wave numberssatisfy the parametric

resonance conditions. From Eqs. ~12!–~14! with V̂n

5s21v̂n replacingVn andk̂n replacingkn , respectively, we
obtainthe following conditionsfor mn andkn :

FIG. 1. Diagramshowingthe cascadeprocess.

TABLE I. Parametricresonances.The primary resonancein-
volves the first threemodesand verifies the conditions~12!. The
secondresonanceis realizedwith the four remainingmodesand
verifiesthe conditions~12!–~14!.

n Vn kn

0 1 0
1 1/2 2 ln(2)
2 1/2 ln(2)
11 1/6 2 ln(6)
12 1/3 ln(3)
21 1/3 2 ln(3)
22 1/6 ln(6)
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k11k250, m15m250, ~19!

k111k125k1 , m111m1250, ~20!

k211k2252k1 , m211m2250. ~21!

Togetherwith Eq. ~16!, we easilydeterminekn andmn as

m15m250, ~22!

k152k25s1 , ~23!

m115m2252m1252m215
s1

9
, ~24!

k1152k225
5s1

3
, k1252k2152

2s1

3
. ~25!

UsingEq. ~15! with Eqs.~22!–~25!, our amplitudeequations
~A13!–~A19! simplify as

ḃ02 iH ~b08!52b02 is1b02
id2

4
1

i

2
b1b2 , ~26!

ḃ12vg1b1852b11
i

4
~b0b2* 1b11b12!, ~27!

ḃ22vg2b2852b21
i

4
~b0b1* 1b21b22!, ~28!

ḃ112vg11b118 52b111
i

12
b1b12* , ~29!

ḃ122vg12b128 52b121
i

6
b1b11* , ~30!

ḃ212vg21b218 52b211
i

6
b2b22* , ~31!

ḃ222vg22b228 52b221
i

12
b2b21* , ~32!

wherethe s1 term do not appearin the equationfor bn (n
Þ0). In theseequations,dot andprime meanpartial deriva-
tives with respectto time u andspacez, respectively. vgn is
thegroupvelocity definedby Eq. ~A20! andH(b08) represent
the Hilbert transformof b08 definedby Eq. ~A6!.

III. CASCADING BIFURCATIONS

In this sectionwe determinethe bifurcation diagramof
the steadyand uniform solutions of Eqs. ~26!–~32!. The
analysisis long and tediousbut leadsto simple analytical
resultswhich we summarize.

The basic solution verifies the condition bn50 (nÞ0)
andadmitsthe amplitude

ub0u5
d2

4A11s1
2

. ~33!

It representsa uniform 2p/vm time-periodicsolutionof the
original laserequations~1a! and ~1b!. We next determinea
primary bifurcationfrom this spatiallyuniform solutionto a
stationarywavesolution.

The stationarywave solution satisfiesthe condition bn
50 (n511,12,21,22).We first solve the equationsfor b1
andb2 andthenthe equationfor b0 andobtain

ub0u54, ub1u5ub2u. ~34!

ub1(d2
2)u is given by the implicit solution

d2
22dP

2 564ub1u2~11 1
16 ub1u2!, ~35!

wheredP is a primary bifurcationpoint definedby

dP[4A11s1
2. ~36!

The bifurcation is clearly supercritical~i.e., d2.dP if ub1u
Þ0) and leadsto a 4p/vm time-periodicstationarywave
solutionof theoriginal laserequationswhich we analyzedin
@4#. But this solutionmay itself exhibit a secondarybifurca-
tion to a morecomplexsolutionwith now all the bnÞ0.

We determinethis new solutionby solving first the equa-
tions for b11, b12, b21, b22, then the equationsfor b1 and
b2, andfinally the equationfor b0. We find

ub1u5ub2u56A2, ~37!

ub12u5ub21u52ub11u52ub22u, ~38!

whereub11u is relatedto ub0u by

ub11u52A6S ub0u

4
21D . ~39!

Finally ub0(d2
2)u>4 is given by the implicit solution

d2
22dS

2516~ ub0u24!@~ ub0u14!~11s1
2!172#, ~40!

wheredS is a secondarybifurcationpoint definedby

dS516A1001s1
2. ~41!

Thebifurcationis clearlysupercriticalsinceub0u>4. It leads
to a multifrequencytraveling wave solution of the original
laser equations.Computing the frequenciesv̂n(«) shows
that this solution is not periodic if s1Þ0.

IV. NUMERICAL STUDY

Our previousanalysisof the laserequations~1a! and~1b!
with g(x)51 anda50 led to simpleanalyticalexpressions
for the primary and secondarybifurcations.They will be
usefulaswe integrateEqs.~1b! and~1b! numericallywith a
spatialvariationof thepumpandnonzerovaluesof thespon-
taneousemissioncoefficient.Specifically, we considerg(x)
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5exp(2x2/2r2) where the width of the Gaussianr is
changedfrom 70 to 10, and the valuesof a from 1023 to
1025. We alsoinvestigatedthechangeof thebifurcationdia-
gram as the laserfixed parameterA and g are changed@A
~severalunities! andg (1023 to 1025)#.

The valuesof the laserfixed parametersthat bestcorre-
spond to our experimentsare given by A53, g51.34
31024, a58.331024, r575/7, and vm50.8v r . The

modulationamplitudem is the bifurcationparameter. As we
progressivelyincreasem from zero,we typically observethe
Faradayinstability astheprimaryinstability. This bifurcation
leadsto a subharmonicstationarywave ~Fig. 2!, as previ-
ously reportedin Ref. @4#. As we further increasem, this
solution changesstability through a secondarybifurcation.
The new solution exhibits additional modulationsin space
andtime ~Fig. 3!.

In order to clearly identify the new componentsof the
secondarybifurcating solution and verify that they appear
throughthe mechanismpredictedin Sec.III, it is worth ex-
aminingtheFouriertransformsboth in spaceandtime of the
spectrochronogramof Fig. 3~a! ~Fig. 4!. As can be seenin
Fig. 4, we observesix main spectralcomponentsin addition
to the fundamentalcomponent~locatedat vm5v r ,k50!.
The two first arelocalizedat thesubharmonicsof themodu-
lation and correspondto the usualFaradaywaves(v15v2
5vm/2,k152k2). The four othercomponentsappearat the
secondary bifurcation and correspond to four traveling
waves. Furthermore, one pair of traveling waves
$(v21,k21),(v22,k22)% satisfiesthe resonanceconditions

k25k211k22, ~42a!

v25v211v22, ~42b!

anda similar relationis verifiedfor theotherpair of traveling
waves$(v11,k11),(v12,k12)%. Graphically ~seeFig. 4!, this
relation meansthat we may draw a parallelogramin the
(v,k) diagramwhich connectsthe origin, onepoint associ-
atedto the Faradaymode,and two points associatedto the
new modesappearingat the secondaryinstability. This par-
allelogramclearly indicatesthat we are in presenceof the
secondarybifurcatingsolutionpredictedby our analysis.

High-frequencytemporalfiltering (v.0.4vm) allows us
to extractandvisualizethe high-frequencypart @i.e., the ba-
sic Faradaystationarywave, Fig. 3~b!#. Low-frequencyfil-
tering (v,0.4vm) allows us to keeponly the four traveling

FIG. 2. Numericalsolutionof the laserequations~1a! and ~1b!

after the primary bifurcation(vm50.80v r andm50.16).

FIG. 3. ~a! Numericalsolution of the laserequations~1a! and
~1b! after the secondarybifurcation (vm50.8v r and m50.195);
~b! high temporalfrequencypartshowingthebasicstationarywave;
~c! low temporalfrequencypart showingthe new wavesemerging
at the secondarybifurcation.

FIG. 4. Temporaland spatialFourier transformof the solution
shownin Fig. 3~a!. Thedispersioncurve,givenby Eq. ~7!, is shown
in the figure by a dashedline.
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waveswhich exhibit the lowest frequenciesand which ap-
pearat the secondarybifurcation.Their superpositionleads
to the patternshownin @Fig. 3~c!#.

V. EXPERIMENT AL STUDY

A. Experimental setup

The systemunderinvestigationis a Yb-dopedfiber laser
operatingat 1.04 mm. Thefiber is cooledat 77 K in orderto
obtain a small homogeneouswidth. Thus we obtain a large
aspectratio, asis supposedin the theoreticalstudy@11#. The
experimentalsetupis representedin Fig. 5. TheactiveYb31

silica fiber ~CNET FPGA461Yb! is fusion splicedto 2 m of
an undopedone. Both fibers are single modeat pump and
laserwavelengthsandthe overall lengthis 19 m. The pump
is providedby a singlemode852nm diodelaser~SDL5411!.
The input mirror is constitutedby the glass/airinterface(R
54%) at the input, and the outputmirror is a Rmax around
1.04 mm. Under typical conditions,the output power can
typically reach15 mW. The optical spectrumis analyzedby
meansof a monochromatorfollowed by a Silicium charge-
coupleddevice ~CCD! array ~EGG RL0256D!. One spec-
trum is recordedat eachperiod of modulationby a Datel
PCI416Hacquisitionboard,and we perform a real-timevi-
sualizationof thespectrochronogramsduringtheexperiment.
In the following, the pumprateis A53, andthe modulation
frequencyvm50.8v r , with v r the relaxationfrequencyof
the laserv r540 kHz.

B. Results

Experimentally, whenwe increasethe modulationampli-
tudefrom zero,we observethesamebifurcationsscenarioas
noted numerically. First, a supercriticalbifurcation occurs
leading to a stationarywave inside the spectrum~Fig. 6!.
This correspondsto the primary bifurcation ~or Faradayin-
stability!. When the modulation amplitude is further in-
creased,we observea secondarybifurcation leading to a
multifrequencyregime@Fig. 7~a!#.

We haveverified that the Fourier transformin spaceand
time of this regimedisplaysthesix spectralcomponentsthat
characterizesthe secondarybifurcation ~Fig. 8!. As in our
numericalstudy, high frequencytemporalfiltering @Fig. 7~b!#

allows us to visualizethe Faradaystationarywavewhile the
low temporalfiltering revealsthesecondarybifurcatingtrav-
eling wave modes@Fig. 7~c!#. At much higher modulation
amplitudes,the quasiperiodicregimebecomesunstableand
we observemore complex ~chaotic! regimeswhich we do
not analyze.

VI. SUMMARY

In this paperwe proposeda combinedanalytical,numeri-
cal, and experimentalstudy of an inhomogeneouslybroad-

FIG. 5. Experimentalsetup.The lasercavity is delimitedby the
Rmax mirror (M2), andtheair/glassinterface(M1) at theextremity
of the undopedfiber ~UF!. Yb is the Yb31-dopedfiber; (L1) and
(L2) are,respectively, a collimating lens,anda microscopeobjec-
tive (310); the dichroic mirror ~DM! is Rmax at the laserwave-
length.

FIG. 6. Experimentalregimeobservedafter the primary bifur-
cation(m50.18).

FIG. 7. ~a! Experimentalregimeobservedafter the secondary
bifurcation (m50.20). ~b! High temporalfrequencypart showing
thebasicstationarywave.~c! Low temporalfrequencypartshowing
the new wavesappearingafter the secondarybifurcation.
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enedmultimodefiber laser. We concentratedon the first two
bifurcationsbecausetheyareimmediatelyfollowed by more
complex ~chaotic! regimesas the modulationamplitude is
further increased.

The analysisof the laserequationsconsidersthe simple
caseof a uniform pump @g(x)51#. We derivedamplitude
equationsfor the resonanttravelingwavemodesthat appear
at theprimaryandsecondarybifurcationpoints.Of particular
interestis thenonlocalcouplingterm ~theHilbert transform!
that appearsfor the uniform periodic mode. It modelsthe
effect of finite rangecoupling now on the long spacescale
z5«x. It is interestingto note that the sameHilbert trans-
form appearsin a singlepartialdifferentialequationdescrib-
ing a planarflamefront subjectto Darrieus-Landauinstabil-
ity @12,13#. The main advantageof our amplitudeequations
is the fact that steadystatessolutionsof theseequationscor-
respondto traveling wave solutions of the original laser
equations.Consequently, we obtaineduseful expressionsof
the bifurcationpoints in term of the laserparameters.Other
spatio-temporalsolutionsof theseequationsmaybepossible
but were not suggestedby our numericalstudy of the laser
equations.If we considerg(x) as a slowly varying function
of z @i.e., we consider r in g(x)5exp(2x2/2r2) as an
O(«21) large parameterandreformulateg(x) as g5g(z)],
amplitudeequationssimilar to Eqs. ~26!–~32! can still be
derived but exhibit coefficientswhich are functions of z.
Consequently, constantsolutions for the an are no longer
possibleandtheir equationsneedto be studiednumerically.
This problemis currently investigated.

The numericalstudy of the original laserequationscon-
siderstherealisticcaseof g(x) givenby a Gaussianfunction
of x. We havefoundthatthefirst two bifurcationscorrespond
to the bifurcationsdocumentedanalytically for g(x)51. In
particular, we identifiedthemain featuresof theprimaryand
secondarybifurcating solutionsby examiningtheir spectral
propertiesin detail.Finally, we found experimentallythe la-

sertwo first bifurcationsleadingto two distinct patternsthat
comparewell with the solutionsobtainednumerically.
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APPENDIX A

The integraloperator

F~u,« !5
1

p
E

2`

` 1

11~y2x!2
u~y,«y!dy ~A1!

dependson « becausewe assumethat u is a functionof two
independentspatialvariablesx andz5«x. A naivetwo terms
expansionof the integral ~A1! gives

F~u,« !5
1

p
E

2`

` 1

11~y2x!2
u„y,«x1«~y2x!…dy

~A2!

5F0~u!1«F1~u!1•••, ~A3!

where

F0~u!5
1

p
E

2`

` 1

11~y2x!2
u~y,z !dy, ~A4!

F1~u!5
1

p
E

2`

` ~y2x!

11~y2x!2
uz~y,z !dy. ~A5!

Equation~A4! is the original operatorevaluatedat «y5«x
while Eq. ~A5! is a new integralactingon uz . If u(y,z) is
only a function of z and if uz is assumedconstantas we
integratewith respectto the fast spatialvariabley, the inte-
gral ~A5! is clearly unbounded.A morecareful treatmentis
neededfor this caseandleadsto a Hilbert transformgivenby
~seeAppendixB!

F1~u!5H~uz!5
1

p
E

2`

` 1

j2z
uj~j !dj. ~A6!

In our perturbationanalysis,we apply the integral operator
~A1! whenu is a sumof periodic functionsof the form

FIG. 8. Temporaland spatialFourier transformof the pattern
shownin Fig. 7~a!.
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u5(
m

am~z !exp~ ikmx!. ~A7!

Using Eq. ~A7!, we may evaluateF0 andF1 andobtain the
useful formula

F0~u!5(
m

am~z !exp~2ukmu!exp~ ikmx!, ~A8!

F1~u!5 (
mÞ0

sgn~km!iam8 ~z !exp~2ukmu!exp~ ikmx!

1H„a08~z !…, ~A9!

whereH(a08) is the Hilbert transformof a08 , and the prime
meansderivationwith respectto z.

We arenow readyto startour perturbationanalysis.Intro-
ducing Eqs. ~8!–~9b! into Eqs. ~4a! and ~4b! leads to the
following sequenceof problemsfor (u1 ,v1) and (u2 ,v2):
for O(«)

u1T5F0~v1! and v1T52F0~u1!. ~A10!

For O(«2)

u2T2F0~v2!5R1[u1F0~v1!2s1u1T2u1u1F1~v1!,
~A11!

v2T1F0~u2!5R2

[22v11d2cos~T!2s1v1T2v1u2F1~u1!.

The solution of Eq. ~A10! is a sum of periodic planewave
solutions given by ~10! and ~11!. Becausethe amplitude
an(u,z) in ~10! and ~11! are unknown, we consider the
higherorderproblemgivenby Eq. ~A11! andapplysolvabil-
ity conditionswith respectto eachcritical mode.Taking the
T derivativeof Eq. ~A11! andusingthe equationfor u2, we
obtainanequationfor v2 only. Thesolvability conditionsare
thenthe following orthogonalityconditions:

05E
0

2p/VmE
0

2p/km
exp~2 iVnT2 iknx!@R2T2F0~R1!#

3dTdx. ~A12!

Theseconditions lead to sevencoupledpartial differential
equationsfor the amplitudesan given by

ȧ02 iH ~a08!52a02 is1a02
id2

4
1

i

2
a1a2 , ~A13!

ȧ12vg1a1852a12
i

2
s1a11

i

4
~a0a2* 1a11a12!,

~A14!

ȧ22vg2a2852a22
i

2
s1a21

i

4
~a0a1* 1a21a22!,

~A15!

ȧ112vg11a118 52a112
i

6
s1a111

i

12
a1a12* , ~A16!

ȧ122vg12a128 52a122
i

3
s1a121

i

6
a1a11* , ~A17!

ȧ212vg21a218 52a212
i

3
s1a211

i

6
a2a22* , ~A18!

ȧ222vg22a228 52a222
i

6
s1a221

i

12
a2a21* . ~A19!

In theseequations,the dotsandprimesmeanpartial deriva-
tives with respectto time u and spacez, respectively. The
coefficientvgn is the groupvelocity definedas

vgn[FdB~k!

dk G
k5kn

52Vn sgn~kn! ~A20!

andH(a08) representsthe Hilbert transformof a08(z).

APPENDIX B

We wish to find the limit of the integral

I ~x!5
1

p
E

2`

` 1

11~y2x!2
u~«y!dy ~B1!

as«→0. In orderto find the correctlimit, we shall consider
the Fourier transformof Eq. ~B1! and expandits expression
in power seriesof «. To this end,we introducethe coordi-
natesX[«x andY[«y andrewrite Eq. ~B1! as

I ~x!5
«

p
E

2`

` 1

«21~Y2X!2
u~Y!dY ~B2!

sothat« appearsexplicitly in theintegral.TheFouriertrans-
form is definedby the integral @14#

F~j !5
1

A2p
E

2`

`

f ~x!exp~ i jx!dx ~B3!

andthe inversionintegral is

f ~x!5
1

A2p
E

2`

`

F~j !exp~2 i jx!dj. ~B4!

The expression~B2! is proportionalto the Fourierconvolu-
tion of the two functions f (X)5(«21X2)21 and g(X)
5u(X),

I ~X!5
«

p
A2p f sg~X!. ~B5!

The convolution operation then gives ~using the table in
@14#!
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Im@ I ~X!;j#5
«

p
A2pF~j !G~j !

5
«

p
A2p«21Ap

2
exp~2«uju!U~j !

5exp~2«uju!U~j !5~12«uju1••• !U~j !.

~B6!

Considernow the Hilbert transformof the function u8(X)
@15#

H„u8~X!…5
1

p
E

2`

` 1

T2X
u8~T!dT. ~B7!

Equation~B7! is proportionalto the Fourier convolutionof
the two functions f (X)5X21 and g(X)
5u8(X), i.e.,

H„u8~X!…5
1

p
A2p f sg~X!. ~B8!

The convolution operationnow gives ~using the table in
@14#!

Im@H„u8~X!…;j#5
1

p
A2pF~j !G~j !

5
1

p
A2pAp

2
i sgn~j !~2 i j !U~j !

5sgn~j !jU~j !5ujuU~j !. ~B9!

ComparingEq. ~B9! and the O(«) correctionterm in Eq.
~B6!, we concludethat

I ~X!5u~X!2«H„u8~X!…1•••, ~B10!

where the Hilbert transform H„u8(X)… is defined by Eq.
~B7!.

APPENDIX C

It is interesting to note that the linear terms in Eqs.
~A13!–~A19! could be anticipatedfrom the linear stability
analysis.If nÞ0, the linearizedproblemfor an is

ȧn2vgnan852an2 iVns1an . ~C1!

Insertingan5c exp(m1u1ikn,1z) into Eq. ~C1! leadsto

m15211 ivgnkn,12 iVns1 . ~C2!

Using now u5an(u,z)exp(iVnT1iknx) with T5st, the
growth rate in units of time t is given by ~the termsmulti-
plying s1 simplify!

l5 iVn1 ivgn«kn,12«. ~C3!

Now, expandingEq. ~6! with k5kn1«kn,1 , we obtain the
sameexpressionasEq. ~C3!. If n50, thelinearizedequation
for a0 is

ȧ02 iH ~a08!52a02 is1a0 . ~C4!

Insertinga05c exp(m1u1ik0,1z) into Eq. ~C4! and evaluat-
ing H(a08), we find

m15212 i uk0,1u2 is1 . ~C5!

With u5a0(u,z)exp(iT) and T5st, Eq. ~C5! implies the
growth rate

l5 i 2 i«uk0,1u2«, ~C6!

which is matchingEq. ~6! after insertingk5«k0,1.
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Theoretical investigations of dynamical behavior in optical parametric oscillators (OPO) have
generally assumed that the cavity detunings of the interacting fields are controllable parameters.
However, OPOs are known to experience mode hops, where the system jumps to the mode of
lowest cavity detuning. We note that this phenomenon significantly limits the range of accessible
detunings and thus may prevent instabilities predicted to occur above a minimum detuning from
being evidenced experimentally. As a simple example among a number of instability mechanisms
possibly affected by this limitation, we discuss the monomode Hopf bifurcation and show that it
probably can be observed only in very specific setups.

PACS numbers: 42.65.-k, 42.65.Sf, 42.65.Yj

I. INTRODUCTION

Continuous-wave optical parametric oscillators
(OPOs) are tunable sources of coherent light that have
proved extremely useful in quantum optics or high reso-
lution spectroscopy [1]. They also have attracted great
interest as model systems in nonlinear dynamics because
they are based on the simplest optical nonlinearity,
three-wave mixing, and are expected to exhibit complex
dynamical behavior in some regions of parameter space.
Indeed, many theoretical studies have predicted a vari-
ety of complex temporal and spatio-temporal dynamics
(see, e.g., [2–10]). In particular, the simplest model
of a triply resonant OPO (TROPO), the degenerate
monomode mean-field model, was shown twenty-five
years ago to display a Hopf bifurcation leading to peri-
odic behavior [2, 3], and later to exhibit deterministic
chaos [4]. Quite surprisingly, this instability has to
our knowledge not yet been observed experimentally.
Although oscillatory behaviors have been reported in
several experiments [11–14], they have been shown to
stem either from thermal effects [12, 13] or from the
interaction of transverse modes [14]. Very recently,
chaotic behavior has been evidenced in a TROPO [15]
but is believed to be also linked to multimode operation.

Most of the instabilities that have been investigated
theoretically require large values of the cavity detunings
and of the pumping rate. As the latter is obviously lim-
ited by the power of the pump laser, it would only be nat-
ural to identify it as the limiting factor when searching
for the instability [10]. As for detunings, they are gener-
ally considered as parameters that can be easily tuned so
as to pull the system away from equilibrium and observe
complex behaviors. However, there are two limitations

∗Electronic address: axelle.amon@univ-rennes1.fr

on the values cavity detunings can take. The first is
simply that the OPO threshold increases quadratically
with detuning, and thus that operation is restricted to
detuning values for which threshold power remains be-
low available pump power. The second arises because of
a phenomenon known as mode hopping: OPOs sponta-
neously choose their operation frequency so as to operate
on the cavity mode with smallest detuning. As the OPO
is pulled away from a cavity resonance in order to increase
detuning, a more favorable operating point appears near
another cavity resonance and the system jumps to it. Be-
cause mode hops in OPOs occur for variations of cavity
length as small as a few nanometers, they make it diffi-
cult to stabilize doubly or triply resonant OPO and to
achieve smooth tuning [16–18]. Here, our concern is that
mode hops prevent the OPO from achieving high values
of the detunings and thus restraint the parameter range
that can be explored. Such a limitation might very well
preclude the experimental observation of dynamical be-
haviors predicted theoretically.

In this paper, we discuss this problem in a simple ex-
ample, the Hopf bifurcation that leads to periodic behav-
ior in the monomode mean-field model of a TROPO. We
show that mode selection in OPOs indeed prevents exper-
imental observation of this instability in most practicable
configurations. We first recall the basic properties of the
monomode mean-field TROPO model and the conditions
under which the Hopf bifurcation occurs. In the limit of
infinite pump power, a simple lower bound for signal de-
tunings at which the Hopf bifurcation can occur is easily
obtained, which confirms that this bifurcation requires
high values of the signal detuning. In a second part we
derive the expression of the maximal value that signal
detuning can reach before a mode hop occurs, which de-
pends on the length and finesse of the cavity as well as on
crystal birefringence. By comparing the two bounds and
searching for parameter regions where they are compati-
ble, we find that mode hops generally keep the TROPO
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away from parameter ranges where the Hopf bifurcation
can be observed, unless very high-finesse and very short
cavities are used, which would make operation extremely
difficult. This is confirmed by a numerical exploration at
finite pump power of the parameter space of this model
for various values of the cavity finesses. It shows that
mode hopping rather than pump power is the limiting
factor in order to reach instability. This result provides
a plausible explanation of the fact that the Hopf bifurca-
tion of the monomode TROPO has not yet been observed
experimentally. It also calls for further investigations in
order to determine whether mode hopping also interferes
with other predicted instabilities.

II. TROPO MONOMODE MEAN-FIELD

DEGENERATE MODEL: HOPF INSTABILITY

We now recall the main features of the simplest
TROPO model, the degenerate longitudinally and trans-
versely monomode mean-field model [2–4]. Light gen-
eration in an optical parametric oscillator is based on
parametric down-conversion in a nonlinear crystal of a
pump photon into two lower-frequency photons called
signal and idler. In a TROPO, the optical cavity en-
closing the crystal is resonant for all three fields so as to
minimize operation threshold. In the mean-field (a.k.a.
uniform-field) approximation, the time evolution of the
normalized amplitudes As, Ai and Ap of the signal, idler
and pump fields inside the cavity can be described by the
following differential equations [4]:

Ȧs = −(1 + i∆s)As + A∗
i Ap, (1a)

Ȧi = −(1 + i∆i)Ai + A∗
sAp, (1b)

Ȧp = γ [−(1 + i∆p)Ap − AsAi + E] , (1c)

where ∆s, ∆i and ∆p are the detunings between the
optical frequency and the frequency of the closest cavity
resonance for the signal, idler and pump fields, respec-
tively, and E is the pumping rate. The time unit is the
cavity decay time of the signal field and γ is the cavity
decay rate for the pump. In this paper we focus on the
stationary regimes of Eqs (1), and are interested in de-
termining when they become unstable to give birth to
periodic oscillations depending on values of control pa-
rameters.

A little known property of Eqs. (1) is that although the
signal and idler fields are in principle distinct, their time
evolution can be described by a single amplitude after
transients have died out. First it should be noted that
stationary solutions of Eqs. (1) exist only for ∆s = ∆i, a
relation that can be shown to follow from photon num-
ber conservation [19]. Replicating a similar calculation
carried out in the analysis of a bimode model [20], it is
then easy to show that Eqs. (1a) and (1b) imply that af-
ter a sufficiently long time, the amplitudes As and Ai are
equal up to a constant phase difference that can always
be removed by a redefinition of the amplitudes. This is

obviously linked to the fact that signal and idler pho-
tons are twin photons created in the same quantum pro-
cess. Without loss of generality, the asymptotic dynam-
ics of the TROPO can then be modeled by the following
normalized equations (degenerate model) describing the
time evolution of the complex amplitude of the signal
field As and of the pump field Ap [4]:

Ȧs = −(1 + i∆s)As + A∗
sAp, (2a)

Ȧp = γ
[

−(1 + i∆p)Ap − A2
s + E

]

, (2b)

For pumping rates above the parametric emission thresh-
old given by

E2
th = (1 + ∆2

p)(1 + ∆2
s), (3)

equations (2) have non-zero stationary solutions which
have been shown to fit accurately experimental observa-
tions in the vicinity of threshold [11]. When pump rate is
increased, these stationary solutions can become unsta-
ble through a Hopf bifurcation giving rise to oscillatory
behavior [2–4]. A necessary condition for this bifurcation
is [4]

∆p∆s < −

[

1 +
γ(1 + ∆2

p)

2

]

, (4)

which ensures that there is a finite pump rate EH > Eth

at which the stationary nonzero solution bifurcates to a
periodic solution, which is is given by [4]

E2
H =





γ2(1 + ∆2
p) + 4(1 + γ)

−2(1 + γ)2[1 +
2(1+∆p∆s)

γ(1+∆2
p) ]

− (∆p∆s − 1)





2

+(∆p + ∆s)
2, (5)

At higher pump rates, the limit cycle born in the Hopf
bifurcation undergoes a period-doubling cascade leading
to chaos [4].

As inequality (4) is closer and closer to equality, the
Hopf threshold EH given by (5) becomes larger and larger
and is eventually rejected to infinity. For a given max-
imal pump rate available, Emax, whether the instability
can be observed at fixed detunings inside the parameter
domain delimited by (4) is determined by the inequal-
ity Emax > EH(∆p, ∆s). Since we are interested here in
specifying the unstable region by simple bounds on the
detunings, we first assume that we have infinite pump
power available. Under this approximation, whose valid-
ity will be checked in numerical simulations in Sec. IV,
the Hopf instability domain is solely determined by in-
equality (4).

The instability domains in the (∆p, ∆s) plane have
been plotted in Fig. 1 for different values of γ, and are
seen to be bounded away from the origin. Along their
boundaries, (4) is an equality and defines the signal de-
tuning as a function of pump detuning. It is easily found



MODE HOPPING STRONGLY AFFECTS OBSERVABILITY OF DYNAMICAL INSTABILITY 329

3

−20

−15

−10

−5

 0

 5

 10

 15

 20

−20 −15 −10 −5  0  5  10  15  20

S
ig

na
l f

ie
ld

 d
et

un
in

g

Pump field detuning

γ=2 
γ=5 

γ=10

FIG. 1: Map (∆p, ∆s) for different values of the parameter
γ. The curves delimits the areas for which condition (4) is
fulfilled.

that the minimum absolute value that the signal detun-
ing can take on the boundary, and hence in the instability
domain, is:

∆H
min = min{|∆s|} =

√

γ(γ + 2), (6)

and is obtained for |∆p| =
√

(2 + γ)/γ. Note that ∆H
min

is roughly proportional to γ and thus increases with it.
Since (4) still holds at finite pump power, the lower

bound provided by (6) is always valid. This clearly shows
that the Hopf bifurcation of the monomode degenerate
mean-field model can only occur for sufficiently high sig-
nal detunings. In the next Section, we describe the pro-
cess of mode hopping and how it limits the values that
signal detunings can take leading to a maximal absolute
value for the detunings. Whether the two constraints
can be satisfied simultaneously will eventually determine
whether the Hopf bifurcation can be observed experimen-
tally.

III. LIMITATION OF SIGNAL DETUNING DUE

TO MODE HOPPING

A. Theory

In the theoretical analysis of Sec II, it was assumed
that the frequency detuning of the signal field is a fixed
parameter. This is however not entirely true, because
the operating frequency of an OPO is not actually cho-
sen by the experimentalist but results from a complex
mode selection process. While small variations of the
cavity length most often modify frequency and hence de-
tuning gradually, sudden jumps will occur when a remote
operating point becomes more favorable. As we discuss
below, this process tends to minimize frequency detuning
and consequently to limit its maximum value, which can
be derived analytically.

As with any optical oscillator where an amplifying
medium is enclosed inside an optical cavity, there are
two main constraints that determine the operating con-
ditions of an OPO: the first one is that the gain in the
amplifying medium must be sufficient to overcome cavity
losses over each round trip in the cavity, the second one
is that the generated field must be nearly resonant with
one of the cavity modes so that amplification by the gain
medium is cumulative over successive round trips.

In optical parametric oscillators, the nonlinear inter-
action is optimal when the relative phases of the three
interacting waves remain fixed during propagation. The
phase-matching condition is easily formulated in a cor-
puscular point of view: the conversion of one pump pho-
ton into signal and idler photons must satisfy energy and
momentum conservation:

ωp = ωs + ωi (7a)

~kp = ~ks + ~ki (7b)

where ωp,s,i and kp,s,i denote the frequencies and the
wavevectors of the pump, signal and idler fields.

The pump properties being fixed, relations (7) gen-
erally single out unique values for the signal and idler
frequencies and much of OPO design consists in ensur-
ing that these values fall in the desired frequency range.
However, while energy conservation (7a) strictly holds for
continuous-wave OPOs, momentum conservation may be
satisfied only approximately because of the finite size of
the nonlinear crystal. Thus there is a small but finite
frequency domain around the exact phase-matching fre-
quency where the nonlinear gain is adequate for OPO
operation. It is usually the case that many cavity reso-
nances fall inside this domain, and an important problem
is to determine the resonances near which oscillation will
actually occur.

Monomode optical parametric oscillators behave as ho-
mogenously broadened lasers in that when there are sev-
eral frequencies for which gain overcome losses in the
empty cavity, the one with the lowest threshold takes
over by saturating the gain in such a way that compet-
ing modes remain below threshold. Mode selection thus
amounts to determining which operating modes have low-
est threshold. If variation of raw gain in the domain
around perfect phase-matching is neglected, and consid-
ering pump detuning as a fixed parameter, this is equiva-
lent to finding the allowed operating frequencies for signal
and idler fields that have lowest frequency detuning, as
expression (3) for parametric threshold shows.

In doubly and triply resonant OPOs, this problem is
made difficult by the fact that the signal and idler fields
must be simultaneously resonant. Thus operation can
only take place at coincidences between two frequency
combs. In general the two combs have different periods,
either because the signal and idler fields have very differ-
ent frequencies or because they are polarized along dif-
ferent axes of a birefringent crystal (the so-called type-II
phase-matching [21]). A singular configuration that we
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will not consider here is when signal and idler have identi-
cal polarizations and frequencies (type-I phase matching
at degeneracy). As a result, frequency tuning in OPOs is
a complicated problem that has been studied very care-
fully both in the type-I and type-II cases [16, 17].

The detunings of the signal and the idler fields are
given respectively by ∆ωs = ωs−ωR

s and ∆ωi = ωi −ωR
i ,

where ωs and ωi are the optical frequencies of the signal
and idler fields and ωR

s and ωR
i are the closest resonance

frequencies of the cavity. For the sake of simplicity, we
assume in the following that ωs and ωi are close to a 1:1
ratio but the argument can be generalized easily to any
rational number.

Taking energy conservation (7a) into account, the total
frequency mismatch ∆ω = ∆ωs+∆ωi for the signal-idler
mode pair is given by :

∆ω = ωp − ωR
s − ωR

i , (8)

which does not depend of the specific oscillation frequen-
cies ωs and ωi chosen by the system, but only of the pump
frequency and the resonance frequencies of the cavity for
the signal and the idler modes. For our purposes, ∆ω is
the relevant quantity to consider as the individual detun-
ings ∆ωs and ∆ωi are proportional to it in a stationary
state, as a consequence of energy and photon number
conservation [19]. The mode pair selected by the OPO
will be the one that minimizes the total frequency mis-
match ∆ω so as to minimize threshold.

Taking into account that ωR
s and ωR

i belong to two
frequency combs specified by the free spectral ranges δωs

and δωi:

ωR
s = Nsδωs, ωR

i = Niδωi (9)

where Ns and Ni are the mode indices, and having in
mind that |δωs − δωi| ≪ δωs, δωi, we rewrite (8) as

∆ω = ωp − N̄(δωs + δωi) − ∆N(δωs − δωi) (10)

with N̄ = (Ns + Ni)/2 and ∆N = (Ns − Ni)/2. Under
our hypotheses, we have ∆N ≪ N̄ . Hence the last term
in (10) is in first approximation negligible compared to
the second term, and the integer value of N̄ that min-
imizes ∆ω is determined independently of ∆N . Then
the optimization problem can be refined by searching for
the integer value of ∆N that minimizes (10) at fixed N̄ .
Studies of tuning properties of double or triply resonant
OPO have shown that the operating modes are grouped
into clusters, each cluster consisting of a sequence of ad-
jacent modes [16, 17]. In (10), N̄ indicates the cluster
and ∆N distinguishes between adjacent modes inside the
cluster.

An important consequence of (10) is that ∆ω can at
best be adjusted in steps of |δωs − δωi|. With such steps,
the frequency mismatch ∆ω can always be made to be-

long to the interval [− |δωs−δωi|
2 , |δωs−δωi|

2 ] but cannot be
brought closer to zero. This minimal ∆ω corresponds to

the mode pair chosen by the OPO. By considering the
worst case, the maximal frequency mismatch that can be
reached is

∆ωmax =
|δωs − δωi|

2
, (11)

which agrees with the general expression of the detun-
ing given in [16]. As the OPO is pulled away from an
exact cavity resonance by increasing the cavity length,
the frequency mismatch will increase up to the maximal
value given by (11), at which point there will be an op-
erating mode with a lower mismatch to which the OPO
will switch. This phenomenon is well known as mode
hopping [16, 17].

Before (11) can be compared with the bound found for
the Hopf bifurcation in Sec. II, it has to be expressed
in the same units. The detunings used in equations (2)
are normalized so that half-height width of the cavity
resonance is 2. Since the cavity finesse F is defined so
that the half-height width is δω/F , we have

∆s = 2Fs

∆ωs

δωs

, (12a)

∆i = 2Fi

∆ωi

δωi

. (12b)

As mentioned before, ∆s and ∆i are not independent
in the stationary regime but obey the simple relation
∆s = ∆i as a consequence of energy and photon number
conservation [19]. Taking into account that ∆ω = ∆ωs +
∆ωi, one obtains from (12):

∆s = ∆i =
2FsFi∆ω

Fiδωs + Fsδωi

. (13)

This expression was derived assuming ωs ≃ ωi, so that we
should fix Fs ≃ Fi for consistency. The maximal value
of the frequency mismatch authorized by mode selection,
as given by equation (11), can thus be rewritten as

∆M
max = Fs

|δωs − δωi|

δωs + δωi

, (14)

Before we can discuss whether the Hopf bifurcation can
be observed in typical experiments, we have to reformu-
late (14) in terms of the experimental configuration.

Given that

δωs,i =
2πc

2(Lcav + (ns,i − 1)lc)
(15)

where Lcav is the geometric length of the cavity, lc is
the length of the nonlinear crystal, ns,i the indices of the
signal (resp. idler) fields and c is the celerity of light in
the vacuum, (14) can be rewritten as

∆M
max = 2Fs

|δn|lc
[L]

, (16)
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where

[L] = 2(Lcav + (
ns + ni

2
− 1)lc)

is the average optical path for the signal and the idler
fields over one round trip in the cavity and

δn =
|ns − ni|

2
.

In the limit case of a monolithic OPO (Lcav = lc),
expression (16) leads to the remarkably simple expression

∆M
max/Fs =

2|δn|

ns + ni

(17)

showing the key role played by cristal birefringence. Ex-
pression (17) yields an absolute upper bound for (16)
since cavity length obviously cannot be smaller than crys-
tal length.

Note that since δn ≪ ns,i for a standard crystal, ex-
pressions (16) and (17) ensure that the small-detuning
hypothesis of the mean-field approximation is fulfilled for
the signal and idler fields.

We are now in a position to obtain a simple criterion
to determine whether the Hopf bifurcation can be ob-
served in a given configuration at infinite pump power.
Obviously, we must have

∆H
min < ∆M

max (18)

which, using (6) and (16), and expressing the pump cav-
ity decay rate as

γ =
Fs

Fp

,

translates into
√

1

Fp

(

1

Fp

+
2

Fs

)

< 2
|δn|lc
[L]

(19)

which is the main result of our paper. Again, (19) sim-
plifies in the monolithic case. A noteworthy feature of
inequality (19) is the asymmetry in the dependences with
respect to the pump and signal finesses. It is easily seen
that increasing pump finesse is much more effective to
have (19) satisfied. Assuming Fp = 50 and Fs = 500,
doubling the pump finesse decreases the left hand side
of (19) by 46% while doubling the signal finesse only
does so by 4%.

B. Numerical estimates

To get a better understanding of whether the criterion
obtained in Sec III A is easily satisfied or not, we now
compute numerical estimates for typical experimental
configurations. In previous experiments [12–15, 20], we
used a KTP crystal of length lc = 15 mm cut for type-II
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FIG. 2: Solid lines : values of maximal detuning authorized
by mode selection when cavity length is varied between 1.5
cm and 10 cm. Dashed lines : minimal detuning permitted by
the conditions of the Hopf bifurcation for two different values
of γ : 5 and 10.

phase-matching, with an extraordinary index ne = 1.75
and an ordinary index no = 1.83. The crystal is en-
closed in a Fabry-Perot cavity delimited by two spherical
mirrors with a radius of curvature of 5 cm. The cavity
finesses for the signal and pump fields are around 500
and 50, respectively.

The most easily adjustable parameter is the geomet-
rical cavity length, which is bounded from below by the
crystal length (1.5 cm) and from above by the concentric
condition (∼10 cm). Figure 2 shows the evolution of the
maximal detuning ∆M

max with cavity length. The main
feature is that ∆M

max decreases monotonically with cavity
length, as is easily seen in expression (16). Thus the most
favorable situation will always be obtained in the “mono-
lithic” configuration where cavity length equals crystal
length. In practice, this configuration cannot be reached
when spherical mirrors are used because of the size of the
crystal mount, but the shortest feasible cavity length (3
cm in our experiments) should be sought.

In our experiment, γ = Fs/Fp = 10, from which we

can compute the value ∆H
min =

√

γ(γ + 2) of the minimal
detuning necessary to obtain the Hopf bifurcation. This
value does not depend on cavity length and is represented
in Fig. 2 by the upper dashed horizontal line. We see that
there is hardly a configuration where ∆H

min < ∆M
max. In

this configuration, the Hopf bifurcation cannot be ob-
served regardless of pump power because mode hopping
prevents to reach sufficiently high detunings.

In order to lower ∆H
min, assume now that pump finesse

is increased to 100 so that γ decreases to 5. This cor-
responds to the lower horizontal dashed line in Fig. 2.
There is now a range of cavity lengths where ∆H

min <
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∆M
max as shown by the black area between the two curves.
If Fs and Fp are increased simultaneously keeping γ

constant, ∆M
max will increase while ∆H

min remains un-
changed, and the instability region will also widen.

C. Conclusion

In this section we have taken into account the fact
that the signal frequency detuning is not a fixed parame-
ter but is determined by the operating frequency chosen
by the OPO so as to minimize this detuning. As a re-
sult the signal frequency detuning is bounded from above
by the mode hopping phenomenon. Since signal detun-
ings at which periodic behaviors appear are bounded
from below, the Hopf bifurcation can only be observed if
∆H

min < ∆M
max. Our analysis has shown that even in the

ideal case where infinite pump power is available, mode
hopping can prevent from reaching detunings sufficiently
large to observe the Hopf bifurcation of the monomode
model.

The numerical estimates obtained for the configuration
used in our previous experiments explain why we could
not observe the Hopf bifurcation in this setup. In order
to obtain instabilities, one should take into account that
∆H

min depends on the ratio of signal and pump finesses
while ∆M

max is proportional to signal finesse. More gen-
erally, the finesses should satisfy inequality (19). As will
be discussed in Sec. V, the theoretically most favorable
configurations are extremely difficult to build experimen-
tally. In all cases, cavity should be made as short as
possible.

It remains to be checked that in cases where the insta-
bility can be observed, it persists when pump power is
limited. We do so in Section IV.

IV. NUMERICAL INVESTIGATIONS AT

FINITE PUMP POWER

So far, our analysis has assumed infinite pump power,
which has allowed us to obtain simple analytical formu-
las such as (19) to decide whether the Hopf bifurcation
is screened by mode hopping or not. We now have to
determine how good this approximation is in the real-life
situation where only finite pump power is available and
if conclusions drawn from our theoretical analysis remain
relevant.

At finite pump power, whether the Hopf bifurcation
can be observed no longer depends only on inequal-
ity (4) but also on whether the Hopf threshold (5) can
be reached given available pump power. Because expres-
sion (5) is much more complicated than inequality (4), we
restrict ourselves here to a numerical exploration of the
detuning ranges where periodic behavior is found and
compare our results with predictions from the infinite
pump power analysis. This exploration is carried out for

several values of the cavity finesses, other parameters be-
ing chosen so as to match our previous experiments [12–
15, 20]. As we shall see, it will allow us to conclude
that pump power is not a limiting factor with commonly
available pump lasers and that the criteria derived in the
infinite pump power analysis remain relevant.

A few general observations are in order before we
present our numerical results. The relevant criterion is
whether the minimum detuning ∆H

min at which Hopf bi-
furcation occurs is smaller than the larger detuning ∆M

max

allowed by mode hopping. Thus it is interesting to com-
ment on how these bounds evolve when pump power is
limited.

Regarding onset of periodic behavior, it should be re-
called that inequality (4) holds regardless of pump power,
that equality can be achieved only for infinite pump
power and that otherwise the Hopf threshold (5) yields a
more stringent condition than (4) on the detunings. As
a result, the instability regions are systematically shifted
towards higher values of the detunings, leading to an in-
crease of ∆H

min compared to expression (6).
As for the maximal value ∆M

max of the detuning al-
lowed by mode hopping [Expr. (14)], it does not depend
on pump power as it is obtained by considering the fre-
quency combs of the cavity resonances. However a limi-
tation that has to be taken into account at finite pump
power is that if the OPO is below parametric emission
threshold at ∆s = ∆M

max, then the latter bound certainly
cannot be achieved and the actual bound will be lower
(the stationary ON state must exist for the bifurcation
to occur). Using the expression for parametric thresh-
old (3), the expression for the maximal signal detuning
value becomes

∆MT
max = min

(

∆M
max,

√

E2

1 + ∆2
p

− 1

)

(20)

where E is the pump parameter and ∆p is the pump
detuning. The compatibility between the values of the
minimal detuning at which periodic behavior occurs and
of the maximal detuning at which stationary paramet-
ric emission occurs is now more difficult to analyze be-
cause both depend on pump detuning. However, it is
easy to see that as pump power is decreased, the former
can only increase and the latter only decrease so that the
Hopf bifurcation is necessarily harder to observe in the
finite pump power case. We now assess by how much by
carrying out numerical simulations.

The phase diagrams in Fig. 3 shows in black the regions
in the (∆p, ∆s) parameter plane where periodic behavior
is found for different values of the cavity finesses, the
values of the remaining parameters being fixed so as to
match our experiments [12–15, 20]. For each parameter
set, the dynamical regime is classified as periodic when

• Inequality (4) is satisfied, and

• EH(∆p, ∆s) < Emax(Fp, Fs)
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where Emax(Fp, Fs) is the maximum pump parameter
corresponding to the pump power available in our exper-
imental conditions (4 W) [23]. Since the unstable zones
are enclosed inside the regions where parametric emission
occur and the instability regions at infinite pump power,
the boundaries of these regions, which can be computed
analytically, are also shown in Fig. 3 so that we can es-
timate how well they approximate the numerical results.
In order to make meaningful comparisons between setups
corresponding to different values of the finesses, the do-
mains of variations of the pump and signal detunings are
chosen so that ∆s,p ∈ [−Fs,p/(10π), Fs,p/(10π)]. This
corresponds in each case to the same variation of the
physical cavity length (∆L = λ/40π) and thus there is
no difference in the scans from an experimental point
of view. Since |∆s,p| ≪ 2Fs,p, this also ensures that
the small-detuning hypothesis of the mean-field model is
satisfied.

Fig. 3(a) shows that for parameter values correspond-
ing to our experimental setup, periodic behavior does not
occur, explaining why we do not observe the Hopf bifur-
cation in this setup. It also shows that the boundaries
of the unstable region at infinite pump power are located
outside the central band where ∆s ∈ [−∆M

max, ∆
M
max] and

thus that mode hopping prevents the bifurcation from be-
ing observed in this configuration even if infinite pump
power was available. The proximity of the two curves
corresponding to parametric threshold and bifurcation at
infinite pump power probably explains why no instability
can be observed.

In contrast with Fig. 3(a), Figs. 3(b) to 3(d) display
larger and larger instability zones as cavity finesses are
increased. While in Fig. 3(b) the intersection of the un-
stable region with the central band of allowed signal de-
tunings is very small, it becomes sizable in Fig. 3(d).
More precisely, the fraction of the central band occupied
by unstable regions is 1.6% in Fig. 3(b), 3.5% in Fig. 3(c)
and 17% in Fig. 3(d). These numbers are meaningful as
probability estimates if we assume that there is no cor-
relation between the signal and pump detunings on av-
erage, i.e., that the entire allowed band may be explored
over several experiments. It should be noted that during
a scan of cavity length through a single resonance of the
pump, pump and signal detuning will vary jointly as illus-
trated in Fig. 3(a) and that this may affect the probabil-
ity of hitting the unstable zone. However, it is expected
that there is no relation between paths followed in the
(∆p, ∆s) plane for different pump resonances so that no
part of the allowed band should remain inaccessible.

Examination of Figs. 3(a)-(d) shows that although in-
creasing finesses globally makes it easier to observe the
Hopf bifurcation, finesses for the pump and signal fields
have different influences. The twofold increase in Fp be-
tween Figs. 3(a) and (b) clearly modifies the phase dia-
gram much more than the twofold increase in Fs between
Figs. 3(b) and (c). Similarly, increasing Fp from 100
to 500 is critical to have a significant probability of ob-
serving the Hopf bifurcation. This is consistent with the
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FIG. 3: Phase diagrams in the (∆p, ∆s) plane showing the
instability regions as black areas for different values of the
finesses of the pump (Fp) and of the signal (Fs) field: (a)
Fp = 50,Fs = 500, (b) Fp = 100,Fs = 500, (c) Fp =
100,Fs = 1000, (d) Fp = 500,Fs = 1000. Solid curves de-
limit areas above parametric emission threshold. Dashed lines
indicate where (4) is an equality and delimit unstable areas
in the infinite pump power approximation. Dotted horizon-
tal lines indicate the maximal detuning value allowed by mode
hops. In (a), the dotted and dashed line shows a possible path
followed by detunings as cavity length is scanned. The dis-
continuity occurring as the path reaches the horizontal dotted
line corresponds to a mode hop.
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8

discussion of criterion (19) in Sec. III which showed that
increasing pump finesse was much more effective than in-
creasing signal finesse. However increasing pump finesse
is extremely difficult from a practical point of view, as
we discuss in Sec. V. Interestingly, it was similarly noted
in Ref. [10] that increasing pump finesse while keeping
signal finesse allowed one to observe an hexagonal trans-
verse pattern at lower signal detunings.

An important conclusion that can be drawn from the
numerical exploration summarized in Figs. 3(a)-(d) is
that except in Fig. 3(a), the theoretical analysis at in-
finite pump power provides a very good approximation
of the finite pump power case, all the better as finesses
are higher and as observing the Hopf bifurcation becomes
more plausible. Indeed the instability zones are tightly
delimited by the boundaries obtained at infinite pump
power and by the parametric threshold line except for
larger pump detunings. In particular, the agreement is
excellent at the tip of the unstable zones, near the point
of minimal signal detuning. This makes us confident that
for pump lasers currently available, the criterion obtained
in (19) is effective in assessing the probability of occur-
rence of the Hopf bifurcation. It also shows that pump
power is not a limiting factor as when there is a nonempty
intersection between the unstable zone and the central
band of allowed detunings, its area only marginally in-
creases from the finite to the infinite pump case, mostly
in regions far from the minimum detuning value.

To conclude, numerical calculations at finite pump
power show that while the Hopf bifurcation becomes
harder to observe than in the infinite pump power case,
the mode hopping phenomenon remains the main limit-
ing factor by limiting the range of values signal detun-
ing can take. In order to obtain experimental evidence
of the bifurcation, building a dedicated setup would be
much more effective than increasing pump power. How-
ever, there are some experimental difficulties in doing so,
which we discuss in Section V.

V. EXPERIMENTAL CONSIDERATIONS

The theoretical analysis at infinite pump power of
Sec. III and the numerical computations at finite pump
power of Sec. IV have suggested that the Hopf bifurca-
tions of the monomode mean-field model might be ob-
servable in some configurations. In this Section, we dis-
cuss the feasibility of an experimental setup specially de-
signed for evidencing the bifurcation.

Some parameters are easily optimized using the find-
ings of Sec. III and IV. As discussed in Sec. III B, cav-
ity should be as short as possible and in this respect a
monolithic configuration would be optimal. Then, crys-
tal birefringence should be chosen as large as possible
[see Eq. (17)]. However this may not be an option as
brifrigence is primarily used to achieve phase-matching
in the desired operating range. Of course, pump power
should be as large as possible, but our analysis has shown

that there were modest returns in increasing it much
beyond that offered by currently available pump lasers.
The two parameters left for setup optimization are then
the signal and pump cavity finesses. Criterion (19) indi-
cates that those finesses, and especially the pump finesse,
should be taken as large as possible.

However, cavities of very high finesse are critical to
align and are very sensitive to fluctuations. For example,
a change of δL of the cavity length will induce a variation
of δ∆ = 4FδL/λ of the detuning, where λ is the optical
wavelength. For λ = 1064 nm and F = 1000, a fluctua-
tion δL = 5 Å of the cavity length will induce a variation
of the detuning δ∆ = 2, corresponding to full-width of
the resonance. The length of the cavity must thus be ad-
justed carefully and maintained constant to within less
than a few angströms.

This stability problem is all the more critical when
thermal effects are taken into account. In our configura-
tion, it has been shown that thermal effects can induced
complex dynamical behaviors [12, 13] during which cavity
length can be spontaneously swept by a few nanometers.
Such instabilities were observed even at incident pump
powers around 500 mW [12], which for a pump finesse of
45 corresponds to an intracavity pump power of about
6.5 W. For 4 W of incident pump power and a finesse
of 500, intracavity pump power would reach ∼640 W
at resonance and thermal effects would then be a hun-
dred times as strong. For illustration purposes, let us
recall that the only chaotic regime reported so far in an
TROPO was observed in a situation where cavity length
could not be made stationary [15], although the configu-
ration was standard.

Another adverse influence of pump absorption in the
crystal is that it puts a limit on the highest finesse achiev-
able. In our setup, for example, pump absorbtion in the
1.5cm-long crystal is 2% cm−1 which implies that pump
finesse cannot be higher than about 100 even if perfectly
reflecting mirrors were used. Except for crystals with ex-
ceptional low absorption, high values of the pump cavity
finesses such as 500 appear to be completely unrealistic.

Apart from the previous remarks which hold for all
systems featuring an absorbing material enclosed in a
resonant cavity, specific restrictions on the finesses are to
be considered for a TROPO, inside which several fields
must be simultaneously resonant. Generally cavity fi-
nesses in an experimental TROPO setup are chosen so
that Fp ≪ Fs. It ensures that numerous resonances of
the signal field are found inside the wider resonance of
the pump field, in other terms that several mode hops
occur before OPO falls below threshold. This allows one
to only consider coincidences of signal and idler cavity
modes. For very high cavity finesses of the pump, the
mode with smallest signal detuning might very well be
below threshold because of a large pump detuning. In
fact, the analysis of part III should then be reworked
and reformulated in terms of coincidences of three reso-
nances instead of two. It is not certain that this more
complicated problem admits solutions.
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To conclude, an OPO designed in order to observe the
Hopf bifurcation should have a short cavity (e.g., mono-
lithic setup), high birefringence and pumping rate. The
pump cavity finesse should be as high as possible. Under
these conditions, however, an OPO would be very diffi-
cult to operate and to stabilize on an operating point.
Even then, the numerical analysis of Sec. IV indicates
that unstable zones would remain small compared to the
range of operating parameters. This casts serious doubts
on the experimental observability of the Hopf bifurcation
of the monomode mean-field model.

VI. CONCLUSION

In this paper we have raised the issue that contrary to
what is commonly assumed in theoretical studies of the
dynamics of optical parametric oscillators, signal detun-
ing is not a fixed parameter but a dynamical variable
whose value results from a complex selection process.
Thus, detuning limitation due to mode hopping may af-
fect the occurrence of dynamical instabilities occurring
at high values of the detuning. As a simple example,
we analyzed under which conditions the Hopf bifurcation
leading to periodic behavior in the monomode mean-field
model of a triply resonant OPO can be observed.

We first showed that signal detuning must reach a min-
imal value for the bifurcation to occur, even at infinite
pump power. We then described how the mechanism of
mode hopping restraints the values signal detuning can
take and we gave an analytical expression of the maximal
detuning allowed by mode hopping. By comparing the
two bounds so obtained, we showed that they are incom-
patible in many configurations, showing that finite pump
power is not necessarily the limiting factor for observing
this instability. This was confirmed in numerical compu-
tations of instability domains carried out at a finite pump
power corresponding to our experimental configuration,
in which we observed that most of the unstable domains
are inaccessible because of mode hopping. We found that
pump finesse is a critical parameter that should be made
as large as possible in order to observe the Hopf bifur-
cation. However experimental setups designed for this
purpose should most certainly be extremely difficult to
operate.

For the sake of simplicity, our derivation of the max-
imal detuning allowed by mode hopping relied on two
main hypotheses. One was that signal and idler have
frequencies close to 1:1 ratio but experience different in-
dices, as in our type-II experiments. Generalization to
other frequency ratios in the type-II configuration should
be straightforward and is not expected to modify the
conclusions of the present work. Type-I OPOs near fre-
quency degeneracy have more complex tuning properties
and should be analyzed separately. The other hypothe-
sis was that parametric gain can be considered constant
along a frequency domain containing many longitudinal
modes so that the lowest possible detuning is always se-
lected. If that is not the case, then values of signal de-
tuning higher than predicted may be obtained and our
analysis would have to be adapted. However, it does not
seem likely that our conclusions would be modified a lot.

An open question is whether conclusions drawn for
the Hopf bifurcation of the monomode mean-field model
also hold for other theoretical predictions of temporal
or pattern-forming instabilities in doubly or triply opti-
cal parametric oscillators. Indeed, such instabilities have
usually been predicted for relatively high values of the
signal detuning and/or of the pumping rate (see, e.g.,
Refs. [4, 6–10]). Thus, their observability may very well
be also affected by detuning limitation due to mode hop-
ping rather than by finiteness of the pump power. A
detailed comparison of instability thresholds in detuning
space with the maximum values allowed by mode hop-
ping is in order for these theoretical predictions so that
their relevance for experimental systems can be assessed.
To conclude, mode hops are not only a nuisance for stabi-
lizing and tuning OPOs but also for using them as tools
to study complex dynamical behavior.
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Differentformsof burstingoscillationswith frequenciesfrom a few MHz to hundredsof MHz separatedby
intervalsof no activity have beenobservedexperimentallyfor an optical parametricoscillator ~OPO! system
subjectto thermaleffects.Theseoscillationshave beensimulatednumericallyusingpreviouslyderivedequa-
tions for two interactingtransversemodes.In this paper, we investigateoneparticularcasein detail andshow
thata simplephase-planeanalysisexplainstheburstingcycle.Furthermore,by takingadvantageof thevalues
of theparameters,we determineanapproximationfor thesolutionof theOPOequations,leadingto estimates
of the oscillationfrequencyandof the thresholdof the bimoderegime.
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I. INTRODUCTION

Neuronsaswell asmanyothercell typescommunicateby
brief bursts of oscillations separatedby quiescentperiods
during which changesare slow @1–3#. Although specific
modelsdescribingthesebursting oscillationscan be com-
plex, they are generallybasedon the assumptionthat the
phenomenonis causedby a slow variablemodulatinga rapid
oscillatory system.Phase-planestudieswhere the response
of a fastvariableis studiedasa functionof this slow variable
have beenparticularlyuseful to explainthe periodicswitch-
ing betweenoscillatoryandsteadyresponses@4,5#.

In optics, lasersexperiencingpassiveQ switch can dis-
play a similar alternationof pulsetrainsandperiodsof slow
activity @6–8#, but their dynamicscannoteasily be decom-
posedin termsof slow andfast variables,which is a prequi-
site for the occurrenceof bursting. Recently, autonomous
burstinghasbeeninvestigatedin a CO2 lasersubjectto two
feedbackloopsoperatingon wildly differenttime scales@9#,
howeverthe correspondingoscillationsare too complex to
be describedin termsof a simpletwo-variablephaseplane.

In this paper, we showthat sucha simpleanalysisis pos-
sible for continuous-waveoptical parametric oscillators
~OPOs! subjectto thermaleffects.OPOsareoptical devices
basedon parametricfrequencydown-conversionin a nonlin-
earcrystalandarepromisingsourcesof coherentlight, with
interesting applicationssuch as tunable optical frequency
generationfor high-precisionspectroscopy@10#. As many
practical lasers,OPOsexhibit a variety of dynamicalinsta-
bilities, but their dynamicshassofar beenmuchlessstudied.
Althoughperiodicandchaoticbehaviorshave beenpredicted
to occur in cw OPO long ago @11,12#, self-pulsingregimes
in experimental systems have been described only
recently@13–16#.

In particular, instabilitiesobservedin an OPOat frequen-
ciesof a few kHz have beentracedbackto slow variationsof
the crystal temperatureand successfullydescribedin terms
of a simplethermo-opticmodel @14,15#. Observationof fast
oscillationsat frequenciesin the MHz rangehasalso been
reported@13,16# anda mechanismbasedon theinteractionof
two transversemodes@17# has beenproposed@16#. When

both effects are combined,thesefast oscillationsappearin
burstsseparatedby periodsof no activity. Themainobjective
of this paper is to proposea simple descriptionof these
burstingoscillations.

Our analysisunveils a surprisingproperty of our OPO
system.The regime where two cavity modes with well-
separatedoptical wavelengthsjointly oscillate is to a first
approximationequivalentto a weakly detunedmonomode
oscillation. This indicatesthat, contrary to naive intuition,
two-modeoperationdoesnot necessarilyrely on the near
coincidenceof two cavity resonances.Thus, thesenew re-
gimescannotbe neglectedwhen studying frequencyselec-
tion in OPOs,especiallyat the high pumppowerspresently
available.

In Sec. II, we describerecent experimentalresults on
theseburstingoscillations.SectionIII introducesthe model
equationsused in Ref. @16# and describesthe numerical
simulationsin a slow-fastphaseplane.The burstingcycle is
then explainedby studying the bifurcation propertiesof a
reducedsystemof equations.We notethat theburstingoscil-
lationsarethe resultof a slow passagethrougha subcritical
Hopf bifurcation followed by a rapid jump to fast oscilla-
tions. The analysisof the burstingcycle in the phaseplane
encouragesfurtheranalysisof thereducedproblemwhichwe
proposein Sec.IV.

II. EXPERIMENTS

Theexperimentalsetupis a type-II triply resonantoptical
parametricoscillator. It consistsof a 15-mm-longKTP crys-
tal enclosedin a 47-mm-longcavity delimitedby two spheri-
cal mirrors with a radiusof curvatureof 50 mm. The cavity
is resonantat 532 nm, the wavelengthof the pump laser
~CoherentVerdi, maximumpower5W!, andhighly resonant
at thefirst subharmonicat 1064nm, nearwhich two infrared
fields ~‘‘signal’’ and‘‘idler ’’ ! aregeneratedin the crystal.At
thesetwo wavelengths,the cavity finessesestimatedfrom
mirror reflectivitiesandcrystalabsorptioncoefficientsareof
50 and 540, respectively. When observingthe regimesde-
scribedbelow, the thresholdfor parametricoscillation was
reachedat pump powersof the order of 30 mW, and pump
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powerinjectedin the cavitywasat its maximumvalueof 3.5
W ~i.e., abouta hundredtimesthe thresholdpower!.

Dif ferent regimes are obtained as the cavity length is
scannedwith a piezoelectrictransduceroveronewavelength
of the infraredfield: no parametricemissionstableparamet-
ric emissionandthermo-opticalinstabilities@14,15#, as well
asfastoscillationswith frequenciesfrom a few MHz @16# to
hundredsof MHz @18#. While fast oscillationsdo not appear
for everycavity geometry, we haveobservedthemat a high
pump power for widely different cavity lengths.The insta-
bility mechanismwasconjecturedin Ref. @16# to bebasedon
the interaction of two transversemodes as describedby
Schwobet al. @17#. This interpretationhasbeenrecentlycon-
firmedby experimentsmonitoringsimultaneouslythespatial
structureof the outputbeamandits total intensity @18#.

In manysituations,fastoscillationsinteractwith theslow
thermal oscillations,giving rise to bursting oscillations.A
large variety of burstingregimescanbe observed,both with
respect to wave form and to oscillation frequency. We
presenthere three examplesrecordedunder the operating
conditions describedabove. Figure 1~a! shows a regime
wherethe slow dynamicsalternatesbetweentwo branches,
with fast oscillationsappearingon the upperbranchthrough
a supercriticalHopf bifurcation and stopping suddenlyto
returnto the lower branch.The low andhigh frequenciesare
around8 kHz and 3 MHz, respectively. In Fig. 1~b!, fast
oscillationsat 1 MHz are periodically switchedon and off,
with a characteristicfrequencyin the 15–20kHz range.Fi-
nally, thewaveform in Fig. 1~c! featuresfastoscillationsthat
start with a nonzeroamplitudeand occupythe entire time
interval wherethe signal intensity is abovezero.The para-
bolic envelopeat theendof theburstsuggeststhat theoscil-
lations are approachingan inversesaddle-nodebifurcation.
While the low frequencyis comparableto the low frequen-
ciesobservedin Figs.1~a! and1~b!, thehigh frequency, with
a valueof 130 MHz, is muchlarger thanthe high frequency
displayedin the two otherexamples.

In this paper, we concentrateon the last caseand take
advantageof thelargevalueof thehigh frequencyin orderto
simplify theOPOevolutionequations.We generatesolutions
that are qualitatively similar to the regimeof Fig. 1~c! and
showhow a burstingcycle is possible.

III. THEORY

In Ref. @16#, thefastoscillationsof anOPOweresuccess-
fully simulated using the following equations,which de-
scribe the interactionof the pump field with two degener-
ate signal fields oscillating in two different transverse
modes@17#:

Ap85g@2~11 isp!Ap2A1
22xA2

222x12A1A21E#,
~1a!

A1852~11 is1!A11ApA1* 1x12ApA2* , ~1b!

A2852~11 is2!1xApA2* 1x12ApA1* . ~1c!

In theseequations,Ap and the Ai are definedas the slowly
varying field envelopes of the pump field Ep

5Ap(t)exp(ivpt2ikpz) and of the two signal fields E j
5A j (t)exp(ivpt/22 ikpz/2). The parameters sp5(vp

2vp* )/gp , s15(vp/22v1* )/gs , and s25(vp/22v2* )/gs

arethenormalizedcavity detuningsof the threefields.Here,
vp* andv j* denotethe frequenciesof theclosestmodereso-
nancesandgp andgs arethe cavitydampingratesat pump

FIG. 1. Signal intensityversustime for threedifferentbursting
regimesobservedin the experiments.In eachplot, the insetshows
the fast oscillationsinside the narrowbox for time intervals~a! of
5 ms following t5180 ms, ~b! of 5 ms following t5170 ms, and
~c! of 100 ns following t5200 ms.
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and signal wavelength,respectively. Time is expressedin
unitsof ts51/gs andg5gp /gs is thepumpdampingratein
reducedtime units. The parameterx5x2

(2)/x1
(2) is the ratio

of the nonlinearcoefficientscharacterizingparametricgen-
erationfor modes1 and2. Thecross-couplingcoefficientx12
is associatedto the processin which a pumpphotonis con-
vertedinto onephotonin mode1 and onephotonin mode2,
and is proportionalto an overlapintegralbetweenthe three
fields @17#.

An importantassumptionsupportedby theexperimentsin
Refs.@14–16# is that the optical lengthof the crystalslowly
changesdue to thermaleffects. Theseeffects can be taken
into accountby assuminglinear dependencesof the detun-
ings with respectto temperatureu of the form

sp5Dp22u/g ands j5D j2u, ~2!

where Dp and D j are detuningsat room temperature(u
50). The temperatureslowly changesdue to field absorp-
tion in the crystal and its evolution can be describedphe-
nomenologicallyby the following equationfor u @14#:

u85«@2u1auApu21b~ uA1u21uA2u2!#. ~3!

Here,«!1 describestheslow rateof changeof thetempera-
ture and a and b are proportionalto the absorptioncoeffi-
cientsof thecrystalat thewavelengthof thepumpandof the
signal,respectively. If «50, thenu850, meaningthatu is a
constant.This motivatesa studyof the reducedproblem~1!,
whereu is treatedasa parameter.

Figure2 showsthebifurcationdiagramof thesolutionsof
Eqs.~1! for a given setof parameters.The figure represents
theintensityof thesignalI s[uA1u21uA2u2 asa functionof u

andshowsa closedbranchof periodicsolutions.Thelinesof
maximaand minima are the boundariesof the gray region.
The branch emerges from a first Hopf bifurcation at uH1
.22.5, reachesa limit point ~saddle-nodebifurcation of
limit cycles! at u.26.5, and then connectsa second~sub-
critical! Hopf bifurcationat uH2.25.7.

We next consider«Þ0 andnote that the long-timesolu-
tion of the OPO equations~1! and ~3! exhibits burstingos-
cillations that follow the bifurcation diagramof Fig. 2 ~see
Fig. 3!. The bursting oscillations for I s(t) and I p(t) are
shownin Fig. 4. In Fig. 3, the systemperiodicallyswitches
betweenthe branchof zero-intensitysteadystatesand the
stablebranchof rapid oscillations.Key to the burstingcycle
are the subcritical Hopf bifurcation at uH2.25.7 and the
inversesaddle-nodebifurcationat theright of thebifurcation
diagram,which forcethejumpsfrom thelower branchto the
upperbranchandvice versa.This burstingscenariois rela-
tively rarein thebiologicalor biochemicalliteratureandhas
beencalledsubcriticalelliptic burstingof Bautintypein Ref.
@19#. Note that the actualamplitudeof u is larger than the
distancebetweenthesetwo bifurcationsbecausethe system
changesits stateonly after a delay.

FIG. 2. Bifurcation diagramof Eqs.~1! whereu is treatedasa
parameter. The intensity I s[uA1u21uA2u2 is representedasa func-
tion of u for theinterval22,u,28. Thegrayregionis boundedby
the lines of maximaandminima of a branchof periodicsolutions
connectingtwo Hopf bifurcationpointsappearingon thezerosolu-
tion. Black andwhite circlesdenoteHopf andsaddlenodeof limit
cycle bifurcation points, respectively. The valuesof the fixed pa-
rametersare E517.5, x151, x250.7, x1250.4, Dp51.5, D1

512.5, D2535.5, and g510. The lines of maxima and minima
connectingthe two Hopf bifurcationpointshave beenobtainedby
usinga continuationmethod~AUTO!.

FIG. 3. Burstingcycle.Thesolutionof Eqs.~1! and~3! is shown
in thephaseplaneI s versusu. Parametervaluesarethesameas in
Fig. 2. In addition,«51023, a50, andb54.

FIG. 4. Bursting oscillations for I s[uA1u21uA2u2 and I p

[uApu2 asfunctionsof time t.
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IV. ANALYSIS

Thephase-planeanalysisin Sec.III showedthattheburst-
ing oscillationscan be understoodas a periodic switching
betweentwo branchesof solutionsof a reducedsystemof
equationswheretemperatureis thebifurcationparameter. Its
simplicity encouragesfurther analytical studies.As a first
step,we considerregimeswith a very high fast frequency,
suchasthe oneshownin Fig. 1~c!, so that the slow andfast
frequenciesarewell separated.We assumethattheseregimes
areassociatedwith a large valueof the beatfrequency

Dss5us22s1u, ~4!

which, by definition, is the distancebetweenthe resonance
frequenciesof the two modes @16#. Under this condition,
a bursting dynamics is observedwhen the mean signal
detuning

ss5
1
2 ~s11s2! ~5!

and the pump detuningsp are both small with respectto
Dss . Physically, this correspondsto the casewherethe sig-
nal carrier frequencyvp/2 is approximatelyhalf-way be-
tween the two resonancefrequencies~see Fig. 4 of Ref.
@16#!, as is the casein the numericalsimulationof Figs. 3
and4.

This leadsus to carry out an asymptoticanalysisof Eqs.
~1! basedon theassumptionus j u@uspu,ussu. This analysisis
describedin detail in the Appendix. The main idea is as
follows. Becauseus j u arelarge,we notefrom Eqs.~1b! and
~1c! that

A j;exp~2 is j t ! ~6!

are rapidly oscillating functionsof t. This then suggeststo
averagethe OPO evolution equationswith respectto these
fast oscillations.The averagingis donein the Appendix by
usinga two-time perturbationanalysis.

We find that the long-timesolutionof the systemcanbe
describedin termsof a monomodeOPOmodelcouplingan
amplitudeap for thepumpfield anda commonamplitudeas
for the two modes:

as852~11 iss!as1x12apas* , ~7a!

ap85g@2~11 isp!ap22x12as
21E#, ~7b!

where ss5
1
2 (s11s2) is the mean signal detuning, and

wheretheamplitudesAp , A j areapproximatelyrelatedto the
new variablesap andas asfollows:

A1~ t !.as~ t !expS i
~s22s1!

2
t D , ~8a!

A2~ t !.as~ t !expS i
~s12s2!

2
t D , ~8b!

Ap~ t !.ap~ t !. ~8c!

Remarkably, Eqs. ~7! do not dependon the separationDss
betweenthe two-moderesonances.We then show that the
total signalintensityI s exhibitslimit-cycle oscillationsof the
form

I s5F0~ t !1$F1~ t !exp@ i ~s22s1!t#1c.c.%, ~9!

whereF i(t) arevaryingon a slow time scaleso that the fast
frequency is the beat frequency Dss/2p5us22s1u/2p,
which thusprovidesa goodestimateof the frequencyof the
burstingoscillationswhenthe two resonancefrequenciesare
well separated.This confirms that our analysisapplies to
regimeswith a high fast frequencysuchasin Fig. 1~c!.

V. DISCUSSION

Figure 1 showsthat different forms of bursting oscilla-
tions are possiblein the OPO.We haveexaminedthe sim-
plest casewhere the rapid bursting oscillations exhibit a
large frequency@Fig. 1~c!#. This frequencycanbe estimated
analyticallyby anasymptoticanalysisof theOPOequations.
Numerically, a simple phase-planedescriptionin terms of
onefastvariable~the intensityof thesignalI s) and oneslow
variable ~the temperatureu) is sufficient for a description
of the bursting cycle. To our knowledge,this is the first
attempt for such an analysis for a problem documented
experimentally.

Our perturbationanalysis alsogives some insight into
OPOoperation.An importantresult is the fact that the aver-
agedsolutionis determinedby a monomodeproblem.Since
eachsolutionof the completemodel~1! is associatedwith a
solution of this monomodemodel, many propertiesof the
latter can be extendedto the former. In particular, the off
stateof the monomodemodel correspondsto the off state
of thecompletemodel, andthustheconditionof existenceof
the bimoderegimefor large Dss involves the thresholdof
the monomodeaveragedmodel @12#:

E.Eth5
A~11sp

2!~11ss
2!

x12
. ~10!

A remarkablepropertyof Eq. ~10! @and of the averaged
problem~7!# is that it dependson the meansignaldetuning
ss5

1
2 (s11s2), but not on the differenceDss5us22s1u

betweenthe two resonancefrequencies.This indicatesthat
contraryto naiveintuition thetwo resonancecurvesneednot
overlap for the two modesto interact,as long as they are
approximatelysymmetricalwith respectto the signalcarrier
frequencyvp/2 so that the effective detuningss is small.
This was illustrated in the numericalsimulation of Fig. 3,
carriedout for Dss523 in unitsof theresonancehalf-width.
Thus,bimoderegimesfeaturingfastoscillationsareexpected
to be much more commonthan if near coincidenceof the
resonanceswas required,especiallyat high power. This is
consistentwith our experimentswheresuchoscillationshave
beenobservedrelativelyeasilyin a numberof differentcon-
figurations@16,18#.

AMON et al. PHYSICAL REVIEW A 68, 023801 ~2003!

023801-4



BURSTING OSCILLATIONS IN OPTICAL PARAMETRIC OSCILLATORS 343

ACKNOWLEDGMENTS

We acknowledgestimulating discussionswith our col-
leaguesS.Bielawski,D. Derozier, P. Suret,andJ.Zemmouri.
The researchwas supportedby the US Air ForceOffice of
Scientific Research,Grant No. AFOSR F49620-98-1-0400,
the NationalScienceFoundation,GrantNo. DMS-9973203,
the FondsNationalde la RechercheScientifique~Belgium!,
and the InteruniversityAttraction Pole programof the Bel-
giangovernment.TheCenterd’Étudeset deRecherchesLa-
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APPENDIX

In this appendix,we constructa solution of the OPO
equations~1! by takingadvantageof the relatively largeval-
uesof us j u comparedto uspu andussu5

1
2 us11s2u. We scale

s j as

s j5h21v j , ~A1!

whereh is a smallpositiveparameterandv j areO(1) func-
tions of u. An importantpoint in our analysisis the obser-
vation that

ss5
1
2 ~s11s2! ~A2!

is an O(1) quantity for the rangeof u of interest.We now
seeka solutionof the form

A j5A j 0~s,t !1hA j 1~s,t !1•••, ~A3a!

Ap5Ap0~s,t !1hAp~s,t !1•••, ~A3b!

where s[h21t and t are fast and slow time variables,re-
spectively. Theassumptionof two independenttimesimplies
the chain rule A j85h21A js1A j t and Ap85h21Aps1Apt ,
where the subscriptss and t meanpartial derivativeswith
respectto s andt. InsertingEqs.~A1!–~A3! into Eqs.~1! and
equatingto zero each power of h lead to a sequenceof
problemsfor the functionsin ~A3a! and~A3b!. The leading-
orderproblemis O(h21) andis given by

A j 0s52 iv jA j 0 and Ap0s50. ~A4!

The solutionof Eq. ~A4! is of the form

A j 05B j~ t !exp~2 iv js! and Ap05Bp~ t !, ~A5!

whereB j (t) andBp(t) areunknownfunctionsof t. Thenext
problemis O(1) andis given by

Ap1s52Ap0t1g@2~11 isp!Ap02A10
2 2xA20

2

22x12A10A201E#, ~A6a!

A11s1 iv1A1152A10t2A101Ap0A10* 1x12Ap0A20* ,
~A6b!

A21s1 iv2A2152A20t2A201xAp0A20* 1x12Ap0A10* .
~A6c!

Solvability with respectto the fast time s requiresthe three
conditions

B1852B11x12BpB2* exp~2isst !, ~A7a!

B2852B21x12BpB1* exp~2isst !, ~A7b!

Bp85g@2~11 isp!Bp22x12B1B2exp~22isst !1E#,
~A7c!

where primes mean differentiation with respectto time t.
Note that the termsproportionalto exp(2isst) arepresentin
the slow time equations only becausewe assumedss
5O(1). The exponentialcanbe removedby substituting

B15a1exp~ isst !, B25a2exp~ isst !, Bp5ap ~A8!

into Eqs.~A7!. We obtain

a1852~11 iss!a11x12apa2* , ~A9a!

a2852~11 iss!a21x12apa1* , ~A9b!

ap85g@2~11 isp!ap22x12a1a21E#. ~A9c!

FromEqs.~A9a! and~A9b!, we maydetermineequationsfor
ua1u, ua2u and a2 /a1, and find that ua1u5ua2u and a2 /a1
5eiw as t→`, with w a constant.With a suitable phase
redefinition,we mayseta15a25as . We thenfind from Eqs.
~A9! two equationsfor as andap , given by

as852~11 iss!as1x12apas* , ~A10a!

ap85g@2~11 isp!ap22x12as
21E#. ~A10b!

Theseequationsdescribea degeneratemonomodeOPOwith
signal detuningss equal to the averageof the two mode
detuningss1 and s2. The steady-statesolutions of Eqs.
~A10! can be determinedanalytically @12#. The solution
uasuÞ0 emergesfrom the uasu50 solutionat two bifurcation
pointssatisfyingthe condition

~11sp
2!~11ss

2!2x12
2 uEu250. ~A11!

Equation ~A11! is equivalentto a quadraticequationin u
which canbe analyzed.Thesebifurcationpointscorrespond
to Hopf bifurcationpointsof thecompletemodel~1!, leading
to a close branch of solutions ~see Fig. 2!. Of particular
physical interest is the total signal intensity definedby I s
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5uA1u
21uA2u

2. To determineI s , we needto write the first-
ordercorrectionof the solution.From ~A6b! and ~A6c!, we
find that

A j 15B j 1~ t !exp~2 iv js!1
Ap0B j* exp~ iv js!

2iv j
, ~A12!

whereB j 1(t) is a new unknownamplitude.Thencomputing
uA j u

25uA j 01hA j 1u2 andusing ~A1! to simplify the v j , we
obtain

I s5ua1u21ua2u21h@B1B11* 1B2B21* 1c.c.#1F S a2*
2Ap0

2is2

2
a1

2Ap0*

2is1
Dexp~ i ~s22s1!t !1c.c.G1O~h2!. ~A13!

The terms in the third line of Eq. ~A13! indicate that the
intensity is rapidly oscillating with period T52p/us2
2s1u.
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We investigate theoretically and experimentally the interplay between cavity and double refraction in
continuous-wave optical parametric oscillators. We show that basic geometrical effects can prevent transverse
wave-vector matching for TEM00 modes and thus increase the threshold and dramatically change the beam
structures when a resonant (or double-pass) pump is used. We extend the results of Boyd and Kleinman [J.
Appl. Phys. 39, 3597 (1968)] to take these cavity-induced mismatches into account and test the theoretical
results experimentally, using a continuous-wave type II KTP optical parametric oscillator. The transverse
wave-vector mismatch leads to the appearance of transverse modes with increasing order (up to TEM40 0).
The theory is able to predict quantitatively all selected transverse modes and admits of a simple interpretation
in transverse Fourier space. © 2002 Optical Society of America

OCIS codes: 190.4970, 190.4410, 190.4420.

1. INTRODUCTION

Continuous-wave optical parametric oscillators (OPOs)
are tunable sources with many applications.1 Hence a
number of studies have been made with the goal of under-
standing the physical processes involved in OPO opera-
tion. With respect to OPO efficiency, a powerful frame-
work is the one used by Boyd and Kleinman2 in their
study of parametric interaction of Gaussian beams (see
also subsequent papers)3–5 whose results are commonly
used today in the design of OPO cavities.

However, we shall see that, for OPO cavities with criti-
cal phase matching, the available results2 are not always
sufficient to permit prediction of the OPO threshold and
beam structures. Indeed, an extension of the Boyd–
Kleinman theory to OPO cavities with critical phase
matching requires one to take into account an additional
ingredient. In such a cavity, the three beam directions
are uniquely imposed by the coexistence of the crystal and
the cavity resonances. This geometric effect, which was
not considered in previous studies,2 can lead to new ef-
fects that do not appear in the case of noncritical phase
matching2,5 or in critical phase matching in free space.2–4

In this paper we show that this simple geometric effect
can have far-reaching consequences in configurations
based on a cavity that is triply resonant or doubly reso-
nant with a double-pass pump. We shall see that, in
these conditions, double refraction can, in addition to ex-
hibiting the well-known imperfect overlap of beams,2 pre-
vent the TEM00 modes from satisfying wave-vector
matching in the transverse direction. We shall see that
this transverse wave-vector mismatch can lead to a loss of
efficiency for TEM00 modes and lead ultimately to the se-

lection of transverse structures that can be different for
signal and idler, for instance, in type II KTP OPOs. All
these phenomena are explained here in the framework of
an extension of the Boyd–Kleinman theory. This exten-
sion to cavities includes consideration of wave-vector mis-
match and of transverse modes for the signal and idler
fields.

In Section 2 we consider the example of a triply reso-
nant type II KTP OPO. Using elementary geometric op-
tics, we first show that the coexistence of cavity resonance
conditions and birefringence determines angles among
pump, signal, and idler beams that are distinct from the
usual walk-off angle6 (for instance, these angles can reach
arbitrarily large values).

We conclude that these angles can often be inconsistent
with wave-vector conservation: If k

p
, k

o
, and k

e
are the

average wave vectors of pump, signal, and idler, a nonva-
nishing transverse wave-vector mismatch k

p
2 k

o
2 k

e

Þ 0 can appear. The first experiment is naturally de-
voted to measuring these tilt angles and to their compari-
son with predictions. Then we observe that large angle
values (and hence important wave-vector mismatches)
are systematically associated with the appearance of
transverse structures that are different for signal and
idler (Subsection 2.B).

In Section 3 we show that, in triply resonant OPOs
with double refraction, a realistic prediction of threshold
power and transverse modes requires one to take into ac-
count the transverse wave-vector mismatch. Hence we
first derive the OPO threshold by extending the theory of
Boyd and Kleinman to OPO cavities with double refrac-
tion. Using this model, we find that the transverse wave-
vector mismatch dramatically changes the OPO threshold
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for TEM00 operation and also favors high-order mode op-
eration instead of TEM00 operation for certain cavity de-
signs. The theoretical results of transverse mode selec-
tion are quantitatively compared with the observations
performed on a triply resonant type II KTP-based OPO.
Then, in Section 4, we interpret the pattern selection pro-
cess as a consequence of the wave-vector mismatch dis-
cussed in Section 2.

Finally, we evaluate numerically the consequence of
the wave-vector mismatch for the OPO threshold (Section
5) and briefly address the problem of the doubly resonant
OPO (Section 6).

2. BEAM TILTS AND TRANSVERSE WAVE-
VECTOR MISMATCH

A. Theory
For three-wave interaction in a x (2) medium, the effect of
double refraction occurs at a more basic level in a cavity
than in free space. In most practical free-space cases
(e.g., sum-frequency generation or frequency doubling2–4),
there is no geometric constraint on the direction of the
generated beam(s). Generally the interaction process
generates a nonlinear polarization that can radiate in all
field modes. In consequence, it is generally found that
maximum emission occurs when the three main wave vec-
tors are matched in a vectorial relation of the type k1

1 k2 5 k3 . This relation holds exactly for plane waves
and approximately for Gaussian beams, independently of
the existence of double refraction. In fact, in free space,
double refraction limits only the overlap of the field enve-
lopes by tilts of the beam axes but does not strongly affect
the phase-matching conditions.

In a cavity, double refraction still induces imperfect
beam overlap, but a more important consequence can ap-
pear: a transverse wave-vector mismatch, which stems
from a purely geometric constraint. Figure 1 illustrates
a situation for which the effect is typically important: a
triply resonant OPO with an extraordinary pump, which
corresponds, for instance, to KTP-based OPOs operating
near degeneracy (signal and idler near 1.06 mm; pump at
532 nm).

At this point it is important to note that in our problem
it will be crucial always to distinguish the polarization
states of the beams. Hence, in what follows, we shall not
use the usual signal and idler designation but rather
name the two generated beams: ordinary and extraordi-
nary signals.

Before any nonlinear interaction is even considered the
cavity resonance conditions require normal incidence of
each beam axis on the mirrors and satisfaction of refrac-
tion laws at the crystal interfaces [Figs. 1(a) and 1(b)].
Each beam-axis direction is thus perfectly determined by
the cavity geometry, and we can therefore expect that it
will not in general be compatible with wave-vector match-
ing. Indeed, let us denote by a

e

c and a
o

c the angles inside
the crystal of extraordinary and ordinary signals, respec-
tively, with respect to the pump axis (the pump angle is
hence a

p

c 5 0). Before any calculation, the problem ap-
pears qualitatively in the example of Fig. 1(c) because
angles a

e

c and a
o

c have the same sign.

Evaluating the wave-vector mismatch effect quantita-
tively requires, first, knowledge of the angles of the beam
axes inside the crystal, which we obtain by finding the ray
paths that are orthogonal to both mirrors, using Snell’s
laws at the crystal interfaces (Fig. 1) and first-order
paraxial approximation. For a given cavity, we find that
the result is unique and is independent7 of the pump’s
angle of incidence upon the crystal. For the example of
the KTP-based triply resonant OPO displayed in Fig. 1,
this result leads to the following expression for the angles
inside the crystal of the pump the ordinary and the ex-
traordinary parametric signals:

a
p

c 5 0 ~by definition!, (1)

a
o

c 5 2
r

p

n
o

l
c

L
o

max 2 L

, (2)

a
e

c 5
2r

p
1 r

e

n
e

l
c

L
e

max 2 L8
, (3)

where l
c

is the crystal thickness and r
e

5 3.5
3 1023 rad and r

p
5 4.5 3 1023 rad are the double-

refraction angles. L
o

max 5 2R 1 l
c
(n

o
2 1)/n

o
and L

e

max

5 2R 1 l
c
(n

e
2 1)/n

e
are the cavity lengths for which

Fig. 1. Beam-direction selection and wave-vector mismatch. In
a triply resonant cavity containing a birefringent crystal, the
cavity geometry determines a unique set of beam paths. (a)
Pump beam direction and wave vector for a type II KTP crystal
with an extraordinary pump. (b) Beam directions for the pump,
ordinary, and extraordinary signals. (c) Inside the crystal, the
resulting average wave vector directions do not satisfy the phase-
matching relations k

p
5 k

o
1 k

e
. The angles are exaggerated

for clarity, but note that their relative signs suffice to prevent
wave-vector matching.
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the cavity becomes unstable (concentric) for the ordinary
and the extraordinary signals, respectively.

From Eqs. (1)–(3), we see immediately that the angles
prevent the wave vectors from satisfying Dk 5 k

p
1 k

o

2 k
e

5 0 in the crystal at a given operating wavelength
(v

o
, v

e
, v

p
). Requiring the transverse part of Dk to

vanish:

uDk'u 5 ~1/c !un
p
v

p
a

p

c 2 n
o
v

o
a

o

c 2 n
e
v

e
a

e

cu 5 0, (4)

would not in general be compatible with Eqs. (1)–(3).
Furthermore, we note that this mismatch is expected to
become important when one of the denominators of Eqs.
(1)–(3) tends to zero, i.e., when the cavity length is in-
creased toward the concentric limit for one of the beams.

B. Experimental Verification: Beam Angles
The experimental setup is represented in Fig. 2. The
pump is provided by a frequency-doubled YVO4 laser (Co-
herent Verdi; 5 W at 532 nm) and the nonlinear crystal
(KTP) is cut for type II operation at 1.064 mm for signal
and idler (u 5 0°, f 5 24°). The refractive indices are
n

p
5 1.79 for the pump and n

o
5 1.83 and n

e
5 1.75 for

the ordinary and the extraordinary generated signals,
respectively.8 The cavity is composed of two spherical
mirrors with radius R 5 5 cm. The reflection coeffi-
cients of the input mirror (M1) are Rmax at 1.064 mm and
90% at 532 nm. The reflection coefficients of the output
mirror (M2) are 99% at 1.064 mm and Rmax at 532 nm.

The threshold power is typically 5–20 mW for a cavity
length L , 90 mm and increases with L (as is discussed
below). It is known that triply resonant continuous-wave
OPOs are highly sensitive to fluctuations of cavity
length,9–11 and this sensitivity is of course enhanced close
to the edge of the stability region (concentric geometry).

To decrease sensitivity to mechanical vibrations, and be-
cause the phenomena are not strongly power dependent,
we made the following measurements at a high pump
power (3.5 W) at which the OPO can be self-stabilized by
thermal effects.12

The angles were measured as follows: At two locations
outside the cavity, we measured the axis positions of the
ordinary and the extraordinary signals relative to the
pump beam’s axis. Then we deduced the resulting angles
(a

o

c , a
e

c) inside the crystal, taking into account the tran-
verse of the divergent lens formed by the output mirror.
The cavity length relative to a reference length was mea-
sured with high precision (with a micrometric translation
stage), and the reference length was measured with a pre-
cision of 1 mm.

The measured angles agreed with the predictions of
Section 2. As expected, the larger angle was observed in
the ordinary beam. Thus it could be more precisely mea-
sured, and we used it to check the theory quantitatively
by fitting expression (2) of a

o

c(L) to experimental data,
with L

o

max and r as free parameters (Fig. 3). The agree-
ment is quantitatively correct because we found fitted val-
ues of r

p
5 4.9 mrad and L

o

max 5 107.2 mm, which are
close to the results obtained by classical methods.8,13–15

The measure of r
p

in Ref. 8 gives a value of 4.5 mrad, and
we found a theoretical value L

o

max 5 106.8 mm from Eq.
(2).

C. Experimental Consequences: Beam Structures
In situations when the wave-vector mismatch becomes
noticeable (typically for cavity lengths of 90–106 mm), we
observed that the OPO threshold increases and that the
emitted beams present systematically a nontrivial trans-
verse structure (the pump mode was maintained at
TEM00).

The structures of signal and idler were found to be dif-
ferent: The ordinary signal beam is a high-order

Fig. 2. Experimental setup. The injection lens has a focal
length f1 5 20 cm. L2 and L28 symbolize the two positions of the
imaging lens ( f2 5 10 cm) that permit observation of the near
field (L2) and the far-field (L28) on the screen. The measures of
the beam angles are made without this imaging lens.

Fig. 3. Angle between signal and pump beams inside the crystal
versus various cavity length. Filled circles, experimental mea-
sures; solid curve, fit of Eq. (2) to the experimental data.

Fig. 4. Example of transverse structures observed simulta-
neously at the cavity output on signal and idler for a cavity
length L 5 101.8 mm; (o), (e) ordinary and extraordinary polar-
ized beams, respectively (the relative positions in x have been
rescaled). The pump remains TEM00.
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Gaussian mode, TEM
m

o
0 , with m

o
odd or even, whereas

the extraordinary beam always remains TEM00 (Fig. 4).
The precise value of m

o
(the order of the selected ordinary

signal mode) increased with cavity length, up to high val-
ues (more than 40) near the concentric limit (Fig. 5).
Furthermore, we note that this observation is highly re-
producible: For a given cavity length we always ob-
served the same mode order, with variations of 1 or 2.
However, in spite of the apparent simplicity and repro-
ducibility, no simple explanation of the phenomenon is
available at this point.

Finally, it is worth noting that these drawbacks (in-
crease of threshold and appearance of transverse modes)
appeared precisely where small waists (tens of microme-
ters) were present. Then one could have been a priori

tempted to use Boyd–Kleinman results on parametric in-
teraction optimization to (incorrectly) conjecture low-
threshold operation. The problem is that these theoreti-
cal results were obtained in a different situation2 and
need to be extended before being applicable to resonant
cavities with type II critical phase matching, even for ob-
taining orders of magnitudes of the threshold.

3. EXTENSION OF THE BOYD–KLEINMAN
THEORY

In this section we shall see that all the experimental re-
sults can be explained in the framework of an extension of
the Boyd–Kleinman theory2 to birefringent cavities.
First we write the cavity modes and analyze their para-
metric interactions. This approach is guided by the ob-
servation that all phenomena (large-angle mismatches
and high-order transverse patterns) already appear far
from transverse-mode degeneracy (several millimeters
from the concentric limit). Thus there is no need to con-
sider subtle effects of pattern formation in the sense con-
sidered for nonlinear dynamics,16–19 because predicted
transverse instabilities are supposed to occur near the
limit of transverse degeneracy for all beams.

Technically, we shall determine the threshold associ-
ated with a given set of transverse cavity modes for pump
and signals, using its expression in the form of an overlap
integral as in Refs. 2, 5, and 20. In this formulation, two
physical effects (which must not be confused with each
other) are taken into account: imperfect field envelope
overlap as in the classic Boyd–Kleinman work, and wave-

vector mismatch (which is linked to the angles between
the normals of the plane-wave carriers).

A. Cavity-Mode Expressions and Formalization of the
Transverse Wave-Vector Mismatch
We denote by c

mn

p , c
mn

o , and c
mn

e the normalized cavity
field modes of the pump, ordinary signal, and extraordi-
nary signal, respectively. Given the symmetry properties
of the cavity, it is appropriate to express the mode func-
tions in terms of g

mn
(x, y, z), the usual Hermite–Gauss

functions of order (m, n) (Ref. 21):

g
mn

~x, y, z !

5
A2

w~t !
C

m
H

mF A2x

w~t !
GC

n
H

nF A2y

w~t !
G

3 expF2
~x

2 1 y
2!

w0
2~1 1 it !

2 i~m 1 n 1 1 !arctan~t !G ,

(5)

with

t 5
l~z 2 z0!

pw0
2

, (6)

w~t ! 5 w0A1 1 t 2, (7)

C
q

5
1

Ap1/22q
q!

, (8)

where w0 , z0 , and l0 are, respectively, the beam waist
size, the beam waist position, and the wavelength inside
the crystal of the considered cavity mode. For pump, or-
dinary, and extraordinary signals we denote by g

mn

p , g
mn

e ,
and g

mn

o the corresponding slowly varying functions with
adequate waists and wavelengths. If we define (x, z) as
the plane inside which double refraction occurs, the mode
functions in the OPO, c

mn

p , c
mn

e , and c
mn

o , can be ex-
pressed as

c
mn

p ~x, y, z, t ! 5 g
mn

p ~x 2 r
p
z, y, z !exp@i~k

p
r 2 v

p
t !#,

(9)

c
mn

e ~x, y, z, t ! 5 g
mn

e ~x 2 ~r
e

1 a
e

c!z, y, z 1 a
e

c

x !

3 exp@i~k
e
r 2 v

e
t !#, (10)

Fig. 5. Structures observed on the ordinary signal versus cavity length. Note that the extraordinary signal and the pump remain
TEM00.
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c
mn

a ~x, y, z, t ! 5 g
mn

o ~x 2 a
o

c

z,y,z 1 a
o

c

x !

3 exp@i~k
o
r 2 v

o
t !#, (11)

where r(x, y, z) and v
p

5 v
o

1 v
e
. a

o

c and a
e

c are the
beam tilt angles [Eqs. (1) and (3)] that appear in the geo-
metric optics approach of Section 2. Assuming small tilt
angles, the associated wave vectors can be expanded as

k
p

5 S 0

0

k
p

D , k
o

5 S a
o

c

k
o

0

k
o

D , k
e

5 S a
e

c

k
e

0

k
e

D (12)

to first order in a
o

c and a
e

c .
At this point it is worthwhile to examine how appear

the two different physical effects of imperfect envelope
overlap and transverse wave-vector mismatch. The first
effect (the classic imperfect envelope overlap) appears in
the arguments of g

p, g
o, g

e in Eqs. (9)–(11) and reflects
the z dependence of the relative beams positions (as in
Boyd–Kleinman theory) and the relative angle between
beam axes. The second effect, which is the main subject
of this paper, is due mostly to the differences in the direc-
tions of the normals of plane-wave carriers [the wave vec-
tors involved in Eqs. (9)–(11)]. We define the wave-vector
mismatch as

Dk 5 k
p

2 k
o

2 k
e

5 F2~a
o

c

k
o

1 a
e

c

k
e
!

0

Dk
z

G , (13)

where Dk
z

5 k
p

2 k
o

2 k
e
. Dk contains two different

types of component that have distinctly different conse-
quences. The longitudinal component, Dk

z
, is only a free

(optimizable) parameter: this reflects mainly the choice
of the wavelength that gives the minimum threshold as in
the Boyd–Kleinman treatment.2 The transverse compo-
nent, Dk' 5 (2a

o

c

k
o

2 a
e

c

k
e
, 0, 0), however, is fixed by

the cavity geometry (Section 2) and is therefore not an op-
timizable parameter.22 We shall see that this property of
Dk' has a crucial role in the coupling between the trans-
verse modes.

B. Selection of Transverse Modes

1. Principle of the Boyd–Kleinman Extension
We consider now a TEM00 pump and seek the signal–idler
pair (ordinary–extraordinary signals pair) of transverse
modes that gives the lowest threshold. This will provide
the modes that are typically selected experimentally. To
compute the threshold for the appearance of a given
ordinary–extraordinary pair $ c

m
o
n

o

o , c
m

e
n

e

e % associated

with a given pump mode c
m

p
n

p

p requires two steps. First,

we use the known expression for the threshold pump
power, in terms of the nonlinear coupling between the
involved fields. The pump power at threshold is
proportional to 1/uG

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
)u2, where

G
m

p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
) is an integral that describes the over-

lap of pump, ordinary, and extraordinary signals2,20:

G
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3 exp@i~Dk'r 1 Dk
z
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Then, as in Ref. 2, we use the fact that Dk
z

is an optimi-
zable parameter that is experimentally chosen by sponta-
neous adjustment of the wavelengths that correspond to
the minimum threshold.

We therefore need to evaluate the maximal value
uG

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max u2 of uG
m

p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
)u2. Generally, the

corresponding optimal value of longitudinal mismatch pa-
rameter Dk

z
is different from zero,2 in contrast to the

plane-wave situation, and must be calculated for each
case. The computation details are given Appendix A, and
we concentrate here on the numerical results obtained by
use of the experimental parameter values of Section 2.

2. Results: Comparison with Experiment
For a large set of experimentally relevant cavity lengths,
and assuming a TEM00 pump, we have computed the co-
efficient thresholds for the appearance of signal–idler
pairs $TEM

m
o
n

o

, TEM
m

e
n

e

% by evaluating uG00m
o
n

o
m

e
n

e

max u2.

In the following computations we used for each length the
value of the tilt angles given by Eqs. (1) and (3) and the
waists of the three cavity modes obtained from the cavity
parameters considered in Section 2.

We found that the minimum threshold is obtained for
simultaneous operation on a high-order ordinary mode
(m

o
Þ 0, n

o
5 0) and on a fundamental extraordinary

mode (m
e

5 n
e

5 0) when the cavity is longer than 96
mm. Furthermore, the structure of the ordinary signal
spreads along the x –z plane (i.e., the plane inside which
double refraction occurs) and remains a fundamental
Gaussian mode in the orthogonal ( y 2 z) direction. This
result follows qualitatively the experimental observations
made in Subsection 2.C.

A typical result obtained for L 5 104 mm is repre-
sented in Fig. 6, where we have plotted the values of the
inverse threshold uG00m

o
n

o
m

e
n

e

max u2 versus m
o

and m
e

(with

n
o

5 n
e

5 0). We can see that the optimum value corre-
sponds to a TEM00 mode for the extraordinary beam and
to a high-order mode (TEM21 0) for the ordinary beam.
This selection is in good agreement with experimental re-
sults, as this set of modes is predicted for L 5 104 mm
and was experimentally observed for a cavity length of
L 5 103 6 0.5 mm.

To test the theoretical approach quantitatively, we also
plotted ordinary mode order m

o
versus cavity length L se-

lected experimentally, together with the theoretical pre-
diction. We performed this calculation as before (Fig. 6)
by finding the mode order m

o
that leads to the largest

value of uG00m
o
000

max u2. We found good agreement along the
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whole range of accessible lengths (Fig. 7). In particular,
we observed that the effect appears to be correlated with
the increase in the beam-tilt angles (Fig. 1) that appear at
important lengths.

A slight difference between experimental observation
and theoretical prediction consists in a systematic shift of
the order of 1 mm of the cavity length along the abscissa
of the figure (Fig. 7). A possible origin of the difference is
the presence of the thermal lens, that was not included in
the theoretical calculation but was always present experi-
mentally because high pump powers are required for ob-
taining stable operation near the concentric limit. In-
deed, experimentally we found that the selected order of
the transverse modes decreased when the pump power
was decreased. This result is consistent with the fact
that the predicted transverse mode order depends signifi-
cantly on the values of the beam waists.

4. INTERPRETATION IN FOURIER SPACE

Because the theoretical approach is validated by the ex-
periment, we are now in a position to use the numerical
results to understand how the transverse wave-vector
mismatches (which are due to the beam-tilt angles) are
linked with the present pattern selection. We show that,
in response to the transverse wave-vector mismatch
caused by double refraction, the OPO develops a trans-
verse mode with intense transverse wave-vector compo-
nents that restore the phase-matching conditions.

Consider a transverse section of the three fields c
p

,
c

o
, and c

e
at a given position z inside the crystal (here we

take z 5 0 without loss of generality), and examine their
profiles in transverse Fourier space [uĉ

p
(k

x
, k

y
)u2,

uĉ
o
(k

x
, k

y
)u2, and uĉ

e
(k

x
, k

y
)u2]. With this representa-

tion, the angles a
p

c , a
o

c , and a
e

c associated with each
wave-vector direction are directly proportional to the cen-
ter positions (k

px
, k

ox
, and k

ex
) of the associated spatial

spectra (see Fig. 8 for application to TEM00 modes).
Thus the transverse wave-vector mismatch is directly vi-
sualized in Fourier space. In particular (Fig. 8), it
clearly appears that the locations (k

px
, k

ox
, k

ex
) of maxi-

mum power do not satisfy the phase-matching condition:

Fig. 6. Values of the threshold inverse computed for transverse-
mode pairs TEM

m
o
0 and TEM

m
e
0 on the ordinary and extraordi-

nary signals. The pump is TEM00 and the cavity length is L

5 104 mm, as in Fig. 4. The selected set of transverse modes is
the one with maximum value of uG00m

o
n

o
m

e
n

e

max u2 (i.e., the lowest

threshold). Here, it corresponds to the simultaneous selection of
a TEM00 and a TEM21 0 mode on the extraordinary and the ordi-
nary beams, respectively. Note the poor efficiency of TEM00 op-
eration on both signal and idler: uG000000

max u2 5 0.087 (point hidden
beyond the surface).

Fig. 7. Order m
o

of the ordinary TEM0m
o

beam versus cavity

length L for the KTP OPO. We tested the reproducibility by
making the experimental measurements several times: Each
type of point corresponds to a different experiment made after
unmounting–remounting and readjustment of the cavity. Solid
curve, the numerical prediction with the value of m

o
associated

with the lowest threshold. The extraordinary and pump beams
are TEM00.

Fig. 8. Transverse Fourier transform of the field profiles in z 5 0 for TEM00 operation on pump, signal, and idler. The origin of the
poor efficiency is interpreted as the impossibility for large components (typically near the maxima) to satisfy the wave-vector-matching
relation. Note that the center position of each beam is proportional to the beam-tilt angle [Eqs. (1)–(3)].
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k
px

2 k
ox

2 k
ex

5 uDk'u Þ 0. Phase-matching condi-
tions are satisfied only by low-power-density components
in the Gaussian wings.

For high-order Hermite–Gaussian modes or order m
o

,
however, the maximum power-density component k

ox

max is
located at a finite distance of the axis (Fig. 9), in both real
and Fourier space (this distance can be arbitrarily
large21). Hence there exist high-order modes whose
strongest components can approximately satisfy the
phase-matching relations, and we can conjecture that the
set of modes actually selected will satisfy this condition.
Such is what was actually observed for all high-order
mode operation. For instance, in Fig. 9 we have plotted
the selected set of modes (i.e., with lowest threshold) for
the same conditions as in Fig. 6: a TEM00 pump, a
TEM00 extraordinary signal, and a TEM21 0 ordinary sig-
nal. It appears that values of components k

px
, k

ox

max , and
k

ex
with high spectral densities now satisfy the phase-

matching relation k
px

2 k
ex

2 k
ox

5 0.

5. CONSEQUENCES OF WAVE-VECTOR
MISMATCH ON THRESHOLD

Wave-vector mismatch can dramatically increase OPO
threshold, and this side effect is unfortunately most im-
portant near the concentric situation, i.e., precisely where
one would expect good efficiency because of the small
waist values. To illustrate the fact that a calculation of
optimum threshold should not neglect consideration of a
transverse wave-vector mismatch, it is worth comparing
the inverse thresholds computed with and without the
transverse wave-vector mismatch. To this end we com-
pared the real threshold value, using Eq. (15), and the
threshold obtained by setting a

p

c 5 a
o

c 5 a
e

c 5 0 (i.e.,
Dk' 5 0) in Eq. (15).

For a given set of transverse modes, pump power Pth at
threshold20 is directly linked to overlap integral
G

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max defined in Eq. (15):
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, (16)

where R
p

and R
e

5 R
o

are the effective reflection coeffi-
cients of the mirrors at the wavelengths of the pump and
the signal–idler, respectively, e0 and c are the dielectric
constant and the speed of light in vacuum, respectively,
and deff is the second-harmonic generation nonlinear co-
efficient (deff 5 3.2 pm/V for the KTP crystal considered
here8). For simplicity we have neglected here the effect
of the phase shift between the forward and backward
waves induced by propagation between the crystal and
the mirrors in the Fabry–Perot cavity: Under this as-
sumption, the threshold of the Fabry–Perot cavity is

Fig. 9. Interpretation of the transverse-mode selection process. The OPO develops a high-order mode for the ordinary signal, whose
main spectral components restore the transverse wave-vector-matching relation. For illustration, three important components that are
phase matched are represented (arrows). This situation is to be contrasted with that of TEM00 operation, in which no important com-
ponents can be phase matched (Fig. 8). For clarity, the ordinary signal has been rescaled vertically.

Fig. 10. Comparison of the OPO threshold with (solid curve)
and without (long-dashed curve) wave-vector mismatch. Note
that, with wave-vector mismatch, high-order modes are selected
beyond L 5 96 mm. For comparison, the exact calculation (in-
cluding wave-vector mismatch) for TEM00 operation is plotted
(short-dashed curve).
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equal to one quarter of the threshold for a ring cavity (see,
e.g., Ref. 5 for the effects of these phase shifts on the
Fabry–Perot cavity).

In Fig. 10 the threshold of the OPO is plotted as a func-
tion of the length of the cavity in three cases: (i) exact
threshold, with transverse mismatch Dk' taken into ac-
count and corresponding to the optimum transverse mode
of the ordinary signal (solid curve), (ii) the threshold com-
puted after setting a

p

c 5 a
o

c 5 a
e

c 5 0 and thus Dk' 5 0

in Eq. (15) (i.e., the threshold calculated with the usual
Boyd–Kleinman theory) (long-dashed curve), and (iii) the
threshold with the transverse mismatch taken into ac-
count for a set of three TEM00 transverse modes (short-
dashed curve).

We can see that ignoring the wave-vector mismatch
would lead to the erroneous conclusion that the optimal
situation corresponds to long cavities (with small waists,
close to concentric), as currently expected from qualita-
tive reasoning. In contrast, the complete calculation re-
veals a dramatic loss of efficiency in the near-concentric
region.

Note that in our experiments we indeed observed a
clear threshold increase with the length of the cavity.
However, a precise measurement of the threshold could
not easily be made: First, the low power operation is
highly unstable close to the concentric geometry, and sec-
ond, and more important, a meaningful measurement of
the threshold would require a different adaptation of the
input pump beam size for each cavity length.

Therefore, when low thresholds are required, large
wave-vector mismatches should be avoided. It is hence
preferable either to use noncritical phase-matching or—
when critical phase matching is required—to use a cavity
design without wave-vector mismatch. This can be done
with either a hemispheric cavity (with a highly reflecting
coating on one face of the crystal) or a walk-off-
compensated crystal and two spherical mirrors. In these
two cases, because a

p

c 5 a
o

c 5 a
e

c 5 0 and the wave-
vector mismatch vanishes, TEM00 operation with a low
threshold is expected for both signal and idler.

6. REMARKS ON THE DOUBLE-PASS
OPTICAL PARAMETRIC OSCILLATOR WITH
CRITICAL PHASE MATCHING

The problem of wave-vector mismatch can also appear in
doubly resonant OPOs (DROPOs) when a double-pass
pump is used, i.e., with a highly reflecting output mirror
and a low-reflectance input mirror at pump wavelength.
Let us recall that this configuration is largely used in
DROPOs because it significantly increases the OPO effi-
ciency. The problem is that, without the second pass of
the pump, the backward signal and the idler would gen-
erate a field at the sum frequency. In contrast, with the
double pass, parametric generation occurs for both for-
ward and backward waves. The threshold can then be
reduced by a factor of 4, and the maximal parametric ef-
ficiency can be increased from 50% to 100% as a result of
the double pass of the pump (see Refs. 9, 23, and 24 for
details). However, it is easy to see that this configuration

requires proper alignment of the pump, a geometric con-
straint similar to that of pump resonance for the triply
resonant OPO (Fig. 1).

Thus the benefit of the double pass can be strongly af-
fected by the phenomenon discussed in the previous sec-
tions. We do not present a quantitative study, which
would necessitate a complete work in itself, but it is im-
portant to discuss qualitatively how the problem appears.

As above, two important effects that adversely affect ef-
ficiency, pump misalignment and transverse wave-vector
mismatch, cannot be suppressed simultaneously. How-
ever, what significantly complicates the optimization of
the DROPO is that, unlike for a triply resonant OPO, for
which the resonance condition is stringent, it is not obvi-
ous which of the two problems is more important and how
the proper balance should be determined. Thus one ex-
pects that there will be an additional degree of freedom
(the pump direction) for optimizing the OPO operation
and that, depending on the particular configuration of the
DROPO, the optimum might be reached by perfect align-
ment, by wave-vector matching or in intermediate situa-
tions. In any case, however, the incompatibility between
wave-vector mismatch and beam alignment discussed
here limits the OPO efficiency.

The preliminary experiments that we made with a
DROPO seem to confirm this idea. The experimental
setup is similar to the one described in Subsection 2.B, ex-
cept that we have replaced the input mirror by a one with
low reflection (less than 15%) at the pump wavelength.
We have observed OPO behavior several millimeters from
the concentric limit. Depending on the cavity alignment,
we can indeed obtain TEM00 emission on both signals as
well as the effect described above (a high-order mode on
one of the parametrically generated signals only).

7. CONCLUSIONS

In conclusion, the geometric constraints imposed by a cav-
ity can have important side effects on the efficiency of
parametric interaction. When critical phase matching
and a resonant (or double-pass) pump are used, the rela-
tive angles imposed by the cavity resonance conditions

Fig. 11. Typical example of the function uG
m

p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
)u

whose maximum must be computed. L 5 104 mm, the pump
and extraordinary signal are TEM00, and the ordinary signal is
TEM21 0.
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lead to a transverse wave-vector mismatch. As a conse-
quence, the threshold for TEM00 is increased, and higher-
order modes can be selected by the system. A precise
treatment requires extension of the Boyd–Kleinman
theory (Section 3) to cavities with possible transverse
wave-vector mismatch. However, in a given OPO, one
can test the possibility of transverse mismatch by simply
finding the relative beam angles (Section 2). Problematic
situations appear with a resonant (or double-pass) pump,
critical phase matching, and two spherical mirrors. Note
that the problem is all the more dramatic as the cavity
length is increased, although the small beam waists thus
obtained would have suggested a more-efficient paramet-
ric interaction. In contrast, favorable situations will be
obtained when the transverse mismatch is absent, e.g.,
with noncritical phase matching, as well as with critical
phase matching by use of a hemispheric cavity or a com-
pensated crystal. In these cases one can decrease the
beam waists for optimum interaction without being lim-
ited by a transverse wave-vector mismatch.

APPENDIX A: COMPUTATION OF THE
OVERLAP INTEGRAL

The main point of the numerical work consists of comput-
ing the triple integral [Eq. (15)] and its maximal value
uG

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max u. Whereas quadratures can easily be ob-

tained by use of usual reliable libraries, the search for the
maximum G

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max requires a careful-strategy be-

cause uG
m

p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
)u2 typically presents many sec-

ondary maxima (Fig. 11). A naı̈ve approach that consists
of computing triple integral G

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
) directly

for many values of Dk
z

and then taking the maximum
value would thus be a considerably time-consuming
method for obtaining a reliable result.

Here we take advantage of the fact that the variable
Dk

z
appears in Eq. (15) only as an exp(iDk

z
z) factor in the

integrand, which leads to considerable simplification in
the search for the maximum uG

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max u because we

can now consider the integral in Eq. (15) as a Fourier
transform.

The only costly calculation is hence the integration over
x and y of the integrand of Eq. (15). It is made easily by
use of an n-dimensional adaptive-step-size quadrature al-
gorithm, such as DCUHRE,25 which was used here. If
we define
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and

S~z ! 5 0 elsewhere, (A3)

we can say that the function G
m

p
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) is the in-

verse Fourier transform of S(z):
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The main idea is the following: As we need the maximal
value of uG
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)u, (i) we compute
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o
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e
n

e

(Dk
z
) at a sufficiently dense set of points,

and (ii) we interpolate these data to obtain a good ap-
proximation of the maximum, using a classical Shannon
interpolation procedure.

Numerically, these two actions are not separated.
First we compute S(z) at a sufficient26 number N of
equally spaced points z

i
between 2l

c
and 1l

c
. To obtain

the Shannon interpolation of G
m

p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

(Dk
z
) directly,

we place the data S
i
in an overdimensioned27 array of size

pN: S
i

5 S(z
i
) for i 5 1...N and S

i
5 0 elsewhere.

Then we compute the backward fast Fourier transform Ŝ
i

of the data S
i
. The result gives the desired function,
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z
), interpolated at pN equally spaced

points, from which it is easy to determine the maximum
of uG

m
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(Dk
z
)u.

The main advantage of this procedure is obtaining the
maximum uG

m
p
n

p
m

o
n

o
m

e
n

e

max u requires only N costly evalua-

tions of the function S(z
i
) (and one no-cost fast Fourier

transform).
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We show that thermal effects can lead to periodic mode hopping in cw optical parametric oscillators
(OPOs). This mode hopping may occur as soon as two modes have different intensities at the point where
they exchange their stability; this condition is easily fulfilled in OPOs that are triply resonant, or doubly
resonant with a weakly resonant pump. We have observed such oscillations experimentally in a type II OPO
in both configurations. A simple thermo-optic multimode model reproduces well the experimental regimes.
We expect that multimode instabilities based on this mechanism can be observed with various aspects in
many experimental setups at high pumping rate. © 2001 Optical Society of America

OCIS codes: 190.4970, 190.3100, 190.4870.

Because of their wide tunability, optical parametric
oscillators (OPOs) are promising sources of coherent
optical radiation. To lower the oscillation threshold
of cw OPOs, researchers commonly set them up as
doubly resonant oscillators (DROs) or triply resonant
oscillators (TROs), with the signal and idler f ields reso-
nant in the cavity.1 Because of the multiple resonance
conditions, however, such configurations are known to
suffer from mode and cluster hopping when a control
parameter is varied or randomly f luctuates.2,3

In this Letter we show that thermo-optic effects
can lead to periodic mode hopping in cw OPOs: We
have observed thermally induced oscillations at a few
kilohertz between two different longitudinal modes in
type II OPOs, in both the DRO and the TRO configu-
ration. At high pump power, this instability occurs
over wide ranges of detunings, thus severely affecting
tunability.

As shown below, this phenomenon can be under-
stood in the same framework as a recently described
monomode self-pulsing instability4: It involves a feed-
back loop linking the fast optical f ields and the crystal
temperature. Unlike in the monomode case, however,
the mechanism of oscillations observed does not rely on
the presence of a bistability cycle. Thus, the phenome-
non occurs over a much larger parameter region than
for the monomode case and can be observed even if the
pump is only weakly resonant, as in many configura-
tions generally considered as DRO. For brevity, we
focus here on the TRO case, which is the natural con-
text for the theoretical analysis, but we also present
examples of instabilities observed in our DRO.

The experimental setup is a TRO similar to that pre-
viously described.4 The TRO is based on a KTP crys-
tal cut for type II phase matching. Crystals of length
lc � 7 or lc � 15 mm have been used, with similar re-
sults. The 5-cm-long Fabry–Perot cavity consists of
two mirrors with a radius of curvature of 3 cm and is
resonant at the frequencies of the Nd:YVO4 pump laser
(Coherent Verdi; maximum power, 5 W, operating at
532 nm) and of its subharmonic, so that the signal and

idler wavelengths are close to 1064 nm. The mirrors
have maximal ref lectivity, except at 532 nm for the in-
put mirror �R � 90%� and at 1064 nm for the output
mirror �R � 99%�, and correspond to a f inesse of 45 for
the pump and 550 for the signal and idler fields, taking
into account absorption by the crystal.4 Under these
conditions, the pump power at threshold is �20 mW.
The three fields oscillate in the TEM00 mode. The sig-
nal and idler display similar time evolution. The DRO
is identical to the TRO, except that (i) the input mirror
has R � 15% at 532 nm, corresponding to a finesse of
3 for the pump; (ii) mirrors with a radius of curvature
of 5 cm were used; and (iii) only the 15-mm-long crys-
tal was used, with a threshold of �180 mW. We used
no active stabilization to avoid interfering with the in-
trinsic dynamics of the OPO.

Figure 1 shows typical examples of the regimes
studied in this Letter, observed in a TRO and a
DRO. These oscillations can be stably observed
for up to a few minutes. They are similar to the
periodic regimes presented previously4: The oscilla-
tion period �270 ms� is of the order of the estimated
thermal-diffusion time scale,5 i.e., tth � 230 ms, and
depends markedly on cavity detunings; and the time
signals display intervals of slow evolution, separated
by sudden jumps in the pump and signal intensities.
Yet the present instability cannot be interpreted as

Fig. 1. Experimental self-pulsing regimes: (a) sig-
nal and (b) pump intensity in a TRO (lc � 7 mm,
Ppump � 1.5 W) and (c) signal and (d) pump intensity in a
DRO (lc � 15 mm, Ppump � 3.6 W).

0146-9592/01/181415-03$15.00/0 © 2001 Optical Society of America
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oscillations around the bistability cycle of a single
mode, because the signal intensity never goes to zero.
In fact, the system is exploring the resonance curves
of two different longitudinal modes, as we show
below.

The output of a confocal Fabry–Perot spectrum
analyzer for a typical regime is shown in Fig. 2. The
spectrum analyzer was purposely misaligned so that
the broadened resonance curve for a given longitudi-
nal mode of the OPO would be swept in a time that
is long compared with the oscillation period of the
instability.

Two series of peaks, corresponding to two reso-
nances, can easily be seen in Fig. 2. The two reso-
nances are separated by 3 GHz, which is exactly the
frequency difference between two adjacent longitu-
dinal modes of the OPO: This clearly confirms the
two-mode hypothesis. Moreover, if we look closely
at the first resonance and compare the input of the
Fabry–Perot analyzer [Fig. 2(b)] with its output
[Fig. 2(c)], we can see that mode 1 oscillates only
during the first phase of the period and completely
vanishes during the second phase. Similarly, mode 2
oscillates only during the second phase (not shown)
and thus is in antiphase with mode 1.

This result clearly shows that the instability consists
of periodic hopping between two longitudinal modes of
the OPO, which is consistent with the fact that two
modes with different frequencies cannot oscillate si-
multaneously in a cw OPO.6 The same analysis was
carried out for the DRO instabilities and led to the
same conclusion.

Accordingly, we extended the simple thermo-optic
model described previously4 to multimode opera-
tion. The extension is based on the usual two-mode
mean-field model of a degenerate TRO6:

�Ap � g�2�1 1 isp�u��Ap 2 A1
2 2 A2

2 1 E� , (1)

�A1 �2�1 1 is1�u��A1 1 ApA1
� 1 h , (2)

�A2 �2�1 1 is2�u��A2 1 ApA2
� 1 h , (3)

where Ap, A1, and A2 are the complex amplitudes of
the pump and the two subharmonic modes. The fre-
quencies of the subharmonic modes are assumed to be
well separated so that there is no cross coupling be-
tween A1 and A2.6 The time unit is the cavity decay
time of the signal, g is the cavity decay rate of the
pump, and E is the input pump. The small constant
h is an artificial source term that mimics parametric
f luorescence.

The core ingredient in our model is that the cavity
detunings sp, s1, and s2 of the three fields depend
on a slow variable u, which describes changes in the
optical length of the crystal as a result of thermal
effects.4 We choose u so that, to f irst order, the
cavity detunings are given by s1, 2�u� � D1, 2 2 u
and sp�u� � Dp 2 2u	g, where D1, 2 and Dp are the
detunings of the fields in the cold cavity (at u � 0).
Conversely, the inf luence of the optical fields on the
dynamics of u is described by the following equation4:

�u � e�2u 1 ajApj
2 1 b�jA1j

2 1 jA2j
2�� , (4)

where e21 is an effective thermal time scale �e ,, 1�
that we choose here to be equal to tth and a and b
quantify absorption by the crystal at the pump and
signal wavelength, respectively.

The model (1)–(4) reproduces the experimental
waveforms extremely well, with the two modes alter-
nating with each other as in the experiments (Fig. 3).
We did not attempt to recover the exact experimental
period, as it depends sensitively on detunings and
noise, which are diff icult to measure.

The slowly varying (on optical time scale) u can be
considered a parameter of Eqs. (1)–(3) that is swept
back and forth. Thus the phase-space trajectory
mostly follows the branches of the stationary states of
Eqs. (1)–(3), corresponding to monomode operation on
modes 1 and 2 (Fig. 4).

In this representation the instability mechanism
is easily understood. Recall that the stable mode is
the one with the lowest threshold,6 i.e., the one with
smallest si�u�2. Oscillations take place about the
point where the two modes exchange their stabilities,
which is given by s1�uc� �2s2�uc�. In Fig. 4, the ef-
fective temperature u increases (decreases) with time
on branch 1 (2). When the stability exchange point
is crossed, the system stays near the now weakly un-
stable branch for some time before switching abruptly
to the other branch (which is now stable). The tra-
jectory then proceeds in the reverse direction, and so
on. Because the system oscillates around a singular
point, calculation of dynamic properties such as the

Fig. 2. Spectral analysis: (a) output of the Fabry–Perot
analyzer as its length is swept over one free spectral
range (10 GHz); (b), (c) details of the resonance of mode 1.
(b) Signal intensity fed to the Fabry–Perot analyzer,
(c) output of the Fabry–Perot analyzer.

Fig. 3. Numerical integration of Eqs. (1)–(4). (a) jA1j
2

(solid line) and jA2j
2 (dashed line), (b) jApj

2. E � 6, Dp �

23, D1 � 4, D2 � 5.3, a � 2, b � 0.7, g � 10, e � 3 3 1024,
and h � 10240. One time unit corresponds to 70 ns.
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Fig. 4. Phase portrait �u, jA1j
2 1 jA2j

2�. Thick box,
trajectory associated with the regime of Fig. 3. Solid
(dashed) curves, stable (unstable) stationary states of
model (1)–(4). The stable solution for u , uc �u . ue� is
mode 1 (mode 2).

period and the amplitude in u is not straightforward
and requires a singular perturbation analysis.

It is easy to see that self-pulsing can appear near
the stability exchange as soon as the two modes
have different intensities at the point where they
exchange their stabilities, so �u has opposite signs
on the two branches. In the case of two longitudi-
nal modes discussed here, it suffices that both the
pump and the signal modes are slightly detuned
�sp�ue�s1�ue� fi 0�.7 The larger the intensity dif-
ference, the larger the region in which instability
will occur: In some configurations operated at a
high pumping rate, we have observed oscillations for
approximately half the detuning range.

Although this qualitative description is similar to
that of the monomode instability described in Ref. 4,
the condition obtained above is much less stringent: It
does not depend on the presence of a bistability cycle,
which requires that sp�uc�s1�ue� . 1. This explains
why the bimode instability can easily be observed in an
OPO in which the pump is weakly resonant [Fig. 1(b)],
provided that the pump detuning, even when small, is
nonzero. A nonzero pump detuning is possible as soon
as the pump is at least double pass,7 which is the case
in many configurations that are classified as doubly
resonant.

This conclusion has been confirmed by numeri-
cal simulations of the model (1)–(4) in the limit g .. 1
for small values of Dp. Another very important
result of our simulations is that instability can occur
at pump rates as small as twice the threshold (e.g., for
E � 1.5, Dp �20.6, D1 � 2, D2 � 2.9, a � 0, b � 12,
g � 40,huey h � 10240), which indicates that the

range of operating conditions that can be affected by
the instability is large.

The mechanism discussed here seems very general.
For example, it can also induce oscillations between
two transverse modes. In this case the f ields need
not be detuned, as the intensity difference at the
exchange of stability is ensured by the difference in
the effective nonlinear coefficients. We have also
observed oscillations among three modes or more, as
well as fast oscillations superimposed on the thermally
induced ones, similar to those reported by Richy et al.

8

Finally, we have found numerical solutions of our
model with smooth waveforms. Thus the present
instability cannot be ruled out when no sudden jump
is observed.

These observations lead us to believe that the insta-
bility presented here should be observable in many cw
DROs or TROs, especially as high-power pump lasers
become increasingly available. In particular, it might
explain the slow periodic behaviors observed in differ-
ent cw OPOs by Richy et al.

8 and Douillet et al.
5 This

Letter certainly provides motivation for further
study of multimode instabilities, both from a dynamic
point of view and with a view to achieving stable
operation of cw OPOs at high pump power.
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Self-pulsing instabilities in an optical parametric oscillator: Experimental observation
and modeling of the mechanism
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UniversitédesScienceset Technologiesde Lille, F-59655Villeneuved’AscqCedex,France
~Received16 February1999;published14 January2000!

We have observedsustainedself-pulsing in a continuouslypumped,triply resonant,optical parametric
oscillator.From the analysisof our experimentaldata,we concludethat the instability mechanismis different
from theHopf bifurcationpredictedby theclassicalmodelof parametricinteraction.Self-pulsingresultsfrom
theinterplayof a slow variable~temperature! andtheopticalbistability cycle,leadingto a singularlyperturbed
system. From simple arguments,we proposea minimal dynamicalmodel that reproduceswell the observed
behaviors.

PACSnumber~s!: 42.65.Yj, 42.65.Sf

Continuous-waveoptical parametricoscillators ~OPOs!
haverecentlyreceivedincreasedinterestbothexperimentally
and theoretically.Due to their tunability and to their quan-
tum properties,OPOs are promising sourcesof coherent
light. Theyhaveapplicationsin high-resolutionspectroscopy
@1#, implementationof referencestandards@2#, and can be
usedto generatesqueezedstatesof light @3#.

It is thusimportantto understandthe instabilitiesthat cw
OPOsmay display,especiallyasthey have beenrecognized
as a systemof choice for the study of complex nonlinear
dynamics.In particular,theoreticalstudieshaveshownthat
OPOs are good candidatesfor the observationof various
fundamentalphenomena,suchastransitionto chaos@4#, spa-
tiotemporaldynamics@5#, including localizedstructuresand
topologicaldefects@6#, as well asquantumimages@7#.

Yet, such a simple dynamicalphenomenonas the self-
pulsinginstability observedin a triply resonantOPO@8# has
not sofar beengivena clearinterpretation.On theonehand,
theoreticalstudiesof the classicalmean-fieldmodelof para-
metric interactionhave predictedthe existenceof periodic
behaviorsoriginating in a Hopf bifurcation @4,9#. On the
other hand, the first experimentalobservationof a self-
pulsing regimesuggestedthat a different mechanismmight
be involved @8#: transverse,thermal, and/or multimode ef-
fects possiblyhaveto be takeninto account.The natureof
the self-pulsinginstability thusremainsan openand impor-
tantquestion,especiallyasa goodunderstandingof the tem-
poral dynamicsof OPOsis a first steptowardsinvestigating
more sophisticatedphenomenasuch as spatiotemporaldy-
namics.

In this paper,we identify a genericinstability mechanism
leading to self-pulsing behaviors,which differs from the
Hopf bifurcation of the parametricmodel, and can result
from severalphysicaleffects.The main ingredientis the in-
terplay betweenthe dynamicsof a slow variable and the
hysteresiscycleof a fastvariable. Slow dynamicscanbedue
to, e.g., thermal @10# or photorefractiveeffects @11#, which
aregenerallyignoredin the modelingof OPOs.

Such instabilities are classical in perturbation theory
@12,13#: addinga slow variablewith a small relaxationratee
is knownto leadto a singularlyperturbedsystem, which can
displaya dynamicalinstability not presentin the e50 case,

evenfor small e. Examplesof suchinstabilitiesarefound in
variousfields,a classicalonebeingtheVanderPol oscillator
in the singularlimit @12#.

First we presentthe experimentalobservationsthat moti-
vate the presentwork. We conclude~i! that the observed
instability differs from theHopf bifurcationpredictedin Ref.
@4# and ~ii ! that the modelof the OPOmust involve a vari-
ablethat is muchslowerthantheopticalones.In thesecond
part, we proposeand analyzea minimal model that repro-
ducesthe observeddynamicalbehaviors.We show that the
peculiarshapeof the regimescanbe explainedby a mecha-
nismof periodicbursting, wheretheslow variableoscillates
aroundthe bistability cycle linked to the fast optical vari-
ables.

Our experimentshave beencarried out with a classical
triply resonantOPO ~i.e., resonantfor the pump and para-
metrically generatedsignals! @8#. Becausewe aremainly in-
terestedin studying dynamicaleffects, the cavity length is
not stabilizedby a feedbackloop.However,thanksto a care-
ful design of the mechanicalpropertiesof the cavity and
probablyto thermalself-locking,asin Refs.@10,14#, station-
ary or periodic regimescan be stably obtainedfor several
minutesat fixed, uncontrolled,cavity length.

The experimentalsetupis displayedin Fig. 1. The non-
linearcrystalis a 7-mm-longKTP crystal~CrystalLaser! cut
for type-II phasematching.To avoid transverseeffects,the
cavity is kept far from the stability limit ~evenin the pres-
enceof thermallensing! by choosinga lengthL55 cm and

FIG. 1. Experimentalsetup.Notation used:M1, input mirror
(Rmax at 1.06 mm, R590% at 532 nm!; M2, output mirror
~R599% at 1.06 mm, Rmax at 532 nm!; DM, dichroic mirror
(Rmax at 532 nm andTmax at 1.06 mm); PC,polarizingcube;BS,
beamsplitter;FP,Fabry-Perotspectrumanalyzer;P, S,andI arethe
photodiodesmonitoring the pump,signal,and idler intensities,re-
spectively.
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mirrors with a curvatureradiusof 3 cm. Mirror coatingsare
suchthat the cavity is resonantat frequenciesof the pump
andof its first subharmonic~reflectioncoefficientsaregiven
in the caption of Fig. 1!. Taking into accountthe vendor-
specifiedabsorptioncoefficientsof thecrystal~2.5%cm21 at
532 nm and0.1%cm21 at 1064nm!, the cavityfinessesare
estimatedto be 45 for the pumpand550 for the signaland
idler fields. The pump is provided by a monomode
frequency-doubledNd:YVO4 laser~CoherentVerdi, 5 W of
maximumpower!. Thresholdpoweris lessthan25 mW, and
either stableor self-pulsingoperationcan be obtainedde-
pendingon the cavity length and pump power. In order to
extractthecoreof themechanismleadingto self-pulsing,we
focus hereon regimesinvolving only a single longitudinal
andtransversemode,aswascheckedwith anexternalFabry-
Perotanalyzer.

The output intensitiesat 532 nm and 1.064 mm are de-
tectedby silicium andInGaAsphotodiodes,respectively.Be-
causethetime evolutionsof thesignalandidler fieldsappear
to be identical, only the former will be representedhere.
However,aswe will seebelow, monitoring the time evolu-
tion of thepumpprovideskey informationon theingredients
to includein the modelingof the OPO.

Theobservedself-pulsingregimes,suchasthetypical one
displayedin Fig. 2, are found to differ significantly from
thosepredictedfrom the purely parametricmodel: ~i! time
scales(;1024 s! area few ordersof magnitudeslowerthan
cavity lifetime (;1027 s!; ~ii ! signalandpumpdisplaydis-
continuities,whereassmoothwaveformswould beexpected;
~iii ! during theperiodsof vanishingsignal,thepumpcontin-
uesto evolveon a slow time scale,whereasit shouldremain
constantafter a short transientof a few microseconds.

Thesediscrepanciesclearly show that a more complete
modeling is required. Fortunately, the last observation
clearly revealshow to proceed.When the signal is off, the
intracavitypumppowershoulddependon the cavitydetun-
ing only, as the cavitythen behavesas a mereFabry-Perot

interferometer.Theunexpectedslow evolutionthusindicates
that the effectivecavity lengthis no longera parameter,but
is slavedto a new dynamicalvariable, which relaxeson a
slow time scale. This slow variable can reflect changesin
crystaltemperaturein thecasehereandin theexperimentsof
HansenandBuchhave@10#, andprobablyin theexperiments
of Richy et al. @8#, but canalsobepotentiallydueto a range
of effects such as photorefractivechangesin the index of
refraction@11#.

During self-oscillation,no modehopoccursfor thesignal
and idler fields. Due to the frequency-tuningpropertiesof
type-II OPOs@15#, this gives an upperboundon the maxi-
mum variation dL of the cavity round-trip length. Indeed,
oneshouldobservemodehopsin our configurationassoon
asdL/lp'231022, wherelp is thepumpwavelength~i.e.,
dL' 10 nm!. That sucha tiny effect inducesa largevaria-
tion in the outputpowersclearly calls for a dynamicalinter-
pretation.

In order to show that sucha slow dynamicscan indeed
induceself-pulsingregimes,we considerthe simplestOPO
model@4,9# ~mean-fieldapproximation,degeneratecase,and
without transverseeffects! coupledto a slow variableu as
follows: ~i! cavity detuningsareassumedto be functionsof
u, as discussedabove;~ii ! the time evolutionof u is driven
by pump and signal intensities,as in, e.g., thermal effects
~this should, however,be a generic coupling for a scalar
variable!. Sincethe cavityis far from degeneracyandgiven
thehigh cavity finesses,theeffectof variationsof the cavity
geometry~suchasinducedby a changein thefocal lengthof
a thermallens! is ordersof magnitudebelowtheeffectof the
path length change.Thus,we neglectthe influenceof u on
othermodelparameters,suchasthe input pumppower.

If we setAp andAs the complexamplitudesof the pump
and subharmonic,respectively,the correspondingnormal-
ized evolutionequationsread

Ȧp5g$E2@11 isp~u !#Ap2As
2%, ~1a!

Ȧs52@11 iss~u !#As1ApAs* , ~1b!

u̇5e f ~u,uApu2,uAsu
2!, ~1c!

wherethe time unit is the cavitydecaytime t of the signal
field (t'4@L#/cTs , with @L# theopticalcavity lengthandTs
the transmissioncoefficient of the output mirror!, g is the
cavity decayrate for the pump,E is the input pump,sp(u)
andss(u) are the normalizeddetuningsassociatedwith the
pumpandsignal,respectively,ande is the relaxationrateof
the slow variableu (e!1,g).

We haveseenabovethatu shoulddescribechangesin the
cavity effective length ~suchas thosecausedby the depen-
denceof refractionindexeson temperature!. For definiteness,
we chooseu to be the variation of the signal detuning:
ss(u)5Ds2u. To first order, the pump detuning is then
given by sp(u)5Dp22u/g @16#, and the simplestexpres-
sion for f is obtainedby assumingthat for fixed field inten-
sities, u relaxesexponentiallyto an equilibrium value de-
pendinglinearly on theseintensities:

FIG. 2. Typical periodicregimeobservedexperimentallywith a
pumppowerof 450mW. ~a! Signal;~b! pump.Thepumpevolution
when the signal is off ~as betweendashedlines! implies that a
parameterof the purely parametricmodel is in fact a dynamical
variable.Note alsothe pumpdiscontinuitiesassociatedwith signal
switching.
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f 52u1auApu21buAsu
2, ~2!

wherea andb characterizepumpandsignalabsorptionby
the crystal. Note that the feedbackloop resulting from the
coupling to u naturally accountsfor the self-locking ob-
servedin our experiments,andalsoreportedin Ref. @10#.

As expected,introductionof thesingularperturbation~1c!
leadsto self-pulsing.What is morestriking is thatnumerical
integration of this model reproducesextremely well the
waveformsobservedexperimentally.As an example,Fig. 3
showsa typical regimethatcloselymatchestheexperimental
onein Fig. 2 for similar valuesof the accessibleparameters
(g510 andE54). Taking into accountthenormalizationof
the fields @4#, the ratio ga/b shouldbe closeto the ratio of
the absorptioncoefficientsof the crystal,andhasthusbeen
fixed at 25. The remainingfree parametersa and e have
beenchosensothat thecorrecttime scaleis obtainedandthe
waveformsqualitatively reproducethose observedexperi-
mentally. With e51023, the thermal time scale is t/e
' 70 ms, which givesthecorrectorderof magnitudeof the
instability period ~experimentaland numerical periods are
closeto 90 ms).

To identify the mechanismandexplainthe particularities
of the self-pulsingregimes,we take into accountthe large
ratio of the two time scales,i.e., the smallnessof e. This
allows us to useour knowledgeof the unperturbedsystem
@4,9# for e50 to explainthe propertiesof the actualsystem.

The variableu is a parameterfor the unperturbedsystem
of Eqs.~1a! and ~1b!, whosestablestationarysolutionswill
be noted Ãp(u) and Ãs(u). In first approximation,assume
that in the completemodel ~1!, the optical fast variables
(Ap ,As) adiabaticallyfollow the slow oneu. The dynamics
is thenreducedto

u̇5e f „u,uÃp~u !u2,uÃs~u !u2…. ~3!

It is readily seenthat, if Ãp(u) and Ãs(u) are smooth
functionsof u, thesystem~3! is purelyone-dimensionaland

can only havefixed points.Thus the key ingredientfor the
self-pulsinginstability is the existencefor someparameter
rangeof a bistability cycleassociatedwith Ãp(u) andÃs(u)
@4,9#. Periodicbehaviorthenoccurswhenthe dynamicsde-
scribedby Eq. ~3! makethe systemoscillatearoundthe bi-
stability cycle,essentiallyasif theparameteru of theunper-
turbed model of Eqs. ~1a! and ~1b! were swept back and
forth over the bistability region.

This is illustrated by Fig. 4 where phase portraits
„u(t),uAs(t)u

2… and „u(t),uAp(t)u2… of a self-pulsingregime
of model ~1! are plotted with the bistability cycle of the
unperturbedsystem.Figure4 clearly showsthat the dynam-
ics involves slow evolutions~on the thermaltime scale! on
the branches,interruptedby two fast jumps ~on the optical
time scale! betweenthe branches.This is the reasonfor the
apparentdiscontinuitiesobservedon experimentalrecordings
of the pump and signal intensities~Fig. 2!. Note that the
switch to the upperbranchin Fig. 4~a! occurswell after the
bifurcation point L has been crossedbecausethe system
stayson theunstableoff stateduringa significantamountof
time.

Sucha mechanismis robustin thatit would clearlypersist
if themodelweremodified,e.g.,to describemoreaccurately
thermallensingeffects.It appearsto be similar to thosethat
have beendescribedfor a nonlinearFabry-Perotinterferom-
eter@17# andfor cold atomstrappedin a cavity @18#. Unlike
in other optothermalinstabilities such as thosereportedin
Refs.@19,20#, the bistability cycle existshereindependently
of thermaleffects.

The identification of the mechanismgives a necessary
conditionfor the appearanceof a periodiccycle: the deriva-
tive of u @givenby Eqs.~2! and~3!# mustbestrictly negative
on the lower branchand strictly positive on the upperone
~which precludesthata fixed point of thecompletemodelbe
locatedon the branchsegmentsvisited by the cycle!.

Without any calculation,this leadsat onceto the surpris-

FIG. 3. Numerical integration of ~1! with E54, g510, e
51023, Dp522, Ds52.6, a51.5, and b50.6. ~a! Signal; ~b!

pump; ~c! the u variable.

FIG. 4. Phaseportrait of the periodic regimes.Thick line: tra-
jectoryassociatedwith the regimepresentedin Fig. 3. Thebifurca-
tion diagramof Eqs.~1a! and~1b! with u asa parameter(e50) is
also shownwith full ~dashed! lines representingstable~unstable!
stationarystates.
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ing conclusionthatthecrucialrole in theinstability is played
by signalabsorption,evenif weakerthanpumpabsorption.
Indeed,we know that uÃp

off(u)u5uÃp
on(u)u at the bifurcation

point L of thebistability cycle @Fig. 4~b!#. Hence,thederiva-
tivesof u at pointsL andU on thelower andupperbranches
verify f U5 f L1buÃs

on(u)u2. Sincewe must have f L,0 and
f U.0, this clearlyshowsthatb.0 is a necessarycondition
for the appearanceof the instability. On the otherhand,we
haveobservedthat self-pulsingregimesstill occur if we set
a50. Pumpabsorption,evenif significant,thuscannotlead
aloneto the instability.

In conclusion,we have identified an instability mecha-
nismfor theOPOthatdiffers from theHopf bifurcationpre-
dictedby theparametricmodel.It is genericin that themain
ingredientsare ~i! the bistability cycle known to exist in
triply resonantOPOsand ~ii ! a slow variable whoseexis-
tencecan be due to severalphysicaleffects,the most com-
mon one being thermal variationsof the crystal refraction
indexes.

This resultcalls for further investigationsin severaldirec-
tions. First, a completebifurcation study of the model is
needed,especiallyto determinewhich conditionsthe crystal
absorptioncoefficientsa andb mustverify for the instabil-
ity to occur. Second,the straightforwardextensionof our
model to operationon two longitudinalmodesis promising
as it reproduceswell the bimoderegimesthat we havealso

observedexperimentally.Last, but not least,it is important
to reconsiderthestudyof transversedynamicsin connection
with the presentmechanism.For instance,our preliminary
experimentalobservationnearthe cavitystability limit sug-
geststheexistenceof thermallyinducedtransversevariations
of refractive indices. To describe this phenomenon,the
model should be extendedby including transverseeffects
anda heatdiffusion equation.

Note added.We recently becameaware of a work by
Douillet et al. describinganinstability in their AgGaS2 OPO
that seemsvery similar to that describedin this work @21#.

We thankJ.-J.Zondy for communicatingRef. @21# prior
to publication.We aremostgratefulto C. FabreandA. Maı̂-
tre for stimulatingdiscussionsandvery helpful advice.They
introducedone of us ~P.S.! to the experimentalaspectsof
OPOsduring a two-monthstay at the LaboratoireKastler-
Brossel~Ecole NormaleSupérieure and Universitéde Paris
VI !. This work was fundedfor the most part by the Centre
d’Étudeset de RecherchesLaserset Applications.The Lab-
oratoire de Physiquedes Lasers,Atomes et Molécules is
Unité Mixte deRecherchedu CNRS.TheCentred’Étudeset
de RecherchesLaserset Applications is supportedby the
Ministère chargéde la Recherche,the Région Nord–Pasde
Calais, and the Fonds Européen de Développement
ÉconomiquedesRégions.
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“Radiographie du Chaos”

Marc Lefranc

in Alain Renk, « Construire la Ville Complexe? » (Jean-Michel Place, Paris, 2002)



386 ARTICLES DE VULGARISATION SCIENTIFIQUE



RADIOGRAPHIE DU CHAOS, 387

Les mots sont souvent trompeurs. Entre les bouches des uns etles oreilles des autres
s’opèrent parfois de surprenantes transpositions. Ellessont parfois éclairantes, mais peuvent
aussi se révéler traı̂tresses. Dans un article paru il y a presque trente ans, deux mathématiciens
américains, T.-Y. Li et J. A. Yorke, forgèrent le terme de «chaos » et l’utilisèrent pour qua-
lifier la structure de l’ensemble des solutions du modèle mathématique qu’ils étudiaient.
Avouaient-il ainsi que ce système était à ce point désordonné qu’il échappât à tout entende-
ment? Qu’il se situait de l’autre côté d’une barrière infranchissable au-delà de laquelle tout
pouvait arriver?

Non, bien au contraire, puisque leur article se concluait par un théorème. Qui montrait
que dans certaines conditions, des systèmes dynamiques (c’est-à-dire qui évoluent dans le
temps en suivant des équations bien déterminées) très simples peuvent avoir une infinité
d’histoires différentes. Lorsqu’un système se comportede manière stationnaire ou répète le
même motif de manière périodique, nous le décrivons volontiers comme organisé. Un régime
« chaotique » au sens du théorème a ceci de particulier qu’il est composé d’une infinité de
régimes périodiques entrelacés : on pourrait dire qu’ilest infiniment organisé. Aucun de ces
cycles ne pouvant attirer le système de manière stable, ils sont parcourus tour à tour, donnant
ainsi une impression d’irrégularité alors même que leurorganisation obéit à des règles tout
à fait rigoureuses. Dans ce type de régime, dont la fumée de cigarette tourbillonnante ou
un tube au néon erratique fournissent d’assez bons exemples, « ordre » et « désordre » sont
intimement liés.

Cette observation n’était pas neuve - on la doit au mathématicien français Henri Poincaré, il
y a plus d’un siècle - mais le terme si suggestif de « chaos », ou plutôt « chaos déterministe »
si l’on veut être précis, allait rester pour toujours dansle jargon de ce domaine, jusqu’à
donner son nom à une rubrique des journaux de physique. Il allait même déborder largement
ce cadre, pour devenir dans le grand public le nom d’une discipline qui, dans l’esprit de
beaucoup, se propose de déterminer si un papillon new-yorkais peut provoquer une tempête
en mer de Chine.

A chaque fois que je me suis retrouvé à expliquer en quoi consistait mon travail, j’ai ainsi
souvent eu à dissiper des malentendus. Pour la plupart, ilsprenaient racine dans les images
engendrées par ce mot provocateur : « chaos ». Non, il ne s’agit pas d’états parfaitement
désordonnés, mais au contraire de régimes dynamiques àl’organisation extrêmement com-
plexe, mais tout à fait analysable si l’on sait choisir ses outils. Oui, ils sont imprédictibles
à long terme, mais par contre parfaitement déterministesaux échelles de temps courtes. La
nature aime à être simple, mais être simpliste empêche de la comprendre.

Plus rarement, j’ai la troublante sensation de recevoir un ´echo immédiat de mes explica-
tions. Comme si dans des domaines a priori étrangers à la physique, d’autres avaient déjà
intériorisé ce mélange surprenant de complexité et de simplicité dont font preuve les régimes
chaotiques auxquels je m’intéresse, ainsi que tout ce que l’on peut extraire de leurs propriétés
paradoxales. C’est en particulier ce dont j’ai pris l’habitude dans mes conversations avec
mon ami Alain Renk. Je ne sais s’il s’agit du phénomène de transposition que j’évoquais en
introduction, mais autant j’ai à chaque fois l’impressionde stimuler son imagination par mes
descriptions, autant ce qu’il m’expose de ses projets architecturaux évoque invariablement
en moi des images qui naquirent d’abord au contact du chaos.

Comme par exemple lorsqu’il exige « de travailler les territoires comme des processus
en cours ». Bien sûr, puisqu’il les reconnaı̂t comme des écosystèmes, une des sources les
plus fécondes de modèles dynamiques. Ou lorsqu’il évoque « la matière fluide des réservoirs
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d’incertitude des territoires ». Car un système chaotiqueest en principe déterministe : si sa
position de départ pouvait être déterminée de façon absolue, c’est toute son histoire future qui
serait tracée. Mais il est sensible à la moindre perturbation extérieure et la déviation introduite
par cette dernière croı̂t exponentiellement avec le temps: s’il faut un certain intervalle de
temps pour qu’elle soit multipliée par deux, elle aura à nouveau doublé au bout du même
intervalle de temps. C’est le « réservoir d’incertitude » constitué par ces perturbations,
amplifiées inexorablement par la dynamique chaotique, quiaiguille le système chaotique
sur telle ou telle de ses histoire possibles, passant de l’une à l’autre au gré des fluctuations.
La complexité apparente des chemins empruntés n’étant que la conséquence de leur nombre
infini.

Les physiciens ont la manie de vouloir tirer parti d’unphénomène dès qu’ils l’ont appréhendé.
Ainsi, certains ont montré comment faire suivre à un syst`eme chaotique une trajectoire ar-
bitraire en lui appliquant d’infimes perturbations non plusaléatoires mais judicieusement
choisies, un peu à la manière d’un jongleur qui tient une perche en équilibre sur son front.
Ces signaux de correction sont recalculés à chaque instant en fonction de l’itinéraire effec-
tivement suivi et des consignes en vigueur. Même pour un système de taille imposante, ces
perturbations peuvent être si petites que l’on songe naturellement au fameux levier qui per-
mettrait de soulever le monde : c’est en fait la fameuse « sensibilité aux conditions initiales »
qui est domestiquée. Cette méthode ne fait-elle qu’imiter la nature? Certains ont par exemple
avancé l’idée que c’est une dynamique légèrement chaotique qui permet aux battements car-
diaques de s’adapter facilement à des conditions très variées et de passer rapidement du repos
à l’effort.

Aussi, lorsque je lis que la démarche consiste à « se glisser par effraction dans la machine
aléatoire pour en orienter certains aspects et rester attentif », je ne peux m’empêcher d’y voir
un écho de la technique évoquée plus haut et que les physiciens appellent le « contrôle du
chaos ». Les phrases suivantes pourraient elles aussi passer d’un domaine à l’autre presque
sans changement : « Le territoire ne plie pas, il accepte de modifier son évolution en consom-
mant les amorces disposées par les hommes à l’écoute. Cesmodifications sont difficiles à
contrôler mais il est possible à tout moment d’influer sur les évolutions en cours en déplaçant
les amorces ou en réglant leur force d’attraction ».

Bien sûr, il faut se garder de prendre les mots...à la lettre. Il n’en reste pas moins qu’il m’est
difficile de croire que cette conjonction des discours soit vide de sens. Il y a un avantage
certain à piloter un système chaotique plutôt qu’un dispositif optimisé pour un contexte
unique. Ce dernier est difficilement adaptable : lorsqu’on le perturbe, il tend à revenir à
son régime de référence, le seul qui soit stable. Au contraire, le système chaotique peut
passer sans effort d’un comportement à un autre puisqu’en l’absence du signal de contrôle,
chaque régime pris individuellement est instable. Commuter et prendre un autre cap n’exige
donc pas de forcer le système : c’est sa dynamique naturellequi l’amène dans le nouvel
état, abstraction faite des corrections infinitésimales. Cela me semble très proche de l’idée
d’Alain Renk : laisser au territoire la possibilité d’évoluer - d’être un système dynamique
- et tirer parti de cette évolution, de cette capacité au changement, pour influer sur lui et
guider son histoire, en lui laissant accomplir l’essentieldu travail. Procéder ainsi peut certes
se révéler plus long qu’une démarche plus autoritaire, mais permet de faire beaucoup avec
très peu et, surtout, exclut naturellement les fonctionnements incompatibles avec les règles
qui gouvernent la dynamique interne du système.
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Encouragé par l’exhortation à « procéder à des aller-et-retours permanents entre analyse du
réel, extrapolation en un modèle théorique et créationd’un nouveau réel », je me surprends à
rêver et à tenter de filer la métaphore. Une des propriét´es fascinantes d’un attracteur chaotique
(c’est-à-dire la représentation géométrique de l’histoire d’un système chaotique) est d’être
fractal : en examinant une de ses parties, on peut retrouver son organisation globale. On
comprendra donc que je sois troublé lorsque j’entends Alain parler de ville fractale. Je crois
comprendre qu’il s’agit de pouvoir adapter cette dernièreà des communautés de tailles très
variables, mais le physicien que je suis ne peut s’empêcherde se demander quel pourrait être
le mécanisme qui produirait naturellement cette structure fractale. Un arbre ou des poumons
sont (approximativement) fractals car cela leur permet d’optimiser leurs échanges avec le
monde extérieur (lumière, air). Un attracteur chaotiquel’est car les processus géométriques
qui le façonnent s’apparentent à la recette de la pâte feuilletée. A chaque cycle, l’attracteur
est étiré, puis replié sur lui-même, comme un rectangleserait transformé en fer à cheval. De
même qu’une noisette de beurre déposée sur la pâte finit par se répartir dans toute sa masse,
il n’est pas possible de prévoir trop longtemps à l’avanceoù exactement à l’intérieur de
son attracteur se trouvera un système chaotique. Ce mécanisme d’étirement et de repliement
donne à l’attracteur chaotique une structure infiniment feuilletée caractéristique. Un peu
comme si on pétrissait le plan d’une ville de manière à ce que chaque partie se retrouve en
interaction avec tout l’espace, une configuration invariante (c’est-à-dire se reproduisant d’une
itération sur l’autre) étant finalement obtenue lorsque dans chaque voisinage se retrouve un
germe de la cité tout entière.

Je ne sais à quel point il faut prendre cela au sérieux, maisil est en tout cas amusant
de noter que l’on semble retrouver cette notion de processusitératifs connectant un niveau
hiérarchique à ceux immédiatement supérieur et inférieur - qui rendent l’attracteur chaotique
fractal - dans l’idée « d’univers génératifs », de « matrices théoriques », qui engendrent des
mondes plus détaillés sous l’action de transformations,mais sont elle-mêmes modifiées par
leurs produits dans une une boucle de rétro-action. L’architecte devient alors lui-même partie
d’un réseau de régulation.

En y réfléchissant un peu plus longuement, je me demande si je ne devine pas une expli-
cation aux résonances entre la géométrie du chaos et les propositions d’Alain Renk. Elles
trouvent peut-être leur source dans la nature, dans le fonctionnement du vivant. Devant
s’adapter à moindre coût à des environnements variés, celui-ci fait abondamment usage de
systèmes en interaction mutuelle composant des réseaux de régulation complexes, capables
de réagir à des variations infimes de leur environnement mais devant également pouvoir
amortir tout changement brutal. Par exemple, on se rend progressivement que pour com-
prendre les processus génétiques, il faut non seulement ´etudier la structure du génome, mais
également le réseau complexe d’interactions et de régulations que tissent les gènes et les
protéines.

Être agile tout en étant robuste, cela n’est pas un mince défi. De même, un comportement
chaotique trouve fréquemment son origine dans l’existence de boucles de rétroaction entre
les différentes variables caractérisant l’état d’un système. Une fois en action, un système
chaotique reste de manière stable sur son attracteur tout en amplifiant les perturbations
à l’intérieur de celui-ci. En permettant de conjuguer la stabilité nécessaire à la survie et
l’instabilité exigée par l’adaptabilité, les comportements chaotiques, ou tout au moins non
linéaires, pourraient bien être des ingrédients essentiels de la vie.
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Est-il permis d’étendre cette métaphore à l’architecture et à la ville? De croire que les
mots ne sont pas tout à fait trompeurs? D’espérer que certaines des recettes puisées dans
la nature puissent être une source d’inspiration? Il est difficile de le dire aujourd’hui, mais
pourquoi pas? A condition probablement de ne pas se figer, et de faire rentrer les images et
les concepts eux-mêmes dans un processus d’interaction, dans une...boucle de régulation.

Comme le montre l’exemple du génome, un des grands enjeux actuels est de comprendre
la complexité sans la mutiler. Le vingt-et-unième siècle sera-t-il celui de d’ingénierie de la
complexité? Dans les sciences, mais peut-être aussi en architecture?
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“Caractérisation Topologique et Contrôle du Chaos”

Marc Lefranc, Serge Bielawski, Dominique Derozier, and Pierre Glorieux

Images de la Physique 1997, 53–60 (C.N.R.S./S.P.M., )
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Chaos

Caractérisationtopologiqueet
contrôledu chaos
Après une phase d’excitation où les scientifiques cherchaient et trouvaient du chaos (presque)
partout, dans les réactions chimiques, en hydrodynamique, dans les systèmes optiques ou
biologiques, on a cru que leur engouement allait retomber . En fait, c’est un champ nouveau
d’investigation qui s’ouvrait en même temps qu’une nouvelle manière d’appréhender des effets
parfois (mé)connus depuis longtemps.
Outre l’éclairage nouveau qu’elle apporte sur ces phénomènes, la dynamique non linéaire possède
sa problématique propre ; la caractérisation topologique du chaos et les techniques qui permettent
de le contrôler illustrent bien l’ouverture de ce nouveau champ thématique.

L e terme de « chaos» est as-
sociédansla plupart deses-
prits à une situation errati-

que, dont la complexité dépasse
l’entendement.A ce senscommun,
il est maintenantdevenu classique
d’opposer, au moins dans les mi-
lieux scientifiques,le « chaosdéter-
ministe», évolution irrégulièred’un
système simple régi par quelques
équationsbien établies.

La « sensibilité aux conditions
initiales» constitue sans aucun
doute la caractéristiqueessentielle
de ce type de comportementdyna-
mique: deux systèmeschaotiques
identiques,partantde conditionsini-
tiales différentes,si prochessoient-
elles, voient leurs trajectoires res-
pectives se séparer de manière
exponentielle. L’évolution est par
conséquent imprédictible à long
terme: plutôt que de vouloir suivre
une trajectoire individuelle, c’est à
la dynamique globale du système
qu’il faut s’intéresser.

Dans un système dissipatif, on
observe que les trajectoires dans
l’espacedesphases,aprèsun transi-
toire plus ou moins long, restent

confinéesdansunerégionbien défi-
nie : l’« attracteur» (voir enca-
dré1). Dans le cas simple d’un ré-
gime stationnaire ou périodique,
celui-ci consisteen un point ou une
courbe fermée. Lorsque le régime
estchaotique,c’est un objet géomé-
trique complexequi est observé,un
attracteur « étrange», tel celui re-
présentéà la figure1.

Si les divers scénariosde transi-
tion vers le chaos présententsou-
vent une régularité exemplaire, à

l’instar de la célèbre cascadede
doublementsde période, les attrac-
teurs chaotiquesparaissentau pre-
mier abordextraordinairementintri-
qués,ne serait-cequedu fait de leur
naturefractale.

En conséquence,les méthodesde
caractérisationdu chaos ont tout
d’abord été baséessur la mesurede
propriétés globales de l’attracteur,
commesadimensionfractaleou en-
core les exposantsde Lyapunov, qui
mesurentles taux de divergencedes
trajectoires.

— Laboratoire de spectroscopie
hertzienne,URA CNRS 249, Université
Lille 1, 59655Villeneuved’Ascq Cedex.

Figure 1 - Superpositionde la reconstructiond’un attracteurchaotiquedansun espacedesphasesà
trois dimensionset de deuxorbitespériodiquesinstablesde périodesT (en jaune)et 4 T (en rouge).

53
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C’est évidemmentparceque l’at-
tracteur est laisséinvariant par la
dynamiquechaotiqueque ces mé-
thodes de caractérisationoccupent
uneplacecentraledansl’analysedu
chaos.Or, il se trouve que d’autres
ensemblesde l’espace des phases
possèdentégalementcette propriété
d’invariance. Dans un attracteur
chaotiquesont en effet imbriquées
une infinité de solutionspériodiques
deséquationsd’évolution: les orbi-
tes périodiquesinstables(OPI).

L’existencede cesorbitesest liée
à l’ergodicité de la dynamique
sur l’attracteur, c’est-à-dire au fait
qu’une trajectoire issue d’un point
typique de l’attracteurpasse,si l’on

attend suffisammentlongtemps,ar-
bitrairement près de tout point de
l’attracteur, y compris du point de
départ. Les équations d’évolution
étantcontinues,on peut en général,
dans le voisinage d’une trajectoire
revenant très près de sa condition
initiale, en trouver une autrequi se
referme exactementet qui corres-
ponde par conséquentà une orbite
périodique.

De même,les orbitespériodiques
sont densesdans l’attracteur: tout
morceau de trajectoire chaotique
peut être approchéavec une préci-
sion arbitrairepar un fragmentd’or-
bite périodique,de la mêmemanière
que tout nombre réel est la limite

d’une suite de nombresrationnels.
Les orbites périodiques incluses
dansl’attracteurétant instables,une
trajectoirepassantdansle voisinage
de l’une d’entre elles y séjournera
un court instant avant de s’en éloi-
gner pour visiter d’autres régions
de l’attracteur. La figure1 montre
deux exemples d’orbites pério-
diques plongéesdans un attracteur
chaotique.

Les orbites périodiquesne sont
toutefoispasqu’un conceptabstrait.
On sait qu’elles jouent un rôle im-
portantdansde nombreuxscénarios
de transition vers le chaos.Ainsi,
dansle casde la cascadede double-
mentsde période,la variation d’un

Encadré 1

ESPACE DES PHASES ET SECTION DE POINCARÉ

L’espacedesphasesestun espacefictif permettantde
représenterl’état dynamiqued’un système.Il est rapportéà
desaxesqui correspondentaux différentesgrandeurs
physiquescaractérisantl’état du système.Lesdifférents
régimesdynamiquesy sontreprésentéspar unecourbe,
l’« attracteur», qui peutêtre un point en casde
fonctionnement continuou uncycleferméen régime
périodique,et devientun attracteurétrangedansle casd’un
comportementchaotique.

La reconstructiond’un attracteurdansl’espacedesphases
s’avère généralementdiffıcile car certainesvariables,comme
l’inversion de populationpour les lasers,ne sontpasaisément
accessiblesexpérimentalement.Cependant,il estpossible de
reconstituerla topologiede l’attracteur en prenantcomme
espacede représentationX~ t !, X~ t + s !, X~ t + 2 s !, ... ou X,
Ẋ, Ẍ, ... X étant l’une desvariablesdynamiquesdu systèmeet
s un délai arbitrairementchoisi (voir artible de M. Dubois,
Imagesde la physique,p. 97, 1984).Pratiquement,on choisit
pour X la variable la plus facile à mesurer expérimentalement,
telle l’intensité émisepar le laser.

Dansle cas dessystèmesmodulés,la phaseφ~ t ! de la
modulationestunevariable dynamiquegénéralement
intéressanteà substituerà l’une desvariablesprécédemment
considérées.En ce qui concernele laser CO2 et le laser à
fibre, l’attracteur chaotiquede dimensioninférieure à 3 peut
aisémentêtre représentédansl’espaceI~ t !, I~ t + s ! et φ~ t !.
L’espacedesphasesest topologiquementéquivalentà un tore
solideconstruiten combinantle disqueet le cercle unités.

Cettegéométrie,naturelle pour les systèmesmodulés,permet
de réaliser très facilementunesectionde Poincaré.Celle-ci
estconstituéedesintersectionss’effectuantavecun sens
prédéfinientre la trajectoire et unehypersurfacede l’espace
desphases,par exempleun plan si celui-ci est
tridimensionnel.Destrajectoiresévoluantsur l’attracteur, on
ne considère queles intersectionss’effectuantdansun sens
prédéfini.En réduisantainsi le nombre de dimensions,on
simplifie l’étude de la dynamique,tout en enpréservantles
propriétésessentielles.Dansle cas dessystèmesmodulés,une
sectionde Poincarépeutêtre obtenueexpérimentalementau
moyend’un échantillonnagestroboscopique~ φ = constante!
de I et de sa dérivée.
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paramètrede contrôle fait passerle
systèmepar une suite de « bifurca-
tions», chacune correspondantà
l’apparition d’une orbite de période
doublede la précédente,qui devient
alors instable. La suite infinie des
valeurs du paramètrede contrôle
correspondant à ces bifurcations
converge de manière géométrique
vers une valeur critique au-delàde
laquelle peuvent être observésdes
régimeschaotiques,qui n’apparais-
sent donc que lorsque un nombre
infini d’orbites périodiquesont été
créées.De plus,en explorantles zo-
nes de paramètresau-delà de la
transition, on observe en général
une alternancede zoneschaotiques
et de « fenêtrespériodiques» où le
systèmesuit un comportementrégu-
lier. Cesdifférentessolutionspério-
diquesne disparaissentpas lorsque
l’on revient à un comportement
chaotique: devenuesinstables,ces
orbites restent présentesdans l’at-
tracteurou dansson voisinage.

Mais surtout, les orbites pério-
diques instables sont directement
accessibles à l’expérience. Dans
le cas d’un systèmeà petit nombre
de degrés de liberté, l’examen
des signaux chaotiquesqu’il déli-
vre révèle facilement l’existence
de récurrences: au milieu d’une
évolution apparemmentirrégulière,
des bouffées de comportement
quasiment périodique apparaissent
par intervalles.

La figure 2 présentedeuxséquen-
cesde ce type observéesdansle ré-
gime chaotique d’un laser CO2 à
pertes modulées(cf. Images de la
physique1988). Entre 40 et 70µs,
le système reproduit quasiment à
l’identique un comportement4 T-
périodique (T étant la période de
modulation, voisine ici de 3 µs!,
qu’il quitte ensuite pour retrouver
une évolution approximativement
T-périodique entre 100 et 120µs.
Chacunede cesséquencessignalele
passagedu système au voisinage
d’une orbite périodique instable
contenue dans l’attracteur. En re-
cherchantde manière systématique
ces événementsdans les signaux

chaotiques,on a pu repérerdansle
laserCO2 jusqu’àquelquesdizaines
de comportementspériodiquesdiffé-
rents, correspondantaux OPI de
plus petitespériodes.

On noteracependantquele temps
nécessairepour revenir dansle voi-
sinaged’une orbite périodiquedon-
née dépend de manière exponen-
tielle du nombre de degrés de
liberté du système.Si un dispositif
simple commele laser CO2 mono-
mode révèle de nombreusesorbites
périodiques instables, il est par
contreillusoire devouloir en repérer
dans un systèmeoù le nombre de
degrésde liberté approchele nom-
bre d’Avogadro!

LES OPI RÉVÉLATRICES DE
L’ORGANISA TION DU CHAOS

Les orbites périodiquessont dé-
terminéespar les mêmeséquations
d’évolution que l’attracteur. Plutôt
qued’aborderde front la complexité
de ce dernier, il peutêtredonc judi-
cieux de s’intéresseraux objetsgéo-
métriques beaucoup plus simples
quesont les OPI. Dansl’espacedes
phases,ces dernièressont en effet

représentéespar de simplescourbes
fermées. Certes, la complexité de
leur enchevêtrementest à la mesure
de celle de l’attracteur chaotique,
maisnousallonsvoir queleur orga-
nisationsuit desrèglesextrêmement
rigoureuses.

La théorie des nœuds fournit,
sousla forme d’invariantstopologi-
ques,desoutils permettantd’analy-
ser la manière dont les différentes
orbites sont nouéeset entrelacées
dansl’espacedesphases.Parexem-
ple, l’invariant topologique le plus
simple est le nombre d’entrelace-
mentsd’un coupled’orbitespériodi-
ques,qui mesurele nombrederévo-
lutions qu’uneorbite effectueautour
de l’autre. Cesgrandeurssont inva-
riantes vis-à-vis des déformations
continues dans l’espace et consti-
tuent en fait une véritablesignature
de chaquetrajectoire.

Ce sont des surfacesà plusieurs
branches,appeléesgabarits,qui per-
mettent de démêler l’écheveau
formé par les OPI. Ces surfaces,
dont la figure3 fournit un exemple,
présententen effet une propriétére-
marquable: il est possiblepar des
déformationscontinuesd’y amener
l’ensemblede toutesles orbitespé-

Figure 2 - Exemplesde boufféesde comportementpériodiqueinclusesdansun signal chaotique.Ici,
un laser CO2 dont les pertessont moduléesà la période T ≈ 3 µs explore entre 40 et 70 µs le
voisinaged’une orbite instablede période4T, et celui de l’orbite périodiquede périodeT entre 100
et 120µs.
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riodiques inclusesdans l’attracteur,
sansmodifier aucun de leurs inva-
riants. La structure topologiquedu
gabarit décrit donc de manière
concise l’organisation topologique
globale de l’attracteur.

La structuredu gabaritpermetde
calculer les invariants topologiques
de toutesles orbitesqui y sont ins-
crites. Inversement– et c’est ainsi
quel’on procèdeexpérimentalement
– il se trouve que les invariantsde
seulesquelquesorbites, trois dans
les cas les plus simples,suffisent à
déterminersansambiguïté l’unique
gabarit pouvant les porter. Grâceà
cetteméthode,plusieurséquipesont
pu déterminerl’organisationtopolo-
gique de divers dispositifs expéri-
mentaux chaotiques. On compte
parmi ceux-ci aussi bien des réac-
tions chimiques, comme celle de
Belousov-Zhabotinskiiou l’électro-
dissolutiondu cuivre, qu’un oscilla-

teur à résonancemagnétique nu-
cléaire, ou encore des systèmes
optiquescommele laserCO2 à ab-
sorbant saturableou à modulation
de pertes.De manièreremarquable,
quasimenttous cessystèmesont ré-
vélé le mêmeschémad’organisation
topologique,celui décrit par le ga-
barit présentéà la figure3, à l’ex-
ception de régimesplus complexes
observésdans un laser à fibre ou
une réactioncatalytique.

On noteraenfin qu’outre une ca-
ractérisationglobale de l’attracteur
l’analyse topologique permet une
étudedétailléede sa structurefine.
En déterminantà chaquepériodede
modulationlaquelle des deux bran-
ches est visitée par la projection
d’une trajectoire chaotiquedonnée,
celle-ci peut être représentéepar
une suite de 0 et de 1. L’analyse
statistiquedessous-chaînesextraites
de cetteséquencedonnealors accès

à toute une hiérarchiede grandeurs,
comme le plus grand exposantde
Lyapunov.

CONTRÔLER LE CHAOS GRÂCE AUX
ORBITES PÉRIODIQUES INSTABLES

L’existence des OPI peut par
ailleurs être mise à profit pour
« contrôler» le chaos.La méthode
originale a été proposéepar Ott,
Grebogiet Yorke (OGY), de l’Uni-
versité du Maryland. Elle a connu
un succès immédiat et différentes
variantes ont été élaboréesgrâce
auxquellesl’information requiseest
baséesur desdonnéesexpérimenta-
les et ne dépendpasd’une modéli-
sation mathématique du système
étudié.

Le principe du contrôledu chaos
est relativement simple: il suffit
d’abord d’attendreque la trajectoire
passeau voisinagede l’OPI visée.A
ce moment, de très faibles correc-
tions, infinitésimalesà la limite, per-
mettent de maintenir le système
quasimentsur cette orbite périodi-
que, en tirant avantageautant que
possible de la dynamiqueintrinsè-
que du système.

Pour comprendre plus précisé-
ment commentces correctionssont
appliquées,il est utile de travailler
dans une section de Poincaré(voir
encadré1). Chaque trajectoire est
alors uniquement représentéepar
ses intersectionsavec la sectionde
Poincaré.Une orbite périodiqueest
évidemmentconstituéed’un nombre
fini de pointsvisitésde manièrecy-
clique.Quel quesoit XF l’un de ces
points,l’écart d’une trajectoirequel-
conque à l’orbite périodique visée
peut être mesuré par la distance
nk = Xk − XF entre le point fixe
XF et le point d’intersectionXk de
la trajectoire après k périodes de
l’orbite.

On notera, et cela aura une im-
portance cruciale dans la suite,
qu’une petite variation dµ d’un
paramètre de contrôle µ entraîne
en général un petit déplacement

Figure 3 - Un gabarit estunesurfaceconstituéed’un ruban en formede stadesedivisantà un cer-
tain endroit en plusieursbranches.Cesdernières serecollentplus loin sur toute la largeur du ruban
principal tout en se superposantles unesaux autres.La structure du gabarit (nombre de branches,
nombre de torsadesde celles-ci,nombre de tours qu’unebrancheeffectueautour d’une autre, ordre
danslequelellessesuperposent)détermineles invariants topologiquesdescourbesferméesqui peu-
vent être inscritessur le gabarit, et que l’analyse topologiquecherche à mettre en correspondance
avecles orbites périodiquesdétectéesexpérimentalement.
Le gabarit représentéici décrit l’organisationtopologiqueglobale desrégimeschaotiquesobservés
dansun laser CO2. Les deuxorbites de périodeT (en jaune) et 4T (en rouge)ont danscettedispo-
sition exactementles mêmesinvariants topologiquesque dansl’attracteur de la figure1.
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dXF du point fixe dans le plan de
section:
XF~ µ + dµ! = XF~ µ! + dXF.

Pour stabiliser l’OPI, seule im-
porte la dynamique dans un petit
voisinage de l’orbite périodique.
Danscelui-ci, l’évolution desécarts
nk peut être décrite de manière
linéaire par nk + 1 = KF nk, la
matrice KF et ses valeurs propres
portant le nom de matriceet multi-
plicateurs de Floquet. Si l’espace
des phasesestde dimensiontrois et
l’OPI incluse dans l’attracteur, les
deux multiplicateurssont réels. Le
modulesupérieur à 1 de l’un d’entre
eux ~ ku ! reflètel’instabilité de l’or-
bite, tandis que la dissipation en-
traîne que celui du deuxième~ ks!
soit plus petit que 1.

Les directionspropresassociéesà
ks et ku, que nous noteronss et u,
sont dénommées respectivement
directions stable et instable. Une
trajectoire typique explorant le
voisinage de l’orbite périodique
s’approchede XF selon la direction
stable tout en s’en éloignant le
long de la direction instable
(fig. 4a), car les composantesde nk
selon les deux directions vérifient:
nk + 1

u = ku nk
u et nk + 1

s = ks nk
s.

Manifestement,c’est la dynami-
que selon u qui fait obstacleà la
stabilité recherchéeet il faudrait
pouvoir contraindren

u à tendre vers
zéro, tandisque c’est le sort naturel
de n

s. Cependant,dansbon nombre
desystèmes,commeles lasers,il est
délicat, voire impossible,de modi-
fier directementcertainesvariables
dynamiques telles l’intensité du
rayonnementou l’inversion de po-
pulation. Il faut alors, en tirant
profit de la dynamiqueintrinsèque
du système,agir indirectementsur
ce dernier par le biais d’une varia-
tion judicieuse d’un paramètrede
contrôle, par exemple la puissance
de pompeou la longueurde la ca-
vité laser.

L’art du jongleur qui maintient
une perche en équilibre sur son
front fournit la solution de ce pro-
blème: c’estendéplaçantla basede

la perche,c’est-à-direla positiondu
point d’équilibre qu’il arrive à la ra-
mener en position verticale. De
même,en déplaçantjudicieusement
à chaquepériodele point fixe XF en
un nouveaupoint X′F, on peut s’ar-
ranger pour que les points d’inter-
section suivants convergent de fa-
çon exponentiellevers le point fixe
XF.

La méthodede contrôleproposée
par Ott, Grebogi et Yorke bénéficie
d’une interprétation géométrique
aisée. Lorsque la trajectoire passe
dans le voisinage du point fixe
XF~ µ!, le paramètrede contrôle µ
est modifié de manièreà ce que la
dynamiquepar rapport au nouveau
point fixe XF~ µ + dµ! conduise
l’intersection suivantesur la direc-
tion stable de XF~ µ! (figure4).
Tout écartselonla directioninstable
est donc rapidementréduit, tandis
que celui selon la direction stable
tend naturellementvers zéro: on a
repousséla trajectoire vers l’orbite
périodique.

Cettestratégieest réaliséeen ap-
pliquantà un paramètrede contrôle,
pendantle tempsde vol entredeux
intersections,une correctionpropor-
tionnelle à l’écart selon la direction
instable: dµk = ank

u. La valeur
adéquatedu coefficient a dépendde
la matrice de Floquet KF et de
dXF /dµ qui caractérisel’influence
du paramètrede contrôlesur la po-
sition du point fixe.

Une telle formedecorrectionpré-
senteun double intérêt. D’une part,
l’orbite stabilisée coïncide avec
celle du systèmenon perturbé: la
correctiontenden effet verszéroen
même temps que l’écart à l’orbite
visée.D’autre part, il n’est pas né-
cessairede connaître a priori les
équationsdu système,car les carac-
téristiquesde l’OPI (position,direc-
tion instable et multiplicateurs de
Floquet) intervenantdansla correc-
tion peuventêtre déterminéesentiè-
rement expérimentalement,en ana-
lysant l’évolution d’une variable
quelconque.

Bien que la méthodeOGY soit
très générale,d’autresméthodesde
contrôlebaséessur les mêmesidées
sont parfois préférées.On s’est tout
d’abord aperçu que l’on pouvait,
dans certains cas, se contenterde
mesurerl’écart à l’orbite périodique
nk d’une variable dynamiquequel-
conque sans avoir à déterminer
exactementsa composanteselon la
direction instable. La perturbation
parasitealors introduite selon la di-
rection stablene comprometpas la
stabilisation, à condition que les
multiplicateurs de Floquet associés
aux directions stablessoient suffi-
sammentpetits et/ou que la pertur-
bation déplace le point fixe XF
essentiellementselon la direction
instable.

De nombreusesexpériencesont
égalementutilisé desméthodesqui,

Figure 4 - Principe de la méthodeOGY: à un certain instant, la trajectoire traversele plan de sec-
tion en Xk , au voisinagede l’orbite périodiquenon perturbéeXF~ µ!, dont les directionsstableet
instablesont repéréespar desflèches convergeantversou divergeantde l’orbite. On appliquealors
à un paramètre de contrôle une correction dµk, qui déplacel’orbite en un point XF ~ µ + dµk !.
Celui-ci est choisi de manière à ce que la prochaineintersectionde la trajectoire se produiseen un
point Xk + 1 , situé le long de la direction stablede XF~ µ!.
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tout en satisfaisantaux deuxcritères
mentionnésplus haut (la correction
tend vers zéro et il est inutile de
connaîtreles équationsdu système),
ne font pas intervenir explicitement
l’écart à l’orbite périodique visée.
Un exemple particulièrementinté-
ressantest celui qui consisteà ap-
pliquer une correction du type
dµk = a~ Xk − Xk − 1 !, qui,
comme dans les autres exemples,
tend vers zéro lorsquel’on s’appro-
chede l’orbite périodique.Il faut en
général prendre la précaution de
n’appliquerla correctionqu’unepé-
riode sur deux,de manièreà ne ba-
sersoncalcul quesur l’évolution du
systèmelibre. Cetteméthodene dé-
pendpasde la positionde l’orbite et
présente l’immense avantage de
pouvoir stabiliser une OPI sans
avoir à la localiserpréalablement.

Elle offre par conséquentla pos-
sibilité de « suivre à la trace» une
OPI quand on fait varier continû-
ment l’un ou l’autre desparamètres
de contrôle du système.On peut
ainsi déterminer son domaine
d’existence et en particulier l’en-
droit où elle prendnaissance.C’est
ce qui est illustré à la figure5, où
aprèsavoir stabiliséun laserchaoti-
que sur son OPI 2 T, un paramètre
decontrôledu laser(ici la puissance
de pompe) a été progressivement
modifié (voir encadré 2). L’OPI
restestabiliséesur tout sondomaine
d’existenceet ce, même en dehors
de la zone decomportementchaoti-
que, jusqu’à la bifurcation 2T-4T
(doublementde période)où l’orbite
devientstable.

Les OPI ne sont pas les seuls
étatsinstablesd’un systèmechaoti-
que. Bien souvent,les régimespé-
riodiquesou chaotiquesapparaissent
après déstabilisationd’un état sta-
tionnaire.En utilisant desméthodes
semblablesà celles évoquéesdans
le cas des OPI, le systèmeétudié
peut être stabilisé sur cet état sta-
tionnaire instable(ESI). Outre l’in-
térêt fondamental,l’impact pratique
est considérable.Si, jusqu’ici, les
concepteursde systèmesévitaient
soigneusementles zones de para-

mètresmenantà un comportement
oscillant ou chaotique,ils peuvent
désormais,grâceaux techniquesde
contrôle,élargir les domainesd’ap-
plications à des zonesbien souvent
plus intéressantes.Ainsi, certainsla-
sers qui fonctionnent de manière
continue au voisinagedu seuil de-

viennent chaotiqueslorsqu’ils sont
fortement excités, c’est-à-diredans
la régionoù ils fournissenten géné-
ral le maximumde puissance.

La méthodede contrôled’un état
stationnaireinstablediffère de celle
présentée précédemmentmais le

Figure 5 - Diagrammede bifurcation du laser à fibre optiquedopéeNd3 + . Le diagrammede bifur-
cation estobtenuen échantillonnantl’intensité I émisepar le laser à la périodede modulation; une
uniquevaleur estobtenuepour un signal T-périodique,deuxvaleursdifférenteslorsquele signal est
2 T-périodiqueet un ensemblediffus de valeurslorsquele régimeest chaotique.
(a) Diagrammeen l’absencede contrôle: quandla puissancede pompeaugmente,le laser évolue
vers le chaospar une cascadede doublementsde période.
(b) Il demeure sur l’OPI 2T quandcelle-ci est stabiliséepar la méthodede contrôle du chaos.Le
laser a d’abord étéamenédansla zonede forte puissanceoù le laser estchaotique,puis l’orbite 2T
a étéstabilisée,enfinon réduit la puissancede pompe: le laser restedansun régime2T-périodique
tant quele contrôleestmaintenu.La traceenpointillés représentel’orbite stabilisée,tandisquecelle
en trait plein est extraite de la partie du diagramme(a) correspondantau domainede stabilité de
cetteorbite.
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principe reste inchangé: appliquer
un signal de contre-réactionà un
paramètrede contrôle pour mainte-
nir le systèmesur l’ESI. Puisqu’un
tel état est par définition un point
fixe XF~ µ! des équationsd’évolu-
tion, le recoursà la sectionde Poin-
carén’est pasici nécessaire.Pour la
même raison, les corrections peu-
vent être appliquées de manière
continueplutôt que périodiquement
commedansle casdesOPI.

Cette méthode s’avère très ro-
buste et comme précédemment,il
est possible de simplifier l’expé-
rience en utilisant simplementune
variable dynamique plutôt que sa
composante selon les directions
instables.Ainsi, le laserà fibre uti-
lisé pour le contrôle des OPI a été
stabilisésur son ESI en considérant
l’intensité I du laser comme varia-
ble dynamique et la puissance
de pompe comme paramètre de
contrôle (figure6). Une correction
proportionnelleà la dérivéede l’in-
tensité s’est avéréesuffisante, per-
mettant ici aussi de s’affranchir de
la déterminationdu point fixe IF.

Expérimentalement,il suffit simple-
ment de remplacerle dispositif pré-

cédemmentutilisé pour le contrôle
des OPI, par un dérivateur suivi

Figure 6 - Evolutionde l’intensité émisepar le laser à fibre lorsquel’on activele contrôleen vuede
le stabiliser sur son état stationnaire instable.La trace du haut représentela correction activéeà
t = 0.6ms, et la trace du bas l’évolution de l’intensité du laser. Avant applicationde la correction,
le laser estchaotique.Aprèsun transitoire durant environ 0.8ms,l’intensité devientstationnaire. On
remarqueraquel’amplitude de la correctiontend bienverszéro et qu’à la limite elle ne corrige plus
que les fluctuationsautour de l’ESI, introduitespar le bruit expérimental.

Encadré 2

DISPOSITIF EXPÉRIMENTAL UTILISÉ
POUR LE CONTRÔLE DU CHAOS

Le systèmechaotiqueestun laser à fibre dopéeau néodyme
(NDFL) pompépar unediodelaser (DL) dont on moduleà la
périodeT la puissancede sortie. La stabilisationdu laser est
obtenueen contrôlantcelui-ci sur uneorbite périodique
instablede périodenT par la techniquede contre-réaction
suivante.

A chaquepériodede l’orbite considérée,on échantillonnele
signal de sortie Ik et on mémorisesa valeur précédenteIk − 1,
au moyendesdeuxéchantillonneursECH1 et ECH2 (la
valeur de Ik peutêtre considéréecommeunecoordonnéedans
la sectionde Poincaré).On appliqueà un paramètre de
contrôle(ici la puissancede pompe)uneimpulsion
d’amplitudedµk proportionnelleà Ik − Ik − 1. En choisissant
correctementla formede l’impulsion et le gain total de la
contre-réaction,le laser sestabilisesur uneorbite périodique.
Il estégalementpossible destabiliser le laser sur sonétat

stationnaire instableen remplaçantle dispositifde contrôle
par un simpledérivateuranalogique.

Chaos
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d’un amplificateur à gain variable.
En choisissantun gain suffisamment
grand, le laser a pu être stabilisé
danstout le domaineoù il avait pré-
cédemment un comportement os-
cillant ou chaotique.

On le voit, le contrôle du chaos
peut avoir un impact technologique
considérable,évident dans le cas
desESI, mais égalementindéniable
en ce qui concerneles OPI, où il
permet de tirer parti à la fois de
l’ordre et du chaos. Un attracteur
contenantune infinité d’orbites pé-
riodiques, il est en effet possible,
par d’infimes variationsdesparamè-
tres, de commuter d’une orbite à
uneautre,et de tirer ainsi d’un sys-
tème chaotiquetoute une harmonie
de signauxpériodiquesdifférents,là
où un système régulier aurait un
comportementfixé une fois pour
toutes.

Il importeévidemmentdegénéra-
liser les méthodesactuelles,notam-
ment pour stabiliser les orbites les
plus instables, ou, si l’on désire
contrôler des systèmes à grand
nombrede degrésde liberté, les or-
bitesà plusieursdirectionsinstables.
Il est même possible d’aller plus
loin : il a étérécemmentmontréque

l’on pouvait forcer un système à
suivre n’importe quelle trajectoire
chaotique choisie à l’avance dans
un attracteur.

En conclusion,les orbites pério-
diques instablesouvrent la porte à
une approchedifférentede l’« ordre
dans le chaos». Considérédanssa
globalité,un attracteurchaotiquene
révèleen touterigueurcet ordreque
dansla limite d’un tempsinfini. En
le décomposanten OPI, c’est un or-
dre local, à court terme,qui devient
accessible.

Paradoxalement,la manière la
plus simple de comprendreun at-
tracteurchaotiqueà petit nombrede
degrésde liberté sembleêtre main-
tenant de se le représentercomme
un «sac de nœuds». L’analyse
topologique en démonte la com-
plexité, les méthodesde contrôle
permettent d’en tirer le meilleur
parti.
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L ’ image mythologique de la
complexité est celle du fameux
nœud gordien, qui prédisait la
domination sur le monde à

celui qui réussirait à le démêler.
Alexandre le Grand trancha dans le vif
en détruisant ce nœud d’un coup d’épée.

C’est une manœuvre un peu plus
délicate que choisit le physicien qui dis-
sèque le chaos. Outre la difficulté com-
mune de ces deux entreprises, il existe
une parenté plus profonde entre l’ana-
lyse du chaos et le démêlage de nœuds
compliqués: l’attracteur d’un système
chaotique s’enroule autour d’orbites
périodiques qui forment des nœuds.
Qu’est-ce qu’un attracteur chaotique?
Qu’est-ce qu’une orbite périodique?
Avant tout, rappelons ce que le physi-
cien de la fin des années 1990 entend
par chaos, et plus précisément par
«chaos déterministe» (voir Le chaos,
dossier hors série de Pour la science). 

Depuis les travaux d’Henri Poincaré
et, plus récemment, du météorologiste
américain E.Lorenz, on sait que cer-
tains systèmes, mathématiques, chi-
miques ou même biologiques, possèdent
une «sensibilité aux conditions ini-
tiales»: deux systèmes identiques, pla-
cés dans des conditions initiales voi-
sines, suivent d’abord des évolutions
très semblables, puis leurs différences
augmentent avec le temps (de manière
exponentielle). Quelle que soit la diffé-
rence des conditions initiales, aussi
minime soit-elle, elle finit par devenir
macroscopique. Il est donc impossible
de prédire à long terme le comporte-
ment de tels systèmes, qui sont pourtant

régis par des lois déterministes. Ainsi la
complexité des interactions atmosphé-
riques fait que le battement d’aile d’un
papillon au Brésil pourrait influer sur le
déclenchement  d’un ouragan au Japon.

La fabrication de la pâte feuilletée,
par succession d’étirements et de replie-
ments, illustre la sensibilité aux condi-
tions initiales: dans le film L’aile ou la
cuisse, un pâtissier laisse tomber la
cendre de son mégot dans la pâte
feuilletée qu’il prépare. Renonçant à en
extraire la tache de cendres, il continue
à allonger et à replier sa pâte. La cendre
initialement localisée se répartit peu à
peu dans toute la pâte.

Des trajectoires

alambiquées

Les tours et détours d’une trajectoire
individuelle ne révèlent pas les méca-
nismes à l’œuvre. Pour démêler le sac
de nœuds du chaos, il faut prendre du
recul et embrasser d’un coup d’œil toute
l’histoire du système. C’est ce qu’a fait
Poincaré, en élaborant une description
géométrique de la dynamique.

L’état d’un système est caractérisé
par les valeurs de quelques variables,
telles que la température, la densité ou
la vitesse d’écoulement en tout point
d’un fluide, ou encore la position et la
vitesse angulaire d’un pendule pesant.
La connaissance de ces variables à un
instant donné permet de déterminer
l’évolution future du système. Pour
visualiser l’évolution temporelle du sys-
tème, on fabrique un espace de dimen-
sion suffisante (ad hoc), dont les coor-

données sont les variables représenta-
tives du système; l’état du système à un
instant donné est alors représenté par un
point unique de cet espace des états, ou
«espace des phases». Lorsque le sys-
tème évolue, le point représentatif se
déplace dans l’espace des phases sui-
vant une trajectoire exactement détermi-
née par les lois physiques. Le détermi-
nisme interdit donc à deux trajectoires
de se couper, car le point d’intersection
aurait alors deux futurs possibles.

Dans le cas d’un système au repos,
la trajectoire se limite à un «point fixe».
La trajectoire d’un système dont l’évo-
lution est périodique comme une hor-
loge se reproduit à l’identique à inter-
valles réguliers; c’est une courbe
fermée, un «cycle». Si la dynamique
fait intervenir deux phénomènes pério-
diques de fréquences incommensu-
rables, la trajectoire s’enroule sur un
tore (la surface d’une chambre à air,
engendrée par deux cercles: un petit
cercle qui tourne sur un grand cercle).
La trajectoire d’un système chaotique
est nettement plus complexe. Elle par-
court un domaine de l’espace des
phases qui n’est ni un cycle (de dimen-
sion un), ni une surface (de dimension
deux), ni un volume (de dimension
trois), mais une structure intermédiaire
feuilletée et fractale, un «attracteur
étrange», de dimension non entière, et
ce sans jamais revenir à son point de
départ (voir la figure 1).

Cette représentation géométrique de
l’évolution temporelle dans l’espace des
phases retrace en une seule figure l’his-
toire d’un système et permet de com-
prendre les mécanismes engendrant le
chaos. Adoptons un moment la méthode
d’Alexandre et découpons l’attracteur
étrange en tranches, traditionnellement
dénommées «sections de Poincaré».
Choisissons un plan de section et exa-
minons comment évoluent les trajec-
toires issues d’une moitié de l’attracteur
(indiquée en mauve dans la première
section de la figure 2b). Dans un pre-
mier temps, cette région s’étire, puis
elle se replie et les points se répartissent
entre les deux moitiés de l’attracteur.

Dénouement dans le chaos
Marc LEFRANC et PierreGLORIEUX

Les composantes périodiques d’une évolution

chaotique peuvent être associées à des courbes fermées

dont l’enchevêtrement, démêlé grâce à la théorie

des nœuds et des tresses,

suit un modèle d’organisation simple.
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Après un tour sur l’attracteur, on
retrouve l’autre région (la blanche)à la
place occupée initialement par la
mauve : au tour suivant, elle reproduira
le comportement de cette dernière. 

La dernière section de la figure 2b
montre que la région mauve, qui parais-
sait uniforme dans le premier carré, est
composée de deux parties provenant des
deux moitiés de l’attracteur, et qui
s'écrasent l’une contre l’autre jusqu’à
devenir indiscernables. Comme ce pro-
cessus se répète à chaque tour, ce sont
en fait une infinité de couches qui se
sont juxtaposées dans cette région. Cela
nous rappelle la recette de la pâte
feuilletée! Cette succession d’étirements
et de repliements de la trajectoire est
aussi appelée «fer à cheval de Smale»,
du nom du mathématicien américain qui
l’a analysé. Ainsi, partant d’une condi-
tion initiale donnée, un point représen-
tatif de l’état du système voyage au bout
d’un certain temps dans n’importe
quelle région de l’attracteur. Comme
nous allons le voir, c’est le même méca-
nisme qui noue les «nœuds du chaos». 

Un chaos organisé

autour des cycles

En pratique, les études expérimentales
ne nous permettent pas de reconstituer
le véritable espace des phases : la plu-
part des expériences ne donnent accès
qu’à quelques variables, voire une
seule. C’est comme si nous cherchions
un objet d’après sa photographie
réduite à une ligne! Fort heureusement,
on peut construire une «photographie»
équivalente, en accolant des «lignes
photographiques» prises à des instants
régulièrement espacés : la mesure à
intervalles réguliers d’une seule
variable permet de se passer de toute
information sur les autres. Ces mesures
décalées dans le temps peuvent être
prises comme coordonnées dans un
nouvel espace où la trajectoire du sys-
tème a les mêmes propriétés que dans
l’espace des phases de départ. 

Comme on ne sait pas a priori com-
bien de dimensions sont nécessaires à la
description du système, on augmente le
nombre de dimensions jusqu’à ce que la
trajectoire reconstituée ne se coupe
jamais : à cette seule condition, le déter-
minisme est respecté. Pour de nom-
breux systèmes chaotiques, trois dimen-
sions suffisent. Dans ce cas, l’attracteur
étrange équivaut à une courbe sans
point d’intersection, plongée dans un
espace à trois dimensions : cette des-
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1. ÉVOLUTIONS TEMPORELLES ET ATTRACTEURS ASSOCIÉS DANS L’ESPACE DES PHASES. Les

figures de gauche montrent l’évolution d’un signal en fonction du temps : stationnaire (a),

périodique (b),  formé de deux oscillations indépendantes (c) et chaotiques (d). Dans l’espace

des phases (figures de droite), on porte sur des axes les grandeurs représentatives de l’état

du système : un point (représenté en vert) correspond à l’état du système à un instant

donné, et ce point se déplace au cours du temps ; sa trajectoire (en rouge) possède une géo-

métrie caractéristique de la dynamique observée : un point fixe (a), une courbe fermée (b),

un tore (c), un attracteur étrange (d).
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cription ressemble à celle d’un nœud!
Toutefois les nœuds dont traite la théo-
rie des nœuds sont des courbes fermées,
tandis qu’une trajectoire chaotique ne se
referme jamais (sinon on aurait un sys-
tème périodique). Comment alors la
théorie des nœuds permet-elle de démê-
ler le chaos?

La réponse réside dans un phéno-
mène flagrant pour celui qui examine
directement les signaux chaotiques.
Dans ces signaux apparaissent des
bouffées de comportement presque
périodiques (voir la figure 3) : l’évolu-
tion du système se répète quelque
temps, puis reprend un cours imprévi-
sible. Les périodes de ces tronçons
périodiques, c'est-à-dire le nombre
d’oscillations qu’ils comportent, sont
comprises entre un et six. Un examen
ici approfondi de signaux s’étalant sur
une durée plus longue révélerait l’exis-
tence d’une multitude de telles
séquences, de périodes arbitrairement
élevées ; le nombre de séquences dis-
tinctes ayant une période donnée aug-
mente de manière exponentielle avec la
valeur de cette période. 

Ainsi l’attracteur chaotique
contient une infinité de trajectoires
périodiques. La trajectoire chaotique
ne suit pas exactement ces orbites,
mais elle  s’en approche à plusieurs
reprises au cours de son évolution sur
l’attracteur. Autrement dit, l’attracteur
étrange s’enroule autour de ces orbites
périodiques, qui forment ainsi son
ossature. À chacune des orbites pério-
diques, on associe une courbe fermée
dans l’espace des phases. Grâce à la
théorie des nœuds, on étudie leur orga-
nisation dans l’espace, glanant ainsi
des renseignements précieux sur le sys-
tème chaotique.

94 © POUR LA SCIENCE

2. LES SECTIONS DE POINCARÉ renseignent

sur la structure de l’attracteur étrange. Les

intersections de l’attracteur de la figure (a)

avec 12 plans de coupe sont reproduites

dans la figure (b). En effectuant un tour sur

l’attracteur, on obtient différentes coupes

montrant la succession des phases d’étire-

ment, qui sont responsables de la sensibi-

lité aux conditions initiales, et des phases

de repliement, qui maintiennent la trajec-

toire dans un volume fini. Dans la première

section, on a distingué deux régions de

l’attracteur : l’une est tracée en mauve,

l’autre en blanc. Les trajectoires mauves

s’étirent, puis se replient en deux bandes,

tandis que les trajectoires blanches passent

de l’autre côté de l’attracteur en se repliant

sur les mauves. Dans la dernière section, la

plupart des trajectoires sont passées d’une

région à une autre.
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La dissection des cycles

Pour étudier les cycles autour desquels
s’organise le chaos, nous reprenons,
une fois encore, la méthode
d’Alexandre : nous tranchons le nœud
représentant un cycle, et nous déplions
la tresse obtenue. La figure 4 montre
deux cycles qui ont été «mis à plat» de
cette manière : ils composent une tresse
à cinq brins entrelacés, formée des
tresses associées aux deux orbites. La
tresse de l’orbite de période 1 (en
jaune)se réduit à un simple brin, tandis
que celle de l’orbite de période 4 (en
rouge) comporte quatre brins : elle
présente une structure non triviale. 

Dans cette représentation, chaque
orbite apparaît comme une tresse à p
brins, où p est la période de l’orbite.
L’ensemble des orbites de l’attracteur
forme un amas de tresses imbriquées les
unes dans les autres. Cette description à
l’aide de tresses facilite l’analyse des
orbites. Chacun sait former une tresse
avec des brins de ficelle ordinaire : il
suffit d’échanger deux brins adjacents, et
de répéter cette opération autant de fois
que nécessaire. En combinant ces croise-
ments simples entre brins voisins, on
engendre n’importe quel type de tresse.
Inversement, pour analyser la structure
d’une tresse formée d’un ou plusieurs
cycles, il suffit, de relever entre quels
brins et dans quel ordre s’effectuent les
croisements (voir L’art de tresser, par
Patrick Dehornoy, dans ce dossier). 

Bien sûr, la configuration des croise-
ments dépend de la manière dont on
regarde la tresse : en changeant l’angle
de vue de la tresse de la figure 4, on fait
apparaître ou disparaître certains croise-
ments, ou encore on inverse l’ordre de
deux croisements consécutifs. Heu-
reusement la théorie des nœuds et des
tresses nous enseigne que ces incohé-
rences apparentes ne modifient pas les
propriétés topologiques de ces objets : la
structure de la tresse décrite de cette
manière ne dépend pas de la perspective
choisie. Par exemple, le nombre de croi-
sements entre les tresses jaune et rouge
de la figure 4, égal à quatre, indique que
la tresse rouge entoure deux fois la tresse
jaune. Ce nombre est le plus simple des
invariants topologiques de tresse (on le
nomme le nombre d’entrelacements des
deux orbites).

Une orbite périodique n’est pas tres-
sée arbitrairement. Ce sont les méca-
nismes d’étirement et de repliement qui,
en enroulant les brins de l’orbite les uns
autour des autres, engendrent un nœud

particulier. Dans un comportement de
type «fer à cheval», les brins d’une
orbite donnée se répartissent en deux
groupes : ceux qui passent par la
branche blanche du premier carré de la
figure 2, et ceux qui passent par la
branche mauve (c’est-à-dire ceux qui se
replient sur les autres). Associons à ces
deux groupes les symboles B (pour
blanc) et M (pour mauve). Lorsqu’on
parcourt les brins de l’orbite, on établit
une séquence de symboles caractéris-
tiques des brins rencontrés, telle que
BMMM. Cette séquence, et c’est une des
propriétés fondamentales de la dyna-
mique chaotique, identifie de manière
unique l’orbite périodique entre toutes
les autres. Or, cette séquence fournit la
«recette» du tressage des brins : par
exemple, tous les brins M doivent se
croiser au cours de la phase de replie-
ment. Autrement dit, deux cycles diffé-
rents ont en général des types de tresse
différents, et le type de tresse caractérise
l’orbite. Dans la discussion précédente,
la partition de l’attracteur en deux
régions (B et M) est naturelle, car les
sections de Poincaré comportent des
points serrés, assimilables à des
branches. Dans d’autres situations expé-
rimentales, la dilatation et le repli sont
bien plus difficiles à mettre en évidence,
et il est alors délicat de construire un
codage symbolique similaire à la parti-
tion en points blancs et mauves. Il faut
dans ce cas mesurer les invariants topo-

logiques des orbites pour déterminer le
type de nœud et remonter à la séquence
symbolique associée à chaque orbite.
L’extraction de ces séquences donne
ensuite accès à des mesures quantitatives
du degré de chaos, qui complètent
l’information qualitative fournie par
l’analyse topologique.

Le gabarit

Une fois que l’on a identifié plusieurs
cycles d’un attracteur (par la tresse asso-
ciée), on les regroupe dans une représen-
tation unique, le gabarit. Le gabarit est
une surface sur laquelle on peut déposer
l’ensemble des cycles, en les déformant,
sans modifier les nœuds qu’ils portent,
c’est-à-dire sans couper aucune courbe
(voir la figure 5). Chaque attracteur chao-
tique possède un gabarit unique, l’objet
géométrique le plus simple qui puisse
contenir les nœuds présents dans l’attrac-
teur. La structure du gabarit rassemble
toutes les propriétés topologiques des
orbites qu’il supporte, et son étude révèle
les effets d’étirement et de repliement
caractéristiques du système chaotique.

La mesure des invariants de quelques
orbites périodiques détectées dans un
signal expérimental chaotique permet de
déterminer la structure du gabarit associé
à l’attracteur du système et de décrire
l’organisation topologique globale de ce
dernier. Cette méthode de caractérisation
du chaos est extrêmement robuste : un

© POUR LA SCIENCE 95

3. SIGNAL CHAOTIQUE COMPOSÉ DE BOUFFÉES PRESQUE PÉRIODIQUES. On a tracé en fonction

du temps l’intensité du rayonnement émis par un laser à gaz carbonique, auquel on

applique une modulation sinusoïdale de période T. Les bouffées périodiques (en couleurs)

sont des multiples de T, allant de 1 à 6 (respectivement jaune, vert, bleu, rouge, violet et

orange). Ces bouffées indiquent que le système visite le voisinage d’orbites périodiques

instables, associées à des courbes fermées dans l’espace des phases. Ces courbes forment

l’ossature de l’attracteur, et on analyse leur organisation par la théorie des nœuds.
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niveau de bruit modéré ne modifie pas
les invariants topologiques. En outre,
contrairement à d’autres méthodes, elle
teste efficacement les modèles
théoriques : lorsqu’un modèle théorique
prédit un gabarit différent de celui
observé expérimentalement, on conclut
évidemment qu’il est inadapté et qu’il
doit subir une révision importante.

En principe, selon la valeur de ses
paramètres de fonctionnement, un sys-
tème donné possède un grand nombre
d’attracteurs différents, donc plusieurs
gabarits. On peut approfondir l’épreuve
expérimentale d’un modèle théorique par
l’exploration et la comparaison de
l’organisation des régimes chaotiques du
système qu’il décrit. La plupart des sys-
tèmes expérimentaux analysés jusqu’ici
(lasers, réactions chimiques, cordes
vibrantes, ou encore expériences
d’hydrodynamique) appartiennent à la
même classe topologique, celle du gaba-
rit de la figure 5. Celui-ci comporte deux
branches : la première subit une simple
dilatation tandis que la deuxième subit
une torsion d’un demi-tour avant de se
replier sur l’autre. Nous retrouvons ici
une modélisation simple des mécanismes
d’étirement et de repliement que nous
avons vus à l’œuvre dans la figure 4.
Toutefois nous avons observé récem-
ment, dans un laser, les premiers
exemples d’une organisation différente.
Ces nouveaux gabarits se distinguent
notamment par le nombre de leurs
branches et par leurs torsions.

La théorie des nœuds fournit des
outils efficaces pour l’étude systéma-
tique de la dynamique chaotique. Elle
paraît cependant limitée : elle ne
s’applique que dans un espace à trois
dimensions, laissant les physiciens
désemparés lorsque la reconstruction de
l’attracteur nécessite quatre dimensions
ou plus. Il reste donc à découvrir com-
ment généraliser cette approche et quel
pourrait être l’analogue du gabarit dans
ce cas. Sans doute faut-il encore une fois
s’inspirer de la pensée d’Henri Poincaré
qui écrivait, il y a près d’un siècle :

«Ce qui nous rend ces solutions
périodiques si précieuses, c’est qu’elles
sont pour ainsi dire la seule brèche par
où nous puissions pénétrer dans une
place réputée jusqu’ici inabordable».
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4. DEUX ORBITES PÉRIODIQUES, de périodes 1 et 4 (a), ont été extraites de l’attracteur de la

figure 2, et correspondent aux bouffées de mêmes couleurs de la figure 3 : l’une est une

boucle triviale, l’autre forme un nœud de trèfle, le plus simple des nœuds. Au cours du

temps, ces trajectoires tournent toutes dans le même sens sur l’attracteur. Autrement dit,

lorsqu’on les coupe le long d’un plan de section et quand on les déplie (b), ces orbites ont

une orientation unique, correspondant à la flèche du temps : elles forment des tresses.

L’ordre et le sens des croisements, déterminés par l’étirement et le repliement des trajec-

toires, fournissent des invariants topologiques, qui simplifient l’analyse de l’attracteur. En pra-

tique, on observe directement une projection de ces tresses en visualisant les signaux sur un

écran d’oscilloscope, et en synchronisant ce dernier sur la période T de modulation.

5. DÉPÔT SUR UNE SURFACE À DEUX BRANCHES, LE GABARIT, des orbites de la figure 4. Le

gabarit peut porter toutes les orbites périodiques de l’attracteur, sans modifier leurs inva-

riants topologiques. Sa structure est elle-même décrite par une tresse fermée, non pas de

simples brins, mais de rubans, dont la torsion reproduit les effets de repliement. Ainsi on

classe les gabarits des systèmes chaotiques, par des méthodes similaires à la classification des

nœuds. La majorité des attracteurs observés expérimentalement est associée au gabarit à

deux branches représenté ici.
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63. F. Argoul, A. Arnéodo, and P. Richetti. Experimental evidence for homoclinic chaos
in the belousov-zhabotinskii reaction.Phys. Lett. A, 120:269–275, 1987.
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