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Introduction

L’essentiel de mes travaux de recherche se répartit sur deux domaines : les méthodes d’ex-
trapolation et I'approximation rationnelle, le but étant dans les deux cas de construire une
meilleure approximation de la limite d’une suite de valeurs (réelles, complexes ou vectorielles)
ou de la valeur d’une fonction en un point.

Le premier chapitre concerne les méthodes d’extrapolation. Ce travail s’insere dans la conti-
nuité du travail fait en these. Un nouveau formalisme pour présenter et déduire les méthodes
d’extrapolation a été développé. Cette nouvelle approche fournit une méthode de construction
systématique des algorithmes d’extrapolation et permet de mieux comprendre son mécanisme.
Elle est basée sur la transformation générale de suites T,, = L(S,/D,,)/L(1/D,), ou (Sy) est la
suite pour laquelle on veut calculer la limite, (D)) une estimation d’erreur et L un opérateur
aux différences. Une grande majorité des transformations de suites et algorithmes d’extrapola-
tion entrent dans ce formalisme, en considérant différents choix pour I'opérateur L et différentes
estimations d’erreur (D,,). Ce cadre a permis de généraliser certaines transformations de suites
existantes et d’en proposer des nouvelles.

J’ai ensuite exploré ce formalisme pour approfondir I’étude des méthodes d’extrapolation
en m’intéressant a deux problemes complémentaires :

1. étant donné un opérateur L et une estimation d’erreur (D)), déterminer le noyau de la
transformation T associée et la classe de suites qu’elle accélere ;

2. étant donnée une classe C de suites (S,,) pour lesquelles on connait un développement
asymptotique de l'erreur (ou les premiers termes de ce développement), comment
construire un opérateur L pour que la transformation de suites correspondante accélere la
convergence de cette classe.

La théorie des opérateurs aux différences et les résultats sur le comportement asymptotique
des solutions des équations aux différences linéaires ont permis d’étudier ces problemes et les
résultats obtenus sont présentés au Chapitre 1. On termine ce chapitre par un résultat concernant
une propriété d’accélération de convergence de suites scalaires ou vectorielles d’un algorithme
tres général d’extrapolation - le E-algorithme. Ce résultat est obtenu en utilisant des identités
de déterminants et la théorie des matrices totalement positives.

Un autre domaine auquel je me suis intéressée est ’approximation d’une fonction f(z) pour
laquelle on connait le développement en série (ou les premiers termes de ce développement),
f(z) = 2720 cigi(z) (en particulier des développements de Taylor, en série de fonctions ou en
série de polynomes orthogonaux), par des suites d’approximants rationnels et des généralisations.
Ce probleme est lié au précédent dans la mesure ou les algorithmes pour le calcul récursif de
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suites de ces approximants sont des algorithmes d’extrapolation et ’on s’intéresse a ’étude des
propriétés que 'on doit imposer a la suite des coefficients ou a la fonction f pour que la suite
des approximants converge vers f(z) plus vite que la suite des sommes partielles de la série.

Dans le Chapitre 2 je me suis intéressée a différentes généralisations des approximants de
Padé et de type Padé, dans le but soit d’améliorer les propriétés de stabilité numérique, soit
d’améliorer les propriétés de convergence ou de vitesse de convergence, soit encore de considérer
des développements en série plus généraux.

La premiere généralisation concerne les propriétés de stabilité numérique : sachant que les
approximants de Padé sont tres sensibles & des perturbations dans les coefficients de la série,
I'idée est , au lieu d’imposer qu’un certain nombre de coefficients du développement de I’erreur
soient nuls, de minimiser la somme des carrés d’un plus grand nombre. On a ainsi défini les
polynomes orthogonaux au sens des moindres carrés, donné leurs propriétés et des algorithmes
de calcul. Sont construits, basés sur ces polynomes, les approzimants de type Padé au sens des
moindres carrés, pour lesquels de bonnes propriétés de stabilité ont été obtenues.

Je me suis aussi intéressée aux approzimants de type Cauchy d’une série f(z) => 0" anz"
- généralisation des approximants de type Padé qui correspond a choisir comme dénominateur
une fonction analytique g. J’ai obtenu des propriétés d’accélération de la convergence de ces ap-
proximants (par rapport a la suite des sommes partielles de la série) pour des séries lacunaires et
des séries périodico-linéaires. A partir de propriétés sur la suite des coefficients du développement
de f, des conditions sur la fonction g sont données pour que la suite des approximants de type
Cauchy converge plus vite et, dans le cas ol ces conditions ne seraient pas vérifiées, de nouvelles
transformations de suites basées sur ces approximants sont proposées.

Dans la derniere partie de ce chapitre, je me suis intéressée a une autre généralisation
des approximants de type Padé aux fonctions données par un développement en une série de
fonctions, f(z) = > 07 cngn(z) (la famille {g;(2)}, peut étre, par exemple, une famille de po-
lynémes orthogonaux). Les approzimants de type-Padé généralisés consistent a remplacer la
fonction génératrice de la famille {g;(2)}, par un polynéome vérifiant certaines propriétés d’in-
terpolation. Motivés par les bons résultats numériques de ces approximants, j’ai étudié leurs
propriétés de convergence. Différentes classes de fonctionnelles d’interpolation L qui définissent
ces approximants ont été considérées, et j’ai étudié quelles propriétés de la fonction génératrice
G(x,z) de la famille {g;(2)},;, de la forme linéaire associée et de la suite des coefficients du
développement de f, étaient suffisantes pour que la suite d’approximants converge vers f. J’ai
aussi obtenu une représentation intégrale de l’erreur de ces approximants pour des fonctions
de Stieljes généralisées, permettant d’estimer la vitesse de convergence de certaines suites d’ap-
proximants.

Le dernier Chapitre est consacré a la généralisation des approximants de Padé a des séries
orthogonales, f(z) = > o7 fnPn(2), oit {P,},, est une famille de polynémes orthogonaux. De
nouveaux approximants rationnels - les approximants de Frobenius-Padé - ont été définis et
généralisés au cas de fonctions vectorielles et de fonctions de plusieurs variables. Différents
algorithmes récursifs pour le calcul de certaines suites de ces approximants ont été développés
(généralisant des algorithmes pour les approximants de Padé). Dans le cas de fonctions de deux
variables, je me suis intéressée a deux types de problemes : calcul de la valeur en un point
d’une suite d’approximants et calcul des coefficients du numérateur et dénominateur d’une suite
donnée d’approximants. Pour le premier probleme un algorithme récursif de calcul (basé sur le E-
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algorithme) est obtenu, pour le second j’ai montré que, pour certaines suites d’approximants, la
matrice du systeme a résoudre pour obtenir les coefficients du dénominateur avait une structure
de “displacement rank”. Ceci permet le développement d’algorithmes rapides de calcul de ces
coefficients. Quelques résultats de convergence et d’accélération de convergence par rapport a
la suite des sommes partielles de la série ont été obtenus dans le cas de séries de Legendre
d’une variable. Les méthodes spectrales de résolution d’équations aux dérivées partielles ont été
une motivation pour I’étude de ces approximants et conduiront certainement & des applications.
En effet, ces méthodes fournissent des approximations de la solution sous forme d’une somme
partielle d’une série orthogonale, et en présence de singularités de la solution I'approximation
n’est pas tres bonne. Des résultats numériques tres prometteurs ont été obtenus et montrent que
ces approximants de Frobenius-Padé accélerent la convergence des sommes partielles. D’autres
applications sont en cours de développement.

Une liste de mes publications ayant servi de base a la rédaction de ce document, notée de
[A1] a4 [A13], est rajoutée en annexe a la fin de ce document. Dans un esprit de synthese, j’ai
présenté, tout au long de ce document, les résultats essentiels de mon travail sans donner les
démonstrations. J’ai essayé de les motiver, de dégager les idées et techniques qui me semblaient
essentielles et de présenter les conséquences et conclusions plus importantes. Pour les lecteurs
qui s’intéresseront a plus de détails, et dans un souci de clarté, j’ai inscrit a coté de chaque
proposition, théoreme ou corollaire une référence [Axx] indiquant la publication dans laquelle
on peut trouver les développements du résultat correspondant. Egalement, un grand nombre des
algorithmes développés tout le long de ce travail ont été programmés et leurs bonnes propriétés
de convergence ont été illustrées dans différents exemples numériques que je n’ai pas présentés
ici. Le lecteur est donc renvoyé a la publication correspondante.
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Chapitre 1

Méthodes d’extrapolation

Ce chapitre est basé sur les publications [A4], [A6] et [A9].

1.1 Introduction

L’étude et l'intérét pour les méthodes d’extrapolation date de plusieurs décennies. Les
premieres méthodes utilisées pour accéléler la convergence de suites furent les procédés de som-
mation linéaire développés par Euler, Cesaro, Hausdorff et autres (voir, par exemple [95]). Parmi
elles on trouve le procédé d’extrapolation de Richardson basé sur ’extrapolation polynomiale en
zéro [96] et qui a été a l'origine de la méthode de Romberg pour accélérer la convergence de la
méthode des trapezes [98]. La premiére méthode d’accélération de la convergence non linéaire a
été le procédé A? d’Aitken [2]. Il a été généralisé par Shanks en 1955 [101], et un an apres Wynn
a proposé son e—algorithm [122] pour son implémentation. A partir de la, beaucoup d’autres
algorithmes d’extrapolation ont été proposés et étudiés; voir [26, 120] pour une présentation
générale et [21] pour un peu d’histoire.

Un cadre assez général a été construit et développé le long de toutes ces années pour la
théorie des méthodes d’extrapolation (voir [47, 120] et le premier chapitre de [26]). La situation
était un peu différente du point de vue de la construction pratique des méthodes d’extrapolation,
i.e. il n’existait pas de méthode systématique pour obtenir les algorithmes d’extrapolation : ces
algorithmes étaient présentés séparément, sans lien logique entre eux.

Notre but a été, dans la premiere partie de ce chapitre, de proposer une approche
systématique des algorithmes d’extrapolation et de leur construction (cf. [A6]). Cette approche
a déja été utilisée dans [104] et [105] pour les transformées de Levin, mais son formalisme de base
est dit & Weniger [117]. Il nous a semblé un outil treés intéressant et puissant qui méritait d’étre
exploité. Il est basé sur des estimations d’erreur (ou de reste) et des opérateurs d’annihilation.
La forme générale des transformations de suites considérées est

L(Sn/Dn)

Tn = L(1/D,)

n € N, (1.1)

ou (S,) est la suite dont on veut calculer la limite, (D,) une estimation d’erreur L un
opérateur linéaire aux différences. Nous montrerons que cette approche conduit & une meilleure

9
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compréhension des mécanismes des algorithmes d’extrapolation, donne un cadre général ou tous
les procédés actuellement connus peuvent étre inclus et fournit de nouveaux algorithmes et de
nouveaux résultats théoriques.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre (cf. [A9]) on étudie les noyaux et on obtient des
propriétés d’accélération des transformations de suites de la forme (1.1) pour différents choix de
Popérateur L, en utilisant des résultats de la théorie des opérateurs linéaires. On s’intéressera
aussi au probleme suivant : étant donné une classe de suites ayant un développement asympto-
tique de I’erreur connu, comment peut-on construire un opérateur L pour lequel la transforma-
tion correspondante accélére la convergence de cette classe de suites 7 Différentes applications
sont données.

Dans la derniére partie (cf. [A4]) nous considérons une des méthodes d’extrapolation la
plus générale (aussi bien pour des suites de scalaires que de vecteurs) - le E-algorithme [12].
Nous donnons un résultat d’accélération de convergence des colonnes de cet algorithme pour des
classes de suites telles que l'erreur (S, —5),, admette un développement asymptotique dans une
échelle de comparaison vérifiant une certaine propriété déterminantale. Ce résultat est généralisé
au cas vectoriel.

1.2 Construction de procédés d’extrapolation basés sur des es-
timations d’erreur

1.2.1 Définitions

DEFINITION 1.1. [121, p.196] :
Soit S l'ensemble des suites complexes. Un opérateur aux différences L est une application
linéaire de S dans S

L:u=(uy)— L(u) = ((L(u))n)-

Un tel opérateur est représenté par une matrice infinie, ou en d’autres termes, par la suite
(Ly) des formes linéaires qui & u font correspondre le n-¢me terme (L(u)), de la suite L(u), .
Par souci de simplicité, on écrira par la suite L(u), ou Ly (u) indifféremment. On sait [5] que la
forme la plus générale d’'un opérateur aux différences est donnée par

Ln(u) = Z Gi(n)up+i,

1=—pn

ou p, et g, sont des entiers non négatifs qui peuvent dépendre de n, u; = 0 pour ¢ < 0, et ou
les GG; sont des fonctions de n qui peuvent aussi dépendre de suites auxiliaires données.

DEFINITION 1.2. [117, p.212] :
L est un opérateur aux différences d’annihilation pour la suite a = (ay,) si

3N tel que Yn > N, L,(a) =0

(on supposera N = 0 sans perte de généralité).
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DEFINITION 1.3. [117, p.212] : La suite (D,,) est appelée une estimation d’erreur de la suite (Sy,)
81 VYN, Seo — Sp = anDy, ot (ay) est une suite inconnue et S un scalaire (qui est usuellement
la limite de la suite silima, D, = 0, sinon on Uappelle I’anti-limite).

La premiere étape dans la construction d’une méthode d’extrapolation consiste & supposer
que la suite admet un certain comportement ; en d’autres termes, on construit un algorithme
capable de calculer la limite exacte Sy (ou 'anti-limite) pour une famille de suites ayant le méme
comportement, en utilisant un opérateur aux différences d’annihilation (dans une approche un
peu plus générale que celle utilisée dans [117]). Supposons que la suite S = (S,,) vérifie

Vn Se — S, =a,D,

ou D = (D,) est une suite connue et a = (a,) une suite inconnue. On veut construire une
transformation de suites T : (S,) —— (T},) telle que IAN,¥n > N,T,, = So. On suppose
qu’il existe une suite b = (by,) telle que L(b) soit connu et L soit un opérateur aux différences
d’annihilation pour a — b. Alors on a

S S,
2t by == by
En appliquant L et par linéarité on obtient Vn > N
Ly (5/D) + Ln(b)

SooLn(1/D) = Ln(8/D) = Ln(b) = Ln(a =0} =0 & Soo = =055

On peut alors définir la transformation 7" : (S,) — (T,) par
T La(8/D) + Lo()
! Ln(1/D) ~
et par construction on a Vn > N,T,, = Sy ssi Vn > N, Soo — Sn = anD,,. La forme la plus simple
de cette transformation correspond a b = (0), ce qui sera le cas souvent par la suite.

Les cas vectoriel, matriciel et confluent peuvent aussi étre inclus dans ce cadre général (pour
plus de détail voir [A6], [32])

1.2.2 Quelques algorithmes d’extrapolation

On va maintenant considérer différents choix pour 'opérateur linéaire L et quelques choix
particuliers pour les estimations d’erreur (D,,). On retrouve quelques transformations connues et
cela nous permettra de proposer quelques généralisations naturelles. Les paragraphes (a) a (h)
correspondent a un choix de l'opérateur L indépendant de la suite (S, ); dans les paragraphes
(i) & (k), L dépend de (S),). Le cas ou L est une combinaison linéaire de plusieurs opérateurs
est considéré dans (1). Ces résultats sont exposés d’une facon plus complete dans [A6].

(a) Une transformation simple

Le choix le plus simple consiste a prendre pour 'opérateur L l'identité ce qui donne
T,=S8,+b,D,.

Le noyau de cette transformation est ’ensemble de suites de la forme S, — S = b, D,,. Une telle
transformation a été étudiée dans [27].
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(b) La procédure ©
SiVn,a, = a,b, =0, et si L =A (l'opérateur aux différences) on obtient

Dn+lsn - DnSn+1 - S _ ASn D
Dn+1 - Dn " AD” v

T, =

qui est la procédure O étudiée dans [14].

Quand D,, = x,,—x, ou (z,,) est une suite connue convergeant vers une limite connue x, alors
le deuxiéme procédé standard de Germain-Bonne [59] est retrouvé. Pour des choix particuliers
de la suite (x,), on peut construire de nouveaux procédés d’accélération basés sur des tests de
convergence et sur des estimations d’erreur. Ceci a été fait dans [20] et développé dans [79)].

(c) Procédés de sommation

Si Ly(u) = ngo Gi(n)u; ou les G;(n) sont des quantités fixées, si L(b) = 0, et Vn, D,, =
1 alors T est un procédé de sommation linéaire, comme défini par exemple dans [120]. La
convergence de la suite (77,) vers So, pour toute suite (.5,,) convergeant vers S, est donnée par
le théoreme de Toeplitz. Les propriétés d’accélération de ce procédé ont été étudiées dans [119].

(d) Transformations colonnes et transformations diagonales

Sib, =0,D, =AS, et L =AF, alors pour k = 1 on obtient le procédé A? d’Aitken , et
k = 2 correspond a la deuxiéme colonne du #-algorithme [8]. Le cas d’une valeur quelconque de
k a été étudié par Drummond [49].

Cet exemple nous montre qu’il est intéressant de considérer le cas ou les formes linéaires
définissant L dépendent d’un second entier k. On les désigne par L, 1, et on considere comme
précédemment l'opérateur L défini par la suite (L, = Ly k), pour une valeur fixée de k ou
l'opérateur L’ défini en inversant les roles de n et de k, c’est-a-dire, par la suite (L), = Ly, ;)i (n
fixé). Regardons sur un exemple les deux choix alternatifs que I'on obtient :

(i) k fizé, n varie : dans ce cas, L = AF,
T, = A*(S,/AS,)/A*(1/AS,), n=0,1,---

et on parle de transformation colonne;

(ii) n fizé, k varie : dans ce cas, L} (u) = APu,, ce qui donne
T} = A*(S,/AS,)/AF(1/AS,), k=0,1,...

et on parle de transformation diagonale.

On explique facilement les noms donnés a ces transformations si 'on pose

T = AR(S,/AS,) /AR (1/AS,),
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et 'on dispose ces quantités dans un tableau bidimensionnel comme suit :
)
)
) (1) (0)
T

T
T\
72
TO(?)) T1(2) T2(1) T3(0)

n indique le plus petit indice des termes de la suite S utilisés dans le calcul de T,gn) et k aun
rapport avec le nombre de termes de S utilisés dans ce calcul, et donc avec la complexité de la
transformation de suites 7T'.

(e) Transformations de Levin

Si b, = 0 et a, est un polynome de degré k — 1 dans la variable (n + 1), alors L = AF
est un opérateur aux différences d’annihilation pour (a,). Cette remarque a été utilisée par
Levin [75] pour construire différentes transformations de suites basées sur différents choix de la
suite (D,,) et par Weniger [117] pour les généraliser. Les transformations de Levin peuvent étre
généralisées en prenant pour a, un polynome de degré k — 1 en x,. Dans ce cas, 'opérateur aux
différences d’annihilation est 'opérateur des différences divisées J, (qui sera défini au paragraphe
suivant) et les transformations de Levin apparaissent comme une généralisation de la méthode
de Richardson. La généralisation du procédé de Richardson définie par Sidi [102] rentre aussi
dans notre formalisme, aussi bien que la méthode de Drummond [49]. Les connexions entre ces
différentes méthodes sont discutées plus en détail dans [117, Weniger, pp.236-238| and [26, BRZ,
pp.116-119].

(f) Extrapolation de Richardson

On rappelle que le procédé de Richardson [96] permet de calculer la limite d’une suite (.S,,)
vérifiant

Sy = Soo —C1Tp — -+ — ckxfl (1.2)

ou (z,,) estune suite auxiliaire. Donc

k—1

Soo = Sp=(c1+ -+ cpzy )y,

ce qui consiste a prendre D, = z, et a, = ¢1 + -+ + ckmfl_l. L’opérateur §; des différences
divisées d’ordre k aux points x; est un opérateur d’annihilation pour la suite (a,). (On rappelle
que cet opérateur est défini récursivement par

Ok (Un41) — O (un)
Tn+k+1 — Tn

5k+1(un) =

avec 0o (uy) = uy). En utilisant les notations de (d) on peut construire un tableau bidimensionnel
par
Ok (Sn/xn)

(n)
T =
SR CVES
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avec To(n) = Sy,. Par construction, si la suite (S5),) a la forme (1.2), alors Vn, T,gn) = S. On peut

montrer ([A4]) en utilisant la relation de récurrence des différences divisées que ces quantités
T én) sont exactement les mémes que celles calculées par le schéma d’extrapolation de Richardson

Tntk U}ﬁﬁ)l — Tn U]Si—il_l)

U™ = k>1, n>0

T4k — Tn

Ce schéma est plus simple que son implémentation via les différences divisées car c’est une
relation entre les Tén) au lieu de deux relations de recurrence séparées pour les numérateurs
et les dénominateurs. Cependant, si I'on veut appliquer la méthode simultanément & plusieurs
suites avec la méme suite auxiliaire (x,) il sera préférable d’utiliser le schéma précédent basé
sur les différences divisées (car les dénominateurs sont les mémes).

(g) Le procédé d’Overholt
Le procédé d’Overholt [92] est défini par

AW/ (AS, )k

v = >0, k>1
A NGNS L R
Vo(n) =5, n>0
Il rentre dans notre formalisme car on voit immédiatement que Vn, Vk(ﬁ)l = S ssi il existe une

constante ¢ telle que
Soo = V™ = e (AS, 0"

Dans ce cas ce qui est intéressant c’est que ce formalisme permet de généraliser ce procédé : si
I’on remplace la constante ¢ par un polyndéme de degré mg — 1 en n on obtient

i _ AT (A8, )
k+1 Amk(l/(ASn+k)k+1)

Si ¢, est remplacé par un polynéme en x,, alors on doit utiliser les différences divisées au lieu
de lopérateur A. Ces nouvelles transformations, aussi bien que leurs propriétés d’accélération
restent a étudier.

(h) Le E-algorithme

Considérons maintenant des exemples un peu plus compliqués : on suppose que les suites
G; dans la définition de 'opérateur général L dépendent elles mémes de quelques termes de la
suite (S,). On choisit

w, Uil o Untk
Lo(u) = Li(u) = glfn) gl(n:+1) 91(n.+ k) |
g(n) gr(n+1) - gr(n+k)
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avec (gi(n)), des suites auxiliaires données (qui peuvent dépendre de (S,)), et on définit la
transformation 1" comme ci-dessus,

_ La(5/D) L;.(S/D)

T, = 22 2] T =

k e N.

Si pour tout n, D,, = 1, et si opérateur L est donné par la suite (L,) de formes linéaires
définies ci-dessus, alors la transformation 7" correspond a la colonne k du E-algorithme [12, 62]
avec les (g;(n)) comme suites auxiliaires. Comme L est 'opérateur d’annihilation pour a, =

k . .
> i1 ¢igi(n), ¢; étant des constantes, on obtiendra

T =S« & Ssx—-8S= Zczgl(n)
i=1

Si L est 'opérateur défini par la suite de formes (L), alors T correspond & la n-eme diagonale
du E-algorithme.

Le E-algorithme est I’'un des algorithmes d’extrapolation les plus généraux : presque toutes
les transformations de suites existantes sont des cas particuliers correspondants a différents choix
des suites auxiliaires (g;(n)), (un résultat nouveau d’accélération de ces colonnes sera donné dans
la section 1.3.3). Un cas particulier tres important est celui correspondant au choix suivant

Un, un+1 e un+k
ASn ASn—l—l T ASn—i—k
Lo(w)=Lyw) = | |
ASpik1 ASuik - ASpiak

SiD,=1etb, = Zle ¢iASy+i—1 avec ¢; des constantes arbitraires, alors la transformation
correspondante 7' coincide avec la k-¢me colonne de la transformation de Shanks [101], ou, ce
qui est équivalent, la 2k-éme colonne de 1’e-algorithme de Wynn [122]. Dans le cas ot L est
défini par la suite (L)), T correspond & la n-éme diagonale de la transformation de Shanks ou de
l’e-algorithme. Les premiere et seconde généralisations de 1’s-algorithme [9] rentrent aussi dans
ce cadre en remplacant 'opérateur A par un opérateur plus général [10, 99].

(i) Approximants de Padé et de type-Padé

Considérons maintenant un choix particulier pour les suites S = (.S,) : soit S, la somme

partielle d’ordre n d’une série de puissances Soc = f(2) = > ¢;z'. Comme on a Seo — S, =
Cnp12"t1 4. on peut choisir D,, = 1 et on définit
zqu 2171y, )
P—q p—g+1 P

Cp—q+1 Cp—q+2 o Cpyl
Ly(w) = L(w) = | | .

p Cp+1 0 Cptg

avec la convention ¢; = 0 pour i < 0. Si b, = Y% | ¢p+2PT et Popérateur L est défini par la
suite (L), alors T}, est I'approximant de Padé [p/q] de la série f au point z [33]. En effet, on
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obtient
F()L() = L(S) = L((cp12P ™ + -+ )p).

En utilisant la définition de L on voit facilement que

Zq(cp_q+1zp_q+1 + ttt ) A Cp+1Zp+1 —l— o ..
Cp—qg+1 e Cpi1
Lllemn#™ 4000 = Y P s,
Cp . Cptq

ce qui correspond & la propriété d’ordre d’approximation des approximants de Padé, et pour une
valeur fixe de g on a L,(S)/Ly(1) = [p/ql¢(2). On a le méme résultat si p est fixe et ¢ varie.

Si maintenant on considere le choix
k k) k_ k
Ly(u) = a(() )zkun + ag )k Y1 + -+ a,(C )un+k,
alors, pour b, = 0 et D,, = 1, on obtient facilement

F(2)Ln(1) = Ly(S) = O(="T*).

Ceci montre que L,(S)/L,(1) est 'approximant de type-Padé (n + k/k) de f avec polynome

générateur vi(z) = a(()k) +--- 4+ agg)zk [11], car L, (1) est un polynéme de degré k et L, (S) un

polynéme de degré n + k.

Les approximants de Padé et de type Padé rentrent donc aussi dans notre formalisme.

(j§) Ie 6-algorithme

Le 6-algorithme [8] peut s’écrire sous la forme suivante

n+1
(n) A( 9( /D2k+1)
2%k+2

A(1/DG )

avec

n n+1 n n n+1 n
050y = 05 + D5, DY =1/(00 ) — o)

et 9(_"1) = 0,9(()”) = S,. Donc cet algorithme rentre dans notre formalisme car il correspond a
l’itération de notre procédure de base avec S = <9§2+1)> , D= (Dg]zzﬂ) et b = (0).

De I'expression précédente on obtient d’une fagon triviale que Vn, 9§Z)+z = S ssi il existe
une constante cj telle que

Soo — 9§Z+1) = CkDglzlrl = Ck/A92k+1

Ce cadre permet, une fois encore, d’envisager la construction de nouvelles transformations : si
¢, est remplacé par un polynome de degré my — 1 en n, on obtient la généralisation suivante du
0 -algorithme

m n+1
gz) L= A "( /D2k+1)
+ .
Am’“(l/D%H)
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Et si ¢ est remplacé par un polynéme en x,, alors on doit utiliser les différences divisées au
lieu de l'opérateur A. L’étude de ces transformations et leurs propriétés est encore un probléeme
ouvert.

(k) Le p—-algorithme

L’extrapolation & l'infini par une fonction rationnelle consiste a supposer que la suite S
admet la forme suivante :
Stk taak Tl g
ak £ bk by

Cela conduit a une généralisation du p-algorithme de Wynn [123] dont les quantités sont définies
par un quotient de deux déterminants :

1 Sh Tn, TnSh x,’ffl xfﬁ*lSn x,’ben
k—1 —1 k
1 Spt1 Tong1 Tpg1Sai Tyl Tpi1Sntl Tpy1Sntl
k—1 k—1 k
p(n) B 1 Sntok Tngok Tne2kSni2k - L 4ok xn+2k5n+2k $n+2k5n+2k
2% — k—1 k—1 k
1 Sh Tn TnSn ‘e I;CL f” Sh x,
-1 -1 k
I Spy1 Tpt1 ZTnt1Snt1 0 Ty Tp1Sntl Ty
k—1 k—1 k
1 Spi2k Tni2k Tni2kSni2k - Lrtok $n+2ksn+2k Ln+2k
Dans notre formalisme, cela correspond a la transformation 7" avec D, = 1 et L,(u) =
! 1S, zn 2,5, --- xﬁ_l fo_lSn foun ‘ (pour simplifier ’écriture nous avons remplacé

le déterminant par sa premiere ligne). Ces quantités peuvent étre calculées récursivement par le
p-algorithme dont les regles sont

+1 +1
o = o+ @ — 2a) /(0 = o)
avec p(fl) = 0 and pé") = Sp. Ces quantités sont les différences réciproques qui jouent le role,

en interpolation rationnelle et en fractions continues, des différences divisées en interpolation
polynomiale.

(1) Transformations composites

Les transformations composites rentrent aussi dans notre cadre théorique et encore une fois
ce formalisme permet de les généraliser en proposant de nouvelles transformations.

(n)

Soient LW, L) .. L®) des opérateurs aux différences et (b;"’) des suites données. On

définit I'opérateur aux différences L par

k
Ly=Y 6L
i=1
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et la transformation T' comme précédemment par T,, = L,(S/D)/L,(1/D). Si on définit les
transformations () = (S,) — (TZ.(")) par

7" = LO(S/D)/LY(1/D),

on a
k (@)

(n)p(n) (n) _ ,(m) L’ (1/D)

T, = g ¢, 'T;"7 avecc;’ =b; ' ——F——=.

Alors Zle cgn) = 1 et 'on retrouve les transformations composites introduites et étudiées en
[18].

Pour que ces transformations soient intéressantes, on doit pouvoir choisir les (bl(-n)) de fagon
A ce que le noyau de T contienne les noyaux des transformations 7). Nous rappelons que le
noyau d’une transformation 7" est I’ensemble des suites pour lesquelles T'(S,) = Soc ¥n > N.
Dans notre formalisme il s’écrit

Ker(T)={(Sn): VneN S, — S =a,Dy,, and IN € N Vn > N L(a,)=0}.
On a le résultat

PROPOSITION 1.4. [A6] Soit l'opérateur L définit par

L . Lk
AT™ o AT
AT L AT

et Vn, Dy = 1. Soit T la transformation qui lui est associée. Alors

Ker(T) D UF_ Ker(T®).

Cette transformation, qui est définie en [18], généralise la transformation de Shanks, que
I’on retrouve pour le choix Ti(n) = Spti-1-
Une autre généralisation possible consiste & prendre L, (u) = Zle bgn)Ln(u/ D@W) avec DO des
suites données.

Cette présentation n’est pas exhaustive. D’autres transformations et méthodes peuvent étre
déduites de ce formalisme général. Pour une étude plus complete voir [A6].

1.2.3 Composition d’opérateurs

Dans cette section on notera par L(u,) le n-éme élément de la suite (L(u)) et les différents
opérateurs seront notés par L.
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On suppose, comme dans le paragraphe précédent, que Sy — S, = a, D,,. Dans la pratique,
la plupart du temps on ne connait pas un opérateur d’annihilation pour la suite (ay). Donc on
commence par choisir un opérateur L(1) et I’on considére la transformation de suites associée

T = LS, /D,) /LM (1/D,,) qui vérifie Soe — T™ = LW (a,) /LM (1/Dy,).
Si on pose agn) = LW (a,) et DE") =1/LM(1/D,,), alors
Seo — T = a{W D™,

On peut alors choisir un autre opérateur L(2) (qui peut coincider avec le premier), ce qui conduit
a une deuxieme transformation

7y = L@ /D) /LA (1/ DY) avee Sw — T3 = LA (") /L@ (1/D(™).

Ces choix d’opérateurs peuvent étre guidés, comme on le verra dans la section suivante, par
des informations sur le développement asymptotique de I'erreur.

On peut ainsi définir une procédure itérative
PROPOSITION 1.5. [A6] On pose To(n) = S, D(()n) = D,, et on définit pour k=0,1,...,

m _ LEDT /DY)

_ =1/L¢%(1/D™),
F Lo (1/D0) *

(n)
et DI:H

L’erreur de la suite (T]Ei)l)n est donné par

Soo — Tlgi)l = al(cn+)1Dl(cZ)1 avec aﬁl = L(Hl)(al(:))-

De plus

L® ... LS, /D) ()
LW . LO(1/D,)

T = =L® ... L0(a,) et DV = 1/L®) ... LO(1/D,,).

Ceci permettra, dans des cas particuliers et pour des choix différents des L), d’obtenir des
propriétés d’accélération pour ces méthodes.
Considérons exemple suivant : si Vk, L) est Iopérateur A alors

T =1 - ADk(") D™ (A agit sur Vindice n)
k

et

(n (n) ~(n+1 n)
Dk+)1 =Dy )Dk )/ADl(c :

Ceci est un cas particulier de 'algorithme (30) donné par Homeier [64] quand les quantités
Ar,g”) sont toutes égales & 1.

Une autre application de cette procédure itérative est
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PROPOSITION 1.6. [A6] On considére la famille de transformations définie par

(n) L(k)(sn/Dn)
* o LW(1/Dy)

ot les opérateurs L®) vérifient la relation de récurrence suivante
L) ) = a1 i) + B LY ()
avec LO) (uy,) = uy, (agﬂ)) et (ﬁ,&k)) des suites données. Alors

m  LE(T /D)

7 _
avec
LED () = aPuy + W,

D](g") = 1/LW1/D,) =1/c®c*=D ... cMD(1/D,).

Ceci montre que T,Ei)l peut étre obtenue par composition de différents opérateurs. Comme
exemple, considérons les transformations de Levin introduites dans (e). L’algorithme qui les

implémente donné dans [105] nous permet d’écrire

pm _ A0+ 1)"1S,/Dy) _ L®(S,/Dn)
£ AM(n+1D)F1/Dy)  L®(1/Dy)

avec
(n4+1)(n+k+ 1)1

(n+k+2)k

et (D,,) choisi selon la transformation de Levin considérée. On conclut que cet algorithme cor-
respond a notre procédé itératif précédent en posant

L) () = L (unyr) — L% (),  LO(u,) = uy,

(n+1)(n+k+ 1)1
(n+k+2)k

o™ =1 and P =—

On peut généraliser cette procédure d’itération en considérant des suites D,(Cn) arbitraires
(et pas données par la relation de récurrence précédente). Ceci permettra d’inclure des transfor-
mations comme le E-algorithme, le procédé d’Overholt ou le #-algorithme. On obtiendra ainsi
des transformations 7T}, définies par

L(k)(b]@l[,(k—l)(. LM LO(S, /Dy, )
LW@™ LE-D(.. LG LO(1/D,) )

" =

avec b =1/DWL®(1/DM), ol = b LE (M),
Les noyaux de ces transformations composées ont été étudiés dans [29], et quand tous les
opérateurs L) sont égaux a A, la théorie est développée dans [34].

Différents exemples de transformations de suites qui rentrent dans ce cadre sont données
dans [A6].
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1.3 Opérateurs aux différences et méthodes d’extrapolation

Le formalisme développé dans la section précédente nous a fourni une fagon systématique de
construire une grande partie des méthodes d’extrapolation existantes, de généraliser et construire
de nouvelles méthodes et de mieux comprendre le mécanisme de ’extrapolation. Nous allons
maintenant exploiter ce formalisme dans le sens de ’accélération de la convergence, c’est-a-dire,
obtenir les propriétés du noyau et celles d’accélération pour des transformations de suites de la
forme générale

T: S — S
_ L(Sn/Dy)

S=(8:) — T(8)= (&) = (L) Tu="77 /" 43

n €N

ou S est I’ensemble des suites de nombres complexes. L’ensemble des résultats est traité en détail
dans [A9].

Dans I'étude des méthodes d’extrapolation, il y a essentiellement deux types de problemes
qui se posent.

1) Etant donnée une transformation de suites 7' (dans notre nouvelle approche, ceci est
équivalent & la donnée d’un opérateur aux différences L et d’une estimation d’erreur (D)),
déterminer :

— son noyau, c’est-a-dire, ’ensemble des suites pour lesquelles T'(S,) = S, n > N.

Dans notre formalisme ceci équivaut a déterminer les suites (a,) pour lesquelles on a
L(a,) =0, V¥n > N. La structure du noyau s’obtient immédiatement & partir du choix
de Vopérateur linéaire L : ceci a été fait dans [25] pour des opérateurs menant a des
algorithmes d’extrapolation connus et dans [29] pour la composition d’opérateurs;

— la classe de suites accélérées par la transformation 7', c’est-a-dire, les suites (S,) pour

lesquelles lim,, o (T'(Sy) — Sec)/(Sn — Seo) = 0. Dans notre formalisme, comme
Tp—Seo  L((Sn—Sx)/Dn) 1 L(ay)/an

Sp— Seo L(1/Dy) anD, L(1/D,)D,’

Pensemble des suites accélérées par T et que I'on notera par A(T') est donné par

A(T)={(Sn): Sp — Seo =anD, neN et JL%%ZO}-

On dira que L est un opérateur d’accélération pour (S,) € A(T).
2) Le deuxieéme probléeme est le suivant : étant donné une classe C de suites (.S,,) vérifiant

S — Soo = anDy, VneN (1.4)

ou (D) est une suite connue et (a,) vérifie certaines propriétés, construire une transformation
de suites de la forme (1.3) (ou, d'une fagon équivalente, trouver un opérateur aux différences L)
pour laquelle

(a) V(Sn) €C, (Sn) € Ker(T);
ou, dans le cas ou cela n’est pas possible,
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(b) V(Sn) €C, (Sn) € A(T).

Etant donné (S,,) de la forme (1.4), & partir des propriétés de la suite (a,,) il est parfois possible,
a partir des propriétés de la suite (a,), de trouver un opérateur aux différences d’annihilation
pour (a,) et donc de calculer la valeur exacte de Sy. Par exemple, si (a,) est un polynéme de
degré k — 1 en n, alors on peut choisir L = A ; ou encore, si a, = ¢1 + oy + - - + ¢z, et
D, =xz,, n €N ((z,) étant une suite donnée) alors L = ), 'opérateur de différences divisées
d’ordre k aux points z; est un choix possible ; d’autres choix sont considérés dans [25]. Mais ce
sont les cas les plus simples.

Le cas général consiste a supposer que (a,) admet un développement asymptotique dans
une échelle de comparaison {g;(n)};2, i.e.,

k
Vk an =) aigi(n) +o(gi(n)) (n — o),
i=0

ot {gi(n)};2, est une famille de suites vérifiant g;11(n) = o(gi(n)) (n — 00) Vi, et a; constantes
(non connues). Il n’est pas possible de trouver dans ce cas un opérateur aux différences d’an-
nihilation pour (a,) et en utilisant notre formalisme, on ne peut donc pas trouver une trans-
formation de suites telle que Vn > N T(S,) = So. Dans ce cas nous nous intéressons aux
propriétés d’accélération de la transformation, c’est-a-dire, & la caractérisation des suites (S),)
pour lesquelles lim,, .o (L(an)/ar))/(L(1/Dy)Dy) = 0.

Ces deux problemes sont complémentaires et nous intéresseront tout le long de cette section.
Comme on a interprété les transformations de suites en termes d’opérateurs aux différences,
on utilisera des propriétés de ces opérateurs pour obtenir des résultats qui contribueront & la
résolution des deux problemes précédents.

Dans le cas du premier probleme on considere plusieurs classes d’opérateurs aux différences L
et, a partir des propriétés des équations aux différences associées L(uy,) = 0, on étudie, pour la
transformation correspondante 7' (1.3) :

— les propriétés du noyau (en complétant les travaux exposés a la section 1.2);

— les propriétés d’accélération de T

Il y a beaucoup d’équations linéaires aux différences pour lesquelles on ne dispose pas
d’une forme compacte de la solution, mais on connait son développement asymptotique (ou
les premiers termes de ce développement). Concernant le deuxiéme probleme, on utilise cette
information pour construire une méthode d’extrapolation pour une suite (S,) donnée pour
laquelle on connait les premiers termes du développement asymptotique de (a,,), et on obtient
la vitesse de convergence de la suite transformée.

Commencons par considérer les transformations de suites associées a un opérateur aux différences
a coefficients constants.

1.3.1 Opérateurs aux différences a coefficients constants

On considere un opérateur aux différences d’ordre k de la forme

k
L®) (u,) = Zpgk)unﬂ-, (1.5)
1=0
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(k)

ou les quantités p;"’ sont indépendantes de n. Son polynome charactéristique étant donné par

k
Poa) = pVat = (x = A)* - (2= A)*, (1.6)
=0

alors on sait (voir, par exemple [73]) qu'un ensemble de k solutions linéairement indépendantes
de Péquation aux différences associée L") (u,) = 0 est

Vn e N u%’j):ni)\?, for0<i<s;—1, 1<j<m.

On définit
S*={(D,)eS: VneN D, #0}.
Soit (S,) € S vérifiant (1.4) avec (D,,) € S* et T la transformation de suites correspondante :

T® . S — S

(k) _ L(k)(Sn/Dn)

S=(S,) — TW(S) = (TH®(S))=(T"),: T IO, neN

(1.7)
On va décrire le noyau et obtenir les propriétés d’accélération de ces transformations a partir
des propriétés des solutions des équations aux différences.

(i) Noyau

PROPOSITION 1.7. [A9] Soit L) un opérateur de la forme (1.5) avec un polynéme ca-

ractéristique Py(x) donné par (1.6), (Dy) € S* et T®) la transformation correspondante (1.7).
Alors

(Sn) € Ker(T(k)) & pourneN, S, —Ssx=a,D, aveca,= Z qi(n)A? et
i=1

gi(n) € ls,_, (’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a s;—1).

Ceci permet d’obtenir

COROLLAIRE 1.8. [A9] Supposons que s1 < sg < -+ < sy, el considérons la suite (Sy,) vérifiant :

1 1 m my 1
Sp = Soo + 7 X [A? (cgl) +C§1); ¥ .cg>1n511> A (Cg ) +...+cgl)1n811>] :
(1.8)
()

avec (ryp) une suite connue ((rn) € S*) et ¢’ des constantes (inconnues). On choisit D,, =
n=51t 1, pour n € N. Si LW (1/D,,)) # 0 pour n € N, alors en appliquant & (Sy,) la transforma-
tion T donnée par (1.7), on obtient

vneN TW =g
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(ii) Propriétés d’accélération
L’erreur des suites transformées (1.7), i.e. la différence entre la valeur de S (que I'on veut
calculer) et son approximation quk) peut s’écrire sous la forme

_ L(k)((sn — S0)/Dn) _ L(k)(an)
T — g = LO(L/D,) =z0a/0,) " € N. (1.9)

Pour obtenir la vitesse de convergence de cette suite on doit considérer deux cas distincts.

() | limy oo Dy/Dny1 = 0 et P(0) # 0

Dans ce cas on obtient lim,, .o D L*)(1/D,,) = Py(c) # 0 et donc

i (149 = 52) = 35 i DLW ).
On obtiendra accélération de la convergence si
lim L®(an) _ 0. (1.10)
n—oo  ay
On peut alors démontrer le résultat suivant
THEOREME 1.9. [A9] Soit (S,,) € S vérifiant :
RSOR! N m) 1
Sn—Soo:rnx[)\llz_%ci m—i—---—l—)\m;ci ~1 (1.11)

avec

M=ol ==l =1

— limy 00 70 /Tny1 = o et Pi(o) # 0.
Si dans (1.7) Uopérateur L% yérifie (1.5) et (1.6) avec s1 < sg < -+ < 8y, et si l'on choisit
D,, = n=*1"tlr,  on obtient

T~ S| = 072 1)) (n — ).

(b) [limy, oo Dy/Dny1 = o et Pi(o) = 0|

Ce cas est moins simple que le précédent car, comme lim,, .o, D, L*)(1/D,,) = 0, (1.10) n’est
plus une condition suffisante d’accélération. On doit donc imposer des conditions supplémentaires

sur (D) et sur le polynome charactéristique P pour obtenir l'ordre de convergence de
(DnL®™(1/Dy)).

PROPOSITION 1.10. [A9] Supposons que la suite (D) vérifie :

n

Dn+1

=040, avec Py(o) = p((]k) —l—pgk)a + - +p,(€k)o'k = O,nli_{rolo on = 0.

De plus, supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
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a) limy, oo opt1/0n =1 et o est une racine simple de Py ;

ou

b) limy, o0 Un+1/0n =o.#1let Qk:fl(a) - U*Qkfl(UU*) #0

( )

(avee g1 (2) = pi” + p{w + - 4+ pah 1),

Alors Uopérateur auz différences L) avec polynéme caractéristique Py, vérifie

)~ CI (= o0) (C £ 0). (1.12)

(k) (—
LY ( D,

Dy

A partir de ce résultat on obtient facilement :

THEOREME 1.11. [A9] Soit (Sy,) une suite de la forme S, — Soo = anDp, n €N ot

— (Dy,) satisfait les conditions de la proposition précédente ;
AT o (m) An
— ap =ns11 (Zfoo 5)7_4_ —I—Z:CZ(»M)TTZZ pour n € Ny
i=0
-l = |)\2| == |Aml.
Alors la suite ( ) donnée par (1.7), ot Vopérateur L¥) est donné par (1.5) et (1.6), vérifie :

e _s C

~Y
Sy — Soo n2sig,

(n - OO)?

et donc
(Sp) € A(T) ssi lim n*'o,, = co.

n—oo
Les démonstrations étant un peu longues et techniques, sont omises et pourront étre

consultées dans [A9].

1.3.2 Quelques classes d’opérateurs aux différences généraux

On va maintenant étudier la structure du noyau et les propriétés d’accélération des méthodes
d’extrapolation correspondant a des opérateurs aux différences dont les coefficients dépendent
de n. Comme dans le cas précédent on omet les démonstrations, renvoyant le lecteur a [A9].

(i) Opérateurs linéaires de premier ordre

Soient p(n) et g(n) deux polynomes de degré r et s respectivement. On peut donc les écrire

sous la forme
{ pin) = alll_;(n—a;), o €R,
g(n) = bllioi(n—5)), BjeR

On pose

o= max «; ,3 = max ﬁj, et N € N tels que N — 1 < max(a, ) < N. (1.13)
1<i<r 1<5<
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On considere 'opérateur linéaire de la forme

L(un) = Up+1 — Muny pour n > N. (1.14)

q(n)

La solution de 1’équation aux différences L(u,) =0, n > N est donnée dans [77]
a\xm T S
Up = (Z) l_IIF(n — ai)/l_llf(n —Bj),n >N,
1= j=

ce qui nous permet d’obtenir immédiatement le noyau de la transformation de suites correspon-
dante.

THEOREME 1.12. [A9] Soit (D,,) € 8* et L un opérateur linéaire de la forme (1.14). Alors le
noyau de la transformation correspondante T est donné par

Ker (T)={(Sn) €S : Sp—Sec =anDp,n> N avec a,, vérifiant

an = (%)n ﬁf(n — )/ ﬁ I'(n—5;)
i=1 j=1

avec 1, 5,a,b, 04, 5; € R et N définis par (1.13)}

Comme on peut écrire

Tp— S L(a,) 1/Dp ay, q(n)
Sy — Soc an L(1/Dy) D  p(n) (1.15)
Dn+1 Q(n)

on obtient le résultat d’accélération suivant :

THEOREME 1.13. [A9] Soit (S,,) une suite vérifiant Sy, — Soo = an Dy, n > N, avec (D,) € S§*
et imy, o0 any1/an =1 # limy, o0 Dy /Dpy1. On considére la transformation

_ L(5+/Dn)

T, = n> N, (1.16)

L(1/Dn)
avec L vérifiant (1.14). Alors, silim, oo p(n)/q(n) =1 on obtient

lim (T}, — Seo)/(Sp — Ssc) = 0,

n—oo

c’est-a-dire, si Soo est fini, alors (S,) € A(T).

De (1.15) on peut conclure que l'on obtiendra de bonnes propriétés d’accélération pour
T,) si on peut fournir une bonne approximation de (a,+1/a,) par une fonction rationnelle de
n, (p(n)/q(n)). En effet,
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THEOREME 1.14. [A9] Soit (Sy,) une suite vérifiant Sy, — Soo = an Dy, n > N ot

a) (ap) vérifie :

oo
Apt1/an ~ g dn "t oud;, 1=0,---,2k sont connus;
=0

b) (Dy,) vérifie :
D,/Dpiq ~ Zem_i avec e; =d;, i =0,---1—1; e #d (I <2k).
=0

Soit [k/k] Uapprozimant de Padé [11] de la fonction f(x) =Y 70, diz’,

P(x)
Q(x)

On considére l'opérateur L de la forme (1.14) avecr = s =k et

[k/k]s(2) =

p(n) = P(1/n)n",
g(n) = Q(1/n)n".

Alors la transformation de suites correspondante définie par (1.16) accélére la convergence de
(Sn). De plus, la vitesse de convergence est donnée par

Tn = Soo _ ¢, 1-2k—1
S 5. O(n ) (n— ).

Si (Dy,/Dp41) n'a pas un développement asymptotique en puissances de (1/n) mais vérifie

l

Dy/Dyi1 = eo+ ) eigi(n) + o(gi(n)) (gir1(n) = o(gi(n)) (n — o0))
i=0

(par exemple, si D,, = n®(logn)? , alors D,,/Dy11 =1+ c1/n+c2/(nlogn) +o(n"'(logn)™h)),
on peut encore déterminer le comportement asymptotique de (Dy,/D,41—p(n)/q(n)) et obtenir
de nouveaux résultats d’accélération en utilisant le méme type de techniques.

(ii) Opérateurs aux différences a coefficients polyndémiaux

Considérons maintenant des classes d’opérateurs aux différences de la forme

l
L(uy,) = Z Ai(n)up+i , oules A;j(n) sont des polynémes en n,
=0

pour lesquels on peut obtenir [ solutions linéairement indépendantes de ’équation aux différences
homogene L(u,) = 0. On va donner, pour la transformation 7' correspondante, le noyau et les
propriétés d’accélération. On montrera que certaines de ces méthodes d’extrapolation sont bien
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adaptées a 'accélération de la convergence de suites logarithmiques (c’est-a-dire, des suites
vérifiant limy, oo (Sp+1 — Seo)/(Sn — Seo) = 1 et donc convergeant lentement) pour lesquelles

1 o
on a un développement asymptotique de I’erreur en termes des suites - .
n(n+1)---(n+1i) J ;g
Pour simplifier les notations, on définit les opérateurs élémentaires suivants :
E(up) = tnt1 , Qupn) =nupyr , m(up) = nlAuy,.
La composition de ces opérateurs donne

E™(tp) = tnir » X (up) =nn+1)---(n+7— Dtprr , 7 (un) = 77" (up)).

On va considérer deux classes d’opérateurs L.

a) | L(up) = (' + 2 Q7+ N 1Q 4+ N)(un), A donnés.

Si on calcule les racines du polynome p;(x) = z! + A\z!~1 4-- -4+ \;, on peut écrire L comme
composition d’opérateurs simples. On considere les deux cas suivants :

Li(up) = (Q—0o1)(Q—ag) - (Q—y)(uy) avec oy # o Vi # j; (1.17)
Lo(un) = (2~ ) (un). (1.18)
Pour le cas général L(u,) = (2 — a1)"1(Q — a2)%2 -+ (Q — a;)® (uy,), les résultats s’obtiennent

facilement a partir de ceux pour Lq et Lo.
A partir de la théorie des opérateurs linéaires aux différences (voir, par exemple [7]) on obtient

l
1
Li(up) =0< u, = W Z Aot A; constantes;
n—1)!
i=1
ol ‘
Lo(up) =0 & uy, = W Z A;n', A; constantes.
n—1)!
i=0

La structure du noyau de la transformation T correspondante est alors donnée par :

THEOREME 1.15. [A9] On considére les transformations de suites

- Li(Sn/Dy) )
(8) — / =1.2 1.1
" L.(/Dn) neN, i ,2, (1.19)

avec Li, i =1,2 donnés par (1.17) et (1.18). Alors

l
D
a) (Sn) € Ker(TW) & S, — Sog = Fnl)' ;Aia? pour n € N;

-1
D,a™ ;
n K. T(2) n oo:ni Az ! .
b) (Sn) € Ker(T'\¥) & S, — S, (n_l)!gzo n' pour n € N

Pour obtenir les propriétés d’accélération de ces transformations, on a besoin de déterminer
le comportement asymptotique de suites (L;(uy)) @ = 1,2 & partir de quelques propriétés de la
suite (uy,). En étudiant ce comportement pour des suites (uy,) vérifiant :
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Un4-1

— limy o m = ﬁa ﬂ 7& (&7
n
im0 £
B a”n 1
tn = (n—1)Int

B T— ﬁzgl Aol avec |ai| > |ag] > - --

on peut montrer les résultats suivants

THEOREME 1.16. [A9] Soit (S,,) une suite vérifiant

n

S, —Soo—rnZAﬁ

neN,

> |am]
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avec |ag| > |ag| > - --

On considére la transformation de suites T donnée par (1.19) avec Ly défini par (1.17) et

D,, = r, pour n € N. Alors

a4 .

Ty(zl) — S« _ nt(n — 1)!) 5
S, — Seo ) ,
O -1 st

lim,, oo ——

lim, oo —

THEOREME 1.17. [A9] Soit (S,,) une suite vérifiant :

Sn — S

o rpa iA'l
_(nfl)!izo "ni

avec

lim

Tn

T'n+1
nrn

Tn+1

c#0
B#a; 1=1,---1.

=r=#0

Si on applique a (S,) la transformation de suites T?) donnée par (1.19) ot Lo a la forme (1.18)

et D, = ry/n!, n € N, alors (T7(LQ)) converge vers S plus vite que (Sy,). De plus, la vitesse de

convergence est donnée par

T — S,
S — Soo

1
n20+2

—o<

) =0

Considérons maintenant une autre classe d’opérateurs :

b) L(uy) = (7 — a1)(m — as) - -

(m — a;)(un) «; constantes ‘

On peut montrer [77] que les suites (u,) pour lesquelles L(u,) = 0 sont de la forme

1

tn = (n—1)!

ZAI’nJraz)

(T'(z) est la fonction Gamma) ce qui nous permet d’obtenir le noyau de la transformation 7.

THEOREME 1.18. [A9] Soit T' la transformation de suites correspondant & un opérateur L de la

forme
L(un) =

Alors le noyau de T est donné par

(71’—&1)(71’—042)‘”

Ker(T) = {(Sn) :Sp = Seo =
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(n—1)!

Up) , o; constantes données.

(1.20)
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Ces opérateurs L, aussi appelés opérateurs aux différences d’Euler, peuvent s’écrire sous la
forme plus explicite suivante :

I'in+1 I'ln+1-1)  ,_
L(Un) = (F(n))AlUn "‘pl—l(r(n))Al lun + -+ p1nlAuy + potn,
la relation entre les p; et les oy étant : aq, a, -+ , , sont les racines du polynoéme

p(z)=2(z—-1)---(z—r+1)+prz(z—1)---(z—7+2)+ -+ prx + po.

Comme dans le cas précédent, on étudie le comportement asymptotique des suites (L(u,)) pour

C C
,Un+1:1_|_f—|-an7 anw—;(nﬁoo)
Uy, n n
Un+1
e :p#lv

Unp,
et on obtient les résultats d’accélération suivants :

THEOREME 1.19. [A9] Soit (Sy,) une suite de la forme :

I'(n+ o) T'(n+ ay)
W — S =D, A Ay N,
Sp— 5 < T + -+ (n 1) + n e
avec

. I'(n+ a;) .

lim, ,oo —————= =0 Vi;
a) lmn OOP(n_i_aZ_l) 7

- . D, .
b) (Dy,) vérifie : hmn_m( —1>n7$ai i=1,---7.
Dn+1

Si on applique & (S,) la transformation de suites T définie & partir de L) (u,) = (7 —
ay) -+ (m— o) (uy), on obtient
T\ — 54 C(n+ apy1)
Sp — Seo L'(n+ 1)

THEOREME 1.20. [A9] Soit (Sy,) une suite ayant un développement asymptotique de l'erreur de
la forme :

(n — 00).

Ch Co C:

S = A P2 . N
Sn =5 n+n(n—|—1)+ +n(n+1)--~(n—}-r—1)+ ne
On considére la transformation de suites T définie par

1
nn+1)---(n+r—1)

b) L) (uy) =7w(mr —1) - (m— (r — 1)) (un) (ie., =4, i=0,---7—1).

a) D, = pour n € N;

Alors la suite (T,Sf) =T0)(S,)) converge vers Suo plus vite que (Sy). De plus, on obtient :

()
T -Se (1
sn_soo—()(m) (n = o0).

Pour la démonstration de ces résultats voir [A9].

De ces deux derniers théoremes on conclut que les méthodes d’extrapolation correspon-
dantes aux opérateurs de la forme (1.20) ont de bonnes propriétés d’accélération quand elles
sont appliquées a certaines classes de suites a convergence logarithmique.
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1.3.3 Propriétés d’accélération de T basées sur le comportement asympto-
tique des solutions des équations aux différences linéaires

Pour les deux classes d’opérateurs L considérées dans la section précédente, on disposait
d’une base de solutions (sous forme explicite) pour I’équation aux différences linéaire homogene
associée L(uy,) = 0, et ceci nous a permis d’étudier les propriétés d’accélération de la méthode
d’extrapolation T'. Mais pour un opérateur général L d’ordre k et coefficients non constants, il
n’y a pas de solution générale sous forme compacte. On peut, néanmoins, pour un opérateur L
donné, trouver un ensemble indépendant de solutions pour L(u,) = 0 en utilisant des méthodes
de calcul aux différences (voir par exemple [1, 73] ) : réduction d’ordre, fonctions génératrices,
etc. Et, a partir d’'une base de solutions, en utilisant les mémes techniques que dans la section

9 )
précédente, trouver le noyau et déterminer les propriétés d’accélération de la transformation 7.

Mais si I'on ne peut pas trouver une base de solutions, on peut utiliser des techniques
différentes pour obtenir le développement asymptotique d’un ensemble linéairement indépendant
de solutions pour certaines classes d’opérateurs [7]. A partir de la on pourra :

— donner les propriétés d’accélération de la transformation T associée a L;

— proposer une méthode de construction d’un opérateur L et de la transformation cor-
respondante 7' pour accélérer la convergence d’une classe de suites (.S,) pour lesquelles
Perreur (S, — Ss) posséde un développement asymptotique donné.

C’est ce que l'on va présenter maintenant, en considérant une classe d’opérateurs £ définie par

DEFINITION 1.21. L € L ssi
L(uy) = AFy, +pk_1(n)Ak_1un + -+ p1(n)Auy, + po(n)uny, (1.21)

ot les pi(n), i=0,--- k—1 vérifient la condition suivante :

les fonctions f; définies par f;(t) = p;(1/t)t™**" i =0,--- ,k — 1 sont analytiques dans
un voisinage de 0. Donc les pi(n) admettent le développement asymptotique suivant :

) Lo |
pi(n) = —= (Cé)+711+---> i=0,- k1. (1.22)

DEFINITION 1.22. La suite (uy) vérifie la propriété P ssi

1 1

o i
=14+ avecrn:0<n) (n—>OO),A7“n—0(nZ-+1> (n —o00).  (1.23)

Un+1
Unp

Un exemple de suite (u,) vérifiant P est une suite qui admet le développement suivant :

Un+1
Un,

a o«

PO S
n o n

On peut montrer que si L € L et (u,) vérifie P alors

k
L(up) ~ i:un (n—o00) avec A=Y a@DC,
n
=0
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ot al® =1, ol = H;;%(a —J); C(()k) =1; C’éi) donnés par (1.21).

Soit L € L et supposons que (uy,) est une solution de L(u,) = 0 pour laquelle on connait
les premiers termes du développement asymptotique :

Up = c191(n) + caga(n) +r, n €N, ga(n) =0(g1(n)),rn = o(g2(n)) (n — o), (1.24)

avec (gi(n)), i = 1,2, (r,) vérifiant P et ¢; # 0. On peut alors montrer que
L(gi(n)) ~ Cn~"ga(n) (n — o0), (1.25)
ce qui permet d’obtenir le résultat d’accélération suivant :
THEOREME 1.23. [A9] Soit (Sy,) une suite vérifiant Sy, — Seo = anD,, avec
an = b1g1(n) + pn, pn = o0(g1(n)) (n — 00), (g1(n)), (pn) vérifiant P.

Soit L un opérateur dans L pour lequel on connait le développement asymptotique d’une solution
de L(uy) = 0 vérifiant

oo
Uy ~ Z a;gi(n), avec (gi(n)) i=1,--- wérifiant la propriété P.
1=0

On suppose que p, ~ Kga(n) (n — o) et on considére la transformation T correspondant a
cet opérateur :
T, = L(Sn/Dn)/L(l/Dn) (1'26)

a) Silimy, o0 Dy /Dpi1 = A # 1 alors

Tn - Soo — gQ(n)
nte Lonk
Sn - Soo g1 (TL)

(n — o00) (C constante );

b) Silimy, o0 Dp/Dpi1 =1 et(1/Dy,) vérifie P avec Ay # 0 alors

Th — Seo -~ CQQ(”)
Sn - Soo g1 (n)

(n — o00) (C constante ).

Ce résultat peut étre généralisé au cas oul 'on connait k solutions linéairement indépendantes
de L(u,) = 0.

THEOREME 1.24. [A9] Soit (S,,) une suite vérifiant

Sn - Soo = Dn (algg) (n) + (Izg?) (7’L) + o+ ak9§k) (’I’L) + pn) )

avee 9" (n) = o(g\" (n)), pn = 0(g!P(n)) (n — o).
(2)

On considére un opérateur L € L pour lequel on connait une base de solutions (uy’) i =

1,---k, chacune s’écrivant

uf ~ 3 ag ), () = o(g) () (n = 00) VjEN i<,k
j=1

On suppose que :
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1. si (Dy) vérifie limy—.oc Dy /Dpy1 = XA # 1, la transformation de suites (1.26) accélére la
convergence de (Sy). De plus, cette accélération est donnée par :

Tn - Soo ~ Cnfkgél) (n)
Sn = Soc g (n)

_ (m
S 2 (o)
noree 91 (n)

Pour pouvoir déterminer la classe de suites (S,,) qui peut étre accélérée par la méthode
d’extrapolation (1.26) correspondante & un opérateur L € L ou pour pouvoir construire un
opérateur pour lequel (77,) accélere la convergence d’une classe de suites (Sy), on a besoin
d’obtenir le comportement asymptotique des solutions de L(u,) = 0. Cela est fait en détail dans
[A9], basé sur les idées développées dans [7]. En utilisant des techniques I’analyse asymptotique
locale on obtient

THEOREME 1.25. Soit L € L et (ugf))n une solution de L(uy) =0

1. si (; — o) ne sont pas entiers, pour i # j, alors on a k solutions linéairement
indépendantes qui admettent le développement en série de Frobenius

ZAk Fn-l—k—al) (n = o).

r ‘
Comme F(n—i—(z)—a) ~n®* (n— o) on aul) ~Cn% (n—o0) i=1,--- k.
2. Soit (n) =T (n)/T(n) la fonction Digamma (qui posséde le développement asymptotique
suivant : U(n) ~log(n) +c+ >0, bin~" (n— 00) )
(a) si oy = ajy1 = -+ = ayj alors L(uy) = 0 admet j + 1 solutions linéairement
indépendantes vérifiant

W . N~ 40 0 _
Uy, kZ::OAk O — (n — 00)

UV TS N ) )+ZB,§“\IJ(n)F(n)

k — _
poard Fn+k—a; — (n+k— o)
(i+7) S A(HJ # N B (g i T
Un z;) F(n+k— ) +Z g () Fn+k— ;)
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(b) si ajy1 — g = ny entier, | = i,---,i + j alors L(u,) = 0 admet j + 1 solutions
linéairement indépendantes vérifiant

0 L N0 L)
Yn Z FTn+k—a)’

k=0
(+1) = A(H—l) ['(n) B(z g I'(n) ‘
Un kz k n—l—k—aH_l +Z () (n—i—k—ai)’
=0 k=0
cdots
) L N A0 BDu(n T'(n) B
Un kZ:O k F(n+k—oz,+] +Z n+k—ai+j_1) + +
S i) jL
+kZOBk (T(n)) T ko

Pour ces deux derniers cas on obtient le comportement asymptotique suivant

ugH) ~ C,;H(log(n))lnai (n—00) 1=0,---,j

Exemples : regardons maintenant deux exemples de construction d’une transformation de suites
pour accélérer la convergence d’une famille de suites donnée, basés sur les techniques exposées
ci-dessus.

(1) On considere la famille de suites (.S,,) vérifiant

ne nk

avec .
O<ar<ag < oy, ap—oa; <1, pn:0<> (n — o0).
n%k
Pour construire un opérateur L € £ qui a k solutions linéairement indépendantes vérifiant
o0
(4) A(i)% 1k
Uy ~ n—oo), 1=
n kzzo FT(n+k+ ) ( ) o

on procede de la fagon suivante :
— on considere le polynome

Pla)=(a+a1) - (at+ap) =a(la=1)--- (a—k+1)+ar_1a- (a—k+2)+---aa+ap.

— on construit récursivement ’ensemble suivant de fonctions analytiques en 0 :

k
pi(t) = (=DFa(t) + (=D)* Y diy(=1)pj(t) . i=k—1,---,0
j=i+1
avec
pi(t) = (=1)%
gi(t) fonctions analytiques en 0 vérifiant ¢;(0) = a;;
d;j quantités définies dans [A9] .
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— On pose

. 1
p(0) = e ()P0

et on consideére l'opérateur L dans L correspondant.
Silimy,—00 Dy /Dyy1 # 1 alors on peut montrer que les conditions du théoreme 1.24 sont vérifiées
et conclure que (7},) accélere la convergence de (S,,). De plus,

~Cn 1 (n— c0) ot C est une constante .

(2) On consideére maintenant la famille de suites de la forme

logn)! logn)i—1 1
Sn—Soo:Dn(bl( s p,08™) +-'-+bl+1a+pn> neN,
n n n
. 1
ol pp =0 (n — o).
On considere le polynéme P(«) dont les racines sont a,a + 1,--- ,a + 1 — 1 et on construit

lopérateur L comme dans ’exemple précédent. On peut montrer que

Tn_Soo

% o COn R (n— 00) ot C est une constante.
Sn — Soo

Tous ces résultats montrent les voies qui ont été ouvertes par ce nouveau formalisme
pour présenter les méthodes d’extrapolation. Il serait maintenant intéressant de faire ’étude
numérique (notamment la stabilité) des nouvelles méthodes d’extrapolation proposées tout le
long de ce chapitre et de comparer leurs performances. La prospection de problemes appliqués
ou 'on rencontre des suites ayant un développement asymptotique du type considéré dans les
théoremes ci-dessus est en cours.

Un autre probleme ouvert et qui serait intéressant a étudier est de déterminer les propriétés
d’accélération de convergence de l'itération de la procédure

T: S — S
S=(Sn) — T(S)=(T(Sy) = (T): T, = Lt5n/Dn)

L(1/Dy) n € N.

1.4 Nouvelle propriété d’accélération pour le E-algorithme

Pour finir ce chapitre, on va s’intéresser a I'un des algorithmes les plus généraux d’extrapola-
tion et qui a aussi été interprété dans le formalisme des sections précédentes - le E-algorithme.
On va obtenir une propriété d’accélération des colonnes de cet algorithme pour des familles de
suites ayant un développement asymptotique de 'erreur dans une famille (g;(n)),, ¢ > 1 vérifiant
une relation déterminantale. Ce résultat se généralise au cas de suites vectorielles.

Commencons par quelques rappels.
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1.4.1 Définitions et rappels

Soit (Sp)nen une suite de nombres complexes vérifiant

Sn = S + a191(n) + a2ga(n) + - - - + aggr(n), n €N, (1.27)

avec les g; des suites données. Si on veut calculer Sy, on écrit (1.27) pour U'indice variant de n
an+k

Snti = Soo +a191(n + 1) + asgo(n+14) + - -+ aggr(n+1), i=0,---k, (1.28)

et, si le systeme (1.28) est régulier, S, est donné par

Sn g(n) - grk(n)
Spt1 gi(n+1) -+ gr(n+1)
| Se B o gt )
= gi(n) - gi(n) ' (29
1 giln+1) -+ ge(n+1)
i gl(n‘+ k) - gr(n+k)

Pour simplifier les notations on identifiera chacun de ces déterminants par sa premiere ligne, i.e.

S g gl |
[T o) gl [

Soo

Si la suite (Sy,)nen n'a pas la forme exacte (1.27) alors la valeur de So, donnée par (1.29) dépend
de k et n, et on note
| S gi(n) - gi(n) |
|1 gi(n) - g(n) |
Le E-algorithme est un algorithme récursif proposé indépendemment par plusieurs auteurs mais
les deux approches les plus générales sont dues a Brezinski dans [12] et Hévie dans [62]. Il permet
le calcul des quantités Ej(Sy) sans calculer les déterminants qui apparaissent dans (1.30). Il
peut aussi étre interprété comme un cas particulier d’une généralisation due a Miihlbach [93] du
schéma de Neville Aitken pour le calcul récursif du polynéme d’interpolation. Il est donné par
les regles suivantes

Ei(Sn) (1.30)

Eén):5n7 n:0,17...’
g(()z):gl(n), 121,2’ andn:0’17

Pour k=1,2,--- et n=0,1,---

(n+1) (n)
FE —F
(n) _ m(n) k—1 k-1 (n)
B =B~ oy oy ek
k—1,k — 9k—1k
(n) _ () gl — 9 (n)
Ihi =961~ “mr) ) Ik—1k i=k+1,k+2,---
Ie—1k — Ik-1k
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Les quantités E,gn) sont normalement disposéees dans un tableau a double entrée

Ey(So) = So

Ey(S1) =S1 Eq(So)

Eo(Ss) = Sa Ev(S1) Es(So)

E0(53) =53 El(SQ) EQ(Sl) Eg(S(])

Si les suites g; sont a convergence linéaire et et si elles forment une échelle de comparaison,
Brezinski et Sidi ont montré que chaque colonne du tableau précédent convergeait plus vite que
la précédente.

THEOREME 1.26. [12, 103] Supposons que S, = Soo + a191(n) + azga(n) +---. Si

i 1
lim ganT ) (nt+1)

n—oo  gi(n)

=b;#1, Vi=1,2,--- avec b; # bj,Vi # j,
alors lim,,_ o Elin) =S5, k=0,1,---.5i, de plus,

gi+1(n) = o(gi(n))(n — o0), Vi=1,2,---,

alors

et done (B — S20) /(B = Sae) = O(gs1(n)/gr(n))  (n — o0).

1.4.2 Propriété d’accélération

Le précédent théoreme ne peut pas étre appliqué dans le cas (trés fréquent en ana-
lyse numérique) ou on a un développement asymptotique dans l’échelle de comparaison
1/n,1/n%,1/n3,---. On va obtenir le méme résultat d’accélération mais avec d’autres condi-
tions suffisantes, ce qui permettra d’englober d’autres familles {g;} que celles considérées dans
le théoreme précédent.

En appliquant des identités de déterminants (notamment 'identité de Sylvester) et des
résultats de [70] sur les matrices totalement positives, on peut montrer :

THEOREME 1.27. [A4] Soient {(gi(n))n,i =1, -} une famille de suites vérifiant :

(@) hmn—>00(gl+1(n)/gl<n>) =0,0=0,1,--+;

(H) itp(n) T gi(n)
(i) Vp € N,Vi € N3N € N tel quen >N = : : : >0
Gitp(n+p) - gi(n+p)
Alors
VkENM > ktlvieN fim | gk - gi(n) o
=2 | gin(n) gir(n) - gi(n) |
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Ce théoreme permet d’obtenir une nouvelle propriété d’accélération pour le E-algorithme
appliqué a une suite (S, )nen pour laquelle on connait un développement asymptotique dans une
échelle de comparaison.

THEOREME 1.28. [A4] Soit (Sp)nen une suite convergeant vers Soo telle que
Sp = Soo + algl(n) + aggg(n) + -

avec {(gi(n))n}; une famille vérifiant (H) et go(n) := 1. Alors

(n)

EM™ — S
hm"g)li:o, k=0,1,2,--.
n—o0 h _Soo

La démonstration fait intervenir 'identité de Sylvester et une astucieuse manipulation de
lignes et colonnes de déterminants. Pour les détails consulter [A4].

Remarque 1 : les suites auxiliaires (gx ;(n)), obtenues par application du E-algorithme peuvent
s’exprimer comme un quotient de deux déterminants [12] et on obtient alors

gri(n) = (=1)

w| gi(n) gk(n) - gi(n) |
| gr(n) -+ gi(n) 1|

La condition (ii) de la propriété H implique alors que
(—1)*gri(n) >0, VieN, VkeN, V¥n>N,

et cette condition est facilement vérifiable pendant les calculs du E-algorithme.

Remarque 2 : On peut montrer que la propriété ‘H est vérifiée par un large ensemble de familles
de suites {(gi(n))n}, parmi lesquelles figurent :
(1) g1(n) = cp, gi(n) = (=1)!Ale,, pour i > 2,¥n € N, ou (¢,) est une suite de moments
de Stieltjes (¢, := fol z"da(z), support(a) = [0, 1]).
(2) gi(n) = K(an, (), avec () une suite de réels croissante, (3;) une suite de réels
décroissante, K une fonction totalement positive [70], c’est-a-dire,

Vr €N, pour tout 1 < 20 < -+ < Xy, Y1 <Y<+ <Ym, Tiyi ER1I<m<r,

K(z,y1) K(w1,y2) - K(z1,ym)
<:c1 Ty - :z:m>: K(xzo,y1) K(z2,92) -+ K(22,Ym) 0
Yyr Y2 o Ym : :

K(zm,y1) K(zm,y2) - K(Tm,ym)

Dans ce cas la condition (ii) est satisfaite.
Si, par exemple, K (z,y) = ¥, alors g;(n) = o Side plus lim,, o v, = 0 et G; > Bit1, Vi
alors la condition (i) est aussi satisfaite. Cela inclut le cas particulier g;(n) = nf , 0>
f1> 02>
(3) gi(n) = n%(logn)% avec
(a) ar>ag >az3 >, 0 €R
ou
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(b) si @i, = @jy+1 pour un iy donné, alors 3, > Biy+1-

Un résultat d’accélération généralisant le théoreme 1.28 au cas de suites vectorielles est
donné dans [A4]. Les conditions sont un peu plus longues et difficiles & vérifier, mais on peut
montrer que, si les composantes des suites vectorielles {(g;(n)),} appartiennent a la famille

F= {(fj(n))n o fi(n) =n%(logn)%, ;< 0,05 > aji1;  sia; = ayy alors B > ﬂjﬂ}

alors les conditions du théoréme sont vérifiées et on a

IEM -S|l

| £y — Soo |l
Ce résultat est tres intéressant car la famille de suites F apparait souvent dans le développement
de l'erreur dans les méthodes de I’Analyse Numérique. C’est par exemple le cas des suites
obtenues par la méthode de la puissance pour le calcul du vecteur PageRank de Google (voir

[31]).
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Chapitre 2

Propriétés de convergence et
d’accélération de quelques
généralisations des approximants de

Padé

Ce chapitre est basé sur les publications [A1], [A2], [A3], [A5], [A7] et [AS8].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé a différents types de généralisations des ap-
proximants de Padé et de type Padé. Nous commencgons par rappeler brievement les définitions.
Une vaste littérature concerne ces approximants, dont les propriétés et applications essentielles
peuvent étre consultés dans [11] et [4].

Soit f une série entiére
oo
&)= et
=0
On définit la forme linéaire ¢ sur 'espace des polynémes complexes par

c(z)y = ¢€C, i=0,1,..
— 0, i <.

Soit v un polyndme arbitraire de degré k, on définit
wi(t) = ag + - - - + ap_1t* 7 avec a; = c(z” Lo (x)) i=0, -k —1.

On pose
Op(t) = tPo(t7Y) et () = tFwk(t7h).

Alors on peut montrer que
F(t) = @ () /Tr(t) = O(F*) (t —0).

41
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La fonction rationnelle wy(t)/0x(t) est appelé approximant de type Padé de f et on le note par
(k —1/k)f(t) [11]. De plus on peut montrer que

wp(t) _ tF (vk(w)>

TO=50 = 5 \i—at
k kik
= 6:(1&)0 <<1 +at+ - a4 1l‘—t:nt> vk(x)> ,

ce qui permet d’obtenir
F@O)BR(E) = dp(t) = 5 e('vg (@)t
i=0

De cette forme linéarisée de lerreur on conclut que, si le polynéme vy (appelé le polynome
générateur de (k — 1/k)) vérifie

c(z'vp(x)) =0 pour i=0,---,k—1,

alors on obtient

F(8) = @ (1) [Tk () = O(t*).
Dans ce cas vy est le polynéme orthogonal formel Py de degré k par rapport a la forme linéaire
c et wy(t)/Uk(t) est approximant de Padé [k —1/k]¢ de f.

Les généralisations que nous avons étudiées prennent en compte différents types de
problemes et ont pour but soit d’améliorer les propriétés de convergence et la vitesse de conver-
gence de la suite des sommes partielles vers la fonction, soit d’améliorer les propriétés de stabi-
lité numérique, soit encore de considérer des développements en série plus généraux que la série
entiere.

La premiere généralisation (section 2.2) concerne les problemes de stabilité numérique.
Comme il est expliqué dans [78], les approximants de Padé sont tres sensibles a des perturbations
dans les coefficients (¢;) de la série. Pour pallier cette difficulté, I'idée nous est venue de prendre
pour polynéme v un polynéme qui, au lieu de vérifier e(z'v(z)) =0 pour i=0,--- k—1
(polynéme orthogonal), minimise ;" [c(a:ivk(x))]Q, (m > k — 1) essayant ainsi d’augmenter
la stabilité numérique et la précision des approximants. Nous avons été amené a définir les
polynomes orthogonaux au sens des moindres carrés, étudier leurs propriétés, donner des algo-
rithmes de calcul, et & construire les approximants de type Padé au sens des moindres carrés
pour lesquels des bonnes propriétés de stabilité ont été obtenues. Une autre application de ces
polynomes aux formules de quadrature a aussi été développée.

Une deuxieme généralisation (définie en [23]) (section 2.3) a consisté a prendre comme
dénominateur de ’approximant une fonction analytique g(z) (pas nécessairement un polynoéme) :
les approximants de type Cauchy. Nous nous sommes intéressés a leurs propriétés de convergence
pour certaines familles de séries f (séries lacunaires, séries périodico-linéaires, ...) et aussi a
I'accélération de convergence. Notre souci étant de construire des approximants qui convergent
plus vite que les sommes partielles de la série, nous avons donné des conditions suffisantes sur la
suite des coefficients de la série et sur la fonction g(z) pour obtenir ’accélération de convergence,
e, limy, oo (Cr(2)— f(2))/(fn(2)—f(2)) = 0, 0t (C,(2)) est la suite d’approximants et (f,(z)) la
suite des sommes partielles. Des nouvelles transformations de suites basées sur ces approximants
ont été proposées et leurs propriétés d’accélération ont été démontrées.
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La troisieme généralisation (section 2.4) a consisté a considérer une famille de fonctions plus
générale que les séries entieres, f(z) = > 07 fagn(2), ot {gi(2)} est une famille de fonctions (par
exemple, les polyndomes orthogonaux) - les approzimants de type Padé généralisés ont été définis
dans [24]. Les bons résultats numériques obtenus pour certaines suites de ces approximants ont
motivé notre étude de leurs propriétés de convergence pour certaines classes de fonctions : on
a considéré différentes familles {g;(2)},oy et, & partir de propriétés sur les suites de coefficients
(fi) du développement de f et sur la fonction génératrice G(x,t) de la famille {g;(2)},, nous
avons estimé la vitesse de convergence de certaines suites de ces approximants.

79

Les sujets traités sont loin d’étre clos. Différents problemes évoqués le long du chapitre
restent ouverts et font toujours partie de mes recherches actuelles.

2.2 Polynémes orthogonaux au sens des moindres carrés et ap-
plications

2.2.1 Définitions et propriétés

Soit ¢ la forme linéaire définie sur I'espace des polynémes complexes par

c(z)y = ¢€C, i=0,1,..
— 0, i < 0.

{Py} forme une famille de polynomes orthogonaux (formels) par rapport a c ssi Vk
— P est de degré exact k;
— ¢(z'Py(z)) =0 pour i=0,--- ,k—1.

Une telle famille existe si pour tout k, le déterminant de Hankel

co €1 o Gl
H(o) | a co - Ck,
o _
Ck—1 CL R 6) )

est non nul. Ces polynomes satisfont la plupart des propriétés des polynomes orthogonaux usuels,
c’est-a-dire, ceux correspondant a une forme ¢ donnée par

o(z?) = / b rida(z),

ou « est bornée non décroissante sur [a, b]. Pour plus de détails sur la théorie de ces polynomes,
consulter [11]. Nous allons maintenant généraliser et définir les polynomes orthogonaux au sens
des moindres carrés Ri(x) de degré exact k. Ils sont définis & une constante multiplicative pres.
Nous supposons, pour 'instant et pour fixer les idées, qu’il sont unitaires. On définit alors les
polynomes

Ri(z) =by +biz+--- + b_12" 1t + bpa®  avec by =1,

qui minimisent la fonction

m

O(bo, -+ be—1) = »_[c(2' R(x))]” avec m > k — 1.
=0
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(pour m = k — 1 on retrouve les polynémes orthogonaux formels). Ces polynoémes sont
biorthogonaux et dépendent de la valeur de m (pour simplifier les notations on ne notera
pas explicitement cette dépendance). Le minimum de ® est atteint pour les (b;) vérifiant
0®/0b; = 0 pour j = 0,--- ,k — 1. Si lon pose v, = (Cn, -+, Cnim)T, les coefficients de Ry (x)
sont obtenus en résolvant le systeme

bO(’YUa’Yj) + et bk—l(’yk—h’yj) = —(Vk,%)a ] = 07 T ak — L

Donc Ry existe et est unique ssi la matrice Ay de ce systéme est inversible. Si on note X =

(Lz,--- ,xkil) et v le second membre de ce systeme, on a la représentation
A v
Re(z) X
k(T) = —F7—
| A
Si ’'on pose
CO “ e PEEEEY Ck—l
Be=| - - .- e 7
Cm “ e DTS Cm+k—1

alors A = B;{Bk , Y = Bgyk et I'on retrouve la solution d’un systeme d’équations linéaires au
sens des moindres carrés.

Comme Rj est défini a un facteur multiplicatif pres, selon les applications en vue on peut
choisir différentes normalisations : en particulier, comme on le verra ci-dessous, le choix by = 1
simplifie les algorithmes de calcul. C’est aussi le choix fait dans les méthodes de Lanczos pour
la résolution d’un systéme d’équations linéaires. Pour une valeur fixée de m indépendante de
k on ne peut construire qu’'une famille finie de polynomes orthogonaux au sens des moindres
carrés (que 'on notera POMC) Ry, -, Rjp+1. Un probléeme intéressant et encore ouvert serait
d’étudier le cas ot m dépend de k (par exemple m = pk + ¢) ce qui permettra la construction
d’une suite infinie de polynomes.

On peut montrer quelques propriétés importantes vérifiées par ces polynomes

PROPOSITION 2.1. [A5,A10] Soit Ry(z) le polyndme orthogonal formel auz sens des moindres
carrés correspondant a la normalisation by = 1 et a une forme linéaire ¢ définie par

. b .
ci =c(z') = / z'da(x), i=0,1,---, (2.1)

avec o bornée non décroissante dans [a,b]. On pose

b m
w(z, 1) = / v | Yl | daly).
a ]:0
Alors le polynome Ry, est biorthogonal dans le sens de [66, 67], c’est-a-dire,

b
(R (v)w(z,i)) = / Ry (x)w(z,i)da(z) =0 pour i=20,--- ,k—1.
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En appliquant des résultats de [66, 67] sur les polynomes biorthogonaux, on peut obtenir
le résultat suivant sur les racines de ces polynomes Ry (x).

THEOREME 2.2. [A5,A10] Supposons vérifiées les conditions de la proposition 2.1. On définit

o X;=(1,xj-- 2™, ot les x; sont des points distincts de [a,b], et v, = (¢, Cntm)?
X{
o X = : et Trp= (0, ,7-1);
Xi
e la matrice
(o, X1)  (m, X1) - (-1, X1)
R B
(v0, Xk) (71, Xk) - (-1, X&)
Si Ay, est inversible et si Iy, est de rang k, alors le POMC existe, et a k racines distinctes dans

[a, b].

En utilisant des résultats de la théorie des matrices [70] (notamment sur la totale positivité
des matrices de Vandermonde généralisées et de certaines matrices de Hankel) on peut simplifier
les conditions de ce théoreme dans le cas particulier suivant.

COROLLAIRE 2.3. [A5] Supposons que 0 < a < b et que ¢ vérifie la condition (2.1). Alors si Ay
est inversible, Ry posséde k racines distinctes dans [a, b].

Remarque : Dans le cas ou 0 € [a, b] des exemples montrent que det I, peut étre nul.

Ces résultats sont tres importants dans le développement de formules de quadrature, comme
on le verra dans les applications.

2.2.2 Calcul récursif
Les polynémes Ry, peuvent étre calculés récursivement en inversant la matrice Ay du systeme

qui donne ses coefficients par la méthode de bordage. Cette méthode (expliquée en détail dans
[51]) consiste & calculer I'inverse d’une matrice d’ordre k + 1 de la forme

A up k 1xk
Ak+1:<vk ar ,  up € R", UkE]RX, ar € R,

a partir de l'inverse connue de Ay, A,;l, en utilisant la formule :

A ( A+ A wB oA — A B

-1
= 1 = avec OB = ap — VA, U.
k+1 — B, oA, s; ) ) k

Si au lieu de choisir la normalisation by = 1 on impose by = 1, le systéme qui donne les coefficients
b; du polynéme Ry, s’écrit
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et I’on voit facilement que I’on peut appliquer la méthode de bordage pour calculer récursivement
non seulement les inverses mais aussi la solution. En effet, si A;f est la matrice du systeme (2.2)
et d;g le second membre, alors on a

/ A / d
Ak+1:(v;f ai)’ dk+1:<fz>7

avec
u}c = ((7k+1771)7 t 7(7k+1a’7k>)T;
v = (1), (ks Y1) 5
ap = (Ve+1, Vet1);
d;ﬂ = ((vo,m)s-+ > (v, )5
fe = (00, Ve41)-

, , AT
Si l'on pose z;, = (bl, e ,bk> on obtient

’ zl f/ — ’Ul Zl —A/_lul
Zk+1:<6“>+kﬂ,kk< 5 k)7
k

avec ﬁ;c = a;g — U;CA;Jlu;c, ce qui permet de développer les algorithmes récursifs. La méthode de
bordage ne peut étre utilisée que si les ﬂ,; sont non nuls. Si ce n’est pas le cas, on peut rajouter
un bloc de lignes et colonnes jusqu’a ce que (; (maintenant une matrice carrée) soit inversible.
Cette méthode de bordage par blocs a été donnée dans [28].

D’autres algorithmes récursifs pour le calcul de ces polynoémes peuvent étre développés en
utilisant

— soit le Compact Recursive Projection Algorithm (CPRA) [17];

— soit les formules récursives de la théorie de la biorthogonalité [24].

2.2.3 Applications

La motivation de I’étude de ces polynomes a été d’améliorer les propriétés de stabilité
numérique des approximants de Padé. En effet il est bien connu que les approximants de Padé
peuvent étre trés sensibles a des perturbations des coefficients de la série f. D’ou l'idée de
prendre comme dénominateur de I'approximant vy = Ry le polynome orthogonal au sens des
moindres carrés de degré k, au lieu de prendre 7 (t) = t*v;, (1) ott vy, est le polynéme orthogonal
usuel (qui, on rappelle, vérifie c(‘vy) = 0,7 = 0,--- ,k—1). Un tel choix diminue bien siir 'ordre
d’approximation, mais, quand on fait les calculs, les ¢; ne sont que des approximations des vraies
valeurs. On pense ainsi augmenter leur stabilité et aussi leur précision, Y 1 [c(z'vy(x))]* étant
minimisé par le choix vy = Ryg. On définit 'approrimant de type Padé au sens des moindres
carrés comme ’approximant de type Padé correspondant au choix vy = Ry.

Les algorithmes récursifs de la section précédente ont été programmés et quelques résultats
numériques encourageants ont été donnés dans [A5].

Une autre application importante des POMC concerne les formules de quadrature et a été
considérée dans [A5] : dans les conditions du corollaire 2.3, les racines des polynémes Ry (x) sont
distinctes et permettent la construction de formules de quadrature de type interpolation, pour
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lesquelles lerreur de troncature vérifie une certaine propriété de minimisation. Les exemples
numériques montrent que ces formules sont moins sensibles aux perturbations de la suite des
moments (¢;).

D’autres applications soglt envisageables a partir de la généralisation suivante : au lieu de
minimiser Y1 [c¢(z'Ry(x))]” on peut introduire des poids p; et minimiser

m

; 2
*(bo, -+ ,bp—1) = Y _pi [e(@' Ri(x))]”,
i=0
avec p; > 0, ¢ = 0,---,m. Il est facile de voir que si l'on choisit le produit scalaire
(Y, 7)* = D poPrCitkCj+k, la solution du probleme peut étre calculée comme dans le cas

précédent et toutes les propriétés des polyndémes correspondants sont encore vérifiées. Il sera
intéressant d’étudier comment choisir les p; de sorte que ’on améliore les approximations ob-
tenues. Par exemple, si la suite des moments ¢; est connue avec une précision décroissante, on
peut espérer que les approximants de type Padé au sens des moindres carrés construits avec une
suite décroissante de poids donnent un meilleur résultat.

Considérons maintenant la deuxieme généralisation.

2.3 Approximants de type Cauchy : propriétés d’accélération et
nouvelles transformations de suites

Commencons par rappeler la définition des approzimants de type Cauchy (A.T.C.) donnée
dans [23].

DEFINITION 2.4. Soit f(z) = > .07 anz" une série entiére de rayon de convergence R. L’ap-
prozimant de type Cauchy d’ordre n de f avec fonction génératrice g(z) est défini par

Cn(z) = , neN, (2.3)

(2) = >3-, biz" est une série entiére de rayon de convergence Ry > R ;
n(2) =212, neN, ¢ =apb;+abi—1+---+aby, i>0.

> Q

Ces approximants généralisent les approximants de type Padé [11, 23] : si g(z) est un
polynome de degré k, alors C,(z) est I'approximant de type Padé de f, (n/k)s, avec po-
lynéme générateur v(z) = z¥Fg(z71), ce qui veut dire que C,(z) est une fonction rationnelle
de dénominateur de degré k et telle que C,(2) = fn(2) + O(2"*1) (on, on rappelle, f,(z) est la
somme partielle de la série f). Nous nous sommes intéressés a I’étude des propriétés d’accélération
de convergence de suites de ces approximants. Pour certaines classes de fonctions f définies a
partir de propriétés de la suite des coefficients (a,,), nous avons donné des conditions suffisantes
sur la fonction g(z) de fagon que les suites de A.T.C. convergent vers f plus vite que la suite
des sommes partielles f,.

Le premier résultat a été donné par Brezinski [23] pour le cas ou la suite des coefficients est a
convergence linéaire :
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THEOREME 2.5. Soit f(z) = > 77 anz" une série entiére vérifiant limy, .o apy1/an = a # 0 et
g(z) = Y22 bizt. Supposons que

(i) 3b: |b| < |a] et limy o0 bpt1/bn =b;

(ii) 9(1/a) = 0

(i) 3¢>0 (¢<2a]) INEN VYn>N |cpi1/cn] <ec.
Alors pour tout z tel que |z| < 1/(2|a|) et g(z) # 0 on obtient

L Cale) =)
n—oe fn(2) — f(2)

Nous avons généralisé ce résultat au cas des séries lacunaires et des séries périodico-
linéaires. Nous avons complété I’étude en proposant, quand les hypotheses sur g données dans
les théorémes ne sont pas satisfaites, des nouvelles transformations de suites basées sur ces ap-
proximants et qui accélerent la convergence des sommes partielles. Nous avons aussi obtenu, en
imposant des conditions supplémentaires sur g, de meilleurs résultats d’accélération pour f dans
les conditions du théoreme 2.5.

Commengons par étudier le cas des séries lacunaires.

2.3.1 Propriété d’accélération pour les séries lacunaires

DEFINITION 2.6. Soit f(z) =Y 7 anz" une série entiére avec (an) vérifiant :
e dp,g €N, limg . ap(k+1)+q/ap/€+q =a 7é 0,
e dng € N, pourn >ng et n# kp+gq, a, = 0.

f est une série lacunaire. La suite (a,) est une suite lacunaire.

On se place maintenant dans le cas d’une série f lacunaire. Pour comparer la vitesse de
convergence de suites d’approximants de type Cauchy (Cy(2))n avec celle de la suite des sommes
partielles fpriq(2) = Z?igq ajz’, n €N, delasérie f(z), on va utiliser le résultat suivant :

THEOREME 2.7. [113] Soit f(z) = Y. .2, an2" une série entiére de rayon de convergence R
telle que (an)y est une suite lacunaire et g(z) =Y .2 bpz" une autre série entiére de rayon de
convergence Ry > R. On définit

gi(2) = bupiz™t, 0<i<p-—1. (2.4)
n=0
Soit
h(z) = f(2)g(z) = D en2™.
n=0
Alors

o
lim P —g(1/0), 0<i<p-1
k—oo Gpk+q

si, de plus, gi(1/a) # 0 alors im0 Cp(k+1)+q+i/ Cpk+q+i = a-
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A partir de ce théoreme, on peut calculer la limite des suites

( ACph+q+(2) ) (Acpk+q+j—1(2)
Acpk+q+jfl(z) k, Afkarqfl(Z)

ce qui nous permettra d’obtenir les propriétés d’accélération des A.T.C. pour une classe de séries
lacunaires.

k

THEOREME 2.8. [A1] Soient f(z), g(2), 9i(2), 1<i<p—1 eth(z) définies comme dans le
théoréme 2.7 et (Cp(2))n la suite d’approximants de type Cauchy avec fonction génératrice g(z).
Supposons que :

(Hl) 3j€{0,--~,p—1}, gj(l/a):O;

(H2) 3p>0,3n0 €N, VYn>ng |cpt1/cnl <p.
Alors, pour tout z vérifiant : |z| < min(1/p, ]a\_l/p), g(z) # 0 on obtient

. Cpkrgri(2) — f(2)
1 §4 q
koo forrg(2) — F(2)

=0, 0<i<p-—1.

2.3.2 Nouvelle transformation de suites basée sur A.T.C

Considérons maintenant le cas ou

gj(1/a) #0, 0<j<p-1 (2.5)

Les hypotheses du théoreme précédent n’étant plus vérifiées, on ne peut pas conclure que la suite
(Cn(2)n) converge plus vite que (f,(2))n. On va donc proposer une nouvelle transformation qui
accélere la convergence de (f,(2),). On commence par comparer le comportement asymptotique
du rapport des erreurs avec celui du rapport des différences pour les suites (Cp,(2))n et (fn(2))n,
c’est-a -dire, calculer, sous certaines hypotheses,

i Ctrars() = F2) o Gkt (2) = Cpte1) a2
he fkarq(Z) —f(2) k=00 Afkarqfl(Z)

(ot l'opérateur A agit sur la variable k). Ceci nous amene a la construction d’une nouvelle
transformation de suites basée sur les A.T.C. et qui a les propriétés d’accélération résumées
dans le résultat suivant :

THEOREME 2.9. [A1] Soient f(2), g(z), gi(z), 1<i<p—1 eth(z) définies comme dans le
théoréme 2.7 et (Cp(2))n la suite d’approzimants de type Cauchy avec fonction génératrice g(z).
Supposons que

(H1*) gj(1/a) #0, 0<i<p—1, ce qui nous permet de définir les quantités

ri(z) = 1/@ Z mtP=ig (1/a) + Z mign(1/a) |, 0<j<p-1;

(H2*) ro(2) # 9(2)/90(1/a) ; 7j41(2) # g(2)azP 71 gj11(1/a), 0<j<p-1
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Alors pour tout z tel que g(z) # 0 et |z| < |a| "7, la transformation

Coktq1(2) = forrq(2) .
T, (z) = z)— PETaT) PETd A ~1(2), 0<j5<p—-1,
phati(2) = Jpkea2) Cokq+5(2) = Cpkt1)+q+5(2) = Afpktg—1(2) Jokra=1(2) =J=P

accélére la convergence de (fpr+q(2))k -

T () —
lim phtg+i(2) f(z):()’ 0<j<p—1.

koo fphiq(2) = f(2)

On remarque que les hypotheses (H1*) et (H2*) ne dépendent que de la valeur de a et
pas des coefficients de f et donc, une fois choisi g(z), on peut déterminer pour chaque valeur de
a 'ensemble &, des points z pour lesquels on obtient accélération de convergence.

Le cas p = 2, qui apparait souvent dans le développement en série entiere de fonctions ana-
lytiques ou méromorphes, a été étudié plus en détail dans [A1]. En écrivant les conditions (H1),
(H2), (H1*) et (H2%*) pour ce cas on a pu donner des fonctions g(z) vérifiant ces hypotheses
et déterminer les ensembles &, correspondants. Des résultats numériques illustrent les bonnes
propriétés d’accélération des approximants de type Cauchy et des nouvelles transformations
proposées.

2.3.3 Propriété d’accélération pour des séries périodico-linéaires

On considere maintenant une autre famille de séries entiéres.

DEFINITION 2.10. (ay), est une suite a convergence periodico-linéaire de période p ssi
(1)) IpeN Vi: 0<i<p—1, T eC: limp oo hptit1/Apti = i,
(i) a; #0,1, 0<i<p-—1.
Une série entiére f(z) = > 2 anz" est dite périodico-linéaire si la suite des coefficients ’est.

Ces suites ont été introduites et étudiées en détail dans [47]. On va procéder comme dans
la section précédente et commencer par donner des conditions suffisantes sur g pour que la suite
correspondante de A.T.C. converge plus vite que la suite des sommes partielles.

Soit f une série périodico-linéaire de rayon de convergence R. On lui associe les p séries
entieres :

o
FD(z) = Z&k/’erquczrﬂrcz7 0<g<p-1.
k=0

Pour |2| < R la série > 72 arprq2™P T4 converge et f(z) = ZZ;(I) f@(z). Pour une fonction
génératrice g(z) on définit

WD(z) = fD(2)g(2) =Y P2, 0<g<p—1, |2|<R,
n=0

On a alors
p—1 o9 p—1
h(z) = f(2)g(z) = Z R (z) = Z e avec ¢, = Y 9.
q=0 n=0 q=0
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Pour obtenir la vitesse de convergence de la suite des A.T.C. on a besoin de connaitre le com-

portement de la suite (¢,). En utilisant le théoréme 2.7 I'on obtient le comportement des suites

(cq(f))n, 0 < g <p-—1, et par la suite celui de (¢,). A partir de résultats auxiliaires sur le

comportement des suites des rapports ((uxptq — )/ (Vkptq — v))r en fonction du comportement
des suites (Auppyq/AVikptq)i POUr certaines suites (uy,) et (v,) convergeant respectivement vers
u et v, on obtient un résultat d’accélération pour les suites d’approximants de type Cauchy :

THEOREME 2.11. [A3] Soit f une série périodico-linéaire de période p avec limy,_oo Gnip/an =
a # 0. Soit g(z) une série entiére de rayon de convergence R > 1/|al. On considére la suite
(Cn(2))n des A.T.C. de [ avec fonction génératrice g. On définit :

p—1
— g;(1/a) B , B
dq_aqzaqaq_l---aq_j (0 = ajyp pour i <0), ¢g=0,---,p—1

Soit A tel que Yn  |anpy1/an| < A et supposons que :
1. 3¢ € {0,1,--- ,p—1}: dy=0;
2.3B>0, INEeN, VYn>N |enii/cal < B.
Alors pour tout z vérifiant |z| < min (R,1/B,1/2A), g(z) # 0, on obtient
lim Cor+i(2) = f(2)
k—oo fprti(2) — f(2)

=0, 0<i<p-—1.

Si pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < p—1, d; # 0, on ne peut pas conclure du théoréme
précédent que la suite des A.T.C. accélere la convergence de (fy,(2))n. On va donc proposer une
nouvelle transformation de suites basée sur les A.T.C. et sur une modification de la procédure
0 [14] qui produit accélération dans ce cas.

THEOREME 2.12. [A8] Soient f(z), g(z) dans les conditions du théoréme 2.11 et on définit de
la méme fagon les quantités d; et les approzimants (C,(2))n. Supposons que
(H1’) d; #0, 0<i<p—1;9(2)#0. On peut alors définir les quantités
—pg=1+rg+rergs1+ -+ g1 Tgp—2, 0<qg<p—1avecr; = aidit1/d;z,
0<i<p—1(dy=dy);ri=ripsii>p;
—0qg=1+4s4+85¢8q41+-+5¢S¢41 " Sq4p—2, 0 < qg<p—1avecs;=0;2,0<1<p-1;
8; =Si—p SLT>D;
(H2?) pour 0<i<p—1, 0, #0 et dip; # g(2)o;.
Alors pour z vérifiant |z| < min(R, |a|~"/?), la suite

Cu(2) = fn(2))(fn(2) = fnp(2))
(Cn(2) = Cap(2)) = (fu(2) = frp(2))

converge vers f(z) plus vite que (fn(2))n

Tn(z) :fn(z)_ neN

Remarque : si la péridode p n’est pas connue, on peut combiner ces transformations avec un
algorithme de détermination de la période d’une suite asymptotiquement périodique [47].

Les hypotheses (H1’), (H2’) sont faciles a vérifier et, d’apres les exemples numériques
de [A3], cette transformation a de bonnes propriétés d’accélération. Il sera donc intéressant
de trouver de applications de ces méthodes a des séries entieres (venues de la physique ou de
problémes de mathématiques appliquées) convergeant lentement.
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2.3.4 Remarques sur le choix d’un dénominateur polynomial

Considérons maintenant le choix d’un dénominateur polynomial, i.e., I’approximant est,
dans ce cas, un approximant de type Padé. On va mesurer la vitesse de convergence de (Cp(z) —
f(2)), ce qui nous permettra de donner un choix des polynémes du dénominateur de fagon a
augmenter la vitesse de convergence au fur et a mesure que 1’on augmente le degré du polynoéme.
Pour cela on va comparer la vitesse de convergence de (Cp(z)), avec celle des sommes partielles.
On définit R, (z) par

Cal2) = S(2) _ ACu(2) v oy (S ut) o
fu(z) = f(z) Afn(z)R”( b Gl (; z >/g( )

Supposons que
IRV (2),R?(2) >0 TngeN Vn>ny 0<RY(z) < |R(z)| < R (z). (2.6)

Cette condition n’est pas restrictive. En effet, on peut montrer qu'une condition suffisante pour
que (2.6) soit satisfaite est que

de>0 INeN Yn> N |cpp1/en| < e

Si (2.6) est satisfaite, alors une condition suffisante d’accélération est

. ACp(2) . cppr 1
lim = lim —_—
n—00 Afn( ) N0 An+1 g(z)

ce qui est vérifié si g(1/a) = 0.

Pour chaque n > 2, il existe une infinité de polynémes vérifiant g(1/a) = 0. Il est intéressant
de savoir si I’on peut choisir les coefficients de ces polynomes de fagon que, en augmentant leur
degré, on augmente aussi la vitesse de convergence des suites d’approximants correspondants.
En d’autres termes, on se pose le probleme suivant : si (CT(Lk) (2))n est la suite d’approximants
avec polynome générateur py(z) de degré k,

n
Zok 2 /p(z) neN, avecpk(z):1+a12+---+akzk,
7=0

comment choisir pri1(z) de fagon a ce que (C}lkﬂ)(z))n converge vers f(z) plus vite que

(Cgk)(z))n. Comme
ACp(z)  cpy1 1

Afn(z) a an+1 9(2)

on peut comparer les vitesses de convergence de (Cr, (kH)( ))n €

n €N,

n t (C et (2))n en comparant ’ordre
de convergence des suites correspondantes ( (k+1) / an)n € ( / n)n- Or

(k)
C Ap— Ap— Ap—
B e R e g

Gnp Qn Gn Gnp

et donc il suffit de choisir les coefficients aj,1 < j < k du polynome p;, de facon a éliminer les

coefficients du développement asymptotique de (cgf) /ap)n. On obtient alors le résultat suivant :
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THEOREME 2.13. [A2] Soit f(z) = > 7" anz" une série entiére avec (ay) vérifiant

- limy o0 @pt1/an =a #0;
—pourt=1,--- ,kmax on a

kmax

= % + Z b§Z)g](n) + O(kaaa:(n)) (TL - OO)
=0

an—;

an

ot les bg.i)
kmax — 1.
On construit les polynomes pi(z) =1+ a1z + -+ 2", 1 < i < kmax, ot les coefficients

sont solution du systeme

sont des constantes connues, gj+1(n) = o(gi(n)) (n — o0) pour 1 < j <

ai-1 gi—2 ... 1 o1 4
bgl) 5(12) . bg’) az | 0
bgl—)1 bﬁ)l T bz(i—)l 0% 0

E?:O cgz)zj

i) ,neN 1< < kmaz.

On considére les approzimants de type Cauchy de f, Cff) (2) =
Alors
o0 : ,
1. ™ ~ Ligiln) (n—o00), 1<i<kmaz, L;= Zajbz(»]) ;
Gn .
7=1

2. side plusVi L; #0,

alors, en posant Céo)(z) = fu(2), on obtient

i G0 (2) ~1(2)

= =0 1<i<kmarz,
oy (2) = £(2)

1< < kmax)

tout = vérifiant |2| < min | ——, —
our tout z verifiant |z min |\ —- -, —7~,
b 2a|’ 2¢()

La construction des polynomes p;(z) proposés dans le résultat précédent nécessite la connais-
sance des quantités (bZ(] )). On peut montrer que dans le cas ol

a1 b Y b
o 2y
n

+- (n— ),

Gn, a n nt
(4)

on obtient facilement des formules récursives pour le calcul des b;”’ (voir [A2]). Ce cas est assez

général car il englobe une grande classe de séries entieres.

Dans [A1], [A2], [A3] différents exemples numériques illustrent tous ces résultats
théoriques : ils confirment les treés bonnes propriétés d’accélération des A.T.C. et montrent
la grande variété de fonctions vérifiant les conditions des théorémes.
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2.4 Approximants de type Padé généralisés

2.4.1 Définitions et propriétés

Soit f une fonction analytique définie dans un domaine A C C par une série de fonctions
oo
F&)=> cigi(t), teA
i=0

Soit G(z,t) la fonction génératrice de la famille {g;(t)};, c’est-a-dire, G(z,t) = 322 2'g;(t). On
définit la forme linéaire ¢ par ses moments de la forme suivante :

c(x’) =¢ i€N.

Alors on a formellement f(t) = ¢(G(z,t)) , t € A, ol ¢ agit sur la variable x (cette convention
sera valable tout le long du chapitre).

DEFINITION 2.14. L’approximant de type Padé généralisé d’ordre n de la série f (ou plus court,
ATPG), (n)? est défini de la fagon suivante [24] :
— on fixet € A et on considére le polynome g, (x,t) de degré inférieur ou égal a n qui vérifie
les conditions d’interpolation suivantes :

Li(gn(z,t)) = Li(G(x,t)) i=0,---,n,

ot les L; sont des formes linéaires agissant sur la variable x. Pour garantir [’existence
et l'unicité du polynéme d’interpolation, les formes lin€aires doivent étre indépendantes,
i.e. satisfaire

Dr(ZO) _ Li(1) Ly(x) --- Lyi(a™) 40 VneneN
Ln(1) Ln(z) --- Lp(z")

— on remplace G par son approrimation q, et on construit ’approximant
(n)F(t) = c(gn(z,t)) neN.

Une généralisation similaire des approximants de Padé a été proposée pour une classe de
fonctions ayant une représentation sous forme intégrale - les approximants de Baker-Gammel

[4].

De la définition du polynome d’interpolation on obtient

0 1 x ™
qn(x,t) _ LO(G($7t)) L'O‘(.l) Lo(l‘) Lo(xn) /D7(10)7
L,(G(z,t)) Ln(1) Ly(x) Ly (z™)
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ce qui permet de représenter ’approximant de type Padé généralisé comme un quotient de deux

déterminants
0 co c1 Cn,
clgn (1)) = — Lo(G(x,t)) Lo(1) Lo(z) --- Lo(z") /DO &
LaGe,t) Ln(1) Lo(e) - Ln(a
c(gn(z,t)) = cogo(t) + c191(t) + -+ - + cngn(t) + en(t) avec
e | B Gy 1) ) 1) | o
L@ Go(2.)) In(1) Ln(x) -+ Ln(z")

Ceci montre la propriété principale des ATPG : les n+ 1 premiers termes de leur développement
dans la famille {g;(¢)} coincident avec ceux de f(t). On peut écrire 'approximant sous la forme

c(gn(z,t)) = apLo(G(x,t)) + a1 L1(G(z,t)) + - - - + anLn(G(z, 1)) (2.7)
et on a
aoLo(z") + a1 Ly(x") + -+ + anLy(2') = c¢(z') i=0,--- ,n.

Si les formes linéaires sont définies par L;(g) = g(x;), ¢ > 0 (ou les x; sont des abscisses fixées),
et la fonction génératrice est donnée par G(z,t) = (1 — at)~! alors ces approximants coincident
avec les approximants de type Padé de polynéme générateur v(z) = [[(z — z;) (d’ou leur nom).

On peut généraliser cette définition (comme dans [24]) et construire une table d’approxi-
mants de type Padé généralisés de la fagon suivante. On veut construire un approximant de la
forme

k
(k+1/n)F(t) = bigi(t) + aoLo(G(x,1)) + - + an L (G(a, 1))
=0

pour lequel le développement en série des {g;(t)} coincide avec celui de f(¢) aussi loin que
possible, c’est-a-dire, jusqu’a 'ordre k + n + 1. Cette condition d’ordre peut s’écrire

aoLo(x* ) + a1 Ly (2" + - - + ap L (2FH1) = Cpy1
aoLo(z" 1) + ag Ly (a¥1H7) + -+ + @, Ly (a1 = ppagn

un systeme de (n+ 1) équations & (n+ 1) inconnues qui donne les coefficients a;. Les coefficients
b; seront donnés par

n
bi = C; —Eaij(a:i) iZO,"' ,]{J.
7=0

L’existence et 'unicité de ces approximants est garantie par la condition

Lo(xk+1) L0($k+2) Lo(x"+k+1)
E+1 k+2y .. ntk+1

pip+t | Ble) e e @ g vk menen
Ln($k+1) Ln(l‘k+2) Ln($"+k+1)
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On construit ainsi toute une table d’approximants (k 4+ 1/ n)]cf, k> —1,n >0, qui vérifient aussi
un probleme d’interpolation : en effet, si on pose

k [e's)
PG (1) = Gla ) = S aigt) = 3 algi),
1=0 i=k+1

et si g,(z,t) est le polynome de degré n qui vérifie les conditions d’interpolation
Ll(Qn(wat)) :LZ(Gk—‘rl(xat)) ZZO? y 10y
on montre que (k + 1/n)? peut s’obtenir en remplagant, dans ¢(G(z,t)), G par le polynoéme g,.

Les conditions d’existence et unicité de ces approximants ont été étudiées dans [24] et un
programme en MATHEMATICA pour le calcul récursif de ces approximants a été développé
dans [97]. Les bons résultats numériques obtenus ont motivé notre étude de la convergence de
ces approximants. Nous nous sommes intéressés uniquement a la convergence de suites de la
forme ((n)?(t))n = ((O/n)?)n L’étude de différentes suites dans la table définie ci-dessus (suites
diagonales, convergence des lignes ...) reste un probléme ouvert. Néanmoins, quelques uns des
résultats obtenus restent valables pour des suites ((k + 1 /n)?)n (k > —1)(car si on impose a
G(-,t) d’étre analytique dans un disque D(0, 3), cette condition sera aussi satisfaite par Gi/(+,t)).

On va donc étudier la convergence des suites ((n)?(t))n de ATPG pour deux choix de formes
linéaires L; :
(i) Li(f) = f(z), ou (z;) est une suite arbitraire de points (si le point est répété on
considere les dérivées) ;
(ii) Li(f) = [o f(2)pi(2)w(z) |dz|, ont {pi(2)} est la famille de polynémes orthonormaux
sur C par rapport a la fonction poids w(z).
Nous donnerons des conditions sur la fonction génératrice G et sur la forme linéaire ¢ pour que
Pon ait limnﬁoo(n)?(t) = f(t) pour t dans un sous-ensemble de C. Nous illustrerons ces résultats
par quelques exemples dans le cas ou G est la fonction génératrice d’une famille de polynoémes
orthogonaux classiques.

Nous obtiendrons ensuite, pour le choix des fonctionnelles (i), une représentation intégrale
de lerreur qui permettra d’obtenir des bornes pour lerreur des suites ((n)?(t))n Nous
considererons différents choix de G et obtiendrons les résultats de convergence correspondants.

2.4.2 Résultat général de convergence

De la définition des ATPG, on voit que pour étudier la convergence d’une suite d’approxi-
mants, il suffit d’obtenir des conditions de convergence d’une suite de polynomes d’interpolation
P, (z;t) et de continuité de la forme c. La forme linéaire ¢ est définie sur 1’espace des polynomes,
mais on peut I’étendre, par continuité, a des espaces plus grands. On va définir trois espaces fonc-
tionnels normés pour lesquels ¢ est définie et continue. Mais d’abord on a besoin de la propriété
suivante :

DEFINITION 2.15. La forme linéaire c vérifie la propriété (Pg) ot B est un intervalle de R
ou une region de C ssi pour toute suite (pn)n de polyndmes (p, polynéme de degré m) on a
[implication suivante :

lim p, = 0 uniformément dans B = lim ¢(p,) =0
n—oo n—oo
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Cette propriété est vérifiée, par exemple, si les moments ¢; = c(2%) vérifient ¢; =
f; f(z)gi(x)w(x)dx avec {g;(x)} la suite de polynémes orthonormaux dans [a,b] par rapport
a la fonction poids w(z).

Soit ¢ une forme linéaire donnée par ses moments c(z') = ¢;, i > 0. Selon les propriétés
de ¢, on va définir trois espaces dans lesqueles on peut montrer que c¢ est continue (voir [AT]).

L. ’c vérifie Pp pour B =1 = [a, b ‘

On définit & (1) = { f: [a,b] — R limite uniforme dans [a,b] d’une suite de polynomes
(pn) telle que lim,,_, c(py) existe } et on considere la norme du max sur [ ;

Un —p < o0

2. | limsup,,_, |cn]

On définit, pour R > r ’espace
E(R) = L*(DRr) = l'espace des fonctions analytiques dans Dp = {z: |z| < R}, telles
que [ [ |f|? dzdy < oo avec la norme L?;

3. | limsup,_ .. |en|Y" = 00 , ¢ vérifie (Pg) sur Dy
On définit E3(R) = D'espace des fonctions entieres > ° ja,z™ pour lesquelles la série
> icg aici converge. On prend comme norme || g ||= sup,j<g [9(2)]-

On obtient alors le résultat général de convergence suivant :

THEOREME 2.16. [A7] Soit f une fonction analytique dans A C C représentée par la série de
fonctions

F2) =Y cgiz) z€ A, (2.8)
=0

et G(x,t) une fonction génératrice de la famille {g;(z)}. On définit la forme linéaire ¢ par ses
moments : c(x') = ¢;, i > 0. On considére une suite de polynomes de degré < n en x, Pp(x;t)
vérifiant les conditions d’interpolation

Li(P,(x;t)) = Li(G(x,t)) i=0,---,n.

Soit € l'un des espaces fonctionnels normés considérés ci-dessus (E1,Ey ou E3). Alors, si pour
te A, C A,

— la fonction génératrice G( - ,t) appartient a E ;
— la suite {P,(-;t)} converge vers G( - ,t) dans €

alors la suite correspondante de ATPG converge vers [ dans A, i.e.

vie A, lim ()G (1) = f(0).

2.4.3 Résultats de convergence pour différents types de fonctionnelles d’in-
terpolation

On va utiliser des résultats de convergence de la théorie de 'interpolation et le théoreme
2.16 pour obtenir des résultats de convergence pour des suites particulieres de ATPG. Etant
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données une fonction génératrice G d'une famille {g;(n)},;.y, une fonction f développée dans
la famille {g;(n)},cy et la forme linéaire associée ¢, on va déterminer, pour différents types de
fonctionnelles d’interpolation Ly, les conditions & imposer & G et ¢ pour que la suite ((n)?(t))n
converge vers f. On étudiera deux types de formes L.

1. Interpolation de Lagrange et de Hermite

On considerera trois choix pour les abscisses d’interpolation

(a) série d’interpolation

THEOREME 2.17. [A7] Soient 1,2, -+ ,Cx des points de C et L, la lemniscate définie par

(2= C)(z = C2) -+ (2 — )| < "

Soit f une fonction analytique de la forme

flz) = Zcigi(z) z € A,

=0

ot ¢ est la forme linéaire associée et G(x,t) la fonction génératrice correspondante. Supposons
que

(i) imsup, . |ca|/" =1 < 00 ;
(it) Yt € A, C A, G(-,t) est analytique dans L, O Dr,, R, >r.

Si l'on considére une suite de points (z;); vérifiant

im zpps =Gy 1<i<k 5 z €L, Vi
n—oo

et si Py(x;t) est le polynome de degré < n qui interpole G aux points z;, i =1,--- ,n+1 (t
considéré comme un paramétre), alors la suite des ATPG correspondante converge vers f dans
A

Quelle forme ont ces ATPG?
— si les points d’interpolation sont tous distincts, on obtient par la formule de Lagrange

n

o(Pal 1) =Y e(li)G (i t)

1=0

et donc les approximants sont des combinaisons linéaires des fonctions G((;,t), i =
1, ,n+1,
— si tous les points d’interpolation coincident, les lemniscates sont réduites a des cercles et

P, (z;t) est le polynéme de Taylor P, (z;t) = Y 1", 8‘9; (G(2,1)) |omc & Dfinls ce cas, les
n
1=

approximants sont des combinaisons linéaires des fonctions {%(G(C , t)}

On remarque encore une fois que si g;(t) = ¢ Vi, la fonction génératrice est donnée par G(z,t) =
1/(1 — xt) et 'approximant sera une fonction rationnelle - un approximant de type Padé.

b) ensemble triangulaire de points d’interpolation
g p |Y
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On considére maintenant le cas plus général ou les fonctionnelles L, dépendent de n, i.e.
on a ’ensemble suivant de points d’interpolation

8
g, gy
L (2.9)

Un résultat connu de convergence est le suivant :

THEOREME 2.18. [115] Soit C' un ensemble de points fermé borné dont le complémentaire est
connexe régulier. Soit x = ®(z) la fonction qui transforme K dans |w| > 1 de facon a ce que les
points a linfini correspondent, et soit A la capacité de C. Supposons que les points (2.9) n’aient
pas de point limite extérieur a C et vérifient la relation

. . o [
lim [(z— Bz — 65) - (= = 87T = Ale(z)],

n—oo
uniformément dans chaque sous-ensemble fermé borné dans K.

Soit f une fonction analytique dans C. Alors la suite de polynomes p,(z) de degrés respectifs
n interpolant f(z) aux points ﬂgn), e ,ﬂfﬁgl vérifie

lim p,(z) = f(2) uniformément pour z € C.
n—oo

Si l'on consideére différents choix particuliers pour les suites de points (2.9) et différentes
fonctions génératrices, en appliquant le théoréme (2.16) on obtient de nouveaux résultats de
convergence pour des suites de ATPG. Regardons, par exemple, le choix des ﬁi(n) comme racines
de polynémes orthogonaux classiques. D’autres cas sont considérés dans [AT7].

COROLLAIRE 2.19. [AT] Soient f une fonction analytique dans un domaine A donnée par f(t) =
Yol oent™ t € A, G la fonction génératrice et c la forme linéaire associées. Supposons que

— pourt € A, C A, la fonction génératrice G(-,t) est continue dans [—1, 1] avec module de

continuité w(8) vérifiant w(d) = o(|logd| ™) ;

- c vérifie Pi_1 ) ;

— pourt € Ay, G(-,t) appartient a E1([-1+¢€,1—¢]) (e <1/2).
Alors si les Ly sont les fonctionnelles d’interpolation aux racines des polyndomes de Jacobi
qua”g)(x) (cv, B fixés), la suite correspondante de ATPG vérifie

Vie A, lim (m)§(t) = f(1).

n—oo

(c) distribution réguliére des points d’interpolation ﬂ,gn)
Supposons que les points ﬂ,g") vérifient

i n n) | |1/(n+1)
lim |(z— 8™ (2= 87)) — o(2),

n—oo
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(n)

i1 les n + 1 racines du

pour z dans un certain ensemble de C. Par exemple, soient 5§n), cee
polynoéme de Tchebychev T,,11(z). Alors

* n n 1
() = (= B7) - (2= B0 = 5T (2),
et 'on peut montrer que [43]
o(z) = lim |T;(z)|1/n = p/2 pour z € F, uniformément , (2.10)

o F, est Dellipse de foyers £1 et demi-axes a = (p+p~1)/2 et b= (p—p~')/2. On peut montrer
en utilisant un résultat de la théorie de l'interpolation et le théoréeme 2.16 que

COROLLAIRE 2.20. [AT7] Soient f(t) =2 cngn(t), t € A, une fonction analytique, G(z,t) la

fonction génératrice des {gn(t)},, et c la forme linéaire associée. On suppose que

— ¢ vérifie limsup,, ... |caY" =7,

-Vt e A, C A, G(-,1) est analytique dans une région S qui contient une ellipse F, (p > 1),
et on note E, l'intérieur de F),
~-3dR>r:DgCE,.

Si l’on choisit comme points d’interpolation B,gn) les racines des polynomes de Tchebychev, la
suite correspondante de ATPG, ((n)?(t))n converge vers f dans A,.

On obtient un résultat similaire si on utilise les racines des polynémes de Legendre car
limy o0 | Po(2)|V" = p Vz € F, (Pn(2) est le n-eme polynome de Legendre).

Regardons quelques exemples d’application des théoremes précédents.
(i) fonction donnée par une série de Legendre

Soit f(z) la série orthogonale

Z cn P ( P, (z) polynomes de Legendre, (2.11)

et ¢, = / f(z x)dx, n=0,1,---. Supposons que lim, sup|cn|1/” = 1/p. Alors le

développement en série converge pour ¢ dans 'ellipse F,. Une fonction génératrice des polynomes
de Legendre est

Zx"P = (1 —2tx 4 z%)~1/2,

Pour t € F,, G(x,t) est analytique dans Dg , pour tout R inférieur ou égal a 1 et donc appartient
a E(R). On choisit R, tel que 1 > R, > 1/p, et une suite de points d’interpolation (x;); dans

Dp, convergeant vers 0. On remplace G(z,t) par par les polynémes d’interpolation de Lagrange
Py(x;t) = Y1 o li(2)(1 — 2tx; + 22)~Y/2 et donc f(t) est approchée par
n
(n)F(t) = = c(li())(A — 2ta; + 7)1
=0
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En appliquant le théoreme précédent on montre que cette suite converge vers f(t) pour t € F,.
(i) fonction donnée par une série d’Hermite

Soit f donnée par la série d’Hermite

f(t) = i enHy(t) te A, avec ¢ = /+OO f(x)e—$2Hn(x)d:B.
n=0 -
Une fonction génératrice des polynoémes d’Hermite est
1
G(z,t) = ZO e Hy () = e2rt—e?,
=

Pour t € C, G(-, t) est une fonction entiere. Dans ce cas on montre que G(+,t) appartient a &3(R),
R > 0. Si (x;) est une suite de points d’interpolation vérifiant lim, . z, = 0, x,, € Dr Vn,
alors la suite correspondante d’approximants est une combinaison linéaire d’exponentielles

g —x? T;
(WF () = e(Pa(, 1) = Y e ie(lil-))e™™.
i=0
Cette suite de ATPG converge vers f(t) dans A si ¢ vérifie P.

2. Développements orthogonaux

On considere maintenant un second type de fonctionnelles d’interpolation, de la forme

Li(g) = /C g(2)pr(@w(z) dz

ou C est une courbe de Jordan rectifiable, w(z) est une fonction réelle, non négative et uni-
formément bornée dans C, et {pi(2)} la suite des polynémes orthonormaux sur C' par rapport
a la fonction poids w(z). Dans ce cas le polynéme d’interpolation P, (z;t) est donné par

Pn<x;t>=§akpk<x>, ap = /C G (= pr(2)w(z) |dz]

et c’est le polyndéme de degré n de meilleure approximation de G(x,t) (fonction de x) au sens
des moindres carrés, c’est-a-dire, celui qui minimise

160 = pu(ast) u(e) d:]
Donc la convergence de la suite (P, (+;t))y vers G(-,t) dépend de la convergence des développements

orthogonaux. En utilisant des résultats de [115] combinés avec le théoréme 2.16 on obtient :

COROLLAIRE 2.21. [A7] Soient f une fonction analytique donnée par f(z) = > .2 cigi(2),
G(x,t) la fonction génératrice et ¢ la forme linéaire associée. Supposons que :
— pourt € A, C A, la fonction G(x,t) de = est analytique dans [—1,1] et 'on note F, la
plus grande ellipse de foyers +1 pour laquelle G(-,t) est analytique pour t € A, ;
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— ¢ vérifie limsup,,__ |ca|"™ =7 < o0
— on peut choisir R, > r tel que D, C F,.
On considére le polynome d’interpolation de degré n en x , Pp,(x;t), avec

1 (@,8) (.
o) = [ o) - )4,

(i.e., la somme partielle d’ordre n du développement de G(-,t) en série de Jacobi). Alors on

obtient
Vi€ A, lim (n9) (1) = f(2).

n—oo

Considérons un exemple d’application de ce corollaire.

1/n

Soit f une fonction analytique représentée par f(t) = > 20 c;t’ avec limy, oo |on| /" =1 <
1

1. Alors la fonction génératrice est donnée par G(z,t) = Y. 2t = 2~ 2 # 1. Pour
|t <a<1,onal/|t| >1/a, et donc G(z,t) (fonction de x) est analytique pour |z| < 1/a. On
remplace G(z,t) par

Po(z;t) = appo(x) + arp1(x) + - - - + anpn()

ou les {p;(x)} sont les polynomes de Legendre. La suite correspondante de ATPG est donnée
par

n

g
AP 1) = aie(pi()), avec a; = /_1 piz) 4.

=0

Par des calculs simples on obtient

e(Pal51) = D axRE (1),
k=0

R (1) = )50 gy ielle de la serie de Taylor de log (1££). O
avec log(t) = —Hr—, Si(t) la somme partielle de la serie de Taylor de log ( 1= ). On

montre que pour |t| < o < 1, les conditions du corollaire précédent sont satisfaites et la suite de
ATPG converge vers f(t).

Les résultats précédents sont tres généraux et ouvrent la voie d’une étude plus détaillée dans
des cas particuliers. Pour des fonctions données par leur développement en série de polynoémes
orthogonaux, le choix des points d’interpolation de fagon a obtenir de meilleurs résultats de
convergence reste un probleme ouvert.

2.4.4 Représentation intégrale de ’erreur

Dans le cas ou les fonctionnelles Ly sont de la forme
Li(G(-,t)) = G(2ni,t) pour i =0, -+ ,m,

on peut, en utilisant des résultats d’analyse complexe et des résultats de la théorie d’interpo-
lation, obtenir une représentation intégrale de I'erreur pour des fonctions génératrices vérifiant
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certaines conditions, ce qui nous permettra d’obtenir des bornes sur la vitesse de convergence
de certaines suites de ATPG.

Considérons donc comme précédemment une fonction f(z) définie dans un domaine D C C
par un développement en série

VzeD : f(z)= chgn(z) avec limsup |c,|Y" = = | R > 1, (2.12)
n=0

1
n—oo R

et soit G(z,2) = Y 52, 2%g;(2) la fonction génératrice de la famille {g,(z)}. On associe & f une
fonction g définie par la série entiere

oo
g(t) = Z cnt”, qui est analytique pour [t| < R.

n=0

On définit la forme linéaire ¢ dans 'espace H, des fonctions holomorphes dans D/, = D(0,1/a)

par :
1 d
Vk € Ho @ clk) = g(m)k(l/x)f avec a<r < R. (2.13)

211 |z|=r

11 est facile de voir que ¢(z™) = ¢,, Yn > 0. De plus, si A C D est un domaine tel que pour
z€ A, G(-,z) € Hy pour a > 0, alors, pour z € A on obtient, par des arguments de convergence
uniforme, que

c(Glz,2)) = Y cagn(2) = f(2).
n=0

Si (-, 2) est le polynome de degré au plus n qui interpole G(-,z) dans I’ensemble de points
{zni}iq, alors
1 1 dx
G _ _
mFe) = clonlo ) = g [ ot (32) 5
et 'erreur des ATPG s’écrit
1 1 1 dx
G _
ved f-wfe =g [ o@|0(3)-n(30)| 5

La vitesse de convergence peut ainsi étre mesurée par la vitesse de convergence des polynoémes
d’interpolation et en utilisant la formule de I’erreur d’interpolation [43] on obtient

e (2) = f(2) — (n)G(2) = 1 " (27— 2p0) - (271 — 2nn) G(t, 2) .
W(2) = F(2) — (G (2) /ﬂ:,r"( )/ gt d. (2.14)

Car? (t—zn0) - (t — 2nn)  at—1

En considérant des abscisses d’interpolation (zp;)7_, ayant un certain comportement a la
limite on peut obtenir des majorations d’erreur, comme le théoreme suivant :

THEOREME 2.22. [A8] Soit f(z) = >.,° ycngn(2), 2 € D C C avec limy—o0 [¢/Cnt1| = R.
Soit G(-,z) la fonction génératrice de la famille {gn(z)}. On considére les suites de ATPG,
((n)?(z))n, correspondantes & des fonctionnelles d’interpolation aux points {zp;, i =0,--- ,n}, .
On suppose que :
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(H1) pour z € A CD, G(-,2) est analytique dans D1, (pour un a >0 donné).
(H2) {zni, i =0, ,n}, y C Dy vérifient

lim [(z—zpo) - (2 — znn)\l/(nJrl) =o0(z) pour tout z € D(0,1/a). (2.15)

n—oo

(H3) C, ={z:0(z) = p} est une courbe simple, fermée, rectifiable et ’on pose

ppu = sup{p:Cy C Dyso; 2zni € Int(C,), Vi,n},
Pm = inf {,0 : Cp C Int(cp]\4)7 Cp C E.Z't(Dl/R)} .

(Int(C,) Uintérieur de C, et Ext(C,) Uextérieur de C,)
Alors

Vze A : limsup|f(z)— (n)?(zﬂl/(nﬂ) < Pm

n—oo - PM

Regardons quels résultats on peut obtenir sur la convergence des ATPG a partir de ce
théoréme général en considérant deux suites différentes de points d’interpolation vérifiant (2.15).
(1) Premier choix :

COROLLAIRE 2.23. [A8] Soient f et G dans les conditions du théoréme 2.22. On construit la
suite de ATPG correspondant au choix suivant de points d’interpolation :

Zni = 2n ©=0,---,n avec lim z, = 0.
n—oo
Alors
G 1/(n+1)
Jim 1) = @F e[ <

(2) Deuxieme choix : Soient {zp;};— les racines de p,41(p, ), pour n € N, avec {p,(z)} une
suite de polynomes orthogonaux par rapport a une mesure de Borel p a support compact et
vérifiant lim, . |pn (1, z)|1/n = ¢92(%:°) Jocalement uniformément pour z € C\Co(S(u)) (avec
ga(z,00) la fonction de Green avec pole a 'infini de 2 composante non bornée de C\supp(u).

Alors, dans certains cas particuliers on peut, en utilisant des résultats sur le comportement
asymptotique des suites de polynomes orthogonaux [112], déterminer la forme de C,, et calculer
les valeurs de py, et ppr. Cela a été fait dans [A8] en considérant différentes fonctions génératrices

G.

Regardons, par exemple, un développement en série de Legendre. On a

Os) = g anp

Silon fixe z € &, (p > 1 (&, Vellipse de foyers +1 et demi-axes a = 2(p+p~ 1), b= 3(p—p 1)),
G(-, z) est analytique dans z € D(0,1/p), et donc en appliquant le théoréeme 2.22 on obtient
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COROLLAIRE 2.24. [A8] Soit f donnée par

- 1
= ZanPn(z) avec limsup |a,|"/" = (R>1). (2.16)

n—oo R

On fize p et p, vérifiant p < R, p. > p et on choisit les points d’interpolation de la fagon
sutvante :

ni — ym/ﬂ* 1= Oa e, N, (217>

ot les yn; sont les racines du polynéme de Tchebychev de degré n+ 1, T,,11(z). Alors la suite
correspondante de ATPG a le comportement asymptotique suivant

R 2 2
1+ 1+<p> /14 1—<p) Vz €&,

* Px

limsup | £(2) — (n) % ()(2)|"/" <

n—oo

==

(2.18)

Apres avoir fixé une valeur de p, supérieure ou égale & R, ce résultat permet de déterminer
I’ensemble des points pour lesquels on a convergence géométrique de la suite des approximants :
par exemple, si 'on prend p, = R on a convergence géométrique pour z € £, avec p < R/ (14+/2).

Remarque : un résultat similaire est obtenu si 'on prend comme {y,,; } les racines des polynoémes
de Legendre.

D’autres cas (développement en série de Tchebychev, Laguerre, Hermite) ont été étudiés
dans [A8] ou l'on a obtenu des résultats sur la vitesse de convergence de suites ((n)?(z))n

2.4.5 ATPG pour des fonctions de Stieltjes généralisées. Relation avec les
approximants de Baker-Gammel

On va maintenant obtenir des résultats de convergence pour des fonctions de Stieltjes
généralisées, c’est-a-dire, des fonctions f ayant la forme suivante :

2) = /A G(t, 2)da(t), (2.19)

ou « est une fonction bornée, non décroissante, avec un nombre infini de valeurs différentes
sur A intervalle compact de RT. Dans le cas particulier ott G(t,2) = (1 + tz)~!, f est alors
une fonction de Stieltjes. Si G(t,z) est la fonction génératrice de la famille {g;(z)};2, on a

formellement
z) = /A (iz.;tlgz(z)) da(t) = i (/A t'doft ) Zczgl

=0

Supposons que pour z € C' une région compacte de C, G(-, z) soit analytique dans
A =R"x] — a,al. Alors, en utilisant la représentation de Cauchy, on obtient

2m/G /A x(t /G T, 2)g 1/x)dx (2.20)
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est

da(t
ou I' est un contour simple fermé de A qui contient A dans son intérieur et g(z) = / 1 +( )t
A xT

une fonction de Stieltjes.
Une facon de construire des approximants pour des fonctions de Stieljes généralisées qui soient
i

des combinaisons linéaires des fonctions G(u;, z) (u; € A) et gf(2) = =—G(u, 2) |u=0 a été pro-

i
posée par Baker et Gammel : les approzimants de Baker-Gammel de f [4] consistent & remplacer
g par ses approximants de Padé. On obtient un approximant de la forme

j m
Glm+ilml(2) — > Bigi(2) + > aiGlui, 2). (2.21)
=0 =1

On montre facilement (voir [4]) que leur développement en termes des {g;(z)} coincide avec
celui de f jusqu’a 'ordre 2m + j, et un résultat de convergence peut étre obtenu a partir des
résultats de convergence des approximants de Padé des fonctions de Stieltjes. La construction
de ces approximants nécessite le calcul des poles et des résidus de [m+ j/m]¢(2), ce qui implique
une grande quantité de calculs.

L’approche des ATPG consiste a remplacer G(+, z) dans (2.20) par son polynéme d’interpolation,
au lieu de remplacer g par son approximant de Padé. Comme vu précédemment, la forme générale
de ces approximants contient (2.21) pour le choix de points d’interpolation suivant : u;, i =
1,---,m et ug répété j + 1 fois. L’ordre d’approximation est m + j dans le cas des ATPG, et
est donc inférieure a celui des approximants de Baker-Gammel, mais on obtient une diminution
importante des calculs.

On a obtenu des bornes supérieures sur le comportement asymptotique des erreurs des ATPG
pour des fonctions de Stieltjes généralisées, en considérant des choix particuliers des points
d’interpolation. En utilisant des résultats fondamentaux d’analyse complexe et des théoréemes
de convergence précédents on peut montrer :

THEOREME 2.25. [A8] Soit f de la forme

f(z) = / G(t, 2)da(t), (2.22)
A
avec G(+, z) analytique dans A = R* x] —a, a[ pour z € C compact de C. On considére une suite
de points d’interpolation {zp;}i—, C A vérifiant

1/(n+1)
=o(z) VzeA (2.23)

n

H(z — Zni)

=0

lim
n—oo

Alors la suite correspondante de ATPG vérifie

" )
i NG| maxiea o(t)
imsup|f(z) — (n)f (2)| = Minger o(z)’

pour tous les contours I' dans A tels que Yn € N {z,;}7  CInt(T') et TNA = @.
THEOREME 2.26. [A8] Soit f de la forme

f(z) = /A G(t, z)daf(t), (2.24)
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avec G(-,z) analytique dans A = R*x] — a,a[ pour z € C compact de C. Soit {m,(2)}, ey la
suite de polynomes orthonormauz sur A par rapport a la mesure da(t). On construit la suite de
ATPG correspondants aux suites de points d’interpolation suivantes : ¥n € N, {zn;}1_, sont les
racines de mp41(2). Alors, si on pose Q = C\A et ga(z,00) la fonction de Green avec pole a
Uinfini de Q0 , Uerreur des approximants a le comportement asymptotique suivant :

1/2n < 1

. G -+
vz€C limsup £(2) — () (2)] i e92(@:0)
zel

pour tout I' tel que
AcC Inf(l'), TCA TnA=o.

Pour des fonctions données par leur développement en série dans une famille {g;(2)},, les
résultats de convergence obtenus le long de cette partie pour certaines suites d’approximants
de type Padé généralisés montrent les bonnes propriétés d’approximation de ces approximants.
Néanmoins, quelques problemes importants restent ouverts, notamment celui du choix des points
d’interpolation (i.e., les fonctionnelles L) de fagon & obtenir une meilleure vitesse de convergence
et ’étude d’autres suites d’approximants de la table, ... Ces sujets font toujours partie de mes
recherches actuelles.

Nous avons considéré, dans ce chapitre, une généralisation des approximants de type Padé
aux séries de fonctions, et en particulier aux séries orthogonales. Nous proposerons, au chapitre
suivant, une autre généralisation - cette fois ci des approximants de Padé (et non plus type Padé)
aux séries orthogonales réelles, vectorielles et a plusieurs variables.
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Chapitre 3

Approximation rationnelle de séries
orthogonales

Ce chapitre est basé sur les publications [A11], [A12] et [A13]

3.1 Introduction

Tout le long de ce chapitre, nous allons nous intéresser a l’approximation de fonctions
définies par des développements en série orthogonales, au moyen d’approximants rationnels qui
généralisent les approximants de Padé (approximants rationnels pour des séries entiéres).

Soit f une fonction donnée par une série orthogonale dans un domaine D
oo
f(z) =) fuPe(z) z€D, (3.1)
k=0

ou {Py} est une famille de polynéomes orthogonaux dans l'intervalle [a,b] par rapport a une
fonction poids w(z) > 0 et

1 b
e =ci(f) = ”PkH%/a f(z)Py(z)w(z)dz,

c’est-a-dire, (3.1) est le développement de Fourier de f par rapport au systeme {Pj}.

Des généralisations du concept d’approximant de Padé a une série orthogonale ont été pro-
posées dans la littérature et conduisent a deux classes essentiellement différentes d’approximants
rationnels :

1) L’approximant de Padé non linéaire & ;s d’ordre (L, M) de la série (3.1) est une
fonction rationnelle (numérateur de degré L, dénominateur de degré M) dont le développement
de Fourier par rapport au systeme { Py},

Qr v (2) = poPo(2) + p1Pi(2) + -+ onPp(2) + - -

69
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vérifie ¢; = f; ¢ =0,---,L + M.. L’approximant est donc déterminé par la solution d’un
systeme d’équations non linéaires

Ck(q)L,M) = C]C(f) k=0,1,---,L+ M. (3.2)

Ce systeme n’a pas toujours de solution. Dans le cas d’un développement en série de Legendre,
une méthode pour le résoudre est donnée dans [58] et pour une série de Tchebychev, un algo-
rithme pour le calcul des coefficients de I’approximant est développé dans [94].

2) L’approximant de Frobenius-Padé [L/M]jlf = % (ou approximant de Padé linéaire)
d’ordre (L, M) de la série (3.1) est une fonction rationnelle de type (L, M), ou les polynomes
du numérateur et dénominateur vérifient

c(Df —N)=0 k=0,---,L+M.

Ceci conduit & un systeme d’équations linéaires dont la solution correspond aux coefficients des
polynémes. Le cas d'un développement en série de Tchebychev a été étudié longuement dans [4]
et [36].

Les approximants non linéaires ont des avantages par rapport aux approximants de
Frobenius-Padé en ce qui concerne 'ordre d’approximation : en effet, on vérifie facilement que
pour obtenir un ordre d’approximation (coincidence des coefficients dans le développement en
série des {P;}) de L+ M on doit connaitre les L + 2M + 1 premiers coefficients de la série pour
construire [L/M ]]IcD et seulement L 4 M + 1 coeflicients pour construire @, 7. Mais ils ont aussi
des grands inconvénients : ils sont bien plus difficiles a calculer et les propriétés d’existence et
d’unicité sont difficiles & obtenir. Différents résultats sur la convergence de ces approximants ont
été obtenus : en [60] les auteurs ont comparé des suites diagonales (®y4jn)n et ([n+ 7/ n]jD )n
et obtenu des bornes sur leur vitesse de convergence pour des fonctions de type Markov. Le
probleme de la convergence des colonnes de la table de Padé généralisée a aussi été étudiée dans
[108], [109] et [110], ou un analogue du théoreme de Montessus de Ballore a été montré pour les
approximants non linéaires.

Dans ce chapitre nous allons étudier les approximants de Frobenius-Padé. Nous commen-
cerons par nous intéresser au calcul de ces approximants pour une fonction f de la forme (3.1).
Nous développerons deux algorithmes récursifs pour le calcul de suites de ces approximants dis-
posées dans une table analogue a la table de Padé. A partir du comportement asymptotique de
la suite des coefficients (fi)r de f, nous estimerons la vitesse de convergence des colonnes de la
table de Frobenius-Padé. (Une étude plus compléte de ces approximants a été faite par J. Matos
dans sa these que j’ai co-dirigée [88]).

Les résultats numériques obtenus en programmant ces algorithmes ont été tres encoura-
geants, et donc nous avons généralisé la notion d’approximant de Frobenius-Padé au cas des
fonctions vectorielles : dans la section 3.3 nous définirons les approzimants de Frobenius-Padé
simultanés et nous proposerons différents algorithmes de calcul de différentes suites d’approxi-
mants dans la table.

Finalement nous considererons des séries orthogonales a deux variables (section 3.4). Nous
généraliserons les différentes définitions des approximants de Padé a plusieurs variables pour des
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séries entieres au cas de séries orthogonales. Nous nous intéresserons a deux types de problemes :
calcul des valeurs d’une suite d’approximants en un point donné par un algorithme récursif et
calcul des coefficients d’une suite d’approximants. Pour ce dernier probléme, qui sera équivalent
a la résolution d’un systeme linéaire, on obtiendra pour certains cas particuliers une structure
de la matrice du systéeme (“displacement rank structure”) qui permettra le développement d’al-
gorithmes rapides de calcul.

3.2 Approximants de Frobenius-Padé : calcul et propriétés
d’accélération

Soit f donnée par son développement (3.1) dans un domaine D. Nous voulons calculer une
approximation rationnelle de f de la forme

N[p/q](z)
P —
[p/Q]f (Z) - D[p/‘J](z) , avec

(Ve = Shown

DP(z) = 39 _,biF(z)
ott NIP/dl ¢ DIP/4l vérifient la propriété suivante :
DW/A(z)f(z) - NPIU(z) = Y epPu(z) powr z€D. (3.3)
k=p+q+1

[p/q]? est appelé lapprozimant de Frobenius-Padé d’ordre (p,q) de la série orthogonale f. On
pose

0 b
Pi(z)f(z) = Z hi; Pr(2) avec hy; = ||Pl||2/ f(x)Pj(z) Py(z)w(x)d. (3.4)
k=0 k2 Ja

En développant (3.3) nous obtenons

S D it | Pelz) =Y arPu(z) = O(Ppigia(2)),
k=0

k=0 \j=0

(la notation O(Pp4q+1(2)) signifie que le premier terme non nul dans le développement ortho-
gonal de la fonction a un indice supérieur ou égal & p+ g+ 1). Les coefficients de DP/dl(z) et de
NP/4(z) sont donc solution des deux systémes linéaires suivants :

Z?:objhkj:() k:p—|—1,~-,p—|—q; (35)
Z?‘:Objhkj:ak kIO,”-,p. '
On remarque que, une fois calculés les (b;), les (a;) s’obtiennent immédiatement. Les (b;)
sont solution d’un systeme homogene de g équations et ¢ + 1 inconnues. Il y a donc toujours
une solution non triviale et nous serons intéressé par la solution correspondant a b, # 0. Nous
pouvons construire ces approximants pour différentes valeurs de p > 0 et ¢ > 0 et les placer
dans une table bidimensionnelle analogue a la table de Padé - la table de Frobenius-Padé. Pour
simplifier les notations on introduit les déterminants suivants.

© 2007 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



H.D.R. d'Ana Christina Matos, Lille 1, 2006
72 Approximants de Frobenius-Padé

DEFINITION 3.1.

hn,O hn,l te hn,l—l hn,p
h h <o h 1 h
Hﬁu,p _ | Pmt+10 a1 ntll-1 fngip | p>1. (3.6)
hn—‘rl,O hn-‘,—l,l te hn—i—l,l—l hn—i—l,p

On vérifie immédiatement que, si H, 51117 q # 0, alors il y a une solution du systeme avec b, # 0,

et 'on peut donner des expressions déterminantales pour le numérateur et le dénominateur de
I'approximant :

hpt10 hpt11 -+ hpyig
Dlv/d () — ot

( ) hp+q,0 hp+q,1 hp+q7q
Py(z) Pi(z) - Py(2)

thrl’U thrl,l T hp+1,q

NP/l —
(=) hp+q,0 hptqa hptqq
213:0 hioP;(2) Zf:o hiaPi(z) --- Z?:o higPi(2)

Si H 51117 q = 0 pour tout p,q > 0 la table est dite normale et on montre facilement que
— le polynome du dénominateur a un degré exact q et le numérateur un degré exact p ,

. prp+l _N¢ e = (—1)9HP :
avec : by = Hq+1,qaq = ijo bjhp; = (=1 Hq+1,Q’

— le coefficient du premier terme dans le développement de 'erreur est donné par ep¢+1 =
S0 bihprqrrg = Hylh g # 0.
Le cas d’une table non normale entraine, comme dans le cas de la table de Padé, I'existence
de blocks d’approximants identiques (la conditon d’ordre étant vérifée pour des polynémes de
degré p1 < p, ¢1 < q). Nous nous placerons, pour la suite, dans le cas d’une table normale, et
nous développerons des algorithmes récursifs de calcul de suites d’approximants.

3.2.1 Calcul récursif de suites d’approximants

Commencons tout d’abord par le calcul des coefficients d’un approximant. Pour cela, nous
avons besoin des quantités hy; définies par (3.4) et qui constituent la matrice des coefficients des
systemes a résoudre pour calculer les coefficients des polynémes du numérateur et dénominateur.
On commence par développer un algorithme récursif pour les calculer, en nous inspirant des idées
de [63].

Rappelons qu’une famille de polyndémes orthogonaux vérifie une relation de récurrence a
trois termes de la forme

Pip1(z) = (o + Bi) Pu(x) — v Pe1(x), k=0,1,---,

qui sera la base de tous les calculs récursifs qui suivent. En utilisant cette relation nous pouvons
obtenir

Picr(2)P(z) = Z’;Pk(x)PjH(x)—z’;ﬁij(x)Pj(:rH

+ %’Yij(x)Pj—l(x) + B Py (2) Pj(2) = v Py (2) Py ().
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En multipliant par f(z)w(x) et en intégrant on obtient

k+1 Qg g g k—1 .
Ay hit1j = —hij+1 + (ﬂk - Bj) hgj + —vihkj-1 — %Lhk—u, j=>1,k>0.(3.7)
ik a; a; a; 1k
ott uy, =|| Py ||3 pour k > 0. Cette relation, accompagnée des initialisations
_ _ . _ My :
hjo =i hjm1 =0 J=0,1,-, hoj=""fis §20,

permet le calcul récursif des quantités hy;, en progressant de gauche a droite et de haut en bas
comme l’indique le tableau ci-dessous

ho,~1 hoo --- -+ hgj-1 hoj ho,j+1

hr—1-1 | he—1; | \

’ ’ hkvjfl ‘ hkrj ’ hk7j+1 ‘ T

hirj-1 | ety |/

De plus, on a besoin de calculer que la partie triangulaire supérieure (ou inférieure) car
hi; = %hjk(Vj, k>1).

Une fois calculées les quantités hy;,k = 0,--- ,p+g¢q, j = 0,---,q par la relation de
récurrence (on vérifie que pour cela on doit connaitre les p + 2¢g + 1 premiers coefficients de
la série), si 'on veut calculer I'approximant de Frobenius-Padé [p/ q]JIf , les coefficients (b;) du
dénominateur sont donnés par la solution du systeme

hpt10 hpt11 -+ -+ hpiig bo 0
hpt20 hpt2a -0 oo hpiag by 0

. . . . == )
hp+q,0 hp+q,1 I hp+q,q bq 0

et les coefficients (a;) directement par
a; = hj}obo + hj,lbl 4+ -+ hj,qbq, ] = 0, 1, s, p.

Si I'on veut calculer ces coefficients pour une suite d’approximants alors on peut tirer profit
des expressions déterminantales des polyndomes et utiliser des identités de déterminants pour
développer des algorithmes de calcul récursif de suites d’approximants : calcul d’une colonne en
fonction des précédentes (algorithmes de type Frobenius) et calcul d’une anti-diagonale (algo-
rithmes de type Kronecker).

(a) Algorithmes de type Frobenius

En utilisant l'identité de Sylvester (voir, par exemple, [4]) nous avons obtenu une relation
de récurrence pour le calcul des déterminants H;‘l.
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THEOREME 3.2. [A11] Supposons que Vp,¥q > 0, Hg;il #0. Alors

n+ln n+1 rrn
Hy HpY - Hp T H

n+1
Hl—l,l—2

H'\y = I1>1, p>1, neN, (3.8)

avec les initialisations

1 1
HYY =1, Hfj =hpi11, 1>0, VYp>0,

On introduit maintenant les quantités suivantes

DEFINITION 3.3.

hpt10 hpria o0 hprig-1 hpiayg
[p/q] PR PR P
D z) = , 1>q,
! ( ) hp+q,0 hp+q,1 T thrq,q*l hp-&-qJ 1
Po(z) Pi(z) -+ Pya(z) Riz2)
hpt1,0 hpt1. E hpt1,g-1 hpi1a
N[I)/q] Z _ P PR PR “ e . , l > '
! ( ) hp+q,0 hp-i—q,l e hp—l—q,q—l hp+q,l =4
S ohioPi(z) Y P ghiaPi(z) oo YV ghig1Pi(z) Y0 hiiPi(z)

On remarque que D([]p/q] (z) = DP/d(z) et Nép/q](z) = N[P/4(z) pour tout p,q > 0. En
appliquant a ces quantités l'identité de Sylvester on peut obtenir :

PROPOSITION 3.4. Identités de type Frobenius [A11] :

- Dl[p/q_l](z)H5+1 _ D([]P_/tll—l}(z)Hp’+1

g—1 l
Dl[p/Q](Z) qp+1 g p>0,g>1
Hq—l,q—2
N[P/q—ll(Z)HpH . N[P/q—ll(z>Hp+l
l q—1 21 N
NP (z) = T © p>0,4>1
qul,qﬁ

avec les initilisations

P
D2y = P(z), NPO2) =3 hiPi2).
7=0

Basé sur les relations de récurrence obtenues ci-dessus et sur les identités de type Frobenius,
un algorithme de calcul de la table de Frobenius-Padé a été proposé et programmé dans [A11].
A partir des coefficients f;,j = 0,---2M, I'algorithme calcule, par colonnes, les approximants
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dans la table ci-dessous :

[0/0}” [0/1]" [0/2)” o [o/M =] o/M]"
[1/0)” [1/1)" [1/2)” o [/M 1]
[2/0}" [2/1]" 2/2)7 o [2/M 1]
[2M — 4/2]F

[2M —3/1F
: [2M —2/1]F
[2M —1/0]F
[2M /0P

(b) Algorithmes de type Kronecker

Nous avons aussi obtenu un algorithme pour le calcul d’une suite d’approximants dans une

anti-diagonale [N —m/ m]]ﬁ) ,m=0,1,--- | N (avec N fixé), c’est-a-dire, une suite d’approximants
ayant le méme ordre d’approximation (O(Py+2(2)) et un degré de dénominateur croissant. On
pose

[N —m/m} (2) = pm(2) /am(z) m=0,1,---N,
ou les polynémes p,, et g, vérifient :

{ deg(pm) =N —m, deg(gm)=m;
4m(2)f(2) = pm(2) = em N1 PNn11(2) + O(Pyy2(2)).

Nous avons cherché une relation de récurrence a 4 termes de la forme

{Pj+1(2) = pj—2(2) + a;(2)pj-1(2) + B;(2)p;(2)
gj+1(2) = gj-2(2) + a;(2)gj-1(2) + Bj(2)g;(2)

oll a(2) et B;(z) sont des polynomes de premier degré dont les coefficients sont calculés de sorte
que (3.9) soient satisfaites. Cela aboutit & un systéme linéaire de dimension 4 dont la solution
nous donne les a;(2), B;(z).

A titre d’exemple, pour le cas d’une série de Legendre, on obtient le résultat suivant

PROPOSITION 3.5. [A11] Soit f une fonction donnée par son développement en série de Legendre
f(z) =322 fiLi(2) pour z € D un domaine du plan complexe. Soit N fizé. Supposons vérifiée la

condition de normalité Hﬁ;f"”m #0 pourm=0,1,---,N. Alors lanti-diagonale [N — m/m]’]%,
m=20,---,N de la table de Padé-Legendre peut étre calculée récursivement par ’algorithme de

type Kronecker suivant :

pii(2) = pi2(2) + a2 (x) + B(Ipi(2)
{ gj+1(2) = qj—2(2) + a;(2)qj-1(2) + B;(2)qj(2) forj=0,---N—1,

avee [N = j/j15(2) = pi()/aj(2) et , pour j > 0, aj(2),3;(2) définis par aj(z) = aoy +
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arjz, Bj(z) =boj — b1z ou

a1 _ _2N — 2j + 3 Cj_Q’N_j+2
" N —J+2 ¢iiN—j+1
by, = _GzuN+l oo 910
17] - e a’l,] ) 1,0 -
7,N+1 Co,n+1
an = = — N_']+1C ) e N_j+1c ‘a1 4+ c .
0, - Cj—1N—jt1 IN — 2j 1 J7N_]. 1,5 IN — 2] 11 j—1,N—3%1,5 J—2,N—j+1
boj = - ! Cj—1,N—ja0,j + Ni_.](bl §CN—j—1 + @1Cj—1 N—j—1)+
’ C‘%N_j ’ 2 2N _ 2] _ 1 ’ ) 2 ’
N-—j+1
TN )¢ 3G LN TGN
€j+1i = €j—2i+aojej-1i+bojejit
+ a1y |gpei-vio1+ ﬁeg‘—uﬂ] + b1 [Tl_lej,i—l + %ej,i—‘rl] 1> N+1

avec les initialisations

{ p_2(2) = Lnta(2) p-1(2) = Ln41(2) polz) = oy fiLi(2)
q—2(2) =0 q-1(z) =0 qo(z) = 1.

Remarque : on peut montrer que la condition de normalité implique que les calculs de cet
algorithme peuvent étre menés jusqu’au bout sans “breakdown”.

Des relations de récurrence a 4 termes dans la table de Frobenius-Padé on été trouvées et
étudiées dans [88], ou différents parcours dans la table pour calculer des suites d’approximants
ont été proposés, avec des exemples numériques.

3.2.2 Convergence de suites de colonnes dans la table de Padé-Legendre

Nous nous intéressons maintenant a la convergence de suites d’approximants de Frobenius-
Padé de la forme (([n/(g]]]c3 )n) (suites de colonnes dans la table décrite ci-dessus). Nous allons
considérer des séries de Legendre, mais des résultats similaires peuvent étre obtenus pour d’autres
séries orthogonales en utilisant le méme type de techniques.

Etant donnée une série de Legendre f(z) = > reo fxLi(2), son domaine de convergence D
est connu dans les cas suivants [43] :
— si limsupy,_, | fk|l/ k= 1/r avec r > 1 alors la série converge vers f & l'intérieur de
Vellipse &, (foyers &1, demi-axes a = 3(r +r~1),b=1(r —r7!) ) et donc D = &, ;
— si f est analytique dans —1 < x < 1 avec limsup,_, | fk\l/ ¥ =1 alors la série converge
vers f dans —1 <z < 1 et alors D =] — 1,1].
La vitesse de convergence des sommes partielles d'une série de Legendre peut étre mesurée par
l'ordre de convergence de la suite des coefficients (f)r @ si f(2) = > pep fuLk(z) pour z € Dy,
9(2) = > pto9xLr(2) pour z € Dy et limy_o0 ka = 0, alors, pour z € Dy N Dy, la suite des
sommes partielles de g converge plus vite que celfe de f.

Pour étudier la vitesse de convergence des colonnes de la table de Padé-Legendre d’une
fonction donnée par son développement en série de Legendre, nous allons écrire les approxi-
mants comme les sommes partielles d’une certaine série de Legendre et obtenir le comportement
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asymptotique de la suite des coefficients correspondante. Fixons ¢ et considérons la suite :

n/d)%(z) = (Z agn)Li(z)> / Zbg.")/:j(z) - chn)(z)Li(z) neN,

1=0

avec

Pour obtenir la vitesse de convergence de ([n/ q]ch(z))n, il suffit de déterminer le comportement

asymptotique de la suite (cgn)(z))n quand i — 0o, n — oo (i < n). Pour cela, on commence
par étudier le comportement asymptotique des suites (hy j)r quand k — oo (j fixé) a partir du

comportement de (fy,),. Par récurrence on peut montrer que

PROPOSITION 3.6. [A11] Supposons que la suite (fn)n vérifie

hno = fn=p" [Oco—i—ﬂ()—i—(’)(ng)], p# 1,00 #0. (3.10)

n

Alors 5 .
hpj=p" {aj + # +0 <n2>} (n — o0) avec

1 27 —1 ) — 1
041:040(;)—1—;)/27 et o = jj aj_l(p+1/p)/2—jTaj_2.

De plus, pour tout j, a;j # 0.

PROPOSITION 3.7. [A11l] Considérons une suite (fn)n ayant le comportement asymptotique

sutvant : .
o ﬁ 1 Coi 1
hn,Oan:np<1+n+nQ<A OW+O(W>)) (TL—>OO) (3.11)
1=
Alors i
. (67 ﬁ 1 Cji 1
1=0
. . 27 —1 1 i —1
ou c19 = cgo + %(p + 1)2 et pour j > 2, cjo = %(Cj_lp + i(p + 1)2) _J i Cj—2,0-

De ces résultats on peut obtenir le comportement asymptotique des coefficients du
(n) p(™)

numérateur (a, ' )(n — 00,7 < n) et des coefficients du dénominateur (b;’),7 = 0,---¢ pour
pouvoir ensuite estimer la vitesse de convergence des approximants. On considére d’abord le cas
q = 1,2 pour lesquels on peut obtenir la forme explicite de ces coefficients et considérons ensuite

le cas général q > 2.

=12

En utilisant la forme des (hy,0)n, les relations de récurrence et un peu de calcul formel, nous
(n)

obtenons, & partir de 'expression explicite des coefficients (agn)) et (b;

asymptotique, ce qui permet d’obtenir :

) leur comportement
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THEOREME 3.8. [A11] Soit f(z) = >.;2, fiLi(z) donnée par une série de Legendre dans un
domaine D de convergence de la série. On suppose que H3, # 0 Vn € N el on considere la
premiére colonne de la table de Padé-Legendre,

n/17(z) = - e (2)Li(=).
=0
Alors
1. si la suite (f;); vérifie (3.10), alors
o (2) m K(2)2 i 00) (i < ),

7

(avec K (z) indépendant de i). Donc pour z € D, la suite ([n/l]?(z))n converge vers f(z)
comme la suite des sommes partielles d’une série de Legendre dont la suite des coefficients

est d’ordre O (p) ,
n

2. sila suite des coefficients (f;); vérifie (3.11), alors le comportement asymptotique de cz(n)(z)
est donné par

r . ,
A" (2) ~ K (2) 5 (i = 00), (i < ),
avec K(z) indépendant de i. Donc pour z € D, la suite ([n/l]]Lc(z))n converge vers f(z)
comme la suite des sommes partielles d’une série de Legendre dont la suite des coefficients
est d’ordre O (ﬁ)

THEOREME 3.9. [A11] Soit f donnée par une série de Legendre f(z) = .o, fiLi(z) dans son
domaine D de convergence. Supposons que la suite (f;); vérifie (3.11). Alors la deuziéme colonne
de la table de Padé-Legendre, ([n/2]JLc(z))n converge vers f dans D comme les sommes partielles

1
d’une série de Legendre dont la suite des coefficients a l’ordre O (p+4>.
n

(=7

Le calcul des premiers termes du développement des coefficients de [n/ q]]Lc (1 <q), bz(»n) , A
partir de leur expression explicite comme un quotient de deux déterminants devient tres difficile
quand g > 2. Nous procédons alors d’une facon différente. Supposons que 'on puisse calculer
des quantités (b; 0,7 =0,---,q — 1) telles que

1
P ,0b0,0 4 T, 1010 + B g—10g—-1,0 4+ hing = €(n) avec €(n) = O <na+q+1> (n — o0).

En utilisant le développement de (hp;)n, ¢ < ¢ et en regroupant les termes de mémes puissances
en (1/n), nous pouvons montrer que ceci est équivalent a supposer que le systeme

bio+b2o+ - +bpo+1=0
brocii + baocai + -+ + bgocqi +coi =0, i=1,--+,¢—1
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a une solution. On pose bgn) = bip + €i(n) pouri = 0,---,qg — 1, et en regardant le systeme
vérifié par les bgn), on obtient pour ¢ =0,--- ,q— 1,
g0 hayin oo hpgiic1 €nA1) hpgiiprccc Bagig-t] K;
ez(n) = ~ 1 (n - OO)
|hnt1,0 Png1a o Pngtio1 Pngii hogtivr - Ppgig—1] na+

De méme, pour les coefficients du numérateur. Ces résultats sont regroupés dans le théoreme
suivant :

THEOREME 3.10. [A11] Soit f donnée par une série de Legendre f(z) = Y po o fxLr(z) pour
z € D domaine du plan compleze. Supposons que la suite des coefficients (fi)r vérifie (3.11).
On construit la table de Padé-Legendre et l’on pose

n

/g (z) = 3" " () Li(2).

i=0
Pour q > 2 fixé la suite (cgn)(z))Z vérifie

K

(n)
¢ (2) ~ prat2

(i —o00) (i <mn).

Pour z € D, chaque colonne de la table de Padé-Legendre converge vers f comme les sommes

(n —

partielles d’une série de Legendre dont la suite des coefficients est d’ordre O <p+q+2>
n

Dans [A11] les algorithmes des sections précédentes ont été programmés et différents
exemples numériques y sont proposés, illustrant ces théoremes de convergence et les bonnes
propriétés d’accélération des approximants de Padé-Legendre, méme quand la fonction a une
singularité dans l'intervalle.

Une des applications de ces approximants concerne la résolution par des méthodes spec-
trales des équations aux dérivées partielles, ou 'on obtient comme approximation de la solution
une somme partielle d’une série orthogonale, que 'on peut essayer d’améliorer en utilisant les
approximants de Frobenius-Padé (voir par exemple [50, 68, 69]), surtout en présence de singu-
larités.

3.3 Approximants de Frobenius-Padé simultanés

Les idées d’approximation rationnelle simultanée de fonctions données par leur développement
en série entiere ont été introduites et étudiées par De Bruin dans [45], des méthodes de calcul de
ces approximants développées dans [44, 46], et dans [61] des analogues des identités de Frobenius
ont été obtenues, permettant de développer des algorithmes récursifs de calcul de suites “antidia-
gonales” comme dans la table de Padé (algorithme de Kronecker). Ces idées ont été étudiées plus
en détail et ensuite généralisées par I'introduction des polynoémes orthogonaux vectoriels et les
polynémes orthogonaux matriciels (voir par exemple [106, 114]), ou I'ensemble des parametres
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libres est limité (indices réguliers), ce qui permet 'obtention d’une table bien structurée. En
nous basant sur ces deux concepts d’approximation rationnelle simultanée et /ou vectorielle, nous
allons maintenant étendre la notion d’approximation de Frobenius-Padé a la construction d’ap-
proximants rationnels pour des fonctions vectorielles données par leur développement en série
orthogonale - les approximants de Frobenius-Padé simultanés.

Apres avoir donné la définition de ces approximants pour des fonctions vectorielles de
dimension d, nous nous restreindrons au cas d = 2 pour développer des algorithmes récursifs
de calcul de certaines suites dans la table : nous obtiendrons des relations de récurrence a trois
termes entre les numérateurs (dénominateurs) de suites d’approximants, nous établirons des
relations entre des approximants ayant la méme précision (similaire & 1’antidiagonale dans le cas
de la table de Padé classique), ainsi que des algorithmes de calcul de suites diagonales. Pour
obtenir une augmentation plus rapide de la précision et une table & deux parametres (au lieu
de 4) nous nous intéresserons a [’approzimation vectorielle a indices réguliers, qui consiste a
diminuer le nombre de degrés de liberté : on impose le méme degré aux deux numérateurs et la
précision est equidistribuée sur les deux composantes.

3.3.1 Définitions et notations

Les notations correspondent & une généralisation triviale de ce qui a été fait dans la section
précédente, avec des indices supérieurs indiquant la composante de la fonction. On considere
donc une série vectorielle

F(z) = (f1(2), f*(2),- -~ . fU(2)) € CU[[]] -

Soit (Py)k>0 un systéme de polynémes orthogonaux par rapport a la fonction poids w(z) dans
Iintervalle [a,b], et 'on suppose que chaque composante f/ appartient & La((a,b),w) et est
donnée par une série orthogonale

> . b
F) =S fR), f,gziu Pl !!2/ F(2)Pu(e)w(@)de, j=1,....d.
k=0 k12 Ja

On va construire un approximant rationnel de F(z) de la fagon suivante :
— on définit deux multi-indices p = (p1,p2,--- ,pq) and q = (q1,492,** ,44d) ;
~ les polynomes du numérateur sont notés par Num(z) = (N'(z),--- , N%(2)) et leurs degrés
deg (N’(2)) <pj, j=1,-,d;
le polynéme du dénominateur D(z) a un degré au plus ¢ = g1 + -+ + qqg, ;
ces polynomes vérifient certaines conditions d’ordre/précision, c’est-a-dire, l'erreur

Rem(z) = (R'(z), R%*(2), -+ , R%(2)) vérifie

Ri(z) = D(2)f(2) = N9(2) = € o 1 Porayi(2)+oo o G=Liod,  (3.12)
(pour chaque composante de Rem(z), les p; + ¢; premiers coefficients du développement
par rapport au systéme orthogonal (Pj)x>0 sont nuls).

On appelle approrimant de Frobenius-Padé simultané la fonction rationnelle

p,a ou [p1,--- ,paiq1,- - ,qq] = Num(z)/D(z).
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Si ’on pose
pj
=Y alP(:). j=1,,d, D(z)=) biP2) .
i=0 ;

et si 'on définit les quantités (hy,),j =1,--- ,d, par

Zh A avee = i [ PR @A,

alors les coefficients des numérateurs et du dénominateur sont solution d’un systéme (analogue
au cas scalaire) qui a toujours une solution :

q

Zblhil = a‘];kzov"'vpjaj:la”'?d? (313)
q .

dbihly = 0 k=pj+1-.,pi+q, j=1--,d (3.14)

Les quantités hi ; peuvent étre calculées récursivement (comme dans la section précédente) a
partir des données fij ,4>0,7=1,---,d, en utilisant la relation de récurrence & trois termes de
la famille (Py)r>0 de polynomes.

On voit facilement que, & un facteur multiplicatif preés, le dénominateur D(z) admet la
représentation déterminantale

1 1 1
hp1+1,0 Mo 0 hpigag
1 1 1
hnh hn171 T hnlaq
D(z) = d 1 1 ,
pd+1 0 pd+1 10 pa+1l,q
d d . d
hnd7 hnd7 hnd»q
Po(z)  Pi(z) - PBy(?)
et les numérateurs
1 1 1
hp1+1,0 hp1+1,1 a P41,
1 1 1
hTLl,O h”l,l U hnlvq
J _ _
N (Z) - hd hd hd ] - ]-a 7d
pa+1,0 pa+1,1 Plﬁ-lvq
d d d
ng,0 hnd,l T h‘nd,q
i 1) Pi 17 J
i—=0 hi,opi(z) i=0 hi,lpi(z) e i:O hiq Pi(2)
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Pour les multi-indices p, q, on définit les déterminants g x ¢ (avec ¢ = E‘f qx),

1 1 1
hpit10 Ppirin o Ppiig
1 1 1
hm,O hm,l hm,q—l
Hp,q = : :
d d . d
Mpa+10 Ppgt1 Wpat1.4-1
d d d
hnd90 hndzl e hnd7q71

Si Hpq # 0 alors le systeme (3.14) est de rang maximum ¢ et admet une famille & un
parametre de solutions qui peut étre obtenue par la régle de Cramer. Ceci est équivalent au
fait que I'approximant est uniquement déterminé, et aussi au fait que le dénominateur et les
numérateurs sont de degrés exacts (p1,...,pd,q). Pour la suite, on se place dans ce cas de
régularité : Hp ¢ # 0 pour tout p, q.

Une fois donnée cette définition générale, nous allons par la suite nous restreindre au cas
d = 2 et nous intéresser au calcul de suites d’approximants.

Il y a plusieurs fagons de choisir des suites d’approximants de Frobenius-Padé simultanés
car on a plusieurs parametres : le degré du dénominateur ¢ = ¢ + go, les degrés des numérateurs
p = (p1,p2), Vordre d’approximation (p1 + g1, p2 + ¢2). Du point de vue de 'approximation de
(f1, f?) il semble naturel et intéressant de considérer les suites suivantes :

e on fixe le degré du dénominateur ¢ = 2m + k (k = 0,1) et on impose le méme ordre
d’approximation p; +¢q; = n, ¢ = 1,2 aux deux fonctions. Les polynémes des numérateurs
auront les degrés pn = (p1,p2) avec pj =n—m —1,(¢j = m+1) pour j = 1,--- ,k,
pj =n—m,(gj = m) pour j = k+1,---,2, et 'on considere des “suites verticales”
([Pn; d)nen (g fixé);

e on impose le méme degré aux polynéomes du numérateur p; = py = p et, si ¢ = 2m + k,
on définit le multi-indice régulier q = (q1, g2) par

q]:m+17 n]:p+m+17 ]:1a7ka
q]:m nj:p+m7 ]:k+17727

On considere alors des suites “diagonales régulieres” ([p,q])qen;

e on fixe 'ordre d’approximation n = (n1, ng) a partir du nombre de coefficients disponibles
du développement des (f!, f?) et I'on construit une suite d’approximants en augmentant
le degré du dénominateur de 0 a ny + no tout en décroissant le degré des numérateurs
(suites “antidiagonales”).

Pour ces différents types de suites, nous allons développer des algorithmes récursifs.

3.3.2 Relations de récurrence a trois termes

A partir de la représentation déterminantale des numérateurs et du dénominateur des ap-
proximants de Frobenius-Padé simultanés et en utilisant 1’identité de Jacobi appliquée a un
déterminant D,

Dil,iz;ijzD = Dil;lei2;j2 - Dil;sziz;Jd avec 1 < i1,12,71,J2 < n,
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(ot Dy, représente le déterminant obtenu a partir de D en éliminant la ligne [ et la colonne m)
nous pouvons obtenir différentes relations de récurrence a trois termes faisant intervenir deux
approximants d’une colonne et un approximant de la colonne précédente. Plus précisément,

PROPOSITION 3.11. [A12] Si on note T[p1,p2;q1,q2] les numérateurs ou le dénominateur de
Uapproximant F-P simultané [p1, p2; q1, q2|, alors les relations de récurrence a 3 termes suivantes
sont vérifiées :

Tp1,p2; 41, ¢2] = 15T p1,p2;i a1 + 1,2 — 1] + pyTp1, p2s a1, a2 — 1], (A)
Tp1,p2;q1, q2] = WS Tp1.p2sqn — 1,2 + 1 + pbTlp1.p2sqn — 1, g2, (B)
Tlp1 + 1,p2;q1,92] = pdTp1,p2; a1, q2] + p&Tlpr + 1,p2s a1 — 1, g2l (C)
Tlp1.p2 + L1, q2] = pbT[p1, 2 a1, q2) + ppTlp1,p2 + 1iq1, g2 — 1. (D)

avec ,uibulé,,u"c,u’b, i = 0,1 des constantes définies par des quotients de déterminants de
Hankel généralisés.

Ces relations peuvent étre combinées et utilisées de facon astucieuse pour permettre de cal-
culer toute la table de Frobenius-Padé. En effet, si ’on définit la colonne ¢ de la table ’ensemble
des approximants de la forme [p1, p2; g1, ¢2] avec g1 + g2 = ¢, on peut montrer que

e 3 partir de la connaissance d’un seul élément de la colonne ¢ et d’éléments adéquats de la

colonne précédente on peut calculer toute la colonne en utilisant (A), (B), (C), (D);

e pour obtenir un premier approximant dans la colonne ¢ on peut

1. utiliser I'un des algorithmes développés ci-dessous qui permettent d’augmenter le
degré du dénominateur (suite diagonale ou antidiagonale) ;

2. construire 'approximant [p1, p2; ¢, 0] (ou [p1, p2; 0, ¢]) qui correspond a ’approximant
de Frobenius-Padé [p1, ] = N/D de la fonction scalaire f! (resp. [p2,q] de f?) et la
somme partielle de f2D (f'D) par un algorithme pour les fonctions scalaires (voir
(86, 88]);

e les coefficients des relations de la proposition 3.11 étant des quotients de déterminants
de Hankel généralisés, nous pouvons développer des formules récursives pour leur calcul.
Ils peuvent aussi étre calculés en imposant les conditions d’ordre et de degré du nouvel
approximant
Plus de détails sur le calcul récursif des approximants sont donnés dans [A12]. On peut ainsi
développer des algorithmes qui permettent le calcul d’une suite quelconque d’approximants dans
la table : ils consistent en une utilisation successive de relations de récurrence a trois termes
entre les dénominateurs (et numérateurs) d’approximants “contigus” (i.e. des approximants
[p1, P2, q1,q2] et [P}, P, 5 dh, ¢5] tels que Y |pl — pil + > ¢} — ¢i| = 1). En particulier on obtient
facilement un algorithme pour calculer une suite “verticale” ([pn, q])nen, i-e. avec un degré de
dénominateur constant q; + gs.

3.3.3 Un algorithme de type Kronecker

Intéressons-nous maintenant a la construction de suites ayant un ordre de convergence fixé
(dans Papproximation scalaire classique ceci correspond aux antidiagonales de la table). Nous
fixons n = n1 = ny et voulons calculer la suite d’approximants

AFPk(z) = Numk(z)/Dk(z), k=1,2,---,2n,
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vérifiant la condition d’ordre de convergence suivante :
R](2) = D(2) f1(2) = Nj(z) = O(Pus1), 5 =1,2; k=1,2,---,2n,

e deg(NL(z)) = n—[(k+1)/2],
deg(N2(=) = n—[k/2] k=0, 2n,
deg(Dy(2)) = k.

Ceci signifie que la suite des degrés des numérateurs et dénominateurs est
(p1,p2,9) = (n,n,0),(n—1,n,1),(n—1,n—1,2),(n —2,n—1,3),---,(0,1,2n — 1), (0,0, 2n).

Nous cherchons une relation de récurrence vérifée simultanément par les numérateurs, dénominateurs
et restes, de la forme

l
Tri1(z Z ¢i(2)Tpr1-i(2), avec ¢i(z) = a; + Biz.
=1

Les termes linéaires ¢;(z) sont calculés a partir des conditions d’ordre et des conditions sur les
degrés des numérateurs. Nous obtenons alors le résultat suivant :

THEOREME 3.12. [A12] Soit F(2) = (f1(2), f2(2)) une fonction donnée par son développement
en série orthogonale ; considérons la suite d’approxzimants de Frobenius-Padé simultanés (AFPy)g>0.
On suppose cette suite normale. Si

det( k—1n+1 k‘ 2,n+1 > =% 0 pour tout k,
k 1,n+1 k 2,n+1

(ot les quantités e’ 1 Sont définies par RJ( ) = Dy(2)f7(2) — (z) = et ekZP (2), Jj=
1,2), alors les numérateurs et dénominateurs de ces apprommants peuvent étre calculés par une
relation de récurrence a 6 termes de la forme :

Ti1(2) = (af + B12)Tu(2) + (05 + B52)Tho—1(2) + (o + B52)Ta-2(2) + afTi—3(2) + a5 Tir—a(2)

ot B :=1 et les autres coefficients sont solution d'un systéme inversible connu. Si Sj(z) sont
les sommes partielles du développement en série, les initialisations necessaires sont

D_j(z)=1 j=1,---,4
Spz)  if j=
N, = { S%H(z) z:f i=23
Sn+2(z) Zf J=
N2 o { S?H—l(z) Zf ] = 1a2
[ S2.0(2) if j=34

3.3.4 Calcul de suites diagonales et diagonales régulieres

Du point de vue de I'approximation, une autre classe intéressante de suites d’approximants
est celle des suites diagonales : I'idée est d’augmenter la précision en augmentant simultanément
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les degrés des numérateurs et dénominateurs. Fixons p; et ps et considérons la suite d’approxi-
mants

[p17p2;070]7 [p17p2; 170]7 [pl + 17p2; 170]7 [pl + 17p2; 17 1]7 [pl + 1,])2 + 17 17 1]7 T,
c’est-a-dire, la suite (AFP,,);,>0 définie par

(AFPypy1, AFPypy2, AFPyy 3, AFPy y) = (3.15)
= ([p1 +k,p2+kik+ 1Lkl [p1 +k+ 1,p2 + ki k + 1, K],
1+ k+1po+kik+1,k+1],[p1+(k+1),po+ (k+1);k+1,k+1]). (3.16)

On remarque que de I’étape k a I'étape k+ 1 nous devons calculer 4 termes, et que I'on augmente
le degré du dénominateur de 2, le degré des numérateurs de 1 et la précision d’un ordre de 2
pour chaque fonction. Nous pouvons montrer le résultat suivant :

THEOREME 3.13. [A12] La suite d’approximants de Frobenius-Padé simultanés définie par
(8.15) peut étre calculée par une relation de récurrence a 6 termes de la forme

Tn+1(2) = 01" Tn(2) + (03" + 83"2) Tin—1(2) + (5" + 05°2) Tn—2(2),

+(ay' + B 2)Sm—3(2) + a5 Sm—a(2)

ol a}”,ﬂ]m sont des constantes solution d’un systéme triangulaire, et T;(z) représente soit les
numérateurs soit le dénominateur des approrimants. Cette relation est minimale par rapport au
nombre de termes.

La démonstration est donnée dans [A12]. L’idée est la suivante : on essaie d’obtenir le
nouveau terme T;,,11(z) de la suite en commencant par le dernier terme calculé T, (z) multiplié
par un facteur linéaire (af* + 5]"z) et on additionne successivement les termes précédents de la
suite multipliés par des facteurs linéaires jusqu’a ce que le nombre d’inconnues soit supérieur ou
égal au nombre de conditions d’ordre et de degré des polyndmes. On écrit alors ce systeme de
conditions et I’on montre qu’il a une solution.

Considérons une autre facon de définir des suites diagonales. En suivant les idées
d’“approximation réguliere” et d’indices réguliers développées dans [106, 114] pour les approxi-
mants de Padé et de Padé-Hermite, le but est d’améliorer la précision rapidement en considérant
une suite d’approximants dont les numérateurs ont le méme degré et pour lesquels ’approxima-
tion est régulierement distribuée. Plus précisément,

B @1 =[q/2] + ¢4, g =1 si g impair ,0 si g pair .
PP g = e/

Pour définir ces approximants on a besoin seulement de 2 indices et donc ils peuvent étre placés
dans un tableau bi-dimensionnel similaire a la table de Padé, les colonnes correspondants a g
constant et les lignes a p constant. On a les notations suivantes :

[p, q] = Numy, /D), “.
{ Num,, , = (Nplq, 4), deg( ; )=p, i=1,2, deg (Dpq) = ¢,
Remy, g = FDpq — Nump,q (O( p+[q/2]+eq+1) O(Pp+ [q/2] +1))
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Dans [A12] nous avons obtenu des relations de récurrence reliant des approximants dans un
escalier descendant et dans une diagonale. Plus précisément, en représentant par “e” les ap-
proximants connus et par “x” I’approximant a calculer,

— nous avons obtenu des relations de récurrence reliant les numérateurs N! N2 . les

AR N h
dénominateurs D), , et les restes Rll, q OU Rg ¢ Situés comme suit dans la table :
K k)

et

Les coefficients des relations sont des polynoémes de degré 0,1 et 2 (pour un seul coeffi-
cient).

— nous avons obtenu une relation diagonale & 8 termes qui permet le calcul de la suite
(Ip+k,q+k])k;

— pour pouvoir initialiser les relations précédentes on a obtenu des relations qui permettent
de calculer un approximant [p,q] & partir d’approximants des colonnes ¢ — 1 et ¢ — 2,
reliant les approximants

° o o
e o et o
e o °

Une remarque du point de vue calcul est importante : les coefficients des relations de
récurrence s’obtiennent en résolvant des systemes de dimension 7 — 11 de matrice “presque”
Hessenberg. Cette matrice est obtenue a partir des conditions de précision-ordre, ce qui fait que,
quand on calcule une suite d’approximants, d’une étape a ’autre la matrice est la méme a 1 ou
2 lignes pres (selon les cas). Le calcul des coefficients est ainsi tres simplifié car ’on peut profiter
des calculs de I’étape précédente.

Ceci montre l'intérét des algorithmes que ’on pourra déduire de ces relations de récurrence
pour construire des suites d’approximants ayant un grand ordre de précision, sans passer par le
calcul d’approximants moins intéressants.

Il serait maintenant intéressant de programmer ces relations et d’étudier les propriétés de
convergence et de stabilité numérique de ces approximants. Ce travail est en cours.

3.4 Généralisations de DPapproximation de Frobenius-Padé a
plusieurs variables

3.4.1 Définitions

Différentes généralisations de I’approximation de Padé (pour des séries entieres) au cas de
plusieurs variables ont été étudiées par A. Cuyt [38, 39, 40, 41, 42], P. Guillaume [52, 53], et
d’autres auteurs (voir, par exemple, [65], [76], [35], ...) ; propriétés des différents approximants,
propriétés de convergence et algorithmes de calcul y ont été développées. En nous inspirant de
ces différentes approches, nous avons généralisé les idées de 'approximation de Frobenius-Padé
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au cas de deux variables, c’est-a-dire, étant donnée une fonction f,

00 00
_ZZCZ]-P’L a

=0 j=0
ol
{P;} est un systéme de polynémes orthogonaux dans [a, b] par rapport a
la fonction poids w
vii =P Hbll by I P IP= J) Pa)?w(x)da ’
cij = 5o 0, Jo Fl@y)Pi(@) Pi(y)w(z)w(y)dzdy
construire des approximants rationnels de f , P(z,y)/Q(z,y), ou P(x,y) et Q(x,y) sont des
polynomes
P(z,y) = Z(i,j)eN aij Py (z) Pj(y)
Qz,y) = Xjepbiili(z)Pi(y)
vérifiant
f@y9)Q(x,y) — Plz,y) = > dijPi(z)Pi(y) (3.17)
(1.7)€(N*\E)
ol
—~ D c N? am éléments (k1,11), -, (km,lm),
— FE est ’ensemble des indices des termes qui s’annulent dans le développement de I’erreur,
N C E avec n éléments (i1, 71), (i2,j2), - , (in, Jn), card(N) = n,
- H= E\N a m — 1 éléments (in—i-l’jn—‘,—l); te (in+m—17jn+m—l)-
On définit alors l’approzimant de Frobenius-Padé de f par
P(z,y)
R(x,y) = .
(®:9) Q(z,y)
Si I’on pose, pour (k,1) € N2,
Py(x)Py(y = Y hP(x)P(y),
(i,5)EN?

on obtient

(fQ=P)zy) = > | D buhll | B@)Piy)— > aiPi(x)P;(y).

(i,j)EN2 \ (k,l)eD (i,j)EN

La condition (3.17) s’écrit alors

> bwhfl = 0, (i,j) € E\N (3.18)
(k,lyeD
> buhfl = ay, (i,j)€N. (3.19)
(k,l)eD

Comme card(D) = card(H)+1, le systeme (3.18) est un systeme homogene de (m—1) équations
et m inconnues et donc a toujours une solution non triviale (bg)x)ep (les coefficients du

© 2007 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



H.D.R. d'Ana Christina Matos, Lille 1, 2006
88 Approximants de Frobenius-Padé a plusieurs variables

dénominateur). Si le rang de la matrice du systéme est m — 1, alors la solution est unique a un
facteur multiplicatif pres. Les coefficients (a;;)(; jyen du polynome du numérateur sont donnés
immédiatement par (3.19). On conclut ainsi que la partie principale du calcul d’un approximant
de Frobenius-Padé a plusieurs variables concerne la résolution du systeme (3.18) et c’est donc a
ce systeme que nous allons nous intéresser par la suite.

En utilisant le méme type de techniques que dans le cas a une variable on obtient les
relations suivantes qui permettent le calcul récursif des quantités (hf“'jl) :

k+1,1 k=1,
arhy; = i ahiy 4 Bihl] + v hi g — Behi] — by (3.20)

ki1 k-1
arhii T = o h oy Bl vphi o — Bl — b (3.21)

avec h%0 = cij, 0,5 >0 et hflyi; = by (v =1l P |12 P 112).

Supposons maintenant que nous voulions construire une suite d’approximations de f. Plus
précisément,
— soit calculer les valeurs d’une suite d’approximants dans un point donné (zg,o) - ce
probleme est étudié dans la section suivante ;
— soit calculer les coefficients des dénominateurs et numérateurs d’une suite d’approxi-
mants.
Pour définir un approximant on a besoin de spécifier trois ensembles d’indices : ’ensemble N
des indices qui apparaissent dans le numérateur, I’ensemble D des indices qui apparaissent dans
le dénominateur et celui correspondant aux termes dont le coefficient s’annule dans 'erreur, F.
Ces ensembles doivent seulement vérifier

card(E) = card(D) + card(N) —1, N C E,

et donc peuvent étre assez généraux. On a alors différentes facons de définir des suites d’ap-
proximants : fixer I’ensemble N correspondant au numérateur et augmenter le cardinal de D
(“suites horizontales”), fixer ’ensemble D et augmenter le cardinal de N (“suites verticales”),
augmenter simultanémant les cardinaux de N et D (“suites diagonales),... Pour pouvoir obtenir
des algorithmes récursifs de calcul de la suite d’approximants on va considérer les deux choix
suivants pour les ensembles d’indices

1. soient N, D et E vérifiant
- E={(@l,j): 0<i<m-—1, 0<j<m-—1},avec card(E) = m?
- N={@,7): 0<i<m-—1I, 0<j<m-1}
- D={@,j): (m—Il<i<m—-1let0<j<m-—1)ou

0<i<m-letm—-I<j<m-—1)}

On peut aussi échanger les roles de N et D. Les approximants construits a partir d’en-
sembles d’indices de ce type sont appelés approximants de type produit tensoriel. On définit
des suites d’approximants correspondants aux choix d’indices indiqués dans les figures sui-
vantes
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suites verticales suites horizontales suites diagonales

2. soient N, D et FE vérifiant
~E={(,j): 0<i+j<m-—1}, Card(E) = ™7+l
- N={(,j): 0<i4+j<m-—1I}
- D=A{(,j): m—-I14+1<i+j<m-—1}U{(0,0)}.
Les approximants construits a partir de ces ensembles d’indices sont appelés approxzimants
homogénes. On peut ainsi définir comme dans le cas précédent des suites verticales, hori-
zontales, diagonales d’approximants. Par exemple, pour les suites verticales, les ensembles
d’indices considérés sont dessinés dans la figure :

m+1 n

m  m+

suites verticales

On peut montrer que (voir [A13]), si 'on énumere de facon adéquate les ensembles d’indices
concernés, pour les suites d’approximants considérées ci-dessus, le systeme a résoudre pour
le calcul des coefficients du dénominateur d’un approximant de la suite s’obtient a partir du
précédent (dans la suite) en rajoutant un paquet de lignes et colonnes. Ceci permet 'utilisation
de la méthode de bordage pour la résolution de la suite des systemes et donc le développement
d’algorithmes récursifs de calcul.

Revenons maintenant au premier type de probléeme, c’est-a-dire, le calcul de la valeur en
un point d’une suite d’approximants.

3.4.2 Un algorithme récursif

En utilisant la regle de Cramer pour résoudre les systemes (3.19) and (3.18) on obtient la
représentation sous forme de déterminant du numérateur et du dénominateur de 'approximant
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P(x,y) = Z ai; Pi(x) P (y) = Z Z brihi] | Pi(z)Pi(y) =
(i.4)EN (i,5)eN \(k))eD
k1l kol kmlm
2jen hij  Pi@)Pi(y) X pen iy i) Pi(y) 2 ijyen i Pi(x) Py (y)
]'Clll . "f2l2 . ]?mlm'
27;-)—11]n+1 ;Crg-zun-&-l 17::-1WJln+1
= In4+2Jn+2 In4+2Jn+2 In4+2Jn+2
kily kalo kmlm
in+mfljn+m71 7:n+7n71]")’L~‘¢m71 in+m71jn+m71

En s’inspirant des idées développées en [38] pour le calcul récursif des approximants de Padé
a plusieurs variables, et en manipulant par des combinaisons linéaires astucieuses les lignes et
colonnes des déterminants ci-dessus on peut montrer que (voir [A13]) :

si(n+1)
g1(n+1)

gm_'l(n) gm_l(ﬁ +1)

si(n+m—1)
giln+m—1)

Im—1(n+m —1)

1
g1(n)

1
gi(n+1)

gm—1(n) gm—l(;l +1)

1
giln+m—1)

Im—1(n+m —1)

avec
— n kulu p. . .
su(n) =3 4 hirjr B, (z) P, (y)/ Py, (2) P}, (y)  u=1,--- ,mn>0 et
Asy(n) = sy(n+1) — sy(n)
gl(n) :5i+l(n)_si(n)7 1=1,2,--- ;m-—1L

Il est bien connu que les quotients de déterminants de cette forme peuvent étre calculés
récursivement par le E-algorithme [12] (voir Chapitre 1 section 1.4).

Ceci permet de calculer récursivement la valeur en un point fixé (z,y) d’une suite d’ap-

proximants. Pour cela on fixe deux suites d’indices :

— {(i1,51), (42, J2), - -+, (in, Jn), - - -} qui correspond aux indices des polynomes P, (z)P;, (y)
qui apparaissent dans les numérateurs et aux indices qui seront annulés dans le
développement de ’erreur ;

— {(k1, 1), (k2,12),- -, (kmslm), - - -} qui correspond aux indices des polynémes Py, (x) P, (y)
apparaissants dans le dénominateur.
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On pose, pour n,m > 0,
Np = {(i1,51), (G2, 52), -+, (in, Jn) } €t D = {(k1, 1), (k2. l2), -+, (km, )},
et 'on définit pour n > 0, m > 0 approximant de Frobenius-Padé a deux variables par
Snm(z,y) = P(z,y)/Q(z,y)

avec N = N, D = D, et E = Nytm. On a donc montré que, en appliquant le E-algorithme
avec initialisations

kql
Ew X (igeny iy Pi@)Pi(y) u=0,1,---
o = Pkl(ll'c)Plll(y) Y
kploy
g(u) _ Z(i,j)eNu hz’]“_l U+1Pi(z)Pj(y) . Z(i,j)ENu hij P;(z)Pj(y) wov=0.1---
O,v Pry 1@ Py W) Py () Py (y) ’ »

on obtient
Sn,m(% y) = Ef,?) pour m,n > 0.

On pourra bien str appliquer aussi les regles particulieres du E-algorithme [13] pour éviter les
instabilités numériques.

En disposant ces approximants dans une table a double entrée comme la table de Padé,
on a obtenu un algorithme qui permet le calcul récursif de cette double suite de valeurs des
approximants en un point donné.

3.4.3 Structure de la matrice de Frobenius-Padé

Intéressons-nous de nouveau a la résolution du second type de problemes, c’est-a-dire, le
calcul des coefficients du numérateur et du dénominateur d’ une suite d’approximants. Nous avons
déja vu que pour certaines suites d’approximants on pouvait proposer une méthode récursive de
calcul basée sur la méthode de bordage pour la résolution des systemes linéaires. Nous allons
maintenant déterminer, pour des choix particuliers des ensembles d’indices N, D et E (et donc
pour certaines suites d’approximants) une “structure de déplacement” (en anglais, “displacement
structure”) dans la matrice du systéeme permattant le calcul des coefficients du dénominateur
(partie principale du calcul). Cette structure conduit au développement d’algorithmes rapides
de calcul des coefficients de ’approximant.

On rappelle que, si 'on énumere les éléments dans les ensembles d’indices N, D et E cor-
respondant & un approximant donné, de la facon suivante :

{ D = {(klvll)a (kQaZZ)a te 7(kn+1aln+1)}
E\N = {(i17j1)7 (i27j2)7 T 7(7;n7jn)}

et si 'on pose by, 1,., = 1 (le systtme donnant les coefficients du dénominateur étant un
systéme homogene de n équations & n + 1 inconnues), la matrice du systéme & résoudre pour le
calcul des coefficients du dénominateur est donnée par

kil pkals . pkln
h”iljl hiljl hiljl

M = 1272 1272 1272
kili  pkola  pkaln
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Comme les éléments de cette matrice vérifient certaines relations de récurrence, cela nous donne
I'idée de chercher une structure de déplacement pour cette matrice.

Nous rappelons qu’une matrice M a une structure de déplacement {Y,V'} ssi
VM — MY =GB ou

- G € Myxa, B € Maxn les générateurs;

— rang(VM — MY) = « petit par rapport a la dimension de la matrice n.
Des algorithmes rapides pour résoudre le systeme Mx = ¢ ont été proposés pour différents types
de matrices V et Y (voir, par exemple, [71] et les références citées). Tandis que 1’élimination de
Gauss appliquée & M nécessite O(n3) opérations, la structure de déplacement permet d’accélérer
le procédé : en effet, comme les n? éléments de M sont complétement déterminés par les éléments
des générateurs {G, B}, on peut transférer le procédé d’élimination de Gauss et l'interpréter en
termes d’opérations sur les générateurs, ce qui permet de définir des algorithmes “rapides® de
résolution.

Revenons a notre probleme et considérons le cas particulier suivant :
D={(ij): 0<ij<m—1} et E\N = D\ {(kns1,los1)}
avec I’énumération
(0,0),(0,1),(0,2),---,(0,m —1),(1,0),(1,1),--- , (1,m—1),-+---- ,(m—1,0),
y(m—=1,1),--- ;(m—1,m—1).

Les relations de récurrence (3.20) et (3.21) obtenues ci-dessus pour le calcul récursif des quantités
hf} fournissent une relation linéaire entre trois éléments consécutifs d’une ligne et trois éléments
consécutifs d’une colonne de la matrice M, comme indiqué dans le schéma suivant :

hkl . hkl
—L] 4] —

k—1,1 kl k+1,1 k-1 kl k,l+1
hy; I AR i g
hkzl hkl
i+1,5 1,7+1

Cela suggere que, si ’'on multiplie & gauche M par une matrice adéquate ot 'on met les coeffi-
cients des relations (3.20) et (3.21) (qui correspondent aux coefficients de la relation de récurrence
du systeme de polynomes orthogonaux {Py}), si 'on multiplie & droite M par la méme matrice
et si I'on soustrait les deux, on doit obtenir une matrice avec un grand nombre d’éléments nuls.
Plus précisément, si 'on divise M en m X m blocs chacun de dimension m X m,

Moo Moy T M07m,1 h’g((]) hi& e h{(’)m_l
o Mo My -0 Migma o Kl Wi BT
= . ) ) ) ; ij = : . . : )
Mpy—10 Mp—11 -+ Mp—1m—1 h{fﬁn,l hf}m,l e hfzzj
avec 0 < 1,7 <m —1, et si 'on pose
Bo m
F, 0 -
0 Fy 0 - ap [
F= . avec Iy = ap .. ,
0 --- 0 F e Ym

Om—2  Bm—1

http://www.univ-lille1.fr/bustl



H.D.R. d'Ana Christina Matos, Lille 1, 2006
Approximation rationnelle de séries orthogonales 93

(cv, Bi, i sont les coefficients de la relation de récurrence des Py), alors on peut montrer que
(voir [A13] pour les détails) :

X X X

X X X

X X X X X X X - X X X X X X X

X X X

X X X

R=FM-MF = x x X
X X X X X X X X X X X X X X

X X X

X X X

X X e X X X X X - X X X X X .- X X

ou l'on a représenté par 'x’ les quantités non nulles (qui sont placées dans les lignes et colonnes
m, 2m, ---, m X m).
Il est facile de voir que chaque bloc m x m de R peut étre écrit comme le produit de deux
matrices de rang 2 :

0 hggg
m
Ry = GriBr, ou G = : : et By = ( km kem fem :
. 0 ... 0 Q1
0 h;€7m72
—Tm hky?mfl

Ceci nous permettra, en utilisant des permutations qui regroupent les lignes et colonnes non
nulles, de montrer le résultat suivant :

THEOREME 3.14. [A13] Soient Uy, Uy € Mpsm les matrices définies par

om m—1,m 0,m—1 m—1,m—1
hO,m—l Y h’O,m—l hO,m U hO,m
UO = : : aUl = : : .
om m—1,m 0,m—1 m—1,m—1
h‘m—l,m—l T hm—l,m—l hm—l,m e hm—l,m

et P, Py deur matrices de permutation telles que Py RPs soit de la forme

o 0 OémflT
PiRP, = < S U ) avec

Te M((m—l)m)xma S € me((m—l)m)a UeMpxm (U=am-1Uo—ymUi).

Alors
PiRP, =GB avec

(0 T (s n
G_(—me Uo) etB_(O Oém—1f)’

ce qui signifie que M a une structure de déplacement de Hessenberg de rang 2m.
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Des résultats semblables peuvent étre obtenus pour des ensembles plus généraux d’indices.
En effet, on peut montrer que

THEOREME 3.15. [A13] On considére lapprozimant de Frobenius-Padé & deux variables de la
fonction

Fla,y) =) fijPi(x) Pi(y)
i=0 j=0

défini par les ensembles d’indices

D=1["i4+m-1]x[j,7+m—1] and E\N = [i*,i* + m — 1] x [j*,j* +m — 1]

2 x m? du systéme a résoudre pour obtenir les coefficients

du dénominateur. Alors M a une structure de déplacement de Hessenberg de rang 4m.

et soit M la matrice de dimension m

Ce résultat permet de conclure que, pour une classe générale d’approximants de Frobenius-
Padé correspondant & des ensembles carrés d’indices D et E\N, la matrice M correspondant
au systeme a résoudre pour le calcul des coefficients du dénominateur est une matrice “de type
Hankel polynomial” [72], i.e., un matrice avec une structure de déplacement {Y,V} avec V et
Y des matrices de Hessenberg (dans notre cas, tridiagonales). Des algorithmes rapides (de type
Levinson, c’est-a-dire, qui fournissent une factorisation triangulaire de la matrice inverse) pour
résoudre des systemes avec une structure de déplacement de Hessenberg ont été proposés dans
[54]. Dans [56], un algorithme de type Schur pour obtenir récursivement la factorisation trian-
gulaire de matrices de type Hankel polynomial a été développé. Pour des matrices de dimension
n X n sa complexité est donnée par

C(n) = O(M(n)n +n?),

ou M (n) est le cout de la multiplication de V, Y par un vecteur.

Dans notre cas, le coiit de la résolution du systeéme serait donc de O(m*) au lieu de O(m®) avec
I’élimination de Gauss. Le développement de ce type d’algorithmes avec application au calcul
des approximants de Frobenius-Padé & deux variables fait partie d’'un travail en cours.

3.4.4 Approximants de Frobenius-Padé mixtes
(a) Définitions générales

Nous allons maintenant généraliser au cas de l'approximation de Frobenius-Padé la
définition des “nested multivariate Padé approximants” proposée dans [52] pour des fonctions
a deux variables données par leur développement en série entiere. Cette approche consiste a
appliquer I’approximation de Padé par rapport a la variable y aux coefficients de I’approximant
de Padé par rapport a z, ce qui conduit a des algorithmes comportant des approximations a
une variable (et donc des petits systémes) et rapides en termes de calcul (on peut utiliser des
méthodes de FFT), comparés a d’autres généralisations des approximants de Padé au cas de
plusieurs variables. Ces approximants ont été étudiés dans [52] et des résultats de convergence
donnés dans [53].
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Soit f une fonction a deux variables donnée par son développement dans un systéme or-
thogonal { Py} et on ’écrit sous la forme

Fa,y) =Y 3" fiyPw)Pi(z) = > fi(y) Pi(w).
j=0 i=0 Jj=0

(i) Premiére étape : on considére f comme fonction de = (y est considéré comme un pa-
rametre) :

fo@) =Y fiw)Pj(x).
j=0

On veut calculer deux polynémes Q,(z) et Py(x) de la forme

Qy(z) = 14 bi(y)’
i=1

B(z) = Y aily)Plx)

1=0

tels que
Qy(@)fy(z) — Py(x) = O(Prym41(z)), (3:22)

ce qui signifie que les premiers n+m-1 coefficients du développement dans le systeme orthogonal
{Py} s’annulent. C’est un type d’approximant de Frobenius-Padé pour la fonction d’une variable
fy(x) : la seule différence est que, pour simplifier les calculs, on exprime le dénominateur dans
les puissances de = au lieu de considérer le systeme orthogonal {P;}. Si 'on pose

o0 [e.e]
Y fi)Pi(x) =) fiy)Pi(x),
j=0 j=0
et si I'on incorpore 'expression de P, et ), dans (3.22), on obtient

> (fj(y) +y° bi(y)f}(y)> Pi(z) = Y ai(y)Pi(x) = O(Pnim1(x)).
=0 i=1 i=0
Ceci conduit au systeme que doivent vérifier les b;(y) et les a;(y) pour que (3.22) soit satisfaite :

m

YW +fily = 0 j=n+1,- ntm (3.23)
i=1
m .
o) i) + fiy) = aj(y) =0, ,n. (3.24)
i=1
(ii) Deuxieme étape : on remplace les fonctions inconnues b;(y), i=0,---,meta;(y), j=
0,- - ,n (solution de notre probleme) par des polynémes qui les approchent, de la fagon suivante :
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(a) pouri=1,---,m, on remplace b;(y) par un polyndéme
M
b = b
k=0

On a m(M +1) coefficients a calculer et 1'on va les choisir de sorte que les premiers M +1
coefficients du développement dans le systéme orthogonal {Py} de chaque équation de
(3.23) s’annulent. Les coefficients by; seront donc calculés a partir du systeme :

f71+1(y) f5+1(@/) T fyﬁl(y) bi(y) Jn1(y)
71+2(?J) f7%+2(3/) T rvﬁrQ(?J) b3(y) _ fnr2(y)
Ln® i) o Fa) )\ ) frm(®)

en identifiant les coefficients des premiers M + 1 termes du développement dans la famille
{P} de chaque équation. Pour cela on a besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 3.16. [A13] Soit f(z,y) = 3720 > 72, fijPi(x) Pj(y) une fonction de deuz
variables donnée par son développement dans un systeme de polynomes orthogonaux
vérifiant la relation de récurrence a trois termes

ka({L') = AkPk+1(.’L') + BkPk(HT) + CkPk,l(x).

On pose comme ci-dessus
fo() =>_FHWPi@),  fiy) = firPr(y).
j=0 k=0

Alors

1. Les polynémes ' Py(x) s’expriment dans la base des { Py} de la fagon suivante
2 Pe(x) = o i Pesi(@) + - + oy Pe(@) + -+ + 0y Pri(2),

ot les coefficients a}ﬁ se calculent par une récurrence sur l'indice supérieur i :

i _ i1
X kti = Ak+2—10‘k,k1+z‘—1

1 — . 1—
Xpk—i = Ck—z-‘rl‘alf,k:—i—&-l - -

i — A o i R . ; -
T = Aj,lakyj71+Bjakj +C]+1ak7j+1, k—i+1<j<k+i-1

2. On considére le développement de x'f,(z) dans le systéme orthogonal { Py},
2 @) = [w)P(@).
j=0

Alors le développement des fonctions f;(y) dans le systéme { Py} est donné par

o) k+1i
F@W) =" fiPey) avee fi = > farol;
k=0 n=k—1
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(b) on définit, pour 5 =0,--- ,n, les polynomes

N
a;(y) = Zajkpk(’y),
k=0
en calculant les (n 4+ 1)(NN + 1) coefficients (a;j) de sorte que

ai(y) = Y _bi) fi(y) = O(Py+1(y))-
=1

(a) consiste dans la résolution d’un systeme linéaire de m(M + 1) équations et de (b) on obtient
immédiatement les coefficients a;;.

DEFINITION 3.17. On appelle approrimant de Frobenius-Padé mizte I’approximant rationnel

R(z,y) = P(z,y) avec P(z,y) = oD kg aix Pi() Pr(y)
, Qr,y) = 1+X7, M bpaiyk

vérifiant
Q(xvy)f(xvy) - P(xay) = Z dePl(x)P](y)7 ot
(i,)€(N?\E)
E={(t,5):( 0<i<net0<j<N)oun+1<i<n+met0<j<M)}.

La forme et le cardinal de ’ensemble d’indices E dépendent du nombre de coefficients connus
de la série f(x,y). Si nous voulons une symétrie par rapport aux deux variables il est suffisant
de prendre N = M = n + m. Mais dans ce cas on n’aura pas de symétrie de approximant (les
mémes puissances de x et de y). Pour cela on doit prendre N = n et M = m et l'on privilégiera
I'approximation en z. Ceci est une propriété tres intéressante de ces approximants : on peut
espérer d’obtenir de bonnes approximations quand la fonction a un ensemble non symétrique
de singularités du a la différente nature des variables. On remarque que 1’on peut faire le méme
type de construction en commencant par la variable .

Dans le cas général d’une famille quelconque de polynémes orthogonaux, on a besoin d’un
nombre assez important de calculs pour construire la matrice du systeme donnant les coefficients
du dénominateur et il semble difficile de trouver une structure pour cette matrice. Par contre,
si 'on consideére la famille des polynoémes de Tchebychev, les calculs précédents deviennent tres
simples et 'on peut trouver une structure pour la matrice des coefficients. C’est ce que 1'on va
développer au paragraphe suivant.

(b) Une classe d’approximants de Padé-Tchebychev a deux variables

Soit f(z,y) une fonction donnée par

fy) =Y fT@)Tiy) =Y 1) Ty(x)
=0

1,520

ou {T}} est la famille des polynémes de Tchebychev de premiere espéce. On proceéde comme au
paragraphe précédent pour construire les approzimants de Padé-Tchebychev miztes :
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(i) Premiére étape : on construit un approximant linéarisé de Padé-Tchebychev de la fonction
de z, fy(x) = f(z,y), c’est-a-dire, deux polynomes @Q,(z) et Py(z) :

Qy(x) = Y bi(y)Ti(z)
=0
B = Yawne

vérifiant
Qy(x)fy(m) - Py($) = O(Thymr1(x)).
On rappelle une propriété fondamentale des polynomes de Tchebychev

1

Ti(z)T;(x) = 5 (Thti(z) + T—i(z)) >0,k >0, (3.25)
avec la convention T_;(x) = T;(z) pour i > 0. En utilisant cette propriété et en choisissant
m < n, on peut montrer que, si 'on fixe by(y) = 1, les bj(y), 7 = 1,--- ,m sont solution du
systeme :

H™(y)B(y) = F(y) avec F(y)" =2( fus1(y) -+ farm(y) ),
fn(y) + fri2(y) fr—1(y) + fn+3(y) o fnri=m(Y) + frr14m ()
H™(y) = ... . . ... ,
from-1(Y) + farm+1(y)  fotm—2(y) + fotms2(y) -+ Jn(y) + frnram(y)
bl(y) 00
Bly)=| : |=2_ BiTiy):
bm(y) =0

Les ay(y) sont alors calculés a partir des b;(y) par
m

aoy) = 1) by
Yy

m

k=0
ai(y) = 3 |fo@bi(y) + Y k) (firr(w) + fik(®)| i=1,---,n.

k=0

() fr(y)
b;

(ii) Deuxiéme étape : on remplace les fonctions a;(y) et b;(y) par des polynéomes qui les
approchent (écrits dans la base de Tchebychev).

En utilisant encore une fois la relation (3.25) et en regroupant les termes avec le méme indice
dans le développement en série de Tchebychev, nous obtenons un systéme structuré pour le
calcul des coefficients du dénominateur, et pouvons ainsi proposer un approximant rationnel
facilement calculable qui vérifie une certaine condition d’ordre linéaire : Q(x,y) f(x,y)—P(x,y) =
O(Thgm(x)Tm(y)). Ceci est résumé dans le résultat suivant :

THEOREME 3.18. [A13] Soit f une fonction & deuzx variables donnée par son développement en
série de Tchebychev

Fly) =D > fT@)Ti(y) = Y 1) Ty(x).
=0

i=0 j=0

© 2007 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



H.D.R. d'Ana Christina Matos, Lille 1, 2006
Approximation rationnelle de séries orthogonales 99

On définit Uapprozimant de Padé-Tchebychev mixzte par

PTchenn(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) avec
P(z,y) = Y7005 (y)Ti(x) avec bi(y Zb]ka

Qz,y) = 2Liloa(W)Ti(x) avec aj(y) = Za;"ka(y)
k=0

ot les coefficients sont calculés de la fagon suivante :

les coefficients du dénominateur b@]’ regroupés dans un vecteur B = (B}, By, - - , BT,
= (b}, ,b;‘m) ,j=0,---,m, sont la solution du systéme de dimension (m(m +
1)) x (m(m+1)) :
m
> (Hix+Hjsp)Bj=F, k=0,---.m & HB=F (3.26)
7=0
avec
H, Hy - Hy, Hy H, --- H,
H_, Hy -+ Hp Hy, Hy -+ Hpu
H= : : : T : : : =M1+ Ha
H—m H—m+1 to HO Hm Hm+1 T H2m

H1 une matrice Toeplitz par blocs et Ho une matrice Hankel par blocs ;
— le numérateur est donné par

ay) = 3™ wbiw) + D i) (ff+,j( )+ £ (y ))] i=1-.n,

on f;m) (y) = > po firTi(y) sont les sommes partielles d’ordre m.
Alors les polynomes P(x,y) et Q(x,y) vérifient

Qa.w)f(x,y) — Plw.y) = Rlz.y) = Y riyTi(a)T5(0)
1,720
avec
rij =0 pouri=0,--- ,n+metj=0,---m

Ce résultat nous permet de proposer des algorithmes rapides pour le calcul des coeffi-
cients du dénominateur. Ils seront basés sur les algorithmes d’inversion rapide de matrices de la
forme Toeplitz-plus-Hankel développés dans [55]. Les formules et algorithmes donnés dans [55]
peuvent étre facilement généralisés au cas de matrices par blocs, et 'on peut montrer que la
solution du systéme (3.26) peut étre obtenue avec une complexité de O (m?(m +1)?) (au lieu
de O(mY) en utilisant ’élimination de Gauss). L’implémentation de ces algorithmes est en cours
de développement.
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3.4.5 Conclusion et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans cette derniere partie a I’approximation rationnelle de
séries orthogonales a deux variables. Nous avons proposé deux définitions d’approximants ration-
nels a deux variables pour des fonctions données par leur développement en série orthogonale : les
approzimants de Frobenius-Padé a deux variables et les approximants de Frobenius-Padé mixtes.
Ces définitions ont été inspirées des différentes définitions des approximants de Padé (pour des
séries entieres) a plusieurs variables. Nous nous sommes essentiellement intéressés a la fagon les
calculer. Ainsi on a proposé différents algorithmes de calcul de suites de ces approximants (calcul
explicite des coefficients) - algorithmes récursifs et algorithmes rapides basés sur la structure de
la matrice - et de suites de valeurs de ces approximants en un point.

Mais beaucoup de problemes restent ouverts et font actuellement I’'objet de mes recherches.
Plus particulierement,

— les propriétés de convergence et d’accélération de convergence de suites de ces approxi-
mants. Dans le cas d’une variable, nous avons obtenu de tres bons résultats numériques
et de bonnes propriétés d’accélération de convergence pour certaines classes de fonctions,
en particulier au voisinage des singularités (voir [86]). Nous espérons que ces bonnes pro-
priétés de convergence puissent se généraliser au cas de plusieurs variables : nous essayons
d’obtenir des propriétés d’accélération de convergence de ces approximants a partir de
propriétés de la fonction f ou de la suite des coefficients du développement (f;;)

— programmer et développer les différents algorithmes proposés dans cette partie, en
étudiant leur stabilité numérique

— étude d’applications de ces approximants a différents domaines des mathématiques ap-
pliquées : recherche de problemes d’analyse numérique ou on dispose d’une approximation
de la solution sous forme d’une somme partielle de série orthogonale, que I'on cherche a
améliorer notamment en présence de singularités.
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