© 2009 Tous droits réservés.

HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

MEMOIRE D’HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES
UNIVERSITE LILLE 1
LABORATOIRE PAUL PAINLEVE

Arnaud Bodin

Quelques contributions a la
topologie et a I'arithmétique des
polynomes

Présentée le 7 juillet 2008 devant le jury composé de :

Shreeram S. Abhyankar, université de Purdue (rapporteur)
Enrique Artal-Bartolo, université de Zaragoza (rapporteur)
Pierrette Cassou-Nogues, université de Bordeaux I

Pierre Débes, université de Lille I

Francoise Michel, université de Toulouse III

Mutsuo Oka, université de Tokyo (rapporteur)

Mihai Tibar, université de Lille I

http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Arnaud Bodin

Quelques contributions a la topologie et a
I’arithmétique des polyndomes

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Remerciements

J st avec plaisir que je remercie les personnes qui m’ont
fait partager leur godt pour les mathématiques. En pre-
mier lieu je pense & Francoise Michel qui m’a initié avec

enthousiasme au monde de la recherche.

Les collaborations m’ont beaucoup appris tant mathématiquement
que humainement : je remercie Anne Pichon, José Seade, Mihai Ti-
bar pour nos travaux sur la topologie des singularités ; Pierre Débes
et Salah Najib m’ont fait découvrir tout un pan arithmétique des ma-
thématiques, je leur en suis trés reconnaissant.

J'exprime mes remerciements a Pierrette Cassou-Nogués pour 'inté-
rét constant qu’elle & porté & mon travail. Ma gratitute va & Enrique
Artal qui m’a donné I'occasion de visiter I'université de Zaragoza
pendant deux mois et qui a eu la gentillesse d’accepter d’'étre rap-
porteur. Shreeram S. Abhyankar et Mustsuo Oka m’ont fait I"'honneur
de rapporter sur cette thése et de venir jusqu’d Lille, je les en remer-
cie vivement.

Enfin toute mon affection va a Stéphanie, Valentine et Charlotte qui
ont rendu ces années de travail [égéres et heureuses.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Sommaire
Introduction 1
1 Déformation des polynémes : point de vue topologique 5
2 Fonctions méromorphes 11
3 Points entiers sur les courbes algébriques 23
4 Déformation des polynémes : point de vue arithmétique 29
Bibliographie 37

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Introduction

breuses formes en géométrie. Lexemple qui vient immédiatem-

ment a l'esprit est celui d’'une courbe algébrique, définie comme
le lieu des points qui annulent un polynéme : € = (P(x,y) = 0), ou plus
généralement des hypersurfaces algébriques. Dans ce mémoire le point
de vue est différent : on ne privilégie pas une valeur (0 dans I'’exemple
précédent) mais on regarde le comportement global. Si 'on prend un
polynoéme P(x1,...,xn) défini sur le corps K, on s’intéresse a la famille
(P(x1,...,xn) = c) pour toutes les valeurs possibles de c € K. Une autre
facon de voir est de considérer le polynome P comme une application
polynomiale : P : K™ — K.
La généralisation suivante vient alors naturellement : au lieu de consi-

LES POLYNOMES de plusieurs variables sont présents sous de nom-

dérer la famille de polynémes (P(x1,...,xn) — ¢ = 0)cck, nous fixons
deux polynoémes P(x1,...,xn), Q(x1,...,xn) et c’est alors la famille de
polynoémes (P(x1,...,xn) —cQ(x1,...,%n) = 0)cck qui est I'objet de notre
étude.

Les domaines étudiés ici concernent en particulier :

— Les singularités des polynémes. Comme le point de vue global nous
devons tenir compte des singularités dites “locales” des hypersur-
faces, mais aussi des singularités “a l'infini” propres a cette vision
globale.

— DLarithmétique des polyndome. Avec d’'une part une étude des points
entiers sur les courbes algébriques et d’autre part des considérations
sur l'irréductibilité des polynoémes, toujours en ayant ce point de vue
global a I'esprit.

Présentons les thémes plus en détails. Pour un polynéme P(x1,...,%n)
défini sur le corps C des nombres complexes, les travaux de R. Thom
donnent 'existence d'un ensemble fini B C C tel que l'on ait une fibra-
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tion C* localement triviale :
P:C™\ P (B)— C\B.

Lensemble de bifurcation B contient bien str I'ensemble B¢ des valeurs
critiques de P (ce sont les images par P des points de C™ ou le gradient de
P est nul). Mais il peut y avoir d’autres valeurs, qui proviennent du com-
portement asymptotique de P, ce sont les valeurs irréguliéres a linfini,
notées B,. Lobjet du premier chapitre est de déterminer des conditions
sur les ensembles B, B, B, afin que lorsque I'on regarde une défor-
mation d’'un polynéme celle-ci soit (topologiquement) triviale.

Lorsque I'on localise un polynéme en une singularité a l'infini, on re-
garde en fait localement une fraction rationnelle assez particuliéere. Cela
nous conduit au deuxiéme chapitre oti nous étudions les fractions ra-
tionnelles, ou des fonctions méromorphes, dans un voisinage de l'origine
de C™. La situation est “faussement locale” car toutes les fibres entre en
jeu. Nous établissons un théoréme de fibration de Milnor et donnons
une réciproque dans le cas de deux variables.

Un vieux probléme consiste a regarder le nombre de points dont les
coordonnées sont entiéres qui appartiennent a une courbe algébrique
irréductible C = (P(x,y) = c) définie par un polynéme P a coefficients ra-
tionnels. Nous montrons le résultat suivant dans le troisieme chapitre :
si ce nombre de points entiers est infini et la valeur c n’est pas dans
I'ensemble de bifuraction B alors P(x,y) est algébriquement équivalent
au polyndome x ou a x2 — dy?. En particulier il existe un automorphisme
algébrique qui envoie € sur une droite (x = 0) ou sur le zéro d’une équa-
tion du type “équation de Pell” (x> — dy? — D = 0). Nous appliquons
ce résultat pour donner des bornes asymptotiques optimales au nombre
des points entiers sur ces courbes.

La contrepartie arithmétique de I'ensemble de bifurcation d’'un poly-
nome est le spectre. Pour P(x1,...,xn) € Kx1,...,xnl, sp(P) = {c € K|
P(x1,...,%n) — A est réductible sur K}. Si le polynéme P est indécompo-
sable alors le spectre est fini. Le théoreme de Stein donne une borne
pour le cardinal du spectre. Dans le dernier chapitre nous définissons
un spectre pour les fractions rationnelles P/Q (qui est donc 'analogue
de I'ensemble de bifurcation pour une fraction rationnelle). Nous mon-
trons alors que si la fraction est indécomposable le spectre est fini et de
cardinal strictement inférieur & deg P?. Nous aurions aussi pa formu-
ler ceci en termes de la famille (P — cQ).ck, c’est ce langage que nous
adoptons pour I'’étude d’'une déformation d’'un polynéme par plusieurs
monoémes : pour un polynéme P donné nous caractérisons les monémes
Qi qui, pour un choix générique de (cq,...,c¢), rendent le polynome
P+¢1Qq+ -+ c¢Qg irréductible.
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Chapitre

Déformation des polynémes : point
de vue topologique

manujam pour les germes de fonctions analytiques a singularités

isolées. Soient fs: (C™, 0) — (C,0) des germes de fonctions ana-
lytiques, dont les coefficients dépendent analytiquement de s € [0, 1]. Le
théoreme de Lé-Ramanujam [LR] est un résultat frappant qui affirme
que la conservation d'un invariant numérique (le nombre de Milnor) im-
plique la conservation d’'un invariant topologique (le type topologique du
germe).

L’ORIGINE de ce travail vient du théoreme “p-constant” de Lé-Ra-

Théoreme 1 (Lé-Ramanujam). Si n # 3 et si u(fo) = u(fs) pour tout
s € [0,1] alors fg] (0) et de £;1(0) ont le méme type topologique.

Nous commencons par présenter un résultat semblable pour des fa-

milles de polynémes complexes de plusieurs variables. Ce résultat a été

obtenu en deux temps, d’abord pour n = 2, ou n > 3 sans singularités a

I'infini, puis avec M. Tibar nous 'avons généralisé.

Nous appliquons ceci pour répondre par la négative a deux questions :

— Est-il toujours possible, a équivalence topologique pres, de trouver des
équations réelles a un polynéme complexe (Lee Rudolph) ?

— Est-ce que deux polynémes topologiquement équivalents peuvent étre
connectés par une famille continue de polyndomes topologiquement
équivalents ?

Finalement sous certaines hypothéses sur le polygone de Newton, nous

montrons que pour une famille (fs) de polynémes en deux variables, les

valeurs irréguliéres a 'infini ont un “bon” comportement lorsque s varie.
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Chapitre 1 6

1 Equivalence topologique dans une famille de po-
lyndmes

1.1 Quelques définitions

Deux polynémes f,g : C* — C sont topologiquement équivalents s’il
existe @ : C" — C" et ¥ : C — C deux homéomorphismes tel que le
diagramme suivant commute :

cr—2>cn

| Jo

CT>(C.

Nous utiliserons la définition suivante pour les singularités isolées a
I'infini : nous disons que le polynéme f : C™ — C a des singularités
isolées a l'infini si dim SingW < 0, ou

of of
W:{[X]EP“1|d:---:d:0}
0x1 0Xn,

est un sous-ensemble algébrique de I’hyperplan a 'infini H* de P™, que
'on identifiera & P*'. Nous notons ici f4 la partie homogeéne de degré
d = degf du polynéme f. La condition SingW < 0 est équivalente a
la condition suivante : pour tout t € C, les singularités de f—1(t) et de
f$1(t) N H™ sont (au plus) isolées.

Par exemple un polynéme de deux variables ayant toutes ses fibres ré-
duites a des singularités a I'infini isolées.

Finalement pour c ¢ B, nous notons Fgen = f~'(c) une fibre générique
de f. En particulier la caractéristique d’Euler x(JFgen) est indépendante
du choix de ¢ ¢ B.

1.2 Enoncé

Théoreme 2. Soit (fs).c01) une famille continue de polynémes com-
plexes ayant des singularités affines isolées et des singularités a l'in-
fini isolées. Supposons que le nombre de variables vérifie n # 3. Si les
nombres X(JFgen(s)), #B(s) et degfs sont indépendants de s € [0, 1], alors
les polynémes fy et f1 sont topologiquement équivalents.

Pour n = 2, ou n > 3 mais sans singularités a I'infini, j’ai obtenu ce ré-
sultat dans [4]. Ensuite avec M. Tibar, dans [8], nous ’avons généralisé
pour obtenir le résultat comme il est présenté ici.
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Chapitre 1 7

Exemple. Soit fs(x,y) = x(x?y + sx + 1). Alors Bur(s) = 9, Beo(s) = {0},
donc #B(s) = 1, X(TFgen(s)) = 0 et degfs = 4. Alors, fy et f1 sont topolo-
giquement équivalents. Cela fournit un exemple de polynémes topologi-
quement équivalents mais pas algébriquement équivalents, voir [2].

Remarque. 11 est possible de faire les calculs de ces invariants numé-
riques a l'aide d’une librairie pour SINGULAR décrite dans [6]. Cette
librairie calcule pour un polynéme donné, les ensembles B, B¢, B, et
les nombres p, A. D’autre part ce programme permet de vérifier si une
famille (fs) vérifie les hypotheéses de notre théoreme 2 ; sinon il donne
les parameétres s qui posent probleme.

2 |dées de la preuve

Une étape préliminaire montre que si degfs, #B(s), u(s) + A(s) (ou en-
core X(JFgen(s))) sont des nombres constants pour s € [0, 1] alors les cinq
nombres suivants restent constants : deg fs, #B,4(s), #B (s), u(s), A(s).
C’est d’ailleurs cette hypothése qui était retenue dans [4]. Pour cela
nous montrons que pour la famille (fs) les singularités affines et a I'in-
fini ont un “bon comportement”, (le paragraphe 4 détaille certains as-
pects).

Il est important de comprendre qu'un bon comportement des singulari-
tés équivaut a un bon comportement des valeurs singuliéres. Voici un
exemple d’accident comme illustration : deux points singuliers affines
p(s), q(s) de fs qui se rencontrent en sy, c’est-a-dire p(sg) = q(sp). Com-
ment exclure ce cas? Cet accident implique aussi un accident sur les
valeurs critiques : les deux valeurs critiques fs(p(s)) et fs(q(s)) coin-
cident pour s = so ce qui fait que #B,(so) < #B,(s), pour s # so. En
ayant #B,¢(s) constant, nous obtenons une contradiction. La clé de la
démonstration est un théoréeme de Has Bey et Lazzeri qui affirme que
les valeurs critiques f5(p(s)) et fs(q(s)) sont bien différentes pour s # s,.
Ce sont ces types d’arguments associés a une formule de calcul de la
caractéristique d’Euler d’une fibre f~'(c) comme somme de nombres de
Milnor locaux (y compris en des points a I'infini) et a la semi-continuité
des nombres de Milnor (locaux et globaux) qui prouvent le bon compor-
tement des valeurs singuliéres et des points singuliers. On montre que
tous les “accidents” imaginables lorsque s varie, ne se produisent pas.
En particulier les accidents suivants sont exclus : une valeurs critique
c(s) qui disparait pour s = sg; une valeur critique affine c(s) qui devient
une valeur critique a I'infini en s = s (et réciproquement).

Il s’agit ensuite d’appliquer des théorémes de type Lé-Ramanujam-Ti-
mourian a chacune des singularités locales. Pour les singularités affines
nous appliquons telle quelle, la trivialisation du théoréeme de Lé-Rama-
nujam dans sa version étendue par Timourian. Pour les singularités a
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I'infini nous prouvons une telle trivialisation en adaptant la preuve de
Timourian a notre situation ou la fibre de Milnor-Lé dune singularité a
I'infini est elle méme singuliére.

Finalement a l'aide de champs de vecteurs nous recollons entre elles
toutes ces trivialisations. Enfin pour étendre le recollement de ces tri-
vialisations a I’espace entier il faut refaire une étude du type Lé-Rama-
nujam (dans sa version originale cette fois) sur une fibre générique dont
le type d’homotopie est un bouquet de u(s) + A(s) spheres. C’est 'utili-
sation du h-cobordisme ici (et aussi pour les trivialisations locales) qui
impose la condition n # 3.

3 Applications da la non-rédlité et la non-connexité
des polyndmes complexes

3.1 Non-réalité

Pour un germe (C,0) de courbe du plan complexe, il facile et souvent
tres utile d’obtenir un germe de méme type topologique (f = 0,0), ou
f a une équation réelle. Par exemple si C est irréductible et a pour dé-
veloppement de Puiseux (tP,} ;. ait), i € C, le germe défini par le
développement de Puiseux (tP,) ; ., t') admet une équation réelle. Ici
&’ C & désigne les paires caractéristiques de Puiseux. Dans la théorie
des divides de N. ACampo ce phénomeéne a une grande importance.
Qu’en est t'il dans la situation globale ? Plus précisemment L. Rudolph
pose la question suivante : Est-il toujours possible, a équivalence topo-
logique pres, de trouver des équations réelles a un polynéme complexe ?
La réponse est négative.

Théoreme 3. Soit

fs(x,y) = xy(x —y)(y — 1)(x — sy).

Soit k,k les racines de s*> — s + 1. Alors il n’existe aucun polynéme g a
coefficients réels tel que fy et g soient topologiquement équivalents.

3.2 Non-connexité

On peut s’interroger sur des énoncés réciproques du théoréeme 2. Par
exemple il est vrai que si f est g sont des polynémes topologiquement
équivalents alors x(JFgen(f)) = X(Fgen(g)) et #B(f) = #B(g). Pour le de-
gré la situation est plus délicate, mais néanmoins on arrive a prouver
certains résultats, voir [7].

Lautre réciproque que l'on peut chercher est la suivante : Est-ce que
deux polynomes fy, f1 topologiquement équivalents peuvent étre connec-
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tés par une famille continue (fs) de polynémes topologiquement équiva-
lents ?
Encore une fois la réponse est négative.

Théoreme 4. Soit

fs(x,y) =xyly — 1) (x+y —1)(x — sy)

et notons {k,k,1/k,1/k} les racines de 256s* +448s3 + 78952 + 448s -+ 256.
Les polynémes fy et f sont topologiquement équivalents mais il n’existe
pas de famille continue (gt)co,1) telle que go = fy, g1 = fy et telle que g¢
soit topologiquement équivalent a fy pour tout t € [0, 1].

Si C sont les racines de

s(s—1)(s+1)(256s* +736s> +8255% +7365+256)(2565* +448s> 4+789s% +4485+256).

alors pour s € C\ C, fs vérifie X(Tgen(s)) = —13, #B,r = 4 et B, = .
Donc pour s, s’ ¢ G, s et 5/ sont topologiquement équivalents d’apres le
théoréme 2. Par contre les polynomes fy et fi vérifient x(JFgen(s)) = —13,
mais #B,5 = 3, Bo, = 9. Alors le polynome f, n’est pas topologiquement
équivalent au polynome fs, s ¢ C.

4 Comportement des valeurs critiques

Nous allons donner certains résultats sur le comportement des valeurs
critiques By (s) et B(s) pour une famille continue (), s € [0, 1] de poly-
némes complexes de deux variables.

En supposant que la caractéristique d’Euler de la fibre générique est
constante lorsque s varie nous prouvons que les valeurs irrégulieres a
I'infini dépendent continiment de s et ces valeurs ne peuvent pas dis-
paraitre par accident.

Précisons ce comportement des valeurs avec quelques définitions. Une
fonction multi-valuée s — F(s) sera continue si pour tout o € [0,1] et
toute valeur c(o) € F(o) il existe un voisinage I de o tel que pour tout
s € 1, il existe c(s) € F(s) proche c(c). La fonction multi-valuée F est
fermée, si pour tout point o € [0, 1], et toute suite c(s) € F(s), s # o,
tel que c(s) — c(o) € C quand s — o, alors c(o) € F(o). Il est bien
connu que s — Bx(s) est une fonction multi-valuée continue (dans le
cas des singularités isolées). Par contre s — B,¢(s) n’est pas toujours
fermée : par exemple pour fs(x,y) = (x — s)(xy — 1), nous avons pour
s #0, Baff(s) ={0, s} mais Baff(o) =J.

Sous certaines hypothéses nous prouvons que s — By (s) et s — B(s)
sont des fonctions multi-valuées continues et fermées.
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Théoréme 5. Soit (fs) (o 1) une famille de polynémes complexes de deux
variables telle que x(Fgen(s)) soit constant et telle que f¢ soit non-dégénéré
au sens de Newton pour tout s € [0,1], alors la fonction multi-valuée
s — By (8) est continue et fermée.

Remarque. Nous savons que X(JFgen(s)) = 1 — u(s) — A(s). Mais le théo-
réeme 5 n’implique pas que u(s) et A(s) soient constants. Par exemple
pour la famille f¢(x,y) = x?y?+sxy+x, alors pour s = 0, u(0) = 0, A\(0) =2
avec B, (0) = {0} et pour s # 0, u(s) = 1, A(s) = 1 avec Byy(s) = {0} et

Boo (5) = [~ ).

La fonction multi-valuée s — B, (s) est continue mais pas nécessaire-
ment fermée méme si x(JFgen(s)) est constant par exemple ([Til) : pour
fs(x,y) = x* — x?y? + 2xy + sx?, alors x(Fgen(s)) = —4. Nous avons
By (0) = {0}, B (0) = {1} et pour s # 0, B, = {0,1— %}, Boo(s) ={1}. Re-
marquons que méme si s — B, (s) n’est pas fermée, la fonction s — B(s)
Pest. Ceci est explicité dans le résultat suivant :

Théoreéeme 6. Soit (fs).cj01) une famille continue de polynémes com-
plexes en deux variables telle que x(Fgen(s)) est constant et telle que f
soit non-dégénéré au sens de Newton pour tout s € [0,1]. Alors la fonc-
tion multi-valuée s — B(s) est continue et fermée.

Remarque. Des méthodes tres similaires ont servi dans [9] pour étudier
le probleme d’A’Campo suivant : étant donné fy un germe de singularité
isolée, calculer le minimum p(fy) — p(fs). Ce minimum étant pris sur
I'ensemble des déformations (fs) de fo. Une réponse (trés partielle) est
apportée dans [9].
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Chapitre

Fonctions méromorphes

développement apres le livre de J. Milnor Singular points of com-

plex hypersurfaces. 11 est fort possible que la motivation initiale
de Milnor ait été de mieux comprendre les singularités de Brisekorn-
Pham dont les entrelacs donnent des exemples de spheres exotiques.
Le résultat le plus célebre de ce livre est stirement le “théoreme de fi-
bration de Milnor”, cependant des résultats moins connus sont conte-
nus dans le dernier chapitre de ce livre, ils concernent les singularités
réelles pour lesquelles Milnor donne un théoréme de fibration. Pour ce
théoreme dans le cas réel, les hypotheses sont plus fortes que dans le
cas holomorphe et les conclusions plus faibles.
La premiere partie de ce chapitre va consister a énoncer un théoréme
de fibration pour les fonctions méromorphes. Lorigine de ce travail avec
Anne Pichon était de mieux comprendre un cas particulier de singu-
larités réelles, celles de g ou f, g sont des fonctions holomorphes. De
notre point de vue cette étude est équivalente a celle —plus naturelle—
des fonctions méromorphes par la remarque suivante : sur une sphére
les applications de Milnor pour f§ et f/g sont égales : % = %.
Plus précisément nous donnons une condition nécessaire appelée semi-
modérée qui permet d’obtenir une fibration de ’entrelacs de f/g. Ensuite
dans le cas de deux variables nous montrons la réciproque : si ’entrelacs
de f/g est fibré alors la fonction f/g est semi-modérée. Nous énoncons
finalement des résultats similaires pour les entrelacs a l'infini, ce qui
répond a des questions de M. Hirasawa and L. Rudolph.

L’ETUDE des singularités des hypersurfaces a connu un formidable

La deuxieme partie du chapitre est un travail avec Anne Pichon et José
Seade. Elle concerne la comparaison des différentes fibrations de Mil-
nor. En effet dans son livre Milnor prouve que la fibre de Milnor associée

11
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a la fibration
f B2 N f1(S1(0) — Sk(0)

et la fibre de la fibration

f

M ST\ 1(0) — ST

sont difféomorphes. Nous comparons la fibre de la fibration

f

T8 g2\ (7 (0) U g™ (0)) —

/9l
obtenue précédemment avec les deux fibrations localement triviales qui
correspondent aux valeurs 0 et oo :

; (BN f1(SH0)) — SL(0) et ; ‘B2 N f1(S)(00)) — S)(00).

Nous montrons que la fibre de la premieére fibration est obtenu comme
recollement des fibres des deux dernieres fibrations. Nous appliquons
ceci pour le calcul des caractéristiques d’Euler des fibre de la fibration

. f/g
de Milnor al-

1 Les fibrations de Milnor

Pour un germe de fonction holomorphe f : (C™,0) — (C,0) (dont on
choisit un représentant défini sur un ouvert U de l'origine), nous notons
L = f71(0) NSV, 0 < e < 1, Ventrelacs a lorigine de f. Par le théo-
réeme de la structure conique, le type topologique de cet entrelacs est
indépendant du choix de ¢ suffisamment petit, [Mi].

Théoreme 7 (Milnor). Soit f : (C™,0) — (C,0) un germe de fonction
holomorphe. Alors Uapplication
f

ik S\ Ly — S!

est une fibration C*® localement triviale.

Remarquons qu’il n’y a pas d’hypothéses de singularités isolées sur f.
Cette fibration de Milnor a plusieurs applications, citons les quelques
exemples suivants :

1. En théorie de noeuds. Cela fournit des exemples de noeuds et en-
trelacs fibrés.

2. En théorie de la dimension 3. Le complément de ’entrelacs dans la
sphere est alors muni d’une fibration en cercle, ce qui en fait une
variété de Waldhausen.
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3. Pour les structures de contacts. Récemment les travaux de E. Gi-
roux établissent un lien entre les structures de contacts et les en-
trelacs fibrés.

4. Pour les singularités. On remplace l'objet singulier f~'(0) par des
objets “lisses” : 'entrelacs Ly, la fibration, la monodromie de cette
fibration,...

Passons maintenant a une version réelle de ce théoréme.

Théoréme 8 (Milnor). Soit f : (R™,0) — (R?,0) un germe de fonction
of;

5 ) 1<i<21<<m
rang 2 pour tout x € U\ {0} (oz U est un voisinage de 0 € R™). Alors il
existe une fibration :

soit de

analytique tel que la matrice jacobienne | =

¢ : S\ Ly — S
Ici L = f71(0) N S™ 1. Dans cet énoncé il y a une condition de singula-
rités isolées réelles assez forte. Par exemple le nceud de huit peut-étre
réalisé comme l'entrelacs L¢ pour une telle fonction f : RZ — R2. 11
est bien connu que ce nceud est fibré. Par contre il ne peut étre réalisé
comme I'entrelacs d'une fonction holomorphe car il n’est pas du type
“torique itéré”.

2 Fibration de Milnor des fonctions méromorphes

2.1 Fonctions semi-modérées

Nous allons définir ce qu’est le comportement semi-modéré pour un
germe de fonction méromorphe. En bref nous disons que f/g est semi-
modéré si pour des valeurs ¢ € P' en dehors d’'un voisinage de 0 et co
les fibres (f/g = c) intersectent transversalement les petites sphéres
centrées a l'origine.

Nous prouverons au paragraphe 3 que si le nombre de variables est
2 alors /g est semi-modéré si et seulement si le type topologique de
(f(x,y) — cg(x,y) = 0) est constant pour ¢ € P!\ {0, 00}

Venons en maintenant a la définition précise. Soit U un voisinage ouvert
de 0 dans C™ et soient f,g : U — C des fonctions holomorphes sans
facteurs communs telles que f(0) = g(0) = 0.

Soit f/g la fonction méromorphe f/g : U — P! définie par (f/g)(x) =
[f(x) : g(x)]. Cette fonction est bien définie sur U\ I(f/g), ou I(f/g) ={x €
U | f(x) =0et g(x) =0} sont les points d’indétermination.

Avec la convention de Milnor nous définissons le gradient de f/g en de-
hors de I(f/g) par :

erad(f/g) — (a(f/g) a(f/g)) |

ox; ' Oxn
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Considérons 'ensemble M(f/g) des points de non-transversalité entre
les fibres de /g et les (petites) sphéres SZ"~! centrées & l'origine :

M(f/g) = {x e U\I(f/g) | I e (C,grad;(x) = Ax}

Nous définissons maintenant un ensemble de bifurcation By C P! asso-
cié au comportement a 'origine de la fonction méromorphe f/g.

Définition. Liensemble de bifurcation By est 'ensemble des valeurs c €
P! tel qu’il existe une suite (x)xey de points de M(f/g) vérifiant :

lim x, =0 et lim Fla) =
k—o0 k—o0 g(Xk)

Nous pouvons enfin donner la définition de ce qui va étre notre hypo-
these principale de travail.

Définition. Le germe méromorphe f/g est semi-modéré a l’origine si By C
{0, 00}.

La terminologie provient d’'une définition semblable (semitame) pour le
comportement a I'infini des polynémes, [NZ]. La définition de By(f/g)
donnée ici est 1égerement différente de celle de I'article [10] ou I'on im-
posait arbitrairement que 0 et co sont des valeurs de bifurcation.

Exemple.
1. Pour ;((13)) = 2, nous avons By = & et f/g est semi-modérée a
lorigine.
2. Pour ;(&3)} = ;‘—i, nous avons By = {0, 0o} et f/g est semi-modérée a
Porigine.
3. Pour Z(&?J)) = X(HziHUS alors By = {0,1, 00} et f/g n’est pas semi-

modérée a l'origine.

2.2 Théoréme de fibration

Théoreme 9. Soient f,g : (C™0) — (C,0) deux germes de fonctions
holomorphes sans facteurs communs tel que le germe méromorphe g soit
semi-modéré a lorigine. Alors pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, l'ap-
plication de Milnor

/g
/gl

est une fibration C* localement triviale.

S\ (LU —Lg) — S!

Le schéma de la preuve est similaire a celui du théoréeme de fibration
de Milnor [Mi]. La condition “semi-modérée” permet de controler 'argu-
ment des nombres complexes A(t) qui apparaissent dans M(f/g), lorsque
t tend vers 0.
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3 Fibration de Milnor en deux variables

3.1 Enoncé

Dans le cas de deux variables, nous pouvons dire beaucoup plus en ce
qui concerne cette fibration de Milnor. Le point essentiel est que I'on
prouve une réciproque au théoréeme 9. Nous donnons aussi une série de
conditions équivalentes a I'existence de cette fibration.

Théoréme 10. Pour f : (C?,0) — (C,0) et g : (C%0) — (C,0) deux
germes holomorphes sans facteurs communs, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La fonction méromorphe f/g est semi-modérée a l'origine ;

2. Toute valeur c # 0, oo est une valeur générique pour la topologie du
pinceau (f —tg =0)cpr1;

3. Lapplication de Milnor ‘—% = % : S2\ (Lf U —Lg) est une fibration

C® localement triviale ;
4. Le (multi-)entrelacs L U —Lg est fibré ;

5. 0 est une valeur critique isolée du germe analytique réel défini par
fg: (C%,0) — (C,0).

Léquivalence des conditions (4) et (5) est due a A. Pichon lorsque 0 € C?
est un point singulier isolé de f et g, cela a ensuite été généralisé par
A. Pichon and J. Seade, voir [P], [PS]. Enfin le théoréme 10 donne une
nouvelle preuve de I'équivalence entre (4) et (2), due a F. Michel et
H. Maugendre, [MM]. En dimension n = 2, une fibration par 'appli-
cation de Milnor donne un (multi-)entrelacs fibré, voir [P], [10].

3.2 Idées de la preuve

L'équivalence entre (1) et (2) est une version méromorphe d’un résul-
tat bien connu pour les singularités a l'infini des polynémes. La réfé-
rence [D] est un bon survol des différentes notions de valeurs critiques
a l'infini. Dans [10] on trouvera d’autres équivalences dans le cas des
fonctions méromorphes, par exemple en terme de résolution des singu-
larités.

En résumé nous savons déja :

— (2) & (1), équivalence classique,

— (1) = (3), cest le théoreme 9,

- (3)= (), carn =2,

— (4) & (5), due a A. Pichon et J. Seade.

Il ne reste donc plus qu’a montrer I'implication (4) = (1). Ce qui est fait
dans la proposition suivante :
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Proposition 11. Soient f, g : (C2,0) — (C, 0) deux germes holomorphes
sans facteurs communs. Si le (multi-)entrelacs local L U —L4 de f/g est
fibré alors f/g est une fonction semi-modérée a lorigine.

La preuve de cette proposition est la version méromorphe d’un théoréme
similaire de [1] dans le cas des singularités de polyndomes a l'infini. La
preuve utilise la résolution des singularités a l'infini et une condition
nécessaire et suffisante pour un multi-entrelacs d’étre fibré en termes de
décomposition de Waldhausen du complément de I’entrelacs, voir [EN,
Theorem 11.2], [1], [10].

3.3 Situation a l'infini

Le point de départ des recherches sur les résulats précédents concernait
en fait les entrelacs a I'infini pour les germes analytiques réels fg. Plus
précisément dans [HR], M. Hirasawa et L. Rudolph observent que ‘%‘ =

%gl et posent les questions suivantes. A quelles conditions ’entrelacs

Lo U—Lg o est-il fibré ? Lorsqu’il est fibré, la fibration associée est-elle
celle de Milnor ? Rappelons que lentrelacs & linfini est L¢o, = f~1(0)NS3
pour un R suffisamment grand.

Nous avons dans les paragraphes précédents répondu aux versions lo-
cales de ces questions. Dans [10] nous répondons aussi aux interroga-
tions de M. Hirasawa and L. Rudolph en définissant une notion de semi-
modérée a linfini :

Théoréme 12. Soient f: C> — C et g : C* — C deux applications poly-
nomiales. Nous avons une équivalence entre les conditions suivantes :

1. la fonction méromorphe f/g est semi-modérée a Uinfini;
2. le (multi-)entrelacs Lo U —Lg o est fibré.

De plus sous ces conditions l'application de Milnor

f/9

ol tSEN\ (Lfoo U—Lgoo) — S!

est une fibration.

4 Comparaison des différentes fibres de Milnor

4.1 Les fibrations en jeu

Tout d’abord pour tenir compte des points I d'indétermination nous no-
terons par convention :

-
; (¢) = {z € U|f(z) — cg(z) = 0} \ 1
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Sous ’hypothese “semi-modéré a I'origine” nous avons une fibration dé-

: /g .
finit par ol -

f/g

L2 s (Leu L) — ST (2.1)
gl 5 MU
Nous notons 1
f/g
=2
g

une fibre de cette fibration.
Nous aurons besoin de regarder les choses pas trop pres du lieu d’'indé-
termination aussi nous utilisons une fibre tronquée :

1
oo ! (Dé(m y D%(oo))

pour 0 < 6 < .

Il existe comme dans le cas holomorphe une notion de “tube de Milnor”
qui donne lieu a une fibration. Reprenons la construction de [GLM].
Fixons c € P'. Pour 0 < ¢ < 1 et 0 < § < ¢ la restriction de g définie par

£
33 (S§(c)) NB2™ — Si(c)
\
est une fibration localement triviale. En fait cette ﬁbraiiion est triviale
pour des valeurs de c génériques. Le “tube de Milnor” gf (Sg(c)) devient
ici un tube pincé.
Définition. La fibre de cette fibration est appellé la c-fibre de Milnor et
est notée
f ! ! I 1

]%/926 (c') N B, ¢’ € Sglc).
Remarquons que cette fibre Mg /g €St une variété non-compact a bord et
dans le cas semi-modéré a l'origine les fibres qui nous intéressent sont
les fibres associées aux valeurs 0 et oo : M? /g €t M;’jg.
Encore une fois nous restreignons la fibre, cette fois-¢i en dehors d’'un
voisinage de l'origine. Pour 0 < ¢’ <  nous notons la fibre tronquée :

Y 2
trg = Mg \ B

4.2 Comparaison des fibrations

Nous avons besoin d'une condition supplémentaire qui exprime un bon
comportement des fibres au voisnage du lieu d’indétermination, cette
condition é est la condition (i)-modérée ; elle revient a exiger que en un
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point proche du lieu d’indétermination la sphere, la fibre 571 (c) et le
tube de Milnor s’intersectent transversalement en ce point. Elle n’est
nécessaire que pour n > 3. Cette condition sera détaillée au cours de la
preuve.

Théoreme 13. Soient f,g : (C™,0) — (C,0) deux germes de fonctions
holomorphes sans facteurs communs tel que la fonction f/g soit semi-
modérée a lorigine et (i)-modérée.

1. La fibre tronquée F associée & la fibration %gl est difféomorphe a

lunion des deux fibres de Milnor locales tronquées M? /g €l J\V/E]‘??g

associées aux fibrations définies par é :

v ~ 0 v

2. Les caractéristiques d’Euler vérifient :
X (F) =x (3t) +x (315
) X (F) =x (M?/g> +x (M‘;ﬁg) .
4.3 Applications

Corollaire 14. Soient f,g : (C™,0) — (C,0) deux germes holomorphes
sans facteurs communs tels que f/g est semi-modérée a l'origine et (i)-
modérée. Si de plus f et g ont une singularité isolée a l'origine alors

X (F) = (=)™ (u(f,0) + p(g,0) — 2u(f + tg,0)).

Ou t est une valeur générique (ici t # 0,00) et |1 désigne le nombre de
Milnor.

Démonstration. Cest une application directe du théoréme précédent a
laide de la formule [GLM, Theorem 2] :

X (M) = (=1 (u(£,0) — u(f + tg,0))

et
X (M) = (=117 (1(g,0) — u(f + tg,0).
O

Corollaire 15. Soit n = 2. Nous savons que M?:/g (resp. M?‘}g} a le type
d’homotopie d’un bouquet de A cercles (resp. As,). Donc F est homotope
a un bouquet de \o + Ao + 1 cercles.
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F1G. 2.1 — Arbre de résolution de x> + y2/x% + y>.

(1)
1 Graph Gy
(2)

D (=1

(1)
-1
Graph G, -2
—2

-1

F1G. 2.2 — Graphe de résolution de x? + y3/x3 + y2.

4.4 Un exemple

Soit f(x,y) = x34+y? et g(x,y) = x?+y>. Cette fonction est semi-modérée
a l’'origine et puisque n = 2 la condition (i)-modérée n’intervient pas. Sur
la figure 2.1 on dessine le graphe de résolution de { et sur la figure 2.2
on représente le graphe dual. Entre parentheses sont notées les mutli-
plicités : les multiplicités positives correspondent au diviseur associé a
la valeur 0, les multiplicités négatives correspondent au diviseur associé
a la valeur oo, les multiplicités nulles correspondent aux composantes
dicritiques. L'autre numéro correspond aux classes d’Euler.

A partir des graphes de résolution nous lisons que la fibre M? /o 8 le type
d’homotopie d’une sphére moins trois points (deux points correspondent
a l'intersection du diviseur correspondant a la valeur 0 avec le dicritique
et un point pour la transformée stricte (f = 0)). La fibre Mﬁij ! aussi le
type d’homotopie d’'une sphére moins trois points.

La fibre F s’obtient comme recollement des fibres M? /g et M?j 9 le long
des deux composantes de bord correspondant au dicritique. Ainsi F est
homotope a un tore privé de deux points.

4.5 I|dées de la preuve

On prouve le théoréme en appliquant deux fois la méme construction un
fois pour la portion de fibre de F qui correspond aux valeurs ¢ € P! tel
que [c| € [0, 1] et une autre fois pour les valeurs de c telle que |c| € [r, oo].
Une autre facon de le dire si 'on choisit par exemple r = 1, c’est de
faire la construction pour & autour de 0 puis pour £ autour de 0. Le
recollement se fait le long cfes (f —cg = 0) avec |c|] = r. Nous décrirons

uniquement la premiere construction.
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F1G. 2.3 — Situation générale et champ de vecteurs.

Fixons tout d’abord les constantes, 'ordre du choix est fondamental.
Voir la figure 2.3 (ou F = g).
1. Fixons 0 < r < oo, par exemple r = 1.

2. Fixons 0 < ¢ < 1, de telle sorte que B2™ soit une boule de Milnor
pour (f = 0), (g = 0), les points d'indétermination I et les fibres

17(2),z € 81(0)
3. Prenons alors 6, 0 < < ¢ qui va définir le tube pincé de Milnor.

4. Soit 0 < ¢’ <« §. Nous allons retirer la boule IB%?T‘ afin de nous
écarter de l'origine.

5. Finalement fixons 0 < 11 < ¢/, qui définit le rayon du voisinage
tubulaire des points d’'indétermination :

Ty = {z € B2 | [f(z)? + lg(z)]> = n?}.

Nous voulons montrer que la 0-fibre de Milnor tronquée

. £
Mg =4 (5) \ B2}

est difféomorphe a la portion suivante de F dans S :

. /g 7!
¥ /9

—_ 19 2 2
0= ey DHO)\DE(0)
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In S.

In B,

F1G. 2.4 — Champs de vecteurs et points d'indétermination.

Comme dans le livre de Milnor [Mi], 'idée est d’intégrer un champ de
vecteurs v qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) L'argument de /g est constant le long des courbes intégrales de v.

(i1) Le champ de vecteurs v est sortant aux spheéres, autrement dit la
norme des courbes intégrales est une fonction strictement crois-
sante.

(iii) Pour les points du tube T, le champ de vecteurs v est tangent a T,,.

Techniquement ces conditions sont réalisées avec les conditions sui-
vantes :

1. Pour tout z, (v(z), grad logg(z» =+1,

2. Pour tout z ¢ M(f/g), (v(z),z) > 0,

3. Pour tout z € M(f/g), Re(v(z),z) > 0,

4. Pour tout z € Ty, v(z) appartient a I'espace tangent de T, en z.
On rappelle que M(f/g) définit au début de ce chapitre est ’ensemble
des points de non-transversalité des fibres 571 (c) avec les spheres.

La condition “f semi-modérée” permet de construire un champ de vec-

teurs qui vérifie les conditions (1), (2) et (3) ci-dessus. La condition (4)
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n’est pas toujours vérifiée, c’est pourquoi nous rajoutons la condition “é

(i)-modéré”.
Définition. Soit n > 3. La fonction f/g est (1)-modérée si pour tout z € T,
et z ¢ M(f/g) les vecteurs

f
z, grada(Z), gradg (If* + |g/°)(2)

sont C-linéairement indépendants.

Pour n = 2 1a condition (i)-modérée est vide. Nous ne considérons pas les
points z € M(f/g), car pour ceux la z et grad g(z) sont déja liés. Sous la
condition “(i)-modérée”, on peut en plus construire le champ de vecteurs
tangent au tube T,,. Voir les figures 2.3 et 2.4.

Lintégration de ce champ de vecteurs fournit un difféomorphismes entre

v -1 v —1 .oz
Mg/g = g (8) \IB%?‘ et 5o = % (D2(0) \ID%(O)). De plus ce difféomor-
phisme envoie le bord

M, NS
sur

. fT

Fon— (7).

9

Ce qui justifie le recollement avec J\?[?j o
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Points entiers sur les courbes
algébriques

dans le sens ou 'on obtient des résultats arithmétiques a l'aide

d’outils algébriques et de preuves topologiques.
La motivation de départ venait du théoréme de Heath-Brown [HB] qui
obtient une borne asymptotique pour le nombre N(C, B) de points a co-
ordonnées entieres situés sur une courbe algébrique C de degré d, dont
I’abscisse et 'ordonnée sont bornées par la variable B. La borne est du
type N(C,B) = chli ol cq4 est une constante qui dépend uniquement du
degré d. Malheureusement quand I'on cherche a expliciter c4 on n’ob-
tient pas une constante raisonnable, [Wa].
On peut alors partir du probleme inverse : trouver des exemples ayant
le plus grand N(@, B) possible. Lexemple immédiat est ¢ = (x — y< = 0)
qui donne N(C,B) < 2B + 1. Donc ici cq = 2 ce qui est tres loin de la
borne de Heath-Brown.
Ici nous regardons seulement un type spécial de courbes : les courbes
C qui sont des fibres génériques d’'un polynéme P(x,y). Pour une telle
courbe C nous montrons qu’a automorphisme algébrique pres C (et méme
P) est équivalente soit & une droite d’équation (x = 0) soit a I’équation de
Pell (x? — qu? = 1). En appliquant ceci au probléme du nombre asymp-
totique de points entiers sur C nous obtenons que N(C, B) < 2B7 +1+e¢.
Ce qui en fait la meilleure borne possible.

C E TRAVAIL représente la partie charniére de mes travaux récents

1 Points entiers sur les courbes : le théoreme de
Siegel

Soit P € Q[x,y] un polynéme et € = (P(x,y) = 0) C C? la courbe algé-
brique correspondante. On s’intéresse aux points entiers sur la courbe

23

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Chapitre 3 24

G, c’est-a-dire a ’ensemble
Nz

La premiere question qui survient lorsque 'on veut compter le nombre
de points entiers est évidemment la suivante : ce nombre est-il fini ?
Une grande partie de la réponse est contenue dans le théoréme de Sie-
gel.

Théoreme 16 (Théoreme de Siegel). Soit C une courbe algébrique irré-
ductible. Si le nombre de points entiers C N Z? est infini alors C est une
courbe rationnelle.

La seconde question est plus difficile : combien y-a-til de points entiers ?
Malheureusement le théoreme de Siegel n’est pas effectif : pour une
courbe de genre > 1 il n’existe pas de formule pour calculer #(C N Z2).
Ce qui est surprenant, c’est que I'on sait compter le nombre de points
entiers lorsqu’il y en a un nombre infini! C’est ce que 'on verra plus
loin, au paragraphe 4.

Une question connexe concerne le nombre de points a coordonnées dans
Q : le théoréme de Faltings affirme alors que si € N Q7 est infini alors le
genre de C est égal a 0 ou 1.

2 Automorphismes algébriques du plan et le théo-
reme d’Abhyankar-Moh-Suzuki

Soit K = Q ou K = C. Rappelons qu'un automorphisme algébrique ® ¢
Aut K? est

— une application polynomiale @ : K2 — K2,

— telle que @ soit inversible,

— et @' est aussi une application polynomiale.

Cela permet d’établir une relation d’équivalence sur ’ensemble des po-
lyndémes. Deux polyndémes P, Q € K[x,y] sont algébriquement équivalents
sur K s’il existe ® € AutK? et ¥ : K — K de la forme ¥(z) = az + B,
x € K*, B € K tel que le diagramme suivant commute :

KZ%](Z
| e
KT>K'

Remarque. Attention, cette définition est 1égerement différente de celle
de l'article [14].

Par exemple P(x,y) = x — y¢ est algébriquement équivalent sur K a
Q(x,y) = x a laide des automorphismes ®(x,y) = (x +y4,y), ¥(z) = z.

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



HDR d'Arnaud Bodin , Lille 1, 2008

Chapitre 3 25

Le théoreme d’Abhyankar-Moh-Suzuki [Ar, AM, Ru] caractérise de fa-
con topologique les polyndomes algébriquement équivalents au polynéme
trivial Q(x,y) = x.

Théoreme 17 (Théoreme d’Abhyankar-Moh-Suzuki). Soit C = (P(x,y) =
0) C C? une courbe non-singuliere et homéomorphe & C alors P est algé-
briquement équivalent sur C a x.

En fait dans les preuves nous aurons besoin de la version originale, mais
plus technique, de ce théoreme, [AM].

3 Points entiers sur les fibres génériques

Voici le principal résultat de ce chapitre. Il caractérise les courbes qui
sont a la fois des fibres génériques et qui ont une infinité de points en-
tiers.

Théoreme 18. Soit P € Q[x,y] et k € Q \ B une valeur générique. Sup-
posons de plus que C = (P(x,y) = k) soit une courbe irréductible dans
C2. Si C possede une infinité de points entiers (m,n) € Z* alors P est
algébriquement équivalent sur Q a

X ou x*—qy?
ot q € N* n’est pas le carré d’un entier naturel.

Dans le cas ou P est algébriquement équivalent a x alors I’ensemble
de bifurcation B(P) = & ; si P est algébriquement équivalent sur Q a
x? — qu? alors il est algébriquement équivalent sur C a xy et 'ensemble
de bifurcation B(P) est un singleton.

Réciproquement la courbe (x = 0) a une infinité de points entiers! Mais
aussi par exemple la courbe (x2—2y? = 1) qui est I'’équation de Pell. Par
contre pour une valeur non-générique ce résultat n’est plus valide : il
suffit de considérer € = (x2 —y3 = 0). Si l'on supprime 'hypotheése “C
irréductible” la conclusion devient P = h(Q), avec h € Q[t] et Q algébri-
quement équivalent a x ou a xZ — qu?.

Le théoreme 18 peut donc s’interpréter comme une version arithmé-
tique du théoreme d’Abhyankar-Moh-Suzuki. D’'un autre point de vue
cela donne un résultat du type de ceux de Nguyen Van Chau, [NVC],
qui concerne la recherche de contre-exemple a la conjecture jacobienne :
pour un couple de polynéme (P, Q) € C[x,y]? tel que Jac(P,Q) = 1 et la
courbe € = (P = 0) est une fibre générique contenant une infinité de
points entiers alors (P, Q) € Aut C2.
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4 Nombre de points entiers

Soit € = (P(x,y) = 0) une courbe algébrique et d = deg P. Pour compter
le nombre de points entiers sur € nous définissons le nombre suivant :

N(e,B) =#{(xy) € €nZ?| x| < Betly| <B}.

Cette facon de compter est justifiée par les deux remarques suivantes :

— le nombre de points entiers peut-étre infini, aussi N(C, B) décrit le
comportement asymptotique des points entiers;

— il n’existe pas de version effective du théoreme de Siegel donc toute
estimation de N(C, B), méme dans le cas ou ce nombre est fini reste
intéressante.

Les résultats de Heath-Brown [HB] donnent des majorations pour ce

nombre. Ils ont été explicités par Walkowiak [Wa] :

Théoreme 19 (Théoréme d’Heath-Brown). Pour toute courbe C irréduc-
tible de degré d et tout B > 0 :

1. (Heath-Brown) N(C,B) < chli“ pour une certaine constante cg,

2. (Walkowiak) N(€C,B) < 2*8d81n(B)°B1.

Le terme B4 est optimal, par contre le terme 248d81In(B)° est tres loin
de I'étre. Le but de ce paragraphe est de donner une borne optimale
pour les courbes étudiées dans le théoréme 18. Tout d’abord la cas de
Iéquation de Pell est bien connu, [Se, p. 135] :

Théoreme 20. Si C = (P = k) et P est algébriquement équivalent a
x? — qu? alors il existe C > 0 et n > 1 tels que

N(€,B) < C-In(B)™

Bien sir cela implique que pour B assez grand N(C,B) < Ba. Mainte-
nant si P nest pas algébriquement équivalent & x> — qy? alors le théo-
réeme 18 affirme que C admet une paramétrisation polynomiale : soit
(p(t),p’(t)) une telle paramétrisation de € a coefficients rationnels. De
plus nous avons deg P égal a degp ou a degp’. On suppose degP = degp

et alors |
p(t) = E(adtd—l— ag 1t + -+ ap).
avec aop,...,0q,b € Z et ged(ap,...,aq,b) = 1.

Théoreme 21. Soit C comme dans le théoréeme 18. Le nombre N(C,B) de
points entiers C bornés par B, vérifie :

_1
¥e>0 JBo>0 ¥B>Bo N(CB)<2ay TbaBi+1-te.
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En fait on trouve une borne pour toutes les courbes admettant une
paramétrisation polynomiale. Pour rendre 1’énoncé plus clair prenons
Pexemple o1 ag = 1 et b = 1 alors pour B assez grand nous obtenons :

N(C,B) < 2B +1 +e¢.

Lexemple € = (x —y9d = 1) est une courbe oi1 le terme ¢ est nécessaire.
Par contre on peut s’en débarasser pour certains B avec l'astuce sui-
vante : choisissons ¢ = % et un entier B suffisamment grand tel que Bd
soit un entier alors 1

N(C,B) < 2Ba + 1.

5 Idées de la preuve

5.1 Preuve duthéoréme 21

Si 'on admet le théoréme 18 la preuve du théoréme 21 devient élémen-
taire. En effet une fois que nous avons reformulé la conclusion du théo-
réme 18, notre hypothése du théoréeme 21 devient que notre courbe ad-
met une paramétrisation par des polynomes.

Expliquons alors comment évaluer le nombre de points entiers. Soit
(p(t), q(t)) une paramétrisation de notre courbe C et soit (xo,yg) € CNZ2
un point entier de €. Nous supposons que (xg,yo) n’est pas un point sin-
gulier (les points singuliers de C sont en nombres finis). Donc il existe
to € C tel que (p(to), q(to)) = (x0,yo). Le fait essentiel est que comme
le point est non-singulier et a coordonnées entieres alors to € Q. Nous
nous intéressons maintenant uniquement a la premiere coordonnée :
nous obtenons p(ty) = xp. Ce qui donne

1
E(adt8+'“+ao)zxo, to € Q,x0 € Z,ap,...,aq,b € Z.

En écrivant to = % nous obtenons par un critére élémentaire sur les
racines rationnelles des polynémes a coefficients entiers que  divise
aq. Donc tg € %Z. Alors nous obtenons l'inclusion

eNz?c {(p(t),q(t)) Ite éz} U Sing C.

Nous obtenons la majoration de N(C, B) en évaluant quand p(t) > B.

5.2 Preuve duthéoréme 18

Par le théoréme de Siegel comme C = (P(x,y) = k) contient une infinité
de points entiers alors C est une courbe rationnelle ; ¢ admet donc une
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paramétrisation par des fractions rationnelles :

p(t) q(t)
= <T(t)>r(t)>> p)q)TEQ[t]

De plus un théoréme de Maillet donne des restrictions sur le dénomina-
teur v(t) : soit v(t) = 1, soit r(t) = (at? + Bt + Y)% avec pZ —4af > 0,
o # 0.

Comme C est une fibre générique de P alors en particulier SingC = @.
Dans le premier cas nous obtenons que C est homéomorphe a C (i.e.
a un disque) et par le théoréeme d’Abhyankar-Moh-Suzuki P(x,y) est
algébriquement équivalent sur C au polynéme x.

Dans le second cas la paramétrisation définit un homéomorphisme entre
C et C* (en fait entre C et P' \ {17, 72} ol T1, 7> sont les racines de «t? +
Bt +v). Donc C est homéomorphe a un anneau. Nous pouvons donc uti-
liser la classification, due a W. Neumann [Ne], des fibres génériques qui
sont des anneaux : P(x,y) est algébriquement équivalent sur C soit a
xPy9, soit a xP(yx"+ a,_1x" 4+ -+ - ap)9.

Commence alors une partie technique pour prouver que dans les deux
cas précédents les équivalences algébriques sur C peuvent étre choisies
sur Q. Et une autre partie technique permet de supposer qu'un point
entier de C est envoyé sur un point entier par ’équivalence algébrique.
Il y a toutefois une petite subtilité pour le second cas, soit le polynéme
P est réductible sur Q et alors nous obtenons que P est algébriquement
équivalent sur Q a xPy9 ou a xP(yx" + a,_1x" + -+ - ap)9. Soit P est irré-
ductible sur Q mais admet deux facteurs irréductibles sur C (sans tenir
compte des multiplicités). Un calcul montre qu’alors P est algébrique-
ment équivalent sur Q a x* — (y2.

Le bilan de ce que nous pouvons obtenir est le suivant : P est algébri-
quement équivalent sur Q a

x, X% — Ly xPy 9 xP(yx" + ar_1x" 4 --- ap) 9.

Les deux premiers polynomes correspondent a la conclusion du théo-
réeme 18. Les deux derniers sont exclus par 'argument suivant : la
courbe C est envoyée sur une courbe d’équation C; = (xPy9 = k) ou
Cr=(xP(yx"+ ar_1x"+---ap)9 = k), k # 0, les points entiers de C étant
envoyés sur des points entiers. Mais C; et ©, sont des courbes dont les
branches a l'infini sont asymptotes aux axes de coordonnées x = 0 ou
y = 0. De telles courbes ne peuvent contenir qu'un nombre fini de points
entiers et donc C elle-méme ne contient qu'un nombre fini de points en-
tiers.
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Déformation des polynémes : point
de vue arithmétique

semble de bifurcation et des fibres irréguliéres consiste a regar-

der les fibres qui ne sont pas irréductibles. Le théoreme de Stein
affirme que soit toutes les fibres (P(x,y)—c = 0)ccc sont réductibles, soit
seulement un nombre fini. De plus si ce nombre est fini, il est stricte-
ment plus petit que le degré de P. Dans un premier temps nous cher-
chons a généraliser les deux aspects de ce résultat (la finitude et la
borne) pour les fractions rationnelles, avec un nombre quelconque de
variables, sur un corps K algébriquement clos.
Dans un second temps nous étudions avec Pierre Débes et Salah Najib
un probleme plus général : la déformation d’'un polynéme P appartenant
a K[x1,...,xn] par un ou plusieurs mondomes Qj,..., Q. Dans cette si-
tuation, pour un P fixé, nous caractérisons les ensembles de mon6émes
{Q1,...,Q¢} qui rendent le polyndome déformé P + A1 Q1+ - - - + A¢Qg irré-
ductible pour des valeurs génériques de Aq,...,A,. Pour finir nous appli-
quons les résultats de la premiere partie afin de quantifier ces valeurs
génériques.

LA CONTREPARTIE arithmétique de I’étude topologique pour l’en-

1 Motivations

Nous avons vu que pour un polynéome f € C[x;,...,xy] il existe un en-
semble de bifurcation fini B C C tel que

f:f 1 (C\B) — C\B

soit une fibration localement triviale. Il existe des bornes sur le cardinal
de B par exemple, pour n = 2 et B, # & nous avons, [GP],

#B < (degf)? —3degf + 1.

29
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L'équivalent arithmétique de ce résultat est le théoreme de Stein.

Théoréeme 22 (Théoréme de Stein). Pour P € C[x,y] qui n’est pas com-
posé, alors

1. Le spectre 0 ={A € C | P(x,y) — A est réductible} est fini.
2. #0 < degP.

Rappelons qu'un polynéme P € K[x,y] est composé, s’il existe h € K[t]
avecdegh > 2 et Q € K[x,y] tel que P = h o Q. Par exemple le polynéme
P(x,y) = (xy)?+xy+1 est composé et pour toute valeur A € C, P(x,y)—A
est réductible. A contrario P(x,y) =y(x —1)(x—2)...(x —d+ 1)+ x est
non-composé de degré d et 0 = {1,2,...,d — 1}. La borne de Stein est
donc optimale.

Il existe un grand nombre de généralisations de ce théoréme : & un corps
algébriquement clos quelconque et avec un nombre n > 2 quelconque de
variables, voir [Na] pour les références.

Revenons maintenant a la topologie! Lorsque I'on considere des fonc-
tions méromorphes et non plus des polyndémes, on est amené a étudier
des pinceaux. Par exemple étudier les fibres de la fonction méromorphe
P/Q revient a I'étude du pinceau (P — AQ = 0). Une telle étude (locale)
dans le cas n = 2 a été faite par exemple dans [LW] ou les auteurs
montrent 'existence d'un ensemble de bifurcation fini pour le pinceau.
La premiére partie de chapitre est consacrée a établir les deux aspects
du théoréme de Stein pour des fractions rationnelles &, qui correspond
donc & une déformation P — AQ : tout d’abord montrer I’existence d'un
spectre fini et ensuite établir une majoration pour le cardinal.

La seconde partie concerne le cas d'une déformation P+A1Q1+---+A,Qq
dans le cas particulier ou les Q; sont des mondmes. Pour un polynéme
P donné nous caractérisons les mondmes Q; tel que pour un choix géné-
rique de (Aq,...,Ag), le polynéme P + A1Q1 + - - - + A¢Qg soit irréductible.
Cette seconde partie est un travail avec Pierre Déebes et Salah Najib.

2 Un théoréeme de Stein pour les fractions ration-
nelles

2.1 Fractions non-composées

Soit K un corps algébriquement clos, de caractéristique quelconque. No-
tons x = (x1,...,xn), M = 2.Sif = % € K(x) et pged(p, q) = 1, le degré
de f est

degf = max{degp,degq}.
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Définition. Une fraction rationnelle f € K(x) est composée s’il existe g €
K(x) et r € K(t) avec degr > 2 telles que

f=rog.

Par exemple la fraction f(x,y) = #‘fﬂ est composée. Nous passerons

souvent de ’étude des fibres & = A a celle du pinceau (P —AQ = 0).
Le premier résultat obtenu correspond a la partie (1) du théoreme 22 de
Stein.

Théoreme 23. Soit f = % € K(x). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
1. fest composée;

2. P—AQ est réductible dans K[x] pour tout \ € K tel que degP —AQ =
degf;

3. P —AQ est réductible dans K[x] pour une infinité de A € K.
Corollaire 24. Si f est non-composée alors le spectre de f
o(f) ={A € K| P —AQ est réductible}
est un ensemble fini.
Notez que pour Q = 1 on retrouve exactement la partie (1) du théoréme
de Stein.

2.2 |dées de la démonstration

La partie difficile est I'implication (3) = (1). C’est en fait une consé-
quence du théoreme de Bertini-Krull qui est un théoréme général sur
les déformations P + A1Qq1 + -+ + A¢Qg, ou P et les Q; sont des poly-
noémes. Pour un corps de caractéristique 0 le théoréme de Bertini-Krull
donne l'existence de deux polynémes ¢(x1,...,%xn), P(x1,...,xn) et de
polynémes homogenes de degré d > 2, h(u,v), hi(u,v) tels que

P(X1)"')XT1) :h(q)(X],...,Xn),ll)(X],...,Xn))

et
Qi(x1»"-axn) :hi(d)(X],... ,Xn),ll)(X],...,Xn)).

Appliqué a notre situation ({ = 1), nous obtenons

P:W:h<¢1>zr<¢>
Q (g R \P b))
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2.3 Borne du cardinal du spectre

Théoreme 25. Soit f € K(x) une fraction non-composée, alors
#o(f) < (degf)?.

Remarque. — Cela correspond au point (2) du théoréme 22 de Stein.

— Pour n = 2 c’est un résultat de Rupert [Rup] (K = C) ou de Lorenzini
[Lo] (K quelconque, avec une hypothese géométrique).

— En fait on montre un résultat plus précis qui tient compte du nombre
de composantes irréductibles pour chaque élément du spectre.

— Cette borne (en tenant compte du nombre de composantes) est opti-
male, au moins pour n = 2 et degf = 3.

2.4 |dées de la démonstration

En fait la preuve compléte que nous donnons dans [11] et que nous ex-
pliquons maintenant reprend les idées de Stein et aboutit a la borne

#0(f) < (degf)? + degf,

pour un corps K de caractéristique nulle. Pour obtenir la borne spécifiée
dans le théoréeme 25 il faut partir de la borne de Lorenzini pour le cas
de deux variables. Pour plus de détails voir [11].
On montre le résultat pour n = 2 et ensuite on procéde par induction.
Soit

of og ofdg O}

Cs= {9 € K(x,y) a@ - @a =

le noyau de la dérivation jacobienne. Nous avons le résultat intermé-
diaire suivant :

Théoreme 26. Si  n’est pas une fraction composée alors C¢ = K(f).

Supposons par I'absurde que #o(f) > (degf)? + degf. Pour chaque A
o(f) nous décomposons

P—?\Q:F]Y)\X-“XF]Q\‘)\.

Soit
g= Fiax - X Fgn.
Aco(f)

En utilisant la borne sur #o(f) il est possible de montrer que g € Cy,
donc d’apres le théoreme 26, g € K(f). Ecrivons

i (5m) (5w
v(f) (g_wﬂ)...
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donc

g Qk(P— Q) -+ (P— Q)

(P—pe1Q)- -
Fixons un Ay € o(f). Par définition de F; ,, nous avons que F; ,, divise
P —AoQ. Par définition de g nous savons que Fj », divise g, donc il existe
i tel que Fy ), divise P — 1;Q. Cela donne Ay = p;. Et finalement comme
P — 1;Q divise g alors nous trouvons que Fy ), X - - X Fkxo 2, divise g. Ce
qui est contradictoire avec la définition de g.

3 Déformation des polynémes

3.1 Motivations et définitions

Prenons P(x,y) = _ aijx'y’ un polynome de deux variables sur K, corps
algébriquement clos. Fixons des indices (ip,jo). Nous allons montrer
un résultat dont j’énonce informellement un corollaire ainsi : “P(x,y) +
Axloylo est irréductible pour tout A € K sauf un nombre fini et sauf des
cas particulier de P.”

Plus précisemment nous montrons un tel résultat pour un nombre quel-
conque de variables, en autorisant des déformations par plusieurs mo-
nomes. Nous utiliserons aussi les résultats des paragraphes précédents
pour borner le nombre fini de valeurs A exceptionnelles.

Finalement nous donnons une description explicite et complete des po-
lynémes P pour lesquels ce résultat n’est pas vrai. Un tel exemple de cas
particulier est un polyndéme homogene P de degré d de deux variables,
alors P(x,y) 4+ Axyl est réductible pour tout A € K si ig +jo = d.

Passons maintenant a la situation générale. Soit K un corps algébrique-
ment clos, de caractéristique quelconque. Soit n > 2. Soit P appartenant
a K[x1,...,xn). Soient Q1,...,Q¢ € K[x1,...,xn] des monémes de degré
inférieur ou égal au degré de P. Nous supposons que les Q; sont distincts

et que pged(P,Qq,...,Qq) = 1.
Notons

Z={(A\1,...,A)) €K' [P+A1Q1 + -+ + A¢Q¢ est réductible dans K[x1,...,xn]}.

Nous disons alors que {Q1,..., Q¢ est un lieu de réductibilité pour P si
X contient un ouvert (non vide) de Zariski.
Par exemple dans la situation { = 1, Q7 € K[x1,...,xn], L = o est le

spectre du théoreme 22 de Stein. Pour { =1, Q; = xﬁ‘ xizz ...xin cest un

cas particulier de fraction rationnelle P/Q;.

Les cas particuliers dont on a parlé plus haut sont définis de la fa-
con suivante : P(xq,...,xn) est homogene en deux mondémes my, m, €
Klx1,...,xn] 8l existe h € K[u,v] homogéne de degré degh > 2 tel que

P = h(mj, my).
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De plus si la fraction rationnelle % n’est pas composée alors nous di-
rons qu'une telle décomposition est maximale. Si P est homogéne en
deux mondmes alors il existe une décomposition maximale, cela revient
presque a exiger que le degré degh est maximal parmi toutes les dé-
compositions homogenes en deux monoémes. Par exemple P(x,y,z) =
x® — (yz)* = h(x,yz) avec h(u,v) = u® — v* est une décomposition ho-
mogene en deux mondmes maximale.

Si P admet une décomposition homogéne en deux monoémes alors son
diagramme de Newton, ou plus précisément le support du polynéme P =

Z ai, )myinx? e Xi{‘
Suppp = {(1] yooee >in) € Ak | Ai; ...in 7é O}

est inclus dans une droite de Z™. Cette remarque peut étre utilisée
ainsi : si le support de P n’est pas inclus dans une droite alors P n’admet
aucune décomposition homogéne en deux monomes.

3.2 Enoncé

Théoreme 27. Soit P € K[x1,...,xn] qui n'est ni un monéme, ni une
puissance (i.e. P # Q¥).

1. Quels sont les lieux de réductibilité ?

(a) Si P est homogéne en deux mondémes : soit P = h(mq, my) une
décomposition maximale avec mi, m; deux monémes et h ho-
mogeéne de degré d > 2. Les lieux de réductibilité sont les par-
ties de

{mimg™x=1,...,a}.

(b) Si P n’est pas homogéne en deux monoémes, les lieux de réduc-
tibilité, s’ils existent, sont des singletons :

{mk} , k>1.
2. Que se passe-t’il si {Qq,...,Q¢} n’est pas un lieu de réductibi-
lité ?
Pour les autres cas {Q1q, ..., Qq} n’est pas un lieu de réductibilité et

Y C K'est inclus dans un fermé propre de Zariski. De plus pour
tout \1, sauf au plus (deg P)? — 1 valeurs, pour tout \,, sauf au plus
(deg P)2 — 1 valeurs,...,

P+AQ1+---+A Qg estirréductible.

Remarque.

1. Pour le cas ou P est un monéme et une puissance il existe une
version modifiée de ce théoréme.
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2. Nous avons vu que si le support de P n’est pas inclus dans une
droite alors nous sommes dans la situation (1.b). Si de plus { > 2
alors nous sommes directement dans la situation (2).

3.3 Quelques corollaires

Corollaire 28. P(xq,...,xn) + A1x1+ -+ Anxn, (M > 2) est irréductible
pour des valeurs génériques de A1, ..., An.

Nous obtenons aussi des variantes dans l'esprit de Stein du théoréme
25

Corollaire 29. Dans les situations suivantes P+AQ est irréductible pour
tout A sauf au plus deg(P)? — 1 valeurs.

1. P & K[x1] n’est pas divisible par x1 et Q = x1.
2. P n’est pas divisible par x1x2 et Q = xi pour i€ {1,2}.

3. n =2, P(x,y) € K[x,y] est homogéne de degré d > 1 mais n’est pas
une puissance et Q = x'y’ est un monoéme de degré i +j < d et
pgcd(P,Q) =1.

Pour prouver ces corollaires nous utilisons aussi les versions du théo-
réeme 27 dans lequel P est un monéme ou une puissance.

3.4 |dées de la démonstration

Supposons que {Q1,...,Q¢} soit un lieu de réductibilité pour P. Appli-
quons le théoreme de Bertini-Krull : cela nous permet d’écrire notre
déformation P + A1Qq1 + --- + A¢Qg avec P = h(d,P) et Qi = hi(d,P).
Comme les Q; sont des mondémes alors dans le cas général ¢ = m; et
1P = m, sont des mondmes et en plus Q; est de la forme m‘fm‘zi*k. Cest
le cas ou P est homogéne en deux mondmes

La difficulté consiste alors a regarder les cas qui justement ne font pas
partie du “cas général”.

Pour obtenir la description des valeurs de X lorsque {Qq,...,Qq} n’est
pas un lieu de réductibilité de P, nous utilisons d’abord le théoréme
de Bertini-Noether qui nous donne I’équivalence entre l'irréductibilité
d’'un polynéme dans K(Aq,...,A¢)[x1,...,xn] et son irréductibilité dans
Klx1,...,xn] apres spécialisation par des valeurs (Aq,---,A¢) en dehors
d’un fermé propre de Zariski.

Pour avoir la borne numérique, nous raisonnons par récurrence sur i =
1...,{ en utilisant a chaque pas le théoreme 25, pour obtenir que toute
valeur de A; sauf au plus (deg P)? conviennent.
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