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PREMIÈRE THESE 

S U R U N E 

CLASSE DE SOLUTIONS DES ÉQUATIONS INDÉFINIES 
DE L'ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ 

INTRODUCTION 
I . E X P O S É D E L A Q U E S T I O N 

1. Les équations indéfinies d'équilibre d'un corps solide élastique, homogène et isotrope, sou
mis uniquement à des pressions superficielles, ont été mises par Lamé (') sous la forme : 

(0 0- + rO (4' 4' ̂ ) » + V- A, (a, v, u>) = o, 

où u, v, w sont les composantes du déplacement du point du corps qui, à l'état indéformé, a pour 

coordonnéi 

l'équation 

coordonnées cartésiennes x, y, z; A2 est le symbole opératoire - j — ^ -f- et 6, défini par 

Su ùo 
ùx hs 

est la dilatation cubique ; X et JJL sont les constantes d'élasticité du milieu. 
Le problème de l'équilibre élastique d'un corps revient, au point de vue analytique, à trouver 

trois fonctions u, v, w de x, y, z, qui satisfassent à l'intérieur du corps aux équations ( i ) et, sur sa 
surface S, aux équations suivantes : 

(2) cpx. p
s>p.) = c nh «) *6 +v- (l 4+m +̂« ̂ ) («. ». 

dans lesquelles l, m, n sont les cosinus directeurs de la normale à la surface S et P ,̂ P , P j ont 
des valeurs données. 

( ' ) LAMÉ, Laçons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides, p. 68 et seq. (Édition de 185a"). 
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La connaissance de fonctions u, v, w de {x, ;/, satisfaisant dans tout l'espace aux équations indéfinies ( i ) permettrait évidemment, pour certaines formes du corps et pour certaines lois de distribution des pressions extérieures, de. satisfaire aux équations à la limite (2). Nous nous proposons de rechercher systématiquement toutes les solutions des équations indéfinies (r) dans lesquelles les déplacements u, v, w sont de la forme : 
u = X I Y, Z„ y = X 2 Y 2 Z 2 , w = X 3 Y, Z s, X„ X2 et X3 désignant des fonctions de la seule variable x, Y„ Y2 et Y3 ' - - - y , Z„ Z2 et Z3 — — — z . 

Nous supposerons qu'aucune des quantités u,, X + 2 p., ou X + u. n'est nulle ainsi que cela a lieu pour les liquides (u, = 0) et pour l'éther (X + 2 u. — 0). En posant, avec MM. Cosserat : 
5 = —:—-' o, =F — !]> 

la question revient à trouver tous les systèmes de neuf fonctions d'une variable (x, y, s) satisfaisant identiquement à trois équations de la forme 
(3) x;' y , z, + x , y" z, + x, y, z1; + e (xï y, z, + xi y 2 z 2 + x; y, z;) =-. o. 

Nous mettrons en évidence les fonctions de a: et écrirons ces équations : 
1 ( 0 A, XT + B, X, + C, XI 4- D, x; = o, 

(i) 00 a 2 x ; ' + jî2 x 2 + c 2 x; + d 2 x, = 0, 
( (3) a, x; + b, x 3 + Cj x; + d 3 x 2 = o, 

où l'on a posé : 
( A, = (1 + Ç) Y, Z„ B, = Y" ZL + Y, Z", C ^ Ç Y I Z » D, = ? Y, 1\, (II) A2 Y2 Z2, B2 = Y^'Z2(i + ? ) + Y2Z", C 2 ^ E Y I Z I ; D 2 = E Y; Z3', ( a 3 = Y 3 Z 3 , B j = Y , ZÏO + O + YÏZj, C^ÇY.Z, ' , Dj = EYiZI. 

I I . M É T H O D E E M P L O Y É E - C L A S S E M E N T D E S S O L U T I O N S 

2 . Dans le traitement de ces équations nous tirerons parti d'une proposition bien simple énoncée par M. Paul Adam (') sous une forme un peu différente de la suivante. 
T h é o r è m e . — L ' é q u a t i o n : 

(4) 33,. A,. B, = o 
d a n s l a q u e l l e l e s A d é p e n d e n t d ' u n e v a r i a b l e a e t l e s B d ' u n e v a r i a b l e ¡3 a d m e t p o u r seules s o l u 

t i o n s : 

i ° L e s d e u x s o l u t i o n s é v i d e n t e s q u i c o n s i s t e n t à a n n u l e r s o i t t o u s l e s A, s o i t t o u s l e s B . 

•2° (n — 1) a u t r e s s o l u t i o n s q u i s ' o b t i e n n e n t c o m m e i l e s t i n d i q u é c i - a p r è s . O n e x p r i m e q u e l e s 

f o n c t i o n s A s o n t l i é e s p a r p r e l a t i o n s h o m o g è n e s e t l i n é a i r e s i n d é p e n d a n t e s à c o e f f i c i e n t s a r b i t r a i r e s [p = 1, 2 (n — 1)]. C e s r e l a t i o n s p e r m e t t e n t d ' e x p r i m e r p d e s - f o n c t i o n s A CONVENABLEMENT 
C H O I S I E S , e n f o n c t i o n d e s n — p a u t r e s , p a r d e s r e l a t i o n s d e l a f o r m e : 

K ~ n — p 

(5) A. = 2 ] < A K (./ = N — / J + 1 > • • • « • ) 

(') P. Adam, S u r l e s s u r f a c e s a d m e t t a n t p o u r l i g n e s ( l e c o u r b u r e d e u x s é r i a s d e c e r c l e s g é o d é s i q u e s o r t h o g o n a u x 
( B u l l e t i n d e l a S o c i é t é m a t h é m a t i q u e d e F r a n c e ) , f. XXII, i8(/|> [>• 110. Cette proposition est utilisée aussi par M. Haz-
zidakis dans un article intitulé : F l à c h e n e r s e u g u n g d u r c h l i e w e j u n q g e o d t ï t i s r l i e n C u r v e n ( J o u r n a l d e C r e l l e ) , t. Q,5, ,883, p. 9 3. 
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La solution correspondante sera complétée par les formules (') 

(G) H., = - £ a ; . B . (f = ,,,,.... n-p). 
X . - = » - i M - l 

R E M A R Q U E . — Dans les formules (5) et (6) les coefficients a se déduisent des coefficients arbi
traires figurant dans les relations homogènes et linéaires qui lient les À. Si ces relations sont réso
lubles par rapport à un groupe donné de fonctions A /, ces coefficients peuvent être considérés 
comme arbitraires. 

3 . La proposition précédente s'étend au cas où les A dépendraient d'un système de variables 
a r a 2 . . . a,„ et les B d'un autre système de variables (},, ($ indépendantes des a. I I suffit, pour 
s'en assurer, d'appliquer la proposition à deux variables (a. (i— i, 2. . . , JJL ; j — i , 2.. . , q) en 
regardant les autres provisoirement comme des paramètres. 

On déduit immédiatement de là un procédé systématique pour rechercher toutes les solutions 
de l'équation : 

( 7) S A,. H,. . . . L, = o. 

dans laquelle les A dépendent d'une variable a, les B d'une variable ¡3... les L d'une variable X. 
On trouvera encore des équations de la forme (5) en partant, de la considération des A. Les 

équations (6) seront alors remplacées par les suivantes ( 2) : 

(8) £ aï, B.C. . . . LK = — By, C^L,. 

Chacune des équations (8) est du type (7) mais contient une variable de moins. En les traitant 
de même, on aura une série de conditions entre les G, D . . v KL et ainsi de suite. On sera conduit 
ainsi à des relations qui détermineront les L, puis de proche eu proche les K B. L'ensemble des 
conditions rencontrées dans la suite des opérations imposera d'ailleurs en général des relations 
entre les coefficients des équations (8) cl, de celles que l'on en déduit. 

4. Cette méthode est applicable au problème que nous avons en vue. Pour le traiter, nous 
commencerons par laisser le cas où la dérivée seconde de l'un des éléments de la diagonale princi
pale du tableau 

X, Y, Z, 
X 2 Y2 Z2 (T) 

est nulle. Cela étant, la considération de l'équation ( I . 1 ) conduit de suite à séparer les solutions 
du problème en trois niasses générales énumérées ci-dessous et, correspondant, aux trois séries de 
solutions (X" = o étant, exclus) de l'équation (1. 1 ) . 

(') Les conditions (0) expriment simplement qu'après la substitution des expressions (5) des dans le premier 
membre de l'équation (4) les coefficients de tous les Ak sont nuls. 

(J) Nous pincerons ici une remarque qui nous seni utile. S! les A sont liés par une seule relation linéaire el hr mo-
yène, et, si pour une raison quelconque, il y a lieu d'écarter la condition B,., Gtó Ll0 = o, le coefficient de Al0 dans la 
relation linéaire entre les A ne peut être nul, comme cela résulte des équations (8). On pourra donc, dans ce cas, 
supposer la résolution de l'équation entre les A effectuée par rapport à AI0. Le système (5) se réduira à la seule équa
tion A,o = a, A . + ... + A^, + a i > + 1 A,._+I + ... + a„ A„. 
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i ° X j , X " , X j et X , sont liées par les relations : X , - a , X " , X'2 a a X " , X ! — a , X " ( a , , a , , a 5 

c o n s t a n t e s , a , d = o ) . — L e s y s t è m e ( 8 ) s e r é d u i t a l o r s à l a s e u l e é q u a t i o n 

A', + B , a , + C , a 2 + D , a 3 = O. 

E n é c r i v a n t , e n o u t r e , q u e l e s d e u x é q u a t i o n s ( I , 2) et ( I . 3 ) s o n t v é r i f i é e s , o n s e r a c o n d u i t à u n 

s y s t è m e d e t r o i s é q u a t i o n s d e l a f o r m e c i - d e s s u s , d o n t il f a u d r a r e c h e r c h e r l e s s o l u t i o n s c o m 

m u n e s . 

2 0 X , , X " , X^ e t X ! sont li.espar d e u x équations linéaires et homogènes. — O n e x p r i m e r a d e u x 

d e c e s f o n c t i o n s p a r r a p p o r t a u x d e u x a u t r e s et l a c o n s i d é r a t i o n d e l ' é q u a t i o n ( 1 . 1 ) d o n n e r a a l o r s 

d e u x é q u a t i o n s d u t y p e ( 4 ) e n t r e d e s f o n c t i o n s d e s v a r i a b l e s 1/ et s. O n r e c h e r c h e r a l e u r s s o l u t i o n s 

c o m m u n e s e n u t i l i s a n t la m é t h o d e d é c r i t e c i - d e s s u s q u i p o u r r a s e r v i r é g a l e m e n t à e x p r i m e r q u e 

c e s s o l u t i o n s s a t i s f o n t a u x é q u a t i o n s ( I . 2 ) e t ( I . 3 ) . 

3 ° X , , X[, X'2 e t X , sont liées par une seule relation linéaire et homogène. — L e s y s t è m e ( 8 ) 

c o r r e s p o n d a n t à l ' é q u a t i o n ( I . 1) c o m p r e n d t r o i s é q u a t i o n s . II faut e n c o r e é c r i r e q u e l e s r e l a t i o n s 

( I . 2 ) e t ( I . 3 ) s o n t v é r i f i é e s . 

4° L e s solutions correspondant à l'annulation d e s c o e f f i c i e n t s d e X , , X " , X ^ e t X.' r e n t r e n t d a n s 

l ' u n e d e s s é r i e s d o n t n o u s a l l o n s n o u s o c c u p e r c a r la c o n d i t i o n A , — o e n t r a î n e 11 = 0. 

D è s à p r é s e n t n o u s f e r o n s o b s e r v e r q u e n o u s l a i s s e r o n s d e c ô t é l e s s o l u t i o n s q u i se d é d u i s e n t , 

p a r s y m é t r i e , d ' u n e f o r m e d é j à r e n c o n t r é e . 

N o u s d e v o n s m a i n t e n a n t n o u s o c c u p e r d e s solutions pour lesquelles X " , Y" , Z'.' — o , é c a r t é e s 

j u s q u ' i c i . N o u s p a r t a g e r o n s c e t t e é t u d e e n t r o i s s u b d i v i s i o n s : 

i " L'une des composantes des déplacements, par exemple w , est nulle. D'une façon plus géné

rale nous étudierons le cas où w — f ( r ) . 

2 0 Le produit X't, \"2, Z , est nul. N o u s s u p p o s e r o n s , p o u r fixer l e s i d é e s , X[ — o. O n p e u t é v i 

d e m m e n t , l a i s s e r d e c ô t é d a n s c e c a s l e s c o n d i t i o n s q u i c o n d u i r a i e n t à é c r i r e q u e l ' u n e d e s f o n c t i o n s 

u, v, 10 e s t n u l l e ; l a s o l u t i o n c o r r e s p o n d a n t e r e n t r e r a i t e n effet d a n s l a s é r i e p r é c é d e n t e . 

3 ° L'une des trois dérivées secondes, par exemple X ' ' , est nulle. O n p e u t ici a b a n d o n n e r l e s c a s 

o ù c e r t a i n e s c o n d i t i o n s c o n d u i r a i e n t à é c r i r e q u e l ' u n e d e s f o n c t i o n s u, t>, w, X', Y'2 o u Z ! e s t n u l l e 

c a r la s o l u t i o n c o r r e s p o n d a n t e r e n t r e r a i t d a n s l ' u n e d e s d e u x s é r i e s p r é c é d e n t e s . 

L e t r a i t e m e n t a d o p t é e s t l e m ê m e q u e c e l u i q u i a é t é e x p o s é c i - d e s s u s d a n s l e c a s o ù o n l a i s s a i t 

d e c ô t é l ' h y p o t h è s e X " , Z". — o . J e n ' y r e v i e n d r a i p a s . 

R e m a r q u e . — D a n s le c o u r s d e c e t r a v a i l n o u s a u r o n s à e x p r i m e r q u e l e s f o n c t i o n s X , Y 

o u Z ( o u l e u r s d é r i v é e s ) d o n t il s e r a q u e s t i o n s o n t l i é e s p a r d e s r e l a t i o n s l i n é a i r e s e t h o m o g è n e s . 

D a n s u n b u t d e c o n c i s i o n n o u s d i r o n s s o u v e n t q u e c e s f o n c t i o n s s o n t l i é e s p a r d e s r e l a t i o n s l i n é a i r e s . 

S a u f a v i s c o n t r a i r e , il f a u d r a s o u s - e n t e n d r e le m o t h o m o g è n e . C e t t e r e m a r q u e n ' e s t d ' a i l l e u r s a p p l i 

c a b l e q u ' à d e s r e l a t i o n s e n t r e l e s f o n c t i o n s X , Y , Z ( o u l e u r s d é r i v é e s ) e t n o n à c e l l e s q u i p o r t e n t 

s u r d ' a u t r e s q u a n t i t é s , p a r e x e m p l e s u r l e s p a r a m è t r e s r e n c o n t r é s d a n s l e s c a l c u l s (*) . 

I I I . A P E R Ç U H I S T O R I Q U E 

5 . L e s p r o b l è m e s s i m p l e s t e l s q u e c e l u i q u i c o r r e s p o n d à u n e c o m p r e s s i o n n o r m a l e e t u n i f o r m e 

o n t c o n d u i t à d e s c a s t r è s p a r t i c u l i e r s d e n o s s o l u t i o n s . L a m é a v a i t fait p r o p o s e r p a r l ' A c a d é m i e 

d e s s c i e n c e s d e p u i s 1 8 4 6 j u s q u ' à 1 8 5 8 l e p r o b l è m e d e l ' é q u i l i b r e é l a s t i q u e d u p a r a l l é l é p i p è d e 

(') Pour permettre d'avoir plus facilement une vue d'ensemble des résultats, des tableaux synoptiques ont été 

adjoints aux chapitres I, II, IV, V , VI , VII et IX. 

http://li.es
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rectangle. Cet, éminent mathématicien pouvait bien avoir en vue la recherche de solutions du type 
que nous avons envisagé, car il en avait rencontré de ce genre en étudiant les lois qui régissent 
l'équilibre d e la chaleur dans un corps solide et homogène terminé par une surface de forme 
ellipsoïdale (') et en indiquant des solutions du problème de la déformation du parallélépipède 
rectangle dans ses leçons sur la théorie de l'élasticité (2). L'appel de Lamé n'a pas été entendu, 
sous sa forme générale. Mais diverses solutions particulières ont été étudiées. J e ne sache pas 
qu'aucun d e ces travaux ait des points communs avec celui-ci. Ce qui pourrait s'en rapprocher 
c'est un mémoire de L. N. G. Filon où sont utilisées des solutions de la forme en question mais 
en coordonnées cylindriques [L. N. G. FILON. Phil. Trans. Roy. Soc. London, série A , vol. ig8 
(1902)]. C'est dans le même sens qu'il faut citer H. LAMS [LondonAIath. Soc. Proceed., vol. XXXIV 
(1902)], J. DOUGALL [Trans. Roy. Soc. Edinburgh, vol. XLI, part. I, n° 8 (igo4)]> et un autre 
mémoire de M. Filon, inséré dans les Philosophical Transactions en igo3 (5). Signalons encore U n 

mémoire de E. Mathieu, inséré en 1882 dans le Journal de l'Ecole Polytechnique. (J. de l'Ecole 
Polytechnique, !\çf cahier, p. 173 et suivantes). 

Quant à la partie mécanique de la question, nous n'en traiterons qu'une faible partie, à cause de 
son ampleur; elle consisterait à envisager le cas du parallélipipède rectangle, à former pour chacune 
des six faces les trois équations (2), à y substituer toutes les solutions que nous avons envisagées 
et à examiner si certaines d'entre elles conduisent à des lois simples de pression extérieure. 

( ' ) L a m é , Mémoire sur Féquilibre des températures dans un ellipsoïde à trois axes inégaux {Journal de Math., 
i r e s é r i e , t. I V , p . 126). 

( 2 ) Cf. Loc. cit., d o u z i è m e l eçon f o r m u l e s (16). D a n s les ( rois sér ies f igu ran t d a n s ces f o r m u l e s , c h a q u e g r o u p e 
de t e r m e s a u m ê m e coefficient (/> g ou lî) cons t i t ue u n c a s p a r t i c u l i e r de n o s so lu t ions c o m p r i s d a n s le type II d u 
p r e m i e r c h a p i t r e . ( L e g r o u p e c o r r e s p o n d a n t à f0 q0 et h0 n ' e s t a u t r e q u e la so lu t i on Lien c o n n u e c o r r e s p o n d a n t à d e s 
p r e s s i o n s n o r m a l e s u n i f o r m e s s u r les faces) . 

(3) L . N . G. F i l o n (Phil. Trans., sér ie A , vol . 210, k j o 3 ) . Ce m é m o i r e con t i en t u n i n t é r e s s a n t r é s u m é h i s t o r i q u e 
r a p p e l a n t les t r a v a u x faits p a r C l a p e y r o n , B . d e S a i n t - V e n a n t , p u i s p a r MM. B o u s s i n e s q , E m i l e M a t h i e u , C h r e e , 
Miche l , R i b i è r e et P o c h h a m m e r s u r la ques t ion posée p a r L a m é . 

EQUATIONS urnÉFPfrKg i 



CHAPITRE 1 

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT AU CAS OU LES FONCTIONS 

x ; , x „ x ; e t x; s o n t p r o p o r t i o n n e l l e s a q u a t r e c o n s t a n t e s 

1 . Les solutions correspondant au cas où les fonctions X[, X r , X^ et X.' sont propor t ionnel les 
à quat re constantes sont définies par les équat ions suivantes : 

(Cf. In t roduct ion n° !\, page 8, pa rag raphe i . ) 

( i ) X! = BjX", X 2 = a 2 X[ - j - a2, X 3 — a 3 X[ -f- a ; (a.lt « 2 , « 3 , « 2 , a¡ const. a¡ zfz o). 

Le système (I) de l ' introduction peut alors être remplacé par les suivants : 

| A, + B : a x -f- C, a 2 - j - D, «j = o, _ 
(a) A 2 « 2 + B^*2 + C a B l 4 - D 2 K ¡ « 3 = o, (3) l"2"2 + ~l0' ~ °' 

Un premier moyen de satisfaire au système (3) est de prendre a 2 - = « 3 = o sans autre condi t ion. 
Nous devrons donc , dans chacune des é tudes suivantes , rechercher d 'abord les solutions des équa
tions (2). A chacune d'elles cor respondra une solution du problème en faisant a2 = a3 = o. Pour 
achever la quest ion il res tera à déterminer celles des solutions du système (2), part icularisées s'il y 
a lieu, qui satisfont au système (3) pour des valeurs convenables et non nulles à la fois des cons
tan tes a2 et a 3 . Nous diviserons ce chapi t re en deux par t ies suivant que le produi t a 2 <x3 est nul 
ou non . 

PREMIÈRE P A R T I E 

LE PRODUIT a 2 , a 3 N'EST PAS NUL 

2 . Dans ce cas il résulte immédia tement de la considéra t ion de la première des équat ions (2) 
que l 'on obt iendra toutes les solutions possibles en examinant les hypothèses suivantes : 

i° Les qua t re fonctions Y", Y,, Y^, Y 3 sont proport ionnel les à quat re cons t an t e s ; 
2 0 Ces qua t re fonctions sont liées par deux relat ions l inéai res ; 
3° Il n 'existe qu 'une seule relation linéaire entre ces quat re fonctions; nous n ' aurons pas à 

examiner ce dernier cas qui se ramène au précédent pa r permuta t ion des variables y et s. 

On sera ainsi conduit à subdiviser la première par t ie en deux sect ions . 



PREMIÈRE SECTION 

Solutions du système (2 ) correspondant au cas où les fonctions Y,', Y2, Ŷ  et Y. s 'expriment 
en fonction l inéai re homogène de l 'une d'elles 

3 . Si les fonctions Y", Y 2, et Y, s'expriment en fonction linéaire homogène de l'une d'elles, 
on pourra, en désignant par p,, ¡32 et p3 des constantes, poser : 

(4) Y: = Y; = p 2 Y„ ( p , ^ o ) Y. ,=p,Y„ ( p ^ o ) . 

Les équations du système (2) deviendront : 

(5) c«'P- + ? + 0 z - + a ' z i + «*MZ* + *№' ¿ \ = °> 
(6) « 2 y 2 (z 2 + . . r j + «,y; l-îP» ( I + ?) z 2 + çz, + «,p,çz;] = o, 
(7) «,P3 [Z3 + «1 (S + I ) Z'C + (P»«3Pi Z5 + ?z'. + «»Mz;) = O. 

Or, l'équation (6) est susceptible de deux solutions que nous examinerons successivement. 

4 . P r e m i è r e s o l u t i o n d e l ' é q u a t i o n (6). — Elle est donnée par les équations : 

(8) Z1 + alZ"2 = 0 , « ^ ( l + OZ. + ÇZ.-f-aj^ZJ^O, 

sans condition nouvelle à imposer aux Y. Posons : 

«I «3P3 

Les équations (5) et (7) deviennent, eu égard à la seconde équation (8), 

( 1 0 ) z'; + w ; z , = mz„ z'5' +,o?Zj = nz; , 

tandis que de la première des équations (8) on tire : 

( 1 1 ) Z2 = ü2 ch W , Î -f k2 sh u¡z (/¿2, /c2 const.). 

Premier cas. — a,, p\ + i ^ t o . ^^rzo. Les équations (10) donnent : 

í M (/i2 ch u , i + fr2 sh ioxr) \ ¿ i = h i eos t u , r + K¡ sin w,iT -4- 5 1 
( 1 2 ) 1 tUI + ÍO, 

f Zj = «j COS lo}Z + /f3 Sin Idjí + • - 2—r—2 > 

formules dans lesquelles les h et les A: sont des constantes arbitraires. Elles supposent + a] =p o 
ce qui a bien lieu car p t =p 0. En introduisant maintenant dans la seconde des équations (8) les 
expressions données pour Z„ Z2 et Z, par les équations (11) et (12) on est conduit, après rempla
cement de u„ u 3, M et N par leurs valeurs, aux quatre conditions : 

«1 Pi <*2 ?2 (Ç + 1) h2 = o, k1 — oc3 p, (U, A3 = o, 
«1 Pi «2 ¡32 (5 + i) k2 = O, A, + a, p. IUJ /f. = 0, 

dont les deux premières entraînent h2 = k2 = o car le produit a, ¡3, a 2 p2 (£ + 1) n'est pas nul. On 
aurait donc Z2 = o, solution qui rentre dans une classe étudiée spécialement (ch. IV). 

Deuxième cas. —• a , p, + 1 = 0 . On est encore conduit, à une impossibilité car on trouve la condi
tion p i = o incompatible avec les hypothèses antérieures. Les calculs sont semblables à ceux qui 
précèdent. 



Troisième cas. FAISONS MAINTENANT = O . NOUS AVONS 

[ Z, = hl CH (U, z + ki SH WI ^ 

( i 3 ) \ Z 2 = /I2 CH U, IR + AR2 SH WI E 

Z, = h¡ CH U, 2 + kl SH AI! ^ + (/F2 CH z -F- /I2 SH M, R) 

ZJ == /IS ch. w1 z -\- k. SH 0)! 5 -F- — (/I2 CH U, £ -F- /C2 SH z) 

LA SUBSTITUTION DE CES VALEURS DES Z DANS LA SECONDE ÉQUATION (8)' DONNE 

3^ 
/¿1 = «J [33 U), À', /I2 «2 3J ^ + 

ki = — «3 PJ TU, /(3 — A;2 a 2 P2 ( Ë + -

EN RASSEMBLANT LES DIVERS RÉSULTATS RELATIFS À CE CAS ON TROUVE, PAR UN CHANGEMENT ÉVIDENT DE 
NOTATIONS : 

l u = (AL EOS U x + A, SIN « ^ ( I , (/ + ̂) I JJ3 U, + C2 -F- J CH U S + M, + ("Ç + 2 j | s'' lu s 

ta Z ) 
H — (Y2 ch in Í + c¡ sh u £j > I 

I v = w (a1 s'm w x — «! EOS W x) —H PI y + (C2 CLIW R -F JA SH TO S)I 

Y = ta (a¡ SIN U A; — «, EOS W A;) (6, Y + ¡3,) ĵC3 ELI TU z + Y3 SH TO £ + ^ (C2 CH W .R -F- -Y2 SH 

9 = " (6, £/ + PO (AI C O S W X — «I SIN TU ¿C) (C2 CH U R + T2 SH TO z). 
\ (fi, ET! ... F2 CONST.) 

NOUS VENONS DE TROUVER UNE SOLUTION DU SYSTÈME (2) ET D'EN DÉDUIRE UNE SOLUTION DU PROBLÈME 
EN PRENANT a2 = a} — 0. IL NOUS RESTE À CHERCHER S'IL N'EST PAS POSSIBLE D'OBTENIR D'AUTRES SOLUTIONS 
DU PROBLÈME ÉTUDIÉ, DÉRIVANT DES MÊMES INTÉGRALES DU SYSTÈME (2) PARTICULARISÉES, S'IL Y A LIEU, DE 
TELLE SORTE QU'ON PUISSE ADOPTER SOIT POUR a2, SOIT POUR A3, SOIT POUR LES DEUX UNE VALEUR NON NULLE. 
JE NE M'ARRÊTERAI PAS AU CAS OÙ a2 a} EST NUL, QUI CONDUIT SANS DIFFICULTÉ À UNE SOLUTION RENTRANT 
DANS LES TYPES QUI FONT L'OBJET DU CHAPITRE VI. SUPPOSONS DONC A2 A, =P O. DES PREMIÈRES ÉQUA
TIONS DES SYSTÈMES (3) ET (8) ON TIRE : 

az Z 2 [ri (1 + 0 + " Ï Y * ] + a 3 ? z ; y ; = 0 

LE PREMIER MEMBRE DE CETTE ÉQUATION EST, COMME Y 2 , UN POLYNÔME DU SECOND DEGRÉ EN y. LE 
TERME EN if- QUI Y FIGURE EST ÉGAL AU PRODUIT DE CE MÊME TERME DANS Y 2 MULTIPLIÉ PAR LE FACTEUR NON 
NUL a2 O3 R,. U NE PEUT DONC DISPARAÎTRE QUE S'IL S'ÉVANOUIT DANS Y 2 ; ON EST ENCORE RAMENÉ À UN 
CAS ACTUELLEMENT RÉSERVÉ (Y2' = O). 

5 . DEUXIÈME SOLUTION DE L'ÉQUATION (6) . — CELTE SOLUTION EST DÉFINIE PAR 

CI 4) Y; = KY 2 

DONT LA COMPARAISON AVEC LES ÉQUATIONS (4) DONNE : 

POUR ÉVITER TOUTE DIFFICULTÉ NOUS COMMENCERONS PAR SUPPOSER Y[ OU, CE QUI REVIENT AU MÊME, 
et K DIFFÉRENTS DE ZÉRO. LES ÉQUATIONS (4) et ( 1 4 ) PEUVENT ALORS ÊTRE REMPLACÉES PAR LES SUIVANTES : 

FI6I Y 7 = 8 , Y„ Y; S, = s. Y,. Y, = a, Y,. 



E N V E R T U D E S Q U E L L E S L E S Y S T È M E ( 2 ) D E V I E N T : 

i ( « 1 h + F + ' ) Z I + « , Z ' ; + « , P , Ç Z 2 + » , P I Ç Z ; = O , 

0 7 ) « 3 [ Z > + « I ( S + 1) Z ; ' ] + A , ( 3 L ? 3 Z ; + ? Z ; + * 2 P , ? Z O - O , 

' « 2 P , ( Z A + « . Z ' ; ) - I ~ » , [ A 2 P 2 ( P - 4 - , ) Z 2 + Ç Z 2 - + - A ; P 3 I Z J ] = ± O 

D O N T L ' É Q U A T I O N C A R A C T É R I S T I Q U E E S T : 

a, S 2 + « , F I , + E + 1 Ç P S 

( 1 8 ) » 1 P I ? « . S ! + « I P , ( ; + L ) + I « , P I Ç S 

« I ? S « . Ç S A , ( Ç + L ) S 2 + * > P ' + 1 

O U S I M P L E M E N T : 

( 1 9 ) O 1 S 2 + « . P . + O ' = O . 

L E S F O R M U L E S ( 1 ) D A N S L E S Q U E L L E S O N F E R A a2 = ra3 — O J O I N T E S A U X F O R M U L E S (16) E T (17) D É F I 

N I S S E N T U N P R E M I E R S Y S T È M E de S O L U T I O N S . D E U X C A S S O N T À C O N S I D É R E R R E L A T I V E M E N T À L A F O R M E D E S Z 

S U I V A N T Q U E O C F I , + 1 E S T D I F F É R E N T D E Z É R O O U N U L . 

D A N S L A P R E M I È R E H Y P O T H È S E O N A U R A : 

( . O ) Z . = ( « U 2 + Us + C ' 3 ) E O S \ / " ^ + - ^ + № + + D I ) S I N \ / ? , - P - L ± _ I . (1 = 1, A , 3 ) . 

D A N S C E S F O R M U L E S L E S c ! , d\ R E P R É S E N T E N T D E S C O E F F I C I E N T S , L I É S E N T R E E U X E T À C E U X D E S É Q U A T I O N S 

( 1 7 ) P A R D E S R E L A T I O N S O B T E N U E S en I D E N T I F I A N T À Z É R O L E S R É S U L T A T S D U R E M P L A C E M E N T , D A N S L E S 

P R E M I E R S M E M B R E S D E S É Q U A T I O N S ( 1 7 ) , D E S Z P A R L E U R S E X P R E S S I O N S ( 2 0 ) . O N P O U R R A I T O B T E N I R A I N S I L E S 

Z P A R D E S F O R M U L E S ne C O N T E N A N T P L U S Q U E S I X C O E F F I C I E N T S c, d A R B I T R A I R E S . M A I S C E S F O R M U L E S S O N T 

D ' U N E L O N G U E U R T E L L E Q U ' I L E S T I N U T I L E D E L E S D É V E L O P P E R . 

S I , A U C O N T R A I R E , A , P T + 1 ~ Ô , L E S Z S E R É D U I S E N T À D E S P O L Y N Ô M E S D U C I N Q U I È M E D E G R É D O N T L E S 

C O E F F I C I E N T S S ' E X P R I M E R A I E N T D E M Ê M E E N F O N C T I O N D E S I X C O N S T A N T E S A R B I T R A I R E S . O N O B T I E N T D O N C , 

S U I V A N T Q U E + I - - E S T D I F F É R E N T D E Z É R O O U N U L , D E U X S O L U T I O N S Q U E J E M E B O R N E À D É S I G N E R P A R 

L E S N U M É R O S D ' O R D R E : ( I I ) E T ( I I I ) . 

I L R E S T E À V O I R S I O N P E U T , E N P A R T I C U L A R I S A N T A U B E S O I N Q U E L Q U E S - U N E S D E S F O N C T I O N S X , Y , Z D E S 

S O L U T I O N S ( I I ) O U ( I I I ) , T R O U V E R D E S S O L U T I O N S N O U V E L L E S D U P R O B L È M E E N N E P R E N A N T P A S À L A F O I S « 2 = 

a, = 0 . O R , U N E I D E N T I F I C A T I O N T R È S S I M P L E M O N T R E Q U ' I L N ' E S T P A S P O S S I B L E D E S A T I S F A I R E A U S Y S T È M E ( 3 ) 

S I L E P R O D U I T A 2 « ; E S T N U L S A N S Q U E L ' O N A I T a2 = = a 3 — O . Je S U P P O S E R A I D O N C D E S U I T E . a2a} = P O . 

L E S É Q U A T I O N S ( 3 ) S E R É D U I S E N T A L O R S À U N S Y S T È M E D ' É Q U A T I O N S L I N É A I R E S À C O E F F I C I E N T S C O N S T A N T S E N 

Z 2 E T Z 3 , S A N S S E C O N D M E M B R E , E T D O N T l ' É Q U A T I O N C A R A C T É R I S T I Q U E E S T : 

( S * + P . ) 2 = o . . 

C E T T E É Q U A T I O N N E P O U V A N T J A M A I S A V O I R D E R A C I N E C O M M U N E A V E C L ' É Q U A T I O N ( 1 9 ) I L N ' E S T P A S 

P O S S I B L E D E T R O U V E R D E S O L U T I O N C O R R E S P O N D A N T A U C A S O Ù az et « 3 N E S O N T P A S N U L S E N S E M B L E . 

R E M A R Q U E . — N O U S A V O N S L A I S S É D E C Ô T É L E C A S O Ù O N A U R A I T Y' = 0 . M A I S A L O R S Y , E S T U N E C O N S 

T A N T E E T [ S E C O N D E É Q U A T I O N (4) ] Y"z E S T N U L L E . I L N ' Y a D O N C P A S L I E U D E S ' E N G A G E R D A N S C E T T E V O I E . 

D E U X I È M E S E C T I O N 

Recherche des solutions correspondant à deux liaisons l inéai res et homogènes 
en t re les fonctions Y " , Y , , Y'2 et Y 3 

N O U S S U B D I V I S E R O N S C E L T E S E C T I O N E N D E U X T I T R E S : 

Titre I. — L E S F O N C T I O N S Y " , Y „ Y ^ E T Y 3 S O N T L I É E S P A R D E U X R E L A T I O N S L I N É A I R E S E T H O M O G È N E S 

R É S O L U B L E S P A R R A P P O R T À Y ^ E T À Y , . 



- iA -

Titre II. — L e s f o n c t i o n s Y " , Y , , Y ^ e t Y . s o n t r e l i é e s p a r d e u x r e l a t i o n s l i n é a i r e s e t h o m o g è n e s 

n o n r é s o l u b l e s p a r r a p p o r t à Y 2 e t à Y , . 

T I T R E I 

I l e x i s t e e n t r e Y " , Y , , Y ^ e t Y , d e u x r e l a t i o n s q u i p e u v e n t ê t r e r é s o l u e s p a r r a p p o r t à Y ^ e t à Y , 

6 . L o r s q u e Y " , Y j , Y ^ e t Y 3 s o n t r e l i é e s p a r d e u x r e l a t i o n s l i n é a i r e s r é s o l u b l e s p a r r a p p o r t 

à Y 2 ' e t à Y . , o n p e u t p o s e r : 

( 2 1 ) Y 2 = p D Y , + p 2 Y ' ; , Y , = Y o Y , + T 2 Y " (%, p 2 , T o , T 2 c o n s t . ) . 

E n p o r t a n t c e s v a l e u r s d a n s l a p r e m i è r e é q u a t i o n (2), o n o b t i e n t l e s d e u x é q u a t i o n s : 

( 2 2 ) a , Z , + o c 2 , 3 2 Ç Z 2 + « ; Ç T 2 Z 3 ' = o . 

( a 3 ) ( 1 + Q Z , + « , Z ; + « 2 ? [ 3 0 Z 2 + « , Ç Y O Z ! = o 

q u i , d a n s t o u s l e s c a s , e n t r a î n e n t l e s s u i v a n t e s : 

( 2 A \ \ a>ï O^o — P°Y>) Z * a ' Y ^ Z i + l > C1 + 0 ~ " . T o i Z „ 

; ' \ « 3 ç (h-io — Pô?*) z . ; = - B l p a z F ; — [ p , ( i + o — z , 

e t l e u r s o n t é q u i v a l e n t e s l o r s q u e l e b i n ô m e p 2 y n — p n y , n ' e s t p a s n u l . D è s l o r s n o u s d e v r o n s é t a b l i r 

d e u x s u b d i v i s i o n s . 

PREMIÈRE SUBDIVISION : Le binóme — ,3 0 y 2 n'est pas nul 

7 . T i r o n s Z 2 e t Z ! e n f o n c t i o n d e s Z , e t Z'[ a u m o y e n d e s é q u a t i o n s (24) e t p o r t o n s l e s v a l e u r s 

o b t e n u e s d a n s l a s e c o n d e d e s é q u a t i o n s ( 2 ) . N o u s t r o u v o n s a i n s i ; 

( a 5 ) Y 2 [ « , T 2 Z ; ' + I T 2 ( 1 + 0 - M o ¡ Z , - f - « ï Y l Z ' ï + j y2 ( 1 + 0 - a > Y o j Z ' t ' ] 

+ + 0 Y » [ A ^ Z " + ¡ Ï* 0 + 0 — «-Y» ¡ Z . ] + A ^ 2 (P-YO — POTO y ; z , 

— B i ç y ; [ a i p 2 z ; ' + j p 2 ( 1 + ? ) — a i p 0 j z , ] — o . 

O r , d a n s l ' é t u d e a c t u e l l e , i l n ' y a p a s H e u d e s u p p o s e r n u l s t o u s l e s c o e f f i c i e n t s d e s c r o c h e t s 

c o n t e n a n t l e s f o n c t i o n s Z . T o u t e s l e s s o l u t i o n s p o s s i b l e s d e l ' é q u a t i o n (5) q u e n o u s a u r o n s à c o n s i 

d é r e r s ' o b t i e n d r o n t d o n c e n e x p r i m a n t d ' a b o r d q u e l e s f o n c t i o n s Y[, Y 2 , Y"2 e t Y . s o n t l i é e s p a r 

u n e , d e u x o u t r o i s é q u a t i o n s h o m o g è n e s l i n é a i r e s . L a p r e m i è r e h y p o t h è s e c o n d u i t à é c r i r e l a p r o p o r 

t i o n n a l i t é d e l e u r s c o e f f i c i e n t s , c e q u i r a m è n e à u n e s o l u t i o n r e n t r a n t d a n s u n t y p e d é j à r e n c o n t r é 

( p . 12 e t i3) à l a p e r m u t a t i o n p r è s d e s v a r i a b l e s y e t z . N o u s r e v i e n d r o n s e n d é t a i l ( p . i4 e t s e q . ) 

s u r l a d e u x i è m e h y p o t h è s e ; q u a n t à l a d e r n i è r e , e l l e p e u t ê t r e c a r a c t é r i s é e p a r l e s f o r m u l e s : 

( 2 6 ) y ; = P i y 2 , Y 1 = p 1 Y 1 , ( p 2 ^ o ) y ; = P ; y 2 , 

d a n s l e s q u e l l e s p , , p a e t p 3 d é s i g n e n t t r o i s c o n s t a n t e s . J e d i s q u e l ' o n p e u t i c i s u p p o s e r s a n s r e s t r e i n d r e 

l a g é n é r a l i t é d e l a q u e s t i o n p , = 7 = 0 . E n e f f e t , s i p , é t a i t n u l , i l e n s e r a i t d e m ê m e d e Y[ e t p a r s u i t e 

d e Y ' j e n v e r t u d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 2 1 ) . S i d o n c o n t i r e d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 2 6 ) Y¡ e n 

f o n c t i o n d e Y ' , ' , e t q u e l ' o n s u b s t i t u e l a v a l e u r t r o u v é e d a n s l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 2 1 ) o n o b t i e n t : 

1 1 

P. 
P ' 

C e r é s u l t a t , r a p p r o c h é d e s é q u a t i o n s ( 2 1 ) , m o n t r e q u e Y " , Y j e t Y , s o n t t o u t e s t r o i s é g a l e s a u 

p r o d u i t d e Y , p a r u n e c o n s t a n t e . O n e s t a i n s i r a m e n é à l a p r e m i è r e s e c t i o n . 

8 E n v i s a g e o n s m a i n t e n a n t Y hypothèse d'une double liaison homogène et linéaire e n t r e Y Í , Y 2 , 

Y 2 e t Y 3 . N o u s a u r o n s à c o n s i d é r e r d e u x c a s s u i v a n t q u e c e s r e l a t i o n s p e u v e n t o u n o n ê t r e r é s o l u e s 

p a r r a p p o r t à Y | e t à Y 3 3 



9 . P r e m i e r c a s . — S'IL EXISTE ENTRE Y', Y 2 , Y" ET Y,' DEUX RELATIONS LINÉAIRES RÉSOLUBLES PAR 
RAPPORT À YJ ET Y. ' , ON PEUT POSER : 

( 2 7 ) Y[ = A 0 Y 2 + l2Y!,', Y , = [A 0Y 2 4 - U 2Y' 2 ', (X 0 , (i2 CONST.). 

L'INTRODUCTION DE CES VALEURS DANS L'ÉQUATION ( 2 5 ) CONDUIT AUX DEUX SUIVANTES : 

( ? 8 ) A J 2 Z 7 + A, [(2 4 - Q ï 2 — « , Ï O ] Z'; 4 - Z , [ Y L (1 4 - 0 — «'Y° + (P^YO — PoïO] 

— A,$n0 [ a i p 2 z r ; 4 - J p 2 ( 1 4 - Q — a i p 0 j Z , ] = O 

ET : 

( 2 9 ) «, CI 4 - 0 [A.YÏZ^ 4 - FRA (1 + 0 — «.YOL Z , ] 4 " (p.YO — POYO 

— A.E", [OE.^Z; + iP^ ( 1 + 0 — ««PO} Z , J = O. 

S I CETTE DERNIÈRE N'EST PAS UNE IDENTITÉ, IL EXISTE ENTRE Z , ET Z " UNE RELATION DE LA FORME : 

Z , — Z " X CONST. E N RAPPROCHANT CE RÉSULTAT DES ÉQUATIONS ( a 4 ) ON VOIT QUE L'ON SERAIT, DANS CETTE 

HYPOTHÈSE, RAMENÉ À UNE SOLUTION D'UN TYPE APPARTENANT À LA SECTION PRÉCÉDENTE, À UNE P E R M U 

TATION PRÈS. NOUS ÉCRIRONS DONC QUE L'ÉQUATION ( 2 9 ) EST UNE IDENTITÉ ; ON OBTIENT AINSI LES DEUX 

CONDITIONS : 

n ^ - « ' ( S + O ? 4 - 1 Y» ( ¿ 0 ) ^ A L _ _ _ _ , , , = _ 

ELLES DÉFINISSENT X 2 ET jj. 2 EN L'ONCTION DES AUTRES COEFFICIENTS. 

DÉRIVONS LES ÉQUATIONS ( 2 7 ) EN TENANT COMPTE DES ÉQUATIONS ( 2 1 ) ET ( 3 o ) ; APRÈS AVOIR ORDONNÉ 

PAR RAPPORT AUX INDICES DE DÉRIVATION, NOUS OBTENONS : 

ET 

G » 0 £ ± 0 Y R 4 - + ^ - I ] Y ; 4 - ^ Y , = 0 

( 3 * ) f Y r + p - Y ^ ~ - YC + Y',' + fc^Y, = O 

L'ÉTUDE DU CAS OÙ Y 2 EST NUL EST TRÈS SIMPLE ET IL NOUS SUFFIRA DE SIGNALER QU'IL NE LUI CORRESPOND 

AUCUNE SOLUTION NOUVELLE. SUPPOSONS DONC Y 2 ~ O. LES ÉQUATIONS ( 2 8 ) ET ( 3 2 ) NE POURRONT ALORS SE 

RÉDUIRE À DES IDENTITÉS. LES ÉQUATIONS CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS ( 3 i ) ET ( 3 2 ) DOIVENT AVOIR EN 

COMMUN AU MOINS UN COUPLE DE RACINES SYMÉTRIQUES; MAIS SI ELLES N'ONT PAS QUATRE RACINES COM-

Y " 
MUNES, LE RAPPORT Y- CORRESPONDANT AU COUPLE COMMUN DEVRA ÊTRE CONSTANT; IL EN RÉSULTE, EU ÉGARD 

R 1 
AUX RELATIONS ( 2 1 ) , QUE L'ON RETOMBE SUR UNE SOLUTION RENTRANT DANS LES TYPES QUI FONT L'OBJET DE LA 

SECTION PRÉCÉDENTE. NOUS DEVRONS DONC EXPRIMER QUE LES ÉQUATIONS CARACTÉRISTIQUES EN QUESTION 

ONT M Ê M E S RACINES ET NOUS OBTIENDRONS, DE LA SORTE, LES CONDITIONS : 

( 3 3 ) A 3 = ' " X ° ( S + 0 , (34) P,Y»Ç = « ( E + 0 ( P ' Y O - P . T O . 

Ŷ T 
en supposant toutefois {50 ~ O. 

D E LA SUBSTITUTION DANS LA DERNIÈRE DES ÉQUATIONS ( 2 ) DES VALEURS DONNÉES POUR T, ' , Y , , Z 2 PAR 

LES ÉQUATIONS ( 2 3 ) ET ( 2 1 ) , ON TIRE : 

( 3 5 ) | « 3 - F 0 [ z 3 + A , ( I + ¡0 z " ] — « . « . Z J ^ P O Ç 4 - « ^ z ; 4 - A ^ ^ z ; j Y , 

4 - j * ; T 2 [ z , 4 - «. O + E) z'3'] - «,« 3 z , p j p ( , 4 - E ) _ ï o Ç + | i 0 ç -7oJ + a i « 2 ? p 2 z ; j Y;' = 0 . 

CETTE ÉQUATION EXIGE QUE LE RAPPORT SOIT CONSTANT OU QUE LES COEFFICIENTS DE Yl ET DE Y " 

R J 

SOIENT NULS. LA PREMIÈRE HYPOTHÈSE CONDUIT, COMME NOUS VENONS DE L'INDIQUER CI-DESSUS, À DES 

TYPES ÉTUDIÉS DANS LA SECTION PRÉCÉDENTE. C E CAS ÉCARTÉ, ON TROUVE EN ANNULANT LE COEFFICIENT DE Y , : 

(36) 1X3Z3 ( y 0 — OTJU.OPOÇ) 4 - B ^ Y O ( 1 + 0 Z , 4 - «XÇZJ 4 - IJDJÇPOZ^ = 0 , 



Nous allons transformer la condition résultant de l'annulation du coefficient de Y". Le binôme 
$a Ji — P2 To n'étant pas nul, il résulte de l'équation (34) que jj, y2 n'est pas nul et on peut écrire 
cette relation sous la forme : 

(3 7) G + 0 = -.to G + 0 - Tf*ï-

En tenant compte des relations (36) et (37) l'équation qui exprime que le coefficient de Y" est 
nul devient (') : 

(38) a,a5Z3 + a3Zj I . 1 . : H ^ = O. 
v ' L «iTo G + i) — YjÇJ «iTo (S + i) — 

De l'équation (34) on lire( 2) : 

r , , . *. (5 + 0 P°Y> 
et, par suite : 

*iïo (? + O — y*; 

En tenant compte de la condition (4o) les équations (24) deviennent : (40 PoTÎ Z* = ««7» [»iTo G + 0 — T*ej z'.' + h* (5 + 0 — « « > ] [ • • > ( 1 + 0 — z, 

(/»a) «3P Yl Z; = - «?Y> (S + 0 Z" — », [(P + 3 5 + 1 ) 7» — « L T „ ( 1 + E)] Z,. 

Ces deux équations permettent de remplacer l'équation (36) par la suivante : 

(43) *3 y? (To — ». ^ P° E) z 3 == Z'," T 2 [a, T o (Ç + 0 + Ŷ  E2] , 7, s «a» ( 1 + 0 h» (E1 + 3 5 + 0 - « ! To (1 + 0] - I 
+ 1 1 - ? [T. (i -f- 0 - Yo] [».To (' + 0 - Y*E] ' ' 

iVoHs supposerons d'abord le binôme yu — a , ^ ^ différent de zéro. Des relations (42) et (43) 
on déduit d'autre part : 

(44) «1Y1 [«lYa ( l + 0 + Y^] Z" + [«'Y* (l + 0 (ïa — « .^M) H- «.YcYî (E2 + 3 Ç + 1) 

— «̂  0 + E) + TÏP] Z" + (yo - M^PoE) [T, (E2 4- 3 ? + 1) — « l T o ( 1 + 5)] = 0. 

Transformons l'équation (38) en tenant compte d'abord des équations (4i) et (4a) puis portons 
dans le résultat la valeur de Z, donnée par (43); nous remplaçons la relation (38) par la suivante : 

f,rs >,«< \ [''T° G + 0 + yG2] r*.T° G + O — y^ — ] 
C4 ; 71 1 l [«.Y» CE H- 0 — [to — «.̂PnEl ~a,J 

r-fr-Yi (E2 + 3 ? + 1 ) — a, Yo (1 + 0 + j S2] [«iYc (Ç + 0 — ï»ï - a>oPc E] -1 

+ Z H T 7T^TT\ cTT ^7] —Y 2 (2Ç -r - i )+« .To = 0 . 

L LaiYo G + 0 — T2 ÇJ |_Y° — "iftiPoUJ J 

D'après un raisonnement déjà rencontré ( 3), pour avoir une solution nouvelle, il faudra que les 
équations caractéristiques des équations (28) (44) et (45) aient en commun une racine au moins, en 
plus d'un couple de racines symétriques, car s'il n'y avait qu'un tel couple de racines communes 
Z" Z Z' 
~ se réduirait à une constante et il en serait de même de rr et — en vertu des équations (4i) et Z, Zj Zr 

(42). On serait donc ramené, sauf permutation des variables y et Zj à une solution rencontrée dans 
la section précédente. L'équation (45) doit donc se réduire à une identité ou les équations caracté-

(r) Ces transformations supposent a, yo (E + 0 — Y2? -r- ° - t"ct',e inégalité a bien lieu, en effet, comme on le voit 
de suite en se reportant à l'équation (37) dont le premier membre n'est pas nul dans les conditions de ce calcul. 

(2) La résolution est toujours possible car le binôme ajYo (E + 0 •— ŶE n'est pas nul ainsi qu'il résulte de la 
note précédente. 

(3) Voir ci-dessus, p. i5. 
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risliques des équations ( 2 8 ) et ( 4 4 ) doivent admettre la racine zéro. En écrivant que l'équation ( 4 3 ) 
se réduit à une identité, 011 trouve les deux conditions : 

(4C>) [ - L 7 „ (E + 0 + Y*E2] r«-ï° (E + 0 — CY» + « Î ^ P < » ) Ï ] = «1 [« .T . . ( E + 0 — Y»E] [ Ï ° — ».h,?OÇ]. 

( 4 7 ) »1 L ( 2 ? + 0 — *IY«] - A ' Y " G + 0 — Y*S| (YO — - ,P - O POE) 

= [«ITOÏ» ( P + 3 Ç -T- I ) — «ÏTO (E + 0 + Y Î : 1 ] [«-YO (E + - 0 - ( Ï 2 + «ÎFC>P<0 E]. 

d'où l'on tire la suivante (car £y2 -p o) : 
( 4 8 ) «I YO (? + 0 - (ï2 + «Ï |X0 PO) ? = O, 

en vertu de laquelle l'équation ( 4 6 ) devient : 
(4g) [»IYO (5 + 1) — Y"?] [ÏO — «IL^POEJ = o , 

incompatible avec les conditions antérieures (')• 
Ce premier cas exclus, il reste à envisager celui où les équations caractéristiques des équa

tions ( 2 8 ) et ( 4 4 ) admettraient la racine zéro. De la considération de l'équation ( 4 4 ) on tire la 
condition : 

r \ Y » ( P + 3 e + 0 . 

de celle de l'équation ( 2 8 ) , et en tenant compte des équations ( 3 3 ) , ( 3 G ) et ( 5 O ) , résulte (y2 n'étant 
pas nul) : 

( 5 I ) Y* — <*2R<-°P° ?• 

Mais, eu égard aux relations ( 3 G ) , ( 0 0 ) et ( 5 1 ) , les équations caractéristiques des équations ( 2 8 ) 
et ( 4 4 ) se réduisent à : 

S* == o ' a, (a E + 1 ) S* + 2 \ S2 = 0 

qui admettent la seule racine commune double S2 = o ; on a donc 71\ = o et l'équation ( 4 2 ) de
vient : ZJ = 0 , cas dont nous avons réservé l'examen. 

10. Étudions maintenant le cas où yQ — a , = 0 . — L'équation ( 4 3 ) devient : 
( 5 A ) AR T 2 [ . L 7 O (S 4 - 1 ) + Ï2E2] Z;" + [ « I T D T J ( E 2 + 3 E + 1 ) — » Ï T S (E •+- 1 ) + Y' E 2 ] Z ! = o . 

Comme dans l'hypothèse où y„ — a , [ I4$ 0 £ =p o, on voit que l'existence d'une solution nouvelle 
exige que l'équation ( 5 2 ) se réduise à une identité ou que l'équation caractéristique de l'équation 
( 2 8 ) admette la racine zéro. La première condition conduit à deux équations linéaires homogènes 
en yu et y2 dont le déterminant n'est pas nul et qui, par suite^ sont incompatibles avec la condition 
y2 -p o admise ici. La seconde condition donne : 

( 5 3 ) Y* ~ N IY°> 

eu égard aux équations ( 3 3 ) , ( 3 G ) , (4o) et à la condition : y0 = a,u.opo4. Mais alors l'équation 
caractéristique de l'équation ( 2 8 ) se réduit à S4 = o tandis que celle de l'équation ( 6 2 ) devient : 

- , (E 2 + 5 + 1 ) S' •+ 2 E (E + 1 ) S = o 
qui n'admet avec la précédente qu'une seule racine commune, simple S = 0 , d'où on déduit 
Z[ = o et Z',' = o d'après l'équation ( 4 A ) . 

11. Cas où po — o (2). — Dans rétablissement des formules ( 3 3 ) et ( 3 4 ) on a supposé $a =p o. 
Soit maintenant ^ = 0 . Les équations ( 3 I ) et ( 0 2 ) toujours valables deviennent : 

( 5 4 ) - , C-^r1) Y» + (A„ p2 - 1 ) Y" == o, l 2 + fr0 p2 - T„) Y',' = o, 

dont les équations caractéristiques admettent en commun la racine double zéro. Mais pour obtenir 

( ' ) ON A EN EFFET RÉSERVÉ ( P . 16) LE CAS OÙ YO — -IFOPOE EST NUL ET ON A MONTRÉ EN NOTE ( P . IC) QUE A,YO (E -J- 1) — Y2E 
NE POUVAIT ÊTRE SUPPOSÉ NUL. 

( 2 ) ALORS $2y0 O PUISQU'ON SUPPOSE P0Y2 — P2Y0 ^ 0 . 
ÉQUATIOK8 INDÉFI3IE8 3 



— , 8 — 

( , l 8 ) | « J ç 7 o z ; = - « I z ; - ( i + 0 Z 

L A SECONDE ÉQUATION ( 5 8 ) FOURNIT Z 3 EN FONCTION DE Z[ ET Z ' " . E N PORTANT L 'EXPRESSION OBTENUE 

DANS L'ÉQUATION ( 5 6 ) ON TROUVE : 

( 5 9 ) z 3 = - i - (, + 0 z;- + a , ( 2 ç + .) z ; ] . 
«3 Y° S 

L A SUBSTITUTION D E CETTE VALEUR D E Z , DANS LA SECONDE ÉQUATION ( 5 8 ) CONDUIT À L'ÉQUATION : 

( 6 0 ) « 2 Z ' / + 2 « I Z " + Z I = O 

DONT L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE EST : 

( 6 1 ) ( « , S » + I ) » = o . 

L A P R E M I È R E DES ÉQUATIONS ( 5 8 ) P E R M E T D E M Ê M E D ' E X P R I M E R Z J EN FONCTION DE Z I ET Z',". L ' I N 

TRODUCTION DANS L'ÉQUATION ( 0 7 ) DE CETTE VALEUR ET DE CELLE DÉJÀ TROUVÉE P O U R Z 3 D O N N E : 

2 a Z ' 
( 6 A ) « 3 Z 3 [ « , ,X0 p2 S — « , YO ( 1 + S) — T J = ^ z ï + ^ [T« (> + ? ) + « . TO 

E N ÉLIMINANT Z 3 ENTRE LES ÉQUATIONS ( 5 G ) ET ( 6 2 ) ON TROUVE : 

( 6 3 ) CJV, Z ' ; + « . Z ! [ Ï 2 ( I + 0 + •« YO5] + [< 0 + 0 Z 7 + « , (A F + 1 ) Z | ] 

L«IH-OPIS — «IYO ( 1 + 0 — T*] — ° -

O R L'ÉQUATION ( 6 1 ) NE P E U T ADMETTRE LA RACINE Z É R O ; L'ÉQUATION ( 6 3 ) DOIT DONC SE RÉDUIRE À UNE 

IDENTITÉ ( 1 ) . O N EST AINSI CONDUIT À D E U X CONDITIONS D ' O Ù L'ON TIRE : 

( 6 4 ) YO = ! 1 OP2, 

(65) y* — — «• LAO ?2 

L ' É Q U A T I O N ( 2 8 ) DEVIENT : 

a 2 ( Ï + I ) Z 7 + 2 a, Z" (S l ) 2 + ( 2 + h S + 1 - r ^ P» 5 0 Z ' = ° . 

DONT, EN VERTU D E S ÉQUATIONS ( 5 5 ) ET ( 6 4 ) ) L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE EST, APRÈS D I V I S I O N PAR 

e 2 U . ( £ + I ) ^ O ( 2 ) : 

( 6 6 ) ( « , r> + L) (A, /•» + 2 Ç + I ) = O. 

CETTE ÉQUATION A D M E T B I E N AVEC L'ÉQUATION ( 6 1 ) UN COUPLE DE RACINES S I M P L E S C O M M U N E S 

M A I S U N SEUL. 11 N 'Y A DONC ( 3 ) P A S DE SOLUTION NOUVELLE LORSQUE = 0 . 

Y Ï 
( T ) IL N'Y <T PAS LIEU DE FAIRE -— = CONST., CONDITION QUI CONDUIT À UNE SOLUTION DE LA SECTION PRÉCÉDENTE. 

11 
(2) [5,P0 NE PEUT EN EFFET ÊTRE NUL, SANS QUOI YO — 0 D'APRÈS LA FORMULE (T)4), CE QUI NE PEUT AVOIR LIEU, PUISQUE 

P°Y= — PIY° * ° -
(3) POUR LA RAISON DÉJÀ EXPOSÉE PAGE iB. 

UNE SOLUTION NOUVELLE IL FAUT ENCORE E X P R I M E R QU'ELLES ONT UN AUTRE COUPLE DE RACINES C O M M U N E S , 

D ' O Ù LA CONDITION : 

«I (S + Q P O P L - ÏU) + Y ^ 

L ' É Q U A T I O N ( 3 5 ) TOUJOURS APPLICABLE SE DÉDOUBLE ET D O N N E ( ' ) : 

(56) « j T o [ z 3 + S l (s + o z','] + a i ç z ; = O, 

( 5 7 ) a 3 Ï 2 [ Z . + * , ( ? + I ) Z " ] — «.a, Z , [> 0 |3 2 J _ Y O ( , 4 - ç)] + T<3 2 z; = O. 

D ' A U T R E PART LES ÉQUATIONS (2 / j ) DEVIENNENT : 

Z 2 = A , F 2 Z',' + [Y 2 ( I + Ç) — A,YO] Z , , 
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1 2 . D e u x i è m e c a s . •— Nous avons étudié jusqu'ici le cas de la première subdivision du litre 1 

de la deuxième section caractérisé par l'existence de deux relations linéaires en YJ, Y 2, Y" et YJ 
résolubles en YJ et YJ (Cf. p. i 4 , n° 8) . Il reste à envisager celui où ces quatre fonctions sont liées 
par deux pareilles relations non résolubles en YJ et YJ. On pourra les ramener alors à la forme :. 

(f>7) y ; - = k 2 y 2 , 
(68) a\Y; + S,YJ = RY2, (r„ S u K2, II, const., K2 ~ o). 

Nous diviserons cette étude en deux parties, suivant que S, = o ou que S¡ =¿ o. 

1 3 . S i S, n ' e s t p a s n u l , on peut remplacer l'équation (68) par la suivante : 

(0()) YJ = À; Y2 + [JL, Y;, (X;, ¡X; COnSt.). 

Portons dans l'équation (20) la valeur de YJ donnée par l'équation (69), nous trouvons : 

(70) Y2 i « I Ï 2 Z'J + LY* (i + Ü) - «• Yo] Z, + a J

Ï 2 H- a, [v2 (1 + S) - a l T o ] Z" ¡ 
+ « . ( ? + •) K2Y2 j a I Ï 2 Z'J + lY2 ( t + 0 — «1Y0] J 
4- «iP (p2Yo — PoY=) YJZl - «,? (/. Y2 + ¡JL, YJ) j«,p 2Z';+ [>2 (1 + £) _ a j 0 j Z, j = 0 . 

Or YJ, YJ, Y 2 et YJJ étant liés par deux relations linéaires seulement, il faut que les coefficients 
de Y2 et YJ dans l'équation (70) soient nuls. En écrivant ces conditions on obtient deux relations 
dont l'une est : 

(71) ? Z, (p 2 Ï 0 — % ï 2 ) - ¡i. | « ; rh Z'J + №2 ( i + O - -Yol Z: j = 0. 

Mais, pour obtenir une solution nouvelle, il faut (') que l'équation (71) se réduise à une identité ; 
d'où les deux conditions : 

(72) U . 3 « i r 5 2 = 0 , 

(73) Ç (?2To — Pc Y») — 1̂3 №» (• + ? ) - «• P°] = °-

On ne peut faire ¡jl; = o, ce qui entraînerait ,32y0 — pcy2 — 0. On a donc : 

p2 = o (4 
et, par suite : 

, n )Y; = p0Y t, y ; = ï u y i - V 2 y ; 
U 4 J I Y'J = K2 Y2, YJ = X3 Y2 + ¡ X , YJ, 

d'où on tire, puisque K2(5Q n'est pas nul : 

(7-r0 Y ; = K a Y M Y ; = p 0 Y „ Y5 = Y, (T o + Y2 K2). 

et, par suite, on retrouve une solution déjà étudiée (Chap. I, i r e partie, 1" section). 
1 4 . O n f a i t S, = o. — Alors : 

YJJ = K2Y2, YJ = KiYj, (k\, K2 const., K ¡ f o ) . 

Remplaçons dans l'équation (20) YJ et YJ par les valeurs ci-dessus ; on est conduit à annuler 
dans le résultat les coefficients de YJ et de Y2. La considération du premier de ces coefficients 
donne l'équation : 

(7Ü) + [p2 (1 + Ç) — a,|30] Z, — c 

qui doit encore se réduire à une identité, d'où les relations 

a,p2 — o, (S2 (1 4- Ç) — a i¡30 — ü, 

qui sont incompatibles avec les conditions antérieures (a, ^h. o, ¡32y0 - - [J0y2 =p o). 

(') Cf. p. 16 la raison de ce fait. 
(') On en conclut p0 ;̂ 0 car ^Dy2 — j52y0 — 0. 
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DEUXIÈME SUBDIVISION J , v . — ^ o 

1 5 . L e système fondamental (2) peut ici être remplacé par les équations ( ' ) : 

(77) « IZJ + « 2 p 2 ?Z 2 4 - *fy*rL\ = o, 

(78) + h . (1 + 0 - « i T o ] z , = 0, 

jointes aux suivantes : 

(79) [Z, + B l Z ; j 4 - (? + 1) Y'2'Z2 + *JY[Zt + » i « 3 CY, 'Z; = o, 

(80) B j Y , [ Z ; + « i ( i + ?)Z'3'] + c<I»3Y;'Z3 + a I S Y I Z ; 4 - « I ^ Y 2 Z 2 = o . 

Ces d e u x dernières ne sont autres que le d é v e l o p p e m e n t des dernières équations (2). 

1 6 . 1° y 0 y 2 =p o. — O n peut alors poser : 

(81) |33 = X o Y o , ? 2 = l0-[2, (X0 const.) 

d'où : 

(82) . y ; = à 0 y 3 . 

L a formule (82) montre en passant que l 'on peut sans restriction supposer A 0 ° - L 'équation 

( 7 9 ) devient alors : 

(83) Œ 2 y 2 ( z 2 + B l z ; ) + « j ; ^ x c z 2 — " i 2 - 1 ^ 4 - « . s y î z , = •. 

Elle est susceptible de d e u x séries de solutions. 

1 7 . P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (83), — Y! et YJ sont liés à Y 2 par les 

relations : 

(84) y ; = ô , y 3 , y ; = o 2 y 2 (s,, a, const.). 

c o m m e , d'autre part, 

Y ' — ) Y 

on a : 

(85) Y ; = S 2 Y 2 , Y 2 = ). 0 Y 3 , Y ' 2 = 3 r / . 0 Y 2 . 

L e s équations ( 2 1 ) deviennent : 

(86) Y , = 7 0 ^ 4 - ^ , 

№ ) Y a = ^ ( Y o Y J 4 - T > Y Ï ) -

O n peut écarter le cas où S 2 — 0, car on aurait alors 

Y? = o , Y , = XofoYu Y 3 = Y o Y , , 

et la solution obtenue appartiendrait aux types étudiés dans la première section. 

D e la première équation (85) et de l 'équation (87) on déduit alors : 

(88) ^ = X o Y o Y i 4- X 0 Y 1 Y " , 

Y 
équation qui ne peut évidemment se réduire à une identité et donne : y?, = const. E n rapprochant 

ce résultat des équations (86) et ( 8 7 ) , on voit qu'on est encore ramené à un type étudié dans la pre

mière section. 

1 8 . D e u x i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (83). — Y 2 , Y^ et Y,' sont liés par une 

seule relation linéaire. 

i° Si cette relation peut être résolue par rapport à Y 2 on aura : 

(89) y 2 = / I , y ; 4 - /< 2y; (K, h, const.). 

(') L'équation (77) ne diffère pas de l'équation (22). L'équation (78) est une combinaison des équations (22) et 

(28) qui, lorsque p0ya — p2yo = o, forme avec l'équation (22) un système équivalent à celui des équations (22) et (23). 



2 1 

I n t r o d u i s o n s c e t t e e x p r e s s i o n d e Y 2 d a n s l ' é q u a t i o n ( 8 3 ) et é g a l o n s à z é r o l e s c o e f f i c i e n t s d e 

YJ e t d e Y^ d a n s l e r é s u l t a t d e c e t t e s u b s t i t u t i o n ; n o u s o b t e n o n s a i n s i l e s d e u x é q u a t i o n s : 

(90) « 2 ( Z 2 + b j Z j ) h, + oLÙZt == o, 

( 9 1 ) a 2 ( Z , + et,Z") h2 + ^ a 2 ) . Z 2 — = ° 

q u i p o u r r o n t ê t r e r é s o l u e s p a r r a p p o r t à Z 2 e t Z 2 ' , l e d é t e r m i n a n t r e l a t i f à c e s d e u x i n c o n n u e s é t a n t 

a.2ix2X¡k¡ d i f f é r e n t d e z é r o ( ' ) . 

O n a u r a d o n c : 

(92) Z 2 = ; ) 0 Z I , 

( 9 3 ) Z 2 = J D 2 Z I , 

p0 e t px é t a n t d e u x c o n s t a n t e s d é t e r m i n é e s e n f o n c t i o n d e s c o e f f i c i e n t s d e s é q u a t i o n s ( g o ) e t ( 9 1 ) . 

L ' é q u a t i o n ( 7 9 ) d o n n e a l o r s : 

(94) Z 3 — / J ; Z i (P; c o n s t , d é t e r m i n é e en f o n c t i o n d e s coeff icients de l ' é q u a t i o n ( 7 9 ) d e et d e u.2). 

O n p e u t l a i s s e r d e c ô t é le c a s o ù papi s e r a i t n u l , q u i c o n d u i r a i t à d e s s o l u t i o n s é t u d i é e s 

a i l l e u r s ( C h . IV e t VI) . D e s é q u a t i o n s ( 9 2 ) , ( g 3 ) e t (g4) o n d é d u i t : 

Z',' = Z , , Z2=paZ1, Z \ 

O n e s t e n c o r e r a m e n é à l a p r e m i è r e s e c t i o n , à u n e p e r m u t a t i o n p r è s d e s v a r i a b l e s IJ e t r . 

1 9 . 2 0 La relation linéaire unique qui lie Y 2 Y ' et Y ! ne peut être résolue par rapport à Y 2 . — 
E l l e e s t a l o r s n é c e s s a i r e m e n t d e l a f o r m e 

pY[ + 9 Y 3 = 0 (p, q c o n s t . ) 

e t p o u r r a ê t r e r é s o l u e s o i t p a r r a p p o r t à Y j , s o i t p a r r a p p o r t à Y ! . O n a u r a , d a n s l e c a s d e la r é s o 

l u t i o n p a r r a p p o r t à Y ' q u e l ' o n p e u t c o n s i d é r e r s e u l p a r r a i s o n d e s y m é t r i e : 

y ; = A 3 Y 3 ' ( A - c o n s t . ) . 

L ' é q u a t i o n ( 8 3 ) d o n n e d e s u i t e : 

«1 Z'' - ) - Z 2 = o, «! ( a 2 A 0 Z 2 — — Z , ) -f- al^fuZ1 = o , 

d ' o ù l ' o n c o n c l u t , e x a c t e m e n t c o m m e d a n s l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , à l ' a b s e n c e d e s o l u t i o n n o u v e l l e . 

2 0 . I I o L e p r o d u i t y 0 y 2 e s t n u l . —• E n r a p p r o c h a n t c e t t e c o n d i t i o n d e l a r e l a t i o n : 

PoT2 — P2T0 = 0, 

o n v o i t q u e l ' o n e s t a m e n é à d i s t i n g u e r q u a t r e c a s : 

i ° y D = y 2 = 0 q u i c o n d u i t à Y , = 0 ; 

2 ° ¡32 — y 2 = o q u i , e u é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 7 7 ) , c o n d u i t à Z , = o ; 

3 ° f}2 = ¡3U = o q u i , e n t e n a n t c o m p t e d e ( 2 1 ) , d o n n e Y[ = o . 

C e s c a s p e u v e n t é v i d e m m e n t ê t r e é c a r t é s d e s u i t e ; 

4° Po = To = o . 

O n a e n c o r e : 

L ' a n a l y s e p r é c é d e n t e ( 3 ) s u b s i s t e e n t i è r e m e n t , s a u f l o r s q u e Y , , Y 2 e t Y 3 s o n t l i é s p a r d e u x 

(') Eu effet, nous savons que l'on a supposé jusqu'ici a r « 2 0. On a vu plus haut qu'on pouvait supposer, sans 

restreindre la généralité de la question, la ^ o. Enfin, on ne peut supposer Ai = o ¿1 cause de l'équation (go) qui 

entraînerait Zj = 0, cas écarté ici. 

(') Dans cette étude on peut laisser de côté le cas de 32 = o qui entraîne Y 3 = o. 

(3) Cf. n o s 16 et seq. 
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( ' ) V O I R N O T E ( 2 ) D E L A P N Ç | E 7 . 

É Q U A T I O N S D U T Y P E ( 8 4 ) E T L O R S Q U E , E N O U T R E , L ' É Q U A T I O N ( 8 8 ) S E R É D U I T À U N E I D E N T I T É , C E Q U I P E U T 

A R R I V E R I C I . I L S U F F I T P O U R C E L A Q U E - J - = \ v M A I S A L O R S O N A : 

( < P ) Y3 = T 2 Y';, Y 2 = = P 2 Y;, T 2 Y 7 ^ 0 I [ Î 2 Y ; 

E T L ' É Q U A T I O N ( 8 O ) D E V I E N T : 

Y " F ( * ) + . , E Y , Z ; = O 

O Ù F ( R ) D É S I G N E U N E C E R T A I N E F O N C T I O N D E L A V A R I A B L E R S E U L E . C E T T E É Q U A T I O N E X I G E Q U E L E R A P P O R T ^ 4 

S E R É D U I S E À U N E C O N S T A N T E , A U Q U E L C A S O N R E T O M B E S U R U N E S O L U T I O N A P P A R T E N A N T À L A P R E M I È R E 

S E C T I O N , O U Q U E Z ' S O I T N U L ; C O N D I T I O N I N C O M P A T I B L E A V E C L ' É Q U A T I O N ( 7 8 ) L O R S Q U E Y 0 — 0 , Y 2 — O 

E T 1 + Ê = P O . 

TITRE II 

L E S F O N C T I O N S Y", Y,, Ŷ  E T Y3 S O N T R E L I É E S P A R D E U X É Q U A T I O N S L I N É A I R E S H O M O G È N E S Q U I N E P E U V E N T Ê T R E R É S O L U E S 

P A R R A P P O R T A Ŷ  E T À Y. 

2 1 . L O R S Q U E Y " , Y , , Y ^ E T Y . S O N T L I É E S P A R D E U X R E L A T I O N S L I N É A I R E S N O N R É S O L U B L E S P A R R A P P O R T 

À Y J E T À Y 3 , C E S D E U X R E L A T I O N S P O U R R O N T , T O U J O U R S Ê T R E R E M P L A C É E S P A R U N S Y S T È M E D E L A F O R M E : 

( 9 6 ) Y;- = ? ,Y„ 
( 9 7 ) PY, + OY; + RY 3 = 0. ( P , G , I I C O N S T . ) 

O R , S I O N O B S E R V E Q U E , D A N S L A P R E M I È R E D E S É Q U A T I O N S ( 2 ) , L E C O E F F I C I E N T D E Y ^ N E D O I T P A S Ê T R E 

S U P P O S É N U L , O N P E U T A F F I R M E R Q U ' I L E N S E R A D E M Ê M E D U C O E F F I C I E N T ( ' ) O E T Q U E L E S É Q U A T I O N S 

( G T I ) E T ( 9 7 ) P O U R R O N T Ê T R E R E M P L A C É E S P A R L E S S U I V A N T E S : 

( 9 8 ) Y-; = P L Y, 
( 9 9 ) Y; = P „ Y ; + P 2 Y 3 ( , 3 „ , [h C O N S T . ) 

O N P O R T E R A L E S V A L E U R S ( G 8 ) E T ( G G ) D E Y " E T D E Y ^ D A N S L A P R E M I È R E E T D A N S L A D E R N I È R E D E S 

É Q U A T I O N S ( 2 ) . A P R È S É L I M I N A T I O N I M M É D I A T E D E S O L U T I O N S D É J À R E N C O N T R É E S , O N E S T A M E N É À P O S E R : 

( 1 0 0 ) Y, = 3 I : Y, + >3 Y 3 . ( ) . , _ ) . 3 C O N S T . ) 

E T À A N N U L E R L E S C O E F F I C I E N T S D E Y , E T D E Y 3 D A N S L E R É S U L T A T D E L A S U B S T I T U T I O N D E S V A L E U R S ( 9 8 ) , ( 9 9 ) 

E T ( 1 0 0 ) D E Y " , Y ^ E T Y ' . ' D A N S L E S É Q U A T I O N S P R É C I T É E S E T D A N S C E L L E Q U ' O N O B T I E N T P A R D É R I V A T I O N E N y 

D E L A S E C O N D E É Q U A T I O N ( 2 ) . O N T R O U V E A I N S I E N T R E L E S Z S I X R E L A T I O N S D O N T L A D I S C U S S I O N C O N D U I T 

E N C O R E ( À U N E P E R M U T A T I O N P R È S ) À D E S S O L U T I O N S D E L A P R E M I È R E S E C T I O N . 

D E U X I È M E P A R T I C L 

L E P R O D U I T A 2 = < ; E S T N U L 

2 2 . I L E S T É V I D E N T , P A R R A I S O N D E S Y M É T R I E , Q U E D E U X C A S S E U L E M E N T S O N T À C O N S I D É R E R : A , P U R 

E X E M P L E E S T N U L E T A , N E L ' E S T P A S , O U A 2 E T A , S O N T N U L S T O U S D E U X . 

1° A 2 — O . A , =h O . L E S Y S T È M E ( 2 ) D E V I E N T : 

1 «, Y " Z , + [ ( 1 + z) Z , + « , Z ; ' ] Y, + «. i Y. Z : O , 

( 1 0 . ) Y;Z I + *3 Y ; Z ; ^ 0 , 
1 « 3 Y 3 [ Z 3 + « , ( ; + 1 ) z:) + ^ Y3 Z ; + A I \ Y, Z ; = I ) . 
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U N E P R E M I È R E S É R I E D E S O L U T I O N S D E L A . S E C O N D E É Q U A T I O N ( I O I ) est donnée par : 

Yj = Y! = o ou Y[ — R ) , , Y 3 = T] ; ( R I , _ 7|,_ const.}. 

Les équat ions complémentaires ( 3 ) deviennent : 

( 1 0 2 ) a2 [Y': Z 2 ( i 4 - 0 + Y 2 Z2'] = o, a, B j Z'5' (i + Ç ) + « 2 ? Y; l'z = o, 

et, comme a2 = P o (sinon v — o), il résulte de la seconde équation ( 1 0 2 ) que Y^ doit être cons tant 
ou Z 2 nul . Mais si Z[ = o, la première équat ion ( 1 0 2 ) exige Y2' = o. 

Dans tous les cas on est ramené à Y = o, c 'est-à-dire à une solution réservée pour une é tude 
spéciale. 

U N E D E U X I È M E S É R I E D E S O L U T I O N S D E L A S E C O N D E É Q U A T I O N ( I O I ) est définie pa r : 

( 1 0 3 ) Z5' = P 3 Z,, 
( 1 0 4 ) Y; + a3 P 3 Y 3 = o ( P 3 const.). 

On peut d 'a i l leurs , sans crainte d 'omission, supposer p 3 a a a 3 = P 0 . 
La première des équations ( 1 0 1 ) s'écrit alors : 

( i o i b i < ) — a, a, P ) Y 3 Z, + [ ( 1 + Ç ) Z, + B l Z"] Y, + «j pj ? Y, Z, = 0 , 

et se dédouble en : 

( 1 0 5 ) ï'[ ~ V ! Z,, 

do6) ( B l », + ç - F - 1 ) Y. + «s ? Ps Y3 -f- B l Y" = o. 

De la comparaison des équat ions ( i o ^ ) et ( 1 0 6 ) 0 1 1 dédui t : 

( 1 0 7 ) a, Y'," + (a , v< 4 - 1 ) Y; = O, 

et la dernière des équat ions ( 1 0 1 ) donne , eu égard à l 'équation ( I O 3 ) : 

( 1 0 8 ) « , Z ; rj Y, 4 - (ç 4 - O «3 P , Y,] 4 - « 3 Z , [Y, 4 - «, Y1;] = o. 

L 'équat ion ( 1 0 8 ) admet deux séries de solut ions. 

2 3 . P R E M I È R E S É R I E D E S O L U T I O N S D E L ' É Q U A T I O N ( 1 0 8 ) . — On a : 

( 1 0 9 ) « , P Î ( 1 + 0 Y , - M Y, = o, 
( n o ) Y 3 - F - « I Y Ï = o , 

desquelles on déduit, : 
Y, + a, Y',' = o 

dont la comparaison avec l 'équation ( 1 0 7 ) donne v, = o, condition en vertu de laquelle l 'équation 
( 1 0 6 ) devient : 

( m ) Y, + « 3 Ps Y 3 = o. 

Des équat ions ( 1 0 G ) et ( m ) 0 1 1 tire : a ; p ; Y 3 = 0 , relat ion incompatible avec les condi t ions 
dans lesquelles nous nous sommes placé. 

2 4 . D E U X I È M E S É R I E D E S O L U T I O N S D E L ' É Q U A T I O N ( 1 0 8 ) . — Cette série est caractérisée 
par les équat ions : 

( 1 1 2 ) Z[ — a3 Zj ( j 3 const.), 
( N 3 ) s 3 Yj 4 - ( 5 + 0 « , P Î Y 3] + «3 (Y3 4 - «« Y,1) = o 

dont les solutions doivent vérifier les équat ions ( I O 3 ) , ( I O 5 ) , ( 1 0 6 ) et ( 1 0 7 ) . Du rapprochement 
des équat ions ( I O 3 ) , ( I O 5 ) et ( 1 1 2 ) on déduit la condition : \>l - p 3 T 7 3 . L 'équat ion ( I I 3 ) , eu égard 
aux équations ( 1 0 6 ) et ( 1 0 7 ) , devient alors : 

( N 4 ) ( • « P Î » , + 0 [ « 1 Y ' ; 4 - ( « . P J » , 4 - 0 Y , ] = o . 
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( I L G ) I 5Y;Z>, + [ Y 3 Z ; (I + Ç) + Y;Z,-J « 3 = O. 

OR, DES ÉQUATIONS (IO5), ( M ) , (I 12) ET (115) ON DÉDUIT : 

(117) Z, = V,Z3 = P I A ; Z ; , 

( 1 . 8 ) ^ ; = - ( Р ; ^ . + 0 ^ ' 

QUI PERMETTENT DE REMPLACER LA SECONDE DES ÉQUATIONS (116) PAR LA SUIVANTE : 

(NO.) «,?Y;Z2AA + (a.P.a.F — 1) Y 3Z.A. = O. 

CELLE-CI EXIQE : 

( 1 2 0 ) Y'2 = ra2Y3, Z 2 — та-Z, ( - ï ï t 2 , TN3, COAST. : та2 + О). 

( 1 2 1 ) »,С-ЙТ2та3А2 + ( « I P J ^ Ç — 1 ) A 5 — О. 

DE LA PREMIÈRE DES ÉQUATIONS (1 iG) ET DES ÉQUATIONS (120) ON TIRE : 

(122) Y! [ т а 2 А 2 (I + 0 Z 2 + « 3ÇZ 3 ] + A2TÏI;Y2Z: O. 
MONTRONS EN PREMIER LIEU QUE L'ON PEUT SUPPOSER TI. -Ь О SANS DIMINUER LA GÉNÉRALITÉ. DE ТТ, = 0 

ON LIRE EN EFFET Z\ = 'L" — 0 ET PAR SUITE ( 2 ) Y'J1[ = 0 OU Y! = О (LA SOLUTION Z". — О EST À ÉCARTER 
DE SUITE); MAIS EN VERTU DE L'ÉQUATION (120) Y'2 SERAIT NUL. NOUS POUVONS ABANDONNER CE CAS. 

L'ÉQUATION (122), TY, N'ÉTANT PAS NUL, EST ÉQUIVALENTE AUX DEUX SUIVANTES : 

(123) Y; = E ; Y 2 , 

(124) 8J [ t t i 2 Z 2 ( i + Q a2 + ÇZ;'A3] + -n73O2ZJ = О ( 3 . CONST. 6 3 -~ О CAR YJ z¡= О). 

DES ÉQUATIONS (120) ET (I23)'D'UNE PART, (111) ET ( I I 5 ) D'AUTRE PART, ON TIRE : 
J Y: . , B O ; Y , 

{ L 2 Ô ) 1 Y 3 A I + ( C T , P ; A ; + 0 Y ; = O . 

LA COMPARAISON DE CES DERNIÈRES ÉQUATIONS DONNE : 

(126) «, (-CIJJ + P 3 S 3 ) + I = O. 
L'ÉQUATION (124) PERMET DE TIRER Z 2 EN FONCTION DE Z.'. EN PORTANT LE RÉSULTAT DANS LA SECONDE 

ÉQUATION (120) ON TIRE, EU ÉGARD À LA SECONDE ÉGALITÉ (117) : 

(127) [та2-Ш; (I + Ç) a2 + A;ÇP3<J;] + а2ъ->?.,а} = О. 

MAIS L'ÉQUATION (126) PERMET D'EXPRIMER TR2 EN FONCTION DES AUTRES CONSTANTES QUI Y FIGURENT, LE 
COEFFICIENT DE ТТ2 N'ÉTANT PAS NUL DANS CETTE ÉQUATION. LA SUBSTITUTION DU RÉSULTAT DANS LES ÉQUATIONS 
(121) ET(127) DONNE : 

ÍÍ2.TO;5 ( « i p j O j + I) — « 3 9 , (*.P;';S — L) = N, 
( I 2 ^ I a2 TO; ( 1 + ; + « I P 3 ' 3 5 ) — a v a^SJPJIJ = O. 

CE SYSTÈME, LINÉAIRE ET HOMOGÈNE EN a2 ET O., DE DÉTERMINANT TJ .O . ( I + ;) O, NE SAURAIT ÊTRE 
VÉRIFIÉ AVEC LES CONDITIONS ADMISES (a2a, ~^ O). 

(>) LES CONDITIONS « 2 = 0, Y 2 - c O EXIGENT ÉVIDEMMENT A 2 ^ 0. LES ÉQUATIONS (11O) PERMETTENT ALORS DE VOIR QUE 
TON PEUT SANS INCONVÉNIENT SUPPOSER A 5 T o, CE QUE NOUS FERONS DANS CE QUI SUIT. 

( 2 ) POUR S'ASSURER DE CE DERNIER POINT, IL SUFFIT DE DÉRIVER L'ÉQUATION (122) PAR RAPPORT À z. 

Premier cas. —-ON SATISFAIT À L'ÉQUATION (n4) EN ADOPTANT POUR Y, UNE SOLUTION DE L'ÉQUA
TION : 

(NO) «XY" + ( e ^ p j O j + I) Y, = O. 

LES ÉQUATIONS COMPLÉMENTAIRES (3) DEVIENNENT (') : 

[Y;'Z2 ( i + O + Wïï A > + FLJ? Y;Z; = O, 



Deuxième cas. — On satisfait à l'équation (i i4) en prenant : 
(12g) a.p.cT, + 1 = 0 . 

Les équations ( i o5 ) , (106) et (107) deviennent (vx étant égal à p.a3) : 

( •> -s I a ' Z i + z - = 0 > 

u } I « 3 ? Y 5 = « , « 3 ( « , v ; + ÇYO, Y;" = o . 

Il reste à vérifier les équations complémentaires (3) dont la seconde s'écrit : 

( i3 i ) . « , « , i ; a A Y ; z ; + a , Z 3 [ « I e f ; Y , ; - Y 3 ( E + i)] = o, 

ce qui exige (le coefficient de ne devant pas être supposé nul), 

(i3a) Z'2 = v 2Z 3 (v2 const.). 

L'équation ( i 3 i ) devient alors : 

(*33) Ev aaAY'A + « 3 [ Y ï — ( l t , B ? Y 3 ] = °-

Les fonctions Y, et Y3 définies par les deux dernières équations ( i 3 o ) sont deux polynômes du 
même degré (en général quadratiques, avec réduction possible). L'équation ( i 3 3 ) montre d'abord 
qu'on ne peut supposer v2 = o car a, n'étant pas nul Y. devrait satisfaire à l'équation : 

Y3 Y3 = o 

incompatible avec sa nature (le cas où Y, = 0 étant écarté). Il résulte ensuite de cette équation 
que la fonction Y2 est un polynôme de degré supérieur d'une unité au degré commun à Y, et à Y,. 
Mais alors il est, impossible de satisfaire à la première équation complémentaire dont le premier 
membre est un polynôme pn y dans lequel le ternie de plus haut degré en y a un coefficient 
a2 v2 71 différent de zéro. 

2 5 . R e m a r q u e i m p o r t a n t e . — Certaines des équations précédentes supposent a. =p o. On 
verrait directement que l'hypothèse a. = o entraîne Z3 = o, hypothèse dont nous pouvons écarter 
l'étude (Cf. chap. VI) . 

2 6 . I I 0 On fait a 2 = a 3 = o. Du système (3) on déduit de suite : 
Y; = Z; = O 

relations qui, à une permutation près, caractérisent des solutions rentrant dans celles qui font 
l'objet du chapitre IV. 
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CHAPITRE II 

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT A L'EXISTENCE 

DE DEUX RELATIONS LINÉAIRES ENTRE X'JX.XJ ET Xi 

P R E M I È R E P A R T I E 

IL N'Y A ENTRE X" ET X, AUCUNE RELATION LINÉAIRE 

1. Lorsque X", X M XJ et X.' sonl reliées par deux équations linéaires et qu'il n'existe pas une 
telle relation entre les deux fonctions X" et X,, on peut résoudre les deux relations qui lient X", X,, 
XJ et XJ par rapport à XJ et X,' el poser : 

(1) XJ = X2 X, + ILZ Xj', XJ = X, X, 4- ¡1, X, (X2, ¡1,, À;, const.). 

Substituons ces valeurs de XJ et X! dans la première des équations (I) de l'introduction et 
annulons, comme il convient, les coefficients de X, et de XJ dans le résultai de la substitution; 
nous obtenons les équations : 

( 2 ) B, 4- Ct X2 4- DL À; = o, A, 4- C, [i2 4- D, [x. = o, 

qui, jointes aux équations (1), remplaceront l'équation ( I . 1) de l'introduction. Nous chercherons les 
solutions des équations (1) et (2) puis nous exprimerons qu'elles satisfont aux deux dernières 
équations (I). Développons les équations (2); nous trouvons : 

,. j YJ Z, 4- Y, Z'J 4- À, 5 Y' Z2 4- X; ? Y, ZJ = o, 
^ } \ ( 14 -O y, z, 4- ,x2 5y;z 2 4- M y, z; = •. 

Considérons la seconde des équations (2 bis) ; si on écarte le cas où YJ = o, on est conduit à 
écrire que Y,, YJ et Y3 sont liées par une ou deux relations linéaires. Or la première hypothèse exige 
que Z„ Z2 et ZJ soient liées par deux pareilles relations et la seconde que Z,, Z2 et ZJ soient liées 
par une seule relation linéaire. Etant donnée la symétrie des équations (2 bis) par rapport aux 
variables y et r on peut se borner à envisager l'une des deux hypothèses, par exemple la seconde 
et poser : 

( 3 ) YJ = fi2 Y,, Y. = (3, Y, (|32, p., const. non nulles). 

La première équation (2 bis) devient alors : 

(4) y; z, 4- y, [zj + ? h + h 5 h 7A I = 0 

qui exige : 
Y" = (3, Y, (const.), 



d e t e l l e s o r t e q u e l ' é q u a t i o n ( I . i ) e s t e n d é f i n i t i v e r e m p l a c é e p a r l e s y s t è m e : 

| r; = ̂ Ylt Y 2 = p 2 Y „ Y ^ f c Y , , 

( 5 ) ' z ; r + ¡3, z , + x 2 ? p 2 z 2 + x 3 ? p 3 z ; = 0 , 

f ( i + ? ) z ' + ^ z * + h ? P 3 z\ = °. 
d o n t l e s s o l u t i o n s d o i v e n t , e n o u t r e , v é r i f i e r l e s d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s I . 

2 . C o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s . — P o u r f o r m e r d e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s à c e t t e v é r i f i c a t i o n , 

n o u s é c r i r o n s q u e l e s é q u a t i o n s o b t e n u e s p a r l a d é r i v a t i o n r e l a t i v e à x d e s é q u a t i o n s ( I . 2 ) e t ( I . 3) 

s o n t s a t i s f a i t e s p a r l e s s o l u t i o n s d u s y s t è m e ( 5 ) . L a c o n s i d é r a t i o n d e l ' é q u a t i o n ( I . 2 ) d o n n e a i n s i : 

( 6 ) A , u 2 X ? 4 - X ' r ' ( A 2 X 2 + B 2 ^ 4 - C 2 4 - D 2 n , ) 4 - X , ( B 2 X 2 4 - D 2 X , ) = 0 . 

P o u r r é s o u d r e c e t t e é q u a t i o n i l n ' y a p a s l i e u d ' e x p r i m e r d e u x d e s f o n c t i o n s X " , X " e t X , , e n 

f o n c t i o n l i n é a i r e d e l ' u n e d ' e l l e s c a r l e s é q u a t i o n s ( 1 ) d é t e r m i n e r a i e n t a l o r s u n e s o l u t i o n d é j à 

r e n c o n t r é e ( C h a p . I ) . 

Laissons de côté pour le moment le cas où u . 2 u . ; = o . I l d o i t a l o r s e x i s t e r e n t r e l e s f o n c t i o n s 

X ' , v , X " e t X , d o n t t o u s l e s c o e f f i c i e n t s n e s o n t p a s n u l s d a n s l ' é q u a t i o n (6) , u n e r e l a t i o n l i n é a i r e 

u n i q u e . L e c o e f f i c i e n t d e X 1 ^ , é t a n t p r é c i s é m e n t c e l u i q u i n e p e u t s ' a n n u l e r , i l s ' e n s u i t q u e l a r e l a 

t i o n l i n é a i r e e n q u e s t i o n p e u t ê t r e r é s o l u e ( ' ) p a r r a p p o r t à X " e t s ' é c r i r e : 

(7) X 7 = p X'[ 4 - q X, (p, q, c o n s t . ) . 

E n p o r t a n t c e t t e v a l e u r d e X I V d a n s l ' é q u a t i o n (6) o n e s t c o n d u i t a u x é q u a t i o n s : 

™ I G * * / > + M Y , Z 2 4 - [ Y Z Z 2 ( 1 4 - O + Y 2 K] h - 2 4 - E Yi 4 - h-j ? Y , ' Z\ = 0 , 

W ( Y 2 Z 2 + [ Y ; ' Z 2 ( i 4 - 5 ) 4 - Y 2 Z 2 ] X 2 4 - X 5 E Y ! Z . ' = o , 

q u i , j o i n t e s à l ' é q u a t i o n ( 7 ) , r e m p l a c e n t l ' é q u a t i o n ( 6 ) . 

D é r i v o n s c e s é q u a t i o n s p a r r a p p o r t à y e t t e n o n s c o m p t e d e s é q u a t i o n s d e l a p r e m i è r e l i g n e 

d u s y s t è m e ( 5 ) , n o u s t r o u v o n s : 

, s ( P * [fap + X 2 ) Z 2 4 - fc. Z"] 4 - ^ ( 1 4 - ? ) P i ? 2 Z 2 4 - S P x Z , 4 - h ? P i P i Zj = = 0 , 

l 9 ; • î p , [ f i , ? z 2 4 - x 2 z 2 ] 4 - x 2 ( 1 4 - 0 P . p 2 z 2 4 - X j Ç p . p ; z ; = o . 

D e l ' é ( [ u a t i o n (I. 3) o n d é d u i t p a r d é r i v a t i o n e n x : 

( r o ) x ' ; a ; ^ 4 x r ; ( x 3 a , 4 - b 3 ft + c 3 4 - d 3 + x , ( D 3 x 2 + b , x , ) = o , 

d ' o ù , e n v e r t u d e l ' é q u a t i o n ( 7 ) : 

( n ) Y j Z , (p |Lj 4 - h) + tM [ Y 3 Z ' 3 ' ( ' + 0 + Y Ï Z , ] 4 - ftE Y J Z i 4 - E Y . Z J = o , 

C « ) Y 3 Z 3 ^ r / 4 - X î [ Y 3 Z ; ' ( i 4 - $ ) + Y 3 Z î ] + X 2 Ç Y 2 Z 2 = o > 

r e l a t i o n s q u i , e u é g a r d a u x é q u a t i o n s (3) , s ' é c r i v e n t s i m p l e m e n t : 

, 1 ? 3 t z 3 ( 1 * 3 y + * 3 ) + h 0 + 0 z ' ; ' ] + № 1 * 3 z > + p « m z: + ? z ; = o , 

I p 3 [ [ x 3 y Z 3 4 - X 3 ( i 4 - 0 Z - ] 4 - X , p 1 p , Z , 4 - X J p 1 ç Z a = 0 . 

D e s d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s (5) 0 1 1 t i r e d ' a i l l e u r s : 

( • ( p , ? z , o - ^ 3 - ^ P 2 ) - - a ; ( z ' ; - r P i z o + 5 - ; ( ' + o z , 

^ I 4 j l p 3 E z : ( x 2 a 3 - x 3 i , 2 ) = u , ( Z ' ; 4 - p . z t ) — x , ( i 4 - e ) z „ 

é q u a t i o n s q u i , l o r s q u e ) i 2 u . 3 — X ; u . 2 n ' e s t p a s n u l , s o n t n o n s e u l e m e n t u n e c o n s é q u e n c e d e s d e u x 

( ' ) V o i r n o t e p a y e 
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p i pi 
? 

t 1 ; 
( A -

( 2 0 ) < / X 
E;j.2X3 = X 2 f t — X 3 | i 2 ( o u X 2 = ( 1 + ?) 

S o u s l e s c o n d i t i o n s ( 2 0 ) l e s é q u a t i o n s ( g ) s e r é d u i s e n t d o n c à u n e s e u l e , l a s e c o n d e p a r e x e m p l e 

q u i , e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( i 4 ) e t à l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 2 0 ) , d o n n e : 

( 2 1 ) x 2 [ i ; z r + z; i n , 1 ^q + X 2 ( 1 + 0 p , 1 + X 3 { a 2 p , — X 2 ( 1 - f Ç) 11 

+ Z , [S P ^ 3 - X 2 ( i + Q î i my + ^ p , ( 1 + 0 I - X ^ E j ( i ^ , — X 2 ( i + E) | ] = o . 

C e t t e é q u a t i o n n e p e u t s e r é d u i r e à u n e i d e n t i t é c a r i l f a u d r a i t p o u r c e l a q u e \ z f û t n u l , c e q u i 

d ' a p r è s l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 2 0 ) e n t r a î n e r a i t \. — 0 , r é s u l t a t i n c o m p a t i b l e ( 5 ) a v e c l ' h y p o t h è s e 

D é r i v o n s m a i n t e n a n t l a p r e m i è r e d e s é q u a t i o n s ( i 3 ) e t t e n o n s c o m p t e d e s é q u a t i o n s ( i 4 ) e t 

d e l a r e l a t i o n o £ 2 - £ 5 ; x 2 X 3 d é d u i t e d e l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 2 0 ) ; n o u s t r o u v o n s : 

( 2 2 ) № z - + z ' ; [ > 2 u 3 p , (1 — 0 + 0 + 0 (> + ? 2 ) + v-, ( 1 + 0 J e * ? . - ^ 0 + 0 j + № / > l 

+ Z , ( p l P i , + X 3 + (i , / y ) [ f i 2 p I - X 2 ( 1 + Ç)] = o . 

C e t t e é q u a t i o n n e s a u r a i t s e r é d u i r e à u n e i d e n t i t é c a r u . ,u . . ^ = 0 . O r l e s é q u a t i o n s ( 2 1 ) e t ( 2 2 ) 

0) V-i n ' é t a n t | ) a s n u l , c e t t e c o m b i n a i s o n p o u r r a d a n s t o u s l e s c a s r e m p l a c e r la s e c o n d e é q u a t i o n ( g ) . S i ) , 2 o 
e l l e p e u t r e m p l a c e r a u c h o i x l ' u n e o u l ' a u t r e . 

( 2 ) S i p, = 0 , o n o b t i e n l , c o m m e d a n s l e t e x t e , a u l i e u d e s é q u a t i o n s ( 2 1 ) e t ( 2 2 ) , l e s d e u x s u i v a n t e s : 

1 (hp + > . ) [ - + h (1 + E) z , ] - Z 7 + { . ï i j (1 + E) Zj' = o , 

\ * 2 , x 3 Z » + Z ï + > 3 ) - M » («. + 5 ) 2 + > 3 i*»E (5 + 0 ] - z , ( . + E) fcp + h) = 0, 

q u i , d e m ê m e q u e l e s é q u a t i o n s ( 2 1 ) e t ( 2 2 ) , d e v r a i e n t a v o i r l e s m ê m e s s o l u t i o n s . O n e s t a i n s i c o n d u i t a u x d e u x c o n d i 

t i o n s : 

3/7 = 0 , S (?» + 2 ? + 2 ) = o , 

d o n t l a d e r n i è r e n e p e u t ê t r e s a t i s f a i t e p o u r d e s v a l e u r s r é e l l e s d e ?, 5 é t a n t s u p p o s é d i f f é r e n t d e z é r o . 

(3) I c i , 3 é t a n t d i f f é r e n t d e z é r o , o n a n é c e s s a i r e m e n t î 2 + o e n v e r t u d e la s e c o n d e r e l a t i o n ( 2 0 ) e t la p r e m i è r e 
é q u a t i o n ( 9 ) s e r a u n e c o n s é q u e n c e d e la s e c o n d e d e c e s é q u a t i o n s e t d e l e u r c o m b i n a i s o n ( i 5 ) . 

d e r n i è r e s é q u a t i o n s (5) m a i s l e u r s o n t é q u i v a l e n t e s . E n f i n é l i m i n o n s e n t r e l e s é q u a t i o n s ( o ) ; n o u s 

t r o u v o n s , e n t e n a n t c o m p t e d e l a s e c o n d e é q u a t i o n ( i 4 ) ( ' ) : 

( 1 5 ) p 2 Z 2 [ X 2 fap + X 2 ) — |*J q] + ^ p , Z'[ + p , Z , ( i i , ? , — X 2 ) = o . 

P o s o n s : 

( 1 6 ) 8 = Xjfij — X j f l j . 

Supposons d'abord S r p o e / s o j V : 

X . Q ^ + X . ) — ¡ ¿ 1 ? 
( 1 7 ) A _ - p - • 

E u é g a r d à l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( i 4 ) > l ' é q u a t i o n ( i 5 ) d e v i e n t : 

( 1 8 ) i ^ p , z ï + à [— + | x 3 (1 + 0 — p , 1*31 z , ] + p x Z , O . P . - x 2 ) ^ 0 , 

q u i e x i g e q u e ~ s o i t c o n s t a n t o u q u e l e s c o e f f i c i e n t s d e X\ e t d e Z , d a n s s o n p r e m i e r m e m b r e s o i e n t 
Z , 1 

n u l s . 

L ' a n n u l a t i o n d e s c o e f f i c i e n t s d e Z , e t d e Z'[ d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 8 ) d o n n e : 

( 1 9 ) A = ^ ' i*»P. [ * 3 ( i + 0 — P ' f t J + P - f t t a f t — * 0 = ° . 

o u , e n l a i s s a n t d e c ô t é l a s u p p o s i t i o n ¡3, = o ( 2 ) : 
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CES DEUX ÉQUATIONS DOIVENT ÊTRE ÉQUIVALENTES; D'OÙ LES DEUX CONDITIONS : 

( X, = . X2U.3 ( i + E) P. + X, [^¡3, — X2 ( i + Q] + fra, g 
• R A 3 N ) ^ №P> (I — 0 + M A 0 + 0 ( ' + + (' + 0 [ I " » P ' — ^ » 0 + 01 + ^ H Y ' 

^ ; UA = P Î Y , (E» + S + 0 — P.X2X, (I + S) + H-3? (P.^ — X2) 
' (I2 (P.JX, + X,) [^P, — X2 (I + E)] + /)U3 [U2P; — X, ( i + Ç)]' 

DESQUELLES ON TIRE : 

(a4) X 2 / ) - ^ = X2P, (E - i ) + I | ( 2 ? _ ,) + ^ P,. 

D'AUTRE PART, LA PREMIÈRE ÉQUATION (20 ) JOINTE AUX ÉQUATIONS (17) ET (IG) DÉFINIT UNE VALEUR DE 
X2/3 — U.2ÇR. EN COMPARANT CELLE VALEUR À CELLE QUE DONNE L'ÉQUATION (24) ON OBTIENT LA CONDITION : 

^ - ^ - L ) ^ X 2 P , ( E - L ) + 2 ^ , 

QUI, EU ÉGARD À LA SECONDE ÉQUATION (20) , DONNE \ 2 — O ET PAR SUITE X; = 0. ON SE TROUVE 
DONC DANS UN CAS OÙ 8 = O. IL Y A POURTANT INTÉRÊT À LE TRAITER DIRECTEMENT. LA SECONDE ÉQUA
TION (9) CONDUIT À LA CONDITION Y — O ET ON EST AMENÉ À RECHERCHER LES SOLUTIONS CORRESPONDANT 
À X2 = XJ = q — 0. 

MAIS AUPARAVANT NOUS ALLONS NOUS OCCUPER DES SOLUTIONS, CORRESPONDANT À L'HYPOTHÈSE 
Z" 
y~ = CONST., EN SUPPOSANT TOUJOURS POUR LE MOMENT 8 O. SOIT DONC : 

(20) Z'[ = KIZX (K1 const.). 

LE SYSTÈME (i4) DEVIENT : 

(nCx\ I P»Z«EB = [ - |I3 (P, + K,) + X; (E + 1)] Z„ 
1 ; (P,Z;E8 = [LI 1(P I + K I ) - X I ( E + 0 ] ^ . 

D'OÙ : 
(27) Z 2 = K 2 Z M Z ^ K J Z X (K 2 , K3 const.). 

SI ON PORTE DANS L'UNE OU L'AUTRE DES ÉQUATIONS ( I 3 ) CES VALEURS DE Z 2 ET DE Z! ON EN DÉDUIT EN 
GÉNÉRAL : 

(28) Z3 = K+Z 3 (K+ const.). 

LE RAPPROCHEMENT DES ÉQUATIONS (27) ET (28) MONTRE QU'ON EST CONDUIT À DES CONDITIONS DÉFI
NISSANT DES SOLUTIONS QUI RENTRENT DANS CELLES QUI FONT L'OBJET DU CHAPITRE PRÉCÉDENT (SAUF PERMU
TATION DES VARIABLES x ET z). TOUTEFOIS CE RÉSULTAT SUPPOSANT QU'ON A PU RÉSOUDRE L'UNE OU L'AUTRE 
DES ÉQUATIONS ( I 3 ) PAR RAPPORT À Z 3 , UNE ÉTUDE SPÉCIALE EST NÉCESSAIRE DANS LE CAS OÙ LE COEFFICIENT 
DE Z. EST NUL DANS CHACUNE DE CES DEUX ÉQUATIONS, C'EST-À-DIRE LORSQUE p ET q SATISFONT AUX DEUX 
RELATIONS ; 

(29) + X, + P,^ t = O, '^q + P.XJ = O. 

LES ÉQUATIONS ( I 3 ) DEVIENNENT ALORS 

( 3 0 ) \ H 0 + 0 P3ZY + MP 2 Z 2 + EZ; = O, 
' \ X3 ( 1 + E) P3ZJ + X,EP.Z; = O, 

D'OÙ, EN TENANT COMPTE DES ÉQUATIONS (26) ET EN ÉCARTANT LE CAS (') OÙ L\ — O : 

I K^AFI + P I № — X2[I3 (2 E + 1 ) + EX5;J.2 = 0, 
Y } \ K, [X^ (1 + E) — X2F*3E] + l , f r ? , (1 + E) — X^JM — X2X, (1 + E) = 0. 

(') La CONDITION Z[ = O ENTRAÎNERAIT EN EFFET Z" = 0 D'APRÈS LA SECONDE ÉQUATION (26). 

Z" 
DOIVENT AVOIR UNE SOLUTION COMMUNE; MAIS IL Y A PLUS : LES SOLUTIONS OU = CONST, ÉTANT ÉCARTÉES, 
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De la première équation ( 3 1 ) on peut tirer K, en fonction des autres constantes (car p.2 ¡jl. ^ o) ; 
en portant cette valeur dans la seconde équation (3i) on obtient, 8 n'étant pas nul, la condition : 

(32) x2[i, (2 $ + i) — x,u.2 ( ; + I ) = i ü 

et la valeur trouvée pour K, devient : 

(33) K, == ^ — p,. 

Les équations (26) se réduisent alors aux suivantes ( ; ) : 

(3/0 . ¡ s . a z ^ z , , ^ 2 ; = - ^ ^ ^ . 

En portant dans l'équation (i5) les valeurs de p et q déduites des équations (29) et celle de 
Z, donnée par l'équation (34), on trouve : 

À2 (P.;x3 — X;) = 0 . 

La solution X2 = o conduit, en vertu de l'équation (32), à Xs — 0 et, d'après la seconde équation 
(29), à une solution étudiée ci-après (X, — X3 — q — o). On a donc : 

(35) P. 
et par suite : 

(35 b i s ) K, = 0 , 71[ = 7j"2 = 0 . 

• Or, le coefficient X2p2 de ZJ dans la seconde équation (9) n'étant pas nul, cette équation forme 
avec l'équation (t5) un système équivalent aux deux équations (g). Mais en tenant compte des 
équations (29), (32), (34), (35) et (35 bis), on verrait que la seconde relation (9) est vérifiée d'elle-
même. Eu définitive les équations (5), (g) et, ( i3) forment un système équivalent au suivant : 

(36) r 7 à5^2ç 

Z" = o , 
2 ; + i 

• f 
dans lequel les différentes constantes sont liées par l'équation (32). On peut supposer(3) X. -,L o et, 
eu égard aux équations (i5)et(2g), q - h o . Gela posé, recherchons dans quelles conditions les solu
tions des équations (36) conduisent à des solutions du problème proposé. Le système (8) a subi 
une dérivation en y ; mais Y, et Y, sont des sommes d'exponentielles, et il en e$t de même de Y2 à 
une constante additive près. Si cette constante est nulle, le système (8) sera satisfait par les solu
tions des équations (36) en même temps que le système obtenu par dérivation. Si cette constante a 
une valeur h différente de zéro, on obtient les deux conditions complémentaires : 

(37) i i . 2 p 4 - X2 = 0 , u.2<7 = o , 

qui entraînent q - = o , conclusion que nous avons écartée. Il y a donc lieu de prendre seulement la 
solution Y2 composée uniquement de termes exponentiels. Les équations (5), (8), (11) et (12) sont 
alors vérifiées par les solutions du système (36) sans autre condition. Il reste à exprimer que les 
équations (I. 2) et (I. 3), qui ont subi une dérivation en x , sont bien vérifiées. Or, si on tient 
compte des équations (35) et (29), on voit que X, est défini par l'équation 

(38) X " + 2 ^ X" + 
P-3

 1 Vp-j 

( ! ) L ' é t a b l i s s e m e n t d e l a s e c o n d e d e c e s f o r m u l e s s u p p o s e a E - f- i - c : o . M a i s s i 2 S -(~ 1 — ° > c n e s ' f ' e m ê m e 

d e X 3 e t p a r s u i t e d e p2 a i n s i q u e l e m o n t r e n t l ' é q u a t i o n (3a) e t l a p r e m i è r e é q u a t i o n (34)- C e d e r n i e r r é s u l t a t e s t e n 

c o n t r a d i c t i o n a v e c n o s h y p o t h è s e s (p2 j o ) ; o n n e p e u t d o n c s u p p o s e r q u e 2? -f" 1 = 0 . 

( * ) O n v e r r a i t c o m m e c i - d e s s u s q u ' o n p e u t é c a r t e r l ' h y p o t h è s e / 3 ^ 0 p o u r t o u t e v a l e u r d e £ . 



d'où on tire : 

(3g) X , — ( J l ^ x + a,) cos \J— x -f- ( a , . i + a , ) sin W — ( ^ r , a n «,, const.). 
* 1*3 v f-3 

En vertu des équations ( i ) X 2 et X, sont de la même forme à une constante additive près : si 
cette constante est nulle dans X, et dans X., les équations ( I . 2) et ( I . 3) sont vérifiées sans autre 
condition. Nous obtenons ainsi le type (') : 

J X , — (^itx+ «,) cos y/— x + (tXi-ï + «O sin \J'K" X , 

» \ Y t = b , eh v A y + p.sh \ A y , 

1 Z, = c, î + y, Y-
' X 2 — p.2X[ -|- X2 f X s d x , (L'intégrale / X ¡ d x doit être prise sans terme constant) 

¿ 2 = (0 = A2|i, — X, jl2), 

X 3 = tijXj + Xj / X, d x , 

¿3 = r- r- Y3-

Les diverses constantes du type [ j j sont liées par la relation X̂ p., ( 2 ^ + 1 ) — X-u.2 (4 + 0 — ° -

Désignons par JXï2 et les solutions particulières qui figurent dans le type précédent. Nous 
allons chercher s'il n'existe pas de solution 

X 2 = OQ2 + «2, X 3 = JQ} -f- a, (a 2 1 a ; , const.), 

pour lesquelles on n'ait pas a 2 = oc3 = 0. Les équations complémentaires assurant la vérification 
des équations ( I . 2) et ( I . 3) sont : 

a 2 B 2 - f et. D 2 = O, a3 B 3 + «2 D 3 = O. 

Or la seconde de ces relations conduisant à c, = y, = o, c'est-à-dire à Z, = 0, il n'existe pas 
de solution nouvelle correspondante. 

3 . S o l u t i o n s c o r r e s p o n d a n t a u c a s o ù l ' o n a : 

(7)o) X2 = X5 = q = o. 

Les dernières équations (5), les équations (9) et ( i 3 ) se réduisent alors au système : 
/ z 1 ; + p, z , ^ o, 
J (1 + 0 Z, + H-2:P 2Z 2 + h t P ; Z : = o, 

^ ' p * ^ (/JZ2 + z 2 ) + p,¡x2 (1 + ç) p 2 z 2 + r^çp^j z ; + p . ç z , = 0 , 

\ [/'Zj -i- (1 + 0 z"] + P.ftPjZ, + h,ïp,Z; + ? z ; = o. 

Nous distinguerons deux cas suivant que (5, est nul ou non. 

Premier cas : [5, = 0. — Le système ( 4 i ) donne alors : 
j = / , z 2 4 - z ; = o, / j z , - f - z , . - = — . 

(4a) Pi 1*5 
(1 + 0 ("s -r ¿0 + ^ p 2 Ç Z 2 -H ¡̂ 5 ;P3 Z3' = o (a, 6, const.). 

(') Un léger changement de notation a permis de supprimer p2 et p3 qui disparaissent dans les produits et d'in
troduire une constante pt qui n'a nul rapport, avec celte qui fut désignée ainsi dans le cours des calculs et dont toute 
trace a disparu dans les résultats. 



O r , s i p = p o , Z 2 ' e t Z ! s o n t d e s s o m m e s d ' e x p o n e n t i e l l e s e t l a d e r n i è r e é q u a t i o n ( / 1 2 ) e x i g e 

a = ô = 0 o u Z , — 0 , c o n c l u s i o n à é l o i g n e r . F a i s o n s d o n c p = o ; n o u s o b t e n o n s : 

( 4 3 ) Z , = as + b, Z 1 = c z + d, Z 5 = 2' + fz + <J ( C rf, / fir, c o n s t . ) , 

a v e c l e s c o n d i t i o n s s u i v a n t e s d é d u i t e s d e l a d e r n i è r e é q u a t i o n ( 4 2 ) : 

D ' a u t r e p a r t , l ' é q u a t i o n ( 7 ) d o n n e : 

( 4 a ) X i = ax> + p j i ' 2 4 - y j ; 4 - 3 (a, p , y , S, c o n s t . ) , 

e t d e s é q u a t i o n s ( 1 ) o n t i r e : 

( 4 0 ) v v , j / 0 „ , i( ( n , « c o n s t . ) 
v ; ! X , = [i. X , 4 - [x, A.' = ( 3 a x 2 4 - 2 ,3a: 4 - T 4 - A') ^ ; 

L e s p r e m i è r e s é q u a t i o n s ( 5 ) d o n n e n t : 

( 4 7 ) Y, = p i , - r - a , Y , ^ f,, ( p - £ + . / / + A Y 5 = p., (?y + a). 

L a s e c o n d e é q u a t i o n ( 8 ) d i s p a r a î t i c i e t l a p r e m i è r e d o n n e •. 

( 4 8 ) Y l ' Z 2 a 2 ( j -f- ï ) + £ Y ' ' Z > + n 3 ' Z : = o , 

q u i , e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a t i o n s ( 3 6 ) , d e v i e n t : 

( 4 g ) ^ h ( i + 5) z > 4 - e z , 4 - i*j 5 P ; = 0 , 

o u , e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( 4 3 ) : 

( 5 o ) s [ [ x 2 p 2 c ( 1 4 - S) + 2 a Ç ] + ; x 2 p 2 (1 4 - 0 rf + b\ 4 - y ^ i P ; E — o . 

C e t t e i d e n t i t é é q u i v a u t a u x d e u x é q u a t i o n s : 

2 <A 4 - p 2 ; j . 2 ( 1 4 - s ) c = 0 , 

^ I P ^ i ( 1 4 - 0 ^ + 6 5 + H - 3 ? 3 / £ = o -

D e s é q u a t i o n s ( 4 4 ) e t ( 5 i ) o n t i r e s u c c e s s i v e m e n t : 

r 5 v _ a ( 1 4 - 2 0 . _ |>»P.S</ + &(i 4 - 0 1 

(53) « (3 E 4 - 0 = n ' d = ~ -
h ¡̂ 2 

I l n ' y a p a s l i e u d e s ' a r r ê t e r à l a s o l u t i o n a = o q u i c o n d u i t à Z , = 0 . O n n e p o u r r a d o n c 
a v o i r d e s o l u t i o n n o u v e l l e q u e s i , p o u r l e m i l i e u é t u d i é = — ^ o u : 3 X 4 - 4 [ J - = o . I l r e s t e à 

f o r m e r l e s é q u a t i o n s c o m p l é m e n t a i r e s c j u i a s s u r e n t l a v é r i f i c a t i o n d e s é q u a t i o n s ( I . 2 ) e t ( I . 3 ) , d e 

l ' i n t r o d u c t i o n , r e m p l a c é e s p a r d é r i v a t i o n e n x . N o u s d e v o n s p o u r c e l a s u b s t i t u e r d a n s c e s é q u a 

t i o n s l e s p o l y n ô m e s X , , X 2 , X . d é t e r m i n é s p a r l e s r e l a t i o n s ( 4 5 ) e l ( 4 6 ) e t é c r i r e q u e t o u s l e s t e r m e s 

d i s p a r a i s s e n t i d e n t i q u e m e n t . C e f a i t s e p r é s e n t e r a d e l u i - m ê m e p o u r t o u s l e s t e r m e s , s a u f p o u r l e s 

t e r m e s c o n s t a n t s , e u é g a r d à l a v é r i f i c a t i o n d e s é q u a t i o n s o b t e n u e s p a r d é r i v a t i o n d e s é q u a t i o n s 

( I . 2 ) e t ( I . 3 ) . L a c o n s i d é r a t i o n d e s t e r m e s c o n s t a n t s c o n d u i t à d e u x c o n d i t i o n s q u i , e n v e r t u d e 

l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 8 ) e t d e l ' é q u a t i o n ( 1 1 ) s e r é d u i s e n t à : 

C>4) 
li a[J. 2A 2 4 - | J l 2 B 2 / j 4 - |ijD2fc = o , 

6 n [ l j A 3 4 - | JL 2 D;/ l 4 - H3B3/C = 0 . 

O r i l r é s u l t e d e s é q u a t i o n s ( 4 7 ) q u e l e p r e m i e r m e m b r e d e l a p r e m i è r e d e c e s é q u a t i o n s e s t 



^ » Djii./i + BjixjA = o 

un polynôme du second degré en y dont les termes en y1 et en y sont tous eompris dans 6ap.2A2. 
En écrivant qu'ils sont nuls on obtient les deux conditions (car ^2u.2Z2 =p o). 

cep = 0 , an = 0, 
d'où : a = o (car p = s = o entraîne Y, = Y. = o). Les équations (54) deviennent alors : 

[A2B2A + D 2[i 3 A = o, 

qui admettent la solution évidente h — K = o, à laquelle correspond, pour \ — •—• ^, la solution 

suivante qui se déduit des expressions trouvées pour les X t Y, Z, sous les conditions ( 0 2 ) et (53), 
(Nous avons modifié légèrement les notations employées dans l'analyse précédente de manière à 
les rendre plus symétriques.) 

I a — (ax1
 2 a x + ¿1) (by + p) (cz + y) 

(A) : Ç = — I v = (ax + «) + 2 p# + Ji) (cr -+- y) 
( w = {ax + a) (6y + p) (cxr2 + 2 Y*r + £). 

Mais si on tient compte des équations (47) et qu'on laisse de côté le cas où p = o, qui conduit 

à Y2 = o et celui où(') a = o, qui donne Z". = o, les équations (55) deviennent (£ = — g 

I 2 p2 [ i , z 2 a — p3 u3 z; A = o, 
^ ' I 2 A — h — 0 . 

Si dans la première de ces équations on remplace les Z par leurs valeurs données par les équa
tions (43), on trouve en annulant le coefficient de z : 

(5 7) 2 A — A = o 

qui, jointe, à la seconde équation (56), donne h = k = o. La solution (A) est donc la seule pos
sible. 

Deuxième cas : — o. Posons : 
(58) P, = p + <a] = to2. 

Les équations (4i) donnent : 

Zj = e, cos M, 5 -f- y2 sin u t z (c,, Yi const), 
7 " , 2 r, c, w, Y i w l • ¿2 + U)2 A2 — — COS (Oj Z -f- --Sin lu, Zl 

(5 9) > ^ ^ 
j Z , + w2 Z- = COS OJj £ - z Sin (Oj £! 

f - P3 Pi M-3 

\ ^Pi 5 Z2 + ¡1. p; ? Z3 + (1 + ?) (ci cos toj z -f- Y l sin Wi z) = o, 

d'où on tire, si p =h o (et <o* =p o*) : 
r, , . , C, COS W, ï Yi " 2

 SU1 to, .£ Z2 = C2 COS tu2 5 + y* S 1 " ">zZ + - p - j — ~ r -f — L p2p.2(w2—«o») p2 ̂  (w2 — M;) 
„ . , Y I W I c o s "i Z Ci Wi sin (il, z Z3 = C3 COS u 2 £ + Y3 s i n 2̂ £ + o , r 1 Tx — ~a 7—, x' 
(c2, Y2. <--3' Ts const). 

La dernière équation (5g) prend alors la forme : 

& cos to2 z J> sin u 2 r -f- (1 + Ç) (c, cos w, -f Yi S U 1 w i -0 = °> (fit» ^> const.) 
égalité qui exige (cos =p o*) : 

a, = V?> = c, = Yi = o, 

(') Il s'agit ici de la constante a employée dans les calculs précédents et non de celle qui figure dans (A). 
ÉQUATIONS HDÉFIXIES 5 
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/ „ a R c i " I • I' -» 
1 Z 2 = C 2 COS 10] Z + Y2 SIN b l i Z -\ - z S1H (O, r COS (D, £• 

1 2 1_|32|12 

7I " i 

(6O) < ~ F : R ^ P L | I ' -, 

F Z , = E, COS U L Z + R3

 S I N » . * + - [ — 1 ^ — J 

ET LA DERNIÈRE ÉQUATION ( 5 G ) EST ÉQUIVALENTE AUX DEUX ÉGALITÉS : 

( G . ) 

C, (3 Ç + 2) 
(*I P. ? C 2 + (L; [3J ? W J T J H = 0 , 

D'OÙ : 

( 3 Ç + 2) 
V-l $1 ? Ï2 — [1; ,3; E M, C; + Y, ~ = O, 

VL ( 3 E 4 ~ 2) Y ÎJMJL 
C 3 o C I" 

1 J J C , ( 3 E + 2) C 2 [ , 2 P 2 

Ï3 A HJPJÇTO, 01,13,¡1. 

DES ÉQUATIONS ( 5 ) ON TIRE ; 

| Y , = / CH W, J m SH «>, Y, 

( 6 3 ) < Y 2 = — (/ SH TO2 Y + M EH IO, Y) 4 - g, 
( Y , = P, ( / CH - ) - M SH 

ET LA CONDITION COMPLÉMENTAIRE NÉCESSITÉE PAR LA DÉRIVATION EN y QU'A SUBIE LA PREMIÈRE ÉQUATION 

( 8 ) EST : y = O. LA SECONDE ÉQUATION ( 8 ) EST ICI VÉRIFIÉE D'ELLE-MÊME EN M Ê M E TEMPS QUE L'ÉQUATION 

DÉRIVÉE. IL NE RESTE PLUS QU'À EXPRIMER QUE LES ÉQUATIONS ( L . 2 ) ET ( I . 3 ) DE L'INTRODUCTION, QUI 

ONT ÉTÉ REMPLACÉES PAR DÉRIVATION EN x, SONT BIEN VÉRIFIÉES. O N TROUVE AINSI COMME PRÉCÉDEMMENT 

( C F . P . 3 2 ) : 

T6API 2 A 2 4 - P- 2 B 2 A + ,".;D2A" = 0, 
W (6A[A,A, 4 - F*3B,A- + [ I 2 D ; A = O. 

CES ÉQUATIONS ADMETTENT LE SYSTÈME DE SOLUTIONS ÉVIDENT : A — h — k — 0 AUQUEL CORRESPOND 

LE TYPE SUIVANT DÉDUIT DES FORMULES ( 4 5 ) , ( 4 6 ) , ( 5 G ) , ( 6 0 ) ET ( 6 3 ) APRÈS UN LÉGER CHANGEMENT DE 

NOTATIONS : 

a = (axz 4 - 2 zx -+- Si) {p CH wy + } SH TOY) (C, COS WIR - F Y, SIN wz) 
v = rax -F- A) (A SH WY -F- P CH WY) [C, COS CU£ 4 - 72 SIN wz -\- s (CI SIN » R — Y, COS WIR)], 

I W = ( A « + A) (b CH WY -F- P SH <DY) 

( I I ) N / 3 ? + 2 \ , 1 ' ) / ' 3 E + 2 \ , ( • , / , • T 
^ 7 1 J L — — — I Y, 4 - Y2> COS 0)2 — J L — — — I c, + c2 > sin t û Z -r- z (C, COS + Y, sin TUS) 

2 . " 
fc> = — Ç (ÀR + A) (& CH A)Y -J- P SH EU Y) (T?I COS -F- •;, SIN » . ' ) . 

NOUS ALLONS MONTRER QU'IL N'Y A PAS D'AUTRE SOLUTION DES ÉQUATIONS ( 6 4 ) SI ON ÉCARTE ( ' ) / = m 
= O ; ELLES DEVIENNENT EN EFFET, EU ÉGARD AUX ÉQUATIONS ( 6 3 ) ( y = O) : 

( 6 5 ) 6 AA 2 P 2 Z 2 4 - / IU 2 P 2 [O)JZ 2 ( 1 + E) 4 - Z''] 4 - A-FTPJE^Z, = O, 

( 6 6 ) 6 « ; , , P , Z , + A > 3 P 3 [<O 2Z 3 + Z',' ( 1 4 - E)] 4 - h^UK = 0 . 

SUBSTITUONS DANS CES ÉQUATIONS À Z 2 ET Z , LEURS EXPRESSIONS DONNÉES PAR LES FORMULES ( 6 0 ) ET 

( ') POUR LAQUELLE u — v = W = O. 

CE QUI ENTRAÎNE Z , = O. NOUS POUVONS DONC ÉCARTER CE CAS ET, PAR SUITE, SUPPOSER p = O. MAIS 

ALORS ON A : 



A N N U L O N S L E S T E R M E S F O R M É S D U P R O D U I T D E z P A R U N E F O N C T I O N T R I G O N O M É T R I Q U E . N O U S T R O U V O N S 

A I N S I E N P A R T A N T D E L ' É Q U A T I O N ( 6 5 ) L A C O N D I T I O N : 

S I N wz [ 6 C T R , - F - A U > * C , Ç — A R T U ^ C I ] - F - C O S ti>z [ — G < X Y I — finali + / C T O ^ - F I ] = O , 

É Q U I V A L E N T E A U X D E U X S U I V A N T E S : 

( G 7 ) Cx ( 6 a + hu>\\ — k^fi) = O, y- ( 6 a + hw*Z — k"#) = °. 

Q U I S E R É D U I S E N T À L A S E U L E C O N D I T I O N : 

( G 8 ) C « + ( / I — k) = O , 

A P R È S A V O I R É C A R T É L A S O L U T I O N C S — Y , — O Q U I E N T R A Î N E Z , — 0. 

L A C O N S I D É R A T I O N D E L ' É Q U A T I O N ( G 6 ) D O N N E E N C O R E L A C O N D I T I O N ( 6 8 ) . 

L E S É Q U A T I O N S ( 6 5 ) E T ( 6 6 ) , E U É G A R D À L A R E L A T I O N ( 6 8 ) , D E V I E N N E N T : 

U i ^ 2 ( Z F ; 4 - < ^ Z 2 ) + / C F « > ; O 2 P 2 Z 2 + F ^ Z ; ) ^ O , 

( C F L ) J A Ï ( F » P = Z ; - « O ^ I P J Z O + ( I + 0 ( Z " + ^ Z 3 ) = = O , 

D O N T L E S P R E M I E R S M E M B R E S N E C O N T I E N N E N T Q U E D E S T E R M E S D U P R E M I E R D E G R É E N S I N U , I * E T C O S U , R , 

D É V E L O P P O N S C E S É Q U A T I O N S E N T E N A N T C O M P T E D E S É Q U A T I O N S ( 6 2 ) ; N O U S T R O U V O N S : 

| ( C , C O S w,z + Y I S I N N I ! 5 ) [ A — A ' ( !• - F - 1 ) ] = 0, 
} ( C , S I N ( O T ^ — Y I C O S 1 7 ' ( 2 > + 0 — k ( ? + 0 ] = ° F 

Q U I E X I G E N T ( L A S O L U T I O N C , = Y , — O É T A N T É C A R T É E ) : 

/i = fr(Ç + i ) , A ( 2 E + 1 ) — / C ( Ï + 0 = ° . 

D ' O Ù , 4 N ' É T A N T P A S N U L : 

A = k = O , 

E T , P A R S U I T E ( É Q . 6 8 ) : A — O . C E Q U ' I L F A L L A I T D É M O N T R E R . 

5. O n a : P . 2 U . 3 - ~ O e t 8 = O . — O N P E U T É C A R T E R L E C A S O Ù L E P R O D U I T X 2 X , S E R A I T N U L ; C A R , D E S 

C O N D I T I O N S 

3 = 0 , À 2 À 3 = O , [ J - J H J : P O , 

O N T I R E A 2 — À . — O E T E N T E N A N T C O M P T E D E L A S E C O N D E É Q U A T I O N (8) , q = O . 

C ' E S T L E C A S Q U I V I E N T D ' Ê T R E É T U D I É . N O U S P O U R R O N S D O N C F A I R E : 

( 7 1 ) ) . 2 = F [ I 2 , À J = P I X , - ( P C O N S T . : P O ) 

L E S É Q U A T I O N S ( 5 ) , ( G ) E T ( I 3 ) D O N T R É T A B L I S S E M E N T S U P P O S E S E U L E M E N T ( J ) U , 2 U . 3 4 = O S O N T T O U 

J O U R S A P P L I C A B L E S E T D O N N E N T P A R I N T R O D U C T I O N D E S V A L E U R S ( 7 1 ) D E X 2 E T D E ) 3 : 

1 , „ • , S Z ; + - ? O + O I Z . = 0, 

\ W I ( 1 + $ ) Z I + M ? 2 Z 2 + ! X J Ç P J Z : = O ! 

R _ ? X ) , 1 ¡ 3= ¡ - 2 [ C / - * + ? ) Z 2 + Z ' ; J + I X 2 ( 1 4 - Ç ) P , P 2 Z J + P , ? Z , - F . J T , G P , P , Z ; O , 

U J 1 ' R ^ ( 7 Z 2 4 - P Z ; O + P ( 1 + 0 P . 2 P 2 P , Z 2 4 - P Ç P , P 3 | X 3 Z ; = O , 

( R ) \ P ) I - > [ ( / > + P ) Z > + ( • + ? ) Z ' ) ] + P . P 3 I - I Z } 4 - E P . M Z ; 4 - Ç Z ; _ „ , 

W Ì P Î ^ I [ ' 7 Z 3 ^ ? ( I 4 - ? ) Z ' : ] + P I P P I ^ Z 3 4 - Ç P P 2 J X 2 Z ; = O . 

E N É L I M I N A N T Z 2 E N T R E L E S É Q U A T I O N S ( 7 2 , b) O N O B T I E N T : 

( 7 3 ) P 2 ^ Z 2 [ P ( Y > 4 - P ) — Y ] + M P Z , = O . 

P O U R Q U E C E T T E É Q U A T I O N S E R É D U I S E À U N E I D E N T I T É , I L F A U D R A I T Q U E L ' 0 I 1 A \ [ : 

( 7 / + ) P (j> 4 ~ P ) — R/ = 0, P X = O , 

E T , D A N S C E C A S , O N D É D U I R A I T D E S É Q U A T I O N S ( 7 2 , C ) L A C O M B I N A I S O N £ P Z ' . - = 0 E T , P A R S U I T E , Z ' — O : 

( ' ) E N C O R E C E T T E R E S T R I C T I O N E S T - E L L E I N U T I L E E N C E Q U I C O N C E R N E L E S É Q U A T I O N S ( 5 ) . 
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Mais alors la première équation (72, a) exigerait : 3, — p (1 + £) = o, conclusion incompatible 
avec les conditions 

p. = o, P ( I + ! ) = F ° ' 
L'équation (73) ne pouvant se réduire à une identité, on peut laisser de côté le cas où : 

? (P + f) — 7 ~ °> q u ' entraînerait P,£çZ, — 0, résultat à écarter. Mais alors on en déduit : 
Z2 = a (a const.), 

et la seconde équation (72, a) donne (car f/.;j33£ =p o) : 
z; = 6 z „ 

b désignant une constante qu'on peut supposer différente de zéro, car l'hypothèse contraire conduirait à des solutions qui rentrent dans celles faisant l'objet du chapitre IV. Enfin, de l'une ou l'autre des équations (72, c), on tire : 
Z3 = c ZJ. (c. const.) 

Cette dernière conclusion suppose que les coefficients de Z ; dans les deux équations (72, c) ne sont pas nuls à la fois; nous verrons que cette hypothèse est légitime. Dès lors on a : 
z . = r Z " , z' = 7 z ; z' = j7". 

Ces conditions sont, à une permutation près, celles qui caractérisent les solutions étudiées dans le chapitre précédent; il n'y a donc pas lieu de poursuivre la recherche. Nous allons voir maintenant que l'on peut, comme nous l'avons fait, écarter l'hypothèse ou les coefficients de Z, dans les deux équations (72, c) seraient nuls à la fois. On aurait, en effet, alors : 
P + P + P. = °> ? + = o, 

et le coefficient de Z, dans le premier membre de l'équation (73) serait nul, condition que nous 
avons éloignée tout d'abord. 

6 . C a s o ù u.2u.5 — o. —-Il nous reste à examiner ce cas pour terminer ce qui est relatif à la première partie du présent chapitre. De la seconde équation (2 bis) il résulte immédiatement qu'il est inutile d'envisager l'hypothèse où [ i 2 — u. 3 - = 0. D'ailleurs, par raison de symétrie, il suffira d'étudier la question lorsque : 
= 0, f j f 0. 

La seconde équation (2 bis) conduit de suite à poser : 
(70) Y- = p3 Y, (p, const. zfz o), 
(76) (1 + 0 ^ + E[ij3, z; = o, 

et la première équation (2 bis) devient : 
(77) Y" z, + Y, [ z : + x, p3 ? z;] + xa ? Y; Z 2 = o. 

Nous distinguerons deux cas suivant que X2 est nul ou non. 
P R E M I E R CAS : X2 = o. — Alors X̂  = o et l'équation (77) devient : 

(78) y ; z I + Y1[z;' + x,P,çzn = o l 

qui se dédouhle en : 
(79) Y;- = ? I Y„ 

(80) z ' ;+ p. z, + x ;p3f z: = 0. 
En dérivant par rapport à a: la seconde équation (I) de l'introduction, on obtient (car = o) : 

(81) X';(Cî + D2!i3) + X 3 D J X, = o, 
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c e q u i e x i g e : 

i ° O u : 

(82) X " = TU, X , , 

( t r , c o n s t , q u e l ' o n p e u t s a n s r e s t r i c t i o n s u p p o s e r d i f f é r e n t e d e z é r o ) 

e t , p a r s u i t e , e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( 1 ) , 

(83) x ; = k 2 x , , x ; = k , x t , ( K 2 k , c o n s t . ) . 

L e s é q u a t i o n s ( 8 2 ) et ( 8 3 ) n e s o n t a u t r e s q u e c e l l e s q u i c a r a c t é r i s e n t u n e s o l u t i o n r e n t r a n t 

d a n s l ' o b j e t d u c h a p i t r e I . 

2 0 O u : 

C 2 -f- D 2 ii 3 = 0, 7-3 D 2 = o , 

c ' e s t - à - d i r e , si X, — o : 

(8/,) G 2 = o D 2 = o. 

D ' a i l l e u r s si X, — o o n e s t e n c o r e c o n d u i t a u x é q u a t i o n s ( 8 4 ) ( " ) . 

S i o n é c a r t e l e c a s o ù Z , Z . e s t n u l l e s y s t è m e ( 8 4 ) e x i g e q u e Y , e t Y , s o i e n t d e s c o n s t a n t e s : 

m a i s a l o r s , d e l ' é q u a t i o n ( 7 g ) o n d é d u i t ¡3, — o et l ' é q u a t i o n ( I . 2 ) d e l ' i n t r o d u c t i o n s e r é d u i t à : 

(85) B 2 = Y 2 Z 2 ( i -f- E) + Y 2 Z 2 ' = 0. 

D ' a u t r e p a r i , d a n s le p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( I . 3 ) ( i n t r o d u c t i o n ) le t e r m e c o n t e n a n t 

D ; p e u t s e u l d é p e n d r e d e // p u i s q u e Y , et Y . s o n t d e s c o n s t a n t e s . Il f a u t d o n c é c r i r e q u ' i l e n e s t 

e n r é a l i t é i n d é p e n d a n t , c e q u i e x i g e s o i t Y^ - = c o n s t . , s o i t Z'2 — 0 . M a i s d a n s c e d e r n i e r c a s on 

tire d e l ' é q u a t i o n ( 8 5 ) : Y , — 0 . O n e s t d o n c t o u j o u r s r a m e n é à l a c o n d i t i o n Y'2 - o , c ' e s t - à - d i r e 

à u n e s o l u t i o n r e n t r a n t d a n s c e l l e s q u i f o n t l ' o b j e t d u c h a p i t r e V I . 

DEUXIÈME CAS : X2 = p o . — • L ' é q u a t i o n ( 7 7 ) p o s s è d e a l o r s d e u x s é r i e s d e s o l u t i o n s . 

Première série de solutions. — E l l e e s t c a r a c t é r i s é e p a r l e s é q u a t i o n s : 

(80) Y ï ^ p . Y , , Y2=-^Y:, ( p , p 2 c o n s t . zfz o), 

(87) . ¡5. Z , + Z',' 4 - X2 E p 2 Z 2 4 - X, E h Z S = °> 

a u x q u e l l e s il f a u t j o i n d r e l e s é q u a t i o n s ( 7 0 ) et ( 7 6 ) . O n o b t i e n t , d ' a u t r e p a r t , l ' é q u a t i o n 

(88) X'; (X 2 A 2 4 - C 2 4 - ft D O 4 - X , ( B 2 X2 + D 2 X,) = o, 

p a r le p r o c é d é m ê m e q u i a c o n d u i t à l ' é q u a t i o n ( 8 1 ) . C o m m e p o u r c e t t e d e r n i è r e , o n v o i t q u e l e s 

s e u l e s s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 8 8 ) à c o n s i d é r e r c o r r e s p o n d e n t a u x é q u a t i o n s : 

(89) X2 A 2 4 - C 2 4 - p., D 2 = 0, B 2 X2 + D 2 X3 z= o. 

E n d é r i v a n t l a p r e m i è r e d e c e l l e s - c i p a r r a p p o r t à y e t e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a t i o n s ( 7 5 ) 

et ( 8 6 ) o n d é d u i t : 

(90) p 2 x 2 z 2 4 - e h z , 4 - u 3 e p, p, z ; = o, 

d ' o ù o n t i r e p, =F o , c a r £ 2 X 2 Z 2 -p o . 

C) Supposons en effet qu'on ait à la l'ois : 

C 2 4 - D 2 ii . 3 = o, 1 3 = 0. 

En développant la première condition on trouve, eu égard aux relations (7a) et (79) enlre les Y : 

Y ; [ Z 1 - r . p l f . î Z , l = o. 

La solution Y ! — o entraîne C 2 = 0 et par suite D 2 = o, 

La solution lx 4 p3f3 Z 3 = 0 donne ZJ — — P 3 f t Z 3 . 

L'introduction de cette expression de Z, dans l'équation (76) donne Zj = o ( c a r ft Pî * 0). Nous pouvons écarter 

ici cette solution (Cf. chap. V ) . 



Y , = » , e h v ' P , y + v, s i i y ' ? , y, 
( 9 1 ) ) Y2 s b . y ' s , y + V i c i l v ' ? i 'J] + T i > 
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M a i s a l o r s l e s é q u a t i o n s ( 7 0 ) e t , ( 8 6 ) d o n n e n t , p o u r Y , , Y 2 , Y . , l e s v a l e u r s 

I r 

I V P ' • _ 

1 Y ) = h K c l 1 V i 3 . ^ + " i s l » V ? > ( « 1 v » 1 » c o n s t . ) , 

d o n t l ' i n t r o d u c t i o n d a n s l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 8 9 ) d o n n e : i j = o c l p a r s u i t e : 

• Y " Y " 3 

H2 ?l [-H 

C e s r e l a t i o n s c a r a c t é r i s a n t u n e s o l u t i o n q u i r e n t r e d a n s c e l l e s é t u d i é e s d a n s l e c h a p i t r e I , à 

u n e p e r m u t a t i o n p r è s , i l n ' y a p a s l i e u d ' a l l e r p l u s l o i n . 

Deuxième série de solutions de l'équation ( 7 7 ) . — C e t t e s é r i e e s t c a r a c t é r i s é e p a r l e s r e l a 

t i o n s : 

( 9 2 ) Z 2 — K, Z I 5 

( 9 3 ) vu 4 - s , t z ; = K, z , ( i c 2 , K3 c o n s t . ) , 

( 9 / 1 ) Y - • + - K 3 V, 4 - À , ? K, Y 2 = o , 

a u x q u e l l e s i l f a u t j o i n d r e l e s é q u a t i o n s ( 7 6 ) e t ( 7 6 ) . D e c e l l e d e r n i è r e e t d e l ' é q u a t i o n ( g . ' 3 ) o n t i r e : 

c 95) z , = (K, + î ! ) z , . 

D ' a u t r e p a r i l e s é q u a t i o n s ( 8 g ) s o n t e n c o r e a p p l i c a b l e s e t d o n n e n t : 

( g d ) x a K2 Y 2 ^ Y , ' , 

e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( 7 6 ) , ( 7 6 ) e t ( 9 ^ ) - E n t e n a n t c o m p t e d e l ' é g a l i t é ( 9 6 ) , l ' é q u a t i o n (g4) 

d e v i e n t r 

( 9 7 ) K ( 5 + ') + K, Y , = o . 

S i K , — o , Y ' J = o e t , e n v e r t u d e l ' é q u a t i o n (g4) '• Y 2 = o ( c a r X . , £ K , ~ p o ) ; 0 1 1 p e u t d o n c 

é c a r t e r c e c . i s . M a i s a l o r s , d e s é q u a t i o n s ( 7 0 ) , ( 9 6 ) e t ( 9 7 ) o u t i r e : 

y 2 = - ^ Yi Y; = _ ( I + 0 N Y; = - + Y 2, 

q u i c a r a c t é r i s e n t u n e s o l u t i o n a p p a r t e n a n t a u q r o u p e é t u d i é d a n s l e c h a p i t r e p r é c é d e n t . 

D E U X I È M E P A P . T L E 

L ' U N E D E S D E U X R E L A T I O N S L I N É A I R E S Q U I L I E N T X " , X 2 , X J E T X ! 

E S T U N E R E L A T I O N E N T R E X ' ; E T X , 

7 . L o r s q u e X " , X „ X J e t X J s o n t l i é e s p a r d e u x r e l a t i o n s l i n é a i r e s d o n t u n e l i e l e s d e u x s e u l e s 

o n c t i o n s X . e t X " , o n p o u r r a p o s e r : 

( O ' x : = K, x M -

K , d é s i g n a n t , u n e c o n s t a n t e q u ' o n p e u t s a n s i n c o n v é n i e n t s u p p o s e r d i f f é r e n t e d e z é r o . 
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La seconde équation linéaire liant X,, X ' , X[ et X3' pour ra toujours être supposée rédui te à la 
forme : 

(2) P , X, + P 2 X2 4- / 3 , Xj — o (/>,, P 2 , P } const.). 

Nous dis t inguerons deux cas suivant que P , est différent de zéro ou nul . 

8. P r e m i e r c a s : P , == o. — L'équat ion (2) peut être supposée résolue par rappor t à X, et 
réduite à la forme : 

(3) X ^ ^ X i + ^ X j . 

En subst i tuant dans l 'équation ( I . 1 ) de l ' introduction, à X" et X, les expressions données 
pour ces fonctions par les formules ( 1 ) et (3) et en annulant les coefficients de X 2 et de X,' dans 
le premier membre de la relation obtenue , on trouve : 

(4) (A, K, + B , ) P 2 + C, = o, 

(5) (A, Kj -f- B , ) / J ; + D, = o, 

équations qui mont ren t tout d 'abord ( ') qu 'on doit supposer P Z P } o. Cela posé , l 'él imination 
du binôme A, K t + B, entre les équat ions (4) et (5) conduit , eu égard aux expressions des A, B, 
C, D„ à l 'équation : 

(6) , ; 2 Y 3 Z ; = / ; 3 Y 2 Z 2 . 

Le produit P 2 P } n 'é tant pas nul cette relat ion se dédouble en : 

( 7 ) z; = v 3 z 2 . 
(8) P 2 v, Y3 = P , Y2 (v 3 const. + 0 ) . 

Dérivons maintenant par rappor t à x l 'équation (I . 2) de l ' introduction ; on obt ient en tenant 
compte des relat ions ( 1 ) et (3) : 

(9) A, XÏ + B, Xi + C, Kx (/>, X J + / > , x3') + d 2 x ; = 0 . 

Cette équat ion exige l 'existence d 'au moins une relation linéaire entre X2", X 2 et X3' ( 2 ) . 
D'ail leurs le cas où le coefficient de X'^dans l 'équation ( 9 ) est nul étant écarté , cette relat ion 

pourra toujours être résolue par rappor t à X " et on aura : 

( 1 0 ) X'j' = X 2 X 2 + [I 2 X 3 ( X 2 , JX2 const.). 

Int roduisons dans l 'équation (g) cette expression de X " et annulons les coefficients de X 2 et 
de X! dans le premier membre de l 'équation obtenue ; nous t rouvons les relat ions : 

( 1 O [x2 z 2 + z;] y 2 -f- y;' z 2 O + e) + P2 k, e y; z , = o, 

( 1 2 ) | l a Y i Z 1 + EY;z;+y) î K I EY;Z I = o, 

dont la dernière devient, eu égard aux équat ions (7) et (8) : 

(i3) L Y2 + ELI y»] z 2 + P. K, ? y; Z, = 0 . 

( ' ) CAR SI P2P-J = O IL RÉSULTE DES ÉQUATIONS (4) ET (5) QUE C X D , = O, CE QUI EXIGE SOIT Y2 = O OU Z, — O, SOIT 
V = O OU ¿¿1 == O, CONCLUSIONS QU'ON PEUT ÉCARTER DE SUITE. 

( 2 ) POUR QUE LE RAISONNEMENT SUIVANT SOIT CORRECT, IL FAUT ET IL SUFFIT QUE CETTE RELATION SOIT UNIQUE. C'EST BIEN CE 
QUI A LIEU, CAR S'IL EXISTAIT ENTRE X 2 ' , X 2 ET X 3 DEUX RELATIONS LINÉAIRES DISTINCTES, ON POURRAIT EN TIRER UNE RELATION da 
MÊME NATURE ENTRE X'2 ET X 3 QUI, RAPPROCHÉE DES CONDITIONS ( I ) ET (3 ) , DÉFINIRAIT UNE SOLUTION ÉTUDIÉE DANS LE CHAPITRE 
PRÉCÉDENT. 
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Examinons en premier lieu si les coefficients de Z, et de Z2 dans l'équation (i3) peuvent être 
nuls à la fois. Tout d'abord, />3 K t £ n'étant pas nul on devrait avoir : 

04) Y ; = O, r , / ) 1 Y 1 + / ) J nf; = o p 

et par suite (') : 

et en vertu de l'équation ( 8 ) : 

(16) . y; = - ^ Y;-

Le rapprochement de la première équation (i4) et des équations (i3) et (16) montre qu'on se 
trouve alors dans un cas très particulier des solutions étudiées dans le chapitre précédent. 

Ce cas écarté, on pourra tirer de l'équation (i3) : 

( 1 7 ) Zz — Ka Z2 (K2 const, -h 0), 

et, eu égard à l'équation ( 7 ) : 

08) = 

w> A = — z v 
En traitant maintenant l'équation (1. 3) de l'introduction comme il vient d'être fait pour 

l'équation ( I . 2) on est conduit à poser : 
( 2 0 ) x"; = x3 x; + x;, 

puis à écrire les deux conditions : 

A3 X, + / j 2 K, C, + D 3 = 0 , 
( 2 l ) 1 A 3 il, + Pi K, C, + B 3 = o. 

Développons la première de ces relations en tenant compte de l'équation (17), nous obtenons : 

(aa) X3 Y, Z3 + ( f h K, 5 K2 Y, + S Y'2) Z[ = 0. 

Si X. o, cette relation entraîne forcément: L\ - Z3. TT, (TT, const.), d'où, en vertu des 
équations (18) et (19) : 

(23) TO. Z3 = ^ -

Cette relation montre d'abord qu'on peut écarter le cas ou t j . = o qui conduit à Z". - 0. Cela 
posé elle donne : 

(24) Z; = — 
v 3 "nT3 

L'ensemble des relations(17), (19) et (24) caractérisant une solution appartenant à une permu
tation près à la famille de celles qui sont étudiées dans le chapitre I , il n'y a pas lieu d'aller plus 
loin. Supposons donc X, = 0. On peut abandonner la solution ZJ = 0 de l'équation (22), qui 
entraînerait Z3 = o en vertu de l'équation (18). Nous devons donc associer les deux relations : 

(25) x3 = 0 , p2 k, k 2 Yt + y; = o. 

(') Cette conclusion suppose fx2 =P o . Si u2 = o, Y2 — o en vertu de la seconde équation (i4) et la solution cor
respondante rentrerait dans celles qui sont étudiées aux chapitres VI et VII. 



D e s é q u a t i o n s ( i i ) e t ( 1 7 ) o n d é d u i t a l o r s : 

(36) (\, Z 2 + ZD Y 2 - f - Y2'Z2 = 0, 

d e l a q u e l l e o n p n u t t i r e r , Y' n e d e v a n t p a s ê t r e s u p p o s é n u l : 

( 2 7 ) Y 2 = i ¡ i 2 Y2' (TU2 c o u s t . ~ o ) . 

M a i s l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 2 5 ) e t l ' é q u a t i o n (8) d o n n e n t : 

Y" ». 
K ' 1 / J 2 K , K 2 ' ; ; 2 v 3 * 

e t l ' o n e s t e n c o r e r a m e n é à u n e s o l u t i o n é t u d i é e d a n s l e c h a p i t r e 1 ( à u n e p e r m u t a t i o n p r è s ) . 

9 . D e u x i è m e c a s : L a c o n s t a n t e P, q u i f i g u r e d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 ) e s t n u l l e . O n p e u t a l o r s 

r é s o u d r e l ' é q u a l i o n ( 2 ) p a r r a p p o r t à l ' u n e a u m o i n s d e s d e u x f o n c t i o n s X ' 2 e t X ' . I l e s t i n d i f f é r e n t , 

p a r r a i s o n d e s y m é t r i e , d e s u p p o s e r l a r é s o l u t i o n p o s s i b l e p a r r a p p o r t à l ' u n e q u e l c o n q u e d e c e s 

f o n c t i o n s , p a r e x e m p l e X[, d e t e l l e s o r t e q u e l ' o n a u r a : 

( 2 9 ) X l ' ^ K x X , , 

t » X; = K 2X: 

( K , , K 2 c o n s t a n t e s d o n t o n p e u t s u p p o s e r l a p r e m i è r e d i f f é r e n t e d e z é r o ) . 

L ' é q u a t i o n ( I , 1 ) d e l ' i n t r o d u c t i o n d e v i e n t a l o r s : 

( A , K x + B,) x , + (C,K, + D x ) x ; = n 

e t c o n d u i t a u x d e u x c o n d i t i o n s : 

( 3 i ) A , K , + B I = o , 

( 3 a ) C . K . + D . ^ o . 

L e s c a s o ù l ' u n e d e s f o n c t i o n s Y , ' o u Z', e s t n u l l e é t a n t é c a r t é s , l ' é q u a t i o n ( 3 2 ) d o n n e K 2 =F O , 

e t s e d é d o u b l e e n : 

( 3 3 ) r = I I 2 Y ; , 

(34) ^ K 2 Z 2 + z: = 0. 

D ' a u t r e p a r t l ' é q u a t i o n ( I , 2 ) a p r è s d é r i v a t i o n p a r r a p p o r t à a ; e t e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a 

t i o n s ( 2 g ) e t ( 3 o ) d o n n e : 

( 3 5 ) A 2 x ' ; + x ; (B 2 K 2 + D 2 ) + C K . X , = o , 

d ' o ù l ' o n d é d u i t c o m m e d a n s l e c a s p r é c é d e n t : 

( 3 C ) X " 2 ' = P2 X j + Q2 X , (P2, Q2 c o n s t . ) . 

E n p o r t a n t c e t t e e x p r e s s i o n d e X ™ d a n s l ' é q u a t i o n ( 3 5 ) e t e n a n n u l a n t l e s c o e f f i c i e n t s d e X 3 ' e t 

d e X , d a n s l e r é s u l t a t d e l a s u b s t i t u t i o n , o n t r o u v e : 

N 1 QH'Z2 + K2Z;O Y 2 - t - K 2 Z 2 Y'; = „, 
1 / j 1 f/2 Y 2 Z 2 4 - ; Y;Z,K, = 0, 

e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( 3 3 ) e t ( 3 q ) . 

L a d e r n i è r e d e s é q u a t i o n s ( 3 7 ) p o u v a n t s ' é c r i r e : 

Y' 
(¡z Z 2 + Ç K,Z, = o , 

1 2 

e x i g e ( c a r £ K¡ -J= o ) : 

( 3 8 ) Y[ = - m , Y 2 (-O, c o n s t . ) . 

E Q U A T I O S S I N D U F I N I K B 
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y ; + + K, ( i + 0 = o, 
y, g, 

on en conclut : 
Y" 

(3(j) Y ! ^ ^ ' 

(4o) ^t = v" 
relations dans lesquelles u., et v, désignent des constantes liées par : 

(40 v, + v, = - K, ( i + 0-
De l'équation (38) on déduit alors : 

(4a) V2 = ^Y2. 

Si jjlx = o, = o et il est inutile de poursuivre l'étude. Si u,r =p o, on a : 
Y" V" Y" 

Y 2 = - s y; = •*!,-! . Y; = - î . ft ft 
On trouve encore une solution rentrant dans une famille déjà étudiée (à une permutation près) 

dans le chapitre précédent. 
A) Soit tj, = o. On a dans ce cas : 

(43) Y; = o, 

Y" 
(44) Y3 , = 1T-

Mais dans la première des équations (3 7) le coefficient de Y'2 n'étant pas nul, on doit avoir : 
(45) Y'2' = TO2Y2. 

Le cas où ru2 = o peut être écarté de suite ; si u2 -p o l'équation (45) donne : 

(46) Y 2 = ^ -

L'ensemble des relations (43), (44) et (46) définit une solution rentrant, à une permutation 
près, dans un type étudié antérieurement (chap. 1). 

à) Supposons d 'abord tj, =p o. Comme l'équalion (3t) peut ótre mise Sous la l'orme 



CHAPITRE III 

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT 

A UNE SEULE RELATION LINÉAIRE ENTRE LES FONCTIONS X; X X ; ET X ; 

Le coefficient A l de Xt dans l'équation fondamentale (I. i) de l'introduction n'étant pas nul, 
une relation unique entre X", X u XJ et X.' doit être résoluble en X" ('). Cela étant, nous poserons : 

( 1 ) X" = Àr Xt + X2 X'2 -f- h X,' (X, X2 X3 const.), 
et l'équation (I. 1) deviendra : 

(2) (A, X, + BO Xt + (A, X2 + G,) X: + (A, X, 4- D.) Xj = o, 
d'où les conditions : 

( 3 ) A, X, + B, — o, 
(4) A2 X2 + C, = o, 
(5) A, X, + D, = 0. 

Développons les équations (4 ) et (5) et divisons les équations obtenues respectivement par les 
produits (non nuls) Y, Z2 et Y. Z,. Nous trouvons : 

Zx çy: 
(G) ( ' + 0 ^ 7 - + Z2 ^ Y, o, 

(7) 0 + 0 h yT + ? % = °-

Ces relations entraînent visiblement les suivantes : 
(8) y; = YIf 

(9) z i = vi z,, 
\L2 et v, désignant des constantes qu'on peut supposer différentes de zéro (car le cas où Y' Zs' = o 
peut être écarté). Les équations (6), (7), (8) et (9) donnent alors : 

(10) z 2 = - , 2 Z l , 

C") Y i = - ( W ) " 3 Y l ' 

d'où l'on conclut tout d'abord X2 X, =h o, car Y. Z, ^ o. 
(') Note (3) de la page 7. 
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(') Sans quoi X", X , , X 2 et X,' seraient liées par deux relations linéaires : la relation (1) et celle à laquelle se 

réduirait l'équation en question. Cette dernière ne contenant pas X 2 ' s e r a i t une relation linéaire entre X , , X 2 , X 3 et par 

suite entre les quatre fonctions X", X , , X j e t X 3 . Cette relation et l'équation (1) seraient bien distinctes, l'une contenant 

X',' et l'autre ne contenant pas cette fonction. L es solutions qu'on pourrait obtenir se ramèneraient donc aux types 

étudiés dans les chapitres précédents. 

( J ) Conséquence immédiate de l'équation (8) . 

C e l a p o s é , d é r i v o n s l ' é q u a t i o n (I. 2 ) d e l ' i n t r o d u c t i o n p a r r a p p o r t à x ; n o u s o b t e n o n s , e n 

t e n a n t c o m p t e d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) : 

( 1 2 ) a 3 x ' ; ' + < B 2 + c o x ; + c 2 x , x , + ( d 2 + c , x,) x ; = 0 . 

D a n s c e t t e r e l a t i o n l e s c o e f f i c i e n t s d e s d i v e r s e s f o n c t i o n s d e x n e s o n t p a s t o u s n u l s : ces 

f o n c t i o n s d o i v e n t d o n c ê t r e r e l i é e s p a r u n e é q u a t i o n l i n é a i r e a u m o i n s . 

C e l l e - c i c o n t i e n t d ' a i l l e u r s e f f e c t i v e m e n t X'" Q) et p e u t d o n c s ' é c r i r e : 

( 1 3 ) X " = jO : X , + f)2 X'2 + /3, X , (/3,, p 2 , /3; c o n s t ) . 

E n s u b s t i t u a n t à X " 2 d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) s o n e x p r e s s i o n d o n n é e p a r la f o r m u l e ( i 3 ) e t e n 

a n n u l a n t l e s c o e f f i c i e n t s d e X , , X'2, X'. n o u s o b t i e n d r i o n s t r o i s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s ; p o u r c e q u i 

s u i t , il n o u s suff ira d ' é c r i r e l ' u n e d ' e l l e s , r e l a t i v e a u c o e f f i c i e n t d e X,'. 

( 1 4 ) p, A 2 + X3 C 2 + D 2 = 0 . 

D é v e l o p p o n s c e t t e é q u a t i o n e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a t i o n s ( 6 ) , ( 7 ) , ( 8 ) , ( 9 ) et d i v i s o n s le 

r é s u l t a t p a r Z T ; n o u s t r o u v o n s : 

№ Y ; = - ^ ( i ± J ) v , . 

S i X2 = 0 , Y 2 = 0 e t l ' o n r e t o m b e s u r u n e s o l u t i o n é t u d i é e d a n s le c h a p i t r e VI ( à u n e p e r m u 

t a t i o n p r è s ) . 

S i X2 = p o , il r é s u l t e d u r a p p r o c h e m e n t d e s f o r m u l e s ( 1 1 ) , ( i 5 ) e t d e la s u i v a n t e ( 2 ) : 

0 6 ) v ; = f 
q u e l e s s o l u t i o n s q u ' o n p o u r r a i t o b t e n i r s e r a m è n e n t , à u n e p e r m u t a t i o n p r è s , à c e l l e s q u i s o n t 

é t u d i é e s d a n s le c h a p i t r e I . 



CHAPITRE IV 

RECHERCHE DES SOLUTIONS OU UNE COMPOSANTE DU DÉPLACEMENT 

NE DÉPEND QUE DE LA VARIABLE CORRESPONDANTE 

Déterminons toutes les solutions du type : 
« = X, Y: ZIt 

v = X2 Y2 Z,, 
u> = Z r 

Les équations générales deviennent : 

j z, [X'; y, (i + 0 + x , y;'] + x , y, zr; + ? x; y; z 2 = 0 > 
w l z, i x; y; + z2 [x 2 y ; ( I + e) + x;' y j + x 2 y 2 r = 0, 

et 

(2) (1 + 0 z, i e x; y, z; + E x 2 y; z; = o. 

1. R e m a r q u e p r é l i m i n a i r e ('). — Débarrassons-nous : 
r° Du cas où u et y seraient nuls ensemble et où l'on aurait : 

j' I | H = o, 0 = 0, u> ~ cz -\- Y, 9 = c (c et 7 const. arbitraires) ; 

2 ° Du cas où « seul serait nul. On trouve alors les deux solutions : 

/ u = o, v = (a 2 ch ni ï + «2 sh <o2 ;c) (c2 cos w2 .z -f- Y* s u l ""z z) 

ITfl / 
I—I w = c 3 ir + T 3 , u = (a 2 a; + « 2 ) (c2£ + Y O , 

! 9 = c 3 , 
et 

1 1 1 1 » 62C2 ; 

( a 2 , 6 2---J c

3> constantes arbitraires). 

(') Il est intéressant d'observer que le type (I) rentre comme cas particulier dans la plupart des suivants. 
Les types (II) et (III) renLrent de même dans quelques-unes des solutions suivantes; par exemple, le type (II) 

peut être considéré comme un cas particulier du type (VI) et le type (III) comme un cas particulier du type (IV). 



2 . P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (2). — Nous aurons une première série 
de solutions de l'équation (2) en assujettissant Z", Z' et Z'2 à une seule relation linéaire (') : 

(3) _ R = I}Z[ + ft z;. 
L'équation (2) devient : 

(4) z; [ ( 1 + o x3 4- ? x; Y,] + z; r(, + ç)p, + ç x 2 Y;j = 0 , 
qui se dédouble et donne : 

(5) ( 1 4- 0 H + ? x; Y, = 0 , ( 1 + 0 ft + s x a Y; = o. 
A) Lorsqu'on suppose que le produit X'Y'2 n'est pas nul, ces égalités exigent : 

X; = a,, Y, = S,, 
( 6 ) ! x 2 = «2, Y; = £ 2 

Les constantes p,, a2, /;2 sont liées à Xs et u., en vertu de (5) et si on les considère comme 
indépendantes on a, en exprimant X. et u.; en fonction d'elles : 

f N w„ a, 3, Ç a2 /;2 \ Z[ 
( 7 ) A = - r + 1 4 - - f T ^ -

Eu égard à (6), les équations ( 1 ) donnent : 
(8) 71[ = 0 

et 

(9) K = °-

d'où, en observant qu'on peut sans inconvénient prendre ji, — a2 = 1 : 
I II = (A,X + A,) (CZ + Yi), 

FA, + ^ 

IV « = ( M + PO + YO. 6 = l^T+T/ c z ^ 0 l T l + , J l v + C î ' 
C («i + 02) Ç 

(a, a, 6 2 , f52, C, C 5 , y,, y,, constantes arbitraires). 
Cette solution renferme le cas classique de l'extension simple d'un prisme. 
B) Le produit X.'Y'Z est nul. Si un seul des facteurs est nul, il suffit d'étudier le cas où XI 

est nul. On doit alors faire X, = o; les équations (5) ne donnent aucune condition pour Y,, mais 
on a : 

( 1 0 ) Y ' 2 ~ ù 2 , X 2 — ct2, X, = « , 

et 
ru) Z: = - ^ Z > . 

Les équations ( 1 ) devenant : 
( 1 2 ) Z,Y; + Z';Y, = o, z: = o, 

on est conduit à l'une des deux solutions suivantes : 
A = (BL cos TUI/ 4- p! sin oy) (c, ch I»S 4- Yi s ^ U Z ) ü u u = (̂ 1// + PO ( c , i 7 "I- Y1)' 
y = (¿2?/ 4- p2) (C2s 4- Y2). 

2̂c2B 
2 

(') Elle pourra toujours se mettre sous la forme adoptée, car si elle se. réduisait au type X3ZÌ 4" l-M̂ Î — °> ' e 

coefficient de Z" dans (2) devrait être nul, ce qui ne peut avoir lieu ici (5 + 1 ^ 0 ) [Cf. note p. 7]. 
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VI } v = (az cos u2x -f- a2 sia ta2x) (c 2 ch w 2 £ + y2 sh ta2s) ou « = {(i2x -f- a 2) c 2tr + y0> 

( W = C 3r + ï ; 5 = c, 

avec croisement possible des expressions des composantes. Ce type comprend les formules o b t e 

nues dans le problème classique de la torsion d'un cylindre circulaire droit. 

3 . D e u x i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s . —- Une seconde série de solutions de l 'équation (2) 

s'obtiendra en écrivant que Z'!, Z[ et 'L\ sont liés par deux équations linéaires. N o u s aurons d e u x 

cas à envisager suivant que ces deux relations se ramènent à l'une ou l'autre forme (') : 

(13) Z" ^ O, Z[ = a2Z[, 

ou 

(14) Z\ = <j,Z.', Z 2 = o2Z',' (dj, a2 const.). 

R e c h e r c h e des s o l u t i o n s d é r i v a n t des équations ( i 3 ) . - E u introduisant dans l 'équation (2) 

les conditions ( i 3 ) on obtient : 

X ' Y ' 
(15) =i = pi, p, + r r « 2 = : 0 (p, COIlSt.). 

A 2 I , 

Trois cas se présentent ( 2 ) : 

1° p, = a2 = o ; 2° p, = 0 , s 2 =p 0 ; 3° p, ± o, o2 o. 

Supposons d'abord p, — a^—o. — L e s équations ( i 3 ) et ( i 5 ) donnent : 

(16) X , = Z 2 = v 2, Z 3 = c.z + 

T2> c,, Y; const. H,Y2 =F o). 

Les équations ( 1 ) deviennent : 

(17) « i ( Y ' ; z i + y i z ' ; ) + y2?y;x ; = O 

et : 

(18) x 2 y 2 + x 2 y ; ' (i + 0 = 0 . 

L e s deux premiers termes de l 'équation ( 1 7 ) ne contenant pas x, X 2 doit être constante ou Y' 

nulle. Or si Y'2 est nul, l 'équation (18) montre que X'̂  doit être nul et par suite X^ constant. Dans les 

deux cas on aura ; 

(ig) X 2 = a2x + « 2 (a 2 , a2 const.), 

et pour satisfaire à l 'équation ( 1 8 ) , il faut et il suffit que : 

(20) Y 2 = b2tj -f- p2 (b2, p2 const.). 

L'équation ( 1 7 ) devient alors : 

(21) (z,y'; 4 - z;'y,) + y ^ « A = 0, 

dont toutes les solutions doivent vérifier l 'équation : 

(22) z , y ; + z ; y ; = 0 . 

I. Premier type de solutions de l'équation (22). — U n type évident de solutions est 

(a3) Y, = p, (p, const. j= 0). 

(') On laisse ici de côté le cas où 'L[ Z 2 et Z'3' seraient nuls à la fois, cas qui sera traité à part. 

(J) Car en vertu de la seconde équation (i5), oj = o entraîne p, — o. 

Si X ' et Y ' sont nuls à la fois on est conduit aux solutions : 
I 2 
( u = (J)1 cos (DI(y + ¡3, sin ta,y) («x ch UiiT + Yi sh ta ¡2) ou u •= (bjj + p,) (c,z + y0> 
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E -¡2 « 2 Z ì i ^ 

Z, = r + e , £ + y , ( c , , y . c o n s t . ) . 
a i P i 2 

O n e s t a i n s i c o n d u i t p a r u n l é g e r c h a n g e m e n t d e n o t a t i o n s à l a s o l u t i o n : 

z2 

^ A = — a2 b, E ~— -+- c , Z + y¡t 

1 V U I J V — ( a 2 x + < x 2 ) ( A 2 y - f - | 3 2 ) , 1 — a2 b2 x + x2 b2 + r ; , 

( W = C 3 Z + Y ; , ( « a ¿ 2 • . . Y ; C O n S t . ) 

I I . second type DE solutions DE l'équation ( 2 2 ) . — C e t y p e e x c l u s , l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) n ' a d m e t 

d ' a u t r e s o l u t i o n q u e : 

(2/1) Z" = TO, Z , , Y ' j ' - f - i n , Y j = o ( t n , c o n s t . ) . 

i ° S i t j , e s t n u l , l e s é q u a t i o n s ( 2 / ) ) d o n n e n t : 

( 2 0 ) Z . ^ c j t + y i . Y , = ¿1, y z + p , y - f - 7 ! , . 

L a s u b s t i t u t i o n d e c e s v a l e u r s d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) c o n d u i t a u x c o n d i t i o n s : 

( 2 ( 1 ) bl cl = 0 

et 
( 2 7 ) 2 b, Y , « 1 -h fi E « 3 bi = 0. 

S i o n p r e n d 6, = 3 o o n e s t a m e n é à f a i r e a2b£ -= o , d ' o ù d e u x s o l u t i o n s q u i n e s o n t q u e d e s c a s 

p a r t i c u l i e r s d e s t y p e s ( V ) e t ( V I ) . S i o n a d o p t e c , — 0 , l ' é q u a t i o n ( 2 7 ) d o n n e 

, E r = « 2 bi 
2 « • y , 

e t o n o b t i e n t l a s o l u t i o n : 

VIII 

¿ 2 " 2 1 . 

2 
y 2 + b, y - f p . , ( a 2 ¿ 2 ) . . . Y i c o n s t . ) 

f — ( a 2 . z ; + o 2 ) {b2 y - f - p . ) , 0 — n 2 ^ 2 - x - + a2 b2 + c ; , 

( w C 3 2 + Y ; . 

2 ° S i t j j n ' e s t p a s n u l , o n a u r a : 

z¡ = c¡ e h \/<m¡z + Y i - S N V ^ I ^ J Y , —; b¡ e o s \'i¡s¡y + P i s i n \ -m¡y -\- T¡R. 

e t l ' i n t r o d u c t i o n d e c e s v a l e u r s d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) c o n d u i t à : 

T„ = O (l2b2 = o . 

D ' o ù d e u x c a s à e n v i s a g e r ; m a i s l ' u n d ' e u x c o n d u i t à u n e s o l u t i o n p a r t i c u l i è r e d u t y p e V e t 

l ' a u t r e à u n e s o l u t i o n p a r t i c u l i è r e d u t y p e V I . 

5 . supposons maintenant p , nul et a2 quelconque. — L e s é q u a t i o n s ( i 3 ) e t ( i 5 ) d o n n e n t : 

( 2 8 ) Z 5 = • = c)z + y ; , Z 2 - = o 2 Z , + 3 2 , X , r= Y 2 = p 2 . 

L e s c o n s t a n t e s a , e t ¡ 3 2 p o u r r o n t , s a n s c r a i n t e d ' o m i s s i o n , ê t r e s u p p o s é e s n o n n u l l e s . L e s é q u a 

t i o n s ( 1 ) s e r é d u i s e n t a l o r s à : 

( 2 9 ) z . v ; - f - Y,Z;' = o , z 2 x 2 + z ; x 2 = o . 

L a s e c o n d e d e s é q u a t i o n s ( 2 8 ) e t l e s é q u a t i o n s ( 2 9 ) é q u i v a l e n t a u s y s t è m e s u i v a n t : 

z¡ = Z , , ì ' 4 ~ - n i ] Ì , = 0 , 

I Z " = • n j I Z 2 , X ' 2 ' + -ÛI, X 2 = 0 , 

a v e c l a c o n d i t i o n c o m p l é m e n t a i r e : ' 

M a i s a l o r s ( 2 1 ) s e t r a n s f o r m e e n 

a, ( 3 , z" + Y 2 ; 02 b2 

e t d o n n e 
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I X v = a¡ (b¡ c o s c u y + p , s i n t o y) ( C i c h i¿z •+- y , s h t a z ) , 

w = c 3 z + y 3 , 8 = c. ( a , . . i c-, y 3 c o n s t . ) . 

E Q U A T I O N S I W D K F I N I K R 

S i o n s u p p o s e 73", = o o n e s t c o n d u i t à u n e s o l u t i o n q u i r e n t r e d a n s l e t y p e ( V I ) , s a n s f o n c t i o n 

c i r c u l a i r e n i h y p e r b o l i q u e . S i « E T , = p o o n e s t c o n d u i t à u n e s o l u t i o n d u m ê m e t y p e o b t e n u e e n y 

f a i s a n t u, = io2 = u . 

6. Supposons enfin le produit çta2 différent de zéro. — D e s é q u a t i o n s ( i 3 ) e t ( i 5 ) o n d é d u i t : 

X ' y ' 

( 3 i ) z 3 = C 3 r - f v j , z a = a 2 z , + S J , X 2 = — J ! i y , = — ( j 2 — 2 -

P l P i 

E n t e n a n t c o m p t e d e c e s r é s u l t a t s , l e s é q u a t i o n s ( i ) p r e n n e n t l a f o r m e : 

( 3 a ) x ; Y ; [ 0 l z , ( I + 0 - Ï Z J + « . x , [z,Y™ + Z ( ; Y ; ] = o , 

( 3 3 ) x ; \r2 ( z 2 + s 2 ? ) + Y 2 Z : J + x ; " y 2 z 2 = 0 . 

E n l a i s s a n t d e c ô t é X ' = o q u i e n t r a î n e X 2 = o , l ' é q u a t i o n ( 3 3 ) p e u t ê t r e r e m p l a c é e p a r l e s 

s u i v a n t e s : 

( 3 4 ) x ; " = TOlx;, 

( 3 5 ) y 1 ( ™ , z 1 - f - ^ - r - y " ( z J - r - 8 î 0 = o ( t u , c o n s t . ) . 

Premier cas : - o r , = o . — L ' é q u a t i o n ( 3 5 ) d e v i e n t : 

( 3 f i ) Y 2 Z ; - + Y ; - ( Z 2 + O2Ç) = O 

e t a d m e t l a s o l u t i o n Z 2 + 82£ = o q u i c o n d u i t a u x é g a l i t é s 

z ; = z ; = z; = o 

e t r e n t r e d a n s u n t y p e é t u d i é s p é c i a l e m e n t . C e c a s e x c l u s , l ' é q u a t i o n ( 3 6 ) s e d é c o m p o s e e n l e s s u i 

v a n t e s : 

( 3 7 ) z " = p 2 ( z 2 - ( - 3 2 E ) e t y ' 2 ' + p 2 y 2 = o ( p 2 c o n s t . ) . 

M a i s , d ' a u t r e p a r t X , d o i t ê t r e q u a d r a t i q u e e n x . S i o n é c r i t , q u e l e s t e r m e s e n x 2 e t l e s t e r m e s 

e n x d e l ' é q u a t i o n ( 3 2 ) s ' é v a n o u i s s e n t s a n s q u e X j s o i t i d e n t i q u e m e n t n u l o n e s t c o n d u i t à l a c o n 

d i t i o n : 

Y ; X , ; [ O I Z I ( I + 0 - E Z 1 ] = O. 

O r Y ^ — o e n t r a î n e Y , — o e t l ' a n n u l a t i o n d u c r o c h e t a m è n e r a i t à p r e n d r e , e u é g a r d à l a 

s e c o n d e é q u a t i o n ( 3 i ) , p o u r Z , e t Z 2 d e s c o n s t a n t e s , s o l u t i o n q u e n o u s a v o n s é c a r t é e . I l r e s t e d o n c 

( 3 8 ) x ; ' = o , 

e t X , e s t u n b i n ô m e l i n é a i r e e n X . M a i s , l ' h y p o t h è s e d e l a n u l l i t é d u p r o d u i t Y ^ Z , a y a n t é t é é c a r t é e , 

l ' é q u a t i o n ( 3 2 ) s ' é c r i t : 

z " y ' " 

— A — o 

z , Y j ° -

o u 

( 3 9 ) z : = P 2 z , 

e u é g a r d à l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 3 7 ) . S i o n r a p p r o c h e c e t t e r e l a t i o n d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 3 7 ) 

e t d e l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 3 i ) o n e s t c o n d u i t à u n e c o n d i t i o n q u i p e u t r e m p l a c e r l ' u n e d e s é q u a 

t i o n s d u s y s t è m e e t s e r é d u i t à : 

(40) 3 2 = o . 

E n r é u n i s s a n t l e s d i v e r s e s c o n d i t i o n s e t e n d i s t i n g u a n t d e u x c a s s u i v a n t q u e p 2 e s t n u l o u n o n , 

o n t r o u v e r a i t d e u x s o l u t i o n s ; c e l l e q u i c o r r e s p o n d à p 2 = o e s t u n c a s p a r t i c u l i e r d u t y p e I V , 

l ' a u t r e e s t : , 

j a = t a (a,x + «1) (l'i s i n t a y — [3¡ c o s c u / / ) (c¡ c h t a z - f - y , s h c o z ) , 
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D e u x i è m e r a s . — Si t j , n'est pas nul, l'équation (35) peut être remplacée par les suivantes: 
(40 TOlz2 + z;' = ? 2 ( z 2 + o25) et y;' + P j y 2 = 0 , 

et de plus : 

Xt = ch y'-nj, x + a, sh y/tir, a: 4~ ?i ( « I« IS I const.). 

A l'équation (32) on substituera celle obtenue en égalant à zéro la dérivée par rapport à a? de 
son premier membre [ce qui entraîne la disparition des termes transcendants dans l'équation (32)] 
jointe à l'équation complémentaire : 

(4a) ç 1„(z 1y;-+-z';y i) = o, 

qui assure la nullité des termes non transcendants en x . L'équation dérivée est, en tenant compte 
de (34): 

(43) «,y; [*2z, (I + 5) - HZ,] + ». [z.y™ + z-;y;i = o. 

Si on annule la parenthèse du premier membre de l'équation (42), il résulte de l'équation (43) 
que l'on est conduit à des solutions à écarter en sorte que l'on doit prendre — o, d'où la déter
mination des X : 

t 

(44) X, = a, ch y/ta, x 4- a, sh y-mi x X2 = —i-
Pi 

Les Y et les Z sont donnés par les équations (3i) et (40- En écrivant que l'équation (43) est 
satisfaite, sachant que Y™ = — p2Y'2 on trouve : 

(45) a2Z" 4- UjZ, (ta, — p2) — 13,32P = 0 , 

dont la compatibilité avec les autres équations en Z, et Z2 exige 

(46) Sa (ta, — p2) (S 4- 0 — 0 (t + i f °) 
qui se décompose en : S2 — o ou — p2. 

à) h2 — 0 . La solution a deux formes suivant que p2 est nul ou non. 
Lorsque p2 — 0 on obtient une solution qui ne diffère du type (IX) que par permutation de x et 

de 1/. Si p2 n'est pas nul on obtient, en changeant d'une manière évidente les notations, le système: 

Î u = t a 2 ( a ch i o ^ x 4- « sh u,!') ( b sin i a 2 y — ¡3 cos u 2 y ) (c cos y'eu* — 0/2 4- Y s m V'"'! — w

2-0> 
v = wr (a. sh <o,.T 4- « ch m, a:) (6 cos u2r/ 4- P sin ^^y) (c cos yuj — m[z + Y sin y/w* — "t-2)' 

M» = c ^ z 4-^3, 6 = c3. 

è) On prend p2 = t j x , 8 2 étant quelconque ; on obtient ainsi : 

/ . s; 

1 u = (a ch mi 4- « sh (u.t) (6 sin — ¡3 cos ki/) (w2 — z 2 4- <?i£ + Y')> 

^ v — (a sh ti>x 4- a ch oix) {b cos tay 4- p sin ia(/) (w2 £2 4" CiT 4" Tr + 8), M) = c } z 4- Y5 9 = Cj — o<o (a sh w x 4- a ch wa:) (̂  sin 0)7/ —• p COS t a y ) . 

7 . Recherche des solutions dérivant des équations (i4). — En tenant compte de ces 
relations l'équation (2) devient : 

(47) (14-0 + ^ X ^ 4 - ^ X ^ = 0 . 

Or, ( 1 4- 4) n'étant pas nul, il n'y a pas lieu de supposer a, = a 2 = 0 . 
Il reste donc deux hypothèses a, u2 = o avec 4- <?2 =j=- 0 et tr, =p 0 . 



Premier cas. On prend a2 ~= o e t a, 4 z o. — L e p r o d u i t X j Y , d o i t s e r é d u i r e à u n e c o n s t a n t e 

n o n n u l l e . D o n c : 

( 4 8 ) X[ = a , , Y , = r , , , ( a t , r n , c o n s t . n o n n u l l e s ) , 

e t : 

( 4 g ) i + ? + i i ï a . T i , — o . 

D ' a i l l e u r s o n a , e n d é s i g n a n t p a r ¿ ' 2 u n e c o n s t a n t e q u ' i l e s t l o i s i b l e d e s u p p o s e r n o n n u l l e : 

( 5 o ) Z2 = ¿ 2 . 

L e s é q u a t i o n s ( 1 ) d e v i e n n e n t a l o r s : 

I X ^ . Z Ï + Ç X i Y ' Z ^ o , 

( 5 , ) ) X 2 Y ' ; ( i + E ) + X ' ^ Y 2 = o . 

L e p r e m i e r t e r m e d e l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 5 1 ) e s t i n d é p e n d a n t d e y . I l d o i t e n ê t r e d e m ê m e d u 

s e c o n d , c e q u i e x i g e q u e Y ' s o i t c o n s t a n t o u q u e X'2 s o i t n u l . E n t e n a n t c o m p t e d e l a s e c o n d e é q u a 

t i o n ( 5 i ) , s i X 2 - o , Y' e s t c o n s t a n t . O n a u r a d o n c t o u t e s l e s s o l u t i o n s p o s s i b l e s e n p r e n a n t : 

Y 2 = b2ij - f - B 2 (ù2 R t p 2 c o n s t . ) . 

L a s u b s t i t u t i o n d e c e t t e v a l e u r d e Y 2 d a n s l e s é q u a t i o n s ( 5 i ) d o n n e l e s r e l a t i o n s : 

Z " = 0 , X , — «2.T; - t - a 2 ( a 2 a 2 , c o n s t . ) , 

a v e c l a c o n d i t i o n : a 2 b 2 — 0. O n e s t a i n s i c o n d u i t à u n e s o l u t i o n r e n t r a n t ( à u n e p e r m u t a t i o n p r è s ) 

s o i t d a n s l e t y p e ( I V ) , s o i t d a n s l e t y p e ( V ) . 

Deuxième cas. aI<72 - r z o. — D é r i v o n s l e s é q u a t i o n s ( 1 ) p a r r a p p o r t à z e t r e m p l a ç o n s d a n s l e 

r é s u l t a t Z ' , Z " , Z ' e t Z " p a r l e u r s e x p r e s s i o n s d é d u i t e s d e s é q u a t i o n s ( i 4 ) ; o n o b t i e n t a i n s i l e s 

é q u a t i o n s : 

r , \ z { ( » . r x " Y x 0 + ? ) + x . r / j - + - a 2 ç x T 2 | + B . x ^ . z , ' = o , 

{ J 2 ) I z ; \ n , i x ' X + a i [ x 2 y , (I + o + x ï y j j + a 2 x 2 Y 2 z ^ = o . 

L a s o l u t i o n Z ' — Z / — Z j ' — o é t a n t , é c a r t é e a i n s i q u e c e l l e q u i c o r r e s p o n d à u n e c o m p o s a n t e 

( m o u d ) n u l l e , o i t p e u t é c r i r e l e s é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s : 

P , ¿ 1 _ 

+ z , 7 - ° ' / p , = 0 l [ x ; y , (1 + 0 + X > Y " ] + ^ x 2 y 2 \ 

. Z 7 \P2 = a t ç x ; Y ; + a 2 [ x , y ; (I + ç) + x ï y j ) 

+ rrr,- — O, 
a 2 X 2 ^ ï 2 Z , 

q u i s e d é d o u b l e n t e n : 

( 5 3 ) Z , V = X 3 Z . ' , P , + X 3 a I X I Y I = 0 , P 2 - f - X . a 2 X 2 Y 2 = o (X3 c o n s t . ) , 

d o n t l e s d e u x d e r n i è r e s s ' é c r i v e n t : 

/ r i \ x - y ; . X ! y ; 

( 5 4 ) + y ; = ~ A " x 2

 + Y; = - X " 
é q u i v a l e n t e s a u x q u a t r e s u i v a n t e s - : 

•) x - ; = x , x „ . y ï + ( x , + x 3 ) y , = o , 

( 0 0 ) J Y 2 = X 2 Y 2 , X 2 ' H - ( X 2 + X î ) X 2 = o , A2j c o n s t . ) . 

M a i s s i l ' é q u a t i o n ( 4 7 ) r e m p l a c e l ' é q u a t i o n ( 2 ) , l e s é q u a t i o n s ( 0 2 ) n e r e m p l a c e n t p a s e n t i è r e 

m e n t l e s é q u a t i o n s ( 1 ) , c a r e l l e s o n t é t é o b t e n u e s p a r d é r i v a t i o n . U n e v é r i f i c a t i o n d i r e c t e s ' i m p o s e . 

O r , e u é g a r d à l a p r e m i è r e é q u a t i o n ( 5 3 ) e t a u x é q u a t i o n s ( 5 5 ) , l e s d e u x é q u a t i o n s ( 1 ) s o n t é q u i 

v a l e n t e s a u x s u i v a n t e s : 

r n I X , Y , [ Z , (X, S — X3) + z ' ; j + Ç X 2 Y 2 Z 2 = o , 

^ l } h x ; y ; z , + x 2 y S [(X, ç - x 3 ) z 2 + z 2 ] = o , 
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( ' ) O n r e m a r q u e r a q u e c e s c o n d i t i o n s i n t r o d u i t e s d a n s lyi b i s c o n d u i s e n t à u n e i n c o m p a t i b i l i t é , 1 - f - \ n ' é t a n t 

p a s n u l . 

L a s u p p o s i t i o n X , — X , — о c o n d u i t i m m é d i a t e m f l n t à u n e s o l u t i o n d u t y p e ( I V ) . C e c a s é c a r t é , 

i l r e s t e d e u x h y p o t h è s e s p o s s i b l e s : X , X 2 — о e t X , + X 2 ~ p о o u X : X 2 - p o . 

i ° S u p p o s o n s d ' a b o r d : X , X , = о , X , + X 2 - 7 = o . A c a u s e d e l a s y m é t r i e o n p e u t p r e n d r e p a r 

e x e m p l e X 2 • = о , X , -zp 0 . 

D é r i v o n s l ' é q u a t i o n (47) s u c c e s s i v e m e n t p a r r a p p o r t à x e t à y , e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a 

t i o n s (55); n o u s t r o u v o n s : 

Y! = 0 o u Y, = т\1 ( i l , c o n s t . ) , 

a v e c l a c o n d i t i o n : X ; — — X t . M a i s X 2 é t a n t n u l , Y" l ' e s t a u s s i e t 

Y 2 = b 2 ( b 2 c o n s t . ) . 

L ' é q u a t i o n (47) d e v i e n t a l o r s 

( 5 7 ) ( 1 + 0 + ° . Ç X I r ; i + с 2 Ç b 2 X 2 = 0 

q u i n e s a u r a i t ê t r e v é r i f i é e , 1 + Ç n ' é t a n t p a s n u l , p o u r l e s v a l e u r s 

, r a \ j X ! = a , c h y / x , a ; + a , s h y / x , a : , , . 

1 , 0 ° ) j , _ (Й! . . . a 2 C O U S t . ) , 

( X 2 = a2 c h y ' X , + a 2 s h y X , x , 

d é d u i t e s d e s é q u a t i o n s (55). D o n c p a s d e s o l u t i o n . 

2° S i X , X 2 p = 0 , u n e d o u b l e d é r i v a t i o n p a r r a p p o r t à x e t à y e f f e c t u é e s u r l ' é q u a t i o n (47) d o n n e , 

e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a t i o n s (55) : 

( 0 9 ) s , x , x , Y; + 0 2 J2 x ' z Y 2 = о 

q u i e x i g e : 

( 6 0 ) X'2 = та2 X , ( т а 2 c o n s t . ) . 

L a d e r n i è r e é q u a t i o n (55) d e v i e n t a l o r s : 

( 6 1 ) x . ^ + v ^ ' o . x ; 

D e u x c a s s o n t à d i s t i n g u e r s u i v a n t q u e X 2 + X . e s t d i f f é r e n t d e z é r o o u n u l . 

i ° S i X 3 - + - X ; n ' e s t p a s n u l , o n t i r e d e s é q u a t i o n s (55) : 

= a , c h \ ' \ , x + s h y ' ) . , x , Y 2 = h 2 c h у ' Х г ' / + P 2 s h у ^ Х 2 г / , 

X 2 = a 2 c o s y X 2 + À j Ж + « 2 s i n y X 2 - f - X ; . x , ( a , . . . a 2 Ë 2 c o n s t . ) , 

e t l ' é q u a t i o n (47) n e p e u t ê t r e s a t i s f a i t e , 1 + | n ' é t a n t p a s n u l . 

2 0 S i Х г + X , e s t n u l i j 2 X [ = 0 e t t j 2 — 0 c a r X ' n ' e s t p a s n u l c o m m e l e m o n t r e l a p r e m i è r e d e s 

é q u a t i o n s (55) ( X , ~ p o ) . 

M a i s a l o r s X ^ e s t n u l e n v e r t u d e l ' é q u a t i o n ( G o ) e t o n p e u t p o s e r : 

X 2 = <x 2 ( c c 2 C o n s t . ) . 

D e m ê m e Y , d e v r a i t s e r é d u i r e à u n e c o n s t a n t e ¿ 5 , ( j i t ~ 0 ) e t l ' é q u a t i o n ( 4 7 ) d e v i e n d r a i t : 

( 4 7 b i s ) I + S + ч ? : Ç X , ' + a 2 f a 2 Y 2 = o . 

O r , é t a n t d o n n é e l a f o r m e d e s f o n c t i o n s X ' e t Y ^ l o r s q u e X t X 2 - , - 0 , c e l t e é q u a t i o n e x i g e r a i t , ( ' ) : 

a 2 — ( 5 , ~ o , c ' e s t - à - d i r e и — и - = о . I l n ' y a d o n c p a s d e s o l u t i o n n o u v e l l e . 

8 . C a s o ù Z ' - = Z ^ — Z " = 0 . — L ' é q u a t i o n ( 2 ) e s t a l o r s v é r i f i é e s a n s a u t r e c o n d i t i o n ; Z , e t 

Z 2 s e r é d u i s e n t à d e s c o n s t a n t e s q u e n o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t s u p p o s e r d i f f é r e n t e s d e z é r o s a n s 

r e s t r e i n d r e l a g é n é r a l i t é . O n p o u r r a d o n c m ê m e p r e n d r e s i m p l e m e n t : 

Z, = Z 2 = i 
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2 « 1 E + 1 , , 
W = 6 - 5 ^ + 7 3 , 8 = z - X + a 2 — ( - C ; + « , ( f l l a , E , . . . fi, c o n s t . ) . 

S i p , - p 0 , l ' é q u a t i o n ( 6 8 ) p e r m e t d e t i r e r Y 2 e n f o n c t i o n d e Y , q u e d é f i n i t l ' é q u a t i o n ( 6 5 ) . E n 

p o r t a n t d a n s l ' é q u a t i o n ( 0 6 ) l a v a l e u r d o n n é e p o u r Y a p a r l ' é q u a t i o n ( 6 8 ) e t e n c o m p a r a n t a v e c 

l ' é q u a t i o n ( 6 5 ) o n o b t i e n t l a c o n d i t i o n ( ' ) : 

P i ft 

( 7 0 ) X , = = ~ T 

e t p a r s u i t e : 

l Y , — b , c o s t u , y + , 3 , s i n u , y , ( b u ¡ 3 , c o n s t . t o 2 = P ' ^ 0 

( 7 0 . ' 

| Y 2 = — [ — b i s i n t o , y + ¡ 3 , c o s t u , y ] . 

( ' ) O n l a i s s e d e c ô t é l a s u p p o s i t i o n X , = . - p , = o q u i c o n d u i t à X ' / = 0 , h y p o t h è s e é t u d i é e c i - a p r è s ( p . 5 7 ) . 

E n f i n a u x s y s t è m e s q u e n o u s a l l o n s t r a i t e r c i - a p r è s o n d e v r a j o i n d r e : 

u> = c 3 z + T ; ( c ; , t 3 c o n s t . ) . 

T o u t e l a q u e s t i o n r e v i e n t d o n c à d é t e r m i n e r l e s s o l u t i o n s d e s é q u a t i o n s : 

( G ? . ) X ï Y , ( i + 0 + X , Y ' , ' + E X I Y 2 = o , 

(63) e x ; y ; + x , y ? (I + e ) + x ï y 2 = 0 . 

a u x q u e l l e s s e r é d u i s e n t l e s é q u a t i o n s ( i ) . 

N o u s e m p l o i e r o n s d a n s c e t t e r e c h e r c h e , e n p a r t a n t d e l ' é q u a t i o n ( 6 2 ) , l e p r o c é d é u t i l i s é 

j u s q u ' i c i . 

I . I l e x i s t e u n e r e l a t i o n l i n é a i r e e n t r e X " X , e t X \ — • G o m m e l e c o e f f i c i e n t d e X ' ; ' d a n s 

l ' é q u a t i o n ( 6 2 ) n e d o i t p a s ê t r e s u p p o s é n u l , c e t t e r e l a t i o n s ' é c r i t : 

( 0 4 ) X " = X , X ! - f - | x , X'2 ( X , , l i . , c o n s t . ) , 

e u é g a r d à l a q u e l l e , l ' é q u a t i o n ( 0 2 ) s e d é d o u b l e e t d o n n e l e s s u i v a n t e s : 

( 0 5 ) X , ( 1 + 5 ) Y , + Y ' ; = o , 

( 6 6 ) , 1 , ( 1 + e ) y , + ? y ; = = 0 . 

E n t e n a n t c o m p t e d e l ' é q u a t i o n ( 6 6 ) , l ' é q u a t i o n ( 6 3 ) d e v i e n t : 

( 0 7 ) y ; [ s * x ; - ( i + e ) 2 ft x 2 ] + e x ; t 2 = 0 

q u i e s t s u s c e p t i b l e d e d e u x s y s t è m e s d e s o l u t i o n s , é t a n t t o u j o u r s e x c l u l e c a s d ' u n e c o m p o s a n t e 

n u l l e . 

а) S i o n s u p p o s e X ^ ' — o , £ 2 X J — ( 1 + £ ) 2 u . , X 2 , o n e s t c o n d u i t à X , = u . , = o e t p a r s u i t e 

à X " = o . C e t t e s o l u t i o n r e n t r e d a n s u n e s é r i e q u e n o u s é t u d i e r o n s s p é c i a l e m e n t . ( C f . p . 5 5 ) . 

б ) L e c a s p r é c é d e n t é c a r t é , i l r e s t e l a s o l u t i o n c a r a c t é r i s é e p a r : 

( 6 8 ) y ; = p , y 2 

e t 

( 6 9 ) P . [ X ; E 2 — ( E + 0 2 ft X , ] + E X : = o . 

S i , p , e s t n u l , o u a : Y ^ = Y " = o e t l ' é q u a t i o n ( 6 5 ) e x i g e X , " = 0 . 

L ' é q u a t i o n ( 6 7 ) d o n n e a l o r s X " = 0 . O n t i r e d e l à e t d e s é q u a t i o n s ( 6 4 ) e t ( 6 6 ) l e s y s t è m e : 

u = o . j . x 2 + a , x + E i , 

! » = ( — a alX + « , ) y + p 2 



T i r o n s X 2 d e l ' é q u a t i o n ( 6 / j ) , p u i s p o r t o n s d a n s l ' é q u a t i o n ( 6 g ) a p r è s r e m p l a c e m e n t d e X , p a r 

s a v a l e u r . N o u s t r o u v o n s a i n s i : 

( 7 . ) , . » ( • + . ) • x . = i X : + " ; « • - > * : . 

d ' o ù l ' o n p e u t t i r e r u n e v a l e u r d e X ' . E u é g a l a n t c e t t e d e r n i è r e à c e l l e d é d u i t e d e l ' é q u a t i o n ( 6 4 ) 

o n o b t i e n t l ' é q u a t i o n : 

( 7 3 ) S 2 X 7 _ a p , ¡1, ç ( ç + 1 ) x ; 1 + [ ? , p . , ( 1 + t)]* X , = o . 

L e r a p p r o c h e m e n t d e s é q u a t i o n s ( 7 1 ) , ( 7 2 ) e t ( 7 3 ) c o n d u i t à l a s o l u t i o n : 

u = [ ( a , j ; | - s e , ) c h u , a ; + ( t l , x - f - a i ) s h u , .7-] ( 6 , c o s u > , y - ) - • (3 , s i n u , y ) 

y _ [ « , c h u „ i + a , s h ( u , a ; ) ( Ç - f - 2 ) + u , Ç j ( « „ r + a , ) s h M, ,7; + ( a , .2; - f - a , ) c h i o , j ? j ] 

(1) 1 Ç 
X I I I 

( — / ; s i n w , y + p c o s ( o , y ) 

w = - f - y ; 9 = — ¡7 ( 6 , c o s u , y - H p , s i n 10, y ) ( r i , c h m , j ; - f - r i , s h u > , , - r ) + K. 

I I . I l e x i s t e e n t r e X " , X , e t X'Z d e u x r e l a t i o n s l i n é a i r e s . — X , n ' é t a n t p a s n u l , c e s 

r e l a t i o n s p e u v e n t s ' é c r i r e : 

(74) X ' ! ' = a , X . , X J = O J X , . ( a , , a 2 C û n s t . ) 

L e s é q u a t i o n s ( 6 2 ) e t ( 6 3 ) d e v i e n n e n t : 

( 7 5 ) ° . ( 1 + ?) Y, + v ; — Œ2Ç Y; = o , 

( 7 6 ) x ; ( j Y; + ^ Y 2) + X2Y;- (I + s ) = o . 

L a i s s o n s d e c ô t é l e c a s o u t j , — - - o , c e q u i e n t r a î n e X " = o ; n o u s a v o n s a l o r s : 

X ' = a - î X" 
IL 1 

o u : 

a 2 

( 7 7 ) X i = - X ; + a 2 ( « 2 c o n s t . ) , 

31 
e t l ' é q u a t i o n (76) d o n n e : 

( 7 8 ) x ; [ÇY; + -, Y, + ~ Y;' ( • f q j + . . .Y; ( , + o = o . 

O r , s r n ' é t a n t p a s n i d , X[ n ' e s t p a s u n e c o n s t a n t e ( E q . 7 4 ) . D è s l o r s l ' é q u a t i o n ( 7 8 ) é q u i v a u t 

a u x d e u x s u i v a n t e s : 

( 7 9 ) ÇY; + ^ + J(. + E ) Y I - O , 

( 8 0 ) «2Y;' = o . 

L ' é q u a t i o n ( 8 0 ) e x i g e s o i t a 2 — o , s o i t Y ' 2 ' — 0 . N o u s n e d é v e l o p p e r o n s p a s l e s c a l c u l s c o r r e s 

p o n d a n t à l a p r e m i è r e s u p p o s i t i o n q u i c o n d u i t à u n e s o l u t i o n n e d i f f é r a n t p a s d u t y p e X I I I . 

F a i s o n s d o n c Y ' ^ = o o u Y 2 — b2 y - f - p \ . 

L e s é q u a t i o n s ( 7 6 ) e t ( 7 6 ) d e v i e n n e n t : 

( 8 0 + OY. + Y;' + , 2 ^ 2 = o , 

( 8 2 ) ÇY; + ^ ( 6 2 / y + p 2 ) = o . 

L ' é q u a t i o n ( 8 2 ) e x i g e q u e Y " ; s o i t u n p o l y n ô m e d u s e c o n d d e g r é t a n d i s q u e l a p r e m i è r e 

(s1 = p o ) r é d u i t c e p o l y n ô m e à u n e c o n s t a n t e . D è s l o r s Y ' d o i t ê t r e n u l c l p a r s u i t e c 2 , e u é g a r d à 

l ' é q u a t i o n ( 8 2 ) ; m a i s a l o r s j , n ' é t a n t p a s n u l l ' é q u a t i o n ( 8 0 c o n d u i t à u n e i n c o m p a t i b i l i t é . 



— 55 — 

X I V I u = (a,x + a,) (b,y + P . ) , w = — S — a 2 + « 2 ^ + « 2 , w = C } s + ï > : ( a i , 6,, y c o n s t . ) 

20 L ' é q u a t i o n ( 8 4 ) a d m e t u n e d e r n i è r e s o l u t i o n c a r a c t é r i s é e p a r : 

X ' 

( 8 6 ) ~ — p 2 ( p 2 c o n s t . ) , 

e n v e r t u d e l a q u e l l e l ' é q u a t i o n ( 6 2 ) s e r é d u i t à : 

( 8 7 ) Y ' ; - r - P 2 5 Y ; = o . 

D e s é q u a t i o n s ( 8 3 ) e t ( 8 6 ) o n t i r e : 

( 8 8 ) X 2 = p 2 ( J
a 1 - a r x \ 4 - a 2 ( « 2 c o n s t . ) , 

e t l ' é q u a t i o n ( 6 3 ) d e v i e n t : 

x 2 

( 8 9 ) « . ( Ç Y ; + p 2 Y 2 ) 4 - Y 2 ( 1 + Ç ) [ p ^ z — + P 2 « t a ; + a 2 ] = o . 

O r i l f a u t é c a r t e r l ' h y p o t h è s e a , = a , = 0 q u i e n t r a î n e M = 0 . C e l a é t a n t , l a d i s p a r i t i o n d e s 

t e r m e s e n x 2 e t e n x d u p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 8 9 ) e x i g e : 

S o i t Y ' 2 ' = 0 , s o i t p 2 = o . " ~ ~ 

A ) S i Y " 2 = 0 , l ' é q u a t i o n ( 8 9 ) d e v i e n t : 

( 9 0 ) FLL (?Y; + P 2 Y 2 ) = o . 

L a s u p p o s i t i o n a , = 0 c o n d u i t à u n e s o l u t i o n n e d i f f é r a n t d u s y s t è m e ( X I V ) q u e p a r u n e 

p e r m u t a t i o n . 

F a i s o n s d o n c : 

( 9 . ) Ç Y ; 4 - P > Y 2 ^ O . 

O n a d ' a i l l e u r s : 

( 9 2 ) Y 2 — B2Y 4 - p 2 ( è 2 , Pj c o n s t . ) , 

d ' o ù l ' o n d é d u i t , e u é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 9 1 ) : 

( 9 3 ) s Y; + P 2 6 2 # + P 2 3 , = O, 

d o n t l a c o m p a r a i s o n a v e c l ' é q u a t i o n (87) d o n n e l a c o n d i t i o n : 

B 2 ? 1 (1 — ? s ) = o , 

d ' o ù ( p 2 ^ f c o , ? 4 - 1 z p o ) 

6 , = o o u Ç = 1. 

I I I . C a s o u X ' e s t n u l . O n a a l o r s : 

( 8 3 ) X 1 = a , a ; + . I . 

A p r è s d i v i s i o n p a r X , l ' é q u a t i o n (62) d e v i e n t : 

( 8 4 ) Y " + ; g Y; = o , 

q u i e x i g e q u e Y ' s o i t n u l o u ^ - c o n s t a n t . 

2 X , 

i ° S u p p o s o n s d ' a b o r d T = o o u Y 2 = | 3 2 ( f S 2 c o n s t . n o n n u l l e ) . 

O n p e u t p r e n d r e f j 2 é g a l e à l ' u n i t é . L ' é q u a t i o n ( 6 3 ) d o n n e a l o r s : 

( 8 5 ) X; = — ï a , é „ 

e t l ' o n e n d é d u i t : 
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L a p r e m i è r e d e c e s c o n d i t i o n s d o n n e u n e s o l u t i o n q u i r e n t r e d a n s l e t y p e (XIV) p a r p e r m u 

t a t i o n d e x e t / / . L a s e c o n d e c o n d u i t à : 

J u —(a,x + « , ) | ~ p r — p 2 + $2yj 

w = c 3 5 + v . Ç = i (a,, . . , v 3 const.) 

s o l u t i o n q u e n o u s a v o n s c l a s s é e h o r s s é r i e c a r e l l e n e c o n v i e n t q u ' a u x s e u l s m i l i e u x p o u r l e s q u e l s 

l e c o e f f i c i e n t X d e L a m é e s t n u l . 

6) S i p 2 = o o n a d e s u i t e : 

X 2 = o d'où Xj - i 
e t : 

Y" = o d'où Y, = b,y + p,. 

L ' é q u a t i o n (89) d e v i e n t : 

Y 2 ( i + 0 + 0,6,5 = 0 , 

q u i d o n n e Y". O n o b t i e n t a i n s i u n e s o l u t i o n q u i , p a r p e r m u t a t i o n d e s v a r i a b l e s , r e n t r e d a n s l e 

t y p e X I I . 



CHAPITRE V 

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT AU CAS 
OU L'UNE DES TROIS DÉRIVÉES X Y OU Z. EST NULLE 

I 2 > 

1 . Ainsi que nous l 'avons fait observer dans l ' in troduct ion, nous pouvons nous l imiter au cas 
où X' = o. Les équat ions ( i ) deviennent alors : 

( 0 b, x, + x; + D, X3' = o, 

0 ) A 2 x : + B 2 X 2 + D2 X3 = o, 

( 3 ) a, x ; + B 3 X - , + D3 X2 = o. 

2 . P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( i ) : 

L'équation (i) admet une première série de solutions. 

Si on laisse de côté le cas déjà étudié de la nullité d 'une composante du déplacement , ces 
relations exigent : 

Y' = o, z: = o. 

Alors les équat ions (i), ( 2 ) et (3) se réduisent aux suivantes : 

(4) y; z, + y, z* = 0, 

- (5) x; z2 + x2 z;' = o , 

(6) x';y3 + x3 y3 = O. 

d'où l'on déduit le système : 
J 11 = (A, ch u)j Y + ¡3, sh t o r y) ( C i cos UIJ Z + yx sin m, .z), 

J I I < V = { A 2 cos «! x + a, sin w2 a;) (c 2 ch u 2 f + y2 sh u 2 .2) , 8 = 0 , 

f w = (a 3 ch w3 a; + a3 sh (o3 a;) ( ¿ 3 eosw3 y + P3 sin w3 y), 
et ses dégénérescences évidentes. 

3 . On aura u n e s e c o n d e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) en écrivant que X,, Xi 
et X! sont liés par une relat ion linéaire et une seule. Les solutions nulles étant écar tées , on peut 
sans restriction prendre X r = 1 et résoudre la relation envisagée par rappor t à X'2 ou à X',. En s 'ar-
rétant à ce dernier cas, ce que nous pouvons faire par raison de symétr ie , on aura ( ' ) : 

(7) X; = X3 X'2 + [x3 (X3, u. const.). (') Si ).j q̂o, on peut résoudre aussi par rapport à X'2. Si 5.5 = 0, la résolution par rapport à X3 est seule possible. 
É Q U A T I O N S I N D E F I N I E S 8 
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(') La première donne une solution qui rentre dans le type général des solutions où X 2 et X ; sont des binômes 
du premier degré (Cf. p . 63 et seq). 

E n f i n n o u s i n t r o d u i s o n s d a n s n o i r e a n a l y s e l a f o r m u l e : 

( 8 ) X , = X , X 2 + ,fy x + v , , 

d é d u i t e d e I ' i n l é g r a t i o n d e ( 7 ) ; l ' é q u a t i o n ( 1 ) d e v i e n d r a a l o r s : 

( y ) ? x ; [Y; z 2 + h Y> K\ + Y; Z, + y , z ' ; + ^ \ Y., Z; = o , 

r e l a t i o n o ù l e p r e m i e r t e r m e d u p r e m i e r m e m b r e d é p e n d s e u l d e x. I l f a u t d o n c é c r i r e q u e X'2 e s t 

u n e c o n s t a n t e o u q u e s o n c o e f f i c i e n t e s t n u l . 

P n E M i E R CAS. X 2 = az (a1 const.). X 2 et X . sont des binômes du premier degré. N o u s r e v i e n 

d r o n s s p é c i a l e m e n t s u r l e s s o l u t i o n s c a r a c t é r i s é e s p a r c e t t e p r o p r i é t é . 

DEUXIÈME CAS. O n a : 

( • o ) Y; Z 2 + x 3 Y, z ; - • = o , 

0 0 r ; z , + Y, 7 : ; + M Y, z ; = o . 

G r â c e à l a f o r m u l e (8) , l e s é q u a t i o n s ( a ) e t (3) p e u v e n t s ' é c r i r e : 

Ci a) A , X ' ; + X 2 ( B 2 + X . D 2 ) + (¡1, x + v 3 ) D 2 = o , 

( 1 3 ) A 5 X ; X ' ; + B ; ( X , X 2 + M + , ; ) - f D ; X ; = o , 

r e l a t i o n s e n t r e l e s q u e l l e s * l ' é l i m i n a t i o n d e X " d o n n e : 

( i /0 A , B 3 ( X - X , + h X + v 5 ) + A 2 D ; X 2 

- A3 X , X 2 ( B 2 + X3 D 2 ) — A ; À ; D 2 ( f t x + v . ) = 0. 
C e t t e é q u a t i o n e x i g e q u e X 2 e t p a r s u i t e X 3 s o i e n t d e s b i n ô m e s d u p r e m i e r d e g r é à m o i n s 

q u ' e l l e n e s e r é d u i s e à u n e i d e n t i t é p a r r a p p o r t à X 2 . 

N o u s n o u s a r r ê t e r o n s i c i à l a d e r n i è r e h y p o t h è s e ( ' ) . O n a u r a a l o r s : 

( 1 5 ) A 2 ( B 3 X 3 + D . ) - A 3 > 3 ( B 2 + X , D O = 0, 

( 1 6 ) ( h a + v î ) ( A , B , - . X , A , D O = o . 

Première solution de l'équation ( 1 6 ) . O n f a i t p.3 — v, = o . 

L ' é q u a t i o n (8) d e v i e n t : 

( 1 7 ) X 3 = X 3 X 2 , 

d ' o ù o n p e u t c o n c l u r e e n p a s s a n t q u e , d a n s l e c a s a c t u e l i l n ' y a p a s l i e u d e s u p p o s e r n u l l e l a 

c o n s t a n t e X 3 . 

L ' é q u a t i o n ( 1 2 ) s e r é d u i t a l o r s à : 

( 1 8 ) A 2 X ' 2 ' + X 2 ( B 2 + X 3 D 2 ) = o ; 

l e c o e f f i c i e n t d e X " d a n s c e t t e é q u a t i o n n e d e v a n t p a s ê t r e s u p p o s é n u l , o n e n d é d u i t : 

( 1 9 ) X ' 2 = s 2 X 2 ( a 2 const.), 

(20) A 2 a 2 + B 2 + X 3 D 2 = 0, 

e t l a c o n s t a n t e j 2 p e u t ê t r e s u p p o s é e d i f f é r e n t e d e z é r o s i o n é c a r t e l e c a s o ù X 2 e t X 3 s o n t d e s 

b i n ô m e s d u p r e m i e r d e g r é . 

E u é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 2 0 ) , l ' é q u a t i o n ( i o ) d e v i e n t : 

(2O * , B , + D 3 + V i A , = 0, 
e t l ' é q u a t i o n ( 1 1 ) , ( u . ; é t a n t n u l ) s e d é d o u b l e e t d o n n e : 

(22) Y" = ^ Y , , Z " + " ^ î Z j = o ( i n , c o n s t . ) . 
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X ;Y, 1 Z, 

et, par suite, est remplaçable par les suivantes : 

r>3) ^ = хзРзт, (p, const.), 

(24) P3 Z 2 + Ц = О. 

On peut supposer ç 3 =p o. Sans quoi on aurai t = Z 3 = о et on re tomberai t sur le type [1]. 

Des équations (20), (21) et (2З) résultent les suivantes : 

Y" Z" 

(25) 4- £2 4- <j2 = 0, 
Z" Y'.' 

(2G) ^ + 4- a 2 = 0, 
équivalentes respect ivement aux deux couples d 'équations : 

(27) Y" = -nr2Y2 (-та, const.), Z" + (w, + o2) Z 2 = 0, 

(28) Z ' = = « , Z , (та, const.), Y" 4- (та. + a.) Z. == 0. 

auxquelles il faudra joindre la condition : (29) a 2 4- та2 + та3 = о 

qui assure la compatibi l i té des équations (2З), (24), (27) et (28). 
On obtient ainsi une solution définie par les formules : 

X, = 1, XI 4- (43j 4- -ra;) X 2 = o, X 3 = л3 X 2 , 

Y; 

Yï — TOlY, = o, Y'2' — in2Y2 = o, Y 3 : Рз>з' Z' 

Z',' 4- -ci, Z, =_ o, Z 2 4- ~ = o, Z 3 — -Rj Z; 

Рз 
d'où l'on tire [en supposant тт,, тт 2 , *ет3, (тт 2 + тт.) ^ о] : 

= (6, ch у/та, У 4- S: sh у'-птУ У) (с, cos y'in, z -J" ïi -s'n V̂ " -)> 
j j j j ' y = —-y'-ni; (a2 cos y'iîj 2 4- ̂3 x-\- a2 sin \/'Byj4-'I!'3 a.')(̂2

 c ' 1 y ' ^ y + P2 sh y/-n2 Y) (c 3 sh y ' r o , * ^ Y; ch y/ro-jr), 
J » =y'<ci2 (a 2 cos y'i7T2 4- ̂3 x-\-*i si u y'^j -f "̂3 a;) (̂2 s' 1 V161* y 4- P2 c h y ' ^ y) (c 3 ch y toj ir 4-Y3 sn TO;^)> ¡9 = 0 (rc2, K 2 . . . . Y3 const.). 

Si i l , est nul, et w conservent la même forme, mais on a : 

U — (6, Y 4- p,) ( C l r 4- v,). 

Si TS2 4- TT, - o, Xj = X, - 0, et la solution correspondante rent re dans un type que nous 
avons réservé. Si 'SJ"2'or3 = o et i r 2 4- TJ3 ¿7= o, par exemple : u 2 - = o TJ. =p o, M au ra l 'une des 
formes signalées ci-dessus suivant que t j , est nul ou non, tandis que y et «; seront donnés pa r les 
formules : 

rj^~j ) v = — y'-ETj (a 2 cos y4jj3 œ 4- «2 sin y'-ra; a;) (¿2 Y + P2) (c 3 sh y/ra, ¿7 4- y3 ch y'*^ z), 
w —- é2 (я2 cos y/iiFj ж 4- a2 sin y'-nij ж) (c3 ch y/tir, г 4~ Y3 sh у'̂з •*)• 

La dilatation cubique 9 est encore nulle. 

D'autre par t l 'équat ion (10) s'écrit : 

Y' z: 
+ = o, 
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Deuxième solution de l'équation (16). — P a s s o n s m a i n t e n a n t à l a r e c h e r c h e d e s s o l u t i o n s q u e 

l ' o n p e u t o b t e n i r e n a n n u l a n t l e s e c o n d f a c t e u r d u p r e m i e r m e m b r e d e (16). O n o b t i e n t a i n s i : 

( 3 0 ) A 2 B ; - X j A ; D 2 = 0 

e t l ' é q u a t i o n ( i ô ) , e u é g a r d à (3o), d e v i e n t : 

(31) A 3 D ; - X 3 A 3 B 2 = o . 

D é v e l o p p o n s l ' é q u a t i o n (3o) e n t e n a n t c o m p t e d e l a r e l a t i o n : 

X - Y-'Z: = — Y ' % , 

d é d u i t e p a r d é r i v a t i o n d e l ' é q u a t i o n (10); n o u s o b t e n o n s ( a p r è s d i v i s i o n p a r Y 2 Y . Z 2 Z 3 + - o ) : 

( 3 a ) y~5 + ( i + 0 f | + ? " ° ' 

O n r e m p l a c e r a d e m ê m e l ' é q u a t i o n (3i) p a r : 

( 3 3 ) ï£ 4 - ( 5 + 0 ^ ' + | = o , 

sous la condition que \ ne soit pas nul. 
D e s é q u a t i o n s (32) e t ( 3 3 ) o n t i r e : 

•(34) - Y: = P 2 Y 2 , 

( 3 5 ) Z'.' = a . Z ; ( p 2 , < j j c o n s t . ) , 

e t 

( 3 0 ) Y: + [ ( i + 5 ) « 3 + E ] Y , = o , 

( 3 7 ) Z : + [ a ; 5 + P 2 ( i + ? ) ] Z 2 - o . 

M a i s l ' é q u a t i o n ( i o ) é q u i v a u t a u x d e u x s u i v a n t e s o ù ç ; d é s i g n e u n e n o u v e l l e c o n s t a n t e q u e 

l ' o n p e u t s u p p o s e r d i f f é r e n t e d e z é r o ( ' ) . 

( 3 8 ) Y ^ p . Y , , 

( 3 g ) X; z: + p . Z 2 = o . 

L ' é q u a t i o n ( 3 4 ) d é t e r m i n e Y 2 e t d e l ' é q u a t i o n ( 3 8 ) o n d é d u i t Y 3 . L ' é q u a t i o n ( 3 6 ) d e v i e n t 

f d o r s : 

Y; (P. + «,) = ». 
O r Y'2 = o e n t r a î n e r a i t Y . = o , e n v e r t u d e ( 3 8 ) . O n a d o n c ; 

( 4 o ) p 2 + o 3 = o , 

c o n d i t i o n à l a q u e l l e c o n d u i t é g a l e m e n t l a c o n s i d é r a t i o n d e s é q u a t i o n s ( 3 5 ) , ( 3 y ) e t ( 3 g ) . P o s o n s : 

p = — ff3 = çz e t a d o p t o n s p o u r Y 2 , Y 3 , Z 2 e t Z 3 d e s f o n c t i o n s d é f i n i e s p a r l e s y s t è m e : 

, F A Y; = P ; Y ; , X; z; 4 - P 5 Z 5 = O, 
Y ; ' - P Y a = o , z: + P z ; = o . 

I l r e s t e a l o r s à e x p r i m e r q u e l e s é q u a t i o n s ( i i ) e t (12) s o n t v é r i f i é e s . 

E u é g a r d a u x é q u a t i o n s (40> l ' é q u a t i o n (12) d e v i e n t : 

- ( 4 a ) Y 2 z; [— X; X ^ ' + ? » frj x 4 - v 3 ) ] = o . 

M a i s o n p e u t l a i s s e r d e c ô t é Y 2 = o ; o r Z ; ' - o e n t r a î n a n t Z , — o e u v e r t u d e l a s e c o n d e é q u a 

t i o n (40' 0 1 1 P e u t e r ' c o r e é c a r t e r c e t t e s o l u t i o n e t r e m p l a c e r l ' é q u a t i o n (12) p a r l a s u i v a n t e : 

( 4 3 ) x : = p - 5 ( ^ + I i ) . 

( ' ) S i p 3 = o , Y i = Z , = o e t o n r e t r o u v e l a s o l u t i o n 



L'équation ( i i ) devient, si l'on lient compte de la relation (38) : 

( 4 4 ) v ; z , + y , z ; + ^ y ; z ; = O. 
r i 

Comme p, 7 : 0 , il en est de même du produi t Y aZ. ( ' ) . L 'équat ion ( 4 4 ) n'est donc susceptible que 
Y" Y Z" Z 

de deux solutions que l'on trouve en écrivant que y, et ~ sont des constantes ou que ,j, et ~ jouis -
2 2 -•'3 J 3 

sent de celte propr ié té . La symétrie nous permet de nous arrêter à la première solut ion. Mais 
on a : 

Y 2 = 6 2 eh <u i/ + p2 sh u y, 
I Z ; = c 3 P 3 eo.s ia s -+- y; p ; sin w z, (u 2 = p ( 2), A2 ... y-, const.). 

Y " Y 

Pour que ~ et y ; soient constants , il faut et il suffit qu'il en soit ainsi du second de ces 
2 2 

rappor ts . Nous ferons donc : 

Y 2 = K (b2 sh w y 4 - % cl» w y), (K. const.) 

et l 'équation ( 4 4 ) devient : 
p - 3 E * o 2 

( 4 6 ) Z " 4 - w 2 Z [ = — (c 3 sin t o i T — v 3 cos n i ) . 

En rapprochant les diverses expressions que nous venons de t rouver pour les X, Y , Z, on 
obtient la solution : 

f u — (b2 sh w y + [3 2 ch w /y) [Kc, cos <o z - + • K Y, sin m 2 —• ^' ^ - (c. cos u i + Ti sin w 5 ) ] , 

I f x i x 2 \ 
u — (o [ i u 2 M h 3 -g—(- v3 — j 4 - a 2 x -|- «J ( 6 2 ch t u y 4 - ( 3 a sh eu </) (c ; sin t o .z — Y 3 cos v i z ) , 

l X i x 2 \ 

M> — 10 [V H [i3 ~ + v5 — J + (a 2 + u,) a; + a2 4 - v ;] ( 6 2 sh u j + p I ch w j ) (c3 cos w r 

f - f - Y; sin <u z ) , 
H = — c o 2 (ô 2 sh w y 4 " f 3 2 ch t u y) (c 3 siu w z — Y 3 c o s 1 0 z ) ( ^ 3 ^ +

 vi)-

Cas 0 « X3 est nul. — L'é tabl issement de l 'équation (33) suppose X. r p o. Si X3 — o, on tire de 
l 'équation ( 1 0 ) Y' = o ou Y 2 = T j 2 (ri2 const . ) . La constante r|2 peut être supposée différente de 
zéro et il est dès lors loisible de la faire égale à l 'uni té . L 'équat ion ( 3 i ) est vérifiée d'elle-même et 
l 'équation (3o) devient '. 

( 4 7 ) y ; z 3 + y3z;'(E4-0 = O. 

La fonction X. se rédui t au binôme ^ x 4 - v,, l 'équation ( n ) subsis te sans modification et 
l 'équation ( 1 2 ) s 'écrit : 

( 4 8 ) z 2 x ; - 4 - z ; ' x 2 4 - G * 5 x + v.) ? y ; z ; = o. 

L 'équat ion (47) peut d'ail leurs être remplacée par le système 

( 4 g ) y ; ' = P ; y ; , P , z 3 + z: ( i + 0 = o ( P ; . const.). 

Mais, dans le premier membre de l 'équation (48), le dernier t e rme seul contient y; pour qu ' i l ( ! ) E n v e r t u d e s é q u a t i o n s ( ' j i ) . 
( 2 ) O n p e u t s a n s i n c o n v é n i e n t s u p p o s e r p 5= o c a r s i p e s t n u l , i l en e s t d e m ê m e de X 2 e t de X, e t l a s o l u t i o n 

t r o u v é e e n t r e d a n s l a c l a s s e d e c e l l e s p o u r l e s q u e l l e s X 2 e t X . s o n t d e s b i n ô m e s du p r e m i e r d e g r é . 
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en soit indépendant il faut et il suffit que Y, soit constant ou que Z'. soit identiquement nul, conditions qui, toutes deux, exigent p3 = o. Mais alors : 
(50) Y3 = 6, y + p3, 
(51) Z3 = c; z + Y; (¿1, I3;, c>, Ï3, const.) et l'équation (n) devient : (5a) Y" Z, + Y, Z'; + h Ç c, (63 y -f- p,) = o, dont la dérivation, par rapport à z, donne : 
(53) y, r; + y; z; = o. 
Si on laisse pour le moment de côté la solution Ẑ  — o de l'équation (53), on peut la remplacer par les suivantes : 

(54) Y"=p, Y,, 
(55) Y, (Z" + p, Z,) -+- |i3 ? c3 ( b . xj + p3) = o. 
Si p, ~ o, Y, et Y. se réduisent à des binômes du premier degré, Y\ est nul et la solution obtenue rentre dans un type étudié ci-après ('), à une permutation près des variables x et y. Si p, o, Y, est une somme d'exponentielles et l'équation (55) ne peut être satisfaite que si l'on a : 

(56) Z" + P,Z, = o, 
( 5 7) c 3 lu 5 — o , 

on peut écarter le cas où c. — o, car on aurait alors Z! — Y' — X' = o et la solution obtenue ren

trerait dans le type | I 
Traitée de même l'équation (48) conduit à l'une des conditions b.c. = o ou Z'2 — o. Si on rapproche la première de l'équation (57) on trouve 6, = u., = 0 (car on a vu que l'on peut supposer c, =t= o); dans ce cas, X., Y. et Z, se réduisent à des constantes et la solution obtenue rentre dans celles qui font l'objet du chapitre précédent. Faisons donc : 

(56bis) z; = 0, 
(57"s) p} = o. Z2 se réduit à une constante, ainsi que Y2, X, et X2. En tenant compte des équations (00), (01), (54), (56) et (48) on trouve la solution (M* = p,) : 

u = (bL ch wij \~ p, sh tay) (c! cos uz + Y' sul w-s')' 
U . b , c, 

S x * + n 2 x + « 2 , 

IY j ' 
~ / W = (6; 'J + iù (c;s + Y;). (/;, p, ... Y; const.) 

^ 9 =c,(63iy + p3). L'analyse précédente laisse échapper le cas où Z[ est nul. Mais si Z[ — 0, la nécessité de l'une des conditions Z'2 — o ou b.c. — o subsiste encore et on peut, pour les raisons exposées ci-dessus, supposer c. zzL o. Si on prend è 3 — o, on est conduit à une solution rentrant dans le type ( IV) à une permutation près des rôles de x et de y. Faisons donc : Z' — Z' — o , 1 2 ' 

on trouve la solution suivante dans laquelle on a remplacé u., et v. par a. et a. : 
u = — a , \ c , №f +p3 - r - b j j + V n 
V = b ; C, Ç 

6 
w = (a 3 a: + «;) ( b , ! / + P3) (c3* + Ys)-

+ «j — J + aix- + «2, 8 = c 3 (a 3 .x + «3) (63y + 3.) 
(') Cf. p. 63, n» 5. 
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I B 2 « 2 + D 2 « ; = 0 , 

' 1 B 3 a 3 + D j f l 2 = 0 , 

(b°) i B 3 a 3 + D 3 « 2 = o. 

i° Si le déterminant a 2 a . — c/.a2 n 'est pas nul , on doit avoir 

(6!) B 1 = B 3 = D 1 = D, = o. 

2 ° Si a ,a . — A , - o, il existe entre X 2 et X , une relation de la forme 

pX2 + qX3 = o 

que l'on peut résoudre par rapport à une au moins des fonctions X 2 et X . par exemple , par r appor t 
à X . . Par raison de symétr ie , il suffira de s 'arrêter à ce cas et de faire : 

(6?.) X 3 — X3X2 (}, const. r é o). 

PREMIER CAS : A 2 A . —- « , a 2 = p o. — Les équations ( 6 1 ) assurent la vérification des équat ions 
( 2 ) et (3) et l 'équation ( 1 ) devient : 

(63) b . x , + C , x ; + d i x ; = O; 

X, étant une constante non nul le , on peut faire X x = 1 . 

Les deux dernières équat ions (61) conduisent à envisager quatre types de solutions corres
pondant à l 'un des quatre systèmes : 

Y.; = O,Y; = O; Y: = O, Z; = 0 ; Z; = O, Y; = O ; Z; = O, z; = o. 

Les trois premiers sont seuls à considérer par raison de symétrie : le dernier type conduirai t 
à des solutions dér ivant du premier, par pe rmuta t ion des variables Y et r . 

I. SOIT DONE : Y'2 — o, Y! = o. — Y 2 et Y. sont des constantes et il est loisible de prendre : 
Y 2 = Y. = 1 . Des premières équations ( 6 1 ) 0 1 1 tire alors : 

( 6 4 ) Z 2 = c2z + T 2 , Z 3 = c 3 i T - f - Y ; , (c 2 , Y 2 . c 3 , Y ; const.) 

et l 'équation (63) devient : 
(65) Y;'Z, + Y,Z;' + « ;cjÇ = o, 

qui montre que Y" et Y, doivent être liés par une relat ion au moins de la forme : 

(60) pY" + 7 Y, = v (p. q. v. const.). 
i° IL N'EXISTE ENTRE Y" ET Y, QU'UNE SEULE RELATION DU TYPE (66) . Alors le coefficient de Y" dans 

l 'équation (65) ne devant pas être supposé nu l , il en est de même de / ? ( ' ) et on peut p rendre : 
( 6 7 ) Y'; — Y, 4 - ¡ 1 , (X.-x, const.). 

(') Cf. note p. 7 . 

4 . D e r n i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( i ) . 

On aura une dernière série de solutions de l 'équation ( i ) en prenant : 

X^ = X,. A2 X3' = X,. (o 2 . A Y const.). 

Ces SOLUTIONS RENTRENT DANS LE TYPE QUE NOUS ALLONS ÉTUDIER MAINTENANT, caractérisé par ce fait 
que X 2 et X, sont des binômes du premier degré . 

5 . S o l u t i o n s c o r r e s p o n d a n t à d e s f o n c t i o n s X 2 ) X, q u i s o n t d e s b i n ô m e s d u p r e 

m i e r d e g r é : 

(58) X 2 = A2X + « 2, Xj = AYX -f- * } . 

L'identification directe après subst i tut ion dans les équations ( 2 ) et (3) des expressions (58) de 
X, et X. donne immédia tement : 

B2A2 - f - D 2 « 3 = o , 
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L a s u b s t i t u t i o n d e c e t t e e x p r e s s i o n d e Y " d a n s l ' é q u a t i o n ( 6 5 ) c o n d u i t a u x d e u x s u i v a n t e s : 

(68) + z ' ; = o, • 
( O f f ) p . , Z r . + « ; ? 6 - , = O. 

a) O n s u p p o s e u . r =p 0 . L ' é q u a t i o n ( 6 g ) e x i g e q u e Z , s o i t c o n s t a n t e t l ' é q u a t i o n ( 6 8 ) c o n d u i t 

a l o r s à : X , — o e t Y " = c o n s t . O n o b t i e n t a i n s i l a s o l u t i o n : 

a . c . Ç y * 

V I 

' 9 = - c ; ( a - x - + „ 3 ) . 

6 ) S i p . , - = 0 , « - c , — o . O n n e p e u t l ' a i r e u. — 0 s a n s r e t o m b e r s u r u n e s o l u t i o n q u i r e n t r e 

d a n s c e l l e s q u i s o n t é t u d i é e s d o n s l e c h a p i t r e p r é c é d e n t . O n a u r a d o n c : c. = o e t 

l u = ( 6 , c h ( o IJ -\- p x s h ( o y ) ( c , c o s u i r 4 - y , s i n m s ) , 

p v ï l | | v = (a2x + « 2 ) ( c 2 * t + . 7 2 ) , m = a-x + a . , , 8 = 0 . 

' ( S , . . . * 5 c o n s t . ) 

2 0 A Y " Y , . « 0 « ^ fôs équations distinctes de la forme ( 6 6 ) . Y , e s t n é c e s s a i r e m e n t 

u n e c o n s t a n t e q u ' o n p e u t f a i r e é g a l e à l ' u n i t é . O n o b t i e n t a i n s i l e s y s t è m e : 

.' ! + «, + «„ u = — 
I V I I I | < y = ( a 2 . r + e u ) ( c 2 z + T 2 ) , 

• ~ | w = ( a 3 a : + a 3 ) ( c , s + Y , ) , 

' 6 = ( « . . x 1 4 - a - , ) . ( a , , a t . . . y , c o n s t . ) . 

I I . Faisons maintenant Y . ' — Z ] = 0 . Y , e t Z 2 s o n t a l o r s d e s c o n s t a n t e s q u e l ' o n p e u t s u p p o s e r 

é g a l e s à l ' u n i t é . D e s p r e m i è r e s é q u a t i o n s ( 6 1 ) o n t i r e : 

( 7 0 ) 

Z . = c.s-h- T;, Y 2 = b2 ij + p 2 , 

( ' - ' , ' Ï Î I ¿ 2 , p 2 . c o n s t . ) 

e t l ' é q u a t i o n ( 6 . ' 5 ) d e v i e n t : 

( 7 0 Y ' ; Z , - f - Y r Z " - t - ( « 2 A 2 4 - « ; c 5 ) ; = 0 . 

T ° + o ;
c j o . O n e s t c o n d u i t à e n v i s a g e r , c o m m e d a n s l e p a r a g r a p h e c i - d e s s u s , d e u x 

s é r i e s d e s o l u t i o n s . M a i s , e u é g a r d à l a s y m é t r i e , i l s u f l i t d e s ' a r r ê t e r à l ' u n e d ' e l l e s , p o u r l a q u e l l e 

Y , e s t c o n s t a n t . O n t r o u v e a i n s i : 

1 « = - — ( ) U 2 4 - Ctz 4 - 7 . , 

I X - u = ( a 2 x 4 - » 2 ) ( ¿ 2 'J + P 2 ) , I iu = ( a . . x 4 - « ; ) t > 3 * 4 - 7 ; ) > 

\ B = b2 ( r a 2 / x 4 - « 2 ) 4 - c 3 ( a 3 a ; 4 - « ; ) • 

O n p e u t r e m a r q u e r q u e c e t t e s o l u t i o n c o n t i e n t , c o m m e c a s p a r t i c u l i e r , l e t y p e [ V I I d u c h a 

p i t r e I V . 

2 0 Si a2 b2 4 - « 3 c. = o,, o n o b t i e n t l a s o l u t i o n s u i v a n t e q u e j e m e b o r n e à é c r i r e : 

j u = (JJ, c h t o IJ 4 - P » s ' 1 1 0 y ) ( ' - ' c o s ' ° r + Y < s i ' 1 f» ~)> 
1 u = ( o , j c 4 - « 2 ) ( ¿ 2 ,'/ + P 2 ) , 

j ro-(a;S + j ; ) ( c , i + 7 , ) , 

' ( 0 , p , . . . y ; , c o n s t . l i c e s p a r l a r e l a t i o n a2 b2 -\- a. <;. = o , 

à l a q u e l l e i l f a u t j o i n d r e s a d é g é n é r e s c e n c e é v i d e n t e p o u r u r = 0 . 

Remarque. — S i a2 b2 a- r V - - L o , o n p e u t r a m e n e r l a s o l u t i o n j X | a u t y p e c a n o n i q u e : 

u = ( 6 , c h 01 ij - f - p , s h w j) ( c , c o s 01 r 4 - Y ' s ' n - ) ' 

m — K (x — . c 2 ) ( ; / — / / 2 ) , 

w = — K (x — xi) (z — s - ; ) , (bl . . . K . x2 c o n s t . ) . 

S i a2 b2 « 5 b, = o , o n p e u t t r o u v e r d e s f o r m e s r é d u i t e s a n a l o g u e s à l a f o r m e [ X j | . 
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: ( 6 ; C O S ( 0 ^ + P, S i l i W ; y ) [ ( C ; Z + y ; ) C h (G,* + f / 3 ) S h [ O , * ] , 

2 
9 — — - {P. cos + p3 sin IA}Y) (c, ch u 3 5 4 - G. sh w3iî), ( 6 , , c,... £ 3 c 3 G3Y ; const.). 

u = ( 6 , ch WY + p, sh wy) (c, cos + y, sin <az) ou a = (B^J + 3 , ) ( c , 5 + y,), 

* 2 + C 2 2 + y2, 
X I I I f < 2 

| w = ( é 3 y + P j ) ( c , r + 7 3 ) . 
1 8 = C 3 ( 6 3 y + P ; ) . 

( ' ) A c e s s o l u t i o n s i l f a u t a j o u t e r l a s u i v a n t e q u e n o u s a v o n s r e j e t é e e n n o t e , c a r e l l e n e d i f f è r e d e l a s o l u t i o n | J V ' 

d u c h a p i t r e I V q u e p a r l e s n o t a t i o n s : 

i « = (Ò, c h w y + p : s h e o y ) ( c , c o s d j j r + Y , s i n u i ) , v = ( I + - J Î y -|_ ( — 2 C I Z + y2), I X I b i s j ' 2 c - \ •• / 

| w = c 3 ^ + T 3 * - i - : 3 , o = - ^ + y 2 L + i + v 3 . 

É Q U A T I O N S INDÉFINIES 9 

I I I . Pour épuiser foules les solutions des équations ( 6 1 ) il faut enfin prendre Y'2 — Z 3 — o. On 
trouve ainsi : 

^ u = (/;, ch w Y + p , sh w y) (c, cos U> z + y, sin o r ) , 
- y = (a 2 o; -{- «0 (c 2 z + y 2), 

' ,« = (a, . x - + a,) [B, Y + p , ) , 9 = o. p , ... p , const.) 

et sa dégénérescence évidente pour o = o. 

D e u x i è m e c a s : X 2 e t X , s o n t d e u x f o n c t i o n s l i n é a i r e s l i é e s p a r l a r e l a t i o n l i n é a i r e ( 6 2 ) . 

—•> Suivant que le coefficient de x dans X . est nul ou non, on pourra ramener ce cas à l'un des 
suivants : 

X , = 1, X j = 1, X - = 1, 

X i = I , X 2 = = X X 0 , X ; = X X A ( X 0 C O I l s t . ) . 

a) On prend X , — X 2 = X . = 1 . — Les équations fondamentales ( I ) deviennent : 

(YÏZ, + Y,Z; = 0 , 

( 7 2 ) Y*;Z2 (1 + 0 + Y2Z;' 4 - EY:Z; = o, 
( ^ ( 1 + 0 + ^ , 4 - ^ = 0. 

La première pe rme t de déterminer Y, et Z, : 

( 7 3 ) Y, = 6 , ch UUJ ^ - p , sh u Y , 

( 7 4 ) Z, = Ci c o s ii>z + y: sin h>Z, 

ou : 

( 7 3 b i s ) Y, = B,Y + p„ 

( 7 4 b i s ) Z, = C l £ : + Y i -

Les deux dernières ne sont au t res , à une permuta t ion près , que les équat ions ( 6 2 ) et (63) du 
chapitre précédent . Cette remarque permet d'écrire sans nouveau calcul les solutions du problème 
actuel. Les deux premières , définies par les formules suivantes ( ' ) , sont valables pour des valeurs 
quelconques de H, 

: U — (BL ch WIY + p, sh « i ^ ) (c, cos t o , ^ + y, sin ( 0 , 5 ) ou « = ( B , Y + p,) (Ctz + y,). 

V = ^Tz (~~ b' S'" M''y + Pî C 0 S 

X I I I ; [(c3 ch U>.z + G3 sh c o - r ) ( Ç - | - 2) + c o 3 Ç j(c3 z + y3) sh U,z + ( G 3 z + g r . ) ch <o3 jrj)], 
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et la dernière donnée par les formules suivantes ne convient que lorsque £ = i et a été pour cette 
cause classée hors série : 

u = (6, ch t » y (3, sh tuf/) (d cos w z + Yi sin u > z ) 

v — { b 2 y + 

(A) 
+ Y;* + Y 

P 3 - P 
b 2 i f 

(C;-? r Ys) 

8 = b 2 l ! + p,c, + p + ïj*) - c, (^f- + h y 
2 

(i,...Y-, const. $ = i ) . 

A) O n f a i t : 

X, = i X2 == X, — x — j ' 0 . 
Les équations fondamentales (I) deviennent : 

№ + y j z î + ï(y;z 1 + y îz;) = O, 
r;z a(i + o + Y,z;' + EY;zi = o, 

(y,z';(I + o + r;zJ + EYX = o. 
dont les deux dernières ne diffèrent pas des dernières équations (72). 

(7-5) 

Il nous suffira donc de passer en revue les solutions | XIbl's ( à [XIII ci-dessus et la solution (A), 
de prendre pour Y2 Z2, Y, Z5 la valeur figurant dans ces solutions, puis de former dans chaque cas 
la somme Y2 Z2 - f- Y, Z3' correspondante et de déterminer enfin les valeurs de Y, et de Z, qui satis
feront à la première équation (70) après substitution de cette valeur de Y'2 Z2 + Y, Z'. 

/ ° S o l u t i o n s d é d u i t e s d u t y p e XIb's • — La première équation (76) devient : 
(76) Y';Z, + YZ;' - 2 C j J f + ï 2 (. -f f) + Y;? = °, 

dont la dérivation par rapport à // donne : 
(77) ytz, + y;zï = o. 

/ ) S i o n l a i s s e e n p r e m i e r l i e u d e c ô t é l a s o l u t i o n Y' = o de l'équation (77), elle peut être 
remplacée par : 

Yi" 
Y ? = c»?, z" + to' Z, = 0 . 

Si u, zth o, Z, est une somme d'exponentielles et l'équation (76) ne peut être satisfaite. Si o , = o, 
on a : 

(78) Y ; = o, 

(79) ZT, = o. 

P r e m i e r c a s . — Y" est une constante non nulle. On prendra alors : 

^ > = \ ' f + b , y + h , 

et de l'équation (76) on tire 
Z, = 2 C ; z — f 2 (E + 1 ) — Y3 

valeur qui satisfait aussi à Z" = o. On obtient ainsi la solution : 

w = (c, z 1 -f- Y, ir + Ç3) (r - a;0) 
XIV 

( X — X o ) (- + Y> Y3 (A, . . . T . Ç3 const.). 
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ET ON OBTIENT LE SYSTÈME : 

XV 

» = + P . ) (C, Z + T')> 

V = Yz ^ IJ + 3 2 ) (X — XO), 

= | _ Ï Î I L _ ± I ) j + Ç. j (a; _ a;^, . . . Ç. COILST.). 

9 = O. 

/ / . PRENONS MAINTENANT Y [ = O. — Y , EST UNE CONSTANTE Q U ' O N P E U T FAIRE ÉGALE À L'UNITÉ. 

L 'ÉQUATION (76) D O N N E Z , PAR DOUBLE INTÉGRATION ET ON OBTIENT AINSI : 

1 

H = c. ^ — - [ R , ( 1 + Ç) + Ï 3 Q *R2 + C L £ + YN 

# + ( — 2 C = * + Ï O ( Œ — 

X V I 

i + E 

Ç 

W = (C , S 2 + Y3 * + C 3 ) (A: — ^ O ) , 

2 0 SOLUTIONS DÉDUITES DU TYPE X I I • 

L A PREMIÈRE ÉQUATION (76) S'ÉCRIT : 

(80) YJ' Z T + Y , Z " = A (/; . COS M. Y + P . SIN TU3 Y ) ( C 3 CH M, S + G 3 SH W 3 2?), 

QUE L'ON TRAITERA SANS DIFFICULTÉ PAR APPLICATION D U P R I N C I P E E X P O S É DANS L'INTRODUCTION. E N TENANT 

COMPTE DE LA SYMÉTRIE ON EST CONDUIT À ÉCRIRE LA SEULE SOLUTION SUIVANTE : 

X V I I 

\ 0 = — 2 

•- (B COS W Y + 3 SIN TA Y) [C, CH TO Z + Yi SH TU Z + z ( G 3 CH TU I- + C 3 SH CO Z ) ] , 

(— B SIN TO -+- P COS TO Y) [ (C; CH W IR -J- G 3 SH U IR) (Ç + 2) -F- TU Ç J ( C 3 IR + Y ; ) SH 10 Z 

+ ( G , Z-Hg,) C H - U I | ] , 

— A;,,) COS W Y -F- E SIN TU Y ) [ ( C 3 Ï + YJ) CH W Î -F- ( G . z + Y 3 ) SH TU z], 
(X — X N ) 

(/; COS TO Y J— P SIN TO Y) ( C 3 CH TU Z + G 3 SH TU 5 ) . 

J ° SOLUTIONS DÉDIÂTES DU TYPE X I I I • S I C. =•= O , ON TROUVE DE SUITE 

X V I I I 

U = ( B , CH TU ^ - \ - 3 , SH TU Y) ( D COS TU ÌT + Yi SIN TU i r ) , 

E; = (X — X 0 ) (CI Z -+- Y 2 ) , 

M, = ¿3 Y + P;, 

6 • = 0 . 

S I C 3 Y - O , LA P R E M I È R E ÉQUATION (75) DEVIENT : 

(8.) Y; Z , + Y, Z [ + S C 3 ( B . Y + S 3 ) = O, 

DEUXIÈME C A S . — O N P R E N D Y " = O. L ' É Q U A T I O N (76) SE RÉDUIT, EU ÉGARD À L'ÉQUATION (79), AUX 

CONDITIONS : 

E . = 0 , T2 ( 1 + 0 + TI ? = ° . 
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XIX 

XX V -

W 

QUE L'ON TRAITERA COMME L'ÉQUATION (76) ; ON TROUVE AINSI : 

s ( ? ¿3 C3 S 2 \ 
{ X — X o ) I H C 2 J + Ï I L ' 

(X — X B ) ( B , Y 4 - PO (C-, 5 + v 3 ), 

C3 (A: — .'A,) (¿3 V + P3) ! 

— e C, CAy + po Ç + + T.)' 

— Œ0) —̂ ? ¿3 C3 ~- + C2 R 4 - ' 
(X — XO) (63 Y 4 - P ; ) (C3 ^ 4 - TO-
C, (A; — A:0) (¿3 // 4 - p.). 

4° SOLUTIONS DÉDUITES DU TYPE A . 

LA PREMIÈRE ÉQUATION (7.̂ ) DEVIENT ICI : 

(8a) Y'; Z I 4 - Y, Z'; 4 - ? (^f + TI * ) + Ï> + P-, - P (^f + ?, Y) - O-

ON VOIT, EN DÉRIVANT TROIS FOIS PAR RAPPORT À Y QUE L'ON EST CONDUIT À ENVISAGER DEUX CAS : 
Y" = 0 OU Z" — 0. DES DÉRIVATIONS ANALOGUES EFFECTUÉES RELATIVEMENT À Z CONDUISENT À L'UNE DES 
DEUX CONDITIONS Y " = O OU Z'" — 0. EN ASSOCIANT CES CONDITIONS ET EN TENANT COMPTE DE LA SYMÉTRIE 
ON AURA SEULEMENT DEUX CAS À CONSIDÉRER : I ° : Y/' = 0 : 2 ° : Z " — Y" — O. 

7 1 1 

I° ON PREND Y" 0 ; D'OÙ Y, = Y + 3R. EU PORTANT CETTE EXPRESSION DANS L'ÉQUATION (82 ) ET 
EN IDENTIFIANT SUCCESSIVEMENT PAR RAPPORT À 1/ PUIS À Z, ON S'ASSURE QUE LA SUPPOSITION Y" = 0 NE 
CONDUIT À AUCUNE SOLUTION NOUVELLE. IL EN SERAIT DE MÊME POUR Z" — O ; 

2 0 ON FAIT Y" = Z™ = 0. ON DOIT SUPPOSER Y" p= O, Z'' ~ O D'APRÈS CE QUI PRÉCÈDE. EN. FAISANT : 
(83) Y, = A + B, Y 4 - P,), Z, = 4 - C, Z 4 - T.) ••• T. CONST.), 

ON AURA DONC LA FORME LA PLUS GÉNÉRALE DE LA FONCTION U DANS LE CAS ÉTUDIÉ. 
EN TENANT COMPTE DES FORMULES (83 ) , L'ÉQUATION ( 8 2 ) DEVIENT : 

(84) A 4 - '- + Y 4 - C, z 4 . P, + V L ) 4 - A L P (C, Y + Ï3 * ) -F- A. TI + P, C3 - P C, 4 - P* Y) = O-
LA DISPARITION SIMULTANÉE DES TERMES EN Y1 ET EN R2 DU PREMIER MEMBRE DE L'ÉQUATION (84) 

EXIGE : 
A — P B 2 C3 = O, A 4 - P B 2 C; = O, 

C'EST-À-DIRE A = 0, CE QUI ENTRAÎNE U = 0. IL N'Y A DONC AUCUNE SOLUTION NOUVELLE DÉRIVANT DU 
TYPE (A) . 



C H A P I T R E V I 

R E C H E R C H E D E S S O L U T I O N S C O R R E S P O N D A N T A U C A S O U L ' U N E 

D E S T R O I S D É R I V É E S X , Y " O U Z , E S T N U L L E 

1. S u p p o s o n s X " = o . L e s é q u a t i o n s (1) d e l ' i n t r o d u c t i o n d e v i e n n e n t : 

( 1 ) B [ X , + C, X'2 4 - D ; X ! = o a v e c X , — a I x - f - «, (a, a, c o n s t . ) , 

(2) A , X " 2 f - B 2 X 2 + C 2 o, D 2 X ; = 0, 

(3) A , X 3 ' + B 3 X , + C , fll + D 3 X 2 = o . 

N o u s n o u s p r o p o s o n s d ' é t a b l i r l e r é s u l t a t s u i v a n t : 

E n d e h o r s d e s s o l u t i o n s r e n t r a n t d a n s l ' u n e d e s s é r i e s r e n c o n t r é e s d a n s l e s c h a p i t r e s p r é c é d e n t s , 

l e s s e u l e s s o l u t i o n s d u t y p e q u e n o u s c o n s i d é r o n s c o r r e s p o n d e n t à d e s f o n c t i o n s X ^ e t X , q u i s o n t d e s 

t r i n ô m e s d u s e c o n d d e g r é . 

P o u r l e m o n t r e r n o u s a l l o n s p a s s e r e n r e v u e l e s d i v e r s e s s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) ( ' ) . 

2 . P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) : X ^ = K 2 X , , X , ' = K . X , 

( K 2 , K . c o n s t . ) . 

I l e s t é v i d e n t q u e t o u t e s l e s s o l u t i o n s d e c e t t e s é r i e j o u i s s e n t b i e n d e l a p r o p r i é t é a n n o n c é e . 

S e c o n d e e t d e r n i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) : X , , X'2 e t X , s o n t l i é s 

p a r u n e s e u l e r e l a t i o n : 

(4) [ h X , 4 - p 2 X ' 2 4 - p } X I = 0 C / J > , P * . P i c o n s t . ) . 

PREMIER CAS : p , = p 0. D e l ' é q u a t i o n (4) o n t i r e : 

( a ) X , = 1 2 X ' 2 4 - u 2 X I ( = a , x 4 - a,) ( X 2 | |x2 c o n s t . ) , 

q u i , j o i n t e a u x s u i v a n t e s : 

(0) B , ) , 2 4 - C , = 0, 

(6 b i s ) B , fc, + D, = o , 

r e m p l a c e l ' é q u a t i o n ( 1 ) . O n p e u t d ' a i l l e u r s s u p p o s e r X 2 p . 2 = h o , s a n s q u o i l ' o n e s t c o n d u i t à u n e 

s o l u t i o n p o u r l a q u e l l e l ' u n e , d e s f o n c t i o n s « , u i , Y'2 o u Z ! e s t n u l l e . 

L a d é r i v a t i o n p a r r a p p o r t k x d e l ' é q u a t i o n ( 2 ) d o n n e : 

( 7 ) a 2 x ; " 4 - b 2 x ; 4 - d 2 x ; = o , 

( ' ) I l n ' y a p a s l i e u d e s e p r é o c c u p e r d e s s o l u t i o n s p r o v e n a n t d e l ' a n n u l a t i o n d e B „ C I e t D , s a n s c o n d i t i o n e n t r e 

l e s X , c a r l e s c o n d i t i o n s : C i = D j = o e n t r a î n a n t l a n u l l i t é d e l ' u n e d e s f o n c t i o n s v o u w o u d e s d e u x d é r i v é e s 

e t Z 3 , l e s s o l u t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s r e n t r e n t d a n s u n d e s t y p e s r e n c o n t r é s d a n s l e s c h a p i t r e s I V e t V . 



en sorte que X']' , X^ et X.' sont liés par une relation linéaire que l'on peut écrire ( ' ) : 

(8) X™ = q2 X[ + y; X; (q2 q} const.). 

L 'équat ion (8) et les suivantes : 

(9) A 2 qz + B 2 — 0, 

(10) A 2 q} + D 2 = 0, 
remplacent l 'équat ion (7). 

De l 'équation (5) on déduit (f) : 
( i o b i 0 X'." = - - X " 

[x2

 z-

Dérivons l 'équation (3) par rappor t à x et introduisons dans le résultat la valeur de X'j' déduite 
des formules (8) et ( i o b i s ) , nous obtenons les deux relat ions : 

(11) B; p.2 — X2 q. A3 = 0, 

(12) D, ;J.2 — l2 q2 A3 = o . 

i° y. 0 . L 'équation ( 1 0 ) conduit , après avoir écarté le cas où Z! — o, à faire Y! = o. 
L 'équat ion ( 1 1 ) donne alors Z'3 = 0 . D 'aut re par t Y 3 é tant nul , D : ne dépend pas de y et par suite 
(éq. 6 b i s ) , il en est de même de B t et (éq. (}) de C , ; par suite Y^ est une constante. Désignons 
par b2 sa valeur et par f j , celle de la constante Y,. On peut , sans res t re indre la générali té de la 
quest ion, supposer b2 ¡3. zjz 0 . L 'équation ( 1 2 ) devient : 

(13) b2 Z[ - À 2 q2 S 3 Z 3 = o, 

et, en observant que Y '̂ est nul, l 'équation (g) peut s 'écrire : 

(9 h i 0 ^ Z . + Z ^ o . 

Des équat ions ( i 3 ) et ( g h i ) , on dédui t , Z',' étant nul : 

Z'j' = o, q2 = o. 

Donc q, — o entraîne q2 — 0 . On voit de même que q2 = o entraine r/3 = o. Il eu résulte que 
si le p rodu i t q2 y, est nul les équat ions (8) et ( i o b i s ) donnent : 

X" = o, X'" = o, 

et les solutions correspondantes sont bien du type annoncé. 

2 e q2 y. z~ o. Les équat ions (g) et ( 1 2 ) se dédoublent et donnent : 

( 1 4 ) Y! = T n 3 Y2 et <jr3 Z 2 4 - t o - 3 ? Z 3 — o ( t n 3 const.), 

( i o ) Y^ = t a - , Y , et [ i 2 E - î ï T 2 7j[ = À 2 q2 Z 3 (TJ2 const.); 

la constante ts2 peut sans inconvénient être supposée différente de zéro, car tsz — O entra îne Y^ — o 
et les solutions correspondantes rentrent dans celles qui ont fait l'objet du chapitre précédent : on 
a également -o"- zjz 0 car q, Z 2 zp 0 . 

Enfin le système des équations ( i 4 ) et ( 1 0 ) peut être remplacé par le suivant : 

l Yj = - r a j - u i j Y 2 , 7.2 =— — — Z!, 

( l 6 ) i Y ' î ' 

1 Î I ; ' i J . 2 Ç 2 T O 2 T O 3 

( 0 E n e f f e t , s i u n e r e l a t i o n l i n é a i r e h o m o g è n e e n t r e X 2 , X 2 e t X 3 n e p o u v a i t ê t r e r é s o l u e p a r r a p p o r t à X ' . j , c ' e s t 

q u e X 2 e t X 3 ' s e r a i e n t r e l i é e s p a r u n e p a r e i l l e r e l a t i o n e t o n s e r a i t e n p r é s e n c e d ' u n e s o l u t i o n d e l a p r e m i è r e s é r i e . 

( 2 ) C e t t e r é s o l u t i o n e s t p o s s i b l e e n v e r t u d ' u n e r e m a r q u e f a i t e a u d é b u t d u p a r a g r a p h e ( X 2 u 2 r r 0). 



Si l'on tient compte du système (16), les équations (9), ( i 1) et ( o b i i ) conduisent respectivement 
aux suivantes : 

( , 7 ) 7 l + W l W j ( l + 0 _ - i i 2 i ^ . = = o , 

(.8) Z l ^ l i ( 1 + 0 + ! 4 i T O l W j _ X i y j = o > 

(19) ftB,-y;z2^ 

L'élimination de B, entre les équat ions (6) et (19) donne : 

( 2 0 ) E f t ^ t i l ; + l2 f / 3 = O , 

en vertu de laquelle on tire de l 'équation (17) : 

(21) 7 J = — • r a j ' B i j Ç 

et l 'équation (18) devient : 
(1 + 0 , ^ 

q2 — ; h t u . - a s — - 7 5 = o , 

qui est une conséquence des équat ions (20) et (21). 
Dans l 'analyse précédente chacune des équations (2) et (3) a subi une dérivation en x; il faut 

donc s'assurer di rectement que les équations (2) et (3) el les-mêmes sont vérifiées. 
Observons que les fonctions X 2 et X , satisfont aux équations : 

; x;- + (x; + M X 3 ) = o, 

dont on déduit : X \ = o. Les fonctions X 2 et X , seront donc des polynômes définis par les re la t ions 

i X 2 = a2xi + K ; . r 3 + a + x 2 - ( - a^x -+- ai, (a2 ... « 6 , o 7 c o n s t . ) 

a, a, (a, 12 a2 \ fa, 6 a, \ 
Considérons maintenant l 'équation (2) ; son équation dérivée étant vérifiée par les fonctions 

définies au moyen des conditions déjà rencontrées jusqu ' ic i , il suffira, pour écrire qu'elle est sat is
faite, d 'exprimer que le terme indépendant de x obtenu en subst i tuant dans son premier m e m b r e 
les expressions (23) de X 2 et de X , est nul . On trouve ainsi la condition : 

(24) 2 a 4 A 2 + « 6 B 2 -f- aI C 2 4 - a 7 D 2 — o. 

L'équat ion (3) donne de même : 

(25) — 2 + U^ J A3 + a1 B 3 + a , C3 - f - a 6 D 2 = o. 

D'ai l leurs, après subst i tut ion des expressions de y 2 et de y, données par les relations (20) e t 
(21) le système (16) devient : 

Y- = — 1 Z"——•ra 2 -ra 3 Z 3 , 

en vertu duquel les équat ions (24) et (25) s 'écrivent : 

j P Y 2 Z 2 + a l Ç Y ; Z ; = o, 
^ ^ I — Q Y 3 Z 3 + aI Ç Y, Z[ = 0 , (P, Q, formes linéaires en « 2 a, . . . <z7). 



i ° S i P — 0 = o . O n a Y ' = Z ' — o . C e r é s u l t a t e s t i n c o m p a t i b l e a v e c l a c o n d i t i o n TS2 =i= o 

c a r i l e n t r a î n e Y [ = o e u v e r t u d e l ' é q u a t i o n ( 0 ) . 

2 ° P Q = o ; P 4 - Q z p . o . O n p e u t , p a r r a i s o n d e s y m é t r i e , s ' a r r ê t e r a u c a s o ù P = o , O = p o . 

M a i s a l o r s Y[ — o e t l e s e c o n d t e r m e d u p r e m i e r m e m b r e d e l a s e c o n d e é q u a t i o n ( 2 6 ) n e d é p e n d 

p a s d e 1/. 11 d o i t e n ê t r e d e m ê m e d u p r e m i e r , c e q u i e x i g e ( Q Z , n ' é t a n t p a s n u l ) , q u e Y 3 s e r é d u i s e 

à u n e c o n s t a n t e , c o n c l u s i o n e n c o n t r a d i c t i o n a v e c l a c o n d i t i o n T S . o . 

3 ° P O ~ h o . L e s é q u a t i o n s ( 2 6 ) p e u v e n t ê t r e r e m p l a c é e s p a r l e s s u i v a n t e s : 

Y j = p , Y 2 ( p , c o n s t . - L o ) , 

| Z ; = a , Z 3 ( s , c o n s t . -r-, 0), 

. „ l P Z , 4 - h , ? p , Z , = o , 

W I - Q Y i + fl,5.,Y, = o . 

D e s é q u a t i o n s ( 2 8 ) o n t i r e , e u é g a r d a u x é q u a t i o n s ( 2 7 ) e t ( i 6 b i s ) : 

'( — P TO-

(•28'"*) J — ^ — - 4 - a . ? p . 1. = 0, — Q - o i 3 4 - a , 5 P l = o , 

d ' o ù l ' o n d é d u i t l a c o n d i t i o n : 

( 2 g ) p - t i i , - - - - M w 2 g , 

p a r é l i m i n a t i o n d e a, c r , . 

D é v e l o p p o n s l ' é q u a t i o n ( 6 ) e n t e n a n t c o m p t e d e s é q u a t i o n s ( 2 7 ) , ( i 6 b i s ) e t ( 2 8 ) , n o u s o b 

t e n o n s : 

( 3 o ) \ + % ( M W l Q - P = 0 . 

D e l ' e n s e m b l e d e s r e l a t i o n s ( 2 9 ) e t ( 3 o ) o n d é d u i t t t 2 — IS.. — o r e q u i e s t e n o p p o s i t i o n a v e c 

l a c o n d i t i o n t T J ' C T , 4 L o p o s é e a u d é b u t d e c e s c a l c u l s . 

D e u x i è m e c a s . — D a n s l ' é q u a t i o n (4) o n s u p p o s e / ) , - = o . S i . V = X ! = 0, l e s s o l u t i o n s c o r 

r e s p o n d a n t e s r e n t r e n t b i e n d a n s l e t y p e v i s é d o n t e l l e s s o n t u n c a s t r è s p a r t i c u l i e r : l e s p o l y n ô m e s 

d u s e c o n d d e g r é X 2 e t X . s e r é d u i s e n t à l e u r t e r m e c o n s t a n t . S i X ' e t X ' n e s o n t p a s n u l s e n s e m b l e , 

i l e s t i n d i f f é r e n t , p a r r a i s o n d e s v m é t r i e , d e s u p p o s e r X 2 - , = . - o . 

L ' é q u a t i o n (4 ) d o n n e a l o r s : 

( 3 0 X; = x ; X; ( x . c o n s t . ) , 

à l a q u e l l e o n j o i n d r a p o u r . s a t i s f a i r e à l ' é q u a t i o n ( 1 ) : 

(ЗА) B , = o , 

( 3 2 b i s ) C r 4 - X ; D , = o . 

L ' é q u a t i o n ( 3 2 ) p e u t ê t r e r e m p l a c é e p a r l e s y s t è m e : 

( 3 3 ) . • Y " = = p , Y , , Z'[ + 3, Z , = o _ ( p , c o n s t . ) . 

M a i s l e p r o d u i t Y 2 Z 2 n ' é t a n t p a s n u l , d e l ' é q u a t i o n ( 3 2 l " s ) o n d é d u i t d ' a b o r d X 3 4 L o ; c e l a 

é t a n t , e l l e é q u i v a u t a u x d e u x r e l a t i o n s : 

( 3 4 ) Y'2 - [ i 2 Y - , p 2 Z 2 4 - X ; ZI = o ( i i j c o n s t . 4 L o ) . 

D é r i v o n s l ' é q u a t i o n ( 2 ) , e n t e n a n t c o m p t e d e l ' é q u a t i o n ( 3 i ) j n o u s t r o u v o n s : 

( 3 5 ) a 2 X ;; 4 - (B, 4 - x- d o X; = 0 

r e l a t i o n q u i , X 2 e t A 2 n ' é t a n t p a s i d e n t i q u e m e n t n u l s , n ' a d m e t t r a q u ' u n e s é r i e d e s o l u t i o n s d é f i n i e s 

p a r : 

(ЗБ) X2- = t h 2 X;, 
( 3 7 ) A 2 tii 2 + B 2 4 - X ; D 2 = o ( i n 2 c o n s t . ) . 
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( 4 0 ) 3 , 5 * 0 4 - E ) 4 - T 3 k 
Y 2 Z 2 4 - a t Ç Y ^ Z r = o, 

( 4 7 ) h 5 3 ( i 4 - ï ) 4 - M 3 - T 1 W Y 3 Z 3 4 - a I Ç Y 1 z ; = o. 

Si le coefficient Y 2 Z 2 dans le premier membre de l 'équation ( 4 6 ) n'est pas nul , son premier 
terme est une fonction pér iodique de y, de pér iode ( ') y — {52J et de s, de période \l — y., tandis que 
son second terme a pour période par rappor t à ;/ et à z, respect ivement \ / / — p", et y' 4 - p , . On en 
conclut évidemment : 

k = P . , T3 = — P ' . . 

d'où : j 3 2 4 - y, r = o, ce qui est contraire à nos hvpothèses . Le coefficient de Z 2 Y, dans l 'équation (46) 
doit donc être nul et par suite Y\ — o. L 'équat ion (47) donne de même Zj = o et on est ramené à 
une solution rent rant dans les tvpcs étudiés au chapitre IV. 

La propriété énoncée au débu t de ce chapitre est ainsi complètement démont rée . 

(') On voit directement que le résultat subsiste si p i p i p ; = o. Le raisonnement, se modifie sans difficulté. 

KQUATION8 1NDKFINIK8 10 

En tenant compte de (32 b i s ) l 'équation (37) devient : 

( 3 8 ) (-H, Z 2 Z'2 Y2 + Y ; ' Z 2 = O, 

dont toutes les solutions sont données par les deux équations : 

( 3 g ) Y'; = p 2 Y 2 , ( p 2 + - b t 2 ) Z 2 + Z ' 2 ' = o ( T O 2 const-.). 

Les équations ( 3 i ) , ( 3 2 b i s ) et ( 3 6 ) conduisent de même à : 

( 4 o ) Z J ( « , Y 1 - r - Y 3 ' ) + Y J Z ' î ' = o I 

qui se dédouble et donne : 

( 4 0 Z ' { = y, Z - , («m, + Y-,) Y , + Y: = 0 (y, const.)-

Si, entre les équat ions ( 3 4 ) > ( 3 g ) et (40> o n élimine Y 2 , Y,, Z 2 , Z, en observant que Y^Z,' ^ o, 
on obtient la condition de compatibi l i té un ique : 

( 4 2 ) w 2 4 - ( 3 2 4 - Y ; = o . 

Les équat ions dé te rminant les X sont alors : 

( 4 3 ) x r =a,x + a „ x ; - f r p 2 \~ y . ) x ; = o, x ; = > . ; x ; . 

Si f $ 2 4 - y3 est nul , X ™ = X j ' - = o ; X 2 et X . sont des polvnômes du second degré . Supposons 
donc j $ 2 4 - y, 0 et faisons £ 2 4 - y. — w2 ; nous aurons : 

( 4 4 ) X t - f l , I - f « „ X 2 — fl2 C O S (O + a 2 s i n a S - f Ç 2 , X 3 = À 3 (<2 2 C O S w J 3 4 - a 2 s i n U) x ) 4 - S j , 

( a , a 2 . . . E3 const., <v, =~ o). 

La subst i tut ion de ces valeurs des X dans les équations ( 2 ) et ( 3 ) donne les deux condit ions 
complémentaires : 

. . . . I H 2 Ç2 4 - C 2 a r 4 - 1 3 2 Ç3 = °-
№ ) I B 3 Ç3 4 - C ; Q l 4 - D 3 ?2 = o. 

Mais on a, en vertu des relations précédentes : -

r = p 2 Y 2 , Y. = ^ . z ' s ' = I 3 z 3 1 z 2 = _ ^ z : , 

égalités grâce auxquelles on peut remplacer les équations ( 4 5 ) par les deux suivantes : 
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( 5 2 ) | B 2 a 2 + D 2 a 3 = O, 

j B - a 3 + D 3 a 2 = o, 
^ I B 3 «3 + D , * 2 = o. 

Deux cas sont À considérer suivant que a 2 a 3 — a. a 2 est diiï'érent de zéro ou nul . 

4 . PREMIER CAS. — On suppose a 2 a 3 — a 5 a 2 z p o. Les équat ions ( 0 2 ) et (53) donnent alors 

( 5 4 ) B 2 = B 3 = o, 

(55) D 2 = D 3 = o. 

Si on lajsse de côté des solutions envisagées dans le chapi t re précédent , on tire des équa
tions ( 5 5 ) : 

(56) Y; = Z; = O, 

et les équat ions ( 5 4 ) donnent a lo r s : 

(5 7 ) Y; = Z- = O . 

En définitive on pour ra prendre : 

r „ , j Y 2 = b 2 y -+- P I , Z 2 = i , (6 2 ,p 2 , const. ¿ 2 z p o), 

^ ' I Y 2 = 1 , Z. = c. z + YI> ( C Î Ï 3 C O N S T - C > + ° ) 

et les équat ions ( 4 G ) j ( 5 O ) et ( 5 I ) deviendront : 

(5g) B , ( x — x 0 ) + 2 Ç /Y2 (a2x + «;) + 2 E c 3 (A-, a; + a 5 ) = o, 

(Go) 2 a2 ( b 2 y + p2) -f- \ Y ; Z, = o, 

( 6 1 ) 2 « 3 (c 3 z + T , ) + 5 Y , Z ; = 0 . 

Des équat ions ( 6 0 ) et ( 6 1 ) on déduit soit Y[ — 0 , a2 = 0 , soit Z' = 0 , o, = 0 . Il suffit, par 
raison de symétr ie , d 'envisager l 'une de ces hypothèses ; par exemple : fi3 = Z[ = o. On peut alors 
faire Z, = 1 et l 'équation ( 6 0 ) devient : 

( 6 I H I ) \ Y; = — 2 a2 ( ¿ 2 y + P O . 

tandis que l 'équation (5g) se rédui t À l ' identité À vérifier : 

( 6 2 ) « 2 b 2 x ( 5 2 — 1 ) + b 2 i 1 0C2 4 - c 3 «3 ?2 -f- « 2 ¿ 2 x a = o. 

Mais b 2 = p o et comme fl2a, — B, s 2 ^ o et a s = 0 , on a : a2 =+= o. La dispari t ion du terme en x 

dans ( 6 2 ) exige donc ê 2 = 1 ou | = 1 (car £ 4 - 1 z p 0 ) ; l ' identi té ( 6 2 ) se rédui t alors à : 

(63) b z a 2 4 - c 3 «; - F a2 b 2 x a = o. 

On peu t d 'ai l leurs sans inconvénient supposer b2 = c} = 1 et l 'égalité (63) donne : 

Cl2X0 — — ( « J + « ; ) . 

3 . D'après la proposit ion précédente et en laissant le cas où = c on peut pose r : 

( 4 8 ) X, — x — x 0 , X 2 = a 2 x * -f- 2 <x2 x + Ç2I X 5 = a ; . 'c 2 + 2 « , x + £3, 

( x 0 , a 2 . . . . const.). 

Les équat ions ( 1 ) , ( 2 ) et (3) deviennent alors : 

( 4 9 ) B, ( x — x 0 ) + 2 G, (aiX + «2) + 2 D, (a, a? + «,) = 0 , 

( 0 0 ) 2 a 2 Àj - F B 2 (a 2 a: 2 + 2 « 2 3; + ï 2) + C 2 + D 2 ( a 3 . r 2 + 2 A , a; -f- Ç,) = o, 

( 5 I ) z » , A ; + B 3 ( a 3 x 2 -+- 2 <X3 a; 4 - Ç3) + G, - F - D, ( a , * 2 4 - 2 <X2 x - F - ? 2 ) = 0 . 

La dispari t ion des termes en x 1 et en x dans les équat ions ( 0 0 ) et ( 5 I ) exige : 

B 2 a2 + D 2 a 3 = o, 



On obtient ainsi la solution suivante que nous classons hors série car elle ne convient que pour 
i . 

u = — (a 2 x + «2 + «0 b/1 + » ? !/ + 0 . 
y = ( a , x z + 2 a2 x + (y + P ) > (5 = 0 
M) = (2 « 3 x + Ç3) (r + Y), 
8 = — a 2 (y 1 — 2 S y + T |) 4 - a2x2 + a I 2 a; - Ç2 + 2 A; œ + ; 3 . 

5. DEUXIÈME CAS. — On suppose a. a, — a 2 a , = 0 . Nous é tudierons plus t a r d ( J ) le cas où 
a2a} = 0. On peut , en l 'écartant , p rendre : 

(64) = X — XB, X 2 = , X 2 4 - 2 IX X 4- ? 2 , X 3 = X1 

et les identités (49)» (5o) et ( n i ) équivalent aux relations suivantes : 

j B 2 4- D 2 = o , 

i H , 4- D , = o , 

) B , 4- 2 C , 4- 2 D , = 0, 
i B , xa — 2 x ( C t 4- D , ) = o , 

2 « x - 4 - ?3, 

(65) 

(66) 

(67) 
2 A , 4 - C 2 4 - m D 2 = 0, 
2 A , 4 - C ; — D - — o , (/n = Ç, - ?2). 

La considération des équat ions (65) montre de suite que Y 2 , Y., Z,, Z, ne pour ron t être autres 

que les fonctions analogues des types | X I b i s | , | XII , (XIII et (A) du précédent chapi t re . Il suffira 

pour terminer la question de les examiner successivement et de rechercher si ces fonctions peuvent , 
pour une déterminat ion convenable de Y, et de Z,, satisfaire aux équations (66) et (67). Dérivons la 
première équation (67) par rappor t à y puis la seconde par rappor t à s et ajoutons les r é su l t a t s ; 
nous obtenons, en tenant compte de la première équat ion (66) : 

(68) 2 (Y;Z 2 4 - Y,Z;) ( 1 - v) + MÇ (Y 3Z: - Y;Z'O = 0 . 

En re t ranchant de la première équation (67), dérivée par rapport à z, la seconde équation (67), 
dérivée par rappor t à y, on obtient : 

(69) » (Y 2Z; - Y;Z ; ) 4 - m* (Y;Z;' 4- XZ[) = o . 

6. — Nous allons commencer pa r montrer qu'il n 'existe aucune solution dérivant des types 

X P " \, 1XIII et (A) 

•i° Si on introdui t dans l 'équation (69) les valeurs des Y 2 . . . Z3 du type | X I b i s 

et les équations (67) se réduisent à : 

on trouve c. = o 

(70) 
1 Y> 

4- c 4- EY;Z, = 0, 

l A F J ^ H - Ç O + E Y . Z ^ o . 

La dernière de ces équat ions montre que Y, doit être constant ou Z[ nul . 
Mais Z[ — 0 entra îne w — o. Donc YI est constant et l 'équation (70) donne v = o. 

2" Il n'y a pas lieu de considérer la solution dérivant du type | XIII car, pour cette solution 

Y^ étant nul , elle rentre dans celles qui ont fait l 'objet du chapitre précédent . 
3° P o u r les solutions dérivant du type (A), l 'équat ion (68) devient : 

mpc^bi = o , 

( ' ) C h . V I I ci-APRÈS. 
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7. Solutions déduites du type XII .—Si on suppose qu'on n'ait pas à la fois G, = c5 = o. 
les équations (68) et (69) donnent respectivement : 

U J ' T H Ç — 2 (1 — Ç) = o, 2 (Ç + i ) = m5<o;, 
qui sont incompatibles lorsque 

Faisons donc c; —G ; —0, dans les expressions des Z du type (XII . Alors C, + D, est nul et 
les équations (66) se réduisent à la seule équation B, — 0, d'où l'on tire de suite : 

(71) y; + «ojY, = o , z ; - « - ? / , = (>. 
Il reste à écrire que les équations (67) sont vérifiées ; on obtient ainsi : 

; (2 z 2 + mEùif) Z 2 Y 2 + ÇY;Z, = 0 , 
^ 2 - > ! ( 2 2 , + RNU\{) Y 3 Z 3 4- ïY.Z;— o . 

Ces équations montrent (') que Y2 et Y. doivent être des fonctions périodiques de même période 
que Y, (ou des polynômes si o I = o). On en conclut o, = u r . 

Nous désignerons cette valeur commune par u, et nous observerons que, o ; n'étant pas nul, il eu 
est de même de TOZ. Des équations (72) on tire alors : 

(73) Y, = /iiY-, Z, - r / f .Z , (/(>/M, const.). 
Les équations (72) se réduisent à la seule condition : 

(74) htkt = 

et on en déduit la solution : 
' 2 —I— mw2

 Ç\ . , 

—— I (.r — XO) (0 cos I»Y + psin wyj (jshwir + (J ch us) 

y = ^e2 + 2 i x + A — (— ^ sin wy 4- p cos wy) (f sh ni 4- Y ch wir) 

г¿> = ( X 2 4- 2 «.r 4- A 4- (6 cos «y 4- P sin wy) (r ch B j 4- y sh U J ) 

8 = j- (B cos «y 4- p sin toy) (Y sh UJ.S 4- y ch coz). 

(') Ce raisonnement ferait en défaut si les coefficients cie. Y2 et de Y3 étaient nuls. Mais oa devrait avoir alors à 
la fois YJ = Z| = O (car Y,Z, 0). Mais U ne dépendrait plus qur de X et la solution trouvée rentrerait dans cet 1rs 
qui ont été étudiées dans le chapitre IV. 

La solution B . C 2 conduit à UN type déjà rencontré (car Ŷ Z, = o si B S C 2 — o). Si ou prend 
M — o, l'équation (69) devient: p [B2IJ 4- p2) (c.f 4- 75) = 0, qui exige p = 0. Toutes les solutions 
nouvelles possibles déduites de la condition (72) seront donc comprises dans celles qui correspon
dent à p-=o. En tenant compte de ce que p = o, on trouve deux équations analogues à (70) et (71) 
d'où l'on déduit l'absence de solutions dérivant du type (A). 



CHAPITRE VII SOLUTIONS POUR LESQUELLES X; EST NUL ET X ET X. SONT DES BINOMES DU PREMIER DEGRÉ OU DES CONSTANTES 

Xous étudierons successivement les cas où X 2 et X 3 sont deux constantes , puis celui où X 2 , 
par exemple, étant une constante , X, est un polynôme du premier ou du second degré et enfin 
celui où X 2 et X. sont deux binômes du premier degré . 

I. Solutions correspondant au cas où X2 et X, sont des constantes non nulles. — Un peut 
alors poser : 

( 1 ) X, = x—X0, X 2 — 1, X; — 1. 

Les équat ions (1) de l ' introduction se réduisent aux suivantes : 

(2) R : = 0, 

( 3 ) l U ^ + D ^ O , 

(4) B; + C 5 + D ; = o . 

1. S i o n s u p p o s e YÍ = Z,' = 0, u ne dépend que de x et les solutions obtenues ren t ren t 
dans les types qui fout l 'objet des recherches exposées dans le chapitre IV. 

2 . S i Y' e t ZJ n e s o n t p a s n u l s à l a f o i s , il est loisible par ra ison de symétrie de supposer 
Y' ~ o. Xous par t i rons alors de la considération de l 'équation (3) . Dans tous les cas, Y, et Z, 
seront donnés en vertu de (2) par des équat ions : 

(5) Y ' ; = « o » Y „ 

(G) Z" -)- w2 Z x = o (<u coiist.). 

P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (3). — On prend : 

(7) Y, = p 2Y;, d'où, — ? 2 o > 2 Y ' i , 

(8) Y, = Ù,Y[, d'où, Y 3 = 6, Y, + (i3 ( P l , ¿ 3 , [33 const.) 

avec : (9) P2[w

2Z3(i + ¡o + z';] + ¿3?z;-+-$zI = o . 
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I j [ w = (61 CH u Y + PI SHUJ/Y) 

L B 2 R + WLJR, — C2 I —-— I J COS luZ J (O C2 '-R-FDÏI+OJ —-— J S 1 D 6 i ^ 

— (c, sin w z — y, cos (j z) 

' 9 = ç (¿1 ch O) y 4 — [3J sh EU //) (c 2 sin t a z— G 2 cos OJ z). 

D E U X I È M E SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (3 ) . - LES FONCTIONS Y", Y 2 , Y' ET Y,' SONT 
LIÉES PAR DEUX RELATIONS LINÉAIRES RÉSOLUBLES EN Y 2 ET Y 2 . ON PEUT ALORS POSER : 

(13) YI = À0 Y; 4 - ^ Y;, 
(14) Y2' = x2 Y; + N2 Y: (X0, ̂ , X2, a 2 const.), 

AUXQUELLES IL FAUT JOINDRE POUR SATISFAIRE À L'ÉQUATION ( 3 ) : 05) ; , ( I + ? ) Z 2 + ^„Z;' + SZ, = o, 

(16) ^ (1 4 - E) Z 2 4 - ^ Z'2' 4 • E Z; = 0. 

LES ÉQUATIONS ( I 3 ) ET ( i 4 ) PEUVENT D'AILLEURS ÊTRE REMPLACÉES PAR L'ÉQUATION ( I 3 ) ET LA SUIVANTE, 
EU ÉGARD À LA PREMIÈRE ÉQUATION (6) : 

( 1 7 ) [XO YJ fr Y. = Y, (À, l 0 m2) + va (v 0 CONST.). 
ON OBSERVERA QU'ON NE DOIT PAS SUPPOSER U.0 — U,2 = O SINON, ÉTANT DONNÉE LA NATURE DE Y,, 

L'ÉQUATION ( I 4 ) SERAIT UNE CONSÉQUENCE DE L'ÉQUATION ( I 3 ) , POUR UNE VALEUR CONVENABLE DE \2. 
DE MÊME L'ÉQUATION ( I 5 ) PERMET D'ÉCARTER L'HYPOTHÈSE OÙ X0 = X2 = O. GELA ÉTANT, LES ÉQUATIONS 
( I 3 ) ET ( 1 7 ) PERMETTRONT DE DÉTERMINER Y 2 EL Y. ET ( I 5 ) ET ( 1 6 ) DONNERONT Z 2 ET Z.. MAIS IL FAUT 
S'ASSURER QUE CES SOLUTIONS SATISFONT AUSSI À L'ÉQUATION (4) . NOUS DISTINGUERONS DEUX CAS SUIVANT 
QUE U.0 EST NUL OU NON. 

Premier cas. — U.0 = 0. L'ÉQUATION (17 ) DONNE : 
/ O N Y [Y, (À2 — XQ (O2) 4 - VO] 
(18) ï , = , 

ET L'ÉQUATION (4 ) DEVIENT : 

( I G ) Y I | _ ^ - W ) Z 3 + ( 1 ± J ) ! ( , 2 _ , O U 2 ) + ? Z; + X 0 U 2 Z ; ] + ^ v0 Z; = o. 

L'ÉQUATION (4) DEVIENT : 
( 1 0 ) Y, [6, (i + o Z: + A J W * Z ; + ? Z; + F lfo,» Z 2 ] + P, ( i + S) Z.' = o, 

D'OÙ L'ON DÉDUIT, Y, N'ÉTANT PAS UNE CONSTANTE : 00 b-, ( i 4 - o Z; 4 - b. ^ Z, 4 - 5 Z; 4 - P, ?« 3 Z; = o , 

( . a ) P 5 Z'/ = o. 

I° ON PREND Z" — O. ON EST ALORS CONDUIT À ÉCRIRE QUE L'UNE DES DEUX QUANTITÉS O OU 6S EST 
NULLE. MAIS SI W — O, Y^ — O ET ON RETOMBE SUR UNE SOLUTION DU CHAPITRE V ; SI b, — O, w NE 
DÉPEND PLUS QUE DE Z ET LA SOLUTION OBTENUE APPARTIENT AU GROUPE DE CELLES QUI SONT ÉTUDIÉES DANS 
LE CHAPITRE IV. 

2° ON ADOPTE LA SOLUTION ¡3 — O, DE L'ÉQUATION ( 1 2 ) . LES ÉQUATIONS (7 ) ET (8 ) DÉTERMINENT Y 2 

ET Y 3 ; LES ÉQUATIONS (9) ET ( 1 1 ) DONNENT Z 2 ET Z,. ON EST AMENÉ À DISTINGUER DEUX CAS SUIVANT QUE 
u EST NUL OU NON. MAIS SI u EST NUL, Y 2 — 0 ET L'ON PEUT LAISSER DE CÔTÉ LA SOLUTION À LAQUELLE 
CONDUIT CETTE HYPOTHÈSE. SI W N'EST PAS NID, ON TROUVE LA SOLUTION SUIVANTE : 

U = (x X0) (¿1 CH t a ÌJ --{- ¡3, SH t a if) (C, COS u î + y , SILL (J) z), 
v = tu (bt SH u // 4 - (3, CH W y) [(C2 z 4 - TO COS OJ R 4 - (&i ~ -F Y 2) SIN W R], 
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Cette égalité exige, Y, n'étant pas uns constante 

(ao) >o?w H ? [ } I — I 0 M 2 ) Z2 + Ç A[ - | — Z ; = o. 

s ' J ft 

(21) v0 Z2 = 0. 

Si on fait Z2 = 0, Z2 est une constante et il en est de même de Z, en vertu de l'équation (i5). 

Par suite o == 0, Y[ se réduit à une constante et il en est de même pour Y 2 , d'après l'équa

tion (i3) dans laquelle [x„ = o. On trouve donc une solution rentrant dans celles qui font l'objet 

du chapitre V. 

Soit donc v Q = 0. De l'équation (16) on tire, u.0 étant nul, 

(22) Z, = ? — z 2 -

Entre les relations (20) et (22) éliminons Z 3 ; nous trouvons : 

(23) (>.2 — W ) co2 ( 1 4- 0 Z 2 + [h ( 1 4- O2 — W 0 5 + 0 ] z ^ — Ç'»1 z i = °. 

dont la comparaison avec l'équation ( i5) donne : 

(24) Z 2 [>,2 (1 4- O2 — 2 *° S] 4- Z 2 ( 1 4- Ç) to2 (2 >2 — ) , (o2) = 0. 

Cette équation montre que Z 2 est de la forme : 

(26) Z 2 = a cos Q z 4- p sin Q z 
et des équations ( i5) et (23) on déduit : 

/ 0 

d'où 

( a 6 " 0 ), ) n < " 

1 4- S 

En définitive, on aura( ') 

1 H-2 (E 4- O L 

7 _ H 0 4 - 0 „, ft (1 4- 0 z; 

u>2Ê 2 W 

d'où l'on tire la solution : 

J u = (x — x0) (b, ch 10 ;/ 4- Pi sh to y) (c, cos to .r - j - y, sin w z), 
\ u = to (6, sh to y 4- pi ch to y) j c 2 cos to ^ 4- sin to ir + — (cL sin to z + y, cos to r) 1 

| w = (6, ch to(/4- P, shu>f/)^sin to z — c2toj 4-costosr^Y2w — — ~ ( c , cos 4-Yi sin t o « ) J > 

8 = (6, ch tu y 4- p, sh to (/) (c, cos tu ^ 4- Yi siu 10 z~). 
Deuxième cas : jj.0 rp o. L'équation (17) donne : 

r. -i y _ Y - Q 2 — W ) 4 - f t Y 3 4 - v 0 _ 

La substitution de cette valeur de Y',' dans l'équation (4 ) conduit à : 

(28) y , [ ( x 2 - > , , , , o o £ + e z ; 4 ^ ^ ^ 

(') On peut laisser de côté le cas où TA = 0 , car on aurait alors : Y2 - ),0<oaYi = o. 
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C e t t e r e l a t i o n n e p e u t , ê t r e v é r i f i é e q u e s i l e s c o e f f i c i e n t s d e Y , , Y , e l l e t e r m e i n d é p e n d a n t d e s 

Y s o n t n u l s , à m o i n s q u e Y , e t Y . n e s o i e n t l i é s p a r u n e é q u a t i o n d e l a f o r m e 

(29) p Y , + q Y , = r ( p , q , r c o n s t . ) . 

M a i s , d ' u n e t e l l e r e l a t i o n , o n d é d u i r a i t : 

( 3 0 ) p Y; 4 - q Y; = o , 

q u i , j o i n t e a u x é q u a t i o n s ( i 3 ) e t ( i 4 ) > m o n t r e q u e l a s o l u t i o n a p p a r t i e n d r a i t a u g r o u p e d é f i n i p a r 

l e s f o r m u l e s ( 7 ) e t ( 8 ) . N o u s d e v o n s d o n c a v o i r : 

( 3 1 ) ( x 2 — w ) ^ + 5 Z ; + À 2 ?Z ; = O , 

( 3 3 ) v 0 ( z ; + j , 0 ? z ; ) ^ o , 

r e l a t i o n s d o n t n o u s a u r o n s à c h e r c h e r l e s s o l u t i o n s s a t i s f a i s a n t a u s s i a u x é q u a t i o n s (10) e t (16). 

i ° S u p p o s o n s d ' a b o r d p . 2 = o . — L ' é q u a t i o n ( 3 a ) d o n n e 71" — o . Z 2 e s t d o n c u n p o l y n ô m e d u 

s e c o n d d e g r é P 2 e t l ' é q u a t i o n ( i 5 ) m o n t r e à l a f o i s q u e Z t n ' é t a n t p a s u n e s o m m e d ' e x p o n e n t i e l l e s , 

o e s t n u l e l q u e X 2 — o , s i P 2 e s t r é e l l e m e n t d u s e c o n d d e g r é . S i P 2 s e r é d u i t à u n b i n ô m e d u p r e 

m i e r d e g r é o u à u n e c o n s t a n t e Z" e s t n u l , 712 e s t c o n s t a n t a i n s i , d ' a i l l e u r s , q u e 71 e t s i X 2 r ~ o , Z . 

s e r é d u i t à u n e c o n s t a n t e , d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 3 i ) , o n e s t r a m e n é à u n e s o l u t i o n d ' u n t y p e d é j à 

r e n c o n t r é ( c h a p . Y ) . 

I l f a u t d o n c s u p p o s e r à l a f o i s X 2 — \j.2 — M = o . O n o b t i e n t a l o r s s a n s d i f f i c u l t ! ' l e s e x p r e s 

s i o n s : 

Y, = K (// — //„), Z, — 1, 

Y 2 = v 0 y - - l 0 K + 6 ; ; Ì 0 , Z 2 = — - \ - Z 1 - { - C 2 S -I •• v 2 , 

Y; = Z p - >f Y' b ; IJ + S , , Z, = Y Z — -i.0 c 2 - { - T ; -

q u i s a t i s f o n t a u x é q u a t i o n s ( 5 ) , (6) , ( c 3 ) , ( i 4 ) , ( r ô ) , (16), (17) , ( 3 i ) e l ( 3 a ) . 

D ' a u t r e p a r t , l e c a s o ù Y ^ e s t n u l é t a n t é c a r t é , o n v o i t q u ' i l f a u t s u p p o s e r v 0 - 7 = 0 ; l ' é q u a 

t i o n ( 3 3 ) d o n n e a l o r s l a c o n d i t i o n : 

( 3 4 ) Z ; + U . 0 E Z ^ = O O U : ( j . - z — ] x 0 c 2 4 - T;J -(- H o ? \— y z-Y-

q u i , \Ka n ' é t a n t p a s n u l , é q u i v a u t a u x d e u x r e l a t i o n s : 

( 3 5 ) 1 — X2 = o d ' o ù X = 1 c a r X 4 - 1 r~ 0. 

( 3 6 ) T 3 = o . 

O n o b t i e n t a i n s i l a s o l u t i o n s u i v a n t e q u i n e c o n v i e n t q u e l o r s q u e £ — 1 e t q u e n o u s a v o n s 

é c r i t e e n c h a n g e a n t l é g è r e m e n t l e s n o t a t i o n s p r é c é d e n t e s : 

11 = K ( x — x l ) ( / / — y 0 ) 

A ' « = (a è ; y + | 5 3 + K ) ^ — 4 - c , 

/ « > = ( * 3 , ' / 2 + r-3 .'/ + 1 3 ) ( ~ - c0 
9 = * 3 ( . 7 2 — + ( K + , 8 ; ^ ) . ' / 4 - 2 6 ; c 2 s - + 2 A - , v2 — K y , , -j- r i ; ( . 2 % / / „ . . . r n c o n s t . ; ? = 1 ) . 
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2 ° Soit maintenant | i 2 ^ o . — L'équat ion ( 3 a ) nous permet d 'obtenir Z, en fonction de Z2" et de 
Z \ En introduisant cette valeur dans les équations ( 2 2 ) et ( 3 i ) on obt ient les équat ions : 

( 3 7 ) Z ' J + 2 t 2 2 Z " + Q > Z 2 = 0 (Q 2 = ^ Y 

( 3 8 ) ( x 2 - x „ « » o 5 + z ; ] + ? z ; + x 2 ? z ; = 0 . 

Des équations (38) et ( i 5 ) on tire : 

( 3 g ) Z 2 [ ( X , — X o « 0 — X u ] + Z 2 ^ ^ A0(O» ^ J = 0 , 

et pour qu 'un système de fonctions Z 2 et Z, satisfasse aux équations ( i o ) , ( 2 2 ) , ( 3 i ) et ( 3 2 ) il sera 
nécessaire et suffisant qu'i l vérifie les équations ( i 5 ) , ( 3 2 ) , ( 3 7 ) et (3g). Mais étant donnée la forme 
de Z, et des solutions ( ') de l 'équation ( 3 7 ) , on voit en por tan t les expressions de ces fonctions 
dans l 'équation ( i 5 ) qu'il faut que l'on ait : Î2 2 = u 2 c 'est-à-dire : 

( 4 o ) [ i 2 = p a u > 2 . 

Sous cette condition l 'équation (3g) devient : 

( 4 0 ( 1 + S) - W ( > + 2 ? ) ] ( Z 2 " + a>2Z2) = a. 

t c c cas. On suppose X2 ( 1 4 - £) — X 0 w2 ( 1 + 2 £ ) =p 0. 
Il faut alors p rendre : 

( 4 0 - z ™ + c o » z ; = o . 

Or les solutions communes aux équations ( 3 7 ) et ( 4 a ) sont de la forme : Z 2 = c 2 c o s as 4 - y 2 sin u r . 
Cela é tant , l 'équation ( i 5 ) donne : 

Z a = — ï T Ç ! + 0 — W 

qui est bien de la forme en ques t ion. 
De l 'équation ( 3 2 ) on tire : 

( 4 4 ) z ; — [ i o Z 2 , 

et il est visible que la seule solution acceptable de l 'équat ion ( 3 3 ) est alors v 0 = o. 
En jo ignant aux formules ( 4 3 ) et (44), les relat ions ( i 3 ) et ( 1 7 ) , en tenant compte des relations 

p.* = « 2 R t v„ = o, on obtient une solution définie par les relations : 

. Y, = A, ch MlJ -\- ]5i sh w y Z i = C\ COS (aZ + sin tx)Z 

( 4 5 ) ! Y > = W + Z ^ - x T O + Q - x ^ 

d'où 
= ( x 1 — J ? 0 ) ' ( ¿ 1 c h w y -j ¡ 3 , s h w y ) ( c , c o s u ) £ -f- y , s i n wz), 

= ? [ X 0 b i ( A , s h m y 4 - p , c h w y ) + [ l o t o ( ¿ 3 s h w y - f - P 3 c h w y ) 4 - ^ ^ ^ 

. . . [ C i c o s w f 4 - f i s i n t u z 
I m | , j p i c h i o y 4 - A t s h u > / / 4 - m y ( A , c h u > y 4 - p , s h u > y j ] |^ ^ X l ~ ( 7 - f - Q j 

' 1 F ' / , \ • ^ ^ \ / 1 , l ( c , s i n ( 0 ^ — f , COS c o r ) 

| w = j i o ( o f ^ - ^ ( p . c h w y 4 - A . s h u i y ) ( X 2 — X 0 t u 2 ) 4 - 6 3 c h 4 - p 3 s h w y j — ^ ^ + ^ _ , - > Q M 2 •' 

X 2 — - X 0 o i 

9 = ( A , c h m i / 4 - p , s h « y ) ( c , c o s + ï i s i n mz) 
>» ( 1 4 - ? ) — ^ 2 

( T ) L ' e n s e m b l e d e s c o n d i t i o n s f x z = = p o w 2 , f / 2 3 = o p e r m e t d ' é c a r t e r l e c a s w = o . 

KQCJLTIONS INDÉFINIES 11 
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(49) ' X* = X0ro2 I 

I + E 

T r o i s i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 3 ) . — Les fonctions Y 2 , Y 2 , Y! et Y^ sont 
liées pa r deux relations linéaires non résolubles par rappor t à Y 2 et Y ' . Comme Y' n'est pas nul, 
on peut supposer l 'une de ces relat ions mise sous la forme : 

O ) . y ; = ; j j Y ; , 

ou 

(5o b ! s ) Y 3 = p 3 Y I + ? 3 ( P . , Q - , const.). 

L 'équat ion ( 3 ) devient : 

(50 y 2 z 2 (1 + ? ) + y 2 z 2 ' + s y ; ( z , + p 3 z : ) = o, 

et la seconde équation linéaire entre Y 2 , Y 2 , Yj et Y! est de la forme ( ' ) : 

(52) Y " = / Y 2 -f- / « Y ! (l, m, const.). 

La subst i tu t ion dans la relat ion (50 de la valeur ( 0 2 ) de Y ' 2 condui t aux formules : 

(53) ; Z 2 ( i + 0 + Z 2 = o , 

(54) j M Z | + m Z 2 ( z + 0 + ?Z, = 0 . 

D 'aut re par t l 'équation ( 4 ) donne : 

(55) Y , [ P ^ Z 3 + P , ( i + 0 Z.'-f ?z;] -+- ? Y 2 Z 2 + Q . ( 1 + Ç) z - = o. 

i° S U P P O S O N S y, = p o . — Une première série de solution de l 'équation ( 5 5 ) s 'obtiendrait en 
écrivant que Yj et Y ' 2 sont constants , hypothèse que nous devons écarter car Y ' = 7 = 0 . D 'aut re part il 
n 'y a pas lieu d 'examiner le cas où Z 2 serait n u l ; V ne dépendra i t alors que de ;/. (Cf. chap . IV.) 

En définitive, nous sommes condui ts à envisager les seules solutions de l 'équation ( 5 5 ) définies 
par les relat ions : 

(56) z;' = p,z 2, 

(5 7 ) />>«2z3 +P, (1 + e j z " + çz: = v,z; »3 const.), 

(58) »,V, + ïY; + F i ( i + E ) ? 5 = G. 

(J) Car l e coefficient rie Y2 n'est pas nul ; voir la r e m a r q u e faite à ce, sujet page 5, note 1. 

2 e CAS. ON SUPPOSE X2 (£ + i ) — XQ o 2 (i -f- 2 £) = o. 

Z 2 devant satisfaire aux équat ions ( i 5 ) et ( ^ 7 ) , por tons dans la première l 'expression de l'inté
grale générale de la seconde : 

(46) Z 2 = (c2z — -;2) cos + (// 2r + G 2) sin TOZ, 

nous obtenons : 

(47) À0 [2 œ2EZ2 + 2 (U ( — c2 sin LI)Z -+- 1/2 C O S (Dir)] + ? ( f i C O S 0 J 5 - f ~ Yi s m 0 J 0 = O -

La dispari t ion des termes en .s cos z et r sin s dans le premier nombre de cette relat ion exige : 
c, = q2 — o et on obt ient s implement : 

valeur qui satisfait aussi à l 'équation ( 3 7 ) . Si on observe qu'elle vérifie également l 'équation ( 4 2 ) , 

on voit qu 'on re tombe sur une forme part iculière de la série précédente , correspondant au cas où 
dans les formules on supposerai t que l'on ait : 
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Si LP=.Q on est ramené à une solution rentrant dans celle de la première série. Comme Y'̂ r=o 
nous devons prendre : 

(61) l — o, v, + m 5 — o. 

L'équation (53) donne alors : Z'2 = o; Z2 et par suite Z. (éq. 56) et Z, (éq. 54) sont donc des 
polynômes. Donc u — 0. Moyennant les conditions (61), l'équation (52) sera vérifiée d'elle-même 
pour les fonctions Y2 et Y, définies par les équations (5ob l s) et (5g). Sachant d'ailleurs qu'on peut 
écrire : 

(62) Y, = y — y„ Z, = K ( 5 — *,) (Y„ Z„ K, const.), 
on obtient : 

(63) Z2 = r2 (z — z2), 

(64) Y 2 = ^ - (niy> + ? H y + ? 2 , 

valeurs dont l'introduction dans les équations (54)» (56) et (5 7) donne : 
(65) p., \Z\ + m c2 (1 + S) (z — z2) + c, E (* — z,) = o, 
(66) Z" = UY c2, 

(67) /3; (1 + E) V; c2 + c, Ç + m. Ç c2 = 0. 
Mais p%=j=. a sinon a» dépendrait de z seul (Cf. chap. IV); l'équation (65) permet donc d'ob

tenir Zj et l'équation (66) est alors remplacée par la condition : 
(68) p. Ç [ij c 2 4- Ç c, + m c2 (i + î ) = 0, 

qui forme avec la relation (67) un système remplaçable par : 
. j Ci S = — (2 E 4- i ) pj [X, C 2 , 

' m = Z5) HV 
En tenant compte de ces dernières relations et des valeurs précédemment trouvées pour les Y 

et les Z on obtient, après une légère simplification des notations, la solution : 

u = — (—'— jK(x — x,) (y — y,) (z — z,) 

» = K [Ç - j y, + p3 ( ^ ) j ff + P*] (* - *0 

_iyj <> = K t// - y« r- P,] [~ + | ^ (Ç + 0 - (a S 4- 0 - I f + Y; 
( 2

 ( j r _ r i ) (/,) 4- K (E- — 52) [// - y, - p, ( ^ ) ] 

4- K - y t 4- PO [x 4- * 2 ( I + ( a g + °-| (K, a;, ... T j const.). 

20 Faisons maintenant q, —- o. Pour la raison déjà signalée page 80, il n'y a pas lieu d'envi
sager le cas où Z'2 = o. Pour satisfaire à l'équation (55) nous devons donc prendre : 

(70) Y; = fr Y, (d'où Y; = 2̂ Y;) f>, const.). 

= - - K 

L'équation (58) donne : 

moyennant laquelle l'équation (02) peut être remplacée par la suivante : 

(6o) , Y i = _ ( ! !L+^) y , 
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6 = h (// — </«) ri 
Quatr ième et dernière sér ie de so lu t ions de l 'équation (3). — Elle est définie pai 

les relations : 

(79) Z 2 ^ K 2 Z „ z 3 ^ x 3 z „ z;' = — K 2 ^ Z „ 

dans lesquelles X, et K 2 désignent deux constantes non nul les ; la dernière de ces relations est une 
conséquence de la première (79) et de l 'équation (6). L 'équat ion (3) devient : 

(80) " Y ; K 2 ( I - m ) - I W Y 2 + ?Y; + X;5Y; = O, 

et l 'équat ion (4) : 

(80 Y 3 Z 3 + z; [Y3 (1 + ?) x, + ? (Y, + K 2Y;)] = 0 , 

dont on obt iendra i t une première série de solution en posant : 

(82) Z ^ i i . Z . ((JL, const.). 

(') Car PI 0, sinon Yj serait nul. 

La formule (52) donne alors : 

<7 0 / Y, + m Y; = Y;, 
et, si cette équat ion n'est pas une identité, la solution correspondante reulre dans la première série, 

Y 2 Y ' 
car y/2, et sont constantes . Un doit donc supposer : 

(72) L — O, [ij = //(, 
et l'on a ainsi d 'après les équat ions (5o b , s)j (70) et (53) : 

(73) Y, = / > , ¥ „ 

(74) Y ; = m Y „ 
( 7 5) = o . 

La vérification de l 'équation ( 7 4 ) entraîne d 'ai l leurs celle de l 'équation (52). L 'équat ion (55) 
donne : 

(76) P ; z 3 + , H (1 + s) Z : - ç z; + m ? z; = 0. 
De l 'élimination de Z, entre l 'équation (54) et celle obtenue par dérivation de (70) on tire 

o m = 0, eu égard aux équat ions (5) (G) et (75). Mais m — 0 est à rejeter car serait nul . On 
doit donc prendre u — 0. On peut alors poser : 

(77) Y, = H (// - ,JO) Z, = À: (r - z0) 
et déterminer Z. en fonction de Z, et de Z 2 par l 'équation (54) (')• En por tant la valeur trouvée 
pour Z; dans l 'équation : 

(7GbiS) p. (! + Ç) z, + ç z; + Mt 5 z; = 0, 
dédui te de l 'équation (76) en v faisant u — o, on obt ient : 

(78) / « z ; ( a ç + I ) + EZ; = O, 
qui donne Z, en fonction de Z, . La valeur obtenue satisfait d 'ail leurs à l 'équation (75) et l'on a 
ainsi déterminé complètement le système : 

1 11 = II K (X — XA) (// — I/O) (r — S 0 ) 

VHIF , 1 / K Ï Z \ 

\ " = ~%. H-L'J° + ^ I 1 ~ I T + 7 1 T 7 
*̂2 , ! y* (1 + Q - A - ^ n / 

r ( ^ + T ) + l ç <* + ï i 



Mais il n'y a pas lien de supposer p., — o , sans quoi Z, et par suite Z 2 seraient constants et v ne 
dépendrait que de // (Cf. chap . IV). Dès lors des équations (82) et (79) on tirerait : 

Z' 
(83) Z, = K = K 2Z;, 

formules qui caractérisent des solutions ne différant de celles de la première série que par la per
mutation des variables y et z. Nous devons donc faire : 

(84) Y;' = o , 

(85) Y , X 3 ( i + 0 + ^ + ^ 5 = 0 . 

Tirons K 2 Y 2 de l 'équation (85) et portons dans (80) la valeur ob tenue ; nous t rouvons : 

(8fl) «o'HW, + Y; + X3Y; (^y- 5 - ) = o, 

d'où, en tenant compte des équat ions (5) et (84), on tire par une dérivation : 

(87) *>» (Y, + K,Y;) = o . 

Or on ne peut supposer Y, 4- K X ' — o, qui , en vertu de l 'équation (85), entraînerai t X, = 0 p a r 
suite Z.' = o, condit ion définissant une solution qui appar t ient aux types étudiés dans le chapitre V. 
Nous devons donc supposer u = o et nous aurons : 

1 Y, = // — i/ 0, Z, = C t S + y , , Y 3 == b.i/ 4- p3, 
(88) -, „ , . , „ . /'-V 

K2 [c.z + YO, Z-, — 

Nous t rouverons les dernières conditions en subst i tuant ces valeurs dans les équat ions (80) et 
(85) et nous serons ainsi conduits à la solution : 

a = (,r — .r„) (;/ - ;/„) (c,z + Y0-

IJo j y + fcj ( C : Z + Y,), 
VI 

[ ?.'/2 + i + 
r [ a (2 S 4-

{: 
o + 1 

/ C , 2 
_ 1 

2 Ç4- « 

o + 1 

\ ~ ^ ~ 

(c, /y (c, 
2 5 + 1 t 

II. Solutions pour lesquelles X 2 es t u n ? constante et X, es£ u n p o i y n d m e du premier ou 
du second degré. — Le cas où X. est du premier degré conduit à supposer Z,' = o comme on le 
voit ru expr imant (pie l 'équation (I . 1) est vérifiée, ce qui donne la condit ion D I = o. Il n'y a donc 
pas lieu de s 'arrêter à ces solut ions. Si X. est effectivement du second degré , on peut pose r : 

(8(j) X, = x — Xi, X 2 = 1, X 3 = x* 4- a a 3 x 4- x.t, 

et les équat ions (I) donnent les conditions : 

(yo) lì, 4- 2 I), = 0^ D, (.r, 4- a 3 ) = o, 

( 9 0 ' • D 2 = o, B 3 = o, 

(92) B 2 4- C 3 = 0, 2 A3 + C 3 4- D 3 = 0. 

La première équat ion (91) donne Y,' = o et alors la seconde exige Z " = o , d 'où, en laissant de 
côté le cas étudié dans le chapitre V, où Z,' = o : 

( 9 3) . Y 3 = K 3 , Z 3 = z — z, (Kj, * 3 const. K3 =p o), 

et, en vertu de la seconde équation (90) : 

(94) • a}= — xt. 
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(') Nous nous bornons à rejeter cette solution en note : 

Si on laisse de côté la valeur ; — — 1 du paramètre, elle suppose que ? est racine de l'équation 

S2 — S + 1 = 0. 
Elle est définie par les formules : 

, IL = K3 ( 0 3 — X , ) ( — Ç # 2 + 2 , J 2 \LJ + ¡ 3 , ) 

C V = 2 Kj Ç2 (Y — ,J2) ( L — 5 3 Z + Y: 

k j = K3 (ce2 — 2 x 0 ; , -f- *j) (s — ' 0 -

La première équation (no) et la seconde équation ( 9 2 ) deviennent : 

(g5) Y'/Z, + Y,Z'; + a \ K3 = o, 

( 9 6 ) a K ^ r - ^ + Ç Y,Z; + Ç Y ^ = o. 

Les fonctions de Y et de S figurant dans la relation ( 9 6 ) n 'étant pas toutes nul les , cette relation 
a deux séries de solutions : 

PREMIÈRE SÈRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (gG) : 

(07) Y, — K,, Y2 — K2, (K,, K 2, c o n s t a n t e s n o n n u l l e s ) . 

La première équation ( 9 2 ) donne alors : Z ' 2 ' — 0 . Or on peut supposer Z ^ ' ^ o sans quoi V dépen
drai t de la seule variable Y (Cf. chap . IV) et il est loisible de prendre : 

( 9 8 ) X 2 = S — S , . 

Eu égard aux formules ( 9 7 ) et ( 9 8 ) , les équat ions (g.)) et (g(>) deviennent : 

( 9 9 ) Z" + 2 S K 3 = 0, 

( 1 0 0 ) 2 K } ( S - * 3 ) + s K,Z; + ç K, = 0, 

qui admet ten t une solution commune si ê = On trouve ainsi la solution suivante classée hors 
série qui ne convient que si r. 

• U = (X — X L ) [ — K 3 r 1 + (2 K 3 * 3 — K 2) r + y,], 
r — H ) V = K , ( Y — Y 2 ) (Z — Z 2 ) , 

I
 a

 1 w = K, (.r* - 2 . x ^ + Ç,) (r - * 3 ) , 
' 9 == — K3 xr2 -f- 2 K 3 ir3xr + T l — K 2 .s 2 + K3 ( , r 2 — 2 . r , . r + Ç 3 ). 

DEUXIÈME SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION ( 9 0 ) . — Elle correspond aux relat ions : 

Z; = K, ( * — * 3 ) , z ; - ^ K 2 ( r - ^ ; ) (K„ K, c o n s t . ) , 

et ne conduit à aucune solution nouvelle du problème étudié sauf pour deux valeurs imaginaires 
de É C ) . 

I I I . Solutions pour lesquelles X „ X 2 ef X. s o n t d e s binômes du premier degré non 
réduits à des constantes. — On peut alors prendre : 

I X, = X — X N 

X 2 = X — X , , , 

X 3 = X — X } , (.-E,, X 2 , X . , const.). 
On obt ient par identification après subst i tut ion dans les équat ions I : 

I B , = o, 

( 1 0 2 ) B 2 + V>2 = 0 , 

[ B , + D 3 = o, 

( 1 0 3 ) C, + D, = O, 

, , . ) D 2 ( X 2 — CE,) + C 2 = o, 

^ \ D 3 ( ^ 3 , ^ 2 ) + C 3 = o. 
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L e s é q u a t i o n s ( 1 0 2 ) s o n t c e l l e s q u i d é f i n i s s e n t l e s s o l u t i o n s | X I b i s , | X I I , X I I I e t ( A ) d u 

c h a p i t r e V . N o u s d e v r o n s d o n c s i m p l e m e n t l e s p a s s e r e n r e v u e e t e n d é d u i r e c e l l e s q u i c o n d u i s e n t 

à u n e s o l u t i o n d u p r o b l è m e q u e n o u s é t u d i o n s . L ' é q u a t i o n ( i o 3 ) m o n t r e q u e , s e u l e s p a r m i c e s 

s o l u t i o n s , c e l l e s p o u r l e s q u e l l e s l a d i l a t a t i o n c u b i q u e e s t n u l l e p e u v e n t ê t r e u t i l i s é e s a v e c f r u i t . 

C e t t e r e m a r q u e p e r m e t d e s e d é b a r r a s s e r d e s u i t e d e l a s o l u t i o n ( A ) q u i , l o r s q u ' o n l u i i m p o s e l a 

c o n d i t i o n 9 = o r e n t r e d a n s l e t y p e X I I I . 

La solution X I b i s ne conduit à aucun résultat nouveau, c a r l o r s q u e , d a n s c e t t e s o l u t i o n 6 e s t 

n u l , i l e n e s t d e m ê m e d e D 2 e t D , , l e s é q u a t i o n s (io4) e n t r a î n e n t Y ' — Z ' = 0 e t l e d é p l a c e m e n t u 

n e d é p e n d ( p u e d e l a v a r i a b l e x. Pour la même raison, le type X I I I n'est pas à envisager 

Solutions déduites du type X I I • — L ' é q u a t i o n ( i o 3 ) m o n t r e q u ' o n d o i t y f a i r e : c ; = G 3 = o . 

S i o n l a i s s e d e c ô t é l e s s o l u t i o n s o ù u n e d é p e n d q u e d e x , i l f a u t s u p p o s e r x t — œ . ^ o , e n v e r t u 

d e s é q u a t i o n s (io4) q u i e x i g e n t d ' a u t r e p a r t : 0? = — a\. O n t r o u v e a l o r s l a s o l u t i o n : 

1 = {X — X , ) (B E H TA Y + P S H W Y) ( C COS W z 4- Y S I N W z), 

(X XZ) 

V I I 

—, v (B sh TA Y 4 - P ch TA Y) (C C O S t o S + Y sin TA z), 
TA [X2 XJJ 

( 3 " X - Ì 

W = —-, + : (B C H TA Y -f- P S H TA Y) ( — C SILL TA Z -\- Y C O S TA z), 
R ' 1 [XI 

9 — o. 



C H A P I T R E V I I I 

A P P L I C A T I O N S M É C A N I Q U E S . — É T U D E D E LA D É F O R M A T I O N 
D ' U N P A R A L L É L I P I P È D E R E C T A N G L E 

Nous donnerons deux exemples de l'application des résultats précédents à l'étude de l'équi
libre élastique d'un prisme. 

PREMIER EXEMPLE 

1. Considérons le déplacement donné par les formules VI du chapitre IV, en supposant l'axe 
du z parallèle aux arêtes du prisme. 

En faisant abstraction du déplacement d'ensemble du solide déformé, on peut supposer fixes 
le plan xoy et l'axe o x ; il faut et il suffil pour cela que l'on ait (*) : 

<)ll ù l l ) Ù W 
( i ) a = v =w — ^ — = • = ^ — ~ o 
v J ùx àx OIJ 

pour x = y = z — 0 . 
Les déplacements que nous avons à envisager se ramènent ainsi à l'un ou à l'autre des deux 

types : 

(1) n = y (c ; z + YO, v — s (a 2 x + a 2), w — c 3 z, 

(II) M = (6, y + B,) *r, u = s ( a 2 x + a 2), w = c}z, 

pour lesquels la dilatation cubique se réduit à C3 et les sections droites restent parallèles à elles-
mêmes. Les calculs relatifs à ces deux cas ne différant pas essentiellement, nous nous bornerons à 
envisager le premier. 

2 . P r o p r i é t é s a n a l y t i q u e s e t g é o m é t r i q u e s d u d é p l a c e m e n t . — Les formules qui 
permettent de passer des coordonnées x, y, z d'un point du milieu non déformé aux coordonnées 
X, Y, Z de ce point, après déformation, sont : 

(2) X = x + y (c, z + YO, Y = // + z («2 x + a 2), Z = z (1 + c 3). 

Nous observerons que, conformément aux hypothèses mêmes qui ont permis d'établir les 
équations de l'élasticité, l'on peut supposer négligeables les puissances et les produits des coeffi
cients, c,, y,, cy Cette remarque sera constamment utilisée ci-après. 

(') VOIR C L E B S C U : Théorie de l'élasticité des corps solides, TRADUCTION DE MM. BARRÉ DE SAINT-VENAUT ET FLAMANT, 
P. 1S8. 
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Des formules ( 2 ) , on tire : 

X (1 + C Ù 2 ~ [C Z + ?, (1 + cQ] [Y (1 + c,) - , 2 Z] 
(1 + C , Y — a, Z [ C l Z - h T l (1 + c,)] 

(1 -f- c,) [(1 + c 3) Y — (a 2 X 4- «0 Z] 
(3) { !/ = 

1 4 - c, 

ou, avec l 'approximation admise : 

(1 + C , Y — A 2 Z [c, Z -f- T l (1 4- c,)] 
Z 

5 

X (1 4 - a c 3) - Y (c, Z + Y Q 

JO — ' 

1 4 - 2 c 3 

, ( . _ + u , ) Y - ( a 2 X + . J ) Z i 

^ ' * ' 1 4 - 2 c 3 

Z 
* = r+v 

Les formules (3) permet ten t de déterminer la transformée du plan : 

(4) <* X 4- P y 4 - T z = °-

On trouve ainsi une surface cubique ; mais, eu égard à l 'approximation logiquement admise , son 
équation se rédui t à : 

(5) « [ ( 1 4 - 2 c.) X — c , YZ — Y l Y] 4- p [(1 4- a c 3) Y — (a, X 4- a 2) Z] 4~ Y Z (1 + c 3) = S (1 + 2 c 3), 

qui représente en général un paiaboloïde hyperbol ique. Donc : 
UN P L A N DEVIENT UN P A R A B O L O Ï D E HYPERBOLIQUE A P R È S D É F O R M A T I O N ; toutefois, LES P L A N S P A R A L 

LÈLES À ox RESTENT D E S P L A N S . 

En se déformant , UNE DROITE DEVIENT UNE P A R A B O L E , sauf les droi tes parallèles ou perpendicu
laires aux arêtes du prisme (axe o r ) qui restent des droi tes . En part icul ier OS devient : 

Z 
X = o, Y — 

1 + Cj 

3 . A p p l i c a t i o n a u p r o b l è m e d u p a r a l l é l i p i p è d e r e c t a n g l e . — Prenons l 'origine au 
centre du parallél ipipède non déformé, et OS parallèle à qua t re de ses a rê tes ; nous choisirons pour 
OX et 01/ les deux axes de la section droite moyenne non déformée. Les équat ions des faces et des 
bases seront : 

(ti) X = ± A , Y = ± H pour les faces ; Z = ± C pour les bases. 

Les deux bases res tent parallèles à e l les-mêmes; si / est la longueur initiale (/ — 2 c) du pa
rallél ipipède, elle devient , après déformation : 

( 7 ) ' L = / ( i + c 3 ) . 

Cette relation donne le moyen de déterminer c 3 pa r la considérat ion du changement de forme 
du solide. 

La section droite moyenne et l 'axe OX restent fixes comme il fallait s'y a t t e n d r e ; l 'axe OY 
devient : 

(8) X = 7 l Y . 

D É F O R M A T I O N DE LA SECTION DROITE M O Y E N N E . — Les côtés X — ± A deviennent : 

(<J) X = T l Y ± a 

Les côtés Y = ± B res tent appliqués sur eux-mêmes. 

K T I U A . T I O » S I H U A F L H L E S 12 
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La section considérée devient donc un paral lé logramme dont l 'angle aigu est donné par la 

formule : 

('«) l 9 * = ( l 

Déformation de la base supérieure (z — a). — Ses deux axes deviennent : 

(11) Y = c ( f l 1 X + «0: 

(12) X = (cî c 4- y,) (Y — c a 2), 

en les supposant, rappor tés , dans leur plan, a des axes rectangulaires parallèles aux axes primitifs 
0Xj oy. Avec les approximations définies plus haut l 'équation ( 1 2 ) devient : 

( ) 2 B I S ) X = (c, c + Yi) Y. 

La base se transforme en un para l lé logramme. 
Le côté x — a devient : 

(13) X — a = (c, c + y<) [Y — c a + «OJ 

ou, avec l 'approximat ion tolérée : (i4)" X — a = ( c l C + T l)Y. 
Le côté y — b devient de même : 

(15) Y = b 4- c (a2 X + «2). 

En ce qui concerne la i a s e inférieure, on est conduit à des résultats absolument-analogues à 
ceux qui ont été développés au sujet de la base supér ieure . 

Déformation des faces. — La face X = e a (s = =fc 1 ) devient : 

(16) X ^ a t 4- [Y — y q ^ - (a a 2 E 4- ».)] (7̂7; + Y. 

ou, avec l 'approximat ion adoptée : 

( i 6 b i s ) -- . X = flE4- Y( C i Z + yO-
La face Y = s b devient de même : 

(17) X=*b + —— [flJx-sA('-̂ -4-Ti 
ou, approximativement : 

Distribution des efforts sur la surface. — On obtient par les formules connues : 

I N, = ï C; , 

(18) I\2 = > c 3 I 

( N. = (à 4- 2 t'3, 

| T, = [x (a 2 ,r + a 2), 
(19) j T 2 — j j . c , y, 

• T s = "f"
 C 0 + f-Y--

Les composantes normales aux faces et aux bases sont donc des pressions uniformes. 
Les résul tantes de ces pressions sur deux faces (ou deux bases) opposées , s 'équil ibrent deux à 

deux . 



Les composantes tangentiel les sont : 

Sur la face 

Sur la base 

x = E a ( e = ± i ) : 

H = E b ( s — dz i ) : 

r = s c (E = z t i ) : 

Y = E | I Î ( a 2 

X — s u . . ? ( a 2 

X = E U , C i / / , 

C O 4 - H - Y i , 

C l ) + P - T u Z = LIE ( a 2 . r + a 2 ) , 

Y = E t i ( a 2 x + a 2 ) 

On ne peut ici employer la simplification qui consiste à remplacer les forces extérieures 
appliquées sur chaque face ou sur chaque base par leur résul tante stat ique et leur couple résul tant , 
car cette substi tut ion suppose essentiellement la face en quest ion de dimensions faibles par r appor t 
à la dimension du pr isme qui lui est perpendiculaire ( ' ) . Ceci n 'a pas lieu ici puisque les forces 
tangentielles sur toutes les faces présentant une complication comparable , l 'approximation don t 
nous venons de par ler devrait être faite pour toutes les faces et pour les bases . Il nous paraî t 
toutefois intéressant de donner ces couples et ces résul tantes et de montrer comment ces éléments 
s 'équilibrent deux à deux ( 2 ) . La réduct ion est faite relat ivement aux centres des bases ou des faces. 

x = a 
F a c e s 

= b 
F a c e s 

R é s u l t a n t e ; X — Z — o , Y = k b c u y , , 

h u-b c r , • . -, 
C o u p l e : .ç [ c , b2 — ( h 2 + c , ) c 2 J ; 

R é s u l t a n t e : X = Z — o , Y = — 4 à c ¡ 1 7 , , 

C o u p l e o p p o s é a u p r é c é d e n t . 

R é s u l t a n t e : X = 4 ac ( i f , , Y — o , Z = 4 ac u . a 2 

„ 4 H- « c, r/ . , 
C o u p l e : ~ 3 - - [ ( « 2 4 - çr) c 2 ~ nza-\ ; 

R é s u l t a n t e : X = — 4 ac ( l y w Y = o , 

B a s e s 

C o u p l e o p p o s é a u p r é c é d e n t . 

R é s u l t a n t e : X — Z o , 

4 a b u. 

C o u p l e : 

R é s u l t a n t e 

(«3 a2 

X — Z = o , 

C o u p l e o p p o s é a u p r é c é d e n t . 

Y = 

Y = 

z = — 4 A C(JL«2, 

4 a A p. « 2 , 

— 4 « b u. a 2 , 

Les deux résultantes for-
ment un couple de moment 
8 a b c ;JL qui s'oppose k l'un 
dos deux couples analogues 
du groupe suivant. 

Les composantes X, Z des 
deux résultantes forment 
deux couples dont l'un 

(— S a b c n y i ) 

équilibre le couple analogue 
dugroupe précédent et l'auLre 
celui du groupe suivant. 

Les résultantes forment un 
couple éqnilijjré par l'un des 
couples analogues du groupe 
précédent. 

On observera que les coefficients tx2 et y z peuvent être déterminés par les résul tantes seules 
sous réserve de condit ions de compatibil i té évidentes entre celles-ci. Les coefficients az et c, sont 
de même donnés en fonction des couples sous la condition : 

( 2 0 ) K , 4- K, + K, = o , 

dans laquelle K r , K 2 et K. représentent le quotient des couples formés par les forces tangentielles 
relatives aux faces x = a, y = b, c = c, divisés pa r les aires de ces faces. 

Toutefois, lorsque les dimensions du parallél ipipède rectangle satisfont à la relat ion : 

( 2 o h i s ) a2 b2 = c2 (rr2 - t - b2), 

à la condition ( 2 0 ) il faut jo indre la suivante : 

( 2 1 ) a1Kl = b2KJ, 

et la considération du couple ne suffit plus pour déterminer az et c, entre lesquels elle ne donne 
que la seule relat ion : 

3 _ A ( a 2 + A 2 ) / 

4 v- " \ b2 ~~~ a2 
( 2 2 ) IJ2 t ' : — az a2 

( ' ) C f . P o i N C A t i E : Leçons sur la théorie de l'élasticité, p . 1 8 7 . 

( 2 ) D a n s c e q u i s u i t , i l n e s e r a q u e s l i o n q u e d e s e f f o r t s t a n q e n t i e l s . L a s o l u t i o n d e l a q u e s t i o n a d é j à é t é i n d i 

q u é e p o u r l e s e f f o r t s n o r m a u x . E l l e e s t d ' a i l l e u r s t r è s s i m p l e . 



Cette remarque met d 'une façon concrète en évidence l'insuffisance du procédé du rempla
cement des efforts par leurs équivalences s ta t iques pour déterminer les coefficients de la défor
mat ion . Dans le cas exceptionnel que nous venons d 'envisager, cette mélhode conduira i t , en effet, 
à la conclusion que A 2 et c, sont indéterminés pour une répart i t ion de forces d o n n é e : ce qui est 
visiblement absurde . 11 nous a paru intéressant de signaler cette part iculari té comme exemple des 
contradict ions auxquelles peuvent conduire les procédés d 'approximat ion appl iqués sans discer
nement . L i figure i ci-dessous représente sur les faces X — A , G — B , S — R , un exemple de la 
disposit ion des résul tantes et des couples précédents . 

Fie. i. — Les flèches représentent des faces, les signes —<_BJLÏJ—• J 'tes couples dont l'arc dirigé ( (~*) '"dique le sens 

pour un observateur debout sur la face considérée. 

DEUXIÈME EXEMPLE 

4 . —• Comme second exemple nous p rendrons le déplacement : 

III U = AXS, V = \HJZ, w = D r ( A + B ) J 

qui appar t ient au type | l V | du chapitre IV. 

Les fonctions définies par la formule III satisfaisant aux condit ions ( 0 , ces formules déter
minent bien la déformation du milieu, abstract ion faite du déplacement d 'ensemble . 

PROPRIÉTÉS ANALYTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES. — Les trois axes se conservent . Les formules de t rans
formation sont : 

K ' n — \J ( i + B f ) , ^ ̂  1 a (Ç — 0 
Une droite se déforme en devenant , en général , une conique. Le plan : 

(2 .4) XX + ¡ 3 ; / -f- Y j 7 = a 

devient, avec l 'approximation admise ci-dessus, un paraboloïde hyperbol ique : 

( 2 5) FZ = (S - *X - }Y) j T (D + . ) - - ^ q r , y + «•'* I \ ,{ + ,) r- A 

Toutefois , l 'établissement de cette formule suppose y - ' - o et, en toute r igueur , exige (pie y ait 
une valeur assez grande pour que devant les termes où il est en facteur, ceux qui contiennent les 
coefficients de la dilatation puissent être négligés si ces coefficients y figurent à une puissance au 
moins égale à deux ou au produi t de deux ou plusieurs d 'entre eux. Nous é tudierons ci-après 
directement la déformation d 'un plan, pour lequel y est nul . Nous ferons cette é tude sur l 'une des 
faces d'un paral lél ipipède rectangle parallèle à o r . Le résul tat obtenu subsiste pour un plan quel
conque parallèle à cet axe . 
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Etude de la déformation d'un paraîtélipipède rectangle dont les deux bases sont parallèles au 

plan xoy et equidis tantes de ce plan et dont les arêtes sont parallèles à oz. — Prenons les mêmes 
axes que dans l 'exemple précédent et adoptons les mêmes notat ions pour représenter les d imen
sions du paral lé l ipipède. 

I . Allongement. — L'a l longement du parallélipipède rectangle a pour mesure 2 c D . Ce qui 
donne de suite une in terpré ta t ion intéressante du coefficient D. C'est un coefficient d 'a l longement 
longitudinal . 

I I . La base moyenne ( r — o) reste indéformée. 

III . Déformation de la base z — c. — Les deux axes de la section (X = 0, Y = 0) se conser
vent . Les côtés x - a et y — /) deviennent respect ivement : 

(26) x = a(i + Ac) et y = b ( 1 -+- Bc), 

formules qui donnent une signification intéressante aux coefficients 13 et C. 
La base z = — c se déforme d 'une façon analogue. 

IV. Déformation de la face x — a. 

La surface transformée de cette face a pour équation : 

(26) A ' a ' Z =(X-à) [(D + i) A a - ^ ( ^ +

B )

r )

S (X - à)]. 

On ne peut , dans cette équat ion, négliger les termes contenant les carrés ou les produi ts des 
coefficients de la déformation car tous les termes contiennent un facteur, l 'un au moins de ces coef
ficients. Une étude directe s ' impose. Résolvons l 'équation (26), du second degré en X — a, en nous 
bornant à la racine qui p rend la valeur a pour Z = o, la seule intéressante ic i ; nous t rouvons : 

^ X - a = ( A + B ) ç L1 - V 1 - (D + 0 - 1 ' 

(28) X — a — p ^ -+- des termes contenant les puissances et les produits des coefficients de la 

formule qui devient , en développant 15 radical par la formule du binôme : 

AaZ 
+ d, 

déformation. 
En adap tan t l 'approximation admise dans ces é tudes , on déduit enfin de l 'équation ( 2 8 ) : 

(2g) X — a = A a Z , 

équation de la surface transformée de la face x — a. Cette surface n'est autre que le plan conte
nant les trois arêtes supér ieure , moyenne et inférieure paral lèles à oy, de la face déformée. 

V. Répartition des efforts sur les faces. — En appliquant les formules connues , on trouve : 

|A(3X + 4rO + ^BJ 
i N , = XD + ¡i* X -f- 2 p 

•(3°) W - i n ^ (XA + Br3X + 4 ^ 

N . = (X — 2 u.) D — u.z (A + B), 

(3i) T, = | iB0, T, = ^ A s , T, = 0. 

d'où l'on dédui t la loi des efforts sur les diverses faces. 

I. Sur la face x = s a (s = ± 1 ) : 

(3a) X = 4XD«, Y = o, Z = nAa E . 
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La résul tante des efforts normaux est : 

(33) X = c«. r'J = Z = °-

Les efforts lanrjenliels ont une résul tante uni([iie : 

(34) . 2 7 = o, , y = o, r £ — !i\j.\ï.ABC. 

I I . Sur la l'ace // ==: Z B , les résultats sont analogues aux précédents : 

[ X =z o, Y = 4 ) .DE, Z —= P-AE, pour les composantes de l'effort par unité de surface; 
(35) IX = o , r1/ — \ \ T ) B R T , J£ — o, pour la résultante des efforts normaux; 

[Xj = o, , Y = o, --v = 4 p B E A B R , pour la résultante des efforts tangeiitipJs. 

En rapprochant les résul tats contenus dans les paragraphes I et II, on voit que les divers 
efforts appl iqués aux faces latérales du parallélépipède, composées suivant les lois relatives à la 
s ta t ique du solide invariable, se réduisent à la résul tante unique, parallèle aux arêtes du paralléli-
p ipède : 

(36) .77 = o, .'/ = O, J£ = 8<Labr (A + H). 

III. Sur la l'ace r = s e . Les pressions par unité de surface sont : 

(3 7 ) X' = U A X , r y = jzBy, < = (À -f- 2,u) D — (icc f.\ + H). 

La résul tante et le couple correspondant aux efforts tangentiels sont nuls . 
Les efforts normaux ont une résul tante unique donnée par : 

(38) X = M = 0, Z = 4 a b [0 - r 2 fi) D — ¡1= c (A + lî)]. 

On voit que les divers efforts superficiels supportés par les deux bases admet tent une résul
tan te unique : 

(3 9 ) X ^ r ! / = O ^ = — 8 u . N B C ( \ + 15). 

Cette résul tante équilibre, comme il fallait s'y a t tendre , celle qui est définie par les formules 
(36) et qui correspond à la réduction des efforts sur les faces latérales. 

5 . A u t r e a p p l i c a t i o n d e s s o l u t i o n s o b t e n u e s d a n s l e s c h a p i t r e s p r é c é d e n t s . — 

Ces solutions peuvent donner par voie d 'addit ion et, plus généralement , de combinaison linéaire, 
un nombre indéfini de solutions nouvelles du problème. Voici ce qu'il faut entendre par là ; soient : 

' ' ri7 »' tl" 

n solutions quelconques ; considérons les déplacements définis par les formules : 

i U — l, a, + ).j U,_ + ... + LN UN 

v = u, + )., U2 -f- ... -f- >m vn (1 ,1 2 ,. • \ const.) 

, W = ) . , //>! ( ) , 2 W 2 (- . . . W N ; 

ce déplacement est encore une solution du problème posé. Il peut être possible de déterminer 
les X de telle sorte qu ' i ls jouissent de quelque propriété in téressante . Donnons un exemple très 
simple de ceci en trai tant la quest ion suivante : 

Déterminer un déplacement pour lequel les N et les T soient respect ivement propor t ionnels aux 
coordonnées correspondantes sans être ident iquement nuls . 

Au déplacement : 
('li) N — A , X , V = Y , W = C, Z , 

correspondent bien des N satisfaisant à la quest ion, mais les trois T sont nu l s . C'est l ' inverse qui a 
lieu pour le déplacement : 

( 4 2 ) , u2 = A 2 Y Z , v2 = B 2 sx, W 2 — N2 X Y . 



O n a u r a u n e s o l u t i o n d e l a q u e s t i o n p r o p o s é e e n p r e n a n t : 

( 4 3 ) u = a , x + a2 yz, v = y + b2 xz, w = c, s -f- c2 xy. 

S i o n a d j o i n t a u x s o l u t i o n s t r o u v é e s d a n s l e s c h a p i t r e s p r é c é d e n t s l a s u i v a n t e : — o u c e l l e s q u i 

s ' e n d é d u i s e n t p a r p e r m u t a t i o n — 

( 4 4 ) u = o v = o w = <C (x.y) f o n c t i o n h a r m o n i q u e d e x e t d e y), 

l e p r o c é d é q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r p o u r f o r m e r d e n o u v e l l e s s o l u t i o n s d e s é q u a t i o n s d e L a m é , 

p e r m e t t r a d e r e t r o u v e r t o u t e s c e l l e s d u problème de Saint-Venant ( C f . P o n v c m É , Leçons sur 
la théorie, de l'élasticité, p . i G G c l s u i v a n t e s ; GT.EHSCII, Théorie de l'élasticité des corps solides, 
t r a d u c t i o n d e M M . B a r r é d e S a i n t - V e n a n t e t F l a m a n t , p . e t s e q . ) . 

O n p e u t m ê m e s u p p o s e r q u e l ' o n c o m b i n e u n e i n f i n i t é d e d é p l a c e m e n t s at, vu, u>a, d e t e l l e s o r t e 

q u e l e s e x p r e s s i o n s d u d é p l a c e m e n t o b t e n u s e p r é s e n t e n t s o u s f o r m e d e s é r i e s . O n p o u r r a a i n s i , 

p a r u n e m é t h o d e a n a l o g u e à c e l l e d e F o u r i e r , d é t e r m i n e r c e s s é r i e s d e f a ç o n q u e c e r t a i n e s f o n c 

t i o n s d e c e s d é p l a c e m e n t s p r e n n e n t d e s v a l e u r s d é t e r m i n é e s p a r d e s v a l e u r s d o n n é e s d e l ' u n e d e s 

v a r i a b l e s , c ' e s t - à - d i r e , e n c e q u i c o n c e r n e l e p r o b l è m e d u p r i s m e r e c t a n g l e , q u e , s u r c e r t a i n e s f a c e s , 

l e s f o n c t i o n s e n q u e s t i o n s e r é d u i s e n t à d e s v a l e u r s d o n n é e s . L e d é v e l o p p e m e n t d e c e t t e i d é e n o u s 

m è n e r a i t t r o p l o i n ^ ) - N o u s n o u s c o n t e n t e r o n s d ' é c l a i r e r c e q u i p r é c è d e p a r l ' e x e m p l e t r è s s i m p l e 

s u i v a n t . C o n s i d é r o n s l e d é p l a c e m e n t : 

( 4 5 ) u, = a, s i n tx> y s h co z, y, = bt s i u tu x s i n wz, tu, = c, z. 

E n r e m p l a ç a n t d a n s c e s f o r m u l e s w p a r 2 u , 3 w , . . . n u , . . . o n o b t i e n t u n e s u i t e i n d é f i n i e d e 

d é p l a c e m e n t s , d ' o ù l ' o n p e u t d é d u i r e , p a r v u e d e c o m b i n a i s o n l i n é a i r e , l e d é p l a c e m e n t s u i v a n t : 

ta z T I an s i n n to y s h n 
i 

co 

( 4 6 ) ( v = £ bn s i n n w x s h n M z 
i 

oo 

w 

q u i e s t e n c o r e u n e s o l u t i o n d u p r o b l è m e d e L a m é . L e s f o r m u l e s ( 4 6 ) s u p p o s e n t u n i q u e m e n t q u e 

l e s s é r i e s figurant d a n s l e s s e c o n d s m e m b r e s s o n t c o n v e r g e n t e s . S i n o u s v o u l o n s é c r i r e , p a r 

e x e m p l e , q u e p o u r z = c o n a i t s i m p l e m e n t : v = Kx, i l f a u t e t i l s u f f i t q u e l ' o n a i t : 

^ bn s h n ta C. s i n n tu X = KX. 

L a r é s o l u t i o n d e c e t t e q u e s t i o n e s t b i e n c o n n u e , o n t r o u v e : 

( 4 7 ) ( • 0 " l*n S'X 11 01 C = 
2 
II 

é q u a t i o n q u i d o n n e bn ( 3 ) . I l f a u d r a i t m a i n t e n a n t s e p r é o c c u p e r d e l a c o n v e r g e n c e d e s s é r i e s 

f i g u r a n t d a n s l e s f o r m u l e s ( 4 6 ) . N o u s n o u s b o r n e r o n s à l ' a p e r ç u p r é c é d e n t s u r c e s u j e t . 

(') Lamé lui-même ; i signalé celte voie dans sa douzième leçon sur la Théorie de l'élasticité (Cf. n° 2, p. 9 ci-

dessus). 

(2) La formule est applicable dans l'intervalle — j " , -f- j t . Mais K sera toujours faible dans le problème du prisme 

et cet intervalle sera en général suffisant pour comprendre tous les points du parallélipipède étudié.-



C H A P I T R E I X 

D É T E R M I N A T I O N D ' U N E S É R I E D E S O L U T I O N S D E S É Q U A T I O N S 
D E L ' É Q U I L I B R E É L A S T I Q U E E N C O O R D O N N É E S S E M I - P O L A I R E S 

1. Pour é tudier la déformation d 'un cylindre droit ou d 'une enveloppe dont les parois sont 
deux cylindres droits de même axe, l 'emploi des coordonnées semi-polaires est préférable à celui 
des coordonnées rectangulaires ordinaires . 

Représen tons par U, V, IV, les projections du déplacement d 'un point M sur les normales 
aux trois surfaces coordonnées qui y passent savoir : U sur la direct ion du vecteur R , U sur la per
pendiculai re au méridien 6, et W sur la parallèle à l'axe des r . Dans le cas d 'un solide homogène 
et isotrope les équat ions de l 'équilibre élastique sont ( ' ) , en désignant par X et ¡1 les constantes 
élast iques de Lamé : 

' x 3 A 1 3 f c ) ; 3 W 2 ~ 

[ 0 + 2 V) y - - |x - - = o 

Q. + 2 p ) i l i [ 3 1 - J , 3 0 , 1 

3 7 
( I ) 

I — 
3 9 

3 A 

3 ? 

3 0 , 1 ' 

7 > J = ° 
0 , 

(H) 
A = 

0 , 

1 0 , N ^ 
R OR ^ J

 3 8 

1 3 w 3 

R 3 ê " r 3 i 

3 « ; 

A7 

3 , -

( D i l a t a t i o n c u b i q u e ) 

3H 3 « ; 1 3 

3 / - ' 3 r 

1 3 « 

r " 3 1 

Désignons par R , Z. les composantes suivant les normales aux trois surfaces coordonnées 
de la force élast ique sur un élément des surfaces coordonnées en prenant, l ' indice / = 1 quand 
l 'élément appar t ien t au cylindre ; l ' indice 1 = 2 quand il est sur le méridien ; l 'indice i = 3 quand 
il est parallèle à la base ( 2 ) . Les neuf composantes ainsi définies sont données par les formules : 

3 « . . . / 3 w 1 OW\ 

( I I I ) 

R , = ), A 
3 r 

* , = z 2 

<t>! = a + j | i ( -

1 3 t r 

+ ~R 3 9 

= ) A 4 - 2 [j. • 

z , 

R , = * , = 11 

R , = |L 
1 3 t i 

7 - 7 3 9 

/- 3 0 , 

3 « 

T v + 

3 y 

3 r " 
+• 

3 u \ 

( * ) C f . LAMÉ, LOC. CIT., l e ç o n q u a t o r z i è m e . 

( ' ) O n l a i s s e d e c ô t é , c o m m e d a n s l e p r o b l è m e t r u i t e p r é c é d e m m e n t ( e t i a p . I à VIII), l e s c a s o ù l ' u n e d e s q u a n t i t é s 

X - f - 2 u , ). 4 - FJ., o u t u s e r a i t n u l l e . 
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( 3 ) v. d + 2 ix) (?'; + J - f i ) + ? : [ ( > + i o £ - ( > + 3 , ) g ] 4 - ^ — o, 

(4) 0 + TO t t + C I + 3 v) % 
r r-

L'équation (3) admet qua t re séries de solutions que nous aurons a étudier successivement. 

P r e m i è r e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (3). — Ces solutions sont définies par : 

(5) P l = o, 

( G ) 0 + 1 0 ?: - 0 + 3 ri
 pj = 0 . 

L'équat ion (4 ) devient alors : 

( 7 ) ? I P + ^ ) ^ + № ( P : + ^ - ^ O , 

d'où l'on tire : 

(8) <f2 = <ul ?2, 

après avoir éloigné la solution : 

u = u ~ o, w = cz -\- d. 

Des équat ions (6) et (9) on déduit : 

( 1 0 ) = -
( 1 + P ) 2 

-et on trouve le déplacement : 

( a = 0 . 

) u = r * + >* (a cos 8 4 - b sin r - ^ 1 - 9) (a, A, const.l. 
I ) 4 - [ i i - 4 - JA V J 

Par un choix convenable des axes ce déplacement est défini pa r : 

1 + 3 f. 

I 

[ b i s v = C r 1 + 11 sin , 2 **- 9 
1 + 1» 

ÉQUATIONS ISDÉFLKIES 

Nous nous proposons dans ce qui suit de rechercher toutes les solutions des équations ( I ) 
qui sont de. la forme : 

( 1 ) « = P L ? I , v = p 2 <f2, «> = <?, 

les ç désignant des fonctions de la seule uariable 0, les p de la variable v et la fonction ^ de z seule. 

Pour les p lus simples de ces solutions nous déterminerons aussi les composantes , P i , Z cor
respondantes , c 'est-à-dire tous les éléments de la solution du problème mécanique de la défor
mation du cylindre droit , ou de l 'enveloppe cylindrique annulaire . 

2 . Pour les déplacements définis par les formules ( i ) on a : 

A = p | o, + — - 2 — + j i , ®, = ®2 = o, Q3 = ( p . ? I - ç ; P l ) + P ; , „ 

les accents marquant des dérivations conformément à l 'usage. 
La troisième équation ( i ) donne u / , , = o, soit : 

( 2 ) w = M 4 c/. 

Les deux aut res deviennent : 
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La dilatat ion cubique et les composantes de la force élastique correspondantes sont : 

A = C r T + ^ c o S - ^ - + c , * 1 = Z, = o, i. 4 - e t > —f— f i 

R I = - ^ i c ^ + : ' c o S - ^ - + c ) , Z , = R , = o, 
, s 1 4 - H- * + H-

V / ' 1 . v 2 11 ^ . , . 2 ^ 

<D2 = > — — ^ C R
 1 + cos r - ^ h > c, • R 2 = * , = - 4 - * + ' sin -—^— 

J + P 1 + F * + r 1 i 4 - n 

Z, = - i i t - C r ^ cos ^ 4 - ( 1 4 - »f0 
ï 4 - p / 4 - 1 * 

Les coordonnées des points 6, après déformation sont : 

( •- - , 2 U. S 

| .z- = / • C O S 9 G 7 ' ' + ^ sjn S 1 I 1 0 , 

, . ' * + 1 1 

I „ "T~T— . 2 | l 8 

f IL — R s i n 8 4 - L r * ; l s i n — c o s 8 . 

• * 4 - F-

En ajoutant les carrés des deux membres des équat ions (12) on trouve : 

0 H + 2 1 ( i l j ) JJJ ^ 2 = R 2 C * A- % + S i l l 2 r 
2 f l 9 

Une section droite quelconque est donc dilatée sauf pour les points correspondants à : 

04) Q = K ( ^ ^ J K (K, entier). 

Si — est incommensurable la t ransformée d 'une section droi te est une courbe t ranscendante . 
V-

Mais il faut observer qu'il y a l ieu, ici, de négliger le carré du coefficient C(Cf. Chap . VIII , n° 2). En 
tenant compte de cette observat ion on voit que les sections droites doivent être considérées comme 
indéformées, ou plutôt comme se déformant sur el les-mêmes. Ce fait s 'explique géométr iquement 
en r emarquan t que le déplacement s'effectue tangent ie l lement au parallèle de chaque point . 

D e u x i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (3) . — Elle est définie par les relat ions : 

(i5) cpr = o, Q 2 = o ou ç 2 — C, (C const.) 

On trouve ainsi : 

U = o, V = A R H — 1 W — C.Z -\- D (A, B , c, D, const.). II 

Avec la même approximat ion que ci-dessus, et pour la même raison, une section droite reste 
indéformée. Il est à r emarque r toutefois que , sans tenir compte de cette approximat ion , la trans
formée d 'une section droite est un cercle : 

(16) X 2 4 - Y 2 - - r 2 4 - ( A R A + — ) ( R A r a v o n d u c y l i n d r e ) . 

Dans le cas d 'un cylindre plein il faut supposer B = o si l'on veut que les formules ne 
deviennent pas illusoires au voisinage de l 'axe. Mais alors la déformation se rédui t à une simple 
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07) 

Z } = ( ) + a (*) c, l\2 = = . 
2 (J. 6 

L A CONSTANTE A NE FIGURE P A S DANS LES FORMULES (17), CE Q U I S ' E X P L I Q U E P A R CE FAIT Q U E LE TERME 

QUI LUI CORRESPOND DANS LE DÉPLACEMENT DE CHAQUE P O I N T DÉFINIT UNE ROTATION D ' E N S E M B L E . 

T r o i s i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n (3) . — O N L'OBTIENT EN PRENANT : 

(18) Y'2 == oc2 F , , 9 " = a, o, (a„ a 2 , cons t . ) . 

N O U S DISTINGUERONS D E U X CAS SUIVANT QUE A R EST NUL OU N O N . 

PREMIER CAS : A , = 0. O N A, EN VERTU DES FORMULES (18) : 

( I G ) <?, = a , 8 + 

ET DES ÉQUATIONS (3) ET (4) ON TIRE : 

( 2 0 ) 

(21) 

(X + 2 U . ) P » + * 

f 2 = « 2 ( a , + 8, 6) + 8 2 , 

( a , , 0 n 6 2 const . ) 

+ N [_a2 ( A , - -f- 9 R 9) + 

P O U R SATISFAIRE À L'ÉQUATION (21) IL FAUDRA ÉCRIRE Q U E LES COEFFICIENTS DE 6 2 ET D E 6 DANS S O N 

P R E M I E R M E M B R E SONT NULS. S I ON LAISSE DE CÔTÉ DES SOLUTIONS DÉJÀ RENCONTRÉES (SOLUTIONS [ I~j ET f l ï ] 

C I - D E S S U S ) , CES CONDITIONS EXIGENT Q U E A, SOIT NUL OU Q U E 

I . O N FAIT a 2 — O , D ' O Ù CP2 - - S 2 . L E S ÉQUATIONS (20) ET (21) D E V I E N N E N T : 

( 2 2 ) 

(23) 0 + lO 7 + 0 + 3 a) 
PI ^3 ^ 2 

P O U R LA C O M M O D I T É DE LA DISCUSSION ON DISTINGUERA D E U X CAS SUIVANT Q U E &2 EST NUL OU N O N . L A 

P R E M I È R E D E CES H Y P O T H È S E S NE DONNANT Q U E DES SOLUTIONS RENTRANT DANS LE TYPE AUQUEL CONDUIT LA 

S E C O N D E , NOUS NE D É V E L O P P E R O N S LES CALCULS QUE DANS CE DERNIER CAS. D E L'ÉQUATION (22) ON TIRE : 

(24) PI = A R -f- - ( A , B , CONST.), 

ET L'ÉQUATION (23) P E U T S'ÉCRIRE : 

R A \ " 1 P* ? 2 _L_ 2 FLL
 \ R 

A B 

2 rO - + V- 0, 

QUI D O N N E Ç 2 . O N TROUVE AINSI LE SYSTÈME : 

B 

111 
U = AR -+-

1 

W = ES -f- D . 

V = A 2 R + - + r0 l ar r1 

C O M P R E S S I O N , JOINTE À U N E TRANSLATION SUIVANT L'AXE ET À UNE ROTATION AUTOUR DE CELUI-CI . L A 

DILATATION C U B I Q U E ET LES C O M P O S A N T E S DES FORCES ÉLASTIQUES SONT : 

' R , = U , <i>5 Z 2 = 0 j 

$ 2 = i c, Z t = R. = o, 



Au point de vue du problème mécanique de la déformation on peut évidemment , comme d'ail
leurs dans toutes les solutions de ce chapitre, supposer d nul , la présence de ce terme correspon
dant à une translation d 'ensemble . Mais on peu t en outre supposer ici a2 = o, la présence du 
terme azr cor respondant à une relation d 'ensemble au tour de l'axe du cylindre ( ' ) . 

I I . On suppose a2 quelconque, mais 

06) 

L'équat ion (21) se rédui t à : 

(27) a, fp + riP: + ( 1 + 3 l . ) Ç + . l P l ^ ^ ] = o. 

De l 'équation (26), on tire : 

(28) p 2 — ar 4 - * (ai b, c o n s t . ) , 

formule en vertu de laquelle l 'équation (20) devient : 

(29) p ' / + ^ - ^ - 2 « J 4 + — ^ — ^ 1 = 0 . 
> 4 " 2 [i 

P o u r satisfaire à l 'équation (27) on est condui t à écrire que la constante a, est nulle ou que 

(3o) 

Or, on mont re pa r des calculs que nous omet tons que les équat ions (29) et (3o) ne sont com
pat ibles que si a = b = 0, si on suppose a, =7= 0. 

Mais si a = b = o, ç2 = o et des équat ions (4) et (2g) on tire ç, = o et, pa r sui te , u = u = 0, 
solution connue . 

Nous devons donc faire c r , = 0. L 'équat ion (29) donne px et on t rouve alors, suivant les valeurs 
des constantes d ' in tégra t ion, l 'une des trois solut ions suivantes : 

Liar R b b R ¡IAR 

U ï -f- 2 Y. °9 R 0 I L ' R " R¡ 2 (i + 2 ¡x)' 

) — » o ) , 

IV 

VI 

V = \ A R 

w = cz + d, 

b bT r 
u = a0r L o c r — i 

2 r r 3 r¡ 
h , 

w — cz 4 - d, 

U l 4 - 2 ¡ i °£ r 0 r 2 (> 4 - 2 |a) ' 
y = ar (6 — 80), 

Í¿> = cz 4 - a". 
(a, S... 8 0 const.) 

\IAR 

( r ) C e t y p e c o m p r e n d c o m m e c a s p a r t i c u l i e r l a d é f o r m a t i o n d é f i n i e p a r l e s f o r m u l e s 

u — ar 4 - - , v = o , w = cz, r 
d o n t l ' é t u d e e s t c l a s s i q u e . C f . APPEL : Traité de mécanique ( r g o o ) , t . I I I , p . 524. 
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DEUXIÈME CAS : a , 'f1 o. Posons : <x.1 = o 3 . 
Des formules (18), on tire : 

( 3 i ) ? i — a ch w8 + b sh «8, 

( 3 a ; ? » = ~ J ; (a s ] i + bch u s ) + s 2 = ? ; + 

et les équations ( 3 ) et ( 4 ) deviennent : 

( 3 3 ) (l + i y) p! _ ( > + a , 0 £ — ^ [ > + , 1 ( a _ . o » ) ] + « 2 

( a , 6, O j const . ) , 

" ( I ± j 0 r i _ 0 + 3 ; . ) p . 

r 

( 3 4 ) ? : [ 0 + ri J + 0 + 3 ^ % + * ^ 

Mais l 'équation ( 3 4 ) se dédouble et donne : 

( 3 5 ) 

0 + 3 } * ) P 2 « 2 ( i ( „ , P j P j | 
p9 2 

P_2 

( 3 6 ) 
u i r P i P -

» 2 I P 2 + 7 - , , : 

i° On fait 6 2 = o. — Il suffira, pour obtenir une solution, de jo indre aux fonctions et ç 2 

données par les formules ( 3 i ) et ( 3 2 ) , les fonctions p, et p2 définies par les équations ( 3 3 ) et ( 3 5 ) . 

En posant : r — ë ces dernières deviennent : 

k 1 + 2 ^ ~ ? ! - h e * (a — « 2)] + « 2 [ 0 + p ) ^ _ (a + 3 n) 

a 7 2 

A) 0 « suppose a 2 — o, a/o^s y = o et les équations ( 3 7 ) ne contiennent p lus que la seule fonc
tion p, dont l 'élimination donne la condition : 

4 ( 1 + 2 ri2 

( 3 8 ) 

On oblient ainsi le déplacement : 

' i \ > -f- 3 p. 
VII 

0 + ri2 

2 ( / - | - 2 u . ) , . 2 ( X 4 " 2 P - ) n 

r a cos - V - ! — ^ 9 4 - b sin \ | — ^ 6], 
r / i 4 - f i L J + 

\ o = 0 , (« — a + rf. 

B) « S 7 a 2 n'est pas nul, les équations ( 3 7 ) ont pour équation caractérist ique 

0 4 - 2 |x) s 2 — [ a 4 - s* ( 2 — " ' ) ] (X 4 - ri s — (J 4 - 3 ri 

( 1 4 _ p . ) , 4 . ( j . 4 _ 3 , . ) 
( 3 g ) 

dont les racines sont : 

u. / I 
s2

 4 - 1 4 - [x 2 

= 0 , 

S = ± ( i ± o ; / ) . 

On obtient ainsi, comme il a été expliqué précédemment (Cf. cbap . I, n° 5) dans un cas ana
logue, deux types de solutions (suivant que o 2 est égal à — 1 ou en diffère), dont nous n 'écr irons 
pas les développements . Ceux-ci sont obtenus directement au moyen des variables S et t; on t rouve 
leur forme définitive en y remplaçant t par Log r. Nous désignerons ces deux types par les 

numéros | VI l f | et | IX J. 

2 0 On suppose 6 2 =p o. — Les équations ( 3 7 ) et ( 3 g ) sont encore app l i cab les , p2 doit en outre 
satisfaire à l 'équation : 

« , Pi 
^ + 7 - ^ = ° . 



et l 'équation ( 3 G ) doit par suite admet t re les racines i et — i , ce qui exige : u 2 = — 4- Les autres 
racines de l 'équation en s sont alors 3 et — 3 et on a : 

I h b , B , 
( 4 0 P* = A I R + — ' ? , = A, r + — + A , RI + — I 

ou : 

( 4 I B I S ) ? z = A 2 e + b 2 e~', P, == A, e + b , e~' -F- A , E ' ' -F- B , E~ 3 ' . 

On déterminera les coefficients a,, 6,, e t c . . eu por tan t dans les équat ions ( 3 7 ) ces dernières 

expressions de p, et p 2 . Si on laisse de côté une solution qui n 'est autre que la solution Vil] dans 
le cas où 2 X -F- 3 u. est nul, on est ainsi condui t au type : 

J b 2 1 + 2 (A 
u = (a cos 2 9 — 6 sin 2 9) t a2 r -f- — J •> 

H = (a sin 2 9 + è cos 2 9 + 8„) (a2

 r + y ) ' 

W = C Ì ; + d. 

Q u a t r i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 3 ) . — Cette série de solutions est carac
térisée par les relat ions : 

X 

R, , P, PI PI 

\ " r r2 r 
( 4 2 ) 

( 0 + T1) P 2 — 0 + 3 I*) '~ = ** - ( * I , <x2, const . ) , 

( 4 3 ) (X + 3 | I ) A, (f, + A 2 ^ + |I CP" = 0 . 

En posant r = e', les relat ions ( 4 2 ) seront remplacées par les suivantes 

d2

 Pl 

( 4 4 ) dt2 J l — A I PU 

( 4 5 ) (X + ¡1) ^ — (X + 3 ¡1) P 2 = a 2 P , . 

L'équat ion ( 4 ) devient, après ce changement de variable : 

(4F>) ?; [(> + F) ^ + (X + 3 1 1 ) PlJ + (X 4 - 2 ¡1) P 2 + ¡1 ? 2 - ? ? j = o, 

ou (en désignant par R,, R 2 , R, les coefficients de 9', 9", 9,) : 

( 4 6 B ; S ) R , ? ; + R * ? " + R 3 ? 2 = 0 , 

d'où l 'on tire pa r une dérivation relative à la variable 0 : 
( 4 7 ) R I ? : + R 2 ? 2 " 4 - R ; ? ; = o. 

On peut laisser de côté les solutions de l 'équation ( 4 7 ) dérivant des équations : 

( 4 8 ) ?'2 = o, £ = o 

ou : 

( 4 G ) R I = R , = R 3 = O 

Ces solutions ramènent en effet au type III | pour la première , et au type [Vil pour la seconde. 

( ' ) ON PEUT LAISSER DE CÔTÉ L'HYPOTHÈSE OÙ p l SERAIT NULLE QUI CONDUIT À DES SOLUTIONS DES TYPES | I 1 OU | IL j . 



Cela posé , on aura une autre série de solutions de l 'équation ( 4 7 ) en écrivant la propor t ion
nalité des coefficients R, , R 2 et R 3 , ou encore en posant ( ' ) : 

D2 A2 

(5o) ~DT 2 ~ ?2 = ? 2 ? 2 ' 
M 0 + r O + 0 + 3 (*) Pi = 3 2 p i , 

relations auxquel les , pour satisfaire à ( 4 6 ) , il faudra jo indre : 

(52) + £ (). + 2 ¡1) + u . 3 2 ( p 2 = O . 

Les équat ions ( 4 3 ) et (62) dé terminent 9, et <p2 ; on obt iendra ainsi une solution si les équa
tions ( 4 4 ) ) ( 4 5 ) , ( 5 o ) et ( 5 i ) admet t en t un système de solutions. Or l 'équat ion caractér is t ique du 
système formé par les équat ions ( 4 5 ) et ( 5 i ) est : 

(53) (L + p . ) 2 s2 — ( 1 + 3 U.)2
 = « 2 3 , . 

Tout système de solutions des équations ( 4 5 ) et ( 5 i ) satisfera donc aussi aux équat ions ( 4 4 ) et 
( 5 o ) si Ton a : 

Dès lors, il suffira de se donner a 2 , p\ et d 'en déduire , par les formules ( 5 4 ) > « i et B2 pour obte
nir un type de solut ions. A cet effet, on prendra pour p, et Ç2 un système de solutions des équations 
( 4 5 ) et ( 4 9 ) auquel ou associera les fonctions ç , et <p2 déterminées au moyen des équat ions ( 4 3 ) et 
( 5 2 ) après remplacement dans ces dernières des constantes oc, et $ 2 pa r leurs valeurs dédui tes de 
( 5 4 ) . Il nous paraî t inutile de développer les formules relatives au cas général . Nous nous bo r 

nerons à représenter par un numéro d 'ordre XI | la série des solutions cor respondantes . Nous écri

rons toutefois celle de ces solutions qui correspond au cas où on p rend <x2 = ^ = 0 : 

XI b i ' 

, > + 2 [ A . . / l + 2 [A 

a, cos 2 9 + 6, sm 2 ' 
1 + ¡1 / 

W = ES AR A 
• - r 2 u . 9 , . 2 f ! 

1 6 , S 1 H ; 

1 A- |JL 

Il nous reste à envisager la dernière série des solut ions de l 'équat ion (47) , que l 'on obt ient en 
prenant soit : 

(55) £ = PS9'2, 
(56) O'I = P2 A'Z (P*P2 const.), 

s o i t : 

? 2 = °. 
R, = o. ( 5 7 ) 

O c c u p m s - n m i s d 'abord de ce dernier cas. On peut supposer que ç 2 , qui est a lors une cons-

( r ) C e c i s u p p o s e p 2 z t o , m a i s s i p 2 = o ; R 2 = R ; = o ; s i o n p r e n d R , = o , o u r e t o m b e s u r l e t y p e [ V l l j ; s i 

o n p r e n d p 2 = 0 e t o j = o , o n t r o u v e l a s o l u t i o n A = AR - f - V = O, W = CZ AR c ' > d é j à s i g n a l é e ( C f . p . i o o , n o t e ) . 
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t a n t e n ' e s t p a s n u l l e ( " ) e t l ' o n e s t a i n s i c o n d u i t à l a s o l u t i o n s u i v a n t e q u i c o m p r e n d l e t y p e V I I 

c o m m e c a s p a r t i c u l i e r : 

X + 3 

X I I 

a = -) " + A 1 cos 2 \ - — 9 + b , sin 2 - — - — I 0 

¿ 2 

1 V ~ A 2 R -\-

1 W — CZ -r- D . 

P a s s o n s m a i n t e n a n t à l a r e c h e r c h e d e s s o l u t i o n s d é r i v a n t d e s é q u a t i o n s ( 5 5 ) e t ( 5 6 ) . L ' é q u a 

t i o n ( 4 3 ) d e v i e n t 

(58) II 9 ' 2 + c e , ? , = o (II, c o n s t , ) . 

S i I I o o n e s t é v i d e m m e n t r a m e n é à u n e s o l u t i o n a p p a r t e n a n t a u g r o u p e d e c e l l e s q u i 

d é r i v e n t d e l a t r o i s i è m e s é r i e d e s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n ( 3 ) . 

S u p p o s o n s d o n c H = o . L ' é q u a t i o n ( 5 8 ) e x i g e - o . M a i s s i ç , e s t n u l , o n r e t r o u v e l a 

s o l u t i o n I o u l a s o l u t i o n I I . N o u s d e v o n s , p a r c o n s é q u e n t , é t u d i e r s e u l e m e n t l e c a s o ù a , e s t 

n u l . N o u s n o u s d é b a r r a s s e r o n s d e s u i t e d u c a s o ù a 2 e s t n u l , e n m ê m e t e m p s , c e l t e h y p o t h è s e c o n 

d u i s a n t à l a s o l u t i o n ( « = = ar + - , v — o ) d é j à r e n c o n t r é e . L ' é q u a t i o n ( 4 5 ) s u b s i s t e s o u s s a f o r m e 

c o m p l è t e , m a i s l e s é q u a t i o n s ( 4 3 ) e t ( 4 4 ) s e s i m p l i f i e n t . D e c e t t e d e r n i è r e , o n t i r e : 

( 5 g ) p , = a , e ' + b,e~' 

e t d e l ' é q u a t i o n ( 4 3 ) : 

(6o) 
*2<?2 

L ' é q u a t i o n (47) d e v i e n t a l o r s , e u é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 5 6 ) ( 2 ) 

(Gì) IL, P 2 R 2 I\i = 0 , 

o u , e n r e m p l a ç a n t 11,, I \ 2 e t I L p a r l e u r s e x p r e s s i o n s e t e n t e n a n t c o m p t e d e l a v a l e u r ( 5 9 ) d e p , : 

(G2) ?2 

DTL 
I — [>2 

2 [J. 
[ ( } 4 - 2 (A) « , « ' + ¡16, e - 1 ] . 

M a i s l ' é q u a t i o n ( 4 5 ) d o n n e a l o r s : 

(63) 
> 4 - 3 [J. « 2 

— Le - — — • / 
/ 4 - v- 2 H-

bl e — ' 
( G . c o n s t . ) . 

p . 2 \ p . / 4 - 2 [1/ 
E n s u b s t i t u a n t c e t t e v a l e u r d e p 2 d a n s l ' é q u a t i o n (62) e t e n é c r i v a n t l a d i s p a r i t i o n d e s t e r m e s 

e n e' e t e~' d u r é s u l t a t d e l a s u b s t i t u t i o n OH t r o u v e , a 2 n ' é t a n t p a s n u l , l a c o n d i t i o n : 

( 6 4 ) IN = - 4 -

D e u x c a s s o n t à c o n s i d é r e r s u i v a n t q u e C e s t d i f f é r e n t d e z é r o o u n u l . 

à) S i G e s t d i f f é r e n t d e z é r o , i l f a u t e n c o r e a s s u r e r l a d i s p a r i t i o n d e s t e r m e s e n e \ + ? d u r é 

s u l t a t o b t e n u e n s u b s t i t u a n t l a v a l e u r ( 6 3 ) d e p 2 d a n s l e p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n (62). O n 

o b t i e n t a i n s i l a c o n d i t i o n 

4 V-2 

(65) p* = — 
0 + ri2 

(') Remarque analogue à celle qui fait l'objet de la note de la paye 102. 

( 2) Dans l'équation (55), on devra prendre PI = — en vertu de l'équation (60). 



q u i , c o m p a r é e a v e c l a r e l a t i o n ( 6 4 ) , d o n n e X = o . A i n s i , l a s o l u t i o n t r o u v é e n e s ' a p p l i q u e r a q u e 

p o u r d e s m i l i e u x p a r t i c u l i e r s . E n f i n l ' é q u a t i o n (62) r e m p l a c e l ' é q u a t i o n (47) d é d u i t e d e ( 4 6 ) a u 

m o y e n d ' u n e d é r i v a t i o n p a r r a p p o r t à S . O n t r o u v e p o u r v é r i f i e r l ' é q u a t i o n ( 4 6 ) , o u t r e l e s r e l a t i o n s 

d é j à é t a b l i e s e n t r e p , , ç 2 , ç , e t t p 2 , l e s s u i v a n t e s : 

( 6 6 ) n ? ; = — « 2 ? 2 

( 6 7 ) ? " = — h ? 2 , 

l q u i , e u é g a r d à ( 6 4 ) , e n t r a î n e n t d ' a i l l e u r s l e s é q u a t i o n s ( 5 6 ) e t (60). E n d é f i n i t i v e , o n a u r a , l o r s q u e X 

e s t n u l , u n e s o l u t i o n d é f i n i e p a r l e s r e l a t i o n s ( 5 g ) , ( 6 3 ) , ( 6 6 ) e t (67). C e t t e s o l u t i o n e s t d o n n é e p a r 

l e s f o r m u l e s : 

u = (a, r 4 - (b2 cos 2 8 — a2 sin 2 8 — 9 „ ) , 

A J a — (a2 c o s 2 S 4 - 6 2 s i n 2 8) |i>3 — | « , r + ~ 

\ LO = cz 4 - d. 

b) O n f a i t C = o . L a m a r c h e d e s c a l c u l s e s t e n t o u s p o i n t s a n a l o g u e à c e l l e q u i v i e n t d ' ê t r e 

e x p o s é e p o u r l e c a s a ) . T o u t e f o i s i l n ' y a p a s i c i à e x p r i m e r q u e l s t e r m e s e n e n + n d i s p a r a i s s e n t , 

c a r C é t a n t n u l , i l s s ' é l i m i n e n t d ' e u x - m ê m e s . O n t r o u v e a i n s i l a s o l u t i o n : 

u = / • 4 - 9 i — ( « 2 sin 2 8 — b2 c o s 2 8 ) J ! 

XU1 1 /a,r b, i \ . , . 
v = - — 4 - T—: (8 2 — a 2 cos 2 8 — b2 sin 2 5 \ 

2 \ | i ) + 2 ?• 

w = cz 4 - a", 
(n , ... 8 2 cons t . ) . 

EQUATIONS INDÉFINIES 
1 4 
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T A B L E A U S Y N O P T I Q U E D E S R É S U L T A T S O B T E N U S D A N S L E C H A P I T R E II 

NOTA. — O U a considéré comme ne donnant rien les conditions conduisant à des solutiong étudiées dans le chapitre I 

et dans les chapitres I V à V I I . 

X ' , S O N T ! 
LIÉES PART 
DEUX RELA- I 
LIONS LI- { 
NÉAIRES RÉ- I 
DUCTIBLES À J 
L'UN D E S ! 
DEUX TYPES \ 

X J _ l3 X , F |»J X" ( 

X S = h * i + r , X", 

PI X , 

X», = X , .Y, 

+ p ì X ,

ì + p ) X ' J : 

M H 7= 0 \ 

h M — h M = 0 

R 1 " 
Z", -N'EST PAS CONSTANT • 

K3 = T., = O 

• SOLUTION [I] 

. RIEN 

SOLUTION [11] 

SOLUTION SPÉCIALE KL ^ — -G •' (*'̂ ) 

PJ — F3 : 

HA = O 

: O - — 
RIEN 

RIEN 

: O ' DISCUSSION ANALOGUE 

ET MÊMES RÉSULTATS \ 

POUR : | I 3 = O, 1^5:0 [ 

P I z j i a : — RIEN 

L PREINIÈRO SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (77) ^ RIEN 

[ SECONDE SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (77) ^ R i e n 

( PREMIÈRE SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (81) £»• HIEN 

( SECONDE SÉRIE DE SOLUTIONS DE L'ÉQUATION ( 8 | ) N I E " 

P i ~ 0. ON EST CONDUIT À POSER Y',. Z= - a l Y 2 

LJ , . . . p 3 , TSL CONST.) 

+ 0 -
Z; 0 • 

RIEN 

RIEN 



I I I — 



I 12 

-SO 
d 02 se _3 

"S. 
u a. s о 
и 
o ; 

ra -< 
о 

z: 



— i i 3 — 

I 

tf 

ОТ 
ы 
ОС 

£ 
< 

I 

о 

от 
U J _| 
от 

Z 

« с 

о 

от 
LU 

' L U 

г 

о 

ее 
hl 
X 
о 
ы 
к 

от 

Z 

о 

р 

_ | 

о 

от 
от 
ш 
а 
и 
Z) 
а 
г -
0. 
О 
z 
>• 
от 

< 
ш 
- I 
ш 
< 

3 
о" 

tí о с 

О " 

з 

а 
' 3 
-а 
Я 

о 

+ 

+ 

"fi 

I 

f i 

+ 1 



i i 4 -

TABLEAU SYNOPTIQUE DES SOLUTIONS DU CHAPITRE IX 

Première série de solutions de l'équation (3) conduisant an type [I] 
Deuxième série 

Troisième série de solutions de l'équation (3). 

Quatrième série de solutions de l'équation 

[»] 
DUi — O • 

, quelconque 

( a* Zp. O • 

- Solution [III] 
- Solutions [IV], [V], [VI] 

Solution [VII] 
Solutions [Vili] et [IX] 

• Solution [X] 
Solution déduite de l'application des équations (5oJ et (5iJ 

- - - (5 7 ) 

— — — (55) et (56) 

Solution [XI 
s - Solution [XII] 

j C ^ o Solution (A) (X = o) 
( G — o - — s » Solution [XIII] 

V u E T A P P R O U V É , 

Lille, le IER avril 1911. 

Le Doyen de la Faculté, 

B . - C . D A M I E N . 

V u 

E T P E R M I S ü ' l M P R I M E R . 

Lille, le 1 " avril i g i i . 

Le Recteur de l'Académie, 

G. L Y Q N . 

N a n c y , imprimerie Berger -Levraul t 



S E C O N D E T H È S E . 

A P P L I C A T I O N S 

DE LA 

GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE 
A LA 

T H É O R I E D E S S U R F A C E S 
E N G E N D R É E S P A R U N E C O U R B E V A R I A B L E . 

INTRODUCTION. 

Lorsqu'on veut étudier la surface engendrée par une courbe variable 
il y a souvent intérêt à rapporter celle-ci à des axes particuliers entraî
nés avec la courbe dans son mouvement. Nous nous proposons, dans 
la première Partie du présent Mémoire, d'exposer les lignes générales 
de ce procédé et quelques-unes des applications qu'on peut en faire 
dans l'étude de questions d'ailleurs connues. 

Dans la seconde Partie, nous appliquerons nos formules générales 
au cas où la courbe mobile est une hélice indéformable et nous utilise
rons les résultats obtenus à la solution de quelques problèmes relatifs 
aux surfaces engendrées par de telles génératrices. 

Nous aurons l'occasion, au cours de l'exposé qui va suivre, de signa
ler divers travaux qui se rattachent à l'objet de notre étude. 

B . i 



2 E. BARRE. 

Nous ferons remarquer, dès maintenant, que, dans le Traité de 
M. Darboux sur la Théorie générale des surfaces, se trouvent indiqués 
le principe et quelques applications de la méthode dont nous donnons 
le développement systématique ( ' ) . 

(') Cf. DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p . 96 à 100 e t 

p . io3 à 109. 



P R E M I È R E P A R T I E . 
FORMULES GÉNÉRALES. - APPLICATIONS DIVERSES. 

1 . EQUATIONS DÉFINISSANT LA COURBK. MOBILE. — Soient s la variable 
dont dépendent les coordonnées d'un point de la courbe en l'une de ses 
positions et t le paramètre du mouvement. Les équations de la courbe 
mobile rapportée à trois axes rectangulaires sont : 

( 1 ) x = f(s,t), y = <f(s,t), z = ty(s,t). 

Il peut y avoir intérêt à prendre pour s l'arc indéfini de la projection 
de la courbe sur l'un des plans de coordonnées le plan x O y par 
exemple (' ). Les formules ( i ) sont, alors avantageusement remplacées 
par les suivantes : 

I coŝ(s. t)ds-i-F(t), 

( 2 ) < rs 

[ z=lj{s, t) 

[s0 valeur particulière, arbitraire ( 2 ) de j ] , dans lesquelles la signifi
cation géométrique de l'angle ^ est évidente. Les fonctions F et $ 
n'interviennent que dans la position de la courbe par rapport aux axes 

( ' ) Ce cho ix suppose que la p ro j ec t ion de la cou rbe su r ce plan n ' es t pas u n e d r o i t e 
i so t rope ou , en s'en t enan t aux généra t r i ces réel les , que la c o u r b e mobi le ne se r é d u i t pas 
à une d ro i t e para l lè le à 0 ~ . 

( ' ) Sous la rése rve de n ' ê t r e pas un po in t s ingul ier p o u r la fonction y. Il faut o b s e r v e r 
q u e Ton p o u r r a i t p r e n d r e p o u r s 0 une fonct ion de t. P o u r év i te r des compl i ca t i ons inu t i l e s 
dans les calculs u l t é r i e u r s , il y a i n t é r ê t à p r e n d r e p o u r s0 une va leu r cons tan te . 
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'S ) x = I c o s y ( s , t)ds, y — I s m x ( , s ' t)ds, z = 6(s, t). 

•A) ''a 
Enfin, il peut être utile d'observer que la courbe sera tout entière 

sur un cylindre circulaire droit parallèle à Oz si la fonction ^ est de la 
forme 

où c,(t) et <p(f) désignent des fonctions quelconques de t. 

2. F o r m u l e s g é n é r a l e s d u d é p l a c e m e n t d ' u n p o i n t l i é a u x a x e s 

MOBILES AUXQUELS EST RAPPORTEE LA COURBE VARIABLE. Les pro-

jections du déplacement absolu d'un point de coordonnées x,j, z par 
rapport aux axes mobiles sont, sur ces mêmes axes, 

!

hx = dx-y(u + q z — ry) dl, 
ty=dy->r(v -yrx — pz)dl, 

= dz + (w -+- py — qx) dt, 

où 11, v, w, p, q, r représentent les composantes suivant les axes 
mobiles de la translation et de la rotation correspondant au trièdre 
choisi. 

Les formules qui donnent les projections sur ces mêmes axes du 
déplacement absolu du point directeur d'une direction dont les cosi
nus directeurs par rapport aux axes mobiles sont a., (j et y, sont les 
suivantes : 

/ Sa — da. y (qy — >'$)dt, 

(5) 1 8p = dj3 + ( r a —/?v)rf ' , 

\ òf — dy-{-(p^ — qz)ds. 

Laissons de côté le cas où le cône directeur des directions des axes Oz 

est isotrope. Alors la caractéristique du plan xOy ne sera pas isotrope, 

et nullement dans sa forme. En prenant pour Or. une droite rencon
trant la génératrice et en prenant l'origine des arcs s au point O, les 
équations ( 2 ) deviennent 
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s a u f p e u t - ê t r e e n d e s p o s i t i o n s i s o l é e s . C e l a é t a n t , n o u s p o u r r o n s 

c h o i s i r p o u r Ox u n e p a r a l l è l e à c e t t e d r o i t e . O n a u r a a l o r s , c o m m e o n 

s a i t , 

q(t) = o, 

c e q u i p e u t d o n n e r d e s s i m p l i f i c a t i o n s u t i l e s . 

3 . S i , d a n s u n e q u e s t i o n , o n e s t a m e n é à é c r i r e l e s é q u a t i o n s f o n c 

t i o n n e l l e s 

(6) p(t) = 0 , q(t)=o, 

l a d i r e c t i o n d u p l a n xOy e s t fixe e t c e l l e d e s a c a r a c t é r i s t i q u e i n d é t e r 

m i n é e . O n p o u r r a t o u j o u r s s u p p o s e r 

(;) r(t) = o, 

c e q u i r e v i e n t à p r e n d r e d e s a x e s p a r a l l è l e s à t r o i s d i r e c t i o n s r e c t a n g u 

l a i r e s fixes. 

S i l ' o n e s t c o n d u i t à é c r i r e , p o u r u n e p o s i t i o n i s o l é e d e l a g é n é r a 

t r i c e c o r r e s p o n d a n t à u n e v a l e u r t 0 d u p a r a m è t r e t, l e s c o n d i t i o n s 

(8 ) p(ta) = q(ta)=o, 

l a d i r e c t i o n d u p l a n xOy e s t s t a t i o n n a i r e . I l e s t d o n c i n t u i t i f q u ' o n 

a u r a i t a u s s i , p o u r c e t t e p o s i t i o n , 

p(t0) — q{t0) — o , 

a v e c d e s a x e s r e c t a n g u l a i r e s Ox e t Qy d i f f é r e n t s d e c e u x c h o i s i s 

e t d ' a i l l e u r s q u e l c o n q u e s d a n s l e p l a n z = o . 

C e t t e p r o p r i é t é s e d é m o n t r e r i g o u r e u s e m e n t c o m m e i l s u i t . S o i e n t 

Pi (0> 7 i (0 e t r< ( 0 ^ e s c o m p o s a n t e s d e l à r o t a t i o n d u n o u v e a u t r i è d r e . 

P u i s q u e p ( t B ) e t q( t0) s o n t n u l s e t q u e l ' a x e d e s z e s t l e m ê m e d a n s l e s 

d e u x c a s , o n d é d u i t d e l a d e r n i è r e d e s f o r m u l e s ( 5 ) 

(9) t{Y = dr-+-[pl(tu)$ — q,(t0)z]dt, 

r e l a t i o n q u i d o i t ê t r e v é r i f i é e q u e l l e q u e s o i t l a d i r e c t i o n a , ¡ 3 , y . 
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( ' ) C ' e s t - à - d i r e est un plan osc i l la teur s t a t i onna i r e de l ' a rê te de la dé ve loppable qu ' i l 
en ve loppe . 

C e q u i e x i g e b i e n 

P< ( « D ) = ' ? I ( < O ) = 0 -

N o u s a l l o n s d é m o n t r e r m a i n t e n a n t q u e , p a r u n c h o i x c o n v e n a b l e 

d e s d i r e c t i o n s d e O r e t d e Oj, o n p e u t s u p p o s e r e n o u t r e 

( 1 0 ) R ( * 0 ) = O. 

S i , e n e f f e t , l a r e l a t i o n ( i o ) n ' e s t p a s v é r i f i é e p o u r l e t r i è d r e p r i m i 

t i v e m e n t a d o p t é , d é s i g n o n s p a r r 0 l a v a l e u r n o n n u l l e r(ta) e t c h o i s i s 

s o n s l e t r i è d r e d é d u i t d u t r i è d r e p r i m i t i f p a r u n e r o t a t i o n a u t o u r d e Oz 

d e l ' a n g l e 

( 1 1 ) * = — / • „ « + / " {t — t0)$(t)dt + Qt, 

f o r m u l e d a n s l a q u e l l e ^ e s t u n e f o n c t i o n a r b i t r a i r e e t . t I . * 0 r e p r é s e n t e 

u n e c o n s t a n t e . 

L a n o u v e l l e c o m p o s a n t e [ r | e s t é v i d e m m e n t d o n n é e p a r 

d<i> 
( I A ) J > ] = R + _ = , - _ , - 0 + (t-t9)à(t). 

E l l e s ' a n n u l e v i s i b l e m e n t p o u r t = t g . 

C o m m e d ' a i l l e u r s p o u r t—tQ l e s c o m p o s a n t e s p e t q s o n t n u l l e s 

q u e l l e s q u e s o i e n t , l e s d i r e c t i o n s O r e t O j d a n s l e p l a n xOy, o n a b i e n 

p o u r l e t r i è d r e a i n s i d é t e r m i n é : 

[p(to)] = [q(to)] = [r(t»)] = o. 

C e f a i t s ' e x p r i m e e n d i s a n t q u e : 

Si pour une certaine 'valeur du paramètre t le plan, xOy est station-

naire ('), il est possible, et cela d'une infinité de façons, de choisir un 

triedre de référence ayant même axe O z que le trièdre proposé et dont le 

mouvement élémentaire pour t = t0 soit une translation. 
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ox. OY. oz 
O x « i «2 «3 
O y P i P 2 

P3 
0.= 7i y» y* 

D a n s l e c a s g é n é r a l , a , b , c , a , , ( 3 , , . . . , y 3 s o n t d e s f o n c t i o n s d e t . 

C e s q u a n t i t é s e n s o n t i n d é p e n d a n t e s s i l ' o n c h o i s i t l e s e c o n d t r i è d r e 

i n v a r i a b l e m e n t l i é a u p r e m i e r . 

R e m a r q u e s . — i ° O n r é a l i s e e n p a r t i c u l i e r u n p a r e i l t r i è d r e e n p r e 

n a n t s i m p l e m e n t 

( i 3 ) 4 = — Ç r { t ) d t . 

P o u r c e t r i è d r e o n a c o n s t a m m e n t 

[r(t)] = o. 

L a c a r a c t é r i s t i q u e d u p l a n x O z a i n s i d é t e r m i n é e s t c o n s t a m m e n t 

p e r p e n d i c u l a i r e à O z . 

2 ° E n g é n é r a l , p o u r a u c u n d e s t r i è d r e s d é f i n i s p a r l ' u n e d e s f o r 

m u l e s ( 1 i ) e t ( i 3 ) , l a c a r a c t é r i s t i q u e d u p l a n x O j ( d é t e r m i n é e p a r l e s 

é l é m e n t s i n f i n i t é s i m a u x d ' o r d r e s u p é r i e u r ) n e s e c o n f o n d r a a v e c O x . 

A u t r e m e n t d i t , p o u r l e s p o s i t i o n s v o i s i n e s d e c e l l e q u i c o r r e s p o n d à 

t = t t 1 l ' a d o p t i o n d ' u n t e l t r i è d r e n e c o n d u i t p a s à q = o . S i p o u r t = t 0 

o n a p = q = o, c e l a t i e n t à c e q u e , p o u r c e t t e v a l e u r , p e t q s o n t n u l s 

q u e l q u e s o i t l ' a x e d e s x . 

3 " O n o b s e r v e r a q u e l a f o r m u l e ( i 3 ) p e u t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e 

u n c a s p a r t i c u l i e r d e l a f o r m u l e ( i i ) . 

4 . F o r m u l e s d e t r a n s f o r m a t i o n d o n n a n t l e s r e l a t i o n s e n t r e l e s 

c o m p o s a n t e s a n c i e n n e s e t n o u v e l l e s d u d e p l a c e m e n t l o r s q u ' o n 

C H A N G E L E T R I E D R E T R I R E C T A N G L E D E R E F E R E N C E M O B I L E . S o i e n t a , b , C 

l e s c o o r d o n n é e s d e l ' o r i g i n e d u n o u v e a u t r i è d r e ; o c , , a 2 , a 3 l e s c o s i n u s 

d i r e c t e u r s d e l ' a n c i e n a x e . 0 . r a v e c l e s n o u v e a u x a x e s O X , O Y , O Z , e t c . , 

c o n f o r m é m e n t a u T a b l e a u . 
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( 1 7 ) ^ 4 - ? y , — = a . R — ï 3 Q -

O N OBTIENT DE M Ê M E LES DEUX RELATIONS 

(.8) ^ + / a 2 - ^ y 2 = p 3 P - p , R , 

( . 9 ) ^ + p P 3 ~ g y . 3 = y < q ~ Y 2 P . 

L E S FORMULES ( 1 7 ) , ( 1 8 ) ET ( 1 9 ) PEUVENT ÊTRE RÉSOLUES, SOIT PAR RAP
PORT À p , g, r, SOIT PAR RAPPORT À P , Q , R . ELLES DONNENT DONC LA SOLU
TION DU PROBLÈME DE LA TRANSFORMATION DES ROTATIONS. E N LES RÉSOLVANT 

Transformation des rotations. — SOIENT p, q, RIES COMPOSANTES DE 
L'ANCIENNE ROTATION SUIVANT LES ANCIENS AXES ET P , Q , R LES VECTEURS 
ANALOGUES RELATIFS AUX NOUVEAUX AXES. 

SOIENT A,, (3, Y LES COSINUS DIRECTEURS D'UNE DIRECTION QUELCONQUE PAR 
RAPPORT AUX AXES MOBILES PRIMITIFS; OA., Ò{3, OY LES PROJECTIONS SUR CES 
AXES MOBILES DU DÉPLACEMENT ABSOLU DU POINT DIRECTEUR DE LA DIREC
TION OC, [3, Y. ENFIN DÉSIGNONS PAR A , B , G , S A , S B ET OC LES QUANTITÉS 
ANALOGUES RELATIVES AUX NOUVEAUX AXES. O N A D'UNE FAÇON GÉNÉRALE 

i S a — a , S A - | - a 2 S B 4 - a 3 S C , 

( 1 4 ) ! S t 3 = 3 , S A 4 - [ 3 2 S B + p 3 S C , 

| S y = y , S A 4 - 3 , S B 4 - y 3 S C . 

APPLIQUONS CES FORMULES À L'AXE O X : NOUS AVONS DANS CE CAS 

(15 ) a = a , , P = P H , Y = Y D A = i > B = O, C = O, 

ET 

(16) 8 a = d a l 4 - ( ? y 1 _ , - p ( ) r f / J 8 A = o . 8 B = R d * , oC = — Qdc, 

D'OÙ NOUS TIRONS, PAR APPLICATION DE LA PREMIÈRE FORMULE ( I / J ) , 
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( a ° ) > ' / a ¿ « 1 , q 0

 dh , o v ^ T » 

* 2 p 3 - 7 7 + p i - 7 T + P i T 

v d i ' ' ' r ' r i ; '
 r ' ^ d t 

r = y , 1» + y 2 Q + y 3 R 

L o r s q u e l e s n o u v e a u x a x e s s o n t i n v a r i a b l e m e n t l i é s a u x a n c i e n s , c e s 

f o r m u l e s s e s i m p l i f i e n t e t d e v i e n n e n t : 

| p = 0Lt P + o u Q + a , R , 

( 2 0 b i s ) r y = , 3 < P + 1 8 2 Q + , 3 3 R , 

( , . = r i P + ï s Q + Ï 3 R . 

O u a u r a i t p u é c r i r e d a n s c e c a s d i r e c t e m e n t c e s f o r m u l e s e n o b s e r 

v a n t q u e l e s d e u x t r i è d r e s f o r m e n t a l o r s u n s o l i d e i n v a r i a b l e e t q u e l a 

r o t a t i o n e s t a l o r s t o u j o u r s l a m ê m e q u e l q u e s o i t l e s y s t è m e d e r é f é 

r e n c e , l i é a u s o l i d e , a u q u e l o n r a p p o r t e c e d e r n i e r . Transformation des translations.— L e s c o m p o s a n t e s d u d é p l a c e 

m e n t é l é m e n t a i r e a b s o l u d e l a n o u v e l l e o r i g i n e s u i v a n t l e s a n c i e n s a x e s 

s o n t , e n d é s i g n a n t p a r //, v, w l e s c o m p o s a n t e s d e l a t r a n s l a t i o n p r i 

m i t i v e , 

d a - \ - ( u - \ - q c — r b ) d l , d b - \ - ( r - \ - r a — p c ) d t , d e + ( c v + p b — q a ) d t . 

C e s c o m p o s a n t e s s u r l e s n o u v e a u x a x e s s o n t , e n d é s i g n a n t p a r U , 

V , W l e s c o m p o s a n t e s s u r l e s n o u v e a u x a x e s d e l a n o u v e l l e t r a n s l a 

t i o n 

U d t , W d t , W d t . 

E n é c r i v a n t l ' é g a l i t é d e s c o m p o s a n t e s d e c e d é p l a c e m e n t s u i v a n t O . r , 

B . 2 

p a r r a p p o r t àp, q, r, o n t r o u v e a i n s i : 

/ p = a , P + a 2 Q + a 3 R 

/ a , , „ ¿ ¡ 3 , d y A 

* î « 3 - 7 7 t P i * 3 - 7 7 - * 2 y , 7 7 7 ' 
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O ) ' e t O z , o n o b t i e n t l e s t r o i s é q u a t i o n s : 

a.U + K a V - r - s n W , 

p , L J + | 3 2 V - + - ? , W , 

q u i , a p r è s r e m p l a c e m e n t d e p , r y , / - e n f o n c t i o n d e P , Q , R ( o u i n v e r 

s e m e n t ) , p e r m e t t e n t d ' o b t e n i r u, i>, < v e n f o n c t i o n d e P , Q , R , L , V , W 

( o u i n v e r s e m e n t , U , V , W e n f o n c t i o n d e p , r y , / • , v, t v ) . D a n s l e c a s 

d e d e u x s y s t è m e s d ' a x e s r e c t a n g u l a i r e s i n v a r i a b l e m e n t l i é s l ' u n à l ' a u t r e , 

o n o b t i e n t a i n s i : 

I u = a,U + a,V + * 3 W + &(-;, P T - -,";Q + *faR) - P 4- p â Q 4- ^ R ) , 

( 2 2 ) K = p , U - r ? , V + ? 3 A V + c ( a , P ^ a 2 0 + a : ! R ) - « ( v 1 P + v , Q + T ; i R ) , 

( ( V = v, U + v, V + y ; i \Y + a{ pt P + p 2 Q + [ï ; iR) _ 6(a, P + a 2 Q + a : l R) . 

application. — N o u s f e r o n s u n e a p p l i c a t i o n i n t é r e s s a n t e d e s r é s u l 

t a t s p r é c é d e n t s e n é t u d i a n t l e c a s o ù l ' a x e O y e s t c o n s e r v é , l a n o u v e l l e 

o r i g i n e é t a n t r e p o r t é e s u r 0 > " à u n e d i s t a n c e b ( c o n s t a n t e ) d e s a p o s i 

t i o n p r i m i t i v e e t o ù l e s n o u v e a u x p l a n s xOy, zOy f o n t a v e c l e s p l a n s 

p r i m i t i f s u n a n g l e ( ( ) , r , O X = OL) c o n s t a n t . C e t e x e m p l e n o u s s e r a u t i l e 

d a n s l a s u i t e . Î N o u s a v o n s i c i l e T a b l e a u : 

o x . ov . oz . 
O . r c c 1 = c o s c f a , — o — — s i l i a 

O y {3, = o ^ , = 1 , 3 3 = o 

O z - / l é s i n a y , — o y 3 — c o s s t 

d ' o ù n o u s d é d u i s o n s , e n v e r t u d e s f o r m u l e s ( 2 0 bis) e t ( 22 ) 

[ p — P cosa — R sma, 

(9.3) y = Q, 

! / • = P sin a R 00s 2, 

( ¿¿ — L cosa — W sina 4- b ( P s i 11 a 4- R cosa), 

( M ) <-' = V, 

[ w — U sina + YV cosa — b( P cosa — R sina). 

,' da 
~di 

db 
dl 

de 
Tt 

4- u 4- qc — rb : 

4- v — / - a — y ; c : 

4- w A-pb — (ja 
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( 2 0 ) 

e n p o s a n t 

I Ù f (1" 

à f 

a s 
d s -f - I, d t 

« y = 
d v 

~ t s 
d s -h M d t , 

d l 
d s -< j ; -

T s 
d s -\ - 7 i d t , 

(a6) ^ 

/ N = w - h p — q f + 

O n o b t i e n t d e m ê m e , p o u r u n e d i r e c t i o n d o n t l e s c o s i n u s d i r e c t e u r s 

a , S , y s o n t d e s f o n c t i o n s d e j e t d e t, 

| Sx = — 

c / s 
+ L, d t , 

] ' 

= - p - t / . ! 

«s 
+ M, d t , 

< ? v , 

= - i - d s 
d s 

+ N, d t ; 

d* 

= ù i + T f - - ' • P . 

d . i ^_ 

" d t + 

r n . — 
- / > Y > 

IN. = 5 7 + 
- q y . . 

(26 

O n t i r e d e l à l ' e x p r e s s i o n d e l ' é l é m e n t l i n é a i r e d e l a s u r f a c e 

( 2 7 ) d V = E d t ' + 2 F d t d s - f - G d s 1 , 

e n p o s a n t 

o . ELÉMENTS DU DÉPLACEMENT SUR LA SURFACE ENGENDRÉE PAR LA 

COURBE DÉFUNTE p i n LES ÉQUATIONS ( i ) . — E n t e n a n t c o m p t e d e s f o r 

m u l e s ( 4 ; , o n t r o u v e 

file:///-7idt


E. B-UIRI-: 

La variation élémentaire angulaire e sera de même donnée par la formule 
(a- bis) £- = E( dt- + 2F, dt ds + G| ds-

avec 
(28 bis) 

Si les équations de la surface sont prises sous la forme (a) il suffira, pour trouver les formules correspondantes, de remplacer dans les précédentes les fonctions/et cp par leurs expressions (a). Nous ne nous arrêterons pas à reproduire cescaleuls dansle cas général ; nous aurons l'occasion, au contraire, d'adopter systématiquement cette forme dans la seconde Partie de ce travail ('). On déduit immédiatement de l'expression de (h l'équation différentielle des trajectoires orthogonales des génératrices 
(?.()) F dt 4- G ds = 0. ß. .NORMALE ET PLAN TAXGE>T. — La normale en un point de la surface sera déterminée par un système de paramètres directeurs A, 1j, C donnés par les deux équations 
(3o) ' às ùs às ' 

! AL + l W + CN_o. 
On peut prendre 

( 3 . ) A = N£-ÄÄ B = T4-N̂ , C = M ^ - L ^ . 

' Os as ds ils us Os 
(') Nous l'avons utilisée constamment dans un Mémoire inséré dans le Bulletin de la 

Société jna thématique de France (1909, p. 61 et suiv.) et intitulé Etude sur le déplace
ment d'une hélice de forme variable. 
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I u S x fd^y [. df „ da X T ¿ ¿ O N E N D É D U I T P O U R L E S V A L E U R S D E S C O S I N U S D I R E C T E U R S D E LA N O R M A L E 

( 3 3 ) us du f i s Ú S os às 

( 3 1 ) 

Il ' II H 

D É T E R M I N O N S E N F I N L E S Q U A N T I T É S Ô A , ¿ 1 3 , O C P A R L E S F O R M U L E S 

E T D E U X A U T R E S A N A L O G U E S 

C E S Q U A N T I T É S - I N T E I ' V I E N D R O N T D A N S C E Q U I S U I T . 

7 . EQUATION DES LIGNES REMARQUABLES DE LA SURFACE. — L E S F O R 

M U L E S P R É C É D E N T E S P E R M E T T E N T D ' O B T E N I R I M M É D I A T E M E N T L ' É Q U A T I O N 

D I F F É R E N T I E L L E D E S L I G N E S A S V M P T O T I Q U E S O U C E L L E D E S L I G N E S D E C O U R B U R E 

E N P O R T A N T L E S V A L E U R S Q U ' E L L E S D O N N E N T P O U R ùx, oy, oz, O A , O Í ? , S C , 

D A N S L E S É Q U A T I O N S B I E N C O N N U E S 

( 3 ; J ) O \ ù,c - y S B B Y - f - 3 C S ; = O 

P O U R L E S A S Y M P T O T I Q U E S , E T 

( 3 6 ) 

ÛX oy oz 
S A oli S C 

A B C 

P O U R L E S L I G U E S D E C O U R B U R E . 

P O U R O B T E N I R L ' É Q U A T I O N D E S L I G N E S G É O D É S I Q U E S S O U S F O R M E G É N É R A L E , 

IL F A U D R A I T É C R I R E L ' É Q U A T I O N 

( 3 ; ) 

ÙX ùy OZ 

à 1 x ù 2 y Û- z 

A B C 

E N P O S A N T 

= ( I - - r - M ' + ^ ) 
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APRÈS Y AVOIR REMPLACÉ LES 3 PAR LES VALEURS TROUVÉES CI-DESSUS ET LES OA 

PAR LES VALEURS QU'ON OBTIENDRAIT EN SUBSTITUANT OR, o y ET o z À A, ET Y 

DANS LES RELATIONS ( 5 ) . NOUS DÉVELOPPERONS SEULEMENT LA PREMIÈRE DE 

CES EXPRESSIONS, LES AUTRES S'EN DÉDUISANT PAR PERMUTATION CIRCULAIRE. 

NOUS TROUVONS AINSI : 

(38) ù - X 
d s 2 

( P f O L ( V j d i 
d t d s 

H—— rf«2 + - f - d - s 
d t a s 

L d 2 t . 

8. ANGLE DE LA NORMALE PRINCIPALE DE LA. GÉNÉUVTKICE AVEC LV 

NORMALE A LA SURFACE. — LA CONSIDÉRATION DE CET ANGLE PEUT ÊTRE INTÉ

RESSANTE ; SA VALEUR EST ÉVIDEMMENT DONNÉE PAR LA FORMULE 

(3 9 ) 

AVEC 

4o) 

A ( / l , d „ < r d s — / ; d l i ) 

+ B (Ç", <R/0 T (I.Î — 5S' <>/• 7) + G(o" , d 0 T F/5 — ò ' t d \ T) 

( A 2 + B 2 + C 2 F (f"s, d a i d s — f ' s d ' ^ ) 2 

-+- (Ç',S II0 S FFC — ?S d'I T)2-Ì- ( 'IL'» <̂O T d s — i ' t d'i T)-J 

d n s — 
d ì ) + [ T s 

àf\ 2 

t s 

1 d f d 2 f d s d 2 - j d - l ( P ' I 
- d . .—-J- _| ! L - } ; I 
d s d s 2 d s d s ' 2 d s d s ' 2 

d s , 

Y ) d s 2 . 

9 . POINT CENTRAL SITUÉ SUR UNE GÉNÉRATRICE. — APPELONS p o i n t 

c e n t r a l TOUT POINT D'UNE GÉNÉRATRICE POUR LEQUEL LA DISTANCE À LA GÉNÉRA

TRICE INFINIMENT VOISINE EST MAXIMA OU MINIINA OU TOUTAU MOINS STATION-

NAIRE. LA CONSIDÉRATION DE CES POINTS EST, POUR CERTAINES NATURES DE LA 

GÉNÉRATRICE, TRÈS INTÉRESSANTE. NOUS NOUS PROPOSONS DE LA DÉTERMINER. 

CONSIDÉRONS UNE GÉNÉRATRICE CORRESPONDANT A UNE VALEUR F0 DU PARA

MÈTRE t ET QUE NOUS DÉSIGNERONS PAR LA DÉNOMINATION : GÉNÉRATRICE ( f 0 ) . 

SOIT ( f a - \ - \ t 0 ) UNE GÉNÉRATRICE VOISINE DÉTERMINÉE. LA DISTANCE ARR DE 

DEUX POINTS VOISINS DE CES GÉNÉRATRICES CORRESPONDANT À s ET t 0 D'UNE 
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q u ' i l n ' y a u r a i t p l u s q u ' à d é v e l o p p e r e n r e m p l a ç a n t E , F , G p a r l e u r s 

v a l e u r s . 

I l n o u s a p a r u i n t é r e s s a n t d ' o b t e n i r d i r e c t e m e n t c e r é s u l t a t a u q u e l 

o n a u r a i t p u p a r v e n i r p l u s r a p i d e m e n t e n o b s e r v a n t , a i n s i q u e l e f a i t 

M . D e m a r t r e s d a n s s a T h è s e ( 2 ) , q u e l e s p o i n t s c h e r c h é s s o n t « c a r a c 

t é r i s é s p a r c e f a i t q u e l a c o u r b u r e g é o d é s i q u e d e l a t r a j e c t o i r e o r t h o 

g o n a l e y e s t é g a l e à z é r o » . 

( ' ) Ceci suppose q u e le d é p l a c e m e n t ne s'effectue pas su ivant une l igne de l o n g u e u r 
nu l l e . Ce cas spécia l est sans i n t é r ê t dans la quest ion ac tue l le . Toutefo is , p o u r évi ter t o u t e 
r e s t r i c t i on , nous conv iend rons d ' appe le r e n c o r e , dans ce cas , points centraux les po in t s 
d é t e r m i n é s comme il va ê t re i n d i q u é . 

(3) Sur les surfaces à génératrices circulaires (Annales de l'Ecole Normale, 3 e s é r i e , 

t. II, p . t a 3 ) . 

p a r t e t j - r - A . v , ta - + - A f 0 d ' a u t r e p a r t e s t d o n n é e p a r l a f o r m u l e 

( 4 0 \ 7 - = E M l + 2 F A s A f 0 + G A s a 

a u x i n f i n i m e n t p e t i t s d ' o r d r e s u p é r i e u r p r è s f 1 ) . 

P o u r u n e v a l e u r d é t e r m i n é e A z g d e l ' a c c r o i s s e m e n t d u p a r a m è t r e t, 

A s s e r a m a x i m u m o u m i n i m u m ( o u t o u t a u m o i n s s t a t i o n n a i r e ) 

l o r s q u e 

( 4 a ) A s = — g A * „ 

e t l a v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e d e A a 2 s e r a 

( 4 3 ) \ * l = [E-ÇJÂ . 
S i d o n c o n s e d é p l a c e l e l o n g d e l a g é n é r a t r i c e t0, A f f 0 v a r i e c o m m e 

l e f a c t e u r E — e t e n p a r t i c u l i e r c e t t e d i s t a n c e s e r a m a x i m a , m i n i m a 

F 2 

o u s t a t i o n n a i r e e n m ê m e t e m p s q u e E — - g - . J N o u s a u r o n s d o n c l e s 

p o i n t s c h e r c h é s e n é c r i v a n t l a c o n d i t i o n 
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10. C O U R B U R E GEODESIQUE. NOUMILLE FORME DE L ' É Q U U ' I O N DES 

LIGNES GÉODÉSIQUES. — Soit 9 l'angle des lignes coordonnées, i l'inclinaison de la courbe étudiée surla génératrice (t= const.), et-̂- la cour-bure géodésique cherchée. On a 
y/EG SIN G D[y/ECOS(8 — EI] R)(\/GCOSO 

(43) Z = _ ds " ài ' 

ou, tons calculs effectués, 
(46) y + Ji5 + | / C Y - - ^ * 

Si l'on remplace dans le premier membre de l'équation (46), ^- par zéro, on obtient une nouvelle forme de l'équation des lignes géodé-siques. 
En écrivant que les trajectoires othogonalcs des génératrices i^l 
possède en un point une courbure géodésique nulle, on trouve la condition 
qui n'est autre que l'équation (44-ii ainsi que nous l'avions annoncé. 

1 1 . COURBURE NORMALE ET TORSION GÉODÉSIQUE. — La courbure normale et la torsion géodésique s'obtiennent sans peine en partant des formules démontrées ci-dessus. Soient, en effet, a., [i, y les cosinus directeurs d'une direction de la surface à partir d'un point donné; A, ;x, v les cosinus directeurs de la normale en ce point; on a pour la courbure normale 
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(49) 

d x 1 

— d s + L dt 
o x o s 

d * ( E d t * + z V d t d s A r G d s 2 ) * 

e t , d ' a u t r e p a r t , ~k, a , v s o n t d o n n é e s p a r l e s f o r m u l e s ( 3 3 ) , d ' o ù l ' o n 

d é d u i t OA, 8 a , o v g r â c e a u x f o r m u l e s ( 5 ) . 

O n o b t i e n t d e m ê m e l a t o r s i o n g é o d é s i q u e — e n p a r t a n t d e l a f o r -

m u l e 

( o o ) — - l a ' 

ig \ d a -

12. RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN CHAQUE POINT DE LA SUR

FACE. — U n p o i n t d e l à n o r m a l e à l a s u r f a c e a u p o i n t [x,y,z) d e 

c e l l e - c i a p o u r c o o r d o n n é e s , p a r r a p p o r t a u t r i è d r e d e r é f é r e n c e 

m o b i l e , 

( 5 i ) X = x + A p , X = y + B o , Z = j + C p 

[ A , 1 3 , C d o n n é s p a r l e s f o r m u l e s ( 3 i ) J . 

L e s é g a l i t é s 

, v d x - + - p c Z A - + - [ u + (j z — r y + ( ( / C — r B ) p ] c ? < d y + • • • d z - + - . . . 
( 3 2 ) ' ~ 

A B C 

e x p r i m e n t q u e l a n o r m a l e e s t t a n g e n t e a u d é p l a c e m e n t d u p o i n t 

( X , Y , Z ) . E n é g a l a n t c e s r a p p o r t s à u n e m ê m e d i f f é r e n t i e l l e a u x i 

l i a i r e r / 9 , n o u s a u r o n s l e s t r o i s é q u a t i o n s 

A a f e = o 

e t d e u x é q u a t i o n s a n a l o g u e s . 

L ' é l i m i n a t i o n d e d s , dt e t d § e n t r e c e s t r o i s é q u a t i o n s d o n n e l ' é q u a 

t i o n a u x p d é f i n i s s a n t l e s c e n t r e s d e c o u r b u r e p r i n c i p a u x d e l a s u r f a c e . 

B . 3 

D a n s l e s e c o n d m e m b r e , t o u t e s l e s e x p r e s s i o n s s o n t c o n n u e s ; o n a , 

e n e f f e t , d ' u n e p a r t , 
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C e t t e é q u a t i o n s ' é c r i t s o u s l a f o r m e c o n d e n s é e 

àf 
( 5 4 ) \ % + u + 

d A 

" d 7 

d A 

ds ' ? ds' 

p a r l a q u e l l e j e r e p r é s e n t e a u m o y e n d e s a p r e m i è r e l i g n e l e d é t e r m i 

n a n t r é s u l t a n t d e l ' é l i m i n a t i o n d e ds, dt e t ¿ 9 . 

P o s o n s m a i n t e n a n t a v e c l a m ê m e c o n v e n t i o n 

( 5 5 ) 

( 5 6 ) 

(5~) 

(58) 

A , 

A , 

d A d A 

- . — I - <7 G — / - B — A 

ut 2 ds 

„ _ df 
d £ ' d s 

8 , = 
d i 

+ ç r ù — /-a 

a / 

A L ? A 

d s 

A 

d A 

A —- L — A 

d 7 d s 

O n r e m a r q u e r a q u e 

( 5 9 ) 
A , = — H s 

D ' a u t r e p a r t , s o i e n t R , e t R 2 l e s d e u x r a y o n s d e c o u r b u r e p r i n c i 

p a u x ; o n a é v i d e m m e n t . 

( 6 o ) R , = I I ? 1 > R 2 = H p 2 , 

é g a l i t é s d a n s l e s q u e l l e s p , e t p 2 d é s i g n e n t l e s d e u x r a c i n e s d e l ' é q u a 

t i o n ( 5 4 ) . 

O n o b t i e n t a i n s i 

( 6 0 

I A, A, I i 

R , + R j = — l i 

l t A , 

ô, 4 - o 2 

1 5 . CONDITION POUR QUE L\ GÉNÉRATRICE AIT UNE ENVELOPPE. —• 

C e t t e c o n d i t i o n s ' é c r i t i m m é d i a t e m e n t 
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relations dans lesquelles e?,r, dy, dz représentent le déplacement le long 
d'une génératrice, c'est-à-dire lorsque dt = o. Ces conditions ( 6 2 ) 

peuvent être mises sous la forme 

df ~ dj_ ~ (ty ' 
ds ds ds 

Si les deux relations (63) admettent une solution commune 

(64) $(s, z) = o, 

la courbe que définit cette dernière constitue une branche d'enveloppe. 
Si, au contraire, les deux courbes représentées par les deux équa
tions (63) n'admettent pas une branche commune, il n'y a pas d'enve
loppe. 

14. APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES A LA DÉTERMINATION 

DE SURFACES JOUISSANT DE PROPRIETES DETERMINEES ET ENGENDREES 

PAR DES GÉNÉRATRICES DE NATURE DONNÉE. — La méthode dont les 
principes viennent d'être exposés pourra souvent être utilisée avec 
avantage lorsqu'on voudra rechercher une surface jouissant de pro
priétés déterminées et engendrée par une courbe de nature donnée. 
On sera en général amené à particulariser la nature de la génératrice 
et à trouver des relations entre les translations et les rotations du 
trièdre mobile. Il peut arriver que le problème soit indéterminé ou, 
au contraire, impossible. Dans le premier cas, il pourra se faire que. 
par quelques conditions supplémentaires, on parvienne à le déter
miner. 

La courbe sera alors placée par rapport à son trièdre de référence et 
le mouvement de celui-ci sera connu par l'intermédiaire de la rotation 
et.de la translation élémentaires. Souvent des observations aéométri-
ques permettront de déduire de ces résultats la position occupée à 
chaque instant dans l'espace par le trièdre mobile et par suite par la 
génératrice. 

http://et.de
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Dans tous les cas, u, i>, tv, p, q, r étant connus, on pourra, par un procédé systématique dont nous allons rappeler les grandes lignes, rapporter le mouvement du trièdre mobile à un trièdre fixe ('). Soient, a,,, j3(, y,, a2, [3,, y2, a,, |33, y, les neuf cosinus du trièdre mobile (Oxyz) rapporté à un trièdre fixe (OXYZ) conformément au Tableau : 
O x . O y . 

Oi, o x «i 
OY Pi P. 
o z Vi 73 On commencera par déterminer ces cosinus en observant que chacun des groupes (a,, a2, a3), (¡3,, (32, (33) et (y(, y2, y,) constitue un système de solutions des équations différentielles 
lT

n J J Y 

• Les coordonnées X0, Y0, Z0 de l'origine du trièdre mobile seront ensuite données par les relations 
— j j - = <*i u + • a 2 v + a 3 (v, 

( 6 6 ) ÎL_° =p,«4- + 

\ — j j - — y, M -(_ y2 _H y, ( y . 

lo. Application de la théorie précédente a l'étude des surfaces réglées. — Prenons pour trièdre de référence un trièdre dont l'axe des z soit la génératrice de la surface, dont l'axe des x soit parallèle à la caractéristique du plan xOy et dont l'origine décrive une trajectoire orthogonale de la génératrice. 
(') Voir, au su je l de ce p r o b l è m e , le T r a i t é déjà c i té de M. D a r b o u x , n" 3 2 e t 3 , et 

C h a p . I I . 



APPLICATIONS DE LA GEOMETRIE CINEMATIQUE. I l 

A v e c c e c h o i x d ' a x e s , o n a p o u r é q u a t i o n s de la g é n é r a t r i c e 

( 6 7 ) x = o, y = o, z = s, 

et p o u r les c o m p o s a n t e s d u m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e 

a, v, w = o, p, q = o, r. 

L ' é l é m e n t l inéaire de la surface est 

(68) tf<7a= ds--1- [u2 + {v — psY] dt". 

E n se r e p o r t a n t à l ' é q u a t i o n (44j> o n t r o u v e d e suite l ' é q u a t i o n d e 

la l i g n e de s t r i c t i o n 

( 6 9 ) p(v—ps) = o. 

Si p = o elle est i n d é t e r m i n é e ; mais alors la surface est u n c y l i n d r e . 

D a n s t o u s les a u t r e s c a s , elle est d o n n é e p a r la r e l a t i o n 

( 7 0 ) S = - . 

O n a ici 

(71 ) A = — M = — (v—ps), B = L = u, C = o . 

L ' é q u a t i o n d u p l a n t a n g e n t , r a p p o r t é a u x a x e s m o b i l e s , est d o n c 

( 7 2 ) (v—ps)x=uy. 

A u p o i n t c e n t r a l , s o n é q u a t i o n se r é d u i t à y = o, t a n d i s q u ' a u p o i n t 

à l ' infini, elle d e v i e n t x = o. 

On retrouve ainsi la propriété connue du, plan central : il est per

pendiculaire an plan tangent à la, surface au point à l'infini de la géné

ratrice considérée. Si l ' o n p o s e 

( 7 3 ) s = p + ^ ' 

l ' é q u a t i o n ( 7 2 ) d e v i e n t 

( 7 4 ) —ppx = uy. 
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Cette dernière équation n'est autre que la relation de Chas les. On 

obtient ainsi la valeur du paramètre de distribution 

( T 5 ) K = - - . 

En se reportant aux formules ( 2 7 bis) et (43 ) , 0 1 1 voit que le rapport 

- n est autre que le rapport de la distance d'une génératrice à la. géné-
P 

ratrice infiniment voisine et de l'angle élémentaire de ces deux droites. 

La formule ( / 5 ) donne ainsi la valeur connue du paramètre de distri

bution. 

Si u est nul, les conclusions précédentes sont à modifier légèrement : 
le plan tangent est le même partout, sauf au point central, où son 
équation est indéterminée : la surface est une développable ( ' ) . 

Cherchons maintenant sous quelles conditions la ligne de striction 
sera une géodésique. 

On a ici, d'après les formules (a-*)) et (38) ( 2 ) , 

(76) ax=udt, oy = (v—ps-)dt, oz = ds. 

!

l-x = d(a dt) — r(v — p s ) dt-, 

3-Y = d\iv — ps) dt] + (ru dt — p ds) dt, 

B-z = d-s + p(v — ps) dC1. 

En adoptant s comme variable indépendante, l'équation générale 

( ' ) Les cond i t ions ( 6 3 ) qui e x p r i m e n t q u e la g é n é r a t r i c e a d m e t une enve loppe se 
r é d u i s e n t ici à 

L = z o, M = o, 
ou 

v—ps = o, u — o. 

La g é n é r a t r i c e a d m e t d o n c une enveloppe dans le seul cas où u est nul . Ce t t e enve loppe , 
définie p a r la re la t ion 

p — ps = o, 

est donc la l igne de s t r ic t ion de la surface é tud i ée . 
L ' a rê t e de r e b r o u s s e m e n t d 'une déve loppab le en est b ien , en effet, la l igne de s t r i c t ion . 
( - ) Il est d ' a i l l eurs plus s imple d 'écr i re d i r ec t en t en t les formules (76) et ( - - ) en e m p l o y a n t 

le p rocédé i n d i q u é à p ropos des fo rmules (2.0) et ( 3 8 ) . 
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d e s l ignes g é o d é s i q u e s d é d u i t e d e l ' é q u a t i o n ( 3 7 ) est d o n c 

u dt (v — ps) dt ds 

( 7 8 ) d(udt) — r(v—ps)dt2 d[(v — ps) dt\ + (ru dt—pds)dt p(y—ps)dt2 

v — ps — u o 

o u , p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n é v i d e n t e , 

u dt ( P — p s ) dt ds 

(78 bis) d(udt) d[(v—ps)dt\—p dt ds p(v—ps) dt1 

v — ps — u 0 

q u i d e v i e n t , p a r s i m p l e d é v e l o p p e m e n t et e n t e n a n t c o m p t e de r e l a 

t i o n s é v i d e n t e s , 

ds 
(79) pdtd*(v~ps) — —d*y = o. 

L a c o n d i t i o n n é c e s s a i r e et suffisante p o u r q u e la l igne de s t r i c t i o n 

( p — p s = o) soit u n e g é o d é s i q u e est d o n c 

(80) e?2T = o, 

OU 

dz de 
(01) - 7 - — c o n s t . ou — — c o n s t . 

as a z 

L ' i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e de c e t t e f o r m u l e est é v i d e n t e : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction 

d'une surface réglée soit une géodésique est qu'elle soit une trajectoire 

de la génératrice. 

I n v e r s e m e n t , si une géodésique est une trajectoire, de la génératrice, 

elle est la ligne de striction de la surface réglée. 

L ' é q u a t i o n ( 8 1 ) est en effet é v i d e m m e n t c a r a c t é r i s t i q u e d e s t r a j e c 

toires d e s g é n é r a t r i c e s . D è s l o r s , il en est de m ê m e d e l ' é q u a t i o n ( 8 0 ) , 

et si u n e c o u r b e est à la fois g é o d é s i q u e et t r a j e c t o i r e , elle d o i t sat is 

f a i r e a u x d e u x é q u a t i o n s ( 7 g ) et ( 8 0 ) , o u e n c o r e à l ' é q u a t i o n 

(82 ) p(v—ps)dt=o. 
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(83) S , = 

/ dv clp\ 

- \ T t - s d ï ) - r u 0 -<"• 

du ' , . 

pu 

( t . , = O. 

L a c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t s u f f i s a n t e p o u r q u e l a s u r f a c e s o i t m i 

n i m a e s t d o n c [ f o r m u l e s ( 6 1 ) ] q u e o , s o i t n u l e n c h a c u n d e s e s p o i n t s , 

c ' e s t - à - d i r e q u ' o n a i t i d e n t i q u e m e n t 

(84) ^-ps)\r(^-ps)-~ 
' dv dp 

M I - r - - h ru — s-j-
dt dt 

E n é c r i v a n t q u e l e c o e f f i c i e n t , y 2 e s t n u l d a n s l ' é q u a t i o n ( 8 4 ) , o n 

t r o u v e l a c o n d i t i o n p 2 r = o . 

M a i s s i l ' o n s u p p o s e p = o , c o m m e d é j à q — o , o n p e u t f a i r e r = o (' ) . 

O n p e u t d o n c é t u d i e r s e u l e m e n t l e c a s o ù l ' o n f a i t 

( 8 5 ) r = o. 

P o u r s a t i s f a i r e à l ' é q u a t i o n ( 8 4 ) , i l f a u t a l o r s j o i n d r e à ( 8 5 ) l e s d e u x 

( ' ) Si l 'on pour su iva i t le calcul en i n t r o d u i s a n t d a n s l ' équa t ion (84) les cond i t i ons 

p ~ q = r — o, on se ra i t c o n d u i t à la condi t ion — = cons t . q u i , é t a n t donnée la fixité de 

d i rec t ion du plan xOy, e x p r i m e q u e la g é n é r a t r i c e Oz déc r i t un p l an . 

L a s o l u t i o n dt=o d o n n e l a g é n é r a t r i c e e l l e - m ê m e , r é s u l t a t s a n s 

i n t é r ê t e t d o n t l a p r é s e n c e é t a i t à p r é v o i r . 

S i y P = o , l a s u r f a c e e s t u n c y l i n d r e ; l a l i g n e d e s t r i c t i o n é t a n t a l o r s 

i n d é t e r m i n é e , l a l i g n e c o n s i d é r é e p e u t ê t r e r e g a r d é e c o m m e l i g n e d e 

s t r i c t i o n . D a n s t o u t a u t r e c a s , v—ps d o i t ê t r e n u l , c e q u i d é m o n t r e l a 

p r o p o s i t i o n . 

O n p o u r r a i t r e t r o u v e r a i n s i l a s o l u t i o n d e s d i v e r s p r o b l è m e s 

a u x q u e l s d o n n e l i e u l a c o n s i d é r a t i o n d e s s u r f a c e s r é g l é e s . I N o u s e n v i 

s a g e r o n s e n c o r e , p o u r t e r m i n e r c e q u e n o u s v o u l o n s d i r e à l e u r s u j e t , 

l a d é t e r m i n a t i o n d e s s u r f a c e s r é g l é e s m i n i m a . 

O n a , d a n s l e c a s a c t u e l [ f o r m u l e s ( 5 7 ) , ( 5 8 ) , ( 6 7 ) e t ( 7 1 ) ] , 
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CONDITIONS 

(86 ) u do — vdu = o} p du—udp==o 

OU 

( 8 7 ) v = bu, p = au ( a , b, const .) . 

LA DIRECTION DU PLAN zOy EST ALORS FIXE ET L'ÉQUATION DE LA LIGNE DE 

STRICTION SE RÉDUIT À 

(88 ) s = -• 
a 

CETTE LIGNE SATISFAIT PAR SUITE AUX DEUX RELATIONS 

(8G) Zz = o, ly=o 

QUI CARACTÉRISENT UNE DROITE PERPENDICULAIRE À LA DIRECTION FIXE DU 

PLAN zOf. LA SURFACE EST DONC UN CONOÏDE DROIT ADMETTANT CETTE DROITE 

POUR DIRECTRICE. MAIS IL RÉSULTE DES ÉQUATIONS ( 8 7 ) QUE LES ANGLES DE 

ROTATION DE LA GÉNÉRATRICE AUTOUR DE LA DIRECTRICE RECTILIGNE SONT PRO

PORTIONNELS AUX SEGMENTS DÉCRITS SUR CELLE-CI PAR LE POINT D'INTERSEC

TION DE LA GÉNÉRATRICE ET DE LA DIRECTRICE. NOUS RETROUVONS AINSI LA P R O 

PRIÉTÉ BIEN CONNUE : L'hêlico'ide gauche à plan directeur est la seule surface réglée minima. 
16. APPLICATIONS DIVERSES. — LORSQU'IL S'AGIRA D'ÉTUDIER LA SURFACE 

ENGENDRÉE PAR UNE COURBE INDÉFORMABLE, IL Y AURA EN GÉNÉRAL INTÉRÊT 

À CHOISIR UN SYSTÈME DE RÉFÉRENCE INVARIABLEMENT LIÉ À LA GÉNÉRATRICE; 

LES FONCTIONS f CP, 6 QUI FIGURENT DANS LES ÉQUATIONS ( 1 ) NE DÉPENDRONT 

PLUS ALORS DE LA VARIABLE t. L'ÉTUDE DES SURFACES RÉGLÉES NOUS A FOURNI UN 

EXEMPLE DE CE TYPE DE RECHERCHES. NOUS EN TROUVERIONS D'AUTRES DANS 

CELLE DES HÉLICOIDES, DES SURFACES MOULURES ET DES SURFACES DE TRANSLA

TION. NOUS TERMINERONS CETTE RAPIDE REVUE DE L'APPLICATION DU PROCÉDÉ 

CINÉMATIQUE AU CAS OÙ LA GÉNÉRATRICE EST INDÉFORMABLE, EN SIGNALANT LES 
B . 4 
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( ' ) J . -N. HAZZIDAKIS, Ueber die Curven welche sich so bewegen können, dass sie stäts 
geodätische Linien der von ihnen erzeugten Flächen bleiben (Journal de Crelie, t. 95, 

1883, p. 120 et suiv.) . — Flächenerzeugung durch Krüm/nungslinien (Journal de 
Crelle, t. 98, 1885, p. 49 e l suiv.). 

( S ) DARBOUX, Théorie generale des sur/aces, t. I, n° 5 89 et 90. 

( 3 ) G . DEMARTRES, Sur les surfaces à génératrice circulaire (Annales de l'Ecole Nor
male, 3 E série, t. II, p. 123). — Mémoire sur les surfaces qui sont divisées en carrés par 
une suite de cercles et leurs trajectoires orthogonales (Aanales de l'Ecole Normale, 
3 B série, t. IV, p . 145). 
(*) Comptes rendus des 18 mars, 8 et 29 avril, 21 mai, 17 juin et 16 juillet 1907. 
(ä) Étude sur le déplacement d'une hélice de forme variable (Bulletin de la Société 

mathématique de France, t. XXXVII, 1909, p. 61 et suiv.). 

r e c h e r c h e s d e M . H a z z i d a k i s sur les c o u r b e s i n d é f o r m a b l e s qui r e s t e n t 

p e n d a n t t o u t l e u r m o u v e m e n t , soit u n e l i g n e g é o d é s i q u e , soit u n e 

l i g n e a s y m p t o t i q u e o u u n e l i g n e de c o u r b u r e d e la surface e n g e n 

d r é e ( ' ) . N o u s ferons r e m a r q u e r enfin q u e la d e u x i è m e P a r t i e d u p r é 

s e n t M é m o i r e sera u n e a p p l i c a t i o n n o u v e l l e d e la m é t h o d e à l ' é t u d e 

d ' u n e surface e n g e n d r é e p a r u n e c o u r b e i n d é f o r m a b l e . 

L ' é t u d e d e s surfaces spirales de M . L e v y , s ignalée p a r e x e m p l e d a n s 

le T r a i t é d e M . D a r b o u x ( a ) , f o u r n i t u n p r e m i e r e x e m p l e d e l ' a p p l i 

c a t i o n d e la m é t h o d e ' c i n é m a t i q u e au cas o ù la g é n é r a t r i c e est de 

f o r m e v a r i a b l e . M . D e m a r t r e s l 'a uti l isée d a n s s o n M é m o i r e sur les 

surfaces c e r c l é e s ( ' ) . 

N o u s l ' a v o n s e m p l o y é e n o u s - m è m e d a n s u n e série d e r e c h e r c h e s sur 

les surfaces e n g e n d r é e s p a r d e s hél ices c i r c u l a i r e s , r e c h e r c h e s d o n t les 

r é s u m é s o n t été insérés d a n s les Comptes rendus d e l ' A c a d é m i e d e s 

S c i e n c e s en 1 9 0 7 ( 4 ) et, d a n s u n e é t u d e sur le d é p l a c e m e n t d ' u n e 

h é l i c e q u e l c o n q u e d e f o r m e v a r i a b l e , p a r u e en 1 9 0 g d a n s le Bulletin 

de la Société mathématique de France ( 5 } , n o u s a v o n s e n c o r e fait u s a g e 

d e c e t t e m é t h o d e . 

17. N o u s t e r m i n e r o n s c e t t e p r e m i è r e Partie en d é m o n t r a n t g é o m é 

t r i q u e m e n t d e u x t h é o r è m e s relatifs au m o u v e m e n t d ' u n e c o u r b e i n d é 

f o r m a b l e . 
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( ' ) V o i r , par exemple, KÖNIGS. L e ç o n s d e C i n é m a t i q u e , p. ir.ï. 
( J ) KÖNIGS, t o c . c i t . 

( 3 ) Théorème établi par M. Appell dans sa Thèse S u r l e s p r o p r i é t é s d e s c u b i q u e s 

g a u c h e s e t l e m o u v e m e n t h é l i c o ï d a l d ' u n c o r p s s o l i d e . 

THE'ORÈME I . — S i u n e c o u r b e i n d é f o r m a b l e s e m e u t d e t e l l e s o r t e 

q u e l ' u n q u e l c o n q u e d e s e s p o i n t s d é c r i v e u n e t r a j e c t o i r e o r t h o g o n a l e d e 

l a c o u r b e : 

i° L e s t a n g e n t e s à c e t t e c o u r b e a p p a r t i e n n e n t à u n c o m p l e x e 

l i n é a i r e . 

•ia C e t t e c o u r b e r e s t e , d a n s s o n m o u v e m e n t , u n e g é o d é s i q u e d e l a 

s u r f a c e q u e l l e e n g e n d r e . 

i° Chacune des tangentes à la courbe mobile est en eilet normale à 
la trajectoire d'un de ses points et par suite de tous ses points. Ces 
tangentes appartiennent donc au complexe linéaire des droites de 
moment nul attaché au déplacement élémentaire de la figure mobile ( 1 ). 

•j° Le plan normal à la trajectoire d'un point (M) de la courbe 
mobile est le plan polaire de ce point par rapport au complexe dont il 
vient d'être question ( 2 ) . C'est donc le plan osculatenr en (M) à la 
courbe mobile ( ') . Mais ce plan est évidemment normal à la surface, 
ce qui démontre la proposition. 

THEOREME IL — S i u n e c o u r b e i n d é f o r m a b l e r e s t e g é o d é s i q u e d e l a 

s u r f a c e q u ' e l l e e n g e n d r e , s a n o r m a l e p r i n c i p a l e a p p a r t i e n t à u n . c o m 

p l e x e l i n é a i r e . 

La normale principale à la courbe en un point fixé sur celle-ci reste 
en effet, pendant le déplacement, normale à la surface, par hypothèse. 
La trajectoire de son pied lui est donc normale et les normales prin
cipales aux divers points de la génératrice appartiennent donc, en vertu 
d'une propriété rappelée ci-dessus, au complexe linéaire des droites 
de moment nul du mouvement élémentaire. 

R e m a r q u e . — Ce dernier théorème constitue la proposition fonda-



3 8 E. BARRÉ. 

mentale établie analytiquement par M. Hazzidakis dans son travail sur 
les surfaces possédant une famille de géodésiques superposables. Cet 
auteur a établi également le théorème suivant qui est susceptible d'une 
démonstration géométrique analogue à celle du théorème II : 

THÉORÈME I I I . — Si une courbe indéformable reste une ligne asymp-

totique de la surface qu'elle engendre, sa binormale appartient à un com

plexe linéaire. 



DEUXIÈME PARTIE. 

RECHERCHES SUR LES SURFACES ENGENDRÉES PAR UNE HÉLICE 
INDÉFORMABLE. 

SECTION I. 

F O R M U L E S G É N É R A L E S D É F I N I S S A N T L E M O U V E M E N T u ' U N E H É L I C E 

D E F O R M E I N V A R I A B L E E T L E S E L E M E N T S Q U ' E L L E E N G E N D R E . 

L'application des résultats établis dans la première Partie permet 
de dresser immédiatement le Tableau suivant : 

T a b l e a u d e s f o r m u l e s r e l a t i v e s a u x s u r f a c e s 
e n g e n d r é e s p a r u n e hé l i ce i n d é f o r m a b l e . 

I . Équation de l'hélice génératrice. — Nous désignerons par plan de 

base d'une hélice, un plan quelconque parallèle à ses normales princi-
cipales, et par direction a"axe la direction perpendiculaire à ce plan. 
Cela posé, soient s l'arc indéfini de la projection de l'hélice sur son plan 
de base, et t la variable dont dépend le mouvement de là courbe. En 
rapportant celle-ci à trois axes rectangulaires qui lui soient invariable
ment liés et dont deux ( 0 . r , Ojr) sont dans le plan de base, les équa
tions de la courbe seront, avec un choix.évident de l'origine, 

formules dans lesquelles y^s ) désigne une fonction de s et K une con
stante ; K est le pas angulaire de l'hélice (' ) . 

( ' ) C o n f o r m é m e n t à la déf ini t ion adop tée dans no t re M é m o i r e su r le m o u v e m e n t d ' u n e 
hél ice va r i ab l e {cf. p . 2 6 , no te 5 ) . 
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L'HÉLICE CIRCULAIRE EST CARACTÉRISÉE PAR LA CONDITION 

y"(s) = O (Y" DÉRIVÉE SECONDE DE Y_). 

OU 

Y ( s ) = ,L,S + 

FORMULE DANS LAQUELLE D, ET UÎ> REPRÉSENTENT DES CONSTANTES. 

IL ÉLÉMENTS DE DÉPLACEMENT SUR LA SURFACE ENGENDRÉE PAR L'HÉLICE 
MOBILE. 

I o x = COSY (S) d s -\- L cfe, 

( I I ) | û y = s ' m - / ( s ) d t + MCFE, 
( OZ = K C Ï S + N ( / ( , 

AVEC LES RELATIONS 

L = u-{- q z — r y = u + • q i s . s — / ' / SIN Y ( 5 ) d s , 

M = v - y r x — p z — v — p K s + r I COSY ( 5 ) d s , 

~S = w - y p y — q x — w + / [ p FIN Y — q COS / ) d s . 

<J 0 

III. ELÉMENT LINÉAIRE. 
! d i 2 ~ E d l 2 - y ï F d t d s + G d s 1 , 

( I I I ) 
( E = L * - I - M * + A*, F = LCOSY + M S I N Y + N K , G = i + K 2 . 

IV. COSINUS DIRECTEURS DE LA, NORMALE À LA SURFACE. 
A B C 

A = H ' 1 = 1 - Î Î ' T ~ H ' 

EN POSANT 

A = N SINY — MK, B = —NCOSY-t-LK., G = M COSY — L SINY, 

H = ( A 2 + B 2 + C 2 ^ 

= | [N — K ( L COSY + M SIN Y) ] 2 + (K A + 1 ) (L SIN Y — M COSY)21* ; 
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e t 

( V ) { BB = d ^ d s + ( ^ + r A - P c ) d t , 

8 C = £ A + ( ^ - ^ B - ? A W 

dA 

Ih 
: c o s y ( N y ' — K / ' ) - ( - s i n y ( / o s i n y — q c o s y ) -{-pK.2 

( V I ) ^ — = s i n y ( N y ' — K r ) — c o s y ( y j s i n y — ç c o s y ) 4 - g K 2 

dC 

OS 

dA 

'di'' 

r — C 0 S X + q s i 1 1 y ) — y ' ( - L c o s y + M s i n X ) ; 

s i n y w' - + - ( / / s i n y — </ 'cosy)û?s^j— K ^ i / — S K / J ' - T - ^ c o s y e f c ^ , 

( V U ) — c o s y 4 - j / " ( j c ' s i n y — q ' c a s y j d s -+- ~K.^i_i'-\-sKqf—^"X0^' 

ì'/^v' —p'sK.-\-r ' J ^ cosyds^j—siny-^u'-ì-q'sìL—R'J* s l n X ° ^ ^ " 

dC 

~dt 
= c o s y 

L ' a n g l e TX» d e la n o r m a l e p r i n c i p a l e à l ' h é l i c e g é n é r a t r i c e a v e c l a 

n o r m a l e à l a s u r f a c e e s t d o n n é p a r l ' u n e d e s f o r m u l e s 

; B c o s y — A s i n y 

c o s r a 

H 
K ( L c o s y + M s i n y ) — N 

^Yjll) / ! [ N — K ( L c o s X - r - M s i n y ) ] 2 ^ - ( K 2 + i ) ( L s i n y — M c o s y J 
2 Vi 

o u 

,-,r„ A L s i n v — M c o s y 

i t a n e s i = ( K 2 - r - 0 ÏTTÎ ^ • \ 
\ 6 v ; K ( L c o s y + M s i n y ) — N 

V. Équation des lignes remarquables de [la surface. -— En portant 
l e s expressions que nous venons d'obtenir : 

i° Dans l'équation 

( I X ) 8 A . 8 a r + 8 B S y 4 - S C 8 a = o , 

on obtient l'équation des asymptotiques. 
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2 ° D a n s 

( X ) 

S.Z S/ Sa 

8 A. SB SC 

A B C 
= o, 

o n o b t i e n t l ' é q u a t i o n d e s l i g n e s d e c o u r b u r e . 

P o u r a v o i r c e l l e d e s l i g n e s g é o d é s i q u e s , i l f a u d r a i t f o r m e r o^x, 8 ' j " , 

S ' z e n i n t r o d u i s a n t d a n s l a f o r m u l e ( 3 8 ) d e l a p r e m i è r e P a r t i e e t l e s 

d e u x f o r m u l e s a n a l o g u e s l e s v a l e u r s d o n n é e s p a r l e T a b l e a u p r é c é d e n t 

p o u r l e s d i v e r s é l é m e n t s q u i y f i g u r e n t ; p u i s p o r t e r l e s r é s u l t a t s 

t r o u v é s , t a n t p o u r ox, o j - , o z , A , 1 5 , G , q u e p o u r o 3 . r , û a j , o s z , d a n s 

l ' é q u a t i o n ( 3 y ) d e l a p r e m i è r e P a r t i e . 

S E C T I O N I I . 

R E C H E R C H E D E S S U R F A C E S A D M E T T A N T P O U R G E O D E S I Q U E S 

U N E F A M I L L E D ' H É L I C E S D E F O R M E I N V A R I A B L E . 

S i l ' o n s e r e p o r t e à l a s e c o n d e d e s f o r m u l e s ( V I I I ) , o n v o i t i m m é 

d i a t e m e n t q u e p o u r q u ' u n e h é l i c e d e f o r m e i n v a r i a b l e e n g e n d r e u n e 

s u r f a c e d o n t e l l e s o i t c o n s t a m m e n t u n e g é o d é s i q u e , i l f a u t e t i l s u f f i t 

q u ' o n a i t i d e n t i q u e m e n t 

( 1 ) L s i u y — Mr,osy = o. 

D i f f é r e n t i o n s u n e p r e m i è r e f o i s c e t t e r e l a t i o n e n t e n a n t c o m p t e d e 

c e q u ' o n a 

n o u s o b t e n o n s l ' é q u a t i o n s u i v a n t e : 

( 2 ) (Lcosy + M s i n y ) y ' = r — K ( y D c o s y + ys iny ) . 

O p é r o n s d e m ê m e s u r c e t t e n o u v e l l e é q u a t i o n , e n o b s e r v a n t q u e 

dL <)M . . 
(a bis) - r - cosy -+- - r - smy = K(q cosy — p s i n y ) , 
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nous trouvons léquation 
(3) ( L cosy + M s i n y ) y ' ' : = 2 K ( / j s iny — q cosy )y ' . L'hypothèse // = o ne devant pas être envisagée (les hélices se réduisent alors à des droites), l'équation (2) permettra toujours de tirer Lcosy -4- M sin en fonction des autres éléments qui y figurent. En portant dans l'équation (3), on obtient ainsi le résultat de l'élimination de ce binôme, résultat qu'on peut mettre sous la forme 

•// _ K ^ s i n y - r / c o s y ) 
i - f [ - r — K ( p c o s y + q sin y ) 

Le premier membre de l'équation (4) étant indépendant de t, il doit en être de même du second membre. La dérivée de ce dernier par rapport à t doit donc être nulle. En effectuant les calculs et laissant de coté le cas où. l'hélice se réduit à une courbe plane ('), on obtient ainsi la relation 
qui est équivalente aux trois suivantes : 

1 d p 1 d q 1 d r 

p d t q d t r d t * 

qu'on peut remplacer par 
(7) /> = c(e(i), q = c 2 o ( t ) , r = c,e(o, C,, C2 et C3 désignant trois constantes arbitraires et 9 une fonction arbitraire [dont la dérivée est la valeur commune des rapports (6)]. Les formules (7) mettent de suite en évidence le résultat suivant : 

L'axe instantané est fixe en direction dans le triedre mobile et par 

suite dans l'espace. 
( 1 ) La c o u r b e en ques t ion p o u r r a i t a lors e n g e n d r e r une surface d o n t elle fût c o n s t a m 

m e n t une géodés ique dans le seul cas où elle e n g e n d r e r a i t une surface de Monge . Nous avons 
énoncé et d é m o n t r é une p ropos i t ion plus généra le , r en f e rman t celle-ci dans no t r e Mémoi re 
sur le m o u v e m e n t d 'une hél ice de forme var iab le (Bull. Soc. math, de France, 1909, p. 91). 

H. 5 
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Un plan quelconque invariablement lié à l'hélice mobile enveloppe une 

surface d'égale pente. Le cas où 9 est identiquement nul (() étant laissé de côté, considérons une position de la figure correspondant à une \aleur du paramètre t qui n'annule pas 9. Laissant également de côté le cas où C,, C2 et C3 seraient nulles toutes trois (s); dans ces conditions et pour la position de l'hélice mobile définie ci-dessus, p, q et r ne sont pas nulles ensemble. Si donc on choisit comme axes mobiles nouveaux, si les anciens ne jouissent pas de cette propriété, un trièdre dont Ox soit parallèle à la caractéristique du plan de base, dans la position actuelle, les nouvelles composantes de la rotation seront trois nouvelles fonctions pK, qi7 rt, dont l'une d'elles, qt, aune valeur nulle dans la position considérée. Mais on a 
/>, = c,6,(o, ?i = 0,8,(0, /•, = 0,6,(0, C,, C2 et C3 désignant trois constantes et 9, une nom elle fonction correspondant au nouveau choix des axes. D'ailleurs, à l'instant considéré t0, on ne saurait avoir 9, (£„) = o, car on aurait alors 

| > i ] o = [ ? i ] o = [ ' - , ] o = 0, et par suite p B = q 0 = v0 = o, ce qui est contre notre lijpothèse. Mais [<7i]0 est nul, par suite C2 et «y, est constamment nul. Dès lors, on pourra supposer, sans restreindre la question, que la 

constante C2 est nulle, et adopter 

(8 ) ^ = 08(0, g = o, /- = G'fJ(0, 
(') Voir la fin de la note ci-dessous. 

( s ) L'n autre cas où nos développements seraient en défaut est celui où, tout en suppo
sant K différent de zéro, les deux termes du second membre de l'équation (4) seraient 
identiquement nuls. Ceci suppose p zzz q — r = o. Ce cas rentre encore dans une étude déjà 
faite (toc. cit., p. 89); nous rappellerons ci-après le résultat correspondant. 

file:///aleur
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(!) Cylindre principal. Nous d o n n o n s ce nom au cy l indre ayant p o u r d i r ec t r i ce l 'hél ice 
c o n s i d é r é e et don t les généra t r i ces sont para l lè les à sa d i r ec t ion d ' axe . ( Cf. no t r e Mémoi re 
déjà ci té sur le m o u v e m e n t d 'une hél ice va r i ab l e , n° 3 . ) 

C et C désignant deux constantes, et 9 une fonction arbitraires. La 
remarque précédente correspond au fait géométrique suivant : la carac

téristique du plan de base est invariablement liée au trièdre mobile, fait 

qui pouvait se déduire de considérations de géométrie infinitésimale en s'appuyant sur ce que chaque plan de ce trièdre, en particulier celle du plan xOy, enveloppe une surface d'égale pente. De ce raisonnement on pouvait alors conclure la possibilité de rapporter l'hélice à un trièdre dans lequel Ox serait la caractéristique du plan de base, et par suite, la possibilité d'adopter, dans le problème actuel, la condition 
q = o. Revenons maintenant à l'équation (4)- En tenant compte des relations (8), elle s'écrit 
( Q ) X" _ K C s i n X . x ' 

stf ~ C ' - K C c o s y ' 

qui s'intègre une première fois immédiatement et donne 
(io) 7 ; = K , ( C — KCcos X)% K, désignant une constante arbitraire. Il est d'ailleurs évident, étant donnée la signification géométrique de l'angle y, qu'aux diverses valeurs de K( correspondent des cylindres principaux(1 ) semblables. Cette dernière formule peut s'écrire 

K t ( C ' - K C c o s X ) 2 ~ ' 

forme sous laquelle les variables sont séparées et dont l'intégration n'offre pas de difficulté. Nous y reviendrons en détail; on peut déjà remarquer que l'équation (i i) peut être considérée comme une forme 

de l'équation intrinsèque de la projection sur son plan de base de 

l'hélice de pas K étudié. Pour le moment, nous allons nous borner à démontrer qu'à une 
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K , ( C — K G c o s y ) ' K , ( G ' — K G c o s y ) ' 

ET ENFIN u ET v SONT DONNÉES D'UNE FAÇON UNIQUE ET BIEN DÉTERMINÉE 

PAR LES FORMULES SUIVANTES, APRÈS REMPLACEMENT DE L ET M PAR LEURS 

EXPRESSIONS DÉDUITES DES FORMULES ( I 3 ) : 

04) u = L - > r r j = L - \ - r f s i n y d s , p = M — r x - \ - p z = M — r i c o s ^ d s + p K s , 

TANDIS QUE w RESTE ARBITRAIRE. S I LES FRACTIONS u ET v DÉTERMINÉES PAR LES 

FORMULES (1 4 ) NE DÉPENDENT QUE DE t SEUL, ELLES SATISFERONT À LA QUES

TION, ET L'ON AURA OBTENU UN DÉPLACEMENT RÉPONDANT AUX CONDITIONS DU 

PROBLÈME. MAIS EN APPARENCE a ET v DÉPENDENT DE s. PAR LA FAÇON 

M Ê M E DONT NOS ÉQUATIONS ONT ÉTÉ OBTENUES, EN SUPPOSANT u ET v INDÉ

PENDANTS DE t, ON PEUT PRÉVOIR QU'INVERSEMENT LA RÉCIPROQUE EST VRAIE. 

TOUTEFOIS, ELLE N'EST PAS ÉVIDENTE. POUR LA DÉMONTRER, IL SUFFIT DE 

VÉRIFIER QUE LES DÉRIVÉES PARTIELLES, PAR RAPPORT À LA VARIABLE s DES FONC

TIONS u ET v TIRÉES DES ÉQUATIONS ( I 4 ) 5 SONT NULLES IDENTIQUEMENT. FAI

SONS LA VÉRIFICATION PAR // PAR EXEMPLE. O N A 
d u d L d y d \ > 
-r- = h / ' - f - = h - r s i n y - L l s 1 n y + r s 1 n V = o . 

a s a s o s o s '• K 

D E M Ê M E POUR v. 

SOLUTION QUELCONQUE DE CETTE ÉQUATION CORRESPOND UN MOU-VEMENTET UN 

SEUL DE L'HÉLICE QU'ELLE DÉTERMINE, TEL QUE CELLE-CI ENGENDRE UNE SUR

FACE DONT ELLE SOIT CONSTAMMENT UNE GÉODÉSIQUE. IL SUFFIT POUR CELA DE 

MONTRER QU'ON PEUT DÉTERMINER DES FONCTIONS DE t'u, R, IV) SATISFAI

SANT À L'ÉQUATION ( I ) , ET PAR SUITE À L'ÉQUATION ( A ) . EN VERTU FIE L'ÉQUA

TION ( 4 ) , L'ÉQUATION ( 3 ) SERA D'AILLEURS VÉRIFIÉE D'ELLE-MÊME. SI L'ON TIENT 

COMPTE DES ÉQUATIONS ( 8 ) ET ( I O ) , ON PEUT, APRÈS SIMPLIFICATION, ÉCRIRE 

LES ÉQUATIONS ( I ) ET ( A ) : 

( 1 2 ) L s i n y — M c o s y = 0 . L c o s y - f - M s i n y = — — — r—r. 

x J L 1- h , ( C — k G c o s y ) ' 

D'OÙ 

/ . î n i _ 6 (Q c o s y . H O s i n y 

L | — v r \ > LV1— 
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S E C T I O N I I I . 

ÉTUDE DES HÉLICES CORRESPONDANT AUX COURBES PLANES DEFINIES 

PAR L'ÉQUATION ( 1 1 ) DU PARAGRAPHE PRÉCÉDENT. 

L'ÉQUATION FONDAMENTALE QUI DÉFINIT LA PROJECTION DE NOS HÉLICES 

SUR LEUR PLAN DE BASE EST 

( i ) K ( ( G ' - K C C O S 7 ) 2 . 
as Pour la discuter, nous envisagerons deux cas, suivant que il est nul ou non. 

i ° C est nul. O N A, DÈS LORS, 

(A) ^ = K ( K H ; 2 C O S 2 Y 

OU 

i d-f (3 ) ds- K, K 2 C 2 COS2Y 

SOIT, EN CHOISISSANT CONVENABLEMENT L'ORIGINE DES ARCS, 

(4) s = K ^ C ^ y - -

SOIT P LE RAYON DE COURBURE DE CETTE COURBE ; ON A ÉVIDEMMENT AVEC 

NOUS AVONS DONC AINSI RÉSOLU COMPLÈTEMENT LE PROBLÈME POSÉ, EN 

MONTRANT QU'IL SE RAMENAIT À L'INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION ( 1 1 ) QUE 

NOUS SAVONS INTÉGRER, ÉQUATION QUI DÉFINIT LA GÉNÉRATRICE PAR RAPPORT À 

TROIS AXES MOBILES DONT NOUS AVONS APPRIS ENSUITE À ACHEVER DE DÉTER

MINER LE MOUVEMENT, EN PARTIE CONNU DÉJÀ PAR LES FORMULES (8). 

RESTE À TROUVER LA NATURE DES HÉLICES GÉNÉRATRICES EN ÉTUDIANT EN 

DÉTAIL L'ÉQUATION ( I i ) , ET À EN DÉDUIRE LE SENS GÉOMÉTRIQUE DES CONDI

TIONS IMPOSÉES AU MOUVEMENT PAR LES ÉQUATIONS (8) ET 
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i 

MAIS, SI L'ON TIENT COMPTE DES ÉQUATIONS ( 4 ) ET ( 5 ) , ON PEUT ÉCRIRE 

P = a i H = 
OR / a Cette équation est l'équation intrinsèque d'une chaînette. Le cylindre principal de r hélice, dans le cas actuel, a donc pour section droite une chaînette. 

NOUS DÉSIGNERONS CES HÉLICES SOUS LE N O M tVliélices catenoides. 
ENFIN, IL EST INDIFFÉRENT DE SIQIPOSER K , POSITIF OU NÉGATIF : ON OBTIENT 

EN EFFET POUR DEUX VALEURS ÉGALES ET DE SIGNE CONTRAIRE DE K , DEUX CHAÎ

NETTES ÉGALES. POUR UN M Ê M E SIGNE DE K , LE SENS DES HÉLICES CORRES

PONDANTES EST INVERSÉ. MAIS COMME ON PEUT AGIR SUR LE SIGNE DE K POUR 

INVERSER DE NOUVEAU LE SENS DE L'HÉLICE, ON VOIT QU'ON NE RESTREINT PARLA 

QUESTION EN SUPPOSANT K , > O. 

PRENONS POUR ORIGINE DU TRIÈDRE MOBILE LE POINT DE L'HÉLICE OÙ LA 

TANGENTE À LA CHAÎNETTE PROJECTION DE CELLE-CI EST PARALLÈLE À LA CARACTÉ

RISTIQUE DU PLAN DE BASE. L'ANGLE Y CORRESPONDANT À s — o EST ALORS NUL, 

ET L'ON PEUT ÉCRIRE LES ÉQUATIONS DE L'HÉLICE : 

Í C1
 d7 T (™ l\ \ x = a I — — - - a L o g Lan <r ( — —f- — ) ^ 

( 7 ) \ rxs\nydV ( I \ y —aï t^_M = a \ , 

Jo C 0 5 " X V C O S X / 

z = Ks = « K t a n g y 

CES FORMULES PERMETTENT DE VOIR QUE LA CHAÎNETTE DE BASE A PRÉCISÉ

MENT POUR AXE DE SYMÉTRIE Oy ET POUR TANGENTE AU SOMMET L'AXE 0¿v 

UN CHOIX CONSIDÉRABLE DES SENS, CHOIX QUE NOUS SUPPOSONS FAIT, 

ds i l a 

EN POSANT, POUR ABRÉGER, 

(6) 
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( i o ) K C c o s y = i — e ^ £ - j £ , 

d'où 

( n ) KCsinyû?y = — £ —p 
a R y / k . R 

et 

(12) as = • 
2 K C s i n y y / K , R 

parallèle à la caractéristique du plan œOy dans le mouvement. Pour 
s'en assurer, il suffît d'observer que x change de signe sans changer de 
valeur absolue, et que r conserve sa valeur quand on change en — y . 

Cette courbe est une courbe transcendante ; mais on observera 
qu'elle se trouve située sur une surface algébrique : le cylindre qui la 
projette sur le plan des yz. Cette surface algébrique est d'ailleurs la 
seule qui puisse contenir la courbe en question. Son équation, qui 
s'obtient sans difficulté, est 

^=^y(y+2a). 

2 ° Supposons maintenant C' différent de zéro. On peut alors sans 
inconvénient supposer C! = i en faisant rentrer ce facteur dans K,. 

Enfin, on observera qu'il n'y a nul inconvénient à supposer K, posi
tif, l'hypothèse inverse correspondant seulement à une section droite 
symétrique. L'équation de cette courbe plane devient alors 

( 8 ) g = K , ( r - K C c o S X ) ' , 

ou, évidemment, en désignant par R son rayon de courbure, 
(9) £ = K , ( i - K C c o s X ) * . 

Cette dernière équation s'écrit, en posant e = ± i , 
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M A I S , D ' A U T R E P A R T , D E L ' É Q U A T I O N ( 1 0 ) O N T I R E 

( 1 3 ) K 2 O S I V Y = K ^ C 2 — 1 + - * - ^ , T . 

E T F I N A L E M E N T L ' É Q U A T I O N ( 1 2 ) S ' É C R I T , E N S U P P R I M A N T U N D O U B L E S I G N E 

S A N S G R A N D I N T É R Ê T ( ' ) , 

(14) as — 

« V ' ( K 2 C 2 - i ) K , L I + 2 £ I / K J I 

O N R E C O N N A Î T LÀ L ' É Q U A T I O N D É J À R E N C O N T R É E P A R M M . P I R O N D I N I ( A ) 

[ G i o r n à l e d e M a t e m a t i c l œ , T 8 8 5 , P . 2 ^ 5 ) ; C E S À R O ( 3 ) ( M Ê M E R E C U E I L , 

1 8 8 6 , P . 4 8 \ E T D U P O R C Q ( 4 ) [ N o u v e l l e s ¿ 4 n u a i e s d e M a t h é m a t i q u e s , 

1 9 0 2 , P . 1 8 3 ) . 

L e s h é l i c e s q u e n o u s é t u d i o n s s o n t d o n c c e l l e s d o n t l e s n o r m a l e s p r i n c i 

p a l e s r e n c o n t r e n t u n e d r o i t e f i x e , A I N S I Q U ' I L R É S U L T E D E S C O N C L U S I O N S D E S 

T R A V A U X R A P P E L É S C I - D E S S U S . L A R E C H E R C H E D E C E S H É L I C E S A F A I T L ' O B J E T , À 

N O T R E C O N N A I S S A N C E , D ' U N A U T R E M É M O I R E : C E L U I D E M . P I C E I O L I ( S ) I N S É R É 

D A N S L E S N o u v e l l e s A n n a l e s d e M a t h é m a t i q u e s , 1 9 0 2 ( P . 1 7 7 ET S U I V . ) . 

E N F I N , L ' É T U D E D E LA S E C T I O N D R O I T E D E L E U R C Y L I N D R E P R I N C I P A L , C ' E S T - À -

D I R E D E LA C O U R B E P L A N E D É F I N I E P A R L ' É Q U A T I O N ( 1 J ) , A É T É C O M M E N C É E A U 

( ' ) Ce t t e équa t ion sera i t vérifiée é v i d e m m e n t p o u r R = cons t . , l 'une des racines du 

rad ica l . Mais il est à r e m a r q u e r que . dans ce cas, on est amené à la conclus ion K G s i n ^ — o 

p o u r laque l le nos t r ans fo rma t ions ne sont p lus l ég i t imes . On vér i f ierai t d i r e c t e m e n t que la 

so lu t ion en ques t ion convien t s e u l e m e n t lo rsque C := o. Dans ce cas , le d é n o m i n a t e u r a une 

rac ine doub le : R = g - et la c o u r b e est un cerc le de rayon J T - . L 'hé l ice c o r r e s p o n d a n t e est 

donc une hél ice c i r cu l a i r e . 

( 2 ) G e m i n i à n o PIROXDI.M, Rettifica di un theorema et dimostrazione di alcuni teoremi 

geometrici ( M é m o i r e inséré dans le Giornale di Matematiche, t. X X I I I , 188ri, p . 2 2 2 

"et suiv. ). 

( s ) E rnes to CESARO, A proposito d'un problema sulle elicile ( M é m o i r e inséré dans le 

Giornale di Matematiche, t . XXIV, 1 8 8 6 , p. 4 6 et s u i v . ) . 

( 4 ) D I T O U C Q , Bemarque sur la Note précédente (No te de M. P icc io l i rappe lée c i -après) 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 4 E sér ie , t . I I , 1 9 0 2 , p . 1 8 1 et s u i v . ) . 

( 5 ) PICCIOLI. Sur les hélices cylindriques dont les normales principales rencontrent 

une droite fixe (Nouvelles Annales de Mathématiques, V sér ie , t. l l . i g o a , p . 1 7 7 et su iv . ) . 
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point de vue géométrique et par les procédés qui lui sont propres, par 
M. le colonel Manheim (' ) dans le même recueil, même année (p . 33j). 

JNous nous proposons, dans ce qui suit, de compléter cette étude en 
construisant ces courbes, après avoir établi les expressions en termes 
finis des coordonnées rectangulaires de l'un de leurs points. Aupara
vant, nous rappellerons quelques-uns des résultats établis à leur sujet 
dans les Mémoires dont nous avons parlé. 

I. La projection orthogonale sur leur plan débase des hélices étudiées 

sont des courbes planes telles que leurs normales découpent sur une 

droite fixe des segments proportionnels aux arcs décrits par les pieds 

des normales (2). 

C'est d'ailleurs en partant de cette propriété démontrée directement, 
que MM. Pirondini et Duporcq établissent leur étude. Dans ce qui 
suit, nous désignerons par (E) l'une quelconque de ces hélices, par (e) 
sa projection, par (N) la droite fixe que rencontrent les normales 
principales à l'hélice, et par (n) sa projection qui n'est autre que la 
droite sur laquelle les normales à la courbe (e) découpent des seg
ments proportionnels aux arcs décrits sur (e). 

II. Le segment mm' compris sur la normale à une courbe (e) entre la 

courbe et la droite fixe (n) est proportionnel à la racine carrée du rayon 

de courbure en m. 

III. Les normales principales aux hélices (E) , sauf le cas de l'hélice 

circulaire, ne rencontrent pas la droite (N) sous un angle constant. 

Cette remarque faite par M. Piccioli met en évidence une inexacti
tude échappée à M. Cesàro, qui dit en terminant son Mémoire : « Le 
normali principali délie linee tróvate incontrano dtinque la retta (N) 
satto lo stesso angolo » . 

( ' ) MANMIEIM, Note de Géométrie ( m ê m e recue i l que les deux Mémoi res p r écéden t s , 
m ê m e année , p . 337). 

( s ) La m ê m e p r o p r i é t é a é v i d e m m e n t l ieu p o u r les arcs de l 'hé l ice et les s e g m e n t s d é t e r 
minés par ses no rma les p r inc ipa le s su r la d r o i t e qu 'e l les r e n c o n t r e n t . 

B. 6 
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x = / cosyefc, y — I siny DS, i = Ki, 
ou, en tenant compte de l'équation (8) et désignant par A la longueur égale à 

JXT (.-KCcosy)*' 
PX si 

06) \ y = <* J TT^T\ siny c/y KG cosy ) 
KG c o s y ) 2 

/j0 désignant la valeur de l'angle £ pour le point origine, c'est-à-dire pour l'angle de la tangente à l'origine de la courbe (e) avec l'axe Ox. Si l'on pose 
(i7) tanĝ=H, 

( 1 ) Ce t t e p ropos i t i on , s ignalée sans d é m o n s t r a t i o n par M. P i rond in i , est app l i cab le aune 
c o u r b e de forme invar iab le q u e l c o n q u e d o n t les normales p r inc ipa les r e n c o n t r e n t une d ro i t e 
fixe. Cela t i en t à ce q u e la no rma le à la surface de révolu t ion é t an t d é t e r m i n é e p a r le point 
d ' i n t e r sec t ion de l 'axe avec le plan no rma l à la c o u r b e et le p o i n t de ce l le -c i , se confond 
a lors p r éc i s émen t avec la n o r m a l e p r inc ipa le de ce t t e c o u r b e . 

IV. L'ANGLE co DES DROITES (N) ET («) EST DONNÉ, AVEC NOS NOTATIONS, 
PAR LA FORMULE 

(i?)) colu = C. 
V. LA SURFACE DE RÉVOLUTION ENGENDRÉE PAR LA ROTATION D'UNE HÉLICE (E) 

AUTOUR DE LA DROITE (N) CORRESPONDANTE ADMET POUR GÉODÉSIQUES LES DI
VERSES POSITIONS DE L'IIÉLICE ( E ) (1 ). Cette proposition nous donne donc une solution de notre problème. Nous la retrouverons ci-après comme cas particulier de mouvements plus généraux. Revenons maintenant à la recherche des équations paramétriques des hélices (E). Ces équations sont : 
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LES FORMULES ( I 6) SONT REMPLACÉES PAR LES SUIVANTES OÙ Ç 0 DÉSIGNE LA 

VALEUR DE £, À L'ORIGINE : 

x — 2a ' 

(,8> ' = ' « / | ï î 

[(I + K G ) Ç » + ( , _ - K C ) ] 2 

\d\ 
[ ( , + KC)Ç» + I - K C | 2 ' 

[ ( . + K C ) 5 > + I - K C ] 2 

5 

'5, 

: 2FLK / " 

NOUS OBSERVERONS QUE, SAUF LORSQUE I — K C EST NUL, CES INTÉGRALES 

SONT DÉFINIES POUR Ç = O ET SI L'ON PREND L'ORIGINE AU POINT CORRESPON

DANT, Ç0 SERA NUL ET LA TANGENTE EN CE POINT SERA L'AXE DES x LUI-MÊME 

(ET PAR SUITE UNE PARALLÈLE À LA CARACTÉRISTIQUE DU PLAN xOy). POUR 

EXPLICITER LA FORMULE ( 1 8 ) , NOUS DIVISERONS LA QUESTION EN TROIS PARTIES : 

I" [ K C | < I ; AD | K C | > I ; 3" | K C | = I . 

Premier cas. —• L A VALEUR ABSOLUE DE K C EST INFÉRIEURE À I . O N PEUT 

ALORS POSER, EN DÉSIGNANT PAR A. ET (3 DEUX NOMBRES POSITIFS, 

ET L'ON TROUVE FACILEMENT AVEC LE CHOIX D'AXES INDIQUÉ CI-DESSUS : 

* = ^ — - | I Q R 7 2 + p ï — a r C ton6 J ' 

. , ] 2A I AA 
( ' 9 ) 7 = - Q T ^ 

arc tans-1 — 
\ f»* a 2 £ 2 + a 2 ' 3,3* V 7 B \ « 

L E S DEUX PREMIÈRES DÉFINISSENT LA COURBE ( E ) . C'EST D'ELLE SEULE QUE 

NOUS NOUS OCCUPERONS DÉSORMAIS, L'HÉLICE (K) S'EN DÉDUISANT DE MANIÈRE 

ÉVIDENTE. NOUS NE NOUS ARRÊTERONS PAS AU DÉTAIL ÉLÉMENTAIRE DE L'ÉTUDE 

DE LA VARIATION DES FONCTIONS x et y ET NOUS NOUS BORNERONS À FAIRE REMAR

QUER QUE y ADMET UN M I N I M U M NUL POUR £ = o, TANDIS QUE x EST M I N I -
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m u m p o u r c, = — i e t m a x i m u m p o u r £ — i . E n f i n o n o b s e r v e r a q u e Oy 

e s t u n a x e d e s y m é t r i e e t q u ' i l s u f f i t d e f a i r e v a r i e r ; d e o à - f - c o e t d e 

c o m p l é t e r p a r s y m é t r i e . 

L a c o u r b e , q u a n d o n a d o p t e p o u r a r c t a n g - (^j l a d é t e r m i n a t i o n c o m 

p r i s e e n t r e — e t - h - j a l ' a s p e c t i n d i q u é c i - d e s s o u s . O n r e m a r q u e r a 

q u ' e l l e a r r i v e t a n g e n t i e l l e m e n t à l a d r o i t e y = jr-%2 - N o u s v e r r o n s q u ' e l l e 
r a 

n ' a p a s d ' i n f l e x i o n . O n a f i g u r é e n p o i n t i l l é l a c o n i q u e o b t e n u e e n s u p 

p r i m a n t l e s t e r m e s t r a n s c e n d a n t s d a n s l e s f o r m u l e s ( 1 9 ) , e t d o n t 

l a c o u r b e é t u d i é e s e d é d u i t p a r u n e . d é f o r m a t i o n s i m p l e e t é v i d e n t e 

(Jig. 1 e t a ) . 

F i g . 1. F i K . a. 

( K C > o ) . ( K C < 0 ) 

[ S i K C = o l a c o u r b e s e r é d u i t à u n c e r c l e e t l ' h é l i c e ( E ) à u n e h é 

l i c e c i r c u l a i r e . D a n s t o u s l e s a u t r e s c a s D E e s t t o u j o u r s l e g r a n d a x e 

d e l ' e l l i p s e a u x i l i a i r e , O C s o n p e t i t a x e . L e s p o i n t s G e t A s o n t c e u x 

o ù . l a t a n g e n t e e s t p a r a l l è l e à Oy. E n F e t . B l a c o u r b e e s t t a n g e n t e à l a 

p a r a l l è l e à O.v m e n é e d e C ] 

S i l ' o n a d o p t e l e s a u t r e s d é t e r m i n a t i o n s d e a r c t a n g ^ ~ ^ > 0 1 1 o b t i e n t 

u n e s u i t e d e c o u r b e s s e r a c c o r d a n t e t q u i d o n n e u n e c o u r b e a y a n t 

l ' u n d e s a s p e c t s figurés c i - c o n t r e ( ' ) s u i v a n t l a v a l e u r d e CL {fig. 3 , 4 

e t 5 1 . 

( l ) L 'ensemble de ce t te c o u r b e est b ien un même ê t r e a n a l y t i q u e , car la l imi ta t ion à une 
sp i re p rov ien t du c h a n g e m e n t de va r i ab le % en ç. Si Ton se r e p o r t e a u x formules in i t i a les 
p o u r tout le c h a m p de var ia t ion de ^ , de —ce à - t - c o , on o b t i e n t la c o u r b e c i - co n t r e tou t 
e n t i è r e . 
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l-'iu .1. 

Deuxième cas. — L a v a l e u r a b s o l u e d e K C e s t s u p é r i e u r e à i . 

O n p o u r r a a l o r s p o s e r 

' = — g 2 et i + R C = £ p 2 

a v e c e = - h i s i K C e s t p o s i t i f e t — • i s i K C e s t n é g a t i f . L e s c o o r d o n 

n é e s d ' u n p o i n t d e l ' h é l i c e E s e r a i e n t a l o r s d o n n é e s p a r l e s f o r m u l e s 

s u i v a n t e s o ù o n l a i s s e p r o v i s o i r e m e n t a r b i t r a i r e l a l i m i t e f i x e d e l ' i n t é 

g r a l e q u i y f i g u r e . L e c h o i x d e c e l l e - c i r é s u l t e r a d ' u n e c o u r t e d i s 

c u s s i o n . 

L a d r o i t e ( « ) n ' e s t a u t r e q u e l a d r o i t e 
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P* £ 2 — A2 A 2[3 ( 

« K i — a 2

 T a—l a R i -+- a 2 

-LOE 

ET POUR i > A. 
a a- — i ; a a- (- i | Ç — a 

3 7 ° S R R ^ 

AIS. i — A 2 , ? — a a K . i + 
SS^ 1 A2 " ° G £ + A _ "P7 _ Ï 2 

( ' ) Nécessi té p r o v o q u é e , non pa r le fait m ê m e de la d i s con t inu i t é a, mais par le su ivan t : 
tel le fonction r e p r é s e n t a n t x dans le p r emie r in te rva l le es t , au po in t de vue réel qu i nous 
in té resse seul ici, c o m p l è t e m e n t dénuée de sens dans l ' a u t r e . 

CONSIDÉRONS LA COURBE ( E ) CORRESPONDANTE; C O M M E PRÉCÉDEMMENT 

LA SYMÉTRIE ÉVIDENTE PAR RAPPORT À 0 / PERMET DE RESTREINDRE AUX VALEURS 

POSITIVES LE CHAMP DE VARIATION DE ç. MAIS ICI UNE DIFFICULTÉ SE PRÉSENTE ; 

^ - — — N'A AUCUN SENS POUR LES VALEURS DE Ç SUPÉRIEURES 

À CL. POUR RÉSOUDRE CETTE DIFFICULTÉ IL SUFFIT DE SE RAPPELER QUE, L'ORIGINE 

DES ARCS AYANT ÉTÉ LAISSÉE ARBITRAIRE, POUR ÉTUDIER CETTE SECONDE BRANCHE, 

IL SUFFIRA DE PRENDRE UNE ORIGINE DIFFÉRENTE. E N ADOPTANT C O M M E NOU

VELLE ORIGINE DES ARCS LE POINT CORRESPONDANT À ç 0 = o c , ON AURA L'AVAN

TAGE D'AVOIR ENCORE UNE TANGENTE PARALLÈLE À LA CARACTÉRISTIQUE. TOUTE

FOIS CES DEUX FAÇONS D'ENVISAGER LA QUESTION CONDUISENT À ADOPTER POUR 

ET y DES PRIMITIVES DIFFÉRENTES DES FONCTIONS ET ^ ( ' ) . 

D'AUTRE PART, NOUS AURONS CI-DESSOUS À DISTINGUER LE CAS OÙ A EST 

INFÉRIEUR À L'UNITÉ DE CELUI OÙ IL LUI EST SUPÉRIEUR. 

Premier type : CL est inférieur à l'unité. — L E S FORMULES À ADOPTER 

LORSQUE Ç EST INFÉRIEUR À eu SONT : 

I a a- — i £ a A2 + i . A — £ 

. I ia I A« 

( 2 2 ) i y — — 
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( ' ) Tou te fo i s , si Ton p e u t cons idé re r c o m m e év iden t , d ' après les p r o p r i é t é s c lass iques 
re la t ives à l ' o rd re de g r a n d e u r des l o g a r i t h m e s , que la c o u r b e a la d ispos i t ion r e p r é s e n t é e 
p o u r ses par t i es infinies et j u s q u ' à l eu r r e n c o n t r e avec l 'axe de s y m é t r i e , il n 'es t n u l l e m e n t 
év iden t q u e la b r a n c h e A P O , , pa r exemple , soi t t ou t e n t i è r e à l ' i n t é r i eu r de l ' h y p e r b o l e . 
On l ' é tab l i t r i g o u r e u s e m e n t en m o n t r a n t que la s o m m e du d o u b l e de la pa r t i e a l g é b r i q u e 
de x et de sa pa r t i e t r a n s c e n d a n t e ne s ' annu le pas dans l ' in te rva l le a à 0 0 . Ce r é su l t a t 
s 'ob t ien t pa r Templo i de la m é l h o d e de Rolle (la dér ivée ne s ' annule pas dans ce t in t e rva l l e 
et la fonction a p o u r va leurs l imi te s — oo et o ) . Donc pas de r ac ines dans l ' i n t e rva l l e . 

Ces dernières formules comme les précédentes révèlent la symétrie de la courbe (e) par rapport à 0/ et la possibilité de restreindre le champ de variation de ç à l'intervalle o à 4-ce. Lorsque ç varie de o à a, x et y varient toujours dans le même sens [form. (22)] et la courbe reste extérieure à l'hyperbole obtenue en supprimant la partie transcendante de x. Cette branche est figurée ci-après (partie supérieure de la figure 6) : l'origine des coordonnées correspondante, représentée par la lettre O, se trouve placée en un des sommets de l'hyperbole auxiliaire. Lorsque ç varie de OL à 4- oc, on obtient laseconde courbe (e) [définie par les équations ( u3) ] ; sur la figure même que nous avons établie pour représenter la première courbe (e), dont il vient d'être question, nous avons adopté comme origine des coordonnées de la seconde courbe (e), précisément l'autre sommet O, de l'hyperbole auxiliaire relative à la première courbe (e), les axes ayant d'ailleurs même direction. On voit de suite que, dansées conditions, les hyperboles auxiliaires des courbes représentées par les équations (22) et ( 9.3) coïncident. Pour la seconde, le point correspondant à ç— 1 correspond à un maximum de l'abscisse. Il est d'ailleurs facile de construire cette seconde branche parles procédés élémentaires bien connus. Je ne m'y arrêterai pas ('). Une propriété qu'il nous paraît intéressant de signaler est la suivante : 
Ces deux brandies analytiquement distinctes peuvent être considérées, 

au point de vue géométrique spécial de la définition correspondant à 

la propriété I, comme faisant partie d'une même courbe géomé

trique. La droite (/?.) de la première branche, rapportée au système 
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F i g . 6 . 

branches et de même sens de rotation ont aussi même droite ( IV). Poui*-tant il serait téméraire de conclure que toutes leurs propriétés sont communes et notamment il est loin d'être évident (2) qu'un mouvement qui entraîne l'une de telle sorte que l'hélice (E) correspondante soit une géodésique de la surface qu'elle engendre jouit de la même propriété relativement à l'autre branche. 11 est encore à remarquer qu'elles ont en commun leur hyperbole auxiliaire. L'angle des asymptotes (8) est obtus ou aigu suivant que a. est inférieur à y/a— i ou lui est supérieur. 
( 1 ) On ne la t r o u v e pas aussi a i s é m e n t que dans le cas où il y a deux t a n g e n t e s para l lè les 

à 0 ^ , c o m m e dans le cas p récéden t et le su ivan t . Elle se d é t e r m i n e p a r un calcul spéc ia l 
q u e nous i n d i q u e r o n s après l ' é tude du r a j o n de c o u r b u r e . 

( 2 ) Sauf p o u r les surfaces de révolu t ion r encon t rées plus h a u t . 
( 3 ) Il s 'agit ici de l 'angle qu i c o n t i e n t la c o u r b e . 

xOy, a pour équation (') l'équation (ao). Quant à la seconde branche elle a pour droite (rc) la droite 
a 

7 = = ~ i + KC rapportée au système x,Oy. Si l'on tient compte de la valeur du segment 00, on s'assure que ces deux droites coïncident. Ces deux branches ont même droite («) : au point de vue de leur définition géométrique elles font donc partie d'une même courbe, ainsi qu'on l'a fait observer. Les hélices (E) (Corigines O ou O, correspondant en ces deux 
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o 

O n p e u t d é f i n i r l a c u b i q u e E c o m m e p a r t i e d e l ' i n t e r s e c t i o n d u c y 

l i n d r e d o n t l ' é q u a t i o n e s t 

[ q u i n ' e s t a u t r e q u e l ' é q u a t i o n c a r t é s i e n n e d e ( e ) ] e t d u p a r a b o l o ï d e 

Second type : CL est supérieur à Vunité. — O n o b t i e n t d e s r é s u l t a t s 

a n a l o g u e s : l a d i f f é r e n c e c a r a c t é r i s t i q u e c o n s i s t e e n . e e f a i t q u e l a b r a n c h e 

à b o u c l e c o r r e s p o n d à l ' i n t e r v a l l e — a , a - e t l ' a u t r e à c h a c u n d e s i n t e r 

v a l l e s — s e , — o c e t H - a , - h o c . 

Troisième cas : | K C | = . 1 . — O n o b t i e n t l e s m ê m e s c o u r b e s p o u r 

K C =-h i e t K C = — i . P o u r f i x e r l e s i d é e s n o u s e x p o s e r o n s l e s r é 

s u l t a t s l o r s q u e K C = — T. L e s f o r m u l e s f o n d a m e n t a l e s ( 1 8 ) d e 

v i e n n e n t : 

O n p e u t p r e n d r e ç0 = o e t l ' o n o b t i e n t f i n a l e m e n t l e s é q u a t i o n s d ' u n e 

c u b i q u e g a u c h e : 

L a c o u r b e ( e ) c o r r e s p o n d a n t e a l a f o r m e i n d i q u é e s u r l a figure c i -

d e s s o u s q u i d o n n e l e s p r i n c i p a u x r é s u l t a t s d e l a d i s c u s s i o n . 

F i g . - . 

http://en.ee
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EQUILATERE 

( 2 5 bis) Çz + Kx)(3a — o.y) = 6aKx, 

OU ENCORE DE CE PARABOLOIDE ET DU CYLINDRE PARABOLIQUE DONT L'ÉQUA

TION EST ( ' ) 

( 2 6 ) ( J + K R ) 2 = 2 s R 2 J . 

Calcul du rayon de courbure des courbes ( E ) et des hélices ( E ) . — 

O N A POURLA COURBE ( E ) , AU SIGNE PRÈS, 

1 d- x dy — d-y d-x 

R = d7* 
OU, EN EFFECTUANT LES CALCULS QUI NE PRÉSENTENT AUCUNE DIFFICULTÉ, EN PAR

TANT DES FORMULES (1 8 ) , ON TROUVE 

A(I + 5 J) a 

( 2 7 ) R : 
[ ( I - f - K C ^ + O - K C ) ] " 

O N TIRE DE LÀ CE RÉSULTAT À PRÉVOIR, ÉTANT DONNÉES LES PROPRIÉTÉS DÉJÀ 

CONNUES DES COURBES ÉTUDIÉES : L'expression de la racine carrée du 

rayon de courbure est une fonction rationnelle du paramètre Ç. L E S 

RAYONS DE COURBURE AUX SOMMETS DES COURBES SONT DONNÉS SUIVANT LES 

CAS ( SOMMETS CORRESPONDANT SOIT À Ç = O, SOIT À % = AO) PAR LES FORMULES 

( 2 8 ) R = ^ _ 0 1 1 R 
(1 — K . C ) A (I + IVCF 

O N VOIT SANS DIFFICULTÉ QUE de l'expression de 11 on peut conclure que 

la courbe (E) n a jamais d'inflexion. CES FORMULES PERMETTENT DE RE

TROUVER LA PROPRIÉTÉ I I ( P . 4 i ) ET FOURNISSENT UNE MÉTHODE GÉNÉRALE POUR 

DÉTERMINER LA DROITE (n). PORTONS EN EFFET SUR LA NORMALE À LA COURBE AU 

( ' ) Ce c y l i n d r e est le seul cy l indre du second d e g r é qu i pu isse c o n t e n i r la c u b i q u e 
gauche : car , s'il en ex is ta i t d e u x , ils devra i en t avoir une g é n é r a t r i c e c o m m u n e et, pa r 
su i te , l eur in t e r sec t ion se r é d u i r a i t à un ensemble de géné ra t r i ce s , 

L in t e r sec t ion de ces surfaces se comple te par la g é n é r a t r i c e c o m m u n e : x — o, y — — • 
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point (JO,y) le segment h\/\{; la coordonnée Y du point obtenu est donnée par la formule 
dx , 

ou, eu égard aux valeurs de ̂  et de ('), 
Y = y + h v ' â 1 - ^ - [D = (1 + ̂G)5-+i-KG], 

d'où, après simplification, 
d Y f\a\d\(_ h 

Si l'on prend h = y/a, Y est constante ; le lieu du point envisagé est une droite (Y= const.). Ce qui démontre la propriété II. Il est alors facile de placer la droite («.) au moyen de nos formules. Soit y0 la valeur de l'ordonnée de la courbe en un point £0. La droite («) a pour équation 
1 — ?n (29) J = 7o + «-i + K-G)̂  + i-K-C L'application de cette formule serait immédiate dans les études particulières (voir note de la page 48). On voit qu'aux points correspondant à ç = ± i le rayon de courbure ¿¡1 est précisément égal à a. Ces remarques montrent qu'on peut exprimer la longueur du segment mm' par l'une ou l'autre des formules suivantes, où, cette fois, y/11 est pris avec sa signification habituelle, c'est-à-dire positivement [cf. note (')] 

( 3 o ) w n i ' = ŷ̂y/̂R. 
Équations des courbes (E) rapportées à un système de coordonnées 

dont la droite (IN) est V axe des z. — Pour l'étude même des courbes (E) 
( ' ) P o u r la généra l i t é des formules on p r e n d r a , p o u r va leur de \ /R , t ou jou r s la même 

fonction r a t i o n n e l l e : \fa—jy-^ > < î u e cel le-ci ai t u n e va leu r pos i t ive ou néga t ive . 
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l e s a x e s d o n t n o u s a v o n s f a i t u s a g e j u s q u ' i c i s o n t l e s p l u s c o m m o d e s ; 

m a i s n o u s v e r r o n s q u ' i l e n e s t a u t r e m e n t p o u r l a r e p r é s e n t a t i o n d e s 

s u r f a c e s e n g e n d r é e s p a r l e m o u v e m e n t d e c e s c o u r b e s . N o u s a l l o n s l e s 

r a p p o r t e r à u n n o u v e a u s y s t è m e d é f i n i c o m m e ¡1 s u i t : 

i ° L ' a x e d e s y u s i t é j u s q u ' i c i e s t c o n s e r v é , m a i s l ' o r i g i n e e s t r e 

p o r t é e a u p o i n t o ù i l c o u p e l a d r o i t e {n) c o r r e s p o n d a n t e : s o i t / = b 

l ' é q u a t i o n d e c e l l e - c i , b a y a n t s u i v a n t l e s c a s {voir c i - d e s s u s ) l e s v a -

l e u r s — , , . . , o u - • 

I ± K . t 2 

•i° O n f a i t p i v o t e r l e s a x e s a u t o u r d e Oy d e m a n i è r e à a m e n e r l ' a x e 

d e s z e n c o ï n c i d e n c e a v e c l a d r o i t e ( N ) . N o u s c o n n a i s s o n s l ' a n g l e d e ( N ) , 

s i t u é d ' a i l l e u r s d a n s l e n o u v e a u p l a n \ = o , a p r è s l a p r e m i è r e o p é 

r a t i o n , a v e c l ' a x e d e s x : c e n ' e s t a u t r e q u e l ' a n g l e t o d o n n e p a r l a 

f o r m u l e ( i 5 ) . M a i s i l e s t i n d i s p e n s a b l e d e p r é c i s e r s i c e t t e f o r m u l e e s t 

v r a i e e n g r a n d e u r e t e n s i g n e d a n s t o u s l e s c a s e t d ' é t u d i e r d a n s l e s 

m ô m e s c o n d i t i o n s l a v a l e u r d e l ' a n g l e d e r o t a t i o n à i m p r i m e r a i ! s y s t è m e 

a u t o u r d u n o u v e l a x e d e s y {'). C e t t e d i s c u s s i o n s e f a i t s a n s d i f f i c u l t é 

e n p a s s a n t e n r e v u e t o u s l e s c a s é t u d i é s e n a y a n t s o i n d e t e n i r c o m p t e 

d e s s i g n e s d e s c o n s t a n t e s K e t C c o m p a t i b l e s a v e c c h a c u n e d e s h y p o 

t h è s e s e t e n p r é c i s a n t d a n s c h a c u n d e c e s c a s d a n s q u e l s a n g l e s xOz s e 

t r o u v e l a p a r a l l è l e m e n é e d e l ' o r i g i n e p r i m i t i v e à l a p r o j e c t i o n d e ( N ) 

s u r l e p l a n p r i m i t i f xOz. C e t t e d é t e r m i n a t i o n s ' e f f e c t u e e n s u i v a n t à l a 

f o i s l e m o u v e m e n t a s c e n s i o n n e l d u p o i n t s u r l ' h é l i c e e t l e m o u v e m e n t 

d u p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n d e l a n o r m a l e à l a c o u r b e a v e c l a d r o i t e {n). J e 

m e b o r n e r a i à m o n t r e r d a n s l e p r e m i e r c a s r e n c o n t r é c o m m e n t o n 

o p è r e . S u p p o s o n s K > o , C > o e t K C < i . Q u a n d o n p a r t d e l ' o r i g i n e 

d u c ô t é d e s ç p o s i t i f s , l e p o i n t s ' é l è v e s u r l ' h é l i c e ; l a n o r m a l e à l a 

c o u r b e ( e ) c o u p e l a d r o i t e {n) e n u n p o i n t q u i s e m e u t t o u j o u r s d a n s l e 

m ê m e s e n s , q u i e s t e n P s u r Oy (Jig- i , p . 4 4 ) 5 d a n s l a p o s i t i o n i n i t i a l e 

( l ) Le sens de rolaLion du t r i è d r e des coordonnées es t le m ê m e q u ' e n g é o m é t r i e p l ane 
(sens des a s t r o n o m e s ) . On doi t se r a p p e l e r ce t te observa t ion dans t ou t e s les ques t ions de 
sens qu i s u i v r o n t . El le a d ' a i l l eurs i m p l i c i t e m e n t été a d o p t é e j u s q u ' i c i . 
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( 3 i ) a = — ( ( J )> sinti) — -i cosw , 

L'étude complète démontre l'entière généralité de ces formules. La transformation de coordonnées visée au début de ce paragraphe ne présente plus alors aucune difficulté. Si X, Y et Z sont les nouvelles coordonnées, on aura 
(3a) x = fLZ^l, Y = y-b, Z = C x + s 

v'e+i v/C2 + i 

Dans ces formules il suffira évidemment de remplacer x, y et z par les fonctions qui la représentent en fonction du paramètre \ pour avoir les équations paramétriques de la courbe dans le nouveau système. Sauf le cas où | KC | = i, l'hélice (E) est une courbe transcendante. Toutefois il existe une surface algébrique qui la contient; c'est un cylindre du second degré. Nous allons le montrer en parlant des équations (19) par exemple ; le résultat subsistera pour les autres formules. L'élimination de arc tanĝ̂  entre la première et la dernière des équations (19) conduit à 
( 3 3 ) (. + a * ) K * - ( , ^ ( ^ ^ - L ^ 
En éliminant maintenant ç entre cette dernière équation et la seconde équation (19), on obtient, après réduction et division par 1 — K* C2 =/= o, 

(34) (x —Cs)*-—2ay + (i — 

et au point II quand le point mobile sur (e) est venu en B. Dès lors l'élévation du point mobile sur (E) et par suite du point correspondant sur (N ) est corrélative d'un mouvement vers les x positifs de ce dernier point. La parallèle à la projection de (N) sur xOz est donc contenue 'dans les angles (i) et (3), formés par Ox et Oz, et la formule (i5) est applicable en grandeur et en signe ainsi que les suivantes où a désigne l'angle de rotation des axes : 
C 
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L o r s q u e J K C | = i , l ' é q u a t i o n (34) e s t e n c o r e a p p l i c a b l e , b i e n q u e 

l e p r o c é d é e m p l o y é p o u r l ' o b t e n i r s o i t e n d é f a u t ; c ' e s t c e q u e m o n t r e 

l a v é r i f i c a t i o n d i r e c t e p a r c o m p a r a i s o n d e s é q u a t i o n s (34) e t ( 2 6 ) JVAIRE 

a l o r s C = — d a n s l ' é q u a t i o n (34) p o u r l a c o m p a r e r à ( a 6 ) J , i l e n 

s e r a i t d e m ê m e p o u r K C = 1 . S i l ' o n r a p p r o c h e c e s r é s u l t a t s d e c e q u i 

a é t é d i t a u s u j e t d e s h é l i c e s ( E ) a l g é b r i q u e s e t d e s h é l i c e s c a t e n o i d e s , 

o n o b t i e n t l e t h é o r è m e s u i v a n t : 

THF.OREMK. — Pour toute hélice indéformable susceptible d'engendrer 

en se mouvant une surface dont elle soit constamment la géodésique, 

passe un cylindre du second degré, et un seul. 

Remarques. — 1 ° L a d i r e c t i o n d e s g é n é r a t r i c e s d u c y l i n d r e r e p r é 

s e n t é p a r l ' é q u a t i o n (34) e s t é v i d e m m e n t c e l l e d e l a d r o i t e ( M ) . 

2 0 R a p p o r t é a u s e c o n d s y s t è m e d ' a x e s , d é f i n i c i - d e s s u s ( p . fia), l e 

c y l i n d r e e n q u e s t i o n r e l a t i f a u x h é l i c e s ( E ) a p o u r é q u a t i o n 

(35) ( C 2 4 - i ) X . 2 + a a i v C Y + (i — K r & ) Y * = a % . 

I l e s t e l l i p t i q u e s i | K C ] < 1 , h y p e r b o l i q u e s i | K C | > 1 , p a r a b o l i q u e 

s i I K C | = i . 

S i o n l a i s s e d e c ô t é l e c a s o ù K 2 + 1 e s t n u l , o n v o i t q u ' i l n ' e s t c i r 

c u l a i r e q u e l o r q u e C = o . L ' h é l i c e ( E ) c o r r e s p o n d a n t e e s t a l o r s u n e 

h é l i c e c i r c u l a i r e . I l a p o u r b a s e u n e h y p e r b o l e é q u i l a t è r e SI 

(36) C 2 = 

K 2 — 

S e s a x e s o n t p o u r v a l e u r 

« K C « K C 

et 
v / ( C 2 + . ) ( i - K 2 C a ) 1 — K 2 C 2 

3° L e c y l i n d r e c o r r e s p o n d a n t a u x h é l i c e s c a t e n o i d e s e s t t o u j o u r s 

h y p e r b o l i q u e . 
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SECTION IV. 

ÉTUDE DU MOUVEMENT A IMPRIMER A UNE HELICE DE FORME INVARIABLE POUR 

QU'ELLE ENGENDRE UNE SURFACE DONT ELLE SOIT CONSTAMMENT UNE 

GÉODÉSIQUE. ÉQUATION DE CES SURFACES RAPPORTEES A DES AXES FIXES. 

1. Nous avons, dans une note, signalé comme cas d'exception celui 
où. la rotation serait constamment nulle (p = q = r — o ) . L'hélice géné
ratrice indéformable est alors arbitraire, mais elle se déplace sur son 
cylindre principal. Donc, dans ce cas, on ne trouve que les surfaces 
cylindriques. 

Nous ne reviendrons pas sur la démonstration de ce résultat qui 
rentre dans une étude publiée antérieurement, ainsi que nous l'avons 
déjà fait remarquer. 

2 . Mouvement des hélices ayant pour base une chaînette. — C'est le 
cas de C ' = o . On a dès lors, en faisant rentrer la constante C dans la 
fonction 0, ce qui simplifie les écritures, 

( i ) ^ = 0 ( 0 , -7 = 0 , / - = o . 

Le plan yOz a une direction fixe et, d'après les formules ( i 3 ) 

< * 0 4 ) ( ' ) . 

et 

( 3 ) 
I 

v — o 

La dernière des conditions (3) montre que le plan xOz est tangent, 
au lieu du point O et par suite enveloppe le cylindre admettant ce lieu 

( ' ) F o r m u l e s de la page 36. 
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p o u r d i r e c t r i c e e t d o n t l e s g é n é r a t r i c e s s o n t p a r a l l è l e s à l a d i r e c t i o n 

f i x e d e l ' a x e d e r o t a t i o n ( d i r e c t i o n d e Ox). 

L e p l a n j " 0 « r e s t a n t p a r a l l è l e à u n e d i r e c t i o n fixe e t e n v e l o p p a n t u n 

c y l i n d r e d o n t l e s g é n é r a t r i c e s o n t p r é c i s é m e n t p o u r d i r e c t i o n l a d i r e c 

t i o n d e O . r , o n d é f i n i r a l e m o u v e m e n t d u t r i è d r e m o b i l e c o m m e i l s u i t : 

Le triedre Oxyz auquel est lire /'hélice mobile par les équations ( 7 ) 

a pour arêtes : 

i ° La génératrice d'un cylindre quelconque ( O r ) ; 

•1° La tangente à la section droite de ce cylindre ( O s ) ; 

3° L « normale a cette section droite ( O j ) . 

L e l i e u d u p o i n t O s u r c e c y l i n d r e e s t d é f i n i p a r l a r e l a t i o n 

d o n t l ' i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e e s t é v i d e n t e : Les ordonnées du 

point O , comptées sur la génératrice du cylindre dont il s'agit, croissent 

proportionnellement à la variation de l'angle de la normale aupoin t O 

avec sa position initiale. 

C e t t e g é n é r a t i o n m e t e n é v i d e n c e l e r ô l e q u e j o u e d a n s c e t t e q u e s 

t i o n u n e c o u r b e d o n t l a d é f i n i t i o n r a p p e l l e c e l l e d e l ' h é l i c e : l e l i e u d e O 

e s t u n e c o u r b e d é c r i t e s u r u n c y l i n d r e quelconque ( ' ) e t p o u r l a q u e l l e 

l e s é l é v a t i o n s c r o i s s e n t p r o p o r t i o n n e l l e m e n t a u x a n g l e s d e s n o r m a l e s 

( o u d e s t a n g e n t e s ) à l a s e c t i o n d r o i t e a v e c u n e d i r e c t i o n f i x e . 

Si le cylindre en question dégénère en une droite, la surface engen

drée par r hélice mobile est un hélicoïde qui ne peut jamais dégénérer en 

une surface de révolution, l e c o e f f i c i e n t d e p r o p o r t i o n n a l i t é j ^ - ^ ' C [ i i i 

n ' e s t a u t r e q u e l e p a s r é d u i t d u m o u v e m e n t h é l i c o ï d a l , n ' é t a n t j a m a i s 

( ' ) Si p o u r u n e raison q u e l c o n q u e on fixait a priori la fonct ion w, le cy l ind re ne sera i t 

pas q u e l c o n q u e ; nous en ve r rons c i -après un exemple ( p . 70). I n v e r s e m e n t , le cy l ind re 

une fois donné x est d é t e r m i n é , car le m o u v e m e n t de l ' o r ig ine du t r i èd re est c o m p l è t e m e n t 

connu dans ce cas . 
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(') Pour l'application des formules, il faut avoir soin de se rappeler que 0.3 doit être dirigé suivant la tangente dirigée de la section droite, Ox suivant la direction positive de OZ ; Oj s'en déduit. 
B. S 

nul. On a encore un hélicoïde si le cylindre qui sert à définir le lieu de O est circulaire. Le lieu de O est alors une hélice circulaire, et c'est d'ailleurs le seul cas où cette courbe soit une hélice. 
Equations du lieu. — On obtient comme il suit les équations du lieu rapportées à un système d'axes fixes dans lequel OZ est parallèle à la direction des génératrices du cylindre qui définit le lieu de l'origine O du trièdre mobile. Les axes OX et OY peuvent, dans le cas général, être laissés arbitraires. Soit cp (c) l'angle que la tangente dirigée à la section droite (z = o) fait avec OX, angle exprimé en fonction de l'arc indéfini a de cette section droite ((); on peut toujours ramener aux suivantes les équations du lieu de l'origine O du trièdre mobile : 

(4) ̂ 0= j" coso((r)rfa-, y0 = y sins(ff)rf<r, :,= flKj), 
si l'arc 0" n'est pas identiquement nul et, dans le cas contraire, en choisissant convenablement l'origine dans le plan XOY : 
(5 ) #0 = 0, y0 = o, z0—aK'f. 

Dans tous les cas, les équations de la surface pourront s'écrire 
!

X = x0 + z coso - _y sin cp, Y =y0 + .G sln o + y cosa, Z = z0 y- x, dans lesquelles il suffira de remplacer x, y, z par les valeurs données par le système (7) (p. 38). Il est intéressant d'appliquer les formules (6) à la solution de quelques questions, à titre d'exemple de l'usage qu'on en peut faire pour l'étude de la surface engendrée rapportée à des axes fixes. L'élé-
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( 8 ) ( = - ^ _ + « p ' 
1 c o s 2 y ' 

« 2 K a 2 K / i \j ^ a 2 K s i n 2 y 

c o s y c o s 2 y \ c o s y y COS3X 
, «2(rv2+,) 

c o s 2 y 

c o s ' 

c e s f o r m u l e s m o n t r e n t i m m é d i a t e m e n t q u e l e r a p p o r t - ^ L e s t i n d é -

p e n d a n t d e y v d ' a u t r e p a r t , e s t i n d é p e n d a n t d e a ; d o n c 

D A 

(9) 

do-
l ' é g a l i t é e n t r e l e s d e u x r a p p o r t s e x t r ê m e s m o n t r e q u e l e s h é l i c e s 

c o r r e s p o n d a n t à o - = c o n s t . s o n t b i e n , c o m m e c ' é t a i t à p r é v o i r , d e s 

g é o d é s i q u e s d e l a s u r f a c e . n o u s n e n o u s a r r ê t e r o n s p a s i c i à c h e r c h e r 

d a n s l e c a s g é n é r a l l e s t r a j e c t o i r e s o r t h o g o n a l e s d e c e s g é n é r a t r i c e s : 

c e p r o b l è m e s e t r a i t e r a i t d ' u n e f a ç o n s e m b l a b l e a u p r o b l è m e a n a l o g u e 

q u e n o u s e n v i s a g e r o n s d a n s l ' é t u d e d e s s u r f a c e s e n g e n d r é e s p a r l e s 

h é l i c e s ( e ) . 

n o u s o b s e r v e r o n s t o u t e f o i s q u e c e s t r a j e c t o i r e s s e r é d u i s e n t a u x 

l i e u x d é c r i t s p a r c h a q u e p o i n t m a r q u é s u r l ' h é l i c e m o b i l e l o r s q u e $ e s t 

i d e n t i q u e m e n t n u l , c ' e s t - à - d i r e l o r s q u e 

( i o ) aa'+i — o, 

r e l a t i o n q u i s ' i n t e r p r è t e a i s é m e n t . i l f a u t e t i l s u f F I t , p o u r q u e c e f a i t s e 

m e n t l i n é a i r e a p o u r e x p r e s s i o n 

( 7 ) ds- — C cfo 2 + 2 ^ d? rfy + (j d-f, 

e n s e p l a ç a n t d ' a b o r d d a n s l e c a s g é n é r a l o ù l ' o n n ' a p a s xQ = y Q = o . 

l e s f o n c t i o n s £ , §, ç FIgurant d a n s l ' é q u a t i o n { / ) s o n t d o n n é e s 

p a r 

£ = ̂  (7= + s= + «2 K= ) - o. cp'j + ,, 
S = z'+ y'(aK.r' - z'y ) 

/ 1 

- i + 
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présente-, que le cylindre parallèle à la direction fixe de l'axe du mouvement soit un cylindre circulaire de rayon \a\ sous la réserve d'adopter pour les <r croissants un sens tel que la relation 
( i o bis ) »' — — — 
K ; a 

soit satisfaite en grandeur et en ligne. Mais on vérifie sans peine que cet ensemble de conditions revient à exprimer que la base de la chaînette, base de l'hélice dans le plan z = o, glisse sur elle-même. Ainsi : 
Pour qu'une hélice catenoide qui dans son mouvement engendre une 

surface dont elle soit constamment une géodésique jouisse en outre de la 

propriété qu'un quelconque de ses points décrive une de ses trajectoires 

orthogonales, il faut et il suffit que le mouvement dont elle est animée 

soit un mouvement hélicoïdal de pas | aK [ autour d'une position initiale 

de la base de la chaînette, qui glisse sur elle-même pendant le mouve

ment; le mouvement devra être dextrorsum lorsque l'hélice catenoide est 

sinistrórsum et inversement. Passons maintenant au cas où z0 et j0 sont nuls. Nous prendrons les angles cp et y comme variables indépendantes. La surface est d'ailleurs un hélicoïde dont l'axe coïncide avec la tangente au sommet de la chaînette, tangente qui pendant le mouvement glisse sur elle-même. L'élément linéaire s'obtient sans peine d'une façon analogue à celle qui vient d'être exposée. Il a pour expression 
( i i ) ds*=( v2+ z2 + a 2 K 2 ) dy2 -f- a rfo dy + ( i + K 2 ) —^—- dy2. 

w i e o s 2 y ' ^ c o s ' y Comme précédemment, on retrouve la propriété fondamentale des génératrices r L'équation différentielle de leurs trajectoires orthogonales est 
v 1 c o s 2 ^ i + K 2 

On voit que dans ce cas les trajectoires orthogonales ne peuvent 
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j a m a i s c o ï n c i d e r a v e c l e l i e u d ' u n p o i n t m a r q u é s u r l ' h é l i c e m o b i l e . 

L ' i n t é g r a t i o n d e l ' é q u a t i o n ( 1 a ) d o n n e d ' a i l l e u r s d e s u i t e l ' é q u a t i o n 

e n t e r m e s finis d e s t r a j e c t o i r e s o r t h o g o n a l e s d e s h é l i c e s g é n é r a t r i c e s : 

( i 3 ) l a n ë y , + K 2

K

h l ? = const. 

3 . Mouvement des hélices ( E ) pour lesquelles la constante C n'est pas 

nulle. — N o u s r a p p e l l e r o n s q u e d a n s l ' é t u d e d e c e s c o u r b e s , n o u s a v o n s 

é t é a m e n é à c o n s i d é r e r d e u x c a s : o u b i e n l ' o r i g i n e p r i m i t i v e p r i s e s u r l a 

c o u r b e c o r r e s p o n d a i t à ç = o o u y = o, o u e l l e c o r r e s p o n d a i t , à ç i n f i n i 

o u yy=%. L e c a s o ù i — K C s e r a i t n u l , q u i n ' a p a s é t é e n v i s a g é , s e 

r a m è n e r a i t à u n e é t u d e i d e n t i q u e à c e l l e c o n c e r n a n t l e c a s o ù i 4 - K C 

e s t n u l , e n a y a n t s o i n d e c h o i s i r p o u r o r i g i n e s u r l a c o u r b e l e p o i n t 

c o r r e s p o n d a n t à £ i n f i n i . L a d r o i t e ( « ) a p o u r é q u a t i o n s o i t 

y = pour une origine correspondant a y = o, 

s o i t 

a 
•KG 

q u e K C s o i t o u n o n é g a l à i e n v a l e u r a b s o l u e . S i l ' o n o b s e r v e q u e u 

e t v s o n l d e s f o n c t i o n s d e t s e u l , i l s u f f i r a p o u r a v o i r l e u r s e x p r e s s i o n s 

d e f a i r e x = y = z = o d a n s l e s é q u a t i o n s ( i 4 ) d e l a p a g e 3 6 , e n p r e 

n a n t b i e n e n t e n d u p o u r / l a v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e o o u T.. O n o b t i e n t 

a i n s i e n f a i s a n t C r — i, c o m m e i l a é t é e x p l i q u é à p r o p o s d e l ' é t u d e d e s 

h é l i c e s ( E ) , 

. _ « 0 ( o 
Dans le premier cas (y v = o, 

0 4 ) 

r i — KG 

Dans le second cas (y = ~) u — ~irr' c = o ; 

( i 5 ) / , = C 0 ( O , q = o, / - = 9 ( 0 . 

O n p o u r r a i t é t u d i e r d i r e c t e m e n t l a s i g n i f i c a t i o n g é o m é t r i q u e d e c e s 

r e l a t i o n s e t e n d é d u i r e l e m o u v e m e n t d e l ' h é l i c e , m a i s o n p a r v i e n t 
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(16) ^ = o , 3 = o , & = -.— = i = 8 / C a + i , 

d a n s l e s q u e l l e s o n d é s i g n e p a r a e t w l e s a n g l e s d é j à n o m m é s d e l a 

s o r t e d a n s l ' é t u d e d e s h é l i c e s ( E ) [ f o r m . ( 3 i ) , p . 5 3 ] ; e n r e p r é s e n t a n t 

p a r b l e s e g m e n t - — — 7 ^ T K c ) ; 0 1 1 a u r a é g a l e m e n t 

Î
u = U c o s x — W s i n a -\- bSV c a s a — U s i n w + W c o s w + bSV s i n w, 

v = V , 

( v = • ( - U s i n a + W c o s a + s i n a = — U c o s w - j - W s i n w — b SI cas u > , 

o u e n c o r e [ f o r m . ( 3 i ) , p . 5 3 ] 

( U + W C + i f l 

J — U C + W — bAC 
f (V = 

S i l ' o n v e u t s a t i s f a i r e à c e l u i d e s d e u x s y s t è m e s d e s d e u x é q u a 

t i o n s ( i 4 ) q u i c o n v i e n t à l ' h é l i c e m o b i l e é t u d i é e , o n e s t c o n d u i t a u x 

d e u x c o n d i t i o n s ( e = = ± i ) 

zad U + W C 

( î q ) V = o , -rj-r-, = <r OV. 

S i l ' o n t i e n t c o m p t e d e l a v a l e u r d e b (^b = -—-~^^j> c e s d e u x é q u a 

t i o n s p r e n n e n t l a f o r m e s i m p l e : 

( 2 0 ) U + W C = o, V = o. 

( ' ) Q u i se dédu i sen t i m m é d i a t e m e n t des formules généra les de t r ans fo rma t ion en y 
i n t r o d u i s a n t les condi t ions ( i 5 ) . 

p l u s d i r e c t e m e n t à u n r é s u l t a t s i m p l e e n p r e n a n t c o m m e n o u v e a u 

t r i è d r e m o b i l e l e t r i è d r e d é f i n i à l a f i n d e l a p a r t i e d e c e t r a v a i l c o n s a c r é 

à l ' é t u d e d e s h é l i c e s ( E ) . S o i e n t U , V , W l e s n o u v e l l e s c o m p o s a n t e s d e 

l a t r a n s l a t i o n p o u r l e n o u v e a u t r i è d r e ; ( S , S c e l l e s d e l a r o t a t i o n . 

L e s c o m p o s a n t e s P , Q , I l s o n t d o n n é e s p a r l e s r e l a t i o n s ( ' ) s u i v a n t e s : 
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La dernière de ces relations montre que le plan XOZ enveloppe le 
cylindre ayant pour directrice le lieu de la nouvelle origine et dont les 
génératrices sontparallèles à l'axe OZ (direction de l'axe instantané); 
la première, qui achève de déterminer un mouvement résolvant le pro
blème que nous nous sommes posé, montre que l'origine mobile nou
velle [point de la droite (/*) situé sur l'axe de symétrie de la courbe (e) 
ou sur celui de ces axes qui passe par l'origine initiale dans le cas des 
courbes à plusieurs volutes] décrit une hélice de ce cylindre. En effet, 
si l'on appelle 8X 0 , £Y 0 , ûZ0 les o relatifs à l'origine du nouveau trièdre 
mobile, les relations (ao) équivalent aux suivantes : 

( 2 1 ) S Y 0 = o , SX 0 -+- C §Z 0 = o, 

d'où, l'on déduit sans peine la propriété annoncée. De plus, on voit 
que le pas angulaire de l'hélice, lieu de l'origine du triède mobile, 

est ^- Si C était nul, on aurait 

( 2 2 ) S Y 0 = 3 X 0 = o . 

L'axe instantané du mouvement serait lixe et l'hélice (E) , alors circu
laire, engendrerait son cylindre principal. Enfin, il restera à voir ce qui 

se passe dans les autres cas où l'axe instantané est fixe; le plan XOZ 
passe alors par une droite fixe qu'on prendra pour axe des Z dans 
l'établissement des équations de la surface par rapport à des axes 
fixes. Revenons au cas général. Le mouvement de l'hélice (E) sera 
défini comme il suit : 

Sur un cylindre quelconque (4) on trace une hélice (£) dont le pas a 

pour valeur absolue et qui sera sinistrórsum si C est négatif et 

dextrorsum si C est positif. Un trièdre mobile dont Vaxe des Z sera la 

droite (N) de l'hélice et coïncidera avec la génératrice du cylindre, tandis 

(pue l'axe des X sera tangent au cylindre et Vaxe des Y lui sera normal, 

(') Voir la note de la page 06. 
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se mouvra de telle sorte que son sommet décrive Vhélice (£). LJiélice (E), 

liée à ce trièdre (ainsi quil a été indiqué à la fin de la Section précé

dente} engendrera une surface répondant à la question, et inversement 

on obtiendra ainsi toute la série de ces surfaces engendrées par des 

hélices (E) ('). Si l'hélice (£j est circulaire, la surface engendrée est une hélicoïde qui ne peut jamais dégénérer en une surface de révolution, le pas ̂  n'étant jamais nul (*). Il sera facile maintenant d'obtenir les équations de ces surfaces par rapport à des axes fixes. Désignons par les fonctions qui représentent les coordonnées X, Y, Z, conformément aux formules (32) de la page 53. 
Les équations de l'hélice (£) seront d'autre part 
(23) x0 = j"cosffl(a-) <S?T, y0 = j'sino(o-)ûJ:j, s0 = — ̂  <r, avec un choix convenable et d'ailleurs évident des axes fixes. Il est inutile de revenir sur la signification de cp et de u. Les équations de la surface seront : 

i x = x0 + X cos y — Y s in !S, 

y = ya + X sin o + Y cos:p, 

z = za + Z, formules dans lesquelles x0, y0 et z0 doivent être remplacées par les fonctions que définissent les équations (23) et X, Y, Z parles fonctions 
( ' ) Ce t r i èd re mob i l e a une définit ion g é o m é t r i q u e s i m p l e . P o u r OZ la d r o i t e ( N ) de 

l 'hél ice ( E ) , p o u r or ig ine O l ' in te rsec t ion du plan de symé t r i e d u cy l ind re p r inc ipa l d e ( E ) 
avec sa d ro i t e (M) , p o u r Ox l ' in tersec t ion du plan de s y m é t r i e de ce cy l ind re avec le p lan 
p e r p e n d i c u l a i r e à ( N ) m e n é p a r O . L 'axe O j s'en d é d u i t . Tous les é l émen t s qu i f igurent 
dans ceLte définit ion é tan t c o m m u n s aux d e u x b r a n c h e s d 'hé l ice c o r r e s p o n d a n t au cas 
où | K G | > i , on voit q u e (cf. p . ¡48) p a r le m ê m e m o u v e m e n t ces d e u x b r a n c h e s engen
d r e r o n t d e u x surfaces r é p o n d a n t à la ques t ion et q u i , a u p o i n t de vue ac tue l , p o u r r o n t donc 
ê t re cons idérées c o m m e deux nappes d 'une m ê m e sur face . 

( J ) L 'hé l i ce qu i c o r r e s p o n d r a i t à une c o u r b e gauche p a r l aque l le C c ro î t r a i t indéf inimen t 
se r é d u i r a i t à un po in t . 
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définies par les équations (3a) (p. 53) . JNous avons envisagé u n cas de 
fixité de l'axe instantané, celui où. C était nul, et nous avons énoncé le 
résultat relatif à ce cas. 

D'une façon générale, la fixité de cet axe sera caractérisé parles rela
tions ùxa = oyn = o qui entraînent, lorsque C n ' e s t pas nul, oz 0 = o . 

L'axe ne glisse pas sur lui-même : la surface engendrée est de révo

lution. 

N o u s avons déjà signalé ces surfaces. E n adoptant les axes f i x e s 

indiqués ci-dessus, o n voit que ces surfaces peuvent être représentées 
par les équations ( s 4 ) e u y faisant simplement x0 = J 0 = z 0 = o . 

Une fois e n possession des équations ( a i ) , o n peut les utiliser pour 
une étude systématique des surfaces engendrées. 

Comme application, nous allons vérifier la propriété même qui 
nous a servi à déterminer ces surfaces, à savoir que les courbes ( E ) ( 1 ) , 

définies par l'équation du = o en sont des géodésiques. O n trouve sans 
peine pour l'élément linéaire de la surface 

avec 

( 2 6 ) C = [x'0— ( X sin» + Ycos-f )<p ' ] a + [ / , , + ( X c o s o - Y s i n o ) ' f ' ] - + z 0

2 

= i + ^ - a ? ' Y + ? ' - ( X 2 + Y 2 ) 

(les lettres accentuées représentent des dérivées), 

( 2 7 ) S- X ' ( X c o s ? +y[ s i n ? ) — Y'(x'tt s i n ? - y'0 c o s ? ) + <?'(\T- X ' Y ) -|- s'0Z' 

= X ' + s ô Z,' + o' ( X Y' — X ' Y ) , 

ou, en posant 

( 2 8 ) , f i = X Y ' - X ' Y , r f a = X ' + .s;Z' , 

( 2 9 ) î = ï 2 + 3 ? , a ' . 

( ' ) P o u r s impli f ier , l 'arc a a été p r i s c o m m e va r i ab le i n d é p e n d a n t e . A ce l le analyse 
é c h a p p e n t les surfaces de révolu t ion p réc i t ée s . Rien ne sera i t p lus facile q u e de modif ier 
les calculs p o u r les r e n d r e app l icab les à ce cas . 
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En désignant par x, 7 , z les coordonnées de ( E) dans le système pri
mitif et par D le bmome ( 1 -+-KC) -+- 1 — K C , on trouve : 

( 3 0 ) (j=X"+ Y»-hZ*=x'* + y * + Z<2= 4 « 2 0 "̂ P2
 [ K 2 + i ] . 

Pour l'objet que nous avons en vue, nous allons transformer les 
expressions de $ t , £ t et §. 

On a, en tenant compte des formules ( 8 2 ) de la section précé
dente, 

ou encore 

Or, dans le système d'axes primitifs, les équations de la droite (N) 
sont 

( 3 3 ) y — b, x — C z = o . 

Si l'on écrit que la normale principale à l'hélice (E) rencontre cette 
droite, on a facilement la condition 

.„ ,, Cz —x b — y 
( 3 4 ) —. 1 - = o 

s iny cosy 

ou, après remplacement de tang/^ en fonction de ç, 

de telle sorte que la relation (3a) devient 

( 3 6 ) rfl = î ( L ± S ' ) 0 - ^ . 

( i - ^ ) V c + i 

Il reste à calculer ( 7 — è ) 2 . Le calcul ne présente aucune difficulté 
en se reportant aux formules présentées dans l'étude des hélices (E). Il 

B. 9 
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y aura deux cas à distinguer, suivant le choix de l'origine. De to\ite 
facon, on trouve après réductions 

D'autre part, on a 

& = X ' 4 - * i Z ' . 

Mais, en se reportant à la dernière des équations ( 2 3 ) , on voit qu'on 
peut écrire 

( 3 8 ) S f a = X ' - ^ = - 2 a K — ^ j ^ - , 

d'où, enfin 

/ a ^ rf a a ( i + ? 2 ) f , , r , . K~l 
( 3 q ) 3 = \ a u — ( C S - f - 1 ) • 

De la comparaison des formules (3g) et ( 3 o ) on déduit 

( 4 o ) 

d'où l'on conclut 

( 4 0 

et par suite 

( 4 2 ) 

^ a t p ' — ( C 2 — O Q 

\rl ( C 2 + O ^ ( K 2 + 0 ^ 

i L / i L 

Cette relation est caractéristique de la propriété que nous voulions 
démontrer, à savoir que le faisceau des courbes c = const. était con
stitué par des géodésiques de la surface. 

Autres applications de Vétude de Véquation (5g) . — 1. On sait 

qu'en thèse générale, lorsqu'on connaît une famille de géodésiques, la 
recherche de leurs trajectoires orthogonales est ramenée à une qua-
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drature( ' ) . Nous allons vérifier ce fait sur l'exemple actuel, ce qui 
en même temps déterminera les trajectoires orthogonales des hélices (E). 

L'équation différentielle de ces trajectoires est en effet 

( 4 3 ) $da-\-qd\ = o 

ou, en se reportant aux expressions de £ et de Q et simplifiant ( 2 ) , 

( 4 4 ) | a ? ' - ( C » + i ) g ; ] c f e +
 aa(^+l)(K»+i)(C»+ô S = ° , 

équation dans laquelle les variables sont séparées.' 
Si l'on se reporte aux formules ( 1 8 ) (p. 43) et qu'on désigne par S 

l'arc indéfini de l'hélice (E) compté à partir d'une origine quelconque, 
on voit que l'intégrale générale de l'équation ( 4 4 ) peut s'écrire 

( 4 5 ) a ? _ ( C 3 + 0 ^ + ( C * + i p ( K * 4 - i f ( S _ S o ) = 0 ) 

équation où S 0 désigne une constante d'intégration arbitraire. 
La forme de l'équation ( 4 5 ) permet de vérifier ce fait connu que 

deux trajectoires othogonales quelconques des géodésiques (E) inter
ceptent sur les géodésiques des arcs de même longueur. 

2 . La formule ( 4 4 ) permet aussi de rechercher dans quel cas les 

hélices géodésiques (E) ont pour trajectoires othogonales les courbes 

décrites par un point marqué sur l'hélice mobde ( E ) . 

Il faut et il suffit évidemment pour cela que le réseau des courbes a 
et ç soit othogonal, c'est-à-dire qu'on ait 

( 4 6 ) a ? ' - ( C 2 + i ) ^ = o , 

formule dont l'interprétation géométrique est évidente. 

(*) Cf. DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. I I , p . 4 ^ 4 -
( * ) O n laisse d e c ô t é l a s o l u t i o n £ ! - t - i = o d ' u n e n a t u r e s i n g u l i è r e e t q u i d o n n e d ' a i l l e u r s 

u n e c o u r b e i m a g i n a i r e . 
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(47) X Y ' - X ' Y = 

Or, soient a, $,y les cosinus directeurs de la tangente à la courbe (E) 

rapportée au système d'axes relatif aux coordonnées X, Y, Z; on aura 

X ' = 2 a a - ] y ^ v / R . 2 + 

I Y ' = ^ a - ^ f K ^ l , 

et l'équation ( 4 / ) devient, toutes réductions faites, 

(4a) S X — a Y = . a = • 

Or on a, eu égard aux équations ( 3 2 ) de la page 5 3 

(5o) Z — C X = ; ( C 2 + r ) 2 , 

( 1 ) Sous réserve d'un choix convenable du sens à adopter pour que cp' ait en grandeur et 

en signe la valeur fixée par la formule (46 ). Si, par exemple, on suppose a — >> o, la direc-

tion positive de Taxe OY invariablement liée à (E) et normale au cylindre circulaire doit 
être dirigé vers l'intérieur de celui-ci. 

( 5 ) Il est évident que la normale principale de cette courbe appartient à deux complexes 
linéaires, puisqu'elle rencontre u n e droite f i x e et reste parallèle à un plan f i x e . 

Il faut et il suffit (') que l'hélice directrice (£) soit décrite sur un 

cylindre circulaire droit dont la section droite ait pour rayon, 

aC 
K ( C 2 + i ) 

Ces surfaces sont des hélicoïdes. Nous verrons qu'à cette question 

se ramène un problème plus général que nous étudierons ci-après 

3 . Le calcul de l'expression X Y ' — X ' Y va nous permettre de mettre 

en évidence une propriété des hélices (E) : Leurs tangentes appartiennent 

à un complexe linéaire [2 ) . 

La formule ( 3 7 ) peut être écrite, eu égard à la première égalité ( 3 1 ) : 

2 a 2 1 + Ê ; 2 



d'où 

( S O 
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( X ' 2 - f - Y ' i + Z ' * ) * ( ^ + y« + i ' 8 ) « 

En introduisant les cosinus directeurs y et a dans le premier 
z ' I 

membre de l'équation ( 5 i ) et observant que -, = 
( a " + 7 " + : " ) ï v / K ' i + ' 

cette équation s'écrit 
N r C 2 + i 

( 3 2 ) y — L a : 
v / ( C 2 + 0 ( ^ + 0 

La comparaison des formules ( 4 9 ) et ( 5 2 ) conduit à la relation 

(53) P x - « Y = a ç a ~ ^ 

ce qui démontre notre proposition et donne en même temps l'équation 
du complexe. 

4 . Nous avons vu que, parmi toutes les hélices satisfaisant à la ques
tion, il y avait des hélices algébriques. Ce sont les cubiques gauches (E) 
correspondant au cas où |KC | = i. Si la directrice (£) est algébrique, 
la surface engendrée par (E) l'est égalementC). Dès lors à toute hélice 
algébrique donnée, nous pourrons faire correspondre une surface algé
brique engendrée par une hélice, d'ailleurs algébrique, indéformable 
et qui, pendant tout son mouvement, reste une géodésique de la 

( ' ) Rien ne p r o u v e que c e m o d e de généra t ion donne tou t e s les surfaces algébriques-
sat isfaisant à la q u e s t i o n . Mais on peu t a f f i r m e r q u e tou tes ces surfaces a d m e t t e n t p o u r 
géné ra t r i ce s des hél ices ( E ) a lgéb r iques , c a r les hé l i ces ca teno ides et les hél ices ( E ) non 
a l g é b r i q u e s n ' a p p a r t i e n n e n t j a m a i s qu 'à une seule surface a l g é b r i q u e qu i est un c y l i n d r e 
d o n t ces hél ices ne sont pas géodés iques , la d i r ec t i on des géné ra t r i ce s de ce cy l indre n e 
c o ï n c i d a n t pas avec l e u r d i r ec t i on d ' axe . C e d e r n i e r po in t est en défaut p o u r les hélices-
c i r c u l a i r e s , mais la surface en ques t ion est alors un cy l ind re dro i t . D ' a i l l eu r s , il est évident 
que ce q u e nous venons de d i r e laisse de côté les cy l indres e n g e n d r é s par la translation-
d ' une hél ice dont ils sont le cy l i nd re p r inc ipa l . T o u t cy l i nd re a l g é b r i q u e est bien une-
sur face a l g é b r i q u e r é p o n d a n t à la ques t ion ( q u e I h èlice t racée sur ce cy l ind re avec p o u r 
d i rec t ion d 'axe celle de ses généra t r i ces soi t ou non a l g é b r i q u e ) . 

z ' - c x ' ¿ ' ( O - f - o " 



BARRE. surface qu'elle engendre. Nous nous bornerons ici à donner les équa
tions de la surface engendrée lorsque l'hélice donnée [hélice qui sera 
prise pour l'hélice (£) définie ci-dessus] sera de même nature que la 
génératrice (E) . Si l'on se reporte aux équations générales ( 2 4 ) , on 
trouve, h désignant un paramètre analogue au paramètre « ( ' ) , pour 
définir la surface engendrée rapportée à des axes fixes, les équations 

(67) 

X 

y 

h ( t* 
2 V ~ ~3 

at 

-*H 
h K z - • 

1 4- r- y/KM7 

2 «K l £ a il 
6 

t2 

C 2 . 

0. — / 2 

1/K2 • 
)(S2-0, 

(K2 + i) + i(K2-
SECTION V. 

RECHERCHE DES SURFACES ENGENDREES PAR UNE HELICE INDEFORMABLE DONT CHACUN DES POINTS SUPPOSE FIXE SUR LA GENERATRICE ENGENDRE UNE TRAJECTOIRE ORTHOGONALE DE CELLE-CI. 
II faut et il suffit pour qu'une hélice indéformable se meuve de 

telle sorte que chacun de ses points supposé fixé sur elle engendre 
une trajectoire orthogonale de cette courbe, que le coefficient F 
[form. (III) , p. 3o] soit identiquement nul, c'est-à-dire qu'on ait 
identiquement 

(1) L cosy 4- Msiny 4- NK = o. 
Différentions cette équation par rapport à s, on obtient l'équation 

(2) y'(— L siny 4- M cosyj 4- —cosX -f- -5— siny 4- K(/> siny — q siny) = o. 
( ' ) Le pas angu la i r e de ( 6? do i t , en ver tu d e l à re la t ion 1 4 - K C = o, ê t r e égal à celui de 

la g é n é r a t r i c e . 



A P P L I C A T I O N S D E L A G E O M E T R I E C I N E M A T I Q U E . y i 

( 1 ) Il faut obse rve r que ces é t udes la issent é c h a p p e r le cas où p = q z= r — o signalé au-
début, de la q u a t r i è m e sec t ion . Mais a lors l 'hélice d é c r i t son cy l ind re pr inc ipa l e t , à moins-
de se r é d u i r e à une section d r o i t e , elle ne satisfai t pas à la ques t ion posée a c t u e l l e m e n t . 
Le cy l indre c i r cu la i r e est bien une solut ion du p r o b l è m e q u e nous t r a i t ons . Mais elle ne 
c o r r e s p o n d pas à p ^ q = r — o; elle p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e un cas pa r t i cu l i e r d e 
celles qu i c o r r e s p o n d e n t aux hél ices ( E ) . Nous avons vu , en effet (cf. p . 62) , que c e t t e 
surface avait é té t r ouvée en r e c h e r c h a n t ce qu i se passe q u a n d on suppose C = o. Il est 
vra i q u e nous ne nous é l ions pas a r r ê t é s a lors à r e c h e r c h e r si l 'hé l ice mobi le pouva i t r e s t e r 
o r t h o g o n a l e à la t r a j ec to i r e d 'un de ses p o i n t s . La réponse est v i s i b l emen t affirmative et i l 
est inu t i l e de nous a r r ê t e r plus l ong t emps à ce cas. 

O r ^ c o s / ^ - l - ^s iny^ a été calculée antérieurement [p. 32, form. (2 bis)]. 

Si l'on tient compte de cette relation, l'équation (2) ci-dessus se réduit 
à la suivante : 

(3 ) Lsiriy, — M c o s y = o. 

On a toutefois laissé de côté la solution / / = 0 qui conduit à des géné
ratrices rectilignes. Les surfaces réglées peuvent d'ailleurs être consi
dérées comme une solution de la question ; laissons-la de côté. Il reste 
l'équation (3). Donc, toutes les solutions de la question appartiennent 
au groupe des surfaces engendrées par une hélice indéformable qui soit 
constamment une géodésique de la surface engendrée. Ces solutions 
sont donc complètement connues : ce sont les hélicoides définies ci-
dessus engendrées par une hélice caténoïde ou une hélice (E) dont chaque 

position est une géodésique de la surface et dont chaque point décrit une 

trajectoire orthogonale de la courbe mobile (A ) . 

Les résultats que nous venons de rappeler ont été déduits de la con
sidération des équations de la surface rapportée à des axes fixes. Il n'est 
pas sans intérêt d'indiquer deux autres méthodes, indépendantes de 
ces calculs et qui permettent de retrouver les hélicoides en question. 

Recherche directe des solutions du problème. Première métfiode. — 

Etant établi par l'équation (3) que l'hélice mobile doit être constam
ment une géodésique de la surface, il résulte d'une propriété connue 
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des géodésiques (la constance de l'arc compris entre deux trajectoires 
orthogonales) qu'il suffit d'écrire que ['un des points de la génératrice 
décrit une trajectoire orthogonale de cette courbe. Or, dans toutes les 
études précédentes, les coefficients directeurs de la tangente à l'origine 
peuvent être pris égaux à 

E(E = ± I ) , O, R , 

les axes auxquels est rapportée l'hélice étant ceux pour lesquels Oz est 
perpendiculaire au plan de base et le signe de e étant -+- lorsque l'angle 
à l'origine est o et le signe — lorsque cet angle est égal à TÍ. 

Dès lors, la condition d'orthogonalité de l'élément à l'origine de la 
génératrice et du déplacement de cette origine supposée marquée sur 
la courbe est 

( 4 ) u + W K £ = o . 

Il suffit d'interpréter cette condition pour retrouver les résultats 
précédents. Nous nous bornerons à développer la méthode dans le cas 
des hélices catenoides : la même marche serait à adopter avec les 
hélices (E) en introduisant le second système d'axes. 

Dans le cas des hélices catenoides, e = i . 
Soit %s l'élément d'arc de la section droite du cylindre défini au 

n° 2 de la Section IV. Sep l'angle de contingence de cette section. On a 
ici, en respectant les signes, 

(5) ' £ = i , S'f = — p dt, $x=udt, 8 s = S z . 

Des équations (3) (p. 55) et des équations (4) et (5) ci-dessus, on 
déduit de suite 

(6) às + T T ^ S ? = o , 

qui n'est autre, avec des notations différentes, que l'équation ( 1 0 ) 
(p. 58). Dès lors il est inutile d'aller plus loin : le résultat à partir de.là 
s'obtient comme il a été dit. 
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( 1 0 ) « = U = 

K. , (C — K C c o s y o ) 
B. 

Deuxième méthode. — Dans cette méthode nous chercherons sans 
nouvel appel aux propriétés des géodésiques à achever la question en 
retrouvant l'équation ( 4 ) comme condition nécessaire et suffisante du 
problème. 

De l'équation ( i ) on a pu déduire l'équation ( 3 ) . Par suite, les con
clusions qui en découlent et en particulier le fait déjà signalé que les 
hélices solutions d e l à question restent des géodésiques de la surface 
qu'elles engendrentet aussi les équations ( 1 2 ) (p. 36) . En tenant compte 
delà seconde de celles-ci, l'équation ( 1 ) devient 

ou simplement, en observant qu'on a introduit les formules réduites 
démontrées ci-dessus pour q = o, 

< 8> w , R + K ^ / ^ J ) c f e + K < ( ( y - R c o , x ) = 0 ' 

équation qui donne w. 
Mais pour que cette solution soit acceptable, il faut qu'elle ne dé

pende que de t et non à la fois de s et de t comme il semble résulter 
de l'équation (8 ) . Or ceci se démontre comme il a déjà été fait dans 
des cas semblables (cf. Section II) . Je ne m'y arrêterai pas. Dès lors, 
pour avoir w, il suffit de donner à s une valeur arbitraire, zéro par 
exemple dans l'équation ( 8 ) . 

On a alors, en désignant par ya la valeur de ^ pour s = o (y0~o, 
ou iz suivant les cas, ainsi qu'il résulte des études précédentes), 

(9)
 t v K + K,(C ' -Lc^)=° ( c o . X « = » = ± 0 . 

Mais la formule ( 1 4 ) (p- 36), donne de même, en désignant par L f l 

la valeur de L pour s = o, 
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Des formules (9) et ( i o) on déduit 

( i l ) w K cosy0 4 - u = o . 

Or si l'on observe que c o s = e = ± 1 dans les conditions indi
quées ci-dessus, on voit que la formule ( 1 1 ) ne diffère pas de la for
mule (4) . 



APPLICATIONS DE LA GEOMETRIE CINEMATIQUE. 75 

NOTE I. 
AU SUJET DES HÉLICES CATENOIDES. 

Nous avons fait observer [note ("), p. 68] que les normales princi
pales des hélices (E) appartenaient à deux complexes linéaires. 

Le même fait se présente pour les hélices catenoides; mais, dans ce 
cas, les normales principales ne rencontrant qu'une droite fixe (la 
droite à l'infini du plan de base de l'hélice), il y a lieu de démontrer 
directement cette propriété. 

Désignons par 
X , Y, Z, L , M, N , 

les six coordonnées plückériennes de la normale principale à l'hélice 
au point (oc,y, z), et X, Y, Z celles de ces six coordonnées qui sont pro
portionnelles aux cosinus directeurs a, ¡3, y de la normale. Cette droite 
satisfait évidemment à la condition 

( 0 Z = o, 

les plans de référence étant ceux qui sont définis dans le Tableau des 
formules générales (deuxième Partie). Mais, en vertu de la dernière 
équation ( 7 ) (troisième Section, deuxième Partie), on a 

a X 
( 2 ) z = a K tangy = — « K - = — «K. —• 

En égalant les termes extrêmes des égalités (2), on trouve ainsi 

(3 ) i Y + a K X = o . 

Cette relation, eu égard à ( 1 ) , peut s'écrire 

(4) L = « K X . 
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La normale principale considérée appartient donc aux deux com
plexes définis par les équations ( 1 ) et ( 4 ) . La relation 

( 2 bis) z = a K t a n g y = — a K . C l . a n g y , 

(y , angle de la normale principale avec Qz) n'est autre, comme il 
fallait s'y attendre ('"), que la limite de ce que devient la relation de 
Chasles lorsque la droite unique que rencontrent toutes les droites 
appartenant à un ensemble singulier de deux complexes linéaires dispa
raît à l'infini. On peut montrer également que la tangente à cette courbe 
appartient au complexe linéaire 

( 3 ) L = a ( K X — Z ) . 

(l) Cf. K O N I G S , La Géométrie réglée et ses applications, n° 28. 

http://aK.Cl.angy
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NOTE II. 
SUR L'APPLICATION AUX HÉLICES (E) D'UNE INTÉGRATION DANS LE PLAN 

D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 

On a vu que lorsque ]KG| > i on avait été obligé de fractionner eu 
deux parties limitées au nombre oc le champ de la variation de ç entre 
o et H - ao (observation analogue entre o et — o o ; nous n'y reviendrons 
plus et nous nous bornerons dans ce qui suit, en ce qui concerne le 
champ réel, à l'intervalle 0,00). De là pour l'hélice (E) deux branches 
indépendantes, les origines d'intégration dans les deux intervalles o, eu 
et oc, 00 ayant été choisie arbitrairement et se trouvant d'ailleurs sépa
rées par la discontinuité. Pourtant on n'a pu manquer d'être frappé de 
la solidarité géométrique entre les deux branches trouvées [même 
droite (N) et par un même mouvement les deux surfaces engendrées 
jouissent d'une même propriété géométrique]. Cette particularité 
s'explique clairement par les considérations suivantes dont nous ne 
ferons que tracer les grandes lignes. 

Si l'on fait varier ç de o à oc —Aoc, sur l'axe Ox d'un champ complexe, 
puis qu'on lui fasse décrire ensuite le cercle de centre (a.) et de rayon 
Aoc, on arrive ainsi au point oc -+-Aoc. En reprenant ensuite le chemin 
réel entre oc-h Aoc et 00 la variable % aura franchi la discontinuité et l'on 
aura ainsi pour x, y, z des fonctions de ç représentées par les for
mules ( 1 8 ) (p. 43) (avec ç 0 = o) appliquées le long du chemin décrit 
ci-dessus. Entre o et oc— A oc, les fonctions définies ainsi ne sont autres 
que les coordonnées de la première hélice ( E) (celle définie dans le texte 
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entre — CL et a.) ; entre a H - Aa, et H- oc, on trouve pour y une fonction 
qui n'est autre, en conservant l'origine primilive O de la première 
branche, que la même coordonnée de la seconde branche. Cela tient à ce 
que l'intégrale qui représente y définit une fonctionuniforme de ç . Mais 
les valeurs de x et de z ainsi obtenues sont imaginaires : on définit de la 
sorte une courbe imaginaire, mais constituant avec la première branche 
un même être analytique. Or les coordonnées x ety d'un point de cette 
branche ne diffèrent chacune de la coordonnée correspondante de la 
seconde branche (réelle, celle-là) de l'hélice (E) que par une différence 
constante. Mais on peut vérifier que la présence de ces différences 
s'interprète, quel que soit K, de la façon suivante : la seconde branche 

4 

de (E) se déduit de la courbe imaginaire qui, au point de vue analy

tique, prolonge la première brandie de (K) [ainsi quil a été indiqué) 

par une translation d'amplitude imaginaire et ayant pour direction 

celle de la droite (JN) correspondante. 

Cette façon d'engendrer la seconde branche de (E) met évidemment 
en lumière la véritable raison des faits de solidarité géométrique 
signalés et vérifiés en leur lieu. 
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