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PREMIERE THESE

SUR UNE

CLASSE DE SOLUTIONS DES EQUATIONS INDEFINIES

DE L’EQUILIBRE D'ELASTICITE

INTRODUGTION

I. EXPOSE DE LA QUESTION

1. Les équations indéfinies d’équilibre d’an corps solide élastique, homogéne et isotrope, sou-
mis uniquement & des pressions superficielles, ont été mises par Lamé (*) sous la forme :
. > D D
(1) O+ w 3’ 3y ¥z 8+ 1 (u, 0, w)=0,
ol u, v, w sont les composantes du déplacement du point du corps qui, a Pétat indéformé, a pour
o i hi

7 —+ e + = et 6, défini par

coordonnées cartésiennes &, y, £, A, est le symhole opératoire
I'équation
du v dw

=% Ty T
est la dilatation cubique ; » et p sont les constantes d'élasticité du milieu.

Le probléme de Uéquilibre ¢lastique d’un corps revient, au point de vue analytique, a trouver
trois fouctious u, v, w de x, y, £, qui satisfassent & Uintérieur du corps aux équations (1) et, sur sa
surface S, aux équations suivantes :

h d h}
(2) (P, P, PY= (L m, n) 26 4p <l et m —a;—i—n D_z) (u, v, W)
P du m dv e dw J
R R R A T N I Y S B |

daus lesquelles /, m, n sont les cosinus directeurs de la normale 4 la surface S et P, P, P ont
des valeurs données.

(%) Lk, Legons sur la théorie mathématique de Uélasticité des corps solides, p. 68 et seq. (Edition de 1855),
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La connaissance de fonctions u, v, w de (x, y, £), satisfaisant dans tout Pespace aux équatinns
indéfinies (1) permettrait évidemment, pour certaines formes du corps et pour certaines lois de
distribution des pressions cxtérieures, de satisfaire aux équations a la limite (2). Nous nous pro-
posons de rechercher systématiquement toutes les solutions des équations indéfinies (1) dans les-
quelles les déplacements «, v, w sont de la forme :

u=X:Y, 7, v =X, Y, Z, w=X,Y,; Z,
X,, X; et X; désignant des fonctions de la seule variable x,
Y, Y.etY, — — — Y
Ly, Zyet Z, — — —_ z.

Nous supposerons qu'aucune des quantités p, A + 2 p, ou h -4 p n’est nulle ainsi que cela a
lieu pour les liquides (u == o) et pour U'éther (A + 2 u == o).
En posant, avec MM. Cosserat :

la question revient & trouver tous les systémes de neufl fonctions d’une variable (x, y, £) satisfaisant
identiquement & trois équations de la forme

3) XYoo+ X Y Zo = Xo Y, 204 E(ONO Y, Zy o+ XU YL Zy + X) Y, Z) = o
Nous metirons en évidence les fonctions de & et écrirons ces équations :
~ (1) A X+ B Xi+ G X, 4+ D, Xj =0,
OREO, X B Xa+ X D, X, =0, -
[ @) Ay XU 4 By X, €y X Dy X, = o,
ou I'on a posé :
A=0+8DY. Z, B =YZ +Y, Z, Ci=tY;Z, Di=¢tY,Z,
an { A, =Y, 7, B, =Y. Z (1 + 8+ Yo7l  Co==tY)Z, D,—=tY|Z,
A=Y, Z, By=Y,Z, (15 + Y Z, C—=:Y,Z, D,=ctY!Z.

1. METHODE EMPLOYEE — CLASSEMENT DES SOLUTIONS

2. Dans le traitement de ces équations nous tirerons parti d’une proposition bien simple
énoncée par M. Paul Adam (*) sous une forme un peu différente de la suivante.

Théoréme. — L’équation :
) 2 A B,=o0
dans laquelle les A dépendent d’une variable o et les B d’une variable § admet pour srures solu-
tions :
1° Les deux solutions évidentes qui consistent @ unnuler soit tous les A, sout lous les B.
2° (n — 1) autres solutions qui s’obtiennent comme il est indiqué ci-aprés. On exprime que les
fonctions A sont lices par p relations homogénes et lin awres indépendantes a coefficients arbitraires

[p=r1,2... (n — 1)]. Ces relations permettent d’exprimer p drs fonrfions A CONVENABLEMENT
CHOISIES, en fonction des n — p autres, par des relations de la forme :
K—=n—p
(5) A= Z a A, (J=n—p+1,...0)
. K—=1

(*) P. Avam, Sur les surfuces admettant pour lignes de courbare deww séries de cercles géodésiques orthogonaux
(Bulletin de la Sociélé mathématique de France), t. XXII, 1844, p. 110. Cette proposition cst utilisée aussi par M. Haz-
zipakis dans un article intitulé : Flachenerzeugung durch Bewegqung geoditischen Curven (Journal de Crelle), t. 93,
1883, p. 93.
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La solution correspondante sera complétée par les formules (%)

K=nan

(6) B,=— ¥ a.B, (J =1,2,....n—p).

RemarqQue. — Dans les formules (5) et (6) les coefficients @ se déduisent des coefficients arbi-
traires figurant dans les relations homogeénes et lindaires qui lient les A. Si ces relations sont réso-
lubles par rapport 4 un groupe donné de fonctions A J, ces coefficients peuvent étre considérés
comme arbitraires.

3. La proposition précédente s'étend au cas ol les A dépendraient d’'un systéme de variables
&% ... &, et les B d’un autre systéme de variables 8, 8...., B, indépendantes des a. Il suffit, pour
s’en assurer, d’appliquer la proposition 4 deax variables (2, 8), ( =1, 2..., p5 J =1, 2..., ¢) en
regardant les autres provisoirement comme des paramétres.
On déduit immédiatement de la un procédé systématique pour rechercher toutes les solutions
de I’équation :
6] ZAB, ... L, =0

dans laquelle les A dépendent d’une variable «, les B d’une variable 8... les L d’une variable A.
On trouvera encore des équations de la forme (5) en partant de la considération des A. Les
équations (6) seront alors remplacées par les suivantes (%) :
K=mn
) Y & BC, ... L=—B,C,L,.

K=nu—p4+1

Chacune des équations (8) est du type (7) mais contient une variable de moins. En les traitant
de méme, on aura une série de conditions entre les G, D..., KL. et ainsi de suite. On sera conduit
ainsi a des relations qui détermineront les L, puis de proche en proche les K..... B. L’ensemble des
conditions rencontrées dans la suite des opérations imposcra d’ailleurs en général des relations
entre les coefficients des équations (8) et de celles que Pon en déduit.

4. Cette méthode est applicable au probléme que nous avons en vue. Pour le traiter, nous
commencerons par laisser le cas ol la dérivée seconde de 'un des éléments de la diagonale princi-
pale du tableau

X, Y, Z
m || X. Y. Z
Xi Yi Z3

\

est nulle. Cela étant, la considération de I'équation (I. 1) conduit de suite a séparer les solutions
du probléme en trois classes générales énnmérées ci-dessous et correspondant aux trois séries de
solutions (X! = o étant exclus) de I'égnation (. 1).

(*) Les conditions (6) exprimeunt siniplement qu’aprés la substitution des expressions (5) des A; dans le premier
membre de Péquation (4) les coefficients de tous les A, sont nuls.

(®» Nous placerons ici une remarque qui nous sera utile. Si les A sont liés par une seule relation linéaire et hc mo-
géne, et, si pour une raison quelconque, il y a lieu d’écarter la condition B, C, L;, = o, le coefficient de A, dans la
relation linéaire entre les A ne peut étre nul, comme cela résulte des équations (8). On pourra donc, dans ce cas,
supposer la résolution de Iéquation entre les A effectuée par rapport a A;. Le systéme (5) se réduira i la seule équa-

tion Ay=a At v F o A+ o A+ - g, A
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1° X, X!, X] et X sont liées par les relations : X, = o, X, X; —= o, X, X; =a; X (a;, .,
constantes, a; == 0). — Le systéme (8) se réduit alors & la seule équation

A-.l -+ Blal —+ Cxaz -+ Dx“; == 0.

3

En écrivant, en outre, que les deux équations (I. 2) et (I. 3) sont vérilides,on sera conduit & un
systeme de trois équations de la forme ci-dessus, dont il faudra rechercher les solutions com-
munes,

2° X,, X', X! et X{ sont li'es par prux équations linéaires et homogénes. — On exprimera deux
de ces fouctions par rapport aux deux autres et la considération de Iéquation (I, 1) donnera alors
deux équations du type (4) entre des fonetions des variables i et 2. On rechercliera leurs solutions
communes en utilisant la méthode décrite ci-dessus qui pourra servir également & exprimer que
ces solutions satisfont aux équations (1. 2) et (I. 3).

3 X, X, X[ et X; sont lides par une seule relation linéwire et homoyéne. — Le systéme (8)
correspondant & I'équation (I. 1) comprend trois équations. Il faut encore écrire que les relations
(I. 2) et (I. 3) sont vérifides.

ke Les solutions correspondant & annulation des coeflicients de X, X7, X et X| rentrent dans
I'une des séries dont nous allons nous occuper car la condition A, == o entraine u = o.

Des a présent nous ferons observer que nous laisserons de cdté les solutions qui se déduisent,
par symétrie, d’une forme déja rencontrée.

Nous devons maintenant nous occuper des solutions pour lesquelles X', Y, 7 — o, écartées
jusqu’ici. Nous partagerons cette étude en trois subdivisions :

1° L'une des composantes des déplacements, par exemple w, est nulle, D'une faron plus géneé-
rale nous étudierons le cas ot w==f ().

a° Le produit X, Y,, Z; est nul. Nous supposerons, pour fixer les idées, X' == o. On peut évi-
demment laisser de coté dans ce cas les conditions qui conduiraient a écrire que Pune des fonctions
u, v, w est nulle; la solution correspondante rentrerait en effet dans la série précédente.

3° L’une des trois deérivées secondes, par exemple X', est nulle. On peut ici abandonner les cas
ou certaines conditions conduiraient a écrire que P'une des fonctions u, ¢, w, X, Y; ou Z; est nulle
car la solution correspondante rentrerait dans ['une des deux séries précédentes.

Le traitement adopté est le méme que celui qui a été exposé ci-dessus dans le cas ol on laissait
de c6té Phypothése X', Y7, Z; = o. Je n’y reviendrai pas.

Remargue. — Dans le cours de ce travail nous aurons & exprimer que les fonctions X, Y
ou Z (ou leurs dérivées) dont il sera question sont lices par des relations linéaires et homogénes.
Dans un but de concision nous dirons souvent que ces fonctions sont liées par des relations linéaires.
Saufl avis contraire, il faudra sous-entendre le mot homogéne, Cette remarque n’est d’ailleurs appli-
cable qu'a des relations entre les fonctions X, Y, Z (ou leurs dérivées) et non a celles qui portent
sur d’autres quantités, par exemple sur les parameétres rencontrés dans les caleuls (*).

III. APERGU HISTORIQUE

5. Les problémes simples tels que celui qui correspond & une compression normale et uniforme
ont conduit & des cas trés particuliers de nos solutions. Lamé avail fait proposer par 'Académie
des sciences depuis 1846 jusqu’a 1858 le probléme de Péquilibre élastique du parallélépipéde

(%) Pour permettre d’avoir plus facilement une vue d’ensemble des résultats, des tableaux synoptiques ont été
adjoints aux chapitres I, II, IV, V, VI, VII et IX,
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rectangle. Cel éminent mathématicien pouvait bien avoir en vue la recherche de solutions du type
(ue nous avons cnvisagé, car il en avait rencontré de ce genre en étudiant les lois qui régissent
I'équilibre de la chaleur dans un corps solide et homogéne terminé par une surface de forme
ellipsoidale (*) et en indiquant des solutions du probléme de ia déformation du parallélépipéde
rectangle dans ses legons sur la théorie de I’élasticité (). L’appel de Lamé n’a pas été entendu,
sous sa forme générale. Mais diverses solutions particuliéres ont été étudiées. Je ne sache pas
qu’aucun de ces travaux ait des points communs avec celui~ci. Ce qui pourrait s’en rapprocher
¢’est un mémoire de L. N. G. Filon ol sont utilisées des solutions de la forme en question mais
en coordonnées cylindriques [L. N. G. Fiwon. PAil. Trans. Roy. Soc. London, série A, vol. 198
(1902)]. C’est dans le méme sens qu’il faut citer H. Laus [London Math. Soc. Proceed., vol. XXXIV
(1902)], J. DovearL [Trans. Roy. Soc. Edinburgh, vol. XLI, part. I, n° 8 (1god)], et un autre
mémoire de M. Filon, inséré dans les Philosophical Transactions en 19o3 (3). Signalons encore un
mémoire de E. Mathieu, inséré en 1882 dans le Journal de I'Feole Polytechnique. (J. de I'Erole
Polytechnique, g° cahier, p. 173 et suivantes).

Quant & la partie mécanique de la question, nous n’en traiterons qu’une faible partie, a cause de
son ampleur; elle consisterait a envisager le cas du parallélipipéde rectangle, a former pour chacune
des six faces les trois équations (2), & y substituer toutes les solutions que nous avons envisagées
el 4 examiner si certaines d’entre elles conduisent & des lois simples de pression extérieure.

(*) Lani, Mémorre sur Péquelibre des températures dans un ellipsoide a trois axes inéganx (Journal de Math.,
17e série, t. IV, p. 120).

(®) Cf. Loc. cit., douziéme lecon formules (16). Dans les trois séries fiqurant dans ces formules, chaque groupe
de termes au méme coelficient (f, g ou ) coustitue un cas particulicr de nos solutions compris dans le type Il du
premier chapitre. (Le groupe correspondant & £, ¢, et &, n’est autre que la solution bien connue correspondant i des
pressions normales uniformes sur les faces).

(3) L. N. G. Fuwon (Phil. Trans., série A, vol. 210, 1903). Ce mémoire contient un intéres§ant résumé historique
rappelant les travaux faits par Clapeyron, B. de Saint-Venant, puis par MM. Boussinesq, Emile Mathieu, Chree,
Michel, Ribiére et Pochhammer sur la question posée par Lamé.

EQUATIONS IENEFINIES



CHAPITRE 1

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT AU CAS OU LES FONCTIONS
X, X, X! ET X; SONT PROPORTIONNELLES A QUATRE CONSTANTES

1. Les solutions correspondant au cas o les fonctions X', X,, X et X! sont proportionuelles
a quatre constantes sont définies par les équations suivantes :

(Cf. Introduction n° 4, page 8, paragraphe 1.)
1) X=X, X: =X + a,, X; = ;X! + a5 (@15 &2y 35 @2, @y conSt. @; 7= 0).
Le systéme (I) de I'introduction peut alors étre remplacé par les suivants :

A+ Bia, 4 Cray 4 Dia; =o,
(2) Aa, —+ B,xa, 4+ Coa; 4+ D, ®x; = O, (3)
\A;as -+ B;ax:zs -+ C;al -+ D; x;&; = O,

Bz(l2 + Dza3 == 0,
D;a, + B;a; = o.

Un premier moyen de satisfaire au systéme (3) est de prendre @, —= @, — o sans autre condition.
Nous devrons donc, dans chacune des études suivantes, rechercher d’abord les solutions des équa-
tions (2). A chacune d’elles correspondra une solution du probléme en faisant @,=—=a,= o. Pour
achever la question il restera 4 déterminer celles des solutions du systéme (2), particularisées s’il y
a lieu, qui satisfont au systéme (3) pour des valeurs convenables et non nulles a la fois des cons-
tantes a, et a,. Nous diviserons ce chapitre en deux parties suivant que le produit «, a; est nul
ou non,

PREMILRE PARTIE

LE PRODUIT «, «; N'EST PAS NUL

2. Dans ce cas il résulte immédiatement de la considération de la premiére des équations (2)
que I'on obtiendra toutes les solutions possibles en examinant les hypothéses suivantes :

1° Les quatre fonctions Y7, Y,, Y, Y, sont proportionnelles 4 quatre constantes;

2° Ces quatre fonctions sont liées par deux relations linéaires ;

3° Il n’existe qu’une seule relation linéaire entre ces quatre fonctions; nous n’aurons pas i
examiner ce dernier cas qui se raméne au précédent par permutation des variables y et z.

On sera ainsi conduit a subdiviser la premiére partie en deux sections,



PREMIERE SECTION .

Solutions du systéme (2) correspondant au cas ou les fonctions Y7, Y., Y, et V; s'expriment
en fonction linéaire homogéne de 'une d’elles

3. Si les fonctions Y7, Y,, Y] el Y, s’expriment en fonction linéaire homogéne de U'une d’elles,
on pourra, en désignant par 8,, 3, et 8, des constantes, poser :

%) Y=Y, Y=gY. (EFo) Y=Y, o)

Les équations du systéme (2) deviendront :

G) (e + £+ 1) 7y + 2’ + wBEZ; + ayB,EZ] = o,
(6) L% Yz (Zz "+‘ “lZ’z’) + °‘IY; lﬁz@z (1 + E) Zz + EZX + agﬁg’fzi] = 0,
7) By [Zy + a0 (F+4 1) Z5] + a0 (BawsBs Zs =+ EZ] + wfafZ)) = o.

Or, I’équation (6) est susceptible de deux solutions que nous examinerons successivement.

4. Premiére solution de 'équation (6). — Elle est donnée par les équations :

8 Z, + a2, = o, afs (1 4 §) Z:s + EZ; + 3Bk Z; = o,
sans condition nouvelle & imposer aux Y. Posons:
2 I 2 &fi 41
w; —= — :1 w; = -—a—v
) ‘ ‘
' M= 1&7 : N = “232-
. % 3655

Les équations (5) et (7) deviennent, eu égard a la seconde équation (8),
(10) Z' 4wyl = MZ,, Z] + wiZ; = NZ,
tandis que de la premiére des équations (8) on tire :
(11) Z,=—h,chewg 4+ k,shwez (h2y k2 const.).
Premier cas. — a;, B; + 1+ 0. B, 5= 0. Les équations (10) donnent :
M (h; ch w2+ k; sh w;2)
mf -+ m§
N, (}Lz sh w, g4 %, ch mxz)

w?-—i—mi

sZI = h; cos wyz—+ Kk, sin w; 2 4
(12) ‘

(Z, = h; cos w; £+ k; sin w2 +

formules dans lesquelles les 4 et les & sont des constantes arbitraires. Elles supposent w?+- w} == o
ce qui a bien lieu car §;, == 0. En introduisant maintenant dans la seconde des équations (8) les
expressions donunées pour Z,, Z, et Z, par les équations (11) et (12) on est conduit, aprés rempla-
cement de ;, w;, M et N par leurs valeurs, aux quatre conditions :

afya s (§+ 1) by = o, Foy — a5 By w3 by = o,

@ Br @2 B (54 1) ko= o, he + a3, 0 k6, =0,

dont les deux premiéres entrainent 2, = %, = o car le produit «, 8, «, 8, (§ + 1) rn’est pas nul. On
aurait donc Z, == o, solution qui rentre dans une classe étudiée spécialement (ch. 1V).

Deuxiéme cas. —a, B, + 1 =0. On est encore conduit & une impossibilité car on trouve la condi-
tion B, =0 incompatible avec les hypothéses antérieures, Les calculs sont semblables 4 ceux qui
précédent, :
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Troisiéme cas. Faisons maintenant 3, —o. Nous avons :

. ) M
‘ Zy =", chw, g4k shw g+ 5 (fez ch w, 2 4 A1 showy 2)
(13) C ({ZLy=hchw s+l shoz

I

x| A

Zi=h;chw s+ k;shw g+ = (hachw g+ k,shw £

La substitution de ces valeurs des Z dans la seconde équation (8) donne :

hi=—o Byl —hoa 3 (g +g)
ki=—oBwh = kb <E+§>

En rassemblant les divers résultats relatifs & ce cas on trouve, par un changement évident de
notations : '

u=(a,coswx+ asinwx)(b y+ B) 3 [nmx—ir €, (15—}— ;)] chwes | [03 w; + Y <%+ 2)] shwe

—{—m'—:(yzchmz—f—czshmz)s’

l‘l—“ v =uw(a Sin w & — a; COS w X) <bl—z‘ll—2+pxy+pz> (c:chw e+ v shw )

N

W= u(a sinwl—« COSmx)(bly—*—ﬁ()[cscllwz—{—ﬁSth—}—;(CZCIIUJZ+stllm2)J!

6:?(01_1/%—(3,) (a: cos w & — o, sin w &) (€2 ¢h w £ 4 72 sh w £).

(a: e, ... y. const.)

Nous venons de trouver une solution du systéme (2) et d’en déduire une solution du probléme
en prenant a, — a, = 0. Il nous reste & chercher s’il n’est pas possible d’obtenir d’autres solutions
du probléme étudié, dérivant des mémes intégrales du systéme (2) particularisées, s’il y a liea, de
telle sorte qu’on puisse adopter soit pour a,, soit pour g;, soit pour les deux une valeur non nulle.
Je ne m’arrélerai pas au cas ou a, a; est nul, qui conduit sans difficulté a une solution rentrant
dans les types qui font objet du chapitre VI. Supposouns donc a, @, == 0. Des premiéres équa-
tions des systémes (3) et (8) on tire :

' LY, +D4+eY,]+a£Z Y, =0

Le premier membre de cette équation est, comme Y,, un polynéme du second degré en y. Le -
terme en y* qui y figure est égal au produit de ce méme terme dans Y, multiplié par le facteur non
nul @, ©3 £,. Il ne peut donc disparaitre que s’il s'évanouit dans Y,; on est encore ramené & un
cas actuellement réservé (Y; = o).

5. Deuxiéme solution de l'équation (6). — Celte solution est définie par

(14) _ Y, = KY,
dont la comparaison avec les équations (4) donne :
= B
1) K=Y
( | P

Pour éviter toute difficulté nous commencerons par supposer Y. ou, ce qui revient au méme,
8, et K différents de zéro. Les équations (4) et (14) peuvent alors étre remplacées par les suivantes :

(1 b) ' Y‘;:: Bx Yn Y; pz = Bx Yz, Y; = B; ny
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en vertu desquelles le systéme (2) devient :

(@b )l a2 4 a2 f+ oy By § 4] = o,
(7 %T‘)Us “L(E+1)£"]+al(‘,laﬂa 7+ zsz;Z)
i (Z +a1/)+“1[“2m( +I)AZ+EA;+¢5[3352]

dont 'équation caractéristique est :

28+ a b+t _ ¢ £ S

(18) o B: © S Fa b G D)+ wBES —o
‘ZLES “1ES ax<5+1)sz+“15x+l

ou simplement :

(19) (G; S -+ “1@1 —+ [)3 = 0.

Les formules (1) dans lesquelles on fera @, — a, = o jointes aux formules (16) et (17) défi-
nissent un premier systéme de solutions. Deux cas sont & considérer relativement a la forme des Z
suivant que .8, -+ 1 est différent de zéro ou nul.

Dans la premiére hypothése on aura :

(20) A**((‘zl+(z~—{—t)cos\/ B‘+¥’+(dzz (/§~+d)%1n\/lﬁ+l (t=1,123).

-394

Dans ces formules les ¢!, d Icpresentent des coefficients, liés entre eux et & ceux des equatlons
(17) par des relations obtenues en identifiant a zéro les résultats du remplacement, dans les
premiers membres des équations (17), des Z par leurs expressions (20). On pourrait obtenir ainsi les
Z par des formules ne contenant plus que six coefficients ¢, d arbitraires. Mais ces formules sont
d’une longueur telle qu’il est inutile de les développer. -

Si, au contraire, a8, + 1 —=0, les Z se réduisent a des polyndmes du cinquiéme degré dont les
coefficients s’exprimeraient de méme en fonction de six constantes arbitraires. On obtient donc,
suivant que a,8, + 1 -est différent de zéro ou nul, deux solutions que je me borne a désigner par
les numéros d’ordre : (II) et (1ID).

Il reste & voir si on peut, en particularisant au besoin quelques-unes des fonctions X, Y, Z des
solutions (1I) ou (I1I), trouver des solutions nouvelles du probléme en ne prenant pas a la fois @, —=
a,==o. Or, une identification trés simple montre qu’il n’est pas possible de satisfaire au systeme (3)
si le produit e,a, est nul sans que l'on ait @, = @, — 0. Je supposerai donc de suile a,a, 7= o.
Les équations (3) se réduisent alors 4 un systéme d’équations linéaires a coefficients constants en
Z, et Z,, sans second membre, et dont 'équation caractéristique est :

(82 + By =o. :
Cette équation ne pouvant jamais avoir de racine commune avec 'équation (19) il n’est pas
possible de trouver de solution correspondant au cas ol @, et ¢, ne sont pas nuls ensemble.

RexarQue. — Nous avons laissé de cdté le cas ot on aurait Y, = o. Mais alors Y, est une cons-
tante et |seconde équation (4)] Y] est nulle. Il n’y a donc pas lieu de s’engager dans cette voie.

DEUXIEME SECTION

Recherche des solutions correspondant a deux liaisons linéaires et homogénes
entre les fonctions Y, Y,, Y et Y;

Nous subdiviserons celte section en deux titres :
Titre I. — Les fonctions Y, Y., Y, et Y, sont liées par deux relations linéaires et homogeénes
résolubles par rapport 4 Y, eta Y,.



— 1 —

Titre I1. — Les fonctions Y7, Y,, Y! et Y, sont relides par deux relations linéaires et homogeénes
non résolubles par rapport 3 Y, et 4 Y,.

TITRE 1
11 existe entre Y', Y., Y, et Y; deux relations qui penvent 8tre résolues par rapport 4 Y, et a Y,

6. Lorsque Y7, Y/, Y’ et Y, sont reliées par deux relations linéaires résolubles par rapport
a Y etaY,, on peut poser:
2 39

(21) Y; - BDYI -+ BzY’:v Yv; - YoYl + ‘sz’; (.301 pu Yos Y2 COHSL-)-
En portant ces valeurs dans la premiére équation (2), on obtient les deux équations :
(22) w Zy + «:SZEZz -+ “;EYzZ; = 0,
(23) (I + E) Z, + qIZ’I' -+ “zEBn Z, -+ “3EYOZ3' —= 0
qui, dans tous les cas, entrainent les suivantes :
(2,4) \ a,k (?zYu - BoTz) Zz = (ZIYzZ: —+ [Yz (I -+ E) — a,‘(o] Z“
| 558 (Bt — o) 2 = — mafaZ — B2 (1 -+ ) — aic]

et leur sont équivalentes lorsque le bindme 3,y, — Bay. n’est pas nul. Dés lors nous devrons établir
deux subdivisions.

PREMIERE SUBDIVISION : Le béndme Bavo — 3oya n'est pas nul
7. Tirons Z, et Z; en fonction des Z, et Z” au moyen des équations (24) et portons les valeurs
obtenues dans la seconde des équations (2). Nous trouvons ainsi ;
(25) Y, [0y 2" + g v (1 §) — mof Z, + 2, 2% + a,
a0 Y foana o e (5 8) — ot | 2] i (ate — ) Y12
— Y] [Ba 2] 4 | B (1 ) — mibo | Z] = 0.

(14 B — aye | 2]

Or, dans I’étude actuelle, il n’y a pas licu de supposer nuls tous les coefficients des crochets
contenant les fonctions Z. Toutes les solutions possibles de ’équation (3) que nous aurons & consi-
dérer s’obtiendront done en exprimant d’abord que les fonctions Y, Y,, Y; et Y] sont liées par
une, deux ou trois équations homogénes linéaires. La premiére hypothése conduit a écrire la propor-
tionnalité de leurs coeflicients, ce qui rameéne aune solution rentrant dans un type déja rencontré
(p- 12 et 13) 4 ]a permutation prés des variables y et £, Nous reviendrons en détail (p. 14 et seq.)
sur la deuxiéme hypotheése; quant 4 la derniére, elle peut étre caractérisée par les formules

(26) Y; =0V, Y, = p2 Y, (PZ 7_& 0) Y; =pY,,
dans lesquelles¢,, p, et o, désignent trois constantes. Je dis que ’on peut ici supposer sans restreindre
la généralité de la question ¢, == 0. En effet, si ¢, était nul, il en serait de méme de Y et par suite
de Y, en vertu de la premiére équation (21). Si donc on tire de la premiére équation (26) Y, en
fonction de Y7, et que I'on substitue la valeur trouvée dans la premiére équation (21) on obtient:
BoY:

"
Y,‘I

PR

Ce résultat, rapproché des équations (21), montre que Y3, Y, et Y, sont toutes trois égales au
produit de Y, par une constante. On est ainsi ramené & la premiére section.

8 Envisageons maintenant I’hypothése d’une double liaison homogéne et linéaire entre Y;, Y,,
Y; et Y;. Nous aurons & considérer deux cas suivant que ces relations peuvent ou non étre résolues
par rapport & Yo et & Yy,
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9. Premier cas. — S'il existe entre Y/, Y,, Y’ et Y; deux relations linéaires résolubles par
rapport 4 Y/ et Y;, on peut poser :
(27) Y =2%Y.+ lez, Y, =Y+ 1Y), (Ros 22y poy 12 const.).
L’'introduction de ces valeurs dans 1’équation (25) conduit aux deux suivantes :
(28)  CnZY w2+ D ve —ago] Z7 4 Zi [ya (1 + ) — wvo + Rotsf (favo — Bova)]
— ko [0BZ) + [ B (1 ©) — wifo |

Z]=o
et

(29) a (14 9 [ Z0 4 o (14 8) — wivot Zil + a? (Bavo — fora) 122
— afpe [ B 2]+ 4B (1 +8) — wfof Zi] = 0.
Si cette derniére n’est pas une identité, il existe entre Z, et Z” une relation de la forme :
Z, =1’ > const. En rapprochant ce résultat des équations (24) on voit que 'on serait, dans cette
hypothése, ramené a4 une solution d’un type appartenant a Ia section précédente, 4 une permu~
tation prés. Nous écrirons donc que Péquation (29) est une identité ; on obtient ainsi les deux

conditions :

. ._“x(f-‘l"l) _E’f—l‘ﬁ‘
(30) Ry === 5B B, = --————E 5,

Elles définissent ), et p, en fonction des autres coefficients.

Dérivons les équations (27) en tenant compte des équations (21) et (30); aprés avoir ordonné
par rapport aux indices de dérivation, nous obtenons :

(51) A ( —E{: I) Y" -+ [ﬂ%*_j -+ AoBs — I]Y;’ -+ )\DBOYI —= 0
et
(33) YIV—*“[EL{%_YO‘*"J’NJY”+P‘UBY—°

L’étude du cas ou v, est nul est trés simple et il nous suffira de signaler qu’il ne lui correspond
aucune solution nouvelle. Supposons donc y, 7= o. Les équations (28) et (32) ne pourront alors se
réduire 4 des identités, Les équations caractéristiques des équations (31) et (32) doivent avoir en
commun au moins un couple de racines symétriques; mais si elles n’ont pas quatre racines com-

i

munes, le rapport —Yl correspondant au couple commun devra étre constant ; il en résulte, eu égard
I

aux relations (21), que I'on retombe sur une solution rentrant dans les types qui font objet de la
section précédeut(' Nous devrons donc exprimer que les équations cara(,tt,rlsthues en quesiion
ont mémes racines et nous obtiendrons, de la sorte, les conditions :

[ I*o E D
) o = () Bt =+ 1) (a0 — for)
en supposant toutefois §, 5= o.

De la substitution dans la derniére des équations (2) des valeurs données pour Yj, Y,, Z; par
les équations (23) et (21), on tire :

(35)  §agve [Zs 4 w0 (1 B) 23] — o By poflo + 22 + wimtfoZ) | Y,
:{" ; 372 [:Z; ‘E’" &y (I + E) Z;’] — &3 23 I:BE‘IZ (] + E) -— YOE + F-oﬁzE —TOJ + GIEEE@Z Z; ‘ Y’;: 0.

b

Cette ¢équation exige que le rapport  soit constant ou que les coefficients de Y, et de Y”

Y,
soient nuls. La premiére hypothése conduit, comme nous venons de 'indiquer ci-dessus, & des
types étudiés dans la section précédente. Ce cas écarté, on trouve en annulant le coefficient de Y, :

(36> ¢3Z3 (To - “nu-opoE) -+ %:1%3Y0 (I + E) Z; + “IEZ; -+ ﬂxazgpoz; = 0,
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" Nous allons transformer la condition résultant de Pannulalion du coefficient de Y". Le bindme
8o 72 — B. 7o n’étant pas nul, il résulte de Véquation (34) que B, 1, n’est pas nul et on peut écrire
cette relation sous la forme ;

P alﬁo‘f: - -

6] . E+)=ayw E+41) — 1.t

En tenant compte des relations (36) ct (37) 'équation qui exprime que le coefficient de Y est
nul devient (*) :

> £ o B 2
38 w2 aZ |1 — 7, thoflo? ] ajatfo )
(38) ara; Ly - ag 3[1 ave G 1) — 1t +°‘XY0(E+1)——*{ZE

- 0.
De I'équation (34) on tire () :

% (E -+ I) BoY2
(39) b= X1 Yo (E -+ I) — Yz 4

et, par suite :

(1o) fat — ot =
e T R T e G 1) — 1

En tenant compte de la condition (40) les équations (24) deviennent :

([ll) %, 52 ﬁo‘(i Z,= X172 [“(“{o (E -+ 1) - YZEJ Z'x' -+ [Yz (E =+ 1) - ‘leo] [“1‘{0 (1 -+ E) — TzE] Z,

() wF L = — i G 1) 2w [ 35 1) — a1 D] £
Ces deux équations permettent de remplacer I'équation (36) par la svivante :
(43) %22 (o~ Bo b)) 2y =27 dva [y G+ 1)+ 1s £2]

4+ a A axTo(I+E)[YZ<EZ+3E+ l)—“x‘{o(l +E)]_‘{;’1’:3 {_
P — £ [‘{z (I —+ E) - “x‘{c] [“(‘,’o (I + E) 4“{251 !

Nous supposerons d'abord le bindme v, — a,u.,3.& différent de séro. Des relations (42) et (43)
on déduit d’autre part :

b @z [(®iYe (1 4 2) 4+ 28] 2V 4 [acys (0 4 ) (Yo — & o E) + acyoya (B2 4+ 3§+ 1)
— (1A E) A ] (Yo — ool [a (B 3E 1) —ayo (1 4+ E)] = 0.

Transformons 1’équation (38) en tenant compte d’abord des équations (41) et (42) puis portons
dans le résultat la valeur de Z; donnée par (43); nous remplagons la relation (38) par la suivante :

[“(To (E -+ I) -t Tigz] (“lYo (E -+ I) — '\’25 - “iP«o@oE] - ]
[atYo (E+ ])_"{25] [Yo_‘“xp‘o@oﬂ !

[Yo‘(z (Ez -+ 3E+ I) "" “IT; (I + E) “}_:‘2 52] [“I‘.’o (E+ 1)*" YZE* “?Hoﬁo E]
+Zi[ -
[2vo 6+ 1) — 72 8] [Yo — @itofof]

(45)  m oy

T2 (ZE+ 1)+ ‘IITQJ = 0.

D’aprés un raisonnement déja rencontré (3), pour avoir une solution nouvelle, il faudra que les
équations caractéristiques des équations (28) (44) et (45) aient en commun une racine au moins, en
plus d’un couple de racines symétriques, car s’il n’y avait qu’un tel couple de racines communes

" r gy

C . . 7, L , .

% se réduirait 4 une constante et il en serait de méme de Zz et 7 en vertu des équations (41) et
I 1 I

(42). On serait donc ramené, sauf permutation des variables y et £, 4 une solution rencontrée duns

la section précédente. L’équation (45) doit donc se réduire 4 une identité ou les équations caracté-

(*) Ces transformations supposent «; yo (E + 1) — 7,§ 5= 0. Cette inégalité a bien lieu, en effet, comme on le voit
de suile en se reportant & I’équation (37) dont le premier membre n’est pas nul dans les conditions de ce calcul.

(?) La résolution est toujours possible car le bindme a;¥0 (§ + 1) — v:§ a’est pas nul ainsi qu'il résulte de la
note précédente.

(3) Voir ci-dessus, p. 15.



ristiques des équations (28) et (44) doivent admetire la racine zéro. En écrivant que ’équation (43)

se réduit & une identité, on trouve les deux conditions :

(/4()) [‘11‘{0 (E -+ I) —+ “{;_EZ] [.(Xx Yur (E -+ l) - (‘{2 +a§[{-opo) E] — [‘lx‘fo <E+ I) — Yz EJ [Yo“ L3¢ P‘UBIJE]
47 a [(28 + 1) v2 — ayo] oo (4 1) — vt (Yo — arprofod)
= [wi7or2 (B + 38+ ) — iy (F -+ 1) + i8] [wivo & + 1) — (r2 + 2l poflo) £,

d’ott Pon tire la suivante (car &y, == 0) :

(48) ayo (§+1) — (32 + afpofo) E =0,
en vertu de laquelle Péquation (46) devient : _
(49) [a! To (E -+ )) — Ya E:I [To — [‘oBuEJ — 0,

incompatible avec les conditions anterleures QF
Ce premier cas exclus, il reste 4 envisager celui ol les équalions caractéristiques des équa-
tions (28) et (44) admettraicnt la racine zéro. De la considération de I'équation (44) on tire la

condition :
Y2 (Ez —+— d E + I)

(50) Yo = PG 3
de celle de I’équation (28), et en tenant compte des équations (33), (39) et (5o), résulte (y, n’étant
pas nul) : 7

(51) 12 == adpio ol

Mais, eu égard aux relations (39), (50) et (51), les équations caractéristiques des équations (28)
et (44) se réduisent & :
St=—=o0 ’ @ (25 +1)8St 4 2582 =0

qui admettent la seule racine commune double S2 —=o0; on a donc Z] = o et I'équation (42) de-
vient : Z; = ¢ I'examen.

10. Etudions maintenant le cas ou y, — a,pB.§ = 0. — L’équation (43) devient :
(G2) ey (G D) BP A A o (B4 30+ —ad EH D)+ E] L —o.

Comme dans I’hypothése ou v, — &, poB.E 7= 0, on voit que Pexistence d’une solution nouvelle
exige que 'équation (52) se réduise a une identité ou que I'équation caractéristique de 1’équation
(28) admette la racine zéro. La premiére condition conduit & deux équations linéaires homogénes
en vy, el y, dont le déterminant n’est pas nul et qui, par suite, sont incompatibles avec la condition
Y. -/~ 0 admise ici. La seconde condition donne :

(53) Y2 7= 8o,
eu égard aux ¢équations (33), (3g), (4o) et & la condition : y, = a,p.B.5. Mais alors I’équation
caractéristique de ’équation (28) se réduit & S¢ = o tandis que celle de ’équation (52) devient :
L@+ E+1)S +28E+1)S=0

qui n’admet avec la précédente qu’une seule racine commune, simple S —= o, d'ott on déduit
Z) = o et Z; = o d’apres 'équation (42).

11. Cas ou B, = o (?). — Dans l'établissement des formules (33) et (34) on a supposé 3, == o
Soit maintenant 8, == o. Les équations (31) et (32) toujours valables'deviennent :

E
D w (CED Y G DY =0 W ek ) Y=o,

3

dont les équations caractéristiques admettent en commun la racine double zéro. Mais pour obtenir

(*) On a en effet réservé (p. 16) le cas ot yo — &rptofof est nul et on a montré en note (p. 16) que a:Yo (5 4- 1) — 72§
ne pouvait &tre supposé nul.
(® Alors L2v0 7= 0 puisqu’on suppose Boyz — B2Yo # O-

EQUATIONS INDEFINIES 3
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une solution nouvelle il faut encore exprimer qu'elles ont un autre couple de racines communes.
d’oui la condition :

- 1 (P‘o@z_"u)+ YZE
- 5 )\0 — « (E + l) S 11 .
(35) o
[’¢équation (35) toujours applicable se dédouble et donne (¥) :
(36) #370[Z; + o (§+ 1) Z5] + ai b 4] = o,
B7) sy, [Zy e (E4 1) 2] —avay Zy [oBaf — Yo (1 + )]+ 22 E8. Z; = 0.

D’autre part les équations (24) deviennent :

228270 Z, = Xy Y2 Z'I’ + [Yz (1 —+ E) — “x‘{o] Z.,
byl =—a L —(1+§)Z,.

I

(38)

La seconde équation (58) fournit Z7 en fonction de Z! et Z”. En portant I'expression obtenue
dans I’équation (56) on trouve :

- r, 1 2 rpt i
(39) ASZm[ax (l +E) Al +a‘ (ZE+I)AA]‘
La substitution de cette valeur de Z, dans la seconde équation (58) conduit & I'équation :
(60) LY 20, L4+ =0
dont Péquation caractéristique est :
(61) (2, 8* 4 1) = 0.

La premiére des ¢quations (58) permet de méme d’exprimer Z; en fonction de Z; et Z;'. L’in~
troduction dans I’équation (57) de cette valeur et de celle déja trouvée pour Z; donne :

. - “? 2 Xy Z;
(62) o b E—mve () — 2] = 2 2B G
En éliminant Z, entre les équations (bg) et (62) on trouve :
(63) a2 A a2 v (0 8+ auyol] A [of (04 5 AT A o (25 H1) Zf]

L“xPoﬁzE — %Yo (I -+ E) — ‘{2] = 0.
Or P'équation (61) ne peut admettre la racine zéro; ’équation (63) doit donc se réduire a une
identité (1). On est aiusi conduit & deux conditions d’oti Uon tire :
([)A) Yo = o rsza
(63) Y

L’¢quation (28) devient :
RE+DI 42 E+12 00 +AE+1+0BD) L =0,
dont, en vertu des équations (65) et (64), I'équation caractéristique est, aprés division par
Bapo (§+ 1)550():
(66) (a.r? 4+ 1) (2,02 2 1) =o0.
Cette équation admet bien avec I'équation (61) un couple de racines simples communes
mais un seul. 1l n'y a donce (®) pas de solution nouvelle lorsque 8, = o.

"

(") Il 0’y a pas lieu de faire ._* = const., condition qui conduit & une solution de la section précédente.
I

(?) B2po ne peut en cifet &tre nul, sans quoi yo = o d’aprés la formule (64), ce qui ne peut avoir lieu, puisque
foya — fiaYo F 0.
(3) Pour la raison déja exposée page 18.



12. Deuxiéme cas. — Nous avons ¢tudié jusqu’ici le cas de la premiére subdivision du titre
de la deuxiéme section caractérisé par ’existence de deux relations linéaires en Y, Y,, Y, et Y;
résolubles en Y: et Y; (Cf. p. 14, n° 8). Il reste a envisager celui ol ces quatre fonctions sont lices
" par deux pareilles relations non résolubles en Y; et Yi. On pourra les ramener alors & la forme :.
(67) Y = K.Y,
(68) rY 4+ SY,=RY,  (r, S, K, R, const., K, = o).

Nous diviserons cette ¢tude en deux parties, sulvant que S, - = o ou que S, == o.

13. Si S, n’est pas nul, on peut remplacer I'équation (68) par la suivante :
(69) Y., =&Y, + 1 Y (%, u; const.).

1?

Portons dans I'équation (23) la valeur de Y, donnée par I’équation (69), nous trouvons :

(70) YZ{%YZ Z';’ + [Yl (I - E) - “XYOJ Z; + %Yz Z[:’ + ay [‘{2 (1 -+ E) - HIYO] Z:%
+ a; (E -+ I) KznguxTz Z;’ -+ [Tz (I -+ E) - aIYo] Zx%
-+ §? (132‘,'0 — fio ‘fz) Y;Zx — o€ (l; Y. + 5 \v:) g“xﬁz Z’: -+ Hiz (I -+ E) - “ISOJ Z, % =0.

Or Y/, Y, Y, et Y, étant liés par deux relations linéaires seulement, il faut yue les coefficients
de Y, et Y| dans I'équation (70) soient nuls. En écrivant ces conditions on obtient deux relations
dont l'une est :

(71) EZl(r@z‘{o

Mais, pour obtenir une solution nouvelle, il faut (*) que I’équation (71) se réduise a une identité ;
d’ou les deux conditions :

i@o ‘,'z) — K Ea;(ﬂz Z: -+ ]:xez (1 ~+ E) - “xYoW Zx} = 0.

(72) s fio = 0,
(73) E(Bavo — Fova) — 5 [B: (1 &) — wifi] = 0.
On ne peut faire p; = o, ce qui eutrainerait 3,y, — Boy. = 0. On a done :
. 3. =03
et, par suite :

BY; — So Yn Y; — Yo YI - Y2 Y';v

(74) ;TR ;= "
fiz*‘I\ZYZ’ Y;_7‘3Yz+i"i\;5

d’ol on tire, puisque K., n’est pas nul :
(75) Y;’ = K.Y, Y; =8,Y,, YS =Y, (Yo T Y2 K;).
et, par suite, on retrouve une solution déja étudiée (Chap. I, 1" partie, 17 section).
14. On fait S, =— 0. — Alors :
' Y =K.Y,, Y = K. Y., (K., K, const., K, == o).

Remplagons dans 'équation (25) Y. et Y’ par les valeurs ci-dessus ; on est conduit & annuler
dans le résultat les coefficients de Y; et de Y,. La considération du premier de ces coefficients
donne I'équation :

(76) afaZy + [ (1 + 5 —af] =0
qui doit encore se réduire 4 une identité, d’on les relations
a8, — 0, B2 (1 4 &) — afiy =0,
qui sont incompatibles avec les conditions antérieures (, 7= 0, Byo — — Boy= == O).

(1) Ct. p. 16 la raison de ce fait.
(*) On en conclut fo 7= 0 car Boyz — f2Y0 = 0.
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DEUXIEME SUBDIVISION 3vo — fova = 0

12 =

45. Le systéme fondamental (2) peut ici étre remplacé par les équations ™:

(77) a:Zy + ﬂzngzz + a5 ETZZ; = 0,
7® %2 27 4+ (2 (14 §) —ayo] Zo = o,
jointes aux suivantes :
(79) 2 Y [Z 4 w25 s 5+ 1) YiZa 4 w8V, + wnf V2 = o,
(80) %Y, [Z; ~+ o (14 3) Z’;] -+ a,st’;Zi -+ aIEY,Z; ~+ xa kY2, = o.

Ces deux derniéres ne sont autres que le développement des derniéres équations (2).

16. I° v,y, 7= 0. — On peut alors poser :

(81) BJ == )‘oYov ﬁz e )\0‘{2, (7\0 C()IlSt.)
d’oir :
(82) , Y = . Y;.

La formule (82) montre en passant que 'on peut sans restriction supposer i, 7= 0. [’équation
(79) devient alors : '

(83) 8 Ys (s + 1.20) + Y/ <tzz7\c 2, — "5 aaviz =,
Y2 /
Elle est susceptible de deux séries de solutions.
17. Premiére série de solutions de I'équation (83), — Y, et Y! sont liés & Y, par les
relations :
(84) Y;=1%Y,, Y =3Y, (3.4 %, const.).
comme, d’autre part,
Y. =12,Y;,
ona:
(85) Y! —=3,Y,, Y=Y, Y0 =30, Y..
Les équations (21) deviennent :
(86) Yi=1oY: + 1YY,
(87) Y, = (fYs + 12 Y7).
On peut écarter le cas ol 8, = o, car on aurait alors
Y'x':()’ Y;‘:)\OYOYU Y;:TUYH

et la solution obtenue appartiendrait aux types étudiés dans la premiére section.
De la premiére équation (85) et de I'équation (87) on déduit alors :

(88) B—X — XO\(OYX —+ AoYa Y';,

et

équation qui ne peut évidemment se réduire & une identité et donne : y» = const. En rapprochant
I

ce résultat des équations (86) et (87), on voit qu’on est encore ramené a un type étudié dans la pre-
miére section.

18. Deuxiéme série de solutions de 1'équation (83). — Y, Y et Y] sont liés par une
seule relation linéaire.

1° 87 cette relation peut étre résolue par rapport ¢'Y, on aura :

(89) Y, =AY, 4 Y] (b, b, const.).

(1) L’équation (77) ne differe pas de I'équation (22). L’équation (78) est une combinaison des équations (22) et
(23) qui, lorsque Zov2 — BaYo = o, forme avee Iéquation (22) un systéme équivalent & celui des équations (22) et (23).



Introduisons cette expression de Y, dans 1'équation (83) et égalons a zéro les coefficients de
Y! et de Y] dans le résultat de cette substitution ; nous obtenons ainsi les deux équations :

(g90) 2, (£, + a:IZ'z') h 4+ «tZ, —o,
(91) z, (Z; -+ aIZ’;) by + o (az)\Z,‘ — uIZI> — o0
T2

qui pourront étre résolues par rapport a Z, et 7', Ic déterminant relatif & ces deux inconnues étant
@k, k, différent de zéro (¥).
On aura donc :

(92) L, =poZ.,

(93) L, =pLs
Po et p, étant deux constantes déterminées en fonction des coefficients des équations (go) et (g1).
L’équation (79) donne alors : '

(94) Z;=p;Z.  (p;const. délerminde en fouction des coefficients de I'équation (79) de p, et de ).

On peut laisser de c6té le cas ou p,p, serait nul, qui conduirait a des solutions étudiées
aifleurs (Ch. IV et VI). Des équations (g92), (93) et (g4) on déduit :
z ="y, Ly = pola, Z) = pZ.
Po
On est encore ramené & la premiére section, & une permutation prés des variables y et =,
19. 2° La relation linéaire unique qui lie Y, Y' et Y| ne peut étre résolue par rapport ¢ Y,. —
Elle est alors nécessairement de la forme
pY, +¢qgY; =0 (p, g const.)
et pourra étre résolue soit par rapport a Y/, soit par rapport 4 Y. On aura, dans le cas de la réso-
lution par rapport a Y’ que 'on peut considérer seul par raison de symétrie :
Y! = A;Y; (h; const.).
I’équation (83) donne de suite :
w ! + Z, = o, a; (axhoZy — * Z,) + asbhgZ; = o,
Yz

d’oli 'on conclut, exactement comme dans le paragraphe précédent, a ’absence de solution nouvelle.
20. 1I° Le produit v, 7. est nul. — En rapprochant cette condition de la relation :
ﬁ0Y2 - pZYO =0,
on voit que 'on est amené a distinquer quatre cas :
1° 7, =1, == 0 qui conduit 3 Y, = o;
2° B, == vy, == o qui, eu éqgard & "équation (77), conduit 4 Z, = o;
3° B, == B, = 0 qui, en tenant compte de (21), donne Y, = o.
Ces cas peuvent évidemment 8tre écartés de suite ;

4° Bo = v, = o.
On a encore :

Y;:)‘OYj <Xor—,@5> ()
T2
L’analyse précédente (%) subsiste entiérement, sauf lorsque Y, Y, et Y, sont liés par deux

(*) En effet, nous savons que l'on a supposé jusqu’ici x;«; # 0. On a vu plus haut qu’on pouvait supposer, sans
restreindre la généralité de la question, 2o = o. Enfin, on ne peut supposer 2; = o & cause de ’équation (go) qui

entrainerait Z; — o, cas écarté ici.
(3) Dans cette étude on peut laisser de c6té le cas de 3; = o qui entraine Y; = o.

(3) Cf. nos 16 et seq.
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équations du type (84) et lorsque, en outre, 'équation (88) se réduit & une identité, ce qui peut

“ I )
arriver ici. Il suffit pour cela que 5 — M= Mais alors on a :
2

(()5> YS =Tz Yllr’ Y, = (. Y;‘ Y= YU =3, & Y:

et équation (80) devient :
Y ¥ EO+atY, L =0

I
e

ol I' (£) désigne une certaine fonction de la variable = seule. Cette équation exige que le rapport v
I

se réduise & une constante, auquel cas on retombe sur une solution appartenant a la premiére
. gy i o . , . o -
section, ou que Z’ soit nul; condition incompatible avec 'équation (78) lorsque y, = 0, y,==0
/
et 1 + E==o.

TITRE I1

Les fonctions Y7, Y., Y. et Y; sont reliées par deux équations linéaires homogénes qui ne peuvent étre résolues
par rapport & Y, et A Y,

21. Lorsque Y7, Y,, Y] et Y, sont lides par deux relations linéaires non résolubles par rapport

a Y] et & Y], ces deux relations pourront toujours étre remplacées par un systéme de la forme :
(96) Y/=8Y,
(97) PY, + QY. + RY; == o. (P, Q, R const.)

Or, si on observe que, duns la premiére des équations (2), le coefficient de Y. ne doit pas étre
supposé nul, on peut affirmer qu’il en sera de méme du coefficient (*) Q et que les équalions
(gb) et (97) pourront étre remplacées par les suivantes :

(98) Y =3, Y,
(99) Y, =8 Y. + £Y; (B0y B2 const.)

On portera les valeurs (g8) et (99) de Y7 et de Y, dans la premiere et dans la derniére des
équations (2). Aprés élimination immédiate de solutions déja rencontrées, on est amené a poser :

(100) Y, =% Y.+ 1 Y;. (2: 25 const.)
et a annuler les coefficients de Y, et de Y; dans le résultat de la substitution des valeurs (g8), (99)
et (100) de Y7, Y’ et Y] dans les équations précitées et dans celle qu'on obtient par dérivation en y

de la seconde équation (2). On trouve ainsi entre les Z six relations dont la discussion conduit
encore (3 une permutation prés) & des solutions de la premiére section.

DEUXIEME PARTILE

LE PRODUIT «,2;, EST NUL

22. Il est évident, par raison de symétrie, que deux cas seulement sont & considérer : a, par
exemple est nul et o, ne est pas, ou a, et a; sont nuls tous deux.
I° a, = 0. a; 7= 0. Le systéme (2) devient :
m Y72 4 [(1+ D)2+ 0 27 Y.+ o2 Y, 7 —= o,
(101) Y 7,4+ 2 Y, 2 =0,
mYs (2 + w0 G+ D4 +aa Y4 4 a2 Y 4 =0

(1) Voir note (2) de la page 7.



— 23 —
UNE PREMIERE SERIE DE SOLUTIONS DE LA SECONDE KEQUATION (101) est donnée par :
Y=Y;=o0 ou Y=, Y; =y (n:, m3, const.).
Les équations complémentaires (3) deviennent :
(102) WY 2 (1 + 8+ Yol =0,  ayn Z(14E)+a iV 2 =0,

et, comme @, == 0 (sinon v — 0), il résulte de la seconde équation (102) que Y/ doit étre constant
ou Z, nul. Mais si Z! = o, la premiére ¢quation (102) exige Y, == o.

Dans tous les cas on est ramené & Y, == o, c’est-a~dire a une solution réservée pour une étude
spéciale.

UNE DEUXIEME SERIE DE SOLUTIONS DE LA SECONDE EQUATION (101) est définie par :

(103) L=, Z,
(104) Y 4 ap Y=o (s const.).
On peut d’ailleurs, sans crainte d’omission, supposer ¢, a,a, == 0.
La premiére des équations (101) s’écrit alors :

(rorbi) —aap ViZ [0+ +a 2] Y +ap EY; 4y =0,
et se dédouble en :

(105) Li=wv 1,

(r06) e+ E+ DY+ abp Y+ a Y, =o.

De la comparaison des équations (104) et (106) on deduit :

(107) e Y+ (e v, 1) Y, =0
et la derniére des équations (101) donne, eu égard & 'équation (103) :

(108) @ Z[EYs (G4 D p V3] 4 2 [Y; + o Y] =o.

L’équation (108) admet deux séries de solutions.
23. Premiére série de solutions de I'équation (108). — On a:

(r09) 5o (1+DY;+ Y=o,
(110) Y; +a Y, = o,

desquelles on déduit :
Y, + a; Y'I' =0

dont la comparaison avec I'équation (107) donne v, = o, condition en vertu de laquelle I'équation
(106) devient :
(111) Y, -+ a; p; Yy =0,
Des équations (109) et (r1r) on tire : a;p; Y, == 0, relation incompatible avec les conditions
dans lesquelles nous nous sommes placé.

24. Deuxiéme série de solutions de I'équation (108). — Cetle série est caractérisée
par les équations :
(112) VARSE NV A (o5 const.),
(113) o5 e [§ Yo 4 (E+1) x50 Y] a5 (Y5 +a Y) =0

dont les solutions doivenl vérifier les équations (r03), (105), (106) et (107). Du rapprochement
des équations (103), (105) et (112) on déduit la condition : v, == g,o;. L’équation (113), eu égard
aux équations (106) et (107), devient alors :

(114) (@ ps o5 + 1) [ Y:+(°‘I p3; O+ 1) Yi] =
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Premier cas. — On satisfait & U'équation (114) en adoptant pour Y, une solution de 'équa-
tion :

(115) @, Y 4 (a,py9; + 1) Y, = 0.
Les équations complémentaires (3) deviennent (*) :

6 g 7. (14 &) 4 Y. Z)] a, + a;5 Y2 = o,
(:6) Y 20, - (Y52 (14 5) + Vil a; = o.

Or, des équations (100), (r11), (112) et (113) on déduit :
(117) 2=l =yp;0,Z;
71 Y]
(118) \3=““<935;“1+‘>“I’
qui permettent de remplacer la seconde des équations (116) par la suivante :
(11g) @, kY 2 as + (2p55,5 —1) Y; 7,0, = 0.

Celle-ci exige :

(120) Y, = Y;, 2, = @ Ly (@12, @5, const, @ @, = o).
(ra1) % Emw; s + (apy05f -—1) @y == o.
De la premiére des équations (116) et des équations (120) on tire :
(Izz) Y; [ar2 a2, (0482, + ;5 2] + a:w; Y, Ay — 0.
Montrons en premier lieu que I'on peut supposer @, == o sans diminuer la généralité. De o, —o
on tire en eflet Z) = Z7” — o et par suite (*) Y;Z] = o0 ou Y, = o (la solution Z; — o est a écarter

de suite); mais en vertu de équation (120) Y7 serait nul. Nous pouvons abandonner ce cas.
L’équation (122), @, n’étant pas nul, est équivalente aux deux suivantes :
(123) Y;-_—-O;YZ,
(124) B (@7, (1 +§) as + £ Zia;]| + =mya. 74, =0 (6; const. 85 -~ o car Y == o).

3

Des équations (120) et (123) d’une part, (111) et (r15) d’autre part, on tire :
Y, = @.6; Y,
- |4 5 3 =7 33
<120) { Yia, + (arp;0; + 1) Y; =o.
La comparaison de ces derni¢res équations donne :
(Izﬁ) a; ('31183-{—930'3) -+ 1 =o0.
L’équation (124) permet de tirer Z, en fonction de Z]. En portant le résultat dans la seconde
équation (120) on tire, eu égard 4 la seconde éqalité (117) :
(127) b [mam; (1 + 5) @ + a;8p;0,] + w550, = 0.
Mais I'équation (126) permet d’exprimer 1w, en fonction des autres constautes qui y figurent, le

coefficient de @, n’étant pas nul dans cette équation. La substitution du résultat dans les équations
(r21) et (127) donne :

(128)

Ce systeme, linéaire et homogéne en a, et o, de déterminant .0, (1 + §) - 0, ne saurait étre
vérifié avec les conditions admises (a,a, == 0).

sk (e py05 1) — a;8; (a.p;57;6 — 1) =0,
a; w; (1+ & 4 «py5;E) — a;. «:58;p;5; = o.

(*) Les conditions a, = 0, Y, 7= 0 exigent évidemment a, 5= 0. Les équations (116) permettent alors de voir que
on peut sans inconvénient supposer ¢; 7= 0, ce que nous ferons dans ce qui suit.
() Pour s'assurer de ce dernier point, il suffit de dériver I'éjuation (122) par rapport 4 £.



S

Deuxiéme cas. — On satisfait 3 I'équation (114) en prenant :
(129) %0303 -+ I == 0.
Les équations (105), (106) et (r07) deviennent (v, étant égal & p,0,) :

tx,Z': - 4, =o0,
a;sY; = a5 (a,Y;’ -+ EY,), Y;” = 0.

(130)

Il reste & vérifier les équations complémentaires (3) dont la seconde s’écrit :

(131) et Y A+ ayl; [aalY, — Y, G4 1)) = o,
ce qui exige (le coefficient de 7 ne devant pas étre supposé nul),
(132) L =% (v. const.).
L’équation (131) devient alors :
(33) Evoa: Y, 4 {YS — (-%] —o0

Les fouctions Y, et Y, définies par les deux derniéres équations (130) sont deux polyndmes du
méme degré (en général quadratiques, avec réduction possible). L’équation (133) montre d’abord
qu’on ne peut supposer v, = o car @, n’étant pas nul Y; devrait satisfaire a I'équation :

14t

o 35

i
Y, —

Y, = o

incompatible avec sa nature (le cas o Y, = o étant écarté). Il résulte ensuite de cette équation
que la fonction Y, est un polynéme de degré supéricur d’une unité au degré communa Y, et aY,.
Mais alors il est impossible de satisfaire 4 la premiére équation complémentaire dont le premier
membre est un polynéme en y dans lequel le terme de plus haut degré en y a un coefficient
a, v, Z; différent de zéro.

25. Remarque importante. — Certaines des équations précédentes supposent g, == 0. On
verrait directement que Phypothése o, = o entraine Z; == o, hypothé¢se dont nous pouvons écarter

I'étude (Cf. chap. VI).
26. II° On fait a, = a; == 0. Du systéme (3) on déduit de suite :
Y: = Z: —= 0

relations qui, & une permutation prés, caractérisent des solutions rentrant dans celles qui fout
Uobjet du chapitre 1V.

EQUATIONS IRDEFINIES 4



CHAPITRE 1I

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT A L’EXISTENCE
DE DEUX RELATIONS LINEAIRES ENTRE X)X, X; ET Xj

PRREMIERE DPARTIE

IL N'Y A ENTRE X7 ET X; AUCUNE RELATION LINEAIRE

1. Lorsque X, X, X! et X; sout reliées par deux équations linéaires et qu’il n’existe pas une
telle relation entre les deux fonctions X7 et X,, on peut résoudre les deux relations qui lient X, X,
X! et X; par rapport & X et X; el poser :

' (1) X;=L X +u XI, X =% X+ w X] (hzy Wy Ay, u; cODSE.).

Substituons ces valeurs de X et X dans la premiére des équations (I) de I'introduction et
annulons, comme il convient, les coefficients de X, et de X' dans le résultal de la substitution;
nous obtenons les équations :

(2) Bi-+Cih+ D% =0, Ar+4-Cipa+ Dy =o,
qui, jointes aux équations (1), remplaceront I'équation (I. 1) de Pintroduction. Nous chercherons les
solutions des équations (r) et (2) puis nous exprimerons (u’elles satisfont aux deux derniéres
équations (I). Développons les équations (2); nous trouvons :
Y 2+ Y. 2 A i Y Y, 2 =0,

(I -+ E) Y, Z, + {2 EY;Zz -+ P‘zE Y) Z;’ — 0.

Considérons la seconde des équations (2 bis); si on écarte le cas ol Y, — o, on est conduit a

écrireque Y,, Y. et Y, sont liées par une ou deux relations linéaires. Or la premiére hypothése exige
que Z;, Z, et Z soient liées par deux pareilles relations et la seconde que Z,, Z, et Z; soient liées
par une seule relation linéaire. Etant donnée la symétrie des équations (2 bis) par rapport aux
variables y et = on peut se borner & envisager Pune des deux hypothéses, par exemple la seconde
el poser :

(3) Y, =f Y, Y, =&Y,

(2 bis)

{82+ 5, const. non nulles).
La premiére équation (2 bes) devient alors :
() Y0 2o+ Yo [27 + %88 Lo+ 155 Ll = o
qui exige :

Y =Y. (const.),
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de telle sorte que 'équation (I. 1) est en définitive remplacée par le systéme :
. Y',':Bx Y., Y, =8 Y, Y;=53%Y
6 - LY A4 B 7o+ 2k 3a Lo+ M 8B Zs =0,
(48 Zi 4+ 12802 Z, + 1388 4] = o,

dont les solutions doivent, en outre, vérifier les deux derniéres équations 1.

2. Conditions nécessaires. — Pour former des conditions nécessaires 4 cette vérification,
nous écrirons que les équations obtenues par la dérivation relative &  des équations (1. 2) et (1. 3)
sont satisfaites par les solutions du systéme (5). La considération de I'équation (I. 2) donne ainsi :

(6) Ay ps XT 4+ X7 (Ashs + Ba s + Co +Da )+ Xo (Ba %o + D, 1) = o.

Pour résoudre cette équation il n’y a pas lieu d’exprimer deux des fonctions X7, X’ et X,, en
fonction linéaire de I'une d’elles car les équations (1) détermineraient alors une solution déja
rencontrée (Chap. 1).

Laissons de cété pour le moment le cas oi p,p, = o. 1l doit alors exister entre les fonctions

¥, X' et X, dont tous les coefficients ne sont pas nuls dans I’équation (6), une relation linéaire

unique. Le coefficient de X'7, étant précisément celui qui ne peut s’annuler, il s’ensuit que la rela-
tion linéaire en question peut étre résolue (*) par rapport & X et s’écrire :

%)) Xy=pXi+qgX (p q, const.).
En portant cette valeur de X dans I'équation (6) on est conduit aux équations :

(8) S(.‘Lz[) -+ )\2) Y. Z, + [Y’z’ Z, (I +E) +Y, ZZ] pa 4§ Y Z, -+ P}EY;I Z;: o,
| 02§ Ya Za b [0 Zy (14D 4 Yo Z a0 EY! 2 — o,

qui, jointes & ’équation (7), remplacent I’équation (6).
Dérivons ces équations par rapport 4 y et tenons compte des équations de Ja premiére ligne
du systéme (5), nous trouvons :

(9) %Bl [(Pzp_{_lz) Z2+(‘-22”]+U'2(I +E> Bi2s Ze + thZ 6B f 3,:
- B Tow 0 s+ 9 L b (1 4 ) Ba a7+ Dy BB, 2] =
De I'équation (I. 3) on déduit par dérivation en x :
(r0) XiAsus + XV 05 Ay + By g + G + Dyg) + Xo (D530 + By y) = o,
d’on, en vertu de I’équation (7):
(11) Y32y (pus -+ M) + H; (Y525 (1 + 8+ Y72, + wEY Z, + £ Y. 2] = o,
(12) ' Y5Zsps ¢+ 35 [G25 00+ 8) + YiZ ] + MEYiZ =,
relations qui, eu égard aux équations (3), s’écrivent simplement :
(13) BIZmp+8) 4w 0+ D]+ bl 2y + bt 2, +E 2 =0,
B[ gZs % (0 D 2]+ 583 4 + b2 = o.
Des deux derniéres équations (5) on tire d’ailleurs :
(1) VB8 2z Caps — ) = — u; (L + B Z) + % (1 - D L,
N B2 Qo — p) = W (B~ 8 Z)— N (1 + D)L,

équations qui, lorsque dupy —- . n’est pas nul, sont non sculement une conséquence des deux

() Voir note page
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derniéres équations (3) mais leur sont équivalentes. Enfin éliminons Z! entre les équations (()), nous
trouvons, en tenant compte de la seconde équation (14) (*) :

(15) Ba z[)\z (sz‘*‘)\z)”—}l-zq]‘*‘ilz@xzx"*"px Jx(Hsz—')\z)=0-
Posons :
(16) = dops — A

Supposons d’abord 3 == o el soit :
b (pap 4 %) — pdq,

(17) A= )
Eu égard a la premiére équation (14), U'équation (15) devient :
(18) il A+ A= Z s (D — By { Za] 4 Bi e (B — %) = 0,
qui exige que ;‘f soit constant ou que les coefficients de Z’ et de Z, dans son premier membre soient
nuls.

L’annulation des coefficients de Z, et de Z° dans U’équation (18) donne :

2 B
(19) A= o paBi [R5 (14 6) — Brps] + By (2B — ha) = 0,
ou, en laissant de c6té la supposition 3, = o0 (%) :
| A= el
]

(20)

( 5(*27‘5 == )\2;13 — 7\5!*2 (ou %, = 3&*2 ( 4 E))

Sous les conditions (20) les équations (g) se réduisent donc & une seule, la seconde par exemple
qui, eu égard aux équations (14) et a la seconde équation (20), donne :
1) w2l g 2 (o DB ] s g — 2 (1 D) 1]
-+ 2y [_{ BIF;—M(I‘*“ E) P qu+7\sz(1 -+ E) b — 2Bk | pa B — 2 (1 4 £) HZO
Cette équation ne peut se réduire a une identité car il faudrait pour cela que 3, fat nul, ce qui
d’aprés la seconde équation (20) entrainerait ), -= o, résultat incompatible (3) avec I’hypothése
8 == 0. Dérivons maintenant la premiére des équations (13) et tenons compte des équations (14) et

+
de la relation 852 = &p.k; déduite de la seconde équation (20); nous trouvons :
(29) a2 -+ 2 o (1 D) (b 8) gy (1 ) it — 2a (5 D) | oty
+ Lo (Bups %5 g5 ) [abs — 2 (1 B)] = o.

o«

Cette équation ne saurait se réduire & une identité car pu, == 0. Or les équations (21) et (22)

(*) w2 W'étant pas nul, cette combinaison pourra dans tous les cas remplacer In scconde éyuation (9). 8i ), = o
elle peut remplacer au choix 'une ou 'autre.
(®) Si §: = o, on obtien!, comme dans ¢ texte, an lieu des équations (21) et (22), les deux suivantes :
Wpap =0 [ Zi+ 05 0+ D 2] — paps 27 +pads 1 +5H 27 = o,
Loas 27 + 2 [ (ip +09) — 3% (L P+ B G+ D) —Zida 0+ D (sp + 1) = o,
qui, de méme que les équations (21) et (22), devraient avoir les mémes solutions. On est ainsi conduit aux deux condi-
tions :

3p = o, 3 (52 + 28 + 2) = o,
doat la derniére ne peut étre satisfaite pour des valeurs réelles de £, 3 étant suppost différent de zéro.
() Ici, & étant différent de zéro, on a nécessairement 1; 7 o en vertu de la secoude relation (20) et la premiére
équation (9) sera une conséquence de la seconde de ces équations et de leur combinaison (15).
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doivent avoir une solution commune; mais il y a plus : les solutions ou 7 = consl. étant écartées,

I

ces deux équations doivent étre équivalentes; d’oi les deux conditions :
Az Aoy (I + B B+ A [ — %o 1+ E)] + i3 g

(3) | bbb (1 — B+ paky (U ) (1 8 a5 (1 &) [als — % (1 - 8)] + patispp
’)\1__ pllip'2<tz+:+])—ﬁ7‘)‘5 (I t)—i_[\“}q(@lu-zﬂ)\z)

(Brpy =+ %3) [waBe — M (x + O] + pus (b — 2 (1 - £))
desquelles on tire :
(26) zp—w-xz@,<5—x>+~<zs—n>+‘”“rs

D’autre part, la premiére équation (20) jointe aux équations (17) et (19) définit une valeur de
hp — k.g. En comparant celle valeur a celle que donne ’équation (24) on obtient la condition :
A2 By (EZ _ I) = A fs (E ____ 1) 4 2f Zz,
#3 Pz
qui, eu égard a la seconde équation (20), donne )\, = o et par suite ), = 0. On se trouve
donc dans un cas ol 8 = o. Il y a pourtant intérét a le traiter directement. La seconde équa-
tion (9) conduit & la condition ¢ = o et on est amené & rechercher les solutions correspondant
Al =\=¢g=0.
Mais auparavant nous allons nous occuper des solutions, correspondant & I'hypothése

7. = consl., en supposant toujours pour le moment & z= o. Soit donc :
] : ,
(20) Z=X.Z, (K, const.).

Le systéme (14) devient :
(26) \ BZi8d = [— p; (B + K) + X (E+1)] Zyy

| 8,235 = [ (3 -+ K — 3a (4 1) 2,

d’otu :

(27) Z,=K,7Z, Z; = K, Z, (Kz, K; const.).

Si on porte dans 'une ou 'autre des équations (13) ces valeurs de Z, et de Z; on en déduit en
général :

(28) Z, = K,Z] (K, const.).

Le rapprochement des équations (27) et (28) montre qu’on est conduit & des conditions défi-
nissant des solutions qui rentrent dans celles qui font P'objet du chapitre précédent (sauf permu-
tation des variables x et £). Toutefois ce résultat supposant qu'on a pu résoudre I'une ou l'autre
des équations (13) par rapport & Z;, une étude spéciale est nécessaire dans le cas ou le coefficient
de Z; est nul dans chacune de ces deux équations, c’est-a-dire lorsque p et ¢ satisfont aux deux
relations :

(29) psp ks o+ by =0, it + By = o.
Les équations (13) deviennent alors
(30) wy (14 ) By 245 + l‘zfﬁzzz’ + i =o,
7‘3 (l + E) B3Z3 + )\2532Z; - O;
d’ou, en tenant compte des équations (26) et en écartant le cas (*) o Z; — o:
(31) KIP‘ZPLS 4= Brpraps — hapy (2 £+ x) -+ Bhu = 0,
Ky Pypa (14 8) — DapsB] A= Rgpale (14 B) — Rapshif — Mady (1 +-6) = 0.

(") La condition Z] = o entrainerait en effet Z7 — o d’aprés la seconde équation (26).
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De la premiére équation (31) on peut tirer K, en fonction des autres constantes (cnr Pzl 77 0)3
en portant cette valeur dans la seconde équation (31) on obtient, § n’étant pas nul, la condition :

(32) att (2 F - 1) — s G 1) = 0
et la valeur trouvée pour K, devient :

A
33 K,=-—"—8§.
) D

Les équations (26) se réduisent alors aux suivantes (*) :
w28 1

En portant dans 'équation (15) les valeurs de p et ¢ déduites des équations (29) et celle de
7, donnée par léquatlon (34), on trouve :

GO 837, = Zs, 87 =

ba (Bups — 25) = 0.
La solution },—=o conduit, en vertu de 'équation (32), 4 X, == o0 et, d’aprés la seconde équation

(29), & une solution étudiée ci-aprés (3, = ==0). On a done :

Ae
(35) b=

®3

el par suite :
(35 Lis) _ K, =o, =171 =o.

* Or, le coefficient 3,8, de Z, dans la seconde équation (g) n’étant pas nul, cette équation forme
avec I'équation (1) un systéme équivalent aux deux équations (g). Mails en tenant compte des
équations (29), (32), (34), (35) et (35 bis), on verrait que la seconde relation (q) est vérifiée d’elle-
méme. En définitive les équations (5), (g) et (13) forment un systéme équivalent au suivant :

Y =2y, Y =Y, Y, — Y.,
(36) " . Nk L
Bz"ZZ:)‘SLU - ﬁi"z‘::»—_)%? 25;{:[‘
Z’; == 0,

dans lequel Jes différentes constantes sont lides par Péquation (32). On peut supposer (?) A, =~ o et,
eu égard aux équations (15) et (29), ¢~ o. Cela posé, recherchons dans quelles conditions les solu-
Lions des équations (36) conduisent & des solutions du probléme proposé. Le systéme (8) a subi
une dérivation en y,; mais Y, et Y, sont des sommes d’exponentielles, et il en est de méme de Y, &
une constante additive prés. Si cette constante est nulle, le systéme (8) sera satisfait par les solu-
tions des équations (36) en méme temps que le systéme obtenu par dérivation. Si cette constante a
une valeur % diftérente de zéro, on obtient les deux conditions complémentaires :

(37) o) = ks = 0, pa = 0,
qui entrainent ¢ = o, conclusion que nous avons écartée. Il y a donc lieu de prendre seulement la
solution Y, composée uniguement de termes exponentiels. Les équations (9), (8), (11) et (12) sont
alors vérifiées par les solutions du systéme (36) sans autre condition. Il reste & exprimer que les
¢quations (I. 2) et (I. 3), qui ont subi une dérivation en &, sont bien vérifices. Or, si on tient
compte des équations (35) et (29), on voit que X, est défini par Iéquation

.\
(38) ‘<n+2’x'+< > —o,
3 *3
(*) L’établissement de la scconde de ces formules suppose 2% -1 -z 0. Mais si 25 + 1 = o, il en est de méme
de 35 et par suite de 3, ainsi que Je montrent ’équation (32) et la premiére équation (34). Ce dernier résultal est en
contradiction avec nos hypothéses (8. = 0); on ne peut donc supposer que 2% -+ 1 = o.

(® On verrait comme ci-dessus qu'on peut écarter I’hypothése 25 = o pour toute valeur de £.
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d’ot1 on tire :

(Bg) X.= (Ji;l —+ a;) cos \/f—’ &+ (&> + a.)sin e} x (ﬂ,, ar, 5, @4, CONSt.).
¥3 i3

En vertu des équations (1) X, et X, sont de la méme forme & une constante additive prés : si
celte constante est nulle dans X, et dans X, les équations (1. 2) et (I. 3) sont vérifiées sans autre
condition. Nous obtenons ainsi le type (*) :

X, — (\/f, 2~ a;) cos \/’i z + (&, z + a,) sin \/A; ax,
3 . Uy

nY, — §, ch \/h!/_*_l@'sh \/7;",/,
' 3 ]

V4 =2 4 1o
X, =wX, + % X, dr, (Iintégrale [ X, dx doit étre prise sans terme constant)

" x )
Yzz\/ﬁ blsh\/—31+s,ch\/—il,
7‘3( Hs'/ ; P’SJ)

_ A3 (Cxla"{"' 1) (8 = hapty — Xy ),

Xs =X, + % [ Xida,

X X
wilYs /R ch\/EJL iy + Bish \/H—, Y,

3

=]

I

c;2? i€

Les diverses constantes du type E[J sont liées par la relation by, (2 & + 1) — A m, (E+ 1) =0.
Désignons par X, et X6, les solutions particuliéres qui figurent dans le type précédent. Nous
allons chercher s’il n’existe pas de solution
X, = 2%; + as, X, = X5 + a5 (azy @5, const.),
pour lesquelles on n’ait pas a, = a; = 0. Les équalions complémentaires assurant la vérification
des équations (I. 2) et (I. 3) sont :
a282+a51)2:(), a;B;—f—azDszo.
Or la scconde de ces relations conduisant & ¢, =, = o, c’est-a-dire 4 Z, == o, il n’existe pas
de solution nouvelle correspondante.
3. Solutions correspondant au cas ot1 l'on a :
(ho) ' by =) = q = o.
Les derniéres équations (D), les équations (g) et (13) se réduisent alors au systéme :
( )+ BiZ; =0,
n ) (1+E)Z,+H;Eﬁzzz+!i;5f3;Z3’“0,
(* ) ﬁz{lz ([)Zz —+ Zg) —+ pxllz (I -+ E) Sz Zz -+ {l;Eﬁxﬁs Z; -+ BIEZI = 0,
B [Py (0D LA BimBs 4y + wiB 2] + 52 = o

Nous distinguerons deux cas suivant que 8, est nul ou non.

Premier cas : §;, = 0. — Le systéme (41) donne alors :

§ZI:(12—{—0, Pl + 7, =o, pls + 74 = )
(42) ) Bsus
! (1 + 5 (ng + ) + wB8 2 + wif 45 =0 (a, b, const.),

(1) Un légee changement de notation a perniis de supprimer 3, et 35 qui disparaissent dauns les produits et d’in-
troduire une constante {3 qui n’a nul rapport avec celle qui fut désignée ainsi dans le cours des calculs et dont toute
trace a disparu daus les résultats.
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Or, si p==0,Z, et Z sont des sommes d’exponentielles et la derniére équation (42) exige
a==b =0 ou Z, = 0, conclusion & éloigner. Faisons donc p = o; nous obtenons :

(43 Zi=az+0b, Lo=cztd, lym———g+frdyg

2 By 1
avee les conditions suivantes déduites de la derniére équation (f2) :

(¢, d, f, g, const.),

) % (1 + 28) a4 p,8,5¢c=o,
(I —+ s) b -+ Pzp25d+ P-;B;Ef:: 0.
D’autre part, Péquation (7) donue :

(43) Xi==adi + Bty + 3 (, B, Y, &, const.),
et des équations (1) on tire :

R X2:{12X’+'1~ h = (3 2 ir /

16 1 e (S azi4 202 4 v+ 1) L

(* ) X3={"§XX+P‘;I‘U——:P~; (3 1ﬂrz+25$+7+k) (ll, ke LOHSL.)
Les premitres équations (5) donnent :

(7) Yemegto,  Yomg (S 4oyrc) Yi=b Gyt

La seconde équation (8) disparait icl et la premiere donne

(48) Y.Z.u, (-+ O+ EY L+ oy EY;Z: = o,
qui, en tenant compte des équations (36), devient :

(ho) pafa (U 5) Zo 4 £y + 1y 58 2] = o,
ou, eu éqgard aux équations (43) :

(50) 2 [pafaC (1 &) + 2a8] + pafh (L D) d 4 DE 4+ Jus 55— o,

Celte identité équivant aux deux équations :

G1) 2af 4 G, (1+ %) ¢ = o,
B (U 6)d -+ 0F 4 w5 ff =o.

Des équations (44) et (51) on tire successivement :

, a1t =2¥5 o [meBtd 6+ D)
(52) fTT wafaf ’ == 5 8; % ’
(53) a(3§+1)=—a0 d:,Sb‘

P22

I n’y a pas lieu de s’arréter & la solution « = o qui conduit & Z; = 0. On ne pourra done

avoir de solution nouvelle que si, pour le milieu étudié : § = — % ou:3 X+ 4p=o. llrestea

former les équations complémentaires qui assurent la vérification des équations ([, 2) et (L. 3), de
P'introduction, remplacées par dérivation en 2. Nous devons pour cela substituer dans ces équa-
tions les polyndmes X,, X,, X; déterminés par les relations (45) et (46) et éerire que tous les termes
disparaissent identiquement. Ce fait sc présentera de lui-méme pour tous les termes, sauf pour les
termes constants, cu égard a la vérification des équations obtenues par dérivation des équatious
(1. 2) et (1. 3). La considération des termes constants conduit & deux conditions qui, en vertu de
la premiere ¢quation (8) et de I'équation (11) se réduisent & :

- 6 ap.A; + 1B 4+ 15Dk = o,
(Oh) % 6 au;A; + wDsh + 1Bk = o.

Or il résulte des équations (47) que le premier membre de la premiére de ces équations est
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un polyndme du second degré en y dont les termes en y* et en y sont tous eompris dans 6ay, A,.
En écrivant qu'ils sont nuls on obtient les deux conditions (car 8,u,Z, == o).
ap == 0, ag = 0,
d’olt : & == 0 (car p = o = o entraine Y, = Y, == o). Les équations (54) deviennent alors :
wB2li 4+ Daps b = o,
D;p.h+ Bypsk=o0

qui admettent la solution évidente A = K — o, & laquelle correspond, pour & = — 3’ la solution
suivante qui se déduit des expressions trouvées pour les X, Y, Z, sous les conditions (32) et (53),
(Nous avons modifié légérement les notations employées dans ’analyse précédente de maniére &

les rendre plus symétriques.)

(59)

‘ u=(ax* + 2ax + &) by + § (cz +v)
| 0=(as+ Q0 + 35+ 8oz 4D
L w = (ax + x) (by + B) (c2? + 2 yz + C).
Mais si on tient compte des équations (47) et qu’on laisse de cté le cas olt p = o, qui conduit

. " . 5 . " . . o a I
aY,=o et celui ot (") a = o, qui donne Z7 = o, les équations (55) deviennent <§ = 3>:

(Vit=—

[SSIR]

% 2 oy Zol — By L)k = o,

(56) sk —h=o.

Si dans la premiére de ces équations on remplace les Z par leurs valeurs données par les équa-
tions (43), on trouve en annulant le coefficient de = -
G 2h—Fk=o

qui, jointe, & la seconde équation (56), donne A =% = 0. La solution (A) est donc la seule pos-
sible.

Deuxiéme cas : — 8, =~ o. Posons :
(58) B, == w} P+ v = wi.
Les équations (41) donnent :
Z,=¢cosw, g4y, 8inw g - (¢, v; const),
2 2
P - Cy o Lo
sZz'—f-miL;: ! coswlz—{———smw,v,
~ ﬁz{lz B2 2
(39) ‘
74w L . Cr wy sin
(3] =575 COS ) £ — b w; £
3 N 2 ) (33 I @3 P} 1
P«zngzz"f— 5 Z;+<I ‘f’*E) (CI COS w; &~ 1; sin Wy Z):O,

d’oti on tire, si p == o (et 0’ 7= ©)) :

. Swy g by, 80 €; Wi COS t, £ L Yiw? st w; £
COS w; & 4 Y, Sl w, &  ———55——— - X

ot () B (0 — )

Tiw: COS w; g Cr W sin w; £

Z,—=—10C,C05 ws 2 5 SN w, £
3 3 wz £ -+ Y3 Wy F b ((1)2 — ) q} o (Lu: — w?)!
(€2, v2y G354 15 cODSL).
La derniére équation (5¢9) prend alors la forme :
& cos w, £ + b sin w, £ 4 (1 - 5) (¢, cos w; 2 | v, sin o, £) = o, (&, b, const.)

égalité qui exige (cos o) = ) :
a/=3/6:cx:'f1=05
{

(") 1l s'agit ici de la constante a employée dans les calculs précédents et non de celle qui figure dans (A),

EQUATIONS INDEFIXIES 5
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ce qui entralne Z;, = o. Nous pouvons donc écarter ce cas et, par suite, supposer p = o. Mais
alors on a: : :
. g2lCw , Y1 Wy )
Z,=c,c08 0, £+ ¥, 51N & £+~ sin w; £ — cosw; £ |7
(60) ) 2 Bz M2 ﬁzF-z
" 7 n . L £ I:YI SID w; £ € €OS wy z]
3 — C; COS wy £ s SIN t; & - ’
3 : i t ;
L ! 2 B B

et la derniére équation (59) est équivalente aux deux éqalités :

e(3e+2)

2

pafaf € B E wiy;

2 .
(61) 2
_+_
waBaf v — 35w 6+ 1) (_;_2__2):0,
d’ol :
S i+ 2) | pmf
03 e y
(62) 2 p3B; ke, w1,
']n —___cl <3E+2)_62P~zﬁz.

2 568w, w Bt

Des équations (5) on tire :
‘ Y. =!lchewy+ mshuwy,

(63) éY,:%’l(lshm,y—}—'mchmx‘y)ﬁ—y,

Y; =8 ({ chw,y + mshwy),

et la condition complémentaire nécessitée par la dérivation en y qu’a subie la premiére équation
(8) est : g = o. La seconde équation (8) est ici vérifiée d’elle-méme en méme temps que Péquation
dérivée. Il ne reste plus qu’a exprimer que les équations (l. 2) et (I. 3) de lintroduction, qui
ont été remplacées par dérivation en z, sont bien vérifiées. On trouve ainsi comme précédemment
(Cf. p. 32):
(64) baw, As 4+ . B.h + Dk =0,
6au; Ay + gy ByA 4w, DA = o.

Ces équations admettent le systéme de solutions évident : o — A — & — o auquel correspond
le type suivant déduit des formules (45), (46), (5g), (60) et (63) aprés un léger changement de
notations :

u=(ax* + 222 + &) (b chwy + 3sh wy) (¢, cos wg + v, sin w2)
v="(azx + ) (bshwy 4 pchwy)[c. cos weg + 7. sin wg + 2 (¢, sSin wg — y, €08 w2)],
w = (axz + a) (b ch vy + B sh wy)

r .
(I [,(<3 ,w—:- Z> - YZ:J 0SS g — 3(3 Ew-i— A> ¢ 4+ ¢ $ sin wg 4 £ (7, cos w2 + 7; sin mz)]
O =— > (az -+ o) (b ch wy + B sh wy) (¢; cos we + 7; sin wz).

3

Nous allons montrer qu'il 0’y a pas d’autre solution des équations (64) si on écarte () [ ==m
== o; elles deviennent en effet, eu égard aux équations (63) (g = o) :

(65) 6 auafaZy + hpae [0iZ, (1 +5) + Z7] + husBifue’Z; = o,
(66) 6 w85 Zs + Feusfs [w]Z; + 25 (1 4+ 5] + hmbEZ, = o.

Substituons dans ces équations & Z, et Z, leurs expressions données par les formules (60) et

() Pour laquelle 1 == » = » = 0.
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annulons les termes formés du produit de = par une fonction trigonométrique. Nous trouvons
ainsi en partant de 'équation (65) la condition :
Sinweg [bac; 4+ hw?c,t — kwlfc ]+ cos we [— Oay — hulyif + Awliy] = o,
équivalente aux deux suivantes :

(67) c, (G a —+ N m?E - Awff) —=o, 1t (G a -+ hmff —_ /Cluf'o = o,
qui se réduisent a la seule condition :
(68) 6o 4 (h — k) w = o,

aprés avoir écarté In solution ¢, =y, = o qui eutraine Z, = o.
La counsidération de I'équation (66) donne encore la condition (68).
Les équations (60) et (66), eu égard a la relation (68), deviennent :
(G ) (A P‘ZB2 (Z: ~+ UJTZ2> -+ ,CE‘“? (”-zﬁz Zz -+ P‘;@iZ;> == 0,
J 15 (b= 2] — orwsBs Zs) + ks (1 §) (25 + o)) = o,

dont les premiers membres ne contiennent que des termes du premier degré en sin v,z et cos w, <.
Développons ces équations en tenant compte des équations (62) ; nous trouvons :

(70) (ercos w g + Yo sinwg) (A — A (E+1)] =0,

(ersinwz-—y coswe)[h(2f+1)—k(E+1)]=o0p
qui exigent (la solution ¢, = y, == o ¢tant écartée) :

h=k%k(E-+1), h(2t+1)—k(E4+1)=nq,

d’oli, & n'étant pas nul :
h=Fk=o,

et, par suite (éq. 68) : a == 0. Ce qu’il fallait démontrer.

5.0n a: p,p, -~ 0etd —=o0.— On peut écarter le cas ol le produit M), serait nul;j car, des
conditions
3 = o, hah; = 0, taly = 0,
on tire b, = %, = 0 el en tenant compte de la seconde équation (8), ¢ — o,
C’est le cas qui vient d’étre étudié. Nous pourrons donc faire :
1) Y2 = gl hy = p Uy (p const. == )
Les équations (5), (9) et (13) dont Pétublissement suppose seulement (*) p,p, 7= 0 sont tou-
Jours applicables et donneunt par introduction des valeurs (71) de 3, et de 3,
L4 (=2 0+ 8] % =0,
(0 + 52+ wi L, + w88 2 =o,
) | B2 [([’ + P) Z, + Zﬂ“*_ [r2 ([ + E) BifeZy + B8 Z: + »; E31Bs Z;
(72) i (b) * Y A o n Y, i
! @79‘2 ({/ LZ + P A;)-F P (I + 5) P'll‘?lal Al + PEBI@;H; Z; = 0,
©) VB [(p+ o) Zs + (08 L]+ BBy Zs + Efapa g + £ Z! = o,
7o B4+ o (0 L]+ Biebips Ly +EpBop, Z) =o.

En ¢liminant Z” entre les équations (72, ) on obtient :
(73) opa Za[p (p+p) — gl + Pk L =o.

Pour que cette éguation se réduise a une identité, il faudrait que Poq ait :

| (@) {

i

(74 e(p+e)—qg=o, B: = o,

et, dans ce cas, on déduirait des équations (72, ¢) la combinaison &7’ — ¢ et, par suite, ' = 0:
I I

(*) Bneore cette restriction est-elle inutile en ce qui concerne les équations (5:
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Mais alors la premiére équation (72, @) exigerait : B, — p (1 + §) = o, conclusion incompatible
avee les conditions
Bo=o, (1 +B=o
L’équation (73) ne pouvant se réduire a une identité, on peut laisser de cdté le cas oi :
o (p + ¢) — ¢ = o, qui entrainerait §,§¢7Z, — o, résultat a écarter. Mais alors on en déduit :
lo=al7, (a const.),
et la seconde équation (72, @) donune (car 8.5 == 0):
L= b Ly,
b désignant une constante qu’on peut supposer différente de zéro, car hypothése contraire con-

duirait & des solutions qui rentrent dans celles faisant objet du chapitre 1V,
Enfin, de I'une ou 'autre des équations (72, ¢), on tire :

Zy=cZ,. (e. const.)
Cette derniére conclusion suppose que les coefficients de Z; dans les deux équations (72, ¢) ne
sont pas nuls & la fois ; nous verrons que cette hypothése est [égitime. Dés lors on a :
¢ 1
Iy =3 7 =3
0 b
Ces conditions sont, & une permutation prés, celles qui caractérisent les solutions étudiées
dans le chapitre précédent; il n’y a donc pas lieu de poursuivre la recherche.
Nous allons voir maintenant que I'on peut, comme nous I'avons fait, écarter 'hypothése ou

les coefficients de Z, dans les deux équations (72, ¢) scraient nuls a la fois. On aurait, en effet,
alors :

I

z, 7= 70,

ptetph=o g+ bp=o,

et le coefficient de Z, dans le premier membre de U'équation (73) serait nul, condition que nous
avons éloignée tout d’abord.

6. Cas ou p,u;, = 0. — Il nous reste & examiner ce cas pour terminer ce qui est relatif a la
premiére partie du présent chapitre. De la seconde équation (2 bés) il résulte immédiatement qu’il
est inutile d’envisager hypothése ol w, = g, == o. D’ailleurs, par raison de symétrie, il suffira
d’¢tudier la question lorsque :

2 == 0, B o= O
La seconde équation (2 &is) conduit de suite & poser :
(79) Y, =6 Y, (B; const. -~ o),
(76) (D Z + w3 4 = o,
et la premiére équation (2 bis) devient :
(77 V! 2 Y 7 A B ] 4 8 Y e = o,

Nous distinguerons deux cas suivant que }, est nul ou non.

Preyier cas @ A, = 0. — Alors X! = o et 'équation (77) devient :

(1% Y, Z: + Y. [Z] + X855 Zf] = o,
qui se dédouble en :

<79) YZ =5 Y.,

(80) Z' 4 8 2y + N85 2 = o.

En dérivant par rapport a  la seconde équation (I) de P'introduction, on obtient (car X! == o):

(81) X' (Co 4+ Dau)+ 3y D, X, = o,



ce qui exige :
1°Ou :
(82) va’: Tl Xn
(@, const. que Pon peut sans restriction supposer différente de zéro)
et, par suite, eu égard aux équations (1),
(83) X! = K, X,, X! =K, X,, (K, K, const.).

Les équations (82) et (83) ne sont autres que celles (qui caractérisent une solution rentrant
dans 'objet du chapitre I.

2° QOu :
C, + D, p;=o, s D:= o,
c¢'est-d-dire, si X, == o :
(84) C,—o D, —=o.

D’ailleurs si A; — o on est encore conduit aux équations (84) (*).

Si ou écarte le cas ou Z,Z; est nul le systéme (84) exige que Y, et Y, soient des constantes :
mais alors, de I'équation (79) on déduit 3, —= o et I'équation (1. 2) de I'introduction se réduit & :

(85) Ba=Y!Z (14 8+ Y. Zi =o.

D’autre part, dans le premier membre de I'équation (I. 3) (introduction) le terme contenant
D; peut seul dépendre de y puisque Y, et Y; sont des constantes. Il faut donc écrire qu’il en est
en réalité indépendant, ce qui exige soit Y, — const., soit Z’ = o. Mais dans ce dernier cas on
tire de I'équation (85) : Y, == 0. On est donc toujours ramené & la condition Y, = o, c’est-a-dire
a une solution rentrant dans celles qui font 'objet du chapitre VI.

Deuxiime cas @ ), == 0. — L’équation (77) posséde alors deux séries de solutions.

Premiére série de solutions. — Elle est caractérisée par les équations :

(86) Y —@ Y., Y. — 8 Y, (B: B const. 5, = 0),
87 . BeZi A ZLit Nt - NER L =0,

auxquelles il faut joindre les équations (75) et (76). On obtient, d’autre part, I’équation
(88) X7 O A 4 Cs + ps D) + Xu (Ba % -+ Ds 3) = o,

par le procédé méme qui a conduit & Péquation (81). Comme pour cette derniére, on voit que les
seules solutions de I'équation (88) & considérer correspondent aux équations :

(8y) MA 4G4y D=0, B,2% + Dy =o.

En dérivant la premiére de celles-ci par rapport i y et en tenant compte des équations (75)

et (86) on déduit :
(90) @212Z1+przr+.U-}E|%I@3Z;:05

d’ot on tire 8, == 0, car §,\,7, == o.

(*) Supposons en effet qu'on ait a la fois :

. C: 4 Dapy = o, 3 = o

En développant la premiére condition on trouve, eu égard aux relations (75) et (79) entre les Y :
Yo iz 4 By Gs] = o

La solution Y, = o entraine C; = o et par suite D, = o,

La solution Z; + 8;p5Z; = o donne Z] — — (313 Z5.

L’introduction de cette expression de Z; dans I'équation (76) donne Z; =0 (car p3B; # 0). Nous pouvons écarter
ici cette solution (Cf. chap. V).



Mais alors les équations (75) et (86) donnent, pour Y,, Y,, Y,, les valeurs

g Y, =m ch V,&gx y -+ v: sh y/ri; U

(91) Yo —=— [n sh \p, ¥y + vich Wx ¥+
% B B
Y, = B; [n. ch \’yfix ¥+ v shyb gy, (n; vy, ni, const.),
dont U'introduction dans la premiére équation (8g) donne : 1 = o et par suite :
Y; Y' ¢
Y= Y, = Y =2Y;
2 Px fl

Ces relations caraclérisant nne solution qui rentre dans celles étudiées dans le chapitre 1, 4
une permutation prés, il n’y a pas lieu d’aller plus loin.

Deuxiéme série de solutions de I'équation (77). — Cette série est caractérisée par les rela-
tions : _
(92) 7o =K, Z,
(9%) Lty =K1 (K., K; const.),
(oh) Y4 K, Y, 4+t K, Y=o,

auxquelles il faut joindre les équations (75) et (76). De cetle dermere et de I'équation (g3) on tire :

(95) — (k + '—’) 7.
B3
D’autre part les équations (8qg) sont encore applicables et donnent :
(gt o Ko Yy == Y1,
eu égard aux équations (75), (76) et (g4). En tenant compte de Pégalité (¢6), 'équation (g4)
devient :
(97 YI(+ 1)+ K, Y, = o. -
St K, =0, Y =oet, en vertu de Uéquation (y4) : Y, =o (car »EK, == 0); on peut done
écarter ce cis. Mais alors, des équations (75), (g6) et (g7) ou tire :

1+ 5, B I\z I\2

5, K,
s SO V= B ‘(‘+)\"

K,

qui caractérisent une solution appartenant au qroupe étudié dans le chapitre précédent.

DEUXIEME PARTIEK

L'UNE DES DEUX RELATIONS LINEAIRES QUI LIENT X, Xy X, ET X
EST UNE RELATION ENTRE X' ET X,

7. Lorsque X, X, X] et X; sont liées par d('u\ relations linéaires dont une lie les deux seules
poctions X, et X', on pourra poser :
(1) 7 Xi=K: X,

K, désignant une constante qu’on peut sans indonvénient supposer différente de zéro,
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La seconde équation linéaire liant X,, X[, X! et X; pourra toujours étre supposée réduite a Ia
forme :
(2) pXi+p. Xi4py Xy —o (p1y p2y ps const.).

Nous distinguerons deux cas suivant que p, esl différent de zéro ou nul.

8. Premier cas: p, == o. -— l’équation (2) peut étre supposée résolue par rapport a X; et
réduite a la forme :

) X, = p, X} + p; X}
En substituant dans I’équation (I. 1) de l'introduction, & X’ et X; les expressions données

pour ces fonctions par les formules (1) et (3) et en annulant les coefficients de X! et de X| dans
le premier membre de la relation obtenue, on trouve :

® (A K.+ B pa+ € =0,

) (A K+ B)py+ D, =o,
équations qui montrent tout d’abord (*) qu’on doit supposer p, p, 7= o. Cela posé, ’élimination
du bindme A, K; + B, entre les équations (4) et (5) conduit, eu égard aux expressions des A, B,
C; D,, a équation :

(6) : P2 Y5 25 = p; Y, Z,.

Le produit p, p, n’étant pas nul cette relation se dédouble en :

©) 7, = v, Z.
® pryv; Y3=p; Y} {v; const. 7= o).

Dérivons maintenant par rapport 4 2 I'équation (L. 2) de l'introduction ; on obtient en tenant
compte des relations (1) et (3):

(9) As XY+ B, X} + C, K, (ps Xi + p; X§) + D, X} = o.

Cette équation exige I'existence d’au moins une relation linéaire entre X', X et X (%).

D’ailleurs le cas ot le coefficient de X7 dans 'équation (g) est nul étant écarté, cette relation
pourra toujours étre résolue par rapport 4 X et on aura :

(10) X7T=%5LX 4w X! (32, p2 const.).

>

Introduisons dans I’équation (g) cette expression de X" et annulons les coefficients de X et
de X; dans le premier membre de ’équation obtenue ; nous trouvons les relations :

11 )n; 2+ 2 121+E+ 2 IE 1 = 0,
Zo+ 2] Y. -+ Y Z P K EY! Z
12 U 2J2+E 3 -+ ps 1 £ iy = O,
0 Y Z Y;Z + ps K EY'Z
dont la derniére devient, eu égard aux équations (7) et (8):
(13) [PzYz + 1;7 Y;’] Z.+p; K EY Z, = o.

() Car si p,p; = o il résulte des équations (4) et (5) que C;D; = o, ce qui exige soit Y, = o0 ou Z] — o, soit
v = 0 ou w = 0, conclusions qu’on peut écarter de suite.

(3) Pour que le raisonnement suivant soit correct, il faut et il suffit que cette relation soit unique. (Vest bien ce
qui a lieu, car §’il existait entre X7, X; et X; deux relations linéaires distinctes, on pourrait en tirer une relation de
méme nature entre X; et Xj qui, rapprochée des conditions (1) et (3), définirait une solution étudiée dans le chapitre
précédent. .
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Examinons en premieér lieu si les coefficients de Z, et de Z, dans I'équation (13) peuvent étre
nuls 4 la fois. Tout d’abord, p; K; § n’étant pas nul on devrait avoir:

ahy Y=o, b ps Ya b pEYi=0,
et par suite (*):
(15) | Y, = — lff% Y,

et en vertu de 'équation (8):
SRR s SR
<16> ‘ )S_—[szs Y’

Le rapprochement de la premiére équation (14) et des équations (15) et (16) montre qu’on se
trouve alors dans un cas trés particulier des solutions étudiées dans le chapitre précédent.
Ce cas ¢carté, on pourra tirer de 'équation (13):

() Z. =K, 7, (K, const. == o),
et, cu égard & I'équation (7):
©(18) =5,
¥
K,
(19) Z = ~ Z.

En traitant maintenant I'équation (1. 3) de Vintroduction comme il vient d'étre fait pour
I'équation (I. 2) on est conduit a poser:
(20) X7 = X4 X,
puis & écrire les deux conditions :
(1) Ay + pa K Gy 4 Dy = o,
21 1
Aps+p K G+ By =o,
Développons la premiére de ces relations en tenant compte de 'équation (17), nous obtenons:
(22) N4+ (p K EK Y, - EY)Z =o.
Si A, == o, cette relation entraine forcément: Z) = Z,. w, (@, const.), d’ou, en vertu des
équations (18) et (19):
A
(23) . : wy Ly = —-

v,

3

Cette relation montre d’abord qu’on peut écarter le cas ou @, = o qui conduit & Z; = o. Cela
posé elle donne :

(24) Z, = ;

L’ensemble des relations (17), (19) et (24) caractérisant une solution appartenant & une permu-
tation pres a la famille de celles qui sont étudiées dans le chapitre 1, il n’y a pas lieu d’aller plus

loin. Supposons donc X; == 0. On peut abandounner la solution Z) — o de I’équation (22), qui
entrainerait Z; = o en vertu de P'équation (18). Nous devons donc associer les deux relations :
(25) A =0, P KK Y+ Y, =o.

(*) Cette conclusion suppose g2 % 0, Si 2 = 0, Y; = o en vertu de la seconde équation (14) et la solution cor-
respondante rentrerait dans celles qui sont étudiées aux chapitres VI et VII,
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Des équations (r1) et (17) on déduit alors :
(26) (a2 Za o+ L)Y, + Y'Z, = o,

de laquelle on peut tirer, Y7 ne devant pas étre supposé nul :

(27) Y, = Y, (= const. 7= o).
Mais la seconde équation (25) et I'équation (8) donnent :

- ’ YZ ’ 1)3
(28) Y, = _‘/m(l K, Y= [)_zv_, 2

"

et I'on est encore ramené a une solution étudic¢e dans le chapitre I (4 une permutation pres).

9. Deuxiéme cas : La constante p, qui figure dans Péquation (2) est nulle. On peut alors
résoudre I'équation (2) par rapport & 'une au moins des deux fonctions X et X/, 1l est indifférent,
par raison de symétrie, de supposer la résolution possible par rapport & U'une quelconque de ces
fonctions, par exemple X!, de telle sorte que Uon aura :

(29) XY =KX,
(30) X! = K. X!
(K., K, conslantes dont on peut supposer la premiére différente de zéro).

L’équation (I, 1) de 'introduction devient alors :

(MK, + B X, + (C.K, £ D) X, = o
et conduit aux deux conditions :
(31) AK, + B, =o,
(32) C:Ks + D, — o.

Les cas o I'une des fonctions Y; ou Z; est nulle étant écartés, Péquation (32) donne K, == o,
et se dédouble en :

(33) Y=Y,
(3/}) pe KoZ, + Z).' — 0.

D’autre part I’équation (I, 2) aprés dérivation par rapport a x et en tenant compte des équa-
tions (29) et (30) donne : :

(35) A X' + X (B.K, + D.) + C,K, X, = o,
d’ott 'on déduit comme dans le cas précédent :
(36) X'=pX+q¢X (ps» q2 const.).

En portant cette expression de X" dans P'équation (33) et en annulant les coefficients de X, et
de X, dans le résultat de la substitution, on trouve :

(p2l: + KDY, - K2, Y = o
€ P

7 YzZz -+ Y; ZIKI =0,
en égard aux équations (33) et (34).

La derniére des équations (37) pouvant s’écrire :
7 s Y’
{2 Z,+ £t K, Z, &TI = o,
2
exige (car K, Z, -~ 0):
(38) Y

EQUATIONS IXDEFINIES 6

= Y, (w3, const.).
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a) Supposons d’abord @, 5 0. Comme I'équation (31) peut étre mise sous la forme :
YYI ZU
vtz +tKa+H=o

on en conclut :

Y‘”
(3) ¥, = o
7
([}0) Zi — Y,
relations dans lesquelles p, et v; désignent des constantes liées par :
(41) v =—K @+
De I'équation (38) on déduit alors :
(42) Y = Y.
Sip, =0, Y, = o et il est inutile de poursuivre 'étude. Si p, 5= 0, on a :
” YYI Y”
y, - X, Y = Y! = —.
s the (2

On trouve encore une solution rentrant dans une famille déja étudiée (a une permutation prés)
dans le chapitre précédent.
b) Soit w, == 0. On a dans ce cas :

(43) Y —o,
Y”
¥ Y, = -
(W) =
Mais dans la premiére des équations (37) le coefficient de Y, n’étant pas nul, on doit avoir :
(45) Y = mw, Y.
Le cas ol w, = o peut &tre écarté de suite ; si @, 5= o P'équation (45) donne :
¥
(16) v,=1

L’ensemble des relations (43), (44) et (46) définit une solution rentrant, 3 une permutation
prés, dans un type étudié antérieurement (chap. 1).



CHAPITRE I

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT
A UNE SEULE RELATION LINEAIRE ENTRE LES FONCTIONS X' X X! ET X!

Le coefficient A, de X, dans I'équation fondamentale (I. 1) de Pintroduction n’étant pas nul,
une relation anigue entre X', X, X! et X; doit étre résoluble en X’ (*). Cela étant, nous poserons :

(1) X=uX+%X+x5X (A: Xz 25 const.),
et 'équation (1. 1) deviendra :

(2) (Ard 4+ B) Xe 4 (Al 4+ C) X, 4 (A dy + D) X, = o,
d’our les conditions :

(3) Ak + B, —o,

") Aid + €, =o,

) Ay + D —o.

Développons les équations (4) et (5) et divisons les équations obtenues respectivement par les
produits (non nuls) Y, Z, et Y; Z,. Nous trouvons :

. o, Lo EY)
(()) <I+;>)\2Z—2+ Y, = o,
Y, Z!
(7 G+Dhy +i;=o
Ces relations entrainent visiblement les suivantes :
® Y,=pY,
(9) Z; =Y ZH

§, et v, désignant des constantes qu’on peut supposer différentes de zéro (car le cas ou Y, Z! = o
peut étre écarté). Les équations (6), (7), (8) et (9) donnent alors :

(10) 2, = — (#) % Zy,

B2 g

1 E
(II> Yi = — <—v¥> )\3 Yn

39

d’ott on conclut tout d’abord X, »; == 0, car Y, Z, —+=o.

O] Note (®) de la page 7.
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Cela posé, dérivons I'équation (1. 2) de lintroduction par rapport & x; nous obtenons, en
tenant compte de 'équation (1) :
(12) A XY (Ba+ 0 C) X+ Gl Xy + (D + Ca3) X] == 0.
Dans cette relation les coefficients des diverses fonctions de & ne sont pas tous nuls : ces
fonctions doivent donc étre reliées par une équation linéaire au moins.
Celle-ci contient d’ailleurs effectivement X" (*) et peut donc s’écrire :

'

(13) X! =p: X + p. X+ p; X (p1s pas p3 const.).

En substituant & X" dans Péquation (12) son expression donnée par la formule (13) et en
annulant les coefficients de X;, X/, X! nous obtiendrions trois conditions nécessaires; pour ce qui
suit, il nous suffira d’écrire 'une d’elles, relative au coefficient de X;.

(14) ps A+ 350G +D,—=o.

Développons cette équation en tenant compte des équations (6), (7), (8), (y) et divisons le

résultat par Z,; nous trouvons :

" "o )2 I+E\
(13) Yo=—m ;\3( £ )Y”

3

Si 2, =0, Y, = o et I'on retombe sur une solution étudiée dans le chapitre V1 (4 une permu-
tation prés). '
Si A, == 0, il résulte du rapprochement des formules (11), (15) et de la suivante (*) :

v
(16) : Y = 2

38
2

que les solutions qu’on pourrait ohtenir se raménent, & une permutation preés, a celles qui sont
étudiées dans le chapitre I.

(*) Sans quoi Xy, X;,X; et X; seraient lies par deux relations linéaires : la relaticn (1) et celle & laquelle se
réduirait 'équation en question. Cette derniére ne contenant pas X' serait une relation linéaire entre X, X3, X; et par
suite entre les quatre fonctions X7, X, X; et X;. Cette relation et I’équation (1) seraient bien distinctes, 'une contenant
X7 et l'autre ne contenant pas cette fonction. Les solutions qu’on pourrait obtenir se raméneraient donc aux types
étudiés dans les chapitres précédents. ’

(?) Conséquence immédiate de 'équation (8).



CHAPITRE 1V

RECHERCHE DES SOLUTIONS OU UNE COMPOSANTE DU DEPLACEMENT
NE DEPEND QUE DE LA VARIABLE CORRESPONDANTE

Déterminons toutes les solutions du type :

{

>
N

1 YI
) .Y,
w 3

Iy

N

23

il

N4

/]

Les équations générales deviennent :
( Z XY, 04+ )+ X YT+ X, Y, 2+ eX Y, Z, =0,
® 3 ZeX Y + 2, X, Y.+ )+ X, Y,]+ X, Y, Z =o,

ef

(2)
1. Remarque préliminaire (*). — Débarrassons-nous :
1° Du cas ol « et v seraient nuls ensemble et oi1 'on aurait :

(4 DZ 4 EX Y. Z 45X Y Z =o.

m u = o, 0 = o, w=ce -+ v, H=c¢ (c et y const. arbitraires);

2° Du cas ot « seul serait nul. On trouve alors les deux solutions :

v = (a, ch w; & + 2 sh w; &) (¢; €08 W, 2 + ¥, SN w, £)

u=o,

’E ou

U (zu:csz+Y3, v={(aX + a) (€22 + 1),

b=cy
et
b,c, E 22
o ‘u:o, v="_(by + B.) (¢2 2+ 12), w=—1+E;+C;Z—+—‘{;,
I b
i 5=]+Ez+b;\‘(;+(f3,

(a, b,..., c,, constantes arbitraires).

() I est intéressant d’observer que le type () renire comme cas particulier dans la plupart des suivants.
Les types (1) et (IiI) renirent de méme dans quelques-unes des solutions suivantes; par exemple le type (II)
peut étre considéré comme un cas particulier du type (VI) et le type (IIl) comme un cas particulier du type (1V).
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2. Premiére série de solutions de 1'équation (2). — Nous aurons une premiére série
de solutions de 'équation (2) en assujettissant Z, Z' et Z] & une seule relation linéaire (') :

® L= B 4w L
L’équation (2) devient :
&) ZAO DK +EXIY]+ Z [0+ )p + X Y] =o,
qui se dédouble et donne :
%) G+ +EX Y. =o, +8w+:X. Y, =o0.
A) Lorsqu’on suppose que le produit XY’ n’est pas nul, ces égalités exigent :
®) Sy v i

Les constantes «,, 8;, a,, b, sont liées a ) et p, en vertu de (5) et si on les considére comme
indépendantes on a, en exprimant X, et ., en fonction d’elles :

( ) VA 231 315 v o, /lz 13 Z;
i 43—‘_‘]_#511— T
Eu égard a (6), les équations (1) donnent :

(8) : 7=
et
() 7, = o,
d’oli, en observant qu’on peut sans inconvénient prendre 8, —a, =1 :
n=(u;x + ) (cz+ 1),
bay + 3) (62 + v2) 6 (“”L[’?)( 4 beya ¢
== (2] )L 1)y =\ ] (I Y: 2 Y2 3»
IV‘ v=_by + . T2) T Tt b2 va + 6
— c(a+ b))k
— - 2? 32 + 15,
( w 21 fp T HeETY

(a, o, b, B, €, ¢, 7,5 75, constantes arbitraires).
Cette solution renferme le cas classique de 'extension simple d’un prisme.

B) Le produit X'Y! est nul. Si un seul des facteurs est nul, il suffit d’étudier le cas ot X;

est nul. On doit alors faire X, = o; les équations (5) ne donnent aucune condition pour Y,, mais
ond;:

(10) Y = b, X, = a,, X, =—a,
et
(1) 2 = — b,
S
Les équations (1) devenant :
(12) ZY + 7Y, =o, Z'=o,

on est conduit & Pune des deux solutions suivantes :

n=_(b, cos wy + f; $in wy) (¢, chwe + y;sh v2) ou = (by + B:) (c:2 4 vi)s
v = (by + 3) (€22 + Y2

A W= — bacat 22 4 .2+
- 2(1+E) ~ “3 Ts»
§ = bac, g+ boys 4 ¢

Ttk

(%) Elle pourra toujours se melire sous la forme adoptée, car si elle se réduisait au type k3 Z: + i =o,le
coefficient de Z% dans (2) devrait étre nul, ce qui ne peut avoir lieu ici (§ + 1 % o) [Cf. note p. 7]
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Si X! et Y] sont nuls & la fois on est conduit aux solutions :
u=C_(h:cos vy -+ 8 sinw,y)(¢; chw 2+ y, shwzr) ou u = (h.y + B.) (€:£ + 11),

@ v =1(a; cos w,x + a; sin ) (¢: ch w2 4y, sh w.2)  ouv = (@ + ) €22 + Y2),
w =2 + 13 f=cy

avec croisement possible des expressions des composantes. Ce type comprend les formules obte-
nues dans le probléme classique de la torsion d’un cylindre circulaire droit.

3. Deuxiéme série de solutions. — Une seconde série de solutions de I'équation (2)
s'obtiendra en écrivant que Z7, Z! el Z sont liés par deux équations linéaires. Nous aurons deux
cas & euvisager suivant que ces deux relations se raménent & 'une ou I'autre forme () :

(13) Zy=o, Z =7,
ou
(I[;) Z; == cIZ;, Z; = GZZ'; (cr“ 6, CO[)St.).

Recuercur pES soLUTIONS DERIVANT DEs EQuatioNs (13). — En introduisant dans I'équation (2)
les conditions (13) on obtient :

- ’ Y/
(I{)) - = 123} P1 “+ Y‘Z‘ g, = O (Px COIlSt.).
P, O L

Trois cas se présentent (2):

1° p, = 0, =— 0} 2° 0, =0, 6,7 0; 30 p, 70, o, Fo.

b

Supposons d’abord ¢, — o, = 0. — Les équations (13) et (15) donnent :

(16) X = ay, 22 =, 7= ;2 + 12

(au Y2y €3y 73 const. a2 :: 0).

Les équations (1) deviennent :

(17) a (Y2 + Y27) + yEY X =0
et :
(18) . XY, + XY/ (14 §) =o.

Les deux premiers termes de I'équation (17) ne contenant pas x, X] doit étre constante ou Y/

nulle. Or si Y] est nul, I'équation (18) montre que X] doit étre nul et par suite X! constant. Dans les
deux cas on aura :

(19) X,=a.x + a: (@2, @ const.),
et pour satisfaire & I'équation (18), il faut et il suffit que :

(20) Y, = by + §. (b2, B: const.).
L’équation (17) devient alors : '

(21) w (2.Y! + ZY ) + vafanb, = o,
dont toutes les solutions doivent vérifier I’équation :

(22) ZY!" 4 LY = .

L. Prenver type de solutions de Péquation (22). — Un type évident de solutions est
(23) Y, =B (Br const. == o),

L d
(*) On laisse ici de eOté le cas ol Z; Z5 ct 27 seraient nuls i la fois, cas qui sera traité 4 part.
(3) Car en vertu de la seconde équation (15), g2 = o entraine g, = o,
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Mais alors (21) se transforme en
a; szv:‘*_YzEazbz:()
ct donne
Ey. s by 22

7, = :{31— 5 G2+ (¢, v, const.),
On est ainsi conduit par un léger changement de notations & la solution :
' >2
\ u=_‘az//2£;_+"cxz+']’n
' VI C v ="{(a,x ~+ a) (b, y + Bo), f=a, by x + & by + ¢,
( W=C; £+ 1 (as s ... y; const.)
I1. Second type de solutions de léquation (22). — Ce type exclus, U'équation (22) wadmet
d’autre solution que :
(2h) 2—=m, 7, Y 4w Y =0 (w5, consL.).

1° Si @, est nul, les équations (24) donnent :

(25) Zi=—c 2+ Yis Y, =4, y2+‘31y‘+— I
La substitution de ces valeurs dans I'équation (21) conduit aux conditions :
(2(.’) bico=o0
et
(27) 20,0 2+ 1 ks b, == 0.

Si on prend b, == o0 on est amené a faire a,b, = o, d’olt deux sclutions qui ne sont que des cas
particuliers des types (V) et (VI). Si on adopte ¢, — o, ’équation (27) donne

g vy //1
—_—

b, — 2
2, v
et on obtient la solution :
2 /lr
[ = — a 2’ ¢ ¥+ by + By, (az baye.n v const.)
’ Vil v ="(a, x + ay) (b, y -+ B2}y b=a, b, x + a, b, + ¢,

w==«¢; £+
2° Si @, n’est pas nul, on anra :
Z,=c; ch \/‘/;Iz —+ v, sh \;z, Y, -0, cos y";y -} 83, sin \-;,y -+ 7.
et 'introduction de ces valeurs dans I'équation (21) conduit & :
T, =0 ab, = o.

D’ot deux cas a envisager; mais 'un d’eux conduit a une solution particuliére du type V et
Pautre & une solution particuliére du type VI.

B. Supposons maintenant 3, nul et o, quelcongque. — Les équations (13) et (15) donnent :
(28) Z; =052 v, Lo = o, +3,, X, = a,, Y. = .. '

Les constantes o, et 3, pourront, sans crainte d’omission, étre supposées non nulles. Les équa-
tions (1) se réduisent alors & :
(29) Y LY, 2 — o, Z,X! + 21X, = o.

La seconde des équations (28) et les équations (29) équivalent au systéme suivant :
' —= w7, Y + = Y, = o,

(30) " ’ : :
4 Lz: oS/ )\l—f—’n“\;:O,

avec la condition complémentaire :

3.5, == 0.
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Si on suppose @, = 0 on est conduit & une solution qui rentre dans le type (VI), sans fonction
circulaire ni hyperholique. Si @, == 0 on est conduit 4 une solution du méme type obtenue eny
faisant &, = &, — o.

6. Supposons enfin le produit ¢.a, différent de zéro. — Des équations (13) et (15) on déduit :

X’ r
@1 Zy=c3z + 15 Zy =02, + 2, X =20 Vi=—u
En tenant compte de ces résultats, les équations (1) prennent Ia forme :
(32) XY, [0Z; 0+ §) — 2] + oo X, [2,Y) + Z'Y]] = o,
(33) X Y (Zo+ 8.5+ Y, 2]+ X'Y.Z, = o.

En laissant de coté X! = o qui entraine X, == o, I'équation (33) peut &ire remplacée par les
suivantes :

(35) X! = X,

(35 Y (wZy + Z) 4+ Y (Ze+ 58 =0  (w: const).
Premier cas : w, = 0. — L’équation (35) devient :

(36) Yo Z! 4 Y (Zy 4 2:F) = 0

et admet la solution Z, + 8,§ == o0 qui conduit aux éqgalités
2= = Z=o
et rentre dans un type étudié spécialement. Ce cas exclus, équation (36) se décompose en les sni-
vantes :
Ch)) 2= p, (L 4 5,%) et Y 4+ .Y, =0 {p> const.).

Mais, d’autre part X, doit étre quadratique en z. Si on écrit que les termes en x* et les termes
en x de I’équation (32) s’évanouissent sans que X, soit identiquement nul on est conduit 4 la con-
dition :

Y;X’: [G',_Z, (I -+ E) - 242] — 0.

Or Y] == o entraine Y, == o et 'annulation du crochet aménerait & prendre, eu égard a la

seconde équation (31), pour Z, et Z, des constantes, solution que nous avons écartée. Il reste donc

(38) X' =o,
et X, est un binéme linéaire en X. Mais, hypothése de la nullité du produit Y!Z, ayant été écartée,
I'équation (32) s’écrit : ,

VA4 Y

Zf + TZ =0,
ou
B9 2, =p:Z,

eu égard a la seconde équation (37). Si on rapproche cette relation de la premiére équation (37)
et de la seconde équation (31) on est conduit & une condition qui peut remplacer ’'une des équa-
tions du systéme et se réduit a :

(ll()) . %, = O.

En réunissant les diverses conditions et en distinguant deux cas suivant que ¢, est nul ou non,
on trouverait deux solutions; celle qui correspond & g, = o est un cas particulier du type 1V,
I'autre est : , ’

4 = o (a;x + %) (b; sin my'— B: cos wy) (cI ch wz + v, sh w £),
IX ¢ v=a,; (b, coswy -+ B sin wy) (6: ch vz ~+ v, sh wg),
f w==c32 +vs» 8=rc¢; . (a;..lecs, y; const.).

£QUATIONS INDEFINIES 7
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Deaxiéme ras. — Siw, n’est pas nul, P'équation (35) peut dlre remplacée par les suivantes:
1) i Ly A L) =0, (L + %,5) et Y+ Y. = o,
et de plus:
X, = a, ch y/; x + «, sh \/;. x —+ k (¢1a,§; const.).

A Iéquation (32) on substituera celle obtenue en égalant & zéro la dérivée par rapport & x de
son premier membre [ce qui entraine la disparition des termes transcendants dans I'équation (32)]
jointe & équation complémentaire :
(h2) fi02 (.Y + ZY) = o,
qui assure la nullité des termes non transcendants en x. L’¢quation dérivée est, en lenant compte
de (34):
(43) w5 Y [0y (04 5) — EZ.] 4 5, [4.Y" + 7Y = o.
Si on annule la parenthése du premier membre de I'équation (42), il résulte de I'équation (43)

que 'on est conduit & des solutions & écarter en sorte que Pon doit prendre § — o, d’ou la déter-
mination des X:

() X, =a, chym 2 +ashymaz  Xo= ’}
Les Y et les Z sont donnés par les équations (31) et (41). En écrivant que Péquation (43) est
satisfaite, sachant que Y, = — ¢, Y; on trouve:
(45) 62+ 0, Z, (w — ;) — w, k= o,
dont la compatibilité avec les autres équations en Z, et Z, exige
6) B —p)E+ D=0 (4170

qui se décompose en: 3, =0 ou W, =g,

a) 8, = o. La solution a deux formes suivant que ¢, est nul ou non.

Lorsque g, = o on obtient une solution qui ne différe du type (IX) que par permutation de x et
de y. Si g, n’est pas nul on obtient, en changeant d’'une maniére évidente les notations, le systéme:

v =, (a sh w;x + a ch w,x) (b cos w, iy + B sin w.y) (¢ cos \‘/wj — wig 4 ysin \/m: — w3g),
w=cye + d;, 6 = c;.

u=w; (@ chwz+ ashwzx)dsnuwy—§cos wy) (ccos \/wf — wlz 4 ysin \/m; — w2),
2

6) On prend 5, = ®,, 3, étant quelconque ; on obtient ainsi:

3k
‘ u=1{(achwr+ashwr)(dsinwy —p;cos uy) (w o;’ 2+ e 2 )
| XI | ¢ . 8
Sl ( v={ashwx 4+ ach wx) (b cos wy + B sin wy) (v* SE e+ 3),
w=cyg +; 8 =c; — a0 (¢ sh v + « ch wz)} (b sin wy — § cos wy).
7. RECHERCHE DES SOLUTIONS DERIVANT DEs EQuations (14). — En tenant compte de ces
relations I'équation (2) devient :

(47) ’ (1 —+ E) -+ "’IEX;YI + oaf XzY; = 0.

Or, (1 -+ §) n’étant pas mul, il n’y a pas lien de supposer ¢, =g, = o.
Il reste donc deux hypothéses o, 5, = o avec 0, + ¢, 5= 0 et ¢, 6, 7= 0.
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Premier cas. On prend o, — o0 et g, == 0. — Le produit X'Y, doit se réduire & une constante
non nulle. Donc :
(48) X = ay, Y, = (ar, n1y const. non nulles),
et:
(Ag) 1 +§+efan —o.
D7ailleurs on a, en désignant par &, une constante qu’il est loisible de supposer non nulle:
(50) Z, =&,

Les équations (1) deviennent alors :

) Xom 2o+ EX3Y 2, = o,
(1) X,V () + XiY, = o.

Le premier terme de la premiére équation (51) est indépendant de y. Il doit en étre de méme du
second, ce qui exige que Y. soit constant ou que X! soit nul. En tenant compte de la seconde équa-
tion (51), s1 X; — 0, Y, est constant. On aura donc toutes les solutions possibles en prenant:

Y. = by -+ B (b, et B, const.).
La substitution de cette valeur de Y, dans les équations (51) donne Ies relations :

7 =o, X, =2+ a (@22, const.),

avec la condition: @,b, — o. On est ainsi conduit & une solution rentrant (& une permutation prés)
soit dans le type (IV), soit dans le type (V).

Deuxiéme cas. a,0, == 0. — Dérivons les équations (1) par rapport & z et remplagons dans le
résultat Z!, 7", Z! et Z” par leurs expressions déduites des équations (14); on obtient ainsi les
équations:

(52) i{ {a [X"{Y’I (148 —{:” X:YY] y—f— GZE),(,ZIY;% + o X,YI’ZEv = o,
3 EXY) 5 [XoY, (1 + 8) + XOYL )} + . X, YLZY = o.

La solution 7 == 7’ — Z = o étant écartée ainsi que celle qui correspond 4 une composante

(2 ouv) nulle, on pent éerire les équations précédentes :

P, L
ZXY, T = (P, — o [XIY, (1 §) 4+ X, Y7] azgx;Y;)
Pz_ 7;13‘( -0 Pz == GIEX;Y; -+ o2 [XZY”Z' <I -+ E) ~t- X'z’Yz:]
7, X;Y, Zz;, 7
qui se dédoublent en :
(33) L 7, P, £ e X, Y, = o, P, 4+ 3,5 X,Y, = o (3 const.),
dont les deux derniéres s’écrivent :
X7 . X: Y,
(24) X Ty, = % xtTn="%

équivalentes aux quatre suivantes:

XI =X, YD (On ) Yi=o,

Yl =Y., X0t (ks -t A) X, —o, (A const).

(35)

Mais si I'équation (47) remplace 'équalion (2), les équations (52) ne remplacent pas entiére-
ment les équations (1), car elles ont été obtenues par dérivation. Une vérification directe s’impose.
Or, eu égard 4 la premiére équation (53) et aux équations (55), les deux équations (1) sont équi-
valentes aux suivantes :

(36) { X0 Y [Ze(nE—2) + 2]+ 5X, Y, Z, = o,
o EXIYIZo+ XY, [ £ — %) Zs + Z5] = o
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La supposition %, = X, == 0 condnit immédiatemant & une solution du type (IV). Ce cas écarté,
il reste deux hvpotheses possibles th o =octkh + K~ ooun ) 7o,

1° Supposons d’abord : %, X, =0,
exemple A, = 0, ), 5= 0.

=

M+ A 7= 0. A eause de [a svmétrie on peut prendre par
Dérivons Péquation (47) successivement par rapport 4 2 et 4 y, en tenant compte des équa-
tions (b5); nous trouvons :

Yi=0 ou Y, =nq, (m: const.),
avec la condition : ), = —

Ao Mais 3, étant nul, Y7 Uest aussi et

Y, =0, (b, const.).
L’équation (47) devient alors
(57) (44t XintathX.=o
qui ne saurait étre vérifiée, 1 + £ n’étant pas nul, poar les valeurs
(58) Xi=

cch v cshi a,

4 e \//X_,a: F @ sh \//g z (a: ... s const.),
X, = a, ch yi, & + «, sh v, @,

déduites des équations (55). Donc pas de solution.

2° 51\ %, == 0, une double dérivation par rapport i x et a y effectuée sur ’équation (47) donne,
en tenant compte des équations (55) :
(39)

oM XY 46,0 XY,—=0
qui exige :
(60) X! = mw,; X, (w, const.).
La derniere équation (hh) devient alors
(61)

X, (s 4 3) = @, X!

Deux cas sont & distinguer suivant que %, -+ ), est différent de zéro ou nul.
1° Si ), ++ ) west pas nul, on tire des équations (55) :

X; = aqa; ch \/7\—1 &L 4+« sh \/i x,

Y, = b,ch \/VZ_I/ -+ 8, sh \/7\: Y,
X, = a, cos \,,)\2 —+ % T - a, sin \//7\2 + 2,

(a; ... a; f; const.),
et Péquation (47) ne peut étre satisfaite, 1 -+ & n’étant pas nul.

équations (55) (A, =

2° Si ), + A est nul w, X' =0 et @, =0 car X'n’est pas nul comme le montre la premiére des
T 0).

Mais alors X est nul en vertu de I'équation (6o) et on peut poser :
X, —=«, (@; const.),
De méme Y, devrait se réduire & une constante 3, (3: == o) et I'équation (47) deviendrait :
(47 bis)

I+E+UBIEX1’+’525“2§2:0-

Or, étant donnée la forme des fonctions X! et Y lorsqune X ), -~ o, celte équalion exigerait (*):
®, —= B, = 0, c’est-d-dire u —= v = o. Il n’y a donc pas de solution nouvelle.
8. CasouZZ =17

2. — o. — L’équation (2) est alors virifiée sans autre condition ; Z, et
Z, se réduisent & des constantes que nous pouvons maintenant supposer différentes de zéro sans
restreindre la généralité, On pourra donc méme prendre simplement :

Ly =17,=1

pas nul.

(*) On remarquera que ces conditions iniroduvites dans 47 bis conduisent & une incompatibilité, 1 4 § n’étant
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Enfin aux systémes que nous allons traiter ci-aprés on deyra joindre :
w=1c¢; £} (5, v; const.).
Toute la question revient donc a déterminer les solutions des équations:
(62) XY, 0+ 9D+ X YT +:X: Ys=0,
(63) EXI Y+ X, Y5 (1 + 8 + X! Y, =o.
anxquelles se réduisent les équations (1).
Nous emploierons dans cette recherche, en partant de Iéquation (62), le procédé utilisé

jusqu’icl.
Jusq

I. Il existe une relation linéaire entre X’ X, et X. — Comme le coefficient de X’ dans
I'équation (62) ne doit pas étre supposé nul, cette relation s’éerit :

(64) X =nXe+w1X, (G, w const),
eu ¢gard a laquelle, Péquation (62) se dédouble et donne les suivantes :
(65) MO+ Y Y=o,
(66) | s+ DY Y=o,
En tenant compte de I’équation (66), 'équation (63) devient :
©7) VI X — (- 9w X+ XY, =0

qui est susceptible de deux systémes de solutions, étant toujours exclu le cas d’une composaute
nulle.

a) Si on suppose X, — 0, §& X! — (1 + &) p; X,, on est conduit & ), = y, = o et par suite
a X” = o. Cette solution renlre dans une série que nous étudierons spécialement. (Cf. p. 55).
b) Le cas précédent écarté, il reste la solution caractérisée par:

(68) Yi=pY,
et
(69) o [X B —(E+1)2uX]+EX =o.
Si, g, estnul, on a: Y, =Y" == o et 'équation (65) exige A, = o.
L’¢quation (#7) donne alors X’ == o. On tire de la et des équations (64) et (66) le systéme :
Cu—=—a;c*+ o, x+ &,
5

Vo -+
XII{ ' u_(~za,.7:+az)< ; _1/—{—{51>

2a
( w=c;2 + s, Oz—TI:L'-{—azE—_;—E “+c; 4 a; (a;a: ... ¢; const.).

Si g, == 0, I'équation (68) permet de tirer Y, en fonction de Y, que définit 'équation (65). En
portant dans Péquation (66) la valeur donnée pour Y, par I'équation (68) et en comparant avec
I’équation (65) on obtient la condition (*):

Pl
(70) b=
et par suite :
\Yr —= b, cos w, y + B, sin w, i, (1)1, 3, const.mf:&’}i_‘(é____*—l)>
(71) ' o,
(Yl = [— b: sin w;y ~+ B cosw, y].
I

(*) On laisse de coté la supposition }; = p; = o qui conduit 4 X} = o, hypothése étudiée ci-aprés (p. 57).
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Tirons X de I'équation (84), puis portons dans I'équation (6¢) aprés remplacement de ), par
sa valeur. Nous trouvons ainsi :

(72) oo (B2 X,

EXY 4 s (B — 1) X
= [
eg

d’ou on peut tirer une valeur de X|. En dgalant cette dernidre & celle déduite de I'équation (64)
on obtient I'équation :

(73) eXY —2om G+ X[+ [ (4 DP Xy =o.
Le rapprochement des équations (71), (72) et (73) conduil a la solution :
u=[(az +x)chw x4+ (@ 2+ a)sh w .r](b coswy-t f sinw y)
b= [mchor+ & sho,x)(E+ 2)+ o {(¢,x 4+ a)sh w2+ (& 2 + a) chw,x}]

| IS 4
XIII ’ (— b sin v,y -+ 6 cos w, y)

[ w=¢;2 + 8= — _ (brcosw, 4+ fusinw ) (a, ch w, & + @, sh v, x) + ¢

OIS

II. I1 existe entre X, X, et X/ deux relations linéaires. — X, n’élant pas nul, ces
relations peuvent s’écrire :

(74 X;’ =0, X,, X; = g, X,. (fh, a, const.)
Les équations (62) et (63) deviennent :
(75) O (l ~- E) Y. -+ Y: — 6,% Y; = 0,
(75) X EY, +aY.) + XY, (1 + 5 =0
Laissons de ¢6té le cas ou o, = 0, ce qui entraine X — o ; nous avons alors :
X = 2 X"
G
ou:
%2 ’ > .
b)) X, = s X+ a, (az const.),

et I'équation (76) donne :
(78) X [8Y, 4 oo 2 Y[ (1 + D)+ &Y (1 + 5 =o.
Or, o, n’étant pas nul, X’ w'est pas une constante (Eq. 74). Dés lors Péquation (78) équivaut
aux deux suivantes :
(79) Y+ aYa (15 Y=o,
(80) Y =o.

L’équation (80) exiqge soit &, — 0, soit Y, — o. Nous ne développerons pas les calculs corres-
pondant a la premiére supposition qui conduit & une solution ne différant pas du type XIII.

Faisons done Y, =oou Y, = b, y -+ ..

Les équations (75) et (76) deviennent :

(81) o (1 4 DY, - Y 4 afh, = o,
(82) §Y] + @ (bay + fs) = 0.

L’équation (82) exige que Y, soit un polyndme du second degré tandis que la premitre
(¢, 5= 0) réduit ce polyndme & une constante. Dés lors Y’ doit étre nul et par suite g, cu égard a
'équation (82); mais alors o, n’étant pas nul U'équation (81) conduit & une incompatibilité.
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‘III. Cas ou X’ est nul. On a alors :

(83) X, = T + g,

Aprés division par X, I'équation (62) devient :
XV
(84) | Y 4+igY, =0,
.. _— X!
qui exige que Y soit nul ou X" constant,

1° Supposons d’abord Y, == o ou Y, =8, (B, const. non nulle).
On peut prendre 8, égale & 'unité. L’équation (63) donne alors :

(85) X =—ta,bh,
et Pon en déduit :

a.b;
XIv ‘ u=(ax+a)(hiy +B8) v=—% > I A 4 + 4, w = ¢ 4 5 (ay, br ¥ const.)

2° L’équation (84) admet une derniére solution caractérisée par :
XI
(86) X—j = p, (¢ const.),
en vertu de laquelle 'équation (62) se réduit & :
(87) Y 4 pEY, = o.
Des équations (83) et (86) on tire :

(88) Xz = Pz <aI: -+ “Iw) —+ a, (mz COHSt.),
et 'équation (63) devient :
(8g) @ EY, 4 0 YD) + Yi (1 + B [oaty + poe -+ o] = o

Or il faut écarter Phypothése a, == a, == o qui entraine u# = o. Cela étant, la disparition des
termes en x* et en x du premier membre de I'équation (89) exige :

Soit Y] = 0, soit g, == o. T

a) Si Y: == 0, I'équation (89) devient :

(90) a: (FY, + p2Y3) = o.
La supposition @, = o conduit & une solution ne différant du systéme (XIV) que par une
permutation.
Faisons donc :
(g1) Y + p. Y, = 0.
On a d’ailleurs :
(92) Y, = by + B: (b2, B2 const.),
d’ou l'on déduit, eu égard a Péquation (g1) :
(93) Y, + p2buy + 28 =0,

dont la comparaison avec I'équation (87) donne la condition :
bzpz (l — ) = o,
d’olt (p: =0, § + 1 £ 0)

bz._'—__o ou E::x_
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La premiére de ces conditions donne une solution qui rentre dans le type (XIV) par permu-
tation de x et y. La seconde conduit a :

S w=Gu+ o) b — e (2L 1) |
® { v = [Pz (a_;m_z + rx;-Z') + “2] (bay + B2)
W= ce -+ 75 E—=—1 (a:, a;, ..,y; const.)
solution que nous avons classée hors série car elle ne convient qu'aux seuls milieux pour lesquels

le coefficient A de Lamé est nul.
b) Si p, = o on a de suite :

X, =o d’otr X, =1
et :
Y=o  dou  Y.=by + 6.
L’équation (89) devient :
Y,z’ (1 -+ E) -+ axbe = q,
qui donne Y.. On obtient ainsi une solution qui, par permutation des variables, rentre dans le
type XII.



CHAPITRE V

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT AU CAS
OU L'UNE DES TROIS DERIVEES XY, OU Z, EST NULLE

1. Ainsi que nous I'avons fait observer dans U'introduction, nous pouvons nous limiter au cas
oit X == 0. Les équations (1) deviennent alors :

(I) BIXI—*—CXX;—}—D; X;:O,
(2) A X +B.X,+D, X, =o,
3 AX 4B, X, + Dy X, =o.

2. Premiére série de solutions de l'équation (1):
[’équation (1) admet une premiére série de solutions.

B, =GC=D, = o.

Si on laisse de coté le cas déja étudié de la nullité d’une composante du déplaccment, ces
relations exigent : '

Y, =o, Z,=o.
Alors les équations (1), (2) et (3) se réduisent aux suivantes :
O Y!'Z: + Y. 2! = o,
- (5) X! Z, + X, Z = o,
©) X!'Y; 4+ X, Y = o.

d’ol 'on déduit le systéme :

s’ @ =(b; ch w; y + B; sh w, y) (c: cosw; £ + y;5In w, £),
v=1{(a,c08w; T + x:Sinw, ) (c. ch w, £ 4 1, sh w. £), = o,

1]
o w == (a; ch w; x + a5 sh w; &) (b5 cosw; y + B; sin w; y),

et ses dégénérescences évidentes.

3. On aura une seconde série de solutions de l’équation (1) en écrivant que X,, X,
et X! sont liés par une relation linéaire et une seule. Les solutions nulles étant écartées, on peut
sans restriction prendre X, = 1 et résoudre la relation envisagée par rapport & X ou 4 X;. En s’ar-
rétant 4 ce dernier cas, ce que nous pouvons faire par raison de symétrie, on aura (*) :

’ ! &
€ Xi=%5X 4+ (33, p; const.).
(*) Si 23 =0, on peut résoudre aussi par rapport & X;. Si )3 = o, la résolution par rapport a4 X} est seule possible.

KQUATIONS INDEFINIES 8
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Enfin nous introduisous dans notre analyse la formule :

) Xy =4 X+ 52+ vs,
déduite de Iintégration de (7); Uéquation (1) deviendra alors :
(©) EXI(Y.Zo 405 Y, L Y Ly Y, L Y, Z = o,

relation ou le premier terme du premier membre dépend seul de . Il faut donc éerire que X! est
une constante ou que son coefficient est nul.

Prexier cas. X! == @, (a, const.). X, et X sont des bindmes du premier degré. Nous revien-
drons spécialement sur les solutions caractérisées par cette propriété.

DruxitMe cas. On a :

(10) Y. Z:+ %Y, 2 =o,
(1) Y Z 4 Y, LA Y, L=
Grace a la formule (8), les équations (2) et (3) peuvent s’écrire :
(12) LX +XoB:+X5D) + (p®+v)Da=o,
(13) AnX +B, 00X+ p; 2+ v+ Dy Xy =o,
relations entre lesquelles Pélimination de X7 donne :
(14) LB s Xa 24 v) + A D)X,

— A NX B+ D) — Ak D (g +v;) =o.
Cette équation exige que X, et par suite X soient des bindmes du premier degré & moins
qu’elle ne ge réduise a une identité par rapport a X,.
Nous nous arréterons icl 4 la derniére hypotheése (). On aura alors :
(15) As (By oy 4 D)) — A, 0y (By 42, DY) = o,
(16) (b5 & 4+ v;) (A2 By — % Ay D) = o,
Premiére solution de U'équation (16). On fait p, == », = o.
[’équation (8) devient :
¢ Xs;=%X; -

d’olt on peut conclure en passant que, dauns le cas actuel il n’y a pas lieu de supposer nulle la
constante },.
L’équation (12) se réduit alors & :

(18) A X7+ X, (B, 4+ 3D,) = o;

le coefficient de X dans cette équation ne devant pas étre suppose¢ nul, on en déduit :
(19) X =0.X; (5, const.),
(20) Aso,+ B+ 4Dy =o,

et [a constante o, peut éire supposée différente de zéro si on écarte le cas ot X, et X sont des
bindmes du premier degré.

Eu éqgard & I'équation (20), 'équation (1) devienl :

(21) LBy 4 Dy 4 Mo Ay =0,
et Péquation (11), (p, étant nul) s¢ dédouble et donne :
(22) Y =, Y, 2w, =0 (o7, const.).

(*) La premiére donne une solution qui rentre dans le type général des solutions ol X; et X; sout des bindmes
du premier degré (Cf. p. 63 et seq).



D’autre part ’équation (10) s’écrit :

Y, %4
Ny, T 7,
et, par suite, est remplagable par les suivantes :
(23) . =hsp; Y5 (p; const.),
(24) o322 + 2] = 0.

On peut supposer ¢, == 0. Sans quoi on aurait Y, = Z; == o et on retomberait sur le type [1].

Des équations (20), (21) et (23) résultent les suivantes :

_ Y, z
(25) vty te=o
Z! Y!
(26) Z_3+Y—3+62:0’

équivalentes respectivement aux deux couples d’équations :

(27) Y =Y, (v, const.), 2+ (w, +0:) Z, =0,
(28) = ;7 (w; const.), Y; + (m; 4 a5) Z; = 0.

auxquelles il faudra joindre la condition :
(29) o2 + Wy - ;=0

qui assure la compatibilité des équations (23), (24), (27) et (28).
On obtient ainsi une solution définie par les formules :

X, =1, X+ (m, + w;) X, = o, X, =5X,,
Y/

Y”{_'(D;YI_—"O, Y;’—-mzYz_—::[), Y;:P;‘,

; Z o

i w L, =o, Z—{—*———O, ZS—WBZSZ()’

d’or ’on tire [en supposant w,, w,, @;, (¥, + ;) == 0] :

‘u = (b, ch \/m, y -+ B: sh \m[ y) (¢ cos \/'m, £+ y, sin \/-m, £), -

!H{« :"‘\/m (azcos\»wz—+—'m;.r-+—a;2 51ny»m2+»m ) (b, cll\-mzy—f—ﬁzsll\/sz)(c shy-m,z—}—y,ch\/m £),
'm_\'mz ((l;COS\/mz—f—ﬂ J—*—uzsm\ml—{rm’ x) (b, sh\m j—+—p2(,hymz ) (e Ch\/m’ z—}—Y)sh\/m £),
L B8=o0 (A3 %;.... y; const.).

Si 1, est nul, v et w conservent la méme forme, mais on a :

u= (b, y -+ B) (e &£+ v.).

Si &, + ®, =0, X, = X =0, et la solution correspondante rentre dans un type que nous
avons réservé. Si @, W, =0 et W, + ©, 70, par exemple : ©,==0 ©w, == 0, u aura 'une des
formes signalées m-dessus suivant que @, est nul ou non, tandis que v et w seront donnés par les
formules :

lW =— \'m; (a; cos vm @ + @, sin v ac) (bzy - B2) (¢5 sh \/’m £+ 1, ch Vo, z)
E— w == b, (a, cos \/fm3 Z + a; sin \wm, x) (¢, ch \/'m z + 715 sh Y, £).

L.a dilatation cubique § est encore nulle,
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Deuxiéme solution de léquation (16). — Passons maintenant a la recherche des solutions que
l'on peuat obtenir en amnulant le second facteur du premier membre de (16). On obtient ainsi :
(30) AoB — 5 A D=0
et équation (15), eu égard a (30), devient : |
(31) A,D; — 3y AB, =o.
Développons I'égnation (30) en tenant compte de la relation :
YL = —Y'Z,
déduite par dérivation de 'équation (10); nous obtenons (aprés division par Y,Y, Z,Z, = 0):
(32) YO iy=o
On remplacera de méme P'équation (31) par :
(33) %+(E+I)%+Z~::0,

sous la eondition que i, ne soit pus nol.
Des équations (32) et (33) on tire :

[N Y =e. Y,

(33) YA A (p2» 9; const.),
et

(36) Yi+[(1+85o+etY; =0,

Ch) Zy+ [o55+ pa (0 + )] Za = 0.

Mais Péquation (10) équivaut aux deux suivantes ol ¢, désigue unc nouwvelle constante que
Pon peut supposer différente de zéro (*).
(38) Y, =3 Y,
(39) ML+ ps L =o0.
L’é¢quation (34) détermine Y, et de I'équation (38) on déduit Y;. I’équation (36) devient

alors :
Y, (o2 + o5) = o.

Or Y! = o entrainerait Y, = o, en vertu de (38). On a donc :

(ho) pz - 9, =0, .
condition & laquelle conduit également la considération des équations (35), (37) et (39). Posons :
o = — g, = . et adoptons pour Y,, Y, Z, et Z; des fonctions définies par le systéme :

7 Yz’ =p; Y;, IS Z; +psZa=0,

<”) Y;’—pYZ:O, Z;+FZ3:O.

Il reste alors a exprimer que les équations (11) et (12) sont vérifiées.
Eu égard aux équations (41), équation (12) devient :
- (42) L2 = h X+t (@ +v)]=o.
Mais on peut laisser de coté Y, = o; or Z; = o entrainant Z, = o cu vertu de la seconde équa-
tion (41), on peut encore écarter cette solution et remplacer équation (12) par la suivante :

(43) X =8 vy,

(1) Si p3 = 0, Yy = Z; = o et on retrouve la solution (I),
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L’équation (11) devient, si Pon tient compte de la relation (38) :

-

([4@ Y: 7+ Y, Z;’ -+ ?; Y! A; = 0.

. F
bl

Comme ¢; 7o, il en est de méme du produit Y,Z; (*). L’équation (44) n’est done qusceptlblL que

H 7

de deux solutions que P'on trouve cn écrivant que o et - sont des constantes ou que ,, ret = / ; Jouls-

YZ YZ
sent de celte [)IOI)HCIL La symétrie nous permet de nous arréter a la premiére so]utlon Mais
ona:
e Y.=bschuwy+ B:shuy,
(43) Z;=¢;p; OS2+ Y;p; 802, (0 == (3), bs ... y; const.).

Y' Iet % ; soient constants, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi du second de ces

rapports. Nous ferons done :

Pour que

Y, =K@:shwy-+ichoy) (K. const.)
et Péquation (44) devient :

(46) 24wt =

K (o sin wg — y; COS wg),

En rapprochant les diverses expressions que nous venons de trouver pour les X, Y, Z, on
obtient la solution :

‘u:(()zslltuy+ﬁzclltnly)[KC,COSwZ+KY‘Sian'—-—P—;(:—Ef(C;COSmZ%—Y;Sill(uz)],
s V= u [w? g(pu, T =+ v —>+a2x+u2](b chwy+ Bashowy (¢;sinwz —y; cosw 2),
url -
Bkl ’-wtm[ng(pjié+v3?)+(az+p;)x+az+v3](bzshmy—}—(izchmy)(c,COSm:
-+ v; SIn @ £),
6 =— w2 (byshwy -+ Bchowy)c;sinws—ry; cos wg)(; T+ vy

Cas ou ), est nul. — L’établissement de I’équation (33) suppose A, - 0. 8i ; = o, on tire de
I'équation (10) Y,=o0 ou Y, =1, (v, const.). La cpnstante v, peut etre supposée dlfférente de
zéro et il est dés lors loisible de la faire éqale & Punité. L’équation (31) est vérifice d’elle-méme et
I'équation (30) devient ¢

(47) YiZy+ Y; 25 (E+1)=o.

La fonction X, se réduit au bindme p,x + v;, I'équation (11) subsiste sans modification et
Péquation (12) s’écrit :

(48) Lo X0 2 Xy ++ (5 @+ v,) E Y] 4 =o.
L’équation (47) peut d’ailleurs étre remplacée par le systéme
(h9) Yi=¢; Y;, osZs + 241+ 5 =0 (b5 const.).
Mais, dans le premier membre de I’équation (48), le dernier terme seul contient y; pour qu’il

(") En vertu des équations (41).

(?) On peut sans inconvénient supposer p 7= o car si p est nul, il en est de méme de X et de X] et la solution
trouvée entre dans la classe de celles pour lesquelles X, et X; sont des binémes du premier degré.
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en soit indépendant il faut et il suffit que Y, soit constant ou que Z; soit identiquement nul, condi-
tions qui, toutes deux, exigent p, = o. Mais alors :

(50) Y, =b;y+ 8,

(51) Zy=c e+ (b5, Bs, ¢3, 15, const.)
et ’équation (11) devient 3

(52) YiZi+ Y 2+ ke (b y +B5) =o,
dont la dérivation, par rapport & £, donne :

(53) Y. Z' 4+ Y 4 = o.

Si on laisse pour le moment de coté la solution Z! = o de ’équation (53), on peut la remplacer

par les suivantes :
(54) Y =0 Y,
(55 Yo (&4 6 2+ s B (b y + B) = o.

Sig,=o0, Y, et Y, se réduisent & des hindmes du premier degré, Y, est nul et la solution
obtenue rentre dans un type étudié ci-aprés (), & une permutation prés des variables x et y. Si
¢r 7 0, Y, est une somme d’exponentielles et I'équation (55) ne peut ftre satisfaite que si 'on a :

(56) L' A oy =0,
€ G55 = 0y

on peut écarter le cas olt ¢; = 0, car on aurait alorsZ; — Y, = X' == o et lasolution obienue ren-
trerait dans le type m
Traitée de méme 1’équation (48) conduit & I'une des conditions b,c; = 0 ou Z, = 0. Si on rap-
proche la premiére de ’équation (57) on trouve b, — i, — o (car on a vu que Pon peut supposer
¢; 5= 0); dans ce cas, X;, Y, et Z; se réduisent & des constantes et la solution obtenue rentre dans
celles qui font ’'objet du chapitre précédent. Faisons donc :
(56 bis) _ Z,=o,
(G7%9) $3 = 0.
Z, se réduit & une constante, ainsi que Y,, X, et X,. En tenant compte des équations (50), (51),
(54), (56) et (48) on trouve la solution (0’ =¢,) :
'u = (b, ch wy I B: sh wy) (¢: cos wz + 1, sin wg),

b, e,
D =—F =2+ 1, + 2,
:

/ ;
[w0=(y+8)(r+1)  (hibiy; const.)
Lo =5 (by + Bs).

L’analyse précédente laisse échapper le cas ot Z) est nul. Mais si Z) — o, la nécessité de
I'une des conditions Z’ — o ou b;c; = o subsiste encore et on peut, pour les raisons exposées
ci-dessus, supposer ¢; == 0. Si on prend b, = o, on est conduit & une solution rentrant dans le
type (IV) & une permutation prés des rdles de a et de y. Faisons done :

v

L — 1, = o,
on trouve la solution suivante dans laquelle on a remplacé y; el v; par ¢ et a; :
by 2
s/ u = —as8¢ <_)6y— -+ B %) - by +Bis
a;x’ oz
’ v ‘ ‘(u:—b;c;E<——6—+u;;>+ahx+az, 8 =c; (a;c + ;) (b;5 + 3;)

w = (a;x + &) (b;y + B;) (¢52 + 15)-

(") CL. p. 63, no 5.
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4. Derniére série de solutions de l'équation (1).
On aura une dernicre série de solutions de Péquation (1) en prenant :
X=X a X=X, q (a.- a;. const.).

Ces solutions rentrent dans le type que nous allons éludier maintenant, caractérisé par ce fait
que X, et X, sont des bindmes du premier deqgré.

5. Solutions correspondant a des fonctions X,, X; qui sont des bindémes du pre-
mier degré :
(58) X = a2 + a } = 4T - g
L’identification directe aprés substitution dans les équations (2) et (3) des expressions (58) de

X, et X; donne immédiatement :
B,a,+ D2a3 =0,

(59) B, 4 Daa; = o,
L B;a;+Dja, = o,
(6o) B;e; 4+ Dy, = o.

1° Si le déterminant a,a, — «;a, v’est pas nul, on doit avoir
(6]) BZZB;ZDZZD;:O.
2° Si a,, — a;a, = 0, il existe entre X, et X; une relation de la forme
pX: 4+ gX5=o0

que I'on peut résoudre par rapport & une au moins des fonctions X, et X, par exemple, par rapport
a X.. Par raison de symétrie, il suffira de s’arréter a ce cas et de faire :

(62) X;=5X, (3; const. 7= o).
PremiEr cas @ a,a; — a0, 5= 0. — Les équations (61) assurent la vérification des équations
(2) et (3) et I'équation (1) devient :
(63) B.X, + C,X, ¢ D,X] = o;

X, étant une constante non nulle, on peut faire X, = 1.
Les deux derniéres équations (61) conduisent & envisager quatre types de solutions corres-
pondant & I'un des quatre systémes :
Y;=0,Y, =0; Y;=0,2 = o; Z;=0,Y, =o0; Zi=o0,% =o.
Les trois premiers sont seuls & considérer par raison de symétrie : Ie dernier type conduirait
4 des solutions dérivant du premier, par permutation des variables y et =.
I. Soit done : Y, =0, Y, =o0. — Y, et Y, sont des constantes et il est loisible de prendre :
Y, =Y, = 1. Des premiéres équations (61) on tire alors :
(64) Z,=1¢2 + Y1, Zy = c52 -+ v, (c2y Y2y €5y v; COUsL.)
et U'équation (63) devient :
(63) Y'Z, -+ Y, 2+ a;¢;% == o, )
qui montre que Y et Y, doivent ¢tre liés par une relation au moins de la forme :
(60) pY Y, =y (p. . v. const.). ‘
1° /] n’existe entre Y' el Y, qu'une seule relution du type (66). Alors le coefficient de Y” dans
’équation (65) ne devant pas étre supposé nul, il en est de méme de p(*) et on peut prendre :

(67) Y =0 Y 4 o O const.).

(") Ct. note p. 7.
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La substitution de cetle expression de Y daus 'équation (65) conduit aux deux sulvantes :

(68 Mt 7o,
(69> E’-lzx +a;§(}~,:0.

@) On suppose ., === 0. L’¢quation (69g) exige que Z, soit constant et I'équation (68) conduit
alors 4 : }, = o et Y, = const. On obtient ainsi la solution :

asc,Ey* )
F"I s = —Z—y‘ + by + 8, v = (& + a:) (¢22 + 12), W = (a5 + ;) (¢, 2+ 1)
—— g ¢y (@ + a;).

0)Si p, = o0, a,c; = 0. On ne peut faire «, = o sans retomber sur une solution qui rentre
dans celles qui sont étudiées dous le chapitre précédent. On aura donce : ¢, —= o et

\  u= (% chowy-+pshowy) (c: cos w4y sinwz),
Vil ‘ { v=(a:x + «) (€. 2 + 1), 0= a,x -+ ay, 8 —o.
(4: ... a; const.)

20 ST Y el Y, sont lics par dewx équations distinctes de la forme (66). Y, est nécessairement
une constante qu’on peut faire égale & Punité. On obtient ainsi le systéme :

/

a;cy 5
\u:— S A e

\ Vil ¢ D == ((12.1} -+ u:) (sz -t ‘{z)a
. | 0= (e o) @+,
b8 = c; (a; 0 + &) {a, a;... y; const.).
1. Faisons maintenant Y, == 1) = 0. Y, et Z, sout alors des constantes que on peut supposer
éqgales a I'unité. Des premiéres équations (61) on tire :

(70 L, =c¢;2 vy, Y.=10b,y+ 6., (€54 15y b2y B2, const.)
et I'équation (63) devient :
(71) ‘ Y/ -FY L+ (a, by 4 dyey) = o.

v

1° ab, + a;e, -~ 0. On est conduit & envisager, comme dans le paragraphe ci-dessus, deux
séries de solutions. Mais, eu égard 4 la symétrie, il suflit de s’arréter a une d’elles, pour laquelle
Y, est constant. On trouve ainsi :

) a, b, - ayc . )
\ == — “2 5'+CKZ+T11

X o= (@ + ) (b g+ B
’ w=(a;x + ;) (52 + ;)
V=0, (a.x + =)+ ¢; (@ + a)).
On peut remarquer gue cette solution contient, comme cas particulier, le type !LIH du cha-
pitre IV, T '

oY

2°Sia, b, + a; ¢, = o, on obtient la solution suivante que je me borne & écrire :

&‘ u=(b,chwy -+ shwyp(ccsvrsrtysinwe),

X‘“l ) o= (x4 m) (b y 4 B
L1 10 = (asx + a;) (€52 4 f3)s
by B¢ ... 15, const. lices par la relation «, b, + a;¢; = o,

a laquelle il fant joindre sa dégéncrescence évidente pour o == o.

Remarque. — Si a, b, a, b; = v, on peut ramener la solution | X| au type canonique :

o S u= {0, choy-+ishoy)lecsus 4y sine ),
] v=K(x—.){ — 1) »
( w=—K (@& —x)(— z;), (b: ..., K. w,, £; const.).

Sia, b, a; b, = o, on peut trouver des formes réduites analogues a la forme E[
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IIL. Pour épuiser toutes les solutions des équations (61) il faut enfin prendre Y, = Z1; = o. On
trouve ainsi :

a= (b chwy+ g shay)(c coswrtysinaz),

LX_I_‘ \ v=(a,x -+ x,) (c: 2 + 11),
' w=_(ayx + «5) (b; y + B), 8 == 0. (by Bc ... @5 const.)

et sa dégénérescence évidente pour @ = o.

Druxiise cas: X, T X; SONT DEUX FONCTIONS LINEAIRES LIEES PAR La RELATION LINEAIRE (62).
— Suivant que le coefficient de x dans X, est nul ou non, on pourra ramener ce cas a 'un des

sulvants :
X, =1, X, =1, X; =1,

X, =1, X, =x — & X,=a— w0 (o const.).

a) On prend X, — X, = X, = 1. — Les équations fondamentales (I) deviennent :

YiZ, -+ Y. 2 = o,
(72) Y'Z, (1 4 E) ++ Y,Z! + EY{Z] = o,
YZ! (1 +8) + YiZ; +EYZ = o.

La premiére permet de déterminer Y, et Z, :

(1%) Y, ==b; chwy — §; sh wy,

(74) Zy=¢; Cos wz + 7; SIn w2,
ou:

(73bis) Yx = bx!/ -+ Br,

(7/Ibis) Ly = ¢, g+ Yr-

Les deux derniéres ne sont autres, 4 une permutation prés, que les équations (62) et (63) du
chapitre précédent. Cette remarque permet d’écrire sans nouveau calcul les solutions du probléme
actuel. Les deux premiéres, définies par les formules suivantes (), sont valables pour des valeurs

quelconques de & '
Cu= (b ch wi Y + B sh e y) (cicos wiz + 14 sinw g} ou a=(by+ ﬁl) (sz o+ Yx).—
s v = é (— b5 sin w5y 4+ B; cos wyy)

| XII | [(c5 ch w;2 4 Gy sh w;£) (5 - 2) + wsk (5 £ -+ 15) sh wy 2 - (G2 + g5) ch w; 2])],
T /w == (b; cos w;y + B; sin wyy) [(¢c;2 4 v;) ¢h wy;2 <+ (G2 + g3) sh w,z],
= — EE (b cos w;y + B; sin w;y) (c; ch w;£ 4 G; sh w;2), (b1, €r-.v bye;Gyy; const.).

s u={(b, chwy + 3, shwy)(c, cos we 4y, sin wg) ou u= (bxy'+ 30 (62 + 71,

byesk
— = 2 2 + Y2

VY ==
2

w = (bsy + B;) (¢;5 + 13)s
6 =c; (b;y + 85

(*) A ces solutions il faut ajouter la suivante que nous avons rejetée en note, car elle ne différe de la solution ljv
du chapitre IV que par les notations :

‘YIT! gu = (bichwy 4 3 shwy) (c;coswe 4y, sinwe), v = (l _i_-E y + gz> (— 2¢52 + Y2,
1S ¢ 5
'W:cazz+~{32+§3, 9:—3%+Y25—'F+Y3-

EQUATIONS INDEFININS



— 66 —

et la derniére dounée par les formules suivantes ne convient que lorsque £ = 1 et a été pour cetle
cause classée hors série :
= (b: chwy -+ 8 sh wy) (¢; cos wz + v, sin we)
c;2?

. v=(02y+p2)[9<2 +Y32>+Yz]
(&) = [ 8, — o (bzzyz - 32!/)] (2 = 1)
8= bay, -+ 50+ p im(c;z’ + T;Z) — ¢ <b;g2 -} ﬁ;y)% (b....y; const. £ =1).
b) On fait :

XI:I XZ:-X.:JC—-[I'G.

Les équations fondamentales (I) deviennent :

YZ + Y I+ E(Y.2, + Y,Z)= o,
(75) YIZ (x4 8 + Y2 4 £V = o,
(Y;Z’; (1 48+ YiZ; 4+ Y2 = o.

dont les deux derniéres ne difféerent pas des derniéres équations (72).

[l nous suffira donc de passer en revue les solutions @f a @ ci-dessus et la solution (A),
de prendre pour Y, Z,, Y, Z; la valeur fiqurant daus ces solations, puis de former dans chaque cas
la somme Y] Z, -+ Y, Z] correspondante et de déterminer enfin les valeurs de Y, et de Z, qui satis-
feront & la premiére équation (75) aprés substitution de cette valeur de Y, Z, + Y, Z..

r° Solutions déduites du type | X1 |. — La premiére équation (75) devient :

(76) Y2, Y — szt (D=,
dont la dérivation par rapport & y donne :
D Y'Z, -+ Y!Z! = o.
/) 8¢ on laisse en premier lien de c6té la solution Y = o de I’équation (77), elle peut étre
remplacéc par: )
' %:mf, 7'+ w2, =o.

Si @, == 0, Z, est une somme d’exponentielles et 'équation (76) ne peut 8tre satisfaite. Siw, = o,
ona:
(%) ' = o,

1

(79) Zi=o.
Premier cas. — Y est une constante non nulle. On prendra alors :

Y,:‘;‘y2+bzy+pu
et de ’équation (76) on tire
Zi=2¢86—1E+1)—4

valeur qui satisfait aussi &4 Z’ = o. On obtient ainsi la solution :
s u = <§y2+bly+al> [chz—Yz(E_}_])_Y; E]’

v= <I——;———Ey + p;) (—26;2 4 v2) (X — o),

w={(c; 2+ 13 £ + &) (x — xo)

2¢; 2 E+1
| 9=(.2',‘——1'o)<—‘ g ‘f“'{Z'—E‘—f“YS)

XIv

(b: ... 1% const.).
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Deuziéme cas. — On prend Y’ = o. L’équation (76) se réduit, cu égard & 'équation (79), aux
conditions:

r; =0, ‘{2<1+E)+Y;E:07

et on obtient le systéme :

u:(b J+ﬁ)(cx£+71>,
T (H;’Jjup) (x — xo),
XV 1
D 0w = [ Y;(E_:"J £+ C;] (x — x0), (b: ... 5 const.).

/1. Prenons maintenant Y, = 0. — Y, est une constante qu'on peut faire égale & l'unité,
L’équation (76) donne Z, par double intégration et on obtient ainsi:

23

5 g — G+ D a2t s+,

| e
“ . (l U:< y+ﬁz>(——263z+yz)(w_—xo),
XV ‘ :

' w = (C; 22+ v; 2+ :;) ([I) — xo)y

; £
6—_—[—26:’2#—*{2(’ E I)+7;] (& — zo).

2° g'olu[z'ons déduites du type | XII |.

La premiére équation (75) s’écrit ;
| 7

U —=¢

(80) Y Z + Y, 727 =2 (h; cos w; y + B; sin w; 1) (¢; ch w; £ + Gy sh vy 2),

que l'on traitera sans difficulté par application du principe exposé dans I'introduction. En tenant
compte de la symétrie on est conduit a écrire la seule solution suivante :

(x —

= >(—bs1nw_/+3009my) [(c;chws+ Gyshwe) E+2)+wi{(c;2-+7;)shws

w £

~+ (G5 £+4g;) ch-w 2}],
w:(x—x(,)(bCOSmJ+—psmmJ)[(c 2+ 1) chwe+ (G 5+ g;) shwg],

(2 — i2o)

gu:I(bwswy+Ssmwyﬂmchmz+yﬁhmz+z(&chmz+c¢hw@L
( = —2 : (heoswy +pBsinwy)(c;chwse+ G;shwez).

Jo Solutions dedudtes du type ‘ X111 . Si ¢, == 0, on trouve de suite :

u= (b choy—+ pshowy)ccosws+ysnuwz),

M| v =(x — Zo) (€2 £ + Y2)s
Xvill w0 —by g+ b
§=a.
Si ¢, =~ 0, la premiére équation (75) devient :

(81) Y’:Z’_l‘—Y’ Z:+Ecs(biy+ﬁ;):0;
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que P'on traitera comme I'équation (76); on trouve ainsi :

¢ ﬂ:.r”_.*_\'gly__csg<[ﬁﬁli+g3y>’

2
s b.c. 22
XIX U:(JT—“'EU><—E‘)—::)_+CZZ+Y2>a
? w = (& — @) (b5 y + 3) (65 £ + 13),
Ci=c(@—w) (b y + B);

u=—=t¢(by+E) <%+012+Y1>’

\

XX ( v:(;c——xo)<—Eb;cs—zf+czz+-(z>y

w=(@—a0)(b; y + ;) (¢; = + 13),
8= ¢, (®— o) (b; y + B;)-

4° Solutions déduites du type A.
La premigre équation (75) devient ici :

c

(82) YIZ Y, 24

; £ b y?
5 +Y3~")+YZ‘{—B;*‘P< 2 "F«EZ.’/> =0

On voit, en dérivant trois fois par rapport a y que Pon est conduit a envisager deux cas :
Y = o0 ou Z’ = o. Des dérivations analoques effectuées relativement & z conduisent a I'une des
deux conditions Y” = o ou Z7 — o. En associant ccs conditions et en tenant compte de la symétrie
oun aura seulement deux cas & considérer : 1°: Y,"=o0;2°: Z7 =Y = o.

1°0nprend Y/ -=0; do0t Y, =4, y + 3,. En portant cette expression dans U'équation (82) et
en identifiant successivement par rapport & y puis 4 £, on s’assure que la supposition Y, = o ne
conduit & aucune solution nouvelle. Il en serait de méme pour 2" — o;

2° On fait Y| =Z" = 0. On doit supposer Y -~ 0, Z” = o d’aprés ce qui précede. En faisant :

' 2 2 \
(83) Y, =A (l’; by B L= <% s ty) (A const),
on aura donc la forme la plus générale de la fonction u dans le cas étudié.
En tenant compte des formules (83), 'équation (82) devient :
2 2 2 02 2
@) A (LD by bostabn) the( by o —ee (2L b ny)=o.

La disparition simultanée des termes en y* et en £2 du premier membre de 'équation (84)
exige :
A—pbye;=0, A+ pbey=o,

c’est-d-dire A = o0, ce qui entraine u — o. Il n’y a donc aucune solution nouvelle dérivant du

type (A).



CIIAPITRE VI

RECHERCHE DES SOLUTIONS CORRESPONDANT AU CAS OU L’UNE
DES TROIS DERIVEES X, Y' OU Z; EST NULLE

1. Supposons X’ = o. Les équations (I) de 'introduction deviennent :

(1) B X, +G X +D X=0 avec X, =a; x -+ a {a; &, const.),
(2) AX +B. X, +Coa -+ D Xy=o,
(3) A X+ DB, Xy + G+ D; X, =0,

Nous nous proposons d’établir Ie résultat suivant :

Fn dehors des solutions rentrant dans l'une des séries rencontrées dans les chapitres précédents,
les seules solutions du type que nous consrdérons correspondent a des fonctions X, et X; qui sont des
trindmes du second degré.

Pour le montrer nous allons passer en revue les diverses solutions de I'équation (1) (*).

2. Premiére série de solutions de l'équation (1) : X =K, X, X, =K X,
(K., K, const.).
Il est évident que toutes les solutions de cetle série jouissent bien de la propriété annoncée.

Seconde et derniére série de solutions de l'équation (1) : X, X! et X| sont liés
pdar une seule relation :

) PpXi+p. X+ ps Xi=0 (1),, P2, Ps const. ).

Premier cas @ p, == 0. De I'équation (4) on tire :

€Y X=X 4w X (=ax+ a) (h2 . const.),
qui, jointe aux suivantes :

(6) B3 +C, =o,

(6%) Biy, + D, =o,

remplace Péquation (1). On peut d’ailleurs supposer A, p, == 0, sans quoi I'on est conduit & une
solution pour laquelle 'une des fonctions v, w, Y, ou Z; est nulle.
La dérivation par rapport a @ de I’équation (2) donne :
) A, X"+ B, X] + D, X{ =0,
(") Il o’y a pas lieu de se préoccuper des solutions provenant de annulation de B;, C; et D; sans condition entre

les X, car les conditions : G; = D; = o entrainant la nullité de Vune des fonctions v ou w ou des deux dérivées
Y, et Z;, les solutions correspondantes rentrent dans un des types rencontrés dans les chapitres IV et V.,



en sorte que X”', X! et X{ sont liés par une relation linéaire que 'on peul écrire (') :
®) X! = g X[+ q; X; (gs, 75 const.).
L’équation (8) et les suivantes : ’
(9) A ¢+ B, =o,
(10) A, g; + D= o,
remplacent 'équation (7).
De I’équation (5) on déduit (%)
(10%) Xy =— X

Dérivons 'équation (3) par rapport a x et introduisons daus le résultat la valeur de X déduite
des formules (8) et (10°%), nous obtenons les deux relations :

(11) By uw, — X g, Ay =o,
(12) Dy g — 3 ¢2 Ay =o.
1° g, == 0. L’¢quation (10) conduit, aprés avoir écarté le cas on Z] = o, a faire Y, = o.

L'é¢quation (11) donne alors Z] = o. D’aulre part Y étant nul, D, ne dépend pas de y et par suite
(éq. 6°9), il en est de méme de B, et (éq. 6) de G, ; par suite Y, est une constante. Désignons
par b, sa valeur et par 2, celle de la constante Y. On peut, sans restreindre la généralité de la
question, supposer b, 3, == o. L’équation (12) devient :

(13) wtby 2 — g = o,
et, en observant que Y’ est nul, équation (g) peut s’écrire :

(4 G-+ 2 =o.

Des équations (13) et (¢**), on déduit, Z] étant nul :
' =o, G = 0.

Donc ¢, = o entraine ¢, — 0. On voit de méme que ¢, = o entraine ¢, = o. Il en résulte que
si le produit ¢, ¢, est nul les équations (8) et (10°) donnent :

X" = o, X” — o,
et les solutions correspondantes sont bien du type annoncé.
2° q, ¢, == 0. Les équations (g) et (12) se dédoublent et donnent :

(14) Y, =Y, et g2 + w3 hi=0 (w; const.),
(13) Y, =w.Y; ct wiw, AL =X ¢, Ly (m@; consl.);

la constante v, peut sans inconvéuient ftre supposde différente de zéro, car @, = o0 entraine Y, —=o
et les solutions correspondantes rentrent dans celles qui ont fait 'objet du chapitre précédent : on
a également @, == o car g, Z, == o.

Enfin le systéme des équations (14) et (15) peut étre remplacé par le suivant :

! w5 E

| Y, = ww; Y, Lz_ir;
(16 ¢ , ’
) Y“_Yz, A )‘2(12(/3 7.
3 w4 3T HzE"ﬁTz w5 3,

(*) En effet, si une relation linéaire homogéne entre X7, X; et X; ne pouvait étre résolue par rapport & X7, c’est
que X; ct X scraient reliées par une pareille relation et on serait en présence d’une solution de la premiére série.
(@) Cette résolution est possible en vertu d’une remarque faite au début du paragraphe (3,u2 7= o).
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Si Pon tient compte du systéme (16), les ¢quations (g), (11) et (6°+) conduisent respectivement
aux suivantes :

= 7\2 203 _
(17) q: -+ .o, (I—*}—;)—-#F_O,
_)‘2 2
(18) —-sz({Elﬂ(l + 5+ pumiw; — A g; = o0,
(19) BB, — Y'Z, m‘zljm3 —o.

L’élimination de B, entre les équations (6) et (19) donne :
(20) B, o + 2 g5 = o0,
en vertu de laquelle on tire de I'équation (17):
(21) 72 ==— ww;§
et 'équation (18) devient :
(1 +8) e

g A ey — g =,

qui est une conséquence des équations (20) et (21).
Dans 'analyse précédente chacune des équations (2) et (3) a subi une dérivation en x, il faut
donc s’assurer directement que les équations (2) et (3) elles-mémes sont vérifiées. '
Observons que les fonctions X, et X, salisfont aux équations :

X! 4wy (X - MX) = o,

(22) | X! 4 MX) = o <M = ;i)
. 2
dont on déduit : X7=0. Les fonctions X, et X, seront donc des polyndmes définis par les relations :
X, = a,xt + ;3 + a,x* + a;x -+ as, (@ ... as, a; const.)
(23) - @ 4 a, 12 a, s a; i 6 a, ) .
i VA ¥ m+hlm2m35 R Y} M, w;§ & -+ ;= 0.

Considérons maintenant Péquation (2); son équation dérivée étant vérifiée par les fonctions
définies au moyen des counditions déja rencontrées jusqu’ici, il suflira, pour écrire qu’elle est satis-
faite, d’exprimer que le terme indépendant de & obtenu en substituant dans son premier membre
les expressions (23) de X, et de X; est nul. On trouve ainsi la condition :

(2[}) 2a4A2+aSBZ+aICZ+a7I)z:0-
L’équation (3) donne de méme :
(25) —_2<%’;+WI;(;_E) A, + a8 +a.G +asD.=o.

D'ailleurs, aprés substitution des expressions de g, et de g, données par les relations (20) et
(21) le systéme (16) devient :

i . Z;
Yz;:'mz'ms YZ’ Az:hl'!;) !
(16¥9) - 2
( 3:--—21 ng—mzmizs,
@y

en vertu duquel les équations (24) et (25) s’écrivent :

6 PY;Z;—{—a;EY;Z;:O,
(26) —0QY;Z; 4 a EY, Z, =0, (P, Q, formes linéaires en a, a; ... a;).



1°S1P—=0Q —=o0. On aY =7’ -=o0. Ce résultat est incompatible avee la condition w, == o0
caril entraine Y, == o en vertu de Péquation (6).
2°PQ —=o0; P + Q == 0. On peut, par raison de symélrie, s’arrdter au cas ol I’ == 0, Q 5= a.
Mais alors Y! = o et le second terme du premier membre de la seconde équation (26) ne dépend
pas de y. 1l doit en étre de méme du premier, ce qui exige (QZ, n’étant pas nul), que Y, se lédUlSL
a une constante, conclusion en contradiction avec la condition @, == 0.
39 PQ =% o. Les équations (26) peuvent ¢tre remplacées par les suivantes :

% 1/ =p Y2 ({q const. ji o),
oD L = a, 7 (s: const. - 0),
PZZ—*“LI f1 Zl:(),

(28)

Des équations (28) on tire, eu égard aux équations (27) et (16°%):

.
H
—QY;+a, %6, Y, =o0.

) ) — P
(281”5) ;FI\I + a;5gi3 =0, HQm1+a‘EP‘°‘:0’

d’ott Pon déduit la condition :
(29) P == M, Q,
par élimination de a, &g, 0,.

Développons Péquation (6) en tenant compte des équations (27), (16"%) et (28), nous ob-
tenons :

(30) 'GT;-E+(;%§(A\‘['GIZQ~—PG;>:O.

De Uensemble des relations (29) et (30) on déduit @, = w; = 0 ce gui est en opposition avee
la condition &, ®; == o posée au début de ees calculs.

Devxiiye cas. — Dans 'équation (4) on suppose p, = 0. Si X! = X = o, les solutions cor-
respondantes rentrent bien dans le type visé dont elles sont un eas trés-particulier : les polyndomes
du second degré X, et X, se réduisent a leur terme constant. Si X! et X! ne sont pas nuls ensemble,
il est indifférent, par raison de svmétrie, de supposer X/ —= o.

L’équation (4) donne alors :

(31) Xj=xnX] (%; const.),
a laquelle on joindra pour satisfaire a 'équation (1) :
(32) B, —o,
(32bi%) G2y D, —=a.
L’équation (32) peut étre remplacée par le systéme :
(33) - Y =5 Y, 243 =0 ] (3 const.).
Mais le produit Y,Z, n’élant pas nul, de I'équation (32"%) on déduit d’abord X =% o; ccla
étant, elle équivaut aux deux relations :
(34 Y=mY; w054 =0 (¢ const. == o).
Dérivons I'équation (2), en tenaut compte de I'équation (31); nous trouvous :
(35) A X7 (B, 3, D)X = o

relation qui, X et A, n’étant pas identiquement nuls, n"admettra qu’une série de solutions définies
par:
(36) X = X,

37 Ay, + B, + %D, =0 (w5, const.).
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En tenant compte de (32°¢) I'équation (37) devient :
(38) (s Zs + Z0) Yo - Y/ Zy = o,
dont toutes les solutions sont données par les deux équations :
(39) Y =5, B+ mw)Z:+ 2L =0 (@, const.).
Les équations (31), (32°¢) et (30) conduisent de méme & :
(ho) Zs (=5 Y5 -+ Y5) + Y5 Zf = o,
qui se dédouble et donne :
(1) L= 1, (w: + 7)Y, + Yy =0 (v; const.).

Si, entre les équations (34), (3g) et (41), on élimine Y,, Y,, Z,, Z; en observant que Y Z; - o,
on obtient la condition de compatibilité unique :

(h2) 4+ B 4 13 = 0.
Les équations déterminant les X sont alors :
<,\\3> X =a,.zr -+ ai, X”z’ fi g’z -+ Tj) X; == 0, X =1 X;

Si 8, + v, est nul, X7 = X7 -=o0; X, et X| sont des polvndmes du second deqgré. Supposons
donce B, -+ v; 7~ o et faisons 8, + v, = w?; nous aurons :

(4[4) Xi—=mx+a, X,—=a,coswirta,sin w X+ %, XSI)\; (az COS » L - a, Sillm.'c)+’;'3,
(a,a;... & const., a; == o).

La substitution de ces valeurs des X dans les équations (2) et (3) donne les deux counditions
complémentaires :

= Bzgz+czar+DzE;=01
(45) I Byt +C,a,+ Dy &, =o.
Mais on a, en vertu des relations précédentes : - .
1y i e \'; rytr . , , 7‘3 gt
Y =5, Yi= o B=nt, h=—21

éqalités grace auxquelles on peut remplacer les équations (45) par les deux suivantes :

B |\ o,
(46) [ (1 -+ )+ yh— 30| Voo a £ Y Z =0,
<47) ['{;E; (I + E) -+ ﬁzg; — ‘{2522)\3] Y;Z3 +a: £Y, Zi = 0.

Si le coefficient Y,Z, dans le premier membre de I'équation (46) n’est pas nul, son premier

terme est une fonction périodique de y, de période (*) V — Bsy etde £, de périodey — ¥s, tandis que

son second terme a pour période par rapport & y et i £, respectivement V —B. et \f/Tﬁf. On en
conclut évidemment :
f. = By, 73:—(3”_

d’otr : B, + v, == 0, ce qui est contraire & nos hypothéses. Le coefficient de Z,Y, dans I'équation (46)
doit donc étre nul et par suite Y, = o. L’équation (47) donne de méme Z; — o et on est ramené 3
une solution rentrant dans les types étudiés au chapitre 1V,

La propriété énoncée au début de ce chapitre est ainsi complétement démontrée.

() On voil directement que le résultat subsisle si 3§:3; = o. L.e raisonnement se modifie sans difficulté.

¥.QUATIONS INDRFINIES 10
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3. D’aprés la proposition précédente et en laissant le cas oi X! = ¢ on peut poser:

(48) Xi=xz—2x, Xi=ax*+20ax+%E, Xy =a;x + 2 05 & + &y
¢x,, a..... &5 const.).
Les équations (1), (2) et (3) deviennent alors :
(hg) B, (x — o) + 2 Ci (@2 + 2:) + 2 D (a; & + «5) = 0,
(50) 2 A+ B+ 20, 24+ 6)+C,+ D, (gy2? + 20, 2 -+ ) =0,
B1) 2a; A; + By (a0 + 205 x + ) + G + Dy (@ex® + 2 05 & + §) = 0.

La disparition des termes en x* et en x dans les équations (50) et (91) exige :

. Bzaz+Dza3:0’
(DZ) B,a, 4+ D, a; = 0,

. B;a; + Dsa.=o,
<33) Bs a; ~+ DS a, = O.

Deux cas sont 4 considérer suivant que a,a, — a, «, est différent de zéro ou nul.

4. Premirr cas. — On suppose a,a, — a;a, 7= 0. Les équations (32) ¢t (53) donnent alors
<5A> Bz = B3 = 0,
(55) D.=D,=o0.

Si on laisse de coté des solutions envisagées dans le chapitre précédent, on tire des équa-
tions (55):

(56) Vi =7, =o,
et les équations (54) donnent alors:

G7) Y =2 =o.

En définitive on pourra prendre :
o . Y= 10,y + B2 Z,=1, (B2, B,y const. b, = 0),

(8) Y. =1, Z,=c; 2+, (¢4 15 const. ¢y == o)
et les équations (4g), (Do) et (51) deviendront :

(59) B, (& — @) -+ 2§ b (@ A ) + 2 £ 0, (a5 @ + a5) = o,

(o) : 20, (by +B)+EY Z, = o,

(61) 2a;(c; 2+ 1)+ EY,Z =0,

Des équations (60) et (61) on déduit soit Y = o0, a, = 0, soit Z! == o, ¢, = o. Il suffit, par
raison de symétrie, d’envisager 'une de ces hypothéses ; par exemple : a,=Z'=o0. On peut alors
faire Z, = 1 et Péquation (Go) devient :

(61“’) £ Y; =—20Q, (&z i+ Bl)s
tandis que I'équation (H9) se réduit & Iidentité & vérifier:
(62) ty by 2 (B2 — 1) + 0.8 2z + €5 05 £ + 1y b, & = 0.

Mais b, == o0 et comme a, &, — a;, 7 0 et @, = 0, on a: @, 7= o. La disparition du terme en
dans (62) exige donc & =1 ou & =1 (car § -+ 1 == 0); l'identité (62) se réduit alors & :

(63) byo; -+ €505 + a, b, 2o = o.
On peut d’ailleurs sans inconvénient supposer b, =c¢, = 1 et I'éqalité (63) donne:

2Ty = — (&3 + ay).
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On obtient ainsi la solution suivante gue nous classons hors série car clle ne convient que pour

E=1.

0=—(a > +a+ )+ 28y +7)
A U=(a21‘1+2ﬂ2x+£2)(y+@)’ (E:I)
(4) — (2 a :.
(w (2252 + §) (2 + 1),
= —a@(pP—28y+n)+ @ +20x+6b+2a 2+
5. Druxiime cas. — On suppose @, a, — @a,a, = 0. Nous étudierons plus tard(*) le cas od
a,a, == 0. On peut, en Pécartant, prendre
(64) szm'—‘xny X2:'172+2a$+52! X;:.r2+2aw+53,
et les identités (49), (o) et (1) éruivalent aux relations suivanfes :
. B, + D, =o,
(65) B, 4+ D; =o,
{ By +2C,+ 2D, =0,
(66) { B, zo — 22 (C; ++ D)) =0,
0 2A,+C,4+mD, =y,
(67) 2 A; + G, —m D, —=o, (m=%& —§&)

La considération des équations (65) montre de suite que Y,,Y;, Z,, Z, ne pourront étre autres

que les fonctions analogues des types | XIb¥, XHI| et (A) du précédent chapitre. 1 suffira

pour terminer la question de les examiner successivement et de rechercher si ces fouctions peuvent,
pour une détermination convenable de Y, et de Z,, satisfaire aux équations (66) et (67). Dérivons la
premiére équation (67) par rapport & y puis lu seconde par rapport & £ et ajoutons les résultats ;
nous obtenons, en tenant compte de la premiére équation (66):

(68) 2 (Y Zy -+ Y, 2 (1 — B + mE (YIZ] — Y. Z)) = o.
En retranchant de la premiére équation (67), dérivée par rapport & g, la seconde équation (67),
dérivée par rapport a y, on obtient :

(69) 2 (Y. Z! — Y} Zy) 4 mE (Y2 + Y'Z)) = o.
6. — Nous allons commencer par montrer qu’il n’existe aucune solution dérivant des types
X175, [XTIL] et (A).
1° Si on introduit dans U'équation (69) les valeurs des Y, ... Z; du type l XI*{on trouve ¢;=o0
et les équations (07) se réduisent & :
14 ,
2 Y2 [‘T i+ pz—l -+ EY‘ZI =0,

2 (2 +5) + L2 =
La derniére de ces équations montre que Y, doit étre constant-ou Z nul.
Mais Z! — o entraine w — o. Donc Y, est constant et I’équation (70) donne v = o.

(70) g

2° Il n’y a pas lieu de considérer la solution dérivant du tvpe‘XHI car, pour cette solution

Y! étant nul, elle rentre dans celles qui ont fait Uobjet du chapitre précédent.
3° Pour les solutions dérivant du type (A), I'équation (68) devient :

mpc,b; = 0,

(*) Ch. VII ci-apres.
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La solution b,¢, conduit 4 un type déja rencontré (car Y,Z;, = o si b;c, = 0). Si on prend
m = o, 'équation (6¢) devient: ¢ (b,y +B,) (¢,2 + y,)=0, qui exige p=0. Toutes les solutions
nouvelles possibles déduites de la condition (72) seront donc comprises dans celles qui correspon-
dent 4 p—=o0. En tenant compte de ce que p=o0, on trouve deux équations analogues 4 (70) et (71)
d’olt Pon déduit 'absence de solutions dérivant du type (A).

7. Solutions déduites du type | XII|. — Sion suppose qu’on n’ait pas a la fois G, — ¢,— o.
les équations (68) et (69) donnent respectivement :
wimf—2(0—%t=o, 2 (£ + 1)=miw},

qui sont incompatibles lorsque §=-o.

Faisons donc ¢, = (G, —=o, dans les expressions des Z du type | XIL|. Alors C, + D, est nul et
les équations (66) se réduisent 4 la seule équation B, — o, d’oti on tire de suite :
(71) Y: + mf\rl = o, Z’; — wax B
Il reste & écrire que Ies équations (67) sont vérifides ; on obtient ainsi:
{ (22, + mEwd) Z,Y, + EY Z, = o,
(72) | (22 + mwd) YyZy 4 Y. Z = o.
Ces équations montrent (*) que Y, et Y, doivent étre des fonctions pértodiques de méme période
que Y, (ou des polyndmes si , ==0). On en conclut w, — w,.
Nous désignerons cette valenr commune par w, et nous observerons que, o, n’étant pas nul, il en
est de méme de o,. Des équations (72) on tire alors :
(73) ' Y, = Y5, Z,.— k. Z, (hyfey, const.).
Les équations (72) se réduisent & la seule condition :
mw?t 4 2

(74> /Lxlft = w?E?

et on en déduit la solution :

<2 + e’
U=—(——

wé

) (r — ;) (bcos vy + Bsinwy) (shws + 5 ch wg)

%) (— bsin wy + B cos 0g) (r sh we + g chws)
lll’
"

w:<x2—f— 20 + A -+ >(b cos wy + Bsinwy) (Y ch wz + ¢ sh ws)

U= <$2+ 2ax + A

2 .
\ § == — Y (b cos wy -+ B sin wy) (yshwe + g ch wf).
(1) Ce raisonnement serait en défaot si les coefficients de Y, et de Y; étaient nuls. Mais oa devrait avoir alors a
la fois Y; = 7Z; = o (car Y.Z; = 0). Mais « ne dépendrait plus que de z et la solution trouvée rentrerait dans celles
qui ont été étudiées dans le chapitre IV.



CHAPITRE VI

SOLUTIONS POUR LESQUELLES X' EST NUL ET X ET X, SONT DES BINOMES
DU PREMIER DEGRE OU DES CONSTANTES

Nous étudierons successivement les cas ol X, et X, sont deux constantes, puis celui ot X,,

par exemple, étant une constante, X, est un polynéme du premier ou du second degré et enfin
celui ot X, et X; sont deux bindmes du premier degré.

I. Solutions correspondant au cas ou X, et X, sont des constantes non nulles. — On peut
alors poser: _

() X =x— xo X, =1, X, ==1.
Les équations (1) de Pintroduction se réduisent aux suivantes :
() B, =o,
) : B, C, 4D, =o,
%) . B, +C;+D,=o.

1. Si on suppose Y: = Z: — o, u ne dépend que de x ¢t les solutions obtenues rentrent
daus les types qui font objet des recherches exposées dans le chapitre IV.

2. Si Y et Z ne sont pas nuls & la fois, il est loisible par raison de symétrie de supposer
Y! == o. Nous partirons alors de la considération de I’équation (3). Dans tous les cas, Y, et Z,
seront donnés en vertu de (2) par des équalions:

3) Y=Y,
(6) 24 wii=o0 (w const.),
Premiére série de solutions de I'équation (3). — On prend :
0! Yo=pY,  dob, Y= peY,
®) Yi=0Y,  doi,  Y;=5Yi 4+ (en by B const.)
avec :

(9) ' o202 2y (1 + 8+ Z]] + 035 Zy + § Z, = o.
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L’équation (4) devient :

(10) Yol 0+ Zi+ b0 Zy +- 8 Z) + g2k 2] + B, (1 -+ §) Z] = o,
d’otr on déduit, Y, n’étant pas une constante : |

(1) by (4= B) 2 by w? 2y L 4 prEwt Z = o,

(12) B, 4] =o.

1° On prend Z = o. On est alors conduit a écrire que I'une des deux quantités o ou &, est
nulle. Mais si @ = 0, Y/ = o et on retombe sur une solution du chapitre V; si b, = o, w ne
dépend plus que de Z et la solution obtenue appartient an qroupe de celles qui sont étudiées dang
le chapitre IV.

2° On adopte la solution 3, = o, de 'équation (r2). Les équations (7) et (8) déterminent Y,
et Y, ; les équations (g) et (r1) donnent Z, et Z,. On est amené a distinguer deux cas suivant que
® est nul ou non. Mais si © est nul, Y, — o et 'on peut laisser de coté la solution a laquelle
conduit cette hypothése. Si o n’est pas nul, on trouve la solution suivante :

u={(r — &o) (b thw y + B shw ) (¢, cos w £ + v, sin » £),
v=w(shwy+gGchowy)[(c,e+ry)cosws+ (G2 + g.)sinwg],

. £
- {mGZE—f—mgl —C, (H_T2>: COS w £— ‘) mczz+wy1+Gz'_+—T2 SIDw 2
l 1 ; ¢ w==(b; chw y+f:shuy) . ; ae
— —_E(C’ sil w £ — ¥, €OS w 2)
2w . .
8= E'(b, ch w4+ B: sh o y) (¢; s1n w 2— G, cos o £).
Deuxiéme série de solutions de I'équation (3). — Les fonctions Y7, Y,, Y/ et Y] sout
liées par deux relations linéaires résolubles en Y] et Y,. On peut alors poser :
(13) Yi=to Y, 5o Y},
(14) Y=Y 4+ Y; (Rhas Pos A2, 2 cODSE.),
auxquelles il faut joindre pour satisfaire & I'équation (3):
(15)_ L+ +%MNZ4L +F4 =o,
(Ib) 2 (1 -+ E) Z2+P-n ZZ+EZ,’:0

Les équations (13) et (14) peuvent d’ailleurs étre remplacées par 'équation (13) et la suivante,
eu égard a la premiére équation (6):

(17) Mo Y'; — 42 Y; =Y, (XZ — w2> =+ v, (Vg const.).

On observera qu’on ne doit pas supposer p, — w, =— o sinon, étant donnée la nature de Y,,
I'équation (14) serait une conséquence de I'équation (13), pour une valeur convenable de ),.
De méme 'équation (15) permet d’écarter 'hypothése olt A, = ), = o. Cela étant, les équations
(13) et (17) permettront de déterminer Y, et Y, et (15) et (16) donneront Z, et Z,. Mais il faut
s’assurer que ces solutions satisfont aussi & 'équation (4). Nous distinguerons deux cas suivant
que W, est nul ou non.

Premier cas. — p, == o. L’équation (17) donne :

[Y: Gy — do w?) + v
— 1
ha

(18) Y; =

et 'équation (4) devient :

2 — %o 2 Z 2 2
(Ig) Y, [_m (}\z P)\ m) 3+(I‘*s—5) (xz—low’)Z;+EZ,’+XoEwZZ;]-f-(I—T—Q-voZ;‘—:O-



Cette égalité exige, Y, n'étant pas une constante :

(a0) oo 4 LY

(21) vo L, = 0.

(3o w? : 32) w? Z,—

—100]2+w/'

Si on fait 7. = o0, Z, est une constante et il en est de mé&me de Z, en vertu de I'équation (15).
Par suite » = o, Y, se réduit 4 une constante ct il en est dc méme pour Y,, d’aprés 'équa-
tion (13) dans laquelle y, == 0. On trouve donc une solution rentrant dans celles qui font I'objet
du chapitre V.

Soit donc v, = 0. De I’équation (16) on tire, e étant nul,

ptz(l-%-E)Z

2 = —
(22) :

Entre les relations (20) et (22) éliminons Z;; nous trouvons :
(23) OGo—2)w2 (1 +8Z, + [0+ —do* 2+ 1)]2 —§wZ, =0,

dont la comparaison avec I'équation (15) donne :

(28) ZDs (1 —2dwi]+Z 0+ w (20— 2e)=no.
Cette équation montre que Z, est de la forme :
(25) Z,=—acosQ e+ BsinQ g
et des équations (15) et (23) on déduit :
(2[)) Q2 — )_‘fg)—’__@’ Q2 = w?,
d’olr : '
- : 3o w?
(Qﬁbls) )-z: ; + E.
En définitive, on aura (") :
dobw? Y, vy .
YZZRQY; Y’:_(%u—}—l_) )o[m2Z2+A;J+EZx=U
7 Bz (1+E) P‘z (I -+ E) Z;’
3 = w? E z Yo wh

d’ol1 'on tire la solution :

[ u=(x —xo) (b chwy + B: shwy)(c, cos we ~+ y, sin v 2),

R \ v=uw(b;shwy+ 8 chay) [c; CoS w & —+ Y2 Sinw g 4 E_-Z(CA sin w £ - y, COS mz)]s
8 = (b, chwy+ B:shwy) (e cos‘mz—f— 1: Sin w 2).

Deuxiéme cas : p, == o. L’équation (17) donne :

o O AT FVETN AN

3 o

La substitution de cette valeur de Y] dans I'équation (4) conduit a :

| +Y L*;Zj~<lgi—z>%z;"_< E+I>f"z£’ “*‘ Vo<‘_+cl>
0 S

(*) On peut laisser de coté le cas oli w == o, car on aurait alors : Y; = dow? Y, = 0.

(ﬁ)Y{oz o) Lt
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Cette relation ne peut 8tre vérifiée que si les coefficients de Y, Y, et le terme indépendant des
Y sont nuls, 4 moins que Y, et Y, ne soient liés par une équation de la forme

(29) pYi+gqY,=r (p, (},r const.).
Mais, d’une telle relation, on déduirait :
(30) pY. +¢gY;=o,

qui, jointe aux équations (13) et (14), montre que la solution appartiendrait au qroupe défini par
les formules (7) et (8). Nous devons donc avoir :

7
(51) ()‘z_)\omz)zj+fzi+;\zgz;:0’
-z 7 ) £
(32) p‘zp‘:) . (I _é—' s> "J.o Zr; o {J-z <2 ?_l_> Z; — s
(33) vo (75 -+ wot ) — o,

relations dont nous aurons a chercher les solutions satisfaisant aussi aux équations (15) et (16).

1° Supposons d’abord p, = o. — L’équation (32) donne Z" = o. Z, est donc un polyndme du
second degré P, et I'équation (13) montre & la fois que Z, n’étant pas une somme d’exponenticlles,
o est nul et que k, == o, si P, est réellement du second deqré. Si P, se réduit & un bindme du pre-
mier degré ou & une constante Z, est nul, Z’ est constant ainsi, d'ailleurs, que 7 et si X, == o0, Z,
se réduit & une constante, ’aprés Péquation (31), on est ramené a une solution d’un type déja
rencontré (chap. V).

Il fant done supposer a la fois X, = p.. == 0 =— 0. On obtient alors sans difficulté les expres-
sions :
Yo=Ky —yo) 7=,
Yzzvoll/r»loK+bsy.0, Zzzk?*;\‘ AR AR )
“ Q
. Yo v bt v
\s:m.’lz Fbyy -+ b Azz)fo!@'*!‘oﬂz'**‘rs'

qui satisfont aux équations (5), (6), (13), (14), (15), (16), (17), (31) et (32).
D'autre part, le cas ot Y, est nul étant écarté, on voit qu'il faut supposer v, = o; 'équa-
tion (33) donne alors la condition :

P s 7 3 E
(54) li + !"'OE 12: 0 ou: <')£ L po €y + Y;) -+ P'OE <— f £+ Cz> = 0,
o o
qui, p, n’étant pas nul, équivaut aux deux relations :
(39) 1—5 =0 d’ou f=1 car §41 0.

(36) = o.

On obtient ainsi Ia solution suivante (ui ne convient que lorsque & —= 1 et (ue nous avons
écrite en changeant légérement les notations précédentes :

u=K(x —x,) (y — 10)
l A ‘ L0 =(2by 4+ K) <_‘ E) + 2+ *{:)

’ w=(by* + ;5 + ;) (2 — )
B =0b;(p* — ) = K+8)y+2bierto2biy, — Ky +ny (05 40 ..0n; const; E=1),
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2° Soit maintenant p., 7= o. — L’équation (32) nous permet d'obtenir Z, en fonction de Z.' et de

Z!. En introduisant cette valcur dans les équations (22) et (31) on obtient les équations :
(37 2y + 20l + Q=0 <Q“_k>

ko,
(38) Ga—ut) [ G+ 5 | e =

Des équations (38) et (15) on tire :
Xy
39) 27 [0 — ) gt g 2 [RUED e CEED]
et pour qu'un systéme de fonclions Z, et Z, satisfasse aux équations (1), (22), (31) et (32) il sera
nécessaire et suffisant qu’il vérifie les équations (15), (32), (37) et (3g). Mais étant donnée la forme
de Z, et des solutions (*) de I'équation (37), on voit en portant les expressions de ces fonctions
dans I'équation (15) qu’il faut que I'on ait : Q2 = w* ¢’est-d-dire :

(AO) B2 = Mo’
Sous cette condition I'équation (3g) devient :
(h1) [ (1 ) — dow? (1 + 28)] (Z) + w*Z])) = 0.

1% cas. On suppose \, (1 + 2‘;)—) 0 (14 2 &) 7 o.
Il faut alors prendre :
(42) ZZ' -+ UJZZ; = 0.
Orles solutions communes aux équations (37) et (42) sont de la forme : Z,—=¢,cos w2+ 7. sin w .
Cela étant, I'équation (15) donne : »

. EZ,
4% N D e

qui est bien de la forme en question.
De équation (32) on tire :
(44) Ly = wl,
et il est visible que la seule solution acceptable de 'équation (33) est alors v, = o.

En joignant aux formules (43) et (44), les relations (13) et (17), en tenant compte des relations
= i, w2 et v, = 0, on obtient une solution définie par les relations :

e
\leb, chwy + B shwy Z;=2¢, cosw2 + y;8In wg
' tZ,
- ([, =) Y 1, Y L, = —
(45) . Y Y, 4+ o Y; N (1 B) — dow?
le )\2 - ‘() 2
’YC’ — wY; = ——(—ﬂ—) Z, = }LOZ;,
1 > ‘U‘O
d’od :
D u=(x — o) (br ch wy -t B sh wy) (c: cos we -+ v; sin we),
B = Do (b:Sh wy + fichwy) + pow (b;shwy -+ B;chwy) +(“T—_*i_‘“)
2ty
- ‘ ‘ € COS wg - ySllws
B I {Bichwy+bishoy+wy(bichwy+ 3, shwyl] [ how? — s (1 ) Jv
(¢:8In 0w g—7v:CO8 wE£)

(;v

0 = potk [ Yy chwy + b:shay) (lz—lo(uz)+b-C}lmy+ﬁssllmy:| W) oyt
2 = Aol

A — Apw? ]

8= (bichwy + Bishwy)(cicoswz -+ v sin ws) [m

() L’ensemble des conditions w; = pow?, gz = o permet d’écarter le cas w = o.

EQUATIONN INDEFINIES 11
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2¢ cus. On suppose ), (§ +1) — o 0? (1 4 2 §) =o.
Z, devant satisfaire aux équations (15) et (37), portons dans la premlere Cexpression de I'inté-
grale générale de la seconde :

(46) Ly == (6,5 == ,) cos w3 (.5 + G,) sin wg,
nous obtenons :
(47) Yo [20Z; + 20 (— ¢y sl we + g, cos wz)] + E(c; cosws 4 7, 81D wE) = q.

La disparition des termes en £ cos £ et < sin £ dans le premier nombre de cette relation exige :
ient simplement :

, ZI
(48) L= =)

mleur qui satisfait aussi & 'équation (37). Si on observe qu’elle vérifie également I'équation (42),
on voit gqu’on retombe sur une forme particuliere de la série précédente, correspondant au cas ol
dans les formules on supposerait que 'on ait :

(h9) ' by == Roto? (I -+ m) :

Troisiéme série de solutions de I'équation (3). — Les fonctions Y,,Y,, Y, et Y sont
liées par deux relations linéaires non résolubles par rapport a Y, et Y. Comme Y n’est pas nul,
on peut supposer 'une de ces relations mise sous la forme :

(50) 1 T=py Y,
ou '
(50%) Ys=pY: + g (p3» s const.),
[’équation (3) devient :
(51) VIZ (19 Yol £V, (Bt py20) — o,
et la seconde équation linéaire entre Y, Y,, Y' et Y] est de la forme (*):
(52) Y, =I[Y, +mY: (l, m, const.).
La substitution dans la relation (51) de la valeur (52) de Y, conduit aux formules :
(53) 7. (0 + )+ Z = o,
(54) PyEL - ml (1 2 + £ —o.
D’autre part Péquation (4) donne:
(55) YilpsorZs +ps 0 + DL+ 5] + Y2, + ¢, (1 + D L= 0.
1° Supposons ¢, —o0. — Une premiére série de solution de I'équation (55) s'obtiendrait en

écrivant que Y, et Y, sont constants, hypothése que nous devons écarter car Y/ ==o0. D’autre part il
n’y a pas lieu d’examiner le cas ot Z! serait nul; v ne dépendrait alors que de y. (Cf. chap. IV.)

En définitive, nous sommes conduits & envisager les seules solutions de 'équation (55) définies
par les relations:

(56) 7= p;Z),
(57) P30 Zy 4+ py (1 8) 2 -+ 2 = v 2, (i35 v; const.),
(58) Y 4+ EY, 4 p (1 +8) g5 = 0.

(*) Car le coefficient de Y7 n’est pas nul; voir la remarque faite 4 ce sujet page 5, note 1.
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L’équation (58) donne :
[v; Y 4+ w59, + 1)],

(29) ) :
moyennant laguelle I'équation (52) peut étre remplacée par la suivante :
, 3
(60) Y, = — <%> YI.

Si /==0 on est ramené A une solution rentrant dans celle de la premiére série. Comme Y/ =~ 0
nous devons prendre :

(61) { = o, v; 4 m & =—=o.

L’équation (53) donne alors : Z; = 0; Z, et par suite Z; (éq. 56) et Z, (éq. 54) sont donc des
polyndmes. Donc @ = o. Moyennant les conditions (61), 'équation (52) sera vérifiée d’elle-méme
pour les fonctions Y, et Y définies par les équations (50°*) et (59). Sachant d’ailleurs qu’on peut
écrire ;

(62) Y. =y —y., Z,=K(z—z) (Y,, Z,, K, const.),
on obtient :

(6%) Ly,=r, (2 - 32),

(64) Y2=m2y —(myx+rimst I>y+ﬁz’
valeurs dont I'introduction dans les équations (54), (56) et (57) donne :

(65) P EZ A mes (1)) (e —£) + 0 E(z —5) =0,

(66) 7 e

(67) pa+tDmetaltmic=o.

Mais p; == o sinon w dépendrait de 2 seul (Cf. chap. IV); I'équation (65) permet donc d’ob-
tenir Z; et Uéquation (66) est alors remplacée par la condition :

(68) piiwmetie+me (1 +=o,
qui forme avec la relation (67) un systéme remplagable par:
cii=— ({4 1)p,u 0,
(69) m=p; H)< &

En tenant compte de ces derniéres relations et des valeurs précédemment trouvées pour les Y
et les Z on obtient, aprés une légére simplification des notations, la solution :

= — (P K @2 (4 — ) (£ —2)

b = K[L;—;yx+ﬁ;<E—}E—I\)$!j+ﬁ1](z—zz)

EW: K[!/—yxrﬁs][§+{zz(é+x)~(zs+x)zx +73]
(ZEE—“)@—z><J—J>+K<z—z>{v—J,—p;( )]

+ K(y—y: +85) [z + 2 (5 :g’ Ciry (K z; ... 7; const.).

8 =—K

2° Faisons maintenant g, = o. Pour la raison déja signalée page 8o, il n’y a pas lieu d’envi-
sager le cas ou Z) = o. Pour satisfaire & I’équation (55) nous devons donc prendre :

(79) Y, =1p Y, (dolt Y, =u, Y;) (., const.).
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La formule (52) donne alors : _
(71) [Y,4+mY =y, Y,

et, si cette équation n’est pas une identité, la solution correspondante rentre dans la premiére série,

J

car Y' Y ) sont constantes. On doit donc supposer:

(72) l= o, P2 =1L,
et 'on a ainsi d'apres les équations (50°¢), (70) et (33):

(73) Y;=p Y,

(7h) Y,=mY,

(75) 2! = o.

La vérification de I'équation (74) entraine d’ailleurs celle de 'équation (52). L'équation (55)
donne :
(76) w4 p; (0 LA+ mE L= o.
De I'élimination de Z; entre Péquation (b4) et celle obtenue par dérivation de (76) on Llire
o m =0, eu égard aux équations () (6) et (75). Mais m — o est & rejeter car Y, serait nul. On
doit donc prendre © — 0. On peut alors poser :
(77) Yo— iy — o) Ly — ke (£ — 2,
et déterminer Z; en fonetion de Z, et de Z, par I'équation (54) (*). En portant la valeur trouvée
pour Z; dans l’Lqualmn

(760is) PO+ 454 +miZ —=o,
déduite de I'équation (76) en v faisant © — o, on obtient :
(78) ml (at+ 1) 524 =0

qui donne Z, en fonction de Z,. La valeur obtenue satisfait d’ailleurs 4 ’équation (75) et l'on a
ainsi déterminé complétement le systéme :

[ a="hk(x—x){y —y.) (s — &)
v:l'h:/ — hyy, -+ ﬁz](— " kf; ["‘fz)
\4 ‘ ke [+ 85— Atz |
.,__‘ ’IU—_———/I( I/){(95+1)+( 7(2“Z+73J
— _ £ 2.
b="h(y J)L,+I El

Quatriéme et derniére série de solutions de l'équation (3). — Elle est définie par
les relations :

(79) Zz; Ksz, Z;’ = X;ZI, Z;’:———KZUFZ”
dans lesquelles X, et K, désignent deux constantes non nulles; la derni¢re de ces relations est une
conséquence de la premiére (79) et de 'équalion (6). L’équation (3) devient :

(80) COYK. (1 §) — Kae?Y, 4 EY! - 3] = o,
et 'équation (4): ‘ )

(81) Y2, + 200+ 98 + (Yo KY)] =
dont on obtiendrait une premiére série de solution en posant :

(82) 7 =unlZ, (u: const.).

(*) Car p; == o, sinou Y; serait nul.
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Mais il 0’y a pas lieu de supposer p, = o, sans quoi Z, et par suite Z, seraient constants et v ne

dépendrait que de y (Cf. chap. IV). Dés lors des équations (82) et (79) on tirerait :

(83) Z, = 1Y Z, = Kz

2%

formules qui caractérisent des solutions ne différant de celles de la premiére série que par la per-
mutation des variables y et . Nous devons donc faire :

(84) Y;=o,
(85) YO (Y, K Y) =0,
Tirons K, Y de I'équation (85) et portons dans (80) la valeur obtenue; nous trouvons :
(86) WK, Ys 4 Y Y] <5‘ B Y=o,
d’on, en tenant compte des équations (5) et (84), on tire par une dérivation :
87) wt (Y, -+ K,Y)) = o.

Or on ne peut supposer Y, -+ K,Y, —o, qui, en vertu de Péquation (¥5), entrainerait \; = o par
suite Z;— o, condition définissant une solution qui appartient aux types étudiés dans le chapitre V.
Nous devons donc supposer @ ==0 et nous aurons :

' \ Yo=y—1y. li =2+ 1 Y; = by + 6,
(88) T . L [er8? A .
ot B (e )

Nous trouverons les derniéres conditions en substituant ces valeurs dans les équations (80) et
(85) et nous serons ainsi conduits a la solution :

n=(r—x) —yo) (£:2 + v

. i 1+ 5 |
o U:—[m‘f‘ ; /8 <T> — Yo ‘ y+ﬁzJ (¢ & =+ 1o
VI ' £ 2 A
u /”’:[_2e+ly+”“l<T+Y"+7;.)
B iy,
8= (c£+ ) 2;11—‘{;]- _

11, Solutions pour lesquelles X, est unz constante et X; est un polyn6me du premier ou
du second degré. — L. cas ol X; est du premier degré conduit & supposer Z;— o0 comme on le
voil en exprimant que Péquation (L. 1) est vérifiée, ce qui donne la condition D, =o. Il n’y a donc
pas lieu de s’arréter & ces solutions. Si X est effectivement du second degré, on peut poser:

(89) Xi=a —ua,, X, =1, X, =a* + 2a; T + x5,

et les équations (I) donnent les conditions :

(g0) B, 4 2D, = oy D, (x: + a;) = o,
(g1) 4 D, =o, ) - By=o,
(92) B, +C,=o, 2A; + C; +D; =o.

La premiére équation (g1) donne Y)=—=o et alors la seconde exige Z’=o, d’ol1, en laissant de

cOté le cas étudié dans le chapitre V, ot Z;—=o0:
(93) . Y; = K;, i, = & — 25 (K;, 2; const. K; 5= o),

bl

et, en vertu de la seconde équation (go) - -

(4) ' ’ a; = — Tt
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La premiére équation (go) et la seconde équation (g2) deviennent :

(95) YiZy 4+ Y.Z + 2K, = o,
(95) » Ky (2 — 2,) -+ £ V2, + £ Y2 =o.

Les fonctions de y et de s fiqurant dans la relation (¢6) n’étant pas toutes nulles, cette relation
a deux séries de solutions:
Premiére série de solutions de Uéquation (¢6):
(97) Y, — K, Y, =K., (K., K;, constantes non nulles).
La premiére équation (¢2) donne alors : Z7—o0. Oron peutsupposer Z/==: 0 sans quoi v dépen-
drait de la seule variable y (Cf. chap. 1V) et il est loisible de prendre :

(98) To=12—z,
Eu égard aux formules (97) et (98), les équations (go) et (o6) deviennent :

(99) 225K, = o,

(100) 2 K (g —2;) + EKZ +E K, =,

qni admettent une solution commune si §==1. On trouve ainsi la solution suivante classée hors
série qui ne convient que si E=1.
u=(x—x)[— K 22+ (2K 55— K,) £ 4+ 1],
& \ o= (g — ) (2 — 2,
B ’ w=K;(@*—2x.2+5)(—g)
=—K, 2+ 2K, 5,5+ — Kz, + Ky (g — 2 e + &)
Deuxiéme série de solutions de Uégnation (¢6). — Elle correspond aux relations :
L =K, (2 —z) L — K, (s — g;) (K:, K, const.),
el ne conduit & aucune solution nouvelle du probléme étudié sauf pour deux valeurs imaginaires
de £()-
III. Solutions pour lesquelles X,, X, et X, sont des binémes du premier degré non
réduits & des constantes. — On peut alors prendre :

XI = — Xy,
(101) X, =ua —a,
Xy, —=a—ux;, (zy, &2, 75, const.).

On obtient par identification aprés substitution dans les équations I :

B, = o,
(102) B: +D;,=no,
( B; 4+ Dy = o,
(103) C: + D, =o,
(108) D,{(x,— a;) + C, =0,
D; (x; — x.) + C; = o.
(*) Nous nous bornons a rejeter cette solution en note :
Si on laisse de c6té la valeur § = -— 1 du paramétre, elle suppose que § est racine de 'équation :
E—f+4+1=0

Elle est définie par les formules :

B =K, (& — ;) (— Ey7 -+ 22by + B)

v=2K8 (0 —y) (%—235+T2)
w = K; (22 — 222 + %) (£ — z3).
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Les équations (102) sont celles qui définissent les solulions !XIE, [_m, ‘YI—II-l et (A) du
chapitre V. Nous devrons donc simplement les passer en revue el en déduire celles qui conduisent
4 une solution du probléme que unous étudions. L’équation (103) montre que, seules parmi ces
solutions, celles pour lesquelles la dilatation cubique est nulle peuvent étre utilisées avec fruit.
Cette remarque permet de se débarrasser de suite de la solution (A) qui, lorsqu’on lui impose la

condition § == o rentre dans le type | XIII|.

La solution \X[b“s ne conduit & aucun résultat nouveaun, car lorsque, dans cette solution f ust
nul, il en est de méme de D, et D;, les équations (104) entrainent Y/ =—=7’ —o et le déplacement u
ne dépend que de la variable .c. Pour la méme raison, le type | X111| n’est pas d envisager.

Solutions déduites du type | XII |. — L’équation (103) montre qu'on doit y faire : ¢;—=G;==o0.

Si on laisse de coté les solutions ot z ne dépend que de z, il faut supposer x, —x, == 0, en vertu

des équations (104) qui exigent d’autre part : @2==— o2 On trouve alors la solution :
u={(x—x,)(bchwy -+ Bshwy)(ccoswsz+ ysinwg),
S v :M(bshmy+ﬁchm3/)(cc05wz+~rsixlmz),
[ SC S .
’ w:m(bchwy+{ishm!/)(~csmwz+ycosmz),

i = 0.



CHAPITRE VIII

APPLICATIONS MECANIQUES. — ETUDE DE LA DEFORMATION
D’UN PARALLELIPIPEDE RECTANGLE

Nous donnerons deux exemples de 'application des résultats précédents a I'étude de I'équi-
libre ¢lastique d’un prisme.

PREMIER EXEMPLE

1. Considérons le déplacement donné par les formules @ du chapitre 1V, en supposant ’axe
du £ parallé¢le aux arétes du prisme.

En faisant abstraction du déplacement d’ensemble du solide déformé, on peut supposer fixes
le plan oy et axe ox ; il faut et il suffit pour cela que I'on ait (*) :

dv o Qs
(1) a=u:w:E:-ﬁ:W:
pour & —= y = £ — 0.
Les déplacements que nous avons a envisager se raménent ainsi & P'un ou a 'autre des deux
types :

0 n=y (c. 2+ v.), v=sg(a, r+ a), nw==c, g,

an = (b;y—+ Gi)s v=2(a,. x4+ ), w==c; 2,
pour lesquels la dilatation cubique se réduit & G, et les sections droites restent paralléles a elles-

mémes. Les calculs relatifs & ces deux cas ne différant pas essentiellement, nous nous hornerons a
envisager le premier.

2. Propriétés analytiques et géométriques du déplacement. — Les formules qui
permettent de passer des coordonnées x, y, £ d'un point du milieu non déformé aux coordonnées
X, Y, Z de ce point, aprés déformation, sont :

y Iy p » 4] ’

(2) X=x+ylce+ 1), Y=y+ 2 (a: ¢ + ), 2=z 4+ ¢).
Nous observerons que, conformément aux hypothéses mémes qui ont permis d’établir les

équations de ['élasticité, 'on peut supposer négligeables les puissances et les produits des coeffi-
cients, c¢,, v,, ¢;. Cette remarque sera constamment utilisée ci-apres.

(") Voir Cresscu : Théorie de élasticité des corps solides, traduction de MM. Barré de Saint-Venant et Flamant,
p. 138. ’



— 89 —

Des formules (2), on tire :

x_X(1+Cs)2_[CrZ+TX(I+Cs>][Y(‘+Cs>_“27‘},
= CER = AT AT S

_ e[ +e) Y —(a: X +a)Z]

(3) ty T +epr—a Z‘[sz“f—‘(r(l +C3)]’
M
z_I+C;’

ou, avec Fapproximation admise :

DC_X<I+2CS)_Y(CIZ+YI),

1+ 2 ¢
. (14+2¢)Y—(a: X+ 0,)Z
bis . —_— f
(d ) .I/— X‘*‘ZC;
Z
£ =

Les formules (3) permettent de déterminer la transformée du plan :
) ex +By—+vz=3

On trouve ainsi une surface cubique ; mais, eu égard & I'approximation logiquement admise, son
équation se réduit a : '

B) «f0t2¢)X—a: YZ— 3 Y]+ B3[0+2¢)Y—(a: X+ a) 2]+ 772 (1 +¢;) =31+ 2¢;),

qui représente en général un paraboloide hyperbolique. Donc :
n plan devient un paraboloide hyperbolique aprés déformation; toutelois, les plans paral-
léles a ox restent des plans.
En se déformant, ane droite devient une parabole, sauf les droites paralléles ou perpendicu-
laires aux arétes du prisme (axe og) qui restent des droites. En particulier o= devient :
Z
I ¢y

X — o, Y -,

3. Application au probléme du parallélipipéde rectangle. — Prenons lorigine au
centre du parallélipipéde non déformé, et os parallele & quatre de ses arétes; nous choisirons pour
ox et oy les deux axes de la section droite moyenne non déformée. Les équations des faces et des
bases seront :

O & = =*=aqa, y===10pourlesfaces; 2= == ¢ pour les bases.
l.es deux bases restent paralleles & elles-mémes; si / est la lonqueur initiale (/ = 2¢) du pa-
rallélipipede, elle devient, aprés déformation :
™) L= 1(1+ )
Cette relation doune le moyen de déterminer ¢; par la considération du changement de forme
du solide.
La section droite movenne et 'axc oz restent fixes comme il fallait s’y attendre; 'axe oy
devient :

(8) X=v. Y.
Déformation de la section droite moyenne. — Les cotés & = = a devienuent :
) X=vnY=*a

Les cités y = == b restent appliqués sur eux-mémes.

£QUATIONS INDAFINIES 12
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La section considérse devient donc un parallélogramme dont 'angle aiqu @ est donné par la
9 g (

formule :
1
(IO) tg ¢ —
Y1
Déformation de la buse supérieure (s == ¢). — Ses deux axes deviennent

(11) Y =c(a. X+ 2,).

(12)

en les supposant rapportés, dans leur plan, a des axes rectanqulaires parvalléles aux axes primitifs
ox, oy. Avec les approximations définies plus haut I'équation (12) devient :
X = (C, ¢+ YI> Y.

X=(c;¢c+v) (Y —ca),

(l 2 bis)
La base se transforme en un parallélogramme.

Le ¢6té & —= a devient :
X—a=(ic+v)[Y—c(¢.a+ a)

(3)
ou, avec I'approximation tolérée : :
(b X—a=(c.ce+1)Y.
Le cbté y — 4 devient de méme :

(15) Y =¥+ ¢(a, X+ a,).
En ce qui concerne [a base inféricure, on est conduit a des résultats absolument -analogues a
ceux qui ont été développés au sujet de la base supérieure.

Déformation des faces. — La face X —=¢ a (e = == 1) devient :
7 ¢ Z

. /
X'_:((E—{—[Y—I+63(aazz+a2)]<l+c}+yl>

(16)

ou, avec I'approximation adoptée :
(165 B X=ac+Y (. Z + v
La face Y = ¢ & devient de méme :

Zo[ ¢: Z
_=b_+_ -[az;x—sb(\l+cs+YI>$Tﬂz]

an =b+
ou, approximativement :
. Z
(17015) Y:ba+1+63(azx+az)-

Distribution des efforts sur la surface. — On obtient par les formules connues :

NI:)(,‘;,
(18) 3 N, =)lg¢y,
Ny=(+ 2o,
5 ley.(aza,’—f—zzz),
(19) ' T.==wpc,y,
T, — pe (a4 0 + ey

Les composautes normales aux faces ct aux bases sont donc des pressions uniformes.
Les résultantes de ces pressions sur deux faces {ou denx bases) opposées, s’équilibrent deux a

deux.



Les composantes tangentielles sont :

Sur la face r=rca(:=
- !/:E/)(E:
Sur la base s=cc(e=

On ne peut ici employer la

*1): =cepz (A + )+ 1Yo, Z = p:c.y,
+1): X —=cpz(a. + ¢) + g, Z = pe{a.x + o),
Fa): X:E}LC[.I, Y = eu (a:x + a5)

simplification qui consiste a remplacer les forces extérieures

appliquées sur chaque face ou sur chaque base par leur résultante statique et leur couple résultant,
car cette substitution suppose essenticllement la face en question de dimensions faibles par rapport
a la dimension du prisme qui lui est perpendiculaire (*). Ceci n’a pas lieu ici puisque les forces
tangentielles sur toutes les fuces présentant une complication comparable, approximation dont
nous venons de parler devrait étre [aite pour toutes les faces et pour les bases. Il nous parait
toutefois intéressant de donner ces couples et ces résultantes et de montrer comment ces éléments
s'équilibrent deux & deux (). La réduction cst faite relativement aux centres des bases ou des faces.

( Résultante : X = Z - =0, =hbecpy,
. Les deux résultantes [lor-
hube :
) Counle - a4y e b, — (a e e?]: ment un couple de moment
Faces ‘ I 3 [ T ( s I) ] ! 8 a b ¢y, qui s'oppose 4 I'un
e , ) oy s des deux couples analogues
; I{thlltxlllte X =Z = Q, Y=— 4 b C Yy duo groupe snivant.
Couple opposé au précédent.
/ 5 Reésultante : X =4 ac WYr, Y-—=o0, Z=1/acpe, Les composantes X, Z des
deux résultantes forment
y = N L a (‘ R s
~ \ Y ' (AOUI)lG . }“‘ [<(L2 Qr),ﬂz — 11, “L] ; deux couples dont I'un
Faces ¢ - : (—8abeuy)

Résultante :
Couple opposé

——

‘\:74009‘{“

équilibre le couple analogue
dugroupe précédent et 'autre
celui du groupe suivant.

Y=0, Z=—lacpa,

au précédent.

Resultante : X = Z = o, Y=Ahalbpa,
— o ha [) © Les résultantes forment un
Basc .()ll[)le : <a7 — & bz); couple équilibré par I'un des
ases couples analoques du groupe
Résultaute X : == 0, Y—=—lbuaubua, précédent.

o — _
£ =

:

=]
|
P

Couple oppost

au précédent.

On observera que les coefficients a, et y, peuvent &tre déterminés par les résultantes seules
sous réserve de conditions de compatibilité évidentes entre celles-ci. Les coefficients a, et ¢, sont
de méme donnés en fonclion des couples sous la condition :

(20)

K.+ K,+ K,=o,

dans laquelle K, K, et K, représentent le quotient des couples formés par les forces tangentielles
relatives aux faces e = a, y = b, © = ¢, divisés par les aires de ces faces.
Toutefois, lorsque les dimensions du parallélipipéde rectangle satisfont a Ia relation :

(gohis)
a la condition (20) il faut joindre

(21)

a? b2 = c* (v + b?),
a sulvante :

a* K, =6 K.,

et la considération du couple ne suffit plus pour déterminer a, et ¢, entre lesquels elle ne donne

que la seule relation :

(22) b2

C; ~— Q, > — ——

d/L(a2 }—[))
how

K,
= ‘).

K,
(=%

() Cf. Poixcank @ Legons sar la théorie de Pélasticité, p. 187.
(®) Dans ce qui suit, il ne sera question que des efforts tangentiels. La solution de la question a déja éié indi-
quée pour les cfforts normaux. Elle est d’ailleurs trés simple.
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Cette remarque met d’une fagon concréle en évidence Iinsufllisance du procédé du rempla-
cement des efforts par leurs ¢quivalences statiques pour déterminer les coefficients de la défor-
mation. Dans le cas exceptionnel que nous venons d’envisager, cette méthode conduirait, en effet,
4 la conclusion que a, et ¢, sont indéterminés pour une répartition de forces donnée : ce qui est
visiblement absurde. Il nous a paru intéressant de signaler cette particularité comme exemple des
contradictions auxquelles peuvent conduire les procédés d’approximation appliqués sans discer-
nement. La figure 1 ci-dessous représente sur les faces x —=a, y =6, £ —= ¢, un exemple de la
disposition des résultantes et des couples précédents.

Fie. 1. — Les fleches représenlent des faces, les signes (..Q_p_pj)—) ) des couples dont l'arc dirige ( r‘) indique le sens

pour un ohservateur debout sur la face consideérde.

DEUXIEME EXEMPLE

4. — Comme second exemple nous prendrons le déplacement :
(A +B)ge
1 — — Bye, S U Gt ik T
l L v y ) 124 o (E + I)

qui appartient au type \E du chapitre 1V.

a

Les fonctions définies par la formule II satisfaisant aux conditions (1), ces formules déter-
minent bien la déformation du milieu, abstraction faite du déplacement d’ensemble.

Propriétés analytiques et géométrigues. — Les trois axes se conservent. Les formules de trans-
formation sont :
5 {X=ux (1 + Az), A A B)fe
(3) 1Y —=y (1 4+ Bg), )(’—*—IJ

Une droite se déforme en devenant, en général, une conique. Le plan:

Z=2g(D 4+ 1) — "

(24) ax 4 By +yr =13

devient, avec Papproximation admise ci-dessus, un paraboloide hyperbolique :

53 - (A S £
(20) ve=0—az 3D +1)— Q? :3),) + o (‘\( f)]) = \] + By l“(f 1_;)1) + B}E
Toutefois, I'établissement de cette formule suppose y == o et, en toute riqueur, exige que y ait
une valeur assez grande pour que devant les termes ol il est en facteur, ceux qui contiennent les
coefficients de la dilatation puissent étre négligés si ces coefficients v figurent & une puissance au
moins éqgale & deux ou au produit de deux ou plusieurs d’entre cux. Nous étudierons ci-aprés
directement Ja déformation d’un plan, pour lequel y est nul. Nous ferons cette étude sur I'une des
faces d’un parallélipipeéde rectangle parallele & oz, Le résultat obtenu subsiste pour un plan qucl—
conque paralléle a cet axe.
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Fitude de la déformation d’un parallélipipéde rectangle dont les deux bases sout paralléles au
plan zoy et équidistantes de ce plan et dont les ardtes sont paralléles a oz. — Prenons les mémes
axes que dans 'exemple précédent et adoptons les mémes notations pour représenter les dimen-
sions du parallélipipéde. '

1. Allongement. — 1’allongement du parallélipipéde rectangle a pour mesure 2 ¢ D. Ce qui
donne de suite une interprétation intéressante du coefficient D. G’est un coefficient d’allongement
longitudinal.

[1. La base moyenne (= — o) reste indéformée.

1. Déformation de la base £ — c. — Les denx axes de la section (X =0, Y = 0) se conser-
vent. Les edtés & — a et y — 6 deviennent respectivement :

(26) x=a (1 + Ac) et y =06 (1 4~ Be),
formules qui donnent une signification intéressante aux coefficients B et C.

I.a base £ = — ¢ se déforme d’une fagon analoque.

IV. Déformation de la face x = a.

La surface transformée de cette face a pour équation :
(A+B)E
WG D)

On ne peut, dans cetle équation, négliger les termes contenant les carrés ou les produits-des
coefficients de la déformation car tous les termes contiennent un facteur, 'un au moins de ces coef-
ficients. Une étude directe s’impose. Résolvons I'équation (26), du second deqré en X — a, en nous
bornant 4 la racine qui prend la valeur @ pour Z = o, la seule intéressante ici; nous trouvons :

AaD+1)E+ 1) 2 (A4 B)EZ
(1) X—a="RTB: [‘“\/’”(D+.)z(g+x)]’

formule qui devient, en développant I radical par la formule du hindme :

AaZ
8  X—a=p—;

(26) ) ANaZ=X—a[D+1)Aa— X — a))

—+ des termes contenant les puissances et les produits des coefficicuts de la
déformation.

En adaptant Papproximation admise dans ces études, on déduit enfin de I’équation (28) :
(29) X-——a—=AalZ,

équation de la surface transformée de la face z — a. Cette surface n’est autre que le plan conte-
nant les trois arétes supérieure, moyenne et inférieure paralléles & oy, de la face déformée.

V. Répartition des efforts sur les faces. — En appliquant les formules connues, on trouve :
AGBr+ 4w+ 2B
c . ,
s.\,AD+HZ% PR
. (30) S ng+B(_3x+Ap)Q
(N2—1D+(Lz Py \

Ny =0 —25)D —pz (A + B),
(31) T, = uBy, T, = uAx, T, = o,
d’ou 'on déduit la loi des efforts sur les diverses faces,
I. Sur la face z —= s a (=== 1):

(32) X =/41Ds, Y=o, Z = upAa:
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La résultante des efforts normaux est :
(33) A =MhDbce, Y= =o.
Les efforts tangentiels ont une résultante unique :
(34) A =0, Y=o, & —=huleabe.

I1. Sur la face y = ¢ b, les résultats sont analojues aux précédents :

g X = o, Y =42Dg, Z —= p\¢, pour les composantes de I'eflort par unité de surface;
(35) { L' =o, Y =hkiDbesy, = o, pour la résultante des eflorts normaux ;
?I/ =, Y=o, = huBeabe, pour la résultante des efforts tangentiels.

En rapprochant les vésultats contenus dans les paragraphes I el I, on voit que les divers
cfforts appliqués aux faces latérales du parallélipipede, composdées suivant les Jois relatives a la
statique du solide invariable, se réduisent 4 la résultante unique, paralléele aux arétes du paralléli-

pipéde :

(36) A =o, Y=o, ( = 8upabe (A -+ B).
HI. Sur Ja [ace = = ec. Les pressions par uni(é de surface sont ¢
37 A = plx, Y = uBy, =0+ 20D —pe (A + B

La résultante et le couple correspondant aux efforts tangentiels sont nuls.
Les clforts normaux ont une résultante unique donnde par :
(38) A=Y =o, L =hab [+ 2p) D — usc (A -F B)).
On voit que les divers efforts superficiels supportés par les deux bases admettent une résul-
tante unique : ’
(39) A=Y =0 o = — 8pabe (\ + B).
Cette résultante équilibre, comme il fallait s’y attendre, celle qui est définie par les formules
(36) et qui correspond a la réduction des efforts sur les faces latérales.

5. Autre application des solutions obtenues dans les chapitres précédents. —
Ces solutions peuvent donner par voie d’addition et, plus généralement, de combinaison linéaire,
un nombre indéfini de solutions nouvelles du probléme. Voici ce qu'il faut entendre par la; soient :

Uy Oy Wy ee T, B 10,
n solutions quelconques ; considérons les déplacements définis par les formules :
U =1l 4 % + ...+ u,

(ho) D =100 F a0y F o F 20, (0:22 ,.. ), const.)
’ Vw =3, w, -} Jw, - ...+ b0

ce déplacement est encore une solution du probléme posé. Il peut étre possible de déterminer
les X de telle sorte qu’ils jouissent de quelque propriété intéressante. Donnons un exemple trés

simple de ceci en traitant la question suivante :
Déterminer un déplacement pour lequel les N et les T soient respectivement proportionnels aux

coordonnées correspondantes sans étre identiquement nuls.
Au déplacement :
(h1) n=a, x, v=>by, w =g, £,
correspondent bien des N satisfaisant 4 la question, mais les trois T sont nuls. C’est I'inverse qili'a
lieu pour le déplacement :

(42) . U= ay ye, v, = b, gx, Ww; == €3 TY-
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On aura une solution de la question proposée en prenant :
(43) u=a, - a; ye, v=>by -+ b, zz, w%cls—i—clmy.

Si on adjoint anx solutions trouvées dans les chapitres précédents la suivante : — ou celles qui
s'en déduisent par permutation —

(4H u=0 V=0 w=o (xr.y) (®, fouction harmonique de x et de y),

fe procédé que nous venouns d’indiquer pour former de nouvelles solutions des équations de Lamé,
permettra de retrouver tontes celles du prebléme de Saint-Venant (Cf. Poivcsrg, Legons sur
la théorie de [élasticité, p. 166 et suivantes; Cresscu, Théorie de Uélasticité des corps solides,
traduction de MM. Barré de Saint-Venant et Flamant, p. 14D et seq.).

On peut méme supposer que 'on combine uue infinité de déplacements a,, v, w , de telle sorte
que les expressions du déplacement obtenu se présentent sous forme de séries. Ou pourra ainsi,
par une méthode analogue & celle de Fourier, déterminer ces séries de fagon que certaines fonc-
tions de ces déplacements prennent des valeurs déterminées par des valeurs données de I'une des
variables, ¢’est-a-dire, en ce qui concerne le probléme du prisme rectangle, que, sur certaines faces,
les fonctions en question se réduisent a des valeurs données. Le développement de cette idée nous
ménerait trop loin (*). Nous nous contenterons d’¢elairer ce qui précede par exemple trés simple
suivant. Considérons le déplacement :

(h5) Uy =a;snwyshos, v, = b, sin v.rsin vz, W, ==¢; 2.
En remplagant dans ces formules o par 20, 3o, ... nw, ... on obtient une suite indéfinie de
déplacements, d’oi 'on peut déduire, par vue de combinaison lingaire, le déplacement suivant :
oo
u = Z a,sinneyshnonsg
1
oo
(46) [ v = Zb" simnnowxshnws
1
oo
w=2Xc,
1

qui est encore une solution du probléme de Lamé. Les formules (46) supposent uniquement que
les sérics figurant daus les seconds membres sont convergentes. Si nous voulons écrire, par
exemple, que pour £ = ¢ on ait simplement : v = K, il faut et il suffit que Uon ait :

oC

Zb”shnmc. sin n o £ = Ka. - -
¥

La résolution de cette question est bien connue, on trouve :
47 (—1)d shrwe = -
by ; o=
¢quation qui donne & (*). Il faudrait maintenant se préoccuper de la convergence des séries
figurant dans les formules (46). Nous nous bornerons & U'apergu précédent sur ce sujet.

(*) Lamé Jui-méme a signalé cette voic duns sa douzitme legon sur la Théorie de lélasticité (Cf. no 2, p. g ci-
dessus).

(») La formule est applicable dans I'intervalle — ;i, -+ lfi Mais K sera toujours faible dans le probléme du prisme

et cet intervalle sera en général sulfisant pour comprendre tous les points du parallélipipéde étudié.— ... -—— - -



CHAPITRE 1X

DETERMINATION D'UNE SERIE DE SOLUTIONS DES EQUATIONS
DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE EN COORDONNEES SEMI-POLAIRES

1. Pour étudier la déformation d’un cylindre droit ou d’une enveloppe dont les parois sont
deux cylindres droits de méme axe, I'emploi des coordonnées semi-polaires est préférable a celui
des coordonnées rectangulaires ordinaires.

Représentons par u, v, w, les projections du déplacement d’un point M sur les normales
aux trois surfaces coordonnées qui y passent savoir : a sur la direction du vecteur r, v sur la per-
pendiculaire au méridien 6, et w sur la paralléle a 'axe des =. Dans le cas d’un solide homogeéne
et isotrope les équations de I'équilibre élastique sont (*), en désignant par X et  les constantes
élastiques de Lamé :

L

A hoA o)
‘()\—f—zp);r—_p_ 100, z]_o
[¢

PR
O+ 2p) A W, 08,
O T E il o P Ml = Bl

28 w[d 8,
| ()—+—2{L)$——;[$(®zf‘)—~ Del:_—o,

19 o dw

d ) . .
g’ A= 3 (ar) + 3 (;_) —+ e (Dilatation cubique)

o 1 T, d /v Q. - dn dio o 1 9 I du
CO= T e ) =T SNy

(1

Désignons par R, @, Z les composantes suivant les normales aux trois surfaces coordonnées
de la force élastique sur un élément des suriaces coordonnées en prenant Pindice 7/ == 1 quand
I'élément appartient au cylindre ; Pindice £ = 2 quand il est sur Ie méridien ; Pindice ¢ = 3 quand
il est parallele 4 la base (). Les neuf composantes ainsi définies sont données par les formules :

du , v 1 Mo
‘}L:).A»{wzp. 3 ([1;:A2~_1L<;\Z——I; b[)/)!
u 1 . o ou
(1) 2(112::)..3—}—2{L<7—i—;06>7 lel{szp<——br+—b—z>a
dew 1 du v v
z :)A—*—Z[L"a'zi I‘ZZ‘DX::‘}L(;—S-O-—J{-W—F>

() Cf. Laxt, loc, cet., legon quatorziéme.
(2) On laisse de coté, comme dans le probléme traité peécédemment (chap. 14 VIII), les cas ot 'une des quantités
X+ 24, X 4+ u, ou p serait nulle.



Nous nous proposons dans ce quai suit de rechercher toutes les solutions des équations (1)
qui sonl de la forme :
(I) = g1 91y U == pz 92y w =19,

les @ désignant des fonctions de la seule variable 9, les ¢ de la variable v et la fonction ¢ de = seule.

Pour les plus simples de ces solutions nous déterminerons aussi les composantes, R, ®, Z cor-
respondantes, c’est-a-dire tous les éléments de la solution du probléme mécanique de la défor-
mation du cylindre droit, ou de 'enveloppe cylindrique annulaire.

2. Pour les déplacements définis par les formules (1) on a :

(1%)  A==glg + fre A ® Ly, 8,=0,=—o, . —

1
- 5= 7 (02 92— 9, 81) + 8, 2

les accents marquant des dérivations conformément a P'usage.
La troisitme équation (1) donne Y, = o, soit :
(2) w=ces+ d.

Les deux autres deviennent :

" no; Pl ’ P; « 2 " PI

© 00 +2n (402 g|o+ w030 B] + ot
l‘ p; IV nl+2 2 " ; 2

%) ?ILO+u);+(1+3u)£zJ+<9,,<—T®~P—+Hvz(pz+?;——%>=o.

L’équation (3) admet quatre séries de solutions que nous aurons a étudier successivement.

Premiére série de solutions de I'équation (3). — Ces solutions sont définies par.:

(5> 1 =0,

" () G+ —0+302=o0
L’¢équation (4) devient alors :
" P2 TR A

() o, (0 2w 7 +—f“?z<92+,. ,,2>—0'
d’ott on tire :

® 9, = o g2

v P, a2 p) el
©) P;+;+;[~7—4—1]=0,

aprés avoir éloigué la solution :
u=o—o, w=cz -+ d.

Des équations (6) et (9) on déduit :

h w2
10 i v
( ) b)z () _+_ P‘)z
~et on trouve le déplacement :

u— O;

B T 2 2 B
— L3 N .
v=r * (a cos 9 + & sin 8
( i+ - RN ) (a, b, const.).

Par un choix convenable des axes ce déplacement est défini par :

u=o, v=~Cpr *t*¢ sin
1 l+ A

[

EQUATIONS INDEFINIES 13
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La dilatation cubique et les composantes de la force élastique correspondantes sont :

A 2B T gos ZEL L o, =2
A =— . S f = ~‘=0
P 4 coa}+y+ 2 s
ap
2 @) _— 2l .
R, = Cr*¥vcos -+ C 3 Z,=R; =o,
P\ X
SR 2 —+(_1:—2E‘) “+ 206 2p2 Gr 2 p6
® h _ A A o
O, =" L (Crttercos ), R, =, =" ——1trgn .
g i T 0+ Py
Z~2lﬂl Cr‘z':-“cos2pe + (42w e
Ty 4w A p v

Les coordonnées des points r, 6, aprés déformation sont :

P43

= . 2W8 .
& xz=rcosi—Cr *t* sin ——sin 0,
. P
([2) '( A+ 3a 2,.1.6
y—=— r sin Cr *# «in- cos 8,
Y + d 4 g

En ajoutant les carrés des deux membres des équations (12) on trouve :

6u4 21

(13 2o 2. p2 | (2 e ) _' 2 2 .
) x? -ty rt —+02r S pR—

Une section droite quelconque est donc dilatée sauf pour les points correspondants & :

(14) 8 =K <ﬂ> T (K, entier).

2 p

. A . ) )
Si — est incommensurable la transformée d’une section droite est une courbe transcendante.

Mais il faut observer qu’il y a lieu, ici, de négliger le carré du coefficient C (Cf. Chap. VIII, n°2). En
tenant compte de cette observation on voit que les sections droites doivent étre considérées comme
indéformées, ou plutdt comme se déformant sur elles-mémes. Ce fait s’explique géométriquement
en remarquant que le déplacement s’effectue tangentiellement au paralléle de chaque point.

Deuxiéme série de solutions de I'équation (3). — Elle est définie par les relations :

(15) ¢ == 0, w=o0 ou ¢ =C, (G const.)

*2

On trouve ainsi :
&
n = o, v=ar -+ o w=rcz -+ d (a, b, ¢, d, const.).

Avec la méme approximation que ci-dessus, et pour la méme raison, une section droite reste
indéformée. Il est & remarquer toutefois que, sans tenir compte de cette approximation, la trans-
formée d’une section droite est un cercle :

N2

(16) & - =l (a ro -+ ,—}) (ro rayon du cylindre).

Dans le cas d’un cylindre plein il faut supposer & = o si l'on veut que les formules ne
deviennent pas illusoires au voisinage de ’axe. Mais alors la déformation se réduit 4 une simple



compression, jointe & une translation suivant I'axe et & une rotation autour de celui-ci. La
dilatation cubique et les composantes des forces élastiques sont :

RI=)C, Qs:z)‘:.()'J
4)1:}': Zl:IL: y

e ¢ =0 b
Z;-_——()"F‘ZF)CJ 1{2:@1':—— '—7‘2—-'

La constante a ne figure pas dans les formules (17), ce qui s’explique par ce fait que le terme
qui lui correspond dans le déplacement de chaque point définit une rotation d’ensemble.
Troisiéme série de solutions de I'éguation (3). — On Pobtient en prenant :
(18) 9, = a, 9y, o = a; 9, (ars ., coDsL.).
Nous distinguerons deux cas suivant que «, est nul ou non.

PREMIER Cas @ @, = 0. On a, en vertu des formules (18) :

62
o = a, 0 4 B, g2 == (@ 4 8.:6) -+ b,

(a:, b, 8, const.)

(19)

et des équations (3) et (4) on tire :

(20) Gtam(+f—5) rulornt o otinb] =0

(>0 a0+ 0) +o+M>+m0ﬁ2ﬂ4

\

- .
—%—}tLaz(ax —f—9 9)+9J[.2+*——}—2]=
Pour satisfaire & I'équation (21) il faudra écrire que les coefficients de 6* et de 6 dans son

premier membre sont nuls. Si on laisse de cdté des solutions déja rencontrées (Solutions m et ﬁ_ﬂ

ci-dessus), ces conditions exigent que «, soit nul ou que

’
’ 0,

]
" ) i
2 Jr _,.2 -

N

I. On fait &, = 0, d’0lt ¢, = 6,. Les équations (20) et (21) deviennent :

l
P

(22> Ir+i_,z:O’

(23) O+9) +O+5#) ]+lez+;—;;

Pour la commodité de la discussion on distinguera deux cas suivant que 6, est nul ou non. La
premiére de ces hypothéses ne donnant que des solutions rentrant dauns le type auquel conduit la
seconde, nous ne développerons les calculs que dans ce dernier cas. De I'équation (22) on tire :

b
(24) pr=ar—- (a, L, const.),
et équation (23) peut s’écrire :
5 v, Pi 2, 20 b
(25) Pz+%“§;+ {(Hru) + ]=o,

qui donne ¢,. On trouve ainsi le systéme :

( b by oor b A+ 2p
u:ar‘+7_ U:(Lzl—{—;—-{—(lll.;;[;—-aI(—-p—')]

w=cg+ d.

1
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Au point de vue du probléme mécanique de la déformalion on peut évidemment, comme d’ail-
leurs dans toutes les solutions de ce chapitre, supposer « nul, la présence de ce terme correspon-
dant & une translalion d’ensemble. Mais on peut en outre supposer ici ¢, = o, la présence du
terme w,r correspondant a une relation d’ensemble antour de axe du cylindre (*).

II. On suppose o, guelcongue, mais

’

(I B L
(a6) P,
L’équation (21) se réduit 4 :
. : 2
(1) a0+ we 0+ 30 e e P <
De I'équation (26), on tire :
b
(28) pr — ar —+ . (a, b, const.),
formule en vertu de laquelle I’équation (20) devient :
v P Pr b v al
(9) pr 7 rz—zaz[ﬂ—*—l—f—zpr‘]—

Pour satisfaire 4 'équation (27) on est conduit & écrire que la constante a, est nulle 'ou que :

(30) G+we+0+3 p) -+ @p, <—ﬂ> = o.

Or, on montre par des calculs que nous omettons que les équations (29) et (30) ne sont com-
patibles que si @ =—= b = o, si on suppose a, == 0.

Mais si ¢ = b = 0, ¢, = 0 et des équations (4) et (29) on tire ¢, = o et, par suite, # = v =0,
solutioun connue.

Nous devons donc faire ¢, = 0. L’équation (29) donne p, et on trouve alors, suivant les valeurs
des constantes d’intégration, 'une des trois solutions snivantes :

A

par r b b r_ par
)—{—Dp. Ogro 27 r r 2()+2y)’

= ar + 13) (g — 8o),

Iv

v
w=cg +d,

Q>
]

—

:cz+d

war r @0 war
Y 2w

\
|
+
>

R ) I r
v=ar(®—8,),

L w = cg - d.
{a, 6... 8, const.)

[vi]

/
u=a,"— ;—; _
v D= - (9 — b)),
() Ce type comprend comme cas particulier Ia déformation définie par les formules .

b
u=ar+;, v = 0, w = ce,

dont I’étude est classique, Cf. AvpeL : Trarté de mécanique (1909), t. III, p. 524.
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DeUXIEME cas @ &, 5= 0. Posons : &, = o2,
Des formules (18), on tire :
(31) r==aQ ch w8 -+ b sh 0,

i %} %,
(32) 0 =, (a sh wd + bchwd) 48, = =9+ b (a, b, 0, const.),

et les équations (3) et (4) deviennent :

, . fp , Y+ w el Y+ 3w e

(33) (H_QP)PI_,()+m)";—;;[x+p(z_w.)]+az[( rH)p_( +r2u)9]=0,
, e N dto2w)e. %, oy pol v, By P2

(34) %[O+H);+O+3H);+“z( r,> +F?Pz-+}.‘—,:{:]+F62<P2+%_}Tz>:°'

Mais ’équation (34) se dédouble et donne :

)"‘}"{J‘)» Pr a2 (3 + 2 p () .,, ; 2
(35) Oty L opaphpmelron, i b m_,
(36) 9, (p'; - }) —o.
1° On fait 8, = o. — 1l suffira, pour obtenir une solution, de joindre aux fonctions ¢, et g,

données par les formules (31) et (32), les fonctions g, et g, déﬁmes par Ies équations (33) et (35).
En posant : r = ¢’ ces derniéres deviennent :
o, do, .
(G120 G e D oreG— o+ m (04 DG — O 3D p =0,
(37

¢ LlpI P-dzpz M
(O+H)—E+O+3P)px+az [; dr e (1—{—2%'-;;)]:0-

A) On suppose o, = o, alors v = o et les équations (37) ne contiennent plus que la seule fonc-
tion g, dont I’¢limination donne la condition : -
LA+ 2p)
38) 2 = 7,
( ) w (} -+ p‘)2
On obtient ainsi le déplacement :

:(;)1+3”[acosz—-—o+2we—f—bsi ——( + 21 o],

W A+ A+ p A+
— v = o, w=—=rcz + d.
B) St a, n’est pas nul, les équations (37) ont pour équation caractéristique :
G+2p)s—D+p(e—w)] O+ws—0+3w
(39) O4+ws+0+3p i.§2+l+p<z—$>|:0’

dont les racines sont :
S == (I =+ u;z').

On obtient ainsi, comme il a été expliqué précédemment (Cf. chap. I, n° 5) dans un cas ana-
logue, deux types de solutions (suivant que o® est éqal & — 1 ou en différe), dont nous n’écrirons
pas les développements. Ceux-ci sont obtenus directement au moyen des variables § et ¢; on trouve
lear forme définitive en y remplagant £ par Log r. Nous désignerons ces deux types par les

numéros | VIII | et @!
2° On suppose 6, == o. — Les équations (37) et (3g) sont encore applicables; ¢, doit en outre
satisfaire 4 équation :

(4o) P;+;—‘F=0,
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et 'équation (39) doit par suite admettre les racines 1 et — 1, ce qui exige : w* = — 4. Les autres
racines de ’équation en s sont alors 3 et — 3 etona:
: /, _ o B,
(4y) 92:a21'+fv pI=aIr+—,—l[+A,r3—+—;a
ou :
(hrv) e=a e bye, o= a e+ b e 4+ A e B e

On déterminera les coefficients a,, b, etc... en porlant dans les équations (37) ces derniéres

expressions de p, et p,. Si on laisse de cdté une solution qui n’est autre que la solution | VIl) dans
le cas ol 2 A + 3 p est nul, on est ainsi conduit au type :

u=—(acos 29— {sin 28) (a;r‘_f_bfl__tp.z_**),
X‘ u:(asina&—{—bcosze-{-eo)(azr'+%>q
—_— \

w=cez+d.

Quatriéme série de solutions de l'équation (3). — Cette série de solutions est carac-
térisée par les relations (¥) :

" P P

A
& L

(] —+ [.L) p; — (0 —+ 3 p.) f =, —ri (a”al, const.),
(43) O+2wae +ay + g =o.

En posant r — ¢!, les relations (42) seront remplacées par les suivantes :

W) O =t
45) R I ARG 0 PR
L’équation (4) devient, aprés ce changement de variable :
@ wlernl o rinal rharemaen (G2 —0) =0
ou (en désignant par R, R,, R, les coefficients de ¢/, ¢/, @,)
(465 | R ¢, + Ro g+ By 02 == 0,
d’ol I'on tire par une dérivation relative a la variable 6 :
(47) R, ¢ + Riol + R; ¢, = .
On peut laisser de ¢6té les solutions de ’équation (47) dérivant des équations :
(48) ¥, =0, ¥, =0
ou :
(h9) R, =R, =R, =o0

Ces solutions raménent en effet au type @ pour Ja premiére, et au type VIT[ pour la seconde.

(*) On peut laisser de coté Ihypothése ol p; serait uulle qui conduit & des solutions des types [ I ] ou [IL].
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Cela posé, on aura une autre série de solutions de I'équation (47) en écrivant la proportion-
nalité des coefficients R, R, et R;, ou encore en posant (*):

. d?g,
(50) dtz’ g2 — szz’
. d e
(31) O+w—g7 FO+3Wa=1e

relations auxquelles, pour satisfaire a (46), il faudra joindre :
(52) ﬁl?; -+ ‘f’;’ ()' -+ 2 P«) —+ By, = 0.

Les équations (43) et (52) déterminent ¢, et ¢,; on obtiendra ainsi une solution si les équa-
tions (44), (45), (50) et (51) admetient un systeme de solutions. Or'Uéquation caractéristique du
systéme formé par les équations (45) et (1) est :

(53) O+ st — 0+ Ju)? = ab.
Tout systéme de solutions des équations (45) et (51) satisfera donc aussi aux équations (44) et
(50)sil’ona:

() —+_ 3 P‘)j ‘1251 .
O+ O+wp

(54) SR -

Dés lors, il suffira de se donner a,, 3, et d’en déduire, par les formules (54), a, et 3, pour obte-
nir un type de solutions. A cet effet, on prendra pour p, et ¢, un systéme de solutions des équations
(45) et (49) auquel ou associera les fonctions ¢, et o, déterminées au moyen des équations (43) et
(52) apreés remplacement dans ces derniéres des constantes a, et 3, par leurs valeurs déduites de
(54). 11 nous parait inutile de développer les formules relatives au cas général. Nous nous bor-

nerons & représenter par ui numéro d’ordre {X[ la série des solutions correspondantes. Nous écri-
rons toutefois celle de ces solutions qui correspond au cas ot on prend a, =8, =o0:
W A+ 3u

Z ) 21 A )
[ ()5 oo (2 e (525

P+ 3

2 uf . 248

v=r *t=r [az cos b, sin ————
_ TV SRS g

X[bis

w=cg + a.

Il nous reste & envisager la derniére série des solutions de I’équation (47), que 'on obtient en
prenant soit :

(55) ¢ = p: o,
(56) o, =P g, (p:p- const.),
solt
. 9, == 0,
o7 R, = o.

Occupons-nous d’abord de ce dernier cas. On peut supposer que @, qui est alors une cons-

(") Ceci suppose g2 7 0, mais si g, = 0; R, = R; = 0; si on prend R, = o0, on retombe sur le type Ij’lﬂ ; sl

b x \
on prend p; = 0 et o; = o, on trouve la solution & = ar 4 V=0 w= cz + d, déja signalée (Cf. p. 100, note).
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tante n’est pas nulle (*) et I'on est ainsi conduit & la solution suivante qui comprend le type | VII
comme cas particulier :

/ +3p
_— 2 2
u = <;> bt [aI cos 2 < ;__::) 6+ b, sin 2 <%f> O]v
b

Passons maintenant & la recherche des solutions dérivaut des équations (55) et (56). L’équa-

tion (43) devient
(58) II cp; + a9, =0 ([L const.).

Si H =% 0 on est évidlemment ramené & une solution appartenant au groupe de celles qui
dérivent de la troisieme série de solutions de I'équation (3).
Supposons donc H = o. L’équation (58) exige a,@, = 0. Mais si @, est nul, on retrouve la

solution | 1 | ou la solution | I1|. Nous devons, par conséquent, étudier seulement le cas ol «, est

nul. Nous nous débarrasserons de suite du cas ou a, est nul, en méme temps, cetie hypotheése con-
duisant & la solution (z = ar + -, v = 0) déja rencontrée. L’¢quation (45) subsiste sous sa forme
r

compléte, mais les équations (43) et (44) se simplifient. De cette derniére, on tire :

(39) oy = e+ be—'
et de "équation (43):
" %,
6 — . 2Ts,
(6o) o "

L’équation (47) devient alors, eu égard a I'équation (56) (3) :

(61) R, +p2nz_5;m — o,
ou, en remplagant R, IR, et I{; par leurs expressions ct en tenant compte de la valeur (59) de o, :
d?p, ’ Yap]  ae . .
(62) L L e B (R IR AR

Mais I'équation (45) donne alors

(63) = Ce t

A 2 Q i Lap
En substituant cette valeur de ¢, dans I'équation (62) et en écrivant la disparition des termes
en ¢ et e du résullat de la substitution om trouve, a, n’étant pas nul, la condition :

(64) pr=— b

Deux cas sont a considérer suivant que C est ditférent de zéro ou nul.

Y3 , Jae be—"
Fog e s > (C. const.).

A4 3
@) Si C est différent de zéro, il faut encore assurer la disparition des termes en e %+ & du ré-

sultat obtenu en substituant la valeur (63) de g, dans le premier membre de Péquation (62). On
obtient ainst la condition
. A P‘z
65 2 == — o
( ) r (] - [J.)2
(*) Remarque analogue a celle qui fait Pobjet de la note de la page ro2.

(?) Dans I’équation (55), on devra prendre pr = — de’ en vertu de I’équation (fo).
123

h
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qui, comparée avec la relation (64), donne A = o. Ainsi, la solution trouvée ne s'appliquera que
pour des milieux particuliers. Enfin I'équation (62) remplace 'équation (47) déduite de (46) au
moyen d’une dérivation par rapport & 8. On trouve pour vérifier 'équation (46), outre les relations
déja établies entre g,, 0., 9. €t @,, les suivantes :

(66) P, = %9
(67) o, =—hes,
, qui, eu égard & (64), entrainent d’ailleurs les équations (56) et (60). En définitive, on aura, lorsque A

est nul, une solution définie par les relations (59), (63), (66) et (67). Cette solution est donnée par
les formules :

b, .
u—= (a.r-J,— 7) (b,c08 26 —a,sin 26 — §,),

E ; v = (@ cos 20+ b, sin 2 §) [G,15—((l;f+:_;.>
\

w=-cgz +d.

1

6) On fait C = o. La marche des calculs est en tous points analogue & celle qui vient d’étre

exposée pour le cas a). Toutefois il 1’y a pas ict & exprimer quels termes en e 1+, disparaissent,

car G élant nul, ils s’¢liminent d’eux-mémes. On trouve ainsi la solution :

u= <a.r —}—%) [6. —5‘7}1@1 sinz28—b, cosze)],

Xill | 1 fapr b :
' u:i<T+I+2”;)(92—azcosze—bzsm49)5

w=cgz + d,
: (a; ... 8; const.).

2QUATIONE [NDEFINIES
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TABLEAU SYNOPTIQUE DES RESULTATS OBTENUS DANS LE CHAPITRE Ii

Nora. — Ou a considéré comme ne donnant rien les conditions conduisant & des solutions étudiées dans le chapitre [

et dans les chapitres IV a VII,

o
;_l: const. = O ————== Solution [I]

. 1
~ By—hmro "

Z—‘n’est pas conslant ——== Rien
1

rF o 8 = 0 ———= Solution {lI}

=3 =0 . - 1.
s ( _ M= ér”x = 0 ——== Solution spéciale & { = — 3 (A)
A xv Lup—lhma=0 !
B, Xy Xyet 3 v Xy “h 33 F 0 —= Rien
Xy sont] X5=4mX 4 X, , 2R
liées par [ pg=p3 =0 —————= Rien )
deux rela- Ry =0, p3 =0 ) Preiniére série de solutions de I'équation (77) —> Rien
= .
lions lj-! u; 1 = 0 ¢ Discussion analogue o | Seconde série de solutions de l'équation (77) —= Rien
néeires ré- et mémes résultats N gPremiére série de solutions de I'équation (81) ——> Rien
ductibles a Lopour: py=o0, pyFol 2T Seconde série de solutions de I'équation (81) —== Rien
I'un des a i
. pyF 0 ——= Rien
deux types | . +X"I =4 X @, £ 0 —= Rien
"D P X X'y = = it a poser Y, = =, Y. -
1P Xa+p3 X'y =0 p,=o. Onestconduitap L= Y, @ =0 — Tien

(213 - » - - D3 w const.)
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TABLEAU SYNOPTIQUE DES SOLUTIONS DU CHAPITRE IX

Premiére série de solutions de I'équation (3) conduisant au type [I]
Deuxiéme série — — — [t
B a =0 > Solution [I11]
=0 =3 quelconque ———== Solutions (IV], [V], [VI]
Troisitme série de solutions de I'équation (3). . . s = o ( « = 0 —> Solution [VII]
* o 27 7 | ay £ 0 —= Solutions [VII] et [IX]

“L -
l s 5 0 —————————== Solution [X]
Solution déduite de I'application des équations (50) et (51)
— — — D
Quatriéme série de solutions de 'équation (3). . . &)

> Solution [XI
== Solution [XII]

B . o § G £ 0 —== Solution (A) A = 0)
— - (55) et (56) { G = 0 —= Solution [XIII]

VU ET APPROUVE.

Lille, le 1¢" avril 1g11.

Le Doyen de la Faculté,
B.-C. DAMIEN.

Vu
ET PERMIS D IMPRIMER.

Lille, le 1" avril 1g11.

Le Recteur de I'Académie,

G. LYON.

Nancy, imprimerie Berger-Levraalt



SECONDE THESE.

APPLICATIONS
GEOMETRIE CINEMATIQUE

THEORIE DES SURFACES

ENGENDREES PAR UNE COURBE VARIABLE.

INTRODUCTION.

Lorsqu’on veut étudier la surface engendrée parune courbe variable
il y a souvent intérét a rapporter celle-ci a des axes particuliers entrai-
nés avec la courbe dans son mouvement. Nous nous proposons, dans
la premiére Partie du présent Mémoire, d’exposer les lignes générales
de ce procédé et quelques-unes des applications qu’on peut en faire
dans I’étude de questions d’ailleurs connues.

Dans la seconde Partie, nous appliquerons nos formules générales
au cas ou la courbe mobile est une hélice indéformable et nous utilise-
rons les résultats obtenus & la solution de quelques problémes relatifs
aux surfaces engendrées par de telles génératrices.

Nous aurons 'occasion, au cours de I'exposé qui va suivre, de signa-

ler divers travaux qui se rattachent a I’objet de notre étude.
B. 1
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Nous ferons remarquer, des maintenant, que, dans le Traité de
M. Darboux sur la Théorie générale des surfaces, se trouvent indiqués
le principe et quelques applications de la méthode dont nous donnons

le développement systématique (*).

() Cf. Darsoux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, p. 96 a 100 et

p- 103 a 109.




PREMIERE PARTIE,

FORMULES GENERALES. — APPLICATIONS DIVERSES.

4 » .
1. EQuaTIONS DEFINISSANT LA COURBK MOBILE. — Soient s la variable
dont dépendent les coordonnées d’un point de la courbeen I'une de ses
positions et ¢ le paramétre du mouvement. Les équations de la courbe

mobile rapportée a trois axes rectangulaires sont :
(1) z= f(s, t), v =¢4(s, t), 3= (s, £).

Il peut y avoIr intérét a prendre pour s I'arc indéfini de la projection
de la courbe sur I'un des plans de coordonnées le plan «Oy par
exemple ('). Les formules (1) sont alors avantageusement 1'emplacées

par les suivantes :

0

\ x:/scosx(s, t)ds +F(¢),

(2) (y:fs siny (s, 1) ds + D),
z=14(s, 1)

[ s, valeur particuliere, arbitraire (*) de s], dans lesquelles la signifi-
cation géométrique de T'angle 7 est évidente. Les fonctions I' et )

n’interviennent que dans la position de la courbe par rapport aux axes

{*) Ce choix suppose que la projection de la courbe sur ce plan n’est pas une droite
isotrope ou, en s’en tenant aux génératrices réelles, que la courbe mobile ne se réduit pas
4 une droite paralléle a2 Oz,

(*) Sous la réserve de n'étre pas un point singulier pour la fonction 3. Il faut observer
que l'on pourrait prendre pour s, une fonction de ¢. Pour éviter des complications inutiles
dans les calculs ultérieurs, il y a intérét a prendre pour s, une valeur constante,
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et nullement dans sa forme. En prenant pour Oz une droite rencon-
trant la génératrice et en prenant origine des ares s au point O, les

équations (2) deviennent
(3) x:/ cosy (s, t) ds, y:/ siny (s, ¢)ds, s=1y(s, t).
0 0

Enfin, il peut étre utile d’observer que la courbe sera tout entiere
sur un cylindre circulaire droit parallele a Oz sila fonction y est de la

forme
(2) Y(s, &) =s8(¢)+ (1),

ot 5(¢) et ¢(¢) désignent des fonctions quelconques de .

2. FORMULES GENERALES DU DEPLACEMENT D UN POINT LIE AUX AXES
MOBILES AUXQUELS EST RAPPORTEE LA COURBE VARIARLE. — Les pro-
jections du déplacement absolu d'un point de coordonnées x, y, z par

rapport aux axes mobiles sont, sur ces mémes axes,

Sz =dxr -+ (u +qz—ry)dt,
(4) by =dy -+ (v +~rzx —ps)dt,
8z =dz +(w+ py —quzx)dt,

ou w, v, w, p,q, r représentent les composantes suivant les axes
mobiles de la translation et de la rotation correspondant au triedre
choisi.

Les formules qui donnent les projections sur ces mémes axes du
déplacement absolu du point directeur d'une direction dont les cosi-
nus directeurs par rapport aux axes mobiles sont o, G et vy, sontles

sulvantes :

s’ Sa =da+ (gv — rB)dt,
(5) {88 =dB + (ra—py)d,
Sy =dy-+(pg—qa)ds.

Laissons de c6té le cas ol le cone directeur des directions des axes Oz
est isotrope. Alors la caractéristique du plan .xOy ne sera pas isotrope,
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sauf peut-étre en des positions isolées. Cela étant, nous pourrons
choisir pour Ox une parallele 4 cette droite. On aura alors, comme on
sait,

g(t)=o,

ce qui peut donner des simplifications utiles.

3. Si, dans une question, on est amené a écrire les équations fone-

tionnelles
(6) p(t)y=o, q(t)=o,

la direction du plan 2Oy est fixe et celle de sa caractéristique indéter-

minée. On pourra toujours supposer
(7) I‘(K) = o,

ce qui revient a prendre des axes paralléles a trois directions rectangu-
laires fixes.
Sil'on est conduit a écrire, pour une position 1solée de la généra-

trice correspondant & une valeur ¢, du parametre ¢, les conditions
(8) p(ta) =q(t) =0,

la direction du plan xOy est stationnaire. Il est donc intuitif qu'on

aurait aussi, pour cctte position,
p(te) =q(t)=o,

avec des axes rectangulaires Oux et Oy différents de ceux choisis
et d’ailleurs quelconques dans le plan z=o.

Cette propriété se démontre rigoureusement comme il suit. Soient
p.(t), q,(t) etr,(t)les composantes dela rotation du nouveau triedre.
Puisque p (¢,) et g(t,) sont nuls et que 'axe des z est le méme dans les

deux cas, on déduit de la derni¢re des formules {5)
(9) dy =dy+[pi(t)8 — qi(to)a]dt, -

relation (ui doit étre vérifiée quelle que soit la direction «, 8, 7.
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Ce qui exige bien
P (L) =qi(to) = 0.

Nous allons démontrer maintenant que, par un choix convenable

des directions de Ox et de Oy, on peut supposer en outre
(10) r(ty)=o.

Si, en effet, la relation (10) n’est pas vérifiée pour le triedre primi-
tivement adopté, désignons par r, la valeur non nulle r(¢,) et choisis-
sons le triedre déduit du triedre primitif par une rotation aatour de Oz

de I'angle
t
(11) @:—;-ot+/(t—to)'{/(t)de—y—dl(,,
o

formule dans laquelle le est une fonction arhitraire et @, représente
une constante,

La nouvelle composante [r‘ est évidemment dounée par

dd
(12) [Fl=r+ gy =r—rot (L=t} 4(0).

Elle s’annule visiblement pour t=¢,.

Comme d’ailleurs pour ¢t=¢, les composantes p et ¢ sont nulles
quelles que soient les directions O.x et Oy dans le plan Oy, on a bien
pour le triedre ainsi déterminé :

[p(2)] =[g(t)]=[r(ts)]=o0.
Ce fait s’exprime en disant que :
Si pour une certaine valeur du parame‘tre t le plan 2Oy est station-
navre ('), il est possible, et cela (une infinité de fagons, de choisir un

triedre de référence ayant méme axe Oz que le triedre proposé et dont le

mouvement élémentaire pour t ==t soit une translation.

(*) Cest-a-dire est un plan osculateur stationnaire de 'aréte de la développable qu’il
eaveloppe.
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Remarques. — 1° On réalise en particulier un pareil triedre en pre-

nant simplement

(13) (Il:—f r(t)de.

Pour ce triedre on a constamment
[r(D]=o.

La caractéristique du plan £ Oz ainsi déterminé est constamment

pel‘pendiculaire a Oz.

2° En général, pour aucun des triedres définis par I'une des for-
mules (11) et (13), la caractéristique du plan 2Oy (déterminée par les
éléments infinitésimaux d’ordre supérieur) ne se confondra aveec O.x.
Autrement dit, pour les positions voisines de celle qui correspond a
t=t,, 'adoption d’un tel triedre ne conduit pas a g=o. Si pour t=¢,
ona p=g=o0, cela tient a ce que, pour cette valeur, » et g sont nuls

quel que soit 'axe des .r.

3" On observera que la formule (13) peut étre considérée comme

un cas particulier de la formule (11).

4. FORMULES DE TRANSFORMATION DONNANT LES RELATIONS ENTRE LES
COMPOSANTES ANCIENNES ET NOUVELLES DU DEPLACEMENT LORSQU'ON
CHANGE LE TRIEDRE TRIRECTANGLE DE REFERENCE MOBILE. — Soienta, b, ¢
les coordonnées de l’originé du nouveau triedre; a,, «,, &, les cosinus
directeurs de I'ancien axe Ox avec les nouveaux axes OX, OY, OZ, etc.,

conformément au Tableau.

OX. oY. 0z.
O, e . ay oy a,
Oy. . o By By Bs
B e e 1 Y2 ¥s
Dans le cas général, a, b, ¢, a,, 8,, ..., 7, sont des fonctions de ¢.

Ces quantités en sont indépendantes st I'on choisit le second triedre
invariablement lié au premier.



Transformation des rotations. — Soient p, q, r les composantes de
'ancienne rotation suivant les anciens axes et P, Q, R les vecteurs
analogues relatifs aux nouveaux axes.

Soient o, 3, ¥ les cosinus directeurs d’une direction quelconque par
rapport aux axes mobiles primitifs; ¢a, 6@, 3y les projections sur ces
axes mobiles du déplacement absolu du point directeur de la direc-
tion o, 9, v. Enfin désignons par A, B, G, ¢A, ¢B et ¢C les quantités

analogues relatives anx nouveaux axes. On a d’une fagon générale
\ 8o =— o, 6A + o, 8B + a5 8C,
(14) ! 33 =8, BA - 8, 8B 4 8, 8C,
| 8y =+, 3A 3, 3B - v, 3C.
Appliquons ces formules i I'axe OX : nous avons dans ce ¢as
<15) A= dyy B:ﬁn Y=Y 3\’:1, B—:()7 C::O,
et

(16) Sa=du -+ (gvi— rpi)dt, 8A = o. ¢B=Rd, sC=—Qdu,

d’ou nous tirons, par application de la premiére formule (14),

da,
(17) wr A i =aR—aQ.

On obtient de méme les deux relations

113,

(18) (dﬁlz 4+ 79, —p-\h:rfjsp__ F‘LR,
dv:

(19) %—F})ﬁs——q%:%(g_wp.

. . . 1 . , .
Les formules (17), (18) et (19) peuvent étre résolues, soit par rap-
port ap, g, r, soit par rapport a P, (), R. Elles donnent donc la solu-
tion du probléme de la transformation des rotations. En les résolvant
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par rapport a p, ¢, ', on trouve ainsi :
[ p=a, P+, Q+ 3R

1 day 3 d3, dvs
1:7-3% T %y T %Y

L3772 ;34 — Iy {3:! i dt ;

(/=?ul)+ﬁg(;)+.333

(20) ! 1 L . 43, dy;
Ay S . Ve —
+ 13'}'2;31—"12;331'4 729 dl R dt +§' 2de )’
r—=r, 1)+ -\‘;2 (‘2 -+ '\I’R
‘ 1 (d da, 3y d3, . dvs
o 2y — %285 Vy 7 T T AT

Lorsque les nouveaux axes sont invariablement liés aux anciens, ces

formules se simplifient et deviennent :

p=o, P+a,Q+ a3 R,
(20 bis) ¢ qg=3P+3,Q4 3R,
r= 'f|p+";’2Q+T3R-

Oun aurait pu écrire dans ce cas directement ces formules en obser-
vant que les deux triedres forment alors un solide invariable et que la
rotation est alors toujours la méme quel que soit le svsteme de réfé-

rence, lié au solide, auquel on rapporte ce dernier.

Transformation des translations. — Les composantes du déplace-
ment ¢lémentaire absolu de la nouvelle origine suivant les anciens axes
sont, en désignant par «, v, w les composantes de la translation pri-

mitive,
da + (u+ gc—rb)dt, db + (r -+ ra — pc) dt, de 4+ (w + pb — qga) dt.

Ces composantes sur les nouveaux axes sont, en désignant par U,
V, W les composantes sur les nouveaux axes de la nouvelle transla-
tion

Udt, Vdi, Wt

En écrivant'égalité des composantes de ce déplacement suivant O.x,
B. 2
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O) et Oz, on obtient les trois équations :

!

% +uA+qge—rb =0, U+ a, V4o, W,

{ .
(21) ;—i)+ v—ra—pc=03,U+3V + 3, W,

d .
;[—(: w4 pb—ga=rv, U4V + 13 W,
qui, apres remplacement de p, ¢, r en fonction de P, Q, R (ouinver-
sement), permettent d’obtenir «, ¢, @ en fonctionde P, Q, R, U, V,\WV
(ou inversement, U, V, W en fonction de p, ¢, r, u, v, w). Dans le cas
de deux systemes d’axesrectangulaires invariablementliés 'un & l'autre,
on obtient ainsi :
(e =2U-+ oV 4o, W4 b(“’q b bE) Q —+ viR) — C(B\ P+ ﬁ_\Q + 3R),
(22) ¢« v=3U+3 V+3W4e(oP+2,Q+2R)—a(yv,P+v,Q+ 71, R),
=~ U +v,V 4 s W+ a(B P+ Q+3R)—0(a P+ 2,Q + 23 R).

Application. — Nous ferons une application intéressante des résul-
tats précédents en étuciant le cas ou 'axe O ) est conservé, la nouvelle
origine étant reportée sur Q) a une distanee b (constante) de sa posi-

tion primitive et ou les nouveaux plans xO), =O) font avec les plans

T B
primitifs un angle (Ox, Ox =) constant. Cet exemple nous sera utile

dans la suite. Nous avons ici le Tableau :

OX. 0Y. 7.
Ozx.............. oy == COS o o, — 0 o, ——sina
Oy. ............ I@;:O r’j:_)-—_l ‘[3320
O5 . oiiiii i Y1 =slna Y1-=0 /3 == COS 2

d’olt nous déduisons, en vertu des formules {20 bis) et (29 :

gp:— Pcosx— Rsing,
(23) Cq=Q,
' r—="Psinz -+ R cosa,
g w="Ucosx— Wsinz-+b(Psina+4 Rcosz),
(24) ¢ o=V,
' oo —=U sinz + Wcosx—bd(Pcosa— Rsina).
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Z. ; ’ 14
o. ELE,\IENTS DU DEPLACEMENT SUR LA SURFACE ENGEXADREE PAR LA

COURBE DEFINIE PAR LES EQUATIONS (1). — Entenantcompte des for-
mules (4, on trouve
o0r = ﬂ( ds + L dt,
\ dJs
. . d
(22) ¢ oy = x(ls-}—M dt,
N oY
, 0= —(de—,#N dt,
en posant
— K ()_f o ' oz
SL_(L+qf 1797#()[’ M=v+rf— pJ—{—()t
(26) ; .
\ ()9

On obtient de méme, pour une direction dont les cosinus directeurs

o, %, v sont des fonctions de s et de ¢,

d=
s ds -+ L, dt,

e a——
(ay)
=
|

)3
‘ids LM, de

—~
[\
(514
S~
™~
w

~—
S
()

(26 bis)

=
|-
4
X
|

~

_ 5 E_‘ <
l
+
S
-2
|
~
-

i
<
2

On tire de la 'expression de I'élément lindéaire de la surface

/

(25) di?=FEde+ oF dt ds + G ds?,

en pOSE\nt
()f Ly

\~ T
Mgy NG

Jo 2 AN
6o (UYL (7 +(9:).-
ds ds \ Js

{
Eo= L2 4= M2 N2, F=L

(28)
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ILa variation élémentaire angulaire ¢ sera de méme donnée par la

formule
(25 bis) e2=FE,dt?* - oF, detds + G, ds?
avec
[ e o o » | da di L v
. &I‘”:L;—{-M;—%N;, Fo=Foge =Moo N s
(28 bis) " Go— dy\ 2 d% 2+ dY)Q
w=os) T\ o)

Siles équations de Ja surface sont prises sous la forme () il suffira,
pour trouver les formules correspondantes, de remplacer dans les pré-
cédentes les fonctions fet © par leurs expressions (2. Nous ne nous
arréterons pas i reproduire cescaleuls dansle cas général; nous aurons
l'occasion, au contraire, d’adopter systématiquement cette forme dans
la seconde Partie de ce travail ().

On déduit immédiatement de U'expression de ds 'équation différen-

tielle des trajectoires orthogonales des génératrices
(29) Fdt+—-Gds=o.

6. NoRrMALE ET PLAN TANGENT. — La normale en un point de la sur-
face sera déterminée par un systeme de parametres directeurs A, I, C

donnés par les deux équations

(30) ¢
( AL 4+ BM+4-CN —o.

On peut prendre

L N 9e ) o dy Ldf 9 Js
(31) A=N—=-_-N\ B_Lxl\ys; CfA\IE i

T ds Js’

(') Nous l'avons utilisée constamment dans un Meémoire 1nséré dans le Bulletin de la
Socidté mathématique de France (190g, p. 61 et suiv.) et intitulé Ztude sur le déplace-
ment d’'une hélice de forme variable.
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En posant
0z 2
2 V_._ -
(32) H Z( M >
T Jf dy fom%2 N
— (L* + M+ N? [( >+<ds)+<ﬁ> <L-d— BIES—+NE>},

on en déduit pour les valeurs des cosinus directeurs de la normale

A L% _xY Y L%
33) 5 ds ds N ds ds s ()s
( / A 1—17 H»-—'—II—; V_-—H——-

, « .y, ~
Déterminons enfin les quantités 6A, 6B, ¢C par les formules

JA J.
(31) 21\:( r]9+((%+qC—lB>dt

et deux autres analogues
Ces ([uautitéS'interviendr()nt dans ce qui suit.

7. EQU:\T[ON‘ DES LIGNES REMARQUABLES DE LA SURFACE. — Les for-
mules précédentes permettent d’obtenir immddiatement I'équation
différentielle des lignes asvmptotiques ou celle des lignes de courbure
en portant les valeurs qu’elles donnent pour &z, 8y, ¢z, ¢A, &3, ¢C,
dans les équations bien connues

(35) ¢A3r +EB8y +38Cés =0

pour les asymptotiques, et

6z 8y ¢©3
(36) SA 2B 3C |=o
B C

pour les lignes de courbure.
Pour obtenir I'équation des lignes géodésiques sous forme générale,

1l faudrait éerire I'équation
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apres y avoir remplacé les b par les valeurs trouvées ci-dessus et les 6
par les valeurs qu'on obtiendrait en substituant 2., 2y et 6z a ., % et ¥
dans les relations (3). Nous développerons seulement la premiére de
ces expressions, les autres s’en déduisant par permutation circulaire.

Nous trouvons ainsi :

af oL ob 0o
_ — - e N_—¢) ]
dt s + Js +q Js ‘ s +q N ¢ I] dt ds

o. , .  dJdf
-+ Jl—dc + 05

A 0?2
(38) cly = —f Is? [
o2
d*s + Ld?2t.
8. ANGLE DE LA YNORMALE PRINCIPALE DE LA GF:\EIR ATRICE AVEC LA\

NORMALE A La sURFACE. — La considération de cet angle peut étre inté-

ressante ; sa valeur est évidemment donnée par la formule

A(fodisds — f, d}v) \
(39) cosm== +Blopdyrds — g dy7)+ Clclidyz ds — b d} 5) )
o ¥ ]
(A2 B2 G2>T(ﬂa dosds— f dj=)? s
! -+ (?Za dysds — ?; Clj 7)2+ (M,, do7ds — 'T": (]j 7‘)2 )
avec

i
Af\? do\? WURERE
dos = [(I -+ <E> —+ (m) :I ds,
[Af 02 f  do dPo 0L d*y )

O O — P E—
4o) 5 s 052 T 05 05t T Os ¢
T =

Ty ds?,
) af\ 2 do\ 2 du\?)®
GGG

9. PoINT CENTRAL SITUE SUR UNE GENERATRICE. — Appelons point
central tout point d'une génératrice ponr lequel la distance itla généra-
trice infiniment volsine est maxima ou nminima ou toutau moins station-
naire. La considération de ces points est, pour certaines natures de la
génératrice, trés intéressante. Nous nous proposons de la déterminer.

Considérons une génératrice correspondant a une valeur ¢, du para-
metre ¢ et que nous désignerons par la dénomination : génératrice (t,).
Soit (r,+ A¢,) une génératrice voisine déterminée. La distance A7 de

deux points voisins de ces génératrices correspondant a s et ¢, d’une
o) 0
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part et s+ As, ¢, + At, d’autre part est donnée par Ia formule

(41) Am? = EA2 4+ 2FAs &gy + G As?

aux infiniment petits d’ordre supérieur pres (').
Pour une valeur déterminée Az, de I'aceroissement du parametre ¢,
As sera maximum ou minimum (ou tout au moins stationnaire)

lorsque

¥
(42) As = — GAZU

et la valeur correspondante de Ac?® sera

2] 0 ’ FE\ o
(43) Azt — (E—-G—) Ac,

’

Si done on se déplace le long de la génératrice ¢;, Az, varie comme

.
2

; L . . . . ..
le facteur £ — Geten particulier cette distance sera maxima, minima
x

ou stationnaire en meéme temps que K — < Nous aurons donc les

points cherchiés en écrivant la condition

d 1
(44) a(E— E>:o,

qu’il 0’y aurait plus qu’'a développer en remplacant E, F, G par leurs
valeurs.

ITnous a paru intéressant d’obtenir directement ce résultat anquel
on aurait pu parvenir plus rapidement en observant, ainsi que le fait
M. Demartres dans sa These (*), que les points cherchés sont « carac-
térisés par ce fait que la courbure gdodésique de la trajectoire ortho-
gonale y est égale a zéro ».

(1) Ceci suppose que le déplacement ne s’effectue pas suivant une ligne de longueur
nulle. Ce cas spécial est sans 1intérét dans la question actuelle. Toutefois, pour éviter toute
restriction, nous conviendrans d’appeler encore, dans ce cas, points centraux les points
déterminés comme il va étre indiqué.

(2} Sur les surfaces a génératrices circulaires (Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série,
t. 11, p. 123).
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10. CourBURE GFODESIQUE. NOUVELLE FORME DE L'EQUATION DES

LIGNES GEODEsIQUEs. — Soit § I'angle des lignes coordonnées, ¢ I'meli-

. ’ 4 ’ I3 « 1
naison de la courbe étudiée surla génératrice (t = const.), et—la cour-

Z o
[ Wz}

bure géodésique cherchée. On a

. v/l—iE sinfi 0 [\/l_‘ cos (8 — i‘l] d (\/G cost)
(43) o - ds - Jt ’

5

ou, tous calculs effectués,

¥ H
H ? /G oyG 1 0 VG )% F i
. . Y x l .. L Ut * L
6) — = cos A AL v AL
(46) g cost \ ds Jt - VG ds s . s VG Jde /G Ys

. . , . H
Sil'on remplace dans le premier membre de I'équation (46), — par

zéro, on obtient une nouvelle forme de U'équation des lignes géodé-

siques.

En écrivant que les trajectoires othogonales des génératrices (L' = :>
possede en un point une courbure géodésique nulle, ontrouve la con-
dition
(47) Js o

quin’est autre que I'équation (44), ainsi que nous 'avions annoncé.

11. COURBURE NORMALE ET TORSION GEODESIQUE. — La courbure
normale et la torsion géodésique s’obtiennent sans peine en partant
des formules démontrées ci-dessus. Soient, en eflet, o, 2, v les
cosinus directeurs d’'une direction de la surface & partir d’un point
donné; a, ., v les cosinus directeurs de la normale en ce point; ona

pour la courbure normale

Ch—+ B 8u—yov
8 —]—:a( 2% -
(4 ) R, dz
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Dans le second membre, toutes les expressions sont connues; on a,

en effet, d’une part,
d
X 22 ds + Ldt
0T ds

(49) I= o=

) ey

T
(Edt*+ aF deds -+ G ds?)?

et, d’autre part, X, &, v sont données par les formules (33), d’ou I'on
déduit ¢k, 8w, 6v grice aux formules (5).
. . . ;o 1
On obtient de méme la torsion géodésique — en partant de la for-
g

mule

. [ vap——uav‘

50 —_ =Y ).

(3) T ( ds )
12. RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN CHAQUE POINT DE LA SUR-
rac. — Un point dela normale a la surface au point (x,y, z) de

celle-ci a pour coordonnées, par rapport au triedre de référence
mobile,

(51) X:x—+—A9, X =y - By, 7. =3+ Co

[}

[A, B, G donnés par les formules (31)].

lLes égalités

. dr+odA+{ut+gs—ry+(qC—rB)pldt  dy+... dz-+...
(52) ‘ A —— =" B8 T

expriment que la normale est tangente au déplacement du point
(X, Y, 7). En égalant ces rapports a une méme différentielle auxi-
liaive /i, nous aurons les trois équations

.. of JA af |
(33) ds(% —+—p(Ts>—+—dl [a +utqy

3
"’*“(Ti gC— ,-B)] ~Adb=o

et deux équations analogues.
I’élimination de ds, dt et di entre ces trois équations donne 1'équa-

tion aux ¢ définissant les centres de courbure principaux de la surface.
B. 3
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Cette équation s’écrit sous la forme condensée :

d A . d oA
(54) £+zt+gt\b—l'?+9<m—+qb—rB>, d—{—{—p-g’ Al=o,

par laquelle je représente au moyen de sa premiére ligne le détermi-
nant résultant de I’élimination de ds, dt et df.

Posons maintenant avec la méme convention

(55) A= %1—?— tgC—rB % A\,
(56) A2=%+u+q+—r9 3—f A\=‘L % A\,
(57) 3, — %’t\‘ch_"B 3—{ A\
(58) 82:3—{-‘T—u+q""c——r:‘a % A‘_—_lL % A‘.

On remarquera que

D’autre part, soient R, et R, les deux rayons de courbure princi-
paux; on a évidemment

(60) Ry=Hs,, Ra=IHg,,

égalités dans lesquelles g, et ¢, désignent les deux racines de I'équa-
tion (54).

On obtient ainsi

__l_ﬂif_i‘_ ,I__+_‘_~_81+82__8|+82
R, R, 123,  HY R, R, Ha, ~  H
(61> ( ™ ~
( R4 R,— g2 %2,
Ay

I153. CoxpITION POUR QUE Iy GENERATRICE AIT UNE ENVELOPPE. —

Cette condition s’ écrit immédiatement

xSy o3
(62) =22

%_a’y’— 3
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relations dans lesquelles dx, dy, dz représentent le déplacement le long
d’'une génératrice, c’est-a-dire lorsque dt=o. Ces conditions (62)

peuvent étre mises sous la forme

[, M N
(@) o T
ds 0ds  Os

Siles deux relations (63) admettent une solution commune

(64) F(s, 1) =o,

la courbe que définit cette derniere constitue une branche d’enveloppe.
Si, au contraire, les denx courbes représentées par les deux équa-

tions (63) n'admettent pas une branche commune, il n'y a pas d’enve-

loppe.

A4. APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES A LA DETERMINATION
DE SURFACES JOUISSANT DE PROPRIETFS DETERMINEKES ET ENGENDREES
PAR DES GENERATRICES DE NATURE DONVEE. — La meéthode dont les
principes viennent d’étre exposés pourra souvent étre utilisée avec
avauntage lorsqu’on voudra rechercher une surface jouissant de pro-
priétés détermindées et engendrée par une courbe de nature donnée.
On sera en général amené a particulariser la nature de la génératrice
et & trouver des relations entre les translations et les rotations du
triecdre mobile. Il peut arriver que le probleme soit indéterminé ou,
au contraire, impossible. Dans le premier cas, il pourra se faire que,
par quelques conditions supplémentaires, on parvienne 2 le déter-
miner.

Lia courbe sera alors placée par rapport i son triedre de référence et
le mouvement de celui-ci sera connu par Uintermédiaire de la rotation
et de la translation élémentaires. Souvent des observations géométri-
ques permettront de déduire de ces résultats la position occupée a
chaque instant dans Pespace par le triedre mobile et par suite par la

génératrice.
<
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Dans tous les cas, u, v, w, p, ¢, r étant connus, on pourra, par un
procédé systématique dont nous allons rappeler les grandes lignes,
rapporter le mouvement du triédre mobile a un triedre fixe (*).

Soient, o, 3,, 7., %,, 85, Ta» %y, By» 7, les neuf cosinus du triedre

mobile (Oxyz) rapporté a un triedre fixe (OXYZ) conformément au

Tableau : .
Ox. 0y. Oz.
OX. i e &, Ay o
OY. .o B, B Ba
O Y1 T2 s

On commencera par déterminer ces cosinus en observant que cha-
cun des groupes (a,, &,, %), (%,, B,, 8,) et (y,,Y,, 7:) constitue un

systeme de solutions des équations différentielles

. i dn, d?
(63) E:nr—:% ?ﬂ::])'—g", d—;:Eq—Y‘P

. Les coordonnées X,, Y,, Z, de l'origine du triedre mobile seront

ensuite données par les relations

X,

7—‘ |ll+120—*—-a3‘v,
dY

(66) C— =R B+ By,
dZ,

0
—_— = o+ © = Y3P.
T Ti T2 T3

13. APPLICATION DE LA THEORIE PRECEDENTE A L'ETUDE DES SUR-
FACES REGLEEs. — Prenons pour triedre de référence un triedre dont
axe des z soit la génératrice de la surface, dont I'axe des x soit paral-
lele a la caractéristique du plan xOy et dont 'origine décrive une tra-

jectoire orthogonale de la génératrice.

(Y) Voir, au sujet de ce probléme, le Traité déja cité de M. Darboux, n°* 2 et 3, et
-] p \] )
Chap. 11
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Avec ce choix d’axes, on a pour équations de la génératrice
(67) x =0, ¥y =o, 3=s,
et pour les composantes du mouvement élémentaire

u, 0, w = 0, P q =o, r.

[’él1ément linéaire de la surface est
(68) do*=ds*+ [u?+ (v — ps)*] de.

En se reportant a 'équation (44 ), on trouve de suite I'équation de
la ligne de striction
(69) p(v—ps)=o.

Si p = o elle est indéterminée; mais alors la surface est un eylindre.

Dans tous les autres cas, elle est donnée par la relation

¢
(o] § = —-
(70) »
On atc1
(71) A=—M=—(¢v—ps), B=L=ug, C=o.

L'équation du plan tangent, rapporté aux axes mobiles, est donc
(72) (v —ps)z=uy.

Au point central, son équation se réduit a y=—o, tandis qu’au point
J bl
a l'infini, elle devient x=o.
On retrouve ainst la propriété connue du plan central : il est per-
pendiculaire an plan tangent o la surface au point ¢ Uinfin de la géné-

ratrice considérée. Sil on pose
¢
(73) =t 5
7 P P
I'équation (72) devient

(74) —psr=uy.
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Cette dernicre équation n'est auntre que la relation de Chasles. On

obtient ainsi la valeur du parametre de distribution

u

K=—_=.
P

—~

S |
24

~

En se reportant aux formules (27 bis)et (43), on voit que le rapport
;—:n’est autre que le rapport de la distance d’une génératrice ¢ la géné-
ratrice infiniment voisine et de Uangle élémentaire de ces dewr droites.
La formule (75) donne ainsi la waleur connue du parametre de distri-
bution.

Si west nul, les conelusions précédentes sont & modifierlégérement:
le plan tangent est le méme partout, sauf au point central, ou son
équation est indéterminée : la surface est une développable [*).

Cherchons maintenant sous quelles conditions la ligne de striction
sera unc géodésique.

On aici, d’apres les formules (295) et (38) (7),

(=6) Sx = u dt, oy = (v —ps) de, 85 = ds.
82z =d(udt) —r(v—ps)dt,
(77) By —=d[(v —ps)di] + (rudt— pds) dt,

NG
0°3

d*s 4+ p(o— ps) e,

En adoptant s comme variable indépendante, I'équation générale

(') Les conditions (63) qui expriment que la génératrice admet une enveloppe se
réduisent ici &
L = o, M —o,
ou
v—ps=—o, w=o.

La génératrice admet donc une enveloppe dans le seul cas ot « est nul. Cette enveloppe,
définie par la relation
v — ps=—o,

est donc la ligne de striction de la surface étudiée.
1’aréte de rebroussement d’une développable en est hien, en effet, la ligne de striction.
(*) Ilestdailleurs plus simple d’écrive divectement les formules (76) et (77) en employant
le procédé iudiqué a propos des formules (23) et (38).
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des lignes géodésiques déduite de I’équation (37) est done

udt (v — ps)dt ds
(78) | d(udt)y—r(v—ps)dt* d[(v— ps)dt]+ (rudt—pds)dt p(e—ps)de |=o,
¢ — ps —u 0

ou, par une transformation évidente,

udt {v—ps)dt ds
(58 bis) d{udt) d[(v—ps)dtl—pdtds p(v—ps)dt? | =o,
v—ps —u 0

qui devient, par simple développement et en tenant compte de rela-

tions évidentes,
d.
(79) PdldT(V—PS)——E;dz';:o_

I.a condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction

(¢v—ps=no0) soit une géode’sique est done

(80) . d¥c=o,
on
d {
(81) d—Z:COHS[' ou -;i_.;const.

L’interprétation géométrique de cette formule est évidente :

La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction
d'une surface réglée soit une géodésique est qu’elle soit une trajectoire
de la génératrice.

Inversement, si une géodésique est une trajectoire de la génératrice,
elle est la ligne de striction de la surfuce réglée.

L’équation (81) est en effet évidemment caractéristique des trajec-
toires des génératrices. Dés lors, il en est de méme de I'équation (80),
et si une courbe est a la fois géodésique et trajectoire, elle doit satis-

faire aux deux équations (79) et (80}, ou encore a I'équation

(82) plv—ps)dt—=o.
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La solution dt=o0 donne la génératrice elle-méme, résultat sans
intérét et dont la présence était a prévoir.

Si p=o, la surface est un cylindre; la ligne de striction étant alors
indéterminée, la ligne considérée peut étre regardée comme ligne de
striction. Dans tout autre cas, v — ps doit étre nul, ce qui démontre la
proposition.

On pourrait retrouver ainsi la solution des divers problemes
auxquels donne lieu la considération des surfaces réglées. Nous envi-
sagerons encore, pour terminer ce (ue nous voulons dire & leur sujet,
la détermination des surfaces réglées minima.

On a, dans le cas actuel [formules (57), (58), (67) et (71)],

dy dp
—<%—32?>——1u o —(v—ps)

du

(83) —gt——— (v — ps) 0 © w

_9'7
I
(o2
N
l
]

pu 1 0 \

La condition nécessaire et suftisante pour que la surface soit mi-
nima est done [formules (61)] que 4, soit nul en chacun de ses points,

c¢’est-a-dire qu’on ait identiquement
i du dv dp
(84) (v—ps)[r(;—ps)—m]Tu<(Tt —ﬁ—ru~sd7>_o

En écrivant que le coefficient s* est nul dans I’équation (84), on
trouve la condifion p*r —=o.

Maissil’'onsuppose p=o0, comme déja g = o, on peut faire r—o {').

On peut done étudier seulement le cas ou I'on fait

(85) : r=o.

Pour satisfaire dI'équation (84), il faut alors joindre & (85) les deux

() Si Pon poursuivait le caleul en introduisant dans Iéquation (84) les conditions
. - L.ou . . .
p =g =r =0, 0n serait conduit a la condition — = const, qui, étant donnée la fixiLé de
v

direction du plan Oy, exprime que la génératrice Oz décrit un plan.
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conditions

(86) ude—vdu=o, pdu—udp=o
ou

(87) v =bu, p=au (a, b, const.).

La direction du plan zOy est alors fixe et I'équation de la ligne de

striction se réduit a

(88) s =

Cette ligne satisfait par suite aux deux relations
(89) 3=o0, Y=o

qui caractérisent une droite perpendiculaire & la direction fixe du
plan z0y. La surface est done un conoide droit admettant cette droite
pour directrice. Mais il résulte des équations (87) que les angles de
rotation de la génératrice autour de la directrice rectiligne sont pro-
portionnels aux segments décrits sur celle-ci par le point d’intersec-
tion de la génératrice et de la directrice. Nous retrouvons ainsi la pro-

priété bien connue :

L hélicoide gauche a plan directeur est la seule surfuce réglée

minima.

16. AprricaTiONs DIVERsES. — Lorsqu’il s’agira d’étudier la surface
engendrée par une courbe indéformable, il y aura en général intérét
a choisir un systeme de référence invariablement lié a la génératrice;
les fonctions f; ¢, ¥ qui figurent dans les équations (1) ne dépendront
plus alors de la variable ¢. I.’étude des surfaces réglées nous a fourni un
exemple de ce type de recherches. Nous en trouverions d’autres dans
celle des hélicoides, des surfaces moulures et des surfaces de transla-
tion. Nous terminerons cette rapide revue de 'application du procédé

cinématique au cas ou la génératrice est indéformable, en signalant les
B. 4
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recherches de M. Hazzidakis sur les courbes indéformables qui restent
pendant tout leur mouvement, soit une ligne géodésique, soit une
ligne asymptotique ou une ligne de courbure de la surface engen-
drée ('). Nous ferons remarquer enfin que la deuxieme Partie du pré-
sent Mémoire sera une application nouvelle de la méthode a I'étude
d’une surface engendrée par une courbe indéformable.

L’étude des surfaces spirales de M. Levy, signalée par exemple dans
le Traité de M. Darboux (*), fournit un premier exemple de 'appli-
cation de Ja méthode " cinématique au cas ou la génératrice est de
forme variable. M. Demartres 'a utilisée dans son Mémoire sur les
surfaces cerclées (*).

Nous I'avons employée nous-méme dans une série de recherches sur
les surfaces engendrées par des hélices circulaires, recherches dont les
résumés ont été insérés dans les Comptes rendus de ’Académie des
Sciences en 1907 (*)et, dans une étude sur le déplacement d’une
hélice quelconque de forme variable, parue en 19og dans le Bulletin
de la Société mathématique de France (*), nous avons encore fait usage

de cette méthode.

17. Nous terminerons cette premiére Partie en démontrant géomé-
triquement deux théorémes relatifs au mouvement d’une courbe indé-

formable.

(1) J.-N. Hazzipaxis, Ueber die Curven welche sich so bewvegen kdnnen, dass sie stdts
geoddtische Linien der von ihnen erzeugten Flachen bleiben (Journal de Crelle, t. 93,
1883, p. 120 et suiv.). — Kldchenerzeugung durch Kriimmungslinien (Journal de
Crelle, t. 98, 1885, p. 49 et suiv.),

(*y Darsoux, Théorie générale des surfaces, t. 1, n°® 89 et 90.

(3) G. DEMARTRES, Sur les surfaces a génératrice circulaire (Annales de I’ Ecole Nor-
male, 3¢ série, t. Il p. 123). — Mémoire sur les surfaces qui sont divisées en carrés par
une suite de cercles et leurs trajectoires orthogonales (Annales de {’Ecole Normale,
3¢ série, t. IV, p. 145).

(*) Comptes rendus des 18 mars, § et 29 avril, 21 mai, 17 juin et 16 juillet 1907.

(3) Etude sur le déplacement d’une hélice de forme variable (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XXXVII, 1gog, p. 61 et suiv.).
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TuEorEME I. — 87 une courbe indéformable se meut de telle sorte
que l'un quelconque de ses points décrive une trajectoire orthogonale de
la courbe :

1° Les tangrenies o cette courbe appartiennent a un complexe
linéaire.

2° Cette courbe reste, dans son mouvement, une géodésique de la

surface qu'elle engendre.

1° Chacune des tangentes a la courbe mobile est en effet normale a
la trajectoire d'un de ses points et par suite de tous ses points. Ces
tangentes appartiennent donc au complexe linéaire des droites de
moment nul attaché au déplacement élémentaire dela figure mobile (*).

2° Le plan normal & la trajectoire d’un point (M) de la courbe
mobile est le plan polaire de ce point par rapport au complexe dont il
vient d’étre question (*). G’est donc le plan osculateur en (M) a la
courbe mobile (*). Mais ce plan est évidemment normal & la surface,
ce qui démontre la proposition.

Taeorkme 1. — 87 une courbe indéformable reste géodésique de la
surface qu'elle engendre, sa normale principale appartient a un com-

plexe linéaire.

I.a normale principale a la courbe en un point fixé sur celle-ci reste
en eflet, pendant le déplacement, normale a la surface, par hypothese.
La trajectoire de son pied lui est donc normale et les normales prin-
cipales aux divers points de la génératrice appartiennent done, en vertu
d'une propriété rappelée ci-dessus, au complexe linéaire des droites

de moment nul du mouvement élémentaire.

Remarque. — Ce dernier théoréme constitue la proposition fonda-

(') Voir, par exemple, Kénigs, Legons de Cinématique, p. 113.

(?) Konigs, loc. cit,

() Théoréme établi par M. Appell dans sa Thése Sur les propriétés des cubiques
gauches et le mouvement hélicoidal d’'un corps solide.
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mentale établie analytiquement par M. Hazzidakis dans son travail sur
les surfaces possédant une famille de géodésiques superposables. Cet
auteur a établi également le théoreme suivant qui est susceptible d'une

démonstration géométrique analogue a celle du théoreme II :

Tutorime 1I1. — 87 une courbe indéformable reste une ligne asymp-
totique de la surfuce qu'elle engendre, sa binormale appartient & un com-

plexe linéatre.



DEUXIEME PARTIE.

RECHERCHES SUR LES SURFACES ENGENDREES PAR UNE HELICE
INDEFORMABLE,

SECTION I.

FORMULES GENERALES DEFINISSANT LE MOUVEMENT D' UNE HELICE
DFE FORME INVARIABLE ET LES ELEMENTS QU ELLE ENGENDRE.

L’application des résultats établis dans la premiere Partie permet

de dresser immédiatement le Tableau suivant :

Tableau des formules relatives aux surfaces
engendrées par une hélice indéformable.

I. Equati()n de Uhélice génératrice. — Nous désignerons par plan de
base d’une hélice, un plan quelconque parallele a ses normales princi-
cipales, et par direction d’axe la direction perpendiculaire a ce plan.
Cela posé, soient s 'arc indéfini de la projection de I'hélice sur son plan
de base, et ¢ la variable dont dépend le mouvement de la courbe. En
rapportant celle-ci a trois axes rectangulaires qui lui soient invariable-
ment liés et dont deux (O.r, Oy) sont dans le plan de base, les équa-
tions de la courbe seront, avec un choix.évident de I'origine,

(I x:f cosx(s)ds, y:f siny_(s)ds, 2 —=Ks,

formules dans lesquelles v.(s) désigne une fonction de s et K une con-

stante ; K est le pas angulaire de Uhélice ().

(1) Conformément & la définition adoptée dans notre Mémoire sur le mouvement d'une
hélice variable (¢f. p. 26, note 5).
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[’hélice circulaire est caractérisée par la condition

s(s)=o0 (1" dérivée seconde de 7).
ou

£(5) = s 4+ b,

formule dans laquelle < et Vb représentent des constantes.

1I. Eléments de déplacement sur la surface engendrée par ['hélice

mobile.
ox — cosy/(s) ds + L de,

(I1) gy = siny (s)dt + Mdt,
6z = K ds -+ N dt,

avec les relations

L :u+q:.——r|y:u+ql§s—r/ sinv (s) ds,

d

M=v+rz—ps= v—sz+rf cosy (s)ds,
0

N=w+py—gzr— w+/ (psin'/‘~qc05/_)ds.
0
1. Elément linéaire.

ds?= K di?+ 2 F dt ds -+ G dds?,

11
(1) E—= L2+ M2+ N2, F =L cosy + Msinyz + NK, G =1+ K2,

IV. Cosinus directeurs de la normale a la surfuce.
f A B C
i ﬁ = [Tk Y = i’

en posant
(IV)
A = Nsiny — MK, B=—Ncosy -+ LK, C = Mcosy — Lsiny,

H = (A2 B2 C2)*
= {[N—K(Lcosy + Msiny)]*+ (K24 1) (Lsiny — Mcosy)?[?;
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et
! 0A oA
| __ U el A
\ A = s ds+<dt + 4G 1B>dt,
] o3 JB §
(V) . &B = ds—{—(d—lJ—rA—p(j)dt,
s 0G aG )
| b(,‘gd—sds+<7)7 —+—/)B——(1A>dt,
oA ) ) ) )
N ZCOSX(NX‘—KI‘)+SIDX(P siny — g cosy) +pKk?,
B ) , }
(VD) b Slll'X‘(N")(‘ —Kr)— cosx(p siny — g cosy ) +gK2,
dC_r K ° ~+'(L MsinX):
5 = (peosy +qsiny)— ' (Leosy 4+ Msin’);

—(j%:: sin'/‘l:w’—}—\[ (p'sinx—q’cosx)ds]—K<v'—st’+r’[ cosxds),

(VII) %[;:— cosx[w’+f (p’siny_—q’cosy_)ds]+K<zL’+qu’——r’f sinxds),
0 0

oG g ) .
‘W—:_ cosx(v’ —p’sK+l"‘[ cosxds>—smx<u’—1—q’sk—r’[ smxds).

L’'angle w de la normale principale a 'hélice géndratrice avec la

normale # la surface est donné par l'une des formules

i Beosy — Asiny

| COS® =— B
_ K(L cosy + M siny) —N
(VII1) N {[N—K(LcosX +Msinx)]2+(K2+1)(LsinX—Mcosx)ﬂﬁ
ou
| tange = (K7 I)EK(LE;;[;/;hi\lslcx?j))(— N
V. Equation des lignes remarquables de |la surface. — En portant

les expressions que nous venons d’obtenir :
1° Dans I'équation

(IX) 3A 8z + 6B 3y + 8C 3z = o,

on obtientI'équation des asymptotiques.
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20 Dans
3z dy 3o
(X) 54 B 3C | =o,
A B C

on obtient I'équation des lignes de courbure.

Pour avoir celle des lignes géodésiques, il faudrait former ¢*z, ¢y,
¢%z en introduisant dans la formule (38) de la premiere Partie et les
deux formules analogues les valeurs données par le Tableau précédent
pour les divers éléments qui y figurent; puis porter les résultats
trouvés, tant pour éx, oy, 6z, A, B, C, que pour &'z, &%, &'z, dans

I'équation (37) de la premiere Partie.

SECTION II.

RECHERCHE DES SURFACES ADMETTANT POUR GIEODIESIQUES

UNE FAMILLE D HELICES DE FORME 1NVARIABLE.

Sil'on se reporte a la seconde des formules (VIII), on voit immé-
diatement que pour qu’'une hélice de forme invariable engendre une
surface dont elle soit constamment une géodésique, il faut et il suffit

qu’on ait identiquement

(1) IJsilxx—hIcosxzo.

Différentions une premiere fois cette relation en tenant compte de
cequona

. oM K (s _
Js siny — d—suosX: (q smx—}—pcosx)——r,
nous obtenons I'équation suivante :

(2) (llcosxﬁ—Msin'X)X’:r—K(pcosx—{—qsinX).

Opérons de méme sur cette nouvelle équation, en observant que

(2 bis) %I;cosx—*—%%[smxz K(gcosy —psiny);
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nous trouvons l'équation
(3) (Lcosyy 4+ Msiny)y"= 2K (psiny — g cosy)y .

[’hypotheése ' =0 ne devant pas étre envisagée (les hélices se ré-
duisent alors a des droites), I'équation (2) permettra toujours de tirer
I.cosy + Msiny en fonction des autres éléments qui y figurent. En
portant dans I'équation (3}, on obtientainsi le résultat de I'élimination

de ce bindme, résultat qu’on peut mettre sous la forme

, '/‘” _ K{(psiny —qgcosy)
(4) 272 r—K N -
s 7 (pCOS/‘—-{—thnx‘)

Le premier membre de I'équation (4) étant indépendant de ¢, il
doit en ¢tre de méme du second membre. La dérivée de ce dernier par
rapport a ¢ doit donc étre nulle. En eflectuant les calculs et laissant de
coté le cas ou I'hélice se réduit & une courbe plane ('), on obtient

ainsi la relation

dr ‘dp - dr dq - dp dg .
(5) (pm—1E>51r1A—<qE—rE>cosA+K<q—E—pm>_o,
qui est équivalente aux trois suivantes :

(6) 1dp _1dg _ 1dr
i A

qu’on pent remplacer par
(7) p=C, b(z), q="0Cy0(¢2), r=C30(¢),
C,, C

arbitraire [dont la dérivée est la valeur commune des rapports (6)].

. et G, désignant trois constantes arbitraires et § une fonetion

Les formules (7) mettent de suite en évidence le résultat suivant :

L’axe instantané est fixe en direction dans le triedre mobile et par

suite dans Uespace.

(') La courbe en question pourrait alors engendrer une surface dont elle fiit constam-
ment une géodésique dans le seul cas ou elle engendrerait unesurface de Monge. Nousavons
énoncé et démontré une proposition plus générale, renfermant celle-ci dans notre Mémoire
sur le mouvementd'une hélice de forme variable (Bull. Soc. math. de France, 1gog, p- 91)-

o

B. 5
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Sous une autre forme :

Un plan quelconque invariablement lié a I hélice mobile enveloppe une

20
surface d’ égale pente.

Le cas ou f est identiquement nul (') étant laissé de c6té, considé-
rons une position de la figure correspondant a une valeur du para-
meétre ¢ qui n'annule pas . Laissant également de c6té le cas ou C,,
C, et C, seralent nulles toutes trois (*); dans ces conditions et pour la
position de I'hélice mobile définie ci-dessus, p, ¢ et r ne sont pasnulles
ensemble.

Si done on choisit comme axes mobiles nouveaux, si les anciens ne
Jjouissent pas de cette propriété, un triedre dont Ox soit parallele a
la caractéristique du plan de base, dans la position actuelle, les nou-
velles composantes de la rotation seront trois nouvelles fonctions p,,
4., r,, dontl'une d’elles, g,, a une valeur nulle dans la position consi-

dérée. Mals on a
p,:C.e.(l), q.:Czeq(!), ’\:C30|(/),
C,, G, et G, désignant trois constantes et i, une nouvelle fonction cor-
respondant au nouveau choix des axes. D’ailleurs, & l'instant consi-
déré ¢,, on ne saurait avoir 0, (¢,) = o, car on aurait alors
[Pilo=[g:Jo=[rlo=0,

et par suite p, =¢q,=1v, =0, ce qui est contre notre hypothese. Mais
[, ], est nul, par suite C, et ¢, est constamment nul.
Des lors, on pourra supposer, sans restreindre la question, que la

constante C, est nulle, et adopter

(8) p:CO(z), q=o, I‘:C"J((i),

(') Voir la fin de la note ci-dessous.

(*) Un autre cas ol nos développements seraient en défaut est celui ot tout en suppo-
sant K différent de zéro, les deux termes du second membre de I'équation (4) seraient
identiquement nuls. Ceci suppose p = ¢ =— r — 0. Ce casrentre encore dans une étude déja
faite (loc. cit., p. 8g); nous rappellerons ci-aprés le résultat correspondant,
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C et €' désignant deux constantes, et § une fonction arbitraires. La
remarque précédente correspond au fait géométrique suivant : la carac-
téristique du plan de base est invariablement lie au triédre mobile, fait
qut pouvait se déduire de considérations de géometrie infinitésimale en
s’appuyant sur ce que chaque plan de ce triédre, en particulier celle du
plan 2Oy, enveloppe une surface d’égale pente. De ce raisonnement
on pouvait alors conclure la possibilité de rapporter I'hélice a un
triedre dans lequel Ox serait la caractéristique du plan de base, et par
suite, la possibilité d’adopter, dans le probléme actuel, la condition
q—o0.

Revenons maintenant a I'équation (4). En tenant compte des rela-
tions (8), elle s’écrit
(9) X ROy

2y C'—KGcosy

qui s’intégre une premiére fois immédiatement et donne

(10) 7' =K, (C'— KCcosy)?,

K, désignant une constante arbitraire. Il est d’ailleurs évident, étant
donnée la signification géométrique de ’angle 7, qu’aux diverses valeurs
de K, correspondent des cylindres principaux(') semblables.
Cette derniére formule peut s’écrire
dy,

(1) Ka((}’—[{(]cosx)2 = ds,

forme sous laquelle les variables sont séparées et dont l'intégration
n'offre pas de difficulté. Nous y reviendrons en détail ; on peut déja
remarquer que l'éqguation (11) peut étre considérée comme une forme
de Uéquation intrinséque de la projection sur son plan de base de
L’hélice de pas K étudié.

Pour le moment, nous allons nous borner 4 démontrer qu’a une

(!) Cylindre principal. Nous donnons ce nom au cylindre ayant pour directrice I'hélice
considérée et dont les génératrices sont paralléles & sa direetion d’axe. (Cf. notre Mémoire
déja cité sur le mouvement d’une hélice variable, n° 3.)
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solution quelconque de cette équation correspond un mouyement et un
seul de I'hélice qu’elle détermine, tel que celle-ci engendre une sur-
face dont elle soit constamment une géodésique. Il suffit pour cela de
montrer qu’on peut déterminer des fonctions de ¢ 7w, ¢, o) satisfai-
sant a I'équation (1), et par suite & I'équation (2). En vertu de P'équa-
tion (4),'équation ( 3)serad’ailleurs vérifiée d’elle-méme. Sil’on tient
compte des équations (8) et (10), on peut, aprés simplification, écrire
les équations (1) et (2):

. o o fi(e) .
(12) LSIn/w—-ZMCOS/_——O. LCOS/‘—*—I\IS”I/‘—Kq((;"—[\CCOS'/C)’
d’ou
(13) L— 9(5)(:05'/‘ M — e(t)sin'/‘

~ K{(C'—KCrcosy) K, (C"—KCcosy)’

et enfin u et v sont données d’une fagon unique et bien déterminée
par les formules suivantes, aprés remplacement de L et M par leurs
expressions déduites des formules (13) :

L

(14) u:L—}—ry:L-{—rf Sil]XdS, v:M—rx—{—pz:M—rf cosxds+sz,
0

0

tandis que w reste arbitraire. Siles fractions u et v déterminées par les
formules (14) ne dépendent que de ¢ seul, elles satisferont a la ques-
tion, et I'on aura obtenu un déplacement répondant aux conditions du
probléme. Mais en apparence « et ¢ dépendent de s. Par lafacon
méme dont nos équations ont été obtenues, en supposant z et ¢ indé-
pendants de ¢, on peut prévoir qu’inversement la réciproque est vraie.

Toutefols, elle n’est pas évidente. Pour la démontrer, il suffit de
vérifier queles dérivées partielles, par rapport a la variable s des fonce-
tions u et v tirées des équations (14), sont nulles identiquement. Fai-

sons la vérification par u par exemple. On a

du oL ) dy . ol

B_s——g—*—’ds—()s

+rsinx:—C’ﬁsinX+ rsiny =o.

De méme pour .
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Nous avons donc ainsi résolu completement le probléeme posé, en
montrant qu’il se ramenait & I'intégration d’une équation (11) que
nous savons intégrer, équation qui définit la génératrice par rapport a
trois axes mobiles dont nous avons appris ensuite a achever de déter-
miner le mouvement, en partie connu déja par les formules (8).

Reste & trouver la nature des hélices génératrices en ¢tudiant en
détail 'équation (11), et & en déduire le sens géométrique des condi-

tions imposées au mouvement par les équations (8) et (14).

SECTION TIII.

ETUDE DES HELICES CORRESPONDANT AUX COURBES PLANES DEFINIES

PAR L'EQUATION (11) DU PARAGRAPHE PRECEDENT.

[’équation fondamentale qui définit la projection de nos hélices
sur leur plan de base est

dr-
(1) L — K, (C'— KCcosy)z.
ds -
Pour la discuter, nous envisagerons deux cas, sutvant qgue G est nul
) ’ q
ow non.

1° C' est nul. On a, dés lors,

(2) ?:K,Ki(ﬂcoﬁy
S .

ou

(3) ds= — i

K,Kz(C2 cos2X’

soit, en choisissant convenablement I'origine des ares,
I
(%) s = K*Jﬁ'-’(]” tangy.

Soit ¢ le rayon de courbure de cette courbe ; on a évidemnment avec
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un choix considérable des sens, choix que nous supposons fait,

5 _ ds . 1 a
(3) P_@:_KJQCQ cosﬂx_cosﬂy‘7
en posant, pour abréger,

1

(6) =g KC

Mais, sil'on tient compte des équations (4) et (5), on peut écrire

e )

Cette équation est I'équation intrinseque d’une chainette. Le cylindre
principal de Uhélice, dans le cas actuel, @ donc pour section droite une
chainette.

Nous désignerons ces hélices sous le nom d’/iélices caténoides.

Enfin, il estindifférent de supposer K, positif ou négatif: on obtient
en effet pour deux valeurs €gales et de signe contraire de K, deux chai-
nettes €gales. Pour un méme signe de K, le sens des hélices corres-
pondantes est inversé. Mais comme on peut agir sur le signe de K pour
inverser de nouveau le sens de I'hélice, on voit qu’on ne restreint parla
question en supposant K, > o.

Prenons pour origine du triédre mobile le point de I'hélice ou la
tangente a la chainette projection de celle-ci est parallele & Ia caracté-
ristique du plan de base. L’angle 7 correspondant 4 s == o est alors nul,
et I'on peut écrire les équations de I'hélice :

'

*dy w7
\x:_—ab/o Cos, :aLogLang<Z+;>;

(7) ‘ y:a/-'lsin'/;d'/‘:a< 1 —l),
o COS"X COS'/'

3z =Ks :aKtangx,

Ces formules permettent de voir que la chainette de base a précisé-

ment pour axe de symétrie O) et pour tangente au sommet Paxe Ox
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parallele a la caractéristique du plan 2 Oy dans le mouvement. Pour
s’en assurer, il suffit d’observer que x change de signe sans changer de
valeur absolue, et que v conserve sa valeur quand on change y en — ..

Cette courbe est une courbe transcendante; mais on observera
qu’elle se trouve située sur une surface algébrique : le cylindre qui la
projette sur le plan des yz. Cette surface algébrique est d’ailleurs la
seule qui puisse contenir la courbe en question. Son équation, qui

s’obtient sans difficulté, est

2° Supposons maintenant C' différent de zéro. On peut alors sans
inconvénient supposer C'= 1 en faisant rentrer ce facteur dans K.

Enfin, on observera qu’il n’y a nul inconvénient a supposer K, posi-
tif, 'hypothese inverse correspondant seulement a une section droite
symétrique. L’équation de cette courbe plane devient alors

(8) %—_—K.(I—KCcosx)ﬁ,

ou, évidemment, en désignant par R son rayon de courbure,

(9) %:[Q(I—KCCOS)(‘)?.

Cette derniere équation s'écrit, en posant e===1,

(10) K(jcosle——s\/ I—(ﬁ{’
d’ou
(11) KCsinxdx:—e;igﬁ
et

dR
(12) ds = —

2KCsiny YK, R
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Mais, d’autre part, de I'équation (10) on tire

(13) KECQSHI/—‘K2C2——1+ V‘f KR
et finalement I’équation (12) s’écrit, en supprimant un double signe
sans grand intérét ('),

dR

{14) ds = — .
aV(K2CG*— 1)K R 4+ 2e/K, R —1

On reconnait la I'équation déja rencontrée par MM. Pirondini (*)
(Geornale de Matematiche, 1885, p. 225); Cesaro (*) (méme recueil,
1886, p. 48), et Duporeq (*) (Nouvelles Annales de Mathématiques,
1go2, p. 183).

Les hélices que nous étudions sont donc celles dont les normales princi-
pales rencontrent une droite fixe, ainsi (il résulte des conclusions des
travaux rappelds ci-dessus. La recherche de ces hélices a fait I'objet, a
notre connaissance, d’un autre Mémoire : celui de M. Piccioli (*)inséré
dans les Nowuvelles Annales de Mathématiques, 1go2 (p. 177 et suiv.).
Enfin, 'étude de la section droite de leur cylindre principal, ¢’est-a-

dire de la courbe plane définie par 'équation (14), a été commencée au

(1) Cette équation serait vérifiée évidemment pour R = const., ["une des racines du
radical. Mais il est & remarquer que, dans ce cas, on est amené a la conclusion KCsiny =o
pour laquelle nos transformations ne sont plus légitimes. On vérifierait directement que la
solution en question convient seulement lorsque G = 0. Dans ce cas, le dénominateur a une
racine double : R = I%; et la courbe est un cercle de rayon }% L’hélice correspondante est

1
donc une hélice circulaire,

(*) Geminiano PIRONDINI, Rettifica di un theorema et dimostraszione di alcuni teoremi
geomelrict (Mémoire inséré dans le Giornale dv Matematiche, . XXI1II, 1885, p. 222
‘et suiv.).

(*) Ernesto Crsaro, A proposito d'un problema sulle eliche (Mémoire inséré dans le
Giornale di Matematiche, t. XX1V, 1886, p. 46 et suiv.).

(*) Drronce, Remargue sur la Note précédente (Note de M. Piccioli rappelée ci-apreés)
(NYouvelles Annales de Mathématiques, §® série, t. 11, 1go2, p. 181 et suiv.).

(%) Prccrorr, Sur les hélices cylindriques dont les normales principales rencontrent
une droite fixe (Nouvelles Annales de Mathématiques, 4 série, t. 1[,1go2, p. 177 et suiv.).
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point de vue géométrique et par les procédés qui lui sont propres, par
M.le colonel Manheim (') dans le méme recueil, méme année (p. 337).
Nous nous proposons, dans ce qui suit, de compléter cette étude en
coustraisant ces courbes, aprés avoir établi les expressions en termes
finis des coordonnées rectangulaires de I'un de leurs points. Aupara-
vant, nous rappellerons quelques-uns des résultats établis a leur sujet

dans les Mémoires dont nous avons parlé.

L. La projection orthogonale sur leur plan de base des hélices étudiées
sont des courbes planes telles que leurs normales découpent sur wune
droite fixe des segments proportionnels aux arcs décrits par les pieds
des normales (*).

C’est d’ailleurs en partant de cette propriété démontrée directement,
que MM. Pirondini et Duporeq établissent leur étude. Dans ce qui
suit, nous désignerons par (E) I'une quelconque de ces hélices, par (e)
sa projection, par (N) la droite fixe que rencontrent les normales
principales a Uhélice, et par (n) sa projection qui n’est autre que la
droite sur laquelle les normales & la courbe (e) découpent des seg-

ments proportiounels aux arcs décrits sur (e).

II. Lesegment mm compris sur la normale a une courbe (e) entre la
courbe et la ({r()iteﬁ.re (n) est])roporti()nne[ a la racine carrée du rayon

de courbure en m.

III. Les normales principales aur hélices (E), sauf le cas de I'/iélice
circulaire, ne rencontrent pas la droite (N) sous un angle constant.

Cette remarque faite par M, Piccioli met en évidence une inexacti-
tude échappée a M. Cesaro, qui dit en terminant son Mémoire : « Le
normali principali delle linee trovate incontrano dunque la retta (N)

satto lo stesso angolo ».

(1) Maxxnerv, Note de Géométrie (méme recueil que les deux Mémoires précédents,
méme année, p. 337).

(*) L.a méme propriété a évidemment lieu pour les arcs de ’hélice et les segments déter-
minés par ses normales principales sur la droite qu’elles rencontrent,

B. 6
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[V. L’angle w des droites (N) et (n) est donné, avec nos notations,

par la formule
(I%) cotw = C.

V. La surface de révolution engendrée par la rotation d’une hélice (E)
autour de la drotte (N) correspondante admet pour géodésiques les di-
verses positions de U'hélice (E) (').

Cette proposition nous donne donc une solution de notre probléme.
Nous la retrouverons ci-aprés comme cas particulier de mouvements
plus généraux.

Revenons maintenant a la recherche des équations paramétriques
des hélices (E). Ces équations sont :

x:/ cosy ds, y:/ sin‘y ds, z=Ks,
0 0

ou, en tenant compte de I'équation (8) et désignant par a la Jongueur

€gale a

KT’
/ “ cosy dy
T=¢ ), —KCGeosy)”
. ) % siny dy
(16) A / (I—KCCOS'/)Z,
Ao .

b4
dy

0

7, désignant la valeur de I'angle 7, pour le point origine, c’est-a-dire
pour I'angle de la tangente a 'origine de la courbe (¢) avec I'axe O.r.

St I’on pose

/

(17) tang',—z‘:E_,

(') Cetle proposition, signalée sans démonstration par M. Pirondini, est applicable & une
courbe de forme invariable quelconque dont les normales principales rencontrent une droite
fixe. Cela tienl & ce que la normale a la surface de révolution étant déterminée par le point
d’intersection de I’axe avec le plan normal 4 la courbe et le point de celle-ci, se confond
alors précisément avec la normale principale de cette courbe.
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. - ;.
les formules (16) sont remplacées par les suivantes ou ¢, désigne la

valeur de £ a 'origine :

’/x—za fE (1—E8)dt
- . [+ KC)E+ —KO)1’

§
. £t
(18) y=de | [FROEFT—KCP’

z=—2ak E (1+¢8)ds .
v : [(1+ KG)&24-1 — KC]?

Nous observerons que, sauf lorsque 1 — KC est nul, ces intégrales

sont définies pour = o et si 'on prend 'origine au point correspon-
dant, ¢, sera nul et la tangente en ce point sera 'axe des x lui-méme
(et par suite une parallele a la caractéristique du plan 2Oy). Pour

expliciter la formule (18), nous diviserons la question en trois parties :
o [KCj<1; 20 |KC|>1; 3 |KC|=1.
Premier cas, — La valeur absolue de KG est inférieure & 1. On peut
alors poser, en désignant par . et 3 denx nombres positifs,

1 — KGC

2 —. P2
1+KC—a’ ] I+KC__P,

et 'on trouve facilement avec le choix d’axes indiqué ci-dessus :

/ a of+41 E a 1— 2? 4
r—=-——-— —{—E? ——arctang(; 3

ﬁ“ a2 E2_+_a2 a3
( ) . 2a 1 + aa
19 Y= g F2 42 B"tﬁ’

gckr—a & ek (‘j_“> arc tang (E)
' R a3 o2 S\ a

Les deux premieres définissent la courbe (e). C’est d’elle seule que
nous nous occuperons désormais, I'hélice (E) s’en déduisant de manicre
évidente. Nous ne nous arréterons pas au détail élémentaire de I'étude
dela variation des fonctions . et y et nous nous bornerons a faire remar-

quer que y admet un minimum nul pour £ == o, tandis que x est mini-
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muni pour £ =—=—1 et maxinum p()urf =:1. Enfin on observera que Oy
est un axe de symétrie et qu’il suffit de faire varier £ de o a2 +~ o et de
compléter par symétrie.

La courbe, quand on adopte pour arc tang <§> la détermination com-
. o) (0] . . . ’
prise entre — ~ et 4 —, a I'aspect indiqué ci-dessous. On remarquera

. . N - 2a
qu’eclle arrive tangentiellement ala droite y = —+ Nous verrons qu’elle
Gl

n’a pas d’inflexion. On a figuré en pointillé la conique obtenue en sup-

primant les termes transcendants dans les formules (19), et dont
la courbe étudiée se déduit par une déformation simple et évidente

(ﬁg‘. 1eta).

(KC>> o).

[Si KC = o Ia courbe se réduit 4 un cercle et I'hélice (E) & une hé-
lice circulaire. Dans tous les autres cas DE est toujours le grand axe
de lellipse auxiliaire, OC son petit axe. Les points G et A sont ceux
ou la tangente est paralléle & Oy. En I' et B la courbe est tangente 4 la
parallele & O menée de C.}

L
s

Sil'on adopte les autres déterminations de arc tang (&>, on obtient
une suile de courbes se raccordant et qui donne une courbe ayant
Pun des aspects figurés ci-contre (') suivant la valeur de o (fig. 3, 4

et 5).

(1) L'ensemble de cette courbe est bien un méme étre analytique, car lalimitation & une
spire provient du changement de variable % en £. Si I'on se reporte aux formules initiales
pour tout le champ de variation de y, de — oc & + o0, on obtient la courbe ci-contre tout
entiére. ‘



45

APPLICATIONS DE LA GEOMETRIE CINEMATIQUE.

La droite (n) n’est autre que la droite

. a _ a
(20) V=A% T T=KC

qui joint les points correspondant aux valeurs 1 et — 1 de la variable ¢,

Deuxiéme cas. — La valeur absolue de KC est supérieure a 1.

On pourra alors poser

1— KC

- — N2 — 22
" KC— a et 1+ KC=¢j

avec ¢ = —+ 1 st KC est positif et — 1 si KG est négatif. Les coordon-
nées d'un point de I'hélice E seraient alors données par les formules
suivantes ou on laisse provisoirement arbitraire la limite fixe de 'inté-

grale qut y figure. Le choix de celle-ci résultera d'une courte dis-

cussion.

2 £ 2 2 r

.Z‘——Z at—1 S ia 41
_@. o E-’——z: ?,a 2 S 1 g2

2 1

(21) { y:—p—;h - -+ const.,
ST — &
aK 1+ a2 3 aK 1—a2 /5 dE
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Considérons la courbe (e) correspondante; comme précédemment
la symétrie évidente parrapport a Oy permet de restreindre aux valeurs
y p p p
positives le champ de variation de 5. Mais ici une difficulté se presente

L intégrale f T - n’a aucun sens pour les valeurs de g supérieures

a «. Pour résoudre cette difficulté il suffit de se rappeler que, I'origine
des ares ayant été laissée arbitraire, pour étudier cette seconde branche,
il suffira de prendre une origine différente. En adoptant comme nou-
velle origine des arcs le point correspondant i 2, =, on aura l'avan-
tage d’avoir encore une tangente paralléle a la caractéristique. Toute-

fois ces deux facons d’envisager la question conduiseut aadopterpourx

dz
et y des primitives différentes des fonctions — ZE et ( ).

D’autre part, nous aurons ci-dessous & (hstmguer le cas ou o est

inférieur a I'unité de celui ou il lui est supérienr.

Premier type : o est inférieur a ['unité. — Les formules & adopter

lorsque § est inférieur & & sont :

a at—1 £ a“2+]Lq“_E
x_?ﬂ_“ a2 Ez—az_g—' 2% 0cz+£’
' sa ! aa
(22) 'L)’——ng_az—m‘;v
o aK 1—a2LOUa—E aK 1+ a2 £
° 203" o g -k g a2 x2’
et pour ¢ > &
a a?—1 £ a «® 1 £«
T =53 ) 2 2 24 3 L ’
9] a= E——a' 3 2 E+a
P a
(23) /,)’ F.T.Ez az’
ak 1—@21 t—a aKi14-a? £
= - 40 _—_—_ .
223" a? gi—+—<z B ar  E2n2

() Nécessité provoquée, non par le fait méme de la discontinuité &, mais par le suivant :
telle fonction représentant x dans le premier julervalle est, au point de vue réel qui nous
intéresse seul ici, complétement dénuée de sens dans l'autre.
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Ces derniéres formules comme les précédentes révélent la symétrie
de la courbe (e) par rapport & Oy etla possibilité de restreindre le
champ de variation de % a l'intervalle o & 4-oc.

Lorsque ¢ varie de 0. a ., x et y varient toujours dans le méme sens
[form. (22)] et la courbe reste extérieure a I'hyperbole obtenue en
supprimant la partie transcendante de x. Cette branche est figurée ci-
apres (partie supérieure de la figure 6) : origine des coordonnées
correspondante, représentée par la lettre O, se trouve placée en un
des sommets de I'hyperbole auxiliaire.

Lorsque ¢ varie de a i -+ o, onobtientlaseconde courbe (e) [déﬁnie
parles équations (23) | ; sur la figure méme que nous avons établie pour
représenter la premiére courbe (e), dont il vient d’étre question, nous
avons adopté comme origine des coordonnées de la seconde courbe (¢),
précisément I'autre sommet O, de I'hyperbole auxiliaire relative a la
premiére courbe (e), les axes ayant d’ailleurs méme direction. On voit
de suite que, dans ces conditions, les hyperboles auxiliaires des courbes
représentées parles équations (22) et (23 ) coincident. Pourlaseconde,
le point correspondant i £ =1 correspond & an maximum de 'abscisse.
Il est d’aillenrs facile de construire cette seconde branche par les pro-
cédés élémentaires bien connus. Je ne m'y arréterai pas ('].

Une propriété qu’il nous paraitintéressantde signaler estla suivante :
Ces dewr branches analytiquement distincles peuvent etre consudérées,
auw point de vue géométrique spécial de la définition correspondant a
la propriété I, comme faisant partie d'une meéme courbe géomé-

trigue. La droite (n) de la premiére branche, rapportée au systéme

(') Toutefois, si I'on peut considérer comme évident, d’aprés les propriétés classiques
relatives & l'ordre de grandeur des logarithmes, quela courbe a la disposition représentée
pour ses parties infinies el jusqu'a leur rencontre avec 'axe de symétrie, il n’est nullement
évident que la branche APO,, par exemple, soit tout entiére a I'intérieur de I’hyperbole.
On [établit rigoureusement en montrant que la somme du double de la partie algébrique
de z et de sa partie transcendante ne s'annule pas dans Uintervalle o & oo, Ce résultat
s'obtient par 'emploi de la méthode de Rolle (la dérivée ne s’annule pas dans cet intervalle
et la fonction a pour valeurs limites — oo et o), Donc pas de racines dans I'intervalle.



48 E. BARRE.

2Oy, a pour équation (') I'équation (20). Quant i la seconde branche
elle a pour droite (n) la droite '

a
TTTIEKC
rapportée au systéme x,0y. Si 'on tient compte de la valeur du
segment OO, on s’assure ue ces deux droites coincident. Ces deux
branches ont méme droite (n) : au point de vue de leur définition géo-
métrique elles font donc partie d'une méme courbe, ainsi qu’on I'a fait

observer. Les hélices () d’orvgines O ou O, correspondant en ces dewx

Fig. 6.

branches et de méme sens de rotation ont aussi méme droite (N). Pour-
tant il serait téméraire de conclure que toutes leurs propriétés sont
communes et notammentil est loin d’étre évident (*) qu'un mouvement
quientraine l'une de telle sorte que hélice (B) correspondante soit une
géodésique de la surface qu’elle engendre jouit de la méme propriété
relativement & I'autre branche. Il est encore & remarquer u’elles ont
en commun leur hyperbole auxiliaire. L’angle des asymptotes (*) est

obtus ou aigu suivant que a est inférieur a y/2 —1 ou lui est supérieur.

(1) On ne la trouve pas aussi aisément que dans le cas on il y a denx tangentes paralléles
4 Oy, comme dans le cas précédent et le suivant. Elle se détermine par un calcul spécial
que nous indiquerons aprés ’étude du rayon de courbure.

(*) Sauf pour les surfaces de révolution rencontrées plus haut.

(®) Il s'agit ici de I'angle qui contient ]a courbe.
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Sccond type : w est supérieur @ Uunité. — On obtient des résultats
analogues : la différence caractéristique consiste en ce fait que la branche

a boucle correspond a l'intervalle — o, @ et I'autre a chacun des inter-

valles — o, —a et + o, + <.

Troisieme cas - ]K('l — 1. — On obtient les mémes courbes pour
KC =41 et KC=—1. Pour fixer les idées nous exposerons les ré-
sultats lorsque KC= —1. Les formules fondamentales (18) de-
viennent :

3 £ , %
« ak -
x:;f (1 —&2) o, y:a/ EdE, = (r+ §2) ds.
: . : 2 )
<p So

o

On peut prendre ¢,= o et Uon ohtient finalement les équations d'une
cubique gauche :

ry
ERE]

QR
TN

l
STRN
N~
[N

fl
v R

L

I
\:‘Q
T
P

Je

lr
o] T
~—

(>4) r=t

I.a eourbe (¢) correspondante a la forme indiquée sur la figure ci-

dessous qui donne les principaux résultats de Ja discussion.

Fig. 5.

On peut définir la cubique E comme partie de I'intersection du cy-
lindre dont I'équation est
(25) y(8a—2y)*=18azx?

[ qui w’est autre que U'équation cartésienne de (e)] et du paraboloide

B. 7


http://en.ee

»~

50 L. BARRL.
équilatere
(25 bis) (:-+Kz)(3a—2y)=6aKu,
ou encore de ce paraboloide et du eylindre parabolique dont I'équa-
tion est (')
(26) (s +Kz)=2aK2y.
Calcul du rayon de courbure des courbes (e) et des hélices (E). —
On a pourla courbe (¢), au signe pres,

1 dPzdy —d*ydix

R ds?

ou, en effectuant les calculs quine présententaucune difficulté, en par-

tant des formules (18), on trouve

a1 +452)2

[+ KC)E+ (1 —KC)}

(27) R=

On tire de la ce résultat a prévoir, étant données les propriétés déja
connues des courbes étudiées : L'expression de la racine carrée du
rayon de courbure est une fonction rationnelle du paramétre §. Les
rayons de courbure aux sommets des courbes sont donnés suivant les
cas (sommets correspondant soita E— o0, soit 1 £ — w) par les formules

a a

(28) H:mi ol R:m

On voit sans difficulté que de Leapression de R on peut conclure que
la courbe (¢) n'a jamars d’inflexion. Ces formules permettent de re-
trouver la propriété I (p. 41) etfournissent une méthode générale pour

déterminer la droite (n). Portons en effet sur la normale & la courbe au

(') Ce cylindre est le seul cylindre du second degré (ui puisse contenir la cubique
gauche : car, s'il en existait deux, ils devraient avoir une génératrice commune et, par

suite, leur intersection se réduirait 4 un ensemble de génératrices,

. . . 3a
L'intersection de ces surfaces se compléte parla génératrice commune: z =0, ¥ =
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point (.r, ¥) le segment A \/E; la coordonnée Y du point obtenu est
donnée par la formule

, dr  ~
Y _._y—{—Tsh\/R

, dx o
ou, eu égard aux valeurs de — et de VR ("),

— 1 F2
Y=y+ayaips  [D=(+KC)g 41— KC],

d’ou, aprés simplification,

ay — 14 & < . Li)
D: Va
Sil'on prend A= \fc;, Y est constante; le lien du point envisagé est
une droite (Y =const.). Ce qui démontre la propriété II. 11 est alors
facile de placer la droite (2) au moyen de nos formules. Soit y, la va-
leur de 'ordonnée de la courbe en un point %,. La droite (n) a pour
équation

£
11—

(29) VEN T AT TRC) E 1 —KC

L’application de cette formule seraitimmédiate dans les études parti-
culieres (woir note de la page 48). On voit qu'aux points correspon-
dantaf—=-1le rayon de courbure R est précisément égal & a. Ces
remarcques montrent qu’on peut exprimer la longueur du segment mn m'
par 'une oul'autre des formules suivantes, ou, cette fois, \/I{ est pris

avec sa signification habituelle, c’est-a-dire positivement [ ¢f. note (') |

(30) mm’:v/cm:\/.ﬁl{.

Equations des courbes (E) rapportées a un systeme de coordonnées
dont la drotte (N) est I’axe des z. — Pourl’étude ménie des courbes (E)

(*) Pour la généralité des formules on prendra, pour valeur de \/E, toujours la méme
2
fonction rationnelle : \/E»I -;E

» que celle-ci ait une valeur positive ou négative,
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les axes dont nous avons fait usage jusqu’ici sont les plus commodes;
mais nous verrons qu'il en est autrement pour la représentation des
surfaces engendrées par le mouvement de ces courbes. Nous allons les
rapporter i un nouveau systeme défini comme il suit :

1° Laxe des y usité jusqu’ici est conservé, mais 'origine est re-
portée au point ou il coupe la droite (1) correspondante : soit y =b
Iéquation de celle-ci, & ayant suivant les cas {voir ci-dessus) les va-

a ou a
1= KC 9

leurs

2° On fait pivoter les axes autour de Oy de maniere a amener 'axe
des z en coincidence avee ladroite (N). Nous connaissonsangle de (N),
situé d’ailleurs dans le nouveau plan Y =o, apres la premicre opé-
ration, avec I'axe des . : ce n’est autre que I'angle © donné par la
fermule (15). Mais il est indispensable de préciser si cette formule est
vraie en grandeur et en signe dans tous les cas et d’étudier dans les
mémes conditions lavaleurdel’anglede rolation & imprimer au systéme
autour du nouvel axe des y (). Cette discussion se fait sans difficulté
en passant en revue tous les cas étudiés en ayant soin de tenir compte
des signes des constantes K et G compatibles avec chacune des hypo-
théses et en précisant dans chacun de ces cas dans quels angles 20z se
trouve la paralléle menée de origine primitive i la projection de (N)
sur le plan primitif 20 z. Cette détermination s’effectue en suivant & la
fois le mouvement ascensionnel du point sur 'hélice et le mouvement
du point d’intersection de la normale 4 la courbe avece la droite (r). Je
me bornerai & montrer dans le prémier cias rencontré comment on
opére. Supposons K > 0, C > o et KC < 1. Quand on partdel’origine
du coté des £ positifs, le point s'éléeve sur I'hélice; la normale i la
courbe (¢) coupe la droite (#) en un point qui se meut toujours dans le

meéme sens, qui est en P sur Oy (fig. 1, p. 44), dans la position initiale

(') J.e sens de rolalion du triédre des coordonnées est le méme qu’en géométrie plane
(sens des astronomes). On doit se rappeler cette observation dans toutes les questions de
sens qui suivront, Elle a d'ailleurs implicitement été adoptée jusqu'ici.
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et au point R quand le point mobile sur (¢) est venu en B. Dés lors I'élé-
vation du point mobile sur (E) et par suite du point correspondant
sur (N) est corrélative d’'un mouvement vers les & positifs de ce dernier
point. La parallele ala projection de (N) sur £Oz est donc contenue
‘dans les angles (1) et (3), formés par O.x et Oz, et la formule (15) est
applicable en grandeur et en signe ainsi que les suivantes ou o désigne

l’angle de rotation des axes :

(31) 1:~—<E—m>; Sinw = ——— Cosw:——c——-
7 N Y=

I.’étude compléte demontre I'entiére généralité de ces formules.
La transformation de coordonnées visée au début de ce paragraphe
ne présente plus alors aucune difficulté. Si X, Y et Z sont les nouvelles

coordonnées, on aura
xz— Cz _ Czr+s

39 X:———; Y = ——*1), Z—-—:‘
(92) VAR Y \/CF—}—I

Dans ces formules il suffira évidemment de remplacer x, y et z par
les fonctions qui la représentent en fonction du parameétre £ pour avoir
les équations paramétriques de la courbe dans le nouveau systéme.

Sauf le cas ou |[KC|=1, I'hélice (E) est une courbe transcendante.
Toutefois il existe une surface algébrique qui la contient; c’est un
cylindre du second degré. Nous allons Ie montrer en parlant des équa-

tions (19) pm"exemple; le résultat subsistera pour les autres formules.
R4 H . E (RN LY Lo
L’élimination de arc tang ~ ) entre la premiére et la derniére des équa-

tions (19) conduit &

(33) (x+qz>m_(._a=);:4%‘<ﬁ).

. . . A . .
Fn éliminant maintenant £ entre cette derniére équation etlaseconde

équation (19), on obtient, apres réduction et division par 1 —K*C? =~ o,

(3/1) (Z‘»—Cz)'—’—zay+(1__[{2C2>),2~_0_
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Lorsque |[KCG| =1, I'équation (34) est encore applicable, bien (ue

le procédé employé pour I'obtenir soit en défaut; c’est ce que montre

la vérification directe par comparaison des équations (34) et (26) [faire

alors C = _rlg dans 1'équation (34) pour la comparer a (26)], il en

serait de meéme pour KC = 1. Si I'on rapproche ces résultats de ce qui
a été dit au sujet des hélices (E) algébriques et des hélices caténoides,

on obtient le théoréme suivant :

TarorEME. — Pourtoute hélice indéformable susceptible d'cngcmlrcr
en se mouvant une surface dont elle soit constamment la géodésique,

passe un cylindre du second degré et un seul.

Remarques. — 1° La direction des génératrices du cylindre repré-
senté par I'équation (34) est évidemment celle de la droite (N).
2° Rapporté au second systéme d’axes, défini ci-dessus (p. 52), le

cylindre en question relatif aux hélices (I') a pour équation
(35) (C2-1)X2+ 2aKCY + (1 — K2C2) Y2 = ot

Il est elliptique si | KC| < 1, hyperbolique si |[KC| > 1, parabolique
si|KC|==1.
St on laisse de ¢6té le cas ou K* -+ 1 est nul, on voit qu’il n’est cir-
“culaire que lorque CG=o0. L’hélice (E) correspondante est alors une
hélice circulaire. Il a pour base une hyperbole équilatere si

2

K2—71"

(36) Cr=

Ses axcs ont pour valeur

aKC . akhC
V(CT 1) (1= K2 () 11— K202

3° Le cylindre correspondant aux hélices caténoides est toujours

hyperbolique.
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SECTION 1V.
KTUDE DU MOUVEMENT A IMPRIMER A UNE HKLICE DE FORME INVARIABLE POUR

QU’ELLE ENGENDRE UNE SURFACE DONT ELLE SOIT CONSTAMMENT UNE

GEODESIQUE. QUATION DE CES SURFACES RAPPORTEES A DES AXES FIXES.

1. Nous avons, dans une note, signalé comme cas d’exception celui
ou la rotation serait constamment nulle (p = g=r=o0). L'hélice géné-
ratrice indéformable est alors arbitraire, mais elle se déplace sur son
cylindre principal. Donc, dans ce cas, on ne trouve que les surfaces
cylindriques.

Nous ne reviendrons pas sur la démonstration de ce résultat qui
rentre dans une étude publiée antérieurement, ainsi que nous l'avons

déja fait remarquer.

2. Mouvement des hélices ayant pour base une chainette. — C’est le
cas de O'==0. On a d¢s lors, en faisant rentrer la constante C dans la
fonction 0, ce qui simplifie les écritures,

(1) p=10{0), q = o, r—o.

- Le plan Oz a une direction fixe et, d’aprés les formules (13)

et (11) (),

, _ i _ 8 )
(2) L__K,K’ M__K4Ktanb/"
et
I 1
(3) o= IO = kP
¢ —O0

La derniére des conditions (3) montre que le plan 2Oz est tangent,

au licu du point O et par suite enveloppe le cylindre admettant ce lieu

(') Formules de la page 36.
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pour directrice et dont les génératrices sont paralleles & la direction
fixe de 'axe de rotation (direction de Ou).
Le plan ) Oz restant parallele a une divection fixe et enveloppant un
cvlindre dont les génératrices ont précisément pour direction la direc~
3 8

tion de O, on définira le mouvement du triedre mobhile comme il suit :

Le tricdre Oxyz auquel est lice U hélice mobile par les équations (7)

a pour aretes :

1° La génératrice d'un cylindre quelconque (Ox);
2° La tangente ¢ la section droite de ce cylindre (O z);

3° La normale a cette section droite (Oy).

Le lieu du point O sur ce eylindre est défini par la relation

w—— ﬁp,
dont linterprétation géométrique est évidente : Les ordonnées du
point O, comptées sur la génératrice du eylindre dont il s’agit, croissent
proportionnellement & la variation de Uangle de la normale aw point O
avee sa position nitiale.

Cette génération met en évidence le role que joue dans cette (ues-
tion une courbe dont la définition rappelle celle de'hélice : le licu de O
est une courbe déerite sur un cylindre quelconque (') et pour laquelle
les élévations croissent proportionnellement aux angles des normales
(ou des tangentes) i la section droite avec une direction fixe.

St le cylindre en question dégéncre en une drotte, la surface engen-
drée par Uhélice mobile est un hélicoide qui ne peut jamais dégénérer en

’ . ' » -y 1 .
une surface de révolution, le coeflicient de proportionnalité KR qu

n’est autre que le pas réduit du mouvement hélicoidal, n’étant jamais

(') Si pour une raison quelconque on {ixait @ priosi la fonction w, le cylindre ne serait
pas quelconque; nous en verrons ci-aprés un exemple (p. 70). Inversement, le cylindre
une fois donné x est déterminé, car le mouvement de l'origine du triédre est complétement
connu daus ce cas.
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nul. On a encore un Lélicoide si le cylindre qui sert a définir le liew de
O est circulaire. Le lieu de O est alors une hélice circulaire, et c’est

d’ailleurs le seul cas ou cette courbe soit une hélice.

Fquations die liew. — On obtient comme il suit les équations du
lieu rapportées a un systéme d’axes fixes dans lequel OZ est paralléle a
la direction des génératrices du cylindre qui définitle lieu del’origine O
du triedre mobile. Les axes OX et OY peuvent, dans le cas général,
¢tre laissés arbitraires. Soit ¢ (¢) I'angle que la tangente dirigée a la
section droite (z=0) fait avec OX, angle exprimé en fonction de I'arc
indéfini g de cette section droite ('); on peut toujours ramener aux

suivantes les équations du lieu de l'origine O du triédre mobile :
(4) x(,:fcost‘a(c')da', _y(,:/sin'f"(c)do', zo=aKo,

si 'arc @ n’est pas identiquement nul et, dans le cas contraire, en

choisissant convenablement 'origine dans le plan XOY :

(3) Zy=0,  Yy=0, zo=aKuy,

Dans tous les cas, les équations de la surface pourront s’écrire

X::vo%—zcosc?—‘_ysint‘o,
(6) Y =yo+4 5sing +- ¥ cosg,
17 =zy +ux,

dans lesquelles il suffira de remplacer x, y, z par les valeurs données
par le systéme (7) (p. 38).

Il est intéressant d’appliquer les formules (6) a la solution de
(quelques questions, a titre d’exemple de 'usage qu'on en peut faire

pour I'étude de la surface engendrée rapportée i des axes fixes. L’élé-

(1) Pour l'application des formules, il faut avoir soin de se rappeler que Oz doit étre
dirigé suivant la tangente dirigée de la section droite, Ox suivant la direction positive
de OZ; Oy s'en déduit,

B, 8
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ment linéaire a pour expression
(7) ds?= C da? + Zéfd:rd'/‘—}—gd'/‘ﬂ,
en se placant d’abord dans le cas général oul'on n'a pas x =y, ==

Les fonctions &, ¥, G figurant dans l'équation (7) sont données
par

=0 (y*+ 2° 4 a?K2) — o'y 41,

§=2z+ o' (aKa'—z2'y + 3y)

(8) _ akK G aﬂK_ a*K I ) a*Ksin?y _ aK (a0 1)
cos?y 7 cosy  cos?y \ cosy cos? X cos?y ? !
. a?(K211)
=gt pyt gAY T,
J Py cos"A

Ces formules montrent immédiatement que le rapport L est indé-
G
{
pendant de . D’autre part, ( est indépendant de 5 ; done

Il
VG avg
(9) T/‘—_Oﬁ o

[’égalité entre les deux rapports extrémes montre que les hélices
correspondant 4 ¢ = const. sont bicn, comme c¢’était a prévoir, des
géodésiques de la surface. Nous ne nous arréterons pas ici i chercher
dans le cas général les trajectoires orthogonales de ces génératrices :
ce probleme se traiterait d'une facon semblable au probléme analogue
que nous envisagerons dans 'étude des surfaces engendrées par les
hélices (E).

 Nous observerons toutefois que ces trajectoires se réduisent aux
lieux décrits par chaque point marqué sur I'hélice mobile lorsque F est
identiquement nul, ¢’est-a-dire lorsque

(10) ad 4 1=o,

relation qui s'interprete aisément. I faut et il suffit, pour (ue ce fait se
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présente, que le cylindre parallele a la direction fixe de I'axe du mou-
vement soit un cylindre cireulaire de rayon|a|sous la réserve d’adopter
pour les ¢ croissants un sens tel que la relation

(10 bis) oo L

2]

soit satisfaite en grandeur et en ligne. Mais on vérifie sans peine que
cet ensemble de conditions revient & exprimer que la base de la chai-
nette, base de I'hélice dans le plan z = o, glissc sur elle-méme. Ainsi :

Pour qu’une hélice caténoide qui dans son mouvement engendre une
surface dont elle soit constamment une géodésique jouisse en outre de la
propriété qu'un quelconque de ses points décrive une de ses trajectoires
orthogonales, d faut et il suffit que le mouvement dont elle est animée
soit un mouvement hélicoidal de pas laK[ awtour d’une position initiale
de la base de la chainette, qui glisse sur elle-méme pendant le mouve-
ment; le mouvement devra étre dextrorsum lorsque Uhélice caténoide est
stnistrorsum et inversement.

Passons maintenant au cas ou z, ety, sont nuls. Nous prendrons les
angles ¢ et y comme variables indépendantes.

La surface est d’ailleurs un hélicoide dont I'axe coincide avec la
tangente au sommet de la chainette, tangente qui pendant le mou-
vement glisse sur elle-méme. L’¢lément linéaire s’obtient sans peine
d’une facon analogue & celle qui vient d’¢tre exposée. Il a pour expres-
sion

2
K dc?(17‘+(l+K2) ¢ d'/"-’.

a2
c052'/ cos"x

(11)  ds?=(p*+ 22+ a?K?) dyp? 2

Comme précédemment, on retrouve la propriété fondamentale des
génératrices.
[’équation différentielle de leurs trajectoires orthogonales est

dy K dy

(12) cos?y 14+ K2

= 0.

On voit que dans ce cas les trajectoires orthogonales ne peuvent
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jamais coincider avec le lieu d’un point marqué sur I'hélice mobile.
L’intégration de I'équation (12) donne d’ailleurs de suite 1'équation

en termes finis des trajectoires orthogonales des hélices génératrices :

K
o = const.

(13) lang'/'—{—KLFl :

3. Mouvement des hélices (E) pour lesquelles la constante C' n’est pas
nulle. — Nousrappellerons que dansl’étude de ces courbes, nous avons
¢été amené a considérer deux cas : ou bien I'origine primitive prise sur la
courbe correspondait & £—o0 ou y=o0, ou elle correspondait a £ infini
ou 7.=". Le cas ou 1—KC serait nul, qui n'a pas été envisagé, se
ramenerait a une étude identique & celle concernant le cas ou 1 +KGC
est nul, en ayant soin de choisir pour origine sur la courbe le point
corrcspondant & % infini. La droite (n) a pour équation soit

«

Y= TKGC

pour une origine correspondant a /=0,

soi1t
. a
Y="7 4+ KC

» '/‘:Tt,

que KC soit ou non égal a 1 en valeur absolue. Si I'on observe que u
et ¢ sonl des fonctions de ¢ seul, il suffira pour avoir leurs expressions
de faire x =y — z == o dans les équations (14) de la page 36, en pre-
nant bien entendu pour y la valeur correspondante o ou 7. On obtient
ainsi en faisant C'==1, comme il a été expliqué i propos de I'étude des
hélices (E),

L al()
Dans le premier cas (7 = 0)..... = TRC v =0,
(14) !
a
Dans le second cas (f=7)...- ”:—m, 0=0;
(15) p=Clht), q = 0, r="4(t).

On pourrait étudier directement la signification géométrique de ces

relations et en déduire le mouvement de I'hélice, mais on parvient
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plus directement a un résultat simple en prenant comme nouveau
triedre mobile le triédre défini & la fin de la partie de ce travail consacré
al'étude des hélices (K). Soient U, V, W les nouvelles composantes de
la translation pour le nouveau triedre; @, 9 , & celles de la rotation.

Les composantes P, Q, R sont données par les relations (') suivantes :

(16) ®=0, =0, A=

sinw

=G4 1= byC 4,

dans lesquelles on désigne par o et © les angles déja nommés de Ia
sorte dans I'étude des hélices (E) [form. (31), p. 53]; en représentant

par b le segment 1—-—am <0u — TI%&E)’ on aura ¢également

1t = Ucoszx— Wsina—+4-bAcosa= Usinw -+ Wcosw + D& sinw,
(17) ¢ — V,
w=—tUsina+Wcosaza+ bR sinz = — Ucosw + Wsinw —bdR cosw,

ou encore [form. (31), p. 53|

"y U+W()+b;ﬁ)
VAOLEEE
—UC4+ W —5aC
N(EETr '

(18)

[4 el

Si I'on veut satisfaire & celui des deux sysiemes des deux équa-
tions (14) qui convient a I'hélice mobile étudiée, on est conduit aux
deux conditions (e===1)
sal U+ WG

—— b,

A - =
(19) V=o 1—eKC™ G

‘ T . T e 7
Si I'on tient compte de la valeur de b <b = m), ces deux équa-

tions prennent la forme simple :

(20) U+ WG =o, V=o.

(*) Qui se déduisent immédiatement des formules générales de transformation en y
introduisant Jes conditions (15). '
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La derniére de ces relations montre que le plan XOZ enveloppe le
cylindre ayant pour directrice le lieu de la nouvelle origine et dont les
génératrices sont paralléles a 'axe OZ (direction de I'axe instantané);
la premicre, qui achéve de déterminer un mouvement résolvant le pro-
bleme que nous nous sommes posé, montre que I'origine mobile nou-
velle [ point de la droite (n) situé sur I'axe de symétric de la courbe (e)
ou sur celui de ces axes qui passe par I'origine initiale dans le cas des
courbes a plusieurs volutes | déerit une hélice de ce cylindre. En effet,
si 'on appelle 6X, 2Y,, ¢Z, les ¢ relatifs & 'origine du nouveau triedre

mobile, les relations (2.0) équivalent anx suivantes:

(21) 8Y,= o, 86X o4 C8Zy— o,

d’ou I'on déduit sans peine la propriété annoncée. De plus, on voit
que le pas angulaire de I'hélice, lieu de I'origine du triede mobile,

I

esl & St C était nul, on auract

(22) 3Y,=X,=o.

L’axe instantané du mouvement serait fixe et I'hélice (1), alors circu-
laire, engendreratt son cylindre principal. Enfin, il restera a voir ce qui
se passe dans les autres cas ou I'axe instantané est fixe; le plan XOZ
passe alors par une droite fixe qu’'on prendra pour axe des Z dans
I'établissement des équations de la surface par rapport a des axes
fixes. Revenons au cas général. Le mouvement de I'hélice (E) sera

défini comme 1l suit ;

Sur un cylindre quelconque (*) on trace une hélice (£) dont le pas a
I
C
dextrorsum si G est posctif. Untriedre mobile dont Uaxe des 7. sera la

pour valeur absolue et qui sera sinistrorsum st G est négatyf et

drotte (N) de U hélice et coincidera avec la génératrice du cylindre, tandis

que Uaxe des X sera tangent aw cylindre et 'axe des'Y lut sera normal,

(!) Voir la note de la page 56.
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se mouvra de telle sorte que son sommet décrive Uhélice (£). L'liélice (F),
lice a ce triedre (ainsi qu'tl a été indiqué a la fin de la Section précé-
dente) engendrera une surfuce répondant & la question, et inversement

on obtiendra ainsi toute la série de ces surfaces engendrées par des

helices (E) ().

SiI'hélice (€ j est circulaire, la surface engendrée est une hélicoide

i t jamais dégénér n face de révolution, 1 -
qui ne peut jamais dégénérer en une surface de révolution, le pas
n’étant jamais nul (*).

Il sera facile maintenant d’obtenir les équations de ces surfaces par
rapport & des axes fixes.

Désignons par (&), ¢(&), ¥(&) les fonctions qui représentent les
coordonnées X, Y, Z, conformément aux formules (32) de la page 53.

Les équations de 'hélice (£) seront d’autre part
(23) xo_—-_/cos;‘a(c)dc, yO:/sil1?(s)ds, Gp=— — V(ch,

avec un choix convenable et d’ailleurs évident des axes fixes. Il est
inutile de revenir sur la signification de ¢ et de g. Les équations de la

surface seront :
T = Iyt Xcos:p — Ysin;lo,

(24) Yy =Yo+ Xsino + Y cosyp,
5 =2+ 1,

formules dans lesquelles x,, ¥, et z, doivent étre remplacées par les

fonctions que définissent les équations (23) et X, Y, Z parles fonctions

(!) Ce triédre mobile a une définition géométrique simple. Pour OZ la droite (N) de
I'hélice (E), pour origine O I'intersection du plan de symétrie du cylindre principal de (E)
avec sa droite (N), pour Oz l'intersection du plan de symétrie de ce cylindre avec Je plan
perpendiculaire & (N) mené par O. L'axe Oy s'en déduit. Tous les éléments qui figurent
dans celte définition étant communs aux deux branches d’hélice correspondant au cas
ol [KC| > 1, on voit que (¢f. p. 48) par le méme mouvement ces deux branches engen-
dreront deux surfaces répondant & la question et qui, aupoint de vue actuel, pourront donc
étre considérées comme deux nappes d'une méme surface.

(*) L’hélice qui correspondrait i une courbe gauche parlaquelle C croitrait indéfiniment
se réduirait a un point,.
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définies par les équations {32) (p. 53). Nous avons envisagé un cas de
fixité de I'axe instantand, celui ot C était nul, et nous avons énoncé le
résultat relatif a ce cas.

D'une facon générale, la fixité de cet axe sera caractérisé parles rela-
tions 8x, =14y, =0 qui entrainent, lorsque C n’est pas nul, ¢z, =o.

L’axe ne glisse pas sur lut-méme : la surface engendrée est de révo-
lution.

Nous avons déja signalé ces surfaces. Fn adoptant les axes fixes
indiqués ci-dessus, on voit que ces surfaces peuvent ¢tre représentées
par les équations (2.4) en y faisant simplement x, =y, =2z,=o.

Une fois en possession des équations (24 ), on peut les utiliser pounr
une étude systématique des surfaces engendrées.

Comme application, nous allons vérifier la propri¢té méme qui
nous a servi a déterminer ces surfaces, i savoir que les courbes (E) ('),
définies par I'équation dz=o en sont des géodésiques. On trouve sans

peine pour I'élément linéaire de la surface

(29) ds? == & da® 4 25 da df -+ G dE2,

avec

(26) & =[a,— (Xsino + Ycoss)o |24 [4, -+ (Xcoso — Ysing)p' P+ 27

=1t g - ag Y H g (X2 YY)

(les lettres accentuces représentent des dérivées),

(27) = X{z} cos +y} sing) — Y(z, sing — yj coss) ¢ (NY = X'Y) 4 5,
=X 5,7+ 5 (XY — X'Y),

ou, en posant

(28) F=XY XY, H=X+zZ,

(29) i:a‘2+§4?.

(1) Pour simplifier, 'arc o a été pris comme variable indépendante, A cette analyse
échappent les surfaces de révolution précitées. Rien ne serait plus facile que de modifier
les calculs pour les rendre applicables & ce cas.
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En désignant par x, v, z les coordonnées de (E) dans le systéme pri-
mitif et par D le Binome (1 4+ KC) £2+1—KC, ontrouve :

2\2
(30) gleg_*_ Y’2+Z’2=.Z‘/2—i—_y’2—{—z’2=4a2(]ﬁ£#[[§2+1].

Pour I'objet que nous avons en vue, nous allons transformer les
expressions de §,, §, et §.

On a, en tenant compte des formules (32) de la section précé-
dente,

— N A O
(31) i.=XY'—x'Y:xy_xr(y_b):(y b)(Cs'— o) —y'(Cz—z)

VIO

ou encore
r— b2 d[Cz—=z
3 g (b _;[ ]
(32) TG &Ly 6
Or, dans le systeme d’axes primitifs, les équations de la droite (IN)
sont
(33) y =b, z— Cz=o.

Si I'on écrit que la normale principale a I'hélice (E) rencontre cette
droite, on a facilement la condition

Cz—z b—y
- ~+ =
siny, cosy

(34)

(o}

. w
ou, aprés remplacement de tang 7, en fonction de ¢,

Cz—z 2§

(35) b

de telle sorte que la relation (32) devient

a( -+ B) (y — )"

36 F= ——
o (1—8) /Gt

Il reste a calculer (y —6)*. Le calcul ne présente aucune difficulté

en se reportant aux formules présentées dans I'étude des hélices (E). 11
B. 9
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v aura deux cas a distinguer, suivant le choix de l'origine. De toute

facon, on trouve apres réductions

2 2
3 g, — 2@ (E+0)
(%7) ‘T Dy
D’autre part, on a
3:2: X’+z;Z’.

Mais, en se reportant a la derniére des équations (23), on voitqu’on
peut écrire

Z VG -6
(38) ) . §2=X—,_—C:_2ah\—(}——§—7
d’ou enfin
_ea(i 81, K

De la comparaison des formules (39) et (30) on déduit

.. K
g “‘?'—(G'*I)E

(40) —_— = 1 ’
“ Vi (G (R4

[€PS

d’ou 'on conelut

) 0/5N\ _ .
o 7(75) =
et par suite

/3 _0YG
G-

Cette relation est caractéristique de la propriété que nous voulions
démontrer, a savoir que le faisceau des courbes ¢=const. était con-
stitué par des géodésiques de la surface.

Autres applications de U'étude de l'équation (59). — 1. On sait
qu’en these générale, lorsqu’on connait une famille de géodésiques, la

recherche de leurs trajectoires orthogonales est ramenée 4 une qua-



APPLIGATIONS DE LA GKOMETRIE CINEMATIQUE. 67

drature ('). Nous allons vérifier ce fait sur 'exemple actuel, ce qui
enméme temps determinera les trajectoires orthogonales des hélices (E).
L’équation différentielle de ces trajectoires est en effet

(43) §ds+ GdE=o
ou, en se reportant aux expressions de § et de § et simplifiant (*),

@) ar—(Crn g de o 2200

C (K2-+1) (G2 1)} df =,

équation dans laquelle les variables sont séparées.

Sil'on se reporte aux formules (18) (p. 43) et qu'on désigne par S
I’arc indéfini de I'hélice (E) compté a partir d’une origine quelconque,
on voit que l'intégrale générale de I'équation (44 ) peut s’écrire

(45) a:p—(C2+1)Iéc+(C2—+— 1)2(K2+1)"'2(S—S,,):o,

équation ou S, désigne une constante d'intégration arbitraire.
La forme de I'équation (45) permet de vérifier ce fait connu que
deux trajectoires othogonales quelconques des géodésiques (E) inter-

ceptent sur les géodésiques des arcs de méme longueur.

2. La formule (44) permet aussi de rechercher dans quel cas les
hélices géodésiques (E) ont pour trajectoires othogonales les courbes
décrites par un point marqué sur U'hélice mobile (E).

Il faut et il suffit évidemment pour cela que le réseau des courbes o
et £ soit othogonal, ¢’est-a-dire qu’on ait

(46) ay—(C41)g =0,

formule dont I'interprétation géométrique est évidente.

(1) Cf. Darpouvx, Lecons sur la théorie générale des surfaces, . 11, p. §14.
(?) On laisse de coté lasolution £2 4+ 1 = 0 d’une nature singuliére etquidonne d'ailleurs
une courbe imaginaire,
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Il fuut et il suffic (') que Uhélice directrice (£ soit décrite sur un
cylindre circulaire drout dont la section droite ait pour rayon
aC
K(Cr1)
Ces surfaces sont des hélicoides. Nous verrons qu’a cette question

se ramene un probléme plus général que nous étudierons ci-aprées

3. Le calcul de I'expression X Y'—X'Y va nous permettre de mettre
en évidence une propriété des hélices (E) : Leurs tangentes appartiennent
a un complexe linéarre (*).

La formule (37) peutétre écrite, eu égard ala premiére égalité (31):

aa? [ B2

XY XY= >% T8
(47) Vi D

Or, solenta, 8, v les cosinus directeurs de la tangente ala courbe (E)
rapportée au systeme d’axes relatif aux coordonnées X, Y, Z; on aura

(42
D:

’ Y= dak ¥ K2+
\ =28a 5V 1,

\/K2+ by

s X'= 20
(48)

et 'équation (47) devient, toutes réductions faites,

y X—,Y = @ )
(49) 3 N T

Or on a, eu égard aux équations (32) de la page 53 :

(50) Z—CX = 3(C2+1)?,

(') Sous réserve d'un choix convenable du sens & adopter pour que ¢ ait en grandeur et
en signe la valeur fixée par la formule (46). Si, par exemple, on suppose a T > 0, la direc-

tion positive de I'axe OY invariablement liée a (E) et normale au cylindre circulaire doit
étre dirigé vers l'intérieur de celui-ci.

(*) Il est évident que la normale principale de cette courbe appartient 4 deux complexes
linéaires, puisqu’elle rencontre une droite fixe et reste paralléle & un plan fixe.
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d'ou
1
Z—CX  F(Cr4a)?
T =
(X!2_+_ Yl2+ le)z (‘Z.Iz+y/2+z/2)

(51)

i
2

En introduisant les cosinus directeurs y et o« dans le premier

2 1

membre de 'équation (51) et observant que

>

(@ +y'2 4 22y RS
cette équation s’écrit

C24-1
VG ) (KEr 1)

(52) Y——Ca:

La comparaison des formules (49) et (52) conduit a la relation

a(y—Ca),

(53) BX —aY =8 —

ce qui démontre notre proposition et donne en méme temps 1'équation
du complexe.

4. Nous avons vu que, parmi toutes les hélices satisfaisant a Ja ques-
tion, il y avaitdes hélices algébriques. Ce sont les cubiques gauches (E)
correspondant au cas ou |[KC|=1. Si la directrice (£) est algébrique,
la surface engendrée par (E) I'est également(*). Dés lors a toute hélice
algé¢brique donnée, nous pourrons faire correspondre une surface algé-
brique engendrée par une hélice, d’ailleurs algébrique, indéformable

et qui, pendant tout son mouvement, reste une géodésique de la

(!) Rien ne prouve que ce mode de génération donne toutes les surfaces algéhriques
satisfaisant & la question. Mais on peut affirmer que toules ces surfaces admettent pour
génératrices des hélices (E) algébriques, car les hélices caténoides et les hélices (E) non
algébriques n'appartiennent jamais qu'a une seule surface algébrique qui est un cylindre
dont ces hélices ne sont pas géodésiques, la direction des générairices de ce cylindre ne
coincidant pas avec leur direction d’axe, Ce dernier point est en défaut pour les hélices
circulaires, mais la surface en question est alors un cylindre droit. D ailleurs, il est évident
que ce que nous venons de dire laisse de cété les cylindres engendrés par la translation
d'une hélice dont ils sont le cylindre principal. Tout cylindre algébrique est bien une
surface algébrique répondant a la question (que I'hélice tracée sur ce cylindre avec pour
direction d’axe celle de ses génératrices soit ou non algébrique).
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surface qu’elle engendre. Nous nous bornerons ici a4 donner les équa-
tions de la surface engendrée lorsque 'hélice donnée [hélice qui sera
prise pour I'hélice (£) définie ci-dessus] sera de méme nature que la
génératrice (E). Si I'on se reporte aux équations générales (24), on
trouve, /4 désignant un parameétre analogue au paramétre « ('), pour

définir la surface engendrée rapportée a des axes fixes, les équations

[k P& 1—t2 Kat at .,
x——.;(t——3—>+l+'12\/~—1§2—7—1—l+t2($—’>,
h 2aK a 1—t2>
6 y o= -t -2 o — ) (2=
o0 = ke T ()

SECTION V.

RECHERCHE DES SURFACKS ENGENDREES PAR UNE HELICKE INDEFORMABLE
DONT CHACUN DES POINTS SUPPOSE FIXE SUR LA GENKRATRICE EN-
GENDRE UNE TRAJECTOIRE ORTHOGONALE DE CELLE-CI.

Il faut et il suftit pour qu’une hélice indéformable se meuve de
telle sorte que chacun de ses points supposé fixé sur elle engendre
une trajectoire orthogonale de cette courbe, que le coefficient F
[form. (III), p. 30] soit identiquement nul, ¢’est-a-dire qu’on ait

identiquement

(1) Lcosx—+—Msiny_—+—NK:o.

Différentions cette équation par rapport a s, on obtient I'équation

L. M . . .
(2) X’(—LsinX+Mcosx)+zscosx-i—(;—ssmy‘+K(p51nx——q51nx)—_—o.

(*) Le pas angulaire de (ﬁ) doit, en vertu de la relation 1 +- KC = o, étre égal a celui de
la génératrice.
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oL aM . ., ., .
Or 55 €087+ F-sinyadté calculée antéricurement|p. 32, form. (2 bus)].
Sil'on tient compte de cette relation, I'équation ( 2) ci-dessus se réduit

a la suivante :
(3) Lisinyy — M cosy = o.

On a toutefois laissé de ¢6té la solution y'=o0 qui conduit & des géné-
ratrices rectilignes. Les surfaces réglées peuvent d’ailleurs étre consi-
dérées comme une solution de la question; laissons-la de c6té. Il reste
I'équation (3). Donc, toutes les solutions de la question appartiennent
au groupe des surfaces engendrées par une hélice indéformable qui soit
constamment une géodésique de la surface engendrée. Ces solutions
sont donc complétement connues : ce sont les hélicoides définies ci-
dessus engendrées par une hélice caténoide ou une hélice (E) dont chaque
position est une géodésique de la surface et dont chaque point décrit une
trajectoire orthogonale de la courbe mobile (*).

Les résultats que nous venons de rappeler ont été déduits de la con-
sidération des équations de la surface rapportée a des axes fixes. Il n’est
pas sans intérét d’indiquer deux autres méthodes, indépendantes de

ces calculs et qui permettent de retrouver les hélicoides en question.

Recherche directe des solutions du /)robléme. Premiere méthode. —
Etant établi par 'équation (3) que I'hélice mobile doit étre constam-

ment une géodésique de la surface, il résulte d’'une propriété connue

(') 1l faut observer que ces études laissent échapper le cas ot p —= g = r = o signalé aur
début de la quatriéme section. Mais alors 'hélice décrit son cylindre principal et, & moins
de se réduire a une section droite, elle ne satisfait pas a la question posée actuellement.
Le cylindre circulaire est bien une solution du probléme que nous traitons. Mais elle ne
correspond pas & p =g —r —o; elle peut étre considérée comme un cas particulier de
celles qui correspondent aux hélices (E). Nous avons vu, en effel (¢f. p. 62), que cette
surface avait été trouvée en recherchant ce qui se passe quand on suppose G —=o. Il est
vral que nous ne nous élions pas arrétés alors a rechercher si I'hélice mobile pouvait rester
orthogonale & la trajectoire d’un de ses points. La réponse est visiblement affirmative et il
est inutile de nous arréter plus longtemps a ce cas.
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des géodésiques (la constance de I'arc compris entre deux trajectoires
orthogonales) qu’il suffit d’écrire que I'un des points de la génératrice
décrit une trajectoire orthogonale de cette courbe. Or, dans toutes les
études précédentes, les coeflicients directeurs de la tangente a 'origine

peuvent étre pris égaux a

e(e=11), o, K,

les axes auxquels est rapportée I'hélice étant ceux pour lesquels Oz est
perpendiculaire au plan de base etle signe de € étant + lorsque I'angle .
a 'origine cst o et Iesigne — lorsque cet angle est ¢gal a .

Dés lors, la condition d’orthogonalité de 1'élément a l'origine de la
génératrice et du déplacement de cette origine supposée marquée sur

la courbe est
(4) ©w-+ wKe=o.

Il suffit d’interpréter cette condition pour retrouver les résultats
précédents. Nous nous bornerons a développer la méthode dans le cas
des hélices caténoides : la méme marche serait a adopter avec les
hélices (E) en introduisant le second systéme d’axes.

Dans le cas des hélices caténoides, e=1.

Soit s I'élément d’arc de la section droite du cylindre défini au
n® 2 dela Section IV. &g I'angle de contingence de cette section. On a

ici, en respectant les signes,
(5) o=, 3y = — pdt, S = udt, 3s = 0z.

Des équations (3) (p. 55) et des équations (4) et (5) ci-dessus, on
déduit de suite

~ e
(6) os -+ —m—igt‘s = 0,
qui n’est autre, avec des notations diflérentes, que I'équation (10)
(p. 58). Dés lors il est inutile d’aller plus loin : le résultat & partir de la

s’obtient comme il a été dit.
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Deuxieme methode. — Dans cette méthode nous chercherons sans
nouvel appel aux propriétés des géodésiques a achever la question en
retrouvant I'équation (4) comme condition nécessaire et suffisante du
probléme.

De I’équation (1) on a pu déduire ’équation (3). Par suite, les con-
clusions qui en découlent et en particulier le fait déja signalé que les
hélices solutions de la question restent des géodésiques de la surface
qu’elles engendrentet aussi les équations (12) (p. 36). En tenant compte
dela seconde de celles-c1, I'équation (1) devient

6(¢)

~ V , —

(7) NK K (C'—KCcos¥y) 0

ou simplement, en observant qu'on a introduit les formules réduites

démontrées ci-dessus pour ¢ ==o,

b

(8) WK+ Kp [ 00) s+ Ry = ©

équation qui donne w.

Mais pour (ue cette solution soit acceptable, il faut qu’elle ne dé-
pende que de ¢ et non a la fois de s et de ¢ comme il semble resulter
de I'équation (8). Or ceci se démontre comme il a déja été fait dans
des cas semblables (¢f. Section II). Je ne m’y arréterai pas. Dés lors,
pour avoir w, 1l suffit de donner a s une valeur arbitraire, zéro par
exemple dans I’équation (8).

On a alors, en désignant par y, la valeur de y pour s=o (y,=o,
ou T suivant les cas, ainsi qu'il résulte des études précédentes),

B
K (C—=KCoosy,) ~ °

(9) wK -+ (cosygg=e=1).

Mais la formule (14) (p. 36), donne de méme, en désignant par L,
la valeur de L pour s=o,

b cosy,

(10) u=Lo= K.(C,-—KGCOS“AO)
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Des formules (g) et (10) on déduit

(11) wK cosyo+ u=o.

Or si 'on observe que cos y,=ce¢===1 dans les conditions indi-
quées ci-dessus, on voit que la formule (11) ne differe pas de la for-

mule (4).
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NOTE 1.

AU SUJET DES HELICES CATENOIDES.

Nous avons fait observer [note (*), p. 68] que les normales princi-
pales des hélices (E) appartenaient a deux complexes linéaires.

Le méme fait se présente pour les hélices caténoides; mais, dans ce
cas, les normales principales ne rencontrant qu'une droite fixe (la
droite a l'infini du plan de base de I'hélice), il y a lieu de démontrer
directement cette propriété.

Désignons par
X, Y, Z, L, M, N,

les six coordonnées pluckériennes de la normale principale a I'hélice
au point (x,y, z), et X, Y, Z celles de ces six coordonnées qui sont pro-
portionnelles aux cosinus directeurs «, 3, v de la normale. Cette droite

satisfait évidemment a la condition
(I) Z == 0,
les plans de référence étant ceux qui sont définis dans le Tableau des

formules générales (deuxiéme Partie). Mais, en vertu de la derniere

équation (7) (troisieme Section, denxieme Partie), on a

o X
(2) z=aK.tang'X_=—aK-g =—aKY-

En égalant les termes extrémes des égalités (2), on trouve ainsi
(3) 2Y 4 aKX = o.
Cette relation, eu égard a (1), peut s’écrire

(4) L= aKX.
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I.a normale principale considérée appartient donc aux deux com-

plexes définis par les équations (1) et (4). Larelation
(2 bis) z=aKtangy =— aKClangy,

(1., angle de la normale principale avec Oz) n’est autre, comme il
fallait s’y attendre ('), que la limite de ce que devient la relation de
Chasles lorsque la droite unique que rencontrent toutes les droites
appartenant a un ensemble singulier de deux complexes linéaires dispa-
raita I'infini. On peut montrer é¢galement que la tangente a cette courbe

appartient au complexe linéaire

(3) L=a(KX —7).

(}) Cf. Komies, La Géoméirie réglée et ses applications, n° 28.
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NOTE 1L

SUR L'APPLICATION AUX HELICES (E) D’UNE INTEGRATION DANS LE PLAN
D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

On a vu que lorsque |KC| > 1 on avait €té obligé de fractionner en
deux parties limitées au nombre . le champ de la variation de ¢ entre
o et + o (observation analogue entre o et — o ; nous n'y reviendrons
plus et nous nous bornerons dans ce qui suit, en ce qui concerne le
champ réel, a I'intervalle o0,o0). De la pour I'hélice () deux branches
indépendantes, les origines d’intégration dans les deux intervalles o, a
et &, oo ayant été choisie arbitrairement et se trouvant d’ailleurs sépa-
rées par la discontinuité. Pourtant on n’a pumanquer d’étre frappé de
la solidarité géométrique entre les deux branches trouvées [ méme
droite (N) et par un méme mouvement les deux surfaces engendrées
jouissent d'une méme propriété géométrique]. Cette particularité
s’explique clairement par les considérations suivantes dont nous ne
ferons que tracer les grandes lignes.

Sil'on fait varier £ de o & & — Aat, sur’axe O.r d’'un champ complexe,
puis qu’on lul fasse décrire ensuite le cercle de centre (&) et de rayon
Aw, on arrive ainsi au point & +Aa. En reprenant ensuite le chemin
réel entre o. 4 Aa. et 0 la variable & aura franchi la discontinuité et 'on
aura ainsi pour x, ¥, z des fonctions de % représentées par les for-
mules (18) (p. 43) (avec Z,=o) appliquées le long du chemin déecrit
ci-dessus. Entre o et aa— Aa, les fonctions définies ainsi ne sont autres

que les coordonnées de la premicre hélice (E) (celle définie dansle texte
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entre —a. ct &); entre &+ A et 4o, on trouve pour y une fonction
qui n’est autre, en  conservant 'origine primitive O de la premiere
branche, quela méme coordonnée de la seconde branche. Cela tient a ce
que l'intégrale qui représente y définit une fonctionuniforme de 4. Mais
les valeurs de x et de z ainsi obtenues sontimaginaires : on définit de la
sorte une courbe imaginaire, mais constituant avec la premiere branche
un méme étre analytique. Or lescoordonnées x et y d'un point de cette
branche ne different chacune de la coordonnée correspondante de la
seconde branche (réelle, celle-1a) de I'hélice (E) que par une différence
constante. Mais on peut verifier que la présence de ces différences
s'interprete, quel que soit K, de la facon suivante : la seconde branche
de (E) se déduit de la courbe imaginaire qui, au point de vue c‘maly-
tique, prolonge la premiere branche de (E) (ainst qu'il a été indigué)
par une translation d’amplitude imaginaire et ayant pour direction
celle de la droite (N) correspondante.

Cette fagon d’engendrer la seconde branche de (E) met évidemment
en lumiere la véritable raison des faits de solidarité géométrique

) , s, )
signalés et vérifiés en leur lieu.

Vu et approuveé :
Lille, le 1" avril 1911,
Le Doven pE 1A Facorrg,
B.-C. DAMIEN.
Vu et permis d’imprimer
Lille, le 1f avril ig11.

Le RecTEUR DE L’ACADENIE,

G. LYON.



