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S U R Q U E L Q U E S C A S 

D ' I N T É G R A T I O N D E S É Q U A T I O N S 

D U M O U V E M E N T 

D ' U N F L U I D E V I S Q U E U X I N C O M P R E S S I B L E 

L'étude des problèmes aux limites que pose Pintégration des 
équations du mouvement d'un fluide visqueux incompressible ou 
équations de Navier-Stokes rencontre de grandes difficultés. Aussi 
les résultats connus relatifs à l'existence, à l'unicité de la solution 
et aux méthodes qui permettraient sa construction effective sont 
fort sommaires à l'heure actuelle, surtout si on a en vue les pro
blèmes aux limites qui intéressent directement la pratique. 

Dans 00 travail je me suis occupé de trouver des " intégrales 
exactes " des équations de Navier-Stokes. Quoique l'on ne puisse 
beaucoup espérer aboutir par cette voie à la solution de problèmes 
aux limites donnés, il est indéniable que l'étude de certaines solu
tions exactes jette un jour nouveau sur la connaissance que nous 
avons des équations de Navier-Stokes. 

Il est d'abord nécessaire de préciser ce que l'on entend par 
" intégrale exacte ". •— Dans les solutions les plus anciennement 
connues des équations de Navier-Stokes : mouvements par droites 
parallèles, mouvements par cercles concentriques, les composantes 
de la vitesse s'expriment par les transcendantes élémentaires ; du 
moins il en est ainsi quand le mouvement est permanent, à condi
tion d'excepter le mouvement permanent spatial par droites paral
lèles sans symétrie axiale. Dans les autres cas les composantes de 
la vitesse satisfont à des équations aux dérivées partielles très 
simples : ces équations sont en efïet complètement linéaires (c'est-
à-dire linéaires par rapport à la fonction inconnue et à ses dérivées) 
et du second ordre ; elles sont du type elliptique ou du type para
bolique. 
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Dans les solutions de M. Jeiïery (1915) apparaissent de nouvelles 
transcendantes. Les solutions de M. Hamel (1916) : droites con
courantes et spirales logarithmiques conduisent à des équations 
difïérentielles algébriques non linéaires ; pour le mouvement par 
droites concourantes l'équation s'intègre par les fonctions ellip
tiques. 

Si on admet comme une " intégrale exacte " le mouvement par 
spirales logarithmiques de M. Hamel, on ne voit pas de raison plau
sible de ne pas admettre également la solution de M. von Karman 
par exemple, solution qui fournit le mouvement autour d'un disque 
indéfini en rotation et pour laquelle la détermination du champ de 
vitesses nécessite l'intégi'ation d'un système de trois équations 
différentielles non linéaires algébriques, respectivement du 3 " , du 
2e et du l e r ordre. 

On se trouve amené à préciser l'ensemble des fonctions qui ser
viront à construire les " intégrales exactes ", en choisissant les 
équations différentielles ou aux dérivées partielles dont ces fonctions 
seront solutions. Le critère —très vague à la vérité — qui présidera 
à ce choix semble devoir être la simplicité : on se bornera à des équa
tions différentielles ou aux dérivées partielles " assez simples de 
telle façon que l'étude numérique des solutions — qui en dernière 
analyse est la raison d'être de la recherche d'intégrales particulières 
des équations de Navier-Stokes — que cette étude numérique soit 
possible, du moins théoriquement parlant, el que les procédés ordi
naires de l'Analyse permettent d'attaquer ces équations. 

Ces considérations nous conduisent à définir une intégrale exacte 
de la façon suivante : 

Nous appellerons intégrale exacte des équations de Navier-Stokes 
une solution de ces équations telle que la détermination de son champ 
de vitesses se ramène à Fintégration d'un nombre fini d'équations 
appartenant à Vensemble E constitué par les équations suivantes : 

1° les équations différentielles; ordinaires, linéaires ou non, mais 
algébriques ; celles qui sont effectivement rencontrées sont du 4* ordre 
au plus ; 

2° les équations aux dérivées partielles complètement linéaires du 
second ordre du type elliptique ou du type parabolique ; le nombre de 
variables indépendantes est en fait au plus trois. 

On peut préciser davantage le lien qui unit le champ de vitesses 
aux équations de l'ensemble E ; soit F l'ensemble des fonctions qui 
satisfont à ces équations ; les composantes do la vitesse pour une 
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(̂) Elles sont assujetties seulement à certaines conditions de régularité. 

intégrale exacte sont des polynômes de fonctions de l'ensemble F. 
11 ne faut point se cacher ce que cette définition de l'intégrale 

exacte a d'arbitraire et en même temps d'imprécis. II semble pré
férable toutefois de l'adopter plutôt que d'aborder un problème 
non défini. 

Je passe maintenant rapidement en revue le contenu des divers 
paragraphes. Le chapitre I est consacré aux généralités et aux inté
grales exactes connues. Au § 1^'' les équations du mouvement sont 
écrites et les divers systèmes de coordonnées qui seront employés 
sont indiqués. Je rappelle ensuite quelques résultats classiques se 
rapportant aux deux cas les plus simples : le cas du mouvement 
plan (§ 2 ) et celui du mouvement de révolution (§ 3 ) . Les deux para
graphes suivants sont consacrés à l'énumération des intégrales 
exactes connues du mouvement permanent ( § 4 ) et du mouvement 
non permanent (§ 5 ) . Pour chacun de ces deux cas sont groupées 
ensemble d'abord les intégrales du mouvement plan, ensuite celles 
du mouvement de révolution et enfin celles du " mouvement 
spatial ", c'est-à-dire du mouvement qui n'est ni plan ni de révolu
tion. 

A partir du chapitre II j'expose les résultats que je crois nouveaux. 
Au chapitre II (§ 6) je donne une transformation relative aux solu
tions des équations de Navier-Stokes, transformation analogue 
aux transformations bien connues relatives aux solutions de l'équa
tion de Laplace ou à celles de l'équation de la chaleur. Cette trans
formation permet de tirer de toute solution exacte des équations 
de Navicr-Stokes une nouvelle solution exacte, ceci pourvu que la 
solution primitive satisfasse à une certaine condition qui laisse 
d'ailleurs une grande généralité à la transformation ; pour le mouve
ment plan par exemple la transformation s'applique à tout mouve
ment sans exception et le résultat peut s'énoncer de la façon sui
vante : si t^ix y t) est une solution des équations de Navier-Stokes, 
est également solution la fonction : 

a'.y — y .X—~[{x — a)' + {y — b)' 

+ i| (x—a) cos toi + (y—b) sin toi, — { x — a ) sin at + {y—b) cos w«,i , 

où a(l)et b{l) sont deux fonctions arbitraires (i) du temps i et to une 
constante arbitraire. 
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1. Mouvement permanent. 

A. MOUVEMENT PERMANENT PLAN. — Aux §§ 7, 8, 9 j'examine 
les mouvements pour lesquels la fonction de courant est de la forme 

^ = F(<p) -f G()c), 
cp et X désignant deux fonctions harmoniques conjuguées ; je 
suppose de plus que a et 6 selon la notation de M . Hamel sont con
stants, ce qui reviéntase limitera certaines fonctions harmoniques. 

Au § 1 0 j'examine des solutions qui résultent de la superposition 
d'un mouvement potentiel et d'une partie qu'on pourrait considérer 
comme une " perturbation ". 

B. MOUVEMENT PERMANENT DE RÉVOLUTION. — En mouvement 
plan si on suppose que le tourbillon ne dépend que d'une coordonnée 
[x ou r) on obtient des solutions qui sont dues à M . Jefîery. Au § 1 1 
un procédé analogue est appliqué au mouvement de révolution. 
Étant donné la structure de l'équation de compatibilité cinéma
tique pour le cas actuel, ce qui joue ici le rôle du tourbillon c'est la 
quantité 

1 1 

r qui est égale au quotient du tourbillon par Je cherche donc les 
A 

1 

mouvements tels que. Dgi]; ne dépende que d'une coordonnée. 
Parmi 1RS solutions obtenues dans ce paragraphe il en est une très 
simple qui permet de représenter l'écoulement dans un vase para-
bohque. 

)̂ A la restriction énoncée ci-dessus près. 

Après cette transformation qui s'applique (̂ ) à toutes les catégo
ries de mouvements, j'expose les intégrales exactes que j'ai obtenues, 
en les groupant en deux chapitres : mouvement permanent (cha
pitre I I I ) , mouvement non permanent (chapitre I V ) , chaque cha
pitre se subdivisant en trois parties consacrées respectivement au 
mouvement plan, au mouvement de révolution et au mouvement 
spatial. Je vais les passer ici en revue en adoptant la même classi
fication. 
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Si 9 et X désignent deux fonctions harmoniques conjuguées il 
existe en mouvement plan des solutions de la forme : 

^ = F(CP).x + G(CP). 

Au § 12 je cherche des solutions de la même forme en mouvement 
de révolution. Ici, ce qui joue le rôle du Laplacien c'est l'opérateur Dg. 
Les fonctions 9 et x au lieu d'être harmoniques conjuguées seront 
donc astreintes À être solutions de l'équation 

B^<]i - 0 

et les courbes CP = c*̂  et ^ = c'̂  seront assujetties À être ortho
gonales. 

G. M O U V E M E N T P E R M A N E N T S P A T I A L . — Un mouvement plan 
est celui qui par définition satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° les trajectoires sont situées dans des plans parallèles (au 
plan xOy par exemple) ; 

2° le mouvement est identique dans les divers plans parallèles. 
La première propriété se traduit par la condition : 

w = 0, 

la deuxième par le fait que les composantes de la vitesse ne dépen
dent pas de z. 

Ces deux propriétés ne sont pas nécessairement bées. Au § 14 
je suppose que l'on ne conserve que la première ; on a alors les mou
vements " pseudo-plans de première espèce " où les composantes 
de la vitesse sont de la forme 

u ^- u(xy z), V — v{x y z), w ^ 0. 

J'étabhs la condition de compatibilité cinématique de la classe 
de mouvements ainsi constituée, classe très générale puisqu'elle 
contient le mouvement plan proprement dit comme cas particulier. 
La condition de compatibilité cinématique se traduit par deux équa
tions aux dérivées partielles du 3^ ordre non linéaires que doit 
vérifier la fonction de courant <li{x y z). De nombreuses solutions 
particulières de ces équations sont données. En particulier j'obtiens 
un mouvement par droites qui sont parallèles dans un même plan 
z = (où elles constituent un courant uniforme) mais " tordues " 
les unes par rapport aux autres dans deux plans différents. 

Au § 15 je suppose au contraire que seule la deuxième propriété 
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subsiste. On a alors les mouvements " pseudo-plans de deuxième 
espèce " où les composantes de la vitesse sont de la forme 

u = u{x y), V = v{x y), w = w(x y). 

La classe de mouvement qu'on obtient ainsi est remarquable : 
en effet elle provient de la superposition d'un mouvement plan 
s'effectuant parallèlement au plan P, mouvement qui satisfait à 
l'équation de compatibilité cinématique pour le mouvement plan 
ordinaire et d'un mouvement par droites parallèles normales au 
plan P et de vitesse w. Ainsi à tout mouvement plan on peut asso
cier un mouvement spatial, ne présentant pas en général de symé
trie axiale. Une fois le mouvement plan connu, la détermination 
de w revient à l'intégration d'une équation linéaire aux dérivées 
partielles du second ordre du type elliptique. En particulier on 
peut prendre pour w le Lourbillon du mouvement plan primitif, ce 
qui permet d'associer à tout mouvement plan connu un mouvement 
spatial sans qu'on ait d'autre calcul à effectuer que des dérivations. 
On a en môme temps une représentation très suggestive du mouve
ment spatial associé au mouvement plan à l'aide du vecteur tour
billon du mouvement plan. 

Aux §§ 16 et 17 j'applique au mouvement de révolution les pro
cédés des §§ 14 et 15. On a d'abord (§ 16) les mouvements " pseudo-
de révolution de première espèce " où les composantes de la vitesse 
sont de la forme 

= v^{r e z), = 0, t'a = ^^[r 8 z), 

et ensuite ( § 17) les mouvements "pseudo-de révolution de deuxième 
espèce " où les composantes de la vitesse sont : 

Ces derniers mouvements ne sont autres que les mouvements 
" symétriques par rapport à un axe " des auteurs italiens. Malheu
reusement on n'a pas ici les mêmes propriétés qu'en mouvement 
pseudo-plan de deuxième espèce : le mouvement dans lo plan méri
dien n'est pas régit par la même équation que le mouvement de 
révolution ordinaire. 

Au § 18 je cherche les mouvements dont le vecteur tourbillon ne 
dépend que de x, étendant ainsi à l'espace la solution de M. Jefîery 
déjà citée. J'obtiens deux familles de solutions spatiales dont l'une 
peut être explicitée à l'aide des transcendantes élémentaires, la 



SUR LE MOUVEMENT D UN FLUIDE VISQUEUX / 

2 . Mouvement non permanent. 

A . MOUVEMENT NON PERMANENT PLAN. — A u § 1 9 j e c h e r c h e 

d e s m o u v e m e n t s p l a n s n o n p e r m a n e n t s t e l s q u ' à c h a q u e i n s t a n t l e u r 

c h a m p d e v i t e s s e s s o i t l e c h a m p d e v i t e s s e s d ' u n m o u v e m e n t p l a n 

p e r m a n e n t . O n p e u t d i r e d e s m o u v e m e n t s n o n p e r m a n e n t s q u i 

j o u i s s e n t d e c e t t e p r o p r i é t é q u ' i l s a d m e t t e n t à c h a q u e i n s t a n t u n 

m o u v e m e n t p e r m a n e n t t a n g e n t . J e m o n t r e q u ' i l n ' e x i s t e q u e d e u x 

s o l u t i o n s , q u ' o n p e u t e x p l i c i t e r , q u i j o u i s s e n t d e c e t t e p r o p r i é t é . 

S i o n m e t d e c ô t é c e s c l a s s e s a s s e z r e s t r e i n t e s d e m o u v e m e n t s , o n 

v o i t d o n c q u ' e n g é n é r a l u n m o u v e m e n t p l a n n o n p e r m a n e n t n ' a d 

m e t p a s à c h a q u e i n s t a n t d e m o u v e m e n t p e r m a n e n t t a n g e n t . 

L e § 2 0 e s t c o n s a c r é à c e r t a i n s m o u v e m e n t s p l a n n o n p e r m a n e n t s 

q u i j o u i s s e n t d e l a p r o p r i é t é s u i v a n t e : l e u r s l i g n e s d e c o u r a n t n e 

c h a n g e n t p a s d e f o r m e a v e c l e t e m p s e t c o ï n c i d e n t a v e c l e s t r a j e c 

t o i r e s , t o u t c o m m e e n m o u v e m e n t p e r m a n e n t ; e n u n p o i n t d o n n é 

s e u l e l a g r a n d e u r d e l a v i t e s s e c h a n g e a v e c l e t e m p s m a i s n o n s a 

d i r e c t i o n . 

L e s t r o i s p a r a g r a p h e s s u i v a n t s s o n t c o n s a c r é s a u x m o u v e m e n t s 

p o u r l e s q u e l s l e t o u r b i l l o n n e d é p e n d o u t r e l e t e m p s t q u e d ' u n e 

s e u l e c o o r d o n n é e x, r, o u 6. O n a a i n s i l ' e x t e n s i o n a u m o u v e m e n t 

p l a n n o n p e r m a n e n t c e t t e f o i s d e s s o l u t i o n s d e M . J e f f e r y . 

L e s § § 2 4 e t 2 5 s o n t c o n s a c r e s a u x m o u v e m e n t s q u i c o r r e s p o n d e n t 

e n m o u v e m e n t n o n p e r m a n e n t a u x s o l u t i o n s d e s § § 7, 8 , 9 . 

B . MOUVEMENT NON PERMANENT DE RÉVOLUTION. — A u § 2 6 

j e d o n n e q u e l q u e s m o u v e m e n t s a d m e t t a n t à c h a q u e i n s t a n t u n 

m o u v e m e n t p e r m a n e n t t a n g e n t . 

L e s d e u x p a r a g r a p h e s s u i v a n t s s o n t c o n s a c r é s a u x m o u v e m e n t s 
1 

c i l l a q u a n t i t é D g ^ p q u i j o u e l e r ô l e d u t o u r b i l l o n a u p o i n t d e 

v u e s t r u c t u r e d e l ' é q u a t i o n d e c o m p a t i b i l i t é n e d é p e n d o u t r e l e 

t e m p s q u e d ' u n e s e u l e c o o r d o n n é e . 

A u § 2 9 j ' é t u d i e l e s a n a l o g u e s e n m o u v e m e n t n o n p e r m a n e n t 

d e s s o l u t i o n s d u § 12. 

C. MOUVEMENT NON PERMANENT SPATIAL. — L e § 3 1 e s t c o n 

s a c r é a u m o u v e m e n t p s e u d o - p l a n d e p r e m i è r e e s p è c e n o n p e r m a -

c o n n a i s s a n c e d e l ' a u t r e s e r a m e n a n t à l ' i n t é g r a t i o n d e d e u x é q u a 

t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s d e L a p l a c e d u s e c o n d o r d r e . 
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nent, c'est-à-dire au mouvement où les composantes de la vitesse 
sont de la forme 

u = u{x y zt), V = v{xy z t), w = 0 . 

On trouve en particulier un écoulement non permanent par 
droites qui sont à instant donné parallèles dans un même plan z = Z Q 
(où elles constituent un courant uniforme) mais " tordues " les 
unes par rapport aux autres dans deux plans difîérents. 

Au § 32 j'étudie le mouvement pseudo-plan de deuxième espèce 
non permanent, c'est-à-dire le mouvement où les composantes de 
la vitesse sont de la forme : 

u = u(xyt), v = v{xyt), w = w{xyt). 

On a ici les mêmes propriétés que pour le mouvement pseudo
plan de deuxième espèce permanent ; on peut associer à tout mouve
ment plan non permanent s'efîectuant parallèlement au plan P un 
mouvement spatial de la catégorie actuelle en ajoutant à ce mouve-
men plan un mouvement par droites parallèles normales au plan P. 
En particulier on peut prendre comme vitesse du mouvement par 
droites parallèles le vecteur tourbillon du mouvement plan primitif. 

Les §§ 33 et 34 sont consacrés aux mouvements pscudo-de révo
lution de première de deuxième espèce. Enfin au § 35 je cherche 
d'une manière analogue à ce qui a été fait en mouvement permanent 
les mouvements dont le tourbillon ne dépend que de f et de a: (̂ ). 

( 1 ) L a B i b l i o g r a p h i e e s t p l a c é e à la fin d u m é m o i r e . L e s chiffres en gras y r e n v o i e n t . 
L e s o u v r a g e s o u m é m o i r e s c i t é s i n c i d e m m e n t e t q u i ne t r a i t e n t p a s d u s u j e t du p r é s e n t 
t r a v a i l f igurent d a n s l e s n o t e s a u b a s des p a g e s e t n 'ont p a s é t é c o m p r i s d a n s l a B i b l i o 
g r a p h i e finale. 



CHAPITRE PREMIER 

GÉNÉRALITÉS 
INTÉGRALES EXACTES CONNUES 

1. Nous nous proposons tout d'abord de rappeler les équations 
du mouvement d'un fluide visqueux incompressible. En un point M 

-> 
de l'espace et au temps t soient V(M, t) la vitesse, y(M, t) l'accé-

-> 
lération, p(M, t) la pression et F(M) la force extérieure rapportée 
à l'unité de masse ; nous désignons par le coefficient de viscosité, 
par p la masse spécifique et par 

v = '^ 
P 

le coefficient de viscosité cinématique du fluide ; ces trois quantités 
sont des constantes. Les équations du mouvement ou équations de 
Navier-Stokes s'écrivent sous forme vectorielle {̂ ) : 

F — y grad - — V.A2V. 
P 

A cette équation il faut joindre l'équation de continuité qui se 
traduit par la condition : 

div V = 0 . 

Nous supposons que la force F dépend d'un potentiel U, c'est-à-
dire que l'on a : 

^ >• 

F = — grad U. 

En utilisant d'autre part l'expression bien connue de l'accélé
ration et en posant 

p V2 

P ^ 

0) Les notations vectorielles employées sont celles de l'ouvrage suivant : Châtelet et 
Kampé de Fériet, Calcul vectoriel, Paris, 1924. 
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— gradH-- h rot Y A V + v.rota V . ( 1 . 1 ) 

Le symbole rot̂ ^ est défini de la manière suivante : 

rot„ = rot. rot„_i. 

Le tourbillon cù que nous n'avons pas introduit dans l'équa
tion ( 1 . 1 ) est donné par : 

- > — > -> 

2 w = rot V. 
On peut éliminer la fonction H de l'équation ( 1 . 1 ) en prenant 

lo rotationnel des deux membres ; on obtient la relation : 

rot • h rot rot V A V + V. rotg V = 0 . ( 1 . 2) 

Dans cette équation qui exprime la condition de compatibilité 
des trois équations (1. l),ne figurent plus que les éléments cinéma-
tiques du problème à l'exclusion des éléments dynamiques. l5tant 

y 
donné un champ de vecteurs V(1V1, t), l'équation (1. 2) est la con
dition nécessaire et suffisante pour que ce champ de vecteurs puisse 
être le champ de vecteurs vitesses d'un mouvement de fluide vis
queux incompressible. Nous appellerons l'équation (1. 2) : " Véqua-
tion de compatibilité cinématique ". 

On voit que la détermination complète d'un mouvement de fluide 
visqueux incompressible se ramène à deux problèmes successifs : 
d'abord détermination du champ de vitesses par l'équation de com
patibilité cinématique ; ensuite détermination de la pression, c'est-
à-dire de la fonction H par l'équation (1. 1), ce second problème 
n'offrant plus aucune difficulté, puisqu'il s'agit de la détermination 
d'une fonction IUlxyzt) connaissant les valeurs de ses dérivées 

. 3H 3H aH 
partielles — i — i —> ciuand on est assuré uue ces valeurs sont -bx -dz ^ 
compatibles ; par ailleurs si on fait abstraction des conditions aux 
limites et si on ne considère que les équations indéfinies, la fonc
tion n n'est déterminée qu'à une fonction additive de / près. 

Remarquons ce fait immédiat sur l'équation (1. 2) que tout mou
vement potentiel convient à un fluide visqueux incompressible. 
Notons encore que s'il s'agit d'un fluide parfait, l'équation du mou
vement et l'équation de compatibilité cinématique s'obtiennent en 

les équations de Navier-Stokes prennent la forme : 



I N T É G R A L E S E X A C T E S C O N N U E S 1 1 

— grad H = — + rot V A V , 

rot 

Ht 
rot rot V A V _ = 0. 

Nous écrirons les équat ions ( 1 . 1 ) et ( 1 . 2 ) dans les t rois systèmes 
de coordonnées suivants : 

1" Le système des coordonnées cartésiennes rectangulaires x y z ; 
dans ce sys tème les composantes de la vitesse seront désignées res
pec t ivement pa r u, V, w et celles du tourbi l lon par T), Z,. 

2 " Le sys tème des coordonnées cylindriques r 6 z ; les compo-
- > - V 

santés de la vi tesse suivant les vec teurs uni ta i res e^, Cg, «3 de ce 
système (fig. 1 ) seront désignées respect ivement pa r ( ĵ, C2, v^, 
celles du tourbi l lon par Ç ,̂ E2, E3. 

M 

FiG. L FIG. 2. 

,1° Le sys tème des coordonnées en o ; nous appelons ainsi le 
sys tème de coordonnées g G CT dédu i t des coordonnées polaires dans 
l 'espace g 0 X en remplaçan t X par son cosinus : 

(T = cos X. 

Les composantes de la vitesse suivant les vecteurs uni ta i res 

C l , C2, 63 de ce sys tème (fig. 2 ) seront désignées respec t ivement 
par v^, C2, (̂ 3, celles du tourbi l lon par ^j^, 3̂ (̂ )-

i}) L e s n o t a t i o n s e m p l o y é e s p o u r l e s o o n i p o s a i i t e s de la v i t e s s e e l c e l l e s d u t o u r b i l l o n 
d a n s l e s d e u x d e r n i e r s s y s t è m e s ne s o n t p a s h o m o g è n e s a v e c l e s n o t a t i o n s d u p r e m i e r 
s y s t è m e o ù n o u s a v o n s cru d e v o i r s u i v r e l ' u s a g e c o u r a n t . 

faisant V = 0 respec t ivement dans les équat ions ( 1 . 1 ) et ( 1 . 2 ) ; 
on obt ient ainsi les équat ions : 
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ou on a posé Д4 = Aj. Д2. L'équation (1. 1) montre que la fonction H ne dépend pas de z : 
H = H{XYT), 

Dans le présent travail nous supposerons en général que les solutions considérées sont régulières dans leur domaine d'existence ; une solution U(XYZT), V{XYZT), W(XYZT) sera dite régulière dans un domaine si les composantes IIV W ainsi que celles de leurs dérivées partielles qui figurent dans l'équation du mouvement et dans l'équation de compatibilité cinématique sont continues dans ce domaine. (Il s'agit donc au plus de dérivées partielles du 3̂  ordre). 
2. Mouvement plan. On suppose que les trajectoires sont contenues dans des plans parallèles au plan XGY et que le mouvement est identique dans ces divers plans parallèles, c'est-à-dire que les composantes de la vitesse ne dépendent pas de Z. En coordonnées cartésiennes rectangulaires ces composantes sont donc de la forme : 

U = U (X Y T), I) = Ç Y T), W = 0. L'équation de continuité qui s'écrit ici Su ITV 
— + - = 0 
IIX IY montre qu'il existe une fonction de courant <̂{X Y T), déterminée à une fonction additive de T près et telle que l'on ait : 
^ ^ /on 

U ^ ~ , c = - . ( 2 . 1 ) 

02/ IX 

Les composantes du tourbillon sont données par 
en désignant par AgiJ; le Laplacien de ij; : 
L'équation de compatibilité cinématique (1. 2) devient ici : vA,4; + "1'''!' = ( 2 . 2 ) 

L>{X, Y) 
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et elle donne les deux équations : 

h; = - VYT + + v(A,>j;);, (2.3) 
h;= + <J';-̂ 'î'-V(a,<{/);. (2.4) 

Employons maintenant les coordonnées polaires R, 6. Les compo
santes Cj C3 de la vitesse suivant les vecteurs unitaires ê , e^, 
63 (fig. 1) sont de la forme : 

= U^(R Q T), Ç^=Ç^{RDT), CS = 0. 

L'équation de continuité s'écrit ici : 

ar Ô0 

Elle montre qu'il existe une fonction de courant '^{r 9 /.) qui 
n'est d'ailleurs autre que la transformée de la fonction de cou
rant ó (x y l) ci-dessus, telle que l'on ait : 

...-^± . . . 
L'équation de compatibilité cinématique s'écrit : 

1 Dii, A,J;) 
+ 7 D(R, 6) ~ ^ °' 

oii désigne encore le Laplacien de i]; : 
A„J; = —̂  H 1 H L. 

ar̂  r ûr r̂  
Enfin les équations (2. 3) et (2. 4) sont remplacées par les sui

vantes qui déterminent la fonction H = H (r, 6, i) : 
h; = - - fo, + -Ĵ ;. A,.̂  + - . (A2̂ )ó, (2. 7) r r 

; l'o = - J • - v( A,̂ );. (2. 8) 

Pour qu'un mouvement soit physiquement acceptable il faut que 
dans tout le domaine occupé par le fluide les composantes de la 
vitesse et la pression p soient uniformes. Si on suppose que le fluide 
s'étend à un domaine où 6 peut varier de 0 à 2TZ, il faudra s'assurer 
que les formules (2. 5) donnent pour les composantes de la vitesse 
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C) Les chilTreS en gras renvoient à la Bibliographie placée à la fin du mémoire. 

d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s . D ' a u t r e par t , si n o u s s u p p o s o n s que le 
p o t e n t i e l U des forces e x t é r i e u r e s e s t u n i f o r m e , l ' u n i f o r m i t é de la 
p r e s s i o n p n é c e s s i t e l 'un i formi té de la f o n c t i o n H. Il faudra donc 
s 'assurer que les é q u a t i o n s (2. 7) e t (2 . 8) d o n n e n t p o u r H une fonc
t i o n u n i f o r m e . Ces c o n d i t i o n s d ' u n i f o r m i t é à réal iser pourront 
i m p o s e r d a n s cer ta ins cas à la fonct ion d e sat i s fa ire à d e s condi 
t i o n s p lus r e s t r i c t i v e s q u e l ' é q u a t i o n (2. 6) . 

E n m o u v e m e n t p e r m a n e n t les é q u a t i o n s (2. 2) e t (2. 6) s 'écr ivent 
r e s p e c t i v e m e n t : 

v A 4 ^ + - ^ : - 7 = 0> ( 2 - 9 ) 
ú(x y) 

1 D(J;, Ao-L) 
+ - „ 7 = 0. ( 2 . 1 0 ) 

r iJ(r, 0) 

On p e u t d é d u i r e de l ' é q u a t i o n (2. 2) un r é s u l t a t t o u c h a n t la s y m é 
tr ie d e s c h a m p s de v i t e s s e d e fluides v i s q u e u x . On p e u t cons idérer 
d e u x sor te s de s y m é t r i e : d 'abord ce l le o ù en d e u x p o i n t s s y m é t r i q u e s 
par r a p p o r t à l 'axe de s y m é t r i e les v e c t e u r s v i t e s s e s ont d e s direc
t i o n s s y m é t r i q u e s m a i s d e s s e n s o p p o s é s à c e u x q u e d o n n e r a i t la 
s y m é t r i e ; n o u s a p p e l l e r o n s c e t t e s y m é t r i e la s y m é t r i e i n c o m p l è t e . 
E n d e u x i è m e h e u l e s v e c t e u r s v i t e s s e s e n d e u x p o i n t s s y m é t r i q u e s 
p e u v e n t avo ir les d i rec t ions et l es s e n s d o n n é s par la s y m é t r i e ; 
n o u s d irons a lors qu'i l y a s y m é t r i e c o m p l è t e . P a r e x e m p l e l ' écou le 
m e n t p l a n p o t e n t i e l a v e c u n e c i rcu la t ion a u t o u r d 'un cy l indre cir
cula ire , la v i t e s s e au lo in é t a n t paral lè le à Oa;, p r é s e n t e u n e s y m é t r i e 
i n c o m p l è t e par r a p p o r t à Oy. L ' é c o u l e m e n t à la H e l m h o l t z a u t o u r 
d ' u n e p l a q u e p l a n e p lacée s u i v a n t Oy, la v i t e s s e a u lo in é t a n t nor
m a l e à la p l a q u e , p r é s e n t e u n e s y m é t r i e c o m p l è t e p a r r a p p o r t à Ox. 
E n f i n le m o u v e m e n t p l a n p o t e n t i e l sans c i r c u l a t i o n a u t o u r d'un 
c y l i n d r e c ircula ire , la v i t e s s e au lo in é t a n t para l lè le à Ox, p r é s e n t e 
u n e s y m é t r i e incomplè t i } par r a p p o r t à Oy e t u n e s y m é t r i e c o m 
p l è t e par r a p p o r t à Ox. 

P o u r qu'i l y ait s y m é t r i e i n c o m p l è t e par r a p p o r t à Oy par 
e x e m p l e , i l f aut q u ' e n c h a n g e a n t a; en — x, (j; n e c h a n g e p a s . On 
v o i t f a c i l e m e n t sur l ' é q u a t i o n (2. 2) q u e ce la n'est pas poss ib le en 
généra l e t ne le d e v i e n t que q u a n d le J a c o b i e n qui figure d a n s c e t t e 
é q u a t i o n est nu l , c 'es t -à -d ire q u a n d on a afïaire à d e s m o u v e m e n t s 
e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é s p a r M. K a m p é de F é r i e t (21, 23) {̂ ). — 



INTÉGRALES EXACTES CONNUES 1 5 

= 0. 

Elle montre qu'il existe une fonction de courant i]; (r, z, t) déter
minée à une fonction additive de t près telle que : 

- • —1 (̂ 3 = • (3. 1 ) 

^ r -èz ^ r -òr 
Les composantes du tourbillon sont données par : 

2^1 = 0, 2Ç, = - D,^, 2^3 = 0, 
r 

où on a posé 
1 5 ^ 

Dodi — + • —• 
aẑ  r i>r 

L'équation de compatibilité cinématique (1. 2) devient ici : 

vD,^ + r ' - = 0 n (3. 2) 

équation où on a posé : 

C) Si le fluide s'étend jusque sur l'axe Oz et s'il n'existe aucune singularité sur cet axe (sources), Oz doit être une ligne de courant. 

Pour qu'il y ait symétrie complète par rapport à Ox par exemple 
il faut qu'en changeant y en — y, 4* se change en — On voit 
sur l'équation (2. 2) que cela est possible. 

En résumé la symétrie incomplète est en général impossible 
dans les mouvements de fluide visqueux incompressibles alors que la 
symétrie complète reste possible. 

3. Mouvement de révolution. 
On suppose que les trajectoires sont contenues dans des plans 

passant par Oz et que le mouvement est identique dans ces divers 
plans, c'est-à-dire que les composantes de la vitesse ne dépendent 
pas de 6 . En coordonnées cylindriques (fig. 1 ) ces composantes sont 
donc de la forme : 

= Viirz t), = 0, = (r z t). 

L'équation de continuité s'écrit ici : 
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L'ÉQUATION (1. 1) MONTRE QUE LA FONCTION H NE DÉPEND PAS DE 9 : 

II = H (R Z 0 

ET ELLE DONNE LES DEUX ÉQUATIONS : 

H; = + + -(D,<j;);, (3.3) 
r n r 

EMPLOYONS MAINTENANT LES COORDONNÉES EN ci. LES COMPOSANTES 

Pg DE LA VITESSE SUIVANT LES VECTEURS UNITAIRES (FIG. 2 ) SONT 
DE LA FORME : 

Vi {q A t), = 0 , = Vj [q a t). 
L'ÉQUATION DE CONTINUITÉ S'ÉCRIT ICI : 

3(gVi) a ( g v / i - ^ ^ ç,] ^ ^ 

' 7)q Stj 

CETTE ÉQUATION MONTRE QU'IL EXISTE UNE FONCTION DE COURANT 
<li(q G t) QUI N'EST D'AILLEURS QUE LA TRANSFORMÉE DE LA FONCTION DE 
COURANT Y(R z t] CI-DESSUS, TELLE QUE L'ON AIT : i -d'il 1 

^'i = -2 -— , ^ 3 = (3 .5) 

LES COMPOSANTES DU TOURBILLON SONT DONNÉES PAR : 

21, = 0, 2? , = , ^ . B,^, 2^3 = 0 , 

où EST LE MÊME OPÉRATEUR QUE CI-DESSUS ; AVEC LES VARIABLES 
ACTUELLES ON A : 

iq' Ç2 ÔÔ  

L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE ( 1 . 2 ) DEVIENT ICI : 

D 
VD,+ + (1 — cT )̂ 

, i', ^- D2 + 

OÙ L'ON A POSÉ 
D,.D,. 

- ( D , ^ ) ; = O, (3.6) 
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L'ÉQUATION (1.1) DONNE POUR DÉTERMINER LA FONCTION H(? A t) 
LES DEUX ÉQUATIONS : 

H; = . ^; + ^ . ( ^ ^ . - . ( D , ^ ) ; (3.8) 

SI LE MOUVEMENT EST PERMANENT LES ÉQUATIONS (3. 2) ET (3. 6) 
S'ÉCRIVENT RESPECTIVEMENT : 

/ 1 \ 

D 
VD̂ Ĵ; + (1 ~ O -

1 

. il, 024̂  
IH?, 

= 0. (3. 10) 

COMME EN MOUVEMENT PLAN ON PEUT DÉDUIRE DE L'ÉQUATION (3. 2) 
QUE LA SYMÉTRIE INCOMPLÈTE PAR RAPPORT AU PLAN xOy EST IMPOSSIBLE 
À MOINS QUE LE JACOBIEN QUI FIGURE DANS CETTE ÉQUATION NE SOIT NUL. 
PAR CONTRE LA SYMÉTRIE COMPLÈTE PAR RAPPORT AU PLAN xOy EST POS
SIBLE. 

4. Intégrales exactes connues du mouvement permanent. 
NOUS ALLONS MAINTENANT PASSER EN REVUE LES INTÉGRALES EXACTES 

CONNUES DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES, SANS INSISTER SUR CELLES QUI 
SONT BANALES ET DEPUIS LONGTEMPS CLASSIQUES. LE PARAGRAPHE ACTUEL 
SERA CONSACRÉ AUX INTÉGRALES EXACTES DU MOUVEMENT PERMANENT ET LE 
PARAGRAPHE SUIVANT AUX INTÉGRALES EXACTES DU MOUVEMENT NON PER
MANENT. DANS CHACUN DE CES DEUX CAS NOUS DISTINGUERONS LES INTÉ
GRALES EXACTES DU MOUVEMENT PLAN, CELLES DU MOUVEMENT DE RÉVO
LUTION ET ENFIN CELLES DU " MOUVEMENT SPATIAL ", C'EST-À-DIRE DU 
MOUVEMENT QUI N'EST NI PLAN NI DE RÉVOLUTION. 

A . MOUVEMENT PERMANENT PLAN. 

L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE POUR LE MOUVEMENT PLAN 
PERMANENT S'ÉCRIT : 

.A,^ + ^ii^Al) = 0. (2.9) 
y) ^ 
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M. CISOLTI A MONTRÉ (11) QUE TOUT MOUVEMENT SPATIAL — PERMANENT OU n o n — 
DONT LES TRAJECTOIRES SONT DES CERCLES PARALLÈLES AU PLAN xOy ET AYANT LEURS CENTRES SUR Oz 
SE RÉDUISAIT NÉCESSAIREMENT À UN MOUVEMENT PLAN. 

Nous allons passer en revue les solutions exactes connues de cette 
équation. 

1° On a d'abord la solution immédiate où le tourbillon est con
stant partout, c'est-à-dire où l'on a : 

Â ^̂  - K, 

K désignant une constante ; les composantes de la vitesse ii{x y), 
v{x y) sont des fonctions harmoniques. 

2" Une solution classique est constituée par le mouvement par 
droites parallèles (mouvement laminaire) ; si on prend l'axe Ox 
parallèle à la direction commune des trajectoires, la fonction de 
courant est de la forme : 

Ay^ + By^ + Cy, (4. 1) 

A B C désignant des constantes arbitraires. Les composantes de la 
vitesse sont de la forme : 

u = 3Ay^ + 2By +C, c = 0. 

3 " Une autre solution également classique est le mouvement par 
cercles concentriques (I) ; si on suppose les cercles centrés sur l'ori
gine, la fonction de courant est de la forme : 

IJ; = A.rMog/- + B logr + CR2, (4.2) 

A B C désignant des constantes arbitraires. Toutefois l'uniformité 

de la quantité - + U nécessite que l'on prenne dans cette solution 
P 

A = 0 ; dans ce cas le mouvement est d'ailleurs à tourbillon 
constant ; les composantes de la vitesse sont en coordonnées polaires : 

CL = 0, ^2 = — 2Cr — ^ • 

D'autre part si le fluide s'étend jusqu'au point 0 , il faut prendre 
B = 0 pour éviter la valeur infinie de la vitesse en ce point. 

M. Kampé de Fériet a démontré (21) que les trois classes de mou
vements ci-dessus sont les seuls mouvements plans permanents qui 
conviennent à la fois aux fluides visqueux et aux fluides parfaits, 
c'est-à-dire pour lesquels la fonction de courant 4'vérifie en même 
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Dans cette équation on a posé 
quant aux quantités a et 6 elles sont définies de la façon suivante. Posons : 

(p + ix ̂  wix + iy) = w{z) ; 
a + ib est une fonction analytique définie par l'équation : 

2 dz" 
a + ib= ——• (4. 4) dw\^ 

.dz, Un calcul facile permet de voir que l'on a d'autre part : 
a = (Log Q);, b = - (Log Q)'̂,, Q — Â<p = ÂX désignant le premier paramètre différentiel de la fonction 9-

temps l'équation (2. 9) et l'équation analogue pour les fluides parfaits qu'on obtient en faisant v = 0 dans l'équation (2. 9) ; autrement dit ij; doit vérifier les deux équations : 
à,'^ = 0 

et 
U(x, y) On peut dire aussi que ces mouvements sont les seuls mouvements plans permanents do fluides visqueux incompressibles pour lesquels le tourbillon est constant le long d'une ligne de courant. 4° H. Hamel (16, p. 35) a recherché les mouvements dont les lignes de courant sont des courbes harmoniques sans que le mouvement soit irrotationnel. Si on prend les coordonnées « isométriques » rf:{x y) et ̂((a; y), telles que cp -f- soit une fonction ana-Ijîique de a; ̂  iy, l'équation de compatibilité cinématique (2. 9) prend la forme suivante : 

v[A'A'̂  + 2a(A'̂);-2ò(A'̂)'̂  + (â-f î)A'̂] 
+ -~-^~^''\'Ì'^Ì'],+H;)=0. (4.3) 
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a^ + b^' " " + 62 

(4. 6) 
SI A = 6 = 0 LES FONCTIONS cp ET / SE RÉDUISENT RESPECTIVEMENT À 

X et y : 

9=x, l = y- (4. 7 ) 

ON OBTIENT DONC LES MOUVEMENTS SUIVANTS : 
LE MOUVEMENT OÙ LES LIGNES DE COURANT SONT DES SPIRALES LOGA

RITHMIQUES 

a LOG r + bQ = 
AYANT L'ORIGINE COMME POINT ASYMPTOTE ET HOMOTHÉTIQUES LES UNES 
DES AUTRES AVEC LEURS DÉGÉNÉRESCENCES : DROITES CONCOURANTES EN 0, 
CERCLES CONCENTRIQUES CENTRÉS SUR 0 ; 

2° LE MOUVEMENT LAMINAIRE PAR DROITES PARALLÈLES QUI CORRESPOND 
AU CAS OÙ a = è = 0. 

EXAMINONS LE MOUVEMENT PAR SPIRALES LOGARITHMIQUES ; EN MODI
FIANT LÉGÈREMENT LES NOTATIONS LA FONCTION DE COURANT EST DE LA 
FORME : 

^ = F(A LOG r + 66). 
L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE (2. 9) DONNE POUR LA 

FONCTION F L'ÉQUATION DIFFÉRENLIELLE 

V(a2 + b^)F"' — 4AVF" + 4VF' 1- bF'^ = C, (4. 8) 
C DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. CE MOUVEMENT A ÉTÉ ÉTUDIÉ PAR DIVERS 
AUTEURS (CF. 1 6 , PP. 47-70 ; 1 7 , 2 6 , 2 7 ) . 

DANS LE CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT PAR DROITES CONCOURANTES 
LA FONCTION DE COURANT EST DE LA FORME : 

^ - F(6), 

LA FONCTION F VÉRIFIANT L'ÉQUATION DIITÉRENTIELLE 
VF'" + 4VF' + F'2 = C. 

L'HYPOTHÈSE DE M. ILAMEL ÉNONCÉE CI-DESSUS REVIENT À SUPPOSER 
QUE LA FONCTION DE COURANT ^ NE DÉPEND QUE DE Ç : 

^ = F(9). (4. 5) 

SI ON FAIT CETTE SUPPOSITION ON PEUT MONTRER QUE L'ÉQUATION (4. 3 ) 
NÉCESSITE QUE a et b SOIENT CONSTANTS ; LES FONCTIONS cp ET ̂  ONT ALORS 
POUR EXPRESSION EN SUPPOSANT QUE -\- ^ 0 : 

^ (ahogr + bQ), X -^^(b Log r — ad). 
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F' = — 2 v + p 

^ 0 2̂ ëa désignant des constantes d'intégration (Cf. 16, pp. 4 1 - 4 6 ; 
7, pp. 1 9 - 2 1 ) . 

5° M. Jeffery a cherché ( 1 9 ) les mouvements pour lesquels les 
lignes d'équation Ag^j' = G qu'on peut appeler lignes iso-tourbillons 
sont des courbes harmoniques, c'est-à-dire pour lesquels on a 

= / ( 9 ) , 

où cp est une fonction harmonique : 
A^tp = 0 . 

On trouve {̂ } qu'il n'y a que deux familles possibles (en mettant 
de côté le cas banal Agi]; = K), les lignes iso-tourbillons ne pouvant 
être que des droites parallèles ou des cercles concentriques (̂ ) ; 
la fonction de courant est donnée pour la première famille par : 

i|; = v(2Ax + B]y + C J^dxy dx J'e^'^'^^^'âx + T)x^ + Ex, 
( 4 . 9 ) 

A B C D E désignent des constantes arbitraires. Si A = B = 0 
on retrouve le mouvement laminaire. 

Pour la deuxième famdle la fonction de courant est donnée par : 

^ = v ( 2 A Log r -F B)e + C J~-^y^'^^ J'' 
Dr2 - f E Log r, ( 4 . 1 0 ) 

dr /"__,_. /"^ A (Logr)«-l-B Log 

r 
O Ù A B C D E désignent des constantes arbitraires. Si A = B = 0 
on retrouve le mouvement par cercles concentriques. 

Dans le cas du mouvement ( 4 . 1 0 ) , si G varie de 0 à 2 TC, l'unifor
mité de la vitesse nécessite que l'on ait : 

A = 0 . 

C) Le problème mathématique a été résolu par G.-N. Watson. 
(') Ceci montre en particulier que les lignes iso-tourbiUons ne peuvent être des droites 

concourantes, c'est-à-dire que l'on ne peut avoir Aji]; = /(0), (/' ̂  0). Il est facile de 
vérifier ce résultat directement. 

Cette équation s'intègre immédiatement par les fonctions ellip
tiques ; on obtient : 
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vF'" + (2av — C)F" + v(a2 + ¿2) — aC b F' F'2 = K, 2 
K désignant une constante d'intégration, équation qui ne diffère 
de l'équation (4. 8) que par la valeur des coefficients constants. 
M. Oseen considère le cas particulier où l'on a : 

C = 2av. 
Le problème s'intègre par des fonctions elliptiques et conduit en 

particulier à un mouvement dont les lignes de courant sont curieu
sement compliquées et qu'on pourrait appeler mouvement « pseudo
turbulent » (̂ ). 

7" M. Rosenblatt (32) a étudié les mouvements pour lesquels 
on a : 

^ F(9)x + G(9), (4. 14) 
cp et X désignant des fonctions harmoniques conjuguées ; on 

suppose que a et 6 selon la notation (4. 4) sont constants. En mettant 
de côté les mouvements irrotationnels et les mouvements du type 
(4. 13), on trouve qu'il faut que Ton ait : 

è = 0 . 

C) Cf. O s e e n , Dos Turbulenzproblem, Congrès de Stockholm, t . I, p p . 3 - 2 2 , fig. 1 , p . 4, 

L'uniformité de - + U nécessite que l'on ait de plus : P 
D = 0 , 

et on a finalement les solutions suivantes : si B ^ — 2,0 : 
•.I; = vBO + Cr̂ +2 + E Log r (4.11) 

et si B = — 2 : 
4; = — 2ve + C(Log r)2 + E Log r. (4.12) 

Ces mouvements ont été aussi rencontrés par M. Ilamcl (16, 
p. 51). 

6" M. Oseen généralise l'hypothèse (4. 5) de M. Ilamel en posant 
(28 a) : 

4; = F(9) + Cx, (4. 13) 
C désignant une constante et cp et l̂es fonctions (4. 6). La fonction F 
doit satisfaire à l'équation différentielle : 
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Si l'on suppose a 9̂  0 on a alors les solutions de la forme : 
= F(Log r)Q + G(Log r). 

L'équation de compatibilité cinématique montre que les fonctions 
F et G satisfont aux équations : 

vF" — 4vF"' + 4vF" + F'F" — FF'" + 2FF" = 0, 
vG" — 4vG"' + 4vG" + G'F" — FG'" + 2FG" = 0. 

Si le fluide s'étend à un domaine où 6 varie de 0 à 2-K, l'unifor
mité de la vitesse nécessite que l'on prenne : 

F = C, 

C désignant une constante et on retombe alors sur les solutions 
(4. 11) et (4. 12). 

8° Mais on peut supposer que l'on a non seulement b = 0 mais 
aussi a = 0. Dans ce cas (Cf. 1, p. 247), la fonction de courant est 
de la forme : 

^ = F{x]y + G(x). (4. 15) 

L'équation de compatibilité cinématique montre que les fonctions 
F et G vérifient les équations suivantes (qui s'intègrent d'ailleurs 
immédiatement une fois) : 

vF'^ + F'F" —- FF'" = 0, (4. 16) 

vG" + G'F" — FG" = 0. (4. 17) 

Une fois la première de ces équations intégrée, la deuxième est 
une équation linéaire en G. Cette deuxième équation admet d'ail
leurs la solution particulière évidente 

G = C. F, 

C désignant une constante. Une solution particulière de l'équation 
(4. 16) est : 

X 

à laquelle correspond la fonction de courant : 

^ = _ 6 v ^ + C , x З + ^ - ^ + ^ | , (4.18) 
X X X^ 

C l Ca Cg désignant des constantes. 
Le cas où l'on a G = 0, c'est-à-dire celui où la fonction de courant 

est de la forme 
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B . M O U V E M E N T P E R M A N E N T D E R É V O L U T I O N . 

L ' É Q U A T I O N D E C O M P A T I B I L I T É C I N É M A T I Q U E P O U R L E M O U V E M E N T 

P E R M A N E N T D E R É V O L U T I O N S ' É C R I T : 

O Ù L ' O N A P O S É 

V D . D ^ + R — ^ 0 , ( 3 . 9 ) 

* ^ D ( R , Z ) ' ^ ' 

2 ^ 1 А Ф 

L E S S O L U T I O N S C O N N U E S S O N T I C I M O I N S N O M B R E U S E S Q U E D A N S L E C A S 

D U M O U V E M E N T P L A N . 

1 ° O N A D ' A B O R D L A S O L U T I O N B I E N C O N N U E C O N S T I T U É E P A R L E M O U V E 

M E N T P A R D R O I T E S P A R A L L È L E S À Oz ( M O U V E M E N T D E P O I S E U I L L E ) ; L A 

F O N C T I O N D E C O U R A N T A P O U R E X P R E S S I O N : 

Ф = A R 2 L O G R - B B R * - B C Г ^ ( 4 . 1 9 ) 

A B C D É S I G N A N T D E S C O N S T A N T E S A R B I T R A I R E S . L A V I T E S S E , P A R A L L È L E 

À O Z , E S T D O N N É E P A R : 

1 Г Ф 

(^3 = ^ = — 2 A L O G R — 4 B R 2 — ( A - F 2 C ) . 

r Ъг 

S I L E F L U I D E S ' É T E N D J U S Q U E S U R L ' A X E O Z , I L F A U T P R E N D R E A = 0 

P O U R É V I T E R L A V A L E U R I N F I N I E D E L A V I T E S S E S U R C E T A X E . O N A A L O R S 

L A D I S T R I B U T I O N P A R A B O H Q U E D E L A V I T E S S E . 

2° M . C R U D E L I ( 1 3 , 1 4 , 1 5 ) A D É T E R M I N É L E S S O L U T I O N S P O U R L E S Q U E L L E S 

O N A : 

В , Ф = Kr\ ( 4 . 2 0 ) 

( ^ ) A [ - . O N D I T I O N D ' I N T U R V R R T I R X E T 1 / S I L A P A R O I A U V O I S I N A G N D E L A Q U E L L E . S E T R O U V E L A 

C O U C H E L I M I T E E S T P L A C É E S U I V A N T Ox C O M M E O N L E S U P P O S E H A B I T U E L L E M E N T . 

P E U T S E R V I R À R E P R É S E N T E R L E M O U V E M E N T D ' U N F L U I D E V I S Q U E U X A U 

V O I S I N A G E D ' U N P O I N T D E S T A G N A T I O N ( 5 , P . 6 5 , C F . A U S S I 3 1 ) . 

O N R E M A R Q U E R A Q U E L A S O L U T I O N ( 4 . 1 5 ) D E S É Q U A T I O N S E X A C T E S E S T 

E N M Ê M E T E M P S S O L U T I O N D E S É Q U A T I O N S D E L A C O U C H E L I M I T E ( ^ ) . A C E 

T I T R E L ' É Q U A T I O N ( 4 . 1 6 ) A É T É É T U D I É E E T I N T É G R É E N U M É R I Q U E M E N T 

( B L A S I U S , H I E M E N Z ) . 
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k oîi et désignent les fonctions de Bessel (̂ ) d'ordre un, de pre
mière et de deuxième espèce, Aj^B^ des constantes arbitraires, 
et où (iésigne une solution particulière de l'équation (4. 20). 
On peut prendre par exemple (M. Crudeli) : 

E et F désignant des constantes. 
On remarquera que lés deux classes de mouvements ci-dessus 

conviennent à la fois aux fluides parfaits et aux fluides visqueux. 
On n'a pas observé jusqu'à présent, du moins à ma connaissance, 
que le tourbillon sphérique de Hill {̂ ) est un cas particulier de la 
classe actuelle et convient par conséquent non seulement aux 
fluides parfaits mais aussi aux fluides visqueux. Dans le tourbillon 
spfiérique de Hill la fonction de courant est de la forme : 

<]> == Ar2[a2 — ( r 2 + z^)], 

A et a désignant des constantes et par suite l'on a : 

= — 10Ar2, 
ce qui est bien de la forme (4. 20). 

3" M. Strakhovitch cherche (38) les mouvements pour lesquels le 
tourbillon ne dépend que de r, c'est-à-dire pour lesquels on a : 

D,^ - /(/•). (4. 21) 
On remarquera que cette hypothèse est la généralisation de l'hypo

thèse (4. 20). Elle correspond à l'hypothèse qui conduit aux solu
tions (4. 9) et (4. 10) de M. Jeiïery pour le mouvement plan. On 

C) L e s n o t a t i o n s e m p l o y é e s p o u r l e s f o n c t i o n s (le B e s s e l d a n s le p r é s e n t m é m o i r e 
s o n t c e l l e s de l ' o u v r a g e de MM. Whi t ta l^er e t W a t s o n , Modem Analysis, 4" é d . , 1Q27, 

L a m b , Hydrodynamics, 5« é d . 1 9 2 4 , § 1 6 5 , p . 227 ; V i l l a t , Leçons sur la théorie des tourbillons, p . 1 9 9 . On s a i t q u e d a n s le tourb i l l on s p h é r i q u e d e Hi l l on p r e n d le c h a m p 
d o n n é c i - d e s s u s è l ' in tér i eur de la s p h è r e a y a n t p o u r c e n t r e l 'or ig ine e t p o u r r a y o n a. 
A l ' e x t é r i e u r de c e t t e s phè r e o n p r e n d l ' é c o u l e m e n t p o t e n t i e l a v e c v i t e s s e u n i f o r m e a u 
lo in . P a r un c h o i x c o n v e n a b l e de la c o n s t a n t e A il e s t poss ib le de rendre l e s v i t e s s e s c o n 
t i n u e s a u p a s s a g e de la sphère . 

K désignant une constante ; on voit facilement que l'équation (3. 9) 
est alors satisfaite. Cette solution correspond (du point de vue de 
la manière de satisfaire aux équations) à la solution à tourbillon 
constant du mouvement plan. On peut facilement obtenir pour la 
fonction de courant un développement formel qui s'écrit : 
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(!) J'avais donné moi-même (30) cette solution sans avoir connaissance du travail de M. Strakhovitch, à qui appartient la priorité. 
C) Wtiittaker and Watson, Modem Analysis, p. 341. Il convient (le citer ici un travail (41) de M. Szymanski où cet auteur étudie un mouvement permanent de révolution qu'il utilise pour représenter l'écoulement dans un cône circulaire ; la fonction de courant est donnée sous la forme d'un développement: 

ri= 0 les An désignant des constantes. On remarquera que cette solution ne rentre pas dans la définition que nous avons acceptée pour l'intégrale exacte. D'ailleurs M. Szymanski n'a point démontré la convergence du développement ci-dessus. 

trouve (1) que ces mouvements se composent des mouvements précédents (4. 20) et de la famille ci-dessous : 
'Il = v(2Ar2 -f B)z -f C y rdr Jrl{r)dr + Dr* + Er^, (4. 22) oîi A B C D E désignent des constantes arbitraires et où I(r) désigne la fonction 

e .r dr, qui n'est autre que la fonction Gamma incomplète (̂). 4° MM. Witoszynski et Szymanski (40, cf. aussi 37) ont examiné les mouvements pour lesquels la fonction de courant est de la forme : 
il = A{r]z + B(r). (4. 23) L'équation de compatibilité montre que les fonctions A et B satisfont à deux équations différentielles qu'on peut écrire sous la forme suivante en prenant s = comme variable indépendante : 

2v5A"' + 2vA" — AA" + A'2 = K̂, 
2vsB"' -f 2vB" ~ AB" + B'A' = Kg, Kl et Ka désignant des constantes et les primes des dérivations par rapport à s. La solution (4. 22) est un cas particulier de la famdlc actuelle. (̂) 
C. Mouvement permanent spatial. 1° Le mouvement par droites parallèles sans symétrie axiale constitue une solution de la catégorie actuelle ; supposons que l'on ait pris l'axe Oz parallèle à la direction commune des trajectoires ; on a pour les composantes de la vitesse : 

u = 0, c = 0, w = w{x y), 
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la fonction w(x y) étant solution de l'équation de Poisson : 

V T + T T = = K , ( 4 . 2 4 ) 

où K désigne une constante ; la pression est donnée par : 

? + U = vKz + Kl, 
p 

où Kj désigne une constante. Remarquons que ce mouvement con
vient à la fois à un fluide visqueux et à un fluide parfait. 

2° M. Strakhovitcti a trouvé (39) certains mouvements spatiaux 
en supposant que les trajectoires sont tracées sur des cylindres 
d'axe Oz et que les composantes de la vitesse ne dépendent pas 
de z. Les composantes de la vitesse sont donc en coordonnées cylin
driques : 

^1 = 0, = F{R 6), . 3 = GIR 6). 

L'équation de continuité qui s'écrit en général : 

3/- 29 iz 

montre que ne dépend pas de 6 : = /(r). On trouve que / 
doit être de la forme : 

Q 
F = A.R Log r -f- Br H—I 

R 
où A, B, C désignent des constantes. Quant à la fonction G elle est 
solution de l'équation : 

1 , 

vAag' — / • - GQ = E, 

où E désigne une constante et Agg le Laplacien de g. On peut écrire 
pour g le développement formel suivant : 

g = Al Log r - B̂ r̂  + Cl + Se^Q-tp^fr), 

où Aj, Bl, Cl représentent des constantes et où (p(r) est solution 
de l'équation : 

c p " ^ - c p ' + ^ 9 = 0 . 

R vr / 
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O n a e n p a r t i c u l i e r l e m o u v e m e n t s u i v a n t : 

C l = 0 , = AR L o g r + B r + - , = A l L o g R + B^R" + C i . 

( 4 . 2 5 ) 

L e s t r a j e c t o i r e s s o n t d e s h é l i c e s c i r c u l a i r e s t r a c é e s s u r d e s 

c y l i n d r e s c o a x i a u x d ' a x e O z , l e s h é l i c e s t r a c é e s s u r u n m ê m e 

c y l i n d r e a y a n t m ê m e p a s ; l e s p a r t i c u l e s f l u i d e s q u i s e t r o u v e n t 

s u r u n c y h n d r o d é t e r m i n é n e c h a n g e n t p a s l e u r s p o s i t i o n s r e l a t i v e s , 

c h a q u e c y l i n d r e s e d é p l a ç a n t c o m m e u n e s u r f a c e r i g i d e d ' u n m o u 

v e m e n t h é l i c o ï d a l u n i f o r m e d ' a x e O z . C e m o u v e m e n t p a r h é l i c e s 

e s t t r è s d i f f é r e n t d e l a s o l u t i o n d ' a i l l e u r s n o n p e r m a n e n t e d e 

M. C a l d o n a z z o à t r a j e c t o i r e s h é l i c o ï d a l e s [ ( 5 . 3 1 ) ] ; e n e f f e t i c i o n 

n ' a p a s 

r o t V = X V ; 

l e v e c t e u r t o u r b i l l o n n ' e s t p a s d a n s l a d i r e c t i o n d u v e c t e u r v i t e s s e 

c o m m e d a n s l e s m o u v e m e n t s d e M . C a l d o n a z z o . 

L e m o u v e m e n t p a r h é l i c e s ( 4 . 2 5 ) p o s s è d e l a p r o p r i é t é d e c o n 

v e n i r a u s s i b i e n à u n f l u i d e v i s q u e u x q u ' à u n f l u i d e p a r f a i t ; 

d ' a i l l e u r s l e m o u v e m e n t ( 4 . 2 5 ) r é s u l t e d e l a s u p e r p o s i t i o n d u m o u 

v e m e n t p l a n p a r c e r c l e s c o n c e n t r i q u e s ( 4 . 2 ) e t d u m o u v e m e n t d e 

r é v o l u t i o n p a r d r o i t e s p a r a l l è l e s ( 4 . 1 9 ) q u i j o u i s s e n t t o u s l e s d e u x 

d e l a m ê m e p r o p r i é t é . L ' u n i f o r m i t é d e l a p r e s s i o n n é c e s s i t e q u e l ' o n 

p r e n n e d a n s l e s f o r m u l e s ( 4 . 2 5 ) : 

A = 0 . 

L a p r e s s i o n e s t a l o r s d o n n é e p a r : 

^ + U = 4 v B i Z + - - T ^ - f 2 B C L o g r — - • - - + K , 
p 2 2 

K d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e . 

3 ° M . O s e e n a é t u d i é (28 B) d e s m o u v e m e n t s o i i l e s c o m p o s a n t e s U, 

Ç, W d e l a v i t e s s e e n c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s s o n t d e l a f o r m e : 

U = U{X,Y), v = i'{X,Y), W =~ Wi(X,Y) + ZW^{X,Y). ( 4 . 2 6 ) 

L a c o n d i t i o n d e c o n t i n u i t é d o n n e : 

K + + - 0 . ( 4 . 2 7 ) 

M. O s e e n p o s e 

= F; - G;, ^ = F; + G;, 
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F = F ( A ; Y ) E T G = G(x y) D É S I G N A N T D E U X F O N C T I O N S D E x E T y . 

M . O S E E N C O N S I D È R E A L O R S U N E S O L U T I O N P A R T I C U L I È R E D U P R O B L È M E 

E N S U P P O S A N T Q U E F E T G N E D É P E N D E N T Q U E D E T P , 9 E T ; ^ É T A N T L E S 

F O N C T I O N S H A R M O N I Q U E S C O N J U G U É E S D É J À R E N C O N T R É E S : 

< P = - ¿ R ^ 2 ( « L O G / - + E G ) , ^ = _ - A _ ( Ô L O G R - A 0 ) . ( 4 . 6 ) 

O N O B T I E N T A L O R S P O U R D É T E R M I N E R L E S F O N C T I O N S F ( T P ) E T G ( C P ) U N 

S Y S T È M E D E D E U X É Q U A T I O N S D I I T É R C N T I E L L E S D U Q U A T R I È M E O R D R E N O N 

L I N É A I R E S . U N E F O I S F E T G D É T E R M I N É S , E S T D O N N É P A R L ' É Q U A T I O N 

( 4 . 2 7 ) ; P O U R D É T E R M I N E R O N A U N E É Q U A T I O N L I N É A I R E A U X D É R I V É E S 

P A R T I E L L E S D U S E C O N D O R D R E D U T Y P E E L H P T I Q U E . 

Q U A N D = 0 , M . O S E E N P O S E ; 

( V , = H ( C P ) + K X ; 

H ( 9 ) D É S I G N E U N E F O N C T I O N D E 9 E T K U N E C O N S T A N T E . O N O B T I E N T 

A L O R S P O U R D É T E R R N I N E R L A F O N C T I O N H U N E É Q U A T I O N D I F F É R E N T I E L L E 

D U S E C O N D O R D R E L I N É A I R E . D A N S C E C A S L E M O U V E M E N T D A N S L E P L A N xOy 

E S T L E M O U V E M E N T ( 4 . 1 3 ) D E M . O S E E N . 

Q U A N D ^ 0 , M . O S E E N P O S E : 

= H ( 9 ) ; 

O N O B T I E N T E N C O R E P O U R D É T E R M I N E R H U N E É Q U A T I O N D I I L É R E N T I E L L E 

D U S E C O N D O R D R E . 

M . V O N K A R M A N A D O N N É (24, P . 2 4 4 ) U N E S O L U T I O N P O U R L E 

M O U V E M E N T A U T O U R D ' U N D I S Q U E I N D É F I N I T O U R N A N T D ' U N E M A N I È R E 

U N I F O R M E A U T O U R D ' U N A X E N O R M A L À S O N P L A N D A N S U N F L U I D E I L L I 

M I T É . E M P L O Y O N S L E S C O O R D O N N É E S C Y L I N D R I Q U E S ; M . V O N K A R M A N 

C H E R C H E À S A T I S F A I R E L ' É Q U A T I O N D E C O M P A T I B I L I T É C I N É M A T I Q U E P A R L E 

C H A M P D E V I T E S S E S S U I V A N T : 

C I - R / ( Z ) , C , - R G ( Z ) , i's = Hz). ( 4 . 2 8 ) 

L E S P R O J E C T I O N S D E S T R A J E C T O I R E S S U R U N P L A N z = S O N T D E S S P I 

R A L E S L O G A R I T H M I Q U E S P U I S Q U E L E R A P P O R T — E S T C O N S T A N T P O U R z = z^. 

^ 1 

L ' É Q U A T I O N D E C O N T I N U I T É D O N N E : 

2f + h' = 0 . 
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5. Intégrales exactes du mouvement non permanent. 
A. Mouvement non permanent plan. 

RAPPELONS QUE L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE S'ÉCRIT : 

1° ON A D'ABORD LE MOUVEMENT à TOURBILLON CONSTANT ; LA FONCTION 
DE COURANT <\i{z y t) SATISFAIT à L'ÉQUATION : 

A,^ = K, 
K DÉSIGNANT UNE CONSTANTE ABSOLUE ; LES COMPOSANTES DE LA VITESSE 
u{zyt), v{xyt) SONT DES FONCTIONS HARMONIQUES PAR RAPPORT À x 
ET y. 
(̂) Un mouvement analogue à celui fîe M. von Karman mais non permanent a été 

exAmiué par M. Batteman (1, pp. 283-285). 

L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE FOURNIT LES DEUX ÉQUA
TIONS : 

VR — hh" + -h'^ — 2f = K, 

À 
^g" + h'g-hg' = 0, 

K DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. SI ON SUPPOSE DE PLUS QUE LA PRESSION 
NE DÉPEND QUE DE Z, IL FAUT PRENDRE K = 0 ET LA PRESSION EST ALORS 
DONNÉE PAR L'ÉQUATION : - + U = ̂ h'-h^' + C, 

P 2 

C DÉSIGNANT UNE CONSTANTE ARBITRAIRE. 
LE MOUVEMENT DE ROTATION N'EST NOTABLE QUE DANS UNE COUCHE 

MINCE AU VOISINAGE DU DISQUE MOBILE ; L'ÉPAISSEUR DE CETTE "COUCHE 
/ V VU 

HMITE " EST DE L'ORDRE DE — I W DÉSIGNANT LA VITESSE ANGULAIRE 
\CO/ 

DU DISQUE. 
SI ON ADMET QUE LA SOLUTION CI-DESSUS REPRÉSENTE D'UNE MANIÈRE 

SUFFISAMMENT APPROCHÉE LE MOUVEMENT AUTOUR D'UN DISQUE FINI, ON 
PEUT CALCULER LE COUPLE RÉSISTANT POUR CE DISQUE FINI ; ON TROUVE QUE 
LE COUPLE RÉSISTANT EST PROPORTIONNEL À ŴA (̂ ). 
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2° Une solution classique est celle qui est constituée par le mou
vement par droites parallèles ; prenons l'axe Ox parallèle à la direc
tion commune de ces droites ; la fonction de courant ne dépend 
que de y,t : = l̂¿ (y, t) et satisfait à l'équation : 

= 0 . 

On peut encore écrire <\i sous la forme : 

<]; = a(% - cpO/O, ( 5 . 1 ) 
a{t) désignant une fonction arbitraire de î et la fonction <p satisfaisant 
à l'équation 

v ç ; , - cp; = 0 , ( 5 . 2 ) 

ce qui est l'équation de la chaleur. 
La pression est donnée par 

- -f U = — a'(t)x + k{t). 
P 

Si on veut que la pression reste partout finie il faut que a' = 0 

et finalement la vitesse M = — vérifie l'équation : 

vWy. — u[ = 0 . 

3° Une autre solution classique est constituée par le mouvement 
par cercles concentriques ; si on suppose les cercles centrés sur l'ori
gine la fonction de courant ij'f'', i) satisfait à l'équation : 

v A A ^ - ( A ^ ) ; = 0 , 

où on a posé : 

A4> = -f - î̂ ;. 
r 

Mais si on écrit que la quantité - + U doit être uniforme on 
P 

obtient : 
v A + — = 0 . ( 5 . 3 ) 

La fonction de courant doit donc satisfaire à cette équation plus 
restrictive que la première. 

4 " M. Taylor a observé (42) que l'équation ( 2 . 2 ) admet les 
solutions suivantes 

<^{x y t) = e""'.F(x y), ( 5 . 4 ) 
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c ' e s t - à - d i r e 

v ( A / ) ; - ^ Д/-/; = 0 . ( 5 . 7 ) 

S i o n s u p p o s e q u e / n e d é p e n d p a s d e t, c ' e s t - à - d i r e q u e l e m o u 

v e m e n t e s t p e r m a n e n t , o n o b t i e n t l e s s o l u t i o n s ( 4 . 1 1 ) e t ( 4 . 1 2 ) . 

E n m o u v e m e n t n o n p e r m a n e n t M . H a m e l p o s e 

r / ; = e ' ^ ' . x » ; ( 5 . 8 ) 

o n v o i t a l o r s q u e l a f o n c t i o n Xn s ' e x p r i m e p a r l e s f o n c t i o n s d e 

B e s s e l : 

X „ ( r ) = C i r ^ J x ( a ) + C / J _ ^ ( a ) , ( 5 . 9 ) 

0 1 1 l ' o n a p o s é 

a -r, X = 1 + 

V v / 2 v 

S i X n ' e s t p a s e n t i e r l e s d e u x s o l u t i o n s r ^ ' J - ^ j , s o n t l i n é a i r e m e n t 

l a f o n c t i o n F s a t i s f a i s a n t à l ' é q u a t i o n 

A,F = k.F. ( 5 . 5 ) 

O n r e m a r q u e r a q u e d a n s l e s m o u v e m e n t s p a r d r o i t e s p a r a l l è l e s , 

d a n s c e u x p a r c e r c l e s c o n c e n t r i q u e s e t d a n s l e s m o u v e m e n t s d o M . 

T a y l o r l e s l i g n e s d e c o u r a n t n e c h a n g e n t p a s d e f o r m e a v e c l e 

t e m p s e t c o ï n c i d e n t a v e c l e s t r a j e c t o i r e s b i e n q u e l e m o u v e m e n t 

s o i t n o n p e r m a n e n t . 

M . K a m p é d e F é r i e t a d é m o n t r é ( 2 3 ) q u e l e s q u a t r e c l a s s e s d e 

m o u v e m e n t s c i - d e s s u s s o n t l e s s e u l e s p o u r l e s q u e l l e s l e t o u r b i l l o n 

e s t c o n s t a n t l e l o n g d e c h a q u e l i g n e d e c o u r a n t , c ' e s t - à - d i r e p o u r 

l e s q u e l l e s l e s t e r m e s n o n l i n é a i r e s d i s p a r a i s s e n t d ' e u x - m ê m e s d e 

l ' é q u a t i o n d e c o m p a t i b i l i t é c i n é m a t i q u e ( 2 . 2 ) . 

5 " M . l l a m e l ( 1 6 , p p . 5 0 - 5 4 , c f . a u s s i 2 2 ) é t u d i e l e s s o l u t i o n s d e l à 

f o r m e : 

Ф = C 9 - f / ( r , t), ( 5 . 6 ) 

С d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e . I c i e n c o r e l ' u n i f o r m i t é d e l a p r e s s i o n 

d o n n e u n e é q u a t i o n p l u s r e s t r i c t i v e q u e l ' é q u a t i o n d e c o m p a t i b i 

l i t é , à s a v o i r : 

ч д , ф ) ; - ^ Д,Ф-Ф; = 0 , 
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C) Ces ÉQUATIONS NE SONT PAS ALGÉBRIQUES. CETTE SOLUTION NE RENTRERAIT DONC PAS DANS 
LE CADRE DE l'INTÉGRALE EXACTE TELLE QUE NOUS L'AVONS DÉFINIE. 

INDÉPENDANTES. M. HAMEL A AUSSI OBTENU UNE REPRÉSENTATION DES 
SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (5. 7) PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

6° M. OSEEN A CHERCHÉ (29, P. 148) DES SOLUTIONS DE LA FORME : 

<{; = F(A) + 9.G(A) + K^, 
où 

A LOG^ ,̂ 

ET OÙ TP ET X DÉSIGNENT LES FONCTIONS HARMONIQUES CONJUGUÉES (4. 6) ; 
K EST UNE CONSTANTE. ON OBTIENT POUR LES FONCTIONS F ET G DEUX 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES DU QUATRIÈME ORDRE {̂ ). M. 
OSEEN INTÈGRE CES ÉQUATIONS DANS DIVERS CAS PARTICULIERS. 

M. OSEEN CLIEROHE AUSSI (29, p . 151) DES SOLUTIONS DE LA FORME : 

'¡I = E'""<!'-''Z)F(A) - j - (P(A + BA) + KX, (5. 10) 

A ET B DÉSIGNANT DES CONSTANTES. MAIS IL EST AISÉ DE VOIR QUE L'EXPRES
SION (5. 10) EST DE LA FORME : 

i> = {mLogr + n]Q + f(r, t], 

ET IL EST PLUS COMMODE DE L'ABORDER DIRECTEMENT (CF. § 22). 
7° M. BATEMAN CHERCHE (1 , P. 247, CF. AUSSI 31) DES SOLUTIONS DE 

LA FORME 
^ = Mx, t)y I- B(x, t). (5. 11) 

L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE MONTRE QUE LES FONC
TIONS A (X, t) ET B (x, t) DOIVENT VÉRIFIER LES ÉQUATIONS : 

v A - - AA ; + A;A; - A;; = O, (5.12) 

v B - - AB:; -F B;A; - B;, = 0. (5. IS) 

UNE FOIS LA PREMIÈRE ÉQUATION INTÉGRÉE, LA DEUXIÈME EST UNE ÉQUA
TION HNÉAIRE EN B. CETTE DEUXIÈME ÉQUATION ADMET LA SOLUTION 
PARTICUHÈRE ÉVIDENTE B = K. A, K DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. LES 
ÉQUATIONS (5. 12) ET (5. 13) PEUVENT D'AILLEURS ÊTRE INTÉGRÉES UNE FOIS 
PAR RAPPORT À x. 

M. BATEMAN CHERCHE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS (5. 12) ET (5. 13) 
QUI SOIENT DE LA FORME : 

A = F{x + ai), B ^ G(x + oLt), 
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4; = x.a{t) + e^*'0(2; , V + f adt), (5. 21) 

k d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e e t O une f o n c t i o n qui sa t i s fa i t à l ' équa
t i o n 

= m. 

C) O n v e r r a p l u s lo in (§ 5) le l ien q u i u n i t la s o l u t i o n (5. 16) à la s o l u t i o n (4 . 15) e t 
e n p a r t i c u l i e r la s o l u t i o n (5. 19) à la s o l u t i o n (4. 18) . 

« d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e . E n p o s a n t 

H = F(a; + ai) - a, 

o n o b t i e n t les é q u a t i o n s : 

vH'^ + H ' H " — HH'" = 0 , (5. 14) 

vG'^ + G'H" — IIG'" = 0, (5. 15) 

qui n e s o n t a u t r e s q u e les é q u a t i o n s (4. 16) e t (4. 17). L a f o n c t i o n 
d e c o u r a n t s'écrit : 

<p = — <x}j + Hix + ^t)y + G{z + Oit). (5. 16) 

L ' é q u a t i o n (5. 14) a d m e t les s o l u t i o n s par t i cu l i ère s s u i v a n t e s : 

6v 
= ( 5 . 1 7 ) 

H = va + Ce'^^, (5. 18) 

o ù l 'on a p o s é Ç = a; + ai et o ù a e t C d é s i g n e n t d e s c o n s t a n t e s . 
P o u r la s o l u t i o n (5. 17) l ' é q u a t i o n (5. 15) d e v i e n t u n e é q u a t i o n 
d ' E u l e r e t o n p e u t f a c i l e m e n t exp l i c i t er la s o l u t i o n ; on t r o u v e 
finalement pour l a f o n c t i o n de c o u r a n t : 

ij; = — r6v(a; + ûci)~' + a l y + C^{x + ai)" + G¿x + xi)"* 

+ C¿x + a í ) - 2 (5. 19) 

Cg Cj et a d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s {^). P o u r la s o l u t i o n (5. 18) 
l ' é q u a t i o n (5. 15) se rédu i t après q u e l q u e s t r a n s f o r m a t i o n s à u n e 
é q u a t i o n de L a p l a c e . 

8° M. B a t e m a n cherche ( 1 , p p . 2 4 8 - 2 5 0 ) les m o u v e m e n t s d o n t la 
fonc t ion d e c o u r a n t sa t i s fa i t à la re la t ion : 

^ x.a[t) + ^^^.h{t), ( 5 . 2 0 ) 

a{t) et b{t) d é s i g n a n t d e u x f o n c t i o n s d e t. On t r o u v e q u e b d o i t 
se réduire à u n e c o n s t a n t e ; la fonct ion d e c o u r a n t est d o n n é e par : 
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(1) Whittaker and Watson, MODEM ANALYSIS, § 17. 7. 

On peut expliciter de nombreuses solutions de cette équation ; en posant 
yi = y + f adt, on a par exemple les développements formels suivants pour O : si /i2 > : d) = 2 (A„e"̂  + B^e~^){C^ cos Xj/j -f- D„ sin \y^) (5. 22) 

n 

avec = «2 — ̂  . 
si n"" < k: O = 2(A„fi'"-f B„e-™̂)(C„e'̂''' + I\e-''"') (5. 23) 

N avec X̂  = A; — ft^ ; enfin si =^k: (b = [Aé^^ + Be--"̂)(C2/i + D). (5. 24) Les grandes lettres désignent des constantes. 
Considérons les variables et 0̂  définies par les relations ; 

cos 0̂  = X, sin = En posant k = — on a pour «I» le développement formel : O = S(A„ cos ftOi + B„ sin «9i)rC„J„((xri) + D„Y„(ar i ) ] , (5.25) 
n J„(a7-i) et Y^(ari) désignant les fonctions de Bessel d'ordre n de première et de deuxième espèce. En posant k — aP' or\ a de même le développement : 

O = S(A„ cos TzOï + B„ sin /îOi)[c„IJari) + D„K„f«ri)] (5. 26) 

N 

I„(otri) et K„(a7-,) désignant les fonctions de Bessel modifiées d'ordre n de première et de deuxième espèce (̂). Les expressions (5. 25) et (5. 26) montrent qu'on a en particulier les solutions suivantes : 
<6 = CJo(ari) + DYo(«7-i), O = CI„(ocri) + DKo(«ri). M. Bateman cherche aussi d'une manière analogue à (5. 20) les mouvements dont la fonction de courant satisfait à la relation : 
^ = 7-2. a{t) + b{t). (5. 27) On trouve que a[t) et b{l) doivent se réduire à des constantes et ÔQ ; la fonction de courant est de la forme : 

if - a^^ -f- <D(r, 6 + 2ao«)e"", (5. 28) 
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^ 2>z^ a/-2 r ôr 

1° On a d'abord le mouvement par droites parallèles à Oz ; la 
fonction de courant <\i = (jj(r t) doit être de la forme : 

^ = a{t)r + 9(r, t), 

a{t) désignant une fonction arbitraire de t et CP satisfaisant à l'équa
tion 

La pression est donnée par : 

- = 0. 

? + U - 2a'{t)z + b{t), 
P 

b{t) désignant une autre fonction arbitraire de t. 
2° D'une manière analogue à ( 4 . 2 0 ) on peut avoir des solutions 

(];(r z t) telles que : 
D ^ ' l = Kr«, (5. 2 9 ) 

K désignant une constante absolue. Ces mouvements conviennent 
à la fois aux fluides visqueux et aux fluides parfaits. 

( ^ ) O N V E R R A P L U S L O I N ( § 6 ) L E L I E N Q U I U N I T L E S S O L U T I O N S ( 5 . 2 1 ) e t ( 5 . 2 8 ) À L A S O L U T I O N 

( 5 . 4 ) de M. T A Y L O R . 

1 

où on a posé k = — et où O désigne une fonction qui satisfait à 

l'équation : 
A g O = k(I>. 

Posons 6̂  = 0 + 2agt ; on a pour O les développements formels 
( 5 . 2 5 ) et ( 5 . 2 6 ) où il suffit de remplacer r^ par r {^). 

B . M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T D E R É V O L U T I O N . 

Rappelons l'équation de compatibilité cinématique : 

^D,^+r-^ ^ - ( D , ^ ) ; = 0 ( 3 . 2 ) 
D(r, z) 

où le symbole désigne l'opérateur 
2« î ) 2 1 a 
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i}) L e s rnouveinerils qui jouisseuL de celle propriété ont été étudiés pour la pre
mière fois par Beltrami, Considerazioni idrodinamiche. Rend. Ist. Lombardo, vol. 22, 
1889, pp. 121-130. Beltrami ne s'occupe que de fluides parfaits. M. Caldonazzo, à la suite 
de Beltrami, appelle mouvements hélicoïdaux les mouvements qui jouissent de la pro
priété ci-dessus ; il ne semble pas que cette dénomination soit à conserver : le mouve
ment de M. Strakhovitch (4. 25) montre en effet qu'il peut exister des mouvements i 
trajectoires hélicoïdales où le vecteur tourbillon n'est pas dirigé suivant le vecteur 
vitesse. 

C. Mouvement non permanent spatial. 

1° Le mouvement par droites parallèles sans symétrie axiale 
est une solution de la catégorie actuelle. Prenons l'axe Oz parallèle 
à la direction commune des trajectoires. On a pour les composantes 
de la vitesse en tenant compte de la condition de continuité : 

u =c 0, = 0 , w = w{x y t). 

L'équation de compatibilité cinématique montre que la fonc
tion w doit satisfaire à l'équation : 

vAjW — — = K(«), (5.30) 

K(<) désignant une fonction arbitraire de t. La pression est donnée 
par 

p 
Kj(i) désignant une autre fonction de t. 

2° M . Caldonazzo (9) a trouvé un mouvement non permanent où 
les trajectoires sont des hélices circulaires tracées sur des cylindres 
d'axe Oz. En employant les coordonnées cyHndriques les compo
santes de la vitesse sont : 

= 0, = Ae-«"'Ji(ar), C3 = Ae-^''Jo(ar). (5. 31) 
Dans ces formules JQ et Jj indiquent les fonctions de Bessel de 

première espèce d'ordre zéro ct un, A ct a sont des constantes abso
lues. Ce mouvement jouit de ia propriété suivante : le vecteur tour
billon a même direction que le vecteur vitesse (̂ ) : 

r" t̂V = X.V. 
Les particules fluides qui se trouvent sur un cylindre déterminé 

ne changent pas leurs positions relatives, le cyhndre se déplaçant 
comme une surface rigide d'un mouvement héhcoïdal ; le cylindre 
de rayon r tel que ar soit une racine de est animé d'un mouvement 
de translation seul, celui dont le rayon r est tel que ar soit une racine 
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(1) s t r i c t e m e n t p a r l a n t la s o l u t i o n de M. Trka l ne fera i t p a s par t i e de l ' e n s e m b l e d e s 
i n t é g r a l e s e x a c t e s t e l q u e n o u s l ' a v o n s déf in i . P a r a i l l eurs l ' é q u a t i o n (5 . 33) e s t très 
s i m p l e e t b i e n c o n n u e . 

de Jq est animé d'un mouvement de rotation seul. Remarquons 
enfin que les lignes de courant et les trajectoires coïncident quoique 
le mouvement ne soit pas permanent. 

3'^ La solution précédente rentre dans une famific plus générale 
qui a été indiquée par M. Trkal ( 4 3 ) et qui est la suivante : 

a(x J/ z) e-̂ ''"', (5. 32) 

où k désigne une constante absolue et a{x y z) un vecteur qui satis
fait à l'équation : 

rot a = k.a. (5. 33) 
Dans ce mouvement (̂ ) les lignes de courant ne changent pas de 

forme avec le temps et coïncident avec les trajectoires bien que le 
mouvement soit non permanent. Quant à la pression elle est donnée 
par : 

^ + u = -l^^e-^^''' + m, 
P 2 

f{t) désignant une fonction arbitraire de t. 
Remarquons qu'on déduit de l'équation (5. 33) : 

-> 

On notera l'analogie formelle de la solution actuelle et de la solu
tion (5. 4) de M. Taylor ; ces deux solutions sont cependant essen-
tiefiement différentes ; dans la solution de M. Taylor le vecteur 
tourbillon est normal au vecteur vitesse ; dans la solution de 
M. Trkal il est dirigé suivant le vecteur vitesse. 

i° M. Caldonazzo a étudié (8 b, p. 408) les mouvements symé
triques par rapport à un axe (cf. § 1 7 et § 34) tels que le mouvement 
dans le plan méridien soit potentiel. On trouve que le mouvement 
dans le plan méridien est régit par la fonction de courant : 

^ {ar^ + b)z + a^r"- + b^, ( 5 . 34) 
a b a-^ b-^ désignant des fonctions arbitraires de i ; la composante 
de la vitesse normale au plan méridien, soit j(r, t) satisfait à une 
équation aux dérivées partielles qu'on peut écrire en posant rf = h 
et en prenant = s comme variable indépendante : 

i^jshl. — 2{as + h% — h\ = 0. (5. 35) 



CHAPITRE II 

TRANSFORMATION OBTENUE PAR LA MÉTHODE 
DES AXES MOBILES 

6. Le but de ce chapitre est d'étabhr la proposition suivante qui 
permet de déduire de nouvelles intégrales des équations de Navier-
Stokes à partir d'intégrales connues : 

CONSIDÉRONS UNE SOLUTION : 
U}{XY ZT), V ^ X Y Z T), {XY ZT) 

DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES ; SOIENT D'AUTRE PART SIX FONCTIONS 
ARBITRAIRES DE t (̂ ) : LES TROIS FONCTIONS a(t), b(t), c(t) ET LES TROIS FONC
TIONS QUI SERVENT à DÉTERMINER LE TABLEAU DE COSINUS DIRECTEURS (^) : 

«1(0, M ) , Yi(0, 

«2(0, M ) , YZIT), 
a3(«), PslO, TslO ; 

SOIENT P(t), Q(t), R(t) TROIS FONCTIONS DE t QUI SE DÉDUISENT DE CE TABLEAU 
PAR LES RELATIONS : 

P(T) = «3a; + Psp; + 
Q(T) = «1«; + PiP; + y i t ; 
R(() = aaa'i + PaSj + Y^Y[ ; 

SUPPOSONS QUE LA SOLUTION DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES CONSIDÉRÉE 
SATISFASSE AUX ÉQUATIONS : 

Sx ^ -ÀY IZ 
^ IV^ ^ 7)V^ 
P.— + Q.— + R.— = Q', 

Sa; 7>Y IZ ^ ' 
P . — + Q.̂  k R.— = R' ; 

IX IY 02 
(') Elles sont assujetties seulement à certaines conditions de régularité. 
('] Ces trois fonctions peuvent être par exemple les angles d'Euler. 

4 
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Considérons un m o u v e m e n t oîi les composantes de la vitesse 
p a r r a p p o r t aux axes fixes Ox, Oy, Oz sont : 

u[x y z t), v[x y z t), iv(x y zt) ; (6. 1 ) 

supposons que ce mouvemen t soit un mouvemen t de fluide vis
queux incompressible, c 'est-à-dire 
qu'il satisfasse à l ' équat ion de 
compat ib i l i té c inémat ique . 

Soit ma in t enan t un sys tème 
d 'axes mobiles O^X, OiY,'OiZ ; 
considérons le mouvemexit où la 
vitesse re la t ive pa r rappor t aux 
axes OjX, OjY, Ô Z a pour compo-

FiG. a. santés selon ces mêmes axes : 

M ( X Y Z J ) , c(XYZf), «'(XYZf), 
u{xyzt),... dés ignant les fonctions (6 .1) . Ce second mouvemen t 
ne sera pas en général un mouvemen t de fluide v isqueux incom-

(') La proposition ci-dessus est vraie non seulement pour un fluide visqueux incom
pressible mais aussi pour un fluide parfait incompressible. 

alors les fonctions : 

u^'ixyz t), c " {xyz t), (xyzt) 

définies par les relations : 

W^ixyzt) =a' + Q„(3—c)- R„(!/ - i) I «i{X YZ«)ai + «^'(XYZija, + «;i(XYZ<)a3, 
vn[xyst) = i ' + Ro{a; —tj) —Po(s—t) + Mi(XYZO,3i + i " ( X Y Z 0 3 2 +îiHXYZî!)33, 
wn{xy2i) =c' + P„(2/— è)_Q„(x—«) + MI(XYZ/)YJ + ti(XYZ/;)Y2 + w^{XY7A)^^, 

constituent une nouvelle solution des équations de Navier-Stokes ; 

dans ces formules X, Y, Z se déduisent des variables x, y, z /jar les 

relations : 

X = (X a)ai + (y — 6)Pi + (z — c)yi, 

Y = (x — a)a2 + (?/ — + (2 — C)Y2, 
Z = (a: — a)a3 + {y — b)^s + (z — c)ys, 

et les jonctions Po(t), Qo(t), Ro(t) se déduisent du tableau de cosinus 

directeurs par les relations : 

l'o(0 = PiYi' + P2T; + Pâli 
Qo(0 = yi«i + Ï2a2 + T3K3, 
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U) Contrairement à l'usage nous ne désignerons pas ces composantes par p q r pour 
éviter la confusion avec la pression p. 

PRESSIBLE ; ON CONÇOIT EN EFFET QUE L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉ
MATIQUE ÉCRITE AVEC LES VITESSES RELATIVES ET EN AXES MOBILES CON
TIENDRA DES TERMES QUI DÉPENDRONT DU MOUVEMENT DU SYSTÈME 
D'AXES MOBILES : LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI TRADUISENT 
CETTE ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE NE SERONT PAS IDENTIQUE
MENT CELLES QU'ON OBTIENDRAIT EN REMPLAÇANT x y z RESPECTIVEMENT 
PAR X Y Z DANS LES ÉQUATIONS QUI CORRESPONDENT AU CAS DES AXES 
FIXES. NOUS NOUS PROPOSONS DE RECHERCHER LES CAS EXCEPTIONNELS OÎI 
LE MOUVEMENT OBTENU PAR LE PROCÉDÉ CI-DESSUS EST ENCORE UN MOU
VEMENT DE FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE. 

FIXONS D'ABORD QUELQUES NOTATIONS. SOIENT a(t), h(t), c{t) LES COOR-

DONNÉES DE L'ORIGINE 0^ DU SYSTÈME MOBILE. DÉSIGNONS PAR i, j, k 
LES VECTEURS UNITAIRES DES AXES OJX, O^Y, O Ẑ ET SOIENT RESPECTIVE
MENT : 

« 1 PI Yi , 

LES COMPOSANTES DES VECTEURS I, /, k, COMPOSANTES QUI FORMENT UN 
TABLEAU DE COSINUS DIRECTEURS. LES COORDONNÉES X Y Z D'UN POINT M 
DANS LE SYSTÈME MOBILE SONT DONNÉES EN FONCTION DE SES COORDONNÉS 
x y z DANS LE SYSTÈME FIXE PAR LES FORMULES : 

X = { x ~ A)AI + (2/ — b)^^ -F (Z — c ) y ^ , 

Y = (A; — A ) A 2 - F - (2/— è ) P 2 - ( 2 — C)Y2, (6.2) 

Z = (X — fl)A3 + {y~ i)P3 + (Z — C)Y3. 
—>- - > 

SOIENT VO(«) LA VITESSE DU POINT ET 0.(1) LA ROTATION INSTANTANÉE 

EN OI. LES COMPOSANTES DE V^(t) SUR LES AXES FIXES SONT : 

a ' ( t ) , b ' ( t ) , c ' ( l } . 

SOIENT P(«), Q(0, R(0 (̂ ) LES COMPOSANTES SELON LES AXES MOBILES 

DE LA ROTATION INSTANTANÉE Q ( t ) CT SOIENT V o ( t ) , Clo(t), RO(0 SES COM
POSANTES SELON LES AXES FIXES ; CES COMPOSANTES SONT DONNÉES COMME 
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CES NOTATIONS ÉTANT CHOISIES, ÉCRIVONS L'ÉQUATION DU MOUVEMENT 
D'UN FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE ET L'ÉQUATION DE COMPATIBIHTÉ 
CINÉMATIQUE SOUS LA FORME : 

— grad ( U + = 7 + v.roTaV, (6.3) 
P/ 

ROT Y + V.ROTA V = 0. (6. 4) 
—> 

SOIT LA VITESSE RELATIVE RAPPORTÉE AU SYSTÈME MOBILE XYZ 
ET SOIT VG LA VITESSE D'ENTRAÎNEMENT. SOIENT DE MÊME y,, ET LES 
ACCÉLÉRATIONS RELATIVE ET D'ENTRAÎNEMENT. ON A LES RELATIONS : 

V = V, + V„ (6. 5 ) 

' Y = Y'r+TE + 2^AV,. (6.6) 

ÉCRIVONS LES COMPOSANTES DE LA VITESSE D'ENTRAÎNEMENT V^ DONT 
NOUS AURONS BESOIN. ON A : 

VE(M,0 = VO+ Q A O I M ; 

LES COMPOSANTES DE V̂  SELON LES AXES OX, Oy, Oz SONT DONC RESPECTI
VEMENT : 

a' + QO(Z - C) - RO(2/ - b), 
b' + R,{x — A) — PO(Z — C), 
c' + P,{y-b)—q,{x — a). 

ON EN DÉDUIT IMMÉDIATEMENT QUE L'ON A : 

- \ \ , = ^ , Y , = 0. (6.7) 

IL EST BIEN CONNU PAR LES FORMULES SUIVANTES : 
-> Y 

-> DJ -> DK 

^^^^ ^ ^'DT^ ^ ^ 'IFT ^ "'^^^ ^ ^^^^ ^^^"^ 

PO(O = PXY; + P̂ Y; + PSY; = - (YIP; + Ŷ P; + YSP;), 
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A 
— GRAD u + ^ = Y, + Y« + 2£2AV, + V.ROT̂  V „ (6. 8) 

P/ 
-> (-

ROT Y , + V.ROTG V,. - f ROT Ye + 2 ROT \ ̂ f\S^} = 0 . (6. 9) 
->-

CONSIDÉRONS MAINTENANT UN MOUVEMENT V DONT LES COMPOSANTES 
SELON LES AXES OA;, 0?/, OZ SONT RESPECTIVEMENT : 

u\x y z 0, v\x y z f), w\x y z t), 
ET SUPPOSONS QUE CE MOUVEMENT SOIT UN MOUVEMENT DE FLUIDE VIS
QUEUX INCOMPRESSIBLE, C'EST-À-DIRE QU'IL SATISFASSE À L'ÉQUATION DE 
COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE (6. 4) ; ON A DONC : 

ROT Y' + V.ROTAV = 0. (6. 10) 

A CE MOUVEMENT V ASSOCIONS UN SECOND MOUVEMENT V" TEL 

QUE LA VITESSE RELATIVE V" PAR RAPPORT AUX AXES O^XYZ DANS CE 
SECOND MOUVEMENT AIT POUR COMPOSANTES SELON CES MÊMES AXES : 

< (XYZt) a'{X Y Z t), vl' {XYZt) = v'(XYZ t), 
< ( X Y Z O = «-'(X YZO. (6.11) 

NOUS CHERCHONS À QUELLE CONDITION LE MOUVEMENT V" EST UN 
MOUVEMENT DE FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE. 

PAR SUITE DE L'ÉQUATION (6. 10) ON A : 

NRT̂ " + V.RLRTG VJ' = 0. 

SI L'ON SE REPORTE ALORS À L'ÉQUATION (6. 9), ON VOIT QUE LA CONDITION 

NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE LE MOUVEMENT V" SOIT UN MOUVE
MENT DE FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE EST QUE L'ON AIT : 

ROT y,+ 2 ROT ̂  Q A V " ; = 0. (6. 12) 
- > 

LA VITESSE ABSOLUE DANS LE MOUVEMENT V " EST DÉFINIE PAR : 

V " = V , + VJ' ; 

INTRODUISONS LES EXPRESSIONS (6. 5) ET (6. 6) DANS LES ÉQUATIONS 
(6. 3) ET (6. 4) EN TENANT COMPTE DE (6. 7 ) . ON OBTIENT AINSI LES ÉQUA
TIONS SUIVANTES : 
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^ dO. —> -> 
Yc = ï o + — A O i M + Ü A 

EN DÉSIGNANT PAR Y,, = —• L'ACCÉLÉRATION DU POINT 0^. CALCULONS LE 
Ut 

ROTATIONNEL DE Ŷ  ; ON OBTIENT FACILEMENT : 

dÇï 
''"^^-'-dT-

(1) Nous dirons aussi : mouvement primitif ou mouvement dérivé pour : solution 
primitive ou solution dérivée. 

LES COMPOSANTES DE LA VITESSE SELON LES AXES OA;, Oy, Oz SONT DONC 
POUR CE MOUVEMENT : 

Li"(xyzt) = a' + QO(2 — C) — RO(2/— 6) 

-I- u'(X Y Z + C'(X Y Z t)yi^ - W'(X Y Z 0^3, 

'̂"(A: yzt) ^b' + RO(A; — A) — PO(Z — C) 

+ u'iX Y Z + (̂ '(X Y Z OPa + «''(X Y Z i)P3, ( 6 . 1 3 ) 

w''{x yzt)=c' + P^iy — è ) — Qaix — a) 

+ «'(X Y Z I)Yi + ^'(X Y Z 0 ï 2 + «"(X Y Z I)Y3. 

DANS CES FORMULES IL FAUT REMPLACER X Y Z PAR LEURS EXPRESSIONS 
DONNÉES EN ( 6 . 2 ) . 

NOUS AVONS DONC DÉJÀ OBTENU LE RÉSULTAT SUIVANT : 
SOIT DONNÉE UNE SOLUTION u\x y z t), v\x y z t), w^{x y zt) DES 

ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES ; SUPPOSONS EN OUTRE QUE LA CONDITION 
( 6 . 1 2 ) SOIT SATISFAITE ; ALORS LES FONCTIONS v}\x y z F), C"(X y z t), 
w^\x y zt) CONSTITUENT UNE NOUVELLE SOLUTION DES ÉQUATIONS DE 
NAVIER-STOKES. 

NOUS APPELLERONS LA SOLUTION U', C', TV', la solution primitive ET LA 
SOLUTION LI", P", W", la solution dérivée (^). 

EXPLICITONS LA CONDITION ( 6 . 1 2 ) . L'ACCÉLÉRATION D'ENTRAÎNEMENT Ye 
A POUR EXPRESSION : 
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AY F R. AZ 

F 11. 
AY 

F 11. 
AZ 

A < 
F R. 

A < 
AY 

F R. 
AZ 

AX 

AC" 

ON PEUT ÉCRIRE CES TROIS RELATIONS SOUS LA FORME SUIVANTE OÎI FIGURENT 
LES DÉRIVÉES DES COMPOSANTES u?{xyzt), v\xyzt), w\xyzt) DE LA 
SOLUTION PRIMITIVE : 

_ AW' ^ sm' ^ AW' 
P .— + Q. — + R .— = P', 

AA; A?/ AZ 
AC' iv^ tv^ 

P. — + Q . — + R . - = Q', (6.14) 
AX AY AZ 

P . ^ + Q . ^ + R . ! ^ ' = R ' . 
AX AY AZ 

ON VOIT QUE LA TRANSFORMATION QUE NOUS AVONS OBTENUE S'APPLIQUE 
À TOUTE SOLUTION «'(xT/ZI), ç'^{xyzt), w^{xyzt) QUI VÉRIFIE LES 
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES (6. 14). 

LA PROPOSITION ÉNONCÉE AU DÉBUT DU PRÉSENT PARAGRAPHE SE TROUVE 
DONC COMPLÈTEMENT DÉMONTRÉE. 

IL SUBSISTE UN GRAND ARBITRAIRE DANS LA SOLUTION DÉRIVÉE (6. 1 3 ) ; 
IL Y FIGURE EN ELÏET 6 FONCTIONS ARBITRAIRES DU TEMPS SOIT LES 3 FONC
TIONS a{t), b{t), c{t) ET LES 3 FONCTIONS QUI FIXENT LE TABLEAU DES COSINUS 
DIRECTEURS ¡3̂  Yi (DONC LA ROTATION INSTANTANÉE) ; LES 3 DERNIÈRES 
FONCTIONS DOIVENT SEULEMENT ÊTRE TELLES QUE LES ÉQUATIONS (6. 14) 
SOIENT SATISFAITES (̂ ). 

PASSONS MAINTENANT À LA PARTIE DYNAMIQUE DU PROBLÈME ET CHER

CHONS COMMENT LA PRESSION p OU PLUTÔT LA QUANTITÉ - + U RELATIVE 
P 

Si l 'on se b o r n e à la c o n s i d é r a t i o n de s o l u t i o n s régul i ères l e s 6 f o n c t i o n s arb i t ra i re s 
d o n t il e s t par lé c i - d e s s u s d e v r o n t être a s s u j e t t i e s à (;ertaines c o n d i t i o n s de r é g u l a r i t é 
afin q u e , la s o l u t i o n p r i m i t i v e uf, vi, »1 é t a n t régul ière i l e n s o i t de m ê m e de la s o l u t i o n 
d é r i v é e un , pn, u>n. O n v o i t f a c i l e m e n t q u e c e s c o n d i t i o n s s o n t q u e les 6 f o n c t i o n s en q u e s 
t ion s o i e n t c o n t i n u e s a ins i q u e l e u r s d é r i v é e s j u s q u ' a u s e c o n d ordre . 

L'ÉQUATION VECTORIELLE (6. 12) PROJETÉE SUR LES AXES MOBILES O^X, 
OJY, Ô Z FOURNIT LES TROIS RELATIONS : 
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à la solution dérivée est liée à la quantité analogue relative à la solu
tion primitive. Posons pour simplifier : 

^ - f U = F. 

Soit F' (a; y z t) la fonction F de la solution primitive. L'équation 
( 6 . 3 ) du mouvement s'écrit : 

— grad F' = Y' + v.rotg W ( 6 . 1 5 ) 

Soit F"{xyzt) la fonction F de la solution dérivée. L'équation 
( 6 . 8 ) du mouvement prend la forme : 

— g ^ F" = 7 " + v.r"^, + 7 « + 2 Q ( 6 . 1 6 ) 

La fonction vectorielle YC + 2 Î 2 A ^ " ^ P̂ r Lypothèse son 
rotationnel nul en vertu de l'équation ( 6 . 1 2 ) ; elle est donc le 
gradient d'une fonction scalaire que nous désignerons par G : 

gradG = YE + 2 Q A V ; : ^ ( 6 - 1 7 ) 

Projetons cette égalité vectorielle sur les axes mobiles O J X , 

O J Y , OJZ. L'accélération d'entraînement YE ^ P^ur expression : 

DO. 

H - To + T ^ A O I M + l . i î . O I M ) Q — O ^ O J M . 

Les projections de l'accélération VQ du point 0 ^ sur les axes 
fixes sont a"b"c" ; soient ef g ses projections sur les axes mobiles 
qui s'en déduisent bien simplement ; les composantes de l'accélé
ration d'entraînement YE selon les axes mobiles sont donc : 

e + Q ' Z — R ' Y -f ( X P + Y Q -f Z R ) P — (P^ + R2)X, 
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SY 
aG 

(6. 18) 

az 

L'équation (6. 16) s'écrit quand on y introduit G : 
— grad F" - Y" + v.rotg VJ' + grad G. (6. 19) Rapprochons maintenant les équations (6. 15) et (6. 19) en prenant en considération les équations (6. 11) par lesquelles nous avons -> 

défini V" ; on en tire : 
F"(.x YZT) = F'{X Y Z i) — G(X Y Z T), (6. 20) où la fonction G est donnée par les équations (6. 18) ; il faut remplacer au second membre X Y Z par leurs expressions en fonction DE XYZ données en (6.2). Ou devrait ajouter au second membre de l'équation (6. 20) une fonction arbitraire de t ; cela est toutefois inutile puisque les fonctions F' et F" et la fonction G ne sont déterminées qu'à une fonction additive de T près. La relation (6. 20) 

P 

fournit le lien entre la quantité - -f U = F relative à la solution 
P dérivée et celle relative à la solution primitive. Nous allons maintenant examiner la transformation que nous venons d'obtenir dans quelques cas particuhers. 

I. MOUVEMENT PLAN. Considérons le cas où le mouvement primitif et le mouvement dérivé sont tous les deux plans. Dans ce cas l'on a : 
m = q{T) = 0. Les équations (6. 14) se réduisent alors à : R' = 0, 

Finalement l'égalité vectorielle (6. 17) projetée sur les axes ÔX, ÔY, OjZ permet donc d'écrire les trois équations suivantes : 
— = e + Q'Z —R'Y+ (XP + YQ + ZR)P 
2X 

— (P̂  + + R')X + 2Qw'(X Y Z 0 — 2Rv\X Y Z t), 
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en choisissant convenablement l'instant F I G . 4. 

initial on a donc : 
e = (ùt. 

Les formules (6. 2) deviennent ici : 

X = (x — a) cos U + (y — b) sin coi, 
Y = —- {x — a) sin (ùt -\- {y — b) cos lùt. 

Enfin les formules (6.13) qui donnent la solution dérivée ii"{x y î) 
v"{x y t) associée à la solution primitive u^{x y t), v^{x y t) s'écrivent : 

u"{x yt)=a'— cù{y — b) + u\X Y t) cos cot — c'(X Y t) sin cùt, 
c"(x yt) = b' + (ù[x — a) + u\X Y t) sin lùt + v\X Y 0 cos toi ; 

(6. 22) 

dans ces formules il faut remplacer au second membre X et Y par 
leurs expressions (6. 21). 

Le résultat obtenu peut donc s'énoncer dans le cas actuel de la 
manière suivante : 

Soit donnée une solution u'(x y t), v'(x y t) des équations de Navier-
Stokes pour le cas du mouvement plan \ les fonctions u"(x y t), v°(x y t) 
données par (6,22) constituent une nouvelle solution de ces équations. 

On voit que la solution dérivée contient deux fonctions arbi
traires de t : a[t), b{t) et une constante arbitraire to ('•). 

Si l 'on s e b o r n e à la c o n s i d é r a t i o n de s o l u t i o n s régul ières l e s f o n c t i o n s a(t) e t b{t) 
d e v r o n t ê tre a s s u j e t t i e s à ê tre c o n t i n u e s a ins i q u e l e u r s d é r i v é e s j u s q u ' a u s e c o n d ordre. 

ce qui montre que l'unique composante R de la rotation instan
tanée doit être égale à une constante w : 

R = w. 
Nous venons donc d'obtenir le résultat suivant : la transformation 

est applicable à tout mouvement plan sans exception ; la rotation 
instantanée R est constante. 

Le mouvement des axes mobOes OjX, O^Y est défini par les 
coordonnées a(t) et b(t) de l'origine 0^ et 

\^ par l'angle G(f) des axes Ox et O^X. 
\ rotation instantanée R est donnée 

\ ^ ^ ' ^ en général par : 
o, 

R 
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Passons maintenant à la partie dynamique du problème ; la 

relation ( 6 . 20) entre les quantités F = - + U prend ici la forme : 
P 

F"{x yt) = F'(X Y 0 — G(X Y t). 

Les équations (6 .18) dont l'intégration donne la fonction G(X Y t) 
se réduisent aux suivantes : 

^ = e — w^x —2civ\X Y t), 
ôX 

(6.23) 
^ = / — o^Y + 2a) u\X Y i). 

Tous ces résultats peuvent également s'exprimer en utilisant la 
fonction de courant ^[x y t) liée aux composantes de la vitesse par 
les relations : 

"by lix 

Soit i|j'(x y t) la fonction de courant de la solution primitive ; les 
équations ( 6 . 22) montrent aisément que la fonction de courant 
i];"(a; y t) de la solution dérivée a pour expression : 

+ — a) r,QS + (?/—h)ûn(ùt, —{x—a) sin toi-f (?/—S)cosù)i,/]. (6.24) 

Si on utilise la fonction de courant le résultat que nous avons 
obtenu s'exprime donc de la manière suivante : 

Soit donnée une solution (]J'(X y t) de Véqization de com.patihilité 
cinématique (2. 2) ; la fonction vj;"(x y t) fournie par ( 6 . 24) est une 
nouvelle solution de cette équation. 

Quant à la partie dynamique du problème, les équations ( 6 . 23) 
s'intègrent immédiatement si on utilise la fonction de courant et 
on obtient pour la fonction G en remplaçant X et Y par leurs 
expressions ( 6 . 21) : 

+ 2 — a) cos co/ + ( j / — i) sin wi, ~{x— a) sin w/ + (y— !)) cos coi, (]. 

Il est facile de voir ce que devient l'expression ( 6 . 24) si on emploie 
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l e s c o o r d o n n é e s p o l a i r e s r e t 6 a u l i e u d e s c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s ; 

s o i t ф ' ( г 6 T) l a s o l u t i o n p r i m i t i v e ; p o s o n s : 

y — h 
tg 9 = I 

X — a 

L a s o l u t i o n d é r i v é e a p o u r e x p r e s s i o n : 

ф " ( г 6 T) = A'Y - B'X — ^ - + Ф ' ( Р , Ф — t û i , 0 ; ( 6 . 2 5 ) 

l e s e c o n d m e m b r e d e ( 6 . 2 5 ) e s t f o n c t i o n DE r D T p a r l ' i n t e r m é d i a i r e 

d e X, Y, P ET (P q u i s ' e x p r i m e n t b i e n s i m p l e m e n t e n f o n c t i o n DE r Q T. 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t a p p l i q u e r l a t r a n s f o r m a t i o n à q u e l q u e s 

m o u v e m e n t s p l a n s c o n n u s p o u r e n t i r e r d e s m o u v e m e n t s n o u v e a u x . 

1 ° P r e n o n s d ' a b o r d c o m m e m o u v e m e n t p r i m i t i f l e m o u v e m e n t 

p l a n p e r m a n e n t p a r d r o i t e s p a r a l l è l e s ; o n a : 

V = AY^ + BY^^ + CY, ( 4 . 1 ) 

A B C d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s . L a s o l u t i o n d é r i v é e q u i 

s ' e n d é d u i t s ' é c r i t d ' a p r è s ( 6 . 2 4 ) : 

Ф" ^ A'Y — B'X~^ \(X — a ) 2 + {Y — BF + A / ^ + BF + С / , 

( 6 . 2 6 ) 

o i i A = A{T) e t ô = B[T) d é s i g n e n t d e s f o n c t i o n s a r b i t r a i r e s d e T e t o î i 

l ' o n a p o s é 

/ = — {X — A) s i n c ù i + ( ? / — B) c o s o ) / . 

D a n s l e n o u v e a u m o u v e m e n t ( 6 . 2 6 ) q u e n o u s v e n o n s d ' o b t e n i r 

l a f o n c t i o n d e c o u r a n t e s t u n p o l y n ô m e d u 3 ^ d e g r é e n X e t г / , l e s 

c o e f f i c i e n t s é t a n t d e s f o n c t i o n s d e T. L e m o u v e m e n t ( 6 . 2 6 ) , t o u t 

c o m m e l e m o u v e m e n t ( 4 . 1 ) d o n t i l d é r i v e , p o s s è d e l a p r o p r i é t é 

d e c o n v e n i r a u s s i b i e n à u n fluide p a r f a i t q u ' à u n fluide v i s q u e u x . 

2° P r e n o n s c o m m e m o u v e m e n t p r i m i t i f l e m o u v e m e n t p l a n p e r 

m a n e n t p a r c e r c l e s c o n c e n t r i q u e s ; o n a : 

= A r ^ L o g г - f В L o g r + C r 2 , ( 4 . 2 ) 

A B C d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s a r b i t r a i r e s . D ' a p r è s ( 6 . 2 5 ) l a s o l u 

t i o n d é r i v é e s ' é c r i t : 

Ф" = A'Y — B'X + A p 2 L o g p + В L o g p + CpS ( 6 . 2 7 ) 
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(') Il e s t a i sé de v o i r que le fa i t q u e n o u s v e n o n s de c o n s t a t e r sur les s o l u t i o n s (6. 26) e t 
(6. 27) e s t g é n é r a l : la t r a n s f o r m a t i o n n'a l tère p a s la propr ié t é du m o u v e m e n t de c o n v e n i r 
à la fo i s a u x f luides par fa i t s e t a u x f luides v i . squeux ; si le m o u v e m e n t pr imit i f p o s s è d e 
c e t t e p r o p r i é t é , il en e s t de m ê m e d u m o u v e m e n t d é r i v é . La ct iose e s t é v i d e n t e d 'après 
u n e r e m a r q u e p r é c é d e n t e (3« n o t e d u p r é s e n t p a r a g r a p h e ) . 

où a et ô d é s i g n e n t d e s f o n c t i o n s arbi tra ires de i et o ù p est d o n n é 
par 

p2 = (a; — a)^ + (y — b)K 

L e m o u v e m e n t (6. 2 7 ) , t o u t c o m m e le m o u v e m e n t (4. 2) d o n t il 
dér ive , p o s s è d e la propr i é t é de c o n v e n i r auss i b i e n à un fluide par
fait qu'à u n fluide v i s q u e u x (^). 

3 ° P r e n o n s c o m m e m o u v e m e n t pr imit i f l e m o u v e m e n t p e r m a 
n e n t par d r o i t e s c o n c o u r a n t e s ; on a : 

V = m, 
la f o n c t i o n F ( 9 ) sa t i s fa i sant à l ' é q u a t i o n dif férent ie l le : 

vF'" + 4 v F ' + F'2 = C, 

où G d é s i g n e u n e c o n s t a n t e ; c o m m e on l'a v u , F ' s ' e x p r i m e d'a i l leurs 
par la f o n c t i o n e l l ip t ique pu. Si n o u s a p p l i q u o n s la t r a n s f o r m a t i o n 
à ce m o u v e m e n t , n o u s o b t e n o n s d 'après (6. 25 ) le m o u v e m e n t 
d é r i v é : 

= a'î/ — — | - + F(cp — et), (6. 2 8 ) 

o ù a et J d é s i g n e n t d e s fonc t ions arbi tra ires de i e t où p et 9 s o n t 
d o n n é s par : 

^ (X — a)^ + (y ~ b)^, ç = a r c t g ^ — ^ . 
X — a 

4° On p e u t e n c o r e a p p l i q u e r la t r a n s f o r m a t i o n a u x m o u v e m e n t s 
(4 . 9) et (4. 10) de M. Jef îery : la fonc t ion d e c o u r a n t d u m o u v e m e n t 
d é r i v é s'écrit i m m é d i a t e m e n t . iJe m ê m e on pourra i t prendre c o m m e 
m o u v e m e n t p r i m i t i f le m o u v e m e n t (4. 13) de M. Oseen : on o b t i e n 
drai t u n m o u v e m e n t " p s e u d o - t u r b u l e n t " n o n p e r m a n e n t . 

5° P r e n o n s c o m m e m o u v e m e n t pr imi t i f le m o u v e m e n t (4. 15) ; 
o n a : 

f = Yix)y + G{x), (4 . 15) 

l e s f o n c t i o n s F{x) e t G{x) sa t i s fa i sant a u x é q u a t i o n s d i l î érent ie l l e s 
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-bx'^ iy'^ 
= k¥. (5. 5) 

Appliquons la transformation à ce mouvement ; d'après (6. 24) 
la solution dérivée s'écrit : 

(x-ay + (y-lf 

+ e^" .F [(i—a)cos t^t + (y—l) shi oit, — ( i — a ) s i n u i + ( ? / — i ) cos (6.30) 

OÙ aet b désignent deux fonctions arbitraires de t. 
La solution (6. 30) que nous venons d'obtenir peut aussi s'écrire 

SOUS une autre forme si on utilise les coordonnées polaires ; la solu
tion primitive est dans ce cas de la forme 

Y = e''*'.F(r 6), 

(4. 16) et (4. 17). Appliquons la transformation à ce mouvement ; 
d'après (6. 24) la solution dérivée s'écrit : 

V' = a'y - b'x - |[(^ - a? + (y - è)'] + f (X)Y + G(X), 

(6. 29) 

où a et è désignent deux fonctions arbitraires du temps et où l'on a : 

X = (.T — a) cos dit -\- [y — h) sin ui, 
Y = — {x — a) sin (ùt -\- [y — h) cos (ùt. 

La solution (5. 16) donnée par M. Bateman n'est qu'un cas par
ticulier de la solution (6. 29) ; prenons en effet dans cette dernière 
solution : 

(U = 0, a = — al, è = 0, 

a désignant une constante ; elle s'écrit : 

(j;" = — + F(a; + oit)y + G(a; + %t), 

ce qui est bien la solution (5. 16). Cette dernière est donc la trans
formée dans la transformation actuelle de la solution (4. 15) ; en 
particulier la solution (5.19) est la transformée de la solution (4. 18). 

6° Prenons comme mouvement primitif le mouvement (5. 4) de 
M. Taylor ; on a donc : 

Y = é"'KY{xy) (5.4) 

la fonction F satisfaisant à l'équation : 

2)2F ô̂ F 
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O N OBTIENT U N E FAMILLE U N P E U PLUS GÉNÉRALE QUE LA FAMULE ( 5 . 2 1 ) DE M . B A T E M A N 

ON GÉNÉRALISANT T H Y P O T H É S E QUI Y CONDUIT ET E N POSANT AU LIEU DE ( 5 . 2 0 ) : 

ij; = a.S,t)x -f a,Wy + i(ï).Aji|i. 
O N TROUVE ENCORE QUE LA FONCTION b{t) DOIT SE RÉDUIRE À UNE CONSTANTE ; LA FONCTION DE 

COURANT S'ÉCRIT TOUS CALCULS FAITS : 

TJ; = A I ( ( ) X + aS)y + e''''ti>[x — Ja^dt, y + ja^dl), {i. 2 1 A) 

k DÉSIGNANT UNE CONSTANTE ET LA FONCTION 0 SATISFAISANT À L'ÉQUATION : 

AjO = AO. 
CETTE SOLUTION PLUS GÉNÉRALE QUE ( 5 . 2 1 ) SE DÉDUIT C O M M E ELLE D E LA SOLUTION ( 5 . 4 ) DE 

M . TAYLOR PAR LA TRANSFORMATION CI-DESSUS : IL SUFFIT DE FAIRE M • = 0 D A N S LA SOLUTION ( 6 . 3 0 ) 

POUR L'OBTENIR. 

la fonction F vérifiant l'équation : 

Ô̂ F 1 5F 1 
Sr̂  r Tir r^ 7)Q^ 

D'après (6. 25) la solution dérivée s'écrit : 

^" = a'y^b'x~^-p^ ^ F ( P , 9 - CO/.), (6.31) 

où l'on a posé 

y — ^ 
TP = arc TFF • 

X — a 
Les mouvements f5. 21) et (5. 28) donnés par M. Bateman ne sont 

que des cas particuliers de la solution que nous venons d'obtenir. 
Supposons en effet que l'on prenne : 

a = 0, w = 0 ; 
la solution (6. 30) s'écrit : 

^];" = — h'x + e'^KV^x.y ^h), 

la fonction F vérifiant l'équation (5. 5) ; or ceci n'est autre aux 
notations près que la solution (5. 21) 

De même prenons 
a = 6 = 0 

dans la solution (6. 31) ; on a alors : 

9 = r, 9 = 0 

et la solution (6. 31) s'écrit : 

= — + e^".F(r, 0 — 0 1 « ) , 
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la fonction F vérifiant l'équation (5. 5 a), ce qui n'est autre, aux 
notations près, que la solution (5. 28). 

Les solutions (5. 21) et (5. 28) de M. Bateman sont donc les trans
formées de la solution (5. 4) de M. Taylor. 

2. Mouvement nnn plan. 

Si le mouvement n'est pas plan la transformation s'applique à la 
classe des mouvements qui satisfont aux équations (6. 14). Cette 
classe est très générale comme on va le voir sur les cas particuliers 
suivants. 

1° Supposons que la rotation instantanée Cl soit nulle, c'est-à-
dire que l'on ait : 

P = Q = R ^ 0 ; 

autrement dit le mouvement des axes mobiles se réduit à une trans
lation. Dans ce cas les équations (6. 14) sont satisfaites quelle que 
soit la solution primitive u^{x y z t), ii^{x y z t), w\x y z t). La 
solution dérivée donnée par (6. 1 3 ) est constituée ici par : 

u}\x y zt) = a' + u^{x — a, y — b, z — c, t), 
v''{x yzt) = b' v\x ~a, y — b, z — c, t), (6. 32) 
w^\x yzt] = c' + w\x — a, y — b, z — c, t); 

dans ces expressions a = a{t), b = b(t), c = c(t) désignent des 
fonctions arbitraires de t. On a donc le résultat suivant : 

Soit u^(x y z f), a^{x y z t), w\x yzt) une solution quelconque 
des équations de Navier-Stokes ; les fonctions «"(a; y z t), v^^{xyzt), 
w^^{x yzt) données en ( 6 . 3 2 ) constituent une nouvelle solution 
de ces équations. 

2° Supposons ensuite que les composantes P Q R de la rotation 
instantanée soient des constantes absolues, indépendantes du temps. 
Sans restreindre la généralité de la question on peut toujours sup
poser qu'on a fait un changement d'axes de telle manière que l'on 
ait : 

P = Q = 0, 

la composante R étant seule différente de zéro (et constante). Les 
équations (6. 14) se réduisent alors à : 

2z î)z ~ ôz ~~ ' 
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c'est-à-dire que u\ p\ doivent être de la forme : 

= u^{xy t), = v^{x y t), = w^{x y t). 

Il s'agit là d'une classe de mouvements que nous rencontrerons 
plus loin ( § 15 et § 32) et quenous appellerons mouvements " pseudo
plans de deuxième espèce ". La transformation est donc applicable 
à tous les mouvements de cette classe pourvu que l'on prenne : 

F = Q = 0 , R = O^: 

La solution dérivée s'obtient par les formules (6. 13) ; elle n'est 
d'ailleurs elle-même un mouvement pseudo-plan de deuxième espèce 
que si la direction invariable de l'axe mobile Ô Z est parallèle à Oz. 



CHAPITRE III 

NOUVELLES INTÉGRALES EXACTES 
DU MOUVEMENT PERMANENT 

A. M o u v e m e n t p e r m a n e n t p l a n . 

7. Soient 9 et X deux fonctions harmoniques conjuguées ; nous 
nous proposons de rechercher les solutions pour lesquelles la fonc
tion de courant est de la forme 

^ = F(9) + G(x). (7. 1) 

Nous supposons de plus que a et è selon la notation de M . Hamel 
sont constants ; rappelons que les quantités c et 6 sont définies 
par l'équation : 

1-

/ dwy 
\dzj 

où w{z) = w{x + iy) désigne la fonction analytique 9 + i^-
Quand a et 6 sont constants les fonctions 9 et x ont pour expres
sion : 

2 2 9 = (a Log r + bd), y = Ih Log r — «6) (4. 6) 

ûa^ + b^ ^ 0 et 

9 = 3:, X = y (^-7) 

si a et è sont tous les deux nuls. 
Supposons d'abord qu'aucune des deux quantités a et & ne soit 

nulle. Nous allons voir que dans ce cas on est conduit comme seule 
possibilité à la solution de M. Oseen : 

^ = F(9) + Cx. (4. 13). 
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En portant l'expression (7. 1) dans l'équation de compatibilité 
cinématique (4. 3) on obtient l'équation : 

vE'^ + 2avF'" + v(a2 + èzjp" — bF'F" 
j _ vG'̂  — 2èvG"' + v(a2 + b^)G" — aG'G" 

- f F'(G" — bG") — G'[F"' + aF") = 0. 
(7. 2) 

Dérivons cette équation d'abord par rapport à qp et ensuite par 
rapport à X- Nous obtenons : 

F"(G'^ — bG"') = G"(F'̂  + aF'"). (7. 3) 

Deux cas sont possibles : 
10 F" = 0 ou G" = 0 ; on a alors la solution (4. 13) ; 
2° F".G" 9^ 0 ; l'équation (7. 3) donne alors les deux suivantes : 

F " + aF'" — KF' = 0 , (7. 4) 
— bG'" — KG' = 0 , (7. 5) 

où K désigne une constante. Si on tient compte de ces deux rela
tions, l'équation (7. 2) se décompose en deux autres dont nous 
n'écrivons que la première : 

vF'^ - f 2avF" + v(a2 - f b^)F'' — bF'F" + AF' = B, (7. 6) 

A et B désignant des constantes. Il est facile maintenant de voir 
que les équations (7. 4) et (7. 6) ont pour seule solution commune : 

F" = C, 
C désignant une constante, ceci en supposant comme nous l'avons 
dit qu'aucune des deux quantités a et 6 n'est nulle. A cette solution 
ne correspond d'ailleurs qu'un mouvement irrotationnel. 

Donc quand aucune des deux quantités a et 6 n'est nulle la seule 
solution possible est la solution (4. 13). 

Supposons maintenant que l'une au moins des deux quantités a 
et b soit nulle. Si l'une de ces quantités seulement est nulle l'expres
sion (7. 1) peut s'écrire : 

<J; = F(Log r) + G(6). (7. 7) 

Si a et è sont tous les deux nuls l'expression (7. 1) s'écrit : 

^ = F(x) + G{y). (7. 8) 

Nous allons examiner ces deux cas dans les deux paragraphes 
suivants. 
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8. CONSIDÉRONS D'ABORD LE CAS OÙ LA FONCTION DE COURANT EST DE LA 
FORME : 

+ = F(LOGR) + G(0). ( 7 . 7 ) 

L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE S'ÉCRIT : 

VF'̂  — 4VF"' + 4VF" + VG'̂  + 4VG" -f- 2G'G" 
+ F'G'" — G'(F"' — 2F") = 0. (8. 1) 

DÉRIVONS D'ABORD PAR RAPPORT À LOG R, ENSUITE PAR RAPPORT À 6 ; 
NOUS OBTENONS : 

F". G" = G"(F'̂  — 2F'"). (8. 2) 

TROIS CAS SONT POSSIBLES : 
LO G" = 0 ; DANS CE CAS IL EST FACILE D'EXPLICITER LA SOLUTION QUI 

RENTRE DANS UNE FAMILLE CONNUE ; EN EFFET LE TOURBILLON NE DÉPEND QUE 
DE r PUISQUE L'ON A EN GÉNÉRAL : 

= ^ (F" + G"). 

ON A LES MOUVEMENTS SUIVANTS QUI SONT DES CAS PARTICULIERS DE 
LA SOLUTION (4. 10) : 

TJ; = VBO + CT^ + + DR2 + E LOG R SI B 9̂  — 2. 
ET I}; = — 2VE + C(LOG R)2 + DR2 + E LOG R SI B = — 2. 

ON A DÉJÀ VU QUE SI ON DÉSIRE QUE LA QUANTITÉ - + U SOIT UNI-
P 

FORME, IL FAUT PRENDRE D = 0 DANS CES SOLUTIONS. 
2O F" 0 ; DANS CE CAS LA FONCTION DE COURANT EST DE LA FORME : 

(1; = A.LOG R + G(E), (8.3) 

A DÉSIGNANT UNE CONSTANTE ET LA FONCTION G(Q) SATISFAISANT À L'ÉQUA
TION : 

VG'" + AG" -F 4VG' + G'2 = K. (8. 4) 

SI LE FLUIDE S'ÉTEND À UN DOMAINE OÙ 6 PEUT VARIER DE 0 À 27R L'UNI
FORMITÉ DE LA VITESSE EXIGE QUE G' SOIT UNIFORME ; LA PRESSION EST 
ALORS ELLE-MÊME UNIFORME. 

REMARQUONS QUE CETTE SOLUTION (8. 3) EST DU TYPE (4. 13) MAIS 
NE RENTRE PAS DANS LES CATÉGORIES EFFECTIVEMENT EXAMINÉES PAR 
M. OSEEN PUISQU'IL FAUDRAIT POSER POUR OBTENIR (8. 3) A = 0 DANS 
LES FORMULES (4. 6) CE QUI ENTRAÎNERAIT AVEC L'HYPOTHÈSE C = 2(ZV 
DE M. OSEEN : G = 0. 
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30 ENFIN SUPPOSONS QUE L'ON AIT F". G" ^ 0 . ALORS L'ÉQUATION 
(8. 2 ) DONNE LES DEUX RELATIONS : 

F'" — 2 F ' ' = KF ' + N, (8. 5 ) 

G'" = KG' + M, (8. 6) 
K M ET N DÉSIGNANT DES CONSTANTES. EN PORTANT CES EXPRESSIONS 
DANS L'ÉQUATION ( 8 . 1 ) ON VOIT QUE L'ON DOIT AVOIR : 

(K + 4)VG" + 2 G ' G " — NG' = P, 
P DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. ON SE CONVAINC FACILEMENT QUE CETTE 
ÉQUATION ET L'ÉQUATION (8. 6) NE SONT COMPATIBLES (EN METTANT DE 
CÔTÉ UNE SOLUTION À TOURBILLON CONSTANT) QUE SI G" = 0 , CE QUI A ÉTÉ 
EXCLU. 

FINALEMENT ON VOIT DONC QU'OUTRE DES SOLUTIONS CONNUES ON 
N'OBTIENT COMME SOLUTION DU TYPE ( 7 . 7) QUE LA SOLUTION (8. 3)-(8. 4 ) . 

9. CHERCHONS MAINTENANT LES SOLUTIONS POUR LESQUEFIES LA FONCTION 
DE COURANT EST DO LA FORME 

^ = F{x) + G{y). ( 7 . 8) 
L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE S'ÉCRIT : 

V(F" + G") + F'G'" — G'F'" = 0 . ( 9 . 1 ) 

UNE DÉRIVATION PAR RAPPORT À x SUIVIE D'UNE DÉRIVATION PAR RAP
PORT À y DONNE : 

LES CAS POSSIBLES SONT LES SUIVANTS : 
1 ° G" = 0 ; ALORS A^']/ NE DÉPEND QUE DE A; ; ON A DONC UN CAS PAR

TICULIER DE LA SOLUTION ( 4 . 9 ) ; D'UNE MANIÈRE PRÉCISE LA FONCTION DE 
COURANT A POUR EXPRESSION : 

^ = VB?/ 4- CE''* + W + EA;, ( 9 . 2 ) 

B C D E DÉSIGNANT DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 
2 ° F" = 0 ; ON A ENCORE UN MOUVEMENT DU MÊME GENRE ; LA FONC

TION DE COURANT EST : 
4/ = VBA; + CE-^" -F Dy^ + Ey. ( 9 . 3) 

3° F". G" ^ 0 ; ALORS ON A LES DEUX ÉQUATIONS : 
F'̂  _ KF" = 0 , G'̂  — KG" = 0 , 

K DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. TROIS CAS SONT POSSIBLES : 
a) K = 0 ; ON A AFFAIRE À UN MOUVEMENT OÙ AI^<\I ET LE JACOBIEN 

DE L'ÉQUATION ( 2 . 9 ) S'ANNULENT SÉPARÉMENT, C'EST-À-DIRE À UN MOUVE
MENT QUI CONVIENT À LA FOIS AUX FLUIDES VISQUEUX ET AUX FLUIDES PAR-
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> (9.5) On obtient en outre des cas particuliers des solutions (9. 2) et (9. 3). c) K = — ; on voit facilement que dans ce cas on n'a aucune solution nouvelle. Les solutions du type (7. 8) sont ainsi complètement examinées ; les seuls mouvements nouveaux obtenus sont les mouvements (9. 5). En même temps le problème de la recherche des solutions du type (7. 1 ) se trouve complètement résolu. 
10. Proposons-nous de rechercfier des mouvements résultant de la superposition de deux champs de vitesses dont nous supposons le premier potentiel ; le second champ pourra être considéré comme une " perturbation "; nous nous efforcerons de déterminer cette perturbation par des conditions aussi simples que possible. La fonction de courant pour un tel mouvement sera de la forme : 

i> = + u, la fonction 9 correspondant au mouvement potentiel : 
A29 = 0, et u étant la perturbation. L'équation de compatibilité cinématique s'écrit : 

C) L e s d e u x s o l u t i o n s (9. 5) se d é d u i s e n t l 'une de l ' autre p a r u n e r o t a t i o n d e s a x e s 

d e - . 

faits. On ne peut donc avoir que des mouvements à tourbillon constant (ici = Ax̂  + By'̂  + Cx -j- D?/), des mouvements par droites parallèles ou enfin des mouvements par cercles concentriques qui ici sont d'ailleurs à tourbillon constant. b) K = cù^, w désignant une constante réelle. Les fonctions F et G sont de la forme : 
F = Ae"* + Be-"'̂  + Cx, G = Aje"" -f B^e^'"'-' + Ĉy, (9. 4) les grandes lettres désignant des constantes. En portant les expressions (9. 4) des fonctions F et G dans l'équation (9. 1) on obtient les mouvements suivants (i) : 

'Il = ôi{x + y) + Ĉe"* + Ĉe-"", 
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Si nous imposons à la perturbation u la condition relativement 
simple : 

AgM = /(M), 

on voit que l'équation (10. 1) devient Hnéaire en v. Le système 
d'équations à satisfaire est finalement le suivant : 

A ĉp = 0, (10. 2) 

D(q), A,?*) 
vA.zz + ;7 V = 0, (10. 3 ) 

D(x, y) 

\ u = /(M). (10. 4) 

D'ailleurs on pourrait remplacer l'équation (10. 2) par la suivante : 

Agcp = k, (10. 5) 

k désignant une constante sans changer les deux autres équations. 
Nous allons donner deux solutions particulières du système ci-

dessus. 
Considérons d'abord le cas particulier où l'on a : 

(p = ax, 

a désignant une constante arbitraire. La fonction u doit satisfaire 
aux deux équations : 

A,M = m, (10. 4) 

, A , « + a. ^ = 0. (10. 6) 

Nous choisissons une solution particulière de ce système en rem
plaçant l'équation (10.6) par la suivante : 

vAoM + a — = 0. (10 .7) 

La comparaison des équations (10. 4) et (10. 7) montre que la 
fonction u est de la forme : 

a = F(?/ + a), 

F désignant une fonction arbitraire de son argument et a une fonc
tion arbitraire de x : 

« = a(x). 

Si on porte cette expression de a dans l'équation (10. 7), on voit 
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V \ V 

<^ ax -\- ( C L C H iùx 4 - C G S H iùx)e^y ; ( 1 0 . 8 ) 

2 " S I K 2 + — > 0 , E N P O S A N T = - F — : 

V V 

= ax -\- ( C L C O S C O Z - F C A S I N uix)e^^ ; ( 1 0 . 9 ) 

3 ° E N F I N S I K - F - = 0 : 

V 

= ax^ {G,x + 0 2 ) 6 - ^ " . ( 1 0 . 1 0 ) 

D A N S C E S S O L U T I O N S {}) C ^ E T C ^ D É S I G N E N T D E S C O N S T A N T E S A R B I 

T R A I R E S . D E S C A L C U L S F A C I L E S D O N N E N T P O U R C H A Q U E C A S L A P R E S S I O N . O N 

T R O U V E P O U R L A P R E S S I O N , O U P L U T Ô T P O U R L A Q U A N T I T É — - F U C O R R E S -

P 
P O N D A N T R E S P E C T I V E M E N T A U X S O L U T I O N S ( 1 0 . 8 ) , ( 1 0 . 9 ) E T ( 1 0 . 1 0 ) 

L E S E X P R E S S I O N S S U I V A N T E S : 

- + U = 2 C I C 2 « 2 6 2 K Y A - C 3 , 

P 

- + U = - ^ C ? + C L ) C O V K « - F C 3 , 

p ^ 

- + U = - ^ C ? E - 2 ^ - F C 3 . 

p 2 

D A N S C E S F O R M U L E S C 3 D É S I G N E U N E C O N S T A N T E A R B I T R A I R E . O N V O I T 

Q U E L A Q U A N T I T É - - ^ U N E D É P E N D Q U E D E y . 

P 

( 1 ) L e s s o l u t i o n s (0.5) r e n c o n t r é e s p r é c é d e m m e n t s o n t d e s c a s p a r t i c u l i e r s de la s o l u 
t ion (10.8) s o u m i s e p r é a l a b l e m e n t à u n c h a n g e m e n t d ' a x e s . 

E N M E T T A N T D E C Ô T É L E S M O U V E M E N T S I R R O T A T I O N N E L S O U À T O U R B I L L O N 

C O N S T A N T , Q U E u E S T D E L A F O R M E : 

u = Kx)e^\ 

j[x) D É S I G N A N T U N E F O N C T I O N D E A ; E T K U N E C O N S T A N T E N O N N U L L E . 

E N F I N L A F O N C T I O N j(x) S E L A I S S E E L L E - M Ê M E F A C I L E M E N T D É T E R M I N E R 

E T O N O B T I E N T L E S S O L U T I O N S S U I V A N T E S : 

1 " S I K 2 H < 0 , E N P O S A N T = — ( + 
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Nous allons maintenant indiquer une autre solution particulière 
du même genre que la précédente. Nous considérons cette fois les 
équations (10. 3), (10. 4) et (10. 5) au lieu de (10. 2) et nous prenons 
pour tp la solution particulière suivante de l'équation (10. 5) : 

9 = ar^, 

a désignant une constante arbitraire. 
La fonction u doit satisfaire aux deux équations : 

= / ( M ) , (10. 4) 

,A,« + 2a = 0. (10. 11) 

Nous choisissons une solution particulière de ce système en rem
plaçant l'équation (10.11) par la suivante : 

vA^u 2a — = 0. (10. 12) 

La comparaison des équations (10. 4) et (10. 12) montre que u 
doit être de la forme : 

u = F(0 + «), 

F désignant une fonction arbitraire de son argument et a une fonc
tion arbitraire de r : 

a = a(r). 

En portant cette expression de u dans l'équation (10. 12) on voit 
en mettant de côté les mouvements irrotationnels que l'on doit 
avoir : 

F" — KF' = 0, 

K désignant une constante réelle. Si K = 0 on obtient un mouve
ment où le tourbillon ne dépend que de r, c'est-à-dire un cas parti
culier de la solution (4. 10). Supposons K ^ 0 ; la fonction u est 
de la forme : 

la fonction /(r) satisfaisant à l'équation : 

+ + ( î î ï + Î L ' ) , = o. (10.13, 

Finalement on a donc la solution : 

^ = ar^ + /(r)e^0, (10. 14) 
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la fonction /(/) satisfaisant à l'équation (10. 13) qu'on peut écrire 

en prenant comme variable indépendante R = 

D^F 1 DF Í 

DW R'dR \ ^ WJ 

K2\ 
/ = 0 ; 

la solution de cette équation s'exprime par des fonctions de Bessel 
d'ordre purement imaginaire. Quant à la pression on trouve l'expres
sion : 

'K2 aK^ il /'2 _1_ 

2^ ^ \2T^ 
e2K9 ^ i^afe"^"^ + 2aV -f C. „k8 

Si le fluide s'étend à un domaine où 0 peut varier de 0 à 27r les 
vitesses fournies par la solution (10. 14) ne sont pas uniformes (̂ ). 

B. MOUVE.MENT p e r m a n e n t DE RÉVOLUTION. 

11. En mouvement permanent plan où l'équation de compati
bilité cinématique s'écrit : 

= 0. (2. 9) 
ï){x, y) 

si on suppose que le tourbillon ne dépend que de x seul ou de r seul, 
c'est-à-dire si on fait les hypothèses : 

A v̂ = f{x) ou Agî  = /(r), 
on obtient les solutions (4. 9) ou (4. 10) de M. Jeiïery. Proposons-
nous d'appliquer le même procédé au mouvement permanent de 
révolution. L'équation de compatibilité cinématique s'écrit ici 
en coordonnées cyhndriques : 

vD î]; -f r-
D(r, z) 

- 0. (3. 9) 

On voit qu'au point de vue structure de l'équation ce qui joue 
maintenant le rôle do Agi]' c'est la'quantité : 

C) L e s s o l u t i o n s (10. 8 ) , (10 . lOj e t (10. 14) p o u r r a i e n t a u s s i ê t re o b t e n u e s en fa i sant 
e n m o u v e m e n t p e r m a n e n t des h y p o t h è s e s a n a l o g u e s a u x h y p o t h è s e s (5. 20) e t (5. 27) de 
M. B a t e m a n . 
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Les hypothèses qui correspondent à celles de Jefîery sont donc 
les suivantes : 

li-BA = fir), (11.1) 

i .D,^=/(z) . (11.2) 

Les intégrales qui correspondent à la condition (11. 1) ont été 
toutes déterminées [(4. 22)]. Proposons-nous d'examiner les mouve
ments qui satisfont à la condition (U. 2). Si on introduit cette con
dition dans l'équation de compatibilité cinématique, celle-ci fournit 
la relation : 

vr/" - f ^ ; . / ' = 0 . (U. 3) 

Deux cas sont possibles : 
1° ou bien l'on a. f — 0, c'est-à-dire : 

Dj.̂ ]; = KR2, 

K désignant une constante : c'est là une classe de mouvements déjà 
rencontrée [(4. 20)] ; 

2° ou bien l'on a f ^ 0 ; dans ce cas l'équation (11. 3) montre 
que la fonction de courant doit être de la forme : 

^ = F(z).r^ + G{z). (11.4) 

Examinons directement les mouvements du type (11. 4) sans 
faire l'hypothèse (11. 2). En tenant compte de la condition (11. 4) 
l'équation de compatibihté cinématique fournit les deux relations : 

vF'^ + 2FF'" = 0 , (11. 5) 
G" = 0. 

Il s'ensuit que l'on a : 
D,4; = F"(z).r^ 

c'est-à-dire une relation de la forme (11. 2) : tous les mouvements 
du type (11. 4) satisfont donc également à la condition (11. 2). 
Finalement nous avons donc la solution nouvelle : 

4/ = F(z). r^- f Az, (11.6) 

A désignant une constante arbitraire et la fonction F(z) satisfaisant 
à l'équation (11. 5) qu'on peut d'ailleurs intégrer une fois et écrire : 

vF'" -F 2FF''— F'2 = B ; (11.7) 
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B désigne une constante arbitraire. La pression se laisse facilement 
calculer ; on trouve en désignant par C une nouvelle constante 
arbitraire : 

» B A I 
- + U = - 7 - 2 — 2 v F ' — 2 F 2 + C. 
p 2 2 r-' 

L'équation (IL 7 ) admet la solution particulière 

2v 
F = —, 

z 

à laquelle correspond pour la fonction de courant l'expression : 

(1/ = 2 V . - -f Az. (IL 8 ) 

En faisant A = 0 on a en particulier la solution : 
/•2 

Z 
(IL 9 ) 

Cette solution peut servir à représenter l'écoulement à travers 
un vase parabolique percé d'un 
orifice en son sommet. Les trajec
toires sont des paraboles d'axe Oz 
et de sommet 0 ; au point O la 
vitesse est infinie. I.IE mouvement 
est tourbillonnaire ; la compo
sante unique du tourbillon nor
male au plan rz et dirigée dans le 
sens des 0 croissants a pour valeur : 

F I G . 5. 

Si on suppose que la parabole OA d'équation. 

- = K 
z 

est une paroi, le débit à travers le paraboloide de révolution de 
méridienne OA est donné par : 

Q = 4 7 R V K . 

A chaque vase correspond donc une seule valeur du débit. Il 
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On voit que pour un débit donné cette vitesse est aussi petite 
qu'on le veut pour des valeurs suffisamment grandes de 2 ; d'autre 
part pour un même z l'adhérence est d'autant plus parfaite que le 
débit est plus petit. La pression est donnée par : 

p 4v̂  
- + U = ^ + C, 

C désignant une constante. 

12. On sait qu'en mouvement plan il existe des solutions de la 
forme 

^ = F(9).)c + G(cp), (4.14) 

9 et X désignant deux fonctions harmoniques conjuguées. Le rôle 
du Laplacien dans le mouvement plan est joué dans le mouvement 
de révolution par l'opérateur D g . Essayons donc de trouver des 
mouvements de révolution de la forme (4.14) où les fonctions cp et 5̂  
au lieu d'être harmoniques conjuguées seront astreintes à être 
solutions de l'équation 

D ^ M = 0 ; 

de plus les courbes 9 = et x = № seront supposées orthogo
nales. 

Si on considère les coordonnées cylindriques on peut prendre : 

On a donc les solutions de la forme : 

^ = F(r)z + G(r), 

qui ont été rencontrées par MM. Witoszynski et Szymanski [(4. 23)]. 
On a aussi les solutions de la forme : 

^ = ¥{z)r- + G(z) ; (11. 4) 

elles ont été étudiées au paragraphe précédent. 
Si nous passons aux coordonnées en a, on peut prendre : 

y a glissement sur la paroi ; la grandeur de la vitesse y est donnée 
par : 

V2 = — - H 
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C) Mon manu.scrit était achavé quand j'ai eu connaissance du contenu d'un court 
travail de M. Slioskin. — Uber einen integrierbaren Fall der vollständigen Beivegungs-
gleichungen einer zähen Flüssigkeit, Wiss. Ber. Moskauer Univ. H. 2, pp. 89 - 90 (1934) 
où cet auteur fait l'hypothèse (12. 5) et obtient une équation équivalente à (12. 6). 

On a les mouvements où la fonction de courant s'écrit : 

^ = F(a) Q + G{A). (12. 1) 

Nous allons examiner ces mouvements. Si nous portons cette 
expression de y dans l'équation de compatibilité cinématique (3. 10), 
nous obtenons les équations : 

"(1 — CT2)F"1" + FF'" + 2vF" + 3 F ' F " = 0, (12. 2) 

F"G' = 0, (12. 3) 

G" = 0. (12. 4) 

L'équation (12. 3) montre que l'on a ou bien F" = 0, ou bien 
G' = 0. Si l'on prend F " = 0 le mouvement est irrotationnel ; en 
effet de (12. 1) on déduit que : 

(1 - A^)F" (1 ~ a2)G" 
Da^ == \ 1 ' 

q ç2 
et en tenant compte de l'équation (12. 4 ) : 

1 — (j2 
D,J, = - — . F ' . 

Reste donc la possibilité G' = 0 ; dans ce cas on peut prendre 
G = 0 puisque la fonction de courant n'est déterminée qu'à une 
constante additive près. Finalement on voit que la fonction de 
courant est de la forme : 

^ = F(tT).ç, (12.5) 

la fonction F satisfaisant à l'équation différentielle (12. 2). 
L'expression (12. 5 ) montre que les lignes de courant sont des 

courbes homothétiques de l'une d'entre elles, le centre d'homo-
thétie étant 0 . 

L'équation (12. 2) s'intègre immédiatement trois fois et devient 
une équation de Riccati : 

2v(l — a2)F' + 4 v a F + F 2 = A a 2 + B a + C , (12. 6) 

A B C désignant des constantes arbitraires ( i ) . 
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Si on ne veut pas que l'axe Oz soit une ligne de sources, il faut 
que l'on ait : 

F ( ± 1) = 0. 

L'équation (12. 6) montre qu'une condition nécessaire pour qu'il 
en soit ainsi est que les constantes A B C satisfassent aux relations : 

B = 0 , A = — C . (12.7) 

L'équation (12. 6) devient alors : 

2v(l — CT2)F' + 4 V ( T F + F2 = A(a2 — 1). (12. 8) 

Supposons d'abord que l'on ait 

A = 0. 

La fonction de courant ^ a alors pour expression : 

1 — a2 
^ = 2v. — 7 , 

a — a 
a désignant une constante. En particulier si on prend a = 0 la 
fonction de courant s'écrit en revenant aux coordonnées cylin
driques : 

^ = 2 v . - ; 
z 

c'est la solution déjà rencontrée en (11. 9). 
Supposons maintenant que 

A ^ 0. 

L'équation (12. 8) admet comme solution particulière : 

F l = — 4va 
pourvu que l'on ait : A = Sv̂  ; la fonction de courant a dans ce 
cas pour expression : 

(1 — Log + 6(1 — CT2) + 2a 
1 — a 

où b désigne une constante. 

— 4vgCT 

Les composantes de la vitesse suivant les vecteurs unitaires 
- > 

et « 3 (fig. 2) ont pour expression : 

1 1 F 
^ 1 = - F ' , ^ 3 = - -
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2vc + 2 v(l — a2) -! 

où la fonction h{(T) est telle que 

1, 

On pourrait d'une manière analogue et sans difficulté expliciter 
la solution qui correspond aux valeurs des constantes A, B, G pour 
lesquelles l'équation (12. 6) admet une solution particulière de la 
forme : 

= a (T -f- è 
a et 6 désignant des constantes (̂ ). 

13. Si on considère l'équation de compatibilité cinématique (3. 10) 
écrite en coordonnées en o-, l'hypothèse analogue à (11. 1)-(11.2) 
consiste à poser : 

D,^ = q\f(a), (13. 1) 
ou bien 

B,^ = (1 - a^)f{q). (13. 2) 

En faisant ces hypothèses on constate que l'on est conduit à 

on n'a donc aucune famille nouvelle. 
On pourrait aussi comme en mouvement plan (§ 9) essayer de 

trouver pour le mouvement de révolution des solutions de la forme : 
^ = F(r) + G(z). (13. 3) 

Des calculs faciles montrent que la seule possibilité est : 

On ne trouve donc que des solutions entièrement déterminées 
[(4. 22)]. 

(̂ ) O n t r o u v e r a p l u s lo in (§ 29) u n e s o l u t i o n de la f a m i l l e c i - d e s s u s r e n c o n t r é e inc i 
d e m m e n t . 

Si on ne s'astreint pas aux conditions (12. 7) on a des écoulements 
oii l'axe Oz constitue une ligne de sources. Par exemple l'équa
tion (12. 6) admet la solution particulière 

F, = 2vc, 
c désignant une constante pourvu que l'on ait : 

A = 0, B 8w^c, C = 4v2c2. 
On obtient alors pour la fonction de courant l'expression : 
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iy ix 

6 

C. Mouvement permanent spatial. 
1 4 . M o u v e m e n t p s e u d o - p l a n d e p r e m i è r e e s p è c e . 

Un mouvement plan est celui qui par définition satisfait aux deux 
conditions suivantes : 

1° les trajectoires sont situées dans des plans parallèles (par 
exemple) au plan xOy, c'est-à-dire l'on a : 

w = 0; 

2° le mouvement est identique dans les divers plans parallèles, 
c'est-à-dire les composantes de la vitesse ne dépendent pas de z. 

Ces deux propriétés ne sont pas nécessairement liées ; on peut 
examiner les mouvements qui ne possèdent que l'une d'entre elles. 
On obtiendra deux classes de mouvements dont chacune comprendra 
comme cas particulier la classe de s mouvements plans proprement 
dits. On aura d'abord les mouvements où les trajectoires sont 
situées dans des plans parallèles au plan xC)y, c'est-à-dire où l'on a : 

w = 0, 

mais où les composantes k et c de la vitesse peuvent dépendre de z : 
nous appellerons ces mouvements les mouvements " pseudo
plans de première espèce ". Ensuite on aura les mouvements où les 
composantes de la vitesse ne dépendent pas de z, les trajectoires 
pouvant être gauches : nous appellerons ces mouvements les mou
vements "pseudo-plans de deuxième espèce^'. Ces derniers mouve
ments seront étudiés dans le paragraphe suivant ; le paragraphe 
actuel sera consacré aux mouvements pseudo-plans de première 
espèce. 

Pour ces mouvements les composantes de la vitesse sont donc 
de la forme : 

U = u(x y z), V ^ c(x y z), № = 0 . 

La condition de continuité s'écrit : 

7ix iy 

elle impUque l'existence d'une fonction de courant ij/ = <]/(x y z) 
telle que l'on ait : 
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Cette fonction est déterminée à une fonction additive de z près. 

Le tourbillon n'est plus en général normal au plan xOy comme en 
mouvement plan proprement dit ; ses composantes sont données 
par les formules : 

2^ = — ^ , 2yi = - - î - , 2î; = +—î- • axaz aî/az \ ix^ 'by^ j 
Écrivons maintenant l'équation de compatibilité cinématique. 

Elle fournit les trois équations suivantes : 

v(A;4.); + (̂̂ ;̂  + ^ - x - ( ^ ; . A ^ ^ ) ; o, (i4. i) 

v ( A ; ^ ) ; - \{^'^ + ''J^t, + ( 4 ' ; - = o, ( i4.2) 

Dans ces équations l'on a posé : 

AoU; = , 
a,r̂  ^ a,.== 
â .̂ â ;̂ â l̂. 
ax̂  â^ aẑ  

Les équations (14. 1) et (14. 2) s'intègrent une fois par rapport àz 
et s'écrivent en désignant par F(a; y) et Çi{xy) deux fonctions arbi
traires qui dépendent de a; et ?/ à l'exclusion de z : 

v(A:4'); + ^(+;' + - -̂ ^^^ = y)- d^- 4) 

v(A;6); -̂ (4;;̂  + + <];;.A,^; = G[X y). ( i4.5) 

Si on dérive l'équation (14. 4) par rapport à x, l'équation (14. 5) 
par rapport à ?/ et si on ajoute les résultats, on obtient en tenant 
compte de (14. 3 ) : 

ax a// 
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* * * 

On obtient une première solution particulière des équations (14. 6) 
et (14. 7) en supposant que les composantes u et v de la vitesse ne 
dépendent que de z : 

u = w(z), V = v{z) ; 
cela revient à poser pour la fonction de courant : 

1̂; = F(z)y + G(z).x. (14.9) 

Les équations (14. 6) et (14. 7) deviennent : 

vG" = -
vF" = 

On en tire pour les fonctions F, G, $ les expressions : 

F = ffZ^ + ¿»2 + c, 

G = a^z^ + bjZ — C j , 

O = Max — ai?/), 

II s'ensuit que ^{x, y) désignant une fonction arbitraire de x et y 
les équations (14. 4) et (14. 5) s'écrivent : 

V ( A ; ^ ) ; + ^-{^'^ + - A,- ] ; = - «D;, ( i4.6) 

V ( A ; ^ ) ; - \ + <^'x + ̂ '.•^2'\> = K- ( 1 4 . 7 ) 

Comme l'équation (14. 3) est une conséquence des équations (14. 6) 
et (14. 7), on voit finalement que ces équations (14. 6) et (14. 7) 
constituent les conditions de compatibilité cinématique de la classe 
de mouvements envisagée. 

Quant à la partie dynamique du problème on obtient facilement : 

^ + U = (I)(x 2/). (14.8) 
P 

On voit que la quantité - -|- U ne dépend pas de z tout comme 
P 

en mouvement plan proprement dit. 
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tg cp = 
azl + è̂ o + c 

mais quand on passe d'un plan z = Zo à un autre cette direction 
varie. On a ainsi un écoulement par droites, parallèles dans un même 
plan z = Zq (oîi elles constituent un courant uniforme), mais " tor
dues " les unes par rapport aux autres dans des plans diiïérents. 

* 

Proposons-nous de rechercher comme en mouvement plan pro
prement dit [(4. 15)] les solutions pour lesquelles la fonction de 
courant i]; est linéaire en l'une des coordonnées xoMy \ choisissons y 
par exemple ; on a donc : 

\ = ¥{xz)y + Q.{xz). (14.11) 

Remarquons que le mouvement (14. 10) est un cas particulier 
des mouvements actuels. 

Si on porte l'expression (14. 11) de la fonction de courant dans 
les équations de compatibilité cinématique (14. 6) et (14. 7), celles-ci 
s'écrivent : 

v ( F ^ + F : . ) ; + F ^ - F F ; ] ^ + v(G; + G ; ) ; + G ; F ; - F G ; = - o;, (i4. i2) 

v(F;= + F; , ) — F F ; = o;. (i4.13) 

a b C et Oi désignant des constantes arbitraires. Finalement on 
voit que l'on a : 

I = (aẑ  + bz + c)y 4- (<2iz2 + èjz + c^x ; 
M ̂  oẑ  + + c, = — (ajz2 + b^z + Cl), w = 0 ; (14. 10) 

- + U = 2^{ax — ai?/). 
P / 

Les composantes du tourbillon sont données par : 

21 = 2aiz + ¿ 1 , 27, = 2az + è, 2^ = 0. 
Le mouvement dans chaque plan z = Zq est un courant uniforme 

parallèle à une certaine direction dont l'angle <p avec Ox est donné 
par : 

«1̂0 + ̂l̂O + Cl 
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En dérivant la première de ces équations par rapport à a;, la 
seconde par rapport à y et en ajoutant les résultats ou si l'on veut 
en portant l'expression (14. 11) dans l'équation (14. 3), on obtient : 

V ( F ; . + F ; , ) ; + F;^ - F F ; . = a, (i4. i4) 

V ( G ; . + G ; . ) ; + G ; F ; - F G ; = b, (i4. i5) 

a et 6 désignant des constantes ; à ces équations il faut joindre 
l'équation (14. 13) qui s'écrit en désignant par (p(a;) une fonction de 
X seul : 

V ( F : . + F : , ) - F F ; = 9'(x) ; (14. 16) 

la fonction O a pour expression : 

= — ^y^ ~ by + cp{x). 

Les équations (14. 14), (14. 15) et (14. 16) constituent les condi
tions de compatibilité cinématique des mouvements du type 
(14. 11). 

Des équations (14. 14) et (14. 16) on tire facilement : 

2F;^ = a - 9", 
ce qui montre que 

F ' = 0 

R o. 

La fonction F(x z) doit donc être de la forme : 

F(x z) = f{x) + g{z). 

En portant cette expression dans l'équation (14. 16) et en dérivant 
par rapport à z l'équation obtenue il vient : 

v g ' " — / ' - g ' = 0. (14.17) 
Cette équation montre que deux cas sont possibles : 
1° g' = 0 ; alors la fonction F ne dépend que de x : 

F = F{x) ; (14. 18) 

2° g' 0 ; l'équation (14. 17) montre alors que l'on a en désignant 
par K une constante : 
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C) L ' é q u a t i o n (14 . 22) n 'e s t a u t r e q u e l ' é q u a t i o n (4, 16 ) . 

On déduit pour F l'expression : 

FIX Z) = KX + A^E^' + A^E~^' + BZ^ + CZ + D, 

où les grandes lettres désignent des constantes et où l'on a vX* = K. 
Reportons cette expression de F dans l'équation (14. 16) ; on voit 
que F doit être de l'une des deux formes suivantes : 

F =BZ^ + CZ+ D , (14. 19) 

F = Aje'-' + A ^ E - ^ + KX + D . (14. 20) 

Nous allons maintenant examiner séparément les cas (14. 18), 
(14. 19) et (14. 20). 

Supposons d'abord que l'on soit dans le cas (14. 18). La fonction 
de courant est de la forme : 

^ F{X)Y + G{X Z) ; (14.21) 

la fonction F{X) vérifie l'équation (14. 13) qui s'écrit {̂ ) : 

vF'" + F'2 — FF" a (14. 22) 

et la fonction G vérifie l'équation (14. 15). La pression est donnée 
par : 

5 -f U = (D = --Y^-BY + v F ' - H ' + c, 
P JI A 

c désignant une constante arbitraire. 
Supposons maintenant que F soit de la forme (14. 19). La fonc

tion de courant s'écrit alors : 

^ = (BZ^ + CZ + B}Y + G{X Z), (14. 23) 

la fonction G(X Z) vérifiant l'équation (14. 15) qui s'intègre une fois 
par rapport K X ET qui devient : 

V ( G ; . + G ; ) --(BZ^ + CZ + D ) G ; = TX. (i4.24) 

En écrivant cette équation on a utilisé le fait que la fonction 
de courant ^ et par conséquent G ne sont déterminés qu'à une 
fonction additive de z près. La pression est donnée par : 

^ + U = a) = — ¿1!/ + 2^BX + c, 
P 

c désignant une constante arbitraire. 
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Posons : 
^ + 1] = — by + c. 

b vô 
h(x z) = G{x z) + —x^ + -X ; 

la fonction h satisfait à l'équation suivante qui se déduit aisément 
de ( 1 4 . 2 7 ) : 

V ( A ; . + hl,) — Ch'^ = 0 . 

On pourrait expliciter de nombreuses solutions de cette équation. 
On a par exemple pour h le développement formel suivant : 

c 

h = e^'^lPz + Q) + SfM.ê''̂  + N,6""==) (P,e" -f Q̂e""), 
r 

où Ui et coa sont les racines de l'équation : 

vw2 — Cco -f vr" = 0 , 

Supposons enfin que F soit de la forme ( 1 4 . 2 0 ) . La fonction de 
courant s'écrit : 

if = (A,e^' + A^e~-^' + Kx + D)y + G{x z), ( 1 4 . 2 5 ) 
la fonction G{x z) vérifiant l'équation ( 1 4 . 1 5 ) qui s'intègre une fois 
par rapport à a; et s'écrit : 

V ( G ; , + Gl-.) — (A^e^' + A.e-'^ + K^- + D ) G ; -f 2 K G = bx. 
( 1 4 . 2 6 ) 

La pression est donnée par : 

^ + U = O = — ^(x'' + y^) — by~KDx + c. 
P ^ 

c désignant une constante arbitraire. 
On se trouve ainsi avoir épuisé tous les cas. On voit que les mou

vements pseudo-plans de première espèce du type ( 1 4 . 1 1 ) se com
posent des trois familles ( 1 4 . 21)^ ( 1 4 . 2 3 ) et ( 1 4 . 2 5 ) . 

On pourrait expliciter de nombreux cas particuliers de ces solu
tions. Contentons-nous de considérer le cas où la fonction de courant 
est de la forme : 

^ = Cy + G{x z), ( 1 4 . 2 7 ) 

qui est un cas particulier de chacune des familles ( 1 4 . 2 1 ) , ( 1 4 . 2 3 ) et 
( 1 4 . 2 5 ) . La fonction G satisfait à l'équation : 

v(Cv -f G;=) — C . G ; = bx. ( 1 4 . 2 8 ) 

La pression est donnée par ; 
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et où les grandes lettres désignent des constantes arbitraires. 
L'expression correspondante pour la fonction de courant est : 

b ?x 

+ S(M,e^-'' + N,e"=*) (P,^" + Q,e-"). (14. 29) 

* 
• * 

Nous venons de déterminer les solutions pour lesquelles la fonc
tion de courant est linéaire en l'une des coordonnées x ou y . Pro
posons-nous maintenant de rechercher les solutions pour lesquelles 
la fonction de courant est linéaire en z, c'est-à-dire où l'on a : 

il = A(xy)z+ ïl{xy). (14.30) 

Si on introduit l'expression (14. 30) dans les équations de com
patibilité cinématique (14. 6) et (14. 7), on obtient les équations 
suivantes : 

{ A I A ) ; - 2 A ; . A , A 

( A I A ) ; - 2 A ; . A , A 

v(Aa.\); + [A,(.-\, E ) ] ; - A ; . A,B - B ; . A , A 
V ( A ^ ) ; - [Ai(A, B)]; + A ; . A , B + B',.A^\ 

. ( A , B ) ; + ^ ( A I B ) ; - B ; . A , B 

v(A,B);-i(AiB);-f B ; . A , B 

Dans C C S équations les symboles ont leur signification usuelle : 

= A ; -f A ; „ A ^ A = A; ' -f A;*, A I ( A , B ) = A ; B ; + A ; B ; . 

En dérivant l'équation (14. 31) par rapport k y l'équation 
(14. 32) par rapport à a: et en retranchant membre à membre les 
équations obtenues on a : 

Multiphons l'équation (14. 31) par A'y et l'équation (14. 32) par 

0, • (14. 31) 

0, (14. 32) 

0, (14. 33) 

0, (14. 34) 

(14. 35) 

(14. 36) 
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A'^ et retranchons membre à membre les équations obtenues ; 
il vient : 

H ^ ^ = 0. (14.38) 
Щ^, y) 

Enfin dérivons l'équation (14. 35) par rapport à ж et l'équation 
(14. 36) par rapport à y et ajoutons les résultats, on obtient : 

. Д . В . - М . ) = „. „ 4 . 3 9 , 
Щх, y) 

L'équation (14. 39) montre que la fonction B(a; y) est la fonction 
de courant d'un mouvement plan proprement dit. 

Les équations (14. 37) et (14. 38) montrent que ou bien A se 
réduit à une constante, ou bien l'on a l'un des cas suivants : 

A = A(x), 
A = A(r). 

Si A se réduit à une constante, comme ф est déterminé à une 
fonction additive de-z près, on peut prendre cette constante nulle 
et on retombe sur un mouvement plan proprement dit. Si l'on a 
A = A(r) l'une ou l'autre des équations (14. 31) et (14. 32) montre 
que A doit se réduire à une constante. Il ne reste donc que le cas 
où A = A{x). Les équations (14. 31) et (14. 32) sont alors satis
faites d'elles-mêmes. L'équation (14. 34) se réduit à 

A ' . B ; ^ 0. 

Nous laissons de côté le cas où l'on a A ' = 0 , c'est-à-dire où A 
se réduit à une constante. On a donc : 

К = 0, 
c'est-à-dire ; 

В = Y{x)y + C(x). 

On voit donc que la fonction de courant est d'une forme exami
née ci-dessus, elle est linéaire en y : 

Ф = Y(x)y + A(x)z + C(x). (14. 40) 

On a donc affaire à un cas particuher de la solution (14. 19). Les 
fonctions F(a:), A{x), (l{x) vérifient les équations : 

vF'" -F F'2 — FF* ^ a, 
vA'" -F F'A' — FA" = 0, \ (14. 41) 
vC'" + F'C — FC"' b, 
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Q-) E n fluide par fa i t les s o l u t i o n s de c e t t e f o r m e o n t é t é é t u d i é e s par M. C isot t l , MNTI 
FLUIDI SPAZIALI BASATI SOPRA MOTI PIANI, ATTI DELLA PONTIF. ACCAD. SE. NIWVI LINCEI, t. 8 6 , 

n 
p p . 4 3 0 - 4 5 7 (1933) : M. C i so t t i s u p p o s e en o u t r e que la q u a n t i t é - -|- U ne d é p e n d p a s 

P 
non p lus d e 2 ( c ' e s t -à -d i re q u e K = 0) ; il s ' o c c u p e s u r t o u t des m o u v e m e n t s pour l e s q u e l s 
le m o u v e m e n t p lan pr imit i f (cf. p l u s loin) e s t i r r o t a t i o n n e l . 

a e t è d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s . L a pres s ion e s t d o n n é e par : 

^ + U = (D = — ^ ï / ' — ¿ 2 / + V F ' ^ J F ^ + c, 
p 2 i 

c d é s i g n a n t u n e n o u v e l l e c o n s t a n t e . 
L a seu le so lu t ion du t y p e (14 . 3 0 ) e s t d o n c la so lu t ion (14 . 4 0 ) -

(14. 4 1 ) . 

1 5 . M o u v e m e n t p s e u d o - p l a n d e d e u x i è m e e s p è c e . 

N o u s a l lons e x a m i n e r m a i n t e n a n t les m o u v e m e n t s que n o u s 
a v o n s a p p e l é a u d é b u t d u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t m o u v e m e n t s 
p s e u d o - p l a n s de d e u x i è m e e s p è c e ; ce s o n t les m o u v e m e n t s pour 
l e sque l s les c o m p o s a n t e s de la v i t e s s e ne d é p e n d e n t p a s de z sans 
d'ai l leurs q u e les t ra j ec to i re s so ient a s s u j e t t i e s à être p l a n e s . L e s 
c o m p o s a n t e s d e la v i t e s s e s o n t d o n c de la forme : 

u = u(x y), V = v[x y), w = w{x y) ( 1 ) . 

L ' é q u a t i o n de c o n t i n u i t é fournit la c o n d i t i o n : 

— + — = 0. 
ax 'by 

Il s 'ensui t que l 'on a e n d é s i g n a n t par 4* '^{^ y) u n e fonc t ion 
d e x e t y d é t e r m i n é e à u n e c o n s t a n t e a d d i t i v e près : 

a ;̂ a ;̂ 
u = 1 V = 

by ix 

On v o i t d o n c que le m o u v e m e n t d a n s les p lans para l lè les a u 
p lan xOy e s t encore rég i t par u n e fonc t ion de c o u r a n t l iée a u x 
c o m p o s a n t e s u, v de la v i t e s s e par les m ê m e s formules qu 'en m o u 
v e m e n t p lan p r o p r e m e n t d i t . 

L e t o u r b i l l o n n 'es t p l u s n o r m a l a u p l a n xOy c o m m e d a n s le m o u 
v e m e n t p lan p r o p r e m e n t dit ; ses c o m p o s a n t e s sont d o n n é e s par : 

bw bw 
25 = — , 2y] = , 2?; = —Agi]^. 

by ax 
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(1) D a a s c e c a s o n p e u t m ê m e dire q u e le vecteur v i t e s s e d u m o u v e m e n t p a r d r o i t e s 
para l l è l e s n ' e s t a u t r e (à u n e c o n s t a n t e m u l t i p l i c a t i v e près) q u e le vecteur t o u r b i l l o n d u 
m o u v e m e n t p l a n p r i m i t i L 

Écrivons l'équation de compatibilité cinématique ; elle fournit 
ici les deux équations : 

K désignant une constante arbitraire. L'équation (15. 1) qui n'est 
autre que l'équation (2. 9) montre que est la fonction de courant 
d'un mouvement plan proprement dit. 

Une fois (J; déterminé, l'équation (15. 2) est une équation linéaire 
aux dérivées partielles du second ordre en w. Si on fait K = 0 
l'équation (15. 2) est satisfaite en particulier par l'expression : 

w==C.A2^, (15.3) 

C désignant une constante. 
Les mouvements de la classe actuelle apparaissent donc comme 

la superposition : 

1° d'un mouvement plan ordinaire s'efïectTiant parallèlement au 
plan xOy et que nous appellerons mouvement plan primitif ; 

2° d'un mouvement par droites parallèles à Oz de vitesse w. 
Dans le mouvement spatial résultant, les trajectoires sont des 

courbes, gauches dont les projections sur le plan xOy sont les tra
jectoires du mouvement plan primitif. 

Une fois le mouvement plan primitif connu, la détermination 
de w revient à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles 
linéaire du second ordre du type elliptique. On a donc là un moyen 
relativement commode pour associer à toute solution exacte connue 
du mouvement plan une solution exacte du mouvement spatial ; 
cette solution n'aura pas en général de symétrie axiale, c'est-à-dire 
qu'elle appartiendra à la classe pour laquelle on connaît le moins 
d'intégrales exactes. 

Si le mouvement plan primitif n'est pas irrotationnel, on peut 
prendre en particulier pour w l'expression (15. 3), c'est-à-dire à 
une constante multiplicative près le tourbillon du mouvement plan 
primitif (1) : on voit qu'on peut ainsi associer à tout mouvement plan 
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(') Si on prend K = 0 on voit donc que la pression dans le mouvement spatial est la 
même que la pression dans le mouvement plan primitif. (Pour simplifier n o u s s u p p o s o n s 
qu'il n'y a pas de forces extérieures.) Considérons alors un solide cylindrique de généra
trices parallèles à O2 immergé dans le fluide ; nous supposons qu'au loin le mouvement 
est par exemple un courant uniforme parallèle à O^. On voit alors facilement q u e la 
résistance éprouvée par le cylindre (et aussi la portance) dans le mouvement p lan e s t la 
même que celle éprouvée dans le mouvement spatial associé à ce mouvement plan : e n 
effet les seules composantes du tenseur des e/Torts qui interviennent dans le calcul de U 
résistance et de la portance à savoir V^x, Pg,y, P,̂  ont les mêmes valeurs dans les deux 
mouvements. 

connu un mouvement spatial sans qu'il y ait d'autre calcul à 
effectuer que celui du tourbillon du mouvement plan. 

Passons maintenant à la partie dynamique du problème ; des 
calculs faciles montrent que la pression est donnée par : 

^ + l] = Kz + ^{x-ij), (15.4) 
P 

n 
la fonction <î>[x y) n'étant autre que la quantité —|- U du mouve-

P 
ment plan primitif (̂ ) ; en d'autres termes si l'on pose 

H = O + (̂̂ ;̂  + 0 > 

on a les équations suivantes qui ne sont autres que les équations 
(2. 3) et (2. 4) écrites pour le mouvement permanent : 

H ; = ^;.A,4. + V.(A,̂ );, 

H ; = ^;.A,<P-V(A,4;);. 

Nous allons maintenant passer en revue les principales solutions 
connues de l'équation (15. 1), c'est-à-dire les principales solutions 
connues du mouvement plan et nous examinerons les mouvements 
spatiaux qu'on peut leur associer en prenant pour w soit l'expres
sion (15. 3), soit une autre solution de l'équation (15. 2). 

1. Supposons d'abord que le mouvement plan primitif soit 
irrotationnel, c'est-à dire que l'on ait : 

A,.̂  = 0 ; 

la composante w satisfait à l'équation : 

VA,«. + ^ ) = K ; (15. 2) 
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on n'a point ici la solution (15. 3). Les composantes du tourbillon 
sont données par : 

2^ = 2^ = - c.;, 2Î; = o. 
Le vecteur tourbillon est donc contenu dans le plan xOy. La pres

sion est donnée par l'équation : 

- + U - f J ( « 2 + = Kz + K„ 
P 2 

K, désignant une constante ; si K = 0 cette équation se réduit à 
la formule de Bernoulli. Dans le cas où l'on prend K = 0, 
l'équation (15. 2) peut d'ailleurs s'écrire sous une forme plus simple 
si on emploie les coordonnées isométriques cp et i);, <p désignant la 
fonction harmonique conjuguée de telle que ç -f- soit une 
fonction analytique de a; + i?/ 5 9 le potentiel des vitesses du 
mouvement plan primitif. L'équation (15. 2) devient avec ces 
variables <p <\i : 

i'^w i'^w i iw ^ 

Cette équation admet les solutions formelles suivantes : 

w = -LiKyf''? + B ê̂ 'T) iCye^'^ + D^e^^+), (15. 5) 

w = S(A ê'-'=P + By/'f) (C-^ cos -k^ + D;,sin Ц), (15. 6) 

w = (AfiS* + B) (Cii' + D), (15. 7) 

où les grandes lettres désignent des constantes et où et sont les 
racines de l'équation 

vr̂  — r + vX̂  = 0 

pour la solution (15. 5) et de l'équation 

vr — r — vX̂  = 0 

pour la solution (15. 6). 
2. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement 

par droites parallèles : 

^ = Ay^ + Bif + Ci/. (4. 1) 

L'équation (15. 2) devient : 

vA^w — (3A2/2 - f 2B2/ + O — = K. 
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vAoW + 
B 

2 A L o g T -I- - + A + 2 C K . 

C h e r c h o n s u n e s o l u t i o n w d e c e t t e é q u a t i o n q u i n e d é p e n d e que 

d e r ; o n o b t i e n t : 

= A l L o g r + B i r ^ + C l , 

A i B j C l d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s d o n t l a d e u x i è m e e s t l i é e à K p a r 

l a r e l a t i o n : 

4 B i V = K . 

C e t t e s o l u t i o n c o n t i e n t c o m m e c a s p a r t i c u l i e r c e l l e q u ' o n a u r a i t 

e n p r e n a n t l ' e x p r e s s i o n ( 1 5 . 3 ) . F i n a l e m e n t l e s c o m p o s a n t e s d e l a 

v i t e s s e e n c o o r d o n n é e s c y l i n d r i q u e s d a n s l e m o u v e m e n t a i n s i 

o b t e n u s o n t : 

(] 

Pi = 0 , = A o - r L o g r -f- B^r - f — , 
r 

w^^w = A l L o g r + B i r 2 + C l . 

C e m o u v e m e n t n ' e s t a u t r e q u e l e m o u v e m e n t p a r h é l i c e s c i r c u 

l a i r e s ( 4 . 2 5 ) d e M . S t r a k h o v i t c h . 

C h e r c h o n s u n e s o l u t i o n w d e c e t t e é q u a t i o n q u i n e d é p e n d e que 

d e y ; o n o b t i e n t : 

= A,y^ + B,y + C l , 

A l B i C l d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s d o n t l a p r e m i è r e e s t l i é e à K p a r 

l a r e l a t i o n : 

2 A i V == K . 

C e t t e s o l u t i o n c o n t i e n t c o m m e c a s p a r t i c u l i e r c e l l e q u ' o n a u r a i t 

e n p r e n a n t l ' e x p r e s s i o n ( 1 5 . 3 ) . F i n a l e m e n t l e s c o m p o s a n t e s d e l a 

v i t e s s e d a n s l e m o u v e m e n t o b t e n u s o n t : 

u = 3 A i / 2 + 2 1 % + C , c = 0 , w = h^y^ + B i ? / + C l . 

A v e c d e s n o t a t i o n s d i f f é r e n t e s c e t t e s o l u t i o n n ' e s t a u t r e que 

c e l l e d é j à o b t e n u e e n ( 1 4 . 1 0 ) . 

3 . P r e n o n s c o m m e m o u v e m e n t p l a n p r i m i t i f l e m o u v e m e n t p a r 

c e r c l e s c o n c e n t r i q u e s : 

^ = A . r ^ L o g r + B L o g r -f- Cr^. ( 4 . 2 ) 

L ' é q u a t i o n ( 1 5 . 2 ) d e v i e n t : 

bw 
^ + A + 2C 
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F' = — 2v + p 

A ce mouvement plan primitif associons un mouvement spatial 
en prenant pour w l'expression (15. 3) ; nous obtenons : 

w = ^ . F" . 

Finalement les composantes de la vitesse en coordonnées cylin
driques dans le mouvement obtenu sont : 

1̂ = -• F', = = = 2 F". (15. 8) 
r 

Les trajectoires sont contenues dans des plans passant par Oz ; 
le mouvement n'est d'ailleurs pas un mouvement de révolution 
proprement dit puisque les vitesses dépendent de 6 : c'est un 
mouvement " pseudo-de révolution de première espèce " (§ 16). 

5. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par 
spirales logarithmiques ; la fonction de courant est de la forme : 

•J; = F(a Log r + èO), 

la fonction F vérifiant l'équation différentielle : 

v(«2 + è2)F"' _ 4avF" + 4vF' - f 6F'2 = A, (4. 8) 
où A désigne une constante. 

Associons à ce mouvement plan primitif un mouvement spatial 
en prenant pour w l'expression (15. 3) ; nous obtenons : 

Cl désignant une constante. Les trajectoires sont tracées sur des 
cylindres ayant pour section droite des spirales logarithmiques. 

4. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement par 
droites concourantes. La fonction de courant est de la forme : 

I - F(e), 

la fonction F(6) satisfaisant à l'équation : 

vF'" + 4vF' + F'2 = A, 

A désignant une constante ; F' s'exprime par la fonction elliptique 
pi* : 

l 
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6. Prenons pour mouvements plans primitifs les mouvements 
(4. 9) ct (4. 10) de M. Jeffery. Considérons d'abord le mouvement 
(4. 9) : 

dx I dx I e d x + D x ^ + E x . 

(4. 9) 

Associons à ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant 
pour w une solution de l'équation (15. 2 ) qui ne dépende que de x ; 
on trouve : 

J ' J 

K f AJC' + B X 
W = ~ - I e 

V 

— Xx'- — Bjc 
e dx 

dx + E e dx + G , 

(15. 9) 

F et G désignant des constantes arbitraires. Cette solution con
tient comme cas particulier celle qu'on aurait en prenant pour w 
l'expression (15. 3). Dans le mouvement spatial (4. 9)-(15, 9) les 
composantes du tourbillon ne dépendent que de x, tout comme 
dans le mouvement plan (4. 9) de M. JefTery. 

Dans le cas particuber oii A = 0, les expressions de '\i de w 
deviennent : 

^ = v B y + Ce^« -f- T)x^ - h E x , 

w = ^ x + F e ' ' " + G . 

On remarquera que dans cette solution les trois composantes 
de la vitesse ne dépendent que de x : les plans x = x^ sont des 
surfaces isotachyques. 

Passons maintenant à la solution (4. 10) : 

<j> = v ( 2 A L o g 7 - - I - 3 ) 6 - f C / - / r d r I e — 

+ D r ^ + E Log r . (4. 10) 

Associons à ce mouvement plan un mouvement spatial en prenant 
pour w une solution de l'équation (15. 2) qui ne dépende que de r ; 
on trouve pour w l'expression : 

w = e dr dr dr -i- G, (15. 10) 

où «(r) = A (Log r)^ -t- (B — 1) Log r et où F et G désignent des 



I N T É G R A L E S E X A C T E S D U M O U V E M E N T P E R M A N E N T 87 

7 

CONSTANTES ARBITRAIRES. CETTE SOLUTION CONTIENT COMME CAS PARTICULIER 

QU'ON AURAIT EN PRENANT POUR w L'EXPRESSION ( 1 5 . 3 ) . DANS LE MOUVE

MENT SPATIAL ( 4 . 1 0 ) - ( 1 5 . 1 0 ) LES COMPOSANTES DU TOURBILLON EN COOR

DONNÉES CYLINDRIQUES NE DÉPENDENT QUE DE r, PROPRIÉTÉ ANALOGUE À 

CELLE DU MOUVEMENT PLAN ( 4 . 1 0 ) DE M . JEFÎERY. 

SI LE FLUIDE S'ÉTEND À UNE RÉGION OÙ 6 PEUT VARIER DE 0 À In, L'UNI

FORMITÉ DES VITESSES FOURNIES PAR LA FONCTION DE COURANT ( 4 . 1 0 ) NÉCES-

CITE QUE L'ON PRENNE 

A = 0 . 

DANS CE CAS PARTICULIER LA SOLUTION ( 4 . 1 0 ) - ( 1 5 . 1 0 ) SE RÉDUIT AUX 

TROIS SOLUTIONS SUIVANTES OÙ СЗ DÉSIGNENT LES COMPOSANTES DE LA 

VITESSE EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES : 

"1 = 7 , «2 = AIR5 + B̂ R + ^ , Г3 = M; = A,R2 LOG R + B,R2 + ; 

- . = А , Ь ^ Ч B , R + £ S v,^é^ + B,r^ + C,; > ( 1 5 . 1 1 ) 

« i = Y . =А^ГВ+1 + BjT 4 - ^ ' , = А Г̂В +B,R2 + C, ; 

LES GRANDES LETTRES DÉSIGNENT DES CONSTANTES ARBITRAIRES ; DANS LA 

DERNIÈRE SOLUTION ON SUPPOSE QUE 

В ^ - 2 , 0 , +2. 

L E CAS В = 0 EST EXCLU CAR ALORS LA SOLUTION ( 4 . 1 0 ) SE RÉDUIT AU 

MOUVEMENT PAR DROITES PARALLÈLES ET ON RETOMBE SUR LA SOLUTION 

( 4 . 2 5 ) . 

DANS LES MOUVEMENTS QUE NOUS VENONS D'OBTENIR LES TROIS COM

POSANTES DE LA VITESSE EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES NE DÉPENDENT 

QUE DE r ; LES CYLINDRES D'AXE Oz SONT DES SURFACES ISOTACHYQUES ET 

LE CHAMP DES VECTEURS VITESSES ADMET UNE SYMÉTRIE DE ROTATION PAR 

RAPPORT À O 2 : LES MOUVEMENTS ( 1 5 . 1 1 ) RENTRENT DANS LA CATÉGORIE 

DES MOUVEMENTS PSEUDO-DE RÉVOLUTION DE DEUXIÈME E S P È C E ( § 1 7 ) . 

NOTONS ENFIN QUE L'UNIFORMITÉ DE - + U NÉCESSITE QUE L'ON PRENNE 
P 

B J = 0 DANS LES SOLUTIONS ( 1 5 . 1 1 ) . 

7 . PRENONS POUR MOUVEMENT PLAN PRIMITIF LE MOUVEMENT ( 4 . 1 3 ) 

DE M . OSEEN : 

Ф = Р ( Ф ) + C x ; ( 4 . 1 3 ) 

С DÉSIGNE UNE CONSTANTE, cp ET x LES FONCTIONS HARMONIQUES CONJU

GUÉES ( 4 . 6 ) ET LA FONCTION F SATISFAIT À UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

DU 3 ^ ORDRE. 
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w = C 
y 2Co 6Co 

1 2 v . ^ - ^ 6 C i X + -i+ 
X x"^ x* 

9. P r e n o n s e n dernier l i eu c o m m e m o u v e m e n t s p l a n s p r i m i t i f s 
l es m o u v e m e n t s (10 . 8 ) à ( 1 0 . 10) . A s s o c i o n s - l e u r des m o u v e m e n t s 
s p a t i a u x en p r e n a n t p o u r w l ' expres s ion (15 . 3 ) . On o b t i e n t l e s so lu
t i o n s s u i v a n t e s : 

i° (j; = « x + (Cl c h wa; + Cg sh <ùx)e^'", 

w = /c(Ci ch (ùx + Ca sh cùa;)e^", = — Kg — 

C) M. Oseen a a u s s i d o n n é une s o l u t i o n a n a l o g u e à la s o l u t i o n ( 4 . t 3 ) - ( 5 . 1 2 ) a ins i qu 'on 
l'a n o t é au § 4 (C, 3°) ; m a i s la d é t e r m i n a t i o n de w d a n s c e t t e s o l u t i o n , d i f férente de la 
s o l u t i o n ( 4 . 1 3 ) - ( 5 . 1 2 ) , n é c e s s i t e l ' in t égra t ion d 'une n o u v e l l e é q u a t i o n . 

A s s o c i o n s à ce m o u v e m e n t p lan u n m o u v e m e n t spat ia l en p r e n a n t 
p o u r w l ' e x p r e s s i o n (15. 3) ; on o b t i e n t : 

w = ^ - F " , (15. 12) 

A d é s i g n a n t une c o n s t a n t e . 
L a f o n c t i o n F a é té é v a l u é e par M. O s e e n d a n s d i v e r s cas ; la 

s o l u t i o n s p a t i a l e que n o u s v e n o n s d 'obten ir se t r o u v e t o u t e dé ter 
m i n é e d a n s ces cas (^). 

L e s t ra jec to i re s du m o u v e m e n t spat ia l (4. 1 3 ) - ( 1 5 . 12) sont des 
c o u r b e s g a u c h e s t r a c é e s sur des c y l i n d r e s d o n t l e s s e c t i o n s dro i t e s 
s o n t d e s t ra jec to i re s t o r t u e u s e s d u m o u v e m e n t " p s e u d o - t u r b u l e n t " 
d e M. O s e e n ; ce m o u v e m e n t spat ia l e s t d o n c au m o i n s auss i " t u r 
b u l e n t " q u e le m o u v e m e n t de M. Oseen . 

8. P r e n o n s p o u r m o u v e m e n t p l a n pr imi t i f le m o u v e m e n t (4. 15) : 

= F(x)y + G{x) ; 

l es f o n c t i o n s F(x) e t G{x) s a t i s f o n t a u x é q u a t i o n s (4 . 16) e t (4. 17). 
A i n s i qu 'on l 'a r e m a r q u é ce m o u v e m e n t sa t i s fa i t a u x é q u a t i o n s 

de la c o u c h e l i m i t e p l a n e . 
A s s o c i o n s à ce m o u v e m e n t p l a n u n m o u v e m e n t spat ia l en p r e n a n t 

p o u r w l ' e x p r e s s i o n (15. 3) ; on o b t i e n t : 

w = CiF"y + G"). 

E n par t i cu l i er à la s o l u t i o n (4 . 18) on p e u t s u p e r p o s e r la v i t e s s e : 
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2° <]) ^ ax + ( C l cos cùx + Cg sin (ùx)e^", 
aK 

(V = A;(Ci cos iùx + Ca sin cox)e'^''^, = -j ; 
V 

3 ° = ax + {C^x + C^)e'l^, w = k{C^x + C^)e~^^^^ ; 

dans ces expressions k désigne une constante arbitraire. 

1 6 . M o u v e m e n t p s e u d o - d e r é v o l u t i o n d e p r e m i è r e e s p è c e . 

De la même manière que nous avons défini au § 14 à côté du 
mouvement plan les mouvements pseudo-plans de première et de 
deuxième espèce, nous allons maintenant définir à côté du mouve
ment de révolution les mouvements " pseudo-de révolution de 
première et de deuxième espèce ". 

Un mouvement de révolution est celui par définition qui possède 
les deux propriétés suivantes : 

1° les trajectoires sont contenues dans des plans passant par Oz ; 
2° le mouvement est identique dans les divers plana méridiens. 
Utilisons les coordonnées cylindriques ; la première propriété 

se traduit par la condition 

la deuxième par le fait que les composantes et ne dépendent 
pas de 6. 

Les deux propriétés ci-dessus ne sont pas nécessairement liées ; 
nous allons considérer les mouvements qui ne possèdent que l'une 
d'entre elles ; nous aurons ainsi les deux classes suivantes de mou
vements qui comprendront chacune comme cas particulier la classe 
des mouvements de révolution proprement dits : 

1° les mouvements dont les trajectoires sont contenues dans des 
plans passant par Oz, les vitesses pouvant d'ailleurs dépendre de 0 ; 
nous appellerons ces mouvements les " mouvement pseudo-de 
révolution de première espèce " ; 

2° les mouvements pour lesquels les composantes de la vitesse 
en coordonnées cylindriques ne dépendent pas de 6, les trajectoires 
n'étant d'ailleurs pas nécessairement contenues dans des plans 
passant par Oz ; nous appellerons ces mouvements les " mouvements 
pseudo-de révolution de deuxième espèce ". 

Laissant pour le paragraphe suivant les mouvements pseudo-de 
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révolution de deuxième espèce, nous nous occuperons dans le pré
sent paragraphe des mouvements psoudo-de révolution de première 
espèce. 

Pour un tel mouvement les composantes de la vitesse en coor
données cylindriques sont de la forme : 

Cl = ^lir 8 z), = 0 , = fair e z). 

L'équation de continuité fournit la condition 

dr ûZ 

qui implique l'existence d'une fonction de courant i [ = G z) 
telle que l'on ait : 

_ 1 _ 1 ôiJ; 

cette fonction ij; est déterminée à une fonction additive de 6 près. 
Le tourbillon n'est plus en général normal au plan méridien rz 
comme en mouvement de révolution proprement dit ; ses compo
santes sont données par les formules : 

2^1 = - ^ , - ^ ; e , 2 ^ , = ^.D,+, 2?3 = -^•'Pz'e. 

Écrivons maintenant l'équation de compatibilité cinématique. 
Par un calcul analogue à celui qui a conduit en mouvement pseudo
plan de première espèce aux équations ( 1 4 . 6 ) et ( 1 4 . 7 ) , on voit que 
l'équation de compatibilité cinématique se traduit par les deux 
équations suivantes : 

V(D;4^); + ^ ( V ; ^ + + : ^ ) : - ^ ^ ; - D , ^ 

+ 7 + ' - + 7 ? - ^ 6 - ^ ; ( 1 6 . 1 ) 

2 v 4 v 

Dans ces équations O désigne une fonction arbitraire de r et z à 
l'exclusion de 6 : 

d. = $(r, z) ; 
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les symboles D¡¡^^ et D̂ IJ; ont les significations suivantes : 

Des calculs faciles donnent la pression ; on trouve : 

^ + U = ^ ^ ; + i > ( r z ) . (16.3) 
On voit que - 4- U ne peut dépendre de 6 que par l'intermédiaire 

P 

de Si le fluide s'étend à un domaine où 6 peut varier do 0 à 27T, 
l'uniformité des vitesses nécessite que '̂ /'̂  et soient uniformes ; 
s'il en est ainsi - + U est également uniforme. 

Une première famille de solutions des équations (16. 1) et (16. 2) 
analogue à la solution (14. 9) du mouvement pscudo-plan de pre-
nùère espèce, s'obtient en posant 

^ = F(E)z + G(E)r ; (16. 4) 

les composantes de la vitesse ont alors pour expression : 

Ci = -^-F(E), ,3 = _ Î .G(9). 

Les équations (16. 1) et (16. 2) se réduisent à : 

VF" + 4VF + F2 = K, (16. 5) 
VG' + VG + FG = 0, (16. 6) 

K désignant une constante ; la fonction O est donnée par : 

<D = - | r 2 + KL, 

KJ désignant une autre constante. La pression est fournie d ' après 
(16. 3) par la relation : 

? + u = ? ^ -F (E ) - ^ r ^ + K,. 
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L'ÉQUATION (16. 5) S'INTÈGRE IMMÉDIATEMENT À L'AIDE DE LA FONCTION 
ELLIPTIQUE -pu DE WEIERSTRASS. ELLE ADMET EN PARTICULIER LA SOLUTION 

F = A, 

A DÉSIGNANT UNE CONSTANTE. DANS CE CAS L'ÉQUATION (16. 6) PERMET 
D'EXPLICITER G ET ON A FINALEMENT POUR LA FONCTION DE COURANT : 

1° SI A < — V : 

^ = Az + (CIE"0 + C2e-"0)R, (16. 7) 

/ A 

AVEC lù^ = — 1 H 
V ^ 

2° SI A = — V : 

I = — VZ + (CIB + C^)r ; (16. 8) 
3° SI A > — V : 

^ = A z + (CL COS 0)6 + CA SIN coe)R, (16. 9 ) 
AVEC 

«2 = 1 + - -
V 

DANS LES DEUX PREMIÈRES DE CES SOLUTIONS LES VITESSES NE SONT PAS 
UNIFORMES QUAND 6 VARIE DE 0 À 27T ; DANS LA DERNIÈRE LES VITESSES SONT 
UNIFORMES. POUR TOUTES CES SOLUTIONS LES TRAJECTOIRES DANS CHAQUE 
PLAN 6 = 6o SONT DES DROITES PARALLÈLES À UNO CERTAINE DIRECTION, 
MAIS QUAND ON PASSE D'UN PLAN 6 = ÔG À UN AUTRE, CETTE DIRECTION 
VARIE ; L'AXE OZ EST UNE LIGNE DE SOURCES. 

« 

PROPOSONS-NOUS DE RECHERCHER COMME POUR LE MOUVEMENT DE 
RÉVOLUTION PROPREMENT DIT [(4. 23)] LES SOLUTIONS POUR LESQUELLES LA 
FONCTION DE COURANT (Ĵ  EST LINÉAIRE EN Z ; ON A DONC : 

^ = F(R E)Z + G(R 0 ) . (16. 10) 

REMARQUONS QUE LES SOLUTIONS (16. 4) PRÉCÉDEMMENT EXAMINÉES 
CONSTITUENT UN CAS PARTICULIER DE LA FAMILLE (16. 10). 

PORTONS L'EXPRESSION (16. 10) DANS LES ÉQUATIONS DE COMPATIBILITÉ 
CINÉMATIQUE (16.1) ET (16. 2). SI NOUS POSONS POUR PLUS DE SIMPLICITÉ : 

A F = F ; . - ^ - F ; A T = F ; . - Î_F; + ^^/9., 
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les équations de compatibilité cinématique fournissent les deux 
équations : 

v( A ' F ) ; + -1<7 - I R . A F + - 3 • F ' g . 

+ V ( A ' G ) ; + I F ; G ; - I P . A G + ^ - GQ. 

1 1 2v 4v 
V A ' F — - F F ; + - F 2 — F ; + ^ F = / - O ; . 

R R 

•Ces deux équations sont de la forme : 

M(R 6 ) 2 + N(r 6) = — rO;(r 2 ) , 

P(r 6) = R^',[RZ). 

Il est aisé d'en déduire que l'on a, en désignant par c et 6 deux 
constantes et par (p(r) une fonction de R seul : 

v ( A ' F ) ; + - F ; ^ - - F - A F + ^ F Ê . = ar, ( 1 6 . 1 1 ) 

v ( A ' G ) ; + -F;G; — - F - A G + ^ G Q . = TR, (LE. 1 2 ) 

1 , 1 2v , 4v 
- F F + - F ^ F + - F = (p(r). (16. 13) 
R R 

v . A ' F 

La fonction O a pour expression : 

<p(r)dr — --z^ — BZ, 
À 

(16.14) 

Les équations (16. 11), (16. 12) et (16. 13) constituent les con
ditions de compatibilité cinématique des mouvements du type 
(16. 10). 

Les équations (16.11) et (16.13) vont nous permettre tout d'abord 
de préciser la forme de la fonction F . Dérivons l'équation (16. 13) 
par rapport à R puis retranchons-la de l'équation (16. 11) ; de 
l'équation ainsi obtenue retranchons l'équation (16. 13) ; il vient : 

d'où on déduit : 

F;^ = - ( a r - 9 ' ) - 9 , 

F ; 9 = 0 . 
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La fonction F est donc de la forme : 
F = /(/•) + g(0). Si nous reportons cette expression dans l'équation (16. 13) et si nous dérivons l'équation obtenue d'abord par rapport à 9, ensuite par rapport à r, nous obtenons : 

Deux cas sont donc possibles : 1° g' = 0 ; la fonction F ne dépend alors que de r : 
F = F(r) ; 

1 

2" /" /' = 0 ; en désignant par A une constante la fonction F 
est alors de la forme : 

F = Ar2 + g(9). ( 1 6 . 1 5 ) Nous allons examiner ces deux cas séparément. i° Supposons d'abord que F soit fonction de r seul ; la fonction de courant est alors de la forme : 
^ = Y{r)z + Q(r 9 ) ; ( 1 6 . 1 6 ) 

la fonction F doit satisfaire à l'équation (16. 11) qui s'écrit : 
v( A F ) ' + ^ - F ' ^ — ^ F - A F = ar, ( 1 6 . 1 7 ) 

et la fonction G ( r 6) à l'équation (16. 12) qui devient : 
1 1 2 V 

v ( A ' G ) ; + - F ' - G ; — - F - A G + - - G Q . = br. ( 1 6 . 1 8 ) Quant à l'équation (16, 13) elle n'introduit dans le cas actuel aucune condition supplémentaire et sert simplement à définir la fonction 9. La pression est fournie par l'équation (16. 3) qui donne : 
? + U = - F ' - - Î ^ F ^ - 2̂== - + c. 
p r 2/-2 2 

On voit que - + U ne dépend pas de G, tout comme en mouve-P ment de révolution proprement dit. 
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2° Supposons maintenant que F soit de la forme (16. 15) ; la 
fonction de courant s'écrit : 

A = \Ar^ + g(e)] z -}- G(r 6) ; (16. 19) 

l'équation (16. 13) montre que la fonction g vérifie l'équation : 

vg" + 4vg + g2 =̂  K, (16. 20) 

qui s'intègro par la fonction elliptique pM ; la fonction G vérifie 
l'équation (16. 12) qui devient : 

v ( A ' G ) ; + 2 A G ; - ^ (Ar2 + g ) A G + ^ GQ. = br. (16. 21) 

Quant à l'équation (16. 11) elle se réduit à : 

a = 4A2. 

La pression se calcule aisément ; on trouve : 

- + U = ^ - g ( e ) - ^ ' T 2 - ^ - i ^ 2 ^ ' ^ - * ^ + «' 
p À i n 

c désignant une constante arbitraire. 
Nous avons ainsi épuisé tous les mouvements du type (16. 10) 

qui soient possibles : ils sont constitués par les deux familles (16. 16) 
et (16. 19). 

On peut expliciter de nombreux cas particuliers de ces solutions {̂ ). 
Supposons par exemple que l'on prenne dans la solution (16. 19) : 

A = 0 ; 

si l'on suppose de plus & = 0, on peut trouver des solutions de 
l'équation (16. 21) de la forme : 

G = r\K{^), (« ^ 0) ; 

la fonction A(6) vérifie l'équation différentielle : 

\h" + (« — 2) U{n — 2) — g(e)] A = 0. 

On a donc pour la fonction de courant le développement formel : 

^ = g(e)z + s r " . M e ) . (16.22) 

( } ) P a r m i les m o u v e m e n t s p s e u d o - p l a n s d e d e u x i è m e e s p è c e n o u s a v i o n s o b t e n u u n m o u 
v e m e n t ( 1 3 . 8) q u i é t a i t u n m o u v e m e n t p s e u d o - d e r é v o l u t i o n d e p r e m i è r e e s p è c e . Il e s t 
fac i le de v o i r q u e ce m o u v e m e n t ( 1 5 . 8) e s t u n c a s p a r t i c u l i e r d e l a f a m i l l e ( 1 6 . 1 9 ) o ù 
l 'on a p o s é A = 0. 
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(16. 23) 

1° SI n EST INTÉRIEUR À L'INTERVALLE 2, 2 - )— 

4; = FTZ + SR" (Cie'^9 + C^e-""^), 

AVEC 
k\ 

(2~n)[n~2 
V V / 

/ k\ 
2° SI n EST EXTÉRIEUR À L'INTERVALLE 2, 2 -F -

V v/ 

AVEC 
<\i = kz + ER''(Ci COS mQ + Cg SIN md), (16. 24) 

k\ 
= (« — 2) N — 2 

3° ENFIN SI L'ON A« = 2OU« = 2~L--: 
V 

'^ = kz + r^(C,Q + C) , 

^ = kz + r' + v-(C,Q + C) ; 
(16. 25) 

DANS TOUTES CES EXPRESSIONS ET C2 DÉSIGNENT DES CONSTANTES ARBI
TRAIRES. LES SOLUTIONS (16. 7), (16. 8), (16. 9) SONT DES CAS PARTICULIERS 
DES SOLUTIONS CI-DESSUS. 

POUR TOUTES LES SOLUTIONS (16. 23) À (16. 25) LA PRESSION EST DONNÉE 
PAR : 

p . k^ i 
p 2 

17. Mouvement pseudo-de révolution de deuxième espèce. 
NOUS ALLONS MAINTENANT EXAMINER LES MOUVEMENTS PSEUDO-DE 

RÉVOLUTION DE DEUXIÈME ESPÈCE, C'EST-À-DIRE LES MOUVEMENTS POUR 
LESQUELS LES COMPOSANTES DE LA VITESSE EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES 

EN PARTICULIER POUR « — 2 ON A LA SOLUTION : 

Cl ET Cg DÉSIGNANT DEUX CONSTANTES ARBITRAIRES. 
SI L'ON PREND POUR g LA SOLUTION PARTICULIÈRE 

{k DÉSIGNANT UNE CONSTANTE) DE L'ÉQUATION (16. 20), LES SOLUTIONS 
(16. 22) DEVIENNENT : 



I N T É G R A L E S E X A C T E S D U M O U V E M E N T P E R M A N E N T 97 ne dépendent pas de 6, sans que les trajectoires soient assujetties à être contenues dans des plans méridiens. Ces mouvements ne sont autres que les mouvements " symétriques par rapport à un axe " des auteurs italiens. Les composantes de la vitesse sont donc de la forme : 
Cl = Ci(r z), fa = v^r z), Vs = v^j z). L'équation de continuité s'écrit ici : 

On en déduit, en désignant par = if{r z) une fonction de r et z déterminée à une constante additive près, que l'on a : 
1 1 StL 

V = 1, ç.^^ 1-
r Sz r Ou voit que le mouvement dans le plan méridien est encore régit par une fonction de courant ijj liée aux composantes et de la vitesse par les mêmes formules qu'en mouvement de révolution proprement dit. Le tourbillon n'est plus normal au plan méridien comme en mouvement de révolution proprement dit ; si l'on désigne par / la composante de la vitesse normale au plan méridien : 

les composantes du tourbillon sont données par : 
2?! = -/;, 2Ç, = i.D,̂, 2 .3 = / ,+ Écrivons maintenant l'équation de compatibilité cinématique ; des calculs faciles montrent qu'elle fournit les deux équations : 
vD,+ + r ' + 2 / / ; = 0 , (17. 1) 
'̂̂̂̂'"̂̂  + ri5(;r̂  ̂  ̂' '̂̂-'̂  où K désigne une constante. D'autre part si nous écrivons l'équation du mouvement elle-même, nous voyons que la fonction H est de la forme : H = KO -f Hj(rz), 
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O Ù K e s t p r é c i s é m e n t l a c o n s t a n t e d e l ' é q u a t i o n ( 1 7 . 2 ) . S i d o n c l e 

fluide s ' é t e n d à u n d o m a i n e o ù 6 p e u t v a r i e r d e 0 à 2n, l ' u n i f o r m i t é 

d e l a f o n c t i o n H n é c e s s i t e q u e l ' o n p r e n n e : 

K = 0 . 

F i n a l e m e n t l e s é q u a t i o n s d e c o m p a t i b i l i t é c i n é m a t i q u e d e l a 

c l a s s e d e m o u v e m e n t s e n v i s a g é e s o n t d o n c : 

/ 1 \ 

- " - ^ + - D ( r , z ) + = ^ ' ^ ' ' - ' ^ 

. D . ( r / ) + i M = o . ( 1 7 . 3 ) 
r D{r, z ) 

O n v o i t q u ' i c i à l a d i f f é r e n c e d e c e q u i s e p a s s e p o u r l e m o u v e 

m e n t p s e u d o - p l a n d e d e u x i è m e e s p è c e , l a f o n c t i o n d e c o u r a n t <li 

q u i r é g i t l e m o u v e m e n t d a n s l e p l a n m é r i d i e n n e s a t i s f a i t p o i n t à 

l a m ê m e é q u a t i o n q u e d a n s l e c a s d u m o u v e m e n t d e r é v o l u t i o n 

p r o p r e m e n t d i t : l ' é q u a t i o n ( 1 7 . 1 ) d i f f è r e d e l ' é q u a t i o n ( 3 . 9 ) 

p a r l e t e r m e 2 / / ^ . P a r c o n s é q u e n t l e p r o c é d é d e s u p e r p o s i t i o n u t i 

l i s é p o u r l e s m o u v e m e n t s p s e u d o - p l a n s d e d e u x i è m e e s p è c e n e 

s ' a p p l i q u e p a s i c i e n g é n é r a l . 

Q u a n t à l a p a r t i e d y n a m i q u e d u p r o b l è m e , d e s c a l c u l s f a c i l e s 

c o n d u i s e n t a u x d e u x é q u a t i o n s s u i v a n t e s d o n t l ' i n t é g r a t i o n d o n n e 

l a f o n c t i o n H = H ( r z ) : 

H ; = /f/; + - / ^ + i . ^ ; . D , ^ - f - . ( D , 4 . ) ; 

H ; = / / ; + v 4 ' ; - D , ^ - - - ( D , ^ ) ; . 

P a r m i l e s i n t é g r a l e s e x a c t e s d e s é q u a t i o n s d e N a v i e r - S t o k e s q u i 

o n t é t é é n u m é r é e s a u § 4 , c e l l e s q u i r e n t r e n t d a n s l a c a t é g o r i e a c t u e l l e 

s o n t : 

1 ° l e m o u v e m e n t p a r h é l i c e s c i r c u l a i r e s d e IVl. S t r a k h o v i t c h o ù 

l e s c o m p o s a n t e s d e l a v i t e s s e s o n t d o n n é e s p a r : 

= 0 , c^2 = Ar L o g r + B r - | — ! 

r 
V, = A l L o g r + B,r^ + C l ; ( 4 . 2 5 ) 

2 ° l e m o u v e m e n t ( 4 . 2 8 ) d e M . v o n K a r m a n . 
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h = ri^K / e'J ' . rdr - f Kl, (17.6) 

K et Kl désignant des constantes arbitraires. Ainsi à tout mouve
ment de révolution du type (4. 23) on peut associer un mouvement 
spatial de la catégorie actuelle en ajoutant au premier mouvement 
une rotation = f o\x f est donné par l'équation (17. 6). 

On vérifie aisément que ces mouvements satisfont bien aux équa
tions (17. 1) et (17. 3). Des mouvements pseudo-de révolution de 
deuxième espèce ont aussi été donnés en (15. II). 

Proposons-nous maintenant de déterminer les solutions des équa
tions (17. 1) et (17. 3) telles que la composante = f de la vitesse 
ne dépende que de r. Dans ce cas l'équation (17. 1) devient préci
sément identique à l'équation (3. 9) et 4̂  est la fonction de courant 
d'un mouvement proprement dit. Posons : 

h(r) = r.f ; 

l'équation (17. 3) s'écrit : 

^h" —-^h' —^-^'..h' = 0. (17.4) 

Deux cas sont possibles : 
i° h' = 0 ; alors l'équation (17. 4) est satisfaite et l'on a : 

C désignant une constante. On obtient donc le résultat suivant : 
on peut superposer à tout mouvement de révolution proprement dit 
le mouvement irrotationnel : 

^ 1 = 0, ^2 = ^' ('3 = 0 ; (17.5) 

on obtient encore une solution exacte ; le champ (17. 5) n'est autre 
que le champ de vitesses d'un tourbillon ponctuel en mouvement 
plan. 

2° h' ^ Q ; l'équation (17. 4) montre que IJ; est de la forme : 

+ = F{r)z + G{r), 

c'est-à-dire que le mouvement dans le plan méridien n'est autre 
que le mouvement (4. 23) de MM. Witoszynski et Szymanski. 
L'équation (17. 4) donne pour h l'expression : 
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T J T 
(17. 7) 

18. PROPOSONS-NOUS DE RECHERCHER LES MOUVEMENTS TELS QUE LES 
COMPOSANTES DU VECTEUR TOURBILLON EN COORDONNÉES CARTÉSIENNES 
RECTANGULAIRES x y z NE DÉPENDENT QUE D'UNE SEULE COORDONNÉE, 
X PAR EXEMPLE ; POUR UN TEL MOUVEMENT EN TOUS LES POINTS D'UN 
PLAN X = x^ LES VECTEURS TOURBILLONS SONT ÉQUIPOLLENTS. SI ON FAIT LA 
MÊME HYPOTHÈSE EN MOUVEMENT PLAN, ON EST CONDUIT À LA SOLUTION 
(4. 9) DE M. JEFÎERY. 

- y 
SOIENT u{xyz), v(xyz), w(xyz) LES COMPOSANTES DE LA VITESSE V 

—>- -> 
ET a{x), b{x), c[x) CELLES DU VECTEUR ROT V . LA CONDITION 

DIV FRET V ) = 0 

EXIGE QUE a{x) SE RÉDUISE À UNE CONSTANTE «O- L'ÉQUATION DE COMPA
TIBILITÉ CINÉMATIQUE FOURNIT ENSUITE LES TROIS ÉQUATIONS SUIVANTES : 

CÔ ; + bu^ + eu, = 0, (18. 1) 
«0̂ ; + + - b'u + V6" = 0, (18. 2) 
AO»; -J- bw'Y + cw[ — du + VC" = 0, (18. 3) 

D'AUTRE PART, EN EXPRIMANT QUE a^, b, c SONT LES COMPOSANTES 

DU ROTATIONNEL DE V(M, V, W) ON OBTIENT LES TROIS ÉQUATIONS : 

(18. 4) 
(18. 5) 
(18. 6) 

ENFIN LA CONDITION DE CONTINUITÉ S'ÉCRIT : 

K + ^'Y + ^'Z = 0. (18. 7) 

IL S'AGIT DE RÉSOUDRE LE SYSTÈME (18. 1)-(18. 7). COMMENÇONS PAR 
NOTER QUELQUES RELATIONS ASSEZ SIMPLES QUI DÉCOULENT DES ÉQUATIONS 

A, 

— «y = C. 

CONSIDÉRONS PAR EXEMPLE LE MOUVEMENT (4. 22) QUI EST UN CAS 
PARTICULIER DE LA FAMILLE (4. 23) : 

4; = V(2Ar2 -T- B)Z + C J rdr J rdr J E*'•^R^-^¿R + DR* + ER̂ . 

(4. 22) 

L'ÉQUATION (17. 6) DONNE DANS CE CAS POUR / L'EXPRESSION : 
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(18. 1)-(18. 7). Dérivons l'équation (18. 2) par rapport à z et l'équa
tion (18. 3) par rapport à y , retranchons membre à membre les 
relations obtenues; il vient : 

c'.u'y — b'.u'^ = 0. (18. 8) 

Dérivons (18. 7) par rapport à x , (18. 6) par rapport k y e i (18. 5 ) 
par rapport à z et ajoutons membre à membre les relations obte
nues ; il vient : 

i*; + + = 0. (18. 9) 

On voit que la composante u de la vitesse est harmonique. De 
façon analogue on obtient les relations 

+ V + '''г' = (18. 10) 
«V + + V. (18.11) 

Supposons d'abord que è et c se réduisent à des constantes et 
«o, c'est-à-dire que le vecteur tourbillon soit constant; dans ce cas 
ou peut toujours choisir les axes de manière que l'on ait : 

AÇS-^ 0, 

et on voit facilement alors que le mouvement se réduit au mouve
ment plan à tourbillon constant. Ce cas, qui est une solution immé
diate et banale du problème, étant mis de côté, des calculs faciles 
montrent que le système (18. 1)-(18. 7) n'admet des solutions que 
dans les deux cas suivants : 

Cas I : K = K, K désignant une constante ; 
Cas II : «0 = 0. 

Dans toutes les autres éventualités on aboutit à des impossibi
lités. Nous allons maintenant considérer en détad les deux cas 
ci-dessus. 

CAS I. — M = K ; les équations (18. 6) et (18. 5) donnent alors 
respectivement : 

i>--= fcdx-V f{yz), w - ~ f bdx + g(2/ z), (18. 12) 

f el g désignant des fonctions arbitraires (pour le moment) de 
leurs arguments. Si on porte les expressions (18. 12) dans les 
équations (18. 4) et (18. 7), on obtient : 

ê'y~f:=ci,, (18.13) 
fu + g: = 0. (18. 14) 
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v V — 2KV/-3 - F K=R2 — A 2 -h B(B 4- FLO) = 0 . 

Enfin les équations (18. 2) et (18. 3) donnent : 

è/; + c/; - K i ' - - vè', (18.15) 

H'y + cg, = KcJ + a^b — vc". (18. 16) 

On déduit des équations (18. 13) à (18. 16) les expressions sui
vantes pour les fonctions / et g : 

/ = A T / + Bz + C , 

g = (B + a,)y ~ Az + D , 

A B C D désignant des constantes arbitraires. On a donc finale
ment pour les composantes de ia vitesse les expressions suivantes ; 

a = K, (18. 17) 

V = C I ( A ; ) + Ay + Bz + C , (18. 18) 

( V = — b^ix) + (B - F FFO)î/ — Az + D , (18. 19) 

FTJ et CL représentant respectivement les primitives de 6 et de C : 

6 i = J" bdx^ « 1 = J~ cdx, 

et les fonctions è et c satisfaisant aux équations : 

vô" — Kè' + Aô + (B + «(,)£ = 0, (18. 20) 

vc" — Kc' - F Bè — Ac = 0. (18.21) 

Suivant les valeurs des constantes A, B, a^, K qui figurent dans 
ces deux équations, on obtient pour la fonction b.^[x) l'une des expres
sions suivantes : 

è i = C I C ^ ' - + C A E " - ' * 4 - C S E - - - ^ + C . C ' - ' ^ 

K = ( C R ^ + 0 2 ) 6 ^ " ^ - F € 3 6 ' - ' ' = - F - C 4 E ' • ' ^ 

6 1 = ( C I Z 4 - 0 ^ ) 6 ^ * 4 - 4 - C ^ O ; , 

è i = C I X * 4 - C J X ^ 4 - C 3 X 2 + 

et pour la fonction Cj{,x) des expressions analogues ; dans ces for
mules C J C 2 C 3 C 4 sont des constantes arbitraires, TI sont 
les racines de l'équation : 
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w 

= Jcdx ^ fiy z), 

= —y bdx + g{y z), 

f et g désignant des fonctions arbitraires (pour le moment) de leurs arguments. En portant ces expressions dans les équations (18. 4), (18. 7), (18. 2) et (18. 3), on obtient les relations suivantes : 
g'y-f: = . 0 , 

/; + g; = - Kl, 
bf^ + cf:={K,x+K)b'-vb", 

bg', + cg: = (Kix + K)c' - VC". 

Ces relations montrent que les fonctions / et g sont de la forme ; 
f = Ay +Bz + C, 

g = B?/ — (A - f Ki)z + D, 
A B G D désignant des constantes arbitraires. On a donc finale-

8 

Des calculs faciles donnent la pression ; elle est fournie par une équation de la forme : 
^ -f- U = + + P?/ + Qz + R, P M N P Q R désignant des constantes dont les quatre premières sont liées d'une manière simple aux constantes qui figurent dans le champ de vitesses, la dernière étant arbitraire. Dans le cas particuher où l'on a K = 0 le mouvement (18. 17)-(18. 19) est un mouvement pseudo-plan de première espèce (§ 14). 

Cas II. — Passons maintenant au cas = 0. Les équations (18. 1) et (18. 8) montrent que l'on doit avoir ou bien 
u[ - « ; = 0 , (18. 22) 

ou bien une autre condition ; mais quand cette dernière est réalisée on retrouve encore (18. 22) ; u ne dépend donc que de x. L'équation (18. 9) montre alors que u doit être de la forme : 
u=K^x-\- K, Kl et K désignant des constantes arbitraires. Les équations (18. 6) et (18. 5) donnent respectivement pour v et w les expressions : 



104 SUR LE MOUVEMENT D ' U N FLUIDE VISQUEUX ment pour les composantes de la vitesse les expressions suivantes : 
u = K^x + K, (18. 23) 
ç = c,{x) + Ay + Bz + C, (18. 24) 

w — b,(x) +By — {A + KJz -f D, (18. 25) et représentant respectivement les primitives de ò et c : 
il = y bdx, Cl = y cdx, et les fonctions 6 et c satisfaisant aux équations suivantes qui sont des équations de Laplace : 

vi" — (Kix + K)b' + Ai + Bc = 0, (18. 26) 
vc" — (Kix K)c' + Bi — (A + Ki)c = 0. (18. 27) On remarquera que le cas précédent [(18. 17) à (18. 21)] n'est pas un cas particulier du cas actuel : quand on fait Ki = 0 dans la solution (18. 23)-(18. 27) on n'obtient pas exactement la solution (18. 17)-(18.21). Des calculs faciles donnent la pression ; elle est fournie par une équation de la forme : 

- + U = Lx̂  + Uy^ + Nyz + Pz2 + Qx + By + Sz + T , 
P les grandes lettres désignant des constantes qui, la dernière exceptée, sont liées d'une manière simple aux constantes qui figurent dans le champ de vitesses. Le problème proposé est ainsi complètement résolu ; les seuls mouvements dont les vecteurs tourbillons ne dépendent que de x sont les deux familles (18. 17)-(18. 21) et (18. 23)-(18. 27). On vérifie facilement que le mouvement plan (4. 9) dont le tourbillon ne dépend que de x est un cas particulier des mouvements {18. 23)-(18.27). On remarquera que les mouvements obtenus possèdent la propriété d'être composables avec un courant uniforme parallèle à une direction quelconque du plan yOz, ceci en vertu de la présence des constantes arbitraires C et D dans les formules (18 18), (18. 19) et (18. 24), (18. 25). 



C H A P I T R E I V 

N O U V E L L E S I N T É G R A L E S E X A C T E S 

D U M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T 

A . MOUVEMENT NON PERMANENT PLAN. 

19. Proposons-nous de rechercher les mouvements plans non 
permanents tels qu'à chaque instant leur champ de vitesses soit le 
champ de vitesses d'un mouvement plan permanent. On peut dire 
des mouvements non permanents qui jouissent de cette propriété 
qu'ils admettent à chaque instant un mouvement permanent 
tangent. 

Soit ifix y t) la fonction de courant du mouvement non permanent 
admettant à chaque instant un mouvement permanent tangent ; 
elle satisfait d'abord à l'équation de compatibilité cinématique pour 
le mouvement plan non permanent, c'est-à-dire à l'équation : 

D'autre part, d'après l'hypothèse faite, si on y considère «comme 
un paramètre, <li(x y t) doit être la fonction de courant d'un mouve
ment permanent, quelle que soit la valeur de t ; elle doit donc 
satisfaire à l'équation : 

,Arf + 2<M4' = 0. , 2 .9 , 
D(x, y) 

Des deux équations (2. 2) et (2. 9) on déduit que l'on a : 

= 0 

U 
c'est-à-dire que 

A,if = ^{xy), (19.1) 
a.{x y) désignant une fonction de x et y à. l'exclusion de t. On peut 
donc déjà affirmer le résultat suivant : un mouvement plan non 
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B(x, y) 
= 0 ; 

on en déduit que l'on a 
2nL 

= H ( « , t), 

d'où pour la fonction de courant une expression de la forme : 
^ = F(« , t) + G(x, y). (19. 2) 

On en tire pour le Laplacien de <!) : 

A^^ = F ; , . A i a + F;.A2a + A^G. 

Écrivons que A2<\i ne dépend pas de ¿ ; il vient : 
F ; ; . A l a - ^ F ; , . A , « = o. (19.3) 

Nous écartons le cas où l'on aurait : 
A^a = 0 , 

c'est-à-dire où A2JJ = a se réduirait à une constante, ce qui est 
une solution banale et immédiate du problème. Alors l'équation 

F'", 

(19. 3) montre q u e n e dépend que de a, c'est-à-dire que la 

fonction F(a, t) est de la forme : 

F ( a t) =m.g(^) + h(^), 
en négligeant une fonction additive de i, ce qu'on peut faire puisque 
la fonction de courant v]; n'est déterminée qu'à une fonction addi
tive de t près. Pour être satisfaite l'équation (19. 3) exige d'ailleurs 
que l'on ait ou bien fit) = 0 ; 

mais alors (J; ne dépendrait plus de t, nous laissons ce cas de côté ; 
ou bien que 

g".A,aL -t- g ' . A , a = 0 , 

permanent où le tourbillon en un point donné varie avec le temps 
ne saurait admettre à chaque instant un mouvement permanent 
tangent. 

Nous allons maintenant déterminer toutes les fonctions ^ du 
problème, c'est-à-dire toutes les fonctions ij; qui satisfont aux con
ditions (2. 9) et (19. 1). 

Dérivons l'équation (2. 9) par rapport au temps t en tenant 
compte de (19. 1) ; il vient : 

D(^; «) 
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c'^st-à-dire que 

\g = 0. 

Finalement l'expression (19. 2) s'écrit donc : 

^=m.g{^) + rp(xy), (19.4) 
avec 

à,g = 0, 

et 
a = Agtjj — Agcp. 

La condition (19. 1) est maintenant satisfaite ; il reste l'équation 
(2. 9) ; portons-y l'expression (19. 4) ; on obtient : 

D(q), Agtp) 

Donc la fonction 9 satisfait à l'équation (2. 9). D'autre part de : 

g = g(a), 
on tire : 

a = a(g), 
c'est-à-dire 

Aa? = 3>(g), 

g étant d'autre part harmonique. La fonction 9 est donc la fonc
tion de courant d'un mouvement plan permanent et son tourbillon 
est fonction d'une fonction harmonique ; or toutes les fonctions 
qui satisfont à ces conditions ont été déterminées dans le mémoire 
de M. Jefîery (19) ; il n'y en a que deux à savoir : 

9 = v(2Ax + B}y + Cydz y dx y e^ '̂ + ^ r̂fx -f- Bx^ + Ex, 

9 = v(2A Logr + B)e + C y rdr JeA(Logn-+BLogr.^ 

-f Dr^ + ELogr, 

les grandes lettres désignant des constantes ; ces fonctions ne sont 
d'ailleurs autres que les fonctions (4. 9) et (4. 10). La fonction g 
a respectivement pour valeur dans ces deux cas : 

g = a:, 
g = Log r. 
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(') La s o l u t i o n (19. 5) e s t u n c a s p a r t i c u l i e r de la t r a n s f o r m é e par la t r a n s f o r m a t i o n 
du § 6 de la s o l u t i o n (4 . 9 ) . E n e f l e t , a p p l i q u o n s à la s o l u t i o n (4. 9) c e t t e t r a n s f o r m a t i o n 
où l 'on a pris : a = 0, cù = 0 ; l ' e x p r e s s i o n (6. 24) de la s o l u t i o n d é r i v é e m o n t r e q u e 
l 'on o b t i e n t p r é c i s é m e n t la s o l u t i o n (19. 5). 

Si on se reporte maintenant à l'expression (19. 4) on voit que l'on a 
pour la fonction de courant i]; les deux expressions : 

^ = v(2Ax + B)y + Cydx ̂ dx y e^'^' + ̂ '^dx + Dx^ + j{t)x, 
(19. 5) 

^ = v(2A Log r + B)e + C y f^^^ f e^'^°sr)' + B L o g r . ^ 

+ Dr2 + j(ï) Log r ; (19. 6) 
dans ces expressions les grandes lettres désignent des constantes 
arbitraires et /(«) une fonction arbitraire de t. 

Notre problème est ainsi résolu : les seuls mouvements plans non 
permanents qui admettent à chaque instant un mouvement per
manent tangent sont donc : 

1» les mouvements où l'on a : 

Â^̂  = K, 
K désignant une constante absolue ; 

2° les deux mouvements (19. 5) et (19. 6). 
A part ces classes assez restreintes de mouvements, on voit donc 

que les mouvements plans non permanents ne peuvent admettre à 
chaque instant un mouvement permanent tangent. 

On remarquera l'analogie des solutions (19. 5) et (19. 6) avec les 
solutions permanentes (4. 9) et (4. 10) (i). 

Si le fluide s'étend à un domaine où 6 peut varier de 0 à 2 TT, l'uni
formité de la vitesse nécessite que l'on prenne dans la solution 
(19. 6) : A = 0. Cette solution s'écrit alors si B ^ — 2, 0 : 

4; = vBO -f Cr^ + ̂ + Dr" -f /(O-Log r, 

si B = — 2 : 
= — 2ve C(Log TY- + Dr2 + /(î) Log r, 

et enfin si B = 0 : 

<|j = Cr̂  Log r -f Dr2 + /(0 Log r ; 

ce dernier mouvement est un mouvement par cercles concentriques. 



I N T É G R A L E S E X A C T E S D U M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T 109 

(') u e s t fac i le de vo i r q u e la c o n d i t i o n g é n é r a l e p o u r qu' i l e n s a i t a ins i e s t q u e la 
f o n c t i o n de c o u r a n t s o i t de la f o r m e : 

<], = ®(a, t) 

a = ol{x y) d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n de z e t y s e u l s . 

D'autre part l'uniformité de - + U nécessite que l'on prenne 
P 

dans les 3 solutions ci-dessus respectivement : 

f i t ) = — 4vBD, f i t ) = 8vD, f'(t) ^ 4vC. 

20. En mouvement non permanent les lignes de courant ne com-
cident pas en général avec les trajectoires et elles changent de forme 
avec le temps. Il existe cependant des mouvements non permanents 
où les lignes de courant ne changent pas de forme avec le temps et 
coïncident avec les trajectoires : en un point donné la grandeur du 
vecteur vitesse change avec le temps mais non sa direction. Comme 
on l'a déjà remarqué, c'est ce qui a lieu pour les mouvements non 
permanents par droites parallèles ou par cercles concentriques et 
pour les mouvements ( 5 . 4) de M. Taylor. Nous nous proposons 
d'indiquer quelques nouvelles solutions de cette catégorie en exami
nant les mouvements où la fonction de courant est de la forme : 

<^(xyt) = G{t).F(xy), (20.1) 

mouvements qui possèdent la propriété énoncée, comme on le voit 
immédiatement ( i ) . 

Portons l'expression (20. 1) dans l'équation de compatibilité 
cinématique (2. 2) ; nous obtenons l'équation : 

vA,F + G . ^ | ^ - 2 . ' . A , F = . 0 . (20.2) 
D{x, y) G 

Dérivons cette équation par rapport à t ; nous voyons que Ton 
doit avoir : 

/G' \ ' 

(o) = 
Kj désignant une constante absolue ou encore : 

^ ^ K,G -f K„ (20. 3) 
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Kg désignant une nouvelle constante absolue. L'intégration de 
l'équation (20. 3) est immédiate ; elle donne pour la fonction G les 
résultats suivants en désignant par C et des constantes arbitraires : 

1° si Kl = 0 : G = Cê *̂, 

20 si K i ^ O , K2 = 0 : G = - J . 

K, Ce^'' 
3° si Kl.Kg 7^ 0 : G = — • 

Kl 1 — Ce''-' 

Il reste maintenant à déterminer la fonction F . En tenant compte 
de l'équation (20. 3) on voit que l'équation (20. 2) donne les deux 
suivantes : 

vA^F — Kj.A^F = 0, (20.4) 

D(F, A,F) 
D(x, y) 

— K i . A 2 F = 0 . (20.5) 

La fonction F doit satisfaire à ces deux équations. Supposons 
d'abord que l'on ait Ki = 0 ; on a alors : 

D(F, A,F) _ ^ 
i}{x, y) 

c'est-à-dire 

D{x, y) 
= 0. 

Or tous les mouvements plans non permanents qui satisfont à 
celte condition ont été déterminés par M. Kampé de Fériet (23) ; 
ceux qui conviennent ici sont : la solution (5. 4) de M. Taylor et des 
cas particuliers de la forme (20. 1) des mouvements non permanents 
par droites parallèles ou par cercles concentriques. 

Supposons maintenant que Kj 0 ; l'élimination de AgF entre 
les deux équations (19. 4) et (19. 5) donne : 

,A.F-'iî.H!f:LM' = o. ,20.6) 

Cette équation est de la même forme que l'équation de compati
bilité cinématique (2. 9) pour le mouvement plan permanent : 
il snfTit de multiplier dans cette dernière le coefficient de viscocité 
cinématique v par une constante pour obtenir l'équation (20. 6). 
On conçoit donc que de toute solution de l'équation de compati-



I N T E G R A L E S E X A C T E S D U X M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T 111 bilité cinématique (2. 9), on puisse tirer une solution de l'équation (20. 6). Outre la condition ̂  0 supposons que Kg ̂  0 ; alors les équations (20. 4) et (20. 5) sont équivalentes aux équations (20. 6) et (20. 4). Par conséquent on voit que de toute solution de l'équation de compatibilité (2. 9) — c'est-à-dire de tout mouvement plan permanent — qui vérifie en outre une équation de la forme (20. 4), on peut tirer sans aucun calcul une solution de la catégorie actuelle. La solution permanente (10. 8)-(10. 10) donnée précédemment vérifie justement une équation de la forme (20. 4). On peut donc en tirer, en aménageant convenablement les constantes qui y figurent, une solution des équations (20. 4) et (20. 5). On obtient facilement pour la fonction F les expressions suivantes : 
10 si - <0, en posant = — ^ : 

F = ax -f- (Cl ch lax 

K_, 

C2 sh a)x)e 1 " ; . K K2 2° si - > 0, en posant - : 
F = ax -\- (Cl COS (jix Cg sin wx)e « 

F = ax + (Cix + C2)e « \ Dans ces expressions a, Ci, Ĉ  désignent des constantes. Les expressions correspondantes de la fonction de courant 
^ = G(t). F(xy) 

sont les suivantes (̂) : 
Ce V = ^ • Kl 1 — Ce'̂̂'L ax -f (Cl chcox -f- C2 shwx)e a " 

K, Cê̂-' ax + (Cl coscox + C2 sinwx)e a ̂  Kl 1 — Cê'' L 
^' x̂ + (Cix + C,)e^'' Kl 1 — Cê-'L 

(20. 7) 
(20. 8) 
(20. 9) 

(>) L e s s o l u t i o n s (20 . 7) à (20. 9) s o n t des c a s par t i cu l i er s de la s o l u t i o n (6. 30) d é d u i t e 
de la s o l u t i o n de M. T a y l o r p a r la t r a n s f o r m a t i o n d u § 6. 
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21. En mouvement plan permanent si on suppose que le tour
billon ne dépend que d'une coordonnée x ou r, c'est-à-dire que l'on a : 

Ааф = f[x) ou Даф = /(r), 

on est conduit aux mouvement (4. 9) et (4. 10) de M. Jefîery. 
D'autre part l'iiypothèse 

А2Ф = m 
conduit à une impossibilité, si on met de côté bien entendu le cas 
banal du tourbillon constant. 

En appelant lignes iso-tourbillons les lignes d'équation 
Д2Ф = CtB, 

les hypothèses qui conduisent aux mouvements (4. 9) et (4. lO) 
reviennent à supposer que les lignes iso-tourbillons sont des droites 
parallèles ou des cercles concentriques. 

En mouvement plan non permanent on est conduit d'une manière 
analogue à examiner les mouvements où le tourbillon ne dépend 
que d'une seule coordonnée x, r ou Q et en outre du temps t ; c'est-
à-dire les mouvements oii la fonction de courant ф(а; y t) satisfait 
à l'une des conditions : 

A,^ = f{x,t), A,^ = f{r,l), Д2ф = / (0 ,0. 

Pour ces mouvements les hgnes iso-tourbillons sont à chaque 
instant soit des droites parallèles, soit des cercles concentriques, 
soit des droites concourantes. La deuxième et la troisième hypo
thèse seront examinées dans les deux paragraphes suivants. Dans 
le paragraphe actuel nous supposerons que l'on a : 

АгФ = fix, t). (21. 1) 

Introduisons la condition (21. 1) dans l'équation de compati
bihté cinématique (2. 2) ; celle-ci s'écrit : 

^ ' / ; - Ф ; - / ; - / ; = О. (21.2) 

Deux cas sont possibles : 
1° /!j = 0 ; dans ce cas on voit que / doit se réduire à une cons

tante absolue К ; on retrouve la solution banale du problème : 

Д̂ ф = К ; 

2" /ж ^ О ; alors l'équation f21. 2) montre que la fonction de 
courant Ф doit être de la forme : 

Ф = V(x, t)y + G(x, t). 
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L a s o l u t i o n (21 . 4) a é t é o b t e n u e par u n e v o i e d i f férente ( s u p e r p o s i t i o n d 'un m o u 
v e m e n t p a r d r o i t e s p a r a l l è l e s e t d ' u n m o u v e m e n t p o t e n t i e l ) par M. K a m p é d e F é r i e t 
d a n s s o n Cour s d ' A é r o d y n a m i q u e e t d ' H y d r o d y n a m i q u e S u p é r i e u r e s ( a n n é e 1 9 3 0 -
1931) ; il en e s t de m ê m e de la s o l u t i o n (27. 7) . 

C) La s o l u t i o n (19 . 5) p r é c é d e m m e n t r e n c o n t r é e e t qui a d m e t u n m o u v e m e n t p e r m a 
n e n t t a n g e n t e s t u n c a s p a r t i c u l i e r de la s o l u t i o n (21 . 4) ; on l ' o b t i e n t e n s u p p o s a n t q u e 
Ja f o n c t i o n g ne d é p e n d q u e de x. 

Pour que la condition (21. 1) soit satisfaite on doit d'ailleurs 
avoir : 

Fix, t) = ait)x + b{t), 

a{t) et b{t) désignant des fonctions arbitraires de t. On a donc affaire 
à un cas particuUer de la solution (5. 11)-(5.13). 

La fonction de courant s'écrit : 

if = [a(t)x + b(t)]y + G{x, t), 

la fonction G(x, t) vérifiant l'équation : 

vGĵ I - [a[t)x + b{i)]G:, - = 0 ; 

cette équation s'intègre d'ailleurs immédiatement deux fois par 
rapport à a; et en posant : 

G{x, t) = c{t)x + gix, t), 

où c(t) désigne une fonction arbitraire de t, on voit que la fonction 
g(xt) doit vérifier l'équation aux dérivées partielles du second ordre 
du type parabolique : 

v^;. - [a{t)x + b(t)] g; - g; + 2a(0g = 0. (21. 3) 

Finalement la fonction de courant s'écrit : 

if = [a{t)x + b{t)]y + c(t)x + g{x, t), (21. 4) 

la fonction g(x, t) étant solution de l'équation (21. 3). 
La seule solution pour laquelle les lignes iso-tourbillons sont à 

chaque instant des droites parallèles, c'est-à-dire pour laquelle 
on ait 

est donc, en mettant de côté le cas banal Â Ĵ; = K., la solution 
(21. 4) (1). 

On peut expliciter de nombreuses solutions de l'équation (21. 3) (̂ ). 
Nous le ferons dans deux cas particuliers. Supposons d'abord que 
les fonctions a(t) et b(t) se réduisent à des constantes et b^. 
L'équation (21. 3) admet alors des solutions de la forme : 

g{x, t) = e«./,(x), 
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Xx + vX'i — X f b i n 
X, t) = e •' Si 

X désignant une constante et l'on a pour la fonction de courant le 
développement formel : 

<!^{x yt) = b(t)y + c(t)x + S e'^ " '̂ Z . (21.6) 
X 

22. Passons maintenant à la deuxième hypothèse énoncée au 
début du § 21, c'est-à-dire aux mouvements pour lesquels la fonc
tion de courant ip(r 6 0 satisfait à la condition : 

A,i' = f(r,t); (22.1) 

autrement dit les Hgnes iso-tourbillons sont à chaque instant des 
cercles concentriques. 

Portons la condition (22. 1) dans l'équation de compatibilité 
cinématique (2. 6) ; on obtient : 

V ( / ; . + -/r) - Uh-FR -FT = 0. (22. 2) 

Deux cas sont possibles : 

1" = 0 ; on est alors conduit à la solution banale 

= K, 

K désignant une constante absolue ; 
2° /r 7^ 0 ; dans ce cas l'équation (22. 2) exige que la fonction 

de courant soit de la forme : 
^ = F(r, 06 + G(r, t). 

O Ù k désigne une constante et où la fonction /̂ (a;) est solution de 
l'équation : 

v/" - {a,x + b,)f' + (2a, - k)f = 0, 

qui est une équation de Laplace. On a donc pour la fonction de 
courant le développement formel suivant : 

^(x y 0 = (a^ + b^)y + c{t)x + -E^e^'.j^ix). (21. 5) 

Supposons ensuite que l'on ait 

a(t) = 0 , 

b{t) restant une fonction arbitraire de t. Cette fois l'équation (21. 3) 
admet des solutions de la forme : 
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Pour que la condition (22. 1) soit satisfaite la fonction F(r t) 
doit être de la forme : 

F(r, t) = a{t) Log r + bit), 

a(t) et b(t) désignant des fonctions arbitraires de t. La fonction de 
courant s'écrit donc : 

= [a{t) Log r + b{t)] 9 + G(r,t) ; (22.3) 

on a : 

/ = A ^ G = G; . + - - G ; 
r 

et la fonction / satisfait à l'équation 

v / ; - [a(t) Log r + bit) - v] i / ; - /; - 0. (22. 4) 

Si le fluide s'étend à un domaine où 0 peut varier de 0 à 2n, l'uni
formité de la vitesse nécessite que l'on prenne dans la solution 
(22. 3) : 

ait) = 0. 
p 

L'uniformité de —h U nécessite de plus que l'on ait : 
P 

v(A2G); ~ y ^ - A ^ G — G ; = 0, (22. 5) 

équation qui est un cas particulier de l'équation (22. 4). 
Finalement la fonction de courant est donc de la forme : 

^ - bit)B + G{r,t), (22.6) 

la fonction G(r, t) satisfaisant à l'équation (22. 5). Or les mouve
ments (22. 6), si on y fait la restriction b(t) = C^^, ne sont autres 
que les mouvements (5. 6) de M. Hamel. 

Tous les mouvements qui correspondent à l'hypothèse (22. 1) 
sont donc déjà connus. 

23 , Enfin occupons-nous des mouvements qui correspondent à 
la troisième hypothèse faite au début du § 21 : 

A,^ = /(0, t) ; (23. 1) 

les fignes iso-tourbillons sont ici à chaque instant des droites con
courantes. 
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P o r t o n s la c o n d i t i o n (23. 1) d a n s l ' é q u a t i o n de c o m p a t i b i l i t é 
c i n é m a t i q u e (2. 6) ; on o b t i e n t : 

^^./é. + ^- . -P^/e-Zi^O. (23.2) 

C e t t e é q u a t i o n m o n t r e q u e d e u x cas sont p o s s i b l e s : 

1° / e = 0 ; o n a b o u t i t e n c o r e a u x m o u v e m e n t s à t o u r b i l l o n 
c o n s t a n t ; 

2° /g r̂ i: 0 ; l ' é q u a t i o n (23. 2) m o n t r e a lors que '\i e s t d e la forme : 

4; = F ( e , t) L o g r + G ( e , t)r^ + H(9, t). 

P o u r que la c o n d i t i o n (23. 1) soit s a t i s f a i t e il faut que les f o n c t i o n s 
F ( e , i) et H ( e , t) so i ent d e la forme : 

F ( 9 , 0 = «(i)O + 6(0, 
H ( e , t) = c ( i )e , 

c(¿), Mt) e t c(i) d é s i g n a n t d e s f o n c t i o n s arb i tra ires d e t. F i n a l e m e n t 
la f o n c t i o n d e c o u r a n t s'écrit d o n c : 

<]) = [a( i )9 + è(Ol L o g r + G(0, Or̂  + c{t). 6 ; (23. 3) 

l 'on a d ' a u t r e p a r t 

A,^ = Gg. + 4G = /. (23. 4) 
P o r t o n s l ' e x p r e s s i o n (23.3) d a n s l ' é q u a t i o n de c o m p a t i b i l i t é 

(2. 6) ; on o b t i e n t l e s d e u x é q u a t i o n s : 

v / g . + [a(t)Q + b(i]]fQ = 0, (23. 5) 

2 G . / é - / ; = 0. (23.6) 

L a f o n c t i o n G do i t d o n c sat i s fa ire à ces d e u x é q u a t i o n s a u x q u e l l e s 
il faut jo indre l ' é q u a t i o n (23. 4) qui fourn i t la r e l a t i o n entre / et G ; 
n o u s a l lons v o i r q u e ce la la d é t e r m i n e c o m p l è t e m e n t . N o u s d i s t in 
g u e r o n s t r o i s c a s : 

1» S u p p o s o n s d 'abord que l 'on ait : 

a(t) = 0, b(t) = 0. 

L ' é q u a t i o n (23. 5) m o n t r e a lors que la fonc t ion / e s t d e la forme : 

/ ( 0 , t) = m{t)% + n(t), 
m(t) e t n{t) d é s i g n a n t des fonc t ions arbi tra ires de t. L ' é q u a t i o n (23. 4) 

d o n n e e n s u i t e pour G l ' e x p r e s s i o n : 

G ( e , t) = Ci(0 cos 26 + C^t) s in 20 -f ^ 8 + 
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Îq t IQ t 

K et ig désignant des constantes d'intégration. Finalement la fonc
tion G(8, t) a pour expression : 

et la fonction de courant s'écrit : 

i^=l±^ r^ + dm; (23.7) 

dans cette solution figurent une fonction arbitraire c(i) et deux con
stantes arbitraires K et (̂ ). Si le fluide s'étend à un domaine où 6 
peut varier de 0 à 2n, la solution (23. 7) fournit des vitesses qui ne 
sont pas uniformes. 

2° Supposons maintenant que a(t) = 0 mais que h[t) 7^ 0 . De 
l'équation (23. 5 ) on tire pour / l'expression : 

/(G, i) = m{t)e~^^ + n(t), 

m{t) et n{t) désignant des fonctions arbitraires de t. L'équation 
(23. 4) donne ensuite pour G : 

v,2 bf 

0(6, 0 = Ci (0 cos 28 + C,(0 sin 26 -f m{t)e ^ -f 

II reste enfin l'équation (23. 6) ; elle exige que 
m{t) = 0 ; 

dans ce cas on retombe sur le cas banal : 
A,^ = K, 

n(t) 

L a s o l u t i o n (23 . 7) pos sède la p r o p r i é t é de c o n v e n i r a u s s i b ien à u n fluide p a r f a i t 
q u ' à u n fluide v i s q u e u x . 

Ci(0 et C^it) désignant des fonctions arbitraires de t. Il reste enfin 
l'équation (23. 6) ; quand on y porte les expressions ci-dessus de 
/ et G on obtient les relations suivantes entre les fonctions arbi
traires : 

m.Ci 0 , m.Ca = 0 , = 2m', mn = 2n'. 

Ou bien l'on a : m{t) = 0 ; mais on retrouve alors le mouvement 
à tourbillon constant ; ou bien l'on a m{t) ^ 0 ; d'après les relations 
ci-dessus on a alors : 

2 K 
C l = Ca = 0 , m = - ' n = 
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/é = C(Oe &^" + ^ ) , ^23. 8) 

C ( 0 D É S I G N A N T U N E F O N C T I O N A R B I T R A I R E D E t, N O N N U L L E . L ' É Q U A T I O N 

( 2 3 . 6 ) D O N N E A L O R S P O U R G : 

G = - ^ . ( 2 3 . 9 ) 
2C(0 " 

C O N S I D É R O N S L ' É Q U A T I O N ( 2 3 . 4 ) D É R I V É E P A R R A P P O R T À 6 : 

GQ. + 4GÔ = / E 

E T P O R T O N S - Y L ' E X P R E S S I O N ( 2 3 . 9 ) D E G. O N O B T I E N T T O U S C A L C U L S F A I T S 

U N E R E L A T I O N D E L A F O R M E : 

+ ( 2 3 . i o , 

P 3 E T P 4 D É S I G N A N T D E S P O L Y N Ô M E S E N G D O N T L E S D E G R É S S O N T I N D I Q U É S 

P A R L E S I N D I C E S . E N F I N C O M P A R O N S L E S D E U X E X P R E S S I O N S D E / G ^ T I R É E S 

R E S P E C T I V E M E N T D E S R E L A T I O N S ( 2 3 . 8 ) E T ( 2 3 . 1 0 ) ; N O U S V O Y O N S 

F A C I L E M E N T Q U E L ' O N D O I T A V O I R : 

a{t) = 0 . 

L ' H Y P O T H È S E a(t) ^ 0 C O N D U I T D O N C À U N E I M P O S S I B I L I T É . 

N O U S A V O N S A I N S I É P U I S É T O U S L E S C A S . S I L ' O N M O T D E C Ô T É L A 

S O L U T I O N B A N A L E À T O U R B I L L O N C O N S T A N T , O N V O I T D O N C Q U E L A S E U L E 

S O L U T I O N D O N T L E S L I G N E S I S O - T O U R B I L L O N S S O N T À C H A Q U E I N S T A N T D E S 

D R O I T E S C O N C O U R A N T E S E S T L A S O L U T I O N ( 2 3 . 7 ) . 

24. E N M O U V E M E N T P E R M A N E N T N O U S A V O N S T R O U V É ( § 9 ) D E S S O L U 

T I O N S D E L A F O R M E : 

+ = Y{x) + G ( 2 / ) . 

D ' U N E M A N I È R E A N A L O G U E N O U S N O U S P R O P O S O N S D E R E C H E R C H E R E N 

M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T L E S S O L U T I O N S D E L A F O R M E : 

^ = F ( x , t) + 0 ( 2 / , i). ( 2 4 . 1) 

K D É S I G N A N T U N E C O N S T A N T E . E X C E P T É C E C A S , I L N ' Y a D O N C A U C U N E 

S O L U T I O N avec L ' H Y P O T H È S E a{t) = 0 , b{t) ̂  0 . 

3 ° S U P P O S O N S enfin Q U E a(l) 7 ^ 0 . O N E S T É G A L E M E N T C O N D U I T à 
U N E I M P O S S I B I L I T É D A N S C E C A S . D E S C A L C U L S U N P E U L O N G S , M A I S S A N S 

D I F F I C U L T É S , P E R M E T T E N T D E S ' E N R E N D R E C O M P T E D E L A F A Ç O N S U I V A N T E . 

D E L ' É Q U A T I O N ( 2 3 . .5) on T I R E : 
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Introduisons la condition (24. 1) dans l'équation de compatibi
lité cinématique (2. 2) ; on obtient : 

vF- + vĜ T - F ; ; - G ; ; + F , . G ; ' . - G ; . F ; ' . = o. (24.2) 
Dérivons cette équation d'abord par rapport à x, ensuite par 

rapport à ?/ ; il vient : 
F ; , . G - = G^..FiT. (24.3) 

Trois cas sont possibles : 
1» Gy, = 0 ; alors le tourbillon ne dépend que de a; et i : 

Aai}; = f[x, t). 
On a donc afïaire à un cas particulier des mouvements rencontrés 

au § 21. Pour obtenir les mouvements de la catégorie actuelle 
on doit faire a = 0 dans la solution (21. 4). La fonction de courant 
a donc pour expression : 

+ = h{t)y -V c{t)x + g(x, t), (24. 4) 
la fonction g vérifiant l'équation : 

V g a ' — ^ (0-gx — g t ' = 0-

On a en particulier les solutions formelles (21. 6). 
2° F;^. = 0 ; alors le tourbillon n'est fonction que de t / et i ; 

ce cas ne diffère du précédent que formellement. 
3° F ,̂.Gy, ̂  0 ; dans ce cas l'équation (24. 3) fournit les deux 

suivantes : 
F^T - a{t). F ; . = 0 , G - - a(t). G ; . = 0, (24. 5) 

a(t) désignant une fonction arbitraire de t. 
Supposons d'abord que a = 0 ; les équations (24. 5) montrent 

que les fonctions F et G sont des polynômes du 3^ degré en x ou 
en y, les coefficients étant des fonctions de t. Si on porte ces poly
nômes dans l'équation (24. 2), on s'aperçoit qu'outre des cas parti
culiers des cas précédents, on n'obtient que le mouvement à tour
billon constant. 

Supposons maintenant que la fonction a{t) ne soit pas nulle. 
En posant 

a = tô , 
to pouvant être imaginaire, les équations (24. 5) fournissent pour 
les fonctions F et G les expressions : 

F = Ci(Oe"^ -f C2(0e-"" + C,{t)x, (24. 6) 
G = B,(l)e^^ + D2(0e-"'' + D,{t)y, (24. 7) 



120 S U R LE M O U V E M E N T d'UN F L U I D E V I S Q U E U X les Ci et les désignant des fonctions arbitraires de t (qui ne sont pas nécessairement réelles). Portons ces expressions dans l'équation de compatibilité cinématique (24. 2) ; on obtient comme premier résultat que la fonction m(i), donc la fonction a[t) doivent se réduire à des constantes. Si la constante a est positive, w est réel et on a pour F et G les expressions (24. 6) et (24. 7) oîi les Cj et les Dj désignent cette fois des fonctions arbitraires réelles. Portons ces expressions dans l'équation (24. 2) ; on voit que les fonctions C{ et vérifient les équations suivantes : c;-(vw2-«D3)Ci = 0, d; -(vt.2+o)C3)Di = o, (z4. o) C2 — (vw2 + wD3)C2 = 0, d; — (vto2 — coC3)D2 = 0. 
Finalement la fonction de courant a pour expression : 
c]; = C,{l]x + C,{i)e->- + C,(Oe-"̂  

+ BS)y + 'i\(t)e^y+ B^ty-^\ (24.9) où w désigne une constante arbitraire et où les 6 fonctions Cj sont seulement assujetties à vérifier les équations (24. 8). Si par exemple l'on se donne arbitrairement C^(t) et Vi^it), les équations (24. 8) fournissent Ĉ  Cg Dj avec pour chacune d'entre elles une constante multiplicative arbitraire. Supposons maintenant que la constante a soit négative ; posons 
a = — fô  ; w désigne une constante réelle ; les équations (24. 5) montrent que les fonctions F et G ont pour expression : F = Ci(0 cos lùx + C^l) sin MX + C3(0x, G = Di(0 cos tûjf + 02(0 sin lay + L)3(0j/, les C^ et désignant des fonctions arbitraires de t. Portons ces expressions dans l'équation (24. 2) ; on voit que les fonctions Cj et vérifient les équations suivantes : 

c; + vŵCi + = 0, d; + vôDi — C0C3D2 = 0, 
c; + vŵCa — WD3C1 = 0, d; + vŵDa + C0C3D1 = 0. Finalement la fonction de courant a pour expression : 
(]; = {^^^t)x + Ci(f) cos (ùX + C^{t) sin (ùX 

+ Tl^t)y + Di(0 cos coy -f 02(0 sin wy, (24. 11) 
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(') L e s s o l u t i o n s (24. 9) et (24 . 11) s o n t des c a s par t i cu l i er s de la s o l u t i o n (5. 30) q u ' o n 
d é d u i t de la s o l u t i o n (5. 4) de M. T a y l o r p a r la t r a n s f o r m a t i o n du § 6 ; p l u s p r é c i s é m e n t 
e l l e s s o n t d e s c a s p a r t i c u l i e r s de la s o l u t i o n s (5 . 21 a). 

OÙ W désigne une constante arbitraire où les 6 fonctions sont 
seidement assujetties à vérifier les éqiiations (24. 10) (̂ ). 

Nous avons ainsi épuisé l'examen de tous les cas. Les seules 
solutions possibles sont, en mettant de côté le mouvement à tour
billon constant : 

1 ° le mouvement (24. 4), cas particulier des solutions du § 21 ; 
2° les mouvements (24. 9) et (24. U) . 

25. En mouvement permanent nous avons examiné (§ 8) des 
mouvements de la forme : 

^ = F(Log r) + 0 ( 6 ) . 
D'une manière analogue nous sommes conduits en mouvement 

non permanent à chercher les mouvements de la forme : 
if = F(Log r, t) + G(9, 0. (25. 1 ) 

Posons pour simplifier l'écriture : 
s = Log r. 

Le tourbillon est donné par : 

- ^ ( F ; . + G Q . ) . (25. 2) 

Portons l'expression (25. 1 ) dans l'équation de compatibilité 
cinématique (2. 2) ; nous obtenons l'équation : 
v[F^r - 4 F ; -f 4F: . + + 4Gê=J + F^Gê'. 

- Gé[F:: - 2F:. ^ 2Gé.] - e'^ [ F ; , + G Q . J = 0. (25. 3) 

Dérivons cette équation d'abord par rapport à s, ensuite par 
rapport à 6 ; on obtient : 

F;. . G5T - ( F - - 2F::)GÓ=J - 2Gh\ = 0. (25. 4) 

Dérivons cette équation par rapport à s ; il vient : 
( F ; : - 2F:.)G'Q^ = (FJ. - 4F^^ + 4F:.)G'O.. (25. 5) 

L'équation (25. 5) montre que trois cas sont possibles : 
1" Supposons d'abord que G Q , ^ 0 ; alors l'expression (25. 2) 

montre que le tourbillon ne dépend que de r et f : 
A,if - f(r, t). 
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ON a DONC AFFAIRE à UN CAS PARTICULIER DES MOUVEMENTS DU § 22. 
IL FAUT PRENDRE a{t) — 0 DANS LA SOLUTION (22. 3) POUR AVOIR LES MOU
VEMENTS DE LA CATÉGORIE ACTUELLE. 

2° SUPPOSONS ENSUITE QUE Fg". — 2F¡. = 0 ; LA FONCTION F(5, t) 
a ALORS POUR EXPRESSION : 

F = a(t)s - b(t)e^. (25. 6) 

SI ON PORTE CETTE EXPRESSION DANS L'ÉQUATION (25. 3) ON VOIT 
D'ABORD QUE LA FONCTION b(t) DOIT SE RÉDUIRE À UNE CONSTANTE B ET ON 
OBTIENT LES DEUX ÉQUATIONS : 

VĜ T + a(t]G'Q, + 4VGÓ= + 2GÓGÓ. = 0, (25. 7) 
2B.GE. — GG.F = 0. (25.8) 

L'ÉQUATION (25. 8) MONTRE QUE LA FONCTION G EST DE LA FORME : 

G = 9(6 + 2BI) + c{t)Q. (25. 9) 

PORTONS CETTE EXPRESSION DE G DANS L'ÉQUATION (25. 7) ; CELLE-CI 
s'ÉCRIT : 

V 9 " - f A(09'" + 4V9" + 29" [ 9 ' - f C(¿)] = 0. (25. 10) 

DANS CETTE ÉQUATION Q - f 2BI D'UNE PART ET t D'AUTRE PART SONT 
DES VARIABLES INDÉPENDANTES ; DÉRIVONS L'ÉQUATION PAR RAPPORT à 
LA DEUXIÈME VARIABLE INDÉPENDANTE t ; ON OBTIENT : 

A ' .9" '+ 2C'.9" = 0. (25.11) 

CETTE ÉQUATION MONTRE QUE TROIS CAS SONT POSSIBLES : 
A) 9" = 0 ; MAIS ALORS ON VOIT SUR L'EXPRESSION (25. 9) DE G QUE 

GG, — 0 ; ON RETOMBE DANS LE CAS EXAMINÉ CI-DESSUS. 
P) 9" ^ 0 , a' = 0 ; L'ÉQUATION (25. 11) MONTRE QUE L'ON a 

ALORS C' = 0. DONC LES FONCTIONS a{t) ET c{t) SE RÉDUISENT À DES CON
STANTES A ET C ; LA FONCTION G A POUR EXPRESSION 

G = 9(0 - f 2BI) + CO, (25. 12) 

LA FONCTION 9 SATISFAISANT À L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE : 

V9'^ + A9'" + 4V9" + 29"(9' + C) = 0. (25. 13) 

LA FONCTION DE COURANT ijj ET PAR CONSÉQUENT LA FONCTION G NE SONT 
DÉTERMINÉES QU'À UNE FONCTION ADDITIVE DE t PRÈS ; ON PEUT DONC 
AJOUTER À L'EXPRESSION DE G EN (25. 12) UNE FONCTION CONVENABLE DE t 
ET ÉCRIRE : 

G = 0(6 2B¿), (25. 14) 



I N T É G R A L E S E X A C T E S D U M O U V E M E N T N O N P E R M A N E N T 123 

LA FONCTION O VÉRIFIANT L'ÉQUATION SUIVANTE QU'ON DÉDUIT FACILEMENT 
DE (25. 13) : 

V(D" + AO)'" + 4V(D" + 2(D'A)" = 0. 

CETTE ÉQUATION S'INTÈGRE IMMÉDIATEMENT UNE FOIS ET DEVIENT EN 
DÉSIGNANT PAR K UNE CONSTANTE ABSOLUE : 

VCD'" + AO)" + 4VA)' + = K. (25. 15) 

FINALEMENT LA FONCTION DE COURANT IJ; = F -F G S'ÉCRIT EN UTILI
SANT LES EXPRESSIONS (25. 6) ET (25. 14) DE F ET G : 

1̂; = A LOG R -F Br2 + $(6 -F 2Bt), (25. 16) 

LA FONCTION O SATISFAISANT À L'ÉQUATION (25. 15). 
y ) ENFIN ON PEUT AVOIR cp" ^ 0, a' ^ 0 ; DANS CE CAS L'ÉQUATION 

(25. 11) MONTRE QUE L'ON A : 

9"' -= 2c' = — kb', 

k DÉSIGNANT UNE CONSTANTE ABSOLUE. MAIS ALORS L'ÉQUATION (25. 10) 
MONTRE QUE L'ON DOIT AVOIR 9" = 0. 

L'EXAMEN DU CAS F™. — 2F ,̂ = 0 EST AINSI ACHEVÉ. 
30 SUPPOSONS POUR TERMINER QUE L'ON A : 

G'É. ^ 0 , F : : - 2 F : . ^ 0 . 

NOUS ALLONS VOIR QUE L'ON N'OBTIENT DANS CE CAS AUCUNE SOLUTION 
NOUVELLE. L'ÉQUATION (25. 5) DONNE EN DÉSIGNANT PAR a.{t) UNE FONC
TION ARBITRAIRE DE t : 

GJ3T=A(O.G9. (25.17) 

F™ — 2¥l.y{t) = FJ. — 4FJY + 4F;". (25. 18) 

EN UTILISANT CES DOUX ÉQUATIONS L'ÉQUATION (25. 4) DONNE LA RELA
TION : 

2G'9̂ 3,+ P(O.GÊ. = 0, (25.19) 

OÙ P(T) DÉSIGNE UNE FONCTION ARBITRAIRE DE t. ENFIN SI ON UTIHSE LES 
RELATIONS (25. 17), (25. 18) ET (25. 19) L'ÉQUATION (25. 3) FOURNIT 
DEUX ÉQUATIONS DONT NOUS N'ÉCRIVONS QU'UNE : 

VĜÊ. + 4VG'e. + Y(0G9 + 2GÉG9. = S(t), (25. 20) 

Y(0 ET 8{t) DÉSIGNANT DES FONCTIONS ARBITRAIRES DE t. IL NE SUBSISTE 
MAINTENANT AUCUNE DIFFICULTÉ POUR VOIR QUE LES ÉQUATIONS (25. 17), 
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D vD4̂  + ̂  \' , '-(D2̂ )̂;-0, (3.2) 

(25. 19) et (25. 20) admettent comme seule solution commune : 
Gê. = 0 ; on est ramené au cas examiné en premier lieu. Les cas possibles sont ainsi épuisés. On voit que les seuls mouvements du type (25. 1) sont les suivants : 

1° un cas particulier des mouvements du § 22 où l'on a : 
Â ^̂  = f[r, t) ; 2° le mouvement (25. 16) : 

4J = A Log r -f Br2 + (5(6 -f 2Bt), (25. 16) où la fonction O vérifie l'équation (25. 15). La solution (25. 16) est la transformée par la transformation du § 6 de la solution (8. 3) qu'on obtient avec l'hypothèse analogue à (25. 1) en mouvement permanent. En effet, prenons dans la transformation du §6:a = è = 0; l'expression (6. 25) de la solution dérivée déduite d'une solution primitive <̂ (̂r 6 t) devient : w désignant une constante arbitraire. Appliquons cette transformation à la solution (8. 3) ; nous obtenons précisément la solution (25. 16) ; l'équation (25. 15) n'est autre que l'équation (8. 4). 
B . MOUVEMENT NON PERMANENT DE RÉVOLUTION. 

26. D'une manière analogue à ce que nous avons fait en mouvement plan (§ 19), proposons-nous de rechercher les mouvements de révolution non permanents tels qu'à chaque instant leur champ de vitesses soit le champ de vitesses d'un mouvement de révolution permanent ; autrement dit, nous nous proposons de rechercher les mouvements de révolution non permanents qui admettent à chaque instant un mouvement permanent tangent. Le raisonnement dans le cas actuel est très analogue à celui qui a été employé dans le cas du mouvement plan. Soit ijj(r z t) la fonction de courant du mouvement de révolution non permanent admettant à chaque instant un mouvement permanent tangent ; la fonction ̂¡; doit satisfaire à l'équation de compatibilité cinématique pour le mouvement de révolution non permanent : 
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et aussi, quelle que soit la valeur de t, à l'équation de compatibilité 
cinématique pour le mouvement de révolution permanent : 

/ 1 \ 

Finalement la fonction doit donc satisfaire à l'équation (3. 9) et 
à la suivante : 

d'oîi il résulte que : 

0 , 

^^.0^+= «(r,z), (26.1) 

«.(r z) désignant une fonction de et z à l'exclusion de t. Dérivons 
l'équation (2. 9) par rapport au temps t en tenant compte de la con
dition (26. 1) ; il vient : 

D(r, z) 

On en déduit que l'on a : 

^ = H(a , t), 
et 

d'oii pour la fonction de courant une expression de la forme : 
^ - F(=c, t) + G(r, z). (26. 2) 

On en tire pour B^if l'expression : 
D,^]; = F ; , . A.oc + F ; . D , O C + Dfi, 

où A^K désigne le premier paramètre différentiel de a : 

A,« = + 

Écrivons que Dgij; ne dépend pas de i ; il vient : 

F ; V A , « + F ; . D , a = 0. (26.3) 

Nous écartons le cas où on aurait : 

A,a = 0 ; 

dans ce cas on a œ = K, K désignant une constante, c'est-à-dire 
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fit) = 0, t permaner 
g".Aia- f g'.D.a -0, 

mais alors le mouvement est permanent, (j; ne dépendant plus de ou bien 
c'est-à-dire 

Dgg = 0. Finalement, l'expression (26. 2) de la fonction de courant prend donc la forme : 
^ = f{t).g{o^) + <p{r,z), (26.4) avec D̂g = 0, 

1 1 
et a = -• Dâ l; = -• D29. La condition (26. 1) est maintenant satisfaite ; il reste l'équation (3. 9) ; portons-y l'expression (26. 4) ; on obtient l'équation : 

/ 1 A -"-̂  + - D(r,.) qui n'est autre que l'équation (3. 9) elle-même. D'autre part de : S = on tire c'est-à-dirc i.D,9=a)(g), (26.5) g satisfaisant d'autre part à l'équation : D,g = 0. (26. 6) 

F'", Ce cas mis de côté, l'équation (26. 3) montre que —ne dépend que de a, c'est-à-dire que la fonction V{a, i) est de la forme : 
F(«, t) =m.g{a) +h{a), en négligeant une fonction additive de t. Si on porte cette expression de F dans l'équation (26. 3) on voit que l'on doit avoir, ou bien 
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i . D g 9 = (D(r). 

F i n a l e m e n t il s 'agit d o n c de t r o u v e r une fonc t ion 9 qui es t la 
f o n c t i o n de c o u r a n t d'un m o u v e m e n t de r é v o l u t i o n p e r m a n e n t e t 
qui sa t i s fa i t en outre a u x c o n d i t i o n s ( 2 6 . 5 ) e t ( 2 6 . 6 ) . Voic i q u e l q u e s 
s o l u t i o n s d u p r o b l è m e . 

1 ° S u p p o s o n s d 'abord q u e la fonc t ion g n e d é p e n d e que do z ; 
la c o n d i t i o n ( 2 6 . 6 ) m o n t r e qu'i l faut prendre , en n é g l i g e a n t d e s 
c o n s t a n t e s , ce qui ne c h a n g e r ien à ^ : 

g = z. 

L a c o n d i t i o n ( 2 6 . 5 ) d e v i e n t : 

i - D ^ c p = 0 ( z ) . 

Or les m o u v e m e n t s qui sa t i s font à c e t t e c o n d i t i o n o n t é t é dé ter 
m i n é s au § 1 1 . L ' e x p r e s s i o n de cp est d o n n é e en ( 1 1 . 6 ) : 

tp = F{zy + Az, ( 1 1 . 6 ) 

A d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e arbi traire et la fonc t ion F ( z ) sat is fa i 
sant à l ' é q u a t i o n di f férent ie l le 

vF'" + 2 F F " — F ' 2 = B , ( 1 1 . 7 ) 

o ù B d é s i g n e u n e c o n s t a n t e arbitraire . L a fonc t ion de c o u r a n t d u 
p r o b l è m e ac tue l , d o n n é e par ( 2 6 . 4 ) , s'écrit d o n c : 

^ = V(z)r^ + f{t)z, ( 2 6 . 7 ) 

o ù f(t) d é s i g n e u n e f o n c t i o n arbi traire de t. E n part icu l i er à la so lu
t i o n : 

(p = 2 ^ ; . - -I- Az , ( 1 1 . b ) 
z 

cas par t i cu l i er de ( 1 1 . 6 ) c o r r e s p o n d ici la s o l u t i o n : 

7-2 
= 2 v . - + / ( O z . ( 2 6 . 8 ) 

z 

2 ° S u p p o s o n s que la fonc t ion g n e d é p e n d e q u e de r ; l ' é q u a t i o n 
( 2 6 . 6 ) m o n t r e q u ' o n a a lors , e n s u p p r i m a n t des c o n s t a n t e s qui n e 
c h a n g e n t r ien au résu l ta t : 

g = r^. 
L a r e l a t i o n ( 2 6 . 5 ) p r e n d la forme : 



128 SUR LE MOUVEMENT D ' U N FLUIDE VISQUEUX 

C) La s o l u t i o n (25. 9) se d é d u i t de la s o l u t i o n p e r m a n e n t e (4. 22) p a r la t r a n s f o r m a t i o n 
d u § 6. C o n s i d é r o n s e n ef fet l e cas p a r t i c u l i e r de c e t t e t r a n s f o r m a t i o n d o n n é e n (G. 32) 
e t f a i s o n s - y a = i = 0 ; si o n l ' a p p l i q u e à un m o u v e m e n t de r é v o l u t i o n , on v o i t q u e 
de t o u t e s o l u t i o n p r i m i t i v e ij>i(r z ï) , on p e u t dédu ire u n e s o l u t i o n d é r i v é e s ' e x p r i m a n t de 
la f a ç o n s u i v a n t e : 

iî^{r zt) ^ — - . r = -I- z — C, t), 

OÙ c = r{t) dé s igne u n e f o n c t i o n arbi traire d e t. Si o n a p p l i q u e c e t t e t r a n s f o r m a t i o n à 
(4. 22) , o n t r o u v e p r é c i s é m e n t la s o l u t i o n (26. 9) . 

(2) O n r e n c o n t r e r a p lus lo in (29. 8) un a u t r e m o u v e m e n t de r é v o l u t i o n n o n p e r m a n e n t 
qui j o u i t de la m ê m e p r o p r i é t é . 

Or les s o l u t i o n s de l ' é q u a t i o n (3. 9) qui s a t i s f o n t à c e t t e c o n d i t i o n 
o n t é té d é t e r m i n é e s et o n t pour e x p r e s s i o n : 

cp = v(2Ar2 + B)z + C y rdr J rdr J e-^'-'.r^-^rfr 

+ Dr* + Er^, (4. 22) 

où l e s g r a n d e s l e t t r e s d é s i g n e n t d e s c o n s t a n t e s . L ' e x p r e s s i o n de la 

f o n c t i o n de c o u r a n t qui y c o r r e s p o n d p o u r le p r o b l è m e a c t u e l e s t 
d 'après (26. 4) : 

^ = v(2Ar2 + B ) z + C y rdr J rdr y e^'-' .r^^^dr 

+ Dr* +/(«)'•', (26.9) 
où f{t) d é s i g n e u n e fonc t ion arbi traire de t {}). 

N o u s a v o n s ainsi t r o u v é d e u x s o l u t i o n s n o n p e r m a n e n t e s : la 
s o l u t i o n (26. 7) et la so lu t ion (26. 9) qui j o u i s s e n t d e la p r o p r i é t é 
d ' a d m e t t r e à c h a q u e i n s t a n t u n m o u v e m e n t p e r m a n e n t t a n g e n t (^). 

27. E n m o u v e m e n t p l a n n o u s a v o n s généra l i sé les h y p o t h è s e s : 

= f{x), A,i^ = /(r) , (27. 1) 
e t e x a m i n é (§§ 21, 22, 23) l e s m o u v e m e n t s où l 'on a l 'une d e s cond i 
t i o n s : 

A,^ = nx, t), A,^ = f{r, t), A,^ = / ( 9 , t). 

E n m o u v e m e n t de r é v o l u t i o n , é t a n t d o n n é e la s t ruc ture de l ' équa
t i o n d e c o m p a t i b i l i t é c i n é m a t i q u e , ce qui c o r r e s p o n d a u x h y p o 
t h è s e s (27. 1) ce sont l e s s u i v a n t e s , c o m m e on l 'a v u au § 11 : 

v D s ^ = /('•), ~ D ^ ^ = fiz). (27.2) 

L e s i n t é g r a l e s qui c o r r e s p o n d e n t à la première d e ces c o n d i t i o n s 
o n t é t é d o n n é e s par M. S t r a k h o v i t c h [(4. 22)] et ce l les qui corres
p o n d e n t à la d e u x i è m e c o n d i t i o n ont é té é t u d i é e s a u § 11. 
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GéDéralisons maintenant les hypothèses (27. 2) en mouvement 
non permanent ; nous sommes conduits à rechercher les mouve
ments de révolution non permanents pour lesquels la fonction de 
courant i|;(r z t) satisfait à l'une des conditions : 

i - D . i = /(r,0, ^ - = / ( z , 0-

La deuxième condition sera examinée au paragraphe suivant ; 
le présent paragraphe sera consacré aux mouvements où l'on a : 

i.D,'^; = /(r,0. (27.3) 

Introduisons la condition (27. 3) dans l'équation de compati-
bihté cinématique (3. 2) ; nous obtenons l'équation : 

v(r/;. + 3 / ; ) - ^ ; . / ; - r / ; = o. (27.4) 

Cette équation montre que deux cas sont possibles : 
1° = 0 ; / se réduit alors à une constante K et on retombe sur 

les mouvements où l'on a : 

ce qui est une solution banale du problème ; 
2o 7̂  0 ; alors l'équation (27. 4) montre que la fonction de 

courant est de la forme : 

if = F(r, t)z + G(r, 0. 

Pour que la condition (27. 4) soit satisfaite il faut que la fonction F 
soit de la forme : 

F(r, t) = a(Or̂  + h{t), 

où a[t) et b{t) désignent deux fonctions arbitraires de t. La fonction 
de courant est donc de la forme : 

if = \a{ty + b[t)\z + G(/-, t). (27. 5) 

Portons cette expression dans l'équation de compatibilité (3. 2) ; 
nous voyons que la fonction G vérifie une équation qu'on peut 
écrire en prenant comme variable indépendante r̂  = s au lieu de r : 

4v^G^j + svG,:; — 2[a(/)5 + è(o]G;'; — G ; ; = o. 
Cette équation s'intègre immédiatement deux fois par rapport 

à 5 et si l'on pose : 
G(5, t) = c{t)s + g{s, t), 
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C) Cf. la s o l u t i o n (21 . 4 ) , n o t e . 
{") L e m o u v e m e n t (26. 9) p r é c é d e m m e n t r e n c o n t r é e t qui a d m e t un m o u v e m e n t t a n 

g e n t e s t u n c a s p a r t i c u l i e r de la s o l u t i o n (27. 7). 

OÙ C{L) DÉSIGNE UNE FONCTION ARBITRAIRE DE t, ON VOIT QUE LA FONCTION G 
VÉRIFIE L'ÉQUATION DU TYPE PARABOLIQUE : 

4VSG;'. - 2 [a{t)s + b{t)]gl -g[ + iag = 0. (27. 6) 

FINALEMENT LA FONCTION DE COURANT S'ÉCRIT DONC : 

^ = [a(t)r^ + b{t)jz + c{t)r^ + g{r^, t) (27. 7) 

LA FONCTION G(S, t) VÉRIFIANT L'ÉQUATION (27. 6) (̂ ). 
LO SEUL MOUVEMENT DU TYPE (27. 3) EST DONC EN DEHORS DES MOU

VEMENTS OÙ L'ON A 

LE MOUVEMENT (27. 7) (̂ ). 
ON PEUT EXPHCITER DE NOMBREUSES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (27. 6). 

SUPPOSONS PAR EXEMPLE QUE LES FONCTIONS a{t) CT b{t) SE RÉDUISENT 
à DES CONSTANTES ET bg ; L'ÉQUATION (27. 6) ADMET DES SOLUTIONS 
DE LA FORME : 

OÙ k DÉSIGNE UNE CONSTANTE CT OÙ LA FONCTION /̂ (S) SATISFAIT À L'ÉQUA
TION DIFFÉRENTIELLE : 

4V5/" - 2{a,s + b,)r + (4AO - k)f = 0, 
QUI EST UNE ÉQUATION DU TYPE DE LAPLACE. ON A DONC POUR LA FONCTION 
DE COURANT LE DÉVELOPPEMENT FORMEL : 

^ = (AOR̂  H- b,)z + c{ty + I.e%{s). 

k 
28. PASSONS MAINTENANT AUX MOUVEMENTS OÙ L'ON A : 

I . D , ^ = / ( z , 0 . (28.1) 

SI NOUS PORTONS CETTE EXPRESSION DANS L'ÉQUATION DE COMPATI
BILITÉ CINÉMATIQUE (3. 2), NOUS OBTENONS L'ÉQUATION : 

+4';./;-'•/; = 0. (28.2) 

DEUX CAS SONT POSSIBLES : 
1" /J = 0 ; ON RETROUVE UNE FOIS DE PLUS LES MOUVEMENT OÙ L'ON A : 
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F = - + _ ^ z + a(0 

OÙ x{t) désigne une fonction arbitraire de t, la fonction O vérifiant 
l'équation 

v(D" - f 2<5<I)"' - 0 

qui s'intègre une fois et s'écrit, en désignant par B une constante : 

v$"' -I- 2<I)(I)" — = B ; 
cette équation n'est autre que l'équation ( 1 1 . 7 ) . La fonction de 
courant s'écrit : 

K' r n 
t]; = - .7-2 + (D z + a(i) - f a{t)z. 

2 L J 

Cette solution n'est d'ailleurs que la transformée de la solution 
(26. 7 ) par la transformation du § 6 [cf. § 26, l̂ e note]. 

(') La suIiiUoii (26. 7) j jréc .édenimenl r e n c o n t r é e et, q u i a d m e t u n m o u v e m e n t t a n g e n t 
e s t u n c a s p a r t i c u l i e r de la s o l u t i o n (28 . 4) . 

2° 0 ; alors l'équation (28. 2) montre que la fonction de 
courant est de la forme : 

il = F{z t y + G(z t). (28. 3 ) 

Faisons directement cette hypothèse sans faire l'hypothèse 
(28. 1 ) ; en portant l'expression (28. 3 ) dans l'équation de compa
tibilité cinématique on obtient tout d'abord : 

G ; = 0 ; 
on a donc : 

c'est-à-dire que la condition (28. 1 ) est réalisée ; la condition (28. 3 ) 
entraîne donc la condition (28. 1 ) . Finalement la fonction de cou
rant s'écrit : 

^ = F(z + a{t)z, (28. 4) 

a{t) désignant une fonction arbitraire de t et la fonction F(z t) 
vérifiant l'équation : 

vF^r -f 2FF;': — F ; ; = o. (28.5) 

La seule solution du type (28. 1 ) est donc, en dehors des solu
tions où l'on a Dâ ; = Kr ,̂ la solution (28. 4) ( i ) . 

L'équation (28. 5 ) admet des solutions de la forme : 
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Ф = F(a, t)g + G(ff, t). (29. 1) Cette condition est l'analogue en mouvement non permanent de la condition (12. 1). On a d'abord : 
(1 - â)p;, (1 -

Portons la condition (29. 1) dans l'équation de compatibilité cinématique (3. 6) ; nous obtenons les 4 relations : g;, = 0, f;..g; = o, r;, = o, (29.2) (1 - ̂ ')K-]l, + 2VF;. + FF̂. + 3f;f;, = 0. (29. з) La deuxième équation (29. 2) montre que l'on a F̂, = 0 ou bien GÓ = 0. Si l'on a F„, = 0, on voit que Одф = 0 et le mouvement est irrotationnel. Supposons donc que G'„ = 0 ; g se réduit à une fonction de t seul ; mais on peut négliger cette fonction, puisque la fonction de courant n'est déterminée qu'à une fonction additive de t près. Finalement la fonction de courant affecte donc la forme : 
Ф = F(a t)q, la fonction F vérifiant l'équation (29. 3) et la troisième équation (29. 2). Ces deux équations vont nous permettre de la déterminer. Dérivons l'équation (29. 3) par rapport à t en tenant compte de la troisième équation (29. 2) ; on obtient : f;.f; + 3f;. .f;. = o. Si on multiplie cette équation par F̂̂, elle s'intègre immédiatement par rapport à ст ; il vient : 

F ; , . F ; 3 = a(i), (29.4) a(¿) désignant une fonction arbitraire de t. En combinant cette équation avec l'équation 
F ; , = 0, (29. 5) on voit que la fonction Е(ст, г) doit être de la forme : 

F(t7, t) = fit) (a — ao) + g{a), Сто désignant une constante. 
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2 V ( L — A - ) f{t){G — G,) + ̂  5 ^ — 4 V F F O q ( 2 9 . 6 ) 

0 Ì I f(t) D É S I G N E U N E F O N C T I O N A R B I T R A I R E D E t E T O Q D É S I G N E U N E C O N S T A N T E . 

L A S E U L E S O L U T I O N D U T Y P E ( 2 9 . 1) E S T D O N C L A S O L U T I O N ( 2 9 . 6 ) ( ^ ) . 

R E M A R Q U O N S Q U E L E T O U R B I L L O N D E L A S O L U T I O N ( 2 9 . 6 ) N E D É P E N D 

P A S D E « ; O N A : 

H^2^) 
Ы 

^ 0. 

O N P E U T D ' A I L L E U R S V O I R C E F A I T G R Â C E À L A P R E M I È R E E T À L A T R O I S I È M E 

É Q U A T I O N ( 2 9 . 2 ) . O N A D O N C A F F A I R E À U N M O U V E M E N T D E R É V O L U T I O N 

N O N P E R M A N E N T A D M E T T A N T À C H A Q U E I N S T A N T U N M O U V E M E N T P E R 

M A N E N T T A N G E N T ( § 2 6 ) . O N S E R A P P E L L E Q U E L ' O N A M O N T R É Q U E P O U R 

U N T E L M O U V E M E N T L A F O N C T I O N D E C O U R A N T E S T D E L A F O R M E S U I V A N T E : 

^iqat) =f{t).g(oi) + (fiqo), ( 2 9 . 7 ) 

O I I f(t) D É S I G N E U N E F O N C T I O N A R B I T R A I R E D E t, O Ù L ' O N A 

E T O Ù A E S T D O N N É P A R : 

1 „ 1 

(•) Si on fa i t Oo = 0 d a n s la s o l u t i o n (29. 6) e t si on r e v i e n t a u x c o o r d o n n é e s c y l i n 
d r i q u e s r e t z, o n v o i t f a c i l e m e n t q u e l 'on o b t i e n t la s o l u t i o n (25 . 8 ) . 

E N R E P O R T A N T C E T T E E X P R E S S I O N D A N S L ' É Q U A T I O N ( 2 9 . 4 ) O N O B T I E N T 

P O U R L A F O N C T I O N ^ ( T J ) L ' E X P R E S S I O N : 

g{G) = — --ba + 
A — СТО 

a b c D É S I G N A N T D E S C O N S T A N T E S . F I N A L E M E N T L A F O N C T I O N F ( ( 7 , t) 

A D O N C P O U R E X P R E S S I O N : 

F ( A , I ) = f{t)(a — A O ) + + c. 
CT — СТО 

L E S É Q U A T I O N S ( 2 9 . 4 ) E T ( 2 9 . b) S O N T V É R I F I É E S . P O R T O N S C E T T E 

E X P R E S S I O N D E F D A N S L ' É Q U A T I O N ( 2 9 . 3 ) ; O N V O I T Q U E C E T T E É Q U A T I O N 

E S T S A T I S F A I T E P O U R V U Q U E L ' O N A I T : 

a = 2 V ( L ^ al), 
с = — 4 V C R O . 

L A F O N C T I O N D E C O U R A N T A D O N C P O U R E X P R E S S I O N : 
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— /4V 

^ _ 4v(l - gg) 

D'autre part cette remarque nous permet d'affirmer que la fonc
tion 

^2v(l ol) 

4vry(, 
(29. 8) 

est une solution de l'équation de compatibilité cinématique pour 
le cas permanent. La solution (29. 8) est de la catégorie examinée 
au § 12 ; elle est bien de la forme (12. 5) et on constate que la quan
tité entre crochets vérifie l'équation (12. 6). 

30. On pourrait essayer de trouver les mouvements de révolution 
non permanents qui satisfont à l'une des conditions : 

Dâ  = qKfiat), 

D,^ = (1 - a2)/(g t), 
analogues aux conditions (13. 1) et (13. 2) en mouvement de révo
lution permanent. On voit facilement qu'on est conduit comme 
seule possibilité à : 

Dgif/ = Kq^(i — a^) = Kr\ 
K désignant une constante ; on n'a donc aucune famille nouvelle. 

On pourrait aussi comme en (13. 3) chercher les solutions oii la 
fonction de courant est de la forme : 

^ ^ F(r, 0 -f G(z, t). 
Des calculs faciles montrent que l'on doit avoir alors : 

= fir. t) ; 
on a donc affaire à un cas particulier des solutions du § 27. 

C . MOUVEMENT NON PERMANENT SPATIAL. 
3 1 . M o u v e m e n t p s e u d o - p l a n d e p r e m i è r e e s p è c e . 
Comme en mouvement permanent (§ 14) nous allons examiner 

les mouvements pseudo-plans de première espèce, c'est-à-dire les 

Ф étant d'autre part la fonction de courant d'un mouvement per
manent. La solution (29. 6) est bien de la forme (29. 7) et l'on a : 

g = q{o — Сто), 

-2v(l - al) 
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mouvements dont les trajectoires sont contenues dans des plans 
parallèles au plan XOY, les composantes de la vitesse pouvant 
d'ailleurs dépendre de Z. Ces composantes sont donc de la forme 
suivante : 

U = U{X YZT), I> = V[X Y zt), w = 0. 
La condition de continuité s'écrit : - +- =0; 

ZX IY 

elle implique l'existence d'une fonction de courant \[i = 4'(̂  Y Z T), 
déterminée à une fonction additive de z et i près et telle que l'on ait : 

a^ _ I^ 
IY IX 

Le tourbillon n'est plus en général normal au plan xO y comme 
en mouvement plan proprement dit ; ses composantes sont données 
par : 

IXIZ IYIZ \IX;^ IY^ J 

Écrivons maintenant l'équation de compatibilité cinématique. 
Elle donne les trois équations suivantes : 

VA2(A;4-) + _ ^ 0. (31.3) 

I)(X, Y) 
Dans ces équations l'on a posé : 

I^ I^^ 

IX^ IY^ IZ^ 

Les équations (31. 1) et (31. 2) s'intègrent par rapport à z et 

10 
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* 
* * 

On a u n e p r e m i è r e so lu t ion part i cu l i ère d'\s é q u a t i o n s (31 . 6) et 
(31 . 7) e n s u p p o s a n t que les c o m p o s a n t e s de I.i v i to 'ro no d é p e n d e n t 
que de z et z : 

n - u[z t), V = i>[z t) ; 

s ' écr ivent e n d é s i g n a n t par F (x y t) e t G(x y t) des fonc t ions arbi 
tra ires qui d é p e n d e n t de x,y,tk l ' e x c l u s i o n d e z : 

ча;Ф); + + - Ф;. Д.Ф - Ф; = F{X y t), ( 3 i . 4) 

v(д:фy; - (̂Ф;̂  + Ф;̂ ); + Ф;. д,Ф - Ф; = G{X у t). ( 3 1 . 5 ) 

Si o n d é r i v e l ' équat ion (31 . 4) par r a p p o r t à ж, l ' é q u a t i o n (31 . 5) 
par r a p p o r t à y et qu 'on n j o u t e les r é s u l t a t s , ол o b t i e n t en t e n a n t 
c o m p t e de l ' é q u a t i o n (31 . 3) : 

^ + ^ = 0. 
Ъх Ъу 

Il s 'ensui t q u e , Ф{х y t) d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n arbi tra ire qui 
d é p e n d do x, y, t к l ' exc lus ion de z, l e s é q u a t i o n s (31 . 4) et ( 31 . 5) 
s ' écr ivent : 

ча;Ф).; + (̂Ф;̂  + Ф;); - Ф;.д.Ф - Ф; = - ф ; , ( 3 1 . 6 ) 

^(д:Ф);-^(Ф;^ + Ф;% Ф;.д,Ф - ф . ; = ф ; . ( 3 1 . 7 ) 

C o m m e l ' é q u a t i o n ( 3 1 . 3 ) e s t u n e c o n s é q u e n c e d e s é q u a t i o n s 
(31 . 6) e t (31 . 7 ) , o n vo i t finalement que ces é q u a t i o n s (31 . 6) e t 
(31 . 7) c o n s t i t u e n t l e s c o n d i t i o n s de c o m p a t i b i l i t é c i n é m a t i q u e de 
la c lasse des m o u v e m e n t s p s e u d o - p l a n s de première e s p è c e n o n 
p e r m a n e n t s . 

Q u a n t à la part i e d y n a m i q u e d u p r o b l è m e , o n o b t i e n t facile
m e n t : 

^ + U = Ф[ху1). ( 3 1 . 8 ) 
P 

On v o i t que la q u a n t i t é - + U n e d é p e n d pas de z, t o u t c o m m e 
P 

en m o u v e m e n t p lan p r o p r e m e n t d i t . 
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la fonction de courant esl donc de la forme : 

IF = F(Z, T)Y + G{Z, T)X. (31. 9) 

Cette solution est l'analogue de la solution permanente (14. 9). 
Les équations de compatibilité cinématique (31. 6) et (31. 7) 
deviennent avec l'hypothèse, (31. 9) : 

VF:. - F ; = <D;, 

V G ; - G ; = - O ; . 

On en tire POTIR la fonction O l'expression : 
O ^ A{T)X — A^{T)Y, 

A{T) et fli(î) désignant des fonctions arbitraires de T. Les fonctions F 
et G satisfont aux équations suivantes du type parabolique : 

VF;. - F ; = (31.10) 

vG'. — G; = «JO- (31.11) 
Finalement la fonction de courant est donnée par l'expression 

(31. 9), les fonctions F et G satisfaisant respectivement aux équa
tions (31. 1 0 ) et (31. 11). Les composantes de la vitesse sont données 
par : 

u = F(z 0, - — G(z Z). 

Le mouvement dans chaque plan z = ZQ est un courant uniforme 
parallèle à un instant T à une direction qui fait avec OX un angle çp 
donné par : 

t g 9 ^ — TT. ; 
^(20, T) 

mais, toujours pour im même instant T, quand on passe d'un plan 
z = ZQ à un autre cette direction varie. On a ainsi un écoulement 
non permanent par droites qui sont parallèles dans un même plan 
z = ZQ à un instant déterminé, mais qui sont " tordues " les unes 
par rapport aux autres dans des plans différents, toujours à un 
même instant. 

* 

Proposons-nous de rechercher comme en mouvement permanent 
[(14. 11)] les solutions pour lesquelles la fonction de courant i est 
linéaire en l'une des coordonnées X ou Y ; choisissons Y par exemple ; 
on a donc : 

IF = F{,r Z T)!J -; G{XZT]. ( 3 1 . 12) 
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Remarquons que le mouvement (31. 9) précédemment examiné est un cas particulier des mouvements (31. 12). Portons Texpres.sion (31. 12) dans les équations do compatibilité cinématique (31. 6) et (31. 7) ; nous obtenons les deux équations : 
V(F;. + F ; ) ; + F - - F F ; . - F ; ] Z / + V(G;. + G:O; + F;G; - FG:., - G; = - (31.13) 

V(F:, + F : . ) - F F ; - F ; = o;. (31. i4) Dérivons la première de ces équations par rapport à x, la seconde par rapport à y et ajoutons les résultats ou, si l'on veut, portons l'expression (31. 12) dans l'équation (31. 3) ; on obtient les deux équations : 
V(F;. + F ; ) ; + F;^ - F F ; , - F ; = «(o, (si. is) 

V ( G ; -f G ; , ) ; + F ; G ; ~ F G ; , ^ G ; = Ht), (3i. i6) a{t) et b(t) désignant des fonctions arbitraires de t. L'équation (31. 13) est satisfaite ct donne pour la fonction <I> : 
Il faut joindre aux équations (31. 15) et (31. 16) l'équation (31. 14) qui devient : 

V(F;. + F ; ) - F F ; - F ; = <P;. (3i.i7) Les équations (31. 15), (31. 16) et (31. 17) forment les conditions de compatibilité cinématique des mouvements du type (31. 12). Les équations (31.15) et (31. 17) vont nous permettre tout d'abord de préciser la forme de la fonction F{x z t) ; nous tirons de ces deux équations : 
2F;^ = a - <p;., ce qui montre que l'on a : 

F " = 0 La fonction F(x z t) est donc de la forme : 
F = f(x t) + g(z t). Portons cette expression dans l'équation (31. 17) ; 11 vient : 

v ( / ; . + &;o-(/ + g ) / ; ~ / ; - ^ ; - 9 ; -
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Dérivons cette équation par rapport à z ; on obtient : 

v g ; " . - g ; - g ; . / ; = o. (31.18) 
Deux cas sont possibles : 
1° gj = 0 ; alors la fonction F ne dépend que de a; et ¿ : 

F = F(a; t) ; (31. 19) 

2° g¡ ^ 0 ; alors l'équation (31. 18) montre que l'on a : 

ëz 

m[t) désignant une fonction arbitraire de í ; la fonction / est donc 
de la forme : 

/ = m{t)x + n(t), 

et la fonction g(z t) vérifie l'équation : 
-̂gz" — Îzt — m{t)g: = 0. 

Cette équation s'intègre une fois et finalement la fonction F est 
de la forme : 

¥ = m(t)x + n{t) ë{z t), (31.20) 

la fonction g[z t) satisfaisant à l'équation du type parabofique : 
^g'z.-g\-Tn{t)g^O. (31.21) 

Examinons maintenant séparément les deux cas (31. 19) et 
(31. 20). Si l'on est dans le cas (31. 19) la fonction de courant 
s'écrit : 

= ¥{x t)y + 0{x z t) ; (31.22) 

la fonction F(a; () satisfait à l'équation (31. 15) qui devient : 
V F ; + F ; - ^ - F F : . - F ; , = « ( / ) , 

et la fonction G(a; z t) vérifie l'équation (31. 16). L'équation (31. 17) 
n'apporte aucune condition supplémentaire et fournit simplement 
l'expression de la fonction cp. 

Supposons maintenant que l'on soit dans le cas (31. 20). La fonc
tion de courant s'écrit : 

= \Tn{t)x + n{t) + g{z l)]y + G(x z t), (31. 23) 

où la fonction g(z t) satisfait à l'équation (31. 21) et G(x z t) k 
l'équation (31. 16) qui s'intègre une fois par rapport à x et s'écrit : 

V(G; . -f G,'.) — \m{t)x + n(t) | G ; — G ; + 2m(0G = b(t)x. 
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L'équation ( 3 1 . 15) se réduit à : 
— m' = M, 

et l'équation (31. 17) ne donne aucune condition supplémentaire 
mais fournit l'expression de la fonction 9. 

Les seules solutions du type (31. 1 2 ) sont donc les deux solutions 
(31 .22 ) et ( 3 1 . 2 3 ) . 

Examinons le cas particulier de la solution (31 2 3 ) — qui est 
d'ailleurs aussi bien un cas particulier de la solution ( 3 1 . 22) — 
où l'on a : 

^ = Ky + G{x z t), 

K désignant une constante absolue. La fonction G satisfait à l'équa
tion : 

V(g;, + g;,) - kg; — g; = b(i.]x. 
On peut expliciter de nombreuses solutions de cette équation. 

Posons : 

h{x zt) ^ G{x zt) — c{t)x — d(t) ; 

la fonction h[x z t) vérifie l'équation 

V(/v + a;)-ka;-a; = o, 
pourvu que l'on ait c' = — b, d' = — Kc. 

On a par exemple pour k le développement formel suivant : 

h = e"' S(A>_e"'̂  + B̂e""*) (C>e'̂ ' + By_e~^'), 

k et désignant des constantes et CÜJ et ui^ étant les racines de 
l'équation : 

— Kw + vX2 — A: = 0 ; 

les grandes lettres sont des constantes arbitraires. L'expression 
correspondante de la fonction de courant est : 

i|< = Ky + c{t)x + e*' ̂ (Aĵ e"'* + B̂ c"̂ ) (Ĉ ,:̂^ + D^e'^'). 
X 

3 2 . M o u v e m e n t p s e u d o - p l a n d e d e u x i è m e e s p è c e . 

Nous allons examiner les mouvements pseudo-plans de deuxième 
espèce non permanents, c'est-à-dire les mouvements pour lesquels 
les composantes de la vitesse ne dépendent pas de z, sans d'ailleurs 
que les trajectoires soient assujetties à être planes. Les composantes 
de la vitesse sont donc de la forme : 

u ^ u(xy 0, v ^ vixy t), w = w(x y t). 
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L'équation de continuité s'écrit : 

du ic 
— + - = 0 ; 

elle montre qu'il existe une fonction de courant <]i = <\i(x y t), déter
minée à une fonction additive de i près et telle que l'on ait : 

Tsy ' î>x 

Écrivons l'équation de compatibilité cinématique ; elle fournit 
les doux équations : 

DfiL, AM 
vA,^ + , - i^2^)t = 0 , ( 3 2 . 1) D{x, y) 

v A . c v + - ( V = K (î), ( 3 2 . 2 ) 
D(x, y] 

où K(l) désigne une fonction arbitraire de t. 
L'équation ( 3 2 . 1), qui n'est autre que Téquation ( 2 . 2 ) , montre 

que <ii est la fonction de courant d'un mouvement plan proprement 
dit. Une fois tj; déterminé, l'équation ( 3 2 . 2 ) que vérifie w est une 
équation linéaire aux dérivées partielles, du second ordre. Si l'on 
prend K(t) = 0 , on voit que l'équation ( 3 2 . 2 ) est satisfaite en parti
culier par : 

w = C.\^, ( 3 2 . 3 ) 

C désignant une constante absolue. 
D'autre part, si K{t) ^ 0 l'équation ( 3 2 . 2 ) admet la solution 

particulière : 

= Mt), 

où X(f) désigne une fonction arbitraire de t liée à la fonction K(t,) 
par la relation : 

X' = — K. 

En ajoutant cette solution w = X{t) à la solution ( 3 2 . 3 ) on voit 
que l'équation ( 3 2 . 2 ) admet la solution : 

w = C . A 2 ^ + X ( 0 . ( 3 2 . 4 ) 

Les mouvements de la classe actuelle apparaissent ainsi comme 
la superposition : 
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1° d'un mouvement plan ordinaire (non permanent) s'effectuant 
parallèlement au plan xOy et que nous appellerons mouvement plan 
primitif ; 

2° d'un mouvement par droites parallèles à Oz de vitesse w. 
Dans le mouvement spatial résultant les trajectoires sont des 

courbes gauches dont les projections sur le plan xOy sont les tra
jectoires du mouvement plan primitif. De même les lignes de courant 
du mouvement spatial à un instant ( sont des courbes gauches dont 
les projections sur le plan xOy sont les hgnes de courant du mouve
ment plan primitif à l'instant t. 

Une fois le mouvement plan primitif connu, la détermination 
de w revient à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles 
linéaire du second ordre du type parabolique. On a donc là un 
moyen relativement commode pour tirer de toute solution exacte 
connue du mouvement plan une solution exacte du mouvement 
spatial ; cette solution n'aura pas en général de symétrie axiale, 
c'est-à-dire qu'elle appartiendra à la classe pour laquelle on connaît 
le moins d'intégrales exactes. 

Si le mouvement plan primitif n'est pas irrotationnel, on peut 
prendre en particulier pour w l'expression (32. 3), c'est-à-dire à 
une constante multiplicative près le tourbillon du mouvement plan 
primitif ; on voit qu'on peut ainsi associer à tout mouvement plan 
connu un mouvement spatial, sans qu'il y ait d'autre calcul à 
effectuer que celui du tourbillon du mouvement plan primitif. 

Passons maintenant à la partie dynamique du problème ; des 
calculs faciles montrent que la pression est donnée par : ^ -b U = K(t)z + Ф{х y t), 

P 
p 

la fonction Ф{х y t) n'étant autre que la quantité - + U du mou-
P 

ment plan primitif ; en d'autres termes si l'on pose : 

H = Ф + (̂Ф;̂  + Ф:̂ ), 

on a pour la fonction H les équations suivantes qui ne sont autres 
que les équations (2. 3) et (2. 4) : 

1 1 ; = - Ф ; + Ф;-^Ф + v.(^Ф);, 

н;= ф ; - f Ф; .Л,Ф-У(Д,Ф);. 
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C) O n pourra i t aus s i prendre d e s m o u v e m e n t s p l a n s p r i m i t i f s p e r m a n e n t s : i}* = 'l'I^ Y) 
e l l eur a s s o c i e r u n e c o m p o s a n t e W = iv(a; Y T) n o n p e r m a n e n t e o u i n v e r s e m e n t as.socier 
à des m o u v e m e n t s p l a n s non p - r m a n e n t s vj; = ijj{r y !) u n c o m p o s a n t e W = Y) 
p e r m a n e n t e . 

Nous allons maintenant passer en revue les principales solutions 
connues de l'équation (32. 1), c'est-à-dire les principales solutions 
connues du mouvement plan non permanent (̂ ) et nous examine
rons les mouvements spatiaux qu'on peut leur associer en prenant 
pour w une solution de l'équation (32. 2). 

1. Supposons d'abord que le mouvement plan primitif soit irro
tationnel, c'est-à-dire que l'on ait : 

= 0 ; 

la composante w satisfait à l'équation 

vA t̂v + -j^^ - iv[ = K(t) ; (32. 2) 
\J(x, y) 

on n'a point ici la solution (32. 3) mais il serait facile d'écrire d'autres 
solutions de l'équation (32. 2). Les composantes du tourbillon sont 
données par : 

21 = 27) = - ^v;, 2!: = o. 
Le vecteur tourbillon est donc contenu dans le plan xOy. La pres

sion est donnée par l'équation : 
^ + U -f UU^ + V-') = K{t)Z - ^[(x yt) + K,(t), (32. 5) 
P 2 

où K i ( f ) désigne une fonction arbitraire de t et (p{x y t) le potentiel 
des vitesses pour le mouvement plan primitif : cp + iij> est une fonc
tion analytique ào x -R iy. Si l'on prend K(t) = 0 l'équation (32. 5) 
n'est autre que le théorème de Bernoulli pour le mouvement plan 
primitif. 

2. Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement plan 
non permanent par droites parallèles. On a : 

= ait) + <?iy t), (5. 1) 
ait) désignant une fonction arbitraire de t et la fonction 9 satis
faisant à l'équation : 

v?:^ " 9't = 0- (5- 2) 
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ASSOCIONS À CE NNOUVEMENT PLAN PRIMITIF UN MOUVEMENT SPATIAL 
EN PRENANT POUR w LA SOLUTION (32. 4) ; IL VIENT : 

CE QU'ON PEUT ENCORE ÉCRIRE EN VERTU DE L'ÉQUATION (5. 2) : 

W = C. TP'J -I- X(J). 

FINALEMENT LES COMPOSANTES DE LA VITESSE DANS LE MOUVEMENT 
PSEUDO-PLAN DE DEUXIÈME ESPÈCE QUE NOUS VENONS D'OBTENIR SONT : 

U = 9; + a(t), = 0, w = CTP; + MO-

LES TRAJECTOIRES DANS CE MOUVEMENT SONT PLANES : CE MOUVEMENT 
EST DONC PSEUDO-PLAN DE PREMIÈRE ESPÈCE. CE N'EST D'AILLEURS AUTRE 
AUX NOTATIONS PRÈS QUE LE MOUVEMENT (31. 9)-(31. 11) ; L'ÉQUATION 
(5. 2) MONTRE EN EFFET QUE LES COMPOSANTES u ET w SATISFONT AUX ÉQUA
TIONS : 

VTTY. — u't = — a'{t), 
vwl. — w't = — y.'{t). 

3° PRENONS COMME MOUVEMENT PLAN PRIMITIF LE MOUVEMENT PAR 
CERCLES CONCENTRIQUES. Î A FONCTION DE COURANT ^{r t] SATISFAIT À 
L'ÉQUATION : 

VAA ;̂ — (AIJ;); = 0, (5. 3«) 

1 , p 
où. L'ON A POSÉ Ai\i = 4'R' + " I'r- '^^^^ ~ 1̂  ̂  ^^'^I" 

r P 
FORME, ̂  DOIT VÉRIFIER L'ÉQUATION : 

VAI}/ — V);; = 0, (5. 3) 

QUI EST UN CAS PARTICULIER DE L'ÉQUATION (5. 3 a). 
ASSOCIONS À CE MOUVEMENT UN MOUVEMENT SPATIAL EN PRENANT 

POUR w LA SOLUTION (32. 4) ; IL VIENT : 

w - CI.A'J; + Mt), 
CE QU'ON PEUT ENCORE ÉCRIRE EN UTUISANT L'ÉQUATION (5. 3) : 

w-^C.^[ + Mt). 

LES COMPOSANTES DE LA VITESSE POUR LE MOUVEMENT QUE NOUS VENONS 
D'OBTENIR SONT DONC EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES : 

1̂ = 0, 2̂ = - 3̂ = C. D- Mt). (32.6) 
LA FONCTION 4'(R 0 SATISFAISANT À L'ÉQUATION (5. 3). 
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Les lignes de courant sont à chaque instant des hélices circidaires 
tracées sur des cylindres d'axe Oz. Le mouvement est un mouve
ment pseudo-de révolution de deuxième espèce (§ 34). 

On peut obtenir des développements formels pour la fonction 
de courant qui vérifie l'équation (5. 3). On a par exemple les 
développements suivants : 

oo 

^r, t) = Ao Log r + ^[A^hikr) + BJ,(kr)]e-'^''\ (32. 7) 

k = l 
ifir, i) Ao Log r + 2[AftIo(^'-) + B,K„(ftr) (32. 8) 

où AQ, A ^ et désignent des constantes arbitraires, et Yg les 
fonctions de Bessel d'ordre zéro, de première et de deuxième espèce, 
IQ et Ko les fonctions de Bessel modifiées d'ordre zéro, de première 
et de deuxième espèce. On en déduit pour le mouvement spatial 
associé (32. 6) les solutions formelles : 

A. 

oo 
^, = Ht) + C^k'[A,3,{kr) + B,Y,{kr)]e-'"''\ (32.9) 

et 

i>, = 0, = [A,L(/cr) + B,K,(/cr)" 
li = i 

^3 = Ht) + C^k^[A^Ukr) + B,Ko(/cr)]e^*\ (32. 10) 

h = i Pour écrire ces expressions on a utilisé les relations connues : 

d d 
Io(2) L(z), ... 

Le mouvement par trajectoires hélicoïdales (5. 31) de M Caldo-
nazzo n'est qu'un cas particulier de la solution (32. 9). Faisons en 
effet dans la solution (32. 9) : 

Ao = 0, Mt) = 0 • 

prenons un seul terme dans le développement en laissant la con-
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sun LE MOUVEMENT D UN FLUIDE VISQUEUX stante k indéterminée et enfin prenons = 0 , CA: = 1. On 
obtient le champ de vitesses : 

Cl = 0, kA^3,{kr)e-^''\ C3 - /cA,Jo(/cr)e-̂ '̂', 

ce qui est bien aux notations près le mouvement ( 5 . 31). 
Plus généralement si on cherche toutes les solutions du type 

(32. 6 ) dont les trajectoires sont des hélices circulaires, on trouve 
les deux cas particuliers suivants des solutions (32. 9) et (32. 10) : 

^1 = 0, 

1̂ = 0, A,Ji(/£r) 4 B,Yi(/cr) 
v.,= c 

A,Jo(Är) i B,Ko(/cr) , (32.11) 

A,li(Ar) + B,Ki(/cr) 

^3 = C 

A,l„(Ä:r) + B,Ko(/cr) I e^^'K (32. 12) 

La solution de M. Caldonazzo est un cas particulier des solutions 
à trajectoires hélicoïdales (32. 11) et (32. 12). D'ailleurs quand, 
Ĉ  1, on n'a point dans ces solutions : 

V = X.V, 
comme dans la solution de M. Caldonazzo. 

4" Prenons comme mouvement plan primitif la solution de 
M. Taylor : 

^{xyt) = e'^'.Y{xyl (5.4) 

la fonction F satisfaisant à l'équation : 

AjF = kV. (5. 5) 
Associons à ce mouvement un mouvement spatial en prenant 

pour w l'expression (32. 4) ; il vient : 

w = Cie^^'.A^F -f X(0, 

ou en utilisant l'équation (5. 5) : 

w = Ce^ '̂.F + X(f). 
Finalement nous avons obtenu le mouvement spatial suivant : u = e'^'.f;, V = — e * ' . F ; , W = Cê *".F + X(0, (32. 13) où la fonction F vérifie l'équation (5. 5). 
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d'autre part : 
rot V = C.V ; 

V = e"'^Mx y) ; 

on a donc affaire à un cas particuher du mouvement ( 5 . 32) de 
M. Trkal. 

5° Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement 
(5. 6) de M. Hamel ; on a : 

.|; = ce + /(r, tl (5. 6) 

où la fonction / satisfait à l'équation ( 5 . 7). 
Associons à ce mouvement un mouvement spatial en prenant 

pour w l'expression (32. 4) ; on a pour w : 

^ = K (t;, + ^ /̂;) + ut), 
K désignant une constante arbitraire. Les composantes de la 
vitesse dans le mouvement spatial obtenu sont en coordonnées 
cylindriques : 

•'1 = ^, ^. = - / ; , H ' = = K + ^/;) + x(o. (32.14) 

On remarquera que les trois composantes de la vitesse en coordon
nées cylindriques ne dépendent que de r et t. Ce mouvement est 
donc un mouvement pseudo-de révolution de deuxième espèce (̂ ). 

6° Prenons comme mouvement plan primitif le mouvement 
(5. 11) ; on a : 

i> = A{x t)y + B{x t) ( 5 . 11) 
C) I * m o u v e m p n t (32. 6) p r é c é d e m m e n t o b t e n u e s t un cas p a r t i c u l i e r d u m o u v e m e n t 

(32. 14) q u ' o n o b t i e n t en fa i sant C = 0. 

Si on prend dans la solution (32. 13) : X(i) = 0, on a un mouve
ment dont les lignes de courant ne changent pas de forme avec le 
temps et coïncident avec les trajectoires bien que le mouvement soit 
non permanent. Si l'on prend 

X(0 = 0 , A; = — es 
on voit que l'on a 
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C) La siiliiliori spai i i i lp (fi. .'Î0)-(,'Î2. 16) a é t é o l i ten i ic : 

1" e n a i ip l iq ' iaut ii l-i s o l n t i o n (5. 4) rie M. T a y l o r la t r a n s f o r m a t i o n rin § fi, ce qni d o n n e 
(6. :iO) ; 

'2° en a s s o r i a n t à (R. 30) un m o u v e m e n t pseudn-p l . in de d e u x i è m e e s p è c e p.ir l ' exprcs -
.«̂ ion (32. 'i). 

Mais on pourr„ i t a u s s i o b t e n i r c r t l c so lu t ion f6. 30 ) - (32 . 16) en i n v r r s a n t l 'ordre de 
f e s d e u x npératioi!'; , c 'est-à-ri ire : 

1° en assoc i iv i t à la so lu f ion (5. 4) u n m o u v e m e n t p.seudo-pl'in d;' d c u x i è u i e e spère 
par l'i-xpri-s^ion (32 . i) ; on o b t i e n t l» n u i u v e m e n t (32, 13) ; 

2" en a p p l i q u a n t à ne m o u v e m e n t l'i t r a n s f o r m a t i o n du g fi où I'(>n pose P — Q = 0, 
R ~ CJ ; on sa i t t n e t fe t (§ 6, IN. FINE) que d a n s c e s c o n d i t i o n s la t r a n s f o i m a t i o n du § 6 
l ' a p p l i q u e a u x m o u v e m e n t s p s e u d o - p l : i n s de d e u x i è m e C-PL^VV. On prent'ra de p lus d i n s 
sa t r a n s f o r m a t i o n [Cf. (6. 13)] : a , = - t . 

les fonctions A(xt) et B{x t) satisfaisant aux équations (5. 12) et 

(5. 13). 

Associons à ce mouvement un mouvement spatial en prenant 

pour w l'expression (32. 4) ; on obtient le mouvement spatial 

suivant : 

M = A , V = ~ ( A > + B ; ) , W = K ( A ; . y + B;O + x(«). 

(32. 15) 

7" On pourrait prendre comme mouvement primiti f les mouve

ments ( 5 . 21) et ( 5 . 28) de M. Bateman. Prenons plutôt le mouve

ment plus général ( 6 . 30). On a donc : 
^ = a'ij - b'x - ^ [ ( x - (y - bf\ + e^*'.F(X, Y ) , (6.30) 
où X et Y sont donnés par : 

X = (x — à) cos (ùt -\- (y — b) sm lùt, 
Y = — [x — a) sin "1- (y — b) cos (ÙI ; 

co désigne une constante arbitraire, a = a(t) et b = b{t) deux fonc

tions arbitraires de la fonction F ( X , Y ) vérifie l'équation : âF âF H = №. aX2 aŶ  
Associons à ce mouvement un mouvement spatial en prenant 

pour w l'expression (32. 4) ; il vient : 

w = C e ^ " . F ( X , Y ) + \(t). (32. 16) 

O n a ainsi obtenu un mouvement spatial donné par ( 6 . 30) et 

(32. 1 6 ) ( 1 ) . 
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33. MOUVEMENT PSEUDO-DE RÉVOLUTION DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

NOUS ALLONS NNAINTENANT EXAMINER COMME EN MOUVEMENT PER
MANENT (§ 16) LES MOUVEMENTS PSEUDO-DE RÉVOLUTION DE PREMIÈRE 
ESPÈCE NON PERMANENTS ; CE SONT LES MOUVEMENTS DONT LES TRAJEC
TOIRES SONT CONTENUES DANS DES PLANS PASSANT PAR OZ SANS QUE LE 
MOUVEMENT SOIT IDENTIQUE DANS CES DIVERS PLANS. 

EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES LES CORNPOSANTES DE LA VITESSE SONT 
DONC DE LA FORME : 

^ Ci(r 0 z î ) , = 0 , Cj = P3(r 6 z ï). 

L'ÉQUATION DE CONTINUITÉ S'ÉCRIT : 

W<^^ ^ ^ ) _ Q . 

ELLE MONTRE QU'IL EXISTE UNE FONCTION DE COURANT IF — IF[T 0 z F) 
TELLE QUE L'ON AIT : 

1 2̂ 1; \ ~BIF 
^ ' i ^ - - — ' ^3 = — - - — ; 

R ÔZ r ÔR 
CETTE FONCTION EST DÉTERMINÉE À UNE FONCTION ADDITIVE DE 6 ET 
t PRÈS. 

ÉCRIVONS MAINTENANT L'ÉQUATION DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE. 
PAR UN CALCUL ANALOGUE À CELUI QUI A CONDUIT EN MOUVEMENT PERMA
NENT AUX ÉQUATIONS (16. 1) ET (16. 2), ON OBTIENT LES DEUX ÉQUATIONS 
SUIVANTES QUI CONSTITUENT LES CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ CINÉMA
TIQUE DE LA CLRTSSE DE MOUVEMENTS CNVISRIGÉE : 

+ + -̂ ••̂ 'Ô= = - r<^\, ( 3 3 . 1 ) 

^ - ^ ; - F ^ ' - i j ; . ( 3 3 . 2 ) 



Î 5 0 S L ' R L E M O U V E M E N T D ' U N F L U I D E V I S Q U E U X Dans ces équations i> désigne une fonction arbitraire qui dépend 
de r z í à l'exclusion de 0 : 

0) = cD(r, z, t) ; 

les symboles Dg^J; et D îjj ont les significations suivantes : 

1 
D '̂i = - f 4^;. — - <¡i'^, 

D;I = + ĵ;;, — ^ -I- _ ^'ç,. 

Des calculs faciles donnent la pression ; on trouve : 

- + 1] =^-Vr+ <^{rzt). ( 3 3 . 3 ) 

On voit que - + U ne peut dépendre de 8 que par l'intermé-
P 

diaire de Si le fluide s'étend à un domaine oii 0 peut varier de 
0 à 27T, l'uniformité des vitesses nécessite que ij'r Vz soient uni
formes ; s'il en est ainsi - -|- U est également uniforme. 

P 

* • 

Si on cherche une solution des équations ( 3 3 . 1) et ( 3 3 . 2) ana
logue à la solution (16. 4), c'est-à-dire de la forme : 

'j; = F{dt)z -h G(8 t}r, 

on aboutit soit à un mouvement irrotationnel, soit à un mouvement 
permanent, c'est-à-dire précisément à la solution (16. 4). 

Plus généralement cherchons comme en (16. 10) les mouvements 
pour lesquels la fonction de courant est linéaire en z ; nous suppo
serons que <]i est de la forme : 

i> = F(6/)z f G(r e t) ; (33. 4) 
nous faisons donc la restriction supplémentaire consistant en ce que 
F ne dépend pas de r. Portons l'expression ( 3 3 . 4) dans les équations 
de compatibilité cinématique ( 3 3 . 1) et ( 3 3 . 2) ; par un calcul ana-
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logue à celui qui a conduit aux équations (16. 11) à (16. 13), nous 
obtenons les deux équations suivantes : 

VFQ. + 4vF + F2 — r% = . ^{r t), (33. 5) 

v( AG); + -G^Q, - J F. AG - G ; = b{ty, (33. 6) 

1 
où l'on a posé AG = G", G .̂ La fonction «5 est donnée par : 

^ = J <?{rty'^ — b{t)z. (33.7) 

De l'équation (33. 5) on tire les deux relations : 

Fet = 0, (33. 8) 

(vFg. + 4vF + F% = 0. (33. 9) 

L'équation (33. 8) montre que la fonction F est de la forme : 
F = /(9) + g(t). 

Si on porte cette expression dans l'équation (33. 9) et qu'on dérive 
l'équation obtenue par rapport à t, on obtient : 

/ ' .g' = 0. 

On voit que la fonction F doit être fonction soit de 9 seul, soit 
de t seul. Nous allons examiner ces deux cas séparément. 

1° Supposons d'abord que F soit fonction de 0 seul ; la fonction 
de courant est alors de la forme : 

= F{Q)z + G{r 9 t), (33. 10) 

la fonction F satisfaisant à l'équation (33. 9) qui s'écrit : 

vF" + 4vF + F" = K, 

K désignant une constante ; cette équation n'est autre que l'équa
tion (16. 5) et s'intègre par la fonction elliptique pu de VVcierstrass ; 
quant à la fonction G elle vérifie l'équation (33. 6). Il est facile 

p 
d'obtenir 9, <t>, puis —f- U par l'équation (33. 3) ; on trouve : 

P 

^ -f U = ?J •F(e) - - b{t)z + c{t), 

c{t) désignant une fonction arbitraire de t. 
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K - h v 
v/'" — f" + - - - k / ' = 0 . 

2 ° Supposons maintenant que la fonction F ne dépende que de t ; 
la fonction de courant s'écrit : 

if =F{t)z + G(r 9 t) • ( 3 3 . U ) 

la fonction F(t) est arbitraire et la fonction G(r G /) vérifie l'équation 
( 3 3 . 6 ) . On calcule aisément cp et O et l'équation ( 3 3 . 3 ) donne pour 

P 

^ + U = -F'.Logr-i-^.F2-è(0z + c(0. 
Les seuls mouvements du type ( 3 3 . 4 ) sont donc les mouvements 

( 3 3 . 1 0 ) et ( 3 3 . 1 1 ) . On pourrait en déduire pour la fonction de cou
rant (J; de nombreuses expressions explicites. Contentons-nous 
d'examiner le cas — qui est un cas particulier du cas ( 3 3 . 1 0 ) comme 
du cas ( 3 3 . 1 1 ) — où l'on a : 

if = Kz + G{rQ t), ( 3 3 . 1 2 ) 

K désignant une constante absolue. La fonction G vérifie l'équation 
( 3 3 . 6 ) qui s'écrit : 

v ( A G ) ; - f ̂ ^-Gro. - ^ - A G - G ; = b{t)r. ( 3 3 . 1 3 ) 

La pression est donnée par : 

p 

^ + U = - — - è ( O z + c(0. 

Si l'on prend ¿»(0 = 0 l'équation ( 3 3 . 1 3 ) admet des solutions 
de la forme : 

G = e'''./(r).g(0). 
On en déduit pour <]; le développement formel : 

^ = Kz + Se^'./,(r).(A,e"9 + B.e-"^), k 
où k désigne une constante réelle, w une constante réelle ou ima
ginaire pure, A^ et des constantes arbitraires, la fonction 
vérifiant l'équation linéaire : 
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34. MOUVEMENT PSEUDO-DE RÉVOLUTION DE DEUXIÈME ESPÈCE. 
Occupons-nous maintenant comme en mouvement permanent 

(§ 17) des mouvements pseudo-de révolution de deuxième espèce 
non permanents, c'est-à-dire des mouvements pour lesquels les 
composantes de la vitesse en coordonnées cylindriques ne dépendent 
pas de 0, sans que les trajectoires soient assujetties à être contenues 
dans des plans méridiens. Les composantes de la vitesse en coor
données cylindriques sont donc de la forme : 

= z T), VI = V^RZ T), V3 = P3(r Z T). 

L'équation de continuité s'écrit : 

IR az ~ ' 

elle montre qu'il existe une fonction de courant ']) = 'LI{R Z T) déter
minée à une fonction additive de T près et telle que l'on ait : 

1 SIJ; I -B^LI 

—-, C'<L = 
^ R IZ R BR 

Nous désignerons par / la composante de la vitesse normale au 
plan méridien : 

2̂ = FIR Z T). 

Écrivons l'équation de compatibilité cinématique ; des calculs 
faciles montrent qu'elle fournit les deux équations suivantes : 

vD,4; + r - (D,^); + 2//; = 0, (34. 1) 
U(r, Z) 

VD2(r/) - f - -_ ( , / ) ; = 0. (34. 2) 
R D(r, z) 

En écrivant l'équation (34. 2) on a annulé au second membre une 
fonction arbitraire de T, ce qui est nécessaire pour assurer l'uni
formité de — + U quand 9 varie de 0 à 2n. 

P 
L'équation (34. 1") diffère de l'équation (3. 2) par le terme 2ff[ ; 

la fonction de courant ^ qui régit le mouvement dans le plan méri
dien n'est donc pas la fonction de courant d'un mouvement de révo-
fution proprement dit. On ne peut donc en général appliquer ici 
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C{t) désignant une fonction arbitraire de t. On obtient donc le résul
tat suivant : on peut superposer à tout mouvement de révolution 

un procédé de superposition comme en mouvement pseudo-plan 
de deuxième espèce. 

Quant à la partie dynamique du problème, des calculs faciles 
montrent que la fonction H = H(r z t) satisfait aux équations : 

H ; = / ( / ; + l?j -y + ̂ - + 

H ; = //; + 1 ' + li- - l'i^AYr-
Parmi les intégrales exactes des équations de Navier-Stokes qui 

ont été énumérées au § 5, celles qui rentrent dans la catégorie 
actuelle sont les suivantes : 

1° le mouvement par trajectoires hélicoïdales (5. 31) de M. Cal
donazzo ; 

2° le mouvement (5. 34)- (5. 35) de M. Caldonazzo. 
Des mouvements pseudo-de révolution de deuxième espèce non 

permanents ont été aussi trouvés en (32. 6) et (32. 14). 
Proposons-nous maintenant de déterminer les solutions des 

équations (34. 1) et (34. 2) telles que la composante ^2 = f de la 
vitesse ne dépende que de r et « : 

^2 = fir, t). 

L'équation (34. 1) se réduit alors à l'équation (3. 2) et t^i est la 
fonction de courant d'un mouvement de révolution proprement dit. 
Posons : 

h^rf; 

l'équation (34. 2) s'écrit : 

V(A; - ~K) - ^:.K - K = 0. (34.3) 
r r 

Cette équation montre que deux cas sont possibles : 
1» A' = 0 ; alors l'équation (34. 3) est satisfaite et on a : 

. - / - ^^'^ 
^2 = 1 = ' 
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proprement dit non permanent le mouvement irrotationnel : 

^1 = 0, ^2 = ^ ' ^3 = 0 ; ( 3 4 . 4 ) 

on obtient encore une solution exacte ; le champ ( 3 4 . 4 ) n'est autre 
que le champ de vitesses d'un tourbillon ponctuel en mouvement 
plan. 

2" h' ^ 0 ; alors l'équation ( 3 4 . 3 ) montre que la fonction (Jj est 
de la forme : 

t> = Fir, t)z + G(r, t). (34. 5 ) 

Il s'agit d'une classe de mouvements de révolution analogues 
aux mouvements ( 4 . 2 3 ) mais non permanents. Les fonctions F(r t) 
et G(r t) doivent vérifier deux équations qui s'écrivent en prenant 
pour variable indépendante r̂  = s : 4vsf;" + 4vf;. — 2 F F ; . + 2f;^ — F ; , = KI(O, (34.6) 

4v.G:" + 4vG:. - 2 F G : . + 2 F ; G ; - G ; = K,{t), ( 3 4 . 7 ) 

K-ilt) et K2(0 désignant deux fonctions arbitraires de t. L'équation 
( 3 4 . 3 ) s'écrit : 

4 v < . — 2 F ( s , t% — h[^0. ( 3 4 . 8 ) 

Ainsi à tout mouvement de révolution du type ( 3 4 . 5 ) oii les fonc
tions F et G satisfont aux équations ( 3 4 . 6 ) et ( 3 4 . 7 ) on peut asso
cier un mouvement pseudo-de révolution de deuxième espèce en 
ajoutant au premier mouvement une rotation : 

h 
. 2 = - , 

0X1 la fonction h est solution de l'équation ( 3 4 . 8 ) . 

35. D'une manière analogue à ce que nous avons fait en mouve
ment permanent (§ 1 8 ) , nous nous proposons d'examiner les mou
vements non permanents pour lesquels les composantes du vecteur 
tourbillon en coordonnées cartésiennes rectangulaires x y z ne 
dépendent que d'une seule coordonnée, x par exemple, et en outre 
du temps t ; pour un tel mouvement en tous les points d'un plan 
X = Xq et à un instant déterminé les vecteurs tourbillons sont 
équipollents. Remarquons qu'en particulier en mouvement plan 
l'hypothèse conduit aux mouvements du § 2 1 oîi l'on a : 

A,^ = f{x, i). 



1 5 6 S U R LE M O U V E M E N T D ' U N FLUIDE V I S Q U E U X Soient u(x y z l), v{x y z t), w{x y z t) les composantes de la vitesse V et a{x t), b{x t), c{x t) celles du vecteur rot V. La condition 
div ( i ^ V ) = 0 exige que a{x t) ne dépende que de t. L'équation de compatibilité cinématique fournit ensuite les trois équations suivantes : 
a»; + 6«; + CM; — a; = 0, (35. i) 

«z< + bv'y + cv'^ — b'^.ii + wb^. — b[-=0, (35. 2 ) 

aw'̂  + bw'y + cŵ  — c'̂.u + vc ,̂ — c[ = 0 . {35. 3) D'autre part en exprimant que a, A, c sont les composantes du rotationnel de V(M, V, W), on obtient les trois équations : 
w'y — i'l = a, (35. 4) 

— ^x~" 3̂5. 5) 
'̂x — K (35. 6) Enfin la condition de continuité s'écrit : 

u: + /, + ̂ : = 0. (35.7) Les équations (35. l)-(35. 7) constituent les conditions de compatibilité cinématique de la classe de mouvements envisagée. Commençonspar noter quelquesrelations assez simples qui découlent des équations ci-dessus. Dérivons l'équation (34. 2) par rapport à z et l'équation (34. 3) par rapport à y, retranchons membre à membre les relations obtenues, il vient : 
c;.M;-è;.«; = o. (35.8) Dérivons les équations (35. 7), (35. 6) et (35. 5) respectivement par rapport k x, y et z et ajoutons membre à membre les relations obtenues ; il vient : + Uy. -i- ul, = 0 . (35. 9) On voit que la composante u de la vitesse est harmonique par rapport aux variables x y z. Be façon analogue on obtient les équations : C + + ̂ I- = (35. 1 0 ) + ^'v' + ^l' = ~ K- (35. 1 1 ) 
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NOUS NOUS CONTENTERONS D'ÉTUDIER LE CAS OÙ u NE DÉPEND QUE DE x 
ET t : 

u = u{x t). 

CE CAS CORRESPOND AUX DEUX CAS SEULS POSSIBLES POUR LE PROBLÈME 
ANALOGUE EN MOUVEMENT PERMANENT (§ 18). 

L'ÉQUATION (35. 9) MONTRE QUE u DOIT ÊTRE DE LA FORME : 
M ^ K,{t)x, + K{t), 

K,{t) ET K{t) DÉSIGNENT DES FONCTIONS ARBITRAIRES DE t. L'ÉQUATION 
(35. 1) DONNE ALORS POUR a L'EXPRESSION : 

fK,.dt 

a = FLOE-' , 
OÙ FLO DÉSIGNE UNE CONSTANTE ARBITRAIRE. DES ÉQUATIONS (35.6) ET 
(35. 5) ON TIRE ENSUITE POUR v et w LES EXPRESSIONS : 

i> = J c(xt)dx + fiyzt), 

j'h[xl)dx - f g(y z t), w = 

OÙ / ET G DÉSIGNENT DES FONCTIONS ARBITRAIRES (POUR LE MOMENT) DE 
LEURS ARGUMENTS. PORTONS CES EXPRESSIONS DE C ET W DANS LES ÉQUA
TIONS (35. 4), (35. 7), (35. 2) ET (35. 3) ; NOUS OBTENONS LES RELATIONS ; 

ë'y — fz = «W, 

Hy + C/; + VJ;. - (K,x + K% - b[ - f «C = 0, 
bg'y I- cg', I- VĈ, — (K^x + K)4 — c't — bc = 0. 

DE CES QUATRE ÉQUATIONS ON TIRE D'ABORD QUE LES FONCTIONS f et g 
SONT DE LA FORME : 

/ = A{t)y + B(t)z + C{t), 

B(t) + a(t) y — Ht) + K i ( ï ) z + D ( 0 , 

OÙ A(0, B(I), C(0 ET D(I) DÉSIGNENT DES FONCTIONS ARBITRAIRES DE t. 
ON VOIT D'AUTRE PART QUE LES FONCTIONS b{x t) ET (̂X t) VÉRIFIENT LES 
ÉQUATIONS : 

VI;= — (^ix + K)I; — b[ + AÈ + ( B + a)c = 0, 
VC;;. — (KIX + K)C; — C; + B Ô ^ ( A + KI)C = O. 
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Fina lement , si on résume tous les résul ta ts , on voit en modifiant 
légèrement les no ta t ions qu 'on a ob tenu le c h a m p de vitesses 
su ivan t : 

M = Ki(i)x + K(i), 

V = ^[x t) + A{t)y + B(i)z + C(i), 

ÍV = —P(xf) + [ B ( Î ) + a(i) 

où l 'on a : 

A(i) + Ki( t )Jz + D(i), 

j K,.di 
a(0 = 

et où les fonctions f^[x t) et ^{x t) vérifient les deux équat ions sui
v a n t e s du t y p e parabol ique : 

vp;. - {¥.^x + K ) ? ; — - f ( A + Ki)p + {B + a)y = E , 

vy;. - (Kix + K )y; - Y; + B ^ - A Y - F , 

E = E(f) et F = F( i ) dés ignant des fonctions arbi t ra i res de t. 
On vérifie facilement que les mouvemen t s plans (21. 3) consti

t u e n t un cas part icul ier de la solution ci-dessus. 
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