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INTRODUCTION

Vers 1930, l'attention commence a se concentrer autour d’un probléme de la
turbulence assez schématique pour donner prise a4 une élaboration logique plus appro-
fondie : I'’étude de la turbulence dans un fluide incompressible emplissant tout I’espace,
c’est-a-dire, en 'absence de parois solides. Pour commencer, on introduit des considéra-
tions de symétrie (d’ailleurs plausibles et souvent vérifiées avec une bonne approxima-
tion dans les mesures) et on ne considére que la turbulence homogéne et isotrope; les
propriétés statistiques du champ des vitesses turbulentes sont supposées invariantes
pour toute translation des axes et pour toute rotation autour d’un point. C’est
a G. I. Tavror en 1935 [10] et & Von Karman en 1938 [6] que sont dues toutes les idées
essentielles dans ce domaine; le spectre d’énergie d’une composante de la vitesse et le
coefficient de corrélation qui lui correspond ont été introduits par Tavror [10]; 'exten-
sion a I’espace de cette derniere notion fut faite sous la forme du tenseur de corrélation
par Von KarmAN et par VoN KarmaN et HowartH [6]. Ensuite, RoBerTson [8] donnait
a cette idée une base solide en introduisant certaines notions de la théorie des groupes
invariants. Durant les dernieres décades, de puissants efforts ont été consacrés a cette
question par A. KorLmogororr, W. HEISENBERG, L. Onsacer, Th. Von KARMAN;
d’importants travaux ont été publiés sur ce sujet par A. OBukorr, C. C. LiN, L. S. G.
Kovasznay, S. CorrsiN, etc. Dans tous les travaux précédents, on adopte le point de
vue qui est évidemment le premier a se présenter a I'esprit d’un physicien suivant pas a
pas I'expérience : quand il parle de la moyenne d’une propriété physique du fluide (par
exemple la pression ou la masse volumique), il sous-entend toujours la moyenne des
mesures faites en un point du fluide pendant un certain intervalle de temps; cet inter-
valle pouvant, a la limite, étre considéré comme infini. Mais, dans la mécanique statis-
tique des systémes a un nombre fini de degrés de liberté, sous la forme classique que lui a
donné J. W. GiBBs, ce ne sont pas les moyennes calculées le long d’une trajectoire
déterminée du systéme (c’est-a-dire au cours d’une seule expérience, méme prolongée
indéfiniment), mais bien les moyennes calculées sur tout I’ensemble des états possibles
du systeme (sur la totalité de I’espace des phases) qui jouent un role prépondérant. La
nécessité de se placer a un point de vue analogue dans la théorie statistique de la tur-
bulence s’imposait donc : c’est ce qui fut fait par I'introduction des fonctions aléatoires,
qui expriment la méme idée dans un langage différent, une fonction aléatoire n’étant
autre chose qu’un ensemble de fonctions.

KampE DE FERIET mentionne dans [2], que c’est & Ph. WEHRLE et G. DEDERANT
que revient le mérite d’avoir, dans une série de travaux parus de 1935 a 1940, explicite-
ment et fortement attiré I'attention sur la nécessité d’utiliser, dans la théorie statistique
de la turbulence, les résultats de la théorie des fonctions aléatoires qui se développait
rapidement a cette époque. En particulier, c’est sous leur impulsion que KAmMPE DE
FErIET avait, pour la premiére fois, appliqué lui méme les résultats de la théorie des
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fonctions aléatoires a la turbulence homogéne. C’est 8 KampE pE FERIET qu’est due la
définition du tenseur spectral dans le cadre de la théorie des fonctions aléatoires. La
théorie de Kampt pE Firier fut présentée dans de nombreux articles dont la publica-
tion couvre une période de vingt années. D’une maniére systématique il prouvait la
nécessité de se placer dans la théorie statistique de la turbulence a4 un point de vue ana-
logue a celui de la mécanique statistique des systémes a un nombre fini de degrés de
liberté : les éléments statistiques (fonctions de corrélation, tenseurs spectraux, etc.)
doivent étre calculés sur tout I'ensemble des états possibles du systéme (sur la totalité
de I'espace des phases). L’utilisation des fonctions aléatoires dans la théorie statistique
de la turbulence d’un fluide incompressible nous semble une idée fructueuse, digne
d’étre étendue a d’autres problemes, par exemple aux fluides compressibles. Dans la
liste bibliographique donnée a la fin du présent travail, ne sont cités que les derniers
travaux de Kampi pE Ferier [5]. Le lecteur doit se référer a ces travaux et ces
livres pour trouver les références des autres travaux publiés par KampE DE FERIET.
L’idée de la théorie est la suivante :

Supposons que nous ayons une mesure de probabilité définie sur un espace
abstrait Q et que T; o soit un groupe de transformations, conservant la mesure de 1'es-
pace Q en lui-méme et jouissant de la propriété Tss = Ts Tr. Alors, sif(w) est une fonc-
tion mesurable réelle définie sur I'espace de mesure (2, S, w), F (, ©) = [ (T; ») définit
une fonction aléatoire strictement stationnaire de la variable { (une famille strictement
stationnaire d’'un paramétre des variables aléatoires). L’analyse harmonique de ce pro-
cessus peut étre obtenue en partant de I'analyse harmonique du groupe unitaire des
transformations d’espace de HiLBeRT L, en lui-méme, défini par U; g (0) = g (Tt o).
Le probléme de I'analyse harmonique des fonctions aléatoires stationnaires d’ordre 2
avait été résolu directement par H. CRAMER [3 (1)], et aussi [4]; 1a relation entre les deux
théories étant remarquée par les autres auteurs [4] (voir : KoLmoGoro¥rF, C. R. DokLADY,
Acad. Sc. U. R. S. S. (N. S.) 26, 6-9, 115-118, 1940).

Récemment, 'auteur du présent article se proposait de construire les fondements
de la théorie statistique de la turbulence d’un fluide compressible. En général, a partir
du point de vue théorique, on peut distinguer deux directions & suivre :

10 généraliser au domaine de I’écoulement turbulent d’un fluide compressible
les théories existantes valables pour I’écoulement turbulent d’un fluide incompressible;

20 construire de nouvelles théories valables pour I'écoulement turbulent d’un
fluide compressible.

Naturellement, il semble que la premiere direction soit la plus facile; de plus,
il se peut qu’a partir des solutions de la premiére direction on trouve des suggestions et des
inspirations pour s’orienter vers la seconde direction. Dans la premiere phase de notre
travail, nous avons choisi la premiére direction. D’abord, nous avons généralisé les
propositions fondamentale de Karman-HowartH, RoBERTSON, KoLMOGOROFF (la
turbulence homogéne localement isotrope), etc., au domaine de I’écoulement turbulent
d’un fluide compressible (voir la liste bibliographique [7]). Le présent travail généralise
la théorie de KampE pE FERIET; il établit les fondements généraux d’existence de sca-
laires et de tenseurs de corrélation et de scalaires et de tenseurs spectraux dans la tur-
bulence homogéne d’un fluide compressible. La généralisation n’est pas « triviale ».
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Il est nécessaire, comme dans 1’écoulement turbulent d’un fluide incompressible, de
considérer les trois composantes de la vitesse; mais il faut aussi considérer les deux
scalaires, masse volumique et température. Avec I'hypothese habituelle que le fluide
est un gaz parfait, la connaissance des fonctions mentionnées ci-dessus est suffisante
pour déterminer d’autres fonctions variables du fluide : la pression peut étre calculée a
partir de I’équation d’état et les coefficients de viscosité et de conductivité calorifique,
qui sont habituellement des fonctions connues de la température et de la pression,
peuvent aussi étre calculés facilement. Nous fonderons la théorie statistique de la tur-
bulence dans un fluide compressible sur ’hypothése que le champ des vitesses, le champ
de la masse volumique et le champ de la température peuvent étre représentés par un
champ scalaire-vectoriel aléatoire. Dans I'espace de HiLBERT nous aurons les deux
¢éléments invariants sous le groupe de transformations unitaires de '’espace de HILBERT
en lui-méme. Nous démontrerons alors qu’il est possible d’établir les conditions d’exis-
tence des scalaires et des vecteurs spectraux pour la turbulence d’un fluide compressible.
La cinématique de cette turbulence sera complétement établie et développée.

Dans la dynamique de la turbulence homogéne, I'hypothese la plus naturelle
semble étre que les fonctions de la vitesse, de la masse volumique et de la température
satisfont aux équations de NAVIER-STOKES; mais il est évident que ces fonctions peuvent
satisfaire sans aucune difficulté aux équations dérivées de la théorie cinétique des gaz,
c’est-a-dire aux équations dérivées de I’équation de BorrzmANN : par exemple, aux
équations de Grap. A T'aide de cette hypothése, on établira I’équation fondamentale
de I'énergie cinétique pour le spectre; on discutera ensuite 1'évolution du spectre de
I'énergie cinétique. A la fin du présent travail, on trouvera la discussion sur la forme du
tenseur spectral particulier dela turbulence spatialement homogéne en fluide compressible.
Pour aider le lecteur, nous avons respecté I’'ordre des raisonnements de Kampt pE FERIET,
en particulier dans [2]. Il est alors trés facile de comparer les fondements dans le domaine
de I'écoulement d’un fluide incompressible et dans le domaine de 1'écoulement d’un
fluide compressible.
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ABREVIATIONS, NOTATIONS ET SYMBOLES

(62555 ) & 515 v w0 000 3 0 e 6 Espace de mesure.

Ui 4 16 676 S8 R ) 5 R 70 S B 5 Mesure.

T T ) O R S Ensemble.

DD 5w e e o s 6 915 0 e S e 8 @ A Fonction aléatoire.

s Tf ss o ow s w6 s 5 690 £ 50 4 a3 5 88 1866 0 6 8 Transformation.

B, 0) 55 5 5% mm 5 608560555 565 0 5 000 6 8 g 8 Fonction aléatoire.

T ) 4 o5 wssminsnihion aaaissss 9ams ansmnynes Valeur moyenne.

LT (00« 5 2 i B 5 2 78 0 55 005 58 1 5 0 Transformation unitaire.

B e e T R SRR R £l 8 Espace de HiLBERT.

Nl o e mnims Empmsnzims o5 s mum s e e s 5.0 8 5m m 0 Norme de I’élément x d’un espace

de HIiLBERT.

ol s 255 v 015060 5 661 € 0 W0 6 5 AL 6 S B 6 R g w e e s Fréquence.

U5 (s 00 3 1 7 e 5 5 e S i B s e Composantes de la vitesse.

DA ) PR Masse volumique.

OUGE B ) @ i o s i ot € sts ¥ 80 e 3 1 oy e Température.

B B 0)] 575505 35 5 e 5005, 1 6 5 ) 0 Coeflicient de viscositeé.

AT 5 ), v i 0 518 50805 550 Fai B 5 0 0, 5 & e T8 Coefficient de conductivité calori-
fique.

p,to) =RS@Lo)d@ o). ..occoeuin. Pression.

F@o) =6@0)0@ ). . ccuiiiiiiiiianns Scalaire.

Uj@,0) =0V @ o) @ o). .ooeennannn.. Vecteur.

W12 (2, 0) = RU/2 Q12 (2, ) 012 (v, 0) [w,i (@, ©)][Y/2.  Scalaire.

it (@, 0) =2 (@, 0) U ;j (X, @) «cvviniiiiiin Scalaire.
2 (x, 0) =P (z, @) uj? (@, 0) Ui} (@, ) ... Scalaire.
288 0) = Ee)rnssucssmenmnsrsrsarnne Scalaire.
2@, o) =uf@ )P @ ). ool Scalaire.

Pi(@, ) =G @ @) U@ @) e ... Vecteur.



D@ 0) = CUTlT(@ ) «ennennneenaneennn Tourbillon.

EEn): EE: E@) . ooorovisnsnssios inanigs Espérance mathématique de la va-
: riable aléatoire £, etc.

0 iy ) im0 5 003 656 503 10 i o Fonction balance.

FONCTIONS ALEATOIRES STRICTEMENT STATIONNAIRES

uj (@, 0) = [ (Tz0);

& @, 0) = g(a) (T w);

0(x,0) =g (Trw);

[i72 (2, @) = g (T 0);

Uj@, 0) =[ (Tew);

W12 (2, w) = g™ (Tr ©);

I (@, ) =g (Thw), 1=12;
pi(@, @) =[{(Tzw);

2@ e) =g (Tee), i=1,2

MOYENNES STATISTIQUES, SCALAIRES ET TENSEURS DE CORRELATION

1 (Tno) fi* (@) d s

L@ e w@e) = ei® =\

Q

Ui@,0) U @,0)  =ef@=\_ [ (The)fi"* (@)dy;

Q

W2 (@', 0) WHIE (2, 0) = o) () =

2 (2, ») '*U2 (x, ) = oM (h) = l (@) (Th ) gO* (0) d p.;
g g
\ g0 (Th o) g (@) d s

Q

I

g (Th) g% (@) d 3

ZE @ ) AT @) =™ (W)=
JQ

@ DA @) =" (B) =\ g (The) g"* () du;
JQ

PP = W)=\ T [P* @) du;

S@to)d* @t o) =@ 0);
1 A

8, @1, ©) 8% (2,1, ©) = 0, (b, 1).



SCALAIRES ET TENSEURS SPECTRAUX

ol () =\, e AR g0 dr;
eyt (1) =\ exp@nh) ¢ 0) d2s
o(D) (h) = /> exp(inh) e@ () dnr;  ete.;

v; (¥, w) v (T, ©) =

[}

. exp (i nh) gj () dn;

e (i, ) =

[

L exp (D) o) d;

05(6) (B, 1) = /.> exp (i A R) 0,0) (O, t)yd .

vevivvve..... Energie cinétique du fluide contenue dans une boite

telle que le volume de cette boite est égal a 1.

10 5 8 8 ... Energie cinétique du fluide par unité de masse et
par unité de volume.

= =/ | "2 (x, ) [2de ... Energie interne (intrinséque) du fluide ;
JV

vevevvee.... Energie tourbillonnaire.
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CHAPITRE PREMIER

1 NOTIONS FONDAMENTALES

Ce chapitre représente un résumé des sections 5 a4 10 du chapitre XIV par
Kampt pE FErIieT dans ([2], p. 568).

1,1 FONCTIONS ALEATOIRES

Considérons une grandeur physique dépendant de ’état du systéme dynamique,
soit f (w); quand, partant d’un état initial o, le point T;w représentatif de I'état du
systéme se meut le long de la trajectoire I' (w), la valeur de la grandeur physique au
temps t est [ (Tt ®). Pour chaque o € Q, la grandeur est donc une fonction bien définie
du temps f. De cette facon elle apparait comme une fonction de f et o :

(1,1.1) F(Teo) = Bl o)y— oo < < - 0oy 60,

Si nous supposons que nous choisissons au hasard le point » dans I'espace des
phases Q, la loi de probabilité étant définie par :

1,1.1 a) Prob [0 ¢ D] = u (D),
la grandeur physique apparait comme une fonction aléatoire strictement stationnaire
du temps £. Soit donc (€, S, 1) un espace de mesure, c’est-a-dire :

10 un ensemble abstrait Q2 de points w;
20 une ¢ — algébre (ou corps borélien) S de sous-ensembles de Q;

30 une mesure ., fonction d’ensemble définie pour tout sous-ensemble E C S avec
les propriétés :
(@) 0 =<u(E), EcS;
(b) pour chaque suite disjointe E; ¢S : E;NEr=0:

(1,1.2) w (Ui E) = Y, v (Ep);

la mesure de Q est finie et, par conséquent, par un simple changement d’unité, nous
pouvons toujours nous ramener au cas :

(1,1.3) w(Q) = 1.
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D’apres I’équation (1,1.2), si CC D (C,DeS)ily a:

(1,1.4) 0 (C) = (D),
d’olt avec (a), nous obtenons :
(1,1.5) 0= (E)=Z1,EES.
Faisons ’hypothese que nous choisissons au hasard un point  dans Q avec la loi
de probabilité :
(1,1.6) Prob [o CE] = n(E), E€S.

Il est alors clair que toute fonction f (w) a valeurs réelles sur €, si elle est mesu-
rable, définit une variable aléatoire X, ayant pour fonction des probabilités totales :

1,1.7) Prob [X < E]=plo:[(0)<EL

La notation | & : P! désigne I’ensemble des points  ou la condition P est satis-
faite; par exemple, | o : f(w) < £ | représente I'ensemble des points « pour lesquels

f(w) <E.

Définition : une fonction aléatoire X (f) est un ensemble de variables aléatoires
dépendant de la variable réelle ¢.

Considérons une fonction a valeurs réelles : F (f, ), définie surl’ensemble produit
R x Q, R désignant I’ensemble des nombres réels :

— oo << + oo

nous supposerons que, pour chaque valeur de f, F est une fonction mesurable de w. Si
nous choisissons au hasard un point o € Q avec la loi de probabilité (1,1.6), la fonction
F (t,0) définit une fonction aléatoire de {.

D’une maniére analogue, comme dans 1’écoulement d’un fluide incompressible
dans I'espace des phases (), introduisons un groupe abélien 4 un parameétre de transfor-
mations biunivoques et conservant la mesure de ’ensemble Q en lui-méme.

(1,18) <> Tio,— oo << + oo,

avec les propriétés connues :

(1,19 a) T1+s:T[Ts=TsT[:T3+l; To:1; TIT—l:l;

(1,1.9 ) w (T E) = u (E),
pour chaque E ¢S, etc.

A toute fonction quelconque de la forme particuliére :

(1,1.10) F(l, 0) = [ (Ti o),
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ou f(w) est une fonction réelle de ¢t dans I'espace de mesure (€, S, 1), correspond une
fonction strictement stationnaire, ¢’est-a-dire, pour chaque ensemble de valeurs fixes de
L (13,15, ..., 1) C R et un ensemble quelconque de nombres réels (&, ..., &,) :

(1,1.11) Prob [F(t; 4+ 5, 0) < &y, oo, F (tn + 5, ©) < En], s€ R,

est indépendante de s; cette propriété découle immédiatement du fait que la transfor-
mation conserve la mesure.

1,2 VALEURS MOYENNES ET MOMENTS

Pour des notions telles que valeurs moyennes et moments, la méthode est la
méme que dans le domaine de I’écoulement d’un fluide incompressible. Faisons I’hypo-
theése que la fonction F (f, ») est un point de I'espace de HiLBerT JC, c’est-a-dire que :

(1,2.1) F(lho)(12(Q) et F(t 0)cL(Q),

d’apres I'équation (1,1.3). On peut dans ce cas calculer les moments du premier et du
second ordre de F, c’est-a-dire :

a) le moment d’ordre 1 ou valeur moyenne :

(1,2.2) F, 0)= SQ F(t,o)duy;

b) le moment d’ordre 2 ou variance :

(1,2.3) FGo)E= \Q\ F(t, o) 2dy;
¢) la covariance :

n

(1,2.4) F (t, 0) F* (I, 0) = \Q F (1, 0) F* (1, 0)d .,

ces deux derniéres quantités étant identiques au carré de la norme | F (f, ) |2 et au
produit scalaire:

(F (ty 0), F (ty, ©))
avec les définitions usuelles pour I’espace de HiLBERT JC.

Le cas particulier oti la covariance ne dépend que de la différence ({, — £,) :
(1,2.4 a) F(t, 0) F* (f, ©) = o (h —1),

définit la classe importante des fonctions aléatoires stationnaires d’ordre 2. Toute fonc-
tion aléatoire strictement stationnaire :

(1,2.5) F(t, 0) =f(Ttw),

pour laquelle f (o) ¢ L2 (Q), du fait que la transformation T;» est la transformation qui
conserve la mesure :

(1,2.6) T = SQ,‘(T, aydp= SQ/(@M,



— 14 —

est stationnaire d’ordre 2 :

(1,27) f(Ty, ©) f* (T, 0) = Snf (Tt 0) [* () dp = p (h—12);

en outre son moment d’ordre 1 est aussi indépendant de ¢.

Les fonctions stationnaires de cette classe jouissent de propriétés remarquables
dues au fait que I’on peut leur appliquer toutes les propriétés connues des groupes de
transformations unitaires de I’espace de HILBERT.

En effet, si f(0)¢L2(Q), a toute transformation o <«— T o de Q en lui méme
conservant la mesure correspond une transformation unitaire f (o) <— Uf () de I'espace
de HiLBERT en lui méme définie par :

1,2.8) Uf (0) = (T w).

Ceci résulte immédiatement de :

(1,2.9) (Uf, Ug) = Sn [(To)g*(Tow)dp= SQ f(o)g*(w)dpu={(f9);
en particulier:
(1,2.10) 1Uf =111

Au groupe abélien de transformation T; de € correspond ainsi un groupe abélien
de transformations unitaires de U; de JC:

(1,2.11) Uif (@) =f(Tiw);  Uprs = Ui Us = Us Us = Ugpy.

1,3 FONCTION ALEATOIRE STRICTEMENT STATIONNAIRE
SUR UN GROUPE ABELIEN

Dans la définition d’une fonction aléatoire F (¢, w), le fait que ¢ est réel ne joue
pas un role essentiel, et nous pouvons remplacer I'ensemble R par un groupe abélien
abstrait G. Cette technique, appliquée dans le cas de la turbulence en fluide incompres-
sible, peut étre étendue directement au cas de la turbulence en fluide compressible. I1
n’est donc pas nécessaire de discuter ici cette technique pour la turbulence en fluide
compressible ; nous renvoyons le lecteur aux ouvrages cités en référence.

1,4 ANALYSE HARMONIQUE DES FONCTIONS ALEATOIRES
STRICTEMENT STATIONNAIRES

Le probléme de 'analyse harmonique des fonctions aléatoires de ¢ stationnaires
d’ordre 2 a été résolu par H. Cramer [3 (1)]. Pour les foncions strictement stationnaires
[ (T ) telles que f (o) € L2(Q), le résultat de CRAMER est tout simplement la traduction



en langage probabiliste d'un résultat classique de M. H. StonE [9], dans la théorie de
I'espace de HILBERT, connu sous le nom de décomposition de I'identité [5 (1, 2, 3)] :

>
.

(1,4.1) U=\ expinnd (Eaf, g,

ou: fetgedC, U = groupe de transformations unitaires (faiblement continu) de JC en
lui-méme; Ej (— o << A < + o) = famille de projecteurs.

Le passage de la formule de StoNE a celle de CRaMER se fait simplement grice a
la remarque du paragraphe 1,2 (in fine) [5 (1, 2, 3)] :

(1,4.2) f(Tiw) = Uf,

Uy étant un groupe de transformations unitaire de JC en lui-méme. Pour le dévelop-
pement de cette idée, la méme technique est valable dans les deux cas du fluide
incompressible et du fluide compressible.

Nous considérons les fonctions aléatoires introduites au paragraphe 1,3 :
(1,4.3) f(Ty o), oG, avec [ (o) € L2(€2).

Pour la méme raison qu’au paragraphe 1,2, on peut écrire :
(1,4.4) [ (T w) = Usf (w),

U, définissant un groupe de transformations unitaires de I'espace de HiLert JC en
lui-méme. La covariance de la fonction aléatoire :

(1,4.5) f(Tap o) f* (Taw) = (Uapfs Uaf) = (Us /o /) = ¢ (B),

ne dépend que de B, ce qui exprime la stationnarité d’ordre 2.

Définissons, dans I’espace de HiLBert JC, une famille de projecteurs E, f; ou
A C G appartient a une c— algébre X de sous-ensembles de G :

(1,4.6 a) Eaf, 9= Eag),f gel;
(1,4.6 b) Esnsf=EsEgf=EgE,\/f;
(1,4.6 ¢) Eavsf=Eaf +Esf—Eansf;
(1,4.6 d) Eqf=0; Eof=/, etc.

G est un groupe abélien localement compact et G est le dual de G. La suite du
raisonnement est la méme que pour la turbulence d’un fluide incompressible [5 (1, 2, 3)].




CHAPITRE 11

2 TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE
D’UN FLUIDE COMPRESSIBLE

2,1 INTRODUCTION

Nous fonderons la théorie statistique de la turbulence d’un fluide compressible sur
I'hypothese que dans un écoulement turbulent d’un fluide compressible :

10 le champ des vitesses peut étre représenté par un champ vectoriel aléatoire
uj(x, t, ©);

20 Je champ de la masse volumique du fluide, par un champ scalaire aléatoire
® (x, t, 0);

30 le champ dela température du fluide, par un champ scalaire aléatoire 0 (z, ¢, »).

En principe, dans le champ de I’écoulement d’un fluide compressible et avec
I'hypothese habituelle d’un fluide parfait, la connaissance des fonctions mentionnées
ci-dessus est suffisante pour déterminer d’autres fonctions variables du fluide ; la pression
peut étre calculée a partir de I'équation d’état, et les coefficients de viscosité § et de
conductivité calorifique 2, qui sont habituellement des fonctions connues de la tempé-
rature et de la pression, peuvent aussi étre calculés facilement; le champ, formé par les
trois champs aléatoires ci-dessus, est appelé en abrégé le « champ scalaire-vectoriel
aléatoire ».

Dans chaque expérience faite sur le fluide, nous obtenons un champ scalaire-
vectoriel particulier (échantillon) « indexé » dans la collection ou « ensemble » de champs
scalaire-vectoriels, par quelque valeur spéciale v, d’'un parametre ». Dans ce chapitre,
nous considérerons un champ scalaire-vectoriel & un instant donné {. Les équations de la
dynamique ne seront donc pas utilisées ici. Nous exposerons seulement la représentation
cinématique a un instant donné du mouvement turbulent spatialement homogéne d’un
fluide compressible.

2,2 TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE

Considérons, dans un espace (physique) euclidien a trois dimensions
X,—oo << + = (i=1,2,3), un champ scalaire-vectoriel aléatoire, c’est-a-dire, un
. . (%]

ensemble de vecteurs u; de composantes scalaires (uy, u,, i3); un ensemble de scalaires o
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et un ensemble de scalaires 0, définies en chaque point x ¢ X et dépendant d’un parameétre
o choisi par hasard dans un espace de mesure (Q, g, S). En d’autres termes, un champ
scalaire-vectoriel aléatoire dans X correspond & la donnée de cing fonctions mesurables
réelles :

U@, e)(i=1,23; o@e); 0@ o),

définies sur 'espace produit X x €.

Un champ scalaire-vectoriel aléatoire représente le champ cinématique et
thermodynamique des vitesses, de la masse volumique et de la température d’un écou-
lement turbulent spatialement homogéne d’un fluide compressible, si une propriété
statistique quelconque du champ est invariante pour toute translation dans I’espace X
occupé par le fluide; d’aprés les définitions de la fonction aléatoire strictement station-
naire, les trois composantes uj (z, ») (j=1, 2, 3), etles fonctions & (z, »), 0 (z, ») doivent
étre des fonctions aléatoires strictement stationnaires sur le groupe G des translations
de X.

Toute fonction u; (x, ), @ (z, ®), 0 (2, ®) est une fonction réelle, mesurable en «
pour chaque z ¢ X.

Considérons un groupe abélien & trois paramétres G’ de transformations bi-
univoques de € en lui-méme :

2,2.1) T,o0=TY TS T o, € X,

les transformations T, T®), T® étant permutables. Soit [ (w) (j = 1,2, 3), ¢(®) (w),
g® (©) cinq fonctions mesurables réelles de o ; les cinq fonctions aléatoires strictement
stationnaires sur le groupe des translations de X :

uj (@, ©) = [{* (Te ) (j = 1,2,3);

(2,2.2) " "
& @ o) = g9 (Tro); 0@ o) = g0 (o),

sont susceptibles de définir un champ scalaire-vectoriel aléatoire représentant la vitesse,
la masse volumique et la température d’une turbulence spatialement homogéne d’un
fluide compressible 4 un instant donné ¢ (cinématique et thermodynamique).

A chaque valeur particuliére o, de o prise au hasard dans Q correspond un
champ scalaire-vectoriel particulier dans X (un échantillon de champ scalaire-vectoriel
ou une épreuve)

Les fonctions [/ (z, ), ® (%, ®), 0 (x, w) sont les fonctions mesurables en & pour
chaque x ¢ X. Elles ne prennent, bien entendu, que des valeurs réelles; mais, en parti-
culier, en vue de 'analyse harmonique, on obtient plus de souplesse dans les formules
en ne s'imposant pas cette restriction et en supposant que les cinq fonctions mesurables
prennent des valeurs complexes sur Q :

177 (@) = 1" (@) + f§" (©) G =1,2,3);

(2,2.3)
9@ (0) = g () + gO" (o), ete.
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2,3 SCALAIRE ET TENSEUR DE CORRELATION
D’UNE TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE
D’UN FLUIDE COMPRESSIBLE

Nous supposerons désormais que :
@3.0) [P L@G=123); ¢©@©LQ); g0 @)L,
ce qui, d’aprés 'hypothese que p () = 1, et I'équation (1,1.3), implique :
(2,3.2) W) eL(Q)(G=(1,2,3); g(‘u‘;) (w) €L (Q); 9 (w) € L ().

Les moyennes statistiques des composantes de la vitesse et des fonctions scalaires
o (x, ®), 0 (¥, ®) sont les moments d’ordre 1 :

(2,3.3 a) u @ o) =\ [ (lze)du(=1,23);

(2,3.3 b) & (@, ) = SQ GO (Tr)dp; 0@ )=

&%

9O (Tro)d s

d’ou, puisque les transformations conservent la mesure :

4 (e, 0) =\ [ @dui b@o) =\ 0@ @du
2,33 ¢) )

»

0@ o) =\ 90 @©)dp;

ces quantités ont une valeur constante indépendante du point x dans X; on peut
toujours, sans diminuer la généralité, supposer nulles ces valeurs constantes pour les
composantes de la vitesse :

(2,3.3 d) 4 (v, 0) =0( = 1,2,3),

ou, ce qui revient au méme, considérer les uj (z, ) comme représentant les fluctuations
de vitesse autour de la moyenne. D’une maniére analogue, les moyennes stasistiques de
la masse volumique et de la température sont des constantes (différentes de zéro)
indépendantes du point x dans X.

Prenons deux points quelconques x et 2’ et posons :
(2,3.4) 2'j—xj=hj(j=1,2,3).

Considérons les termes du second ordre qui présentent un intérét physique dans
la turbulence d’un milieu compressible :

10 I’énergie tourbillonnaire spécifique (pour masse unité) d’un milieu compres-
sible est liée 4 1’énergie cinétique spécifique (par unité de masse) % Ei | u;|%; la relation

entre ces deux énergies sera établie plus loin. L’expression de I’énergie cinétique suggere
I’emploi du vecteur u;j (z, »);



20 les expressions de la pression p=R o0 et de I’énergie interne ¢, w0, ol
R = const. et ¢, = const. pour un gaz parfait, suggérent I’emploi du scalaire :

T2 (2, 0) = &l (z, ©) 01/ (2, ©).

Considérons les moyennes statistiques des grandeurs physiques de la forme
indiquée ci-dessous :

(2,35 a) [ui (x, 0) |2 = \ ui (z, ) 2d p;
(2,35 b) o (@, ©) 0 (1, ©) = SQ o @, )0 @ o) d

D’ou 'on déduit :
uj, @, 0 € L2 (Q).
Mais, si ’on pose :
p L3 (Q),
on a alors :

®,0CLL(Q).

D’aprés 'hypothése p. () = 1, il vient :
o, 0012 (Q),p=14,3,21.

Considérons les couples de quantités de la forme indiquée : les moyennes
statistiques sont :

»

(2,3.6 a) uj (', o) uf (z, 0) = \Q uj (', o) uf (x, ) d p;

v

(2,3.6 b) T2 (2, ) [*2 (x, 0) = Qn /2 (2', ) T*12 (2, o) d p.;
cela signifie que :
uj € L2 (Q), et @l2, 012 ¢ 11 (Q), ou o, 0€L2(Q).
Soit :
(2,3.7) uj (T, 0) = [P (Te 0) ; Y2 (z, 0) = g0 (Ty w),

les fonctions aléatoires strictements stationnaires sur le groupe des translations de X ;
nous avons :

(2:3.8 a) u; (7, o) ut (T, ©) = \ W (Tyy ) f0* (Te ) d g3

~

(2,3.8 b) T2 (2, o) T*I72 (2, w) :\ 90 (Tz, ©) gO* (Tp ) d .

JQ
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D’aprés I'invariance de la mesure dans la transformation T . :

239 a) ai @ oy ut (5 o) = |15 (Tue) [i7* (o) du—pii ()

(2,3.9 b) D2 (2, ) TH2 (2, o) = \Q g0 (Th o) gO* (0) d n = o0 (h).

Les moyennes statistiques du tenseur u; (2, ») uf (x, ») et du scalaire I''/2 (2, ©)
I'*1/2 (x, ) ne dépendent pas de 2’ et x, mais seulement de h = 2’ — x; elles sont inva-
riantes pour une translation quelconque dans I'espace X. Les neuf fonctions o} (h) et
la fonction (M (h) définissent le tenseur (vitesse) de corrélation statistique et le scalaire
(pression ou énergie interne) de corrélation statistique, respectivement, d’'une turbu-
lence spatialement homogéne d’un fluide compressible.

Voici quelques-unes des propriétés élémentaires de ce tenseur et de ce scalaire :
1o pfn(—h) = e () oM (—h) = o™* (h),

(symétrie hermitienne) ;

2 GO =u@e)F=0; oM 0) =8 0) 0@ 0) 20;

30 d’apres l'inégalité de ScawaRrz:
Lo () P =011 (0) i (0); oM (R) | = o™ (0);

40 siles trois composantes "} (h) et le scalaire de corrélation (I (h) sont continus
pour h = 0, les neuf composantes o) (h) et le scalaire o(™) (h) sont uniformément conti-
nus pour — oo < hj << + oo (j = 1,2,3) ; sic’est le cas, nous dirons que le champ scalaire-
vectoriel aléatoire est continu en moyenne quadratique.

En second lieu, considérons les termes du troisieme ordre qui présentent aussi
un intérét physique dans la turbulence d’un fluide compressible :

. » % S R 1 | »n § 5 .
10 Iexpression de I’énergie cinétique 5l © . Ei | u; |2 suggere I'emploi du vecteur
Uj (z, ©) = o2 (x, o) uj (T, ©) [ = 1,2, 3);

20 I’expression du travail de dilatation pu;,; est liée au scalaire:
W12 (2, 0) = [p (¥, ©) i, (€, ©)]V2 = RI2G12 (2, ©) 042 (2, ) (Ui (@, ©))2;

30 les expressions:

W) [
_»\:.4 3 puju;; et >_JL SB W

dans la fonction de dissipation font apparaitre les scalaires :

2 (@, 0) = B2 (1, o) ujj (v, 0) 5 27 (@, 0) = B3 (2, 0) w2, o) uf (¥, ).
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Considérons les moyennes statistiques des grandeurs physiques de la forme
indiquée ci-dessous :

2,3.10 @) (o @) @, o) \2=Sﬂia(x,m)‘.;ui(x,m)\zdp;

(L ]

23100 (@ 0)0@ 0)uy o) =\ 8@ )0 o) @ o) dp;

(2,3.10¢) 8 (@, o) (i) (¥, ©))° LB@ o) (wi (@, )" dp;

(2,3.10d) B (x, ) uj,i (x, ©) uj(x, S B (x, ) uji (2, ©) u;j (T, ) dp.

Par conséquent : @, 0, 8, uj € L3 (Q); les moyennes statistiques de neuf compo-
santes du tenseur et des scalaires sont:

(2,3.11a) U; (@', 0) Uf (x,0) = SQ ) (Tho) fi7* (0) d p.= ek (h);

(2,3.115)  WIE@, 0) WH(Z, 0) = \ g™ (Tho) gW* (0)d u.= o™ (h);

Q

"%

Q

(2,3.11d) ZIP (@', o) 257 (z, o) =

Q

@3110)  ZF@, ) AT @ e) =\ g (Tho) ge* (@) du = 6@ 0);
\_ g (T ) g () d p. = ot (B).

Par conséquent:

(2,3.11a) s U eLA(Q)  ou  BCLA(Q);

(2,3.11b) s Sur oz, g2 L8(Q)  ou B, 0,4 CL3(Q);
(23.11¢) s B2y cLA(Q)  ou  BCL2(Q);

(2,3.11d) s BUR,uPELS(Q)  ou B, uC L3(Q).

En résumé, nous remarquons que ’on doit avoir:
uj (x, ©), & (T, ), 0 (z, w) CL4(Q); B (x, w) € L3 ().

Les moyennes statistiques du tenseur U; (', ») U (x, ), et des scalaires

W12 (2, 0) W*12 (2, w), ZI* (2, w) Z¥'* (2, ), etc., ne dépendent pas de 2’ et x, mais
seulement de h = a’ — x ; elles sont invariantes pour une translation quelconque dans
I'espace X. Les neufs fonctions o) (h) et les fonctions (™) (h), o™ (h) (i = 1, 2), défi-
nissent le tenseur (de 1'énergie cinétique) de corrélation statistique et les scalaires (du



_ 99 __

travail de dilatation, de la fonction de dissipation) de corrélation statistique d’une
turbulence spatialement homogéne en fluide compressible.

Voici quelques-unes des propriétés élémentaires de ce tenseur et de ces scalaires:

10 ek (—h) = pi* (h) 5 e (— h) = p(* (h), etc.;

20 o (0) = Uj @, 0) = 812 (v, 0) 4y (x, ) |* = 0;

oM (0) =|SV2 (2, @) OV2 (2, w) ull? (v, w) * = 0, etc. ;
30 ek () P = 01 (0) 04k (0) 5 o™ (h) | = o™ (0), etc.;

40 si les trois composantes o}/ (h) et les scalaires de corrélation p(W) (h), etc., sont
continus pour h = 0, les neuf composantes p\") (h) et les scalaires de corrélation p(W) (h),
etc., sont uniformément continus pour —co << hj < 4+ o (j =1,2,3); si c’est le cas,
nous dirons que le champ scalaire-vectoriel aléatoire est continu en moyenne quadratique.

En plus de ’ensemble des tenseurs et scalaires de corrélation introduits plus haut,
nous utiliserons plus loin un autre ensemble. A titre de cas particulier, nous allons
considérer des fonctions aléatoires statistiquement indépendantes, & (z, ®), uj (z, ©) et
B (z, ), qui conduisent naturellement & des expressions du type:

S @ o). o) B e). u@e)? ete

IIn’y a pas lieu de discuter séparément ce genre de fonctions de corrélation ;
dans ce cas, on voit facilement que I’on doit avoir :

®, 0,8, uj € L2 (Q);
ou:

D, B iy € L2 (Q),
et

&,0C LA (Q).

Les fonctions correspondantes seront référées par les lettres minuscules
zi!? (i =1, 2). Par la suite, on ne doit pas prendre en considération tous les tenseurs et
scalaires de corrélation ; il suffit de ne considérer que quelques fonctions représentatives
de corrélation. Parmi celles-ci, nous pouvons choisir :

efn() et oM (h).

2,4 ANALYSE HARMONIQUE DE LA TURBULENCE
SPATIALEMENT HOMOGENE EN FLUIDE COMPRESSIBLE

Nous allons d’abord discuter bri¢vement I'espace de HiLBerT dans lequel nous
devons opérer les transformations indiquées. Considérons, dans un espace (physique)
euclidien a trois dimensions X, —oco < 2; << 4 oo (i =1,2,3) d’un écoulement d’un
fluide compressible, un champ scalaire-vectoriel aléatoire, c’est-d-dire, un ensemble de



23

vecteurs u; de composantes scalaires (i, u,, u,), un ensemble de scalaires ¢ et un ensemble
de scalaires 6, définies en chaque point x ¢ X. De plus, considérons un espace de
HiLBERT, ﬁ’, dont les éléments sont des fonctions complexes mesurables,?(x). Construi-
sons un espace-produit de HiLpert: ¢ = J05 = JC x I x ..., I'élément f dans JC étant:

/ = (71, 72, ?3, /f\4, ?5)

Il est évident que I'espace de HiLBERT ainsi construit satisfait réellement a tous
les postulats de I'espace de HiLBeRT (). L’espace-produit de HiLseRT, JC, ainsi obtenu,
est évidemment associé avec I'espace physique X en ce sens qu’une transformation de
coordonnées en X, c’est-a-dire {a; | — {2';| (i = 1,2, 3), entraine une transformation
de JC en lui-méme, c'est-a-dire, JC (fo) — IC (fn), (n = 1,2, .., 5). Cela exige
que: f'y=f, f's =f; et comme habituellement :

fi=ofi+B1fs+ .. ete

En résumé, considérons qu’il existe deux éléments, f, et f;, invariants pour les
transformations de JC en lui-méme. Ces deux éléments correspondent aux fonctions
scalaires dans I’espace X. Il n’est pas nécessaire de montrer que l'espace de HILBERT
avec de tels éléments invariants se comporte de la méme maniére que I’espace ordi-
naire de HiLBerT, JC;, ou I'espace de HiLBErT, L2 sans éléments invariants, quand
celui-ci est soumis a des transformations (unitaires, par exemple).

La suite du raisonnement dans le cas de la turbulence en fluide compressible est
la méme que pour la turbulence d’un fluide incompressible. Un ensemble E: d’opérateurs
dans I'espace de HiLBERT, dépendant de la variable réelle & (— oo < £ < + o), satisfait
aux conditions et aux propriétés suivantes :

(2,4.1 a) (Eef, 9) = (f,Ez 9) (symétrie hermitienne) ;
(2,4.1 b) EtE f=E E:f=E:[,E<m;

(24.1¢) E wf=0 Eiwf=f;

(24.1d) Eefi)=I[Eef? avee O=|Egf| =/l

Nous désignerons dans la suite A comme I’espace des fréquences (espace euclidien
a trois dimensions) et les coordonnées %; (i =1, 2, 3) d’un pointA¢ A comme les fré-
quences correspondant aux coordonnées x; (i = 1, 2, 3), respectivement.

(1) Nous pouvons appliquer le théoréme 1,26 du travail de SToNE ([9] p. 30) :

>
Théoreme 1,26. Si 4¢;, dC,, ..., Im sont des espaces de HILBERT, la classe J de tous les vecteurs | de
composantes (fy, ..., fm), ol fr_est un élément de JC, est elle-méme un espace de HILBERT si les opérations -+ et —,

I'élément nul et la fonction (f>, g) sont ainsi définies :
T+ =(h+ goenfm+gm)s  af=@fnoafim;
C= (00,0003 s D = 90) + oo + (s gm).
La relation entre € et ¢, dm, peut étre représentée par I’équation :
¥ o=y + o + Hm =9, D oo ® Hpne

STONE ne cite pas la preuve, parce qu’elle est élémentaire.
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Le théoréme fondamental établi pour la turbulence d’un fluide imcompressible,
peut &tre étendu directement au cas de la turbulence en fluide compressible.

Etant donné un champ scalaire-vectoriel aléatoire représentant un écoulement
turbulent spatialement homogéne continu en moyenne quadratique :

(2,4.2 a) (@, 0) = [ (Tew) (= 1,2,3);
(2,4.2 b) S@ o) =g (Teo); 0@, 0)=gO® (T 0);
on a pour tout z€ JC :

(2,4.3 a) (uj (@, 0)2(0)) = SA exp (i r2)d (Ey fj, 2);

2,4.3 b) (6 @ 0) 2 () = KA exp (i A a) d (Ex 8, 2), etc.

L’intégrale qui figure au second membre est une intégrale de StiELTJES complexe
étendue a I’espace euclidien A.

Ces formules, que I’on peut écrire symboliquement :

uj (x, 0) = \ exp (i Ax) dEs f"; 0(z, w) = SA exp (iax) dEg®, etc.,
résolvent le probléme d’analyse harmonique d’une turbulence spatialement homogeéne
en fluide compressible, en donnant la décomposition des composantes Uj (2, »), uj (%, »),
T2 (x, ), etc., de la vitesse, des fonctions de la masse volumique, de la pression, etc.,
en oscillations harmoniques simple exp (i A z) correspondant aux fréquences A; (i =1, 2, 3).

Ces formules peuvent s’écrire :

(2,4.4 a) o) () = \ exp (i A h) d (Ea [, [1);
(2,4.4 b) o) (h) = RA exp (i M) d (Ex g0, gD), ete.,

formules fondamentales qui nous donnent la décomposition spectrale des composantes du
champ scalaire-vectoriel aléatoire, des fonctions de corrélation, etc.

2,5 SCALAIRE ET TENSEUR SPECTRAL DE LA TURBULENCE
SPATIALEMENT HOMOGENE EN MILIEU COMPRESSIBLE

Les neuf fonctions :
(2,5.1) S @) = (Ea i, 1) =\ B B R 7 1% d w,
sont les composantes du tenseur spectral; la seule fonction :

(2,5.2) S (A) = (Ey g, g(M) = R ES) ESY ES g(D) . g(D* d p, ete.,



est le scalaire spectral. Nous pouvons maintenant écrire :
(2.5.3) et () =\ _exp (2R dS{EL 093
(2,5.4) o(D) (h) = RA exp (1 A h) dSM) (2), ete.

Les tenseurs de corrélation du champ des vitesses, les scalaires de corrélation du
champ des fonctions de la masse volumique, de la température, etc., d’'une turbulence
spatialement homogéne, continu en moyenne quadratique, d’'un fluide compressible,
sont des transformés de Fourier-StieLtises des tenseurs spectraux et des scalaires
spectraux, respectivement.

Les six fonctions S{ (2), ] # k, sont des fonctions complexes de A a variation
bornée sur A; les trois fonctions diagonales S} (A) sont des fonctions de A réelles, posi-
tives, monotones, non décroissantes, bornées sur A; les fonctions S(I (x), S™ (), etc.,
sont des fonctions réelles, positives, monotones, non décroissantes,

Voici les propriétés élémentaires de ces tenseurs et scalaires :

10 la symétrie hermitienne :
(2,55 a) SIHO) = SF @) ST () = SO* (), ete.

20 pour chaque 2 et chaque ensemble de nombres complexes &; (i = 1, 2, 3), etc.,
les formes hermitiennes :

(2,5.5 b) zl_’k GEESHM=0;  SM@O) =0,
sont toujours définies positives; en effet:

b B B, () = X, B &, B

= (3, Ea . B ai) = X m e [ 2o
(Ex gD, g0) = || By gO |2 = 0;
30
(2,5.5 ¢) SEO) = Eaf |25 SO @A) = Er gD |2;
d’out :
(2,5.5 d) 0=SPM=[fPIE; 0=SME)=|gD™I?2;

40 d’apreés I'inégalité de SCHWARZ :

(2,5.5 €) IS =711 (SO [ = g >

-1
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2,6 SCALAIRE ET TENSEUR ABSOLUMENT CONTINU

La technique, appliquée dans le cas de la turbulence en fluide incompressible,
peut étre étendue directement au cas de la turbulence en fluide compressible. Le cas le
plus simple et probablement le plus intéressant est celui ou les neuf composantes
S# (), Si% (1), de tenseurs spectraux, et les scalaires spectraux S(I) (1), S (4), ete.,
sont absolument continus dans A, c’est-a-dire que les tenseurs et les scalaires de corré-
lation sont les transformés de Fourier de tenseurs et scalaires dont les composantes
@5 (), @i (M), ¢ (2), ete., appartiennent a L (A) :

(2,6.1 ) ot (h) = \A exp (i V) o () d s
(2,6.1b) o) (h) = \A exp (i & h) o@ (W) d 2, ete.;

nous appellerons le nouveau tenseur ¢, () le tenseur de densité spectrale ; le nouveau
scalaire (@ (2), le scalaire de densité spectrale, etc. Les six composantes ¢, (), j # k,
sont des fonctions complexes, et les trois composantes diagonales ¢{’} (1) et les fonctions
o™ (2), etc., sont des fonctions réelles non-négatives :

(2,6.2) OUM =05 o) =0.

Voici les propriétés élémentaires de ces fonctions:

10 la symétrie hermitienne :

(26.3 @) o) = (); M) =eD* ()
20 la forme quadratique hermitienne définie positive :

(2,6.3 b) D) = Ej,k GEE O () =0; OO =M@ =0.
Introduisons l'invariant du tenseur de densité spectrale :

(2,6.1) POM) =N oM 205 @)= N o () Z0.

Mais ¢ (), @ (2), etc., € L (A), et nous avons:

"~ 1 ; o .
@65 N Uear=\ wnd; ¥ g@olr=\ ond.
D’une maniere analogue, pour h =0:

»

2,660 |[TP@oe)}= \A dD () dr; W (2, w) 2= SA oW (1) d;

2668 [ZF@a)P= \'A 0@ () d, (i = 1, 2).
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Aussi, d’'une maniére analogue, les fonctions établies dans le paragraphe 2,3 donnent :

(2,6.7 a) B2 (2, 0) B*12(x, ) = ¢(&) (h) = RA exp (irh) o(® () dr;

(2,6.7 b) BY2 (2, w) R*12 (z, ) = p® (h) = \A exp (iah) ® (A) d2;
et:

2,6.8 a) [ Bu iz, ) F = SA 0@ (1) d;

(2,6.8 b) |72 (@, ) [ = \ o ® ) d,

avec :

28 (), ¢® () <L (A).

2,7 ENERGIE CINETIQUE ET ENERGIE INTRINSEQUE

Considérons dans I’espace X une « boite » B telle que le volume de cette boite soit
égala 1:
2,7.1) \ dz=1.

oA

Pour I’échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant a «, I'énergie ciné-
tique du fluide contenu dans B est égale & :

1 1 »
@12 E@=3| Y, U@e) ar=, \ Y, 6 ooy @ o) d

La moyenne statistique de I'énergie cinétique du fluide contenu dans la boite B
est donnée par :

(2,7.3) E (o) = SQ E(w)dp=g 89 DV Ei Uj @, 0) Pdo | dp.

Avec le théoréme de FuBint :

(2,7.4) E@ =3\ |\

mais d’aprés 'équation (2,6.1 a) :

\ N Ui@o) e dp]d’v,

JQ

2.7.5) | U@ o rdu=en@ =\ Y enordn
ainsi, le membre de droite étant indépendant de x et avec ’expression (2,7.1) :

(2,7.6) E (o) = 58 \ 2 ) dr= %SA o (A) d .
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Cette valeur est compléetement indépendante de la forme et de la position de la
boite B dans I'espace X. Ce résultat justifie le nom de « tenseur de densité spectrale de

I'énergie cinétique »; la grandeur 5 ¢ (1) d \ représente la contribution, a la valeur sta-

tistique moyenne de I'énergie cinétique du fluide compressible, des fréquences
I Ai{ (1= 1,2,3) appartenant au parallélépipéde infinitésimal de centre A et de volume
dr=dr dryd,. '

Pour I'échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant & w, 1'énergie ciné-
tique du fluide par unité de masse (et par unité de volume) contenu dans B est égale a :

1{ ‘
©@,7.7) By () =4 Sv Nl (@ o) Pda;
finalement nous obtenons :

(2,7.8) E, (0) = % SA o® (1) d .

Dans le cas ou les variables aléatoires ¢ et u;j sont statistiquement indépendantes,
nous obtenons (CRAMER [3 (2)], théoréme p. 173) :

(2,7.9) E (o) = %SQ [\V |82 (x, ) |* Y, w@ o) Pde |dyp

10 :
= (w) u
_ZSA@ M dr.\ o o) dr.

Pour T'échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant a4 , I'énergie
internée du fluide compressible contenu dans B est égale & (avec ¢, = const.) :

(2,6.10) Ei (o) = Cui | 'V (z, w) [2dz.
eV

Nous pouvons appliquer la méme technique et nous obtenons :

(2,7.11) Ei (0) = ¢ KA o™ (1) d .

o

Ce résultat justifie le nom de «scalaire de densité spectrale de I’énergie intrin-
seque »; ¢, () (A) d A représente la contribution, a la valeur statistique moyenne de
I'énergie intrinséque du fluide compressible, des fréquences | %; | (i = 1, 2, 3) appartenant
au parallélépipéde infinitésimal de centre A et de volume d A = d A, d A, d As.

2,8 REMARQUES SUR LES TENSEURS DE CORRELATION ET SPECTRAUX
EN TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE
DANS UN MILIEU COMPRESSIBLE

Il'y a une différence fondamentale entre la cinématique et la dynamique de la
turbulence dans un milieu incompressible et dans un milieu compressible. La condition
d’incompressibilité se traduit par une relation entre les dérivées des composantes de la



vitesse; la question est ouverte de savoir si cette condition est une condition dynamique
(invariance de la masse volumique par rapport au temps), ou une condition cinématique
(une relation entre les dérivées des composantes de la vitesse) ou encore, non seulement
une condition dynamique, mais aussi, simultanément, une condition cinématique. Cette
condition, prise comme une condition cinématique, a été utilisée par J. Kampg pE FERIET
[5 (1,2, 3)] pour obtenir une forme cinématique des tenseurs (de la vitesse) de corré-
lation et spectraux. Dans le cas d’un fluide compressible, il n’y a pas de telles restrictions
ou le choix de possibilités. La condition de la conservation de la masse est seulement la
la condition dynamique. Il n’y a pas de condition cinématique.

En conséquence, chaque tenseur vérifiant les équations (2,6.3 @) (symétrie
hermitienne) et (2,6.3 b) (forme hermitienne quadratique, définie positive) peut étre, du
point de vue cinématique, choisi pour représenter le tenseur spectral des vitesses en
turbulence spatialement homogeéne dans un milieu compressible. On peut faire des
remarques analogues pour les scalaires spectraux.

2,9 TENSEUR DE CORRELATION
ET TENSEUR SPECTRAL DU TOURBILLON

Nous supposerons, dorénavant, que le champ scalaire-vectoriel aléatoire station-
naire satisfait aux conditions plus restrictives : pour un échantillon quelconque, les
trois composantes u; (z, w) sont des fonctions continues de x, ayant des dérivées
continues (en z;, i = 1, 2, 3) jusqu’a I’ordre 4; dans ce cas, non seulement o) () ¢ L. (A),
mais encore :

(29.1) KPgfa0)eL(h);  KE= 3o
i=1,2,3; p=0,1,23,4:
Soit v (z, ) le tourbillon du champ de vitesse u (v, ©), ¢’est-a-dire :
(2,9.2) ;(x, ©) = curl E(x, ©), (E rot u G co)).
Les composantes de v (z, ), soit v (x, ) (j =1, 2, 3), sont :
(2,9.2 a) v (T, ©) = Usx,— Uz,

avec les expressions analogues pour v, et v;. Introduisons le tenseur de corrélation du
tourbillon :

(2,9.3) v (@ ) 0F (T, ©);

ses neuf composantes sont les combinaisons de termes de la forme :

(2,9.4) Ujarr (X, 0) UF o (T, 0) = SA exp (1A h) A s @Y (W) d A,

B
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obtenus en dérivant les composantes du tenseur :
(2940 i) =\ exp (in1) 9 () 2,

par rapport a ', et x; la dérivation sous le signe somme est légitime a cause de I'hypo-
thése (2,9.1). Introduisons le tenseur de densité spectrale du tourbillon :

(2,9.5) b7 @ ) U8 @ o) = | exp (A1) Y ) d,
et son invariant :
(2,95 a) GO =X, b .
En notation générale nous pouvons écrire :
(2,9.6 a) j (X, ®) = Um,n (X, ®) — Un,m (T, ®); msE m; m,n # j;
(2,9.6 b) vk (T, ©) = Upr (T, @) — Urp (T, ©); D £ p,r #k

Introduisons le produit v (%', ©) v} (2, ®) :

2,9.7) 0j (&' ©) v (T, ©) = Uma'n (T, ©) U2 (T, ©)
+ Una'm (&, 0) U op (T, ©) — Unan (T ©) UFp (T, ©)

- un,x'm (x’, ‘*)) ur;‘xr (1:’ w),
avec :
m,n+#j; pr#k; ~m¥%#n;, pFr

On obtient pour la moyenne statistique de I’expression (2,9.7) avec :

) d bl
(2,9.8) Y T T +bx’k’
et avec I'expression (2,9.4) :
(2,9.9) v (', ) V¥ (T, 0 = SA exp (1A h) [Aa A @liln (M)

+ AmAp CP:lx": N —2nAp @i A) —Am M\ CP:::;) (M)]da.

Considérons I’énergie tourbillonnaire par unité de masse (et par unité de volume)
du fluide compressible contenu dans une boite B de volume unité :

(2,9.10) J(0) = S N, v @ 0) 2 da.

Avec 'expression (2,9.7) nous obtenons la formule :
(2,9.11) J(0) = Sv N, v @ ) v} @ 0)de

B ORI ey
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D’une maniére analogue, introduisons, pour 1’énergie tourbillonnaire de dissipa-
tion par unité de masse (et par unité de volume), ’expression :

SN RN
(2,9.12) JB (w) = SV B [_Li,lé Ui,k u:k - Ei,k Ui u:k] dx.

Et, d’'une maniére analogue, comme dans le cas de l’énergie cinétique, nous
obtenons, pour la moyenne statistique de I’énergie tourbillonnaire par unité de masse
(et par unité de volume), I’expression :

(2,9.13) J(0) =

Liwan=\ | ¥, a0

— N el )

dh.
Cette formule peut étre mise sous la forme :

(2,9.14) J(0) = SA [K2 o0 (h) — Ei,k M M B (}‘):I d.

D’apres les équations (2,7.6), (2,7.8) et (2,9.14) nous obtenons:
(2,9.14 a)

7—- v) ( g’ 2 o (u
T () _2[&\“’( )“)“] %HK FOR)

— ¥,

y—1
/
i M Me P (l)] |
E, (o) 1][( gg [
2,9.14 b A o @aydr| '\ | K2ow
G T () 2[3&" & ]gA ¥ 0)
-1
I
—Ei,kli%k Pl (l)]d%\ .
Alors :
(2,9.15) E@ 1., Ei
‘ J ()

2 =12,
(J o)

L et L; sont des longueurs qui, du point de vue statistique, mesurent les échelles
moyennes des tourbillons présents dans 1’écoulement turbulent.

La moyenne statistique de 1’énergie tourbillonnaire de dissipation par unité de
masse (et par unité de volume) est :
(2,9.16)

Jo@) =\ Je()dy

v

_SQ

N\ O
\v B in,k Ui ufy, — Li’k Uk, u:k‘] dx g dy.
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3 DYNAMIQUE DE LA TURBULENCE
SPATIALEMENT HOMOGENE EN FLUIDE COMPRESSIBLE

3,1 POSITION DU PROBLEME

L’introduction des fonctions aléatoires stationnaires nous semble avoir fait faire
un progres a la description purement cinématique du champ des vitesses, de la masse
volumique et de la température a un instant donné { dans un écoulement turbulent
spatialement homogéne du fluide compressible. Mais pour utiliser la méme idée en
dynamique qu’en cinématique, nous devons introduire des champs scalaires-vectoriels
aléatoires dont les composantes :

3,1.1) L@ ho) ((=1,23); o@be); 0@l o),

sont des fonctions aléatoires de x et de ¢, ¢’est-a-dire des fonctions définies sur 1’espace-
produit X x R x Q, ot X est I'espace euclidien a trois dimensions dans lequel se meut
le fluide compressible, R ’ensemble des nombres réels, — oo << { < 4 oo, et { un espace
de mesure (L, S, 1) ; nous supposons « choisi au hasard dans Q avec la loi de probabilité
(1,1.6); chaque échantillon, correspondant a un w, particulier, o,¢ €, définit une
« expérience » dans laquelle les trois composantes du champ des vitesses et les compo-
santes du champ de la masse volumique, dela température, sont supposées connues pour
chaque point ¢ X a chaque instant f € R.

Toute grandeur physique dépendant d’un fluide compressible (composante de la
vitesse, masse volumique, température) sera une fonction aléatoire du type [2], [5 (1, 2)] :

(3,1.2) f(, ¢, o),

dépendant de I'expérience particuliére (o), dans laquelle la mesure est faite, et, du moins
en général, de la position x et du temps {. Nous supposerons toujours que:

(3,1.3 a) W (2,1, 0) (=1,2,3), 90 @, 1, ©), g0 (2,1, 0) C LH(Q);
g® (z, 1, w) € L3 () pour chaque v ¢ X et € R;

ce qui implique, d’aprés 'hypothése p (Q) =1, que :
(3,1.3 b) W (2, 1 ) (= 1,2,3), ¢@ (@, 1, ©), gO (1,1, ©) ¢ L7 (Q);
g® (x,t, ) €L (Q);  p=4,3,2,1; r=321;

pour chaque x € X et 1€ RR.
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Pour chaque grandeur de ce type, nous aurons a considérer la moyenne statistique :

(3,1.4) fhe =\ f@Lo)du

et pour chaque couple de grandeurs physiques de ce type :
(3,1.5) @, t, w) g* (x,1, 0) = \ f@, L, 0)g* (2t o) dy.
0

Ces moyennes statistiques sont en général fonctions de x et de f et de a’ et ¢,
respectivement. Le principal objet de la théorie statistique de la turbulence est de
découvrir les relations existant entre quelques-unes parmi les plus importantes de ces
moyennes statistiques. La question qui se pose est la suivante: quels sont les rapports
entre les valeurs d’une moyenne statistique en un méme point x a deux instants différents,
disons 0 et {: f(z,0, w) et f(x,{, ). La seconde moyenne est-elle, au moins pour f
positif, pleinement déterminée si nous connaissons la premiere [2] ?

D’une maniére analogue, comme dans I'écoulement d’un fluide incompressible,
I’hypothése la plus naturelle semble étre la suivante : pour chaque expérience, c’est-a-dire,
pour chaque o € Q particulier, u; (z, 1, 0) (j =1, 2, 3), & (2,1, ©), 0 (x, 1, ) satisfont pour
tout x ¢ X et tout € R (ou tout au moins pour £ > 0), aux équations de la dynamique
des fluides, considérés comme un « continuum», c’est-a-dire, aux équations de NAVIER-
Stokes pour un fluide visqueux compressible :

(3,16 a) @ua+ Y, @ uy)y=—RG 0+ ¥, piiss
(3,1.6 b) Gut+ Y, Gu)i=0; p=Rae0; R=const;
(3,1.6 ¢ Co [(Z% 8),c + Ei (@0 uy),; | =—R (& 0) uy

+ O T+ Y Pif Ui

2
(3,16 d) pu=b| G+ m) — w3y |

3,2 TURBULENCE HOMOGENE

A la section 2, nous avons fondé la description du champ des vitesses, du champ
de la masse volumique, etc., dans un écoulement turbulent a un instant donné, sur
I’hypothése que toute propriété statistique était invariante par une translation quel-
conque dans I'espace X (turbulence spatialement homogéne). D’une maniere analogue,
comme dans 1'écoulement d’un fluide incompressible, nous admettrons que, pour les
fonctions aléatoires, u; (, 1, ©) (j = 1, 2, 3), & (2, £, »), 0 (2, t, ©) satisfaisant aux équations
de NAVIER-STOKES, il n'y a pas de contradiction logique a admettre que, si le champ
scalaire-vectoriel aléatoire est stationnaire (par rapport a z) au temps { = 0, il peut
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rester stationnaire pour chaque instant ¢ positif; dans ce cas, nous aurons, en appliquant
a chaque instant ¢ positif, les formules :

(3,2.1) uj (@t 0)=U;l);  Uj@i 0)=Usyd;

d@who)=N(); B@bo)=N@®; (@6 0)  B@Lwe) =y,

et :
3,2.2 a) uj (@', 1, o) uf (X, 1, ) = iy (, 1); h=2a" —uz,etc.;
3,2.2 b) 2 (', 1, ) [*Y2 (2, {, 0) = p(T) (A, 1), etc.

Si nous faisons I’hypothése supplémentaire que les tenseurs et scalaires spectraux
S (A 1), SM) (A, 1), ete., correspondant au tenseur de corrélation off (h, 1), et au scalaire
de corrélation o™ (h, ), etc., sont absolument continus, nous pouvons, pour chaque ¢
positif, introduire les tenseurs et les scalaires de densité spectrale ¢ (A, 1), @ (A1),
oM (A, ?), ete. :

(3.2.3 @) it (b ) =\ _exp (inB) ot (1 D d

o

(3,2.3 b) oM (h, 1) = SA exp (i Ah) @) (A, t) d 2, ete.
Les moyennes statistiques de I’énergie cinétique E et E,, et de I'énergie tour-

billonnaire du fluide contenu dans une boite B, sont respectivement :

(3,2.4 a) E(f o) =4 SA o dh; Byl 0) = ; \A o (0, 1) d 2

[y

24t Jtey =\ vo.0dr={ [ Ko 0.0~ 3 Aot .0 |

d’une maniére analogue :

(3,2.5) Ei(, 0) = \A o™ (, 1) d 1, ete.

Nous allons établir des équations fondamentales liant la variation de la moyenne
de I’énergie cinétique & la moyenne de 1’énergie tourbillonnaire et a la grandeur E;.

Multiplions les trois équations de NavVIER-STOKES (3,1.6 @), respectivement par
u,, U, uy et additionnons les résultats, avec addition et soustraction de I'expression :

Ei Uit (8 lli) + Zi ($ u; u,-) Ui,j,

et

_ Ei % u; I:g,t =+ (8 ui),iJ = ()



sur le membre de gauche de I'équation (3,1.6 @); nous avons :

l %] 1 %) \ (%]
(3,25 a) . (i = u;?),' +o 2 Buwa);=R Y, (86)uy
—R Y, (@0m); + Z,.,,- [(pij ui),j— pij wijl;
(3,2.5 b) S+ (S u)i=0;
(3.25¢) ¢ [(8 6),, IL E,’ ((3 ) Llj),j] =—R Ei (Z; 9) i+ (WT,0),i + Zi’j Pij Wij.
Dans le systeme (3,2.5 a, b, ¢) nous opérons avec des grandeurs réelles; utilisant les

équations (3,1.6 d) et (2,9.12) avec toutes les fonctions réelles, nous obtenons aprés
intégration par rapport 4 x dans une boite B :

¥ ( 2
(3,2.6) \V pij wijde = Jg (0, 1) + \V B [2 Wji Wij —3 (u,-,,-)z‘] dx.

o

Intégrons le systéme (3,2.5 a, b, ¢) par rapport 4 * dans B et par rapport a
dans Q; nous avons :

(3,2.7 a) %gg [\v E]_ (Sv2y)2de |dy = E (G, 0);
T o~ =] S
(3,2.7 b) \Q \ (80) ui; do |dp = WG, w);
(327 ¢) \o |\, ey ar |an =z, o
3,27 d) SQ S By de |dp =7, (G o).

La contribution des termes :

Buze);s  (Bow)s  ow)s  (Bu)s  (80w); O Tos

est nulle; en effet, appliquant la formule de GReEN, S étant la frontiére de la boite B :

»

\Q [SB (8w u,-),,-dx:I dy. =—SQ I:SSO(]'((SH;-Z u,-dc]du;

¢

par suite du théoreme de Fusini, le membre de droite est égal a :

vy
—\ ou ujdo.

3

Mais la turbulence étant spatialement homogéne :

o (2, 1, 0) u} (x, {, ©) uj (2, 1, ©) = ciij (),
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puisque la moyenne doit étre indépendante de x; donc :

SQ DB (o uf ), dx] dp = —cij (1) SS ajdo=0.

Utilisant toutes les notations données précédemment, nous obtenons le résultat

suivant :
d _ _ 9 -
3,2.8 a) di E(, 0)=—Js(, o) + RW ({, 0) + 3 Z,(t, 0) —27Zy (1, w);
d
(3,2.8 b) Mt o)=0;
d—— = - P —
3,2.8 ¢) i Eit,o)=Jsg(t,0) —RW ({, 0©) — 3 Z,(t,0)+27Z, (1 o),

ou M (f, ») désigne la moyenne statistique de toute la masse contenue dans la boite B.
A partir des équations (3,2.8 a) et (3,2.8 ¢), on obtient :

(3,2.9) 4% [Et,o) + Ei(t,o)|= ‘% H (1, ») =0,

ou H (t, ») (somme des énergies : cinétique est intrinseque) est parfois appelée I’énergie

cinétique totale. On en tire que M et H sont indépendants du temps f. Ces résultats
semblent étre complétement nouveaux.

3,3 INDEPENDANCE STATISTIQUE

En principe, la physique expérimentale admet que, dans I’écoulement d’un fluide
compressible, les fonctions aléatoires & (x, 8, 0), uj (2, 1, w), B(x, 1, 0),0(, i, ), etc., sont
liées statistiquement (dépendance stochastique), en particulier si les points de mesures
expérimentales en question sont proches les uns des autres. Mais, d’autre part, si on
maintient I'idée de dépendance statistique, il n’est pas possible de progresser a partir du
point de vue mathématique. En général, on a (CRAMER, [3 (2)], pp. 263-265 équations
(21,2.2), (21,24), (21,2.8)):

3,3.1) EEn)=E@EMm +eo0,=EEEM+pu;
ou la signification des symboles est :
E(En) : la moyenne statistique (valeur moyenne, espérance) d’un produit
de variables aléatoires £, 1 ;
e . coefficient de corrélation des variables £ et = ;

6i (i =1,2): écart moyen centré quadratique d’une variable aléatoire £, 7 ;

P11 : moment centré d’ordre 2 (appelé souvent moment d’un produit
du second ordre) :

(3:32) pn=E(E—m)(n—my); m=E®E; my=E(@).
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Si on peut, par un procédé de développement limité, donner une approxi-
mation de l’expression (3,3.1), le produit E (£) E () peut étre considéré comme la
premiére approximation de E (£ m). Avec cette hypothése, considérons comme
statistiquement indépendantes les fonctions aléatoires & (f, ©), uj(f, ») et B(f, ©) dans
les expressions (3,2.8 a) et (3,2.8 ¢). Nous obtenons ainsi :

(3.3.4) KA GRS SRTIS) B (ol Yy

+§ﬁ(t, ©) 2, 0)—2B () (L 0) - RW({E a);

(3,3.5) ‘% Ei @, 0)=— % (&t 0) E; (4, ©)).

On voit 'avantage de n’utiliser que les valeurs réelles de uj(x,1, ») puisqu’on
peut prendre dans ce cas:

(3,36 ) a o=\ Y, yero.0d

, - ,
(3.3.6 b) 2, (I, ©) = SA o NN O D A

Développant le membre de droite de I’équation (3,3.4), utilisant les expressions
(2,7.8), (3,2.1), (3,2,4 b) et le troisieme axiome de REYNOLDS :

- s e ) 5 11 d
frg=7-95 Eto) (8¢ ) b%m<t,m>=§§A<P<“><x,t>.Nr(t).dTNl(t)dx,

et avec quelques transformations élémentaires, etc., nous obtenons, tous calculs faits :

(3,3.7) KA%? O Hdr=0;
o > od
G370 TOD=57000,0+ [Nn ) g N @ +29(0) Kﬂ 0@ (4, 1) + N (4, 0);

(33.7 1) NGO =20 — X, a0
—-% Q@) (A, 1) + 2 @) (A, t)] — 2R N (1) oW (A, 1).

L’équation (3,3.7) est I’équation fondamentale de I’énergie pour le spectre o (3, f)
dans la turbulence d’un fluide compressible. D’une maniére analogue, comme dans
I’écoulement d’un fluide incompressible, nous appellerons 6 (A, t) la fonction balance, car
pour les fréquences A; (i = 1,2, 3) contenues dans le parallélépidede infinitésimal de
centre A et de volume d2, § (A, t) donne la balance entre I'énergie cinétique par
unité de masse et 'énergie dissipée par la viscosité et parle travail de dilatation, pour les
fluctuations tourbillonnaires correspondant a ces fréquences. La condition (3,3.7) est la
seule condition a laquelle doive satisfaire la fonction balance.
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3,4 EVOLUTION DU SPECTRE DE L’ENERGIE

Pour déterminer I’évolution du spectre de I’énergie par unité de masse ¢ (A, f)
en fonction du temps, nous aurions besoin de connaitre la fonction balance 6’ , b).
L’hypothése la plus naturelle que I’on puisse faire, c’est que 6 (A, t) = 0. Ce qui signifie que
I’énergie cinétique par unité de masse des fluctuations correspondant aux fréquences
I Al (1=1,2,3) contenues dans un compartiment infinitésimal d2, est directement
dissipée par viscosité et par travail de dilatation et transformée en chaleur; il n’y a
pas d’échange d’énergie entre les fluctuations de fréquences différentes. Avec cette
hypothese et avec I’hypothése que la grandeur N (A, ?) est connue, la solution de
I’équation (3,3.7 a) est:

3,4.1) e (A, t) = —exp (— Al) Dt N (%, s) exp (As) ds — o ()\)—l !
3,4.1 a) A=AK,)=N;"(@) &d[ N; (1) + 29 (1) K2;
(3,41 ) 9 (1, 0) = 9 (V)3

soit S une sphére de centre O et de rayon K dans A, posons:
(3,4.2) O (K, f)=\ o0 (1) ds,
JS

olt ds désigne I'aire sur la sphere unité (angle solide) ; comme on a :
3,4.2 a) dx = K2dK ds,
I'équation (3,2.4 a) s’écrit :

: oo
(3,4.3) E, (4, )= %\ K2 ® (K, #) dK.
<0

On peut interpréter K2® (K, ) dK comme la contribution, a I'instant #, a la
moyenne statistique de ’énergie cinétique par unité de masse, des fluctuations dont les
fréquences | A; | (i =1, 2, 3) sont telles que :

(3,4.4) K < (0 + 2 + 212 < K + dK.

Avec ces notations et avec :
(3,4.5) Oy(K)=\ g (ds: KK, 0=\ Nounas,
S JS

I’équation (3,4.1) donne:
(3,4.6) (K, 1) = exp [— A (K, 1) 1] } @, (K)

o
—\ R (K, ) exp[A (K, 7)<l d = .
J0
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11 est difficile d’aller plus loin sans renseignements sur la forme des expressions
A, 1) et N(K,#). A titre d’exemple, supposons que ces fonctions puissent étre
développées en séries de TaAvyLoR au voisinage de t = 0 et ne conservons que les premiers
termes :

A, 0)=A,(K); N(K,0) =R, (K).

L’ expression (3,4.6) donne alors :

(3,4.7) O (K, 1) = Dy (K) exp (— Ay 1) — N, (K) A; 1 (K) . (1—exp (— Ay 1)).

Cette relation montre que 1’énergie cinétique des petits tourbillons (K grand) se
dissipe beaucoup plus rapidement que celle des grands. Pour donner un exemple connu,
prenons pour spectre initial [5 (2)] :

(3,4.8) , =AMV K2,

ou A est une constante; ’évolution du spectre est donnée par :
3,49 0K, H=[AV K+ X, (K) A} (K)] exp (—A, 0 — N, (K) A;* (K),

et la moyenne statistique de 1'énergie cinétique par unité de masse a pour expression :

GA10)  EGo=y(3) AV GO0 | N OGN O |
T %\: K* N, (K) A, (K) [exp (— A, (K) ) — 1] dK.

Nous trouvons la nouvelle loi généralisée de décroissance de la turbulence, corres-
pondant 2 la loi de Lorrsiansky dans le cas de la turbulence en fluide incompressible.

Une hypothése moins simple serait que la fonction balance ne dépende pas du
temps, mais seulement des fréquences des fluctuations :

(3,4.11) 0o ty=0 ).

La solution générale de I'équation de I’énergie par unité de masse est I'équation
(3,4.1) avec le terme additionnel :

0 () exp [—A (K, 1) 1] \; exp [A (K, 7) 7] d =
Si le temps ¢ tend vers I'infini, le spectre est réduit a la forme ou le spectre
initial o () disparait de I'expression de ¢ (3, f). Quelques remarques au sujet de cette
« loi universelle » pour le spectre de 1’énergie sont données dans (BLANC-LAPIERRE, [2],
p. 618). Pour une approximation pratique, on peut tenter de résoudre I'équation (3,4.1)
par un procédé de développement limité.

Pour obtenir 'expression de la moyenne statistique de I'énergie cinétique E (¢, w)
du fluide compressible continu dans la boite B, il est nécessaire de multiplier I'équation

(3,4.10) par I'expression o (t, »).
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3,5 TENSEUR DE CORRELATION PARTICULIER
D’UNE TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE
D’UN FLUIDE COMPRESSIBLE

La dynamique de I’écoulement d’un milieu compressible permet de tirer certaines
conclusions au sujet de la forme d’un tenseur de corrélation particulier, o}, (h, f) d’une
turbulence spatialement homogeéne d’un fluide compressible. Bien que ce genre de tenseur
de corrélation ne se présente pas dans les considérations précédentes, il peut servir de
guide pour discuter les formes d’autres tenseurs de corrélation. Pour chaque échantillon
du champ scalaire-vectoriel d’un écoulement d’un fluide compressible nous devons avoir :

D i v
(3,5.1) N, sl 8@t m @t o) =—8 @ L w);
ou :

¥ o — "
(3,5.1 a) Y. = [8% (@, t, ) uf (1,1, 0| = — &%, 1 (2,1, ).

Multipliant I’équation (3,5.1 a) par ® (2" t, w) uj (', t, ) nous obtenons :

(3,5.2) 8@, 1, 0) uj (@ 1, ©) 3* @, 1, ©) uf (2,1, )
=\ 19 Tho 0 " @D du = o (1),
avec :
(3,5.2 a) & (2,1, ©) uj (&, 1, ©) = p(x, {, ©) = [P (T, ).
Naturellement, on doit avoir :
& (2,1, ); uj (z, t, ) C L4 (Q).

Par conséquent, nous écrivons :

D w (%} :
(3;5:3) Ek e p}-’)’,i (ht) = o @', 1, o) u; (@, {, ») % (z, 1, »),
avec :
B I
dhr~ ~ dar X%

D’une maniere analogue, multipliant 1’équation :

D %) i wn
(3,5.4) Yo 8@ o)yt o) =—8@,t0),

par &* (2, 1, ) u (x, {, ©), nous obtenons :

(3,5.5) b bih of) (B ) = — 8,0 (', 1, ) &* (3, 1, ) uf (2,1, ).
7



Il est intéressant de noter que les équations (3,5.3) et (3,5.5) ne sont pas
indépendantes. Multipliant I’équation (3,5.4) par Z)*ﬁ (z. {, ®) nous obtenons :

356) N 2 (8@t 0)u @t 0) 8% @ L o) = — 8, 1, 0) D% (2, 1, o).

“djd .’L"!-'
En dérivant I’équation (3,5.3) par rapport a o — b ,» nous obtenons avec
4 par rapp Y TR
I'équation (3,5.6):
a9 = \ P - %) e O ("’)
(590'7) Lk bhlbhk ik (ha [) = Wy (1" Wi, (1)) O ('E’ L, (,0) = == gp\? (h, D).

D’une maniéere analogue, multipliant I'équation (3,5.1 a) par &, (¥/, {, ©) nous
obtenons :

P “wn ’ %] 1 7 ’ %)
(358 ¥, = (S @1, 0) 4 (@1, ) 8* (1,1 ©) ] = — 8, (@, 1, 0) 8% (2,1, v).
Et dérivant 'équation (3,5.5) par rapport a She = Db“ , nous obtenons avec

I'équation (3,5.8) :

2

(3,5.9) \' P (hy 1) = — p,(e) (, £).

—ijskd hj 2 hye Pk
L’équation (3,5.9) est identique a I’équation (3,5.7). Si nous faisons I'hypothése
supplémentaire que les fonctions aléatoires & (x, £, ») et uj (x,f, ») sont statistiquement
indépendantes, nous pouvons trouver I'expression pour le tenseur ¢\ (h, f).

A partir de I'équation (3,5.9) et avec le scalaire de corrélation \ol(ou;) (1)

(3,5.10) S@, 1 0) 8 (2,1, ©) = o,(@) (h, 1),
et avec quelques transformations élémentaires, nous obtenons :

d2 » =
(35.11) Siah 3 e ekl = (— 0@ 1 0)™

. i ) . .
| et + <.\:Ic,fbhj 0 Iy o) o, t)) - el (B, f),l'

Dans le membre de droite de I'équation (3,5.11) nous avons un produit scalaire de

deux tenseurs; par conséquent, nous obtenons une analogic entre les équations
(3,5.9) et (3,5.11).

3,6 TENSEUR SPECTRAL PARTICULIER D’UNE TURBULENCE
SPATIALEMENT HOMOGENE D’UN FLUIDE COMPRESSIBLE

A titre d’exemple, considérons seulement le tenseur o) (h, t). Nous supposerons
dorénavant que le champ scalaire-vectoriel aléatoire stationnaire satisfait aux condi-
tions plus restrictives suivantes: pour un échantillon quelconque les trois composantes

uj (v, 1, ©) et & (x, {, ) sont des fonctions continues de x, ayant des dérivées continues
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(enai, i = 1,2, 3) jusqu’a I'ordre 4 ; dans le cas en question il est suffisant de supposer
lordre 2; mais par analogie avec les considérations du chapitre 2,9, nous pouvons
prendre I’ordre 4. Dans ce cas, non seulement ¢\ (3, {) ¢ L (A), mais encore :

(3.6.1) KP ol () EL(A);  p=0,1,2,34.

Des équations (3,5.7) et (3,5.9) nous tirons d’apreés I’hypothése (3,6.1):

, .
\' 0 Pl = — SA exp (i1 h) [\ o N el (O t)]

(‘5’6'2) kD h bh Pll

= \.A exp (i A h) cpz(‘:) nbHda,

cpz(:’) (A, 1) étant une fonction réelle, non négative.

Comme cette relation doit étre satisfaite pour tout h, nous obtenons pour le
tenseur de densité spectrale ¢\ (A, {) une condition :

(3,6.3) V MMl () =+ 22(8) (, 1)

Un des principaux avantages de la substitution du tenseur de densité spectrale,
o (A, 1), au tenseur de corrélation o) (h,t), dans la théorie statistique-de la turbu-
lence homogeéne d’un fluide compressible, est le fait que I'équation aux dérivées
partielles (3,5.9) est remplacée par la condition algébrique tres simple (3,6.3).

En résumé, le tenseur de densité spectrale, ¢, (A,f), de la turbulence spatialement
homogene d’un fluide compressible possede les propriétés caractéristiques suivantes :

a) symétrie hermitienne :
(3,6.3 a) ek (1) = oi}* (A 1);

b) pour chaque ensemble de trois nombres complexes &; (i =1, 2, 3):

(3,6.3 b) ®= N Eriefi( 0 20,

® est une forme quadratique hermitienne définie positive;

c) pour chaque ensemble de trois fréquences réelles :

(3.6.3 0) N el 0 = 08 @, o).

La forme la plus générale du tenseur de densité spectrale, o/ (A, ), satisfaisant
a ces conditions, est donnée par:

(3,6.4) ol ) = Aj (LD AF (D) + @y O by @t (8 4 by (6, 1) b (0 1),



ot a;j (A, 2) et bj (r, f) sont les six composantes de deux vecteurs complexes arbitraires,
orthogonaux au vecteur fréquence %; et orthogonaux entre eux :

(3,6.5 a) 2}. A aj (\, f) = E; Nar(l)=0;
(3,65 b) RRTTUES W TR
(3,6.5 ¢) E; aj (r 1) b* (0, 1) = )_‘Jj a* (0 by (A 1) = 0.

Le vecteur A; (A, #) doit satisfaire aux conditions :

(3,6.6 a) A =35K2x(1); = 0) %* (1) = 0,8 (3, 0).

Par conséquent, les deux vecteurs complexes arbitraires sont orthogonaux au
vecteur Aj (A, 1) :

(3,6.6 b) YA =Y A0, D a0t =0;

(3,6.6 ¢) 2}_ A* (L) by (0 ) = E} Aj (0 1) b (0, 1) = 0.
Posons :

(3,6.6 d) A2 (0 0) = E] AL AY (1) = K—29,(3) (0, 1) ;

(3,6.6 ¢) a(\t) = El, a0 ) at (a, 1) 5

(3,6.6 /) b20nt) = N b (1) b3 (0, 0).

Naturellement, il existe la relation :
(3,6.6 g) A2 1) =K=2% (A 1) x* (), 0).

Il est évident que I’expression (3,6.4) satisfait aux trois conditions a, b, ¢, ci-
dessus. Il est nécessaire de prouver que I'expression (3,6.4) donne la solution la plus
générale de ces conditions.

Il'y a lieu de faire quelques remarques préliminaires. Considérons un vecteur
de colonne, X, et son transposé, c¢’est-a-dire, un vecteur horizontal, X :

iJ ili"
(3.6.7) X 1\ £ |
| £ |

. 3
3. XT - le ‘2_29 23 o

Evidemment, les longueurs des deux vecteurs X et X7 sont données par:

(3,6.8) XX =Y e,



44 —

Considérons une matrice unitaire :
(3,6.9) U= | erll;s UMM =UU¥=0U1U=U021=1,
U—1 étant la matrice inversée de la matrice U et I étant la matrice d’identité :
I— 8% . Daprés les aspects caractéristiques du produit de deux matrices
C=BA, A= «axl,B= bjrll, nous obtenons:
(3,6.10) C = bja g+ bjo o+ bis s = Y, | birari .

Une matrice est unitaire si et seulement si :

(3.6.11) N ot = Sp;

y \1r e O = Sk (7, k=1, 2, 3).

d
Considérons une transformation unitaire et I'inverse de cette transformation :

(3,6.12) ¥ = UX; X=1U="Y=U*"Y,

Les composantes de deux vecteurs Y et X sont données par :

« v 1 j
(3.6.13) 5 = Lr“i.r & &= L,a?ij r,

La longueur du vecteur X (£;) est invariante dans une transformation unitaire :
(3,6.14) Y*rY = (UX)*TUX = X*t U*r UX = X*T X.

Considérons la matrice.

(3,6.15) Ha )= ofhnh) |,

et le vecteur de colonne :

(3,6.16) L= ‘ s avec L =L*,

les fréquences étant les nombres réels.

Considérons une matrice unitaire, U, satisfaisant au deuxiéme systéme des
conditions (3,6.11) avec :

(3,6.17) o1,k = K1 Ap.

Nous avons :

(3,6.18) N o= 1,



Aussi bien, les composantes de la matrice unitaire doivent satisfaire aux condi-
tions :

10 les composantes o, et osr devront étre les composantes des deux vecteurs
complexes de longueur unité :

(3,6.19) f=R=31 Y w-ed=1 Job=35;Y s, =1
20 orthogonaux au vecteur oy, (A, f) :

3.620a0) N a,at=Y w,af,=0(G=1k=2 or:j=2k=1)

@GS Y N apds=Y, moat:=00=1LEk=3; orif=38k=1);

30 orthogonaux entre eux :

3.621) N oo, =N w08, =0G=2k=3; or:j=3k=2).

Les équations (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21) ont un nombre infini de solutions.

Nos conditions pour la matrice H (, {) sont :

(3,6.22 a) H*T = H;
(3,6.22 b) ® = X*THX = 0;
(3,6.22 ¢) L'HL=M; M@ )=, 0, 1).

La forme quadratique hermitienne définie positive peut étre écrite :
(3,6.23) XFHEX — (AT YT H(T*TY) = YL UHU* Y ="Y*H; Y,
H, étant la matrice transformée :

(3,6.24) H, = UHU*T, on H =U**H, U,

La matrice H; est une matrice hermitienne, comme la matrice H. Nous pouvons
prouver qu’il est toujours possible de mettre cette matrice sous la forme :

AT 0
(3,6.25) H,= 0 a 0 |,
0 0 B

A2, a2, b2, étant les nombres réels positifs. En effet, en vertu des relations (3,6.6 b, c) et
(3,6.5 ¢), les formules :

(3,6.26 a) =Y, =A1(A; X, + Ay, X, + Ay Xy);
(3,6.26 b) =Yy = a(a; Xy + a5 Xy + a5 Xy);

(3,6.26 ¢) 3= Yy = b1 (b Xy + by Xy + b3 Xy);
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ou les formules :

(3.6.27 a) e = A1, 1) Ar (A, 1);
(3,6.27 b) o= a-t(n 1) ar O 1);
(3,6.27 ¢) s = b-1(0 1) br (h B),

définissent une transformation unitaire réduisant la forme d’Hermite (3,6.3 b) a la
forme diagonale correspondante :

(3,6.28) O=A2Y, Y* + @Y, Y* + b2Y,Y*.
En effet :

(3,6.29 a) /\_‘U,k X;XF AjAY = }_“j,f Y, Y* A2, ete.,

d’out :

(3,6.29 b) Y A= Y ApXy, ete.

Nous pouvons présenter une variante de cette démonstration.

De I'équation (3,6.22 ¢) nous tirons :
(3,6.30) L¥HL = L*U** H, (UL) = (UL)**H, (UL) = M.

Mais la matrice unitaire U (les équations (3,6.17), (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21)),
satisfait a la condition (3,6.14); par conséquent nous obtenons :

i K {
(3,6.31) UL= 0|, (UL} =K,0,0/,
ol
et :
Khy,
(3,6.32) H, UL =  Khy i .
| Khy, |
Mais on doit avoir :
(3,6.33) (ULy*t H, (UL) = || K2h,;, 0,0 =M = K2A2() f).
Alors, nous pouvons supposer :
(3,6.34) By = A2 1); Ry = hy =0,

et, la matrice H; étant hermitienne, nous avons :

(3,6.34 a) I T )
A, 00
(3,6.35) Hl:“ 0 hy hy |



S,

Alors, opérant seulement sur les vecteurs (o, oy, %3) €t (dyy, %ga g3) MOUS
pouvons réduire la matrice hermitienne H; a la forme diagonale et I'équation (3,6.25)
est établie.

Nous obtenons immédiatement la solution générale d’aprés 1'équation (3,6.24) :

(3,6.36 a) A =K1 () ay,j =2 K2x (0, 1);
(3,6.36 b) aj (\ f) = a(h 1) uyj,
(3,6.36 ¢) b (A £) = b (A, 1) g,y

les conditions d’orthogonalité (3,6.5 a, b, ¢) ou (3,6.6. b, ¢) étant équivalentes aux
expressions (3,6.17), (3,6.18), (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21), de la matrice unitaire.

On peut done écrire :

(3,6.37) O=AY Y¥4+aY,Y*+b0Y, Y
=AY, Y+ @—b) Y, i+ 0 [(N X X)) — Y, e
d’apres les équations (3,6.26 a, b, ¢) nous obtenons :
(3,6.38) ®=A2( N oy X;) (X, anXt)
+1—a28) (X, ¢ %) (X, arxt)
+ 8 [(E: X Xf) - (-\:; i Xi) (.\:A L X:)J,

d’ou :
(3,6.39) e () = Aoy jo¥, + (1 — a2 b?) aj af + b (Bj,k— oj ot y),
avec :
(3,6.39 a) Sk =10 pour  j#£k; Srp= 12
d’apres les équations (3,6.27 a) et (3,6.36 a) :
(3,6.40) aj o = K=22 A

Par conséquent :
(3,6.41) e () = (1 —a?b?) ajaf + b* 3k + (A2b-2— 1) K-22j ag].

En désignant par 7(7\, t) un vecteur complexe orthogonal au vecteur fréquence %
(3,6.42 a) MAMD 4+ 2o + 2300 =0;

(3,6.42 b) MEGD+MECD 700 =0,
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et par g (A, ) une fonction réelle positive nous obtenons donc cette nouvelle expression
du tenseur spectral correspondant a un fluide compressible :

(3:643) @0 = 10D fE (D) + ) S+ [A2 O 0 = O D) — 1] K22 20 g (0, ).

On passe évidemment de I'expression (3,6.4) a I'expression (3,6.43) en posant :
(3,6.44) fiont) =1 —a2b3)"2q;(\1); gt = b2(\ 1).

A partir de I'équation (3,6.41), si a®> = b? nous avons comme cas particulier :
(3,6.45) ok (A, £) = b2 [3j,k + (A2 D2 — 1) K=2j M.

L’invariant ¢(®) du tenseur spectral, défini par :

JJ

. n _\ 7)
(3,6.16) 2@ O )= ¥ o O, 0),
a pour expression, sous la forme (3,6.4) :

(3,6.47) o (0 ) = K2, 00, 1) + a2 (0, 1) + b2 (0, 1) = 0,
et sous la forme (3,6.43) :
(3.6.48) oW (1) = 2 1) + 2 (0 1) + A2 (0, 1),

en posant :
. 9 Al A ; =
G648a)  POH=Y ODFAH=a0)-—b 0= /i %
Dans le cas d’un fluide incompressible, nous avons :

(3,6.49) a0 =0;  e,Oon=0; A =0.

D’apres les équations (3,6.4) et (3,6.25) nous obtenons la forme du tenseur défini
par Kampi: DE FERIET ([2], p. 605).

3,7 TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE
ET ISOTROPE D’UN FLUIDE COMPRESSIBLE

Si les propriétés statistiques du champ scalaire-vectoriel aléatoire ne sont pas
seulement invariantes pour une translation quelconque dans X, mais aussi, en chaque
point x ¢ X et & chaque instant {C R, pour une rotation quelconque autour d’un axe
passant par x, on a un type plus particulier de turbulence appelée homogene et isotrope.
Presque toutes les recherches faites jusqu’a maintenant ont été limitées a ce type
spécial d’écoulement turbulent. On obtient le cas particulier de la turbulence isotrope
lorsque :

G [ =f,0D=f00=0; ghh=g@b; A2}H=AK,I).



D’ou, pour le tenseur spectral d’une turbulence homogéne isotrope :
(3,7.2) oin () = AR (K, ) g1 (K, ) — 1] K23 e + 8 { g (K, ).

En effet, nous pouvons écrire :

(3.7.3 a) o ) =\ exp(inh) ol Oy 0 ds

.

(3.7.3 b) ol Out) = 871\ exp (—inh) oy (h, 0) dh,
H

o

Iintégrale triple étant étendue a tout I'espace H: — co < hy, hy, hy < + oo ;

(3.7.4) o (hy O) = fy (o t) iy e+ g, (R 1) S,
et:
‘ o )
Alors :
£ 14 D D)
(3.7.6 a) oy PO = L4y (s ) 4 o (G )+ gan (i ) 1)
el
45 7L )2 .
(3,7.6 b) Bhi yr pfu(h,ty=4f, (A, t) 4 6 f1,n (R, t) R,
+ fnn (hy ) B2 + gunn (hy ) = — ,(0) (b, 1),
L’équation (3,7.6 b) est satisfaite si nous posons :
(3,7.7 a) fi= —%uz htEp(h,t)—3u?A(ht);

(3,7.7b) gy = u?[G (h, f) + A (h, {) h?] = u? [F(h, t) + %h Fu (b, t)] + w2 A (h, t) h?;

ou:
(3,7.8 a) G (h, t) =F (b, 1) + ; hE i (h,1);
(3,7.8 b) f1 (A, t) = u?| =2 (F (h, t) — G (h, 1)) —3 A (b, 1) ],
avec:
1
3,7.8 ¢) n? = 3 Ui .
La grandeur A (h, t) est la solution de I’équation différentielle :
(3,7.9 a) 2R Apn+ 14h A+ 10 A = ()~ 0,(8) (B, 1) ;
(3,7.9 b) A t) = %h—f‘ § h? (S 0,®) (n, 1) dh> dh.

10
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Nous obtenons les formes :

!
G710 @) ol () = u2 (G + AR?) 8y —u? <Q T A> by b

1
(3,7.10 b) o/ (hy 1) = u? <F—|— %h Fn+ Ah2> 8k — u? <§ B1F,+3 A) hj hye;
(3,7.10 ¢) o) (h, t) = u? (G + AR?) 8 + w2 b2 (F — G — Ah2) b I

A partir d’équations (3,7.3 b) et (3,7.10 b) nous pouvons écrire :

B:7-11) o () =(2m WL E® (5, 1) = (8 n?)-t \ exp (—inh) e} (h, t) dh,
JH
ou :

(3,7.12) oy (b t) = u*3F + h Fp) = 2 R (, 0).

Les formes d’équations (3,7.11) et (3,7.12) sont analogues aux équations d’un
fluide incompressible ([1], p. 49). Nous obtenons immédiatement :

(3,7.13 a) E® (3, ) = 2n? \w R (h, t)y »hsin (A h) dh;
JU0
(3,7.13 b) R (h, 1) = \m E® () (Wh)~1sin (A\h)d .
0
Et aussi:

(3,7.14a)  E® () =71 \m w2 F (h, £) 22 R2 [ h)~" . sin (A h) — cos (A h)] dh;
QU

(3,7.14b)  w2F(ht)=2 \: E® (A, ) (Wh)~2. [(» k)~ sin (A h) — cos (A )| d .



CONCLUSION

Nous avons établi les fondements généraux d’existence de scalaires et de tenseurs
de corrélation et spectraux dans la turbulence spatialement hemogéne d’un fluide
compressible. Avec I'hypothése que les fonctions de la vitesse, de la masse volumique
et de la température satisfont aux équations de NaviER-STOKES, nous avons établi
I'équation fondamentale de ’énergie cinétique pour le spectre. Nous avons discuté la
forme du tenseur spectral particulier de la turbulence spatialement homogéne en fluide
compressible.
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