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INTRODUCTION 

Vers 1930, l'attention commence à se concentrer autour d'un problème de la 
turbulence assez schématique pour donner prise à une élaboration logique plus appro- 
fondie : l'étude de la turbulence dans un fluide incompressible emplissant tout l'espace, 
c'est-à-dire, en l'absence de parois solides. Pour commencer, on introduit des considéra- 
tions de symétrie (d'ailleurs plausibles et souvent vérifiées avec une bonne approxima- 
tion dans les mesures) et  on ne considère que la turbulence homogène et  isotrope; les 
propriétés statistiques du champ des vitesses turbulentes sont supposées invariantes 
pour toute translation des axes e t  pour toute rotation autour d'un point. C'est 
à G. 1. TAYLOR en 1935 [IO] et à VON KARMAN en 1938 [6] que sont dues toutes les idées 
essentielles dans ce domaine; le spectre d'énergie d'une composante de la vitesse et le 
coefficient de corrélation qui lui correspond ont été introduits par TAYLOR [IO]; l'exten- 
sion à l'espace de cette dernière notion fut faite sous la forme du tenseur de corrélation 
par VON KARMAN et  par VON KARMAN et HOWARTH [6]. Ensuite, ROBERTSON [8] donnait 
à cette idée une base solide en introduisant certaines notions de la théorie des groupes 
invariants. Durant les dernières décades, de puissants efforts ont été consacrés à cette 
question par A. KOLMOGOROFF, W. HEISENBERG, L. ONSAGER, Th. VON KARMAN; 
d'importants travaux ont été publiés sur ce sujet par A. OBUKOFF, C. C. LIN, L. S. G. 
KOVASZNAY, S. CORRSIN, etc. Dans tous les travaux précédents, on adopte le point de 
vue qui est évidemment le premier à se présenter à l'esprit d'un physicien suivant pas à 
pas l'expérience : quand il parle de la moyenne d'une propriété physique du fluide (par 
exemple la pression ou la masse volumique), il sous-entend toujours la moyenne des 
mesures faites en un point du fluide pendant un certain intervalle de temps; cet inter- 
valle pouvant, à la limite, être considéré comme infini. Mais, dans la mécanique statis- 
tique des systèmes à un nombre fini de degrés de liberté, sous la forme classique que lui a 
donné J. W. GIBBS, ce ne sont pas les moyennes calculées le long d'une trajectoire 
déterminée du système (c'est-à-dire au cours d'une seule expérience, même prolongée 
indéfiniment), mais bien les moyennes calculées sur tout l'ensemble des états possibles 
du système (sur la totalité de l'espace des phases) qui jouent un r&le prépondérant. La 
nécessité de se placer à un point de vue analogue dans la théorie statistique de la tur- 
bulence s'imposait donc : c'est ce qui fut fait par l'introduction des fonctions aléatoires, 
qui expriment la même idée dans un langage différent, une fonction aléatoire n'étant 
autre chose qu'un ensemble de fonctions. 

KAMPÉ DE FÉRIET mentionne dans [2], que c'est à Ph. WEHRLÉ et G. DEDERANT 
que revient le mérite d'avoir, dans une série de travaux parus de 1935 à 1940, explicite- 
ment et  fortement attiré l'attention sur la nécessité d'utiliser, dans la théorie statistique 
de la turbulence, les résultats de la théorie des fonctions aléatoires qui se développait 
rapidement à cette époque. En particulier, c'est sous leur impulsion que KAMPÉ DE 

FÉRIET avait, pour la première fois, appliqué lui même les résultats de la théorie des 



fonctions aléatoires à la turbulence homogène. C'est à KAMPÉ DE FÉRIET qu'est due la 
définition du tenseur spectral dans le cadre de la théorie des fonctions aléatoires. La 
théorie de KAMPÉ DE FÉRIET fut présentée dans de nombreux articles dont la publica- 
tion couvre une période de vingt années. D'une manière systématique il prouvait la 
nécessité de se placer dans la théorie statistique de la turbulence à un point de vue ana- 
logue à celui de la mécanique statistique des systèmes à un nombre fini de degrés de 
liberté : les éléments statistiques (fonctions de corrélation, tenseurs spectraux, etc.) 
doivent être calculés sur tout l'ensemble des états possibles du système (sur la totalité 
de l'espace des phases). L'utilisation des fonctions aléatoires dans la théorie statistique 
de la turbulence d'un fluide incompressible nous semble une idée fructueuse, digne 
d'être étendue à d'autres problèmes, par exemple aux fluides compressibles. Dans la 
liste bibliographique donnée à la fin du présent travail, ne sont cités que les derniers 
travaux de KAMPÉ DE FÉRIET [5]. Le lecteur doit se référer à ces travaux et ces 
livres pour trouver les références des autres travaux publiés par KAMPÉ DE FERIET. 
L'idée de la théorie est la suivante : 

Supposons que nous ayons une mesure de probabilité définie sur un espace 
abstrait !2 et que Tt w soit un groupe de transformations, conservant la mesure de l'es- 
pace C l  en lui-même et jouissant de la propriété TS+t = Ts Tt. Alors, si f (w) est une fonc- *-. .#? 

. ?I 

tion mesurable réelle définie sur l'espace de mesure (O, S, p), F (t,  w) = f (Tt w) définit 
une fonction aléatoire strictement stationnaire de la variable t (une famille strictement 
stationnaire d'un paramètre des variables aléatoire's). L'analyse harmonique de ce pro- 
cessus peut être obtenue en partant de l'analyse harmonique du groupe unitaire des 
transformations d'espace de HILBERT Lp en lui-même, défini par Ut g (o) = g (Tt a). 
Le problème de l'analyse harmonique des fonctions aléatoires stationnaires d'ordre 2 
avait été résolu directement par H. CRAMER [3 (l)], et aussi [4]; la relation entre les deux T 

théories étant remarquée par les autres auteurs [4] (voir : KOLMOGOROFF, C. R. DOKLADY, 
Acad. Sc. U. R. S. S. (N. S.) 26, 6-9, 115-118, 1940). 

Récemment, l'auteur du présent article se proposait de construire les fondements 
de la théorie statistique de la turbulence d'un fluide compressible. En général, à partir 
du point de vue théorique, on peut distinguer deux directions à suivre : 

10 généraliser au domaine de l'écoulement turbulent d'un fluide compressible 
les théories existantes valables pour l'écoulement turbulent d'un fluide incompressible; 

20 construire de nouvelles théories valables. pour l'écoulement turbulent d'un - , 

fluide compressible. 
. . - - 

Naturellement, il semble que la première direction soit la plus facile; de plus, 
il se peut qu'à partir des solutions de la première direction on trouve des suggestions et  des 
inspirations pour s'orienter vers la seconde direction. Dans la première phase de notre 
travail, nous avons choisi la première direction. D'abord, nous avons généralisé les 

A. 

propositions fondamentale de KARMAN-HOWARTH, ROBERTSON, KOLMOGOROFF (la - 

turbulence homogène localement isotrope), etc., au domaine de l'écoulement turbulent . 
D 

d'un fluide compressible (voir la liste bibliographique [7]). Le présent travail généralise 
la théorie de KAMPÉ DE FERIET; il établit les fondements généraux d'existence de sca- 
laires et  de tenseurs de corrélation et de scalaires et de tenseurs spectraux dans la tur- 
bulence homogène d'un fluide compressible. La généralisation n'est pas (( triviale n. 
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Il est nécessaire, comme dans l'écoulement turbulent d'un fluide incompressible, de - 3 
considérer les trois composantes de la vitesse; mais il faut aussi considérer les deux 
scalaires, masse volumique et température. Avec l'hypothèse habituelle que le fluide 
est un gaz parfait, la connaissance des fonctions mentionnées ci-dessus est suffisante 
pour déterminer d'autres fonctions variables du fluide : la pression peut être calculée à 
partir de l'équation d'état et les coefficients de viscosité et de conductivité calorifique, 
qui sont habituellement des fonctions connues de la température et  de la pression, 
peuvent aussi être calculés facilement. Nous fonderons la théorie statistique de la tur- 
bulence dans un fluide compressible sur l'hypothèse que le champ des vitesses, le champ 
de la masse volumique et le champ de la température peuvent être représentés par un 
champ scalaire-vectoriel aléatoire. Dans l'espace de HILBERT nous aurons les deux 
éléments invariants sous le groupe de transformations unitaires de l'espace de HILBERT 
en lui-même. Nous démontrerons alors qu'il est possible d'établir les conditions d'exis- 
tence des scalaires et  des vecteurs spectraux pour la turbulence d'un fluide compressible. 
La cinématique de cette turbulence sera complètement établie et développée. 

Dans la dynamique de la turbulence homogène, l'hypothèse la plus naturelle 
semble être que les fonctions de la vitesse, de la masse volumique et  de la température 
satisfont aux équations de NAVIER-STOKES; mais il est évident que ces fonctions peuvent 
satisfaire sans aucune difficulté aux équations dérivées de la théorie cinétique des gaz, 
c'est-à-dire aux équations dérivées de l'équation de BOLTZMANN : par exemple, aux 
équations de GRAD. A l'aide de cette hypothèse, on établira l'équation fondamentale 
de l'énergie cinétique pour le spectre; on discutera ensuite l'évolution du spectre de 
l'énergie cinétique. A la fin du présent travail, on trouvera la discussion sur la forme du 
tenseur spectral particulier de la turbulence spatialement homogène en fluide compressible. 
Pour aider le lecteur, nous avons respecté l'ordre des raisonnements de KAMPÉ DE FÉRIET, 

, en particulier dans [2]. 11 est alors très facile de comparer les fondements dans le domaine 
I '  de l'écoulement d'un fluide incompressible et dans le domaine de l'écoulement d'un 

fluide compressible. 
I 





ABRÉVIATIONS, NOTATIONS ET SYMBOLES 

(cl, s, p). . . . .  

x (t) . . . . . . . . . . . . . . . . .  

F ( f ,  a )  . . . . . . . . . . . .  

F (t ,  a )  . . . . . . . . .  

Ai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  U ~ ( X , ~ , W )  

VI 

W(X,t,O) . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . m .  , . 
e (x ,  t ,  O )  . . . a  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  p (x ,  t, W )  

A(x , t ,a )  . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  

. ' .  VI . .  ( W )  = o > ( x , o ) ~ ( x , o )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  [;- ..; 
. ,  . VI . . . . . . . . . . . . . . . . .  . , , , , U j ( ~ , )  = ~ ~ / ' ( x , w ) u ~ ( x , w )  . +- 

W112 (x,  O )  = RI12 W112 (x,  W )  O1I2 (x, O )  [ ~ i , i  (x ,  O ) ] ~ / ~ .  

zy2 (5, O )  = pl12 (x ,  O )  U j , j  (x ,  W )  . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . .  Z;l2 (x,  0)  = p1I2 (x,  O )  uj(? (x, O )  uf,? (x ,  W )  

z;/e(x, O) = Uj,j(x,  a ) .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
z;I2 (x ,  W )  = uy; (x,  W )  uf? (x ,  O )  . . . . . . . . . . . . . . . .  

V) pj (x tO)  = W ( X , W ) U ~ ( X , W )  .................... 

Espace de mesure. 

Mesure. 

Ensemble. 

Fonction aléatoire. 

Transformation. 

Fonction aléatoire. 

Valeur moyenne. 

Transformation unitaire. 

Espace de HILBERT. 

Norme de l'élément x d'un espace 
de HILBERT. 

Fréquence. 

Composantes de la vitesse. 

Masse volumique. 

Température. 

Coefficient de viscosité. 

Coefficient de conductivité calori- 
fique. ' . 7 .&. 

Pression. 

Scalaire. 

Vecteur. 

Scalaire. 

Scalaire. 

Scalaire. 

Scalaire. 

Scalaire. 

Vecteur. 
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riable aléatoire e, etc. .L 

, - Z' 

. . Fonction balance. 

FONCTIONS AUATOIRES STRICTEMENT STATIONNAIRES 

j )  =fy ' (Txw);  

W (x, w) = g(;) (Tx w )  ; 

0 (x, w)  = g@) (TT w ) ;  

F1I2 (x, W )  = g(r) (Tx w);  

Uj(x ,w)  = fy)(Txw); 

W112 (x, O )  = g(w) (Tx w ) ;  

Z : l Y ( x , ~ )  = g ( Z i ) ( T x ~ ) ,  i = 1 , 2 ;  

pj(x,w) =fJp ' (Txw);  

z;Iz (x ,  W )  = g'"" (Tx w ) ,  i = 1,2. 

- .. 
1 

8 : t -  ' 
- .  
, . -.. 

> -  

- 6 , 
< - 

MOYENNES STATISTIQUES, SCALAIRES ET TENSEURS DE CORRELATION * 

U j  ( X I ,  a )  U: (x, a )  = , - + r ~ ( h ) =  f y ) (Thw) fP )* (w)d~;  
In 

rl12 (XI ,  ,) r*l12 (3. w )  = p(r) (h) = g(r) (Th w )  g(r)* (w)  d P ; 
Sn 

~ 1 1 2  (X I ,  0) W*lI2 (x, W )  = p(w) (h) = 
Sn 

g(w) (Th w )  g(w)* (a)  d p. ; 

z;iz (XI, ,) Zr;/' (2, O )  = p ( 4 )  (h) = \a (Th O )  g(zi)* ( 4 d P ;  

C ' pj (x', a )  p; (x, a)  = p(p) (h) = \ (Th O)  fiP)* (01 d P : . R 
+.,.:, 

g (x', t, w) O* (x, t, w) = ,-+,(:) (h, t)  ; 

g,, ( X I ,  t ,  a )  0: (x, 1, O )  = p i Y )  (h,t). 
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NOTIONS FONDAMENTALES 

Ce chapitre représente un résumé des sections 5 à 10 du chapitre XIV par 
KAMPÉ DE FÉRIET dans ([2], p. 568). 

FONCTIONS A ~ A T O I R E S  

considérons une grandeur physique dépendant de l'état du système dynamique, 
soit f (o); quand, partant d'un état initial w, le point Tt o représentatif de l'état du 
systkme se meut le long de la trajectoire l? (a), la valeur de la grandeur physique au 
temps t est f (Tt o). Pour chaque w C Cl, la grandeur est donc une fonction bien définie 
du temps f. De cette façon elle apparaît comme une fonction de t et o : 

Si nous supposons que nous choisissons au hasard le point o dans l'espace des 
phases Cl, la loi de probabilité étant définie par : 

- ' (1,l.l a) Prob [o  C Dl = p (D), 

la grandeur physique apparaît comme une fonction aléatoire strictement stationnaire -. , 
du temps t .  Soit donc (Cl, S, p) un espace de mesure, c'est-A-dire : * .  

10 un ensemble abstrait Cl de points o; . . 
20 une o - algèbre (ou corps borélien) S de sous-ensembles de Cl; 

30 une mesure p., fonction d'ensemble définie pour tout sous-ensemble E C S avec - - 
,Cr a les propriétés : 

' (a) O S p (E), E E S; 

( b )  pour chaque suite disjointe Ei C S : Ej fl Ek = O : 

L (191.2) P (Ui Ei) = Ei i" (Ei); p.:..: , 
r 2' - 

,. .la mesure de Cl est finie et, par conséquent, par un simple changement d'unité, nous 
, - , . :! . . pouvons toujours nous ramener au cas : 



D'après l'équation (1,1.2), si C C D (C, D E S) il ÿ a : 
- .  

d'où avec (a), nous obtenons : 

(1,1.5) 

'. . 
Faisons l'hypothèse que nous choisissons au hasard un point w dans Q avec la loi ' . 7; 

de probabilité : . -. . 
Prob [w t El = p (E), E C S. 

. ,, 
. .  . ... . - 

:-;, ;'.'i 
, ,: . 

Il est alors clair que toute fonction f (a) à valeurs réelles sur Q, si elle est mesu- - ,+;&.:. 

rable, définit une variable aléatoire X, ayant pour fonction des probabilités totales : . .. :; .'% 
,, ,if% . . 

I ' I  
.. :?'!--< 

- -. 
La notation / w : P { désigne l'ensemble des points w où la condition P est satis- : '. 

Li 

faite; par exemple, j w : f (w) c t 1 représente l'ensemble des points o pour lesquels 

f ( 4  < E. . -. . , 
Définition : une fonction aléatoire X (t) est un ensemble de variables aléatoires 

dépendant de la variable réelle t. 

Considérons une fonction à valeurs réelles : F (t, w), définie sur l'ensemble produit 
' .- 

R x Q, R désignant l'ensemble des nombres réels : 
+' 
, - - m < t < + m ;  
!. 

nous supposerons que, pour chaque valeur de t, F est une fonction mesurable de W. Si 
A 

J C 
LI,  nous choisissons au hasard un point w C Q avec la loi de probabilité (1,1.6), la fonction 
b. F (f,w) définit une fonction aléatoire de t. 
-. - .  D'une manière analogue, comme dans l'écoulement d'un fluide incompressible 
b?. 
4 -  dans l'espace des phases Q, introduisons un groupe abélien a un paramétre de transfor- 
EL . mations biunivoques e t  conservant la mesure de l'ensemble Q en lui-même. 

(lJ.8) w++Ttw,-m<f< +- 00, 

, x !  , 
L , avec les propriétés connues : 

p (Ti E) = P (Eh . . 
L 
-. pour chaque E C S, etc. 
- 

,-12 - . A toute fonction quelconque de la forme particulière : 
I' - 



où f (a )  est une fonction réelle de t dans l'espace de mesure ( a ,  S, p), correspond une 
fonction strictement stationnaire, c'est-à-dire, pour chaque ensemble de valeurs fixes de 
t (t,, t,, ..., t,) C R  et un ensemble quelconque de nombres réels (El, ..., En) : 

(1,l.ll) Prob [ F  (t, + s ,~a )  < El, ..., F (tn + s, w) < LI, s C R, 

est indépendante de s ; cette propriété découle immédiatement du fait que la transfor- 
mation conserve la mesure. 

VALEURS MOYENNES ET MOMENTS 

Pour des notions telles que valeurs moyennes et moments, la méthode est la 
même que dans le domaine de l'écoulement d'un fluide incompressible. Faisons l'hypo- 
thèse que la fonction F (t, w) est un point de l'espace de HILBERT LfC, c'est-à-dire que : 

F (t, w) C L2 (Cl) e t  

d'après l'équation (l,l.3). On peut dans ce cas calculer les moments du premier et  du 
second ordre de F, c'est-à-dire : 

a) le moment d'ordre 1 ou valeur moyenne : 

b) le moment d'ordre 2 ou variance : 

(L2.3) 

F. - /  

c )  la covariance : 

(12.4) F (t,, o )  F* (b, a) = F (t,, a )  F* (t2, a )  d y, Sn 

ces deux dernières quantités étant identiques au carré de la norme 1 1  F (t, o )  et  au 
produit scalaire : 

(F (tl, 6 - 9 9  F (t2, 4) - .- 
3 - 

, avec les définitions usuelles pour l'espace de HILBERT X .  

+ ..-- . - Le cas particulier oh la covariance ne dépend que de la différence (t, - 2,) : 

définit la classe importante des fonctions aléatoires stationnaires d'ordre 2. Toute fonc- 
tion aléatoire strictement stationnaire : 

(12.5) F (t, a )  = f (Tt a) ,  

pour laquelle f (w) C L2 (Q), du fait que la transformation Tt w est la transformation qui 
. . conserve la mesure : 



I ' .  
.1 .- 

7r - est stationnaire d'ordre 2 : 

f (Tta 0 )  f* (Tt, a )  = \, f (Tt,r, w) f* (o) d p = p ( t ~  - 1.) ; 
' Y  

J 
en outre son moment d'ordre 1 est aussi indépendant de t. F L 

7-7 y Les fonctions stationnaires de cette classe jouissent de propriétés remarquables ;T . . - ' ,  - 8 dues au  fait que l'on peut leur appliquer toutes les propriétés connues des groupes de 
;a; 

transformations unitaires de l'espace de HILBERT. . - ..= . m. 

E n  effet, si f (w) C L2 (Cl), à toute transformation w t+ T w de Cl en lui même - ;si-! 
conservant la mesure correspond une transformation unitaire f (a)  ++ Uf (w) de l'espace - :+%s 
de HILBERT en lui même définie par : - >  

2 . :  
.If . . .- 
S.... 

8 

+; - (L2.8) Uf (a)  = f (T w). 

..* , * . 
"'..' . Ceci résulte immédiatement de : 
I F '  

I ,. 
L 

(1,2.9) (Uf, Ug) = \* f (T a) g* (T w) d p = ln f (a )  g* (w) d p = (f, g) ; 
.l . 
.- . . . 

en particulier : 

(1,2.10) I l  Uf I l  = I l  f I l -  .- r -' < 
, . 

Au groupe abélien de transformation Tt de LI correspond ainsi un groupe abélien 
de transformations unitaires de Ut de LJC : - 

Utf (a )  = f (Ttw); 

FONCTION ALEATOIRE STRICTEMENT STATIONNAIRE 
SUR UN GROUPE ABELIEN 

Dans la définition d'une fonction aléatoire F (t, a), le fait que t est réel ne joue 
pas un rble essentiel, e t  nous pouvons remplacer l'ensemble R par un groupe abélien 
abstrait G. Cette technique, appliquée dans le cas de la turbulence en fluide incompres- 
sible, peut être étendue directement au cas de la turbulence en fluide compressible. Il 
n'est donc pas nécessaire de discuter ici cette technique pour la turbulence en fluide 
compressible ; nous renvoyons le lecteur aux ouvrages cités en référence. 

ANALYSE HARMONIQUE DES FONCTIONS ALEATOIRES 
STRICTEMENT STATIONNAIRES 

Le problème de l'analyse harmonique des fonctions aléatoires de t stationnaires 
d'ordre 2 a été résolu par H. CRAMER [3 (l)]. Pour les foncions strictement stationnaires 
f (Tt o )  telles que f (w) C L2 (Cl), le résultat de CRAMER est tout simplement la traduction . . , -' : 

. . . . ,- 

. . .  



en langage probabiliste d'un résultat classique de M. H. STONE 191, dans la théorie de 
l'espace de HILBERT, connu sous !e nom de décomposition de l'identité [5 (1, 2, 3)] : 

où : f et g B dC, Ut = groupe de transformations unitaires (faiblement continu) de LJC en 
lui-même; Ex (- a> < A < + oo) = famille de projecteurs. 

Le passage de Ia formule de STONE à celle de CRAMER se fait simplement grâce à 
la remarque du paragraphe 1,2 (in fine) [5 (1, 2, 3)] : 

Ut étant un groupe de transformations unitaire de dS en lui-même. Pour le dévelop- 
pement de cette idée, la même technique est valable dans les deux cas du fluide 
incompressible et du fluide compressible. 

Nous considérons les fonctions aléatoires introduites au paragraphe 1,3 : 

- (1,4.3) f (Ta w), a C G, avec f (w) C L2 (Q). 

Pour la même raison qu'au paragraphe 1,2, on peut écrire : 

(L4.4) f ( T a  w) = Ua f (a), 

, Ua définissant un groupe de transformations unitaires de l'espace de HILBERT en 
r;= lui-même. La covariance de la fonction aléatoire : 

(14.5) f (Ta.pw)f*(Taw)= (Ua.pf,Uaf) = (Upf,f)= p(P), 

' ne dépend que de p, ce qui exprime la stationnarité d'ordre 2. 

Définissons, dans l'espace de HILBERT X, une famille de projecteurs EAf; où- 
A C 2 appartient à une o- algèbre 2 de sous-ensembles de 6 : 

4 -  

G est un groupe abélien localement compact et G est le dual de G. La suite du 
raisonnement est la même que pour la turbulence d'un fluide incompressible [5 (1,2,3)]. 



TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGBNE 

D'UN FLUIDE COMPRESSIBLE 

INTRODUCTION 

Nous fonderons la théorie statistique de la turbulence d'un fluide compressible sur 
l'hypothèse que dans un écoulement turbulent d'un fluide compressible : 

10 le champ des vitesses peut être représenté par un champ vectoriel aléatoire 
uj (x, f, a) ; 

20 le champ de la masse volumique du fluide, par un champ scalaire aléatoire 
W(x, f, a ) ;  

30 le champ de la température du fluide, par un champ scalaire aléatoire 0 (x, t, a). 

En principe, dans le champ de l'écoulement d'un fluide compressible et avec 
l'hypothèse habituelle d'un fluide parfait, la connaissance des fonctions mentionnées 
ci-dessus est suffisante pour déterminer d'autres fonctions variables du fluide ; la pression 
peut être calculée A partir de l'équation d'état, et les coefficients de viscosité P et de 
conductivité calorifique 1, qui sont habituellement des fonctions connues de la tempé- 
rature et  de la pression, peuvent aussi être calculés facilement; le champ, formé par les 
trois champs aléatoires ci-dessus, est appelé en abrégé le (( champ scalaire-vectoriel 
aléatoire 1). 

Dans chaque expérience faite sur le fluide, nous obtenons un champ scalaire- 
vectoriel particulier (échantillon) (( indexé )) dans la collection ou (( ensemble )) de champs 
scalaire-vectoriels, par quelque valeur spéciale w, d'un paramètre w. Dans ce chapitre, 
nous considérerons un champ scalaire-vectoriel A un instant donné f. Les équations de la 
dynamique ne seront donc pas utilisées ici. Nous exposerons seulement la représentation 
cinématique A un instant donné du mouvement turbulent spatialement homogène d'un 
fluide compressible. 

TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOG~NE 

Considérons, dans un espace (physique) euclidien à trois dimensions 
X, - w < xi < + CO (i = 1,2,3), un champ scalaire-vectoriel aléatoire, c'est-A-dire, un 
ensemble de vecteurs ui de composantes scalaires (u,, u,, u,), un ensemble de scalaires W 



et un ensemble de scalaires O, définies en chaque point x C X et dépendant d'un paramètre 
w choisi par hasard dans un espace de mesure (a, p, S). En d'autres termes, un champ 
scalaire-vectoriel aléatoire dans X correspond à la donnée de cinq fonctions mesurables 
réelles : 

ui (x, O) (i = 1,2,3) ; z (x, W) ; e (x, w), 

définies sur l'espace produit X x Q. 

Un champ scalaire-vectoriel aléatoire représente le champ cinématique et 
thermodynamique des vitesses, de la masse volumique et de la température d'un écou- 
lement turbulent spatialement homogène d'un fluide compressible, si une propriété 
statistique quelconque du champ est invariante pour toute translation dans l'espace X 
occupé par le fluide; d'après les définitions de la fonction aléatoire strictement station- 
naire, les trois composantes Uj (x, W) ( j  = 1,2,3), et les fonctions ; (x, a), 8 (x, W) doivent 
être des fonctions aléatoires strictement stationnaires sur le groupe G des translations 
de X. 

Toute fonction ui (x, w), W (x, a), 8 (x, w) est une fonction réelle, mesurable en w 
pour chaque x C X. 

Considérons un groupe abélien à trois paramètres G' de transformations bi- 
univoques de Q en lui-même : 

les transformations T(l), T(2), T(3) étant permutables. Soit f(i") (O) ( j  = 1,2,3), g(E) (w), 
g(e) (w) cinq fonctions mesurables réelles de w ; les cinq fonctions aléatoires strictement 
stationnaires sur le groupe des translations de X : 

sont susceptibles de définir un champ scalaire-vectoriel aléatoire représentant la vitesse, 
la masse volumique et la température d'une turbulence spatialement homogène d'un 
fluide compressible à un instant donné t (cinématique et thermodynamique). 

. . 
A chaque valeur particulière w, de w prise au hasard dans correspond un 

L '  

champ scalaire-vectoriel particulier dans X (un échantillon de champ scalaire-vectoriel 
- a 

ou une épreuve) 
In 

Les fonctions fJ") (x, a), w (x, w), 8 (x, w) sont les fonctions mesurables en w pour 
chaque x C X. Elles ne prennent, bien entendu, que des valeurs réelles; mais, en parti- 
culier, en vue de l'analyse harmonique, on obtient plus de souplesse dans les formules 
en ne s'imposant pas cette restriction et  en supposant que les cinq fonctions mesurables 
prennent des valeurs complexes sur Q : 

fJ") (w) = fJY (a) + fy)" (a) ( j  = 1,2,3) ; 

g(e) (0) = $(O)' (a) + g(0)l1 (a), etc. 



SCALAIRE ET TENSEUR DE CORRELATION 

D'UNE TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGÈNE 

D'UN FLUIDE COMPRESSIBLE 

Nous supposerons désormais que : 

(2,3.1) fj'" (w) C La (Q) ( j  = 1,2,3) ; g(:) (O) j L2 (Q) ; (a) C L2 (O), 

ce qui, d'après l'hypothèse que p (a) = 1, et l'équation (1,1.3), implique : . . ,  I - - - 4 ' . A  

(2,3.2) fj") (w) f L (Q) ( j  = (1,2,3) ; g(:) (a) C L (O) ; g(e) (w) f L (O). ' .  .:-t :. ! 
" . -_ 

: .  .. , a  
. . Les moyennes statistiques des composantes de la vitesse et  des fonctions scalaires . , ., . . A  , 

W (x, a) ,  0 (x, w) sont les moments d'ordre 1 : - 1 .  r .3 
. . ' - . . ,  ' ,  

: . . . . -  
(2,3.3 a) uj (2, O) = in f / ~ )  w) d p ( j  = 1,2,3) ; 

ln 
(2,3.3 b) w (x, w) = g(:) (T, w) d t . ~  ; 0 (x, w) = g(e) (T, a )  d p ; 
- \* - Sn 

d'où, puisque les transformations conservent la mesure : 

-- V> 

uj(x,w)= f)Y)(w)dp; w ( ~ , w ) = \ n g ( ~ ) ( w ) d p ;  
(2,3.3 c) 

Sn 

;. 8 

e (2, O) = \ g(0) (01 d P; 
L - 
r,' ' 

r ' 
Z '. ces quantités ont une valeur constante indépendante du point x dans X;  on peut 

$- ,- toujours, sans diminuer la généralité, supposer nulles ces valeurs constantes pour les 
F: composantes de la vitesse : 
9 p. --- 

L i< (2,3.3 d) U j  (x, W) = O ( j  = 1,2,3), - 
.cl 

! ' 
SC-l . 
:, ou, ce qui revient au  même, considérer les uj (x, w) comme représentant les fluctuations 

de vitesse autour de la moyenne. D'une manière analogue, les moyennes stasistiques de 

1 , "  ._ la masse volumique et de la température sont des constantes (différentes de zéro) 
indépendantes du point x dans X. 

. . 1.. , - 
b .  . . b.- 
&; fi" .. yr- 

- 

Prenons deux points quelconques x et  x' e t  posons : 

Considérons les termes du  second ordre qui présentent un intérêt physique dans 
la turbulence d'un milieu compressible : 

10 l'énergie tourbillonnaire spécifique (pour masse unité) d'un milieu compres- 
1 

sible est liée B l'énergie cinétique spécifique (par unité de masse) xi 1 ui 1 la relation 

entre ces deux énergies sera établie plus loin. L'expression de l'énergie cinétique suggère 
l'emploi du vecteur uj (x, w) ; 



ul 20 les expressions de la pression p = R 0 et de l'énergie interne eu w O, où 
R = const. et c, = const. pour un gaz parfait, suggèrent l'emploi du scalaire : 

Considérons les moyennes statistiques des grandeurs physiques de la forme 
indiquée ci-dessous : 

D'où l'on déduit : 

Mais, si l'on pose : 

on a alors : 

D'après l'hypothèse p (Cl) = 1, il vient : 

Considérons les couples de quantités de la forme indiquée : les moyennes 
statistiques sont : 

cela signifie que : 

Ln Ln 

U i  c L2 (a), et w1I2, O l t 2  C L4 (n), OU c LZ (QI. 

Soit : 

(a3.7) uj (x, a) = f y )  (T, a) ; r1I2 (2, W) = g(r) (TZ a), 
" Y i  r _ - * _  - 

les fonctions aléatoires strictements stationnaires sur le groupe des translations de X ; 
nous avons : 

(2,3.8 a) 

(2,3.8 b) r112 (9, O) r*lI2 (x' 0 )  = in g(r) (Tz, W) g(U* (Tz CO) d p. 



D'après l'invariance de la mesure dans la transformation T., : 

r112 (XI, W) r*l12 ( x , O ) = \;, g(n ( T ~  W) (~(n* (O) d p = $0 (h). 

Les moyennes statistiques du tenseur uj (XI, O) u; (x, O) et du scalaire r1I2 (XI, O) 
I'*lI2 (x, O) ne dépendent pas de XI et x, mais seulement de h = x' - x ; elles sont inva- 
riantes pour une translation quelconque dans l'espace X. Les neuf fonctions pSffk (h) et  
la fonction p(r) (h) définissent le tenseur (vitesse) de corrélation statistique et le scalaire 
(pression ou énergie interne) de corrélation statistique, respectivement, d'une turbu- 
lence spatialement homogène d'un fluide compressible. 

Voici quelques-unes des propriétés élémentaires de ce tenseur et de ce scalaire : . 

10 pJfk (- h) = p t p  (h) ; p(r)  (- h) = p(r)* (h), 

(symétrie hermitienne) ; 

30 d'après l'inégalité de SCHWARZ : 

1 pf.1 (h) l 2  5 pJUJ (O) pgk (O) ; 1 (h) I 5 (O) ; 

40 si les trois composantes p g j  (h) et le scalaire de corrélation p(r) (h) sont continus 
pour h = O, les neuf composantes p g i  (h) et  le scalaire p(r) (h) sont uniformément conti- 
nus pour - CO < hj < + oo (j = 1,2,3) ; si c'est le cas, nous dirons que le champ scalaire- 
vectoriel aléatoire est continu en moyenne quadratique. 

En  second lieu, considérons les termes du troisième ordre qui présentent aussi 
un intérêt physique dans la turbulence d'un fluide compressible : 

1 
10 l'expression de l'énergie cinétique 3 ( / . xi / ui l 2  suggère l'emploi du vecteur 

IA 
dj (x, O) = 0'1~ (2, O) U j  (x, W) ( j  = 1, 2,3) ; 

20 l'expression du travail de dilatation pui,i est liée au scalaire: 

30 les expressions : 

dans la fonction de dissipation font apparaître les scalaires : 



Considérons les moyennes statistiques des grandeurs physiques de la forme 
indiquée ci-dessous : 

Par conséquent : 0, O, p, uj C L3 (0) ; les moyennes statistiques de neuf compo- 
santes du tenseur e t  des scalaires sont: 

(2,3.11 b) W112 ( X I ,  a )  W*ll2 (x, a )  = In g(w) (Th a )  g("* ( a )  d y = (h) ; 

z:/"xl, z;Il2 (x, a )  = g(z*) (Th a )  g(Z1)* ( a )  d y = ~('1) (h) ; 
In 

z;i3 ( X I ,  O )  Z:I/. (x, 0)  = Sn g(zd (Th a )  g(ld* ( a )  d y = ~ ( ~ 1 )  (h). 

Par conséquent : 

ln 
-t d l 2 ,  U j  C L4 (a) OU 

vl - ;Il2, O1I2, uj1I2 C L6 (Q) OU a ,  O ,  üj C La (a) ; 

-t p1I2, U j  C L4 (Q) OU p C L2 (O) ; 

+ pli', ~ ~ ' 1 '  L6 (Q) OU p, U j  C L3 (fi). 

En résumé, nous remarquons que l'on doit avoir: 
. - 
7 .  .. . 
J 
, 

~ ~ ( x , w ) , G ( x , w ) , O ( X , O ) C L ~ ( Q ) ;  ~ ( x , w ) C L ~ ( Q ) .  

Les moyennes statistiques du tenseur U j  (xr ,a )  U* (x, a ) ,  et des scalaires 
W112 (xr, a )  W*Il2 (x,  a ) ,  Z:/' (xr, a )  Z;'/* (x, a ) ,  etc., ne dépendent pas de x' et  x, mais 
seulement de h = x' -x ; elles sont invariantes pour une translation quelconque dans 
l'espace X. Les neufs fonctions pfi  (h) et les fonctions p(w) (h), p(") (h) (i = 1,2), défi- 
nissent le tenseur (de l'énergie cinétique) de corrélation statistique et  les scalaires (du 



travail de dilatation, de la fonction de dissipation) de corrélation statistique d'une -. 

turbulence spatialement homogène en fluide compressible. r >  

Voici quelques-unes des propriétés élémentaires de ce tenseur ,et de ces scalaires : . A,  

P f ~  (- h) = p(u).* k , ~  (h) ; p(w) (- h) = p(w)* (h), etc. ; 

2 
p(w> (O) =lW112 (x, W) OV* (x, W) ut/: (x, W) 1 1 O, etc. ; 

30 i pf'L (h) l 2  I p y j  (O) p g i  (O) ; p(w) (h) 5 p(W) (O), etc. ; 
L .  

40 si les trois composanps pj,;) (h) et  les scalaires de corrélation p(w) (h), etc., sont - - A 

"kt 
1. - continus pour h = O, les neuf composantes prL (h) et  les scalaires de corrélation P(W) (h), . ., . - # - 

etc., sont uniformément continus pour - oo < hj < + .o ( j  = 1,2,3) ; si c'est le cas, ;I .. .* 
nous dirons que le champ scalaire-vectoriel aléatoire est continu en moyenne quadratique. - . ..7 

En plus de l'ensemble des tenseurs et  scalaires de corrélation introduits plus haut, 
nous utiliserons plus loin un autre ensemble. A titre de cas particulier, nous allons - S .  

considérer des fonctions aléatoires statistiquement indépendantes, (x, w), uj (x, O) et  5 

12; (x, O), qui conduisent naturellement à des expressions du type : 

'J 

Il n'y a pas lieu de discuter séparément ce genre de fonctions de corrélation ; . - 

dans ce cas, on voit facilement que l'on doit avoir: 

W, O, 12;, uj C L2 (Q) ; 

Les fonctions correspondantes seront référées par les lettres minuscules 
zi1I2(i = 1,2). Par la suite, on ne doit pas prendre en considération tous les tenseurs et  
scalaires de corrélation ; il suffit de ne considérer que quelques fonctions représentatives 
de corrélation. Parmi celles-ci, nous pouvons choisir : 

P$ (h) et  p(r)  (h). 

ANALYSE HARMONIQUE DE LA TURBULENCE 

SPATIALEMENT HOMOGÈNE EN FLUIDE COMPRESSIBLE 

k: 
6 -- Nous allons d'abord discuter brièvement l'espace de HILBERT dans lequel nous 
f-. '- 

t; 
devons opérer les transformations indiquées. Considérons, dans un espace (physique) 

. , euclidien à trois dimensions X, - oo < xi < + a, (i = 1,2,3) d'un écoulement d'un 
:& 

fluide compressible, un champ scalaire-vectoriel aléatoire, c'est-à-dire, un ensemble de 



vecteurs ui de composantes scalaires (u,, u,, u,), un ensemble de scalaires et un ensemble 
de scalaires 8, définies en chaque point x C X. De plus, considérons un espace de - ' J  

A  
1 I 

HILBERT, X ,  dont les éléments sont des fonctions complexes mesurables,/j(x). Construi- 
* 

sons un espace-produit de HILBERT: X = X5 = 2 x 2 x ..., Iyélément f dans X étant: 
! 

A A A A A  . - 
f = (fi, fz ,  f3, fe, f6)- 

Il est évident que l'espace de HILBERT ainsi construit satisfait réellement à tous 
les postulats de l'espace de HILBERT (l). L'espace-produit de HILBERT, X, ainsi obtenu, 
est évidemment associé avec l'espace physique X en ce sens qu'une transformation de 
coordonnées en X, c'est-à-dire 1 xi 1 + 1 xfi 1 (i = 1,2,3), entraîne une transformation 
de Zlt? en lui-même, c'est-à-dire, X ( f n )  -+ X (f',), (n = 1, 2, .. , 5). Cela exige 
que : f', = f,, f', = f,, et comme habituellement : 

f f l  = al fl + Pi f z  + ..., etc. 

6 
c En résumé, considérons qu'il existe deux éléments, f, et f,, invariants pour les ' , Y  I 

transformations de X en lui-même. Ces deux éléments correspondent aux fonctions 
scalaires dans l'espace X. Il n'est pas nécessaire de montrer que l'espace de HILBERT 
avec de tels éléments invariants se comporte de la même manière que l'espace ordi- 

* 4 4 

naire de HILBERT, XO, OU l'espace de HILBERT, L2 sans éléments invariants, quand 
celui-ci est soumis ti des transformations (unitaires, par exemple). 

- 1 
+ 3 

, - La suite du raisonnement dans le cas de la turbulence en fluide compressible est 
I 

la même que pour la turbulence d'un fluide incompressible. Un ensemble Et d'opérateurs 
dans l'espace de HILBERT, dépendant de la variable réelle E (- oo < E < + a ) ,  satisfait 
aux conditions et aux propriétés suivantes : -1 

(Eg f, g) = (f, Eg g) (symétrie hermitienne); 

(2,4.1 6 )  E t E ~ f = E ~ E g f = E g f , t s q ;  1, (2.4.1~) E-,/=O; E+ , f=f ;  

1:; (2y4.1 d )  (Etf,f) = I l  Etf  I l 2  avec 0 5 I I  Ecf I l  5 Ilf I I .  

Nous désignerons dans la suite A comme l'espace des fréquences (espace euclidien 
- I . . A trois dimensions) et les coordonnées Ai (i = 1, 2, 3) d'un point h C A comme les fré- 

$- -' 
- quences correspondant aux coordonnées xi (i = 1, 2, 3), respectivement. 

7.: 
1 

<+ 

;i ( 1 )  Nous pouvons appliquer le théorhme 1,26 du travail de STONE ([9] p. 30 )  : 
-t 

ThéorBme 1,26. Si X I ,  X , ,  ..., X m  sont des espaces de HILBERT, la classe X de tous les vecteurs f de 

I composantes ( f i ,  ..., fm), où fk est un élément de dtk, est elle-même un espace de HILBERT si les opérations + et -, 
+, 

+ + 
IF l'élément nul et la fonction ( f ,  g) sont ainsi définies : 

g-$ . .  + -+ -t 

f -k 47 = ( f i  i- g,, ..., fm f gm) ; a . f = ( a  f , ,  ..., a fm) ; 
+ -t -t kv : 0 = (090,  0 )  ; ( f ,  g) = ( f i ,  gi) + ... + ( f m ,  gm). 

La relation entre X et X i ,  Xm,  peut &tre représentée par I'équation : 

R-: ; 8 
% = X I  i- ...+ m m = a e , ~  ...O x,,. 

STONE ne cite pas la preuve, parce qu'elle est élémentaire. 



Le théorème fondamental établi pour la turbulence d'un fluide imcompressible, 
peut Btre étendu directement au cas de la turbulence en fluide compressible. 

Étant donné un champ scalaire-vectoriel aléatoire représentant un écoulement 
turbulent spatialement homogène continu en moyenne quadratique : 

on a pour tout z C Be : 

(uj (x, w) ~ ( 0 ) )  = \A exp (i x) d (EA fj, z) ; 

(0 (x, O) z (O)) = \ exp (i A x) d (EA O, z), etc. 
,A 

L'intégrale qui figure au second membre est une intégrale de STIELTJES complexe . I 

étendue à l'espace euclidien A. 

Ces formules, que l'on peut écrire symboliquement : 

uj (x, O) = exp (i l x )  dEl il); 0 (x, w) = exp (i Ax) dEg@), etc., 
!A A 

résolvent le problème d'analyse harmonique d'une turbulence spatialement homogène 
en fluide compressible, en donnant la décomposition des composantes Uj (x, w), uj (x, a), 
r1I2 (x, O), etc., de la vitesse, des fonctions de la masse volumique, de la pression, etc., 
en oscillations harmoniques simple exp (i A x) correspondant aux fréquences Ai (i = 1,2,3). 

Ces formules peuvent s'écrire : 

(2,4.4 a) p s  (h) = SA exp (i A h) d (EA f)"), IF)); 

(2,4.4 b) p( r )  (h) = \ exp (i Ah) d (EA go<'), @"), etc., 
.A 

formules fondamentales qui nous donnent la décomposition spectrale des composantes du 
champ scalaire-vectoriel aléatoire, des fonctions de corrélation, etc. 

SCALAIRE ET TENSEUR SPECTRAL DE LA TURBULENCE 

SPATIALEMENT HOMOGBNE EN MILIEU COMPRESSIBLE 

Les neuf fonctions : 

(23.1) S)"d (A) = (EA f l ' ,  fp') = 5 A EQ EC EX) 11' . if'* d y, 

sont les composantes du tenseur spectral; la seule fonction : 

S(n (A) = (EA g(r), g(O) = \ E?) Ei() EC) g < 0  . @D* d p, etc., 
*A 



sst le scalaire spectral. Nous pouvons maintenant écrire : 

(,U) h P,,.i ) = SA exp (i Ah) dS?i (A) : 

p( r )  (h) = 1 exp (i A h) dS(r) (A), etc. 
A 

Les tenseurs de corrélation du champ des vitesses, les scalaires de corrélation du 
champ des fonctions de la masse volumique, de la température, etc., d'une turbulence 
spatialement homogène, continu en moyenne quadratique, d'un fluide compres~ible, 
sont des transformés de FOURIER-STIELTJES des tenseurs spectraux et des scalaires 
spectraux, respectivement. 

Les six fonctions Sf'i(A), j # k, sont des fonctions complexes de h à variation 
bornée sur A; les trois fonctions diagonales Sf] (A) sont des fonctions de A réelles, posi- 

' ' ' tives, monotones, non décroissantes, bornées sur A ;  les fonctions SV) (A), S(w) (A), etc., 
fonctions réelles, positives, monotones, non décroissantes, 

: ,  Voici les propriétés élémentaires de ces tenseurs et  scalaires : 

10 la symétrie hermitienne : _ 

Sfi (A) = SEP (h) ; S(r) (A) = S(r)* (A), etc. ; 

pour chaque h et chaque ensemble de nombres complexes Fi (i = 1,2,3), etc., 

Zj,, E j  Sf'i (A) 2 O ; S(') (A) 2 O, 

sont toujours définies positives ; en effet: 
I J .  . . 

40 d'après 

O 5 s y j  (A) 

l'inégalité de 



: - 

. , 

2,6 ' . SCALAIRE ET TENSEUR ABSOLUMENT CONTINU 

La technique, appliquée dans le cas de la turbulence en fluide incompressible, 
peut être étendue directement au cas de la turbulence en fluide compressible. Le cas le 
plus simple et  probablement le plus intéressant est celui où les neuf composantes 
SJ>k (A), Sri (A), de tenseurs spectraux, et les scalaires spectraux S(r) (A), S(w) (A), etc., .- , , 
sont absolument continus dans A, c'est-Adire que les tenseurs et les scalaires de corré- 1 ,  $4 
lation sont les transformés de FOURIER de tenseurs et scalaires dont les composantes 1 2% 

y$ (A), y:>i (A), y(r) (A), etc., appartiennent A L (A) : 

(2,6.1 a) p ~ i  (h) = SA exp (i A h) yri  (1) d A ; . 7: 

, i 
1 -  . - .. - !i:Fp$@ 

- . .<=a- 
(2,6.1 b) . P(D (h) = \ exp (i A h) p(O (A) d A, etc. ; - - - 

. A  
-7 

nous appellerons le nouveau tenseur p$ (A) le tenseur de densité spectrale ; le nouveau 
scalaire y(r) (A), le scalaire de densité spectrale, etc. Les six composantes cpri (A), j # k, 
sont des fonctions complexes, et  les trois composantes diagonales cp:j (A) et les fonctions _ ._,.,: 
p(r) (A), etc., sont des fonctions réelles non-négatives : 

(2,6.2) (A) 2 O ; fp(r) (A) 2 o. 

Voici les propriétés élémentaires de ces fonctions : 

10 la symétrie hermitienne : 

(2,6.3 a) cpTi (A) = rpty (A) ; cp(r) (A) = p(r)* (A) ; 

20 la forme quadratique hermitienne définie positive : 

O("' = Xi,& 5, SE y?,! (A) 2 O ; O(r) = (A) 2 O. 

Introduisons l'invariant du tenseur de densité spectrale : 

(2,6.4) y(.) (A) = x j  92; (A) 2 O ; y(@ (A) = xi y:) (A) 2 O. g& . - - 

Mais <p(U) (A), (A), etc., C L (A), et  nous avons : 

(2,6.5) x j  1 ui ( 2 , ~ )  1' = SA y(") (A) d A ; Z j  1 ~i (x, W) i 2  = SA 9'') (A) d A. 

D'une manière analogue, pour h = O : 

-- 
(2,6.6 a) rlla(x, U) la = ~ ( r )  (A) d A ;  1 W112 (x, W) l 2  = cp(w)(A) d A; 

SA !A 



Aussi, d'une maniére analogue, les fonctions établies dans le paragraphe 2,3 donnent : . 
. . .  2 

gl12 ( X I ,  ~ * 1 / 2 ( x ,  0)  = p(Y) (h) = \ exp ( i  A h)  +:) ( A )  d A ; (2,6.7 a) 
A 

B, ;. 
(2,6.7 b) pi12 ( X I ,  p*l/2 (2, 0) = P(D) (h) = ( exp ( i  A h) ?(@) (A)  d A; 

" A  

avec : 

.- . 

2,7 

2 1 3 1 2  (x, O )  1 = 1 (P(;) (A)  d 1; 
A 

1 p1l2 (x, W )  l 2  = (P (A)  d dh, 
SA 

( P ( 3  (4), rg(B) (A)  E L ( A ) .  

ENERGIE CINETIQUE ET l&ERGIE INTRIN&QUE 
. . -4 

C - 
Considérons dans l'espace X une (( boite )) B telle que le volume de cette boîte soit 

C - $- ' * - -. $. : Pour l'échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant à w, l'énergie ciné- 5 _ 
- . tique du fluide contenu dans B est égale à : , .  - Y 

- +. 
2 

(2,7.2) E (a) = SI xj Uj (x, 0) 1' dx = ' 2 \ " d i  Y (x,  0) U j  (x, o)l dx. t 

La moyenne statistique de l'énergie cinétique du fluide contenu dans la 
est donnée par : 

(2,7.3) ~ i ; i = \ ~ ~ ( o ) d ( 1 = ~ \ ~ [ \ ~ x ~ i ~ j ( x . ~ ) 1 ~ d x ] d d -  

* I  Avec le théoréme de FUBINI : 
. -. 

mais diaPr& l'équation (2,6.1 a) : 

(‘A7.5) \ n l U j ( ~ , ~ )  12dp= PM(()) = \ A x j r p p ( ~ ) d ~ ;  . 

ainsi, le membre de droite étant indépendant de x et avec l'expression (2,7.1) : 

boîte B 



-,. . q$.: 
y": . . 
n w  ,; c Cette valeur est complètement indépendante de la forme et de la position de la 4;-- . - .  
u, - boîte B dans l'espace X. Ce résultat justifie le nom de tenseur de densité spectrale de 

1 g .  , . l'énergie cinétique x; la grandeur - p(u) (A) d A représente la contribution, à la valeur sta- 
$ . 2 
4 tistique moyenne de l'énergie cinétique du fluide compressible, des fréquences 
. -  1 Ai [ (i = 1,2,3) appartenant au parallélépipède infinitésimal de centre A e t  de volume 
C 
. - 

r r. dA= dAldA2dA,. 
&:+ 

n .. Pour l'échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant à a, l'énergie ciné- 
- ' tique du fluide par unité de masse (et par unité de volume) contenu dans B est égale A : ' -  

S .  ' 

(Z7.7) 
1 

~ l ( a )  = 2 1: xj 1 U j  ( ~ 3 0 )  l 2  dxi 

. , 

. finalement nous obtenons : 
Lm 

8 3 Dans le cas où les variables aléatoires et  uj sont statistiquement indépendantes, 

- nous obtenons (CRAMER [3 (2)], théorème p. 173) : 

= 1 1 p(Z) (A) d A . \ $ 4  (A) d A. 
2 A A 

Pour l'échantillon du champ scalaire-vectoriel correspondant à a ,  l'énergie 
internée du fluide compressible contenu dans B est égale à (avec c, = const.) : 

Nous pouvons appliquer la même technique et nous obtenons : 

Ei (0) = CU \ (A) d A. 
A 

Ce résultat justifie le nom de ((scalaire de densité spectrale de l'énergie intrin- 
sèque )) ; c, cp(r) (A) d h représente la contribution, à la valeur statistique moyenne de 
l'énergie intrinsèque du fluide compressible, des fréquences 1 Ai [ (i = 1,2,3) appartenant 
au parallélépipède infinitésimal de centre A et de volume d A = d Al d A, d A,. 

2,s REMARQUES SUR LES TENSEURS DE CORRELATION ET SPECTRAUX 

EN TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGÈNE 

DANS UN MILIEU COMPRESSIBLE 

Il y a une différence fondamentale entre la cinématique et la dynamique de la 
turbulence dans un milieu incompressible et dans un milieu compressible. La condition 
d'incompressibilité se traduit par une relation entre les dérivées des composantes de la 
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, . - .  
. . 

vitesse; la question est ouverte de savoir si cette condition est une condition dynamique 

TENSEUR DE CORR~LATION 
ET TENSEUR SPECTRAL DU TOURBILLON 

(invariance de la masse volumique par rapport au temps), ou une condition cinématique 
(une relation entre les dérivées des composantes de la vitesse) ou encore, non seulement 
une condition dynamique, mais aussi, simultanément, une condition cinématique. Cette 
condition, prise comme une condition cinématique, a été utilisée par J. KAMPÉ DE FERIET 
[5 (1,2,3)] pour obtenir une forme cinématique des tenseurs (de la vitesse) de corré- 
lation et spectraux. Dans le cas d'un fluide compressible, il n'y a pas de telles restrictions 
ou le choix de possibilités. La condition de la conservation de la masse est seulement la 

, la condition dynamique. Il n'y a pas de condition cinématique. 

, En conséquence, chaque tenseur vérifiant les équations (2,6.3 a) (symétrie 
hermitienne) et (2,6.3 b)  (forme hermitienne quadratique, définie positive) peut être, du 
point de vue cinématique, choisi pour représenter le tenseur spectral des vitesses en 
turbulence spatialement homogène dans un milieu compressible. On peut faire des 

- remarques analogues pour les scalaires spectraux. 

Nous supposerons, dorénavant, que le champ scalaire-vectoriel aléatoire station- 
naire satisfait aux conditions plus restrictives : pour un échantillon quelconque, les 
trois composantes uj (x, w) sont des fonctions continues de x, ayant des dérivées 

' ' continues (en xi, i = 1,2,3) jusqu'à l'ordre 4; dans ce cas, non seulement cpjfk (A) E L  (A), 
mais encore : 

KpcpFL(<*(A)rL(A); K L x i ~ : ;  

i = 1 , 2 , 3 ;  p=O,1 ,2 ,3 ,4 .  

Soit v (x, a )  le tourbillon du champ de vitesse u (x, w), c'est-à-dire : 

+ -f + 
v (x, W) = C U ~ I  u (x, 01, (= rot u (x, w)). 

v; ; - Les composantes de v (x, a ) ,  soit ü j  (x, w) ( j  = 1,2,3), sont : 

y.; > 1 
+> (2,9.2 a) 

>;:+ VI (x, a )  = rh,x, - &,x,, 
Y .  ' ' 
L 4 

LI-.'. : 
>A? :. avec les expressions analogues pour v, et v3. Introduisons le tenseur de corrélation du 
6% - - tourbillon : 
g 1. :. ' 
S. ' :  - - 

: , , G9.3) vj (XI, a )  UF (2, a); 
li . . , . .  " < ,  

ombinaisons de termes de la forme : 



3 ?-' 
- - obtenus en dérivant les composantes du tenseur : 
L:.ti' . 

,, 4 - 
C 

p)t* (h) = \A exp ( i  A h) ipyL (A) d A, 

--L,+' 

. par rapport à x; et x,; la dérivation sous le signe somme est légitime à cause de l'hyp6-' -. :-:;$$ 
,?-.< '-- ' . I rL;, 
7 ,  . thèse (2.9.1). Introduisons le tenseur de densité spectrale du tourbillon : +. '-+y=-~ . - 

(2,g.S) 

et son invariant 

vj ( X I ,  W )  u; (x, W )  = exp ( i  A h) +j,k (A)  d A, 
SA 

hC *:, 
P. ' 
k- . . E n  notation générale nous pouvons écrire : 

.- 
2' . i 

. * - - . (2,9.6 a) 
:'i ' . vj (2, W )  = Um,n (x, w) - Un,m ( X t  a ) ;  m # n ;  m ,  n f j ;  
2- - 

k' . . Introduisons le produit vj ( X I ,  o) V ;  (x,  w) : 
,;>- - 
F, . (23.7) vj ( X I  0) V! (x,  O )  = um,rln ( X I ,  a)  uE,m ( ~ 9  

avec : 

LJ" i 

m , n # j ;  p , r # k ;  m # n ;  p # r .  

On obtient pour la moyenne statistique de l'expression (2,9.7) avec : 

7 - g - et avec l'expression (2,9.4) : 
55.; 
*. 5. C2,g.g) uj ( X I ,  w )  v; (x ,  a = exp (i A h) [A, A, ~ p f i , ' ~  (A)  
.- .. !A 

P.. . ,  
ii-";,=;- ' - 
ni.. . 

+ Am Ap ipnlf! (A)  - An Ap '~2,'~ (A) - Am Ar <p!fP (A)]  d A- 

Considérons l'énergie tourbillonnaire par unité de masse (et par unité de volume) 
B. - - 
":. . du fluide compressible contenu dans une boîte B de volume unité : 
k i  

J (a).= Sv uj (x ,  a )  l 2  dx. 

S .  ' .  

g. -- Avec l'expression (2,9.7) nous obtenons la formule : 



D'une manière analogue, introduisons, pour l'énergie tourbillonnaire de dissipa- 
tion par unité de masse (et par unité de volume), l'expression : 

JB (O) = Sv [x i,k Ui,k Ui,k * - xi,k Uk,i Utk] dx- 

Et, d'une manière analogue, comme dans le cas de l'énergie cinétique, nous 

I obtenons, pour la  moyenne statistique de l'énergie tourbillonnaire par unité de  masse 
(et par unité de volume), l'expression : 

Cette formule peut être mise sous la forme : 

I (2,9.14) ~i;i = SA [K. (A) - ~i AX (PK] (A)] d A. 

D'après les équations (2,7.6), (2,7.8) et (2,9.14) nous obtenons: 

Au) (A) d A] 1 ( [ K2 ~ ( u )  (A) 

El (4 
j-i;i - i [SA 9(") (A) d A] 1 SA [K. T@) (A) 

J - ,  Alors : 
,- 

- 
. - - 

': : ' 1. (2,9.15) -- " L2; 
T I  \ 

A - . - . . L et  LI sont des longueurs qui, du point de vue statistique, mesurent les échelles ,< 9 
moyennes des tourbillons présents dans l'écoulement turbulent. 

C 

4 

La moyenne statistique de l'énergie tourbillonnaire de dissipation par unité de 
, .masse (et par unité de volume) est : 

J. ;. " .  



CHAPITRE III  

. - 1 
. . 

DYNAMIQUE DE LA TURBULENCE . . 

POSITION DU PROBL&ME 

L'introduction des fonctions aléatoires stationnaires nous semble avoir fait faire 
- 2 ; :  ,- un progrès à la description purement cinématique du champ des vitesses, de la masse 

.l 
, .: . volumique et de la  température à un instant donné t dans un écoulement turbulent .- < , 

spatialement homogéne du fluide compressible. Mais pour utiliser la même idée en 
.- .: dynamique qu'en cinématique, nous devons introduire des champs scalaires-vectoriels 

aléatoires dont les composantes : 

- sont des fonctions aléatoires de x et  de t, c'est-à-dire des fonctions définies sur l'espace- 
, produit X x R x a, où X est l'espace euclidien à trois dimensions dans lequel se meut 

le fluide compressible, R l'ensemble des nombres réels, - M < t < + .o, et un espace 
de mesure (Q, S, p) ; nous supposons O choisi au hasard dans 0 avec la loi de probabilité 
(1,1.6); chaque échantillon, correspondant à un O, particulier, O,( a, définit une 
« expérience » dans laquelle les trois composantes du champ des vitesses et  les compo- 
santes du champ de la masse volumique, de la température, sont supposées connues pour 

. chaque point x C X à chaque instant f C R. 

Toute grandeur physique dépendant d'un fluide compressible (composante de la . - 
vitesse, masse volumique, température) sera une fonction aléatoire du type [2], [5 (1, 2)] : 

. , 

(3,1.2) f (x, t, 4, 

dépendant de l'expérience particulière (w), dans laquelle la mesure est faite, et, du moins . 

en général, de la position x et du temps t. Nous supposerons toujours que : 

.:, . k. (3,1.3 a) 11) (x, f, O) ( j  = 1,2,3), g(:) (x, t, a) ,  g@) (x, f ,  w) C L4 (Q) ; 

P.:- g(B) (x, t, a )  ( L3 (Q) pour chaque x ( X et t ( R ;  

ce qui implique, d'après l'hypothèse p (Q) = 1, que : 
. . . . 
. , , (3,1.3b) (x, f i  O) ( j  = 1,2,3), g(:) (x, t, w), g(e) (x, t, w) c L~ (Q) ; 

* .  



Pour chaque grandeur de ce type, nous aurons à considérer la moyenne statistique : . . 

et pour chaque couple de grandeurs physiques de ce type : 

Ces moyennes statistiques sont en général fonctions de x et de f et de x' et f, 
respectivement. Le principal objet de la théorie statistique de la turbulence est de 
découvrir les relations existant entre quelques-unes parmi les plus importantes de ces 
moyennes statistiques. La question qui se pose est la suivante : quels sont les rapports 
entre les valeurs d'une moyenne statistique en un même point x à deux instants différents, 
disons O et t : f (x, O, w) et  f (x, t, w). La seconde moyenne est-elle, au moins pour f 
positif, pleinement déterminée si nous connaissons la première [2] ? 

D'une manière analogue, comme dans l'écoulement d'un fluide incompressible, 
l'hypothèse la plus naturelle semble être la suivante : pour chaque expérience, c'est-à-dire, 
pour chaque w C Q particulier, uj (x, t, a )  ( j  = 1,2,3), W (x, f, a), 8 (x, t ,  w) satisfont pour 
tout x C X et tout t C R (ou tout au moins pour f > O), aux équations de la dynamique 
des fluides, considérés comme un (( continuum », c'est-à-dire, aux équations de NAVIER- 
STOKES pour un fluide visqueux compressible : 

ln ln 

(3,1.6 b)  o,t + xi (O u ~ ) , ~  = O ; p = R e ; R = const. ; 

CV [G el,, + 2, (: e s),i] = - R (O e) uiPi 

+ (h T,i)ii + xi,j pij Ui,j ; 

Pij = B [(ui,j + uj.i) 

.. ' 8 :.i;$ 

. \ .  - * .  

1 %; 8;;: , .; , . . (3,1.6 . d) 
:i!;''.;,, . . 

lg;: . 
S.?. . 
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: -,.7-- , .  
. . . , 

. . 
kr - ..... -.. , - . A la section 2, nous avons fondé la description du champ des vitesses, du champ 
.hi ;.-. 
;;.y . ... de la masse volumique, etc., dans un écoulement turbulent a un instant donné, sur 

ypothèse que toute propriété statistique était invariante par une translation quel- 
que dans l'espace X (turbulence spatialement homogène). D'une manière analog 
me dans l'écoulement d'un fluide incompressible, nous admettrons que, pour les 

fonctions aléatoires, uj (x, f, w) (j = 1,2,3), W (x, t, w), O (x, t ,  o) satisfaisant aux équations 

.- scalaire-vectoriel aléatoire est stationnaire (par rapport à x) au temps f = O, il peut 

- , , ,  



S.&;: -' ..- . . 
F* ., . ':<:?a 

~%i.r . - . . rester stationnaire pour chaque instant t positif; dans ce cas, nous aurons, en appliquant # ~ ~ : , ~ { , ~ ~  e- 8 s7 :., : ' 8 .  

, , :  à chaque instant t positif, les formules : , * .  S.,,: . -. - 

7,: 
, .-'. -';:;-$ 

(3,2.l j j (x, t, ) = U j  ( t )  Uj (x, t, O) = Uzj (1); , - ... - .L% 

- . .A.' 

uj (XI, 2, w) u,+ (x, t, o )  = (h, t); h = x' - x, etc.; 
. 

r1l2 (XI, t, a )  r*112 (x, t, CO) = p(r) (h, t), etc. . . 

Si nous faisons 19hypoth&se supplémentaire que les tenseurs et scalaires 
, S(r) (A, t), etc., correspondant au tenseur de corrélation pFl (h, t), et 
ation p(r) (h, t), etc., sont absolument continus, nous pouvons, pour chaque t 

' 

':.;:d 
. 2  ?,,a 

ositif, introduire les tenseurs et les scalaires de densité spectrale cp?k(A, t), rpj$(A, t), . ::;y:'c 
- , *ji 

cp(r) (A, t), etc. : -11 . 
. 2 
. , 2 .r 

, ; .?.. 
- .  . - . - 

p~ (h, t) = SA exp (i ~ h )  rpti (A, t) d A; 

p ( 0  (h, t) = SA enp (i Ah) rp(O (A, t) d A, etc. 

R- < I *' 

-, Fi, e Les moyennes statistiques de l'énergie cinétique E et El, et de l'énergie tour- - .  . , 

5: - billonnaire du fluide contenu dans une boîte B, sont respectivement : $ 

c- # 

- - 

(3,2.4 b) J (i, a )  = SA Ji (A, t) d A = SA [KP p(') (A, t)- EisX Ai AIC PE: (A, t)] d A; 

$- , 

@ d'une manière analogue .- 
-- 

E~ (t, a )  = L rp(r) (A, t) d A, etc. 

Nous allons établir des équations fondamentales liant la variation de la moyenne 
de l'énergie cinétique à la moyenne de l'énergie tourbillonnaire et  à la grandeur Ei. 

Multiplions les trois équations de NAVIER-STOKES (3,1.6 a), respectivement par 
' 

u,, u,, u, e t  additionnons les résultats, avec addition et soustraction de l'expression : 



1 sur le membre de gauche de l'équation (3,1.6 a); nous avons : 

(392.5 c) CU [ ( O  0),t  + xj (o" 0 uj),j] = - R xi ( O  8) ui,i + ( A  T,i).i + x i , j  Pij Ui,j. 

-. 'è, 
Dans le système (3,2.5 a, b, c) nous opérons avec des grandeurs réelles; utilisant les . 4  - ,a  

équations (3,1.6 d)  et  (2,9.12) avec toutes les fonctions réelles, nous obtenons après . ;$ - intégration par rapport à x dans une boîte B : .- - . - .  . L 

(32.6) Sv Pij ui,j dx = JP (07 t )  + l 4 - I  ' 3 

. . 

Intégrons le système (3,2.5 a, b, c) par rapport à x dans B et par rapport à w 
dans C l ;  nous avons : - d 

1 -- 
(3,2.7 a)  S S n [ \ v J j ( 0 1 / 2 ~ j ) 2 d ~  d p = E ( t , o ) ;  

&-: . ., . - 

f . ' (3,2.7 b) \, [ S v  (8  e )  ui,i dx] d p = w ( f ,  a): &* , 
g ;  

1 (3,2.7 C )  1, [k P ui,j uj,j dx dii = ZI ( f ,  a ) ;  

' f3,2.7 d )  \, [Sv P uj,i ui,j dx 

S .  . . /  La contribution des termes : 
, . 

:: +-- . - 1- 

5' . . '  , . est nulle; en effet, appliquant la formule de GREEN, S étant la frontière 

par suite du théoréme de FUBINI, le membre de droite est égal à : 

C .  

h .  - - .  . . - I Rj 8 U: uj d 0. 

-, 
- Mais la turbulence étant spatialement homogène : 

de la boîte B : 

W ( X ,  t, O)  U S  (x, t ,  W )  U j  . . (x,  f ,  O )  = ~ i i j  ( f ) ,  
, . 



puisque la moyenne doit être indépendante de x; donc : 

d - ---- 2- 
- Ei (t, a )  = Jg (t, w) - R W (t, w) - 3 Zl (t, a) + 2 Z, (1, w), .: (3,2.8 c) dt 

d d- ... - -  

di [E (t, w) + Ei (t, a)] = di H (190) = O, 
..?,a-: 1 (32.9) .. . :a . .- .,:.' ... 

,, - .- : .- ' - ,  - 4 
.. - .,(,. 

oh H (t, w) (somme des énergies : cinétique est intrinséque) est parfois appelée l'énergie 8> ....: , .Cr* , 
cinétique totale. On en tire que M et  H sont indépendants du temps 1. Ces résultats -Y  . .  . .. N:.. . 

semblent être complétement nouveaux. ..,L.r : 
. +  .i.i,. A i  . 

-3 - p.- .' 
5. - -  F- ' 

3,3 INDEPENDANCE STATISTIQUE 

k 
+ En principe, la physique expérimentale admet que, dans l'écoulement d'un fluide z., . 

compressible, les fonctions aléatoires %(x, t, w), uj (x, t, a), f3 (x, t, a) ,  8 (x, f, w), etc., sont 
l liées statistiquement (dépendance stochastique), en particulier si les points de mesures 

y- 
expérimentales en question sont proches les uns des autres. Mais, d'autre part, si on . I 

s1 
maintient l'idée de dépendance statistique, il n'est pas possible de progresser partir du 

Y +  point de vue mathématique. En général, on a (CRAMER, [3 (2)], pp. 263-265 équations 
8, 
<< (21,2.2), (21,2.4), (21,223)) : 

E (5 q) = E (E) E (y) + p al 0 2  = E (E) E (q) + pli ; 
où la signification des symboles est: 

< .  
E (E?) : la moyenne statistique (valeur moyenne, espérance) d'un produit l- . 

de variables aléatoires 6, ; - 
P : coefficient de corrélation des variables 5 et y ; 

ai (i = 1,2) : écart moyen centré quadratique d'une variable aléatoire E, q ; - .  
\ = 

: moment centré d'ordre 2 (appelé souvent moment d'un produit . . - .  
Pl1 

du second ordre) : e 

1 = E ( E  - ( - 1 )  ; ml = E (E) ; m2 = E (y). 



. ,  
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Si on peut, par un procédé de développement limité, donner une approxi- 
Y - 

mation de l'expression (3,3.1), le produit E (F) E (u)) peut être considéré comme la 
première approximation de E (5 u)). Avec cette hypothèse, considérons comme 
statistiquement indépendantes les fonctions aléatoires q t ,  a), uj (f, a )  et fi (t, a )  dans 
les expressions (3,2.8 a) et (3,2.8 c). Nous obtenons ainsi : 

2-- -- + 3 p (t. a )  zl (t, a )  - 2 fi (t, a )  z2 (1, ;) + R W (f, a )  ; 

On voit l'avantage de n'utiliser que les valeurs réelles de uj (x, t, a )  puisqu'on 
peut prendre dans ce cas : 

d.*Lr 

Développant le membre de droite de l'équation (3,3.4), utilisant les expressions . 
IF 

, , (2,7.8), (3,2.1), (3,2,4 b) et le troisième axiome de REYNOLDS : 
. L "- 

; 1 
-- C L  F . 

- - -  - 1  3 ,  d 
. . 3 = f . 9 ; E ( (t, a)) a (1, a )  = ~ ( u )  (A, t) . N;' (t) . a Nl (f) d A, 

et  avec quelques transformations élémentaires, etc., nous obtenons, tous calculs faits : 

w l  3 d 
. , (3,3.7 a) 0 (A, t) = ùt q(u) (A, t )  + [N;' (f) , N, (t) + 2 v (t) KZ] q(u) (A, f) + N (A, t) ; 

p.; - .  - 

(3,3.7 b) N (A, f) = 2 v (f) [- Xi,, h hr TC! (1, t) 
. ,  ' 

2 - q(z1) (A, t) + 2 ip"J (A, t)] - 2 R N;< (1) 9") (A, 1). 

L'équation (3,3.7) est l'équation fondamentale de l'énergie pour le spectre y(") (A, t) 
' 

. ' -- 

dans la turbulence d'un fluide compressible. D'une manière analogue, comme dans 
i'écoulement d'un fluide incompressible, nous appellerons (A, t) la fonction balance, car 

; pour les fréquences Ai (i = 1,2,3) contenues dans le parallélépidéde infinitésimal de ,- - -t 
,..;:$J Ume dA, 8 (A, t) donne la balance entre l'énergie cinétique par , .. ., ; $& et l'énergie dissipée par la viscosité et par le travail de dilatation, pour les 

nnaires correspondant A ces fréquences. La condition (3,3.7) est la . '- . : ' . 

à laquelle doive satisfaire la fonction balance. 
. > 

. . 

_ ,  . .  , ' . 7 .  

. . 
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EVOLUTION DU SPECTRE DE L'ENERGIE * . ,;,, ~..-." .:g:!:'.r . .. .. .+ 
.A -;-,.<-$ 
-,, " -<=- . , 

- POU; déterminer l'évolution du spectre de l'énergie par unité de masse cp(u) (A, t) -:' .>- ~2 
V) 

nction du temps, nous aurions besoin de connaître la fonction balance O 
, .-T, L'hypothèse la plus naturelle que l'on puisse faire, c'est que (A, t) = O. Ce qui signifie 

l'énergie cinétique par unité de masse des fluctuations correspondant aux fréquen 
i = 1, 2, 3) contenues dans un compartiment infinitésimal d A, est directem 

dissipée par viscosité et  par travail de dilatation et  transformée en chaleur; il n'y 
uctuations de fréquences différentes. Avec cet 

la grandeur N (A, t) est connue, la solution 
l'équation (3,3.7 a) est: 

t 
y(.) (A, t) = - exp (- ~ t )  [\ N (A, s) exp (AS) ds - <pi:) ; 

u O 

d 
A = A (K, t) = N;' (t) a N1 (t) + 2 v (t) K2 ; 

- ).."<-, 
2 1 

- .- . . y-  y.- . a! - . 
c p ( @  (A, O )  = cp?' (A); - . ..t ;i -J , ,., .-. 

, . - .;:.;.'! . - ,. /.. 
soit S une sphère de centre O et  de .rayon K dans A, posons : . .,* , . ,- . . - . .  - . -  

où ds désigne l'aire sur la sphére unité (angle solide) ; comme on a : 

Rr 

'4 
(3,4.2 a) 

$:- , 

2,' l'équation (3,2.4 a) s'écrit : 

El (t, w) = - Ka e (K, t) dK. : \Om 
*.- ;< - 
r! On peut interpréter Ka @ (K, t) dK comme la contribution, à l'instant t, à la 
: r- 

.II ._ moyenne statistique de l'énergie cinétique par unité de masse, des fluctuations dont les 
- 

fréquences 1 Ai 1 (i = 1,2,3) sont telles que : - - - .  - .  
L i  
8 .  . - (3,4.4) K < (A: + 1: + h~)ll2 < K + dK. $. 
- 
:-:- Avec ces notations et avec : 
? - 

d (K, t) = \ N (A, 1) ds, 
Cr 
1-+ a.: (3,4.5) e, (K) = \ ?pl (A) ds ; 
a; 
t=- 1 ,y 
9; : l'équation (3,4.1) donne : 
c.>-. 
+y-, 
th.- . (3,4.6) @ (K, t) = exp 1- A (K, t )  fl1 (K) 
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Il est difficile d'aller plus loin sans renseignements sur la forme des 
, t) et 8 (K, t). A titre d'exemple, supposons que ces fonctions puissent être .'';. 

développées en séries de TAYLOR au voisinage de t = O et ne conservons que les premiers -:s . G 
termes : , z 

A (K, O) = A, (K) ; 3 (K, O) = No (K). . - 3 - .,7 

B" L'expression (3,4.6) donne alors : 

1. - (3,4.7) Q (K, t) = Q, (KI exp (- A, t) - N, (KI A ; ~  (K) . (1 - exp (- A, t)). 
8, . 
9- 
p : Cette relation montre que l'énergie cinétique des petits tourbillons (K grand) se 5 

ir., 

,-2 
dissipe beaucoup plus rapidement que celle des grands. Pour donner un exemple connu, 
prenons pour spectre initial [5 (2)] : -4 
(3,4.8) <D =A"'K" 

tl 

' Pondant à la loi de LOITSIANSKY dans le cas de la turbulence en fluide incomp 

temps, mais seulement des fréquences des fluctuations : 

. - V1 V> e (A, t) = e (A). . : 

.(3,4.1) avec le terme additionnel : 

0 (A) exp [-A (K, 1) t] 1: exp [A (K, r )  r]  d r. 

(( loi universelle » pour le spectre de l'énergie sont données dans (BLANC-LAPI 
p. 618). Pour une approximation pratique, on peut tenter de résoudre l'équa 



TENSEUR DE CORRELATION PARTICULIER 

D'UNE TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGÈ~NE 
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La dynamique de l'écoulement d'un milieu compressible permet de tirer certaines '-,' ,?: L?] . . 

 conclusions au sujet de la forme d'un tenseur de corrélation particulier, pjpk (h, t) d'une ,.-.:. :gGi$ 
.-.- :$i 

turbulence spatialement homogène d'un fluide compressible. Bien que ce genre de tenseur - . -. . A  . : ,. .:,4 
de corrélation ne se présente pas dans les considérations précédentes, il peut servir de 

-,;,,f::j 
.4, - guide pour discuter les formes d'autres tenseurs de corrélation. Pour chaque échantillon , ..,_F..7 

du champ scalaire-vectoriel d'un écoulement d'un fluide compressible nous devons avoir : ;, ' CL 
; h . - - , . ;; . .C>  

3 V> . ;.L . x,, [o (x, f, a )  uk (x,t9 O)] = -O,& (x,t, 0 )  ; -- .-?;>; 
' .  i.. 

. < , . :.~.:; z. .?Y5 - 
.., . 8): 

- ? .'., 
3 , , A _  

\ I .. 
xkG["o(x,f,o)~:(x,f,w]=-8*,f(x,f,o). . - --: ..- . 

Multipliant l'équation (3,5.1 a) par W (XI f, O) uj (XI, f, O) nous obtenons : 

Z (XI, f, O) z l j  (x', t, O) 0* (x, t ,  W) uk (x, t ,  O) 

= S. f::) (Th w, f) fk)* (O, f) d P = p i 3  (h, 0 ,  

avec : 

(3,5.2 a) o (x, f, O) uj (x, f, w) = p(x, f, O) = W )  ( T ~ o ,  t). 

Naturellement, on doit avoir : 

(x, f, a )  ; uj (x, f, O) C L4 (Q). 

Par conséquent, nous écrivons : 

avec : 

D'une manière analogue, multipliant l'équation : 

*y (3,5.4) 2. 3 [8 (XI, f, O) U j  (XI f, w)] = - <n w,t (XI, t, a),  
I ~ X ,  - 

?.  par o* (x, f, o )  U P  (x, f, O), nous obtenons : 

3 xj an, p f i  (h, f) = - 1 , t  (XI, 1, o )  t* (x, f ,  O) uf (x, 1, a).  



Il est intéressant de noter que les équations (3,5.3) e t  (3,5.5) ne sont pas 
indépendantes. Multipliant l'équation (3,5.4) par 27 (x, f, w) nous obtenons : 

3 3 En dérivant l'équation (3,5.3) par rapport à = nous obtenons avec 

l'équation (3,5.6) : 

3 "7 

(335.7) xi,* FhFKi pj$ (h, t) = - o,i (XI, t, a )  zf (x, f, o )  = - pz(:) (h, t). 

D'une manière analogue, multipliant l'équation (3,5.1 a) par W,t (x', t ,  o)  nous 
obtenons : 

3 3 E t  dérivant l'équation (3,5.5) par rapport à = - ,  nous obtenons avec 
3 xk 

l'équation (3,5.8) : 

3 
(3,5.9) d i , *  3 - hi - -  3 - hk Pi,x 'Pl ( h, t) = - pz(:) (h, f). 

L'équation (3,5.9) est identique à l'équation (3,5.7). Si nous faisons l'hypothèse 
supplémentaire que les fonctions aléatoires 6 (x, t, w) et ui (x, f, o )  sont statistiquement - 
indépendantes, nous pouvons trouver l'expression pour le tenseur (h, t). 

A partir de l'équation (3,5.9) e t  avec le scalaire de corrélation (h, t) : 

W (XI, f, a )  z* (z, f, a )  = pi(:) (h, t ) ,  

et avec quelques transformations élémentaires, nous obtenons : 

" 
(.u) h, t) = (- pl(:) (h, 1))- 

1 Y --- d i , *  2 hi 3 h* h.* ( 

Dans le membre de droite de l'équation (3,5.11) nous avons un produit scalaire de 
deux tenseurs; par conséquent, nous obtenons une analogie entre les équations 
(3,5.9) e t  (3,5.11). 

3,6 TENSEUR SPECTRAL PARTICULIER D'UNE TURBULENCE 
SPATIALEMENT HOMOGÈNE D'UN FLUIDE COMPRESSIBLE 

A titre d'exemple, considérons seulement le tenseur pj:i (h, t). Nous supposerons 
dorénavant que le champ scalaire-vectoriel aléatoire stationnaire satisfait aux condi- 
tions plus restrictives suivantes : pour un échantillon quelconque les trois composantes 
uj (x, t, w) e t  W (x, f, a )  sont des fonctions continues de x, ayant des dérivées continues 



:a:<? 
(en xi, i = 1,2,3) jusqu'8 l'ordre 4 ; dans le cas en question il est suffisant de supposer :., ->= 

l'ordre 2 ;  mais par analogie avec les considérations du chapitre 2,9, nous pouvons ' ;.'' 
; 5 

prendre l'ordre 4. Dans ce cas, non seulement cpf'i ((A, t) C L (A), mais encore : 7 - 4  
8 4 . , . . 

I 

(3,C.l) ~Q<p:fk(h , t ) (L(A);  P=O,1,2,3,4.  

Des équations (3,5.7) et (3,5.9) nous tirons d'après l'hypothèse (3,6.1) : 
. - 
..I.' 

b2 --. \ exp (i 1 h) [EjJ ~j AX cp;:i (A, t)] d A 
' -  5; (396'2) zj,k-ThFk P ~ A  (h, = - 1\ . I . :  ... 8 rd r - 

. , . S .  . . -  5 . j  
= - 1 exp (i A h) qr(" ((A, t) d l ,  , I  2 r .  

A .: :;$ 
, -  -F  

(A, f) étant une fonction réelle, non négative. ' - &  . ., - 
. . -' =:4 

Comme cette relation doit être satisfaite pour tout h, nous obtenons pour le ..: ' .  . ,  - 
. ? '; 

,i' tenseur de densité spectrale cpjg'(A, t) une condition : 
L' . 
L ,  

' '.<' ... 
(3,6.3) Y 1 j  ~k ~ : f k  (A, t) = f q,(') (A, t). , - d j , k  <. ". 

I . . > .  
, :  

Un des principaux avantages de la substitution du tenseur de densité spectrale, 
qjfk (A, t), au tenseur de corrélation pjfk (h, t), dans la théorie statistique de la turbu- . - .  - 
lence homogène d'un fluide compressible, est le fait que l'équation aux dérivées ' . .I 

-- . 
partielles (3,5.9) est remplacée par la condition algébrique très simple (3,6.3). 

En  résumé, le tenseur de densité spectrale, cp$ ((A,i), de la turbulence spatialement 
homogène d'un fluide compressible possède les propriétés caractéristiques suivantes : 

a) symétrie hermitienne : 

qjYL (A, t) = TL!" (A, t); 

b) pour chaque ensemble de trois nombres complexes ti (i = 1,2,3) : 

(3,6.3 b) @ = E j ,  g:Sr (h, f) 2 0, 

0 est une forme quadratique hermitienne définie positive; 

c) pour chaque ensemble de trois fréquences réelles : 

La forme la plus générale du tenseur de densité spectrale, cp:$ (A, f), satisfaisant 
$- 4 à ces conditions, est donnée par : 
5-\ , : 

(3,6.4) cpjg (1, t) = Aj (A, t) At (A, t) + a j  (A, t )  a; (A, t )  + bj (A, t) bk (A, t), - \ 



l 
' a l  

. A 

où aj (A, t )  e t  bj (A, t )  sont les six composantes de deux vecteurs complexes arbitraires, 
orthogonaux au vecteur fréquence Aj et orthogonaux entre eux : 

7 :  

l (3,6.5 C )  2, aj (1, t )  b; (A, t )  = xj (A,f) bj (A, 1) = 0. 
,':,3 
. I 

Le vecteur Aj (A, t )  doit satisfaire aux conditions : , . 
. . , '  

Ai (A, t )  = Ai K-2 x (A, t )  ; x (A, f )  x* (A, t) = (A, i ) .  . .- ,i 

Par conséquent, les deux vecteurs complexes arbitraires sont orthogonaux au 

2, Af (A, t )  aj (A, t )  = rij Aj (A, t )  a: (A, t )  = 0 ; 

2, Af (A, 1)  bj (A, f) = Ej Ai (A, t )  by (A, 1) = 0. 

A' (A, I) = xj Aj (A, t )  Af (A, t )  = K-' 'PZ( ' )  (A, f )  ; 

a2 (A, t )  = Xi Uj (A, t )  af (A, t )  ; 

b2 (A, t )  = rij bj (A, t )  b j  (1,q. 

Naturellement, il existe la relation : 

A2 (A, t )  = K-2 x (A, t )  x* (A, t ) .  

Il y a lieu de faire quelques remarques préliminaires. considérons un vecteur 
de colonne, X, et son transposé, c'est-à-dire, un vect.eur horizontal, XT : 

Évidemment, les longueurs des deux vecteurs X e t  XT sont données par : 
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Considérons une matrice unitaire : 

(3,6.9) u=~Iaj,kII; U * T U = U U * T = U - l U = U U - l = I ,  -- 

l&, U-l étant la matrice inversée de la matrice U et 1 étant la matrice d'identité : 
3 - 

1 = 1 / 6j,k I l .  D'après les aspects caractéristiques du produit de deux matrices 
fj 

.;r g: * #  2 
C = B A, A = / i  aj ,k  1 1 ,  B = 1 '  bj,k 1 1 ,  nous obtenons : , '1 ET-' - j 

Une matrice est unitaire si e t  seulement si : 

(3,6.11) 2, aFj xr,k = a,,; Er aj,r sj,k ( j ,  k =1,2,3). 

Considérons une transformation unitaire et  l'inverse de cette transformation : 

(3,6.12) Y = U X ;  X = U - l Y = U * T Y .  

Les composantes de deux vecteurs Y et X sont données par : 

(.3,6.13) ?j=draj,rF; V tiZLu,a:jYjr, V 

La longueur du vecteur X (Ej) est invariante dans une transformation unitaire : 

Y*' Y = (UX)*T UX = X*' U*' UX = x * =  X. 

Considérons la matrice. 

(3,6.15) 

et le vecteur de colonne : 

les fréquences étant les nombres réels; 

Considérons une matrice unitaire, U, satisfaisant au deuxième système des 
conditions (3,6.11) avec : 

L = 

, 

Ul,k = K-l hk. 

NOUS avons : 

A l  

h, , avec L = L*, 

1 3  



Aussi bien, les composantes de la matrice unitaire doivent satisfaire aux condi- 
tions : 

lo les composantes u2.k et U3,k devront être les composantes des deux vecteurs 
complexes de longueur unité : 

20 orthogonaux au vecteur al,k (A, t) : 

(3,6.20 b) Er a,,, a?. = a:,, a:, = O ( j  = 1, k = 3; or : j = 3, k = 1); 

30 orthogonaux entre eux : 

(3,6.21) xra , , , .$ ,  = x r a  ,,,, a t ,=O( j=2 ,  k = 3 ;  or:  j = 3 ,  k=2).  

Les équations (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21) ont un nombre infini de solutions. 

Nos conditions pour la matrice H (A, t) sont : 

(3,6.22 a) H*T = H; 

(3,6.22 b) 0 = X*T FIX 2 0; 

(3,6.22 c) LT HL = M; M (A, t) = rp2(:) (A, t). 

La forme quadratique hermitienne définie positive peut être écrite : 

(3,6.23) X*T HX = (U*= Y)*T H (U*T Y) = Y*T UHU*T Y = Y*T Hl Y, 

Hl étant la matrice transformée : 

(3,6.24) Hl = UHU*T, ou H = U*T Hl U. 

La matrice Hl est une matrice hermitienne, comme la matrice H. Nous pouvons 
prouver qu'il est toujours possible de mettre cette matrice sous la forme : 

A2, a2, b2, étant les nombres réels positifs. En effet, en vertu des relations (3,6.6 b, c) e t  
(3,6.5 c), les formules : 

q 2  = Y2 = a-, (a, X, + a, X2 + a, X3); 
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ou les formules : '<' '4 
+ 

. . ' ,  d . .. 

(3,6.27 a) a i ,  = A-l (A, t) Ar (A, t); .: i 

[ 

8 .  
1 

I _ (3,6.27 b) %, 1 a2.r = a-' (A, t) ar (A, t ) ;  .. S C  . : 
T L , '  < , = <  
. - , . (3,6.27 c) 

b-l (A, t) br (A, t ) ,  
,*. -$ 

.:. a3,r = . >II 

_I . '  . ' ';.,. 
. . 
! . définissent une transformation unitaire réduisant la forme d'Hermite (3,6.3 b) A la : :-:$ - - - ,  forme diagonale correspondante : 3 

(3,6.28) 

En effet : 

(3,6.29 a) 

d'où : 

@ =  A2Y, Y: + a2Y2Y: + b2Y,YQ. 

Y - . xj x* Aj A* = Z,, Yj Y; A', etc., A J , ~  

Y, A = 2, ~k ~ x ,  etc. 

Nous pouvons présenter une variante de cette démonstration. 

De l'équation (3,6.22 c) nous tirons : 

(3,6.30) . . 
LT HL = LT U*T Hl (UL) = (UL)*T Hl (UL) = M. . - 

Mais la matrice unitaire U (les équations (3,6.17), (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21)), 
satisfait a la condition (3,6.14); par conséquent nous obtenons : . . 

(3,6.33) (UL)*T Hl (UL) = l I K2hll, 0, O 1 = M = K2 A2 (A, 1 ) .  

(3,6.31) UL= 

k - 
.,L Alors, nous pouvons supposer : 
8 .  

+ (3,6.34) hl, = A2 (A, t) ; 

et, la matrice Hl étant hermitieiine, nous avons : 

K 

O 

O 

,(UL)*T= )K,O,Oll, 

et : 

(3,6.32) Hl UL = ' 

Mais on doit avoir : 

Kh11 

Kh,, 

Kh31 

i 
i. 
1 



Alors, opérant seulement sur les vecteurs (a,,, a,,, a,,) e t  (a3,, a,,, or,,) nous 
pouvons réduire la matrice hermitienne Hl a la forme diagonale e t  l'équation (3,6.25) 
est établie. 4 

Nous obtenons immédiatement la solution générale d'après l'équation (3,6.24) : 
- f  

Ai (A, t )  = K-l x (A, t )  ul,j = ~j K-a x (A, t )  ; 

ai (A,  f )  = a (A,  t )  cc,,], 
- 8  

(3,6.36 C )  bj (A, t )  = b (1, t )  a3,i, .. : 
' j  

. ". les conditions d'orthogonalité (3,6.5 a, b, c) ou (3,6.6. b, c) étant équivalentes aux . - .  , 

expressions (3,6.17), (3,6.18), (3,6.19), (3,6.20 a, b), (3,6.21), de la matrice unitaire. 

On peut donc écrire : 

@ =  A T Y , Y Z +  a2Y ,Y:+ b 2 Y 3 Y j  

= A'Y, Y:+ (a"b)3YrY: + b 2 [ ( x j X j x : )  - Y ,  Y:]; 

d'après les équations (3,6.26 a, b, c)  nous obtenons : 

@ = A2 (xi ai,j xj) (xk  a t k  x*) 

+ (1 - b 3  ( x j  xi) (xk  a* X X )  

+ b2 [(xi xi X?)  - (xi  al,j xj) (2; atk XE)], 

d'où : 

(3,6.39) cp$ (A, t )  = A2 M l , j  + (1  - a-' b2) ai a* + b2 (6j.k- Ui, j  a:,), 

8i.k = O pour j # k ;  Si,i = 1 ; 

d'après les équations (3,6.27 a )  e t  (3,6.36 a)  : 

u1,j uTk = K-' Ai hk. 

(3,6.41) ~plg ( A ,  t )  = (1  - a-' b2) ai a; + ba [6,',k f ( A 2  b-' - 1) K-' hj hk]. 

Al fl (A, t )  f A2 f 2  (A,  f )  + A, f 3  (1, f) = O ;  

A, /:(A, t )  + A, fZ(A, t )  + 1, f j  (A, t )  = 0, 
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8 ,  

e t  par g (A, t) une fonction réelle positive nous obtenons donc cette nouvelle expression ,,... 

du tenseur spectral correspondant à un fluide compressible : , ' r i  , 
.' .+ 
'3 

(3,6.43) <p$(A, t) = fj(A, f)fE (A, t) + aj,k + [A2 (A, f) r1 (A, t)- 11 K-2 A j  Ak ( g (A, t). : . ' 4  .. 
L 

- L: 

.PT 

On passe évidemment de l'expression (3,6.4) à l'expression (3,6.43) en posant : 

fi (A, t) = (1 b2 ) a 1 j (A, ) ; g (A, t) = b2 (A, t). 

A partir de l'équation (3,6.41), si a2 = b2, nous avons comme cas particulier : 

<p$ (A, t) = b2 [aj,k + (A2 b-' - 1) K-' A j  Ak]. 

L'invariant <p(p) du tenseur spectral, défini par : 

<p(p) (A, t) = <P): (1, i), 

a pour expression, sous la forme (3,6.4) : 

$ 9  (A, t) = K-2 <piZ;) (A, t) + a2 (A, t) + b2 (A, t) 2 0, 

e t  sous la forme (3,6.43) : 

cp(1') (A, t) = f 2  (A, t) + 2 g (A, f) + A2 (A, f), 

C en posant : 

$- 1 (3,6.48 a) f 2  (A, t) = Zj f j  (A, t) f; (A, t) = a2 (A, t) -- bz (A, t) = 1 fi 2 .  5: 
n 

Dans le cas d'un fluide incompressible, nous avons : 

x (A, t) - O ; (A, f) = O; Ai (A, 1)  = O. 

D'après les équations (3,6.4) et (3,6.25) nous obtenons la forme du tenseur défini 
par KAMPE DE FÉRIET ([2], p. 605). 

TURBULENCE SPATIALEMENT HOMOGENE 
ET ISOTROPE D'UN FLUIDE COMPRESSIBLE 

&Y<,, 

k= -- Si les propriétés statistiques du champ scalaire-vectoriel aléatoire ne sont pas 

k * , '  .- 
seulement invariantes pour une translation quelconque dans X, mais aussi, en chaque 

kJ point x( X et  à chaque instant t c R, pour une rotation quelconque autour d'un axe 

Sc., passant par x, on a un type plus particulier de turbulence appelée homogène et isotrope. 
Q.'. 

Presque toutes les recherches faites jusqu'à maintenant ont été limitées à ce type 
spécial d'écoulement turbulent. On obtient le cas particulier de la turbulence isotrope 

(3,7.1) f , (h, t)=f,(h,t)=f,(A,t)=O; g(A,t)=g(K,t) ;  A2(A,t)=A2(K,t). 



D'où, pour le tenseur spectral d'une turbulence homogène isotrope : 

G7.2) ~ > g  (A,  t )  = 1 [A2 ( K ,  f )  y-' ( K ,  t )  - 11 K-2 hj hk + 8j,k ( g ( K ,  f). 

En e f fe t ,  nous pouvons écrire : 

p;:~ (h, t )  = En exp (i A h) v j : ~  (A ,  t )  d A ; 

cpjyl ( (A ,  t )  = (8 n3)-1 exp (- i h h) pJ(k (h, t )  dh, 5. 
l'intégrale triple étant étendue a tout l'espace H : - CO < hl, h,, h3 < + CO ; 

(3,7.5) 

Alors : 

3 2  
-- 3 hj 3 hk ~ f i  (h, f ,  = - p i ' )  (h, t). 

32 
-p..- hi, h, pj:i (h, 1)  = 4 h (h9 t )  + 6 f1.h (h, l )  h ,  

+ f1,hh (h, 2) h2 + y1,hh (h, t )  = - pz(:) (h, t). 

L'équation (3,7.6 b) est satisfaite si nous posons : 

(3,7.7 a) f l u 2 h - l ~ , h ( h ,  0 - 3  u 2 ~ ( h ,  f ) ;  
l -  2 

1 
(3,7.7 b) 9, = u2 [G (h, t )  + A (8.1) h2] = u2 [F(h, t )  + h F.h (h, t ) ]  + u2 A (h, t )  h2 ; 

où : 

(3,7.8 a) 

(3,723 b) 

avec : 

(3,7.8 c) 

1 
G ( h , t ) - F ( h , f ) + S h F , h ( h , t ) ;  

f l  (h, t )  = u2 [hW' (F (h, t )  - (; (h, 1 ) )  - 3 A (h, t ) ] ,  

La grandeur A (h, f )  est la solution de l'équation différentielle : 

(3,7.9 a) 2 h2 A,hh + 14 h A,h + 10 A = (u2)-1 (hi f )  ; 

A (h, t )  = hd \ h3 ( 5  p.(D) (h, t)  dh) dh. 2 
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. Nous obtenons les formes : 

(3,7.10 a) pJ3 (h, t )  = u2 (G + Ah2) 8j,k - u2 - h-l F,h + 3 A hj hk ; (k ) 

( 
1 

p)$(h,t)=u2 F+ShF,h+Ah2 8j,k-u2 -h-lF,h+SA hjhk; ) G 1 
pfk (h, t )  = u2 (G + Ah') 8j,k + u2 h-2 (F - G - Ah2) hi hk. 

A partir d'équations (3,7.3 b) et (3,7.10 b) nous pouvons écrire : 

(37.11) rprj (A,  1) = (2 x A2)-l E(" (A, t )  = (8 n3)-1 \ exp (- i A h) (h, t) dh, 
* H 

pJPJ (h, t )  = ~ " 3  F + h F,h) = 2 R (h, 1). 

Les formes d'équations (3,7.11) et (3,7.12) sont analogues aux équations d'un 
fluide incompressible ([ l ] ,  p. 49). Nous obtenons immédiatement : 

E("' (A, t )  = 2 r1 R (hl t )  A h sin ( A  h) dh ; SU 
R (h, t) = E(P) (A, t )  ( A  h)-l sin ( A  h) d A. 

Et aussi : 

(3,7.14 a) E(P) (A,  t) = r1 u2 F (h, t) A2 h2 [ (A  h)-1. sin ( A  h) - cos (Ah)] dh ; In 
(3,7.14 b) us F (h, t) = 2 E(" (A,  t )  ( A  h)-2 . [ (A  h)-l sin (Ah) - cos ( A  h)] d L 



CONCLUSION 

Nous avons établi les fondements généraux d'existence de scalaires e t  de tenseurs 
de corrélation et spectraux dans la turbulence spatialement h o g è n e  d'un fluide 
compressible. Avec l'hypothèse que les fonctions de la vitesse, de la masse volumique 
e t  de la température satisfont aux équations de NAVIEH-STOKES, nous avons établi 
l'équation fondamentale de l'énergie cinétique pour le spectre. Nous avons discuté la 
forme du tenseur spectral particulier de la turbulewe spatialement homogène en fluide 
compressible. 
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