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SOMMAIRE

I’objet de l'étude est de mettre en évidence expérimentalement certaines
propriétés que I'étude théorique d’un écoulement du type mixte, partiellement subsonique
et supersonique, permet de prévoir.

On commence par calculer le potentiel des vitesses au voisinage des conditions
critiques en écrivant ce potentiel sous la forme d'un développement de TavLor. Les
coefficients du développement sont déterminés par identification & partir de la distri-
bution de la vitesse le long d’une courbe donnée. Le résultat est exprimé a I’aide d’une
formule de récurrence permettant de calculer de proche en proche tous les coefficients.
Dans le domaine supersonique, la solution en polyndéme est comparée a celle que donne
la méthode des caractéristiques; ainsi, il est possible d’avoir une idée sur la rapidité avec
laquelle le développement converge. Utilisant ensuite ce développement, on prolonge
le tracé des caractéristiques vers 'amont, jusqu’a la ligne sonique.

Les expériences ont été effectuées au voisinage du col d’une tuyére a écoulement
plan. Pour simplifier, nous avons réalisé un écoulement symétrique avec répartition
linéaire de la vitesse le long de l'axe.

Les premiers essais ont été exécutés en vue de vérifier directement les résultats
du calcul. Mais, le but principal était de montrer I’existence d’un domaine appelé « trans-
sonique », olt la vitesse est supersonique et ol, cependant, une petite perturbation a une
influence sur le domaine subsonique amont. On déplacait une petite perturbation et on
observait I'évolution de la pression en différents points voisins de la ligne sonique, en
amont et en aval. Les essais ont montré qu’il est nécessaire de prendre comme pertur-
bation une détente. Les résultats sont relativement simples quand on utilise la pertur-
bation produite par I'aréte d’un tronc de coéne. Pour différentes ouvertures du tronc de
cone, les résultats concordent entre eux et sont en accord avec ceux du calcul. La précision
a été augmentée en utilisant un dispositif appelé « sonde transsométrique » ol les orifices
de mesure de pression sont solidaires du solide créant la perturbation.

Pour interpréter les résultats donnés par la sonde transsométrique, il a été
nécessaire de tenir compte des phénomeénes de viscosité dans la couche limite le long de
la hampe du tronc de cone. On est ainsi conduit a étudier comment une détente se propage
vers 'amont dans une couche limite turbulente.






SUMMARY

We applied ourselves to verify by experiments and to set up some properties the
theoretical study of a mixed type flow, partially subsonic and supersonic, leads to foresee.

To begin, we computed the velocity potential, close to the critical conditions.
We wrote this potential in the form of a Tavior expansion. The coefficients were
determined by the means of an identification process and from the velocity distribution
along a curve. The result is expressed in a recurrence formula giving any coefficient
step by step. In the supersonic field, the polynomial solution has been confronted with
that of the characteristics method; so, it was possible to know if the series expansion
converge quickly or not. Then, using the polynomial results, we have extended the
characteristics curves upstream, as far as the sonic line.

The experiments have been made close to the throat of a nozzle for two dimen-
sional flow. In order to simplify, we realized a symetrical flow with a linear velocity
distribution along the axis.

The first investigations were done in order to check the resnlts of computation
directly. But, our chief purpose was to set up the being of the so called « transonic »
field, where the velocity is supersonic and howerer a small disturbance is sensitive up-
stream, in the subsonic field. We moved a small disturbance and we followed the
pressure evolution at different points near the sonic line, upstream and downstream.
It appeared, an expansion has to be chosen as disturbance. The results are fairly simple
if the expansion is that the edge of a truncated cone gives rise to. With different angles
of the truncated cone, the results are in agreement each others and are in agreement with
the computation. The accuracy has been increased by using a so called « transometric
probe » the pressure holes of which are locked with the disturbing body.

To discuss the results got with the transometric probe, the viscosity phenomena
in the boundary layer along the shaft of the truncated cone had to be taken into account.
It had led us to study in details how an expansion extends upstream in a turbulent
boundary layer.






PREFACE

Il ressort, en particulier des travaux de F. Tricowmt et de P. GErMAIN, que I'étude
des mouvements plans a potentiel des vitesses, quand Uéquation aux dérivées partielles est
du type elliptique dans une partie du champ et hyperbolique dans I’autre, présente de notables
difficultés. L’étude expérimentale des écoulements de fluides compressibles au voisinage de
la vitesse du son ne laisse pas d’en présenter aussi. Celte perspective n’a pas empéché Gérard
GoNTIER de se lancer dans cefle voie, oll U'engageaif GERMAIN.

La ot la méthode des caractéristiques cesse d’étre ulilisable, ou va cesser de Uélre,
MEYER el OswaTITSCH onl eu recours a une solution du type élémentaire, a un potentiel en
forme de polynéme. GONTIER a utilisé celte méthode : il U'a étendue au cas des écoulements
sans axve de symétrie et il a donné des régles de récurrence pour le calcul des coefficients.

L’essentiel du fravail a consisté en essais dans la soufflerie sonigue donf GONTIER
avait lui-méme dirigé la construction a UInstitut de Mécanique des Fluides de Lille en 1948.
L’étude de 'équation aux dérivées partielles permet de prévoir exislence d’un domaine
faisant partie du domaine supersonique et cependant tel que, si on y crée une perturbation,
le domaine subsonique amont se trouve modifié. La question était de mellre en évidence ce
domaine intermédiaire, dénommé «franssonique ».

GonTIER a utilisé a la fois des méthodes optiques et des mesures de pression. La
méthode des ombres, plus sensible que la méthode des stries pour des écoulements faiblement
supersoniques, lui a permis de tracer les caractéristiques jusque frés preés de la ligne sonique
el de vérifier que ces courbes coincident avec les courbes calculées d’aprés les conditions
choisies sur laxe.

Par des mesures de pression, GONTIER a réussi a montrer Uexistence du domaine
transsonique. Il a di faire preuve & chaque instant d’une grande ingéniosité, d’abord pour
réaliser une petite perturbation qui soit un phénoméne aussi pur que possible, puis pour
déterminer le champ aérodynamique avec une précision suffisante sur la pression ef sur les
coordonnées. La délimitation des trois domaines, subsonique, franssonique el supersonique
proprement dil, s'est faite par la localisation de points anguleux sur une famille de lignes
brisées qu’avait fournie un heureux changement de variables. La viscosité tendait évidemment
a arrondir les points anguleux : foules précautions ont été prises pour tracer d’une fagon
objective des segments de droites a partir de chaque suite de points directement donnés par
Pexpérience. Les résultals ont été concordanis, qu’'ils proviennent du calcul a Iaide du polentiel
en polynéme ou des caractéristiques, ou bien de I'expérience, par visualisalion ou par
mesures de pression.

A ce travail, il a été apporté un complément : la portion subsonique de lu couche
limite transmet les différences de pression vers I'amont; GONTIER avail précédemment
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compensé cet effet en premiére approximation par une méthode de soustraction. 11 a étudié
cet effet en {ui-méme et il a pu oblenir un résultat quantitatif qui apportera sans doute quelque
lumiére sur d’autres phénoménes de la couche limite, en particulier sur les interactions
entre couche limite el ondes.

Si I'on s’en tient au but principal de I'auteur, on pourrait penser que la mécanique
macroscopique est assez solidement assise ef que spécialement la mécanique des fluides non
visqueux en écoulement plan irrotationnel posséde des moyens assez puissants pour que des
vérifications expérimentales soient inutiles. Cependant, il s’agissait d’'un phénomeéne assez
surprenant; de plus, les mathématiciens ne sont pas certains que la solution du probléme
soit unique; enfin, il est toujours bon de se rendre compte a quel point les fluides réels se
comportent comme s’ils étaient non visqueux. Aussi, je pense qu’il faul vivement féliciter
Gérard GonTIER du succés que lui ont valu icl sa {énacité et son habileté expérimentale.

A. MARTINOT-LAGARDE.
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SYMBOLES

CHAPITRES I ET II

Ox ...l 0 Axe de référence dans le plan de I’écoulement : I'origine O est
un point ou la vitesse est égale & la cdlérité du son; I'axe Ox
est tangent & la ligne de courant passant par O et il est dirigé
vers P'aval. Dans le cas d’un écoulement symétrique, Ox est
confondu avec I’axe de symétrie.

Oy ... oot Axe perpendiculaire & Ox : le plan zOy est orienté comme le
plan trigonométrique.

Ao vviiiii e CElérité critique du son.

7 Célérité locale du son : en général g est mesuré avec la célérité

critique du son comme ¢talon de vitesse; a est appelé dans
ce cas « célérité réduite du son ».

Voo Vitesse locale du fluide : en général V est mesuré avec la célérité
critique du son comme détalon; V est alors la vitesse réduite.

L2 Composantes de la vitesse réduite selon Oz et Oy.

7 Différence entre la composante réduite u et I'unité.

R/ Coordonnées d’un point par rapport & xOy : en général, x et

y sont mesurés avec I'étalon de longueur 1/% (0,0), la

., 0 , . .
dérivée DH;I (0,0) étant prise au point O; x et y sont alors des

coordonnées réduites.

Ty ooeiieieeaen Abscisse réduite du point d’intersection d’une ligne isovitesse
avec I'axe Ox.

N Ecart, mesuré parallélement a I'axe Oz, entre deux appromaxi-
tions d’une méme courbe.

R Rayon de courbure d’une ligne de courant.

N G 7) B Potentiel des vitesses.

X G ) R Potentiel d’ou dérivent uet v : ¢ (2, y) = ¢ (z, y) — 2.

(T, ) oo Polynéme potentiel : c’est un polyndme en z et y par lequel
on représente le potentiel des vitesses d'une maniére approchée.

Wir, ) ..o Polynoéme potentiel dans le cas d’un écoulement symétrique.

E e Nombre arbitraire, petit a I’égard de l'unité,

A Domaine &’étude rectangulaire déterminé par la condition

que V — 1 est au plus de 'ordre de grandeur de <2 : on prend
généralement 2 = 0,1.
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D oreiei Pression.

B s Masse volumique.

T Température.

R ... . Constante d’un gaz : pour I'air, R = 287 m?/s® par degré centi-
grade.

Bt Coefficient de dilatation d’un gaz.

B Coefficient d’augmentation de pression d’un gaz.

S Rapport « /.

AN Coefficient de compressibilité isothermique d’un gaz.

C v Chaleur spécifique a pression constante.

Y e rapport entre la chaleur spécifique & pression constante et la
chaleur spécifique a volume constant : pour l'air, on prend
généralement y = 1,400.

CHAPITRE III

F oo Plan de I'écoulement.

H. ... ... Plan de I'hodographe, c¢’est~-a-dire plan des vitesses.

0 Origine du plan H.

O e Point u = 1 sur 'axe des abscisses Qu du plan H.

B Angle polaire de la vitesse.

Moo Mulliplicité d’ordre 1 : ¢’est une répartition de vitesse donnée

le long d’une courbe; on la représente par une correspondance
ponctuelle entre une courbe du plan F et une courbe du plan H;
on I'exprime analytiquement en se donnant les quatre gran-
deurs x, y, u, v en fonction d’un parameétre s.

P Point dans le plan de I'écoulement.
Qe Point qui, dans le plan de I’hodographe, correspond au point P.
EE ... Caracléristiques dans le plan de I'hodographe : la vitesse est

une fonction croissante de 6 le long d’une caractéristique E
el une fonction décroissante de 6 le long d’une caractéristique
E’; pour un gaz parfait E et E’ sont des épicycloides.
GG Caractéristiques dans le plan de I’écoulement : C correspond 4
et C’ correspond & E'; les caractéristiques C et C’ sont confon-
dues avec les lignes de Mach; ce sont aussi les ondes d’intensité
infiniment faible que 'on peut faire apparaitre dans I’écoule-

ment.

O | P Coordonnées d’un point de la ligne des cols.
2 Valeur de u sur la ligne des cols.

v
D Nombre de Mach : M = - -

a

1

K oe e Angle de Mach sin o« = + M
f Grandeur telle que £# = M2 — 1= Vi1 :
A . que = 1 1 [(Y 1)/‘/('\{ + l)] V2
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Angle polaire mesuré au centre de ellipse de Buseman~ par
rapport a la direction du grand axe.

Angle que fait la tangente a lellipse de Bus:manN avec le rayon
polaire.

Angle que fait la tangente a4 une caractéristique E ou E’ avec le
rayon polaire.

Pente d’une droite ou pente d’une courbe en un point.

Nombre entier servant de repére pour désigner une caracté-
ristique G, E ou (, E’; généralement, on fait précéder le nombre
i ou i’ du symbole I¥ ou H pour distinguer une caractéristique
du plan F d’une caractéristique du plan H.

Symbole utilisé pour désigner le point d’intersection des deux
caractéristiques i et j'.

Symbole utilisé pour désigner I’arc de la caractéristique i compris
entre les points {.j" et i.k’; ce symbole désigne également
la corde qui sous-tend larc i (k' — j").

Domaine parasonique : c’est la portion du domaine supersonique
comprise entre la ligne sonique et la ligne de branchement.

Domaine situé a I'aval de la ligne de branchement.

CHAPITRE IV

Logarithme népérien.

Largeur de la veine d’expériences d'une soufflerie.

Section droite d’une canalisation.

Section de référence dans une canalisation,

Rayon hydraulique d’une canalisation : c’est le quotient de
I'aire de la section droite par le périmeétre de cette section.

Coefficient de frottement a la paroi.

Débit-masse.

Pression génératrice.

Température d’arrét.

Température dans la section de référence s,.

Température constante d’une source de chaleur.

Température de l'air introduit par un échangeur.

Viscosité.

L

Viscosité cinématique : v = *-
P

Quotient de la viscosité cinématique par la célérité locale du
v . .
son 1 k= c’est une longueur proportionnelle au libre
parcours moyen défini en théorie cinétique des gaz.
Nombre de Reynolds.
Travail massique fourni 4 une machine : c’est le travail fourni
pour une masse unité de fluide traversant la machine.
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Travail massique fourni a une machine dans le cas d’une trans-
formation adiabatique réversible : cette transformation est
dite de « comparaison ».

Quantité de chaleur massique fournie a un corps.

Energie interne massique,

Entropie massique.

Enthalpie massique : H == pB + E.

Energie utilisable massique, au sens de Gouy :
ST Y

Energie dissipée massique : D = W — W* = W L G, — G,,
G, ¢tant I'énergie utilisable du fluide & I’entrée et G, I’énergie
utilisable a la sortie.

Rendement d’une machine.

Coefficient d’utilisation d’une soufllerie.

Sur I'axe Oz d’un écoulement de type mixte, extrémités d’un
segment le long duquel on a pu réaliser une répartition linéaire
de la vitesse avec une approximation donnée : I'extrémité A
est dans le domaine subsonique et 'extrémité B dans le domaine
supersonique.

Portion située, dans le domaine d’étude A, & I’amont des carac-
téristiques passants par B.

CHAPITRE V

Densité de la vapeur d’eau.

Titre de vapeur d’eau.

Etat hygrométrique.

Pression de vapeur d’eau.

Pression de saturation de la vapeur d’eau a la température T.

Chaleur spécifique a pression constante de l'air sec.

Chaleur spécifique a pression constante de la vapeur d’eau.

Rapport des chaleurs spécifiques de P'air sec.

Rapport des chaleurs spécifiques de la vapeur d’eau.

Rapport des chaleurs spécifiques de I'air humide.

Valeur conventionnelle de v : on prend v = 1,400.

Axe paralléle 4 'axe Ox d’un écoulement symétrique : P'origine A
est prise sur la ligne sonique.

Distance de I’axe A% & I'axe Ox.

Distance entre la ligne sonique et la frontiére transsonique le
Iong de AL,

Angle du chanfrein ou demi-angle du tronc de cone.

Point o1, sur 'axe AZ, on mesure la pression.

Point ou, sur I'axe A%, on vient placer l'aréte du chanfrein ou
du tronc de coéne.
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Abscisse du point S le long de I'axe AZ.

Abscisse du point P le long de I'axe AE.

Mesure algébrique de SP : » = £ — s.

Longueur permettant de caractériser U'influence vers 'amont
de la détente produite en P; cette influence s’exerce par Uinter-
médiaire de la couche limite qui se développe le long de la
hampe du chanfrein ou du tronc de cone.

Diftérence £ — [.

Différence » — .

Pression critique.

Pression mesurée en S quand il n’y a pas de perturbation en P.

Pression mesurée en S quand 'arréte du chanfrein ou du tronc
de cone se trouve en P.

Différence p’ — p.

Centre de gravité d’'un systéme de points.

Pente de la droite médiane d’un systéme de points sensiblement
alignés.

Pente de la droite de régression d’un systéme de points.

Sur une courbe Ap = f (s, » = Ct¢) obtenue le long de A%, genou
correspondant & la ligne sonique.

Sur une courbe Ap = f (s, » = Cte) obtenue le long de A, genou
correspondant a la f{rontiere transsonique.

Genou unique correspondant au cas ou les genoux G, et Gp
sont confondus.

CHAPITRE VI

Abscisse mesurée parallélement a 1'axe de la chambre d’expé-
riences, a partir de 'aréte du chanfrein et positivement vers
laval.

Ordonnée mesurée parpendiculairement a la paroi : l'origine est
sur la paroi et le sens positif est vers 1'extérieur.

Vitesse réduite a la frontiére de la couche limite, en I'absence
du chanfrein.

Vitesse réduite & la frontiére de la couche limite, en présence du
chanfrein.

Vitesse réduite en un point de la couche limite : v, en I'absence
du chanfrein; »’, en présence du chanfrein.

Rapport de la vitesse V a la vitesse limite de I’écoulement-

Nombre de Mach & la frontiére de la couche limite : M, en I’ab-
sence du chanfrein; M’, en présence du chanfrein.

Pression d’arrét.

Pression réduite : c’est le rapport de la pression locale p 4 la
pression génératrice p;; la pression p est mesurée en I'absence
du chanfrein.

Pression réduite mesurée en présence du chanfrein.
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Différence py — pu-

Minimum de Ap, .

Masse volumique a la frontiére de la couche limite.

Température a la fronti¢re de la couche limite.

Epaisseur de la couche limite : ¢’est la valeur de y correspondant
arv/V =1

Epaisseur de couche limite définie conventionnellement comme
étant la distance y qui correspond a v /V = 0,99.

Distance de référence dans la couche limite : c’est la moitic
de la distance y qui correspond a v /V = 0,8.

Epaisseur de déplacement : §; = fi (1 — g {)) dy.

Epaisseur de quantité de mouvement :
_ [ )y
% = fo(l ”‘V);V@'

Epaisseur de déplacement isothermique : §; == J (1 — V) dy.
0

Epaisseur de quantité de mouvement isothermique :
v\ v

SQ:Jz(l——V)—de.

3
Paramétre de forme : c¢’est le rapport -

8,
Paramétre de forme isothermique : H' =

Sy
a. Vi

Nombre de Reynolds

Epaisseur de déplacement isothermique calculée a partir du
profil turbulent type.

Valeur de y/A correspondant au raccordement des deux arcs
de courbes du profil turbulent type.

Valeur de § /A pour le profil turbulent type.

Valeur de v/V correspondant & y /A = a pour le profil turbulent
type.

Valeur de 1 — % correspondant a y /A = a pour le profil turbu-

lent type.

Coordonnées d’un point courant du profil de la came logarith-
mique.

Logarithme a base 10.

Repére lu sur le tambour de commarnde de la came logarithmique.

Repére [ correspondant a la distance y = A.

Déviation produite par un diedre.

Longueur par laquelle on caractérise l'influence amont de la
détente autour de 'aréte du chanfrein.

Epaisseur de quantité de mouvement mesurée, en présence du
chanfrein, dans la portion subsonique de la couche limite.



INTRODUCTION

On sait que le potentiel des vitesses d'un fluide non visqueux, en écoulement
plan, permanent et irrotationnel, satisfait 4 une équation aux dérivées partielles de
MonGE-AMPERE. Cette équation est du type elliptique ou du type hyperbolique selon
que I'écoulement est subsonique ou supersonique. Dans le premier cas, les caractéris-
tiques sont imaginaires et le potentiel des vitesses peut étre déterminé a partir de données
telles que celles de DiricHLET ou de NEuMANN. Dans le second cas, les caractéristiques
sont réelles et, a partir de conditions & la frontiére telles que les données de Caccny,
on peut construire pas a pas la solution de I'équation du potentiel.

L’interprétation physique est la suivante. Si on produit une petite perturbation en
un point du domaine ol s’effectue un écoulement subsonique, cette perturbation va
modifier ensemble du champ aérodynamique; si ’écoulement est supersonique la
perturbation n’intéressera que le domaine situé a Uaval des deux caractéristiques issues
du point perturbé.

En écoulement partiellement subsonique et supersonique, I'équation du potentiel
des vitesses est dite du type « mixte »; son étude, qui présente de notables difficultés,
conduit a4 un probléme analogue a celui qu’a étudié F. Tricomr [60] dans un cas simple.
On ne peut étudier séparément le domaine subsonique et le domaine supersonique car
chacun de ces domaines exerce une influence sur 'autre. Il n’est plus vrai, en particulier,
qu’une petite perturbation produite dans le domaine supersonique n’a d’influence que
vers I'aval. On peut montrer, en effet, qu’il existe une portion du domaine supersonique
ot une pelite perturbation se propage jusqu’a la ligne sonique et, de 14, gagne toute
la région subsonique : cette portion qu’on appelle « domaine transsonique » est limitée,

vers Yamont, par la ligne sonique et, vers 'aval, par une ligne dite « frontiére trans-
sonique ».

A la suite des travaux de F. Tricomi, de F. FrankL [22] et de G. GuprerLEY [31],
P. GErMAIN [25,] a publié un article intitulé « Recherches sur une équation du type
mixte » en éerivant en sous-titre « Introduction a I'étude mathématique des écoule-
ments transsoniques ». Dans son article, P. GErmMAIN précise qu’il s’agit d’écoulements
dont « les moyens expérimentaux actuels ne permettent pas encore de vérifier » le com-
portement. Ce sont les exemples simples analysés par P. Germain, notamment les

exemples du jet et de la tuyére qui nous ont guidés pour mettre en ceuvre nos recherches
expérimentales.

Nous nous sommes attachés a analyser les phénomeénes qui se produisent au
voisinage du col d’une tuyére & deux dimensions, 1a ou I’écoulement est du type mixte.
Au lieu de nous donner la forme du profil de paroi comme condition a la frontiére, nous



avons cherché & réaliser une répartition donnée de la vitesse le long de 'axe de la tuyére;
nous avions ainsi des conditions bien définies se rapportant directement & la portion
irrotationnelle de I'écoulement : si on s’était donné la forme de la paroi, il aurait été
nécessaire d’introduire une correction de couche limite, et celle-ci est trés mal déter-
minée. Pour simplifier, nous avons cherché a réaliser d’'une maniére aussi précise que
possible un écoulement symétrique ef, le long de I'axe, une répartition linéaire de la
vitesse. L.’objectif principal de nos essais était de montrer I'existence du domaine trans-
sonique; en méme temps, nous cherchions 4 déterminer aussi exactement que possible
la frontiére aval de ce domaine.

Les trois premiers chapitres sont consacrés au calcul du champ des vitesses dans
le domaine voisin des conditions critiques. Pour résoudre I’équation du potentiel des
vitesses, nous utilisons a la fois la méthode des caractéristiques et la méthode qui consiste
a écrire le potentiel sous la forme d’un développement limité [44], [49], [57] dont on
détermine les coeflicients par identification. Suivant la précision que I'on désire obtenir,
on peut simplifier les calculs en négligeant certains termes dans I'équation du potentiel.
Le chapitre 1v comporte la description des installations et celle des essais que nous
avons effectués pour vérifier directement les résultats du calcul. Dans le chapitre v,
nous présentons la suite des expériences qui nous ont amenés progressivement a la
conception d’un dispositif et d'une méthode de mesure capables de rendre sensibles
les phénoménes propres au domaine franssonique et prévus par la théorie. L'une des
difficultés importantes que nous avons rencontrées était due aux phénoménes de vis~
cosité se produisant dans la couche limite le long des supports du dispositif de mesure,
Nous ¢tudions ces phénoménes au chapitre vi,

*
k%

Les équations sont numérotées par chapitre. Pour renvoyer a une équation d’un
autre chapitre, on fait précéder le numéro de I’équation du numéro du chapitre. Sur
les figures, on a généralement pris le sens de 1'écoulement de gauche a droite.



CHAPITRE PREMIER

CALCUL DU POTENTIEL DES VITESSES
AU VOISINAGE DES CONDITIONS CRITIQUES

1. — EQUATION DU POTENTIEL DES VITESSES EN ECOULEMENT PLAN

Avec l'intention d’aboutir a I'équation du potentiel des vitesses en écoulement
plan, nous allons rappeler quelques résultats fondamentaux de la dynamique des fluides
compressibles ([51], t. I, p. 5-15, t. II, p. 34 et 35; [54], pp. 6-16).

Sur le champ des forces a distance, la nature du fluide et la nature de I’éconlement
nous faisons les hypothéses générales suivantes :

— les forces a distance sont négligeables,
— le fluide n’est pas visqueux,
— P'écoulement est permanent.

Au cours du calcul, nous aurons & introduire d’autres hypothéses, d’un caractére plus
2

particulier; nous ne le ferons qu’au moment ot celles-ci seront nécessaires pour le raison-

nement.

Soit p la pression en un point, p la masse volumique et V la vitesse. Compte tenu
des trois hypothéses précédentes, la dynamique fournit entre p, ¢, V la relation

2 _

;g};dergTaH%:"\?A ol V. M

La conservation de la masse s’exprime par I'équation de continuité qui, en mou-
vement permanent, s'écrit :

div (pV) = p div V -+ V - grad p = 0. @)

Limitons-nous au cas ol ¢ n’est fonction que de p : on a I'éguation de compres-
sibilité

[(pse) =05 6))

on dit dans ce cas que le fluide est barotrope. Les équations (1), (2), (3) suffisent pour
déterminer les fonctions p, ¢, V des coordonnées z, Y, .
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On sait que dans un fluide barotrope, non visqueux, la circulation de la vitesse V
le long d’une ligne fluide fermée est constante. Supposons qu’au loin a I'amont cette
circulation soit nulle : ce cas se présente en particulier quand I’écoulement amont est
uniforme; la circulation est alors nulle le long de tout contour fermé tracé dans le domaine
de I’écoulement. On en conclut qu’il existe un potentiel des vitesses univoque

V = grad ¢ 4)
ou encore, ce qui est équivalent, que le vecteur tourbillon est nul en tout point,

rot V=0. (5)
On peut alors simplifier I’équation de la dynamique el écrire

2

Y_o. (6)

1 —— ——>
. grad p + grad 5

Entre les quatre grandeurs p, p, '\7, 9, nous avons quatre relations : I'équa-
tion de continuité (2), I'équation (4) qui définit le potentiel des vitesses, 'équation de
la dynamique (6) et 'équation de compressibilité (3). L’élimination de p, o, V entre
ces quatre équations va nous fournir I'équation cherchée du potentiel des vitesses. Nous
serons amené au cours des éliminations 4 introduire la grandeur auxiliaire a définie par

dp ¥ (p, e)/0e,

2 = ; 7
C = T (pefop @
cette grandeur a est homogéne & une vitesse.

Commencons par éliminer p et p. D’aprés (3) et (7), Péquation de continuité (2) peut
s’éerire
- 1.
pdlvV+—a3V-gradp:0 (8)
ou

v-(sg?;dp)+a2divi7:0.
L’élimination de pl gﬁ)d p entre cette équation et 'équation de la dynamique (6) donne

= = V2 .
V . grad 5 a2 divV = 0. 9)

: . T . . . 5 . N .
Substituant ensuite 2 V son expression (4) en fonction de ¢, nous obtenons I'équation
du potentiel des vitesses pour un écoulement a trois dimensions.

Par la suite, nous supposerons que I'écoulement est plan, le champ des vitesses
étant paralléle au plan xOy. Exprimons 'équation (9) a l'aide des composantes u et v
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de la vilesse suivant les axes Oz et Oy supposés rectangulaires. Nous obtenons

du ou ?9) e (?B K,) _
u(ubx+va)+v(uby Uby bx+byA0

et, puisqu’on a d’apreés (D)

d o

W w T 0, (10)
nous pouvons écrire (1)

du ou o
2 __ g2 o b oy Y
(u a)bx+2uv T + (v? a)by 0. (11)

Remplacons dans cette équation u et v par les dérivées de ¢ par rapport a x et y respec-
tivement,

2@y W@y,

dx w7

nous obtenons 'équation du potentiel des vitesses en écoulement plan,

EiP)z 2] %% 509 39 %Y [bj’)z 2]12(9_
[(Dx “a]ax2+sz 3y dxoy (Dy Ty 0 (12

Cette équation est équivalente au systéme des deux équations (10) et (11).

(1) Pour établir 'équation analogue a (11) dans le cas d’un écoulement 4 trois dimensions, il est commode
d’utiliser les notations et régles du calcul tensoriel [16], [39], [41].
Désignons par u; (i = 1, 2, 3) les composantes de la vitesse en un point de coordonnées x; (i=1,2,3).

L’équation de continuité (2) et I'équation de la dynamique (6) s’éerivent, compte tenu de la régle de sommation
des indices muets,

du; d% ,
dw, T g, = O @
1 0 fuwwy 12p oy .
SRR NS R R R ®)
D’aprés (3) et (7), Yéquation (27) peut s’écrire
Uy do dp _ u; dp ,
e Dﬁrz T dp dx; =F ox; a? s 0. &)
5
L’élimination de é Sg entre (6”) et (87) donne immédiatement I'équation recherchée; on obtient

DH?' — at Eu,' -

B T = 0 an

Dans le cas de I'écoulement plan, on a, en revenant aux notations précédentes,

u =u, u, = v, U = g,

duy dw W o,
ll,-u]-—i-u(ubm—f-ubx)—i— v(uby-f-ub!—]):
du; _du | d

;g
d’on1 'équation
d v Du) d

2_2_5 — 2 — — =
(u a)bx+lw (Dx+ dy + e ) dy 0

qui est identique & (11) puisque, Vécoulement étant irrotationnel, dv /dx est égal a du dy.
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La grandeur a? est une fonction de

v (G

que 'on obtient par élimination de p et p entre (3), (6) et (7). La primitivef dp [p, appelée

barypotentiel, est une fonction de p et par suite une fonction de a2

f@:g(az)-

P

On peut écrire (6) sous la forme

— > > V2 s V2
grad g (a*) + grad -5 = grad [g (a®) -+ 724] =0;

d’ol 1a relation cherchée entre a2 et V2,

V2
g (@) + o = Cte. (13)

L équation aux dérivées partielles (12) est une équation du type MoNGE-AMPERE
([29,), pp- 55-69); une premiére intégration permet généralement de déterminer le champ
des vitesses quand on s’est donné les répartitions de u = d9/dx et v = d¢ /3y le long
d’une courbe arbitraire; une seconde intégration donnerait le potentiel ¢ lui-méme mais
ce caleul ne présente généralement pas d’'intérét car ce qu’il importe de connaitre c’est
le champ des vitesses.

2. — ECOULEMENT ADIABATIQUE REVERSIBLE

Supposons maintenant que le fluide évolue réversiblement d’une maniére adiaba-
tique ([53], pp. 158-169). La grandeur a définie en (7) est alors la vitesse avec laquelle
se propagent de petites pertubations dans le fluide : ¢’est en particulier la célérité des
vibrations sonores. Recherchons dans ce cas la relation (3) qui existe entre p et p. Cette
relation nous permettra de calculer le barypotentiel en fonction de a, puis d’exprimer a
en fonction de la vitesse V.

Ecrivons que la particule de masse unité évolue réversiblement sans échanger
de chaleur avec le milieu ambiant; prenons comme variables la pression p et le volume
spécifique v = 1/p; la transformation étant réversible, on a ([19], pp. 32-35 et 41-43)

oT ¢ dT
c«b—udv%—;{ﬁ-dpzo,

T étant la température de la particule fluide, ¢ la chaleur spécifique a pression constante

et v le rapport entre la chaleur spécifique a pression constante et la chaleur spécifique &
volume constant. Introduisons le coefficient de dilatation

Lo
p oT

o == ==

T -

o
oT
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et le coefficient d’augmentation de pression

13
P paT
L’équation précédente devient
1 1
w® gy g dp =0
Posons
PO
B

et éliminons v au profit de p; nous obtenons I'équation de compressibilité sous la forme
différentielle

(14)

Remarquons que le rapport 3 est le produit de la pression p par le coefficient de
compressibilité isothermique

__tw 1%
r= ¢ op
On a en effet
s . PRl
B e dp/dT
Or, d’aprés I'équation d’état du fluide, on a
RIRE N
apldT
d’ou
P d
=525 — py.
o p D7

De I’équation différentielle (14), on tire immédiatement I’expression de la célérité
du son; on a

dp
2 __
a’dp

: (15)

=2
3

o

Calculons en fonction de «® la grandeur dp/p dont la primitive est le barypotentiel
On a
3

PZ;azp;
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d’ou

3 3
dp = S adp + od (;{ (12)
et, d’apres (7),
3 3
dp = _g dp -+ pd (; (12)'
Résolvons celte égalité par rapport a dp [¢; on obtient

b _ v 4 (8 a2)~ (16)

) vy —38

Dans le cas d’un gaz, on pourra utiliser comme équation d’¢état I’équation appro-
chée de E. Justi ([35], p. 22)

P~ RT 4 p (B _R\N) (17)

ou R, A, B, sont des constantes du gaz. Cette équation est une approximation de I'équa-
tion de CLAUSIUS-BERTHELOT

(p LA "12) (: - B) — RT;

on ndglige le terme ABg? /T qui est petit & I'égard de Bp et de Ap /T; d’autre part, dans
le terme Ap /T qui est lui-méme petit a4 I'égard de p /o, on remplace ¢ par p /R'T Liré de
I'approximation de MariorTE. A I'aide de Papproximation (17) et des formules de Cra-
PEYRON, on peut déterminer les coefficients calorimétriques du gaz avec une précision
qui est généralement suffisante. A titre d’application, calculons le coefficient de compres-
sibilité y du gaz et lc rapport § entre le coefficient de dilatation ct le coeflicient d’aug-
mentation de pression. On a

1% 1 1
A = — 3 = — _
pop P L A
1+ g7 (B RTZ)
et
1
8 = py = (18)

_ o
“r%*(B—ﬁTz)

L’élimination de p [p et de & entre (15), (17) et (18) donne I'expression suivante de la
célérité du son,

@ — yRT [1 + (B — %2)]2'
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La grandeur 8 n’évolue que trés lentement en fonction des variables p et T : dans
la plupart des cas, on peut la considérer comme étant une constante; il en est de méme
pour le rapport v des chaleurs spécifiques ([6], pp. 91-93). Daus ce cas, Vintégration de
Péquation (14) est immédiate; on obtient 'expression suivante de I'équation (3) entre p
ete,

P = .

ol

Etablissons maintenant la relation qui existe entre la célérité locale du son et
la vitesse du fluide; le rapport 8 /v étant considéré comme constant, on a d’apres (16)
I’expression suivante du barypotentiel en fonction de a2,

d
f?”:yjsc@:g(az). (19)

Des égalités (13) et (19), on tire

23
v — 38

@+ V2 = (te

qui est la relation cherchée.

Le gaz est dit dans les conditions critiques lorsque localement le module de la
vitesse est égal a la célérité du son. Désignons par a, la célérité critique du son; aux
points critfiques on a par définition, V = a = q,. Exprimons la constante de 1’équation
précédente en fonction de a,; nous obtenons

28 v -8

2 72 LT 42
—5a -+ V —szac.

Dans le cas d’un gaz parfait, les constantes A et B de I’équation d’état (17) sont
nulles; on a done

§=1
et, par suite, la célérité du son est donnée par la relation
a = yRT,

Péquation de compressibilité a pour expression

p
- = Cte

et la relation entre la célérité locale du son et la vitesse locale du fluide est

v+ 1
@ 4 V2 :Yila‘g‘. (20)

2
y—1

i

Désormais nous supposerons toujours que le fluide est un gaz parfait.
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3. — UTILISATION DE VARIABLES REDUITES

Prenons comme origine O des axes de coordonnées un des points critiques de I'écou-
lement. Choisissons comme axe Ox la tangente a la ligne de courant qui passe par O,
cette tangente étant orientée vers I'aval.

Pour obtenir des résultats plus simples et de portée plus générale, nous allons
introduire des grandeurs sans dimension que nous appellerons « grandeurs réduites ».
Soit

k= (1)

une longueur définie a parlir du champ des vitesses 4 I'origine des coordonnées. Nous
prenons comme coordonndes réduites les rapports

r - Y
ook
et comme vitesse réduite le rapport
ne L)
ac N ac’ aC

Ces grandeurs réduites sont en fait des mesures de longueurs et de vitesses effec-
tuées avec Punité de longueur & et I'unité de vitesse a,. Comme il est d’usage en physique
de représenter une grandeur et la mesure de cette grandeur par un méme symbole, nous
conviendrons, sauf indication contraire, de représenter les coordonnées réduites et les
vitesses réduites par les mémes symboles que les coordonnées et les vitesses elles-mémes.
Les rapports

seront donc représentés respectivement par
z, y, u, v, a.

Les différentes équations écrites 'jusqu’ici étant invariantes a I'égard du systéme
d’unités choisi, on peut les considérer indifféremment comme étant des relations entre
grandeurs réelles ou des relations entre grandeurs réduites. Les grandeurs réduites qui
correspondent 4 k et a, étant ici égales a I'unité par définition, les équations qui
contiennent k et a, se simplifient quand on passe des grandeurs réelles aux grandeurs
réduites; les équations (20). et (21), par exemple, deviennent

2 . v 41
72
Y#lazﬂL‘ =y 1

; (22)



— 19 ——

00 = 1. (23)

D’apres le choix des axes de références, on a a 'origine O des coordonnées, u = 1
et v = 0. Pour avoir deux fonctions qui s’annulent I'une et autre au point O, nous
posons

w=1+a (24)

Nous appelons « vitesse complémentaire » la vitesse dont les composantes sont u et v
et « potentiel complémentaire » le potentiel ¢ (x, y) dont dérive la vitesse complémentaire

09 dg ox
et D= ) (25)

]

I
o/ie/
& 16

on a évidemment
o (T, Y) =2+ ¢ @ y).

Des équations (22) et 24)) tirons a® en fonction de et v :

y—1 .
5 [1 {+1(112+v2)]:1~7T(2u+u2+1}2). (26)

Eliminons a entre (11) et (26) et introduisons la composante u de la vitesse complémen-
taire; 'équation (11) devient

[L;f_l(ga+ﬁ2) _§_X__‘)—,1 ]bll+2(1 [ u)v—+

v—1 v 1 dv .
[ 5 (= )+ 1)2] W 05 (27)

si on groupe les termes contenant un méme nombre de facteurs en u, », du/da,
QU RY = v [ox, dv[dy et qu’on les ordonne par rapport aux nombres croissants de ces
facteurs, on a

bu
w—+(v+1>u +</—l>u~
v+, v—1 2)@ ooy —1 w,;f}_)bg_ ‘
(2 u? - 5V ax+2uvay+( 5 uz -+ 5 U Sy 0. (28

On obtiendra équation du potentiel complémentaire en remplacant dans (27) ou (28)
les composantes u et v par les dérivés de /02 et d¢ /oy respectivement. Pour abréger
I’écriture, nous exprimons cette équation sous la forme

2% 09 o 9255) _ .
J (ax’ 2y 2’ vy’ wrl T 0. 29
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4. — DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL DES VITESSES
SUIVANT LA FORMULE DE TAYLOR

Au voisinage du point O, développons le potentiel complémentaire suivant la
formule de TavrLor; nous obtenons
e (L) =@y +E@Y), (30)
® (z, y) ¢tant un polynome en x et y de degré m, que nous appelons « polynéme poten-
tiel », et £ (x, y) le reste.

Le terme indépendant de x et y dans le polyndme ® (z, y) est arbitraire puisque
le potentiel des vitesses est déterminé a une constante additive prés; nous prendrons ce
terme constant nul. Par ailleurs, les composantes u et v deviennent nulles a origine des
coordonnées; on a donc

0D pla]
ow @0 = 5, 00 =0

et par suite le polyndme @ (z, y) ne posséde pas de termes du premier degré.

Ecrivons @ (z, y) sous la forme d’une somme de polynémes homogenes
en x et y, ordonnée par rapport aux puissances croissantes de x et de y,

@Y =0 @Y Fea @y + e @ F T+ oen (@Y
un polyndéme homogéne quelconque ¢, (x, y) est de la forme
on (@ J) = Ao + Ap_p @7 4+ AT £ e Ay ey Y Ag

ol les gquantités A;; sont des coefficients indéterminés.

Pour déterminer le potentiel des vitesses satisfaisant & I'équation (29), on sait
qu’il faut se donner certaines conditions a la frontiére; nous nous donnerons ces conditions
par la répartition de la vitesse complémentaire [u, v] le long de I'axe Oz :

5 3
u(z,0) = gji (2,0) =28, 08 + 3A; 2% + -+ + nA, 2% 1 4 -+ mA,, gzt |- %i (x,0),

¥
v (x,0) = b\‘y? @0) =A@ + A 2% + o A T A A X

_ E
4 Appop 227 W (,0).

Les coefficients A, 4 et A, ; ne sont donc pas des inconnues mais des données: nous les
appelons «coefficients arbitraires »; dans le polynome @ (z, y) de degré m, leur nombre
est 2 (m—1).

Remarquons que, par définition méme de la longueur %, le coeflicient A, , est
nécessairement égal & 1/2; on a en eflet d’aprés (23) :

o
00 =24, =1,
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Ce coefficient, classé parmi les coefficients arbitraires, est en réalité un coefficient imposé
p P
par le choix des axes de référence et par le fait qu'on a adopté des grandeurs réduites.

Le coeflicient arbitraire A, ; peut recevoir différentes interprétations géométriques;
deux d’entre elles sont particuliérement simples: P'une est relative a la ligne sonique et
I’autre a la ligne de courant qui passe par l'origine des coordonnées.

La ligne sonique, lieu des points ot la vitesse réduite est égale & 1, a pour équation

A+ 2+ =1
ou
W+ W12 = 0,

Remplacons u et v par leurs expressions tirées du développement de o (x, y) selon la
formule de TAvLOR; nous obtenons

20+ 2A5,y F (1 + A2 + 64,022+ =0
ou

2 F2 A b (L AL FBA e <0, (31)

Soit 6 I'angle aigu que fait la ligne sonique avec I'axe Oy, a l'origine des coordonndes.
Quand on se déplace sur le ligne sonique vers le point O ,z et y tendent vers zéro et le
rapport x [y tend vers — tg; d’aprés I'équation (31), on a

A, =1gh.
Une ligne de courant satisfait a 'équation différentielle

dy v
dr ~ 1 4+ u

Le long de cette ligne on a

dzy - (1 +u) dv/dx — v dujdx

de* (1 + w2
Comme
du du dudy du b
dv dx " dydxr dx ' 1+ady’
dv_ v ovdy v v
dr @ " dydr 3 | 1+udy
et que
Qv
w0
on a

By [+ u)? — 0] dfay + v (1 + 1) (v)oy — ditfdx)
Y R )
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La courbure en un point de la ligne de courant considérée est

1 d2y/da? [(1 + w2 —wv?f2ufoy + v (1 + w) (dv/dy — du/dx)

R~ [l + (dy/dx)z*2 (T + w? + o7
Rappelons que cette courbure est ici une grandeur sans dimension : c’est en fait la cour-
bure réduite k/R.

Au point O, on a
u=v=>0.

La courbure de la ligne de courant qui passe par O est donc en ce point

1\ - ?li

2%
&= 2y OO = 5y 00 = Ava

Ty

On voit qu’a Vorigine des coordonnées la ligne sonique fait avec l'axe Oy un angle
dont la tangente est égale & la courbure réduite de la ligne de courant : ces deux grandeurs
sont égales au coefficient A, ;. '

5. —— METHODE GENERALE
D'IDENTIFICATION DU POLYNOME POTENTIEL

Le polynéme @ (x, y) comporte (m — 1) (m + 4)/2 coeflicients parmi lesquels
2(m — 1) sont arbitraires; les autres coefficients, au nombre de m (m — 1)/2 sont des
inconnues que I'on calcule en écrivant que 'expression (30) du potentiel complémentaire
satisfait identiquement a 1’égalité (29). Voici comment on effectue les opérations d’iden-
tification.

Eliminons ¢ (z, y) entre les équations (29) et (30); on obtient

20 2D 20 PR hl3 %E )
f(& e S ) . (Di e e e S =0, ()
. D % R , . .
ot f <D—i’ Syt ) est le polynome en z et y qu’on obtient en remplagant le potentiel

complémentaire ¢ (z, y) par le polyndome @ (r,y) dans le membre de gauche de I'équa-
tion (29). L’équation (32) montre que le polynoéme @ (z, y) ne vérifie pas exactement
Péquation du potentiel : I'erreur est la quantité .

2D
By
santes de x et y; on obtient, en effectuant les calculs suivant I'ordre des termes du membre
de gauche de I'équation (28),

0
Ordonnons le polynéme f(%;, . ) par rapport aux puissances Crois-

o Y AR BT
- D% (DD% o D%Py@)

=0+ oy (1, Y) F+ ap (@Y + -+ ooy (2 Y) F o
F g (T Y) F oy (B Y) A A X2 n—2) (B U) s
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les «;, (x, y) étant des polynomes homogénes de degré k en x et y ou figurent les coeffi-
cients A;; du polyndme @ (z, y).

Désignons par « (z, y) la somme des m — 1 premiers polyndmes hemogenes oy, (2,7)
O‘(x’ y) =5+ o (1‘, y) + 2% (QU, y) T ot (:C, y) + oy ((L‘, !]),

ce polynodme contient m (m — 1)/2 termes et on vérifie facilement que tous les coefficients
inconnus de @ (x, y) y figurent. On peut écrire I’équations (32) sous la forme

o (1‘, y) -+ %m—1 (x’ y) + et Em—1)2 (m—2) (x’ y) +7n = 0. (33)

Nous allons nous imposer la condition que le polynéme « (x, ) soit identiquement nul
oz, y) = 0; (34)

nous obtenons ainsi un systeme de m (m — 1)/2 équations qui généralement permettent
de calculer les m (m —1)/2 coeflicients inconnus du polynéme @ (z, y) en fonction des
2 (m — 1) coefficients arbitraires.

Les coefficients A, ; étant connus, on obtient, non seulement le polynéme @ (z, y),
mais aussi la précision avec laquelle ce polyndéme vérifie I'équation du potentiel des
vitesses; des égalités (33) et (34), on tire en effet I'expression de 'erreur » en fonction,
des coeflicients A, ; :

N =~ %p—1 (LL‘, y) T T X—1) (-2 (x’ y)

On voit que le polynome @ (x,y) vérifie I'équation du potentiel des vitesses a une quantité
prés 4 dont la partie principale — o,,_; (x, y) est de degré m — 1 par rapport aux varia-
bles x et y.

6. — CONVERGENCE DU DEVELOPPEMENT DE TAYLOR
ORDRE DE GRANDEUR DU RESTE

Pour calculer un polyndome voisin du potentiel des vitesses, on a I’habitude de
supposer, implicitement du moins, que le potentiel des vitesses est développable en série
entiere convergente ([17], p. 107; [44]}; [49]; [54], pp. 193-200; [57]). Nous n’avons fait
ici aucune hypothese de ce genre; nous avons utilisé un développement limité de TAYLOR
sans nous préoccuper de savoir si ce développement pouvait étre prolongé indéfiniment.
Il nous a suffi de supposer que le potentiel ¢ (z, y) admettait des dérivées jusqu'a un
certain ordre. Nous avons alors montré que le polyndéme @ (x, y), introduit par le dévelop-
pement de TavLor, vérifiait I’équation du potentiel 4 une certaine approximation d’un
ordre de grandeur connu.

Mais le calcul précédent ne fait pas connaitre 'ordre de grandeur du reste £ (z, y),
c¢’est-a-dire la précision avec laquelle le polynéme @ (z, y) représente la solution cherchée.
La fonction g (z, y) étant supposée uniforme et bornée dans le domaine étudié, le calcul
d’identification n’a un sens que si le reste £ (x, y) tend vers zéro quand m croit indé-
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finiment ou, ce qui est équivalent, si le potentiel ¢ (z, y) est développable en série enticre
convergente. Or, le théoreme d’existence de Cauvcay et M™me KowaLEwska ([29,], pp. 374-
379 et 656-660) permet d’établir précisément que, sous certaines conditions, la solution
de I'équation du potentiel des vitesses s’exprime bien 4 l'aide d’une série enti¢re conver-
gente. Kerivons en effet un systeme de deux équations du premier ordre équivalent a
I'équation du potentiel des vitesses :

ou
dy

v+ 1 _ v -1 du - 0
W [ 2 Qu 4 w) + —5 02] w P2 Fwe, (35)
w_ 1L — et o 35
o 1 Kg_l, Qu + W) — L:f\l. 52

La seconde de ces deux équations est tirée de (27) en supposant que I'expression

n’est pas nulle; d’apres (26), cela revient a supposer que v est différent de la célérité locale
du son,

vFa.

Cette condition étant supposée réalisée, on remarque que les seconds membres de (39)
sont des fonctions holomorphes des inconnues u, v et des dérivées du/dx, dv/ox qui y
figurent. A condition de se donner a la frontiére des répartitions holomorphes de u et v,
par exemple les répartitions simples

u (x,0) = x, v (x, 0) = 0,

on sait que les solutions u et v des équations (35) sont des fonctions holomorphes dex et de
y. Les composantes u et v s’expriment donc & I'aide de séries entiéres convergentes et
il en est de méme pour le potentiel ¢ (z, y).

Le théoréme de CavcHY et de Mme KowaLEwWSKA ne permet pas de calculer le
rayon de convergence du développement de ¢ (z, y). Mais, de I’existence de cette conver-
gence, il résulte qu’il n’est pas absurde d’essayer d’utiliser un tel développement dans le
domaine ol nous nous proposons de faire des expériences.

Le reste £ (x, y) est 'erreur que I'on fait en remplacant le potentiel ¢ (x, y) par le
polynéme @ (z, y). Calculons la partie principale de cette erreur. Au lieu d’arréter le déve-
loppement de ¢ (x,y) aux termes de degré m, arrétons-le aux termes de degré m 4 1;
SOit @41 (2, ¥) le polyndme homogéne formé par ces derniers termes. On peut écrire
le reste £ (x, y) sous la forme

i=m+2

(0, 0) = emir (T Y) + Z xmi2-igty, (O, Oy) ,
=0
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6 étant un nombre compris entre 0 et 1 et les y; étant des fonctions bornées dans le
domaine considéré. On voit que la partie principale de U'erreur £ (z, y) sur ¢ (z, y) est le
polyndéme o, ., (x, y). Les erreurs sur les composantes de la vitesse ont évidemment
pour parties principales les dérivées de ¢, (x, y) par rapport a x et j successivement :
ce sont des expressions homogénes de degré m.

Quand on considére le probleme sous son aspect physique, la question de savoir si,
au sens précis de l'analyse mathématique, ¢ (x, y) est développable en série entiere
convergente perd beaucoup d’intérét. Une série convergente peut en effet ne converger
que trés lentement et par suite n’avoir aucune utilité tandis qu’une série divergente
peut trés bien prendre une valeur assez voisine de la valeur exacte cherchée pour qu’on
puisse la confondre avec celle-ci ([42,], pp. 3 a 19). Dans la théorie de la linéarisation par
exemple ([25,}; [51], t. 11, pp. 49 4 66), pour des obstacles se déduisant de I'un d’entre eux
par une affinité de rapport 2, on écrit le potentiel des vitesses sous la forme d’un dévelop-
pement par rapport 4 » et on convient de représenter ce potentiel par le premier terme
du développement. En général, on ne sait pas si le développement est convergent. « Bien
plus, il y a des cas ou I’on sait, a priori, qu’une telle convergence n’a pas lieu. Il n’en reste
pas moins que le calcul du second terme du développement — ou deuxiéme approxi-
mation —, lorsque celui-ci est possible, améliore, en.régle générale, les résultats dus a la
linéarisation » ([25,], p. 221).

Comme les difficultés du calcul d’identification grandissent rapidement avec le
nombres des termes & déterminer, il faudra pratiquement se contenter de calculer un
polynéme @ (xr, y). ol m est relativement peu élevé. Ce qu’il importe alors de connaitre,
c’est larapidité avec laquellele reste £ (x, y) devient inférieur aux erreurs qu’on se permet :
les solutions obtenues par la méthode d’identification n’auront en effet un sens physique
que si elles sont assez voisines des solutions exactes et des résultats expérimentaux
pour les représenter avec une précision acceptable. On pourra évaluer cette précision
en comparant les solutions en polyndmes aux solutions obtenues par la méthode des caracté-
ristiques et aux solutions données par I’expérience. La premiére comparaison ne pourra
se faire évidemment que dans le domaine supersonique ol les caractéristiques sont réelles.

7. — EQUATIONS SIMPLIFIEES DU POTENTIEL DES VITESSES

Nous allons montrer que la détermination des premiers termes du polynome
® (x, y) par identification peut se faire a partir d’équations plus simples que 1’équation
(27) ou (28).

Cherchons par exemple 4 déterminer les termes du second degré de @ (z, y).
1
9 (T, §) = 5 € - Aggry £ Agay?.

Le scul coefficient inconnu a calculer est le coefficient Aj,. Le calcul est immédiat :
écrivons que I'équation (28) est satisfaite pour les valeurs particuliéres * = y = 0 des
variables : comme alors u = v = 0, on a

Bl %
2y O = 5,2 (00) =2 4, = 0.
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Pour le calcul de ¢, (x, y), on voit que seul intervient le terme — dv /3y du membre
de gauche de I’équation (28). On peut donc simplifier cette équation et écrire
v
o 0. (36)
D’une maniere générale, nous allons chercher comment on peut simplifier I'équa-
tion (28) quand on désire calculer le polyndéme ® (z, y) jusqu’aux termes de degré m, la
valeur de m étant successivement égale a 3, 4, 5... Nous supposerons connu le polynome
@y (¢, §) dont la détermination est, comme nous venons de le voir, immédiate.

Pour déterminer le polynéme @ (z, y ) de degré m, on annule identiquement le
polyndme « (z, y) de degré m — 2 (cf. identité 31). On sait que 1’'on obtient ce polynome
« (z, y) en substituant aux quantités u et v du membre de gauche de I'équation (28)
leurs expressions approchées tirées du polypdne @ (z, y). A chaque terme de’équation (28)
correspond ainsi un polyndme en x et y. Au terme

_u

G+ Dug,
par exemple, correspond le polynome

G+ @+ AL+
(r -+ D [9A 0% + 22 A5 + 3A30800) 2y + (Ars+ 2 Ap1A00) PP+

La partie principale de ce terme est 'expression homogéne de degré le moins élevé dans le
polynéme correspondant : la partie principale du terme (v <+ 1)u di1/dx par exemple
est expression du premier degré (v + 1) (x + A, 7). Les termes de I’équation (28) dont
le degré de la partie principale est supérieur & m — 2 n’apportent aucune contribution
a la formation du polyndme « (z, y) puisque ce polynéme est de degré m-— 2; on peut
donc les supprimer et utiliser ainsi, pour déterminer le polynéme recherché @ (z, y),
une équation plus simple que (28). Soit ~ le degré le plus élevé des parties principales
des termes de (28); d’apres ce qui vient d’étre dit, on ne pourra simplifier I'équation (28)
que si m — 2 est inférieur 4 =. On ne pourra donc simplifier les calculs d’identification
que si le degré m du polyndme @ (z, y) est inférieur a = + 2,

m <=4 2 37

Recherchons le degré des parties principales des termes de 'équation (28). Ecrivons
d’abord le début des développements de u et v et des dérivées de U et v par rapport a
xety.

_ )
U=sSp= Ay 3A 2 2A, a0y + Ayt b
-
b= % = AT+ Ay B 2A,25 + 3 A0+
W %
Si.:a?i: 1+ 6A,00 + 2A,,9 + - (38)

o dw Do .
ﬁ“b?c"—W*Al'l+2A2'lx+2A1'2y+

w0
5 = Xy% = 2A,,7 4 6 A0+ .
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Le coefficient du premier terme des développements de v et du/dy est A;;; ce coefficient
étant arbitraire, nous sommes amenés a considérer deux cas selon qu’il est différent de
zéro ou nul, Par contre le coefficient du premier terme du développement de dv [dy est
la quantité inconnue 2 A, , : nous devons d'une maniére générale considérer ce coefficient
comme étant différent de zéro.

Etudions d’abord le cas le plus général A, ;% 0. D’aprés (38) nous voyons que les
parties principales des grandeurs

i 2w w
dx ¢ Wy

sont de degré zéro. Les parties principales des autres grandeurs

_ oV
u, v et ﬁ

sont du premier degré. D’aprés ces résultats, on évalue immédiatement le degré des
parties principales des termes de I'équation (28). Fcrivons sur une méme ligne les termes
dont les parties principales sont de méme degré; I’équation (28) se présente alors sous la
forme

bl _du
(1) Dy—}—(y—}t_ 1>ubx>7203y71‘—
Y N 1_. v —1
@) (v~1)u3§+(——”g ut 4 ) +2u + (39)

sur chaque ligne, 4 gauche, on a écrit entre parenthéses,un chiffre qui indique le degré de
la partie principale de ’expression correspondante. Le degré le plus élevé des parties
principales est ici © = 3, D’aprés (37) on ne pourra simplifier I'équation (39) que si le
polyndme a déterminer @ (x, y) est de degré inférieur a 5.

Si on veut calculer @ (x, y) jusqu'aux termes du troisieme degré seulement
(m = 3}, le polyndme o (z, y) & annuler identiquement est du premier degré (m— 2 = 1);
il suffit donc de retenir la premiére ligne du membre de gauche de U'équation (39); I'équa-
tion simplifiée & utiliser est alors

tou
+(Y+l)u—+"v'J:O. (40)

Si on veut calculer ® (z, y) jusqu’aux termes du quatriéme degré, on voit de méme
que I'on peut utiliser I'équation simplifide

— +(v+1)a°” u29+

(y 1 1 ) yit (1)

2up — = 0.
+ "y

Gr—hu
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Considérons maintenant le cas particulier A, ; = 0. Ce cas a une certaine impor-
tance pratique car il correspond a un aspect géométrique simple de I’écoulement : nous
savons en effet qu’a 'origine des coordonnées la ligne sonique est ici normale a la ligne de
courant et que cette derniére a une courbure nulle; ’écoulement symétrique par rapport
a I'axe Ox est un exemple de ce cas particulier. Remarquons gqu’il n’y a pas lieu de distin-
guer ici deux cas selon que le coefficient arbitraire A, ; est nul ou non; d’apres les égalités
(38), on voit en effet que le degré des parties principales de u, v et des dérivées de u, v
reste inchangé dans I'un et 'antre cas. On a le classement suivant :

— grandeur dont la partie principale est de degré zéro

ou

T

— grandeurs dont la partie principale est du premier degré

w dw w

o T e
—- grandeur dont la partie principale est du sedond degré
v.

Pour classer les termes de I'équation (28) utilisons les mémes conventions qu’en (39);
on peut écrire

M =Y he D+
L

3) 20 %g + - 12 %; + (12)
) Ygf~lu2£+2av§‘;+

(B) 13102%;:0.

La valeur de ~ ¢tant ici égale 4 5, on peut calculer le polynome @ (x, y) jusqu’au sixiéme
degré a l'aide d’une équation simplifiée du potentiel des vitesses [m < 7 d’apres (37)];
on dispose donc de quatre équations simplifiées que 'on forme en ne retenant succes-
sivement que la premiére ligne, les deux, les trois ou les quatre premiéres lignes de I’équa-
tion (42).

L’équation la plus simple est
2 -~
Ty PO Dug, =0. (43)

Cette équation, utilisée par Th. von KArMAN pour établir Ia loi de similitude des écoule-
ments transsoniques, permet de calculer le polynome @ (z, y) jusqu’aux termes du
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TABLEAU 1

Equations simplifiées du polentiel des vitesses pour un écoulement

plan non symétrique

T

Degré Degré

m
A me—1 (it = /dx,
du polynéme des polynomes

@ (z, )

Equations simplifiées du potentiel des vitesses

v = 35/0y)

-_————

Cas A;; # 0

u(x, y)
A déterminer et v (x, y) Cas A, = 0
,,bu o
3 2 (rF D —55 =0
-
1_
[(‘(+1)U+Y+ 2]3 +
4 3
[*1+(Y~1)UJ—*0
[(Y+1)u+ 121'2]%%4,—
= Y73
0 4 21)—3&—9—
o y—1_72
[ 1+ (—1) i+ uz]aiy’zo
_—
1_ )
CEELERE N L] 3
du
6 5 + 20+ b‘g‘i‘
1 {317 Gk 57 LN
[—— +(Y‘— )ll—f— P ]b‘y
e
. —, Y+1_, vy—1 T1du
7 6 [(‘/Jrl)”jL g Wty ]Dx
Y71
+2(1+u)1]5§+
[~1+(Y—1)U+151u2+
L}lvz]i—;:o

[~1+(Y—1)ii+1}

o
(Y‘f“l)u’*‘FZ by Bg:
-—

. y+1, 1 ]

[(f +1u+ 2-}—*—112]M
o1y

+ (+U)UET

=14 &= Dal 2 =

[(Y-Fl)ﬁ-f-%l ’u'z_f_,\L;j 2
u

+- 2(1—}—11)1)‘

Ty
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troisieme degré. On pourra donc I'utiliser pour établir les propri€tés de I'écoulement chaque
fois que la précision demandée sur les vitesses ne sera pas supérieure a celle des termes
du second degré en x et y. Remarquons que I'équation (43), bien que tres simple, n’est
pas une équation linéaire. Le fait de remplacer I'équation du potentiel (28) par I'équa-
tion (43) ne constitue donc pas une linéarisation du probléme de I'écoulement d’un fluide
compressible au voisinage des conditions critiques ([25,], p. 219).

Nous résumons dans le tableau I les résultats que nous venons d’établir sur I'exis-
tence et la forme des équations simplifiées du potentiel des vitesses. Dans ce tableau nous
donnons I'équation simplifiée que I'on peut utiliser pour déterminer le polynome @ (z, y)
jusqu’aux termes de degré m. Nous indiquons également la précision obtenue sur le champ
des vitesses; celle-ci est donnée par le degré m—1 des polyndomes d® [dx el 9@ [dy qui sont
les expressions approchées des composantes de Ja vitesse complémentaire.

8. — FORMULE DE REGURRENCE
POUR LE CALCUL DU POLYNOME POTENTIEL

Le calcul du polyndéme homogéne o, (z, y) est, comme nous I'avons vu, immédiat.
Le calcul de ¢, (z, y) est encore relativement ais¢, surtout si on utilise 'une des équations
simplifiées (40) ou (43) du potentiel des vitesses. Mais déja le calcul de ¢4 (2, ) est une
opération fort longue. Les difficultés grandissent tres vite avec le degré du polyndome
homogéne 4 déterminer. Pour éviter d’introduire des erreurs, il faut prendre soin d’effec-
tuer les calculs avec ordre et méthode. Nous allons établir une formule générale de récur-
rence qui permettra de déterminer de proche en proche les polyndémes homogénes o, (%, y)
jusqu’a un degré n aussi élevé qu’on le voudra.

Dans le polynéme « (7, y) que 'on obtient en portant dans le premier membre
de I'équation (28) les expressions approchées de u et v tirées du polynome polentiel
@ (z, y), nous allons calculer les termes de degré n—2, c’est-a-dire le polynome homogene
%,_ (¥, y). Pour obtenir la formule de récurrence cherchée, il nous suffira d’écrire,
d’aprés (34), que ce polyndme «,_, (z, y) est identiquement nul.

Voyons d’abord quelle contribution apporte chaque terme de I'équation (28) a
la formation du polyndéme «,_, (T, ¥).

La seule expression de degré n — 2 fournie par le terme v [y est d%p, /0y

Le terme général de Vexpression fournie par u (du/d>z) est le produit
(39,/37) . (9%9,;/522) dontle degré est i + j—3; on aura les termes de degré n—2en faisant

i+f—3=n—2,
¢’est~a-dire
j=n—1i-+1.
Comme J est supérieur ou égal 4 2, on a
n—i+1>2

d’ou
i<n—1.
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Comme 1 est lui aussi supérieur ou €gal 4 2, on a
2Lig<n—1.

Tous les termes de degré n — 2 fournis pas le produit @. (3u /3x) ont pour expression
t—=n—1
?%;H; . %o .
dx dx?

i=2
Remarquons que cette somme n’a de sens que sin estsupérieur ou égal 4 3;en effet, pour
n = 2, le produit u.?u /3x ne comporte pas de terme de degré n — 2.

On trouve de méme que les termes de degré n — 2 fournis par les produits
v.(du [oy) et u.(dv [oy) ont pour expressions

§=n—1
w0 O
Y Loy wdy)
=2
i=n—1
a0 N % Ve
oy <o dy?

Le terme général de I'expression fournie par u? (3u/dx) est le produit

(091 /22). (39, /02). (2%p; [317),
dont le degré esti +j+ k—4; on aura les termes de degré n — 2 en faisant
i+j+k—41=n-—2,
¢’est-a-dire
k=n—i—7j+ 2.
Comme ] et k sont supérieurs ou égaux a 2, on a pour j intervalle de variation
2<Lj<n—1i.

A une valeur particuli¢re de i correspond donc, pour le produit z2.(du /dx), 'expression
suivante de degré n — 2,

j=n—i
Vi " 00n—ijie 395
mE L, dx

i=2

Comme i est supérieur ou ¢gal a4 2 et que j + k = n — i + 2 est supérieur on égal a 4,
on a pour I l'intervalle de variation

2<Lig<n—2,
Tous les termes de degré n—2 fournis par le produit 2. (du /d>x) ont alors pour expression
i=n—2 j=n—i

A%, Z dn—i—jiz 0P;
2 o dx

=2 =2
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Cette somme n’a de sens que si n est supérieur ou égal a 4 : pour n < 4, le produit
u2. (du /dx) ne fournit en effet aucun terme de degré n — 2.

On trouve de méme que les termes de degré n — 2 fournis par les produits
v2.(du ax), uv.(du [dy), u?. (v [dy) et v?.(dv [dy) ont pour expressions

i=n—2 ﬁ*i
L2 y chpz Z a(Pn—'i—iJr‘l . ECPJy
d L dat Y dY
i=2 j=2
_ i=n—2 j=n—i
i ou 2o 0Pp-i—jrz  OP; ,
Y XY dx Y
=2 j=2
1—7{\252 j=n-—i
., OV P Z dPy—i—ji2 0P
2 ¥ , hilhg} b 2 T
Wy Py 2T QT
=2 j=2
i=n—2 7'—’7:1;71:
2 Zﬁ?@Z%@'ﬂ.?%.
dy dy? Y dy
i=2 j=2
Posons
. b%—m B9 o OPn—ir1 sz% bcpmu %,

j=n—i

L Y 4+ 1 39n—i—jia 3% Y— 1 39p—iji2 b%) PR
FO = Z [(ﬁQ 0T T dwp oyl a? T

i=2

20, iz ¢ D'p;
27 2y bxby+

(“:J Qon—iicz 3% 4 ¥+ 10w ijin %) f‘?@]‘
2 By X 2 oy Y

On obtient I'expression suivante du polynéme «, , (%, ¥),

i=n—2

aHmwz°“+ZEm+\Ho (14)

D’aprés (34) le polynéme o,_, (x, y) est identiquement nul : on a donc

b i=n—1 T=n—

Pn

am*ZE@+4F@ (15)
Remarquons que le polyndme d2p,/3y%, qui contient n — 1 termes est une expression
linéaire des coefficients inconnus A,_g. Arp—g.57-> Ag., du polyndme e¢,(x, p).

Par ailleurs, le second membre de I'identité (45) ne contient que des polyndmes ,(z, y)
ou l'indice h est inférieur 4 n. Les n — 1 équations tirées de I'identité (45) donnent donc
directement les n — 1 coefficients inconnus du polynoéme ¢, (x, y) en fonction des coeffi-
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cients des polyndmes ¢,(x, ¥), @3(, ¥), -+ ¢,—1 (¥, y). L’identité (45) est la formule de
récurrence que nous recherchions; elle permet de calculer de proche en proche les diffé-
rents polynémes homogénes du polynoéme potentiel ®(x, y).

Rappelons que la formule (45) se simplifie dans les deux casn = 2 et n = 3. Pour
n = 2, les sommes relatives a E (i) et F ({) n’existent pas; 'identité (45) s’écrit alors

%
5522— =0. (46)
Cette identité donne le résultat

Age =0

que nous avions obtenu directement au début du paragraphe 7. Pour n = 3, seule la
somme relative 4 I¥ (i) n’existe pas; 'identité (45) sécrit dans ce cas

2
gg; —E(i=2). 47)

Le polynome ¢,(z, y) ayant été déterminé par (46), l'identité (47) permet de
calculer les coeflicients du polyndme ¢4(x, y). On écrit ensuite I'identité (45) en donnant
a n la valeur 4 et on détermine le polyndme o,(z,y). Puis faisant successivement n = 5,
6, ..., m dans I'identité (45), on détermine les polynomes o (x, y), 9¢(Z, U), ..., 2, (T, )
Jusqu’au degré m qu’on s’est fixé arbitrairement.

9. — EXPRESSION GENERALE
DES COEFFICIENTS DU POLYNOME POTENTIEL

Soit k un nombre entier compris dans 'intervalle 2 < k < n; nous allons faire
le calcul complet d’un coefficient inconnu quelconque A, 4., du polyndéme o,(z, y)
et nous allons exprimer ce coeflicient en fonction des coefficients des termes de degré
inférieur a n dans le polynome @ (, y).

2
Le terme de ]la dérivée sl dont le coeflicient est A, est un terme en x7—*% yk-2,
dy? )
On a en effet
2 32 .
o (x, y) = 7 [+ Appne @YY + o] = o f k (k1) A gy

Dans lidentité (45), ce sont donc les termes en a"~* y*-2 qu’il faut considérer pour
obtenir Je coefficient recherché.
Considérons V'un des produits qui figure dans I'expression E (i), par exemple

OPp—it1 . g, .
dx Y

le terme général de ce produit est

0 ) hi )
3 [Ataimprap T+ 7HYP] X a2 [Avi-a. 7,

ou

(1 —p 4 DApiprp? 7YX (E— O — ¢ — DA 702 7, (48)
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ou encore
n—i—p+ D= @—0—1) Apipiny Augq @72y (19)
On aura un terme en x"—* y*-2 sj on fait
n—p—q—2=n—k

et
ptaqg=k—2.

Ces deux égalités qui sont équivalentes donnent
g=k—-p—2. (50)
On obtient 'expression du terme général en a#* y*~2 par élimination de ¢ entre
(49) et (50) :
(n —i—p+ 1) (“—k +1 +p +2)( k+i+ p+ 1)A\n i—p+1)° A — kit -p-2) T kylc~2~

On aura les termes recherchés en donnant a p toutes les valeurs que ce paramelre peut
prendre. Comme les exposants des variables x et y de I'expression (48) doivent étre posi-
tifs ou nuls, on a, compte tenu de (50),

n—i-—p=>=0 p=0.
—k+i+p=0 k—p—220,
c’est-a-dire
0<p<n—I,
k~i<p<1\ 2.

Les valeurs qu’il faut donner & p sont les nombres entiers qui satisfont simultanément
a ces deux inégalités. Le coefficient du terme en a»~* y*-% fourni par le produit

A0y 02

j?%;jl S 2% est donc
o=k-—2

p-n—i

Z n—i—p+tD)(—k+i+p+2(—k+i+p+ 1 Apipiv.oArrirpra a-o—o»

-0
p=k—i

la borne inférieure étant le plus grand des deux nombres indiqués au-dessous du signe X
et la borne supérieure le plus petil des deux nombres indiqués au-dessus de ce signe.

On obtient d’une maniére analogue les coeflicients des termes en xn-% yi-2
fournis par les autres produits de E (i).
Considérons maintenant 'un des produils qui figure dans Pexpression IF (i),

n—t a b 1
par exemple —@Tvﬁg bci] D?; ; le terme général de ce produit est

D d . 2
[An i—j—pr2iep T ALY p] X DE [A".J"Q"qx]"qu] X b}z [Az o r’vl Tl]],

ou

(n‘*lﬁ]ﬁ"p z)Am i—i=ptzep T =i p+1Jp X (]—‘Q) Au o qr] - lyq
(l — I‘) (l —I— 1) A‘,Z*T,"T xi=r2 v, (‘)1)
ou encore

(n—i—j—p+2) (—q) ((—r) ((—r—1) Auimjptap Agmgrq Ay 777072 grramm.
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On aura un terme en x"* y*~2 si on fait
n—p-—q—r—2=n—%k
et
. p+qg+r=k—2,
¢’est-a-dire
r=k—p—qg—2. (52)

Le terme général en 7~* y*—2 a pour expression

—i—j—p+2(—(—k+i+pt+qg+2)(—k+i+p+qg+x

. : =T k-2
App—imjmprorp Ali—grg Dttt prorertp—o2 TF gF2 (53)

On aura les termes recherchés en donnant a p et ¢ toutes les valeurs que ces paramétres
peuvent prendre. Pour une valeur donnée de p, voyons quelles valeurs doit prendre g.
Ecrivons que les exposants des variables x et y, qui contiennent ¢ et r dans I'expression
(51), sont positifs ou nuls; compte tenu de (52), on obtient

j—q¢—1>=0,

q
—k+i+p+q=0, k—p—q—2:
c’est-a-dire,

Les valeurs qu’il faut donner a4 ¢ sont les nombres entiers qui satisfont simunltanément
a ces deux inégalités. On obtiendra ainsi les termes en z"* y*2 qui correspondent
a une valeur particuliere de p. Pour obtenir les différentes valeurs qu’il faut donner a p,
écrivons que les exposants de x et de y, qui contiennent p dans Uexpresssion (51), sont
positifs ou nuls; on obtient

O<p<n—i—j+1.

L . . .0 - dg; o2
Pour écrire le coeflicienl du terme en x27* y*-2 fourni par le produit Cniita, 0% 09

dx 2w dxt
posons
q~k~p—2
q=j—1
PGjip) = D (=0 =kt itp+g+2(hiitptqgti)x
g=0
q-k—i—p

Af}‘*q}'q AV‘k+'i+19+a+2‘,‘{'k*10‘q-2, .
L.e coeflicient recherché est

p=n—i—j+1

D =i D+ D) Apiypiany PG 5 )

p=0

On obtient d’'une maniére analogue les coefficients des termes en 1»—* y*=2 fournis
par les autres produits de F (7).

Tous caleuls faits, voici sous quelle forme on peut exprimer le coefficient A,
Désignons par G’ la quantité suivante qui dépend des parametres i et p,

(n—"x)-
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GG p) = (0 — i —p A 1) Apmicpores [+ 1) (ko T P2 (b i p 1) X

A/—k+i+p+2)-(k—p~2) + (Y - 1) (k - P) (k —D— 1) A(—k+i+p)-(k—p\] -+
2(p+-DHE—p—DOH(—k+i+p+1 Appimpriptr Meksit ot t-p—1-

Pour chaque valeur que peut prendre i, calculons la somme

—2

D=k
vP=n—t

G'(i;p) .
Pf)

[}
p=k—i

G () =

g

Posons

P jpig=0G—(—k+itptqg+2(—kt+it+ptgt1x

A‘{J‘*q‘s‘q A(*k+i+p+q+2‘/'(k—p'a‘2\ »

QU jLpp=@+D(—k+i+pt+qg+D(—k+it+p+qg+1)x

A"j*q-l\‘ (g +1 A(—k+i+p+q+2? s {k~p—a—2

RGjipip=@+ Dk —p—q—)(—k+i+p+g+1)x

A&j*t]—l) s lg+1) A(-k+i+p+q+1\ ¢« (k—p—q—1is
S (l’ j’ I Q) = (] - ’I) (k —p — q) (k —pPp—q— 1) A‘\'J’“a?' q A(—k+i+p+q“ s lk—p—g)s
T Gip; =@+ Dk—p—q *k—p—9—1)Aygr g0 Aptitota - -o-a -

Pour chacune des valeurs que peuvent prendre les paramétres i, j, p, faisons varier le
parametre ¢ et calculons les sommes

PG, jsp)= > P (i, ipia),
-

Qfsp) = > Qipin),

g=7—1
N

q=k—p—2

RGj;p= L

=0
g=k—i—p

S, 7sp) = > S (i pi ),

q=k—p—2
q=j—

1
TG ) = > TG i)
q=0
~k—i—p
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Soit H” la quantité suivante, qui dépend de i, j, p :

.. 1 —1
W jip) =i~ —p + D (55 P 4 2R+ 150 8) A i

y—1 v+ 1
5 Q-+ 5 T) A~imjmptv-win

+(p+1)(

Pour chaque valeur de i et j, faisons varier le paramétre p et calculons la somme

p=n—i—j+1
H (@) = > H G, s p).
p=0

Ensuite, pour chaque valeur de i, faisons varier le parameétre j et calculons la nouvelle
somme

H (i) :ZH’(i;]‘).

iz

Enfin, faisons la somme des quantités G (i) et la somme des quantités H (i); nous oble-
nons I'expression suivante du coefficient cherché A,_;,..,

i=n—1 i=n—32

Fk—1) Apgon = O G (D) + > H(). o)

=2

10. — APPLICATIONS

A Taide de la formule (54), calculons successivement les polynémes homogénes
22(% Y)s @3(®, Y) et o (2, ).
10,1. — Calcul des termes du second degré.

Pour n =2, le membre de droite de la formule (54) ne comporte aucun terme; on a

k(k—1) App.y = 0. (55)

Le seul coefficient inconnu de ¢,(z, y) est celui qui correspond a k = 2; on obtienl,
comme nous 'avons déja vu précédemment,

2Ap., =0,

Le polynéme homogene o,(z, y) s’écrit donc
1
o (T, Y) = 5 X+ Ay

10,2. — Galcul des termes du troisieme degré.
Pour n = 3, la formule (54) s’écrit

k(k—1) Agg = G (0 = 2). (56)
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Les coefficients inconnus 4 calculer correspondent & k = 2 et k = 3. Pour k = 2, on a

2A1-2 = G(i :2) =G’ (i = 2; P = 0) = 4A2.o [(Y + 1) A2.0 + (Y" 1) Ao.z] + 2A§.1-

Pour k = 3,0ona

6Aps=G(i=2)= G ([(=2p=1) =24, [(v + DAy + (+ — 1) Aga] + 44,24y,

Compte tenu des valeurs

1
A240 = Q et A0.2 = (),
on obtient
1, v+ 1
Ay = Ty + ARy, Ags = — 6 Aq

[’expression du polynome o,(z, y) est done

\ 1 v 41 ‘
P3 (T, ) = Agy 2 4 Ay 2%y + (i %" + A%, xy? + 5 ALy

10,3. — Calcul des termes du quatriéme degré.

Pour n = 4, la formule (54) s’écrit

(k=1 Agu e =G(i=2+G(i=3+Hi=2. @7

Voyons d’abord quelles valeurs il faut donner a j, p, ¢, d’apres les valeurs de n, k et 1.
On a, pour le calcul des expressions G (i),

o Vi=2, p=0
(k‘2(i:3, p =

\ i=2, p=1
n=4?k:3 P gp_o
p =1

I Si:Q, p =2
\k“4(i:3, p=1

et, pour le calcul des expressions H (i),

k=2, =2, j=2, p=0, q=
p:O’ q:l
p=1, q¢=0
k=4, i=2, =2, p=1, gq=1

n=4)k=3, i=2, j=2
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CALCULDE A, ,: k=2).

Les valeurs de G (i) sont, pouri = 2et i = 3.

Gi=2 =G (i=2p=0)=6A,[(+ 1) Ay + (r— 1) Ags] +
20,3 A0 =30+ 1) Ago+ 245, A1,

GI=3) =G ((=3p=0)=480,B(+ 1 A0+ (v — DALl +4A1, Ay, =
6G 4+ DA+ 2240+ —DAL]AL A+ G—D G+ D).

Pour obtenir la valeur de H (i = 2), on écrit successivement

P(i=2]=2,p=0=P (i =2]=2p=0;¢g=0 = 4A3, =1,
Qi ) = Qe ) = 2A,, Ayp = Ay s
R ) s U R ) = AZ,

S (e, ) = S (e ) = 44,4 Agy = 0,
A N SO ) = 2A,, A, = 0;
dott

Hi=2=H (=2]=2 =H(@=2]=2p=0) =
(5

9 A1.1 + 2) Aga 9
La formule (57) donne

v —1 7 D@y —1
2A,5, =9+ 1) Ay + (6A2.1 + 3;2—A1.1 + 2) A + o )é { )

CaLcuLpE A q: (b =3).

Calculons d’abord les quantités G (i). Pouri = 2, on a
Gi=2=G((=2%p=1 =4A,,[(v+ DAsg+ (v — 1) Ays] + 1A, Ay
Le coefficient A, est égal a1 /2 et le coeflicient A, , a été calculé précédemment; compte

tenu de ces résultats on a
G =2 =2(+1) A0 +2@AL + v+ 1) A,
Pouri = 3,ona
G@=3p=0 =4A[(r + 1) Agy + 3G —1) Apg] + 451 Ay,
GUU=3p=1)=2A,,3FC+1 As,+—1) A1)+ 8A,:As;.

D’ol, compte tenu des valeurs connues des coeflicients A,.q, Ag. Aqg et Ageg,

Gi=3)=G({{=%p=0)+G({I=3p=1
=2@F+ DA + 26+ 1 BAg+ Afs + 1) Awy-
Calculons maintenant la quantité H (i = 2).
Pouri=j=2, p=0 et ¢=1,ontrouve
P="P =2A,A,,=4:4,
Q=R=8S=T=0.
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Pouri=j=2, p=1 et ¢q=0,ontrouve
P =P = 4A3.0 =1, Q=0Q =2A;, Az'o =A,, R=R = A%.ls

S=T =0,
d’olt

Hi=2=H (=2/==H(=2/=2%p=0+0(=2]=2p=1)
= (1) Apr A ( S 28R Ay b G 1) Auy Age
= AL +v+ DAL
La formule (57) donne
6A =4 + DA 6+ 1D A5 +20+HAL+ G+ Qy+ )AL,
CALCUL DE Ay, : (k= 4).

Les valeurs de G (i) sont, pour i = 2eti = 3,

G =2=G(=2p=2 =2A,[(+ 1) A,

0'2] —;— 6A0'3 Al'l

1)2
—2 (v + 1) A}, +Qz),

GE=3)=G({=3p=1) =240 [(+ + DAy + 3G —1) Aps]l + 84 Ayp
=+ D24 + (¢ —1) Apq] Apy

Pour obtenir la valeur de H (i = 2), on écrit successivement
Pi=2j=2p=0)=P({=2j=24p=1;9q=1)=2A,,A,,= A,
Q=R =S=T=0,
d’ou

y+1,.,
- 2 1.1 -

HG@=2 =H(@{i=2j=2=H

La formule (57) donne

2{+3 N (v 4 1)2

12A04~(”+1)(2A’21+ +Wﬁ’

L’expression du polyriéme o4(x, y) est alors

o (T, h) = Apg 2 + Ay By +

1 1 1) Qv —1
(955 Avo + BAp +3 7 gyt 1) Apy + T DE ')]“y2+
1 4 R 1) @y
;wg %r+h+DA“+LLA +“+)%i¥4m4wﬂ~

s o L
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En définitive, le polynome potentiel du quatrieme degré, qui représente approxi-
mativement le potentiel complémentaire des vitesses, a pour expression
D (x, y) = 92 (%, Y) + 03 (X, Y) + 94 (T, Y)
1
:—'Qajz + Ay +

2 Y1
Agog @ -+ Apy 2%y -+ ( 9 + AT.l) xy* -+ 3 A P+

3 1 y—1 v+1D)(2vy—1
[9 L —g Agg + (3 Agy + 3 YT" Apq+ 1) Apa+ (i)‘%**‘)] x%y? +
1 +4 r+ D2y +3
3 2 % A2'1 + [(Y + 1) A3.0 + Y 3 A%l ‘I‘ QL){}L_,_()] Al'l acy3 +

[ (e 25 i) A g (5 e

Ce polynome du quatrieme degré permet de calculer le champ des vitesses avec une pré-
cision qui est suffisante dans la plupart des cas.

11. — DOMAINE D’ETUDE
AU VOISINAGE DES CONDITIONS CRITIQUES

Soit ¢ un nombre arbitraire, petit a I'égard de l'unité. Il est commode de choisir
dans le plan de I’écoulement un domaine d’étude rectangulaire A ol la valeur absolue
de la différence V — 1 entre le module V de la vitesse et I'unité est au plus de ordre de
grandeur de <%

De I’'identité

VZ—1=(NV-+1HV-—-1,

on tire, puisque V est ici sensiblement égal a 1,

V—1zx~

VP11 Q4w oer—1 uop2
T2 T 2 D

Négligeant les quantités u2 et v? qui sont petites a ’égard de i, on a
V—1x~au.

La convention pour déterminer le domaine A peut donc s’exprimer par la condition
que le module de u est au plus de 'ordre de grandeur de <2

D’une maniére plus précise, nous allons considérer la partie principale de u et
poser que chacun des termes de cette partie principale est, en valeur absolue, inférieur
a €% D’apres I'expression (58) du polyndme @ (z, y), le début du développement de u
a pour expression

) Rl 1 .
U= @y =2+ A,y +3A,,2% F2A,. a7y + (L? + A3 2 4 -
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La partie principale de u est constituée par le binéme du premier degré
x4+ Ay
nous déterminons le domaine d’étude A par les deux inégalités
x| < e, Ayl <& (59)

On voit que, si le coeflicient A, est de 'ordre de grandeur de l'unité, les coordonnées
z et y sont toutes deux de I'ordre de grandeur de < : la forme du domaine A est
alors voisine de celle d’un carré.

La convention précédente est en défaut si le coeflicient arbitraire A, est nul :
la partie principale de u ne comporte plus alors qu'un seul terme et 'unique inégalité
qu’on est amené & poser ne suffit pas pour déterminer A. Nous allons dans ce cas complé-
ter la convention que nous avons prise par la condition que le lerme en y*> du dévelop-
pement de u est lui aussi inférieur 4 <. On a alors les deux inégalités
lx! < e?, I'—*2:'1y2<£2,

ou

wl<e /TG Nyl < (60)

y est ici de Pordre de grandeur de ¢, x est de 'ordre de grandeur de <% et le domaine A
est un rectangle tres allongé dans la direction Oy. On peut remarquer que parmi les ter-
mes du second degré du développement de u, c¢’est le terme en y? qui est prépondérant
dans le domaine A; les termes en 22 et en xy sont en effet respectivement de ’ordre de
grandeur de <% et de < tandis que le terme en y2 est de 'ordre de grandeur de 2,

II arrive que le coefficient A, ne soit pas exactement nul mais qu’il soit petit.
(’est un cas qui en pratique se présente souvent; si on cherche par exemple a réaliser
un ¢écoulement symétrique par rapport 4 une droite, on ne pourra réaliser la symétrie
quapproximativement et, en général, le coeflicient A;; ne sera pas rigoureusement nul.
Supposons que A, soit de I'ordre de grandeur de . D’apres notre premiére convention,
le domaine A est déterminé par les inégalités (59) : comme dans le cas A, ; = 0, on voit
ici que yest de ordre de grandeur de ¢, que x est de I'ordre de grandeur de y? et que le
domaine A est un rectangle tres allongé dans la direction Oy. L’¢étude de ce cas intermé-
diaire montre qu’il existe, du point de vue de 'ordre de grandeur des cétés du domaine
d’étude, un raccordement entre le domaine A déterminé par notre premiére convention,
quand A, est différent de zéro, et le domaine A déterminé par notre seconde convention,
quand A;, est nul; ce résultat justifie le choix de nos conventions pour déterminer
dans tous les cas le domaine d’étude A.
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ECOULEMENT SYMETRIQUE
PAR RAPPORT A UNE DROITE

L’étude des écoulements plans, symétriques par rapport 4 une droite, présente
un intérét particulier du fait qu’elle aboutit a4 des résultats relativement simples. C’est
pour cette raison qu’en expérimentation on cherche le plus souvent a réaliser de tels écou-
lements. Les tuyeres que I'on construit dans ce but présentent un plan de symétrie ou
une paroi plane : dans ce dernier cas, on peut considérer qu’il s’agit d’une demi-tuyere
symétrique dont la paroi plane est le plan de symétrie.

1. — CONDITIONS DE SYMETRIE

Le potentiel des vitesses d'un écoulement symétrique par rapport a I'axe Oz
est une fonction paire de y. Dans le polynéme potentiel @ (z, y), les coefficients A,
des termes en x* y’ sont alors nuls chaque fois que l'indice j est un nombre impair. Parmi
les coefficients A, et A;; que I'on se donne arbitrairement pour déterminer les condi-
tions de 'écoulement le long de la frontiere Oz, on voit que les coeflicients A;; sont
nécessairement nuls. Réciproquement, si les coefficients A, sont nuls, la symétrie est
réalisée le long de la frontiére Oz et par suite I’écoulement est lui-méme symétrique
par rapport a Ox. Bien que cette proposition réciproque soit intuitive, il est intéressant
de montrer dans le détail comment la symétrie réalisée le long de la frontiére est étendue
au plan de I'écoulement tout entier.

Ordonnons le polynéme potentiel ® (x, y) par rapport aux puissances croissantes
de y au lieu de I'ordonner comme précédemment par rapport aux puissances croissantes
de x et y. Nous obtenons

O @ y) =by @+ b @y + b @y b @Y
ol
by () = %xz + Agpx® 4 -
by (x) = A+ Ay 224 )

..................................
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Nous allons démontrer que si les polynomes b; (x) sont identiquement nuls pour i
impair et inférieur ou égal 4 2 n — 1, n étant un nombre entier quelconque, le coeffi-
cient by, (x) est nécessairement nul.

On a par hypothése
0] (x, y) = b() (.TC) + b, (.I) y2 + b4 (:C) y4 + o bzn—z (ZE) y2n—2 +
bon () PP 1 Danry (@) PP A+ e
d’ou
i = by (x) + by (B) Y2+ o+ by (X) Y A e
b= 2by (T) y + 4Dy (X) §P 4 -+ 2nby, @) gt 4 -,

ba " " " «
X by (¥) + by (X) Y2 4 o A bapg () PEE A e (2)
ou Rl ' ’ 3 ! 2

= or = 2R @Y AN @)Y e 20k, (@) g s

o

o = 20 @) £ 120, @) Y2 £ 20 R0 1) by (@) g

20 (2n 4 1) by (@) Y"1 A e

les symboles b; (x) et d; (x) représentant les dérivées premitres et secondes des poly-
némes b; (x). Portons les développements (2) dans le membre de gauche de I'équa-
tion (I. 27); nous obtenons un polyndéme que nous désignons par P (z, y). Ordonnons
ce polynome par rapport aux puissances croissantes de y; désignons par Bg,—; (%)
le polyndme en x qui est le coefficient de y*—1.

Pour calculer B,, ,(x)-y?1, il suffit évidemment de ne retenir dans les
développements que les termes de puissance inférieure ou égale 4 2 n — 1 en y. Remar-
quons que le terme cherché B,,_, (¥) y**~' est impair en y; dans le membre de
gauche de D'équation (1.27), les produits qui sont des fonctions paires de y n’apportent
donc aucune contribution 4 la formation de ce terme. Les seuls produits {2 prendre ‘en
considération sont d’aprés (2) ceux de I'expression

v —1_ Y+11)2]M-

[t e e e g ®)

Décomposons en deux parties le développement de dv[dy arrété au terme en y**~;
on peut écrire

W
@ =x( Yy +2n@2n 4+ 1) boniy (X) - y* 1,

= (2, ) étant une fonction paire de y. Comme 'expression entre crochet du produit (3)
est une fonction paire de y, on voit que le terme cherché By, (x)-y*** est fourni par
Pexpression

2020+ 1) by @ |1 4 = D T e T ] e,




— 45

Utilisant les développements (2) de u et v, on trouve

’ Yo 1 1o p
Bypoy (@) -y 1 =20 (20 + 1) byp1 (%) [”‘ 14 (x—1) by () + T by’ (x)] gt

D’aprés Pexpression (1) de b, (x), on a
by () = T + 3Agpa? - v,
P @) =22+ 6A,,28 + -,
d’otl

—1 .
Bpd @) =20 @0+ 1) |— 14+ (v — 1) &+ o= (14 685000 2+ .| bynsy (@)
2

Comme le polynéme P (x, y) est identiquement nul; on a

Bop—y (@) =0,

et par suite
banta (@) = 0. €))

Ainsi se trouve établie la loi de récurrence que nous avions annoncée.

A partir de cette loi de récurrence, on montre immédiatement que les conditions
4 la frontiére A;, = 0 suffisent pour entrainer la symétrie de I'écoulement. En effet,
si les coeflicients A,,, sont nuls, le polynome b, (x) est, d’aprés (1), identiquement
nul. Cela entraine que by (x) puis b; (z), b; (x)... sont identiquement nuls; de proche
en proche, on voit que tous les polynémes b; (x) d’indice impair sont nuls. Le polyndme
® (z, y) est alors une fonction paire de y et I’écoulement est symétrique par rapport a Oxz.

2. — CHOIX DES VARIABLES
ET DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL DES VITESSES

Puisque I'ordonnée y n’intervient que par son carré, il est naturel de prendre z
et y? comme variables au lieu de x et y. On développe par rapport 4 ces variables le
potentiel complémentaire des vitesses suivant la formule de TavLor; on écrit

2y =Y (@ YD)+ (@YY, ®)

¥ (z, y*) étant un polyndme de degré m et ¢ (x, y?) le reste. On écrit ¥ (x, y?) sous
la forme d’une somme de polyndmes homogénes en x et y2 : on a

k2 (x’ yz) = 4’2 (x’ yZ) =+ 4)3 (.23, yz) A e Ay (.%‘, yz) + o b (SL‘, y2) ’
ol
b (T, U?) = Apg 2" + Aoy T Y2+ o & Agpinep TP 4 Agg, P2
Nous supposons connu le résultat Ag, = 0 qui, nous I'avons vu au chapitre premier,

paragraphe 7, est immédiat. De ce fait, le premier polyndme homogéne que nous écri-
vons est un polynéme du second degré ¢, (z, y?).
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Le polynéme ¥ (x, y% comporte (m — 1) (m + 4)/2 termes dont m — 1 sont
donnés arbitrairement pour déterminer les conditions de I’écoulement le long de la
frontiére Ox; il y a donc (m — 1) (m + 2)/2 coefficients inconnus a déterminer.

Remarquons que 'emploi des variables x et y, comme nous ’avons fait au chapitre
précédent, introduirait ici des polyndmes homogenes ¢, (x, y) dont le nombre de termes

. . A X N 2 N 1
serait, du fait de la symétrie par rapport & Oz, tantot I ;_ . tantot = er » selon que n

est pair ou impair. Par contre, les polynomes homogenes ¢, (z, y%), introduits par le
choix des variables x et y?, ont un nombre de termes qui, dans tous les cas, est égal
an 4 1. Ce fait est mis en évidence dans le tableau I1: les termes des polynomes o, (x, )
sont disposés en lignes horizontales et les termes des polynémes J, (z, % sont disposés
en diagonales.

TAaBLEAU II

Deéveloppements du potentiel des vitesses

par rapport aux variables x et y el par rapport aux variables x et y?

Pa (xy y)_) at R

AN

©y (2, ) e—— 13 __ xy?

N
Gy (T, ) w— gt 2Ty? - — g
N > U, (2, 1)
H @5 (X, ) — F 2Py —— Tyt
AN ~ N
Pg (T, y) mm——— 6 iyt — g2yt —— "
AN AN k » ; (T, §)
P (X, y) we— 37— 23y — 2Pyt —— xy®
. N N
Py (X, ) ee——— ¥ -— 2%y — iyt — 2Py —
\\ l—) Oy (x, YD)
Py (T, U) w—— 10— TTYE — Yt — X3yS — - xy® )

N

Ny (2, %)

]
i
|
f
J
)
l
{
l

|
H @1g (T, [) m————s. 10— pSy? — - gbyt . — xiy® — xS s 10
|
U

Le calcul des (m — 1) (m + 2)/2 coefficients inconnus A,; (j £ 0) du poly-
néme ¥ (x, y?) en fonction des m — 1 coefficients arbitraires A,., de ce polyndéme
se fait par identification suivant la méthode que nous avons exposée au chapitre premier,
paragraphe 5; rappelons, en les transposant au cas actuel, les principales étapes du
calcul.



47

I’élimination du potentiel complémentaire entre les équations (5) et (1.29)
donne

o ) o (¥, ¥y ...)¥0
7(»5"' Y (ax’ 2’ T e T

o PR d
R
premier membre de I'équation (1.29), le potentiel complémentaire par le polyndéme
potentiel ¥ (z, y?); si on effectue les calculs suivant 'ordre des termes de I'équation (1.28),
on a

L’expression f ( ) est le polyndme qu’on obtient en remplacant, dans le

o ) Qo Y D Y

k3
ua?
ou égal & m — 1; on obtient un polynéme 3 (x, y2) que I'on écrit sous la forme d’une
somme de polyndmes homogénes en z et y?

o e el
Dans le polynome f (ﬁf' e y e )7 on met en évidence les termes de degré inférieur

B YY) =08, (% YY) + B (@ yD) + - + B (YD) + o+ By (@ YD)

On vérifie facilement que tous les coeflicients inconnus du polyndme potentiel ¥ (x, y?)
figurent dans le polynéme $ (z, ¥?). En annulant identiquement 8 (x, y%), on obtient
un systeme de (m — 1) (m + 2)/2 équations qui généralement permettent de calculer
les (m — 1) (m 4+ 2)/2 coeflicients inconnus du polynéome potentiel ¥ (z, y?).

Le polynéme ¥ (z, y?), déterminé par le calcul précédent, vérifie I’équation
du potentiel des vitesses a une quantité prés 0 dont la partie principale est de degré m
en x et y?. L’erreur ¢ (x, y?) que on fait en remplacant le potentiel des vitesses par le
polynome ¥ (z, y?) est une quantité dont la partie principale est de degré m 4 1 en x
et y2.

3. — EQUATIONS SIMPLIFIEES DU POTENTIEL DES VITESSES

Nous avons vu au chapitre premier, paragraphe 7, qu’on pouvait simplifier
Péquation du potentiel des vitesses pour calculer les premiers termes du polynéme
potentiel ® (x, y). En particulier, quand le coeflicient arbitraire A, est nul, le calcul
simplifié est possible jusqu’aux termes du sixiéme degré en x et y; les résultats établis
dans ce cas s’étendent évidemment aux écoulements symétriques par rapport a Ox.
Nous allons montrer qu’on obtient, dans le cas de I'écoulement symétrique, une simpli-
fication plus avantageuse en utilisant les variables x et y? au lieu de x et y.

Pour déterminer le polynoéme ¥ (x, y?) de degré m, on annule identiquement
le polynome ¢ (x, y?) de degré m — 1. Le polyndme 8 (x, y*) étant obtenu & partir des
termes de I'équation (1.28), il n’y a pas lieu de retenir dans cette équation les termes
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dont le degré de la partie principale est supérieur & m — 1. Ecrivons le début des déve-
loppements de U, v et des dérivées de o, v :

U =2+ AP+ 3A502%2 + 2A,, 242 + Ayt -+ -,

0 =25 (A1 @ + 2A0, 2 + Agp 2® + 2A a2 - 3A06 0 + ),

QU

= 14 6A,2 + 2A,, 42+ -,

ww

u =3z 29 (Apy + 2A552 + 2A,, 42 4 ),
o0 .

W 2A05% + 12404 97 4 -

oy

De ces développements, on tire immédiatement le classement suivant des gran-
deurs U, w2, v%, du/dx, d/dy et v du/dy suivant Yordre croissant du degré de la partie

principale :
. . ) W
— partie principale de degré 0 : o
. L . E—1/
— partie principale de degré 1:u, vk

-— partie principale de degré 2:u?, v ;g )
— partie principale de degré 3 : v2.

Groupons ensemble les termes de I'équation (1.28) dont les parties principales ont méme
degré; nous obtenons

b4 _du
(D ~@+(‘f+1)uggj
. _.dp w o y+ 1,
(2 +(Y~1)ubfy'+2l)w+ Y
_ ()
y—1 ,0u 975 oy — 1,00
) T Uaer“uyby 5 Ty

: Lrtlaw g
‘) \ 5 U T 0:
4 gauche, entre parentheéses, nous indiquons le degré de la partie principale des termes
écrits sur une méme ligne.

Dans Féquation (1.28) ou I'équation (6), le degré le plus élevé des parties prin-
cipales des différents termes est 4; on pourra donc simplifier I'équation du potentiel
des vitesses tant que m — 1 sera inférieur a 4,

m < 4;
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ainsi, jusqu’aux termes du quatriéme degré du polynome potentiel ¥ (@, y%), il sera
possible d’écourter les calculs d’identification. D’une autre maniere, disons que 1'étude
d’un écoulement plan symétrique pourra se faire a I'aide d’une équation simplifiée du
potentiel des vitesses chaque fois que la précision exigée sur le potentiel des vitesses
ne sera pas supérieure 4 celle des termes du quatriéme degré en z et y2.

TasLEAU III

Eguations simplifiées du potentiel des vitesses
pour un écoulement plan symétrique

Degré Degré ”
m m—1
Lquations simplifiées du potentiel des vitesses
du polynéme des polyndmes
) (= 83/02, v = d3/0y)
¥ (z. y*) u(x, y*)
. ot v (z, y*) ‘
& déterminer ;
—du
2 1 (‘."+1)U'fx'*3§:0
3 TR Sty KU
[(f + Du -+ 5 U ] % T
. ou |
’ ? 2035 |
o \‘
=1+ G —Dujy — o
A -_—
- v+ 1 vy —1 u /
[(‘r+1)ur 3 —u2+7~2~zﬂ]—b§+ |
. . \
4 3 2(1 + wyo =
1+ w) by -+ ‘
a2 |
[ U (r—na+ 7 u]ay—O
R e \I
5 4 [(‘(+1)E+{il72+zf‘1v2]%g_+ (
|
l
|
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Si on désire ne calculer que les termes du second degré du polynéme
potentiel ¥ (z, y?), il suffit de retenir dans I'équation (I1.28) les termes dont la partie
principale est du premier degré. On peut done réduire le premier membre de I'équation
tion (1.28) a la premiére ligne de I’expression (6). On a ainsi I’équation simplifiée

o L4y ou
—~E+(Y+l)ub—x:0. (7)

D’aprés ce que nous avions vu précédemment (cf. chap. I, § 7, équat. 1.43),
nous savions déja que Péquation (7), dans le cas A,; = 0, permettait de déterminer
le polyndme potentiel jusqu’aux termes du troisiéme degréenx et y, c’est-a-dire qu’elle
permettait de calculer, pour un écoulement symétrique, les coefficients inconnus des
termes en y? et en xy®. Nous savons maintenant, grace a I’emploi des variables x et y?,
que Péquation (7) permet aussi de calculer le terme en y*. Ainsi, le résultat est plus
avantageux que ne le laissait prévoir le calcul avec classement des termes par rapport
aux puissances de x et de y.

Si 'on ne retient que les deux premiéres lignes de 'expression (6), on pourra
calculer ¥ (x, y?) jusqu’'aux termes du troisieme degré; avec les trois premiéres lignes
de cette expression, on pourra calculer ¥ (z, y?) jusqu’au quatricme degré. Au-dela
du quatriéme degré, il faut utiliser I'équation complete (6).

Nous présentons les différentes simplifications possibles de I'équation (1.28)
dans le tableau 1II : en face du degré m du polyndme potentiel ¥ (x, y?) a déterminer,
nous écrivons 'équation du potentiel & utiliser. Nous donnons également dans ce tableau
la précision obtenue sur le champ des vitesses; celle-ci est indiquée par le degré m — 1
des polynomes ¥ jox et (1/y) (V¥ [oy) qui sont les expressions approchées de u et vy
respectivement.

4. — CALCUL D'IDENTIFICATION DU POLYNOME POTENTIEL

Comme nous l'avons fait précédemment pour un ¢écoulement plan quelconque,
nous allons établir une formule générale de récurrence pour le calcul du polynéme
potentiel ¥ (z, y?) dans le cas d’un écoulement symétrique par rapport a I'axe Oz.
Cette formule permettra de calculer les coefficients du polynome homogéne &, (x, ¥,
de degré n dans le polynome potentiel ¥ (z, y2), en fonction des coeflicients des poly-
nomes homogénes de degré inférieur a n.

Dans le polynéme £ (z, y?), que 'on obtient a4 partir du premier membre de
I'équation (1.28) en substituant & & et v leurs expressions approchées tirées de V' (x, y7),
calculons les termes de degré n — 1, c’est-a-dire le polyndme homogene 8,5 (x, §7).
Pour cela voyons quelle contribution apporte chaque terme de I'équation (1.28) a la
formation du polynome £,_; (z, y%).

. . . v 2?4,

La seule expression de degré n — 1 fournie par le terme g!} est —y;;i

du

L0 Y
St est le produit - 372 dont le

Le terme général de V'expression fournie par u 5p



degré est i 4 j — 3. On aura les fermes de degré n — 1 en faisant

i+j—3=n—1,

¢’est-a-dire
j=n—1+ 2.

Comme on a

i>=2 et =2,
Pintervalle de variation de i est donné par

i>2 et n—i-+2>2,
d’ou

2<i<n.

. . _ou .
Tous les termes de degré n — 1 fournis par le produit u 5z ont pour expression

< bl,)‘ — b iJ
n—i+2 ’: 7
T, PR (8)

i=2

Cette expression contient en général deux termes ou apparait le polynéme homo-
géne ¢, (x, y?) : ce sont les termes qui correspondent a i = 2 et i = n. Mettons ces
deux termes en évidence; on obtient

i=n §=n—1
Wnmipn b Wy By | Wy MMy | N Wy O
Z 2T W dx T 3 dx? - Z dx Yo ®)

=2 i3

Cette égalité n’a un sens que pour n supérieur ou égal a 3. Pour n = 2, le calcul direct
de Vexpression (8) montre que le second membre de I'égalité (9) est égal & une fois seu-
lement le produit

A Oy
dxr P
Compte tenu de cette remarque, on peut éerire que les termes de degré n — 1 fournis

par le produit u du /dx ont pour expression

i=n—1
by, Dy vy Mn—ive O
w o TV e T, o Yk
i-5

v étant une fonction de n qui est nulle pour n = 2 et égale 4 1 pour n > 3.

R . . w o dw
On trouve de méme que les expressions des termes fournis par v W et u 3 sont
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t=n—1

, U N W 0%
2y Z 2y oy
ez
i=n—-1
L Z Aniny i
Y dx d?

=2

L , . . -1 . Oy ¢y %,
2 -7 L P £ R A
Le terme général de Pexpression fournie par u 32 est le produit Py dont

le degré est i + j + k — 4; on aura tous les termes de degré n — 1 en faisant

i+j+k—4=n—-1,
c’est-a-~dire
=n—i—j+3.
Comme on a
=2 et k>2,
Uintervalle de variation de j est
2<j<n—i+ 1
Pour une valeur particuliére de i, I'expression des termes de degré n — 1 fournis par

o

u 3 est
j=n—i+1
éi{i Z D%‘iﬂm@if‘
da? AT dT
=2

Comme on a
i =2 et i+ k=4,

Pintervalle de variation de i est
2L i< n—1.
. . _, . , .

Tous les termes de degrés n — 1 fournis par u? 3¢ sont donnés par I'expression

d=n—1 j=n—it1

Z Lg% z Onii3 W5

dx? 0T T
i=2 j=2

On trouve de méme que les autres termes de I'équation (1.28) fournissent le
expressions snivantes de degré n — 1,

f=p-—2 Fen—i
du AU - bk‘y o Dll)»
2 —. i O¥n—izjre  O%;
D hka Z Qa2 Z 2y W ’
i=2 §=2
_ {=n—2 f=n—i
w D N Wi W
oy Ly Yy L Y w
i=2 j=2
wl Zij azipijii Wn—i—jra OV
oy S ayz dr dxT ’
i=2 j=2
i=n—3 j=n—i—1
[ Ly Wnigrr 0%
dY y? . 2y Y
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Posons
b¢n—i 32¢i

T =&+ D:z:+2 dx?

N D‘pn‘ij‘—l bz‘bz Dq’n—iil_ . b q}z
K@=2 dy bxby*_(\‘Ml) 2w P

j=n—it+1
I (l) F\’"‘f‘lbzq"i Z aq"n i— .}+3_2%7
! 2 dx T
j=2
j=n—1

N y—1 D}I@%-Hz . aq’j . 02 s M’n —i—i+2 bq"} 32%) L

M @) = 2 ( dy W T @ P

9 Wn—imjig oYy . 0% ,
T oy dxdy

F=n—i—1
1%, N Wpiga M
J — @ T¥noemidl P
N = 2 E Z dY Y

j=2

On obtient 'expression suivante du polyndéme B8, ; (r, y?),

%, Y, 2 R 2,
s @ 99 = — S+ G D (e S B2 TR+
i=n—1 i=n—1 4=n—2 i=n—3
Zm +Z[K(i>+L<i>1 + ZM(i)+ ZN«)

ouv = 0pourn =2etv=1pourn = 3.

Le polyndme B,_; (x, y%) étant identiquement nul, on a

%y, dp, % dy, M, .
A 1A Rt~ ENIOR

A (10)

i=n—1 i= i=n—3

SR 10+ zMa)Jr > N

i=2 §=4

3

4=2

Tous les termes contenant ¢, (x, y?) se trouvent dans le premier membre de l'iden-
tité (10); le second membre de cette identité ne contient que des polyndmes {, (x, y%)
de degré h inférieur & n. Tous les termes de I'identité (10) étant de degré n — 1, on
a n équations entre les n coefficients inconnus

A(n—1)°2 H A('rz~2)'4 5 e A(n*k)'zk 3t AO'Zn

du polynome homogéne ¢, (z, y?). D’aprés la forme du premier membre de (10), on
voit que ces n équations sont linéaires par rapport aux coefficients cherchés A, _ a1
elles permettent de les calculer en fonction des coeflicients des polynomes homogenes

Yo (T Y25 by (X UD)s s Wy (3 UP)-
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Ici, comme précédemment pour un écoulement plan non symeétrique, on obtient
une formule de récurrence permettant de déterminer de proche en proche tous les coeffi-
cients du polyndme potentiel ¥ (z, y?). Pour ne pas abuser du symbolisme, nous ne
donnerons pas l'expression générale des n équations obtenues a partir de 'identité (10);
nous nous contenterons, a titre d’exemple, de calculer directement, a l'aide de cette
identité, les coefficients des polyndmes homogénes ¢, (x, y?) et ¢, (z, y?).

5. — APPLICATIONS

5,1 Calcul des termes du second degré.

Faisons n = 2 dans l'identité (10); nous obtenons

34»2 2%y

R e (11)

2a?

Sachant que A,, = 1/2, 'expression de J, (z, y?) s’écrit
by (2, Y?) = x2+A12xy+A04y

A, et Ay, sont les coeflicients inconnus & déterminer. On a

0%, Oy

_ 2 2 __
Max+A1.2y, sz_l,
%

bl}z = 2(Ap0 + 6A.97) .

L’identité (11) donne
[2A5: — (r + D] @ + [12A0 — (v + 1) Ao 9 = 0.
d’ou, les deux équations suivantes entre les coefficients inconnus A;, et Ay, ,

Ay, — (v + 1) =0,
12805 — (v + 1) Apy = 0.

On en tire

1 Y 1 1 v+ 142
Yo (@ Y7 = 5 2 +**xy2+'6(—§—) yt-

Aux deux endroits ot apparait la variable y% on voit que celle-ci est accompagnée du
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