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PREMIERE THESE.

Etude de deux problemes singuliers,
relatifs aux équations
aux dérwées partielles, linéaires et hyperboliques,

du second ordre.

Dans ces pages, on trouvera des contributions a I'étude de deux
problémes distincts, mais résolus par des méthodes semblables : d'une
part le comportement des solutions d’une équation aux dérivées
partielles, linéaire, hyperbolique, au voisinage de la singularité d’un
coefficient ; d’autre part, le comportement des solutions d’une équation
aux dérivées partielles, linéaire et hyperbolique, lors d’une pertur-
bation singuliére. Les variables et fonctions considérées, données ou
inconnues, sont toutes réelles.

Ces études ont été entreprises sous la direction de M™ Lelong-
Ferrand, et de M. Paul Germain, a qui I'auteur adresse ses vifs
remerciements, Il remercie également M. Henri Villat d’avoir accepté
de publier ces pages dans le Journal de Mathématiques.

PREMIERE PARTIE.

COMPORTEMENT, AU VOISINAGE DE LA SINGULARITE D'UN COEFFICIENT,
DE SOLUTIONS D’UNE EQUATION LINEAIRE AUX DERIVEES PARTIELLES,
HYPERBOLIQUE DU SECOND ORDRE.

1. Introbuction — Nous étudions comment se comportent, pour
ax 4 by - + o, les solutions, définies par des données aux limites
convenables, de

(0) Pu Az, y)

dxzdy ~ (ax—+by)” .
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ouiu estl'inconnue; a, b, n, sont trois constantes réelles données (n>o;
|aj+|b|>0); A est une fonction donnée, de classe C!, en
I'ensemble (2,y), ne s’annulant pas dans un voisinage de la
droite az+ by = 0. Au moyen d’un changement de variable évident,
portant sur x ou y, on se raméne au cas o A est > o dans ce
voisinage de ax 4 by=1g,

Les résultats dépendent évidemment de 7, mais aussi de la position
de la droite az + by = o par rapport aux axes Oz et Oy, qui sont les
caractéristiques de (o) issues de O. Trois cas a distinguer : ab > o;
ab < o3 ab=o.

On notera que 'équation (o) généralise certaines équations remar-
quables. Si nous prenons A = Cte >0, n=2, a= 1, b=41,le
changement d’inconnue w =’ (4 by ) [~ = une racine £ il 8
b =1) de I'équation b (p.* — p.) — A = 0], raméne a la forme

0ru " 7! b au’ N du'\ R
dzdy  a—+by\ dxr " dy )

¢quation d’Euler-Poisson. Son intégrale générale, formée par les
méthodes indiquées par Darboux [1] (*) se comporte hien, lors-
que x + by - + 0, comme l’indiquent les résultats qui vont suivre.

Si d’autre part, on change a la fois de variables et d’inconnues :

2 3 2 4 T
BF = w5 ¥y by = — x,+ 315 u(z, y) =y u'(z, y1)
(1 est > o5 les radicaux sont pris avec leurs sens arithmétiques),
I’équation (o) devient
0w 0

N 9zr — g7 T Bl@, y) w'=o,

{ 3n |

v:sup-(z, 7~I$;
B est une fonction connue de x, et y:, continue et ne s’annulant
pas dans un voisinage de y, =—=o; pour certains choix de A, n,a, b,

on a B=O.

(*) Une indication entre crochets renvoie & la bibliographie, indiquée a la fin
de la deuxiéme partie.
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Cette derniére équation est du type de Tricomi. La droite y, =
est la ligne parabolique. C’est en méme temps une ligne singu-
licre, sauf si B=o (auquel cas on a léquation proprement
dite de Tricomi).

2. Lk cas ab>o0. — On est ramené au probléme-type suivant :
Dans la région Q—PQ (fermeture de Q, privée du segment
rectiligne PQ : c¢f. la figure), on envisage u(x, y), de classe C
en 'ensemble (, y), qui satisfait a

oru Az, y)
dxdy  (z-+y)

42

et aux données initiales

wa b=y =) (52) | =sl),

ou / et g sont données, respectivement de classes C* et ct,

o
pour z, Zax Lz (7).
On pose
infA=ao>o0 et supA = f.
Q Q
A
M Y

Fig. 1.

(%) Dans les deux parties de cet article, une application de R (resp. R?) dans
R sera dite de classe C* sur [2, 2] (resp. §> si elle est la restriction a [z, 2|
(resp. Q) d'une application dans R, de classe C#, d'un ouvert de R (resp. R*)
contenant [ &, &, ] (resp. ﬁ)
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On désire étudier le comportement de u, lorsque
z+y—>—+o, (x y)el—PQ.

On vérifie aisément que la solution unique u, de ce probléme
de Cauchy, est la solution unique = de I’équation intégrale
de Volterra, de seconde espéce

b — . /l—'r,y ) dr 5 7. /l—/vA(l’,S) ) A
(z, y)=f(h—y) g(r)ydr+ dr -—(1'—*_3\"1/(1,5) (s,

Il est cla551que [3] : que wu peut étre obtenue par la série
de Liouville;

h—)

u :Z ur, avec wo(a, y)=f(h—y) —f g(r)dr
k=0 #

et
—) fi—11

U (2, ¥ _f (///‘ (/ L(/\(I,L)ds;

+ @

el que la série Z”"’ converge uniformément en (&, y) dans la
k=o

portion de Q qui correspond a @ -y>.% (A= Cte arbitraire

positive).

Lemme 1. — Pour n > o0, on obll'('nt une majorante de |u|, valable
dans Q — PQ, si l'on lempl(ch A par 3 et u, (x,y) par M, = sup | u, |.

Soit en effet, ¢(2,y) la solution unique de Iéquation 1ntegrale

fi—»y

g, y)=M,+ _)f /

Comme plus haut, on peut résoudre par une série de Liouville,
qui converge uniformément dans tout compact inclus dans Q — PQ :

§= Z Yk, avec
=14
h—y

()o(wv‘}’):ﬂlo et ‘A+l xz, y)_ﬁf d’f (V,]‘(_:_’;)lds
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Mais, par récurence sur l'entier k£, on vérifie que :

1° chacune des ¢, ne dépend que de @+ y. On notera ¢, (x +y);
2° |up(z, )| Lor(x+y), V kentier >0, et V (=, y)eQ —PQ.
On en déduit que :

1° ¢ ne dépend que de x+y : ¢(x+y);

2 |u(z, y)| Zo(@+y), V(z,y)€Q—PQ.

On démontre de la méme facon le

Lemve II. — Pour n > o, on obtient une minorante de u, valable

pour (x, y)€Q—PQ, en remplagant A par o, f(x) par une
constante m, —inf f(x), et g(x) par une constante M, >~ sup g (),

Xy L XLy Xy Lx Ly

sim, — M, (h—x —y) est > o en tout point de (.

Tutorime 1. — Il existe une quantité C, positive, indépendante

de z et y, telle quon ait pour (x,y)€Q—PQ :

= (x+Y) i
|| LCi(x+y)e n—2 si n>2,

1—V14403
|| ZLCi(x+y) * si Ai=9.

Reprenons en effet :
Ii—y i—r
: p(r-+s)
o(x-+y) =M+ dr — s,
(z+y)=Mrp [ ar | TIED
%y By

¢(x—+y) est encore la solution de

Tz — e I répond aux

conditions
v
v(h) =M, — =0
( ) o <()-1;>a:+_\':h

Comme ¢ ne dépend que de -+ y=X, on voit que ¢(X) est
une solution de l’équation différentielle

d*y
R T == 5&»’.

X

Si nz£2, l'intégration de cette équation différentielle se fait
en utilisant le changement d’inconnue ¢(X)=/XV(X), puis le
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changement de variable indépendante X — ¢, défini par

2—n

2VB
n—a]"

l—

On est alors ramené a une équation différentielle de type
classique (équation différentielle des fonctions de Bessel modifiées).
d*y

La solution générale de X" W:ﬁv est la suilvante

(A,, A, = Ctes arbitraires) :

Pour n=2:

; f——s
1 —Va+af 14 V14403
; f

Xy =AX T+ AX

; T A
Pour nz£2 et ———non entier :
, |n—2|

"(X):\,’XIA,I L ()AL (1)',.

| =2

Pour n=£2 et ﬁ entier

|n—2| | n—2|

V(X):\/X[AJ i (DA K (z)'l,

ou ¢ a la signification indiquée plus haut.
I, (¢) désigne la fonction de Bessel modifiée, d’indice v réel

/'t V427
—+» .
5

]"(1)_-‘-1 riT(v+r—+1)

K, (z) désigne la fonction de Mac-Donald, d’indice p.entier >o0:

w—1
/ { N —pt2r

Ky (6) = (—l)i*-*‘[logé “Y] I (¢) + 22 (_]),,F(%L)(a)

4G

r'r

. (5)“”’
Wl 2 1 1§ I I I 1
+<—‘>“Z-—(;+,-—+I>(; dg T g g et H,,)
(1= Cte d’Euler).

Le comportement asymptotique de ces fonctions, lorsque ¢ -+ + o,

est connu (cf.[4]) : A tout couple (v, T) (T >o,vréel) sont
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attachées deux quantités T, et T, > o, telles que

et et
T =0 T ) R s
== 2\/5_ (¢) <L 1\/t

De méme & tout couple (1, T) (T > o, pentier > 0) sont attachées
deux quantités T’y et T',, >o, telles que

—¢ =
t>T1T = I‘Ae—éKp(t)érz%

Ve
Le théoréme I résulte de ceci, et du lemme I,

Grace 4 certaines hypothéses sur / et g, on peut affiner
beaucoup les résultats. En effet, on obtient alors, outre la
majoration de u vue ci-dessus, une minoration de u; la majo-
rante et la minorante étant toutes deux de méme signe, et
ayant des comportements analogues, lorsque x—+y—>—+o.

Tugorive I1. — 8¢ inf f(2) >0 e sup g(x) < o, alors il existe

Wy 220
deux quantités C, et C,, positives, indépendantes de x et vy, telles
que, pour (z,y)€ Q—PQ, on ait

n Va =

Co(z + y)* ¢ ot R

2—n
(x+w) *

n
Zu(z, y) ZLC (x4 y)te i St n>2,

h

1—y1+ao 4= \/1 +43

Clz+y) * Zu(e, Y)<LCi(x+y) 2 §t n==a

Dans le cas n>>2, considérons en effet

n—a2

ple+y)=yz+yl , ,\M(W‘FQ’)%J,

o satisfait a

ot g
0z dy — (z + y)"

La relation de définition de I,(¢) montre d’autre part que :

()J\ - 3
—() = (e strictement << o.
()J,' x-y=h

THESE J.-M. BLONDEL. 2

p (/) = Cte strictement > o ; <
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Si donc inf f(x)>o0 et sup g(x)< o, on pourra trouver > o,
Z Xy

L A L

tel que
inf f(z) sup g(z)

) = inf ) EZ=2

p(h) 7 (0
()‘Z' x+y=h

o<bp(h)= inf [f(z); sup g(x)é0<(~)8> <o.
x+y=h

21Dy Xy L0 L2y dx

et I'on aura

D’aprés le lemme 1I, on aura donc
w(z, y)>0p(z+y) pour (z,y)eQ—PQ.

D’aprés le comportement asymptotique de I, (¢), lorsque ¢+ oo,
on en déduit la minorante de « annoncée dans le théoréme III.

Démonstration analogue si n=2, en remplacant p(z+y)

1—y1r4a
par (z+y) °
Etude du cas o< n< 2. — On reprend la série de Liouville :
u(z, y) :Zlck(x, ¥),
k=0

définie au début de ce paragraphe, et, par récurrence sur £, on
vérifie aisément que :

1° chaque u; est une fonction de x et y, définie et continue
dans Q;

0 BREr AL
2 ,U/cléMo[———— s1 1<<n<2 -
(n—r1)(2—n) pour (z,y)€L.
| x| 2 M, (4BVR)" sio<nZ1

On ne réduit évidemment pas la généralité du probléme étudié,
en supposant que /2 >> o est assez petit pour que £ et 43 /A soient < 1;
de méme pour que BA*~" soit < (n—1)(2—n) (dans le cas

+ o —
ou n€]1, 2| ). La série Z u; converge donc uniformément dans Q :

k=0



Donc :

Takorime III. — 8¢ o <n<2, u(x,y) est continue dans Q.

Toujours si n€jo, 2[, affinons les résultats en étudiant le
0x du o ;
comportement, lorsque « + y - o, de Ja s De I’équation

intégrale donnant u on tire

h—ax
gﬁ:g(x) —f Mu(x, s) ds,

dx (x 4+ s)"
du _ / A )
@—é(h—))“f.t/hy—fx (I'T)/)—"u("y)dr'
. du  du ; d 0
St o< n< 1, 3 ¢ 3y sont continues dans Q.
On le démontre, par exemple pour 2% en faisant, dans I'inté-
> P P p P ’
grale qui parait dans le second membre de ;Lf:, le changement
de variable d’intégration s, défini par
—t
& s=7""
Si 1= ‘est plus sir de la régularité de 2% e 9
i 1=n<2, onn’est plus sir de la régularité de 5o et T

lorsque @ +y — +o0. St infu, est strictement >o il est clair que
Q

inf u est strictement > o (car les u; sont alors tous >.0). Et alors,
Q

lorsque a + y —~>—+o, g—z et :)L;f tendent vers — o, a la Jacon de

log(w—l—y)sl'nzl;dlafagona’e—m;, 5 1L WL B,

5. Lk cas ab<o. — Le probléme-type, auquel on est ramené,
s’énonce comme suit :

La région Q a maintenant la disposition indiquée dans la
figure ci-contre. Dans Q —PQ, on envisage u(z,y) de classe C*
en l'ensemble (x,y), satisfaisant a

Pu Az, y)
dzdy — (z— y)"
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et a

w(z; 2 —h)=f(x); <3—:>‘:x—h:g(ax),

/ et g sont données, respectivement de classes C* et C*
pour x, —x —x,.

Fig. 2.

On pose encore
infA—a>o0 et supA = [5.
Q Q

On étudie le comportement de u, lorsque x—y—> o,
(x;y>EQ—PQ'

Cas ot 0 < n<2. — L’étude s’effectue alors de fagon analogue
a étude du cas correspondant du paragraphe 2. La solution
unique u du probléeme de Cauchy posé plus haut, est la
solution unique de l’équation intégrale

y+h y+h »\' )
u(z, y)=f(y+h) —f g(r)dr —f di'f (fi(i,ss))n ulr, s)ds;
' 5 r—nh

@

laquelle se résout par une série de Liouville :

+w

u(z, y) :2 up(z, y),

k=0
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avec

y+h
wiw ) =fly+0y— [ &)

y+h Y
> o A _’
i (s ¥) :—f d/‘f (—,%j—))“ wr(r, s)ds.
9 r—nh

Comme au paragraphe 2 (pour le cas 0o <(n<2), on démontre
que chaque terme de la série est une fonction définie et continue
de (x,y) dans Q, et que cette série converge uniformément dans €.
Donc :

Tusorine 1V. — Si o< n< 2, u est continue dans Q.

et

Pour préciser le comportement de u lorsque & —y ——+o,

, . du Jdu
pour o< n<_2, on étudie S et 0y On a

¥
%:g(x) +f %{—’:—))nu(x,s)ds,
x—nh h

9 )’+/LA .
%:f’(}/%—h)—g(y—kh)—fx (,,—(_':),L)Lu("’y)d"'

Dans le cas ot 0< n< 1, on démontre comme au paragraphe

ot du du : —
précédent, que o— et Dy sont continues dans €.
Jdu

: . du ’
Au contraire, sit=n <2, 5 et 9 sont plus forcément

continues, lorsque z—y —>—+o. Pour qu'elles éprouvent des
singularités, il suffit que infu(z,y) soit strictement > o,
Q
Pour cela, il suffit que /£ >o0 soit suffisamment petit, et

que ir_lfuozm0 soit strictement > o.
o
En effet, d’abord si m, >o, alors V(z,y)€Q, u(x,y) a le
signe de (—1)~
Ensuite

y+h ¥y )
k| — ] = | drf A ) [y, 8) | — | taea (r, 5 1] .

_ar—=s)"
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Si donc sup|u,|<m, (ce qui est vérifié si h™> o0 est assez
Q
petil), on a
]ll,]!<|ll0f, V<Z. .y)e""a

et il s’en suit de proche en proche :
| e | > | wpin |y V(z, y)el et YV h=1,9, 354 v

on a donc alors
infu > my— sup | u; | > o.

~
ol E

%

G: QL ¥ D.

Tusorime V. — St o<n<1, u est de classe C', par rapport
a (a,y), dans Q.
du du
iz ¢ oy
lorsquex —y —-~—+4 0,8l 1=n <2, szlnfuo>oelszh>oestasse.. petit,

St 1=—n<2, on nlest plus sir de la continuité de
P

du
L
Jagon de —log(x—y) sin=1, a4 la fagon de (x—y)*™"

st 1 n 2. <———>—l—oo et g—ly—> oo.>

" Etude du cas n>~2. — L’étude est alors beaucoup plus délicate,
car les procédés de majoration et minoration, utilisés dans le
cas analogue au paragraphe 2 sont inopérants. On se contentera

alors lorsque x —y — + o, tendent vers -+ o, a la

d’étudier, lorsque ¢-—>-+o0 le comportement de f u*(x,y)dy,

PrQr o
P"Q’ désignant le segment rectiligne qui est l'intersection de Q
et de la droite x —y=t.

On désignera par Q, la portion de Q correspondant a x —y >t.

Calcul préliminaire. — Dans le probléme de Cauchy dont u(a,y)
est la solution unique, faisons le changement d’inconnue u ¢
défini par

u(z, y)y=(x—yye(z y) (p = Cte positive).

Nous formons ainsi une équation aux dérivées partielles, vérifiée
par ¢ dans Q—PQ. Nous multiplions les deux membres de



cette équation par (¢, —¢, ) (@ —y)7e> (g et L =Ctes>0) et
nous intégrons dans Q,.

P

qW

Fig. 3.

Par des intégrations par parties, et en tenant compte des
conditions vérifiées par ¢, sur la droite x —y=~hA, on transforme
certains termes de cette équation, et il vient

(1) f N (2 — y)[(2 — y)"vy + U] dy
MP’

+f M=) (2 — y)1[(z — y )02 +Ue?| da
PrQeN

: ;
| e (p— "+7{l o2 oY (aAU-+AL— A,
ﬂg (@ =Py M+ o)+ LAY
v 2 W2 l

N AR TR

= oo fx f’{[g@:) _ b f(x)]z—l— [f’(x) —g(@)+ %f(x)]ﬁ}dx

—+ 2.eM p7—2p Uy f?(2)dz,
ou l'on a posé
Ulz, y)y=p(p—1) (&2—y) 2+ A=, y),
Ve, y)={ntq) (v v ) —aplv,— w4
W(z, y)=plp—1)(n+g—2)(z—y)*+qA (2, y)
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On notera que, si 0 < 4p—~n—+ ¢, la forme quadratique (n -+ q)
(X*4+Y?)— 2p(Y —X)* est définie positive; d’ou il suit que,
sl 0<4p=n—+gq, alors V(x,y) est > o, VY (x,y)eQ,

Premicre application de ce calcul. — Si n > 2, prenons p:%,
q=n—2. o désignant un nombre donné € Jo, « [, et «” un nombre
donné € Jo, (n— 2)a[, nous pouvons supposer /i > o assez petit pour
que, avec les valeurs de p et ¢ indiquées plus haut, on ait, en
tout point de Q: U>.a' et W>~0o". Prenons enfin

1
A= —sup|A,— Ay [+
20’ = :

Les termes du premier membre de (1) sont alors tous > o.

On en déduit que ﬂe’*”ﬁ”(x—y}"“Wan’xa’y demeure

Q.

S

bornée lorsque t——+o. Il en est donc de méme pour

ﬂp(x—y)”’—” ¢*dxdy. Donc :

Lemme I'. — Sin > o, ]ﬁ(x —) ;hnuﬁ dx dy reste bornée,
quand t — + o. o

Seconde application du calcul préliminaire. — Si n > 2, prenons
maintenant p = %, q=o0. o' ayant la méme signification que plus

haut, nous supposons encore /> o assez petit pour que V (z,y)€Q,
on ait U-~a’'>o0, Nous prenons enfin

I 7 4
R_Z—Ol,s%p[Ax—Ay[.

Alors, dans le premier membre de (1), tous les termes sont >0,
sauf peut-étre le terme

ﬂ‘ e (z — y)1t Werd dy,
qui s’écrit présentement

" <'f — I> (n—2) M=) (2 — y)r—3p? da dy.
2\ 4 0,



o7 (st

Cette derniére intégrale double est comprise entre o et
e""ﬂ (z—y)2rde dy = e”‘ﬂ (z —y)? “urda dy,
Q, Q,

qui demeure bornée quand ¢— +o. (lemme I'), Le terme litigieux
demeure donc borné quand ¢ +4-o.

Chacun des termes du premier membre de (1) demeure donc
borné quand ¢->—+ o; en particulier

f eMr— Up? dy,
e

qui est
}a’f prdy = (i"f wdy.
] fz PrQ

Donc :

Lenve II'. — Si n>2, il existe I, indépendant de t, tel que

f u?a’yémﬁ pour o<tLh.
P
Troisiéme application de ce calcul préliminaire. — Si n= 2, pre-

nons ¢ = o. Fixons-nous ¢ € |o, «| et prenons
1 1 ;
])”—(R(E _\/fl —Oi—|—€.>-
Alors, pour tout (z, y)eQ, U est >-c. Prenons enfin

1
A= —sup
2¢& 1_2

ALK

Chacun des termes du premier membre de (1) est alors >.o.
Chacun d’eux reste borné quand ¢ ——+ o. En particulier

./ eN=)(pr— p + A) v dy,
MP’ Q
qui est

ésf v‘ldy:tﬁ—p f w* dy.
PrQ vprQ

THESE J.-M. BLONDEL. 3
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Donc :
Lemwe I, — S n= 2, fixons-nous € |o, a|. Il existe M, indé-
pendante de t, mais dépendant de <, telle que, pour o <t — h, on ait

/ wdy < Dlltﬁ"q‘@r\/i HHE).
Prq

Grace a I'inégalité de Schwarz, les lemmes II’ et I’ donnent le

Tutorime VI. — Soit RS un segment rectiligne, de longueur RS,
prélevé sur P'Q’ (avec yy<ys). Si n>2, on a, pour o< t=h :

o TR e, s LA R, I 1 ,‘
fﬁsluldyéf)é\ RS , ou\u_/?nn>2,etp_0{ sV gt
st n = 2, ¢ est une quantité choisie arbitrairement € |o, |, puis fixée;
I est indépendante de t, mais, si n = 2, I dépend de c.

Remaroue. — On peut se demander s'il est possible de remplacer 2,

dans la majorante de f |u|dy, par une autre fonction de ¢, qui
RS

tendrait plus vite vers zéro, lorsque ¢ - 0. Comme on verra, la
réponse est négative, si du moins on veut que la majorante soit
valable dans tous les cas.

Prenons en effet le cas : A=Cte >o0; f et g= Ctes réelles.
u(x, y) n'est alors fonction que de z—y=X:u(z,y)=09(X),
ou 9(X) est solution de I'équation différentielle

A9
XX

+A(p:0.

Si n =2, cette équation différentielle, du type d’Euler, s'intégre
facilement. Sur I'expression de son intégrale générale, on constate
aisément l'exactitude de la proposition avancée ci-dessus.

Sin > 2, I'intégrale générale s’exprime comme suit (A,, A,= Ctes
arbitraires).

. 1
Si
n—

non entier :

p=AXJ 4 () +AVXT 4 (7).

n—2 n—2

2

Si

entler :

n—2

n

q):Ai\/)—(J, (T)—l—Ag_\/)_(N_,—(T),

n—2
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ot 'on a posé

?\/A X‘Qfll

T n—a2a

<T>J+"r
+» -
J,(7) (fonction de Bessel d’indice v) =Y (— )i m,

r=0
Np.(7) (fonction de Weber d’indice . entier)
h—1

)<(‘ ”‘”‘*)Ju(r)ﬁ Ly e —r) <z>—u+'-'~
LB T 7l 2

ye=—=10)

T p.+2/'
4+ o — s\ =
I k=l <9> 1 1 I 1 1 [ 5
- E_— e i ST e i nE T & ) 2

ril(p—+r+1)\1 3 r 1 2 P+
r=o0
(G = Cte d’Euler).

Si n > 2, la proposition, avancée au début de cette remarque, se
prouve a l'aide du comportement asymptotique de J,(7) et N,(7)

(¢f- [4]):

Siv est fixé et si T — -+ oo,

Si . est fixé et si T — o,

sor=y/2le ) vo(2)]

A. L cas ab=o0. — On suppose évidemment que « et b ne sont
pas nuls tous deux. On supposera v. g. que @ >~ 0, b =o. Voici alors
le probléme-type qui sera étudié :

Q est défini par : o <a<h, —k<y <+ k (h et k= nombres
donnés réels > o).

Dans Q — PQ, on envisage u(z, y), solution de

u Az, y)
dzdy a*

qui satisfait a
u(z, o) =f(x),  wulh,y)=5(y),
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ou fet g sont données, de classe C' sur|o, & |et|— &, + k| respecti-
vement, avec la condition de raccordement : f(/i)= g(0). On pose

infA—a>o0 et sup A = 3.
Q Q

On étudie u lorsque >+ o, (x, y)€Q —PQ, y Zo.

Y A

.

Q y=k N
Fig.§4.
Remarque 1. — La raison pour laquelle on suppose / de classe C!

sur [o, /], et non pas sur |o, /|, est la suivante : on désire que la
singularité éventuelle, subie par u, lorsque &+ -0, y=£o, soit
causée par 'équation aux dérivées partielles, et non pas par une
donnée aux limites.

Remarque 2. — Pour assurer I'existence et l'unicité de u, il n’est pas
nécessaire de supposer que u est de classe C*. Il suffit de supposer
du du ?u

Uexistence et la continuité, dans Q — PQ, de u, 7 o7 et Dy

(Par suite, il suffit de supposer que f et g sont de classe C'.)

En effet, si u, d—u, 0 oy PU ont continues dans Q — P(Q), on voit
dx” dy ~~ dx dy <

. . 0? A . , .

facilement que toute. solution u« de i u, satisfaisant a

dx dy xn
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u(, 0)= f(@); u(h, y)=g(y), est solution de I'équation intégrale
linéaire, de Volterra, de seconde espéce, pour (x, y)€Q — PQ :

() wte =@ g =0+ [ 5 A ue 9 d

Inversement, cette équation intégrale posséde une solution
unique u, laquelle est continue dans Q—PQ, ainsi quil est
classique [ 3].

De la, par considération de I'équation (2) elle-méme, on déduit

du Jdu *u ; ; —
que 52 35 © T existent et sont continues dans Q —PQ; que,
dans ce méme domaine, on a
J*u
T

enfin que u se réduit a f(x) si y=o0, 0<@_hl; que u se réduit
agly)sie=h, —kZLyZ+#
Pour étudier « nous distinguerons : le cas 0 < n <13 le cas 1=n.
Dans ce dernier cas, il faudra distinguer, selon la position de (, y)
dans Q —PQ : le cas o<z 2h, —kZLy < o; le cas o< xLh,
oy <k

Etude de u si 0<n< 1. — Reprenons (2). On y fait le change-
ment de variable indépendante : £ =a'™", u(x, y)=v(g, y). Et,
dans I'intégrale double, du second membre de (2), nous faisons le
changement de variable d’intégration : o = r*=". (2) s’écrit ainsi

5 1
1 £ y i—n

i z |\ vi—n A 177”1 S

(2" ek ¥) :/<:‘17u> +2(y) —g) + a’pf <Tfn> ¢ (p, s) ds.
ht=n 0

Si o< n<1, cette équation intégrale de seconde espéce, de
Volterra, est complétement réguliére, et sa résolution se fait a 'aide
d’une série de Liouville uniformément convergente en (&, y) pour
telo, i), ye|l—k, +k]:

1

3.
v:EV,,, avec ¢,(E, ) :f<if”> +g(y) —g(0)
p=0



o

et
I—It s
vpra (B ) = dpf b Vp(p, s) ds.
h—n 0
u est alors continue dans Q. Il en est de méme pour
1

; €

du oy A(pi ",}/)

ooy 6 (). -+ Alleaer g ¢(p, y) dp.

: J 5 . o
Par contre, d—; peut subir une singularité lorsque x — +-0, y £ o.
En effet

du I e
o = Frim)4- ;Z[ A(w; s)u(z; 5) ds.

) : 5

E)—; existe surement si infu est ~>o0. On va
Q

montrer que, pour cela, il suffit que /4 soit assez petit > o0, et que

inf[ /() + 8(») — g(0)] st >o.

Prenons d’abord le cas: —k—y_—~0,0 ~xh(doncoE '),
Par récurrence sur p, on montre alors que les ¢, sont chacune de
signe constant, et qu’elles sont toutes positives, pour o & < /'™,
— k =y < o, onadonc

Cette singularité de

inf wX>inf[ f(2) +g(y) —g(o)]>o.
0w zh =
—F=y=0 Q

Prenons d’autre part le cas : o =~y =k, oZa~h. Toujours par
récurence sur p, on montre qu’alors, dans tout le domaine o ¢ A",

+
o=y kv, E, y) est constamment du signe de (— 1)*. La série 2 0y

/;:U
est alors alternée.

Mais supposons que /"> o soit assez petit pour que
inf  [|v]|—|e|]=m soit > o.
0zt shin
0Ly <k
L.a relation

=

| 0prs G, |—lvp<a,y>|—f dpf ) 195 (6> )| — | 9ps (@, 5) | 1 s
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permet alors, par récurrence sur p, de montrer qu’en tout point du
domaine : 0 ZE Zh' ", 0Ly -k, on a

o0 ] > (9] 2] 2

= #y|>s. ..
Par suite
inf uX>py+v=|v | — || >m>o.
0LxLh
0Ly £k
Donc :

Tutorime VII. — St o<n<1, u et g—; sont continues dans Q. Par

Jdu . . . ;
contre, ()—Z peut éprouver une singularité lorsque x — —+o0, y=%£0. St
inf[ f(x)+ g(y)—g(0)] est >0, et si h est asses petit positif, alors,
Q

du "
lorsque x - + 0, y%~ o, oz 3¢ comporte comme yxr—".

Etude de u, dans la région o < x —h, —k—y < o0, st n>>1. —
Reprenons 'é¢quation intégrale (2) qui, dans cette région (avec les
inégalités strictes indiquées) peut se résoudre par la série de Liou-
ville, uniformément convergente dans tout compact de cette région

(cf. [3]):

u :Eul,, avec uy(x, y)=f(zx)+g(y) —g(o)

PI=

7S (T :f %f A7, s)w(r, §)ds.
3 0

Si I'on compare cetle série de Liouville a celles qui résolvent les
équations

et

x® 3. )
U(x,y):M0+@f %‘f U(r, s) ds,
h 0

V(z, y)=m+ af dr/‘" Vir, s)ds,
0

=
h 4

— ou M, et m, désignent respectivement le sup et I'inf [pour
oLx—h, —k=y—o] de|f(x)+ g(y)—g(o)| — on voit que,
dans toute la région : o <@ =—h, —k=—y <o, ona

V(z, y) < |ula, y)| ZU(z, ).
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+ o
i 1 0T

On notera que, si m, est > o alors |u|= Z | | pourst o Fry
k=0

Or, U et V sont respectivement :

: PGB e :
la solution de =—— = “— qui se réduit a M, sur les droites x =/
dx dy a?

el y=o0;
. 02V aV x = .
la solution de ——— = =~ qui se réduit a m, sur les droites x =/
dx dy Zh

et y —=o.
Le recours 4 la définition de 1,(¢), rappelée au paragraphe 2

montre que :
Ula, ¥y= MO.IOI 2 \/@ |7 | logf—;]
V(z, y):’7l<>-[t1[2\/a log/;l':l

T o m A
Uz, )/):R’Iiy-lo[z\/ﬁ|y|?l

B 7 1—11;/1~ni
V(lzr,y):lrlo.lalﬁ\/a|y‘%J

Grice au comportement asymptotique de 1,(z) pour ¢ — -, on
a donc :

)

4d

et

CY U R

Tueorims VIII. — Si n>~ 1, il existe C, > o, indépendante de x et v,
h ;
telle que, pour o < x = 5 —k=Zy <o, onait
|u| ZCrog(z, y) sin=r; || ZCidg(z, y) sin>1.

St I’on suppose que, pour o=x—h, —k=y—~0, inf[ f(x)+g(y)—g(0)]
est strictement > o, alors il existe G, et C, positives, indépendantes de x

et y, telles que, pour 0<xé{-j, —k=Zy <o, on ait

Cogo (2, y) Zu=Cigp(x, y) si n=—r;
Colo (2, y) Zu=Cig(z, y) si n>1.

1 e
i AN % 2%yl &
oz, ) =|y| I<‘0g£> Niies(3),

1 n—1 2\/A|,M wn
b g n—1

b )

On a posé

b, y) =yl
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Etude de u, dans la région o <LxLhy oyLk si n>>1, — Les
procédés de majoration et minoration sont ici inopérants. On va

étudier le comportement de / \u(x, s)|ds pour & >+ o0, y€ o, k.

Etudions d’abordf [E(A, 15 @, s)|ds ou X est fixé €]o, A];
b
v fixé €l o, k[; y fixé €|y, k]; & >+ o(x€]o, 1]) E(h, 15 2, )
0L ‘
dawdv
droites & = A et y= .
On use d’un changement de variable portant sur 2 :

. . AE . 2 ]
désigne la solution de —, qui se réduit a 1 sur chacune des
e} ol I

1
=Rt +X)'" sin>1, = e § me=g.

On pose de méme
1
A=h(14+0D"—" s n>1, k=die? si =1}

dans les deux cas, on pose :

E@, p; 2, ) =F(, p; X, y),

. g )2 K 5 . 4

F est la solution de 0(\—0)’ + B(X, y)FF=o0, qui se réduit a 1 pour

X=/et pour y=yp.. B est une fonction connue, de classe C* en (X, y)
\ ' )B ’ : fo

pour X>> o0, 0=y~ }. \37‘ est bornée dans cette méme région.

On a

inf B—a,>o0 et sup B=25,.
0-X 0-X
0Ly Lk D=k

Enfin

fv |E(A, @; 2, s)[ds:/“ (0L ps X5 lds.
u v

: 1 . :Z 7
On note que 'existence et 'unicité d’une solution de ()(3\_07 ~+BZ=o,

définie par sa donnée le long de deux caractéristiques, sont assurées

si chacune de ces données est de classe C'. On a donc F =F, ¥,
: . *L ;
ou K, et F, sont deux solutions de Xy ~+ BZ = o0, répondant

THESE J.-M. BLONDEL. 4
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respectivement aux conditions suivantes :

0 si 0oZX LU,
Fo(l s X, p) = lI:I+SilI< = E)] si. =X Z2l4myX—1
E 9 1 ) 9 \/_——-'/ 9
1 si X!+ myX,—
Eo(l, g5 &) = 0 pour oLy k;
Bs (w5 X ) =1 — Fi(l, 5 X, ) pour o-=X;
Bo (L5 4 %) = 1 pour o=y k.

Dans ces données, [ est un paramétre ~- o, . un parametre €| o, £,
X, un paramétre > [+ =* (ce qui équivaut a X, >[4 = \/X.,— l).

, F, s

Etude de F,. — De ()()Xd ~+ BF,= o, on tire, si
g 1 JIB (X, y)
0y g\lipt X Jdy '

I’équation

X ¥ g . =
o I d (| 0F«(d, p; 7y 8) T2 e B R
'f[ dl\/u; lB(l" S) (’)fs_?lg ()]‘ J \+(7)]7|l<‘(/’ ‘.LQ I,b)]](t (ZIA__U,

c’est-a-dire encore

Yoo gty OB, (¢ s vy ) P v
o By v | Jdr

Xo
dr

+/ e F3(l, lu,;.,,s)zls—

“OF: (s s 8) ]2 0@ ers ;
Jdr } Os [_H(/', .\')J &

f/+ Ty Xo—! . ( 0( Pros ] ﬂ_ dr
= ~0S8* = e ————— —
5 B(l, . \\/_\”f/ 9 )] 4(Xy— 1)

Mais, pour X >0, 0=y -k, on a

d l ey J
Z 0
dy | BX, y)
Par suite, de notre relation, nous tirons

)

f erFi (L, p; Xo, 5) ds
.

- Fmy X—1 . ) A
é/—-—e—i— cos'—‘( r—t B L < . L
4(Xu_1) ! \\/Xu—/ B( i (J‘) 40‘1 \/XDM/

=

&
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D’ou

y
Te VY

[ I(/qxvzms)({Sé/_____’:'

LS 4oy \/‘\“_l

et, a I'aide de I'inégalité de Schwarz :

f IF' ) J" 0y |(l§'4 1\/‘)/ 'U- pOUI‘ Oél<l—|—ﬂ"<Xo
VX, —1 oLpLy <k

(K; indépendant de X,, y, /, ).

Etude de F,. — Un procédé exactement analogue <multiplicalion

de I'équation

0*F, P e w5 OF e
aX dy + BF, = o par e TR et intégration dans le

méme domaine que ci—dessus> meéne a l'inégalité

Xo €]
f e Fa by ps 7, ) dr 4H \/\,*/
i
D’ou, a fortior: :
Xy B z
; [ drf R, oy 1y, 8) ds 2 i (y — ) VXy—1
(4) i myX,—1 W &y

pour o[l <<l+ m*<<X,, oLy =k

. S . §

{~7c 7, apr s 2 « X\ 9 o P A & 14

Evaluant d’autre part </u, e 55 [F5(l, 15 X, 5)]ds, grace a I'équa-
tion aux dérivées partielles, et aux conditions aux limites vérifiées
par I¥,, on trouve que

Pour o Zp 2y 2k, o Zl<l+ n><X,, lorsque !, &, v sont fixés et
~)
(5) que X croit de /+ X, —/ & X,, alors] eV B2 (1 s X, 8)ds me
{L
croit pas.

De (4) et (5), on tire facilement, en raisonnant par I'absurde, que

f‘e‘(*‘Ff(l, py Xy, §)ds = —— i o R pour o=l<l+m<X,,
w . & YXp—1I—m 0y 2k

D’ott encore, K, étant indépendante de /, u, X, ¥

! i <l <X
© [ Irc s Xo, 9)] dsZ K L= ATt
" X1 loLp<y <k
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Conséquence. — De (3) et (6) nous tirons, K étant indépendante
de l, ., Xo, ¥ :

pour

Sl< i+ hr<X,,
/u 13 Xy, 5) | ds = b kY —p o
' VX, — 1 0 LY LK.

Dans ce résultat, on peut supprimer l'indice de X, : car, alors
) )

que X, jouait un réle précis dans les définitions de I, et I, pour ce

qui est de I, X, n’est plus qu'une valeur particuliére de X.

Recourons d’autre part a I'équation intégrale
X )
F(l, p; X, y) =1 _j ([,.f B (7, s$YE (L, w; 7, .5)ds.
! W

Sa résolution (par une série de Liouville) montre que, pour
ol X Zl+ 47 0Lp =y -k ona
/,,l\,l_)\/[JI — ) (y —J-)]/—IL.(/T\/M/J

Finalement, il existe donc une quantité JIt, indépendante de X, y,
[, u, telle que

[ B ps X )

\) & =
F(l, u; X, s) | ds Z M —= hour
f‘ oy )| ds \1\—~/ I | o=

Ce résultat se transcrit comme suit : Pour o<la<A=h,
02 L yk, on a

7 i ;
f |E(A, p; @, s) | ds Z0h " i—i— si >,

B u*)lfu

1
b

/3]1\/)7 [100(;})]» 5. #=T.

Y
Revenons a f |u(a, s)|ds. 1l est immédiat que

0

u(z; y) =g(e)El(h; 05 2; ) +f ry o a, y)f(r)dr

—{—j E(h, s; x, y)g'(s) ds.
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S(h, 05 2, 8)|ds

fu‘luw, Nlds =g o)]
+f‘\a [de
ff 11 w//

Grace aux résultats précédents, on majore facilement les deux
premiers termes du second membre. En majorant le troisiéme terme
du second membre, on a a considérer :

E(h, s; z;n) | dn

E(#, by &, $) | ds.

h h

dr . dr :
—_— S1 Il>l; —— 5L R — 1.
o \/xl—n__ pl—n = \’/Iog [ lOg."L'

Sin >1:
n—+3

n
/'/L dr a * f‘ o " dg
e = p
- \/J;I—/L_ pl—n n—i S VI T
(%)
n+3 i n
2

x b ? Z‘” — do o
én ; f V2 al*”n’a +j Z 9w *
:

ey T i

lorsque @ — -+ 0. 9t ne dépend que de /i et n.
De la méme facon on démontre que, si n=1 (IU ne dépend

que de /1) :

1

h

f 2T [l <7>] "a lorsque 2 > + o.
m %
Finalement, on a le

Turorine IX. — Il existe une quantité ¢, ne dépendant que de h et n,
telle qu’on ait, pour x —+-oeto—y —k :

n—1

f |u(z, s)|dsZL2\yx * sl n>1;

o
‘ w(a, s)|ds=%\/y(lo i sl mi=it.
Y08
0
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On remarquera que, si I’on veut avoir une majorante, valable dans

tous les cas, pour | |u(x, s)|ds, il n’est pas possible de remplacer
y P ) ’ pas p P

0
n—1

1 . .
& on <log£;> ‘, par d’autres fonctions de @, tendant plus vite vers

zéro, lorsque & —> - o. C’est ce que montre le cas ou
) q

Az, 7)) =[@)=g(y) =1, h—1.

=1 A
wia,-y)=dol 2 ¥ e ) SL 1

/

| .
?,\/ylog;> 8L A==,

el L\
Jo (2) EZ(_ 1)"<9:>'

=90

Alors

o~
N
—
1)
S
~
=
=y

ou

— fonction de Bessel d’indice o.

Le comportement asymptotique de J,(¢) est connu, pour ¢ — — .
Il en résulte que, si x - + o,

\ul:()(y_%,v”“:) si n>1

] :0[(y log . )

Avtre REMARQUE. — Dans certains cas, on peut affiner le résultat,
en passant du « comportement global » de «, donné par le théoreme IX,
a son « comportement local », toujours si n >~1.

Par exemple, st nous supposons qu’il existe un domaine rectangulaire
{olxLN, y, <y}, (inclus dans le domaine { o< w1, 0o_yk}),
dans tout lequel u soit de signe constant au sens lurge (supposons v. g.

u>-0), alors lim u= o, uniformément en y dans tout intervalle fermé
x>0

que est strictement inclus dans |y, y.|.

et

J st n=1 (cf. [4].

du ; f
En effet, oy est alors bornée supérieurement par une constante,

du

dans tout ce domaine rectangulaire, comme on le voit en tirant oy



—_ 929 _

de (2). Cette remarque, jointe au théoréeme IX, démontre aisément
la propriété annoncée ci-dessus. Ce résultat s’applique, v. g., a

e """(n >1)etaxe’, quisont solutions, respectivement de
J*u (n ) 2t ot J*u .
—i (T — L) 4 e e Ll
0x dy

dx dy

Autre cas, ou l'on peut passer, du comportement global de u, a son
i

comportement local. — Celui ou / x " f*(x)dxr converge (loujours

0

dans le cas n 1),
Montrons-le, v. g., pour n >1. Pa rangement de variable :
Montrons-le, ) Par le cl td bl

vr—~Nh(1+ X)-'*'T‘, u(z, y) =w(X, y),

on est ramené a définir ¢ comme la solution de

0*w

Xay " B(X, y)w=

(ou B a la méme signification que plus haut, dans I’étude de I, I, I¥,)
qui satisfait a

w (X, 0) = ¢(X) zf[/z(r - \)’T’?J et w(o, ¥)=g(») [¢(0) =g(0)],
on étudie w(X, v) pour X — 4 weto<y—_k.

I.a convergence de / x—”/ (x)dx entraine la convergence de

—+ Bw = o fournit la relation

/ﬂ“ 2(X)dX. Léquation

0%y
S, oX 0)
/‘ ot [ dw (X, s)]?
i ) ds .

2 X

ds +/ ety B(r, y) w2(r, y)dr

X v
A ‘ 2(r d 5 - )
—'/[ dr'/t: w (l,s)a;[e?’ B(r,s)|ds
) X
= / evsg'2(s) ds —|—f B(r, o) e(r)dr,

ou v a la méme signification que plus haut, dans I’étude de I, I¥,, F,;
ce qui entraine

.(1, [eXrB(X, y)] <o pour 5

X
dy [ o

N\ y

}’é/
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On obtient donc facilement

' ) f X>o.
/ evyB(r, y) w*(r, v) dr bornée pour
A loZy =k
D’ou

/ wi(X,; y)dX converge Y ye€|o, k].

L4}

D’autre part, nous avons

2

aw :
TR =9 (A)-—f

Grace au théoréme IX, et au fait que

B(X, s) w(X, s) ds.

v B ; h
sup |¢'(X) | sup [f(2)]—>
=1 0LxLh n 1
N2 32k 0Zy £k
. - ) ;
on en tire que, pour X -1, 0—y_—k, ((T; est bornée par une

constante 1. De la découle que, si o —y_—k, alors w(X, y)—>o
lorsque X — + .

Supposons en effet qu’il existe y, €| o, k], telle que w (X, y,) ne
tende pas vers zéro quand X — -+ o. On peut alors trouver un
nombre J > o et une suite infinie : { X, |,”, strictement croissante, de
valeurs de X, tels que

. J - L A , .
Xjél—}—ﬂ; X\,A,*X\,\ﬁ—] (V=1 8y 3y..e); | % (Xy, o) | .

; J
Alors, chaque X, est centre d’un intervalle, de longueur 3’ dans
. J - ‘ _
tout lequel on a [w(X, ‘y(,)];;; ce qui s’oppose a la convergence
+»
de [ w*(X, yo)dX. Dot Pabsurdite.
Sin>1, on a donc bien

lim w (X, y)= lim «(x, y)=o, Y)y€lo, k).

X>+ o x40



Démonstration analogue si n =1, en remplacant le changement de

variable x = A(1 + X)m parz=he ™.

Affinons encore ce résultat : 1l en résulte, en particulier, que,
sin>>~1,0na

lim w(logv, y) =o, VYy€E|o, k] (v = entier > o)

V4w

A cette famille dénombrable de fonctions de y : {w(logv, v)}J7,,
appliquons le théoréme d’Egoroff [2] : a tout couple de nombres
positifs ¢,, ¢, sont attachés : d’une part une partition de [o, £] en
deux ensembles E, et E, (E,nE,=0; E,UE,=[o, k]); d’autre

part un entier N, (e, ), fonction de ¢, seul, tels que

mes. E; < ¢, (mesure au sens de Lebesgue),

v Ny(e) = |w(logv,3’)|é€£, vy ek..

Si, d’autre part, X varie de logv a log(v—+-1), la variation totale de
w(X, y) est

I
<ZI[log(v +1) —logvj:”og(l + £>.5./; {0i=8, 4, 5,0, o)

\

. : 2 - 528 o .21
Soit N/, (&, ) I'entier le plus immédiatement supérieur a — -

Vy€lo, k], pour v>sup{3, Nj(e,)|, la variation totale de
w(X, y)est Z "5, lorsque X varie de logv a log(v +1).
Donc, quel que soit y € E,, 'hypothése

X > sup {log3, logN, (e.), logN; (¢,) |

entraine la conclusion |w (X, y)|=¢,. On dira que, pour X — -+ o0,
w(X, y)— o presque uniformément en y&€|o, k]. Donc:

h
Turorime X. — St n>x1, el st f x " f*(x)dx converge, alors,

lorsque x —+ o, u(x, y) - o presque uniformément en y€lo, k.

THESE J.-M. BLONDEL. 5
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DEUXIEME PARTIE.

PEerTURBATION SING['LIERE, POUR UNE EQUATION
AUX DERIVEES PARTIELLES, LINEAIRE ET HYPERBOLIQUE, DU SECOND ORDRE,
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES.

1’. Le but poursuivi est ici d’étudier comment se comporte,
quand = -+ o, la solution «. d’un probléme de Cauchy « bien posé »
pour I'équation

el, U+ L, Ue=—:0y
ou
02 U 0. s o du. du.
Lou-=A ~ +9B—F +C Lite=a0—— 4+b— - cu
o da? dx dy ay*’ " ). )

(A, B, G, a, b, c, fonctions données de z et y, suffisamment dérivables;
B2 > AC en tout point de la région du plan Oy, ou 'on étudie u,).
u. est définie par sa donnée, indépendante dee, lelong d’une courbe I,
et par la donnée de sa dérivée normale en tout point de I'. Cette
seconde donnée peut dépendre de ¢, mais on suppose qu’elle demeure
bornée en valeur absolue, quand ¢ -> -4 0. On suppose qu’aucune
caractéristique de L, ou L, n’est tangente a I'; et aussi qu’'aucune
caractéristique de L, n’est tangente aux caractéristiques de L,.

Comme on le verra, les résultats de cette étude different beaucoup
de ceux de I'étude correspondante faite dans le cas elliptique, en
particulier pour le probléeme de Dirichlet. D’une part les caracté-
ristiques jouent ici un role essentiel; d’autre part la limite de u. ne
peut exister que d’un certain coté de I', et pas de 'autre. Enfin, dans
le « bon cas », celui ot lim u. existe, il y a convergence uniforme sur

E>+0
tout compact (situé du bon coté de I'), méme si ce compact comprend
un arc de I'. Il 0’y a donc pas, dans le cas hyperbolique, pour le
probléme de Cauchy, de phénoméne de « couche-limite », au moins
en ce qui concerne i, alors qu’on sait I'existence de ce phénomeéne
dans le cas elliptique, et son importance a cause de ses applications
a la Mécanique des fluides.
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2'. LLE PROBLEME POSE EN VARIABLES CARACTERISTIQUES. — On envisage
les équations aux dérivées partielles, aux inconnues respectives u.(z, y)

ek w{®; )

0 u. . du. du. . ) -
(/) Ed‘r—())’—k(“’]—*ﬁ”z) d(’I,‘ = (Ebl+b2)())/ +(O(41+Cg)lt5-—-0,
du du
(8) a 5 +b2;}’ + ¢ = o0,

oll ¢ est un parametre réel > o. a,, a,, b,, b, ¢,, c. sont six fonctions
données de x et y, de classe C! en 'ensemble (2, y) dans un ouvert
connexe R du plan 2Oy. On suppose que a, et b, ne sont nulles en
aucun point de R [de facon que les caractéristiques de () ne soient
pas tangentes a celles de (8)].

Soit d’autre part (C) un arc de courbe, tracé dans R, et qui n’est
nulle part tangent ni aux caractéristiques de (7) ni a celles de (8).

Y

I’équation de () s’écrit y = 9(a), oli on suppose ¢ de classe C*,
et o' jamais nulle (par exemple, loujours <_ o) sur le segment [x,, 2, |.
On peut donc résoudre en x 'équation y = o (). Il vient x =4 (y),
ou Y est de classe (C*, et {/ jamais nulle, sur le segment [y, y, |.

On envisage alors un domaine A, situé au-dessus de (C), inclus

dans R, et délimité de la facon suivante :
— par (C) et par deux caractéristiques de (7) si a,b, > o (fig. 6);
— par (C), une caractéristique de (7) et une caractéristique de (8),

st a,b,< o.



Dans ce dernier cas, la caractéristique de (7) utilisée sera :
e g ) - . .
une paralléle a Oy si - > ¢ en tout point de (C) (fig. 7);

une paralelle a Oz si % < ' en tout point de (C) ( fig. 8).

5!

Enfin, donnons-nous deux fonctions : f(z) de classe C* sur[@,, . ];
et g(e; x) de classe C' en 2 sar [z, .|, telle que |g| demeure
bornée, sur [ z,, x. |, lorsque ¢ - + o.

Nous considérons alors la solution unique u.(x, y) de (7), qui est
de classe C? en I'ensemble (, y) dans A, et qui répond aux conditions

- Ou: i
aux limites : u.= fet oy — &> en tout point de (C).
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De méme, nous envisageons la solution unique u(z, y) de (8), de
classe C* en I'ensemble (x, y) dans A, et qui se réduit & / en tout
point de (C).

Le probléme posé est d’étudier le comportement de u., pour

(x,y) € A —C, lorsque ¢ — o, et de voir en particulier si lim u.=u.

Bt
Aprés quelques remarques préliminaires (§ 5'), nous distinguerons
plusieurs cas : @,b,< 0 (§4');a, et b,< o (§ 55 a,etb, >0 (§6).

5'. (QUELQUES REMARQUES PRELIMINAIRES. — On peut toujours supposer
que € > o est assez petit pour que, pour toul

(.T,)/)EE, eay+ a, (vesp.cb,—+ b,)

soit de méme signe que a, (resp. b,). Le signe de c¢, 4 ¢, ne joue
aucun rodle dans le probléeme étudié. En ellet, on peut toujours se
ramener au cas oli, pour ¢ > o0, assez petit, pour tout (a, y)eﬂ,
c¢,—+ ¢, a le méme signe que b,.

Pour cela, on fait le changement d’inconnue wu.-> U, défini par

sup | ¢ |
s A
Ax. vY—e* U.(x., v s ol
us(z, y) =e*r Ue(a, ¥), o == 1 -} ot 51]
X

Pour ¢ >0, U, est de classe C* en I'ensemble (2, y) dans A. De
plus, U. a un comportement analogue a celui de «., lorsque ¢ -+ o:
car U, ne différe de u. que par un facteur indépendant de c. Pour la
méme raison, U. satisfait, sur (C), a des conditions aux limites,
analogues a celles de u.. Enfin, U. est solution de

02U, " H U, U,
C()yv())/_’_ e(a+ai) + a] ~+ (eby+ by) Jy

da
+ [e(abi+c1) + abs+ ¢ | Ug—o.

On note qu’en tout point de As (aby—+ c,) ale méme signe que b,,
et (que

inf| ab,+ cs
A

> inf| b,
A
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Posons
inf | a, | mf|b,| inf|ab,+ cu|
= 1inf A L g it
e sup o+ a, |’ sup|b, |’ sup|ab,+c,|
A A A

en convenant que, sil'un quelconque des trois nombres, qui paraissent
sous le symbole inf{ |, a son dénominateur nul, ce nombre doit étre
pris égal a + .

Alors, pour (2, y)€A etz €| o,

], on a
Signe de ¢(o + a) -+ «,==signe de a,

I
el le(o+ @) + ay| > —inf| a, |,
5 =
g P
Signe de ¢b, + b, —signe de b, et eb, - b, | > —inf| b, |,
5 5 =g bl
3 %
signe de e(ab, -+ ¢)) + ab,+ c,—=signe de b,
et

|e(abi~+c¢)) F+aby+ ey |2

ol e
> —inf| b, |.
peilLy
i
Nous avons donc démontré le

Tukorine N1. — Dans ’étude du comportement de u., lorsque « — - o,

our (x, yYeA — C, on ne change rien au probléme posé, st ['on suppose
P > ) ’ 8 p pose, P
que, We >oet ¥ (x, y)E€A;

(ca,~+a,) ale signe de a, et a son module >~ = inf|a, |;

2R

(cbi+by) et (cc,+c.) ont tous deux le signe de b,, e
1 .

leur module . _ inf[ b, |.

7

t ont chacun

Autre remarque préliminaire. — Recherchons les fonctions qui
peuvent étre limite de u.(«, y), dans A — C, lorsque ¢ > —+ o.

Nous supposons donc :
1° que lim u.(@, y)=v¢(x, y), en tout point (w,y}&& — C: nous
E> 40
n’imposons pas, a priori, que cette limite soit valable dans tout A,
de facon a rechercher les phénomeénes éventuels de « couchelimite »;

2° que ¢(x, y) est de classe C' en I'ensemble (2, y) dans A, de
fagon que v jouisse d’une certaine régularité ;



3° que, pour ¢ — — 0, |u.| demeure bornée dans A. Cette derniére
hypothese, qui semble assez peu restrictive, permettra d’utiliser un
théoréme de Lebesgue.

Tutorime XII. — S¢ les trois hypothéses précédentes sont réalisées,
alors :

1° en tout point de A,

Jy Jdv
@y ~— + by — 9 =0;
Jda dy

2° en tout point de (C), v se réduit a f.

L(xy,y,) étant un point quelconque de A, désignons par s le domaine
limité par (C) et par les droiles =, et y =y,. On a

cﬂ:

0% u. . du. i Jdu
,VW —+ (e, + (.(;.)I(’ —+ (eb,+ bs) o

+ (eci+ ) u: | de dy =o.

Fig. o.

Gréce a des intégrations par parties, cela s’écrit

(9) %(w yn—fh.b(y.))l—[b g(e; 2) dx:»

Yive)
,{,,/ (say+ ay) ue d)'f/‘ (@ an) fdy
YL v/ NN
+f (eby+ b)) u: dor — (eby+ b,) fdx
NL < NM

./ da, b\  da, b, i
—F‘ﬂa [:<(|* ()7 — W/) = O — ;)7 — 72—)/1[@([.1 duy___o,



oy SO

. i 5 5 L z 2 . .
Si Pon fait, en particulier, ¢ = —, ou I'entier n — - o0, ’application
2 p ) n o)

d’un théoréme de Lebesgue bien connu, permet de déduire, de (9),
la relation

/ v dy — ay fdy +f by dx —] b, fdx
ML NN NL N

M

T/ da, b, . B
Ny Y

qui, grice a de nouvelles intégrations par parties, s’écrit
y v dv ; d

(10) ay =~ 4+ by— —+ ¢y | dx dy + (by— ay0") (v — f) de =0,
5 dx dy : 5 :

(10) est vérifiée Y (=, (’V(.\)E.&. On peut donc en prendre la

A L) ) . .
dérivée - <__,L>. Ce qui donne
())/u /

/N i +b (ZV “+c =
Donc, ¢ est solution de (8) en tout point de A.
Il reste alors, de (10) :

j (02— ay0") (¢ — f) dx :’0.
NM

s ; = R d
Comme c’est vérifi¢ V(x,, y,)€4A, prenons-en la dérivée .
0

Puisque b,—a,o’ n’est nulle en aucun point de (C), il vient
ainsi v = f'en tout point de ().

CoroLLAIRE. — Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme XII,
U ne peut jamais apparaitre de phénomeéne de couche-limite, au moins
pour Uinconnue u. (la question n’est pas tranchée ici, pour ses dérivées
premieéres).

A' APPLICATION AU cAS OU @, b, kst < 0. — D’apres les méthodes bien
connues d’intégration de (7) et (8) au moyen de leurs caractéristiques,
en un point L. de A— C, pour ¢ > o, u. dépend uniquement des

S—"
valeurs prises par /et g sur I'arc NM ; et « dépend uniquement de la
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valeur prise par f'en P, point ol la caractéristique de (8), issue de L,
rencontre (C).
Dans chacun des deux cas de figure, correspondant & I'’hypo-

thése a,b,< o, P est hors de I'arc NM. La valeur de Jen P nest

y yll

2

P

0 J o X

Fig. 1o.

S—"
donc absolument pas liée aux valeurs prises par f sur NM, au moins
dans le cas général. Donc :

Tuorime XI. — Si a,b, < o, alors — sauf peut-étre pour des choix
tres particuliers de (C), [, g — il est impossible que, lorsque ¢ — o,
u., tende en demeurant bornée dans A, vers une limite de classe C*
dans A.

A noter que notre raisonnement laisse possibles des exceptions.

C’est ce qui a lieu dans le cas suivant :

D% du- Oue
B “+ a + b — +~cu;=o,
dx dy dx dy

ol a, b, ¢ sont trois constantes réelles données, telles que
a+b>o0 et ab < o;

Ug

dx

sur la droite 2 4y = o. Il est facile de voir qu’alors u. n’est fonction

que de x + y, pour s > o fixé, et que lim v.= u, uniformément sur tout
E>+40

u, et

se réduisant a4 des constantes données (resp. C, et C,)

THESE J.-M. BLONDEL. 6
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compact de larégion x—+y >0 l 1= la solution de a + —1 cu=—0,
qui se réduit a G, pour &+ y = o]

5. Ervpe pu cas o0 a, Er b, soxt < o. — Conformément au
théoréme XI, nous supposerons ici que, Ve >o0 et V(z, y) €A, on a
/ 1
gay+ as = —supa, << o,
g
A
1
(11) leby+ by = —supb,<< o,
2 A
I
~ pb < 0,

[
)
Lv

\

7 et 0 représentant deux constantes réelles >~ o0, non toutes deux
nulles, nous allons étudier le comportement, pour (x, y)€A—C,
lorsque ¢ —-+o0, de V.(x, y), qui est la solution du probléme
de Cauchy suivant :

V. est de classe C? en 'ensemble (2, y) dans A;

0°V; } o, o0V: ()V
()1())/+<L1+ )()

ol V=30 §

Sur (G), V. se réduit a 7 el % al.

L’intérét de cette étude tient a ce que, si 'on remplace f(x) et g(x)
respectivement par f(x)- 7 et g(z)-+ 0, alors u.(2,y) se trouve
remplacée par u.(z, y)+ V.(, ).

»vV, o . e b v
ey W.. Il est aisé de voir que W. vérifie I'équation
(12) Wel @, %) =W g, %) + lﬁ I{ We(x, y) i,

Posons

ou,
V\/o,s:—<a1+ %")04—(1}1—%— %>69’(y)— K(ﬁ— >|n +0z—0¢ ()]

L’opérateur 1{ | est défini comme suit :

LBz, %) =— 6a1+¢z,)f F(z, s)ds

£b1+b,)f F(r,y) dr —( c1—+—c,f d/f F(r,s)ds.
L(‘ o)

P
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Par I’emploi de procédés classiques, [3], on montre que (12)
posséde une solution unique, calculable par une série de Liouville
convergente uniformément en (x, y) €A, pourc > o :

-+ ®

We=> Wi,

k=0

ol W, . a été défini plus haut, et

Wirs,e= -1 { Wi }.

5 €

De (11) et de ce que ¢/(y) est < o en tout point de (C), il résulte
que, pour (z, y)EAete >0, 0na

my 0 4 myn
Wi Tt LR oy
ou
I I
my=—— —supa, et Mmy=— —supb,.
3 % 2 %

Par récurrence, il en résulte que, pour e > o0 et (z,y)e A, les W, .
sont toutes > 0. Par suite

Wine(z, y) > Lj‘f Wie (2, 5)ds,
= @ ()

et donc
£ >0,

0 3 i NE[ v — o ()14
(13) wk,e(x,yéw@) 2@ pour

<

(z, y) €A,

k=0,1,8,3,....

Majorons d’autre part les W, .. Pour e > 0 et Caz, 7)) EZ, e W, .est
fonction continue de I'ensemble (¢, 2, y). Posons donc
M0: suP (EWU,E)’

(@, y)€A
(e

I=2y— 2+ 9(2)) — ¢ ()
et

M, =sup ( sup — (s, + a); sup — (sby+ bs); sup — I (sc; + ) l
( (e, )€ (e,)€A (w,1)€A 5

0LELL Vzs£1 v<LEZ
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On a
M, 3 %
VVIH—I,E(J;, }/) = o Wk’e(.il,‘, ) ds -+ W,(-,s(", ¥) dr
5 @(x) Y
+f d’/ T ) g .
Yy @ (ry l
D’ou

M, 34M¥ st
(14) VVA:E(x,y)éT;’ W‘—[Vv—xl—i—y—q(wz)]‘ pour % (z, y) €A,

M e=0yTs By wre i

‘y‘k

Plac,)

(P(xPJ

Fig. 1.

De (13) et (14) résulte que, toujours pour (, y)e& oL 821

i i M
my 0+ m,n = y—a() M, 3= (x—a+y—o (@)
1 znec W (z, y) < f‘-e B

Donc, dans A — C, lorsque ¢ - + 0, W.— —+ = de facon expo-
nentielle. Il en est de méme pour

@ 3
Vi, ¥) =+ [@ — $)] 8 +f d,-f We(r, s) ds.
L) o)

Donec :

Tatorime XIV. — St a, et b, sont < o dans A alors — si pour un
couple de fonctions f et g judicieusement choisies, il se trouve que lim u,

B E>+0
existe pour (z,y) € A — C — il suffira de remplacer fet g respectivement
par [+ et g+ 0 (v et § désignant deux constantes arbitraires > o,
non toutes deux nulles) pour que la solution de (7), répondant aux



données de Cauchy ainst modifiées, tende vers = de fagon exponentielle,
en tout point de A — C, lorsque ¢ — +- o.

On dira qu’alors l'existence de lim u. est un phénomeéne instable

E>+0
relativement aux données de Cauchy.
6. Ervpe pu cas ot a, et b, sont >o. — Conformément au
théoréme XI, on supposera ici que, Ve >oet V(z, y)E€A, ona

|
Al(ss @, y)=cai(z, y) +aa(z, y) = - inf a, > o,
" A

B(e; @, y)=ceb (z,y)+b:(2, y) > ;—insz> o,
-\

. 1
Cle;xyy)=cei (@, y)+e(x, ¥) ) inf b, > o.
" A

du- ; du.
e sur (), on peut calculer B sur (C).

A partir des valeurs de u. et

On a

du. ;
3 — ()] —gle; NI (y) = h(e; y).
<dy>t%_‘.\ Sl VO] — &l bV () = h(e5 )

Lorsque = > -+ o, | g| et | 4| demeurent bornées tout le long de (C).

L(z,, y,) étant un point quelconque de A, le domaine 2 et les
points M et N étant définis, & partir de L, comme P'indique la figure
ci-contre, nous allons établir des inégalités vérifiées par

e N du, \? > Vo N2
ul (g, 5)s /[(—'—) dxdy, f <—4> do et / (f—“ dy.
! - /g dT d) NL d‘l ML \ d.) )

y \
Yo ‘ L

Fig. 12,
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ou

B=sup ‘ sup
r, y)EA
0LEZT 045-;1

Le terme
§ A O [du\ B a9 [/du | .
5 126 d)"[<0-ﬂ TG o (d)’ B s

peut étre transformé par des intégrations par parties évidentes. On a,
d’autre part
p

B d()z l(;y e=Pl= d dy
= f“e—i) ()((;f)d,,. flmefﬁ'-"ﬂ‘)fgdx— ‘;” dy[u e8| da dy
— (p%" (@0, o) Mf (Y (o)l + ﬁ'9_5"”“5")1/;’ dx
NL
_ WC“S(~E+,)')fé’d_r+ g ﬂ e——{ﬁ(,.,-f,)%()”%)dxdy_l ﬂ Bl ﬁ,,fj)l; f(); din .

Dans le dernier membre, 1'avant dernier terme se transforme par
intégration par parties. En repartant de (7) on a, d’autre part

du: du.
_ B (wty) IUe Ole
lﬂ;e ) i dx dy

g € () du’& 2 B dua 2 ) )(7 \)
B ﬂa{ﬁ@[<dy>J+K<5}>+zA T el

Dans le second membre, deux des trois intégrales se transforment
encore par des intégrations par parties évidentes.




KB

Finalement, (16) prend ainsi la forme

(17) e “ 2 (20, Yo) + - / [ <()u > <@+ %)uSJe—ﬁ‘”,» dx
| (I) ) §><()l{ > ]eﬂg(‘“_“.) dy
Bu. \* Pui B /0u N\l 8y 70 g0
C<()Tdy> 2 +K<r )]eﬁ Mda dy

dy
A du. C
- B (a+y) s = = x+y)
oot | (G2 )+ oy | Ko
0 B g duc\* |
— —3 (v+y) z . .
3| (g + &) o] () o

\ QY
—une quantité entiérement connue

, qui demeure bornée
lorsque € — -+ o0, et que (,, o) parcourt A.

%c)
')J.af))’

Gréace a la valeur, indiquée plus haut pour B, il est aisé¢ de voir
que, pour €[ o, 1] et (z, y)EA, on a

—3 (z+y) . vgr ) . x+y)
)}' C(} B ) 40, ()_—}/[ e - ; 40, i ( - o >(’ Bl ~o.

dz|\C " A

Par suite, de (17) nous tirons qu’il existe une quantité I, indé-
pendante de ¢, x,, y,, telle que, pour o < e 1 et (x,, y,) €A chacune

des quatre quantités
2
(20, Yo), lr <()T dy> e B de dy,

I A [ Odu:\? I Ju \2 . .
. o —B (x+y) = = € B (2+y) L.
f<> Y 1 R

dy

e—-ﬁ |

On en tire facilement qu’il existe quatre nombres réels O,

(j=1, 2, 3, 4) indépendants de ¢, x,, y,, tels que, pour o<’4i
et (@, o) €A, on ait

u? (Zg, Yo) << My; €ﬂ< O >2a’xdy< Ny ;
e (Loy Jo 19 eAENRy
- 0 5 \dx dy

f<?)u>dl<“ﬂl;, f(duF') dy<:)n
< NL g ML

dy
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Grace aux inégalités (18), nous pouvons comparer . a u, qui est
la solution, de classe C' en 'ensemble (x, y) dans A, de (8); solution
qui se réduit a /() en tout point de (C).

On notera que, d’apres la disposition des caractéristiques de (8),
u est définie en tout point de A.

Posons u.— u=w.. Pour ¢ >0, et (x, y)€A, w_ est de classe C'
en I'ensemble (z, y); satisfait a

- do, b o . R D u. (n du. b du. e
(12% )7; Cyr— u———drd)—E ,15%* 17)‘5/— (,|l[>

enfin w. est nulle en tout point de (C).

da, L b, - E
| T
f*SpA Cl=3+hg _’

¢ ayant la méme signification que plus haut, on a la relation

Posons

[[l G2 d(m [i’ 9{wc) + i | e VEY dr dy
2 dy ] ‘
T Q2w O, o ] :
e 3 piay Mg, T . e Y (x+)) dr dy.
— Vﬂ: 7_(),77 T = a pp by T 4+ cius |wee dx dy

Des intégrations par parties, effectuées sur certains termes du
premier membre, permettent d’écrire cette relation sous la forme

1 5 1 ) R
(IQ) al f e—Y (x+y) A2 f/}’ e [ e—Y g\)bﬂ(’)g dr
2, 2 a1

I d | I) '
4-1/ 4y o »,7*/(74—1 P b‘, (w4 )3 7
+lﬂa ? Cy d.T[a € } 5 ())[ 2 € ]g()v drd)/

Mais la valeur de y montre que, V¥ (z, y) €A :

0 1 0
e YE ey — — —[a, e V)] — - —
) dx[ - | 2 dy

: eresne
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Pour ¢ >0 et (x,, ¥,) €A, chacun des termes du premier membre
de (19) est donc =~ au second membre de (19).
Cherchons donc 4 majorer la valeur absolue du second membre

de (19).
Pour 0 < e 1 et (x,, y,)EA, on a
> u.
(249 oy € x
‘ﬂa‘c X w°d.??dy d.rd}‘
0*u.

< sup e~ [V, + [ u(, ) ] | ﬂ ‘W
A Jolg 1 OX

dz dy.

Mais, d’apreés (18) et I'inégalité de Schwarz :

(} 7 P I, . aire A
ﬂa‘dmdy d‘“jyéw e

Il existe donc L, indépendant de ¢, @, v,, tel que, pour o < e =1
et (o, yo)EA:

ZLyy/e.

0%u.
g || e Y, = dx dy
s dxdy :

De méme, grace a (18) et a I'inégalité de Schwarz, on montre
qu'il existe deux nombres réels positifs, L, et L;, indépendants

de ¢, x,, ¥, tels que, pour o < e 1 et (x,, yo)eA :

Ju-
> ﬂ"ef\“»" )by e due dx dy| < Lse
A Ay

du.
e || evteNa 0, s—drdy|LLse;
s dx 8

Posons enfin

L, — /or, [\/ot, + sup | «| | W@*Y[-"f"’ | ey | dx dy,
A A

on a

3 ﬂ.e—Y ) ey weus dr dy | £ Lye pour o <{e=1 et (24, ¥o) € A.
5

Finalement, si £ = L,+L,+ L;+L,, on a, toujours pour o<z =_1

et (o, o) EA : .
| second membre de (19) | 2 B \s,

THESE J.-M. BLONDEL. 7
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De (19) nous déduisons donc
- E
- f e YN b, w? do 2 2 \/¢,
2, NI
ou, a fortior:
(ote 1,

(20) / W (r, yo) dr Z £'\/e pour =
(o) \ ? (zo, y0) €A,

ou £’ ne dépend pas de ¢, x,, y,.
Mais, puisque «. s’annule en tout point de (C), on a

ol (x, ) —zf"' ou(r, 3) 200 ) g
/e [T

Mais, toujours en se servant de l'inégalité de Schwarz: on voit
’ J g )

aisément que
e VN = eV =
JH

Grace & (18) et (20) on voit donc enfin qu'il existe 9t, indépendant

de ¢, x, y, tel que, pour 0 <=1 et (x, y)€A, on ait
wi (@, ) =9 \'/E

Complétons ce résultat par quelques renseignements concernant

dts et e - ® () désignant une fonction quelconque de x, de classe C!,
oz dy

et (z, y) étant €A, on a
X ()&)E il
f O(r)—=(r,y)dr=0(x) oz, y) —j D' (r)yw(r,y)dr.
Y1) vs Y

Posons: L* = espace de Hilber des fonctions a carré sommable (au
sens de Lebesgue) sur tout compact de R.
Au sens de la topologie de L, on peut donc dire que, pour : -+ o,

) Jd . — g
;H‘ tend faiblement vers ()Z’ sur toute section de A par une paralléle
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du.
oy
» sur toute section de A par une paralléle a Oy. Donc :

a Ox. Méme raisonnement pour qui tend faiblement (dans L?)

i du
ve d;

Tutorime XV. — Si a, et by sont ™> o, alors, lorsque = — - o, u. tend

vers u, uniformément en (x, y)E€A. De plus, iy <re.s‘p.' %%> tend

dx

lorsque & — o, sur toute section de A par une paralléle @ Ox (resp.
par une paralléle a Oy).

Dans cet énoncé, u désigne la solution de (8) qui se réduit a f(z) sur

larc (C).

Signalons que la question suivante reste sans réponse :

sl HOTL du
A-t-on al-irPo 9 = d

Ju, . 0 g . : .
(d,;j et d_;> D’autre part, apparait-il un phénoméne de couche-limite,
i du: . du.

. Le ¢
le long de (C), non pour u., mais pour 5 et s ?

pour (z, y)€A—C? <méme question pour

7. ISTENDONS MAINTENANT LES RESULTATS DES PARAGRAPHES PRECEDENTS au
cas ou les variables ne sont pas caractéristiques.

Rappelons les données du probléme.

On considére 1l'équation aux dérivées partielles, a I'inconnue
w (et ™) §

Jd

U du. "
()T):i‘ +By— 4+ Cu.=o,

* a2

0* v 0%t 0*u; |
-3 6 L —: = '), -l——-;' )-)'—C‘ ‘B
(21) [\“(()x‘)f% 202t 02 -+ \—-(d;L,-_');:JjL i

ol ¢ est un parametre réel > o.

Ay, A, Ass, By, B,, C sont des fonctions données réelles des
variables réelles ' et 2*, définies dans un ouvert connexe R du plan
des &', *; dans R, A,,, A,, et A,, sont de classe C?, et B,, B, et C
de classe C', en I'ensemble (2', x*). On suppose en outre qu’en tout
point de R, on a strictement : A}, > A,,A,,; et qu’en aucun point
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de R, la quantité A B?—2A,,B,B,+ A,, B} n'est nulle, en sorte
que :

1° | B, |+ |B.| n’est jamais nulle;
2° aucune caractéristique de (21) n’est tangente a celles de
du du
(22) BIW—I— Bzd.n" =00

On se donne, dans R, un arc simple de Jordan (), doué en chacun
de ses points d’une tangente et d’une courbure qui varient conti-

niment le long de (y) : {x,=/f1(9), z.= fa(a)|, ou f, et /. sont

de classe C*, avec
df\: L (df
<7E)+(Hg)*”’

X

on suppose que (y) n’est tangente ni aux caractéristiques de (21), ni
a celles de (22).

On choisit, dans R, un point m tel que les deux caractéristiques
de (21), et celle de (22), issues de m, coupent (v) toutes trois; I'arc
de chacune d’elles, qui est compris entre m et le point d’intersection
avec (), étant tout entier dans R. Désignons alors par  le domaine,
inclus dans R, limité par () et par les deux, des trois caractéristiques
précédentes, qui forment avec () le contour le plus extérieur.

On désigne par [5,, o,] 'intervalle de variation de o, qui corres-
pond & 'arc de (y) qui fait partie de la frontiére de Q.

On se donne enfin deux fonctions F'(s) et G(¢; 9) : pour o, =5 = 13,,
F est de classe C?, G de classe C! en 5, et |G| demeure bornée
lorsque ¢ -+ o.

On envisage alors u., solution unique de (21), qui se réduit a F
sur (y), et dont la dérivée normale, en tout point de (v), vaut G
[on suppose donc précisé un sens d’orientation de la normale
a(y)]-

On considére, de méme, la solution unique « de (22), qui se réduit
a F sur (v). :

On étudie le comportement de u, lorsque ¢ -+ o0, pour

(2!, 2?)€eQ — .
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La technique de passage des variables (x', a?) aux variables
caractéristiques de (21), ainsi que ses propriétés, sont bien connues :
¢f-v.g-[5]

Prec1sons quelques détails sur cette opération :

On détermine d’abord deux fonctions (', 2*) et v (a*, x*), de
classe C? en I'ensemble (', ) dans R, telles que

5 ; o da! da?
E=Cte représente les courbes intégrales de — = - .
Ay Ay - \/Afg"AHA;':z
- e fy ol da*
n = Ute » » —
An Afy— AnA

Les fonctions £ et v ne sont ainsi définies qu’aux signes prés. On
peut choisir leurs signes de facon que :

1° quand (&', 2*) varie sur (y), & et 7 varient en sens inverses I'un
de 'autre;

2* quand (2', x*) décrit une courbe & = Cte, a partir d’un point
de (), et en allant vers I'intérieur de Q, alors 7 va en croissant.

On change alors de variables indépendantes :

Xo== B (s ) Y ==L, 22 we s B%) =we (X X3
¢. satisfait alors & une équation aux dérivées partielles :

0%y,

e
SOX oY CL

d\

—+ (e /1,+(1,)0)\ Coile — O
et a des données de Cauchy portées par une courbe (I") dont la
tangente a une pente négative en tout point de (I").

On considére ¢, dans un domaine, du plan XOY, situé, par rapport
a ('), du coté des Y croissants; I'arc (I') fait partie de la frontiére de
ce domaine.

En traduisant, par le changement de variables, les hypothéses du
probléme posé au début de ce paragraphe, on voit que les hypothéses
sur ce domaine, sur (I'), sur les données de Cauchy, et sur les fonc-
tions «,, a,, b,, b,, ¢, sont exactement, a quelques notations prés,



celles qui ont été décrites au paragraphe 2'. 1l n’y a donc qu’a
transcrire ici les résultats des paragraphes précédents.

Dans la discussion, seuls interviennent les signes de a, et b,. Or,
on a

3 *-5., —>V——>d
.erad? .gradn
2o — = - . 2[»»: = 2
“=DEw T DE )
D(J:I’ 7? D(.’Iﬂ, ‘,rg) 12 11 329
>

oi V est le vecteur, d’origine (', @), de composantes B, et B,
sutvant Ox!' et O 22.

On en tire la régle suivante :

On suppose que, dansle plan 2!, 22, 1axe B se déduit de Paxe O 2!
par une rotation de go° effectuée dans le sens inverse de celui du
mouvement des aiguilles d’'une montre. Cetle orientation des axes
détermine un sens positif de circulation sur tout contour fermé, sans
point double, tracé dans le plan 2!, 2.

Par m, on méne :

la courbe intégrale de

da! d®
An A+ VAL, — A A,

elle coupe (y) en p;

la courbe intégrale de

da! da?
A

elle coupe (v) en ¢; enfin la courbe intégrale de

dzt - da?
By Bs

Si cette derniére courbe ne coupe pas () entre p et ¢, alors @, b, < o.
Si elle coupe (y) entre p et ¢, a, et b, sont de méme signe. Pour

>
connaitre ce signe, on trace le vecteur V d’origine m.
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Si le sens de parcours de mpgq (m — p — q — m) est négatif, on aura

. } . . ’ P e
ay et by> o si 'V est dirigé vers I'extérieur de mpgq;

> & ¥ % T
a, et by<<o si 'V est dirigé vers U'intérieur de mpgq.

~—~ ..
Si le sens de parcours de mpg (m — p — q — m) est positif, on aura

5L
as et by> o si Vest dirigé vers 'intérieur de mpq;
S
s et by << o stV est dirigé vers 'extérieur de mpq.
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