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d t u d e  de deux  problèmes singuliers, 
re la t f s  a u x  équations 

aux dérivées partielles, linéaires et hyperboliques, 
d u  seconci! ordre. 

Dans ces pages, on trouvera des contributions à l'étude de deux 
problèmes distincts, mais résolus par des méthodes semblables : d'une 
part  le comportement des solutions d'une équation aux dérivées 
partielles, linéaire, hyperbolique, au voisinage de la singularité d'un 
coefficient; d'autre part, le comportement des solutions d'une équation 
aux dérivées partielles, linéaire et hyperbolique, lors d'une pertur- 
bation singulière. Les variables et fonctions considérées, données ou 
inconnues, sont toutes réelles. 

Ces études ont été entreprises sous la direction de Mme Lelong- 
Ferrand, et de M. Paul Germain, a qui l'auteur adresse ses vifs 
remerciements, Il  remercie également M. Henri Villat d'avoir accepté 
de publier ces pages dans le Journal de Mathématiques. 
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convenables, de 
d 2 u  

( 0 )  
A ( x , Y )  

u, 
- ((a% + by)" 





Cette dernière équation est du type de Tricomi. La droite y, = O  

est la ligne parabolique. C'est en même temps une ligne singu- 
lière, sauf si B = O (auquel cas on a l'équation proprement 
dite de Tricomi). 

9.  LE CAS ab > - o. - On est ramené au problème-type suivant : 
Dans la région il - PQ (fermeture de il, privée du segment 
rectiligne PQ : cf. la figure), on envisage u(x ,  y), de classe C' 
en l'ensemble (x, y), qui satisfait à - I 

et aux données initiales 

où f et g sont données, respectivement de classes C-t Ci,  
pou; x, && x2 

On pose 
infA= u > O et supA= P. 
ci Q 

(2) Dans les deux parties de cet article, une application de R (resp. R )  dans 
R sera dite de classe Cn sur [x,, x2] (resp. a) si elle est la restriction à [x,, x?] 
(resp. a) d'une application dans R, de classe Cn, d'un ouvert de R (resp. RZ) 
contenant [q, x2] (resp. 52). 
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On désire étudier le comportement de u, lorsque 

On  vérifie aisément que la solution unique u, de ce problème 
de Caucliy, est la solution unique u de l'équation intégrale 
de Volterra, de seconde espèce : 

u(x, y )  = f ( f i  - y )  - 
x r + s)" 

Il est classique [3] : que u peut être obtenue par la série 
de Liouville; ' 

+ m 

et que la série E u k  converge uniformément en (x, y) dans la 
k = 0  

portion de a qui correspond a x +y - l À  (1 = Cte arbitraire 
positive). 

LEMME 1. - Pour n > O ,  on obtient une majorante de 1 u 1, valable 
dans a - P Q ,  si l'on remplace A par $ et Zr, (x, y )  par Mo = sup 1 u ,  1. - a 

Soit en effet, v(x, y) la solution unique de l'équation intégrale 

Comme plus haut, on peut résoudre par une série de Liouville, 
qui converge uniformén~ent dans tout compact inclus dans 2 - PQ : 
i- m 

v = 2 vk, avec 



Mais, par récurence sur l'entier k, on vérifie que : 

I O  chacune des vk ne dépend que de x + y .  On notera vk(x+ y ) ;  

2" luk(x, y) \  Lvk(x+y), V k e n t i e r s o ,  et ~ ( x ,  Y ) ~ a - ~ ~ .  
On en déduit que : 

I O  v ne dépend que de x+y  : v(x+y); 

2" I U ( X , Y ) I L V ( X + ~ ) ,  v ( x , Y ) E ~ ~ - P Q .  
On démontre de la même façon le 

LEMME II. - Pour n > O, on obtient une minorante de u, valable 

pour (2, y) - PQ,  en remplaçant A pa r  cc, f (x) pa r  une 
constante rn, L inf f (x), et g (x) p a r  une constante Mi sup g (x), 

XidXLZs .T,LxLx, 

si ml - M2 ( h  - x -y) est 1 - O en tout point de a. 
THBOREME 1. - Il existe une quantité C ,  positive, indépendante 

de x et y, telle qu'on ait pour ( x , ~ )  E a - PQ : 

Re~renons  en effet : 

d2v  ' 
7 qu i  répond aux v (a +y) est encore la solution de my = 

(, +y),, 
conditions 

Comme v ne dépend que de x + y = X, on voit que v(X) est 
une solution de l'équation différentielle 

Si n #  2, l'intégration de cette équation différentielle se fait 
en utilisant le changement d'inconnue v (X) = n V  (X), puis le 
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On est alors ramené à une équation différentielle de type 
classique (équation différentielle des fonctions de Bessel modifiées). 

' d2v 
La solution générale de xz = p v  est la suivante - 

/ . t CA,, A, = Ctes arbitraires) : , '  . 
Pqur ,n = 2 : - # .  

4 c I - *  
, t . -  I 

Pour n# 2 et 
1  non entier : 

In-21 

1  
Pour n # 2 et - entier : 

In-21 

où t a la signification indiquée plus haut. 
1, ( t )  désigne la fonction de Bessel modifiée, d'indice v réel : 

K, ( t )  désigne la fonction de Mac-Donald, d'indice p entier > O : 

I I I  (! + f  +...+-+-+ 
r r )  1  r 1 2  

r'=l 

(y = Cte d'Euler) 

Le comportement asymptotique de ces fonctions, lorsque t -+ + oo, 

est connu (cf. [4] ) : A tout couple (v, T) (T > O, v réel) sont 





Si donc inf f(x) > O et sup g(x) < O ,  on pourra trouver O > O, 
31 4 x  4 .xl X * L X L X n  

tel que 

et l'on aura 

o < I l , , h ) L  inf f(x); 
Z ~ L X L X I  QLXLXS X+.I = h  

D ' a ~ r è s  le lemme II. on aura donc 

D'après le comportement asymptotique de 1, ( t ) ,  lorsque t -t a, 
on en déduit la minorante de u annoncée dans le théorème III. 

Démonstration analogue si n = 2, en remplaçant p (x + y) 
h'~; #$,$& 1 - G a  
,j&vL;e"J 

P a r  ( X + Y ) ~  
&tude du cas O < n <  2. - On reprend la série de Liouville : 

définie au début de ce paragrap par récurrence 
vérifie aisément que : 

I O  chaque uk est une fonction de x et y, définie et continue 
dans 8; 

On  ne réduit évidemment pas la généralité du problème étudié, 
en supposant que h > O est assez petit pour que h et 4 P Jh soient < I ; 
de même pour que p ha-'% soit < (n - I ) (2  - n) (dans le cas 

+ LO 

où n €1 1, 2 [ ). La série u,, converge donc uniformément dans a : Z 



Donc : 

THIIOR~ME III. - Si O < n < 2, u (x,y) est continue dans fi. 
Toujours si n€]o ,  2[, affinons les résultats en étudiant le 

d x  d u  comportement, lorsque x +y +- + O, de - et -. De l'équation 
d u  d y  

intégrale donnant u on tire 

d u  d u  
Si o < n < r ,  et -7 sont continues dans fi. 

d Y  
d u  On le démontre, par  exemple pour - en faisant, dans l'inté- 
d x  . 

d u  grale qui parait dans le second membre de dT, le changement 

de variable d'intégration s -+ T, défini par 

d u  d u  Si I h ~ < 2 ,  on n'est plus sûr de la régularité de et d;, 
4 

y + + o. Si inf r r ,  est strictement > O il est clair que 
- 
Q 

> O  (car les uk sont alors tous \O) .  Et i lors,  
- 
Q 

d u  d u  
lorsque x -t- y t + O, et - tendent vers - m , à la facon de 

d Y  
1 l o g ( x + y ) s i n =  I ;  à la façonde - 

(x +y)"-' 
si  1 < n < 2 .  

blème-type, auquel on est ramené, 
s'énonce comme suit : \ 

La région La a maintenant la disposition indiquée dans la 
figure ci-contre. Dans Ù - PQ, on envisage u (x,y) de classe C3 
en l'ensemble (x,y), satisfaisant à 





avec 
I 

. . 

Comme au paragraphe !2 (pour le cas O < n < a), on démontre 
que chaque terme de la série est une fonction d6finie et continue 
de dans a, et que cette série converge uniformément dans fi. 

THfionere IV. - Si O < n < 2 ,  u est continue dans a. 



le en prc u : 

dent vers +- oo , a la 
I W - - I  l V Y l  

V k = r ,  2, 3, 4, ... 
on a donc alors 

THBORCME V. - Si O < n < 1, u est de classe Cg, par  rapport 
ù (x,y), dans a. 

d u  d IL 
Si  IL^ < z ,  on n'est plus sar de la continuité de et - 

d y  
brsquex-y++o,Si~~n<a,siinfu.>oetsih>oestassezoetit. 

- 
LI 

d u  d u  alors lorsque x -y +- + O, et 1,) teni 
. . 8 " 8  

façon de - log(x-y)  s i n = i ,  à la façon de (x-y)'-+ 
d u  si ~ < n < a .  et + - m .  
d y  

' a u d e  du cas 7 2 1 2 .  - L'étude est alors beaucoup plus délicate, 
car les procédés de majoration et minoration, utilisés dans le 
cas analogue au  paragraphe 9 sont inopérants. On se contentera 

d'étudier, lorsque t comportement de ua (x, y) dy, 

P' Q' désignant le se 
Lw 

tiligne qui est l'intersection de fi 
w 

- - - - - - -  -- -- 
et de la droite x - y = t .  

O n  désignera par  D, la portion de D correspondant à x - y > t. 
Calcul préliminaire. - Dans le problhme de Cauchy dont u (x,y) 

est la solution unique, faisons le changement d'inconnue u -+v 
défini par 

u (x, y )  = (x - y)P v (x, y )  (p = Cte positive). 

Nous formons ainsi une équation aux dérivées partielles, vérifiée 
par P dans a-PQ. Nous multiplions les deux membres de 



ious intégrons dans IL,. 

l Fig. 3. 

Par  des intégrations par parties, et en tenant compte des 
vérifiées par v, sur la droite x -y = h, on transforme 

de cette équation, et il vient 

- - elh hn+q--16xa ( [g  (x) - f f (x)]' + [f> (x) - g (x) + 2 f (x)]2 1 dl 

U(x,y) =p(p-1) (~-y)"-~+A(x, y), 







Donc : 

LEMME III'. - Si n = 2, jixons-nous E €1 O, cc [. Il existe 32 ,  indé- 
pendante de t, mais dépendant de E, telle que, pour O < t & h, on ait 

, Grâce à l'inégalité de Schwarz, les lemmes II' et III' donnent le 

THBOR~ME VI.' - Soit RS un segment rectiligne, de longueur RS, 
prélevé sur Pt Q I  (avec y. < y,). Si n 2, o n  a,  pour O <  t L h : 

[ I u I d y L ~ \ / m t p ;  ozi i = = s i n > 2 ,  et i = & ( ~  -/: - a + ~ )  
R S 4 
,i n = 2; E est une quantité choisie arbitrairement €1 O, cr [, puis fixée; 
n est indépendante de t, mais, s i  n = 2, X dépend de E. 

REMARQUE. - O n  peut se demander s'il est possible de remplacer tp, 

dans la majorante de 1 u 1 dy, par une autre fonction de t, qui 
L s  

tendrait plus vite vers zéro, lorsque t -++ o. Comme on verra, la 
réponse est négative, si du moins on veut que la majorante soit 
valable dans tous les cas. , 

Prenons en effet le cas : A =  Cte> O ;  f et g =  Ctes réelles. 
u(x, y) n'est alors fonction que de x -y = X : u(x, 
où ?(X) est solution de l'équation différentielle 

d2y X n = + A y = o .  

Si  n = 2, cette équation différentielle, du type d'Euler, s'intègre 
facilement. Sur l'expression de son intégrale générale, on constate 
aisément l'exactitude de la proposition avancée ci-dessus. 

Si n > 2, l'intégrale générale s'exprime comme suit (A,, A, = Ctes 
arbitraires). 

1 Si - 
n - a  

non entier : 

1 
entier : Si - 

n - 2  

( p = A l \ / X J ,  - ( r ) + A Z \ / X ~ ,  ( r ) ,  



où l'on a posé 

Jv(.r) (fonction de Bessel d'indice v )  =v \ a /  
&(-' lrr!  r ( v + r + l ) ;  
r = O  

Np(r) (fonction de Weber d'indice ,u entier) 
,- - 

= ? ( c + l o g : )  7r J ~ ( ~ )  - :z r (p. r!  - r) (;)-~*r 

r=O 

' - ' \ 2 )  I I I  -'Z ( L  +; +...+ - + - + - +.. n r !  I ' ( ~ + P + I )  . I  r 1 2  
r=o 

(C = Cte d'Euler). 

Si n> 2, la proposition, avancée au début de cette remarque, se 
prouve à l'aide du comportement asymptotique de J,(T) et N,(T) 

(cf. [41) : ~ - 

Sivest  fixé et s i z + + m ,  

&. LE CAS a b  = o. - On suppose évidemment que a et b ne sont 
pas nuls tous deux. On  supposera v. g. que a # O, b = o.-Voici alors 
le problème-type qui sera étudié : 

L2 est défini par : o < x < h ,  -k<y<+k (h et k=nombres 
donnes réels > O). .,.&.p, '(.:;;): 

Y *  Dans - PQ, on envisage u(&, y), solution de â*#&! , I r *  

d2u - A ( X , Y ) ~  - - - . -  
d x  dy xn 

ui satisfait a 

u ( x ,  0) =f(x), u(h ,  Y )  = g ( y ) ,  







u est alors continue dans 8. Il en est de même pour 

En effet :!;:,:,; c:..,,G, ;.. ie.~~.,:. ..,.y 3 -3  ..... < ,.Y:.:.T.~ - -% ?+& .<LV - ..*iil8tl, ,;:~f-& 1 y., :'il . - -4 y ~ . i y , y : ~ ~ ; ~ ; - .  fi.;..>,, 
+ i~k\?j$@$T,@d$Jt~~~ .- = ?:$,J; k~:><-~~~~;*,;;,;,~bj~~;+J:2:;%.~,,~;.~G~n~.~!.:,;-;'~.L$~3'~y+' ;;-+;< :, &x;,&jj!;;y>: &,&pL, 

&u .- 
- - y ( ~ ) +  A ( z ,  S ) U ( X ,  s ) d s . F L .  , d x  5%. $, * ja: . .$g&g/@;#; 

d u  i.ILsh?~. , n* 

Cette singularité, de % existe sûrement si infu est > o. On va - 
b c2 

montrer que$, pour cela, il suffit que h soit assez petit > O ,  et que 
inf [f(x) + g(y) - g(o)] soit > o. 

hi 
Prenons d'abord le cas : - k/ y L o ,  o / x / h  (donc oLSLh5-") .  -- 

Par  récurrence sur p, on montre alors que les op sont chacune de 
signe constant, et qu'elles sont toutes positives, pour O 4 S < hi-", 
- k / I y < o ,  on a donc 

inf u & i n f [  f ( x )  + g ( y )  - g ( o ) ]  > 0. 
O L X L ~  - 

- ~ L Y L O  n 

Prenons d'autre part le cas : O /y/ k, O L x 4  h. Toujours par 
récurence surp, on montre qu'alors, dans tout le domaine ~ L E d h l - ' ~ ,  

+- - 
O L y k, u,(E, y) est constamment du signe de (- r ) p .  La série y, o, 

est alors alternée. 
Mais supposons que h > O soit assez petit pour que 

inf [ [vol- lvl l ]=m soit >o.  
o ~ E d h i - "  

O L 3 . L k  

La relation 



permet alors, par récurrence sur p, de montrer qu'en tout point du 
domaine : o / 5 L h G n ,  o / y / k ,  on a 

[ v o I > I v 1 l l l v z ' 1 1 1 v 3 1 L . . . .  

Par  suite 

. .. . - - 

Donc : 
du THÉOR~ME VII. - Si O < n < 1, u et - sont continues dans fi. Par 
dy 

du contre, peut éprouver une singularité lorsque a -+ + O ,  y#  o. Si 

inf[ - f(x) + g(y) - g(o)] est > O, et si h est assez petit positif, alors, 
n 

du lorsque x x:-t 4- O, y# O, se comporte comme yx-IL. - m ?+#Kq 
Bude de u, dans la réB)!@< x h, - k L - y < O, si n - 14:- 

Reprenons l'équation intégrale (2) qui, dans cette région (avec les 
inégalités strictes indiquées) peut se résoudre par la série de Liou- 
ville, uniformément convergente dans tout 
(cf. [3]) : 

i- Oli 

Si l'on compare cette série de Liouville à c 
éauations 

- où Mo et m, désignent respectivement le sup et l'inf [pour 
o / x / h ,  - k / y / o ]  de 1 f (x )+g(y) -g(o) I  - on voit que, 
dans toute la région : O < xL h, - k L  y < O, on a 

V ( x ,  y ) L I u ( x ,  Y )  I L U ( x 7  Y ) .  







respectivementaux conditions suivantes : 

[ O  si O L X ~ ~ ,  

I pour o L Y L ~ .  

Dans ces données, 1 est un paramètre O ,  t ~ .  un paramètre€ Lo, k t ,  - 

X. un,paramèrre > 1 + na (ce qui 6quivaut à Xi  $ I + n @ T l ) .  

d'Fi 
&tude de F,. - De --- + BF;= O, on tire, si dX dy 

l'équation 

c'est-à-dire encore 

Mais, pour X o,,o L y 4  k, on a 

Par suite, de noue relation, nous tirons, - / . . , ,  LJ eTsF: (1, p ;  X o ,  s) ds 

r-l eYFn 
/ , /Y- -  7, 

4x0 - 



D'où 



Conséquence. - De (3 )  et (6) nous tirons, K étant indépendante 

de 1, II., XQ, y : 

Dans ce résultat, on peut supprimer l'indice de X, : car, alors 
que X, jouait un rôle précis dans les définitions de Fi et F,, pour ce 
qui est de F, X, n'est plus qu'une valeur particuliére de X. 

Recourons d'autre part à l'équation intégrale 

, Sa résolution (par une serie de Liouville) montre que, pour 
o /1 /X/1+4n2,  - -  o L p L y L k ,  on a 

~inalernént ,  il existe donc une quantité-J1Z, indépendante de X, y, 
1, p., telle que . . ,  

1 - 1  \ -  . , l , 

Ce résultat se transcrit comme suit : Pour O < x  < h L h ,  

Y 
Revenons à 1 u(x, s) 1 ds. Il est immédiat que 

. , 
' P X  



" ,? j.d?, 
9 A' ,,:. , , 2 ,, , 

v : :  . L 

x, s )  J ds. 
1 .  .,. .:.  

, . , :  1 
8 .  - i . -.- 
.? . .' . 

Grâce aux résultats précédents, on majore facilement les deux 
premiers termes du second membre. En majorant le troisième terme 
du second membre, on a à considérer : 

9:: - > /  . n+3 
n-l 
7 

, , 
f i  I - a 

I , - - ,  I - i .: t.1, , r h 
t <  7 

7 - 1, 

lorsque x -+ +- o. 'C7'L ne dépend que de h et n. 
,. ' t ,  , De la même façon on démontre que, si n = ~  (Z' ne dépena 
+a Y ' 

'' que de h )  : 

Finalement, on a le 

TH&OR~ME IX. - Il existe une quantité 3, ne dépendant ~ I I P  lip h, et n, - 

telle qu'on ait, pour x + .+.o.et- L y L k : , 
.Y,d ', ., r '- % . 

m v  ,yqJ; > . 2 ,L:, , n-1 







On obtient donc facilement 

Jx eY.1' R (r, y )  w2 (r, y )  dr borné 

D'où 

I w z ( X ,  y)  dY converge VYE ", k J .  
O e 

D'autre part, nous avons 

Grâce au théclréme IX, et au fait que 

I 

on en tire que, pour X 1 i , O LyL i[., 1 $ 1  est bornée pur une 

constante 1. De là découle que, si o L y L k ,  alors w(X, y )  + O 

lorsque X + + m. 
-' :' 4, 

Supposons en effet qu'il existe y, E C O ,  k], telle que w(X, y,) ne 
tende pas vers zéro quand X ++ GO. On peut alors trouver un 
nombre J > O et une suite infinie : ( X, }::, strictement croissante, de 
valeurs de X, tels que 

J 
, . 

Alors, chaque X, est centre d'un intervalle, de longueur T ,  dans 

J 
' ; tout lequel on a 1 w(X, y,) 11 ;; ce qui s'oppose a la convergence 

t . 2 .  -' 
i \  i 

/ / 

d e l + '  wa(x, y,,) dX.  D'où l'absurdité. 

Si  n > 1, on a donc bien 

lim w (X, y )  = lim u (x, y )  = O ,  
x++ x++o ., 



- 1 

+fi  
, 

< -<L 
b>- 
. 1 

11 - - 31 - 
5 . i , , Y c v k ' , -  ' l , . f  . . ' ., " : ' * J  

.il 

oemons'tration analogue si n = 1, en rempla~ant  le changement 
1 

variable x = h(r + X)'-" par x = h e-x. , 
1 

. ,. - 'Ji 
$ .  

, - 4  
-* 1 8 

A$FnonS.encci:ie d~~résu l t a t  : 11 en résulte, en particul;&, qùe, 
si n 1 1 ,  on ai4 .:, .;:# :.,* . ,. . , . ., .; - ,;.l.:l , ,  ,<-,.,zi2.._ , , . . - .  .. .,. dj  - , - .  . - . . . , 

- 
> . . ,- : . - ,, -,; , , ,. , , 7 ,.! . >. ~ :<. - 5 )  

,. m , ,  , , , . ,,;, . . , . ... 
-, . . ,  . ' ,. :, ; - ? . ' L  , ,  

lim w (logv, y)  =O,  ~y E [O, k ]  ( v  = entier > O )  
v t+- 

,>;;'. : 
: I - -  > .  

l - ,"- 
" >A cette famille dénombrable de fonctions de y : ( ~ ( l o g ~ ,  y) J::, , -, . i, 

appliquons le théorème d'Egoroff [2] : à tout couple de nombres 
positifs E, ,  E, sont attachés : d'une part une partition de [O, k] en 
deux ensembles E, et E, (E, n E, = @ ; E, v E, = [O, k]) ; d'autre 
part iin entier N,(E,), fonction de E, seul, tels que 

mes. E,< E~ (mesure au sens de Lebesgue), 

Si, d'autre part, X varie de log!> à log(v + I ) ,  la variation totale ae  

w(X, Y) est . . 
i.< : ,::: - 

1 ~I[ log(v+r) - logv]=I log  r t -  L- (v=3,4 ,5 ,6 ,  ...). 
J / C , v-Y - %.<Ci 5 ' ,,., -, 

Soit N;(E,) l'entier le plus immcdiatement supérieur a - -  
€2  

V y  E [O, k], pour v s s u p  ( 3, N ' ~ ( E , )  ), la variation t o t ~ l p  d p  

wCX, y) est L :, lorsque X varie de logv à log(v + i j. 
Donc, quel que soit y E Èa, l'hypothèse 

entraîne la conclusion 1 w(X, y) 1 E,. On dira que, pour X -+ + GO. 

w(X, y) -t O presque uniformément en y ~ [ o ,  k]. Donc : 

THBORÈME X. - Si n 1, et si xpn fa (x) dx converge, alors, 

I .  

lh 
lorsque x -t + O, u ( z  ;.v\ +.Q,  presque uniform.Pment en Y [O, k]. 



DEUXI~ÈME PARTIE. 

PERTURBATION SINGULIDRE, POUR UNE ~QUATION 

AUX D$RIv$Es PARTIELLFS, LLNkAlRE ET HYPERBOLLQUE, DU SECOND ORDRE, 

. À DEUX VARIABLES I N ~ ~ P E N D A N T E S .  

2J. Le but poursuivi est ici d'étudier comment se comporte, 
quand s +- + o', la solution u, d'un problème de Cauchy « bien posé )) 
pour l'équation 

EL,u,+ L,u,= O ,  

d2 rr, d- /ci d2 r r  du, 
Lsu,rA-,  + aB- + C L  L,u,= a- LE 

dxdy dy2 - + CU, dx- dx . - y  

(A, B, C, a, 6 ,  c, fonctions données de x et y, suffisamment dérivables; 
Ba > AC en tout point de la  région du plan x O y ,  où l'on étudie u,). 
ue est définie par sa donnée, indèpendante de s, leslong d'une courber,  
et  par la donnée de sa dérivée normale en tout point de ï. Cette 
seconde donnée peut dependre ae E,  mais on suppose qu'elle demeure 
bornée en valeur absolue, quand E -t + o. On suppose qu'aucune 
caractéristique de Li ou L, n'est tangente à ï; et aussi qu'aucune 
caractéristique de L, n'est tangente aux caractéristiques de L,. 

Comme on le verra, les résultats de cette étude diffèrent beaucoup 
de ceux de l'étude correspondante faite dans le cas elliptique, en 
particulier pour le problème de Dirichlet. D'une part les caracté- 
ristiques jouent ici un rôle essentiel; d'autre part la limite de u, ne 
peut exister que d'un certain côté de ï, et pas de l'autre. Enfin, dans 
le « bon cas », celui où lim u,,existe, il y a convergence uniforme sur 

€ + + O  

tout compact (situé du bon côté de ï), même si ce compact comprend 
un arc de ï. Il n'y a donc pas, dans le cas hyperbolique, pour le 
problème de Cauchy, de phénomène de « couche-limite », au moins 
en ce qui concerne u,, alors qu'on sait l'existence de ce phénomène 
dans le cas elliptique, et son importance à cause de ses applications 
à la Mécanique des fluides, ;* ,%; ,,. ,,-. .; . . . ~ , -  . -;; . , , .  . . I - 

; 1 j : ' * , , -tu 4 l b . ,  , ; . ,/.- '," '  .. 



2'. LE I>ROBL$ME POSR EN VARIABLES CARACT~RISTIQUES. - On envisage 
les équations aux dérivées partielles, aux inconnues respectives u,(x, y) 
et u(x, y) : 

du + b 2 -  +c2u=o, 
dy 

' \ 

où E est un paramètre réel > o. a,, a,, h,,  b,, c,, c,  sont six fonctions 
données de x et y, de classe Ci en l'ensemble (x, y) dans un ouvert 
connexe R du plan x O y .  On suppose que a, et 6, ne sont nulles en 
aucun point de R [de façon que les caractéristiques de (7)  ne soient 
pas tangentes à celles de (S)]. 

Soit d'autre part (C)  un arc de courbe, tracé dans R, et qui n'est 
nulle part tangent ni aux caractéristiques de (7)  ni à celles de (8). 

Fig. 5. 

L'équation de ( C )  s'écrit y = .g(x), où on suppose rq de classe Ca 
et ?'jamais nulle (par exemple, toujours < O )  sur le segment [x,, x,]. 
On peut donc résoudre en x l'équation y = p(x).  Il vient x = +(y ) ,  
où est de classe C2, et SI' jamais nulle, sur le segment [y,, y,]. 

On envisage alors un domaine A, situé au-dessus de (C), inclus 
dans R, et délimité de la façon suivante : 

- par (C) et par deux caractéristiques de (7) si a, 6, > O ( j g .  6); 
- par (C), une caractéristique de (7) et une caractéristique de (8), 

si a, b, < o. 





, , "  
a . ,  - 

De même, nous envisageons la solution unique u(x, y) d & ( ~ ) ,  de 
classe Ci  en l'ensemble (x, y) dans A, et qui se réduit à f en tout 

. 7 . 8 -  -, '-- 
s . ' 5 ,  - +  S . .  r I I  

Le problème posé est d'étudier l e  comportement 'de u,, pour 

(x,y) E - C, lorsque E -+ + O, et de voir en particulier si E 3 + 0  lim u,= u. 

3'. QUELQUES REMARQUES PR~~LIMINATRES. - On peut toujours supposer 

aucun rôle dans le problème étudié. En effet, on peut toujours se 

ramener au cas où, pour E > O ,  assez petit, pour tout (x, y)€  A, 
EC, + c2 a le même signe que O, ;.-. , ' 

I L 

Pour cela, on fait le changement d'inconnue u,+ U,, défini par 
.:, 5, .  

- , :- ,tr?%,p ' 
s y  I C2 I. . "..>, *,lfy - . q : , 

A 
u,(x1 y )  = exJ U,(x, y) ,  a = I + - - 

Pour E > O ,  U; est de classe Ca en l'ensemble (x, y) dans A. ~e 
plus, U, a un comportement analogue à celui de u,, lorsque E -+ + O : 
caF U, ne diffère de u, que par un facteur indépendant de E. Pour la 
même raison, U, satisfait, sur (C), à des conditions aux limites, 
analogues à celles de u,. Enfin, U, est solution de 









- - 
'y " .. .=CI .P 

1 ,  i l  . , - + ' , - 3 9 -  
? 

,r , , - ! . ~  4 .,' . a r 8 ' \- '- - - ,. . . , , ,  2- ' .  - '  

valeur prise par f en P, point où la caractdristique de (8), issue de L, 
rencontre (C). 

Dans chacun des deux cas de figure, correspondant B l'hypo- 
. thèse a, b,  < O, P est hors de l'arc NX. La valeur de f en P n'est 

O S O x 

Fig. IO. 

V 

donc absolument pas liée aux valeurs prises par f sur NM, au moins 
dans le cas général. Donc : % . p C  . -  -. P :\ . . .t . 

TH$OR&ME XIII. - Si a,  b ,  < O, alors - sou f peütlitre po i ides  chozx 
lrès particuliers de (C), y, g - il est impossibl~ que, lorsque E -t + O, 

14, tende en demeurant bornée dans B, vers une limite de classe Ci 
' - 

A noter que notre raisonnement laisse possibles des exceptions. 
' . , , 7 Y :  ..,# 

C'est ce qui a lieu dans le cas suivant : i 1 <,-A < -  %-f*;ji>: *; ,Y"! .;,; s> *: 

où a, b, c sont trois constantes réelles données, telles aiie 

1, et - se réduisant à des constantes donnees (resp. Ci et C,) 
dx 

sur la droite x +.y  = o. Il est facile de voir qu'alors u, n'est fonction 
que de x + y, pour E > O fixé, et que lim uE= u, uniformément sur tout 

1 V; E++O 
i.7 . , 

THESE J -M. BLONDEL. :c ,, &Y 6 

. -/ . ; A, 



L'opérateur 1 { 1 est défini comme suit : -.. 

- 40 

du du 
compakt de la région x + y z o  u = la solution de a + - +CU= O, 

dy 
qui se réduit à C, pour x + y = O . 1 

51. ÉT~DE DU CAS OU a, ET b, SONT < O .  - Conformément au 
théorème XI, nous supposerons ici que, VE.> O et V(x, y) E P,  on a 

Y-, et 8 représentant deux constantes réelles l o ,  non toutes deux 
nulles, nous allons étudier le comportement, pour ( 3 ,  y ) ~ d .  - C, 
lorsque E + +  O, de V,(x, y), qui est la solution du problème 
de Cauchy suivant : 

V, est de classe C2 en l'ensemble (x,  y )  dans h;  fi.? " ., , 
d2 V, ~ V E  ~ V E  

i' : A,. 

E- d x d y + ( ~ a i + a l ) -  dx + ( i b l + b p ) - + ( i e , + c , ) V ~ - O : ' , "  eV 8 -  , , , -  . I - , 
dy , * >  :l 

k: 3' 
dVE 

Sur (C), V, se réduit à 3 et - à 0 .  
d, 1 

- 4 ;  dx , -: - .,. 3 , 

L'intérêt de cette étude tient à ce que, si l'on remplace f (x) et g(x)  
respectivement par f (x) t Y-, et g(x) + 8, alors u,(x, y) se trouve 
remplacée par u,(x, y) + V,(x, y). 

d2V' =W.. Il est aisé de voir que W, vérifie l'équation Posons - dx dy i 
-: .., 1, il . A -  0.. 

(12) 
. . *  W,(x,y)=Wo,E(x,Y)+ : I I W € ( X , Y ) T ~  . , . , 



+ m 

.où W,,, a été défini plus haut, et 

1 
Wk+i,E= ; I ( Wk,e ) .  

De (1 1) et de ce que +'(y) est < O en tout point d e  (C), il résulte 
que, pour (x, y) E 3 et E > O, on a 



- - 
. .. 0 XI "2  .. 

x 
, ,  . < : .  

4 .  1 . - 
. &.:+,- Fig. I I .  ' . * , ' , , " . d i . - ,  

. .  . 8 * 1 :. , .. - ,  , . 8 ,  

: f  ' 
, t J  

< ,  
, 

. a  . - . 5 . . .  , A 

7 .  

De (1 3)  et (1 4)  résulte que, toujours pour ( 2 )  y )  E A et O < E - L i : 

' _ ,  DO&, dans A - C, lorsque E -t + O ,  W,+ +- m de façon expo- . . . *i J- . ,~.J+, . ,-- < L . - nentielle. il en est de même pour 
. . x Y 
- ,  V E ( x 7  y)=n+[i>i-+(y)]O+l drJ .. . s 

. . O ;Pif-1 . .' 
' 1  ' 

t * . , , -  . - ,  Donc : .. . 

- THBORRME XIV. - Si a ,  et b, sont < O dans A ;  alors - sipour un 
couple de fonctions f et g judicieusement choisies, il se trouve que lim u, 

€ + + O  . . 
existe pour ( x ,  y )  E A - (: - il su f j r a  de remplacer f et g respectivement - <; y. -3 

- .- +a- 
par f + y et g + 0 (.q et 0 désignant deux constantes arbitraires & O, 

L 

non toutes deux nulles) pour que la solution de (7 ) ,  répondant aux  
. , 



donnkes de Cauchy ainsi modijîées, tende vers +a de façon exponentielle; 

. en tout point de 3 - C, lorsque E -+ + o. 

On dira qu'alors l'existence de lim uE est un phénomène instable - -, 
& + + O  - ,  'I .. > ,'.- , 

relativemezit aux données de Cauchy. -h 
. ,  * <  . ., ", _ LI I - 

- " , 6'.  TUD DE ou cas où a ,  ET b,  sorr > o .  - Conformément au ' .  , ' 
" +- 
r - " ' théorème XI, on supposera ici que, V E  > O et V(x ,  Y )  E A? on a 

du ,  A partir des valeurs de uE et 2 SUI- CC)> onpeut calculer - sur (C). 
d y  - < ! 

' \  . 'i ,,, . 

Lorsque E -+ + O, 1 g 1 et 1 h 1 demeurent bornées tout le long de (C). 
L ( x o ,  y , )  étant un point quelconque de i, le domaine 8 et les 

points M et N étant définis, à partir de L, comme l'indique la figure 
ci;contre, nou? allons établir des inégalités vérifiées par 

O Xo x 
Fig. 12. 



Le terme 

peut être transformé par des intégrations par parties évidentes. On  a, 
d'autre part 

:, :..,, 
,, ..'A ):, , , < 

i r I 

; m, - 1 ,  , ' a - , ' 

) ~ g  dx'-$ % d~ 2 Z:Y [ e-p (.z+j 1 1 dx dy 
' I I .  

. O 1  

J ' .  

- c  .,, - L e - ~ t ~ + > ) ~ ~ d x +  PJe-ri(z+j)- dxdy -  e-ai~+>)- du, du, -dx&. i 7 ,  ' i 
,, d x  

C .  - 
1 d x  dy  

:/ . l  : ' 8  ; - 
Y.: P : , * I  : i l  ,.' .. *,," ' - . < ! j , -  

. . 1 $ d , ' . , .  
> - 4  

Dans le dernier membre, I'avant dernier terme se transf&merDar 
I 

intégration par parties. En  repartant de ( 7 )  on a, d'autre part 
- \ ,- . . 

du, duE 
- J e ~ ( z + j l ~  d y d  x d~ k 4  % \ 1 

B du, 
= J f ;  "(%)']+ + ~ / e - 8 ( ~ z + ~ ) d x d y .  

Dans le second membre, deux des trois intégrales se transforment 
encnre par des intégrations par parties évidentes. 





la solution, de classe Ci en l'ensemble (x, y )  dans 8, de (8); solution 
qui se réduit à f (3) en tout point de (C). 

On notera que, d'après la disposition des caractéristiques de (8), 
u est définie en tout point de 8. 

Posons u$- u = w,. Pour E > O, et (x, y ) ~ ~ ,  o, est de classe Ci 
en l'ensemble (x, y ) ;  satisfait à 

enfin o, est nulle en tout point de (C).  



-: *:';. 7 , ;  , 2 ,  - - d . ,  . b .YI 
i : - -. 47 - - I L  

i, ')., ' , '  , . ,  C - i .  1 . / + . S .  l ' <  - 
\ '  .. - ,  . .  I - I ,  t .  

Pour E > O et (x,, y , )  E ,  chacuh des termes du premier membre 
de (19) est donc L au second membre de (19). 

Cherchons donc à majorer la valeur absoliie du second membre 

de (19). 
Pour O < ~ / i  et (x,, y o ) ~ ~ ,  on a 

Mais, d'après (18) et l'inégalité de Schwarz : 
t 

Il existe donc L , ,  indépendant de E, x,, y,, tel que, pour O < EL I 

De même, grâce à (18) et à l'inégalité de Schwarz, on montre 
qu'il existe deux nombres réels positifs, L, et L,, indépendants 

- & 

de E, x,, y,, tels que, pour O < E 4 I et (x,, y,) E A : , . + - ,  '.,tl 

\;"y ., ,:.; ' .  : '  
drc / Ea[e~(r+~)a,ri,++x d ~ . ~  + dy ,:, I ~ L ~ E ;  1 E ~ e - r i ~ + ) ) b , w E - d z d y ~ ~ ~ i ~  duc 

%,. $,., " 
dy 

Posons enfin 

1 & I e - y  i.r+y) ci w, u, d z  dy  / L L, E pour o < r i et 
,. ., 

- . : d l  

Finalement, si C = L,+L,+L,+L;; bka,  toujourspour O ( E ~  i 

et (x,, ~ , ) E A  : 
1 second membre de (19) 1 L E  (Ë. 

THÈSE J.-M. BLONDEL. 
. ,  - .  
. , .  



De (19) nous déduisons 

@ ~Le-~(x+.~)b,o: dx 9 iË, 

ou, n fortiori 

Ili W: ( r ,  y.) dr L Ci i Ë  pour { O < E L I ,  
qJ < 6) ( ~ 0 '  Yo) 

où C' ne dépend pas de E, x,, y,. 
I 

Mais, puisque w, s'annule en tout point de (C), on a 

Mais, toujours en se servant de l'inégalité de Schwarz; on voit 
aisément que 

Grâce B (18) et (20) on voit donc enfin qu'il existe 32, indépendant 
,. - 1 )  

+ - -  , d e s , x ,  y, tel que, p o u r o < ~ L r  et ( x , y ) ~ % ,  on a i t .  , ' ,  4 , ,.. 

Complétons ce résultat par quelques renseignements concernant 
du, du, - et.-. @(x) désignant une fonction quelconque de x, de classe C1. dx dy . % %  - 

I r  

et (x, y) étant E d, on a . 8 . . ,  ., i . .  --" . . )  

* .. 8 ~q 

* I -< 

do, 
i i ) @ ( r )  ([? Y ) . ~ = $ ( X ~ W ~ ~ X ,  Y) @'(r) ~ & ( r ,  y )  dr. 

, , .  ' .  . -  - : i\ "' ' v > - :,- +(Y) 

Posons: La = espace de Hilber des fonctions à carré sommable (au 
sens de Lebesgue) sur tout compact de R. 

Au sens de la topologie de La, on peut donc dire que, pour E +- +- O, 

du - tend faiblement vers ,y sur toute section de par une parallèle dx  



à O r .  Mème raisonnement pour - qui tend faiblement (dans La)  
du 

dy 
vers - 3  sur toute section de A par une parallèle à Oy. Donc : 

dy 

I'H$OR~ME XV. - Si a, et b, sont > O, alors, lorsque i -+ + O, zr, tend 
. du, vers u, uniformément en (x, y ) ~ d .  De plus, - ( e s .  T )  tend 

d x  
- ,  

du faiblement, au sens de ln topologie de L', vers - (?-esp. $), 
dx  

lorsque i -+ + O, sur toute section de A par zlne parallèle à O x  (resp. 
pa r  une parallèle à O y). 

Dans cet énoncé, u désigne la solution de (8) qui se réduit à f (x) sur 
l'arc (C). 

Signalons que la question suivante reste sans réponse : 

du, du 
A-t-on lim - = - our (x, y )  E A - C ?  (mème question pour 

,+,O d x  dx  P 
D'autre part, apparaît-il un phénomène de couche-limite, 

du duE 
le long de (C), non pour u,, mais pour et -? 

dx  dy 

7'. &TENDONS MAINTENANT LES R~SULTATS DES PARAGRAPHES'PRÉC$DENTS au 
cas où les variables ne sont pas caractéristiques. 

Rappelons les données du problème. 

On  considère l'équation aux dérivées partielles, à l'inconnue 
u,(xi, x2) : 

où E est un paramètre réel > o. 

Ail, Ais, A',, B,, B2, C sont des fonctions données réellès des 
variables réelles xi et x2, définies dans un ouvert connexe R du plan 
des xi, x 2 ;  dans R, A,,, A,, et A,, sont de classe C3, et B,, Ba et C 
de classe C4, en l'ensemble (xl, x". On suppose en outre qu'en tout 
point de R, on a strictement : AI,>Ai,Aa,; et qii'en aucun point 



de R, la quantité A, ,B?-  2A,,B,Ba+A,,B~ n'est nulle, en sorte 
que : 

I O  1 Bi 1 + 1 B, 1 n'est jamais nulle ; 

20 aucune caractéristique de (21) n'est tangente - à celles dei:\.:!+ ., 

. - '  du 
5.;;: ( 2 2 )  BI - + B% - du C U = O .  \ 

, :. k- 

-" - ,- r &,;-,,,; ,.. 9$, , y. - -+, ! . -- , , T  , ,;, , ( ,  y *. .; ; il.t , ' * 2; ' d: ', , * 
' 2 ;  . , , , , 1 ,Li ., . , , . r , - -cl.: ,t - Jr&,!--'. ,-l. ' , , {P. "* .? ; < 

..;', On se donne, dans R, un arc simple de lordan (y), doua en chacun ... 6 1 .  > -  

de ses points d'une tangente et d'une courbure qui varient conti- 
nûment le long de {y) : {xi= f,(o), sa= f,(o)}, où f, et f a  sont 
de classe C3, avec 

< - 
on suppose que (y)  n'est tangente ni aux caractéristiques de (21), ni 
à celles de (22). 

On  choisit, dans R, un point m tel que les deux caractéristiques , .<.:+,. 
de (ai), et celle de  (22), issues de rn, coupent (y) toutes trois; l'arc 8: .J $ 
de chacune d'elles, qui est compris entre m et le point d'intersection 
avec (y), étant tout entier dans R. Désignons alors par Q le domaine, 
inclus dans R, limité par (y) et par les deux, des trois caractéristiques 
précédentes, qui forment avec (y) le contour le plus extérieur. 

.L 

, - 
;*;y' On désigne par [o,, O,] l'intervalle de variation de o, qui corres- -' i d i  
&A! .. - . , ?, - L. 1 -  - il > 

L C 
- . pond à l'arc de (y) qui fait partie de la frontière de Q. , . 

1 -  , . 
W,'.,' ' g :  + , -  , : On se donne enfin deux fonctions F(o) et G(E ; o) : pour o i L  o L oa, 

L F est de classe Ca, G de classe Cg en o, et 1 G 1 demeure bornée 
lorsque E -+ + o. 

On  envisage alors u,, solution unique de (21), qui se réduit à F 

\ '  
sur (y), et dont la dérivée normale, en tout point de (y), vaut G 

.' + ,> . ' 
, &  -. .. [on suppose donc précisé un sens d'orientation de la normale , , b L  

&(Y)]- - . ,- - 

On considère, de mème, la solution unique u de (22), qui se réduit 
à F sur  (y). , -;? 

q4; 
Onlétudie le comportement de u,, lorsque E ++ O, pour ' 3 31; 

1 -  



- .  8 .  *.  . . c  . ï  
- - ,  4 , - '. . 

- 1  1 

La technique de passage des variables (XI, x a )  aux variables 
..~aractéristiques de (21), ainsi que ses propriétés, sont bien connues : 

-< , t ,  

cf. v. g. [ 5 ] .  . 
Précisons quelques'détails sur cette opération : 

On détermine d'abord deux fonctions E(xt7 xa) et q(xi ,  x'), de 
classe C3 en l'ensemble (xi, xa) dans R, telles que 

d x l  d x 2  
- , - = Cte représente les courbes intégrales de - - 

Ai* Ai2 + 4At2 - A??' 

-q = Cte )) 

Les fonctions E et q ne sont ainsi définies qu'aux signes près. On 
peut choisir leurs signes de façon que : 

I O  quand (xi, x') varie sur (y), E et q varient en sens inverses l'un 
de l'autre ; ' , -  . , . "  - r 

r;., , ,',* v. ;* s 
20 'quand (xi, x2) décrit une courbe E = Cte, a partir d'un point 2 ;  /"* .  .:> l 

de (y), et en allant vers l7int4rieur de Q, alors .q va en croissant. 
., , ,, . 

On change alors de variables indépendantes : * a  1i7:""' ,;- , a .  

vs satisfait alors à une equation aux dérivées partielles : 
< T e :  

, < . . 
d2 V ,  

E- 
do, 8, . * . ' = . -  d X d Y ' ( ~ a l + n 2 ) -  +(~b ,+b, ) -+c ,v ,=o  

' * dX 
8 1 dT. -  , . 2 r . . - * ,, , ?-A:,. L ' *  ' r . - .'*Li.i:k-.ii , se . . 

et t~ des données de Cauchy portées par une courbe (I') dont l a  
tangente a une pente négative en tout point de (I'). 

On considère v, dans un domaine, du plan XOY, situé, par rappori 
a (I'), du côté des Y croissaiits; l'arc (ï) fait partie de la frontière dr . . ce domaine. 1 .- . . , - - 

, , O , '  * )  - , / , t . . , y  

En traduisant, par le changement de variables, les hypothèses d~ 
problème posé au début de ce paragraphe, on voit que les hypothèses 
sur ce domaine, sur (ï), sur les données de Cauchy, et sur les foilc. 
tions a , ,  a , ,  b, ,  b , ,  c, sont exactement, à quelques notations prbs 
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