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Le but du travail présenté ici  est la mise au point d'une méthode 

de calcul des programmes linéaires, et accessoirement des programmes 

convexes non linéaires, présentant des caractéristiques qui puissent la 

rendre plus avantageuse que les méthodes classiques dans un certain do- 

maine d'application. 

L'exposé comprendra donc les parties suivantes : 

1 - En introduction, un rappel de définitions touchant la programmation 

convexe et la programmation linéaire ; 

II - Une présentation des principales méthodes de calcul des program- 

mes linéaires ; 

III - Des notions sur  l es  conditions particulières au calcul appliqué à la 

gestion économique (rapports du calcul et de la Recherche Opéra- 

tionnelle) et la description des qualités que l 'on peut souhaiter 

trouver dans une nouvelle méthode de calcul ; 

IV - La théorie de la méthode proposée (programme logarithmique et 

produit contracté) ; 

V - La discussion de l'organisation pratique du calcul et des conditions 

d'emploi et de mise  en œuvre de cette méthode ; 

VI - Et, en conclusion, un aperçu des problèmes qui restent B résoudre 

et des perspectives d'avenir. 



1. 1 - PROGRAMMATION 

C'est un problème de décision ou de choix dont la formulation 

comporte deux parties. 

La première partie (A) définit l'ensemble des programmes réa -  

lisables ou acceptables, parmi lesquels il s'agit d'effectuer le choix. 

La deuxième partie (B) donne un cr i tère  permettant de reconnaî- 

t r e  le programme unique (ou parfois les  programmes équivalents) 

meilleur (ou meilleurs) que tous les autres. 

Ces problèmes jouent un rôle essentiel dans la préparation de 

la  décision et de l'action. 

On distingue deux grandes classes de problèmes de programma- 

tion suivant le  rôle joué par le temps dans la  formulation : 

- les  problèmes statiques ou permanents, dans lesquels le temps 

ne joue aucun rôle, 

- les  problèmes dynamiques où la variable temps intervient. 

Le domaine dynamique es t  beaucoup plus complexe, et  nous ne 

parlerons ic i  que d'une classe particulière de problèmes de pro  - 
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grammation statique : la programmation convexe, et plus spéciale - 
ment la programmation linéaire. 

1.2 - PROGRAMMATION CONVEXE 

On parle de programmation convexe dans les  conditions décrites 

ci-dessous. 

Un programme est  un vecteur dont les  coordonnées (ou activités) 

sont continues, soit P (x l ,  x2, . . X. . . . xn), et le  problème présen- 
1 

te  les  deux caractéristiques suivantes : 

a)  l'ensemble des programmes réalisables est  un domaine convexe, 

c 'est-à-dire que, si P et P2 sont réalisables, un compromis 
1 

P = t l  P l  + t2 avec t ,  2 t 2 >  
tl + t2 

est  aussi réalisable. 

b) le cr i tère  de choix s'exprime par une fonction dite fonction écono- 

mique F (P) = F (x 
1' X2' 

. . . x ) qu'il faut rendre maximum e t  cette 
n 

fonction est  telle que dans le  domaine (A), P et  P étant deux pro- 
1 2 

grammes réalisables et P un compromis linéaire défini comme ci- 

dessus, F (P) est  supérieur ou égal à la  plus petite des valeurs 

prises par F pour P et P 
1 2 ' 

Ceci s'exprime encore en disant que tout compromis linéaire 

est  meilleur ou au moins aussi bon que l'un au moins des program- 

mes à part ir  desquels il est  construit. 

La condition exprimée sous cette dernière forme peut qualifier 

complètement un problème de programmation convexe, s i  l 'on 

admet, par  définition, qu'un programme non réalisable e s t  moins 

bon que tout programme réalisable, c 'est-à-dire que, pour lui, la 

fonction économique est  négative et t r è s  grande en valeur absolue. 



Un problème convexe admet un seul programme optimum ou un 

ensemble convexe de programmes optima. La solution es t  unique si 

la  condition relative 3 l a  fonction économique es t  prise au sens str ict ,  

c 'est-à-dire si,  quand t et t sont non nuls, F (P) est  strictement 
1 2 

supérieur à F (P ) ou à F (P ). 
1 2 

Enfin une condition plus forte est que F soit une fonction concave, 

c 'est-à-dire 

On peut a lors  parler de convexité forte. 

Même avec la simple convexité faible, l'ensemble des programmes 

meilleurs ou aussi bons qu'un programme donné constitue un domaine 

convexe. 

1.3 - PROGRAMMATION LINEAIRE 

Le cas de la programmation linéaire est  celui où (A) s'exprime 

par des équations ou inéquations, où (B) consiste à maximiser une 

fonction F et où ces équations ou inéquations e t  cette fonction sont 

linéaires par rapport aux activités x . La programmation linéaire e s t  
i 

un cas particulier de la  programmation convexe. 

Forme canonique : 

( étant donné les  m inéquations de liaison 

les  n variables xk ne pouvant prendre que des valeurs posi- 

tives ou nulles ('i, 3 0) , 

f maximiser la  forme linéaire donnée : 

On peut toujours ramener un problème linéaire à une telle forme 
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en effectuant des changements de variables et en ajoutant des varia-  

bles auxiliaire s .  

Dans la suite, nous adopterons une présentation légèrement diffé- 

rente de cette forme canonique. En effet, par  l'adjonction de variables 

d 'écart  x. (2  O ) ,  nous substituerons aux inéquations de liaison des 
J 

équations : 

Remarque 1 .  

Notation des indices: Nous désignons par k,  un élément d'un 

ensemble K ,  par  j ,  un élément d'un ensemble J, par 1, l'union des 

ensembles J et  K et par  i, un élément de cet ensemble 1. 

Remarque 2.  

Choix d'une base: Les  m variables x. dont les coefficients 
J 

dans les équations de liaison, forment une matrice carrée  unitaire 

sont dites variables principales ; leur ensemble constitue ce qu'on 

appelle une base. 

La forme canonique n 'est  pas unique : ayant choisi m variables 

arbitraires parmi les x on peut, en général, ( s i  le déterminant 
i' 

des coefficients n'est pas nul) résoudre le système d'équations liné- 

a i r e s  (A) par rapport à ces  variables, et  les  prendre comme varia - 
bles principales. 

1.4 - DUALITE 

Il est d'usage d'associer au problème précédent le problème 

suivant : 

(étant donné n équations : 

(B*) {minimiser z b .  u = G 
J J  j 



Il existe une correspondance bi-univoque entre ces deux problkmes. 

On dit qu'ils présentent entre eux une relation de dualité, ou que l'un 

d'eux es t  dual de l 'autre. 

D'après le  théorème fondamental de l a  dualité, théorème du mini- 

max, le minimum de G est  égal au maximum de F, c 'est-à-dire que 

les  deux fonctions. économiques ont l a  même valeur à l'optimum. 

D'autre part ,  l a  signification économique des variables duale s ,  qui 

représentent les  utilités ou coûts marginaux, rend t r è s  souhaitable, 

presque dans tous les  cas, l'obtention simultanée des solutions du 

problème initial et de son dual. 



II - PRINCIPALES METHODES DE CALCUL 

DES PROGRAMMES L I N E A I R E S  

Nous laissons de côté l e s  techniques propres au calcul analogique 

qui n'a pas, jusqulici, apporté de solutions t r è s  satisfaisantes dans le  

domaine qui nous intéresse. 

Les méthodes couramment utilisées comportent les  t ro is  étapes 

suivantes : 

- trouver un programme réalisable de départ, 

- améliorer ce programme par bonds successifs, jusqu'à l'obtention 

de l'optimum cherché, ou d'une approximation suffisante de cet op- 

timum, 

- compléter la solution en calculant différents résultats propres à 

éclairer  sur  le voisinage de l'optimum (solution du dual, programmes 

paramétriques, etc . . . ) 

Les différentes méthodes s e  distinguent surtout par les voies qu'elles 

suivent pour réal iser  la deuxième étape. 

II. 2 - LA METHODE DU SIMPLEXE OU METHODE DE G. B. DANTZIG 

II. 2.  1 - Principe 

Le problème étant pris sous la  forme canonique, on obtient un 

programme principal en annulant les n variables non principales x 
k ' 



les  variables de base s'identifient alors au second membre x = b 
j j 

Un programme principal n 'est  pas forcément réalisable. On nomme 

programrrle fondamental un programme principal réalisable. Un tel  

programme fondamental correspond à un sommet du polyèdre des pro- 

grammes réalisables.  

Le cheminement de la  méthode du Simplexe s'effectue de program- 

me fondamental en programme fondamental. L'exécution du calcul peut 

ê t re  conduite de différentes façons e t ,  en  conséquence, la méthode du 

Simplexe revêt différentes formes. 

I I .  2 . 2  - Méthode du  S i m p l e x e  p r o p ~ e m e n t  d i t e  

On écri t  le tableau constitué par l a  matrice des coefficients des 

équations de liaison, la colonne second membre et la ligne des coef- 

ficients c. de la  fonction économique. A chaque phase du processus,  
k 

on passe d'un tableau au tableau suivant en introduisant dans la base 

l 'une des variables non principales e t  en en retirant une variable 

principale. Le choix de ces  deux variables s'appuie sur  le  cr i tè re  de 

l 'accrois  s ernent marginal maximum de la  fonction économique. 

On remarque que cette méthode fournit l e  programme optiinum 

unique s ' i l  existe, puisqu'il es t  forcément fondamental (NB). 

Elle permet également, en théorie,  d'obtenir les différents pro-  

grammes fondamentaux optima, s i  la  solution n'est pas unique, e t  

l 'on sait  que tous l e s  aut res  programmes optima sont des compromis 

de ceux-ci. 

NB -Pou r  la démonstration de ce théorème et l a  théorie classique des 

programmes linéaires,  voir par  exemple "Théorie des jeux et pro-  

grammation linéaire" par  S. Vajda (Monographies Dunod) - La dé-  

monstration figure pages 54 à 58 
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Enfin, l a  solution du problème dual est  également obtenue : elle 

figure dans le  tableau final sur  la ligne des coefficients de la  fonction 

économique. 

11.2.3 - Méthode de la matrice inverse 

Nous ne pouvons en exposer le détail ici. Elle consiste à substi- 

tuer  au tableau de la Méthode du Simplexe, un tableau dans lequel figu- 

r e  l ' inverse de la matrice des coefficients des variables principales 

dans les équations de liaison. A chaque itération simpliciale, cette 

matrice e s t  multipliée par une matrice qui ne diffère de la  matrice 

unitaire que par un vecteur. En général, on n'effectue pas la  multi- 

plication, mais on conserve en note le  vecteur transformation et son 

rang, ce qui suffit pour exécuter la  suite des calculs. C'est ce qu'on 

appelle l a  méthode de la  mise en facteurs de l ' inverse ou "product 

f rom of inverse". 

C'est sous cette dernière forme que l'on utilise le  plus souvent 

l a  méthode du Simplexe pour résoudre les grands problèmes à l'aide 

d'une Calculatrice Electronique. 

I I .  2.4 - Méthode duale du Simblexe 

Nous avons remarqué que le tableau final du Simplexe nous don- 

nait la solution du problème dual. Nous en déduisons réciproquement 

l a  possibilité de passer  par le dual pour résoudre l e  problème initial. 

Les règles de transformation permettant de passer  d'un tableau 

au suivant, dans la méthode duale, peuvent se déduire par corrélation, 

de celles qui ont été décrites succinctement pour la  Méthode du Simplexe 

normale sous ses différentes formes. 

II. 3 .  1 - Principe 

Au lieu de sauter de sommet en sommet, on chemine à l 'intérieur 



du polyèdre des programmes réalisables. En général, l'algorithme 

suppose la  continuité au voisinage du programme courant. Ceci exclut 

que l'on puisse passer  sur  le contour, ou même aboutir à un point du 

contour. Comme l'optimum est  sur  le contour (de même que les optima 

multiples éventuels), ces méthodes ne permettent pas de l'atteindre 

directement ; elles en donnent seulement une approximation. Si l 'on 

désire l'optimum exact, on devra utiliser, au cours d'une autre phase, 

une méthode appropriée (troncation). 

La seule méthode intérieure utilisée couramment est  la méthode 

de RAGNAR FWSCH. 

I I .  3 . 2  - Méthode de RAGNAR FRISCH (double gradient) 

Le programme de départ doit être un programme intérieur, c 'es t -  

à-dire pour lequel l e s  activités x soient strictement positives. On uti- 
i 

l ise comme guide, à la  fois la fonction économique et un potentiel loga- 

rithmique de la forme suivante : 

v = log Xi , 
1 

ce dernier a la propriété d 'être un potentiel répulsif au voisinage 

des limites, puisque V tend vers  moins l'infini quand x tend ve r s  
i 

zéro. Il e s t  donc destiné à maintenir, autant que possible, le  program- 

me à l ' intérieur du polyèdre. Pratiquement on amgliore les programmes 

successifs par un déplacement dans une direction coplanaire aux deux 

directions du vecteur l'prix", gradient de la fonction économique, et 

du gradient de ce potentiel logarithmique. Il existe différents procédés 

graphiques ou algébriques pour optimiser ce déplacement dans le plan. 

II. 3 . 3  - Méthode par app~oximations quadratiques (II. M .  DUFOUR) 

On a peu de renseignements sur les résultats obtenus grâce à 

cette méthode, récemment proposée par M. DUFOUR. Elle consiste 

à créer  "un système de ressor ts  de rappel des inconnues à leurs  
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valeurs provisoires", de manière à améliorer le plus vite possible 

la  fonction économique à l'aide de déplacements réduits grâce aux r e s -  

sorts .  On cherche à minimiser la fonction auxiliaire : 

t 
Le programme courant étant (x .  ), (x . )  est  un programme quelconque, 

1 1 

F la  valeur correspondante de la fonction économique ; la  minimisation 

de W donne le nouveau programme (x 
t t l  ). Les 6 sont choisis de 

i 
manière à ne pas sort ir  du domaine, on prend pour F une valeur de 

O '  

l a  fonction économique certainement trop ambitieuse. 

II. 4 - TRONCATION 

C'est une technique qui permet de passer  d'un point intérieur à un 

sommet, c 'est-à-dire à un programme fondamental. Elle consiste à 

diminuer le degré de liberté du système en annulant une variable petite 

(ou s i  l'on veut, en substituant une égalité à une inégalité). On continue 

ensuite par une méthode intérieure, par  exemple celle du double gradient, 

jusqu'à ce qu'une nouvelle troncation parais se justifiée. 

On atteint finalement un sommet après n troncations, et on peut, 

par les  méthodes simpliciales, soit continuer à progresser vers  l'opti- 

mum, soit vérifier qu'il e s t  atteint. 

Cette technique a été utilisée avec succès par RAGNAR FRISCH. 

II. 5 - AUTRES M ~ T H O D E S  

Nous ne connaissons pas d'autres méthodes numériques utilisées 

couramment pour résoudre des problèmes de programmation linéaire 

de forme générale (NB). 

P a r  contre, il arr ive souvent que des problèmes, qui pourraient 

ê t re  résolus par l'une des méthodes précédentes, présentent une struc- 



ture et  des propriétés particulières qui permettent l'emploi de méthodes 

spéciales. C'est le cas des problèmes de transport pour lesquels il 

existe des techniques tout à fait élégantes. Mais ici,  nous nous en tenons 

à la  résolution des problèmes de forme générale. 

-- 

NB - Il faudrait citer la  méthode développée récemment par WOLFE 

et  DANTZIG. Cette méthode qui applique l'algorithme simplicial 

à une matrice décomposée, est  utilisable dans le cas général, 

mais n'acquiert une efficacité particulière que pour des problèmes 

de forme spéciale. 



III - CONDIT IONS D'EXECUTION DU CALCUL 

QUALITÉS DEMANDEES A UNE NOUVELLE METHODE 

III. 1 - POSITION DU CALCUL PAR RAPPORT A L'ACTION 

Le schéma ci-dessus, inspiré de l'introduction du cours de 

Chomp rhel 

t usine,  por exemple) 

Calcul Numérique de M. J. -C. HERZ, montre que le calcul est  pla- 

4 

1 

cé comme intermédiaire entre, d'une part la  théorie du problème 

et l 'enregistrement des données, d'autre part  la décision et l'action. 

Theorie 
Decision 
action , 

C'est à la lumière de cette position que devront être examinées les 

différentes questions concernant l e  temps de calcul, son prix de re -  

A 

Donnees 

vient et l'approximation. 

A l g o r i t h m e  

R ~ s u i t a t s  



III. 2 - EXEMPLE THEORIQUE 

En vue d'illustrer l'exposé ultérieur, imaginons un problème vrai-  

semblable quoiqu'un peu théorique. 

Nous supposons une usine, qui travaille en continu sur  des flux de 

fluides, une usine de pétro-chimie par exemple. 

Les données concernent, d'une part les capacités propres de l'usine, 

d'autre part les conditions économiques du marché des matières pre- 

mières et des produits finis, capacité de fourniture ou d'absorption et 

prix. Elles sont supposées varier t rès  lentement. Les différents flux de 

chaque produit, à l'entrée matières premières, à l'intérieur produits inter- 

médiaires, et à la sortie produits finis, sont les activités. On peut 

adopter un modèle statique tel que la programmation linéaire, parce 

que les  données varient lentement. Le problème se pose soit au départ, 

après la construction de l'usine pour la première mise en activité, soit 

après un temps assez long, quand les données se  sont suffisamment 

modifiées pour que l'optimum, précédemment calculé, soit devenu un 

sous -optimum inacceptable. 

Considérons seulement ce deuxième cas, et soulignons deux carac - 
téristiques apparentes d'un problème posé dans ces conditions : 

a)  Coût du temps perdu : une fois les données recueillies, le temps 

qui s'écoule avant la mise en œuvre du programme nouveau entraîne 

un manque à gagner. 

b) Coût de mise en œuvre : le changement de programme n'est pas 

gratuit, la modification des réglages internes de l'usine et la négocia- 

tion à l'extérieur avec les clients et fournisseurs entraînent une perte. 

De telles conditions influencent naturellement le choix de la mé- 

thode de calcul : en particulier, on peut sacrifier une part de la pré- 



cision pour gagner du temps. 

111.3 - LES QUALITAS DES MGTHODES DE CALCUL 

III. 3. 1 - Généralités 

Nous commencerons par  exposer les qualités et les  défauts 

des méthodes anciennes, en nous limitant aux plus importantes : le 

Simplexe sous ses  différentes formes et le double gradient. Nous 

présenterons ensuite les qualités que nous rechercherons dans une 

nouvelle méthode. 

III. 3.2 - Le Simplexe 

III. 3. 2. 1 - Qualités 

Le Simplexe conduit, en théorie, à l'optimum exact et à la 

solution du dual. Il se prête à la paramétrisation, c 'est-à-dire au 

calcul de l'évolution de l'optimum, quand le deuxième membre, ou 

la fonction économique varie linéairement en fonction d'un para- 

mètre numérique. Il détermine, en principe, exactement, quelles 

sont les  contraintes saturées, c 'est-à-dire les x nuls. 
i 

111.3.2.2 - Défauts 

Ses principaux défauts, tels qu'ils sont ressentis par  ses uti- 

l isateurs,  sont : 

- la nécessité de commencer le calcul avec un programme fonda- 

mental dont la recherche peut être aussi  longue que celle ultérieure 

de 1' optimum, 

- le manque d'intérêt économique des solutions intermédiaires, 

- la perte de précision causée par les  transformations successives, 

qui rend parfois illusoire l'exactitude de l'optimum et la détermina - 
tion des contraintes saturées , 

- dans le cas de la mise en facteurs de l ' inverse, l'emploi d'une 

capacité de mémoire variable au cours du calcul, 

- un temps de calcul qui devient véritablement excessif, même avec 

les  plus puissantes machines mathématiques pour les t r è s  vastes 



problèmes, c 'est-à-dire n et m grands, la limite pratique actuelle 

étant de l 'ordre de 500. 

111.3.3 - Le double gradient 

III. 3 .3 .  1 - Qualités 

Le double gradient permet de par t i r  d'un programme réalisable 

quelconque, et  d'obtenir une amélioration rapide, c 'est-à-dire un 

accroissement rapide de la fonction économique. Le cheminement peut 

ne pas manquer d' intérêt économique, s i  la résolution es t  conduite 

par  quelqu'un connaissant bien la nature du problème. 

III. 3 . 3 .2  - Défauts 

Si l 'on termine le  calcul par des troncations et un cheminement 

simplicial, le  double gradient et les  troncations ne constituent plus 

qu'un moyen élégant d'obtenir un bon programme fondamental de 

départ pour un Simplexe ; pour la  suite, on doit se  reporter  aux 

défauts de cette dernière méthode. 

P a r  contre, considérée comme méthode autonome, le  double 

gradient, sous s a  forme classique, ne donne pas d'information de 

précision et, présentant parfois des phénomènes de stabilisation t ran-  

sitoire,  i l  risque de conduire à une solution, certes  meilleure que 

le  programme initial, mais fort éloignée de l'optimum, 

III. 3 .4  - Qualités demandées à une nouvelle méthode 

On voudrait qu'une nouvelle méthode cumule les  qualités du double 

gradient et celles du Simplexe, à savoir : 

- cheminement partant d'un programme réalisable quelconque, 

- amélioration économique rapide de ce programme, 

- obtention de la  solution duale, 

- facilité d'étudier le voisinage de l'optimum en partant du tableau 

final. 

Mais on souhaiterait aussi des qualités supplémentaires, la  
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méthode devrait se prêter  à l'approximation et fournir une limite 

supérieure de l ' e r reur  commise sur  la  fonction économique quand on 

a r rê te  le cheminement B un programme donné ; elle devrait, de plus, 

autoriser la  résolution économique des t rès  grands problèmes, au 

moins avec une certaine approximation 



IY - THÉORIE DE LA METHODE PROPOSÉE 

IV. 1 - PRINCIPE 

Nous voulons construire une méthode de calcul intérieure, pré-  

sentant le maximum de s qualités indiquées précédemment. 

Nous partons de l'idée de remplacer le problème linéaire par une 

famille de problèmes convexes dont la solution puisse ê t re  rendue 

aussi proche que possible de celle du problème initial, sans toutefois 

cesser  d 'être intérieure : 

Nous supposerons, dans ce qui suit, que la solution du problème 

linéaire est unique et finie, nous ne discuterons le cas de solutions 

multiples qu'ultérieurement, et nous laisserons de côté le cas où une 

activité peut tendre vers  l'infini, ce qui ne présente pas d'intérêt 

pratique. 

Le problkme linéaire étant pris sous la forme canonique (voir 1.3 

pour les notations) on lui substitue le  nouveau problème 

(A) 5 ajk xk + x = b. avec x., xk 2 O naturellement, 
j J J 
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+ C p. log x.) avec pi > O ( L ) M a x ( E  Ck Xk 

(A) 
1 

ou encore, en exprimant le problème avec les variables non princi- 

pales seules : 

L'optimum est  donc le  maximum unique d'une fonction concave f (%). 
Il  est  donné par les équations : 

IV. 2 .2  - Constmction d'une solution duale réalisable 

Ces équations qui définissent l'optimum s'écrivent : 

Sous cette forme on constate que, s i  x. est l'optimum du problème 
1 

logarithmique que nous venons de formuler, le vecteur u. = Pi/x est 
1 1 

une solution réalisable du problème linéaire dual, ce qui donne un 

procédé simple pour calculer un tel programme dual réalisable quand 

on a résolu un problème logarithmique. 

I V . 3  - BASE DE L'APPROXIMATION 

IV. 3.1 - Correspondance entre un vecteur (p.) et un couple de 
1 - 

programmes réalisabl es (ui), (xi) 

De l'unicité de l a  solution du problème logarithmique découle la 

propriété suivante de la  correspondance entre les vecteurs (p.) et les 
1 

couples de programmes réalisables (u.), (x.) : 
1 1 

- à un vecteur (P .) quelconque (p .  > O )  correspond un vecteur (x .) 
1 1 1 

e,t un seul, un vecteur (u .) et  un seul, réalisables, c 'est-à-dire,  satis- 
1 

faisant les  conditions (A) et (A*), et l iés entre eux par l es  relations 

'i 
= u X.. 

i i 



Réciproquement, s i  l 'on associe à une solution primale réalisable 

(x.) un programme dual également réalisable (u.), on peut former un 
1 1 

vecteur (p.) : 
*i 

= u x. ; et (x.) est  la  solution unique du problème 
1 i 1 1 

logarithmique défini par f (%, P.) maximum (IV. 2 .  1). Correlative- 
1 

ment (u.) es t  la solution unique du problème logarithmique dual dont 
1 

la fonction économique à maximiser est 

u b.  + pi log u s (uj9 pi) = - J j i 

La correspondance bi-univoque qui existe entre l'ensemble des 

vecteurs (p.) et l'ensemble des couples de vecteurs (u.) et (x.) est 
1 1 1 

extrêmement intéressante. On note, en particulier, qu'à un chemin 

dans l 'espace (P.) correspond un chemin "réalisable" tant dans l 'espa- 
1 

ce prima1 (x.) que dans l 'espace dual (u.). 
1 1 

IV. 3 . 2  - Egalité fondamentale 

(u.) et  (x.) étant réalisables et p. égal à u.. x par définition, 
1 1 1 i i 

on obtient cette égalité en remplaçant, dans ?pi, les variables prin- 

cipales par leur expression en fonction des variables non principales, 

expression tirée des équations de liaison. 

de même 

D'où 

De cette égalité bien connue on déduit les propriétés suivantes : 

- G 2 F, cette inégalité étant valable entre les  fonctions économi- 

ques pour tout couple de programmes réalisables. 



- La solution du problème logarithmique et  le programme dual 

associé par u = p / x i  tendent effectivement vers  la  solution du 
i 

problème linéaire quand C p tend vers zéro, tous les p tendant 
i i 

alors évidemment vers  zéro. 

- Pour ces programmes optima, les fonctions économiques pr i -  

male et duale sont égales et  nous retrouvons le théorème du minimax: 

Max (F) = Min (G) 

IV. 3 . 3  - Calcul d'erreur 

Désignons par F la  valeur optimale commune de (F) et de 
O 

(G). L'égalité fondamentale peut s 'écr i re  : 

d'où 

ce qui peut s'énoncer de la  façon suivante : 

~a somme ( x p  = C u  x.) pour un couple de programmes (u.) 
I i  I i i  1 

(x.) réalisables limite supérieurement l ' e r reur  commise sur la fonc - 
1 

tion économique quand on prend ces deux programmes comme approxi- 

mation des solutions du problème linéaire et de son dual. Ce calcul 

d 'er reur  classique, quoique assez rarement utilisé, est valable quelle 

que soit la  méthode de calcul, pourvu que l'on dispose d'un programme 

prima1 et d'un programme dual réalisables. 

IV. 4 - INTERPRETATION 

IV - 4 1 - Interprétation économique et analyse rnargina 1 e 

Nous ne développerons pas cet aspect, qui nous éloignerait de 
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notre sujet principal, mais nous nous bornerons à donner quelques 

indications. 

Dans la programmation linéaire, les contraintes exprimées sous 

la  forme x.> O sont considérées comme des limites qu'il es t  impossi- 
1' 

ble de franchir,  mais dont, toutes choses égales par ailleurs, il n'y 

a aucun inconvénient, ni aucun avantage, à se tenir plus ou moins 

éloigné. Les variables duales u. représentent des utilités marginales, 
1 

c'est-à-dire qu'elles mesurent l ' intérêt plus ou moins grand qu'il y 

aurait à repousser l es  limites qui leur sont associées ; compte tenu 

de la remarque que nous venons de faire précédemment, on ne 

s'étonnera pas que, dans la  solution duale, il soit associé à toute 

contrainte non saturée (x i  # 0) une utilité marginale u nulle, et 
i 

ceci aussi  petit que soit x.. 
1 

Dans le modèle logarithmique, au contraire, les  termes p. log x 
1 i 

de la fonction économique f ,  et les  utilités marginales p. / x. signi- 
1 1 

fient qu'une diminution d'une marge de sécurité x., nous rapprochant 
1 

de la saturation d'une contrainte, entraîne des inconvénients ou des 

risques qui croissent infiniment quand x. tend vers  zéro. 
1 

Cette interprétation, qui peut s 'avérer  utile au cours d'un calcul, 

conduit de plus à penser que dans certains cas,  la forme logarith- 

mique peut s 'avérer  plus proche de l a  réalité que la  forme linéaire. 

IV.  4 . 2  - Analogie mécanique, potentiel et force 

Il existe une analogie mécanique qui constitue une image extrê- 

mement pratique, c 'est  celle qui consiste à comparer un programme 

optimum avec un point d'équilibre dans un champ de forces. 

Le cas des problèmes linéaires es t  celui d'un champ uniforme 

dans un espace limité par des murs.  L'équilibre est  atteint quand 

on est  a r r ê t é  par un certain nombre de murs, dont les réactions (u. ) 
1 
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équilibrent la force active constante (c  ). 
k 

Si,  dans le  même espace, limité par l e s  mêmes murs ,  règne un 

champ de forces dérivant d'un potentiel logarithmique tel  que la force 

en chaque point soit la  somme d'une force constante (c ) et de forces  
k 

répulsives d'intensité p. / x. exercées par  chaque mur ,  la  recherche 
1 1 

du point d'équilibre correspond au calcul de la  solution d'un problème 

logarithmique inscri t .  

Si le champ uniforme e s t  un champ de pesanteur, on imagine 

aisément une petite masse  ponctuelle maintenue en l ' a i r  par  l e s  

répulsions exercées par  les  parois d'un récipient, e t  qui tombe lente- 

ment au  fond quand ces  forces  répulsives s'annulent progressivement. 

Ceci est  une image de l a  méthode de calcul présentée. 

IV. 5 - PROPRIETES DES PROBLEMES LINEAIRES E T  LOGARITH- 

MIQUES PAR RAPPORT A L'AFFINITE 

IV 5. 1 - Principe de la tra~zsfovmation 

On doit se  méfier  des images géométriques et mécaniques qui 

suggèrent des propriétés métriques ou angulaires (orthogonalité) que 

l 'espace des programmes ne possède pas. P a r  contre, les  propriétés 

des programmes,  du moins celles qui ont une interprétation écono- 

mique, s e  conservent dans une transformation par  affinité, consistant 

à multiplier les  lignes ou les  colonnes de l a  matr ice des coefficients 

par  des  constantes, ce qui revient à changer d'unité de mesure pour 

les  activités ou pour les  prix. 

Si l 'on se reporte au problème-exemple, celui d'une usine de 

traitement de fluides, les  unités de débit peuvent n'avoir aucun rapport 

entre el les ,  puisqu'il peut s ' ag i r  aussi  bien d'intensité d'électricité 

que de volume ou de masse  par unité de temps, pour des produits 



liquides, gazeux ou pulvérulents, dans des conditions variées de 

pression ou de température. On n'imagine pas des propriétés d'un 

tel système qui ne s e  conserveraient pas quand on change les unités. 

IV. 5 .2  - Formule de la transformation envisagée 

Pour  les  données du problème A = 
h j  

jk 
a 
jk 

Pour les  programmes X. = p h i  X. 
1 1 

Pour les  produits contractés 

7 

Pi = Ui xi = p p  ui xi = p / J '  pi; 

et de même évidemment : 

IV. 5.3 - Propriétés fondamentales 

Les propriétés de définition des programmes linéaires sont 

conservées dans cette transformation. En effet, il es t  évident qu'un 

programme réalisable pour le  problkme initial devient un programme 

réalisable pour le problème transformé. L'ordre de préférence entre 

deux programmes es t  également maintenu. 

Le cr i tère  de réalisabilité e t  le  cr i tère  de choix étant les  mêmes, 
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on a bien le droit de dire que le problème initial et le problème 

transformé sont identiques. 

On utilisera toujours, par  la suite, des petites let tres pour le 

problème de référence et des grandes let tres pour un problème trans- 

formé par  affinité, dépendant des différents paramètres h i, )J , p '  , 
avec la seule restriction y '  = 1 /P qui signifie qu'on a fait choix d'une 

unité bien déterminée, pour exprimer les  fonctions économiques. On 

voit que, dans ce dernier cas,  le vecteur (p.) es t  un invariant dans 
1 

la transformation. 

IV. 5 . 4  - Problème logarithmique 

Comme un problème linéaire, un problème logarithmique est 

transformé en un problème identique par une affinité ainsi définie 

(avec y y ' = 1). Ceci résulte immédiatement des formules de trans - 
formation. 



E - ORGANISATION PRATIQUE DU CALCUL 

V. 1 - LE PROBLEME DE L'OPTIMISATION DU CALCUL 

V. 1 .1  - Forme générale 

Un problème étant formulé, c'est-à-dire, étant donné des équations 

déterminant les inconnues comme des fonctions des variables, choisir, 

parmi tous les algorithmes qui peuvent conduire des valeurs numériques 

des données à celles des inconnues, celui qui comporte "le moins de cal- 

culs possible" . 

V. 1 .2  - Difficultés et objections 

Deux difficultés principales apparais sent immédiateme nt à la lecture 

de cet énoncé. 

La première consiste à faire un inventaire complet des algorithmes 

utilisables, ce qui est  en général pratiquement impossible. 

La deuxième difficulté est  de définir ce qu'on entend par "le moins 

de calculs possible" ; ceci peut d'ailleurs var ier  suivant la nature des 

moyens dont on dispose. 

Ajoutons que la question posée ainsi a ,  au moins, l e s  apparences 

d'un cercle vicieux comme on le voit en lisant les  énoncés suivants, 

rédigés en termes t rhs  généraux : 
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- quelle est  la meilleure conduite à adopter, dans une situation déter-  

minée ? 

- quelle est  la meilleure conduite à adopter pour déterminer quelle est  la  

meilleure conduite à adopter dans une situation déterminée ? etc . . . 

Dans une telle chaîne, on pressent qu'il faut bien, à un moment 

déterminé, s ' a r rê te r  en posant le dernier problème d'une façon moins 

satisfaisante : 

- trouver une conduite, même non optimale, permettant de répondre à 

la question précédente. 

Enfin, on notera que l'énoncé du problème du choix de l'algorithme, 

que nous avons donné, n'est pas encore le  plus général. Nos hypothèses 

peuvent ê t re  réellement plus larges puisque nous sommes prêts,  pour 

les problèmes linéaires, à faire un certain compromis entre une éco- 

nomie pouvant résulter  du calcul et une économie sur  le calcul lui-même. 

C'est ainsi  que nous envisageons le sacrifice d'une part de la  précision 

pour une obtention plus rapide du résultat et  que, par  ailleurs, on accepte 

fréquemment de négliger certaines contraintes pour ne pas trop alourdir 

le calcul. 

V. 1.3 - Attitude réaliste 

Il nous faut donc limiter nos ambitions. Nous commencerons par 

procéder à un examen critique des outils dont nous venons de faire l a  

théorie, ensuite nous leur définirons des conditions d'emploi cohérente s ,  

en essayant de faire toutes les  simplifications évidentes, telles que, par  

exemple, réduire au minimum le  nombre de pas d'itération ou d'intégra- 

tion. Il  res tera  alors une certaine marge de décision pour adapter l a  

technique à des conditions pratiques particulières. Pour finir, nous com- 

parerons l a  nouvelle méthode avec la plus courante des méthodes ancien- 

nes, le Simplexe, et nous tenterons de préciser  dans quels cas on a 

intérêt à choisir l'une ou l 'autre. 



V. 2 - LES OUTILS 

V. 2.1 - Vecteur (pi) 

Ce vecteur nous permet : 

- d'interpréter un programme initial, accompagné d'utilités marginales, 

comme l'optimum d'un problème logarithmique, 

- de fixer des étapes successives d'un chemin menant à l'optimum, en 

saturant les différentes contraintes dans un certain ordre de préférence. 

Nous savons que ce chemin a une signification économique, qu'il 

échappe à l 'arbitraire des changements d'unités de mesure. Enfin, et 

ceci n'est pas le moins important, une limite supérieure ( C p .) peut 
I l  

être calculée pour l 'erreur sur la fonction économique, toutes les fois 

que nous possédons une approximation de la solution primale et une appro- 

ximation de la solution duale. 

V. 2 . 2  - Problème logarithmique 

Le programme prima1 et le programme dual correspondant à un 

vecteur (p.) peuvent se calculer comme solutions d'un problème logarith- 
1 

mique, consistant à maximiser un potentiel concave f .  

Alors que l'optimum, ou point d'équilibre, a une valeur intrinsèque, 

il n'en est pas de même du cheminement, s i  celui-ci est défini par une 

intégration, c'est-à-dire, en chaque point, par la direction d'un gradient. 

V. 2 . 3  - Conditions d'emploi de ces outils 

Si le vecteur p. présente l'avantage de nous ramener à un chemin 
1 

économiquement significatif, il ne permet pas, par contre, une résolution 

directe du problème. Le calcul, à partir des équations qui définissent 

(x.) et (u.) comme des fonctions de (P.), est, semble-t-il, encore plus 
1 1 1 

difficile que la résolution, par le Simplexe, du problème linéaire lui- 

même. 



D'autre part, un chemin rectiligne dans l'espace (p.) ne correspond 
1 

pas à des chemins rectilignes dans les espaces (u.) et (x.), ni réciproque- 
1 1 

ment, ce qui n'est pas favorable à l'emploi de (p.) pour définir le chemin 
1 

en cours de calcul, la ligne droite étant évidemment un chemin priviligié 

pour le  calcul numérique. 

Nous avons, néanmoins, pensé à définir un cheminement par des 

fonctions p. (t) et à calculer les dx. / dt correspondants, mais ce calcul 
1 1 

nécessite une inversion de matrice et  es t  bien trop compliqué pour obte- 

nir une direction somme toute médiocre. 

Nous nous orienterons donc vers  l'emploi d'un vecteur (P. = qi) pour 
1 

fixer un objectif, définitif ou provisoire, le  potentiel logarithmique et 

son gradient servant de guides vers  cet objectif. 

P a r  l a  suite, nous désignerons toujours par p la valeur courante 
i 

(pi = U. x.) pendant le  calcul, et par (q.) l'objectif c 'est-à-dire, un vecteur 
1 1  1 

vers  lequel nous voulons faire tendre (p.). 
1 

Comme le cheminement, ainsi obtenu, varie dans une affinité, nous 

le définirons d'abord comme dépendant des paramètres h i ,  que nous 

essaierons, ensuite, d'optimiser. De même les directions des axes (X ) 
k 

sont arbitraires et ,  s i  nous ne les  supposons pas orthogonales, ceci intro- 

duit de nouveaux paramètres arbitraires dans l 'expression de gradient. 

Nous examinerons ultérieurement la  question de leur optimisation. 

V. 3 - APPLICATION DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE 

V. 3.1 - Principe 

Nous prenons pour guide une fonction f que nous cherchons à maxi- 

miser .  Nous nous déplacerons dans la  direction où f s 'accroît  le plus 

vite, c 'est-à-dire, la  direction du gradient de f .  

La méthode es t  donc fondée sur  l'application d'une formule d'inté- 
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gration pas à pas. Cette formule comporte un certain nombre de para-  

mè t res  arb i t ra i res  : 

- paramètres  spaciaux h , 6 définissant l 'espace de référence (métr i -  

sation), 

- un pas d'intégration ! déterminant la longueur du déplacement élé- 

mentaire,  

- qia objectif actuel que nous serons amenés à modifier en cours de calcul 

pour accélérer  la convergence. 

Le calcul comportera donc des phases d'intégration précédées ou 

séparées p a r  des phases d'ajustement de ces différents paramètres .  

Nous serons d 'autre  part  conduits à calculer,  à la  fois les  program- 

m e s  prima1 et dual, en  exécutant parallèlement les  calculs dans l e s  

espaces correspondants. Nous allons successivement examiner ces dif- 

férents  aspects  de l a  résolution. 

L'organisation générale du calcul est  schématisée par  l 'organigram- 

m e  (voir V. 5.3. et annexe). 

V .  3 .2  - Formule du Pas d 'intépration 

Potentiel 

f =  C c 
K k Xk 

+ C  qi log x. = C t q. log Xi + c t e  
1 K C k X k  1 1 

Dérivées 



Pas d 'intépratio~z 

Remarque : La formule grad f = 3 f / 3 X k  n'est valable qu'en coor- 
k 

données rectangulaires. Nous donnerons plus tard la formule plus com- 

pliquée du gradient en coordonnées obliques. 

v . 3 . 3  - Choix de ! 
Pour choisir la  valeur de Q on utilise la règle suivante : on effectue 

dans la  direction du gradient de f le pas qui accroît le  plus possible 

le potentiel f ,  évidemment sans sor t i r  du domaine. On appelle parfois 

cette règle l a  règle de la "descente rapide" ( ~ t e e p e s t  descent). 

Cette règle étant admise, les  déplacements sont parfaitement définis 

par le choix du potentiel f et des paramètres arbitraires de distance 

et d'angle. Ceci lais se au problème toute s a  généralité. Pratiquement, 

le calcul de se  fait par approximations successives, on peut d'ailleurs 

se  contenter d'une approximation assez médiocre. 

V. 4 - DETERMINATION DES PARAMETRES ARBITRAIRES 

L'emploi d'un gradient revient à se déplacer dans la direction où f 

croît le plus pour un déplacement élémentaire de longueur donnée d s ,  

longueur calculée en coordonnées rectangulaires par la formule : 

Cette évaluation du déplacement n'a que peu de rapport avec la 

mesure de son efficacité dans le  cas qui nous intéresse. 
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A l'opposé, l ' idéal sera i t  de prendre comme unité de longueur, dans 

chaque direction, l a  longueur du déplacement maximum pos sible dans 

cette direction sans sor t i r  du domaine des programmes réalisables.  

Ceci revient à rendre ce domaine sphérique, ce qui n'est naturellement 

pas praticable, mais  nous pouvons essayer de nous rapprocher de ce t  

idéal. 

Cette remarque nous aidera à déterminer l e s  paramètres  arbi t ra i res  

dont dépend notre méthode. Nous nous efforcerons de rendre les l imites  

auss i  équidistantes que possible, sachant que c 'es t  à cette condition que 

l'utilisation du gradient s e r a  satisfaisante. 

v . 4 . 2  - D dfinition des parametres angulaires 

Nous pouvons choisir, pour donner une représentation spatiale du 

problème, n vecteurs unitaires (v ) arbi traires  s u r  lesquels nous porte-  
k 

rons les  activités . r, 
On note cos la  projection du vecteur v sur  le  vecteur v 

hk h k ' 

On considère l a  matrice 1 'Os <Q hk 1 et on note 1 6 hk 1 la ma- 

t r i ce  inverse. 

On a naturellement Y' h h  = 1 

<p h k  = C O S  
k h  

Les formules de calcul des distances et gradients en coordonnées 

obliques sont les  suivantes : 
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Distance d'un Doint aux limites 

Gradient 

V . 4 . 3  - Formules générales 

Quand on fait intervenir les paramètres et X , ces formules 

deviennent les  suivantes : 

Distance d'un point aux limites 

Gradient 

V. 4.4 - Détermination des h 6 hk 

n'a pas d'influence et nous prendrons par l a  suite = 1. Nous 
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ne cherchons pas à pousser très loin l'optimisation, car il s'agit simple- 

ment d'accélérer une convergence dont nous sommes assurés dans tous 

les cas. 

Une première méthode consiste, pour réduire la dispersion des dis- 

tances, à jouer seulement sur les h en prenant des axes rectangu- 

laires 6 
kk 

= 1 

Nous pouvons dans ces conditions, soit rendre tous les d égaux, sans 
k 

modifier les d., soit égaler à la moyenne les m distances les plus 
J 

écartées de cette moyenne. Si nous ne pouvons obtenir un résultat assez 

satisfaisant ainsi, nous pouvons jouer sur les angles. Quand on n'utilise 

pas de moyen de calcul automatique, on peut procéder par tâtonnement . 
Jusqu'à ce jour, nous n'avons malheureusement pas trouvé une règle 

vraiment satisfaisante. 

V. 5 - ORGANISATION DU CALCUL DU PRlMAL ET DU DUAL SIMULTA- 

NEMENT 

V. 5 .  1 - Choix de la méthode de calcul du dual 
- 

Nous avons indiqué en IV. 2 . 2 .  le moyen de construire une appro- 

ximation de la  solution duale, quand on possède la  solution d'un problème 

logarithmique inscrit dans le primal. Ceci présente, ainsi que nous 

l'avons vu, un réel intérêt théorique, mais nous n'en préconisons pas 

l'emploi pour le calcul de la solution duale. En effet, quand le programme 

primal tend vers  la solution du problème logarithmique, le programme 

dual associé peut être irréalisable et ne devenir réalisable qu'au voi- 

sinage immédiat de l'optimum logarithmique. Ceci obligerait à calculer 

la solution du problème logarithmique avec une t rès  grande précision, 

alors qu'il ne nous intéresse lui-même que comme approximation du 

problème linéaire, ou même comme une étape vers  cette approximation. 
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Il nous semble , au contraire, beaucoup plus intéressant de calculer 

la  solution duale par la même méthode que la solution primale. On 

mènera les  deux calculs en parallèle, en poursuivant, de préférence, le  

cheminement pour celui des deux présentant le  progrès économique le 

plus rapide. 

La méthode de calcul du dual se  déduit entièrement par corrélation 

de la méthode de calcul du prima1 : aux paramètres 6 h k  cor res -  

pondent des paramètres h 6 ; ! ' désigne le pas d'intégration 
j' g j 

et g s e r a  le  potentiel logarithmique dual. . 

g = - C u  b .  + I q i  log u 
J J J  i 

V. 5.2 - Choix des objectifs q. 
1 

Si la personne qui a formulé le  problème, a fixé comme seul objectif 

une précision sur  la fonction économique, nous pourrons prendre des 
q i 

égaux entre eux. Si, par contre, un objectif final (q ) nous est fixé, 
i f  

nous choisirons comme objectif intermédiaire éventuel un vecteur (q i) 

de même direction que (q .  ) et d'intensité supérieure. 
1 f 

La nécessité d'objectifs intermédiaires provient de ce que, s i  zqi 
est  t rès  petit devant C u. x.,  les  termes en q. / x. ne jouent initiale- 

1 1  1 1  

ment aucun rôle et nous nous déplacerons dans la direction du vecteur - 
prix grad F jusqu'au voisinage immédiat d'une contrainte, ce qui n 'est  

pas du tout souhaitable . 

Par  contre, avec un objectif bien choisi, de l 'ordre,  par  exemple, 

de qi = ui x. / 10 nous partirons encore dans le direction de grad F ,  
1 

mais nous y effectuerons seulement un déplacement convenable et, qi 
jouant rapidement un rôle correcteur, nous pourrons espérer  atteindre 

le  voisinage de notre objectif en quelques itérations. Nous n'attendrons 

pas, pour changer d'objectif, d'avoir atteint le  précédent avec une trop 
t 

grande précision ; une différence de - 10% sera  considérée comme 



parfaitement acceptable. 

En même temps que nous fixerons un nouvel objectif, nous pourrons 

ajuster les paramètres A et 6 de manière à nous trouver dans 

l 'espace des X. et dans l 'espace des U. à peu près  également éloignés 
1 1 

des limites 

V. 5.3 - Organig~arnrne 

L'organigramme joint en annexe schématise la conduite générale 

du calcul. 

A l ' intérieur de chaque rectangle sont indiquées les principales 

variables à calculer au cours de la phase correspondante du calcul. 

Les chiffres à droite des rectangles renvoient aux chapitres ou 

sont données l e s  formules ou précisées les  techniques des calculs. 

Les trois tests  sont expliqués ci-dessous : 

a )  Objectif atteint ? 

La réponse est oui, quand toutes les  expressions (u. x. - qi) / qi 
1 1  

sont inférieures ou égales à une limite fixée d'avance, par exemple O ,  1. 

b) Prima1 plus efficace ? 

Après chaque pas, on note son efficacité, c 'est-à-dire, A f ou g, 

la réponse es t  oui s i  le  dernier pas effectué dans le domaine prima1 a 

fourni un accroissement A f supérieur à A g obtenu par le  dernier 

pas dans le domaine dual. 

c) Objectif final ? 

C'est le tes t  de fin de calcul. On peut utiliser l'un ou l 'autre des 

deux tests,  suivant les  instructions données par le formulateur du 

problème : soit u. x G E ,  E étant une limite donnée d'avance pour 
I l i  

l ' e r reur  sur la fonction économique, soit u 
x i  

< g i, l ' e r reur  sur la  



fonction économique es t  a lors  bornée par  C 6 
1 i 

On peut auss i  util iser < E , mais ceci est  en fait 

uri test  de fin de calcul pour un problème logarithmique dont la  fonction 

économique es t  

K Ck % + 4 y f  log X. Maximum 
1 

avec, pour l e  problème dual, 

- L U b  + L  
I 'if 

log u 
J j j  

Maximum 
i 

V. 6 - CONDITION D'EMPLOI DE LA METHODE PROPOSEE 

V. 6.1 - Départ 

On part d'un programme prima1 et d'un programme dual, tous deux 

réalisables.  Si l'on n'en possède pas, il est  t r è s  facile d'en obtenir 

par l e  calcul. On peut, en particulier,  utiliser une variante de notre 

méthode des problèmes logarithmiques avec des coefficients b et  c 
j k 

variables,  en prenant, comme fonction économique à maximiser ,  une 

combinaison linéaire des variables négatives. 

V .  6 . 2  - Solutions multiples 

On n'obtient jamais qu'une solution, c a r  le problème logarithmique 

a toujours une solution unique, mais on peut étudier la  sensibilité de 

cette solution comme on va l e  voir ci-dessous. 

V .  6 . 3  - Exploration d u  voisinage de 1 'oDtimum 

Il es t  intéressant e t  a s sez  a isé  d'étudier le comportement de l 'op- 

timum quand on fait var ier  l e  vecteur (q.) maintenu petit. De plus, la  
1 

paramétrisation de (c ) ou (b.) e s t  possible et on suit a lors  le  comporte- 
k J 

ment de l'optimum avec un vecteur (q.) constant. 
1 

V. 7 - AVANTAGE POUR LA MECANISATION 

La réalisation en calculatrice numérique automatique (ordinateur) 
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est  facilitée par une utilisation excellente de la  mémoire, En effet, la 

matrice (a ) est conservée sous une forme invariante au cours du cal-  
j k 

cul : il n'y a pas de transformation matricielle. 

Dans ces  conditions, la matrice peut ê t re  condensée au début du 

calcul par  suppression des zéros et même enregistrement des t e rmes  

non nuls en longueur variable. 

V. 8 - COMPARAISON AVEC LE SIMPLEXE 

Nous ne pousserons pas cette comparaison dans le  détail, mais 

c 'es t  ce dernier point de l'emploi de la mémoire d'une calculatrice qui 

es t  peut-être le plus important avantage de la  nouvelle méthode, avec 

la  pos sibilité d'obtenir une approximation. 

En effet, toutes les fois que notre méthode permettra d'enregistrer 

le  programme et la  matrice complète en mémoire, alors que ce se ra i t  

impossible avec le Simplexe, le  gain de temps pourra ê t re  considérable. 

Si l'on doit mettre la  matrice sur  bande magnétique, ou sur tout aut re  

support relu à chaque itération, le fait de pouvoir la  conserver sous 

forme condensée représentera un gain important qui pourrait compenser 

un temps supérieur pour les opérations proprement dites, et il semble 

que, pour les  t r è s  grands problêrnes, on puisse gagner sur  le temps 

des opérations mêmes, au moins s i  l'on n'exige pas une trop grande 

précision. 

Cette méthode peut donc ê t re  supérieure pour les grands systèmes 

du seul point de vue de l'économie du calcul, sans tenir compte de 

l ' intérêt qu'elle présente de fournir une interprétation économique du 

cheminement. 



Y I  - CONCLUSION 

VI. 1 - RESUME DES RESULTATS OBTENUS 

Nous sommes maintenant en possession de différents outils qui nous 

permettent de nous dir iger  à l ' intérieur du domaine d'un problème de 

programmation linéaire.  Nous savons construire un potentiel logarith- 

mique capable de nous conduire v e r s  une approximation de l'optimum. 

Nous avons un procédé pour calculer une borne supérieure de l ' e r r e u r  

économique quand nous cheminons parallèlement dans un domaine priinal 

et  le domaine dual associé.  

VI. 2 - PROBLEMES RESTANT A RESOUDRE 

Nous n'avons employé que des procédés t r è s  rudimentaires pour 

régulariser  le polyèdre et rendre ainsi l'utilisation d'un gradient plus 

efficace. Il doit ê t re  possible de mettre  au point un procédé plus sat isfai-  

sant. Dans ce cas on pourrait  envisager un ajustement des paramètres  

h ,  6 , à chaque pas. Il  faudrait étudier la  question de convergence dans 

de telles conditions. Nous sommes absolument convaincus que l 'emploi 

des méthodes intérieures est  étroitement l ié au progrès  su r  cette 

question de régularisation du polyèdre. 

VI. 3 - EXTENSION POSSIBLE AUX PROBLEMES CONVEXES NON LI- 
- 

NEAIRES 

Certains raisonnements que nous avons faits, pour met t re  au point 
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notre méthode, sont applicables au cas plus général des problèmes 

convexes : 

- s 'assurer  que l'approximation de l'optimum n'est pas sur une limite 

du domaine en ajoutant un potentiel répulsif, régulariser le domaine, 

en jouant sur  le choix des axes et l'affinité, 

- utiliser alors le gradient comme guide vers la solution approximative, 

tout cela semble réalisable pour n'importe quel problème convexe. 

Trouver une borne supérieure de l 'erreur économique semble par 

contre moins facile et est lié à la question d'extension de la notion de 

dualité à des problèmes non linéaires. Cette dernière question a-t-elle 

même un sens ? 

VI. 4 - APPLICATION EN LIAISON AVEC L'ACTION 

VI.4.1 - Généralités 

Reprenons l'exemple théorique (III. 2). Nous voyons que les données 

évoluent, en principe lentement ; un cas fréquent est celui où seules 

varient les capacités à l 'entrée et à la sortie, alors que les prix et 

les paramètres, qui sont des caractéristiques de structure, peuvent 

ê t re  considérés comme des constantes. 

Pour l'étude de la  liaison calcul-action, on doit considérer essen- 

tiellement deux cas, suivant l'organisation du calcul dans le temps : 

- Celui du calcul permanent dans le temps réel, 

- Celui du calcul périodique effectué à des temps fixes, en principe pour 

des périodes égales. 

VI. 4.2 - Calcul permanent 

Nous supposons des décalages de temps t rès  courts et tout B fait 

négligeables, compte tenu de la vitesse d'évolution du système, c'est- 

à-dire que le calcul est  supposé exécuté vraiment à partir des données 
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actuelles et que le programme en cours est connu et forcément réal i-  

sable. 

Dans ces conditions, s i  la calculatrice poursuit constamment l 'amé- 

lioration par la méthode logarithmique d'un programme théorique ou 

programme calculé, nous pouvons disposer à tout instant des résultats 

suivants : 

t 
programme en cours (X 9 

programme prima1 calculé (xi), 

programme dual calculé (ui) ,  

produit contracté P = u x 
I i i  

fonctions économiques 

F = L  C X 
K k k  

et A F = progrès de la  fonction économique au 

cours de la  dernière itération. 

On sait  alors que : 

- le profit par unité de temps qui résulterait de l'application immédiate 

du programme calculée serai t  (F - F ) jusqu'à la prochaine modification, t 

- le profit espéré de la poursuite du calcul sur  l es  bases actuelles es t  

supérieur ou égal à P, l'optimum F étant inférieur ou égal à F + P, 
O 

- un ordre de grandeur du profit espéré de la poursuite du calcul pendant 

une unité de temps est  donnée par 0,5 A F / temps d'une itération). La 

comparaison de ces différents nombres à quelques données propres au 

problème : coût fixe de mise en œuvre d'un nouveau programme, vitesse 

d'évolution probable des divers paramètres réels  au cours du temps, 

etc . . . , doit permettre de décider ou plutôt de faire décider automati- 

quement par la calculatrice : 
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- la mise en application du programme calculé, 

- la  poursuite du calcul sans mise à jour des doimées, 

- ou la poursuite du calcul avec mise à jour des données. 

L'hypothèse de l'instantanéité, c 'est-à-dire celle selon laquelle les  

résultats obtenus sont conformes aux données actuelles et immédiate- 

ment applicables, permet une automatisation de la  chaîne mesure-calcul- 

action, qui es t  un idéal vers  lequel on tend aujourd'hui. On s e  reportera 

aux systèmes de commande numérique automatique d'ensembles comp- 

lexes (' 'process control"). Ces calculs dans le temps réel comportent en 

réalité bien des difficultés dont nous ne pouvons parler  ici. 

VI. 4.3 - Calcul Pe'riodique 

Ceci correspond à l'emploi le plus fréquent actuellement. On ne 

possède pas alors forcément un programme prima1 et un programme 

dual réalisables dès le  début du calcul, mais seulement après une phase 

dite d'entrée dans le  domaine. C'est après cette phase qu'il es t  possible 

de calculer tous l es  résultats dont la liste est  donnée en VI. 4. 2 .  

Ceux-ci permettent alors de prendre les  décisions de : 

- poursuivre le  calcul ou de l ' a r rê ter ,  

- d'appliquer le  nouveau programme ou de reporter toute modification 

à une période ultérieure. 

C'est seulement en fonction de cr i tères  financiers que ces décisions 

sont prises, le temps jouant un rôle moins astreignant que dans le cas 

du calcul en temps réel. 

Le bénéfice apporté par rapport au Simplexe dans sa version clas - 
sique peut porter sur  une réduction du coût du calcul en arrêtant celui-ci 

dans l'une des deux circonstances : 

- dès que l'on peut savoir que le programme optimum ne méri tera  pas 
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d'être appliqué (F + P - Ft  inférieur à une certaine limite), 

- ou quand le programme est une approximation suffisante de l'optimum 

(P suffisamment petit). 

VI. 4 .4  - Intérêt 

D'une façon générale, quels que soient les  cri tères appliqués, on 

reconnaîtra l ' intérêt des méthodes permettant d'évaluer constamment 

l 'écart  maximum séparant le programme en cours de l'optimum soit 

F + P - Ft. Ces méthodes sont toutes celles qui consistent à poursui- 

v re  l'amélioration d'un programme prima1 et d'un programme dual simul- 

tanément, et la méthode proposée en est  un exemple. 

Nous proposons d'appeler la méthode que nous avons décrite : 

méthode des programmes logarithmiques. 

VI. 5 - INTERET EVENTUEL DE LA FORME LOGARITHMIQUE 

Le Chercheur Opérationnel et 1'Economiste peuvent trouver un ce r -  

tain intérêt à substituer au problème linéaire un problème logarithmique 

exprimant que l 'on n'est pas disposé à saturer  les  contraintes pour un 

profit t r è s  faible. 

Il faut donc s'attendre à voir, fixé par le formulateur, un objectif 

(q . ) plutôt qu'une simple limite supérieure à l ' e r reur  sur  la  fonction 
l f  

économique A F ,< & = C p 
i 

Et la programmation logarithmique, que nous avons suggérée comme 

base d'une méthode de calcul, mériterait  peut-être d'être étudiée en 

tant que formulation améliorée de certains des problèmes économiques 

traités à l'aide de la programmation linéaire. 



D B  but  

ANNEXE 



- R A P P E L  DE DEFIMTIONS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a . . . . . . . . . .  

. 1.1 Programmation ......................................... 4 

. 1.2 Programmation convexe ................................. 5 
1.3 . Programmation l inéaire  ............................... 6 
. 1.4 Dualité ................................................ 7 

II . . PRINCIPALES METHODES DE CALCUL DES PROGRAMMES 
............................................... LINEAIRES 9 

. . II 1 Généralités ........................................... 9 
....... . . II 2 La  méthode du Simplexe ou méthode de G.B. Dantzig 9 

. . II 2.1 Principe .......................................... 9 . . II 2.2 Méthode du Simplexe proprement dite ................. 10 
. . II 2 .3  Méthode de la matr ice inverse ...................... 11 
. . II 2.4 Méthode duale du Simplexe ......................... 11 

II . 3 . Méthodes intér ieures .................................. 11 

. . II 3.1 Principe .......................................... 11 
II . 3.2 . Méthode de Ragnar Fr isch  (double gradient) ........... 12 
II . 3 . 3  . Méthode par  approximations quadratiques (H . M . Dufour) 12 

............................................ . 11.4 Troncation 13 
. II 5 - Autres méthodes ....................................... 13 

III . . CONDITIONS D'EXECUTION DU CALCUL . QUALITES 
............... DEMANDEES A UNE NOUVELLE METHODE 15 

. . III 1 Position du calcul par  rapport à l 'action . . . . . . . . . . . . . .  15 

. . III 2 Exemple théorique ..................................... 16 
. . ..................... III 3 Les  qualités des méthodes de calcul 1 7  

III . 3.1  . Généralités ....................................... 17 



III . 3 . 2  . Le Simplexe ...................................... 17 

III . 3.2. 1 . .  Qualités ..................................... 17 
III.3.2.2. -Défauts ..................................... 17 

III . 3.3 . Le double gradient ................................ 18 

. III . 3.4 Qualités demandées à une nouvelle méthode ........... 18 

IV . .  THEORIE DE LA METHODE PROPOSEE . . . . . . . . . . . a . . . . . . .  20 

IV.1 . Principe ............................................. 20 
IV . 2 . Problème logarithmique inscrit  dans un problème linéaire 20 

IV . 2.1 . Formulation ....................................... 20 
.......... . . IV 2.2 Construction d'une solution duale réalisable 21 

IV . 3 . Base de l'approximation .............................. 21 

IV . 3.1 . Correspondance entre un vecteur (p.) et un couple de 
1 

programmes réalisables (u.). (x.) ................... 21 
1 1 

IV . 3.2 . Egalité fondamentale ............................... 22 
IV . 3.3 - Calcul d ' e r reur  .................................... 23 

IV . 4 . Interprétation ......................................... 23 

. ....... IV . 4.1 Interprétation économique e t  analyse marginale 23 

. IV . 4.2 Analogie mécanique. potentiel et force ............... 24 

IV . 5 . Propriétés des problèmes linéaires et logarithmiques par 
rapport à l'affinité .................................... 25 

IV.5.1 -Pr inc ipe  de l a  transformation ..................... 25 
. IV . 5.2 Formule de la  transformation envisagée ............. 26 

. . IV 5.3 Propriétés fondamentales .......................... 26 
IV . 5.4 . Problème logarithmique ........................... 27 

V . . ORGANISATION PRATIQUE DU CALCUL 

. . ................. V 1 Le problème de l'optimisation du calcul 28 

. V . 1.1 Forme générale .................................... 28 
. . V 1.2 Difficultés et  objections ........................... 28 

. . V 1.3 Attitude réaliste .................................. 29 

V.2 . Les outils ............................................ 30 

. V 2.1 . Vecteur (P.) ....................................... 30 
V . 2.2 . Problème logarithmique ........................... 30 
V . 2.3 . Conditions d'emploi de ces outils ................... 30 

V . 3 . Application du potentiel logarithmique .................. 31 

. 48 . 



V . 3.1 . Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  31 
V . 3.2 . Formule du pas d'intégration ....................... 32 
V.3.3 -Choix  de k! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  33 

. . ............... V 4 Détermination des paramètres arbi t ra i res  33 

. V . 4.1  Principe .......................................... 33 

. V.4.2  Définition des paramètres angulaires ................ 34 

. V . 4 . 3  Formules générales ................................ 35 
V . 4.4  . Détermination des A et 6 h k  .................... 35 

k 
V . 5 . Organisation du calcul du prima1 et du dual simultanément . . 3 6 

V . 5.1 . Choix de la méthode de calcul du dual ................. 36 
V . 5.2 . Choix des objectifs q ............................. 37 

i 
V . 5.3 . Organigramme .................................... 38 

.............. . V . 6 Condition d'emploi de l a  méthode proposée 39 

............................................ . V.6.1 Départ 39 
. . V 6.2 Solutions multiples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  39 

............... . . V 6.3 Exploration du voisinage de l'optimum 39 

......................... . . V 7 Avantage pour la  mécanisation 39 
. V . 8 Comparaison avec le  Simplexe ........................... 40 

. .  ............................................ VI CONCLUSION 41 

. . VI 1 Résumé des résultats obtenus ......................... 41 
. VI . 2 Problèmes restant à résoudre ......................... 41 

... . . VI 3 Extension possible aux problèmes convexes non linéaires 41 
. ..................... VI.4 Application en liaison avec l'action 42 

VI.4.1 . Généralités ....................................... 42 
. . VI 4 .2  Calcul permanent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  42 
. . .................................. VI 4 .3  Calcul périodique 44 

............................................ VI.4.4 - In té rê t  45 

.............. . . VI 5 Intérêt éventuel de la  forme logarithmique 45 

Annexe . Organigramme ....................................... 46 



REMERCIEMENTS 

Que Monsieur l e  P ro fes seur  R. PALLU de l a  BARRIERE trouve ic i  
l 'expression de ma  profonde gratitude pour avoir accepté d'examiner mon 
étude e t  m 'avoi r  prodigué s e s  conseils.  

J e  r emerc ie  t r è s  vivement Monsieur l e  Professeur  G. POITOU de 
l ' in térêt  qu ' i l  a bien voulu por te r  à mon travai l  et  de la compréhension 
amicale qu'il m ' a  témoignée. 

Je pr ie  L a  Direction Générale d'IBM France ,  particulièrement en l a  
personne de M. J. HERBART, de c ro i r e  à ma sincère reconnaissance pour 
l 'aide qu'elle m ' a  apportée pour l a  réalisation de ce  t ravai l .  

J e  t iens également à expr imer  mes  remerc iements  à : 

- François  GENUYS e t  Jean-Claude HERZ pour leur  assis tance et  
leurs  conseils s i  amicaux qui m'ont été précieux, 

- tous l e s  ingénieurs et techniciens de l 'Institut Européen de Calcul 
Scientifique qui ont directement ou indirectement participé à nos 
expériences et  à nos e s sa i s ,  spécialement Maurice PEUCHOT e t  
NGUYEN TAN, 

- M. L. R. HUBINET qui a apporté toute s a  compétence à l a  mise  
en page e t  à l 'édition de mon travai l ,  

- Melle B. COURGENOUIL qui, pour l a  dactylographie, a montré 
autant de gentillesse que de capacité, 

- Melle D. MENIN pour les  dessins  e t  corrections qu'elle a réa l i sés  
avec talent. 

- enfin à tous m e s  amis  pour l'appui que j 'ai  trouvé dans leur  sympa- 
thie e t  dans leurs  encouragements. 



Propositions données par la Faculté 

MCTHODES DE SIMPLIFICATION DES FONCTIONS 

BOOLEENNES . 

Vu et approuvé 

Lille, le  19 janvier 1961 

Le Doyen de la Faculté des Sciences de Lille, 

H. LEFEBVRE 

Vu et permis d'imprimer 

Liiie, le P 4 awwc ~ ' q b J /  d 
Le Recteur de l'Académie de 

G. DEBEYRE 




