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INTRODUCTION

le princive de causalité qu'on peut énoncer grossierement aingi:
"l'effet ne peut se produire avant la cause", est d'un usage cour-nt dans
les différentes branches de la physique. C'est en vertu de ce principe, par
exemple, qu'on choisit la solution des équations de MAXWELL correspondant au
potentiel retardé, alors qu'on élimine la solution correspondant au potentiel
avance.

Mais c'est seulement a une époque relativement récente qu'on s'est
apergu que ce principe pouvait &tre dans certains problémes plus qu'une bana-
1ité; et fournir entre les différentes grandeurs des relations qu'on appelle
relations de KRAMERS — KRONIG,ou plus souvent (quoique de fagon moins correc-
te) relations de dispersion.

Les relations de KRAMERS - KRONIG Chapltr? §, eq. (11) et (12)
ont été trouvées d'abord par ces auteurs (1) et , comme simple géné-
ralisation de la formule de SELLMEIER (Chap. I eq. (5))

On s'apergut par la suite que ces relations ne dépendaient pas de
la théorie particuliére du phénoméne qui avait permis de les trouver mais
qu'elles étaient simplement une conséquence du principe de causalité.

Des relations analogues ont été alors appliquées a différents do-
maines: théorie des réseaux électriques, théorie des réactions nucléaires,
etc.ss Et depuis environ cing ans, on s'est apercu que la propriété de cau-
salité est une loil générale aussi utile, par exemple, que la loi de conserva-
tion de 1'énergie, en particulier pour 1'étude de domaines ol on sait trés
peu de choses autres que ces lois générales: c'est a dire surtout pour la
théorie des particules élémentaires.

Dans ce travail, nous montrerons d'abord la signification du prin-
cipe de causalité en l'appliquant a quelques exemples élémentaires puis,
nous étudierons le cas de la diffusion de la lumiére en suivant la méthode
de VAN KAMPEN (10) ainsi que le cas de la diffusion de particules non rela-

tivistes (12)

(%) Les nombres entre parenth&ses renvoient & la bibliographie placée 2
la fin de ce travail
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CHAPITRE I ¢ FORMULE DE DISPERSION : CAS DE L'ELECTRON
ELASTIQUEMENT LIE (THEORIE ELECTROMAGNETIQUE
DE LA LUMIERE -~ NOTION DE CAUSALITE

La théorie électromagnétique de la lumiére rend compte de fagon
satisfaisante de nombreux phénomenes se rattachant a la propagation des
ondes lumineuses dans un milieu matériel.

C'est ainsi (1) que dans un diélectrique isotrope, les équations
de MAXWELL admettent des solutions correspondant a des ondes polarisées
rectilignement, se propageant dans la direction O% et @ns lesquelles la
vibration E se réduit a la composante Ey qui a pour équation

ﬁ(,o( E = *_35)

E%: (_,LL (‘)

avec F) E; , constante diélectrique relative pour la fréquence () . Ceci
reste valable dans le cas d'un dlelectrlcue conducteur a condition de rem-
placer & par la constante complexe & o= _ - 2 )6’ T et par suite
l'indice par l'indice complexe v )

? g \) -4 (n"= &)

mtﬁ‘é{'ﬁ‘ -ohy w(t Q{)
£, =08 Mt = Qe -~ Cb 2)

Wz
ou le facteur ~€5 ¢

le milieu conducteur.

on a alors

représente lioffaiblissement de 1'onde dans

En passant a 1°f energle de l'onde, on observera que son expression

contient le facteur 20 - 7
g e = @7 F

ou = ﬁk%gy) est le coefficient d'absorption du milieu

La théorie classique de la dispersion (2) consiste & considérer
les oscillations forcées des électrons, supposés élastiquement liés & un
centre fixe, dans le corps soumis au rayonnement lumineux.

Ecrivons 1'équation du mouvement de 1'électron (on néglige 1'a-
mortissement)
m ¢¥3 E

3
T + k3 - (2)

on en tire -

-~ ek
A=

-m Wl R
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d'ou la vitesse des électrons
- N
Sj__l_)_.,. € , £
dt T R-mw’ P

1'expression du courant électrique total est alors

- 3 N
7.1 DE _ Ne' 2E
— — Y e’ il SRS i
ATESTS b-ma?® ot
(N = nombre d'atomes par unité de volume)
; ry
c T. & 2E .
omme = o
& 3 ) Co e 7 Ne?

l?- mw?

La polarisabilité ?’ se définissant par l'expression du moment

dipolaire du au déplacement d'un eleg}ron

- -3
P-es= ] E
on en. tire Efz.'l -/»4.477—‘/‘\/?'

2 a I d
On a, en posant () :‘é?/nq ( o = fréqurnce propre de 1'électron)
]
(=& 4 [4)
m ‘Q‘)‘?’ (.\:/'/
qui est la polarlsablllte pour un électron dont la fréquence propre est Cd
placé dans un champ de fréquence )

Compte tenu que dans lfatome, il y a plusieurs électrons, on a
_evs A 1471
- ™ W W v
J ”

( AZ représentant le nombre d'électrons par ctome dont la fréquence propre

est CQQ 7

nh1=urNe S Sk (5)
(formule de SELLMEIER) /o /5

La comparaison avec l'expérience montre que cette Hrmule est vala-
ble loin des raies diabsorption (c est--a~dire dans des régions du spectre
ou Cq# @ est notable), du moins en ce qui concerne la forme de l'indice de
réfraction; mais, fi ne peut posséder l'interprétation donnée: cette gran-
deur étant toujours différente d'un entier et généralement inférieure 3 1
(alors qu'elle devrait eprésenter un nombre d'électrons).
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Une interprétation nouvelle était donc nécessaire pour expliquer
ce résultat: elle fut donnée par la théorie quantique de la dispersion, qui
relie f} , non au nombre d'électrons a fréquence propre¢y)  , mais & l'inten-
sité de l'absorption enfd  (3)

On a vu qu'on définissait le coefficient d'absorption du milieu
par CK;: Q,%g g (6) qui est donc fonction de la fréquence.

Ce coefficient est 1ié & l'indice complexe n par (} c'est~a-dire
a la partie imaginaire de l'indice n par 1'équation (eq. 6)

Notons que dans le cas considéré ce coefficient reste pratiquement
nuB dans toute la gamme des fréquences sauf au voisinage d'une fréquence
d'absorption W)  , ou 1l'intensité de l'absorption sera définie par:

W+ Ay
a, = j o () dw
lp-8 Uy
Dans ce cas, la formule de SELLMEIER devient (4)

¢ =< Cgk“~,
\( = I 47% COF — )% (7) ,
Dans le cas ol les résonances sont trop serrées pour &tre considé-
rées séparément (almsi dans le cas des rayons X), la formule (eq. 7) doit
8tre remplacée par la formule plus générale de KRAMERS et KRONIG (4)

K ,
k: _E.. ol(w’) C/C/U/ {g}
2n J - a?

Cétte expression n'a de sens que si on prend pour la singularité

&) ' =&l la "valeur Principale" de l'intégrale, c'est-a-dire
0 W~ & o0
4 7 / /
} Fro'ldw' = f‘ " Feadw’ v | FwYdw
(o o W+€

Cette xpression de 7 ne représente pas, en fait, le coefficient
de p®larisation lui-méme, mais sa partie réelle (on a négligé le terme imagi-
naire dcd,q, du & 1'amortissement dans (eq. 4

))
Clest a dire qu'en fait, %;; ?‘4—4.’7

® e (w)
et clest ;:: _..Sa : T 2 C{W/
\24 W
(4] oo
Par suite de l'expression ¢ e <@ on tire
Acw)= T=1)

Co
Cwj=2 4 20 g (9)
o /2 2
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Notons que jusqu'ici, n'ou n'avons défini ?? et C) que pour

>0

En définissant ces grandeurs pour les valeurs négatives de @/ par

0 (o)== )W)

nous obtenons, au lieu dé (eq. 9) une relation plus simple ¢
+ Q)

(w) = L V9) e (12)

277 VN,

- QO
Un théoréme mathématique (5) permet d'interser cette rmule:
4 Q7
- _4a

/)(0\))*”.?‘“7“}'—/ _E(f_‘”’ Y’ (72)

Zto o)’ - (A

En fait, les relations (eq. 11) et (eq. 12) entre indice de ré-
fraction et coefficient d'absorption peuvent s'obtenir par des considéra-
tions beaucoup plus générales.

Supposons en effet un court train d'ondes, monochromatiques, tom-
bant sur le milieu considéré chaque onde se propage a la vitesse U= C/?}&u
et subit A son passage dans le milieu un certain affaiblissement caractérisé
par le coefficient d!absorption & (€ ) de ce milieu, il en résultera une
modification du train dondes, modification qui dépendra naturellement de
(W ) etde X(€ ), clest-a-dire du milieu considéré.

Mais une condition fondamentale doit &tre a chaque instant véri-
fide: le front du paquet d'ondes ne peut & aucun moment se propager a une
vitesse v supérieure a celle ¢ de la lumiére dans le vide. C'est-a-dire
qu'il faut satisfaire & b condition de causalité que 1'on peut énoncer gros=—
sidrement en disant que "l'effet ne peut se produire avant la cause".

Au331, considérons un milieu d'épaisseur x 1'amp11tude complexe

d'une onde apres son passage A travers l'épaisseur x stécrira:
- Xx cd X

< & & = coefficient d'absorption
N’ = indice de réfraction (réel)

Cette amplitude complexe est donc de la forme

Ltk c ~
& avec K (W] = wg)(&i} -+ IX(WJ«- A Q_‘:ff_))

C
( stuﬂest l'indice de réfraction complexe usuel.}
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Or, le champ incident sur laéface d'entrée étant E, 222222;; N E
b - P
E:‘é(c):ff::.{w)e‘ few ..._?..5/._'___7
3 1a/igrtie, on a @ | . ,/<:;:::;
AR(W) X RGP

e""‘“")lfcaractérisant 1'effet subi par suite de la traversée du milieu de
largeur x.
= -
Or, il est évident qu'on n'observera pas Eg avant que E; n'ait
atteint la face de sortie (propagation 3 v ¢ c) ce ai'on peut mathématique-
ment traduire par

Il

en supposant Ej (t)
alors, Eq (t)

1l

O pour t < 0 (13)
0 pour t< -:';-

ce qui exprime la condition de causalité.

Comme nous allons le voir, il résultera de (eq. 13) des relations
entre partie réelle et partiedmaginaire de>X (ev ),
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CHAPITRE II : NOTION DE CAUSALITE EXPRIMEE SIMPLEMENT
SUR DEUX CAS PARTICULIERS

1 — CAUSALITE ET PROPRIETES DE L!IMPEDANCE D'UN D IPOLE

Considérons la tension aux bornes de la capacité d'un circuit R L C
ANMAA T 7y
R L = Rc L 57 = A

Qe 7

1 | 42 :
C Z=a de _ [ %, pdd, <
] ?4/ ;'//E =L 55 g:’é& + It E (7)

La selution du régime p .ermanent est bien connue. -

Voyons le régime d'établissement: mathématiquement il s'exprimera par la solu=-

tion générale de : .
Ryt =0
dt“’ A V)
solution du type A g?-p t

(Remarque' habituellement, on prend A€ TPt , ici afin d'unlformlser les
conclusions ultérieures, il est préférable de prendre Ag~ p Yo (eqe 17 )

donne 5
[\} p” -Rop+ 1/CZJ ol
__R +\/( R\2 4
2L =-Vi2 1L LC
Le régime sera oscillant si <-;%3 (c'est-3-dire lorsque l'amortis-

sement du circuit est faible)
d'ol: R + )
p::+"2“"‘L-_dCA) =dC()

On remarggera que-bd est complexe, c'est ce qui permet d'écrire le régime
oscillatoire amorti sous la méme forme Q'H*) que le régime permanent

© ——— 1 “
Rk F UL 7 f Y,

d'ou on tire

= : ,
/{j: IO 8"(3[_1’0‘0)0)6 (2)
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Etudions la "fonction de transfert" T, qul relie le signal d'en-
trée (tension ((€7) appliquée) au signal de sortie (tension (s5)) recueillie
aux bornes du condensateur

© =1 ()
,E‘i;: 4 —— f(m)
LQJ “l -LCOUQ—J R(,(U
A Le régime transitoire, c'est-a-dire A # 0 quand € = O correspond
aux poles de ng), ces ﬁales étant donnés par les valeurs @ qui annule~
ront J-LCcw*. ;"R Ced (c'est-a-dire, i un facteur prés, 1‘'impédance to-
tale du circuit). R

VR &)
CU' s c;vgg_ + 6

Ces poles sont:
"= "Jﬁ - Cdg
2L
Autrement dit, dans le plan complexe (CL)}, les deux PSles de%fkﬁ&
sont situés dans le demi~plan inférieur, ‘

AN Et 1l ne saurait y en avoir dans le demi plan
-, + Wy supérieur csr dans ce cas le facteur
: | > e : ,
| décrolissant seralt remplacé par
\‘ R + R/zz &
» 2L | ) < c'est & dire cr .oissant exponen-
(W ¥ —h - ¥ tiellement, ce gul est physiquement absurde,

i
La fonction ifﬂgy;_;zj]§;;;;;§5k)est donc analytique dans le demi
plan complexe supérieur (n'y posséde aucune singularité).

Par conséquent, on peut lui appliquer la formule de Cauchy en
choisissant le domaine limité par la figure ci-dessous: & savoir un demi-
cercle centré sur l'origine et dont le diamétre est porté par 1l'axe réel,
Si &) est un point intérieur a ce domaine

A
. 0 4 f(w/) d e’
)= =, —
X W ! 274 o
N Z.
- Fd
>

Comme la contribution due au demi-cercle est nulle lorsque R—
(1'intégrant tend suffisamment vite vers O par suite de la présente de C(y¥
au dénominateug)



il reste alors +00
£ w') /
7f)[cu):: ——é j/w v (L’)
,{9£f 60/"’6'0
- O
/

avec U7 péel

Pour rendre cette formule utilisable pratiquement on doit amener
la variable complexe {4} sur llaxe réel,

Dans ce cas, l'intégrant comportant une singularité pour C¢
il est nécessaire de prendre la valeur principale de l'intégrale pour W= Cd
ce qui, dans ce cas, nous améne a écrire (7)

S
R f,L/
Lew)= 4 FT (5)
ATT cow |
— Az y
avec ¢() et Q)/ réels, /7£ = valeur principale prise pour <&J’ = cd)

Avec7t9(CU ) = /Té7f?aU +.L ak%fzad on a ainsi
24
Z(af) /
/?@ 7//150}"' = 7[ ‘/
"‘m'/au - ) (6)
< 7 ep !
/M//@/f*:’f 7L Ke (w dew”’
Clest-a-dire des relations entre partie réelle et partie imaginaire de la

fonction de transfert, identiques & celles issues de la formule de SELLMEIER
dans le chapitre I,

-~ wt
~Ee‘j

Si le signal d'entrée est 81nuso1dal, il s'éerit €7

soit sous forme réelle E() = 2 /t;( éf é?;dUC)

Si &e signal n'est plus sinusoidal, on peut le considérer comme
étant constitué par la superposition df un npmbre infini de termes élémentai-
res sinusoidaux de la forme E few) €: fen)

20 o

soit Flr)= 2 Ke Ecy) e (7)

O
En définissant <f?_gqj pour U >0 pr la relation

Clew= & w) ¢ o
/E(’f}: / gmdg’(’“(v/w,‘./ 5(60)( ',/w/
[/ gea) e’ C’af#/ srae " )
diou [ /CU p( )(,/Jc/a)fo/ ?’(C{))G;/ &;:/Cuj

E¢) = /Effou)e “l (7)

alors
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Si on écrit de méme la sortie

5() / w (G“)) € Q/l‘-’ avec ﬁa_x) - S ¥( CU)
alors, on a Q;k(zi):: éfﬂqju) . 45?(215)

+a2 et par suite
S = / £y fmje o/éu (9)

I1 résulte alors de (eq. 8) et de la propriété analogue pour S ( &J) que
L)z Fw)
soit alors F (& ) et G (&) 1es transformées de Fourier de.fg(éu ) etéz

é’i('a))..,l/(; / HKJE/:)/(O }(/ °
F)= = / ) 't

Le théoréme de convolutlon donne alors s

St = / Ew) freye’ = [ EE). FE-E)IE @)
-0
Autrement d1t la sortie est bien exprimée par deux formes:

Joo
c{/ ~/2709{%b)€ (avec la condition _;?(51} ) analytique dans

le demi-plan complexe supérieur)

WPy 4
/ﬂ") /t/t-//?f'()('/é" (necessitant F (£ &’ } = 0 pour 0 N
c'est-a-dire qu'on ne pourra pas observer de signal de sortie

avant l'application du signal d'entrée : condition qui exprime
la causalité du phénoméne).

§-2 PROPRTETES D'UN CONDENSATEUR

Soit un condensateur a capacité géométrique Co, le fonctionne-
ment idéal serait tel que: . -
K qE) = G U

ce qui ne correspond pas a la réalité, ceci étant nettement appréciable lors=—
qu'on a affaire a des courantsemapidement variables. En effet, dans ce cas, on
observd un pkénoméne dthystérésis : autrement dit, <7( ¢ ) dépend non seu-
lement de la tension L}(f’) appliquée a l‘lnstant considéré # mais aussi
des U (¢7 ) appliquées aventcet instant.

En résumé, on a

f/(U S G L) 4 ELIE) + G U (G )+
ou mieux g(t) = G Ut + / G(gj LbE)dr (/2)
Y
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G (&) étant la fonction de "relaxation"
Notons que la condition physique est trés

'(; nette icis
C
L
P30 ~ G (é) = 0 pour C< 0, c'est-3-dire pour
£ & 3 & e’
(ez) (k-2 ¢ <o

(autremen% dit= le condensateur n'a pas un comportement qui dépend de ce qu'il
va subir, mals seulement de ce qu'il a subi).

Cette condition exprime la eausalité,

Wl 10 LY / Gle-&) L4

et puisque G (é C) O pour C'> C , on peut écrire
I - QO’U@ /I('(c—zf Jﬁf/““’ (73)

Ep appliquant la tension "échelon unlhe ’au condensateur en ques=
tion, on a

exemple:

S 1 pour €59

u(é) =

= (fig 2) ,0n o efers dé/ J ()
LOpour €40

70

" 1= Ay [ Gl fc?ff?")v‘ GO Y

exprime le comportement 1nd1que par la figure b
N U((‘) fn (t)
. Samaaaee = S TR

;PCg.CQ 9ﬁ£7 b

’ > () —>

NotonsqueG(t- Cl)-—a 0 guand C = é-é—*& a0

Aussi, dans l'expression de I (ér) , G (C’-é/) représente le courant
anormal du 2 1"hystérésis" diélectrique qui traveise le condensateur quand
on lui applique la tension "échelon Unité",

Intéressons nous seulement & la partie "anormdle" de ce courant,

soit
1 (&) /G(C‘ (‘)aé//éjd( (15)
, Zao
avec (=¢ = et QULEr) )(//-g}on a:
e e &
1(€6) s /G () x (-2 )dc (151)
“eo

avec G (&) =0 pour < 0
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Le passage a la variable (¢ , fréquence de la tension appliquée,

se fera tout 51mplement a l'aide des transformées de Fourier (11)
ity

N e
C((U) = / @) e C,/é idem  pour Z(ew) ek A(w)

8

Pt
d'ol I(w) = er) X Cw)

c'est-3~dire un courant oscillant dont l’amplltude est égale au produit de

1
1 aTBEItUde du champ appliqué par /’C;(GQJ/

(w) permet ainsi d'exprimer sous une forme simple 1l'intensité du courant
anormal, mais sa transformée G ( & ) n'est pas une fonction quelconque,
elle doit satisfaire la condition

Gr(z)=0 pour <o

Exprimons donc cette condition, en utilisant le théoréme de
Titschmarsch : (5)

N
- Les quatre énoncés suivants relatifs a une fonction (& ( €7 ) sont équi=
valents.

1) La transformée de Fourier de G (€O ) vérifie la relation
“ G ( t ) = O pour & {0

2) G (€W ) posséde un prolongement holomorphe dans la moitié suk
périeure du plan complexe, gqui vérifie:

Py

Sy - L ) TEC) gy (T >o)
Cl/ %) -

3) Les parties reelle et 1mag1nalre sont liées par

A
e [ Gru)= CImLGedd (avec (e 2éel)
77 Ly G - (L
4) Les parties 1mag1na1re et réelle sont lides par

A G (u)d

jf)’)[&(//’}]:*"f E—L‘:“}‘(""C/w (avec L{ réel)
T by -

Pour pouvoir l'utiliser, encore faut-il introduire les fréquences

complexes co  (11)

¢l = b +-Y~ ; ce qui ne change rien au_cas ou '1”9>0 ) , au con-

tralre cela augmente la convergence de~A
’ J 9 K= [ Gl €

par suite de l'apparition de & au cas ou c—>cp , et au cas
£<0O cela ne géne pas non plus, car G ( & ) =

A
Cecipermet d'étendre la définition de G (€« ) & tout le @mi-plan
complexe supérieur, ol elle converge uniformément, c'est-a-dire qu'elle y est
holomorphe ()
(x) note: on s'est peu soucié des propriétés mathématiques nécessaires 2
G ( t’) pour pouvoir opérer de la sorte en utilisant le théoréme de
Tltschmarsch’pour cela il faut que ]# /G}Q)}Z@/f” existe et reste finie.,

Dans ce cas, ceci est Eien vérifié, coa,exprlme que lténergie totale est
finiee.
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La condition,;:i\e causalité G (Z ) = 0 pour ¢ O est donc identi-
que A la propriété qu'a’G (W) ) de posséder an prolongement analytique holo-
morphe dans le demi-plan complexe supérieur,

. ~
Si on integre G (&) suivant CAq%yY, le long du contour figuré

ci-dessous, on a +
, 2( ‘:mc Rw / eni Cu=

TN

Pas
or, comme G (€U )—> O quand 7>y
(3 cause de e-v vt

~ 1'intégrale _Jf (; G0 Heo 0

CeJ- !L/
et alors,
G(W- / ((W)C/a) (16) avec & ) _réel
ZTT{' R CL)»
Si on fait tendre alors Wvers l'axe réel (sens physique de la
fréquence), Y-»¢ et on aura une singularité pour ¢J= At , d'ou nécessité

de prendre la valeur principale de 1l'intégrale.

Comme on passe de nouveau au dessous du point Lt , on obtient
la moitié du résidu en ce point, plus 1l'intégrale étendue au reste de l'axe

réel (7) v A
Lecd] /
G(a) = @{l) + /w —E—g-_%dcu (a),aéﬁf)

d'ou, en séparant les parties réelle et imaginaire, ou trouve:

Re [Guf] = 7 )7 InlGealde
j ’CD o U=

]’7’7[(7’/&)/ 4 f’:[é ey ] dev avec #t) réel

E = (L
clest=a~-dire les ”relatlons de dispersion" habituelles.

(6 bis)

- En somme, bien que les deux exemples étudiés soient élémentaires, ils con-
tiennent l'essentiel de @ que lbon trouve par ll'application de la condition
de causalité, c'est-a-dire:

Considérant une cause et un effet, liés entre eux par une relation
linéaire, % la condition de causalité exprime que l'effet ne peut &tre influ-
encé par le comportement de la cause aux temps ultérieurs;

- en écrivant ceci en fonction du temps é’, on obtient une condition de for-
me trés simple

- en l'écrivant par contre en fonction de la fréquence ¢) considérée comme
variable, la condition s'exprime par des propriétés analytiques de la fonction
"admittance" (pour des fréquences complexes), et on obtiendra les relations
entre partie réelle et partie imaginaire de cette fonction, par l'intermé-
diaire d'une intégrale portant sur les fréquences réelles,



CHAPITRE III - DIFFUSION D*UN CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Etudions la diffusion d'un champ électromagnétique par un centre
fixe supposé sphérique et de dimension finie.

Si nous représentons l'onde incidente par une grandeur A, 1l'onde
diffusée par une grandeur B, ces deux grandeurs sont reliées par une rela-
tion qui exprime l'effet de la diffusion:

B = S.Ae
"S" est appelée matrice de diffusion

Nous allons étudier les propriétés de S qui résultent de la condi-
tion de causalité appliquée au champ électromegnétique:

En représentant le champ electromagnethue par le vecteur complexe
ey
F=E+A H (1)

‘—p

~> bl i
F peut s'écrire F (33 t) = L'Rot +-§ (ééfj] rot ('? u (52 t X) (2)

ou u représente le potentiel complexe, solution de 1'équation
Au—- 4/&.&:0 (3)

La solution agymptotique de (eqa (3)) est une superposition d'ondes multipo-
laires:

r ~P et
L (n8/pe) = QZ(@ / { el LM’( Y /W’}.,._,. € Jk @)

LPr Lm LR/
(1> ) VZf’ (r1) 4 "

»Cbr

qui est une superposition d'ondes entrates ( ) et d'ondes sortantes

( {aﬂP«L ﬁ))

Notons que les expressions

/t SE(S) et //8 4/ 7 (€)
iﬁm)/ () © i;%’@7jm

représentent les énergies "entrante" et "sortante"

Af et B m seront reliés par une melation exprimant les proprié-

tés de la diffusion et dont la forme générale peut &tre donnée par

Ly’
8, Fle > ST A, ()

7
//m
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Mais , comme le centre diffuseur posséde la symétrie sphérique, par
sulite de la conservation du moment cinétique, cette relation va se réduire a:

2, (=5 s (k)  (®

'
soit, en faisant disparaitre les indices:

B (k) =5 (k) « A (k) (9)

-7 -2
De méme par suite des propriétés de E et de H dans une réflexion, on
obtient la relation:

5, (=% =Sf&(k) (10)

Nous supposerons qu'il n'y a pas de phénoménes d'absorption, pa
puissance diffusée est donc égale a la puissance incidente, c'est-a{dire,
d'apres (equ 6)

A0

L 7 a2 , . 2

ué'//?) - -

Cela exprime que la matrice S est unitaire, c'est-a-dire, comme S
se réduit & une fonction S (k)

s (k). % (k) = 1 (13)

Ceci précisé, étudions les propriétés de la fonction S, qui résul-
tent de la condition de caugalité,

Considérons une onde incidente d 'amplitude unité:
A (k). A% (k) =1 (14)

en posant A% (k) = A (=k) (15)

on permet l'éxtension aux valeurs k <' 0

Le diffuseur, d'apres ce que nous avons dit & une dimension finiej
en dehors de la région qu'il oscupe, les équations du champ libre (eq. (2) et
(3) ) sont valables.

Supposons le diffuseur sphérique de rayon (1. ; Si on a un paquet
d'ondes entrantes rigoureusement nul, pour tout . C<’[3 en un point My a
grende distance ., du diffuseur, les ondes sortantes n'existeront pas avant
que le paquet inci&%nt nfait atteint le diffuseur, c'est-a-dire avant 1l'ins-

tant ,{7;JA; " 4@::QL c'est--a-dire avant gue les ondes sortantes ne pour—
C - :
ront atteindre le point My avant l'instant - é& + :gL_Fz + da-t
< c

De l1a résulte évidemment une condition pour la matrice S: c'est la condition
de causalité basée, répétons-le, sur le fait que le pacuet d'ondes ne peut

i

se propager a une vitesse > supérieure d celle C de la lumilre.
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On évitera les complications methématvicucs en commgngant par pren-
dre@ = 0 (le centre diffuseur est réduit & un point). Par suite, 1l'onde
entrante étant nulle pour _¢t¢- 72 , l'onde sortante le sera pour tout C{g

=

Autrement,dit, cela entratne que A (l{ ) sera transbrmée de Fourier
d'une fonction qui est nulle pour les valeurs négatives de son argument

,t‘+cﬁ . (f[(eq. 4) ]

Par suite du théordme de TITSCHMARCH, A (£) posséde un prolonge-
ment analytique régulier dans le demi-plan supérieur complexe des £ : En
effet, TITSCHMARCH démontre que,

% la condition nécessaire et suffisante pour que A ( 43 ), définie
de ( - @O & +¢ ), de carré ommable, soit la transformée de Fourier d'une
fonction nulle pour les valeurs négatives de son argument, est l'existance
d'une fonction analytique A (A de A=A + () vpour ¥ > O et possé-
dant les propriétés suivantes:

1) A (,4’ + A ) —> A ( é ) lorsque ¥— o pour toute valeur
de XK
2) A (}y_) est régulidre pour tout 52} 0

+ 0
3) 4[A (R +cCl ) Yzéﬁi est bornde pour tout 2,(>/ 0

Mais B ( & ) est également développable en intégrale de Fourier, et
de carré sommable; on a fu par ailleurs que la condition de causalité impo-
sait 2 1'onde diffusée d'8tre nulle pour tout &< 2, clest 3 dire que

B ( é ) est transformée de Fourier d'une fonction nulle pour les valeurs
négatives de son argument, donc que B ( A? ) est également une fonction
régulieére dans le demi-plan complexe supérieur des

mavwu B(E)=s(A).a(#) (9)

s ( )\ ) est donc une fohction telle que si A (;\ ) est ré :
re dans I+ (c'est a dire le &émi-plan complexe supérieur), B CA~) =85 OA ),F\
=)
est également réguliére dans I+ ; clest & dire que S ( )\ ) doit elle-méthe
8tre réguliere dans I,

Et quend 5f—er 0, comme A ()\).,:7 A (Ké ) et
B(XN)_5 B (L) , on a:
S (,X ) —> S (f? ) lorsque {§ —> O (16)

Si on prend alors S ( & +({J ) =E ( R -Lb/)j * =1 (17),
ceci étant permis par suite de (eq. 13), on pouTra aussi éterndre la di'“ini-
tion de S a I (c'est a dire, avec la convention faite: le demi-plan com=
plexe inférieur ¥ )

L'application de la 3&me propriété du théoréme de TITSCHMARCH mon-
tre que S ( A ) est bor néadans I, ; mais, ceci peut &tre aussi montré
. +
directement (10)
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Et 1'on aboutit ainsi & , S (>\ )I <; 1, pour )\ pris dans I .
En associant ceci 3 (eq. 17). on obtient les conclusions suivantes conces-
nant S ( \ ) GD

s ( \ ) est une fonction mdromorphe, qui applique 1'axe réel sur
le cercle unité, le deim~plan supérieur & l'intérieur de ce cercle, et le
demi-plan inférieur a l'extérieur de ce cercle, l‘axe imaginaire étant appli-
qué sur l'axe réel: N

S

5

c*

W

Il n'y a, avons nous dit, aucun pSle de S ( %‘) dans I+. Cherchons
3 développer S ( A ) sous forme d'un produit de plusieurs facteurs qui indi-
queront les zéros de la fonction:

soit ___/\ v =Ky _Hr'i) R)O les zéros de S ( N ) dans

I+ s par suite de (eq. 17), les pbles seront donnés par__’\b et donc situés
dans I

On forme donc le produit

‘r“*” - */\v
. (21)
Y A~ «P\v

qui rassemble tous les zéros et tous les pdles de S ( >\ )

S (;\ ) est donc le produit de (eq. 21) par un facteur qui n'a
ni zéros, ni pSles. On peut montrer que ce facteur est & Exp [- @LQ(,\_[
avec X £ O, ce qui nous donne:

S(A)=" "“WTTA -/ o

MalsparsmtedeS(é) 5% (/?)etS /'\') §(/?)
Les zéros Ay sont symétriques par rapport a l'axe 1mag1na1re- Si Ap est
un zéro du ler quadrant, alors (-

est yn zéro du 2nd quadrant et 4f (2on }/\
A—h et -/L sont des pdles _ wrr\__ff___'_ ""‘“1(/\5(26{’-0)
dans I . . ,

- - | XL

: i . m
Si de plus il y a des zéros sur

1'axe imaginaire qu'on noterall,
on auraddrs l'expression plus
précise de (eq. 22)

N
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On notera que dans le cas dfun diffuseur de rayon " ¢ " fini
mais non nul, on trouve un résultat analogue avec ©X<£ ¢r.

Dans cette expression (eq. 23), on peut montrer que les produits
infinis sont convergents,

Mais voyons plutdt la signification physique de ce que les déve-
loppements mathématiques ont amené.

On connait l‘expression de la section efficace de diffusion
JOVEP (.?w// | A= S(&) )¢ (%)

Nous allons montrer qu'a chaque zéro /1,3 (auquel correspond un
pdle Ak ), correspond un niveau de résonance. Ceci se vérifie faci lement
lorsque les distances /; a l'axe réel sont petites par :apport aux distan-
ces mutuelles des Zros, et si la longueur d'onde de la résonance est beau-
coup plus grande gue le rayon du centre diffuseur: (c'est & dire, XK £ 277
pour le zéro con51dere). On mura aussi a prendre le signe + dans (eq. 23)
étant donné que S (0) =

Dans ces condltJons, au voisinage de K|, , on aura

s L?) g é? ‘A no_ Fg ‘<rﬂ* (fq
E"'/Ln g;“Kﬂ-F(,q

c'est & dire, en reportant dans (eq. 24)

6\(/5)~ ::;r /Pg*djmtr\n) Fz

c'est 4 dire la formule ordinaire concernant la résonance d'un niveau,

o)

(TféJ

Des complications surviennent lorsque les zéros sont rapprochés
{par rapport 3 leur distance & 1'axe 1éel). Ceci se traduisant par des in-
terférences qui auront pour effet de donner un "fond" sur lequel se distin-
gue ront des rales plus intenses.

Dans le cas ou les fréquences seront égales on aura de m''e une
raie large au milieu de laquelle manquera une raie trés fine.

I1 est particuliérement remarguable gue des formules telles que
(eq. 25), ou les généralisations de (eq. 25) dans le ces de plusieurs niveaux,
s'obtiennent comme conséquences, non d'hypothéses particuliéres sur le mécg-
nisme de la diffusion, mais de la seule concdition de causalité appliquée 2a
un diffuseur de rayon fin’,

Dans ce chapitre, toutes les consdquences de la condition de cau-
salité ont été établies en termes de fonctions analytiques., Mals on peut
les traduire également en s'ddressant a la théorie des transformées de
HILBERT, par des relations qui ne font intervenir que les valeurs réelles

de 7%
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/
si, prenons ; €n ce @s, Al and (A
(ofargh (”l;us ’ /3>D< S(Nsvquend (Al — o

En appliquant le théoreme de CAUCHY au domaine formé par un demi
cercle dont le diamétre est porté par liaxe réel, on trouve:

243 P 9k y
¢’ Si= zm g f JR (2¢)
-~ ' avec“ié réel)

qul exprime S ( }\ ) ( pour )\ complexe) en fonction de S ( gg) y permet-
tant donc de calculer S (/ ) & partir de résultats expérimentaux.

Si dans (eq. 26), on fait tendre)\ 2é+ {0' vers 1? (c'est & dire
la partie 1mag1na1rea -0), le zéro du dénominateur va tendre vers 1'axe
réel et il faudra prendre alors la valeur principale de (eq. 26) Cémpte tenu
de la contribution du cemi-résidu en ce point, on obtient

<°/£/4 f\’ 4 va Q ﬁ 'gfj(/éy /
SCR) = dE" ©7)
T, R

expression dont la validité est, non ®ulement, nécessaire mais suffisante,
pour que la diffusion soit causale & liextérieur de la sphdre de rayon "¢ ".

23k

Pour un diffuseur ponctuel, le terme € ~/ n'intervient pas,

S ( M) étant bornée dans I, . on peut appliquer le théorsgme de CAUCHY 3
S E P

fonction qui posséde un pdle pour )N =0 et donne donc au lieu

A de (eqe 26) +
SN o ]z Sco)’ S
AT Teml ] el 24
puis en faisant tendre A verggl axe reel on obw#ient:
s () -5 (0= X / Sca)da’
clest a dire »—CD 7,9 /}5" / e
“ oAb R SCE,0
7/7} 5(/2)-— /// /c, )fé}"/é/ é//é 7 7
1,/4 7 g{}f‘“ 5ﬂ

~ ~ , opL Stk

R SCh) - Seye 2t / T S
77 Y ile = £

équations analogues a la relation (eqc 9) du chapitre I et 3 la relation

inverse qui exprime f? en fonction de %? °
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CHAPITRE IV : DIFFUSION DE PARTICULES.
NOTICON DE SECTION EFFICACE ET D'AMPLITUDE DE DIFFUSION

.

1) Rappel de la définition des principales grandeurs

Pour réaliser une expérience de diffusion, on dspose d'un faisceau
incident de particules d'intensité N connue (par exemple, s'il s'agit d'élec-
trons, la dentisé de courant- = Ne N étant le nombre d'électrons pas~
sant par 1'unité de surface par secondes.

Ce faisceau incident frappe une cible donnée ﬁ\
’x T X2 s dA

— \i’] &

-7 i e

B d5 —

La connaissance de d N, nombre de particules diffusdes par unité
de temps dans la direction 63 , et celle de N nombre & particules incidentes
permet d'étudier la diffusiondes particules B par les particules A consti-
tuant la cible: on peut étudier ainsi la répartition angulaire des particu-
les diffusées (mais on peut aussi, si les chocs ne sont pas élastiques, étu-—
dier la répartition énergétique de ces particules diffusédes, partant d'un
faisceau incident monocinetique.)

Soit ¢d N le nombre de particules traversant par seconde 1'élément
de surface ¢]d placé perpendiculairement & la direction dterminée par
1'angle £ par rapport & la direction du faisceau incident

dN:N.q(e,(P)% =Nq(6,ﬁP)dD_ (1)

ce nombre dépend
- du nombre de particules incidentes.

- d'un facteur fonction de la direction de la diffusion

La grandeur ((alcf)(ﬁufl‘ est appelée section efficace différen-
tielle de diffusion: elle a les dimensions d'une aire: en effet, des N par-
ticules incidentes traversant un élément de surface d § = ¥, une partie
d N seulement se trouvera dans la direction de diffusion considérée: ce

seront les particules qui traverseront une
d\§—>/\/’pm/ portion de surface égale 3 Q ( f:)/ ¢ Yl L
‘qui sera par exemple un anneau:

La quantité Q = q (éﬁ,qﬁ )CZJZ (1¢) est la section efficace to-

(¥
tale de diffusion deg-particules,
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On se limite au cas de la diffusion élastique: la particule inci-
dente B et la particule cible A sont dans le méme état interne avant et
aprés le choc; il y a donc conservation de 1'énercie cinétique. En particu-
lier, si on suppose A fixe, l'énergie cinétique de B sera la méme avant et
aprés le choc, et nous considérerons que B a subi une dlffu81on par un cen-
tre de force, caractérisé par l'énergie potentielle U (.& ) (Si on veut
tenir compte du mouvement de A, on obtient un résultat analogue, en se pla=-
gant dans le systéme du centre de grav1te, car l'énergie potentielle ne dé-
pend que de la distance mutuelle 7 de A 3 B ) (13)

La fonction d'onde yu de la particule B devra satisfaire & 1'é-

gquation B ggi 72, ;”w-“ U(/ﬁ) \‘W‘: E ;ﬂ— (2)
¥y 2 - oY,
ou :;7,2 'Sbf;# zg ?ﬂ — »/(A;) EZ) CQ }

£ _ _pP*t
V()?,} = ‘ﬁ fé. f&

Dans le cas ou U = 0, (particule 11bre), on sait que (2 admet
la solution

qif”’“ uaﬁig
o — Cj & si 1'axe~§, est la direction & propagation.

Les solutions de (2') seront de la forme @ 2¥)+~%XL « Elles
sont nombreuses si 1l'on considére le prcbléme sous 1! aspect purement mathé-
matique, mais ici, des limitations importantes interviendront par suite de
1'aspect physique du probléme.

La forme mathénatique retenue pour 1l'onde incidente représente une
onde plane a laquelle il faudra ajouter une onde diffusée «( , qui se présente
comme une onde sphérique issue de A (ceci aux grandes distances .4 par rapport
aur dimensions de A)

L'onde diffusée a donc un comportement asymptotique de la forme

AL[JZ &) = 7{(/9) é ol f( 6 ) est 1'ampli-
tude de diffusion

D'ol la forme asymptotique de la soclution de (2')
- ,_ A’E/‘z
(70 - exé’z 4 f[é)) i (3)

Or, on sait que ’Z%rff donne la Probabilité de présence de la
particule dans < €
alors,
le courant incident (flux de particules incidentes) est

N= Jz = 1/'/%/2':
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Le courant de particules diffusées est

o = 4)"//{(,/?"",: 2| 7%@ / z
d'ou d/\/ = U/L Jd5 = ?J‘/é,{_gjfzc/é = /z)/f/((“))/zc/\fl
I et (4)

D'ou, il ressort que la section efficace ®ra comfe si 1l'on coinait
1'amplitude de diffusion, et réciproquement, la connaissance de la section
efficace fournira des indications sur l'amplitude de diffusion

Le centre diffuseur étant représenté par un potentiel central, il
Yy a conservation du moment cinétique au cours de la diffusion., C'est a dire
que si la particule incidente a un moment cinétique £ et une projection du
moment cindtique sur OZ égale & 7 (en unités £ ), la particule diffusée
a Z
aura les mémes valeurs de C}ﬁ) et /ﬂbg

En particulier, si ¥ est la direction de l'onde incidente, on aura
Mm=0 , donc s'écrira comme superposition d'ondes correspondant aux
différentes valeurs de ‘42 (etax M= 0)

o
QJ: > ¢ Ruw LFlwsg)
tz0 £ £ <

développement dont chaqye terme s'~ppelle une onde partielle.

Si nous portons ces résultats dans l'équation de Schrdinger, en

écrivant pour la partie radiale /Q) It
0= Ak

nous obtenons pour é{f 1'équation

pﬁ%# [{‘—, {f{;fj]}} = \//4.).2;

Comme V (/2 ) — 0 lorsque }¢.ﬁ5:a91a forme asymptotique de la solution
de cette équation peut s'écrire

(jé: G Am/ﬁfa-ézir% '&;) (4/,)

- D'autre part, nous avons écrit (eq. 3) ol la forme asymptotique
de est séparée en deux termes, qui correspondent a l'onde incidente et
a l'onde diffusée.

Ltamplitude de diffusion peut s'écrire sous la Drme

o). = £ Rlcs6)
! € { 2E
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qui fait apparaitre les différentes valeurs du moment cinétique. L'onde inci-
dente peut, elle aussi, &tre développée en fonctions propres du moment ciné-
tique gy

A"é2,~ €x/‘f*c(oz\() >~(2€+4 }(é’/c | (cm{))

ou 4j. est la fonction de Bessel sphérique d'ordre,/f « En portant ls«s deux
derni€res équations dans (eq. 3), on obtient: b
” /?

Ve S {1t ‘?

V/cﬁfa f

Lorsque4ﬁ > 00 g (kVZ prend la forme asymptotique:

g (/ir) v oun (ki-tF)

-2 {0 /2,
donc prend 1(:2 forme asymptotjgt:ei( {/ -»‘Lé,i 4_{_{.? ,{nf éﬂé}t)
(%) - 5— P(fmé) / € _ /é«ﬂu}&“ +77f9
hoa t ik 2 En € g(ﬁtj

/

Alors que la solution (eq. 4) donnée par 1'étude générale de 1'é-
quation de Schrddinger prend la forme

)"’ 'LA)? A-—P4_(9 -/{-AQ ,4.,4,._8._4/7
g ) (, 13((04( 9) { e
toe 7

En comparant lces deux expregsions, on obtient
~..(f' ‘(WZ
Zf(;? (2?ﬁ+’ﬁ)62

21
) i i - :(&%//)/e ﬁj?
4 C e ‘ - (ope1)g s f Z;

ctest a dire

77”(6 A (QJ’M) /Q //‘ﬂ /7; P (s 6) (5)]l

en fonction des déphasages, la section efficace totale

est donnée par Q _ /C/ (ﬁ) ijz
Q = ‘/7‘" > [@¢+1) 0y (5]
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- Remarque importante:

En comparant l'onde partielle de moment cinétique 4? , avec la
composante de l'onde plane ¢* 7 correspondant au méme moment cinétique,

on as:
(20eq) [ tkr 2 ke
e s e O
Y23 € * € €
et Al /E‘/( /’»‘A"}C

esa) [ 5, e
2080 Z 2

Clest a dire, la mBme superp051tlon d'ondes “rentrantes“ e
mais, pour 1'onde diffusée, la composante 'sortante est'affectée du coeffi-
cient © 2'%¢ . Autrement dit, l'effet & la diffssion consiste en un dépha-
sage de chagque onde partielle sortante

En résumé, si :
q)* est 1'onde sortante en l'absence d'interactions (V = 0)
y/*' 1'onde diffusée

217 + ik

on a, * = L4 - Si on considéere les 99' comme les com=-
& e ‘

posantes d un ”vecteur” 9)*, on peut écrire SLX+ - 6?2@; ?D'*

ou encore:

P9 @

ol S est appelé opérateur de diffusion (matrice de diffusion)

6 2) LA DETERMINATION DE L'AMPLITUDE DE DIFFUSION A PARTIR DE RESULTATS
EXPERIMENTAUX.

é} est donné par l'expérience, par suite, on connait le module de l'ampli-
tude & diffusion.

Il semblerait que 1l'argument de.f>reste entiérement indéterminé.
En fait, il n'e#t est pas ainsi, car le fait que l'amplitude est de la Hrme
(eq. 5) (ou, encore le fait que S est une matrice unltalre), impose a l'ar-
gument de certaines conditions. Par exemple, dans le cas de l'amplitude
de diffusion en avant, ij (0) , on voit facilement que la partie imaginaire
de #{ O) est 1lide & la section efficace totale:

i 0
.}&(o): E’ 2€+1 31n!’} é (1) e 4 comme_fi(1)=1

Im ,f |>(2 £ +1) sin? !’) Or, on a vu (eq. 5')
que:
6;.( B) = EJT‘> (2~i. +1) sin? 5)\ ce qui fait qu'on a simple-
t hl = { ment

= LT Im foo
(Relation de Bohr - Peierls - Placzek) | éat‘“ ];— Am )
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Cette relation établie ici simplement n'est rien d'autre que 1'ex-
pression du héoréme optigue, que nous aurions pu établir & la fin du
Chap . Io

En effet, on sait que dans un milieu, la réfraction et 1'absorption
résultent de la diffusion multiple de la lumidre par les atomes. Considérons
donc  (11) une onde plane incidente d'amplitude @ 'R%¥ glidtraverse une couche
d'épaisseur faible x de matiére d'indice complexe Q . L'amplitude aprés la
traversée de cette couche est

L A{ D=~ ‘, ‘J - :
ALz eb‘23 c (2-4) J&%fu €“‘}' [4+4(Q‘4)h)‘1 &)

D'autre part, d'un point de vue microscopicque, l'onde résulte de
la superposition de lbnde incidente et de toutes les "ondelettes". diffusées
par les différents atomes. S'il y a N atomes par unité de volume, on a donc

Iy ea
, e, [ € ") NxdS
\\\\\677\\‘\\ , 4 -

L: ik,
2 ’ J ek + 2 Nx J e” b (Arfmg)c'/z

VA

L — I —7

v
éﬁq}>-1 donc € varie beaucoup plus rapidement que #? , et par suite, on
peut a une bonne approximation sortir de 1l'intégrale=

AL?’gfhz+.2Whhc¥To)Jq%3Qbrcbt
(k3 oo N o
N c2u N o
- e A+ A SN £0).x 9)
e s 2 a]

La comparaison des deux «pressions (eq.8) et (eq.g) donne:

Nt - 20N £ (0) (10)

= kZ_
soit N -1 =N 3;—'27 e [fmﬂ (11)
X =N % In [f(o}j (12)

Dtautre part, 1l'absorption résulte de l'action des centres indivi-

duels, donc

et la comparaison des (eq.12) et (eq.13) donne le "théoréme optique" (eq. 7)

Dans le cas de la diffusion en avant, le théoréme optique permet
donc de déterminer sans ambiguité la partie imaginaire de l'amplitude deé dif=-
fusion. Comme le module de celle-ci est connu, la partie réelle est détermi-~
née au signe prés. Ce qui veut dire encore (eq.5) que les déphasages UQ sont
déterminés au signe prés. Une $ituation analogue se produit pour la diffusion
sous un angle quelconque; cependant, la connaissance du signe des déphasages
est importante pour obtenir des renseignements sur 1'interaction qui produit
la diffusion.

Les relations entre la partie réelle et imaginaire de 1'Amplitude
(ou de la matrice S), dont nous parlerons au chapitre suivant, sont un des
moyens qui peuvent servir a lever cette ambiguité de signe.
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CHAPITRE V - DIFFUSION DES PARTICULES
RELATIONS DE KRAMERS - KRONIG

1) EXPOSE DU PROBLEME ~ FORMULATICN DE LA CONDITION DE CAUSALITE

Nous allons essayer de dégager les idées physiques du travail de
Van Kampen (12) sur les propriétés analytiques de S, et les relations qui
s'en déduisent, pour des particules non relativistes.

Pour le champ éléctromagnétique au chapitre III, le nombre d'ondes
était 1ié & la fréquence par la relation [ ¢y h

Pour des particules non relativistes, cette relation n'est plus
vraie.

Afin de bien préciser le probléme, rappelons qu'on se limite aux
ondes " & " qui correspondent aux faibles énergies; que la diffusion est
élastique et qu'elle est causée par des centres diffuseurs de rayon (UL

A l'extérieur de cette sphére d'efficacité, la fonction d'onde
verifie l’équat{pn de Schridinger non relativiste de la particule libre,

qui correspond a *32 ﬁgz

Pour ce qui se passe a l'intérieur de la sphére, on ne fait aucune

hypothése: on ne suppose pas que l'interaction soit représentée par un po-
tentiel V, ni méme qu'il y existe une fonction donde

Par exemple, si nous étudions la diffusion de nucléons par un
noyau, l'interaction entre le nucléon incident et le noyau, ne pourra plus
&tre représentée par un potentiel lorsque le nucléon aura pénétré dans le
noyau, et le nucléon incident n'aura m@me plus de fonction d'onde dans le
noyau: en effet, cans la mesure ou il existe une fonction d'onde (c'est déja

une approx1matlon), elle est rdlative 3 1l'ensemble des nucléons, nucléon
incident et nucléons du noyau.,

Les conditions du probleme précisées, voyons alors comment on for-
mulera la condition de causalité.

On peut écrire le phénomene, comme on l'a vu, de deux facgne un
peu différentes:
1'une fait intervenir l'amplitude de diffusion en séparant l'onde en une
partie "incidente" et en une partie "diffusée".

%) _ ‘Lki.+-4?(9 Lb' Q%“ é{ﬁ

mais on peut (chap.III) également decomposer l'onde en un point A en une
partie "entrante" et en une partie '"sortante, auquel cas, lorsque le centre
diffuseur & agi, l'onde sortante e"}b est affectée d'un coefficient que
1'on appelle : matrice S
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I1 est !évident que cette deuxiéme représentation ne doit pas &tre
reise & la lettre, car physiquement, on ne peut réaliser d'onde entrante.
Cependant, elle permet & formuler le probléme de la diffusion d'une fagon qui
est parfois plus commeode que la premiére.

Voyons alors comment formuler la condition de ausalité: étant donné
qu'il n'y a plus limitation de la vitesse maximum, la condition énoncée au
Chapitre III devient :

(1) ~ si 1l'onde entrante“Ja est nulle 2 la distance &4 du centre pour
tout instant t<’Ca , alors l'onde sortante %ﬁ = 0 a la distance Q% pour
tout &« 64 Autrement dit, on a par rapport au'cas ol la vitesse est limitée
par C, supprimé dans la derniere condition &<¢,; le terme & (l?-a)/c qui
n'a plus sa raison d'&tre puisque € est infinie.,

Malheureusement, dans le cas présent il n'existe pas d'onde %@
rigoureusement nulle avant un certain instant t= € : les superpositions

possibles pour Qi étant s3] —(ph ~ 4 Et/f
' Y. | Ap e " dp
e )
il n'est pas possible de trouver une fonction A ( P ) qui satisfasse cette
condition. La m&me remarque est valable pour l'onde sortante. D'ou, il ré-
sulte que pour déerire la causalité du phénoméne, nous sommes réduits a une
formulation plus faible:

(I1) — La Probabilité Jp de trouver une particule sortante au point

A situ€ a la distance /7, & l'instant £ = t& est inférieure ou égale 2

celle C])e de trouver a la méme distance une particule entrante o ¢ ¢ £
-

Comme le nombre & particules sortantes qui
traversent la sphére de rayon ¢, entre les
instants € et € +d € est égal au produit du
flux du courant sortant 7/ ( ¢ ) a travers
cette phére, par ¢, le hombre de particules
sorties avant (" = q& est=s

¢, 2
/ Je). 4 1ot ()
—
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La formulation (II) de la condition de causalité se traduit donc
(puisque nous obtenons une expression du méme type pour le nombre ¢ particu-
les entrées) par=:

¢, f
j (7(&) G AL £ // 7(@)477/2,‘2:;/%/ 2
A e

- GO
Ceci signifiant que parmi toutes les particules entrantes, entrées
avant l'instant t , certaines ne sont pas encore reesorties a l'instant
£ = ff Comme on a exclu l'absorption de particules par le noyau diffu-

seur, ce01 indique qu'elles ont été retardées par le processus de diffusion

Mais cette description souléve une seconde objection: Est-on assuré qu'il
qu'il soit toujours possible de séparer 1l'onde au point A en ondes entrantes
et en ondes sortantes indépendantes? On peut trés rapidement voir que ceci
n'est pas vrai et qu'on aboutit a des termes d'interférence: en effet, le
courant de particules s'exprimant par

I = *‘,-if (Pgad - Wgmd )

avec Qj CU -+ on obtient

Jize)- 75[( / )gg VoY) (287 @ o ): ,
. (G4 Cyrot), Sy o) |

B E A ol

Autrement dit, le courant est constitué par le courant de particu-
les entrantes, celul de particules sortantes, et de termes d'interférence
entre‘%g et gLé s qui nous donnent un courant oscillant d'interférence,

On notera que ces trmes disparaissent par compensation lorsqu'on
passe aux formes asymptotiques

~ (bR , LR Y
Q) z __872: et Qj - § %2:. (‘#)

(c est-a-dire lorsque /& —> (D ), mais a dlstance finie ces termes ne sont
pas nuls. Si on décrit la condition (II) pour /2 infini, c'est a dire qu'on
porte (eq. 4) dans (eq. 3), on obtient

(>
Jlﬁ’,t} )114—(5' /‘(,1'
et en portant ceci dans (eq. 2), on trouve 'S '
Ce qui ne nous apprend rien car nous savons que 82 =1 (pas

d'absorption).
Par conséquent, on s'arrétera a la formulation suivante:

(I1I): . le nombre de particules entrantes qui ont faversé la sphere /2, &
t & €4 est supérieur au nombre de particules qui se trouvent a3 €= & 1

3 1'extérieur de la sphére de rayon JQ (Ce nombre étant constitué des
particules entrantes qui n'ont pas encore atteint la sphére (s il en mste)
et de celles qui étant entrées en sont ressorties 2 ¢ = Cﬁ c'est a dire
les particules diffusées
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N = nombre total de particules initiales

N, = nombre de particules n'ayant pas
encore atteint la sphére

N, = nombre de particules qui sont entrées
et ressorties a -

’73 = nombre de particules qui sont en-
trées et ne sont pas ressorties

et on a
N=n +0n, , * /) dont Ny o o+n,

Autrement dit:

\/‘7 &U/a)/?) 77/&2_(/{>//§/f( /C)/T‘/zzéz (2
est la fonction d'onde totale 9U S}) ggr

2 CONDITIONI)E SYMETRIE -~ POLES DE S

Bien que seules les valeurs positives de P correspondent & des
états physiques, ce qui définit S () pour £ ) O seulement pour les états
physiques de diffusion, on peut montrer 15) en faisant des ‘hypothéses
trés générales sur les propriétés physiquées du systeme (ex1stence d 'une
borne inférieure pour l'énergie du systéme), qu'il emiste une prolongement
analytique de S ( F>) sur l'axe réel neg?tif ( o< O ) tel que

5

s(-p)=s(p)

De ces hypothéseg, il résulte, & la différence du cas électroma-
gnétigie étudié dans le chap. III que S est holomorphe dans le demi-plan
supérieur, l'axe imaginaire positif excepté. Sur ce demi-axe, elle peut
posséder des singularités.,

Voyons d'abord ce que signifient ces singularités sur l'axe imagi=-
naire. S5i S a pour pdle le point p=.VE alors 7/45((V%,)" © ce qui,
compte tenu de @ que T

i br vy \ (9‘ﬁ¢f +¢$Q]g
o ( ‘ e
¢ smme = SR Sca)

Ak,
~VE 7.

donne
proportionnelle & S (/9 ) €

soit, pour P = LVE , S ((WE ) ¢
c'est A dire un état 1ié

Pour 31mp11f1ep«l exposé, nous supposceront que 3 n'a pas de sin-
gularités autres que &s poles simples,
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@3 -~ CONSEQUENCES

Une fois définies les hypothéses et conditions du probléme, 1'étude
se réduit a un probléme purement mathémati.que.

Par suite de l'existence & pbles sur l'axe imaginaire, pour appli-
quer la méthode du prolongement analytique dans le demi-plan supérieur, on
ne prendra pas S, mais une fonction du type

S - “T b (6)
Lo A=A Kp
qui est holomorphe "dans I (1es X, sont les pdles de S et les k%7 leurs rési-

dus)

On peut alors appliquer a cette fonction le théoréme de CAUCHY, et
on obtient

7]
kB T ACY
@ I 71, (F)
,kg 2 E e Af/
0
Ki = = 2E,

puis faisant tendre,k vers la valeur réelle P » on obtient, en sdéparant
parties réelle et imaginaire de S:

‘2[5(/3)/“ 7+2p){ g/?,@(;} B Pg,,(rm-pz) (8)

JM[S(L(P)}: Q/D 7[ f‘?e/S (/?)/ *P}

2D,
K2 (1,2 prl)

dp — (7

h\\/\

avec

&)

X, ()(7»4#)

c'est a dire des expressions analogues (3% l'exception des parties principales
des p8les) a celles (eq. 27) du chapitre III

Par suite de la présenced de s pbles de S dans le émi-plan supé-
rieur, les conclusions du chapitre III ne sont plus valables: les formules
(8) et (8!) ne permettent plus de déduire la partie Jm OSG 3 partir de

e[:i]et inversements: S (,X ) n'étant plus exprimée sulement par ses valeurs
prises sur l'axe réel, mais aussi par des termes 1liés aux énergies des é tats
liés,

Donc i1 est impossible, d'exprimer S ()\ ) explicitement en fonc-
tion des valeurs qu'elle prend sur l'axe réel; pour pouvoir utiliser les re=-
lations de KRAMERS-KRONIG, il est donc nécessaire de connaftre également les
états 1iés qui se manifestent par s pSles de S (X ) sur l'axe imaginaire.
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Ce qui est en contradiction avec les espoirs qu'avait HEISENBERG
wvers 1943, en effet, il pensait que, connaissant S ( 53) sur l'axe réel,
obtenue par une expérience & diffusion, on allait pouvoir décrire les pdles
de S syr l'axe imaginaire posifif, c’est & dire les états Hiés et ceci sim-
plement gréce aux propriétés mathémetiques de S, qui admettant un prolonge-
ment analytique unique dans le @é&mi~-plan complexe supérieur, déterminerait
ainsi de fadon unique les péles qui nous intéressent.

(Remarquons en passant que ceci ne se pose pas dans le cas du
champ électromagnétique, pour la raison simple qu'il n'existe pas d'états
1iés de photons avec un some quelconque.)

De fait, HEISENBERG ne faisait qu'appliquer des résultats mathé-
matiques incontestables en effet, si la fonction S €p) est ddéfinie avec
une précision infinie sur 1l'axe réel, elle posséde un prolongement analyti~
que unique, donc détermine les pdles en question de fagon unique, mais dans
le probléme physique qui nous est donné, les valeurs de S €p) sur ltaxe
réel, pruvwopeidioe directement reliées a des grandeurs physiques, ne sont
pas connues avec cette précision infinie; et, la difficulté vient alors
de ce que, .une variation tés faible des valeurs de S({[) sur l'axe réel
altére de fagon considérable le comportement du prolongement analytique
rendant impossible les déterminations espérées,

Par suite, si 1l'on wut continuer 2 décrire le phénoméne avec
une bonne approximation, il devient nécessaire de connaftre les états 1iés
et les résidus des pbles qui les décrivent.
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~-CONCLUSION=-

Les quelques exemples que nous venons d!'étudier montrent la puis-
sance et 1'intérét des méthodes d'étude des phénoménes de diffusion fondées
sur la condition de causalité.

En effet, on a vu que de la condition de causalité on déduit des
relations entre la partie imaginaire et la partie réelle de la matriee S
c'est-3-dire des "relations de dspersion") et ces relations permettent de
lever 1'ambiguité auise présente lorsqu'on cherche a obtenir les déphasages
a partir des @nnées e§périmentales. Ceci a notamment ¢té utilisé dans 1'étude
de la diffusion des mesons T) par les nucléons (16).

Ces relations permettent aussi, sous certaines conditions et hypo-
théses (chap. III et V), de trouver la forme de la matrice S, c'est-a-dire
d'exprimer les sections efficaces en fonction d'un petit nombre de paramétres
(energies des niveaux En , largeur des resonances...) (Sous ce rapport, on
peut noter que les méthodes basées sur la condition de ceausalité sont compa-
rables a celles de la thermodynamique qui permet d'exprimer aussi les diffé-
rentes grandeurs caractéristiques d'un phénoméne en fonction d'un petit nom-
bre de paramétres). C'est & 1'aide de Méthodes de ce genre que CHEW et LOW
(17) ont développé la théorie des interactions entre mesons T} et nucléons,

et entre mésons T
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