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INTRODUCTION 

Ie pr inc ige  de c a u s a l i t é  qu'on peut  énoncer grossièrement  a i n s t :  
" l ' e f f e t  ne peu t  s e  produi re  avant  l a  cause", e s t  d'un usage cour9nt  dans 
l e s  d i f f é r e n t e s  branches de l a  physique. C ' e s t  en ver tu  de  ce  p r inc ipe ,  par  
exemple, qu 'on  c h o i s i t  l a  s o l u t i o n  des  équat ions de MAXWELL correspondant au 
p o t e n t i e l  r e t a r d é ,  a l o r s  qu 'on  é l imine  l a  s o l u t i o n  correspondant au p o t e n t i e l  
avancé. 

Mais c ' e s t  seulement à une époque re la t ivement  r écen te  qu 'on s ' e s t  
aperçu que c e  pr inc ipe  pouvai t  ê t r e  dans c e r t a i n s  problèmes p lus  qu'une bana- 
l i t é ;  e t  f o u r n i r  en t r e  l e s  d i f f é r e n t e s  grandeurs des r e l a t i o n s  qu'on appe l l e  
r e l a t i o n s  de KRAAIERS - KRONIG,ou p lus  souvent (quoique de façon moins correc- 
t e )  r e l a t i o n s  de d ispers ion .  

Les r e l a t i o n s  de KRAMERS - KRONIG ( c h a p i t r  , eq. (1 1 ) e t  (12) P*J on t  é t é  t rouvées d'abord p a r  ces  a u t e u r s  ( 1 )  e t  (2) , comme simple géné- 
r a l i s a t i o n  de l a  formule de SELLMEIER (chap. I eq. (5)).  

On s ' ape rçu t  pa r  l a  s u i t e  que ces  r e l a t i o n s  ne dépendaient  pas de 
l a  t h é o r i e  p a r t i c u l i è r e  du phénomène qui  a v a i t  permis de l e s  t rouve r  mais 
q u ' e l l e s  é t a i e n t  simplement une conséquence du p r inc ipe  de c a u s a l i t é ,  . , :a 

r 
8 -L. 

Des r e l a t i o n s  analogues o n t  é t é  a l o r s  appl iquées à d i f f é r e n t s  do- 
maines: t h é o r i e  des réseaux é l e c t r i q u e s ,  t h é o r i e  des r é a c t i o n s  nuc léa i r e s , '  
etc.., E t  depuis  environ c inq  ans,  on s ' e s t  aperçu que l a  p r o p r i é t é  de cau- 
s a l i t é  e s t  une lof géné ra l e  aus s i  u t i l e ,  par  exemple, que l a  l o i  de conserva- 
t i o n  de l ' é n e r g i e ,  en p a r t i c u l i e r  pour l ' é t u d e  de domaines où on s a i t  t r è s  
peu de choses a u t r e s  que c e s  l o i s  générales:  c ' e s t  à d i r e  s u r t o u t  pour l a  
t h é o r i e  des p a r t i c u l e s  é lémenta i res .  

Dans ce  t r a v a i l ,  nous montrerons d 'abord l a  s i g n i f i c a t i o n  du prin- 
c i p e  de c a u s a l i t é  en l ' a p p l i q u a n t  à quelques exemples é lémenta i res  pu i s ,  
nous é tud ie rons  l e  cas de l a  d i f f u s i o n  de l a  lumière en s u i v a n t  l a  méthode 
de VAN KAMPEN (10) a i n s i  que l e  ca s  de l a  d i f f u s i o n  de p a r t i c u l e s  non re la -  
t i v i s t e s  (12) 

(x) Les nombres en t r e  parenthèses  renvoient  à l a  b ib l iog raph ie  p lacée  à 
l a  f i n  de c e  t r a v a i l  
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CHAPITRE 1 : FORMULE DE DISPERSION : CAS DE L'ELECTRON 

ELASTIQUEMENT L I E  (THEORIE ELECTROMAGNETIQUE 

DE LA LUMIERE - NOTION DE CAUSALITE 

La t h é o r i e  électromagnét ique de l a  lumière rend compte de façon 
s a t i s f a i s a n t e  de nombreux phénomènes s e  r a t t a c h a n t  à l a  propagation des  
ondes lumineuses dans un mi l ieu  ma té r i e l .  

C ' e s t  a i n s i  ( 1 )  que dans un d i é l e c t r i q u e  i s o t r o p e ,  l e s  équat ions 
de MAXWELL admettent des  s o l u t i o n s  correspondant à des  ondes p o l a r i s é e s  
r e c t i l i g n e s e n t ,  s e  propageant dans  l a  d i r e c t i o n  O? e t  d n s  l e s q u e l l e s  l a  
v i b r a t i o n  E s e  r é d u i t  21 l a  composante Ex qu i  a pour équat ion  

1 

X 
2 avec Q = & , cons tan te  d i é l e c t r i q u e  r e l a t i v e  pour l a  fréquence W 

r e s t e  v a l a b l e  dsns l e  ca s  d'un d i é l e c r r i q u e  conducteur à condi t ion  de 
p l a c e r  & par  l a .  cons tan te  complexe E = - 2 8 6 7- e t  par  s u i  
l ' i n d i c e  p a r  l ' i n d i c e  complexe 

on a a l o r s  . 

- tiha 
où l e  f a c t e u r  @ T 
l e  mi l ieu  conducteur,  

Ceci 
rem- 

t e  

r ep ré sen te  l : ~ . f f a i b l i s s e m e n t  d e  l 'onde dans 

En passant  à l ' é n e r g i e  de  l 'onde ,  on observera que son expression 
c o n t i e n t  l e  f a c t e u r  e -%Ott) T = e"de 
OU <X= '99 e s t  l e  c o e f f i c i e n t  d 'absorpt ion du mi l i eu  c 

La t h é o r i e  c l a s s i q u e  de l a  d i spe r s ion  (2) c o n s i s t e  cons idérer  
l e s  o s c i l l a t i o n s  fo rcées  des é l e c t r o n s ,  supposés é las t iquement  l iés à un 
c e n t r e  f i x e ,  dans l e  co rps  soumis au rayonnement lumineux. 

Ecrivons 1 'équat ion du mouvement de 1 ' é l e c t r o n  (on négl ige  1 'a- 
mortissement) 

on en t i r e  



d'où la vitesse des électrons 

l'expression du courant électrique total est alors 

-P &É  N~~ A,= -- JE: 
-*C 

4TI -+ kXG(3 a L- 
(N = nombre d'atomes par unité dc volume) 

Comme 
- E' 32 t t  

4n E j GT 2 
E'z n * ---- + -  n i ~ ) '  

La polarisabilité se définissant par l:expTeçsion du moment 
dipolaire du au déplacement d'un élesron 

-> 

on en. tire E'2.2 + 4 r n /  

ûn a, en posant O):= h / W j  ( <ni, = iréqu?n:o pro~re de l'électron) 

qui est la polarisabilité pour un électron dont ln fréquence? propre e s t W o  
placé dans un champ de fréquence Cl1 

Compte tenu que dans l'atome, il y a plusieii:~ électrons, on a : 

est 
D&C, 

représentant le 'nombre 'd'électrons pnr ?tome dont 

U>6 

(formule de SELLMEIER) 

la fréquence 

fs l 
propre 

La comparaison avec l'expérience nontre que cette fbrmule est vala- 
ble loin des raies diabsorption (c:est--&-dire dqns des régions du spectre 
où CdR+I) est notable), du moins en ce qui concerrie la forme de l'indice de 
réfraction; mais, fl, ne peut posséder lfinterp?itation donnée: cette gran- 
deur &tant toujours différente d'un entier et généralement inférieure à 1 
(alors qu'elle devrait leprésenter un nombre d'électrons). 



Une interprétation nouvelle était donc nécessaire pour expliquer 
ce résultat: elle fut donnée par la théorie quanti-ue de la dispersion, qui 
relie fk , non au nombre d'électrons à fréquence propreak , mais à l'inten- 
sité de 1 'absorption entn) k (3) 

On a vu qu'on définissait le coefficient d'absorption du milieu 
par O( = 2 7 (6) qui est donc fonction de la fréquence. 

Ce coefficient est lié à l'indice complexe n par 1;) c'est-à-dire 
à la partie imaginaire de l'indice n par l'équation (eq, 6) 

Notons que dans le cas considéré ce coefficient reste pratiquement 
nu& dans toute la gamme des fréquences sauf au voisinage d'une fréquence 
d'absorptionb) k , ou l'intensité de l'absorption sera définie par: 

-t d ~ A J ~  

Dans ce cas, la formule de SELLMEIER devient (4) 

serrées pour être considé- 
la formule (eq. 7) doit 

être remplacée par la formule plus générale de KRAMERS et KRONIG (4) 

C - 
(d'4- &)Z 

f 81 
en 

O 
Cdtte expression n'a de sens que si on prend pour la singularité 

' = & j  la "valeur Principale'' de l'intégrale, c'est-à-dire 
a 

f-+ o 
Q O 

Cette ecpression de )' ne représente pas, en fait, le coefficient 
de palarisation lui-même, mais sa partie réelle (on a négligé le terme imagi- 
naire d (J 4 du à l'amortissement dans (eqe 4)) 

C'est à dire qu'en fait, i.= Y + [ ?  
CO I / 

et c'est 

O 
Par suite de 1' expression d (0) = ZC*~ - 9 on tire 

n 



Notons que jusqu'ici, n'ou n'avons défini et 7 que pour 
CC), 0 

En définissant ces grandeurs pour les valeurs négatives de 6) par 

nous obtenons, au lieu dé (eq. 9) une relation plus simple : 

Un théorème mathématique (5) permet d ' inkerser cette Ermule: 
-ra 

En fait, les relations (eq. 1 1 )  et (eq. 12) entre indice de ré- 
fraction et coefficient d'absorption peuvent s'obtenir par des considdra- 
tions beaucoup plus générales,, 

Supposons en effet un court train d'ondes, monochromatiques, tom- 
bant sur le milieu considéré chaque onde se propage à la vitesse V'=. C / ~ f c u )  
et subit à son passage dans le milieu un certain affaiblissement caractérisé 
par le coefficient d!absorption q(Cd ) de ce milieu, il en résultera une 
modification du train d'ondes, modification qui dépendra naturellement de 
tZ/ ( &d ) et de b( ( ) , c'est-à-dire du milieu considéré, 

Mais une condition fondamentale doit être à chaque instant véri- 
fiée: le front du paquet d'ondes ne peut à aucun moment se propager à une 
vitesse v supérieure à celle c de la lumière dans le vide. C!est-à-dire 
qu'il faut satisfaire à ?a condition de causalité que l'on peut énoncer gros- 
sièrement en disant que "l'effet ne peut se produire avant la cause". 

Amsi, considérons un milieu d'épaisseur x,ltamplitude complexe 
d'une onde après son,passage à travers l'épaisseur x s'écrira: 

4 = coefficient d'absorption 
I 

= indice de réfraction (réel) 

Cette amplitude complexe est donc de la forme 

8 i K X  avec 4j( = - cziniaJ + i0((Uf 6 ~ 4  
C % C 

( A rul~est l'indice de réfraction complexe usuel. ) 
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Or, l e  champ i n c i d e n t  s u r  l a  f a c e  d ' e n t r é e  d t a n t  Ec 
6 itl= J E  t, twj  e-lM %DL) 

à l a  s o r t i e ,  on a : 
,A-W'w) w = t . /hi) 

4 
ed .'w) c a r a c t é r i s a n t  1 ' e f f e t  s  ub i  p a r  s u i t e  d e  l a  t r a v e r s é e  du m i l i e u  de  

l a r g e u r  x. 
4 4 

O r ,  i l  e s t  é v i d e n t  q u ' o n  n ' o b s e r v e r a  pas  Es a v a n t  que Ei n ' a i t  
a t t e i n t  l a  f a c e  d e  s o r t i e  (p ropaga t ion  à v  < c )  : c e  q ' o r i  p e u t  mathématique- 
ment t r a d u i r e  p a r  : 

en s u p p o s a n t  E i  ( t )  = O pour t < O 

a l o r s ,  Es (t) = O  pour  t C 

c e  q u i  exprime l a  c o n d i t i o n  de c a u s a l i t é ,  

Corne nous a l  l o n s  l e  v o i r ,  il r é s u l t e r a  de  (eq .  13) d e s  r e l a t i o n s  
e n t r e  p a r t i e  r é e l l e  e t  p a r t i e d a g i n a i r e  d e x  (61 ), 



CHAPITRE II : NOTION DE CAUSALITE EXPRIMEE SIMPLEMENT 

SUR DEUX CAS PARTICUGIERS 

1 - CAUSALITE ET PROPRIETES DE L' IMPEDANCE D ' U N  D IPOLE 

Considérons  l a  t e n s i o n  aux bornes  de  l a  c a p a c i t é  d ' u n  c i r c u i t  R L C 

I 1 

La s o l u t i o n  du régime p .e rmanen t  e s t  b i e n  connue, 

Voyons l e  régime d ' é t a b l i s s e m e n t :  mathématiquement il s ' e x p r i m e r a  p a r  l a  so lu -  
t i o n  a é n é r a l e  de  : 

s o l u t i o n  du t y p e  A e -P t 

( ~ e m a r q u e :  hab i  t u e 1  1 ement , on prend A L +' , i c i  a f i n  d ' u n i f o r m i s e r  l e s  
c o n c l u s i o n s  u l t é r i e u r e s ,  il e s t  p r é f é r a b l e  de p r e n d r e  A q-  P ). (eq. 1 / ) 
donne 

c : - ~ p + ~ / c j J i = ~  d 'où 

' R 2  1 
Le régime s e r a  o s c i l l a n t  s i  (=) (= ( c  ' e s t - à -d i re  l o r s q u e  1 ' amor t i s -  

sement du c i r c u i t  e s t  f a i b l e )  
d'où: 

p = +  2 L  - 
On remarqqera  que e s t  complexe, c ' e s t  ce  q u i  permet d ' é c r i r e  l e  régime 
o s c i l l a t o i r e  amort i  sous  l a  mEme forme c ' d M t  que l e  régime permanent 

d'où on t i r e  t - 1  (2) 



Etudions  l a  " f o n c t i o n  de  t r a n s f e r t "  T ,  q u i  r e l i e  l e  s i g n a l  d 'en-  
t r é e  ( t e n s i o n  ce3 a p p l i q u é e )  au s i g n a l  de  s o r t i e  ( t e n s i o n  Cs]) r e c u e i l l i e  
aux b o r n e s  du condensa teur  

4 
Le régime t r a n s i t o i r e ,  c ' e s t - à - d i r e  O quand @ = O cor respond  

aux p o l e s  de f & 3 ~  , c e s  p21es é t a n t  donnés p a r  l e s  v a l e u r s  Cd q u i  annule- 
r o n t  4- CCW ",d K C d  ( c ' e s t - à - d i r e ,  à un f a c t e u r  p r è s ,  1 ' impédance to -  
t a l e  du c i r c u i t ) .  

Ces p o l e s  s o n t :  
( 4''s-~3 4 Cd0 

Autrement d i t ,  dans l e  p l a n  complexe (LI , l e s  deux p a l e s  de  
s o n t  s i t u é s  d a n s  l e  demi-pian i n f é r i e u r .  

E t  i l  ne s a u r a i t  y en  a v o i r  dans l e  d e p i  p l a n  
s u p é r i e u r  c = r  dans  c e  c a s  l e  f a c t e u r  

d é c r o j s s a n t  s e r a i t  remplacé p a r  
4- Rhi t- 

e c ' e s t  à d i r e  c r  o i s s a n t  exponen- 
L ie1  lcmen?:, ce  q u i  e s t  physiquement absurde .  

4 
La f o n c t i o n  #(dr A+icw'e erd e s t  donc a n a l y t i q u e  dans l e  demi 

-d 
p l a n  complexe s u p é r i e u r  ( n f y  possède aucune s i n g u l a r i t é ) .  

Par  conséquent ,  on p e u t  l u i  a p s l i q u c r  l a  fo rmule  de  Cauchy en 
c h o i s i s s a n t  l e  domaine l i m i t é  p a r  l a  f i g u r e  ci--dessous:  à s a v o i r  un demi- 
c e r c l e  c e n t r é  s u r  l ' o r i g i n e  e t  d o n t  l e  d iarxèt re  e s t  p o r t é  p a r  l ' a x e  r é e l .  
S i  c3 e s t  un p o i n t  i n t é r i e u r  à c e  domaine 

Comme l a  c o n t r i b u t i o n  due au demi-cerc le  e s t  n u l l e  l o r s q u e  R + O 3  
( l ' i n t é g r a n t  t e n d  suff isamment  v i t e  v e r s  O p a r  su i  t e  de  l a  p r é s e n t e  de a d  
au dénominateur) 



il r e s t e  a  l o r s  

avec  LC+J r é e l  

Pour r e n d r e  c e t t e  fo rmule  u t i l i s a b l e  p ra t iquement  on d o i t  amener 
l a  v e r i a b l e  complexe CC) s u r  l ! a x e  r é e l .  

Dans ce  c  a s ,  1 ' i n t é g r a n t  comportant  une s i n g u l a r i t S  pour Cd , 
il e s t  n é c e s s a i r e  de p r e n d r e  l a  v a l e u r  p r i n c i p a l e  de  1 ' i n t é g r a l e  pour m'La 
c e  q u i ,  dans  c e  c a s ,  nous amène à é c r i r e  (7)  

-- du/ (.5-) 

= v a l e u r  p r i n c i p a l e  p r i s e  pour  W' = C() 

- &? & " CCAJ 
C'es t -à -d i re  d e s  r e l a t i o n s  e n t r e  p a r t i e  r é e l l e  et p a r t i e  i m a g i n a i r e  de  l a  
f o n c t i o n  d e  t r a n s f e r t ,  i d e n t i q u e s  à c e l l e s  i s s u e s  de  l a  fo rmule  de  SELLMEIER 
dans l e  c h a p i t r e  T ,  

r d u t -  
S i  l e  s i g n a l  d ' e n t r é e  e s t  s i n u s o ï d a l ,  i l  s ' é c r i t  @7 = f e 

,-A 
- 

s o i t  sous  forme r é e l l e  ~((;i= 3 Re ( ('Y 
S i  be s i g n a l  n ' e s t  p l u s  s i n u s o l d a l ,  on p e u t  l e  c o n s i d é r e r  comme 

é t a n t  c o n s t i t u é  p a r  l a  s u p e r p o s i t i o n  d i u n  npmbre i n f i n i  d e  termes  é lémenta i -  
dl24 t- r e s  s i n u s o ï d a u x  de  l a  forme e , e dLIj 

0.9 

s o i t  FQ)Z ZPQ / F/C,)Q d fY '~~ l - )  (JI 
(7 - 

En d é f i n i s s a n t  W - / ~ J  pour  2 0  p l a  r e l a t i o n  

a l o r s  

d 'où 



a l o r s ,  on a  $(wJ cl)= #?CU) 

4 ~ 9  e t  p a r  s u i t e  
/Lut- 

Il r é s u l t e  a l o r s  de (eq .  8) e t  d e  1s p r o p r i é t é  analogue pour  S  ( d) que 
-p f-d) 27 fa((&1 
s o i t  a l o r s  F ( P ) e t  G ( 1. ) l e s  t r ans fo rmées  de  F o u r i e r  de  # ( w  ) e t  9 (W)  

(8) 

Le théorème d e  convo lu t ion  donne a l o r s  : 

Autrement d i t ,  l a  s o r t i e  e s t  b i e n  a p r i m é e  p a r  deux formes: 
,lu !- dl /;p'dj?hjc.' (avec  l a  c o n d i t i o n  ,f( C*I ) a n a l y t i q u e  dans 

l e  demi-plan complexe s u p é r i e u r )  

c ' e s t - à - d i r e  qu 'on  ne p o u r r a  pas  o b s e r v e r  de  s i g n a l  de  s o r t i e  
a v a n t  l ' a p p l i c a t i o n  du s i g n a l  d T e n t r é e  : c o n d i t i o n  q u i  exprime 
l a  causal  i t é  du phénomène). 

9-  2 PROPRIETES D < U N  CONDENSATEUR 

S o i t  un condensa teur  à c a p a c i t é  géométr ique Co, l e  fonc t ionne-  
ment i d é a l  s e r a i t  t e l  que:  9 Cr) = Co L/(r-) 
c e  q u i  ne cor respond  p a s  à l a  r é a l i t é ,  c e c i  é t a n t  n e t t e m e n t  a p p r é c i a b l e  l o r s -  
qu 'on  a  a f f a i r e  à d e s  c o u r a n t s m p i d e m e n t  v a r i a b l e s .  En e f f e t ,  d a n s  ce  c a s ,  on 
obse rvd  un p8énomène d ' h y s t é r b s i s  : autrement  d i t ,  q ( ZC ) dépend non seu- 
l ement  de l a  t e n s i o n  l )(? ) a p p l i q u é e  à l ' i n s t a n t  c o n s i d é r é  f mais a u s s i  
d e s  U ( k '  ) a p p l i q u é e s  avoqkce t  i n s t a n t ,  

En résumé, on a 

(tJ z cD L/@) + Cg L /  / t -  -+ CL L /  (6 -  c) 4 -  - - 

ou mieux ( 1  0 + J'G~Q ~ 6 . d  d r  
-w 

(12) 



c t - r  1 (t-la 
t remenf  d i t =  l e  condensa teur  n '  

G ( & ) é t a n t  l a  f o n c t i o n  de " r e l a x a t i o n "  
Notons que l a  c o n d i t i o n  physique e s t  t r è s  
n e t t e  i c i :  

G (6 ) = O pour  ?( O , c ' e s t - à - d i r e  pour 

t - t ' < ~  
a pas  un comportement q u i  dépend de  c e  q u ' i l  

va s u b i r ,  mais seulement  d e  c e  q u ' i l  a  s u b i ) .  

C e t t e  c o n d i t i o n  exprime l a  s a u s a l i t é ;  
L 

d 'où a l o r s  d UWd t' 
d e  (eq.  12) H z  Ca- dc + /&p - i )m -cl9 

e t  p u i s q u e  G ( t - e l )  = O pour  t8> , on p e u t  é c r i r e  
+ m' 

Y/. p33) 
AC. 

exemple : -03  ---- -- ' f/ 
Ep a p p l i q u a n t  l a  t e n s i o n  "échelon uni t& au condensa teur  en  ques- 

t i o n ,  on a  

j 1 pour  6 ) ~ )  
~ ( 6 )  = ( f i g  a )  , on d ~ / o r g  dL/= &r,~ 

[ o p o u r  t < O  dt- 
y02 

d 'où &d + / ~ ( t - r ; i d i k , d t - =  ( o d ( r l +  G(t1 ( 7 9  
-a 

exprime l e  comportement i n d i q u é  p a r  l a  f i g u r e  b  - 
\ 

47 4 l=@ (w $19 ii fk > r  

I 
l 

\ 

I 
/ 

Notons q u e  G ( 6- e ) -+ O quand t = t - t -+ 00 
A u s s i ,  dans 1 ' e x p r e s s i o n  de  1 (& ) , G ( &- - t' ) r e p r é s e n t e  l e  c o u r a n t  
anormal du à l n h y s t é r é s i s "  d i é l e c t r i q u e  q u i  t r a v e 5 s e  l e  condensa teur  quand 
on l u i  a p p l i q u e  l a  t e n s i o n  "échelon Uni té" ,  

I n t é r e s s o n s  nous seulement  à l a  p a r t i e  "anorrn61e1' de c e  c o u r a n t ,  
s o i t  

( 1 5 9  
-eu3 

avec  G ( G ) = O pour  C < O 



Le passage à la variable C d  , fréquence de la tension appliquée, 
A 

A 4 A 
d'où T(W) 5 G f ~ u )  x(Q-fj 

IC 

c'est-à-dire un courant oscillant d~nt~l'amplitude est égale au produit de 
1 ' ampli tude du champ appliqué par / c7 ta) / 

/'+ 

G ~ w )  permet ainsi d'exprimer sous une forme simple l'intensité du courant 
anormal, mais sa transformée G ( ) n'est pas une fonction quelconque, 
elle doit satisfaire la condition 

G(z) = S pour & < O  

Exprimons donc cette condition, en utilisant le théorème de 
Titschmarsch : (5) 

A - Les quatre énoncés suivants relatifs à une fonction G ( Cu ) sont équi- 
valents. 

4 
1 ) La transformée de Fourier de G (m ) vérifie la relation 

 pour L < o  
A"\ 

2 )  G (a ) possède un prolongeaent holomorphe dens la moitié su4 
périeure du plan complexe, qui vérifie: 

/'\ 
f Ç O A  

G(&) = -  ch-, (t0 > 0) 
2c'V -(y, <&-Cc 

3) Les parties sont liées par 

%?e[&(4= avec IL réel ) 

4) Les parties et réelle sont liées par 
A 

Jm [&@J] (avec Q.- réel) 

Pour pouvoir l'utiliser, encore faut-il introduire les fréquences 
complexes LU (1 1 ) 

6d = i O L P  : ce qui ne change rien &u-caa?-cuU %*>d , au con- 
- - 

traire, cela augmente la convergence  de^ KA- 
-&, GO&)= \'''%@ '/ et 

,a 
par suite de l'apparition de 6? au cas ou &;.O , et au cas 
&CO cela ne gêne pas non plus, car G ( 'C- ) = 0 )  

A 
Cecipermet d'étendre la définition de G ( cd  ) à tout le $mi-plan 

complexe supérieur, où elle converge uniformément, c'est-à-dire qu'elle y est 
holomorphe (x) 
------------__----------.---.------------------------------------------------ 
(%) note: on s'est peu soucié des propriétés mathématiques nécessaires à 
G ( & )j  pour pouvoir opérer de la sorte en utilisant le théorème de 
Titschmarsch; pour cela il faut que / existe et reste finie. 

-03 
Dans ce cas, ceci est bien vérifié, ca.2 exprime que 1 'énergie totale est 
finie, 



La c o n d i t i o n A e  c a u s a l i t é  G ( 2 ) = O pour  r< O e s t  donc i d e n t i -  
que  à 1 a  p r o p r i é t é  q u ' à  G ( C d  ) de posséder  ahn prolongement a n a l y t i q u e  holo- 
morphe dans  l e  demi-plan complexe s u p é r i e u r .  

si on i n t è g r e $  (a ) s u i v a n t  CAUCHY, l e  long  du con tour  f i g u r é  
c i -dessous ,  on a  J;R A A 

A rh 

A 
S1C 

o r ,  comme G (a)+ O quand @-> ~ ; t l  
( à  c a u s e  de  e-  u t  

, l ' i n t é g r a l e  
I 

I e t  a l o r s ,  
.A 

~ ( i n ) = J  . j ( 6 )  avec ~ L L ~ G ~ L  
dut - p  Cd.. 

S i  on f a i t  t e n d r e  a l o r s  Wevers  l ' a x e  r é e l  ( s e n s  physique d e  l a  
f r é q u e n c e ) ,  ' t y -0  e t  on a u r a  une s i n g u l a r i t é  pour  € O =  A& , d 'où n é c e s s i t é  
d e  p r e n d r e  l a  v a l e u r  p r i n c i p a l e  d e  l ' i n t é g r a l e ,  

Comme on p a s s e  d e  nouveau au dessous  du p o i n t  SU , on o b t i e n t  
l a  m o i t i é  du r é s i d u  en c e  p o i n t ,  p l u s  l ' i n t é g r a l e  é t e n d u e  au r e s t e  de  l ' a x e  
r é e l  (7)  A 

A A 

d ' o ù ,  e n  s é p a r a n t  l e s  p a r t i e s  r é e l l e  e t  i m a g i n a i r e ,  o l l  t r o u v e :  

( 6  b i s )  

avec (11 r é e l  
*- Lu-61 

- En somme, b i e n  que l e s  deux exemples é t u d i é s  s o i e n t  é l é m e n t a i r e s ,  i l s  con- 
t i e n n e n t  l ' e s s e n t i e l  d e e  que  l b n  t r o u v e  p a r  l ' a p p l i c a t i o n  de  l a  c o n d i t i o n  
de  c a u s a l i t é ,  c ' e s t - à - d i r e :  

Cons idé ran t  une c2use  e t  un e f f e t ,  l i é s  e n t r e  eux p a r  une r e l a t i o n  
l i n é a i r e ,  7 l a  c o n d i t i o n  de  c a u s a l i t é  exprime que l ' e f f e t  ne p e u t  ê t r e  i n f l u -  
encé  p a r  l e  comportement de  l a  cause  aux temps u i t é r i e u r s ;  

- en é c r i v a n t  c e c i  en f o n c t i o n  du temps , on o b t i e n t  une c o n d i t i o n  d e  f o r -  
me t r è s  s imple  

- e n  l ' é c r i v a n t  p a r  c o n t r e  en f o n c t i o n  d e  l a  f r équence  Cd c o n s i d é r é e  comme 
v a r i q b l e ,  l a  c o n d i t i o n  s ' e x p r i m e  p n r  d e s  p r o p r i é t é s  a n s l y t i q u e s  de  l a  f o n c t i o n  
' tadmit t3nce1t  (pour  d e s  f r é q u e n c e s  complexes) ,  e t  on o b t i e n d r a  l e s  r e l a t i o n s  
e n t r e  p a r t i e  r é e l l e  e t  p w r t i e  i m a g i n a i r e  de c e t t e  f o n c t i o n ,  p a r  l ' i n t e r m é -  
d i a i r e  d 'une  i n t é g r a l e  p o r t n n t  s u r  l e s  f r équences  r é e l i e s .  



CHAPITRE III - DIFFUSION D ' U N  CHAMP ELECTRODJAGNETIQUE 

Etud ions  l a  d i f f u s i o n  d ' u n  champ é l e c t r o m a g n é t i q u e  p a r  un c e n t r e  
f i x e  supposé s p h é r i q u e  e t  de dimension f i n i e ,  

S i  nous r e p r é s e n t o n s  l ' o n d e  i n c i d e n t e  p a r  une g r a n d e u r  A ,  l ' o n d e  
d i f f u s é e  p a r  une g randeur  B, c e s  deux g r a n d e u r s  s o n t  r e l i é e s  p a r  une r e l a -  
t i o n  q u i  exprime l ' e f f e t  de l a  d i f f u s i o n :  

B = S.A, 

"SI' e s t  a p p e l é e  m a t r i c e  de  d i f f u s i o n  

Nous a l l o n s  é t u d i e r  l e s  p r o p r i é t é s  de  S q u i  r é s u l t e n t  d e  l a  condi-  
t i o n  de  c a u s a l i t é  a p p l i q u é e  au champ é lec t romegné t ique :  

En r e p r é s e n t a n t  l e  champ é lec t romagné t ique  p a r  l e  v e c t e u r  complexe - -> , -+ 
F = E t z t H  (1 - -+ i. * 

F p e u t  s ' é c r i r e  F ( rl t ) = L ~ o t  + h % r ~  r o t  ( f u ( 2  t )) (3) 
ou u  r e p r é s e n t e  l e  p o t e n t i e l  complexe,  s o l u t i o n  de  l ' é q u a t i o n  

La s o l u t i o n  axymptot ique de  ( e q t  (3))  e s t  une s u p e r p o s i t i o n  d!ondes mul t ipo-  
l a i r e s :  

- t i  49- 
q u i  e s t  une s u p e r p o s i t i o n  d 'ondes  e n t r & e s  ( 4 ) e t  d ' o n d e s  s o r t a n t e s  

Notons que  l e s  e x p r e s s i o n s  : 
X'L3 

r e p r é s e n t e n t  l e s  é n e r g i e s  " e n t r a n t e t '  e t  " s o r t a n t e "  

et '2 s e r o n t  r e l i é s  p a r  une ~ e l a t j o n  expr imant  l e s  p r o p r i é -  
m 

t é s  d e  l a  d i f f u s i o n  e t  d o n t  l a  forme g é n é r a l e  p e u t  ê t r e  donnée p a r  



Mais , comme l e  c e n t r e  d i f f u s e u r  possède  l a  s y m é t r i e  s p h é r i q u e ,  p a r  
s u i t e  de l a  c o n s e r v a t i o n  du moment c i n é t i q u e ,  c e t t e  r e l a t i o n  va s e  r é d u i r e  à: 

B (A)=s, f.b) a A ( 4 )  
J, <,ni 4 

( 8 )  

s o i t ,  en  f a i s a n t  d i s p a r a i t r e  l e s  i n d i c e s :  

B (k) = S  (k) @ A (k) ( 9 )  
-: -? 

De même p a r  s u i t e  d e s  p r o p r i é t é s  d e  E e t  d e  H dans une r é f l e x i o n ,  on 
o b t i e n t  l a  r e l a t i o n :  

3 ( - k )  = S$ (k) 

Nous suppose rons  q u ' i l  n ' y  a  p a s  de  phénomènes d ' a b s o r p t i o n ,  fia 
p u i s s a n c e  d i f f u s é e  e s t  donc é g a l e  à l a  p u i s s a n c e  i n c i d e n t e ,  c ' e s t - à 4 d i r e ,  
d ' a p r è s  ( eq ,  6 )  

Cela  exprime que  l a  ma-tr ice S es - t  u n i t a i r e ,  c ' e s t - à - d i r e ,  comme S 
s e  r é d u i t  à une f o n c t i o n  S ( k )  

s (k). s* (k) = 1 (1 3 )  

Ceci  p r é c i s é ,  é t u d i o n s  l e s  p r o p r i é t é s  d e  l a  f o n c t i o n  S ,  q u i  r é s u l -  
t e n t  d e  l a  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é ,  

Considérons  une onde i n c i d e n t e  d f a m p l i t u d e  u n i t é :  

A (k). A" (k) = 1 (1 4) 

* 
en p o s a n t  A (k) = A (-k) ( T  5) 

on permet  l t & x t e n s i o n  aux v a l e u r s  k ( O 

Le d l i f fuseur ,  d t a p ï è s  c e  que  nous avons d i t  à une dimension f i n i e ;  
en dehors  de  l a  r é g i o n  q u ' i l  occupe,  l e s  é q u a t i o n s  du champ l i b r e  (eq .  (2) e t  
(3) ) s o n t  v a l a b l e s .  

Supposons l e  d i f f u s e u r  s p h é r i q u e  de  rayon ; S i  on a  un paque t  
d ' o n d e s  e n t r a n t e s  r igoureusement  n u l ,  pour  t o u t  . t< , en un p o i n t  Mi à 
grande  d i s t a n c e  l& du d i f f u s e u r ,  l e s  ondes s o r t a n t e s  n ' e x i s t e r o n t  pas  a v a n t  
que l e  paque t  i n c i d e n t  n i a i t  a t t e i n t  l e  d i f f u s e u r ,  c ' e s t - à - d i r e  a v a n t  l ' i n s -  
t a n t  ,,& /(;l + A, -a c  e s t - - à - d i r e  a v a n t  que l e s  ondes s o r t a n t e s  ne pour- 

C &,-Q & 42, -a  
r o n t  a t t e i n d r e  l e  p o i n t  Ï'$ a v a n t  l ' i n s t a n t  4 i- -- 

C 
--ii--i-- 

C 
7 

De l à  r é s u l t e  évidemment une c o n d i t i o n  pour  l a  m a t r i c e  S: c ' e s t  l a  c o n d i t i o n  
de  c a u s a l i t é  b a s é e ,  r é p é t o n s - l e ,  s u r  l e  f a i t  que  l e  pauuet  d ' o n d e s  ne  p e u t  
s e  p ropager  à une v i t e s s e  / @ s u p é r i e u r e  à c e l l e  @ d e  l a  lumière .  



On é v i t e r a  l e s  c o m p l i c ~ t i o n s  ~ . t h S m ~ ~ i r + u c s  en comrn&nçant p a r  pren- 
d r e  a = O ( l e  c e n t r e  d i f f u s e u r  e s t  r é d u i t  à un p o i n t ) .  P a r  s u i t e ,  l ' o n d e  
e n t r a n t e  é t a n t  n u l l e  pour  /t(- , l ' o n d e  s o r t a n t e  l e  s e r a  pour  t o u t  tid? 

C ". C 

A u t r e m e n t , d i t ,  c e l a  e n t r a î n e  que  A ( k ) s e r a  t r a n d j r m é e  d e  F o u r i e r  
d 'une  f o n c t i o n  q u i  e s t  n u l l e  pour  l e s  v a l e u r s  n é g a t i v e s  d e  son argument 

. c p l r < e q .  415 

P a r  s u i t e  du théorème d e  TITSCHMARCH, A ( 6 )  possède un prolonge- 
ment a n a l y t i q u e  r é g u l i e r  dans l e  demi-plan s u p é r i e u r  complexe d e s  : En 
e f f e t ,  TITSCHMARCH démontre que ,  

* l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que  A ( ), d é f i n i e  
de  ( - W & + @ ), de c a r r é  smmable, s o i t  l a  t r ans fo rmée  d e  F o u r i e r  d ' u n e  
f o n c t i o n  n u l l e  pour l e s  v a l e u r s  né a t i v e s  d e  son argument, e s t  l ' e x i s t a n c e  
d 'une  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  A ( h 7 de )i = k + L pour  r )  O e t  possé- 
d a n t  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s :  

1 ) A ( k +,i Y ) + A ( k ) l o r s q u e  Y-+ O pour  t o u t e  v a l e u r  
de  c)i 

2 )  A (A ) e s t  r é g d l i è r e  pour  t o u t  r )  O 
3) ( k i id ) ,!@ dk e s t  bornée  pour  t o u t  &-'/ O - 
Mais B ( ) e s t  éga lement  déve loppab le  en i n t é g r a l e  de  F o u r i e r ,  e t  

de  c a r r é  sommable; on a  bu p a r  a i l l e u r s  que l a  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é  impo- 
s a i t  à 1 'onde d i f f u s é e  d  ' ê t r e  n u l l e  pour  t o u t  < 3 , c ' e s t  à d i r e  que  

fl 
L 

B ( ) e s t  t r a n s f o r m é e  de  F o u r i e r  d ' u n e  f o n c t i o n  n u l l e  pour  l e s  v a l e u r s  
n é g a t i v e s  d e  son  argument,  donc q u e  B ( 4 ) e s t  &,galement une f o n c t i o n  
r é g u l i è r e  d a n s  l e  demi-plan complexe s u p é r i e u r  d e s  6 

S ( ) e s t  donc une f o h c t i o n  t e l l e  que  s i  A ( A  ) e s t  r é g u l i è (  
r e  dans I+ ( c 1 e s t  à d i r e  l e  &mi-plan complexe s u p é r i e u r ) ,  B (A ) = S  (A ) *&(A)  * 
e s t  é g a l e m e n t  r é g u l i è r e  dans I+ ; c  ' e s t  à d i r e  que S  ( ) d o i t  elle-mêhe 
ê t r e  r é g u l i è r e  dans  I+ 

Y 
E t q u r n d  O-+- O ,  comme* (A)-? A (4) e t  

B ( A  1 4  E ( k  ) on a :  

s ( A  ) -7 s ( k  ) l o r s q u e  r+ O (1 6 )  

S i  on prend a l o r s  S  ( k + (  K ) =G ( k -~1/)2 R -11 (171, 
c e c i  é t a n t  permis  p a r  s u i t e  de (eq .  1 3 ) ,  on pour ra  a u s s i  é t e r id re  l a  di' " i n i -  
t i o n  de  S  à 1 ( c ' e s t  à d i r e ,  avec  l a  conven t ion  f a i t e :  l e  demi-plan com- 
p l e x e  i n f é r i e u r  ) 

L ' a p p l i c a t i o n  de  l a  3ème p r o p r i é t é  du théorème d e  TITSCHMARCB mon- 
t r e  que S  ( ) e s t  b o r  césdans  I+ ; mais ,  c e c i  p e u t  ê t r e  a u s s i  montré 
d i r e c t e m e n t  ( 1  0) 



E t  l ' o n  a b o u t i t  a i n s i  à 1 S ( A  ) 1 < 1 ,  pour p r i s  d a n s  I+ . 
En a s s o c i a n t  c e c i  à (eq.  1 7 ) .  on o b t i e n t  l e s  c o n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  concer-  
n a n t  S (,A ) 60 

i S ( A ) e s t  une f o n c t i o n  maromorphe, q u i  app l ique  1 ' a x e  r é e l  s u r  
l e  c e r c l e  u n i t é ,  l e  d e 6 p l a n  s u p é r i e u r  à l ' i n t é r i e u r  de  c e  c e r c l e ,  e t  l e  
demi-plan i n f é r i e u r  à l ' e x t é r i e u r  de  ce  c e r c l e ,  l ' a x e  i m a g i n a i r e  é t a n t  a p n l i -  
q u é  s u r  l ' a x e  r é e l :  

I l  n ' y  a ,  avons nous d i t ,  aucun p ô l e  d e  S ( ) dans  I+. Cherchons 
à déve lopper  S ( A  ) sous  forme d ' u n  p r o d u i t  de  p l u s i e u r s  f a c t e u r s  q u i  i n d i -  
q u e r o n t  l e s  z é r o s  d e  l a  f o n c t i o n :  

s o i t  -A3= KQ + (  rS ( > 0 )  l e s  z é r o s  d e  S ( ) dans  

1, , p a r  s u i t e  de  (eq.  17), l e s  p d l e s  s e r o n t  donnés p a r A :  e t  donc s i t u é s  
dans  1 - 

On forme donc l e  p r o d u i t  

(21 

q u i  rassemble  t o u s  l e s  z é r o s  e t  t o u s  l e s  p 6 l e s  de  S ( ) 

S ( A )  e s t  donc l e  p r o d u i t  d e  (eq. 21)  p a r  n  f a c t e u r  q u i  n ' a  Y n i  z é r o s ,  n i  p ô l e s .  On p e u t  montrer  que c e  f a c t e u r  e s t  e e x p  C- 9 io<hJ 
a v e c @  & O, c e  q u i  nous donne: 

t- s (  h > = -  e 
Mais p a r  s u i t e d e  S (- k ) -; S* ( k )  e t  S ( k  ) , ( k )  = 1 

Les z é r o s  LJl s o n t  symét r iques  p a r  r a p p o r t  à l ' a x e  imag ina i re :  S i  Ah e s t  
un z é r o  du l e r  q u a d r a n t ,  a l o r s  (-fi 

n z é r o  du 2 h d  q u a d r a n t  e t  it / 
e t  -Rosant d e s  frôles 4 ,  {téro) 

. r - - - - -  - dans  1 - I 
I S i  d e  p l u s  i l  y  a d e s  z é r o s  s u r  
I l ' a x e  ima i n a i r e  q u ' o n  n o t e r ?  LI, 9 

on a u r a  d o r s  l ' e x p r e s s i o n  p l u s  
, 
I 

p r é c i s e  de  (eq .  22) I 

\ 

A trém) 
- -  

hciL I 
nl 1 

I 
l -- 
I 
l 



On n o t e r a  'que d a n s  l e  c a s  d Z u n  d i f f u s e u r  d e  rayon " a. f i n i  
mais non n u l ,  on t r o u v e  un r é s u l t a t  ana logue  avec  D(L 

Dans c e t t e  e x p r e s s i o n  ( e q ,  2 3 ) ,  on p e u t  montrer  que l e s  p r o d u i t s  
i n f i n i s  s o n t  convergen t s .  

Mais voyons p l u t ô t  l a  s i g n i f i c a t i o n  phys ique  de  c e  que l e s  déve- 
loppements mathématiques o n t  amené. 

On c o n n a î t  l ' e x p r e s s i o n  d e  l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  de  d i f f u s i o n  

6(4) z2$= (2t+t) 1~~ S(&)/ ' (24) 
* Nous a l l o n s  mont re r  q u ' à  chaque z é r o  hl (auquel  co r respond  un 

p ô l e  4, ) , cor respond  un niveau de  résonance.  & c i  s e  v é r i f i e  f a c l  lement  
l o r s q u é  l e s  d i s t a n c e s  à l ' a x e  r é e l  s o n t  p e t i t e s  p a r  r-npport aux d i s t a n -  
c e s  m u t u e l l e s  d e s g r o s ,  e t  s i  l a  longceur  d ' o n d e  de  l a  r é sonance  e s t  beau- 
coup p l u s  g rande  que  l e  rayon du c e n t r e  diffuseu; . ;  ( c f  e s t  à d i r e , a  5 h 2h" 
pour  l e  z é r o  c o n s i d é r é ) .  On a u r a  a u s s i  à p r e n d r e  l e  s i g n e  4 dans  (eq .  23) 
é t a n t  donné que  S (O)  = 1 

Dans c e s  condi t j .ons ,  au v o i s i n a g e  d e  K Ii , on aura  

6'- /!-fi 
s &>.. -- - - I -  G - K ~ - ~  

6 - /[-*A g -  K4 +CG 
c ' e s t  à d i r e ,  e n  r e p o r t a n t  dans  (eq ,  24) 

c ' e s t  à d i r e  l a  formule  o r d i n a i r e  c o n c e r n a n t  l a  r é sonance  d ' u n  n iveau .  

Des c o m p l i c a t i o n s  su rv iennen?  l o r s q u e  l e s  z é r o s  s o n t  r c p p r o c h é s  
.(par r a p p o r t  à l e u r  d i s t a n c e  à l ' a x e  r é e l ) *  C e c i  s e  t r a d u i s a n t  p 2 r  d e s  in-  
t e r f é r e n c e s  q u i  a u r o n t  pour  e f f e t  d e  donner  un "fond" s u r  l e q u e l  s e  d i s t i n -  
gue r o n t  d e s  r a i e s  p l u s  i n t e n s e s .  

Dans l e  c a s  où l e s  f r équences  s e r o n t  éga?&es on aura  de  rn:?ie une 
r a i e  l a r g e  au m i l i e u  de l a q u e l l e  manquera une r a i e  I r è s  f i n e .  

Il  e s t  p a r t i c u l i è r e m e n t  remarquable  que  d e s  f o r m u l e s  t e l l e s  que 
(eq ,  2 5 ) ,  ou l e s  g é n é r a l i s a t i o n s  de  ( e q ,  25) dans l e  c ? s  de  p l u s i e u r s  n iveaux ,  
s ' o b t i e n n e n t  conne conséquences ,  non d ' h y p o t h è s e s  p n r 5 i z u l i è r e s  s u r  l e  mécq- 
nisme de  l a  d i f f u s i o n ,  mais de  l a  s e u l e  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é  a p p l i q u é e  à 
un d i f f u s e u r  d e  rayon f i n ' ,  

Dans c e  c h a p i t r e ,  t o u t e s  l e s  consSquences de  l a  c o n d i t i o n  de  cau- 
s a l i t é  o n t  é t é  é t a b l i e s  en termes  d e  f o n c t i o n s  a n q l y t j q u e s .  Mais on p e u t  
l e s  t r a d u i r e  également  en s ' a d r e s s a n t  à l a  t h é o r i e  d e s  t r a n s f o r m é e s  de 
HILBERT, p a r  d e s  r e l a t i o n s  q u i  ne f o n t  i n t e r v e n i r  que l e s  v a l e u r s  r é e l l e s  

de 4 



-1 9- 
$&-/A 

Augsi , prenons  ,,3)0( en c e  as ,  e s ( ~ ) - > ~ ~ u e n d  /A -+ LB 
(o(ay1 (7-0 8 

En a p p l i q u a n t  l e  théorème de CAUCHY au domaine formé p a r  un demi 
c e r c l e  d o n t  l e  d i a m è t r e  e s t  p o r t é  p a r  l T a x e  r é e l ,  on trouve: 

ztir R-A -CD (auec  9 ' réel  ) 
q u i  exprime S  ( ) ( pour  h complexe) en  f o n c t i o n  de S ( q)  , permet- 
t a n t  donc d e  c a l c u l e r  S (), ) à p a r t i r  d e  r é s u l t a t s  expér imentaux.  

S i  dans  (eq .  2 6 ) ,  on f a i t  t e n d r e h  = &+ i. 6 v e r s  Tf ( c ' e s t  à d i r e  
l a  p a r t i e  imaginairehy->O), l e  z é r o  du dénominateur  v a  t e n d r e  v e r s  l ' a x e  
r é e l  e t  i l  f a u d r a  p r e n d r e  a l o r s  l a  v a l e u r  p r i n c i p a l e  de  (eq.  26) Cdmpte t e n u  
d e  l a  c o n t r i b u t i o n  du&mi- rés idu  en c e  p o i n t ,  on o b t i e n t  

e x p r e s s i o n  d o n t  l a  v a l i d i t é  e s t ,  non gulernent ,  n é c e s s a i r e  mais s u f f i s a n t e ,  
pour  que l a  d i f f u s i o n  s o i t  c a u ? ? l c  à l ! e x t é r i e u r  d e  l a  sphère  de  rayon "Q,". 

10 
Pour un d i f f u s e u r  p o n c t u e i ,  l e  t e r m r  J n ' i n t e r v i e n t  p a s ?  

S ( ) é t a n t  bornée dans  1, : on p e u t  a p p l i q u e r  l e  théororne d e  CAUCHY à 

e t  donne donc a u  l i e u  
h 

S/oi 
7-X 6 

p u i s  en f a i s a n t  

c ' e s t  à d i r e  

- tO u 9 

é q u a t i o n s  analogues  à l a  r e l a t i o n  (eq, 9)  1 e t  à l a  r e l a t i o n  
i n v e r s e  q u i  expr ime  b) en f o n c t i o n  de 



CHAPITRE I V  : DIFFUSION DE PARTICULES. 

NOTION DE SECTION EFFICACE ET D'AMPLITUDE DE DIFFUSION 

1 )  Rappel d e  l a  d é f i n i t i o n  d e s  p r i n c i p a l e s  g r a n d e u r s  

Pour  r é a l i s e r  une expér ience  de  d i f f u s i o n ,  on d s p o s e  d ' u n  f a i s c e a u  
i n c i d e n t  de  p a r t i c u l e s  d ' i n t e n s i t é  N connue ( p a r  exemple, s ' i l  s ' a g i t  d ' é l e c -  
t r o n s ,  l a  d e n t i s é  de  c o u r a n t  0 l  = Ne N é t a n t  l e  nombre d ' é l e c t r o n s  pas- 
s a n t  p a r  l ' u n i t é  de  s u r f a c e  p a r  s e c o n d e ) .  

Ce f a i s c e a u  i n c i d e n t  f r a p p e  une c i b l e  donnée A 

La c o n n a i s s a n c e  de  d N, nombre de  p a r t i c u l e s  d i f f u s é e s  p a r  u n i t é  
de@mps dans l a  d i r e c t i o n  @ , e t  c e l l e  d e  N nombrede p a r t i c u l e s  i n c i d e n t e s  
permet d ' é t u d i e r  l a  d i f f u s i o n c k s  p a r t i c u l e s  B p a r  l e s  p a r t i c u l e s  A c o n s t i -  
t u a n t  l a  c i b l e :  on p e u t  é t u d i e r  a i n s i  l a  r é p a r t i t i o n  a n g u l a i r e  d e s  p a r t i c u -  
l e s  d i f f u s é e s  (mais on p e u t  a u s s i ,  s i  l e s  chocs  ne s o n t  pas  é l a s t i q u e s ,  é tu -  
d i e r  l a  r é p a r t i t i o n  é n e r g é t i q u e  d e  c e s  p a r t i c u l e s  d i f f u s 8 e s ,  p a r t a n t  d 'un 
f a i s c e a u  i n c i d e n t  monocinét ique.  ) 

S o i t  CI N l e  nombre de p a r t i c u l e s  t r a v e r s a n t  p a r  seconde l ' é l é m e n t  
de  s u r f a c e  d,b p l a c é  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  à l a  d i r e c t i o n  d t e r m i n é e  p a r  
l ' a n g l e  @ p a r  r a p p o r t  à l a  d i r e c t i o n  du f a i s c e a u  i n c i d e n t  

c e  nombre dépend 

- du nombre de  p a r t i c u l e s  i n c i d e n t e s .  

- d 'un  f a c t e u r  f o n c t i o n  d e  l a  d i r e c t i o n  d e  l a  d i f f u s i o n  

La g randeur  y( @,(P )d-Q e s t  a p p e l é e  s e c t i o n  e f f i c a c e  d i f f é r e n -  
t i e l l e  d e  d i f f u s i o n :  e l  e  a  l e s  d imensions  d ' u n e  a i r e :  en  e f f e t ,  d e s  N par-  
t i c u l e s  i n c i d e n t e s  t r a v e r s a n t  un é lément  de s u r f a c e  d S = 1 ,  une p a r t i e  
d N seulement  s e  t r o u v e r a  dans  l a  d i r e c t i o n  d e  d i f f u s i o n  c o n s i d é r é e :  c e  

s e r o n t  l e s  p a r t i c u l e s  q u i  t r a v e r s e r o n t  une 
d5->rjp$/ p o r t i o n  de  s u r f a c e  é g a l e  à (1 ( 0, (P ) c J n  

q u i  s e r a  p a r  exemple un anneau: 

q d i i  ->di,4/ pc)rk 

La q u a n t i t é  Q = (6, )c!L~ (1 t ,  e s t  l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  to-  

t a l e  de  d i f f u s i o n  d e s  p a r t i c u l e s . .  



On s e  l i m i t e  au  c a s  d e  l a  d i f f u s i o n  é l a s t i q u e :  l a  p a r t i c u l e  i n c i -  
d e n t e  B e t  l a  p a r t i c u l e  c i b l e  A s o n t  dans  l e  même é t a t  i n t e r n e  a v a n t  e t  
a p r è s  l e  choc;  i l  y  a  donc c o n s e r v a t i o n  de  l l é n e r n i e  c i n é t i q u e .  En p a r t i c u -  
l i e r ,  s i  on suppose  A f i x e ,  l ' é n e r g i e  c i n é t i q u e  de B s e r a  l a  même a v a n t  e t  
a p r è s  l e  choc,  e t  nous c o n s i d é r e r o n s  q u e  B a  s u b i  une d i f f u s i o n  p a r  un cen- 
t r e  de  f o r c e ,  c a r a c t é r i s é  p a r  l ' é n e r . x i e  p o t e n t i e l l e  U ( 4, ) ( s i  on v e u t  
t en i t r  compte du mouvement de A ,  on o b t i e n t  un r é s u l t a t  ana logue ,  en  s e  p la-  
ç a n t  dans l e  sys tème du c e n t r e  d e  g r a v i t é ,  c a r  l ' é n e r g i e  p o t e n t i e l l e  ne  dé- 
pend que de  l a  d i s t a n c e  m u t u e l l e  z ' d e  A à B ) (1 3 )  

La f o n c t i o n  d 'onde .y- de l a  p a r t i c u l e  B devra  s a t i s f a i r e  à 1'4- 
qua ti on 

1 

- 

avec '- ,y (Z') PIC - -. P i  
V(Xyj - g2 Z P E -  - 

- - -4; eZ- 
1 L 

Dans l e  c a s  où U = O, l i b r e ) ,  on s a i t  q u e  (2') admet 
l a  s o l u t i o n  

%= c e  s i  l ' a x e  > e s t  l a  d i r e c t i o n  & propaga t ion .  
'Y' 

Les s o l u t i o n s  d e  ( 2 ' )  s e r o n t  d e  l a  forme i): YL-~C . E l l e s  
s o n t  nombreuses s i  l ' o n  c o n s i d è r e  l e  problème s o u s  l t a s p & t  purement mabhé- 
mat ique,  mais i c i ,  d e s  l i m i t a t i o n s  i m p o r t a n t e s  i n t e r v i e n d r o n t  p a r  s u i t e  de  
l ' a s p e c t  phys ique  du problème. 

La forme mathéns t ique  r e t e n u e  pour l ' o n d e  i n c i d e n t e  r e p r é s e n t e  une 
onde p l a n e  à l a q u e l l e  i l  Caudra a j o u t e r  une onde d i f f u s é e  JLL , q u i  s e  p r é s e n t e  
comme une onde s p h é r i q u e  i s s u e  de  A ( c e c i  aux g randes  d i s t a n c e s  5 p a r  r a p p o r t  
aua  dimensions d e  A )  

L 'onde d i f f u s é e  a  donc un comportement asymptot ique d e  l a  forme 

où {( @ ) e s t  i f a r n p i i -  

t u d e  de d i f f u s i o n  

D'où l a  forme asymptot ique de  l a  s o l u t i o n  de  ( 2 ' )  

I L 

Or, on s a i t  q u e  1 "?)JI2 donne l a  P r o b a b i l i t é  de  p r é s e n c e  d e  l a  
p a r t i c u l e  dans  d Z  
a l o r s ,  
l e  c o u r a n t  i n c i d e n t  ( f l u x  #e p a r t i c u l e s  i n c i d e n t e s )  e s t  



Le c o u r a n t  de  p a r t i c u l e s  d i f f u s é e s  e s t  

ON- -i---- / #?(AI/ "-J2- (4) 
N 

Dioù. il r e s s o r t  que l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  Z r a  comrble s i  l ' o n  c o ~ n a i t  
l ' a m p l i t u d e  de  d i f f u s i o n ,  e t  r éc ip roquement ,  l a  conna i s sance  d e  l a  s e c t i o n  
e f f i c a c e  f o u r n i r a  d e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l ' a m p l i t u d e  de  d i f f u s i o n  

Le c e n t r e  d i f f u s e u r  é t a n t  r e p r é s e n t é  p a r  un p o t e n t i e l  c e n t r a l ,  il 
y a  c o n s e r v a t i o n  du moment c i n é t i q u e  au c o u r s  de  l a  d i f f u s i o n .  C ' e s t  à d i r e  
que  s i  l a  p a r t i c u l e  i n c i d e n t e  a  un moment c i n é t i q u e  & e t  une p r o j e c t i o n  du 
moment c i n é t i q u e  s u r  O $ é g a l e  à ïr,l (en  u n i t é s  f ) ,  l a  p a r t i c u l e  d i f f u s é e  
a u r a  l e s  mêmes v a l e u r s  de (dTJT?j)" et J1L2 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  11 e s t  l a  d i r e c t i o n  de  l ' onde  i n c i d e n t e ,  on a u r a  
r'l = O , d o n c v  s ' é c r i r a  comme s u p e r p o s i t i o n  d 'ondes  c o r r e s p o n d a n t  aux 

d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  de  _Q ( e t  6 m = O) 
Q3 

développement d o n t  chaque terme S I - p p e l l e  une onde p a r t i e l l e .  

S i  nous p o r t o n s  ces  r é s u l t a t s  d a n s  l ' é q u a t i o n  de  S c h r o d i n g e r ,  e n  
é c r i v a n t  pour  l a  p a r t i e  r a d i a l e  R, - xl /k  
nous obtenons  pour  ylp l ' é q i i a t i o n  

d:YP+-{gk - 4(74/) 71 = V(4J.7 
&L - P 4? 

Comme V ( 4 ) -+ O l o r s q u e  4 -- rn l a  forme asymptot ique de  l a  s o l u t i o n  
de  c e t t e  é q u a t i o n  p e u t  s ' é c r i r e  

D ' a u t r e  p a r t ,  nous avons é c r i t  (eq .  3) où l a  forme asympto t ique  
de  y' e s t  s é p a r é e  en deux t e rmes ,  q u i  c o r r e s p o n d e n t  à l ' o n d e  i n c i d e n t e  e t  
à l ' o n d e  d i f f u s é e .  

L 'ampl i tude d e  d i f f u s i o n  p e u t  s ' é c r i r e  sous  l a  %me 



q u i  f a i t  a p p a r a i t r e  l e s  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  du moment c i n é t i q u e .  L'onde i n c i -  
d e n t e  p e u t ,  e l l e  a u s s i ,  ê t r e  développée en f o n c t i o n s  p r o p r e s  du moment c i n é -  
t i a u e  O: - - 

n k.rt coa i"l 
= e - - - } (qpt4jA ' ( b , ' ~ )  l3 13) 

D 
-4 

ou 4, e s t  l a  f o n c t i o n  d e  Besse l  s p h é r i q u e  d ' o r d r e >  . En p o r t a n t  1 - q  deux 
d e r n i e r e s  é q u a t i o n s  dans  (eq .  3 ) ,  on o b t i e n t :  . , 

Lorsque 4 -bm , ;I, (k i r )  prend  l a  forme asymptot ique:  
( 4  

j r i k r r )  2/ ( k ~ ~ - ? n i  ----- ?O 
k -2 & 

-;Rk 
donc y prend l a  forme asympto t ique  

# 

- 

/ 
A l o r s  q u e  l a  s o l u t i o n  (eq.  4 )  donnée p a r  l ' é t u d e  g é n é r a l e  de  1 t é -  

q u a t i o n  de  Schrod inger  prend l a  forme 

J 

En comparant l c e s  deux e x p r e s s i o n s ,  on o b t i e n t  

- (. 7 6 
4 0  - 

dc,  e r , (2~+.i)e L. r -> 4 
c ' e s t  à d i r e  

en f o n c t i o n  d e s  d é p h a s a g e s ,  l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  t o t a l e  



- Remarque impor tan te :  ------------------- 
En comparant l ' onde  t a r t i e l l e  de  moment c i n é t i q u e  , avec l a  

composante d e  l ' o n d e  p l a n e  e'- 3 cor respondan t  au  même moment c i n é t i q u e ,  
on a: 

C ' e s t  à d i r e ,  l a  même s u p e r p o s i t i o n  d ' o n d e s   rentrante^'^. e -.cf& 
mais,  pour 1 'onde d i f f u s é e ,  l a  composan te~ ' so r tan te  e s t ' l a f f e c t é e  du c o e f f i -  
c i e n t  ~ ' ' y e  . Autrement d i t ,  l ' e f f e t &  l a  d i f f a s i o n  c o n s i s t e  en un dépha- 
s a q e  de-chaque onde p a r t i e l l e  s o r t a n t e  

En résumé, s i  : 
92 e s t  l t  onde s o r t a n t e  en l ' a b s e n c e  d ' i n t e r a c t i o n s  ( V  = 0) 

(l/+ 1 'onde d i f f u s é e  

OU encore:  

S i  on c o n s i d è r e  l e s  

" v e c t e u r "  <y+, on p e u t  é c r i r e  

$$+ comme l e s  com- 

1 

où S e s t  appe lé  o p é r a t e u r  de  d i f f u s i o k  ( m a t r i c e  d e  d i f f u s i o n )  

5 2) LA DETERMINATION DE L'AMPLITUDE DE DIFFUSION A PARTIR DE RESULTATS 
EXPERIMENTAUX. 

6- e s t  donné p a r  l ' e x p é r i e n c e ,  p a r  s u i t e ,  on c o n n a i t  l e  module d e  1 'ampli- 
t u d e  & d i f f u s i o n .  

I l  s e m b l e r a i t  que 1' arqument de f r e s t e  e n t i è r e m e n t  indé te rminé .  
En f a i t ,  i l  nle$t e s t  pas  a i n s i ,  c a r  l e  f a i t  que l ' a m p l i t u d e  e s t  d e  l a  firme 
(eq. 5) (où,  encore  l e  f a i t  q u e  S e s t  une m a t r i c e  u n i t a i r e ) ,  impose à l ' a r -  
guslent de  # c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s .  Par  exemple, dans  l e  c a s  de l ' a m p l i t u d e  
de  d i f f u s i o n  en a v a n t ,  $ (O)  on v o i t  f a c i l e m e n t  que l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e  
de  #j (O)  e s t  l i é e  à l a  s e c t i o n  e f f i c a c e  t o t a l e :  

$(O)  = 1 (2?+ 1 )  s i n  P (I ) <?e 
k II -4 

I m  f (O)  = L T ( 2  +I ) s i n 2  

k -  34 
comme P (1)  = i  

-2 
Or, on a  vu (eq.  5 ' )  

que: 6 < e )  = fi 7 ( 2 1  + i l  s i n 2  ,< c e  q u i  f a i t  qu 'on  a simple- 
t- k3 - h ment , 

( ~ e i a t i o n  d e  Bohr - p r i e r i s  - ~ i a c i e i < )  : 1 6,' - In' 1~' '" k 



C e t t e  r e l a t i o n  é t a b l i e  i c i  s implement n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  que  l t e x -  
p r e s s i o n  du théorème o p t i q u e ,  que nous a u r i o n s  pu é t a b l i r  à l a  f i n  du 
Chap. 1. 

En e f f e t ,  on s a i t  que dans un m i l i e u ,  l a  r é f r a c t i o n  e t  l ' a b s o r p t i o n  
r é s u l t e n t  de  l a  d i f f u s i o n  m u l t i p l e  de  l a  lumiè re  p a r  l e s  atomes,  Cons idé rons  
donc (11)  une onde p l a n e  i n c i d e n t e  d ' a m p l i t u d e  p l h t  & t r a v e r s e  une couche 
d ' é p a i s s e u r  f a i b l e  x  de  m a t i è r e  d ' i n d i c e  complexe 9 . L'ampl i tude a p r è s  l a  
t r a v e r s é e  d e  c e t t e  couche e s t  ,. 

D ' a u t r e  p a r t ,  d ' u n  p o i n t  de  vue mic rç~scop inue ,  l ' o n d e  r é s u l t e  d e  
l a  s u p e r p o s i t i o n  d e  lbnde i n c i d e n t e  e t  d e  t o u t e s  l e s  " o n d e l e t t e s " .  d i f f u s é e s  
p a r  l e s  d i f f é r e n t s b c o m e s .  S ' i l  y a  N a tomes  p a r  u n i t é  de volume, on a  donc 

C k  
1 donc e v a r i e  beaucoup p l u s  r ap idement  q u e  f , e t  p a r  s u i t e ,  on 

p e u t  à une bonne approx imat ion  s o r t i r  { d e  l ' i n t é g r a l e =  

ck t  ,,r .?,t.+e + ~ . ~ r \ ~ r ~ c o )  1 e iJjr 

La comparaison d e s  deux c-xpressions (eq.8) e t  (eq.9) donne: 

s o i t  

D i a u t r e  p a r t ,  l ' a b s o r p t i o n  r é s u l t e  de  l ' a c t i o n  des  c e n t r e s  i n d i v i -  
d u e l s ,  donc 

x z  N6, ( 1 3 )  

e t  l a  comparaison d e s  (eq.12) e t  (eq.13) donne l e  "théorème o p t i q u e "  (eq ,  7)  

Dans l e  c a s  de l a  d i f f u s i o n  en a v a n t ,  l e  theorème o p t i q u e  permet 
donc de  d é t e r m i n e r  s a n s  ambiguï té  l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e  de l ' a m p l i t u d e  dg d i f -  
f u s i o n .  Comme l e  module de  c e l l e - c i  e s t  conriu, l a  p a r t i e  r é e l l e  e s t d é t e r m i -  
née au s i g n e  p r è s .  Ce q u i  v e u t  d i r e  e n c o r e  (eq.5) que l e s  déphasages  v4 s o n t  
d é t e r m i n é s  au s i g n e  p r è s .  Une g i t u a t i o n  analogue s e  p r o d u i t  pour  l a  d i f f u s i o n  
sous  un ang le  quelconque;  cependant ,  l a  c o n n a i s s a n c e  du s i q n e  d e s  déphasages  
e s t  impor tan te  pour  o b t e n i r  d e s  r ense ignements  s u r  l ' i n t e r a c t i o n  q u i  p r o d u i t  
l a  d i f f u s i o n .  

Les r e l a t i o n s  e n t r e  l a  p a r t i e  r é e l l e  e t  i m a g i n a i r e  de  1 'Ampli tude 
(ou de  l a  m a t r i c e  s ) ,  d o n t  nous p a r l e r o n s  au c h a p i t r e  s u i v a n t ,  s o n t  un d e s  
moyens q u i  peuvent s e r v i r  à l e v e r  c e t t e  ambigu ï t é  de  s i g n e .  



CHAPITRE V - DIFFUSION DES PARTICULES 

RELATIONS DE KRAMERS - KQONIG 

1 ) EXPOSE DU PROBLEME - FORMULATILN DE LA CONDITION DE CAUSALITE 

Nous a l l o n s  e s s a y e r  de  dégager  l e s  i d é e s  phys iques  du t r a v a i l  de  
Van Kampen (12) s u r  l e s  p r o p r i é t é s  a n a l y t i q u e s  de  S ,  e t  l e s  r e l a t i o n s  q u i  
s ' e n  d é d u i s e n t ,  pour  d e s  p a r t i c u l e s  non r e l a t i v i s t e s .  

Pour l e  champ é l é ~ t r o m a ~ n é t i q u e  au c h a p i t r e  I I I ,  l e  nombre d 'ondes  
t a i t  l i é  à l a  f r é q u e n c e  p a r  l a  r e l a t i o n  Jty=k, 

Pour d e s  p a r t i c u l e s  non r e l a t i v i s t e s ,  c e t t e  r e l a t i o n  n ' e s t  p l u s  
v r a i e .  

Af in  d e  b i e n  p r é c i s e r  l e  problème, r appe lons  q u ' o n  s e  l i m i t e  aux 
ondes " " q u i  co r responden t  au& f a i b l e s  é n e r g i e s ;  que l a  d i f f u s i o n  e s t  
é l a s t i q u e  e t  q u ' e l l e  e s t  causée  p a r  d e s  c e n t r e s  d i f f u s e u r s  d e  rayon a 

A l ' e x t é r i e u r  d e  c e t t e  s p h è r e  d ' e f f i c a c i t é ,  l a  f o n c t i o n  d 'onde  
v e r i f i e  l ' é q u a t i o n  d e  Schrod inger  non r e l a t i v i s t e  de l a  p a r t i c u l e  l i b r e ,  

u 
q u i  co r respond  a 

ft2 R2 
Pour c e  q u i  s e  passe  à l ' i n t é r i e u r  de  l a  s p h è r e ,  on ne f a i t  aucune 

hypothèse:  on ne suppose  pas  que l ' i n t e r a c t i o n  s o i t  r e p r é s e n t é e  p a r  un po- 
t e n t i e l  V ,  n i  même q u ' i l  y  e x i s t e  une f o n c t i o n  donde  

Par  exemple,  s i  nous e t u d i o n s  l a  d i f f u s i o n  de  nuc léons  p a r  un 
noyau, l ' i n t e r a c t i o n  e n t r e  l e  nucléon i n c i d e n t  e t  l e  noyau, ne p o u r r a  p l u s  
ê t r e  r e p r é s e n t é e  p a r  un p o t e n t i e l  l o r s q u e  l e  nucléon a u r a  p é n é t r é  d a n s  l e  
noyau, e t  l e  nucléon i n c i d e n t  n ' a u r a  même p l u s  de  f o n c t i o n  d ' o n d e  dans  l e  
noyau: en  e f f e t ,  càns l a  mesure ou i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  d 'onde ( c ' e s t  d é j à  
une approx imat ion) ,  e l l e  e s t  r h l a t i v e  à 1 'ense&ble d e s  nuc léons ,  nucléon 
i n c i d e n t  e t  nuc léons  du noyau. 

Les c o n d i t i o n s  du problème p r é c i s é e s ,  voyons a l o r s  comment on f o r -  
mulera l a  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é .  

On p e u t  & r i r e  l e  phénomène, comme on l ' a  vu,  d e  deux facgna  un 
peu d i f f é r e n t e s :  
l ' u n e  f a i t  i n t e r v e n i r  l ' a m p l i t u d e  d e  d i f f u s i o n  en s é p a r a n t  l ' o n d e  en une 
p a r t i e  " i n c i d e n t e "  e t  en  une p a r t i e  " d i f f u s é e " .  

mais on p e u t  (chap.  I I I )  également  décomposer l ' o n d e  en un p o i n t  A en une  
p a r t i e  " e n t r a n t e "  e t  e n  une p a r t i e  . " s o r t a n t e ,  auquel  c a s ,  l o r s q u e  l e  c e n t r e  
d i f f u s e u r  a a g i ,  l ' o n d e  s o r t a n t e  ecRb e s t  a f f e c t é e  d ' u n  c o e f f i c i e n t  q u e  
l ' o n  a p p e l l e  : m a t r i c e  S  



I l  e s t  ! é v i d e n t  que c e t t e  deuxième r e p r é s e n t a t i o n  ne  d o i t  pas  ê t r e  
p i s o  à l a  l e t t r e ,  c a r  physiquement,  on ne p e u t  r é a l i s e r  d 'onde e n t r a n t e .  
Cependant,  e l l e  p e r m e t &  fo rmule r  l e  problème de  l a  d i f f u s i o n  d 'une  façon  qu i  
e s t  p a r f o i s  p l u s  commode que l a  première .  

Voyons a l o r s  comment f o r m u l e r  l a  c o n d i t i o n  d e c a u s a l i t é :  é t a n t  donné 
q u ' i l  n ' y  a  p l u s  l i m i t a t i o n  de  l a  v i t e s s e  maximum, l a  c o n d i t i o n  énoncée au 
C h a p i t r e  III d e v i e n t  : 

(1 ) - s i  l ' o n d e  e n t r a n t e  e s t  n u l l e  à l a  d i s t a n c e  t, du c e n t r e  pour 
t o u t  i n s t a n t  t< ta , a l o r s  l ' o n d e  s o r t a n t e  = O à l a  d i s t a n c e  &+ pour  
t o u t  t 4  Autrement d i t ,  on a  p a r  r a p p o r t  au c a s  où l a  v i t e s s e  e s t  l i m i t é e  
p a r  C, supprimé dans  l a  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  t<&, , l e  terme 2 (!?-a)/ C q u i  
n ' a  p l u s  s a  r a i s o n  d ' ê t r e  pu i sque  G e s t  i n f i n i e ,  

Malheureusement, dans  l e  c a s  p r é s e n t  i l  n ' e x i s t e  p a s  d 'onde 
r igoureusement  n u l l e  a v a n t  un c e r t a i n  i n s t a n t  = : l e s  s u p e r p o s i t i o n s  
p o s s i b l e s  pour  t) é t a n t  

1 
e. - ( p k  - i Et i f  clp 

rpj e 
i l  n ' e s t  p a s  p o s s i b l e  de  t r o u v e r  ;ne f o n c t i o n  A ( P ) q u i  s a t i s f a s s e  c e t t e  
c o n d i t i o n .  La même remarque e s t  v a l a b l e  pour  l ' o n d e  s o r t a n t e .  D'où, i l  ré- 
s u l t e  que pour  d é u r i r e  l a  c a u s a l i t é  du phénomène, nous sommes r é d u i t s  à une 
f o r m u l a t i o n  p l u s  f a i b l e :  

( I I )  - La P r o b a b i l i t é  @, d e  t r o u v e r  une p a r t i c u l e  s o r t a n t e  a u  p o i n t  
A s i t u é  à l a  d i s t a n c e  à 1' i n s t a n t  t 5 kd e s t  i n f é r i e u r e  ou &$ale à 
c e l l e  Te d e  t r o u v e r  à l a  même d i s t a n c e  une p a r t i c u l e  e n t r a n t e  a t L t - 1 

Comme l e  nombre& p a r t i c u l e s  s o r t a n t e s  q u i  
t r a v e r s e n t  l a  s p h è r e  de  rayon  t4 e n t r e  l e s  
i n s t a n t s  e t  12 +de e s t  é g a l  au p r o d u i t  du 
f l u x  du c o u r a n t  s o r t a n t  ,y ( t!'- ) à t r a v e r s  
c e t t e  p h è r e ,  p a r  d t  , l e  n8mbre d e  p a r t i c u l e s  
s o r t i e s  a v a n t  Cr = Q es t= :  

r2 
6 / Jk). 4 v ii:~/ 
A 

(0 
-a 



La f o r m u l a t i o n  ( I I )  d e  l a  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é  s e  t r a d u i t  donc 
(pu i sque  nous obtenons  une e x p r e s s i o n  du même type  pour  l e  nombre 8 p a r t i c u -  
l e s  e n t r é e s )  par=: t, 

C e c i  s i g n i f i a n t  que  parmi t o u t e s  l e s  p a r t i c u l e s  e n t r a n t e s ,  e n t r é e s  
a v a n t  l ' i n s t a n t  t, , c e r t a i n e s  ne  s o n t  p a s  ericore r e s s o r t i e s  à l ' i n s t a n t  

L'? = cd Comme on a  e x c l u  l ' a b s o r p t i o n  d e  p a r t i c u l e s  p a r  l e  noyau d i f f u -  
s e u r ,  c e c i  i n d i q u e  q u ' e l l e s  o n t  é t é  r e t a r d é e s  p a r  l e  p r o c e s s u s  d e  d i f f u s i o n  

Mais c e t t e  d e s c r i p t i o n  s o u l è v e  une seconde o b j e c t i o n :  Est-on a s s u r é  q u ' i l  
q u ' i l  s o i t  t o u j o u r s  p o s s i b l e  de s é p a r e r  l ' o n d e  au p o i n t  A e n  ondes e n t r a n t e s  
e t  e n  ondes s o r t a n t e s  indépendan tes?  On p e u t  t r è s  r ap idement  v o i r  que  c e c i  
n ' e s t  pas  v r a i  e t  qu 'on  a b o u t i t  à d e s  termes  d ' i n t e r f é r e n c e :  en  e f f e t ,  l e  
c o u r a n t  d e  p a r t i c u l e s  s ' e x p r i m a n t  p a r  

avec  on o b t i e n t  

Autrement d i t ,  l e  c o u r a n t  e s t  c o n s t i t u é  p a r  l e  c o u r a n t  de  p a r t i c u -  
l e s  e n t r a n t e s ,  c e l u i  d e  p a r t i c u l e s  s o r t a n t e s ,  e t  d e  termes  d ' i n t e r f é r e n c e  
e n t r e  e t  , q u i  nous donnent  un c o u r a n t  o s c i l l a n t  d ' i n t e r f é r e n c e .  

e 
On n o t e r a  que  c e s  termes d i s p a r a i s s e n t  p a r  compensation l o r s q u ' o n  

p a s s e  aux formes asymptot iques  
f bk -r L'A 2 U c c  e t  OL- S g+. 

te n, / A  - /L ( 4) 
( c ' e s t - à - d i r e  l o r s q u e  /t -%-CU ), mais à d i s t a n c e  f i n i e  c e s  t e rmes  ne s o n t  
p a s  n u l s .  S i  on d é c r i t  l a  c o n d i t i o n  ( I I )  pour /t i n f i n i ,  c ' e s t  à d i r e  qu'on 
p o r t e  (eq .  4)  dans  (eq .  3 ) ,  on o b t i e n t  1 

Z +/SI 
tL 

e t  en  p o r t a n t  c e c i  d n s  (eq.  2), on t r o u v e  / S I '  1 

Ce q u i  ne nous apprend r i e n  c a r  nous savons que S' = 1 ( p a s  
d l  a b s o r p t i o n ) .  

Pa r  conséquent ,  on s ' a r r ê t e r a  à l a  f o r m u l a t i o n  s u i v a n t e :  

( I I I ) :  , l e  nombre d e  p a r t i c u l e s  e n t r a n t e s  q u i  o n t  k a v e r s é  l a  s p h è r e  )Z à 
t g  t+" e s t  s u p é r i e u r  au nombre de  p a r t i c u l e s  q u i  s e  t r o u v e n t  à e: 5 9 
à 1 ' e x t é r i e u r  d e  l a  s p h è r e  de  r a y o n  hA ( c e  nombre é t a n t  c o n s t i t u é  d e s  
p a r t i c u l e s  e n t r ~ n t e s  q u i  n ' o n t  pas  encore  a t t e i n t  l a  s p h è r e  ( s ' i l  en  ~ s t e )  
e t  d e  c e l l e s  q u i  é t a n t  e n t r é e s  e n  s o n t  r e s s o r t i e s  à t = 5 c ' e s t  à d i r e  
l e s  p a r t i c u l e s  d i f f u s é e s  



N = nombre t o t a l  d e  p a r t i c u l e s  i n i t i a l e s  

0, = nombre de  p a r t i c u l e s  n ' a y a n t  pas  
encore  a t t e i n t  l a  s phère  

n, = nombre d e  p a r t i c u l e s  q u i  s o n t  e n t r é e s  
e t  r e s s o r t i e s  à -t, 

= nombre de  p a r t i c u l e s  q u i  s o n t  en- 
t r e e s  e t  ne s o n t  pas r e s s o r t i e s  

e t  on a  
N = 0,  + r,. + , d o n t  N ) 2 + 

4, d 

Autrement d i t :  CL, 

Bien q u e  s e u l e s  l e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  de p c o r r e s p o n d e n t  à d e s  
é t a t s  phys iques ,  c e  q u i  d é f i n i t  S  ( P )  pour  P) O seu lement  pour  l e s  é t a t s  
physiques  de  d i f f u s i o n ,  on p e u t  montrer  (15)  en f a i s a n t  d e s  .hypothèses 
t r è s  g é n é r a l e s  s u r  l e s  p r o p r i é t é s  phys iques  du système ( e x i s t e n c e  d ' u n e  
borne  i n f é r i e u r e  pour  l ' é n e r g i e  du s y s t è m e ) ,  q u ' i l  e x i s t e  une prolongement 
a n a l y t i q u e  de  S ( P ) s u r  l ' a x e  r é e l  n é g a t i f  ( PCC) ) t e l  q u e  

s ( - p l =  s * ( p )  (5) 

De c e s  h y p o t h è s ~ r ,  i l  r é s u l t e ,  à l a  d i f f é r e n c e  du c a s  é lec t roma-  
g n é t i q i e  é t u d i é  dans  l e  chap. III  que  S  e s t  holomorphe d a n s  l e  demi-plan 
s u p é r i e u r ,  l ' a x e  i m a q i n a i y ~ o _ s j , t i f _ _ ~ x c e p t é .  Sur  c e  demi-axe, e l l e  p e u t  
p o s s é d e r  d e s  s  i n g u l a r i t é s ,  

Voyons d ' abord  ce  que s i g n i f i e n t  c e s  s i n g u l a r i t é s  s u r  l ' a x e  imagi- 
n a i r e .  5 i  S a  pour  p ô l e  l e  p o i n t  p = .i J/Z a l o r s  4/ç(ik'fz, z O c e  q u i ,  
compte t e n u  de  G que  

+ ï.& - L  br 
e + 7 )  6 3 

4 Y l ,  jL) p r o p o r t i o n n e l l e  à s ( $ ) e -vg fl, 

s o i t ,  pour p = i //E s ( c!/E ) , 
c ' e s t  2, d i r e  un ékali l i é  

Pour ~ i m p l i f i e r ~ l ' e x p o s é ,  nous suppose rons  q u e  S n ' a  p a s  d e  s i n -  
g u l a r i t é s  a u t r e s  q u e  & s  p o l e s  s i m p l e s ,  



9 3 - CONSEQUENCES 

Une f o i s  d é f i n i e s  l e s  hypothèses e t  condi t ions  du problème, l ' é t u d e  
s e  r é d u i t  à un problème purement mathémallque. 

Par s u i t e  de  l ' e x i s t e n c e &  pô le s  s u r  l ' a x e  imaginaire ,  pour app l i -  
quer  l a  méthode du prolongement ana ly t ique  dan$ l e  demi-plan supér ieur ,  on 
ne prendra pas S, mais une fonc t ion  du type  

s - T h  & A-& (6 ) 
qui  e s t  holomorphe dans I+ ( l e s  Xn son t  l e s  pôles  de  S e t  l e s  bn leurs r é s i -  
dus) 

On peut  a l o r s  appl iquer  à c e t t e  fonc t ion  l e  théorème de CAUCHY, e t  
on o b t i e n t  a 

avec 
K ~ Z  -?Et ,  

puis  f a i s a n t  t end re  )\ vers  l a  va l eu r  r é e l l e  ,D , on o b t i e n t ,  en séparant  

c ' e s t  à d i r e  des expressions analogues (à  l ' except ion  d e s  p a r t i e s  p r inc ipa l e s  
des  p8 le s )  à c e l l e s  (eq. 27) du c h a p i t r e  III ' 

Par  s u i t e  de l a  présencd de œs pôles  de S dans l eami -p l an  supé- 
r i e u r ,  l e s  conclusions du c h a p i t r e  III  ne son t  p lus  va lab les :  l e s  formules 
(8)  e t  (81 )  ne permettent  plus  d e  dédu i r e  l a  p a r t i e  3rn .[-&a à p a r t i r  de 
Re[5]et inversement: s ( /i ) n ' é t a n t  p ius  exprimée su iement  par  t e s  va leurs  
p r i s e s  s u r  l ' a x e  r é e l ,  m a i s  a u s s i  p a r  des  termes l i é s  aux éne rg i e s  d e s  é t a t s  
l i é s .  

Donc i l  e s t  impossible,  d 'exprimer S ( ) expl ic i tement  en fonc- 
t i o n  des va l eu r s  q u ' e l l e  prend s u r  l ' a x e  r é e l ;  pour pouvoir u t i l i s e r  l e s  re- 
l a t i o n s  de KRAMERS-KRONIG, il e s t  donc nécessa i re  d e  c o n n a î t r e  également l e s  
é t aks  l i é s  q u i  s e  manifestent  p a r & s  pôles  de S ( A  ) s u r  l ' a x e  imaginaire.  



Ce q u i  e s t  en c o n t r a d i c t i o n  avec  l e s  e s p o i r s  q u ' a v a i t  HEISENBERG 
,ve r s  1943,  e n  e f f e t ,  i l  p e n s a i t  que ,  c o n n a i s s a n t  S ( (3 ) s u r  1 'axe  réel ,  
obtenue p a r  une e x p é r i e n c e &  d i f f u s i o n ,  on a l l a i t  pouvo i r  d é c r i r e  l e s  p ô l e s  
de  S  s u r  l ' a x e  i m a g i n a i r e  p o s i t i f ,  c ' e s t  à d i r e  l e s  é t a t s  l i é s  e t  c e c i  s i m -  
p lement  g r â c e  aux p r o p r i é t é s  ma théaa t iques  de  S ,  q u i  a d m e t t a n t  un prolonge- 
ment a n a l y t i q u e  un ique  d a n s  l e & m i - p l a n  complexe s u p é r i e u r ,  d é t e r m i n e r a i t  
a i n s i  de  fa$on unique l e s  p61es q u i  nous i n t é r e s s e n t .  

( ~ e m a r ~ u o n s  en passa r i t  que c e c i  ne s e  pose  p a s  dans l e  c  a s  du 
champ é l e c t r o m a g n é t i q u e ,  pour  l a  r a i s o n  s i m p l e  q u ' i l  n ' e x i s t e  pas  d ' é t a t s  
l i é s  de  photons  avec  un Aome quelconque. )  

De f a i t ,  HEISE,WERG ne  f a i s a i t  q u ' a p p l i q u e r  d e s  r é s u l t a t s  mathé- 
ma t iques  i n c o n t e s t a b l e s  en  e f f e t ,  s i  l a  f o n c t i o n  S Cp) e s t  d i5f in ie  avec  
une p r é c i s i o n  i n f i n i e  s u r  l ' a x e  r é e l ,  e l l e  possède un prolongement a n a l y t i -  
que  un ique ,  donc d é t e r m i n e  l e s  p ô l e s  en q u e s t i o n  d e  f a ç o n  un ique ,  mais dans  
l e  problème physique q u i  nous e s t  donné,  l e s  v a l e u r s  d e  S Cp) s u r  l ' a x e  
r é e l ,  -+q+&~* d i r e c t e m e n t  r e l i é e s  à d e s  g randeurs  phys iques ,  ne s o n t  
pas  connues avec  c e t t e  p r é c i s i o n  i n f i n i e ;  e t ,  l a  d i f f i c u l t é  v i e n t  a l o r s  
d e  c e que,  .une v a r i a t i o n  .très f a i b l e  d e s  v a l e u r s  d e  S ( p l  s u r  1 ' axe  r é e l  
a l t è r e  d e  f a ç o n  c o n s i d é r a b l e  l e  comportement du prolongement a n a l y t i q u e  
r e n d a n t  i m p o s s i b l e  l e s  d é t e r m i n a t i o n s  ~ p é r é e s ,  

P a r  s u i t e ,  s i  l t o n e u t  c o n t i n u e r  d é c r i r e  l e  phénomène avec 
une bonne approximat ion,  i l  d e v i e n t  n é c e s s a i r e  d e  c o n n a l t r e  l e s  é t a t s  l i é s  
e t  l e s  r é s i d u s  d e s  p ô l e s  q u i  l e s  d é c r i v e n t .  



Les q u e l q u e s  exemples que nous venons d ' é t u d i e r  montrent  l a  pu i s -  
s3nce  e t  l ' i n t é r ê t  d e s  méthodes d ' é t u d e  d e s  phénomènes de  d i f f u s i o n  fondées  
s u r  l a  c o n d i t i o n  de  c a u s a l i t é .  

En e f f e t ,  on a  vu que d e  l a  c o n d i t i o n  d e  c a u s a l i t é  on d é d u i t  d e s  
r e l a t i o n s  e n t r e  l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e  c t  l a  p a r t i e  r é e l l e  d e  l a  m a t r i e e  S 
c ' e s t - à - d i r e  d e s  " r e l a t i o n s  d e  d s p e r s i o n t t )  e t  c e s  r e l a t i o n s  p e r m e t t e n t  de  
l e v e r  l ' a m b i g l ~ i t é  au$'& p r é s e n t e  l o r s q u l o n  cherche  a  o b t e n i r  l e s  d é p h a s a g e s  
à p a r t i r  d e s  d n n 4 e s  e 3 p é r i m e n t a l e s .  Ceci  a  notaminent é t é  u t i l i s é  dans  l ' é t u d e  
de  l a  d i f f u s i o n  d e s  mesons 9 p a r  l e s  nuc léons  (16). 

Ces r e l a t i o n s  p e r m e t t e n t  a u s s i ,  sous  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s  e t  hypo- 
t h è s e s  (chap. III  e t  v ) ,  de  t rouver  ?a forme de  l a  m a t r i c e  S,  c ' e s t - à - d i r e  
d ' expr imer  l e s  s e c t i o n s  e f f i c a c e s  en f o n c t i o n  d  'un p e t i t  nombre d e  pa ramèt res  
( e n e q i e s  d e s  n iveaux ET , l a r g e u r  d e s  r e s o n a n c e s . ,  .) (SOUS c e  r a p p o r t ,  on 
p e u t  n o t e r  que  l e s  méthodes b a s é e s  sur l a  c o n d i t i o n  de  c c u s a l i t é  s o n t  compa- 
r a b l e s  à c e l l e s  d e  l a  thermodynaniique q u i  permet d ' e x p r i m e r  a u s s i  l e s  d i f f é -  
r e n t e s  g randeurs  c a r a c t é r i s t i q u e s  d ' u n  phénomène en f o n c t i o n  d ' u n  p e t i t  nom- 
b r e  d e  p a r a m è t r e s ) .  C ' e s t  à l ' a i d e  de  Méthodes d e  c e  genre  que  CHEVJ e t  LOW 
(17) o n t  développé l a  t h é o r i e  d e s  i n t e r a c t i o n s  e n t r e  mesons -q e t  n u c l é o n s ,  
e t  e n t r e  mésons rj 
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