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INTRODUCTION

La notion du viriel et le théoreme qui lui est 1ié ont été intro-
duits en mécanique classique par Clausius £ﬁ3:ﬂ dés 1870 , et utilisés
par lui dans le probléme de la détermination théorique de 1'équation d'état
d'un fluide. En 1933, Slater [ii,j démontra la yalidité du théoréme du viriel
en mécanique quantique, plus précisément en mécanique ondulatoire.
Des 1l'introduction du formalisme de Dirac g :?/ (en mécanique quantique 2/
une démonstration plus immédiate fut donnée par W.L. Clinton {-2 :} . Outre
son utilisation p-rmanente dans 1'étude de 1'équation d'état, le théordme
du viriel a suscité assez récemment un regain d'intérét par ses applications
possibles en chimie théorique, domaine ol il faut citer spécialement les

travaux de P.0. Low-din :Tr' 1o Hirschfelder et s Eﬂ] .

Dans ce dipldme, nous suivrons dans ses grandeslignesle
développement chronologique. Dans la premiére partie, nous rappellerons les
démonstrations générales et examinerons les modifications qu'il faut introdui-

re lorsqu'on utilise 1'a proximation de Born-Oppenheimer L 1 j ' dans les
problémes moléculaires , Nous exposeront également des généralisations qui
ont été proposées récemment sous le nom de théorémes de 1'hyperviriel et
qui sont susceptibles d'utilisations envore plus nombreuses . Dans une
seconde partie, nous traiterons quelques applications simples du théoréme
du virie.l/ou, tout au moins, nous essaierons d'en dégager les grandes

lignes car chacune pourrait , & elle seule, former un sujet de dipldme.
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Démonstrationsdu théoréme du viriel

A - Théoréme du viriel en mécanique classique, non relativiste

P _ % g . —
our un corpuscule de masse m , animé d'une vitesse Vv, que nous
supposons faible devant la vitesse de la lumiére , le principe fondamental de la

. - 4 A = —>
dynamique , ou principe de Newton, peut étre ectit: F = = (th') P”
ou encore, puisque m est un invariant ol

kY E?: m ~g% (2)

—
F étant la force qui s'exerce sur le corpuscule.
Considérons maintenant un systéme de N particules, chacune d'elle

pouvant &tre soumise & deux catégories de forces

a) force extérieure au systeme h (pour la particule i )

b) forces d'interactions 2&: fza
A

4
Dans un reférentiel quelconque, les positions des différentes parti-
cules que nous considérons comme ponctuelles, peuvent &tre déterminées par les

rayons Vecteurs'Yi

L'équation (2) peut donc ¢'écrire pour la partifule i ¢

o Prants

—~— t o - d ry

Bt 2 Ty my —
dt

d

sn multipliant sc@lairement les 2 membres de (%) par—;; et en

sommant sur i , on obiient

O Bl
2 e ) =

= N e r. . F,_ (4)

2. mF 2 = T s N

A dt2 A T
Le premier membre de 1'équation (4) peut aussi s'écrire are)

5 aral [ s -

T 4?7y S a | a1\ oy 8 D> T
~\> n b | —em] — b ml '. e e i+ d't S(:_s_ dt
. e \ 0E A /
- i q t2 . dt / ;
A A

Calculons maintenant les moyennes temporelles dasdeux expressions du second

memhre de (5)
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Sy El e
T i J
dt  fe dt /.
L 3
e o
drifv e . S—
. .w_}- ==/ m (v)" =-21 (7)

dt /

La quantité (6) est nulle dans deux cas :

a) Pour un mouvement périodique de période
P e [ b
b) Si( tend vers 1'infini avec| rig restant fini

Dans ces deux cas, la moyenne temporelle de 1'équation (4) se réduit

02T = }“‘" T Ff (8")

Clausius 'E134f

définit le viriel d'un systéme par 1'expression

=L = = (& By T Ty Fi ) (9)

A

-

En reportant (9) dans (8) on

-27

On peut mettre (10) sous une

systemes conservatifs ; dans

ct
aboutit & 1'expression du théoreme de Viriel
-

@)

forme plus commode lorsque 1l'on étudie des

ce cas, les forces dérivant d'un potentiel

- R
F=-gradV (11)
le viriel de Clausius peut alors s'écrire :
S B e Sy NE—
= = 4 v - 2
) S (ri grad V, + = “r. grad, Vij ) (12)

s

Si, de plus, les potentiels sont

3
A

&l
des fonctions homogénes de degré m , le

théoréme d'duler nous permet d'écrire
1Y
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et, en reportant (13) dans (10) , le théorgme du Viriel devient

) (14)

vij) (13).

Dans le cas d'uneperticule unique, dans un potentiel de degré m ,(14) peut

s'éerire @

B - Théoréme du Viriel en mécanique relativiste

a) Formulation non covariante

L'équation donnant la force en fonction de la masse et de la
vitesse d'un corpuscule dans 1'espace physique ordinaire est la méme gque

1'équation (1) mais cette fois 1la masse est une fonction de la vitesse donc

du temps .
F = (16)
avec s —;:té:::
e (17)
\V c2

m étant la masse au repos ou masse propre du corpuscule.

Pour établir le¢ théoréme du wiriel, utilisons une méthode identique a celle du

paragraphe (A )

F = S @V)  (18)
dt
i LTy o2 —» dF
or r-§—(m V) = -m fmng - 4 (m rf.wﬁfw-) (19)
dt \ dt dt dt

Calculons la moyenne temporclle des deux membres de (18) , compte tenu de (19)

ZF =-m {-931\ s A ) a6 (20)
\dt t ) dt dt

Le second terme du second membre de (2(» est nul dans les mémes cas qu'en
mécanique non relativiste & condition que v reste inférieure & la vitesse

de la lumiére . Dans cz cas, 1l'expression (21) se réduit &

F = - ]
i " (21)
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Le lagrangien relativiste , en l'absence de force extérieure peut &tre

pris sous la forme
2 <
LO =-m c -gi (22) (en relativité restreinte )

et 1'énergie cinétique d'une particule est définie par

T- me  (23) )
''''''' 2 p {
Formons Lo + T = = mOCZX/— 1 - Ca +ncd =m vl = m | LA
| \ at
L'expression (21) peut donc s'écrire
2T 4+ L +T=o0 (24)

24) n'est autre que 1l'expression du théordme du viriel, en mécanique relati-
q P ’

viste, comme 1'indique Goldsteiniiﬁjj .

b) Formulaticn explicitement covariante

P e
Désignons par Fﬁ' la quadrime force de Minkowski , u le

5 y § p A
quadrivecteur vites:te (vitesse d'Univers ) (- 1le temps propre et my

la masse propre

Nous pouvons écrire le principe fondamental de la dynamique
sous la forme ¢

W

= F (25)

14 (e
0 d?j M

= T . ; e % ;
Multiplions scalairement par le quadrivecteur (r ,oit )

—> dU e
. 2
nE g £ F, (26)

transformons cette expression

d ,
eI e TP e - 2
aC <mo xu)=x FM + mu (27)
or .
n W “=-m o (28)
0 e

(27) peut &'écrire

TS = o - —
4 (mxw) = "x By - m ¢ (29)
aG
Prenons 1les valeurs moyennes, par rapport au temps propre des 2 membres

de (29) P

, &
- \ -------- —, (m W) 4T = ~;_;l~ /";5 B:M?da’ -nc®  (30)
Cj 'j AT C; (o]

O
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ce qui peut encore s'écrire :
(v Luema 0 I
y . I T } B ,.,,,...)
e XT) -~ (@ Ew) \ =~ | X B a% - mcf (31)
r‘*) L.. 0o T, 0 9—) O j [¢]

Bn utilisantles notations habituelles, dans un réfégentiel

galiléen quelconque, il vient (i'instant t étant défini partjjzzjﬁE:E;L dt )

[ 2V T W) my o€t _
A52) — (. R - ! e
Cl T s [/ e
2 4 i \a) ] \ \j ‘_ f’) /O
CE
A C(F, .
e {CF At - = | t (¥F) dt -mec
— 7
(.5 )7'3 D

gupposons que, dans le référentiel galiléen utilisé, le mouvement soit de
période t, seul le 3° terme du premier membre subsiste -

En posant T = (énergie cinétique )

et en utilisant 1'équivalent relativiste du théoréme de @'énergie cinétique

soit
....,...l}p
AT _PF
dt
1(équation (32) multipliée par wi%* s'écrit ¢
m 02 ?‘C L {t‘ ;‘t*
= R W i {
(33) 2 e L FF ap - T% . iT at + %Lodt
AR CX2 t t O t ) t
\\J{_: S;vb ,"}\;'3 70 r/ O
n- ~ Pour trouver (33) on a aussi intégré par parties
‘/ d..—’i‘“ 2 [‘vamw—-j.
! (twag) dt et utilisé L =-mc \j 1= (34) qui est
)_ (o] (o} i

Nous obtenons finalement @

0 (35)

gui ast bien la forme indiguée par Goldstein.

e
ERR
+
.
+

t-‘ !

o
I

C Théoréme du Viriel en mécanique quantique

a)_jﬁmonstration de Slater Eii ] en mécanique ondulatoire

Considérons un systéme de N particules ; 1'équation aux valeurs propres
pour 1'énergie (équation de Schrddinger indépendante du temps ) et son
équation complexe conjuguée s'écrivent dans 1'espace de configuration @&

3 N dimensions



e T _He <ot B
> BV 5T |
A o, k=1 Lﬁ‘i
i
e A
N o 2 3 ~E () o
:—“/ S\/_. /ﬁ <> ''''''' 9,-__:-4;{—._._. + vV (*) s Eq) (37)
Z W\ m = Swe
$)
avec H = e constante réduite de Planck
’[

V : potentiel dans lequel se trouve le systéme
E 2 énergie du systérme

L'expression (36) peut aussi s'écrire

3N ’ 5 ‘\\ ~3 }
. Pty
T e | 2L +v-n) Y <o (38)
T i 2m 1
i\ / 2,
avec m; = mp pour X, = x3p
x5p_1
X3p—2
Dérivpns (38) par rapport & xj on obtient :
; | N, \ D ‘
v::jﬂ :i *\:'::__'"'5“'”‘ / 4N\ W_,] H) v ) )L()
- | e L oo | % o +--m““L7 + (Vv-E) ° ¥ =0 (39)
B —— i L i i 2mi / b X i o XJ ‘a % ! 9 %,
SIS K j 3
il tiplions (39) par x, L/ .
LS e B ' N ‘d ’
T L T | S 2 ) x N
R N Jx X, J
g ek 1o (40)
g #
vl 2 wen 8 1 TR
de (37) on peut t1re:<d~‘ | e \ ,E?“;Z;i«
v -5){ N ol (41
— N Py i
i
reportant (41)r,dans (40) on aboutlt a ~ Y X
=T/ B \\<‘:I“‘ D QL_ Py D -
B {K;;”~ i ‘wml ,,,,, s, N
AN “ )L J J\g/()x :,xJ ",}x D *
(;')i"f*_'_ﬁ’ . PE “\U
-'-.:..._ . o ,_-fi —
f’/ 3 3 ?ij - ! o) (42)
Le premier terme de (42) peut aus si s'éerire X
24 o )

& =h (*,/ ‘3 i o 2 X T:E“;Zi //



NP 4 o {1 - : |
b= N k= =4 BT (‘{f = N ] (43)
[y, 2 LR 1 b 2
el ' T ’ Ty e
Juegions A fr 2egot T x,

{ . z .
\f) devant &tre une fonction de carré sommi.able 1'expression entre crochets

doit &tre nulle cat.(}j doit &tre nulle aux limites.

kn revenant & (42) , en intégrant sur tout l'espace de

conggguration et en utilisant (43) on aboutit &

;y-' X e f ’2\ QUJ = {/ﬁf G Fa v i

ST ) S 0T - B x5 YeT )
Jif/"\Zmi D xp 2(\3303\
ou d 7i3= dx1 dx2 .......... dXBN

> 2V
“—‘—‘-—»““M X P o = m V

3 j 0x

o })L ‘ "l BV )
Wz 2 2. Pl v )
t 2m, x, e 2) '
i i/
2 - ‘ , . oz
Comme —:Em_. € n'est autre que 1'opérateur énerzie cinétique et V
2m d x?

1'opérateur énergie potentielle, 1'expression (45) devient
; \ m /
<y o= =K vy (46)

On retrouve donc la mdme expression du théoréme du viriel qu'en mécanique
classique mais il convient de bien rematquer que la moyenne temporelle
figurant dans 1'expression classique est remplacée par une moyenne spatiale
sur 1'espace de configuration dans 1'expression guantique . Ce fait est

d'ailleurs tres général et se rotrouye dans d'autres problemes .

-

- a1
b) Démonstration de W.L. Clinton Eﬁeahi basée sur le formalisme

de Dirac .

Soit un cnsemble de N particules dont 1l'hamiltonien
e

H = “ ‘76 £ 4y (r)  (47)

est indépendant du temps.
ry désignant ici une coordonnée et Py le moment conjuguée pour la particule k.
Sachant que le commutateur de r ¢t H s'obtient en multipliant par ig le

crochet, de Poisson de r et H/on peut écrire :



Iy H § = - 11‘){ ivrk } - A P 48)
[ y o oV
LB H} R €15

¢ x

. . s e
considerons maintenant 1'operateur 1r'k P ooit ( n> un keb
propre de 1'hamiltonien (47) Sachant que tout €lément. diagonal du commuta-
teur d'un hamiltonien indépendant du temps avec un opérateur quelconque

est nul , nous pouvons écrire

Tl -
/Y] : er pk J H‘_{ ) n;) = 0 (50)
En utlllsant les propriétés des commutateurs
r le /‘Fr Hml! + r [ Hj‘ (51)
i = i 1
L I'k Pk ’ n L k'’ ﬂj pk k {_ ] pk ’ »j
1'expression (50) devient
Lo 2 N
<n‘; Py f ne =0 | =/ x > (52)
id
' k
or i
=2 Tk ol Tk est 1'énergie cinétique de la particule k
m
k
(52) peut s'éerire :
o , -
2 T = \
< N n> _(\nlrk\] . VI n> (53)
Bn sommant sur toutes les particules . Tk =T et en admettant
k
que V est homogéne , de degré m , (53) devient |,
2<af{ 7| 0> = o< nl vl 0> (54)

L'expression (54) n'est autre que le théordme du viriel exprimé

en utilisant le formahisme de Dirac

2<’1‘> = m<V\;
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D Théoreme du Viriel et approximation de Born - Oppenheimer

Soit une molécule quelcongue ol nous notons les coordonnées
des noyaux par Ro< (a0 = 1.0u..s. 1P) et celles des électrons par ri(i=1,..n)
Pour un potentiel coulorbien (potentiel homogene de degré - 1 ) 1'équation
(54) s'éerit
S 2 . = *t;'_/.f - 2
2 DT (Ry ) +22<T (81)y =- V(R 51y ) >

L'hamiltonien total du systéme peut s'écrire :

- 2 — L - 2 Ty U
Be nd = Vo ~2 = E; Vi+V o +V 4+ V (2)
‘:[' v"’LMq _ a nn ne e
Adme: tons que )/ fonction d'onde, solution de 1l'équation de Schrodinger
! (i \
de ce systeme, s'éerit : k4/’$ kL’ %ﬁa (3)

L%é étant la fonction d'onde elcctronlque, solution de 1'équation de

Schrodinger, dans le cas o les noyaux sont fixes, donc :

ey 2
he %
avec He = = /;7 ~~~~~~~~ i \; i +V + V (5)
. e ¢ t( & r’\\ ne ee

’ /L . i ’
Ecrivons 1'équation de bchrodlnger pour la molécule

5 o b
fo ol 5»"(6)

i€ IJ n T | 4 \TYl

s

ce qui devient en dév uloppant s

2L L — N ! 3 paf g ‘_4'5
7_____,,,_,“_ \4 \3 ;’ ’1\— \,‘ v Y e K{/ e . 4 \I:‘«"\-! - \l ce } U/J \-}/ E 4 \*h) L }
M TS s |

or ¥ iy iy WY IRV LFJ v Q/ (¥
Vi W %j Vet 2\l ‘fe \u h Ve (o
le iwn e
g ’ ; 1 ‘o
et Vol W o= JS YW [
(A A ' 3

En reportant ces expressions dans (7) on obtient : o o

© o B 2 | s " o L
. = I b e P
L_Z T Vo \h "‘-’o. - __'}_1 g2 i‘? .\Lx(‘ } 4 ) g L} \m 4/\»1
ol §T MMy ol 9T Mo i R [ A
i ] ew 7}?\1 — % i A \ ot \ oy \1'\ ) i ‘E !
Lt T 7S Sl bV V :4 = \k
* \‘w e SR Vi \Lé P Vhew T Yaet Yee | € n iy
A YT my ' - (1o}

En négligeant les termes entre crochets, ce qui est
- B 3 i .
possible si Ez khé est petit devant & Q{q , ou nul , donc si les noyaux
t
sont fixes ou encore si lsurs petits déplacements ne perturbent pas ceux

des électrons , g

i
L'expression ( le )miltiplide par “n g'écrit
on PN . i ’2,
2oeess Vo WYoaviae v B Egd =0
T R MA i o e th (11)

comme H = He + Hn

1'équation (II) devient H LL/ + (E - E) \%k, = O (12)
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Cette équation relative aux mouvenents nucléaires a bien la forme d'une

équation de Schriddinger en posant E =5 - Ee

L'équation peut aussi s'éerire
' M

! ™ T
\ , T — 1 \ é,{j
T % + L\/h wt B (Raf' ) - E | . = © (12)

et si le théoréme du viriel est vérifié pour les noyaux

1t

s "
S Aoy & Voo )
217 == LU ==V - E (Ry)y  (13)

’ N
h . — >-
2\¢n7 - v (14>
Revenant & 1'expression (1) que nous pouvens écrirs :
S ;'.«’ ~ _ ',r N 2
2 ‘\Tn\} + 2 <. Te :\:» == V/) ( ! 5)

qui, en tenant compte de ( '3 ) , devient :

8 RN '
- e AT -
v >+ Ry P >+ 2 {7 -<V> (16)
9 Rey
or V= Vee+ Vnn + Vne Ve d> s LVee>+ VMued
1'expression (}{5) devizsnt
2 {"‘/ \‘) :'! ‘\ :é‘::.“w = ’.-—.[i} lg
5 4 ) — o S N = A
Toes 4 Ve =-l= o 5T (17)
Rey
Dans 1'approginmation de Born Oppenheimer les noyaux sont considérés comme
St fixes , le terme(iﬁ? R¥j§ww_ ______ igﬂx‘ est alors considéré comme
o Q‘,-‘ X [
Ro( 4 )
constant, 1'expression (17) peuk alors s'éerire §
] L anmnt (“.B [ ¢ . ; ‘)
2y 4+ (Ved = -2 R o It’;Te} + Ve | (18)

Le second membre de (18) n'est autre que la contribution au viriel des forces
s'exercant sur les noyaux

Aprés avoir indiqué ces quelques démonstrations du théoréme du
viriel nous signalerons que Hose g; Ynz montre que le théoréme du viriel
est égalerent valable en mécanique quantique relativiste, pour des particules
chargées dans un champ é18ctromagnétique .Nous passerons, maintenant &'une
deuxiéme partie,portant sur quelques géndralisations récentes du théoreme

du viriel qu'Hirschfalder L;Qi] nomne théorémes de 1'hyperviriel .
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!E¥ Théoremes de 1'hyperviriel]

I - Démonstration ct cas purticuliers en mécanique classique

Soit un systeme de N particules dont 1'hamiltonien est H ; 1'état

de ce systéme peut &tre décrit par un ensemble de coordonnées généralisées

CPEETRRE I3y et leurs mcuents conjugués P === pBN
0it W une grandeur d'état, c'sot A dire en fonction des
P et 4 qui demeure finie quelles que soient les valeurs de p et q.

L'équation d'évoluticn de cette grandsur d'état peuk s'éerire

" Y f-..—\. £ ¥

dw { } *iﬁ* oH ﬁﬁ#@ ﬁﬂw REL
—— = JH, W} = ~ e ™ya, Tk (1)

dt % J \il:‘ 'L—d‘d L“?(} b‘f(! i J

si W ne dépend pas explicitement du temps
L'expression (4) peut encore s'éerire en tenant compte des équations canoniques

d'Hamilton

aw A [ . W - W
w d?:{ RN AL ] Jd '3 N (2)

En faisant la moyenne temporelle de (2) nous aboutiffons aux

chnclusions suivantes : e s ot S B
— s N o~ -1
aw " LW | ‘DW (3)
=YyH,WY Y =0= 7  |+43, —— 4 J
dt | Sl A & h-} By
: =t — J td
dw .
La moysnne temporelle de — ¢st nulle pour
a) un systéme périodique T
b) pour T - o0 car 1 W 4t = o "
T | dt

D

7%
Cette relation (3) a €té appelée théoréme de 1lhyperviriel wlassique par

les&félder

A chaqub forme de W correspond donc un théoréeme de 1'hyperviriel

Ainsi en prenant
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En coordonnées rectangulaires pour une particule de mome

TR
M dans une région sams } champ magnétique M aﬁ; =+ qugji~ 3
» el D () qk
" gy 2 (5)
k = T o=V 5
D qy

si V est une fonction homogéne de degré m, on retrouve donc 1'‘'expression

du théoréme du viriel classique

R R

2T = mV (6)

Exemples simples d'hyperviriel

a) W= x;j P, grandeur d'état d'un systéme de N particu:les

L
de masse mi et d'hamiltonien H =T + V,

1'équation (3 9 entraine ..

= Al o > =1 3 v
Sm., X. X, = D G IS
i i i L (1)
L4 1 .& ,
Bn admettant que p = m, T, et W = r, P . s en coordonnees
r i 1 i ri
sphériques, 1'expression ( 7 ) peut s'éerire
e e — JE— ~ ¥
I B A A U
-1 r r + 2 g T = r e
ng (s=1) xy i A i Do (8)

et dans le cas le plus simple o s = 1 , on retrouve 1'sxpression classique
.Las 18 T [

. v
2 Ti = ri Elmw, (9)

r

i

b) si W est une fonctiun de p seul ou de q seul 1'expression (3) se réduit i

st b = 1

4 | + a
si =1 (q;) 21 = g~ (10)
b d cqu
siW=f (p Y S (11)
i ) dy - 7= 0 d

=t i

et = R
c) I1 y a beaucoup de problémes ou il es% nec ésalre de se donner des

relations entre les mouvenents de deux particules de méme

[y ':'C% e,
/~m-mw_wf;w~mfﬁ masse m (cas de 1'équation d'état des liquides, viscosite )
¢ e = T i
. f L Admettons que W=mnm Ty 12 avec Iy, distance
n, / iR entre les 2 particules .

En reportant W dans (3) en utilisantilet en admettant que

1'énergie potentielle soit une fonction de la distance entre deux particules.
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Le terme entres crcchets est un terme d'intéraction -

ITI - Démonstration et cas particulicrs en mécanique guantique

Soit W est une foncticn arbitraire des coordonnées généralisées
et des opérateurs différentieds pour leurs moments conjuzués , si

{ t ) P 7 . N
Ki/ et \j/ sont des fonctions propres de l'énergis totale d'un systeme

| m | e DAL S
Hs\'\m)““m :\xk"""‘f"B

Hiy = B, VU4 N

lﬁ' notn o

Tout élément matrieiel de W s'écrit

- ! H }* i
= ; 7; W ga d {» (15)

i
i
Calculéns sa derlvee par rapport au temps
dig f’é . i ;'53_}{},
e NS W N = - e IWH - H T K J a7 1
d_t ‘;\M i G "”hj ‘{ &L / ‘J‘ g L (4)

i o™ U
= —e(B - B )L W
,ﬁ ( n?l g’m

Si W a une valeur finie (etut stationnaire )

oo

_!

d y‘ & W il
~m/Th T

& la coordonnée &3,  correspond 1'opérateur
i
o

1'é1lément de yolume d G = gdq1........dq5N avec g = g, gZ""gBN

Pour un ensemble de particules de méme masse, m, 1'opérateur

hamiltonien un coordonnées curvilignes crthogonales devient

2 ’F\.

. [ o~ '""‘ L -:2"‘\ (

2 f At {o~ 2 _1"\1" g

- i - { Ao -k i - -
[ Lo R Gl ICHR T N B A S !
W E) ) e Z YT d (A ddi s {~non v 9 (17)“

. T S e T i

(P ik " o {
1 \ <
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a) - En voordonnées cartésiennes cette expression se simplifie (car g = 1)

» .
A o7 3% O TR =¥ 43 |
pour f = ry o AW H = e AN T+ AT {18)
wL -2 ewmiL
(YO ) peut alors s'écrire :
( ‘
W R S R A L W)
j\\y :’&Ct \% oz 7 ‘é"’iﬁ'UvL (19)
i ‘ b Ty
. A . . ‘ . A-2 .
L'expression (A% ) fournit une manidrede déterminer T, a partir de
{ -1
Q@j et r.'A
i 1
4
b) On retrouvs une relation analosue avec £ = Xij ; ou , cette fois
X4 5 représente la distance entre les particules i et j de m&me masse
i 1 g0 - - ]
~ AW H -HW| = Jdh ls (5=1) x.° e A a 1
AL —d om L & +2 s W, o
1 d bﬂb J
"~.J
d'ol 1'on tire une ex ion analogue & (19)
¢ T i X V. T P AN B
! . : / 8] L
x; \3/"'%(':( - ‘i; oy si{ 4»1‘} ! \'}'") 0 %/‘ (’
H .r % & ;

Deés que les massyes des particules ne sont plus identiques,
les formules obtenues deviennent beaucoup plus compliquées surtout si W

n'est plus un opérateur simple comme celui intervenant dans a ou b
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CHAFITRE II

Maintenant que les différentes démonstrations du théoreme du viriel ont
été développées, nous allons examiner quelques unes des applications les

plus importantes de ce théoréeme .

. P |

e ‘ , . ‘ i
IL elations classiques entre énergie cinétique et energie porentlellgj

#n utilisant le théoréme du viriel sous sa forme la plus

fréquente on peut trés rapidement calculer des énergies moyennes

2mr = m~§~ (1)

aussi a) pour un oscillateur harmonique

. : : i 2
nous savons que 1'énergie potentielle est de la forme ¥ =—§- E X

donc fonction homogene de degré 2 (m=2 ) .

femplagant m par sa valeur dans (1) on obtient :

r——

2

=

C'est le seul cas ol il y a équipartition de 1l'énergie totale entre les

énergies cinétique: et potentielle..

b) Pour un potentiel coulormbien

L'énergis potenticlle est une fonction homogéne de degré (1) et

(<1 ) devient V=-2T (3) = - B V=2p
¢) Pour un potenticl de Lewmrd - Jones .
; k!
L'énergie potentielle cst de la forme V = = wgﬁ‘ + S
r P

avec n <i m donc 1'énergie potentiellc peut s'écrire
= an W . m b
T='é‘ U()é"l"”é”“ *)B (4)

on trouve que le potentiel le plus proche de la réalité est de la forme



T

II - Equatlon d'Etat des gaz %

Soit N molécules de maste m d'un gaz . Chacune des molécules
subit 1l'influence des autres et celle des parois du récipient qui les

contient . Lorsque 1l'équilibre thermodynamique est réalisé nous pouvons

appliquer & 1'ensemble le théoréme du viriel sous son expression ( )
— =TT '3 1 = 1 ey :
o= ,..f"’ = - T e — 5 6
> o« ™Yy 2 2 <6L+@e) (6)
A

QQL étant la contribution au viriel des forces intérieures.

o ksl
- | -a> (.‘ = iy
EZ&VQE = "A%%E k/ ”g} = _jj 'thLqu) (41

Pour connaitre tia , contribution des parois, nous utiliserons
—
le principe d'action et de réaction : si les molécules exercent une force F

By o
sur la paroi, inversement celle-ci exerce une force — F sur les molécules,

Si p est la pression exercée par les molécules par unité
de surface
F., =pn dS (8)

doncf%}mr rapport a une origine quelconque vauk
NY ff——-—:; —n "
E=-p//T T as (9
J_/
On integre cette expression sur toute la surface et, par la formule de

Green, on passe & une intégrale de wolume
4

'} B =] :
f;e_—p”/dlvrda' ==3pV (10)
V étant le volume du récipient .

En reportant toutes ces expressions dans (6) on obtient :

N T ~ Ay
S e o e oV s
T 2 18 - ““‘L r, = Zp v (1)
" 2 b 8 ’B \C-('.
=1 2m 2 2
cle (11) nous pouvons ﬁ}rer . e
2 -V oS Y V)
V = e a2 - i e T, - ¢ rxf}
YT E= Ta ; <71 e (12)
f h h A

Un des postulats fle la mécanique H admet qu'il est

possible de remplacer cette moyenne temporelle par une moyenne statistique

sur 1l'ensemble des particules, en utilisant la fonction de partition

définie par :
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e T = —=
e = ;} dr dp. (13)
/¥ -
A
N e s
ou H (r Ty pk)- T e +—Wf (rk) (14)

=1 2n

En utilisant (14) et en intégrant (13) sur 1'espace des moments

la fonction de partition devimnt

ou QN est 1'intégrale de configuration et
2

A= (16)

Bn utilisant ces expressions 1'équation (12) peut s'écriee :

../i / 1'/ o _}2‘. = }"/ b
' I TE - 1 oy \/
PV = e [ g | T, 9V ¥

/ / s - —)r, —— drgp  (17)
3N ¥ . |
! f 2
N'h zn,/}éﬂ [ 3 1 n 3 "}TQ

et en intégrant sur 1l'espace des moments \V/ e~ .
; / Lo IV TTaET (1)
~ g KT e Uy

PV = KT = = ee e LT Ry, R

AP g / 3N

S'il n'xiste pas de force entre les molécules 1'intégrale qui se trouve
dans 1'expression ( v ) est nulle et 1l'on retrouve la formule des gaz
parfaits

pV=NkT (19)

Pour rendre compte des écarts par rapport & la loi de iariotte
de nombreux physiciens ont écrit 1'équation d'état des gaz sous la forme

d'un développement cn série, soit :

D
PV = 4 4 AE_ 4 ~g§m 4+ -W§3“ oo e aa s . (20)
RT v v

et les diagrammes expérimentaux (P, V, T ) leur permirent d'évaluer

B, C, D nommés coefficients du viriel . On s¢ rendit trés rapidement

compte que les différences avec les gaz parfaits provenaient de 1'intéraction
entre les molécules qui constituent ce gaz. De la connaissance des écarts,
on a donc pu tirer des renseignements sur les forces intermoléculaires

La mécanique statistique permet d'exprimer les termes B, C ....

en fonction des potentiels intermoléculaires ; ainsi, dans une premidre
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approximation qui consiste & admettre que 1l'énergie potentielle totale est
la somme des énergies potentielles des particules prises deux a deux

} Mué?u&((dba&
s bntenty,

/ rd - e - »
(interactions bimoléculaires) et en définissant 1

(3n-el \ N (N-1)
: / Y g - .,
n(z) T = o exp | -2 | i;{, di"; = o~ g(Tlig ) (21)
? - % i
T (we2)r ) K 2
1'équation (18) peut s'éerire @
2T W (1) | v, 3
pV= NkKT~ hmwk_¥1£§1,il | g (r) = r dr (22)
3V ¢r
ou encore o, A
b e N G
=Nkr- 1 MY r, T, ) r}&,m SRR dr, (23)
6 JJ/ e D
1 = e )
si V=w— 2 > 'f"(ri. )
5 o ._3 3

L'intégration de @2) ou (23) permet d‘ohtenlr'IBjkaxcomparalson avec (20)
Guggenheim donne quelques applications simples & en prenant g Z) = e 3“’

£ 2
négligeant N devant N

{Cets
2 { .
3 .
pv =NkT - - majiw N;X ——————— 417 r5 (exp - ”Y,m.) dr. (24)
6 v o or kT

qui, par intégration par yarties, se transforme en :
‘._._.. 4

i/ M
| P ;
WeNkT | 1+ - cexp - Y 4T g, (29)
L 2 v - kT )|
g o
oll I, représente la distance a laquelle les effets d'interaction sont

négligeables.

on écrit trés souvent

I / N2
_ [ g\
pV = RT L1+B-MNA +C;Y~-) F oerees (26)
LV LV

L nombre d'Avogadro et Rf; constante des gaz parfaits

Pour un gaz dilué nous pouvons nous borner & 1l'expression

pV = RT L1+B_—1L. (27)
LV

en comparant cette expression avec (25
r\)"
{

B= ' L J L1 - exp (-7 ) 4T 2 ar. (28)
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Dans le cas le plus simple des molécules de diamétre d, sans interaction,

on a 3

U:Oé) I'-:(;d
U= o r >
ral
(28) devient : B o L‘// 4T 2° dr = i L 4 (29)
2 o B

Cette quantité n'est autre que le covolume b qui figure dans 1'équation
de Van der Waals
on peut , aussi simplcuent calculer B en admettant un "potentiel"
du type barrigre de potentiel en puits carré
U=oco r&d.
U==-£ da<r ed
U=o0 r > gd

1l

i
/

ol g est une constante numérique qui fixe la portée des forces intermoléculaires

dans ces conditions (28) peut s'écrire

, a4 ol fi &~ Xl,: ) ‘7 y . 4l
LN I P e R D R LI A C
5 j gjd [ \&1/ J
o
2 1 i3 | 4 a3 N ool £ 4“3 ) ‘
B =07 o = "'{:‘n;, T (_'"" e Rl £ “;J % LBQ’R
- o Tk ~T J

Cette formule avec trois paramdtres, - , & et <& permet de calculer le
geeond coefficient du viriel en excellent accord avec les mesures
fournies expérimentalement

Aussi, en se fixant g = 1,5mect amené & prendre pour les gaz
a une température supéricure i leur température critique deg coefficients
donnés par le tableau suivant

; é - e, el e \{
& ¢ gaz |

h 43;9~ .wé:ZéA | AmNeon i
L1411 j €599 ; Argon %

| 2 L 343 Xénon |

Avec ces valcurs éé coefficient B (second coefficient de viriel ) est

identique a celui trouvé expérimentalement .
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Remargue : L'expression (30) peut aussi s'écrire

! \
Ben- A1 e (54 (30)
L R—
avec b = — 1 L d3 (covolume)
3
a
TE- @ -1
g S é—‘- A
Dans 6e cas ou —=— < 1 . Le coefficient B se réduit &
T
a4
= (b=~ —= )
RT

ol b et a sont les paramétres intervenant dans 1'équation de Van der Walls.
























