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I N T R O D U C T I O N  
---------------- .................... 

La notion du viriel et le théorème qui lui est lié ont été intro- 

duite en mécanique classique par Clausius dès 1870 , et utilisés 
par lui dans le problème de la détermination théorique de l'équation d'état 

d'un fluide. Eh 1933, Slater 1 démontra la validité du théorème du viriel 
en mécanique quantique, plus précisément en mécanique ondulatoire. 

Dès l'introduction du formalisme de Dirac [ 3, (en mécanique quantique )/ 
une démonstration plus immédiate fut donnée par W.L. Clinton [ a  1 . Outre 
son utilisation p xmanente dans 1 ' étude de 1 ' équation d ' état, le théorème 
du viriel a suscité assez récemment un regain d'intérêt par ses applications 

possibles en chimie théorique, domaine où il faut citer spécialement les 
C 

travaux de P. O. ~6w.din ; 7 :(t Hirschfelder .it [ 9 1 . 

démonstrations générales et e'xaminerons les modifications qu'il faut introdui- 

re lorsqufon utilise l'a; proximation de Born-Oppenheimer [ 1 1 dans les 

problèmes moléculaires , Nous exposeront également des généralisations qui 
ont été proposées récemment sous le nom de théorèmes de l'hyperviriel et 

qui sont susceptibles d'utilisations enatore plus nombreuses . Dans une 
seconde partie, nous traiterons quelques applications simples du théorème 

du virie. l,ou, tout au mdins, nous essaierons d' en dégager les grandes 

lignes car chacune pourrait , à elle seule, former un sujet de diplôme, 



CHAPITRE 1 
-------a------ 

Démpnstratiomdu théorème du viriel 
....................... 

A - Théorème du viriel en mécanique classique, non relativiste ........................... -- - ------------- ---- - - - -  - - - - - -  
3 

Pour un corpuscule de masse m , animé d'une vitesse v, que nous 
supposons faible devant la vitesse de la lumière , le principe fondamental de la 

-.-+ L;I - dynamique , ou principe de Newton, peut être &2i t : F L LT ) @ 
ou encore, puisque m est un invariant 

4 

F étant la force qui s'exerce sur le corpuscule. 

Considérons maintenant un système de N particules, chacune d'elle 

pouvant être soumise à deux catégories de forces 

a) force extérieure au système wE (pour la particule i ) 
--+ 

b) forces d' intkractions 5 Fij a 
Dans un référentiel quelconque, les positions des différentes parti- 

cules que nous considérons comme ponctuelles, peuvent être déterminées par les 

rayons vecteurs Ti 
L' équation (2) peut donc E ' écrire pom la partieule i : 

-ir 
hh~ multipliant scuairement les 2 membres de (3) par ri et en 

sommant sur i , on obkient : 

Le premier membre de 

2  -3 d ri 

d t2  

1 ' équation (4) peut aussi s ' écrire 
. ., 
": + 
'! C 

;c JJ 
Calculons maintenant les moyennes temporelles desdeux expressions du second 

membre de ( 5) 



-- - 
(-- -- 

'57 
- 

- .  = - - -  m = - 2 T --- - i 
A 

1 - -* 2 Ii ' 
car2- mi Vi est 1 énergie cinétique T de la particule de masse m i i 

La quantité (6) est nulle dans deux cas : 

7 a) Pour un mouvement piriodique de période 

b) s i r  tend vers 1 ' infini avec restant fini 

Dans ces daux cas, la moyenne temporelle de l'équation (4) se réduit 

Pour une particule unique, 1 ' équation (8) se réduit à 

7- .-, 
Clausius (131 définit le viriel d'un système par l'expression 

En reportant (9) dans (8) on aboutit à 1 ' expression du théorème de Viriel 
.-- -- 

- 2 T =  a [As, 

On peut mettre ( 10) sous une forme plus commode lorsque 1' on étudie des 

systèmes conservatifs ; dans cc cas, les forces dérivant d'un potentiel 

le viriel de Clausius peut alors s'&rire : 

-2 t -0 

Si, de plus, les potentiels sont des fonctions homogènes de degré m , le 
théorème d'hhler nous permet dt6crire 



" ,L -2 
et, en reportant (1 3) dans (10) , le théorème du Viriel devient 

Dans le cas d'uneperticule unique, dans un potentiel de degré m , (14) peut 
s ' écrire : 

B - Théorème du Viriel en mécanique relativiste .......................................... 
a) Formulation non covariante 

L'équation donnant la force en fonction de la masse et de la 

vitesse d'un corpuscille dans l'espace physique ordinaire est la même que 

l'équation (1 ) mais cette fois la masse eut une fonction be la vitesse donc 

m étant la masse au repor ou masse propre du  corpuscule^ 
O 

Pour établir le théorème du Viriel, utilisons une méthode identique à celle du 

paragraphe (A ) 
--* -+d ---a. 

r. F = r- (mv ) (18) 
dt 

-a d 
or r-(m-") = - m d - A &  + --- ( m r . ) (19) 

d t d t d t 

Calculons la moyenne temporelle des deux membres de (18) , compte tenu de (19) 

Le second terme du second nembre de (20) est nul dans les mêmes cas qu'en 

mécanique non relativiste à condition que v reste inférieure à la vitesse 

de la lumière . Dans ce cas, 1 ' expression (21 ) se réduit à 



-5- 
Le lagrangien relativiste , en l'absence de force extérieure peut être 
pris sous la forme 

~ ~ = - r n  O c fTj?-- (22) (en relativité restreinte ) 

et l'énergie cinétique d'une particule est définie par 

2 
T = m c (23) 

-8 
~ormons L~ + T = - moc2 FI - (3 + ~n c2 = m v2 = m(' 
LI expression (21 ) peut donc s' écrire - 0 - 

4- r F  + L + T = o  
O 

(24) 

(24) n' est autre que 1 ' express ion du théorème du viriel , en mécanique relati- 
viste, comme 1 ' indique Goldstein s5] . 

- 

\ 

b ) Formula t ic.n exgj.ic&t eggnt~ygiante 
4 

Désignons p a r x  ln quadri~ force de I.linkouski , u le 
l- 

quadrivecteur vitesie (vitesse d'univers ) le temps propre et m, 

la masse propre 

Nous pouvons écrire le principe fondamental de la -que 
sous la forme : 

d" -3 m -*- = FM (25) 
O d Z  

~Lnlltipbions scalairement par le qundrivecteur% ,eit ) 
4 -3 pH (26) dZ 

tsansf ormons cet te expreesion 

d 4- - -+2 - ( m O x ~ ) = ~ ~  + + u  (n) l'4 a 

- 2  2 
mo u = - m o (28) 

O 

(27) peut kqécrirs 
d -+W.-* -- - (mox u ) = 2 - m c (29) 
dG 

X F & I  O 

Prenons les valeurs mayennea, par rapport au tempe propre des 2 membres 

de (29) 

2 dZ' - m c 
O 

L . . -  



ce qui peut encore s'écrire : 
. . 

.Eh utilisantles notations habituelles, dans un référentiel 

galiléen quelconque, il vient (1 ' instant t étant défini par L * , P ~  O dt ) 
- 

supposons que, dans le référentiel galiléen utilisé, le mouvement soit de 

période t, seul le 3 O  terme du premier meiobre subsiste - 
mo c2 

En posant T = -.-- CC.-L-- (énergie cinétique ) 

et en utilisant l'équivalent relativiste du théorème de m'énergie cinétique 

soit : 

l(équation (72) multipliée par A s'écrit : 
2 t 

L t m c 
O (33)- ---4- = ---- +IJ:..+:~. 

\,jj-TiF- t '3 t O 

t. Pour trouver (33) on a aussi intégré par parties 
/" dl- __II 

) d t  et utilisé L O = - m O c2\[ 1 - pL' (34) qui est 

l'expression du l&rangien pour une particule libre, relativiste . 
Nous obtenons finalement : 

qui est bien la forme indiquée par Goldstein. 

C Théor9e _ du Viriel en mécanique ___ quantigue- _____ ___-_______________ ---- 

a)>monstration de Slater 14 1 3 en mécanique ondulatoire 
Considérons un système de N particules ; l'équation aux valeurs propres 

pour l'énergie (équation de Schroünger indépendante du temps ) et son 

équation complexe conjuguée s écrivent dans 1 ' espace de configuration & 
3 N dimensions 



ci_ 
a v e d =  ---- constante rédui te  de Planck 2-u- 
V : potent ie l  dans lequel  s e  trouve l e  système 

E + énergie du système 

LI expression (36) peut auss i  s '  é c r i r e  

avec m = m 
i P 

pour X = X 
i 3~ 

X 
3P-1 

X 
3E-2 

%rivons (38) par rapport à x j  on obt ient  : 

reportant  (41) dans (40) on about i t  à : 
-;a 3 ,  _ 452 Ge- 
d--*- /- --- 

i { 2mi 

- *#%- 
xj 345k+b= i O (42) 

i 

Multiiplions (39) par x 

'C) x i 

Le premier terme de 

A = %  
-. 7- . 

J 



y devant être une fonction de carré sonmiable 1 Texpression ~ntre cmchets 

doit &tre nulle OO'E. doit Btre nulle aux limitea. Y 
hh revenant B (42) , en int&@ant mr tout lle~pace, de 

oon$&gu~ation et utilisant (471 an aboutit k : 

,z = 

A 

Davrs le cas particulier d'un potentieL V, ho~O&n@ , de d e p 6  irn 

.+ 

Comme 

On retrouve donc la même expression du théorème du viriel qu'en mécanique 

classique mais il convient de bien rematquer que la noyenne temporelle 

figurant dans l'expression classique est remplacée par une moyenne spatiale 

sur l'espace de configuration dans l'expression quantique . Ce fait est 
d'ailleurs très général et se retrouve dans d'autres problèmes . 

------------------ 
b) Démonstrati~q -d~w.L. Clinton basée sur 1s f ormalisme 

de Xrac . 
Soit un ensemble de N particules dont l'hmiltonien 

est indépendant du temps. 

r désignant ici un& coordonnée et p le moment conjuguée pour la particule k. 
k k 
Sachant que le commutateur de r et H s'obtient en multipliant par fR le; 

crochet, de Poisson de r et H on peut écrire : 
1 
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H i = -  i"rk , H J  - - _- fi- -- 1. ils --I pk 
(48) 

-. 
i? v 

"k 

[% , H)= - ig - .-.--- 
3 (49) 

k 
considérons maintenant l'opérateur r p . Soit 1 n) un g.t 

k k  
propre de l'hamiltonien (47) Sachant que tout 61éi-renk diagonal du coimuta- 

teur d'un hmiltonien indépendant du temps avec un opérateur quelconque 

est nul , nous pouvons écrire 

Eh utilisant l,?s propriétés dzs comrfiutateurs 

1 ' expression (50) devient : 

pk2 
Or - = 2 Tk où T est l'énergie cin6tique de la particule k 

m k 
k 

(52) peut st&crire : 

' k k (53) 
K.-. - .- > 

&. sommant sur toutesles particules A Tk 
= T et en admettant 

1 - 
K 

que V est homogène , de degré n , (53) deviiint 

L 1  expression (54) n1 est autre que le théorème du viriel exprimé 

en utilisant le foïniaÏhisme de Ilirac 



D Théorème du Viriel et approximation de Born - Oppenheimer 

Soit une moléculs quelconquo oÜ nous notons les coordonnées 

des noyaux par R d  (4 = 1. .. . . . V ) et celles des électrons par r (i=l ,..n) 
i 

Pour un potentiel couloribien (potentiel honogène de degré - 1 ) 1' équation 

( 5 1 )  s'écrit : 
T-- ,/ 

2 LJ<T (R& )) + 2 I\T (~i)> = - 
;c 

(V (% 9 ri ),> 
~'hkniltonien total du système peut s'écrire : 

+ vnn 
+ v  + v  

ne ee (2) 

Adma: tons que \if fonction d' onde, solution de 1 ' équation de Schrodinger 
i l 

de ce système, s'écrit : qL (3) 
9 étant la fonction dtonde 'électronique, solution de l'équation de 
Schrodinger, dans l o  cas o'l les noyaux sont fixes, donc : 

, - 
avec He = - 
Ecrivons 1 ' &j62tion de ~chr~din~er pour la molécule 

HG&'j.'= $ +19t6) 
12  ,* C 2% 

ce qui devient en d6valoppant H : 

&I reportant ces expressions dans (7) on obtient : ,>. 

En négligeant les termes mtre crochets, ce qui est 

possible si a '% est petit devant % , ou nul , donc si les noyaux 
sont fixes ou encore si lvurs petits déplacements ne perturbent pas ceux 

des électrons , 
L'expr'es~ion ( !.a )multipli6e par s'écrit -- 

comme H = He + Hn 
l'équation (II) devient H + ( E ~  - E )  = O 

' h  



Cette équation ro l a t ivz  a u  niuuvenents nucléaires  a bien l a  forrne d'une 

équation de Schrodingbr en posant : 'n = ' - E 
e 

L'f'quation peut auss i  s ' & r i r e  

e t  si l e  tkiéorène du v i r i e l  e s t  v é r i f i 6  pour l e s  noyaux 

Revansnt 5 l ' sxpress ion  (1 ) que nous poilvons 6cr i re  : 

2(Tn) + 2  < Te) = - ( V ';, 
i' 

(15) 

qui,  en tenant cor~ptè di> ( 1.3 ) , d;:vivnt : 

or V = Tee+ Vnn + Vne < Ve ) x 4 Vcc> f- 

1 ' Qxprassic,n ( 16) devisnt 

Dans l ' a p p ~ a i m a t i o n  de Born Opj.jenheirnc2r l e s  noyaux sont considérés cornrile 
.ic- - '-3 rirt f i x s s  , Ir t enno i  k? q-.....---..,, 2- > 2st a lo r s  considéré cornme 
;* 7' 

-"d 
cons tmt ,  1' ex-jreusion (17) reuk a lo r s  S '  6c r i r c  2 

(+< .-. 
T-- d f ' . ,  , " ''3 K ---- ' \. I 

2 ( ~ e )  + (lie> = - L- f i T e  > + (vo) f 

(Y 93lL-4 -3 
(18) 

Le second meinhre do (18) n t  t?st au t r e  qut l a  contribution au v i r i e l  des forces  

s 'exerçant  sur  l e s  noy9ux 

Après avoir  indiqui  ces quelques déi,,onstrr+tions du ~héorème du 
-" 

v i r i e l  nous signalerons qu<. Hase f 2 montru que l c  théorème du v i r i e l  

e s t  égallrisnt valahle  en nécimique qumtique r e l i i t i v i s t e ,  pour d a  par t icu les  

chargdes dans un champ élëctrorr!agnétiqu~ .Nous passerons, r a i n t z n m t  e u n e  

deuxième par t ie ,por tan t  sur  quelques g ~ n ~ r n l i s a t i o n s  r é c t n t t s  du théorème 

du v i r i e l  q u t ~ i r s c h f e l d e r  / -- 9 7 noniv t h b o r è ~ e s  (1.; l ' h y p ~ r v i r i e l  , 



E \ Théorèmes de 1 ' hyperviriel] 

1 - Déponstration et cas p~rticuliers en mécanique classique ----- ---------- 

Soit un système de N particules dont l'hamiltonien est H ; l'état 

de ce système put etrî dgcrit par un ansemhle de coordonnées généralisées 

ql""" q3N 
et leurs nornents conjuguCs p ------ 1 P7N 

boit W une grandeur d'itat, c'lst à dire en fonction des 

pk et qk , qui demeure finie quellds que soiant les valeurs de p et q. 
LI équation d' évoluticn de cette grandeur d' 6tdt s' écrire : 

dw - 
d t 

si W ne dépend pas expliciterrient du temps 

L'expression ( 3 )  peut encore s'écrire en tenant compte des équations canoniques 
dlHmilton 

En faisant la moyenne temporelle de (2) nous aboutsons aux 

cibnclusions suivantes : 

dw 
La moyenne temporelle de - est nulle Pour 

d t 

a) un système périodique 

b) pour T -A -9 car i..L ..=o. 
T 

O 
dt 

Cstte relation (3) a été appelée théorèmd de elassique par 

Q Hirs elder 

B chaque forme de \iJ correspond donc un théorème de l'hyperviriel 

Ainsi en prenant W = pk f (ql ----- '3~ ) --- - -- 

et, si (W = pk qk ) , 1' expression (43 se réduit 21 : 



Eh coordonnées rectangulaires pour une pnrticule de 
II .--- -- 

M dans une région sans ? champ mgnétique IvI = + qk-- 3 H 
E - - 

..i) - d s, 
'2 v 

+ qk ------- = mV '3 9, (5) 

si V est une fonction honogène de degré m on retrouve donc l'expression 
/ 

du thiorème du viriel classique 

Sxemples sirriples d ' hyperviriel ............................. ............................. 
/J 

a) w = xi Px* grandeur d'état d'un système de N particu.les 

de masse m et dlhamiltoniknH= T +  V. 
i 

l'équation (3 sntraîne -,-.-..-....-". -- ',,"."-" -.,.,.. ~- 
A-! ' 2, - - +a" v 

sm z x X X '  -...- 
i i i a .. (7) 

4m 
1 

En admettant que p = 
.A 

m r e t W = r  
r i i i 'ri , en coordonnées 

sphériquas, l'expression ( '.$ ) psut sf hcrire 

et dans l e ~ c ~ y  le -plus simple ail s = 1 , on retrouve l'axpression cl-?~sique 
7 

2Ti = r  3 
i -"*- (9) 

b) si W est une f0ncti.n de p seul ou de q seul l'expression (3) se réduit à : 

si w = f ( p  } - 
~a f ez-- i "a 

.IL z CI....- ,, (1; 

L?~C 
c) Il y a beaucoup de problèmes oh il es nec saire de se donner des 

relations entre les mouvenents de deux particules de mgme 
Mi Wi .i.. 

-..- 
i 

.<.....,,- ..- masse n (cas de l'équetion d'état des liquides, viscosite ) 
.... 

i ,..« a .... <I 
,,..llr Admettons que W = m r r 

.I..'rii,+, 12 ' 12 
avec ? distance - / .... 82  

R, / . . iy, entre les 2 particules . 
,,.,/..,'" A' ...-. En reportant i i j dans (3) en utilisan~jet en sdnettant que 

V 

O l'énergie potsntielle soit une fonction de la distance entre deux particules. 



Le terme antr? cr~chets est un terrille d'intéraction - 
--- ----- 

II - Démonstration ------------------ et cas particuliers en mécanique --- ~antique ---- - - 
Soit b i  est une fonction arbitraire des coordonnées généralisées 

et des opérateurs différzntiems pour leurs moments conjuzués , si 
VI et y{, sont des fonctions propres de l'énzrgie totale d'un systène 
I h  ~ / i j / ) =  dm q,, 

8 h #  i h 

Tout élément matrioieal de W s'Ccrit 

Si W a une valeur finie (état ststionnaire ) 

3 M  
C--* 

l 

En coordonnées curvili rnes orthogonales ds2 =_$ 
! , 

à la coordonnée a:,. correspond l'uperateur 1' <, 

% 
1 'élément de yolUme d r= gdq, . . . . . a . . d q 3 ~  avec g = gl g2.. . .g3N 

Pour un ensemble d.e 'particules de nême masse, m, 1 ' operateur 



-1 5- 

a) - hn 'coordonnées cartésiennes cette expression se simplifie (car g = 1) 

- 
( '13 ) peut alors s'écrire : 

LI expression ) fournit une ranièrede dé teminer r; à partir de 

1 ,'.2 

h) On retrouv3 une relztion analorne wec 2 = x ; où , cette fois 
i 

x représente 13 distance entre les pt:rticules i et j de m6me masse 
i j 

d 'ou l'on tire une r:xpres ion anzilogue à (19) 

Dès que les nasses dcs particules ne sont plus identiques, 

les formules obtenues deviannent besucoup plus compliquées surtout si W 

n'est plus un operateur si~liple coinnie celui intzrvenant dans a ou b 



Maintenant que les différentes dén(;nstrations du théorème du viriel ont 

été développées, nous allons examiner quelques unes des applications les 

plus importantes de ce théorème . 
..................... ......... _,,. _..,, ".... <-----. ...__. _ ........ .................................................... ...... ....... 

1 frelations classiques entre ........... énergie cinhtique et énergie potzntiellé] I ... . .... .....- ..-. ..._. .- ......................... -..__. .̂ __ .. - .----..<. ..___<___._C"."--C - 
ik utilis-mt 1s théorène du viriel sous sa forme la plus 

fr6quente on peut très rapidement calculer des énergies moyennes 

aussi : a) pour un oscillateur harmonique 
1 

nous savons que l'énergie potentialle est de la forme V - b x 2 

2 

donc fonction homogène de degré 2 ( m = 2 ) . 
.demplaçant m par sa valeur dans (1 ) on obtient : 

C'est le seul cas où il y a équipartition de l'énergie totale entre les 

énergies cinétique:. et potentielle,. 

b) Pour un potentiel coulomhien 

Lténergia potentielle est une fonction homogène de de&& (-1) et -- -- .- -C 

( -d. ) devient V = - 2T (3) T= - E v =* 

c) Pour un gotentiel deLmrdd- Jones . 
k k' L'énergia potentielle dst de ln forme V = - - + - 
r 

m r 

avec n < m donc 1' énergie potentisllc peut s'écrire 
--..--_.._- ----,. 

on trouve que le potentiel le plus proche de la réalite est de 1s forme 
k k ' d = -- + ,.- 
r6 rd2 

ainsi (4) devient T = 3 
K - 6 -  
7 

"' 

( 5) 
4 2  



.-.,.....*. ......... .....*.. .................,. *.... ..,.-,, "-" ...,,.- "--.- ! II - Epuation dtEtat des gaz 
..... ".."..- .-..--_._...._--..-.-,-...,.C<l__t.. ,...-.... L 

I 
Soit N s olé cul es de maske m d'un gaz . Chacune des molécules 

subit l'influence des autres et celle des parois du récipient qui les 

contient . Lorsque l'équilibre thermodynamique est réalisé nous pouvons 
appliquer à 1' ansemble lz théorène du viriel sous son expression ( 1 

QL étant ln contribution au viriel des forces intérieures. 

Pour connaître , contribution des parois, nous utiliserons 
-4. 

le principe d'action et de réaction : si les molécules exercent une force F 
4 

sur la paroi, inversement celle-ci exerce une force - F ,sur les moléculesr 
Si p est la pression exercée par les molécules par unité 

de surface 

donc %par rapport à une origine quelconque va& 

JJ 
On intègre cette expression sur toute la surface et, par la formule de 

Green, on passe à une intégrale de oolume 

V étant le volume du récipient . 
Eh reportant toutes ces expressions dans (6) on obtient : 

ch+ ( 1 1 ) nous pouvons tirer : -..-_.- _------ -- r.'\ 

2 N 1 -- 
pv = , -7- 7 

v'kj 
3 i=1 2m 

- 2. 
ri 3 r; 3 ' (12) 

st k, t; UC 
Un des postulats de la micanique - admet qu'il est 

possihle de remplacer cette moyenne temporelle par une moyenne statistique 

sur l'ensemble des particules, en util?-sant la fonction de partition 

définie par : 



En utilisant (14) et en intégrant (1%) sur l'espace des moments 

la fonction de partition devient 

où &N est 1 'intégrale de configuration et ,. 

En utilisant ces expressions l'équation (12) peut s14criae : 

et en intégrant sur l'espace des moments 
1 

pV = &T - -.-----..------- 

3 - )  ! A 3N 5.5 

S'il n'xiste pas de force entre les mol~cules l'intégrale qui se trouve 

dans l'expression ( ( Y  ) est nulle et l'on retrouve le formule des gaz 

parfaits 

Pour rendre compte des écarts par rapport à la loi de iiariotte 

de nombreux physiciens ont écrit 1 '8quation d' état des gaz sous la forme 

d'un développement en série, soit : 

et les diagrammes expérimentaux (P, V, T ) leur pemirent d'évaluer 

B, C, D nommés coeff5 cients du viriel . On se rendit très rapidement 
compte que les différences avec le? gaz pzrfaits provenaient de l'intéraction 

entre les molécules qui constituent ca gaz. De la connaissance des écarts, 

on a donc pu tirer des renseignements sur les forces intermoléculaires 

La mécanique statistique permet d ' exprimer les termes B, C . . . . 
en fonction des potentiels intermoléculaires ; ainsi, dans une première 



approximation qui consiste à admettre que l'énergie potentielle totale est 

la somme des énergies potentidles des particules 
/ 

(interactiom birnoléculaires) et en définisvant 

1 'équation (18) peut s'écrire : 

L'intégration de (w) ou (23) permet d'obtenir B.&2..tcoinparaison avec (20) 
I -.!L 

Guggenhd~ donne quelques ppplications simples ; en prenant g (4) = e. 

1 -- I l '  - 4 Tr i 3  (exp - v pV = N k T  - -..--- ) dr. (24) 
6 ' br * kT 

qui, par intégration par  artt tes, se transforme en : 
f- i 

,z, 

p V = N k T  I N  i 1 + -5- - exp ( - )  ' 4 r2 . ( 2 5 )  
4 

où rCo représente la distance à laquelle les effets d'interaction sont 

négligeables. 

on écrit très souvent 

L nonbre d'Avogadro et RI& constante des gaz parfaits 

Four un gaz dilué nous pouvons nous borner à l'expression 

pV = RT 
N L i + e - ]  LV (27) 

en comparant cette expression avec (25) on en tire : 
iw [ a u 2 

B =  -- L ju pl - ex* (----- kT ) ]  4-r r dr. (28) 
2 
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Dans le cas le plus simple des molécules de diamètre d, sans interaction, 

on a : 

u =  cd3 r < d  

u =  O r >  

(28) devient : B = -- 
2 

477-r dr= - 
2 

2A L d3 (29) 
B 

Cette quantité n'est autre que le covolume h qui figure dans l'équation 

de Van der Waals 

on peut , aussi simplement calculer B en admettant un "potentiel" 
du type ba.rri$re de potentiel en puits carré 

U = d  r s d .  

U=-c d <r< gd 

u = o  r > gd 
i 

où g est une constante numérique qui fixe la portée des forces intermoléculaires 
, 

dans ces conditions (28) peut s'écrire 

' t  
'1 7 

- 9  ! &nttL&- (291 
J 

Cette formule avec trois paramètres, cd , g et &permet de calculer le 

eeeond coefficient du viriel en excellent accord avec les mesures 

fournies expérimentalement 

Aussi, en se fixant g = 1,5svte~t amené à przndre pour les gaz 

à une température supérieure à leur température critique des coefficients 

donnés par le tableau suivant 

.................... &. ..................... ..-....... -..-.........-. __,,_ _,,, _ ,--.. "." ...... "." ....... ........ ..-...-..- 

\\ 
L-5. 

E, 1 ,/ 
1 -.-!'-" gaz .......... -. .....-. - .... -,..- ..... --.... 1 .III...-.. ............... - ....................... 

j 41,9 l 
i 2,46 i Néon i 

i 141,l i 1 2999 
! 
i m o n  j 

271,2 I 3,43 1 
I Xénon 1 

.. , iiiiiii .............................-...... .........i....... ....................... 

Avec ces valeurs t e  coefficient B (second coefficient de viriel ) est 

identique à celui trouvé expérimenthlement . 
--- 



Remarque : Li expression (30) peut aussi s'écrire 

2 7- avec b = - L I  L d3 ( covolume) 
3 

<- E. 
Dans le cas ou -- << 1 . Le co2fficient B se &duit à 

T '7- 

où b et a sont les paramètres intsrvenant dans l'équation de Van der Walls. 
















