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INTRODUCTION

L’idée du présent travail a été essentiellement la suivante : il s’agissait
de définir des méthodes et de donner des conditions suffisantes pour la
construction sur un intervalle fermé de fonctions aléatoires normales presque
sirement continues possédant une covariance donnée.

Deux méthodes s’offraient alors & nous :

— La premiére consistait a définir la suite des valeurs aléatoires de la
fonction sur un sous-ensemble dénombrable dense de [0, 1] et a rechercher
des conditions suffisantes de continuité uniforme presque siire sur ce sous-
ensemble; la construction de la fonction aléatoire presque slirement continue
sur [0, 1] est alors réalisée a 1’aide du développement en série de Schauder
presque srement uniformément convergent. C’est la méthode que nous
avons suivie au chapitre V.

— La seconde, basée sur 1’étude des séries de fonctions aléatoires nor-
males indépendantes déduites du développement spectral d’une covariance
continue, nous amenait a rechercher des conditions suffisantes de conver-
gence uniforme presque stre des séries de fonctions aléatoires indépendantes
presque siirement continues.

L’étude du premier probléme nous a conduit au préalable a étudier
au chapitre premier quelques propriétés des espaces de Banach a base
monotone et a appliquer les résultats obtenus a 1’étude de 1’espace de Banach
C, [0, 1] au chapitre II; remarquant alors I’analogie existant entre les pro-
priétés des fonctions continues sur [0, 1] et celles des covariances continues
sur [0, 1] x [0, 1], nous avons pu développer au chapitre IV une théorie
des covariances continues analogue a celle donnée pour les fonctions conti-
nues au chapitre II.

L’étude du second probléme nous a d’abord amenés en 3.2 & généraliser
un critere de convergence presque sire des séries de variables aléatoires
indépendantes, critére di & A. N. Kolmogoroff; ce critére a été transposé
en termes de convergence forte presque sfire des séries d’éléments aléatoires
indépendants a valeurs dans un espace de Banach.



Utilisant alors ce résultat et ceux du chapitre V, il nous a alors été pos-
sible de donner des conditions suffisantes de convergence uniforme presque
siire des séries de fonctions aléatoires indépendantes presque slirement
continues et d’en déduire des conséquences relatives au développement
sous la forme d’une série presque slirement uniformément convergente
de certaines fonctions aléatoires stationnaires a spectre purementdiscontinu.

En particulier, nous avons pu en déduire la convergence uniforme presque
slire de la série trigonométrique définissant la fonction de Wiener-Lévy.






Ann. Inst. Henri-Poincaré, Section B :
Vol. I, Ne 2, 1964, p. 111-215. Calcul des Probabilités et Statistique.

Fonctions aléatoires presque slitement continues

sur un intervalle fermé

par

Jean DELPORTE

(Faculté Libre des Sciences de Lille
et Institut Supérieur d’Electronique du Nord).

SoMMAIRE. — Etude générale de la construction de fonctions aléatoires
normales presque slirement continues définies par leur covariance. En
préliminaire, examen détaillé des fonctions continues sur 1’ensemble dya-
dique D de [0, 1] et de I’extension de ces fonctions sous la forme de fonc-
tions continues sur [0, 1] par la méthode de la base de Schauder.

Généralisation a tous les espaces de Banach du critere de convergence
forte presque sire des séries de variables aléatoires indépendantes de
A. N. Kolmogoroff.

Définition de deux méthodes de construction des fonctions aléatoires
normales continues et conditions suffisantes formulées en termes de module
de continuité de leur covariance.

ABSTRACT. — The topics of this paper is essentially the construction of
almost surely continuous gaussian random functions defined by their
covariance. We start by a detailed consideration of functions continuous
on the dyadic set D of [0, 1] and the extension of this function to a continuous
function upon [0, 1] by Schauder’s basis method.

Then, we generalize the Kolmogoroff’s criterion of almost sure conver-
gence of series of independent random variables to all Banach spaces.

We define then two methods of construction of gaussian continuous
functions and give sufficient conditions in terms of the modulus of continuity
of their covariance.

ANN. INST. POINCARE, B-1-2 8
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CHAPITRE PREMIER

PROPRIETES DES ESPACES DE BANACH
A BASE MONOTONE

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord au paragraphe 1.1 quelques
généralités relatives aux espaces de Banach ; les paragraphes 1.2 et 1.3
sont consacrés aux notions de base dénombrable et de base monotone ;
le paragraphe 1.4 établit quelques propriétés des espaces de Banach a
base monotone, propriétés qui seront utilisées au chapitre suivant.

1.1 Généralités relatives aux espaces de Banach.

Un espace vectoriel normé est dit espace de Banach s’il est complet
pour la topologie induite par sa norme ; une fonctionnelle linéaire x*
est alors une application linéaire bornée de JX dans le corps K de définition
et ’ensemble X* des fonctionnelles linéaires définies sur &b constitue un
nouvel espace de Banach dit espace dual de X.

S. Banach ([I], p. 55) a prouvé qu’a tout X € X, correspond une fonction-
nelle linéaire x, de norme 1, telle que x(X) = | X |; nous utiliserons
ce résultat au chapitre III.

Nous supposerons connues dans tout ce qui suit les notions de convergence
forte et de convergence faible ainsi que la notion d’espace produit d’un
ensemble fini ou dénombrable d’espaces de Banach.

+ ©
En particulier si ’on désigne par X = I_IIIZ,- I’espace produit d’une
i=1
infinité dénombrable d’espaces de Banach et par X(;») I’ensemble des élé-
ments de X tels que

+ ©
D oy <+ 0 @) =i,
n=1

on vérifie facilement que X) posséde lui-méme la structure d’espace de
Banach, sa norme étant définie par :

x| = [Z E2 lla)] :

™ || xn [(n) désignant la norme de x, dans I’espace L.
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1.2 Espaces de Banach i base de Schauder.

DEFINITION. — Un espace de Banach X est dit a base de Schauder ([1],
p. 110-114, [10], p. 67), s’il existe une suite { e, } d’éléments de L, telle que,
a tout x € X corresponde une suite unique d’éléments du corps K de définition
RouC):

{mme.eon...}
telle que, posant X, == M€; + Ns€, . .. + Nnen, la suite x, converge fortement
vers X.

Un tel espace est toujours séparable, c’est-a-dire qu’il existe une suite { y, }
d’éléments de X, dense dans L.

Les exemples les plus connus d’espaces de Banach 4 base de Schauder
sont les suivants ([1], p. 110-114, [10}, p. 67) :

1° P’espace » (p = 1) des suites de nombres réels (ou complexes) de
p-éme puissance sommable;

20 I’espace (c) des suites convergentes et 1’espace (¢,) des suites convergeant
vers zéro, sous espaces fermés de 1’espace de Banach (m) des suites bornées;

30 I’espace CJ0, 1] des fonctions continues sur [0, 1] et 4 valeurs dans R,
espace complet pour la norme de la convergence uniforme. Nous verrons
au paragraphe 2.3 que cet espace est isomorphe isométriquement & un
sous-espace fermé de (m).

1.3 Espaces de Banach 4 base monotone.

DEFINITION. — Etant donné un espace de Banach L, a base de Schauder (e,),
cette base est dite monotone (M. M. Day [10], p. 67), si pour tout xe L :

| xu| croit avec n;

x, désignant le vecteur W€, + €5 . . . + Mmen défini au paragraphe précédent.
On vérifie facilement que c’est le cas pour les exemples signalés ci-dessus,
notamment pour C[0, 1] comme on le démontrera au chapitre II.

1.4 Propriétés fondamentales des espaces de Banach a base
monotone.

PROPOSITION 1.4.1. — Etant donné un espace de Banach X, a base mono-
+

tone (e,) et une suite {,} de scalaires, pour que la série z Nnen COnverge

n=1
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fortement vers un élément x € X, il faut et il suffit que, étant donné une suite

croissante quelconque ny, ny ... ng ... d’entiers positifs, tendant vers
Pinfini, la sous-suite de sommes partielles X,,, X, ... X, ... converge forte-
ment.

La condition est évidemment nécessaire; elle est suffisante : en effet,
a deux entiers positifs quelconques m et n tels que m > n, il est toujours
possible de faire correspondre deux éléments 7 et nx 1, de la suite, tels que :
M KA < Bty Meth S M < Bggpir

11 en résulte que :

[ = 3 | < 50 = 5 | [ S |+ [ S|

La base (e, étant monotone, on est donc en droit d’écrire I'inégalité

n Prty
|| Xn — X || = 2 ne || < Z e
i=np+1 i=ng+1
Foi 50— e | < | s = 5|

[ = o || < | Hmyn = o [ | e, — g | ] Fme g~ Fm |

ce qui assure la conclusion.
Nous en déduisons la seconde proposition suivante.

ProrosiTION 1.4.2. — Si X désigne un espace de Banach a base monotone

{e,} et {n, } une suite de nombres réels (resp. complexes ), pour que la série
+

Zn,,e,, converge fortement vers un élément x € X, il faut et il suffit qu’il existe

n=1

une suite d’entiers positifs ny, n, ... o ..., tendant en croissant vers Iinfini,
+

lorsque k tend en croissant vers I'infini, telle que Z ” Xy = Xmg_y ” <+
k=1

(oit conventionnellement nous posons ny, = 0, x, = 0).
Il résulte de la proposition 1.4.1 que cette condition est suffisante;
montrons qu’elle est nécessaire. Soit x un élément quelconque de X ; par

n
hypothése | x, — x || -0 quand n— + © olux,= Zv; ;€. 1l existe donc
j=1
un entier n; tel que :
1

(k_'_——m (Z>0.

nzm = |x.—x| <
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La suite { n; } ainsi déterminée est non décroissante; on peut d’ailleurs
la remplacer par une suite strictement croissante #;, en posant :

n=nm ny, = sup [ng, n_, + 1].

La base (e,) étant monotone, on aura donc :

1 . .
;= — Xy SR 2
| %, — X | < || *— % || < (e T Tyi+a ¢ qui assure la conclusion (%).

Si ’on se fixe la suite { n, } définie ci-dessus, on en déduit une condition
suffisante de convergence forte.

Remarquant alors que (nn+1, Mmg+3s - -« Mm,,) définit un vecteur de
’espace & mpiy — m dimensions et que la quantité [ xn ,, — X, |
constitue une norme pour ce vecteur, on déduit de la remarque finale du
paragraphe 1.1 relative aux produits infinis d’espaces de Banach la propo-

sition suivante.

ProrosITION 1.4.3. — 10 Si, érant donné une suite {ny} croissante
d’entiers positifs, telle que ny — + o lorsque k — + o, la sous-suite { X, }
de sommes partielles est telle que :

+ ®
(1.4.3.1) D = ey || < +
k=1

+ o
alors la convergence forte de la série Znnen est assurée.
n=1
20 De plus, I'ensemble des x € X vérifiant la propriété (1.4.3.1) pour
une suite { ny } fixée, constitue un espace de Banach A(ny) de norme définie
par :

+

(1.4.3.2) % [agng = Z P = Xy |
k=1

et on a de plus : | x| <| x| agmy

(?) On peut d’ailleurs remplacer dans 1’énoncé de 14.2 la condition :

+o '
z [ Xoge = Xmg_y || < +
k=1

o]

+

par la condition plus restrictive " Xy, — Xmp_y H' < 4 oo (r € 1). Cerésultat

x
[}
-

sera utilisé au chapitre III, § 3.3.
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Remarque 1. — 11 en résulte de cette derniére inégalité et du fait que
L et A(my) constituent des espaces de Banach pour les normes || x| et
| % | any) respectivement, que la convergence forte au sens de A(ny) implique
la convergence forte au sens de X. Cette remarque sera utilisée aux chapitres V
et VL

Remarque 2. — Si I’on se donne deux suites { n;, } et { nx } dont 1’une est
a croissance plus rapide que ’autre, il semble intuitif que le critére (1.4.3.1)
donnera une condition moins restrictive pour celle des suites dont la crois-
sance est la plus rapide. Cette remarque peut étre précisée comme suit.

THEOREME 1.4.4. — 10 Etant donné deux suites { n, } et { m }, si @ partir
d’un certain rang, on a constamment

n, <hy < My, <tpiy, alors  A(m) = A(m).
20 Si I'on a, & partir d’un certain rang :
M <My < Mpyyaoo. <My, <hpy, (r=2) alors Alm) < A(my).
Dans la premiére hypothése, on peut écrire Iinégalité :
R R e e L B E T R
d’on | gy o = X | << 2| Xy — Xy || + [ g1 — Xy ||

Une inégalité analogue est valable en échangeant les réles des deux suites;
I’équivalence annoncée en résulte.

Dans la seconde hypotheése, on peut reprendre I’inégalité ci-dessus et en
déduire plus généralement que :

r+1

[| %y — % || < ZZ | %5 = X434
J=0

d’ou résulte que A(n) = A(np) ().

(®) Notons qu’il s’agit 14 d’une relation d’inclusion au sens large : on vérifie
par exemple facilement que les deux critéres :

+o =
Dl <@ et > [y | <+
k=1 k=1

sont équivalents (+ désignant un entier > 1).
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CHAPITRE 1I

ETUDE DE L’ESPACE DE BANACH (0, 1]

2.0 Introduction. Résultats généraux et notations.

2.0.1 Nous nous proposons dans ce chapitre de donner des conditions
suffisantes pour qu’une fonction définie sur un sous-ensemble dense de [0, 1]
y soit uniformément continue; cette fonction pourra alors étre prolongée
d’une maniére et d’une seule en une fonction uniformément continue
sur [0, 1].

Pour réaliser cette extension, nous utiliserons un théoréme de J. Schau-
der [57] selon lequel toute fonction continue sur [0, 1] est la somme d’une
série uniformément convergente de fonctions continues sur [0, 1], ces
fonctions constituant une base monotone de ’espace de Banach C,[0, 1].

Les propriétés de cette série ont été étudiées par J. Kampé de F[s¢]) 10119
[40] [42]) qui a donné des conditions suffisantes de convergence uniforme
de cette série; nous nous proposons d’étendre ces conditions sous forme
d’un critére général.

Nous nous limiterons, sans restreindre la généralité (%), a I’étude de I’espace
de Banach C,[0, 1] des fonctions continues sur [0, 1], & valeurs nulles en 0
et 1, espace normé a I’aide de la norme de la convergence uniforme

| x || = sup | x(¥)].
tefo,1]

Le paragraphe 2.1 rappelle la démonstration de J. Schauder ; le para-
graphe 2.2 est consacré a la démonstration de quelques lemmes, ce qui nous
permet au paragraphe 2.3 d’établir ’équivalence des conditions de conti-
nuité uniforme sur D et de convergence uniforme de la série de Schauder
et de donner des conditions suffisantes générales de continuité uniforme
sur D; le paragraphe 2.4 est consacré a la recherche de majorations du
module de continuité.

Les résultats essentiels de ce chapitre sont ceux du paragraphe 2.3;
ils seront utilisés au chapitre V pour la construction de fonctions aléatoires
continues.

(¥ A toute fonction x € C[0, 1] correspond une et une seule fonction x, € C,[0, 1]
définie par x,(¢t) = x(¢) — tx(1) — (1 — 1)x(0), ce qui permet d’étendre les résul-
tats obtenus a C[0, 1] et C[a, b].
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2.0.2 Rappel des notations relatives @ Iensemble dyadique.
Nous désignerons (voir J. Kampé de Fériet [40], p. 142-144) par N,
(g entier positif) ’ensemble des entiers » tels que 297 <n < 24,

A tout entier n correspond alors un et un seul couple d’entiers (p,, )
tels que n=2""" 4+ p,.
Désignant 'intervalle [0, 1[ par J,, nous considérerons la suite d’inter-

valles semi-ouverts J;, J, ... J, ... définis par :
. Dn 1
J.=1t; P <t < = ®).

L’ensemble des J, tels que n € N, constitue la partition dyadique d’ordre q
de J;; on vérifie facilement que :

UJ,,:JI; Innly=0@ m#n;metneNy); JpUlpii=1J.

neNq

2p +1
24
I’ensemble dénombrable dense de [0, 1]

D={t,ts... 0, ...}

Le n-éme point dyadique 7, = sera milieu de P’intervalle J, et

constitue I’ensemble des points dyadiques ou ensemble dyadique.
Pour tout point ¢ € [0, 1], il existe un développement dyadique unique :

+
(2.0.2.A) t=Z;—: (@, —=0 ou 1),
k=1

Punicité étant vérifiée si on convient de choisir le développement fini
pour tout ¢t € D; alors ¢ appartient & un intervalle déterminé In, de la sub-
division dyadique d’ordre ¢ et il est possible d’écrire

{t}=mJ,,q.

Plus généralement, si {gx} désigne une suite croissante quelconque
d’entiers positifs, tendant vers Pinfini lorsque k£ tend vers I’infini, on voit

(2) Pour simplifier les notations, nous noterons désormais p et g au lieu de pn
et gn, étant entendu qu’il s’agit 13 des quantités correspondant a ’entier n.
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facilement en regroupant les termes de (2.0.2.A) qu’a tout point ¢ € [0, 1]
correspond un développement unique :

+ ©
(2.0.2.B) = %’ ol /. entier tel que 0 <l < 2% %-1
k=1

(nous poserons conventionnellement g, = 0).

2.0.3 Fonctions triangulaires.

Définissons alors la suite de fonctions triangulaires { e,(f) } par : e,(1)=0
si1€),; et) =29t — p2-9) sit€Jy, ; €4(t) = 29[(p + 1) 277 — 1]
§i. 2 EJgniin

On vérifie facilement que e,(z) = 0 et que e,(2) € Cy[0, 1] ; e4(t;)) = 3,; pour
1 <j<n (ou3d, désigne le symbole de Kronecker). La courbe repré-
sentative de e,(t) se compose de deux segments de 1’axe Or et d’un
triangle isocéle de sommet (z,, 1) et de base J,. Nous allons rétablir
dans le paragraphe 2.1 la preuve du fait que les fonctions e,(t) constituent
une base monotone de [l'espace C,[0, 1].

2.1 Le développement de toute fonction appartenant a C,[0, 1]
en série de fonctions triangulaires () (voir J. Schauder [57], Ljus-
ternik et Sobolev [50], p. 149-151, J. Kampé de Fériet [40], p. 142-146,
Mahlon M. Day [10], p. 60-211).

J. Schauder a démontré la proposition suivante :

ProposiTioN 2.1.1.1. — La suite {e,} = { e,t)} constitue une base
pour espace de Banach C,[0, 11, la suite de constantes =, qui correspond
biunivoquement a tout point x = x(t) € C,[0, 1] étant définie par :

@.1.1.1) n,,:x(gpl#) —%[x(zf_l) +x(*”2ill)].

Une démonstration détaillée de ce théoréme a été donnée par J. Kampé
de Fériet ([40], p. 145-146); nous nous bornons ici a reproduire les lem-
mes 7.1 a 7.5 de son mémoire qui constituent la preuve de ce théoréme.

(®) Comme le note J. Kampé de Fériet, I’idée de ce développement se trouve
déja dans E. Borel [6] mais en dehors des références citées, le résultat signalé
ne semble pas avoir retenu ’attention des analystes; d’une maniére assez curieuse,
cette méthode semble plutdt avoir été utilisée par les probabilistes (par ex. E. Slut-
sky [59], p. 190-195 et P. Lévy [47], p. 8).



120 JEAN DELPORTE
LemME 7.1. — Quelles que soient les constantes v,, la courbe
X =X(t) = mey(t) + nees(t) ... 4+ nuen(t)

est une ligne polygonale P, ayant (n + 1) cétés dont les sommets ont pour
abscisses 0, 1, t, ... t, et pour ordonnées :

x(0) =0, x,(1)=0, x,t1) ... x,(tn).

LeMME 7.2. — Quelles que soient les constantes v, les lignes polygonales
P,_. et P, ont en commun les sommets d’abscisses 0, 1, ..., t,_, ; on passe
de P,_, a P, en remplacant le c6té AB de P,_, qui se projette selon J,
par un triangle ABC dont le sommet C a pour abscisse t, milieu de J,; n, repré-
sente la différence d’ordonnées entre le sommet C de P, et le milieu C' du
coté AB de P, _,.

2p+1 1 P p+1
Nn = x,,( 29 ) — j?.- [x,,_l(zq—_l + Xp1 F)]
LeMME 7.3. — Quelles que soient les constantes w,, pour tout t€D, la
série :
4
Z’)nen(t)
n=1

se réduit & un nombre fini de termes ; sa somme S(t) est towjours définie
sur I’ensemble dyadique D et S(t,) = x,(t,) = Xni1(tn) k =0.

LemME 7.4, — Les constantes 1, ne dépendant que des valeurs de x(t)
sur ’ensemble dyadique D, a deux fonctions, telles que . x(t) = y(t) pour
tout t €D correspond une méme suite de constantes v,.

LemMmE 7.5. — Si les constantes v, sont définies par (2.1.1.1), on a, quelle
que soit la fonction réelle x(t) :

x(tn) = Xn(tn) = Xnyiltn) k =0,

les n -+ 2 points x(0) x(1) ... x(t,) coincidant avec les sommets de la ligne
polygonale P,, on a donc x(t) = S(t) pour tout t €D.

La convergence uniforme de la série vers x(¢2) pour tout x(¢) € Co[0, 1]
découle alors du fait que la distance entre un cbté de la ligne polygonale P,
et la courbe tend uniformément vers zéro, ce qui est évident en vertu de la
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continuité de x(¢). Ce résultat sera précisé au paragraphe 2.3 en explicitant
la condition de continuité uniforme sur D.

I1 résulte également des lemmes 7.1 & 7.5 que P, ayant pour sommets
les points de coordonnées (7, x(#;)) pour 1 <j<n :

(2.1.1.2) |[x,,[|=1su | x(2) |.

<jsn

Cette norme croit donc avec I’entier n et 1’on a :

(2:1:1.3) | x || = sup | x(t|.
€D

On a ainsi redémontré le résultat connu suivant (Mahlon M. Day [10], p. 69).

THEOREME 2.1.1.2. — Les fonctions e,(t) constituent une base monotone
de 'espace de Banach C,[0, 1].

2.1.2 Conséquences du caractére monotone de la base et).

COROLLAIRE 2.1.2.1. — L’espace de Banach C,[0, 1] est isomorphe
isométriquement a un sous-espace fermé de I'espace (m) des suites bornées.

Soit x(¢) un élément de C,[0, 1]; considérons la suite des valeurs de cette
fonction sur D.

x(ty), x(t5), ... x(¢;) ...; cette suite est bornée et ’on a :
[ x| = sup | x(z,) |.
nz1

Le vecteur ainsi défini appartient donc a I’espace (n1); donc, a toute fonction
continue correspond un vecteur de I’espace (m) ayant méme norme; la cor-
respondance est linéaire et conserve la norme; C,[0, 1] étant fermé corres-
pond donc biunivoquement a un certain sous-espace fermé de (). La condi-
tion pour qu’un vecteur de (m) appartienne a ce sous-espace n’est autre
que la condition de continuité uniforme sur D (*) qui sera définie plus loin.

Nous pouvons appliquer sans changement toutes les propriétés des
espaces de Banach a base monotone démontrées au chapitre précédent.

Nous allons introduire dans ce but quelques notations.

Reprenant d’abord les notations de J. Kampé de Fériet ([40], p. 150)
nous désignons par B, la quantité :

By = sup | s |-
neNq
(4 Nous avions déja prouvé ce résultat dans notre Note [/2]; de méme si I’on

considére une fonction x(¢) € C[O0, 1], sa norme est définie par | x | =sup [| x(0) |,
| x(1) ], ... | x(2zs) | ...] et le résultat précédent s’applique.
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Soit alors :
quh = || x2q+h_1(t) - xzq_..l(t) "
il résulte de 2.1.1.2 que :

@.1.2.1)
Bon= sup | Xqun_(8) — X0 ()| = sup |x(t;) — x4 ()]
g j<adth 29 g j<adth

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2.1.2.2. — La condition nécessaire et suffisante de convergence
uniforme de la série de Schauder est donnée par :

2.1.2.2) lim Bg,=0.
geth>+
Ce théoréme est une conséquence immédiate de la proposition 1.4.1
établie au chapitre précédent; il en découle en effet que la condition néces-
saire et suffisante de convergence forte de la série de Schauder n’est rien
d’autre que la convergence uniforme de la sous-suite x,(z), xs(¢), ... X,q_,() ...,
d’ou (2.1.2.2).

Remarque 1. — L’avantage de ce résultat est évident; il permet de ne consi-
dérer que les lignes polygonales P,,  (¢) au licu des lignes P,(¢) ce qui permet
de passer successivement d’une subdivision a 1’autre et donne une forme
plus simple aux conditions de convergence uniforme.

Remarque 2. — On peut méme aller plus loin en utilisant cette propo-
sition 1.4.1 : il est inutile d’envisager les subdivisions une par une. Si
¢, 9> --- qx ... désigne une suite croissante d’entiers positifs, tendant
vers I'infini lorsque k tend vers ’infini, il faut et il suffit que la suite de lignes
polygonales correspondant aux subdivisions d’ordre ¢, ¢, ... gx, converge
uniformément, soit :

(2.1.2.2) lim B

kh—>+

U df+h—k 0.

Ceci nous suggere la possibilité d’utiliser également la proposition 1.4.2.
Pour ceci, introduisons un nouveau symbole : ¢, ¢z ... ¢ ... désignant
une suite définie comme ci-dessus, posons :

Bﬂk= “ xzqk+l_1(t)— xzqk—l(t) “ = Sl;p l x(tf) - xzqk_.l_(tj) ‘ ou 2qk <-] < 2qk+1‘

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant qui est une conséquence
immédiate de 1.4.2 et 1.4.3.
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THEOREME 2.1.2.3. — 1° Si la suite de constantes v, est telle que :

+ ®©
(2.1.2.3) ZB;k< + 0 (%)

k=0
alors la série de Schauder converge uniformément.

20 Réciproquement a tout x e Cy0, 1] correspond nécessairement une
suite 4, qs . . . gk ... croissant vers -+ «, telle que la série (2.1.2.3) converge.
30 Etant donné une suite q, q, . . . qy . . . fixée, I'ensemble des x(2) € C,[0, 1]
vérifiant la condition (2.1.2.3) constitue un sous-espace de C,[0, 1]; ce
sous-espace A(qx) constitue lui-méme un espace de Banach si on y définit

la norme par :
+

% | ago = ZB;k et Ponadeplus | x| <|x|agp)
k=0
COROLLAIRE 2.1.2.4 (J. Kampé de Fériet [40], p. 151). — Etant donné
+ oo
une suite de constantes 1, telles que ZBq < —+ oo alors la série de Schauder

=1
converge absolument et uniformément.
I1 résulte en effet des propriétés des fonctions e,(t) que pour n e N, une
seule des fonctions e,(¢) est non nulle donc :

‘ Z Nnenlt)

| neN,

= [ #o® = Xms O | = 530 |

d’ou la convergence absolue et uniforme de la série de Schauder.

Remarque. — La base e,(t) étant monotone, nous pouvons écrire 1’iné-
galité
Boir = || Xp011_,() — X,0_ () || <[ Xpase_,(8) — %0, () |
(2.1.2.4) donc: Byt1 < Byse

2.2 Notations nouvelles et lemmes auxiliaires.

2.2.1 Nous reprenons d’abord les notations et méthodes de J. Kampé
de Fériet; désignons par :

o) o) e

24—1 24-1

(®) Si k£ =0, nous posons g, =0, x, =0, d’ou Béa = | X0, |’
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Ag= sup|E,l.
qu
Nous rappelons d’abord les relations et inégalités suivantes (J. Kampé
de Fériet [40], p. 147).
(2:2.1.1) &=0; &=~—8&=m; Eaw+ Cons1=8s3 Ein— Epjig1= 29,

d’ou résultent les inégalités.

2.2.1.2) B, < Agir

(22.1.3) A1=0 Ag= B1 Aq+1 <‘21‘Aq+ Bq.
&1

2.2.1.4) Apr < D 5B,
j=1

q q

q
2.2.1.5) Zsj <ZA,-+1<22B,.
1 j=1 J

ji= =1
On en déduit le lemme suivant :
LEMME 2.2.1.

10 Les conditions Ay — 0 et B, — 0 sont équivalentes.
+ +

20 Les conditions ZAq <+ oo et ZBq < - oo sont équivalentes.
q=1 qg=1
Le premier point est une conséquence immédiate de (2.2.1.2), (2.2.1.4)
et du lemme de Toeplitz (M. Loeéve [51], p. 238).
Le 20 résulte de 2.2.1.5.

2.2.2 Si x(t) désigne une fonction définie sur D, nulle en 0 et 1, dési-

gnons par A, la quantité
V4 / )4
x(—2q+ W‘) = x(i&)

ou p et / sont des entiers tels que :

(2.2.2.1) Ags= Sup

pil

©)

o<p<24 112k,
B, désignant la quantité définie en 2.1.2.1 soit :

Bygr= sup |x(t;) — X0t} ls
20 <j<2dth

(®) On remarquera qu’avec les notations précédentes, on a By+1 = Bg,1 et
Agt1 = Agp.
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nous prouvons les lemmes suivants :

LemME 2.2.2.A ah < 2445

LemMmE 2.2.2.B A < Bgn+ Ag+1

Lemme 2.2.2.C lim B,,=0<¢=> lim A,,=0.
geth—+ o get h—>+ o

Le principe général de la démonstration sera le suivant : & chacun des
points ¢; appartenant 4 une subdivision d’ordre compris entre g1 et g+ 4,

donc de la forme £ nous pouvons associer deux points tj' et ¢

/
2q + 29+h?
appartenant & des subdivisions d’ordre inférieur ou égal a g, tels que :

p__ « p+1
20= 0 <SUSY =T

Si A, B, C désignent respectivement sur la ligne polygonale d’ordre 29 — 1
les points d’abscisses t t; et #;, nous avons :

o) =Xaen_8) s X¥(G)=x,4_(5); *(5)=x,4_,(4);

le point C étant en outre situé sur le segment AB, nous avons I’inégalité
suivante :

| Xea_i(0) — (1) | <[ () — x(1/

La preuve de la premiére inégalité est alors simple car :

By =sup | x(1)) — x,4_,(1) | < suplX(t)— (1) | + Agsa

<Agsr

Remarquant que : Ajy; << Ay, il vient donc : By, < 2A,,, soit la
premiére inégalité.
Pour prouver le second lemme, nous pouvons poser :
o p ! o
t,= % e 54 + 2+ dans la définition de A, .
De l’inégalité :
| x(t) — x(£3) | < | %) — %0, (1) | + | Xpa_ (8D — X(t}) |,

on déduit en passant aux bornes supérieures : A, < B, + Ay ce
qui établit la seconde inégalité.
Le troisi¢me lemme en résulte : la premiére inégalité montre que :
lim A,=0= lim B,,;=0;

geth—>+ o get h>+
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pour établir la réciproque, il suffit d’utiliser (2.1.2.4) et les lemmes 2.2.1
et 2.2.2.B : Pinégalité (2.1.2.4) montre que :
lim Bgp=0= lim By, =0
get h>+4 ® g+ o
d’ott lim Ag4,= 0 (lemme 2.2.1) et la conclusion en découle.
gq—>+ o©

2.2.3 Les résultats précédents joints a ceux du théoréme 2.1.2.3 mon-
trent qu’il n’est nullement nécessaire de considérer les subdivisions dyadiques
une 2 une; on peut se borner A en examiner une sous-suite g, ... gx ...
croissant vers -+ oo et la condition :

lim A,,=0 équivauta: im Agg . ,-q=0.
geth—>+ @ keth>+ o ek +h ™0k

Cette analogie nous améne a essayer de reformuler le théoréme 2.1.2.3
en termes analogues & ceux donnés ci-dessus.

Les quantités définies dans ce théoréme sont, en effet, des combinaisons
linéaires de différences secondes portant sur les valeurs de x(f) sur D;
nous allons plutdt faire intervenir les différences premiéres plus maniables.

q1 qs ... qr ... désignant une suite définie comme en 2.1.2, posons :
C = LI Ry
Aa=5p (2"k + 2"k+1) * (2"k)

ou p et [ entiers tels que :
0<p < 2%, 1 <1< 2%+17%,
Nous nous proposons d’établir le lemme fondamental suivant :

LemME 2.2.3. — Les conditions :

© 4+
ZA"" <+ et Zqu <4 ®
k=0 k=0

sont équivalentes.
Ce résultat découle immédiatement des trois lemmes suivants que nous
allons établir :

LemME 2.2.3.A B, <2A

Lemme 2.2.3.B A
A

20,
<B + 22

j=0
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+o o + o
Lemve 2.2.3.C ZB Z <10>8,
= k=0

Le lemme 2.2.3.A est une simple transposition de 2.2.2.A; le second
est un peu plus complexe.
Le premier résultat est aisé 4 prouver car :

P
)

P 4
SETRNE

d’aprés les propriétés déja vues des lignes polygonales P,.
Pour prouver la seconde inégalité nous posons pour simplifier les notations

A, = sup
p

9o

et : B, = sup
p

‘0]

= sup
p

Y 4
tk—:')_q—k

et k———+

2% 2qk+1 () = Xaj+1_, () — X, (.

Etant donné les définitions de #, et #,, nous obtenons donc :

x(t;)=§yj(t;) et X(t2)=zyj(ti)

car, t, et t, €D, les termes d’ordre supérieur & k disparaissent dans le déve-
loppement en série de Schauder.
11 vient donc 1’inégalité :

() — %) <§ (0 =3,

Le dernier terme étant majoré par qu, il nous suffit de majorer la somme
restante.

Or, sur la ligne polygonale representant (1), tk et tk sont sur un méme
segment de droite d’extrémités 'r et r avec :

” , 1
1:] = Tj + 2_711—_!_; s
d’ot résulte I’inégalité :
: L2 N
|yi(t) — 3 S S |)’z( D — (5 2%k Il
. , . 20+,
soit : sup Lyi(t) — 3t | < S B,.

ANN. INST. POINCARE, B-1-2 9
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Sommant toutes ces inégalités, nous obtenons ainsi le résultat annoncé.
Nous prouvons maintenant le troisiéme lemme.

L’inégalité de gauche est évidente; de plus, la suite { gx } étant croissante
est telle que gx11 = gr + 1 d’0lt gryr = gi + 1.

Sommant les inégalités du lemme 2.2.3.B, il vient :

= ) I 2m , 2 245
ZAqk<qu[1+2'§qi”'+2ﬁ]+34x[1+2'ﬁ“'+2qx]
k=

' , 2% 2% ,

le coefficient de B; . st alors majoré par :

142 (1 + % et 2K1~k) < 5. Ceci permet de conclure.

L’utilisation de la sous-suite g, = k permet de retrouver le résultat du
lemme 2.2.1; nous y avions désigné par :

p+1 p
()~ x(a)

d’aprés les notations précédentes, nous serons amenés a désigner par A

(13) = () [ (%) (3]

il est donc possible d’écrire I’inégalité :

Agla quantité :  sup

o<p=2i-1

b

q
la quantité :

sup
o<p<adtig

Aq+1 < Aq < Aq+1 + Aq+2-

Ceci prouve qu’il s’agit 14 d’un simple changement de notations qui ne
modifie en rien la force du critére.

2.3 Conditions de continuité uniforme sur ’ensemble dyadique.

Les résultats qui précédent nous permettent maintenant de caractériser
la continuité uniforme sur I’ensemble dyadique D. Si cette condition est
vérifiée, le développement en série de Schauder nous fournira la méthode
d’extension & [0, 1] de la fonction uniformément continue ainsi définie sur D.
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2.3.1 Equivalence des conditions de continuité uniforme sur D et de
la convergence uniforme de la série de Schauder.

ProPOSITION 2.3.1. — 19 Pour que la série de Schauder converge unifor-
mément, il faut et il suffit que : lim By, =0.
g et A>+ o
20 Cette condition équivaut a :  lim Ay, = 0, c’est-d-dire a la conti-
g et h—>+ o

nuité uniforme de x(t) sur D (7).

Le premier point a été prouvé au théoréme 2.1.2.2 et I’équivalence des
deux conditions résulte du lemme 2.2.2.C. Il nous suffit de montrer que la

condition lim A, = 0 n’est autre que la condition nécessaire et suffi-
getht—>c

sante de continuité uniforme sur D.

Le fait qu’elle soit nécessaire est évident; de plus, la condition implique
qu’il existe g(e) tel que g = q(c) = A,r << € pour tout 4. Soit alors deux
points dyadiques quelconques ¢; et t,.' tels que :

, 1 . 1

tj_tj>2q+h’ l‘j<tj<fj+iz.

Il est alors possible d’insérer deux points dyadiques 'r;. et 'r;, appartenant,
a des subdivisions d’ordre inféricur ou égal a ¢, tels que :

. | . ;o

T <t <T.<t~<1‘j—l——— ou T, <4<t <r;

un calcul élémentaire montre que | x(f;) — x(#;) | <3 A, ce qui assure la
conclusion.

J. Kampé de Fériet [42] avait donné une autre forme 3 la condition de

’

» p

continuité uniforme : choisissant sur [0,1] deux points Sath et 2aTH tels
41 1 . . .
que 0 < % — 2:%‘ < 32> il avait montré qu’en posant :
N p+1 p
Agp=sup x(—)—x(_—) i
4 oD 2q-+h 29+h

”~~
la condition de continuité uniforme sur D s’exprimait par lim A,,=0.
geth>+

(%) La premiére forme explicite de cette condition semble avoir été donnée par
T. Broden [7], p. 1 & 5.
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On vérifie facilement que A,; < Xq,;, <3 Ay (®), ce qui montre I’équi-
valence des procédés; nous préférons toutefois employer la quantité Agy
plus maniable et utilisant un nombre de termes moins élevé.

Le paragraphe qui va suivre va nous donner des conditions d’un manie-
ment encore plus aisé.

2.3.2 Autres formes des conditions de continuité uniforme sur D.

Réunissant les résultats du théoréme 2.1.2.3 et du lemme 2.2.3, nous
obtenons les propositions suivantes :

PROPOSITION 2.3.2.A. — Etant donné une fonction x(t) définie sur I'en-
semble D pour que cette fonction soit uniformément continue sur I’ensemble
dyadique D, il faut et il suffit qu’il existe une suite d’entiers positifs { qy },
croissante tendant vers infini lorsque k tend vers Iinfini, telle que :

+ o

ZA < 4o ouéquivalemment Zqu < 400 ().

PROPOSITION 2.3.2.B. — 1° Etant donné une fonction x(t) définie sur D,
2]

8’1l existe une suite { q.} telle que ZA‘;" < + o alors la fonction est

k=0
uniformément continue sur D.

20 Etant donné une suite { qi } fixe définie comme ci-dessus, I'ensemble
+

des x(t) € C[0, 1] telles que ZA;" < - o constitue un espace de Banach
‘ k=0

o o«
A(qr) pour les deux normes équivalentes ZA‘I”‘ et ZB;k, chacune de
. k=0
ces normes étant supérieure d la norme de la convergence uniforme.
L’équivalence des deux normes résulte du lemme 2.2.3.C.

®) L’inégalité de gauche est triviale; pour prouver ’inégalité de droite, on peut

associer a 2—— les points t et t définis en 2.2.2. 11 suffit alors d’examiner les deux
e P Pt P <P +1
éventualités : < < 500 <W< ]. et ¢ 2 +h<t < S

(®) Comme on I’a vu au chapitre premier, il serait possible de remplacer
oo

feed
Z A;k(respectivement B;k) par Z A;k' (respectivement B;k’) ol r < 1. Nous

k=0 k=0
utiliserons ce résultat au chapitre V, § 5.2.
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Remarque 1. — Les suites { gx } choisies dans 1’énoncé du critére 2.3.2.B
peuvent &tre trés variées; nous avons utilisé dans une note antérieure [15]
la suite g, = &’ ; comme on le verra aux chapitres V et VI, 1a suite g, = 2%
fournit les meilleurs résultats pour 1’étude des fonctions aléatoires nor-
males (*?).

Les remarques qui ménent au théoréme 1.4.4 s’appliquent ici sans
changement; si nous considérons par exemple les suites g, = k, qr = k',
qx = 2%, on aura par ordre de généralité croissante :

" A(k) < A(kT) = AQ5).

Appartiendront au premier espace toutes les fonctions lipschitziennes
d’ordre « et plus généralement toutes les fonctions dont le module de conti-
nuité est inférieur ou égal & A[l1 4| log | A |]~*~=. Dans tous les cas, la conver-
gence forte dans ces divers sous-espaces implique, comme on ’a vu, la conver-
gence uniforme dans C,[0, 1].

Remarque 2. — Si nous comparons la méthode précédente avec celle
définie par J. Kampé de Fériet, nous sommes amenés aux remarques sui-
vantes.

Le principe de la méthode de J. Kampé de Fériet est le suivant : si ¢

4 oo

désigne un point non dyadique dont le développement s’écrit ¢t = Z q

E‘; ]
g=1
q
, a; .« . N . . 4 . . N
alors posant 1, = Z fll , ¢ est limite a droite de la suite 7, et limite & gauche
j=1
C 7 tep s !
de la suite #, définie par 7, = 1, + T
2]
Poser alors la condition ZAq < -+ o« équivaut & supposer que :
q=1

. 1 ,
x(t o+ Z_q) —x()

+

>
neN q

q=1
+

et : ' Z sup
neNq

q=1

< + o

< -} o0

, 1 ,
X(tq__l + 5{7—1) — x(tq—-l —|— 2—2)

(1) L’emploi de sous-suites d’ordre plus élevé avait déja été utilisé par E. Slut-
sky ([59], p. 191) qui en avait fait usage pour démontrer un théoréme que nous
étudierons au chapitre V. Toutefois, ’auteur étudiait les fonctions aléatoires
en général et, comme on le verra, c’est dans I’étude des fonctions normales que
cette méthode trouve son champ principal d’application.
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simultanément, La valeur de x(t) est donc obtenue comme limite uniforme
simultanée des suites x(t,_,) et x(t;_l).
Notre méthode revient a écrire le développement dyadique de ¢ sous la

4
1 q
forme ¢t = Z—qﬁk comme il a été vu en 2.0.2 ; posant :
k=12
¢ 1 1
v _] » L + 1
tqk_zzj’ tqk_tqk+24k
j=1

nous avons montré qu’étant donné une fonction x{¢) continue sur D,
il existe toujours une suite { gx } telle que :

+ 0
4 1k+1
sup x( at quﬂ) —x(t, )| <+
k=1'gqplk+1
-+ 0
t// - tt + 1k+1
sup x(ty,) — x (1, e + oo
k=1'gp k41

simultanément. x(¢t) est donc obtenue d’une maniére plus générale comme
limite uniforme en t des suites x(t,;k) et x(tqk).

2.4 Majorations du module de continuité,

Nous pouvons déduire de la méthode précédente, des majorations du
module de continuité, majorations utilisées au chapitre V.

Les propriétés des fonctions triangulaires nous avaient permis dans une
note antérieure [/4] de montrer que :

+ o
quﬁ sup | ma| <+ VB<a => x(t)elip(a—e) Ve>0
p— %Nq
nous reprenons cette étude par une méthode différente qui nous permetira
d’obtenir des résultats plus précis.
On sait que le module de continuité w(h) d’une fonction x(¢) continue sur
[a, b] est défini par :

w(h) = sup | x(t) — x(s)| pour tetsela,bl,|t—s| <h;
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c’est une fonction croissante de h, tendant vers zéro lorsque h — 0. Soit
(/) une fonction non négative, non décroissante de 4 pour / suffisamment
petit, tendant vers 0 lorsque / tend vers 0.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2.4. — Etant donné une suite qi, gz ... g ... croissant vers
-+ 0. Si :
2.4) D Lo %) A, < + .
k=

Alors : 1° pour h suffisamment petit : | x(t + h) — x(t) | < Co(h);
20 plus précisément si h — 0 : @(h) = o(p(h)).

1 1 . .
Supposons que ?;r—l <h< pr et soit ¢ et s deux points de [0,1] tels

p 5 , 1 , v
que s <t <s- h Soit t"_sz et tk:tk—l-sz tels que 1, <s <t;.
Deux éventualités sont alors possibles :

A R t,’c<s<t,:<t<tk+§q—k
lesa Lits

Du développement s = #, + St gk

.., nous déduisons 'inégalité

+
| x(s) — x(2) | < ZA;J_ d’ott résulte dans tous les cas I’inégalité :
J=k
LA — 1\] .,
| x() — x()| < Z <39 > [o(z5m)| A,
i=k j=k

1 .
en remarquant que o(h) > ¢ (2_"!_“) Vj=k.
Si h—0, g — o et la convergence de la série (2.4) montre que :
@ (h) = o(e(h)).

Si £ reste positif, nous pouvons écrire 1’inégalité :

29k +1

| x(1) — x(s) | < Ceq(h) o C= 3?[ ( )]_1A;k pour [t —s| <h.
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CHAPITRE 1II

CRITERES DE CONVERGENCE FORTE PRESQUE SURE
DES SERIES D’ELEMENTS ALEATOIRES
A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH

3.0 Le présent chapitre est essentiel pour I’objet du présent travail.

Aprés avoir rappelé succinctement au paragraphe 3.1 les quelques notions
de théorie des probabilités qui nous seront utiles, nous étudions au para-
graphe 3.2 le probléeme de la convergence presque slire des séries d’éléments
aléatoires indépendants a valeurs dans un espace de Banach & et prouvons
qu’il est possible de généraliser un critére bien connu de A. N. Kolmogoroff ;
ce résultat, intéressant en lui-méme, nous permettra surtout au chapitre VI
d’étudier la convergence uniforme presque siire des séries de fonctions
aléatoires indépendantes, presque slirement continues, but du présent
travail. Les paragraphes 3.3, 3.4 et 3.5 servent de méme a préparer ’étude
de la continuité presque slire des fonctions aléatoires, ce qui était le second
objectif de ce travail; a ce titre, le paragraphe 3.3 formule des conditions
suffisantes de convergence forte presque sfire du développement en série de
Schauder dans une base monotone; le paragraphe 3.5 établit une inégalité
qui jouera un role fondamental dans 1’étude de la continuité presque siire
des fonctions aléatoires normales; enfin le paragraphe 3.4 étudie des condi-
tions nécessaires et des conditions suffisantes de convergence presque siire
d’une suite de variables aléatoires normales vers zéro, résultats qui seront
également utilisés au chapitre V.

3.1 Notions succinctes sur les variables aléatoires et éléments
aléatoires.

3.1.0 Nous rappelons d’abord les définitions suivantes (voir par exemple
M. Loeve [51] (p. 149-267), P. Halmos [30] (p. 184-203)).

Un espace de probabilité (X, S, P) est par définition le triplet de I’ensem-
ble Q, d’une c-algébre S de parties dites mesurables (ou événements) de Q et
d’une mesure probabiliste P définie sur S.

Une variable aléatoire x(w) est alors une fonction définie sur Q et a valeurs
dans R, telle que I’image inverse de tout borélien de R appartienne a 8,
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autrement dit une fonction mesurable. Elle induit une mesure probabiliste v
sur R en posant :

v(A) = P(x(A)) quel que soit A borélien.

L’espérance mathématique de x(») n’est autre que I'intégrale de Lebesgue
de x(v) sur Q par rapport a la mesure P.

E[x(w)] = f _x(w)dP.
Elle peut encore s’exprimer par ’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.
f xdF(x) ou F(x)= Prob [X < x] fonction de répartition.
R

Nous noterons en particulier 1’inégalité suivante qui interviendra fréquem-
ment.

(3.1.0.A) EP| x(w)+ y(w) |f <EP|x(w) |+ E®| p(w) |
ou B = min (1,}) (M. Logve [51], pp. 155-156).

On désignera alors par L"(Q) I’ensemble des variables aléatoires x()
telles que

f | x(w) |rdP < + oo.
Q

3.1.1 Ftant donné une suite finie de variables aléatoires x,(w),
Xo(©) ... xu(w), désignons par x(w) le vecteur aléatoire de R” de compo-
santes x,(®) ... x,(w). La donnée de la loi de probabilité permet de définir
une mesure probabiliste sur R” notée v en posant v(C) = Prob [ € x(C)]
v C sous-ensemble borélien de R”. On définira de méme les mesures mar-
ginales vy, v ... Vi ... v, sur R en posant v;(A) = Prob [0 € x;7(A)]
VA sous-ensemble borélien de R.

Les variables aléatoires x;(») ... Xx,(w) sont dites indépendantes si :
v=v; X vy ... X v, mesure produit, autrement dit si pour tout rectangle
borélien de R?”, C=A;, X A, ... X A, : y(C) = vi(A) X vi(Ay) ...
X Va(An).

Cette notion d’indépendance s’étend aux suites infinies de variables
aléatoires comme suit : étant donné une suite infinie dénombrable
X(®) ... x,(0) ... de variables aléatoires, si I = (i;, i, . .. i,) sous-ensemble
fini d’indices, les variables aléatoires x; () ... x;(w) sont indépendantes,
alors les variables aléatoires x;(w) ... x,(®») ... sont dites indépendantes.
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A. N. Kolmogoroff [43] a alors prouvé le théoréme suivant que nous
nous proposons de généraliser au paragraphe suivant :

TrfOREME 3.1.1.A. — Si { x,(0) } désigne une suite infinie de variables
aléatoires indépendantes, d’espérances mathématiques nulles, de variances o2,
+ o0 + o
alors Zcf, <4+ o0o= Zx,,(m) converge presque siirement.
n=1 n=1
Bien que le résultat qui suive ne fasse pas mention de I'indépendance,
nous le citons également car il fournira un critére trés simple de convergence
des séries & éléments aléatoires.

THEOREME 3.1.1.B (voir parexemple P. Halmos [30],p. 114, M. Loéve[51],
p. 173, J. Kampé de Fériet [40], p. 132). — Si { x.(w) } désigne une suite
de variables aléatoires intégrables, telles que :

n=1

+o0 : +
ZElx,,(m)[<—{—oo alors : Prob[m;len(m)|<+oo}=1.

3.1.2 L’extension de la notion de variable aléatoire aux espaces abstraits
a été réalisée par M. Fréchet (voir notamment [25], [26], [27], [28)),
S. Doss ([20] et E. Mourier [54].

Selon M. Fréchet, si i désigne un espace abstrait sur lequel est définie
une c-algébre de parties 8 et P une probabilité définie sur 1’ensemble
(L, §, P) définit un espace de probabilité, I’ensemble des déterminations
de x sur cet espace de probabilité définissant 1’élément aléatoire.

R. Fortet et E. Mourier ont étudié les propriétés des éléments aléatoires
a valeurs dans un espace de Banach X ; nous rappelons ici les définitions et
propriétés que nous serons appelés a utiliser.

Selon E. Mourier, si x est un élément aléatoire a valeurs dans ., la mesure
P est une L-mesure si x*(x) est une variable aléatoire quelle que soit la
fonctionnelle linéaire x*; si tel est le cas et si X est séparable, E. Mourier
a en outre montré [54] (p. 168) que la norme || x | est également mesurable.
L’espérance mathématique de x, si elle existe, est alors définie par 1’élément y
de &, nécessairement unique tel que x*(y) = E[x*(x)] ¥vx* € L*.

L’élément aléatoire x sera dit laplacien (M. Fréchet [28]) si x*(x) est
une variable aléatoire normale ¥x* e X*,

La notion d’indépendance de deux éléments aléatoires a été définie par
E. Mourier ([54] p. 174) comme suit : ‘

Si x; et x, désignent deux éléments aléatoires a valeurs dans les espaces
de Banach X, et X,, de c-algébres F, et F ,, si Py, P,, P; désignent les mesures
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définies sur &, F,, &, X F, respectivement, x, et x, sont dits indépendants
si:

Pix; e Ay x,€ A] = Pilxs e Aj] X Pofx,cA,] VA€eF, et A,ed,,
ou encore équivalemment (E. Mourier [54], p. 227) si ¥x,€X; et x; € &},
x,(x1) et x,(x,) sont des variables aléatoires indépendantes.

3.1.3 J. Kampé de Fériet (voir [36], [37], [38], [39], [40]) a appliqué
les notions qui préceédent & la construction de mesures probabilistes sur les
espaces de Banach a base dénombrable : il a montré qu’un tel espace était
toujours isomorphe isométriqguement & un sous-espace Q de Iespace R®
(respectivement C*) des suites dénombrables de nombres réels (resp. com-
plexes) [1; ... m, ...] et il a donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il soit possible de construire une telle mesure.

Si cette construction est possible, il a montré que la mesure ainsi définie
est nécessairement une L-mesure; de plus, les espaces envisagés étant sépa-
rables, la norme | x | est toujours mesurable. _

Il a ensuite appliqué ces résultats & la construction de mesures proba-
bilistes sur C,[0, 1] et C[0, 1]; nous retrouverons ses méthodes au para-
graphe 3.3 relatif au cas plus spécial des espaces 4 base monotone; nous
essaierons ensuite de généraliser ses résultats relatifs & C,[0, 1] au cha-
pitre V.

3.2 Extension a tout espace de Banach d’un critére de conver-
gence forte presque sire.

3.2.0 Nous nous proposons de généraliser aux éléments aléatoires
indépendants & valeurs dans un espace de Banach (X, le critére de convergence
presque Ssire déduit du théoréme 3.1.1.A. Nous remarquerons d’abord
que ce critére peut s’étendre sans difficulté a I’espace R* sous plusieurs formes
d’ailleurs équivalentes.

Critere A : Si x,(0) = [En(0) ... Exl(w)] désigne une suite d’éléments
aléatoires indépendants de R¥* tels que : £, (o) e 1XQ), E[f(w)] =0,

alors, la condition : ZE[EE’J(CO)] <o j=12...k

n=1
ool

implique la convergence presque siire des séries :ZE,,, w), j=1,2...k

n=1
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x
Posant alors || xu(e) ||, = Z | £,,7(w) |2, on voit facilement que ce cri-

j=1
tére équivaut 4 :
o0 [+ 4]
Critére B : ZE | xn(w) & < 4+ 0= zx,,(co) converge presque siire-
1 1
ment.

Or, si x(0) et (o) sont deux éléments aléatoires indépendants de R*
d’espérances mathématiques nulles, on vérifie facilement que

E | x(w) +x(0) [ = B || () & + E | x) [y

ce qui permet d’énoncer le critére sous la forme suivante :

Critére B' :
lim  E | Spa(@)—Su(w) [fy=0—= 1lim || Sp1s(w) —Su(e) [ly=0
neth>+ o net h—>+ o

presque sirement ().

Remarquant alors, que, sur R¥, toutes les normes sont équivalentes,
on peut en déduire la présentation la plus générale de ce critére :

Critéere C : Si {x,(w)} désigne une suite infinie d’éléments aléatoires
indépendants & valeurs dans R*, d’espérances mathématiques nulles, alors

lim E | S,4()—Sa(w)||>=0 impligue: lLim | Syyu(w)—Su(e)| =0
net h—>4 neth—>+ o
presque siirement.

Cette derniére proposition, convenablement généralisée, nous fournira
le critére de convergence forte demandé.

3.2.1 L’objet essentiel de ce qui suit est de trouver un critére de conver-
gence forte presque sfire pour les séries d’éléments aléatoires indépendants
a valeurs dans 1’espace de Banach Cfa, b] ... Les critéres [A] et [B] précé-
dents sembleraient & premiére vue devoir se transposer sous la forme
suivante :

Etant donné une suite {x,(t, w)} d’éléments aléatoires indépendants,
a vgleurs dans I'espace de Banach Cla, b), d’espérances mathématiques
nulles, la condition

() Etant donné une suite { x»(w) } d’éléments aléatoires, nous désignerons désor-
mais par Su(0) la somme x;(») + xx(®) ... + xa(w).
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+ o
(A) Z E[x3(t, w)] <+ o uniformément en t
n=1

+
ou (B, Z E[|| xa(t, @) [P < + o0

n==1
0

implique la convergence unmiforme presque sire de la série Zx,,(t, ).

Comme on le verra au chapitre VI, le critére (A,) est insufﬁsarllt, il n’im-
plique le résultat qu’a condition d’y ajouter certaines hypothéses.

Quant au critére (B,) nous ne savons pas s’il s’applique a Cla, b]; toute-
fois comme on va le voir, il ne s’applique pas 4 un espace de Banach quel-
conque.

3.2.2 Le premier probléme posé est le suivant : étant donné une suite
{x(w)} d’éléments aléatoires indépendants définis sur &, d’espérances

®

mathématiques nulles, la condition ZE | Xa(@) |2 < 4 o implique-t-elle la

n=1
+ o

convergence forte presque sire de la série Zx,,(w) ? La question ainsi posée

1
a été résolue par Iaffirmative pour tout espace de Hilbert. J. Kampé de

Fériet et G. Birkhoff ([4], p. 335) ont en effet établi le théoréme suivant :
+

« Si E x.(w) désigne une série infinie d’éléments aléatoires indépendants,

1
d’espérances mathématiques nulles, prenant leurs valeurs dans un espace

de Hilbert X, alors :
+ @ +
DB |50 < + 00> > xfa)
1 1

converge fortement presque siirement vers un élément aléatoire x(w), d’es-
+

pérance mathématique nulle, de variance E | x(o)|?= ZE [ X ) |12 »
1
Nous pouvons étendre ce résultat a une catégorie plus large d’éspaces
de Banach de la maniére suivante : admettons provisoirement le résultat
suivant qui sera démontré par la suite, 3 savoir que la condition

lim E|[Syia(0) — Sp(e) [t=0,

net b~
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implique la convergence forte presque slre de toute série d’éléments aléa-
toires indépendants, & valeurs dans un espace de Banach X, d’espérances
mathématiques nulles.

Supposons alors que 1’espace de Banach X soit un espace de type § au
sens de R. Fortet et E. Mourier ([23], [24], p. 65-66 et R. Fortet [22], p. 189),
c’est-a-dire tel qu’il existe un nombre A > 0 et une application g de X
dans JX*, dite canonique, faisant correspondre & tout X € X un élément
x, = g(X) e T* tel que :

[RACY)

SIX X=X

* *
“ Xy — Xy

<A[X—Y| VXetYel.

Tout espace de Hilbert est évidemment de type G, mais cette catégorie
inclut également les espaces L? (ou p = 2), la constante A la meilleure
étant telle que A = (p — 1)27—2,

R. Fortet et E. Mourier ont prouvé que si x,(w) ... x,(e) sont des élé-
ments aléatoires indépendants a valeurs dans un espace de Banach de type G,
d’espérances mathématiques nulles, tels que :

n |

ZXJ-(@) |

iji=1

2

E|x(w)|*<+o]|Vj alors: E

<A DE|x(0) ]

On peut donc en déduire le théoréme suivant :

THEOREME 3.2.2. — Si { x,(w) } désigne une suite d’éléments aléatoires
indépendants, a valeurs dans un espace de Banach X de type G, d’espérances
mathématiques nulles et tels que :

+ o
DE|no) <+ 0)

+
alors la série Exn(w)converge fortement presque siirement.

n=1

(%) Ces deux premiéres conditions sont vérifiées pour tout espace de Banach
comme on le voit facilement en utilisant le théoréme de Hahn-Banach déja cité;
seule la troisidme condition particularise les espaces G.

(%) On supposera dans tout ce qui suit que les mesures correspondant aux €1¢-

ments aléatoires sont des L-mesures et que | Z xi{o) || est mesurable pour tout
il
sous-ensemble fini I. Cette condition sera toujours sous-entendue.
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Nous prouvons maintenant a ’aide d’un exemple déja donné [12] que ce
critére ne peut étre étendu a un espace de Banach quelconque.

Considérons I'espace /7 (cf. paragraphe 1.2) ou 1 < p < 2; soit { £,(») }
une suite de variables aléatoires normales, indépendantes, d’espérances
mathématiques nulles, de variances o, telles que :

+ + o0

2
Zcﬁ:—f—oo et ch< -+ co.
n=1 n=1

Les propriétés des variables aléatoires normales permettent d’écrire :
prop p

+®
E| &() | = K,7,—> > B[ &) [? < + <o

n=1

+
— > E|| &0} — E| &) [P < + .

Appliquant le critéere 3.1.1. A (théoréme de Kolmogoroff), on en déduit
+co

que la série Z[] Ew) [P — E| £,(w) |?] converge presque slirement ; or :

n=1

o + o0
ZE [ Ef(w) [P =+ 0, donc Z | £(w) [P = + oo presque srement.
n=1 n=1

Ceci étant prouvé, considérons la suite d’éléments aléatoires indé-

pendants, 4 valeurs dans /7, d’espérances mathématiques nulles, définie
par x,(») = £ (»)e, ou {e,} désigne la base de Schauder de /7.

+ 0
On a donc : E | x,(w) |? = o} donc ZEH () > < + o0 ; or, la

n=1

4+ 0
somme de la série Zx,,(m) définit le vecteur aléatoire de R®
n=1
x(0) = [Ei(w) ... E(w) ...] qui presque slirement n’appartient pas a /2.
La convergence faible (donc a fortiori la convergence forte) n’est pas
assurée ce qui prouve que le théoréme 3.2.2 ne peut étre généralisé 2 tout
espace de Banach.

* K, est une constante numérique indépendante de n, en fait :

+

r-+1
Ky =2 2 r(r—“g_l)(zn)—l/z.
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3.2.3 Ne pouvant étendre le critére de A. N. Kolmogoroff sous la forme
3.2.B i tout espace de Banach X, nous nous proposons de reprendre la
forme 3.2.C de ce critére en la généralisant comme suit :

Soit { x,(w) } une suite infinie d’éléments aléatoires indépendants a valeurs
dans X, d’espérances mathématiques nulles, tels que : | x.,(w)]| € L(Q),

r = 1| Vn. Alors, la condition :

(3.2.3.A) lim E|S,;x(w)— Syw) |[r=0 pour un r =1 implique la
net h—>+ ©

convergence forte presque sire de la série E X ©).

n=1

L’idée de ce critére nous a été fournie par une généralisation de 1'inégalité
de Kolmogoroff signalée par M. Loéve [51], p. 263. L’auteur y indique que si
deux variables aléatoires x(w) et y(w) sont indépendantes et d’espérances
mathématiques nulles et si A désigne un événement défini uniquement en
termes de la variable aléatoire x(w), alors, on a ’inégalité suivante :

E[| x(e) || A] <Ef| () + ¥() [ |A] r>1;

reprenant alors la méthode de démonstration de 1’inégalité de Kolmogoroff,
on prouve facilement que celle-ci se généralise sous la forme :

Prob [w; sup |Si(w)]|=>¢] <$E| Suw) " r=1
1sk<n
d’out résulte le critére de convergence presque siire des séries de variables
aléatoires indépendantes, d’espérances mathématiques nulles :
lim E|Spiu(0)—Siw) | =0= lim |S, x(0)—S(e)|=0

neth—>+ neth—~>+

presque slirement.

Etendant cette méthode, nous avons d’abord démontré que le cri-
tére (3.2.3.A) s’appliquait @ 'espace de Banach (m) et a ses sous-espaces
fermés {11]; nous avons ensuite montré que le résultat s’ appliquait aux espaces
C,o[0, 1] et C[0, 1] en utilisant I’isomorphisme isométrique existant entre ces
espaces et deux sous-espaces fermés de (m) [12]; modifiant ensuite la démons-
tration, il nous a enfin été possible de donner une démonstration générale [17]
que nous reproduisons maintenant en y ajoutant quelques remarques complé-
mentaires.

3.2.4 Soit x(w) et y(w) deux éléments aléatoires indépendants 3

valeurs dans ’espace de Banach X, d’espérances mathématiques nulles,
tels que : | x(0) || et | y(w) | € L(Q).
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Désignons par v, et v, les L-mesures induites par x(o) et y(w) sur L;
pour o fixé € Q la valeur prise par 1’élément aléatoire x(w) (respectivement
y(w)) est un élément de X que nous noterons X (respectivement Y). Si
o varie, X (respectivement Y) est un élément aléatoire de X caractérisé
par le triplet (X, Sy, v,) (respectivement (X, Sy, v,)).

Nous prouvons le lemme fondamental suivant :

LemMe 3.2.4.A. — E[|| x(o) || A] < E[|| x(©) + ¥() |7 | Al,r = 1 ou
équivalemment : E[|| X |"| Al < E[| X + Y ||| Al, A désignant un événe-
ment défini uniquement @ partir de I'élément aléatoire x(w).

1° D’aprés le théoréme de Hahn Banach rappelé en 1.1, a tout X fixé
correspond une fonctionnelle linéaire x, de norme égale a un, telle que :

xyX)=||X||; onadepluspourtoutY : |[x}X+Y)|<|X+Y].

L’élément Y étant supposé aléatoire, nous intégrons alors x (X + Y)
par rapport a la mesure v, sur ; X et Y étant indépendants, X et x, sont
fixes dans cette intégration, d’ou :

B[00 | X] = [ 500 d = [X ;B[ |X] = [0 du=0

car, x, joue le role d’une fonctionnelle fixe et Y est d’espérance mathéma-
tique nulle.

(Nous avons introduit en fait les symboles d’espérance conditionnelle
car c’est bien 13 ce que nous donne cette intégration.)

D’ou : E[x,X+Y) X]=|X]|

et en définitive : | X | = | E[x}(X + Y) |X] | <E[

X+ |[X]
d’ou résulte, d’aprés 'inégalité précédemment écrite, que :
IXI<E[IX+Y[[X])
Utilisant alors 1’'inégalité de Holder, il vient :
I X|I"<E[|X+Y|"|XI r=1

soit une inégalité entre deux fonctions de X.

29 Soit alors A un sous-ensemble v,-mesurable de X c’est-a-dire un éié-
ment de Sy, événement défini uniquement & partir de X; intégrant 1’inégalité
précédente par rapport a la mesure v, sur A, il vient ’inégalité demandée.

Nous pouvons maintenant €tendre P’inégalité de Kolmogoroff.

ANN. INST. POINCARE, B-1-2 10
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THEOREME 3.2.4.B. — Soit { x(w)} j= 1,2 ... n, une suite d’éléments
aléatoires indépendants, & valeurs dans X, d’espérances mathématiques
nulles, tels que : || xj(w) || e L(Q), r =1 pour j=1,2 ... n

Alors, on a I'inégalité de Kolmogoroff généralisée :
n

Prob [o ; sup [ Siw) || =<] < iﬁE | Sa(e) |7 (Ofl Si(w) = ij(m))-

1sks<n

ji=1
Définissons les sous-ensembles mesurables suivants :
A=[o; sup [Si(w)]| <el; B=A"=

1<ks<n

Q—
Bi=lo; sup [S(a)] <e;]Sua)] >l

<j<k

Aj

Les sous-ensembles By réalisent une partition de B :

_JBc=B BinB=6 pourk#1,
k=1
By étant défini uniquement en fonction de Si(w), le lemme 3.2.4.A s’ap-
plique et donne E[| Si(ew)]|” | Be] < E[| Sa(w) || Bil.
Utilisant I'inégalité de Markoff (Loéve [51], p. 158), il vient :

1 1
P[B] < ZE[ I Sa(eo) " | Bl < ~+El I Sa(w) I | Bil-
Sommant ces inégalités de k = 1 & n, il vient donc :

(@) [ |Bdd _ E[[[Sa(w) [ [B] _E | Su(w) |-

n n E[ S . -
Bl = ZP{Bk] < Z e’ - : e < e’
k=1 k=1

Il nous est maintenant possible d’étendre le critére de convergence forte
presque siire sous la forme suivante.

ProrosiTION 3.2.4.C. — Soit { xj(w) } une suite infinie d’éléments aléa-

Y

toires indépendants a valeurs dans X, d’espérances mathématiques nulles.
Alors la condition
lim E|S,ipw)—Si(w)|"=0() pourunr>1

net h—>o
-+ o

implique la convergence forte presque sire de la série z Xn(®).

1

(®) En fait ce critére peut étre considéré comme un cas particulier d’un critére
plus général di A J. Geffroy (C. R. Acad. S., t. 249, 1959, p. 1180-1182) de la
méme maniére que le critére de Kolmogoroff est un cas particulier du théoréme
de Paul Lévy sur la convergence presque siire des séries de variables aléatoires
indépendantes.
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La condition nécessaire et suffisante de convergence forte presque slre
de la série s’écrit :

Prob [w ; inf sup I Snta(®) —Sy(e) || =]=0 Ve>0;

nzlk
or, cette quantité est majorée par :

inf sup Prob [ ; sup | S,yi(w) —Su(w) || =<l

nzl1kz1 1<j<k

Utilisant 1’inégalité de Kolmogoroff généralisée, il vient donc :

Prob [0 ; sup |[Snij(w) — Si(e) | =< E | Sy 1(w) — Su(w) |

1<j<k g’

quantité tendant vers zéro par hypothése quand » et £ tendent vers Pinfini
ce qui prouve le théoréme.

COROLLAIRE 3.2.4.D. — Si la condition précédente est réalisée, alors :
[= o]

(o) = Zx,,(w) eLNQ) 1<p<r

1

et E|x(0)[f= lm E|S,) "

Par hypothése | x(w) — Su(w) | =0 quand » — 4+ « presque sfirement;
il en est évidemment de méme de la quantité | | x(w) | — | Sie) || qui
converge donc en probabilité; la condition 3.2.3.A implique que :

lim E| | Spri(@) | — || Su(w) | [r=0

netk—-+
donc il existe «(w) tel que :  «(w) € L(Q),
lim E| a(o) — [S{w) | =0, E|alo)| = liJrrn E || Su(w) ||
n—> )

n—-+4
La convergence en moyenne d’ordre r impliquant la convergence en proba-
bilité, il en résulte que || S,(v) | tend en probabilité a la fois vers a(w) et
| x(w) || ce qui entraine I’égalité presque sire de ces deux quantités et prouve
le théoréme si p = r; le résultat est vrai a fortiori si p <r.
Comme on le verra ci-dessous, on a de plus :

E | x(w) = sup B Sy(w) |-

3.2.5 Nous pouvons maintenant déduire quelques conséquences plus
profondes du lemme 3.2.4.A.
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COROLLAIRE 3.2.5.A. — 1° Si x(w) et y(w) sont deux éléments aléatoires
indépendants a valeurs dans X, d’espérances mathématiques nulles

E|x@ | <E| @)+l r=1

20 Si {x.(w)} désigne une suite d’éléments aléatoires indépendants a
n

valeurs dans X, d’espérances mathématiques nulles, posant S,(w) = Zx,-( o),
on en déduit que E | S,(w)— Si(w) ||" croit avec m et décroit llor;que n
croit (r=1; m > n).

Pour démontrer le premier point, il suffit de poser : A = Q dans le
lemme 3.2.4.A, le deuxiéme point est alors immédiat.

Il nous est maintenant possible de transposer ici en bloc les méthodes
employées dans la théorie des-bases monotones. Remarquons toutefois
d’abord qu’il résulte du corollaire 3.2.4.D et du résultat précédent le
corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.2.5.B. — Si { x,(w) } désigne une suite d’éléments aléatoires
indépendants, d’espérances mathématiques nulles, tels que :
lim E|S,ti(e)—Sie) |/ =0 r=>1,

net k>

alors : S,(w) = x(w) presque sirement et E || S, () |* fend en croissant vers
E || x(o) ||".

Soit alors n, n, ... ng ... une suite croissante quelconque d’entiers posi-
tifs, tendant vers 'infini lorsque k& tend vers ’infini.

Utilisant la méthode de 1.4.1 et 1.4.2 nous déduisons les résultats
suivants :

THEOREME 3.2.5.C. — Pour que le critére de convergence forte presque
sire :

lim E|S,4i(w) — Sw)|r=0 soit satisfait, il faut et il suffit :

netk->+

10 qu’il existe une sous-suite { n; } croissant vers 4 o, telle que :

o lim E| Sng 1 4(@) — Sy (@) |r=0;

keth>w
20 qu’il existe une sous-suite { n; } croissant vers -+ oo telle que :

-+ oo

(I ZEI/'” S (@) — Su@) || < + 0 (> 1),

k=0
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La preuve de ce deuxiéme point résulte de I'inégalité déja signalée :
EVr| x(0) + y(0) | <EYr| x(0) |+ B | y(o) [

Remargques. — 1° Si I’on se fixe la suite (ni), on en déduit que la condition (11)
ci-dessus implique la convergence forte presque siire de la série; dans le cas
général, si on n’introduit pas I’hypothése de I'indépendance, on pourra
seulement affirmer la convergence presque siire de la série :

+ oo

D | Snera) = Su@) |,
k=0

c’est-a-dire la convergence forte presque siire d’une sous-suite de sommes
partielles (Théoréme 3.1.1.B).

L’hypothése d’indépendance des éléments aléatoires nous permet de
conclure a4 un résultat beaucoup plus fort, & savoir la convergence forte
presque sfre de toutes les sommes partielles.

20 Les résultats du théoréme précédent s’appliquent en particulier a
I’espace de Banach & = R et nous fournissent donc le nouveau critére
de convergence presque sfire suivant.

Etant donné une suite infinie { x,{») } de variables aléatoires indépendantes
d’espérances mathématiques nulles, s’il existe une sous-suite {ny} tendant
en croissant vers + o, telle que :

+
D B[Sy ()= Su@) F < oo, [r > 1
k=0
[
alors la série Zx,,(w) converge presque siirement vers une variable aléa-

n=1

toire x(w), d’espérance mathématique nulle, appartenant a L'(Q) et telle que :

E| x(w) ' = lim B|S,(e) |-

3.3 Critéres de convergence forte presque siire dans un espace
de Banach 2 base monotone. '

Soit X un espace de Banach a4 base monotone (e,) et supposons-nous
donnée une suite de variables aléatoires {v,(w)} pourvues de moments
jusqu’a Pordre r.
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Nous nous proposons de donner des conditions suffisantes de convergence
+

forte presque siire de la série Znn(m)e,, vers un élément aléatoire de .
n=1

Equivalemment (J. Kampé de Fériet [40), p. 128-133), ceci revient & définir
sur D’espace des suites (n; M2 ... M, ...) une mesure probabiliste, telle
que la mesure de X soit égale a 1; on sait que X peut étre mis en corres-
pondance biunivoque avec un sous-espace de R (resp. C=).

Les critéres que nous allons obtenir sont trés voisins de ceux obtenus
au paragraphe précédent; ils pourront étre appliqués a I’étude de la conti-
nuité presque slire des fonctions aléatoires au chapitre V.

Nous prouvons d’abord le théoréme suivant :

el

THEOREME 3.3. A.— La convergence forte presque siire de la série Znn( o)ey

1
équivaut a la convergence forte en probabilité soit -

(3.3.1) lim  Prob{e; | xspu0) — xi(0) | =e]=0 Ve>0
netk—+ o
(xx{(w) désignant la n-éme somme partielle de la série).

Il est bien connu (Loéve [5I], p. 116) que la convergence presque siire
implique la convergence en probabilité. Réciproquement, la condition de
convergence forte presque slire s’exprime par :

Prob [« ; inf sup || x,4x(0) — x(0) [ =e]=0 Ve>0;

nzt k=1

elle sera vérifiée si :

inf Prob [w ; sup | Xn (@) — xu(w) || =e]=0 Ve>0.
k>

nz=1

Or la base de L étant monotone, | X, x(w) — X.,(w) | croit avec I’entier &
ce qui implique 1’égalité :

Prob{e; sup Il X4 @) —x(0) | >s]=1§133 Prob [e; || X, x(@)—xu(w) | =€l

et la conclusion en découle.

On sait d’ailleurs que la convergence en probabilité implique Ia conver-
gence presque sfire d’une sous-suite { x, } (M. Loéve [51], p. 116). Ce
dernier résultat se transpose sans changement en termes de convergence
forte dans un espace de Banach; mais comme on 1’a vu en 1.4.1, 1a conver-
gence forte presque sfire de la sous-suite x, () implique la convergence
forte presque sfire de la série dans 1’espace L.
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On déduit du théoréme précédent et de cette remarque, le corollaire
suivant

COROLLAIRE 3.3.B. — La convergence forte presque sire de la série

e

Znn(w) e, équivaut a la convergence forte en probabilité d’une sous-suite
1
de sommes partielles { Xy ()} (mc + -+ o lorsque k 4 + ) soit :

(3.3.2) lim Prob [o;

ket h—>cw

xnk+h(m) - xnk(‘l)) ” = 3] =0 Ve>0.

Nous prouvons maintenant le théoréme fondamental suivant qui sera
utilisé en 5.3 et 5.4 pour étudier la continuité presque siire des fonctions
aléatoires.

ProOPOSITION 3.3.C. — 10 Si la suite de sommes partielles converge forte-
ment en moyenne d’ordre r, c’est-d-dire si :

(3.3.3) im B[ xyu(0) — x(0) [f=0 r>0,

netk+—>ow
alors, elle converge fortement presque siirement.
20 Cette condition (3.3.3) équivaut aux conditions suivantes :

a) 3.3.4 lim E| x, — Xp (o
) ( ) ket h—->+ © ” k+h(w) k( )

r=0 r>0;

b) il existe une sous-suite d’entiers positifs {n;} croissant vers -+
telle que :

-0
. 1
(3.3~5) ZEB ” x”k-l—l(w) - xnk((‘)) “r < + 0 ; B: min (19 ;) .
k=0

30 Si la condition (3.3.5) est vérifiée pour une sous-suite {ny } fixée,
alors presque siirement la série converge fortement dans I'espace de Banach
A(ny) des éléments de L tels que :

+ oo
(3.3.6) 1% Aoy = ZH Yo — oy || < + 0.
k=o
De plus : | x(e) |7 et || x(e) [y EL(Q) et Pon a :
+
(G.3.7) B [x(0) | < B2 | X(0) [y < D BP || 3 (@) = () |-
k=0

Le 10 est une conséquence immédiate de 3.3. A et de I'inégalité de Markoff.
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L’équivalence de (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) résulte du caractére monotone
de la base (e,) et de I’inégalité :

ER| X+ Y| <EP|X |+ E®f|Y | (M. Logve [5]], pp. 155-156)

il suffit de transposer la méthode des paragraphes 1.4 et 3.2.
Dans tous les cas, que 1a base { e, } soit monotone ou non, le critére (3.3.5)
implique en vertu de 3.1.1.B :

+ oo

Z “ X1 o(0) — X () H' < + oo presque siirement si r << 1 et,

k=0

+ @

Z ” Xnge s (@) — Xp (@) || < - oo presque srement quel que soit r > 0.
k=0

Ceci implique donc en général la convergence forte presque sfire de la
sous-suite { x,,(«) } vers un élément aléatoire x(w) € X ; mais, ici, d’apres 1.4,
il v a convergence forte presque sire de la série et équivalence des critéres
(3.3.3) et (3.3.5) ce qui n’était nullement évident a priori.

Le 30 résulte de la remarque précédente et des théorémes sur ’intégration
des suites croissantes de fonctions intégrables.

3.4 Convergence presque siire vers zéro d’une suite de variables
aléatoires normales.

3.4.0 Nous rappelons ici brievement a la fois une condition nécessaire
et une condition suffisante de convergence presque sfire vers zéro d’une
suite infinie de variables aléatoires normales { x,(«) }, d’espérances mathé-
matiques nulles, de variances o ... o

La condition nécessaire s’exprime par :

(3.4.A) lim o, =0

>+ ©

la condition suffisante s’exprime par :

+ w
(3.4.B) Z[I—Erf i/i]<—l—oo Ve>0
On
n=1
ou équivalemment :
4o e
(3.4.B) Gn €XP [—2—6—2—] <4+ Ve>0

1

LS
il
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cette condition s’avérant également nécessaire si les variables aléatoires x,(cw)
sont indépendantes.

3.4.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence presque siire
vers zéro d’une suite quelconque de variables aléatoires.

Si { x4(w) } désigne une suite infinie de variables aléatoires, la condition
nécessaire et suffisante de convergence presque sfire vers z€ro de cette suite
s’exprime par : ’

(3.4.11) Prob [w;lim sup {o;]|xx(0)]|=c}]=0 Ve>0
n—»-+4 o

ou, équivalemment :

N>+ o

N
(3.4.12) lim Prob[ {m§|xm(m)|>s} =0 Ve>0
(voir par exemple M. Loéve [51], p. 18).

Une condition suffisante de convergence presque siire vers zéro sera donc

donnée par :
n+-k
(3.4.13)  lim Z Prob [©; | Xm(w) | >l =0 Ve >0
net k>4
m=n-+1

ce qui €équivaut a la convergence de la série :
+c

(3.4.14) ZProb [0 | x(w)| >¢] pour tout ¢ > 0.
n=1

Réciproquement, il résulte du lemme de Borel-Cantelli (M. Loe¢ve [51],
p- 228) que cette derniére condition est également nécessaire si les variables
aléatoires étudiées sont indépendantes.

3.4.2 Convergence presque siire vers zéro des suites de variables aléa-
toires normales.

Soit { x,(«) } une suite de variables aléatoires normales, tendant presque
slirement vers zéro et désignons respectivement par { m, } et { o, } les suites
de leurs espérances mathématiques et de leurs variances. On peut énoncer
le lemme suivant :

LemME 3.4.2. A
lim x,(w) =0 presque siirement —=> lim m,=0, lim o =0.
n+4 >0 n->+ o n—»+4 «©

Ce résultat découle directement du fait que la suite ¢,(u) des fonctions
caractéristiques converge vers 1 sur tout intervalle en u de longueur finie.
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us’
T"] , ce qui prouve le résultat.

On supposera désormais que m, = 0 Vn, sans restreindre la généralité.

Or : 9,(u) = E [exp fux,(w)] = exp [ium,, —

LeMMmE 3.4.2.B. — Si la suite de variables aléatoires normales x, (o)
d’espérances mathématiques nulles, de variance <. est telle que :
+

Z [1 _ Erfc”i/i] <+

n=1
= 2
ou équivalemment z Gn €XP [— —E—é] < 4o
n=1 2 "
alors la suite { x,(w) } converge presque siirement vers zéro quand n — - .
Cette condition suffisante est également nécessaire si les variables aléatoires
X.(w) sont indépendantes.

Le résultat précédent est une conséquence immédiate du paragraphe 3.4.1;
la remarque finale de ce paragraphe permet également de conclure & la
nécessité de cette condition si les variables x,(w») sont indépendantes. La
forme équivalente résulte simplement de P’expression asymptotique de la

fonction d’erreur.

Remarque. — Les résultats des deux lemmes précédents seront utilisés
au chapitre V; il est 2 peine besoin de noter que les conditions (3.4.A)
et (3.4.B) ne sont nullement équivalentes et que la condition lim o, =0

n—>-4 o

nimplique pas en général la convergence presque siire vers zéro.

Si par exemple { x,(w) } désigne une suite de variables aléatoires indépen-
1

L(n+ Q’
on vérifie facilement que la condition 3.4.B n’est pas vérifiée si ¢ << \/ 2.

Cette remarque sera utilisée au chapitre V pour illustrer le fait que la
continuité de la covariance est une condition nécessaire mais non suffi-
sante de continuité presque siire d’une fonction aléatoire normale.

dantes, d’espérances mathématiques nulles, de variances o) =

3.5 Inégalités relatives au supremum de m variables aléatoires.

3.5.1 Inégalités générales.

LEMME 3.5.1.A. — Soit {x(w)} i=1, 2 ... m, m variables aléatoires
telles que : | xi(w) | € L(Q) Vi (r > 0). Alors, posant Z(w) = sup | x(w) |,
1<i<m

= min (1, 1/r), on a I'inégalité suivante :
(3.5.1.A) Ef[Z(w)r <mP sup EB|xy(w)[.

1€i<m
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De l'inégalité : [Z(w)]" < z | xi(w) |7 ; il résulte que :
1

E[Z()f < D B[ x(w) [ <m sup E|x(w)]
1 1<ism
d’ou I'inégalité demandée.
Ce résultat avait déja été utilisé par J. Kampé de Fériet ([40], p. 151);
le résultat qui suit, plus précis, a été donné sans preuve dans une note anté-
rieure [15].

LemME 3.5.1.B. — Soit {xi(w) } i=1, 2 ... m, m variables aléatoires
intégrables et Z(vw) = sup | xi(o)|.
1<i<m

Pour tout ¢ =0, on a l'inégalité suivante :
(3.5.1.B) E[Z(o)] <c+m sup E[|x(w)]]]x(w)]|=>c].
i<ism
Définissons les sous-ensembles mesurables suivants :
A=[o;Z(w)<c]; B=A'=[o;Z(w)=c]; C=[o;Z(e)=|x(w)]|];
D;=BNC;=[o ; Z(w)=| xj(e) [=c]; E;=[o;|xj(0)|>c]l

Nous obtenons les relations suivantes :

m m
D; CE; UCjZQ:>UDj:B
Jj=1 Jj=1

d’ou résultent les inégalités suivantes :

f Z(a)dp <§Lj2(w)dp - i f (o) |dP

<> |x(e)|dP<m sup E[|x(s)]|E]L
e g 1<j<€<m

Il résulte évidemment de la définition de A que E[Z(0) | Al < c.
Réunissant ces deux inégalités, nous obtenons (3.5.1.B).

3.5.2 Inégalités relatives au supremum de m variables aléatoires nor-
males.

Le lemme 3.5.1.B peut &tre appliqué au cas de m variables aléatoires
normales pour obtenir une inégalité beaucoup plus fine que celle donnée
par 3.5.1.A.
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On verra d’ailleurs que cette inégalité est la plus fine possible si on se limite
d la connaissance des wvariances.

Soit xj(w), x5(w) ... Xm(w), m variables aléatoires normales, d’espé-

2

rances mathématiques nulles, de variances respectives o3, o3 ... o}, ; posant

Sm = Sup o;

1<ism

il vient le théoréme suivant.

THEOREME 3.5.2.A. — Si {x{(w) } i= 1,2 ... m désigne une suite finie
de variables aléatoires normales, d’espérances nulles, alors pour tout r = 1,
on a linégalité :

EV [sup | () |'] < Crsp (Log (m + D)2

C, désignant une constante numérique ne dépendant que de r.
Utilisons le lemme 3.5.1.8B, il vient :

21 (+= 2
E[| xi(w) | . | xi() | >C] = \/;C - L exp [-— 3—2] wdu.
j 2q;

Si r = 1, cette quantité peut étre calculée directement et donne :

\/i ex €1 quantité majorée ar’\/is exp [— £
— o exp 26;]q é majorée p ~ Sm eXp 2s2]'

m

D’ou résulte P'inégalité :

2 c?
El[ss]ué)m| xi(@) |]<c—i—m’\/;sm exp [-— 2—SE]

m

Recherchant alors la valeur de c telle que l'inégalité ci-dessus soit la
meilleure possible, on trouve que ¢ doit &tre de ’ordre de grandeur de

smV/2 Log m.
Choisissant cette derniére valeur, il vient :

E[sqp] xi(©) []<sm\/2 Logm-+ ’\/%sm<2sm\/i['\/Log (m—}:T)] mz=l.

La seconde inégalité se prouve de maniére analogue : on a en effet d’aprés
’inégalité de Schwarz :

B[] () ] 960 | =] BRI 50) F1x BN o) | 506 [ >e]
< CJo] exp [—— 4—6‘;] < Cs’, exp [— C—Z] .
o 4s

m
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Utilisant DI'inégalité |a + b |r < |a ¥ 4 |6V r =1 il vient donc

2
Evr [sup | (@) '] < ¢ 4 m¥K s, exp [— c : ] ,
i 4rs?,

choisissant alors ¢ = 2s,\/Log m, on aboutit au résultat.

Nous utiliserons ce résultat au chapitre V; notons que cette inégalité
est la meilleure possible (°) en 1’absence de renseignements relatifs au degré
de liaison entre les variables, autrement dit si on se limite 2 la connaissance
des variances. Nous prouvons en effet le théoréme suivant.

THEOREME 3.5.2.B. — Si {xew)} i=1, 2 ... m désigne une suite de
variables aléatoires normales, indépendantes, d’espérances mathématiques
nulles, de variances égales a 1, alors :

Evr [sup | x(w) 1= 0(v/ Log m) pour m suffisamment grand.

1<j<sm

Il suffit de démontrer ce résultat pour r = 1 vu l'inégalité :

1
E" | x(w) " = E| x(o) | r>=1
Posons comme précédemment Z(w) = sup | xj(w) |; la loi de probabilité
J

de Z est définie par

F(z) = Prob [Z(w) <z] = Erf [\%]"' ot Er f( 2) sz oy
il en résulte que :
E[Z(m)] — f: OOzdF(Z) =2m /\/if:‘ °°u El'fm_l(u) e—du.

Pour tout ¢ > 0 nous pouvons écrire I’inégalité suivante :

ElZ(w)] =2m ’\/ % f v “u Erfn—Yw)e—*'du > 2’:/—\42 [Erf c]m“lf " ® ve=vdy
[4 b c

d’ot pour tout ¢ >0, on a E[Z(w)] = ’\/ [Erf c]m—te—,
La quantité ¢ ayant été choisie quelconque, posons alors :

1/3 2
C=Cp= [Logm—%Loglogm] ; e_cm:ﬂd_og_n}.

(%) Nous ne cherchons pas ici une borne précise mais seulement une indication
sur P’ordre de grandeur de ces quantités quand m— -+ co.
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Or, pour m suffisamment grand :

1 - 1

; e me~1—

eV 7 my/ =

[Exf cp]m—t ~ exp [~ L;] 40 (%) .

Erfc, =1 —

L
11 en résulte donc bien que E[Z(w)] = \/ 2Logm exp (— i:)
7 ,\/ r

ce qui, joint & l’inégalité du théoréme 3.5.2.A, assure la conclusion.

CHAPITRE 1V

ETUDE DES COVARIANCES CONTINUES

4.0 Introduction.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’élaborer une théorie des cova-
riances continues analogue a celle donnée pour les fonctions continues
au chapitre II. Plus précisément, nous nous proposons, étant donné une
covariance définie sur D X D (ou D désigne I’ensemble dyadique de [0, 1])
d’exprimer la condition nécessaire et suffisante pour que cette covariance

soit uniformément continue sur D x D.

Si cette condition est remplie, il est alors possible de prolonger cette
fonction en une covariance I'(¢, s) continue sur [0, 1] x [0, 1]; nous nous
proposerons donc ensuite de montrer comment il est possible de réaliser
cette extension, en prouvant que I'(z, s) est limite uniforme d’une suite de
covariances continues T'.(t, s) formées a Paide des valeurs de T(t, s) sur
D xD.

Les conditions nécessaires et suffisantes de continuité uniforme sont trés
voisines de celles obtenues pour les fonctions continues; nous chercherons
3 les formuler et donnerons pour terminer des majorations du module de
continuité de cette covariance. Avant d’entreprendre cette étude, nous
commencerons par rappeler brieévement les définitions et propriétés des
covariances qui seront utilisées ici.
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4.1 Définitions générales et propriétés des covariances.

4.1.1 Etant donné une fonction aléatoire x(¢, w) définie sur T x Q
et & valeurs dans R ou C, T désignant un sous-ensemble dénombrable .
ou non de R et (£, S, P) un espace de probabilité, cette fonction est dite
du second ordre si :

x(t, ») € LA(Q) vteT.

La covariance de x(¢, ) est alors définie par :

I, 5) = Ely(t, ) y*(s, @)] () ou y(1, ©) = x(t, ®) — E[x(#, ®)].
Sans restreindre la généralité, nous supposerons désormais que
E[x(¢, 0)] = 0 ¥? € T, cette restriction n’ayant aucune influence sur la valeur

de la covariance.

4.1.2 Parmi les diverses propriétés des covariances, la plus essentielle

est d’€tre des fonctions de type défini positif.
Plus précisément (M. Loeve [51], p. 466-467, J. L. Doob [19], p. 72) I'(¢, s)
est une covariance si et seulement si pour tout sous-ensemble fini de valeurs

’

det, Ty=(,¢t, ... t) =T

N
4.1.2) Zl"(t,.', PN =0 V(0u ... h)ECN,
ij=1

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que x(¢, o) est & valeurs réelles;
il en sera de méme de I'(z, s5); les résultats obtenus dans ce qui suit s’étendant
immédiatement au cas complexe.

4.1.3 Du caractére défini positif découlent les conséquences suivantes
(M. Log¢ve [51], p. 466-469).

4.1.3.A Si I'(z, 5) est a valeurs complexes I'(, s5) = I'*(s, f) cette pro-
priété se traduisant par la symétrie I'(¢, s) = I'(s, ¢) dans le cas réel d’apres
4.1.2).

4.1.3.B T(, t)=0.

4.1.3.C Inégalité de Schwarz | T, s)|* < I'(z, t) x T'(s, ).

4.1.4 Nous introduisons maintenant la quantité suivante qui jouera
un role essentiel dans ce chapitre et dans ceux qui suivent :

soit y(t, 8) = E | x(t, ©) — x(s, ») |2

(M) Nous désignons dans tout ce qui suit par z* le conjugué de z.
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Cette quantité nécessairement non négative s’exprime par :
v(t, s) = I'(t, t) + T'(s, s) — 2 Rel'(1, 5)

dans le cas complexe et dans le cas réel par I'(s, t) + I'(s, 5) — 2I(z,5).

Nous savons de plus que ’ensemble L*(Q) des variables aléatoires telles
que El x*w)| < + o constitue un espace vectoriel, sur lequel on peut
définir une norme égale a [E| x%(w) | V2 (®) (M. Loeve [51], p. 160).

Dés lors, nous pouvons considérer y¥2(¢, s) comme définissant une dis-
tance entre les variables aléatoires x(¢, w) et x(s, w); on peut donc lui appliquer
toutes les propriétés des distances : nous pourrons par exemple écrire 1’iné-

galité :
1

£
!

vE(e], ) < > y¥(t;, t;.,), qui va jouer dans ce qui suit le méme role

M

I

1

D= 3() | < D | #() = #(eie) |

4.1.5 Si I'(¢, t) e L?[a, b), alors la covariance I'(#, s) est un noyau syme-
trique défini positif; a ce titre, elle admet toujours au moins une valeur propre
et une fonction propre, solutions de I’équation intégrale :

b
re(t) = [ T(,5) ¢(s)ds

(ol ¢(s) non équivalente & 0); de plus, les fonctions propres correspondant
a deux valeurs propres distinctes sont orthogonales.

Si, de plus I'(#, s) est continue sur [a, b] X [a, bl et si Ay Ay ... Ay ..
désigne la suite des valeurs propres, nécessairement non négatives, telles
que A=Ay ... =N ..., 81 {g,(t)} désigne la suite orthonormée des
fonctions propres, alors d’aprés le théoréme de Mercer (53], [61], p. 544).

T'(z, 5) est la somme d’une série uniformément convergente de covariances
continues sous la forme :

4o
TG, 9) = > M 0®) 5309)
n=1

Nous retrouverons cette propriété au chapitre VL

4.1.6 On notera également que la classe des covariances est fermée
vis-a-vis des opérations d’addition, de multiplication, de produit par un
scalaire positif et de passage a la limite (M. Logve [51] p. 466-468).

Il en résulte notamment que la classe des covariances continues sur

(%) Si I’on convient de considérer deux variables aléatoires égales presque siire-
ment comme identiques.
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[a, b} X [a, b} constitue un cbne convexe et fermé de I’espace de Banach
Cla, b] X [a, b] des fonctions continues sur [a, b] X [a, b], 1a norme étant
définie sur cet espace par :

[/ 9| =sup [f&, )| (& 5)€la, B] X [a, b].

4.1.7 A toute covariance réelle définie sur T X T correspond une fonc-
tion aléatoire normale x(t, w) définie sur T X Q et & valeurs dans R, d’espé-
rance mathématique nulle et de covariance I'(t, ).

Pour prouver ceci (M. Loéve [51], p. 466, J. L. Doob [19], p. 72) on montre
que si Ty=1(t; ... ;) < T est un sous-ensemble fini quelconque de T
et si 'on pose : I'y = T'(¢;, ¢;), alors il existe un vecteur aléatoire normal
de RV : x (o) = [x(t;, ®) ... x(t;, ©)] d’espérance mathématique nulle,
de matrice des covariances :

FN:(FU) i5j=1,2...N.

Cette définition est cohérente au sens de A. N. Kolmogoroff en ce sens que si
Ty < Ty et si xy(w) désigne le vecteur aléatoire normal correspondant
A Ty, alors la loi de probabilité de xu(v) coincide avec la loi marginale obtenue
a partir de la distribution de xy(w). Cette condition de cohérence étant
satisfaite, il en découle qu’il est possible de caractériser la loi temporelle
de la fonction aléatoire normale x(¢, o) ceci que T soit dénombrable ou non.

Il en résulte notamment que la connaissance d’une covariance définie
sur D x D, nulle en (0, 0) et (1, 1) (donc en (0, #) et (1, ;) d’aprés 1inéga-
lité de Schwarz) permet de caractériser la suite de variables aléatoires
normales x(#;, o) (t; € D) d’espérances mathématiques nulles et telles que,
posant :

x(w) = x(t;, ®); Elx(o)x(o)] =T, ) =T}

On notera que x(0, ©) = x(1, w) = 0 presque slirement.

4.2 Conditions nécessaires et suffisantes de continuité uniforme
sur D x D d’une covariance réelle,

4.2.0 Nous supposerons dorénavant que la covariance est nulle en (0, 0)
et (1, 1), sinon, il suffirait de remplacer I'(¢, s) par I'\(¢, s) covariance de
x,(t, ) définie sur D par :

x:(t, @) = x(t, ) — tx(1, ) — (1 — 1) x(0, v) (%)

(®) On a explicitement : T'y(¢t, s) = T'(r, s) + s I'(1, 1) + (1 — £)(1 — 5) T(0, 0)
—tT, 5)—sT, H—A =0T, ) — 1A — 5T, 0) 421 —s) TU, 0)
-+ s(1 — 1) T, 0).

ANN, INST, POINCARE, B-1-2 11
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les propriétés trouvées pour I'y(¢, 5) restant valables pour I'(¢, 5). La connais-
sance de la suite de variables aléatoires normales x(#,, ) permet alors
d’écrire formellement la série de Schauder aléatoire :

+w
4.2.0.1) S, @) = Zm(m)en(t)

ol Mu(w) est définie par :

(4.2.0.2) ni(w) = x(apz—t—l, m) — % [x(zf_l, o)) 1 x(”zqi_ll : m)] .

Pour tout point dyadique #,, on a donc d’aprés 2.1.1 (lemme 7.5) :
S(t,,, (.0) = x(tn: (x)).

Posons v; = E[ni(e) nj()]; v; est combinaison linéaire de valeurs de
I'(#;, ;). Réciproquement, la connaissance des quantités vy, permet de déter-
miner les valeurs de I'(¢, 5) sur D X D. Posons a cet effet :

n n
(4.2.0.3) x(t o) = D) Tut,9)= > wel)e®),
1 fj=1
covariance de x,(¢, ).
Pour (t, ) €D X D, 1 <hetk <n,
Xu(tn, ©) = S(tg, ©) = x(ty, ©) donc : T,(t, tr) = T(ts, t)-
Les covariances I',(¢, s) que nous venons ainsi d’introduire sont repré-
sentées par des portions de paraboloides et ont pour valeurs aux points
(ty, 1) les valeurs T'(ty, t) si 1l < het k <n.

Passant de n 4 n 4 1, ces valeurs se conservent pour ceux des points
étudiés a 1’étape antérieure.

Cette analogie avec les résultats du chapitre II nous suggere 1’éventualité
de résultats analogues.

Or, on le verra, la théorie est rigoureusement similaire en ce sens que la
condition nécessaire et suffisante de continuité uniforme de I'(t, s) sur D X D
équivaut & la convergence uniforme de la suite T',(t, 5) vers une covariance
continue (¢, s) réalisant I’extension requise a [0, 1] x [0, 1].

4.2.1 Propriétés caractéristiques des covariances continues.

PROPRIETE 4.2.1.A. — Pour toute covariance continue sur T X T (%
I0@ )| =T )| soit: sup |T(t, s) |=sup I'(s, 1).
1,S)ET X T teT

(® La propriété est également vraie si I'(s, 5) est bornée sur T X T.
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L’inégalité | T'(#, #) | < | T(, 5) | est évidente, la réciproque résulte de
I’inégalité de Schwarz (4.1.3.C).

On retrouve ici une propriété connue des formes quadratiques définies
positives (A. E. Taylor {60], p. 323).

PROPRIETE 4.2.1.B. — Pour qu'une covariance soit continue sur
[0, 1] X [0, 1] (respectivement D X D), il faut et il suffit (M. Loéve [51],
p. 469-470) qu’elle le soit sur la diagonale, c’est-a-dire plus précisément que :

limy(t+h t)=0 WVt ett-}+ hel0, 1] (respectivement D)
h—>o0

(voir 4.1.4 pour la définition de (¢, 5)). Nous poserons maintenant la défi-
nition suivante :

DirmviTioN 4.2.1.C. — On appellera module de continuité d’une cova-
riance TI'(t, s) continue sur [0, 11 X [0, 1], la quantité définie par :

o(h) =sup «yYx(t,s) tetse[0,1], |[t—s|<h

Nous avons choisi cette définition (au lieu de sup (7, 5)) étant donné les
analogies signalées entre yV2(z, s) et | x(t) — x(s) |, ceci de maniére 4 rendre
plus évidentes les analogies entre la théorie des covariances continues et
celles des fonctions continues d’une variable.

Nous arrivons maintenant & la propriété fondamentale qui va nous permetire
de transposer aux covariances continues I’ensemble des résultats du chapitre II.

PROPOSITION 4.2.1.D. — Si T(t, §) = Z eDes)

ij=1
alors : [Tt, $) || =sup T(te, 1) 1 <k <n.

La démonstration résulte des remarques suivantes :

1o D’aprés (4.2.1.A) | Tu(t, s)| = Tu(t, 1)|. 11 nous suffit donc
d’étudier cette derniére fonction.

20 Or UPexpression de I',(¢, t) montre que la courbe représentative de
cette fonction est tout entiére située au-dessus de I'axe des t et formée d’arcs
de parabole ayant pour extrémités deux points dyadiques. Plus précisément,
si neN, nous avons deux possibilités : tout d’abord les arcs C;
j—20 j41—2

7
i—2971 4121

e ot + T

ol 22 <j << 2n+ 1 d’extrémités , puis les arcs C ou

n+1<<i<<29—1, d’extrémités :
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Nous allons montrer que chacun de ces arcs est convexe, ce qui assurera
la propriété.
20 FEtant donné un des intervalles dyadiques J,, ol m < n
Xty ©) = m(@en(t) + .. + Mf@)en(t)
donc, si t € J,, (respectivement Jy41) ¢
Xa(t, ©) = Qo @)t - by ) (respectivement dgm +1(0)t + bam +1(02)).

Deux éventualités sont alors possibles :
soit E[d},(»)] =0 => @um(w) =0 presque sirement,

dans ce cas, la courbe représentative de I',(f, s) sur cet intervalle est un
segment de droite parallele & 1’axe des r; soit E[agm(o))] = A, > 0,
alors TW(t, t) = Agnt® + 2Byt + Co,, =0 V€D, A, étant positif, la
convexité est assurée.

Finalement la courbe représentative de I',(¢, 7) est formée d’arcs de para-
bole convexes et la propriété devient évidente.

CoRrOLLAIRE 4.2.1.E. — || I',(t, 5) | croit avec lentier n.
Cette propriété est I’analogue de cette donnée en 2.1.1.2 pour les fonc-
tions continues.

4.2.2 Conséquences des propriétés 4.2.1.D et 4.2.1.E.

It va maintenant nous étre possible de transférer en bloc un certain nombre
de propriétés établies aux chapitres I et IT en remplagant dans leur démons-
tration, la quantité | x(¢) | par E¥? | x(t, o) |2

n
THEOREME 4.2.2. A. — Sixn(t, 0)= an(co)e,-(t), la condition nécessaire
J=1
et suffisante pour que |E|(X,i1i(t, ©) — X,(t, &) |*|V2 — O quand n et
k tendent vers Uinfini est qu’il existe une suite d’entiers positifs { ny } crois-
sant vers Dinfini, telle que ” E(xn, (6, ©) — Xu(t, ©))? ”1/2 — 0 quand k
et h tendent vers Iinfini.

La démonstration est la méme que celle donnée en 1.4.1. Comme on
le verra plus loin, cette condition équivaut & la continuité uniforme de
'@z, s) sur D X D.

Par souci de commodité, on pourra en particulier comme au cha-
pitre II choisir une suite d’entiers { m; } telle que : ny = 2% — 1 ou
0=0<¢q; ... < qr < qri1, g tendant vers Iinfini lorsque & tend vers
I’infini.
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Nous introduisons maintenant les notations suivantes analogues 2 celles
données au chapitre II.

Gy =sup Yllz(igjl ’ij“ll) , n=20"4p; Hy = sup E**| n,(w) [*;

nENq IIENq
l
Gy = sup Yl’z(; ;-I— 2q—+—,,)
ol petl/entierstelsque : 0 <p <291 1 I 2

th= ” El/z(xzq-*-l 1(t m)—xz‘l 1(t m)z “

p P l
- s Ev2(x(t;, %, 4D ; G —su 1/2
- S B0, 00— (0, 0103 Gpmsup (B 2 )

ol p et I entiers, tels que : 0 <<p <2% — 1 1 <1 2% +17%,

H;, = H Ell2(x24k + 1—1(t’ ©) — xz"k_l(t’ co))2 H
= sup E1/2(x(tj, ®) — xzqk_l(tj, w))a, t;eD.
2%k < joa%e+1

Ces six quantités correspondent respectivement aux symboles A,, B,
Agn Bon, A;k, B;k introduits en 2.1.2 et 2.2.1. Nous pouvons reproduire
tous les résultats établis dans ces deux paragraphes en les transposant;
les démonstrations étant absolument les mémes seront donc omises.

THEOREME 4.2.2.B (analogue de 2.1.2.2). — La condition nécessaire et
suffisante pour que | E(xn4i(t, ©) — x,(t, ©))* | — 0 quand n et k — +
s’exprime par  lim Hg,=0.

qeth—+
THEOREME 4.2.2.C (analogue de 2.1.2.3). — Pour que la condition
précédente soit satisfaite, il faut et il suffit qu’il existe une suite q, q» ... gx

tendant en croissant vers Uinfini, telle que

+ o
z qu < = 00.
k=0

COROLLAIRE 4.2.2.D (analogue de 2.1.2.4). — Si la covariance T'(t, )
+®
définie sur D est telle que ZH,, < 4o, alors I'(t, s) est continue sur D x D ;

q=1
son extension a [0, 1] X [0, 1] est définie par la somme de la série double
absolument et uniformément convergente en t et s.
+ o + o

D > Ymen(tenls).

m=1in=1
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Pour ¢ et s fixés, un seul des produits e,(t) e,(s) est non nul d’aprés les
propriétés des fonctions triangulaires; il nous suffit donc de montrer que :

4w +w©

ZZ SUP | Ymn | <0
mMENgnEN ¢

q= lq =1

or: sup | Ymn| <Hg; H, d’apres I'inégalité de Schwarz,

’
mENanNq

La série double converge absolument et uniformément vers une cova-

riance T',(¢, 5) coincidant sur D x D avec les valeurs de T'(¢, 5) d’aprés 4.2.0;
c’est donc I’extension recherchée.

Restant dans ce dernier cas, on peut également écrire le théoréme suivant,
analogue du lemme 2.2.1.

TutoreME 4.2.2.E.

19 Les conditions G, —0 et H, — 0 sont équivalentes ;

+ o -+ oo
20 Les conditions ZGq <+ owet ZHq < -} oo sont équivalentes.
q=1 g=1

Enfin, et ¢’est 14 le point le plus important, on peut transposer mot pour
mot les lemmes des paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 sous la forme

suivante :
THEOREME 4.2.2.F (analogue des lemmes 2.2.2.A 4 2.2.2.C).
1° Hyn < 2Ggp.

20 H,; — 0 quand q et h — + oo si et seulement si  lim  Ggp=0.
qeth—>+

TuforEME 4.2.2.G.

0 + w0
10 Les conditions ZG‘;k <+t ooet ZH;k < + oo sont équivalentes.
k=90 k=0

20 On a de plus les inégalités suivantes :

’ ’ ’ s q]‘|‘1 ,
H <2G.: G Z

qr g5

Nous pouvons maintenant étudier la continuité uniforme sur D x D.
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4.2.3 Conditions nécessaires et suffisantes de continuité uniforme d’une
covariance définie sur D x D.

ProprosITION 4.2.3.A. — La condition nécessaire et suffisante pour que
I'(¢, s) covariance définie sur D X D y soit uniformément continue est que :
lim Ggp=0 ou équivalemment lim Hg,=0.
g et h>-+ o get h—+ «

L’équivalence annoncée résultant de 4.2.2.F, il nous suffit de montrer
que la condition qeltihnl 3} sglp Y(; zpq + 2714?11) = 0 pour p et [ entiers, tels
que : 0 <<p <29, 1 << <2 est nécessaire et suffisante pour la continuité
uniforme de T(¢t, s) sur D x D.

Cette condition est évidemment nécessaire; elle est également suffisante
car si elle est réalisée, il existe g(c) tel que :

>q() = Gy <e Vh=1

Soit alors deux points dyadiques quelconques # et #; tels que

Nous pouvons alors trouver un point —— = 1; tel que :

1
|t —1¢ |<2q®

2q(s)

deux éventualités

1
< f; < tj en supposant #; > 1; ; soit alors 7} = 7 + 5—= 7@

sont possibles : 4 < f < <Tiet 4 <G <1 <Y <r;—{—?—-@.
Dans le premier cas, nous aurons :
Y1l2(tf9 tJ,) < Yllz(TJB tj) + Yllz(Tja t;) 5
dans le second cas, nous pouvons également écrire :
T(t, 1) < V(s 1)) A V(5 %) v (s 1),
. / . I
* 4 5Y - e . .

Or, Pon a nécessairement (%) : ¢; = t; + sarns L= + 22T donc
YV3(tj, ;) < 3G,u < 3e ce qui prouve le résultat.

COROLLAIRE 4.2.3.B. — La condition nécessaire et suffisante de conti-
nuité uniforme de I'(t, s) est donnée par :
lim || E(xasilt, ©) — Xa(f, 0))?| =0.
netk->+ o
Ceci résulte de 4.2.2.B et du théoréme précédent; ce résultat sera utilisé
au paragraphe suivant pour définir la méthode d’extension de T'(z, s) &
[0, 1] x [0, 1].

(®) Tout au moins dans le second cas, on vérifie facilement ’inégalité dans le
premier cas.
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Les théorémes 4.2.2.C, 4.2.2.G et la proposition 4.2.3. A nous per-
mettent d’énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2.3.C. — 1° Etant donné une covariance T'(t, s) continue
sur D x D il existe toujours une suite d’entiers positifs { qi } croissant vers
—+ o, telle que

+ o0 +o
ZH;k < 4 o0 ou équivalemment ZG;k < 4 o0.
k=0 k=0

20 Réciproquement, si pour une telle suite { qi } fixée, Pune de ces deux
conditions est réalisée, alors la covariance T'(t, s) est uniformément continue
sur D x D.

4.2.4 Méthode d’extension de T'(t, s) en une covariance continue sur
[0, 1] x [0, 1].

Nous prouvons maintenant le théoréme fondamental suivant.

PrOPOSITION 4.2.4. — La covariance T'(t, s) définie sur D X D y est
uniformément continue si et seulement si la suite de covariances Tn(t, s)
définies par :

n
Lt )= > veies)
ij=1

converge uniformément; sa limite I'(¢, s) continue sur [0, 11 X [0, 1] réalise
Pextension a [0, 11 X [0, 1] de la covariance uniformément continue sur
D xD.

La condition est évidemment suffisante; il est évident que la limite est
une covariance continue et nous avons vu que :

I"n(th, tk) = F(thy tk) pour 1 <h etk =n, (f,,, tk) €D X D >

c’est donc bien I’extension demandée. Il reste & prouver qu’elle est nécessaire.
Nous avons vu au corollaire 4.2.3. B que la condition de continuité uniforme
sur D x D équivaut a :

im | BGtasilt, ©) — xalt, @))¥ = 0.

netk—>+4

Nous pouvons tout d’abord en déduire que || I'y(2,8) | = | Ta(2,2) | <M, wn;
il découle en effet de 1’inégalité :

| EVo(xn it 0))* | < || E¥o0en(t, 0))? || 4 | E¥2(anialt, ©) — xn{t, ))* ||
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que pour n = N(e), posant n = N -+ %, on a bien :
I T2, ) |12 < | T2, 8) |2 4 e = M2,
Utilisant alors P'inégalité de Schwarz, il vient :

I Tntalts 8) — Talt, 8) | < | E[Xn4£(t, 0)(Xn4ils, @) — xuls, o))} |
+ H E[xx(s, m)(xn+k(ta ) — Xn(t, ‘*’))] ” < 2'\/M “ E(xn +i{t, "J)—" xn(t’ (‘)))2“”2
d’ou la conclusion.

Remarque . — Si nous considérons le tableau doublement infini constitué
par les quantités yye;(t) ;(s), on voit que T'(¢, 5) est obtenue & I’aide d’une
sommation par carrés de la série double définie par ce tableau.

Remarque 2. — On notera 1’analogie entre le développement en série
de Schauder et le développement donné ici; dans les deux cas, nous ne savons
pas pour le moment, s’il y a convergence absolue ou non. Dans le cas de

Pespace C,[0, 1], on sait toutefois que la convergence n’est pas incondi-
tionnelle (M. M. Day [I0], p. 77).

4.3 Majorations du module de continuité d’une covariance.

4.3.1 Transposant la méthode du paragraphe 2.4 on en déduit le
théoréme suivant.

THEOREME 4.3.1. — La suite {qx} et les quantités G, étant définies
comme en 4.2.2, si Y(h) désigne une fonction non négative, non décroissante
pour h > 0 suffisamment petit, tendant vers zéro lorsque h tend vers zéro

et telle que :
-+ o 1 -1 .
2 [#aw)] Gt

k=0

alors, pour h suffisamment petit :
10 y2(t, 5) < cY(h) pour |t — s | < h.
20 sup yY*(t, s) = o( Y(h)) quand h —> 0.

{t—s| <h

4.3.2 Comme on le verra, au chapitre suivant, les conditions :
+w© + 0
Z’\/l]k—HG;k <+ ou Z'\/Qkﬂﬂ;k < 4+
k=0 k=0

impliquent la continuité presque stire sur 9) de la fonction aléatoire normale,
d’espérance mathématique nulle qui admet pour covariance I'(z, s). Nous
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nous proposons, en terminant ce chapitre, de montrer que ces conditions
Gre+1
qk
car, comme on le verra, les seules sous-suites { gx}, offrant un intérét
pour P’étude de la continuité presque siire, possédent cette propriété.

Ceci nous permettra par ailleurs, de choisir la premiére condition plus
maniable, sans perte de généralité.

Pour démontrer ce résultat, nous prouvons d’abord les deux lemmes
suivants :

sont équivalentes si : <{ C; cette limitation n’est d’ailleurs pas génante

LEMME 4.3.2 . A. —Pour q;. =2, gy : q < 2%+17%,
S

LemME 4.3.2.B. —Siq, 11 =2etqrsq:

__ 24 -
o = Z V' -_H<K\/q,+1 Vketr.

j=ri1

C, alors :

La preuve du premier lemme résulte de 1’inégalité élémentaire log (14-x) < x

on a en effet log gr 41 : gx < q—k“qk——qk < (Gr+1— gx) log 2.

Utilisant les hypothéses du second lemme, on a successivement :

2%r+1
\/Qr+1 Z ,\/q_}, Y7 < qr+1 Z [2q] q,_H]l/z

j=r+1 j=r+1

r g — qu>=j— (r+1) ce qui prouve le lemme.
Il nous est maintenant possible de prouver le théoréme suivant.

THEOREME 4.3.3.C. — Si qr+1 : qr < C, alors les conditions :

40 +®
Z\/ qk+1G."1k < 4-00 et Z\/ qkﬂH;k < - oo sont équivalentes.
= k=0

En vertu de ’hypothése faite, il suffit de prouver 1’équivalence des condi-
tions :

+

) S V4G, < + o e
+ o -

an > VaH,, < + .
k=0

Eliminant au besoin un certain nombre de termes, on peut supposer ¢, = 2.
L'inégalité H, <2G, du théortme 4.2.2.G montre que (I) = (I).
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’

Réciproqucment, il découle du méme théoréme que G, = H,,

2"! +1 o , ) .
Z q,- -+ qu, d’ou résultent les inégalités :
j=0

k

S, <SS a{S )
h=0 h=0 j=0
Z\/qthh—}—ZZH ( Z \/q,2;j1>.

r=0 j=r+1

Utilisant le lemme 4.3.2.8B, il vient donc :
k k k-1
Z\/ %Gy, < Z\/ giH; + ZKZ Vg H,,
h=0 h=o0 r=0

ce qui prouve le résultat annoncé.
11 résulte d’ailleurs du théoréme 4.3.1 que cette condition implique que
sup y(t,5)=o(]|log|h|[™).

lt—sl <h

CHAPITRE V

CONTINUITE PRESQUE SURE
DES FONCTIONS ALEATOIRES

5.0 Introduction.

Le présent chapitre a pour but essenticl de déterminer des conditions
suffisantes de continuité uniforme presque siire d’une fonction aléatoire.
Plus précisément, nous définissons sur [a, #] une fonction aléatoire par
sa loi temporelle, cette fonction aléatoire étant supposée continue en proba-
bilité. Nous recherchons alors des conditions suffisantes de continuité
uniforme presque sire pour un sous-ensemble dénombrable dense de [a, b];
nous prouvons ensuite que I’extension continue a [a, b] est égale presque
siirement pour un t donné a la fonction x(t, o) de départ et a donc méme
loi temporelle; elle coincide donc avec la version séparable de cette fonction
aléatoire au sens de J. L. Doob [19].
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Nous rappelons d’abord en 5.1 quelques résultats généraux relatifs
aux fonctions aléatoires et aux divers types de continuité; le paragraphe 5.2
utilise les résultats de 3.3 pour donner dans le cas général des conditions
suffisantes de continuité presque stre des fonctions aléatoires; nous retrou-
vons ainsi en les généralisant et en les précisant certains résultats établis
par A. N. Kolmogoroff et E. Slutsky [59] et J. Kampé de Fériet ([40] et [42]).
Le paragraphe 5.3 étudie de méme la continuité presque siire des fonctions
aléatoires normales, les critéres de continuité uniforme presque siire s’expri-
mant en fonction du module de continuité de la covariance; cette étude
nous permet de majorer dans chacun des cas le moment d’ordre r de la
norme des fonctions considérées, cette majoration jouant un role essentiel
au chapitre VI; nous donnons enfin des évaluations du module de conti-
nuité selon un point de vue qui nous parait nouveau et en déduisons un
théoréme sur les développements en série de Fourier des fonctions consi-
dérées.

Le résultat essentiel de ce chapitre nous parait étre celui du paragraphe 5.3
relatif 4 la continuité presque siire des fonctions aléatoires normales.

5.1 Généralités sur la continuité presque sire des fonctions
aléatoires.

5.1.1 Définition 5.1.1.A (A. Fuchs [29], p. 158). — Soit I un sous-
ensembie borélien de R muni de la mesure de Lebesgue et (X, S, P) un espace
de probabilité; on appelle fonction aléatoire réelle x(t, ) une application de
I x Q dans R; cette application étant telle que x(t, ») soit mesurable en
pour chaque t fixé.

Une telle définition fait intervenir le hasard de maniére permanente et
coincide avec la notion de fonction aléatoire au sens large introduite par
E. Slutsky [59] (voir également R. Fortet {2]], p. 135). On peut aussi et ce
sera notre méthode, définir une fonction aléatoire par une limite presque siire
d’une suite d’approximations y.(f, ®) correspondant & une suite d’obser-
vations de plus en plus fines; cette méthode avait également été consi-
dérée par E. Slutsky qui en avait déduit le théoréme suivant ([59], p. 190,
théoréme 3).

Si x(t, w) désigne une fonction aléatoire continue en probabilité sur [a, b),
alors cette fonction est pour un t donné équivalente a une fonction de Baire
dordre inférieur ou égal a deux.

L’auteur considérait a cet effet les valeurs de la fonction aléatoire sur un
sous-ensemble dense dénombrable de [a, b]; choisissant par exemple 1’en-
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semble dyadique de [0, 1} et appelant y/(f, ) la fonction telle que

o) -nfh
p p+1

pour p entier tel que 0 < p < 29; y () étant linéaire pour % <t < i

(p=0,1 ... 22— 1). Slutsky prouvait que pour-presque tout « la suite
¥4(t, ) convergeait pour presque tout ¢ vers une fonction aléatoire y(z, v)
telle que pour un ¢ fixé : Prob [, x(¢, ©) = ¥(t, o)} = 1.

L’intérét de cette seconde méthode apparait encore davantage si 'on
tient compte du fait mis en évidence par Doobs ([19], p. 51) que la donnée
de la seule loi temporelle est insuffisante pour résoudre la plupart des pro-
blémes relatifs aux fonctions aléatoires. C’est ainsi par exemple que la
continuité presque sire (« globale » selon la terminologie de A. Fuchs [29],
p. 172) d’une fonction aléatoire x(¢, ) sur un compact [a, b] fait intervenir
des opérations non dénombrables sur les sous-ensembles mesurables de Q;
I’ensemble des points de Q pour lesquels la fonction x(¢, ) est continue
sur [a, b] ne définit donc pas a priori un événement.

Pour obvier 3 cet inconvénient, Doob a alors introduit la notion de
séparabilité d’un processus stochastique comme suit ([19], p. 52).

DEFINITION 5.1.1.B. — Si x(#, ) désigne une fonction aléatoire définie
sur T X Q et & valeurs dans R.

Le processus stochastique x(t, ) est dit séparable relativement a la classe
des intervalles fermés s’il existe une suite dénombrable { t;} dense dans T,
telle que presque siirement, pour tout intervalle ouvert 1 :

sup x(t, o) = sup x(t, ) et inf x(¢, o) = inf x(4, o).
telnT tjeInT telnT tjGInT

J. L. Doob a alors démontré le théoréme suivant([19], p. 57, théoréme 2. 4).
Etant donné un processus stochastique x(t, ») (t € T), il existe toujours un
processus ;(t, ©) défini sur le méme espace Q, séparable relativement d la
classe des fermés et tel que : Prob [o; x(¢, ©) = ;Z(t, @)} = 1 pour un t quel-
conque appartenant a T.

Si le processus x(¢, «) est continu en probabilité pour tout t, alors ;(t, )
est mesurable m X P et toute suite {t;} dense dans T = la, b] satisfait
aux conditions de séparabilité (*)(Doob[19], p. 54 et 61, théorémes 2.2 et 2.6).

Selon la terminologie de J. L. Doob, ;(t, w) est dite version séparable
du processus x(f, »); on peut résumer trés schématiquement la notion de

(*) m désignant la mesure de Lebesgue sur [a, 5].
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séparabilité en disant que la donnée de la loi de probabilité sur un sous-
ensemble dénombrable dense de [a, b] suffit pour caractériser ce processus.

5.1.2 Nous rappelons ici les définitions suivantes introduites par
E. Slutsky [59] (p. 185) et reproduites par A. Fuchs [29] (p. 161).

DErINITION 5.1.2. A. — On dit que la fonction aléatoire réelle x(t, o) (t € R)
est localement continue en probabilité au point t, si a tout couple (e, ) > 0,
on peut associer un voisinage ouvert I(t,, ¢, 1) de ¢, tel que :

Prob [0 ;| x(t, ©) — x(te, ®) | = €] < 1| Vt € I(ty, ¢, 7).
E. Slutsky ({59], p. 186) a alors démontré le théoréme suivant.

THEOREME 5.1.2.B. — Si la fonction aléatoire x(t, ) est localement
continue en probabilité en tout point d’un intervalle compact [a, b), elle est
nécessairement uniformément continue en probabilité dans cet intervalle;
c’est-a-dire que la mesure du voisinage ouvert 1(t,, e, v) peut étre choisie
indépendamment de ft,.

On notera en particulier qu’il en est bien ainsi si x(#, ») € L7({) pour tout ¢
et si E|x(¢, ®) — x(¢ + &, w)|" — 0 uniformément en 4 pour tous ¢ et
t+ hela, bl

5.1.3 Nous pouvons maintenant définir notre méthode.

Si x(¢, @) est une fonction presque siirement continue sur [0, 1], nulle
en 0 et 1, elle est somme de la série de Schauder presque siirement unifor-

+ w
mément convergente znn(co) e.t), les variables m,(w) se déduisant des
n=1
valeurs aléatoires de x(#, w) sur D. De plus, comme on I’a vu en 2.3.1,
la convergence uniforme presque sfire de la série de Schauder équivaut
a la continuité uniforme presque sire sur D.

Or cette derniére condition est un événement dont on peut parfaitement
définir la probabilité.

Nous avons vu en 2.3.1 que cette condition s’exprime par :

P ! p
(5 + e o) =+ (o)
pour p et [ entiers tels que 0 << p <29, 1 <[ << 2%

Il est facile de voir que la réalisation de cet événement s’exprime en termes
d’unions et d’intersections dénombrables d’ensembles mesurables.

Il résulte alors des théorémes de Doob cités plus haut le théoréme
suivant.

inf sup sup =0

g=1kz=1 pl
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THEOREME 5.1.3.A. — Soit x(t, ) une fonction aléatoire presque siirement
continue sur [0, 1], alors :

1° x(t, ©) est continue en probabilité pour tout t,
20 le processus x(t, ») est séparable et mesurable m X P,

Le premier point est évident; la séparabilité du processus découle du
fait que

(2.1.1.2) sup x(t, w) = sup x(¢, w), inf x(z, ®) = inf x(¢, w) ;

1=[0,1] €D tefo,1] €D

on peut facilement adapter la démonstration donnée en 2.1.1.2 pour prou-
ver que la conclusion reste valable si ’on remplace [0, 1] par I N [0, 1]
ol I est un ouvert. La mesurabilité m x P de x(#, ) résulte alors du théo-
réme de Doob cité plus haut; elle peut d’ailleurs étre prouvée directement
si ’on remarque que x(f, o) est limite d’une suite de sommes de fonctions
mesurables m X P.

Notre méthode sera donc la suivante : nous nous donnerons une fonction
aléatoire x(t, ) continue en probabilité pour tout t € [0, 1]; la loi temporelle
nous permetira de définir la suite de variables aléatoires x(t,, w)t, €D,
nous définirons alors une condition suffisante (C) impliquant la continuité
presque siire de la suite { x(t,, ) } sur D. L’extension continue a [0, 1] consti-
tuera alors la version séparable et mesurable m X P de x(t, v).

Nous résumons cette méthode par le théoréme suivant.

THEOREME 5.1.3.B. — Soit x(t, ) une fonction localement continue en
probabilité pour tout t € 0, 1], nulle en 0 et 1 (%), telle que la suite { x(t,, ») }
soit presque siirement continue sur D. Alors :

+ oo

1o Znn(m) e,(t) converge uniformément en t presque siirement vers une

n=1

Jfonction aléatoire x(t, ») mesurable m X P, presque siirement continue sur
fo, 11.

20 x(t, w) est équivalente en probabilité pour un t donné a la fonction de
départ x(t, ») et a donc méme loi temporelle.

(®) Cette condition n’est nullement essentielle; tous les résultats qui suivent
s’étendent facilement 2 ’espace Cla, b]. Ils s’étendent également au cas ou x(z, »)
est & valeurs complexes.
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5.2 Conditions suffisantes de continuité presque sfite des
fonctions aléatoires.

5.2.0 Utilisons en les adaptant les notations définies en 2.1.2.2 et
2.2.3 soit :

P [ P
(et e o) =+l )

oll p et [ entiers tels que 0 < p < 2%, 1 <[ 2% +17%,

A;k( ®) = sup
pl

qu((“)) = sup l x2qk+1_1(tj’ (‘)) - leIk__l(tja "‘)) ‘

27k < j <2k +1
p+1 b4
(o) =0 o)

2

Ad)= sup | E(w)]| = sup
p

osp<edt

By(w) = sup | naw) |
neNy

(Go=0<q1<qs ... <qr <qxt+1 qr —> -+ © lorsque k — 4 0).

Utilisant les propositions 2.3.2. A et 2.3.2.B établies pour Cy[0, 1] et Ia
proposition générale 3.3.C relative & la convergence presque sire des
séries de Schauder 2 coefficients aléatoires dans les espaces & base monotone,

il vient :
PROPOSITION 5.2.0.A. — Soit x(t, ») une fonction aléatoire réelle définie
sur D X D, telle que :
+ @
ZEﬁ [A, (@] <+ ou équivalemment :
k=0

+

ZEB[B;k(m)]r <+ our >0, 8 =min [1, %:I
k=0

Alors :

10 x(¢, ») est presque siirement continue sur O et peut étre prolongée en une
fonction presque siirement continue sur [0,.1], nulle en O et 1, cette extension
étant réalisée par la série de Schauder presque siirement uniformément conver-

+ o
gente Zn,,(m)e,,(t).
n=1
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(e}
20 On a de plus : z[Aqk(w)]“ < + presque siirement
k=0
(-]
ou équivalemment Z[B; k(o))]“ <4 presque siirement
k=0

(ott a=inf [1,r]).
30 La fonction x(t, ») ainsi définie appartient donc presque siirement a
Pespace de Banach A(gy) des éléments de C,[0, 1] tels que :

o

Hx(t) ”A(qk) = ZA‘;" < + o0.

k=0

40 On peut écrire I'inégalité .
+
B[ 306, 0) || <5, ) oy < D E[AL O]
k=0

50 La fonction aléatoire x(t, ») est telle que sur [0, 1]

lim E| x(t + h, ®) — x(t, ®) ' =0 uniformément en t.
h—>o0

Les conditions imposées impliquent la deuxiéme conclusion du théo-
réme 3.1.1.B d’ou résultent alors le 3° et le 1°. L’intégrabilité des normes
résulte du résultat établi en 3.3.C (relation (3.3.7) ainsi que les inégalités
écrites.

Pour prouver le 5°, nous reprenons la méthode donnée en 2.4; si & est

tel que <|h| < , il en résulte que :

2% +1 2‘1k

+ o0
| x(t -+ h, ©) — x(t, 0) | < ZZA;j(m)
=k

-+
d’ob : EP | x(t + &, @) — 202, 0) | <2 B(A, (o))"
=k

Le terme de droite tend vers zéro avec A étant donné la convergence de
-+ oo
1a série ZEB(A;k(co))’ ; ceci achéve la démonstration.
k=0
Le critére ainsi énoncé est tout a fait général et s’appliquera en particulier
aux fonctions aléatoires normales au paragraphe 5.3. Le critére suivant

ANN, INST. POINCARE, B-1-2 12
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établi par M. J. Kampé de Fériet ([40], p. 150 et [43]) en est un cas particulier
dans le cas de la suite g, = k.

COROLLAIRE 5.2.0.B. — Les conditions équivalentes :
+ + 1
ZEB[A,I(@)]' < 4o ou ZEB[Bq(w)]’ < + 0, B = min (1, 7)
k=0 k=0

impliquent la continuité presque siire de x(t, w) sur D, donc la convergence
presque sire de la série de Schauder vers une fonction presque stirement
continue sur [0, 1] (et tous les résultats de la proposition 5.2.0.A en y rem-
plagant gy par k).

Nous allons maintenant nous borner & ce dernier cas en en déduisant un
certain nombre de conséquences (3).

5.2.1 Nousavonsvuaulemme3.5.1.Aquesi{x(w)}=i=1,2...m
désigne une suite de variables aléatoires e L7(Q) alors :

Eﬁ[ sup | x;(w) [’] <mP sup Ef|xi(w)l|".

1<i<m 1<i<sm
Posons alors :

LY =sup EP|E (@) |7 MD = sup B[ 7,(w)|"

neNq neNq

et utilisons 1’inégalité ci-dessus : il vient donc

EF[A ()] = Eﬁ[sup | En(e0) ['] < 26@-DLO
neNg

EF[By(w)} = EB[sup | 7*(w) |f] < 2Ma-DMD),
neNgy

Le résultat qui suit découle alors directement du corollaire 5.2.0.B déja
prouvé par J. Kampé de Fériet [40] (p. 151) dans le cas r = 1.

PRroOPOSITION 5.2.1.A. — Si x(¢, w) désigne une fonction aléatoire définie
sur D, telle que 'une des deux conditions suivantes soit satisfaite

4+ © + o
ZZB(‘I"‘)LSI"< 4+ ou 229(‘1“1)M§I’)< 4+ r >0, B=min (1, ;) ®

g=1 q=1

(® On vérifie facilement que la considération de suites { gx } plus générales
n’apporte aucune amélioration dans ce qui suit; il en est tout autrement dans le
cas des fonctions aléatoires normales.

(Y On vérifie facilement que ces conditions sont équivalentes si r > 1 en repre-
nant la méthode de 2.2.1 transposée en termes de moments d’ordre r.
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alors, nous obtenons les conséquences suivantes :
+ @
10 ZAq(w) < + oo presque sirement d’oit x(t, ») est presque siirement

q=1
+

continue sur D et la série de Schauder Z*q,,(m)e,,(t) converge donc uniformé-
n=1

ment presque sirement sur [0,1] vers une fonction x(t, ») presque sirement

continue.

20 Cette fonction appartient presque sirement d I’espace de Banach A(q)
des éléments de Cy[0, 1] tels que :

+
|20 [ = D Aq < + .

g=1

30 [ x(r, 0) | et [x(t, ) |ap e L(Q) etl'ona:

+
B 56 ) [ < B 56 ) [ < D 26410 )

g=1
4° E|x(t+h, o) —x(t,w)["=0 (|h]|) quand h — O.
Seul le quatri¢éme point reste a prouver; supposons fett + At <t 4 h)

fixés, il est alors possible de trouver g tel que 1 <h< L . Deux cas

2g-+1 2q
sont alors possibles :
p p+1 b4 p+1 p+2
§;<t<t+h< 5 ou 2—q<t< 2 <t+h< TR

Nous pouvons écrire d’aprés ce qui précede l’expression de x(z, o)
et x(t + h, ) sous la forme de deux séries presque slirement convergentes :

x(t, ©) = x(;, m) + § £ (o)
J=q+3
x(t + h, co)—-:x(%, (o) - a, [x(pz—_tl, m) — x(%, m)] -4~ i;Z; Eny(©)
{(a,=0o0u l)

() || x(¢, ©) || désigne la norme habituelle de la convergence uniforme.
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d’ou résulte I’inégalité :

+ o -+ oo + ©
|2+ h o) —x@0)| < D 5@+ D [E6)]| <2 > AW,
j=q+2 J=a+1 J=q+1
Cette dernitre série majorante appartient & L7(€2); il nous est donc possible
d’écrire :

+© +
ES | x(t -+ h, @) — x(t, ) |' < Z B, ()| + Z EP| £, ()"
j=a+3 =q+1

Or : B?| &, (w)|" < LY d’aprés la définition de cette quantité ; il en résulte
P’inégalité :

+ o ~+
r 2 j r
EP|x(t 4+ h, @) — x(t, 0)|F <2 Z LY < sy Z 2910

j=q+1 J=q+1

+ oo
E?|x(t + b, @) — (6, 0) [ <2| B[ > 2910,
=g+1
+ @ t®
La série ZZBGL‘(I” étant convergente, la quantité Z 29LY” tend vers 0
q=1 J=q+1
avec 1/gq donc avec 4 ; il en résulte donc bien que :
E8| x(t -+ h, 0) — x(t, o) |" =0 (]A])
si ce critére est vérifié.

Le premier résultat avait d’ailleurs déja été prouvé dans le cas ol r > 1
par J. Kampé de Fériet ([40], p. 151).

5.2.2 En sens inverse, il nous est maintenant possible d’en déduire
un résultat classique de A. N. Kolmogoroff et E. Slutsky (¢).

COROLLAIRE 5.2.2. A. — Soit x(t, ») une fonction aléatoire définie sur [0, 1],
telle que Vt et t + hel0, 1], pour | h| <38 :

Elx(t+h o)— x(t,0)|" <Co(|h]) ou: oh)=]|h]*t (c>0) ()
ou | Al [|log|A||}-*¢ (5) avec o= sup(1,r).

(®) Ce théoréme a été prouvé pour la premiére fois par A, N. Kolmogoroff
dans une conférence donnée a I’Université de Moscou en 1934; la démonstration
est reproduite dans le mémoire de E. Slutsky [59] (p. 193).

(?) Selon R. L. Dobrushin [18] (p. 92), des contre-exemples auraient été donnés
prouvant qu’il n’était pas possible de faire ¢ = 0 dans le cas général.

(®) Cette seconde forme de (k) résulte de M. Loéve [52] dans le traité
de M. P. Lévy cité (p. 329-331).
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Alors la version séparable ;c(t, ®) du processus x(t, &) est presque sirement
continue et posséde toutes les propriétés énoncées au théoréme 5.3.1.A.

Il nous est possible de compléter ce résultat en y ajoutant quelques préci-
sions sur le module de continuité de la fonction aléatoire ;c(t, w) ainsi définie.

COROLLAIRE 5.2.2.B. — Si E| x(t + h, o) — x(t, ) |* < C| k|t += (res-
pectivement C| h|[|log| k| |[]-%%) alors si &’ <e, y = sup [1, ;], la version
séparable ;c(t, w) est telle que presque siirement .

| X(t 4+ by ©) — x(t, @) | = 0 [| log | A | [@+e)7 | é]
(respectivement o (| log| & |~*7").

Ce résultat découle du théoréme suivant plus général :

THEOREME 5.2.2.C. — Si la fonction aléatoire x(t, ) est telle que :
+© {7\
® > (o [zs]) Ao < + ou
g-1

an 2246( [Z—q;l])—ng) <+

alors, presque siirement .
10| x(t+h, 0) — x(f, @) | <A(w) [¢(] 7)) 0it Y =sup (: , 1),A(w) e L/(Q),

ceci pour | h | < 3 fixe suffisamment petit.
20 | x(t+ b, ) — x(t, ©)| =o(| e(| 2})[¥) quand h —0.

Ce résultat est valable si o(h) est supposée non décroissante pour h = 0
et tend vers zéro lorsque h — O par valeurs positives.

Etant donné les conditions (I) ou (II) et le critére de convergence presque
siire 3.1.1.B, il en résulte que, presque sfirement :

+ o0 »
Z[“’(égﬁ)] A%w) < +w sir<l

Une généralisation intéressante des résultats précédents a été donnée par
N. N. Chentsov [8] (p. 140) sous la forme suivante :

Si E[] x(t;, @) — x(t;, ©) 7| x(t;, ©) — x(t3, 0) 9] < C|t, —tz|1+7, p> 0,
g>0,r>0,1 <t, <ty alors la version séparable n’a pas de discontinuités
de seconde espéce, ceci presque sfirement.
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E[@(z%ﬂ)]ﬂ&(w) <to sirs

soit, dans tous les cas :

i[@(zq_ﬂ_l)}'%q(w) < 400, y=sup [lﬂ

q=1
Désignant par a(e) cette quantité, les conditions imposées montrent
que a(w) € L7(Q). Posant alors A(w) = 3a(w), le résultat énoncé est une
conséquence immédiate du théoréme 2.4,

5.3 Continuité presque siire des fonctions aléatoires normales
ossédant une covariance continue donnée.
sédant un rian ntinue d

Reprenant la méthode du paragraphe précédent, nous nous donnons une
covariance I'(¢, s) continue sur [0, 1] X [0, 1] nulle sur la frontiére; les
valeurs de cette covariance nous permettent de définir la suite de variables
aléatoires normales x(z,, ©) (¢, €D), d’espérances mathématiques nulles,
admettant pour covariance les valeurs de I'(¢, s) sur D x D.

Nous recherchons alors des conditions suffisantes de continuité uniforme
presque slire sur D de cette suite, conditions traduites en termes de module
de continuité de la covariance; 1'extension continue 2 [0, 1] de cette fonction
admet alors une covariance continue (5.3.1.A) coincidant avec I'(s, s) sur
D x D donc partout sur [0, 1] X [0, 1]. Le résultat essentiel est le suivant :

Si T'(z, s) est une covariance continue sur [0, 1] X [0, 1], telle que :

Y+ b t)=T(+h, t +b) 4T, t) — 20(, t + k) < o(| h])
ot o] h|)=Cl|log|A||]-** ou C[|log|h|||* x |log|log|h]|~*-]

pour h suffisamment petit alors la version séparable x(t, ») de la fonction
normale d’espérance mathématique nulle, de covariance T'(t, s), est presque
sirement continue.

Nous verrons que ce résultat ne peut &tre substantiellement amélioré
dans le cadre de cette étude générale (*).

Nous commencerons par donner des conditions nécessaires mais non
suffisantes de continuité presque siire, puis étudierons des conditions suffi-

(®) Ceci en I’absence de renseignements plus précis sur la nature de la fonction
aléatoire; si I'(z, 5) = g(t) g(s), x(t, ) = g(¢) E(w) est presque slirement continue
si et seulement si g(¢) donc I'(s, 5) est continue (£(w) variable aléatoire normale
réduite).
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santes; nous conclurons en donnant quelques précisions relatives au module
de continuité.

Les résultats de ce paragraphe généralisent et précisent ceux de nos notes
antérieures [13] et [15].

5.3.1 Conditions nécessaires de continuité uniforme presque sire d’une
Jonction aléatoire normale.

THEOREME 5.3.1.A. — Si x(t, o) désigne une fonction aléatoire normale
presque siirement continue en un point t (ou sur un intervalle [a, b] ou un sous-
ensemble dense A de cet intervalle), alors :

10 E[x(¢, w)] est continue au point t (resp. sur [a, b] ou A);

20 T'(t, 5) est continue au point (t, t) (resp. sur [a, b] X [a, bou A X A).

Considérons en effet une suite quelconque de points de [a, b] 71, T2 - .. Tn . ..
tendant vers f; par hypothése la suite de variables aléatoires normales
Un(®) = x(t, ©) — x(¢, ) tend presque sirement vers zéro; il résulte donc
du lemme 3.4.2.A que :

E@n(@) -0 et E[(vn(w)) — E@@())]* -0

ceci quelle que soit la suite ©; ... 7, donc E(x(t, )) = E(x(z, »)); la
seconde quantité n’est autre que TI'(z,, ©n) — 2T(x,, t) + I'(#, £) qui tend
également vers zéro quelle que soit la suite (t,) envisagée.

Ceci prouve que la continuité est nécessaire.

On pourra désormais supposer dans tout ce qui suit que :

E[x(t, »)] = m(t) = 0; si tel n’est pas le cas, il suffira de remplacer
x(t, ) par y(t, ©) = x(f, ®) — m(t) qui a méme covariance.

Dans le cas ol x(¢, ») est continue sur [0, 1] presque siirement, on peut
reprendre le théoréme précédent sous une autre forme en utilisant les résul-
tats du chapitre IV, théoréme 4.2.4.

Définissons par x,(f, ®) = Zn,-(m)e,-(t) la ni*m somme de Schauder de

Jj=1

n
covariance [',(z, ) définie par I',(¢, 5) = Z yiei(t)e;(s).
ij=1

La continuité de T'(¢, 5s) équivaut 3 la convergence uniforme de la suite
T,(z, 5) vers I'(z, 5); donc la convergence uniforme presque sfire de la suite
de fonctions aléatoires normales x,(¢, »), implique la convergence uniforme
de la suite des covariances.

Ceci n’est d’ailleurs qu’un cas particulier du théoréme suivant plus
général qui interviendra au chapitre suivant.
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THEOREME 5.3.1.B. — Si { x,(t, w) } désigne une suite de fonctions aléa-
toires normales presque siirement continues sur [a, b], convergeant uniformément
presque siirement vers x(t, ), alors :

1° E[x,(f, )] = E[x(t, ©)] uniformément en t.
20 T(z, s) — T'(t, 5) uniformément en t et s.

Introduisons les variables aléatoires suivantes :
vu(t, ©) = X,(t, w) — x(¢, ©).
Un(w) = tz}q’)’] | exp (va(t, @) — 1) | = || exp (iva(t, @) — D) ||.

Par hypothése u,(w) tend vers zéro presque sfirement en étant majorée

par 2, donc :
Elu(w)] — O

d’ou : I E (exp (iva(f, ©) — 1)) | <E |us(w)| — 0.

) , : o,(1)
Or : E (exp (ioa(t, @) — 1)) = oxp |imy(t) — 22>
ol : my(t) = E[x,(t, ©) — x(f, w)], o5(t) = Variance (x.(, ®) — x(¢, ®)).
Donc m,(t) et c,(t) tendent vers zéro uniformément. Posant :

yn(t> ‘*)) = xn(t7 "") - mn(t) 5 y(t: m) == x(t’ “)) - m(t)a

et utilisant 1’inégalité ¢lémentaire :

| B2 | y2(t, @) | — B2 | p(t, ) | | < || 0ult) s

on voit que T,(z, t) — I'(¢, t) uniformément en t.
Remplagantalors dans ce qui précéde x,(Z, ») et x(z, ©) par x,(t, ©) — x(s, »)
et x(t, ) — x(5, ), on montre de méme que :

(2, t) — 2T, ) + Lu(s, s) — Iz, t) — 20(¢, 5) + I'(s, $)

uniformément en t et s, ce qui achéve la démonstration.
La réciproque de ces deux théorémes est inexacte comme le prouve I'exemple

suivant que nous devons 3 M. Kampé de Fériet.
+ o

iy

Considérons la série de Schauder aléatoire anq(m)ezq(t) ol 7,4(w)
g=0

désigne une suite de variables aléatoires normales indépendantes, d’espé-

rances mathématiques nulles, de variances o —0 lorsque g -> -+ co.
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La somme de cette série est bien définie pour tout ¢ € D; de plus, les
méthodes du chapitre II montrent que si nous posons :

q
Yt ©) = an i(w)e (1),  alors pour un o fixé,

=0

la suite { y,(¢, ») } de sommes partielles est représentée par une suite de lignes
polygonales P, P, P, ... P,, la ligne P, , se déduisant de la ligne P,en rem-
plagant la droite OA, de sommets O et A,, par le triangle OA, 1A, (le

. 1
point A, ayant pour coordonnées %1 et x( L o)). Deslors, y, 11(t, ) = y,(t, ©)

1 .. Lo . .
pour tout ¢ > e la condition de continuité presque siire de x(t, ) équivaut
donc a :

lim v, () =0 presque sirement.
g+ ©
q

De méme y,f, w) a pour covariance T\t,s)= Z ate,i(t)e,ls) 5 il
j=0
résulte du chapitre IV que la condition nécessaire et suffisante de continuité
+ @
de la covariance limite est donnée par Zcze:q(t) < 4 co uniformé-
g=0
ment en f.
o0
Cette derniére série est majorée par Zozegq(t) d’ott la condition
g==0
nécessaire et suffisante de convergence uniforme de la série des covariances
est donnée par lim o, =0.

q—+
En résumé, pour que la fonction aléatoire somme de la série de Schauder
seit continue, il faut et il suffit que lim = _(0) = O presque sirement.

g+ o

Pour que sa covariance soit continue, il faut et il suffit que lirjl 6, =0.
g—> 4

Or, comme on 1’a vu en 3.4.3, ces conditions ne sont nullement équiva-
lentes car de I'indépendance des variables v ,(e), il résulte que la condition
nécessaire et suffisante de convergence presque slire vers zéro est donnée
par :

+

0
2

cqexp[——g—’]<—{—oo Ve>0.
° a

£y
i
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Il est alors facile (voir 3.4.3 remarque finale) de donner un exemple ou
o, — 0 bien que la série diverge.

5.3.2 Conditions suffisantes de continuité uniforme presque sire sur D.

Nous reprenons les notations de 5.2.0 et de 4.2.2, soit :

L 1 P
x(z"k -+ Ser? w) — x(z‘lk’ m)

p / P
At ste) (e

pour p et / entiers tels que 0 <p < 2%, 1 <1 << 2%+17%,
B;k(m) = Sl}lp [ x(li’ (‘)) - xzqk_l(tj’ (.\)) l

H, = 5P E|x(t), ©) — x g, (1 @) |2, pour ;€D |2% < j < 2%+1,

Ay (0) = s;lp

2
G,, = sup Ev/2

pl

A

A;k(m) et B;k(w) sont respectivement supremums de 2%+1 et 2%+1 _ 2%
variables aléatoires normales d’espérances mathématiques nulles.
Appliquant 1’inégalité du théoréme 3.5.2.A

E‘/’[ sup |xj(w)l’] <G [log (m+ DI* sup o;, r=>1,

1<j<m 1<j<m

il vient facilement :
EV[AL O] <K V@G, BB, (o)) <KA/qH,,

K; et K. désignant des constantes numériques.
Utilisant alors la proposition 5.2.0.A, il vient :

ProposiTioN  5.3.2. — Soit (¢, s) une covariance continue sur
[0, 1] X [0, 11, nulle sur la frontiére telle que :

+ o ®
Z\/quG;k <+ ou Z\/qkﬂH;k < + o0 ().
k=0 k=0

Alors :

1° La suite de variables aléatoires normales x(t,, »), d’espérances mathé-
matiques nulles, vérifie presque siirement les conditions :

+ +
ZA;k(w) < 4+ ou ZB;k(m) < -+ oo.
k=0 k=0

< Cece

(19) On a vu en4.3.3.C que ces conditions sont équivalentes si quI

qui correspond aux cas pratiquement étudiés ci-dessous.
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20 Elle est donc presque sirement continue sur D et peut étre étendue
en une fonction x(t, ) presque sirement continue sur [0, 1], nulle en 0 et 1,
d’espérance nulle et de covariance I'(¢, s).

30 Cette extension est réalisée par la série de Schauder presque sirement

-+
uniformément convergente Zv;,,(co) en(t).
n=1

40 Si || x(t, )| et || x(t, ©) [agqy) désignent les normes définies en
5.2.0.A, ces normes € L'(Q)Vr =1 et vérifient les inégalités :

+
B || x(t, o) || < BV || x(t, ) gy < K;ng,:lG;k :

k=0
Cet énoncé appelle les remarques suivantes.

Remarque 1. — La derniére égalité est fondamentale; elle nous permettra
d’étudier au chapitre suivant la convergence uniforme presque slre des
séries de fonctions aléatoires normales.

Remarque 2. — La premiére conclusion prouve que nos conditions revien-
nent & concentrer toute la mesure probabiliste dans un certain sous-espace
A(qx) de Pespace C,[0, 1].

La convergence uniforme presque siire de la série de Schauder résulte
alors de la convergence forte presque siire dans ce sous-espace. Nous retrou-
verons un point de vue analogue au chapitre suivant.

Remarque 3. — Comme on I’a vu en 4.3.3.C, la premiére condition
implique notamment que sup (¢, s)=o (|log|A]||Y.
lt—s| <h

Nous allons donc maintenant étudier, par ordre de généralité croissante
des classes de plus en plus étendues de covariance vérifiant ces propriétés.

5.3.3 Exemples de covariances continues admettant une fonction aléatoire
normale presque sirement continue.

1o Choisissant la suite g = k, on vérifie facilement que les propriétés
énoncées ci-dessus sont vraies si :
Y(t,t+h <Clh|* 0<a<2, ou C[|log| A||]*>,
Cl|log|k|{17* [log|log| A|[1*7% etc. (¢ > 0).
On a ainsi une infinité de critéres logarithmiques.

o0

Dans chacun de ces cas, on a presque sfirement ZAq(m) <+

g==1
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soit la convergence forte presque sfire dans I’espace de Banach A(g). De plus,
la série de Schauder définissant x(¢, ) est aussi absolument convergente.

A cette classe de fonctions aléatoires appartient notamment la fonction
aléatoire du mouvement brownien comme 1’ont montré P. Lévy ([47]
et [48]) et J. Kampé de Fériet ([40] et [41]).

La condition v(t, ¢t + h) << C[|log| A ||}>—= avait d’ailleurs été dé&a
donnée par Yu K. Belyaev en se basant sur le lemme de Borel-Can-
telli ({3], p. 341).

20 Utilisant la suite g, = k" (ou r > —), il nous a été possible dans notre
€

Note [15] d’étendre les résultats précédents au cas suivant :
v(t,t +h) <Cllog|h||* e>0.

Tous les résultats du théoréme 4.3.2 s’appliquent en se plagant dans 1’es-
pace de Banach A(g").

Yu K. Belyaev [3] se basant sur les travaux de G. Hunt {37] avait prouvé
un résultat trés voisin dans le cas des processus stationnaires (1!) et estimait
que la généralisation au cas d’une fonction aléatoire normale quelconque
était trés vraisemblable; le résultat nous semble toutefois nouveau.

30 Enfin, utilisant la suite g; = 2%, on aboutit ici encore a une infinité
de critéres logarithmiques et il ne semble guére possible d’aller au-dela.
Notre critére s’énoncera dans ce cas sous la forme suivante :

Siy(t, t + h) < (| k|) oi o(] h ) est définie par

Cl|log | h||~* [fog|log | A ][ [~
ou: Cf[|log|h]||~*|log|log|h||-*|log|log|log|hk||~2¢], etc.

alors la fonction aléatoire normale x(¢, ») somme de la série de Schauder
est presque sfirement continue. Equivalemment ceci revient & concentrer
une masse égale a 1 sur I’espace de Banach A(2%).

40 L’emploi de sous-suites d’ordre plus élevé méne 4 des critéres plus
restrictifs. En ’absence de renseignements complémentaires sur la nature
du processus, il semble donc difficile d’améliorer ces résultats par notre
méthode.

De plus, selon Yu K. Belyaev [2], étant donné une corrélation continue

A o
telle que R(0) — R(#) = I—IW alors si la corrélation est concave,
la version séparable du processus stationnaire correspondant est presque

(*Y) La condition posée par Belyaev était un peu plus restrictive, il remplagait
Y(t, ¢t + k) par | T'(t, ¢ + h) — T't, 1) |.
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sdrement non bornée dans tout intervalle fini. Ceci montre que ’étude de la
continuité presque sfire & partir du module de continuité de la covariance
ne peut étre substantiellement améliorée.

5.3.4 Majorations du module de continuité.

L’¢tude du module de continuité d’une fonction aléatoire peut étre
conduite de deux maniéres distinctes.

On peut tout d’abord montrer qu’a partir d’une certaine valeur fixe,
on a pour presque tout @

[ x(t + £, 0) — x(t, 0) | < a(w) 9| —s[) pour|7—s]<

o(h) désignant une fonction positive, tendant vers zéro, lorsque h tend vers
zéro et a(w) désignant une variable aléatoire obéissant a certaines conditions
(par exemple de posséder des moments jusqu’a un ordre suffisamment élevé).
C’est la méthode que nous avons utilisée au paragraphe 5.2.2.
On peut aussi montrer qu’a partir d’une certaine valeur 3(w) aléatoire
mais presque sirement non nulle, on a :

lx(t’(’)) X(S,(,\))| (p(ll'—S[) pOllI'il-—S[ 8(0))

o(h) étant une fonction certaine possédant les propriétés définies ci-dessus.

Cette seconde méthode a en général été adoptée pour 1’étude des fonctions
aléatoires car elle se présente tout naturellement comme conséquence de
I’emploi du lemme de Borel-Cantelli.

Les principaux résultats en la matiére sont ceux relatifs a la fonction du
mouvement brownien de Wiener-Lévy : N. Wiener [55] avait montré que cette
fonction était presque strement lipschitzienne d’ordre « < } et non lip-
schitzienne d’ordre « > 1; ces résultats ont été précisés par A. N. Kol-
mogoroff [44] puis par P. Lévy ([48] p. 166-173, [49]) qui, utilisant la fonc-

tion o] A |) = c\/2 | Al log| A montra que pour tout ¢ > 1, on avait

presque sfirement | x(z + A, ©) — x(t, »)| < e A]) pour |h]| < 3(w)
aléatoire, cette relation n’étant presque sfirement pas vérifiée si ¢ < 1.

Des précisions relatives au cas ¢ = 1 ont été données par T. Sirao [58
et un critére général a été dégagé par T. Sirao, Erdos et K. L. Chung [9],

Des études analogues ont été entreprises pour les équations différentielles
stochastiques (voir par exemple A. Fuchs [29]) et les processus station-
naires (G. Hunt {37], Yu K. Belyaev [2]...).

On peut aussi étendre A certaines fonctions normales la méthode du lemme
de Borel-Cantelli telle qu’elle est définie par exemple dans P. Lévy ([48],
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p. 166-173) et R. Fortet et A. Blanc-Lapierre ([5], p. 118-122). On obtient
ainsi des évaluations précises du module de continuité si :
Y(t,t + h) <C|h|**ou C|h|*>[]|log|2||]
On montre facilement dans ce dernier cas que la fonction € Lip («)
presque stirement (Yu K. Belyaev [2]).
Nous avons essayé de prolonger ces méthodes dans le cas ou :
¥(t, t+h)y <C|log| k||~

mais les évaluations obtenues sont assez peu précises. Nous nous proposons
donc de reprendre le probléme par la premiére méthode citée plus haut.
Pour ceci, nous désignons par ¢(h) une fonction non négative pour h =0,
non décroissante pour h < 3, tendant vers zéro lorsque h tend vers zéro par
valeurs positives et prouvons le théoréme suivant.

THEOREME 5.3.4.A. — Soir I'(t,s) une covariance continue sur
[0, 1] X [0, 1], telle que :

Z\/‘]kﬂ[ (2‘”‘+1)] _IG;k < + o0,

Alors, presque sirement, pour | t — 5| < 8 fixe.
[ x(¢, ) —x(s, o) <Al o(]t—s]|) ou Alw)el(Q)Vvr=>1.
20 | x(t, @) — x(5, o) | =o(e(| t — s|)) quand | t — s| = 0.

Cette condition implique en effet que :

o

1 -1 p
Z [(P (2qk+1)] El/r(lqu((o))r < + o Vr = 1
k=0

d’apres les inégalités rappelées au paragraphe précédent.
Il en résulte donc que presque sfirement

a(e) = +z°° [<P (271}13:)] _1A;k(m) < 4

k=0

et que a(ow) e L7(Q). Vr = 1.
Posant alors A(w) = 3a(w), la conclusion résulte du théoréme 2.4.
Nous donnons quelques exemples a titre de comparaison avec la méthode
habituellement employée : les résultats sont dans ’ensemble moins précis
mais il est difficile de comparer les deux méthodes dont les principes sont
essentiellement différents.
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Exemple 1. — Si v(t, t +h) < C|h|[*™

Choisissons la suite g, = k, on trouve que presque slirement quand
h—>0, | x(t + h, o) — x(t, ©)| =o(| h|*|log|h[|t+e).

Ce résultat améliore celui de notre Note [I4] oll nous avions montré
que sur [0, 1], | x(r + A4, ©) — x(f, 0)| < A(w)|h|® pour tout § < a.

La méthode de P. Lévy ménerait & une évaluation de 1’ordre suivant :

| x(z 4 h, 0) — x(t, )| <C'\/2
Exemple 2. — Si y(t, t +h) < C|log| k||~ choisissons la suite
qr = 2k, alors, presque slirement :

_ (|log|log|h] [*+=
o) =of [og | AT]% ) =>o

En particulier si y(¢, t + k) < C|log| h]|-3"¢ on en déduit que
o(|h]) =o(log| h]|™.

Nous pouvons déduire de ce fait une conséquence immédiate.

‘hlzu.

1
log m

5.3.5 Développements en série de Fourier des fonctions aléatoires nor-
males.

Si x(¢r) désigne une fonction périodique continue telle que :
|log| k|| @(|h]|) - O quandh — O

(= (| h|) désignant le module de continuité), alors il résulte du test de Dini-
Lipschitz que le développement en série de Fourier de x(¢) converge unifor-
mément (A. Zygmund [62], p. 63). On en déduit le théoréme suivant.

THEOREME 5.3.5.A. — Soit I'(t,s) une covariance continue sur
[0, 1] x [0, 1], nulle sur la frontiére telle que y(z, ¢ - A) = 0(| log | k| |%~®),
quand h — 0.

Alors la version séparable x(t, ») du processus gaussien correspondant
est développable en série de Fourier presque siirement uniformément conver-
gente.

Ce dernier théoréme ne peut étre substantiellement amélioré, on sait en
effet (A. Zygmund [62], p. 302) qu’il existe une fonction g(z) dont le module

de continuité est de I’ordre de \T‘O;\TH , telle que la série de Fourier associée
diverge en un point donné.

Considérons alors la covariance I'(¢, §) = g(¢) g(s).

On a : v(t, t + h=0(|log| h|]|™®.
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Si E(w) désigne une variable aléatoire normale réduite, la fonction aléa-
toire normale x(t, w) = g(z) &(w) admet ['(¢, 5) pour covariance et son déve-
loppement en série de Fourier ne converge pas uniformément. On verra
toutefois que la conclusion reste valable dans le cas des processus station-
naires si y(t, t + h) <<|log| k| |~*~¢ ; dans ce cas, la série de Fourier a ses
coefficients indépendants.

Il est encore possible de déduire des résultats précédents relatifs au module
de continuité le second théoréme suivant.

THEOREME 5.3.5.B. — Si la covariance T(t, s) définie sur [0, 1] x [0, 1],

nulle sur la frontiére, est telle que :
L(¢+h, t+h)—20I0, t+h+T@ t)<C|h|™ ou i <a<l,
alors la version séparable x(t, ) du processus gaussien correspondant est
développable en série de Fourier presque siirement absolument et uniformément
convergente.

Nous avons vu [/4] que cette hypothése implique 1’appartenance presque
stire de x(#, ) & Lip (« — €) ¥e > 0; la conclusion découle alors d’un théo-
réme classique de la théorie des séries trigonométriques (A. Zygmund [62],
p. 240, théoréme de S. Bernstein). Notons que I’inégalité « > } est
stricte; nous verrons en effet en 6.7.3 que la fonction de Wiener, dont la
covariance I'(z, 5) est telle que v(¢, # + h) < C| k|, est la somme d’une
série trigonométrique presque slirement uniformément convergente, mais
qui n’est pas absolument convergente pour un ¢ donné, ceci avec une pro-
babilité égale a 1. ’

CHAPITRE VI

CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE
DES SERIES DE FONCTIONS ALEATOIRES
INDEPENDANTES PRESQUE SUREMENT CONTINUES

6.0 Introduction.

Le probleme que nous nous proposons maintenant d’étudier est le suivant :
étant donné une suite { x,(t, w) } de fonctions aléatoires indépendantes presque

siirement continues sur [a, b], d’espérances mathématiques nulles, sous quelles
+

conditions la série Zx,,(t, w) converge-t-elle uniformément presque siirement ?

n=1
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En particulier, est-il possible de transposer & ’espace Cla, b] la forme
généralisée du critere de A. N. Kolmogoroff énoncée par M. Loéve ([51],
p. 263), sous la forme suivante : Etant donné une suite {x,(w)} de
variables aléatoires indépendantes, d’espérances mathématiques nulles,
appartenant 3 L7(Q) (r = 1), alors la condition :

(6.0.1) lim E|S;x(w)— Syw) =0
net k—+
+ oo
implique la convergence presque slire de la série Zx,,(m).
n=1

Draprés la proposition 3.2.4.C et son corollaire 3.2.4.D, nous savons
que cet énoncé se transpose sous la forme suivante : Si { x,(t, ) } désigne
une suite de fonctions aléatoires indépendantes, d’espérances mathématiques
nulles, appartenant presque sirement a Cla, b), alors la condition :
(6.0.2) lim E[S,ix(t, ) —Su(t, ) f=0 r>=1

netk—>+
-+ o0
implique la convergence uniforme presque sire de la série Zx,,(t, ) vers
n=1
un élément aléatoire x(t, w) appartenant presque sirement a Cla, b).

Ne pouvant pratiquement évaluer de maniére élémentaire cette quantité,
nous nous proposons de donner des conditions suffisantes énoncées sous
une forme plus commode.

Nous remarquerons d’abord que la condition (6.0.2), si elle est vérifiée
implique nécessairement que :

6.0.3) lim sup E|S,4i(t, 0) —S,(t, @) [[=0 r=1;

n et k— + o tefa,b]
nous allons donc examiner sous quelles hypothéses supplémentaires, la
condition (6.0.3) implique la condition (6.0.2) donc la convergence uni-
forme presque sfire demandée.

Comme on le verra au paragraphe 6.3, la condition (6.0.3) est insuffi-
sante : en fait, il résulte du critere (6.0.1) énoncé pour R gue cette condi-

tion (6.0.3) implique pour un t donné et méme pour une infinité dénombrable
+

de valeurs de t, la convergence presque siire de la série Zx,,(t, ®) vers une
n=1

variable aléatoire x(t, »); on sait de plus que E | S,(t, ») |" tend en croissant

vers E | x(¢, ») |". Il nous sera donc possible de déterminer les valeurs de

la fonction x(¢, w) sur un sous-ensemble dénombrable dense de [a, b] et

d’examiner sous quelles conditions la fonction x(¢, ») ainsi définie est

presque slirement uniformément continue sur ce sous-ensemble,

ANN, INST. POINCARE, B-1-2 13
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Ce probléme a été étudié au chapitre précédent: on a vu que les conditions:

6.0.4) Elx(t+h, o) —x(t, o) f <C|h|1te
dans le cas général et :
(6.0.5  E|x(t+h o) —x(t, ) [* <C|log | h| |-

dans le cas des fonctions aléatoires normales, impliquent la continuité
presque sfire de x(z, o).

Or les conditions (6.0.3) et (6.0.4) dans le cas général (resp. (6.0.3)
et (6.0.5) dans le cas normal) vont, comme on va le voir, nous permettre
également de conclure dans le cas présent; d’ailleurs, la convergence uni-
forme, dans ces divers cas, résulte d’un type de convergence plus fort
car les conditions posées impliquent ’appartenance presque sfire de x,(¢, »)
et x(f, @) & un sous-espace vectoriel de Cla, b]; on peut alors définir une
nouvelle norme sur ce sous-espace, cette norme étant supérieure a celle
de la convergence uniforme.

Dés lors, nous prouverons que cette convergence forte dans ce sous-
espace est presque siire, ce qui garantit également la convergence uniforme
presque siire.

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons que ’hypothése de la
continuité presque siire de la suite { x,(¢, ®) } joue un rdle essentiel on
pourrait méme dire qu’elle est une condition de possibilité. En effet, elle
implique que la norme de S,.4(f, ©) — S,(f, ) peut étre obtenue a 1’aide
des valeurs de cette fonction sur un sous-ensemble dénombrable dense
de [a, b] ; des lors 1a condition de convergence uniforme peut étre formulée
en termes dénombrables, ce qui prouve que le probléme a une solution.
Si la convergence uniforme presque slire est réalisée, la suite { S,(z, ») }
tend uniformément pour tout f €T, sous-ensemble dénombrable dense,
vers une fonction x(#, ) presque siirement uniformément continue sur T
et P’extension continue & [a, b] de cette fonction coincide avec la limite
uniforme presque sfire de la suite S,(¢, ©).

Il est donc & présumer que les techniques utilisées aux chapitres II, IV
et V vont ici encore jouer un rdle essentiel; sans restreindre la généralité,
nous nous limiterons désormais 3 1’espace de Banach C,[0, 1] et utiliserons
I’ensemble dyadique D comme sous-ensemble dénombrable dense; I’exten-
sion des résultats obtenus a CJ[0, 1] puis & Cla, b] est alors immédiate.

6.1 Historique.

Sous cette forme générale, le probleme semble assez nouveau : il n’a été
envisagé jusqu’a présent que dans certains cas particuliers. Le premier
exemple en ce sens est [’étude par N. Wiener et R. C. Paley ([55], p. 147-151),
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de la fonction aléatoire du mouvement brownien; les auteurs ont montré
que cette fonction pouvait étre obtenue comme limite uniforme presque sfire
d’une sous-suite de sommes partielles; en fait, comme nous I’avons déja
montré [16], cette conclusion peut étre améliorée en ce sens que toutes
les sommes partielles tendent uniformément vers cette limite. Salem et
Zygmund ont étudié les séries de Fourier & coefficients aléatoires de la forme
<+ a,, les éventualités + ou — étant équiprobables [56]; un travail récent
de J. P. Kahane [34] a permis de formuler des conditions suffisantes tres
générales dans le cas des séries trigonométriques.

L’essentiel des résultats des paragraphes 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 qui suivent
a déja été donné dans notre note [16]; le résultat du paragraphe 6.3 nous
parait nouveau.

6.2 Lemmes préliminaires.

Soit { x,(z, ©) } une suite d’éléments aléatoires indépendants de C,[0, 1],
d’espérances mathématiques nulles; nous introduisons les notations sui-

vantes :
n

S.(t, ©) = D6, 0) 3 Rualls ©) = Spaslts ) — Sl @)

j=1
et supposons réalisée la condition déjd mentionnée :
6.2.1) lim sup E|Ru(t, @) =0 r>=1.

net k—>+ o« refo,1]
Il résulte alors de 1’inégalité :
sup E| Rui(t + h, ©) — Ryilt, ©) [F <2+t sup E| Rui(t, o) |
relo,1]

telo,1)
que (6.2.1) implique :
6.2.2) Ilim sup  E|[Ruu(t, 0) — Ryt +h, @) |'=0;

net k—>+ o tett+he[o,1]
nous pouvons déduire de ces deux conditions, des résultats de la propo-
sition 3.2.4.C et du corollaire 3.2.4.D appliqués & R, les conséquences
suivantes.

LEMME 6.2.A. — La condition (6.2.1) implique les conséquences suivantes :
10 presque siirement pour une infinité dénombrable de valeurs de t, S,(t, »)

by

tend vers x(t, ®) d’espérance mathématique nulle, appartenant a L17(Q).
20 B | S,(t, ©) | tend en croissant E| x(t, @) |".
30 E|Rux(t, w) F <E| x(t, 0) |
El Rn,k(t + ha (.0) - Rn,k(t’ (x)) lr < E l x(t + h) ‘-‘)) - x(t, (‘)) Ir‘

Nous énongons maintenant le lemme auxiliaire suivant.
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LeEMME 6.2.B :

10 Pour x€{0, 1[, o(x) = est fonction croissante de x et tend vers

1
| log x |
zéro lorsque x tend vers zéro.
20 Si W(x) = x| log x |5, alors pour tout x€[0, 1] ; 0 < We(x) <K(e) ;
de plus Y (x) est croissante pour x < e~
30 80 < x <y : Pulx) < 2:[yK() + Y0l

Les conclusions 1 et 2sont élémentaires; le 3¢résulte des inégalités suivantes :
g

] <2 [‘F (;) + | log y Is]
< 2%[K(e) + [ log y |].

Remarque. — 11 est possible d’aboutir a des résultats analogues en rem-
plagant | log x| par log [1 + | log x|], | log (1 + log(1 + | log x |)) | etc.,
en utilisant I’inégalité élémentaire :

x|log x IzZYE Iogg—}—logy

log(14+x+y)<<log(l+ x) +log(1 +y) valablepourx =0 y=0.

Nous allons maintenant déduire des lemmes 6.2. A et 6.2.B une inégalité
fondamentale.
Supposant la condition 6.2.1 réalisée, nous posons :

A(t, t +h)=EY| x(t, 0) — x(t + h, o) |
Any(t, £+ h) = BEUr| Ryt + h, ©) — Rui(t, ©) |7
nous pouvons maintenant établir le lemme suivant.
LemMe 6.2.C. — Si la condition (6.2.1) est réalisée, alors :
2:A(t, t+h)[K(e)+ | log A(t, t-+h) |7] .

|log sup Auxlt, t+h) |
t,t +helo,1]

(6.3.3) At t+h) <

Les conditions (6.2.1) et (6.2.2) impliquent que, pour » suffisamment

grand :
An,k(ts t+ h) < sup [15 A(t9 t+ h)]

l IOg An,k(ta t—l_ h) [s >1
[log sup Ant,t+h |~
1,2 4-hel0,1]

Ye(Ani(t, t + ) < 2][K(JA(, 1 -+ h) + Ye(AL, £ 4 h)]

donc :

et ces deux inégalités permettent de conclure.
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On pourrait ici encore établir des inégalités analogues en rempla-
¢ant |log x| par log (1 4+ |logx]) etc, comme il a été indiqué
ci-dessus.

6.3 Etude de la convergence uniforme presque siire dans le
cas général.

Soit x,(t, ») une suite d’éléments aléatoires indépendants de C,[0, 1],
d’espérances mathématiques nulles, appartenant 3 L'(Q) (r = 1) et tels que:
6.3.1) sup E| Suii(t, ©) — Su(t, ) | =0,

tefo,1]
quand 7 et k tendent vers Pinfini.

Ceci nous permet de définir pour tout t € D la fonction x(#, ) limite
presque sfire de S,(z, ) sur cet ensemble.

Nous introduisons alors les notations :

En(w) = x(pzj:ll R m) — x( P m) ol 0<p<2i(m=21"1+4p)

Tt
Oy = BH7 I (@) |r L(qr) = Sup &,
meng
r+1 b4
Es,?z,k = R (F ’ 60) - Rn,k(i,;—_l > ‘0)
N Evr l Em,n,k(w) lr L(rnk = SUp %k
men

q

Onadonc LY =sup A[ pt1 £]

2 b
mENq 2q 2q

LY = sup A,,k[ pt1 £] ;

mGNq 2q 2q

en reprenant les notations du lemme 6.2.C qui nous permet d’écrire
I’inégalité suivante :
2LOMK(e) + |log L(’) is]

|log sup A, t—l-h [
t,t +helo,1]

6.3.1) Lo

gnk ==

Nous pouvons en déduire la proposition suivante.

PROPOSITION 6.3.A. — Etant donné une suite { x,(t, )} de fonctions
aléatoires indépendantes, appartenant presque sirement a C,[0, 1], les condi-
tions :

6.3.2) lim  sup E| S, i(t, ©) —S,(t, 0) =0 r>1

net k—+ «© refo,1]
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+ o
(6.3.3) qu/rLf;)[K(s) 4 Tog LOF] < + 00 ()
g=1
impliquent presque siirement :
+ oo
1° La convergence forte presque siire de la série Z Xn (t,) dans Pespace
n=1l

de Banach A(q) des fonctions continues x(t) telles que :

+
[0 faw = sup | &n | < + 0.
MEN
g=0 17
20 La convergence uniforme presque sire de la série vers ume fonction
aléatoire x(t, ») appartenant presque sirement a C,[0, 1].
La preuve de ce théoréme est la suivante :

+ ©
10 6.3.3 et I'inégalit¢ L) < LY montrent que : 224/’L§f2,,k < 4+ oo.
q=1

Il résulte donc de la proposition5.2.1. Aque R, i (t, ) =S, (11, ®) — S,(¢t, ©)
appartient presque slirement a ’espace de Banach A(qg) et vérifie I'inégalité.

+°°;1

q
BV || Roalt, o) [|" < B || Rualt, ) [Ja < Zz " Lok

q=1

2° Nous montrerons maintenant que la série de droite tend vers zéro
quand n et k tendent vers l'infini. Il en résultera que :

BV [ Rust, ) [h et B | Rust, o) |1

tendront également vers zéro quand » et kK — + oo,

Ceci, d’aprés le critére de convergence forte presque sire établien 3.2.4.C,
assurera la convergence forte presque sire simultanée dans les espaces de
Banach A(g) et Cy(0, 1).

+
(M La condition Z 2air LY | log LY [= est insuffisante car LY pourrait ten-

g=1
+ o

dre vers 1 de maniére telle que la série converge, bien que la série : Z 2afr Lé’)

g=1
soit divergente.



FONCTIONS ALEATOIRES SUR UN INTERVALLE FERME 197

30 Utilisant I’inégalité (6.3.1), il vient :

+ o
C>2LO[K() + |log LY ]
q=1

to 4
2710, <
Z vk l IOg sup Er I Rn,k(t + h’ (‘)) - Rn,k(t’ w) Ir IB
qg=1 t,t+4-helo,1]

la série figurant au numérateur converge par hypothése, en outre :

sup EY| R, yi(t + A, ©) — Rult, ©) [F =0
t,t +helo,1]

d’ott:  |log sup EY|R,u(t+ Ak ©) — Ryult, ) [F|~=—0
tt-+hefo,1]

quand »n et k — + 0, ce qui prouve le théoréme.

Remarque. — 11 résulte du paragraphe 6.2 que nous pourrions remplacer
les logarithmes dans cette expression par [log (1 4 | log Lg)l)]“, etc.,
d’olt une infinité de critéres de moins en moins restrictifs.

COROLLAIRE 6.3.B. — Si { x,(¢, ») } désigne une suite de fonctions aléa-
toires indépendantes, presque sirement continues, d’espérances mathématiques
nulles, appartenant @ L7(Q) pour tout t, telles que :

(6.3.2) lim sup E|S,4x(t, ©) = Su(t, ) =0 r>1

n et k—>+ o teo,1}

(6.3.3) E

+ r
> Gty 0) = xt, )| < Co(| A])

ot o(lh)=[h+" ou |h|[|log|A||]*¥— ¢ >0

alors, les conclusions 1 et 2 du théoréme précédent sont vérifiées.
On pourra, si on le désire, remplacer (6.3.3) par la condition équivalente :

E| St +h o) — Si(t, @) |r <Co(|k]) Vn.
On sait en effet que pour ¢ et ¢ -+ A fixés :
E | S.(t + h, ) — S,(t, w) | tend en croissant vers E | x(¢ + &, ) — x(t, w) |*

COROLLAIRE 6.3.C. — Si { x,(t, ) } désigne une suite de fonctions aléa-
toires indépendantes, presque sirement continues sur la, bl, d’espérances
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mathématiques nulles (*) appartenant a 12(Q) pour tout t; si { T'\(t, s) } désigne
la suite de leurs covariances, alors les conditions :
+ o
6.3.4 N ES ZI‘,,(t, t) < - oo pour tout ¢
n=1
6.3.59 ~t,t+h="1)+T¢+ht-+-h) =210 1t+ h

<C|ht*ts ou C|h|[|log]|h]]|]3=
+

impliguent quer,,(t, ®) converge uniformément presque sirement vers

1
une fonction aléatoire x(t, ») presque siirement continue, d’espérance mathé-

matique nulle, de covariance
+ o
I(t, ) = ZF,,(t, 5).
n=1

La condition (6.3.4) implique la convergence pour tous ¢ et s de la série
définissant I'(¢, s5). La condition (6.3.5) implique la continuité de I'(z, s)
sur [a, b} X [a, b] donc la continuité de I'(z, ¢) sur [a, b]. La convergence
uniforme de la série (6.3.4) résulte du lemme de Dini et le résultat est alors

une conséquence immédiate de 6.3.B.
(1, $)
Otds

(e, s
s

Remarque. — 1l en sera notamment ainsi si existe et est continue
+

par rapport a ¢ et s et si la série : Z(

n=1

) converge uniformément
t=y

en t.

6.4 Convergence uniforme presque siire des séries de fonc-
tions aléatoires normales indépendantes presque slirement conti-
nues.

Appliquant la méthode précédente et les résultats du chapitre V aux
fonctions aléatoires normales, nous allons obtenir des conditions beaucoup
moins restrictives.

() Cette restriction peut évidemment étre levée en supposant que la série :
+ w

Z E[xx» (¢, @)] converge uniformément en ¢ On sait d’ailleurs (théoréme 5.3.1.B)

n=1

que cette condition est nécessaire si les fonctions aléatoires sont normales. On notera
également que toutes les résultats peuvent étre transposés aux fonctions aléatoires
a valeurs complexes.
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Nous désignons dans ce qui suit par { x,(t, )} une suite de fonctions
aléatoires normales indépendantes, appartenant presque sirement a C,[0, 1],
par { U'\(t, 8) } la suite de leurs covariances continues (en vertu du théoréeme
5.3.1.A).

Nous désignons comme précédemment par g, =0, g, ... gx une suite
croissante d’entiers positifs, tendant vers P’infini lorsque k tend vers
Pinfini.

En vertu du théoréme 5.3.1.B, si la suite de fonctions aléatoires normales
presque sGrement continues S,(#, w) converge uniformément, alors :

lim  sup E| Sp4ilt, @) — Su(t, ) =0
netk—>+4 o telo,1]
+
donc la condition Z It t) < + © uniformément en t est une condition
n=1

nécessaire de convergence uniforme presque sire. Elle implique la conver-
-+ o

gence uniforme en t et s de la série des covariancesz Tu(t, s) vers une
n=l

covariance T'(t, s5); réciproquement la convergence pour tout ¢ de la série
+ o
Z T.(¢, 5) jointe & la continuité de I'(z, s) impliquent la convergence
n=1
uniforme de la série des covariances comme on 1’a vu en 6.3.C.

Cette condition n’est pas suffisante en général comme le prouve le contre-
exemple donné en conclusion de 5.3.1. Posons alors comme aux cha-
pitres IV et V :

Y@t +h t)=T@ +h, t+h)— 2@, t + h) + T, 1)

P I p
[ 1z £ =
qu S:lp ¥ (2qk + 2%k +1 ? 2‘1k)

pour p et [ entiers tels que 0 < p <2%, 1 </ <2%+17% ; posons de méme :

n+i

Lo, )= > Ti(t,9)

Jj=n-+1

Yn,i(ta r) == Fn,i(t: t) "l" Fn,i(sa S) - 2Pn,i(t’ S)-

Nous prouvons maintenant la proposition suivante.
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PROPOSITION 6.4.A. — Etant donné une suite { x,(t, w)} de fonctions
aléatoires normales indépendantes, presque siirement continues, d’espérances
mathématiques nulles, telles que :

4+
(6.4.1) ZF,,(I, t) < 4+ co uniformément en ¢
+ o
(6.4.2) Z\/qkﬂc;;k |1og G, e>0
k=1
alors :
+
10 Z x(t, ©) converge fortement dans [’espace de Banach A(qi) des
n=1

Jonctions x(t) continues telles que :

4+ ®
[ %) o = > Ag < + oo
+ -

20 Zx,,(t, ) converge uniformément presque sirement vers une fonction
k=1
aléatoire normale x(t, ©), d’espérance mathématique nulle, de covariance

+
T, 5) = ZI‘n(t, 5).

Nous pouvons reprendre mot pour mot la démonstration du paragraphe

précédent en y remplagant r par 2, g par ge4. 297 par \/ Qr+1 et
lespace A(g) par lespace A(gry,) ; il suffit d’utiliser 5.3.2 au lieu
de 5.3.1.A. On en déduit que :

EVr | Sy1i(t, ©) — Salt, w) |7 < EYVr | Sn+,(t ©) — Su(t, w) ||

Z\/q;m K@)+ log G;

164

La convergence uniforme de la sériec des variances, implique que
| log || yni(t, s) || | = tend vers zéro quand » et i tendent vers Dinfini.
La continuité de la covariance somme I'(s, s) implique que G,’Ik—>0
+ oo
quand k — - co donc la condition Z\/ 9 +1Gy, } log G,’Ik|5< -+ oo implique
k=0

= Tog | Ym(f D F
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+
la convergence de la série Z\/ i+ lG"Ik[K(s) + ’ log G;Ik
k=0
que le critére de convergence forte du théoréme 3.2.4.C est bien vérifié
pour tout r = 1.

‘}, ce qui prouve

Remarque. — Comme au paragraphe précédent, on pourrait remplacer :

llog G, |° par ’ log (1 + | log G, }) ¢ et par d’autres critéres de moins en
moins restrictifs.
+o
Dans tous les cas, il faut que : Z\/ Gre+1Gg, < + o ce qui implique,
k=0

on I’a vu au chapitre précédent, que le module de continuité de la cova-
riance est tel que y(t, 1+ #)=0(|log | & | [™). En fait, les cas pratiques
sont les mémes que ceux du chapitre précédent comme on va le voir.

COROLLAIRE 6.4.B. — Si { x,(¢, ») } désigne une suite de fonctions aléa-
toires normales indépendantes, presque siirement continues, d’espérances
mathématiques nulles, de covariances T\(t, s) continues, alors les conditions

+ @
(6.4.3) ZI‘,,(t, 1) < + oo quel que soit 1 :

n=1

6.4.4) v(t+h 1) <|log|h||*
ou |log|h||™|log|log|h||[** ¢ >0

pour | h | suffisamment petit, impliquent les conclusions du théoréme 6.4.A.

11 suffit de choisir la suite g = k™ avec r suffisamment grand dans le
cas de |log| A ||=t~¢, g, = 2% dans le second cas. La condition (6.4.4)
implique la continuité de I'(z, s) donc la convergence uniforme en ¢ de la
série 6.4.3.

On peut préciser quelque peu ce résultat comme suit :

Siy(t, t +h) <Cllog|h||**, alors il y a convergence forte dans
Pespace de Banach A(q) défini au paragraphe précédent.

Si v(t, t +h) <Cjlog|h||2®, il y a convergence forte dans un espace
A(gD), etc.

On pourrait d’ailleurs, en tenant compte de la remarque qui suit le théo-
réme 6.4.A, préciser en montrant qu’on obtient une infinité de criteres
logarithmiques, ces critéres étant les mémes que ceux définis en 5.3.3-3°.



202 JEAN DELPORTE

6.5 Deuxiéme construction d’une fonction aléatoire normale
presque slirement continue, 2 partir du développement spectral
de sa covariance.

Une application particulierement intéressante des résultats précédents
est 1a suivante : si I'(#, 5) est une covariance continue sur [a, b] X [a, b],

+w
alors en vertu du théoréme de Mercer déja cité : I'(t, 5) = Z)x,,(pn(t)cp,,(s)
n=1

uniformément en f et s, les quantités 2, et o¢,(¢f) désignant respectivement

les valeurs propres (non négatives) et les fonctions propres orthonormées

de I'(#, 5). Comme I’a montré M. Loéve [51], p. 478, on peut y faire corres-
+ o

pondre la série Z\/ A—,,cp,,(t)E,,(co) ol les £,(w) sont des variables aléatoires
n=1

normales indépendantes réduites.

Cette série converge presque stirement en moyenne quadratique vers une
Sonction x(t, ) € L?[a, b] presque sirement, admettant pour coefficients
de Fourier les variables aléatoires 4/ AEq(w) ().

M. Kacet A. J. P. Siegert ont étudié [32] la convergence locale de ce déve-
loppement si I'(#, s) est une corrélation, c’est-a-dire une fonction définie
positive de Ia différence ¢ — s; une méme étude a été faite par M. Loeve([51],
p- 478), dans le cas général; dans les deux cas, utilisant le théoréme de Kolmo-
goroff, il a été montré que la série converge presque sirement pour un ¢ donné
et méme pour une infinité dénombrable de valeurs de z. Ce résultat a été
précisé par J. Kampé de Fériet [35]; utilisant le théoréme de Fubini, il a
prouvé que, presque slirement, la série converge pour presque fout £. Impo-
sant une restriction supplémentaire 3 T'(¢, s), nous pouvons donner un énoncé
plus fort :

THEOREME 6.5. — Etant donné une covariance T(t,s) continue, sur
[a, b] X {[a, b] telle que, pour | h| suffisamment petit :
6.5) ¥(t,t+h) <C|log|h|[?]|log|log|h||2® >0
+
alors la série Z\/ i}p,,(t)a,,(m) converge uniformément presque Ssilrement
n=1
vers une fonction x(t, ®) normale, presque sirement continue, d espérance
mathématique nulle, de covariance I'(t, s).

(®) On sait que les fonctions propres gx(¢) ne constituent pas en général une base
de L2(a, b).
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Y

Si nous nous ramenons par exemple a D’espace C,[0, 1], étant donné
une covariance continue I'(z, s), nulle sur la frontiére du carré [0, 1] x [0, 1],
vérifiant la condition (6.5), nous disposons alors de deux constructions
d’une fonction aléatoire normale presque sirement continue, admettant
pour covariance I'(t, ).

D’une part, nous pouvons nous donner a priori la suite de variables
aléatoires normales x(¢,, ) pour ¢, €D ou :

+
Xt ) = D V/ pi{tE()

j=1

et en déduire x(?, ) par la somme de la série de Schauder presque siirement
+ o
uniformément convergente x(t, ) = znn(m)e,,(t).

1
+ o

D’autre part, on peut écrire directement x(f, @) = Z\/ Mn@n()En()

n=1
série presque siirement uniformément convergente.

Toutes les remarques faites sur la convergence forte dans un sous-espace
de C,[0, 1] s’appliquent A ces deux séries.

Remarquons, pour conclure qu’il semble ici encore difficile d’améliorer
ce résultat : Y. K, Belyaev ([2], p. 341) a en effet montré, comme nous I’avons
déja souligné, qu’étant donné une corrélation continue R(t — s) = I'(¢, 5)
si cette corrélation est concave et telle que pour | 4| suffisamment petit

¥(t, t+ h) =2[RO) — R(A] =A|log | h||™

alors la version séparable du processus gaussien correspondant est presque
slrement non bornée sur tout intervalle fini.

Cette remarque que nous avions déja faite au chapitre précédent vaut
a fortiori dans le cas présent.

6.6 Processus stationnaires gaussiens a spectre purement
discontinu.

Nous étudions maintenant les processus stationnaires gaussiens dont

+m 5] AY r s
la corrélation est donnée par R(h) = f eMdF (), ou F(A) désigne la

fonction spectrale du processus, fonction monotone, de variation bornée
sur ]— o, 4 oo[. G. Hunt [3]] a alors prouvé le résultat suivant :
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Si la fonction spectrale F()) est telle que
+
f llog (14| A ]) [f+dF() <+ >0

alors la fonction aléatoire normale stationnaire, d’espérance mathématique
nulle, version séparable de ce processus, est presque sirement continue sur
tout compact [a, b].

Yu. K. Belyaev [2] a précisé cette condition en prouvant le lemme suivant :

+
« Si f |og (1 +] 2 ]) |4F Q) < + 0
alors | R(0) — Re(R(7)) | <C|log | k|| a>0.
Réciproquement, si la corrélation R(h) vérifie cette derniére inégalité alors

f+wllog(1+|)\[)[bd$(7\)<—i—oo Vb >0tel que b < a.»

Nous nous proposons d’étudier le cas des processus a spectre purement
discontinu, en prouvant que la condition de Hunt implique également que
la fonction aléatoire normale stationnaire presque sirement continue corres-
pondante est la somme d’une série presque sirement uniformément conver-
gente sur tout compact [a, b].

Au préalable, nous améliorerons légérement le résultat de Belyaev de
la maniére suivante.

LEMME 6.6.A. — Si la fonction spectrale F(}) est telle que :
(6.6.1) f+w]10g(1+|x|)|ad$(k)<+w

alors | R(0) — Re(R(A) | =o (| log| h| |9 quand h — 0.
Utilisons I’expression de R(4); il vient :

4+ ®
|log | 7] 2| RO) — ReR(W) | = [ " 0, yaF,
ou SO\ By=|log | h|]|*(1 —cos M)
Nous allons montrer que pour | A| <3et|2| =1 :

(6.6.2) SO B <g@®)=A+B|log(1+]x])]s
(9 11 est facile de voir que si | 2] < 1, alors : f(, A) < }—’;llog | A ] |a. Nous

ne considérons donc que D’intégrale f Bl S, B)dF(O).
Alz1
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ce qui permettra de conclure.

i g g1 .12 . .
L’inégalité élémentaire 5 5in = < | h] <1 nous permet alors d’écrire

les inégalités suivantes :

2. M| 1a
log ey (log 2)2+ |log (1 + [ A [) [+ | log sin%hH
< 34
[log [ ] ‘ |log [ /] |
sin M| le . M
*log —2”“ sint > < Cla).

Réunissant ces inégalités, on prouve facilement (6.6.2) et le théoréme
en découle.

Nous désignerons dans tout ce qui suit par { {,(») } une suite de variables
aléatoires normales indépendantes et & valeurs complexes, telles que

E(Cn((‘))) =0 E I Cn(ﬁ)) lz =1;
nous supposerons de plus que {,(») = £.(w) + i), les variables aléatoires
normales £,(w) et n,(w) étant indépendantes et ayant méme distribution.
Nous supposerons que la fonction F(A) est purement discontinue et

désignons par { A, } la suite au plus dénombrable des abscisses des points
de discontinuité.

L’expression de R(/) est alors donnée par :

+

(6.6.3) R(k) = Z[a,, le™ ou
+ o

(6.6.4) R(O):Zla,, It < + co.

Nous pouvons y associer la fonction aléatoire normale stationnaire
x(t, »), d’espérance mathématique nulle, de corrélation R(%), cette fonction
étant définie pour un ¢ donné par la série presque slirement convergente

+

x(t, ©) = Zancn(o))eﬂ"'.

— @

11 résulte alors du critére 6.4.B et du lemme 6.6. A, le théoréme suivant :
+
THEOREME 6.6.B. — Si la série Z [log (1 4 | M |) [**2 ] au |? converge,

-0
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+o
alors, la série Za,,c,,(w)eu"' converge uniformément presque siirement sur
—o

tout compact [a, b] vers une fonction aléatoire normale stationnaire x(t, ),
presque sirement continue, d’espérance mathématique nulle, de corré-
lation R(h) définie par (6.6.3).

Etudiant le cas particulier ot la corrélation continue R(k) est périodique
sur [0, 27] et se présente donc sous la forme suivante :

-+
(6.6.5) R(k) = z | a, |2ei,
on en déduit le corollaire suivant.
+ 0

COROLLAIRE 6.6.C. — Si la série z [log (14| n|)|t+e| a, |® converge,

— o0

+o
alors, la série Za,,i(w)e""‘ converge uniformément sur [0, 2=] presque siire-
-— 0

ment, sa somme x(t, o) définit donc une fonction aléatoire normale presque
stirement continue sur [0, 2xt], d’espérance mathématique nulle, de corrélation
R(#) définie par (6.6.5).

Ce dernier résultat améliore celui de notre Note [/6] oli nous avions montré

+ w©
que la condition z | 7 [** | an |* < 4 oo impliquait le théoréme précédent.
n=—o

Nous pouvons ajouter les remarques suivantes :

1° Nous avions vu au paragraphe 5.3.5 qu’étant donné une covariance
réelle T'(z, s) nulle sur la frontiére du carré [0, 1] x [0, 1] telle que I'(z 4 4,
t+h) —20@, t+h) + T, t) <Cllog|h||3* alors la fonction aléa-
toire normale presque slirement continue correspondante était dévelop-
pable, en série de Fourier presque siirement uniformément convergente.
De plus, si :

Dt +h t+h) =200t +h) + T, ) =0(log| 2 ][,

il existait des covariances possédant cette propriété, correspondant & des
fonctions aléatoires normales dont la série de Fourier divergeait en un point
donné. Comme on le voit ici, il est possible d’obtenir un résultat moins
restrictif dans le cas des processus stationnaires.
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2° Dans le cas particulier des séries de Fourier & coefficients aléatoires,
le corollaire 6.6.C n’est qu’un cas particulier d’un résultat plus général
da a J. P. Kahane ([33], p. 4-8, [34]).

L’auteur montre que si I’on pose :

gn+1 1/2

Sn = Z la;[? n
j=2"+1

+oo|' antl_y iz

alors, la condition z [2" z sx| < -+ oo implique la convergence uni-

WV
<)

n=1 k=2oh
-+
forme presque siire de la série Za,,i,,(co)ei"’ (le cas n << O se transpose faci-
n=1

lement). On vérifie alors facilement que le critére 6.6.C n’est qu’un cas
particulier de ce critére plus général (%).

6.7 Etude de la fonction aléatoire du mouvement brownien
de Wiener-Lévy.

Dans ce paragraphe, nous rappelons d’abord en 6.7.1 les diverses expres-
sions de la fonction de Wiener; nous prouvons ensuite en 6.7.2 la conver-
gence uniforme presque slire des développements en série utilisés et mon-
trons enfin en 6.7.3 que ces divers développements ne convergent pas
absolument pour un ¢ fixé.

6.7.1 Expressions de la fonction aléatoire normale du mouvement brow-
nien.

La forme complexe de la fonction aléatoire du mouvement brownien a été
définie par R. C. Paley et N. Wiener ([55], p. 147-151) sous la forme suivante :

+Z°° Lw)e
(6.7.1.A) (2, o) = t%(w) + in
nn=szooo
(®) On voit facilement que la condition de Kahane implique que

+ @
Z[log(n+l)|a,.|2]<+oo donc :
n=t

R(0) — Re (R(7)) =o (| log| A | |2 et ce critére différe donc assez peu du notre.

ANN. INST. POINCARE, B-I-2 14



208 JEAN DELPORTE

ol la suite de variables aléatoires normales complexes { lu(w)} (Cu(w)
= oy(w) + iB(e)) est telle que :

B @)G(@)) = ™ Ban(@)Bn(w) = OV m et n.

B(o(0)) = E(B) = 5 -

Posant alors :

(6.7.1.B) Yz, o) = Vi1, ©) + i¥,(, 0),
on vérifie facilement que :
Coi(w)t < Eqi(0) cos nt -+ () sin nt

T,(t s (x)) -

Vax 2 oy

.o les variables aléatoires réelles £,(w), nq(w) sont d’espérances mathé-
matiques nulles et telles que :

E(En(@)imi(0)) = EMn(©)nm(e)) = Sumdy

E€ (o) Nme) =0 Vn,m,ictj.
Les fonctions aléatoires réelles Wy(¢, ) et V'4(¢, ©) sont donc deux fonctions
normales indépendantes ayant méme loi temporelle.

On vérifie de plus aisément que les séries définissant ¥(t, w), ¥i(t, o)

(i = 1, 2) convergent presque sirement pour un t donné en vertu du critére
de A. N. Kolmogoroff défini en 3.1.1.A.

La forme réelle de la fonction aléatoire du mouvement brownien est
alors définie par M. Paul Lévy ([46], p. 370) de la maniére suivante :

(6.7.1.0) W(t, o) = T, v) — ¥1(0, v)
_ B}, N En(0)(eos n— () sinnt_ Lot
V2 = m/ = V2
elle admet pour covariance I'(¢, s) définie pour ¢ et s = O par :
I'(¢, ) = min (¢, 5).

. . t
X(t, w) somme de la série, n’est autre que la fonction : W(¢f, w) — 3’

+X(t, 0);

W(2r, ), nulle en 0 et 27 et admettant pour covariance sur [0, 2] X [0, 2]

s(27t 1)
T 2m

Il est d’ailleurs possible d’obtenir d’autres expressions de la fonction de

Wiener sur un intervalle donné : nous citerons a titre d’exemple celle donnée
par M. J. Kampé de Fériet ([35], p. 19).

la fonction I'y(z, 5) = pour 0 <s << << 2m.
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L’auteur introduit la fonction aléatoire normale :
Wolt, &) = W(I, ) — %W(Tc, o), mille en. O et = de covarance
a2 s):S(L;—t)pourO <8 S <o

Utilisant le développement en séric de Mercer de TI'(t, s) donné par

2 +m . .
sin nt sin ns
P9 =3 2 S
n=1

on est amené a définir Wy(#, o) sur [0, =] par la série aléatoire :

+oo =
(6.7.1.D) Z \/2;3——”‘ ”f”(‘*’)

ou les variables aléatoires normales réduites &,(w) sont indépen-
dantes.

Comme on I’a vu, ces divers développements convergent presque sfirement
pour un ¢ donné.

Un résultat beaucoup plus profond a été prouvé par Paley et Wiener :

an+1
ikt
posant W, »1(f, ©) = Z e—f;é(—(’)—) , les auteurs prouvent que :
k=241
+
(6.7.1.E) ZEI/Z | ¥ty @) < 03

n=0

ils en déduisent alors (voir par exemple le critére 3.1.1.B) que presque
-+

slirement Z “ ‘P‘z,,’g,,H(t, ©) ” < 4 oo ; d’out résulte la convergence uni-
n=0

forme presque sire d’une suite de sommes partielles de la série vers une

Jonction aléatoire normale presque siirement continue ¥(t, ), qui définit

pour eux la fonction aléatoire du mouvement brownien.

Reprenant les résultats de notre Note [76], nous nous proposons de prou-
ver bien davantage, a savoir la convergence uniforme presque sire en t de
tous les développements utilisés ci-dessus.
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6.7.2 Convergence uniforme presque sire de la série de Wiener-Lévy.

THEOREME 6.7.2. — Les développements en séries de fonctions aléatoires
6.7.1.A, 6.7.1.B et 6.7.1.D sont tous presque sirement uniformément
convergents.

Il nous suffit de démontrer ce résultat pour ’une des séries; la preuve
peut étre alors faite de plusieurs maniéres. On peut par exemple partir de
la démonstration originelle de Paley et Wiener et remarquer qu’elle impli-
quait un résultat beaucoup plus fort que celui déduit par les auteurs. I
résulte en effet de 3.2.5.C qu’étant donné une suite { x,(¢, ©) } de fonctions
aléatoires indépendantes, presque sfirement continues d’espérances nulles
et une suite ny § + o lorsque k 1} + oo, alors la condition :

+
D B Sy (1 ) = Splt, )P < + 0
k=0

implique la convergence uniforme presque sfire de la sérier,,(t, ).

n=1

Or, c’est précisément ce qu’ont prouvé Paley et Wiener.

Le résultat peut méme étre prouvé sans utiliser I'indépendance des fonc-
tions x,(t, w). Il résulte en effet des études de Paul Lévy relatives au module
de continuité de W(z, ) que, presque slirement :

| W(t, @) — W(t+h, )| <CV2|h||log|h||,C>1,|h]|<¥o);

donc, en vertu du lemme de Dini-Lipschitz cité en 5.3.5, presque siirement,
les séries définissant V,(¢, ©) et W(¢, o) convergent uniformément.

On peut enfin remarquer que les covariances des fonctions aléatoires
presque s{irement continues ainsi définies sont telles que :

E|x(t+h o) —x(t, 0) P<C|h|;

la convergence uniforme presque siire découle alors du critére 6.4.B.

6.7.3 Etude de la convergence absolue de la série de Wiener-Lévy.
Nous prouvons maintenant le théoréme suivant.

THEOREME. ~— Pour un t fixé, les développements 6.7.1.A, 6.7.1.B et
6.7.1.D ne convergent pas absolument, ceci presque sdrement. Etudions
par exemple le développement 6.7.1.D pour ¢ fixé # 0 et = et posons

Xa(t, ©) = \/g Slﬂ”—g(m) Valt, ©) = | %42, ) | ;

T n
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; to
E(ya(t, ©)) = %t_l_s_lgnn_tl donc ZE(y,,(t, ®)) =+ o, pour f#O0etm.

n=1
fox
Or : oty ) < By3t, o) = 2 T
+ +
Donc : 262(yn(t, )< 4 o0, d ot résulte que la série Z [ya(t, 0)— Epu(t, )]
85 n=1
+

converge presque siirement, et Z yu(t, ©) = -+ oo presque slirement pour

n=1

t fixé #0 et .
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