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INTRODUCTION,

On a construit dans le paragraphe 4 du chapitre X du cours de

D.E.A de Mmg Schwartz une suite de foncteurs :

. o* _ T H *
Fgi ——————> § Fai > Ab

qui, & un faisceau F de groupes abéliens sur un espace topologique X -
associe :
1 sa résolution flasque canonique G*(X, F) = g*(F) |,
2 un complexe de cochaines ;(G*(X,F )) =T (X,6%(X,F)) que 1'on
notera T *¥(X, F) ou ™>(F) |,
un groupe abélien gradué H™(X, F) = H¥(X,F ) qui est en fait la

Jw

suite des groupes de cohomologie de 1l'espace X .
Plutdt que de prendre la résolution flasque canonique d'un faisceau on peut
¢ssayer de voir ce que donnerait le ccmposé }(*'o % par rapport aux

groupes de cohomologie pour une résolution quelcongue de ce faisceau.

Soit L* une résolution cohomologique d'un faisceau F

(1) o F> (© s — ... s P > ...

Par fonctorisation par f on obtient un cam)lexe de cochaines f(L *) et
le foncteur T(X,-) étant exact & gauche, on obtient le complexe de

cochaines augmenté

0] up-—1

1Y
O—AF(X,F)>——€——‘9‘I‘(X? LO)"_L}—}. o e o ————;F(Xgl.p) 2

>

00 0

On peut construire le groupe abélien gradué MH*(X, F) (que 1'on peut noter

L

H*(X, F) s'il n'y a pas de confusion 2 faire sur la résolution [ © prise)

en posant ¢



HP(X,F ) = ker uP / Im e

HOx,F) > ul

1l
~
@
H

Alors
(i) il existe un morphisme canoniqus p* de groupes abéliens gradués,
0% ¢ H¥X,F ) ——— H*¥(X, F) 5
(ii) si pour tout p 21 et q >0 EP(X, LY) = 0 alors

¥ = (@O,on.,Qp,,o, ) est un isomorphisme de groupes abéliens gradués

c'est a dire qu'en toute dimension p > O on a un isomorphisme :

HP(x, F) = BP(X,F) .

n

Remarque.
On peut tout de suite remarquer que s'il s'agit d'une résolution

flasque sur un espace topologique quelconque ou d'une résolution molle sur
un espace paracompact alors on est dans les hypothéses (ii). In effet, pour
calculer les groupes de cohomologie HFP(X,L %) on doit construire la réso-

lution flasque canonique de % .

0 > L3 5 GO, 1) e o e G, L) e

et on sait alors (cf. cours de M'= Schwartz (X,1,8) (X,2,13) ) que le fonc-

teur T transforme cette suite exacte en un complexe de cochaines augmenté

qui est encore une suite exacte et donc Hp(X, Lq) =0 ¥Yp >1 et Vaq >

Cas de la dimension zéro.

Le foncteur TI(X,-) étant exact & gauche on a
H.O(X, F)=ker u’ = Im €. ¢ P(X,F ) = HO(X,F)

et 14 on a donc toujours un isomorphisme.

Démonstration du théoréme.

On peut découper la suite exacte (1) ¢

Oﬂ
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(2)

On a, par définition, HP(X, F) = ker v* / Im SUaL

gP+1 étant injectif, on a ker uw? = ker jp . Du fait de l'exactitude des
suites en biais on a ker j¥ = Im i = (X, ¥P) car i® est injectif et
de ce fait on aura Im up—1 = Im ,jp-—1 . Par suite

HP(X, F) = 1%, 2 ) / 1m 3°77 = coker 3P

d'ol la suite exacte :

D=1 D=
0 — (X, W *77) s 7(x, L P77y s (x, ¥P) —Z-HP(x, F) — 0 .
D'autre part, on peut aussi écrire la suite de cohomologie de la suite

exacte

0 e WP, o P NP = 0

on aura

3 . b~1 o _ o
corr—=> ML 1PN A iy M) el s wl (x, KPP s (g, P e,

4
| |
L }

Ceci va permettre de définir une application
0 _(p - 1 1 =1
v MHYEXK,F) ————a "1 (X, ! |

Soit = s}%p(X, F) , il existe y € I(X,*'p) tel que o (y)

wo(x) & So(y) s vérifions que wo est bien un morphisme : soient

X , posons

v' £ yer(X, ) tels que o(y) =o(y') =x, ona oly-y') =0 done
il existe z e IX, L") tel que i '(z) =y -~ y' et par suite
0 .p-1 0 g 0 0
5 o 37 (2) =0=108(y-y') et &(y)=6"(3") =1y (

bien défini et c'est bien un morphisme de groupes.

x) donc wo est

Si, de plus, on est dans les hypothéses (ii) : H1(X, LP—1) = 0

H1(X,ﬂlp“1) est aussi le conoyau de jP—1 ar

un isomorphisme entre HP(X, F) et H1(X, Np_1)

ol on en déduit que wo est



Berivons maintenant la suite de cohomologie de :

SN 15 oo NN U 1) U, S

on obtiendra 3 ’
CE (%, P72 e B 0 Py — s 7 (2 0 PR —— B, L 77 L.
D'ol un morphisme v (qui est 1'opérateur cobord en dimension 1 de la

suite)
vl B (%, 8P — mP(x, PT9)

\{rs

Si de plus on est dans les hypothéses (ii) on aura :
7'(x,L P72y - 5%(x, L P7%) = o

1 o
et donc ¥ sera un isomorphisme.

En composant w1 o WO on obtiendra :

0 . p—2
v w0 PR, F) ———> B3(X, 8PT9)
et en faisant cette opération p-1 fois on aura s
Pss “1 "2 1 O ¢ O T
pP P owp o *o0 oY ol S}ﬁp(X9 F) ———> Hp(X,?J ) = B (X,F ) .
Dans le cas des hypothéses (ii) , & chaque étape WJ sera un isomorphisme

et il en sera donc de méme du composé @p ce gui démontre le théoréme.

PROPOSITION.

v
:

Soient L¥ et L' % deux résolutions des deux faisceaux + et i

sur un espace topologique X et telles que 1l'on ait le diagramme commutatif

F oo F!
e
[N

Alors, avec les mémes notations que dans le théoréme 1 , le carré suivant

est commuitatif

(X, F) ¥ o Ex(x,F )
!
(3) i @ J
H*(X9F;> """""—S?’ H%(XsF’)
NE

En effet soient NP et N'P 1es faisceaux servant & décomposer

les deux résolutions. Par récurrence on en déduit des diagrammes commutatifs

co



Gy PPy PPN e S P s 0
|

v %
0 ———s N'P-a-T, = 1P s> prPd S0
(C'est en effet vrai, par hypothése, pour fJO = F et N!O = ¥ on en

P . / 1 2 )
déduit un morphisme entre TP L et on recommence pour N et 7

et ainsi de suite).
Gréce aux prorpiétés fonctorielles de H¥* on en déduit le diagramme commu-
tatif suivant des suites exactes de cohomologie 3

N P—q—1)

© e o

oo BY(Z, (PTOTY — o m(x, 4P ———= mI (3,

L o I e

oo HME,L PV o B3z PO — = 59 (x, 0PNy,

Donc, d'aprés le théoréme 1 , on peut décomposer le carré (3) en p carrés

dont les p-1 derniers sont commutatifs

0] 1
HP(x, F) —Y—=n'(x, #?71) —L—= B5%(x, ¥®™%) ... BP(X, F)

|
! Ve | ;
H P(x,F") e 5 (x,n P71 — 7o (x N P72) ... EP(x, F)
g’ v

Pour démontrer la commutativité du premier carré il suffit d'écrire le dia-

gramme qui a servi a construire ces morphismes dans le théoréme 1 .

, P —— ik, W —————HP(X, F) —— O

// l - by

e S (%, 1 \[——_——7 (X, N P) S BT, T A s

|
vd/

cale = F(X,L'p‘1) — (XN P) /\Hp:(XsF’ )

A 7 Py

yos D LE P s [(E,WPY s B I R o

= 0



Bt tout étant commutetif sauf le dernier carré que 1l'on veut justement
étudier, on en déduit la propriété cherchée ce qui achéve la démonstration

de la proposition.

Remarque.

On voit donc que l'on psut calculer & un isomorphisme preés
les grourss de cohomologie & 1'aide d'une résolution gquelcongue pourvu que
1'on soit dans les hypothéses (ii) du théoréme 1 . On peut essayer de pré-
ciser cet isomorphisme mais auparavant nous aurons besoin d'un théoréme
bien connu en algébre homologique et qui se retrouve par la cohomologie

4 valeurs dans un faisceau.

THEOREME 2.

Soit un quadrillage commutatif de six suites exactes de faisceaux

sur un espace topologique X

0 0 0
-
\
O — = F' G' — H’ O
(4) 0 F G H 0
\
\
(@] "..'{?\ = Gi-‘ o HP! 0
\
0 0 0

Alors \fp > 0 le carré suivant est anticommutatif

Hp+2(X, F,) TN Hp+1 (X, H,)

(5) ¢ (=1) \

B (x, Fr) e (X, 47)



ol toutes les fléches représentont des opérateurs cobords relatifs aux

sultes de cohomologie des suites exactes correspondantes.

Dtaprés l'exactitude du foncteur G¥* qui associe & tout faisceau sa
résolution flasque canonique, on obtient par fonctorisation par G¥* un
quadrillage commutatif analogue & (4) de six suites exactes de faisceaux

différentiels graduds :

0 0 0

0 ————z G¥(F' )>———2 G*(G') ——=> G*(H')

- 0

(6) 0O ——= G*¥( F)o—= ¥ ¢) —==0*( {) ——= 0

/ ’ | \\k

0 ————= G¥(F")>—= ¥(G") ——==> G¥(f7) ———= 0

|

0 0 0

Les résolutions étant flasques le foncteur E est exact donc par fonctori-
sation par f on obtient un quadrillage commutatif analogue a (6) de six
suites exactes de complexes de cochaines. On peut tracer, pour le raisonne-
ment, un guadrillage commutatif & 1'ordre p , p+1 , p+2 et donner des
noms & tous les morphismes . On appelera uniformément dp, dp+1 les

transformés par T des différentielles de tous les faisceaux. On obtient

ainsi le diagramme (7) (voir page suivante).

1.— Construisons le composé des deux opérateurs cobords :

22 (x, 0 )

!

P (%, F7 ) = HP(X,H")

Soit o" ¢ HP(X, §") et soit ¢" un représentant dans 1 P(H") . Comme

i"®  est surjectif, il existe b"e rP(6") tel que 3"P(b") = om



'
o o 5 3
) FE,
e
- Y
~

L e e

Hpe d nw

T R S T T

SN

: ‘upPe A ’
4 L e o o yEeA
e Mi m% imky.? J [NR——
SRS E A e
W w \.\\ alwvv e D " > .\\x R o
\ v \ v - o
et 4

BTy R r — :
" } - " T T—... \



- 10 -

or on a dP(c") = 0 donc aP,3%(v") = 0 et par commtativité

j"p+1odp(b") = 0 . Oréce & l'exactitude des derniéres suites horizontales
il existe a" ¢ rp+1(FN) tel que i"p+1(a”) = a®(v") , la classe a" défi-
nit le premier opérateur cobord.
Comme P! est surjectif, il existe a e Fp+1(F ) tel que f"p+1(a) = a'
mais aP*'(a") = 0 (car i"P*2 aP*'(an) = aP*! 1nP*(an) = aP* aP(t) = 0

P2 ot injectif) donc dp+1°f"p+1(a) = 0 et, Tar commutativité,

et i
f"P+2°dP+1(a) = 0 par suite, grice a l'exactitude des premiéres suites
verticales, il existe a' e rp+2(F') tel que f'p+2(a') = dp+1(a) . La
classe a' permet de définir le second opérateur cobord et on peut vérifier
que tous les choix faits en cours de construction n'ont pas d'importance.

2.~ Construisons le composé des deux autres opératours cobords :

BP2(x, )~ B (x, 1)

f

B (x, HY)

Grace au fait que les choix faits en cours de construction n'ont aucune
répercussion sur le résultat, on va choisir des éléments particuliers.
On avait construit un élément b e rP(G1) tel que F"P(b") = o" , comuc
g"?  est surjectif, il existe be r¥( G) tel que g"P(b) = b" . Vérifions
que 32(b) est un relévement de c" dans rP(H) h”pojp(b) =
3"P g"®(b) = ¢" . Diautre part dP(c") = aP w'® 3P(v) = n'P*1 4P 5P(v) - 0,

donc il existe c¢' tel que h'p+1(c') = dpojP(b) et c'e Hp+1(X,H')

o

définit ainsi le premier opérateur cobord.

On avait a ¢ rp+1( F) , considérons dP(b) - ip+1(a) € Fp+1( G) s on a

g Pt (aP(0) - 171 (a)) = P! aP(v) - Pt 1P (a) - .

aP g P(p) - i“p+1°f"p+1(a) par commtativité , or dF g"P(b) = aP(v")

St osa ~rait u que i"p+1of“p+1(a) = dP(p") par suite

g"p+1(dp(b) - ip+1(a)) = 0 . Gréce 3 l'exactitude des deuxiémes suites
verticales, il existe b' e rp+1(G') tel que g'p+1(b') - a®(p) - ip+1(a)c
Montrons que b' est un relévement de c' c'est & dire que j'p+1(b') =c'

h,p+1

en effet du fait de 1l'injectivité de cela revient 2 démontrer gque

nt®* 5P (p1) - aP,3P(b) mais, par commutativits, !PT 5 PFl(pr) -
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P e ™ (o) = PP (0) - 1PT(@) = P P(0) - PP N (a) -
jp+1°dp(b) car jp+1°ip+1 = 0 et,par commtativité, on a jp+1°dp = dpojp
ce qui démontre bien que b' est un relévement de c¢' . D'autre part,

a** 1) = 0, clest & dire aP*! 5P (p1) - 0, par commtativité
j‘p+2°dp+1(b’) = 0 donc il existe a} ¢ Fp+2(F') tel que i'p+2(a;) =
dp+1(b') 3 E} définit 1l'image de c' par le second opérateur cobord.
3.~ Anticommutativité.

Montrons que a! = -a' ce qui démontrera l'anticommutativité.

i‘p+2 5 g'p+2 5 ip+2, f'p+2 sont injectifs, cela revient & dire

-ip+2°f'p+2(a') _ g,p+2°i,p+2(a,) .

Comme
que

On a g'p+2oi'p+2(a;) = g'p+2°dp+1(b') par construction et g'p+2°i'p+2(a%) =
dp+1°g'p+1(b') par commutativité donc g'p+2°i'p+2(a;) = '1\ o
aP*1(aP(v) - iP*7(a)) ce qui domme g'P*2 11 P*2(ar) o - aPT 1P (n)

(car a®*! aP(b) = 0 ) , d'autre part aP™' iP"'(a) = iP*2 aP*(a) a'on

g'p+20i'p+2(a%) = - ip+2°dp+1(a) . Mais on avait vu que f'p+2(a') = dp+1(a)
donc g'p+2°i'p+2(a;) - - ip+2°f!p+2(a')
ce qui démontre que a' = - a; et donc que le carré (5) est anticommutatif

dtol le résultat du théoréme 2 .,

NOTATIONS.

Soient L' % , L% , "% des résolutions des faisceaux F' , F ,F"
sur un espace topologique X . Supposong que l'on ait le diagramme commuta-

tif suivant de suites exactes :

0 —= F' F == 0
0 —== L'% L = L"x 0

On peut alors, par le foncteur composé )4*5 ; construire des groupes abéliens
gradués relatifs 3 chaque faisceau et si de plus les résolutions éont telles
que HYX,L'P) = 84X, LP) = 1%(X,L"P) = 0 pour tout g > 1 et pour

tout p »0 alors on peut construire, comme dans le cas des résolutions
flasques canoniques, un genre de suite de cohomologie avec un certain opé-.

rateur @& dont la construction est analogue & celle de l'opérateur cobord § .
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On va étudier comment se comporte & par rapport & .

On appeilera N'® , NP, WP 1es faisceaux servant décomposer les résolu-

tions, c'est 3 dire que 1l'on aura pour tout p > 0

0 ————>n NP L? NDPH S

et des suites analogues pour L'? et L"P

Gréce 2 l'exactitude de la suite des résolutions, on aura :
3

0 ——= N'P yP == NP o g

et par fonctorisation par T (X, ) on obtiendra s
1Y p
0 — =T (MP)>—2 o (NP) — B 5 T (")

et ceci pour tout p >0 (On peut noter que pour p =0 on a N' 0 = F 5
NO _F NHO _ ) .

3
Les complexes de cochaines associés a N'P NP _ AN"P 3 115346 de lour
résolution flasque canonique seront notés T *(N'P) T *(NPY T *(N"P)

on aura donc Yq > 0 et Yp >0 g

q pa
0 ——> Pq(N’p)>—i——> rq( NPy B = WPy — o o

On notera aussi :

. P : .D
0 ——=T(NP)>—2 5 1r(LP) —d o p( 4P+
et P a P a
0 ——= Y W)L r YL P) d ryPhy 5

Ya3>0 et Yp >0 et en appelant T *( L®) 1e complexe de cochaines
associé & L® 3 l'aide de sa résolution flasque canonique 3 on aura des
suites analogues pour N'P , L'? ot N"P L"P  ,u0c des morphismes notés
'REINIFTE IS JL TS IR ST SN Rt

Les faisceaux L'P , L P , L"P seront tels que B (x,0'P) = 5%(x, L P) =
HU(Z, ") =0 Ygq 21 et Y/ p >0, on aura donc les suites :

o——————>r(L'p)>—-f£—->-1"( LP) ———g—li>>1‘(1-"p) —_—= 0

pa pq
0 ——— =PI "o ri( LP) 8 s rY(L"P) = o .
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On aura aussi besoln des notations :
py._¢€r O/, P
0 —= I(N ' )o———=T"(N7)

D n? O/, p
0 ——=TI(L " )>———=>T(L")
et des notations analogues e, P
an LnP
9

ot " P 5 P pour N'P L'? et

9

Toutes les différentielles seront notées d , &' , 4" .

THEOREME 3

Soient L' * , L ¥, L"% des résolutions des faisceaux F', F, F"
sur un espace topologique X telles que l'on ait le diagramme commutatif

de suites exactes :

0 F! F == F" 0
0 ————= [1% L* "% ————= 0 .

Supposons que les groupes abéliens bigraduds H*(X,L'*) , I*(X,L %) ,

H*(X, L") soient tels que 3

Ak, 'P) = 5%(x, LP) = 84(x,L"P) =0 Y p 20 et Yqg> O

(Cette derniére condition implique que la suite s

0 ———= r(L'*)>———iﬁ—>r (L *) —%P(L"*) —= 0
est une suite exacte. Ceci est en particulier vérifié si les résolutions
sont flasques sur un espace quelconque X ou molles sur un espace paracom-
pact) . |
Dans ces hypothéses et avec les notations du théoréme 1 , le carré suivant

est commutatif 2 (-—1)p+1 prés s

H 20, P — e 22,7

(8) 3 ()P T

H p+i (XsF' ) ——p:,‘—%' Hp+1(X9F' )
L
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D'aprés le théoréme 1 on peut décomposer ce carré

HP(x,F") ——= 5 (x4 PN, .2 Tz 0 ) —= ®P(x,F")

oy | | |

WP gt ) ——as 512, 07) —— 5L 07 .. BN T) —— BPF (R0 )
L'anticommutativité des p-1 derniers carrés résulte du diagramme suivant :
0 0 0
0O —————= N.p—q—1>______€> i P~ —————9%>-N"p_q—1 it 1)

0 ____________> LIP'Q'1>___> L p—q—1 —_— LnP"Q-1 _— 0

0 — = NP s NP s P =0

car, en lui appliquant le théoréme 2 on a pour q = 1, ooo ,D=1
Hq(X,N"p—q) = HQ+1(X,N"p—q—1)

N
B4 (x, 0Py — = gOFE(x N1 PTOT)

b

Il n'y a plus qu'd étudier la commutativité du dernier trapéze. En écrivant

le diagramme précédent pour q = O , comme HO(X,N"p) - T (X,N"P) on obtient :

P P) ——— B (R 27T

i (-1)

8 (X, NP) ——= 82(x, N'P7T)

On peut donc décomposer le trapeéze
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g (xi' P) g2 (x ' P

la commutativité des deux triangles résulte de la construction du morphisme
¢ au diagramme (2) du théoréme 1 .
Nous allons d'abord démontrer un lemme qui permettra d'expliciter de fagon

plus simple 1'opérateur cobord :

-

romey & o glgue)

Lemme .

-

L'opérateur cobord § de r ("¥) dans H1(X,N'p) de la suite
exacte de faisceaux :

0 ——= " = L4 P L p — ()

I

est l'opposé du morphisme ¢ définit 3 1l'aide du diagramme (11) de la

page suivante (lemme du ker-coker) .

Les L'p ,,Lp ,L"p étant tels que Hq(X,L’p) = Hq(X, Lp) =
Hq(X, UP) = 0 , le morphisme ¢ va &tre celui permettant d'écrire la
suite exacte des ker-coker et il résulte directement du diagramme (11)
mais nous allons cependant avoir besoin de le construire explicitement~pour

-

pouvoir le comparer au morphisme & .
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0 0 0
P P D o 5 1 b
0 ——=T (" )>—Lvz=T ( 1) — B = (4P — S =g (X M) v
'Ip p 5 'Hp
* P - P i .

0 ——=7r (L)oo (L P) —E == (I"P) ——= 0
'—,..—-——*’-—-*————-———~-"

Jp J'Hp
1 1 P+ 1
0 ——==T (NP )ma- p (y PHTy BT Ty

g (x, y?) ———= B (%, P) ——= =u'(x, ")

1. Construction du morphisme 9 .

Soit a" e r(ym®) , i"P(a) e r(1vP) . Comme g® est surjectif,

il existe be p ([ P) tel que g°(b) = i"P(a") . On a, par commtativité,
ﬁp+1°jp(b) = "P gP(v) = §"F,i"P(a) = 0 ; donc, grice a l'exactitude des
Py

dernidres suites horizontales de (12), il existe c'e T ( tel que

ap+1(c') = jp(b) . On va maintenant envoyer c¢' dans H1(X,H'p) par
1'opérateur cobord & . Soit donc o s g‘p+1(c')g I‘O(ﬁﬂp+1) , comme
j1P O ost surjectif , il existe b' +tel que 3'° o(b') =,E'p+1(c') et,
puisque §'° T ar(vr) = a',3'P %) = ar P (er) = 0, il existe

a' € F1(N'p) tel que 1i'? 1(a‘) = d(b') .

8 sera un morphisme si les choix faits en cours de construction ne changent
pas la valeur de la classe a'e H1(X,ﬁﬂp) . & étant un opérateur cobord,
on sait que le choix de b!'e rO([_'p) n'a pas d'importance. Pour le choix
fait dans T( LP) , soit b, un autre §lément de T ( LP) +el que
gp(b1) = i"P(a") . On aura gp(b«b1) = 0 , par suite il existe ee T( LP)
tel que fP(e) = b ~b, . Or d'aprds (11) , ona 8,5'P(e) = 0 ce qui

1

prouve que b et b, définissent le méme élément de H1(X$H PY et on peut

1

poser 8 (a") =8 (c') = 2" .
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2. Construction de '§ .

Comme pour construire un opérateur cobhord on peut choisir les
éléments, on va prendre des relévement particuliers. Comme Bp 9 est
surjectif, on peut relever €"P(a") en un élément de FO(;JP) . Prenons

8 € FO( WY tel que s
i? %a) = nP(6) - ® Oor)

cela est possible car, grfce aux constructions antérieures et aux commuta-
tivités, on a 3° O(P(b) - £2 Ov1)) = 32 O P(v) - 5P %P O(v1) -
np+1°jp(b) _ ap+1oj'p O(b') _ np+1oap+1(0‘) - oPt! Ooe,p+1(c,) -0 d'od
on en déduit, par exactitude, l'existence de a .
Pour vérifier que p* O(a) = e"P(am) 11 suffit d'étudier, puisque i"¥ 0
est injectif, inP Ooﬁp O(a) s mais, par commutativité, on a inP OOBP O(a) =
g %iP %a) = &® 20 P(v) - £2 (v )= & OpP(m) (car & %P O - 0)
par suite i"P Ooﬁp O(a) - g° Oonp(b) = n"pogp(b) = (1P (2))
et gréce 34 la commutativité

i"? 6P %) = n"P,1"P(a) = 1P OpenP(an)
ce qui montre que a est bien un relévement de ¢ ”p(a“) .
Pour finir la construction, il suffit de remarquer que d"oﬁp O(a) = 0
c'est & dire, par commutativité, Bp 1°d(a) = 0 et par suite il existe

aler 1(M'p) tel que o? 1(&%) = d(a) .

3. Anticommutativité.

Comparons a' et a} , puisque aP 1 , 1P 1 , £P
injectifs, cela revient & comparer it 1°ap 1(a;) aveec TP 1°i.p 1(a') .

3P 1

; 9 11P i sont

On a ot 1(a%) - iP 1(d(a)) grice 3 la commutativité.
Par construction on aura donc 3 iY 1°ap 1(5;) = d(nP(p) - £P O(b')) -
- dofp O(b') car donp = 0 ; et par commutativité on aura :
Pl Mar) = - agr® Oor) = - 22 Toar () = - 22 1 0® T(ar)

ce qui démontre l'anticommutativité énoncé par le lemmc.
q



= 19 -

Fin de la démonstration du théoréme 3 .

Pour achever la démonstration du théoréme il reste a démontrer

commutativité du diagramme

HP(x,F")

w

\} (N"P)

(13)

O

yZ
HPH (%, F) = u'(x,!'?)

1 Pa 1 c
c'est & dire que L0 o ,
s 0 g0 C

Soit a" e F(fwm) comme dans le lemme, 1'élément correspondant de }(p(X,F")

6=y

par l'application o" du théoréme 1 ecst la classce de 1'élément i”p(a")
D I
de T (’_" ) H ot (au ) — i"p(a" )

soit i"P(a") un représentant.

Construisons 1'opératcur bp 3 1'aide du diagramme (14) ci-dessous

& =

e —=T (L'P) ey — L.
S~ ///J///Z/
' P < Pt
3 i
fp \\\\\\\ ‘ fp+1
AF({.” p+1)7/
'\ﬁﬁk D VY p+1//
(14) bl w T I‘(LL) \F<L )—""aoo

J i
P p+1
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D

Comme g est surjectif, i"P(a") peut se remonter en un élément de T ( LP)

9

le choix n'ayant pas d'importance , on peut prendre le b du lcmme ;
o .p+1 i (b) e T( ,p+1) &t Gomma gp+1(.p+1 .p(b)) ."p+1 J,,p p(b) _
Ul J”p "p(a”) = 0 il existe me r(L'p+1) tel que gP* (m) = p+1°3p(b)

coci définit 1'opérateur ¥

PEEE) = 2 () = 7
Etudions ¢(a") , d'aprés la construction méme de 8 on a :
o (a") =6 (c
et par commutativité on aura : 6 (a") =y’ Lg’(c') .
Or, d'apreés la construction de o' (voir le théoréme 1) ,
i'p+1(cﬁe r(L'p+1) et o' (¢') = i'p+1(c‘) soit i'p+1(c') un représentant.

On a, par commutativité,
p+1 . D+l : p+1
P 3P (o) 2 4 o)

Or on sait que ap+1(c') - iP(p) d'aprés la construction de c¢' dans la .

premiére partie du lemme, donc
+1 . P+ s ol +1
£ P o) = 1P 5P(p) = 2P (m)

et du fait que Pt ast injectif on aura i'p+1(c') =m d'ou
1Py o 7

ot 6 (an) - w,oﬁ) = Ooé}PO cn(an)

ce qui démontre la commutativité cherchée du diagramme (13)

On peut donc résumcr sur lc diagramme :

0
H 2 (x, F) W > H (X,mP7")
g" @ -(3
(15) 3p I“(,-‘*-,’"p) é
©@ l l - (-1)
6 (=1) ¢ |
HH (%, F") = ' (x}' P) —= E2(x N P7")

¢'1
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1 0 g
On a ¢ T o ap o o= ' o 0

I

]

(—1) l})p f o g
) =
(‘1) \é o 6
2 0
(=1)°% o U o o"

]

ce qui, du fait de la surjectivité de o" (épimorphisme donc simplifiable

3 droite)
1 0 2 0
‘P' o lP' o bp = ("1) \é o lp"

et par suite : " D+
pPPHT O < (<1)PY sP g P

RETOUR SUR LA DEFINITION DE L'OPERATEUR COBORD.

Dans les hypothéses du théoréme 3 et grice & la proposition on peut

écrire le diagramme

0 —==>T (X, F')o——71 (X, F ) ——=>1 (X, ") ——=H{ (X, F) ...
| © i © J, (-1)

0 ——=r1 (X, F')o———=r1 (X, F ) =T (X, F") - H1(X,F')
(16)

e P (X F) ———= (P ) —=p 2T (%, F) ——=p P () ..

\L © l (=1)P+! .\L @

ver B(X, F ) —— HP(X, F) ——s BP (%, p1) —— P2, ) ...

I1 peut donc sembler anormal que, dans le cas ol on prendrait la résolution
flasque canonique pour calculer les y4*(x, ) 1'isomorphisme avec les

H¥(X, ) ne donne pas tout & fait 1'identité 2 cause des carrés commuta-
tifs a (—1)p+1 prés . On pourrait donc définir 1'opérateur 5?’ dans le cas
de la résolution flasque canonique par :

P _ (_q\P+1 (D
61_(1) $
ou Gp représente 1'opérateur cobord pris jusqu'a maintenant. Cela ne

changerait rien aux noyaux, images et donc aux exactitude des suites et cela
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permcttrait de récupérer unc identité compléte entre les H*(X, ) et les
H*¥(X, ) dans le cas des résolutions flasques canoniques.

Bn effet on avait la formule :

le+1 R ap - (__1)p+1 (Sp owp

en faisant le changement de signe dans les constructions des opérateurs

1
& = (0P P Y = (-0 ST

qui sont des composés de p opérateurs cobords

p(p+1)

B PP L ()T P s (e B P

et en changeant les wp

de dimension p-1 4 P2 5 «ee 4 1 4 O

on obtiendra :

0+1) (p+2) p(p+1)
1) 2 T AT - TN 2 sh

Aot p+1 P _ p D
vy 099 = 8y o 9]

et tout le diagramme (16) est alors entiérement commutatif.




