
Le Pmb&&ne de c o r n a i v a 2  q u i  a &té x%.uilé r ici a v a i t  &té 

PO&($. ii Y& pm M. LAüûEN13ACff q~ L ' a tXLuti& duvui Le cache de la 
co;lomologie de dom que noub noud 4 a v h n n  clce aé~o.4hX.b~ de 
f@&xaux. 

Je AXens à exptLUnm U ma ptto~oszdc? h e c o d b a c e  
Mwie M.-H. SCHWARTZ q u i  m ' a  p m ,  g/Lâce d au wcowgemt ,d  e.t 4ed 

conseheb, dtentm~w&e ct de pourtahe c&te ;thdbe do& eRee a 
blen voulu a6hunm Rn dinectiUn. 

Je kma& M. R. DESCOMBES 4;t M . Eh. PARKEAU d' avoh b i e n  
vo&: @ihe rxur;tie du Jimje 



INTRODUCTION. ------------ 

On a cons t ru i t  dans l e  paragraphe 4 du chapitre  X du cours de 

D.E.A de &l?Z Schwartz une s u i t e  de foncteurs : 
A 

Fai r M .* - G* 3 6 Fai  k A b  
-gr -@ 

qui,  à un faisceau de groupes abéliens su r  un espace topologique X 

associe o 
-+ -*y 

1 s a  résolu t ion  f lasque canonique G*(x, f ) = G*( F ) , - 
A ,r ,s,'*q ; i' 

2 un complexe de cochaines ~ (G*(x ,  f  ) ) = r (x, G*(x, F  ) ) que 1' on 9 - 
notera r *(x, F )  OU I3C( F ) 

3 un groupe abél ien gradué 1-(*(x, F) = H*(x, F  ) qui e s t  en f a i t  l a  - 
s u i t e  des groupes de cohomologie de l 'espace X . 

Plutat  que de prendre l a  résolut ion f lasque canonique d'un faisceau on peut .. 
4 . ' '  

( essayer de vo i r  ce que donnerait l e  composé )-(* , I. par rapport 

groupes de cohomologie pour une résolut ion quelconque de ce faisceau.  
- Sb* 

. , 1 Par fonctor isa t ion  par f on obtient un c m  ? l e m  de cochaines f (  L *) e t  

- < 

' 1 l e  foncteur ( x - )  é tant  exact gauche, on obt ient  l e  complexe de 

Soi t  L* une résolu t ion  cohomologique d'un faisceau 

(1)  O - F- L0 - - 0 . .  - L P  - .*. 

..- . 1 cochaines augmenté : 
IL, ! 

. - ' 8  ,; 
. . . , :  - - 1 On peut construire  l e  groupe abélien gradué m ~ ,  F  ) (pue l ' o n  peut noter  

L * k! "(x, F )  s ' i l  n l y  a pas de confusion à f a i r e  s u r  l a  résolut ion L p r i s e )  



Alors : 

( i )  il oxis t e  un morphisme canonique $ * de groupes abéliens gradués, 

(ii) s i  pour t o u t  p 8 1 e t  q b O  H'(x, L ~ )  = O a l o r s  
O P * = ( . . ) e s t  un isomorphisme de groupes abéliens gradués 

c ' e s t  à d i r e  qu'en toute dimension p O on a un isomorphisme : 

).Ip(x, F ) =_ HP(x, F ) . 
Remarque. 

On peut t o u t  de s u i t e  remarquer quo s ' i l  s ' a g i t  d'une résolu t ion  

flasque sur  un espace topologique quelconque ou d'une résolu t ion  molle sur 

un espace paracompact a lors  on e s t  dans l e s  hypothèses ( i i ) .  En e f f e t ,  pour 

calculer  l e s  groupes de cohornologie H'(x, L ') on doi t  cons t ru i re  l a  réso- 

lu t ion  flasque canonique de L~ : 

e t  on s a i t  a lo r s  ( c f .  cours de lM?e Schwartz (x, 1,8) (x, 2,13) ) que l e  fonc- 
n 

teur  r transforme c e t t e  s u i t e  exacte en un complexe de cochaines augmenté 

qui e s t  encore une s u i t e  exacte e t  donc HP(x,  Lq) = O V p  2 1 e t  Q q  2 0 .  

Cas de l a  dimension zéro. - 
Le foncteur I'(x,-) é tant  exact à gauche on a : 

O O M .  (x, F ) = ker  u = I m  E -  G ~ ( x , F  ) I H'(X? F ) 

e t  là on a donc toujours un isomorphisme. 

Démonstration du théorème. 

On peut découper l a  s u i t e  exacte (1)  o 



e 

Par factorisation ~ a r  I' la 3onrue suite exacte n'est plus exacte sauf $ 

gauche et il en es% de même pour les suites courbes. 

On a donc : 



On a, par définition, HP(x, F )  = ker uP / Irn uP-' 
îP+' étant injectif, on a ker uP = ker jP . Du fait de l'exactitude des 

suites en biais on a k ~ r  jP = Irn ip = r(x, blP) car iP est injectif et 

de c:! fait on aura Im u p-l = Im jP-l , Par suite : 

H?(x, F )  = r(X,?' / Im jp-l = coker j P-1 

dloU la suite exacte : 

D'autre part, on peut aussi écrire la suite de cohomologie de la suite 

exacte : 

0 -> - 1  - - -, NP "- O 

on aura : 

Ceci va psrmettre de définir une application 

Soit x E @(x9 F) il existe y E 0, ?/ ') tel que o (Y) = x , posons 
O 1 '(x) = 6 (y) ; vérifions que 11 est bion un rnorphisno : soient 

y' f y E r(~, !dP) tels que o ( ~ )  = o(yr) = x on a ~(~-y') = O donc 

il existe z E r(x9 L P-l) te1 que jP-l (z) = y - y1 et paF suite 
O .p-1 O 6 J ( z )  = 0 = 6 et 64(y) = = +O(x) donc $ est 

bien défini et c'est bien un morphisme da groupes. I 

Si, de plus, on est dans les hypothèses (ii) : H' (x, L P-') = O  

H' (x, ?f  '-' ) est aussi le conoyau de jP-l d1 oh on en déduit que $ est 
1 
1 , 

un isomorphisme entre H"(x, F ) et (x, 9'-' ) - i 



Ecrivons maintena.nt l a  s u i t e  de cohomolog~e de o 

on oat iendra  : 
2-.2 1 1 

y > a2(x, N ' - 2 )  o e H 1 ( ~ 9  L ) ----+ lI ( ~ ~ f ~ . ! ~ - ' )  -.-- 'r a2(x, L "2) . .  
D'où un norphismr {y7' (qu i  2 s ~  1' opér i teur  co-borci en dimension 1 de l a  

s u i  t e  ) 

S i  de plus on o s i  dans l e s  hypothèsvs ( i i )  ou aura  : 

e t  donc s e r a  un isoi~orphisme. 
1 En composant <y i y o  on obtiendra : 

1 2 
Y u o  : )-~'(ï(, F )  H (x, EI'-~) 

e t  en f a i s a n t  c e t t e  opération p-1 f o i s  on aura D 

Dans l e  cas  dos hypothèses (ii) , à chaque étape s e r a  un isomorphisme 

e t  il en s e r e  donc de &me du composé ce qui  déaontre l e  théorème. 

PROPOSITIOB, - - - - - . -. . . - - - - ------ ----- 

- e- 9 

Soisnt  t* e t  L '  deux réso lu t ions  des deux faisceaux r st i - '  

s u r  un espace topologi-ue X c t  t a l l e s  que l ' o n  a i t  l e  diagramme commutatif : 

-P e - 3  f )  

Alors,  avec l e s  mGnies notat ions  q z ~  dans l e  théorèins 1 , l e  ca r r é  suivant  

e s t  comnutatif o 

I t-I*(x, F) a H*(x, F ) 

En e f f e t  so i en t  N e t  M'  * l e s  fa isceaux servant  à décomposer 

l e s  deux réso lu t ions .  Par recurrence on en déduit  des diagrammes commutatiIo s 



O O ( c l e s t  eli e f f e t  v r a i ,  par  hypothèse, pour fJ = F e t  !JI = F I  on en 

dédui t  un morphisme e n t r e  !I e t  f i i  e t  on recommence pour N * e t  

e t  a i n s i  de  s u i t e ) .  

Grâce aux prorp ié tés  f o n c t o r i e l l e s  de H* on en dédui t  l e  diagramme commu- 

t a t i f  su ivan t  des s u i t e s  exactes  de cohomologie : 

. . . H ~ ( x ,  L'-~-' ) H q ( x 9  N p-q) - H ~ + ~ ( x ~  bf P-q-i) . * O  

Donc, d ' après  l e  théorème 1 , on peut décomposer l e  c a r r é  (3)  en p c a r r é s  

dont l e s  p-1 d e r n i e r s  sont  commutatifs s 

Pour démontrer l a  commutativité du premier c a r r é  il s u f f i t  d ' é c r i r e  l e  d ia -  

gramme q u i  a s e r v i  à cons t ru i r e  ces  morphismes dans l e  théorème 1 . 



Et t o u t  étanx comniutctif szuf l e  dern ie r  ca r r é  que l ' o n  veut justement 

i t u d i e r ,  on en déduit  l a  p ropr ié té  cherchée ce qui  achève l a  démonstration 

de l a  propcsi t ton.  

Remarque, 

On v o i t  donc QU-e l ' o n  p?ut ca l cu l e ï  à un isomorphisme près 

l e s  grourss dc cohomolo~ie 2 l ' aide d 'unc r é so lu t ion  quelconque pourvu q ~ ~ c  

l ' o n  s o i t  dazs l e s  hypothèses ( i t )  du théorème 1 . On peut essayer de pré- 

c i s e r  ce$ isomocphj sme mais aul2aravant nous aurons besoin d 'un théorème 

bien connu en algèbre homolog!.que e t  qui s e  re t rouve par l a  cohomologie 

à valours  dans un fa i sceau .  

So i t  un quadri l lage commutatif de s i x  s u i t e s  exactes de fa isceaux 

s u r  un espace topologique X : 

Alors 'q'p O l e  c a r r é  suivant  e s t  anticommutatif o 



/où toutes les flèches représentant des opérateurs cobords relatifs aux 

]suites de cohomologie des suites exactes correspondantes. 

D'aprés llexac-Litude dü foncteur G* qui associe à tout faisceau ~ 2 ,  

résolution f1asqu.o canonique, on obtient par fonctorisation par G* un 

quadrillage commutatif analogue à (4) de slx suites exactes de faisceaiix 

différentiels gradués : 

O 

O O O 
C* 

Les résolutions étant flasques le foncteur r est exact donc par fonctcri- 
A 

sation par r on obtient un quadrillage commutatif analogue à (6) de six 

suites exactes de complexes de cochaines, On peut tracer, pour le raisonns- 

ment, un quadrillage commutatif à l'ordre p , p+l , p+2 et donner des 

noms à. tous les morphismes . On appelera uniformément dP, dpC' les 

transformés par des différentielles de tous les faisceaux. On obtient 

ainsi le diagramme (7) (voir pngc suivante). 

1.-  Construisons lc compose des deux opérateurs cobords o 

Soit 2' E H'(x> HI!) et soit clt un représentant dans I. P(ffpi) . Comme 
jftP est surjectif, il existe b" E I. P(G'') tel que j''P(b'r) = ci' 







p+l .p+l jP+'og'P+'(b~) = jPfl(dP(b) - iP+'(a)) = jp+l0dP(b) - j (a) = 
P+' P P .P P+' .'+' = O et,par commutativité, on a j .d = d o~ jP+'odP(b) car j o1 

ce qui démontre bien que b' est un relèvement de c' . D'autre part, 
dP+'(c1) = O , c'est à. dire dp+lojlp+l(bf) = O par commutativité 

j1p+2 O dprl(b') = O donc il existe a' E I.~+~(F') tel que ifpr2(ai) = - - 1 
dP+' (bf ) ; a' définit l'image de c1 par le second opérateur cobord. 

1 
3.- Anticommutativité. 

1,Iontrons que a: = -a1 ce qui démontrera llanticommutativité. 

Comme i lp+2 , 9 i  p+2 9 ffp+2 sont injectifs, cela revient à dire 

que -i~+20f <P+2(a 1 ) = g'pc20if~+2(ai ) a 

On a gfp+20i'p+2(ai) = gr P+20dP+' (b' ) par construction et gfp+20iipf 2(ai ) = 
-- L ' ~ + 2 ~ ~ ' ~ + 2 ( ~ ' )  = . d ~ + ' ~ g f ~ + ~ ( b ~ )  par commutativité donc g 

dP+'(dP(b) - iP+'(a)) ce qui donne g I P + ~ ~ ~ > P + ~ ( ~ ~ )  = - d p+l $+1 (a) ' 

(car d P+'odP(b) = O ) , d'autre part d P+1 ,I. .p+Qa) = i p+2 O dP+' (a) d1 où 

IP+~~~~P+'(~I ) = - i p+2 p+I g 1 ,d (a) . Nais on avait vu que f~P+~(at ) = d'+'(a) 

donc g ~P+~~~IP+'(~I) 1 = - i p+2 !p+2(,1) 

ce qui démontre que a' = - a' et donc que le carré (5) est anticommutatif 
1 

d'où le résultat du théorème 2 . 

NOTATIONS. --------- 
--a-- ---- 

Soient L' * , 6.* , LIs* des r6solutions des faisceaux F' , f , F" 
sur un espace topologique X . Supposons que l'on ait le diagramme commuta- 
tif suivant de suites exactes D 

O -x Lq*-L*- LI1*- O 
A 

On peut alors, par le foncteur composé t(*, ï' construire des groupes abéliens 

gradués relatifs à chaque faisceau et si de plus les résolutions sont telles 

que H~(x,LI~) = H~(x, LP) = H ~ ( X , L ~ ~ ~ )  = O pour tout q 3. 1 et pour 

tout p O alors on peut construire, comme dans 1s cas des résolutions 

flasques canoniques, un genre de suite de cohomologie avec un certain ope-. 

rateur b dont la construction est analogue à. celle de l'opérateur cobord 6 . 



On va é tud i e r  comment s e  comporte b par  rappor t  6 

On appefJera  N t '  , N P  , !dlrP l e s  fa i sceaux  se rvan t  à décomposer l e s  résolu- 

t i o n s ,  c ' e s t  à d i r e  que l'on aura pour t o u t  p  % O : 

0- ;;fP>------3. LP-5 N p+' -> 0  

e t  des s u i t e s  analogues pour L t P  e t  L" . 
Grâce à l ' e x a c t i t u d e  de l a  s u i t e  des  r é so lu t i ons ,  on aura  ; 

e t  par  f o n c t o r i s a t i o n  par  r (x, ) on obt iendra  n 

o t  c e c i  pour t o u t  p  3 0  (on peut no t e r  que pour p = O on a  Al1 O = F 1  
O N = F , w"O = F" ) 

Les complexes de cochaines assoc iés  à fd' , N M'" à l ' a i d e  de l e u r  

r é s o l u t i o n  f l asque  canonique se ron t  notés  r *(FI?') r *( N ') I. *(bfrrP) ; 

on aura  donc \dq a O e t  v p  > O r 

8 P q  O rq(~qP)>- rq (  N P )  k r q ( ~ " P )  -U O 

On no te ra  a u s s i  : 

fl q  3 0  e t  H P > O  e t  en appelant  r *( L P )  l e  complexe de cochaines 

a s soc i é  à L P  à l ' a i d e  de s a  r é s o l u t i o n  f l a sque  canonique ; on aura des 

s u i t e s  analogues pour M l P  , L' e t  Id" L1lP avec des morphismes notés 
i 1 P y j t P  , if' , j e t ? ?  9 et  ~ U P  , ~ V P  i t ~ ~  9  , j t i ~  9 e 

9 

Les fa i sceaux  L' , L , L i r P  se ron t  t e l s  que H ~ ( X , L ~ ~ )  = H ~ ( x ,  L P, = 

H ~ ( x ,  bnP) = O q  3 1 e t  p  +O , on aura  donc l e s  s u i t e s  : 



On aura a u s s i  besoin des no t a t i ons  : 

e t  des no ta t ions  analogues c r P  n 1 e t  E" q w P  pour M~~ L I  e t  
MIIP ~ f l  P  

9 

Toutes l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  se ron t  notées  d , dl , d" 

Soient L' * Y L * , LI1* des  r é so lu t i ons  des fa i sceaux  F I  F , F1' 
s u r  un espace topologique X t e l l e s  que l ' o n  a i t  l e  diagramme commutatif 

do s u i t e s  exactes : 

Supposons que l e s  groupes abé l iens  bigradués H*(x, L '  *) , II*(X, L *) , 
H*(x, Lq'*) so ien t  t e l s  que r 

H ~ ( X  9 ~ f l )  = H ~ ( X ,  L P,  = H ~ ( X , L " ~ )  = O \d p  % O  e t  t j q >  O 

( c e t t e  de rn i è r e  condi t ion  implique que l a  s u i t e  : 

O - r ( ~ ' * ) >  f*  > r  ( L  ++) &>r ( L " * )  - O 

e s t  une s u i t e  exacte.  Ceci e s t  en p a r t i c u l i e r  v é r i f i é  s i  l e s  r é so lu t i ons  

son t  f l a sques  sur  un espace quelconque X ou molles s u r  un espace paracom- 

p a c t )  . 
Dans ces hypothèses e t  avec l e s  no ta t ions  du théorème 1 , l e  c a r r é  su ivan t  

e s t  commutatif à ( - I ) ~ + '  près  : 



D1aprés le théorème 1 on peut décomposer ce carré o 

L1anticommutativité des p-1 derniers carrés résulte du diagramme suivant r 

car, en lui appliquant le théorème 2 on a pour q - 1 >  ,p-1 

Il n ' y  a plus qu'à étudier la commutativité du dernier trapèze. En écrivant 

le diagramme précédent pour q = O , comme H~(X,N~~P) = I'(X,Y~) on obtient r 

On peut donc décomposer le trapèze : 



l a  coxnmutativité des deux t r iangles  r é s u l t e  de l a  construction du morphisme 
O 

J, du diagramme ( 2 )  du théorème 1 . 
Nous a l lons  d'abord démontrer un lemme qui permettra d ' exp l i c i t e r  de façon 

plus simple l 'opéra teur  cobord : 
4 

6 r ( Nt") ---3 HI & / 1 1 ~ )  

Lemme. - 
4 

L ' opérateur cobord 6 de I. (fi1' ') dans H' (x,N1 ') de l a  s u i t e  

exacte de faisceaux : 

O - ri1 P-- :J -1," ' - O 

e s t  l lopposé du morphisme 0 défini , t  à l ' a i d e  du diagramme (1  1 ) de l a  

page suivante (lemme du ker-coker) . 
Les 1 l P  .lP ,Ln ' é tant  t e l s  que Hq(x ,  1'') = H q ( x 9  *) = 

Hq(x ,  1 lP)  = O , l e  morphisme 0 va 6 t r e  c e l u i  permettant d 1  é c r i r e  l a  

s u i t e  exacte des ker-coker e t  il r é s u l t e  directement du diagramme ( 1  1 ) 
mais nous al lons cependant avoir  besoin de l e  cons t ru i re  explicitement pour 

* 

pouvoir l e  comparer au morphisme 6 . 



1. Construction du morphisme 8 . ............................. 

~ o i t  a" F r(;!!tP) iuP(a'' ) E ~ ( L I ? ~ )  . Comme gP est surjectif, 

il existe bc r ( L  ') tel que gP(b) = i"P(ati) . On a, par commutativité, 
pP+IojP(b) = jiiPogP(b) = j'iPoi"P(a) = O ; donc, grâce à l'exactitude des 

dernières suites horizontales de (1 2 ) ,  il exists c f  E ï' ( "lP+') tel que 

(ci) = jP(b) . On va maintenant envoyer c' dans H1 (x,[ftP) par 

l'opérateur cobord 8 . Soit donc c t  , e'P+l(~')E  PO(//^^+^) , comme 
O 

jfP O est surjectif , il existe b' te1 que jfP (b') = ,E 'p+l(c') et, 

puisque jtP ' O df(bf) = d ~ , j ' ~  O(bi) = d',,iP+l(ci) = O , il existe 
1 al E i' (j!lp) tel que ifP '(a') = d(bl ) . 

û sera un morphisme si les choix faits en cours de construction ne changent 
- 

pas la valeur de la classe a> E H x ! 6 étant un opérateur cobord, 

on sait que le choix de b' l~ ~'(~1 ') n'a pas d'importance. Pour lc choix 

fait dans r( L') , soit bl un autre élément de T(L') tel quo 

gP(bl) = i''P(a'') . On aura gP(b-bl) = O , par suite il existe o E r (  L') 

tel que fP(e) = b - b l  
o r  d'après (II) , on a 60jfP(e) = O ce qui 

prouve que b et b, définissent le meme élément dû H~(XJJ' ') et on peut 

- 
poser n 0 (ai') = 8 ( C I )  = 8' a 





2. Construction de ' 8 ------------------- 
Comme pour construire un opérateur cobord on peut choisir les 

éléments, on va prendre des relévement particuliers. Comme pP O est 

surjectif, on peut relever ~"~(a") en un élément de rO( IIP) . Prenons 
a E P( N') tel que r 

iP '(a) =oP(b) -fP O(b1) ; 

cela est possible car, grâce aux constructions antérieures et aux comrnuta- 

tivités, on a jP O( R(b) - fP '(II')) = jP - jP O0fP '(bi) = 

P+' -P(b) - P+loj'p O(%') = q p+l P+I (CI) - O oJ 
P+l O lP+'(c<) = 0 

0E 

on en déduit, par exactitude, l'existence de a . 
Pour vérifier que fiP '(a) = ~'~~(a~') il suffit d10tudier9 puisque ilfP O 

est injectif, iltP OOpP '(a) ; mais, par commutativité, on a i ~ p  OOpp '(a) = 

P O  P O '(a) = gP '(o '(b) - fP O(b1)) = g ,JI (b) (car g g 0 1  p Oofp O = O ) 
par suite OOpp '(a) = gP O0~1~(b) = r ~ " ~ ~ ~ ~ ( b )  = ,illP(itlP(a)) 

et gr%ce à la commutativité 

iuP OOpp = ollP 0 i'lP(a) = i<~P O O E ~ ~ ( a ~ )  

ce qui montre que a est bion un relévement de E itP(a") . 
Pour finir la construction, il suffit de remarquer quo dl',pP '(a) = O 

c1est à dire, par commutativité, pP l0d(a) = O et par suite il existe 

al E 1 ' (N") tel que ci ' (a; ) = d(a) . 1 

3. Anticommutativité. ----------------- 
Comparons a' et a' , puisque çiP , i 1 fP ' ifP sont 9 

injectifs, cela revient B comparer ip ' ( a )  avec fP IOilP '(al) . 
P '  pI(at)=i On a i 1 

'(d(a)) grâce à la commutativité. 

Par construction on aura donc : iP lociP ( a )  = d(oP(b) - fP O(bl)) = 

- dofP O(bl) car doriP = O ; et par commutativité on aura : 
1 iP I o  ciP '(a;) = - dofP O(b.1) = - fP lOdl(b') = - f P  lOilP (al) 

ce qui démontre llanticommutativité énoncé par le lemme. 



Fin de la démonstration du théorème 3 . 
Pour achever la démonstration du théorème il reste à démontrer 

commutativité du diagramme t 

ctest à dire que : 

Soit a" E r ( Y") comme dans le lemme, ltélémcnt correspondant de )-( '(x, FVI)  

par ltapplication a" du théorème 1 est la classe do ltélément ictP(at1) 

soit iiiP(ai' ) un représentant. 

Construisons 1' opérateur bP à l'aide du diagramme (14) ci-dessous : 



Comme 8 est surjectif, ittP(a") peut se remonter en un élément de r ( fP)? 

le choix n'ayant pas d'importance , on peut prendre le b du lemme ; 

on a iP+l0jP(b) . I'( L'+') et comme g P+l (iP+l .P(b)) = i~P+l j t ~ ~  
03 .gP(b) = 

i"P+loj~iPoi"P(atl) = O il existe m E I.(f ' P+l) tel que fP+1 (m) = i ~ + l  OJ .P (b)* 

ceci définit l'opérateur hP s 

- 
2P(iuP(a")) = bPo~' (a") = m 

Etudions O(at') , d'après la construction même de 0 on a : 
.., 

0 (a") = 6 (cf) 
O 

et par commutativité on aura : 0 (a") = J,' ,af(c') 

Or, d'après la construction de a' (voir le théorème 1) , 
I P + ~  (c I ) ~  i( Ltp+l ) et 0' (cl) = itprl(ct) soit ifP+'(c') un représentant. 

On a, par commutativité, 
f~+'oitp+'(ct ) = i p+l 0. p+l ( C I )  

Or on sait que aP+l(c') = jP(b) d'après la construction do cl dans la 

première partie du lemme, donc : 
fp+' oi lPC1 ) = iP+' jP(b) = fP+l (,) 

et du fait que fqp+' est injectif on aura i tPC1(c') = m d'où 

0 - 
0 (at') = J,P (m) = +t  ooapo 

ce qui démontre la commutativité cherchée du diagramme (13) 

On pout donc résumor sur le diagramme o 



ce qui, du fait de la surjectivité de a" ( épimorphisme donc simplifiable 
B droite) s 

1 
$'O 0 op = (-1)~'6 0 ,+," O 

ot par suite : 
$1  P+l bp = (-1) ~ + l  &P $II P 

O 

RETOUR SUR LA DEFINITION DE L'OPERATEUR COBORD. ..................................................... --___---__--------_---------------------------------- 

Dans les hypothèses du théorème 3 et grâce à la proposition on peut 

écrire le diagramme u 

Il peut donc sembler anormal que, dans le cas où on prendrait la réso1utiorP7,:7 
-- .. 8 

flasque canonique pour calculer les E-(*(x, ) l'isomorphisme avec les 

H*(x, ) ne donne pas tout à fait l'identité à cause des carrés commuta- 

tifs à (-1 )'+' près . On pourrait donc définir 1' opérateur & * dans le cas 1 
de la résolution flasque canonique par : 

6 7 = (-1 )'+' 6 

où 6 représente 1 l opérateur cobord pris jusqu' à maintenant. Cela ne 

changerait rien aux noyaux, images et donc aux exactitude des suites et cela 



--,ix- . - 
2 

8 .  

permettrait de récupérer une identité complète entre les )-(*(x, ) et les - 
l .  

H*(x, ) dans le cas des résolutions flasques canoniques. , . .! - 

En effet on avait la formule : 
7 

- 
$P+I p+1 6 P  o $ P  .. l 

0 bP = (-1) .' 
' i  

en faisant le changement de signe dans les constructions dos opérateurs 2 - - 

et en changeant les I$' qui sont des composés de p opérateurs oobord 

de dimension p-1 p-2 e . e  1 O 

et tout le diagramme (16) est alors entièrement comtatif. 

on obtiendra : 
(p+l ) (p+2) 

2 
Po 

(-1 ) 2 P 
6 O Ca 

I I 

- 9 x 1 

22 
- >  7 

'7 
G r , .  
,. 'a 

- .A 


