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I N T R O D U C T I O N  

Tandis que l e s  problèmes attachss aux pmcessus de k r k o f f  

homogènes ont é t é  largement étudiés, l e s  processus non-homogènes ont 

6té moins souvent abordes ; parmi l e s  mathématiciens qui les  étudient,  

on trouve par exemple, p u r  ne c i t e r  que ceux-ci, Dobrushin [3], Hzjnal 

Parmi. ces auteurs, ~okniewska a d q  abord étudié l e s  p-opriétés 

dgergodicité des processus non-homgènes dans l e  cas où lqespace des é t a t s  

possibles ne comporte que deux é t a t s  ; puis e l l e  s q e ç t  attachée a 

g6néraliser ces  résu l ta t s  au cas de processus non-homgènes à un nombre 

f i n i  d 'é tats  181. 

I l  nous a semblé intéressant d'étendre ces propriétés au cas 

&nÊral des processus de Markoff non-homogenes pour lesquels l e s  espaces 

dqé ta t s  sont des especes probabilisables. Cette thèse e s t  l e  resultat de 

ce t te  généralisation. 

Nous avons partagé c e t t e  étude en quatre chapitres, numérot6s 0, 

1, II, e t  III. 

Le chnsi t re  0, consacré simplement aux rappels des définit ions 

e t  résu l ta t s  de l a  Théorie du C d c u l  des Probabilités, s e r t  également à 

f ixer  l a  terminologie qui sera enployée. Le lecteur  prendra garde, Zn 

ef fe t ,  de trouver cer tains  termes introdui ts  sous des sens quelque peu 

différents selon qua il consultera des ouvrages de langue anqlaise, des 

ouvragss d'origine soviétique, ou française : par exemple, un processus 

a?pelé "stationnaire" par l e s  Anglo-Saxons e s t  appelé "hom$nel' par les  

Français. 

lliotre contribiition se s i t u e  dans l e s  chspitres 1,II e t  III, 

portant respectivement sur l fe tude  de l a  K-ergodicite faible ,  de l a  

I< e rgodic i té  fo r t e  e t  de l a  K-stâtionnarité, ( ~ - r a ~ ~ c l a n t  que l e s  défini-' 

t ions sont données au sens de Ko&niewska). 



S i  l e  chapi t re  1 e s t  c o ~ s a c r é  aux propr ié t5s  de l a  K-ergo- 

d i c i t e  f a i b l e ,  l e  chapi t re  II, s u r  1s T(ergodic i t6  f o r t e  , comporte en 

p lus  &Te etudc ries l i e n s  qui  e x i s t e n t  e n t r e  l a  K-ergodicite f a i b l e  e t  

l a  L-ergodici t&  fort^ dans l z  cas  - a r t i c u l i c r  des processus de I:arlroff 

i.ornoc;Snes, c t  l e  c h a ~ l t r e  III, s u r  Ir IL-e ta t ionnar i t e ,  conportc Isét i ide 

ücr l i e n s  q i  e x i s t m t  e n t r e  l a  lT-er;.odicite e t  l a  K-s ta t ionnar i te .  

Cnfiu? d m s  cki~curi de ces 3 chap i t r e s ,  nous nontrons quc lvori 

retrouvii l e s  pro;rietés dcs proczssus nm-i-orogènes c' LU nombr~ f i n i  

dvet ,z ts  e t  nous en üonnoas auelquts  exc~ ,p les .  

J e  s u i s  rccorinsissant 6 r8onsieur l e  Professeur Pzrreau, 

Doyec h3nora i r i  de l a  Facillté des Sciences, de m'avoir f z i t  l 'honneur 

d q a c c e i t t r  de pr?s id i r  lt J u ~ y  de c e t t e  t h i s c .  

J c  voudrais ilxprimcr t o u t e  na  yrc-titudc ,' i<ader,oisclli  
. - i:arcpet, Professeur, qui non. donce, grâce :- son cnsci,lnenent l e  goût 

dss P r o ~ a b i l i t e s  ct qui s P t s t  i n t e r c s s c L  avec Sienveilluulce a non 

t r a v a i l  c t  m q a  donne Gont2 f a c i l i t c  pour l e  f a i r e  durant mon se jour  

aupres c i g  e l l e ,  en t a n t  que col laborc t  air technique. 

J e  r eze rc ie  epnlenent i'ionsicw: le Professeur Potlzet d g  avoir  

bien voulu f a i r e  p z t i e  du Ju ry  e t  d P a v o i r  permis, cr"s?e s e s  so ins  e t  

t 1' o r ~ a n i s c i t i o n  c!11 Lz'oorctoire de Calcul !Jum6riqueS Ir publ ica t ion  de 

CC : ~ e ~ o i r c .  

: t u v i l  ne s o i t  ~ s r r ~ i s  enf in  d q e q r i n e r  ma profonde rcconneis- 
.A % 

sônce a Iconsieur 1c  Prof zsseur Sui-Trony-Lieu pour t o u t  l e  t e q s  qus il 
e 

n 'a  cesse de me consacrer avcc t m t  de g e n t i l l e s s e  e t  pour t o u t e s  l z s  

ind ica t ions ,  t o u t e s  l e s  rcnerqucs e t  t o u s  l e s  consei l s  qui  ne fu ren t  s i  

precieux dais l q i j l ~ k o r a t i o n  e t  1s rEdcrt ion d é f i n i t  i v e  de ce t r8ve i1 ,  

il l ' o r i g i n ?  duquel il e s t  e t  qu i  nqc.urr.it pas é t e  sms l u i .  

Jc r enc rc ic  egalenex+ ',.udG: lois c l l e  ~ d i c  @ l e  Driessens 

pour 1c soiri q u v e l i L  G apportc z l a  realis-,tien r?c=tCrielle de c c t t e  ' 

thSs2 . 



N O T A T I O N S  e t  S Y M B O L E S  

-.---- 

Dans ce qui s u i t ,  nous noterons par 

l'ensemble des e n t i e r s  p o s i t i f s  ou nuls 

l'ensemble des en t i e r s  p o s i t i f s  

l'ensemble des en t ie r s  p o s i t i f s ,  négat i fs  ou nuls 

l a  d ro i te  r ée l l e  1-03, +w[ 

l a  demi-droite r é e l l e  ~ o , + w [  

l a  d ro i te  r ée l l e  achev6e F m ,  +ml- 

l a  demi-droite r ée l l e  achevée [O¶ +-) 

1' ensemble vide. 

Les symboles suivants désigneront 

= l a  réunion 

fi = l l in te rsec t io r i  

[ = l a  complémentation 

C = 1' inclusion e t  # = l a  non-inclusion 

= l 'appartenance e t  f = l a  non-appartenance 

= l ' implication 

3 = il exis te  . . . 
V = quelque s o i t  ... 

Enfin marquera l a  f i n  d'une démonstration e t  par exemple [a] 
renvoie aux références correspondantes données tou t  à l a  f i n .  



CHAPITRE O 

----,- 

RAPPELS de DEFINITIONS e t  RESULTATS 

1. ESPACES PROBABILISES e t  MESURES 

1) Soi t  52 un ensemble supposé non vide (52 # @). 

On appelle @t de p d ~  de Q toute c lasse  de par t ies  

de S1 contenant e t  fermée sur (ou s tab le  pour) l e s  opérations 

de réunion dénombrable e t  de complémentation, 

On en déduit aisément que l a  t r i bu  contient  52 e t  qu'el le 

e s t  fermée sur 1 operation d ' intersection dénombrable. 

2) ûn appelle apace pa.obabUabtc? (ou i ~ u u i r a b l e )  t ou t  couple 

( R ,  a)  forné de l'ensemble R # @ e t  d'une t r i b u  a de pa r t i e s  

de  '2 . 

3 )  S o i t  un espace probabil isable ( i l , @ ) .  

On amelle marne hWr toute  application u de dans 

5 , pue nous noterons p : + R+ , t e l l e  que 



e t  

V l a  s u i t e  {%IkGgX d'éléments de , deux à deux d i s jo in t s  

( l e  symbole 1 désigne l a  somme algébrique de tous l e s  élgments 

de l a  su i t e  quand l t i n d i c e  prend toutes  l e s  valeurs de l'ensemble 

d ' indices).  Cette dernière condition e s t  appelée l a  a-addit ivité,  

ûn appelle tplenme de y z r r o b a U C  am C9 (ou p t o b a b U é  nwt (3 ) 

toute  niesure Pr sur @ t e l l e  que F'r(S2) = 1. 

On démontre qu'une condition nécessaire e t  suff isante  POLU- 

qu'une a ~ l i c a t i o n  P r  : a -+ q s o i t  une probabil i té sur 

e s t  que 

1) Pr(f2) = 1 

2 )  V l a  su i t e  f i n i e  {ATs A*, ., An} 

éliments de @ , deux à deux d i s jo in t e s  

3) V l a  su i t e  {%Jkçpl* t e l l e  que A 1 3  A* 3 A3.. . 
e t  t e l l e  que f i l % = @  

k s  N 

Cette dernière condition s 'appelle l a  condition de cont inui té  n~notonc 

séquent ie l le  en fl . 



4 )  On appelle ~ p c e  pmbabd%E tou t  triplet (n,@, ~ r )  formé 

d'un ensemble fi # @ , d'une t r i b u  de par t ies  de R e t  dqme 

probabi l i té  Pr s u r  e, 

5 )  S o i t  Q # (8 e t  s o i t  (où T e s t  un ensemble quelconque 

d s  indices)  une famille de t r i b u s  de p a r t i e s  de R , on démontre que 

n Q e s t  encore une t r i b u  de p r t i e s  de $2. 
t eT  

Nous admettrons que, dans l e s  déf in i t ions  e t  l e s  propositions qui 

vont suivre, l a  t r i b u  n et considérée ne se ra  pas rédui te  à 
tc  T 

l a  t r i b u  {@, R I  ; dans ce cas ,  en e f f e t ,  tout  ce qui sera é t a b l i  

e s t  t r i v i a l  e t  sans aucun in t é r ê t .  

II. VARIABLES LEA'IüIRES 

1 ) Soient ( Q ,  C!?) e t  ( 2 , 3 3  ) deux espaces probabilisables . 

On d i t  qu'une application X : Q + e s t  une v&b&e ~ W & L Q  

X définie sur ( Q , Q )  à valeurs dans , si  

V B r  5 3 ,  x-'(B) 6 ce. X-'(B) désignant 

l'image inverse de B Far X . 



(Ch .O )-4 

On appelle vattiabte déato&e n é d e ,  ou 6onc;tion @ -wi~nwrable, 

toute variable aléatoire  définie sur (fi,@) e t  à valeurs dans 

, ) , (R étant  l a  t r ibu  borélienne des par t ies  de 6 ) .  

2) Soit  un espace probabilisé , P r  e t  so i t  une variable 

aléatoire  rée l le  X définie sur (0, a). 

L ' e 6 p h c e  m a t h m u e  E(X)  de X e s t  définie comme étant 

l ' in tégra le  / X ( w )  dPr( w )  , w 6 fi . notée encore / X dPr. 
n n 

Il y a l i e u  de remarquer, en ce qui concerne l e s  mesures, que nous 

convenons d'écrire indifféremment dp(x)  e t  p(dx) , par exemple 

& f ( x )  dp(x) e t  & f ( x )  p(dx). Cette incohérence de notation 

a l'avantage d'éviter des confusions entre x e t  y dans 

Pt, t* (x,dy) , que nous rencontrerons dans ce chapitre ( n q ~ ,  1) 

e t  dans tout  l e  reste de l'exposé.  éc écriture dPtSta( x,y ) se ra i t  

en e f f e t  incompréhensible), 

A toute pa r t i e  A c CQ, c'est-à-dire A e s t  mesurable, on associe 

l a  variable aléatoire  r ée l l e  1 , d i t e  &&ca&,Lce de A , définie A 

Par 

l A ( w ) = O  sinon a 



On appelle v&b& d é d ~ h z e  &I.g&2 non négative l a  variable 
m 
, J i  

aléatoire  X dé f in i epa r  X =  1 x..l où x.t 1R, x 2 0 ,  
j=1 J A j  J j 

A . € &  , V j =1,2 ,..., n , e t  I forment 
J J 

une par t i t ion  f in ie  de ,Q . 

Soit  ( ,Q,U,  P) un espace mesuré a 

- 1 ' intégrale sur par rapport à d'une variable aléa,toire 

étagée non négative x = xj .IA e s t  définie par 
j =1 j 

- l ' in tégrale  sur a par rapport à p dfune variable aléatoire 

positive X e s t  définie par 

05 {XnInLB* e s t  une su i te  non décroissante de variables aléatoires  

étagées non négatives qui converge vers X. 

- 1 ' intégrale sur 52 par rapport à p d'une variable aléatoire  

r ée l l e  X e s t  définie par 



où X+ = X.l[X201 e t  X- = - ~ ~ l [ ~ < ~ ~  sont l e s  pa r t i e s  pos i t ive  e t  

négative de X , pourvu qu'au moins un des termes de ce t t e  d i f férence 

s o i t  f i n i  (cec i  a f i n  de lever  toute  indétermination). 

- S i  1, ~ ( w )  p(dw) e s t  f in ie ,  a l o r s  X e s t  d i t e  .iiz;té$abRe 

- So i t  A un ensemble nesurable, c 'est-&-dire A E e, 
si ln X( W )  I.I( do) ex i s te ,  a l o r s  In ( x . ~ ~ ) ( o )  li(do) ex i s t e  

S i  X e s t  une variable a léa to i re  intégrable,  a lo rs  1ô fonction 

d'ensembles v dé f in ie  sur Ce par  V ( A )  = /A ~ ( w )  li(dw) , V A L&., 

e s t  appelée l0 int2ghaee L n d é ~ ~ e  de x . 

3)  Soi t  ( 0 ,  p )  un espace mesuré, soient  
' n  }ne,* e t  X des 

variables a l éa to i r e s  r ée l l e s  sur  ( R ,  Q) . 
On d i t  que Xn convenge p - f l e b p u e - p e u t  vurA X quand n + + 

si 3 Q,E Q t e l  que p ( R o )  = O  e t  que 

Mous noterons p-presque-partout par p-p.p. 



(Ch .O)-7 

On d i ra  également que Xn r Y p-presque-partout, où Y e s t  une 

variable a l é a t o i r e  r ée l l e ,  s i  xn(u) ( Y ( @ )  , V w E [ R ~  . 

Nous rappelons l e  théorème suivant ( i h é o t ~ è m ~ ~  de Fatau-Lebcdgu~ ) 

dont nous nous servirons plus l o i n  : 

Soit  (R, a, p )  un espace mesuré, s o i t  e t  X des 

var iables  a léa to i res  r é e l l e s  sur ( R,  @), 

si l n ]  I Y p-p.p. , où Y e s t  une variable a l éa to i r e  

r é e l l e  p in t ég rab l e .  

~t s i  xn + x e-p.p. , a iors  [ X,(W) ~ ( d w )  + ,f x ( ~ ) u ( d w )  
n n 

quand n -+ .D . 

4 )  Rappelons enf in  l e  ;th&onhe de Radon-Ndzodym. 

So i t  (0,  a) un espace mesurable e t  soient  p e t  v deux mesures 

su r  , On d i t  que v e s t  & 4 0 h ~ &  w~u%uc pUt &pp0M Ù ri 

On notera dans ce cas  v << p. 

Le théorème de Radon-TJ ikodym s ' enonce comme s u i t  : 

Si  p e t  v sont deux clesmes a-f in ies  sur @ , a lo r s  une 

condition nécessaire e t  suff isante  pour que v << p e s t  que 

une var iab le  a l éa to i r e  r é e l l e  f sur (R,a t e l l e  que 

f e s t  appelée l a  densité (de  ado on-~ikodym) de v par rapport  
à r i o  



III. ESPERANCES e t  PROBABILI TES CONDITIONNELLES 

1) So i t  (fi,@, p r )  un espace probabil isé.  So i t  3 une sous-tribu de Q, 

c'est-à-dire $c 0. Soi t  Pr  l a  r e s t r i c t i o n  de P r  à $ , c 'es t -  
zP 

à-dire P r  : 3 -+ [o,g t e l l e  que Pr ( A )  = P ~ ( A ) ,  V AS$. 
Y f 

Désignons par \& l a  f a n i l l e  de toutes  l e s  fonctions CP-nesurebles 

dont l ' i n t é g r a l e  pa r  rapport à Pr  ex i s te .  

L 'ebpetwzce mathématique c o & a n n ~ e  pm ~ a p p o h t  C ;f de x E & 
3 

notée E (X) , e s t  une fonction 3 -mesurable, dé f in ie  P r  -presque- 
+' 

sûrement par 

(presque-sÛrenent e s t  employé à l a  place de presque-partout lorsque 

la mesure u t i l i s é e  e s t  une probabi l i té  e t  on l e  notera  P.S.) 

EQ e s t  donc une appl ica t ion de dans l 'ensenble des fonctions 

$-mesurables ( déf inies  Pr  -p .S. j . 
9 

9 La p ~ o b a b U E  concf&hnn&e p h  hapappoht à 9 , Pr  , e s t  une 

appl ica t ion de a dans 1 'ensemble des fonctions $-nesur ab les  

(dé f in ies  -p .S. ) t e l l e  que 



2 )  so ien t  un espace~probab i l i sé  , ,  P r  e t  un espace probabil isable 

( )  e t  s o i t  Y une variable a l é a to i r e  déf in ie  sur (C2,Q) à 

valeurs dans @, $3) . 

S i  on note par  9 l a  t r i b u  Y-'('&) a lo r s  l a  probabi l i té  

condit ionnelle Prf  s e r a  notée Pr (  . I  Y )  e t  appelée l a  

condit ionnelle par rapport  à l a  var iable  a l é a t o i r e  Y ( t and i s  que 

E' se ra  notée ~ ( ~ 1 ~ 1 ) .  

Pour A Ge, P ~ ( P , ~ Y )  e s t  une fonction de Y dont l a  vaieur lorsque 

Y = y e s t  notée P ~ ( A /  Y = y ) b  

I V .  PROCESSUS de YARKOFF e t  FONCTIONS ALEATOIRES MARKOVIENNES 

Dans ce t r a v a i l ,  nous nous restreignons au  cas  du temps d i s c r e t  t c i  N. 

1 )  Soient deux espaces probabil isables ( ) e t  (8,  ;Sf ) . 
On appelle p t ~ o b a b U E  de ;ttuu26&n, ou p robab i l i t é  de passage, 

dont l e  domaine de d6f i n i t i o n  e s t  ( (&;h), (3Éq ," ) ) toute applicat ion:  

P :  % x m 9  -t [0,1] t e l l e  que 

( i )  V x E %, ~ ( x , . )  e s t  une mesure de ~ r o b a b i l i t é  sur 3 

( ii ) V B , P . , e s t  une var iable  a l é a t o i r e  r é e l l e  déf in ie  

sur @,'a) b 



Soi t  une s u i t e  d'espaces probabil isables ((3 t ,  

Su?psons que, V t e  U, 3 une probabi l i té  de t r ans i t i on  Pt,til 

dont l e  domine de déf ini t ion e s t  ( ($ , ) , (at+L , 3jt+l ) ) . On d i r a  

a l o r s  qu'on s un pkocebbuh de E.icv~ho&d (à  tenps d i s c r e t )  dont l e s  

espaces des é t a t s  sont (z', a t ) ,  t h Y , e t  dont l e s  probabi l i tés  

de t r ans i t i on  sont P t,t+lS t L U s  

Noua convenons de noter un t e l  processus p r  { (St, q), Pt,t+l 1 < 

V s 6 N e t  V t t N t e l s  que s < t , considérons 

P : $  x B t  + [0,1] déf inie  par 
s,t S 

Il e s t  c l a i r  que P a i n s i  définie e s t  une probabi l i te  de t r ans i t i on  
s , t  

dont l e  domine de déf in i t ion  e s t  ((Zs, %>, (at,%,)). 

On vé r i f i e  égalernent que V s , u , t ~ . N  t e l s  que s < u < t , 

C i  e s t  1 équation de Chapnann-Kolnogoroff . 



2 )  Soi t  une sui te  d'espaces probabilisables {(3t,'??+,)ltaB e t  s o i t  

'Xt}t 6 II une su i t e  de variables aléatoires  définies sur (f2,e) e t  

t e l l e s  que V t E P, Xt s o i t  à valeurs dans E t , & ) .  d i t  encore 

que I X t l t e N  e s t  une donc.;tion d W A n e .  

une 6onmXon aeéatohe {xt It u;t &-te !!mhovienne s i  

V s  e t  t e l  t e l s q u e  s < t  e t  V B E % ,  

On d i t  que l a  fonction aléatoire Markovienne 
{Xt}t  E N e s t  attachée 

auprocessus {(Zt,P+), Pt,t+31t,, s i  

Bien que nous ne ferons pas usage de l a  déf ini t ion d'une fonction 

aléatoire  ~arkovienne nous avons préféré l a  rappeler i c i  af in  de 

f ixer  l e s  idées. Il  e s t ,  en e f f e t ,  à renarquer que l a  terninologie 

concernant l e s  processus e t  l e s  fonctions aléatoires  e s t  lo in  d 'ê t re  

l a  &me pour tous l e s  auteurs. S i  pour certains,  ( c f .  par  exemple 

LO$VE [Lg] ), semblent c onsidérer,comne nous, un processus conme une 

f a n i l l e  de fonct ionsa l~a to i res  ayant même l o i  d9évclution mais à 

probabili té absolue i n i t i d e  ( c  "est-$-dire l a  l o i  de probabilité de 

X ) arb i t ra i re ,  d'autres ( c f .  par exenpie [l] (pige 75 ) ) considèrent 
O 

une fonction a léa to i re  corne m e  famille {Xt}t  r T de variables 



a l éa to i r e s  indicées par t , é l é w n t s  d'un ensemble a r b i t r a i r e  T , 
a lo rs  qu'un processus stochastique e s t  une fonction a l éa to i r e  indicée 

par un paramêtre t r é e l  ( c ' est-à-dire 
{Xtl t  c T e s t  appelé 

processus stochastique s i  TC R ) .  

Pour d 'aut res  ( c f .  par exemple [12] ) , l a  d i s t i nc t i on  est fa i te  

en t r e  une chaîne ( fonct ion a l éa to i r e  {'t't C T  
où t cZ I  ) e t  un 

processus ( TCIR) .  

Enfin, p u r  d'autres comme DOOB ( c f .  [ b ] )  une chaîne de Markoff e s t  

un processus de Markoff dont l e s  espaces des é t a t s  ont chacun un 

nombre f i n i  ou dénombrable d'éléments. 



CHAPITRE 1 

---.--, 

K-ERGODICITE FAIBLE des PROCESSUS de MARKOFF NON HOMOGENES 

Dans ce chapî t re ,  cornne dans l e s  suivants,  nous ne nous 

intéresserons qu'aux processus de Markoff 1 (z, q) , Pt, tul}t 

où l e s  t r i bus  St de p a r t i e s  de % sont t e l l e s  w e  l a  t r i b u  % 
t E  N 

ne s o i t  pas rédui te  à {@,a. ( vo i r  convention de nota t ion chap î t re  0, 

On s e  rappel lera  auss i  l a  nota t ion P , s < t, s E. IJ e t  
s,t 

t E. Al donnée au chapî t re  O ( v o i r  chapître 0, no IV&). 

1-1 DEFINITION 

un ~ O C U A U  de iianhoad i (x, 1, pt,t+l}t,U u* d i t  
~-@ib&ment q o d i y u e  ou @LbLmQvLt m g o d ~ u e  au aevtl de 

~ a i ~ w d k a  ( c f .  [8]  ), AL 



1.2 PROPOSITION 

Une condiition nEcen~&e eA nub&i.bavtte pou& qu' un p o c u a u  

de Manb&( , Pt,t+l)tLB 6 o L t  ~-@Lbdment  mggodipue e 6 t  

q u ' a  exhite, pow itvcLt s E EJ, une 4uhte de mama de pnobabilité 

1 {'s,t teY * chaque n &tatant dE&ie IWL st, .WLeb que 
s ?t 

t>s 

l i n  [P ( x , ~ )  - 7; ( A ) ]  = O , 
t* s, t  s,t 

Démonstration 

1 )  Condition suff isante  

Nous avons, Q s E PI, une su i t e  de probabili tés 

{'s , t ' t r ~  vér i f ian t  (1.2 .l) 

t > s  

 lors V A  0 'a, V X G ~ ,  id E > O, B ~ ~ ( E , A , x )  t e l  que 
t&B 

De dine Q yr& 3 t O ( € , ~ , y )  t e l  que 

En choisissant tO(  E , A , x , ~  1 = w [tO(c ,A,x), t o ( c  , A , ~ ) ]  

nous avons 



Donc V A 6  Bt, V xi& V y ~ k ,  
t E  N 

l i n  [P ( x , ~ )  - P s , t ( ~ a ~ ) ]  = 0 
t+=' s ,t 

Le processus e s t  X-faiblenent ergodique. 

2 ) Condition nécessa i re  

Supposons que ( 1  .1.1) s o i t  v é r i f i é e .  

Pour s 6 N a  considérons une nesure de p r o b a b i l i t é  u s u r  
s % e t  posons 

Il e s t  c l a i r  que T e s t  une p robab i l i t é  s u r  
s a t  

v XCS, Y A~ n q, a,ns 
% 

ta 

l i n  [P (x,~) - n (A)]  = l i n  [P ( x , ~ )  - / ~ ~ ( d y )  P S a t ( Y I ~ ) ]  
t- s ¶t  s a t  t+ s a t  3 

= lin / [P ( x , ~ )  - P us(dy) 
t-m k S s t  s,t 

s,x,A Étant f i x é s ,  pour t o u t  ~ G N ,  t > S, 

[ P ~ , ~ ( X , A )  - P (.,A)] e s t  une fonction de y, s, t  
bornée, par  s u i t e  p - intégrable,  t e l l e  que 

S 

I P ~ * ~ ( x ¶ A ) - P  (Y,A)( $ 1 ,  V Y C ~  
s ,t 

e t  

l i n  [P ( x , ~ )  - P , ( y , ~ ) ]  = O, V y 6 2  d'après(1.1.1) 
s ,t s *  - 

t- 



En a ~ p l i q u a n t  l e  théorème de Fatou-Lebesgue 

Donc v x t ~  e t  V V G  fI 3 , 
t € N  

Donc pour t ou t  S E N ,  il ex i s t e  une su i t e  {n 1 s , t  t t BI de 

t > s  
vé r i f i an t  (1.2 .l) Rl - 

Soi t  P une probabi l i té  de passage dont l e  domainede déf ini t ion 
0,s 

e s t  ((x, q). ( ~ ~ 3 ~ ) )  ( c f .  chapî t re  0, no I V ,  1). 

S a i t  p une p o b a b i l i t é  sur  6 

Alors 

e s t  une probabi l i té  sur a. 
Nous avons de  plus ,Q B E 3 s' 



Df où il vient,  par  su i te  de l a  déf in i t ion  de l ' i n t ég ra l e  (cf. Chapitre O ?  

n02 ,2 ) e t  du théorème de Fatou-Lebesgue (cf. chapître 0 ,  n02 ,3) que pour 

tou t  variable a l éa to i r e  r é e l l e  Y : E, 'Bs ) + (IR,% bornée, par conséquent 

intégrable par rapport à toute mesure de probabil i té sur 

1.4 PROPOSITION 

engodique. ciLw U e W Z e  w e  rncswrs de p m b a b U Q  p sur a jj,*eeCe pue 

Dgclonstration 

Le processus é tan t  K-faiblement ergodique, l a  condition nécessaire 

de l a  proposition 1.2 entraîne que l a  s u i t e  {n n de mesures de 
0,s  S Q  

probabi l i tés ,  déf inies  à p a r t i r  d'une mesure p sur % par 

e s t  t e l l e  que V x c S ,  V A c  n 3 , 
t el? 

i i m  [P x , .  - T ( A ) ]  = O  . 
s- 0,s 0 ,s  

or  V s a ~ *  e s t  une nesure sur 3 d o r s  l n  s u i t e  de nesures 
S 

1 définies  par {TS,t t b B  
t>s 

n ( B )  = / ~ ~ , ~ ( d y ) . p  ( Y ~ B ) ,  , 
s, t  2 s ,t 



e s t  t e l l e  que ir xe* ir A E  3% , 
tébJ 

s o i t  

e t  d'après l a  rcmrque précédente , 

e t  1 '6qwtion de Chapmnn-Kolmogoroff nous donne 

De plus, en rennrquant que 1 p(dz) P (z,A) = L  n (dy) P v , t ( ~ , ~ )  
2 O , t  0,v 

a, 

PCV v t l?= t e l  que v < t, nous pouvons énoncer que, s i  wi processus 
de k r k o f f  e s t  II-faiblenent ergooique, il exis te ,  V S O N ,  V v6N une 

probabi l i té  p su r  3 t e l l e  que 
v v 

en prenant p = T 
v O,vS v > O e t p  - 

v - v = o  Il .' 



D'où l e  coro l la i re  

1.5 COROLLAIRE 

Llnc? candi;tion nécabaire G buddi-ba&te p o u  qu'un ~AocU6UA 

40.L-t ~-ScUbk~m& mgadique esX 

que v s LN, 3 v ( s ) e  BT .tu? que 3 une p m b a b ~ i ?  p h m  '51 t&e v V 

que 

Démonstration 

La condit ion nécessaire decoule du r é s u l t a t  ( 1.4.2 ) 

La condition suf f i san te  se  ramène à l a  condition suf f i san te  de l a  

proposition 1.2 en posant Fr s G B J ,  V t & U s  t > s a  

pour t s v 71 
- 

s ¶t = u t  , d ut e s t  une probabilité 

quelconque sur  %t 

1 Quelque s o i t  l e  processus de Markoff Bt Jt) 3 Pt,tyl t~ 9 

V s hP, V A é 9 '& e t  V x 6 2, il ex i s t e  au moins une sous-suite 
t é N  

convergente ex t r a i t e  de l n  s u i t e  {P ( x a ~ ) I t a  . 
s ,t 

Cette remarque e s t  évidente à cause de l a  compacité de 

l ' i n t e rva l l e  [O,%] d m s  lequel  {P ( X , A ) } ~ ~ ~  prend s e s  valeurs. 
s ,t 

t>s  



1.7 PROPOSITION 

Une c o n a a n  nitCanche Q;t nub~hanXe pow~ qu'un ptracuidbuh 

1 de jiahh!i {@,Bt )  Pt,&+% soLt K- &.ibtme.kzk ~ g o ~ u e  ebz 

pue v S E N ,  v A G  f'~ 34, t v u ~ e  6uite  cilohidbante d l u i d i c a  {tilieN 
t c N  t, >s  

J. 

t&e pue Ps (x,A) convenge puand i- idboa Xteeee pue 
9 2 

V y 6 2, P (y ,A ) c o n v q e  quand i- ct que 
s,ti 

i i m  P ( x & )  = l i m  P ( y & ) .  
i* s,ti i- s s t i  

Démonstration 

1 )  Condition nécessaire 

Le processus é t an t  K-faiblement ergodique, nous avofis 

 après l a  remarque 1.5, pour s, x e t  A quelconques, il 

exis te  une s u i t e  croissante d ' indices  ( t  ) i i L N  
dépendant de 

s ,  x, e t  A t e l l e  que l a  sous-suite {P ( x S ~ ) l i d  II converge. 
s ,ti 

f i )  
( l ' ind ice  i, dans 1 9écr i tu re  de f ( x , ~ ) ,  symbolise l a  

d 

dépendance dq une t e l l e  l i n i t e  au choix de l a  s u i t e  { t i  ji 

considérée ) . 



L'existence de l a  l i m i t e  de {P ( ~ ~ ' l ) } ~ ~  LI e t  l a  
s ,ti 

r e l a t i o n  (1.3.1) - en t ra înen t  l ' ex i s t ence  e t  l ' é g a l i t é  de l a  

Par s u i t e  l ' ex i s t ence  dc l a  l imi te  de 

d d y )  Po t ( Y , A ) } ~ ~  El e t  l a  r e la t ion  (1,3 . l ) v r a i e  
iF - ' i 

V xc&,  ent ra înent  que lqensemble des s u i t z s  c ro i s san tes  

d  indices { t i I i  t e l l e s  que {P ( x ~ A ) } ~ ~  converge 
s ,ti 

e s t  indépendant de x e t  que pour une t e l l e  s u i t e  {tiIiB 

Donc que 

B t i } ( x , a )  =  ni^, v x c ~  où n ' i ' ( ~ )  e s t  
s 3 S 

indépendante de x. 

2 Condition s w f i s a n t e  

Par hypothèse, s i  { t i I i c  e s t  une s u i t e  c ro i s san te  

d g  indices t e l l e  que {P ( X ~ A  ) 1 Bi converge, a l o r s  
s 3 ti 

V y c z ,  IPs,ti(y,A)} converge e t  

Considérons l a  s u i t e  { [P (x$) - P ( y , ~ ) ]  ltGN où x& 
s , t  s,t 

t>s  

Alors comme -1 6 P  (x,A) - ? 6 +la ~ E I ,  t > s  
s , t  s ,t 

e t  à cause de la, compacit6 de lv i n t e r v a l l e  [-l ,+l] , il ex i s te  

une sous-suite convergente e x t r a i t e  de c e t t e  s u i t e .  

So i t  l i n  [ps ( x , ~ )  - P ( y ,~ ) ]  = a 
k- ,k s ,tk 



S i  nous considérons l a  su i t e  {P (x,h) Ik 11, a lo r s  d 'après 
s ,tk 

l a  remarque 1.5, il ex i s t e  une sous-suite croissante  

'tkl}l E BI e x t r a i t e  de {tkIk t e l l e  que 

t ( x,')~ s o i t  convergente. 
' k, 

-L 

Par hypothèse 

Y e s ,  {Ps,& ( Y , ~ ) ~ ~ ~  Y e s t  convergente e t  

kl 

l i m  P 
s t ( x , ~ )  = lin P (Y&)  

1- ' kl 
1.- sstkl 

c'est-à-dire 

D'où e = l i n  [pS ( x , ~ )  - 
k- ' k  

Donc toute  sous-suite convergente e x t r a i t e  de 

{PsSt(x,A) - P (Y,~)It611 converge vers O ,  e t  par s u i t e  
s ,t 

t>s  

de l a  compacité de [-l, +1] 

i i m  [P ( x , ~ )  - P ( j r , ~ ) ]  = O  
t- s , t  s,t  

c t  cec i  e s t  v r a i  V s c U, Q iLc (7 Bt c t  V x, V y c S  , 
t € N  

ce qui  t r a d u i t  l a  K-ergodicit6 f a i b l e  du processus & 



La condition néces sa i re  de l a  proposition précédente montre 

que V s s l, V A € n q, l'ensemble des s u i t e s  croissantes  d'indices 
téBI 

' t i} i  s iii t e l l e s  que {P ( x , A ) } ~ ~  pl converge e s t  indépendante de 
s ,ti 

x 6 2  e t  que l e s  l i n i t e s  de {P ( x , A ) } ~  pour x E sont égales.  
s , t i  

Un même raisonnement, dqaprès l a  r e l a t i on  (1.3.1) qui e s t  vraie - 
V s 6 BI e t  V x 6 $, montre que lPenserible des s u i t e s  croissantes 

I t i ' i  c l  t e u e  que {P % t i  ( x , A ) } ~ ~ ~  s o i t  convergente e s t  indépendante 

de s e t  de x e t  que l e s  l imi tes  de {P ( x , ~ )  li6 pl pour S E N  e t  3508, 
s ,ti 

sont égales,  powvu que. l e  processus de Markoff s o i t  K-faiblement 

e r  godi que , 

B. CAS PARTICULIER des PROCESSUS de MARKOFF à un NOMBRE FINI d 'ETATS 

Nous donnons ci-dessous l e s  rg su l t a t s  concernant l e  cas 

pa r t i cu l i e r  des processus de Markoff non homogènes à un nonbre f i n i  

d e é t a t s .  

Pour ce f a i r e ,  nous donnons l e s  notations,  déf ini t ions  e t  

usuel les  de t e l s  Focessus .  

Une na t r i ce  stochastique e s t  une r r ~ t r i c e  carrée à éléments 

pos i t i f s  ou'nuls dont l a  soime des élérnents de chaque l igne e s t  égale à 1. 

Dans notre cas  pa r t i cu l i e r ,  X = {!L,2,. . . ,r} désigne 1 'ensemble des é t a t s  

possibles du processus ; nous avons % = e t  nous prenons coriie t r i b u s  'a, tsM, l e s  t r i b u s  ?+, =g(xt), B=CS)(LE). 



Les probabi l i tés  de t rans i t ion  P 
t . t+ l '  t & N ,  peuvent sPexprimer 

sous forme n a t r i c i e l l e  : V t EU, Pt ,te sera  l a  matrice stochastique à r 

l ignes  e t  r colonnes, dont l e s  éléments seront notés p 
t,t+l ( i , j ) ,  où i e t  

j 6 %  

Un t e l  processus à r é t a t  possibles e s t  dé f in i  par l a  donnée 

d'une su i t e  i n f i n i e  de na t r i ces  de t r ans i t i on  P 
t , t + l Y  t GU; nous l e  

designons s iqleraent  par  fX, P t,t+l 1 t QN' 

Pour i e t  j 6 4 (i, j ) désignera l a  probabil i te  de s e  trouver 
s,t 

en j à l ' i n s t a n t  t sachant que l 'on s e  t rouva i t  en i à l V i n s t m t  S. C'est 

l 'élément de l a  ième l igne  e t  de l a  jèm colonne de l a  matrice carrée  

P d é f i n i e p a r p  = P 
s , t  Ps ,s+l  s+l,s+2 ' * O  Pt-l,t , ?Our tout  s < t. 

s ,t 

Nous avons évidement 

e t  l 'équation de Chapmann-Kolnogorof f : 

On retrouve a l o r s  l e  cas  étudié par 1. ~oin iewska  dans [8]. 

La déf in i t ion  I .1 de l a  K-ergodicité f a ib l e  devient : 

(1-1.1 b i s )  l i m  Ip ( j )  ( k , j  = O f; 

t- 5 , t  s,t 



La proposition 1.2 svénonce a l o r s  

Unc c o n U n  néccns&e &t auddbarvtte pow qu'un phocabun 

de biairhol(d d un wribke 6ULi dtf*at6 (3, Pt,te 1 na,& K-  j/a..LbRement 

~ngodique t qu'X e x h t e ,  v s t N, une d o  c ~ ~ u & u k e ~  a,tochnbficjuiu 

En prenant  l e s  mesures p a r t i c u l i è r e s  u s u r S ( 2 )  t e l l e s  que 
s 

nous retrouvons l a  c?6nonstration de l a  proposit ion 1.2 donnée par 

1. ~ o % n i e ~ ~ s k a  dans [8] . 

ifous écr i rons  l a  proposit ion 1.4 

S i  un phoccmul5 dc i!anl.-od 6 ?t LN ~zor;.ibtre dinh d' EZah 

} {x* P t , t + l  te .  l ai K-4a.ibRwicM;t mgocfique, &oh5 a e d t e  WIC 

&e b.tochab&&pe n doat Ra a g n a  h o n t  d w ~ y u e ~  (&a ée&iwka 

de chaque Ligne aoszt noZh ri( j ), j e 3 i e M e  que 



(1.4.1 b i s )  l i n  , - 1 ~ ( k )  pOst(k.j )] = 0 3 

t- s , t  k~sE 

ou en éc r i t u r e  mat r ic ie l l e  

'd soBI l i n  [P - RP ] = O. 
t- s , t  O , t  

1 
On peut évidement prenüre Fi( j ) = - V jr& r 

Les matrices stochastiques aux l i gnes  identiques vér i f i en t  l e s  

propri6tés suivantes. Soi t  Ii une t e l l e  matrice e t  P une matrice stochas- 

t i que  quelconque. 

e t  ii x P = Iio ou II' e s t  une mctrice stochastique aux 

l ignes  identiques. 

Avec c e t t e  dernière r e l a t i on  e t  l a  re la t ion (1.4.1 b i s ) ,  l e  co ro l l a i r e  

1.5 se ra  

Lfne cond&%oiz n é c u a h e  et 4u6@~anXe pvwr q u s w  phocUQu4 

de iimha4C i un nornbhe dini d ' E m  {X, P ~ , ~ + ~  1 b o a  K- daib&rnent 

wrgodique UX que v s e ai, 3 v a u  ot une r t d c e  htocha$iquigue nv aux 
&MU d~m%pa ( dokzt UQnenXh de C E Z L Z ~ U Q  t i . 9 ~ 1 ~  h o d  p ( j 1, j s 2) v 
x a e  que 

ou de façon plus exp l i c i t e  

Le cas pa r t i cu l i e r  dqun noribre f i n i  d9é t a t s  nous fourn i t  egalenent l e  

r é s u l t a t  suivant qui l u i  e s t  propre. 



PROPOSITION 

où M~ e d X  w ~ e  m&ce 6Xuchab.tique aux dw~qua, d o t ~ s  

une c a r d i t i a n  n é c ~ ~ c k t e  c X  sub@ants  pou^ qu'un p t o c ~ ~ u b  de 

iimkodd à un ~iombne &~YLL d'éuits {Z, ptStui 1 t e l  r , o a  K- 6aLbZe~1clvLt 

mgudique ent qm 

Cette p r o p s i t i o n  e s t  une conséquence du c o r o l l a i r e  énoncé 

ci-dessus dans l eque l  on prend v = m, = M e t  en renarquant que 
n 

Puis v i en t  l a  proposition 1.7 sous l a  forme : 

Une c a n d W s z  nZcwk&.c  et bu&$ibmXc palch ~ L C ' L L M  ~ C J C Q A Q ~ A  de 

i 4 a ~ k u ~ ~  ù un nombm liai d' ho.& K- (aLb&er;iwX 

a g a d i q u e  Q A ~  que 

Kcuç remarquerons égalernent que sous l a  condit ion de K-faible 

ergodic i té  , l e s  matrices stochastiques aux l ignes  identiques l i m i t e s  

de sous-suites convergentes son t  indépendantes de s E N  I 

Nous t e r ~ i n e r o n s  ce  chapî t re  en donnant deux exem~les  de 

processus de Markoff à un nombre f i n i  d v é t a t s  K-faiblement ergodiques. 



1 1) s o i t  l e  processus de Markoff { 2, Pt ,t+l Y t e l  que 

l 'espace des é t a t s  X= {1,2) e t  t e l  que 

de manière plus expl ic i t e  ; 

Nous pouvons é c r i r e  

'2 k+l = n: + R2k+1 et '2k+2 
= II + 

%k+2 

d'où Y k a BT 

/ ? ô  -3) 
R2k+!L = Rl %k+2 = R2 - 2 -/ 

10 10, 10 

 osons f f = R ou a e t  b sont  pos i t i f s ,  a ï o r s  



dg où il vient  : 

m+n 
l i m  ï'i Rt = O . 
n* t = m  

Donc l e  processus vé r i f i e  l a  condit ion suff isante  de l a  proposition 

1.9, il e s t  K-faiblement ergodique . 
Etudions l e  comportement du processus. Nous avons 

- 
'2k,2k+l - '2k+l 

= n + RI, avec l e s  notations 

car Rln = O :, 

e t  il vient  l e s  re la t ions  récurrentes  : 



en posant par  convention (%R*)' = ( R  2 R 1 )O = 1 = l a  matr ice i d e n t i t é  , 
d'où V k G N  

lim '2k,2k+@ = [II + FR,][ 1 ( % R 2 l i ]  
P)" i = O  

O r  V m k l ,  V kdU, V n k g ,  tels que m < 2k < 2n 3 

- - Donc l i n  . l i m  Pgg,2n 
n* n- 



2 )  Soit  l e  processus de Markoff (S, 1 t e  Y t e l  que l'espace 

des 6 t a t s  (jç = {1,2,3) e t  t e l  que 

ou plus explicitement 
/1 1 1 
' T ;  2'I i  

k'*sp2k,2k+l et P2k+l,2k+2 
?, 1 1 1 ,' 

\O O 1 '.t 2 t/' 

que nous noterons respectivement P 2k+l et '2k+2, 
k E N .  

Ces deux matrices peuvent se décomposer en 

: 1 1 1  
avec II = '  , 

dont l e  produit R2% e s t  

/-12 -16 +28Y 



Considérons une matrice du type R c qest-à-dire dont l a  somme 

des éléments d'une l i gne  e s t  égale à O ; notons I r i j  1 i , j  = 1,2,3 

l e s  éléments dvune t e l l e  matrice 

- - - 
avec a = rg3, b = rZ3, C - r33 e t  ki - r i = 1,2,3. 

2 

4 a a 

Nous avons 

a lors  

e t  l a  lè" ligne de R( R2%)", notée a( R ~ % ) ~  e s t  égale à 

r 11 r 12 r 1 3  - 2 + k 1  -2-kq a 

b 
r r r 21 22 23 

r 
r3!L r32 33 

Les au t res  l ignes  b ~ ( ~ 2 % ) n  e t  c ~ ( ~ 2 ~ l ) n  s 'écrivent de l a  même facon, 

en remplaçant a par b e t  a par c , kt a 1 2 e t  kt par k 3 ' 

Le dernier  élément de la l igne  . R ( ~ ~ q l ) ~  e s t  t e l  que 



donc c e t  élement tend vers O qmnd n tend vers +m . 
ère 

I l  en e s t  de même des autres el6ments de l a  1 ligne e t  des 

au t res  l ignes de R(R2R1)". 

Donc R(R2%In  -+ O quand n -+ + m.  

m+n * 
l i m  Ii Rt = O ,  V m t l  . 
n* t = m  

Donc l e  processus e s t  K-faiblement ergodique, dgaprès l a  proposition 

1.9. 

Nous avons ,comme dans l e  l e r  exemple, 



' lim '2k , 2 ~ + 2 ~  = [il + I I R ~ ]  [ 1 ( ~ i i ~ ) '  ] 
Y-)co i=O 

lim P2h,2k+2p+l = [il + nRI] r 1 (%%li ] 
Pj" izo 



K-ERGODICITE FORTE Ces PROCESSUS de !"AFKOFF NOIV HOflOt7XiJES 

-...-...- 

Ce chapi t re  e s t  consacré È i  lv6tude de K-erEodicité f o r t e  des 

processus de Flarkoff e t  &e ses  l i e n s  avec l a  X-erzodicité fa ib le ,  e t  

enfin du cas pa r t i cu l i e r  des processus de flarkoff IC- fortement ergodiques 

a un nombre f i n i  d 7 é t a t s .  Les notations employées sont l e s  mêmes déjà 

u t i l i s é e s  au chapi t re  prec6dent. Comme précéderment, l e s  processus sont 

supposés t e l s  que iq # 16.5}*  
t eu  

A. CAS GENERAL - DEFIfJITIOlJS e t  PilOPRIE!ES 

11-1 DEFINITION 

F:I ~VLOCUAUA ;:e + ' [ : ~ / L o ( (  ( Pt,,, 1 t r Y   CA^ CX;: 

"x- dofitenefif enp&querl ou " 6oht.u1eytt ap!.Lr;ce ac A ~e ;:df,' 11~. i:,!<!." 

( c f  [8]) b i  

11-2 PROPOSITION 

} % w ;7~cfcadud de h . ~ C o i  ( Q, at 1, Ft t+l Ei ~ n k  K- iaRto 7e;t-t 

9 

wjociiqui cLeat~b 



( c  'est-&-dire, l a  mesure cle p ro5ab i l i t é  l i m i t e  e s t  indi;iPendante de 

l ' i n s t a n t  S. ) 

Démonstration 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de l a  K-ergodicité f o r t e ,  nous avons 

e t  pour un i n s t a n t  u t 8 quelconque d i f f i r e n t  de s, 

Par dé f in i t ion ,  s, t, A e t a n t  f ixes ,  P (.,A) sst une fonction 
s s t  

3 -nesurable bornée 
S 

avec {P (x,A)ItEàl convergeant vers  Ii (A), 
s ,t s 

t>s  

En appliquant  l e  théorème de Fatc!u-Lebesgue, s i  u < s , 

Si s < u, nous fa isons  un raisonnement analogue avec {P ( x , A ) ) ~ ~ ~  
u , t  

t > u  
e t  nous obtenons 



Donc 
- nu - Ii = II, V u e t  Y s r @, e t  l a  proposition e s t  

s 
é t ab l i e  a 

Comme il f a l l a i t  s 'y at tendre,  on a l e  r ê s u l t a t  suivant ciont l a  

dénonstration e s t  imédiate.  

Nous ir:trouuisoris ci-tJcssous l o  rlotion de K - cri-odicitc dc i i~vr( i ,  

On remarquera que s i  un processus e s t  K-erqodic-ue de degr6 a, avec 

O < a < 1, a lo r s  il e s t  K-ergodique de degré a q  t e l  que cc < as s 1. 
Bous avons egalement l e  r e su l t a t  suivant. 

11-5 PROPOSITION 

La ~ - u ~ 3 o d i & Q  Jat!,;Ce e/t h !;-mgod!cLtQ ~ah tc  e&nuz2 AT. 

K-~oc! ic iRé de degni? a-1. 

Demnstration 

La K-ergodic i t e  fa ib le  d Q  un processus de Ilarkoff 

s8exprirre par 



3 un e n t i e r  pos i t i f  t O ( r ,  S, x,y, '1 t e l  que 

n choisissant  t > max [ t o ( ~ , ~ , k , Y , ~ )  ; t l ( ~ , t o , s 1 x , ~ r S ~ ) ]  , 

ce qui  t r adu i t  12 K-ercodicité de degré a = 1. 

Lô ~ r o p o s i t i o n  II .3 termine l a  demonstration m 



3. CAS des PROCESSUS de MARKOFF HOE!OGEX'JES 

Examinons maintenant l e  c a s  p a r t i c u l i e r  des  pocesçuç de hlarkoff 

homogènes. 

11-6 DEFINITION 

(11.6.1) Pt, ttl (x,A) = P(x,A) . 
D m s  c e  cas ,  on a 

cPest-a-dire que l a  probabi l i tg  de t r m s i t i o n  P ne d pend pas 
s a t  

sépar6ruent des i n s t a n t s  s e t  t a  mais seulement de l e u r  diffgrence t-S. * 
E t  on aura  V x r q  V A 6 3 ,  V n e U  e t  V m o N  avec m < n , 

Par convention, P ~ ( X , A )  = l A ( x )  où lA désigne l a  fonction i n d i c a t r i c e  

de lP ensemble A. 

Nous convenons de noter  un t e l  processcs (homozène ) par { (1,3 ,PnIn N* 
Pour l e  cas homgène l e s  de f in i t ions  11.1 e t  1.1 deviennent donc 



Introduisons également les deux d é f i n i t i o n s  s u i m n t e s  

v x c Z ,  ~ 6 %  et Y E > O, a un en;tim poaLiXd n o ( € )  

X d  que 

( II -9.1 1 n s no(c )  -3 I P ~ ( x , A )  - I ( A ) I  < E 

a& n ut une n e ~ ~ r c  de jm b c b i t i t t i  AUP, 3. 

11-10 DEFINITION 

ln ~ O C ~ ~ K A  dc. : : M / z o ~ ~  hob ;o;?ne { (s, 3) , p, 1, a5L.t 
K- ~uiSCa.;:ecvi: c?R unidow~hc):?X mg a t Z n ~ ~ e ,  AC 

v x62, v ytz, ~ ~ 6 3 ,  e . tv E > O a un e n ~ m  
p6"6 no(& ) $& que 



Démonstration 

La K-ergodicité fa ib le  e t  uniforme du processus homogène 

entraîne,  d'après l a  pro2osition 1.2, qu ' i l  ex i s te  une su i t e  de 

probabi l i tés  {\ln déf inies  sa 3 t e l l e  que 

Prenons, d'après l a  condition nécessaire de c e t t e  proposition, l a  

s u i t e  {linln aII* construite do l a  façon suivante 

02 u e s t  une mesure probabil i te sur 3. Alors 

(11.11.1) l i n  [ F ~ ( x , A )  - nn(A)] = O e s t  uniforme par rapport à 
n- 

x e t t l A  e 

En e f f e t ,  V x e t  y o & V A 6 3  e t  V E > 0 ,  un en t i e r  p s i t i f  n ( E )  
O 

tel  que 

Dg après l a  renaique 1.6, de l a  su i t e  IP  (x,A) 1, B+ on peut ex t ra i re  n 
une sous-suite {P ( x , ~ ) ) .  convergente e t  par su i t e  de l a  K-ergodi- n i i a H  

c i t é  f a ib l e ,  nous avons l a  conver>gence de l a  sous-suite {Ii ( A  ) 1 .  n, i &  N 

e t  l a  convergence de l a  sous-suite IP  n i ç  l? 
pour tout y t 2 e t  

i 
Lq6gal i té  des l imites ,  c vest-à-dire V x 6 X ;O" 



i i m  pn ( x , ~ )  = l i m  n (A) que nous noterons R { ~ ' ( A )  3 
n i- i i* i 

Alors V ~ 6 %  e t  Y E > 0, 3 un e n t i e r  p o s i t i f  n (€,il,) t e l  que 

E n .  z ni ( E ,  Y )  => I n  ( A )  - I I { ~ ' ( A ) I  < - 
1 

G 
n. 
1 

2 * 

* D'autre p a r t ,  iiqap&s ce qui ?r&cède, V x 6 S  e t  V ilcg ' l n o ( e ) c  IJ 

t e l  que 

e t  c e c i  V x c 2 dès que ni z ni (€ ,A) .  
1 

Donc 

(11.11.2) l i m  ( x , ~ )  = n { i ' ( ~ )  uniformément par rapport ii x s  S . 
i- i 

Par consequent, V E > O ,  V y h S ,  e t  V Y 1 3 1  Zni  ( € , A )  t 11* t e l  que 
1 

i ( A )  F' ( x , @ > P ~  (yaA)-J P { il I P,(x.A) 1 n-n. (x,dy)n (A): 
1 
1 i 

1 
n-n i 

1 

Donc en notant  *(A) = n{i'(A), p u r  t o u t  A b  3, 



(11.11.3) l i n  F ~ ( x , A )  = n(n) unifordment par rapport à x o S 0. 

n- 

La  fonction dvensemble ïi obtenue e s t  une apfl ication de 3 dans 

1' in te rva l le  [0,1] s a t i s f a i s an t ,  de rianisre ëvidente , EUX condi.tions 

2 )  Pour toute  famille f i n i e  {Ai}i, d'ensembles A .  1 6% deux à 

deux d i s jo in t s ,  on a 

Il s u f f i t  de demontrer qile ïi s a t i s f a i t  3, la, condition de continuiti;  

mnotone séquent ie l le  en (21 ( c f  chapi t re  0, no 1,3) pour que I! s o i t  

une mesure de probabi l i té  sur '3, 

Pour ce la ,  consid6mns une s u i t e  {Am}nB Y* d s  ensenbles 

$-mesurables decroissants vers (8, cqest -&-dire  

e t  montrons que l i ~  ï i ( ~  ) = 0. 
nt>" 

E 

D'après l a  déf ini t ion di? l a  K-ergpdicit6 fa ib le  e t  uniforme, 

-% 
V x e t g ~ $ , V ~ ~ % e t V c  > O , Z n O ( ~ ) E W  t e l q u e  

P (x ,  . ), V x c &  e s t  une mesure de ~ r o b a b i l i t i ?  sur 3. E l l e  v é r i f i e  
n, u 

donc l a  continuitg mo~otone séqixentielle en @, 

cves t -&di re  3 rn ( E  n X )  E ki* t e l  que O ' O' 

(11.11.5 - m nO(r,nO,x) => Pn ( x , ~  1 < E / Z  
O 

m 

posons m ( E n  ) = i n f  mo(~,n0,x) 
O xés 



Comme l e s  m ( E  n X )  sont  des e n t i e r s  p o s i t i f s ,  3 z e %  t e l  ape O ' O' 

%(o,nO,z = n O ( ~ , n O )  a 

* 
Pour un t e l  z (II . l l . h )  devient : V ;J tZ e t  tr m É P: , 

(II .11.4) e t  (11.U. , 5 )  ent ra înent  

Par sui t?  V x r  ;F, a n ( E )  e t  mo(~,rlO) t e l s  que 
O 

Donc l i m  Il(\) = O . 
mKo 

(11.11.3) devient  

V X E ~  e t  , 

(II .11.6) i i m  P,(x,A) = n ( ~ ) ,  unif orm6ment par rapport à x 6 3 
n* 

015 e s t  une srobabi l i té  sur 3 3 e  

Rous avons a i n s i  Semontré l a  IC-ergodic i t k  f o r t e  du processiis 

homogène ri 

Afin d ' in t roduire  des r é s u l t a t s  s e  r a ~ p r t a n t  2 ceux sur les 

processus de I'dlarlioff d6v~?lo-6s par 3003 dans [hl ,  nous rai)pelons 

ci-dessous l e s  dé f in i t ions  e t  l e s  proposit ions suivantes. 



II .12 DEFINITIOES 

(i) ~ ~ . t ~ ~ v ~  

( ii) i.L exM& une nume ck ~ n o b & a e  -. 
Li 

n b u / t 3  

2cUe que n(~) = 1, CX Y 

( iii ) a = 1 , . . , d, ie ezis& une j f i o L a ; U é  Enu 
am3jie0en que E n a ( ~ a i )  = 1 et 



11.13 HYPOTflESE ( D )  (dÛe a Doeblin [2]) 

On c i k t  que t c  ,WLOCQAAU c!e :%JL':od( Bonor%ae u , pnIn 

v m d i e  C' hyy>oL'G%e (D ), '2 e&ke une irqUL&E $I ~ W L  3 avcc 

$($) > O ,  u*q enxim v i pi* ex wi E > O ieçL *&Le 

Il e s t  a remarquer qu ' i l  ex i s te  des processus de fhrkoff 

homogènes qui ne vé r i f i en t  r a s  1 e ' n ~ o t h è s e  (D).  Zn vo ic i  un e x e q i e  : 

Soi t  l e  processus de I;ararhoff {(x,%), PnIn pour lequel 
* 

3 = [R e t  %= 3 ( l a  t r i b u  borélienne ), e t  l e s  Prl sont t e l l e s  que V n r W , 
V ycR,  pn(y,.) possède une densité par rapport  a l a  mesure de Lebesgue 

sur IR. 

- - ( x-PnY l2 
2n 

A ~ R ,  P z1 ( Y & )  = [2n( l-p2n )] -1/2 1 2(1-p 1 dx 

où p e s t  t e l  que O < p < 1 . 
Cette densite e s t  appel& densi té  de Gauss. 

S i  on considGre une nesure f i n i e  quelconque $I sur  3 t e l l e  que 

> 0, a lo r s ,  s i  on prendune su i te  {A 1 * t e l l e  que 
m rn6BiT 

A m = [-',a,[, al t. a2 c ... \( a rn ... e t  l i n  a M = co, 
rrtOO 

par déf in i t ion  dGune nesure, 

+(w) = lim + ( A  ) . 
mtCO 

II? 

D'ou V €>O, 3 mg(€) t e l  que 



e t  pn( .,A ) e s t  une fonction c ro i s san te  de y. 
O 

Donc 3 g t îR , dependant de n , t e l  que 

On a l e s  r é s u l t a t s  c l a s s iques  su ivants  dont l a  démonstration se t rouve 

clans [43 . 
II .14 PROPOSITION 

5 un ,mocwus ie !iMI:oSI I ~ o ! ~ o ~ h e  (&B, Pn h pl' vaL{ ie  
L'I~gpodzSne ( o )  ; dom 

( i i  ) S; p, ,n, . . . , n, . . . sont le& ~ e d u h e b  ce pirobci>Ub a 
c o m j ~ o n M  a u  e~tl~uqSlu a ~ o ~ j i q u a ~  suri  
d&trn&ea cie ~IQJU&'LC ~ . ( u e  ( d  j3& l e m  s&c) Qk L a  
emw16Res El, Eg , . . . , E 6o .d  létmhé6 c!e ~~trw&e 
unique ( b i  on ~~Eg-eige lu p o i l u 2  xrn~hXe..lawI u d a  

a ~ e r q 6 . t ~  R ; I L L 1 0 2 6 i W  ) 

( i i i  d'il e d X e  yom E c 4 a  bo~~s-membLu c ~ : C ~ / ~ Y U O A  en 
E! 

cowie6poni!a~?ku anl,. . . > n ,  cce6 u i c d u t u  s o r ?  CUwi- 
a d 

a 
n&en de r,wdQne U Y L ~ ~ L L Q  & la s o a - a a  CIL&% cycLlquu 
E,ndc?l-?ebzk ( a i  O M  né,ofi~e R u  po&C apy'&n_na.nA 5, c ' u  

ct ~ ( x , . ) ,  aimi 5165&ep aX une V~UWQ d e  !.ltaScihLLLtE 

abaotue a.tm%ulMaiPtc, c ' uX-&-c:>e, 



II ,15 PROPOSITIONS : 
Sous tthypo&ébe (D) 

1) La o(x,i\) = i imL P ~ ( X , A )  e& indépe:qdaitZe. de 
n* n m = l  

x ( cec i  A Q ~ ) ,  d i  ek bedm?evLt d ' a  &Xe un b c d  
U 

(da = 1, V a )  . 
Les K-er~odic i tes  fo r t e  e t  f a ib le  des processus de Markoff 

homogènes nous donnent l e s  r é su l t a t s  suivants. 

Denonstrat ion 

La K-ergd ic i t é  fo r te  e t  uriiform se t r adu i t  par l a  re la t ion  

(11.9.1) : 

V x e g ,  V n e 9  e t  V €>O,  3 n o ( € )  t e l  que 

06 ïi e s t  une probabi l i té  sur $3 . 
Ce qui montre que 

$Lors l e  processus v é r i f i e  19hy-othese (D) pour t ou t  E t e l  quc 
1 

O < E 6 - c a r  pour un t e l  E e t  Y XE'& V i c g  P no(€ )  t e 1  que 
3 

n 3 no(&)  - P ( ~ ~ 1 )  c I I (A)  + E c 1 -  si ï i ( ~ )  6 L n 
( ï i  jouant l e  rô le  de $). 



Lqhyoothèse (il) en t ra îne ,  dsaprès l a  p r o p o s ~ t i o n  11.14, l q e x i s t e n c e  

de l a  ~ r o b a b i l i t g  ~ ( x ,  .) sur  % t e l l e  que V x r % e t  V A r % 
,-, 

La K-ergodicité f o r t e  en t ra îne  que V m $ ,  e t  P A ê % , 
~(x, i r i )  = II(,I) = l i m  P ( x , ~ )  , n n-+cO 

Donc, d g  après l e s  proposit ions II .15 e t  11.16, il e x i s t e  un s e u l  

ensemble ersodique sans sous-ensemble cycl ique  M 

Mil  )9@CLOCE46L16 de ~~C!IL/ZO~& ! ? u Y - u ~ $ ~ c  , PnlneBTX K- Gu~A~i::'e!tk 

m~adhyuc .  u S U $ i e  Lrhypaf iLac!  (o), dos il. n9 A quP ui.~ 4 e d  e ~ b e ~ ~ 5 . t ~  
WJ odiqtn. had/ln 6 OUA - '2.m ~ ~ 1 b t e  c{Gf&ue. 

Dêmonstration 

Lqhypothese (D) entra îne ,  V xe3$ l P e x i s t e n c e  de l a  mesure de 

p robab i l i t é  ~ ( x , , )  sur83 dEfinie pzr : V A E 3 , 

La X-ergodicite f o r t e  en t ra îne  : Q(X,A) = E ( A )  = l i m  P ~ ( x , A ) .  
n- 

Donc, d'après l e s  proposit ions 11-15 e t  11.16, il e x i s t e  un seu l  

ensemble ergodique sans  sous-ensenrble cyclique B 

Nous verrons au chap i t re  III, voir  proposit ion 111-6, que 1'0x1 

obt ient  un r é s u l t a t  p lus  f o r t  qui e s t  l e  su ivan t  : 

II .18 PROPOSITION 

3 i  wi p t u c a ~ ~ ( 6  c!e :'wi.od ;;olro~è;~e , , pn In Us s p , ~  

~-J/gibCa~.ie.zX mgo~i ique e,t d ' , i l  v&&is l'.h!!r~ot?Zhe ( D )  , deou 
n 'a  qu'un b 2 d  L M A ~ I I ~ C ~ Z  ehgodique h W  b0ub-&6e cg&que. 



II .19 PROPOSITIOli 

2i ut p w c ~ d ~  de. :'nhi:o66 horio.?xc t (%,a), pnInç B1+ \ 1 6 ~ & i ~  

&' /z~jpo$h&~,e ( D  ) &t A 'A! U R  K-C%JOC!&L!C LCC c k î f ~ é  c i ,  O < ci ,< 1 

C' a.t-ù-d&~,e, v xe X , Y y6 X: e t  V ,1E B 

Demnstra t ion 

La K-ergodicité de degré a en t ra îne  la K-ergodicitê de degré 1 

c'est-iradire 'f xe%, V e t  V A C ~  

L shypothèse ( D  ) en t ra îne ,  V xeJt: , 1 vexis tence  de l a  p robab i l i t e  

~(x,.) s u r $  t u e  que 'tf A C % ,  

~ ~ 0 i . i  il vient  Y XE%, v y e g  e t  V A  e%j , 

Q(X,A) = O ( ~ , A )  . 
Donc Q( .,A), V A€%, e s t  indéperidante de x E %, e t  d 'après l a  

proposit ion II .15 i.1 e x i s t e  un s e u l  ensemble erp;odique avec sous- 

ensembles cycliques P 



C. CRS des PROCESSUS de IiNRKOFF à un NOMBRE FINI dvE!WTS 

Corne a u  chapi t re  1, nous a l lons  examiner l e  cas pa r t i cu l i e r  où 

l'espace des é t a t s  X e s t  f i n i ,  c  ' est-à-dire s= 5 2 l , r 1 . 
Mous u t i l i s e rons  l e s  notations deja enployées en S .  du chapitre 1. 

Dans ce  cas  p a r t i c u l i e r ,  l a  déf in i t ion  de l a  ~ ~ - e r ~ o d i c i t é  f o r t e  

svexprime comme s u i t  : 

En éc r i t u r e  mat r ic ie l l e ,  on a Y sf &, 

l i m  P = ns , or* ii e s t  l a  pa t r i ce  stochastique . 
t- s t s 

dont l e s  l i gnes  sont  identiques e t  epales  2 {L1s(l)s US(2)9b. . ,  p s ( r ) ) .  

On démntre  cornie dans La proposition 11.2 eue l a  m t r i c e  li e s t  
s 

inaépendante de 1 ins tan t  S. 

11.20 EXEIIPLE 

1 s o i t  l e  processus de Elarlioff @ ?t,t+l t e  pi t e l  que 



Le proces sus e s t  K-fortement ergodique e t  on v g r i f i e  i d d i a t e m e n t  

qxe la matrice stochastique l i m i t e  z s t  indé~endante  de S. 

La proposi t ion  II .5 r e s t e  l a  même, nais nous avons l e  r g s u l t a t  

supplémentaire. 

de ~<e:kB CX, O < a s !L es t  que, v S ~ U ,  exMh :cm A ~ Q  {n s,t}teru 
t>s 

de m & c ~  a~ochaniiqu~ aux f i g n u  ic!elzfiqlae~ X e X l e ~  aue 

Dénions t r a t i o n  

1) Condition su f f i san te  

Notons p (j j = 1,2,. . . ,r, l e s  PlEments de l a  s,s+n 
r iatr ice ii 

s , s3n a l o r s  l a  r e l a t i o n  ( II .21.1) s Pétrit 



2 )  Condition nécesszire 

S o i t  p me w s u r e  de p robab i l i t e  sur  %$), dont nous 

noterons Fi( j ), j = 1, 2 ,  . . , r, l e s  él6ments. N o r s  1 ii( j )=l 
j é$ 

* 
Posons V S E N ,  V s e f d , ,  

Comme nous avons suppos6 que 

V s e % ,  V i ,  k e t  j t 3 , 



En Posant ns,s+n l a  mi t r ice  a u  l ignes  identiques 

dont l e s  elements sont u ( j ) ,  j = 3, 2 ,  .**,r ,  nous e.vans s , s+n 
démntr6  la  condit ion nécessaire- 

a l o r s  P - - pt-s , c vest-$-dire l a  puissuice ( t - s )  de P.  
s s t  

n 
On é c r i r a  P = P e t  12s 616rnents de P seront  notes p ( i  ,j ). 

n n n 

2, causa Gu nombre f i n i  d g e t a t s ,  s i  une su i t e  de na t r i c e s  

stochastiques converge, l a  convergence e s t  uniforme par 

rapport  aux é t a t s .  Alors un processus de Piarkoff K-fortement 

ergodique sera  X-fortement e t  unifor~ement  ergodique, e t  il 

en e s t  de même avec l a  K-ergodicitg fa ib le .  

En appliquant l a  proposition II,U EUX processus de 

lflarkoff homogenes 2 -a nombre f i n i  d9Eta t s ,  il s u i t  que l a  

~c-mgadL&C &Lb&e ct La K-I )P~OC%~.&~& {ojdc Jan2 équl ivdenX~ 

& un (%ii qtt'un pOcQSLck5 ~~01"103&2c ~ 6 x  !:-UI,rud@u&! h i  

i i m  P =rr , II daigmr41 une K ~ Z L C O .  a tacha~Xiyt~c .  aux 
n n- B?:g,ceb i ~ ~ ; t i y  ucr~ 

l i n  I p  ( i , j )  - pn(k,j) l  = Q. 
n 

il- 

Il y a l i e u  de  r a p p l e r  rapidement l e s  déf in i t ions  e t  

propr ié tés  r e l a t i v e s  au  cas f i n i  homogène 



On d.6montre a l o r s  que chaque enserible ergodique E peut ê t r e  

pa r t i t ionné  en à (CI 31) sous-ensembles non vides d i s j o i n t s  

Cl, C2,..., Cd tels que 

L'ensemble de r nonbres { l l ( i ) I i  se ra  d i t  ensemble d e  

probcbi l i t6s  ~lbsolues s t a t ionna i res ,  s i  

( i l  ~ i e 3 6 , i i ( i ) e [ o , ï ]  
(ii) v(i)  = .l 

ic3G 

L'hypothèse (D) e s t  toujours  v é r i f i é e  pour des processus de 

i ' k~kof f  & un nombre f i n i  d tÊtntç  a, P 1 n n e  w"' En e f f e t  s i  

on considère l ' a p l i c a t i o n  @ : 9 (TE) -+ cR+ d e f i n i e  rar 

+(A) = c s r d  (A), r ~ .  A ~ M  on a une xeçure f i n i e .  

Alors s i  $(A) < 1, A e s t  l'ensemble vide, e t  F(i,A) = 0,  

V i~s .  



On a l e s  r é s u l t a t s  suivants  : 

( i l  U P = rP(i,j)], i , j  = 1,2 ,..., r,  U X  une r ; a h k e  

ako chab f ique.  

MOU *e e r i s ~ g  urne e a u i a e  Q = [cl( i , j jl t m e  

(Eue 

v i , j t  x , 

(iii ) = i i m  p ( i , j )  a i  e2 aeu8men.Z asiL 
'ij n+, 

nt exinXe p a  de ~ou,4-eszl\~bRen c y d q u c u  cIr,~?n 

Rappelons enf in  l e  l i e n  qui e x i s t e  e n t r e  ces r e s u l t a t s  e t  

ceux concernant l e s  valeurs p r o j e s  de l a  matrice stochas- 

t ique  P 0 

( i ) La mdRhpLLCi;tE de l a  vdewt  paopae 1 esX i g d e  

au uiombke d a  eviseudbten engodiyues E1 ,E2,. . . ,E 
T? 

es t  QnC au itorhiie de v d e w  p ~ o p a  
C4, 

Nous énonçons donc l e s  r é s u l t a t s  suivants. 



11.22 PROPOSITION 

Zn pmceba~6 de ; I U I L ! L O ~ &  horï?o?Sne Ü un nombhe d i a i  d' &?ha 

n 'ne iv* 
en2 K-qodique  a i  & hadh7eM;t a 'a exinZr uwt de& 

wu lbLe  uqodique nana s o u - e f i ~  ml=& c yckique. 

OU encore 

II .23 PROPOSITION 

Un illtrocua~ de r fmko 66 ho~wg Qs~e ü U,Y n o ~ ~ b ~ e  ( i V U .  ci' Wt 

S n  b t N* e ~ ; t  K-engodique de deytré. a i  & aeuRmevA a 'AR 
exis;tl) un 6 e d  w m b l s  c?ngod&ue (avec ou a m  ~ O U R - Q ~ W ~ ~ E  

cgceiquel . 
OU encore 

k!n @ac(-nsU6 de "mho 6 4  hoc~ogEne 2 un non?bhe &bu d' E a h f i  

B,pnIn,  u* e s t  ~-mgod.q~re de degtré a=% a i  eR aeuRewen2 s i  5 

va&wt p k O p h C  bhIp&. 

11.24 EXEMPLES 

1 ) S o i t  l e  processus de Ti!arkof f homogène L'I t e l  que 

= {1,2,3,4) e t  

Le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  est 

1 1  
Donc l e s  valeurs propres sont  1, - - + - 

2 ¶  2 .  



I l  ex i s t e  un seul  sous-ensemble ergodique sans sous-ense~ble cyclique. 

E = I2,3,  1 .  

Le processus e s t  K-er;yodique. 

On & r i f i e  en e f f e t  que 

2 )  So i t  l e  processus de ECarkoff homoqène 
a n ' n  g N* p u r  letluel. 

1 L e  pol:rnô~e carac té r i s t ique  e s t  (A-l)(~+l )( A- -) e t  l e s  
1 2 

valeurs propres sont 1,-1 -. 
*2 



Il exis te  m seul ensemble e rgod ipe  E = {2 ,3 )  avec sous- 

ecsemble cyclique ( 2 )  e t  (3). 

Donc l e  processus e s t  EC-ergodique de degré a=1. 

On & r i f i e ,  en e f f e t ,  que 



CHAPITRE III: 

K-STATIOfJNARITE des PROCESSUS de ItARKOFF N9N HOllOGENES 

Ra~pe lons  que l e  terme "stat ionnaire" r isque de p rê te r  à 

confusion, En e f f e t ,  c e r t a i n s  auteurs, en p a r t i c u l i e r  ceux de lsncue 

anglaise,  ont tendance 2 eq lo j re r  l e  terme "stat ionnaire" a l a  S ~ c e  

rie c e l u i  de 9shomog6ne". kas i ,  par pr@caution, nous svons pref6re 

a j ou t e r  un K devant l e  mot s ta t ionnaire ,  pour souligner l e  sens 

s a r t i c u l i e r  donne 2 ce terme (K-stat ionnaire ou s ta t ionna i re  eu sens 

de Kohiewska ) . 
?eus considérerons, dans ce chapi t re ,  des Frocessus de TTarkoff 

t e l s  que : 

11 s u i t  inm6diatement c%t =a 
t &FI 

A. DEFINITIONS e t  PROPRIETES 

111-1 DEFIIJITION 

[;n ynocesnw. de ~ ~ o I G ' : ~ ~ ~  {a,%), P ~ , ~ + ~  1 d i t  

~ - 4 a o n k ' & ~ z  ou ~; te&~na i t e  EX s c u  iç ::ot:?i"~vh!~c [O], h n ' û  E ~ Z C  

wze  lesu un^ dg v t t o b a b U ~ !  p nw 3 Rd.& que 



Lu 

Ces notions de s ta t ionnar i t e  sont l i é e s  e n t r v e l l e s  de l a  façon 

suivante 

111-4 PROPOSITION 

Le  processus de :larkoff 6 tan t  s ta t ionnaire ,  il ex is te  p su r  '% 
t e l l e  cpe 

v s e g  e t  V A  ~ 3 3 ,  

On demontre, récurrence, que 

V S E N  e t  t e 8 ,  t e l s  q .  s < t, 



En e f f e t  

e t  s i  l v o n  suppose l a  r e l z t i o n  prGc6bentc vraie pour t-1 , 

l i m  1 ~ ( d x )  2 ( x , ~ )  = v ( ~ )  0 

t- X s, t  

L e  processus e s t  K-asymptotiquerilent s ta t ionnai re  

111-5 P8OPOSITION 

Tout: :?fiaceosw ce : 'mko& {(XS)). P ~ , ~ + ~ } ~  K-b A.k,tionvlcimo, 

U;i: ~ - a  ; w r n . t c ~ ~ ~ u o i ~ ~ c d  q w . L - h ~ ? A o ~ & ~  O 

La demonstsation de c e t t e  proposit ion e s t  t r i v i a l e  en examinant 

les d c f i n i t i o n s  111.1 e t  111.3. 



- 

( Ch, III )-4 

3. K-S!ilATIONNARIITE e t  K-ERGODICITE 

t'ne colzrdLCLun M E C U A & ~  bui(i/S&e pol~h- YU' un IYLOCQ~A~G de 

!'doit {@,S. Pt,t+l}tO AU,&! '\ -<oh.t~i:ie)z.t qacliauc? a;t CU' nüL t  
K- @LbLaqen;i: m J o  c%.qu& Q;t K- w y t " r @ o f f R q ~ ~ r ~ ~ i ~ n X  b ~ a n r ' z d e .  

Démonstration 

1) Condition nécessaire 

Un processus K-fortement ergodique e s t  K-faiblement 

ergodique, dqenr?s l a  proposition 111-3. 

D'autre par t ,  puisqubn a ,  V A&, V s e  B , 

lim P ( x , ~ )  = I I (A)  
t-for, s 9 t  

06 lï e s t  une mesure de probabilité. définie sur%, en 

appliquant l e  théorene de Fatcu-Lebesgue à l a  su i te  de 

var iables  a léa to i res  bornées {P ( . ,A)  ltEo , on n 
s,t 

t > s  

l i n  n(w) P ( x , ~ )  = 1 II(&) l i m  P ( X ~ A )  

t- % s,t 3E t- S't 

Donc il ex i s t e  une mesure de p o b a b i l i t é  E s u r 3  telle que 

i i m  1 n(&) P ( x , ~ )  = I I (A)  a 

t- x s ,t 

Dvou la K-stationnarite asymptotique. 

2 ) Condition suf f i san te  

Le processas est K-asymptotiquement- s ta t ionnaire ,  

donc d 'après s a  déf in i t ion ,  il ex i s t e  p sur% t e l l e  que 

v S E N ,  e t  V A & %  !, 
l ia [ e ( ~ x )  P ( x , ~ )  = 1i(A) . 

3 s , t  



Le processus e s t  E-faiblement ergodique, donc, dsapr2s l a  

nroposition 1.7 , 

Y s e N ,  B A G %  e t  Y XE%, toute sous-suite convergente 

{P ( x , A ) } ~ ~ ~  ex t r a i t e  de {P ( x , A ) } ~ ~ ~  conve r~e  vers m 
s,t; s , t  

.L 

t > s  
nonbre l l { i ' (~ )  indépendant de s e t  de x, e t  de plus 

Z t ,  d 'après 1 2  K-stationnarite asymptotique, 

En appliquant l e  théorème Cle Fatou-Lebesgue la s u i t e  de 

variables a léa to i res  bornees {P ( x , ~ )  1 iE ài 
s a t i  

l i m  ,f v(dx) P (x,A) = / Y ( ~ x )  l i m  P ( x . ~ )  
i* s ,ti % i- s,ti 

~ o n c  n t i ' ( ~ )  = u ( ~ )  quelquesoit l a  sous-suite convergente 

iPs,,i(X*A)'i bi considgrée. 

Donc toute  sous-suite convergente ex t r a i t e  de {P ( x ) iky 
s , t  

t > s  
converge vers ~ L ( A ) ,  ce qui entraîne 

iim ?? ( x , A ) = v ( A )  
t- s a t  

Le processus e s t  K-fortement e rgd ique .  

111-7 COROLLAIRE 

1 TOL~F p10ce66~6 c!e ;'airko3< t(fr;$$), P ~ , ~ + ~  ( li K- ~ u R L X e m x , t  
~ C J O ~ ~ ~ U C  ct K - ~ & I . ~ O W ~ ~ ~  ah2 K-;SOAACU,~C!TZ cn,ooc!kque. 



(ch .III 1-6 

111-8 PROPOSITION 

[:ne c a n d X o n  ALL(&~ACI:~~-Q ;IOLI/L q u q u ~  ~ ) L O C ~ A A U ~  C:Q f ' r n i ~ v I : d  
1 t'&B. ' t ,t+1 t r u  .A a d  K - ~ O P ~ ~ ~ Y ~ I I R  a g o c ! X q ~ t ~  eht q u ' i l  b v i ~ :  

( i i i )  eX que ,mm ceZtr r4cswte p 

Dénonstration 

La condit ion ( i i i )  s P 6 c r i t  pius simplement 

-% 
en r e m r q m n t  que V r , ~  W , n 2 2 ,  

La condi t ion  ( i i )  ent ra îne ,  avec l a  condit ion ( i i i )  que 

l i r n  1 ~ ( à r . )  P ( x , ~ )  = u ( ~ ) ,  v A E. 53 . 
"- X O,n 

La condit ion ( i )  de l a  K-ergodicitê f a i b l e  ent ra îne ,  FAX un raisonne- 

ment analosue a c e l u i  de l a  condi t ion  su f f i san te  de l a  proposi t ion 

precêdente 111-6 pour l e  cas  05 s=O,  que 

V x ~ g ,  e t  V B e %  

l i m  P ( x , ~ )  = U ( A )  , 
n+=a 



D'après l a  proposition 1.7 e t  l a  remarque 1.8, 

V S E N ,  V X e $  e t  V A r  <Jj a 

i i m  P ( x , ~ )  = F i ( k )  a 

t- s a t  

Ce qui t r a d u i t  l a  K-ergodicit6 f o r t e  3E4 

Examinons l e  cas des +processus de Markoff homogènes 

{(%BB). pnIn i~~ . Pour un t e l  processus, l a  K-stat ionnari té devient 

S une mesure de p-obabil i t6 l~ sur t e l l e  que 

v A s %  

Démonstration 

Dgapr$s l a  proposition II .1b, ( i ? )  , tolit processus de Markof f 

homogène v é r i f i a n t  l g h ~ c t h ? s e  ( D )  e s t  t e l  que 

1 n 
Q(X,A)  = l i n  - 1 P ( x , ~ )  ex i s t e  e t  e s t  une nesure de ~ r o b a b i -  n m n- m = l  

l i t 6  sur$, pour t ou t  XE% , absolue s ta t ionnaire  

O(x9dy) P(Y,A) = Q(x,A), 8 A E %  
3€ 

Cette derniere r e l a t i on  expime l s ?  K-stationnarite du processus 

homogène *--i 

111-10 PROPOSITION 

?ouL rnd p~oceodu de ;ian/:u<d 'lor?ii-Znc { (XD, Pnln 

v ~ i , & . q , t  L1".yPo~&c ( 3  ), ta K - u . ~ v G ' ~ ' Z  &oh&. U k  éq&vd&c 2- 

La K - U U U ~ ~  & i b h .  



La demonstration e s t  i d d i a t e .  L a  proposition precedente I I I - O ,  

la proposition 111-6 e t  son co ro l l a i r e  111-7 e tab l i s sen t  ce resultat . 
Par su i t e ,  l a  ~ r o p o s i t i o n  11-18, 6nonc6e au. chapi t re  II, se trouve 

démontrée. 

C.  CAS des PROCESSUS de bItZRKOFF à un iJ01BRE FINI dDETATS 

Il e s t  a s igna le r  que dans l e  cas f i n i ,  on obt ient  ce r ta ins  r é su l t a t s  

plus f o r t s  que ceux énoncés dans l e  cas géngral. 

Dans l e  cas  f i n i ,  une mesure de probabi l i té  p peut ê t r e  rerrésent6e 

Par un vecteur - l igne  IJ = { ~ . i ( l ) , u ( 2 ) , r e . , ~ ( r ) )  t e l  que 

Les déf in i t ions  de l a  K-stationnarité sont l e s  suivantes 

. " Un p h a e u d u ~  de : :cnlo $ 4  d LN novdlxe / L J  ci' &ttlj tgl pt, 1 t é  
~ - d a b - é C u n ~ d e  d ' a  exin& m e  rqaütce de ~m!jah&In:& v &!,&a@> 

ZdLc que 

Y t,CN 1 

P t , t + l  = Ii * 



Tandis que l e s  proposit ions 111-4 e t  111-5 son t  i w i ù i a t e m n t  v é r i f i é e s ,  

on demnt re  l e  r e  s u i t a t  supplementaire suivant  

111-11 PROPOSITION 

Démonstration 

La K-s ta t ionnar i té  asymptotique se t r a d u i t  par 

O e s t  unvec teur  t e l  que : T T s e t N ,  
s ,t 

l i n  Ijfl = O  
t- s,t 

- 
Ps,t+l 

+ j y  P - s, t  t , t + l  

e t  en passant & . l a  l i m i t e  

i1ou.s avons l a  K-quasi-stationnarite asymptotique W 

Dans l e  cas f i n i ,  la  proposition 111-6 e t  son c o r o l l a i r e  111-7 

sqënoncent e t  s e  dgmontrent de l a  même façon, aux notat ions prss.  



Par cont.re, nous avons 

111-12 PROPOSITION 

I!ns cajA:c13&n n é c ~ d a h c  cd L U & $ ~ S : Z X C  ;YJILVL quq WL ;7hO~U4Un 

!'nnlzodl Z wz nombm <ivul d q  é*<sts {%pt ,tAl 1 Pi nos K- 7crz-t 

uyoCiq(re u.t qu'a- A O L ~  

(iii) G que :?a~lsi, u 
t-l 

l i n  E [ pkei,t Pk,t ] = O  
t- k=l. 

a) La condit ion s u f f i s a n t e  res te ,  aux no ta t ions  prss, analogue 

à l a  condit ion su f f i san te  de l a  proposit ion 111-8 

b )  La condit ion nécessaire rgsu l t e  de l a  p r o p s i t i o n  111-6 e t  

de l a  proposit ion prec6dente 111-11. 

En e f f e t  un processus K-fortement erp;odique e s t  K-faiblement 

ereodique e t  K-asymptotiquement s t a t i o n n a i r e ,  dg aorès 111-6, 

e t  K-as~ymptotiquement qms i - s t a t ionna i re ,  d'après 111-11. Ces 

deux dernières  propriet6.s se t r ~ d u i s e n t  par 

en p a r t i c u l i e r  

l i m  u P 
t* t-l,t = 



( Ch. III )mu. 

C 'est-a-dire 

donc l i n  1 
Pk-l a t- k=l 

En remarquant que P F i = v j  
k-1 ,k 

ou ?" 
k-l,k k-1 ,k 

e s t  un vecteur t e l  giic 

icsk-l ,k ( i )  = G 

OU encore 
r-1 

7 l a k r  = - 1 $-19k(i), 

i=l 
e t  qile 

- 
%l,t - ' 'k,t - 'k-1,k - 'kat 

- - P, bfk-l,k x,t  

c 'est-&-dire 

r ~ ~ , ~ ( i ~ j  - pka t ( r , j  11 
l a  condition ( i i i )  s ' é c r i t  a l o r s  

Nous retrouvons a i n s i  l a  condit ion ( i i i )  sous l a  forne 

6nonc6e par Kotniewska dans [a] . 
Dans l e  cas f i n i  hom&ne, nous avons montre, a u  

chapi t re  I I - C a  que lVhypothèse (D) é t a i t  toujours vé r i f i e e  ; 

par cons6quent, d taprès  111-9, la  IC-stationnarit6 e s t  toujours 

vé r i f i ée  . 
Yous retrouvons a lo r s  que l a  K-ercodicité f o r t e  e t  l a  

K-ergodicité f a i b l e  sont  équivalentes. 



- 

(Ch .III)-12 

111-13 EJTl'loLES 

IJous donnons pour terminer un exemple de chaque type de 

K-stat ionnari té .  

1 )  Processus K-stationnaire 

S o i t  l e  processus de 2;larkoff non homogène à un nombre 

f i n i  d ' é t a t s  {z, Ft,t+l 1 t e l  quie 3? = {1,2,3) 

1 2  N o r s  l a  mesure de p r o b a b i l i t e  u t e l l e  que p = {O, 3 , ?} 
e s t  t e l l e  que 

t t  u, Pt,&* "1.i 

Le processus e s t  K-stat ionnaire.  

2 )  Processus K-asymptotiguement s t a t i o n n a i r e  

S o i t  l e  processus de  !?arBoff non homogene un nombre 

f i n i  d ' é t a t s  {$, Pt,tYI 1 t t P  t e l  que $= {1,2,3) 

1 1 1  Alors l a  mesure de probabil i t i -  p t e l l e  que u = 7 
e s t  t e l l e  que 



3 ) Processus K-asymptotiquement quasi-stationnaire 

Soit le processus de 1,larkoff non h o ~ ~ o ~ è ~ e  a un nonbre 

fini d'états {S,Pt,t+l 1 )I tel qse $ =  (1,2,31 

Alors quelque soit la mesure de probabilité p sur%, on a 

Le processus est K-asymptotiquement quasi-stationnaire. 
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