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INTRODUCTION

~ A

Tandis que les problémes attach&s aux processus de Markoff
homogeénes ont &té largement étudiés, les processus non=homogénes ont
€té moins souvent abordés ; parmi les mathématiciens qui les étudient,

on trouve par exemple, pour ne citer que ceux=ci, Dobrushin [3], Hajnal

[5], [€], Kofniewska [7], [8] et Mott [10].

Parri ces auteurs, Kozniewska a d'abord étudié les propriétés
d'ergodicité des processus non=homogénes dans le cas ou 1l'espace des états
possibles ne comporte que deux états [7] ; puis elle s'est ottachée &
généraliser ces résultats au cas de processus non=homogsnes & un nombre

fini d'états [8].

I1 nous a semblé intéressant d'étendre ces propriétés au cas
général des processus de Markoff non=homogénes pour lesquels les espaces
d'états sont des espaces probabilisables., Cette thése cst le résultat de

cette généralisation.

Nous avons partagé cette étude en quatre chapitres, numérotées O,

I, II, et III.

Le chapitre O, consacré simplement aux rappels des définitions
et résultats de la Théorie du Calcul des Probabilités, sert également a
fixer la terminologie qui sera employée. Le lecteur prendra garde, cn
effet, de trouver certains termes introduits sous des sens quelque peu
différents selon qu'il consultera des ouvrages de langue anslaise, des
ouvrages d'origine soviétique, ou francaise : par exemplc, un processus
appelé "stationnaire" par les Anglo=Saxons est appelé "homogéne" par les
Francais.

liotre contribution sc situe dans les chapitres I,II et III,
portant respectivement sur lfetude de la K-ergodicite faible, de la
K-ergodicité forte et de la K-stationnarité,(K-rapnelant que les défini-’

tions sont données au sens de Kodniewska).



51 le chapitre I est consacré aux propriétis de la Ke-ergo=-
dicite faible, le chapitre II, sur la Ke-ergodicité forte , comporte en
plus une etude des liens qui existent entre la K-ergodicité faible et
la K=ergodicité forte dans le cas particulier des processus de Markoff
romogénes, ¢t le chapitre III, sur la K-stationnarité, comporte 1'étude

des liens qui existent entre la Ke-ergodicite et la K-stationnarité,

m

Infin dens ctacun de ces 3 chapitres, nous montrons que 1l'on
retrouve les proprietés des proccssus non-lomogénes & un nombre fini

dfetats et nous en donnons oguelques exemples,
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NOTATIONS et SYMBOLES

-~

Dans ce qui suit, nous noterons par

N = 1'ensemble des entiers positifs ou nuls

¥ = 1l'ensemble des entiers positifs

Z = 1'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls
R = 1la droite réelle |-, +wf

R, = la demi-droite réelle [0,4e]

R = 1la drcite réelle achevée [=, +x]

5/ |
L}

lae demi-droite réelle achevée [0, +w]

$ = 1'ensemble vide,

Les symboles suivants désigneront

= la réunion
= 1l'intersection
la complémentation

= 1'inclusion et ¢ = la non=inclusion

" NSD @

= 1'appartenance et f = la non-appartenance
== = 1'implication
4 = il existe ...
Vv = quelque soit ...
# = Qifférent de ...

Enfin ® marquera la fin d'une démonstration et par exemple [8]

renvoie aux références correspondantes données tout & la fin,



CHAPITRE O

~

RAPPELS de DEFINITIONS et RESULTATS

~ e

I. ESPACES PROBABILISES et MESURES

1) Soit Q un ensemble supposé non vide (0 # §).
On appelle tribu (U de parties de o toute classe de parties
de Q contenant @ et fermée sur (ou stable pour) les opérations

de réunion dénombrable et de complémentation,

On en déduit aisément que la tribu contient Q et qu'elle

est fermée sur l'opération d'intersection dénombrable.

2) On appelle espace probabilisable (ou mesuwrable) tout couple
(2,(8) formé de l'ensemble Q # @ et d'une tribu (O de parties

de Q .

3) Soit un espace probabilisable (Q,(%).
On appelle meswre sur 2  toute application pu de R dans
R

+ » Que nous noterons u ;R - §+ , telle que

u(g) =0



(Ch.0)-2

et
V 1la suite {Ak}keN* d'éléments de (2, deux & deux disjoints

W(U a)= ] u@m)

keW* £ kemX E
(1e symbole 2 désigne la somme algébrique de tous les éléments
de la suite quand 1l'indice prend toutes les valeurs de l'ensemble

d'indices). Cette derniére condition est appelée la o=-additivité,

On appelle mesure de probabilite sun (X (ou probabilits sun (2 )

toute mesure Pr sw (2 telle que Pr(Q) =1.

On démontre qu'une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une application Pr : (2 ~» ﬁ+ soit une probabilité sur

est que

1) prie) =1
2) V 1la suite finie {Ai’ Boy eees An}

é1éments de (2 , deux & deux disjointes

Pr(?j A = § Pr(a,)

k=1 k=1

3) V 1la suite {Ak}keN* telle que A, D A, D Ag...

et telle que 1 A= )
keNX

lim Pr(a_ ) = 0O
n

n->o
Cette dernifre condition s'appelle la condition de continuité monotone

séquentielle en ¢ .



II.

L)

5)

VARIABLES

(Ch.0)=3

On appelle espace probabilisé +tout triplet (Q,(8, Pr) formé
d'un ensemble Q # @ , d'une tribu (2 de parties de Q et d'une
probabilité Pr sur (2.

Soit Q # @ et soit Kéi}th (o0 T est un ensemble quelconque
d'indices) une famille de tribus de parties de Q , on démontre que

N Cgt est encore une tribu de parties de Q.
teT

Nous admettrons que, dans les définitions et les propositions qui

vont suivre, la tribu N Cit considérée ne sera pas réduite &
t<T

la tribu {#, Q} ; dans ce cas, en effet, tout ce qui sera &tabli

est trivial et sans aucun intérét.

ALEATOIRES

1)

Soient (Q,C®) et (&,P) deux espaces probabilisables.

On dit qu'une application X : @ > & est une varniable allatoiie

X définie sur (9, ®) 3 valeurs dans (¥ ,T) si
-1,
(P)ec @
ou plus explicitement, si

VBe®, XH(B)e @, xX(B) désignant

1'image inverse de B par X .



(Ch.,0)=k

On appelle vamniable aléatoire réelhe, ou fonetion (2 -meswrable,
toute variable aléatoire définie sur (9,(?) et & wvaleurs dans

(R, R) » (R #étant la tribu borélienne des parties de R).

Soit un espace probabilisé (Q,(%, Pr) et soit une variable

aléatoire réelle X définie sur (2, ().

L'espenance mathématique E(X) de X est définie comme &tant

1'intégrale [ X(w) aPr(w) , we Q , notée encore fp X dPr.
Q2

&

I1 y a lieu de remarquer, en ce qui concerne les mesures, que nous
convenons d'écrire indifféremment du(x) et u(dx) , par exemple
& f(x) du(x) et é f(x) u(dx). Cette incohérence de notation

a l'avantage d'éviter des confusions entre x et y dans
Pt,tﬂ(x’dy) » Que nous rencontrerons dans ce chapitre (n°IV, 1)

et dans tout le reste de 1l'exposé. (L'écriture dPt,tﬂ(x’y) serait

en effet incompréhensible),

A toute partie A < (%, c'ested-dire A est mesurable, on associe

la variable aléatoire réelle 1 dite 4ndicatrnice de A , définie

A ]

par

si w € A

i
]

1A(w) =

1A(m) 0 sinon



(Ch.0)=-5

On appelle varniable aléatoine étagée non négative la variable
m
aléatoire X définie par X = Z x..d oi x.€¢ R x. 20,
iZn 9 A J R
) J=1 J
VJi=1,2, eouy m,

X # X s V J Ak 3 J,k=1,2,00e,m

Aj e |, V j=1,2,e0es m et {Aj} forment

une partition finie de Q .
Soit (9,C2, u) un espace mesuré .

- 1'intégrale sur 9 par rapport & u d'une variable al€atoire

m
étagée non négative X = z x..iA est définie par
J=1 J

n
[ %) wlaw) = § x..u(a;) .,
Q P
- 1l'intégrale sur § par rapport & p d'une variable aléatoire

positive X est définie par

fQ X(w) pldw) = 1inm fg Xn(w) u(dw)

n->«

oi {X1} est une suite non d8croissante de variables aléatoires

n neNx

étagées non négatives qui converge vers X,

- 1'intégrale sur Q par rapport & p d'une variable aléatoire

réelle X est définie par

[, ®) waw) = [ X (w) w(aw) = [ XT(0) waw)



(Ch.0)=6

N + - . ..
ou X = X'i[X>O] et X = - X'i[X<O] sont les parties positive et
négative de X , pourvu qu'au moins un des termes de cette différence

soit fini (ceci afin de lever toute indétermination).
- Si fg X(w) u(dw) est finie, alors X est dite Antégrable

- Soit A un ensemble mesurable, c'est-d-dire Ae (9,

Si fQ X(w) w(dw) existe, alors IQ (X.iA)(w) pldw) existe

et fA X(w) u(dw) = fﬂ (X.iA)(w) pu(dw) est appelée

L' intégnale de X sun A .

Si X est une variable aléatoire intégrable, alors la fonction
d'ensembles v définie sw 2 par (&) = fA X(w) pldw), v A e (9,

est appelée 1' intégrale Andéfinle de X .

3) Soit (,&, u) un espace mesuré, soient {X } et X des

n neN¥

veriables aléatoires réelles sur (Q,(9).

On dit que X~ converge u-presque-partout vers X quand n > + ®

si g QO € & tel que u(QO) = 0 et que
Xn(w) + X(w) quand n >+ , Vo eéé 2y

Nous noterons u-presque=partout par u=p.p.



(Ch0)=T

On dira également que Xh ¢ Y u=presque~partout, oi Y est une

variable aléatoire réelle, si Xn(w) s Y(w) , V m<a[QO .

Nous rappelons le théoréme suivant ( théoréme de Fatou-Lebesgue )

dont nous nous servirons plus loin :

Soit (9,(®, u) un espace mesuré, soit (¥ } et X des

n neN¥

variables aléatoires réelles sur (Q,(?).

si Ian

N

Y U=p.p. , o0 Y est une variable aléatoire

réelle u=-intégrable,

Et si Xn + X U=p.p. 4 &alors fQ Xn(w) w(dw) - fdx(w)u(dw)

guand n > =®

4) Rappelons enfin le théondme de Radon-Nikodym,

Soit (Q,(9) un espace mesurable et soient 1y et v deux mesures

sur (3. 0n dit que v est absolument continue par happort a u

si u(A) =0 = v(a) =0 , Vv Ae(? .

On notera dans ce cas vV << U

Le théoréme de Radon-Nikodym s'énonce comme suit :

81 u et v sont deux mesures o=-finies sur C?, alors une
condition nécessaire et suffisante pour que v << u est que &

une variable aléatoire réelle f sur (Q,®) telle que
v(A) = IA flw) p(dw) ., A€ (g

f est appelée la densité (de Radon-Nikodym) de v par rapport
a U o



(Ch,0)=8

I1I. ESPERANCES et PROBABILITES CONDITIONNELLES

1) Soit (Q,&, Pr) un espace probabilisé., Soit 3 we sous-tribu de CY,
c'est-d-dire jc C9. Soit Pr la restriction de Pr & :f , c'est-
b
d-dire Pr_: ¥ > [0,1] telle que Px:'f (a) =pr(a), Vv aed.

Désignons par % la famille de toutes les fonctions (Q-mesurables

dont 1'intégrale par rapport & Pr existe,

L'espénance mathématique conditionnelle par napport & T de xe %.
notée E° (X) , est une fonction j)-mesurable, définie P? -presque=

-~
surement par

E'j)(X) dp

/

( r, = [ X dPr VYV BeJ .
, 00wy - [, , 9
(presque-stirement est employé & la place de presque-partout lorsque

la mesure utilisée est une probabilité et on le notera p.s.)

g

E est donc une application de % dans l'enserble des fonctions

§-mesurables (définies Pr, =p.S.).

b4

La probabilite conditionnelle par rapport & JD s ProD , est une
application de (2  Gdans l'enserble des fonctions Do -pmesurables

(définies Pr, =p.s.) telle que

b3
Pr‘y(A) = Ef(ﬁ.A) , VAeC,
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2) Soient un espace probabilisé (Q,(2, Pr) et un espace probabilisable
(F,T3) et soit Y une variable aléatoire définie sur (R,2) &

valeurs dans (&,%).

Si on note par F 1a tridvu Y-l('&) , alors la probabilité

conditionnelle Prao sera notée Pr(.|Y) et appelée la probabilité

conditionnelle par rapport 4 la variable aléatoire Y (tandis que

£

E sera notée E{.|Y)).

Pour A€ (3, Pr(A|Y) est une fonction de Y dont la valeuwr lorsque

Y =y est notée Pr(AlY =y).

IV. PROCESSUS de MARKOFF et FONCTIONS ALFATOIRES MARKOVIENNES

Dans ce travail, nous nous restreignons au cas du temps discret teU.
1) Soient deux espaces probabilisables (&, P) et (&', ).

On appelle probabilité de thansition, ou probabilité de passage,
dont le domaine de définition est ((&,, (X', )) toute application:

P: xR » [0,1] telle que
(i) Vxed P(x,.) est wune mecsure de probabilité sur §3

(i1) v Be®, P(.,B) est une variable aldatoire réelle définie

sur Q‘, 35) .
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it . , e .
Soit une suite d'espaces probabilisables {(&"t, Bt)}teN

Supposons que, V te N, g  une probabilité de transition Pioow
]

dont le domaine de définition est ((a,“t,ﬁat), (&’t_'_l,fﬁtﬂ)). On dira
alors qu'on a un processus de Markoff (2 temps discret) dont les
espaces des états sont (Et, :‘Bt)’ teN , et dont les probabilités

de transition sont P te N,

t,t+1°

Nous convenons de noter un tel processus par {(&St,Bt), P t+1}t¢ N
?

Vs¢N et VteN tels que s <t , considérons

Pot QCS th » [0,1] définie par

P .(x,B) = | P (x,dxs+ (x dx__.,) eee

S,t X4 S,5+1 s+1°?

) P
1 f X4 s+l,s+2 s+2

f%t_i Pt_l’t(xt_,l,B)

Vxed et VBe.} .

I1 est clair que Ps ainsi définie est une probabilité de transition

€
H
dont le domaine de définition est ((;Xs, ?)s)’ (&Et,gﬁt)).

On vérifie également que V s,u,teN tels que s <uc<t ,
Ps’t(x,B) = j%u Ps’u(x,dy) Pu?t(y,B) .

C'est 1'équation de Chapmann-Kolmogoroff,
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Soit i Yesp 113 i

2) Soit une suite d'espaces probabilisables {(‘ft’%t)}ten et soit
{xt}te y une suite de variables aléatoires définies sur (Q,(3) et
telles que V teN, X soit & valeurs dans (zt’&‘t)' On dit encore

que (X} est une fonction aléatoine.

teN

Une {onction aliatoire X1, €N est dite Marnkoudenne si

Vs et teN tels que s <t et VBE%,

Pr(X, € B|Xk, k <) =pr(x.e BIXS) DeS.

On dit que la fonction sléatoire Markovienne {Xt}te y est attachée

au processus {(‘%’t’ ’5})5)3 Fy t+’1}teN st
L]

VteN, Vxeé)ft et VBe® ,,

Pr(X, ., € B | X, =x) =P (x,B).

+1 t,t+1

Bien que nous ne ferons pas usage de la définition d'une fonction
aléatoire Markovienne nous avons préféré la rappeler ici afin de
fixer les idées. Il est, en effet, & remarquer que la terminclogie
concernant les processus et les fonctions aléatoires est loin d'€tre
la méme pour tous les auteurs. Si pour certains, (cf. par exemple
LOEVE [9] ), semblent considérer,corme nous, un processus comme une
famille de fonctiomsaléatoires ayant méme loi d'évclution mais &
probabilité absolue initiale (c'est-@=-dire la loi de probabilité de
Xo) arbitraire, d'autres (cf. par exerpie [1] (page 75)) considdrent

une fonetion aléatolre comme une famille {Xt} teT de varilables
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aléatoires indicées par t , éléments d'un ensemble arbitraire T ,
alors qu'un processus stochastique est une fonction aléatoire indicée
par un paramétre t réel (c'est-d-dire {Xt}te p est appelé

processus stochastique si T€R).

Pour d'autres (cf. per exemple [12]) , 1a distinction est faite
entre une chalne (fonction aléatoire {Xt}te,T ol te€Z ) et un

processus (TcR).

Enfin, pour d'autres comme DOOB (cf., [4]) une chaine de Markoff est
un processus de Markoff dont les espaces des €tats ont chacun un

nombre fini ou dénorbrable d'éléments.



(ch,I)-1

CHAPITRE I

~

~

Dans ce chapitre, comme dans les suivants, nous ne nous

te N
de parties de X sont telles que la tribu [ 3}

te N
ne soit pas réduite & {§,&. (voir convention de notation chapitre O,

no I’s)o

intéresserons qu'aux processus de Markoff {(25 55,3), Pt t+{1.}
st

ot les tribus 33’0

On se rappellera aussi la notation Ps g 285 <t seN et
2

t ¢ N donnée au chapitre 0 (voir chapitre 0, n°® IV,1).

CAS_GENERAL - DEFINITION et PROPRIETES

I-1 DEFINITION

Un processus de Markoff {(X, ), P, tenl ey T AL
?

K-fdaiblement engodique ou 4aiblement engodique au sens de
KoZniewska (cf. [8]), &4

VseN, Vxef Vyed et vaell Q ,
tel

(r.1.1) lim [Ps t(x,A) - Ps,t(y,A)]=O .

T ?
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I.2 PROPOSITION

Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus
de Markog4 {(x,@t), P’c,t+’l}teN 504t K-falblement engodique est
qu' il existe, pour tout selN, une suite de mesurcs de probabilité

(n, ¢Yeey » Chaque my, ¢ Stant diginée sur 8, telles que

t>s
VxeXet vae N B
teN
Io 3 i - T =
(I.2.1) tiil [Ps’t(x,A) “s,t(A)] o,
Démonstration

1) Condition suffisante

Nous avons, V seN, une suite de probabilités

{ }

el vérifiant (I.2.1)

t>s

m
St

Alors YA [ &, Vxed, Ye >0, E{to(s,A,x) tel que
teN

€
t > tO(e,A,x) = IPs,t(x’A) - ﬂs,t(A)l <z
De méme V yed, 3 to(e,A,y) tel que
€
t > tO(E,A,y) = [stt(y,A) - ws,t(A)I <z

En choisissant to(s,A,x,y) = Max [’co(e,A,x), to(e,A,y)]

nous avons

t > to(ssAgan)=> lPS,t(x’A) - Ps’t(YaA)l <E .
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Donc V¥ A¢ ﬂN (%t’ Vxed, Vyex,
te

i._]ﬁ [Ps,t(x’A) - Ps,t(y’A)] =0 ,

Le processus est K-faiblement ergodique.

2) Condition nécessaire

Supposons que (I.l.l) soit vérifiée.
Pour se N, considérons une mesure de probabilité u_ sur

355 et posons

“s,t(A) = ,é n (ax) Ps’t(ng) , B‘é@ﬁc .

I1 est clair que 7 est une probabilité sur '3:.

s,t
Vxed, VAe N P, nous avons
teN U

H

lin [P, (x,8) = 7 (8)] =1lim [P (x,) - éus(dy) P ()]
t ] ? ]

~>00 4 1

= lin [& INCORINENY -3(5 ps(dy)PS’t(y,lﬁ

1t

= 1T ) - Jil
i_l)zj:z. [Ps’t(XQA/ Psat(yg-*)] ‘Js(dy)
S,X,A étant fixés, pour tout teN, t > s,

[Ps,t(x’A) - Ps,t("A)] est une fonction de y,@s-mesurable,

bornée, par suite psmintégrable, telle que

IPS’t(x,A) - Ps’t(y,A)l £1 ,Vyed

et
in [P, (x,A) =P (y,A)] =0, VyeX d'aprés (@.l.1)
s,t S,T e

-»>00

1
t
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En appliquant le théoréme de FatoU-Lebesgue

lim [ [Ps’t(x,A) - Ps’t(y,A)] u (ay)

£t

lin [Ps NENIE Ps’t(y,A)] u(ay) =0 .

toe ?

Donc V xed, et VAe ﬂ ‘3}0 ’

teN
%.1,2 [Ps,t(x’A) - ﬂs,t(A)] =0 .
Donc pour tout se¢ N, il existe une sulte {ns,t}teN de
t>s

probabilités vérifiant(I.,2.1) @B

I.3 REMARQUE

Soit PO une probabilité de passage dont le domainede géfinition

sS
est ((&, Z%O), (35,335)) (cf. chapitre 0, n°® IV, 1).

Soit y une probabilité sur% .
Alors

WO,S(B) = fx u( ax) PO’S(X,B), Be%s

est une probabilité sur 335

Nous avons de plus,V B ef%s,

. (B)

é 1B(y) "O,s(dy) O,s

L]

fx u(ax) PO,S(X’B)

=é u(dx)é PO,s(x’dy) ‘lB(y) .
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D'oll il vient, par suite de la définition de 1'intégrale (cf, Chapitre O,
n%,2) et du théorSme de Fatou-Lebesgue (cf. chapitre O, n®2,3) que pour
tout variable aléatoire réelle Y : (¥, :B ) + (R,3) bornée, par conséquent

intégrable par rapport a4 toute mesure de probabilité sur f})

éf Y(y) "o,s(dy) = é u(ax) | PO,s(x’dy) Y(y).

&
PROPOSITION
S{ un processus de Markofg (¥, 35 )s Py, wntpe y 8% K-faiblement

engodique, alons AL exdste une mesure de probablfitZ u sur’i)b telle que

VseN, VxeX et VAe N @
telN

s

(L.b.1) lim [P (x,A) -é; w(ay) By (y,8)] =0,

tow  Sat

Démonstration

Le processus étant K-faiblement ergodique, la condition nécessaire

de la proposition I.2 entraine que la suite {1r } se Nk de mesures de

probabilités, deflnles a partir d'une mesure sur Eb par
= ) -
“O,S(B) é u(dY/-PO’s(Y,B) s Bt/‘ss})s

est telle que V xed, VAe N %t .
telN

lim [PO’S(X,A) - ﬂO’S(A)] =0

S0
or Vs eN* ’TTO S est une mesure sur 37)5 alors la suite de mesures
]
{ﬂs,t}teN définies par
t>s

s,t

T, o®) = [ 70 ()P, (yiB), BEF
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est telle que V xed, V Ae ﬂNZ{}t .
te

lim [P, (x,4) = n (A)] =0

+>o0

-0

soit lim [Ps,t(x’A) - f% no’s(dy) Ps’t(y,A)] s
et d'aprés la remarque précédente ,
= lim [P _(x,A) - [ wu(dz) P, (z,dy) P_ _(y,A)
oo I: S,t ] 4‘[2 é O’S 3y S,t Vs ] ]
et 1'2quation de Chapmann-Kolmogoroff nous donne
= 1lim [Ps’t(x,A) - é} u(az) PO,t(Z’A)] =0 u
1o
De plus, en remarquant que é uf(dz) Po,t(z,A) = é "O,v(dy) Pv,t(y’A)

%* - .
pocur velN tel que v < t, nous pouvons énoncer que, S1 un Processus
de Markoff est K-faiblement ergodique, il existe, V se¢N, V veN une

probabilité y_ sur C%V telle que

Vxe};VAeﬂfS}t R

teN

(I__‘)""2) lin [Ps’t(st) - ja? Uv(dY) Pv,t(y,A)] =0 N

oo

en prenant M, =T

O’V,v>0etuv=uo,v=o =
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D'ol le corcllaire

I.5 COROLLAIRE

1.6

Une condition nécessaire et sugpisante pour qu'un processus

de Markogf {(, 33,0), P e+ )t e § 804t K-4aiblement engodique esz

que VseN, Tv(s)e W tel que g une probabilit? w_ sut Bv telle
que

VxexetvVae Bt,
teN

(I.5.1) 1lim [Ps’t(x,A) -,Zf% u,{dy) Pv’t(y,A)] =0 .

Démonstration

La condition nécessaire découle du résultat (I.4.2) précédent.
La condition suffisante se raméne a4 la condition suffisante de la

proposition I.2 en posant V seN, VtelN, t > s,

powr v <t 7 (B) =§ u @) By (v,B), By,

pour t £ v n SR ., 00 u, est une probabilité
S,t t t
quelcongue surgbt
REMARQUE
Quelque soit le processus de Markoff {(ZF, Sbt), Pt,tﬂ}teN ’
VselN, VAae () Qt et V xed, il existe au moins une sous=-suite
te R

convergente extraite de la suite {Ps t(x’A)}teN .

]
t>s
Cette remarque est évidente & cause de la compacité de
1'intervalle [0,1] dans lequel {Ps t(X’A)}teN prend ses valeurs,
: ]

t>s
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1.7 PROPOSITION

Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus
de Markofd ((F, C&t) Pt,t+ﬂ.}te gy doit K~ paiblement engodique est

ue Vsel, Vae N B, toute suite crodssante d'indices {t;}; o
tel

t.>s
1 .
telle que Py (x,A) converge quand i»e s0it telle que
i

Vyed, P, . (v,8) converge quand i+ et que
M1

}1m.Ps’ti(x,A) = lin P_ t.(y,A).

1> 1 27

Démonstration

1) Condition ndcessailre

Le processus étant K-faiblement ergodique, nous avons

d'aprés la proposition I.h

Veel, vxeX,vae N R,
teN

(T.4.1) lim [P (x,4) - és w(ay) By (y,A)] =0 .
toe > ?

D'aprés la remarque I.,5, pour s, x et A quelconques, il

existe une suite croissante 4'indices {ti} dépendant de

ie XN

S, X, et A telle que la sous=-suite {PS (x,A)}ie y converge.

3ti

{i} .
Posons . _ (x,A) = lin P_ t.(x,A) .

1-e0 L |

.. . . {1 .
(1'indice i, dans l'écriture de( ~1}(x,A), symbolise la
(=}
dépendance d'une telle limite au choix de la suite {ti}ieN
considérée).
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s o
Liexistence de la limite de {Ps,ti(x’A)}ié - et la
relation (I.3.1) entralnent l'existence et 1'&galité de la
limite de {‘{? u(dy) PO,ti(y’A)}iEN .

Par suite l'existence de la limite de

{é ulay) PO,ti(y’A)} et la relation (I.3.1)vraie

1e ¥
V xed, entralnent que l'ensemble des sultes croissantes

d'indices {t.}. telles que {PS + (x,4)}

. o
1'1e X o5 ig g converee

est indépendant de x et que pour une telle suite {ti}ie ¥

‘.gii}(x,A) = Qil}(y,A), VxeX et Vyed «
Donec que
e x,0) = v @), v xed on nH(a) est

indépendante de X,

Condition suffisante

Par hypothése, si {ti}ie y st wne suite croissante

¥4 o i
d'indices telle que {Ps,ti(x"k)}iEN converge, alors

Vyed, {Ps t (y,4)} converge et
Lt

. ) = 14 )
lim Ps’t.(x,h) lin P_ t‘(y,A), Vye X

1 i ire U373

Considérons la suite {[PS Xyh) = P t(y,A )]} ol x#y
3

tel
t>s

GJ7sh) £+, ¥ tel, t >

’t(

Alors comme -1 £ P_ t(x,A) - P
? 9
et 4 cause de la compacité de 1l'intervalle [-1,+1], il existe

une sous-sulte convergente extraite de cette suilte,

Soit lim [P (x,A) = P (yv.8)] =a .
. [s,tk : S5ty ]
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Si nous considérons la suite {PS . (x,A)} alors d'apreés
*k

keN?
la remarque I.5, il existe une sous~suite croissante

{tkl}le y extraite de {tk}ke y telle que

{Ps,tk (x,4}

1

1e solt convergente,

Par hypothése

Vyvedk, {Ps % (y’A)}leN est convergente et

9
Ky

lim P (x,A) = 1in P
Loy s’tkl Lo s,tkl

(y,4)

c'est=d=dire

iig [Ps,tk (x,A) = Ps,tk (y,A)] =0 o
1 1
D'od a = lin [P (x,A) = P (y,4)
k-)oo [S’tk 4 s’-tk ys ]
= 1im [Ps,t (x,4) = Ps,t (y,A)] =0 .
1w kl kl

Donc toute sous-suite convergente extraite de

(P ,(x,A) =P _(y,A)} converge vers O, et par suite
5,t 5,t

teN
t>s

de la compacité de [-1, +fL]

lim [Ps’t(x,A) - Ps’t(y,A)] =0

1t

et cecl est vrali V se¥, V Ae () :%t et ¥V x, Yyed ,
tel
ce qui traduit la K-ergodicité faible du processus W
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I.8 REMARQUE

La condition nécessaire de la proposition précédente rontre

que YselN, VAe N T%t’ l'ensermble des suites croissantes d'indices
tel
{t

} telles que {P (x,A)}. converge est indépendante de
s,ti 1€l

i‘ie¥

xef et que les limites de {PS & (x,A)}ieN pour x € X sont égales.
ot
i
Un méme raisonnement, d'aprés la relation (I.3.1) qui est vraie
Vsel et V xed, montre que l'ensemble des suites croissantes

{t.}. telle que {PS

i'ieX ti(x’A)}ieN solt convergente est indépendante

?

pour se X et xe&,

de s et de x et que les limites de {Ps,ti(x’A)}ieN

sont égales, pourvu que. le processus de Markoff soit K-faiblement

ergodique.

B. CAS PARTICULIER des PROCESSUS de MARKOFF & un NOMBRE FINI 4'ETATS

Nous donnons ci=dessous les résultats concernant le cas
particulier des processus de Markoff non homogénes 3 un nombre fini
d'états.

Pour ce faire, nous donnons les notations, définitions et

propriétés usuelles de tels processus.

Une matrice stochastique est une matrice carrée i élérents
positifs ou nuls dont la somme des éléments de chaque ligne est égale 3 1.
Dans notre cas particulier, &€= {1,2,...,r} désigne 1l'ensemble des &tats

possibles du processus j; nous avons = & et nous prenons corme tribus

@%’ tel, les tribus (E)c =& €5 &= ).
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Les probabilités de transition P qs teXN, peuvent s'exprimer

Tt

sous forme matricielle : V tel, P sera la matrice stochastique & r

t,tHL
lignes et r colonnes, dont les éléments seront notés Py t+1(i’j)’ ol i et
L]

jed

Un tel processus & r état possibles est défini par la donnée
d'une suite infinie de matrices de transition P, t4q> TEY; nous le
9

désignons sirplement par {&, Pt,t+’.l.}te.N'

Pour i et je &, P, t(i"j) désignera la probabilité de se trouver
9
en j 4 1l'instant t sachant que 1'on se trouvait en i 3 l'instant s. C'est
1'8lément de la i°°° ligne et de la j°°° colonne de la matrice carrée

Ps,t définlie par Ps,t = Ps,s+1 Ps+1,s+2 see Pt—’l,t’ pour tout s < &,

Nous avons éviderment

.Z ps’t(i,j) =1, Vs,teN, t >s et Viek
Jed

et 1'équation de Chapmann-Kolmogoroff :

st = Ps,u Pu,t’ Vsu,teN et s<ucx<t,

c'est=d-dire

Ps,t(l"]): z Py

(i,k)n (kj) Vi jeaﬁ.
& t 9 ]
ked e Us

On retrouve alors le cas &tudié par I. KoZniewska dens [8].

La définition I.l de la Keecrgodicité faible devient :
X " S/(: Y SGN, v i’ j, k = ﬂ., 2’ seey Iy

. . .. N LA
(I.1.1 vis) lim [ps’t(l,,]) - ps’t(k,J )] =0t

1>
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La proposition I.2 s'énonce alors

Une condtion nécessaine et suffisante pour qu'un processus

w" ! ad i ( ( '3 x ( —/ (f
de Markofd a un nombre find d'états (&, Pt,tﬂ}te g 2ot K fasibLement

erngodique est qu'il existe, V sel, une suite de matriices stochastiques
{Hs,t}‘téﬂ aux £ignes Adentiques : {us’t(ﬂ.), cees “s,t(r)}’ telle que
t>s

(I.2.1 bis) lim [Ps,t(l"]) - us,'t(‘])] =0, Vi, Je & s

oo

ou en Genltune matnielelle

Jt_,—lil [Ps’t - Hsst =0

En prenant les mesures particuliéres Mg sur @ () telles que
VseBNetVj=1,2, ¢eey T

. 1
US(J ) = "I'.' 3
nous retrouvons la démonstration de la proposition I.2 donnée par

I. KoZniewska dans [8].

Nous écrirons la proposition I.k

S4 un processus de Harkofd @ un nombre find d'etats

tnitlon . . . ,
e, Pt’ t+1} te eAt K-fadblement engodique, alons LL existe une

matrnice stochastique T dont Les Lignes sont Ldentiques (Les eLiments
de chaque Ligne sont notes u(j), jeod telle que

VselN et Vietjeck,
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(I.h.1 bis) }:}5 [ps’t(i,j) - kZ& u(k) po’t(k,j)] =0 ,

ou en écriture matricielle

in [Ps’t-HP = 0.

¥seWl ]
roo 0,t

On peut évidemment prendre u(j) = %— V je&
Les matrices stochastiques aux lignes identiques vérifient les

propriétés sulvantes. Soit I une telle matrice et P une matrice stochas=

tlgque gquelconque.

et @I xP=1' oU II' est une matrice stochastique aux

lignes identiques.

Avec cette dernidre relation et la relation (1l.k.l bis), le corollaire

1.5 sera

Une condition nécessaine et sufflsante pour qu'un processus

¥ = ‘i AVE , Y,
de Markogd & un nombre find d'états (&, Pt,t+1}teN 504t K-faiblement

engodique est que ¥ seN, g veN ef ue ratrice stochastique o aux
Lignes identiques ldont Les Ekements de chague Ligne sont u (), je &)
telle que

(I.5.1 bis) lim [P

Lo

s,t o Pv,fj =0,

ou de fagon plus explicite
lim [ps t(i,j) - ) () t(k,j)] =0, Viet jeck
‘t,--)co ] kex v V,

Le cas particulier d'un normbre fini d'états nous fournit &également le

résultat suivant qui lui est propre.
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I.9 PROPOSITION

Toute matnice de probabilités de passage P
décomposéeen somme de deux matrnices

b, 441 peut etre

= 1 v
Pt.t"'"l Mt+Mt s tel

ol M est une matndee stochastique aux Lignes LAdentiques, alons
wie condition néecssaine el suffisante pour gu'un processus de
Markofd a un nombre find d'états (&, P } 804t K- falblement

: Tyt tel
ergodique est que
mtn
lim @ M} =0, Vmedl.,
n+o  t=p

Cette proposition est une conséquence du corollaire énoncé

ci-dessus dans lequel on prend v = m, Hm = Mm et en remarguant que

m+n mHn mn
1im 0 M' = 0 <=> 1lim | T P - M T P =0 ,
n>o  t=m t Ny |t=m byl D ol Tyt

Puls vient la proposition I.T sous la forme :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus de
Moarkofq & un nombre find d'états (X, Py LI - 504t K-{aibLement

. b
ergodique est que

¥ seil, toute sous-suite converngente, extraite de La suite
de matrices (P, [} ey converge vens une matrnice Atochastique
]
t>s

dont Les Lignes sont identiques,

Nous remarquerons également que sous la condition de K-faible
ergodicité, les matrices stochastiques aux lignes identiques limites

de sous=-suites convergentes sont indépendantes de seN M

Nous terminerons ce chapitre en donnant deux exemples de

processus de Markoff & un norbre fini d'états K-faiblement ergodiques.



I.10 EXEMPLES

1) Soit le processus de Markoff { ¥, P }

l'espace des états X= {1,2} et tel que

/ 3. 1
- o i} [1_(_,1)1‘&1] 10 10
ST U S
\\10 10
de maniére plus explicite ;
2.
10
Vke¥W s, s1t =2k P2k,2k+1 = \
.10
8_
. 10
s1 t = 2k+1 P2k+1,2k+2= 3
T0
Nous pouvons écrire
Poper =T % Byn 88 Pypp
d'oi ¥V keW
L
10
R =R
2k+1 1 l_
20
i a -8
Posons ( ) =
-b b

RR

RR =

(ch.I)-16

,t#l 't e w B8 que

EEEN

2 3

]
o

4 [o]
o)
le
o
~__

i
10
=P
é__ 2k+1
10
2_
10
=P
2k+2
I
10
1 1
2 2
=1 + avec II =
Boken 11
2 2
-3
10
2 i
75/

R ou a et b sont positifs, alors

vd od\
/ /

1 2
\wd

1

b=

2/
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dou il vient :

L in L 1\n
% & “1‘5*‘5)\
/ , 5l m= 2k+l
1 1.n 1 1.n
L. ESEY
e 0 2 0 \D
T R
t=m t
1.n 3 1.n
5 * (3 - &)
,sim=2k
1.n 2 n.n
7o * &)  * (3)

N *
D'od Vmel
mn

lim 1 Rt =0 .
n>»  t=m

Donc le processus vérifie la condition suffisante de la proposition

I.9, i1 est K=-faiblement ergodique.

Etudions le comportement du processus. Nous avons

P2k,2k+£L = ng_ﬂ =1 + Ri’ avec les notatlions preécédentes.
Pox,ok+2 = Fosn X Pogep = (1 + B )I + Ry) = T+ IR, + R R,

car R1H =0 ,

et 11 vient les relations récurrentes :

p=1 .
Pok 2ksop = LT+ Ry izo (Rle)ll + (R R,)P

- et i P P
Pok,opsopry = UL+ TRy izo (R,B, )7| + N(R,E ¥ + R, (R,R, )
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en posant par convention (R’.LRQ )O = (RQRCL )O = I = la matrice identité ,
d'ol V kel ,

1}

lim
p—W

[m+ HR2][ ;‘LZO (Rle)i ]

P ok, 2x+2p

<1
[m+ mR, ][I - RyR]T =

10 2 2 L
/15 145 3 3
= = = H’_L
V10 05 /L2 1
N150 45 N3 3

et

lim Po okopHl = [m+ anj [ izo (RQR{L)l ]

[m+ R ] [T - RgRi}"1

1ob
15 15
= , = H .
\ L :
\N15 15~

Or ¥meW, YkeN, VnelV, tels que m <2k <2n »

Pm,2n - Pm,2k : P2k,2n

Poontl = Tm,2k ¢ Fox,on+n

Donc 1lim Pm,2n = Pm,2k . lim P2k,2n
n- n-e
= Pk ¢
= H’l
et
lim P =P . 1im P
e m,2n+l my2k oo 2k,2n+l
= Pnok T2
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. . \
2) Soit le processus de Markoff {¥, Pt,t+ﬂ.}tell tel que l'espace
des états & = {1,2,3} et tel que
: SE 5T 00 1
( t+Y t
)™ oa ()Y [ 2 2
teN, Pgwn = 5 22 9 rT>3 7230
1 1 1
° o T2
ou plus explicitement g .ﬂ; 1 o o 1
/T T T / \
o g
keWpPy o =0 3 5 0 )% Powmmoee T 2 2 O
o411
\O 0 1 ‘\H' 'é" T:/
que nous noterons respectlvement P2k+ﬂ, et P2k+2’ keN.
Ces deux matrices peuvent se décomposer en
Pogsr =T * Bopyn O B T T+ By
1 1 14
/333
avec I 1
i3 3 3
111/
N3 3 3
Je1 2 -1\ “bo-ho8
R = ="-L-2 E—h‘-R =R=Lf2 2 4
S S vl Y Tok+2 T2 12 |
\ab b8 \-1 2 4

dont le produit IR2R1 est

/-_12 ~16 +28 \

- 3 Sl |
BBy = T2 %12 ‘\ 6 8 ?“‘./
\3 2 =57
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Considérons une matrice du type R c'est-d-dire dont la somme
des éléments d'une ligne est égale & O ; notons {rij} i,j = 1,2,3

les éléments d'une telle matrice

/ ~
a a
Ty Ty Tp3 M T T T
eerd .. b
alors r21 r22 r23 s'éecrit -3 + k2 5 k2 b
c c
- =+ - -
r31 r32 r33 \ 5 k3 5 k3 c ,
r. - T,
= = = :-_]'-ﬂ.'_-—-—];g- S =
avec a = T 4, b = T3 ¢ = TIag et ki N > 1 =1,2,3.
Nous avons
. 2a - 6k1 2a = 8k1 ﬁhki = La
R(RZR&) =1g | 20 - 6k2 2b - 8k2 1hk2 = bo
2c = 6k3 2c - 8k3 1hk3 = Lec
et 1a 1°7¢ ligne de R(R.R, )", notée R(R.,R )" est égale &
2R1 : a 2R1 .
( ne=2 . 2
2[ilk, ( § (=)7) + (<0)*7 4] - 6K,
. 1
1=0
1 ne=g

R(R B, )" = 2[akx, (iZo (-0)%) + (4" o] - B, |

6™

n=1 .

abig [ (24)] + (1) e
i=0

\ b

. n N gp s o
Les autres lignes bR(Rle) et CR(R2R1) s'écrivent de la méme facon,

en remplagant a par b et a par ¢, k par k. et k, par k

1 2 1 3°

Le dernier élément de la ligne aR(R2R1)n est tel que

L |k [nfi (-u)i] b (24P alc —2 [k |x |(n§1(u)i)+(u)n|a|]
(16)° R (16)° =0

14|, | (n=1)
< ! ~ (h)n—l + 1 — |a'
(16) (4)
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donc cet élément tend vers O quand n tend vers += ,

I1 en est de méme des autres &léments de la 157+ ligne et des

autres lignes de R(RQRi)n.
Donc R(R2R1)n >0 quand n > + «,

Comme, ¥V k€N,

RZL(R2R1 )P si m=2k+1 et n =2p
mn (R.R, )Y R si m=2k+1 et n =2pHl
T n, = By (BB )7 By
t=m (Rle)p R, si m=2k+2 et n =2p
(RQRl)p+5L si m=2k+2 et n=2pH
m+n %
lim T R, =0, Vmek .
t
nr>  t=m

Donc le processus est K-faiblement ergodique, d'apr@s la proposition

1.9.

Nous avons,comme dans le ler exemple,

Poxyowen =17 By
p=1 i
= P
T A L R, [ izo (RyR,)*] + (R;R,)

=l i
T p
Pozieopey = L F TRy [ izo (RyRy )" ] + M(RR, )P + By (RE)F
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et lim P2k,2k+2p
p-)OO

f
3
=

+ IIR2] [ ] (Pli‘az)i]
1=0

-1
= (1 + HRZ)(I - Rng)

' 3\

20 28 27

= 75 T5

% 15 15

20 28 27

75 75 TS
. t i
lin Py opprm = [m + HRQJ [ _Z (R,R, ) ]
D 1=0

= (1 +1R,) (I~ RR)™

~ R
1o 2b 32
5 TS TS
|2 2 32
5 TS TS
19 2b 32
CRERE
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CHAPITRE II

PO

-~ -

Ce chapitre est consacré & 1'étude de K=-ergodicité forte des
processus de Markoff et de ses liens avec la K-ergodicité faible, et
enfin du cas particulier des processus de Markoff K- fortement ergodiques
i un nombre fini d'états. Les notations ermployées sont les mémes déja
utilisées au chapitre précédent. Corme précédermment, les processus sont

supposés tels que N @c # {p,E}.
el

A, CAS GENERAL - DEFINITIONS et PROPRIETES

II-1 DEFINITION

Ty o do ilebolt 7 x
n processus de rakoff (X, 3y), Pt,t+1}teN est di ,
"K-fontement engodique™ ou "fontement encoddque av sems de KUZITELSKAY
(cf [8}) A4
VseEN, VxeX et VAe N CBt ,
tell
(11.1.1) lim Ps’t(x,A) = HS(A) ,

L0
ol N_ est une probabilite définie sun N ‘8, indepencante de x.
tel
II-2 PROPOSITION

a7y (%Y. 78 i [ 1,‘, /~: /t -7 tovent
5L oun processus de kol (&, B, Pt,t+1}teN es £ K- onteent

engodigue alons

Veel, VxeX, st vae N B
te N
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(I1.2.1) lim P (x,A) = 1n(a)
e S,t

+-»00

(c'est-d=-dire, la mesure de probabilité limite est indépendante de

1'instant s.)

Démonstration

D'aprés la définition de la K-ergodicité forte, nous avons

N(A) = lin P_ . (x,8), V x¢Jf, et V Ae 0y, ,
too I3 tel

et pour un instant u &€ N quelconque différent de s,

Hu(A) = 1im P t(x,A), Vv xeXetVae () :%t .
tro U9 telN

Par définition, s, t, A &tant fixés, P_  (.,A) est une fonction

s,t
SBS—mesurable bornée

0P (x,A) 1, Vxel,
S,t
avec {Ps,t(X’A)}teN convergeant vers HS(A),
t>s

En appliquant le théoréme de Fatcu=-Lebesgue, si u < s ,

Hu(A) lim Pu,t(y’A)

+->0

lim ‘é Pu,s(y’dX) P t(x,A)

oo ’

‘j)"s Py, s(7scx) [iim Ps’t(x,A)J

~>00

=£E Pu’s(y,dx) HS(A) = HS(A) .

81 s < u, nous faisons un raisonnement analogue avec {Pu t(x’A)}teN
L]

t>u
et nous obtenons

HS(A) = nu(A).
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Donc

L, = ng, =1, YV uet ¥V seX, et la proposition est
établic =

Comme il fallait s'y attendre, on a le résultat suivant dont la

déronstration est irmédiate.

1I-3 PROPOSITION
La K-engodiedtt fonte entraine La K-engodicite faible.

ous introduisons ci-decssous la notion de K « crrodicité de depre
a, O<ag 1.
II-4 DEFINITION
Un processus de ilanhol/ P L
”; 0 u e llarkolf (X, B, ), t,tﬂ}tem est dit
K-engodigue de deoné o, 00 0 < o <1, 84

V sel, Vxe¥, VyeF, et VA¢ (’\N’Sbt ,
te

t
. 1
(II.4,1) lin —= P (x,A) = P (ysA)] =0 ,
el oo 10 nz’l [s,s+n ? s,s+n ¥ ? ]
On remarquera que sl un processus est K=erpodique de degré a, avec

0 <a <1, alors il est K-ergodique de degré o' tel que a < a' < 1.

llous avons egalement le résultat suivant.

II-5 PROPOSITION

14

La K-ergodicide failbile et La K-ergoddedte forte entrainent Lo
K-engodicite de deghé a=1,

Démonstration
La K=ergodicité faible d'un processus de Markoff

{(\f,/\%t), Pt,t+l}t ey S'exprire par

VseW, Vx, ye¥ et VAe () 35t ,
tel

lim [Ps’t(x,A) - Ps’t(y,A)] =0

10
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c'est=a~dire

Ve>0,VseN, VxetyeXetvae N R

tex °°
7 un entier positif to(e, S, Xs¥s &) tel que
tel, t > to(e,s,x,y,A) = | Ps,s+t(x’A) - PS’S+t(y,A)l <e,
sit > to(e,s,x,y,A) s
n t
alors T | zﬂ, [Ps,s+n(x’A) - PS,s+n(y’A) 11
L 0
= | T Z [Ps s+n(x’A) = Py s+n(y’A)]
n=1 9 1
n t
* ‘E n=t -23:-1 [PS’S+H(X’A) - PS:S+n(y’A) :H
0
t
L1 ] Iy qunt) ]|+
< = P (x,A) = P y,8)] ] + e *
t n=1 545+n 5,5+n £

Ve>0, Vt'el, Vsel, Vxetyexetvae (1 &

tel t
Tty [e, t'y s, x, v, A] tel que
tv
t >t (e,t"y5,%,,4) =>% | nzl [Ps,s+n(X’A) - Ps,s+n(y’A)] | <€,

in choisissant t > max [to(e,s,k,y,A) : tl(e,to,s,x,y,A)] ,
on a
1 t
= ln=ﬂ. [Ps’s+n(x,A) - PS,S+n(y,A)] | < 2¢

ce qui traduit la Keergodicité de degré o = 1.

Le proposition IT1.3 termine la démonstration m
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B. CAS des PROCESSUS de MARKOFF HOMOGENES

Examinons maintenant le cas particulier des processus de Markoff

homogénes.,

II-6 DEFINITION

i Marnhof £ o dit howogine A4
n processus de iHarhoff {(&, :%t) Pt,t+1}tem sena dit horogine 84

1) ¥ tel, I‘)t =D alors N 3’1: =%
telN

2) VteN, Vxe¥, et VAeD

(11.6.1) Pt,t+1(x,A) = P(x,A) ,

Dens ce cas, on a
P (x,4) =P __

c'est-d-dire que la probabilité de transition P_ . Be d pend pas

t
3
séparément des instants s et t, meis seulement de leur différence t-s.

Et on auwra V xe® V AeD, Vnel et ¥meX avecn < n .
P (x,4) =é P (%:dv) B _(y,A),

Par convention, PO(X,A) = 1A(x) ol 1y désigne la fonction indicatrice
de 1l'ensemble A.

Nous convenons de noter un tel processus (homogéne) par {(x,?j,Pn}n eN*

Pour le cas homogéne les définitions II.1 et I.l deviennent donc

I1-7 DEFINITION

Un processus de [‘arkoff homogene ((¥,3), P}
K-foxtement engodique 44

o ey BF dit

Vxed et VAe R

(I1.7.1) lim Pn(x,A) = 1(A)

>

ol T est wie paohabllite definie sur 8, indépendante de x.
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II-8 DEFINITION

in processus de ilarkolt homogene {(E, ), Pl oeyx &1 I
K- faiblement ergodique 44
il 4 i

VxeX, VyeX, et V AeD,

(11.8.1) lim [Pn(x,A) - Pn(y,A)] = Q

n-e

Introduisons également les deux définitions suivantes

II-9 DEFINITION

tn mocessus de Larnkoff homogene ((¥,3), Pl oyx &8 dit
K-fontement ef undformtmeni engodique, A'AL est K-{orntenent ergodique
et de plus La Limife (I1.7.1) esi une Linite udlforre por ravport 4
x et d A,

in d'autnes ferrmes, L y a K-ergodicdte fornte et undforre 54

Vxed, Vaedel Ve > 0,7 un entiern posdtif ny(e)
tel que
(11.9.1) n 3 ny(e) = |Pn(x,A) - IA)] <€

0l T est une resuwre de probebilite sun .

II-10 DEFINITION
tn processus de ilarboff hovocine (6, 3), P} ey @t dit

K-faiblement et undfornément engociote, A4

VxeX, VyeX, VAch et Ve >0 g un entien
POSLELS nO(e} tek que

n nO(e) = IPn(x,A) - Pn(y,A)I <e .

IT-11 PROPOSITIOHN

i processus de fankog{ homogine {(F,B), P}

2t unlforriérent engodique est H-jorntement ergodigue.

* K- 6@653&“7&‘1'{
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Démonstration

La K-ergodicité faible et uniforme du processus homogene
entralne, d'aprés la proposition I.2, qu'il existe une suite de

probabilités {I } .« définies sur B telle que

VxeX, et VAae®R |

lim [P (x,4) = nn(A)] =0,
n->w

Prenons, d'aprés la condition nécessaire de cette proposition, la

suite {Hn}n construite de la facgon suivante

ey®
n(a) = é way) P (y,A), VAR

oll u est une mesure de probabilité sur &, Alors

(I7.11.1) lim [Pn(x,A) - Hn(A)] = 0 est uniforme par rapport &

n->e .
x et a A .

En effet, Vxet yed, VAeB et Ve > 0, 7 wn entier positif no(e)
tel que

n 3 ne) = [P (x,4) = P (y,4)] <e .

Dol

it

[P (x,8) = 1_(8)] = | {z u(dy) B (x,4) - :f% u(ay) P (y,4)]

| 4; wlay) [P (x,8) = F_(y,4)] |

N

é w(ay) [P (x,8) - P (y,8)] < -

D'aprds la remarque I.6, de la suite {Pn(x’A)}ne.N* on peut extraire

une sous=-sulte P (X’A)}ie convergente et par suite de la K—ergodi-
i

cité faible, nous avons la convergence de la sous=suite {Hn (A}

¥

ie N

et la convergence de la sous=suite {Pn (y,A)}i£ y pour tout ye& et
i

1'8galité des limites, c'est-d=dire V x ¢« &
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lim P (x,4) = lim T, (A) que nous noterons H{l}(A) ‘
i 1 Ise0 T3

Alors V A¢® et ¥V e > 0, T un entier positif n (e,A) tel que

_— {1} €
n; % n; (e, A) = |nn‘(A) <77 (a)] < 5
0 i
D'autre part, d'aprés ce qui précéde, V xe¢X et ¥ AG&EnO(e)EN*

tel que

€
n 3 no(e) => |Pn(x,A) - nn(A)l <z .

1

Posons n, (€,A) = max [ni (e44), no(e)], alors
1 0

n; 2 n; (e,4) = “Pn.(x,A) - H{i}(A)I - {Hn.(A) =-n{i}(A)H
aq 1 1

<P (x,8) =T ()] <&,
n. n.
1 1 2

dtou |Pni(x,A) -1 < £+ IHni(A) -ty <.

et cecli ¥V xe ¥ d8s que n, zng (e,a).
1

Donce

(1r.11.,2) 1lim Pv1 (x,A) = H{l}(A) uniformément par rapport # xe X
ivo T :

; %
Par conséquent, Ve > 0, VyeX, et VAe3 dn. (e,A) ¢ I tel que

n

IPn_ (Y:A) - n{i}(A)I < €.

n

Alors n > n. (g,A) ==
T

lﬁJ&A)unh%AH=|£%bm(Xﬂﬂ%L(LAFf%ML(%%ﬂﬁ%AH
i, i &£ i,
Sf Phen, (x,ay) Ipn. (y,a) - H{i}(A)I < €
t !

Donc en notant N(A) = H{l}(A), pour tout Ae B,
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(IT.11.3) lim P_(x,A) = M(A) uniformément par rapport & x & X ..
La fonction d'ensemble Il obtenue est une application de ® dans

1'intervalle [0,1] satisfaisant, de maniére évidente, aux conditions

1)0cmL) 1 Vaedet I(¥) =1

2) Pour toute famille finie {Ai}ié I d*ensembles Aiez’.’ deux &
deux disjoints, on a
n[ U ad= 1 nma).
1el 1e71
I1 suffit de démontrer que Il satisfait & la condition de continuité

monotone séquentielle en § (cf chapitre O, n® I,3) pour que I soit

une mesure de probabilité sur .

Pour cela, considérons une suite {Azﬂ}rﬂeﬂ* d'ensembles

B-mesurables decroissants vers §, c'est-d-dire

N =
A1)A2:>A3 se e DAm eso tels que *Am ¢ ’
meN
et montrons que lim N(A_) = O.
I o

D'aprds la définition de la K-ergodicité faible et uniforme,

¥
VxetyeX, VAcSHet Ve >0,8 no(e) e ¥ tel que

n no(s) == IPn(x,A) - Pn(y,A)l < ef2.
En particulier

(11.11.4) IPn (x,A) = Pno(y,A)l <ef2, Yxetyed, et VA .
== o :

P (x,4), V xe&, est une mesure de probabilité sur $. Elle vérifie
0

donc la continuité monotone séguentielle en @,

lim P (x,Am) =0
mre 0 N

- x
c'est-d-dire 'g{mo(e,no,x) € §  tel que

(II.11.5) m 3 mo(e,nO,x) => Pno(x,Am) < ef2 .
Posons mo(e,no) = inf mo(e,no,x) .
xe¥
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Comme les mo(s,no,x) sont des entiers positifs,d z e & tel que

mo(e,no,z) = mo(e,no) .

Pour un tel z (IT.11.h) devient : V yeXet VmeX ',

; £
- i -
IPno(z,Am) Pno(y,AmH <3

(I1.11.4) et (II.11.5) entralnent

n 2 mo(s,no)=> P (y,Am) <el2 + P (z,[k.m) <eg, VyeX¥ ,

Par suite V xe &, & no(e) et mo(e,no) tels que

n 3 no(s) et m 3 mo(e,no) s

Pn(x,Am) = £ Pn-no(x’dy) Pno(y,Am) <€ .

D'oll iiil Pn(x,Am) = H(Am) <g, Vms3 mo(e,no) .

Done lim H(Am) =0 .,
nl-*OO

(I1.11.3) devient

Vxel et VAae® |

(I1,11.6) 1lim Pn(x,A) = NI(A), uniformément par rapport & x ¢ &
N>

ou Il est une probabilité sur .

llous avons ainsi démontré la K-ergodicité forte du processus

homogéne ®

Afin d'introduire des résultats se rapportant 4 ceux sur les
processus de Markoff dévelorpés par DOCB dans [h] , nous rappelens

ci-dessous les définitions et les propositions suivantes.
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IT1.12 DEFINITIONS

. Un enserble EeTdest dit emsenble consiquent de x ¢ &, 44
%
Vnel , Pn(xO,E) =1,

. Un enserble E€B est it invaniant, 8'4L est consiquent ce
chacun de ses podnts, c'est-i-iin

VxeE,V n&N*, Pn(x,E) =1,

. Un enserdble FeB est dit truusient 44

Vxed, lim Pn (x,F) = 0.

n->c
. i ensadle B eBest dit engodique a4
(1) AL est invarndant
(ii) 40 exdste une reswie de rmobabAlité 1 sun S
p
zelle que _M(E) =1, ef

n
VxeE, VBB, lim= 1 P (x,B) = _n(B).
n m bl
n-o m=1

. i ensemble engodique E est dit dicormosadble en sous-enserllc
cyclioues, 8'AL existe d sous-enseribies CpaChs sees Cy
disfoints tels cue :

a
(1) Uc =t

a=l
(i) Va=1,.,,6-4,Vx&C , P(x,C_,,) =1,

et Y xeC P(x,Cl)=1 .

d’
(iil) Va = 1,..,4, A& exdste une probadlliis 2l
sun D telle que e ) =1 et

VBe®R, V xeC 5 lin P
n-c

nd+m(X’B) = EHB(B)’ B = (x-}-m(mod. d)o

. Une mesune de probabilite 1 swe Best dite probabilité chsolue
stationneine 44
V Be B, éP(x,B) n(dx) = n(B) ,
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11,13 HYPOTHESE (D) (&fie & Doeblin [2])

On dit que Le pocessus de i'anltoff horoozne (B, B} ox
vinigle L'hypoiadse (D), 5'il exdste une meswrne {dnle ¢ sun 3> avee
o(X) > 0, un entien vew™ ot un e > 0 Zebs que

VxeX, VA P (x,A) 1 =¢si¢a) ce,

I1 est & remarquer qu'il existe des processus de Markoff

homogénes qui ne vérifient pas 1°'hyrothdse (D). En voici un exerple:

Soit le processus de Markoff {(¥,%), P Lo,

y¥ powr lequel
. P ¥
E=R et D= R (1a tridbu borélienne), et les Pn sont telles que Vnel ,

VyeR, Pn(y,.) posséde une densité par rapport & la mesure de Lebesgue

sur M. o
o {xmp )7
Y 2n

I R N T e

A

ol p est tel que 0 < p <1 ,
Cette densité est appelée densité de Gauss.

Si on considére une mesure finie quelconque ¢ sur § telle que

#(R) > 0, alors, si on prend une suite {Am}meﬂ"‘ telle que

A = [.,m,a [’ A, € 8. € 400 £8 eee €t lima = oo,
m n 1 2 m e B

par définition d‘une mesure,

#(®) = lim o(A_) .
A"

Dou V €>0, I mo(e) tel que
m 2 my(e) => ¢(R) = ¢(Am) <€
Posons Aj = [amo,+oo[, alors ¢(A ) <€ .

- 2n
* -1/2 +o0 2(1L=
Vnel , VyeR ’Pn(y’AO) = [gw(lgpaﬂ)] 1/ f e (1=p"")
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et Pn( .,AO) est une fonction croissante de v,

Donc ¥ y<¢R, dependant de n, tel que

P (yshy) > 2= et ¢(A)) <e a

On a les résultats classiques suivants dont la démonstration se trouve

dans [b].

IT.1Lk PROPOSITION

54 un processus de fankoff homogene ((X,8), P}

oy
ek VEide

L'hypothise (D) ; alors

(1) @ une parntition de & en ensombleos engodiques dis foints

(ii)

(iii)

(iv

E

1,}32,..,F,a,... et un ensemble thonsient F =[ (lé) Ea)

£
Si aTs oy eeey Ty ous d0nk Les mesuwnes de wrobebilitis
a |

conespondant  awe ensembles engocdques, elles sont
determinies de rmandene unique (a parnt Leun ondre) ef Les
ensembles Eys By
unique (84 on nénlige Les points apneniemant & d
ensembles transdents)

eeey B Lont delemminégs de meniéne

S'4AL exdste poun E_ des sous-ensenbles cycliques en

nomone A notes G,y Coyese, C, cuec Les probabdllitis
a al?az a 4 '

corespondantes algseees ces riesunes sont déterrd-

and ?
a
nzes de maniene undque ef Les sous-enseiles cycliques

Zgalement (84 on néglice Les points aprantenant 7. ces
ensembles thansdents).

Vxedk et VAaeldd,

Q(x,A) = 1im

n-e m=4

=
&Mﬁ

Pm(x,A) existe

et 0(xy4), adlnad défdnie, est une mesure de probabAlits
absolue stationnainre, ¢'est-a-dine,
VAeH &5 alx,ay) P(y,A) = Q(x,A) .
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Je nlus, 44 xe E_, ensenble engodique, Q.,A) cst
dndépendante de x, o(x,A) = 1A),¥ se B

I1.15 PROPOSITIONS :

Sous £'hypothése (D)
n

1) La Rénite 0(x,4) = lig = ) P (x,4) est indépendante de
n=1

x €¥, (ceci ¥ Aefd), 44 et seulement ' 4L exisie un scul
!
ensemble ergodigue.

2) a(x,A) = 1lim Pn(x,A) sd et sewlerent 4'LL n'existe pas de
n->eo
sous-enservles cyeliques dans toul ensemble engodique

(da =1, Va) .
Les K=ergodicités forte et faible des processus de Markoff

homogénes nous donnent les résultats sulvants,

II1.16 PROPOSITION

34 un processus de Manbolf homogine {6,050, Pn}n € ¥ est
K-fonterent et undfomriment ergoddque, alons £ n'a cu'un ensemdle

erngodique sans sous-ensemble cyelique.

Démonstration

La K=ergodicité forte et uniforme se traduit par la relation
(¥I.9.1) :
Vxell, ¥ 2l et V >0, @ nje) tel que

n > no(s)===? an(x,A) - ma)| <e
oi I est une probabilité surgb.
Ce qui montre que
n 3 no(s) > Pn(x,A) < T(Aa) + €,
Mors le processus vérifie 1'hynothése (D) pour tout e tel que
0 <eg g %—car pour un tel e et V¥ xe%ﬁ ¥ Aeﬁﬁ q no(s) tel que
n > no(e) = Pn(x,A) <T(A) + € £ 1 =g,s1 N(A) <
(I jouant le rdle de ¢).

[
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L'hypothése (D) entralne, d'aprés la proposition II.1lk, 1'existence
de la probabilité Q(x,.) sur Ptelle que V xeXet vV Ae B ,

1 n
Qx,A) = 1im = ) P (x,A)
n I
n-ew m=1

La K=ergodicité forte entraine que V ¥, et Vaedd,

Qlx,a) = T(A) = lim Pn(x,p.) R
n->o

Donc, d'aprés les propositions II.15 et II.16, il existe wn seul

ensemble ergodique sans sous=—ensemble cyclicuews

11.17 PROPOSITION

54 un processus de Varkodf horogene (BB, P} o« K-forntement
ergodique virnigie LMhypothise (D), alons AL n'a qu'un seul ensemble
ergodique sans sous-ensemble cycligue.

Démonstration

L'hypothése (D) entralne, V xed, l'existence de la mesure de

probabilité Q(x,.) surdd définie par : YA e B ,

, n
Q(x,A) = lim = z Pm(x,h).

n-e =l

La K-ergodicité forte entralne : Q(x,A) = NM(A) = lim Pn(x,A).
n->oo

Donc, d‘'aprés les propositions II.15 et II.16, il existe un seul

ensemble ergodique sans sous=ensemble cyclique B

Nous verrons au chapitre III, voir proposition III-6, que 1'on

obtient un résultat plus fort qui est le sulvant:

I1.18 PROPOSITION

54 un processus de Hankod! homogene {(&,B), P Voewe 24
K-faiblement engodique et 4'4L vénifde L'hypothzse (D), alons 4L

n'a qu'un seul ensemble ergodique sans sous-classe cyclique.,

Examinons le cas de la K-ergodicité de degré oa.
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IT1.19 PROPOSITION

34 un processus de lanbogd howoodne ((X,%), Pn}ne - vendfdie
L'hypothzse (D) et 4'4L est K-engodigue de deond oy O < o g1
c'est-a-dine, Vxe®, Vyed et vae B ,

n
. 1
lim ry E [Pm(x’A) - Pm(y,A)] =0,
ns»o n  m=l

alons AL n'o gu'un enserhle engodique avee sous-ensembles crcliques.

Démonstraticn

La Ke=ergodicité de degré o entraine la Keergodicité de degré 1

c'est-d~dire ¥ xe¥, v yed et v A€33,

n
. a2 . =
lin = § [P(x,A) =P (y,a) | =0 ,
oo n =1 m m

L'hypothése (D) entraine, V xe%, l'existence de la probabilité
Q(x,.) sur dp telle que ¥ AeB,

q B
Alx,A) = lima- z Pm(X,A) .

Dioll il vient v xe¥, vyed et va e ,

AU x,a) = 0(y,A)

Donc Q(.,A), ¥ AeJD, est indépendante de xe &, et d'aprds la
proposition II,15 il existe un seul ensemble ergodique avec sous=

ensembles cycliques g2
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CAS des PROCESSUS de MARKOFF a un NOMBRE FINI 4'ETATS

Comme au chapitre I, nous allons examiner le cas particulier ou
1l'espace des états Lest fini, c'est-d-dire = {1,2400 v},

Nous utiliserons les notations déja employées en B, du chapitre I.

Dans ce cas particulier, la définition de la K-ergodicité forte

s'exprime comme sult :

" ot processus de Hanhodl @ 1 nowbre fdnd ¢fEiats {’sY},Pt t+1}teN
2
esd dit K~fontement ergocdique

34 ¥Fsed ,Vietjed,
lim (1,3) = v (3)
oo ps,t SJ s
od Les w_(j) sont fels cue ) u(3) =1, et Les p_  (i,3) désignent
Je t-1 7°
sLimen e La mati hastique P = .
Les eliments de La matrndee stochasidigu s, n Pk,k_-v-i

k=s
En écriture matricielle, on a ¥ se ¥,

lim P
s

=1, ou I est la ratrice stochastique ,
1o

st

-,

dont les lignes sont identiques et épales & {us(l), us(2),..., us(r)}.

On démontre comme dans la proposition II.2 cue la rmatrice HS est

indépendante de 1l'instant s.

11.20 EXEMPLE

Q01 S M < )
Soit le processus de Markoff {X, Pt,t+1}te,N tecl que
33 1 0
= {1,2} et Pt,t+1 = £

1/t+1 o /’
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1 0 \
alors P = H
s,t 1.2 =2
t t/
. /1 o
et ¥ sg¥N 1lim Ps t = \ .
£ ? 71 O

Le processus est K-fortement ergodique et on vérifie immédiatement

que la matrice stochastique limite est indépendante de s.

"On dna qu'un processud de fantoff i un nombae find (' Btais
- - !' Ao i D .
@’Pt,fﬁi}teij est K-ongodique de degh? o, 0 < a 54 44

Vsell, Vietj, ke &,
t

.1 -
lim — ] [p (1,5) = p (k,3)] =0 ¥
t £% po1 [>s,s+n ? Sestn ? ]

La proposition II.5 reste la méme, mais nous avons le résultat

supplémentaire.

II.21 PROPOSITION

fne condition nécessainre et suffisante pouwr qu'un procesdus de

Mankod§ & un nombre {ind d'tats {K P, Y, o d0it K-engodigue
t,t+l t ey L *
de dest? o, O < o <71 est que, ¥ se¥N, 4/ existe une suite {I s t}teN
L]
t>s

de matnices stochasticues aux Lignes Lcdentiques telles oue

(IT.21.1) lim L. =0 .

- 1 1
too  t% n=x 5,5tn s,s5+n

Démonstration

1) Condition suffisante

s+n(j)’ J = 1,2,40ayr, les léments de la

matrice 1l alors la relation (II.21.1) s¥éerit
s,s+n Rl ISl

Notons u
S’

Vse, Vi,j € ¥ ,

t
. 1 P
lim — ) [p (i,3) = u (J):[ =0
fow % pet [s,s-ﬁ—n S,5+n
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De méme V s€N Vk, et j € & ,

t
Linm = L [Pe sumlnd) = vg oG] =0
tro % n=1

D'oi Vse¥,Vi,ketje &

Llim -1_07 Z Eos s+n(1"]) s+n(k"3)] =0

tro t n=1

2) Condition nécessailre

Soit p une mesure de probabilité sur JQ(%’), dont nous
noterons u(3j), § = Ls 2, eep Ty les éléments. Alors § u(j)=1
jed
*
Posons V seN, Vse¥X, ,

(k) = (i) »
3%36u

u (jsk) o

S,s5+n Ps,stn

fi t~1ct

crglp

1 [ps,s+n(l’3) = us,s-ﬁ-n(‘])]

n

L]

1 . .
o ) [ps,s_m(l,a)“ L () ps,s+n(k’3).l

t° n=l keg
N S (b, o (is3) = b, (5,3)]
£% e K e S,s+n ¥ s,s+tn " *
R . | :
= 1 ) o g [ps,s+n(l"]) - ps,s+n(k’J ):l .

Corme nous avons Supposé gue

VseN,Vi,ketjé%s

t
. 1 ..
lim — z ) (1,3) = p (k,3) =0
tao £ p=l [s,s+n ? Systn " ? ]

Mors Vse¥, Vietje P ,

t
limg'- z

B i,3) = ) = .
g t* n=1 LPS’S_'_n(lsJ) usss*'n(JI] °
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En posant T la matrice aux lignes identiques

S45+n

dont les éléments sont Mg S+n(j), J =2, 2, seeyr, nOUS avons
?

démontré la condition nécessairewm

in processus de Harnbodl & oun nombre [ind d'Etals senc

o

howogéne
si =P =
Ps,s+’l g F
alors P = pbs , c'ested=dire la puissance (t-s) de P,

Set

On éerira P = P et les Eléments de P seront notées pn(i,j).

A cause du nombre fini d'états, si une suite de matrices
stochastiques converge, la convergence cst uniforme par
rapport aux états. Alors un processus de Markoff K=fortement
ergodique sera K=fortement et uniformément ergodique, et il

en est de méme avec la K-ergodicité faible.

En appliquant la proposition II,11 aux processus de
Markoff homogénes & un nombre fini d'états, il suit que la
K-engodiedie faible et La K-ergodicdte forte tont equivalenies

7

et on i qulun  ynocessus homogéne est K-ergodique AL

Lim P =N, 0 désdgnant une watnice stochastique aux

n->w . [ ) -
Lignes sdentlques

ou bien 44 ¥ i, j, ke F,

lin |p (i,3) - p (k,3)| = 0.

n-»co
I1 vy 2 lieu de rappeler rapidement les définitions et

propriétés relatives au cas finl homogéne

. Un atat j€ B st dit consiguent de i dordne n si
pn(i,j) >0 o



(Ch.II)=21

. n ttat ie D est dit essenticl 874k est un consl-
queni de chacun de ses conséquents

. Un sous~ensemble B de P est apneld ensenble engodique
44 chacun de ses points est un conséquent de fous
Les autnes,

On démontre alors que chaque ensemble ergodique E peut gtre
partitionné en 4 (d 21) sous—enserbles non vides disjoints

Cl, 02,00., Cd tels gue

Vk =1,2,000,a=1, et Vi EC

k
Z P(iaj) =1
jeck-fl
et
4 ie’Cd, E p(i,j) =1 ,
JtC,l

Sia>1, Cpasess Cy sont appelis Les sous-cnbembies cyelique
cyeliques de E o

M d=1, E st il sans cyele,

L'ensemble de r nombres {“(i)}iG% sera dit ensemble de

probabilités absolues stationnaires, si

(i)  vie¥, u(i) e 0,1
(i1) J w(i) =2

i€
(iii) v je¥, w(3) = ] (@) p(i,3) -
ied
L'hypothése (D) est toujours vérifiée pour des processus de
Markoff 4 un nombre fini d'états {&, Pn}ne g Dn effet si

on considére l'application ¢ P - ®, définie par
¢(A) = card (), V Ac¥E, on a une mesure finie.

Alors si ¢(A) <4, A est l'enserble vide, et p(i,A) = 0,
vVied
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On a les résultats sulvants :

(1) SeP=[p(i,3)], i,d = 1,2,e0u,r, €8¢ une natrice

stochas tique.
Alons AL existe une matrice Q = [ali,] )] tetle
que
vije X .
o1 . .
Lim= ) p (1,5) = ofi,3) ,
n-»e U m=l
Pe plus
QP =Po=0et Q2 =q

(ii) q(i,j) est indépendant de i€ X s4i et seulement
5" y a un seul ensemble engodique .

(iii) 95 = lim p(i,j) 84 et seulement 4'4iL
n-»w

n'existe pas de sous-enserbles cycliques dans
aucun ensemble engodigue,

Rappelons enfin le lien qui existe entre ces résultats et
ceux concernant les valeurs prorres de la matrice stochas=
tique P -
(1) La multiplicite de La valeuwr propre 1 est égale
au nowbre des ensembles ergodiques By sEyseeesl

4
™
j 33

(ii) Pour un enserble engodique 4ixe E , {e norbre

dy des sous-enserhles cycliques de E, C}lg,cz... R
Clsk est tgal au novbre de valeuns propres
2ilh

e % (r= 0,1,0eu,sd, 1) do La mainice P
d'elements p(i,3).

(iii) Toute autre valewr propre de P a un nmodule
stnictement plus petit que 1.

Nous énongons donc les résultats suivants.
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I1.22 PROPOSITION

Un processus de Harkoff howogine & un nombre f4ind d'états
{E,Pn}ne o 4t K~erngodique 4 et seulement s'4AL existe un seul
1
enserble engodique sans sous-ensemble cyclique,

ou encore

Un processus de Harnkofd homogene & un nombre {ind d'états
ES,Pn}nGN* est K-engodique 44 et seulement 4 1 est valeur propre
sarple et est La seule valeuwr propre de module 4.,

I1.23 PROPOSITION

Un processus de tlarkof§ homogéne @ un nombre find d'états
Efgﬂlhlew* est K-engodique de degne o= 4 et sewlement 4'AL
exdste un seuwl ensemble engodique (avec ou sans sous-ensemble
cyclique) .,

ou encore

Un processus de Markodd homogene & un nombre find d'états
&E'Pn}ne'm* est K-engodique de degnl a=1 54 ot sewlement 54 4
est valeur propre sdmple,

II.2k EXEMPLES

1) Soit le processus de Markoff homogéne {g’Pn}neN* tel que

£ = {1,2,3,4} et

L
2

o
o oy
ol o

o)
o= - o

1

° 2

[V} T T
o

Le polyndme caractéristique est
1.2 1
(A-1) O#5)" (A=)

Donc les valeurs propres sont 1, - %, + -é— .
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I1 existe wn seul sous-ensemble ergodique sans sous-ensemble cycligue.

E = {2,3, }.

Le processus est K-ergodique.,

On vérifie en effet que

1 1l 1] i{ 1] 1f. 1]
— =1 =~ le = =1e =
// 2" 3 on 3L ou Lol
I e [ ey e Eers B
L (=2) (=2)=L L (=2)
0 %—1» ln:[ %—[uz 1 - i 4 n]
- (=2) (=2) - (=2)
1l 1 1 1] [t 1
0 =1 :[ -[1== =142
3L (e 3L (e 3L (se)n-/
et alors
ro L 1 1
/7 333
11 1
0= F =
lim Pn= 3353 \
n-e ‘§ 0 i 11 3
\ 3 3 3 /
2 1 1 g
\O =33/

2) Soit le processus de Markoff homogéne {}:’Pn}neﬂ* pour lequel

X = (1,2,3}
et
111
f%? E"E\\
P looo1 )
\010/

Le polyncme caractéristique est (A=1){2+1){ )= %‘-) et les

valeurs propres sont 1,-1 ,‘,-l;.



{Ch.II)=25

Il existe un seul ensemble ergodique E = {2,3} avec sous-

ensemble cyclique {2} et {3},

Donc le processus est K=ergodique de degré a=1l.

On verifie, en effet, que

T
2 LD S
_ N n| 1[; n
1 nl 1[C n
o} —2-[=(m1)1-2-}+(=1)
io L 1
0 5 3
I
lim 1 2 P = 0 %..%
N> n m=1 n -
11 /
73



(Ch.II1)-1

CHAPITRE III

“~

P ™

Rapprelons que le terme "stationnaire" risque de préter a
confusion, En effet, certains auteurs, en particulier ceux de langue
anglaise, ont tendance 2 employer le terme "stationnaire"” & la place
de celul de "homogéne"., Aussi, par rrécaution, nous avons préfére
ajouter un K devant le mot stationnaire, pour souligner le sens
particulier donné i ce terme (K=-stationnaire ou stationnaire au sens

de Koiniewska).

Hous considérerons, dans ce chapitre, des processus de 'Markoff

tels que :

v t@.N,.fE)t =

Il suit irmédiatement [ ) {Bt :35‘
tel

A, DEFINITIONS et PROPRIETES

I1I=1 DEFINITION

tn processus de Monhofd ((£,59, P est dit

t,t+l}te-N
K-sfationnaine ou staiionnaine au sens de Kokndamshe [B], 8"40 exdéste
wie wmesun2 de probabilite u sun B teble que

VigNetvaeD,

(I11.1.1) [ wax) P

¥

b g2 (0A) = W)
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III-2 DEFINITION

I1T=

Ili-

tn processus de rankodd ((F,59, » b4l t g WE AL K-ahmmploti-
querent stationnaine, 4'il existe une meswre de probehiliil u sun To
telle que

¥ selN et VAE%

(III.2.1) lim [ wlax) p_  (x,a) = u(a) .
tro  p Ss
3 DEFINITION
i ” 5 ‘;’T" e 1 ,rf)y\’ "‘"_
Ln processus de ianhofd {(% Jﬁ) PJC t+1}teN 2Lt it K-chyrnfoii

cuement quasi-stationnaine, 4'4L exisie uw resure de probabAlite u
sun D 2ehe e

vaed

(I11.3.1) lim [ wu(ax) P Py, a1 (%s8) = u(a)
T %
Ces notions de stationnarité sont liées entr'elles de la facon
suivante
L PROPOSITION
i"s" 1Y ¥aTal v Lie :_/ - 4 ) 4
Tout niocessus tarkof{ 16,53, P, t+l tey (-dtctionnaine

esL K-asyrplotiguerent steidonnaine,

Démonstration

Le processus de Markoff étant stationnaire, il existe p sur B
telle que
lw)
seN et ¥A e«@ s

f% ulax) P 0 (x,8) = u(a).

On démontre, par récurrence, que
VseK et teWN, tels que s < %,

(X,A) = '}J(A)-

fwu(dx) Ps,t
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En effet

iy

et si 1'on suppose la relation précédente vraie pour t=l ,

u(ax) Py (x,h) = jgeu(dx) f&gPs,t_l(X,y) Pp1,4(7a)

[ ulay) L t(y,A)
m ]

u(A)

D'ou
¥ selN et FAe %a

Yim [ wlax) P . (x,4) = u(a) -

t-mg)

Le processus est K-asymptotiquement stationnaire my

st

I1I-5 PROPOSITION

. A ssLs e [anho 4 -5 0L 3
Tout processus de ['ankodd (B, Pl ey Kbiattommaiie

est K-asurmiotiquerent quasd-sitotionnaine,

La démonstration de cette proposition est triviale en examinant

les d&finitions III,1 et III.3.
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B. K=STATIONNARITE et K=ERGODICITE

ITI-6 PROPOSITION

Une conddticn nécessaine et suffisante powr qu'un processus de
Hankodf (X, B, Py te1tte u soit N-fontement ergodicue est cu'dl s0it
. ] ’ . . 3
K-{aiblement engodique ef K-asymptotiquement sifatlonnaire.

Démonstration

1) Condition nécessaire

Un processus K-fortement ergodique est K=-faiblement

ergodique, d'2prés la proposition III=3,
Dfautre part, puisqu'on a, VAef, Vse¥ ,

lim Ps’t(x,A) = T(A)
troo

ou I est une mesure de probabilité définie surgﬁ, en
appliquant le théoréme de Fatcu-Lebesgue & la suite de

variables aléatolres bornées {Ps (°’A)}teN s, On a

st
t>s

lin [ m(ax) P_ (x,2) = [ 1(ax) lim P_  (x,A)

1o fg &: 10 st
- [, e 1ta)
= T[(A) .

Donc il existe wne mesure de probabilité 1 sur B telle que
VseNet VAe D) »

lim [ m(ax) P  (x,A) = I(A) .

tore

D'ou la K=stationnarité asymptotique.

2) Condition suffisante

Le processus est K-asymptotiquement stationnaire,

donc d'aprés sa définition, il existe sur P telle que

Vsel, et VAe R ;s

limf u(ax) PS t(X’A) = u(a) .
oo ¥ ’
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Le processus est K-faiblement ergodique, donc, dfaprés la

proposition I,7 ,

Vsel, VAaedh et v xe%, toute sous-suite convergente

P . i :
{ s,ti(x’A)}le extraite de {Ps,t(x’A)}teN converge vers m

N
{i} . t>s
nombre N~ "(A) indépendant de s et de x, et de plus
Vyed®, .
lim P_ (y,4) = H{l}(A).

is0 U973
It, d'aprés la K-stationnarité asymptotiaque,

lim [ w(ax) P_ . (x,8) = u(a),

iveo Sety
En appliquant le théoréme cde Fatou-Lebesgue d la suite de
variables aléatoires bornées {Ps,ti( X,A)}ie -

]..im f p(dx) PS N (x,A) =f u(dx) lim Ps " (x,4)
] i s ] i

1>

[H

faeuw.z) 1t (a)

- H{i}(A).

Done H{l}(A) = u(A) quelquesoit la sous=suite convergente

{p ti(X’A)}ieN considérée.,

9

Donc toute sous-suite convergente extraite de {P_ _(x,A)},
St tel

t>s
converge vers u(A), ce qui entralne

Vsel, V xed, et vae J)
! P = .
lim ‘S’t(x,A) u(a)

£t

Le processus est K-fortement ergodique.

III-7 COROLLAIRE

X ! *” // y -1 "«”, i .'/t
Tout processus de Markodd (B[R, Pt,t+1}teN K-{aibLamen

ergodigue et K-stationnaine est K-jonterent erngodique.
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III-8 PROPOSITION
line condiiion suffisante pour qu'un processus ce !larnioff

(BT,

b1+l t €N b0 K~fortement engodique est qu'il 3045

(i) K-{aiblement crngodicue
(ii) K-asymntotiquerent quasi-stationnalire, c'est-i-cine
T wie meswrie de probabilits y sun b telle que

lim [ wu(ax) P (x,A) = (), Vae B,

o0

t,t+1

(iii) et que pour cetfe resune p

v AeR, 1im (dx)P (x,A) = { u(ax) P (,A).1=O
nizt-z-l[{)eu ’nx f%ux t’nx_]

Démonstration

La condition (iii) s'écrit plus simplement

lin [[m u(@x) By (x,4) = I‘SB u(ax) Pnul’n(x,A)] -

n-e

*
en remarquant que VneXN , n 2 2,

*

= j:% u(dx) PO,n(X’A) - f p(ax) Pn=l,n(x’A) '-

La condition (ii) entralne, avec la condition (iii) que

n-l
[[ (@) Py ((,8) = [ w(ax) By (x,8)

lin [ u(ax) By n(x8) = ula), vae B .

noe 99
La condition (1) de la K=ergodicité faible entraine, par un raisonne-
ment analozue a celui de la condition suffisante de la proposition

preécédente III=-6 pour le cas oil s=0, que
¥ xe.ﬁ‘,?, et V A &‘%

lim Po’n(x,A) = u(a) .
>
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D'aprés la proposition I.7 et la remarque I.8,
VselN, V x¢e P et v Ac B ’

lim Ps’t(x,if\) = pla)

t->00

Ce quil traduit la K=ergodicité forte &

Examinons le cas des processus de Markoff homogénes
E g

{(@,R®, P} % « Pour un tel processus, la K-stationnarité devient
nnel 4

5 une mesure de probabilité y swdd telle que
vaed
S ulax) P(x,A) = u(a),
X

puisque V te N, P (x,4) = P(x,A), Vxed et V Aeld, Dol

tyt+l

ITI-9 PROPOSITION

Tout processus de ilankoff horogine ((B,H), P loe w cud vinifie
L' iupoihise (D) est K-stationnaire,

Démonstration

Dfaprds la proposition II. 1k, (i¥), tout processus de Markoff

homogéne vérifiant 1'hypcthdse (D) est tel que

VxeP et vaeh,

n
Q(x,A) = 1lim % ) P (x,A) existe et est une mesure de probabi-
n-o m=l O

1ité swd, pour tout xe , absolue stationnaire

[ alx,dy) P(y,A) = alx,A), ¥ A e

Cette dernidre relation exprime la K-stationnarité du processus

homogéne &)

ITI-10 PROPOSITION

Powr fout processus de Hani:olg homocine (B, P Y e W
vernifdant L' hypothise (D), La K-engodiedte fonte est Zquivalente :
La K-engodiedte {aible,
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La démonstration est immédiate. La proposition précédente III=0,

la proposition III-6 et son corollaire III-7 établissent ce résultat .

Par suite, la proposition II=18, énoncée au chapitre II, se trouve

démontrée,

C. CAS des PROCESSUS de MARKOFF & un NOMBRE FINI 4'ETATS

I1 est & signaler que dans le cas fini, on obtient certains résultats

plus forts que ceux énoncés dans lec cas général.,

Dans le cas fini, une mesure de probabilité u peut &tre représentée

par un vecteur - ligne u = {p(1),u(2),e0e,u(r)} tel que

vie¥X , u(i) € [0,1]
et

Yould) =1 = u®) .

léw

Les définitions de la Kestationnarité sont les suivantes

. " Un processus de Harnkofd & un nombre fdind d'etats {E, Po tmltex
esi K-statiomnaine 4'4L existe wie resune de probabllirE u sun® (@)
telle que

¥V ted »
u Pt,t+1 =u,

clest-i~dine, V ie ¥ »

1 u(d) Dy 44q(iad) = u(3).”
ie ?

"lny e Marnkold @ whie Lind d'e
. n processtud ce Harkofs un nowbre fini d'états (X Pt,tﬂ}t ey

esd K-asyprriotiquerent stationnaine 4'LL exdste une mesune e
pobadbAte u sun telle que

VseN ,
lim p P =qp .
foo S,t
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« " lUn processus de Markodf est K-asymplotiquerment quasdi-stationncine
80 existe wie reswre de puobabilits u sw. « P B telle que

0"

lim Pt,t+1 = U

£

Tandis que les propositions III-4 et III-5 sont immédiatement vérifiées,

on démontre le résultat supplémentaire suivant

II1-~11 PROPOSITION

Tout processus de llan2044 & un normbre find d"etats (P, |5t oy
» - - Id * ’
K-as urptotiquerent stationnaine esi K-asymplotiquement cuasi~
stationnainz,
Démonstration

La K-stationnarité asymptotique se traduit par

¥ se XN, u Ps,t = st

ou Mooy est un vecteuwr tel que : ¥ sel,
L]
lim M =0 .
£ovco syt
On a = P

=y P + M
HPs g Pryeen T Proeen T Vst FrLen

u P =u P

s, t+l t,041 T Vst Fo, el

et en passant & la limite

lim
>

¢ P
M H Ts,tHl

lim y P

1>

£,t+1

i

lim
1>

Donc u H Pt,t+1 R

Hous avons la Kequasi=stationnarité asymptotique "

Dans le cas fini, la proposition III-6 et son corollaire III=T

s'énoncent et se démontrent de la méme facon, aux notations pres,
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Par contre, nous avons

ITII-12 PROPOSITION

Une conddtlon necessaine ef suffdsmaite nowr qu’un processus de
tankodd & un nombre find d'états {BP Y b el 804% K-f{ontenent

4 . » , ‘
engodique est qu'il soit

(1) K~f4adlblement ergodigue
(i1) K-asumtotiquerent cuasd-stationnaine, c'est-i-dine,

I u telle que

limp P

tox

t,t41 0 M

(iii) eX que wour u

t=d
1im P = P =
o kzl Cu k1,6 7 ¥ Tkt ]

Démonstration

a) La condition suffisante reste, aux notations prés, analogue

4 la condition suffisante de la proposition III-=8

b) La condition nécessaire résulte de la proposition III=6 et

de la proposition précédente III=11,

En effet un processus K=fortement ergodique est K-faiblement

ergodique et K-asymptotiquement stationnaire, d'aprés III=6,

et K-asymptotiquement quasi-stationnaire, d'aprés III-11, Ces

deux derniéres propriétés se traduisent par
Vséﬂ’t_i):lu Ps,t= n

en particulier

lim ¢ P
tco

fi
ol

o,t

et lim uy P = U,
I t=l,t
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Clest=a=dire

lim _”_Po,t - Ptul,{_[ =0
-

e )

1
or yP. , = uP =Y Jurp - u P
0,% t=1,t kil [ k=l,t k,t__]
t}-:l _
donec  lim EP -=uP]=O -
tow Kol k=1,t K,t

] - = W o M
En remarquant que u Pk-l,k U ",‘[k-=l,k ou ,Lkal’k

est un vecteur tel que

P (i) =0
ou encore rel
MK—l,k(r) = e igl Mk—l,k“'?’
et que

WP e = Py ] Py

= M
Mea1,x Px,t

H Pl T

c'ested=dire
] T
M (1) p, ,(i,3) = M (1)
jemp kel Pl 4 M1k
[pk’t(lhj) - pk’t(r’a ):1
la condition (iii) s‘éerit alors
t=l r=l

lim § 7 M (1) [p, (133) = p, (r,d)] =0
too k=1 i=1 Lok [k:t kot ]

Hous retrouvons ainsi la condition (iii) sous la forme

énoncée par Kofniewska dans [§].

Dans le cas fini homogéne, nous avons montré, au
chapitre II-C, que 1'hypothése (D) &tait toujours vérifiée ;
par conséquent, d‘'aprés III-0, la K-stationnarité est toujours
vérifiee.

Nous retrouvons alors que la K-ergodicitéd forte et la

K-ergodicité faible sont équivalentes.
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ITI-13 EXEMPLES
Nous donnons pour terminer un exemple de chaque type de

K-stationnarité,

1) Processus K-stationnaire

Soit le processus de lMarkoff non homogéne 2 un nombre

. - ) -
fini d‘'états (¥, Pt,t+1}te g tel que ¥= {1,2,3}
- -
n - L,
t+1 t+1
et Pt,t+1 = 0 . 0 1
1 1
- O .é-. -é_ o
en e 1 2
AMors la mesure de probabilité u telle que u = {0, 3 §}
est telle que
Fred, uP L, =
Le processus est K-stationnaire.
2) Processus K-asymptotiquement stationnaire
Soit le processus de Markoff non homogene a un nombre
P2 Atg C = 2
fini d'états {g, Pt,tﬂ}tem tel que &= {1,2,3}
. -
1 1
7 e O
et Pt,t-'rl = 0 0 1
1 11
L 3 3 3
[ 1 1 1
Alors la mesure de probabilité p telle que p = {—6-, 3 =}

est telle que

VseN,lim u P = u.
Lo
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3) Processus K-asymptotiquement gquasi-stationnaire

Scit le processus de Markoff non homegére 4 un nombre

ini 154 g 11 =
fini d'états {x,}vt’tﬂ}mN tel que &= {1,2,3}
R 5 L S 0
(t+1) (t+1)
1 1
et P = 0 T oo e
tat+l t41 b4l
. 0 0 1 |

Alors quelque soit la mesure de probabilité u surF, on a

limu P
1>

tyt4n Mo

Le processus est Keasymptotiquement quasi=stationnaire,



REFERENCES

~ o~~~

[1] BIANC=LAPIERRE A. et FORTET R.

Théorie des fonctions aléatoires,

Masson et Cle, Paris, (1953) -

ot

Sy

[2] DEBLIN W.
Eléments d'une théorie générale des chalnes
simples constantes de llarkoff,

Ann. Ec, Norm. Sup., 57, (1940), pp 61111 _

[3]  DOBRUSHIN R,L.
The Central Limit Theorem for non-stationnary
Markov chains, Theory of Probability and its
applications, 1, (1956), pp 65=80, 329-383 -

[¥]  poop J.L.
Stochastic Processes, John Wiley & Sons,

Hew=York, (1953) -

[5]  HAJNAL J.
The ergodic properties of non=homogencous finitc
Markov chains, Proc. of the Cambridge Philoso=

phical Society, 52, (1950}, pp 67=T7 -

(6]
Weak ergodicity in non-homoseneous Markov Chains,
Proc. of the Cambridge Philosophical Society, 5b,
(1958), rp 233-246 -

M1  xolwiEwska I.
Ergodicity of non=homoreneous Markov Chains with
two states, Colloquium Mathematicum, 5, (1958),

pp 208=215 -



L8]

[s]

[10]

1]

(]

KOZNIEWSKA

LOEVE i,

MOTT J.L.

NEVEU J.

TAKACS L.

Brpodicité et stationnarité des chalnes de Markoff
variables 4 un normbre fini d'&tats possibles,

Colloquium Mathematicum, 2, (1962), pp 333-345 -

Probability Theory, Van Nostrand, pte Edition,

(1960) -

Conditions for the Erszodicity of non=hormogeneous
Finite Markov Chains, Proc. of the Royal Edinburgh

Society, Sectio A, 64, (1957), pp 369-330 -

Bases Mathematiques du Calcul des Probabilités,

Masson et C'®, Paris, (196k) -

Stochastic Processes, lonographies Dunod, Paris,

(196k) -



Titre de la thise de 3&me Cycle

“Mention Mathématiques Appliguées®

o S5 e L we S5 s I ame T wew R dask 71D s T mea XU omes D0 e LT e U S T 0 S e T smn

TE & LA K-STATIOHNNARITE DES
FF NONwHOMOGENES .

Premiére thése 3 &

5]
o
il
i
-
i
et
o
T
»-«3
=

Vu ot approuvé
LILLE, le 20 mai 1966

Le Doyen de la Faculté des Sciences de LILLE

Vu et permis dl'imprimer, MONSIEUR HEUREL

Le Recteur dd 1'Agadémie de LILLE, B

MONSIEUR D EBE VYR E




