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CHAPITRE O
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GENERALITES
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Définition des équations intégrales de type Volterra, forme canonique.

Hypothése (L).

L'étude qui sult est relative aux équations intégrales de
type Volterra qui peuvent €tre ramenées par une transformation simple

4 la forme explicitée dite canonique

x
(x) = af H[x, s, 1(s)] as (c)

oi x et s e [a,b] intervalle fermé de R,
T est wne fonction numérique définie continue sur [a,b] ,

H est wne fonction numérique définie continue sur [a,b] x [a,b] xR .

Nous faisons de plus sur H 1'hypothése de Lipschitz suilvante :
il existe une constante K > O telle que, quels que soient x, s¢ [a,b]

et le cowple y,, ¥y, €léments de R ,

IH[X.S,yi] = H[X,S,y2] i < K'Y.l"x2| (L)

Cette hypoth@se entralne l'existence et l'unicité de la solution

de (C) sw [a,b] .



§ 2.

D=

Equation fonctionnelle (F) associée aux €quations intégrales de type

Volterra,

Définition.

T T s T e

Etant donnée une famille de fonctions u(t,x) de la
variable x € [a,b] continlment dérivables et dépendant continfment
du paramdtre t ¢ [a,b] , nous appelons section de la famille u

la fonction ¢ définie sur [a,b] par

P(x) = plx,x)

Théoréme .

Si H satisfait & 1'hypothdse (L), il existe une

famille et wne seule u(t,x) solution de 1'équation fonctionnelle

a
9x

v(t,x) = H{t,x,0(x)] avec ® section de Vv

(F)

I
O

v(t,a) =

¢y , section de yu , est la solution de 1l'équation de type Volterra

).

X
Pour cette famille p(t,x) =af H[t,s,y(s)] as ,

nous avons bien p(x) =afx H[x,s,¢(s)] as.

I1 est donc €quivalent de s‘’intéresser 4 1'équation

fonctionnelle (F) ou 4 1%équation de type Volterra (C).

Pour tous ces résultats, cf. Pouzet [2] chapitre 1.



§ 3.

Introduction au traitement numérique

Les techniques relatives & l'approximation de la solution
d'une équation différentielle ordinaire peuvent E€tre étendues au

traitement de 1'équation fonctionnelle (F).

Nous en déduirons 1l'approximation de y(x) = p(x,x)

solution de 1'équation de type Volterra (C).

x € [a,b] &étant un nombre donné, pour obtenir une valeur

approchée de u(t,x) nous utilispons des méthodes d'approximation par

pas : nous subdivisons [a,x] en sous-intervalles dont les extrémités

consécutives sont notées

a = xO, x,l, soeg xk.’ esey xn =X 3
nous supposons toujours X = xk-l + h k=1, sasyn ,

autrement dit que l'intégration numérique de (F) se fait & pas

constant.

Les formules donnant les valeurs de l'approximation de u(t,x)

se répartissent en deux classes :

nous étudions au chapitre 1 les méthodes A pas séparés,
au chapitre 2 les méthodes 4 pas liés
(sans toutefois aborder le phénomene de stebilité faible),
enfin au chapitre 3 nous définissons une méthode mixte &

pas séparés, plus rapide et plus précise que les méthodes de Runge-Kutta.

~ o~
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METHODES A PAS SEPARES

o~~~

Définitions

Considérons 1'équation fonctionnelle

%G-v(t,u) = H[t,uyw(u)] avec w section de v
(G)
v(tyx) = g(t)

oli g est wne fonction numérique définie et continue sur [a,b].

u
La solution de (G) est z(t,u) = g(t) +xf H[t,s,z(s)] ds

avec ¢ section de z .

Nous disons que 1'intégration numérique de (G) est effectuée
au moyen d'une péthode & pas séparés si 1l'approximation z(t,x+h) de

z(t,x+h) est donnée par la formule
z(tyx+h) = g(t) + he [t,x,a(x); b] (1.1)

oli ¢ est une fonction numérique définie swr [a,b] x [a,b] xR x [O,ho]
(ho > 0 donné) appelée fonction incrément dont 1'expression ne dépend

que de H .



En particulier, dans la recherche par une telle méthode de
1l'approximation u(t,x) de la solution u(t,x) de 1'équation

fonctionnelle (F) , nous posons

u(t,a) = u(t,a) =0

au (x+1)°™° pas d'intégration nous prenons x = x et g(t) = E(t,xk) :

nous obtenons la relation de récurrence

Wltyx ) = 0ltyx ) + neft,x ,0(x) 5 h] x=0,1,.. (1.2)

k
ainsi Rltyx ) =n 'Zo oft,x5,0(x;) 5 1]

avec ) section de .
Nous définissons la fonction incrément relatif exact par

z{t,xth) - z(t)
h

si h#0
Alt,x,a(x)5n] =

H[t,x,a(x)] si h=0

qui est une fonction continue de h pour h € [O,hd] s

de sorte que z(t,x+h) = g(t) + naft,x,a(x) ; b] (1.3)



En particulier comme précédemment

u(tyx 0 ) = u(t,x ) + naft,x ,u(x) 5 b] k=0,1,.. (2.k)

Nous disons que la méthode 4 pas séparés définie par la
fonction incrément ¢ est d'ordre p si p est le plus grand entier

tel que

YVt et x:e[a,b] s VWwe R 1im l@[t,x,y; h} = A£t1Xng bJI <
h>0 1P

nous traduisons cette propriété par 1'écriture
o[t,x,y; h] = Alt,x,y; h] = o(nP) (1.5)
Nous appelons grreur par pas l'expression

e(t,x) = Z(t,x+h) = z(t,x+h) = h {o[t,x,g(x) ; h] - a[t,x,e(x); n)}

(1.6)

En particulier, dans la recherche de 1l'approximation de la

solution de 1'équation fonctionnelle (F) , nous appelons erreur au

Sk+1zeme pas l'expression

e(tyx,) = h {Q[t,xk,ﬁ(xk); h| - A[t,xk,ﬁ(xk); n]}
(1.7)
Enfin nous notons n(t,xk) = E(t,xk) - u(t,xk)

et Mx ) = n(xk,xk) = E)(xk) - w(xk)

les erreurs globales commises dans lfapproximation de u(t,xk) et de w(xk).



Convergence d‘'une méthode 3 pas séparés

La fonction H satisfaisant & 1l'hypothése (L) , la méthode
4 pas séparés assocife 4 la fonction incrément ¢ est convergente si,

quel que soit le choix des conditions initiales et pour tout x ¢ [a,b],

Sup lim lﬁ(t,xn) -~ p(t,x)| =0
tefa,b] b0
Xn=X

(h>0 et mn»» de telle fagon que nh = x~a)

ou Sup lim |n(t,x)] =0 (1.8)
tefa,b] h0
X _=x
n
Remarque Si cette condition est réalisée, nous avons en particulier

e o e £ oraery.

lim |AMx )] =0
h->0 n

ou linm J(Xn) = y(x)
h~0
X =X
n
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§ 3. Une condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoréme.

B Y ]

Si la fonction ¢ est continue sur
[a,b] x [a,b] * B x [O,ho] (h0> O donné) ; s'il existe une

constante M>0 telle que,

quels que soient t,x e[a,b] et le couple 8y 285 fonctions

continues sur [a,b] ,

|q>[t,x,g1(x) s h] - @[t,x,gg(x) ; h]| < M| g (x) = g,(x)| + Z(t,x,h)

(L)

oi Z est une fonction positive continue sur [a,b] x [a,b] x [O,hO]
dont 1l'expression dépend de & et g, mais satisfaisant &

1lim 2Z(t,x,h) = O quels que soient t,xe[a,b] et le couple
h~>0

81 285 considéré, alors :

la relation o[t,x,y ; 0] = H[t,x,y] quels que soient

t,xel[a,b] et yeR, dite condition de consistance, est nécessaire

et suffisante pour que la méthode définie par ¢ soit convergente.



Déronstration

A - Condition suffisante

Posons o[t,x,g(x) ; 0] = J[t,x,az(x)].

Des hypothéses faites sur ¢ résulte que la
fonction J est continue sur [a,b] x [a,b] xR et
satisfait 4 1'hypothése (L) ,

et par conséquent 1'€quation fonctionnclle

-g—}-(— v(t,x) = J[t,x,u(x)] aveec w section

de Vv

[}
(o]

v(t,a)

a une solution unique continue z(t,x) de section z(x).

Montrons que les nombres Z(t,xk) définis par

z{t,a) = 0
(1.9)

E(t5xk+1) = “z’(t,xk) + h®{t,xk,'i(xk) ; b
k = 0,1,.0.,n=0

convergent au sens précédent vers z(t,x).
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D'aprés la définition de A nous avons

2(tyx 0) = 2(t,x ) + naft,x ,o(x) ;5 h]

(1.10)
k=0,1,s00s,an=1

Soustrayons (1.10) de (1.9) : nous trouvons pour 1l'erreur
e(tyx. ) = E(t,xk) - z(t,x)  la relation
e(t’xk+1) = e(t,xk) + h{@[t,xk,f(xk);h] - A[t,xk,c(xk);h]}
(1.11)

De la formule des accroissements finis résulte

par ailleurs

donc A[t,xk,;(xk) ; h] =

L1}
[ ———
[e¥) ]
%
N
ct
-»
e
| Sa—
|
=

J[t,xk + 0,h, r,(xk+ekh)]



Ecrivons @[t,xk,z(xk);h] - A[t,xk,z;(xk);h] =0 *Q, Q3,

en notant

= @[t,xkgz;,(xk);h] e q)[t,Xk,C(Xk);h]

<P

o
"

o = oltax stlx )sn] - oft,x ,c(x );0]

37 olt,x,,0(x,.)50] - A[t,xk,c(xk);h]

= J[tyx,0l(x )] - I[tyx %0, h,z(x +0, 1))

La fonction &[t,x,z(x);h] , étant continue,
est uniformément continue sur le compact
telan] , xela,b] , v =clx), he[o,ho] :
nous pouvons en conclure (propriété du module de continuité)

que

la quantité x,(h) = . Sup b}l@[t,x;(x);h] - o[t,x,z(x);0]|
sXE|a,

tend vers O avec h ,

de meme

la quantité x,(h) =  Sup |T[t,x,0(x)]=T[t,x+0h,z(x+0h)] |
t,x€ela,bl
0 e[0,1]

tend vers O avec h,

enfin, d'aprds 1l'hypothdse (L) :

lo[tax,T0x, )3n] = o[t,x ,c(x )sn]]
s MlT(x) - alx) | + alt,x ,n),
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par conséquent
o[tyx ,T0q )sh] = aftyx,c(x )]l < lop| + oyl + Jo;]
<M le(xk,xk)l + Z(t,x,;h) + x,(h) + x5(h)
et

le(tax,q ) sle(tyx ) +nile (o, ,x ) [+2( 6,5 0 ), (h)4xg(n)]

(1.12)
Soit e = Sup _ |e(t,x )|.
k te[a,b k
Notons encore Z(h) = Sup _[2(t,x,h)] : Z(h) tend vers O
t,xela,b
avec h,

De 1'inégalité précédente nous déduisons

e § (1+0M) e + n [2(h) + x,(B) + x3(h)] (1.13)

Appliquons un lemme classique (cf. Henrici [1]

§ 1.2-3 page 18) : nous obtenons

e, < exp(nhM). e, + explohM)-1 [Z(h)+x2(h)+x3(h)]
nM

et
exp [(xh-a)hﬂ -1

e < . [Z(h)+X2(h)+X3(h)] puisque €50+
M
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exp [( X -a M) <1
Pour x =X la quantité est une
M

constante,

lim [Z(h)+x2(h)+x3(h)] =0 :

h»0
il en résulte lim e =0
h>0
X_=X
n
ou lim Su le(t,xn)l =0
>0 tela,b]
X_=X
n

e(t,xn) étant continue par rapport & t sur [a,b] R

nous pouvons éerire aussi :

Sup lim |e(t,x )| = 0.
tefa,b] n0 n
Les nombres E(t,xk) définis par (1.9) convergent donc

vers z(t,x).

Prenons J[t,x,g(x)] = H[t,x,g(x)] : alors
z(t,x) = u(t,x) , et la relation &[t,xg(x);0] = J[ﬁ,x,g(x)],
qui n'est autre que la condition de consistance, est bien
suffisante pour que la méthode définie par ¢ soit

convergente.,
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B - Condition nécessaire

Supposons la méthode définie par ¢ convergente,

et posons encore &[t,x,g(x);0] = J[t,x,a(x)].

Supposons qu'en un peint (s,u,w) la condition

de consistance ne soit pas satisfaite, autrement dit

J(s,u,w) # H(s,uuw) (1.1h)

Considérons les deux &quations fonctionnelles

% g_i v(t,x) = H[t,x,0(x)]
vit,u) = v

% %;-v(t,X) = J]t,x,0(x)]
v(t,u) =w

dont les solutions, uniques, sont respectivement u(t,x)

et z(t,x).

Traitons ces deux équations fonctionnelles par

la méthode, convergente, définie par ¢

nltax, ) = Wt,x ) + noft,x ,0(x )sn]

et

E(t,xk+1) = Z(t,xk) + h@[t,xk,z(xk);h]
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Par hypothése nous avons Sup lim |J(t,x )=p(t,x)] =0
tefa,b] b0 7
0¥ .
(1.15)
et Sup lim |z(t,x )=z(t,x)| =0
te[a,b] h~+0 "
X =X
(1.16)

De 1'identité des deux suites {n(t,x

et {E(t,xk)} R

de (1.15) et de (1.,16) résulte
ult,x) = z(t,x) Vvt et x e [a,b]

d _ 3
et 5;-u(t,x) = = z(t,x)

ou H[t,x,w(x)] = J[t,x,z(x)] Vvt et x ¢[a,b]

en particulier H[s,u,w] = J[s,u,v] (1.17) ,

en contradietion avee (1,1h4),
Nous en déduisons J = H en tout point.

La relation de consistance est donc une condition

nécessaire de convergence.,
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Application : convergence des méthodes de Runge-Kutta

Dans les formules de Runge-Kutta (cf. Pouzet [2] chapitre 1
section 2 pages 12 et suivantes) nous prenons pour fonction incrément

_ a
o [t,x,e(x)sh] = AqB H[ t,xB,CB]
B=

ol x, =x+0h =041, 400,59 avec 04 = 0, @,_L#O sesesy Oq=ﬁ.
gy = alx)
o=1
¢, = g(xa) + hz AozB H [xu, Xgs Z;B] o=l,..4,50

g=0

Les ea, AaB sont les coefficients classiques de Runge=Kutta d'une
méthode de rang q (qsh) utilisée pour le traitement des équations
différentielles ordinaires. Ces formules sont obtenues en supposant les
fonctions H et g dérivables jusqu'd l'ordre q .

Remarquons co=c(x) section de la solution z(t,x) de

1%équation fonctionnelle

%—5 v(tyu) = B [t,u,w(u)]
(G) %

v{t,x)

g(t)

et t = glxth) + ne[x+h,x,elx)sn] = T(x+n)
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Des hypothdses faites sur H résulte que le fonction ¢

satisfait aux hypothéses du théoréme précédent : continuité et

nypothdse ()

Soit par exemple g =2 :
¢[t,x,g1(x);h] - @[t,x,gg(x);h] = Ay {H[t,x,gi(x)] - H[t,x,g2(x)]}
+ Ay ([t x4 () J4hay o [ 4%, (x)]]

eH[t,xl,gg(xi) + hh, H[xl,x,gz(x)]]}

par conséquent

|¢[t,x,g1(x);h] - @[ﬁ,x,gz(x);ﬁ]l < |A20| K Igi(x) - g,(x)]
U STESIEACE AT
+ 1Ay | |8 xy axs8, ()] =H[x; yx5e,(x)] ]}
< KAy | +B[ 8y o8y D gy ()=, (x)]

gy | K Ly () - gylny)]

d'aprés la formule des accroissements finis,

gi(xl) = gi(x) + 64h gg(gi) ou £, € [k,xd] i=1,2
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11l en résulte
|o[tyx,eq (x)sh]=0[t,x, () sh] [ KA, [+ A [+nk| A, (A | )] gy (x)=p, (x)]

+ eﬂ_hKIAzj_' ’F’;i( 55_ )“'gé( €2 )l

iQEO

|<I>{t,x,gl(x);h] - <I>[t,x,g2(x);h]’ s M lgi(x) = gz(X)I + 2(t,x,h)

avec, en exprimant Anos Bopo AQCL en fonction de 9, > 0,
1 1
M=K(|1°"‘"l 4 o )
2@1 2@1

2(t,x,0) = 3 0K(| g1(5) = g)(5) + K |g(x) = g,(x)] )

ou et £2 3 [x,x+61h] .

&

La fonction ¢ satisfait aussi & la condition de consistance :

q=1
o[tyx,a{x);0] = § A H[t,x,2(x)] = H[t,x,a(x)] .
g=0 &

Les méthodes de Runge-Kutta sont donc convergentes.
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CHAPITRE 2

e .

METHODES A PAS LIES

P L

§ 1. Définitions

Considérons l'équation fonctionnelle

Ht,x,0(x)] avec w section de v

- 3 %;-v(t,x)
F

v(tsa) = 0

La solution de (F) est ult,x) = afx H [t,s,0(s)] ds avec

Y section de U

Nous disons que 1'intégration numérique de (F) est effectuée
au moyen d'une méthode 3 pas 1iés si 1'approximation ﬁ(t,xn) de

u(t,xn) est donnée par la relation de récurrence d'ordre k

k - k
) aju(t,xm*j) -n ) BjH [t,

D] =0 10,1400
j=0 3=0 )

ey oV (X

(2.1)

ol o # O.
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Les coefficients o et Bj sont les mémes que ceux utilisés dans
les méthodes 4 pas liés pour le traitement des équations différentielles

ordinsires (cf. Henrici [1] § 5.1 pages 187 = 209).

La mise en oeuvre d'une telle méthode nécessite, en prenant

w(tya) = 0, 1la connaissance de yaleurs de départ ﬁ(t,xv) V=40 k=1,

A la formule (2,1) nous associons 1l'opérateur

k k
Llult,x)sh] = § a.ult,x+jh) =h § B.u'(t,x+jh)
j:O J j=0 d

p(l)(t,x) désignant la dérivée 1°7¢ ge p{t,x) par rapport 3 1la

variable x .

Nous disons que l'opérateur 2ii s, ¢t par extension la formule

d pas 1i8s (2.,1) , est d'ordre p si

Lutx)sn] =c_, w2 L 1) 4 o@P??) £0 .

Cp+1

A 1la formule (2.1) nous associons encore les polyndmes

o(2) = 0t + vee +

G(C) - gkck + cee t B
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§ 2. Convergence d'une méthode & pas 1liés

La fonction H satisfaisant 3 1'hypothdse (L) , la méthode

3 pas 1iés définie par la formule (2.1) est convergentec si

Sup lin | H(tyx ) = ultyx) | =0
te[a,b] B0 n
X =X
n
ou Sup 1im | n(t,x) |= 0 (2.2)
te[a,b] b0
x =X

pour tout x €[a,b] et pour toute solution ﬁ(t,xn) de 1'équation
de récurrence que constitue (2.1) quand on choisit des valeurs de

départ E(t,xv) v =0, 1, eesy k=1 satisfaisent &

Sup lim (t,x ) =0,
tefa,b] b0 v
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PP

Deux conditions nécessaires de convergence

Théoréme 1

Une condition nécessaire pour gqu'une formule d pas liés
solt convergente est que pour le polyndme op(z) associé aucune
racine n'ait un module supérieur & 1 et que ses racines de module

1 soient simples.

Cette condition est dite condition de stabilité.

Théoréme 2

e s 50 e v e s e G

Une condition nécessaire pour qu'une formule 3 pas
1iés soit convergente est qu'elle soit d'ordre 1 au moins

=p(l) =0 et C, =p"(1) ~o0o(2) =0) .

(autrement dit ¢ 1

0

Cette condition est dite condition de consistance.

En effet : si la formule & pas liés converge lorsqu’elle est utilisée
pour le traitement de (F) , elle converge & fortiori lorsqu'elle est

utilisée pour le traitement de problémes de condition initiale du type

'(s)

£ [s,1(s)]

i
=

(=)

qui sont un cas particulier de (F) ; nous savons qu'alors la
Stabilité et la consistance sont des conditions nécessaires de
convergence (cf. Henrici [1] § 5.2-k pages 218 et 219 et § 5.2-6

pages 224 et 225).
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Une condition suffisante de convergence

Nous énoncerons d'abord deux lemmes.

Lemme 1

Supposons que le polyndme p(r) satisfmse & la condition

de stabilité ; soient les coefficients (1 =0,1,2,...) définis

b1

par

S S 1
a k 1,
ple) te(3) wtay gCtiitant

— 2 -
‘YO+Y1C+‘Y2; + ese =

alors T = Sup Iyll <+ >,
1

Pour la démonstration de ce lemme, (cf, Henrici [1] § 5.3-2

pages 242 et 243); rappelons 1'identité (I)

12< {1 si 1=0 (I)
eYypige = %Yy ¥ A 0¥y g Foees t oy, = '
520 J14+]j=k k'l k=1'1~1 0'1=k 0 si 1#0

avec la convention y; =0 vi <o .
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- s an

Considérons 1'équation de récurrence

k k
= _ N
jZo ajZ(t’ij) h jzo Bng""J(t) C(Xm+j) + dm(t) m=0,1,,.,N=k
(2.3)
ou te [a,bJ s X, e[a,b] n=0,1,...,1 , £ &tant la section de z.
k

k
Notons A = ] Ja.] et B= ) |[B.] .
j=0 9 j=0 Y

Supposons que le polyndme p(g) satisfait 4 la condition

de stabilité ;

soient K et D des constantes strictement positives telles que

vt & [a,b] {gn(t)l <K n=0,1,404,8 (2.4)

vt € [a,b] |dn(t)] <D n=0,1,..0,N=k (2.5)
| o, |

et soit h tel que O ¢ h < (2.6) : alors
ML

toute solution de (2,3) pour laquelle

vt ¢ [a,b) iz(t,xv)‘ <2 V=0,1, 000 k=1 (2.7)
vérifie
X
¥t € [a,b] Iz(t,xn)l &F P pe0,1,...,0 (2.8)
ot M* = ¥k
_ r
* X savec ' = o)
et K" = T7(ND + kAZ) 1-bfo, |78, [K
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Démonstration

Eerivons (2.3) pour m = n-k=1 (1 = 0,1,...,n=k)

1 a;2(t,x )=h Z 8.2

(t) a(x
n=k+j
J=0

) + dnak

(t)

J n- k+] n=k+j

k k

Ly %52 Ekn ) = jzo "8

L ar g (B E0x

n—k*j-l) * 4 (t

Ne=ke=1

s o - . caeees - caaw

k

) a;2(t, xs ) =h Z B.g: (t) c(x ) +a,(t)
j=0 j=0 J

Multiplions ces n-=k+1l é&galités respectivement par a1

(1=0,1,..4n=k), et ajoutons-les membre & membre ; il vient, &

gauche :
P T i
a: Y, _aa 2(t, X, ) + Y . oz(t,x )
vek 320 J ‘n=vii=k v=0 320 J n=v+j=k Y
S (%)
= 9 Y "3 Py
z(t,x ) + Zo Z 45 Y oyaieic z(t,xv) d'aprés l'identité
j=0
(r) , et, & droite :
n k
k=1 v n=k (xx)

+ 11 By

Lo ko s g By(8) 2l )y + 1 ae)

n=v+j= n=kej

(x) = (xx) donne (YO = aZl d'aprés 1'identité (I)) :

_ =1
z(t,xn) = ha B gn(t) g(xn) +h§ + S, - s3
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n-1l k
en notant Sy = ok sk Yneyt =k g () C(xv)
kol v
+ L jZo B3 Yreytek g, (t) tlx))
nek
% ° jzo dj(t) Vnek=j
k-1 v
%3 vZo jzo *; Tnev+j-k z2(t,x )

par conséquent
-1
(2t < nlagl™ (8, 11a,(8)]120x)] + blsy [+]s,l+]s.|

Remarquons que

v
pour vgk | z a. ¥

et | z B. v

Tenant compte de ces remarques et des hypothéses (2.4) ,
(2.5) et (2.7}, nous pouvons &crire
n=1

Isg| < mBK ] |a(x;)]
1=0

|S2| < (n=k+1) I'D < NITD (puisque n<lN et que k>1)

133| < kTAZ
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et |z(t,x )| < hlaki'l [Bk| K l;(xn)l + hIBK zgz Ic(xi)|+r(ND+kAz)
(2.9)
Soit z, = thZ?b]|Z(t’xn)| , en particulier [c(xn)l <z .
De 1'inégalité (2.9) nous déduisons
n-=1
(1.-h|ak'|"1 |8,| X) z < hIBK iZo z; + I (ND+kAZ)

ou, aprés division par 1—hlak|-1 ]Bkl K >0 d'aprés (2.6) ,

% n-1 &
z <hM ) oz, +K (2.10)
n . 1
1=0

avec les définitions de 1'énoncé,

I1 est facile de voir que Z g k* (cf. Henrici [1]

§ 5.3-2 page 2hlh),

De (2.7) nous tirons alors

i

z < KX(1+nv*)Y v = 0,1,.00,k=1

Supposons zZ. ¢ K*(1+hM*)l 1=0,1,00eyn=1

De 1'inégalité (2.,10) nous déduisons

n-1 .
2, < * [t T ()t 4 n] = i* (1anv)"

1=0
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X
Enfin, comme 1+hM* < ehM

X
z < K*enhM
n

Nous en concluons, d'aprés la définition de z_ ,

X nhM*
e

¥ te[a,b] |2(t,x )| < K

i.eo (208)0

Théoréme 3

Une méthode 4 pas liés stable et consistante est convergente.
Supposons que la fonction H satisfasse a4 1'hypothése (L).

Soient u(t,x) 1la sclution de 1'équation fonctionnelle (F)

et ﬁ(t,xn) n=0,1,.. la solution de 1'é€quation de récurrence

(2.1), avec les valeurs de départ ﬁ(t,xv) v = 0,0, 000k,

Posons §&(h) = Sup Max |E(t,xv)nu(t,xv)a
te[a,b] 0,0, a0 ,k-1

= Sup Max ln(tng)l
te[a,b] v=0,1,.0,k~1



Faisons encore 1l'hypothése

en accord avec la définiti

Définissons pour

x(e) =

—

Soit € = vh

x(vh)

De cette définition résult

20

lim &(h) =0
n-0

on de la converpgence du § 2,

e 20 la guantité

X
Sup |Uv(tsx ) - uv(tax)l

t,x,x*e[a,b]

|x*-x| < ¢
Vo= O,g.,..a,k .

¥

Sup |utt,x") = uf(t,x)]
t,x,x*e[a,b]

|x*-x| < vh

e

iu'(t’xmﬁv) - u'(t,xm)| < y(vh) vte[a,b]
ou u'(t,xm+v) = u'(t,xm) + @v x(vh) |®vl <t
D'aprés la formule des accroissements finis,
u(tax ) = u(t,x ) + vh u'(t,E ) X SESX
De méme |u'(t,£v) - u’(t,xm)] < x(vh) vt e[a,b]
ou p'(t,gv) = u'(t,x ) + 0} x(vh) |®$| €1 .

Par conséquent u{t,x . )

m+v

u(tyx J+vh[u' (£, )re! x(vh)]

L%

let|<1
vV
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k

. . - v
Ecrivons éﬂ[ﬁ(t,xm),h] o U(t’xm+j) h jzo Bj u (t,xm+j)

]
i~

J=0
k k

z o, ulty,x )+ b ) Fa.[u'(t,x J+0%x(3h)]
5o m PER m’

k
9 - 3
By w(tyx ) = b ) 85 05 x(jn)

k
- h z
= j:o

j=0
§ k
u(t,x ). e +hp*(t,x e ) (jo.=B.)

k k
+ h 2 juj 0f x(3h) = b z g. 0. x(jh)
520 J sk 93

t
Co ultyx ) + hC, u (t,x ) + bS) - hbS

1 5
k
en notant 8), = ) ja. 0. x(jn)

Lo T3 T
l]
%

S_ = 8. 0. x(3h).

5 320 3 9

Par hypothése la méthode est consistante, donc CO = Cl =0 3

d'autre part (propriété du module de continuité), nous avens

x(3h) < x(kxh) Vi = 0,0,e¢00,k
I1 en résulte K
5, ¢ x(kh). ) ja. o}
j:o J J
k

S. s x(kh), J 8. o,
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k
et 8, = o' x(kn) ] jlajl lo*] <a
J:
k
S5 = 0 x(xh) 18] lo] <1
jso ¢
de sorte que g[u(t,xm);h] = h(Sh-—SS)

par conséquent lg[u(t,xm);h]l < h(|Sh| + ISSI)

K
| L[ty )sh] < ch x(xn) o C© = ] (la.|+s.])
550 VT

gﬁ[u(t,xm);h] ==0_ Ch x(kh) le | sa (2.12)
u(t,x) &tant solution de (F), u'(t,x) = H[t,x,9(x)] ;

nous pouvons donc écrire aussi

k k
ﬂu(t,xm)ih] ) jzo ajU(t’xm‘"j) "B jZO Bj H[t"xmtj ’w(xm"'j )]

k
et d'aprds (2.12), ) o.ult,x
j=o *

K
)=h ] B H[t )]

oX . aP(x_ .
520 mt 3 e

I+

= - ©_Ch x(kh) (2.,13).

Retranchons cette dernidre épalité de 1'équation de récurrence (2.1),

il vient
k k
jzo ajn(t,xm*j) =h jzo B gm+j(t) A(xm+j) + e Chx(kh) m=0,l..

(2.14)
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H[tsxmj,$(xm+i)]“H[t,xmﬂ,w(xmi)] si )\(Xm_'_j )#O

A(xm+j)

0 si )‘(ij }=0

en posant gm#j(t) =

Appliquons 3 1'8quation de récurrence (2,14) le lemme précédent.
Il est clair que les hypothéses en sont satisfaites :

H satisfaisant i l'hypothése (L) ,

H ta ’m( ) -H ts s‘p( ):H
vt €[a,b] ‘gn(t)l___ |al: X xn] [ s X o Vi) <K
RS

n=O,ﬂ.,..., N 3
vt e[a,b] |9 Ch x(kh)| < Ch x(kh) n=0,L,000, N ,

et (propriété du module de continuité) 1lim x(kh) = 0 ;

h~»0
enfin, par hypothdse, Vt e[a,b] |n(t,xv)[ < 8(h) v=0,0 44 0 k=1,
et 1lim 8(h) = O,
h-0
Nous en concluons
X nhM*
Vt € [a,b] In(t,xh)l < K'e n=0,1,..,4
ou M* = I'*BK
avec F* = L
’ Ll
% ’l“’hlakl lBKIK

et k¥ = r¥[men y(kh) + kas(n)]
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Faisons tendre h vers O , n tendant vers 1'infini de telle

facon que nh = x = a 3

-T , x(xn)-+0 , 8n)=+>0 , et k¥ > 0 5

nhM* = (x~a) I‘*BK + (x=a) I'BK , quantité bornée ; por conséquent

H
(@]

¥t € [a,b] linm |n(t,x)]
h-0
X =X

et Sup lim |n(t,x)
te[a,b) )

1
O
o

ce qui prouve la convergence de la méthode & pas liés @éfinie par

la formule (2.1).

o s e~



CHAPITRE 3

o~ s~

o~~~

§ 1. Notations

ul{t,x), de section y(x), étant la solution de 1'équation

fonctionnelle (F), nous considérons les approximations de u(t,x) suivantes:

« u{t,x), de section y(x), approximation par la méthode mixte que nous
allons exposer

v . v - . . .
. u{tyx), de section y(x), approximation intermédiaire

= 3 . o . - -~
. U (t,x), de section ¢ (x), approximation par une méthode de Runge=-Kutta

de rang g (qsh).

Nous notons

n{t,x) = g(t,x) = u(t,x) , A(x) la section de n(t,x)

It

Tlt,x) = ult,x) = u(t,x) , X(x) la section de %(t,x)

i

% _ : *
n (t,x) T (tyx)= ult,x) , 2¥(x) 1a section de n (t,x)

Nous notons encore

- 1 = _.?. r ’
HJ(‘t) = H[taxjs‘l’(xj)] ’ Hj(t) = 3y H[’C,ngb}lyzw(xj) ?
- _ - = ITe -...2.. - 5
Bo(6) = Bltyxg,00x0] 5 BY(8) = H[t’xj’y]ly=\b(xj) ;
1
H(l)[t,E,\L‘(E)] = .S;I H[‘t,x,’(})(X)} ‘x=€

Nous considérons enfin la formule de quadrature (P) d'ordre p

w0y

v+l points

X
j k+v f(x) dx = h[YOf(xk) + Ylf(xk+1)+.'.+va(xk+v)]+th+lf(p)(i)

& (P)
ou g e[xk,xk+v], f étant une fonction p fois dérivable
(nous supposons pour simplifier 1l'écriture que le terme d'erreur se met

sous cette forme, ce qui ne restreint pas, comme il apparait dans la suite,

la généralité de la méthode).
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§ 2, le (n+1)®™ pas (n30) dans une méthode de Runge-Kutts de rang q (qgh)

Compte tenu de la définition de la fonction incrément ¢ dans les
méthodes de Runge-Kutta (cf. chapitre 1 §4), 1'approximation de n(t,x) au

éme p
(n+1) pas est donnée par

-

u (tyn) =0 (3.1)
- -k -
wtsx 0 ) = (t,x )+ h@[t,xn,w (x) 3 h] n30
q=-1
~ —%
avec o[tyx 40 (x ) 3 B] = B'—Z-O A H[t,xne,wnB]
ou X o =¥ tOh a=0,1,..44q
- - -
Yo =¥ () (3.2)
et
o~=1
- —-% n ke
no = u (Xna,xn) + h Bz ﬁsaB Ii[xna an’wns] 0L=l,...,q
=0
q—
e - cade -
Remarquons lbnq = | (xn+1’xn) +h BZO H[Xn+ﬂ.’xn8’wns] =y (Xn+1)'
— niﬂ. [ — ] q-}-:-l n-il [ — ]
u(tyx ) =h dltyx.,¢ (x.)3hl = h A H{tyX. o¥.,] :

(3.3)
- . . - . . .
la détermination d'un wnu (a=l,...q) nécesslte donc le calcul de gn+o

valeurs de H, et le passage de ﬁ*(xn) a ﬁ*(xn+1) le calcul de q(gn +gﬂ£)

2
valeurs de H,
Nous savons gue les méthodes de Runge-Kutta de rang g sont d'ordre
g, ce qui s'éerit
¥ t,x e [a,b] et ¥yeR o[t,x,y3n] - aAlt,x,y3n] = on?),

Supposons que les fonctions ¢ et A admettent des dérivées d'ordre
g*+2 par rapport & h continues et des dérivées secondes par rapport & y et h

bornées sur [a,b]x[a,b]%Rx[O,hO]; alors il existe ¢(t,x,y), fonction princi-

pale d'erreur, continue et dérivable sur [a,b]x[a,b] xR telle que

®[tix:y;h] = A[t,x,y;h] = hq¢(t,x,y) + O(hq*l)

L . . o *
a1n51\hq#1¢[t,xn,w (xn)] est la partie principale de ¢ (t,xn), erreur au
(n+1)™ pas.



§ 3. le (n+1)°™ pas (n20) dans la méthode mixte

L'approximation de u(t,x) au (0+1)°™ pas est donnée par la

formule 4 pas séparés

E(t,xn+1) = t(t,xn) + h@[t,xn,%(xn) : h] nz0 (3.4)

oli & est la fonction incrdment de la méthode de Runge-Kutta définie au §2

et %(t,xn) une approximation de u(t,xn) obtenue de la fagon suivante :

solent m=on % v

p=ne=mvy, O < p <V
*n *n
u(t,xh) = [ " H[t,s,¥(s)] as = u(t,xp) + [ H{t,s,9(s)] das
& X

- . .
- nous approchons u(t,xp) par u (t,xp), approximation obtenue au moyen de

la méthode de Runge-Kutta
X

- nous approchons f o H[t,s,w(s)] ds 3 1'aide de la formule de quadrature
*o (P) appliquée m fois,
R-K (P) (p) (P) R-K
i/‘\i/—\jv’\s } } l/\t |3
S — TR ST GRS S b bt } | } } | 4
=X, X X4 X 42y Xy L
Nous avons done
" -
u(t,xn) =y (t,xn) pour n < Vv
et 9 - - ( 3 05 )
dtaprés(3.4), u(t,xn) =y (t,xn) pour n < Vv

n N - o an
u(t,xn) = u(t,xn_v) + h[yo Hn-v(t) + YlHn—v+l(t)+"'+Yv Hn(t)] pour nzv
(3.6)

ce qui implique

m~1

.z [YO ﬁo"’j\)(t) +Y1 ﬁp+j\)+'l(t)+"°+ ﬁD"'(j‘*l)\‘(t)]

n =T
u(ty,x ) = v (t,x )+h
0 350

pour n 2 Vv (3.7)
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2 : - v ~ .
la d&termination d'un ¢ = (a=0,1,...,a) pour n 2 v nécessite donc le

calcul de gp+(n=p+l) + o valeurs de H, et le passage de $(xn) a P(x )

n+l
pour nzv le calcul de (g+l) [n+1+(q—l) p +-§ ] valeurs de H, de sorte que,
pour n grand, par rapport a4 la méthode de Runge=-Kutta le nombre de valeurs

2
de H & calculer dans la méthode mixte est divisé par-agi .

§ 4. Convergence et ordre de la méthode mixte

Ecrivons comme au chapitre 1 §1

u(t,xn+1) = u(t,xn) + hA[t,xn,w(xn); n] nz0

Soustrayons cette égalité de (3.4) ; nous obtenons

H

n(t’xn-!-{l.) ’r\{(t’xn) +h {(D[tixnsa;(xn);h] - A(t,xn,lb(xn);h]}

ou n(t, ) = %(t,xn) + h {Q[t,xn,E(xn);h] - @[t,xn,w(xn);h]}

+h {¢[t,xn,w(xn);h] - A[t,xn,w(xn);h]}
(3.8)
Supposons que @[t,x,y;h] admette une dérivée par rapport au
troisiéme argument y bornée sur [a,bJX[a,b]MRX[O,hO] ; de la formule des

accroissements finis résulte

|2 (a0 ¥0x ) 5] = ol vl sn] | < 3 [X(x))]

M )
avec M = Sup ' — @[t x y.h]l _ _'\.' '
tyxe[agp] 7 ly=wlx)+ei(x)

GQB%H

Supposons que la fonction H{t,x,p(x)] admette des dérivées
jusqu'd 1'ordre q par rapport 3 x bornées pour t et xe[a,b]; il existe
alors une constante E>O telle que, quels que solent t,xe[a,b] et pour la

solution exacte y(x) de (C),
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]@[t,x,w(x);h] - a[t,x,u(x);n]| < En?
en particulier I¢[t,x,w(xnkh] - A[taﬁﬁw(ﬁﬂ;h]l s Enl

par conséquent In(t,xn+1)| < lﬁ(t,xn)l + h%lk(xn)| + gn* (3.9)

Ecrivons encore, pour nzv, en supposant que la fonction
H[t,x,w(x)] admette une dérivée d'ordre p par rapport a x bornée pour t

et x E[a,b],
(tyx ) = wltyx ) + by (8) + ygH () + ool

coo v 1 (0] + P EP e u0)]  (3.00)

ou g&{xnﬂv,xn]
Soustrayons (3.10) de (3.6) ; nous obtenons
N N =) . g
n(t,xn) - n(t,xn_v) th {YO[Hn-v(t) - hn—v(t)]+yi[Hn-v+1(t)-Hn-v+1(t)]
+oaas yv[ﬁn(t) - Hn(t)] } - th+1H(p)[t,£,w(E)] (3.11)
D'aprds 1l'hypothdse (L), nous avons lﬁj(t)-Hj(t)|sK|A(xj)l Vj.
Notons ¢, = Iyi| i=0,1,404v et T = S;i lyH(p)[t,x,w(x)]l
t,xa,b]
Passons aux valeurs absclues dans (3,11), il vient :

IR (t,x )] s [RCeyx,_ )]+ nk[e It )+ eIt _ ) + e

+ cle(xn)|]+ mP* (3.12)



Remarquons que,d’aprés (3,5),

n(t,x ) = n*(t,x ) = O(hq*i) pour n £ v
n n .
(3.13)
ﬁ(t,xn) = n*(t,xn) = O(hq*a) pour n < v
~ v r+ .
et, d'aprés (3.12), n(t’xv) = 0(h" ) avec |r = min (p,q+l)
Soient u = Sup |n(t,x )| et B = Sup Iﬁ(t x )| ‘
n *"n n Wit o»
te[a,b] tefa,b)

notons encore M = Max (ﬁ,K) ; de (3.10) et (3.12) nous déduisons

N q+l
W § (1 + nM) u + Eh n30 (3.14)
n g p+ﬂ_
M
woosu hl(counav Foqu g teeet cvun)+Th nzv

(3.15)

Enfin, tenant compte de (3,14), (3.15) devient

v " N N N q+2 p+l
A M +e0ot + oe
wosu o+ hNKi+h¢)(cOuhnv_1+c1un_v Cvuh-i)+(c0 eyt +cv)MEh +Th

v Y] Y] N
\ I \ 1 -
%1sh%ﬁﬂﬁmﬁghwd+&ﬂm}ﬂhhdﬂ%P¢+h%M&m)%I * e

n =Y+

n r+1 -
voe + hcvM(1+hM)un_1 + Rh (3.16)

Ecrivons (3.16) pouwr n = (mtl)v+j j=1,...,v, en mettant pour
chacune de ces v inégalités

. N . .
- dans le premier membre tous les termes en u d'indice supérieur & (m+l)v

v . .
= dans le second membre tous les termes en u d'indice inférieur ou égal a

(m+1)v

. . L i, v n
et adjolgnons-leur l'inégalité u fu

(m+1)v (m+1)y 3
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nous obtenons ainsi le systdme de (v+1) inégalités suivant :

LY

Yt )y

n
Y mhe )yl

A "
_hcvM(1+hM)u(m+1)v+1 + Yl Yvt2

"

Ny
mhcvM(i+hM)u(m+1)v+2+u(m+1)v+3

T R WD s mm OB Em mm K Dn M MR Ge M e mx AR GE AT Gr Gy W SN e M R T ED €3 M SR £ G D M OB Dn oW e em e s €5 O Om e 6o

N n N N
-hc3M(1+hM)u —hchM( 1+hM)u (1 )y +2-hcsM(1+hM)u vestl

(w1 v+l {(m+L)v+3 (m+2 Yvel

A" "]

N
-hczM(1+hM)u u(m+2)vn1+u(m*2)v

n "]
(mH ) ﬂ-hc3M(CL+hM)u -hchl\x( 1+hM)u ...»hc\)M(ZL+hM )

(m+1)ve2 (o1 ) v+3

Ymed v

v

i n, "
, 1
he M(1+hM)u  + [1+he MACES L (1 )y

V] N n
' 1 M(L+hM ! 1
1+hc2M(1+hN)umv+ + +hcv_11( +hMu +hch(1+hD)u

2 (m+1 Yu=i

r+l

AY % v N
v i y .: 7 7 M M 1
thM('.I.+11L)umwi-f[ﬂ+hcll\f(1+hrl)_[umv sohethe M(A+nM)d (L4t )y +Rh

2 mfi)val+hcv (m#+1 )y

he M(1+0M) Q"lm

n
+ .+ +hi
- hcv,3M(l hiM)u

M(L+nM)u
‘2)‘. 1 u(

(m+1)v—1+hcv m+1 )y

. Em e NS Wn R Om S M W WD W S GR €D MR WM TH DN me Om MR 63 a3 O CR e M0 G GO AN SR S AP G GR B M7 m KD £ M B3 S5 s wn a3

Y] s Y
M4+l M M 1
hegM(1+hi)u, o+ [L+he, H(1+01)] U( e )yor THCH(LH0M)U

L ) v V=l

A oy
1(1+0M he, M(1+hM
thM(1+hx)u( l+hc11(l+hu)]u(“

m+1)v—1+[

ou, sous forme matricielle,

v 4% r+
f;ymfl sgbyﬁ + Rh e (3.17)
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. . . + + .
en introduisant les matrices defﬂg 1 et les vecteurs de Rv 1 suivants
Gﬂ?*i est l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre vHl) ¢

—-

1 o 0 0 0 0
of 1 0 0 0 0
0 -—hcvM(£L+hI'I) 1 0
= - i M| - 3 \/
o= |0|-ne _, (1+h1t) | -he 1(1+hrr) 1 0 0

—— e i e — IS R T

0 ~hc3M('l+hI=7) -hchi\'i({HhM) -thM(1+hM)

Of{=hc ?M(5L+hM) ~he 3M(1+hrf|) =he hM(1+hM)

R -

—hcvM(1+hj“i) 1

0 0 0 0 1 1

M N f a N g ¥
hcoh(ﬂ.+hﬂ!) !L+hcﬂ_M(!L+hM) hc2w(1+h1\) he ! (L+hM) hcvM(ﬂ.+hN)

s M(1+hM 1 / 1 1 f
0 he ! {(L+hM) 1+hclb (L+n) ? hcv_2h(1+h]\,) hcv_lr,('l-*h})
D 0 0 he M(1+hit) /; he,,_ M(1+a1) he | M(4+h1)
0 0 0 % 1+hclM(5L+hM) hch(1+hM)
0 0 0 / he  M(L+1) | 2+he, M(1+0)
—f\, 7 .
umv 0

o
=

mv+1

[«X=4
)

™ +2
" "N 1
= u =

ym mY+3 € \
? '

VN i

Yt Ju=l 1

I 1
u(m+1)\) L

L
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I1 est facile d'inverser la matrice Q:

oi B est une matrice de ()

-1

[4] théordme 3.8 page 83).

Les éléments de‘€§1

1l 0 o] ol ] olo
/(..
0 n 0 o/l 010
/
0 hcvM n 0 :;' 0|0 - )
olhe Mhe M 1 o o] *80k%)
-ﬂ. Vv /
i i et 7
N " M
0 th hcuh hc5 j; 4 40
M W W Y
LO hc24 hc3d hchM e thL 1~
V41

dont tous les éléments sont % O (cf. Varga

étant tous > O, nous pouvons multiplier

les deux membres de (3.17) parE§ﬂ3 puisque cela revient & faire des

combinaisons linéaires i coefficients > O des (v+#l) inégalités considérées;

nous obtenons

en notant

et

g
hcoh

Y]
ym+ﬂ_

R -

a =

0

1+hc1M

M
h(c0+cv)A

th“1M

he M
3 Y

he M
2

s&§m + g

e
e

o)

M
he ot i

+he, ¥
i hcll

h(c0+cv)M

M
hcu“

he M
3

(3.18)
matrice de Wﬁ*i
vecteur detRV+1 :
0 j;, 0 1
A 1 9l
he M /// he M| Be M
B / JI
hc2A ;5 he _2M hcvglk
v 1 Yy
1+hc11 // he =3M hcvngk +0%10(h2)
. T\/{ ’Jﬁ
hc5M C; 1+hcaﬁ hc2h
he, M // h(c0+cV)N 1+h01}€
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ot #est une matrice de M 1,

d=e + hMe cll € est un vecteur de {PV+1.
Ecrivons encore
Rz Us U
oofolo], |o]a
ol1lo}o|” 0|0
P
ololr{o] “|o|o
avec Uz:OOOl//OO
A I I I
/
ol /|1
{ 0 // 0
(3.18) devient
N Vv r+l -
Yo € (U+nhMY y, + B (e+nMe) (3.19)
Dans @v+1 prenons la norme ¢m(y) = Iyl =  Max Iuil (u.:.L composantes de
1=O’ﬂ_’..’\) y) ;
v A
elle induit dans M7 1a norre-ligne Sww({!%) = 1R = Max -) IJQ‘J]_I )e
1=0,1,.04v =0
Nous avons kby| < || |yl v ye®{0},

Passons aux normes dens (3,19), il vient :

¥ 0n| € 1@ | +R0™ | ermE]
puis

¥ Y +1 -
|ym+1! < | {Usnmyy | |ym[ + RaTF (| e]+nm|3])

enfin, en observant que ||| = |e] =1 et en notant v = |RJ|{,

1 (3.20)

v v r+
1Y, 4q | € @env) |y | + o0
Remarquons que V et S dépendent de h,

mais que lim V# 0 et 1im S # O.
h-0 h->+0
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Appliquons un lerme classique (cf. Henrici [1] §1.2.3 page 18) :

MV )= +
nous obtenons l;m] < exp (mhMV), l;ol + explrhiiv)-1 snT*t
’ hMV

X o~
n

X
n
\

p
X exp( MV )=l
pmv),|§0| + Y sn®  (3.21)
MV

ou |§m| < exp (

" o\ . .
D'aprés la définition de u et (3.13), i1 est clair que

|§O| = O(hmln(p+1,q+1)) ; de (3.21) nous déduisons alors
v r
'ym‘ = 0(h )s
A" _ Tr .
et uw o= o(k”) pour x, = X

Par conséquent, d'aprés (3.14), u = o(n")

Il en résulte n(t,Xn) = 0(n")

Nous pouvons donc en définitive &noncer le théoréme :

Théordme

Si la fonction ®[t,x,y;h] admet une dérivée par rapport &
y bornée sur [a,b] x [a,b] xR x [O,ho], si la fonction H[t,x,p(x)]
admet des dérivées jusqu'd 1l'ordre r' = Max (p,q) par rapport & x
bornées pour t et x e[a,b], alors au sens de la convergence en x
définie au chapitre 1 §2 1= méthode mixte est convergente et 1l'erreur
globale commise en approchant u(t,xn) par ﬁ(t,xn) est 0(h¥) avec

r = min (p,qg+l).
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Remargue

Rappelons que dans une méthode de Runge-Kutta de rang g
1l'erreur globale commise en approchant u(t,xn) par E*(t,xn) est 0(h%),
Si dans notre méthode nous choisissons une forrule de quadrature telle
que p 3 g + 1, 1'erreur a, au sens de la convergence en x, un ordre
en h supérieur d'une unité & celui de l'errcur dans la méthode de
Runge=-Kutta., La méthode mixte est donc plus avantageuse et en temps

de calcul et en précision,

Equations de propagation de l'erreur

*
Pour | n < v | , n(t,xn+1) = n (t,xn ) s

+1
nous savons alors €tablir 1l'équation de propagation de 1l'erreur

(cf. Pouzet [2] chapitre 1 section 4 pages 25 et suivantes),

n > v | , reprenons les égalités (3.8) et (3.11) obtenues

———

au paragraphe précédent :

Pour

”(t’xn+1) = %(t,gn) +h {@[t,xn,$(xn);h] - @[t,xn,w(xn);h]} (3.8)
+ 1 {oftyx 0(x )sh] = aftax ,0(x )sh])
%(t’xn) = %(t’xn—v) * h{YO[ﬁn-v(t)”Hnav(t)]+Y1[ﬁn-v+l(t)-Hn-v+1(t)] Tees

= +1
coe + v (L (0)-1_ (0] = P [ 0]
(3.11)
Supposons que la fonction @[t,x,y;h] admette des derivées d‘ordre
g+2 par rapport & h continues et des dérivées secondes par rapport & y et

h bornées sur [a,b] x [a,b] x R x [O,ho].
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Nous avons d'une part, y(xn) gtant o(n"),

@[t,xn,$(xn);h] = oft,x_w(x )] = K(xn) 5§-®[t,xn,y;hjly=w(Xn) + om?™)

or ‘é‘f; q’[t,}(sygh] = -2—)-3- ‘P[t,x,y;(}] + 0(n)

et @[t,x,y;o] = H[t,x,y] en vertu de la consistance (cf. chapitre 1),

par conséquent @[t,xh,m(xn);h] - @[t,xn,w(xn);h] = X(xn) Hg(t) + O(hr+1)

d'autre part, d'aprés la définition de la fonction principale d‘erreur,

o[t,x p(x )3n] = alt,x ,u(x )sn] = n%[t,x ,0(x )] + om®™)

Supposons encore que la fonction H[t,x,i} admette une dérivée seconde par
rapport 4 y bornée sur [a,b] x [a,b] x R.

Nous avons ﬁj(t) - Hj(t) = A(xj) Hg(t) + O(hzr) vj.

Nous pouvons donc écrire les équations de propagation de 1l'erreur :

N(tyx ) = Hlt,x ) + BXGx ) 1 (8) + n% e t,x ,u(x )]+0(0™*2 wo(n?*?)
(3.22)
m(t,Xn) = ﬁ(t,xn_v) + oyl ) H!(8) + Yo (M) HY L () +ay

vee + v 20 BT - P P [ ey ()] 40 (n2FH)
(3.23)

Mais Hg(t) = f1(t) + o(b") v ;

J
et o [tax o0 (x )] = o[t,x ), 0(x )] + o(n™) ;

nous considérerons pratiquement les &quations de propagation de l'erreur :

q+l

n(t,xn+1) = ﬁ(t,xn)+hk(xn)ﬁ£(t)+h ¢[t,xn,ﬁ(xn)]+o(hr+2)+o(hq+2) (3.24)

v Y - P
n(tax) = altex nlyaGe OB (6)+yaGe OB L (8) + .. (3.5)

oo+ Y AMx ) BN(E)] - WP P e e ue)] + 0m2TH
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Ces équations se mettent sous des formes différentes suivant les valeurs de

remin(p,q+1) ; nous écrirons, pour la premidre :

sirspeg, nlt,x,) = nlt,x ) + n¥(x ) A (t) + 0(n*?) (3.26)
si_r=p=q =5 Yx )& ol = (. P¥2
si r=p=q, n(t,x +1) = n(t,xn) + hA(xn) dg(t) + h ¢[t,xn,w(xn)]-0(n )
2 N q.{.ﬂ_ - q+9 (3.27)
51 r=atlapyn(tyxy 0 ) = nlt,x ) + 0379 [t,x ,T(x )] + o(n®™) (3.28)
pour la seconde :
si_r=pggtl,
?U = I 7 ?
A(tyx) = nleyx e[y oaGe DEY (6)syaGe  OF L (8) + L.
(3.29)
2p+
vee ¥y x(wc ) BY (t)] ol (P)[t,g,w(g)]m(h P 1)
si r=q#l<p,
I = ’b T ITe
n(t,xn) r](t’xm-\))"-h{YO>\(X1'1-==\))Hn-@--\)( t)+y X(Xn v+1) n=- v+1(t)+'°°
(3.30)
ety Mx ) 1))+ o)
v ''n® "n
En résumé, nous utiliserons donc les équations :
8 (3.26) et (3.29) sir=p<gq
Y V] =
= 1 ?
n(t, n+l) n(t,xn)+n(xn)nn(t)
= e T ]
n(t,x ) h(t,xn_v)+h[yox(xn_v)Hnn (t +yﬁk(x v+l)1n v+1( )+,

covt Y A(x )N (£)] PP ey (6]

(cas d'une méthode mixte associant par exemple la formule classique de

Runge=Kutta et la formule des trapdzes),
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) (3.27T) et (3429) sir =p =g

n(tyx a0 ) = nlt,x JnX(x M (6)n™ e t,x ,B(x )]
nltyx ) o= wltyx Jeny Alx AT (t)+y, A(x e ()
n ' ney 0" " ne=v’ nev AR STV B’ PRVE - I

= 1.
et Y AGOR ()] = PP e e p0e)]
v ''n''n
(cas d'une rméthode mixte associant par exemple la formule classique de

Runge=Kutta et la formule de Simpson).

® (3.28) et (3s29) sir=p=q+1

) = Wlyx ) + 0T [, )]

sz

" -
, [ 53]
n(t,x*_v)+hL i v(t)+ylk(x =v+l)H (t)+ase

3
-
ct
i
o]
g
i

A(xn

?
YoM ey neu+l

eee + Y\)A(Xn)ﬁ;l(t)] th+1 H(p)[t$€9w(€)]

) (3.28) et (3.,30) sir=qg+1 <p

i}

n(tyx_ 4y ) = Hlt,x ) + hq*1¢[t,xn,$(xn)]

v v ; 7 i
n(t,x ) n(tyx,  denlyon(a  JE! ()4, alx it (t)+...

n=v+l " n—y+l
con ¥ Y ) B (2)]

(cas d"une méthode mixte associant par exemple la formule classique de

Runge=-Kutta et la formule de Boole=Villarceau).

Dans la pratique, seul ce dernier cas =ou le terme
yhpﬁlH(p)[t,ﬁ,w(E)] disparait dans le O(hq+3) de (3.30)= peut se préter

4 une evaluation de l'erreur n(t,x__,) n3v ; mais en fait ce cas est le

n+

rlus intéressant puisque r > g,
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§ 6, Exemples numériques

Hous indiquons ci-apreés la résolution numérigue de trois

équations intégr-les.

Pour chaque exemple figurent les résultats obtenus (pas h=0,1)

] par la méthode classioue de Runge=Kutta (q = L) :
0y = 0, = 1/2, 03 =1
=/
A'J.O 1/2
Boo= 05 By = 1/2
Bag™ 0y Ay =0, Ay =1

] par une méthode mixte associant la formule classique de Runge=Kutta

et la formule des trapézes (p=2) :

f(x) dx

[

jxi

*

3
5 [2xy) + £(x))] - 25 £7(2)

donc telle que r = 2

L par une méthode mixte associant la formule classique de Runge-Kutta

et la formule de Simpson (p=4) :

o

X, 29
Yol _hr n IV,
[ flx) ax = E-Lf(xo) + hf(x&) + f(x2)] -5t (g) ,
X
C
done telle que r = 4
® par une méthode mixte associant la formule classique de Runge-Kutta
et la formule de Boole=Villarceau (p=€) :
[ )ax = 2B [Te(x. 4328 (x, 4125, 4308 (x JHTE ]2 £V ()
, x)ix = Ts Tf XO 3 Xy X, x3 X)) cagg 3
0

donc telle que r = 5,

Les calculs ont &té effectués sur BULL Camma MUO et sur CONTROL
DATA 3600, & Paris, dans le cadre du contrat RCP n°30.
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Les programmes relatifs aux méthodes utilisfes ont été écrits
en ALGOL ; nous donnons en appendice, & titre d'exemple, le programme
relatif 4 la méthode mixte associant la formule classique de Runge=Kutta

et la formule de Boole=Villarceau, rédigé en langage de référence,

~

Ly

Exemple n°l

o 0 T e @ e o

t(x) = [* [cos (x=s) + 1(x) sin (x-s)] ds
0]

La solution est y(x) = x.
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RUNGE-KUTTA IXTE r = 5
x=v(x) T (x) A (x) T(x) A(x)

0,1 | 0,099 999 913 | = 0,87.1077 | 0,099 999 913 | - 0,87.10’2
0,2 | 0,199 999 82 | = 0,17.10_¢ | 0,199 999 82 | - 0,17.10_¢
0,3 | 0,299 999 73 | = 0,26,10_. | 0,299 999 73 | =~ 0,26,10 ¢
0,4 | 0,399 999 64 | = 0,35,10_ | 0,399 999 6L | - 0,35,107/
0,5 | 0,499 999 55 | - 0,kk.107/ | 0,499 999 89 | - 0,11,207;
0,6 0,599 999 46 | - 0,54,107- | 0,599 999 80 | - 0,19.10_¢
0,7 0,699 999 36 - o,6u.1o"6 0,699 o9 72 - 0,28.10“'6
0,8 | 0,799 999 26 | = 0,7h.,10", | 0,799 999 63 | = 0,37.107;
0,9 | 0,899 999 15 | = 0,85.10_, | 0,899 999 83 | - 0,16.10“2
1,0 0,999 999 03 - 0,97.107 | 0,999 999 76 - 0,24,107

1,1 1,099 998 9 - 0,11.10’2 1,099 999 70 - 0,30.1o“§
1,2 | 1,190 998 7 - 0,12.1072 | 1,199 999 62 | = 0,38,10¢
1,3 1,299 998 6 - O,lh.lo-g 1,299 999 75 - o,eh.lo°6
1,k 1,399 998 L - o,15.1o:q 1,399 999 69 - 0,30.10"'6
1,5 | 1,499 998 3 = 0,17.10 2 | 1,499 999 67 | - 0,33.10 ¢
1,6 1,599 998 1 - 0,19.10'5 1,599 999 60 - o,uo.lo"6
1,7 1,699 997 9 - 0,20.10'5 1,699 999 65 - 0,35.10"6
1,8 | 1,799 997 7 - 0,22,1077 | 1,799 999 61 | = 0,39.10_¢
1,9 | 1,899 997 5 - o,2h.1o'§ 1,899 999 63 - 0,37.10"6
2,0 1,999 957 3 = 0,27,10° | 1,999 999 58 | - 0,k2,107

2,1 | 2,099 997 O - 0,29.10"'5 2,099 999 53 | - o,h6.1o°2
2,2 2,199 996 8 - 0,32.10‘2 2,199 $99 51 - 0,418,107,
2,3 | 2,299 996 5 - 0,35.2077 | 2,299 999 5T | - 0,43,107¢
2,b | 2,399 996 2 | - 0,38,1072 | 2,399 999 54 | - 0,46.,107
2,5 | 2,599 995 9 | - 0,41.1072 | 2,499 699 k0 | - 0.59.10">
2,6 | 2,599 9955 | - 0,kb1070 | 2,509 999 ko | - 0,50.107
2,7 | 2,699 995 2 | = 0,48,2072 | 2,699 999 b2 | - 0,51.107¢
2,8 | 2,799 99k 8 - 0,51.1072 | 2,799 099 L8 = 0,52.,10
2,9 | 2,899 99k L - 0,55.1072 | 2,890 999 27 | - 0,73.10_¢
3,0 | 2,999 59k 0 | = 0,60.107° | 2,999 900 29 | < 0.71.10"

3,1 3,099 993 5 - o,6h.1o“§ 3,099 999 37 - 0,62.1o°2
3,2 3,199 993 1 - 0,69.10"5 3,199 999 39 - 0,60.10"6
3,3 3,299 992 6 - o,7u.1oj5 3,299 999 1k - 0,86.10:6
3,k 3,399 992 0 - 0,79.10_5 3,399 999 17 - 0,83.1o¢6
3,5 3,499 991 5 = 0,85.10 5 | 3,499 999 2k | - 0,76.10_

3,6 3,599 990 9 = 0,90.10 ¢ | 3,599 999 27 = 0,72.10_
3,7 3,699 990 3 = 0,97.10_j | 3,699 999 01 | = 0,99.10 ¢
3,8 3,799 989 = 0,10.10_, | 3,799 999 Ok | = 0,95.10_
3,9 | 3,899 989 = 0,11.10 ) 1 3,899 299 08 | - 0,92.10 ¢
4,0 | 3,999 988 - 0,12.10 3,999 999 13 | = 0,87.10




MIXTE r = L MIXTE r = 2
x=y(x) P(x) A(x) ¥(x) AMx)

0,1 | 0,099 999 913 | = 0,87.10:2 0,099 999 913 | - o,87.1oj_"g
0,2 0,199 999 82 = 0,17.10_; | 0,199 75 - 0,25.1073
0,3 0,300 000 45 0,46.10 6 | 0s299 50 0,50.10_3
0,4 0,400 000 37 0,36,10_¢ | 0,399 25 o,7h.1om%
0,5 0,500 000 99 0,99.10 ¢ | 0,499 00 0,99.10_
0,6 0,600 000 92 0,93.10_5 0,598 7 0,12,10_,
0,7 0,700 001 5 041510 _¢ 0,698 5 0,15.10 ,
0,8 0,800 001 4 0,15.10 ¢ 0,798 2 0,17.10_,
0,9 0,900 002 0O 0,20.10_5 0,897 9 0,20.10_,
1,0 1,000 002 0 0,20.10 0,997 T 0,23,10

1,1 | 1,100 002 5 o,2§.1o:g 1,097 b 0,25,10:2
1,2 1,200 002 6 o,eo.lo_5 1,197 1 o,28.1ow2
1,3 1,300 003 O 0,31.10 ¢ 1,296 8 0,31,10_,
1,k 1,400 003 1 0,32.10 ¢ 1,39 6 0,3‘4..103=2
1,5 1,500 003 6 0,36.10“_5 1,496 3 0,37.10_,
1,6 1,600 003 8 0,38.10_5 1,59 9 o,yo.lomé
1,7 1,700 OOk 1 o,he.lou5 1,695 6 0,43.10_,
1,8 1,800 ook L o,hh.loos 1,795 3 0,1;7.106‘2
1,9 1,900 00k 7 0,48.20 1,80k 9 0,50.10_
2,0 | 2,000 005 O 0,51.107° | 1,094 6 0,54.107
2,1 2,100 005 3 o,5h.1o:g 2,094 2 0,57.1025
2,2 2,200 005 T 0,58.10“5 2,193 8 0,61.10_,
2,3 2,300 006 O 0,60.10_5 2,293 L 0,65.10_,
2,k 2,400 006 4 0,65.10_5 2,393 0 0,70.10
2,5 2,500 006 & 0,67,10_5 2,b2 6 o,7h.1o=é
2,6 2,600 007 2 0,72,10 3 | 2,592 1 0,78.10_7
2,7 2,700 007 L 0,714.10“'5 2,691 € 0,83.10_7
2,8 2,800 008 © 0,80.10‘_5 2,791 1 0,88.10_
2,9 2,900 008 1 0,82.10_5 2,890 6 0,93.10_,
3,0 3,000 008 8 0,88,10 2,990 1 0,99.10

3,1 | 3,100 008 9 0,90.10:2 3,089 0,10,1077
3,2 3,200 009 T 0,97.10_5 3,188 0,11.10_-
3,3 3,300 009 8 0,99.10_j | 3,288 0,12.10 7
3,k 3,400 010 0,11.10_) | 3,387 0,12.10 7
3,5 3,500 010 0,11.10 ) 3,487 0,13.10_7
3,6 3,600 011 0,12.10_) 3,586 0,114.10‘9l
3,7 3,700 011 0,12.10 3,685 O’lh°10=1
3,8 3,800 012 0,13.10 ) 3,78k 0,15,10

3,9 | 3,500 o012 0,13.107} | 3,88) 0,16.107%
4,0 4,000 013 0,14,10 3,983 0,17.10~1




Exemple n°2

1 erae TE e €0 3 v 073

X
1(x) = (1-x) sin x + 2 f
O

La solution est ¢(x) = sin x.

=53=

cos (x=s) 1(s) ds



=5l

RUNGE-KUTTA MIXTE r = 5
e

x o(x) 3 (x) () 3(x) A(x)
0,1 | 0,099 833 4 | 0,009 831 7 | - 0,1 1072 - -
0,2 | 0,198 669 3 | 0,198 665 6 | - 0:35.10“5 8’332 ggé Z - 3’%5'%8-5
0,3 | 0,295 520 2 | 0,295 514 2 | = 0.60.1072 | 0.295 51k 2 | = 0.60.10~
O,4 | 0,380 418 3 | 0,389 409 6 | - 0,87.10"5 0,380 hog 6 | - 0’87.10"5
0,5 | 0,479 425 5 | 0,479 413 = 0.12.10% | 00k79 420 1 | - 0.5k .10™>
0.6 | 0,564 642 h | 0156 627 | - 0.15.107F | 0.56k 634 0 | - 0.8k.107>
0,7 | 0,64k 217 6 | 0,644 198 - 0:10.107" | 076k 207 - 0.10.107%
0,8 | 0,717 356 0 | 0,717 332 - o,eu.lo“h o:717 342 - O’lh.lo-u
0,9 | 0,783 326 9 | 0,783 297 - 0,29.1o't 0,783 31k - 0’13:10’h
1,0 | 0,841 470 9 | 0,841 435 - 0,35.10° 0,841 L5k - o:16.1o°h
1,1 | 0,891 207 3 | 0,891 165 - o,he.lo'h 0 - =4
1,2 | 0,932 039 0 | 0,931 989 - o,ug.lo“‘h o’ggé é?Z g’éf‘ig—h
1,3 { 0,963 558 1 | 0,963 500 - 0,57.1o'°h 0’963 533 - o’zﬁ'lo‘h
1,4 | 0,985 L9 7 | 0,985 382 - 0,67.10“h 0’985 420 o’3o.1o”u
1,5 | 0,997 ok 9 | 0,997 L1t - o,77.1o'h 0’997 Lé62 - o’3h‘1o’h
1,6 | 0,999 573 6 | 0,099 48k | - 0.89.107" | 0,099 535 | - 0.38.10~"
1,7 | 0,991 664 8 | 0,991 56 - o,lo.lo"3 o’9éi 620 - O’hholo'h
1,8 | 0,973 847 6 | 0,973 73 - 0,12.10"’3 0’973 796 - 0’51.1o'h
1,5 | 0,046 300 0 | 0,946 16 0,13.10'3 o:9h6 2Ll 0’56.10'h
2,0 | 0,909 297 4 | ©,909 14 0,15.10"3 0,909 233 - 0:6h:1o'h
2,1 | 0,863 209 3 | 0,863 03 - 0,17.107> -
2,2 | 0,808 Lo6 L 0:808 30 - o:;g.ig 3 g’ggg ifg - 8’;2';8““
2,3 | 0,745 705 2 | 0,7h5 L8 - 0,22.10 3 o’7h5 609 - o’§6.1o“h
2,4 | 0,675 463 1 | 0,675 21 - 0,25.10'3 0’675 35 - 0’11'10'3
2,5 | 0,598 412 1 | 0,598 18 - 0,28.1073 0.558 3k -~ 0.13.1073
2,6 | 0,515 501 3 | 0,515 18 - 0,32.107 0’515 35 o’ h' -3
2,7 | 0,427 379 8 | o,k42 - o, -3 . D 0716000

, ,427 01 0,36.,10 o,k27 21 - 0,16.1073
2,8 | 0,334 988 1 | 0,334 57 - o,h1.10“3 0,334 80 - 0.18.1073
2,9 | 0,239 249 3 | 0,238 78 - o,h6.1o’§ 0:239 03 - 0’21:10"3
3,0 | 0,141 120 0 | 0,140 59 - 0,52,10™ | 0,1k0 88 - o:23.1o“3
3,1 | 0,041 580 6 | 0,040 99 - 0,59.1075 -3
3,2 [-0,058 374 1 |-0,050 03 - 0:22.10'3 -3’8§§ 2% - 3’?5'1%-3
3,3 |=0,157 745 6 {-0,158 48 - o,7h,10'3 —0’158 09 - 0’35'10"3
3,4 |«0,255 541 1 |-0,256 37 - 0,84,1073 0,255 o2 - 0.38.1073
3,5 {=0,350 783 2 [-0,351 T2 - 0,9&.10'3 ~0.351 22 - 0.Lk.1073
3,6 |=0,Lk2 520 4 |~0,kk3 5 - 0,11.10'2 -0.k43 00 - 0.40.1073
3,7 |=0,529 836 1 |<0,531 O - 0,12.10"2 0,530 39 - 0’55.16‘3
3,8 |=0,611 857 8 [=-0,613 1 - 0.13.1072 [-0.612 k8 621073
3,9 |=0,687 766 1 |=0,6 "15.1072 ; C ot 1on

. 7 0,689 2 - 0,15.10 -0,688 L7 - 0.71.1073
4,0 |-0,756 802 4 |=0,758 4 0’17 1072 |0, e

317 =0,T5T7 59 = 0,79.10




MIXTE r = 4 MIXTE r = 2
X x ) b
¢(x) $(x) Ax) ¢(x) AMx)

0,1 | 0,099 833 4 | 0,099 8 - =5
O | 00 8k | 0,00 B | - 0TA0Ts | 0090 SR T | - 0T 10T,
0,3 | 0,295 520 2 | 0,295 517 4 | = 0.28.1072 o Lo o' 10"
o,% 0,389 418 3 | 0,389 413 L | ~ o’h9‘10“5 0,225 595 0,75.10_ 5
0.5 | 0uk79 425 5 | 0,475 421 © | - 0,45.107 ol & 01151073
08 | 0756k 612 1 | ousth 635 8 | - 0266107 | o256k 5 02511073
0,7 | 0,64k 217 6 | 0,6k 2109 | - 0,67.1072 2’23? o 0231103
0,8 | 0,717 356 0 | 0,717 347 2 | = 0.88.107 | o 222 023310 3
0,9 | 0,783 326 9 | 0,783 317 1 | - 0,98.1077 0164 g? O’hi'*o”;

s 0,841 470 9 | 0,841 L59 - 0,12.10‘“l+ ,842 1k 3:28iig"3
1,1 | 0,891 207 3 | 0,891 1 o
1% | otok 039 o | olo% 023 | - orEae | olo% o 0T
1,3 ] 0,963 558 1 | 0,963 539 - 0’19010"h o oeh 1 o718 102
1,k | 0,985 ko 7 | 0,985 k2B - 0.21.10" ooy 0 1e 102
105 | 01997 ok o | 0j997 k69 | - 0}26.107) 02998 5 0171072
16 | 0,99 573 6 | 0,099 545 | = 0,28.107) V001 € 015111072
107 | 00991 664 8 | 0901 630 | - 0.34.107F Rt 5’5k 1072
128 | 0,973 84T 6 | 0,973 810 | - 0,37.107) sreol: Ot io
é,g 0,946 300 0 | 0,946 255 - o:hsnio“h 8‘318 2 8’28.10;2

. V. -

. 0,909 297 L4 | 0,509 249 - 0,48,10 4 0,913 1 oigglig”Q
2,1 | 0,863 2093 | 0,863 1 - =b
2’3 O’TMS 705 5 0’7)45 628 - O,Ti{).lo"‘)" 0,81_) 7 O,S3 .lo_,,ﬁ
2,4 | 0,675 463 1 | 0,675 380 o’83°1o““ 0’251 . 0’61'10'2
2,5 | 0,598 472 1 | 0,598 37 - 0.10.1073 0’682 . T
2.6 | 0,515 501 3 | 0,515 39 0.11.1073 ey p 002
2,7 | 0,427 379 8 | o,be7 25 -~ 0.13.1073 o'l ° 001 o
2.8 | 0,334 988 1 | 0,334 84 -~ 0.14.,1073 padt 0712 10"
g,g 0,229 2k9 3 | 0,230 08 - 0,17.1073 8’2?; g’iialo”j

.0 | 0,141 120 0 | 0,10 93 0.18.1073 | 0,157 0:16:18“1
3,1 | 0,041 580 6 | 0,0L1 - -3 -
3.2 |~0.058 374 1 |-0.058 23 - g’gé.ig“3 o 0 52 10 i
3,3 |=0,157 745 6 |-0,158 01 0.27.1073 m8’037 oo
3,4 1-0,255 541 1 {-0,255 8L - 0’30'10“"3 T 307 !
s | Ze s 2 |omsm 13 | Com3e073 |Soraus 013207k
3,6 |=0,Lb2 520 4 [-0,4k2 90 - 0’30010""3 “0’219 6736 10-2
3,7 |=0,520 836 1 |~0,530 28 - 0ok 1073 no,hoé R
3,8 |-0,611 857 8 |~0,612 35 - 0’50°1o”3 =o,r8, O’hl.lo'l
3,8 -0,687 766 1 |-0,688 33 - 0:57°10°3 _8’522 8’h6°10‘l

_ y . - - 3 .3
,0 |=0,756 802 4 |=0,757 43 - 0.64,1073 |-0,607 o:ggoig"l
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La solution Y(x)

Laplace,

=56



>
s

eBeNoNeoNeNoNeNoNeNel

el NoNeoNeoNoNoNoNeNe

RUNGE=KUTTA MIXTE r =
x ¥(x) Wx) A ¥ (x) ¥(x)

0,1 | 0,112 463 0 | 0,112 k61 7 | = o,12.1o'§ 0,112 461 7 | -
0,2 | 0,222 702 5 | 0,222 700 3 0,22.1025 0,222 700 3 | -
0,3 | 0,328 626 7 | 0,328 623 3 | = 0,3k4,10 5 0,328 623 3 | =
O,k | 0,428 392 2 | 0,428 387 6 | - o,h6.1o"”5 0,428 387 6 | -
0,5 | 0,520 499 9 | 0,520 493 6 | - 0,62.10:5 0,520 ko8 1 | =
0,6 | 0,603 856 1| 0,603 848 1 | = 0,79.10“5 0,603 853 0 | =
0,7 | 0,677 801 0 | 0,677 7012 | = 0,98.10_j | 0,677 7% 5 | =
0,8 | 0,7k2 101 0 | 0,Th2 088 - 0,12.,10 0,7Th2 094 6 | =
0,9 | 0,796 908 2 | 0,796 892 0,15.10“l+ 0,796 90k 4 | -
1,0 | 0,842 700 8 | 0,8h2 682 0,18,10" 0,842 695 L4 | -
1,1 | 0,880 205 0 | 0,880 182 - o,22.1o”t 0,880 197 4 | -
1,2 | 0,910 314 0 | 0,910 287 - G’27‘1O:h 0,910 304 2 | -
1,3 | 0,934 008 0 | 0,933 976 - 0,31.10_) 0,93k 000 2 | -
1,4 | 0,952 285 1 | 0,952 248 - 0,37.10_) | 0,952 275 5 | =
1,5 | 0,966 105 2 | 0,966 062 - 0,43.10 L 0,966 092 -
1,6 | 0,976 348 L | 0,976 299 - o,hg.lo:h 0,976 333 -
1,7 {0,983 790 L | 0,983 734 - 0,55.10 ) | 0,983 777 -
1,86 | 0,989 090 5 | 0,989 027 - o,63.1om14 0,989 075 -
1,9 | 0,992 790 4 | 0,992 T2 - O’7O~10=4 0,992 772 -
2,0 | 0,995 322 3 | 0,995 2k - 0,79.10 0,995 301 -
2,1 | 0,997 020 5 | 0,996 93 0,87.1022 0,997 000
2,2 | 0,998 137 2 | 0,998 Ok o,96.1om3 0,998 115 -
2,3 | 0,998 856 8 | 0,998 75 - o,.lo,.lom3 0,998 831
2,4 { 0,999 311 5 { 0,999 19 - 0’11°10,3 0,999 283 -
295 03999 593 0 03999 h6 - 0313510u3 0’999 565 had
2,6 | 0,999 764 0 | 0,999 62 - 0,14.10 5 | 0,999 733 -
2,7 | 0,999 865 7 | 0,999 71 - 0,15.10 5 | 0,999 831 -
2,8 | 0,999 925 0 | 0,999 76 - 0,16910_5 0,999 837 -
2,0 | 0,999 958 9 | 0,999 78 - 0,18.10_3 0,999 921 -
3,0 | 0,999 STT 9 | 0,999 78 - 0,19.10 0,999 937 -
3,1 | 0,999 988 b | 0,099 77 | - 0,21.1073 | 0,999 kb | =
3,2 | 0,999 994 0 | 0,999 76 = 0,22.10 3 | 0,999 oké -
3,3 | 0,999 96 9 | 0,999 T5 - 0,25.10 3 1 0,999 oh9 -
3,4 | 0,999 998 5 | 0,999 Th - 0,26.10_3 0,999 947 -
355 | 0,999 999 25| 0,999 T2 - 0,2"(.10_“3 0,999 943 -
346 | 0,999 999 64| 0,999 TO = 0,29,10_3 | 0,999 939 -
3,7 | 0,999 999 83| 0,999 68 - 0,31.10_“3 0,999 239 -
3,8 | 0,999 999 92! 0,599 66 = 0,33.10_5 | 0,599 936 -
3s9 | 0,999 999 96( 0,999 6k - O,SS.lOng 0,999 931 =
4,0 1 0,999 999 98| 0,999 62 - 0,37.10 0,900 926 -

]
O
n
O
[
O
]
=

]
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>
N
ol \
s
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i
g



MIXTE r = L =0
W(X) ¥(x) A(x) T(x) A(x)
0,1 463 0 | 0,112 461 T 0,12,107 -
%’i 202 5 | 0.222 700 3 o:2§:i8‘5 g’%;i 321 ! 8’%ﬁ°18n§
b4 2 7 0 328 629 2 0.25 10-5 * ' H . =D
O,k 300 2 | 00428 393 1 | 0'o 1078 0,327 2 0,14.10
+10 0,426 3 10~°
0,5 k99 9 | 0,520 50k b 0.k5.107 | o, 0,20.10
‘ o310 0,517 9 , s =2
0,6 856 1 | 0,603 858 0 12005 | 0,20.1
- ~ O l(). ) °2
0»1 801 0 | 0,677 805 6 046 18“5 8’§?i ﬁ = 9,39.10 5
0,8 101 0 | 0,7k2 101 8 0.8 1070 | 0,738 = 0,33.10
: 700 8 | 0,842 699 1 | = 0,17.207 | 0,838 9 0,37.107
1,1 205 0 | 0,830 20k 4 0.6 1070 | 0.8 -2
1.2 b 0 | 02610 3001 | - olo 107 T ¢ = 237205
1,3 008 0 | 0,034 00k 0 | = 0.40.1072 | 0.030 = 0,37.,10_5
Lok 285 1 | 0,952 277 2 0,759,102 o’gua ? = 0,36.10_,
1.5 105 2 | 0,966 098 3 | = 0260107 | 0'%62 6 = 0,35.10
1,6 348 4 | 0,976 337 - 0a11.007 | olor2 = 93000
1.1 790 & | 0,983 780 9 | = 0,55.1077 | 0,980 1 - 0,3:.10
1,8 090 5 | 0,989 OTT 030 | otess 1 = 0,34.107
]é’g 700 4 | 0,992 778 0:12.10”2 0089 I - g,gg.ll.ao)ge
2 . s - s p = o
s 322 3 | 0,995 306 0,16.10 0,992 0 0233.1o°2
2,1 020 5 | 0,997 005 0 <l -2
x| o b2 | SEET | ToRion | Sl | oios
-9 5 8 0 9g8 838 0,10 lowi sh» = Vs Yoo
2,4 311 5 | 0,999 263 219,10 ) 1 0,995 5 - 0,33.10
= O 230 "2
245 503 0 0:999 570 0’23&8"1‘ 8’222 g = 0,33.10_2
2,6 764 0 | 0,995 736 0127.107 | 0696 - 03300
2 865 71 0,999 838 0127107 | 01096 5 0133072
sU 99 925 0 | 0,999 893 =4 > = 0,33.10 ,
249 058 9 | 0,999 26 ook | St 2 - 033105
350 517 o | 0to0s oh1 | - 0°37.20™" | 00996 6 0,33.1077
’ A 2996 6 0,33,10
3,1 ) 988 L | 0,999 951 | -0 = -2
3,2 % o | oo o | T omeot | Ol ¢ 0:30+205
3,3 596 9 | 01999 95h | - 0,43.107) | 0,99 6 0,34:10.5
3,k 998 5 | 02995 050 | ~ 0,4B.107Y | 019% 6 0u34105
3,5 ) 999 25| 0,999 950 | - 0.8.107¢ | 01656 6 0,34.10 5
3,6 999 6L| 0,995 Oh5 - 0u5h 107 0’236 6 0:30+10.5
351 999 83] 0,999 Okk 0225107 | 02906 6 0,34.,10_;
3,8 999 92| 0,59 £39 021107 | o'o0t € 03410 5
g’g ) 999 0,999 37 0:62:10“t 5’356 6 g’gt‘igu2
[ foTe) = /97 .
) 999 0,999 932 0,68.10 0’996 6 0:3)4.10@2
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Nous nous intéressons ici 4 1l'équation intégrale

(x) = f {x, fx g(x,s,1(s)] das} ,
a

dont la solution est ¢(x).
Wous décrivons ci=-dessous le programme relatif & la méthode mixte
associant la formule classique de Runge-Kutta et la formule de Boole=Villarceszu

pour traiter numériquement cette &quation.

début réel X0, P ; entier N, J ; tableau U[0:1,0:1], v[o:N] ;

réel procédure F(X,Y) ; valeur X,Y ; réel X,Y ;

commentaire cette procédure permet de calculer f(x,y), f étant la fonction
qui figure dans l'equation intégrale ;
F o= f(X,Y) ;

réel procédure H(X,S,T) ; valeur X,S,T ; réel X,S,T ;

cormentaire cette procédure permet de calculer la valeur de la fonction
h(x,s,t) = g(x,s,f{s,t)) oli g est la fonction qui figure dans
1l'équation intégrale, h étant obtenue quand on a ramené 1l'équation

& la forme canonique 1(x) = fx h[x,s,7(s)] ds (cf. Pouzet [3]
a
pages 80 & 82), ¢ est alors donnée par ¢(x) = fx,v(x)) ;

H := g(X,8,F(S,T)) ;
procédure MIXTEBVRK (XO,P,N,U,V) ;

valewr XO,P,¥ ; réel XO,P ; entier if ; tableau U,V ;

commentalre les paramétres ont la signification suivante : XO borne inférieure
a de l'intégrale, P longueur du pas d'intégration, N nombre de pas,
U tableau des x s
no
V tableau des ¢(xn) 5

début réel §,D,T,C1,C2,C3 ; entier T,J,K,R,L ;
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tableau TETA [0:4], A[1:4,0:3], v[o:N,0:4], z[0:N] 3
TETA [0] = 0 ;
TETA [1] := TETA [2] :=1/2 ;
TETA [3] := TETA [4] :=1 ;
A[1,0] :=1/2
A[2,0] := 0 ; Af2,1] :=1/2 ;
A[3,0] := A[3,2] =0 ; A[3,2] :=1 ;
Alb,0] :=1/6 5 Als,1] := A[b,2] :=1/3 3 A[L,3] = 2/6

pour J := O pas 1 jusqua 3 faire

début pour I:=0 pas 1 jusqua 4 faire

dbut si J =0 A I = 0 alors début U[0,0] := X0 ;
Y[0,0] :=2z[0] := 0 fin
sinon si I = 0 alors Y[J,0] := Y[J=1,}]

sinon début U[J,I} := U[7,0] + P x TEW [I] ;
S:=0;5iJ#0 alors
début pour K := O pas 1 jusqua 3 faire
début D := 0 ;

>

pour R := 0 pas 1 jusqua J=1 faire
D := D + H(U[J,I], U[RK], Y[RsK]) ;
s :=85 + A[l,K] xD

fin 3

fin ;
T :=0 3
pour K := O pas 1 jusqua I-1 faire
agvut si A[1,] # 0 alors

T := T+ A[T,K] x H(U[7,I], U[7,k], Y[3,K])
fin
Y[3,I] := P x (S+T) ;
si I =4 alors début U[g+1,0] :

z[3+1]

U[Jsl‘] 3
Y[Jsb'] f}ﬂ_ 5

fin 3
fin ;

fin ;
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pour J := L pas 1 jusqua N-1 faire

début L := J=bx(J:k) ; pour I := 0 pas 1 jusqua 4 faire
aébut U[J,I] := u[s,0] + P x mTA [I];
Cl :=0 ; si J28 alors

début pour K := L+4 pas 4 jusqua J-4 faire
c1 := c1 + H(u[s,1], ulk,0], z[K])

fin ;

cn :=akbxcl + 7 x(H(vU[3,1], U[L,0], 2[L])+ H(U[7,I],u[7,0],2[3])) ;

cz :=0
pour K := L+l pas 2 jusqua J-1 faire

c2 :=c2 + H(U[J,I], U[K,0], 2[K]) ;
C2 := 32 x C2 ;
C3 := 0

L
pour XK := L+2 pas 4 jusqua J-2 faire
c3 := ¢3 + H(U[J,I], U[k,0], 2[K]) ;
03 := 12 x C3
=0 3 lefO alors
debu’c pour K := O pas T jusqua 3 faire

début D := 0 ;

pour R := O pas 1 jusqua L-1 faire
D := D + H(U[7,1], U[R,K], Y[R.X]) ;
5 :=5 + A[U,K] xD

fin 3
fin ;
T:=0;siI#0 alors
début pour K := O pas 1 jusqua I-1 faire
début si A[IK] # O alors
T := T+ A[I,k] x 8(U[5,I], ul7,K], Y[7,K])

fin 3

fin ;

Y[J,I] := P x (2x(CL+C2+C3)/45 + S + T)

si I =4 alors aébut U[J+1,0] := U[J,4] ;

z[r+#1] := v[7,b] f£in ;
fin ;

fin ;
pour J := 0 pas 1 jusqua N faire v[3] := w(u[3,0], 2[7] )

fin

—————



fin

X0 := 0 3
P = 0.1 4
N =40 ;

MIXTEBVRK (X0,P,N,U,V) ;

pour J := 0 pas 1 jusqua ¥ faire

imprimer (U[3,0], v[J])

6o
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