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1. Définition des equations intégrales  de type Volterra, forme canonique. 

Hypothèse ( L ) .  

L16tude qui s u i t  e s t  r e l a t i v e  aux équations intégrales  de  

type Volterra qui peuvent ê t r e  ramenées par une transformation simple 

à l a  forme expl ic i tée  d i t e  canonique 

où x e t  s r [a,b] in te rva l le  fermé de W, 

.r e s t  une fonction numérique déf inie  continue sur [a,b] , 
H e s t  une 'fonction numérique déf inie  continue sur [a,b] x [a,bl x 7R . 

Nous faisons de plus sur H l'hypothèse de Lipschitz suivante : 

il ex i s t e  une constante K > O t e l l e  que, quels que soient x, s c [a,bl 

e t  l e  couple yl, y2 éléments de R , 

Cette hypothèse entraîne l 'exis tence e t  l q u n i c i t 6  de l a  solution $ 

de ( c )  sur [a,b] . 



Equation fonctionnelle ( F )  associée aux équations intégrales  de type 

Volterra. 

Etant donnée une famille de fonctions ~ i ( t , x )  de l a  

variable x E [a,b] continûment dérivables e t  dépendant continûment 

du paramètre t- B [a,b], nous appelons section de l a  famille p 

l a  fonction Q définie  sur [a,b] par 

Théorème. 

S i  H s a t i s f a i t  à lPhypoth2se (L), il exis te  une 

famille e t  une seule ~ i ( t , x )  solution de l 'équation fonctionnelle 

v( t , x )  ax = H[~,x,w(x)]  avec w section de v 

v( t ,a )  = O 

$J , section de p , es t  la solution de 1P6quation de type Volterra 

Ic)  . 
X 

Pour c e t t e  famille p ( t ,x )  = a 1 ~ [ t , s , $ ( s ) ]  ds , 

nous avons bien *(x) = a jX ~ [ x , s , q ( s ) ]  ds. 

Il e s t  donc équivalent de s ' in téresser  à l 'équation 

fonctionnelle ( F )  ou à l 'équation de type Volterra (c) 

Pour tous ces résu l ta t s ,  c f .  Pouzet [2] chapitre 1. 



Introduction au traitement numérique . 

Les techniques r e l a t i ve s  à l'approximation de l a  solution 

d'une équation d i f f é r en t i e l l e  ordinaire  peuvent ê t r e  étendues au 

trai tement de 1 ' équation fonctionnelle ( F ) . 

Nous en déduirons lVapproximation de + ( x )  = M(x,x) 

solution de 1 'équation de type Volterra ( C  ) . 

x r [a,b] 6 tan t  un nombre donne, mur obtenir  une mleur  

approchée de v( t ,x )  nous utLLisons des méthodes d'approximation par 

gjg : nous subdivisons [a,x) en sous- intervdles  dont l e s  extrémités 

consécutives sont notées 

nous supposons toujours k = 3, n , 
autrement d i t  que l ' in tégra t ion  numérique de ( F )  se f a i t  à pi& 

constant. 

Les fornuies donnant l e s  valeurs de 1 'approximation de v( t ,x )  

se  répar t i s sen t  en deux classes : 

nous étudions au chapi t re  1 l e s  méthodes à pas séparés, 

au chap;tre 2 l e s  méthodes à pas l i é s  

(sans toutefois  aborder l e  phénomène de s t c b i l i t g  f a i b l e ) ,  

enfin au chapi t re  3 nous d6finissons une mgthode mixte à 

pas sépares, plus rapide e t  plus précise que l e s  méthodes de Runge-Kutta. 



5 1. Défini t ions  

Considérons 1' équation fonctionnelle 

a - v( t ,u)  = ~ f t  ,u,w( u)] 
au avec w sect ion de v 

( G )  

v( t ,x )  = a ( t )  

02 g e s t  une fonction numérique déf in ie  e t  continue sur [a,b]. 

u 
La solut ion de (G) e s t  z ( t , u )  = g ( t )  ~ [ t , s , ~ ( s ) ]  ds  

avec 5 sect ion de z . 
Nous disons que l ' i n t é g r a t i o n  numérique de ( G )  est  effectuée 

- 
a u  moyen d'une &thode à pas s e m r é s  s i  l'approximation z( t ,x+h)  de 

z( t ,x+h)  e s t  donnée par l a  formule 

où @ e s t  ime fonction numérique dé f in ie  sur [a,b] x [a,b] x IR x [0,hJ 

(ho > O donné ) appelée fonction incr4ment dont 1 'expression ne dépend 

que de H . 



En p a r t i c u l i e r ,  dans l a  recherche par une t e l l e  &thode de 

- 
l 'approximation p ( t , x )  de l a  solut ion p ( t , x )  de l v é q u a t i o n  

fonctionnelle (F) , nous posons 

. - 
au (k+l)eme pas d v  in tégra t ion nous prenons x = 5 e t  g( t )  = p( t , xk)  : 

nous obtenons l a  r e l a t i o n  de récurrence 

a i n s i  

- 
avec $ s e c t i o n d e  p .  

Nom definissons l a  fonction incrément -- r e l a t i f  exact par 

qui  e s t  une fonction continue de  h pour h € [0,hd , 

de s o r t e  que z(t ,x+h) = g ( t )  + hh[t,x,g(x) ; h] 



En pa r t i cu l i e r  comme précédemment 

~ ( t , % + ~ )  = ~ ( t , \ )  + h ~ [ t . % , $ ( x ~ )  i h] k=o,l,.. (1 .4)  

l!Jous disons que La méthode à pas séparés déf inie  parr l a  

fonction incrément Q e s t  d'ordre p s i  p e s t  l e  plus grand en t i e r  

t e l  que 

nom traduisons ce t t e  propriété par lP écri ture  

Nous appelons erreur nar ws l 'expression 

En dans l a  recherche de lq~pproxinia t ion de l a  

solut ion de lPequat ion fonctionnelle ( F )  , nous appelons erreur au 

( ka ) ème t ~ s  1 expression 

E(  ts%) = h {@[taxks6(xk) ; h] - ~ [ t ~ \ , ? ( % ) ;  h] 1 

(1.7) 

Enfin nous notons d t , ~ )  = i(t,%) - P ( ~ , x I < )  

- 
e t  A ( x , )  =Q(%.x,) = +(xk) -+(a) 

l e s  erreurs  globales commises dans lCapproximt ion  de p(t ,]k) e t  de +(xk)* 



5 2 .  Convergence d'une méthode à pas séparés 

La fonction H s a t i s f a i s a n t  à l 'hypothèse ( L )  , l a  méthode 

à pas séparés associée  à l a  fonction incrgment @ e s t  convergente si ,  

quel que s o i t  l e  choix des conditions i n i t i a l e s  e t  pour t o u t  x a [a,b] , 

(h+O e t  n- de t e l l e  façon que nh = x-a) 

Remarque ------ S i  c e t t e  condit ion e s t  r é a l i s é e ,  nous avons en p a r t i c u l i e r  

l i n  1 A ( x ~ ) /  = O 
h+O 

ou î i m  F(xn) = +(XI 
h* 



$ 3. Une condition necessaire e t  suff isante  de convergence 

Théorème. ------- 
Si  l a  fonction Q e s t  continue sur 

[asbJ [ a d  R [o,hoI (ho> O donné ) ; s' il ex i s t e  une 

constante M>O t e l l e  que, 

quels que soient  t ,xe[a ,b]  e t  l e  couple g l,e, fonctions 

continues sur  [a,b] , 

où Z e s t  une fonction posi t ive  continue sur [a,b] x [a,b] x [0,ho] 

dont l 'expression dépend de g e t  g2 m i s  s a t i s f a i s an t  

l i m  Z(t ,x,h) = O quels T e  so ien t  t,xs[a,b] e t  l e  couple 
h* 

%,g2 considéré, a l o r s  : 

la r e l a t i on  quels que soient  

t , x  E [a,b] e t  y ER, d i t e  condition de consistance, e s t  nécessaire 

e t  su f f i san te  pour que l a  methode déf inie  par  Q s o i t  convergente. 



Démonstration 

A - Condition suff isante  

Posons c ~ [ t , x , ~ ( x )  ; O] = J [ ~ , x , ~ ( x ) ] .  

Des hypothèses f a i t e s  sur @ r é su l t e  que l a  

fonction J e s t  continue sur [a,bl x [ t ,b]  x W e t  

sa . t i s fa i t  à l q h y p t h è s e  ( L )  , 
e t  par conséquent lPéquat ion fonctionnelle 

a - v( t , x )  = ~[ t , x ,w(x ) ]  avec w section 
ax 

de v 

v(t ,a)  = O 

a une solution unique continue z ( t , x )  de section ~ ( x ) .  

Hontrons que l e s  nombres z ( t , x  ) dé f in i s  nar 
k 

convergent a u  sens précédent vers z (  t ,x) , 



Dvaprès l a  déf in i t ion  de A nous avons 

Soustrayons (1.10) de (1.9) : nous trouvons pur l ' e r r eu r  

e ( t , % )  = S ( t 3 % )  - z ( t a % )  l a  re la t ion 

De l a  formule des accroissements f i n i s  résu l te  

par a i l l e u r s  

z(tyxk,) = z(t,%) + h 
+O h 

X=% k 



en notant % = p[t,xk,T(\) ;hl - @[t:t,ik,~(xk) ;hl 

L a  fonction a r t  ,x,< (x)  ;hl , é t an t  continue, 

e s t  uniform6ment continue sur l e  compact 

t k [ a . b ]  , xc[a,b] , y - < ( X I  , IIE[O,IIJ : 

nous pouvons en conclure (propriété du module de continuitg) 

cl'-= 

tend vers O avec h , 

tend vers O avec h,  

enfin, d'après l'hypothèse ($) : 



par conséquent 

S o i t  ek = Sup l e ( t , x g ) / .  
t f [a Sb1 

Notons encore ~ ( h )  = Sup [z(t,x,h)] : ~ ( h )  tend vers O 

t,x&,bI 
avec h. 

De l v i n é g a l i t é  prgcédente nous déduisons 

Appliquons un l e m e  c lass ique  (c f .  Henrici [l] 

9 1.2-3 page 1 8 )  : nous obtenons 

exp [(xn-a)d - 1 
e 6 n M . [ ~ ( h ) + $ ( h ) + ~ ~ ( h ) ]  puisque eo=O. 



exp [( xn-a )MI -1 
Pour xn=x l a  quanti té es t  une 

M constante, 

il en r é s u l t e  l i m  e =O 
h-to 

n 

X =x n 

e ( t y x n )  é t an t  continue par rapport  .?i t sur  [a,b] , 
nous pouvons é c r i r e  auss i  : 

Sup l i m  l e ( t , x  11 = O . 
t ~ [ a , b ]  h-)o n 

- 
Les nombres z ( t ,xk)  définis par (1.9) convergent donc 

vers z(  t , x ) .  

Prenons J[t,x,g(x)] = ~ [ t , x , ~ ( x ) ]  : d o r s  

z ( t , x )  = p ( t , x )  , e t  l a  re la t ion  ~ [ t , ~ ( x ) ; 0 ]  = J[t,xYg(x)]. 

qui n 'es t  autre  que la condition de consistance, e s t  bien 

suffisante pour que l a  méthode définie  par @ s o i t  

conver gente. 



B - Condition necessaire 

Sup-posons l a  méthode déf in ie  par @ convergente, 

e t  posons encore ~ [ t , x , ~ ( x ) ; ~ ]  = ~ [ t , x , ~ ( x ) ]  . 
Supposons qu9en un pc in t  (s,u,w) l a  condition 

de consistance ne s o i t  pas s a t i s f a i t e ,  autrement d i t  

Considérons l e s  deux équations fonctionnelles 

dont l e s  solutions,  uniques, sont respectivement LI ( t ,x ) 

e t  z ( t , x ) .  

Traitons ces  deux équations fonctionnelles par 

l a  méthode, convergente, déf inie  par @ 



Par hypothèse nous avons Sup l i m  1 c ( t , ~ ~ ) - ~ ( t , x )  1 = O 
tc[a,b] hW 

X =x n 
(1 .ls j 

e t  sup i i m  I 3 t , x n ) - ~ ( t , x > I  = O  
t~ [a ,b ]  h-I) 

X =x 
n (1.16 ) 

De l ' i d e n t i t é  des deux s u i t e s  {;(t,xg)l e t  {;(t,\)} , 
de (1.15) e t  de ( i , 1 6 )  r é s u l t e  

en p a r t i c u l i e r  H [ S , U , ~  = ~[s,u,vLl (1,171 , 
en contradic t ion avec ( l , l h ) *  

Nous en dgduisons J r H en t o u t  point ,  

L a  r e l a t i o n  de consistance e s t  donc une condition 

nécessa i re  de convergence. 



§ 4. Application : convergence des méthdes de Runge-Kutta 

Dans l e s  formules de Runge-Kutta ( c f .  Pouzet [2] chapi t re  1 

section 2 pages 12 e t  suivantes)  nous prenons pour fonction incrgment 

Les Ba, AaB sont l e s  coef f ic ien t s  classiques de Runge-Kutta d'une 

méthode de rang Q (qs4) u t i l i s é e  pour l e  traitement des équations 

d i f f é r en t i e l l e s  ordinaires. Ces formules sont obtenues en supposant l e s  

fonctions H e t  g derivables jusquPa l ' o rdre  q . 

Remarquons cO=<(x) section de l a  solution z(  t , x )  de 

1 gquation fonctionnelle 



Des hypothèses f a i t e s  sur H rÊsulte que l e  fonction Q 

s a t i s f a i t  aux hypothèses du thèorème : continuité e t  

hypothèse (. g) 

So i t  par exemple q = 2 : 

par conséquent 

r K (  IA,~I+~KIA,,~A~~I ) l e l (~ ) -~2 (~ ) I  

+ I ' L ~ I  K If?&$) - &52(x3)l 

dPaprès l a  formule des accroissements f i n i s ,  



il en résu l te  

I @ltax,gl(x);hl - @[t,x,g2(x);hl I < M Ig1(x) - g*(x)l + z ( t s x , h j  

avec, en exprimant A1~3 A 2 ~ s  A~ en fonction de O 1 > O, 

1 1 M = K ( I  1 - - I + - )  2 o1 201 

1 
Z(t,x,h) = ? h ~ (  1 g;( h) - c;( E 2 )  + K 1 %(x)  - g2(x) (  ) 

La fonction Q s a t i s f a i t  auss i  à l a  condition de consiçt,uice : 

Les m.6 thodes de Runge-Kutta sont donc c onvergentes, 



CHAPITRE 2 
---..,." 

METHODES A PAS LIES 

1 Définitions 

Considérons 1 équation fonctionnelle 

a - v( t , x )  = H [ ~ ~ X , W ( X ) ]  mec w section de v 

v ( t , n )  = O 

L a s o l u t i o n d e  (FI  e s t  u ( ~ , x ) =  8 IX H [ t , ~ , + ( ~ ) ]  dç avec 

$ section de p . 

Nous disons que lP in t ég ra t i on  numerique de (F) e s t  effectuée 

- 
nu moyen d'une méthode à pas l i é s  s i  lQepproximation p(t,xn) de 

p( t ,x  ) e s t  donnée par l a  re la t ion  de récurrence d'ordre k n 



Les coeff ic ients  a Bj sont l e s  mêmes que ceux u t i l i s é s  d m s  
j 

l e s  methodes 2 pas l i é s  p u r  l e  traitement des éq-uations d i f fé ren t ie l les  

ordinaires (c f  r Ifenrici  [l] 5 1 pages 187 - 209) l 

La mise en oeuvre d'une t e l l e  néthode nêcessi te ,  en prenant 

- 
p(t ,n)  = O , l a  connnissonce d t  valeurs de dérur t  -- G(t,xv) v=lS a a .,k-1. 

A l a  formule (2 e l )  nous nssoc ions 1' op6mteur - 

ème i i ( l ) ( t ,x )  désignant l a  &rivée 1 de I i ( t ,x)  par rapport à l a  

variable x . 
Nous disons que l 'opérateur e t  pir extension l a  formule 

à pas l i é s  (2.1) , e s t  d'ordre p s i  

A l a  formule (2.1) nous associons encore l e s  polirnômes 



$ 2. Convergence d'une méthode à pas l i é s  

La  fonction H sn t i s f a i s an t  i l1hypoth?se ( L )  , l a  méthode 

à pas l i é s  déf in ie  par l a  formule (2.1) e s t  convergente s i  

- 
pour tou t  x ~ [a ,b ]  e t  pour toute solution ii(t ,xn) de l 'équation 

de récurrence que const i tue  (2.1) quand on cho i s i t  des valeurs de 

départ  F(t,xv) v = 0,  1, .. ., k-1 s a t i s f a i s m t  à 

a 

SUP l i n  p( t ,xy)  = O . 
t~&3,b]  h-I) 



$ 3. Deux conditions nécessaires de convergence 

Théorème 1 ------ 

Une condition nécessaire p u r  qu'une formule à pas l i é s  

s o i t  convergente e s t  que pour l e  polynôme p ( 5 )  associé aucune 

racine n ' a i t  un module sirpérieur à 1 e t  que ses racines de nodule 

1 soient  simples. 

Cette condition e s t  d i t e  condition de s t a b i l i t é .  

Théorème 2 
--o.---- 

Une condition nécessaire pour qu'une formule à pas 

l ies  s o i t  convergente e s t  qu'el le s o i t  d'ordre 1 au moins 

(autrement d i t  C! = p(l) = O e t  Cl = p l ( % )  - O(%) = 0 )  . 
O 

Cette condition e s t  d i t e  condition de c o n s i s ~ n c e ,  

En e f f e t  : s i  l a  formule a pas l i é s  converge lo rsquPel le  e s t  u t i l i s é e  

pour l e  traitement de ( F )  , e l l e  converge à f o r t i o r i  l o r squqe l l e  e s t  

u t i l i s é e  pour l e  t ra i t enent  de problèmes de condition i n i t i a l e  du type 

qui sont un cas  pa r t i cu l i e r  de ( 3 ' )  ; nous savons quqcllors l a  

s t a b i l i t é  e t  l a  consistance sont des conditions nécessaires de 

convergence ( c f .  Henrici [1] § 5.2-4 pages 218 e t  219 e t  $ 5 -2-6 

pages 224 e t  225). 



§ 4. Une condition su f f i s sn te  de convergence 

Nous énoncerons d9  abord deux lemmes, 

Leme 1 
---O-- 

Supposons que l e  polynôme p ( < )  s a t i s f m  à ïa  condit ion 

de s t a b i l i t é  ; so ien t  l e s  coef f i c ien t s  (1 = 0,1,2,...) d é f i n i s  

Par 

Pour l a  démonstration de c e  lemme, (c  f . Henr i c  i [l] 9 5.3-2 

pages 242 e t  243 1; rappelons 1' i d e n t i t é  (1 ) 

1 
k - - s i  1 = O (1) 

j j -  a k ~ l  + %,y,-% j =O 

avec l a  convention yi = O V i < O  , 



Consid6rons 1 Péquation de récurrence 

où t E [a,b] , xn h [a,b] n=O,1,. . . ,B , 5 é t a n t  l a  section de z .  

Supposons que l e  polynôme P ( < )  s a t i s f a i t  à l a  condition 

de s t a b i l i t é  ; 

soient  K e t  D des constantes str ictement posi t ives  t e l l e s  que 

Iagl  
e t  s o i t  h t e l  que O s h  <- (2.6) : a lo r s  

tou te  solution de ( 2 . 3 )  pour l aque l le  

v é r i f i e  



Démonstration 
--------Y- 

Ecrivons (2,3) pour m = n-k-1 (1 = 091, b * *$-k) 

~ u l t i p l i o n s  ces n-k+l éga l i t6s  respectivement pas y 1 

(l=O,l,. . ,n-k), e t  ajoutons-les membre à niembre ; il vient ,  à 

gauche : 

k-1 v 
E z ( t , x n ) +  1 ' j ~ n - ~ + j - ~ ,  z (  t sxv  (') dvaprèç l ' i d e n t i t é  

v=O j = O  

(1) , e t ,  à dsoi te  : 

n-k ( 8 % )  
a ( t )  S ( X ~ ) I  + I: d j ( t )  yn.+.j + kL ynmV+jek v 

v=O j=O j =O 

-1 
( = ( $ 1  donne (yo = a d'après l ' i d e n t i t i  (1)) : k 



en notant  

n-k 
S2 = 1 J ( t )  Y ~ - ~ - ~  

j =O 

par conséquent 

Remarquons que 

pour vsk I "j yn,=.v+j-k 1 i TA 
j =O 

Tenant compte de ces remarques e t  des hypothèses (2 .4)  , 

(2.5 ) e t  ( 2  -71, nous pouvons é c r i r e  

Is,l i (n-k+l> PD i NPD (puisque nsN e t  que k > l )  



Soi t  zn = Sup Iz ( t ,xn) l  , e n p a r t i c u l i e r  Iz,(xn)l I zn . 
t ~ C a , b l  

D e  1 8 i n é g a l i t 6  ( 2  '9) nous déduisons 

ou, après d iv i s ion  par 1-h 1 % / -' 1 fik 1 K > O d'après (2.6 ) , 

avec l e s  d e f i n i t i o n s  de lVénonc6.  

11 e s t  f a c i l e  de v o i r  que Z s K* ( c f .  e en ri ci [l] 

§ 5.3-2 page 244 1. 

De (2.7) nous t i r o n s  a lo r s  

i: k i 
Suypo sons z .  1 s K (1+hr3 ) i = 0,1,...,n-1 

De 1' i n é g a l i t é  (2.10 ) nous déduisons 



NOUS en concluons, d'après l n  def in i t ion  de z n '  

Une méthode à pas l i é s  s tab le  e t  consistcmte e s t  cozvergente. 

Supposons que l a  fonction H s a t i s f a s se  à l 'hypothèse (L) . 

Soient p ( t , x )  l a  solution de l 'équat ion fonctionnelle (F) 

- 
e t  p(t,x,) n=0,1,.. l a  solution de l q é q m t i c n  de récurrence 

- 
(2.1). avec les valeurs de départ v ( t , xv )  v = O,!L,..,,k--1. 

Posons 6( h) = Sup Max I E ( t , x , , ) - p ( t , ~ ~ ) l  
t ~ & a , b ]  ~ O , l ~ . ~ , k - - l  

=  SU^ ~ - ^ x  I n(t ,xv)  1 
teCaab] v=O ,Il.. ,k-1 



Faisons encore 19hypothèse l i m  6 (h)  = O ( 2  .Il 
h-tO 

en accord avec la déf in i t ion  de la convergence du § 2. 

Définissons pour E 3 O l a  cjuantité 

Soi t  E = vh v = O l l , .  .. ,k : 

De c e t t e  déf in i t ion  résu l te  

Dvaprès la formule des accroissements f i n i s ,  

De même l u ' ( t , ~ ~ )  - uQ(t.xm)l S ~ ( v h )  V t  ~ [ a  ,b] 

Par conséquent ~ ( ~ , X ~ + ~ ) = , . I ( ~ ~ X ~ ) + V ~ [ , . I ~ ( ~ ~ X , ) + O ~  X(vh)] I o ; I Q  



k k 
Ecrivons g[u(t,xn);h] = 1 a ii(t,x 

j *j - h 1 e j  ~ ~ ' ( t , x ~ + ~ )  j =O j =O 

k 
en notant S4 = jo j  O' ~ ( j h )  

j =O j 

Par hypothèse l a  méthode e s t  consistante,  donc Co = Cl = O ; 

d'autre  par t  (propriété du module de cont inui té) ,  nous avcns 



de so r t e  que g[p( t ,xm);h]  = h(S S ) 
4- 5 

par conséquent 1 $,Cu( t ,xm) ;hl1 s h( 1 Sb 1 + 1 s5 1 f 

p ( t ,x )  é t an t  solution de (F) ,  l ~ ' ( t , x )  = H [ ~ , x , ~ ( x ) ]  ; 

nous pouvons donc é c r i r e  auss i  

k k 
e t  d 'après (2.12), f f j p ( t ~ x n r i j )  - h 1 B .  ~ [ t , x ~ ~ , + ( x  )] 

j -0 j =O J m+j 

Retranchons c e t t e  dernière éga l i t é  de lv équation de r6currence (2.1 1, 

il vien t  



e n  posant h(xej 

s i  A(X n+ j )=O 

Appliquons à IV équation de récurrence ( 2.14 ) l e  lerrme précédent. 

Il e s t  c l a i r  que l e s  hypothèses en sont s a t i s f a i t e s  : 

H s a t i s f a i s a n t  à lqhnothèse (L) , 

e t  (propr ié té  du module de cont inui té  ) l i n  X('kh) = O ; 
h+O 

erifin, parhypothèse,  Vt t [a ,b< (q( t ,xv) l  ( 6 ( h )  v=O,ls. ,Js-~,  

Bous en concluons 

. avec r * = r 
4 ' -h luhl  l ' k l K  

e t  K' = r*[N~h X(kh)  + k ~ ~ ( h ) ]  



Faisons tendre h vers O , n tendant vers ls i n f i n i  de t e l l e  

façon que nh = x - a : 

Z n h d  = (x-a) L. BK + (x-a) i'BK , quantité bornée ; pcr consrquent 

V t  G [a,b] l i n  Iq(t ,x)l  = O 
h+O 

X =x n 

e t  ~ u p  ~ i m  In(t,x)l = O , 
t&[&Sbl h+o 

X =x n 

ce qui prouve la convergence de l n  néthode à p s  l i é s  définie phr 

l a  forni.de (2.1). 



CHAPITRE 3 
-...-.--. 

UNE i\@THODE M I X B  A PAS SEPARES 

$ 1 Notations 

l ~ ( t , x ) ,  de section $ ( x ) ,  6tant  l a  solution de l 'équation 

fonctionnelle ( F ) , nous consid6rons l e s  approximations de v( t ,x) suivantes : 

. i ( t , x ) ,  de sect ion $(x) ,  approximation par l a  n6thode mixte que nous 

a l lons  exposer 
2i 2i . l ~ ( t , x ) ,  de sect ion q ( x ) ,  apyiroximation intermgoiaire 

-* -* 
l~ ( t , x ) ,  de section $ ( x ) ,  approximation par une methode de Runge-Kutta 

de rang q ( q b 4 ) .  

Nous notons 

q ( t , x )  = c ( t , x )  - u ( t , x )  , h(x) l a  section de n ( t , x )  

2, 'L 2, 2, 

q ( t , x )  = u (  t , x )  - u( t ,x )  , ~ ( x )  l a  sect ion de n( t ,x )  

-* * * 
n*(t,x) = u ( t , x ) -  l ~ ( t , x )  , A ( x )  l a  section de n ( t , x )  

Nous notons encore 

rious considérons enfin l a  formule de quadrature ( P )  d'ordre p 2 

v + l  points 

j"CY f ( ~ )  dx = h[y0f (5) + yIf (x~+% ) ce .  .+y v f ( x  k+v ) ] + y h p * ' f ( ~ ) ( ~ )  

"k ( p 1 
ou b 6 [%,xk+,] , f é t a n t  une fonction p f o i s  dérivable 

(nous supposons pour s impl i f ie r  l ' é c r i t u r e  que l e  terme d'erreur s e  met 

sous c e t t e  forme, ce q ~ ~ i  ne r e s t r e i n t  pas, comme il apparaît  dans l a  su i te ,  

l a  général i té  de l a  méthode). 



5 2. l e  (n+llème pas ( ~ s o )  d a m  une methode de RungcXutta de rang q ( q $ 4 )  

Compte tenu de l a  dé f in i t ion  de l a  fonction incr6ment @ dans l e s  

methodes de Runge-Kutta ( c f .  chapi t re  1 S b ) ,  l 'approximation de u ( t , x )  au 

(n+l)"e pas e s t  donnée par 

-ii q-1 avec @[t.xn,a (xn)  ; hl = L H L ~ , x ~ ~ , ~ ~ ~  
6=0 

-* 1 

-* - -* s-1 
Remarquons -* T* ] = + ( x ~ + ~ > .  ) + h I: H [ x ~ , ~ . " ~ ~ ¶  n B  *nq .- c x n + l ~  n B=O 

-* n-1 -* s-1 n-1 
u ( t .xn)  = h j =O 1 m[t,xj,+ ( x j  );hl = h Bi0 J -1 =O ~ [ t . x ~ ~ > j ; J ~ ]  : 

(3.3) 
l a  détermination d'un T* (a=l,.. .q) nécess i t e  donc l e  c a l c u l  de qn+a na 
~ral.eurs de H,  e t  l e  passage de 6*(x ) à ~ * ( x  ) l e  ca lcu l  de q(qn a) n n+l  2 

valeurs de 3. 

Nous savons que l e s  méthodes de Runge-Kutta de rang q sont  d'ordre 

q, ce  qui s ' é c r i t  

Supposons que l e s  fonctions 0 e t  A admettent d.es dérivees d'ordre 

q+2 par  rapport  a h continues e t  des d6riv6es secondes par r ~ p p o r t  2 y e t  h 

bornées sur [a,b] x [a,b] 4?x[0,ho] ; a l o r s  il e x i s t e  $ ( t , ~ , ~ ) ,  fonction princi-  

pale d v  e r reur ,  continue e t  dérivable sur [a ,b] x [s,b] xW t e l l e  que 

m[t,x,y;h] - ~ [ t , x , y ; h ]  = hq$(t ,x,y)  + 0(hq+l)  : 

q+l --k -X: a i n s i  h $[t,xn,$ (x,)] e s t  l n  p a r t i e  pr incipale  de r ( t , x  ), e r r e u r  au  n 
( n + ~  lème pas, 



$ 3. l e  (n+ljème pas (n10) dans l a  méthode mixte 

ème 
L'approximation de u ( t , x )  au (n+l) pas e s t  donn6e par l a  

formule 8 pas séparés 

05 @ e s t  l a  fcnction incrément de l a  méthode de Runge-Kutta déf in ie  au  $2 

'L 
e t  ri( t S n )  une approximation de u( t 9 x n )  obtenue de la  façon suivante : 

so ien t  n =  n + v 

-* - ROUS approchons (t ,xFi ) par ri ( t ,xp 1, approximation obtenue au moyen de 

l a  méthode de Runge-Kutta 
X 
n - nous approchons / ~ [ t , s , + ( s ) ]  ds à l ' a i d e  de l a  formule de quadrature 

X 
P ( P )  appliquge rn f o i s .  

R-K (P  1 ( p )  ( p )  R-K 
/C\/--.cI-/-C/~ 7-0 - 1  + + , 4 * 4 + - - + 4 -  - -  - - - t  + - + - M x  

a=xo X X X X x x X"b 
P + V  p+2v n-v n n+ l  1 

Nous avons donc 

ce  qui implique 

pour n $ v ( 3  .7 



'L 
l a  dé termination dv  un ta ( u = ~ , l , . .  . , q )  pour n 2 v nécess i te  donc l e  

ca l cu l  de qp+(n-p+l) + cx valeurs de H ,  e t  l e  passage de B(xn) à $(x,+~)  

pour n2v l e  ca lcul  de ( q + l )  [n+l+(q-1) p + 2 ] m l e u r s  de H,  de s o r t e  que, 

pour n grand, par rappor t  à l a  méthode de Runge-Kutta l e  nombre de valeurs 
2 

de H à calculer dans la &thode mixte e s t  d iv i s é  par . 
q+1 

$ 4. Convergence e t  ordre de l a  méthode mixte 

Ecrivons comme au chapitre 1 $1 

Soustrayons c e t t e  éga l i tg  de (3.4) ; nous obtenons 

(3.8) 

Supposons que ~ [ t , x , ~ ; h ]  admette une dérivée par rapport a u  

troisième argument y bornée sur [a,b] x [a,b] 4 R x  [0,hd ; de l a  formule des 

accroissements f i n i s  r é s u l t e  

avec 
'L 
14 = Sup 

t,x6[a,bl 

Supposcns que l o ,  fonction ~ [ t , x , $ ( x ) ]  admette des dérivees 

jusqugà l 'ordre  q par  rappor t  5 x bornees pour t e t  xé[a,b] g, il e x i s t e  

a lors  une constante E>O t e l l e  que, quels que soient  t,x6[a,b] e t  pour l a  

solut ion exacte $( x) de ( C  ) , 



en pa r t i cu l i e r  1 @[trxs$(xn#i] - 5 [tSb$(xn);h] / 6 $hq 

par conséquent l r ~ ( t , x ~ + ~ ) I  s 1X(t,xn)I + h$l?(xn)l + q+l (3.9) 

Ecrivons encore, p u r  nav, en supposant que l a  fonction 

H[t,x,$(x)] admette une dérivée d'ordre p par rapport à x b o r d e  pour t 

e t  x E [a,b] , 

Soustrayons ( 3.10 ) de ( 3.6 ) ; nous obtenons 

'L 'L 
n( t , xn>  = n(t,xn-, ) + h iyOIHn-v(t) - H n-v ( )I +Y% [in-v+l (t)n-v+l (t)] 

+ S.. + Y,[gn(t) - ~ , ( t ) ]  1 - ~ ~ P + ~ H ( * ) [ ~ , S , + ( C ) ]  (3.11) 

D'après l'hypothèse (L), nous avons la. ( t ) - ~ . ( t ) l  $ Y I  h (x .  ) 1 BTj. 
J J J 

Notons c = 1 yil i = O , l ,  ..,Y e t  T = SU i I YH(P)  [t ,xs+(x 11 I 
t ,$a ,bl 

Passons aux valeurs absolues dans ( 3 .Il), il vient  : 



Remarquons que, dg  après ( 3.5 ) , 

* +1 n (  t ,xn = n ( t ,xn  1 = û(hq 1 pour : 

% n ( t , \ )  = n * ( t , x n )  = o(hqYl) pour 

2, 
e t ,  d'après (3,12), i i ( t , xV)  = 0(iir+') avec 

- 
n 3 v  

n < v  

I r = min (p,g+l)l 
.. 

'L 5 soient  u = Sup In( t ,xn) l  e t  u = Sup l n ( t s x n ) /  , 
n 

t 6 [a ,.ol n 
t t [a ,bl 

ru 
notons encore Pi = Max (M,K) ; de (3.10) e t  (3.12) nous déduisons 

'b 5 
u n S u  +h!,!(cu + C U  n-v O n-v 1 n-v+l +. . O+ c u ) + ~ h  v n P+' nZv 

( 3.15 ) 

Enfin, tenant  compte de (3,14),  (3.15 ) devient 

% 'L 'L 'L 
u s u + ~ M ( % + ~ M ) ( C  U +C U +..o+c u ) + ( C $ ~ + ~ O + C ~ ) M ~  q+2+,&~+1 n n-v O n-v-1 1 n-v v n-1 

5 

u n h c o ~ ( l + h l ) U  n-v-1 + [l+hc 1 ~ ( l + h X ) ]  n-v + -& 4' ... 

Ecrivons (3.16) pour n = (m+l)v+j j=l,. . . ,v, en mettant  pour 

chacune de c e s  v i n é g a l i t e s  

2, - dans l e  premier membre tous  l e s  termes en u d'indice supérieur à (m+l)v 

5 - dans l e  second ~ e m b r e  tous l e s  termes en u d ' indice i n f i r i e u r  ou égal à 

(m+l)v 

% 5 
e t  adjoignons-le1= l'inégalité u 

(m+l)v ' u(m+~)v 



nous obtenons a i n s i  l e  système de ( v + l )  inégal i t6s  suivant : 

ou, sous forme m a t r  i c i e l l e  , 



v +l 
en in t roduisant  l e s  matrices de @J e t  l e s  vecteurs de mV+' suivants 

e s t  l ' espace  vec to r ie l  dcs matrices csr rées  d'ordre v + l )  : 



- 
où @ e s t  une matrice de $" dont tous  l e s  éléments sont 5 O ( c f .  Varga 

[ b ]  t h e o r b e  3.8 page 83). 

Les élements de g1 é t a n t  tous 3 0 ,  nous pouvons nultiplier 

-1 
l e s  deux menbres de ( 3  *17) par , puisque c e l a  revient à f a i r e  des 

co~bina i sons  l i n e a i r e s  à coeff ic ients  > O des (v+ l )  inéga l i t és  considér6es; 

nous obtenons 

'L 

Y,+l 
<$Yrn + ~ h ~ ~ d  (3.18 

v+1 
cn notant = matrice & DL. 

d = %le  vecteur de R v+1 
e t  

+&0(h2) &= 

9 

1 

hcvM 

hcVeTF" 

hcV *11 - 
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- 
où $es t  une m t r i c e  de nt>il, 

d = e + &  v+l. où ë e s t  un vecteur de IP. 

Ecrivons encore 

ft= 21+ hI.4 

avec 

(3.18) devient 

Dans mVY1 prenons l a  norme ( _ ( y )  = 1 = Max 1 U. 1 ( u .  composantes de 
1 1 

i=O,!L,..,v 
Y) ; 

e l l e  indu i t  dans ?z+' l n  norm-ligne %(& = 1 Ifil 1 = M a x  ( f 11 1 ). 
i=O,l,.o,v j = O  

NOUS avons vyl i I I L - $ I  l y l  V ~ E ~ ~ + ' - { O > *  

Pessons aux normes dans (3.19), il v ien t  : 

" " 1 1 @.+hrzV) y m l  + ~ h ~ ~  1 e + h ~ ~ ê  1 1 ym+1 
puis  

'-b 

1 Y,+% 1 ( 1 lu+h11q 1 + W ~ + ' ( I ~ I + W ~ ~ ~  ) 

enf in ,  en observant que 11x1 1 = le1 = 1 e t  en notant  V = 1 fl 1 ,  

Remarquons que V e t  S dépendent de h,  

na i s  que l i n  V # O e t  l i n  S # O. 
h a  h-+O 



Appliquons un leme c lass ique ( c f .  Henrici [l] $1.2-3 page 1 8 )  : 

'L 'L exp (r ihl~ )-1 m r + l  
nous obtenons / 6 exp (mhlfl) .  l Y o l  + m 

hEiV 

'b 
 après l a  dÊfinit ion de u e t  (3.13), il e s t  c l - t i r  que n 

% IY,~ = O(h mjn(pasq+l)) ; de (3.21) nous d6Guisons a lo r s  

% 
e t  u = 0(hr )  pour x = x. 

n n 

Par  conséquent, d'après (3.14), u = O(hr n 

I l  en r é su l t e  

Nous pouvons donc en déf in i t ive  énoncer l e  théorème : 

Théorème 
m m - - - -  

S i  l a  foncticn @[t,x,y;h] admet une dérivée par rappcr t  &. 

y bornée sur [a,b] x [a,b] x IR x [0,hJ, s i  l a  fonction ~ [ t , x , $ ( x ) ]  

admet des dérivees jusqu'à l ' o rd re  r v  - Max ( P , ~ )  par rapport a x 

bornées pour t e t  x fL[a,b], d o r s  au sens de l a  converence en x 

déf in ie  au  chap i t re  1 $2 l a  méthode mixte e s t  convergente e t  l ' e r r e u r  

r globale conmise en approchant ii(t ,xn) par F ( t  ,xn) e s t  0(h ) avec 

r = rnin (p ,q+l) .  



Remas que 

Rappelons que dans une méthode de Runge-Kutta de rang q 

-k 
l ' e r r eu r  globale cornLise en spprochmt v ( t , x  ) par p (t,x ) e s t  ~ ( h - ) ,  

n n 

S i  d m s  notre niéthode nous choisissons une fornuïe de quadrature t e l l e  

que p 3 q + 1, l ' e r r e u r  a, aL sens de l a  convergence en x, un ordrc 

en h supgrieur d'une unit6 à ce lu i  de  l ' e r r eu r  dans l a  &thode de 

Runge-Kutta. La méth~de n ix te  e s t  donc plus  avantageuse e t  en temps 

de c,dcul e t  en précision.  

$ 5. Equations de propagation de l q e r r e u r  

* 
Pour , ~ ? ( t , x ~ + ~ )  = ( ~ , X ~ + ~ I  : 

nous savons a lors  6 t a b l i r  Iqéquat ion de propagation de l ' e r reur  

(c f .  Pouzet [2] chap i t re  1 section 4 pages 25 e t  suivantes) .  

Pour , reprenons l e s  éga l i t é s  (3.8) e t  (3.11) obtenues 

au paragraphe pr6cédent : 

'L n(t,xn 1 = % r j ( t , ~ ~ - ~  ) + htYo[En-y (t 1-3 ('11 +y1 Pn-V+l ( t I n  v+l(t)] + * * a  n-v - 

(3.u) 

Supposons que l a  fonction ~ [ t , x , ~ ; h ]  adnette des dérivées d'ordre 

q+2 par rapport à h continues e t  des derivees secondes par rapport 4 y e t  

h bornées sur [a,b] x [a,b] x (R x [O,ho]. 



'L 
Nous avons d'une p a r t ,  h(xn) é t a n t  O(hr), 

e t  @[t , X , ~ ; O ]  -- ~ i [ t  , x , ~ ]  en ve r tu  de l a  consistance ( c f .  chap i t r e  l ) ,  

2r 'L 
par  conséquent @ [ t , x  n ,$ (x  n );hl - @[t,x,,+(x,);h] = A(\) H;(t) + O(hrtl) 

ds a u t r e  p a r t ,  dqaprGs l a  d e f i n i t i o n  de l a  fonction pr inc ipale  d ' e r reu r ,  

q @[t,xn&(xn);h] - " t ,xn ,~(xn) ;h]  = h $[ t9xn, i (xn)]  + 
P+l ) 

Supposons encore que l n  fonction ~ [ t , x , d  admette une dériv6e seconde par 

rappor t  à y bornee su r  [a,b] x [a,b] x IR. 

NOUS avons B j ( t )  - ~ ( t )  = ~ ( x . )  ~ ! ( t )  + o(h2') v j , 
J J  

Nous pouvons donc é c r i r e  l e s  équations de propagation de l ' e r r e u r  : 

'L 
. i ( t , ~ ~ + ~ >  = n( t ,xn>  + h?(xn)  ~ n ( t )  + h I [t ,xn, $(Xn )] + ~ ( h ~ + ~  )tO(hq+2) 

( 3 . 2 2 )  
Q.! 

( t ¶ x n )  = Q(*,X~-,)  + ' [ Y ~ A ( x ~ - , )  Hn-v(t) + Y ~ ( A ( x , - , + ~ )  H ~ - ~ + ~  ( t >  +.e 

- a .  + yVh(xn) ~:<t>] - yh p l  ,(n) [ t , < , b ( ~ ) ] + o ( h  2 r + l )  

(3.23) 

Plais ~ ; ( t ) = H ; ( t ) + o ( h ~ )  y j  

e t  a [ t ,xn , r (xn) l  = rn[t,xn).T(xn)] + o(hr )  ; 

nous considérerons pratiquement l e s  équations de propagation de l q e r r e u r  : 

i "d 'L 
n ( t . ~ ~ + ~  = n ( t a x n  >+h"xn)~(t)+hq"+[t,xn,~(xn)]+~(hr*2)+~(hqC2) (3.24) 



Ces equations se  ne t ten t  sous des formes di f fgrentes  suivant l e s  v d e u r s  de 

r=rnin(p,q+l) ; nous ecr i rons ,  pour l a  yremière : 

pour l a  seconde : 

En rgsune, nous u t i l i se rons  donc l e s  6cluations : 

(cas dOune nethode rnixte associant par exenple l a  formule c lass ique de 

Runge-KuVta e t  l a  formule des tragezes ) . 



(cas d'une nethode xixte  associant  par  exemple l a  f o ~ ~ n u l c  classique de 

Runge-Kutta e t  l a  formule de Simpson). 

(cas d'une &thode mixte associant par zxeinple l a  foraule classique de 

Runge-Kutta e t  l a  formule de ~oole -Vi l lwceau) .  

Dans 12 pratique,  seu l  cc dernier  cas -ou l e  terne  

yhpYI~(') [t,E,$( S I ]  d i sga rz i t  duns l e  O(hq") de (3.30)- peut se p r ê t e r  

a -me e~raluation de l ' e r r e u r  n( t ,x  ) n?v -, mais en f a i t  ce cas e s t  l e  
114-1 

>lus in tgressant  puisque r s q, 



5 6. Exerilples nm6riqucs 

Bous indiquons ci-anrès l a  résolution numérique de t r o i s  

équations i n t é ~ r - l e s .  

Pour chaque exemr,ie f igurent  lés r é su l t a t s  obtenus (pas h=O,1) 

d par  l a  méthode classiouc de 2mge-Kutta (q = 4) : 

- 
O!!. - O, = 1/2, o3 = 1 

Al,= 1/2 

A,,= O, A,, = 112 

A = O , A  = O , A  = 1  
3 G 31 32 

Ab,' 1/6, A41 = 1/3, A42 = 1/3, Aq3 = 1/6 

O par une d t h o d e  mixte associant  l a  formule c l ~ s s i q u e  de Sunge-Kutta 

z t  l a  forrnlde des trapGzes (-=2) : 

donc t e l l e  que r = 2 

@ par une &thode mixte associarit l a  fornuïé classique de Runge-Kutta 

e t  l e  formule de Simpson (p=4) : 

donc t e l l e  que r = 4 

@ par une méthode rilixtS2 associant  l a  fornule classique de Punge-Kutta 

e t  la formule ?e ~001~-Vi l l a r ccau  (p=6 ) : 

donc t e l l e  que r = 5. 

Les calculs  ont 6 te  effectués  sur BULL Gamma b43 e t  sur COLTTROL 

DATA 3600, à Paris ,  d m s  l e  cadre du contrat  RCP n030, 



Les programmes r e l a t i f s  aux néthodes u t i l i s e e s  ont  é t é  é c r i t s  

en ALGOL ; nous donnons en appendice, à t i t r e  d'exemple, l e  progranme 

r e l a t i f  a l a  methode mixte associant  l a  formule c lass ique de Runge-Kutta 

e t  l a  formule de 3001e-Villarceau, rgdigé en l a g a g e  de rêférence. 

T (X)  = lx [cos (x-s) * r ( x )  s i n  (x-s)] ds 
O 

La solution e s t  @ ( x )  = x. 







Exemple n02 
_-----__P.- 

X 

T ( X )  = (1-X) sin x + 2 1 cos (x-s) T (  s) ds 
O 

La solution est +(x )  - sin x, 







2 
C 

Lz solution $(x) = - IX eDS 6 s  est la fonction de Xramp- 
J;; O 







1Jous nous i n t e r e s  sons i c i  2 lv6quation in tégrale  

dont l a  solution e s t  $ (x) .  

:Tous decrivons ci-dessous l e  Trograme r e l a t i f  & l a  néthode mixte 

associant l a  formule c las  sique de Runge-Kutta e t  l a  formule de 3oole-Villarceau 

pour t r a i t e r  numériquement c e t t e  6quation. 

dgbi~t r & e l  XO, P  ; e n t i e r  N, J ; tableau u[o:IT,o:~], V[O:N] ; -- 
r é e l  procédure F ( X , Y )  ; ~ a l e ~  X,Y . r é e l  X,Y ; - 9- 

commentaire c e t t e  procédure permet de calculer  f (x ,y ) ,  f e t a n t  l a  fonction 

qui fig-me dans lPCquation i n t e g a l e  ; 

r ée l  procedure H(X,S,T) ; valeur X,S,T ; r é e l  X,S,T ; - 
kom~entaire c e t t e  procédure permet de calculer  l a  valeur de l ô  fonction 

h (x , s , t )  = d x , s , f ( s , t ) )  ou g e s t  l a  fonction qui f igure dans 

lg6quatioil in tégra le ,  h  é t a n t  obtenue quand on a ramené l 'équation 

2 l a  forme canonique r ( x )  = IX h[x , s , r ( s ) ]  ds ( c f .  Pouzet [3]  
a 

pages 80 ii 8?), $I e s t  a lo r s  oonnèe par $(x) = f ( x , $ ( x ) )  ; 

H := ~ ( x , s , F ( s , T ) )  g 

procgdure MIXIEBVRK (XO,P,N,U,V) g 

valeur XO,P,PJ 9- . r e e l  XO,P ; e n t i e r  ; talsleau U,V ; 

commentaire l e s  p a r a i t r e s  ont  l a  s ign i f ica t ion  suivante : XO borne infér ieure  

a  Cie l q i n t 6 g r a l e ,  P longueur du pas dPin tegra t ion ,  N nombre de >as, 

U tableau des x 
na ' 

V tableau cks T(xn) ; 

debut &e l  S D T Cl,C2,C3 . e n t i e r  I , J , K , R , L  ; -- 9 ' )  2 '- 



tableau TETA [0:4], ~[1:4,0:3] ,  Y [ O : N , O : ~ ] ,  Z[O:B] ; 

TETA [ O ]  := O ; 

pur  J := O pas I jusqua 3 f a i r e  - 
dêbut pour 1 :=O pas 1 j usqua 4 f a i r e  - - 

dgbut s i  J = O A 1 = O & l o r s  début U[O,G] := XO ; 
_ I  __L- 

Y[O,O] := Z[O] := O - f i n  

sinon s i  1 = O z lo r s  Y [J,o] := Y[J-1,b] -- - 
sinon ddbut U[J ,II := U[J ,O] + P x TETA LI] ; -- 

s := p s i  J # O a l o r s  ', - 
début pour i( := O paç 1 jusqua 3 f a i r e  - - 

debut D := O ; - 
zour R := O - pas 1 jusqua J-1 f a i r e  

:= D + H(u[J,I], u[R,K], Y[R,K] ) ; 

f i n  - '  
f i n  . 

- 3  

T : = O ;  

pour K := O 1 jusqua 1-1 f a i r e  - 
dEbu+i s i  A[I,K] # O a l o r s  -- - 

T = T + i 4 [ 1 , ~ ]  x H(U[J,I] U[J,K] , Y[J,K] ) 

f i n  ; - 
YIJ,I] := P x (S+T) ; 

s i  1 = 4 a l o r s  d6but u[ , r+l ,O]  := 'J[J,~] ; - -- 
Z[J+I] : = ~ [ ~ , h l  f i n  ; - 

f i n  . 
- 3  

f i n  ; - 
f i n  . - '  



pour J := 4 p8ç 1 jusqua P T - 1  f a i r e  - 
début L := J - ~ x ( J + ~ )  ; pour 1 := G I jusgua 4 f a i r e  - - 

début U[J,I] := U[J,O] + P x TXTA [I] ; - 
C l  := 9 . s i  J38 a l o r s  - - 
début pour K :=  LI^ 4 jusqua 5-4 f a i r e  - - 

CI := CI + H(U[J,I] , u[K,o], Z[K] ) 

f i n  . 
- 9  

C!L := 1 4 x a  + 7 x(H(u[J,I] ,  U[L,O] , Z[L] )+ H(U[J,I] ,u[J,G],z[J] 1 )  ; 

pour K := L + l  pas 2 jusqua J-1 f a i r e  - - 
C2 :=C2 + I'I(u[J,I], u[K,o], Z[K] ) ; 

pour K := L+2 pas 4 jusqua 5-2 f a i r e  - - 
C 3  := C3 + E(U[J,I] , u[K,o], Z[K] ) !, 
C3 : = 1 2  x C3 . 
h; := O ; si L f O d o r s  
début pour K : = O jusqua 3 f a i r e  - - 

pour R : = O pas 1 juçqm L-!L f a i r e  - - 
D := D + H(u[J,I], u[R,K], Y[R,K]) ; 

f i n  
- 9  

f i n  . - '  
T := O s i  1 # O a lo rs  

9 -  

&&but pour K := O pas 1 jusqua 1-1 f a i r e  - - 
debut s i  A[I,I(~ # O alors -- - 

T := T + A[I,K] x H(u[J,I], u[J,K], YLJ,K] ) 

f i n  
- 3  

f i n  . 
- 9  

Z [ i ~ + 1 ]  := Y [ J , ~ ]  9 f i n  

f i n  
- 9  

f i n  
- 9  

pour J := O pas 1 jusqua N f a i r e  V[J] := F(u[J,o], Z[J] ) - - 
f i n  ; - 



XO := O ; 

P := 0.1 ; 

N := 40 ; 
TDXTLBVRK (XO,P,N ,u,v) ; 

pour J := O 1 jusqua PT faire - - 
i m p r  iner (U [J ,O] , v [JI ) 

f i n  - 
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