
a No d'ordre : 68 

ricHlE3SE 
présentee à la 

FACULTE D E S  SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE LILLE 

pour obtenir le 

Titre de  Docteur de Spécialité 
(Mathématiques) 

Par 

Monique GUIGNARD 

Conditions d'optimalité et dualité 

en programmation mathématique 

Thka soutenue le 23 Juin 1967, devant la Commission d'Examen 
5, - 8 -  

MM. P. BACCHUS, Président 

Examinateurs 
J.-C. HERZ 

P. HUARD, Rapporteur 



*!);;?-bs.;K..:'..'>- ,.:!.. ,., 'z , "--~.k, ,,*(-3r:-";.t<.li>: . . . , ~,..,, , a . , * : ?  ....,L. ,),: .-. :..;,>!..$,l~,~::~, 

FACULT£ DES SCIBJCES 
: P 5 . i ~ - - - -  
@:$:,;y>: ; - ' - ~ c -  , . 

2. , 
,.< s3,! ; I.  ..> . LISTE DES PROFESSEURS 

. . -, , 
-000- 

8 ,  ! . . 
- - 

82, , , 

I "b0ïU~S ii0iu:oWms 

Monsieur PRWOST F. 

hlonsieur LEFZi3VRE H. 

Monsieur PARRZAU 14. 

PROFESSEURS iiOHORAïES 

144 i MOULT 9 EEGIIIM 9 BROCIIARD , CRU g CHAPELMN 9 CHAUDROB , CORDOI'INIER g DEHIïWELL 
. , .  
5r;: , . 

DZI-IORiJE, DOUE, FLEURY, P. GERJfIAIM, Lfi.fOTTE, LELOIVG, KOURGAIJOFF, b5ne LELONG, . ?<' .; ,,\:.": - .,Li :: 
t&i. hrUZET, A, ru CIiEL, î?O&M.&!T, PARISELLE, PASCAL, PAUTfiENIER, ROICG , ROSEAU, 

ROUùIi\IE , IJIU XiiJ 9 ZANAI"LIAiSI<Y, KA1 P E  DE FERIET. -.;\ 'j 
< . . ' . S  

. ' - Monsieur T I U I E U  J. 

Ml. DURCEiOY 14. 

KEU3EL 11. 

BACCHUS P. 

CECART fd. 

BEmR R. 

BLOCIi V a  

3OIiifH 'IAIJ -3l34IA P. 

BOi3TY A. 

BOUISSET S. 

bOURIQuET R. 

CSLET P. 

CORSIIJ P. 

DECUYPER 14. 

DEDECICER P. 

L,/, DEHORS R. 

Zoologie (MSESS~UR) 

Chinie lfin6rale ( r ~ S ~ ~ ~ ~ )  

Astronomie e t  calcul  n d r i q u e  

Fhysique 

NGcmique des Fluides 

Psychophysiologie 

Chinie e t  Fhysico - C h i ~ e  i ndus t r i e l l e s  
, ';@d 

Géologie applique e 

W s i c l o g i e  aninale 

3otanique 

Inathénat iques 

llathdmat ique s 

Biologie marine 

Physique i ndus t r i e l l e  

Gêologie 
. . .  



ldlde' DELEKJ P. 

DEWYZ M a  

DESCOIZCS R a  

GAGILLARD R a  

G E R Y z X U J  J a 4 a 

GLACET Z. 

GORTIER G a  

IEI:~~ de BALSAC laa 

EOCQUETTE :i. 

W E G K  Am 

Géologie 

C k i ~ A e  ninerale 

Calcul d i f f é ren t i e l  et intogral 

Radio&lectricité e t  électronique. 

C l i ï ~ i e  &ne rai e t  C klmie orgenique 

C Irinie 

l'iecmique des f luides 

Zoologie 
: .-II 

Botanique g6ngrd.e e t  appliquee ..,, ,'a 
8 . ,,, . 

Botanique, Coll2ge Scientifique Universitaire 

Ehe- LEBXUE; G .  

mmd A. 

mie LE~\TOBLE J .  

a L I U A R T  I i a  

LIItDLR R .  

LUCQUIN 

P m 1 0 2 1  E a 

NLle PiiARQUET S. 

F'iP4. MARTIIJ 3'T-LAGARDZ A a  

FlAUIiFL R a  

i~,~'JNESSIZR G .  

~\!ioi?TREUI L J . 
mmz Ja-Pa 

PHNI i-%U QUAN 

X)ITOU G. 

POULET P. 

PROWOST J e  

ROrnUI; :  Ea 

SAVARI> J. 

SCTIALIdR F a  

SCIlILTZ R a  

ihe SC~GJARTU 14 a li l 

I.ll..fa TRIDOT G a  

VIVIZR G a  

WA5L'EZtLOT G. 

hXRTXEI!>XR R 

1.lETTETAL f 4 a  

Mathemat iques 

EIe canique des Fluides 

Chimie 

C4ologie 

Chimie Biologie 

Physique 

IGcanique genérale 

llathenat iques 

C+ologie, Résidence Académique 

Physique e t  e l ec t r i c i t e  industr ie l les  

Chimie gênèrale 

Zoologie 

Physique 

Zzathemat iques 

Chinie minérale appliquee 

Zoologie 

Ckiologie e t  minéralogie 

Physique 

Zoologie 



COlSSTALiT E . 
DfiiLL; Je 

DERCOW! 

DEVRAINNE 
l'ziie D W i  

W FOATA De 

FOUmT Re 

GAVOrnT Je 

IIkFU Je 

iIUARD DL LA EJaRt P. 

LACOZ'UE De 

IvIAfS Se 

14011 TARI OL F 

~',;OFU~JJ'XZ PI. 

PiOWIER Ga 

E G L W  Pi301XG CHAU 

PAXET 

RAUZY G e  

SAADA 

SLGARD 

TUDO 

V A I L M T  

VAZART B. 

VIDAL 

Zoologie 

Chimie genérale 

Chimie appliquee 

Physique 

?lathemat iques 

Chi-tie générale 

Kathkat  iques 

Physique 

Ce ologie 

Geologie e t  :'iinèralogie 

Cnuriie ïz!inerale 

Chimie appliquée 

?4athernat iques 

Physique 

Pkijsique theorique 

Calcul numérique 
- - - - 

Calcul numerique 

liathemat i ques 

Physique 

Chimie minérale e t  metallurgie 

Physique 

Chimie 

F'hysique In6ustr ie l le  

Electronique 

k4athemat iques 

Physiquc 

C h i m i e  Liiologique 

Chimie ninerale appliquee 

W~themat iques 

dot anique 

Physique Industr ie l le  



1 .  JBBPB M. 

t4ECEF1 J a L e  

Mlle AYATS hi. C. 

J i .  F I L L E T  J 

BOS?IORIM J. 

lhe BOURDXUT F. 

luad. SRIIIOUX :Y!. 

CALAIS J.P. 

CARLIER S.  

Mlle CIiARFlXT. R b  

Mmes CRüîW,ïiE M, 

DAIJZE 

M. DEBOUDT M e  

NUES DEFFJXLTIf3 S. 

DZLHAYE M.3. 

Iki. DZPREZ G. 

Mme DIXMIER S. 

D a  DOmAII J. C. 

DK3Ai!IEL A. 

DYiJiELIT A. 

FOTSTAINE J 

M O L I E R  J 4 

HENRY A. 

Pime H O ~ v ü E ! I ! T E  11 . 
1!~H, U.TOURNXL G. 

J O L Y  R e  

bhe LECONTE M. J. 

?.411e LEGRRJD D, 

l'le LEROY Y. 

!:ale LUSSIAA-i3ERDOU J . 
ivni1, I~~AIZIEFES 

143SSELYIY J. 

I%IGEON 31. 

IJ~O~~~TUELLI-, B. 

PERTUZa2 E l  

Physique 

Zoolocie 

Mathémat iques 

Physique 

Mathemat i que s 

Pbysique 

C kirnie mic6rde 

Mat k a t  iques 

Plysique 

Zoologie 

C timie ninerale 

Paleobot anique 

Plysique 

Geologie 

C kirnie ninerale 

Pbsique 

biat héraat i que s 

P k;ys ique 

C kimie applique e 

A5ecanique des Fluides 

Radioélectricite 

Geoloeie et ninéralogie 

uotanique 

Lot anique 

P lys i y e  &né ra l e  

Zoologie 

Nat hinatiques 

!?at hmatiques 

Radioélectricité 

Nat &mit i ques 

Electromécanique 

P lysique 

C kirnie Gnéra le  

Sotanique 

Physiologie animale 



1 PIUOIJS A* 

POIROT P* 

PONC;-LE;L U* 

POMSOLLE L* 

RACZY Le 

RISdOURG A* 

ROUSSXAU Je 

DAIJ IIEEMS J. 

'.LYER=XIT EL 

CHEFS DE TRAVAUX 

bbe BOWIER FI 

9 G032RT J 

PARSY Fe 

Mat k&matiques 

Mat kkmat iques 

Plysique 

C kirnie Generale 

Radio6lectricit6 

Rcdioelectricite 

P l y s  ique 

Pbs iç -e  

Geologie 

C t i n i e  appliquee 

mars ique 

Xathêmati ques 

Xathemat iques 

SXCRETAIRE G E i i S l i i ,  ATTACiiE PRINCIPAL . : - 
Monsieur LZGROS 



Je  t i ens  à exprimer na profonde gra t i tude  

à f6nsieur l e  Professeur GPLCCHUS, Chef du Départemut de  

Ela thématiques Appliquées de l a  Facul t é  des Sciences de 1 'Univers i t é  

de L i l l e ,  qui  a bien voulu me f a i r e  l'honneur de présider l e  Jury, 

à Ibnsieur l e  Professeur POUZET e t  à Monsieur l e  Professeur 

IERZ, qui  on t  accepté de  f a i r e  p a r t i e  du Jury. 

Que Eionsieur le  Professeur HUAHI, qui n'a proposé l e  s u j e t ,  

e t  dont les conseils, l e s  suggestions e t  l ' a ide  constante m'ont 

Eté s i  précieux lo r s  de la preparation de c e t t e  thèse, veu i l l e  

bien trouver i c i  lvexpress  ion de ma profonde reconnaissance. 

Je retzercie Yademiselle DRIESSENS pour l e  soin qu'el le a 

apporté -5 l a  présentation d e  c e t t e  th-se, 



I N T R O D U C T I O N  
--.W..,..,.... 

C e  t r a v a i l  e s t  une contr ibut ion 5 l ' é tude  des condit ions d 'optimali té  

e t  de l a  d u a l i t é  en Progrannation mathémati?ue. 

Les condit ions d 'optimali té  obtenues par Kuhn e t  Tuckcer t211 adapta ient  

aux condit ions d'  inéga l i tgs  l a  théor ie  des  ml t i p l i c a t e u r s  de  Lagrange, valable 

pour des l i a i s o n s ,  c 'est-à-dire pour des  conditions d 'égal  iti5s. E l l e s  é t a i e n t  

nécessaires ou s u f f i s a n t e s ,  suivant  l e s  hypothèses f a i t e s  sur  l a  fonction à 

maximiser e t  s u r  l e s  contra in tes ,  Ces hypothèses fu ren t  ensu i t e  a f f a i b l i e s  

par  Arrm, Enthoven, Hurwicz e t  Uzawa (C31 e t  C41), qui  énonçaient Ggalerient 

un c e r t a i n  noribre de c r i t s r e s  ent ra inant  l a  v f r i f i c a t i o n  de ces  hynothsses . 
Plus récemment, Abadie (111 e t  121) i n t r o d u i s i t  l a  notion de contingent  v e c t o r i e l  

ou cône tangent, c e  q u i  l u i  permit d ' e n v i s a ~ e r  des ensembles d i s c r e t s  de solut ions  

r é a l i s a b l e s .  

Je considère dans c e t t e  thèse des progranmes à con t ra in tes  "nixtes", 

dans lesquels  l e s  solut ions  rélalisables doivent appar teni r  à un c e r t a i n  sous- 

ensenible C de /Rn e t  v é r i f i e r  en outre  un système d ' i n é p l i t é s .  Les condit ions 

d 'opt imal i té  r e l a t i v e s  3 ces  problèmes généra l isent  les condit ions de Kuhn e t  

Tucker; e l l e s  s o n t  nécessaires sous une hypothèse plus f a i b l e  que l a  rfunion 

des  hypothèses de Kuhn e t  f i cker  1211 , .Arrow, Hurwicz e t  Uzawa C41 e t  Abadie 

111, et s u f f i s a n t e s  sous une hypothèse plus f a i b l e  que celle d e  B r r m  e t  

Enthoven C31. 

 é étudie ensu i t e  l a  d u a l i t s  en reprenant  les r é s u l t a t s  de STOEF 1341, 

IIIWGASARIAN e t  I>ONSTEIN L241 e t  en les adaptant  a u  cas  de  fonctions auasi- 

concaves lorsque ce la  est possible,  avec app l i ca t ion  aux programmes sous 

con t ra in tes  n ix tes  . 
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CHAPITRE 1 

N O T A T I O N S  e t  D E F I N I T I O N S  

Nous introduirons dans ce chapitre l e s  notations e t  

définitions qui seront ut i l i sées  dans la suite de l'exposf. 

e t  rappellerons ou démontrerons certaines propr i é  tés 

élémentaires . 



1 1 $1. NOTATIONS I 

- J é t a n t  un ensemble d ' indices,  1 J I  représente l e  cardinal  de J, 

- S o i t  IRn l 'espace eucl id ien  à n dimensions. %ln e s t  donc muni : 

1 )  du produit  i n t é r i e u r  ou produit s c a l a i r e  : 
n 

Vx,y E IK , <x,y> représente l e u r  produi t  sca la i re .  

2) de l a  nome associée  à c e  produit  s c a l a i r e  : 
n vx E R , 11x1 / représenti: s a  norme, avec 11x1 l 2  = <x,x>. 

3) de l a  tcpologie d é f i n i e  pa r  l a  norme. 

(hl notera B~(;) - { X E  iXn : 1 lx-~l~l B E 1 l a  boule fermée 

de cent re  Z e t  de rayon E. 

S i  A est un sous-ensemble de IRn, on notera  Â l 'adhérence de - O 

A e t  A son i n t é r i e u r .  Alors Fr@) = A - A est l a  f r o n t i è r e  

de A -  

n - ûn i d e n t i f i e  tou t  vecteur x de IR à l n  matrice colonne dont l e s  

é lénents  son t  l e s  composantes de x par  rapport  à l a  base canonique. 

S i  cette m t r i c e  colonne est indicée ? a r  J, avec 1 J I  = n,  s o i t  

j c J, x représente  la composante d'indice j d e  x. 3 

- S o i t  (QIn)* = L(R" , W) le  dual  de  IRm, 0x1 i d e n t i f i e  tou t  vecteur 
m . L .  u de (iR )- a l a  mtrice l i g n e  dont l e s  éléments son t  l e s  compo- 

santes  de u par rapport  #2 13 base duale de  l a  base canonique de 

R ~ .  S i  c e t t e  matrice l igne  e s t  indicée par 1, avec 1 1 1  = n, s o i t  
i 

i C 1, u r q r é s e n t e  l a  composants d ' indice i de u. So i t  y t: fRm, 

dont les conposantes sont  notEes yi, i E 1.4 y, l ' app l i ca t ion  
1 

l i n é a i r e  u f a i t  correspondre dans fX le s c a l a i r e  u.y = 1 u yi, 

c 'est-+dire l e  produit  de 13 matrice l igne  u par l a  i ç  1 

matrice colonne y. A tou te  fcnct ion l i n é a i r e  u E: (an)* correspond 
'-ll 

un vecteur déterminé u de R~ t e l  que 

% 
VV E. R ~ ,  U.V = <U,V>. 



Les vecteurs de W" représentent biuniwqueuent l e s  fonctions 

l inéa i res  définies sur  IRG?. On u t i l i s e ra  ce t t e  propriété pour 

ident i f ie r ,  dans les  interprétations géométr icyes, un sous- 

ensemble Û de (Yrn)~k (resp. de fRm) et. l e  sous-ensemble 

isomorphe a de RItn (resp. de ORu)*). 

- Soit  1 E l,(IRn, tXn), Cette apylication linGaire e s t  représentée 

par une na t r ice  L indicée par I x J ,  avec 111 = m e t  1 J I  = n. 

Soit  i E 1. Li rq résen te  l a  ligne d'indice i de L a  

j Soit  j o J e  L représente l a  colonne d'indice j de La 

j Li e s t  a lors  l 'élénent s i tué  à 1' intersection de c e t t e  ligne e t  

de  ce t t e  colonnz. 

- Soient f : x c R~ + R 
avec x n  n + 1. 

e t g : * = x n  + m  5 

a )  S i  . 3 Z C X i ? Y  l t e l s  que Vx E Z : Ig(x)I s x If(x)I,  . B A E  IO,+=[ 5 
on écr i ra  

b) si  VE: > O , ~ Z C  X I * \ , P  tel que vx e Z : Ig(x)l s ~ l f ( x ) I  

on f c r i r a  

Soi t  X C W. Oh écrira 5 pour $(a), 
Si  $(x) e s t  inclicé p a r  J, avec 1 J I  = p, on écr ira  $(x) 3 O 

pour (j (XI 5 n, vj E J i  



1 1 12. DERNITIONS I 

Définition la : fonctions quasi-concaves e t  quasi-convexes 

4 e s t  quasi-concave s i  V a  E IR, ( y  E iRn : @(y) 2 a l  e s t  convexe. 

4 e s t  quclsi-convexe s i  (4) e s t  quasi-concave. 

so i t  4 : IR" -+ mp. 

T 4 e s t  quasi-concave s i  chacune des fonctions coordonnées es t  

uua s i- c onc ave . 
1 4 e s t  quasi-convexe s i  (-0 e s t  quasi-concave. 

Propriété des fonctions quasi-concaves 

n 
Si  4 : Z + iT! e s t  quasi-concave, e t  différentiable en X e IR", 
a lors  - 

dm (&) 2 O 4 2 4 d -  dx - 
S i  4 e s t  quasi-concave 

+(x) 3 q(W) - +Eox + (1-0) XI 3 +(;), vo c C0,11 
s o i t  $(O) = 4IOx + (1-0) XI 

a lors  $(O) 4 O(:) = $(O) 

donc 



Définition 1 b : fonctions pseudo-concaves 

n 
Soi t  : (R" + R, différentiable en 2 E A c iR . 
6 e s t  ~seudo-concave sur A en W s i  : 

'l 
On di ra  que 4 e s t  pseudo-concave s i  Vx e IR- , e s t  pseudo- 

n concave sur FR en x. Réf : C251 

Définition 1 c : ensemble pseudo-convexe en un point 

Soient A c fRn, X E A e t  1- l e  pseudo-cône tangent à A en X A 
(cf.  dé£ ini t ion 4)  

T A es t pseudo-convexe en ; si  

- 
TI x C A ,  x - x  € P A .  

A e s t  pseudo-convexe s i  V a e A s  A e s t  pseudo-convexe en x 



Définition 2 Cône. Côn-édr i v e  
- - - 7 -  

Soit F un espace vectoriel  sur R. 

Q c F e s t  un tôle s i  1)  O E 0. 

2) Bx E O 
I Xx ê .. 

VA > O 

Q c F e s t  un cône polyédrique s i  Q e s t  un cône défini par 

l ' in tersect ion d'un nombre f i n i  de demi-espaces ferruCs dont 

1 l e s  hyperplans générateurs passent par 1 'origine. 

Remarque : Un cône polyèdrique e s t  un cône convexe. 

Définition 3 : Vectecr tangent 

soient A C  iR", c A, e t  5 iR". 

T 5 e s t  un vecteur tangent 9 A en X s i  

1 )  il exis te  une su i te  {hkIk de nonhres réels  pos i t i f s  

2)  il exis te  une su i te  {xkIkmJ de points de A converegant - 
vers x qumd k tend v ~ r s  1' in f in i ,  

- 1 t e l l e s  que l a  sui te  I$(xk-x)Ike converge vers E. 

Remarque 

Le vecteur nul e s t  toujours vecteur tangent à A en X, VA, E A. 

Définition 4 : Cône e t  pseudo-cône t a n ~ e n t s  

Soient A c RI', e t  x c K .  

Le cône tangent 2 A en X e s t  l'ensemble T des vecteurs tangents 
A 

è A en W. 

Le pseudo-cône tan* à A en X e s t  l'adhérence PA du plus p e t i t  

cône convexe contenant T A *  



Remarques 

. Le cône tangent e s t  un ferné de [nn. 
Réf : C l ] .  

. Le cône tangent n 'est  jamais vide, puisqu'il contient au 

moins l e  vecteur nul. 

x y = o  

ent ier  pos i t i f )  

 IR^ : a6 = 0 1  

ThEoh?n~e 1 : Cône ;tangen;t à. un en6mbLe convexe 
n 

A C IR e s t  convexe 

T e s t  l e  cône tangent à A en X 
A 

Soit { 5 l k  une su i te  quelconque de nombres pos i t i f s ,  

inférieurs à 1,convergeant vers O quand k tend vers l ' in f in i .  

- - 
Soit  Il;E = X + - XI* 

- 1 - l i n  xk = x. Soit pk = - , Vk. Alors lim vk(%-X) = PX 

k- Ak k* 

e t  x-G e s t  bien vecteur tangent à A en 2; s i  x e s t  élément de A. 

Remarque : Un ensemble convexe e s t  donc pseudo-convexe en chacun de 

ses points, c 'es t-à-dire pseudo-convexe, 



Un vecteur tangent à A n B en X e s t  tangent à A e t  à B en X, 
donc 

or PAn PB 3 T  TB, donc P n P 3 TA B. PAn PB, intersection A A B 

de deux cônes convexes fernés e s t  aussi un cône convexe fermé. 

D'autre part, 
PL! n B e s t  l e  plus pet i t  cône fermé convexe contenant 

T ~ n  B. Par conséquent 

Rem r que 

La réciproque n'est pas vraie. 11 est  possible en e f f e t  que 

TAn TB @ TA Bs conme l e  montre l v e x e q l e  suivant : 



Définit ion 5 : cône pola i re  ou cÔne dual 

So i t  Q un cône de fRn, 

T L e  cône po la i re  (néga t i f )  ou cône dual  de Q e s t  l'ensemble 

r(Q) d é f i n i  par 

Remar ques 

- Pour t o u t  cÔne de IR", O E Q (1 r(Q). 

- On i d e n t i f i e r a  souvent, à un isomorphisme près,  r(0) e t  
CL 
r(q)  = { V  cmn : <v,c> s O vc e QI. 

Propriétés des cônes po la i res  

1 1  - VQ cône deR1" : 

. r(Q) est un cône fermé, 

. r [ r (q ) l  e s t  l 'adhérence du plus  p e t i t  cône convexe 

contenant 9, 

Par conséquent s i  C e s t  un cône convexe e t  fermé 

rCr(q)l= 9, 

I - VQ1, Q2 cônes de 3" : 

t n - VQ, , Q2 cônes convexes de R : 

. r(Q1 + (2,) - l'(QI) fi r(C,> 

S i  Q e t  Q sont des cônes polyédriques, 1 2 
I'(Q ) + r(Q ) e s t  un cône fermé, Q1 e t  (1 son t  des 1 2 2 
cônes fermés, donc 



1 52 - C o  PROGRAMMES fiIEITHEMATIQUE S 

Dé£ i n i t i o n  6 : Progranme mathgmat ique 

Soient $ : !Rn -+% e t  A C  

1 On appel le  p rcgrame  mathénatique l e  nroblSne suivant 

Fhx {$(x) : x E A )  

c 'es t -à-di re  l a  recherche du naximm d'une fonction $ s u r  

une p a r t i e  A de Eln. 

T On anpel le  con t ra in tes  l a  condit ion x ï A .  

t On appel le  solut ion r é a l i s a b l e  t o u t  x s a t i s f a i s a n t  aux 

1 contra in tes .  

Le problème Ilin {$(x) : x E A )  est a u s s i  un progranme 

m t h é m t i q u e  puisqu' il peut s ' é c r i r e  

On enploie a u s s i  le  mot "contraintes" pour désigner l a  

f r o n t i è r e  de A. 

Défini t ion 7 : Fllaxinum loca l ,  rnaximun global  

Etant  donné l e  progranne llax ($(x) : x c ,II e t  X ê A, 

on d i t  que W maximise localenent  Q s u r  A (ou e s t  un naxinun 

l o c a l  pour $ sur A )  s i  

on d i t  que X maximise (globalement) $ sur  A (ou e s t  un m x i m n  

(global)  pour $ sur A) s i  



Reuarques 

. Si  X maxinise sur A, X e s t  solution optimale du prograrme 

, Si 2 mximise sinultanénent l e s  fonctions @ , j E J, sur A, 
j 

on dira que 2 naxinise 4 sur A, J 

A c pin es t convexe 

: A + R e s t  concave 

- X naxinise localenent $ sur A 

a lors  2 maxinise $ sur h. .II 
Supposons qu' il exis te  x E A, x # X t e l  que @(x) > O(;). - 
x étant  un naxinm local pour 4 sur A : 

D E  > O : y e A n B€(X) - $(y) Q 

A étant  convexe, V A C [0,11 : Ax + (1-A) e A, donc 

3 A 1  € I0,lI  : A,x + ( - A )  x E A n B€(X). 

+ é tant  concave, V A € 10,lI : 4CAx + (1rA)Xl 3 A+(x) + (1-A) $(X) 

donc $[)Y( + (1-9  XI 5 Y(X) + (1-Al) 

> h1rn(3 + - +(XI = +(XI, 

ce qui contredit  l e  f a i t  que uaximise $ sur A f l  B (G). 
E 

Par conséquent il n'existe pas dc x E. A ,  x f x, t e l  que 

+(XI > $(%) 



PROGRAMMES SOUS CONTRAINTES MIXTES. PROBLEMES DE CQL. 

Définit ion 8 : Programme sous contra intes  mixtes 

n n 
Soient ( : IRn + iR, a : R + e, e t  C C R . 
On appellera - programme sous contra intes  mixtes l e  problème 

suivant : 

%x {+(x) : x c C, a(x)  2 0)  . 
1 On appel lera  con t ra in tes  l a  condit ion x E A = '  k : B ( X )  I 03 n C. 

Remarque 

On suppose a(x) indicé  par L, avec I L I  = m. ~ ' hype r su r f ace  

déf in ie  par j(x) = O où 1 E L, e s t  appelée con t ra in te  d ' indice 1. 

contra intes  a c t i ve s  

T On appel le  con t ra in tes  ac t ives  en c A l e s  contra intes  indicées 

par E C L avec 

- 
On notera L-E = E, S i  1 E 1 = k,  x appart ient  3 l a  (n-k)-variété 

déf in ie  par aE(x) = 0.  

Définit ion 10 : Hypothèses H ( G ) ,  H(O) e t  H. 

On pose A = '  6< E Rn : a(x) 2 O ) ,  e t  A = A T\ C. On suppose que 

a e s t  d i f fé ren t iab le  en 2 c A. Soient G un cône convexe fermé, 

P l e  pseudo-cône tangant à C en x, P l e  pseudo-cône tangent 
C A 

à A en X. 



- 
s o i t  K~ = { F  E IR" : - . 5 2 01 et s o i t  K = K n G. 

dx S 0 

T ; v é r i f i e  l'hypothèse H(G) sur  A s i  $ l'(K ) + i(G) est fermé 
O 

On sera amené à envisager l e s  cas  p a r t i c u l i e r s  suivants  : 

S i  v é r i f i e  l 'hypothèse H(G) avec G = R ~ ,  ou encore s i  Kg = PA, 

on d i r a  que X v é r i f i e  l 'hypothèse H(0) sur  A. 

S i  v é r i f i e  l 'hypothèse H(G) avec G = P ou encore s i  C S  

$ r ( ~ ~ )  + r(pC) es  t f ermC 

1 on d i r a  que a v é r i f i e  l 'hypothèse H sur  A. 

Remarques 

. S i  on pose K = K il PCs il e s t  f a c i l e  de voi r  que O 
K 3 K 3 Ks lorsque G 3 P C .  
0 G 

. Pour que X v é r i f i e  l 'hypothèse H ( 0 )  su r  A, il s u f f i t  que 

Ko = PA. En e f f e t  r(Ko) + i(G) = r(Ko) + F ( R ~ )  

= r(%) + O = r(Ko) 

e s t  un cône fermé, 

S i  G e s t  polyédriques r(Ko) + r(G) e s t  un cône fermé. 

Xéf : bll . 



Exemple 
2 

Dans IR , un cône convexe fermé G ne peut ê t r e  que polyédrique, 

donc on aura toujours I'(K ) + r(G) fermé, a 

Le gradient  correspondant à 

l 'une des contra intes  e s t  

i c i  nul  en X = O. K 0 3  PA, 

mais K~Ç!? PA, donc X ne 

v é r i f i e  pas l 'hypothèse 

H ( 0 )  sur  A .  

- 
K~ n P~ = P ~ ,  donc x 

v é r i f i e  l'hypothèse H sur  A, 

S i  G e t  G sont d e w  cônes 1 2 
convexes fermés, 

s i  G1 " (Ko-PA) = 6, X v é r i f i e  l 'hypothèse H(G1) sur A, 

s i G2 T)  (K -P ) # 0, a ne v é r i f i e  pas l 'hypothèse B(CZ) sur Li. 
O A 

Défini t ion 11 : Col. - 
n scit il, : X x U C i R  x Etrn +P., 

(2,;) c X x U e s t  un* pour Ji sur X x U s i  

v (x,u) E X x U : il,(x,G) s i l , ( # , ; )  d Y(X,U)*  

Remarques - 
On emploie pa r fo i s  l e  mot "point-selle" à l a  plzce de "col", 

s i  (5,;) e s t  un c o l  pour $ su r  X x U : 

Inf {$(X,u) r u : U) =I +(X,Ü) = Sup i~l(x,;) : x E. XI* 



Définition 12 : problème de col. 

On appelle problème de col l a  recherche d'un co l  pour $ sur X x U.  

On appelle solution réalisable du problème de  col tout (x,u) E X x U. 



CHAPITRE II 

C O N D I T I O N S  D 1 O P T I 1 ! A L I T E  

Nous envisagerons dans ce chapitre des programmes 

mathématiques, sous des contraintes éventuellement mixtes, 

de l a  forme générale Nax { (~(x)  : x E A ) ,  e t  l e s  conditions, - 
nécessaires ou suffisantes, pour que x c A maximise, loca- 

lement ou globaleuent, <P sur A. 



s o i e n t  A C   IR^, e t  X E A .  

n 
Cp : IR -t R, e s t  d i f f é r e n t i a b l e  en X ,  

S o i t  P l e  pseudo-cône tangent à A  en X. A 

A, si X maximise su r  ri ,  

- 
B, S i  . est  pseudo-concave sur A en x 

A e s t  pseudo-convexe en X 

a l o r s  maxinise Q s u r  A. 

E IR;: A. So i t  5 c TA <-, 3(Ak}krm,\ + - 
a { + k e M , % i ~ , i i m  %=G $ k - ~ .  

k* 

- 
x maximise Q sur A 

%F: A 1 =. V k e M, É $4;) 

- 
O - - 

ou 4(xk) - a(;) = O dx (% - X) + O  ( I I x  - X I I )  f O 
k - 

d4 - 
\ > O - -  dx • A k ( 5 - Z )  f - o ( I I ~ - x I I )  Ak* 



Cette inégalité e s t  vraie pour tout n l imite d'une 

su i t e  de combinaisons 1 inéa i res  convexes de vecteurs 

tangents , 

d Q 
@ . s O. ou encore - E r(pA). c'est-S-dire : V r~ 6 PA, ; i ~  

dx 
- 

B. 3 er (PA)  

A pseuio-convexe en 
C+ pseudo-concave sur A en 

Rem r que s 

. Dans l a  su i te  du chapitre, on envisagera l e  programme 

sous contraintes mixtes suivant : Max {@(x) : x € C,  a(x) 2 01, 

où (I : IRn + R ,  a : rrr" + rn", C c  Rtn. 

n 
Soient A = {X c il? : a(x)  2 0) e t  A = A n C. 

Soi t  A. E sera l'ensemble des indices des contraintes 

actives en z. PA, P et P seront l e s  pseudo-cônes tangents A C 
respectivement à A ,  à A e t  à C,  en X. G e s t  un cône convexe 

fermé. 

S i  a e s t  différentiable en z, - 
soient K = (.5 E IR" : O . 5 3 01, 



Corollaire : Théo/rhe 5 : 

II 
S i  a e s t  différentiable en X, 
alors . P c Kg 

A 

- 
x maximise (-a ) sur A ,  e t ,  d'après l e  théorkm 4 : E - - 

da a a ~  V j E E : -d cr (PA) ,  ou encore-. 5 2 O Q 5 E PA dx 

donc P C KO. 
A 

. PA = P C P A n  PC (théorème Ar\ C 
-PAcP nP c K  n P C c K  

A C  O O 
P c Ko A 
c'est-à-dire PAC K CK,,. 

Remarque : Comme K 3 K z> 5, H(0) -> H - O 



II §2. SECONDE CONDITION D'oPTIF.NLITE : I 
CONDITIONS DE KUI2T ET TUCKER GENERALISEES I 

Pour l e  programme { ~ ( x )  : x C C ,  a(x) a n), G étant  un 

cône convexe fermé, ces conditions s'écrivent : 

II 12 - A ,  COIJDITIONS SUFFISAIiTES 

Le théoreme 6 adapte des résu l ta t s  de [id aux programmes sous 

contraintes mixtes e t  aux conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées. 

N.B. 

S i  . $I e t  a sont deux fo is  continûment différentiables au 

voisinage de X 
- - . au voisinage de x, x c 4 -=> x - x G. 

. l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées sont 

vérifiées en # e t  

alors X e s t  un mximum local s t r i c t  pour g sur A. - 
présente l a  matrice-ligne transposée de l a  mtr ice-colonne h. 



Supposons que X ne s o i t  pas un maximum local s t r i c t  : 

On peut supposer de plus en raison de l a  compacité de  la  

sphère unité, que 

- 
G étant un cône fer& : l i m  = h ê  6 

k- I I%-zl l 



YX - I da 
donc lia 12. 

= i . h > , O  * o ( I I \ - x I I )  dx 
k* 

- 
a) Supposons que 9 l h < O dx 

- 
e(%)-o(X) 

ou encore que l i m  - = l i n  p. Xk-X ( 1  1 - 1  1 )  <'> 
k*IIï;xII kQ. I 1%-XI I - 1 

Alors ZN > 0 : k 2 Il==> +(xk) - $(X) < O,  car xk # X v k, - 
do ce  qui e s t  c ~ n t r a i r e  à lqhypothèse. Par conséquent - . h 3 0 ,  dx 

b) Supposons que - 
da 

3 E " c  E q ,  E" # (D : Vj E El', 2. h > O. 

ce qui, d'après a ) ,  e s t  contraire à lqhypothèsee - 
&EP Par conséquent - , h = O dx 

- 
c )  I l  fautdonc que - " . h = O e  

dx 

dL9 Alors 2 . 7 . h < 0.  
dx 



c e  qu i  e s t  con t ra i re  à lqhypothèse. 

Il n ' ex i s t e  donc pas de t e l l e  s u i t e  I%} e t  ; est  bien un 

maximum local  s t r i c t  sur  A. 

Ti , A ou A e s t  convexe . (I e t  a sont  d i f f é r e n t i a b l e s  en X r A 

. Vx C A ,  x - ; C G  

. l e s  condit ions de Kuhn e t  Tucker généra l isées  sent 

v é r i f i é e s  en X 
- 1 1  a l o r s  3 . (x - Z )  s o8  vx c A .  



S i  A ou A e s t  convexe 

x,; e A ,  VO C [ O , l l  :(l-O) G+Oxe A 1 -a [ ( 1 - ~ ) ~ + 0 x ]  2n E 
a,(;) = O . (x-X) 20 

"E 
di£  férentiablc - 

1 1  S i  . A  O U A  estconvexe 

. Q e t  3 sont différentiables en E A 

. (a)  3 e s t  pseucio-concave sur A en ;,ou 

(C e s t  quas i-concave 

, l e s  \conclitions de Kuhn e t  Tucker généralisées sont 

alors X mximise sur A .  U_ 
- 

(a) VX E A ,  3. (x-X) s 0 d'après l e  le-) 

e s t  pseudo-concave sur A en X 



Soit x €! A.  

- - - 
d 4 Donc z. IX(O)-XI = 2. CX(O)-;(O)]+ 2. tX(e)-X~<o, veelo, i l .  

étant quasi-concave, cec i  inplique que $Ix(O)l c I$(;). 

O r  l i m  x(O) = x et l i n  +[x(0)1 = ~ ( x ) .  
DtO 0+0 



S i  . $ e t  a sont différentiables en # E A - . x vérif ie  l'hypothèse H(G) sur A 

. X maximise (I sur A 

alors l e s  conditions de Kuhn e t  T u c k e r  généralisées sont 

*rifiées en X. 

. S i  maximise + sur A, d'après l e  théorèoe 4-A 3 E i'(PA) ' dx 
P K e t  G sont des cônes convexes A' O 

r(KO) + r ( G )  e s t  ferné 

Kg" G = - J 
CO Donc 3 a € r(Ko) e t  B E r(G) t e l s  que d;; = a+8. 

E  da^ . Soit B = {b : b u  ( -  ) uE 2 O}. 
ùx 

Donc r ( B )  c Ko - r(%) c r [ r ( ~ ) I  
i'(KO) C B. 

B cône convexe 
r 1 

" t  q - 
da j- + U -  3 x F r(r) 

so i t  u = LuE uEl avec u -O 



Appl ica tions 

S i  # véri f ie  l'hypothèse H(C) avec G = PC , on retrouve l e s  

résultats classiques suivants : 

n 
(1) s i  c = R ~ ,  pC = G a a< , r ( ~ )  = r(pC) = (01. 

On obtient l e s  conditions d'optimalité suivantes : 

Max (x) 

a(x) 3 0 

n Alors PC 3 PCV = IR+ e t  r(PC) c r(PCt) =  OR:) = [(w")*] - . 
C étant convexe, x-X C P Vx c C 

C 1- 6 = o e c  - 5.x 2 O - - 
- 1 j 5 . x  = 0. 

Soit (. 6 r(FC) = 2 % ~  *<.xs O 

On obtient l e s  conditions d'optimalité suivantes : 



. 8--. .*,*-y -7,-. ' .  ' - - - .  ,,, ., . , , , . - Ji:. . -  . r \ -.7,-m 

. . . . .  . - -  ,, r:,;- ., . . . 8 - -  
. . .,. i c  

II $2 - C. ETüDE DES CONDITIONS DE KUWJ ET TUCYLR GENERALISEES 

La généralisat ion par rapport -3 l a  théor ie  de Kuhn e t  Tucker 

por te  s u r  l e s  points suivants : 

(a) Les contraintes son t  de deux types : a(x) 3 O, e t  x e C, où 
n 

C e s t  un sous-ensemble quelconque de iR . Ceci e s t  in téressant  

lorsque C ne peut ê t r e  d é f i n i  par un système d'inéquations 

algébriques (exenple : C = an). 

(b) L'hypothèse H(C), s o i t  : K0n G e t  P coXncident, e t  A 
I'(I$,) + r(G) e s t  f e r s ,  e s t  plus fa ib le  que l e s  hypothèses 

précédemment éncncées lorsque A = A e t  G = C = R ~ ,  E l le  

s ' é c r i t  a l o r s  K = PA. 
O 

Ces hypothèses é t a i e n t  l e s  suivantes : 

So i t  c(;) = 'x E BIn 
t 

- 
1-1 Hypothèse de Kuhn e t  Tucker : Ko = c(;) 1211 - 
1 - Hypothèse de Arrow, Hurwicz , e t  Uzawci : Ko = { C ( ~ ) I ,  

où IC(;)) e s t  l e  plus p e t i t  cône convexe contenant c(:), 141 

: R+ + R", di f fé ren t iab le  à dro i te  à l ' o r ig ine  - 
vé r i f i an t  $(O) = x, )'(+o)=A(x-;), avec A>O t 
e t  A,  VO e 10,11 I 

IEl Hypothèse du8badie : Ko = TA. 

 hypothèse analogue dans c e t  exposé e s t  H(O), e l l e  e s t  l i é e  

aux hypothèses a ,  B e t  y par l e s  re la t ions  suivantes : 



où l a  re la t ion  A C B s igni f ie  que lorsque 2 vér i f i e  l 'hy~othèse 

A, X vér i f i e  a f o r t i o r i  l'hypothèse B. 

(c) Lorsque C = IRn, s i  l 'hypthèse II(0) n 'es t  Tas vér if iée  en x, 
on peut dans cer tains  cas trouver un cÔne convexe f e n d  G t e l  

que X vér i f i e  lehypothèse H(C) sur A. Corne Y 3 PA, l'hypothèse "O 
H(G) ne peut ê t r e  vzr if iée  que s i  G 2 S i  i'(PA) + i"(KO) e s t  

fermé, l e  choix G = P e s t  sat isfaisant ,  mais conduit au mgme A 
rgsul ta t  que l e  théorène 4. 

u 
Lorsque P = {O), on peut prendre pour G l e  cÔne I'(K ), A O 
isomorphe dans IRn à i(KO). 

(d) Les conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées sqécrivent  

S i  Ko e s t  d i f fé rent  de PA, e t  s ' i l  exis te  plusieurs cônes 

convexes fermés G sa t i s fa i sant  à lshypoth5se H(G), l e  plus 

grand de ces cônes, correspondant au plus p e t i t  des cônes 

I'(G), fournira davantage de précisions sur l e s  ml t ipl ica-  

teUrS 
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- Les exemples suivants illustreront ces proprié tés : 

2 
x = ( x ~ , x ~ )  e m , 

Soit # = (0,O). 

Aucune des hypothèses 

s in - I. l 2  xi sinon. 
X1 

a, 6, y n'est vérifiée.  

 h hypothèse H(O) e s t  vérifiée.  



X 
1.lax +(x) 2 

3 
al(x) = xl - x2 i O 

a 2 ( x ) = x  2 10. 

Soi t  x = (0,0).  

O -1 
O = : [ ,l.i3-li = <i:i2=ni = 

c(;) = {C(;)I = TA = PA = Ox 
1 ' 

Aucune des hypothèses a ,  B ,  y ,  

B(O) n' e s t  vér i f iée  . 
LvhypothSse H(G) e s t  vér i f iée  avec G = IR+ x ir,. 

Exemple 3 .  ---- ---- X = (x,,x2) C 



Aucune des hypothèses a ,  6, y ,  H ( 0 )  n'est vérifiée.  

L'hypothèse H(G) e s t  vérifiée avec G = p~ = { O }  x R+ = OxZ. - 
On retrouve l e  résultat du théorème 4 : * s O. 

ax, 

E x e e e  4. 
-u- -- 

Wx Q ( x )  

2 + 4  a,(x) = -5 3 - x2 - 2 3 0 

2 
x = (x1,x2) t 2 

Soit X = (1 , l ) .  

Kg = (5 : [2-11 EZO} = {5:251-52>0} 

TA = PA = {O}, - 
G = i(Ko) = f 5  : F1+2C2 = O , F Z  E O}.  - 
L'hypothèse H(G) e s t  vérifiée,  avec G = I'(Ko). 



lPIP9THESE H(G) ET CONDITIONS DE F J H N  ET TUCRER 

ThEot~ème 9 

S i  . A e s t  pseudo-convexe en x 
. G e s t  un cône convexe fer& contenant P t e l  aue 

A ' 
I'(K ) + r ( G )  s o i t  fer& O 

a lo rs  une condition nécessaire e t  su f f i s an t e  pour aue toutes 

l e s  fonctions O di f fé ren t iab les  en c A e t  a t t e ipnan t  l e u r  

maximum s u r  A en X v é r i f i e n t  l e s  conditions de Kuhn e t  Tucker 

généralisées 

e s t  -ue 

x v c r i f i e  1 'hypothèse H(G) sur A. ii- 
LA COND 1 T ION EST  SUFF 1 SP!i!TE 

cf .  théorsme 8. 

LA CO!-J01TIO~l EST NECESSPIXF 

. So i t  H = {h E IRn : h A(x-X), A20, X E A I .  

A e s t  pseudo-convexe en X =4 VX&A,X-XCIJ  
H C PA. 

5 ~ ~ 3 0 ,  A(X-X) C I  
A 

P e s t  un cône) 
c l  

Iic PA. 3 ==7 P c PA. 
So i t  F = (flJ, où {Hl e s t  l e  plus p e t i t  cône convexe contenant 



Soit a €  r(F) - an 4< O, Vrl € F - an 6 O ,  Yn E: H .  

A 2 O] 

= A(X-X) e H =s- ~x(x-;) s O .  

x e A 

- 
La fonction $(n) = ax atteint son mximum sur A en x , e t  

sa t i s fa i t  donc aux conditions de Kuhn e t  Tucker en : 

I' ( G )  1 

c'est-à-dire Va @ I'(F), aS s O,  donc S@rrI'(F)I = puisque 

P e s t  un cône convexe ferné. 

~ ' a p r è s  l e  théorème 5 ,  K 3~1;) O 

Par hypothèse, 

e t  vér i f ie  l'hypothèse H(C) sur A ,  puisque par hypothèse 

i ( ~ * )  + r(G) es t  fermé. 



Remar aues 

. Ce r é s u l t a t  généralise l e s  conclusions de 14 1, en 

envisageant un prosrame sous contraintes mixtes e t  l e s  

conditions de Kuhn e t  Tucker généralisées. Il convient de 

remarquer que 1 'hypothèse d e  convexité du domaine A e s t  

r c q l n c é e  par  une hypothèse de pseudo-convexité en z.  

,  hypothèse H(G), c o r n  l e s  hypothèses cc, B, y ,  ne f a i t  

pas in tervenir  explicitement l a  fonction à maximiser. Il 

se peut qu'un domaine A s o i t  tel que X ne v é r i f i e  pas 

d'hypothèse H(G) , quel que s o i t  G, mis yue cependant 

cer ta ines  fonctions d i f fa ren t iab les  en # e t  a t t e ignan t  

l eur  naxicnirn sur A en sa t i s fassen t  en X aux conditions 

de Kuhn e t  Tucker zén5ralisées.  Dans l e  chapi t re  III sera 

in t rodui te  une hypothèse appelée "sup", dûe 5 S toer C341, 

qui tiendra cooip t e  simultanément de l a  fonction à maximiser 

e t  du domine A .  



11 52 - E. CRITERES RELATIFS A L'HYPoTHESE H(G) 

S i  . (1) auvois inage de #, x-XcK - x  e C fz . (2 )  3Z e K tel que, pour tout  j E E : 
8 

- Ou aj 
e s t  localement convexe au  voisinage de 

6 - ou a ( X  + 5) a t t e i n t  son minimum sur  KI en Eo=O 
j- b 

da - 
- 1 . e ; z o  Y - ou dx 

. (3) G e s t  un cône convexe ferné contenant P e t  t e l  que 
A 

I'(Ko) + P(G) s o i t  f e r 6  

1 )  a lors  2 vé r i f i e  l'hypothèse H(G) sur A. 

N.B. Si  toutes l e s  fonctions a j € E, vér i f ien t  2-a ou 2-B, on 
j ' 

prendra 

Démons t r a  t ion : 

- Soient n ô K p ,  a > O  e t  O 
O 

- 
5 f Kg 

Soit  $(O) = X + 

au voisinage de O = 0. 



da.  
= &. (n+ai) 

a - S i  a e s t  localement convexe au voisinage de : 
j 

e t  au voisinage de O = 0, 

- 
O b 0  - 

al 
19(0)1 2 a l  [$(O)] = a.(x) = 0 .  

4 J 

f3 - Si CO = O minimise a. (X + 5) sur K : 
J !3 

da. 
~ a > 0 , a & . 5 > 0  4 

IPonc au voisinage 2e O = 0, 



- Dans l e s  t r o i s  cas, au voisinage de O = O , 

 autre pa r t  

donc a u  voisinage de O = 0 ,  

-> au  vois inage de &O, 020 - a C$ (0) 1 2 O 

=> $(O)  E A 

A= {x e IR* : a(x) 30) 

- - - 
rl + a[ = e s t  un vecteur tangent à A en x : il s u f f i t  

O 

de cho i s i r  une s u i t e  au voisinage de O = 0, convergeant 

- 
vers O l a  s u i t e  { $ ( O k ) I k e  de points  de A converge vers x, l a  

1 - 
s u i t e  1 - [$(Ok) - Xl'kc M 

converge vers q+a?, donc 
@k 

l i r a  ri + al - n € TA, puisque T e s t  fermé. 
a* A 

Doilc K C T 
C PA\ g A - ?; v e r i f i e  lghypothSse H(G) sur A .  

(3)  



Applications 

- 
x s a t i s f a i s a n t  aux hypothèses (1) e t  (31, 1'hypothEse (2) se ra  

v é r i f i é e  en par t i c u l i e r  

. s i  A es t p seudo-convexe en X e t  a un i n t é r i e u r  non vide, e t  s i  

a,. v é r i f i e  a l o r s  l 'hypothèse 2-y. 

En e f f e t  : I L  
A é t a n t  pseudo-convexe en < A C  X + p A *  
 après l e  théorème 5, P C Kg A j=> pAcKjq~c~+~  e • 

 a après l'hypothèse (3).  P A C  (1 

A ayant  un i a t é r i e u r  non vide, il en e s t  d e  même pour K qui 
8 

a donc &nie dimens ion que 1' espace en t i e r .  
da 
--i.c=O V5 E K  Si pour j 8 Es dx e' 

a l o r s  

e t  donc 

- 
da 
3 = O, ce q u i  e s t  con t ra i re  à l'hypothèse. 
dx 



, Si chacune des contraintes actives e s t  

- s o i t  l inéaire  

I e l l e  vé r i f i e  a lors  l'hypothèse 2-3 

- s o i t  convexe 

l e l l e  vé r i f i e  a lors  l'hypothèse 2-a 

- so i t  pseudo-convexe sur K en X 
g, 

- s o i t  quasi-convexe avec 2 # O 
dx 

dans ces deux cas, e l l e  vér i f ie  a lors  l'hypothèse 2-B, 

En e f f e t  : Supposons qu'ildagisse de l a  contrainte d'indice j ,  

d'après l e  théorème 7, les  conditions de Kuhn e t  Tucker sont 

a lors  suff isantes  pour que 5 = O maximise - a (X + 5) pour O j 
5 E Kg, Ces cnnditions s'écrivant 

i 
E E daE(:) 

u 3 0 , u .  5 , = 0  
O-x 

au c (IR IEI )n : - - 
da daE 

- - A + .  F= 
dx 0 , 

j l s i k = j  
soct vérifiées s i  l'on prend 2 - 

- 0 sinon 

- s o i t  concave, e t  E étant  l'ensemble des indices des contraintes 1 
O - actives concaves, 3 x  e x + CT : a 



a ~ l  
vérif ie  alors l'hypothèse 2-y. 

En e f f e t  : 

e t  il existe  5 : 

- 
da, 

fil - t e l  que rb 5 > 0. 

S i  G =IRn e t  s i  - e s t  de rang égal à IE(. 
dx 

% véri f ie  alors 1'hyFothèse 2 7 .  

En ef fet  : - 
daE - 

s o i t  u >0.85 : - 5 = u  > 0. dx ' 

- 
5 appartient alors à K = Kgn G = B~~ 

G 



CHAPITRE III 

D U A L  I T E  

Nous envisazerons dans ce chapitre l e s  relations 

existant entre deux proZrammes nathématiques d i ts  

"en dualité", entre leurs solutions e t  entre leurs 

valeurs op t i m l e s  , 



1 III $1. PROBLEI!ES DUALS ET ISNIEIAX l 
Dans [ 34 1 , S toe r  , puis  dans [ 24 1 , lhngasar ian  e t  Fons t e i n  

o n t  d é f i n i  deux programmes duals tr@s généraux e t  un problème de co l  

associé. 

e t  s o i e n t  

S o i t  ~i : R~ x~~ +R, 

X C I R ~  e t  U C R ~ ,  

1 - S o i t  P l e  premier programme ( p r o g r a m  "pr iml")  : 

Soi t  (8,s) une s o l u t i o n  d e  P : a l o r s  

0 0 
il(x,u) = Sup Inf  $(x,u) = Inf  $($,II). 

xgx u€U UEU 

2 - Soi t  P l e  second progranme ( p r o g r a m  "dual") : 

I n f  Su? $(x,u), 
UEU x€x 

ou encore en rosen t  ( P ) {(x,u) : $(x,u) = Sup $(Y,u)) 
YGX 

Inf  I$(x,u) : (x,u) e ( .D 1). 

Soi t  (x*, u*) une so lu t ion  de P : a l o r s  

( u *  = I f  Sup +(x,u) = Sup $(X,U;~). 
UEU XCX XEX 



3 - Soit  P* l e  problème associé (problène "de col") : 

ou encore +(X,u) = Sup +(x,u) = ïnf +(x,u). 
xsX UEU 

P* peut donc s 'Êcrire 

a?(X,fi) e ( P l  n ( W .  

Remr que 

Ces yroblèrze peuvent ne pas avoir de solution ( s i  l ' inf  ou 

l e  sup n 'es t  pas a t t e i n t  ou s i  ( P  ), ( D  ) ou ( P )O ( D  ) 

e s t  vide par exemple). 

- 11 y a équivalence entre  l e  problèmi- de col e t  les  deux 

problèmes P e t  . 

I I  ( )  e s t  solution de P* 

- s o i t  (x,u) G ( P )  j 3 +(x9u) + ( x i 3 j  

e t  (Ga;) e s t  solution de P - 



- S o i t  (x,u) e ( D )) 

=> Ji(x,u) a 
X E X  

=> $(x,u) 3 
(X,u) est so lu t ion  

de P - +(x,u) $(a,;) 
u c u  

e t  (&Ù) est so lu t ion  de D . 

(z,G) so lu t ion  de P => e ( 0 ) 

=> ( Z , Z )  & ( P 1 n ( v 1 
(X,Ü) s o l u t i o n  de P => (&Ù) € ( p )  

e t  (X,;) e s t  so lu t ion  de  Pt. 

Remarques 

. Aucune hypothèse de  con t inu i t é  n i  de concavitg n'a é t é  

f a i t e  s u r  Ji . 
011 adoptera l e s  conventions suivantes : 

S i  ( P )  e t  ( D )  sont  non vides : 

Inf  CJi(x,u) : (x,u) e ( I l  1 1  a Sup C~i(x,u) : ( x , ~ )  E ( P ) l  



( P ) e t  ( 0  ) é t a n t  non vides 

e t  donc Su? {$(x,u) : (x,u) € (P))  6 In£  {$(x,u) : (x,u) e ( P  )}. 

Remarque 

S i  ( P) e t /ou ( D )  e s t  vide, d'après l e s  conventions 

adop tées 

Sup {$(x,u) : (x,u) e QI) = - 
Inf {!JJ(x,u) : (x,u) 8 = + s 

e t  l a  r e l a t i on  (2)  e s t  enccre vér i f iée .  

- La s u i t e  du paragraphe r e p e n d  l 'é tude de Stoer,  Mangasarian e t  

Pons t e in ,  en u t i l i s a n t  toutefois  , lorsque c e l a  e s t  possible, 

( théorèneç 12 e t  13) des fonctions quasi-concaves (resp . 
quas i-convexes) e t  s.c.s (resp.  s .c .i) au l i e u  de fonctions 

concaves (resp . convexes) e t  continues, grâce à une générali-  

sa t ion  du théorème du Flinimx cle Kakutani 1191 e t  Von Neumnn 

due à Sion 1321. 



. $ e s t  

$ continue e t  concave en x 
(Kaku tan i )  2 continue e t  convexe en u. 

. X e t  U sont deux sous-ensembles convexes conpacts de 

R~ e t  respectivement 

alors  

$a, e t  concave en x 
(Von Neumann) 

Isci. e t  convexe en u 

(Sion) 

Max I l i n  
xcX ueU 

a($,% ê 

5 sur e t  quasi-concive en x 

2 sd e t  quasi-convexe en u 

$(x*u) = 

X x U t e l  

Min 
ueU 

Max 
xeX 

Démns t ra  tion : c f .  C321. 



Définit ion 13 

n 
So i t  Ji : X x U + R, où X e t  U sont des convexes ferrrrés de !? 

e t  (Rm respec t ivemen t , 

1 
$ a l a  propriÉt6 inf  en (2,;) c X x U s i  

- 
3V(u) voisinage fer& de u -1 - : Vu c V(u) f i  U, $(;,il) f Ikx $(x,u) 

3 E C X conpsc t convexe 
xcE 

- - 
Ji a l a  pro?r ié té  sup en ( h u )  C X x U s i  

Ii v(;) voisinage fer& de x) 
: Vx c v(:) n x : JI(;,;) 3 Min $ (x, u) 

u €3' 
'iI F C U conpac t convexe 

n 
So i t  $ : X x U -t Pi, où 3' e t  TJ sont des  convexes f e r d s  d e  R 

e t  !Rn respec t ivenent . 
S i  . $ e s t  continue e t  concave zn x 

et s .C . i . e t  quas i-convexe en u 

. ~ ( x , u )  c x x u : $(X,G) = Inf {$(X,U) : u e u) 

a lors  une condit icn nécessaire e t  su f f i san te  2our que 

(1) (2 , ; )  e s t  un col  pour $ sur  X x U 

(2) $(Z,E) = $(Z,G) 

e s t  <IUC $ sit 15 propr ié te  SUE en (X,;). - 
S i  . $ e s t  S.C.S. e t  quasi-concave en x 

e t  continue e t  ccnvexe en u 

3(;;,G) E: X x u : JI(;,;) = Sup f$(x,G) : x c X I  (BI  

a l o r s  une condition nGcesssire e t  suf f i san te  pour que 

( (1) (g,;) e s t  un col  pour $ sur  IT x U - 

e s t  que $ a i t  l a  proprif tP in£  en (%,Ü) 
R é £  : C34 1. 





O 1 (7) 
8 convexe en u ==> $(x,u) s iiJ)(X,u) + (1-IJ) J) 

A. La démns t rat ion e s t  analogue . 

Soient P e t  9 l es  programes p r i m l  e t  dual c!é£inis au &but 

de ce cha-itre, ( P ) e t  ( P ) l 'enserhle de leurs  solutions 

réal isables .  On suppose que X e t  TJ sont deux convexes fermes 
n de IR e t  3" respectivement. 

S i  $I e s t  continue e t  concave en x 

I I e t  s.c.i e t  quasi-convexe en u - - 
a lors  une con0iticn i ~ ~ ~ ~ ç s i i i r t ?  e t  su££ isante Four nue (x,u) 

s o i t  solution de P e s t  que 

K & c U t e l  que (X,:) s o i t  solution de P e t  de Il , 
s i  e t  seulenent s i  $ a l a  propriété sup en (G,;). 

S i  J) e s t  s.c.s e t  qiiasi-concave en x, 

l I e t  continue e t  convexe en u, 

a lors  une condition nccessaire e t  su£ f isante  pour que (x,Ü) 
s o i t  solution de 0 e s t  que 

& B X t e l  que (X,;) s o i t  solution de P e t  de D , 
s i  e t  seulement s i  9 a la proprii;.tC in£ en (X,;). 



(';,';) e s t  solution de P =* +(X,G) = In£ {J,(X,u) : u c TJ) 

' +(X,U) = +(X,Z) i (1 1 
Théorèue 12-A =>3g c U : 

(2,s) e s t  un c o l  pour sur  XxV (2) 
- - 

s i  e t  seulement s i  + a l a  propriete suy, en (x,u). 

-> (X,:) e s t  solution de P e t  de P , - 

La démonstration, analogue à c e l l e  de A, u t i l i s e  l a  p a r t i e  B 

du th6orème 12. 

Il e s t  des cas p a r t i c u l i e r s  où on peut montrer que J, 

veri f  i e  s o i t  l a  pronr ié t f  sup, s o i t  l a  propriEt6 in£. 

On suppose + convexe en u, concave en x, e t  continue. 

(X,:) e s t  solut ion de P , 
. +(G,u) e s t  s t r ic tement  convexe dans un voisinage de 

( 1  a lo r s  (;,a e s t  so lu t ion  de 3 . 
B. S i  . (#,;) e s t  so lu t ion  de 0 , Tl 

l l . J,(x,J) e s t  s t r ic tement  concave dans un voisinalr,e de 

II a lo r s  (X,G) e s t  so lu t ion  de P 



La fonction $(x,u) a l a  ~ r o p r i é t é  inf en (G,Ü). 
- 

Soit E > 0, e t  s o i t  A = tx E X  : $(x,u) 3 JI(:,;) - 

. A e s t  convexe e t  feruC. ------- 

. Supposons que A ne s o i t  pas borné. - 
Vui > O, %i : I I x  i 11.1 e t  x + ui xi A .  

A convexe -> Vp t 10 w 1, X + px  c A . 
' i  i 

- 
S i  ai tend vers l ' i n f in i ,  O = x i  : llxill = 1, x + w x C A  1 i i 

e s t  un ensemble in f in i  contenu dans l e  compact S = {x : 11x1 1 = 11, 

il contient donc un point d'accunulation, s o i t  fi. 

- 
Alors Vp 2 O, x + p*k r A ,  x* étant  un point d'accumulation 

de ? e t  $ é tant  continue. 

( x , )  é tan t  strictement concave au voisinage de ; : 

v; > O, $CG + px*,ül < $(XI-,). 

- 
Appelons 6 l a  différence $(X,E) - $(x + Px;~,;), alors 

a > o .  

- - - - - 
Soit  p > F ,  a lo r s  x + = (X + p P )  + (1 - E) X. Alors - P - P 

P $(X + Px*,;) 2 $(X + PX*,;) + (1 - -) $(Z, U), puisque ~i 
P P 

e s t  concave en x.ûn en déduit que 



p pouvant ê t r e  cho i s i  arbitrairement grand. 

e t  # + px* # A , contrairement 2 l'hypothèse f a i t e .  

Par c o n s ~ ~ u e n t ,  A est borné, ---- 
Soit  v(;) un voisinage de G t e l  que 

8 
v(Ü) nu = I U  E u : ~ + ( x , u )  - J ~ ( x , Z ) ~  6 -1, 2 VH c A ,  

Ua tel voisinage exis te ,  car JI est continue, et  donc 

un i fodmen t  continue sur A x (B f\ U) ,  où S e s t  un c o q a c t  

quelconque con tenant 

$(x,u) é t an t  continue 

8 
2 $CA; + (1-A) x4, ;1 + 

2 $TA; + (1-A) x*, d 

- 
3A$(x,u) + (1-A) $(X*,U) 

donc 
2 $(x*,u), VX*CX, xi( p! A a 

( X E  A )  

($  concave en x) 

- >lax $(x,u) = sup $(x,u), VU E v(;) n U, 1 = A  X ~ X  $ continue en x 



(X,Ü) étant solution de  '9 : 

($,;) est  solution de P e t  de 3. 
. @ E X :  

O - $(G9G) = $(x~u) a 

&(x,Ü) Etant a tric tenent concave au voisinage cie X, 

La démns tra t ion es t ana 10 yue , 



1 III P Z .  DUALITE EN PROGRAFMATIO(iN YATllEIVLTI?UE ( 

Soient 

Posons +(X,U) = $(x) + ua(x) e t  TJ {u E (!Rn)* : u 2 O} .  

Soit i(x) a Inf C$(x,u) : u F U) 

+(x) s i  a(x) >, O 

P In£ {~+(x) + ua(x) : u 3 O )  = 

- 03 sinon 

P s 'gcr i t  alors 

Renarques : . S i  {x c C : a(x) 2 0 )  = a, 
d ' aprés l e s  conventions antkr ieures , 
l e  sup vaudra - 03. 

l NOCE retrouvons Tour P le  programme 

étudié au chapitre I I .  

Le dual 0 d e  P s ' écr i t  

D : Inf Sup I$(x) + ua(x)). 
u20 xsc 

En programtion rithématique, l e s  

solutions acceptables correspondent 

à des in£ ou sup f inis ,  atteints  à 

distance f in i e .  On renplacera par la  

sui te  inf par min et su* par rnax. 



. Caap-r t i c u l  ier : 

S i  (1) a e t  $ son t  d i f f e r e n t i a b l e s  su r  C 

(2) C e s t  -se-uo-couvexe 

(3) 4(x) + ua(x) e s t  pseudo-concave sur C,  Bu 2 O 

a l o r s ,  d 'après le  théorème 4 : 

s (u )  = s q  iqJ(x,u) : x G c l  
da +(x) + ua(x) s i  e t  seulement s i 2  (3 + u d; (x) F ~ [ D ~ ( X ) I  

dx 

P (x) désignant  l e  pseudo-cône tangent B C en x. 
C 

D s ' é c r i t  a l o r s  : 

ou encore, en supposant l ' i n £  f i n i  e t  a t t e i n t  à dis tance  f i n i e  : 

n Remarque : n -- -. s i  c = R CU R+ , 
on retrouve l e  problèm dual d c f i n i  

antérieurement dans 1161 ou 13Ql 

1 par  exemple. 

L;Jous ferons par la  s u i t e  l 'hypothèse que C e s t  convexe e t  fermé. 

Nous pouvons apnlinuer aux problèmes P e t  D l e s  théorèmes 1 3  

et 14.  



1 S i  ( e t  3 s e n t  continues e t  concaves, 

1 une condit ion nécessaire e t  s u f f i s a n t e  pour que s o i t  so lu t ion  
l 

d e  P est eue 
(1) (X,G) e s t  so lu t ion  de D 

3 ü 3 0 :  

(2) Ga(;) = O 

s i  e t  seulement a i  ç(x)+ua (x) a l a  p ropr ié tc  sup en (;,II*), 

où u* est non négat i f  e t  v é r i f i e  

S i  (I e t  a s o n t  semi-continues infér ieurenent  e t  quasi-concaves, 

une condit ion nfcessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour nue (2,;) s o i t  

so lu t ion  de D e s t  que 

{ 
O 

(1) x est so lu t ion  d e  P 

3 X C C :  (2 )  (g,;) est so lu t ion  de D - 
(3 )  ua(X) = L(X) = O. 

s i  e t  seulement s i  +(x) + ua(x) a la propriEté i n f  en (z , ; ) .  - 

11 s u f f i t  d'appliquer l e  th6orème 13. 

S o i t  P : llax Cc$(x) : a(x) 2 0) 



s o i t  encore 

rfax - x 2 
P :  -(x1)2 2 0 

xs 3 O 

2 = [:] e s  solution de  P 

Ecrivons l e  dual D de  R : 

S i  x fa i t  partie d'une solution (;,II) de D, 

1 ? zvec u = Cu u-1 2 O, 

O = &lx {S2(u 2 

si R 2 

2 1 = llax { t2(u  - 1 car u 3 0. 
S*" IR 



C2 é t a n t  de sip;ne quelconque, il faut  crue u 2 - 1 - 0 .  

S i  ( u  e s t  solution de D, on a donc u2 = 1. 

Prenons pour voisinage v(;) l a  boule ?~(O,E),  avec E > 0, 
1 e t  pour c o w a c t  ï? l'ensemble {ufc : u* = Os u * ~  = 11. 

Alors $(x,u) = @(x) + ua(x) a l a  propriét6 sur  en (:,II*) : 

En effet 

Max Mn {@(x) + ua(x)l = Max 1- x2 + ox(-xl)' + 1 x %] 
x c B(0, E) U=U* x r B(0,s) 

= O* 

Exemple 2. ---- --- 
S o i t  T : Piax (@(x) : a ( ~ )  3 O) 

s o i t  encore 

x = [ 0 ] est solution de P. 



Ecrivons l e  clual D de P : 

Min {+(x) + ua(x) : u 3 0, 4(x) + ua(x) = Max 4(5) + ua(E)} 

ScB 
2 

1 3 - X2 - U (x112 + u- *2 

u 2 0  
1 2 x - x - u + u x  = ?hx €5 - E2 1 7 2 

1 2 2 - u (E1)-*u E21 2 

Pour que fasse  p a r t i e  d'une solution (z,u) de D, il faudrai t  que 

1 2 2  O = Max {Cl - E2 - u (El) + U E2} 
CI 

2 1 
= Iiax {El + E ~ ( U  - 1 )  c a r  u h. 

cl 

C e  max e s t  non nul, puisque, 5 pouvant tendre vers  +=, l e  m x  1 
vaut + 

Vérifions a l o r s  clu' il n 'exis te  n i  voisinage fer& de n i  

c o q a c t  convexe ? t e l s  que 

En e f f e t ,  xl e t  x2 pouvant var ie r  indépendsument l 'un de l ' au t re  

dans v(;) avec des s i p e s  quelconques, il faudra i t  avoir  sinul- 

c a r  v(;) est un voisinage c?e &O. 

x e  V(x) uoF 



La seconde re la t ion  n'est  vérif i6e oue s i  u2 = 1. 

Dans l a  première : 

2 1 
et Max - [xl - u(xl) 1 =z > O. 

xcV(x) 

Le théorène s t r i c t  de dual i té  ne peut s'applinuer que dans 

sa par t ie  3, mais nous pouvons u t i l i s e r  l e s  rcsu l ta t s  du 

chapitre II et  obtenir une forme par t icu l i s re  du thGor3,xe 

15-A : 

- Si . 4 e t  a sont concaves e t  différentiables en #, - . x e s t  solution d e  P, - . C e s t  pseudo-convexe en x, 

X v é r i f i e  18hypoth@se W sur C Cl {x : a(x) 2 QI, 
a lors  ( 2 , Ü )  e s t  solution de D 

S i  , 4 e t  s sont concaves, . (#,Ü) e s t  solution d e  Ds 

. @(x) + Üa(x) e s t  s t r i c  tenent concave dans un voisinage 

d e  

a lors  ( ; e s t  solution de P 

\ Z(G) = O 



A,  plutôt que de  mntrer que $(x) + ua(x) vér i f ie  alors la 

propriétC sup en un certain point (x,u*), il e s t  plus 

rapide d'uti l iser l e s  résultats du théorème 8 : 

(&Ü) est solution réalisable de D, d'après l e  théor-m 4 6 ,  

e t  V(x,u) € (Dl : +(XI + ua(x) 3 +(X) + ua(G) 

puisque u 2 0 e t  a(;) 3 O, 

e t  + LI;I(X) 2 + L ( X )  

puisque L(X) = O, 

Donc (X,;) e s t  solution de D.  

C'est une application directe du théorème 14-9. 
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