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INTRODUCTION

~ A

Ce travail est une contribution 3 1'&tude des conditions d'optimalité

et de la dualité en Prograrmation mathématicue,

Les conditions d'optimalité obtenues par Kuhn et Tucker [21] adaptaient
aux conditions d'inégalités la théorie des multiplicateurs de Lagrange, valable
pour des liaisons, c'est=-3-dire pour des conditions d'égalités, Elles &taient
nécessaires ou suffisantes, suivant les hypcthé&ses faites sur la fonction 3
maximiser et sur les contraintes, Ces hypothdses furent ensuite affaiblies
par Arrow, Enthoven, Hurwicz et Uzawa ([3] et [4]), qui énoncaient Zgalement
un certain norbre de critdres entrainant la vérification de ces hynoth3ses,

Plus récemment, Abadie ([1] et [2]) introduisit la notion de contingent vectoriel
ou cdne tangent, ce qui lui permit d'envisaser des ensembles discrets de solutions
réalisables,

-

Je considére dans cette thése des programmes 2 contraintes "mixtes",
dans lesquels les solutions réalisables doivent appartenir 3 un certain sous-
enserble C de R et vérifier en outre un systéme d'indralités, Les conditions
d'optimalité relatives 2 ces problémes oénéralisent les conditions de Kuhn et
Tucker; elles sont nécessaires sous une hvpothé&se plus faible cue la rZunion
des hypothéses de Kuhn et Tucker [21], Arrow, Hurwicz et Uzawa [4] et Abadie
[1], et suffisantes sous une hypoth&se plus faible que celle de Arrow et

Enthoven [3]1,

J'étudie ensuite la dualitZ en reprenant les résultats de STOED [341,
VANGASARIAN et PONSTEIN [24] et en les adaptant au cas de fonctions quasi-
concaves lorsque cela est nossible, avec application aux programmes sous

contraintes mixtes,
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CHAPITRE I

NOTATIONS et DEFINITIONS

Nous introduirons dans ce chapitre les notations et
définitions qui seront utilisées dans la suite de 1l'exposé
et rappellerons ou démontrerons certaines propriétés

€lémentaires,



I §1, WOTATIONS

- J étant un cnsemble d'indices, IJ] représente le cardinal de J,

T = ; ; n
- Soit B” 1'espace euclidien A n dimensions. B~ est donc muni :

1) du produit int@rieur ou produit scalaire :

n -
Vx s R <x,v> représente leur produit scalaire,
sy s Y P P

2) de la norme associée 3 ce produit scalaire :

Vx ¢ m?, | ||| représentz sa norme, avec [Ix[|2 = <X,X>,

3) de 1la tecnologie définie par la norme.
On notera Bs(g) = {xe ®R" : ||x=x|| < € } 1a boule fermde
de centre X et de rayon €.
Si A est un sous—-ensemble de “n’ on notera A 1'adhérence de
A et E son intérieur. Alors Fr(A) = = 5 est la frontiére

de A,

. s n
- On identifie tout vecteur x de B 3 la matrice cclonne dont les
€léments sont les composantes de x par rapport 2 la base canonique.
Si cette matrice colenne est indicée par J, avec |J| = n, soit

.

jeJ, x, représente la composante d'indice j de x.

- Soit (®™* = L(@®"™ , ®) le dual de ®™, 0On identifie tout vecteur
u de ®)* 3 la motrice ligne dont les &léments sont les compo-
santes de u par rapport 3 la base duale de 1la base canonique de

i = T ; . m
i € I, u” représente la composante d'indice i de u, Soit ye R,

i cette matrice ligne est indicée nar I, avec 1| = m, soit
£ T s | )

(%]

dont les composantes sont notfes y;, 1 € TA vy, l'applicati?n

linéaire u fait correspondre dans R le scalaire u,y = z ulyi,
c’est-3-dire le produit de la matrice ligne u par la LEE
matrice colonne y., A toute fenction linéaire u € (R™)* correspond

= o U jal
un vecteur déterminé u de R™ tel que

™ v
Vv e R, usv = <u,v>,
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Les vecteurs de R représentent biunivoquement les fonctions
lingaires définies sur R", On utilisera cette propriété pour
identifier, dans les interprétations géométriques, un sous-
ensemble (X de GRm)* (resp. deme) et le sous—-ensemble
iscmorphe (X de ®" (resp. de (R¥).

- Soit 1 ¢ LGRm,an). Cette apnlication linéaire est représentée
par une matrice L indicée par IxJ, avec |I| = m et |J| = n.
Soit i e I. L, représente la ligne d'indice i de L,

Seoit i ¢ J. 13 représente la colonne ¢'indice j de L,

Li est alors 1'élément situé 3 1'intersection de cette ligne et

de cette colonnz,

- Soient f : X =R -+ IR
avec XN Y # P,

a) Si ,FZCXNY
tels que Vx € Z : |g(x)| <A lf(X)l,
cArelo, sl §

on écrira

g = 0(f).

b) SiVe >0,IZC X\ VY tel que Vx e Z : |g(x)| s e|f(x)|

on Cerira

ue r? > aP,

a2s

- Soit ¢
Soit x € W. On écrira ¢ pour ¢ (%),

Si ¢(x) est indicé par J, avec |J| = p, on fcrira ¢(x) 2 O

pour ¢j(x) 290, Vj ¢ J,



I §2, DEFINITIONS

I §2 - A, CONVEXITE, QUASI-CONVEXITE, PSEUDO-CONVEXITE

Définition la: fonctions quasi-concaves et guasi-convexes

Soit ¢ : R® > m.

i[ ¢ est quasi-concave si Vac R, {ye Rr" & ¢(y) > al} est convexe,

¢ est quasi-convexc si (-¢) est quasi-concave,

Soit ¢ : R™ > pF,

¢ est quasi-concave si chacune des fonctions coordonnées est

quasi- concave,

¢ est guasi-convexe si (=¢) est quasi-ccncave,

Propriété des fonctions quasi-concaves

< n P - n
Si ¢ : ® >N est gquasi-concave, et différentiable en x ¢ R,

alors _
0G0 2 4G = <L (D) 20

Si ¢ est quasi-concave
o(x) 2 0(x) = ¢fox + (1-0) x] 3 ¢(x), V0 < [0,1]
Soit ¥(0) = ¢lox + (1-0) xI

alors ¥(8) 2 ¢(x) = ¥(0)

donc

|5
-~

(o) > D ou encore (x-%) 20
do 0=0 dx
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Définition 1 b : fonctions pseudo-concaves

Soit ¢ : R" » R, différentiable en x ¢ A c R",

¢ est pseudo-concave sur A en x si

.
°

VX€‘A,%}¢;(X—;{)SO —_—

> o(x) - o(x) < 0.

. . n
On dira que & est pseudo—concave si Vx ¢ R, ¢ est pseudo-
n =

concave sur (R en x, REf : [25]

Définition 1 ¢ :

°

ensemble pscudo-convexe en un point

Soient A cR", X € A e P, le pseudo-cdne tangent 3 A en x
(cf, définition 4)

A est psecudo-convexe en X si

VxeA x- X e P&.

A est pseudo-convexe si V x e A, A est pseudo-convexe en X



=

I §2 - B. VECTEURS, CONES ET PSEUDO-CONES TANGENTS, CONES POLAIRES

Définition 2 : COne. COne polyédrigue

Soit F un espace vectoriel sur R,

Q< F est un cOzne si 0en

5" I
N N

Vx ¢ O

} ax e 0,
L VA >0

QC F est un cdne polyddrique si Q est un cOne défini par

1'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés dont

| les hyperplans pgénérateurs passent par 1'origine,

Remarque : Un cdne polyddrique est un cdne convexe,

Définition 3 : Vecteur tangent

; n - - n
Soient ACR , x € A, et £ € R,

£ est un vecteur tangent i A en X si

1) il existe une suite {Ak}kefN de nombres réels positifs

2) il existe une suite {Xk}de de points de A convergeant

-
1

vers x guand k tend vers 1'infini,

S e

. s . I's _- 8 E
| telles que la suite {} (%, x)}kgm converge ver

Raf ¢ [11,
Remargue

Le vecteur nul est toujours vecteur tangent 3 A en §, VA, Yx € Ao

Définition 4 : COne et pseudo-cOne tangents

. n - _ =
Soient ACR , et x € A,

Lc cone tangent i A en x ost 1'ensemble T, des vecteurs tangents
(3 totte=t A o

g A en X,

Le pseudo-cdne tangent 3 A en x est 1l'adhérence P, du plus petit
: ge 5, du plus p

cone convexe contenant T



!
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Remargues

- ~ n
. Le cone tangent est un fermé de R,

Réf ¢ [11,

. Le cOne tangent n'est jamais vide, puisau'il contient au

moins le vecteur nul,

Exemple
;i = (O’Q) € I\.zg
ol
A= {(xy)e R" :t xy =0

1 ¢ e
et x+y = =, n entier positif}

.= {& = (a,B) € r aB = 0}

=
[

2
P, =R,
A + T

Théoneme 1 : Cone ftangent & un ensemble convexe

. n
Si ., A CR est convexe
e X €A
. T, est le cOne tangent 3 A en x

A

J_glors Y e A, x - X € I,.

A convexea _
_ S.—-=> Vx € A, VX €[0,1] : xx + (1-)) x e A,
X €A

Soit {xk}k ¢  une suite quelconque de nombres positifs,

inférieurs 3 1,convergeant vers O quand k tend vers 1'infini,
Soi = x + X = %)
olt x = x + A ( %)

L

lim = %, Soit u, = s Vk, Alors 1lim p ( -X) = x-x
kka k- A k_mkxk

et x-x est bien vecteur tangent 3 A en X si x est &lément de A,

Remarque : Un cnsemble convexe est donc pseudc-convexe en chacun de

ses points, c'est-3-dire pseudo-convexe,



Theongme 2 : Intersection de cones tangents

si . A, BcR"

—
« X & A

P C & A '
alors T, . gC Ty NTg et P pgCP NP

Un vecteur tangent 3 AN L en ¥ est tangent & A et 2 B en ;c,
donc
(o a
Tans© Tl Tps
' ) ¢ P 2 . NP
or PAﬂ PB DTAf‘ Ty, donc AF\ LI TA N B P, ) intersection

de deux cOnes convexes fermés est aussi un cOne convexe fermé,

D'autre part, P est le plus petit cOne fermé convexe contenant

ANB
TA('\ 5° Par conséquent

P PP,

—
PR it "
AMNB A i)

Remargue

La réciproque n'est pas vraie, Il est possible en effet que

m 7 ] - ®
TAﬂ TB & Iy A pe COmme le montre 1'exemple suivant :

A = {(x,y)e(RZ Py £ x}
B={(x,y)€:R2:y20} nNY
x = (0,0) € A B,

Yo =
{ ox'CT, OV AN B

2 0x' € Ty g =

)



Définition 5 : COne polaire ou cdne dual

-~ n
Soit Q@ un cone de R,

Le cOne polaire (négatif) ou cdne dual de @ est 1'ensemble
r(Q) défini par

r@) = {n¢ @M% : n.g <0  VE €0},

Remargues

- Pour tout cone 0O dear, 0€e 0N T,

0,

- On identifiera souvent, 3 un isomorphisme prés, T'(C) et
-
(@) = (vemr™: <w,e> ¢ 0 VE e 0},

Propriétés des cdnes polaires

- ¥Q cdne de R" ;

« TI'(0) est un cone fermé,

. TIr(o)l est 1'adhérence du plus petit cdne convexe

contenant O,

Par conséquent si O est un cOne convexe et fermé

¥Q;, Q, cBnes de B

V. T ) = Y O

-~ n
ot = VQl, Qz cones convexes de R 3

. F(Ql + 02) = r(Ql)(\ r(qz)
. T(@;N Q) =T(Q) + r(,)

8i 0; et (, sont des cones polyédriques,

F(Ql) + F(Qz) est un cone fermé, 0, et 02 sont des

1
~ -
cones fermés, donc

r(o, N Q,) = T(e)) + I (Q,).
R&f : 4 et B1l,



I §2 - C, PROGRAMMES MATHEMATIQUES

Définition 6 : Programme mathématique

: n n
Soient ¢ :  R™ >R et ACIR",

On appelle programme mathématique le probléme suivant

Max {¢(x) : x ¢ A}

c'est-3=dire la recherche du maximur d'une fonction ¢ sur

une partie A de R,

On anpelle contraintes la condition x ¢ A,

On appelle solution réalisable tout x satisfaisant aux

contraintes,

Remargues

. Le probldme Min {¢(x) : % € A} est aussi un prograrme
P prog
mathématique puisqu'il peut s'écrire

Max {=¢(x) : x € A},

. On emploie aussi le mot "contraintes" pour désigner la
k P 2

frontiére de A,

Définition 7 : Maximum local, maximum glcbal

Etant donné le programme Max {¢(x) : x ¢ A} et x €A,

on dit que x maxinise localenent ¢ sur A (ou est un maximum

local pour ¢ sur A) si

e >0 tel que Vye AN 58(?;), 3(x) 2 ¢(y).

on dit que X maximise (slobalement) ¢ sur A (ou est un maximum

(global) pour ¢ sur A) si

Vyed, ¢(x) 2 6(y).



Remargues

o Si X maximise ¢ sur A,

|

est solution cortimale du programme

Max {d(x) = x € A},

. Si X maximise sinultanérent les fonctions ¢j' j eJ, sur A,

on dira que x maximise ¢J sur A,

Theondme 3 : Maximum ALocal et globak

. . .n
Si o AT R est convexe

€A

o M

: A >R est concave

. ¥ maximise localement ¢ sur A

alors x maxinise ¢ sur A,

Surposons qu'il existe x € A, x # x tel que ¢(x) > ¢(§),

X étant un maximum local pour ¢ sur A :
ge >0 : ye ANB (x) = 4(y) s ¢(x)
A &tant convexe, V A € [0,1] : Ax + (1-1) x ¢ A, donc
2r € 10,11 ¢ ax+ (I-A) x€ AN B_(x).
¢ &tant concave, V A € [0,1] : ¢[ax + L-0)%D 2 Ad(x) + (1-2) ¢(x)
done ¢DAx + (1-3) X1 2 Mp(x) + (1-1)) ¢(x)
> 200+ (1-1)) ¢Gx) = (),
ce qui contredit le fait que % maximise $ sur A N BE(E).

Par conséquent il n'existe pas dc x € A, x # x, tel que
q D 5 s q

¢(X) ve ¢’(;§)o
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I §2 - D, PPOGRAMMES SOUS CONTRAINTES MIXTES, PROBLEMES DE COL.

Définition 8 : Programme sous contraintes mixtes

Soient ¢ : R > R, a : > mm, et C B,

On appellera programme sous contraintes mixtes le probléme
suivant :
-+ Max {¢(x) : x e C, a(x) 2 0} .
| On appellera contraintes la condition x ¢ A = & : a(x) 2 0} N C.
Remarque
On suppose a(x) indicé par L, avec ILI = m. L'hypersurface

définie par a(x) = 0 ot 1 € L, est appeléc contrainte d'indice 1.
par g , PP

Définition 9 : contraintes actives

On appelle contraintes actives en x € A les contraintes indicées

par EC L avec
S aE(x) =0

8 aL_E(§) > 0,

On notera L-E = E, $i |E| = k, x appartient I la (n-k)-varidté

définie par a_(x) = 0,

Définition 10 : Hypothéses H(G), H(0) et H.

’ n &
On pose A = &€ ® : a(x) 2 0}, et A = A\ C. On suppose que
a est différentiable en x ¢ A. Soient G un cOne convexe fermé,
PC le pseudo-cOne tangent 3 C en §, PA le pseudo-cOne tangent

ad A en X.



Soit KO = {£¢€ m? s __E « £20}) et soit K =K_N G,
dx g 9

x vérifie 1'hypothése H(G) sur A si S F(KO) + T'(G) est fermé

Lk -,

On sera amené d envisager les cas particuliers suivants ¢

T si x vérifie 1'hypothdse H(G) avec G = Rn, ou encore si K = P

on dira que x vérifie 1'hypothdse H(0) sur A,

Si x vérifie 1'hypothdse H(C) avec G = Py, ou encore si
SF(KO) + F(PC) est fermé

X A p =D
¢ Kolt Bo =2y

on dira que x vérifie 1'hypothése H sur A,

Remargues

« Si on pose K = KO{\ P., il est facile de voir que

KOID RgTD K, lorsque G :>Pc.

. Pour que x vérifie 1'hypothdse 11(0) sur A, il suffit que
. n
KO = PA. En effet F(KO) + T(3) F(AO) + I'(P)
v = ¢
T(%y) + {0} = I'(K)

est un cone fermé,

« Si G est polyédrique, F(KO) + T(G) est un cone fermé.

Réf : Bil.
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Exemgle

2 = = 3
Dans R”, un c8ne convexe fermé G ne peut &tre que polyédrique,

donc on aura toujours F(KO) + T'(G) fermé,

Le gradient correspondant i
1'une des contraintes est
ici nul en x = O, Ky Pps
mais K0§f P, , donc X ne
vérifie pas 1'hypothése

H(@) sur A,

KO{\ ?C = PA’ donc x

vérifie 1'hypothése H sur A,

Si G1 et G2 sont deux cOnes

convexes fermés,
si 6, N (Ky~P,) = @, x vérifie 1'hypothdse H(c,) sur 4,
si szﬂ (4-P,) # #, % ne vérifie pas l'hypothése H(C,) sur A.

Définiticen 11 : Col,

: n
Scit ¢ ¢ X x UZR x R > E,

(x,u) € X x U est un col pour ¢y sur X x U si

V (x,u) € X x Ut 0(x,u) £ ¥(x,u) g ¥(x,u).

Remargues

On emploie parfois le mot "point=-selle™ i la place de "col",

°

. 8i (x,u) est un col pour ¥ sur X x U :

Inf {¥(%,u) : u € U} = Y(x,u) = Sup {Y(x,u) : x € ¥},
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Définition 12 : probléme de col,

On appelle probléme de col la rccherche d'un col pour ¢ sur X x U,

On appelle solution réalisable du probléme de col tout (x,u) £ X x U,
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CHAPITRE II

CONDITIONS D'OPTIMALITE

Nous envisagerons dans ce chapitre des programmes
mathématiques, sous des contraintes &ventuellement mixtes,
de la forme générale Max {¢(x) : x € A}, et les conditions,
nécessaires ou suffisantes, pour que X e A maximise, loca-

lement ou globalement, ¢ sur A,
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II §1. PREMIERE CONDITION D'OPTIMALITE

Théoneme 4 : Premdne condition d'optimalite

Soient A C ar, et x € A,
4 : BY > @, est différentiable en x.

Soit P, le pseudo-clne tangent 3 A en x,.

'ﬂ- A, 5i x maximise ¢ sur A,

do .
alors T € P(‘A)'

f—- Be Si ., ¢ est pseudo-concave sur A en X

. A est pseudc-convexe en X

dé
-d—% € I‘(PA)

alors x maximise ¢ sur A,

A, Soit £ € T, <> C{{Ak}k m,,)\kcm

3 :lim A (% =x)=E
'?{xk kel xlc_, 1];11“ xk—x 5 k> Xk X,

x maximise ¢ sur A

%, < A => ¥V ke I, d)(y ) £ 6(%)

ou §(x) = 40 =L (x - W) +o (lx - %D <

N O =2 (g - D s -olllx - FD . .
11m .A(xlr-x) g-%.i
k
Lin Too(]|,-&] )21 = 1 r—r,-——r,—“"xk';‘”) [
n [-o -x{|{).A 1 = lim [~ = . -x >,<0
koo Xk k i) xk_x Ak Xk
= o] |g]||
= 0 |
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Cette inégalité est vraie pour tout n limite d'une

suite de combinaisons linZaires convexes de vecteurs

tangents,
c'est=3-dire : Vn ¢ P EE + n £ 0, ou encore Ez er(r).
A® dx > dx A
B, 2 er(z,) —
dx A 9% =
= Ix ¢ (x-x) <0, Vxe A
A pseudo-convexe en if N ¢(§);¢é§i$0,
¢ pseudo-concave sur A en X
Remarques
. Dans la suite du chapitre, on envisagera le programme

sous contraintes mixtes suivant : Max {¢(x) : x € C, a(x) 2 0},

oi 4 : R >R, a : R +»R", Cc R,
Soient A = {x e ®" : a(x) 2 0letA=4ANC,

Soit x € A, E sera 1'ensemble des indices des contraintes

actives en X. PA’ PA et PC seront les pseudo-cOnes tangents

respectivement 3 A, & A et 3 C, en x, € est un cOne convexe

fermé,
. 5i a est différentiable en §,
n daE
soient Ky = {Ee R : o b 0l,

1]

R =K,NG, et K =K
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Corollaire : Théornéme 5 :

Si a est différentiable en x,

P cKk
alors N Ac: 0

s D, KREK

A 0

.VxeA,-aE(x)s-aE(§)=

x maximise (-aE) sur A, et, d'anr3s le théor3me 4 :

a, daE
VijeeE: __ldx EP(PA), ou encore 4=, £E20 V Ec PA
» ’5': c

donc LAC LN
B = C 7 T’ 1

PA ARC r) (théoréme 2)

=>P C PN K P
)/ >A A\PCCx( NF CCK
B, K
c'est=-i-dire PAC K CKQ.

Remarque : Corme k DL S I‘A, H(Q) = H,



II §2, SECONDE CONDITION D'OPTIMALITE :
CONDITIONS DE KUHII ET TUCKER GENERALISEES

Pour le programme Max {¢(x) : x ¢ C, a(x) 2 N}, ¢ étant un

cone convexe fermé, ces conditions s'écrivent :

a2 ’/u 20
(1) qu £(3F5* : u-—— T'(G)|ou (2) Hue(ﬁp)* et ver(Gg): ~§§ + u ga
va(x) = va(x) =

Les composantes de u seront appelées "multiplicateurs"

IT §2 - A, CONDITIONS SUFFISANTES

Le theéor2me 6 adapte des résultats de [26 aux programmes sous

contraintes mixtes et aux conditions de Wuhn et Tucker généralisées,

Theondme 6 : Optinum Local

Si . ¢ et a sont deux fois continliment différentiables au

voisinage de x
« 2u voisinage de x, x e A => x - x ¢ 03,

. les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont

vérifiées en x et

v Tt
AE'CE, E' £ ¢ : o g 0, =0
da .
. Vh#0, .h=0
dx

g2
=
]
&)
&

alors x est un maximum local strict pour ¢ sur A,

b

f\'l . . - .
N,B, h représente la matrice-ligne transposée de la matrice-colonne h,
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Supposons que X ne soit pas un maximum local strict :

X €Ay x $#x VKk,
AR zllc;lka‘"'x
$(x) 2 0(x)

On peut supposer de plus en raison de la compacité de la

sphére wmité, que

% =X
lim —}—_-_— = h 9‘ O.
ko ||x x| |

A

Au voisinage de x, X e h=x -xc¢ o)

- Eii EEE -32)
{dx+u;}]°(xk k) =

X.l,"x
G étant un cOne fermé : lim ————————

oo | [ x| |

(op]

T, &= .
donc [ T + u de « h <O

X, & A =S aE(xk) 20
i = a,(x) - 2,(x) 2 0
aE(x) =0

da,
ou, Vi € E : aj(xk) = aj<§) = 3}1 . (o =%) + o] |5 %)

i d?i. (xk—x)
i o I |Xk";(l I

O.

+0(| =, =x| )| o] |3, ~x[ |30
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daJ xk- _ da,
donc lim el s & O(|ka-xi|) = E;l «h 20
oo | [l o5l
a)  Supposons ueE h <9
Supp que 5= . h < ¢
5 (x) =4 (%) T 8 _—
ou encore que lim ——————— = lim s e +0(||xk-x||) <N
oo ||x-x || T |, ~x] |
Alors AN > 0 : k > H=> ¢(xk) - ¢(§) < 0, car X, £x V K,
ce qui est contraire 3 1 hypcth@se., Par conséquent g% . h >0,
b) Supposons que
da,
TEg"c E', E" # 6 : Vi ¢ E", ==L, h > 0,
—d‘a ol dann
Alors ==, h £ =u , —— , h <0
dx dx
ce qui, d'aprés a), est contraire 3 1'hypothdse,
dapq
Par conséquent d; . h =20,
c) I1 faut denc que e . h =0,
: dx

Soit Y(x) = o(x) + wa(x).

7
L. n <o,
dx~

Alors ﬁ "

W oz &, 93y T
Or dx°(xk x) (dx + u dx)'(xk X) £0
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K - I - 17 4 ~ (2
VE - W) = gr . (R + 5 (xR S5 (xR0 (] | x -F] |
: dx” -

il R T
<3 g0 S L g w0 (xR D)
dx
k- o T wem (x-S
lim ______w(x) b (x) < % lim xk X_ .d g) xk - + 0 xk_ 5
koo |57 12 2w || [l | o [mxl| | ln ]
—5-
e, &L n<o
dx

alors IN' > 0 : k 3 H' => v(x,) - P(x) <0
et o(x) < ¥(x) < ¥(x) = o(x)

ce qui est contraire 3 1'hynothése,

I1 n'existe donc pas de telle suite {xk} et X est bien un

maximum local strict sur A,

Lemme

Si « A ou A est convexe
. ¢ et a sont différentiables en x ¢ A
s VX €A, x - X€G
« les conditions de Kuhn et Tucker généralisées scnt

vérifiées en x

f‘¢ L = . 2
e (x - %) £0, Vxc A,

m..lml
I Res

+u g2 )R £ 0 (1)



I
Si A ou A est convexe

X,X € A, V0 £[0,11:(1-0) %+O0xcA
) =>aE[(1-9)§+@x];aE(§
aE(X) =0 ET;.- )
=$?E;-.(x-x);ﬁ
ag différentiable

en X

uE=62 L
B &% i, - &, -
u 20 ~—~>-(-1-;:-.(x-X)s-tu.E.(X-X)SO

(1)

Theoneme 7 : Optivum global

Si . A ou A est convexe
. ¢ et a sont différentiables en xecA
o VX € Ay, x = X €G
. () & est pseudo-concave sur A en E,ou

(& est quasi-concave

(s)i Lo

B 23 pan - - B
. les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont

vérifices en x

L alors x maximise ¢ sur A,

(a) Vx €A, 33.(x—§) < 0 d'aprds le lemme
x = §(x) = $(%) 0

¢ est pseudo-concave sur A en X
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(8) a 240 =sHx, e R™ e .(x -X) =B
Soit x € A,
0 ¢ [o,1]

Soient x(0) = x + G(xo—x)
x(0) = x + O(XG—E)

. [x(0)-x1 = 0, = E| .(x -x) <0, V0 >0,

g5

gi. [x(0)-%(0)] = (1-0). (x %)<0, Voel0,11, a'apras le

1emIIIEe
Done £, [x(0)-71 = $2. [x(0)-%(0)1+ 52, [X(0)-R1<0, veelo, 1],

& étant quasi-concave, ceci implique que o[x(0)] < &(x).

Or lim x(0) = x et lim ¢[x(0)] = ¢(x).
60 6-0

Donc Vx € A, ¢(x) £ (%).



- B, CONDITIONS NECESSAIRES

w 3 -

Si . ¢ et a sont différentiables en x € A
x vérifie 1'hypothése H(C) sur A

X maximise ¢ sur A

alors les conditions de Kuhn et Tucker généralisées sont

vérifiées en x,

. Si X maximise ¢ sur A, d'aprds le théoréme 4=A, 2—?{ € I“(PA)

P ,K_ et G sont des clnes convexes fermés

A*TO

I’(KO) + I'(3) est fermé => I‘(PA) = I‘(KO) + I'(G).
n =

KO(\ G PA

Donc Ta € I’(KO) et B € T(C) tels que -é‘-fé = a+B.,

g, 9 E
.SoitB={b:b=u(—-—LE),u 3 0},
da. da_
E E E E
Vner(s), u (-'—d;).nSOVu 2 0= ——-d-;.n50=> HGKO-

Donc T(B) ¢ K, == T(K.) c I'ir()l
0 0O .
—=T(K.) C B,
~ . = 0
B cOne convexe fermé

T E ‘— daE
X =au 2 = - cm———
.ocel‘((o)—->au 20 o=u [ e

Soit u = [uE uE] avec uE=O

_ _ jb—;{-vu-?}-z€l"(f‘)



Applications

Si x vérifie 1'hypothdse H(C) avec C

résultats classiques suivants :

(1) sic =R" P. =6

c

On obtient

=R, T(C) = T(P,)
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= PC’ on retrouve les

= {0},

les conditions d'ontimalité suivantes :

(2) sic = m+ =

Alors PC > ch

C E&tant convexe, X=x € P

r{G) = I'(r,)

C

= {gc®R™)* : £ g

Max ¢(x)

alx) 29 Ju > O
4o, , da _

(x) dx *a dx G
ua(x) = 0

I-l—

o Ix ¢ C

~

=

Soit € ¢ F(PC)

{xem" : x20}, c>C" = {xel® : x 3 %},

B} et T(T,) ¢ I(Bee) = T = [®Y)*]_.

X =06eC = £, 20 _
) o PR
X =2xeC=>E,x ¢ O

O, E:§ =5 ﬂ}.

On obtient les conditions d'optimalité suivantes :

Max ¢(x)

a(x) =0

0.
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IT §2 - C, ETUDE DES CONDITIONS DE KUHN ET TUCKEPR GENERALISEES

La généralisation par rapport i la théorie de Kuhn et Tucker

porte sur les peints suivants :

(a) Les contraintes sont de deux types : a(x) > 0, et x € C, ot
n . i
C est un sous-ensemble quelconque de R, Ceci est intéressant
lorsque C ne peut Stre dé&fini par un systéme d'inéquations

algébriques (exerple : C = Z),

(b) L'hypothdse H(C), soit : K. MN G et P
YT ’ 0 A

F(KO) + T'(G) est fermé, est plus faible que les hypothises

coincident, et

précédemment éncncées lorsque A = Aet G =C = R", Elle

s'Bcrit alors K. = P,

0 A
S R > Rn, différentiable 3 droite 3 l'crigine2
Soit C(x) = 2x e R | vérifiant y(0) = %, ¢'(+0)=A(x-%), avec A>0 (
et Y(2) € A, Vo elo0,1]

Ces hypothéses Ztaient les suivantes :

la| Hypoth&se de Kuhn et Tucker : Ry = C(x) [21]

IE] dypothése de Arrow, Hurwicz, et Uzawa : K, = {c()},

o {C(x)} est le plus petit cBne convexe contenant C(x). [4]

|Y| Eypoth@se d‘Abadie : Ky = To (1]
L'hypothése analogue dans cet exposé est H(0), elle est lide

aux hypothéses a, B et y par les relations suivantes :

o B 2
Sc: 1(0)

acy



(c)

(d)
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oli la relaticn A C B signifie aue lorsque x vérifie 1'hypothése

A, x vérifie a fortiori 1'hypothdse B,

Lorsque C = R™, si 1'hypoth&se H(0) n'est nas vérifide en X,

on peut dans certains cas trouver un cOne convexe fermé G tel
que x vérifie 1'hypothdse H(r) sur A, Comme X5 PPy 1'hypoth&se
H(G) ne peut Etre virifiée que si G >P,. Si F(PA) + F(KO) est
fermé, le choix G = PA est satisfaisant, mais conduit au méme

résultat que le théoréme 4,

Lorsque PA

isomorphe dans R" 2 F(KO).

P S
= {0}, on peut prendre pour C le cOne F(KO),

Les conditions de Kuhn et Tucker généralisées s'écrivent

u sz 0

du ¢ (fRn)* y E+ u-&E er(2)
dx dx i
va(x) =0

Si K, est différent de P,, et s'il existe plusieurs cOnes

0 A
convexes fermés G satisfaisant 3 1'hypoth3se H(5), le plus
grand de ces cones, correspondant au plus petit des cOnes
r(¢), fournira davantage de précisions sur les multiplica-

teurs,
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- Les exemples suivants illustreront ces propriétés :

2
Exemple_ 1. X = (xl,xz) e R,

Max ¢(x)

0 si x =0 ') >

20
x
-[xz-(a 1-1) sin%—]2 x2 sinon.J g

1 1 A
% 20

L a3(x) = %, 2 0

al(x)

a2(X)

Soit x = (0,0). S/
00
By = {g: |1 0].e20) = {g:glzo,gzao}

01

e — —

c(x) = (N} = ox,

T, = (xloz) \)(OXZ).

Aucune des hypothéses a, B, Yy n'est vérifiée,

P = =
Py (xloxz) KO'
L'hypothdse 11(0) est vérifiée.

u D

3, )T, T’ .pen rr -
du ¢ (R7)* dX+udxel(n&)<———> dx+hdx-—0.

wa(x) = 0,



Lxemple 2. x = (%),%) € R,
Max ¢(x)
3
al(x) =X - X%, 0
az(x) =%, 2 0.

Soit x = (0,0}, 1
>
0 -1
= = {£:8. =0} =
K, {g? 0 1 W20} {E.Ez o} x 0%
c(x) = {C(x)} = TA = ?A = ﬂxl.
Aucune des hypothéses a, 8, v,
H(D) n'est vérifiée,
L’hypoth3se H(G) est vérifiée avec G = R, xR,
_?_C;}__ + u E}-— <0
2 % . T 0% 8x
Gue @) {2+ 02 er(q) =
dx dx — —
¢ 3a
—r—— ] e = {)
_ sxz sz
w(x) = 0,
X
Exemple 3.  x = (x;,x,) € B, 2
N
Max ¢(x) . A
i 2 ///A/:",_.//
al(x) = ‘Xl 20 e //
(x) =x, 20 s "
a2 x) = x2 2 O, - - e /// 5

_ 00
Seit x = (0,0), LN {¢ : {0 1].520} =R xR,

c(x) = {C(X)} = T, = P, X

]
)
L]
Qo
]
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Aucune des hypothdses a, B, vy, H(0) n'est vérifiée,
L'hypothdsce H(G) est vérifiée avec ¢ = P, = {0} xR _= 0%, «

A +

On retrouve le résultat du théoréme 4 : -g—%— £ 0,

2
2
A -
Exemple 4. *
Max &(x)
_ 2
al(x) - =% + 4x1 %, 2 20
2
X = (xl,xz) ez Z
*1
Soit X = (1,1). 9 4
X X b4
1(0 = {g ¢ [2-1].820} = {63251-5220}
X X X
=P = {
T, =B {0}.
Vi X X X
G = F(LO) = {3 £1*+28, = 0,8, < oF.
i
L'hypothése H(G) est vérifiée, avec G = T'(K,).
u =0
: 1y, . J48 da >~ . 5% 3a_| |3¢ 2
Tue®)*: dx+ udx € Tr(c) ~K0 = 2{8}{1 *u alea sz *u GXZJ

va(x) = 0
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II §2 - D, YUYPOTHESE H(G) ET CONDITIONS DE KUHN ET TUCKE

Théoneme 9

St . A est pseudo-convexe en X

« G est un cone convexe fermé contenant P tel que

Pos
F(KO) + I'(G) soit fermé

alors une condition nécessaire et suffisante pour que toutes
les fonctions & différentiables en x € A et atteignant leur
maximum sur A en x vérifient les conditions de Kuhn et Tucker

cénéralisées
est que

x virifie 1'hypothdse H(C) sur A,

LA CONDITIONM EST SUFF|SAMTE

cf, théoridme 8,

LA COHDITION EST NECESSA|IRF

o SoitH=+{he R :h= A(x-x), A20, xcAl},

A est pscudo-convexe en x ==> Vxelﬁ,x-ierPﬁ}\
=> VA20, A(x-X) ¢ B,
est un canqs

= F C P%.

IlCPm.

»
A

H C P{X.

Soit F = {li}, ot {H} est le plus petit cOne convexe contenant }
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« Soitael(F) =—> an €0, V/n € P => an £ 0, Vn e H,

A;Ol

=] )\(x-}-c) € H = oc%(x-}-{-) < Dis
X e Af

Si A =1, Ax € Ax, Vx ¢ A,

La fonction ¢(x) = ax atteint son maximum sur A en x , et

satisfait donc aux conditions de Kuhn et Tucker en x @

uz0
dque @M% : {a + uE €T ()
' _dx ’
ua(x) =0
da
E
e 2R e,
uz”0
ua(x) = =
aE(;’:) = == u =1
- => af £ 0,
a (x) >0
E
£EeG
i & 7 —
. Soit £ € I\g > dap . —dgE
S [g) —_ ———
d}( L] g ? <8 > u dx E 2 O

c'est-3-dire Vo e T(F), af < 0, donc £€TIT(F)] = ¥ puisque

F est un céne convexe ferrmé,

FcP
hcAl

E&eF
D'aprds le théorZme 5, X, DPQ

=> K DP
o A
Par hypothése, G D ?,5

c

A
et x vérifie 1'hypothdse H(C) sur A, puisque par hypoth3se
F(KO) + T(G) est fermé,
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Remarques

. Ce résultat généralise les conclusions de [4 1, en
envisageant un programme sous contraintes mixtes et les
conditions de Kuhn et Tucker ¢énéralisées, Il convient de
remarquer que 1l'hypothdse de convexité du domaine A est

remplacée par une hypothé@se de pseudo-convexité en x,

. L'hypothdse H(G), comme les hypothdses a, B, Yy, ne fait
pas intervenir explicitement la fonction 3 maximiser, Il
se peut qu'un domaine A soit tel que x ne vérifie pas
d'hypothdse H(G), quel que scit G, mais cue cependant
certaines fonctions diffirentiables en % et atteignant
leur maxirum sur A en x satisfassent en X aux conditions
de Kuhn et Tucker pénZralisées, Dans le chapitre III sera
introduite une hypothése appelée "sup', dle 3 Stoer [34],

qui tiendra compte simul tanément de la fonction 3 maximiser

2t du domaine A,
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II §2 - E. CRITERES RELATIFS A L'HYPOTHESE H(G)

Theoneme 10

Si . (1) au voisinage de X, X=X € K = x e C

=

. (2) 3t e Kg tel que, pour tout j € E :
o = ou aj est localement convexe au voisinage de X

B - ou aj(§ + £) atteint son minirmum sur K

dai _
Y - ou 3;*. £ >0

 en EO=0

&

. (3) G est un cOne convexe fermé contenant PA et tel que

Iy KO + T'(G) soit fermé

alors x vérifie 1'hypothése H(G) sur A.

N.B. Si toutes les fonctions aj, j € E, vérifient 2-a ou 2-8, on

prendra

Démonstration 3

(]

- Scient n ¢ Ko, a >0 et 0O 2 dz
= G(n+uE)eK;2
E eR S
g

= w(e)-ing

Soit Y(0) = x + O(n+aif) => §(0) eC

(1)

au vcisinage de 0 = 0,



da
. A
VJGE.[de

da,
n e K8 = 351

£ ek
g

B4
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da,
= | dv(®)
(“’(@))]e=o = = [ 36 |e=0
el
= E-;(-l. (n+ag)
= dx ° n+o dx ° £
da,
(w(o))i]e=oz o 7= T
Si a, est localement convexe au voisinage de X
= |24 on

o >0

et au voisinage de 0 = O,

@20

—— a

()] 2 a, y@©)] = aJ,(SE) =0,

i 3

Si = 0 minimise a,(x + £) sur K
£ NS .

VEeX : a
£ k|

p(e) - x ¢ K?

>

©z20

[x + &1 >

aj(§)

= a; (@)1 3 a, O] = a,(x) = 0.

da, _
Sig}-{d’-.£>0,

al o
Of &

> 0,

da, _
Va>0,uz-;]-.€>0 = { (w(e)]@:o

Donc au voisinage de © = 0,

020 o.

[}

= 2, [p(o)] > a, [y(0)] = aj(;t)
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-~ Dans les trois cas, au woisinage de 6 = 0 ,

\'

030 = a. [p(O] 2a, WO = a,(x) = 0 (4)

D'autre part a_ [y(0)] a_(;c) > 0,
E E

donc au voisinage de © = O,

020 = a_ [Y()] 3 0. (5)

B

A\

(4)

A\
o

=> au veoisinage de 0=0, 020 = aly(0)]
(5) => p(0) € A
A= {xeR™ 3 a(x) 20}

- Y(0) e C
=> w(@) € A,
Y(e) € A
n+ ot = w(@%—x est un vecteur tangent 3 A en X : il suffit
de choisir une suite {@k}kem au voisinage de 0 = 0O, convergeant
vers O : la suite {q)(ek)}kEN de points de A converge vers x, la
. 1 - =
suite { ek [w(@k) X]}kng converge vers n+af, donc

Va>0,n+aE€TA.

limn+af =n €T » puisque T, est fermé,
A A
a0

Donc Kg C TA C PA

= x vérifie 1'hypoth&se H(G) sur A,

(3)
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Applications

% satisfaisant aux hypoth@ses (1) et (3), 1'hvpoth3se (2) sera

vérifiée en particulier
+ Si1 A est pseudo-convexe en X et a un intérieur non vide, et si

da,
VjQE,d—}-{l#O.

a, vérifie alors 1'hypothése 2-vy.
En effet :
A étant pseudc-convexe en §, AcC X + Pk'

D'aprés le théordme 5, PACZ K = ACx + Kg'

¢
==y P CK

D'aprés 1'hypothdse (3), P €

A ayant un intéricur non vide, il en est de méme pour K? aui

k]

a donc méme dimension que 1l'espace entier,
aa,

Si pour j € E, 3§l‘ £

=0 VE eK
?’

il

alcrs & £ =0 VE e R

et donc = 0, ce qui est contraire 3 l'hypothése,

oy e

Donc Vj ¢ E, HE ¢ Kg : > 0,

™ X

et VkeBy k #3§ ¢

%
(@)
.

Al o [o¥ B oW
EEEY

oy
[N I e R
2.5
L

fiaal]

=

Soit alors E = Z > 0,
[




.

Si chacune des contraintes actives est

soit

scit

soit

scoit

linéaire

elle vérifie alors 1l'hypothése 2-a

convexe

elle vérifie alors 1'hypothdse 2-a

pseudo-convexe sur K? en x

H

da,
quasi-convexe avec-EEl-# 0

dans ces deux cas, elle vérifie alors 1'hypothése 2-8,

En effet : Supposons qu'ildagisse de la contrainte d'indice j,
d'aprds le théordme 7, les conditions de Kuhn et Tucker sont
alors suffisantes pour que EO = 0 maximise = aj(§ + &) pour

S Kg' Ces conditions s'écrivant

da_(x)
R
IEI dx
du ¢ (R'7')*™ ¢
da, da
——-l-}-uE—-E:O.
dx x
- S 1sik=j
sont vérifiées si 1'on prend u =
2 3 sinon

- soit concave, et E1 étant l'ensemble des indices des contraintes

o = o
actives concaves, Ix € x + G : ap (x) > 0,

1



a

et il existe & :

n da
SiG =R et si=—
dx

L
En effet :

- daE _
scit u > 0,d¢ i peal £

E appartient alors 2 K_

(]

i

vérifie alors 1'hypothése 2-v,

El
En effet :
daEl o - o) -
= (X-X)zaE (X)'~aE (x)
a5 1
(e}
2 a_ (%)
By

est de rang égal i |E|,

a, vérifie alors 1'hypothdse 2-y.

a > 0,

n
KDIW G = Kor\ R™,

o B
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CHAPITRE III

DU/

&
(]
=
jes]

Nous envisagerons dans ce chapitre les relations
existant entre deux programmes mathématicues dits
"en dualité", entre leurs solutions et entre leurs

valeurs optimales,
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III §1. PROBLEMES DUALS ET MINIMAX

Dans [34 ] , Stoer, puis dans [24 ], Manpasarian et Ponstein
ont défini deux programmes duals tras c¢énéraux et un probléme de col

associé,

Soit ¢ :R" xR™ »m,

et soient X C:Rn et U C:Efn

1 - Soit P 1le premier proorarme (prograrrme "primal") :

Sup Inf y(x,u),
xeX uel

ou encore, en nosant ( P ) = {(x,u) : y(x,u) = Inf p(x,n)},
nel

Sup {¥(x,u) : (x,u) € (P )},
Soit (%,8) une solution de P : alors
w(%,%) = Sup Inf Y(x,u) = Inf w(%,u).

xeX uel uel

2 - Soit D 1le second nrograrme (programme '"dual") :

Inf Sup y(x,u),
uelJ xeX

ou encore en posant ( D ) = {(x,u) : ¢v(x,u) = Sup yY(y,u)}
yeX

Inf {p(x,u) : (x,u) € (D )},
Soit (x*, u*) une solution de D : alors

p(xF,u*) = Inf Sup ¢P(x,u) = Sup Y(x,u*),
uclU  xeX xeX
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3 - Soit P* le probldme associé (problére "de col") :
42 (x,u) € X x U & V(x,u) € X x U, p(x,u) £ ¢(x,u) < ¢v(x,u),

ou encore Y(x,u) = Sup p(x,u) = Inf P(x,u).
xeX uel

P* pnecut donc s'écrire

17 (%,3) e (P) N (D).

Remar que
Ces probl@me peuvent ne pas avoir de soclution (si 1'inf ou
le sup n'est pas atteint ousi (P ), (D ) ou (P )N (D)

est vide par exermle),

- I1 y a équivalence entre le probl3me de col T* et les deux

problémes Pet D,

Lerme 1,
(;{,G) est solution dec P* (1)
,[\
L
(;:,1:) est solution dea P et de v . (2)
- Soit (x,u) € ( P)?
I = ‘P(X,U) S w(X,G)
_uel = Y(x,u) < Y(x,u)
(x,u)est solutior?
de B = P(x,1) £ V(x,0)
x e X f

et (x,u) est solution de P ,
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- Soit (x,u) € (D))

j:> Y(x,u) 2 d}(?(,u)
x e X o
- = Y(x,u) 2 Y(x,u)
(x,u) est solution
de P* - - -
© = p(x,u) 2 ¥(x,u)
ucl
et (x,u) est solution de 0 .
o (2) = (1) :
(x,u) solution de D == (x,u) € (D)
=> (x,u) € (P) N (D)
(x,u) solution de P => (x,u) € ( P)
et (x,u) est sclution de P¥,
Remarques
i Aucune hypothése de continuité ni de concavitz n'a été
faite sur ¢ .
. Ou adoptera les conventions suivantes ¢

Inf h(x) = + © et Su h(x) = - =
xef xef

sih :RT >R,

Lerme 2.

81 (P) et (D) sont non vides
vik,b) ¢ (P) )

v < v&H 1)
v&,5) ¢ (D) J

Inf {p(xyu) : (z4u) € (D)} 2 Sup {y(x,u) : (x,u) € (P)} (2)




(L)
(P) ¢4 — kb e (P):weu, phb ¢ vkw
()40 => 3&,% e (D) : vx = X, v(x,8) ¢ v(&,h)
% & U)
— (Y < v, < vk,
1
X < %5
et ll)(}]i,%l) s w()z(’%).
(2)
(P) et (D) étant non vides
V&,D e (P) ?
AT R RPRRTC XD
v$,% ¢ (D) J
et donc Sun {Y(x,u) : (x4u) € (P)} < Inf {Y(x,u) : (x,u) € (D)},
Remargue
Si (P) et/ou (D) est vide, d'apr3s les conventions
adoptées
Sup {y(x,u) : (x,u) e 4} = = =
Inf {y(x,u) : (x,u) € B} = + =

et 1la relation (2) est cncere vérifiée,

- La suite du paragraphe reprend 1'étude de Stoer, Mangasarian et
Ponstein, en utilisant toutefois, lorsque cela est possible,
(théorames 12 et 13) des fonctions aquasi-concaves (resp.
quasi-convexes) et s,c,s (resp., s.c.i) au lieu de fonctions
concaves (resp. convexes) et continues, grice 2 une générali-
sation du théordme du Minimax de Kakutani [19] et Von Neumann

due 3 Sion [32],
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Theonewe 11 : Théorndme du Mindmax

Soit ¢ : (%yu) € X x U —— Y(x,u) ¢ R,

Si . X et U sont deux sous=-ensembles convexes corpacts de

n n ¢
R et " respectivement

« U est

S continue et concave en x
(Rakutani)

2 continue et convexe en u,

Scs, et concave en x

(Von Neumann)
zsci.et convexe en u

S scs, et aquasi-concave en x

(Sion)
2 sci. et cuasi-convexe en u
alors
o Max Min ¢(x,u) = Min Max P(x,u).
xeX uelU uel xeX

L H(R,D) € X x U tel que

V(x,u) ¢ X x U s p(x,0) < 9%, < v(k,u).

Déronstration : cf, [32].




Définition 13

. ~ . n
Soit ¢ ¢+ X x U + R, ot X et U sont des convexes fermés de R

m .
et R respectivement,

¥ a la propriété inf en (x,u) ¢ X x U si

A V(u) voisinage fermé de Gz
1 Vu ¢ V(u) N U, y(x,2) € Max y(x,u)

IE C X compact convexe j xek

¢ a la prooriété sup en (E,ﬁ) € X xU si

AV(x) voisinage fermé de ;w

}: ¥x e V(X) N X & 9(x,u) 2 Min y(x,u)
F
4 F C U compact convexe ues

Théondme 12 : Théoréme de Stoen

Soit Yy : X x U >R, ol ¥ et U sont des convexes fermés de R

et R" respectiverent,

F Si « V) est continue et concave en X
et s.c,i, et quasi-convexe en u

. Ix,u) € X x U s yp(x,u) = Inf {p(x,u) : ue U} (a)

alors une conditicn nécessaire et suffisante pour aue

" (1) (g,ﬁ) est un col pour ¥ sur ¥ x U
e U ¢
(2) ¥(x,0) = ¥(x,u)

est que ¢ ait la propriétiZ sup en (§,G).

r Si . J est s.c.5, et quasi-concave en x
et continue et ccnvexe en u

I(x,u) € X xU : p(x,u) = Sw {P(x,u) : x e X} (B)

alors une condition nécessaire et suffisante pour que

o (1) (%,G) est un col pour ¥ sur X x U
dx e X @
(2) ¥(%,u) = y(x,u)

est aue § ait la propriété inf en (x,u) R : [34 1
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LA CWNITION ST MECESSAIRE

Soit (®,u) un col pour ¢ sur X x U, vérifiant (2).

Soient T = {%} et V(U) un voisinage fermi quelconcue de U,

V(x,u) € E » (V(u) N V) eAw.mv = eAM.mv < v(x,u).

P(x,u) € Max P(x,u) , Vu e v(u) (7 U,
xeE

et y a la propriété "inf" en Aw.mv.

LA COMDITION EST SUFFISAMTE

- D'aprds le théoréne 11
1(%,8) € T x (V(u) N V) :

V(x,u) £ B x (V@) N 1), $(F,0) 2 v(F,0) 2 v(x,@) (3)

et eﬁw.w = ¥in Max ¢(x,u) (4)
ue V(uNu xcE

(4) A

~ \

« = GAMM-H—V < eﬁmuwv ,/
Propridté inf en (x,u) . \
(3) , h
= (&0 < WD) = WED=(E,D=(E,B
Gev®NU ( 5
(B) ,d
b= P(%,u) £ v(x,u)
m c X v
(5)
;~ => Vx ¢ X, eﬁx.mv < eﬁm‘mv
@ J
3
;N —s Yu < V(@) N U, 9%, = w&,) < u(&,u) (6)

) |
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- Vui U, ud VR, Tu 10,10 ¢ & = [ + (1-p) W € V(3).

(6) ] .

Po= U(X,0) £ Y(X,u) 7

Levw ) = (&, D @)
(7)

/

Y convexe en u ==> ¢(§,%) < wp(R,u) + (1=p) ¥ (%,E%
- (6))
f= V(x,u) € X x U P(x,0) < 0E = 93 = v&n < wE,w

(7))
A. La déronstration est analogue,

Theoneme 13 : Théoreme qéndral de duafité

Soient P et 7 les prograrmes primal et dual définis au cdébut
de ce chanitre, (P) et (?) 1l'ensemble de leurs solutions

réalisables, On suppcse que ¥ et U sont deux convexes fermés

n mn ;
de B° et R resnectivement,

A, Si ¢ est continue et concave en x
et s,c.,i et quasi-convexe en u

alors une conditicn uccessaive et suffisante nour aue (x,u)

soit solution de P est que

e U tel que (%,0) soit solution de P et de D ,

si et seulement si Y a la propriété sup en (E,G).

B.{| S1 ¢ est s,c,s et cuasi-concave en x,
et continue et convexe en u,

alors une condition niécessaire et suffisante pouwr que (x,u)

scit solution de 0 est que

% ¢ X tel que (%,1) soit solution de P et de D ,

si et seulement si Y a la propridté inf en (;,G).

Raf : [34 1 et [24 1,
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A. (%,u) est solution de P => {(x,u) = Inf {Y(x,u) : uc 7}

= P(x,u) (1)

’

-
(={*)
N’
I

(w(x
U -0 J
Théoréme 12=-A =>Hu < U : 1

(_,%) est un col pour ¢ sur XxU (2)

si et seulcment si y a la propriété sup en (x,u),

(2)
=> (§,%) est solution de P et de P .

Lenme %

B. La déronstration, analogue 3 celle de A, utilise la partie B

du théoréme 12,

Theoneme 14 : Thioneme strnict de dualits

I1 est des cas particuliers ol on peut montrer que Y

virifie soit la pronriété sup, soit la propriité inf,
On suppose Y convexe en u, concave en X, et continue,’

A.|| 81 . (%,u) est solution de P ,

. 0(x,u) est strictcment convexe dans un voisinage de u

alors (X,u) est solution de 0 ,

B.|| 81 . (%X,u) est solution de U ,
. w(x,a) est strictement concave dans un voisinace de X

alors (x,u) est solution de P .

Paf : [24 1]
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bl

B, La fonction y(x,u) a la propriété inf en (g,ﬁ).

Soit € > 0, et soit A = {x € X : w(x,;) 2 w(;,;) - €},

. Supposons que A ne soit pas bormé,

Vwi >0, ﬂxi : lei|!=1 et x + w, X; £ A,
A convexe ==> Vp ¢ 10,0,1, X + pX, € B
: < | ey = . . - s 5
i w; tend vers 1'infini, 0 {x, @ ||xi|| 1, x + mixit.A }
est un ensemble infini contenu dans le compact S = {x : |lx|| =1},

i1 contient donc un point d'accurulation, soit x*,

Alors Vp 2 O, X + px* ¢ A, x* &tant un point d'accumulation

de 0 et Y étant continue,

Y(x,u) étant strictement concave au voisinape de x :
’ |

Vo > 0, vlx + px*,ul < ¥(x,u).

Appelons § la différence w(§,ﬁ) - U(x + Sx*,;), alors

§ > 0,
Soit p > p, alors X + px* =-% (x + px*) + (1 - %0 x. Alors
P(x + px*,u) 2 % P(x + px¥,u) + (1 - %) ¥(x, u), puisque ¥

est concave en x.0n en déduit que
o Ty <P oulE e Ten Ty 4 222 (R D
P(x + px*,u) <= Y(x + px*,u) + — Y(x,u)
e p
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p pouvant étre choisi arbitrairement grand.

Sip>¢ %- 5 P(x + px*,ﬁ) < w(E,G) - €
§
et x + px¥ # A, contrairerent i 1'hypothdse faite.

Par consZauent, A est borné.

Soit V(u) un voisinage de u tel que

V@ NU = {uet: [pxu) - ux0| s5}, xeA,

Un tel voisinage existe, car y est continue, et donc
uniformément continue sur A x (B M U), ol B est un compact

quelconque contenant u,

v(x,u) Etant continue
(% + (1-2) x* ¢ A,
vx* e X, x* ¢ A, Bx ¢1o,1[ :

f\,/‘\_/-

pIAx + (1=-A)x*, ul = y(x,u) - €.

Soit u ¢ V(u) NU :

p(x,v) 2 v(x,0) -% (x c A)
x> vIax + (1-2) ¥*, ul +§
2 pIax + (1-2) x*, ul (Ax + (1=2) x* ¢ A)
2AP(x,u) + (1-2) v(x*,u) (¥ concave en x)

donc

V(x,u) 3 P(x¥,u), Vx¥ X, x* 7[ A

A compact
; = Max y(x,u) = Sup Y(x,u), Vu e v(u) N U.
{ continue en xj x:A xeX



A,

w B

(x,u) étant solution de 7 :

w(E,G) < Sup P(x,u) = Max p(x,u), Vu < V(u) N\ U,
xeX xeA

et Y a la propriété inf en (x,u).

v o = o
(%x,u) est solution de P et de ?.

]
MO
(T
=

] KIJ(;(.G) = \P((;I,E).

p(x,u) ftant strictement concave au voisinage de x,

(o]
X = X,

0.E.D.

La démonstration est analocue,
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III §2, DUALITE EN PROGRAMMATION MATHEMATINUE

- Soient o : R > P

()

o(x) + va(x) et U = {u ¢ GRm)* souo3 0k,

Posons P(x,u)

Soit i(x) = Inf {y(x,u) : u < U}
('¢(x) sia(x) 20
= Inf {¢(x) + uwa(x) : u 3 0}

]

$ - » sinon

P s'acrit alors

P : Sup {¢(x) : a(x) 2 0} ou Sun {¢(x) : x € C, a(x) 2 N},
xeC

Pemarques : . Si {x ¢ C : a(x) 29} =19,
d'apras les conventions antZrieures,

le sup vaudra - «,

» Nous retrouvons nour P le programme

étudié au chapitre II,
- Le dual ? de P s'Zcrit

D : Inf Sup {¢(x) + uva(x)}.
ux0 xeC

Remaraue 3 En programmation mathématique, les
solutions acceptables correspondent
a des inf ou sup finis, atteints &
distance finie., On rerplacera par la

suite inf par min et sup par max.
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. Cas particulier :

Si

alors
s(u)
P, (x)

D s'é

D' :

(1) a et ¢ scnt différentiables sur C
(2) C est pseuao=couvexe
(3) ¢(x) + va(x) est pseudo-concave sur C, Yu 3 0

, d'aprds le théordme 4 :

it

Sup {P(x,u) : x ¢ C}

$(x) + ua(x) si et seulement Sl~%§ (x) + u~— (x)

désignant le pseudo-cone tangent 3 C en x.

crit alors :

Inf {§(0) + wa(®) : $L @ + 0 8 @ e 1)

uzn

ou encore, en supposant 1'inf fini et atteint 3 distance finie :

Hous

Hous

Min ¢(x) + ua(x)

D' : dx (x) + u E— (x) « F[PC(x)]

u 0,

Remarque sic=mr" cu m 5

on retrouve le problenm dual dZfini
antérieurement dans [16] ou [32]

par exerple,

ferons par la suite 1'hvpothé@se que C est convexe et fermd,

pouvons apnliruer aux problémes P et D les théorémes 13

et 14,

[PC(x)]
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Theonsme 15 : Théonreme de dualite en programmation wathématique.

AJT

Si ¢ et a sont continues et concaves,

une condition nécessaire et suffisante pour ~ue X soit solution
de P est que

{ (1) (x,u) est solution de D

1u >0 :

1 (2) uwa(x) =0

si et seulement si (x)+ua(x) a la propriété sup en (x,u%),

ol u* est non négatif et varifie

ura(x) = 0.

B.f| Si ¢ et a sont semi-continues inférieurement et quasi-concaves,
une condition nécessaire et suffisantc pour aue (E,G) soit
solution de D est que

(1) % est solution de P
HRccC (2) (%,G) est solution de D
(3) va(®) = va(x) =0,
si et seulement si ¢(x) + uva(x) a la propriZté inf en (§,a).
I1 suffit d'appliquer le théordme 13,
Incrple 1.
Soit P : Max {¢(x) : a(x) 3z 92}
ou X = ¢ Rz



$(x) = - x,

az(x) = Eors

o>
it

L
]

6]
est s
0

{x: a(x)

s

olution de P,

Ecrivons le dual D de P :

Min {¢(x)

ou {_

+ua(x) ¢ u 29, ¢(x) + va(x) = Max ¢(&) + ua(g)}

9
EeR™

Min - %, - ul(xl)2 + u2 X

u1 > 0

u2 >0

2

- %, - ul(x1)2 + uzx2 = Nax? {- 52 o ul(gl)2 + uZEZ}
E«R”

Si x fait partie d'une solution (§,u) de D,

1 2

avec u = [u” u”
0 =
E{RZ
= Max (g

EZVIR

]l >0,

max (6,(® - 1) - ul(gp?

2(u2 - 1)} car u1 S 0.
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€, &tant de signe quelconque, il faut cue u2 -1=0,

- 2
i (x,u) est solution de D, on a donc u” =1,

Prenons pour voisinage V(x) la boule B(0,e), avec € > 0,
et pour compact F 1'ensemble {u* : wl 0, u"“2 = 1},
Alors Y(x,u) = ¢(x) + va(x) a la propriét? sup en (x,u*) :
VX € V(x) 1N X & g(x,u¥) 3 Min y(x,u),

ucl?

En effet

il

Max  Min  {6(x) + uva(x)) Max = x, + 0x(-x)7 + 1 x x,]
x < B(0,e) u=u¥ x © B(0,g) -

0.

Soit P : Max {¢(x) : a(x) 2 0}

ol x = [ z1<] GSRZ,

2
o(x) = T S
a0 = - (x)”,
az(x) = X,

soit encore

Max xl - XZ
P ~(x, )2 >0

o O

est sclution de P,
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Ecrivens le dual D de P

Min {¢(x) + va(x) : u 2 0, ¢(x) + va(x) = Max ¢(&) + ua(§)}

EQERZ
ou [ Min x, - x -ul(x)2+u2x
o 1 2 1 2
11 > 0
D 3 uZ 50
1 2 2 . 1 2 2
X =%, -u (xl) +u'x, = Max {51 52 u (El) +u 52}
L ER

Pour que x fasse partie d'une solution (x,u) de D, il faudrait que

)2

Q
1l
>

fax {gl - gz = ul(gl i+ uzgz}

2
E;”;\

lax {El + z’,z(u2 - 1)} car u1 - e

g"’z

Ce max est non nul, puisaue, El pouvant tendre vers +», le max

vaut + *®,

Vérifions alors qu'il n'existe ni voisinage fermé de x ni

corpact convexe ¥ tels que

o(x) = 0 = Max Min {xl - ul(xl)2 + x2(u2 - 1)},
xeV(x) "X u:B

En effet, X, et x, pouvant varier indépendamment 1'un de 1'autre
dans V(x) avec des signes auelconques, il faudrait avoir sirul-
tanérent
< 1 2
Max_ Hin [xl - u (Xl) 1 <o
xe V(%) ucl
et car V(x) est un voisinage de x=0,

Max Min [x (u2 - 1)1 <0
/- ™~ 2
xe V(x) usF
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2 - L 2
La seconde relation n'est vérifiée que si u” =1,

Dans la premiére :
2

1 2
£ T - \1=v— ¥
Min Ix, u (Xl‘ ! x, a(xl) , Ol
ucF
1 -
o =Max {u : u < F}
et Max [x, - a(x )2] 5 B 0
e b | 1 4o *
x<V(x)
- Le théordre strict de dualité ne peut s'applicruer que dans

sa partie 3, mais nous pouvons utiliser les résultats du
chapitre II et obtenir une forme particulifre du théorZme
15-A :

Théondme 16

AJT si .

. % est solution de B,

et a sont concaves et différentiables en i,

©-

+ C est pseudo-convexe en E,
. X vérifie 1'hypothdse H sur C Mi{x : a(x) 2 1},
alors g (x,u) est solution de D
du 20 :

2 ua(x) = 0,

B Si . ¢ et 2 sont concaves,
+ (x,u) est solution de D,
. o(x) + va(x) est strictement concave dans un voisinage

de x

alors {‘ x est solution de P

| Bty = n
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Plutdt que de montrer que ¢(x) + ua(x) vérifie alors la
propriété sup en un certain point (x,u¥), il est plus

rapide d'utiliser les résultats du théordme 8 :

(x,u) est solution réalisable de D, d'aprds le théordre 4-B,

et V(x,u) € (D) : ¢(x) + va(x) 2 ¢(x) + ua(x)
z o(x)

puisque u 3 0 et a(x) 3 o,
et o(x) + ua(x) 2 ¢(x) + va(x)

puisque va(x) = 0.

Donc (x,u) est solution de D,

C'est une application directe du théordme 14-B,
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