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I N T R O D U C T I O N  
-....--.... 

Les ?roblèmes concernant l e s  processus de Markov non homo-,ènes 

re t i ennen t  de  p lus  en plus, ces dern iè res  années, l ' a t t e n t i o n  des probabi l i s tes ,  

mis 1' "eryxl ic i té"  semble être par t icul ièrement  é tudiée  come en t6rr.oignect l e s  

travaux de fIajnal (cf 151 e t  C61), Kozniewska, (cf  Cl11 e t  1121), Eui-Tronq-Lieu 

e t  Dorel (cf 121 e t  141), Ios i fescu e t  Theodorescu (cf  171,151,193 e t [ l ~ l ) ,  etc... 

Récennùent, reprenant d ive r ses  notions dqorzod ic i t é  e t  de "K-stationnarité" 

étudi6es par Kozniewska, (cf [Ill e t  [121), dans l e  c a s  de processus de fkrkov 

simples 5 un nombre f i n i  d ' é t a t s  ( e t  4 tenps d i s c r e t s ) ,  Gui-Trong-Lieu e t  Dorel, 
J 

(cf 121 e t  141 ), ont  pénéral isé les r é s u l t a t s  obtenus a u  c a s  où les espaces d ' é t a t s  

son t  des espaces nesurables (9 t , B t ) ,  t e ~r". 

 autre par des p robab i l i s t e s  de l ' éco le  roumaine, Ios i fescu  e t  

Theodorescu, par exenple (cf C71 , 131, 191 e t  1101), o n t  é tudié  l ' e rqod ic i t é  

pour des processus à l i a i sons  complètes ou multiples. 

ll' insp i ran t  de 131, j 'ai cherché A étendre aux processus de Narkov 

d'ordre Ir, k21, les r é s u l t a t s  obtenus dans [21 e t  141 g a u  cours de c e  t r a v a i l ,  

j ' a i  i n t r o d u i t  l a  notion d s  "ergodici t6 d e  puissance h", h e IF?, e t  prouvé que, 

sous c e r t a i n e s  condit ions,  1' e rgod ic i t é  de puissance h,  hdk, en t ra îne  lqerqodi-  

au sens de  Ios i fescu  ; des exemples m n t r e r o n t  q u ' i l  e x i s t e  cependant des 

processus de  Markov d'ordre k, ergodiques de puissance h, avec h < k, e t  non 

ergodiques a u  sens de Iosifescu.  

 un point  de vue prat ique,  j ' a i  cherché 2 appl iauer  l e s  r é s u l t a t s  de  

121 e t  C41 à un processus de Markov d 'ordre k p a r  1 ' interuGdiaire du "processus 

associé" ; dans l e  c a s  usuel d'un nonbre f i n i  d ' é t a t s ,  ce processus associ6 e s t  

un instrument de ca lc i i l  prat ique,  p e r m t t a n t  de t r a i t e r  a i s h e n t  des exenples 

Cette étude c o q r e n d  un chap i t re  zero, où sont  rappelées ~ u e l a u e s  

dé f in i t ions ,  e t  quatre chapi t res  principaux consacrés respectivement à, lqergo-  



dic i té  dans l e  cas non homoqsne, lqzrp,odicité uniforme dans l e  cas non homogène 

l'étude du cas par t icu l ie r  des processus homogènes, e t  c e l l e  du cas par t icul ier  

d'un nombre f i n i  d'états. 

J e  t iens à expriner toute n?a gratitude, 

à Monsieur l e  Professeur BACCUUÇ, Chef du Département de 

Mathénxttiques Appliquées dé l 'universi té  de Li l le ,  qui n'a f a i t  l'honneur 

d'accepter l a  prés idence du Jury, 

à Mademiselle l e  Professeur l:ARQUET, e t  à Konsieur l e  

Professeur POUZET, qui ont bien voulu f a i r e  par t ie  du jury. 

J e  souhaite que ?!onsieur l e  Professeur GUI T"o?rC: LILU trouve i c i  

l'expression de m profonde reconnaissance, pour m'avoir donné 1' idée de ce 

t ravai l  e t  n'avoir pernis par ses  conseils de l e  mener B bien, en ne nénageant 

n i  son tengis, n i  sa peine. 

J e  t iens égalemnt 3 remercier cer tains  de mes cariarades, en 

part icul ier  Ifarc DOREL, pour des discussions oui n'ont é t é  d'une grande 

u t i l i t é  au cours de ce  t ravai l .  

Je r e m r c i e  c fade mis elle Efichèle DRIESSEIJS, qui, par sa rapidi té  

e t  sa gent i l lesse,  a permis la  réa l i sa t ion  natPriel le  de ce t t e  thPse. 



CHAPITRE O 
-mm---- 

D E F I N I T I O N S  E T  ? R E L I M I ~ I A I R E Ç  

Dans ce chapi t re ,  nous nous proposons de rappeler  c e r t a i n e s  dé f in i t ions  

e t  de p réc i se r  les nota t ions  que nous u t i l i s e r o n s  par l a  su i t e .  

Nous adopterons, comme il est courant  de  le f a i r e  actuellement, les 

termes de t r i b u  (a-alqèbre), espace probabilfsable,  espace prebabi l i sé ,  etc.., 

Etant  donné un espace probabi l i sé  (Q, i::$ , P) , 1' in tégra le  p a r  rapport  2 

P d'une var iable  a l é a t o i r e  r é e l l e  X d é f i n i e  su r  ($2, 4 ), se ra  notée 1, X(,) dP(o), 

ou simplenent / X dP ; par  contre, dans le cas  d'une var iable  a l é a t o i r e  r é e l l e  

Y d é f i n i e  su r  un espace probabi l i sable  ( 'y , r), e t  d'une p robab i l i t e  de tran- 

s i t i o n  de ( .  , ) dans ( '4 , 7 )  (dont l a  d é f i n i t i o n  s e r a  rappelée ci-dessous 
d 

en 0.2), nous noterons Y(y) P k d y ) ,  de préférence à $ ~ ( y )  d ~ ( x , y ) ,  pour z 5 
é v i t e r  l a  confusion e n t r e  x e t  y. 

Dans toute  l a  s u i t e ,  nous désignerons par  N l'ensemble des e n t i e r s  ~ o s i t i f s  

ou nuls  e t  par NI' l'ensemble des e n t i e r s  p o s i t i f s  ; Z désignera l'ensemble des 

e n t i e r s  r e l a t i f s .  

--, 
La t r i b u  p rodu i t  de  deux t r i b u s  e t  s e r a  désigrGe, comme dans I lSI ,  2 

Y .  

.2. Jo&n$ 1 .,? , 'If,) et ( 'y , y ) d w w  espac~ nnobab*eisabLa. On anpme 
P% p ~ o b a b U E  de a 7 u t u i 6 b n  'î ou de p a d ~ a g e )  de ( T , 8) dari6 ( 9 , 7 ), 

a p p l k a ; t i o n  P d e  X x 3' d m  C0,11, t&e que : 

1) v e 3-, P(x,.) d o i t  une p o b a b U é  x. 
2) v E e :jJ, P(.,B) b a i 2  une vatt iablc cdEu.to&e ~ 5 e U . e  dé&inLe 

(2' ,,SSI). 



SoCt une sui.& d'edpaceb p a o b u b U a b t e d  (( 3: t, Nlr , ex boa 

k a W wz nombu &ixé. S u p p o m  que, B t e IF, t 2 k, LI. e&& une pmbabi -  

M o u  &onb que Ru donnée de Rn brci;te d' a y n c e ~  p o b a b U a b L c ~  
r - r-' 

(( , -15 t 1) t NJ; 8 de la de ~ o b a b L U t t %  d e  kruzns&n 

(a )  ) 
('t,t+i t e ~n dE6.hi.t un p 4 0 c ~ b u a  de bfanhov dlo*e k, que n o u  dE.b.iqnmn6 

t 3 k  

3. (k)  1 Soit (( 3 s u t ) s  ?t+k-l,t+k @, un processus de Markov d'ordre k. 

Nous a l lons  dé f in i r  , dans les paragraphes suivants, cer ta ines  fonctions l i é e s  

à ce processus. 

0.3, V s e EP, s 3 k ; V t e FPk, t 3 s-k+l ; V h e *, définissons à p a r t i r  d e s  

(k t+h- 1 probabi l i tés  de t rans i t ion  
Pt,t+l, m e  application pksh s s t  de j=s-k+l fi ij 

dans [0,11 par : 

( l g  désignant l a  fonction ind ica t r ice  de l lense&le B). 



s s 
pksh est évide-nt uneprobabi l i t é  de t r a n s i t i o n d e  ( n , @ 
s s t j=s-k+l - j=s-k+l 

t+h-1 t+h-1 
dans ( n Sj, @ J&.),V s , t , h c @ : ,  k d s, s-k+l S t. 

j=t j=t J 

0.4. REMARQUE.- Nous pouvons in te rpré te r  comme s u i t  l e s  r robabi l i tCs de t rans i t ion  

a i n s i  définies : s o i t  (Xt)t Lù̂  une fonction a léa to i re  l?arkovienne d'ordre k 

attachée au processus Ge Plarkov d'ordre k,  (k) 1 (( 't* t Pt+k-i, t+k t e ~b 
c' es t-à-dire v é r i f i a n t  : 

l e s  pksh vé r i f i en t  alors : 
s , t  

0.5.  On v é r i f i e  innédiatement que l e s  probabil i tés de t rans i t ion  pksh sa t i s fon t  
s ,  t 

à l a  re la t ion  suivante : 

l b u s  conviendrons de noter c e t t e  équation : 



2) B t s N*, t 2 k,  F r. t+l une p o b a b ~ é  de Rna~b.Ltbsz de 

A A A CI 

S o i t  P l a  p robab i l i t é  d e  t r a n s i t i o n  de ( Es, g S )  dans ( xt, $,) d é f i n i e  par  : 
S , t  

1, 6 
V s , t e ~ * , k d s < t : V x ~ e  z s £ g V B e  6, t 

On v é r i f i e  aisément que : 
LI A 

V s , t c l @ , k f  s C t ; V x e  S s ;  V B e  Jjt, 

L ' i n t é r ê t  de  l ' in t roduct ion de c e  vrocessus associé  2 un processus d e  

14arkov d'ordre k rés ide  en p a r t i c u l i e r  dans l e  f a i t  que c e r t a i n s  r é s u l t a t s  

d é j à  é t a b l i s  pour l e s  processus de Zlarkov d'ordre 1 pourront s 'é-tendre aux 

processus de Markov d'ordre k 2 1, par l ' in termédia i re  de (0.6.1). 



E R G O D I C I T E  D E S  P R O C E S S U S  

N O N  H O M Q G E I . ? E S  

a------- 

Dans tou te  l a  s u i t e ,  nous supposerons ;ft =S, v t o @ ; nous nous 

l imiterons donc à l ' é tude  du processus de "rkov de l a  forme 

(k 1 h 
( ( 9  Pt+k-l,t+k t e p m  V h e Wt, 3 désignera lqensemble produi t  de h 

ensemôles égaux à S. 

Nous supposerons, e t  cec i  uniquement pour que les r é s u l t a t s  q u i  suivent  
/7 

ne  s o i e n t  pas t r iv iaux,  que la  t r i b u  /\ J3, n ' e s t  pas r é d u i t e  à la t r i b u  
t €.a$: t+h-1 

{8,bI ; sous c e t t e  hypothèse, il évident  que, V h e K*, l a  t r i b u  n 
@ 3, teip'f j = t 

h que nous désignerons par  dh) , n 'es t  ?as rédu i t e  à l a  t r ibu  {fi, X > ; nous 

u t i l i se rons  cons ta-nt l a  nota t ion d h )  au  cours  de c e  chap i t re  sans rappeler 

s a  s ign i f i ca t ion .  

Nous t r a i t e r o n s  successivement 1 'ergodic i té  f a i b l e  e t  1 ' z rgodic i té  

f o r t e  des processus de Markov non homogènes d 'ordre k. Les not ions  d 'ergodici té ,  

f a i b l e  ou f o r t e ,  de puissance h ,  h e lPk, qui se ron t  in t rodui tes ,  son t  d i f fé ren tes  

des notions de "II-ergodicité" étudiées dans C21 e t  141 ; mais de  nombreux r é s u l t a t s  

de 121 e t  C41, o n t  pu être généra l isés  à l ' e rgod ic i t é  de puissance h, f a i b l e  ou 

fo r t e ,  des processus de llarkov d'ordre k ; il est à remarquer que l a  démonstration 

du r é s u l t a t  généra l isé  est souvent t r è s  vois ine  de c e l l e  du r é s u l t a t  i n i t i a l .  Dans 

une troisième p a r t i e ,  nous étendrons aux processus de 14arkov d s  ordre k,  l a  notion 

de "R-stationnarité" d é f i n i e  pour les processus d e  llarkov d'ordre 1 (cf. 123, C41 

e t  C121). 



A *  E R G O D I C I T E  F A I B L E  

1.3. PROPOSITIOPJ .- 

Démonstration.- Supposons l e  processusdeliarkov((S,$), P (k) 1 t+k-1 , t+k ter.@ 

d'ordre k , fa ib lenent  ergodique de puissance h ; il v g r i f i e  donc (1.1.1). 

So i t  hg e N;?, hg S h. 

B e d h q )  , considérons l'ensemble A e d h ) ,  d é f i n i  par  : 

fi - A i  f h P ) A L ~ A o e o X ~  
L.,- 

h-hg f o i s  

Hais d 'après l a  d é f i n i t i o n  0.3, il est évident  que 

(103.1) peut  donc s ' é c r i r e  : 
k 

VselP':, s 2 k  p V x ,  y e  2 ,  

Cette r e l a t i o n ,  v é r i f i é e  W A  c dh'), t r a d u i t  l ' e rgod ic i t é  f a i b l e  de puissance 

hg  0 



1.4. PROPOSITION.- Une con&i;fian nécaadine & au6,jhan;te p w t  uu'un wocwu 

Démonstration.- Lq e r ~ o d i c i t é  f a i b l e  de puissance k du processus d e  Markov 

d 'ordre k s'écrit : 

~ s e ~ , s 3 k ; ~ x , y e $  : V S ~  d k ) ,  

E t  l P e r g o d i c i t é  f a i b l e  de puissance 1 du processus associé s ' é c r i t  : 

En nous repor tan t  à l a  d é f i n i t i o n  0.6, il est évident  que : 

b -  sk e t  0 3 = !pl. 
t e U *  

t 

t ak  
A k,k O n a  d 'autre p a r t  : P = 

S. t t-k+l g il en r é s u l t e  que (1.4.1) e t  (1.4.2) 

sont  équivalentes, c e  qui démontre l a  proposit ion.  

1.5 . PROPOSITION. - Une condi;tion nécuaahe c-t su{dhan.te powr qu'un pwcebaub 
(k ) de MCVLhov d ' ~ ~ e  k, ( (  3 )  Pt+k-l,t+k tel!*, soit &ibhev& cxgodique de 

pdaunce h, où h e N*, ut QU v s e PP, s 2 k, .Lt ~ A t e  une a d t e  de pioba- 
I 

( I l )  l i m  [pksh(x,8) - T ( ~ ) ( B ) I  = O. 
t- s s t  S , t  



Démonstration,- 1 )  Condition suf f i san te  

Supposons qu ' i l  ex i s te ,  V s e @, s 5 k, une s u i t e  de probabil i tSs 

(h 
(.S. t tek@ , t e l l e  que (1.5,l) s o i t  vzr i f iee .  

t2s-k+l 

e t  lia [ P ~ . ~ ( ~ , B )  - n:;)t(~,)] = O 
t- s s t  

e t  l e  processus e s t  fa ib lexent  ergodiciue de puissance h, 

2 )  Condition nécessaire 

Supposons (1.5.2) vé r i f i ée ,  V s e PJ>k, s 2 k ; V x, y e ;fk ; 8 6 ç dh) ; 
s o i t  pik) une p robab i l i t é  s u r  9. Définissons une probabi l i té  a (h l  

j =s -k+ 1 sat t+h-1 t+h-1 
sur  3 $2j, V s  ehI i ,  s s k, e t V  t e  W, t 2 s-k+l, par : V B e  @ aj , 

j = t  j=t 

k h  
= lia [ /  ,7du(*)(y) Ps:t(x,h) - /zkdYF)(Y) v k s h ( y , ~ ) ~  

t- X^ s s t 



Pour s, x, e t  A f ixés ,  l a  fonction $ y h ( x , ~ )  - pksh( . ,A) ,  est bornée par 1 en 
s,t s,t  

valeur  absolue, V t s N*, t 2 s-k+l ; on peut  donc appliquer l e  thEor2m de  
k,h Fatou-Lebesgue (cf 1131 ou CUI),  à l a  s u i t e  (P (x,A) - $::( . ,A))~~~;~ . s , t  

t>,s-k+l 

D'où : l i m  [ p k s h ( x , ~ )  - n ( h ) ( ~ ) l  
t* s*t s * t  

= O, compte tenu de l 'hypothèse. 

V s . e  Wk, s 3 k,  l a  s u i t e  de p robab i l i t é s  (T  ( h l )  
s,t te@ , s a t i s f a i t  donc 2 (I.5.1), 

tas-k+l 
e t  l a  condit ion nécessa i re  est v é r i f i é e .  

COROLLAIRE.- Une c o W n  nécebdaihe et sud@ante p o u  qu'un poceddua  d e  
(k) Mairhov d' mdrte k , ( ( s , at , P ~ + ~ - ] ,  t+k) tCIpk, 40a &t.ibtey!?cn~ eirgodique pb t 

(h l  ) que, v s e w k ,  s 2 k, LE eexiste une double su i t e  d e  pobabdX-@ (T,, t,helF , 

1.6. REPfARQüE.- S o i t  s e Nfc, s 3 k ; e t  s o i t  p(k) une ~ r o b a b i l i t é  quelconque 
k 

(k) 
S 

Considérons l a  p r o b a b i l i t é  z , ~ - ~ + ~ ,  déf h i e  sur @ Jd., par  : 
S 

j=s-k+l ' 
V B ~  @ 52 

j as-k+l "9 

Elle v é r i f i e  : 

s 
Ceci, V B  e 8 3 . 

j =s-k+l j 



Soit  f une variable aléatoire  r ée l l e ,  posit ive ou nulle, déf inie  sur 
S -k 

( k , 13j) ; d'aprss l a  déf ini t ion de 1' intégrale, il exis te  une su i t e  
j=s-k+l 

non décroissante de variables aléatoires  étap,ées positives ou nul les  admettant 

f corne l imite.  Nous pouvons l u i  appliquer l e  théorZrne de Beppo-Levi (cf 1131 

ou 1151). (1.6.1) entraîne alors  : 

1.7. PROPOSITION,- S i  un p t ~ u c e 6 6 ~  de !kv~hov d'o&e k, ((Y, %) , P ~ + ~ - ~ ,  (k) 
t+k 1  te^" 

a;t ~aibSment mgodique de pudoance h, où h e @, on a poun ;tauXe m a m e  de 

Démonstration.- V s a N?:, s g k, considérons l 'application n (k) définie 
s 

k, s-k+l 

sur 13 par : 
j s - 1  j 

k 
où u(k) e s t  une probabili té a-uelconque sur @ a. 

3 

n (k) e s t  une probabili te sur @ ?Aj ; nous pouvons a lors  déf inir  une 
k, s-k+l 

t+h-1 
j=s-k+l 

probabilité r(h) sur 9 par : 
S,t j =t 

En nous reportant à l a  démonstration de l a  proposition 1.5 (condition nécessaire), 

nous voyons que : 



lia [ P ~ ~ ~ ( X , E )  - h ( ~ ) ~  = 0, c'est-à-dire : 
t- s s t  s , t  

(k) (y) P;$(~,E)I = O 1 7 1  l i m  [ p k s h ( x , ~ )  - 1 kd~k,s-k+l 
t* X 

Appliquons (1.6.2) avec f = P ~ * ~ ( . , z )  ; ( 1 7 . 1 )  s ' é c r i t  : 
s , t  

En appliquant  (0.5.1) à l a  dernière  in tégra le ,  il v i e n t  : 

i i m  C P ~ * ~ ( ~ , B )  - l i k  ~t::(z,~)l = 0 s  
t- s , t  it 

ce qui démnt re  l a  proposit ion.  

v 
r v e fi, v 3 r, ex*site une p ~ o b a b i Z - t i !  u:) hm 3 8 , *&-te que : 

j =v-k+ 1 j 

V x e $  ; V B e  Q ( ~ ) ,  

(k) Démonstration.- Il s u f f i t  de prendre comme probab i l i t é  U, . 
a )  S i  v = k,  une p robab i l i t é  quelconque u(k) sur & a4. 

k ,-. 
i 2 

j=l 
b) S i  v > k, une p robab i l i t c  sur @ - -j d é f i n i e  par : 

j SV-k+ 1 



k 
où u(k) est  une p robab i l i t é  quelconque sur @? . 

j =l j 

COROLLAIRE .- Si un p m c e ~ i ~ n  de l'&ai d' mdm k, ((G 3 ) , I ? ( ~ )  1 t t+k-l,t+k tel$: 

e6.t daiheem2n-t uqodigue, &a, V s e B?k, s 3 k ; v v e ?@, v 3 k ; v h e W, 

( i l  ) 
0 ('i, i+l ls isk-1  1 ,  où u,, ut uvze p o b a b i U t E  4m zl, et oc, pom 

i 
i = 1,2.. .k-1 , ~it) i+~ es* une p o b a b W é  de han.htsl.tion de (zi, 3 dj ) W 

=l 
(3, 1, on a : 

(k-l ) - , k ( ( ~ l  a a s  ykWl dyk) P:::((Y~, . . yk), B)] 0. 

Démonstration.- 11 s u f f i t  de remarquer oue l a  fonction u(k) dé f in ie  s u r  

6 2jj par : 
j=l k 
 VA^ @$., 

j =l J 

k - 
e s t  une p robab i l i t f  s u r  @ A ,  e t  d 'appliyuer le proposi t ion 1.7, avec cette 

j =l 1 
probabil  i t é  p a r t i c u l i è r e .  



1.10. ~OPOSITION.- Une c o W n  nEcua&e eX au(d.haM;te. p o w  qu'un .ptocaaub 

@dance h, où h e K*, eh2 que, V s e IF, s 2 k, Ce ex&ite v(s )  o N*, v(s)  3 k, 

Démonstration.- Lacondi t ionnécessa i re  r6su l te  immédiatement de l ap ropos i t i on  

1.8 ; pour démontrer l a  condition suff isante ,  définissons, V s e N*, s B k, une 

(h l )  
t+h-1 . 

s u i t e  de probabi l i tés  (T  
s, t te@ , é t an t  déf inie  sur ~3 par : 

s s t 
j =t 

3 
t)s-k+l 

t+h-1 
a )  S i  t s V(S) , - u:), probabi l i té  quelconque sur  @ aj . 

s s t  
j=t 

(h l )  La Suite v é r i f i e  l a  condition suff isante  d e  l a  proposition 1.5, 

t 2 s-k+l 

e t  l e  processus est faiblement ergodique de puissance h. 

COROUAIRE.- Une coru&bn nécahahe ct hu,jdhaYLte powr qu'un pmceaaus de 

Manbov dto/Ldhe k,  ((X, i3t)s P(') 1 t+k-1 , t+k tePFs 4o.i.t ~aiblwierz;t a g a d i q u e ,  ut 

que, V s e N*, s >c k, V h e N*, il e d $ e  v(s,h) e r@, v(s,h) 3 k, Xe$ qu'il 
v(s,h) 

e d t e  une pitobabdXti? p$ish) AWL @ 53, qiuven*&ie  : 
j=v(s,h)-k+l 1 



La démnstra t ion s e  f a i t  comme c e l l e  de l a  proposition 1.10, en remplaçant v(s) 

par v(s,h) on obt ient ,  V s e tl*, s 3 k, une double s u i t e  de probabi l i tés  

(h))  
(%, t t,hcN;k g il s u f f i t  a lo r s  d'appliquer l e  coro l la i re  de  l a  proposition 1.5. 

1.11. P1IOPOSITION ,- (1) Une covui&ion ~ é c ~ b & e  I-;t au~&ihaYLte pom O U ' ~  pkucQb- 

(k) 1 b ~ 6  de Ihirhov d'oacim k, ((Li , >At), P t+k-l, t+k telit b o a  ~aib&taMk a g o d i y u ~  de 
k d r a m e  h, oil h e IF', e ~ t  pue, v s e IF, s 3 t, v B e dh), h i  pow x e .i , 

(2) De p.tu, c-e fi&e c - o r n e  ut indépendante de s , 
c 'a t -5 -d ine  qut&e es t  de Pa d o m  n(h)(o,n), où o dEA.gne ba a d t e  d 1 ~ e s  

( t i )  ieE' 

Démonstration.- 1) Condition nécessaire e t  ( 2 )  

Supposons l e  processus faiblement ergodique de puissance h, e t  s o i t  u ( ~ )  une 
k .. 

probabi l i té  sur (8 -:[S .  après l a  proposition 1.7, on a : 
j =l 1 

(h ~ s e ~ k , s i k ; ~ x c  . t k : ~ ~ e ~  , 

(1.11.1) l i m  [ ~ ~ * ~ ( x , i r )  - dp(k)(z) pksh(z ,8) 1 = 0. 
t- 8 , t  .*T - - k, t 

§oit o = ( t i )  i e t i ~  une s u i t e  croissante d'indices t e l l e  que l a  s u i t e  

k,h 
('S. t i ( X s B ) L ~  

, converge ffuand iw. Il en ex i s t e  toujours au moins une 

t, 3s-k*l 
I 

puisque, pour s ,  x e t  B f ixés ,  l a  s u i t e  ( P ~ ? ~ ( x , B ) ) ~ ~ ~ , ~ ~  e s t  déf in ie  sur 
S , t  



l ' i n t e rva l l e  corripact [0,1l : on peut donc en ex t r a i r e  une sous-suite conver~ente .  

De (1.11.1), on déduit : 

Ir h 
la s u i t e  (1 kdp(k)(z) * (zsB)) ieMs converge donc a u s s i  quand i-, e t  on a : 

X. k, ti 

Le deuxième membre de c e t t e  éga l i t é  Gtant indépendant de s e t  de x, l a  l im i t e  

e s t  aus s i  indépendante de s e t  x. 

D'OÙ l i m  $': (x,B) = r ( h ) ( o s ~ ) .  
i+= * i  

Ekis, pour s e t  B fixés, (1.11.1) e t  par conséquent (1.11.2), sont  vgr i f iées ,  
3( V x e 2. On a donc aussi ,  B y e .X , l e  r é s u l t a t  suivant : pksh (y,B) converge 

s s  ti 
quand i- vers ( o  ,D) . 

Ceci démontre l a  condition nécessaire e t  l e  (2). 

2)  Condition su£ f isante 

Supposons lahypothèse vér i f iée  e t ,  V s e IF ,  s 2 k, V x, y e 2 , ~  B e dh), 
k,h cnis id6rms l a  s u i t e  (pksh (x ,~ )  - P ( y , ~ ) ) ~ ~ ~  . Cette su i t e  prend ses  

s , t  s , t  
t 2s-k+ 1 

valeurs dans l ' in te rva l le  compact [-1, +11 ; on peut donc en ex t ra i re  au moins 

une sous-suite convergente, s o i t  : 

k,h - (1.11.3) (pksh (x,Z) - P (ysB))jeN, où l e s  t forment une su i t e  croissante d ' i n d l e s .  
S. t j  s , t j  j 

Soi t  a l a  l imi te  de c e t t e  s u i t e  quand j*. 

D e  l a  s u i t e  (pksh ( X , B ) ) ~ = ~ ,  nous pouvons ex t r a i r e  une sous-suite convergente, 
s, tj 

puisqu'elle e s t  déf in ie  sur  l ' i n t e rva l l e  compact [0,1] : s o i t  (? ksh 
s ,  tj )tehi, où l e s  

e 



k 
t fornient une s u i t e  croissante d'indices. fo après l'hypothèse, V y a Ü!5 , l a  
j 1 

s u i t e  (P ksh  (Y SB) )&,,$ converge vers l a  &me l imite.  
s, t. 

' a .  
D*OÙ : i i m  C P ~ * ~  (x,B) - P k,h ( y , n ) ~  = o. 

1- 6, t 
s , t .  

j.t Ja. 
Cette re la t ion ,  e t  l 'existence d' une l imite a pour (1 .Il. 3) entraînent 

a=O . 
Ceci prouve que toute sous-sui t e  convergente e x t r a i t e  de l a  s u i t e  

(pknh(X,n) - P::$(Y,B) , converge vers O ; c e t t e  s u i t e  é t an t  déf inie  sur 
s, t 

tas-k+l 

le  compact 1-1, +Il, il en r é su l t e  : 

i i m  [pksh(x ,~)  - P ~ , ~ ( ~ , B ) I  = O * S , t  S ¶ t  

~ s e ~ * , s I t ; ~ x , y e k ~ ; ~ ~ e d ~ ) .  

Le processus est donc faiblement ergodique de puissance h. 

COEOLLAIRE ,- Une comd&on n&uhaihe rzt bug @ante p o u  qu'un pkoceh4ub de 

(k) 1 !hbov  d' @e k, ( ($ "At) t+k 
4 0i.t guihhmt mgodique at que, 

V s e l W ,  s b k , V h c W k , V B e  d h )  , b i  pom x e zk, et pow wle d&e c 1 ~ 0 . i ~ -  

sante d ' i n d i c ~  (tiIieN, h *a (pksh ( x , B ) ) ~ ~ ~  convage  quand i-, &OU, 
s s t i  

t i3s-k+l 
k h  v y o zk, PG h d e  (psSt (Y.B)) teN canvmge aubbi q d  i-, e.t &Z 

i 
t 3s-k+l i 



B. E R G O D I C I T E  F O R T E  

(1 1 .1 )  l in  P"~'(x,G) = ~ b ; b ) ( ~ ) ,  
~ - W 1  s'L 

où e6.t une pilobabLUtE AWL d h ) .  s 

Démnstration.- Supposons l e  processus fortement ergodique de puissance h ,  e t  

s o i t  h' C h. V A ( ~ ' )  e ), considérons l'ensemble A r dh) d é f i n i  par  : 
A(h) , A(h') x x e a e x --- 

h-h' f o i s  

On a par hypothzse : 

k 
(1.14.1) l i m  P ~ * ~ ( x , A ( ~ ) )  = T ( ~ ) ( A ( ~ ) ) ~  V s e N*, s 2 k,  V x e d . * S s t  s 

Mais nous avons évidemment, d'après l a  d é f i n i t i o n  0.3 : 

V s e PP, s 2 ks considérons l a  p robab i l i t é  n(hv)  dé f in ie  s u r  s dh') par  : 

h-h' f o i s  



(1.14.1) peut a l o r s  s ' é c r i r e  : 

où I T ( ~ ' )  e s t  une probabi l i te  sur , s T'~')  ; c e c i  démontre l 'e rpodici té  f o r t e  de 

puissance h' . 
1.15 . PROPOSITION .- S i  wi p a c a d r i d  de klanhov dlo&e k, (($,;?+), Y ~ + ~ - ~ ,  (k t+k 1 tcN", 

e ~ t  do&& mgodique de puibdance h, où h e ~ 2 ,  an  a : 

i i m  pkeh(x ,~)  = m(h)(n) . 
t-w S*t  

Démonstration.- Supposons (1.12.1) vé r i f i ée  V s e ler, s 3 k. Soient s, u e EF~, 
(hl  (h l  s, u % k ,  s #u.Nous  a l lonsmont re rque  TI = T I  . s U 

Mous pouvons toujours supposer s < u. ~ ' a p r z s  (0.5.1), nous pouvons é c r i r e  : 
1 

pksh = [pksk pksh1 , dès que t 3 i rk+i .  
s s t  s,u-k+l u , t  

Pour u, h, e t  B f ixés ,  l a  fonction $B~(.,B) e s t  wsurable  par rapport à la tr ibu 
u u , t  
@ L%j, e t  bornée uniformément par rapport  à t. 

j =u-k+ 1 

Le théorèuie de Fatou-Lebesgue peut donc s'appliquer ; il v i en t  : 

pksk (x,dy) T I ( ~ ) ( B )  = n(h)(~)s lSr s,u-k+i u u 

Ceci v B e d h ) .  

e s t  donc indépendant de S. 
S 



1.16, PROPOSITION .- Une C O - ~  n é c a 4 u . h ~  &t a u d É i ~ a m  pouh qu'un p1~0~ebb~d  

(k de hbirbov d' oacfm k, 5 3 )  , P ~ + ~ - ~ ,  t+k 1 te#c, b o a  ~ch.t~i~nen;t ~ o d i q u e  de 

puhaancc k, at que ce p l t o c ~ ~ l ~ l l ~  de Llnhhov ahbO&i! b o i t  ~ o ~ m e n t  mgodique 

de pihaance 1. 

Démonstration.- L' e rgod ic i t é  f o r t e  de puissance k pour le processus d ' ordre 

k s ' é c r i t  : 

(1.16.1) l i r n  pksk(x,13) = T:~)(B), 
t-w S , t  

où I T ( ~ )  e s t  une p r o b a b i l i t é  s u r  dk) . s 

~ ' e r ~ o d i c i t é  d e  puissance 1 pour l e  processus a s soc ié  s ' é c r i t  o 

1 1 6 . 2  l i m  P (x,B) = n s ( ~ )  
s , t  

où n est une p r o b a b i l i t é  s u r  n 3 s 
t elPk t *  

t2k 

 après l a  dé£ i n i t i o n  du processus associé  ( O , G ) ,  il e s t  évident  que (1.16.1) 

e t  (1.16.2) son t  équivalentes,  ce qui  démontre l a  proposi t ion.  

1.17, F,EIARQUE,- Mous avons montré que l f @ t u d e  d e  l q e r z o d i c i t é  ( f a i b l e  ou f o r t e )  

de puissance k pour un processus d'ordre k peut  se ramener à l 'é tude de l te rgo-  

d i c i t é  ( f a i b l e  ou f o r t e ) ,  de puissance 1 pour un processus d'ordre 1, q u i  est 

le  processus associé .  

O r ,  l q e r g & i c i t t  ( f a i b l e  ou fo r t e ) ,  de puissance 1 pour un processus d 'ordre 

1, est ce  qu i  es t  appelé "K-ergodicité" ( f a i b l e  ou f o r t e ) ,  ou e rgod ic i t é  au sens 

de Rozniewska, dans C21 e t  C41, pour l e s  processus d 'ordre 1. L'étude de l 'ergo- 

d i c i t é  de puissance k,  pour un processus d 'ordre  k peut donc se ramener à l 'é tude 

de  l a  "K-ergodicité" du processus associé. 

L 'ergodici té  f o r t e  e t  lQergod ic i tC  f a i b l e  sont  évidement  l i é e s  par  les 

r é s u l t a t s  suivants  : 





C ,  K - S T A T I O N N A R I T E  

-------------UII-li-------HHHH 

Nous ne rappellerons par l e s  dé£ ini t ions re la t ives  à l a  "IC-stationnari té" 

d'un processus de Markov d'ordre 1 t e l l e  auqel le  a é t é  étudiée dans 1121, pour l e  

cas où l'ensemble des é t a t s  e s t  f in i ,  e t  reprise dans 121 e t  141, dans l e  cas 

d'un ensemble quelconque d 'é tats .  liais l a  définit ion de l a  "K-stationnarité" d'un 

processus de Bfarkov d'ordre k, sera t e l l e  que dans l e  cas par t icu l ie r  k=l, on 

retrouve l e s  déf ini t ions de 1121 , 121 e t  C41. Nous conservons l e  terme de 

"K-s tat ionnari  té", (ou s tationnari  té au sens de Hozniewska) , pour év i te r  l a  

confusion avec certains auteurs qui a t t r ibuent  un sens tout différent  au mot 

stationnaire.  

Dans c e t t e  troisième partie,  nous introduisons une hypothèse supplé- 
G) .-' b 

nentaire : V t c: IF':, = 25; V h e tP':s nous désignerons par X 3 l a  t r ibu 

produit de h t r ibus égales B 3. Sous c e t t e  hypothèse, l a  t r ibu  L $ ~ )  définie 
h 

au début de ce chapitre devient 69 d3 V h e 

1.19, DEFZMITIOH .- Iln p t 0 C e 6 6 u b  de lkvrkov d'oh& k, ( (  , (k) 
t+k 1 

k ut dLt K-6-nnaihe d ' a  exha2 une p o b a b U E  p(k) ~ L V L  g , &.Ue que : 

est dit K-a6ppitoZiquement d ~ o m  4 ' 2  e e u k t  une p n o b a b U i 2  u(k) 6uh 
k 
@ "3, a e  que : 



1.21. DEFINITION,- Un pnocasus de Yankov d ' o d e  k, , (k) a + 1 es;t diit 

~ - a A ~ ~ ~ ~ q u ~ ~ ~  qw&s*ation-e d ' a  e d t e  une pobab.ü?&é P ( ~ )  bw 
k 

5 ,  2eU.e que : 

11 est évident que, pour k=l, on retrouve l e s  déf in i t ions  données dans 

f121, 121 e t  4 . Etant donnée l a  déf in i t ion  du processus associé,  (0.6), on 

a a lo r s  le r é s u l t a t  suivant dont l a  démonstration e s t  évidente. 

1.22, PROPOSITION.- Une conddion n é c ~ a i h e  eX ~u6@ante pom qu'un .moce&al~a 
de h4mILOv d ' o d e  k b o a  ~~-a&zCbMMaihe (napmCivmenX ~-a6ip1~tolkpment  

bitatiaviMaine, napect2vemen.t a-as~;to&&pment qm.i-b.WZmnahe), at que 
.& p~oca4t.u a a o &  4oi-t K-hWnnaVLe (napec&ivemenk ;c-abmpitofiquemenit 

Le processus de Markov associé é t an t  un processus d'ordre 1, nous pouvons 

l u i  appliquer directement cer ta ins  r é s u l t a t s  donnés dans 121 e t  141, En par t i -  

cu l i e r  ,compte tenu de l a  remrque 1.17 e t  de l a  proposition 1.22, nous pouvons, 

en comparant l a  "K-ergodicii.é" e t  l a  "K-s t a  tionnar i té"  du processus associé, au 

moyen de r é s u l t a t s  de  121 e t  141, trouver l e s  l i ens  ex is tan t  en t r e  l a  K- 

s ta t ionnar i té ,  e t  l ' e rgodici té  de puissance k d'un processus de  Efarkw d'ordre 

k, on obt ient  les 3 r é su l t a t s  suivants : 

1.24. PROPOSITION .- Une condia%on néccmaine e.t ou&{isante pom qu'un I J ~ ~ O C U ~ U A  

de IfMov d'ondrre k bah! fjoh;temevi;t mgocfique de pw44ance k ut qu'il 40i.t 



1.25. PROPOSITION .- Une c o W n  sub(idan& nom qu'un F O C U ~ L L ~  de lAcurkov 

(k) 1 d ' o d e  k, ( ( 2  3)  s t+k t ç p p #  b o a  &oh.tment mnodiquo. de puAshance k , 
ut qulXR aoLt ~c!ib&"i~znt e;-,xique de p:daance k, ct ~-ab~_#nf?;ta*umen;t 

k 
niasi-~-nm.im, pom ufie p l l o b a b u   AU^ -3# uérudiun;~: : 

Pour démontrer c e t t e  de rn ic re  proposit ion,  il s u f f i t  d'appliquer au processus 

associé  l a  proposit ion 111.8 de [41.  l a  mesure s u r  6 .Lh d o i t  a l o r s  v é r i f i e r  

la  condit ion : 
k .  m-1 n n (k) V B e  @ r i ,  l i m  [ S2dii (XI pt-l,m ( X E  - d k x  ( ~ ~ 3 1 1  = 0. 

m+m t=k+l t , m  

c. LI 

Sachant que f- =8, e t  !3 
k k  

t , m  - 't:m-k+i 
, W t e BP':, t z k, V m. s IF, m 2 t, 

il s u f f i t  d e  poser n = m-k+l pour obtenir  (1.25.1). 



E X G 3 D I C I T C  U N I F O R ? 6 E  D E S  P R O C Z S S U S  

Nous a l l o n s  i n t r o d u i r e  dans c e  chavitre une ncuve l l e  forme d'er;odicit6,  

l ' e r g o d i c i t c  uniforme, qu i  a  é t g  é t u d i é e  pa r t i cu l iS remen t  par  I o s i f e s c u  (cf r71, 

ES1 e t  191). Nous énoncerons e t  u t i l i s e r o n s  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  de  Ios i f e scu ,  t o u t  

en  i n t r o d u i s a n t  d e  nouvel les  d é f i n i t i o n s  e t  en démcntrant des r é s u l t a t s  supplé-  

mentaires .  ;bus n 'é tudierons dans t o u t  ce nu i  s u i t  nue les  processus de  :%rkov 

d 'o rd re  k pour l e sque l s  ( 3 ,  3) = (&a), V t e Pk. 
t 

h 
Nous rapyelons que la n o t a t i o n  @%(h e n;.), d r s  iqne la  t r i b u  Frodui t  

de h t r i b u s  é ~ a l e s  > 33, 

II. 1. DEFINITION .- 
k 

h 
V E > O  , 3 n o ( ~ )  &Lqugue~~s e il*, s a k ; Vx, y e S  ; V B e @  3 ,  

II. 2. 9EF mITION .- 

11.3. PROPOSITION .- Si un p~ocehbun de bahhov d'ohclrte k eh.t (ai.b&mQutt e.t 



La démotistration s e  f a i t  comme c e l l e  de l a  proposit ion 1.3, mais au l i e u  

d e  (Ib3.1) ,  on a ,  d'après 1'hypothGse d 'uniformité : 

e t  (1.3.2) devient  : 

k V E > O  ; Zn0(€)  tel  que : V s e W, s 2 k ; V x, y e  jF , 

11.4. PROPOSITION.- Ilne c o ~ o n  n&e6h&e e.t hu&@ante pom qu'un ~ ~ O C ~ A A U A  

de MRhkov d' ondne k, (@,a), P(') 1 t+k-1 , t+k tel.?:' a o d  @LbXm& e.t ~ . n i ~ ~ / u n t h ~ ~  

engodique de ,puAsance h, où h c îî , ut c u l a  Q.x..&&, v s e t?kD s 3 4, wie 

h 
h&e de p o b a b d X t &  

s, t tel@ chacune dC&z-Le swr. @ 3' Ue. que 
tas-k+l 

h 
v E > O, 3 no(€) M que v s e N*, s 3 ic, v x c 3k, v e 3, 

Démons t r a  t ion,. - 1)  Condition nécessaire 

Supposons le  processus faiblement e t  uniformément ergodique de puissance h ; 

il est en p a r t i c u l i e r  faiblement ergodique d e  puissance h, e t  d1apr3s l a  

proposit ion 1.5, il ex i s te ,  V s e N ~ c ,  s 3 k, une s u i t e  ( n  (h l )  
s ,t teN* de rroba- 

h t>,s-k+l 

b i l i t é s  dé f in ies  s u r  2, pour l aque l l e  on a ,  d'après l a  démonstration de 

c e t t e  proposit ion : 

< D dès que n 3 no(€), 

où no(€) est tel que (II .1. i)  s o i t  v é r i f i é e ,  



II. 3 

2 )  Condit ion su f f i san te  

Supposons exis te ,  V s e N*, s 2 k,  une s u i t e  (n (hl) s, t te@ , de p robab i l i t é s  

h tas-k+l 
s u r  @ 3 t e l l e  que : 

lc h 
V E > O, ano(&) te l  que V x e 3 , V i3 e @ 3, 

h 
On a a l o r s  : V s c 1Pk, s 2 k ; v X, y E ;fk ; %' B e @ 3, 

< E dès que n 2 n O (E) .  

11.5. PROPOSITION.- Ilne cond.b%acz néce64u.i~~ &R: iu(6.lhnvtte ~ o w i  qu'un pwcesaus 

(k) 1 de MahLov k, ((S,D , Pt+k-l, t+k te)sk> h o k t  @LbLmev~t QX uni~omiin~ent 

agadique at qu'A? e x h k ~  h e r;*, h 2 k, keR au's aaLt {aibtmenk Q;t unidon- 

fi~ément agadique de puiû~ance h. 

Démnstration.- Laconditionestévidemmentné.cessaire. pour montrer qu 'e l le  

est  su f f i san te ,  nous nous contenterons d e  m n t r e r  qu'un processus de Farkov 

faiblement e t  unif ormgment ergodique de puissance k, e s t  faiblement e t  unif or- 

rément ergodique, La proposi t ion  II .3 complètera l e  r é s u l t a t  annoncé. 

Supposons donc que : 

k  
v x , y e x k  ; ~ ~ e @ 3 ,  v E > O 3 n9(c) t e l  que V s e 11". s 5 k 



nous pouvons é c r i r e ,  en appliquant (0.5 . l )  : 

k 
Considorons l a  mesure de signe quelconque (cf 1131), (x,y :.) d é f i n i e  sur  @ $ 
par : 

s,n 

elle v é r i f i e  dqaPrSs l'hypothèse : 
k 

1 * 5 *  v A e @ 3, I V  ( ~ , ~ G A A )  1 < E pour tou t  n 2 no(s) ,  
5 ,n 

k V n e N*, n 1 n ( E ) ,  considérons une ddcoompsition de 3ahn-Jordan d e  9 par O 
rappor t  3 ri (%Y; .) : {gni @ 1 .  On en dédu i t  une di3compasition 

Stn + - n 
(x,y;*)  = ri (%y;-) - ri (x,y;.). 

San s 9n 
+ - s,n 

avec : k 
ri ( x , ~ ;  z k )  = LI (x.71 3~ puisque u (x,y; $1 = O 
s ,n s,* s,n 

< E pour n z nQ(c) d tapr6s  (11.5.2). 

(11.5.1) peut a l o r s  s ' é c r i r e  : 

- k,h 
I$ris,n(xayidz) 's+n+k-l ,s+n (2 ,BI ,  

d'après l a  d é f i n i t i o n  de l ' in t i rera le  par  rappor t  à une mesure d e  s i m e  

quelconque, 



+ - 
i)n a donc, compte tenu des propr ié tés  de p et  usSn, vues ci-dessus : 

s,n 

< E pour tout  n 3 no(€). 

k h  ksh (x,B) - P ' (y,B)I < E pour n 3 ng(r) ; le processus est donc fa ib le-  1 ~ s , s + n  s , s+n 

ment e r p d  ique . 
11.6. CORC)LLAI?XE.- Urte cond iXon  nEc~ba&e ct &u~@an;te pou't qu'un y.vwcem~~ 

(k) de ?.&hov d'@Jufke k, ((E,?J, Pt+ k-l, t+k ) b o a  ~cUbLemn;t eX u n i ~ o m h e n t  

mgodique at que l e  pocaaub cle bhhov a6a oc& a o d  &ib&nent eA unidottmé- 

ment mqodccjue. de puhaarzce 1. 

En s e  repor tan t  4 la  démns t ra t ion  de l a  proposit ion 1.4, il e s t  évident  

que 19ergod ic i t é  f a i b l e  uniforne de puissance k pour le processus d'ordre k 

est éq,uivalente à l ' e r g o d i c i t é  £aible  uniforme d e  puissance 1 pour l e  processus 

associé  ; il s u f f i t  a l o r s  d'appliquer l a  proposit ion 11.5 pour compléter l a  

denonstrat ion d e  c e  coro l l a i re .  

Nous a l l o n s  maintenant in t roduire ,  sous une forme p lus  compatible avec nos 

notat ions,  des condit ions d 'ergodic i té  f a i b l e  uniforme d é f i n i e s  par Ios i fescu 

(cf 181). 

- 
O 

et 6 e lo , l ï ,  zkb que, poun .tou& p W o n  de ;fk : dk = U A*, où 
k -- 

Li e @ a  i = 1 2 ,  etpou't  *ou* m e  @,m mo, on ait : 

k k*k (x,AZ) > 6 ,  V x e S . b) ou bien P~,, 
O 



II .8. CONDITION (C ' ) .- 
mn 

8ous avons les deux résu l ta ts  suivants, dûs 2 Iosifescu,  e t  pour la démons- 

tration desquels on pourra s e  reporter à C81. 

11.10. PROPOSITIO'~~.- 1) Uvte condi;tion nEca~&e at ~ul(&i~unt~ pow~ qu'un VVLOCUAUA 

(k de j . k k o v  d ' a h e  k, ( ( 8 )  Pt+kl,t+k 1 tebpyr a a a  6 ~ 6 L o m n . t  et uvk~ohmZment 

aga&ique, e a t  q u ' a  ex*bXe teo e FP':, no 2 k, Dl quc k"we des conditiovu 

b o a  bax%&L.te. 
O 

Nous allons maintenant déf inir  e t  étudier l'ergodic i t é  forte uniforne ; 

ici encore, nous donnerons des  conditions dqergodicité forte uniforme intro- 

duites par 10s ifescu. 



II. 11 . DEFINITION .- Un pnocahus de Ahhkov d ' a&e k, ( ($,a, P(~) 1 t+k-1 , t+k teE?:9 

ut cli;t ~otttmeat üvLi&atri;~&cnt qodique de puhaance h, où h e B*, nt.U 
e~t  (o&tmen.t mguciiyu~ de <Usbance h, e.t h i  de p h  lu convmgence de 

$sh (x,n) v a  tlgh) (B) , quand n-, urci&a&rne pvz ~c!qxn t  5 s, x et B. 
ç, s+n 

II 12 DEFINITION ,- Un pocaaun de fihkov dtotrdne Ic, ((x,D, ,(k) ) t+k-1 , t+k teESk '  

u k  CU boh.tw~er?;t uni&oméweviit ~ n g 0 c i i . q ~ ~  4'iL a k  ~ohtmoutt mgodique, e.t a i  
de pû16, lu eonveirgence de pSasm ksh (x,B) I T ( ~ ) ( B ) ,  wnd n*, uL&ame 

S 

piVL &upp&k à s, hg x e.X B. 

~ u ~ n m e n t  d a ,  r E > O, 3 n0(c) que v s, 11 e M*, s 2 k ; v x e $ ; h 
V B e d b J 3 ,  

(k) II .13. PROPOSITION.- S i  wt poceb6u6 de Marrbov d'o&c k ,  ( (s,?~), !?t+k-l, t+b ) tewk, 

~ 6 - t  ~m$mevLt unL@unéM1& mgodijuc cle pLUbaanee h, aù h e IF, Ll u1t doMe- 
une& et up.ci~omément e.qodiquo. do, puhbance h q ,  v h g  e W, hq ,< h. 

L a  démonstration, qui  se f a i t  cornie c e l l e  da la proposi t ion 1.14, avec en 

p lus  l 'hypothèse d'uniformité, e s t  l a i s sée  a u  lec tcur .  

11.14. CONDITION (Fk) .- Un pmcebh~~a do Manhou d t  d m  k, ( (b,B, (k 
t+k 1 m 

O 
- - -  -- 

es t  &$ véhidiU~ &% candction (bi) OB m e N", m 2 k, 6 ' 2  ~ ~ , & t e  no e NSi 
E l 9  O O 

O 

et a E 10,1[, te.& pue, pam tau& vpcv&Lti~n de sk : 
k 

S~ = A ~ U  A ~ ,  O Ù A ~  e @ d  ( i  = 1,2) ,  on ait : 



5 v x e x k  
a )  ou bien P::>= ( X , A ~ )  > 6 

o l ~ m e ~ \ , n m  o 

k,k I t r x . 3 2  
k 

b) ou bien pmSmin (x,As) > 6 
O ~ ~ r n e ~ h , n ~ r n  O 

e t  6 e 10,11 , ZQA que : 

On d h  que Le ~ L O C ~ A U A  ~ELf i i e  l'CL~poRhbe H h i  1 a < + n n eJ 
EJous avons l e s  rgsultats suivants dûs À Iosifescu.  

Pour leur démonstration, on pourra s e  reporter à [$le 

11.17.0ROPOSITION.- S o ~ u n ~ o c o c e U A d e ~ a h b o v d ' o n d n e k ; V m  e e * , m 0 I k ,  
O 

La c o W v i d  ( 1 ~ ) ~  et (Ck)m d o n t  Equivalen*~. 
O O 

I I ,  18. PROPOSITION .- 1 )  Cize c o n u n  n6!cub&e pow (ZU'UM ptocaa~n d g  h k o v  

(k 1 d' mdJLe k9 ( ( 3 )  , Pt+k-l, t+k te@:' aaLt ~ot&v~ent eA uni8ombwt  mgadique ut 

q u ' u  ew+ste mo e N":, mo 2 k, td que l'une d u  comfaorlh (?k), Ou (C ) 60if 

aaa%&ùte, 
O mo 



O 

aoLt T T ( ~ )  .ta Lbrkte de T?.: quand :+O, v s E rrk, s 2 k ; &M : 
ss.. 

ksh (x,B) - ~ ( ~ ' ( 3 )  1 i 1 'm9 m+n inf 
s e 1.P 

(Rappelons que nous notons T ' ~ )  puisque d'après la proposition I.U, la  

de pksh quacri Pm, iie dépend pas de s ) .  limite as 
s,t 

II. 13 . PROPOSITION. - 
-7 

(k) Si un p-~czecdu~  do hbnkov d'ohdte k, ( P ~ + ~ - ~ , ~ + ~  1 tewk, 

ueni* L'hgpvaYta e H ,  unn, c o r d ~ ~ n  nEcaaaAne et au6ihante putt 4u'a 6aLt 

AohAemene Q;t wLda~s~&?erd u ~ g o d i u u e  a$ qu'il uA.te h e h 2 k, ;tee qu'il 
a o d  bo&temw.t ~ ~ ~ ~ v & : i E u u i e n t  wgodique de pihaance h. 

Démonstration .- La condition es 2 évidement nécessaire. Pour montrer qu'elle 

e s t  süffisante, il nous suf2i.t de mcntrer qu'un processus fortement e t  unifor- 

mément ergodique de puiss:ince k, est fortemnt e t  uniformément ergodique, e t  

d'appliquer ensuite la  proposit4sn II,13, 

Supposons donc que : 

(k) 
k 

où a e s t  un- pïobgblliti;_ r u r @  .B. s 



~ ' a p r e s  l a  proposition 1.15, on a : n ('1 = T ' ~ ) ,  v s e N*, s 3 k. ~ o u s  a l lons  
S 

montrer que l a  condition (Ck), e s t  vgr i f iée  pour m = 1: ; on a en e f f e t  : 
O 

O 

k k 
tl m', n" e W, nt', mri 3 k ; V x, y e 2 ; V B B @ 3, 

< 2~ pOm n 3 n ( E ) ,  en na r t i cu i i e r  pour n = no( €1 
O 

La condition (C ) est donc s a t i s f a i t e  pour m -e k, avec tout couple 
O 

1-6 (&,no) tel que 6 e 10,1[ , e t  n = no(T). 
O 

 après l a  proposition II .12, l ' hyp thèse  H é t an t  vér i f iée ,  le  processus 

e s t  fortement e t  uniformément erqodique. 

11.20, COROLLAIRE,- S o u  .t'hqpo;thébe H, une condi;tian nécabaite & ~ u ~ J h a &  

paor qu'un pnocebdu.6 de W b o v  dto&e k ,  ((&a, P ( ~ )  1 t+k-1 , t+k teW b o a  da/c;te- 
me& e;t. wciJotu:&ent u ~ g o d b u e ,  a+t que .te F O C ~ A C L ~  de k h o v  cubocii! A O ~  

d o m n t  cd uvU(omémmt agodirae de puhance 1. 

L a  démonstration s e  f a i t  connrie c e l l e  de l a  ~ r o p o s i t i o n  1.16, l e  m d e  de 

conversence é t an t  de plus uniforme. Il s u f f i t  ensuite d'appliquer l a  proposition 

11.19, 

~ ' e r g o d i c i t E  fo r t e  uniforme, e t  l 'ergodiciti:  f a ib l e  uniforme, son t  l i é e s  

par l e  r é s u l t a t  suivant qui e s t  évident: 



CHAPITRE III 

C A S  P A X T I C U L I E P  D E S  P R C I C E S S U S  D E  

Ilous a l lons  Etudier dans c e  c h a p i t r e  1 'ergodici tE f a i b l e  ou fo r t e ,  

u n i f o r m  ou non uniforme, dans l e  cas  des Frocessus de Z!arkov d 'ordre k,  

homogènes. Les dé£ i n i t i o n s  rencontrées dans les chap i t res  précedents prennent 

dans l e  cas homogGne une forme s impl i f i ée  que nous exprimerons. Les r é s u l t a t s  

d é m n t r é s  jusqu ' ic i  s 'appliquent naturellement au cas  homo~ène, avec une 

simple d i f fé rence  de nota t ions ,  m a i s  nous donnerons dans ce chap i t re  des 

r é s u l  t a  ts propres au cas homoyène, en nar t i c u l i e r  rour 1 ' er?od i c i  t6 uniforme, 

I I .  ?appelons qu'un WLUCUAUA de !kvrhuv A'atrche k, ((3ft,q), P (k) 1 t+k-1 , t+k teN??' 

wt  d L t  howghe 4.L : 

 après l a  d é f i n i t i o n  0,3,  il est  a l o r s  ëvident  que, V s , t , h  e Ipi, s b k, 

t 5 s-k+l, l e s  p robab i l i t é s  de t r a n s i t i o n  pbsh ne dépendent p lus  d e  s e t  de t, 
s,t  k,h 

mais seulement d e  l a  d i f férence  t-sa nous l e s  noterons P , pour t-s b 1-k. 
t-s 

Dans l e  cas homogène, (0.5.1) devient  : 

Mous conviendrons de désigner un processus de liarkov homogène d'ordre k 



Le processus de Yarkov associb  2 un processus de Yarlcov hoxmpène d'ordre 
C I A I  

k e s t  a u s s i  hompène. c ' e s t  l e  processus de Yarkov d 'ordre 1, ( Ss 
d é f i n i  par : 

CI * 
k k k 

1 , = ( , ) (nous rappelons que @l 3 di.sipne l a  t r i b u  

produi t  d e  k t r i b u s  Esales à 3). 

A k k  (0.6.1) devient  a l o r s  : Pn = Pn&+l, V n e N .  

III -2. DEPINITIONS .- ( k) 1)  ün pwceasu6 de I I ~ / z o v  I~otwqéne d'anche k, ((g,B s ~ n  

eb.t ~oha2m~n.t agodique de pbsnncc?  h, aù h e 1s" (/rape.c.livemevLt ~ahkemmt 

curgodique) h i  : 

h 
Lneap&vmch, v x x  ok ; v h ri* ; v c e @  a), oli 

e~ t une nirobabd?.i-t~ 6uh Q J3 . , 

k 11 l i m  [p:sh(x,ii) - Fn9 (y,B)l = 
n* 

k h 
V X ,  y e  9 ; v B ~ @  3, 

Nous a l l o n s  appliquer au cas  p a r t i c u l i e r  des processus de ibrkov homogènes 

d 'ordre k quelques r é s u l t a t s  démontres dans 121 e t  141 pour les processus d 'ordre 

1, e t  f a i s a n t  in te rven i r  une h p o  thèse dile à Doeblin, concernant les processus 

de  llarkov d 'ordre 1, homyZnes (cf  131). 



III .3 

(k) 
( dt;?v 9 Pn neI,@c, V ~ L Q ~ V .  L t h q ~ o ~ 4 a e  (q) b '2 2 d t c  une p~i>abi.t i . t~ m(") 

k 
b~r@a, un cM;tim v e Z, v > 1-k, & u n  E > 9, ;t& que : 

Ceci r e v i e n t  3 d i r e  que l e  processus d e  Phrkov assoc ié  v é r i f i e  l 'hypothèse 

(D) d e  Doeblin (cf E31). Rappelons en e f f e t  nu'un processus de Bhrkov hoxo(l2ne 

d 'o rd r r  1, , YnInelpk e s t  d i t  v e r i f i e r  l 'hypothèse ( R )  s' il e x i s t e  une 

probabil i tc '  0 SIE 3 e t  un e ~ t i e r  v e lPc, tels que : 

Il s u f f i t  d 'anpliquer l a  r e l a t i o n  (9.6.1) e t  d e  f a i r e  un chanvernent de va r i ab le  

sur  v pour ob ten i r  l e  r é s u l t a t  annonec. 

ilous pouvons donc en u t i l i s a n t  l e s  proposi t ions 1.4, 1.17 e t  1.22, Gnancer 

l a  proposi t ion  suivante,  nui  génera l i se  un r é s u l t a t  d e  C41 (Propositions 111.3 

e t  111.10). 

111.4. PROPOSITION .- Si un pocehb~6 de qvIdnhov hn?ogcvle dtotr,&e k véhidie 

tthqo*hiide ( 4 )  : 

Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  l ' e r z o d i c i t é  uniforire dans l e  cas  des 

processus d e  TTarkov homogènes d 'ordre k. 

III .5. DEFINITIOII .- (k) fin pnoce66uA de !lrvrhov honanènc d'ohcke k, ((&a, pn )neA:k, 

e h t  c'a &i6Lol?~ect ct uv~i~onii~hen;t ettqodique de puhaancc h, OC h e 1~~0Lu~w;fi- 
vomcnt, &..&lement cX uni~ot~twérnent e~godique) d i  : e E > O, 3 a ( E )  tel oue : 

h 
~ x , y e  x k ; t r ~ e @  j3 



III .4 

111.6. DEFINITION.- (k) lin ) V ( O C ~ ~ U A  d e  b f ~ h o u  hotxoqhne d'o&e k ,  ((E,3), Pn ln=*, 
ait ~ m h m - t  at luudom&~erYt mgocLique de pLGi64ance h, OP h e Mc ()Lc~P&- 

vement, Q o m n ; t  4;t uni~mrnémnt mqocüque) , 4 ' iL ex-d Xe une p o b a b U  IT (hl 
h 

&un @ 3 (~especZiuement, r ' i l  iedXe, v h e iif, une pobabUi2Z n(h) d u 4  8 a), 
t&e que : 

111.7. PPOPOSITION.- Pouh un ~ t ~ o c ~ ? b b ~ b  de / h k o v  hmgène d ' d e  k, L 1 m g o d M  
  oh& & Q m e  de p d d a n c e  h at . t 1 m q o d i c i t é  b a i b t e  uni(ome de ~XU~AGYLCQ h,  

A on;t équivdevtta, V h e W. 

Démonstration.- Il nous faut  m n t r e r  que, s i  l e  processus de  larkov homogène 

d'ordre k e s t  faiblement e t  uniformément e r~od ique  de puissance h, il e s t  forte-  

m n t  e t  uniformément ergodique de puissance h .  

h 
Pour cela, nous montrerons d'abord que, V x e .Xk e t  V B e @ 3, pksh(x,3) 

n 
converge, uniformément par rapport  2 x e t  B, quand n-, vers  une l imi te  indé- 

h 
pendante de  x , puis,que c e t t e  l imi te  e s t  une probabi l i té  sur @ 3. 

 h hypothèse d 'ergodicité f a i b l e  uniforne de puissance h s ' é c r i t  : V E > 0, 

a n o ( € )  t e l  que : 
h 

~ x ,  y e  z k , v 3 e @ 3 ,  



III .5 

Posons : pn (BI = inf pksh(x ,~)  - x e g k  

 inégalité précédente s ' éc r i t  a lors  : 

O r ,  pour B fixé,  les  su i tes  ( c ( ~ ) ) ~ ~ ~  e t  (Fn(B) )ne?ps sont respec t ivement non - 
croissante e t  non décroissante. En ef fe t ,  soient n  e t  n' e 1@, n > nt .  On a, en 

appliquant (111.1.1) : 

( I I I .  

(111.7.1) entrazne donc que les  su i tes  (X(B)) e t  (Tn(B))nefl, neP1 tenden 
n - 

une même l imi te  quand n-, V B e  @ 3. Soit nOL)(13) c e t t e  l imite ; 

- 
e l l e  v é r i f i e  : Pn(B) .' T ( ~ ) ( B )  d P- (B) 

LI 

k,h k : pn(B) 6 Pn (x,B) S x ( B ) ,  V x e S , - 
on a, c o q  t e  tenu de (III, 7 , l ) ,  

t vers 

Pour que l lergodici té  for te  uniforme de uissance h  s o i t  vér i f iée ,  il 

de mnt re r  que e s t  une probabili té sur & 3 . 



III .6 

h 
est une appl ica t ion de @ 3 dans [0,11, q u i  v é r i f i e  : I T ( ~ ) ( ~ ~ )  = 1, 

 autre par t ,  s i  ( A ~ ) ~ ~ ~  est une famil le  f i n i e  dqensenbles de  @) 8, d i s j o i n t s ,  

on a : 

= i i m  [ 1 P : * ~ ( ~ , A ~ )  I 
n-)co i e I  

n(h) est donc une fonction d'ensenbles addi t ive .  Pour que c e  s o i t  une o robab i l i t é ,  

il reste à montrer qu 'e l le  v é r i f i e  l a  condit ion de con t inu i t é  monotone en 9 

(cf  1131 ), c 'est-+dire que s i  (A ) e s t  une s u i t e  décroissante  d'ensembles 
h  n m N  

de @ 8, t e l l e  que 0 A = @, on a : l i m  I T ( ~ ) ( A  ) = 0 .  m II? m FI w 

V n e N ? : , V x e  2, ,) , é t a n t  une probabi l i t5 ,  v é r i f i e  c e t t e  condit ion;  
n 

k h  d'où : V E > 0, 3 no(€,  n, X) tel  que : m 2 mo(~,n,x) pris (x,Am) < E 

 a autre part , V E > O, 3 no(c ) t e l  que ( I I I  .7.2) s o i t  v6r i f  i é e  ; s o i t  a l o r s  

m0(€,x) = m o ( ~ s n O ( ~ ) , ~ ) s  V x e 2 8  ; 3 z e xk tel  que : nO(cSz) - inf  m ( E , x ) .  
* c x k  O 

Posons : O ( € )  = mO(€,z) ; nous pouvons é c r i r e  : 

E 
< E dès  que m 3 n (2). 

O 

On o donc bien l i m  I T ( ~ ) ( A  ) = O, ce  qui achève l a  dénonstration. 
ni v 

La démonstration de  c e  c o r o l l a i r e  s e  f a i t  comme celle de l a  proposit ion 111.7, 

En e f f e t ,  sous 11hypoth2se d 'erqodic i té  f a i b l e ,  l e  no(€) e s t  indépendant de h, e t  

on ob t i en t  bien une conversence uniforme par rappor t  à h. 



En ra i son  d e  ces  deux .derniers  r é s u l t a t s ,  nous parlerons dans l e  cas 

homo,qène, d'~ngud.b&? uL~anme de pdbance h, ou d ' m g o d i d t é  uvcibome, 
en supprimant l e s  termes "forte" ou "faible". 

Enfin, nous a l l o n s  v o i r  c e  que deviennent dans l e  cas homogZne, l e s  

conditions (C ) e t  (15)~ d e  Ios i fescu.  On v o i t  i d - d i a t e m e n t  que (%)m e t  
O O 

(y: )m d'une p a r t ,  (C ) e t  ( C i )  d ' au t re  par t ,  sont  équivalentes ; e l l e s  
O I[1 

O O 

ont  une for= plus  simple dans l e  cas homgène, d'où l e s  d é f i n i t i o n s  suivantes : 

- --- --- -- - - - - - - 

(k) 
S ,  Pn es$ v&.idieh. la condiXion (%) d'. i l  exib.te n O e r" et 

k 
k 

6 e 10,1[ && que, nom toute ~ml%..tbn de 3'' : 2 = Al U A ~ ,  où hi e @ 3 
(i = l,2), on ai;t : 

Nous avons vu dans le cas général que ces conditions é t a i e n t  équivalentes. 

 a autre p a r t ,  il e s t  évident  que pour un processus homgène, luhypothèse (3) 

est toujours v é r i f i é e  puisque an = O, V n e A*. Les proposit ions 11.10 e t  11.18 

nous permettent a l o r s  de retrouver le  r é s u l t a t  du c o r o l l a i r e  111.9. E l l e s  s e  

mettent sous la forme comnune : 

Les c o n & o ~  (Ck) et (%) 60& néced6de6  et ~uddhanted p u  . t l ~ g o ~ ~ é  

uvLi6etüne d'un pmcuaus  de !.kuihov ha~?ogtne d' on&e k ,  



111.9 

Enfin, les propositions II .5 et 11.19 deviennent, dans le cas homgEne : 

i(ne covuiLtbn ntZcada&e ek 4ud&&avLte pom qu'un pmce~bu6 de Ymhov 
h m g h e  b04.t uni~otwnïimnit mgocüque u;i: q u ' a  e d &  h e N*, h 3 k, && 
qu' i l  A O L ~  UYU60/un&w& eqodLque de pUi64ance h. 



CHAPITRE I V  ------- 

C A S  P A R T I C U L I E R  D E S  P R O C E S S U S  D E  M A R K O V  

D ' O R D R E  k A U N  N O M B R E  F I N I  

Lorsque l'ensemble des é t a t s  e s t  un ensemble f i n i  : 32 = C l ,  2 ,  .. . r),  

l a  p lupar t  des r é su l t a t s  précédents peuvent s'exprimer sous une forme matri- 

c i e l l e  plus simple. 

L'objet de ce chap'itre e s t  essentiellement d'appliquer au cas  f i n i  

l e s  principaux r é su l t a t s  obtenus, Nous étudierons successivement l e  cas non 

homogène e t  l e  cas homogsne. Une dernisre pa r t i e  sera  consacrse à If étude de 

quelques exemples. 

Dans t ou t  ce chapi t re  nous supposerons = 3 = (1, 2, ... r ) ,  t 
V t e N*, e t  3 = $ ( x ) ,  ensemble des pa r t i e s  de xs V t e ET*. 

Rappelons quv une matrice stochastique e s t  une matrice carrée  à éléments 

p o s i t i f s  ou nuls dont l a  somme des éléments de chaque l igne e s t  égale à 1, Un 

processus de P?arkov d'ordre 1 à un nombre f i n i  d ' é ta t s  est déf in i  par l a  donnée 

d'une s u i t e  i n f i n i e  de matrices stochastiques (cf  131). Dans l e  cadre de notre  

étude, nous aurons à u t i l i s e r  des matrices rectangulaires,  à éléments p o s i t i f s  

ou nuls ,  dont la somme des éléments de chaque ligne e s t  égale à 1. Nous convien- 

drons de l e s  appeler r n r . x h k ~  de IoranoLtbn, 



A. C A S  E T O N  H O l l O G E N E  

----------------------------- 

k 
da 632%) dans (&?,a), est entièrement d é f i n i e  par l a  donnée dae Pt, t + l  

k+l (k) r nombres Pt, t+l( ( il, ip .. . ik), j) où il,. . . $, j e 2.  D e  même, la  

* p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t  ion Ps ksh , t, V s,t, h e Ni, s 2 k, t I s-k+l, e s t  entib-  

k+h 
r e m e n t d é f i n i e p a r  l a d o n n é e d e s  r n o m b r e s ~ ~ ~ ~ ( ( i ~ , i  2,... i k ) ,  (jl,...jh)), 

S a  t 
pour lesquele il, . . . \, Ji,  ... jh e 2 .  s i  nous SUppO8ons que v h e :P, 

h les é t a t s  de X sont  ordonnés d'une c e r t a i n e  faqon, une f o i s  pour toutes ,  

nous pourrons r q r é s e n t e r  de façon uninue ces  p robab i l i t é s  de t r a n s i t i o n  sous 

forme de  matrices de t r a n s i t i o n  : P (') sera  une matrice de t r a n s i t i o n  3 r k 
t, t+l 

k 
l ignes ,  e t  r colonnes, indicée  en l ignes pa r  3 , en colonnes par 2, e t  dont 

l e  terme qénéral  se ra  noté  p ('1 ( i , j ) ,  pour i e xk e t  j e ; t, t+l 
pksh s e r a  une 

s a t  
k k 

matrice d e  t r a n s i t i o n  3. r l iqnes  e t  rh colonnes, indicée  en l ienes  par 2 , 
h 

en colonnes par 9 , e t  dont  l e  terme qénérnl se ra  noté pkah(i, j), pour i o 2 
k 

S # t  
e t  j e zh. 

Le yrocessus de thrkov est a l o r s  d s f i n i  par l a  donnee de 3, e t  de  l a  s u i t e  

d e  matrices de  t r a n s i t i o n  (P (k) (k) ) 
t, t+l ~ ~ v J c *  l bus  l e  désignerons par ( S ,  Pt, t+l 

t3k t2k 

(0.5 ,1) peut  a l o r s  s ' é c r i r e  sous forme d'un p rodu i t  de matrices : 

c ' es t-3-d ire : 

Voyons maintenant quel le  e s t  l a  forme du processus associé  3 un processus 

de  Markov d 'ordre k à un nombre f i n i  d ' é t a t s ,  C e  processus associé aura a u s s i  
A CI - - 

k 
un nombre f i n i  d ' é t a t s  puisque 3 = 2 . La p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  Pt,t+l 



s e r a  représentée,  V t e N*, t 2 k, par  une matrice stochast ique indicée en 
k 

l ignes  e t  en colonnes par 3 , e t  &a le  À l a  matrice P ksh ; nous désignerons 
A 

t, t-k+2 

cette matrice par P e t  ses  éléments se ron t  notés ( i ,  j) , avec i, 
t, t+lS t, t+l 

j e xk. 

Les d é f i n i t i o n s  vues dans l e  cas  général deviennent, dans l e  cas  ? a r t i c u l i e r  

d'un ensemble f i n i  d f S t a t s  : 

N.3. 1) Un processus de  Parkov d'ordre k à un nombre f i n i  d ' é t a t s  

(k) ) 
*t , t+1 tel*' e s t  d i t  f a i b l e m n t  ergodique d e  puissance h, où h e N* 

t2k 

(respectivement, f a i b l e m n t  ergodique) s i  : 

v s e  ET^, s 2 k (respectivement, V s, h e Mt;, s 3 k) ,  

2 )  Uo processus de  Varkov d'ordre k à un nombre f i n i  d ' é t a t s  

(k) ) 
L, e s t  d i t  for tenent  e rpod iquede?u i ssance  h, oii h r N* ( S ,  't, t+1 tebp 

t l k  

(respectivement, f o r  tement erjodinue) , s i  : 

V s e W k ,  s 3 k (respectivement, B s e W, s 2 k, V h e E*), 

où e s t  une n a t r i c e  de t r a n s i t i o n  indicée en l ignes  par 2 e t  en colonnes s 

Par 2, dont toutes l e s  l i p e s  sont  identiques. 

(On a, corne nous l 'avons vu dans l e  c a s  genéral,  a (h' = T ( ~ ) ,  v s e M", 
s 

s b k). 

Il est évident  que, dans l e  c a s  d'un nombre f i n i  d ' é tn t s ,  e t  pour h f ix6 ,  

l a  convergence d'une s u i t e  d e  matrices de t r a n s i t i o n  indicCes en l i m e s  par 
Ir. xk e t  en cclonnes par dhs est uniforme par rapport  aux é t a t s  d e  3 e t  d e  

zh. Ceci nous permet de s i m p l i f i e r  l e s  dé£ i n i t i o n s  concernant 1' e r n o d i c i t i  

uniforme : 



1) Un processus de P!arkov d'ordre k b un n o d r e  f i n i  d ' é ta t s ,  

(k) ) 
(s , Pt# t + l  tel$:* e s t  d i t  faiblement e t  uniforménient erzodique de puissance h, 

tbk 

où h e @ (respectivement, faiblement e t  uniformément ergodiaue) s i  : 

h 
V i, j e zk, V c e 2 (respectivement, V i, j e 2). on a 

h 
uniformément par rapport à s, pour s e IJ*, s 2 k a  (Respectivement, V g e 3 , 
u n i f o d m e n t  par  rapport à s e t  h, pour s, h e E*, s 2 k) . 

2) Un processus de Markov d'ordre k, à un nombre f i n i  d 'états ,  

(k) ) 
(9 * Pt,t+l tel@' e s t  d i t  fortement e t  uniformément ergodique de puissance h, 

tak 

où h s Mc (respectivement, fortement e t  uniformément ergodiaue), s 'il e s t  

fortement ergodique de puissance h (respectivement, fortement ergoclique) , e t  

s i  de plus, l a  convergence de Ps,s+n (h) ksh vers II , quand n + m ,  e s t  uniforme par s 

rapport  à s, pour s e N*, s 2 k (respectivement, par rapport à s e t  h, pour s, 

h e *, s 3 k), 

N - 5 .  PROPOSITION ,- Une covii;ti;fion nécuaaxhe izt au~&&~& powt qu'un phocubUb 

de Mankav dlu&e k à un nmbae 6X d l ~  aoLt ~aibeeme& m.godi.que ut 
qu ' i l  exdite h c: PP, h 2 k, .tel qulU 40.i.Z ~ a i b t e m v k t  engodique de yxUdsance h.  

Démonstration ,- La condition e s t  évideranent nécessaire. Pour m n t r e r  qu 'e l le  

est suff isante ,  nous nous contenterons de montrer que l 'e rgodici té  fa ible  de 

puissance k, dans l e  cas d'un nombre f i n i  d 'é ta ts ,  entra îne l 'ergodicité fa ib le .  

La proposition 1.3 complétera a lo r s  l e  rg su l t a t  annoncé, 

Supposons donc que, V s e IF*, s 2 k : 



k 
V s, h e Na, s 2 k ; V i, j e 2 ; V g e zhs nous pouvons écr i re ,  d'après 

( I V . l * l )  : 

on a : l i m  [ pksh(iSg) - pksh(j ,g) 1 = O, en u t i l i s a n t  (IV.5.1), 
t-- s s t  s s t 

et  le  processus e s t  faiblement ergodique, 

Ce r é s u l t a t  entrazne, par l l i n t e r&d ia i r e  de l a  ~ r o p o s i t i o n  I.4., l e  

co ro l l a i r e  suivant; 

COROLLAZRE . - Une concf&bn n é c u s k e  e.t audd.ibaY1.te p m  qu'un pocasu6 
de Ei4akov dfo&e k à un nombke &id d f W  soLt $a.&hevtt qodLque e 6 X  que 
l e  poce64~b a~soci2 s o i t  &Lb.temevi;t: uzgodique de puAsance 1. 

Voyons c e  que deviennent les r é s u l t a t s  déjà vus, dans l e  cas d'un noubre 

f i n i  d ' é ta t s ,  Nous n'énoncerons que l e s  propositions qu i  ont une forme t r è s  

d i f f é r en t e  du cas général. Ainsi, l a  proposition 1.5 devient : 

IV.6. PROPOSITION,- Une condiaXorz nécubahe et bu&lhavLte pom p m c ~ s u s  
(k) ) de k ~ ~ b v  dfo& k a un nm6ke dUci d'&ta&, ( 2 ,  pt, t+l teNh ~ o d  i ( d L m ' t W  

t2k 
etlgo&gue de ptdaance h, où h e IF, ebf que v s e IP, s 3 k, 2 exibXe une 



Autrement d i t ,  s i  p(h) (j), désigne l'élément de chaqus l i p e ,  indieé en 
s, t  

h k 
colonne par j E X  , on a : l i m  pksh( i , j )  - v ( ~ ) ( ~ )  1 = O , V i e S , 

h t* s s t  s,t 
v j s z  

Les propositions 1.7,0,9,10, e t  leurs  corol la i res ,  concernant l ' e rgodic i té  

faible prennent toutes une forme plus simple : les probabi l i t5s  peuvent ê t r e  

exprimées par des vecteurs à éléments p o s i t i f s  ou nuls e t  de somme 1, e t  l e s  

in téqrales  sont  remplacées par des sommes f in ies .  La proposition 1.7 s ' éc r i ra  

par exemple : 

(k) ) S i  un processus de  Parkw d'ordre k 2 un noubre f i n i  d 'états ,  (;f,Pt,t+l tcN*, 

t3a 
est faiblement ergodique de puissance h, où h e l-k, on a p u r  tou t  vecteur 

y(k) à éléments p o s i t i f s  ou nuls e t  de soume 1, indicé par xk, e t  dont l'élément 

correspondant à g e zk est ~ ( ~ ) ( g )  : 

i i m  [ pksh(i , j)  - E k p (k (p.) P;';(R,J) 1 = 0. 
s, t s 32 3 t- 

k 
Si  -m(k) désigne l a  matrice stochastique formée de r lignes égales au vecteur 

l igne 1 1 ( ~ ) ,  e t  indicée en l ignes par bk, l ' éga l i t é  ci-dessus pourra s ' é c r i r e  

sous forme mat r ic ie l le  : 

La proposition 1.11 e t  son coro l la i re  s 'écrivent : 

1) Une condition nécessaire et suff  h a n t e  pour qu'un processus de 
(1;) ) 

I!arkov d'ordre k à un nombre f i n i  d 'é ta ts ,  , , + te,, s o i t  faiblement 

t2k 

ergodique de  puissance h,  où h e NJc,(res~ectivement, faiblement ergodique), 

est que, V s e l@, s 3 k,(respectivement, V s, h s Fk, s z k), toute sous- 



k,h) s u i t e  convergente e x t r a i t e  de la s u i t e  de matrices (P s, t te* converge vers 

t>,s-k+l 

vers  une matrice d e  t r a n s i t i o n  dont tou tes  l e s  l ignes  son t  identiques,  

2) D e  plus,  c e t t e  n a t r i c e  l i m i t e  e s t  indzpendante de S. 

Nous a l l o n s  maintenant Enoncer un r é s u l t a t  q u i  e s t  propre a u  cas d'un nombre 

f i n i  d 'é ta ts .  C'est une conséquence d i r e c t e  de l a  proposit ion 1.4, e t  d'un théo- 

rème de 1121. 

de déconpoba en une. d a n e  de deux mrduees : pt, k,k t-k+2 = E I  +FI' t, où>i t l te6tune 

nathiee 4tochas;tique awr lignes dentipupd. Une condiüon nEcwaMe et dub&i- 
hante pom oue le. p~oce64u.6 boiX ~aib lment  c ~ ~ g 0 d i . q ~  e6f: aue : 

(k) ah- une M e  un nmbt~e {uU dl  ; 4uppOdOM que h m-?%ce Pt, t+l 

quand t- ; &m, une c o U a n  nEceddaine et b u ~ ~ ~ a n t e  p o u  que & pwce~u.6 ' '"'7 

(k) (k) P p Démnstra t ion.- Supposons que l i m  Pt , t+l 
t- 

La condit ion de la proposit ion est évidemment nécessaire ; pour nontrer  qu'el le  

e s t  su£ f i s a n t e ,  il nous s u f f i t  de rmntrer qu'un processus de Markov d'ordre k 

fortement ergodique de puissance k est fortement ergodique, dans le cas  d'un 

nonbre fini d ' é t a t s ,  e t  d'appliquer ensu i t e  l a  proposit ion 1.14. 

Montrons d'abord que s i  Pt,t+l (k) admet une l imi te  quand t-, admet 

a u s s i  une l i m i t e  quand t-, V h e W. 



En e f f e t ,  d'après l a  déf ini t ion 0.3, on a dans le cas d'un nombre f i n i  

d'États : 

k,h 
Pt, t+l i l ,  52, "' ik) , ( j l ,  j2, Jh))  

(k) ( ( i l#  ik)S j l )  Pt+l,t+2 = Pt, t + l  

Cette expression admet donc bien une limite quand t*, Posons 

pk,h = l i m  Pt,t+l. k,h 

t- 

~ ' h y ~ o t h è s e  d 'ergodicité fo r t e  de puissance k s ' é c r i t  : 

où I T ' ~ )  e s t  une matrice stochastique indicée en l ignes e t  en colonnes par 2, s 
dont toutes l es  l ignes sont  identiques. 

V s,t, h e  N"X, s 2 k, t 3 s-k+l, o n a  : 

l i m  pksh k*k l i m ~  k,h = lim 's,t-k t-m S,t t* t- t-l,t ' 

puisqua l e s  2 l imi tes  du deuxième membre exis tent .  

On a donc : lim pksh = P h  = , matrice aux l ignes  identiques, e t  
t-+os s*t s s 

l e  processus e s t  fortement ergodique. 

C e  r é su l t a t ,  e t  l a  proposition 1.16, entrafnent l e  coro l la i re  suivant : 



COROLLAIRE. - (k) ) S o a  (S. Ptst+l t&p s un p ~ o c ~ u b  de ~ ~ ~ o v  d' O& k à 
t3k 

(k) admtte une W e  quand t- ; un no&&& 6 i n i  d ' Etaa% ; buppoaond que P 
t+l 

d m ,  une c o n w n  néce~b&e ut sud~.&auike p a w ~  que l e  pce6Au.b d'oR$/tQ, 
k b o a  bo&temnt utgofique a;t que le ~ L O C C ? ~ ~ U A  asaacié soit ~o/rA()m& engodique 
d e  +bance 1. 

Etudions maintenant l 'ergodicité uniforme, l a  proposition 11.4 devient : 

IV.9.- Une condition nécessaire e t  suff isante  pour qu'un processus de Markov 
(k) ) d'ordre k à un nombre f i n i  d ' é ta t s  (S, Pt,t+l s o i t  faiblement e t  unifor- 

t2k 

mérnent ergodique de puissance h, où h e @, e s t  que, V s e Wk, s 2 k, il ex i s t e  

une s u i t e  de matrices de  t rans i t ion  ( n  (hl ) , indicées en lignes par 32 
k 

s , t  te^* 
tas-k+l 

e t  en colonnes par zh, dont toutes les  l i p e s  sont identiques, t e l l e  que : 

l i m  I P ~ * ~  - 1 = 0 , 
t* s,t s ,  t 

uniformément par rapport  à s, pour s e ISJC, s 2 k. 

Nous a l lons  maintenant voir  c e  que deviennent, dans l e  cas d'un norribre f i n i  

d 'é ta ts ,  l e s  conditions dqergodici té  uniforme de  Iosifescu, dEf i n i e s  dans l e  

chapi t re  2 : 

1) Un processus de llarkov d'ordre k à un nombre f i n i  d 'états.  
(k) ) 

( S ,  %,t+l te* e s t  d i t  vé r i f i e r  l a  condition ($ )m , où mo e Na, mo 2 k, 

t3k 
O 

s ' il  ex i s t e  no e K*, e t  6 e 10,1[, t e l s  que, pour toute par t i t ion  de l'enseuible 

2 en deux sous-ensembles El e t  E e t  pour tout  m e P V ,  m 2 mo, on a i t  : 2 



IV.  10 

2) Un processus de Merkov d'ordre k à un nombre f i n i  d'états, 
(k) ) 

( S ,  Pt,t+l , e s t  d i t  vé r i f i e r  l a  condition ( 1 , où mo e W, 
t2k O 

m i k, s ' i l  existe n o  e N*, e t  6 e JO,ll, t e l s  que : O 

v m e n * ,  m 3 m  ; ~ i , j  e zk; V E  CJ?, 
O 

Corn  dans l e  cas général, ces conditions sont équivalentesset sont nécessaires 

e t  suffisantes 3 l 'ergodicitê fa ib le  unifozme du processus de Ilarkov donné. 

3 )  Un processus de Yarkw d'ordre k à un nombre f i n i  d 'états 
(k) ) 

($, 't, t+l te@. e s t  d i t  vér i f ie r  la condition (%lm , où m e NX, m i k, 
O 

O O 
t2k 

s'il exis te  n e IP e t  6 e 10,1[, t e l s  que, pour toute par t i t ion  de l'ensemble 
O 

gk en 2 sous-ensembles E e t  5, on a i t  : 
1 

4) Un processus de Markov d'ordre k à un nombre f i n i  d 'é tats  
(k) ) 

(8 %,t+l tell* e s t  d i t  vér i f ie r  l a  condition (C ) , où m e 1?*, no 2 k, 
mo O 

t,k 

s ' il  exis te  no e l* e t  6 e 10,1C, t e l s  que : 

5)  Un processus de ESarkov d'ordre k, à un nombre f i n i  d 'états e s t  

d i t  vé r i f i e r  l'hypothèse H s i  1 an < *, avec : 
neWk 



Co- dans l e  cas général, les  conditions (C ) e t  (%)* sont équivalentes, 
mo O 

e t ,  sous 1' hypothèse H, e l l e s  sont nécessaires e t  suffisantes à l'ergodicité 

forte uniforme du processus de Elarkov donné. 



B. C A S  H O E l O G E N E  
--------.--------ii- 

Les matrices de t rans i t ion  Pksh ne dépendent alors. B h c M*. que de 
k,h 

s s t  
t-S. Nous les noterons P t-s * 

Un processus de Markov honogène d'ordre k S. un noriibre f i n i  d 'é ta ts  se ra  
(k) désigné par (Z , Pn 

Le vrocessus associé est a lors  aussi  un processus de Marlcov homgsne 3 un 
A A 6 n k,k 

nombre f i n i  d 'états,  ( , Pn)neNQs avec 2 -  skS e t  Pl = P = PZ-k. 

 après l e s  déf in i t ions  IV.4, il e s t  évident que, dans l e  cas d'un processus 

hov,ène à un nombre f i n i  d 'é ta ts ,  l qe rgod ic i t é  de puissance h, f a ib l e  où for te  

est toujours uniforme, B h e P@, La proposition 111.7 devient a lors  : 

Nous parlerons donc d é s o m i s  d ' m g o d a 8  de &bance h (sans préciser 

"faible" ou "forte"), pour l e s  processus homogènes à un nombre f i n i  d 'états.  

La condition de l a  proposition IV.8 est évidemment vér i f iée  dans l e  cas 

homogène. Compte tenu des propositions IV.5, 11.5, e t  du r é s u l t a t  précédent, 

on obtient : 



Nous par lerons  donc désormais de 1' U~godiciité d a  iyroceb4u.4 de b.larrkov 

h o r ~ ~ g è n ~  dlo/t&e k Ù un nawibke &id d1ata;t6.  On a évidemment les r é s u l t a t s  

su ivants  : 

N . 13. PROPOSIïïOI~,- Une condi;tion nécua&e. et su6&bmte pouh qu'un phoce66ub 
r 

de Ehkov hmogtne dlo&e k d un nombt~e d i n i  dr é.tat6 b o a  ettgodique ut q u ' a  

e x A h  h e i@, h 3 k, W qu' i l  aoLt mgodi~ue de puibaance. h. 
.) 

COROUAIRE .- Une c o n ~ o n  ntkaaaihe et au&$i.ha&e powr qu'un pkoced~uh 

de. Mahhov hcmog2ne dlcrrLd/re k à un nmibne 6 h . i  d ' W  aoLt wod ique  es t  que 

l e  ptocu4ub a 6 6 0 d  a o i t  agodique cle pucidaance 1. 

Nous rappelons enf in  un c e r t a i n  nombre de r é s u l t a t s  concernant l e s  processus 

de  Markov homo~ènes d'ordre 1, à un nombre f i n i  d ' é t a t s .  Ces r é s u l t a t s  s e r o n t  

u t i l e s  à l ' é tude  de l ' e rgod ic i t é  de puissance k d'un processus d e  Markov d'ordre 

k par  l ' in termédia i re  du processus associé.  

IV.14 .- Pour un processus de I4arkov homogène d'ordre 1 à un nombre f i n i  d ' é t a t s ,  

( $ 8  nlncN* ' 

1 )  Un état j e 2 est d i t  corz6&quQ~ de i ex s ' i l  e x i s t e  n e @ tel  

que pn(i , j )  > O. Un sous-ensemble E de 32 e s t  d i t  cn6emb& engodulue s i  chacun 

d e  ses po in t s  est un conséquent de tous les a u t r e s ,  Chaque ensemble ergodique 

E peut  être p a r t i t i o n n é  en d (d 2 1)  sous-ensembles non vides d i s j o i n t s ,  Cl ,  

C2, ... Cd, appelés b~uh-~~embnbeed cyoeiqfU4 de E ,  t e l s  uue : 

- J. 

S i  d = 1, E est d i t  sans cycle. 

2) Il e x i s t e  m ensembles ergodiques s i  e t  seulement s i  1 est valeur 

propre de m u l t i p l i c i t é  m de P. Pour un ensemble ergodique 5, il e x i s t e  dk 

sous-ensembles cycl iques  dans Ek, s i  e t  seulement s i  l a  matrice kP, d'éléments 

admet cik valeurs propres d e  module 1. 



1 n 
3)  11 e x i s t e  une mtr i c e  s tochas tiq-ue 0 = 1 ir - 1 Pm v-r i f  i a n t  

n n+'P ml  
nP = = Q ; 9 a toutes ses l i anes  identiques s i  e t  s e u l e ~ e n t  s ' il e x i s t e  un 

s e u l  ensemble ergodlque, e t  l e  vecteur l i p e  ( q ( i , J ) )  j e X g  e s t  a l o r s  l e  s e u l  

vecteur p 3 éléments p o s i t i f s  ou n u l s  e t  de som-e 1 s o l u t i o n  du systsme pP = p. 

On d i t  a l o r s  que e s t  un sys tène unique de vbttorSub.ili2éJ nbAo&~ aRa&nna/Vra, 

On a ? = l i m  Pn , s i  e t  seulerient s q  il n 9 e x i s t e  aucun sous-ensemble cycl ique  
n* 

dans t o u t  ensemble erqod ique . 
4) On en dédui t  aue l e  Drocessus de ?hrkov donne e s t  er2odigue de  

puissance 1, e t  par conséquent ergodi-e (proposi t ion  IV,13), s i  e t  seulement s i  : 

. ou bien, il e x i s t e  un s e u l  ensemble ergodique sans sous -ensed le  

cycl ique  

. ou bien, 1 est  va leur  propre s i q l e ,  e t  seu le  va leur  propre de 

module 1, de  P, 



IV.15 .- Dans tous l e s  exemples aui suivent, nous adopterons l a  convention suivante : 

S i  S .  (1, 2 ... r3, 128 Etats de dh, V h e ii", seront supposis ordonnés 
h h 

par l 'application Oh de S dans {l,  2 ,  . . . r 1 ,  dPfinie par : 
h-1 

(qil. i2, . . .  ih) = 1 (i ,  - 1)  Th-j + \. 
j =l 

h v i l  i,, a . .  i h )  s 

Avec ce t t e  convention, l e s  notations seront plus simples, puisque, 
k,h V s , t ,  h e t k ,  s 2 k, t 2 s-k+l, le  terme généra lde  1 a m a t r i c e P  sera 
ç s t  

k h 
pksh(i , j) ,  avec 1 E i d r e t  1 E j s r . 
s , t  

A 

IV.16. IüQ!AR(?UE.- V t e  IF, t 3 k, la  matrice P caractérisant l e  processus 
t, t+l 

associé à un processus de Iaar'xov d'ordre k à un nombre f i n i  d 'é tats ,  sera 

f ac i l e  à construire pratiquemnt b par t i r  de l a  s u i t e  de matrices données, 

(k) ) 
( P t , t + l  taW. On n en e f f e t  : 

t2k 
k 

V i , j  e (1.2 ... r 1, t e l s  que : i = (  k ( i  1' ... ik) e t  j = ( k ( j l ,  ... jk), 
k 

avec ( i l ,  ... ik) e t  ( j l ,  .. jk) 3 , 

(où 6 = 1 s i  u = B, O si a # B).  

C e  processus de  Narkov associé sera un instrument de calcul pour obtenir 

pratiquement l a  forme des matrices P ksh . 0n a en e f f e t  : 
s * t  



1) Processus non homogène faiblement e t  unifor&ment ergodique 

(Nous rappelons que l 'uniformité e s t  d é f i n i e  non seulement par  r appor t  

aux k t a t s ,  c e  qu i  est toujours v é r i f i é  dans l e  c a s  d'un nombre f i n i  d ' é t a t s ,  

mis a u s s i  par rapport  à l ' i n s t a n t  i n i t i a l  s, e t  4 l a  "puissance" h) .  

Considérons le  processus de  Ffarkov non bomgène d 'ordre 2, à 2 é t a t s ,  

2 = {1,2), avec les p robab i l i t é s  de t r a n s i t i o n  suivantes : 

h 
~ ' a y r è s  l a  convention f a i t e  en IV.15. l e s  é t a t s  de seront  ordonnés par 

2 
l ' app l i ca t ion  (h, V h e lp. En p a r t i c u l i e r ,  pour h=2, l e s  é t a t s  de seront  

ordonnés de  l a  façon suivante  : (1,1), (1,2), (2,1), (2,2). La p robab i l i t é  d e  
(2) d é f i n i e  par  l e  sys tame 1 peut  a l o r s  se représenter  d e  fason t rans  i t b n  Pt, t+l 

unique sous forme d'une matrice de t r ans i t ion ,  à 4 l ignes  e t  2 colonnes, notée 

112 t / 2  

(2) = 112 [1+(-1)~1 
Pt, t + l  

112 112 

c'est-à-dire : V p e h ? ,  

112 112 

(2) 
112 112 

I 

2p+l 

112 1/2 112 112 



On a a l o r s ,  d'aprFs (IV.16,1), V t e tJik, t 3 2 

Supposons t p a i r  : t = 2p. 
A n A 

P2p ,2p+2 = P2 Pl = P 

A m 
V p e @, V m e  l@, on a a l o r s  : 2p+2m 

= P  

- 
O O 112 112 

avec P = O 1/2 114 114 

112 112 0 0 

O 112 114 114 

Considérons l e  processus de f4arkov d'ordre 1 à 4 é t a t s ,  e t  homogène, d é f i n i  

_. 

par la  matrice de t r a n s i t i o n  P. La  recherche des va leurs  oropres de P nous montre 

que 1 est valeur  propre de  m u l t i p l i c i t é  1, e t  seule  va leur  propre de module 1 d e  

P.  après IV.14, 2) e t  3), on en déduit  a u ' i l  e x i s t e  une matrice nl aux l i g n e s  

identiques,  te l le  que : l i m  prn = nl, e t  que chaque l igne  ul de nl est le s e u l  
m*o3 

vecteur à éléments p o s i t i f s  ou n u l s  e t  de somme 1, s o l u t i o n  du système ulP = pl. 

La r é s o l u t i o n  de ce  systCne nous donne : 

d'où : 

A 

lim P2p,2p+2rn = '1 
mKO 

L. 

On a t r o i s  a u t r e s  p o s s i b i l i t é s  pour P selon l a  p a r i t é  de s e t  t. 
ss= 



A A A 

" (3 )  = l i n  0 2 ~ > ,  2p+2ni ? 2p+2m., 2p+2~.+1 

avec :  n = I l 9  1 
= l i m  9 P 

2p+1,2p+2m 2p+2n,2p+2~+1 
m+03 

A A A 

rrsl = Pl l i n  B P2 = n1 P2 = n2 . 
w 

Mous avons donc trouvé, V s , t e ?P, s 3 2, t > s , une matrice TT s,t' t e l l e  

que : l i n  CP - n 1 = O. n qui e s t  éfele,  s o i t  3. nl, s o i t  2 TT a toutes 
s , t S , t  s , t  2 ' 

t- 
ses l ignes  identiques. D'autre par t ,  nous avons vu, d P a p è s  l ) ,  2), 3), 4), 

n 

que P8,s+n 
pouvait prendre, selon l a  pa r i t é  d e  s e t  de n, 4 formes, chacune 

indgpendante de  S.  On a donc : 

l i m  [ P ~ , ~ + ~  - TT 1 = O uniformément par rapport à S. 
s,s+n n- 

D'après l a  proposition IV.3, l e  processus associé e s t  faiblement e t  uniformén~ent 

ergodique de puissance 1, et d'après l e  coro l la i re  11.6, l e  processus e s t  f a i -  

blerient e t  uniformément ergodique. 



2) Processus non homogène fa ib lenent  e t  uni f  onnément ergodicrue de puissance 1 

Pour cet exemple, e t  pour ceux qui  suivent ,  nous adopterons l a  &me 

convention que dans l'exerrple 1, e t  nous donnerons directement l a  forme des 

na trices de  t r a n s i t i o n  représen tan t  les p robab i l i t é s  de  t r ans i t ion .  

ConsidÉrons l e  processus d 'ordre 4 3 2 é t a t s ,  = {1,2), dEf in i  par les 

3 matrices de t r a n s i t i o n  suivantes ,  à 16 l ignes  e t  2 colonnes : 

1 O O 1 

a v e c :  p + =  [: :] ; M 2 =  1; :] 
O 1 1 8 .  

On a a lo r s ,  d'après (IV.16.1) : 

La sous-matrice 0 représentant  i c i  une ma t r i c e  

n u l l e  à 4 l ignes  e t  8 colonnes. 

n CI 

P 3p+lS3p+2 = Pl - [: ] avec M3 - - 
O O 112 1/2 O . . . . . .  . O  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
O . l . a a a . .O 112 112 0 0 



B p e IF, p I 2, nous pouvons écrire : 

L. n 

P3p+3,3p+4 = 3 = [r:] avec 
I l 6 =  

chaque sous-matrice nulle étant à 4 lignes 

et 4 colonnes, 

0 0 1 ~ * * * *  . * O  

0 0 0 0 1 0 . .  * . O  

* . * . * * * * * * *  

2 3 
Le calcul de P , puis de P nous mntre que : 

chaque sous-ma trice nul le ayant 

4 lignes et 4 colonnes, 



0; 

avec c2 = 1 :i 1 
Q; 

l e s  sous-matrices n u l l e s  ayant  4 l i znes  

e t  C colonnes, 

Enfin, lin P 
QI-- 

3p ,3p+3n+2= *2 '1 = P3 

ql, Q2, Q nqCtan t  pas des matrices aux l ignes  identiques, il est évident nue 3 
l a  condit ion nécessa i re  de l a  proposit ion IV.6 ne peut ê t r e  v é r i f i é e  pour l e  

processus associé  e t  pour h=l.  L e  processus associé n ' e s t  donc pas  faiblement 

ergodique de puissance 1, e t  d'après l e  c o r o l l a i r e  de l a  proposi t ion  IV.5, l e  

processus donné ne  peut être faiblement ergodique. Il ne peut  donc ê t r e  fa ib le-  

ment ergodique de  puissance h, avec h 3 4 ,  

Il n ' e s t  pas faiblement ergodique de  puissance 2 ; on a en e f f e t ,  dsapr5s  

(IV.10.2) 



On v o i t  i d d i a t e m e n t  que la matrice produit  n ' e s t  pas une n a t r i c e  aux l i q n e s  

identiques.  La condit ion nécessa i re  de l a  proposit ion IV.6 ne peut  donc pas être 

v é r i f i é e  pour h-2. On en dédu i t  que l e  processus n ' e s t  pas faiblement erqodiaue 

de  puissance 2, e t  par  conséquent, de puissance 3. 

Etudions l ' e rgod ic i t é  f a i b l e  de  puissance 1, q u i  peut seule  encore être 

v é r i f i é e .  

V p e N*, p 3 2, nous avons : 

avec 1~ = 1 matrice à 16 l ignes  e t  2 colonnes. 

411 
A 

= l i m  P .4,1 $ P 3 p , 3 p + 3 ~ l  - 3p,3p+3m '3p+3m,3p+3m+l 3 ii3 %z "2 

1 
Il 

avec n = 
Il 

Il 

u s t r i c e  à 16 l ignes  e t  2 colonnes. 

Nous n'avons é tudié  l a  l i m i t e  de p4" que lorsque s=3p, p e 1<*, p 2. 
s s  t 

l@is nous savons que s i  R e s t  une matrice stochastique, e t  .rr une matrice 

stochast ique aux l ignes  identiques,  on a PTT = IT ; on en déduit  : 

v s e k * , s ) 4  l i m  p 4 * l  w s,3m = "1 

l in  p4s1 p s,3m+l = "2 



4*1 peut  n1 e t  n sont  des  matrices aux l i z n e s  identiques.  autre par t ,  PsSsm 
2 

prendre 9 formesdifférentes,  ne  dépendant oue de l a  pos i t ion  de s e t  n par  

r appor t  à des m l t i p l e s  de  3. La convergence de P 4*1 - ." ( 4 )  vers O quand . 
s,s+n s,s+n 

n-, avec n (4) 
s,s+n = "1 2 ' est donc uniforme par  r anpor t  à s ; on en déduit ,  

d'après l a  proposit ion IV.9 ,  que l e  processus est faiblement e t  uniforménent 

ergodique de  puissance 1. 

3) Processus non homgene fortement ergodiaue 

Considérons le  r>rocessus de Varkov non homogsne d'ordre 2 à 2 É t a t s ,  - 

dont les matrices de  t r a n s i t i o n  P (') V t e le, t i 2 sont  de l a  fa- : 
t, t+ l '  

La matrice de t r a n s i t i o n  de 1' i n s t a n t  t 3 1' i n s t a n t  t+l est a lo r s ,  pour l e  

processus assoc ié  : 

On montre pa r  récurrence que, V n 2 3 , 
P = P P * * O  Pt+n-l,t+n* e s t  de la forme : t , t + n  t , t + l  t+l , t+2 

1 t+n-1 
0 1 -  

1 
( t+l) . . . ( t+n) (t+l)...(t+n) (t+l) ..,(t+n-1) 

n 

O O O 
't, t+n 

1 

1 t+n-1 1 
(t+2)...(t+n) (t+2),..(t+n) 

O (t+2). .*(t+n-1) 
O 0 r) 1 

On a donc : 
1 

1 i m  A= O , uniformément par  rapport  à t, V t e N", t 3 2, 
n* ( t+l) . , . ( t+n) 



1 1 1 puisque - .,, - c - , V n e fJ';. 
t+l t+n n 

t+n-1 = l in  
1 

+ +  n- (t+i)...(t+n-2)(t+n) = "  
n- 

u n i f o d u e n t  par rapport à t. 

11 en resul te  que, V t e PP, t 5 2, 

= I T ( ~ )  uniformément par rapport à t 

Le processus associé e s t  donc for temnt  e t  uniformément ergodique de puissance 

1, e t  l e  processus d'ordre 2 donné e s t  forternent e t  unifordment ergodique de 

puissance 2. 

(2) v é r i f i e :  La natrice de t ransi t ion Pt,t+l 

La condition de l a  proposition IV.8 e s t  donc vér i f iée  ; e t  l e  processus 

donné e s t  for teuent ergodique . 
 a après l a  démnstration de l a  proposition IV.8, on a : 

B h e  W, l i m P  2,h ;5 ,(hl 
s , t  * 

t- 



avec : n = T ( ~ )  P ~ * ~ ~  où P~~~ e s t  l a  mi t r ice  de t rans i t ion  à 4 l ignes  e t  
h h 2 colonnes dé f in i e  de l a  façon sùivante : V 1 d i d 4,  8 1 ,< j S 2 . 

S i  i = ( i l )  j = ( j 1 . . .  ) (rappelons l a  convention de notations 

IV.lS), 

Ainsi pour h = 3, on obt ient  : 

0 0 0 0 0 0 0 1  

0 0 0 1 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 1  

E t  l'on ob t ien t  : 

~ 0 0 0 0 0 0 0 1 1  

On deva i t  évidement s ' at tendre  à obtenir ce r é  su1 t a t  puisque, asynpto tiqueinent , 
on se trouve toujours dans l ' é t a t  2. 

Remarquons que nous ne pouvons pas conclure de l qe rgod ic i t é  fo r t e  uniforme 

de puissance 2 que l e  processus e s t  fortement e t  uniformément ergodique. En 

e f f e t ,  nous ne pouvons pas appliquer l a  proposition 11.19 car l'hypothèse H 

n 'es t  pas vé r i f i ée  ; en se reportant 3 l a  déf in i t ion  IV.10, on v o i t  facilement 
1 

que. V n e N", a = - On a donc 1 a = . e t  llhypothZse B n'es t  pas n n+2* 
vér i f iée .  

neIl* 



4) Processus non homogène for tenent  e t  uni for&mnt  ergodique de puissance 1 

Consid6rons le processus de  EZarkov non homogène d'ordre 3, à 2 é t a t s ,  

2 = {1,2), d é f i n i  par les n a t r i c e s  de t r a n s i t i o n  suivantes : 

où F1 e t  P2 son t  l e s  niiitrices à 8 l ignes  e t  2 colonnes de l a  forme : 

Les matrices d e  t r a n s i t i o n  pour l e  processus associé sont  a l o r s ,  d taprès  

(IV.16,l) :V p e *, p 2 2, 

112 112 O . . , . . . O 
A L. [ii] avec : :; = [ O O 1 1 2 1 1 2 0  0 .  . . O  

= P  5 
P2ps2p+l 2 . . * . . . . . . * . * * . .  

n a . . . . . . . .  o 1 / 2 1 / 2  

et, V p e EP, 

A A 

p2p+1 , 2p+2 = Pl = 

-- - -- 
Nous avons, V p e MJC, p 3 2, 

2p+2 = P2 Pl = P avec : 



L1 
m e t  : = P - V ?  e ?P, p 3 2,  V m e  ?1", avec : , 2p+2m 

dès que rn 5 2. 
CI 

 où : l i m  P2pa2p+2m = 
n*" 

a a 

 autre par t ,  = P~ = q2, avec : 2p+2mrl 

114 114 O O O O 114 114 

0 0 114 114 1/4 114 0 O 

O O 114 114 114 114 O O 

114 114 O O 0 O 114 114 

Ceci, V p e IF, p 22, V n e Nk, F, 3 2. 
a 

Q1 e t  q2 n'étant  pas des matrices aux l iones  identiques, l a  condition nécessaire 

de la proposition N.5,  ne peut être vér i f iée ,  avec h=l pour l e  processus associé. 

Celui-ci n 'es t  donc pas faiblement ergodique de puissance 1, e t ,  d'aprEs l a  pro- 

posit ion 1.4, l e  processus donné n 'es t  pas faiblement ergodique de puissance 3. 

On v é r i f i e  facilement qu' i l  n ' es t  pas non plus faiblement ergodiquc de puissance 

2 ; Gtudions l 'e rgodici té  f a ib l e  de puissance 1 qui peut seule  encore ê t r e  v6r i f iée ;  

112 112 

avec : n = [ : ] , _ t r i c e  1 i l iynes  e t  > c010nne~. 

11 



3s 1 
A - - ,3 8 1 

lim P2B+1, 2p+2w1 
nt- 

nt=' lim P2p+1,2p+2 - 2*+2,2?+2n*l 

3 , l  En résumé, nous avons : l i n f  = n, V s e N*, s 3 3, où s e s t  unematr ice  
t+m S't  

aux l ignes  identiques. Le processus est donc fortement ergodique de puissance 1 ; 

il e s t  évident que c e t t e  ergodicité e s t  uniforme : en e f f e t ,  nous avons vu que : 

P" = ri dès  que m 2 2 ; o r  : "1 

= IT, dès que 2m 3 6 

= IT, dès que 2m-1 2 7 

= r ,  dés aue 2m+l 3 5 

= r, dès que 2m 2 6. 

En résumé : V s s ?.@, s 3 3, P 3s1 n dès que n 3 7. 11 y a donc bien 
s ,s+n 

ergodicité f o r t e  uniforme, de puissance 1 



5) Processus homoggne ergodique 

Considérons l e  processus d e  Pkrkov homgène d 'ordre 2, à 2 g t a t s ,  

3 = {l ,2) ,  d é f i n i  par l a  matrice d e  t r ans i t ion  : 

La matrice d e  t r a n s i t i o n  du processus associé est a l o r s  : 

n 
A On a : d e t  (P - AI) = 7 (A - 1 )  (2A2 + A + 1) ; 1 e s t  donc valeur  l r o p r e  

A 

s i q l e  d e  P, e t  seu le  valeur  propre de  nodule 1. Dqaprés IV.14, 2) e t  3), on en 
CI 

dédu i t  que lim 'Pn = T ( * ) ,  où T ( ~ )  est  une matrice stochast ique aux l ignes  ident i -  
n-)co 

ques, dont  l igne,  u, est le se 1 vecteur 4 éléments p o s i t i f s  ou nuls  e t  de 
C1 

somme 1 so lu t ion  du système : pP = p .  

La réso lu t ion  de c e  systsme donne : 

Le processus associé  est donc ergodique, e t ,  dtaprEs l a  proposit ion IV.13 

le processus donné est a u s s i  ergodique ; on a a l o r s  : 

2 , l  
I l  Il 

Ainsi  pour h=1, on o b t i e n t  : l i m  P 
n = = 1 Il Il 

n- 
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