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INTRODUCTION

o~

Les nroblémes concernant les processus de Markov non homogénes
retiennent de plus en plus, ces derniéres années, l'attention des rrobabilistes,
mais 1' "ercodicité" semble Etre particulidrement &tudiée comme en témoignent les
travaux de ilajnal (cf [5] et [6]), Kozniewska, (cf [11] et [12]), Bui-Trons-Lieu
et Dorel (cf [2] et [4]), Tosifescu et Theodorescu (cf [7],[8],09] etlln]), etc...

Récerment, reprenant diverses notions d'ercodicité et de "K-stationnaritg"
étudiées par Kozniewska, (cf [11] et [12]), dans le cas de processus de lMarkov
simples & un nombre fini d'2tats (et 3 temps discrets), Dui-Trong-Lieu et Dorel,
(cf [2] et [4]), ont pénéralisé les résultats obtenus au cas ol les espaces d'états

sont des espaces mesurables (th,gzk), t e N¥,

D'autre par des probabilistes de 1'école roumaine, Iosifescu et
Theodorescu, par exerple (cf [7]1 , [3], [9] et [10]), ont Btudié 1l'ercodicité

pour des processus A liaisons complétes ou multiples,

1" inspirant de [3], j'ai cherché A Ztendre aux processus de Markov
d'ordre k, k31, les résultats obtenus dans [2] et [4] ; au cours dc ce travail,
j'ai introduit la notion d' "erpodicit? de puissance h", h e I, et prouvé que,
sous certaines conditions, l'ergodicité de puissance h, hk, entraine 1'ercodi-
au sens de Iosifescu ; des exemples rontreront qu'il existe cependant des
processus de Markov d'ordre k, ergodiques de puissance h, avec h < k, et non

ergodiques au sens de Iosifescu,

D'un point de vue pratique, j'ai cherché 3 appliocuer les résultats de
[2] et [4] 3 un processus de Markov d'ordre k par 1'intermédiaire du "processus
associé" ; dans le cas usuel d'un norbre fini d'états, ce processus associé est

un instrument de calcul pratique, permettant de traiter ais3ment des exemples

Cette étude comprend un chapitre zéro, ol sont rappelées auelaues

définitions, et quatre chapitres principaux consacrés respectivement 3, 1'ergo-



dicité dans le cas non homog3ne, l'ergodicité uniforme dans le cas non homogéne
1'étude du cas particulier des processus hormogénes, et cclle du cas particulier

d'un nombre fini 1'états.

Je tiens 3 exprimer toute ma gratitude,

A Monsieur le Professeur BACCHUS, Chef du Département de
Mathématiques Appliquées dé 1'université de Lille, qui m’a fa2it 1 honneur

d'accepter la présidence du Jury,

34 Mademoiselle le Professeur MARQUET, et i Monsieur le

Professeur POUZET, qui ont bien voulu faire partie du jury.

Je souhaite que lonsieur le Professeur DUI Trone LILU trouve ici
1'expression de ma profonde reconnaissance, pour m'avoir donné 1'idée de ce
travail et m'avoir permis par ses conseils de le mener A bien, en ne ménageant

ni son temps, ni sa peine,

Je tiens également 3 remercier certains de mes camarades, en
particulier Marc DOREL, pour des discussions oui m'ont &té d'une grande

utilité au cours de ce travail,

Je rerercie “ademoiselle Mich3le DRIESSENS, qui, par sa rapidité

et sa gentillesse, a permis la réalisation matérielle de cette thése,



0.1 L]

0.2.

CHEAPITRE O

DEFINITIONS ET PRELIMINAIPRES

Dans ce chapitre, nous nous proposons de rappeler certaines définitions

et de préciser les notations que nous utilisercons par la suite,

Nous adopterons, comme il est courant de le faire actuellement, les

termes de tribu (o-algdbre), espace probabilisable, espace prcbabilisd, etc...

Etant donné un espace probabilisé (9, ¥, ?), l'intégrale par rapport 3

P d'une variable aléatoire réelle X définie sur (R, (¥), sera notée X(w) dP(yp)
] s S‘Z ]

ou simplement f X dP ; par contre, dans le cas d'une variable aléatoire réelle

Y définie sur un espace probabilisable (‘q‘,‘jf), et d'une probabilité de tran-

sition de ( ¥ , ) dans (‘Q’, T°) (dont la définition secra rappelée ci-dessous
(£

en 0,2), nous noterons éf Y(y) Pdy), de préférence 3 f ¥Y(y) dP(x,y), pcur
& F

éviter la confusion entre x et y,

Dans toute la suite, nous désignerons par N l'ensemble des entiers positifs
ou nuls et par N* 1'ensemble des entiers positifs ; Z désicnera 1'ensemble des
entiers relatifs,

La tribu produit de deux tribus i%i et 352 sera désignée, comme dans [15],

B
par U, @ Jfb.

Sodent (¥ , ) et (Y, ) deux espaces mrobabilisables. On avpelhe
probabilite de transition (ou de passage) de (¥ , =) dans Y, 7y, toute

application P de & x 7 dans [0,11, telle que :

1) Vxe &, P(x,.) 804t une probabilits sun e ,

2) V2 e 3, P(,,B) s0it une vardable aléatoine néelle définie surn
((}('\ Y ..IJ_}
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042

Soit une suite d'espaces probabilisables (( ift 32 , et s04it

t e N¥
k e N* un nombre §4xZ. Supposons que, V t e I, t 3 k, 4L exdste une wrobabi-

t

Lite de tnansition ptE) de ( r‘| &, @ Jdans (¥

? L. ’(,/‘ ) °
t,t+l P i’ § el t+l? o+l

Hous dinons que £a donnée de La suite d'espaces probabilisables

oo
”

(CE L 2 o w0 oL de fa suite de wrobabilit?s de transition
(P£k1+1)t o wx » degnlt un processus de Narkov d'ondre k, cue nous désignenrons
, :
tzk

ey (W)
par (( uit, "t)’ Pt+k_1’t+k)

ot ©

t e N¥

»(K) .s un processus de Markov d'ordre k,

2 )\‘i !
Soit (( A o ”"""t)’ ’t+k—]_,t+1-( e IN¥

Nous allons définir, dans les parapgraphes suivants, certaines fonctions liées

d ce processus.,

Vsell™ sk ;Vtel, t 2 s-k+tl 3V he W, définissons 3 partir des

o (k) . ¥,h 5 . Bl
probabilités de transition Pt t41 une application PS ¢ de r7 Tex @ 0,
s ? j=5-k+1 J j=t J
dans [0,1] par :
t+h-1
(k) S
V x = (X s 9 o0 ¥ ) Cc l‘l dog 3 VBe @ W s
s=k+1 s j=S-k+1 ] j=t j

1) si t+h-1 >

©
-

ksh( (1\) B) = f— (k) ((X

P +1 -k+
rs+1SS s=k

P

1,...xs),dx )

s+1

(k)
{%S+? Ps+1,s+2((xs-—k+2 e Xs+1)’ dxs+2)

()
4

tee Lf Pt+h—2,t+h-

bl xt+h-k-1"°xt+h-2)’dxt+h—1)’1n(xt"xt+h-l)

(IB désignant la fonction indicatrice de 1'ensemble B),
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2) si t+h-1 < s,

kyh, (k) oy _
Ps’t(x ’B) = 1B(Xt, coe Xt""h‘l)
k.h s s
P *" est évidemment une probabilité de tramsition de ( [ | ., X )
8 jes=k+l | f=s—k+l 3
t+h=-1 t+h-1 J d
dans ( || £, ® B.), Vs,t,hel*, k g5, s=k+l < t,
J . 3
j=t =t -

0.4, REMAROUL .- Nous pouvons interpréter comme suit les probabilités de transitien
ainsi définies : soit (IXt)t o o une fonction aléatpire Markovienne d'ordre k
attachée au processus de Markov d'ordre k, (( &£ JB ) P(k) ) "

' 2 t? Yt7? T tek=-l,t+k’t e N¥
c'est-a~-dire vérifiant :
t 2 .F\
Vetel, tyk; Vxe [ Ty vBe B,
j=t-k+l
(k)
< 0o0 = =P °
Pr(X_,, ¢ B | (X _pe1s » X)) = x) t,t+1(x’B)
Les Pk’h vérifient alors :
85t
S tth-l
Ve,e,he M, t 2 s-k¢l, s k3 Vxe || X.3;VBe @ &,
j=s-k+1 j=t ]
Pr ((X X yen | (X %) = 5 = 28 )
T °°° Teah-l - s=k+1® °°** 's Ts,t
0.5, On vérifie immédiatement que les probabilités de tramsition Pt’z satisfont
?

a la relation suivante :

V s,tyu, h e %, s 2 k, t 2 u > s=k+l,

s tth=-1
V xe r_} F. s VBe X U0,
je=s-k+l 3 j=t 3
k,h ~ k,k Jkyh
Ps,t(x’B) £+k—1 Ps,u(x’dy) ‘u-t-k-l,t(y’B)°
1 %,

j=u
Nous conviendrons de noter cette Zquation :

koh _ (pkok kb

(0.5.1) Ps,t s,u = u+k=1,t

1,V s,tyu,he ¥, s >k, t > uz s-ktl,
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0.6. DEFINITION.- Soit (( ¥, B, -(k) )

t+k-1, t+k
Harnkov d'ondre k 3 on appelle processus cssocdd & ce processus de larkov
d'ondre k , Le processus de Harkov d'ondre 1, noie ((E,, : s P 1)

, un processus de

2 t e N¥

et dégini par :

t t .
Y= [ &, & 3B).
jet-ktl 1 jegok+l 3

~

1) Vetel¥ tzk, ‘tt’

&0y

-~

2) ViteNY, t 32k, F est une probabllité de transiition de

? Tt,t+l
2 o 3
(%t, ) dans (X ., Cpgp)s delinie pan
Vxe \Ek, VBedl 1
5 n — k’k R
P, ta1(008) = P (08D

Soit g la probabilité de transition de ((fg, ;Bg) dans (ifi, &%) définie par :
, .

A A
Vs,t el kss<t;Vx e ‘£s 3 VB e J,
s.t:(X 3 = [ Ps,s+1(xs’ ‘ ) e
“Uo
s+1
P ds

-’;g t=2, -1 Fe=229%e-1) Pemn, X105

et PS’S(X,E) = lB(x) 1 Vxe ;{s s VBe B,

On vérifie aisément que :

Ves,tell™, kgs st ;Vzxe (%5 ;s VBe ZE%,
- pkok
° B = °
(0.6.1) Ps,t(x’ ) Sy k+1(x,B)

L'intérét de 1'introduction de ce processus associé 3 un processus de
Markcov d'ordre k réside en particulier dans le fait que certains résultats
déja établis pour les processus de llarkov d'ordre 1 pourront s'étendre aux

processus de Markov d'ordre k > 1, par 1'intermédiaire de (0.6.1),



CHAPITRE I

ERGODICITE DES PROCESSUS

DE HMARKOV WNON HOMOGCENES D'ORDRE k

Dans toute la suite, nous supposerons }i =(Z, V t e ¥% ; nous nous
limiterons donc i 1'étude du processus de Markov de la forme

(k)

etical t+P)teN*’ V h e I, JEh désignera l'ensemble produit de h
, t+k

(%, B, P

ensembles &gaux a &.

Hous supposerons, et ceci uniquement pour que les résultats qui suivent

A v, <
ne soient pas triviaux, que la tribu M \At, n'est pas réduite 3 la tribu

tell* t+h-1

{#, *} ; sous cette hypoth3se, il &vident aue, V h e ¥, la tribu N ®& Ji,
tel*  j=t
que nous désignerons par Céh), n'est nas réduite 3 la tribu {ﬂ,&?h} 3 nous

" . h
utiliserons constamment la notation Gg ) au cours de ce chapitre sans rappeler

sa signification,

Nous traiterons successivement 1'ergodicité faible et 1l'ergodicitéd

forte des processus de Markov non homogénes d'ordre k. Les notions d'ergodicité,
faible ou forte, de puissance h, h e I, qui seront introduites, sont différentes
des notions de "K-ergodicitd" &tudiées dans [2] et [4] ; mais de nombreux résultats
de [2] et [4], ont pu @tre généralisés 3 1l'ergodicité de puissance h, faible ou
forte, des processus de Markov d'ordre k ; il est & remarquer que la démonstration
du résultat généralisé est souvent tr3s voisine de celle du résultat initial, Dans
une troisidme partie, nous étendrons aux processus de Markov d'ordre k, la notion

11

de "K-stationnarité

et [12]1).

définie pour les processus de Markov d'ordre 1 (cf.[2]1, [4]



I.2

A, ERGODICITE TFAIBLE

2T T tlin 1 ? - (k)
I.1. DEFINITION, Un processus de Harkov d'ondre k, ((&, 3 J3)s P £k, ek el
est dit faiblement ergodique de pudssance h, od h e %, 44 @
I
Vsel, s 2k ;Vx,ye £ 3 VBe p(h),
. k,h "
(I.1.1) 1lim [P (}; 5) - P?_ (y,B)] =0.
t->°° St
: - ! [’ 4 (1')

1,2. DEFINITION, n processus de Mankov dfordne k, ((¥,5), ® eake1, t4l) ek’
est dit faiblement engoddique 548 est faiblement engodique de pudlssance h,
Vhe™; clest-a-dine 84 (I.1.1) edt vérigiee, V h e W,

1.3, PROPOSITION .- S4 un processus de Mankov d'ondne k est faiblement ergodique

(1.3

(1.3

de pwissance h, ol h e %, L est faiblement ergodique de puissance h', ¥ h' e N¥,
h' < h,

) s (0
Démonstration, Supposons le processus de Markov ((X 35), P & Tt t+k)teN“
d'ordre k faiblement ergodique de puissance h ; il vérifie donc (I.1l.l).

Soit h' e N*, h' < h,

IINCO I ()

, considérons l'ensermble A C%h), défini par :
(- { g W o
a (h) = A h') ~ U x &

D'aprés (I.1.1), ona : Vs ell™, s 2k 3 Vx,ye ;{k

.1) Lim (252G, a®)) - 2l h(, aM™hyy _ o,

ta®

Mais d'aprds la définition 0.3, il est évident que

1  } ' ' -~
t"}é(z,ﬁ.-.(‘“)) - ?E’t(z,A(h )), Vze ,€k.
®

(I.3.1) peut donc s'écrire :

Vsell™,; s 2k ;Vx,7ve€ xk

)

v 9 )
2) lim [Pk’h (x,A (h )) - 1" (y A(h ))] = 0,
o Syt S
' -
Cette relation, vérifiée V A(h ) ¢ &5h ), traduit 1'ergodicité faible de puissance

h



1.3

1.4, PROPOSITION .- Une condition nécessaine el suffisante pourn qu'un processus
; » ()
de Markov d'ondne k, (( £, ), eke1, +1 pelr*? 5042 5a4b£ememt ergodique de
pulssance k, st que Le processus de taikov assocdl ((3‘ B, ., 804L
t,t+l &%E*
faiblement ergodique de pudlssance 1,
Démonstration,- L'ersodicité faible de puissance k du processus de liarkov
d'ordre k s'écrit :
Vsell™, s 2k ; Vx,ve &k : V3B3e (§k),
k,k
(I.4.1) 1lim [P (x ,B) - P (st)]
£t
Et 1’ergodicité faible de puissance 1 du processus associé s'écrit
VseN¥ sk ; Vx,ve &, vee /' 3,
tell*
t2k
i ) - v.B B0,
(1.4.2) iig [Ps,t(x,.) PS’t(], )1 =0
En nous reportant i la définition 0,6, il est évident que :
e e N R = B
teN®
t2k
- k,k
? 5 ° ] s 1 a
On a d'autre part : PS - Ps,t-k+1 ; i1 en résulte que (I.4.1) et (I.4.2)
sont Gquivalentes, ce qui démontre la proposition.
1,5, PROPOSITION,- Une condition nécessairne et suffisante pour qu'un processus
y J . r R (k) : ‘b Loy ;
de Marnkov d'ondre k&, ((£, J.jt), Pt+k—1, t+k)teN"\" S04t faiblement eraodique de
puisdance h, oll h e M¥, es8f que Vs e ¥, s 3 k, AL existe une sulte de proba-
(h) (h) Bt
bALAitEs (ws t)teu_., . £ etant définie sun R "’"‘j' telle oue :
S, -
tzs-k+1 =t
Vxe fC; V3B 5 ); Vsell™ sk,
(1.5.1) lim [Pls{’}é(x,s) (h)(B)] = 0,
bl

R gl
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Démonstration,- 1) Condition suffisante

Supposons qu'il existe, V s € I, s » k, une suite de probabilit@s
h
(n(®) -
S,t tell™
t2s=k+1

, telle que (I.5,1) soit vérifiée,

. S ~(h
On a alors, Vse N, s >k : Vx, ve £ 3;V3e Cg ),

1 [Pz:i(x,B) - ﬂg?i(B)] =0

>

kb, . h) .
et lin [P5(y,D) - wg’t(b)] 5 0
tow
(I.5.2) D'od lim [Dk’h(x,B) - Pk’h(y,B)] =0,
s,t s,t
to

et le processus est faiblement ergodicue de puissance h,

2) Condition nécessaire

Supposons (I.5,2) vérifide, Vs e N, s 2k ; V x, v e ;Ik s VEh e Céh) :

s
soit ugk) une probabilité sur ® ;,"ff‘j. Néfinissons une probabilité wghl
2 i o 9

t+h-1_ jms=herl t+h-1

sur % u;\:))j, Vsell*, s 3k, etV te ¥, t > s-k+tl, par : VB e @ /BJ 5
i=t i=t

(h) _ (k) kyh,

“s,t(B) = @Ekd“s (x) Ps’t(x,u).

Soitxeif:ketAe Ggh);ona:

Lim [P0 (x,8) - ﬂé?i(A)]

tow 2

k,h 1 k,h
= 1im [?S’t(x,A) - f.kd“é‘)(Y) Ps:t(y.A)]

troo

- 14 (k) leyh _ () wk,h
= 33 [,kadus (y) B3 (x,0) f%kdus () " (5]

= lim [I?k z(y,A)]].

du(k)(}f) [PI:’]:;(X,A) - ‘T’k.
b = s Sy S,



e

Pour s, x, et A fixés, la fonction PS’?(X,A) = Pi
2

valeur absolue, V t e W¥, t > s-k+l ; on peut donc appliquer le thiorame de
=~ 1(

Fatou-Lebesgue (cf [13] ou [15]), A 1la suite (Pz’z(x,A) - P;’t(.,A))
’ s

:2(.,A), est bornée par 1 en

.

tel*
t2s~k+1
Dlod & Lim (PSR (x,n) - ﬂghz(A)]

. s )

k,h k,h

k)
= {{kdug (y) iim [Ps,t(X’A) - Ps:t(y’A)]

-0
= 0, compte tenu de l'hypothése,
h
(h),

s,t’ tell*
t3s=k+1

VselW' sk, la suite de probabilités (n , satisfait donc i (I.5,1),

et la condition nécessaire est vérifiée,

COROLLAIRE.- Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus de

‘ ' v ¢ (k) 2% fud .
Marnkov d'ondre k ((;{,vBt), Pt+k—1,t+k)tcN*’ 804% faiblement ergodique est

, : . . S h
que, ¥V s e ™, s > k, L€ exdste une double sudlte de probabilits (uf‘l)t helt® #
0, s N

(h) - th=1 Rathat
4 etant difinie sun @ xﬁ, telle oue
] s
1=t
Vs, he, s 3k ;Vxe ¥ ;¥V5e th),
. k,h, (),
B - P
lim [Ps,t(x,g) ﬁs’t(u)] 0.
£t
1,6, REMARQUE,- Soit s ¢ N*, s 2 k ; et soit u(k) une probabilité quelconque
k
sur 8 A,
j=1 -
Considérons la probabilité n(k) , définie sur & J{, par @
kys=k+l y=s=kel

S ;
VBe & 2,
j=s-k+l J

Ttl(cks:—kﬂ(g) = [.kd“(k)(x) PE,:—k+l(Xs5)-
2 \i'_' N
Elle vérifie :
(5 = oK) - (k) k,k
f¥k L) nee 1) = Mg ® = a6 200 em)
(£-6-1) irk 1p() d"ék;-k+1(y) = f‘kdu(k)(x) / kPi’i_k+1(x,dy) 1,(9).
h ’ s Z~

g N
Ceci, V3 e 'XJ -./"';/‘,. .
j=s=k+1 J
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Soit f une variable aléatoire réelle, positive ou nulle, définie sur
s
k -~ = » . _—— . .
(£, ® U3,) ; d'apr3s la définition de 1'intégrale, il existe ume suite
j=s=k+l

non décroissante de variables aléatoires &tacfes positives ou nulles admettant

f corme limite, Nous pouvons lui appliquer le théor?me de Beppo-Levi (cf [13]

ou [151), (I.6.1) entraine alors :

- (L6.2) [ LE(y) “"1( ; 1Y) = f,,.kd“(k)(x) [ £ Plﬁ’ﬁ_m(’%dvh
o & £ 2

N, - S4 Ma J C vy plk)
1.7, PROPOSITION, S4 un processus de Markov d'ondre k, ((¥, 5)5P, -1, ) el
est falblement engodique de puissance h, ol h e N*, on a powr toute mesure de
k
probabitizs w5 sun ® B,
j=1
Vsell*, sk ; Vxe \Ek ; VBe Céh),
lim [Pz’z(x, f Au (k)(y) (y, )1 = 0,
t>o ?
Démonstration.— V se N% s » k, considérons 1l'application n; ; +1 définie
S -
sur ® 3, par :
j=s-k+1
S
2 (k) ) k k
vae ® 5, @) =[ au(y)p (y,A),
jesaal 17 Epsmkel 7k k, s-k+l
(1) .
ol u est une probabilité cuelconque sur & J3,.
j=1
(k) \ ] N .
k selet est une probabilité sur ® JJ, s nous pouvons alors définir ume
j=s-k+l
(h) t+h-1
probabilité = sur R B par :
s,t j
j=t
t+h-1
2 P (h) - an )
VAe jqjt ij, TT (A) k k g= k"’]_( ) P (Y:A).

En nous reportant 3 la démonstration de la proposition I.5 (condition nécessaire),

nous voyons que :
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1 -
Vxe ¥ ;VBe Lgh),

lim.[Pk’h(x,B) - w(h)(B)] = 0, c'est=a=-dire :
S,t s,t

>

ke, s=k+1

o doho o (W) k,h _
(I.7,1) 1lim [Ps,t(X’B) fbkd" (y) Ps,t(y’B)] = 0

>0

pKs

Appliquons (I.6.2) avec f = P h(.,u) ; (I.,7.1) s'écrit :
’

. k,h (k) k,h ~
iﬁﬂ {Ps:t(x’B) ) {Ekdu =) I% P ttsB) B k 4 8= k+1(z’dy)] s

En appliquant (0.5.1) 3 la derniére intégrale, il vient :

k,h (k)
[P’ (x,B) - f au'®(z) oF0P (2,37 =
too  Sof ? k t
VseN, s>k ; Vx e‘¥k ; VBe Jgh),
ce qul démontre la proposition,
COROLLAIRE .- S4 un processus de Markeov d'ondne k, ((£,53.), P o (K) )
U el a1, t+k’ tellY?
est falblement engodique, on a, pour toute mesure de probabllite u(k) sun § J
j=1
VselNv, sk 3Vx e~fk ; Vhe W, VBe th),
P k
D) - I o 2te,mI = o
t-—)OO
_ ' p(K)
1.8. PROPOSITION.- S4 un processus de Markov d'ondre k, ((J,w Iy P k-1 t+k) Eelrs

est fadiblement erngodique de pudssance h, ol h e 1%, alons, V s e W%, s 3 k,
v

Vve ¥, vk, {Lexiste une orobabilite uik) sun & 03, telle que :
j=v-k+l
Vxe &k 3 VBe (X‘h),
lim [Pk’h(x,B) - f kdu(k)(y) Pk’h(y,B)] =
e St KV Vit
Démonstration,- I1 suffit de prendre comme probablllte u(y)
a) 5i v = k, une probabilité quelconque u @ ’3
k ,"\
b) Si v > k, une probabilité sur % 3, defmie par :

j=v=k+l
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v

- (k) (k)
VBe & b () = f du*’(y) P (y,3),
j=v-k+1 3’ k y 7L
(k) <
oi u est une probabilité quelconque sur &
i=1

COROLLAIRE.- 34 un processus de Harkov d'ondre k, ((¥ p (k) )

N Jvt) * k-1, t+k’ tetr®
est faiblement engodique, alons, Vs e N*, s 3k ; Vve I, vk ; Vhe ¥,

v
L existe une probabitite v sun & B, tekle que :

. j=v-k+1
VxeSc'.L;VBe&(h)

3

. kKol o (k) k,h -
lim [Ps,t(x,B) j&kduv (y) Pv,t(y’B)] =

t->c0
pk)
- 2

1.9. PROPOSITION,.- SL un niocedsus de Markov d'ondre L, ((E, 23 ), R te1, t+k)tc‘1°"’

est fadbLement ergodique de puissance h, ol h e 1%, alons, pour tout Sustime,

(1) ~ pits R ~
{uys (ul 1+1)1<1<k-1} Ol u, est une probabilite sun Xy et ol ;zowt
L= 1,200k00, b, et une probabilite de fuansition de (i, B B, dans
j=1
(£, J i+1)’ on a :

Vse N, s 3k ; Vxe $1:;VBe Ot(h),

k”h < B e ( )
(1.9.1) tif: (B (%3 J;Ekduo(yl) by (s dy,) e

(L .L)

SRR WETRASS (ERCETTIR D PR % *k, ((yl’ vee Wids B =0,
Démonstration,- I1 suffit de remarquer cue la fonction u(k) définie sur
(IZ(QJ)) par :
=1
3 ko
V A c ® \('.ru.,

=1 ¢

U(k)(A) = f&‘kduo(yl) U{lg(yl; dy2) Ul({klll,((yls--cyk_ ) dyk) 1 (Yls--Yk)s

est une probabilité sur {X, Juj, et d'appliquer le proposition I,7, avec cette

probabilité par ticuliére .
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COROLLAIRE,- S4{ un processus de tarkov d'ondre k, ((&, .B ), P £E§-1 t+k)teﬂ"’
est faiblement engodique, alons, powr tout sysitdme {hgs (“§1)1+1)1<1<k-1}

defink comme dand La propositici 1.2, La nelation (1.9.1) est vérnifdide,

Vs,he N, s 3k ; Vx e & s VBe th).

I1.10, PROPOSITION.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus

p(k) , : ;
de Markov d'ondne k, ((x, 0 ')s P t4k-1, i) perne B0 fatbLement erngodique de
pulssance h, ol h e W%, est que, Vs e W%, s > k, AL existe v(s) e ¥, v(s) » k,
W(s)
tel qu'Al exdste une probabilitd u(lz)) AUt ® A, qul vendgde :
j=v(s)-k+1
Vxe :%# ; VBe iﬁfh),
" k,h (k) k,h

lim [P * B) - ] ;d y B)l =0

ti-f: S,C(X'D) {{k HV(S)(Y) Pv(s)’t(y’ﬂ)
Démonstration,=- La condition nécessaire résulte immédiatement de la proposition
1.3 ; pour démontrer la condition suffisante, définissons, V s e ¥, s » k, une

(h) _e -
suite de probabilités (n t)teN7 5 £ étant définie sur @ »f% par :
, 2 -
tzs=k+1 j=t
t+h-1
a) Si t < v(s), néhz = Eh), probabilité quelconque sur & \t%.
’ -
j=t
b) Si t > v(s),
t+h-1
(h) - (k) k,h b g
“s,t(A) {{kdpv(s)(y) Pv(s),t(y’A) s VAe ~§ ng.
j=t

La suite (n(hz)teN‘ vérifie la condition suffisante de la proposition I.5,

t2s=k+1

et le processus est faiblement ergodique de puissance h,

COROLLAIRE,.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus de

p (k) . ; ;
Markov d'ondre k, ((¥, 3 ) t+k~1,t+k)tel‘]"“’ 804t faiblement engodique, est
que, Vs e N%, s 2k, Vhe N¥ L existe v(s,h) e §*, v(s,h) 3 k, tel qu'il
v(s,h)

existe une probabilite u‘(,k) sun @ 3, , QUL vBrigde :

(8h) j=v(s,h)-k+1 J
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Vxe u%k;VBe C((h),

k,h - (k) k,h =
lim [Ps’t(x,B) &kduv(s,h)(y) Pv(s’h)’t(y,B)] = 0.

Lo

La démonstration se fait comme celle de la proposition I.10, en remplacant v{s)

S

par v(s,h) ; on obtient, V s ¢ N¥, s 2 k, une double suite de probabilités

s t)t hel®x  ® il suffit alors d'appliquer le corollaire de la proposition I.5.
’ 4

tzs~k+1l

PROPOSITION - (1) Une condition nécessaire et suffisante pourn qu'un proces-

(I.11.

sus de Markov d'ordre ¥, ((£,33), P )

t+k-1, t+k’ telW*

puissance h, ol h e N*, est que, Vs e I, s x k, VB e Q(h), AL pour x e %k,

et pouwr une sulte crnodssante d’indices (ti)ieN’ La suite (Pz’h (x,B))

Syt ieli ’
tias-k+1
converge quand i»», alons, Vye &?k, La sucte (Pi’z (7s3)) 4 converge
s . p)
ti;s-k+1

aussi quant -, et que fLa Limite s0it Lo meme.

(2) De plus, cette Limite commune est Andépendante de s,
c'est-d-dine qu'elle est de La forme n(h)(o,B), ol o désigne La suite d'indices
(t5) gen

Démons tration,~ 1) Condition nécessaire et (2)

(k)

Supposons le processus faiblement ergodique de puissance h, et soit u une
probabilitd sur & A3

]
VseWN sk ;Vzxe ;Ek s VB e ffh),

-

. D'aprés la proposition I,7, on a :

j=1

o

k,h k k
1) 1lim [Ps:t(x,B) - £deu( )(z) Pk:z(z’g)] =0,

Soit o = (ti)icN’ une suite croissante d'indices telle que la suite
(Pg’z (x,B))ieN , converge quand i+», Il en existe toujours au moins une
3
1 t,»s-k+1l

i

puisque, pour s, x et B fixés, la suite (Pg’t(x,B)) est définie sur
]

tell®
t2s=k+1

504t faiblement engodique de
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1'intervalle compact [0,1] : on peut donc en extraire une sous-suite convergente,

De (I.11.1), on déduit :

(1.11.2) 1lim [p (x,B) - [ @ 2t (2,37 = o,

1o x i
La suite (f du(k)(z) plesl (z,B)) . ., converge donc aussi quand i+~, et on a :
£k "k 'ty ieN

(k)
lim P (x,3) = 14 d ) P (z,B).
{0 ix ) j_-vilf&‘,‘ . (Z kt i

Le deuxiéme membre de cette &galité Ztant indépendant de s et de x, la limite

est aussi indépendante de 8 et x,

D'od 1im P ( ,8) = ™0, m).

i+

Mais, pour s et B fixés, (I,11,1) et par conséquent (I,11.2), sont vérifiées,

Vx e.fk. On a donc aussi, Vy eLIk, le résultat suivant : Pi’t (y,B) converge

»
quand i+~ vers n(h)(o,B). i

Ceci démontre la condition nécessaire et le (2).

2) Condition suffisante
Supposons 1'hypothése vérifiée et, Vse N*, s > k, V x, y ¢ &k,v Be Céh),

B k,h k,h
considérons la suite (Ps,t(x’B) Ps,t(y’B))teN* . Cette suite prend ses
tzs-k+1
valeurs dans 1l'intervalle compact [~1, +1] ; on peut donc en extraire au moins

une sous-suite convergente, soit :

3

(1.11.3) (P (x, ) - Pi’i (y’B))jeN’ ot les t, forment une suite croissante d'indices,
s
3

J

Soit a la limite de cette suite quand j-,

De la suite (P B (x B)), ., nous pouvons extraire une sous-suite convergente,

jeN
oksh

puisqu'elle est definie sur 1l'intervalle compact [0,1] : soit (_ Yoy s O3 les
gy
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tj forment une suite croissante d'indices. D'aprés 1l'hypothése, V y etik, la
b 2

; k,
suite (Ps,t,
Iz

(y’B))ch’ converge vers la méme limite.

D'ol : lim [Pk’h (x,B) - Pg’i
3

(y,B)] = 0.
»@‘)00 s’tjﬁ jz

Cette relation, ct 1l'existence d'une limite a pour (I,11.3) entraiment

a=0.,

Ceci prouve que toute sous=-suite convergente extraite de la suite

el , converge vers O ; cette suite &tant définie sur

t2s=k+1

k,h, .\ _ kb
(Pg? ;) = P L(y,B)

le compact [-1, +1], il en résulte :

k,h k,h ~
Lin [P*1(x,B) = P 1(y,B)] = 0

to L

Vseld* s 2k ;3 Vx yet%k~v13e0<,,(h),
] ] 5

Le processus est donc faiblement ergodique de puissance h.

COPOLLAIRE,- ine condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus de

ankov d'ondne k, (X550 P01 1) e

Vsel*, s >k, Vhe I, VBe 55h), AL pout x e &k, et pour une suite crods-

s04t faiblement erngodique est que,

sante d'4indices (t;) La suite (Pz’t (x,B)) convernge quand ire, alons,
*=1

ieN’ ieN
t,.zs-k+1
k : k,h * .
Vyed, £a suite (PS’t (yj,B))teN convernge aussd quand i-»e, et admette fa
.
& tiZS-k+1

meme LAmite.



1,12, DEFINITION .~ Un processus de Markov d'ondne k, ((¥,:8), p{k) )

I1.13

B, ERGODICITE FORTE

tel*?

(I.12,1) 1lim P

t+l-1, t+k
est dit forntement engodique de pudlssance h, ol h e N*, A4 :
Vsely, sk ;Vxe &k ; VB e Géh),

k’h(x B) = ﬂ(h)(J),

£ >0

3] "gh) est une probabilite sun (;ﬂh).

1,13, DEFINITION,- Un processus de Markov d'ondre k, (Q£,ji) p (&) )

1,14, PROPOSITION,- S4 un processus de Markov d'ondre k, ((&;;Bt),P(k) )

’ “t+k-1 t+k” tell*?
est dit gontement engodique 8'AL est fontement ergodique de puissance h,¥ h e ¥,

t+k=1, t+k” tell*’
est fontement ergodique de puissance h, oli h e N*, il est fontement ergodique de
puwissance h', v ' ¢ %, h' < h,

Démonstration.- Supposons le processus fortement ergodique de puissance h, et
) ¢
soit B' < h, v AR ¢ (3§h ), considérons 1'ensemble A® e ™ gefing par :
v )
A(h) = A(h ) X t.fx 080 xx.
\""'—\/"‘V

h-h' fois
On a par hypothése :

(1.14.1) 1lim 2" (x a®y o ﬂgh)(A(h)), VselNt, s 3k, Vxe X,

Lo
Mais nous avons évidemment, d'aprds la définition 0.3 :

(h) k h'

k,h (')
Ps’t(x,A ) = (x,A )e

¥ ?
Vs el s 2 k, considérons la probabilité néh ) définie sur C{h ) par :
(%) h') (h') (h') (h) (")
30 e ), A a0y 2 aWa®) X e
h-h' fois
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(I.14.1) peut alors s'écrire :
] 7 v
lim pk BBy < (0D 0D,
t S

‘1 © ?
VselN', s >k ; Vxe Efk 3 V AR e:3§h ),

v 1]
ol wgh ) est une probabilitZ sur ~3¥h ) ; cecl démontre 1l'errodicité forte de
puissance h',
o, [ \ ' » (1\)
1.15, PROPOSLITION, S4 un processus de Markov d'ondre k, (&8s Pt t+k)teNL

est gontement engodique de puissance h, ol h e W, on a :
VseN* s 32k 3 Vxe 2 s V3e Tffh)

Lim 250 (x,3) = (M ().

tro 0
(Autrement dit, La Limite est indépendante de 2'imstant initial s).
Démonstration,- Supposons (I1,12,1) vérifiée V s e¢ ¥, s > k, Soient s, u e IT¥,
8y, u 2 ky, s # u, NHous allons montrer que wgh) = Tréh).

lous pouvons toujours supposer s < u, D'apr3s (0,5.1), nous pouvons é&crire :

.i 2 [”S u-k+l T K, ] s d3s que t 2 u-k+l,

D'oli : Vsell, s 3k ; Vx e*fk s VB e Céh),
ﬂ(h)(B) = lim.Pk’h(x,B)
s s,t
Tt
K,k ,
Lim -wLPs weles] CEedY) P (y’B)

tor

Pour u, h, et B fixés, la fonction Pi’z(.,B) est mesurable par rapport 3 la tribu
s

& ﬁgj, et bornée uniformément par rapport 3 t.
j=u-k+1

Le théoréme de Fatou-Lebesgue peut donc s'appliquer ; il vient :

(h) _ k,k >
s B) = f WP, u—k+1(x el [tif ° ,t(y'B)]
i (h) ()
fyk el k+1(x dy) =, "(®) = n "(B),

Ceci V B th)
()
s

est donc indépendant de s,
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1,16, PROPOSITION,- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus
] ey (k.) . .
de Mankov d'ondrne k, ((&, B By +k—1,t+k) reNir S04t fortement ergodique de

nudssance k, est que Le procersur de Markov assocdl soit fortement ergodique
de pudissance 1,

Démonstration.- L'ergodicité forte de puissance k pour le processus d'ordre

k s'écrit :

VselN¥, sk : Vxe 5€k ; ¥V Be Cék),
(1.16.1) 1lim P5¥(x,B) = »F)(w),
oo St s

ol nék) est une probabilité sur Cék).

L'ergodicité de puissance 1 pour le processus associé s'écrit :
~

VseN', s xk;Vxe ¥ ;VBe [ N5}
tel™
tzk

(1.16,2) 1lim ;s,t(x’B) = 7 _(8)

e -~
31
ol 7 est une probabilité sur GENY .
S . b
tel™
t2k

D'aprés la définition du processus associé (0.6), il est évident que (I.16,1)

et (1,16,2) sont &quivalentes, ce qui démontre la proposition.,

1,17, REMARQUE .- Nous avons montré aque 1'étude de l'ergodicité (faible ou forte)

de puissance k pour un processus d'ordre k peut se ramener 3 1'&tude de 1l'ergo~
dicitd (faible ou forte), de puissance 1 pour un processus d'ordre 1, qui est

le processus associé,

0r, 1'ergodicité (faible ou forte), de puissance 1 pour un processus d'ordre
1, est ce qui est appelé "K-ergodicité" (faible ou forte), ou ergodicité au sens
de Kozniewska, dans [2] et [4], pour les processus d'ordre 1. L'étude de 1l'ergo~
dicité de puissance k, pour un processus d'ordre k peut donc se ramener 3 1'étude

de la "K~ergodicité" du processus associé.

L'ergodicité forte et 1'erpodicit? faible sont évidemment lides par les

résultats suivants :
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1,13, PROPOSITION,- 1) S4 un processus de Markov d'orndre k est fontement
ergodique de puissance h, ol h e ¥, LL est faiblement engodique de puissance h.

2) 84 un processus de Markov d'orndre k est fontement
engodique, 4L est faiblement ergodiaue.
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C. -STATIONNARITE

Nous ne rappellerons par les définitions relatives i la "K-stationnarité"
d'un processus de Markov d'ordre 1 telle qu'elle a &té &tudiée dans [12], pour le
cas ol l'ensemble des états est fini, et reprise dans [2] ct [4], dans le cas

d'un ensemble quelconque d'états, Mais la définition de la "K-stationnarité"

d'un
processus de Markov d'ordre k, sera telle que dans le cas particulier k=1, on
retrouve les définitions de [12], [2] et [4]., Nous conservons le terme de
"K-stationnarité", (ou stationnarité au sens de Kozniewska), pour &viter la
confusion avec certains auteurs qui attribuent un sens tout différent au mot

staticnnaire,

Dans cette troisiéme partie, nous introduisons unec hypothése supplé-
£
mentaire : V t e ﬂ“,\wt = J3; V h e I, nous désignerons par X H1la tribu

produit de h tribus égales 3 &3. Sous cette hypothése, la tribu flfh) définie
h
au début de ce chapitre devient ® /5, V h e N¥,

I.19, DEFINITION.- tn processus de Harkov d'ondne k, ((%,5), ﬁfﬁ;_l . -

est dit R-stationnaine 5'4l exdste une probabilité u ) yun §: , telle que :

V t e N¥, t;k;VBeiﬁﬁ?ﬁs

(k) _ (k)
1.20, DEFINITION,- Un processus de Markov d'ondre k, ((*,), P?:l)c-l 41 £
, -4
est dit K-asymptotiquement stationnaine 4'AL existe une probabilité u(k) sun

k
® B, telle que :

k
VselN', s 2k ; VBe® 3 s

lim f du(k)(x) Pk’k(x,B) = u(k)(B).
tae K =t
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L.21,

1,22,

] — Py ! (k) ;
DEFINITION, Un processus de Markov d'ondre k, ((X,2),P erk=1, ¢ o) perper @1 dat

K-as ymptotiquement quasi-stotionnaine 4'4L existe une probabilite u(k) sun

k

® S5, telle que :
k

Vetel, t 2k 3 ¥Be® D,

lim f kdu(k)(x) Pk’k

o ¥ £t

42 (¥sB) = W @),

I1 est évident que, pour k=1, on retrouve les définitions données dans
[12], [2] et 4 ., Etant donnée la définition du processus associé, (0.6), on

a alors le résultat suivant dont la démonstration est évidente.

PROPOSITION ,~ Une condition nécessaine et sufgisante pour qu'un mocessus

T.23,

de Markov d'ondre k s0it R-stationnadine (nespectivement X-asumntoilquement
statlonnaine, nespectivement K-asymitotiquement quasdi-stationnaine), est que
Le processus assocds 504t K-stationnairne (nespectivement K-asunptotiquerent
stationnaine, nespectivement K-asymptotiquement quasi-stationnaine).

Le processus de Markov associé &tant un processus d'ordre 1, nous pouvons
lui appliquer directement certains résultats donnés dans [2] et [4], En parti-
culier ,compte tenu de la remarque IL.17 et de la proposition I.22, nous pouvons,
en comparant la "K-ergodiciri@" et la "K~stationnarité" du processus associé, au
moyen de résultats de [2] et [4], trouver les liens existant entre la K~
stationnarité, et l'ergodicit? de puissance k d'un processus de Markov d'ordre

k, on obtient les 3 résultats suivants :

PROPOSITION .- Tout processus de Markov d'ondre k, K-stationnaire, est

1.24,

K-asymptotiquement stationnaine, et K-asuynpfotiquement quasi-stationnaire.

PROPOSITION,- Une condition nécessairne et suffisante pour qu'un processus

de Markov d'ondre k s0it gontement engodique de puissance k esit qu'il so0it
faiblement engodique de wuissance k, et K-asymptotiquement stationnaine,
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1,25, PROPOSITION,- Une condition suffisante nowr qu'un processus de Markov
] e (k) . / e .
d'ondre k, ((%,70), Pt+k—1,t+k)teN*’ s04t fontement eraodique de nudlssance k ,
est qu' il soit fadblement e odique de puidsance k, K~as imptotiquement
ko
ouas L~5 tatlonnaine, pour une probabillitfe u(k) sun X -0, vendblant
k n+k=-2 ’
(1.25.1) VBe® D, 1imn | [ ] an® Gy 25F (x,8) - [ a0 p50%(x, )] = 0,
ol t=1,n -k t,n
n>e t=k+1 t * S

Pour démontrer cette derni3re pronosition, il suffit d'appliquer au processus

(k)

associé la proposition III.8 de [4], La mesure u sur X 5 doit alors vérifier

la condition :

S5 i )y 3 )y 2
VBe X0, lim | [ [odw () Py (x,B) = [-dum 7 (x) ° (x,3)] =0,
m>e t=k+1 4 t=l,m £ tym
Sachant que v% =<1¥ et » - POS VteNd, tzk, Vme ", m2t
4 “tym t,mk+l ? R ez

il suffit de poser n = m=k+1 pour obtenir (I,25,1).
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CHAPITRE I1

- - g

ERGODICITE UNIFORME DES PROCESSTUS

DE MARKOV NON HOMOGENZS D'ORDPE k

—— v e o > -

Nous allons introduire dans ce chapitre une ncuvelle forme d'ergodicité,
1'ergodicité uniforme, qui a &t# étudiée particulilrement par Iosifescu (cf f71,
{8} et [2]), Nous énoncerons et utiliserons certains résultats de Iosifescu, tout
en introduisant de nouvelles définitions et en démentrant des résultats supplé-
mentaires, Hous n'étudierons dans tout ce qui suit cue les processus de Markov
d'ordre k pour lesquels (%‘t, 3?)1:) = (5,3, Vte ',

h
Nous rappelons que la notation BW(h e n¥), désiene la tribu »roduit

de h tribus égales 3 B,

DEFINITION,- Un processus de Markov d'ondne k, (2,0, p (k) )

Ttrk=1,t+k” teN¥?
est dit faiblement et undiformément engoddique de pulssance h, ol h e % 842

h
Ve>0, HnO(s),taﬂqueVseN*,sak;Vx,ye}j‘k;VBe®Jb,

k,h k,h
=D H Y - ? ™
(IIol .1) n 2 nO(E) IPS,S"‘H(X’B) PS,S""n(y’u)l < €,
T - ! ! ’ . (k)
11,2, DEFINITION., Un processus de Marnkov d'ondre k, ((F,R, P ekl t ) celt
est dit fadlbLement et undpormiment ergodique A4 :
h
Ve>0, Hno(e) tel que :V s,he W, s 2k 3V x,ve xk ;Vied B,
— |pksh _oksh
n 2 nO(e) > ]PS:S+n(x,B) Ps,s+n(3"B)l < €,
1I.3. PROPOSITION,~ S4 un processus de Markov d'ondne k est fadblement et

undformdment ergodioue de pudsdance h, ol h e N*, 4L est faiblement et unifon-
mément engodique de nudssance h'y, ¥ h' e N¢, h' ¢ h,
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La démoustration se fait corme celle de la proposition I.,3, mais au lieu

de (I.,3.1), on a, d'aprds 1'hynoth3se d'uniformité :
Ve>0,1d n, (¢) tel que : Vsell™, s >k ; Vx,ye aik

n 2 n (e) = Ips’s+n( A(h)) - E‘ 1;+n (h))l < S’

(v,A
et (1.3.2) devient :
Ve>n;d no(e) tel que : VselN*, s>k ; Vx,ye jEk,

PRI I N (A(h')

< g-°
S,s+n " ? s ,S+n )I

n 2 no(s) - |P

11,4, PROPOSITION,- Une condition nicessaine et sufflsante pouwr qu'un processus

1 ] (k)
de Markov d'ondre ¥, ((£,8), Ft+k-l,t+k)
ergodique de puissance h, ol h e W, est qu'il existe, Vs e ', s 3 &, une
h
swite de probablLités (n(h)) wre , Chacune définie sun @ JD, telle que

5, Lel”

telt*? b0t faibLement et undfornmement

t2s-k+1
h
Ve>o0,4d n,(e) tel que Vs e %, s 3k, V x e L%k, V3e® B3,

(IL,4,1) n 3 o, (e) = I” (%,B) -ﬂ(h) (B)I < €

S,s5+n

Démons tration,— 1) Condition nécessaire

Supposons le processus faiblement et uniformément ergodique de puissance h ;

il est en particulier faiblement ergodique de puissance h, et d'aprés 1a
( ))
t teY\‘k

t>s=k+1

proposition I.5, il existe, V s e N*, s > k, une suite (ﬂ de proba-

h
bilités définies sur @)35, pour laquelle on a, d'aprds la démonstration de

cette proposition :

Vsmel* ;38 >k ;Vxe xF s VBe®D,

|P§::+n(x,3) - ni?g+n(3)l = I{EId“(k)(y) [Pk’h p(%D) - ‘§:2+n(y’5)]'
skaduék) (y) IP§:2+D(x,B) = Pl;:l;m(y,ﬁﬂ

< e dé que n 2 no(s),

ol no(e) est tel que (IT,1.1) soit vérifiée,
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2) Condition suffisante
(h) )

s,t’ tel®
h tzs=k+l
sur @ 7B telle que :

Supposons qu'il existe, V s e W%, s 2 k, unc suite (= , de probabilités

h
Ve>o0, Hno(s) tel que V x e £1<,VBe®]5,

KB (x,3) - o)

2 n (g) =
o2 O( ) tPs,s+n S,8+n

(B)l<'§' .

h
On a alors : Vs e N, s 2 k 3 Vx,ve .Ek;VBe@\B,

[Pt D) - 20 (v,
€ IPgeen B = 10O+ 1P ) = a7 (@]
<€ d3s que n 2 nO(e).
1I.5. PROPOSITION,- Une condition nécessaine et suffisante vowr qu'un processus
de Markov d'ondre &, (G, PN 1 (o) poper S04L fadbloment of undforuntment

ergodique est qu'il existe h e W*, h 3 k, tel qu'il s0it faiblement et uniforn-
mément ergodique de puissance h,

Démonstration,=- La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu'elle

est suffisante, nous nous contenterons de montrer qu'un processus de Markov
faiblement et uniformément ergodique de puissance k, est faiblement et unifor-

mément ergodique, La proposition II.3 complétera le résultat annoncé.

Supposons donc que @

k
Ve>053nn(€) telqueVseN"",sak;Vx,yex‘k;VBe@@,

K,k
s,s+n

(x,8) - P55 (5,8 < e

== |P
n oz no(e) = ' S,S+n

h
Vhen*,vX,yexl‘;vneéb@,\fserﬁf,sak,
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nous .pouvons &crire, en appliquant (0.5.1) :

k,h k,h
Ps,s+n(x B) Ps s+n(y’B)
_ K,k k,h oK,k k,h
) {Esz’s+n(x,dz) Ps+n+k-1,s+n(z’3) ;xk s S+n(y dz) Ps+n+k-1,8+n(z’B)°

Considérons la mesure de signe quelconque (cf [131), Mg n(x,y ;o) définie sur @ 3
]
par :

pk,k
"S,8+n

k,k

(x,4) - Ps,s+n

k
VAe®D, Mg n(x,y;A) = (y,A) ;

elle vérifie d'aprés 1'hypothése :

k
(11.5.2) vAeQ@D, 'us n(x,y;A)l < € pour tout n 2 nn(e).
. (

s . . k
VnelN, nzn (e), considérons une décomposition de Hahn-Jordan de ¥ rar

-

rapport 3 (x,y,.) : CH }+ On en dé&duit une décomposition
S n(x,y,o) = US n(x’y; ) s,n(XAYD')'

k k
avec : “s’n(xsy"% ) ”s’n(xay’;E ) puisque Us’n(sts(I?) =

+
et sl (rys &) g (So¥ 3

< g pour n 3 no(e) d'aprds (11,5.2).

(11,5.1) peut alors s'écrire :
k h k,h

plsh
s s+n( x,B) - ps s+n(y’B) f k“s n(x,y,dz) s+n+k-1 s+n(z’B)
= + . k,h -
= {£kus’n(x,y,dz) Ps+n+k-1,s+n(z’B)
k,h

%k s n(x,y,dz) Ps+n+k 1 s+n(z’B)’
d'aprés la définition de 1' intdgrale par rapport i une mesure de signe

quelconque.,

k,h

H £F
Mais on a 0 Ps+n+k—1,s+n

(z,B) 1, Vze £€ dfol :

k,h

k
- o PV » 12
us,n(x’y"% 8 {;kus’n(x,y,dz) Ys+n+k-1,s+n

(z,B) < u;n(X,y;Z{k).
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. *
On a donc, compte tenu des propriétés de L et Uy o9 vues ci-dessus :
t 3

k,h + K
| fagk“s,n(x’y’dz) Pornik-l, o@D € 1 (X320

< € pour tout m 3 no(e).

i h
C'est-3-dire : Vhe W, VselN*, s >k ;Vx,ye 36}‘ ; VBe® B,

KB opy - okl

P .
| s,s+n s,s+n

(y,B)| < € pour n 2 no(s) ; le processus est donc faible-

ment ersodique,

11,6, COROLLAIRE.- Une condition nécessaine et sufbisante noun qu'un processus
de Markov d'ondre k, ((8,%), o (k) ), s d04L faiblement et undform@ment

I1.7.

T t+k=1,t+k’ teN
ergodique est que Le processus de Harkov assocds s0it falbLement et unifommi-

ment erqodique de puissance 1,

En se reportant 3 la démonstration de la proposition I,4, il est évident
que 1'ergodicité faible uniforme de puissance k pour le processus d'ordre k
est équivalente 3 1l'erpgodicité faible uniforme de puissance 1 pour le processus
associé ; il suffit alors d'appliquer la proposition II.5 pour compléter la

démonstration de ce corollaire,

Nous allons maintenant introduire, sous une forme plus compatible avec nos
notations, des conditions d'ergodicité faible uniforme dé&finies par Iosifescu

(cf [8]).

(k) )

2 '] - ] > A, ] < N
CONDITION (Mk)% ‘ Un processus de Marnkov d'ondne k, ((£,8), vt+k_1’ ik

tei*?

est dit véerndfden La conddition (Nl'c)'m ) 00 m e I¥, m 3k, 4" 4L existe n_ e N,

(o]
et § e 10,10, tels que, pour toute partition de oy 2 AU A, o
k
A, e @D (i =1,2), et powr tout m e N¥,m 3 my On ait :

i
k,k k
’+n(x,A1)>6,Vxe £ 3
o

a) ou bien P
T, T

b) ou bien Pk’k
my,

k
m+no(x’A2) > 6, Ve & ,
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II.8. CONDITION (C;) .- Un processus de Matkov d'ondre k, ((¥,79, P plk) )

5 t+k=1, t+k’ tel*?

W

est dit vindifden La condition €, » olim e, m >k 'Ll existe n e IF, et
©

8 e 10,10 , tels que

k
Vx,ye \Xk;VAe®jb;VmeN"-‘,mzmo,

k,k

IPm mn_ (x,A) - mymen_ (y,8)| <1 -6,

Nous avons les deux résultats suivants, dis 3 Iosifescu, et pour la démons-

tration desquels on pourra se reporter i [8),

11,9, PROPOSITION,- Soit un processus de Harkov d'ondne k; ¥ m e IT¥, m 3 K,
Les conditions (r*') et (Cp)  sont Zoulvalentes.
K

11,10, PROPOSITION,- 1) lne condition nlcessaine et suffisante powr qu'un processus
' (k)
de Mankov d'ondre k, ((¥,P), P prkel, t o et 804t faiblement et undformément

engodique, est qu'il existe m_ e N*, m_ 3 k, tel que £'une des conditions
[s} o i

(Cl'()m ou (¥ ) s0it satisfaite.
(¢}
2) Soit alons (n,8) £e couple pour Lequek fa condition
ch est vinigite ; on a :
k mo h
Vme I, m2k ; Vx yc:&k ;Vhel™ ;¥Be® B,

etVneld  nz2n +m +k
3 o 0 ]

n-1
RSN |
n_+m +k-l
[P%o8  (x,B) - (y,8)] s 1 - 8) ° "o
myen - ? nxrﬂn

Nous allons maintenant définir et &tudier 1l'erpodicité forte uniforme ;
ici encore, nous donnerons des conditions d'ergodicité forte uniforme intro-

duites par Iosifescu,
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1 - J (k)
11.11. DEFINITION, Un processus de Markov d'ondre k, ((¥,D), Py +k_l’“k) telrs

28t dit forntement et uniformiment engodique de puissance h, ol h e N*, 8'iL
est fontement ergodique de puissance h, et 84 de plus fa convergence de

k sh
s s+n

(x,B) verns né )(B), quand n»e, est unifornme par rappont & s, x et B,

h
Autrnement dif, Ve>o,Hno(e)t&(’.unVse1‘V\‘, sz2k ;Vxe \%‘k ;¥ B e @B,

k,

nzn (e) = IP o (%s3) - n(h)(B)l < e,

] - { ' (k)
11,12, DEFINITION, Un processus de Mankov d'ondne %k, ((X,8, © t4k-1,t +1 terrt?

est dit fontement et unifornmément ergodique 8'4L est fontement engodique, et 84
de plus, La convergence de Pk’ 4 (FsB) vens ﬂ(h)(B), ouand nse, est undfonme

parn rappornt a s, h, x et B,

Aaﬁ/temen,tdi,t, Ve>o, ﬂno(e) tel que V s, h e N¥, s;k;Vxe(Ek;
VBeQ R,

nzn () = [P0 (x,3) - " V@) <.

S s+n

- ' (k)
II,13, PROPOSITION, S4 un processus de Marnkov d'ondre k, ((&,p), 7 P ek, 4k telt?
est gontement et undformdment ergodique de pulssance h, od h e I, LL est fonte-
ment et uniformément ergodique de puissance h', v h' e N%, h' < h,

La démonstration, qui se fait comme celle da la proposition I.14, avec en

plus 1'hypothd@se d'uniformité, est laissée au lecteur,

I1.14. CONDITION (1) .- Un processus de Markov d'ondre k, ((X,R), plk) )

t+k=1, t+k’ tell*?
[¢]

est dit venifien La condition M), 00m e N, m >k, 74l exdste n e N¥
"o

et § e 10,10, tels que, pour toute partition de x¥ :

k
;)E‘k=A1U Ay oaAie®\fB (1 =1,2), on ait :
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) K.k S Vxe (X‘k
9
a) ou bdien Pm, m+no(X’A1) > §

2VmeN"“,m2m
o

k
b) ou béen PP (x,A0) > ; Vxe X
m,mn 2 2 .
o] Vme N, m > m
i - it ! (k)
11,15, CONDITION (Ck)mo' Un processus de Harnkov d'ondne k, ((2,2), LN +k—1,t+k) R

est dit vernigden La condition (€, » 0L m e, n >k, 8' 4L exdiste n e N¥
1
[e]

et § e 10,10 , teds que :

k
Vm',m"ek*,m’,m”;mo;Vx,ye %ﬁk;VBe@Jb,

k,k K,k

le' ,m'+no(x9B) - Pm",m"+no(YsB)| <1-~34.
R & . ; !’ J (k)
11,16, HYPOTHESE U, Soit un processus de Markov d'ondre k, (2,0, P e+k-1, 410 tell*®
Posons :
_ k,1 _ok,1
Vnel,a = Xs:;p\Ek le"+n,m'+n+1(x’B) Pm"+n,m"+n+1(x’3)‘
m' ,m"el* et 2k-n
Bed
On dina que Le processus vernifie £'hypothise H 84 ) a <+ e,
Hous avons les résultats suivante diis A Ios:i.fescu.neN
Pour leur démonstration, on pourra se reporter 3 [8].
11,17, PROPOSITION,=- Soit un processus de Markov d'ondre k; ¥ m e ¥, m 2k,
Les conditions (g) et (C)  sont Squivalentes.
[e] (o]
11,18, PROPOSITION,- 1) Une condition nécessaire pour qu'un processus de Markov
' (k) : ; 5 ;
d'ondre x, ((%,B), Pt+k—1,t+k)teN""” 50t fontement et uniformément erngodique est

qu'il existe m e N, w2k, tel que L'une des conditions ) ou (C) 804t
satisfaite. ° °
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2) S de plus, Le processus vénifie £'hypothese 1, cette
condition est auiid culfisanie powt qu' il y alt ergodicite fonte uniforme ; on
a akons La pioprniiii suivante s

Soit (0 .6) Le couple powr Lequel La condition (¢, est satis faite, et

e o
soit =B La Lirite de 2777 quand e, V s e 1%, 5 3 k ; alons :
Sgt
% h
Vme ¥, m3k ; Ve £ ; Vhel,VEe P,
e Vnel,nzn +n +%k,
o o
L a3 a1,
1E (x,3) - "M@y < ing 142 s -5 3
m,m+n v
s e ¥ $
kin +m -ilgsgn~-1
o o
(h) : < ;
(Rappelons que nous notons 7 puisque d'apr3s la proposition I.15, la
limite n(h) de Pk’? quand t>o, ne dépend pas de s).
S 5,0C :
}2] - Qf 70 I 23 A (k)
I1,19. PROPOSITION.- SLoun precessus de Markov d'ondne k, ((2,5), Perke1,t i teN*?

virnifde £'hypothese 1, une condifion nécessatne et suffisante pour qu'il soit
gontement et unifosunZment ergodique est ou'4il exdiste h e We, h > k, fel qu'4il
s04t fontement ef uniforadment ergodique de puissance h.

Démonstration.— La condition es: &videmment nécessaire, Pour montrer qu'elle

est suffisante, il nous suf’it de mcntrer qu'un processus fortement et unifor-
mément ergodique de puissance k, est fortement et uniformément ergodique, et

d'appliquer ensuite la proposition II,13,
Supposons donc que 3
v 0 - % ( a1l an Y g 0% e >k =V 3 \:{“.VP ®J3>
€ > : dn (e) tel quo Y5 e W%, s 2 k ; X € : D e 8
n 2 no(e) == |p

(k)

o m "" est uno probabIlitd cur ® T3,
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(k) (k)

D'aprés la proposition I.15, on a : 7 =7 s Y5e N¥ s 2z k, Yous allons
s

montrer que la condition (Ck)n est vérifiée nour n = L ; on a en effet :

k
Vo', n"eN, m', " 2k ;Vx, ve %‘k;VBe(@@,

k,k kyk -
IPm"m!+n(x)B) = Pmll,ml!+n(y,“)'
k,k (k) k,k s (k)
< |Pm3’m,+n(x,B) -7 (B)| + le,’.’m,,+n(y,£:) A ¢:3Y

< 2¢ pour n 2 no(s), en narticulier pour n = no(e).

La condition (Ck)m est donc satisfaite pour m o= k, avec tout couple

1-8
[ = o B3
(G,no) tel que § e 10,11 , et n no( 5 Y ¢

D'aprés la proposition II,1%, 1'hypothése ¥ Etant vérifiée, le processus

est fortement et uniformément ergodiaue,

11,20, COROLLAIRE,- Sous L'hypothese M, une condition nécessairne et suffisante
! ] A1 3 (k) ’ _
powr qu'un procedsus de Markov d'ondrne k, ((6,D, Pt+k-1,t+k) relme? s04L fonte

ment et undforrdment erqodioue, est que Le processus de Markov assocd soit
gortement et uniformément ergqodicue de puissance 1,

La démonstration se fait comme celle de la proposition I,16, le rode de
convergence &tant de plus uniforme, Il suffit ensuite d'appliquer la proposition
11,19,

L'ergodicité forte uniforme, et 1l'ergodicité faible uniforme, sont liées

par le résultat suivant qui est évidents

11.21, PROPOSITINN,- L'erqodicite fonte uniforme de nudlssance h, ol h e W*
(nespectivement, L'ergodicdil 4fonte undfornme), entraine L'enqodicdts faible
undiforme de puissance h (respectivement, £'ergodicite faible unifonme) .




CHAPITRE TIII

CAS PARTICULIEP DES PROS2CESSUS DE

MARKOV D'ORDRE k, HOYOSENES

Nous allons étudier dans ce chapitre 1'ergodicité faible ou forte,
uniforme ou non uniforme, dans le cas des processus de Markov d'ordre k,
homocdnes, Les définitions rencontrées dans les chapitres précédents prennent
dans le cas homog3ne une forme simplifiée que nous exprimerons. Les résultats
démontrés jusqu'ici s'appliquent naturellement au cas homogéne, avec une
simple différence de notations, mais nous donnerons dans ce chapitre des
résultats propres au cas homogine, en narticulier pour 1l'ergedicité uniforme.

(k) )

1] f ’
111,1, Rappelons qu'un procesdus de Markov d'ondre k, (G%;,Ji), Pt+k—l,t+k el

est dit horoglne 84 :

DV tewr, (x,3)=(£2).

R (k 1’\.)
2) Vte %, t 2k, Pt,z+1 - .

D'aprés la définition 0,3, il est alors évident que, V s,t,h e ¥%, s 2 k,

t 2 s-k+1l, les probabilités de transition Pi’i ne dépendent plus de s et de t,

: 1
mais seulement de la différence t-s, Nous les noterons P;::, pour t-s 3z 1l-k.

Dans le cas homopéne, (0,5,1) devient :

- k,h k,k _k,h
P = 9 o] 9
(111,1,1) L [P" ?n-. K+1

5%

. Vhe ™, Vn, me Z, n > m ».1-k,

Nous conviendrons de désigner un processus de Markov homogéne d'ordre k

par : ((£,B), P(k%

n ‘nel’
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Le processus de Markov associ€ i un processus de Marlkov homonene d'ordre
k est aussi homogéne,., C'est le processus de }Markov d'ordre 1, (3? 53) Pn)ne
défini par :
- - . k k
1) (¥,5 °, ® B) (nous rappelons que @ 5> aasigne la tribu

produit de k tribus &gales a 1),

i

=P =P
A T e
(0.6.1) devient alors : ; o VneN
n n—k+1’ ¢
I111,2, DEFINITIONS,- 1) Un processus de Marnhov horoaéne d'ordre k, ((,0,? (k) )new.‘,,

est dit fontement ergodique de puissance h, ol h e W (respectiverment 5olute,meni
engodique) 84 ¢
_ _k,h (h) K B
lim P > (x,B) = (B) ; Vxe £ 3VBe® D,
nr« o
(nebpact/évemcﬁt, Vxe XX :¥h e ;vEe® BD), oit
7™ st une probabitits sur @ T . \

2) Un processus de Markov horogine d'ondne %, ((X,8), '(h))neu*’
est dit faiblement engodique de nudssance h, ol h e I (resnectivement, faiblement
ernqodique), 84 :

lim [Pk’h(x,B) - ,k A
n->e e

K n -
Vx,ye ¥ ;V83e@® 4O,

(v,3)] =

h
(respectivement, V x, vy e = ;Vhei™, V3e® D)

Nous allons appliquer au cas particulier des processus de Markov homoglnes
d'ordre k quelques rdsultats démontrds dans [2] et [4] pour les processus d'ordre
1, et faisant intervenir une hypoth&se due 2 Doeblin, concernant les processus

de Markov d'ordre 1, homosines (cf [31),



-

I11.,3

I11,3, DEFINITION,- On dit que Le wiocessus de Markov homogene d'ondne k,

((FD, Pt(lk) ) erpes vernigie L'hupothise (o) 840 exdste une probabllite o (¥
. ;

Sun ® B, un entien vez, v >1-k, et un e > 0, tels que :

k
Vxe ka, Vielf Z}, Pt’k(x, CB) 2 e si Q(k)(B) < €.
feci revient 3 dire que le processus de Markov asscci vérifie 1‘'hypothése
(D) de Doeblin (cf [3}). Ranpelons en effet ocu'un processus de Markov homogdne
' n
d'ordre 1, ((¥,B, ’n)neN*

probabilité ¢ sur Jb et un entier v e I¥, tels que :

est dit vérifier 1'hypothlse (M) s'il existe une

Vxe ¥, ¥VIie 13, Pv(x,(:B) 2 e sio(B) < €.

I1 suffit d'appliquer la relation (0,6,.,1) et de faire un chancement de variable

sur v pour obtenir le ré&sultat annoncé,

llous pouvons donc en utilisant les propositions I.4, I,17 et 1,22, Znoncer
la proposition suivante, qui généralise un résultat de [4] (Propositions III.D
et I11,10).

11I,4, PROPOSITION,- S4 un processus de tarkov homogine d' ondne % véndfdie

IIT1.5, DEFINITION,- Un processus de Markov homogiéne d'ondre %, (2,8, Pr(!k))

L'hypothese (D)
(1) 12 est K-statlonnaine,

(2) L'erngodicits fonte de nuissance k et L'erngodicits faible de
pulssance k sont Equivalentes .

Nous allons maintenant étudier 1'ersodicité uniforme dans le cas des

processus de Markov homogénes d'ordre k.

neN*?
est it fadiblement et unifou@ment ergodique de puissance h, ol h e W*(respecti-
vement, faiblement ef uniformément cngodique) a4 : Ve > 0, & n_(e) tel cue :

k h
Vx,ye X ;VBRel B



111.6, DEFINITION,- lin processus de Markov homogene d'ondre k, ((€,2), Pik))

I11.4

h
(respectivement, Vv x, y e xk ; Vhe W, ¥Be@JD)

k,h k,h
n no(e) s, IPn’ (x,B) - Pn’ (y,®)] < e.

nely*?

est dit fontement et widfornmiment ergodique de pudssance h, ol h e W (nespecti-
uement fonterment et undformiment erqodique), 8'AL existe une probabilite (h)
sur ®Jb (respectivement, 8'4l existe, V h e 1™, une pobabilit? w1 g 5 B),
telle que :

Ve >0, Hno(e) tek que :

Kk h
Vxe X ;VBe® B

h
(respectivement, vV x e Jﬁk s Vhe ¥, V3el® J3),
nza(e) = [Bm) - V@) <.
11I,7. PPOPOSITION,- Pouwr un nrocessus de Markov homogéne d'ondre k, L£'ergodicite

fonte uniforume de puissance h et L'erqodicit? faible unifonme de pudssance h,
sont quivalentes, ¥ h e 1%,

Démonstration.— I1 nous faut montrer que, si le processus de Markov hcmogéne

d'ordre k est faiblement et uniformément ergodique de puissance h, il est forte-

ment et uniformément ergodiaue de puissance h,

Pour cela, nous montrerons d'abord que, V x e xF etV 3e @ jf) P ( +3B)

-

converge, uniformément par rapport i x et B, cuand n-+x, vers ﬁne limlte indé-~

pendante de x , puis,que cette limite est une probabilité sur @ 73,

L'hypothése d'ergodicité faible uniforme de puissance h s'écrit : V ¢ > O,

dn(s) tel que :
Vx,yeEE,Vue®Jﬁ>

k,h

n 2z n(e) = [P5 " n) - PRy By | <

k h

D'ol : n 2 no(e) = sup . lPi’h(x,B) - ’ (y,B)| <«

X,ye &
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]

Posons :Pn(B) inf Pn (xB)

—_— X e\%k
et ?; (B) = Ska (X,u)
"Cu

L'inégalité précédente s'écrit alors :
h

(II1.7.1) n 3 n_(e) = F;(s) -P(3) <e, VBe@B B,

Or, pour B fixé, les suites (Pn(B))neN* et (Pn(B))neV*’ sont respectivement non
croissante et non décroissante., En effet, scient n et n' ¢ 1™, n > n', On a, en

appliquant (III.1,1)

[ opkk k,h

K oo g1 (Xd2) P

Bx,8) = (2,B),

Kk h
Vxe ¥ ,VBef B

Dol : BB < Shem) T ), v xe 2
et P ,(B) s P (B) <P (B) <P ,(B).

(ITI.7.1) entraine donc que les suites (?;(B)) s et ( (3)) , tendent vers

(h )(

].l_

une méme limite quand n»», V B e ® J3, Soit = B) cette limite ;

elle vérifie : Pn(B) < n(h)(B) < P _(B)

comme : Pn(B) <P ( .B) < P (B) Vxe %

on a, corpte tenu de (III=7¢1),

(I11.7.2) n 3 n (e) = [P5P(x,8) - v ()| < e
(o] n

" h
Vxe X ,VBe@®D,

Pour que 1l'ergodicité forte uniforme de puissance h soit vérifiée, il suffit

(h)

de montrer que w est une probabilité sur Q J>.
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(h) p (h) ok
w est une application de @ B dans [0,11, qui vérifie : = ‘(X&) =1
D'autre part, si (Ai)ieI est une famille finie d'ensembles de ® J3, disjoints,

on a :

(h)( U a g = lr Pi’h(x, U A)) s, Vxe &”k,
iel n-e iel

lim [} P (A)]

n-e iel

L}

I tneaga) = ™ap.

iel nio iel

n(h) est donc une fonction d’ensembles additive, Pour que ce soit une probabilité,

il reste 3 montrer qu'elle vérifie la condition de continuité monotone en 9

(cf [131), c'est-i-dire que si (A ) . est une suite décroissante d'ensembles
de ® B, telle que N A =9, 0na: lim 'n(h)(A )=0
mel i g "
VnelN, Vxe %k (x, .}, étant une probabilitZ, vérifie cette condition;

k,h

d'od : ¥V € > O, ﬁmo(a, n, x) tel que : m 2 c)(e,n,x) P (x,Am) <€

D'autre part , ¥V ¢ > O, 3n (e) tel que (III 7.2) soit vérifiée ; soit alors

mo(e:,x) = m(e,n (e),x), Vxe 36“ s 3z ¢ 35‘ tel que : o (e,2) = inf, m (g,%).
XC\%

Posons mo(e) = mo(e,z) ; nous pouvons écrire

n(h)(A lPk »h e (258 ) - n(h)(Am)I 4 ploh (z,A )

n ('2-) ' (—)

- €
<eg¢ dés quem2 mo(i-).
On a donc bien lim n(h)(Am) = 0, ce cui achéve la démonstration,
> i

111.8. COPOLLAIRE,.- Pouwr un processus de Mankov homogéne d'ondne k, L'ergodicitd
fornte unifonme et L'engodicité faible unifoume sont Zoulvalentes .,

La démonstration de ce corollaire se fait comme celle de la proposition IIL.7.
En effet, sous 1'hypoth3se d'ergodicité faible, le no(e) est indépendant de h, et

on obtient bien une convergence uniforme par rapport 3 h,
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En raison de ces deux ‘derniers résultats, nous parlerons dans le cas
homogéne, d'ergodicit? uniforme de puissance h, ou d'ergodicité unifonme,

en supprimant les termes "forte" ou "faible",

Enfin, nous allons voir ce que deviennent dans le cas homogZne, les

conditions (Ck)mo et (Mk)mo de Iosifescu., On voit immédiatement que (I—i‘k)mo et
(M& )m d'une part, (Ck)mb et (C} )m d'autre part, sont &quivalentes ; elles

ont une forme plus simple dans le cas homogéne, d'ol les définitions suivantes :

IT1.9. CONDITIONS (1% ) et (C,).- 1) Un processus de Markov homogine d'ondre k,

(5D, ngk))n ss 281 dit vindgien £a condition (Mk) 8'4L existe n e W e,t

§ e 10,10 tels que, vour toute partition de \?e‘:xk—A UA,ouA e®55
(i =1,2), on ait :

a) ou hien DE’k(x,Al) >8 ,Vxe 5 ;
o

b) ou bien P (x,Az) >8§ ,Vxe \E’k.

2) Un processus de Markov homogéne d'ondre k,
(x5, Pflk))new.,, est dit virnifden La condition (c,) 5" 40 existe n e N* et
6 e 10,1[, tels que :

K Kk
Vx,ye £ ,vBe® D,

lp (x,B) - P (y,B)l < 1-6,
%o %o
Nous avons vu dans le cas général que ces conditions &taient &quivalentes,
D'autre part, il est &vident que pour un processus homogdne, 1'hypothése ()
est toujours vérifiée puisque a = 0, Vn e N¥, Les propositions 11,10 et II.18
nous permettent alors de retrouver le résultat du corollaire III.8, Elles se

mettent sous la forme commune @

Les conditions (c,) et (m) sont nécessaines et suffisantes pour L'ergodicite
undiforme d'un processus de Markov homogéne d'ondre k.
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Enfin, les propositions II,5 et 11,19 deviennent, dans le cas homogdne :
Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus de Markov

homogene 804t uniformément ergoddique esd qu'4il existe h e ¥, h 3 k, fel
qu'iL s0it unifonmément engodique de puissance h,



CHAPITRE IV

CAS PARTICULIER DES PROCESSUS DE MARKOV

D'"ORDRE k A UN NOMBRE FINTI D'ETATS

fl; 25505 Tk,

la plupart des ré&sultats précédents peuvent s'exprimer sous une forme matri-

Lorsque l'ensemble des &tats est un ensemble fini : X
cielle plus simple,

L'objet de ce chapitre est essentiellement d'appliquer au cas fini
les principaux résultats obtenus, Nous &tudierons successivement le cas non
homogéne et le cas homogéne. Une derni3re partie sera consacrée 3 1'étude de

quelques exemples,

Dans tout ce chapitre nous supposerons th = X = {1, 2,.ss ¢},
V teN¥, et i% = 330%0, ensemble des parties de X, V t e N¥%,

Rappelons qu’une matrice stochastique est une matrice carrée 3 &léments
positifs ou nuls dont la somme des Elé&ments de chaque ligne est &gale d 1, Un
processus de Markov d'ordre 1 3 un nombre fini d'états est défini par la donnée
d'une suite infinie de matrices stochastiques (cf [3]). Dans le cadre de notre
étude, nous aurons 3 utiliser des matrices rectangulaires, 3 €lZments positifs
ou nuls, dont la somme des éléments de chaque ligne est égale 3 1, Nous convien-
drons de les appeler matnices de transition.
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(1.1

.2,

1Iv.2

A, CAS NON HOMOGENE

Lorsque & = {1, 2,... r} et J3= 93, la probabilité de transition

(k)
Pt,t+1

k+1
)

k
de C£kBﬂ3) dans (¥,J3), est entidrement définie par la donnée des

(k)

nombres Pt,t+1

((11,12 _—- ik), j) ol fseee iy e X, De mlme, la
probabilité de transition Pi’z, V s,t, he %, s 2 k, t 2 s=-k+l, est entid~
S

rement définie par la donnée des rk+h nombres P i ((i gaeee ik), (jl,...jh)),

pour lesquels Ls eee By Jys eea Jp e X, Sl nous supposons cue V h e I,

- h ~ .
les &tats de ¥ sont ordonnés d'une certaine facon, une fois pour toutes,

nous pourrons représenter de facon unicue ces probabilités de transition sous

(k)

i .. . k
v sera une matrice de tranmsition A r
t,t+l

forme de matrices de transition :

: s g ’ k
lignes, et r colonnes, indicée en lignes par ¥ , en colonnes par X, et dont

(i) (i,3), pour i e §¥k et je ¥ ;P Pl sera une

le terme oénéral sera noté p
t, t+1 Syt

g .k h b . k
matrice de transition 3 r 1liones et r colonnes, indicée en lignmes par ¥ ,

e . kyh, . . ; .
en colonnes par i&h et dont le terme énéral sera noté ps’t(l,g), pour i e X
s

et j e geb

Le processus de 'arkov est alors défini par la donnée de £, et de la suite

(k) " 2 p(k)
t,t+1)teﬁ*' lous le d&sipnerons nrar (¥, P ¢, e+1) ol

tzk t2k

de matrices de transitiom (P

(0.5.1) peut alors s'écrire sous forme d'un produit de matrices :

1 Pk,h pkak Jk,h

= ] P 3 Me, ko« < -k+1 < t.
Syt syu-k+l "u,t ? Vs,tyu; he ¥ kss su, ukdl <t

C'est-d-dire :

kyh, . k .k ' h
ps:t(l’j) = Z k s u-k.+l(l g) P u,t ('{,]). Vie ‘% Vije X .

Voyons maintenant cuelle est la forme du processus associé I un processus
de Markov d'ordre k 4 un nombre f1ni d'états., Ce processus associé aura aussi

un nombre fini d'états puisque SE \%?. La probabilité de transition Pt -
9
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sera représentée, V t e N*, t 3 k, par une matrice stochastique indicée en

k < < R k ~
lignes et en colonnes par ¥ , et &gale A la matrice Pt't-k+2 ; nous désignerons
3
cette Eatrice par Pt,t+1’ et ses &léments seront notés pt,t+1(1’3)’ avec 1,
je &£,

Les définitions vues dans le cas général deviemnent, dans le cas particulier

d'un ensemble fini d'8tats s

1) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états
(x, P(k) ) xs €5t dit faiblement ergodique de puissance h, oli h e N*
t,t+1” teM
t2k

(respectivement, faiblement ergodique) si :

Vs e, s 2 k (respectiverment, V s, h e %, s 2 L),

. k,h,. k.,h k X
Lim [ ps:t(l’g) - Ps:t(j’g) }=0,Vi,je X ,Vege x",

tr
2) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini 4'&tats
(k) - "
(¥, Pt,t+l)tehk’ est dit fortement ergodique de puissance hy oii h e N
2k

(respectivement, fortement ergodicue), si :

V seli*, s 3 k (respectivement, V s e N, s 3 k, V h e %),
lim.Pk’h = n(h)

too St s !

ol ﬂ(h)
s

coas o k
est une matrice de transition indic&e en lignes par X et en colonnes

par \%h, dont toutes les lipnes sont identiques,

(On a, comme nous l'avons vu dans le cas général, wgh) = w(h), V se N¥,

s 2 k),

Il est évident que, dans le cas d'un nombre fini d'&tats, et pour h fixé,
la convergence d'une suite de matrices de transition indictes en lignes par
3€k et en cclonnes par 3§h, est uniforme par rapport aux états de JEk et de
JEh. Ceci nous permet de simplifier les définitions concernant 1'ergodicité

uniforme :
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IV.4

1) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nowbre fini d'états,
(x, P§k1+1)teﬂ*’ est dit faiblement et uniformément ersodique de puissance h,
9
t2k

ot h e W (respectivement, faiblement et uniformément ergodicue) si :
p H] &1

Vi je ;Ek, Vege J%h (respectivement, ¥ i, j e &k), on a

lim [ p

nre

(1 g) = P (j’u) = 0,

S, s+n S, s+n

” ~ h
uniformément par rapport i s, pour s e I*, s > k, (Respectivement, Vge X ,

uniformément par rapport 3 s et h, pour s, h e ™, s » k),

2) Un processus de Markov d'ordre k, 3 un nombre fini d'Gtats,

t e+l est dit fortement et uniformément ergodique de puissance h,

tells?
t2k
o h e W% (respectivement, fortement et uniformément ergodique), s'il est
fortement erpodique de puissance h (respectivement, fortement ergodique), et
k,h (h)

si de plus, la convergence de Ps’s+n vers m 7, quand n > «, est uniforme par
L]

rapport 3 s, pour s € N¥, s 3> k (respectivement, par rapnort & s et h, pour s,

hENk,Sak)o

PROPOSITION ,~ Une conddition nécessaire et suffisante pour ou’'un processusd

de Markov d'ondre k & un nombre find d'états soit faiblement ergodique est
qu'4l existe h e W, h 3 k, tel qu'iL s0it faiblement engodique de puissance h.

Démonstration,.— La condition est évidemment nécessaire., Pour montrer qu'elle

est suffisante, nous nous contenterons de montrer que l'ergodicité faible de
puissance k, dans le cas d'un nombre fini d'états, entraine 1l'ergedicité faible.

La proposition I,3 complétera alors le résultat annoncé,

Supposcns donc que, V s e W%, s > k ¢

(Iv.5.1) 1lim [ pz’i(i,i) - pi’t(j,ﬂ) l=0,V1i,j, L e JEk.
’ ]

>
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Vs, heN',s 3k ; Vi, je L}jk s Vege &“h, nous pouvons écrire, d'aprés
(Ivnlol) .

k,h, kb,
lim [ p * (1,8) - p.’ (3,8) ]

t—)OO
i t—if [ze%k (1,2) t+k 1 t Z k (J’[') ‘t+k ~1 t(ﬁ,g) :
. K,k ) k,h
o ];Zl &_Zxk [ ps:t(i,ﬂ) (3,2) 1 ptﬂ -1 t((’. £)
. k,k L k,h
= zgxk };-t: [ ps:t(i,ﬂ) - v’ (1,2) 1 ptk-1 t(ﬂng)-

k,h

Corme O g Peik-1, () 1, Ve I, vLe !?ik,

k,h

on a ¢ 1lim [ P, (i,g) - p (J,g) ] = 0, en utilisant (IV.5,1),

£

et le processus est faiblement ergodinue,

Ce résultat entralne, par 1'intermédiaire de la proposition I.4,, le

corollaire suivant:

COROLLAIRE ,- Une condition nécessaine et suffisante pour ou'un processus
de Markov d'orndre k @ un nombre find d'états soit jaiblLement ergodicue est que
Le processus assocd? soit faiblement ergodigue de puissance 1,

Voyons ce que deviennent les résultats déja vus, dans le cas d'un nombre
fini d'états. Nous n'énoncerons aue les propositions qui ont une forme tr3s

différente du cas général. Ainsi, la proposition I,5 devient :

1V,6, PROPOSITION,- Une condition nécessaine et suffisante pour gu'un processus
' 15 (k) ; o
de Markov d'ondre k @ un nombre gind d'états, (X, Py ot +1) el A0t faiblement
t2k

engodigue de puissance h, ol h e N*, est que V s e N%, s 3 k, AL existe une

suite de matrices de tramsition (m “‘)) indicdes en Lignes parn XF et en

tell*
t3s=k+1
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colonnes par 3€h, dont toutes Les Lignes sont identiques, telle que :

lim [ plsh _ w(h) 1=0,VseN¥ s 3k,
e S2t 8t

(h)

Autrement dit, si u
s,t

(j), désigne 1'élément de chaque ligne, indicé en

colonne par j e.%h, on a : lim [ pk’h(i,j) - u(h)(j) l=0,Vie 33k,
% fipen s,t S,t
VieX,

Les propositions 1.7,5,9,10, et leurs corollaires, concernant 1l'erpgodicité
faible premnent toutes une forme plus simple : les probabilit#s peuvent &tre
exprimées par des vecteurs 3 &léments positifs ou nuls et de somme 1, et les
intégrales sont remplac@es par des sommes finies, La proposition I,7 s'écrira

par exemple :

-~

Si un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états, 6%;P(k) )

t,t+l” teN”
t3k
est faiblement ergodique de puissance h, ol h e I™, on a pour tout vecteur

u(k) 3 éléments positifs ou nuls et de somme 1, indicé par SEk, et dont 1'&lément
correspondant 3 g € 3§k est u(k)(g) :

k,h, . _ (k) kh, _
Lim Up 2 (5,1 = L o w7 () p 0 (8,3) 1 = 0,

oo ‘

ge &

vie &t vie &l

k) . . . . = | -
si n( ) désigne la matrice stochastique formée de r lignes &gales au vecteur
ligne u(k), et indicée en lignes par \Ek, 1'8galité ci-dessus pourra s'écrire

sous forme matricielle :
lim [ Pk’h - "(k) Pk’h I =0,
i Syt k,t

La proposition I.11 et son corollaire s'écrivent :

1) Une condition nécessaire ~t suffisante pour qu'un processus de

Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états, (&, p(K) )

R e el soit faiblement
]

tell®
t2k
ergodique de puissance h, oli h e N¥,(respectivement, faiblement ergodique),

est que, ¥ s € %, s > k,(respectivement, V s, h e N%, s » k), toute sous=
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k,h)
syt teN¥
t2s=k+1

suite convergente extraite de la suite de matrices (P converge vers
vers une matrice de transition dont toutes les lignes sont identiaues,
2) De plus, cette matrice limite est indZpendante dec s,
Nous allons maintenant &énoncer un résultat qui est propre au cas d'un nombre

fini d'états. C'est une conséquence directe de la proposition I.,4, et d'un théo-

réme de [12],

IV.7. PROPOSITION,~ Soit (X, Pt(:k2:+l)teN* , wn processus de Markov d'ordre k
]
t2k
a4 un nombre find d'états. V t e W¥, t 2 k, da mtrnice stochasiique Pt’t—k+2 peut
9

se décomposen en une somme de deux matrices : ik =M + M, o} esl une
t, t-k+2 t t t

matnice stochastique aux Lignes Adentiques. Une condition nécessainre et suffi-
sante pour aue Le processus soit faiblement ergodique est gue :

m+n
1im || ML =0,VmelM,nzk
n>®  t=m
1V,8. PROPOSITION,- Soit (2, p (9 ), . Un processus de Markov d'ondre k A
t, t+17 tells
3k
un nowbre f4ind d'états ; supposons que La matrice p(k) admette une Limite

£, t+l
quand t+o ; alors, une condition nécessaine et suffisante pour que Le processus
404t fontement engodique est qu'il exdste h e %, h 3 k, tel qu'il s0it fonte-
ment ergodique de puissance h.

0 )

Démonstration,~ Supposons que lim Pt,t+1 .

oo
La condition de la proposition est &videmment nécessaire ; pour montrer cu'elle

est suffisante, il nous suffit de montrer qu'un processus de Markov d'ordre k
fortement ergodique de puissance k est fortement ergodique, dans le cas d'un

nombre fini d'états, et d'appliquer ensuite la proposition I,14,

(k)
t, t+l
aussi une limite quand t+>®, V h e N¥,

admet une limite quand tox, plsh adwet

(] .
Montrons d'abord que si P P el
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En effet, d'aprés la définition 0.3, on a dans le cas d"un nowbre fini
d'états :

k h 4 3 .
?t:t"'l((il’ 12! s oo 1k.) ] (J1’ 32’ LY jh))

(k) . . (k) ..
e pt,t+1 ((]‘1$ soe ik)’ Jl) pt+1,t+2((12’ soe 1k, _)1)3 jz)coo

(k) :
oo Pt+h—1,t+h(("' Jp-1)s 3p)

V il’ iz’ L ik, jl’ eso0 jh e LEO

Cette expression admet donc bien une limite quand t-«, Posons

PP o 1in Pk'h+1.
o Dot

L'hypothdse d'ergodicité forte de puissance k s'écrit :

lim Pk’k = r(k)

o i g s Vse N*, s 2k,
s

o
(k)

ol m,  est une matrice stochastique indicée en lignes et en colonnes par &?,

dont toutes les lignes sont identiques,

Vs,t, he N, s > k, t > s=k+l, on a :

k,h k,k k,h
= P
Ps,t Ps,t—k t=1,t ?

d'aprds (IV.1.1).
Dol :

1im P8 o pqp pKeE 14y Pl

- - ]
g Byt e S'tkt-wo t-1,t
puisque les 2 limites du deuxiéme membre existent,

On a donc : lim Pi’z = nik) Pk’h = néh), matrice aux lignes identiques, et
tre 7?

le processus est fortement ergodique,

Ce résultat, et la proposition I,16, entralnent le corollaire suivant :
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COROLLAIRE, - Soit (X, ngt):-f-l)te . 3 un processus de Markov d'ondre k @
3
t2k
un nombre f4nd d'états ; supposons que P§k1+1 admette une Limife quand toe
L]

akons, une condition nécessaire esrt sugfisante pour que Le processus d'ondre
k 804t forntement ergodique est que Le processus assocdl soit fontement ergodique
de puissance 1.

Etudions maintenant 1'ergodicité uniforme, la proposition II.4 devient :

IV,9.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus de Markov
d'ordre k 3 un nombre fini d'états (&, P(k) ). s SOit faiblement et unifor-
t, t+1’ tell™
t2k

mément ergodique de puissance h, ol h e N, est que, V s e I, s > k, il existe

(1)

. . 5 ; 2 i k
une suite de matrices de transition (m » indicées en lignes par &*

s,t’ teN*
h t2s=k+l
et en colonnes par X, dont toutes les lienes sont identiques, telle que :
1im [ 252 - ) 3 20 s
s s,t s,t

uniformément par rapport 3 s, pour s e I, s > k.,

Nous allons maintenant voir ce que deviennent, dans le cas d'un nombre fini
d'états, les conditions d’ergodicité uniforme de Iosifescu, définies dans le
chapitre 2 :

1V J0.- 1) Un processus de Yarkov d'ordre k 3 un nombre fini d‘'états,
(k) éri { ¥ i K ,
(&, 1":,1:4_1)1:(_:}\],.r est dit vérifier la condition (I’k )m ,olm e, m 2k,
t2k

s'il existe n e W%, et 6§ e ]J0,1[, tels que, pour toute partition de l'ensemble

3.k en deux sous-ensembles E, et E,, et pour tout me %, m 2 m_, on ait

a) ou bien z pk’k (i,j) > 8 , ¥ie JEk,
m, m+n
jeE1 * o

k,k ; 3 k

b) ou bien z pm:m-m (i,j) >8 ,¥ie &,
jeE o

&
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2) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états,
(k)

X
(%, Pt,t+1

)teN”“ , est dit vérifier la condition (Cl'( )m s 0im e N#
o
tzk

m 2k, s'il existe n e N*, et § e 10,14, tels que :

VmeN"‘,mzmo;Vi,je %k;VEC%k,

| 1 I pk’k (i,g) - pk k (i,2) 1| < 1-8,

geE mymn mymn
2>

Comrme dans le cas général, ces conditions sont &quivalentes,et sont nécessaires

et suffisantes I 1'ergodicité faible uniforme du processus de Markov donné,

3) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états

(x, p®)

- (] I3 - N
£, t+1 est dit vérifier la condition (Mk)m soim eN¥ m 3k,

teN*?
o

t2k
s'il existe n_ e N* et § e JO,1[, tels que, pour toute partition de 1l'ensemble

%k en 2 sous-ensembles E, et E,, on ait :

a) ou bien ZE pi:l;_m (i,j) > 8 , Vie 2 s Vme N¥, m3m
je-l 2?7 7o
. k,k k "
b)oublenz pmm+n(i,3)>6,Vie£ ;Vmel\",m;mo.
jeE
2
4) Un processus de Markov d'ordre k 3 un nombre fini d'états
(k) ~ . < s
(x, P P t+1)teN"'*' , est dit vérifier la condition (Ck)m ol m e *, moo2 k,

(¢}
t3k

s'il existe n e I et 8§ ¢ 10,1[, tels que :

1, k
Vm',m"eIP“,m',m";k;Vi,jeL}‘k;VEC‘E,

k,k . k,k 5
l z [ Pm ,m +n (i,g) - p n - (Jsg) 1 ' < 1=0,
geE %

5) Un processus de Markov d'ordre k, 3 un nombre fini d‘'états est

dit vérifier 1'hypothése H si Z a < 4=, avec :
nell’™

k,1
Pryt4n,m' +n+1

Prtten ym''+n+l

a, = swp gy | (1,9) - (1,5) 1 |
ie X jeRE
m' ,m"el™ et >k-n

EcX
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Corme dans le cas général, les conditions (Ck)m et (Mk)m sont &quivalentes,
o]

-

et, sous 1'hypoth&se H, elles sont nécessaires et suffisantes 3 1'ergodicité

forte uniforme du processus de Markov donné,
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B. CAS HOMOGETNE

Un processus de ilankov d'ondre k & un nombre find d'états,

(k) 5 P .
(e, Pt,t+1)tew'= sena homogéne AL :
tzk
(k) _ (k) i
Pt,t+1 =P ',V te Nv, t 2k,

Les matrices de transition Pg’z ne dépendent alors, V h e H¥, que de

k,h &
t=s, Nous les noterons Pt-s'

Un processus de Markov homogéne d'ordre k 3 un nombre fini d'états sera

P (k)
désigné par (X, P )neN*'

Le processus assoc1e est alors aussi un processus de Markov homogéne 3 un

25 avec 35 391(, ctD —P-Pkk

nombre fini d'états, (3€ s P 1 22k

n nelN~
D'aprés les définitions IV.4, il est &vident que, dans le cas d'un processus
homoeéne & un nombre fini d'états, l'ergodicité de puissance h, faible ol forte

est toujours uniforme, V h e N*, La preoposition III.7 devient alors :

1V,11., PROPOSITION,~- Pour un nocessus de Marnkov homogéne d'ondre k @ un nombre

find d'etats, L'ergodicite fonte de puissance h, et L'engodicit? faible de
puissance h, sont quivalentes, et toufowrd uniformesd, Vv h e N¥,

Nous parlerons donc désormais d'ergod{cit? de puissance h (sans préciser

"faible" ou "forte"), pour les processus homogdnes i un nombre fini d'états.

La condition de la proposition IV.8 est évidemment vérifiée dans le cas
homogéne. Compte tenu des propositions IV,5, IL.5, et du résultat précédent,

on obtient :

w12, Pourn un processus de iarkov homogene d'ondrne k @ un nombre find d'etats,

2'engodicite fonte et L'engodicité faible sont equivalentes, et Loujouwrs
undfomes .
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Nous parlerons donc désormais de 1'ergodicité des processus de Markov
homogenes d'ondrne k & un nombre find d'états. On a éviderment les résultats

suivants @

IV,13, PROPOSITION,.- Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un procedsus
de Markov homogene d'ondne k a un nombre f4ind d'états sodit ergodique est qu'4il
exisfe h e W%, h > k, tel qu'il s0it engodique de puissance h.

COROLLAIRE ,~ Une condition nécessaine et suffisante pour qu'un processus
de Markov homogéne d'ondne k a un nombre find d'états soit engodique est que
Le processus assocdé s0it ergodioue de pudssance 1,

Nous rappelons enfin un certain nombre de résultats concernant les processus
de HMarkov homogénes d'ordre 1, 3 un nombre fini d'états, Ces résultats seront
utiles 3 1'étude de l'erpodicité de puissance k d'un processus de Markov d'ordre

k par 1l'intermédiaire du processus associé,

1v,14 .- Pour un processus de Markov homogéne d'ordre 1 3 un nombre fini d'états,
(&, Pn)neN"'f :
1) Un état j e X est dit conslquent de i e ¥ s'il existe n e N¥ tel
que pn(i,j) > 0, Un sous-ensemble E de X est dit cnsemble ergodique si chacun
de ses points est un conséquent de tous les autres., Chaque ensemble ergodique

E peut @tre partitionné en d (d 2 1) sous-ensembles non vides disjoints, Cl’

Cys +es Cy5 appelés sous-ensembles cycliques de E, tels que :
Vk=1,2, .,.d-l, et ViecC, ) p(i,j) =1
Jelysa

et VieC,, Y p(i,3) = 1.
jeCl

8i d =1, E est dit sans cycle,
2) I1 existe m ensembles ergodiques si et seulement si 1 est valeur
propre de multiplicité m de P, Pour un ensemble ergodique Ek’ il existe dk

sous—ensembles cycliques dans Ek’ si et seulement si la matrice kP’ d'éléments

(p(i,]))i’jeEk, admet d, valeurs propres de module 1.
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n
.1 . .
3) I1 existe une matrice stochastique 0 = 11m-; Z Pm'vcriflant
nre - m=l
NP = PN =Q ;3 0 a toutes ses lignes identiques si et seulement s'il existe un

seul ensemble ergodique, et le vecteur lipne (q(i,3i)) e o8t alors le seul

3

vecteur p 3 €léments positifs ou nuls et de sorme 1 solution du syst3me yP = yu,
On dit alors que yu est un systdme unique de wiobab{li{8s absolues siationnainres.

Onan =1im?_ , si et seulement s'il n'existe aucun sous-ensemble cyclique
n—)oon
dans tout enserble ersodique,

4) On en déduit que le processus de Markov donné est ernodique de

puissance 1, et par conséquent ergodique (proposition 1IV,13), si et seulement si

. ou blen, il existe un seul ensemble ergodique sans sous-enserble
cyclique
. ou bien, 1 est valeur propre simple, et seule valeur propre de

module 1, de P,
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C, EXEMPLES

IV.15.~ Dans tous les exemples qui suivent, nous adopterons la convention suivante :

. - h N - P
Si X=1{1, 2 ... 1}, les Etats de &£ , V¥ h e Ii*, seront supposé&s ordonnés

par l'applicaticn o de &Eh dans {1, 2, «se rh}, définie par :
h-1
. ; _ i h-j
¢h(1l, Loy e ih) = jzl (1j ) r + 1.
v (1.5 3 i) e &Eh
1, 2’ LR h L]

Avec cette convention, les notations seront plus simples, puisque,
' e ’ k,h
¥ s,t, he I, s 2 k, t > s=k+l, le terme général de la matrice Ps’t sera

]
k,h k h

Py t(i,j), avec 1 s i sr etlgsjsr.,
]

~

1V,16, REMARQUE,- V t e IT%, t > k, la matrice P caractérisant le processus

t,t+l

associé 3 un processus de lMarkov d'ordre k I un nombre fini d'états, sera

-~

facile 3 construire pratiquement 3 partir de la suite de matrices données,

(k) )

Py 1

el On a en effet :
tzk

k s . - s . .
vV i,j e {1,2 seee I }, tels que s 1= ¢k(11’ oo 1k) er J = (bk(Jl, os e Jk),

. k
avec (11, R ik) et (J].’ LI jk) € x H

k,k k (k)
~ 2 = s 1 = i
(I.16.1) By (1,3) = 2% 1 n(4,) E:l 6i£j£_1 Pe, pa1 (ady)
(ot Ga,B =1sia=28, 0sia#B)

Ce processus de Markov associé sera un instrument de calcul pour obtenir

; k,h
pratiquement la forme des matrices ?s’t « On a en effet :
’

Vs,t, he %, s 2 k, t > s=k+l

k,h k,k _k,h - k,h
=P ? P =
(IV.16.2) P ¢ = Po ¢ Peak-1,t = Ts,t+k-1 " t+k-1,t
t+k=2 .
Pk,h = nk!h

Syt g:l Po b+l Teek-1,t"
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1) Processus non homozéne faiblement et uniformément ergodique

(Nous rappelons que 1l'uniformité est définie non seulement par rapport
aux &tats, ce aui est toujours vérifié dans le cas d'un nombre fini d'Ztats,

mails aussi par rapport 3 1'instant initial s, et A la "puissance" h).

Considérons le processus de Markov non homogdne d'ordre 2, 3 2 états,

& = {1,2}, avec les probabilités de transition suivantes :

VtelN¥ t 322,

P£31+1((1,1),1) = 1/4 11-(-1%1
p§f1+1((1,1),2> = 12 DD+ V4 0-(-DT 5
) P§21+1((1,2),1) - P§3i+1((1s2):2) = L2
(21+1((2 D, = 1/2 +(-1)71
§21+1((2 1),2) = 1/2 [1-(-1)% ;
oD (2,2),1) = »@D ((2,2),2) = 1/2.

t t+l t,t+l

D'aprds la convention faite en IV,15. les &tats de XD seront ordonnés par
1'application 9y V h e 1T, En particulier, pour h=2, les €tats de &Ez seront

ordonnés de la facon suivante : (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), La probabilité de
(2)
t,t+l
unique sous forme d'une matrice de transition, 3 4 lignes et 2 colonnes, notée

(2)
P

transition P définie par le systdme I peut alors se représenter de facon

VteMNv t22,

t, trl?
0 1 1/2 1/2
(2) N 1/2 1/2 . 1/2 1/2
Pt,t+1 = 1/2 [1+(-1) "1 1 a + 1/2 [1-(-1) "] 5 1
1/2 1/2 1/2 1/2 |.
C'est~ia-dire : V p e N¥*,
o 1 [1/2 1/2
@) i 1/2 1/2 - () 1/2 1/2 .
2p,2p+1 1 0 2 3 29+1 2p+2 ¢] 1 -1t

1/2 1/2 1/2 1/2
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On a alors, d'apr3s (IV,16,1), V t e 1%, t 3 2

01 o 0 1/2 1/2 0 n
R " 0 o 1/2 1/2 . 0 0o 1/2 1/2
» = ol - -
Py, 4l 1/2 [1+(-1)"] 1 0 o0 g + 1/2 [1-(-1)"] 0 1 0 o
n 0 1/2 1/2 0 o 1/2 1/2
P = 1/2 [1+¢-1)F 7. + 1/2 [1-(-1)F 7
t,t+l 2 - 1°
; 2 : = 14
Vte Ny t 22, ona Pt,t+2 Pt,t+1 Dt+1,t+2'

Supposons t pair t = 2p.

= P =
Alors PZP,2P+2 P2 L P

o o 1/2 1/2
0o 1/2 1/4 1/4
1/2 1/2

0 1/2 1/4 1/4

avec P =

L s
w n 1 w H -
Vpe I, ¥ me II*, on a alors P2p,2p+2m
Considérons le processus de Markov d'ordre 1 & 4 états, et homogéne, défini
par la matrice de transition P, La recherche des valeurs propres de P nous montre
que 1 est valeur propre de multiplicité 1, et seule valeur propre de module 1 de
P, D'aprds IV.14, 2) et 3), on en déduit cu'il existe une matrice ™, aux lignes

identiques, telle que : lim P = Ts et que chaque ligne ¥y de ™, est le seul
m>e©
vecteur A éléments positifs ou nuls et de somme 1, solution du systéme ulP = Y.

La résolution de ce syst3me nous donne :

u o= 1/9(1 4 2 2),

d'ou :

1 4 2 2
- 1 4 2 2

lim P =7, =1/9

on 2p,2p+2m 1 1 4 2 2
1 4 2 2

On a trois autres possibilités pour P selon la parité de s et t.

syt



(2)

(3)

(4)

V.13

lim P = 1lin P P
e 2p+1,2p+2nm . 2p+1,2p+2 “2p+2,2p+2m
= 51 lim Pm-l = 1:1 L]
e
limn P = lin P »
. 2p,2p+2m+l oo 2p,2p+2m  2p+2m,2p+2mtl
m "~ ~
—limP,Pz-—ﬂlPZ—ﬁz

mree

21 3 3

21 3 3
avec : m, = 1/9 5 1 3 3

21 3 3
lim P = 1lim P P
o0 2p+1,2p+2mt+l oo 2p+1,2p+2m " 2p+2m,2p+2m+l

-? 1m P 1D =n 7 =

1" 2= ™M 727 T2
nrHw
Mous avons donc trouvé, V s,t e ¥, s > 2, t > s, une matrice LI telle
-~ 3

que : lim [Ps,t - "s,t] = 0, Ws,t qui est &gale, soit i m, soit 3 m,, a toutes

k R and
ses lignes identiques., D'autre part, nous avons vu, d'aprés 1), 2), 3), 4),

que P_ pouvait prendre, selon la parité de s et de n, 4 formes, chacune
]

indépendante de s, On a donc :

lim (P - ] = 0 uniformément par rapport 3 s,

nig s,s+n §,5+n P PP

D'aprds la proposition IV.9, le processus associé est faiblement et uniformément
ergodique de puissance 1, et d'aprds le corollaire II,6, le processus est fai-

blement et uniformément ergodique.
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2) Processus non homogéne faiblement et uniformément ergodiaue de puissance 1

Pour cet exerple, et pour ceux qui suivent, nous adopterons la méme

convention que dans 1'exemple 1, et nous donnerons directcment la forme des

matrices de transition représentant les probabilités de transition,

Considérons le processus d'ordre 4 1 2 &tats, ¥ = {1,2}, défini par les

3 matrices de transition suivantes, 3 16 lignes et 2 colonnes :

La sous-matrice O représentant ici une matrice

= O = O

1% “3p+2,3p+3

= T

6

1/
0

S
y
M, | (%) )
2 | = PPy e, dpes”
M
2
LM ]

2 1/2 o . L] . L L] . L] L] .
0 2120 555 s

L] . L] . . . . L] . ° . L .

D s o595 % a a0 32 112
00;.00..0--.01/21/2__

nulle 3 4 lignes et 8 cclonnes.

V pe I¥,
/2 1/2
(4) _ " " _ . n(l")
Papel,3pe2 | W W | T T
11 1"
1 0 [
0 1
avec : M1 = 1 0 * MZ =
0 1
On a alors, d'aprds (IV.16.1) :
VpeN¥,
3,
; = ; = d3 avec M
3p+1,3p+2 1 M 3
T
M
T, o0
; ) ; ) 0 MS
3p+2,3p+3 2 M O
L.O JA |
10000000 |
et144= 00010000 ,
00001000
0

000

01000000
001000029
D0000100
00000010

0

"

0

0




-~

Panes 3pes =

Vpe i,

~ ~

3 )

|

M

0
M avec

I
Me 6

~ ~

p > 2, nous pouvons écrire :

10
00
00

P = P v P
3p,3p+3 3p,3p+1 3p+l,3p+2 " 3p+2,3p+3

=P3

[ 1,
M7
Y

g

avec P=

[ 1/2

0
et M =

0

Le calcul de Pz, puis de

Py Po

0 MS
0
0
0

0
0

0
0

0 1/21/2 ©

0 O

P

o o 9 ©

1/2
0

0

¥ ]
o] 0 ¢ O]
] ]
¥nz2, ?P= 0 = g 0 ¢ ©
] ]
9y 92 4 0
T 1]
o) 0 o O]
1/4 o o 1/4
0 1/4 1/4 0O
'=
et 0 1/4 1/4 ©
/4 o 0 1/4 ]
D'od : lim P = 1im P" = ©
i mﬁi 3p,3p+3m . m 1
1im By, aosamy = ok =0

mre

0o o
o 1/
0o o

1/2 0

3
P” nous montre que

D -

chaque sous-matrice nulle étant 3 4 lignes

et 4 colonnes,

0 0
21/2 o
o 0
0 1/2

chaque sous-matrice nulle ayant

4 lignes et 4 colonnes,

VpelNt p22,
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[ v
0y 0]
%)
avec Qz = Q2 0 les sous-matrices nulles ayant 4 lignes
' n
€ ° et & colonnes,
0'
b \2 —
1/20 o 0 0 01/20
0 01/201/20 0 9
et Q! =
*2 0 01/291/20 0 O
'1/20 0 0 D 01/20
Enfin, 1im P N, P, =0

3p,3p+3m+2 2 1 3

m—)oo
f‘Qé i 1/61/400 0 0 00 0 O 001/41/400
o; 0 0 0o01l1/41/6001/41/4600 0 5 009
= 4 =
avec Qg o €3 0O 0 001/61/4001/61/400 0 0 00
04 1/ 1/400 0 0 00 0 0 00 1/41/4600_

Ql’ Q2, Q3 n'étant pas des matrices aux lignes identiques, il est évident aque
la condition nécessaire de la proposition IV,6 ne peut €tre vérifiéec pour le
processus associé et pour h=1, Le processus associé n'est donc pas faiblement
ergodique de puissance 1, et d'apré@s le corollaire de la proposition IV,5, le
processus donné ne peut 8tre faiblement ergodigue. Il ne peut donc &tre faible-

ment erpgodique de puissance h, avec h 3 4,

I1 n'est pas faiblement ergodique de puissance 2 ; on a en effet, d'apras
(1v,16.2)

4,2 - 4,2
lim P? = 1im P P
e 3P 53p+3me2 m+§ 3p,3p+3m+5 | 3p+3m+S, 3p+3m2
4,2
= p?
Q3 P3p+3mts, Ip+3m+2
f_ul 0 1
R _ i 11
avec = P3p+3m+5,3p+3m+2 " 1 » B T
¥y 1
Q 1
. ul -3
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On voit immédiatement que la matrice produit n'est pas une matrice aux licnes
identiques, La condition nécessaire de la proposition IV,.6 ne peut donc pas étre
vérifi€e pour h=2, On en déduit aue le processus n'est pas faiblement ergodique

de puissance 2, et par conséquent, de puissance 3.

Etudions 1'ergodicité faible de puissance 1, qui peut seule encore &tre

Véri ficée °

Vpell* p2 2, nous avons :

4,1 o 4,1
P = P 2 =N b =
;i:”Bp,3p+3m ;iz " 3p,3p+3m-1 P3p+3m—1,3p+3m 32 T M
1/2 1/2
11} 11}
avec "1 = T - matrice 3 16 lignes et 2 colonnes,
" 11
4,1 5 4yl
lim P,.°? = 1lin P p.? =0, D=7
- 3p,3p+3m+l fkes 3p,3p+3m 3p+3m,3p+3m+l 173 2
1 0
”" "
avec m, = matrice 3 16 liegnes et 2 colonnes,
" "
n "
4,1 - 4,1
1im P2 = lim P P
i 3p,3p+3m+2 e 3p,3p+3m+l ~ 3p+3m+l,3p+3m+2
=0 By = e

W 4,1 '
Nous n'avons &tudié la limite de Ps,t que lorsque s=3p, p e 1%, p > 2,
3
Mais nous savons cue si P est une matrice stochastique, et 7 une matrice
stochastique aux lignes identiques, on a Prm = 1 ; on en déduit :

4,1 _

Ds,3m -
4,1
s,3m2 1
4,1
s,3mtl 2

E

i

=]

Vsell™ sz 4

e
=]

im P

5 3
e
=

P

E
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4
m, et m, sont des matrices aux lignes identiques., D'autre part, P peut

’
2 "S,8+n

prendre 9 formesdifférentes, ne dépendant cue de la position de s et n par

< y 4,1 4
rapport 3 des rultiples de 3. La convergence de P_? = n( ) vers ¢ quand .
: 5,54n S,8+n -
4 ’ = Zye s
n*®, avec ng ;+n =T ou T, est donc uniforme par rapport 2 s ; on en déduit,
’ L

d'aprés la proposition IV,9, que le processus est faiblement et uniformément

ergodique de puissance 1.

3) Processus non homogéne fortement ergodicue

Considérons le processus de 'arkov non homogéne d'ordre 2 & 2 &tats,

dont les matrices de transition P£21+1, Vtell, t 22 sont de la forme :
3
| 1/t+1  t/t+l
0 1
(2
t,t+l 1 0
0 1

La matrice de

processus associé

VitelN', t2;

transition de 1'instant t 3 1'instant t+l est alors, pour le

1/t+1 t/t+l ©

0
1
0

t,t+l

3 )

0
0
0

On montre par récurrence que, Y n 3 3 ,
=P P
Pt,t+n TEyttl Ttel g2
B 1 t+n-1
(t+1) s..(t+n) (t+l)...(t+n)
»n =
Tt,t+n g ¢
1 t+n-1
(t+2) eoo (t+n) (t+2),,..(t+n)
L 0 0
On a donc @
lim 1 =

n>e (t+l)...(t+n)

0
0
C

C = O

o

0

1

1~

oo Pt+n—1,t+n’ est de la forme :

1

T (t+1)...(t+n=1)

1

1
(t+2)...(t+n=1)
1

= 0 , uniformément par rapport 3 t, ¥V t e N, t 2
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) 1 1 1 T
puisque = o0 T <4 Vnell™,
De méme :
t+n~-1 : 1
iig (t+D ... (t4n) iig OV AT G R
lim : =0,
oo (t+2)...(t+n)
t+n-1 -
e ARG

n->«
uniformément par rapport a t,

I1 en résulte que, V t e W%, t 2 2,

lim P — ﬂ(z) uniformément par rapport i t
noe  EaHD
[0001
avec “(2) = | BO0L
0001
95001

Le processus associé est donc fortement et uniformément ergodique de puissance
1, et le processus d'ordre 2 donné est fortement et uniformérent ergodique de

puissance 2.

tore

. (2) = .

1 B H

La matrice de transition Pt,t+1 vérifie
0 1
0 1

2 _ _»(2)
lim Pt,t+1 =11 o =°

0 1

La condition de la proposition IV.8 est donc vérifiZe ; et le processus

donné est fortement ergodique.

D'aprds la démonstration de la proposition IV.8, on a

¥ he N, linm prel n(h),

oS3t
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(h) (2)

avec & T = T Pz’h

- eyl ; P
, ol P“*" est la matrice de transition 3 4 lignes et

Zh colonnes définie de la fagon suivante : V1 ¢ i g4, V1]« Zh.

8i i= ¢2(il’i°) j= ¢h(j1,... jh) (rappelons la convention de notations
v,15),

o201, 1) = PP 1),10,3) PP 085350 ver 2Py 03 5

Ainsi pour h = 3, on obtient 3

00000001

P2,3 _|oo00o00001
00010000
00000001

Et 1'on obtient :

00000001

00000001
TT(3) _

00000001

00000001

-

On devait éviderment s'attendre 3 obtenir cc résultat puiscue, asyrptotiquerment,

on se trouve toujours dans 1l'état 2.

Remarcuons que nous ne pouvons pas conclure de 1'ergodicité forte uniforme
de puissance 2 que le processus est fortement et uniformément ergodique. En
effet, nous ne pouvons pas appliquer la proposition II.19 car 1'hypothése H

n'est pas vérifiée ; en se reportant i la définition IV,10, on veit facilement

[}

On a donc ) a =+, et 1'hypoth3se U n'est pas

: 1

vue, VnelNv, a = ——
ques * “n n+2° i
neil”

vérifiée,
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4) Processus non homogéne fortement et uniformément ergodique de puissance 1

Considérons le processus de Markov non horogine d'ordre 3, 3 2 états,

£ = {1,2}, défini par les matrices de transition suivantes :
Vtel, tz3,

3 _ PR - P -
Pt,t+1 =1/2 [1-(~-1)"1] Pl + 1/2 [1+(-1)"1] Pz,
ot P, et P, sont les matrices 3 8 lipnes et 2 colonnes de la forme :

1

OFRMEOMNNOOM
HO OO MO

1/2 1/2

P
1 " 11 2

e

=

Les matrices de transition pour le processus assccié sont alors, d'aprés

(Iv,16.1) :Vpe N¥, p 2 2,

1/21/2 0000.000030

a - P§ -~ 0 0 1/21/20 .+ ¢ oo o0
= P = ~ p?! =
PZp,2p+1 "2 P; avec 2 ® o & o o o 8 o & & s & ° & o

n. . L] L] L] . . . . 01/2 1/2

1 000 0O0O0 O
00010 000
et, ¥V p e ¥, 00 00O0T1O0 0
;2 .5 = 0 00 00O T1 0
ptlylped "1 01000000
0O 01000 0 0
0000100 0

|00 00 00 0 1,

Nous avons, V p e N, p > 2, P =P, D, =7 avec :

2p,2p+2 2 "1

1/2 0 0 1/2 0 0 O O

P = [ ¥ } . P 6 0 0 0 o 1/21/2 o
1/21/2 o 0o o o o

0O o o o0 1/2 o o0 1/2
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et i Py iam ™ Yne W, p322, Vme I, avec :
1/4 0o 0o 1/4
Q7 0y 0 1/4 1/4 0
l‘m= f‘, = ]'- ]; n' = -
<) 0} 0 1 0 1/4 1/4 9 .

1/4 o0 0 1/4

| I » - i
Dot ¢ lim P o Ip42m Ql'

-~ ~

D'autre part, PZp,2p+2m+1 =" P, =0,, avec :
1/41/4 0 0o 9 o 1/41/4
Qi . 6 9 1/61/61/61/4 5 O
I S R 2 RN VI VYR VIS VI

1/41/4 o o o o 1/41/4

Ceci, Vpel, p32, Ve 0%, m > 2,

D'ol : im = v o
Heon i;szp,zpﬂml 2

0, et 0, n'étant pas des matrices aux liones identiques, la condition nécessaire

1 2
de la proposition IV.5, ne peut &tre vérifiée, avec h=1 pour le processus associ&,

Celui-ci n'est donc pas faiblement ergodique de puissance 1, et, d'aprés la pro-
position I.4, le processus donné n'est pas faiblement erpodique de puissance 3.

On vérifie facilement qu'il n'est pas non plus faiblement ergodique de puissance

2 3 €tudions l'ergodicité faible de puissance 1 qui peut seule encore étre virifiées
on a

53,1 st B 3,1

P P
s R 2pe2n T I ap,2psaml P2pe2e-1,2p42m

I}

]
]
o

s Pp=T3Vope P R

1/2 1/2 ]

avec ¢ m , mtrice 4 % linnes et 2 colonnes,

" (3]



lim P 3 L =
¢ Zrsen ~2p+1 2p+2n
. 3,1 B
o lim P2p,29+2n&1 =
s P |
# LB Py onitnad

e

En résumé, nous avons :

- 341
Lin 7p+1 2n+2 P2p+2 2p+2m
Ppm=m3Vope W=,
lin P 3,1
Zﬂ 3 2p+2m 7n+2m 2p+2m+l
“1 P2 =71 3 Vpelld, np 3 2,
= 1lim P p ”3’1
) ?n+l 3 2p+2 " 2n+2,2p+2mt]
Jtigacd
= Pl mT=1 3 Vo e ll¥,
& | 5
lim F =7, Vs e N s
S,t
£t
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3, ol m est une matrice

aux lignes identiques, Le processus est donc fortement ergodique de puissance 1

il est &évident que cette erpgodicité est uniforme :

m

P o= 01 dés que m

a3 L >
2p,7p+2m

3,1 )
29+1 2p+2m

p3sl _
“2p,2p+2m+l

P3,1
2p+1,2p+2m+l

En résumé : V

2

>

P P
2p,2p+2m=-2 "2 1 2 1

~

m

~

P
2p,2p+2m

m

S

2 .

2 s or ¢

P.=P" " p

m, d8s que 2m > 6

03,1
2n+1 2 2p+2 2p+2 2p+2m 1

, dés que 2m-1 > 7
P3’1 =P
2p+2m, 2p+2m+l b 2
, dés que 2m+l 2 5
- e . )
2p+1 2p+2 °© 2p+2 2p+2m+1
T, d&s que 2m 2 6,

s 23, PO =y dis

apels
e N¥ 1
2 S’S+n 2

ergodicité forte uniforme, de puissance 1

en effet, nous avons vu que

v > 7, I1 y a donc bien

2
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5) Processus homog3ne ergodique

Considérons le processus de Markov homogéne d'ordre 2, 3 2 Atats,

X = {1,2}, défini par la matrice de transition :

0 1
1/2 1/2

(2)
U N
1/2 1/2

La matrice de transition du processus associ? est alors :

o1 a o
- 0 0 1/2 1/2
P=110 o o
0o 0 1/2 1/2

On a det (r - AD =-A (A =1) (222 + 2 + 1) 3 1 est donc valeur pronre
simple de P, et seule valeur propre de module 1, D'aprds IV,14, 2) et 3), on en

(2) 5 (2

déduit que 1lim P ol est une matrice stochastique aux lignes identi-
n-»c

ques, dont chaque ligne, p, est le se 1 vecteur 3 Aléments positifs ou nuls et de

somme 1 solution du systéme : P = y,

La résolution de ce syst3me donne :

1/4 1/4 1/4 1/4

Le processus associé est donc ergodique, et, d'aprds la proposition IV,13

le processus donné est aussi ergodique ; on a alors :
sh _ 2,h
2 (2) P

V h e N%, lim P 1’
>
1/2 1/2
2 1 7" [}
Ainsi pour h=1, on obtient : lim Pn’ =m = i 5

n->c

R s e e T PP
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