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Le but  de c e t t e  étude est de fourn i r  à l a  f o i s  une mise au point  des 

principaux travaux r e l a t i f s  à l a  démonstration automatique, e t  un c s s a i  de 

présenta t ion dans une formulation unique,aussi c l a i r e  e t  simple que poss ib le  

de ces mêmes travaux, écrits bien souvent dans des langages f o r t  d i f fé ren t s .  

Dans l e  premier chapi t re ,  nous donnons l a  dSf in i t ion  de notre  langage 

propre e t  mnt rons  cornnent on passe de l ' é tude  d'un ensemble de formules à 

c e l l e  d'un ensemble de clauses,  l a  clause é t a n t  l ' u n i t é  c o n s t i t u t i v e  du langage. 

De plus,  nous y rappelons l e  théor& fondamental s u r  lequel  reposent les algo- 

rithmes de d é m n s t r a t i o n  automatique que nous passerons en revue, à savoir  : 

l e  théorème de Herbrand. 

Le chapitre II renferme un ensemble de règ les  d i t  "complet", en c e  

sens que ses règles s u f f i s e n t  à const ru i re  une ré fu ta t ion  de t o u t  ensemble de 

clauses non réa l i sab le .  E t  c ' e s t  d ' a i l l e u r s  grâce à ces règles  que nous expo- 

sons l e s  deux principaux algorithmes bien connus : c e l u i  de Davis & Putnam 

d'une p a r t ,  e t  ce lu i  de Robinson d 'aut re  p a r t  ; ce de rn ie r  é t a n t ,  du reste, 

accompagné de s t r a t é g i e s  v i san t  à en augmenter l ' e f f i c a c i t é .  Nous suggérons, 

pa r  a i l l e u r s ,  quelques modifications poss ib les  de ces s t r a t é g i e s .  

Le chapi t re  III, enf in ,  por te  s u r  l'examen de ce r t a ines  c lasses  

simples décidables de prédicats ,  dont nous retrouverons l a  d é c i d a b i l i t é  au  

moyen dvapp l ica t ions  adéquates de nos règles .  

Xous espérons que c e t t e  étude pour ra i t  se prolonger par  des recher- 

ches in té ressan tes ,  encore que, se lon  nous, pour innover réellement en matière 

de démonstration automatique, il f a i l l e  probablement reconsiàérer  l e  problème 

à p a r t i r  de nouvelles bases. 
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Prof es scur  BACCIiUç , Chef du Département de Mathématiques Appliquées de 
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CALCUL des PREDICATS du PRINIER ORDRE 
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1.A FORFULATION du CALCUL des PWICATS du i3N311ER ORDRE 
-------------------------------------------.------------------- 

Il s'agit ici de préciser le langage utilisé pour cette étude de et de 

rappeler rapidement la définition des éléments de . 

1 .  A W N E  

Notre alphabet conpo;tera essentiellement .les symboles ci-après : 

- symboles de variables : x, y, z, ... avec parfois des indices 
inférieurs xi, yj , zk, . . . 

Nous appellerons ly l'ensemble de tous 
les symboles de variables du langage. 

- symboles de fonctions : f, g, h, ... 
fi' gj> hk> 

Nous noterons l'ensemble de tous 

les symboles de fonctions du langage. 

Les symboles fonctionnels à O place 

sont encore appelés symboles dc constantes 

individuelles. 

- symboles de prédicat 

- symboles logiques ou 
connecteurs logiques 

Pi' Qj' %' * = *  

Nous appellerons 9 1 'ensemble de tous 
les symboles de prédicats du langage. 

Il nous arrivera de noter le prédicat, 

à 2 places, égalité pax le symbole spécial "=". 

: % symbole de négation 

A symbole de conjonction 

V symbole de disjonction 

-J symbole d'  implication 

: symbole d'équivalence 

3 symbole de quantification existentielle 

v 'l 
81 universelle 



Nous aurions pu introduire davantage de 

connecteurs logiques, ou, au contraire, nous 

restreindre à 1 ou 2 connecteurs, par exemple 

à %, A et V qui permettent à eux seuls de 

définir tous les autres. Mais nous avons plu- 

tôt choisi ceux qui nous semblaient les plus 

couramment utilisés. 

Mous pourrons user du symbole de conjonc- 

tion finie /% et du symbole de disjonction < 

I I  

finie W pour zlléger 196criture. On écrira 

ainsi W F. pourP V ... V F i  où 2 -  - -.:y 
ieI 1 i 1 n 

1 = i l  ... . in) et 
1 

'%Y f l  F. pour F~ A . . . A  F~ . - 1  ie1 1 

2 .  rnMLEITIOiU de e 
La formulation de se fait par étapes successives. ûn introduira les 

définitions suivantes : 

a) termes o l'ensemblc des termes se définit comme Gtant la clôture de 

l'ensemble des syriboles de variables v par l'ensemble des opérateurs $2 : 

uf : Tl' ..., T n w  £TI . T où 
n 

si f est un symbole fonctionnel à n places, £TI . .. T est la suite , ( ' n 
finie de spbolcs résultat de la concaténation du symbole £ et des 

suites de symboles Tl, T2$ ..., T dans cet ordre. n 

'in 
t4rmes constantô : termes ne contenant pas de symboles de variables, 14 

4 b)  fomZes atomiques : l'ensemble des fornules atomiques est l'ensemble des 
- ,: 

suites finies PT . .. T , n 2 O, où P e 9 est l'un quelconque des 1 11 ' -1 
symboles de prédicats B n places et où Ti (i = 1, n )  est un termc. 

i 

Si on utilise le symbole de prédicat égalité =, alors Tl = T2 , 
où T et T sont des termes, est une formule atomique. , 3 1 2 5 

- 7  



C )  monhes : l'ensemble des monômes e s t  pa r  d é f i n i t i o n  : 

(A : A formule atonique} U {%A : il formule atomique}. 

moyu)*mes compZémenta2res : s i  A e s t  une formule atonique, les monômes A 

e t  %A sont  d i t s  conpl6mentaires l ' un  de l ' a u t r e .  (On d i t  encore q u ' i l s  

forment une p a i r e  complémentaire). 

d l  formuZes : l'ensemble des formules se d é f i n i t  comme é t a n t  l a  c l ô t u r e  de 

l'ensemble des formules atomiques par  ivensemblc d'opérateurs suivant  : 

w, o n QIT où n est une s u i t e  f i n i e  de symboles, 

O+, : n,p - Vnp où n e t  p sont  des s u i t e s  f i n i e s  de syrnbo~es. 

% : r g p  Plrf ARP t 1 11 11 8 1  

" T,p  Plrf.>ITp 11 I l  11 

3 '  

W= : a,p x+- Enp " O I II  

- 

w : n ~ V x n  où n est ;me s u i t e  f i n i e  de symboleet  x e  '(P vx 

wax: IT 
- 3xn où n e s t  une s u i t e  f i n i e  de symboleet  x e . 

14. B. : Dans l a  prat ique,  nous abandonnerons la nota t ion polonaise, pour 

user  de l a  no ta t ion  parenthétique courante. Nous écr i rons  a i n s i  

(F A G) p lu tô t  que AFG, e tc . . .  

formule contenant pas de var iables  l i b r e s .  

fomuZe constante - : formule ne contenant pas de symboles de va r iab les .  

Nous wons ,  a i n s i ,  d é f i n i  l e s  éléments du c a l c u l  des p réd ica t s  : ce  

sont les formules. 



Pour parler de réalisabilité d'une formule, il faut introduire la notion 

d'interprétation. 

l.B GENENILITES sur 

In te rp ré ta t ion  : Une interprétation est la donnée d'un ensemble non vide U 

appelé univers et le fait d'assigner : 

à tout symbole fonctionnel une fonction à variables sur U -le nombre 

d'arguments de la fonction étant égal au nombre de places du symbole 

fonctionnel- et à valeurs dans U ; 

à tout symbole de prédicat une fonction à variables sur U -le nombre 

d'arguments de la fonction étant le nombre de places du symbole de prédicat - 
à valeurs dans l'ensemble à 2 éléments {VRAI, FAUX), 

Si on utilise le signe =, à ce symbole de prédicat 2 2 places est associée 

l'égalité e au sens ordinaire a e(x,y) = VRAI si et seulement si les élé- , 

ments assignés à x et à y sont identiques. 

Valeur dqune formule dans une in te rp ré ta t ion  donnée : 

Rappelons que ? est l'ensemble des formules, l'ensemble de toutes 

les variables apparaissant daùs 6 , U l'univers de l'interprétation donnée. .- 

7Y 
On appelle anb*gnen& toute application : + U, et on note D 

l'ensemble des assignements. 

O 
La fonction v&eWt est une application :f? x TI -i (VRAI, FAUX). 

f.Y 
LIU couple (F,ci), avec F e et a e U , on associe un élénent 

e {VRAI, FAUX). 

Cette application est définie de la façon suivante : 



a)  f o m l e  atomique : Soit  Pxl . . . x une formule atomique. Dans l ' interpréta- 
* n 

t ion une fonction P : un -+ (VICCiI, FAUX) e s t  associée à P. La valeur 
A 

attribuée à (Pxl ... x .a) e s t  l a  valeur de P(axls ..., axn). n 

b) formuzes : (Q F,a) a l a  valcur VPJIT s i  e t  seulement s i  (F,a) a l a  valeur FAUX. 

((FAG),~) a l a  valeur VRAI s i  e t  seulement s i  (??,a) e t  ( ~ , a )  ont 

l a  valcur VRAI. 

( (FVG) , a) a l a  d m e  valeur que (o(%FAW) , a) . 
((nG),a) 2 l a  même valeur que ((%FVG),a). 

( (FEG) ,a) a l a  même valeur que ( ( (F3G) A (GDF) ) ,a) . 
(VxF,a) a l a  valeur VRAI s i  e t  seulement s i  Vu e U,(F,a ) a u 

l a  valeur !WiI, \ étant  lsassignement t e l  que 

a v = av pour v e u  différente  de x e t  a x = u. 
U u 

(&Fs a) a l a  même valeur que (%(Vx%F) a) , 

En f a i t ,  l a  valeur ne dépend pas de l'assignement a touc ent ier ,  

application de 0 dans U, nais seulcnent, de l a  res t r ic t ion  de a à 

l'ensemble des variables l i b res  de l a  formule 3;. Par conséquent, l a  

valeur d'une fommrle close ne dépend effectivement que de l a  formule. 

Réal isabi  l i t 6  d'une formule c lose 

Une formule close e s t  neaec6able (ou consistante) s ' i l  existe une 

interprétat ion qui donne à l a  formule l a  valeur VRAI. 

Un ensemble de formules c loses e s t  r é a l i s a b l e  s ' i l  ex is te  une interprétation 

qui donne B chaque formule de l'ensemble l a  valeur VRAI. 

Forrnul es équi va lentes 

2 fornules closes sont équivalentes s i  e l l e s  ne prennent l a  valeur . 
VRAI qu'en &me temps, c'est-à-dire que, pour chaque interprétation, e l l e s  

prennent toutes deux l a  valeur VRAI ou toutes deux l a  valeur FAUX. 



Val i d i  té 

Une formule close e s t  vatide s i  e l l e  prend la valeur VRAi dans toute 

interprétation. 

Cons&quences : Une aomde &ae ait v d e  a i ,  e.t aeuRem& a i ,  aa négatian 
n ' a i t  pa4 héaeibable. 

F e t  G sont équivalentes si e t  seulement s i  (F r G )  e s t  valide. 

2 .  FORF.ES P-KX?lWS CONJONCTIVE et DISJONCTIW ; FWMJLES üNNERÇELLES ; FORiiüLES 

Nous ne ferons i c i  que rappeler des résu l ta t s  bien connus (cf.  dé ta i l s  e t  

démonstrations dans [ G ~ ]  > CG,] , CGg] )  . 

Th. : ?am XouLe  onm mule bans quanti@&ewO il e x h k  une $oturnrRe aous - 
@me nomale co i jondve  (évidmeuzil *oujoum dam qurwti~icateum ) gu* -i i( 

Lu* est  équLvden;te. i 
A 

? 
1 
1 

Une formule sous forne normale conjonctive e s t  de l a  forme C, A C2 A . .  ' . . . A C, où chaque Ci e s t  une dis  jonction de monômes n. V m. V . . . 
1,1 9 2 

- P a r  dualité, on a un r é su l t a t  analogue pour *&?e m/un&g & i o w v e .  

- Formule universelle 
------------s------ 

Une formule e s t  d i t e  formule universelle s i  e l l e  e s t  prénexe e t  s i  

dans son préfixe les quantificateurs sont tous universels. 

Th. : A a3u;te domute F ,  on peut BaiPte comedpondrre une ~ahmLcee F1 univeh- - 
a&e, contmunt davantage de btgvnbole6 ~&zcitionn&, ceux de F et d a  
ayuuiboLe6 ddiR;ic(nnee6, t~iWAable a i  et aeutement a i  F l'ebit. 



A p& de ;toute Xenpé i ta t ion  q u i  danne à P fa valeuh VRAI ,  on 
peuX conba%uhe une L n t q n W o n  q u i  danne à F' fa vdeeuh VRAI en ajo&nt 
une ~~~M deb aymbo:~zb a $ d m n n & .  

C o n o U e  : A toute 6omuLe F, an peuk &&e catrrraylondtre une domnc.de 
F" d v m & e  nohmaee conjanclkive avec Re6 m ê m a  p & o p ~ é t &  que dans t e  

3n peut trouver dans divers ouvrages des démonstrations de ce 

théorème sous la forme d'une construction d'une formule F', par transfor- 

mation de la formule F en une formule prénexc et introduction des symboles 

fonctionnels de Skolem-Lowenheim. De notre côté, nous donnerons dans le 

chapitre II une démonstration du corollaire et un processus de construction 

de F". 

- Formule existentielle ..................... 
Il suffit de reprendre les termes précédents sur une formule univer- 

selle, en changeant "universel" en "exis tentielq' et en remplaçant la 

"ré alisabili técq par la "validité" dans le théorème. 



Nous avons rassemblé i c i  bon nombre des définit ions nécessaires à ce t te  étude : 

1. LISTE : Une l i s t e  e s t  un ensemble f i n i  de formules. 

rl Nous noterons L. une l i s t e ,  r) 6tant l 'un des deux symboles +, - e t  j un 
J 

entier pos i t i f ,  indice de numérotation des l i s t e s .  

On note a l e  symbole - ou + qui n 'es t  pas ri : - - 
r i e s t - s i r i e s t + ,  ~ e s t + s i n e s t - .  

2.  CLAUSE : Une clause e s t  un couple de l i s t e s .  

+ 
Nous noterons L: l a  le l i s t e  e t  L. l a  2e l i s t e  du couple de l i s t e s  qui 

3 J 
constitue une clause C .  . 

J 

Quelques clause part icul ières  : 

- clame atomique : clause ne contenant que des formules atomiques 

- clause constante : clause ne contenant que des formules constantes 

- clause close : clause ne contenant que des formules closes. 

On usera plus loin de l a  relation d'inclusion entre clauses que nous 

définissons a ins i  : 

+ c c C2 s i  e t  seulement s i  C l  = (L-, L;) e t  C2 = (Li, L2), 
1 1 

+ C 
L; Ç L; e t  L~ E L ~ .  

3. FOR4LkE ASSOCIE à un ENSEBU de W S E S  et ENSBIBLE de CLAUSES ISSOCIE à un . 
' 

ENSRIIBLE de I : O ~ ~  : 

A l'ensemble de clauses S = {C: : j o J I  on associe l a  formule 
J 

V v1 V v2 ... n jeJ M ( % : Q G . J  G ~ L ?  W G) où n sont tous l e s  . C 

3 
1 1' 

J J . . . - 
- 8 ,  



symboles de variables apparaissant dans S. 

Nous définirons, par la suite, des transformations sur les ensembles de 

clauses. Ces transformations exprimables facilement, quand on parle de clauses, 

sont en fait des transformations sur les formules associSes à ces ensembles de 

clauses. 

Inversement : Soit un ensemble % de formules P. Pour chaque F o %, soit F' 
une formule universelle normale conjonctive réalisable si et seulement si F 

l'est. FP est une fornule de la forme 

où chaque Ci est une disjonction de 

monôme : 

mi,, V m. V ... V m. . On sous-entend les quantificateurs 
1 9 2  1,l. 1 

universels sur toutes les variables de F'. 

Soit Li l'ensemble des formules atomiques A telles que aj : " A m. 
1,j' + 

Et soit Li l'ensemble des fornules atomiques A telles que A = m. 

Nous dé£ inissons un erideniblk dc cecÜ~b&5 S, a b o d e  à la dorn(.de F par 

k + + 
SF = iy, (L;,Li). On note également Ci le cîuple (L- L.) . Cet ensemble S ne i' 1 F 

contient que des formules atomiques (universelles). 

On suppose que dans le passage des formules F aux formules F', les symboles, 

fonctionnels additionnels sont différents pour des formules F différentes. , 

Enfin l'ensemble S de clauses associé à l'ensemble (interprété en con- 

jonction) de formules est : S - U SF. 
:4 8 ,  

- - 
F e %  

J 

4 

4. UNrVERS de )maBm-sI(Dmi : 

Haus pouvons alors définir l ' d v e ~  de ! f e h b h n n d - s h ~ h  de  de sou d e  % : 
c'est un ensemble de termes constants construit coimm? suit : 



étant l'ensemble de tous les symboles fonctionnels apparaissant dans 8 ,  S 
on appelle vocabulaire fonctionnel de S, noté V soit l'ensemble 35 luilneme S $ 

s'il contient au moins un symbole do constante individuelle, soit SS U {a, 1 
dans le cas contraire. 

H est lVensen;ble de les termes constants ne contenant que des symboles S 
e vs. 

Ils est appelé l'univers de Eerbrand-Skolem de S ou de I& . L'univers H 
S 

peut être construit par réunion d'ensemble Hi appelés champ6 de Habi<and. 

H~ 
= u Y. où Ho = ensemble des constantes individuelles e V 
i eN J s s  

H ~ + ~  = {£T] ... T : f o v - H  * (T ]... T )  e ~ i  -xP 1 ; P S O s  P i- l 
i 

K. = u H.. 
1 j =O J 

H est donc la clôture de l'ensemble des constantes individuelles e V par s S 
les opérateurs : 

5. SUBSTITUTION 

Tout d'abord, nous définirons le : 

support d'une subsStut5on : Cq est un ensenble fini d'expressions T/x, où T 

est un terme et x un symbole de variable, tous les symboles de variables 

étant distincts. 

o - {TI /x, > . . . , Tn/xn}. 1 
.l 
- 9 

subst.itut2on : On appelle substitution de support a (en pratique, nous dirons 

substitution a), avec a = {T /x ..., T /x 1 ,  l'opération qui fait passer , 1 1' n n 4 .. 

3 de E suite finie de symboles à o(E) suite finie obtenue en remplaçant dans 
.{ 

3 ,  xi par T à chaque occurence de x. et ceci pour tout i. 7: 

i9 1 1 r 



De façon évidente, s i  E e s t  un terme, o(E) e s t  un terme. 

S i  F e s t  une formule, a (F )  e s t  une formule. 

+ 
Si  C e s t  une clause (L-,L ), a (C)  e s t  par  déf in i t ion  l a  

clause ( { o ( ~ )  : A r L-1, {U(A) : A ç ~ ' 1 ) .  

S i  S e s t  un ensemble de clauses,  o ( S )  e s t  l'ensemble de 

clsuses : {U(C) : C e SI .  

conpiosition de 2 su3stitutions : Dans toute  s u i t e  f i n i e  E de symboles, s i  nous 

opérons d'abord une subs t i tu t ion  0 puis  une subs t i tu t ion  A ,  nous obterions l a  

s u i t e  f i n i e  de sylliboles X(B(E)). Cette s u i t e  h(0(E))  peut ê t r e  obtenue pa r  

une seule  subs t i tu t ion  que nous noterons A0 e t  appellerons composition de 8 , 

e t  de A ,  s o i t  X(8(E)) = Ae(E). 

S i  0 = {Tl /v l ,  ..., Tk /vlC1 

e t  = {Ti IV; ,  ..., T' /vm1 , m 

le support de l z  subs t i tu t ion  A0 e s t  : 

6. SATURATION d'un ENSEPBU S de CLrZUSES An!E!IQUUS sur un ENSBBLE P de TERFE 

OONSTAWTS : 
d 

So i t  C e S e t  V(C) l'ensemble des variables apparaissant dans C. So i t  a ' .i 

une subs t i tu t ion  {T/x : x o U(C), T e P l  ; dans c e t t e  subst i tu t ion,  il y a autant .  
P il 

d'éléments T / x  que de variables e V(C). Nous appelons Q C  l'ensemble de ces subs- - 
t i t u t i o n s  associées à l a  clause C. A l o r s  l a  sa tu ra t ion  de S su r  P s e  d é f i n i t  pa r  : fl 

7 

N.B. : S i  S e s t  un ensemble de clauses constantes, quelque s o i t  l'ensemble de 

termes P,  S(P) = S. 



I 7. REALISATION ds un ENSEMBLE de W S E S  ATOMIQUES : 

+ 
On appelle réalisation de S, un couple RI de 2 ensembles RI- et R1 de  

formules atomiques, tel que : 

RI-fi RI+ = @ et VC = (L-,L+) e S(H),  saturation de S sur H l'univers 

de Herbrand-Skolem de S, 

ô. REALISABf LITE d' un E?iSB.iBLE de CLAUSES Alü?!IQUES : 

Un ensemble de clauses atomiques est d i t  t~éaLhable  s'il existe une 
réalisation de cet ensemble. 

Conséqfi~ences d i rec tes des définitions 7 e t  8 : 

. Un uzbmble de &au~c?n atatniquen qui  conxZwz.t La d a u ~ s  vide, rw;tée D, 

ni  ait p u  ~é&ahte  ; l ' m e m b l e  vide de ceaucla a1t hik.l%able. 

. P W o w  e&e & &éaet6abLfX;tê d'wz en~etnble de domiden & ~ e b  l a  

~ ~ é W a b i L L t é  d ' w  cmmble. de &ue/s atarniquu : 

Mous avons vu, au moment de définir lquaivers de Herbrand-Skolem, 

comment on associe un ensemble S de clauses atomiques à un ensemble 

de formules closes. Si S cst réalisable, on peut trouver unc interpré- 

tation pour laquelle % est réalisable. Nous cherchons à définir une 

telle interprGtation, avec H corne d v m .  qui donne donc à toute F e 

la valeur VRAI. 

Soit F c (& et soit P' = CI A ... A C, où Ci - m. V .. . V m. 
1,1 l,li 

une formule universelle normale conjonctive associze â F, c'est-à-dire c 

+ 
réalisab12 si et seulement si F l'est. SF =Uci = U(L~,L~) OB - + 

~ s J  1 9 3  ~ e %  
J Li = { A  : qj 4 A  = n. .}, Li = { A  : 3 j  A = m .  .} et S = U SF. Supposons 

' 

+ 
que S soit réalisable. Soit Ri = (RI-, R1 ) une réalisation de S et donc 

de SF. Soit C e Sp et {Cl(%) 12 saturation de l'ensemble fomé de la 

seule clause C sur H. A tout assignement a dqS16ments de 1: à toutes les . , 



- + 
variables de C,  correspond une clause D = (L ,L ) e C (H) C SF(H). 

+ 
Puisque 81 = (RI-, R 1  ) e s t  une réal isat ion de S, deux cas se 

présentent : 
e - 1 cas : ~ - n  RI- + 0. 

Soit Ph, . . . h une fomule atomique o L- n RI-. On déf in i t  
6 

alors  l a  fonction P associée à P dans l ' in terprétat ion par : 

6(hl.  . . . , hn) = FAUX. 

- 2e cas : ~ + n  RI+ + g. 
+ A 

Qhl ... h e L Ti RI+, s i  Q e s t  l a  fonction associée à Q 
I7 A 

dans l'interprétation : Q(h,, ..., hm) = VRAI. 

Dans l e s  deux cas, l a  formule associée à l a  clause D s o i t  
i (W % V W+ m) a l a  valeur VRAI. Ceci peut se fn i r r  pour tout assigne- 

m 4 ~ -  m6L 2 

ment a e t  toute clause de {c)(E?) e t  toute clause de SF(N). La formule 
a 

associée à SF ensemble de clauses obtenues en appliquant l'assignement u . . $  
aux variables dans l e s  clauses e SF, ce t te  formulc, donc, a l a  valeur VRAI. fi 

? 
Cette formule e s t  F1 avec lqnssignemeni ri P ses variables e t  8' a donc la  :/ 
valeur VRAI. Ceci peut ê t r e  répété pour toute F e %, donc toute Fq e t ,  5- 

l'ensemble des formules 2' étant réal isable ,  l'ensemble (e e s t  ~Galisabla .  'i 
3 

9. S T ~ I S A T I O E  : 

a) x-standardisation 5 d'un ensemble f i n i  C de sui tes  f in ies  de symboles : C 
14 

Sc = {x  /V . . . xk/vk} où v l ,  . . . , v sont toutes Les v a r i a b l a  distinc- ;# 1 1,  lc ' . L  

- 

tes  apparaissznt dans C e t  rangées dans l 'ordre alphabétique (tous l e s  x. 
1 . ;  

rang& avant l e s  y eux-mêmes avant les z ... etc...) 
j k = 

b) y-standardisation r même définit ion avec 

Ces 2 substitutions par t icul ières  6tar.t appliquées l"m à une clause C l ,  

l ' autre  à une clause C nous sonanc3s assurcs qu'aucune variable de 5 (C ) 2 C, 1 1 

n' apparai t dans TI (C2) . 
C, 



10. UNIFICATION : 

Une substitution o est un &~. ica ; tm d'un ensemble A de termes et de 

monômes, si o(A) est un singleton (ensemble ne contenant qu'un é1Ement). S'il 

existe une telle substitution, A est dit wU&hbLe. 

Nous répéterons ici l'algorithme donné par Robinson pour construire un 

unificateur aA d'un ensemble A de tenncs et de monômes. 31 démoctre que pour 

tout ensemble unifiable A, il existe o .  qui l'unifie appele l'unificateur le 
Li. 

plus génSral, dans cc sens quc tout autre unificateur o de A est tel qu'il 

existe une substitution A : a = AcA. 

Nous avons encore besoin d'une définition avant de donner cet algorithme 

sous la forme d'un orgariigramne: 

Di f fé renc ia t ion  de A : 

A étant un ensemble de termes et de monômes dont les n premiers 

symboles sont les mêmes, alors Dif(A) est l'ensemble des termes ou de 
ème monômes commençant au n+l symbole de chaque élément de A. 

Par exemple : 

~if({~xf~xf~~, Pxf1zy}) = {x,z} précisant que P est à 2 places, f l  à 2 

places, f à une place ; 2 

Dif({PxfIxf2y, Pxf3xt}) = {fIxf2y,f3xt} où f3 est à 2 places : 

 if ({~f xf f yf t, P£ lxf2f3f ly t t } l=  {y,f ,yt}. 1 2 3  2 



. . . O  ' - 
&liL. . L .- LI. z c, t-:.t> ---- 
de A, ensemble de termes 
e t  de monôme S. 

qui  ne commencent pas par  % - t 1 

! A- = L- I I s i  A est non pas I 

e x i s t e - t - i l  n = - ou + 
t e l  que An = $ / 

r - - 

\ / 

non u i  

1 A non un i f i ab le  

-\ 

P 1 N 

un ensemble m a i s  
un ccuple+de lis.: 
tes (L ,L ) 

alphabétique . 
Vk = 2e élément de B 

dans l ' o r d r e  Ic 

alphabétique 

/ A  u n i f i a b p n r  aA / 

V,- e s t - e l l e  une var iab le  ? f 

e 
Uk = 1 élément de Bk 

dans l ' o r d r e  

\ 
o u i  $pu-- 

\ I 
non 

Vk appara ï t -e l le  A non un i f i ab le  
dans Uk ? 

- 

F I N  

non / roui 
A non m i f i a b l e  

k = k + l  F- = N I  
il s ' a g i t  de l a  composition de {U /V 1 e t  a k k  k 



Nous devons préciser l'ordre alphabétique utilisé : 

- dans les symboles, on range 
d'abord les symboles de Variables (xi avant y.) 

3 
Bi,j 

puis les symboles fonctionnels (dabord ceux à O place, 

puis ceux à 1 place, ... etc...) 
puis les symboles de prédicats (ceux à O place, puis 

ceux à 1 place, ... etc...) 
et le symbole de négation 'L. 

- dans les termes et les formules, 
on les range par longueur croissante et de plus, pour 

une longueur égale par ordre alphabétique, 

Autre a lgor i thme d ' u n i f i c a t i o n  

A, ensemble à unifier, est un ensemble fini de formules atomiques : 

{F~,P~> ..., FJ . 

Pour que cet ensemble soit unifiable, il faut tout d'abord que toute 

F. conmence par un même symbole de prédicat, soit P symbole de prédicat à 
1 

k places. Fi est donc une suite finie de symboles de la forme : 

PTil Ti2 ... Tik où Til, ..., Tik sont des termes. 

Nous présenterons notre algorithme dans un organigramme : 





Dans le cas où E. = 3 U 2\î 05 * est un ensenble de termes commen- 
1 

gant tous par le m e e  symbole fonctionnel f, et (UJ un ensemble de variables, 
on choisit un terme T e Ce qui sera substitui à toutes les variables e 

ûn peut imaginer plusieurs &F&G?~ de chix : pami las termes de longueur 
minima, on peut soit choisir le terme qui contient le moins de symboles fonc- 

tionnels, soit le terme ayant Le plus petit maxima des nombres de places des 

symboles fonctionnels qu'il contient, soit plus grossièrenent le premier dans 

l'ordre alphabétique. Ces critères sont certes très discutables. Doit-on 

préférer f.f ;cyz où f est à 3 places et f à une place, à flf2flf2t où f 2  1 3  3 1 
est à une place ? Le second choix semblerait pr6férable, nais nous ne les 

avons pas expérimenté suffisamment pour en décider, 

11 existe bien d'autres possibilités pour unifier un ensemble de formu- 

les ou de termes. 

En particulier, si on doit unifier un grand nombre d'ensembles A, on 

gagnera du temps en évitant les substitutions dans tout ensemble non unifia- 

ble. 

On pourrait modifier l'algorithme précédent, cn conservant le même 

schéma de décomposition de formules en structure d'arborescences, mais en 

n'effectuant pas les substitutions. L'cssenéiel est de pouvoir repérer les 

cycles : 

2 ensembles de termes Ei et E. tels que : 
J 

{x, T l  C Ei, avec T contsnant u 

et {u, T V ) <  E a g  avec Tq contenant x, 
J 

ne sont pas unifiables simultanénert. 

I 7 %  

1 .  Les ensembles Ei ne contenant que des variables ne posent pas de 

ne d'unification. Pour les ensembles Ei contenant termes et monômes, si les 

termes conmencent tous par un même symbole fonctionnel à k places, alors on 

crée k nouveaux ensembles de termes à unifier et on garde en mémoire Igenser;i- - 
. - 
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8 
. I  

ble {vl ,  . .., v T} où v l ,  .. ., v sont toutes l e s  variables qui sont 616- 
n ' n 

ments de Ei e t  T un des termes o E.. On peut a ins i  s e  réduire au problème 
1 

d'unification d'un certain nombre d9ensenbles E .  de l a  forme : 
1 

On essaye do fa i ro  alors les  substi tutions {T/vl, ...> T/v dans chaque 
n 

Ei9 s 'arrêtant  dès qu'oc crEe un cycle, e t  dans ce cas A n 'es t  pas unifiable; 

s i  on peut effectuer les  substitutions pour tous l e s  E,, sans cycles, a lors  A 
I 

e s t  unifiz. 

1 1 . RESOLVANTS CYlNSTANTS de 2 CLAUSES i2TO1.IIOUES GOia3mS : 

Soient C et C deux clauses atomiques constantes ; C I  - (L;,L~),  1 2 - 
+ ri 

C2 = (L-,L ). S i  3m t e l  que m e Ln e t  m e L7' rl e s t  -* ou +, alors  rn résolvant 
2 2 1 , .. 

constant de C e t  C e s t  défini par : 
1 2 

C'est un résolvant ' 'relatif 2 mFP, qui, évidemment, e s t  une clause atomique 

constante. tous notons Rés (C,,C2) = Im(CI,C2) : m sat isfaisant  à l a  définition}. -1 
0 

+ 
Soient 2 clauscs C l  = (L- L+) e t  C2 = ( L  L ) atomiques. 1 '  1 2' 2 

- 
ri rl 

S ' i l  exis te  L C_ L I  e t  1% g I non vides (ri e s t  - ou +) t e l s  que : 
2 

a n ,  
qc2 L 2 U L ;  

. . 
( i l  f a t  donc renommer JtOu:ta l e s  variables 

âpparaissaw dans Cl e t  cel les  <'.e Cî) ' 

e t  N unifiable par a N ' 



alors l'ensemble, que nous noterons Rés (CI.C2), des résolvants de C et de C, 1 
est l'ensenble des clauses atomiquss : 

Il y a autant de oésolvants de C et C que de couples (L,M) satisfaisant aux 
1 2 

conditions de la définition. 

Soit un ensemble Ç de clauses atomiques. 3(S) résolution de S est définie 

r N.B. : %(SI est dite résolution constante si 5 est un ensemble de clauses ,, 
. L 

atomiques cons tantes. d 
\ L: 

1 4 .  nième-RES0~lJT10~ ritun ENSBlBLE de CLAUSES A'KIMIQUES : 

pour n = O, q0(s) = s ; 

pourri z O. s = $(T(s)). 
n 

N.B. : Si S est un ensemble de clauses atomiques constantes, 3 (Ç) est la . . 
n leme-résolution constante. 

+ rl 
Soit h: = (L-,L ) et N C - L , = - ou +, N étant unifiable par a Nous 

N ' 
, ,jd 

noterons Fac(C) = {oN(C) ) >  l'ensemble des clauses résultant d'une factorisation . j 

à C, cette factorisation dépendant de N. ! j 
8 ' 8 d 

16. Füf7F4üLE ATOE,TQUE PURE d.m~ un ENSEIDLE d:: CLAUSES AKXIIQUES s 

Une formule atomique A contenue dans une clause C d'un ensemble S quelconque 

fini de clauses atomiques est  dite pure dans S si 

- + 
V C' e S différente de C ,  C9 = (LI ,LI et V 12 5 L", T-I est - ou 

+, il n'existe pas de resolvant de C et C9 avec L = {A) .  



(L e t  E ont 6té introduits dans 'la définition du résolvant). 

De fason équivalente, (ine fomule atomique 1- contenue dans une clause C 

d'un ensemble S quelconque f i n i  de clauses atomiques est: pure dans 5 s i  : 

rl quand A e L e t  C = (L-,L+). 

- 
V C v  e S différente de C ,  C f  = (LE-,L'*) et V El C - L" 

1.I U CA) n'est pas unifiable. 

1 7. SüBsûP~I"IO1~ d'une CLAUSE par une AUIRE 

Soient 2 clauses C e t  3 distinctes e t  non vides ; on d i t  que C bubhume 

D s ' i l  existe  une substitution a t e l l e  que o(C) D, 



Le tnéorème de Herbrand consuit  à é t u d i e r  l a  v a l i d i t é  d'une formule sous une 

i n t e r p r é t a t i o n  p a r t i c u l i è r e .  

S o i t  une fornule  F e t  s o i t  F Y  une formule universe l le  r é a l i s a b l e  s i  e t  

seulement s i  F l ' e s t .  S o i t  f,cv l'ensemble des var iables  apparaissant  dans Fr. 

s o i t  l'ensemble {xl $x2$.. . >X 1. Alors on opère des Supposons que Ft m 
subs t i tu t ions  successives daas Fs : 

. . .  
i i àne 

où ( t  *, . . . , tm) e s t  le  i élément de H~ rang6 dans 1 'ordre alphabétique, H 

é t a n t  l ' un ive rs  de Herbrand-Skolem de Fq. 

= ( F  .. .. etc, . . . Soit ??; = ol(Pq). . . ., A$. 

1 

Nous énonçons a l o r s  l e  théorème u 

Thda/rPme : L a  conWom AULVUM.XU 4aa-t Quiv&n;tes : 

1) F q  n ' a 2  pab h é U a b &  ; 

2) 3n X& que P; A A F' a idenAiquenrent v d e m  FAUX : n 
3) 3n td pue wi i l  +Fi V . . . V sFq U t  une t a d o b g i e  ; 

n 
4 )  e 6 X  vaLide. 

EX W q u e  F' ut f~éakAable. a i  et a d m e n t  h i  F l'ut : 

5 )  P n ' u t  p u  ~t&&abte ; 

6)  QF es;t v&Lde. 



2. F O W T I C N  en TEXlilES de CLAUSES 

Théonème de iietrbtrand : 

e 2 version : Un WA embRe S d i n i  de C&U.UU akotniqueb n1 es.t pab n E W a b t e  
h i  et aeutement A '2 e h . &  un ~10ou6membte d u r i  P c HÇ t& que S(P) n' a$ 
pan ttéa&&abte. 

T?ous allons donner quelq~es commentaires sur ces deux versions du 

théorème de Herbrand. 

Au lieu de dire S(P) non réalisable, on peut dire S(P) contradic- 

toire. S(P) est en effet un ensemble de clauses constantes 9 et, si on 

construit une formule associée à S(P) : 

alors F a identiquement la valeur FAUX quand S(F) est contradictoire ou 

non réalisable. 

Nous avons déjà vu conment construire un ensemble de clauses atomi- 

ques associé à un ensemble de formules universelles normales conjonctives, 

en conséquence nous pouvons doaner la version suivante plus expressive du 

théorème de Eerbrand . 

se version : Un eizbemble &de ~ o M e ,  u n i v ~ ï & e s  rio9rmdza conjonctive6 

n ' u t  pad t r éda i z ee  d i  e.t ~eLuim& e h t e  un wen:bte de cenubu 

atomiques wvlsXar&eh p l ,  . . . , Q w&uuüc;ta~e t& pue : 
P 

chaque 6: e ('&# &tant de ta ~ o m e  cl  A c2 A . . . A ck9 cbxque Q .  ai obtenue 
J 

en nempaaçant .tOLLta tu vmiabte6 d'une cûiuae ci pan d u  éehW de as 



(Les m & u  iXémem2 aubbfWui55 a u x  même6 v&b&u) ,  ait 11 e6it & ' w t i v m  

de Hmbd-SboLem de t, c'ut-a-- de s asaoo*é à '&. 
Dans l e  chapi t re  II, nous verrons des appl icat ions  de ce  r é s u l t a t  de 

Herbrand. Les processus de sa tu ra t ion  font opérer toutes l e s  subs t i tu t ions  

o sur une formule F universel le  e t  cherchent une conjonction F A F2 A .. i 1 .. AFn,  où P. - oi(F), ayant identiquement l a  valeur FAUX. L'inconvénient 
1 

e s t  que les conjonctions à t e s t e r  sont de plus en plus grands . En termes 

de clauses, e t  pour la r é a l i s a b i l i t é ,  on e s t  amené à construi re  des ensem- 

bles de clauses atomiques de plus en plus grandes puisqu'à une conjonction 

de fornules correspond une réunion d'autant d 'enseat les  de clauses associés 

k ces formules. Mais la  contradiction, il s u f f i t  de l a  trouver sur  un sous- 

ensemble de l'ensemble des clauses t es té .  Nous verrons un processus, c e lu i  

de Davis & Putnam, dans lequel il n'y a aucune recherche dans l ' o rdre  des 

subst i tu t ionsà  opérer e t  un au t re ,  c e lu i  de Robinson, où l 'auteur s ' e s t  

ef forcé  de f a i r e  un choix parmi l e s  subs t i tu t ions .  



REGLES de TIUNSFOPJIII\TION d'un ENSEBU de CLAUSE§ 

e t  ?KIDES dvAPPLICFTION de ces REGLES 



II. 1 

II .A. 1 PWSENTATION et OOWENI'IOIJL; d t C C R I m  des REGLES 
.......................................................... 

L'ensemble de règles, appelées 4 è @ %  de Rhavtb~umfl&on, que nous nous propo- 

sons de donner permet d'exposer deux algorithmes bien connus de démonstration 

automatique e t  de construire en les  combinant de nouvelles s t ratégies  de démnstra- 

tion. 

Ces règles sont applicables à un ensemble de clauses. Certaines de ces règles, 

plus précisément l e s  règles 12 à 18, ne seront ~ppl iquées dans l e  s u i t e  de ce t te  

étude qu'à un ensemble de clauses aéomiquc~. Nous sitaalerons i c i  qu'elles peuvent 

ê t r e  appliquées à un ensemble de clauses quelconques, non sans prendre les  précau- 

tions nécessaires : ces clôuses contenant des variables l ibres  e t  des variables 

l iées ,  on ne peut, en paxticiilier, substi tuer à une variable l ibre  un terme conte- 

nant une variable l i é e ,  s9us l a  portée du quantificateur qui l i c  celle-ci. Le 

résu l ta t  de l 'application d'une règle e s t  encore un ensemble de clauses. Se trouvant 

devant l e  problème de né~utat ion d' w ei?hem/)& do domdes {F ], . . . , F 1, 1 ensemble n 
de clauses sur lequel on demarre l 'application des règles e s t  formé de n clauses 

C l ,  ..., Cn où Ci = ( 0 ,@. } .Ce  so&Eilors,le~ premières règlcs sur l c s  connecteurs 
1 

e t  les  quantificateurs qui sont appliquées, a f in  d'obtenir un ensemble de clauses 

atomiques. Jusqu'à l 'obtention d'un t e l  ensenble, à chaque ~ " s t  l i é  un ensemble i 
rl de variables E .  qui e s t  dcstiné à recevoir les  variables universelles. 
J 

Donc, -me&, 

C. = (9, F i  OU plus prScisénent : 
1 

- 4- 
E. = O  e t  E. = l'ensemble des variables l ibres  de Pi, qui 
1 1 

sont bien des variables universelles quand on transforme Pi en une d 0 ~ n d e  ceode. 

Nous avons à f a i r c  une & e d ~ G t i u n  sur Fi : 

P. doit  ê t r e  une formule "poliefs, c'est-à-dire nous nous interdisons l e s  formules du 
1 

STpe : 

Vy (Px A 9Qyx) où deux quantificataurs, l 'un gouvernant l 'autre ,  

portent sur un même symbole de variables. 



Par contre, sans ennui, on peut accepter les fornules 

Vy Py A 3y~yx. 

Nous introduirons une vari3.ble K Ggale nu nonbre d'éléments de l'ensemble de 

clauses en cours de trmsfom-?tinn. Dans certaines règles, K est modifié, nous l'in- 

diquerons explicitement . Nous appelerons chaque règle @$ où ri est - ou + suivant 
+ 

que la règle s'applique à unc liste L ou à une liste Li ; mais ri pourra être omis. i 
M est un symbole ou un not qui rappelle soit le connecteur sur lequel la règle tra- 

vaille, soit la transfomati~n particulière en cours,.,. cu autre. Si la règle est 

nppclée %%(x), c'est qu'en fait la règle est attachée à X ; il y a autant d'appli- 

cations différentes de cette règlc que dc X définissables. 

Pour chaquc. règlc , nous donnerons sa ou ses conditions d'applicabilité et la 
transformation à opérer sur l'ensemble des clauses, ou plus particulièrement parfois 

sur une clause de cet ensephle. 

Dans les règles, on trouvera le symbole d'affectation := qui doit être compris 

corne suit : A:=B c'est 12 =$me chosc que "la valeur de B est affectée à A" ; 

K:=K+1 : une nouvelle veleur de K est obtenue en augmentant sa valeur actuelle de 1. 

La pkop&&% ~btLm%&c? de chacune des règles est de conserver la réalisebilité 

et la non-réalisabilité. Si on applique une règle xg à un ensemble S de clauses 

non-réalisable (resp. rëa?isable), le résultat qg(S) est encore un ensemble de 

clauses non-réalisable (resp. réalisable). On a en fait une propst6 plus forte : 

Si $$(s) ne contient pas de symboles additionnels, toute réalisation de S 

est une réalisation de q g ( s )  et inversement ; 

Si %(s) contient des syritboles additionnels, alors à toute réalisation de 

S, on peut adjoindre une interprétation de ces symboles additionnels de façon à 

obtenir une rialisation de G(S). 

L 1 a p p & d a n  des hèg&en phend &PZ d h  que La ct)auc vide a p p d  dam L'enbm- 
Me de o e a u 5 ~ ,  puisquqon est alors sûr que 1 'ensemble de clauses n'est pas réalisa- 
ble. 



L e s  onze premières règles, applicables à lin ensemble de clauses quelcon- 

ques portent sur l'élimination des connecteurs e t  des quantificatours. Quant 

aux règles 1 2  e t  13, nous ne l e s  appliquerons qu'à un ensemble de clauses ato- 

miques, ainsi  que nous l'avons déjà d i t .  

Nom de 
Conditions d 9 a p p I i c a b i  l i t 6  K Transfomat i ons la règle 

1  - - 
rl 

va 3 j ~ :  (w) c ~ .  L' := L" { ( G ) )  p L' := L? U {GI ; 
J j j j J - - 

E' := Z? u E?. 
j J J 

2 - 
F = (G A G )  e L- $-A 3jwIac2. 1 2  L := (Iij - {FI)  U { G ~  .G21 

j j 
,,,,,,,,,,-,,,,,,,,- ----------------------4 

3 + + + - 
%+A q=,aü2 : P = (G 1 2  AC ) e L K:=K+I L~ .= ( L ~  - {PI)  u { G ] }  ; Ift := L 

j j 9  + 
L+ := (Lj - {FI) U {G2} ; 
j - - 
*K 

= . ; < := E+ 
J j  

4 - - + + .  
3jg1Z2:  F =  (GIVG2) e ~ -  K:=K+I LK:= (tj - I P } ) U ( G ~ I ;  : = L i  9 

j .. - 
L := ( ~ f  - { F } ) V { G 2 }  : 
j - -. + + 

Ex := E j  ; Eg := E 
j _____________- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

5 + 
$+v 3 j a ~ ~ a ~ ~  : F =  ( G ~ v G ~ )  o L+ L+ = ( L ~  - {FI)  u { G ~ , G ~ }  

j j 

6 
3 j e l  L : F = ( G ~ ~ G ~ )  f L? L? = (L? - IF}) U {(%GIVG2) 

J 3 3 

7 
$,a 3jaclR2: F =  ( G , Z G ~ )  e~~ Ln j := (L; - { F I )  U { ( ( G ~ Z + G ~ ) A ( ~ ~ ~ G , ) )  1 



8 

$,+v 

9 

C- a 

10 

3'3 

1 1  

8 - v  

+ 
3j3G : P = VxG e L 

j 
x eV 

c e t t e  r è g l e  e s t  l a  rép l i que  

e s t  i c i  e x i s t e n t i e l  e t  les 

les ensembles c,. 
3 

3 j z :  F = & G ~ L +  
j 

X e V  

c e t t e  règ le  e s t  l a  rép l i que  

e s t  i c i  e x i s t e n t i e l  e t  que .. 
E.. 

J 

I 

de l a  

--ransforr iat ions 

de l a  

es 1 i s t t ?s  

I 

+ 
S i  E, W E. ne contient PAS la variable - J J 
x :  4- 

L+ = (Lj - {FI) w {Gl 
j + 

E+ := 3 U {x). 
j j 

Sinon : soit x variable ne figurant -- 
p + 

pas dans E, u E. alors : 
3 3 + 

L' := (Lj  - {FI) U { G r }  où G' =a(G) 
j 

avec a = {x  /XI  ; 
P + + 

E j  := E .  U {x 1. 
J F 

p-écédente sauf que l e  q u a n t i f i c a t e u r  

se fon t  s u r  les l i s t e s  L: e t  
J 

+ 
L* := (Lj - {FI)  U { g ( G )  1 où 
j 

a = {fal.. .%/XI, les arguments 

a l  . . . 9 a  de f étant tous les éléments k 
4- 

de E. sauf ceux qui n'apparaissent pas 
3 

dans G p f est un symbole fonctionnel 

n8 appzraissant dans aucune clause. 

pt-écédente sauf qur? l e  q u a n t i f i c a t e u r  

e t  ensembles mis on j e u  sont  L, e t  
J 

I 



12 

c = (L- ~ f )  ; VC ïqensenr 
j j9  J j 

$(a) ble des variables apparais- 

subs ti- sant dans C 
j 

CK := o(C.). 
K: =K+ 1 J 

t u t  ion o = {T/X : x e U P c L l c  , T 
j 

(on ajoute l a  clause a(C.)). 
J 

quelconque constant ou 

variable. 

13 

3 i 3 j 3 k A  formule atomique : CK = ((LI - {Al) U L i 9  
4- @, as8 . ~ e ~ i e t ~ e ~  j , 

+ 
assem- ~f u (Lj - {Al)). 

les  variables de C. e t  C K: =K+ 1 
1 j 

blage étant dis t inctes  sauf cel les  (on ajoute une clause obtenue en 

assemblant deux clauses contenant contenues dans A. 
une &me formule atomique, mais 

l'une dans sa l i s t e  négative, 

l ' au t re  dans sa l i s t e  posit ive).  

Sur cet  ensemble de 13 règles, nous avons un résu l ta t  fo r t  intéressant 

qui peut s'énoncer sous forne d'un théorème e t  qui sera  démontré par l a  théorie 

de l a  résolution (cf. 5 II.B.1). 

Théot~he : Lea aégtes 1 à 13, &vwnc&a c i - d u a u ,  ~oment un hyh2ène 

" ~ ~ t @ ( > k ' ~ ,  dam ce a w  qu' eues ~u&$i~en* t  à phauva .ta non-&éal%aWt2 1 
d'un m m b t e  de &wu, s'AR vt1e6A pm d a t h a b l e .  

De façon plus précise, les  règles 1 à I 1 réal isent  l e  passage d'un ensem- 

b le  de formules à l'ensemble de clauses atomiques associé, e t  l e s  règles 12 e t  

13 sont appliquées dans l e  but de construire l a  clause vide comme nouvelle 

clause de l'enseroble pour conclure à l a  non-réalisabili té de l'ensemble des 

formules. 



Les règles  14, 15 e t  16, que nous donnerons maintenant, s 'a joutant  au 

système de règles  précSdent, l e  rendent plus eff icace .  Si  ce r ta ines  clauses 

peuvent ê t r e  supprimées par  ces règles 14, 15, 16, l e  nombre d 'essais  d'appli- 

cation de l a  règle  13 s e  trouve a in s i  rédui t .  

l 4  
3j : c = (LT,L~)  ct L T ~ L ~ H  - - + + 

j J J  J J  L := L~ 5 L := L~ j j 
$PC- C. contient  une - Paire  C o q l é  K:=K-l 

3 (on remonte l a  dernière 
mentaire effectuil après clause à l a  place de C l e  

ccci  j e  
nombre de clauses é t an t  a i n s i  

diminué dc 1 ) . 
15 

S s u b  3C. e t  C .  d i s t i nc t e s  e t  non 
1 J - 

Subsomp-vides t e l l e s  que C. subsume K:-K-1 L := L' := 
1 j V 

t ion  C 
LK 

j 

16 

%.U e C formule atomique 
J j' 

pure dans l'ensemble de - -. 
$pureté K:=K-I L := L~ ; L. + := L~ 

+ 
clauses en  cours de trans- j J 

formation 

On pour ra i t  toujours ra jouter  des règles au système précédent, pour une 

plus grande e f f i c ac i t é .  Ainsi,  l P é q u i r é a l i s a b i l i t é  s e r a i t  toujours préservée 

s i  on adjoignait  à chéque règle,  s a  règ le  réciproque c 'est-%dire c e l l e  qu i  

r é t a b l i t  l a  s i t ua t i on  d'avant l ' appl icat ion de l a  règle.  m i s  ce qui  nous sem- 

b l e  davantage in té ressan t ,  c ' e s t  de crCer des règles  plus fo r t e s  en groupant 

l ' ac t ion  de plusieurs des règles 12 à 16. Par exemple, l a  règle  17 ci-après e s t  

un groupement des règles de subs t i tu t ion  e t  d9assenblage, l a  règle  18 un grou- 

pement des 3 règles : subst i tu t ion,  assemblage e t  subsornption. 



II. 7 

De ces deux rêglcs,  l a  première crée  une nouvelle clause,  l a  deuxième 

tend à en supprimer l e  plus possible, ou, supprimer simplement des formules 

atomiques. 

17 
$ r é s  

18 

l2 s ing 

Single- 

ton 

K:=K+1 

d 

K:=K-a 

3i3 j  : RLs (Ci> Cj) # @ 

simplification dûo à I 'oxis--ence 

- 
i : L = A e t  L: = @ 

GK := R où R c RCs(Ci,C.) 
J 

une clause singleton 

Soi t  S = C C  : u(A) e L? e t  j f i l ,  
A j J 

u quelconque. Nous appelons a l e  nom- 

bre d'Cléments de SA g - 
e t  s o i t  = {cj : u(A) e L?I, o 

J 
quelccnque, a lo rs  on transforme S v  - - A "  

c e S$ : L' := L? - {cJ(A)} 
J j J 

enf in  S := S - SA. 



1I.B JUSTIFICATION des REQ,ES 
............................... 

q m t  2 la CONSERVATION de la IEALISABILITE 

Nous n'avons défini que l a  r é a l i s a b i l i t é  d'un ensemble de d a c ~ b e A  akakqul56. 

Aussi, quand nous vérifierons s i  une règle conserve 1s. non-réalisabilitg ou l a  

réa l i sabi l i té ,  il ne pourra ê t r e  question que dvune règle applicable à des for- 

mules atomiques, e t  notariment il ne saurai t  ê t r e  question des règles portant sur 

les connecteurs Q, Vo A 9 3 ,  5. Cependant ces règles sur les  connecteurs conscrvent 

l a  r éa l i sab i l i t é  de l a  formule associée à 19enscnble des clauses auquel on applique 

ces règles. 

Nous allons voir que l e s  règles 12 à 18 préservent lPéqui réa l i sabi l i té .  Si un 

ensemble S possède une réal isat ion,  l'ensemble obtenu par application d'une de ces A 
règles, possède l a  mCae réal isat ion.  

Par l a  règle de substi tution, on ajoute a l'ensemble de clauses, une 

clause construite à p a r t i r  d'une clause de lgensemble. 

Soit  U l'ensemble de clauses atomiques 2 1 'étude e t  C e S. On construit 

D = u(C) où o = { T ~ / v , ,  T2/v2> ...$ T k /V  K 1' v19 ...> vk étant des variables 

(pas forcGment toutes l e s  variables) apparaissant dans C e t  T , . .. ,T des ter- 1 k 1 
mes quelconques constants ou variables. Supposons S réalisable ; il exis te  donc 

une réal isat ion 31 de S. VC' = (L'",L'+) e S(Ii),  il exis te  une f m l e  atomique - 
A e N " ~ L ~ ~ ,  r~ e s t  - ou +, e t  A t RI". 

Soi t  S* = S U {DI. Existe-t-il une réal isat ion Rl* de S" ? Pour toute 

clause e S(H), l a  formule atomique appartenant à Rl* e t  à l a  clause e s t  l a  

&me que ce l l e  dans R l  e t  ce t te  même clause. E t  pour une clause a {DI (H), 

saturation de l'ensemble à une clause D sur H, on n'a aucun problème, car, 

{DI (H) C {CI (H) C S(H). 



En prenant Rl* = RI, ÇJC est réalisable. Réciproquement si Ç est réalisa- 

ble, S C  S* est réalisable. 

Nous donnerons maintenant, un cas particulier intéressant de la règle de 

substitution sous la forme d'une règle r &a nègle de ~a&&akion : 

@, Fac : Si 3j : Fac(C.) # @ alors ajouter la clause C = o (c.) e ~ac(C.) où 
J N J  J 

a est la substitution introduite dans la défini- N 
tion de la facterisation. 

Cette règle, évidemment, conserve aussi la non-réalisabilité. 

D'où les théorèms suivants : 

TCtéoahe 1 ( a u b 6 W n )  : SOL$ s un enbemblc de &mu atomiqua 
e t c  D s ; SoL$s*&eiliZmLtat dtuneapp&ationde&nègle @ ( O )  à s : : 

ThCiokhe. 2 (aac;to/Lisaition) : SoL t  ç un m e m b l c !  de cluu~e6 ahmique6 

e.t c e s ; Sa& S* le n & W  d'une appfication de la tragle de , j W h i b a -  

. 4  
2.  FEGLE d'ASmBLAGE 

- 4 -% En appliquant cette règle, l'enseublc de clauses est augmenté d'une clause, + 
Il est donc évident que la non-réalisabilité est conservée : si tcI,c2} n'est j 

pas réalisable, C l  C2, Dl où D est quelconque n'est pas réalisable. 
- J 
: I 

La réalisabilité est aussi conservée : si tCI,~2) est réalisable 

{CI, C2, Dl où C ,C ,D sont des clauses satisfaisant aux conditions de la règle $ 
1 2  - , -  

d'assemblage, est aussi réalisable. En effet, Cl, C2, D sont telles que r 

+ 
38 formule atomique : A e L; et o L2, 



II. IO 

D = ((L - {A}) U L;, L; U (L*? - {AI)) 

Il est évident que D est conséquence logique de C et C2, c'est-à-dire que 
1 

FI, F2, F étant les fornulcs associées respectivement à C C2, D, alors F est 1 ' 
conséquence de F A F2. 1 

Nous remarquerons tout de suit qu'un cas particulier de cette règle est la 

règle inverse de la règle de substitution : par la règle de substitution, on 

crée une clause D = u(C) qui, évidement, est subsumée par C ellernême. Il n'est 

donc pas étonnant que la justification de cette règle se fasse identiquement 3 

celle de la règle de substitution. 

Soient S un ensemble fini de clauses atomiques contenant 2 clauses C et D 

telles que C subsume D : 30 telle que o(C) <t_ D. 

Si S est réalisable, S - {DI est réalisable. 

Si S - {Dl est réalisable, soit X1 une réalisztion de S - {DI. 

RI est, en pnrticuiior, une réeiisation dc C g vC' = L L s {c}(H)cs(H), 
+ ~ ' - n  RI- # P) ou ~ ' + n  R1 # 0. Est-ce que R1 est une réalisation de D ? 

Soit D1 e {Dl (H) : D' 3 Cu où Cl' t: {o(~) 1 (H) c Ic)(H) c S (H) , donc I l1  contient 
+ 

sûrement une formule atomique contenue dans R1 et n'ayant pas de complémentaire 

dans RI. 

D'où le théorème : 

ThZokème 4 (~ubaompZLon) : S i  s u.t un enbcmb&e &in.i de ceaudu atawkqu~ 

conte& 2 & u h a  cü..6kinctea, non v d u ,  C c-t D te.Ue.4 que C oubaume D ,  

s nfczd.t pab /tEu,Ua.bLe a i  cd aeutemeat a i  s - {DI n'es2  pad néa&ha- 

b t e  . 



II. I I  

S o i t  S un cnsenble f i n i  clc ciauses  atomiques c o n t e n ~ n t  une c lause  6 ,  

contenznt elle-riême unc formule stomiquti I. pure dans S.  

S i  S e s t  r é a l i s a b l e ,  S - {CI c s t  r & a l i s n t l c ,  il s u f f i t  de v o i r  qu'une 

r e a l i s a t i o n  de S e s t  euss i  une r s a l i s a t i o n  de S - {Cl. 

S i  S - {CI e s t  r s a l i s a b l c ,  s o i t  R 1  une r é a l i s a t i o n  dc S - (CI .  Définis- 

sons B1 une r é a l i s a t i o n  de S : 
S 

[ RI; = 0 {i&}(H) - 4. 

i1 où q c s t  t c l  que A e L . 
C 

11 est  évidcnt  que lil; 1'7 R 1  = @. R 1  e s t  bien  une r 5 a l i s a t i m  de Ç, 
J S S -1- 

puisqu'i.1 e x i s t e  une formulc ntoviquc e IL}(H) C PI; r\ L " ~  pour toute  c l ause  

(p --? e tc}(a), e t  quc 

En c f f e t ,  s i  L ' ~ A  ;71n # @ , il n'y a pas dc problème ; mais, si - 
L ' ? ? - P . ~ ~  = @, a l c r s ,  puisque 21 cag mc rEa1isat ion de S - {Cl, L v n n  1<1' # 0 
e t  L F ' ~ )  (aln - {L11(9)) # (8, c a r  L"(\{A}(I~I) = @, sinon il e x i s t c r n i t  un r é so l -  

vant  de C e t  2, 2 t e l l e  que C g  e {n)(B), ce rGsolvmt  & t a n t  r e l a t i f  à A, ce q u i  

contredit l 'hypothèse de puri:ta de A. 

D'où l e  théorème : 
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La rêgZe de résoZution, é t a n t  un groupement des deux règ les  de s u b s t i t u t i o n  e t  

d '  assemblage, préserve &galement 2 ?équZréaliçabi Zité. 

La règle du singZeton, groupement des 3 rCgles de s u b s t i t u t i o n ,  dsassemblagc e t  

de subsomption, préserve e l l e  auss i  ZPêquiréaZisabiZité de l'ensemble de 

clauses  auquel an 1' applique, 

La r èg le  PC- conserve, de façon Évidente, l a  r é a l i s a b i l i t P  e t  l a  non-réalisabi- 

l i t é .  



1 I . C  ?YIODES d'PSPLIUTION de ces REGLES 
........................................ 

Coniment appliquer l e s  règles donnfes précédemment e t  pourquoi ? C'est ce que 

nous allons voir  dans ce parsgraphe. Selon l e  but recherché e t  selon l e s  algorithmes 

u t i l i s é s ,  l e  choix des règles,  l 'ordre d'application des règles, l'ensemble de clau- 

ses i n i t i a l  sont autant de choses à préciser.  

;1 

1. FOR#W UNIWISELE NORHtME CûMONCTIVE ; FORPiULE EXISTENTIELLE NDmIALE DISJONCTIVE '-1 
,-4 

Soit F une formule quelconque du calcul des prédicats 8. On s a i t  q u s i l  1 
existe  une fornule F' universelle nornale conjonctive réal isable  s i  e t  seulement 

s i  F l ' e s t .  

IJous obtiendrons F' en appliquant les règles 1 à 1 1 ,  règles sur  l e s  connec- a 
teurs logiques e t  les  quantificateurs. L'ordre d'application e s t  absolument 

quelconque. Il s u f f i t  de préciser les  ensembles initiaux : 

Les règles sont appliquées jusquvà saturation, c'est-à-dire jusqusà 

l'obtention d'un ensemble S '  de clauses atomiques. La formule universelle 

normale conjonctive F v  se  déf in i t  a lors  a ins i  : 

F'= Br\ ( w  % A  V w A ) .  

Nous t rai terons un exemple : 
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Soit l a  formule F = Yx ( V ~ ( Q P X ~ ~ Z J & X Z )  A ( % ( t i t k t s ~ ~ t q x s )  V ~3vVwRxvw)) .  
=- - 4- 

Ini tialenent : L I  = #>  L: = ( Y ) ,  E l  = C l  = $le 

Appliquons TV : 

puis %+A s 
+ 

L I  = ~t"i(G"P-'i:~*xs) 1 

puis $+A : 

L; = b P q 1  

e t  ' + 
Lg = {QxfIxl puisq~ic. x e s t  l c  seul élément de (x ,y l  

qui apparai t dans Qxz.  

+ 
Reprenons L nt appliquons g f ~  : 

2 *.- 

e t  par $fi: 
+ + 

L2 = tVtRxtf,x V Rf xxf x, Q~vVwXxw~), puisque E = {x) 
L 2 2 2 
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e t  ensu i te  $,+v : 

Appliquons : 

puis  q,+~ : 
+ 

L2 = {Rxtf2x, Rf 2 xxfpl 

e t  E? = {x,vl 

e t  en f in  R-V c 

Pour obtenir  l a  fomulc  üniverse l le ,  il s u f f i t  de rassembler l e s  l i s t e s  ne  

contenant quc des fornules atomiques ( l i s  t e s  soulign6es) e t  d é c r i r e  l a  d i s  jonc- 

t i on  des formules atomiques, p récê6S~ç  du signe dc négation s i  ces formules 

appartiennent à une liste négr t ive ,  e t  18 cînjonction de  ccs disjonctions : 
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On peut également ~ b t e n i r  par  application de ces mêmes règles une formule 

P" exis  t e n t i e l l c  nc~male  disjonctive.  Il faut  a lo r s  prendre l e s  ensembles i n i -  - 9 
tiaw suivants o Ç = { C l } .  L I  := {FI, LI := @ e t  E; := E; :== (ô e t  K := 1 .  A p r h  

application conplète des règles,  i n  n uti cnscm5le Sas de clc?uscs atoniques e t  l a  

formule F" se  d6Éinit par  : 

Tout ceci  é tan t  r é a l i s é  en dua l i t é  de ce qui  s c  passe pour une f o m l c  

universelle,  nous avons obtenu une formulc FPq val ide  -et  non pas réal isable-  

s i  e t  seulement s i  F l ' e s t .  

Parmi l e s  algorithmes de dèmonstration automatique publiés en t re  1960 e t  

1965, il y cn ci plusieurs qu'on ne peut décr i re  au noyen du système de règles  

que nous avons donné, nême c ~ i  ra joutant  d 'autres règles.  Nous evons vu quc notre  

système de règles permet de construire à p a r t i r  d'une formulc! F, une formule 

universel le  normale conjonctivc qui e s t  r éa l i çeb le  s i  c t  seulenent s i  F l ' e s t .  

On s a i t  q u ~  Gilmore ( E41 e t  C 51 parus en 196û), dans un processus d.c 

réfuta t ion,  v i s a i t  à montrer l a  r è a l i s a b i l i t é  ('l'une formule sous fome  normale 

dis jonct ive  prfnexe. or nous avons remarqué q u ' i l  e s t  possible d 'obtenir  une 

formulc e x i s t e n t i e l l e  normale disjonctive mec  notrc ensemble de règles ,  mais 

lgenscmblc, de clauses qui permet l ' é c r i t ü r c  de c e t t e  formule n 'a,  RU point de 

vue r é a l i s a b i l i t é ,  aucun l i e n  avec l a  formule i n i t i a l e .  Il y a seulement un 

l i e n  au point de vue va l i d i t e .  

HP idang, P r m i t z  ( E 141 , E 151, c t  t 7 1 ,  t 81 ) , qüant à eux, s e  ramènent 

implicitement à une formule nnmale  conjonctive dont i l s  étudient l a  va l i d i t é .  

Pour dSmntrer l a  v a l i d i t é  de F, il leur  f au t  trouver une disjonction 

K. - o ,  (F) V . . . V o. (F) qui  s o i t  une tautclopic.  O r ,  ayant vu que 
1 a 

iI = ol  (F) V oZ(F) V . . . V o (F) n v  e s t  pas une tautologie,  il f au t  const rui re  
n n 
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u (F), puis (ul (F) V . . . V un(F)) V un+] (F) e t  r e m t t r e  l a  formule obtenue 
n+ l 

sous forme normale conjonctive, af i n  d'en examiner chaque conjonction. Beaucoup 

trop de temps e s t  perdu à l a  construction des disjonctions I l .  alors que F e s t  
1 

conjonctive, e t  à ce t t e  conversion répétée pour tout n, de l a  disjonction M n 
en une formulc normalc conjonctive, 

Nous soulignerons quand Gme lvinportance du t rava i l  de Prawitz e t ,  à un 

degré moindre, de Wang, eu égard au choix des substi tutions à effectuer. Gilmore 

opère sans recherche toutes les  substi tutions possibles d'éléuents de H aux 

variables, mais Prawitz cherche directement l e s  substi tutions susceptibles 

d'aboutir rapidement à l a  val idi té .  

Nous verrons i c i ,  en détai l ,  l es  travaux de Davis & Putnam, e t  ceux de 

Robinson. 

2.A. M e o r i t h  de Davis & Putnani 119601 

Le processus dc Davis & Putnan es t  un processus de réfutation e t  de satu- 

ra t ion  3pp liqué à une formule universelle n o m l e  conjonctive. 

Les opérations de substi tution sont exactement cel les  données déjà dans 

l'exposé du théorème de Berbrand (cf .  I . D .  1). Li? processus e s t  basé sur l e  

théorèm de Herbrand, dans sn p r c d è r e  formulation en t e m s  de clauses. 

Dans l a  aéthode, on construit  lcs  "lignes sans quantificateurs" c 

i i ( t l .  . .., tm) étant  l e  ième élément de H~ dans 

1 ordre alphabétique 

...... . où P e s t  l a  formule à réfuter.  
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11 n'y a aucune recherche s u r  les subs t i tu t ions  qui  sont  toutes cnvisegées. 

L ' i n t é r ê t  du processus de Davis 8. Putnan porte s u r  l e  t e s t  de r é f u t a b i l i t é  des 

conjonctions a, (F) A u2(F) A . . . A un(P) qui SC f a i t  en réduisant  l e  nombre de 

clauses e t  l e  nombre d v é l C ~ e n t s  dcs l i s t e s  qui  composent ces conjonctions. 

Leur méthode pour l ' é tude  de 1s v a l i d i t é  d'une foraule  du ca lcul  proposi- 

t ionnel  reprend unc idCe de Dunhm, F r i d s h d  e t  Sward (cf  t31) .  E l l e  repose 

s u r  l e s  règles  suivantes,  applicables à un ensenble de clauses atomiques 

constantes E 

- 
n Q D P I I  : S i  #i : A e L;, nlors  s o i t  S = {Cj : h e L.}, on supprime les A J 

cleuscs e S c'est-à-dire : 
A' 

s : = s -  
S ~ '  

- RDPIII : 
+ 

Sciit s = {ci : A o et C+ = {ci : A e L ~ I  
A 1 L 

pour él iminer MC a l o r s  
formule atomique + 

S:=S - ($AU s i )  u {((Li  U L ~ )  - A (Li u L;) - {A}) : 

+ 
C. e S- e t  C .  e s*}. 
1 A J 

e t  l a  r è g l e  du s ingle ton pour c lauses  constantes, que nous rebaptisons 

- 
&PI : s i  3i : ' = A e t  L: = O, alors 

Li 

s o i t  SA = {Cj  : A c L? e t  j # i l  e t  
J 
- 

S f i  = {Cj : A e L?}, nlors on transforme Si : 
J 

- - 
VC. e Si : L" := L" - 

j 
{A} e t  S := 5 - S . 

J j A 

e t  enf in  l a  r èg le  d'assemblage appliquée seulement s i  e l l e  fciit apparailtre l a  

clause vide, ce qui  prouve l a  non-réal isabi l i  t é .  
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flous rÉsumons l e  processus de :Davis & Putnam destiné au calcul des 

prSdicats dans lP9rganigrame ci-après ; nous l e  destinons plus précisément 

à un ensemble % de formules quelcanques, % = IF,, . *. Fnl. 





Nous précisons l ' a p p l i c a t i o n  de ~ D P I I I  : 

+ 
S o i t  C .  l a  clause t c l l e  que IL- 1 + IL. 1 s o i t  minimum e t  s o i t  A l a  première 

3 J +  J 
formule atonique de L- si. L: f @, de L.  sinon. On él iminera A après s a  mise en 

j J J 
fac teur ,  pa r  applicat ion de 2~~111. L y  appl ica t ion de @DPIII e s t  su iv ie  de 

c e l l e  de ~ P C -  autant  de f o i s  q u ' e l l e  e s t  zpplicable,  pour supprimer l e s  clau- 

ses contenant une pa i re  cornplSmentaire. 

Nous signalerons que Devis annonce qu'on peut accé lé re r  l e  processus en 

f a i s a n t  progresser  k p lus  v i t e  : k = k+5 ou k = k+10, par  axemple. 

2. B. Algorithw de Robinson (1 965) 

Nous verrons d'abord l a  théor ie  de l a  résolut ion,  théor ie  de c e t  algo- 

rithme, e t  ensu i t e  l e s  modes d 'appl ica t ion de l a  méthode de résolution.  Puisque 

l a  r èg le  dc résolut ion assure  l q é q u i r b a l i s n b i l i t é 9  s i  S e s t  r éa l i sab le ,  (s) 
est r é a l i s a b l e  ; si @"(s) con t ien t  12 clause vide, R n ( s )  n i c s t  pas r é a l i s a b l e  

e t  S n ' e s t  pas r é a l i s a b l e  non plus.  Kais, ce qui  e s t  moins évident, c q e s t  que, 

s i  S n 'es t  pas réa l i sab le  a l o r s  an t e l  queZn(s)  cont ient  l a  clause vide ; 

c e c i  est l ' o b j e t  de l a  t h é o r i e  de l a  résolution.  

1 .  THEOREME de RESOLUTION 

Dans les t r o i s  de rn iè res  formulations du théorème de Herbrand données 

dans 1, il est c l a i r  que le  problème de l a  r é a l i s a b i l i t é  d'un ensemble d e  

clauses quelconques, se ramène à c e l u i  de  l a  r é a l i s a b i l i t é  d'un ensemble 

de clauses constantes ; voyons donc d'abord comment résoudre ce lu i -c i .  

Théorème de réso l u t  i on constante : 
f , ; , +?:- 

U n  ensemble f i n i  quelconque S de clauses atomiques constantes n 'es t  ' " I 

pas r é a l i s a b l e  s i  e t  seulement s i  3n 2 O t e l  que % n ( ~ )  cont ient  l a  c l ause  

v ide  Ci . , .  



II. 22 

Démonstration i (Robinson) 

So i t  S un ensemble f i n i  de clauses atoniques constantcs. 

n Nous avons dé j à  vu que s i  312 i JZ (S) cont ient  l a  clause vide, a l o r s  

S n ' e s t  pas réa l i sab le .  

Il nous r e s t e  à. démontrer que s i  S n ' e s t  pas rèa l i sab le ,  .Zn  t e l  que 

h. "(SI contient  n. 

ièmes 
Les n r6solutions constantes sont des ensembles emboités t 

s & L~/(S) & 3L2(s) ..... 

Dans un résolvant cons tmt  de cieux clauses atomiques constantes, 

D e Rés(C , C  ), il y a un monôme de moins que dans C e t  C réunies,  na i s  
1 2  1 2 

sur tou t  il n'y apparait  pas d e  nouveau n o n h e .  Le nombre de clauses 

atomiques constates d i s t i nc t e s  qu'on peut former avec un nonbre f i n i  
i 6 m s  

de monCmes constants e s t  f i n i ,  e t  l n  s u i t e  des n résolut ions  constan- 

t e s  e s t  f in ie .  3n t r l  que R~~ l (S) = $Ln(s), c 'es t -&dire  gn(s)  e s t  c los  

par rapport à l 'opéra t ion de résolut ion constante. 

Supposons quc Rn(§) ne c 9 , t i e n t  pas l a  clause vidc. Alors nn va 
n 

montrer qu'on peut  const rui re  une r éa l i s a t i on  de $, (S) donc de S puisque 
n n s g JL ( 3 ) .  

So i t  { A l ,  .... %"> l'ensemble dc toutes l e s  formules atomiques qui  
n 

E (S) . Nous cons truisonç un couplc, d ' ensenbles , N, confcrmGment à 

l s o r g m i g r a m e  suivant : 
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14 e s t  une réal isat ion de R n ( s ) ,  s i  Rn(s )  ne contient pas l a  clause vide. 

En ef fe t ,  s i  M n'est  pas une r6al isat ion de g n ( s ) ,  il exis te  un plus p e t i t  
+ 

j t e l  qu ' i l  existe une clause C e RE(s )  t e l l e  que C = (L-,L+) e t  L-c M: 
+ + + - + J 

e t L  C MT. Alors M. = T I .  e t  M - = M  U { A . ) ,  e t  A. c L . Laconstruc- 
J -  + J 3-1 j j-1 J 1 + 

t ion de ( M i ,  M.)  implique qu ' i l  exis te  aussi une clause D = (L;,L*) t e l l e  
J 

que cc M:-~u {A. 1 e t  GC MY- ; j é tant  l e  plus p e t i t ,  A. e c. ûn peut 
J J I  J - 

prendre le résolvant de C e t  D r e l a t i f  à A s o i t  
j 

Cette clause ne peut ê t r e  l a  clause vide puiaqu'elle appartient à Rn(s), 
'L+ 'G + 

e t  on a construit  une clause (L , L ) c Rés(C,D) t e l l e  que L C M j _ ] ,  e t  

"J+ - 
L C M .  j n 'é ta i t  donc pas l e  plus p e t i t  ; il y a contradiction e t  M 

e s t  une réal isat ion de Rn(s)  . 

Avec Robinson, nous démontrerons aussi que pour tout ensemble S de 

clauses atomiques e t  tout sous-ensemble P de son univers de Herbrand, 

R(s(P) C ( (P) , e t  donc que 

Démonstration : 

11 s u f f i t  de démontrer que, s i  R e s t  un resolvant de deux clauses 

C l  e t  C2 r S ( P ) ,  alors  il exis te  une clause B qui e s t  un résolvant de 2 

clauses de S t e l l e  que R e (B}(P). 

Puisque C l  e t  C e S(P), il existe deux clauses Cl* e t  C2k r S e t  2 
deux substi tutions o l  = {TI/x1, T2/x2, ...> T /X 1 ,  x19 ...> x étant les  n n n 
variables de Cl* préalablement x-standardisée e t  T l ,  ..., T des termes 

n 
e P, e t  o = {T'/y 2 1 l 9  m m m T ; / Y ~ ,  . . . , T'/y 1, yl  > . . . , y é tan t  les  variables 

de C2* préalablement y-standardisée e t  T i ,  ..., T' des ternes c P, t e l l e s  m 



+ 
R est un résolvant de CI et C2, 1 = L L C î  

= (L- L ), donc il 2' 2 
existe une formule atomique A telle que : 

R = L L - A L; U L; - (Al). 

Soit a l  U o2 - {T1/xI ,  . . . , T /X T;lyl, . . . , Ta/y,l. - n n' 
n rl A r. LI et e L2 avec ri = - OU +, alors - 

rl rl 3 L C L l ; t  et M C L P  tels que : 

Soit B résolvant de Cl* et C2, relatif à L et M : 
- + 

(uN(Ll*U L> - N), O~(L;~ ;V LT" - N)) 
(a y a ) unifie L UM, ainsi que a (cf. algorithme d'unification) et il 

1 2 N 
existe À : AoN = (G, U u2) et 

Tout naturellement, le théorème de résolution élémentaire nous permet 

de remplacer, dans l'avant-dernière formulation du théorème de Herbrand 

donnée dans 1, 

" S(P) n'est pas réalisable " par 

" 3n : an(s(l?)) contient la clause vide ", que nous pouvons 

encore remplacer per : 

3x1 : ( @, "(s) ) (P) contient le clause vide ". 
n 

Or, (Rn(s))(p) ne peut contenir la clause vide que si $ (S) la contient. 

Et, enfin : 
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ThZohème denéQolu.Clon o Un wembte. d i n i  S qudconque de cecbusu 

atariqued n 'a*  pas kéaUable  a i  Ot heutement d i  Zn 2 O .tOe que a n ( § )  

c o d e n t  kh & m e  vide. 

S é tan t  un ensemble de clauses atomiques quelconques, l a  s u i t e  des 

ensembles emboitf s, s o i t  S g $(s) C + R~ (5) 2 . . . est en général i n f i n i e .  

I l  est d ' a i l l e u r s  Gvidcnt que l c  théorème de résolut ion ne peut déterminer 

la r é a l i s a b i l i t é  de tou t  ensemble S, puisquvon ne peut  avoir  un processus 

de décision pour . 

L a  résolut ion s e r a  appliquée à l a  construction d'une r é f u t a t i o n  d'un 

ensemble de clauses. S i  S e s t  l'ensemble des clauses atomiques associée à 

une formule P, on d i t  que l a  r8£utat ion de S cons t i tue  une démonstration 

de %F. Il nous r e s t e  à p r é c i s e r  ce qu'on entend par réfuta t ion.  

Réfutat ion : 

Une ré fu ta t ion  d'un ensemble S de clauses atomiques e s t  une s u i t e  

f i n i e  de clauses C l >  ...> Cn t e l l e  que : 

1) Q 1 5  i i n  : Ci e S ou Zj, k < i t e l s  que 

2) C e s t  l a  clause vide. 
n 

h e  t e l l e  r é f u t a t i o n  e s t  de longueur n. 

Un euembte s de W e n  orRaustiqua ntu; t  pas mW?iAabLe d i  & heu&- 

m e n t  a i  exin& une. né~uabXbn de S. 

2. METHODE DE RESOLUTION - METHODE INIT IALE ET MODES D'APPLICATION DE 

CETTE METHODE 

La  méthode brute  consis te  simplement à appliquer l a  règle  de résolu- 

t i o n  à l'ensemble S de clauses atomiques associé  à un ensemble de formu- 

l e s  l ?  ..., P dans l e  but  de const ru i re  l a  clause vide, au cas où F n 
n ' e s t  pas réa l i sab le .  L'ensemble S, obtenu en appliquant l e s  r èg les  1 à I l  



autant  de f o i s  q u ' i l  e s t  poss ib le  à l'ensemble des n c lauses  o 

{ (0, F 1) : j = 1 , . . 1 ,  s ' acc ro î t  chaque f o i s  qu'on applique l a  règle  

de résolu t ion .  E t  l e  nombre de p a i r e s  de clauscs à examiner, pour savoir  s i  

e l l e s  possèdent un résolvant ,  devient  très grand. O r  l e  bu t  e s t  de chercher 

une r é f u t a t i o n  de longueur a u s s i  p e t i t e  que possible,  e t ,  à p r i o r i ,  on ne 

peut pas savo i r  quel les  sont  les clauscs de S qui  engendreraient c e t t e  

rGfutat ion,  n i  dans quel o rd re  il f a u t  combiner ces c lauses .  

Mous verrons d'abord comment on peut 6liminer l e s  clauses non indis-  

pensables, en appliquant l e s  r èg les  6e pure tc ,  subsomption e t  romplacement, 

pu i s  nous verrons deux s t r a t é g i e s  élaborées par  Wos, Carson e t  G. Robinson. 

A. En présentant  l e s  règles de purete' e t  de subsonlptim, nous avons 

démcntré que ces règles  conservent l a  r é a l i s a b i l i t é  de l'ensemble de 

clauses atomiques auquel e l l e s  s 'appliquent .  

En groupant l a  r èg le  de subsomption e t  l a  r è g l e  de résolu t ion  

on a l a  r è g l e  suivante : 

Règle de remplacement : S r e m p  

S i  3 c . 3 ~ .  : R e RCs(C. ,C.) subsume C a l o r s  remplacer 
1 3  1 3  i 

C. par  R. 
1 

Cette règ le  conserve l a  r f a l i s a b i l i t f ,  comme l e s  deux règ les  dont 

e l l e  découle, 

Robinson proposai t ,  conme algorithme, d 'appliquer dans toute  l a  

mesure du possible, l e s  r èg les  de pure té  e t  de subsomption avant toute  

app l i ca t ion  de l a  r èg le  de ré so lu t ion  e t  d 'appliquer l a  r è g l e  dc rem- 

plecement de préférence à l a  r èg le  de rGsolution, s i  ce la  e s t  possible 

évidement .  
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Mous remarquerons que l a  règle de pureté permet d'éviter l a  

construction à 1 ' in f in i  de résolvants r e l a t i f s  à l a  même formule 

atomique. Par exemple, considfrons l'ensemble S associé à deux des 

axiomes de 

@ <  O e s t  un cnt ie r  naturel '", e t  " s i  x e s t  un ent ie r  naturel,  

l e  successeur de x,  s o i t  fx, e s t  un ent ie r  naturel", s o i t  : 

Cet ensemble S = {cl.  C 1 e s t  réalisable,  mais on ne s a i t  pas démon- 2 
t r e r  sa r éa l i sab i l i t é  par l 'application de ln  seule règle de résolu- 

tion. En ef fe t ,  l'uniquc résolvant de C c t  C e s t  Cg = (@,  fa}), 1 2 
e t  l e  seul résolvant qu'on peut obtenir ensuite e s t  C e R~s(c~,c.$, 4 
C4 = (@, {Qffa)), puis C e Rés(C ,C ), Cg = (a, {Qfffa)) ,  . . , e t  5 2 4 
a ins i  de su i te  ... &is ,  s i  on applique d'abord l a  règle de pureté 2 

S ,  on voi t  que Qfx e s t  pure dans S e t  on supprime C S e s t  donc 2' 
réduit  à l a  scule clause C Alors Qa es t  pure dans S e t  on supprime 

1 
C l .  S s e  réduit à l'ensemble vide qui e s t  réalisable.  

C'est en appliquant l a  résolution aux clauses l e s  plus courtes, 

qu'on risque d'aboutir plus rapidement à l a  clause vide. Voilà, t rès  

grossièrement, l e s  fondements de cet te  s t ratégie .  En f a i t ,  ce t t e  

s t ra tég ie  e s t  présentée, par ses auteurs Wos, Carson e t  Robinson, 

davantage en théorie, qu'en pratique.Sa just i f icat ion théorique e s t  

complète. Les auteurs indiquent qu'elle a é t é  réal isée sur Control 

Data 3 600, mais n'en donnent pas les  performances. 

Nous donnerons d'abord une dé£ ini t ion : 
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Niveau dvune clause : 

Considérons l a  sui te  d'ensembles construits comm! s u i t  : 

,i+' P Si u 
2 

Rés (C,D) V 
i2  i- i  

(C,D) e S -S 

Si k c s t  l e  plus p e t i t  j t e l  que C e s', on d i t  que C U t  de ~ ~ L v e a u  

k, 

En introduisant une borne supérieure k, au niveau d'une clause, u 
on évi te  des constructions inf inies  dc clauses, comme nous l'avons 

vu sur  l e  p e t i t  exemple de Peano. ?,fais ce t te  borne k e s t  bien dEfinie . O 
en théorie : c 'es t  l e  nombre n i ~ t r o d u i t  dans l e  théorèmehde résolu- 

tion, c'est-à-dire l e  plus p e t i t  n t e l  que %(§) contient l a  clause 

vide. 11 e s t  bien 6vident qu'en pratique on ne peut s e  f ixer  un k 
O 

sans risque de ne pas obtenir l a  contradiction lorsque S n 'es t  pas 

réalisable.  

L 'a lgor i tbe  de recherche basé sur l a  s t ra tég ie  du singleton 

sera présent6 dans 1 'organigrame ci-après. 

On y appelle j-clause une clause de longueur j , c'est-à-dire 

que j e s t  l e  nombre to t a l  de formules atomiques dans les  deux l i s t e s  

qui composent l a  clause. 

' . ,  ..:. . , 

On appelle j-ensemble, noté z., l'ensemble des j-clauses. . "  '.-4 
J 
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\ . / \ .- ., 

r I 

r 
\ 

3 c € 8  , c = (L-,L+> avec: 

/ \  

1 
L' = 4 pozr p est - ou (exclusif)+ 
et D = (K ,K ) C g  telles que 

j 
3 A €2 K' pour laquelle la résolution 
&Gs de C et D n'a pas ét6 essayée. 

/ i 

oui 

/ j = m a x  (longueur de Cl ? 2 
ens.des résolvants C ' E S  , ,  

oui - 
i = longueur de R 
R E RES(C,D)IA I J - 2  1 

/ \ 
n = niveau de R \, 

?A et B € ~ ' l , r i  est - ou +, 
sur lesquels la factorisa- 
tion Fac n'a pas été 

est de lon- 

r-" ----" -. ----.--. -.-........ -.-.- ...-.-... .-.---- .---- 

\d 
1 - \ 

3 A€C et BED pour les- 
quelles la résolution 

/\ 

(long. c) CES ) 
non 

l si RE Rés (C,D) 

est de21bngueur 1 
I 

F I B  



C'est de toutes l e s  stratégies examinÉes i c i ,  l a  plus inportante 

eU égard à s a  précision e t  à son eff icaci té .  Le tcmps nécessaire pour 

construire une refutatian d'un cnsenblc S de clauscs peut ê t r e ,  dans 

certains cas, divisé par 2000 en adjoignant à l a  résolution, ce t te  

s t ra tég ie  du support. Le principe en e s t  t rès  simple : 

Si on cherche à réfuter  un ensezible S de clauscs atomiques qui 

e s t  l a  réunion K U K U K des 3 ensenbles de clauses suivants : 1 2 3 

K e s t  l'ensemble des clames associées aux axiomes de l a  théo- 1 
r i e  mathématique dans laquelle on e s t  place, 

KZ e s t  l'ensemble des clauses associées aux hypothèses spéciales, 

K e s t  19ensemble des clauses associées à l a  négation du théorè- 3 
me 3 démontrer, 

a lors ,  K Etant m ensemble réalisable,  on ne trouvera pas l a  réfu- 
1 

t a t ion  en résolvant uniquement des clauses de K On es t  donc mené 1 ' 
à ne considérer que des résolvants de C e t  D où l'une au moins des 

deux clauses C e t  D appartient 2 K U K 2 3' 

1.  Nous préciserons alors l a  notion de support 

Nous considérons l a  su i t e  d'ensembles construits comme sui t :  

- T; = T U u Fac(C) avec T C  S.  
CeT 

. ;r: a) Support d'une clause e t  T-niveau d'unc clause : * id  
. I  

- 8 -  

On  d i t  qu'une clause C a l e  support T ("relativement à 

S" Stant sous-entendu) s i  ct seulement s i  
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On d i t  qu'une clause C e s t  de T n i v e a u  égal  à k, s i  k 
j est l e  plus  p e t i t  j tel  que C e Ti j s i  j : C e TS, 

l e  T-niveau de C n ' e s t  pas d é f i n i .  

b) Support d'une ré fu ta t ion  : 

Une ré fu ta t ion  a pour support T s i  Qi A. a l e  support 
n 1 

2 -  T h f & ~ i ~ - b ~ _ l ~ - G ~ ~ f  5 ~ i ~  
Wos, ?abinson e t  Carson ont  déuontrC d'abord un r é s u l t a t  

important s u r  un ensemble de clauses constantes : 

Si s u k  un m m ~ b l e  dini non t~&akUable de daube.  

qua w1z6Amte6 e;t AL T c s a$ ;t& que. S-T u t  tréaeinable, 
& o u  Li! ea-A;te une n é 6 W o n  de s q u i  a p O U h  nuppo4.X T. 

11 f a u t  a l o r s  passer  de ce r é s u l t a t  s u r  l e s  clauses cons- 

t an tes  à un r é s u l t a t  analogue s u r  un ensemble de clauses quel- 

conques. 

Nous donnerons deux p e t i t s  diagramms qui  permettent e n  

appl ica t ion ce  passage : 



etcpZ<catims : A e t  33 é t a n t  2 clsuses atomiques quelconques, 

A' = O l  (A) e t  8' = Q2(B) e t  C' m de l e u r s  résolvants  a lo r s  il 

e x i s t e  O, E,  F t e l s  que E e s t  s o i t  A, s o i t  un fac teur  de A, F 

est s o i t  3, s o i t  un fac teur  dc B e t  C e Rés(E,F), e t  C g  = O(C). 

longueur de A' s longueur de A. 

S i  A e s t  unc clause atonique quelconque e t  A' = @(A) telle que 

longueur de A s  6 longueur de A, a l o r s  il e x i s t e  B e t  O' t e l l e s  

que B e s t  un fac teur  de A, B a l a  mêm longueur que A' e t  

A' = Oq(B). 

Alors en considérant l e s  subs t i tu t ions  qu i  appliquent l'ensemble 

S de cleuses s u r  s a  sa tu ra t ion  s u r  11 son univers de Herbrand, on 

démontre l e  théorème fondamental suivant  : 

Théohèms. : Si s UZ un cm mbRe & n i  vinr n &ë&h abtc de &au a aitodqua , 
oit h i  T c s a.t .iU que S-T U R  &aCibaf;te, &ttb An exin& une treduûxtion 

de s Q ~ X .  a pom buppoM T. 

En appl ica t ion de ce théorème, on peut donc c h o i s i r  K2U K3 
comme support T, E t  cec i  r e s t r e i n t  consid6rablenent l e  nombre des 

résolvants  à const ru i re  puisquvon élimine d É j  à tous l e s  éléments 

e R é s ( ~ , p )  où C, D c K ou ~ C T ~  I s 

Seulement, l a  r é p a r t i t i o n  des prémisses en ax ioms  e t  hypothèses 

spéc ia les  e s t  assez a r b i t r a i r e .  Dans l'exericplc, d q  a i l l e u r s  donné p a r  

l e s  auteurs eux-mêmes, e t  que nous vcrrons p lus  lo in ,  il s ' a g i t  de 

d é m n t r e r  que : 

" Dans un système a s s o c i a t i f  possédant un élément neutre  e,  s i  . . . . 

l e  c a r r é  de chaque élément e s t  c, a l o r s  le  systène e s t  c o m t a t i f  ". 
Lee; auteurs considèrent a '' l e  c a r r é  de chaque élément est e '' conme 



une hypothèse spéciale, O r ,  l e  nathématici.cn sachant qu ' i l  exis te  des 

systènes associat i fs  possédant un Qlément neutre e e t  dont chaque 

élément a pour carré e, pourra mettre ce t te  hypothèse parmi l e s  axio- 

mes. Le support n 'est  donc pas  cissez précisénient défini. 

De plus, dans une démst ra , t ion  mathénatique courante, on sc  

s e r t  des axiomes pour créer des lames  f o r t  u t i l e s .  O r ,  s i  on évi te  

d'appliquer l a  résolution à 2 clauses de K I ,  on se  prive justement 

de ccs rGsultats inter&diaires issus des seuls axiomes. Pour démon- 

t r e r  l e  moin2re r f s u l t a t  dans une thgorie i!onnée, on supposerait ne 

r ien connaître de ce t t e  théorie,  sauf ses axiomes 1 

Il  e s t  manifeste que l a  uaéthodc de r6solution de Robinson e s t  supérieure 

à l'algorithme de Davis Pi Putnm, puisque dans l a  première on ne f a i t  que l e s  

substi tutions intéressantes,  dans 1 ' ~ u t r e  toutes les  substi tutions sont f a i t e s  

systématiqaeuent, 

Dans l'algorithme de Davis el Putnm, a p r h  avoir cherché sans succBs 3 

réfuter  'ïk = Ikl o. (S), toutes l e s  transformations sur ce T ne joueront plus 
1 i= 1 k 

aucun rôle. On construit  T e t  on necornence toutes les  simplifications, k+ 1 
Eliminations de clauses e t  de formules atoniques sur un ensemble de clauses 

(Tk+l) encore plus grand que l e  précédent Tk. 

Au fond, l e s  deux rnéthor',es nr, sont pas comparables : Davis & Putnam se 

ramènent sans recherche préalable à un p r o l i l è ~  dans l e  calcul propositionnel, 

a lors  que Robinson t r a i t e  directement l e s  formules du calcul des prédicats . 

On pourrait  f a i r e  l e  plan suivant o 

Sur S ensenble de clauses dont on cherche à trouver l a  non-réalisabilité : 

- appliquer l a  règle de subsomption eutant de fo is  qu'elle e s t  

applicable 

- appliquer l a  règle de pureté au tmt  de fo is  qu'elle e s t  applicable 



- appliquer l a  r èg le  do résolut ion aux deux clauses les plus  p e t i t e s  

poss ib les ,  avec l s r  f ac to r i sa t ion  maximum e t  une des deux clauses 

au m i n s  ayant le support T que nous aurons d é t c h n é  

- s i  l a  règle  de renplaccnent é t a i t  appl icable  à ces deux clauses 

l 'appliquer p l u t ô t  que l a  ragle  de rSsolution 

- appliquer, s i  poss ib le ,  à l a  nouvelle clause que cons t i tue  l e  

résolvant  f~m6,  l a  règ le  RPC- 
- sinon, appliquer, toujours s i  poss ib le ,  l e s  règles  de pure té  e t  de 

s u b s o q t i o n  s u r  c e t t e  nouvelle c lause  

- de nouveau appliquer le  règ le  de résolut ion en reprenant les 

conditions d 'applicat ion e x p r i d e s  ci-dessus, ... e t  a i n s i  de 

su i t e . .  . 
Il nous semble q u ' i l  es t  d i f f i c i l e  dvavancer considérablement en  démns- 

t r a t i o n  automatique en r e s t a n t  dans cette voie e t  en cherchant des améliora- 

t i o n s  des &thodes déjà  cxis tantes .  

Nous verrons naintenant des exemples u 

Nous voulons d6montrer l a  fom-ule F suivante 

(3,) (Vz) Pw) C (GYX A ( G p  A Gwy) V ( S y x  A %(Gy2 fi Gzy) )l 

donc nous chercherons à r é f u t e r  

QJF = (3x) (Vy) (32) (Vx) E (Wyx V wj. V Why)  A (Gyx V(Gyz A Gzy) )l . 
Remarquons qu'on a a jou té  (3x) en prenant l a  négation. 

La forme fonct ionnel le  e s t  a l o r s  : 

( G y a  TI G y w  V q) A (Gya V (Cyfy A Gfyy)) 

e t  l'ensemble des c lauses  est 

{c l ,  c29 c 3 }  



a )  Davis & Putnam 

Nous construisons T = o (C ) U o (C ) U o (Cg) > où o I  = {a/y. a /w} : 
1 1 1  1 2  

{ ( { ~ a a ) ,  @), (6 ,  { ~ a a ,  ~ a f a } ) ,  (6, { ~ a a ,  ~ f a a } ) }  

e t  après 3 appl ica t ions  de l a  règle $?JIPI, T I  es t  vide donc r6alisablc. 

Alors on cons t ru i t  T2 qui  sera Igaleaent réalisable c t  enfin T 3 " 
( i ~ a a } ,  $), (0, + ~ a f a } ) ,  ((16, i ~ k a ,  Gfaa}), 

/ 

({Gaa, G$ap Gfaa}, 81, ( {$da, ~ e f a } ) ,  , {~/a, ~ f a a } )  

e Puisque Gaa est  l 'unique élément de l a  l i s t e  négative de l a  1 clause, on 
e 

peut  l'enlever d.e toute  l i s t e  p o s i t i v e  ( rayure / ). Les 2e c t  3 clauses 

deviennent des s ingle tons  d'où quelques sirnplif icnt ions (rayure \ ) .  Les 

clauses sc'ulignées periaettent d'obtenir l a  clause vide pa r  application de 

l a  règle %ss e t  de conclure que Ti n'estpas réalisable, donc que F est 

valide. 

b) Robinson 

L'ensemble S. est  l e  même que dans ) . 
Nous ordonnons les clauses p a r  longueur e t  appliquons l a  s t ratégie 

du singleton : 



Gfaa 
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Cette résolution a été réalisée en suivant l'organigrame de l a  

stratégie du singleton. Iinanuellement, on aurait pu éviter certaines 

constructions de clauses inutiles : 

- 
L 

c;ra Sw w 
11 n'y a pas de factorisation 

Factorisation des 2 premiEres 

Gya Gay 

Factorisation de 3' : Gaa 

S a   GY^ Gwy 
Factorisation maximiun de 3 : 

Gaa 

Gafa 

1 

2 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

3'' 

8 

9 

Gya Srfy 

Gya Gfyy 

L+ 

Gyz Gyfy 

Gya Gfyy 

por;siblc. sur 1 e t  2 .  

fo~mulcs de 3 : 

Gafa 

Gfaffa 

Gffafz 

Gfôcr 

$3 

Gafa 

G f  aa 



L'ensemble de clauses n ' e s t  pas réa l i sab le ,  F e s t  va l ide .  

Pour mettre en évidence l ' i n t c r ê t  de l a  b,Or.&égic. du hupph t ,  nous 

répgterons i c i  un exemple dcnné par  Wos, Carson et Robinson [ 171 : l e  

théorème à déirrsntrer e s t  le suivant  : 

'P Dans un système assoc ia t i f  possédant un élément neutre c ,  s i  l e  

ca r ré  de chaque élément e s t  e ,  a l o r s  l e  systènae e s t  commutatif ". 
Axiomes de base & hypothèse spéc ia le  > conclusion. Ncus répétons 

lvensemble de clauocs associé 5 l a  négation, s o i t  à : axiomes de base & 

hypothèse spéc ia le  & %conclusion. 

L'ensemble de clauses e s t  : 

Pxyu Pyzv Puzw 

Pxyu Pyzv P m  

Pxzu 

Pwzu 

Pxew 

P cab 

L+ 

Pxex i. xistence de e 
Pexx 

Pxmq 1 a s s o c i a t i v i t é  
Puzw 

Pxxe hyp . spéc ia le  

Pzbc 1 négation de l n  
conclusion 

s u b s t i t u t i o n s  opérées : 
Pyw? 8~Rés(5,3)  {y/x, e/u) 

Pyw~ 9eRLSs(2,8) {w/z, z/x) 

Pum 10eRCs(5,4) {e/v, z/y)  

Puzt: IleRés(1,lO) (w/x) 

Pcba 12eRés(6,11) { a / ~ r ,  b/z,  c /u )  

Pcsb 13eRés(12,9) {c/y, b/w, a/v) 

14êR6s ( 7 , l l )  {b/u, a /z ,  c/w} 

15eRés(14,13) 

- 
L 

Pbac 

Pyzv Pszw 

PYWV 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

C 

9 

10 

11  

12 

13 

14 

15 
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Nous remarquons que tou t  résolvant  f a i t  in te rven i r  une clause du 

support = Chyp. spéc ia le )  u {négation de l a  conclusion), s o i t  directement, 

s o i t  à t r a v e r s  d 'aut res  résolut ions  préalables.  

Cette dgnonstration e s t  cons t r u i t e  en 538 millisecondes s u r  Control 

Data 3600, en conservant seuleuent 72 clauses in té ressan tes .  On supprime 

toute c lausc  qui  cont ient  une p a i r e  complémentaire p a r  l a  r è g l e  KPC- ; 
on applique les règles  de pure té  e t  de subsomption, ceci  r é a l i s e  bien une 

sé lec t ion  parmi les clauses.  Scms la  s t r a t e g i e  du support,  on cons t ru i t  

une démonstration en 1 124 secondes, en gardant 11 9 clauses ! L e  temps est 

donc d i v i s é  pe r  2000, quand on ad jo in t  B l a  résolut ion,  l a  s t r a t é g i e  du 

support. En e f f e t  au l i e u  de construirc? 1x1 résolvant de 5 e t  3, on cons- 

t r u i t  un rSsolvant  de 2 e t  3 e t  on s'engage a i n s i  dans une voie  tou te  

d i f fé ren te  q u i  s 'encombre de clauses i n u t i l e s .  

Mais nous avons déjà expliqué qu'une t e l l e  performance est a léa to i re ,  

puisqu 'e l le  repose s u r  une d i s t i n c t i o n  a r b i t r a i r e  e n t r e  axiomes e t  hypo- 

thèses spéc ia les .  
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III. 1 

1II.R &ASSEEA 
------------------ 

(sans symbole fonctionnel) 

Une ~otrm&e p4éne.x~ appdei l ik  Sè La EA, h i  wcun quaM;ti&bLa;te~ch 

exis&vi;ti& n ' u t  g o u v m é  pm un quanti~icaXeuh WZivmG?e. 

L'ensemble S associé à une formule F de l a  classe EA e t  ne contenant auciin F 
symbole fonctionnel autre que l e s  cons tantes, ne contient pas non plus de symbolcs 

fonctionnels autres que l e s  constantes, L'univers de Herbr.md-Skolem e s t  f i n i .  Il 

se réduit à tin ensemble de constantes individuelles 

Alors S (H) e s t  f in i .  F 

Les sous-ensembles finis de S (13) sont en nombre f i n i .  11 e s t  donc possible de F 
l e s  examiner tous e t  de s 'assurer qu ' i l  en exis te  un non-réalisable, ou qu ' i l  n'en 

ex i s t e  pas. 

Le problème de l a  r éa l i sab i l i t é  de S,, e t  donc de F, e s t  décidable. - 

Camrrm conséquences i d d i a t e s ,  toute fornule universelle ne contenant pas de 

symboles fonctionnels autres que l e s  constantes e s t  décidable pour sa  r éa l i sab i l i t é  ; 

de même, pour une formule ex i s t en t i e l l e  sans symboles fonctionnels à une place au 

mins. 



III. 2 

1II.B CLASSE COWO~IVE 
---------a----------.------ 

Une Aoh.m.de F ut d.Lte c.onjanc;tive a i  a u  dome namztc canjon&,Lve ait une 

conjonction de wwnâma . 

S o i t  S l'ensemble des clauses associé  à une t e l l e  formule F : toute  clause F 
e Sp e s t  un couple de l i s t e s  dont l 'une e s t  vide e t  l ' a u t r e  contient  un seul  élément. 

S i  C e t  D sont deux clauses e S on a seulement deux p o s s i b i l i t é s  : F' 

s o i t  il n ' ex i s t e  pas de résolvant dc C e t  D, Rés(C,D) = @ 

s o i t  il e x i s t e  un résolvant  de C e t  D e t  ce résolvant  e s t  O ,  

l a  clause vide, donc Rés(C,D) = { O ) .  

Il s u f f i t ,  pour décider de l a  r é n l i s a b i l i t é  de SF, d'examiner toutes  l e s  paires 

de clauses de S en nombre f i n i  bien sû r .  Le  p r o b l h e  de l a  r é a l i s a b i l i t é  d'une F 
formule F conjonctive est donc décidable . 
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! /ou il-tudimns, corn  b o i ~ ,  d a  &vitncL2~6 contenant ou  non d a  ~ y m b o l a  de 
covlshznta individuQee~6, kOe2u que, AL on La rnct  aouA dome pkéncxc?, leurt 
phégxe CA* de la dome E A ~ E ,  cqedz-a-&e qur+r csX  m e  s u i t e  &:nie de quan- 

;ti&CIX;teum cxinXedclR6 ALLLVLA d'un unique y ~ @ c ~ w t  u d v m e L ,  Lui-même ; 

a L v h  de quaazki&a.2ewrb exAnXwu%QRn. ! 

, . 3  
2; - 3 

S o i t  S l'ensemble des clauses associé  à une fonmilc P dc l a  forme E F & l E ~ *  
S contient  N symboles fonctionnels à une place f . .., f e t  au moins M symboles ' 

F 1 N 
de constantes individuel les .  S a i t  2c l a  va r iab le  universel le .  Dans Sp, toute  formule 

atomique e s t  formée d'un symbole dc préd ica t  s u i v i  de termes qui  sont  s o i t  x, s o i t  

f . x ,  s o i t  a . .  
1 1 ., 

Nous a l lons  montrer que, s i  S n 'es t  pas réa l i sab le ,  il est  poss ib le  de prouver 
P 

sa non-réal isabil i tG en construisant  une r é f u t e t i o n  (cf.  d é f i n i t i o n  dans 1 I . B .  1) 

dans laquel le  on n ' i n t r o d u i t  aucune nouvelle formule atomique non constante. Dans ce - 

cas précis  de l a  c lesse  EA E, ce là  revient  à d i r e  que s i  S n ' e s t  pas réa l i sab le ,  il 
1 F 

e x i s t e  une r é f u t a t i o n  A , . ., A de S t e l l e  qu'aucune Ai ne cont ient  une fornule 1 ' n F 
atomique dans l aque l l e  2 symboles fonctionnels  à une place sont  consécutifs .  (Dans 1- 

ce problème, toute formule etomique e s t  une s u i t e  f i n i e  de symboles comnençant pa r  

un symbole de p réd ica t ,  PS . . . 4n9 où chaque Si est s o i t  un s y m b ~ i e  fonctionnel à O 

G U  1 place, s o i t  x ; nous disons donc que nous n'introduirons aucune fonnule atoni- .- 
que pour l aque l l e  3j : e t  6j+l  sont deux symboles fonctionnels  à une place). 

'j 

Nous verrons tout  d'abord que l a  reg le  de rgsolution appliquée à 2 clauses C 
1 '.. 

e t  C i n t r o d u i t  de nouvelles formules atoniques nor, constantes,  s i  C e t  C s a t i s -  2 1 2 
font  aux condit ions suivantes : 

+ 
s o i e n t  2 c lauses  Cl = L L1) 



L; contient une formule PT T . . . T 1 2  P 

+ 
L2 contient une formule PWIW2 ... W 

P 

telles que Bi o 1 d i < p o soit W = T. terne constant i 1 

soit \ - o(Ti) 
o = {fjl ... fjkxlx} 

1 jl 6 ...$ 1 6 jk S l?. 

ITn résolvant R de CI et C se définit alors par : 
2 

+ 

2 cas sont à envisager : 

Cas 1 : Cl ne contient pas $'autre formule non constante que PT ... T 1 P 
alors il n'y a pas dans R de nouvelles formules atomiques non 

constantes. 

Cas 2 : Si C contient plusieurs formules atomiques non constantes alors 
1 

les nouvelles formules atomiques non constantes apparaissent dans 

o (L;) et (L;) . 

Par exemple : 

R est alors : 

La formule soulignée est la nouvelle formule atonique non constante. 
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Sur deux t e l l e s  clauses Cl e t  C2, l a  règle  de résolut ion est pleinement 

appliquée : nous voulons d i r e  qu'on ne peut  pas obteni r  l a  clause R déf in ie  p lus  
' 

i 

haut en n'appliquant que l a  r èg le  d'assemblage qui  e s t  une p a r t i e  de l a  règle  de 

résolut ion.  

Il se trouve que, dans ce problème, on peut cons t ru i re  une ré fu ta t ion  sans 

jamais appliquer l a  r ég le  de réso lu t ion  dans l e s  conditions du cas 2, c ' e s t - a d i r e  

justement sans in t rodu i re  j a m i s  de nouvelles formules atomiques non constantes. 

Nous le démontrons a i n s i  : 

S o i t  un cnsenblc S non r é a l i s a b l e  e t  une r é f u t a t i o n  A l ,  ..., A de Sp : 
F n 

.fi 
"l 

Q 1 , c i  s n :  A. e Ç  o u 3 j ,  k < i t e l s  que A. o R é s ( A j , q  ; 
1 P 1 

et  h e s t  l a  clause vide. 
n 

Ai = (LI,  L;). 

Soient  maintenant 3 clauses A i 
z\, Al> clauses de départ dans l a  réfuta t ion.  

- 
donc o S e t  supposons quo A e t  Ck sont  2 clauses du type C e t  C respectivement 

F j 1 2 
e t  qu ' e l l e s  possèdent un résolvant  A cons t ru i t  sous l e s  conditions du cas 2. i 

+ 9 
A. = ( ~ ( L T )  u L; - P .. . IJ 1, o( l .1  U 5 - {PI-J~ . .. \J 1) 
1 J P J P 

S i  A. appar t ient  à l a  réfutati .on, c ' e s t  q u ' i l  e x i s t e  justement A e t  A 
1 1 m ' 

i e t  1 < n t e l l e s  que A e Rés(Ai,A ). 
m 1 

Nous supposons encore que A e s t  un résolvant de A. e t  Al, obtenu en superpo- ,,.:. 
m 1 

s a n t  d'abord une formule atomique M de A avec une formule atomique de A. qui  est un"  
1 1 

a(M'9 où If* e s t  une formule atomique de A 
j ' 

l 
o(W9 = QT? . . . T* où aucun T$ n ' e s t  l a  w r i a b l e  x seule ,  mais e s t  s o i t  f x. l 

P 1 r 
s o i t  f f x, f é t a n t  l ' u n  des symboles f l ,  . . . , . 

s r s f~ 
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Puisque A e S e t  que a(@) e s t  nouvelle,  M es t  forcément identique a W, 
1 

a(@) = a(M). La règ le  d'assemblage est donc appl icable  aux 2 clauses A. e t  A 
J 1' 

pour donner une clause xk. 

Nous résumerons t o u t  cec i  dans l e  diagramne suivant  : 

Dans l a  rGfutation, on rempleccra A %,A ,A. ,A par  Aj9ik,A13M,An e t  cm 
j ' 1 1 m  

s u i v r a  l e  chemin de cons t ruct ion  dc l a  ré fu ta t ion  dessiné en t r a i t  double. 

Pa r  c e t t e  voie, l a  r è g l e  d'assemblage e s t  appliquée avant c e l l e  de réso lu t ion  

dont l ' app l i ca t ion  peut  à son t o u t  ê t r e  rcculée.  Les appl ica t ions  de l a  r èg le  de 

ré so lu t ion  seront  a i n s i  reculées  jusquvau moment oii e l l e s  se ron t  indispensables,  l a  

r è g l e  d'assemblage s e u l e  n ' é t a n t  p lus  applicable.  Mais a l o r s ,  nous serons dans les 

condit ions d' appl ica t ion  du cas  1 , c'est-à-dire sans  c réa t ion  de nouvelles formules 
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atomiques non constantes, ou bien il s 'agira  d'une résolution cr6ant un résolvant 

cons tant .  

11 nous reste  à conclure en donnant l e  s t ra tég ie  à suivre r 

A l'ensemble Sp, on applique l a  règle d'assemblage, ou l a  régle de résolution 

dans les  conditions du cas 1 ou encore l a  régle de résolution s ' i l  s ' ag i t  de cons- 

t r u i r e  comme r é s o l ~ ~ m t  une clause constante. 

Dans les  deux premières éventualités, OM, ne wrb5ULvU.a .kt ckhu4e bornée que 4i 
eh$ de ~ R ~ U L ? W L  p4u.d que  chacun^ d a  deux C & U ~ U  q u i  onA: amui à ha 

wnb- OR, En ef fe t ,  l e  seul in té re t  d'zpplication dc ces règles e s t  de tendre à 

l a  construction de l a  clause vide, par diminution de l a  longueur des clauses, puis- 

qu'on n'applique plus l a  résolution dans l e  but de construire une toute nouvelle 

formule atomique non constante qui pcrmettrsit à son tour une application de l a  

résolution. 

e 
Dans l a  3 éventualité, à p a r t i r  d'une clause constante, on ne peut appliquer 

l a  règle de résolution qu'un nombre f i n i  de fois .  

Donc, au bout deun nombre f i n i  de transformcrtions de S ou bien on aura cons- F2 
t r u i t  l a  clause vide auquel cas S n 'est  pas réal isable  p ou bien on n'aura n i  l a  

F 
clause vide n i  l a  réal isat ion d'aucunc des éventualités précédentes auquel cas S F 
e s t  réalisable.  

La classe BAIE e s t  donc décidable. 

Nous espércns démontrer par une argumentation scnblable l a  décidabili té (connue) 

2 o t r u i t  une réfutation sans formule de l a  classe EA E. S i  dans l a  classe EA,E, on con, 

atomique contenant deux symboles fonctionnels consfcutifs, on pense peut être 

trouver un n t e l  que dans l a  classe EA2E on pourrait  construire une réfutation sans 

formule atonique contenant plus dc n syuboles foixtionncls superposés. 
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III .D W S E  des ~R,%JLES ne 00mk"E que des PREDICATS I~DWIQUES 
..................................................................... 

Soit  F une formule ne contenant que des pr8dicôts monadiques, e t  s o i t  S F 
l'ensemble de clauses associé à P. Dans ce cas, l e s  substi tutions nécessaires pour 

construire l e  résolvant de deux clauses ont un support 2 un élément : 

{x. /y. 1 substitution d'une variable à une variable ; 
1 J  

Ifxi ... x. /yk} substitution d'un terme 3 une variable ; 
1 1 k 

{o/y. 1 subst i tut ion de a e B à ime variable. 
J 

Sur un exemple t rès  simple, nous verrons q u b n  appliquern à cette classe-ci 

l a  même argumentation e t  l a  mêm s t ra tég ie  que pour l a  classe précédente n 

Bous pouvons construire les  résolvants de 1 e t  2, s o i t  ({~f lf2uv}, 0) e t  dc 3 

e t  4, s o i t  (0, {P£ f ts}) e t  l e  résolvant de ces deux clauses e s t  la clause vide. 1 2  
1Qis nous préfèrerons l a  démarche suivante, sens création de fnrnule atomique non 

constante : d'abord l e  résolvant dc l e t  4 s o i t  ({Qy,Rx), QI) num6rotE 5, puis l e  

résolvant de 5 e t  2 s o i t  ({Rxl, @) numéroté 6, e t  enfin l e  résolvant dc 6 e t  3 qui 

e s t  l a  clause vide. 
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On peut démontrer, c m  dans l e  cas de l a  classe EA,E, que cet te  double démar  

che dans l a  construction de l a  réfutation e s t  toujours possible. En ef fe t ,  l e  point 

de départ de l a  d b n s t r a t i n n  e s t  l e  même : l a  forme des clauses Cl e t  Cp, définies 

dans l e  cas précédent, qui donnaient naissance 3 une nouvelle formule atomique non 

constante par l a  résolution e s t  dans un cas par t icu l ie r  de leur  déf ini t ion --avec 

p-1 et  W, = o(T ) où ce t t e  f o i s  dans o on peut avoir des symboles fonctionnels à un 1 
nombre quelconque dc places- l a  forme des clauses Cl e t  C qui donneraient naissance 2 
par application de l a  règle de résolution à une nouvelle formule stomique dans l a  

classe examinée i c i .  

Nous pourrions r e fa i r e  un diagramne assez semblable au précédent pour mottre 

en lumière l a  double démarche dons l a  construction de l a  réfutation. 

Alors, appliquant l a  &W. stratégie ,  les concl.usions sont semblables e t  l a  

classe des formules nc contenant que des prédicats monadiques e s t  déciciable. 
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