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INTRCDUCTION

Le but de cette &tude est de fournir & la fois une mise au point des
principaux travaux relatifs 3 la démonstration automatique, et un cssai de
présentation dans une formulation unique,aussi claire et simple que possible

de ces mémes travaux, écrits bien souvent dans des langages fort différents.

Dans le premier chapitre, nous donnons la définition de notre langage
propre et montrons comment on passe de 1'Z2tude d'un ensemble de formules 2
celle d'un ensemble de clauses, la clause étant l'unité constitutive du langage.
De plus, nous y rappelons le thécréme fondamental sur lequel reposent les algo-
rithmes de démonstration automatique que nous passerons en revue, 3 savoir :

le théoréme de Herbrand.

Le chapitre II renferme un ensemble de régles dit "complet", en ce
sens que ses régles suffisent & construire une réfutation de tout ensemble de
clauses non réalisable. Et c'est d'ailleurs grdce a4 ces régles que nous expo-
sons les deux principaux algorithmes bien connus : celui de Davis & Putnam
d'une part, et celui de Robinson d'autre part ; ce dernier étant, du reste,
accompagné de stratégies visant 4 en augmenter 1l'efficacité. Nous suggéronms,

par ailleurs, quelques modifications possibles de ces stratégies.

Le chapitre III, enfin, porte sur l'examen de certaines classes
simples décidables de prédicats, dont nous retrouverons la décidabilité au

moyen d'applications adéquates de nos régles.

Kous espérons que cette €tude pourrait se prolonger par des recher—
ches intéressantes, encore que, selon nous, pour innover réecllement en matiére
de démonstration automatique, i1l faille probablement reconsidérer le probléme

3 partir de nouvelles bases.

O P
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CHAPITRE I

CALCUL des PREDICATS du PREMIER ORDRE &

RAPPELS
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I.A FORMULATION du CALCUL des PREDICATS du PREMIER ORDRE ¥
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I1 s'agit ici de préciser le langage utilisé@ pour cette étude de %3 et de

rappeler rapidement la définition des €léments de %2 .

1. ALPHABET
Notre alphabet comportera essentiellement les symboles ci-aprés :

- symboles de variables : x, y, z, ... avec parfois des indices

inférieurs x. ey Fs i s
19 yJ’ k)

Nous appellerons ' 1'ensemble de tous

les symboles de variables du langage.

- symboles de fonctions : f, g, h, ...

Nous noterons J7 1'ensemble de tous

les symboles de fonctions du langage.

Les symboles fonctionnels a O place
sont encorec appelés symboles de constantes

individuelles.

- symboles de prédicat $ P, Q5 Ry s

Nous appelleromns Go 1’ensemble de tous

les symboles de prédicats du langage.

I1 nous arrivera de noter le prédicat,

2 places, égalité par le symbole spécial "'=",

o7

- symboles logiques ou : " gymbole de négation
connecteurs logiques A symbole de conjonction
V symbole de disjonction
Ssymbole d'implication

symbole d'8quivalence

1]

symbole de quantification existentielle

L1 1)

< =

universelle
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Nous aurions pu introduire davantage de
connecteurs logiques, ou, au contraire, nous
restreindre & 1 ou 2 connecteurs, par exemple
a v, A et V qui permettent 4 eux seuls de
définir tous les autres. Mais nous avons plu-
tot choisi ceux qui nous semblaient les dus

couramment utilisés.

Nous pourrons user du symbole de conjonc-
tion finic M\ et du symbole de disjonction

finie W pour alléger 1'écriture. On 8crira

ainsi ML T, pour ¥, V ... V F, ol
1el 1 1l 1n

I=fi, eoo, i et M
n

1’ ie1 Fi pour Fi N o) Fi .

1 n

2. FORMULATION de ©

La formulation de %2 se fait par &tapes successives., On introduira les

définitions suivantes :

a) termes : 1'ensemble des termes se définit comme étant la clBture de

1'ensemble des symboles de variables U par l'ensemble des opérateurs  :
Q =fu: feF

w Tl, o5 H Tn v fT, ... T ou

£ n
si f est un symbole fonctionnel 2 n places, fT] v Tn est la suite
finie de symboles résultat de la concaténation du symbole f et des

2

suites de symboles Tl’ Tzn ‘ oy Tn dans cet ordre.

termes constants : termes ne contenant pas de symboles de variables.

b) formules atomiques :  1'ensemble des formules atomiques est 1l'ensemble des

suites finies PTl oo T ,n20,0iPe B est 1'un quelconque des
Ln

symboles de prédicats & n places et ol T

: (i =1, ..,n) est un terme.
Si on utilise le symbole de prédicat égalité =, alors T, = T2 5
ot T1 et T2 sont des termes, est une formule atomique.
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e) mondmes : 1'ensemble des mondmes est par définition :

{A : A formule atomique} U {vA : A formule atomiquel.

mondmes complémentaires :  si A est une formule atomique, les mondmes A

et VA sont dits complZmentaires 1'un de l'autre. (On dit encore qu'ils

forment une paire complémentaire).

d) fornules : 1'ensemble des formules se définit comme &tant la clGture de

1'ensemble des formules atomiques par i1'ensemble d'opérateurs suivant :

o0

{wm,wv,wA;w:,wE} U {wa

x e U} {w s x e Ul
ax

w5 7> m ol mest une suite finie de symboles,

W, ¢ Myp > Vmp ol 7 et p sont des zuites finies de symboles,

v

wA 2 779,0 N> /\ﬂ-p o 1" LA i i 1A
m:) o TT,D A D,n.p " 11 ¥ i " "
w ° ’.’T,p (3 P E']Tp " " L] 14 " 1"

W, ¢ T > Vxm ol m est une suite finie de symboles et x e [V

w._ ¢ m™ " Hxm ol 7 est une suite finie de symboleset x e v .

N.B. : Dans la pratique, nous abandonnerons la notation polonaise,; pour
user de la notation parenthétique courante. Nous écrirons ainsi
(F A G) plutdt que AFG, etc...

formule close : forrmule ne contenant pas de variables libres.

formule constonte : formule ne contenant pas de symboles de variables.

Nous avons, ainsi, défini les &léments du calcul des prédicats ¥f s ce

sont les formules.
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I.B  GENERALITES sur ©
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Pour parler de réalisabilitZ d'une formule, il faut introduire la notion

d'interprétation.

1. INTERPRETATICH : REALISABILITE ; VALIDITE

Interprétation :  Une interprétation est la donnée d'un enscmble non vide U

appelé univers et le fait d'assigner :

3 tout symbole fonctionnel une fonction & variables sur U ~le nombre
d'arguments de la fonction &tant Egal au nombre de places du symbole

fonctionnel- et 3 valeurs dans U g

3 tout symbole de pré&dicat une fonction & variables sur U -le nombre
d'arguments de lz fonction &tant le nombre de places du symbole de prédicat -

4 valeurs dans 1'ensemble 3 2 &éléments {VRAI, FAUX}.

Si on utilise le signe =, 3 ce symbole de prédicat Z 2 places est associée
1'8galité e au sens ordinaire : e(x,y) = VRAL si et sevlement si les &lé-

ments assignés 3 x et & y sont identiques.

Valeur d'une formule dans une interprétation donnée :

Rappelons que © est 1'ensemble des formules, Wj 1'ensemble de toutes

’ . 5, ; ; & ; =
les variables zpparaissant dans (65 , U 1'univers de l'interprétation donnée.

On appelle assdignement toute application : 17 + U, et on note U

1'ensemble des assignements.

)

18
La fonction vafewr est mme application :© x U - {VRAI, FAUX}.

Au couple (F,u), avec T e %Z et o e U , on associe un &élément

e {VRAI, FAUX}.

Cette application est définie de la fagon suivante :
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e X ume formule atomique. Dans 1l'interpréta-

tion une fonction P : U™ - {VRAI, FAUX} est associde i P. La valeur

a) formule atomique :  Soit Px

attribuée 3 (Px} e xn,a) est la valeur de P(ax], iy uxn).

xf

b) formules : (v F,a) & la valeur VPAT si et sculement si (F,a) a la valeur FAUX.

((FAG) ,0) a la valeur VRAI si et seulement si (F,0) et (G,a) ont
la valcur VRAIL.

((FVG) ,a) la méme valeur que (V(VFAG),q).

o)

((F>6) ,a)

la méme valeur que ((VFVG),a).

f

((F=G) ;a) a la méme valeur que (((F2G)A(GSF)),a).

(VzF,0) a la valeur VRAI si et seulement si Vu e U,(F,a ) a
- ) 5 u
la valeur VRAL, Gy Etant 1'assignement tel quec

v = ov pour v e différente de x et o X = u.

(ExF,0) a la méme valeur que (V(VxVF),a).

En fait, la valeur nc dépend pas de l'assignement o tout entier,

application de U dans U, mais seulement, de la restriction de o a
P~

l’ensemble des variables libres de la formule J* . Par conséquent, la

valeur d'une formule close ne dépend effectivement que de la formule.

Réalisabilité d'une formule close

Une formule close est #éalisablfe (ou consistante) s'il existe une

interprétation qui domne 3 la formule la valeur VRAI.

Un ensemble de formules closes ast réalisable s'il existe une interprétation

qui domne 3 chaque formule de 1'ensemble 1a valeur VRAI.

Formules équivalentes

2 formules closes sont équivalentes 31 elles ne prennent la valeur
VRAI qu'en méme temps, c'est-3-dire que, pour chaque interprétation, elles

premnent toutes deux la valeur VRAI ou toutes deux la valeur TAUX.



Validité
Une formule close est valdide si elle prend la valeur VRAI dans toute
interprétation.

Conséquences : Une fommule close est valide 84, et seulement A4, sa négation
n'est pas néalisable.,

F et G sont équivalentes si et seulement si (F = G) est valide,

2. FORMES NORMALES CONJONCTIVE st DISJONCTIVE ; FORMULES UNIVERSELLES ; FORMULES

EXISTENT TELLES

Nous ne ferons ici que rappeler des résultats bien connus (cf. détails et

démonstrations dans [GA]’ [G7], [Gg]).

- Forme normale conjonctive

Th. : Poun toute formmule sans quantificateuns, AL existe une formule sous
fomme nommale conjonetive (Bvidemment toujours sans quantificateuwrs) qui
Lui est equivalente.

Une formulc sous forme normale conjonctive est de la forme C1 A 02 A

suw N Ck ot chaque Ci est une disjonction de monOmes my

T
oV mi,lo

‘7
1 v misz V ses

9

~ Par dualité&, on a un résultat analogue pour une {omme nommale disjonctive.

- Formule universelle

Une formule est dite formule universelle si elle est prénexe et si

dans son préfixe les quantificatecurs sont tous universels.

Th. : A toute fomrule F, on peut faire correspondre une formule F' univer-
selle, contenant davantage de sywboles fonctionnels, ceux de F et des
symboles additicnnels, néalisable 54 et seulement AL F L'esZ.
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A pantin de toute interprétation qui donne @ T La valeur VRAL, on
veut construine une Lnterprétation qui donne a F' La valeur VRAI en afjoulant
une Anterprnétation des symboles additionnels.

La cornespondance de F & F', en outre, est effective.

Conollaine : A toute fomule ¥, on peut faire correspondre une formule
F' univenselle normake conjonctive avee Les mémes proprleétes que dans Le
theorame ci-dessus.

On peut trouver dans divers ouvrages des démonstrations de ce
théoréme sous la forme d'une construction d'une formule F', par transfor-
mation de la formule F en une formule prénexc et introduction des symboles
fonctionnels de Skolem-Lowenheim. De notre cdté, nous donnerons dans le
chapitre II une démonstration du corollaire et un processus de construction
de F".

- Formule existentielle

I1 suffit de reprendre les termes précédents sur une formule univer-
selle, en changeant "universel" en "existentiel” et en remplagant la

"yréalisabilité” par la "wvalidit@" dans le théoréme.
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I.C  DEFINITIONS

Nous avens rassemblé ici bon nombre des définitions nécessaires d cette €tude :
1. LISTE : Une liste est un ensemble fini de formules.

Nous noterons L? une liste, n étant 1'un des deux symboles +, - et j un

entier positif, indice de numérotation des listes.

On note n le symbole - ou + qui n'est pas n :

n est - si n est + , n est + si n est -.
2. CLAUSE : Une clause est un couple de listes.

Nous noterons Lg la 1% liste et L; la 2° liste du couple de listes qui

constitue une clause Cj”
Quelques clause particuliéres :

- clause atomique : clause ne contenant que des formules atomiques
- clause constante : clausc ne contenant que des formules constantes

~ clause close : clause ne contenant que des formules closcs.

On usera plus loin de la relation d'inclusion entre clauses que nous

définissons ainsi

. - e + . o tr ot
Clr; C2 si et seulement si ¢, (L], Ll) et Cz (LZ’ Lz),
L SL. et Lig L,
p Shy et Lyl By

3. FORMUILE ASSOCIEE 3 un ENSEBLE de CLAUSES et ENSEMBLE de CLAUSES ASSOCIE 2 un

ENSEMBLE de FORMULLS :

i ¢ J} on associe la formule

° J

A 1'ensemble de clauses § = {Cj

v v, v Vy e v L {!& ( gééf v GV ;2%; Gy ol Vis sees Vo sont tous les
J J
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symboles de variables apparaissant dams S.

Nous définirons, par la suite, des transformations sur les ensembles de
clauses. Ces transformations exprimables facilement, quand on parle de clauses,
sont en fait des transformations sur les formules associées d ces ensembles de

clauses.

Inversement : Scit un ensemble \€3 de formules F. Pour chaque F e %5, soit F°
une formule universelle normale conjonctive réalisable si et seulement si F
1'est. F' est une formule de la forme

¢, A ¢, K e B Ck ol chaque Ci est une disjonctiorn de
mondme ¢

m. ,Vm , V... Vom . On sous-entend les quantificateurs

o | 142 1,].i

universels sur toutes les variables de F'.

Soit L; 1'ensemble des formules atomiques A telles que T : Vv A = mos

. + s
Et soit Li 1'ensemble des formules atomiques A telles que A = m,

Nous définissons un ensembfe de clauses S, assocté & La fommule F par

S =

- . ne

F

'Fczx

-+ - _+
I (Li’Li)' On note &galement Ci le couple (Li’Li)° Cet ensemble S

contient que des formules atomiques (universelles).

On suppose que dans le passage des formules F aux formules F', les symboles

fonctionnels additionnels sont différents pour des formules F différentes.

Enfin 1'ensemble £ de clauses assccié 3 1'enscmble %%; {interprété en con-

jonction) de formules est : S = U ..

F
Fef
4, UNIVERS de HERBRAND-SKOLEM :

Nous pouvons alors définir 1'undiverns de Herbrand-Skolem de S ou de %

c'est un ensemble de termes constants construit comme suit :
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:Fé €tant 1'ensemble de tous les symboles fonctionnels apparaissant dans 3,

g soit 1l'ensemble :;g lui-ménme

s'il contient au moins un symbole de constante individuelle, soit J:S J {al}

on appelle vocgbulaire fonctionnel de S, noté V
dans le cas contraire.

HS est 1'ensemble de Zous les termes constants ne contenant que des symboles

€ VS'

g est appelé 1'univers de Herbrand-Skolem de S ou de %5 . Liunivers HS

peut &tre construit par rdunion d'ensemble H, appelés champs de Henbrand.

HS = U Hi ol HO = ensemble des constantes individuelles e VS v
ieN
= T — . P _ P .
H {le lp 3 f eVS HO : (Tl...'I‘p) e Ky L\i_]} 3
i
K, = U u,.
j=0 1

HS est donc la cléture de l'ensemble des constantes individuelles e VS par

les opérateurs :

f,T],...,Tp s fT] vo Lp oi f e VS - HO.
5. SUBSTITUTION
Tout d'abord, nous définirons le ¢
support d'une substitution : C'est un ensemble fini d'expressions T/x, ol T

est un terme et x un symbole de variable, tous les symboles de variables

étant distincts.

o = {Tl/xl; Seisls Tn/xn}.

substitution : On appelle substitution de support o (en pratique, nous dirons
PP P que,

substituytion o¢), avec ¢ = {TI/XI’ — Tn/xn}, l'opération qui fait passer

de E suite finie de symboles 3 o(E) suite finiec obtenue en remplagant dans

m

E, x; par T, a chaque occurence de X, et ceci pour tout i,
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De fagon évidente, si E est un terme, 0(E) cst un terme.

Si F est une formule, o(F) est une formule.

2]

est une clause (L_,L+)9 0(C) est par définition la
clause ({0(A) : AeL },{c(a) : A e L+}).

Définttions : Si

Si S est un ensemble de clauses, 0(S) est l'ensemble de

clauses : {0(C) : C e S}.

composition de 2 substitutions : Dans toute suite finie E de symboles, si nous

opérons d'abord une substitution © puis une substitution A, nous obtenons la
suite finie de symboles A(6(E)). Cette suite A(6(E)) peut &tre obtenue par
une seule substitution que nous noterons Af et appellerons composition de ©

et de A, soit A(B(E)) = A6(E).

it

Si 9 {T‘ /v!, . Tk/vk}

{4 9 me 53
et A {T‘/V], co s g Lm/Vm}s

le support de la substitution A8 est :

— . : = 3 ? | ] 2
A6 = {A(Ti) /vy * Igsigk et A(Ti) # vt U {Ti [vi+ vi # vy vil.

6. SATURATION d*un ENSEH/BLE S de CLAUSES ATOMIQUES sur un ENSEMBLE P de TERMES

CONSTANTS :

Soit C e S et WJ(C) 1'ensembie des variables apparaissant dans C. Soit ©

une substitution {T/x : x € 17(C), T e P} ; dans cette substitution, il y a autant
. - P
d'"éléments T/x que de variables e V(). Nous appelons CIC 1'ensemble de ces subs~-
titutions assocides a la clause C. Alors la saturation de S sur P se définit par :
P
s@) = U {0(0) : 0 e O
CeS

M.B. : Si S est un ensemble de clauses constantes, quelque soit 1'ensemble de

termes P, S(P) = S.
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7. REALISATION d'un ENSEMBLE de CLAUSES ATOMIQUES :

On appeclle réalisation de S5, un couple Rl de 2 ensembles Rl et P.l+ de

formules atomiques, tel que
- + - _+ . .
RlL MRl =¢ et VC = (L ,L ) e S(H), saturation de S sur H 1'univers
de Herbrand-Skolem de S,

LNR#4 ou L'NERL # 0.

8. REALISABILITE d'un ENSEMBLE de CLAUSES ATOMIQUES :

Un cnsemble de clauses atomiques est dis nlalisable s'il existe ume

réalisation de cet ensemble.

Conséquences dircctes des définitions 7 et 8 :

. Un ensemble de clauses atomiques qui contient La clause vdde, notée [,
n'est pas rnéalisahle ; L'ensemble vide de clauses est néalisable.

. Relations entne La rnéolisabilite d’wi ensemble do fonmules closes et La

nealisabilite d'un ensemble de clauses atomiques :
Nous avens vu, au moment de dé&finir 1'univers de Herbrand-Skolem,

comment on associe un ensemble £ de clauses atomiques & un ensemble %b
de formules cleses. Si S ost réalisable, on peut trouver une interpré-
tation pour laquelle ‘Y est réalisable. Nous cherchons a définir une
tellc interprétation, avec H comme undva/ts, qui donne donc 3 toute F e %5
la valeur VRAI.

Soit Fe © et soit F' =C, A ... AC_ ol C, =m, V.V, |
1 k i 141 i1,

une formule universelle normale conjonctive assocife 3 F, c'est-d-dire

réalisable si et seulement si F 1l'est. S, =lc LKL.,L ) ot
5 . + s g
L, ={A: @ ~A=mn .},L ={A:8j A= m, } et § = U S_. Supposons
1 1] 1 1 re f F
Fe ©
= s S .
que S soit réalisable. Soit RL = (R1 , Rl ) une réalisation dec S et donc

de SF' Soit C e S, , et {C}(¥) lz saturation de 1l'ensemble formé de la
K 1

%

seule clause € sur H. A tout assignement o« ¢'Eléments de ! 3 toutes les
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- _+
variables de C, correspond unec clause D = (L ,L ) e {C} (H) C SF(H).

v = + g .
Puisque R1 = (Rl , Rl ) ect une réalisation de S, deux cas se
présentent 3
- 1% cas : LM RL # 0.

Soit Phl “i hn une formule atomique e L () Rl . On définit

alors la fonction I associée 3 P dans l'interprétation par :

’

D H Y o=
P(hl, o o0 nne FAUX.

a * +
- 2 cas : L M RL # 0.

+ + .2 . . P
Qhy ... hr e L MRl , si Q est la fonction associée a Q

dans linterprétation : Q(hl’ iy hm) = VRAIL.

Dans les deux cas, la formule associe & la clause D soit

(\X/_ m V \X/+ m) a la valeur VRAI. Ceci peut se faire pour tout assigne-
meL meL

ment « et toute clause de {C}(I) et toute clause de SF(H)o La formule
associde & S; ensemble de clauses obtenues en appliquant 1'assignement o

aux variables dans les clauses e 3 cette formule, donc, a la valeur VRAI.

F?
Cette formule est F' avec 1l'assignement o 2 ses variables et T' a donc la
valeur VRAIL. Ceci peut &@tre répété pour toute F e %iy done toute F' et,

e

1'ensemble des formules 7' étant r&alisable, 1'ensemble (%) est rZalisable.

9. STANDARDISATIONS :

a) x-standardisation £, d'un ensemble fini C de suites finies de symboles :
= {x /v,y ooy % /v, } 00 V,, ...; V, sont toutes les i 2s distinc-
o = 1x,/vys s # fv 1 > V), son u es variables distinc

tes apparaissant dans C et rangées dans 1'ordre alphabétique (tcus les x.
D 3 P q i

rangés avant les yj eux-mémes avant les Zis oo etCoso)

b) y-standardisation : mfme définition avec

ne = {y]/vl, cees yk/vk}°

Ces 2 substitutions particulidres &tant appliquées 1'ume @ une clause Cl’
1Tautre & une clause C,, nous sormes assurés qu'aucune variable de EC (Cl)
5 1

n'apparait dans n, (C,)).
C2 2



10. UNIFICATION :

Une substitution ¢ est un wundflcateur d'un ensemble A de termes et de
monOmes, si ¢(A) est un singleton (ensemble ne contenant qufun €lément). S'il

existe unc telle substitution, A est dit undifiable,

Nous répéterons ici 1'algorithme donné par Robinson pour construire un
unificateur 9y dun cnsemble A de termes et de mondmes. 11 démontre que pour
tout ensemble UnlLlablL A, 11 existe o, gqui 1'unifie appeld 1l'unificateur le
plus général, dens cc sens que tout autre unificateur o de A est tel qu'il
existe une substitution A : o = AGA.

Nous avons encore besoin d'unc diéfinition avant de donner cet algorithme

sous la forme d'un organigramme:

Différenciation de A :

A Etant un ensemble de termes et de monlmes dont les n premiers
symboles sont les mémes, alcrs Dif(4) =st 1l'ensemble des termes cu de

-

~ me . . .
monomes commengant au n+1° symbole de chaque &lément de A.

Par exemple :

Dif({Pxfleoy, Pxflzy}) {x,2} précisant que P est a 2 places, £ a2

places, f, a8 une place ;

2
Dif({Pxflezy, Pxfsxt}} = {flezy,fgxt} ol f3 est 8 2 places
i X £ th= -
pif ({Pf XEfayE t, PE xf £ R i) {y,flyt}
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de A, ensemble de termes % I. 15

et de monomes.

A ={F'1: ('\oFa)GA}
A" = 1'ensemble des &léments de A
qui ne commencent pas par Vv
A" =L si A est non pas
-+ + — —| un ensemble mais
A =1 . .
| un ccuple de lis=
tes (L ,L)

existe~t=il n = - ou +4}
tel que AN = ¢

/
non ui
‘ A non unifiable l A" = A" !
~. .
FIinN
k=20
o= ¢
|
> N
(r-ok (4') est-il un singleton ? )
\
noi///// \\\\7oui
C, =0,y =0
B, = Dif (ck Aa'y) , [
Y A unifiable par Oy
U = 1°&lément de B, | -
dans 1'ordre FIN
alphabétique.
V., = 2e Elément de Bk
dans 1'ordre :
alphabétique
#‘ -
( Vk est~elle une variable ? )
oui P non
v, apparait-elle ' A non unifiable
* dans U, ? o eoo—
/
non oui
0k+1={Uk/Xk}Gk l A non unifiable

A k =k +1 \\\_ F
— il s'agit de la composition de {Uklvk} et o

k

o
e
oy
Lz{u--
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Nous devons préciser 1'ordre alphabétique utilisé

- dans les symboles, on range
d'abord les symboles de variables (xi avant yj)
Vi, j
puis les symboles fonctionnels (dabord ceux 3 O place,

puis ceux & 1 place, ... etc...)

puis les symboles de prédicats (ceux & 0 place, puis

ceux d 1 place, ... etc...)

et le symbole de négation ",

- dans les termes et les formules,

on les range par lengueur croissante et de plus, pour

une longueur égale par ordre alphabétique.

Autre algorithme d'unification

A, ensemble & unifier, est un ensemble fini de formules atomiques

{F],F?_, Fn}.

Pour que cet ensemble soit unifiable, il faut tout d'abord que toute
Fi cormence par un méme symbole de prédicat; soit P symbole de prédicat a

k places, Fi est donc une suite finie de symboles de la forme

P'I'il Tig wee Tik ol Til’ . Ry Tik sont des termes.

Nous présenterons notre algorithme dans un organigramme :
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Dans le cas ou Ei = %3 Lj%lf ol qg est un ensemble de termes commen-
gant tous par le méme symbole fonctionmel £, et lif un ensemble de wvariables,
on choisit un terme T e o qui sera substituf 3 toutes les variables eluj .
On peut imaginer plusieurs cniiénes de chod{x : parmi les termes de longueur
minima, on peut soit choisir le terme qui contient l¢ moins de symboles fonc-
tionnels, soit le terme ayant le plus petit maximum des nombres de places des
symboles fonctionnels qu'il contient, soit plus grossiérement le premier dans
1'ordre alphabétique. Ces critéres sont certes trés discutables. Doit-on

wréférer £.f.xyz ol £, est 4 3 places et £, & une place, a £, £, £ £, t ol f
I 1v3% ) I ?

3 1727172 2
est 3 une place ? Le seccond choix semblerait préférable, mais nous ne les

avons pas expérimenté suffisamment pour en décider.

Autresalgorithmes dfunification

I1 existe bien d'autres possibilités pour unifier un ensemble de formu-

les ou de termes.

En particulier, si on doit unifier un grand nombre d'ensecmbles A, on
gagnera du temps en &vitant les substitutions dans tout ensemble non unifia-
ble.

On pourrait modifier 1'algorithme précédent, en conservant le méme
schéma de décomposition de formules en structure d'arborecscences, mais en
n'cffectuant pas les substitutions. L'cssentiel est de pouvoir repérer les
cycles :

2 ensembles de termes E, et Ej tels que ¢

i
{x, T} g, avec T contenant u

et {u, T'}c Eig avec T' contenant x,

ne sont pas unifiables simultanément.

Les ensembles Ei ne contcnant que des variables ne posent pas de problé-
me d'unification. Pour les ensembles Ei contenant termes et monOmes, si les
termes commencent tous par un méme symbole fonctionnel 3 k places, alors on

crée k nouveaux cnsembles de termes 3 unifier et on garde en mémoire 1'ensem~
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ble {v vesy V.5 T} ol v., ..., V_ sont toutes les variables qui sont &élé-
1° > 'n 1 ¥ 'ha
ments de E; et T un des termes e E.. On peut ainsi se réduire au probléme

d'unification d'un certain nombre d'ensembles Ei de la forme :

ca oy Yoz Bl

{Vl’ n

On cssaye de faire alors les substitutions {T/vlg cees T/vn} dans chaque
Ei’ s'arr8tant dés qu'on crée un cycle, et dans ce cas A n'est pas unifiable;
si on peut effectuer les substitutions pour tous les Ei’ sans cycles, alors A
est unifii,

11. RESOLVANTS CONSTANTS de 2 CLAUSES ATOIIQUES CONSTANTES

. . L -
Soient Cl et C2 deux clauses atcmiques constantes C1 = (LI’LI)’

+ P n
= A ° 1 4 S 1 1 ‘L
C2 (LZ’ 2) Si Im tel que m e L1 et m e

constant de C, et C, est défini par :

-
11

n >
-5 N est -~ ou +, alors un r2solvant

- - + -
R (C,C) = (L] U L, - {m}), L; U L7 -

- {m}).

C'est un résolvant "relatif 4 m", qui, évidemment, est unc clause atomique

constante. llous notons Rés (CI’CZ) = {Rm(Cl,Cz) : m satisfaisant 3 la définition}.

12. RESOLVANTS DE 2 CLAUSES ATCIIQUES :

) - -+ .
Soient 2 clauscs Cl = (LI’LI) et C, = (LZ’LZ) atomiques.
§'il1 existe L C Iq et i1 C L; non vides (n est - ou +) tels que :
N=¢g, (L U n, () od £, =& | +
< €2 ¢ LTuL
1 i
"o, UL,
2 s

(i1 faut donc renommer foufes les variables

apparaissant dans Ci ot celles de CZ)

et N unifiable par I



b
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B2
]

alors l'ensemble, que nous notercons Rés (C19C2)’ des résolvants de C

,1 et de C2

est 1'ensemble des clauses atomiques

- TNy L _ + o
(cta(‘;cl(l‘l) U e (1.-2,‘) UN(N)Q GH(ECI(LI) U nCZ(Lz)) “’N(N))‘

2

Il y a autant de résolvants de Cl et C2 que de couples (L,}) satisfaisant aux

conditions de la dé&finitionm.

13. RESOLUTION d‘'un ENSEMBLE de CLAUSES ATOMICUES :

Soit un ensemble S de clauses atomiques. 5{18) résolution de S est définie

par
R =5 U C}I)Jes Rés(C,D) .

N.B. 52(8} est dite résolution constante si S est un cnsemble de clauses

atomiques constantes.

14, n*“"°-RESOLUTION ¢'un ENSH/BLE de CLAUSES ATOMIQUES :

Pour n = O, @O(S) = § 3

Pour n 2 0, B ) = F(F ).

- : n
N.B. ¢ Si S est un ensemble de clauses atomiques constantes, 22 (S) est la

iéme .
n —=résolution constante.

15. FACTORISATION d‘une CLAUSE :

n = = T & e
Soit ¢ = (L ,L) et N C Ln, n == ocu +, N étant unifiable par GN. Nous
noterons Fac(C) = {ON(C)}, 1’ensemble des clauses résultant d’une factorisation

d C, cette factorisation dépendant de N,

16. FORMULE ATOMIQUE PURE dans un ENSEBLE de CLAUSES ATCMIQUES :

Une formule atomique A contenue dauc une clause C d'un ensemble 5 quelconque
fini de clauses atomiques est dite pure dans S si
> 1 9 ey + 'n
V C' e S différente de C, ¢' = (L' ,L' ), et VEC L', n est - ou

+, il n'existe pas de résolvant de € et C' avec L = {A}.
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(L et M ont &té& introduits dans la définition du résolvant).

De fagon équivalente; 'ne formule atomique /. contenue dans une clause C

d'un ensemble S quelconque fini de clauses atomiques est pure dans S si :
n - _+
quand A e L et C = (L ,L ),

VC' e S différente de G, €' = (L' ,L') et ¥ < L'

11 (J {A} n'est pas unifiable,

17. SUBSOMPTION d'ume CLAUSE par une AUTRE

Soient 2 clauses C et D distinctes et non vides ; on dit que C subsume

D s'il existe une substitution ¢ telle que c¢{C) C D.
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I.D Le THEOREE de HERBRAND

0 G T G G i e s Y S8 G € G e R S 4D L3 03 S 6T G S 3 2 e

Le théoréme de Herbrand conduit 3 étudiecr la validité d'une formule sous une

interprétation particuliére.

1. FORMULATION de HERBRAND

Soit une formule F et soit F' une formule universelle ré&alisable si et

seulement si F 1'est. Soit Wf%g l'ensemble des variables apparaissant dans F'.

Supposons que QJ;V soit l'ensemble {x],xz,.,a,xm}. Alors on opére des

substitutions successives dans F'

o, 1
oy = {tl/.v;19 t2/x29 vy tm/xm}
2,2 2
g, = {t]/x], tzlxz, . tm/xm}
i i i,

o, = {t!/xl, Lz/ng T tm/xm}

e e °

T i .éme .. m > - el
oil (t;, e tn? est le i &lément de H rangé dans 1'ordre alphabétique, H

dtant 1'univers de Herbrand-Skolem de F'.

Seit F; = ol(F’), weny B3 o '), .ss4 G, .
- -l

Nous énongons alors le théoréme

Théoneme :  Les conditions sulvantes sont Zguivalentes :

1) ©° n'est pas néalisable
2) dn tek que Bl & w5s & Fé a Aidentiquement La valeur TAUX ;
3) Hn tel que “F Y LV . Y NF; est une tautologie ;
4) F' est valdde,

£t puisque F' est néalisable 54 et seulement 34 F L'est :
5) F n'est pas néalisable ;
6) ~F est valide.
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2. FORMULATICHN en TERMES de CLAUSES

Theondme de Herbrand :

1° version : lUn ensemble S 4ini de clauses atoriques n'est pas nialisable
84 et seulement 4'AL existe un sous-ensemble Lind de S(Hg) non realisable.,

version : Un ensemble S 4ind de clauses atomiques n'est pas rnialisable
84 et seulement &'AL existe un sous-ensemble find P C H tel que S(P) n'est
pas nealisable.

lous allons donner quelques commentaires sur ces deux versions du

théoréme de Herbrand.

Au lieu de dire S(P) non rdalisable, on peut dire S(P) contradic-
toire. S(P) est en effet un emsemble de clauses constantes ; et, si on

construit une formule associde & S(P) :
s@ = {(@., L) : i}
d i* i

=MW ve v W, w
i meL. meL.
i g b Y
alors F a identiquement la valeur FAUX quand S(F) est contradictoire ou

non réalisable.

Nous avons déji vu comment construire un ensemble de clauses atomi-
ques associé 3 un ensemble de formules universelles normales conjonctives,
en conséquence nous pouvons deonner la version suivante plus expressive du

théoréme de Herbrand.

version : Un ensemble &de formules universelles nommakes confonctives
n'est pas réalisable s4 et seulement sUL existe wn ensemole de clauses
atoriques constanted Qp, «.» Cgp contradictoine tel que :

chaque T e %, etant de La gorme © A Cy A oo A G, chaque Qj est obtenue

1 2
en nemplagant toutos Les variables d'une clause C. par des tliments de Hg
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(Les memes Eléments subsiituds aux memes variables), od Hg st L'lundvens

de Herbrand-SkoLem de ¢, , c'est-i-dine de 8 as80¢i8 2 %, .

Dans le chapitre II, nous verrons des applications de ce résultat de
Herbrand. Les processus de saturation font opé@rer toutes les substitutions
o, sur une formule F universelle et cherchent une conjonction F] A F2 A s
vo 4 Fos ol Fi = Oi(F)’ ayant identiquement la valeur FAUX. L'inconvénient
est que les conjoncticns & tester sont de plus en plus grands . En termes
de clauses, et pour la réalisghilité, on est amené 3 construire des ensem-
bles de clauses atomiques de plus en plus grandes puisqu'd une conjonction
de formules correspond une réunion d'zutant d'ensemlles de clauses associés
3 ces fornmules. Mais la contradiction, il suffit de la trouver sur un sous-
ensemble de l’ensemble des clauses testé. Nous verrons un processus, celui
de Davis & Putnam, dans lequel il n'y a aucune recherche dans l’ordre des
substitutions @ opérer et un autre, celui de Robinson, oii 1'auteur s'est

efforcé de faire un choix parmi les substitutions.

P R IV R R P TPV



CHAPITRE II

o 4 e o

REGLES de TRANSFORMATION d'um ENSEMBLE de CLAUSES

et MODES d'APPLICATION de ces REGLES
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L'ensemble de régles, appelées nafes de trhansfornation, que nous nous propo-
sons de donner permet d'exposer deux algorithmes bien connus de démonstration
automatique et de construire en les combinant dc nouvelles stratégies de démonstra-

tion.

Ces ré&gles sont applicables 3 un ensemble de clauses. Certaines de ces régles,
plus précisément les régles 12 a 18, ne seront zppliquées danes la suite de cette
étude qu‘'a un enscmble de clauscs atomiques. Nous signalerons ici qu'elles peuvent
&tre appliquées 2 un ensemble de clauses quelconques, non sans prendre les précau-
tions nécessaires : ces clauses contenant des variables libres et des variables
liées, on ne pcut, en particulier, substituer 3 une varieble libre unm terme conte-
nant une variable 1liée, sous la portée du quantificateur qui lic celle-ci. Le
résultat de 1'application d'unc régle est encorc un ensemble de clauses. Se trouvant
devant ie probléme de réfutation d'un cnsemile de fomwmules {Fl,...,Fn}, 1'ensemble
de clauses sur lequel on démarre 1'application des régles est formé de n clauses

G s iy Cn o C, = (¢,{Fi}.Ce sont alors;les premiércs régles sur les connecteurs

1’
et les quantificateurs qui sont appliquées, afin d'obtenir un ensemble de clauses

atomiques. Jusqu'd 1l'obtention d'un tel ensemble, & chaque L7 est 1ié un cnsemble
q 1 i

. N : o p . .
de variables hj qui est destiné a recevoir les variables universelles.

Done, Anitialement,
Ci = (¢, {Fi}) ou plus précisément :

L. =¢g et L. ={r} et
L 1

i
- + » 0 .
Ei = @ et Ei = 1'ensemble des variables libres de Fi, qui

sont bien des variables universelles quand on transforme T, en une formule close.

Nous avons 3 faire une restrniction sur Fi :

3

Ei doit &tre une formule “polie’, c'est-3~-dire nous nous interdisons les formules du

type :
¥y (Px A HyQyx) oli deux quantificateurs, 1'un gouvernant 1'autre,

portent sur un méme symbole de variables.
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Par contre, sans ennui, on peut accepter les formules

Vy Py A HyQyx.

Nous introduirons une varisble K 2Zgale au nombre d'éléments de 1'ensemble de
clauses en cours de transformation. Dans certaines régles, K est modifi&, nous 1l'in-
diquerons cxplicitement. Nous appelerons chaque régile é%nﬁ od n est - ou + suivant
que la régle s'applique & une liste LZ ou d une liste L? : mals n pourra &tre omis.
M ect un symbole nu un mot qui rappclle soit le connecteur sur lequel 1la régle tra-
vaille, soit la transformation particuliérec en cours,... cu autre. Si la régle est
appelée l5?,”1*1(}{), c’est quen fait la réglc est attachée 8 X ; il y a autant d'appli-

cations différentes de cette r&glc que de X définissables.
Pour chaque régle ;, nous donnerons sa ou ses conditions d'applicabilité et la
transformation 3 opérer sur l'ensemble des clauses, ou plus particuliércment parfois

sur une clause de cet ensemble.

Dans les régles, on trouvera le symbole d’affectation := qui doit @tre compris

oe

comme suit : A:=B c'est la méme chose que "la valeur de B est affectée 3 A"

K:=K+1 : une nouvelle valeur de K est obtenue en zugmentant sa valeur actuelle de 1.

La proprnieie essemiielle de chacune des régles est de conserver la réalisabilité
et la non-réalisabilit&., Si on applique une régle 5%8 a un ensemble S de clauses
non-réalisable (resp. réalisable), le résultat :Eg(s) est encore un ensemble de

clauses non-réalisable {resp. réalisable). On a en fait une propuité plus forte :

W
=

5@3(3) ne contient pas de¢ symboles additionnels, toute réalisation de §

est une réalisation de 58g(8) et inversement

Bi 5Eg(S) contient des symboles additiomnels, alors & toute réalisation de
S, on peut adjoindre une interprétation de ces symboles additionnels de fagon a

obtenir unc r&alisation de Sig(s).

L'application des negles prend 4im des que La clause vide apparait dans £'ensem-
ble de clauses, puisqu'on est alors siir que 1'ensemble de clauses n'est pas réalisa-

ble.
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2. REGLES de TRANSFORMATION

Les onze premiérces régles, applicables & un ensemble de clauses quelcon-

ques portent sur 1'élimination des connectcurs et des quantificateurs. Quant

aux régles 12 et 13, nous ne les appliquerons qu'd un eonsemble de clauses ato-=
5 PP q

miques, ainsi que nous 1'avons déja dit.

Nom de
la régle Conditions d'applicabilité K Transformations
-- 1 n n n ; n
K'v |EiEe : (@) e L. L) = L7 - ()} ; L] =10 U {a}
J ] 1 ]
BN .= 50 EY,
1 J J
33 T £ H T o= o 5 L. Yae o= is ™ 1 G
8 36 56, : T = (6,AG) e ; L (IJ {Fh U {6,,6,}
A “lajme e, ¢ 7= (Gac) 1t [Remket |1 e @l - FH U €]} 5 1T = L
1 J 1 ) - 711112) € .Lij 5 =g K b= j & l 5 I{ M ...lj
+ +
Lj g= (Lj - {FH U {Gz} :
- - + +
¥ = T °
y y ¢ EK > EJ
%"vaa-&;m D F o= (G,V6,) e L, |[Ks=F#l |1 := (L] -~ {(FHU {6,} 5 Ly := L] ;
Y 1] 1 12 s KB = ({;1"&:,,,—- € Lj Ks=E+ L = (uj ) ) :l 3 K 5= j 5
LJ. - (Lj - {FH U {Gz} ;
I: := E. < Et o= E+
i“ ] ji4 k|
S S U
0 SB'HG% . F = (G,VC) e LT L= @l - (FH U {6,,6,}
1 J8G %6, ¢+ T = 1VG,) e s by 2= 3 ) 1269
32 6 n n n
45 3 F = (G L, = (L, - {F G VG
> JHG]W:?_ F ‘CPGQ,) e LJ. 3 (LJ {rhH U {( i uz)}
A n n n
&= ds Hn ‘sl T o= 3 = s T U = 7,2
R = %, %, : T = (6;2G,) e Ly Ly (L] {FH U {((€pe,) M(6,56,))}
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8
# . + P * ; :
3& v HjdG ¢ F = VxG e Li §£-Ej UEj ne contient pas la variable
xel X i, %
L. = (L. - {F}) O {6}
J ]
E; :=E; U {x}.
J 4
finon : soit x variable ne figurant
pas dans EE'L)E; alors :
+ + “ Y
Lj = (Lj - {7H U {G'} ol &' =c(0G)
avee 0 = {xp/x} 3
+ +
E, :=E, U{x }.
N ] P
9

cette régle est la réplique

est ici existentiel et les Transforn

les ensembles Ej.

de la pTécédenTe sauf que le quantificateur

hations se font sur les listes L} et

HjHG:F=HxGeL;

xe

L; - (L; - {FH U {0(@)} oi

g = {fa]...ak/x}, les arguments

GpsesesOy de f 2tant tous les &léments

1

=
de Ei
dans G ; £ est un symbole fonctionnel

sauf ceux qui n'apparaissent pas

n’apparaissant dans aucune clause.

1

cette régle est la réplique
est ici existentiel et que

E..
j

de la pﬁécédenfe sauf que le quantificateur

es listes et ensembles mis en jeu sont Lj et
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12
C. = (L_, LT) ;1}/ 1'ensem~
] 373 CJ-
82(0) ble des variables apparais-
._|sant dans C, ; C. :=0(C.).
substi k| K =K+1 K j
tution . .
o=A{T/x: x €-1£YC:AUEj}’ R (on ajoute la clause O(Cj)).
quelconque constant ou
variable.
13
didjIA formule atomique : Cp = ((L; - {A}) k)L;,
gzass. AelL, et Ae LT 5
) ’ L U L] = (AD)
assemr K=K+ i j

blage

les wvariables de Ci et Cj
étant distinctes sauf celles

contenues dans A.

(on ajoute une clause obtenue en
assemblant deux clauses contenant
une méme formule atomique, mais
1'une dans sa liste négative,

17autre dans sa liste positive).

Sur cet ensemble de 13 régles, nous avons un résultat fort intéressant

ui peut s'énoncer sous forme d'un théoréme ot qui sera démontré par la théorie
q P

de la résoluticn (cf. § II.B.1).

Theondme :

Les negles 1 & 13, énoncies ci-dessus, forwment un systame

"eomplet”, dans ce sens qu'elles suffisent @ prouver La non-réalisabilits
d'un ensemble de clauses, 3'4AL n'est pas réalisable.

De fagon plus précise, les régles 1 a 11 ré@alisent le passage d'un enscm-

ble de formules & 1l'ensecmble de clauscs atomiques associé, et les régles 12 et
q g

13 sont appliquées dans le but de construire la clause vide comme nouvelle

clause de 1l'enscmble pour conclure 3 la non-réalisabilité de 1l'ensemble des

formules.



II.6

Les régles 14, 15 et 16, que nous donnerons maintenant, s'ajoutant au

systéme de régles précédent, le rendent plus efficace. Si certaines clauses

peuvent &tre supprimées par ces régles 14, 15, 16, le nombre d'essais d'appli-

cation de la régle 13 se trouve ainsi réduit.

14 - 4 -t
43 : ¢, = (L.,L.) et L.NL.# - - + L+
J s R 3 Ljo—LK;LJ-=-LK
PC- C. ti i Corplé | K:=K~ o
52 GEBc SR G gL S e ca e L (on remente la derniére
mentaire effectué BPIeS 1. se 3 la place de st le
€81 pombre de clauses &tant ainsi
diminué de 1).
15
& sub HCi et Cj distinctes ot non
: - - = +
Subsompqvides telles que Ci subsume ([K:=K-1 Li = Ly s Li i= LK
tion |[C. - i
J
16
3CJ.HA e Cj, formule atomique
‘ pure dans l'ensemble de B . + .
S s =K ¢t=L_ s L, s=
Szpurete clauses en cours de trans- S Lj K’ LJ LK
formation

On pourrait toujours rajouter des régles au systéme précédent, pour une

plus grande efficacité. Ainsi, 1'équiréalisabilit& serait toujours préservée

i on adjoignait 3 chague régle, égle réciproqu =d-dire celle qui
si adjoignait 2 chaque régle, sa régle réciproque c'est-d-dire cell

rétablit la situation d'avant l'application de la régle. Mais ce qui nous sem—

ble davantage intéressant, c'est de créer des régles plus fortes en groupant

1'action de plusicurs des régles 12 3 16, Par exemple, la régle 17 ci-aprés est

un groupement des régles de substitution et d'assemblage, laz régle 18 un grou-

pement des 3 régles :

substitution, asscmblage et subsomption.
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17
é 4i3j : Rés (C.,C.) # C,:=R ol R e Rés(C,,C.
{ rés | TiTj : RS (;sCp) + 8 g =R ol R e Res(C;.C))
18{ simplification dile & |'exis] une clause singleton
J{ sing B
Single- |Ti : L7 = A et L? = ¢ Soit 5, = {C, : o(A) e LV et j # i},
g 1 P 3 j
ton - 0 quelconque. Nous appelons o le nom—

bre d'¢léments de Sy 3 _
et soit S' = {C. 2 o(A) e L?}, o}
A i j

uelcengue, alors on transforme S'
q 1 ? A

n n
VC. e 8' : L. = L. - {o(a)}
] A ;| j

S °
A

De ces deux régles, la premidre crée une nouvelle clause, la deuxiéme

tend 3 en supprimer lc plus possible, ou, 3 supprimer simplement des formules

atomiques.
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II.B  JUSTIFICATION des REGLES

e B e e N e e S S e G A3 M G e 0 D L T 3 3 T € 63 3 w3

quant & la CONSERVATION de 1a REALISABILITE

- e o i G e S B SR O A e o S €9 B S T K W S e S5 G0 G [N A MmO T S @B E5 G €8 O s I e

Nous n'avons défini que la réalisabilité d'un cnscmble de clauses atomiques.
Aussi, quand nous vérifierons si unc régle conserve la non-réalisabilité ou la
réalisabilité, il ne pourra &tre question que d'une régle applicable a des for-
mules atomiques, et notamment 1l ne saurait €tre question des régles portant sur
les connecteurs v, V, A, D, Z. Cependant ces réglas sur les connecteurs conscrvent
la réalisabilité de la formule assocife & 1'ensemble des clauses auquel on applique

ces régles.

Nous allons voir que les régles 12 3 18 préservent 1'équiréalisabilité. Si un
ensemble S posséde une réalisation, 1'ensemble obtenu par applicaticn d'une de ces

régles, posséde la méme réalisation.

1. REGLES de SUBSTITUTION et de FACTORISATION

Par la régle de substitution, on aioute 4 1l'ensemble de clauses, une

clause construite & partir d'une clause de 1'ensemble.

Soit S 1'ensemble de clauses atomiques 2 1'Gtude et C e S. On construit

D=o(C) i 0 = {Tl/v19 Tz/vz, cees Tk/vK}’ Vis eees vy Etant des variables
(pas forcZment toutes les variables) apparaissant dans C et T],...,Tk des ter-
mes quelconques constants ou variables. Supposons S réalisable ; il existe donc
I ; - gt W . . .
une réalisation Rl de S. VC' = (L' ,L' ) e S(¥), il existe une formule atomique

A e Rlnf\L'n, n est - cu +, et A ¢ p1",

Soit S* = § U {P}. Existe~t-il une réalisation R1* de $*% ? Pour toute
clause e S(H), la formule atomique appartenant 3 R1* et & la clause est la
méme que celle dans Rl et cctte méme clausc. Et pour une clause e {D} (H),

saturation de 1l'ensemble 8 une clause D sur H, on n'a aucun probléme, car,

{p} W c {c} M c s@H).



ble

=
=4
w

[

En prenant R1* = Rl, S% est réalisable. Réciprecquement si S est réalisa-

SC S* est rdalisable.

Nous donnerons maintenant, un cas particulier intéressant de la régle de

substitution sous la forme d'une rdgle : Za n2gle de {actorisation :

& Fac : Si Ej : Fac(Cj) # @ alors ajouter la clause C = GN(Cj) e Fac(Cj) ol

o est 1a substitution introduite dans la défini-

tion de la facterisation.

2. REGLE

Cette régle, évidemment, conserve zussi la non-réalisabilité.

Dol les théorémes suivants :

Théoneme 1 (substitution) : Sodit S un ensemble fini de clauses atomiques
ot C e S ; Soit 5% Le ndsultat d'une application de La n2gle (o) @ s :

§* =85 U {o(C)}. Alons S n'est pas néalisable si et seulement s4 S* n'est
pas nzalisable.

Theoneme 2 (factonisation) :  Soit 5 un ensemble find de clauses atomiques
et C e S : Sodit S* Le nésultat d'une application de La négle de factornisa-
tion RFac @S : 8% =5 U{Fr}, ol F e Fac(C). Aloas S n'est pas néalisable
s4 et seulement AL S* n'est pas néaldisable.

d ' ASSEMBLAGE

En appliquant cette régle, l'ensemble de clauses est augmentZ d'une clause.

11 est donc évident que la non-réalisabilité@ est conscrvée : si {C],Cz} n'est

pas réalisable, {Cl’ Cys D} ol D est quelconque nfest pas réalisable.

{cl, Cys D} oii C,»C

La réalisabilité@ est aussi comservée : si {stcz} est réalisable

2,D sont des clauses satisfaisant aux conditions de la ragle

d'assemblage, est aussi réalisable. En effet, Cl’ CZs D sont telles que :

=+ PR
C] = (Ll’ Ll) et C2 = (LZ’ LZ) et

+

4A formule atomique : A e LI et e Lo,
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- - + +
D= ((L] - {AhH U Lz, L U (L2 - {A})).

I1 est &vident que D est conséquence logique de C1 et CZ’ c'est-d~dire que
Fl’ F2’ T étant les formulces associ&es respectivement & C15 CZ’ D, alors F est

conséquence de F] A F2'

D'ol le theoreme 3{assemblage): Soit S ensemble de clauses atomiques,
et soit Rass(s) Le nésultat d'une application de Rass @ S, alons

Rass(S) cst néalisable 34 et seulement s4 S L'est.

3. REGLE de SUBSOMPTION

Nous remarquerons tout de suit qu'un cas particulier de cette régle est la
régle inversc de la régle de substitution : par la régle de substitution, on
crée unc clause D = 0(C) qui, &videmment, est subsumée par C elle-méme. Il n'est
donc pas &tonnant que la justification de cette régle se fasse identiquement &

celle de 1a régle de substitution.

Soient S un ensemble fini de clauses atomiques contenant 2 clauses C et D

telles que C subsume D : Ho telle que o(C) ¢ D.
Si S est réalisable, S — {D} est réalisable.
Si S - {D} est réalisable, soit R1 une réalisation de S - {D}.

Rl cst, en particulier, unme réalisatiocn de C ; VC' = (L, L'+) e {ClH)cs®),
LA R #Poul'"M r1Y £ 0. Est-ce que Rl est une réalisation de D ?

Soit D' e {D}(H) : D' D C" ot C" e {o(C)} (H) ¢ {C}(H) ¢ S(H), donc D' contient
sirement une formule atomique contenue dans Rl et n'ayant pas de complémentaire

dans R1.

D'oli le théoréme :

Théoneme 4 (subsomption) : S4L S est un cnsemble fini de clauses atomiques
contenant 2 clauses distinctes, non vides, € et D telles que C subsume D,
akons S n'est pas néalisable 84 et seulement 84 8§ - {D} n'est pas réakisa-
ble.
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4. REGLE de PURETE

Soit S un ensemble fini de clauses atomiques contenant une clause C,

contenant elle-méme une formule atomique A pure dans S.

Si § est réalisable, S = {C} est réalisablc, il suffit de voir qu'une

réalisation de S est aussi une réalisation de § = {C}.

Si 8 - {C} est réalisable, soit Rl unc réalisation de 8 -~ {C}. Définis-

sons RIS une réalisation de § :

5 R1y = R1" U {4}()
Rl = (Rlg, RL) ot L
c=(,1H 1?12 =r1" -{A}@W)

ot n cst tel que A e L.

I1 est évident que Rl M Fl = @, Rl est bien une = dalisation de S,
puisqu'il existe une formuln atom1quc e {[}(H)C: nlnf\ L n pour toute clause
,I¥ ) e {C}(®), et que

o

( Ln

¥C' e (5 - (eI, ¢ = (L), LN R £ B ou LN A @T - (AY) # 6.

En cffet, si LN r1T £ 8 , i1 n'y a pas de probléme ; mais, si
L'nf\"qu = @, alers, puisque Rl est une réalisation de S - {C}, L'"N Rln )
et LV (21" - {aA}@®)) # @, car L*"M{AY(@E) = #, sinon il existerait un réanl-
vant de C et D, D telle que C' e {D}(@), ce résolvant &tant rclatif 38 A, ce qui

contredit 1'hypoth&sc de puraté de A.

D'ol le théoréme :

Théoneme 5 (pwreté) : S4 S est wun ensemble find de clauses atordques, et
- A contenue dans C e S, une 4formule atomigue nure dans 8, alors S n'est pas
néakbisable a4 et seulament AL € — {C} n'csd pas réalisable,
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5. AUTPES REGLES

La régle de résolution, &tant un groupement des deux régles de substitution et

d'assemblage, préserve également L'équiréalisabilité.

La régle du singleton, groupement des 3 rdgles de substitution, d'assemblage et
de subsomption, préserve eclle aussi l'équirédalisabilité de 1'ensemble de

clauses auquel on 1'applique.

La régle PC~ conserve, de fagon &vidente, la réalisabilité et la non~réalisabi-

1ité,
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II.C MODES d'APPLICATION de ces REGLES
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Comment appliquer les régles domndes précédemment ct pourquoi ? C'est ce que
nous allons voir dans ce paragraphc. Selon le but recherché et selon les algorithmes
utilisd@s, le choix des régles, 1'ordre d'application des régles, 1l'enscmble de clau-

ses initial sont autant de choses & préciser.

1. FORMULE UNIVERSELLE NORMALE CONJONCTIVE : FORMULE EXISTENTIELLE NORMALE DISJONCTIVE

Soit F une formule quelconque du calcul des prédicats Y. on sait qu'il
existe une formule F' universelle normale conjonctive réalisable si et seulement

sl F 1'est.

Nous obtiendrons F' en appliquant les régles 1 & 11, régles sur les connec-
teurs logiques et les quantificateurs. L'ordre d'application est absolument

quelconque. Il suffit de préciser les ensembles initiaux :

5

{Cl},
et K = 1,
Les régles sont appliques jusqu'ad saturation, c'est-d-dire jusqu'a

1'obtention d'un ensemble S' de clauses atomiques. La formule universelle

normale conjonctive F' sc définit alors ainsi :

o= /X\ (W ~a v W g,

-+ - +
C.=(L.,L.)eS' AeL. Ael..
T i i

Nous traiterons un exemple :
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Soit la formule ¥ = ¥x (Vy(“PxyAdzQxz) A (I8 (VtRztsVRsxs) V ~AHv¥wRxvw)).

+ - +
p, L) = (¥}, E] = E] = 9.

Initialenent LT;
] +
Appliquons gz, Vs

L, = {Vy(PxyV3zQxz) A (Hs(VtRxtsVRsxs) V ~IyV¥uRxvw) }

=4

— 4

~

= {x},

. +
puis 52, A
+ .
L = {Vy (PxyVizQxz) }

+ ,
LZ = {(ds (VtRxtsVRsxs) V ~HEvVwixvw) }
T, = {x},
+
et SZ v
+

L, = {vwxy V ZzQx=z}

E';' = {x,v},
puis Qf!\ :

+

L, = {vPxy}

L; = {dzQxz}

By = {x,y),
et §n

L; = {Pxy}

FT = {x.y}
et 92*-3 : +

Ly = {Qxflx} puisque x est le seul &lément de {x,y}

qui apparait dans Qxz.

Reprenons LT ot appliquons @fv :

2

+
L, = {ds (VtRxts V Rsxs), “iIv V wRxvw}
4
et par 92, qs
+ .
L2 = {VtRxtf, x V szxxfzx, vAvVWwRxvw}, puisque E; = {x}



. +
et ensuite 5% V
+
Lz—

Appliquons sz% :

{Vt Rxtf,x, szxxfzx, VvEvYwRxvw }

2

et E, = {x}.

+
L, = {Vtthfzx, szxxfzx}
L. = {dv¥wRxvw}
B, = {x}
puis ngv :
+
L, = {thfzx, szxxfzx}
+
E, = {x,t}
et 52?3 :
L; = {VwRxvw}
et E: = {x,v}
et enfin BV :
L2 = {vaf3xv}.

IT.15

Pour obtenir la formule universelle, 1l suffit de rassembler les listes ne

contenant que des formules atomiques {listes soulignées) et d'&crire la disjonc—
q q gn J

tion des formules atomiques, précddées du signe de négation si ces formules

appartiennent & une

Ly

il

N+
it 1]

W+ N

liste négative, et la conjonction de ces disjonctions :

{Pxy}
VPxy A(%vaf3xv v thfzx
r
{thfzx,szxx&zx} Vszxxfxz) A Qxf x.
{vaf3xv}
{Qxf]x}
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On peut également obtenir par applicatiron de ces mémes régles une formule
F" existentielle normale disjonctive. Il faut alors prendre les ensembles ini-

. . - + - + .
tiaux suivants 3 § = {Cl}’ L, := {F}, Ll := @ et E, := El := @ et K := 1, Aprés
application complé&te des régles, on n un enscmble S" de clauses atomiques et la

formule F" se définit par :

o= WM oA M .

- +
C.ef AelL. AeL.
J 3 J

- _+
c. = (L.,L.).
i (J’J)

Tout ceci &tant réalisé en dualité de ce qui sc passe pour une formule
universelle, nous avons obtenu une formule F" valide ~et non pas réalisable-

si ct seulement si F l'est.

2.ALGORITHMES de DE/ONSTRATION AUTQMATICUE

Parmi les algorithmes de démonstration automatique publids entre 1960 et
1965, il y en a plusieurs qu'on ne peut décrire au moyen du systdme de régles
que nous avons donné, mfme en rajoutant d'autres régles. Nous avons vu que notre
systéme de régles permet de construire 3 partir d'une formule ¥, une formule

universelle normale conjonctive qui est réalisable si ot seulement si F 1l'est.

On sait que Gilmore ( [4] et [5] parus en 1960), dans un processus de
réfutation, visait 3 montrer la réalisabilité d'une formule sous forme normale
disjonctive primexe. Or nous avons remarqué qu'il est possible d'obtenir une
formule existentielle normale disjonctive avec notrc ensemble de régles, mais
1'ensemble de clauses qui permet 1'@criture de cette formule n'a, au point de
vue réalisabilité&, aucun lien avec la formule initiale. Il y a seculement un

licn au point de vue validité.

Hao Wang, Prawitz ( [14], [15], et {71, [8]), quant 4 ecux, se raménent
implicitement 3 une formule normale conjonctive dont ils dtudient la validité.
Pour démontrer la validit@ de F, il leur faut trouver une disjonction
Mi = OI(F) V...V oi(F) qui soit une tautclogic. Or,ayant vu que

Mh = OI(F) v cz(F) V.oV cn(F) n'est pas une tautologie, il faut construire
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cn+](F), puis (OI(F) Vies ¥V On(F)) v On+1(F) et remcttre la formule obtenue

sous forme normale conjonctive, afip d'en examiner chaque conjonction. Beaucoup
trop de temps est perdu a4 la construction des disjonctions Mi alors que F est
conjonctive, et & cette conversiorn &pétée pnur tout n, de la disjonction Mn

en une formule normalc conjonctive,

Nous soulignerons quand méme 1'importance du travail de Prawitz et, 3 un
degré moindre, e Wang, ey €gard au choix des substitutions 3 effectuer. CGilmore
opére sans recherche toutes les substitutions possibles d'éléments de H aux
variables, mais Prawitz cherche directement les substitutions susceptibles

d'aboutir rapidement & la validiteé.

Nous verrons ici, en détail, 1les travaux dc Davis & Putnam, et ceux de

Robinson.

2.A. Algorithme de Davis & Putnam (1960)

Le processus de Davis & Putnam ost un processus de réfutation et de satu-

-

ration appliqué & une formule universelle normale conjonctive.

Les opérations de substitution sont exactement celles donnécs déja dans
1'exposé du théoréme de Herbrand (cf. I.D.1). Le processus est basé sur le

théordéme de Herbrand, dans sa premilre formulation en termes de clauses.
Dans la méthode, on construit les "lignes sans quantificateurs” :

G](F) ou {t;/x], ewny

Q
1}

/x:}

n nm

< 2
OZ(F) ol 5 {tl/xl’ vomny b /XL}

Q
I

éme

; - m
(tﬁ, Sore tm) 8tant le 1 Glément de HW dans

1'ordre alphebétique

sessses OO ¥ est la formule 3 réfuter.
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I1 n'y a aucune recherche sur les substitutions qui sont toutes cnvisagées.
L'intérét du processus de Davis & Putnam porte sur le test de réfutabilité des
conjonctions GI(F) A OZ(F) Aooo A Gn(F)9 qui se fait en réduisant le nombre de

clauses et le nombre d'éléments des listes qui composent ces conjonctions.

Leur méthode pour 1'&tude de 1a validité d'une formule du calcul proposi-
tionnel reprend une id&e de Dunham, Fridshal et Sward (cf [3]). Elle repose
sur les rdgles suivantes, applicables & un ensemble de clauses atomiques

constantes

5&9?11 3 Si #i : A e Lg, alors soit SA = {Cj Ae L?}, on supprime les

os

clauses e §,, c'est-d~dire :
H

A ppIII : Soit 5, = {C; : A e L} et S

pour &éliminer unc

{C. : Aelh)
b 5 y 3

formule atomiquec _ . . - & +
Coml - (G - - {2 2
§:=5 \oA(V}SA) L){((Li(“)Lj) {A}, (Li\J Lj) {A})

A

C. e 3 etC. e S+}.
1 £\ J A

et la régle du gingleton pour clauses coastantes, que nous rebaptisons

HopT ¢ si B Lz = A ot LE =, alors
soit s, ={c., :Aell et j#il}et

A ] 3
§' = {C. : A e L?}, alors on transforme S§'
A ] ] A
7 -ﬁ 6 = ; -— O Q

VC. e S'" : L., =L, - {Al et S :=8 -8,

3 A 7] 3 A

et enfin la ré&gle d'assemblage appliquée seulement si elle fait apparaitre la

clause vide, ce qui prouve la non-réalisabilité.
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Nous résumeons le processus de Davis & Putnam destiné au calcul des
prédicats dans 1'organigramme ci-aprés ; nous le destinons plus précisément

2

a un ensemble % de formules quelconques, %= {Fl, ~ oo Fn}.
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Nous précisons l'application de $_DPIII :

- +
i {(Li, Li)}.

Soit C, la clause telle que IL;| + |L;| solt minimum et soit A la premiére
formule atc;ique de L, si L; # @, de ¥ sinon. On &liminera A aprés sa mise en
facteur, par application de lﬁlDPIII. Lfapplication de ({DPIII est suivie de

celle de B PC~ autant de fois quielle est applicable, pour supprimer les clau-

ses contcnant unc paire complimentaire.

Nous signalerons que Davis annonce qu'on peut acc&lérer le processus en

faisant progresser k plus vite : k = k+5 ou k = k+10, par exemple.

2.B. Algorithme de Robinson (1965)

Nous verrons d'abord la th@orie de la résolution, théorie de cet algo-
rithme, et ensuite les modes d'application de la méthode de résolution. Puisque
la régle de résolution assurc 1'équiréalisabilité, si S est réalisable, QZ(S)
est réalisable 3 si 52“(5) contient la clause vide, 52“(5) n'est pas réalisable
et S n'est pas réalisable non plus. Mais, ce qui est moins &vident, c'est que,
si S n'est pas réalisable alors In tel queiR?(S) contient la clause vide ;

ceci est 1'objet de la théorie de la résolution.

1. THEOREME de RESOLUTION

Dans les trois dernidres formulations du théoréme de Herbrand données
dans I, il est clair que le probléme de la réalisabilité d'un ensemble de
clauses quelconques, se raméne 3 celui de la réalisabilité d'un ensemble

de clauses constantes : voyons donc d'abord comment résoudre celui-ci.

Théoréme de résclution constante :

Un ensemble fini quelconque S de clauses atomiques constantes n'est
P . . n :
pas réalisable si et seulement si dn 2 0 tel quec QZ (S) contient la clause

vide O .
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Démonstration : (Robinson)

Scit S un ensemble fini de clauses atomiques constantes.

P . n . .
Nous avons d&ja vu que si Hdn ¢ gz (S) contient la clause vide, alors

S n'est pas réalisable.

I1 nous reste 3 démontrer que si S n'est pas réalisable, .#n tel que
q P q
8{ (S) contient (1.

-

résolutions constantes sont des ensembles emboité@s :

s <G R2(s)

i&mes
Les n

Dans un résolvant constant D de deux clauses atcmiques constantes,
D e Rés(Cl,Cz), il y a un mondme de moins que dans C1 et 02 réunies, mais
surtout il n'y apparait pas de nouveau monfme. Le nombre de clauses

atomiques constantes distinctes qu'on peut former avec un nombre fini
o~ . . iGmes
de mondmes constants est fini, et la suite des n

résolutions constan-
+ . o e
tes est finie. dn tel que gzn ](S) = 52“(5), c'est-d-dire SL“(S) est clos

par rapport a4 l'op@ration de résolution constante.

Supposons que 9{“(3) ne conktient pas la clause vide. Alors cn va

. . as . n .
montrer qu'on peut construire une réalisation de 52.(5) donc de S puisque

s c R ).

Soit {Al, cees Ak} 1l'ensemble de toutes les formules atomiques qui
n C . - -
e & (8). Nous construiscns un couple d'ensembles, ¥, conformément &

1l'organigramme suivant :
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M o=
K%
L}% = ¢

IT.23

/
7
existe~t-il1 C eﬂz?(s)
tel que
c=@,t%) et Lex’ LA}
’ =31 ]
w1t e u ?
et L. C Aj-l ?
oul non
' M= M "
3 3 j-1
M, o= U {4}
h| j=-1 i
non
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M est une réalisation de 5&“(5), si an(s) ne contient pas la clause vide.
En effet, si M n'est pas une rialisation de 82“(8), il existe un plus petit
. S ) -+ - *
j tel qu'il existe une clause C e 6ZP(S) telle que C = (L ,L ) et L C M,
+ - + _+ - - + ]
et L C M,. Alors M, = Moy et Mj = Mj_lkv}{Aj}, et A, ¢ L . La construc-
s = ke Bl T . . . = =
tion de (Mi’ Mj) implique qu'il existe aussi une clause D = (LL,L:) telle

ve L, C M' UI{A.} et LiC W, . j étant le plus petit, A, e L.. On peut
q 4 3-1 3 e j- i 2

1

prendre le résolvant de C et D relatif & Aj, soit

W UL -4l LU Ly ~ .

Cette clause ne peut €tre la clause vide puisqu'elle appartient QERP(S),

. AT S . - +
et on a construit une clause (L , L ) e R&s(C,D) telle que L C Mj— , et

1
N = > e - . . i
L C Mj“l' j n'était donc pas le plus petit ; il y a contradiction et M

est une réalisation dec 82“(5).

~ o~ A A A o A

Avec Robinson, nous démontrcrons aussi que pour tout ensemble S de
clauses atomiques et tout sous—ensemble P de son univers de Herbrand,

RGEE) S (HEG)E) , et done que

vz 0, B E@) < (R @),

Démonstration :

I1 suffit de démontrer que, si R est un r&solvant de deux clauses

C1 et C2 e S(P), alors il existe une clause B qui est un résolvant de 2

clauses de S telle que R e {B}(P).

Puisque C] et C2 e S(P), il existe deux clauses Cl* et CZ* e S et

deux substitutions g, = {T]/x], Tz/xz, o5 i Tn/Xn}’ Xis oees X étant les

variables de Cl* préalablement x-standardisée et T via s Tn des termes

],
e P, et 0, = {Ti/y], Té/yz, cees TI;/ym}9 Yys vees Yy étant les variables

de C,. préalablement y—standardisée et T!, ..., T; des termes e P, telles

2% 1°
que

¢, = OI(CI*) et €, = OZ(CZ*)'
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. P N I ;
R est un résolvant de C] et C2, C1 = (L,, Ll)’ C2 = (L2,L2), donc il

existe une formule atomique A telle que :

R = (L] UL, - {4}, L] UL; ~ {a]).

2 o L 4 L
Soit OI(J a, = {Tl/xl, PPN Tn/xn, Tl/yl’ . Tm/ym}.
n

Ae L? et e L2 avee n = - ou +, alors
n N
dL g‘Ll* et MG LZ* tels que :

(o, U 02) (L) = (0l U o)) = {al.

Soit B résolvant de C]* et CZ* relatif a8 L et M :

— — + +
B = (0, (L U Loy = M), op(L

- )
r% N) e

J L

)
w

(GILJ 02) unifie L UM, ainsi que 9 (cf. algorithme d'unification) et il

existe A Ao, = (GILJ 02) et

R = A(B , d'oi Re {BMP) < (G (G)®@).

~ o m M m oN o~

Tout naturellement, le th&oréme de résolution &lémentaire nous permet
de remplacer, dans l'avent—derniére formulation du théoréme de Herbrand
donnée dans I,

" S(P) n'est pas réalisable "

par
1 (Zn 1 1 L&
An : JU (S8(P)) contient la clause vide ", que nous pouvons

encore remplacer par :

" dp (Qtn(s))(P) contient la clause vide ".

0x, (8{“(3))(P) ne peut contenir la clause vide que si ﬂln(s) la contient,

Et, enfin :
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Théoreme de nesolution s Un ensemble find 5 quelconque de clauses
atomiques n'est pas néalisable Ai ot seulement 44 n 3 0 tel que R(S)
contient La clause vide.

S €tant un cnsemble de clauses atomiqucs quelconques, la suite des
ensembles emboités, soit S C 5Z(S)§; 522(8) C ... est en général infinie.
I1 est d'ailleurs évident quc le théoréme de résolution ne peut déterminer
la réalisabilitZ de tout ensemble §, puisqu'on ne peut avoir un processus

de décision pour .

La résolution sera appliquée 3 la comstruction d'une réfutation d'un
ensemble de clauses. 51 3 est l'ensemble des clauses atomiques associée &
une formule F, on dit que la r&futation de $§ constitue unc démonstration

de VF. Il nous reste i préciser ce qu'on cntend par réfutation.

Réfutation :

Une réfutation d'un ensemble S de clauses atomiques est une suite

finie de clauses C., ..., Cn teile que :

19

1) VI gi €£n 3 Ci e S ou dj, k <1 tels que

Ci e Rés(Cj,Ck) :
2) Cn est la clause vide.

Une telle réfutation est de longueur n.

Un ensemble S de clauses atomdiques n'est pas réalisable 84 et seule-
ment sL AL exisite une refutfation de 8,

2., METHODE DE RESOLUTION -~ METHODE INITIALE ET MODES DYAPPLICATION DE
CETTE METHODE

La méthode brute consiste simplement & appliquer la régle de ré&solu-
tion 4 1'ensemble S de clauses atomiques associé 3 un ensemble de formu-
les {Fl’ afe W Fn} dans lc but de construire la clausc vide, au cas ol F

n‘est pas réalisable. L'ensemble S, obtenu en appliquant les régles 1 3 11
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autant de fois qu'il est possible 3 1'ensemble des n clauses :

{(@, {Fi}) :3=1, ..., n}, s'accroft chaque fois qu'on applique la régle
de résolution. Et le nombre de paires de clauses 3 cxaminer, pour savolr si
elles possédent un ré&solvant, dcvient trés grand. Or le but est de chercher
une réfutation de longuecur aussi petitc que possible, et, & priori, on nec
peut pas savoir quelles sont les clauscs de § qui engendreraient cette

réfutation, ni dans quel ordre il faut combiner ces clauses.
Nous verrons d'abord comment on peut Zliminer les clauses non indis-
pensables, en appliquant les régles de pureté, subsomption et remplacement,

puis nous verrons deux stratégies Elaborées par Wos, Carson et G. Robinson.

A. En prdsentant les régles de pureté et de subsomption, nous avons

démontré que ces régles conservent la r@alisabilité de l'ensemble de

clauses atomiques auquel elles s'appliquent.

En groupant la régle de subsomption et la régle de ré&solution

on a la régle suivante :

Régle de remplacement : SZregg
Si HCiEC : Re Rés(Ci,Cj) subsumne o alors remplacer

C. par R.
1 P h

Cette raégle conserve la réalisabilité, comme les deux régles dont

clle découle.

Robinscn proposait, comme algorithme, d'appliquer dans toute la
mesure du possiblc, les régles de puretZ et de subsomption avant toute
application de la r&gle de résolution et d'appliquer la régle dc rem~
placement de préférence 3 la régle de résclutiom, si cela est possible

évidemment.
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Nous remerquerons que la régle de pureté permet d'Gviter la
construction & 1l'infini de résolvants relatifs # la méme formule
atomique. Par exemple, considZrons l'ensemblc S associé i deux des

axiomes de

" 0 est un entier naturel ", et " si x est un entier naturel,

le successcur de x, soit f£x, est un entier naturel', soit :

C

; = @, {Qal)

£y

({gx}, {afx}).

Cet ensemble S = {Cl’ Cz} est réalisable, mais on ne sait pas démon-
trer sa réalisabilité par 1'application de la scule régle de résolu-

tion. En effet, liunique résolvant de C, et C, est Cg = (9, {0fal),
et le seul résolvant qu'on pcout cobtenir cnsuite est C4 e RéS(CZ’CB)’
C4 = (@, {Qffal), puis C5 e Rés(CZ,C4), C5 = (@, {0Offfal), ..., et
ainsi dec suite ... Mais, si on applique d'abord la régle de pureté &

S, on voit que Qfx est pure dans S ot on supprime C,. S est donc

9°
réduit 3 1la scule clause C]. Alors Qa est purc dans S et on supprime

CI' S se réduit a l'ensemble vide qui est réalisable.

B. Stratégie du Singleton

C'est en appliquant la résolution aux clauses les plus courtes,
qu'on risque d'aboutir plus rapidement 3 la clause vide. Voild, trés
grossiérement, les fondements de cette stratégie. En fait, cette
stratégie est présentée, par ses auteurs Wos, Carson et Robinson,
davantage en théorie, qu'en pratique.Sa justification théorique est

compléte. Les auteurs indiquent qu’elle a été réalisée sur Control

Data 3 600, mais n’en donnent pas les performances.

Nous donnerons d'abord une définition :
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Niveau d'une clause

Considérons la suite d'ensembles construits comme suit :

SO =8 U kvj Fac(C)
CesS

i+

sttt oty U , REs(C,DU

UZ . .2 ( U Fac (E) )
c,nyes’ 7! EeRés (C,D)

Si k cst le plus petit j tel que C e SJ, on dit que C est de niveau

En introduisant une borne supérieure k., au niveau d'une clause,

e
on &évite des constructions infinics de clauses, comme nous 1'avons

vu sur le petit exemple de Peano. Mais cette borne k, est bien dé&finie

0
en théorie : c'est le nombre n introduit dans le théoréme‘de résolu-
tion, c'est-d~dire le plus petit n tel que 8?(8) contient la clause

vide. I1 est bien évident qu'en pratique on ne peut se fixer un ko
sans risque de ne pas obtenir la contradiction lorsque S n'est pas

réalisable.

L'algorithme de recherche basé& sur la stratégie du singleton

sera présenté dans l'organigramme ci-aprés.
On y appelle j—-clause une clausc de longueur j, c'est-d-dire
que j est le nombre total de formules atomiques dans les deux listes

qui composent la clause.

On appelle j-ensemble, noté <§;, l'ensemble des j-clauses.
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C. Stratégie du Support

Clest de toutes les stratégies examinées ici, la plus importante

~

el &gard i sa précision et 3 son cfficacité. Le temps nécessaire pour
construire unc réfutation d'un ensemble & de clauscs peut €tre, dans
certains cas, divisé@ par 2000 cn adjoignant & la ré@solution, cette

stratégiec du support. Le principe en cst trés simple :
Si on cherche a réfuter un ensemble S de clauscs atomiques qui

est la réunion KlkJ KZKV)K3 des 3 ensembles de clauses suivants :

Kl est 1l'ensemble des clauses assnciées aux axiomes de la théo-

rie mathématique dans laquelle on est placé,
K, est 1'ensemble des clauses associ&es aux hypothdses spéciales,

Ky est 1'ensemble des clauses associes 3 la négation du théoré-

me 4 démontrer,

alors, K] étant un ensemble réalisable, on ne trouvera pas la réfu-
tation en résclvant uniquement des clauses de Ki’ On est donc amené
2 ne considérer que des résolvants de C et D ot 1l'unc au moins des
deux clauses C et D appartient & KZKJ K3.

1, Nous préciscrons alors la nntion de support

Nous censid@rons la suite d'enscmbles constrults comme suit:

0N
T = T A U rac(c)  awec TcC S.
' CeT
N Tg U 1U R&s(C,D)U Ui ( U Fac(E))
> CeTS CeTg EeRés(C,D)
DeSOUTg DesolJT;

a) Support d'une clause et T-niveau d'unc clause :

On dit qu'une clause C a le support T (“relativement &

5" Ztant scus—entendu) si et seulement si

4i. 2 0 s Ce T
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On dit qu'une clause C est de T-niveau &gal & k, si k
est le plus petit j tel que € e T% ; si ﬂﬁ § Ce TJ,

le T-niveau de € n'cst pas défini.

b) Support d'une réfutation :

Unc réfutation a pour support T si Vi Ai a le support

T ou Ai € SO.

2. Théorie de_la stratégie

Wos, Dobinson et Carson ont démontré d'zbord un résultat

important sur un enscmble de clauscs constantes :

SL s est un ensemble find non realisable de clauses atomi-
ques constantes et 44 T ¢ 5 osil tel que S~-T est réalisable,
alons L2 exdste une réfutation de § qui a pouwr support T,

I1 faut alors passer de ce résultat sur les clauses cons-
tantes Z un ré@sultat anzlogue sur un ensemble de clauses quel-

conques.

Nous donnerons deux petits diagrammes qui permettent en

application ce passage :

"ac ou mon  UlFac ou non
Q > ©
1 2
'C e Rés(E,F)‘
i Vv
y: ] A i ]
A . “ y /)
| e
1 _

’c“ e Rés(A“,E')'




I1.33

eaxplications : A et B &tant 2 clauses atomiques quelconques,

A' = OI(A) et BY = @?(B) et €' wn de leurs résolvants alors il
existe O, E, ¥ tels que E est soit &, soit un facteur de A; F

i
est soit B, soit un facteur dc B et ¢ e Rés(E,F), et C' = 0(C).

A__ 0 AT

i /
Rrac LY /// oF lonpueur de A' < lomgueur de A.
L
B

S8i A est unc clause atomique quelconque et A" = 0(A) telle que
longueur de A' < longueur de A; alors il existe B et 0' telles
que B est un factcur de 4, B a la méme longueur que A' et

A" = 0'(B).

Alors en considérant les substitutions qui appliquent 1'ensemble
S de clauses sur sa saturation sur H son univers de Herbrand, on

démontre le théoréme fondamental suivant :

Théondme : S48 est un ensemble find non rnealisable de clauses atomiques,
et 834 T C S est tel que S-T est néalisable, alons AL existe une réfutation
de s qui a pour support T.

En application de ce théoréme, on peut donc choisir KZKJ K3
comme support T. Et ceci restrcint considérablement le nombre des
résolvants A construire puisqu’on €limine dé€ja tous les Eléments

e R&s(C,D) ol C, D e K, ou a['}.‘:

Sculement, la répartition des prémisses en axiomes et hypothéses
spéciales est assez arbitraire. Dans 1l'exemple, d'ailleurs domné par
les auteurs cux-mémes, ct que nous varrons plus loin, il s'agit de

démontrer que :

" Dans un systéme associatif poss@&dant un &élément neutre e, si

le carré de chaque élément est ¢, alors le systdre est commutatif ".

L4

Lee auteurs considi@rent : 7 le carré de chaque E&lément est e " comme
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une hypoth&sc spéciale. Or, le mathématicien sachant qu'il existe des
syst&mes associatifs possédant un Zlément neutre ¢ et dont chaque
élément a pour carré ¢, pourra mettre cette hypoth@se parmi les axio-

mes. Le support n'est donc pas assez précisément défini.

De plus, dans unc démonstration mathématique courante, on se
sert des axiomes pour créer des lemmes fort utiles. Or, si on &vite
d'appliquer la résolution 4 2 clauses de KI’ on se prive justement
de ces résultats intermédiaires issus des seuls axiomes. Pour démon-
trer le moindre résultat dans une thZorie donnée, on supposerait ne

rien connaltre de cette thiorie, sauf ses axiomes |

3. EXBIPLES et RECHERCHES de STRATEGIES

I1 est menifeste que la méthode de résolution de Robinson est supérieure
3 1'algorithme de Davis & Putnam, puisque dans la premi&re on ne fait que les
substitutions intéressantes, dans 1'autre toutes les substitutions sont faites

systématiquement.

Dans 1'algorithme de Davis & Putnam, aprés avoir cherché sans sucecés 3

_ ke : ;

réfuter T, = U oi(S)9 toutes les transformations sur ce T, e joueront plus
) i=1

aucun rdle. On construit Tk+1 et on recormence toutes les simplifications,

>

¢liminations de clauses et de formules atomiques sur un ensemble de clauses

), encore plus grand que le précédent T, .

(Tk+l &

Au fond, les deux méthodes ne sont pas comparables : Davis & Putnam se
raménent sans recherche préalakle 3 un proliléme dans le calcul propositionnel,

alors que Rebinson traite directement les formules du calcul des prédicats s

On pourrait faire le¢ plan suivant :

Sur S enscmble de clauses dont on cherche 3 trouver la non—réalisabilité :

- appliquer 1la r&gle de subsomption autant de fois qu'elle est

applicable

~ appliquer la ré&gle de pureté autant de fois qu’elle est applicable
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- appliquer la r&gle de r@solution aux deux clauses les plus petites
possibles, avec la factorisation maximum et une des deux clauses

au moins ayant le support T que nous aurons d&tcrminé

- gi la réglc de remplacement &tait applicable i ces deux clauses

1'appliquer plutdt que la rigle de résolution

- appliquer, i possible, 3 la nouvelle clause quc constitue le
PP 3 p 9

résolvant formé, la régle Rrc~

- ginon. appliquer., toujours si nossible, les régles de pureté et de
2 px [ E |

subsorption sur cette nouvelle clause

- de nouveau appliquer le régle de résolution cn reprenant les

conditions d'application cxprimées ci-dessus, ... et ainsi de

SULERS o s

I1 nous semble qu'il est difficile 4'avancer considé@rablement en démons-—
tration automatique en restant dans cctte voie et en cherchant des am@liora-

tiocns des m@thodes d€ja existantes.

Nous verrons maintenant des cxemples :

Nous wvoulons démontrer la forrmule F suivante

Hy) (Vz) @w) [ (Gvx A (Gyw A Gwy)) V (Gyx A v(Gyz A Gzy))]

donc nous chercherons & réfuter

WF o= (Zx) (Vy) (Hz) (Vx) [ (veyx V vGyw V CGwy) A (Gyx V(Gyz A Gzy))] .
Remarquons qu'on a ajoutl (¥x) en prenant la ngation.

La forme fonctionnelle est alors :
(Gya V WGyw V Cwy) A (Gya V (Cyfy A Gfyy))
et l'ensemble des clauses est

{Cl’ C29 C3} :
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Q
[

= (Gye, Gyw, Guyl}, 9)

Q
[

= (@, {Cya, Gyfyl)

(@]
[

= (@, {Gya, GfyyD).

a) Davis & Putnam

Nous construisons T, = ol(Cl)kJ GI(CZ)(“}OI(CB)’ oll o, = {aly, alw} :

i
{({Gaa}, @), (P, {Gaa, Bafal), (P, {Gaa, Gfaal)}

et aprds 3 applications de la régle J{DPI, T1 est vide donec réalisable,

Alors on construit T, qui sera &galement réalisable et enfin T3 :

({caz}, B, (@, {gﬁé, Gafal}), ($, {Caa, Gfaal),

({Gaa, GA{ay Gfaal, 9), (@, {QA%, cafal), (9, {qdé, Gfaa}l)

({6faa, G3€a}, @), (B, {Gfaa, Gfaffal), (@, {Cfaa, Gffafal).

Puisque Gaa est 1'unique Elément de la liste négative de la 1€ clause, on
peut l'enlever de toute liste positive ( rayure / ). Les 2% et 3% clauses
deviennent des singletons d'ol quelques simplifications (rayure \\). Les
clauses soulignées permettent d'obtenir la clause vid; par application de
la régle Hass et de conclure que Tj n'est pas réalisable, donc que F est

valide.
b) Robinson

L'ensemble § est le m@me que dans ).

Nous ordonnons les clauses par longueur et appliquons la stratégie

du singleton :
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i Gya  Gyfy
2 | Gya  Gfyy

Gya Gyw  Guwy 3

I1 n'y a pas de factorisation|pogsible sur 1 et 2.

Factorisation des 2 premifres|formules de 2 :

Gya Gay 31
4 | Gafa 4 e REs(3',1)
Gfaa 5 5 e Rés(4,3")

6 | Gfaffa 6 e Ré&s(5,1)
7 | Gffafa 7 e Rés(5,2)
Factorisation de 3%: Gaa |3"
8 | Gfan 8 e Rés(3",2)

@ 9 ) 9 ¢ Rés (8,5)

Cette résolution a &té réalisde en suivant 1l'organigramme de la
stratégie du singleton. Manucllement, on aurait pu &viter certaines

constructions de clauses inutiles :

L Lt
1 | Gya Gyfy
2 | Gya Gfyy
Gya Gyw  Guwy 3
Factorisation maximum de 3 :
Gaa 3k
4 | Gafa 4 e REs(3%,1)
5 | Cfaa 5 e Rés(3%,2)
Cafa 6 6 e Rés(3,5)
@ 7 @ 7 ¢ Rés(6,4)
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Liensemble de clauses n'est pas réalisable, T est valide.
P s

Pour mettre en &vidence 1'intZrét de la stratégic du support, nous
répdterons ici un exemple donné par Wos, Carson et Robinson [17] : le

théoréme 3 démontrer est le suivant :

" Dans un systlme associatif possédant un &lément ncutre ¢, si le

carré de chaque &lément est e, alors lc systéme est commutatif ".

Axiomes de base & hypothdse spéciale O conclusion. Nous r&pétons
1’ensemble de clauses associé 3 la négation, soit 3 : axiomes de base &

hypothése spéciale & ~conclusion.

L'ecnsemble de clauses est :

- +
L L
1 Pxex
}existence de e
2 | Pexx
Pxyu Pyzv  Puzw 3 | Pxvw 1
associativité
Pxyu Pyzv Pxvw 4 | Puzw )
5 | Pxxe hyp. spéciale
6 | Pabe
négation de la
Pbac 7 conclusion

substitutions opérées:
Pyvw 8eRés(5,3) {y/x, e/u}

(2]

Pyzv  Pezw

Pywv 9 | Pyww 9eRés(2,8) {w/z, z/x}
Pxzu Pxew 10| Puzw 10eRZs(5,4) {e/v, z/y}
Pwzu 11| Puzv 11eRés(1,10) {w/x}

12} Pcba 12eRés(6,11) {a/w, b/z, c/u}
13| Pecab 13eRés(12,9) {c/y, blw, a/v}
Pcab 14 14eRés(7,11) {b/u, alz, c/w}

@ 15| ¢  15eRés(14,13)
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Nous remarquons que tout ré@solvant fait intervenir une clause du
support = {hyp. spéciale} U {négation de la conclusion}, soit directement,

soit 3 travers d'autres résoluticns préalables.

Cette démonstration est construite en 538 millisecondes sur Control
Data 3600, en conservant seulement 72 clauses int&@ressantes. On supprime
toute clause qui contient unec paire complémentaire par la régle R pc- 3
on applique les rigles de puretZ et de subsomption, ceci réalise bien une
sélection parmi les clauses. Sans la stratégie du support, on comstruit
une démonstration en 1 124 secondes, en gardant 119 clauses ! Le temps est
donc divis@ par 2000, quand on adjoint & la résolution, la stratégie du
support. En effet au lieu de comstruire un résolvant de 5 et 3, on cons-
truit un résolvant de 2 et 3 et on s'engage ainsi dans une voie toute

différente qui s'encombre de clauses inutiles.
Mais nous avons d&ja expliqué qu'une telle performance est alZatoire,

puisqu'elle repose sur une distinction arbitraire entre axiomes et hypo-

théses spéciales.

N e A



CHAPITRE III

B s

DECIDABILITE de CERTAINES CLASSES de PREDICATS

quant au PROBLEME de la REALISABILITE
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IIT.A  CLASSE EA

(sans symbole fonctionnel)

Une formule priénexc appariient & La clesse EA, s4 aucun quantigicateur
existentich n'est gouvemi par un quantificateun univernsel,

L'ensemble 5 associé & une formule F de la classe EA et ne contenant aucun
symbole fonctionnel autre quc les constantes, ne contient pas non plus de symboles
fonctionnels autres que les constantes. L'univers de Herbrand-Skolem est fini. I1

se réduit 3 un ensemble de constantes individuclles

cuny A Y

H = {a], »

Alors SF(H) est fini.

Les sous—cnsembles finis de SF(H) sont en nomkre fini. Il est donc possible de
les cxaminer tous et de s'assurer qu'il en existe un non-réalisable, ou qu'il n'en

existe pas.
Le probléme de la réalisabilité de S, et donc de F, est décidable.

Comme conséquences immédiates, toute formule umiverselle ne contenant pas de
symboles fonctionnels autres que les constantes est décidable pour sa réalisabilité ;
de méme, pour unc formule existentielle sans symboles fonctionnels 3 une place au

moins.
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III.B  CLASSE CONJONCTIVE

Une formule F 281 dite confonctive sL sa forme nonmale conjonctive est une
confonetion de monomes.

Soit SF 1'ensemble des clauses associé 3 une tclle formule T : toute clause

e SF est un couple de listes dont 1'une est vide et 1'autre contient un seul &lément.

Si C et D sont deux clauses e SF’ on a seulement deux possibilités :

soit il n'existe pas de résolvant de C et D, Rés(C,D) = @

soit il existe un résolvant de C et D et ce résolvant est 0O,

la clause vide, donc Rés(C,D) = {D}.

I1 suffit, pour décider de la ré@alisabilité de S_, d'examiner toutes les paires

de clauses de SF’ en nombre fini bien sir. Le probléme de la réalisabilité d'une

formule F conjonctive est donc décidable.
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ITII.C  CLASSE EA1E

Nous etudiecrons, ceife fois, des hommules confenant ou non des symboles de
constantes individuelles, telles que, A4 on Les wet sous fomme prénexe, Leur
prifixe cst de La fome EA,
tificatouns existentiels suivis d'un unique quantificateur undvensel, Lud-méme
suluis de quantiflcatewrs existentiels.

E, clest-a-dine qu'il cst une suite 4inde de quan-

Soit S l'ensemble des clauses a2ssocié a une formule T de la forme ENAIEN°

F
SF contient N symboles fonctionncls a une place f19 o e fN et au moins M symboles
de constantes individuelles. Soit x 1la variable universelle. Dans SF’ toute formule

atomique est formée d4'un symbole de prédicat suivi de termes qui sont soit x, soit
£f.x, solt a..
1 d

Nous allons montrer que, si 5, n'cst pas réalisable, il est possible de prouver

¥
sa non-réalisabilité en construisant unc réfutation (cf. définition dans II.B.1)

dans laquelle on n'introduit aucune nouvelle formule atomique non constante. Dans ce

E, celd revient 3 dire que si S, n'est pas réalisable, il

cas précis de la classe EA -
4

1

existe une réfutation A ., ..., An de S, telle qu'aucune Ai ne contient une formule

]5
atomique dans laquelle 2 symboles fonctionnels 3 une place sont consécutifs. (Dans
ce probléme, toute formule atomique est ume suite finie de symboles commengant par
un symbole de prédicat, PEI 3l os En, ol chaque Ei est soit un symbole fonctionnel 2 O
cu 1 place, soit x ; nous disons donc que nous n'introduirons aucune formule atomi-

que pour laquelle dj : ¢ et gj+1 sont deux symboles fonctionnels a une place).

Nous verrons tout d'abord que la régle de rZsolution appliquée Z 2 clauses C1

et C2 introduit de nouvelles formules atomiques mon constantes, si C] et 02 satig=-

font aux conditions suivantes

soient 2 clauses Cl = (L:, L;)
= AR
C2 = (Lz, Lz)
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et Ll contient une formule PT]T2 04 Tp
+
L. contient une formule PW W, ... W
2 12 P
telles que Vi : 1 £ 1 £ p : soit wi = Ti terme constant
soit W. = o(T.)
i ]
.

= {le ‘e kax/x}

1], ¢4, ...,l.sjksN.

Un résolvant R de C1 et C2 ge définit alors par :

- - + +
- {Pu T - {PW, ... W D).
(Lp UL, - v ... Jp}, o(LYUL, - {PW, Jp})
2 cas sont & envisager :

Cas 1 : C1 ne contient pas d'autre formule non constante que PT] oo

alors il n'y a pas dans R Je nouvelles formules atomiques non

iy
P
constantes.

Cas 2 : Si Cl contient plusieurs formules atomiques non constantes alors

les nouvelles formules atomiques non constantes apparaissent dans
- +
O(Ll) et o(L]).

Par exemple :

@]
]

({Pxal, {QBflx})

(@]
f

= ({Qaf3x}, {szxu})

R est alors :

{Qaf3x}, {QBf]fzx})

La formule soulignée est la nouvelle formule atomique non constante.
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Sur deux telles clauses C, et C,, la régle de ré&solution est pleinement

1 27
appliquée : nous voulons dire qu'on ne peut pas obtenir la clause R définie plus
haut en n'appliquant que la régle d'assemblage qui est unc partie de la régle de

résolution,

Il se trouve que, dans cc probléme, on peut construire une réfutation sans
jamais appliquer la régle de ré&solution dans les conditions du cas 2, c'est-d-dire
justement sans introduirc jamais dec nouvelles formules atomiques non constantes.

Nous le démontrons ainsi :

Scit un enserble SF non réalisable et une ré&futation Al,..., An de SF :

v

Vi I 21 gmn Ai e SF ou dj, k < i  tels que Ai e Rés(Aj,Ak)

et An est la clause vide.

-
A; = (Li’ Li)'

Soient maintenant 3 clauses Aj’ Ak, Al, clauses de départ dans la réfutationm,
donc e SF et supposcns que Aj et Ak sont 2 clauses du type C1 et C2 respectivement
et qu'elles possédent un résolvant Ai construit sous les conditions du cas 2.

- - + +

\, = . - {PV. ... W}, o(L. - {PW, ... W

*“1 (O(LJ)U Lk {p y Jp}, ﬁ(LJ) ULk {Pnl wp})
od 0 = frx/x9 1 <r < N,

Si Ai appartient 3 la ré&futation, cest qu'il existe justement Al et Am’
iet 1l <mtelles que Ar e Rés(Ai,Al).

Nous supposons encore que Am est un résolvant de Ai et Al, obtenu en superpo-
sant d'abord une formule atomique M de Al avec une formule atomique de Ai gui est un

o(M*) ol M* est une formule atomique de Aj.

o) = QT? e Té ol aucun Tf n'est la variable x seule, mais est soit frx,
solt fsfrx, f é&tant 1'un des symboles fl’ ey fN°

%]
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Puisque A1 e S et que o(F%) est nouvelle, M est forcément identique 3 1%,
o(M*) = o(M). La régle d'assemblage est donc applicable aux 2 clauses Aj et Al,

AT

pour domner une clause A¥.

Nous résumcrons tout ceci dans le diagramme suivant :

A. A P
J/?\\ 11" ;1
({m,1% //.’ } S, D /}Q{:i.-f"/;’ %, 0D
/,// /' ~ i = -
Vv =
= /\ ,,-/'/// '/'/
/
|/
£R,a§s __*J/ /
L vV
A i
/

c;; i
| ({U(M"",...\}\_\{.. 1

26 7 T
QF 1 & _— I
| [ L
. | Rass |
| 2885 \ e 4
N .L__._rr.____... ~ -
e 1 > 7 o i
== V. )
WA

Dans la réfutation, on remplacera A.,A ,A_,A..A par A.,A ,A ,A¢,A et on
< > mp J:\k9 19 19 mp *Ja Lka l:v s n

suivra le chemin de comstruction dc la réfutation dessiné en trait double.

Par cettc voic, la rdégle d'assemblage est appliquée avant celle de résolution
dont 1'application peut 2 son tout &tre reculéec. Les applications de la régle de
résolution seront ainsi recul@es jusqu'au moment ol elles seront indispensables, la
régle d'asscmblage seule n'étant plus applicable. Mais alors, nous serons dans les

conditions d'application du cas 1, c'est-a-dire sans création de nouvelles formules
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atomiques non constantes, ou bien il s'agira d'une résolution créant un résolvant

constant.
I1 nous reste & conclure en donnant la stratégie & suivre :

A 1'cnsemble SF’ on applique la radgle dfassemblage, ou la régle de résolution
dans les conditions du cas 1 ou encore la ré8gle de résolution s'il s'agit de cons—

truire comme résolvant une clause constante.

Dans les deux premidres &ventualités, on ne conservere La clause formmée que 84
elle est de Longueurn plus courte que chacune des deux clauses qui ont Aervd 4 sa
consthuction, En cffet, le seul intérét d'epplication de ces régles est de tendre &
la construction de 1la clause vide, par diminution de la longueur des clauses, puis-
qu'on n'applique plus la r@solution dans le but de construire unc toute nouvelle
formule atomique non constante qui permettrait A son tour une application de la

résolution.

e . v s -
Dans la 3~ éventualit@&, & partir d'une clause constante, on ne peut appliquer

la régle de résolution qu'un nombre fini de fois.

Donc, au bout d'un nombre fini de transformations de S, ou bien on aura cons=

truit la clause vide auquel cas S_ n'cst pas réalisable ; ou bien on n'aura ni la

clause vide ni la réalisation d'aucunc des &ventualités précédentes auquel cas SF

est réalisable.

La classe EAIE est donc décidable.
Nous espérons démontrer par unc argumentation semblable la décidabilité (connue)

de la classe EA,E. Si dans la classe EA,E, on construit une ré&futation sans formule

2 1
atomique contenant deux symboles fonctionnels consécutifs, on pense peut étre
trouver un n tel que dans la classe EAZE on pourrait construire une réfutation sans

formule atomique contenant plus de n symboles fonctionnels superposés.
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ITI.D  CLASSE de

[¥7}

FORMULES ne CONTENANT que des PREDICATS MONADIQUES

Soit F une formule ne contenant que des priédicats monadiques, et soit SF
l'ensemble de clauses associ& 2 F. Dans ce cas, les substitutions nécessaires pour

construire le r@solvant de deux clauses ont un support & un élément :

o

{x,/y.} substitution d'unc variable & une variable ;
J4

{fxi ee Xy /yF} substitution d'un terme 3 une variable g
1 k

{a/yj} substitution de o e H, & unc variable.
v

m
&

-

Sur un exemple trds simple, nous verrons qu'on appliquera 3 cette classe=-ci

la méme argumentation et la méme stratégie que pour la classe précédente :

a

Pfly Qy 1
2 szuv
3 szts
Rx 4 Pf.x

Nous pouvons construirc les résolvants de | et 2, soit ({Pflfzuv}, P) et de 3
et 4, soit (@, {Pflfzts}) et le résolvant de ces deux clauses est la clause vide.
Mais nous préfdrerons la démarche suivante, sans création de formule atomique non
constante : d'abord le r&solvant de let 4 soit ({Qy,Rx}, ®) numéroté 5, puis le
résolvant de 5 et 2 soit ({Rx}, #) numiroté 6, ct enfin le résolvant de 6 et 3 qui

est la clause vide.
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On peut démontrer, comme dans le cas de la classe EA E, quec cette double démar-

1
che dans la construction de la réfutation est toujours possible. En effet, le point
de départ de la démonstration est le méme : la forme des clauses C, et Cy, définies
dans le cas précédent, qui donnaient naissance 3 unc nouvelle formule atomique non
constante par la résolution est dans un cas particulier de leur définition -avec

p=1 et Wl = G(T]) ol cette fois dans 0 on peut avoir des symwboles fonctionmnels & un
nombre quelconque de places— la forme des clauses Gl et C2 qui donneraient naissance
par applicaticn de la régle de ré€solution 3 une nouvelle formule Atomique dans la

classe examinée ici.

Nous pourrions refaire un diagramme assez semblable au pré&cédent pour mettre

en lumiére la double démarche dans la comstruction de la réfutation.

Alors, appliquant la méme stratégie, les conclusions sont semblables et la

clagse des formules ne contenant que des prédicats monadiques est décidable.

P N R V)
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