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D e  nombreux problGmes de physique se pos.znt sous la forme d'un système 

l i n é a i r e  Ax = b, où A es t  une matrice rectangzllaire. 

En général il n ' ex i s t e  pas de vecteur x t e l  que Ax = b, e t  l e  t rai tement 
O O 

de t e l s  systèmes s e  f a i t  par Pa néthode des moindres ca r rés  ; c e t t e  methode est 
T 

appl icable  s i  A A e s t  régul ière .  

Pour les matrices rectangles,  on a d é f i n i  algébriquensnt (cf .  PENROSE 111, 
MOORE) l a  notion de "yseudo-inverse", que nous r a p p ~ l o n s  AU début de c e  t r a v a i l .  

+ 
La résolut ion de Ax = b en u t i l i s a n t  le  pseudo-inverse d~ A de A fourn i t  une 

+ 
so lu t ion  A b qui  e s t  c e l l e  donnée par l a  méthode des aoindres carrés ,  dans l e  c a s  

T 
où A A est régu l i è re  (A d e  rang maximum). 

D e  nombreuses méthodes, extensions des a l g ~ r i t ~ ~ e s  d'inversion c lass iques ,  

ont été élaborées par de nmbreux auteurs.  

lJous é tabl issons  d'abord des r é s u l t a t s  théoriques montrant q u ' i l  est possi-  

b l e  de  trouver une matrice 7 carrée régul ière  obtenrie en ajoutant  B A des l ignes  
+ 

e t  des  colonnes, e t  dont  1' iriverse contient  une sous-matrice 6gale à A . 
Ces rGsul ta ts  conduisent à deux algorithmes pra t iques  der.' l 'un  est une 

extension de l 'algorithme c lass ique  d P  él imination de Jordan, l ' a u t r e  une extension 

de lq algorithme c lass ique  des moindres carrés.  

C e  dernier  algorithme e s t  va la5le  m&e s i  l a  matrice A n ' e s t  pas de rang 

maximum. (En prat ique,  il e s t  possible qu'une matrice donnée s o i t  mathhatiquement 

de rang maximum, mais qu 'e l le  ne l e  s o i t  plus pour un zéro machine f ix6). 

Le dernier  chzpi t re  montre comment il est  possible,  dans l e  cas dqrme 

grandc nacr ice  rec tangula i re  creuse, de mettre en oeuvre des méthodes i t 5 r a t i v e s  

de relaxation,  pour l a  résolut ion d'un système Ax = a compatible, 
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L e s  matrices c o ~ s i d 2 r é e s  sont d e s  m t r i c e ç  B $7. Xiiracnts cornplexes, ayz :  

m l i g i e s  e t  r: colonnes, S i  r B 6 ~ i p - c ~ ~ .  lx$ rzng d'uïxc t c l l a  natrice, on a : 

r s mir. (m9n)e 

s * ~ T  y c: Egai i t é  encre l e  rang As l a  znatrlcs e t  ea plus p e t i k e  d-hensxon, l n  

matrice ::estde rang ~ l a ~ f T 3 u m ~  AiI' c I G s i p 2  161 ~onj~~guGe- t ra~spos t ; , e  de l a  matrice A. 

On a prouvé (cf .  PEHROSE [Il> quc, quelle que m i t  l a  matrice A, ce système 

dqéquations adnet toujours une solution unique, qui e s t  une matrice de  dimensions 

n m ,  Par dGfini.'-,ior~, c e t t e  s ~ ) l u t i o n  e s t  l e  "3pscucio-lnverses' de l a  matrice A, que 
9 

l'on note . 

L e s  pseudo--baivcraîc a i n s i  déf i n i ç   nt cer ta ines  propri6tés q u i  englobect 

c e l l e s  des ma?..âj.ces cai.r6eç régtrl-ières. En part  j.criliei, cn peut montrer 

(c f ,  PEESROSE C 3.1 ) que : 

-1 - c )  Si A ESL; car rée  r é g u l i i r e ,  2 = A 

. 9  + - d )  (xA)' - A h A $ tan t  un s ca l a i r e  et  A &<<fini  de l a  manlèrç 



+ + - e )  A, "\ , LI$:.$, C ont  Grnc r m g  

4- - f )  S i  J e:: ï sont u n i ~ a i r e s ,  (UAV)' = 'FA 

- g) (&kA)+ . * 

A) Résolut ion d'un syst5me conpat fu le  ,UIB = C 
---"LI---"----"*-------------------------* 

1) ThEoa2~1c : 

A,  B , c QakizX d a  ~ m h k a  dobznQa3 , c o ~ d L t i u b ~  ~ ' ~ E c u h n h e  & 4~4dhat tXe 

pom que t 1 é . q ~ i o n  m&icieYee ,\SB = c a d m & , t t t  une hulu-tion a;t que l ' a n  ai;t : 

i + + + 
Dan4 ce .cul ao&.tiati : x = n CB + Y - -4 AYBB où Y ait une mhke  mbL- 

;trtcWte de r;l&e~ dhnennhoa que X. 

2) ?amqua 

+ - a )  L 2  cond i t i on  do : m p ~ ~ . " L b i l i t  hh a = z e n t r a f n e  qi19 il e x i s t e  un 

vec t eu r  x t e l  que t o u t e s  l e s  Gqüations du syst2ra~- ~4x = a s o i e n t  v é r i f i c e s  ; a e s t  

donc une conbinaison l i n é a i r e  des colonnes de A, L e  r-T.7 dc (A ,a )  e s t  6ga l  au 

rang d c  A e t  a sppa ré i en t  2 l v e s D a c e  des  colonnes de A, 

Lorsque l e  système n O c ç t  pas conpat ib le ,  il n q e x i r t c  aucun vec t eu r  x t e l  que 

t o u t e s  les équat ions d e  hx = a so i en t  vérff i é e s  ; on ne r e u t  expri~lier e sous 

forme de  combinaison l b n c l i r c  des colonnes dc 6, Le rang de @,a) e s t  supé r i eu r  

au rang d e  A. 



- b) Lorsque l e  s y s t h e  kx = a e s t  compatible, il y rz indétermination 
4 + 

e t  l a  solution zst  représentée par l a  fornule générale : x = 6- e + (1 - A h ) y  

x est l a  smne de deux vecteurs orthogonaux en t re  eux : 

+ 2. + 
en e f f e t  [(I - ~ ' ~ ) y ! *  A a = y+:(> (~"li)") A a 

+ + 
= JT*(T - A ki)  i~ a 

+ + = r*(g - A - U )  a = O 

4- 
(1 - A &')y est un vectctur de ~ ~ e s ~ a c e  orthogonal 2, c e l u i  der; lignes de A ; en 

4- + 
e f f e t  A ( 1  - L'L A) = 3 ,  A a e s t  u~ vecteur appartenant B lPcspnca 3eç colonnes de 
A.;. 

+ - c)  S i  l a  matrice A e s t  de rang r ,  I n  n;aerice A  A est urie matr ice  
P 

c ~ r r é e  (n,n) de rang r e t  (1 - A A) 2st de rani; (n-r). Les colonnes de (1 - 2.') 
engendrent 19espace orthogonal à ce lu i  des l ignes de  A. Il s u f f i t  donc de connai- 

t r e  (n-r) vecteurs z de cet espace, linéairenient indiigendants en t re  eux, pour 
i 

avoir  Pa solut ion générale de Az = O ; s i  or1 connaié en outre m e  solution pa r t i -  

cu l i è r e  xo de LLY = a> l a  solut ion du système s ' é c r i t  : 

x = x + hizi l e s  A .  é r m t  des sca la i res  quelconques. 
i=1 

1 

B) Résolution de IX=B au sens des moindres carrés  
- - - - - - - - - _ - - - U _ - * _ L - - * - - - * - - - W - - - - * - - - - - - - * - " -  

r i é s i p m s  pax 1 ] A I  1 l a  norme hennitienne d e  12 macrice A, 

- - - - 2 1 1 A = ( 1 âij aij12 = [ t r ace  (~@kOl . 
i 9 j  

Pour un vecteur X, ori considère l a  norme 
1 = 

1) Oé&LtAs., 

L a  matrice X e s t  d i t e  'QneiIleure solution approch6e1' de lgéauat ion 
3 

mat r i c i e l l e  AX=B s i ,  quel que s o i t  X : 



ou bien 1 IAX - B I  / > 1 1 %  - BI / 

ou bien 1 A - 3 1 = - 1 1  e t  11x1 1 1 1 .  

DthondxkuaXon 

La xnatric~. h a pour dkensions (n,n). Si f? cc: C sont cieu:: natrices arbi- 

t r a i r e s  de dimensions ( n , ~ )  e t  (n,t), on ô l 7 i d e n t i t &  : 

+ I ~ A P  + (r - A A + ) ~ / / ~  = I / A T ( ] ~  + 1 1  [I - LU. 1 ~ 1 1 ~ ~  

En effet 
-1- + -1. 

{AP + (X--&~+)QI"{LE + (1-Al )q }  27 (AP)''AF +- { ( I -LJ? )~]" '   fi+)^ 

..lm -+ + { (*-:A+) n;. + (AP) " ( 1-AA ) Q. 
.+ .< .!:. 

4 
Or {(I-LU~)Q) L\P + ( A P ) ' ( I - L ~ ~ ) $ - C ~  ce q u i p r o u v e  l'fdentilé. 

rlppliqcons cet te  identitZ à i O e x p r e s s i o n  AX-B, que nous Gcrivons : 
+ + 

A(X - A B) -+ (1 - ad, ) ( -BI  

+ 9 + 1 /PX-R/ 12 = 1 IA(X-A e) + - - 3  1 l = 1 lm - ,IA+Z~ l 2  + 1 I A A  B - 'il l 2  

On a 1 - B I  j 2  = 1 \ d B  - 81 l 2  s i  e t  seulement s i  : 

 i id en titi peut s'écrire (en rempla~act 1 par A') : 

4- 1 /A*? + (I-A~A)Q~ l 2  = / /h'?l l 2  -+ 1 /(I-d A) QI 1'. 
Appliquons c e t t e  identite cvec P = J ~t Q = X : 

1 IA+B + (I-LI*A)X~ / 2 = 1 1 A'E j 1 2 + 1 1 1 . 9  X I  1 2 



+ 
Lorsque AX = Ail  5 ,  c e t t e  r e l a t i o n  ç P E c r i t  m 

11x1 l 2  = 1 I A + B (  1 2  + 1 I X - A + ~ /  j ?  
+ 11x1 1 e s t  donc minimale si e t  seulement s i  X  = A B .  

Pour tout  ce qui  concerne c e  paragraphe, on pourra consul ter  PEF?ROSE 121, 

R&aos.r avec R'ccpp&,axh~Li.on au aem da rnoMh?h cartpté~ 

L a  r é s o l u t i o n  dc  /2x = a au sens des moindres c a r p i s  conduit à résoudre l e  

systsae = Aika. Lorsque l a  matr ice  A";d: e s t  rGgulière, l a  so lu t ion  cherchée est 

= (Li>kA)-l@:aa 

C e t t e  so lu t ion  x est l a  "meilleure so lu t ion  ap?roc;iéel' de h x  = a ; on pect  

d ' a i l l e u r s  v é r i f i e r  que ( A  s t  l e  pseudo-invcrso de  l n  m f r i c c  A .  

Dans l e  cas  plus général où l a  matrice (&':A) e s t  s i n g ~ l i è r e ,  f a  "meilleure 

so lu t ion  approcE,Ce1' de s'ix = n peut s ' é c r i r e  

+ + 
x = (&?A) A$% = k a. 

+ + ..+ 
En e f f e t ,  l a  propr ié té  (:>?A) .- '1 ,"i:. e n t r a k e  : 

+ + 9 (@:a) 4:'. = c;2k+i\t: = a )K = $& = Co 
11 est donc équivalent  de résoudre? 

La"meil3.eure so lu t ion  approchéc9' da ces deux systèmes est : 

4- + x = a  = (cy:~) 

Le syçtènz (1) n ' e s t  pas toujours  compatible : on n'a pas toujours 
+ 

AA a = a. 



L 2  système ( 2 )  e c t  t ou jou r s  conpat ih lc ,  En  e f f e t  

-k + (j2tJLo(A;*:A)+i~<a = a = )ka = Pa* 

Il est en  gelaéra1 ~ r 6 - f é r a b l ?  de cherco~er  l a  s o l c t i o n  d'un système compa- 

tible, e t  dans l a  recherche de pseudo-inverses, on u t i l i s e r a  souvent l e s  

r e l a t i o n s  : 

III P?EWODES de CALCUL de PSEUW-INVERSE5 

Les n5thodes de cal-cul de psnudo-invi-rscrç sont  a u s s i  d ive r se s  e t  nombreuses 

que les mÉLliodcs d ' invers ion  dz mat r i ce sO Les a c t e u r s  ont en f a i t  essaye d9 féendre  

l e s  &thodes de ca l cu l  d ' i n v e r s e s  dc mat r ices  r é g u l i è r e s  au  c z l c u l  62s pseudo- 

inverses .  En généra l ,  dans l e s  cléthodes proyosées, il fau t  t ou jcu r s  t e n i r  compte 

du r ang  de  l a  mat r icc  à pseudo-inverser ,voire  &?me le  conna î t r e  effecEivernent à 

p r i o r i  ( s i t u a t i o n  nunériquement exce~"lonnel1e)  y c e c i  r e v i e n t  à dErerminer le  

sous-espace v z c t o r i e l  engendré par l e s  l i g n ~ n  ou les colonnes de  l a  ma t r i ce  (on 

peut  a u s s i  déterminer  l e  sous-esrace complémentaire), Les d ive r s  a lgori thmes de 

pseudo-inversion (d'une manière ansloque aux n l g o r i t h c s  d ' i nve r s ion )  c o n s i s t e n t  

à exprimer ur, peudo- inverse  en fonc t ion  d'  i nve r se s  de ma t r i ce s  (ou d a u t r e s  

pseudo-inverses) n l u s  f .ac i les  5 ob ten i r .  

ALGORITWLZ I;S EE PSZUW-IPJVERSIOr7 

Bous nous bornerons à donner 1.3 l i s t e  des  pr inc ipeux a lgo r i thaes  t rouvzs  

par  l e s  au t eu r s ,  Four 62s renseignements plus ?étail.!hs os  pourra c o n s u l t e r  

A .  KORGANOFF fit ii* PAWL-?ARYI! Cl], 

- Lxtcnsion de le n6thode dc Gauss-Jordan : 

c f ,  3EIJ-ISPUEL e t  '7ER5&1 f l ]  



- Extension de l a  méthode dgor thogona l i s a t ion  de  Schxidt  9 

cf. A. ti*)RGAMB?F e t  Ti. ?AVEL-PLS~W Kll 

c f ,  RUST e t  T',R, I>UrXUS. 

2) Méthuda do, pa&t.&%anrzo~e3zR 

- P a r t i t  ionncment en colonne .? 

cf .  G E V I E E  I I I ,  121 

- Part i t ionnerient  dv unc mat r i ce  he rn i t i ennc  

c f ,  ROHDE r]21 

- Pî6thode C e  b i-orttiogonal isat  ion 

c £ .  EEÇTENES [Pl. 

3)  Mi;_Rhod~a de g m d i e n t  

- Pléthode de g rad ien t  conj ugué 

cf ,  L,D, PULE [LI, 

4 )  Fam&bz du p o l y f i 5 ~ 1 ~  cattac.tiftLhi6.tLque 

- Extension d e  l q ~ l g o r l t ! m c  de Souriau 

cf .  PZBROSE f21 ,  HENRY P. 3ECELL Cl]. 

5) Mékhodu Ltoha; t i va  

- lf6thodcs de p ro j ec t ion  e t  de  gradien t  

c f .  K0FGkii";iJFF F t PI, PAVEL-PARW I l  1 

- Développerdents en  série de Ne-marin 

cf .  BEN-ISm e t  A ,  CWi!'IJES 111 

B!,;4'-ISrnL [Io* 



M E T H O D E  D I R E C T E  



Les néthodes exposées dans ce chcipitre cons i s t en t  à border 

m e  n a t r i c e  A pour ob ten i r  une metr icc  rCgulicrc 9. Ce procédé 

a déjà  é t é  envisagi5 par BLATTTJED. (cf, [Il) ; il faut  déterminer 

l e s  sous-espaces çomplEmentaires de ceux qui sont erigendros par 

l e s  l ignes  e t  l e s  colonnes de A, Des fornulcs gfn:rales de pcir- 

Litionnenent ( c f ,  RUiDE [ I l )  permettent de t i r e r  lqexprcss ion 

du pseuclo-inverse de -; de  l g i n v e r s e  dc l a  matr ice  B, Ces formules 

se  s i r ~ p i i f l e n r  lcrsq;ison choisit convenablement les vecteurs bases 

des e.spactces comp1i:nentaires de ceux qui  sont engendrés par l e s  

I igneç e t  les color~nes de A, 



1 THEORIE 

1) ThEokème I 

Si A a;t we W L k e  de dG:;en&Loa Cn,r,), qu.&la que b o k n t  ta m a t t U c e ~  
u et v ~érUahilzt : 

D é m o n b W n  

Soient (n,p) l e s  dbensions de U et (n,q) ce l les  de V.  On vérifie faci le-  

ment les quatre relations : 

11 s u f f i t  de remarquer que : 

A ( v I ~ ) +  = AU(L*U)" = 0 c'est  unce matrice nulle de dimensions (m,p) 
9 

E UJCz49:(fi$:) I (-, 10 P l  11 (1 11 (P ,m) 

A + V  = (&A)+ AV = O (8  
Il 9 11 11 (n , s )  

+ v+ A = (!PCV) V ~ A  = 9 11 (I 
Il 1 

(q9n) 



C o n a U e  

Si A Q A . ~  de d h ~ ~ b b n b  (n,n)+ q u d c  que b o a  k mXtUce u t&e que 

AU = O, ofi LZ o 

Si A u.t une ur&rkiii. du, d h m b n s  (mai-,) PA de r, an peid .tnouveh 

deux n & k e h  TJ (de dkrlenb.iOb2~l (n,.~-r)) a V ( C ~ Q  d h & ~ U h v i A  ( n p - r ) )  k m  

que : 

DémoviA&aZLan 

Les n vecteurs coZonnes de l a  na t r i ce  h forment un systGae de rang r ; 

ces vecteurs sont  linCairenent dépendants en t re  eux. On peut cri ex t r a i r e  r 

vecteurs l insai renent  Indépendants cnt re  eux (supposons que cc soient  l e s  r 
1 2 3  r 

premiers vecteurs colonnes de  1a matrice A, A , A A , h L e s  (n-r) 
P+ 1 n 1 

vecteurs colonnes h .. . A sont combinaisons l i n a a i r e s  des r vecteurs A , 
2 j A , ... hr. Chacune des (n-r) éga l i t 8 s  : aiai + d = O (j = r+l* II) 

i= 1 
peut s ' éc r i re  na t r i c ie l l enen t  : M' = O ( j  = r+l, . . , n) ,  Chzquc vccteur U 3 

ène 
e s t  tan vecteur colonne dont l a  j conposante vaut 1 e t  dont les composantes 

ène 
ri-1, r+2, ,.. n sont nu l l e s  (à 19cixception de l a  j ), Ces (n-r) vecteurs U j 

sont  donc linéairement indépendants ent re  eux. 

i  autre ?ar t  AU' = 3 entrzrne  A.Ud = O Vi. L e s  vecteurs U~ sont donc 
X 

j orthogonaux aux vecteurs l ignes  de l a  na t r i c e  A. Les vecteurs U fornent une 

n ô t r i c e  U (de dlnensisns (n,n-r)), 



La matrice (:,) e s t  de  rang iiaximm (colannce l in lxi renent  indépendantes). 

En e f f e t ,  supposons qu-1 ex i s t e  un vecteur x f O t e l  que 

j Bx = O en~traane que r, appar t ient  :. 1'~5~ace engendré par l e s  U , 
Wx= O entra îne  que x appart ient  à L q  espace orthogonal à l ' e s ~ a c e  engendré par 

l e s  $ Dqoù lq inposs ib i l i t é ,  

On peut dénontrer de  La mênc fason qu ' i l  ex i s t e  une incitrice V (de dimen- 

sions (n,m-r)) t e l l e  que 

e t  que (AV) est  de rarig maxinun (l ignes linéairement indépendantes en t r e  e l l e s ) .  

Les vecteurs lignes de l a  matrice V3k sont linéairement indépendants e n t r e  

eux e t  orthogonaux aux vecteurs colonnes de l a  matrice A (car WA = O pour i 
i = 1, 2 ,  . o .  ~ - r ) *  

La matrice ( A  V) e s t  cariGe de dinensions (c+n-r, r t n - r ) ,  

u.c 0 

Cette matrice e s t  r égu l iè re  car l e s  colnnneç de V sont linéairement 

indCppendantes de c e l l e s  de h e t  les l ignes de ûk l inéai renent  indzpendants de 

c e l l e s  d e  A, 

 après l e  théorène 1, son inverse a l a  forme o 



 après l e  théorème précedent, il e x i s t e  une n a t r i c e  Y de rang maximum 

e t  de dirîensions (m,n-r) t e l l e  que VkA. = O, e t  l a  n a t r i c e  (A,V) e s t  de rang 

naximum, 

A* 
la n a t r i c e  f h , V )  é t a n t  de rang rxixinm, (A,V) (V*) est ca r rée  r l g u l i è r c  

Donc s 

II DESCRIPTION de XEZODES de PSEUZ)@-XIqVERSIO?S 

Les rGthodes que nous a l l o n s  exposer, besées sur  l e s  t h é o r h e s  ~ r é c @ d e n t s ,  

u t i l i s e n t  l P a l g o r i t h n e  c la s s ique  d q  inversion de Jordan, 

1)  P a p p ~ L  

Soi t  Ann une i-iatrica c a r r  Ge r6qul ière .  Pour résoudre 1'6 quation na t r  i c i e l l e  

U = 1 par la méthode de  Jordan, on transfomi-  par  pré-mult ipl icat ions n a t r i c i e l -  

l e s  successives Pvéquatiun - f, di fqcr ' o5teni r  en f i n  de c a l c u l s  l q é q u a t i o n  

équivalente QAX = 4, avec cf?. = 1, (La matrice Q e s t  une q a t r i c e  r égu l i è re  qui  e s t  

un produit  de matr ices  d e G i h i n a t i o n  c t  de permutation). 

Pratiquement, oc range l e s  matr ices k e t  1 d m s  un tableau 5 n l ignes e t  

2n colonnes e t  on t r a n s f o m e  c e  tableau par  combinaisons l inGaires  de l ignes,  de 

façon à f a i r e  a p p s r a l t r e  me matr ice  uni t6  S l a  place de l a  r.:atrice L?. : 



2)  Adap;.ta;tion de la mE.thoÙe de Jondan 

S o i t  A une n a t r i c e  de  dimensions (m,n) e t  de rang r. Fmgeons dans un 

tableau à m l ignes  e t  ( r i ~ n )  colonnes l a  matrice A e t  l n  matrice u n i t é  d'ordre m : 

n m 

Transformons l e s  l ignes  de c e  tableau en u t i l i s a n t  l a  méthode de Jordan ; l a  

olatrice Li é t a n t  d e  rang r ,  on peut f a i r e  apparaf t re  une matrice uni t6  d'ordre r, 

provenant de r l i g n e s  l inéairement indépendantes en t re  elles ; l e s  a u t r e s  l ignes,  

combinaisons l inéa i res  des r premières, sont tr ans£ o d e s  en l ignes d'éléments 

nuls. Le  tableau prend l a  conf igura t ion suivante : 

(['TT- P r (  0 1  t 

I -- 

La uatricc-. X a été t r a n s f o r d e  en :>ne matrice régul ière  (qui  se  par t i t ionne en 

Q1 e t  Q2) t e l l e  que : 

La sous-matrice Q2, qui  e s t  une sous-natr ice de l a  matrice r i q u l i è r e  Q, est une 

n a t r i c e  d e  rang m x i w  ; e l l e  a pour dinenshons (m-r,m). Cette matrice est donc 

l a  n a t r i c e  Vn qui  in te rv ien t  dans les théorèmes précédents ( t e l l e  que : = 0). 



On procède d'une manière analogue pou: obteni r  ?J t e l l e  que AU = 9 

L a  n a t r i c e  de  rang na:-lrnum ~ 3 ~ ' -  2s:. de dimensions (n,n-r). c ' e s t  Ic. matrice U 52 
cherchée . 

m n 

3)  I.l&thoda de ~?aeudo-&vmkm 

a) Mgthode fondamentale : Extension de P q a l ~ o r i t h ~ 2  d e  Jordan 
-------------------Y 

Il  s q  a g i t  de  rechercher U e t  V e t  de  ca lcu le r  pour en t i r e r  

La rec5erc1,e de U e t  V se f a i t  par adaptat ion de  l a  méthode de Jordan, 

corne 3 P a é t é  indiguP, précCdzment, 

----- - --T-------- / transforma t ion 

Pa= 
I i -- ---) 

I 

r--- - 

1 

I n  consid.>re l a  matrice corr6e (rrhi, m+n) f o d c  3 p a r t i r  des matrices A ,  

i m6thode de 

1 J o r d m  
1 -A..-. i 

n ~k 



On transforme par  l a  méthode de  Jordan l e s  ma t r i ce s  A, Tm, In, dç façon à 
IT( 

ob ten i r  U e t  V t c l i e s  que N =; O e t  VIA = 8 

Après t ransformat ion  on t rouve dans l a  ma t r i ce ,  la sous-matrice rC-i~lj.P_re 

(: ) u il s u f f i t  d 9  i nve r se r  (pa r  l l  d e  Jordan par  exemple). 

b) Première v a r i a n t e  d e  l a  méthode fondamentale ........................................ 
Cet t e  v a r i a n t e  e s t  bcis6e s u r  l e  c o r o l l a i r e  du thêorème f g ~ d a m e n t z l  o 

T T T -1 A + = A ( I U  + W )  . 
T 

L a  recherche de t e l  que V A = O s c  f a i t  tlc l a  même manière que 

dans la &thode précédente.  O c  r a g e  l e s  m?.trice:: A e t  1 d;~ns un tableau à 
m 

m Zi-;nes e t  (m+n) colonnes, qrre l ' on  t r ans fo rnc  par  12 méthode de Jordan : 

rn T Ayant obtenu 22 matr ivc  V ,  il s u f f i t  de c a l c u l e r  (AlA -t. VV ) , 
d q i n v s r s e r  c e t t e  m a t r i c e  par  une m6thode q u c l c o ~ a u e  et de c a l c u l e r  

LIT(:Lb!* . wT j-l* 

?.>ratiquemznt, on c a l c u l e  dlrectemznt  A 
T *+ - ( A ~  + ~ ~ 1 - l  A sans passer  

T -1 par l ' i n t e rméd ia i r e  de ( M T  + W ) , 



c )  Deuxième var iante  de la anéthode fondamentale o Extension de l 'algorithme des ............................................ 
moindres carrés 

Cette var iante  e s t  basge sur l a  formule : 

m + 
Le calcul  de (A"&) s e  f a i t  d'une manière oxllogue aux mCthcdcs précédentes. 

T T T 
La recherche de TJ e t  de V t e l s  que (A A)U = 3 et V (S. A) = O se sim- 

T T p l i f i e  car A A Stant syn6trique U = Vo 

t e  tableau : est  trançfomé par l a  

n 

i - -- 

méthode de Jordan, pour donner au bout de r 6tapes Pc tableau : 

n-r 

3ous devons mafntenant inverser l a  ï2atrice réguliGrc- : 

Pour c e t t e  Inversion, u t i l i sons  l a  r&thodc dd Jordan. %"inversion complète 

de c e t t e  matrice pax l a  methode d e  Jordan cons i s te ra i t  à f a i r e  l a  trançforma- 

t i on  ". 

n 

n-r 



T + 
Nous voulons seulement ob ten i r  ( A  A) g nous pouvons donc nous borner à f a i r e  

T 
appara î t r e  l a  rniitricc In à la place de 12 mztrice 11 8 : 

4.. 

T 
La matrice A i:. est de rang r ; e l l e  e s t  t r m s f o r r ~ é e  a u  bout d e  r Gtapes : 

Four cont inuer  l e  processus de Jordan, il f a u t  u t i l i s e r  l e s  l i g n e s  de l a  
T matri e V (cvest-$-dire f o i r e  une permutation de l ignes) ,  

, l l i 
= y  1 C 1- 1 -+ - - i pemutat ion -r-- --- l 

l o , v T / -  
I ! v T  3 \ 

e ;ne Il s u f f i t  de continuer l e  processus de Jordan de la (r+75 ligne 5 la n 
T + pour f a i r e  apparaftre l a  t i a t r i ce  1 dans ie tsbltraü de gauche e t  (A A) dans n 

l e  tablezu de  d r o i t e .  



En f a i t ,  s e u l e s  les n premières l i gnes  de ce t ab l eau  ont é t é  transformées. 

P r a t i q u e x n t ,  on u t i l i s e  un t ab l eau  à r l i g n e s  c: 2n colonnes, que l ' o n  t r ans -  

forme de la  manière su ivan t s  : 

4 T + 
Bous voulons K = ( A ~ A ) *  AT ; au l i e u  da p a r t i r  d c  1 pour o b t e n i r  (A A) p a r  

P-> T + T *  
p r 6 l n u l t i p P i c a r i o n s ,  nous p a r t o n s  de A -  pour o b t e n i r  (A il) A 

T 
Varian te  : Pour l a  r é s o l u t i o n  de ta - 3 ,  il suffit d e  me t t r e  Zc vecteur A b  

T 
,I l : ~  p l a c e  de A , 

T in -1 7' 
Rtmarquc : S i  A a est rG%ull6re,  f ' a l g o r i r k s  f o u r n i t  (A-A) la-, so lu t ion  du 

problème c l a s s i q u e  d e  r e s o l u t i ~ n  au  Fens des moindres c a r r é s ,  

Nombre dqopéraéSons des  d i f  £Grente:: methodes 

Faisons l e  d;i?comptc du nombre d e  mu l t ip1 ica t i c .1~  pour chacune des deux 

méthodes, LI= rnztr ice A e s t  de rang s g supposons 3 ,< n. 
mn 

a )  Méthode f on3amentel.e ( e : :~ms ion  d e  IV a lgor  l t h i e  d e  Jordan) 
---------------a- 

r +  l 1: farnt nr[m+n+l - - 1 rau l tép l iça t ions  Four t rouve r  U e t  B g on d o i t  
2 

a j o u t e r  un nombre de x u l t i p l i c e c i o n s  ds: l ' o r d r e  d e  (m+n-r13 pour i nve r se r  

S i  m = n .- r (matr ice ca r r ée ,  r é g u l i è r r )  l e  rmbrc; d e  mul t fp l i ca t iono  
3 serait d e  l e o r d r e  d e  2,5m (a lo r s  invers ion  pz r  13 né.&hode de Jordar, 

3 demande m ~ u 1 t i ~ l i c a t i o n . a ~ .  



b) ------- Variante (extension de  1 'a igoi i thne  des noindres car rés)  

+ 
Calcul  de A b ( résolu t ion  d i r e c t e  de? Ax = b) : 

(3+m) + (rn-1; nm- 3(m-l) 
2 2 

oc:+- r(rc') mui t ip i ica t ions .  
2 

+ S i n = n =  r, il f a u t  envirnii 2 9 ~ ~ 3  mul t ip l i ca t ions  pour c a l c u l e r  A . 
+ 

Pour m,n,r élev5s e t  sensl3lement é~airx, l e  ca lcu l  d e  3 b demande 
3 

environ 1,5m mult ip l ica t ions  g ( d o r s  ~ 2 2  l e  ca lcul  de l a  çcilution du problème 
T -1 T 3 

de noindres ca r rés  ((A A) A b) demanderait m mul t ip l i ca t ions )  . 
,ic-ry 6- *' 

III CALCUL de  P SEUDO-INVEF.53 S sur OXQINATEUR 

Pour u t i l i s r r  les rnGt5odcs d é c r i t e s  précGdemment, nous avons é c r i t  deux 

- LR pren iè re  procédure ( u t i l e  pour l e s  deux premières mgthodes) permet 

de t rouver  les matrices U e t  V t e l l e s  que / A  $ ;) s o i t  r égu l i è re  (avec 

T AU = 3 ,  V A = O). 

Cette procédure d o i t  être sv iv ie  d'une ?soêédure de  invers ion  (pour 
rn '7' 

inverser  s o i t  A V \  , s o i t  (AA' + VI-)). 

\ u T  O /  

- La seconds procédure e s t  - - d a t i v e  2 l a  t r o i s i è n e  triothode e t  permet 

d 'obteni r  directement l e  pseudo-inversc d e  il, ou bien $5 solu t ion  de 

L e  l i s t a g e  de ces deux procédures e s t  reproduit  ea; annexe, 



Exemples numériques 

La va leur  exacte du pseudo-inverse e s t  : 

R é s u l t a t  donné par l a  première procédure : 

2" l i g n e  

- 0,333333333331 

- 0,333333333331 

- 0,333333333331 

- 3,333333333334 

1,00000000000 

R é s u l t a t  donné par l a  seconde procédure : 

1 "  l i g n e  de A+ 

0,416666666637 

0,416666666697 

O ,  416666666637 

0,416666666697 

- 1 , 0 0 0 0 ~ 0 0 0 0 5  

2" l i g n e  

- 0,333333333322 

- 0,333333333322 

- O ,333333333322 

- 0,333333333322 

O,  999999999951 

3 " l i g n e  

0,0833333333116 

0,0833333333116 

0,3533333333116 

3,0833333333116 

8,5- - - - 10- l0 



La première colonne rlu pseudo-inverse, calculée par l e s  deux procédures e s t  : 

1° procédure 

O, 11111111111~~ 

0,00800~000  

- 0,370370370367 

- 9,370370370367 

- 0 ,370370370367 

2' procédure 

Divers r é s u l t a t s  obtenus par variatdcn du zéro machine 

Le "rang n u r ~ é r l ~ u e '  dDunc matricc e:;t fonction du zéro nachine que l 'on se 

f ixe .  Pour un zero machine donné, une matrice carrée  peut ê t r e  considErée corne 

régul iere  a lo rs  quc pour une au t r e  valeur du zéro nachinc, e l l e  peut ê t r e  consi- 

dérGe CO- s jingul i è r e  . 
Nous avons r6solu  l e  s y s t h e  Ilx = a par l a  seconde méthode (algorithme des 

moindres carrss)  en f a i s an t  var ie r  l e  z é r ~  mac5ine : 



ZGro machine 

13-~ 

(calcul  d e  $'a) 

1~-' 

(calcul  de 

ps eudo- inver s e )  

10 
-4 

(calcul  d c  

p seudo- invers e )  

10'~ 

(calcul  de 

p seudo-inverse) 

x (solution) 



M E T H O D E  D E  R E L A X A T I O N  

-"-..- 



Les méthodes précédectes, de type élimination, sont mal 

adaptées aux grands systèmes (nonbrc élevé ds opérations), Pour 

l e s  grandes matrices creuses, on étudie conmelit se présente l e  

problème de la  pseudo-résolution d'un système en uti l isant  l e s  

méthodes classiques de relaxation pour l e  traitenent de ces 

matrices. 



1 WSOLü?IQN d'un SYSTEME COMPATIBLE Ax = a 

Soient  (m,n) les dimensions d e  k e t  r son rang. 

Soient  x une solut ion p a r t i c u l i è r e  de bi = a e t  xl, x2, . . . x 
O n-r' 

n-r vecteurs linéairement indépendants en t re  eux t z l s  que t 5 !  = r) i = 1,2,.., n-r. i 

+ 
Cherchons à déterminer z - A a, meil leure solut ion du syst2me. ~ ' a p r c s  l e s  

r é s u l t a t s  du  chapi t re  1 sur  l a  r éso lu t ion  des Squatians, l a  solut ion cherchée z se 

m e t  sous l a  forme : 

n-r 

Les s c a l a i r e s  hi sont dé teminés  par l a  condit ion a 

1 1 z 1 1 minimale, 

Cette condit ion s ' é c r i t  matriciel lement,  en appelant X l a  matrice Cx 1 0 ~ 2  b b e  x 1 n-r 

e t  A le vecteur \ in-r /' 

1 1 x9 + XA 1 1 minimale 

11 e s t  donc l a  meil leure solut ion approchée du système 

Y d = - x  3 

A = - x + % = -  (xTx)-' xTx 
O 

z s e  n e t  donc sous l a  forne t 

+ 
z P x  + X A = x  - X X x C  

C) O 

Remar que 

Une te l le  fornule  e s t  in té ressan te  lorsque les x t e l s  que Axi = O e t  xO i + 
t e l  que Ax9 = a sont f a c i l e s  à obteni r ,  e t  lorsque l e  c a l c u l  de X est  plus f a c i l e  

+ 
à effec tuer  que c e l u i  de  A . Ce peut ê t r e  l e  cas ,  notamment, lorsque l a  n a t r i c e  A 

e s t  de grande dimension e t  de rang assez  élevé. 



II RESOLUTION d'un SYSTE"k1E LIYEAIRE CO3fPASIBLE par UTILISATION d'une METHG9E 

Hypo th2 s e s  

1 )  La n a t r i c e  A e s t  de dimensions (n,n) c t  de rang ro 

2 )  Le système Ax = a e s t  conpatlble, 

+ 
3 )  La mat r ice  A s e  déconipose en A = Bir f-elle qae p ( D  B) < 1 ( p ( ~ + ~ )  

+ 
désigne le rayon s p e c t r a l  de l a  n a t r i c e  D B) 

9 ?h~p&&@ 1 : La mat r i ce  D A et l a  n a t r i c e  9 on t  même rang. 

l ) h n h h ; t é o s z  

+ + 
Les ma t r i ce s  D 3,  ~ ' 3  e t  B A s o n t  c a r r i e s  de dinensions (n,n). L'hypothèse 

f 
~(D'B) < 1 e n f r a i n e  que l a  ma t r i ce  (1 + D B) e s t  r égu l i è r e .  On peut P c r i r e  : 

+ + 
(I + 3+9) = (I  - n D + D a). 

+ 
S o i t  r l e  rang  d e  D e t  r2 c e l u i  de D A 1 

4- + 
rang (D A) 4 m i n  ( rang D , rang A).  

9 
En p a r t i c u l i e r  rang (?*A) c rang D 

 autre p a r t  
+ + 

rang ((1 - D 5 )  + D :L) I n - rl + r2 

Donc r1 = r 2 ' 
-4. 

Le rang de  D est é g a l  à c e l u i  de D B. 



PwaE 3 : L O F S ~ U ~ O ~  c o t i ~ a i t  l a  so lut ion @1.6ra le  de DX = 0 ,  or; peut en 
+ 

deduire l a  so lu t ion  g6nZrîle de D ~x = 0. 

+ 
D'après l a  p o p r i z t é  1, 3 c t  D h ar,t même rang, Soi t  s ce  rang, 

II e x i s t e  (n-s) vecteurs zi l ineai renent  indépendmts en t re  eux tels que 
+ 

Dzi = O, e t  (n-s) vecteurs ~7 t e l s  que D Ay = 0. 
i i 

L q  indice i é t a n t  f ixe ,  u t i l i s o z s  une f o m u l c  i t s r a t i v e  : 

+ 
Le rayon spect ra l  d e  l a  z a t r i c e  D B Ezant In fé r i eur  3 1, il y a cmvergencc vers 

y, t e l  que o 

+ + + 
Le vecteur y i v 6 r i f i e  D D(1 4 D 3) yi = D Dz; = 0 .  

2- 

7 + De chaque z tel  que Dzi = Q8 on peut ciCiduire yi t e l  que I? Ayi = O ,  Les yi i 
se dCduisent des z .  par mul t lp l icot ion par une n a t r i c e  régul ière  n 

1 

Y i  

Les  z forment un s y s t h r  de  (n-s) vecteurs linéairement indéyerrdants e n t r e  
i 

eux, il en e s t  donc de même pour l e s  ÿi. 

+ 
Pnayl&iZ.tii 3 c ~ o r s ~ u ' o n  c o r n a i t  l a  solut ion gCnfrele d e  3 Ax = O, on p u t  en 

déduire l a  soPutlon génCrale de  Ax = 0 ,  

Dhon6;tttafian 
+ 

S o i t  o l e  rang d e  D h e t  r ce lu i  de A. 

+ 
L e  rang du produi t  d e  n s t r i e e s  D A est in fé r i eur  ou éga l  à c e l u i  de chacune 

+ 
des deux matrices B e t  A, 



+ 
En p a r t i c u l i e r  : rang (D A) d rang (A)  

S s r* 
On en conclut  que n-s 2 n-r, 

(n-s) représente  le  nonbre de vecteurs  y indépendaritç en t re  eux t e l s  que 
+ i 
D Ayî = 9 

(ri-r) reprGsente l e  nonbre de vecteurs x indépendants e n t r e  eux t e l s  que i 
hi = cl* 

D'autre pa r t ,  chaque vecteur x t e l  que Axi -. 9 v é r i f i e  D*:$X~ = 0. i 

Qonc l b s p a c c  v e c t o r i e l  E engendré par les x est  inclus dans l 'espace 1 + i 
v e c t o r i e l  E engendré p a r  l e s  yi t e l s  que D Ayi = O 

+ 
yi tels que D ~y~ = 3 l E l ] i  s t e l s  que AX i = O rang (n-r) 

ranE (n-s) xi t e l s  quc Axi # 3 

S o i t  E2 = B - E l e  complémentaire de El ; c ' e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  1 
de E de rang (r-s).  11 e x i s t e  (r-s)  vecteurs xi indépendants entre eux t e l s  que 

hi + O. 
Les vecteurs Ax co r respxdan t  üux (r-s)  vecteurs  base de E sont  indé- i 2 ' 

pendants e n t r e  eux, c a r  s ' i l  e x i s t a i t  üsne combinaison l inLa i re  t e l l e  que : 

- - 

B~ tx = I ,  l e  vecteur  z = 1 oij i i ,  
i =1 i 

i= 1 

combinaison l i n é a i r e  de vecteurs  appartenant à E s e r a i t  t e l  que hz = 9 ; il 
2 

appar t iendra i t  donc à E Ilv OC. 1' i~nposs i b i l i t é .  1 

Ve r c s u l t a t  nous permet d ê  dCduire une mzthode de recherche des x. tels 
+ 1 

que Axi = 0 ,  à p a r t i r  des  y tels que D Ayi = 0 ,  AprZs avoir  forni;, l e s  (n-s) 
f 

produits  Ayi, il f a u t  rechercher l e  rang de ce systèric de vecteurs.  S o i t  p = ras 

c e  rang. Supposons que l e s  p premiers vecteurs sont linéairement indépendants 

e n t r e  eux. 



Il e x i s t e  n-s-p vecteurs Ay t e l s  que : 
j 

On d o i t  donc f a i r e  des cosbinaisons IF~zCaires de vecteurs  Ayi pour obteni r  

Ayi = O. Ces m&s conbinnisons l inGaires  effectu6es s u r  l e s  vecteurs 

y correspondants fournissent  l a s  n-s-p = n-r vecteurs x t e l s  que L a i  = 0. 
i i 

Qn donne plus l o i n  une mgthode pra t ique  permettant d 'obtenir  effectivement 

l e s  xi' 

+ 
La détermination de A a, meil leure so lu t ion  approchee de L'LX = a, s e  f a i t  en  

deux é tapes  : 

+ 
1) Détermination de  l a  so lu t ion  géncra l r  de  D Ax = ~ * n  

2 )  Détermination de l a  soPution génerale de Ax = a ,  

4- 
Connaissant l a  s o l u t i o n  génsra le  de Ax = a, on en dédu i t  A a. 

+ 4- 
a) Solution g a r t i c u l i è r e  de D Ax = Y a --------- ---------Y-------------- 

+ + 
Pour obteni r  y t e l  aue D I'iy = 3 a, u t i l i s ~ n s  l a  fornulc  i t é r a t i v e  : 

0 O 

Cet algorithme e s t  convergent; il y a convergence vers  y t e l  quc : 
C 



+ 
b) Solution généra le  d e  D Ax = O --------- i------------------ 

Nous avons vu dans l 'é tude theorique qu'on pouvait déduire l e s  (n-s) 
+ 

vecteurs y  te ls  que D Ayi = 3, des  (n-s) vecteurs  z t e l s  que Dz = 0. 
i i i 

Nous u t i l i s e r o n s  l e s  formules : 

a )  Solution ~ a r t i c u l i è r e  dc Ax = a 
mm----- ..................... 

Nous cherchons x t e l  que Ax = a, Une solu t ion  p a r t i c u l i è r e  de Ax = a  
9 O +  + 

est a u s s i  une solu t ion  p a r t i c u l i è r e  de D Ax = D a, I L  s u f f i t  d'imposer 3 une 
+ + 

solu t ion  p a r t i c u l i è r e  de  D Ax = D a de v é r i f i e r  A-, = a, 

n-a + + 
S o i t  xo = y. + h.g une solu t ion  p a r t i c u l i s r e  de D Ax = D a. 

L 1 i 

Détcrnlnons les s c a l a i r e s  A .  de t e l l e  f a ç o ~  que ax = a s O 1 
n- ç 

',es Ai s o n t  donnes p a r  : hi Ayi = a - Ayoo 
1 

c ' e s t  un problème de pseudo-inversian (en e f f e t ,  l e s  yi sont  I t n G ~ i r m e i i c  

i n d é p e ~ l a n t o  e n t r e  eux, mals en génGra1, on ne peut en diri?, au tant  pour l e s  

vecteurs  Ay i). 



Soi t  Y l a  matrice [yl . . . 1 e t  A l a  n a t r i c e  

\ 'n-s / 
AKA =: a - AyG 

b)  Solution générale de Ax = O -------- ---------------- 
Il f a u t  former l e s  produits  Ayi ( i  = 1, 2, ,. . n-s), chercher l e  

rang de ce système d e  vecteurs,  ct en déduire l e s  x .  t e l s  que Axi = 0. 
1 

Pratiquement, nous u t i l i sons  ucc méthode ixsp i rée  de l a  méthode 

d'élimination de Jordan, Rangeons l e s  vecteurs l ignes  Ay e t  yi dans deux 

tableaux de (n-s) l ignes  e t  n colonnes chacun, 

n-s 

Appliquons l g a l g o r i t ~ m e  de Jordan dans l e  tableau de gauche (combi- 

naisons l i n é a i r e s  de l igncs ) ,  l e s  l i g i e s  du tableau de d r c i t e  s u b i ~ s ~ a n t  l a  

même t ransfomat ion.  X s  qu9unc l igne du tableau de  gauche a tous ses  éléments 

nuls,  l a  ligne correspondante du tableau de d ro i t e  f ou rn i t  yk t e l  que Ayk = 0. 



Procédons en (n-c) é tapes  : 

t a p e  i : 

l smc dans l a  i l iGe du ta5leau de gauche 

/ \ 

I 
A 
il e x i s t e  un éléracn; 

1 # 9 en colonne j I 

Par co~rbinaisons 1 inGaire s de  

l a  ième ligne  des 2 tableaux ! 
avec chacune d e s  a u t r c s  l ignes ,  

f a i r z  apparaltre des  é l~i r ,entç  

nuls  dans l a  jB"e colonne 

il n ' ex i s t e  pas 

&.le Le vecteur dc  l a  i l i gne  

du tableau de d r o i t e  es t  

y î  t e l  que 

y = 3 i 

Ayant l a  so lu t ion  gSn6rale de inx = a, il s u f f i t  d 'apyliquer l e  
6 

r f s u l t a t  du début d e  ce cha2 i t r é  pour ob ten i r  z = A a, 

+ 
z = (1. - xx ) x,. 



r : rang de A 

s : rang de D et I+A 

Détemination de y 
O 

+ 
= D a 

D 
Déternination des y 

+ i 
D Ayi = O 

(les yi forment la natrice Y) 

Y 
DGtemination de x 3 

P a 3  = a 
+ x O = y, + Y(AY) (a-Ryo) 

0 
D6tcmination des x 

i 
= O i 

O 
DG t exnination de 

~'a 

1 relzsation 

(n-ç) relaxations 

1 pseudo-inversion 

(natr ice (rn,n-s) ) 

Eléthode de Jordan 

sur matrice (n-s,2n) 

1 pscudo-inversion 

(natrice (n ,n-r)) 



Remarques pra t iques  

En gGr?<r.il, une n5thode dc  re laxat ion  n ' o f f r e  d g i n t 5 r &  quc. lorsque l a  

matr ice 2 (provenant t l c :  12. rlGccxpositio- R = B + C, e t  dont on u t i l i s e  l ' i nve r se  
(ni-l> -1 -1 (nd 

dans l P i é C r a t i ç n  x = 3 a - D B x ) rempli t  les co~.? l t ions  (a) : 

- 1 1 1) l e  ca lcu l  2.o D e s t  f a c i l e  

i - 1 
2)  on peut s v a s s u r e r  que p(D 3) est  i n f é r i e u r  à 1. 

Le cas  l e  p lus  courant e s t  c e l u i  d9ime n a t r i c e  f o r t e m e ~ t  diagonale. 

Lorsque nous voulons u t i l i s e r  l ' i t é r a t i o n  : 

l a  n a t r i c e  3 d o i t  r e u p l i r  Les conditions (5 )  o 

Un cas où les condi t ions  (6)  sont r e n p l i e s  e s t  c e l u i  d9uiic niatr ice A ayant 

uzie sous-matrice c a r t e e  r@juPière  A SC dEcmposant cn A 
1 1 = B 1 + D p ,  D 1 remplis- 

sant  l e s  condit ions (a) 

(B 1 

f 
1 )  l e  ca lcu l  de D d o i t  ê t r e  f a c i l e  

+ 
2 )  on peut  s 'assurer  quc p(D B )  est i n f é r i e u r  à ? 

3) l e  c a l c u l  des z t e l s  que Dz = O o i t  ê txe  f a c i l e ,  



III EXEIPLES P7JMERIQUE S 

Iious avons Gcr i t  un p r o g r m e  u t i l i s a n t  lz n6thod.n de Jacotsi 
9 + 

pour cEiercher l a  s o l u t i o n  gznérnle clc: D ,",x = C a. Ca prograrme e s t  donc 

utilisable lorsqiiVunc. sous-riiatrfcc car rée  d e  A e s t  forterilent diagonale. 

La matrice D u t i l i s é e  e s t  : 

La solu t ion  t r o ~ v é e  est : 



ExpGriences d e  rCsolution de = a an f i ~ l s a n t  d i f f é r e n t s  choix pour l a  matrice D : 

1,Jous avons résolu  : 

en prenant : 

c a s  1 

130 O 9 c 
0 0 0 * 3 0  

D = 3 0 O ! 3  

2 0 0 0 0  

3 3 3 0 0 3  

cas 2 

cas 3 

, 

cas 1 cas 2 cas  3 

nombre t o t a l  de relaxatfofis solut ion trouvëe 

10.3 O O O 

O 1 0  2 9 0 

C O O O ' ?  

0 3 0 0 3  

, 

11 

, 0 0 0 0 3  

1 0 0  n Q 3 

O 10 3 3 

O f 3 1 9 0  

O 0 0 0 0  

9 O 9 O O 

1, 330000000U1 

1, 00030003904 

0, 999993999937 

î, 999999999337 

3, 999999999937 



A N N E X E S  

----- 



PROCEDURE hIOHZD (T,j4,EJ',G) ; T;J~LEL?IU 'Z ENTIER E!,'?,G ; 
9 -  

CO'94EEJTAIRE A part ir  a,? m,nt?-%cc T dc dimensions T I  e t  N, c e t t e  procédure 

construi t :  une n a c r i c e  rQguliSrcl de dimensions W C ,  Ils p 

3EBUT ENTIER I , J , K , L , P  ; REFIL, S ; T B L E A U  L=[P a  IX-+H, 1. : M-81 ; - - 
POUR I o -  f $+ l  ?AS l JüSQUA El-i.PJ SAIRE - - - 
POUR J := 1 ?AS 1- JUSQUA N FAIm - -.. - - 
arr,JI e =  SI I -: J+M &ORS 1 SINO~J 3 ; -- - 
POklK I := 1 PAS 1 JUÇOUA M PAïllr; - - -- - 
POUR J := ~ + i  BAS 1 JUSQUA i4wa FAIRE - - - 
A['E,.J] c =  S I  Y = I+N &GRS 1 SINt3N 3 ; - - - 
POUR 1 o =  1 PAS 1 JUSQÜA 8f F A I W ,  - - - 
POUR J a =  I PAS 1 JUSÇUA N F A H E  - - 
AEI,JI 1= A [ P ~ + J , ' P W I ~  s =  TCLJI 

?ûUR 1 := 1 PAS 1 JUSQUA 3-K FAIP3: - - - 
DEBUT X S i  ABS(ACI,II) 10-7 ALORS - - 

DEBUT PVTJII J := I + l  P A S  1 JUSQ'6fi 1I+N S A I R E  -- - - 
A C I , J I  := ALI,JI/A[I,II g A ~ I , I ~  := 1 ; 

POUR L :- 1 PAS 1 JUSQZA 1-1, I+1 PAS 1 JUSQUA M-K PAIRE - - - - - 
POUR J o = 14-1 P A S  1 JiJSQUA :$+Y, 1 P A I F ?  - - - 
A ~ E , J I  := ACL,JI - ACL,II ACI,JI 

F I N  - 
SIMON - 
DEBUT F := 1+1 ; W : S i  R < N ALORS - - - 

DEBUT S I  AC1 ,Pl  = O ALORS -- - 
DEBUT P := P+1 g ALLEWi Fa - 
r IN - 
bilCl4ON POKk 3 := 1 BAS 1 JUSQUA N+N F A I R 3  -- - - 
DErCLTT S := A[J,I] ; A [ J , I ~  := ACJ,PI ; ACJ,PI a =  S -- 
FIN O 

- 9  

ILELCM X 

F I N  - 



SINON POUR 3 := 1 PAS 1 JUSQUA II+X FAIRE -- - - 
9EBiJT § := P . ~ I , J ~  ; BCI,JI := A&-K,J] ; A[M-K,J] o=S - 
FIN - 

FIN - 
T I N  
9 

gOUR I a =  PI + 1 I)AS 1 J;JSQUB M+N FAIRE - - - 
FO'LIR J := M - R + 1 PAS I JUSQUA N FAIRE - - - 
DEBUT S : = O ; POUR L s = 1 PAS 1 JUSQUA En-K FAIRE - - - 

S := S + ATI ,L~ fi ACL,JI ; 

FIN -: 
POUR 1 r =  14-R+l PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE - - - 
POUR J := Iq-K+l PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE - - - 
TCI,JI := ACI,JI 

FIN - 
Uti l i sa t ion  de cec te  procédure pour obtenir  un pseudo-inverse. Nous avons employé une 

procédure d e  inversf on d e  matrices nmmée INWRT. 

PROCEDURI: UWERT (N,A) p conmentaire Inversion de l a  matrice A de  dimensions 

N ; corps de procédure ; 

PROCEWJPS BORD (T,M,N,G) g corps de procédure p 

ENTIER M , N , I , J , K  ; LIRE @1.,~) ; 

DEBUT TABLEAU A[~:M+w, lrH+Ml ; - 
EXJE. 1 : = 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE - - - 
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE - - - 
LIRE (AII, JI ) ; 
BORD (A,X,N,R) ; 



DEZUT TABLEAU B t1  : N+K, 1 : PJ+Kl ; - 
PQUE 1 := 1 PAS 1 JUSQUA 1J+R F A I M  - - - 
POUR J a =  1 ?AS 1 JUSQUA N+K FAIRE - - - 
BII,JI a =  ACI+M-K,J+M-KI ; 

POUR 1 r = 1 PAZ 1 JUSQUA M+R FAIRE - - - 
POUR J s = P PAS 1 JUSQUA ?a+K F A I P ?  - - - 
Df?>.I, :ER (B CI, J 1 ) 

FIN - 

PROCEDURE PSEUDO IlN (S,M,i3) ; TABLEAU B ENTIER IJ,M p 
P- 

DEBUT ENTIER R,I , J ,K,H o E E L  S,T ; TABLEAU A E ~ : N ,  1 8 ~ + 2 % 1  g -- 9- 

POUR 1 : = 1 PAS 1 JUSQFJA N FAIRE - - - 
DEBUT POUR R : = 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRe A II , R+N] : = B CI ,BI ; -- - - 

K)UIE 3 := 1 PAS 1 JU§QUA M FAIRE - - - 
DEBUT kt1,Jl := O ; - 

POUR K := 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE - - - 
ACI,JI := A [ I , J ~  + AII,K+NI BCJ,KI ; 

F I N  - 
FIN 

9 

POUR R ;= i PAS 1 JUSQUA N FAIRE - - - 

DEBUT POUR J r =  R PAS 1 JUSQUA M+X PP411PE -- - - 
DEBUT ATR,.JI f - :  S I  J = R ALORS ACR,I:+N+RI SINON O p - - - - 

POUR 1: r =  1 PAS 1 JUSQUA 3-1 FAIRE - - - 
F I N  - 9 



P I N  - 
SINON 

FIM 
- 0  

S I  H # O ALORS POUR 1 E= 1 PAS 1 JUSQUA M+2"N FAIRE - -- - - 
DEBUT S := A I R S I ]  ; A[R,T] := AER+I~,II ; ACR+B,II := S - 
F I N  
- 9  

Y : T := ACR,RI ; 
POüR J r-: R PAS 1 JUSQUA 1.1+2"N F A I R E  - - - 
ACR,JI := ACR,JI/T g 

POUR 1 := 1 PAS 1 JUSQUA R-1, R+1 PAS L. JUSQUA N FAIRE - - - - 
POUR J ;= R+1 PAS 1 ;IZiSQUA M*P%, R FAIRE - - - 
ACI,JI := ACI,JI - ACI,RI 3k ACR,JI 

F I N  * 
- 9  

FOUR 1 r i  1 P A S  1 JUSQUA M FAIRE - - - 
POUR J := 1 P A S  1 JUSQUA M FAIRE - - - 
BCI,JI := ACI,J+NI 

FIN - 
U t i l i s a t i o n  d e  c e t t e  procedure : 

PRûCEDURE PSEUDO INV (B,N,M) ; corps de procédure 

ENTIER I ,M,N,J  g L I R E  (MIN) g 

POUR 1 o =  1 ]?AS L. JUSQUA N FAIRE - - - 
PO-UR J t =  1 PAS 1 JUSQUA H FCiIRE - - - 
LI= (B~I , J I )  ; 

POUR 1 := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE - - - 
FOUR J s =  1 PAS 1 JUSQUA 1.I F A I R E  - - - 
IMPWC~R (AIIJI) ,  

FIN 

F I N  - 
F I N  - 
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