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INTRODUCT I

~ A s~

~

De nombreux probldmes de nhysique s& pou2nt sous la forme d'un systéme

linéaire Ax = b, ol A est une matrice rectangulaire,

Bn général il n'existe pas de vecteur o tel gque Axﬁ = b, et le traitement

de tels systémes se fait par la méthode des moindres carrés ; cette méthode est

wvo

applicable si ATA est réguliere,

Pour les matrices rectangles, on a défini algébriguement (cf., PENROSE [11,
M(IORE) la nction de "rseudo-inverse", que nous rappelons au début de ce travail,
La résolution de Ax = b en utilisant le pseudo-inverse de A+ de A fournit une
solution A'b qui est celle domnée par la méthode des moindres carrés, dans le cas

T

i
i A"A est réguliére (A de rang maximum),

o]

De nombreuses méthodes, extensions des algcrithmes d'inversion classiques,

ont &té élaborées par de nombreux auteurs,

ilous établissons d'abord des résultatc théerigues montrant qu’il est possi-

ble de trouver une matrice 7 corrée réguliére obtenue en ajoutant 3 A des lignes

‘ ; P = i
et des colonnes, et dont 1l'inverse contient une sous-matrice épgale 3 A .

Ces résultats conduisent a deux algorithmes pratiques dent 1'un est une

extension de 1'algorithme classique d'élimination de Jordan, 1'autre une extensiocn

de 1'algorithme classique des moindres carrés,

Ce dernier algorithme est valable m@me si la matrice A n'est pas de rang
maximum, (En pratique, il est possible qu'une matrice domnée soit mathimatiquement

de rang maximum, mais qu'elle ne le soit plus pour un zéro machine fizZ).

Le dernier chapitre montre comment il est possible, dans le cas d'une
grandc matrice rectangulaire creuse, de mettre en oeuvre des méthodes itZratives

de relaxation, pour la résolution d'un systéme Ax = a compatible,
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I

DEFINITIONS et PROPRILTES

1) Notations

Les matrices cousidér@es sont des matrices 4 2 2léments complexes, aysnt

Lha

m lignes et n colonnes, Si r désigre lo rang d’une telle matrice, on a :

r £ miz (m,n).

i1 y o égalité entre le rang de la matrice et sa plus petite dimension, la
matrice est de rang maximum, A® désigne la conjugufe~transposée de la matrice A.

2y DE4inltion

Soit le systéme «'équations matricielles :

l AXA = £

l ZAX X
{aX)* = AX
( ;‘;.’l) R, XA

On a prouvé (cf, PENROSE [1]} que, guelle que soit la matrice A, ce systéme

d'8quations admet toujours une solution unique, qui est une matrice de dimensions

nxm, Par définition, cette solution est le "pscudo-inverse' de la matrice A, que

+
1’°on note A ,

3) PropniZ its

Les pscudo—inverses ainsi définis ont certaines propriZtés qui englobent
celies des matrices carrées réguliéres. En particulier, on peut montrer

(cf. PEMROSE [11) que :

. e 7
-0y A = A

s - - .~ + -1
- ¢} 5i A est carrée régulidre, A" = A
o + + _ Y e S ‘n
-3 (AA) = AA A 8tant un scalaire et A défini de lz maniére
-1
AT osi A4 D

. +
sulvante 3 A =
0 siA=¢0



+ L + -~
- e) A, A, AFA, A A ont néme rang
- < . + on T
- £) Si U et V sont unitaires, (UAV) = V<A U*

- g) (A*A)+ = A+z’.\~k+o

II RESOLUTION d'un SYSTEME LINEAIRE

A) Résolution d'un systdme compatible AXR = C

~

1) Théondme

2)

P e R R R R T e e e e R s e A L T v )

(13

Ay B, C 2tant des matndices domndes, une condition necessaine ef suffisante
pour gue L'tquation matricielle AXB = C admette une solution est que £'on alt :

+ _+
AA CB B = G,

, o+ + , ,
Dans ce cas La solution est ¢ X = A CB + Y = Ataves” o v est une matnice arnbi-
traine de wemes dimensions que X,

Conoflaine ¢ Pour Le Aysiteme Ax = a (a Btant un vecteur cofonne), fa condition
de compatibilite est M¥a = a; fa solution est x = Aa+ (I - A'A)y (y etant
un vecteur colonne arbitraine) .

Ramaiques

. sq. 2q 3, + . .
~ a) Lz condition dc compatibilité AA a = 2 entralne qu'il existe un
vecteur x tel que toutes les Caquations du systéme Ax = a solent vérifiZes ; a est

donc une combinaison linaire des colonnes de A, Le rong de (4,a) est égal au

rang de A et a appartient 3 1'espace des colonunes de A,

Lorsque le systéme n'est pas compatible, il n'exicte aucun vecteur x tel que
toutes les &quations de Ax = a socient vBrifiges ; on ne peut exprimer a sous

forme de combinaison linfaire des colonnes de 4. Le rang de (A,a) est supérieur

au rang de A.



-3 -

= b) Lorsque le systime Ax = a est compatible, il y a2 indétermination
- 2 - .~ +
et la solution est représentde par la formule générale : x = L a+ (I - A A)y

¥ est la somme de deux vecteurs orthogonaux entre eux @
L T g e T -
en effet [(I - AA)yI* A a=y*(I - (A A)*) Aa
" + +
v = AA} ~ a

gt - 2ty a=o0

+ R
(I = A'A)y est un vecteur de 1l'espace orthogonal & celui des lignes de A ; en
+ + - ;
effet A(T ~ A'A) = 9, A a est un vecteur appartenant 3 1'espace des colonnes de
A%,

EX
- ¢) Si la matrice A__ est de rang r, la matrice A A est une matrice
- +
carrée (n,n) de rang r et (I - A A) ast de rang (n-r). Les colonnes de (I - A )
engendrent 1l'espace orthogonal 3 celui des lignes de A, Il suffit donc de connai-

tre (n=-r) vecteurs z, de cet espace, linéairement indépendants entre eux, pour

i
avoir la solution générale de Az = 0 ; si on connait en outre une solution parti=-

culire x; de ix = a, la solution du systéme s'écrit 3

=1
X=x_+ Z A2
i

o les ), étant des scalaires quelcongues,
i=1

i°? i

B) Résolution de A¥=B au sens des moindres carrés

O N e e e R e R T e R R e e L I R R

Désignons par ||A|| la norme hermitienne de la matrice A,
1 1

)2 = [trace (A#A)]Z,

1Al = ( Z ay aij

i,]

Pour un vecteur X, on considére la norme

of 4

Hxl = (1 % %)

La matrice X.,3
matricielle AX=B si, quel que soit X :

est dite "meilleure solution approchée” de 1'Equation



ou bien ||AX - B[] > []ax, - B}]
ou bien ||AX - B{| = ||a%, - B]| et gl > 1

2) Théonime

P . + . . , . P - .
La matrice A B est L'unique "mellleurne solution approchee” de L'Zquation
AX = B,

Demons tration

La matrice A a pour dimensions (m,n). Si F et ¢ sont deux matrices arbi-
traires de dimensions (n,t) et {m,t), on a 17identité :

2
°

[ [ap + (x - a8"q]]2 = [{a2]]2 + [ (1 - aa")0l

En effet
(8 + (1-AATYQF {47 + (1-8AT)Q) = (AP) AP + {{I~-2a")Q} (z~-a8")0

% * +
+ {(1-227)0} AF + (AP) (I-AAT)Q.
+ w his +
Or {(I-A4A")Q} 4P + (AP) (I-AA )Q =0, ce qui prouve 1°identité,
Appliquons cette identitZ 3 1'expression .X-B, que nous 8crivens s
+ + 5
AX = A'B) + (I - AA Y(-B)

||ax-B| |2 = ||a@=a"8) + (T-a8)(=2)]] = |]ax - aa™2||2 + ||aa’B - 3]|2
>; lAA.‘-B"BlIZa
On a lIAX - B||2 = ||AA+B - Bl|2 si et seulement si :

VWY
L'identité peut s'écrire {en remplacant A par A%y s

[a™e + (z-a"A)Q] |2 = |]AT2]]2 + |](1-2"8) Q] |2,
Appliquons cette identité avec P =3 et § = X ¢

ATB + (1-aTmx|]2 = ||ATR] |2 + || @-ata) x|]2.




3)

+ . P
Lorsque AX = AA B, cette relation s'écrit :

%112 = [1a"8[]2 + ||z-8"2]]?

s . " . +
IIXI{ est donc minimale si et seulement si X = A B,

Conollaine i La meiltlewre solution approchie de AX = I est A',

Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, on pourra consulter FENROSE [2],

Relation avee Z'approxirailon auw sens des modindres carrnis

-~

La résolution de Ax = a au sens des moindres carris conduit 3 résoudre le

systdme A*Ax = A*a, Lorsque la matrice A*A est réguliére, la solution cherchée est

X = (A*A)-lA*ao

Cette solution x est la "meilleure solution approci:fe” de Ax = a ; on peut
. P . o - 1 e o
d'ailleurs vérifier que (A%A) ~A% cst le pseudo-inverse de la matrice A,
Dans le cas plus général ol la matrice (A¥A) est singuliZre, la "meilleure
p 2 g 5

solution approchée" de Ax = a peut s'édcrire
TR I +
x = (A%A) A%a = A a.
s -~ - o + + ~I_+
En effet, la propriété (4%A) = A A% entralne 3

RS L I + +.u 4+ + +
(A%A) A AAFN = A(AA )Y = A AL = A,

I1 est donc équivalent de résoudra
a (1)

ou A¥AxX = A%z 2).

Ax

§

La"meilleure solution approchée’ de ces deux systémes ast @

+ \ .
x = Ata = (pFa) a¥ka,

Le systdme (1) n'est pas toujours compatible : on n'a pas toujours

+
AA a = a,



L2 syst3me (2) est toujours compatible, Tm effet

(axa)(a%A) i%a = afanTa = a¥ (AT )Fa = A%a,

Il est en général préférable de chercher la solution d'un systéme compa-
tible, et dans la recherche de pseudo-inverses, on utilisera souvent les

relations 3

(87 8) A%

g
i

ar(anyt

e
|

III METHODES de CALCUL de PSEUDO-INVERSES

Les méthodes de calcul de pseudo-inverses sont aussi diverses et nombreuses
que les méthicdes d'inversion de matrices, Les auteurs ont en fait essayé d'étendre
les méthocdes de calcul d'inverses de matrices régulifres au calcul des pseudo-
inverses, En général, dans les méthcdes proposées, il faut toujours tenir compte
du rang de la matrice 3 pseudo-inverser,voire mfme le connaltre effectivement 3
priori (situation numériquement exceptionnelle) ; ceci revient 3 déterminer le
sous—-espace vactoriel engendré par les lignes ou les colonnes de la matrice (on
peut aussi déterminer le sous-espace complémentaire). Les divers algorithmes de
pseudo-inversion (d'une manidre analogue aux algorithmes d'inversion) consistent
3 exprimer un pseudo~inverse en fonction d'inverses de matrices (ou d'autres

pseudo-inverses) plus faciles 3 obtenir,

ALGORITHMES DE PSEUDO-INVERSION

Nous nous bornerons a donner la liste des principaux algorithmes trouvés
par les auteurs, Pour das renseignements plus détaillés on pourra consulter

A, KORGANOFF ot MM, PAVEL-FPARVU {11,

1) Méthodes d'elimination

- Extension de lz méthode de Gauss-~Jordan

cf, BEN-ISRAEL et WERSAN (1]
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- Extension de la méthode d'orthogonalisation de Schmidt

cf. A. VORGANOFF et M, PAVEL-PARVU [1]

Cfo R_UST et Tvo}’?w_o BU”.RUS.

2) Methodes de partitionnerent

- Partitionnement en colonnes

cf. GREVILLE [1], [2]

- Partitionnement d'une matrice hermitienne

cf, ROHDE [2]

-~ M&thode de bi-orthogonalisation

cf. HESTIENES [i].

3) Méthodes de gradient

- Mgthode de gradient conjugué
cf, L.D. PYLE [1].

4) Formation du polyndme caractinistique

-~ Extension de 1'algorithme de Souriau
cf. PENROSE [2], HENRY P, DECELL [1].

5) Méthodes Ltératives

~ Méthodes de projection et de gradient
cf, WORGAIIOFF ot M, PAVEL-PARVU [1]
~ Développenents en série de Neumann
cf. BEN~ISRAEL et A, CHAPNES [1]
BLN-ISRAEL [11,

°
o
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ITntroduc £ion

- A —— - - 42 s

Les méthodes cxposées dans ce chapitre consistent 3 border
une matrice A pour obtenir une matrice réguliére B. Ce procédé
a déja été envisagé par BLATTHER (cf. [1]) ; il faut déterminer
les sous-espaces complémentaires de ceux qui sont engendrés par
les lignes et les colonnes de A, Des formnules génirales de par-
titionnement (cf. ROHDE [1]) permettent de tirer 1'expression
du pseudo-inverse de 4 de 1'inverse de la matrice B, Ces formules
se simpiifient lcrsqu’on choisit convenablement les vecteurs bases
des espaces complémentaires de ceux qui sont engendrés par les

lignes et les colonnes de A,
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THEORIE

1) Théoneme 1

SL A est une matiice de ddnensions (mym), quelles que sodent Les watrnices
U et V venigiant s

AU =
VEA = 0
on a (A V)q} ( Fon?t )
wo/7° \vt o )

Demonsthution

Soient (n,p) les dimensions de U et (m,a} celles de V. On vérifie facile-

ment les quatre relations :

(A v {/,;.f ()" <za_ v /; v‘)

o/ \v¢ o /

o ) \wo) \vto /

[}

+ e VR ot + .
(ﬁ (U®) \ //A V‘\ FA(UF) \ (%‘(U“)i)
|

¥ "N ™ +)
4 V\ /%fb)/ hermitienne
v o/ \v" o

(A+ GO NI A

. | { ; hermiticnne.
\v'o / \wko)

I1 suffit de remarquer que :

Ay’ = AUCHU)T = 0 clest une matrice nulle de dimensions (m,p)
Uk AT = URs(Ask) = 0 W " " n (p,m)
A'v =)t Ay =0 nom B " (n,q)
via =i =g om " n (a,n)



2)

Conollaine

Si A est de dimensdons (m,n), quelle que s0it fa matrnice U felle que
AU =0, on a :

BN

A. i Bl i <+
( Vo=@ anh.
e/
Théondme 11

S& A est une matnice de dimensdions (m,n) et de nang r, on peut Lrouver
deux matnices W {de dimensdions (n,n-t)) et V (de dimensions (m,m-r)) telles
que @

AU =29 AV
VEA = A et que U 0 b0 neguliene,
'3 nd + 3
Dans ce cas <A yY 1 <A Y
vco/ T \v" o
Démons thation

Les n vecteurs colonnes de la matrice A forment un systéme de rang r ;
ces vecteurs sont linSairement dépendants entre eux, On peut en extraire r

vecteurs linZairement indépendants entre eux (supposons que cc soient les r

premiers vecteurs colonnes de la matrice A, Al, Azs A;, oo A%). Les (n-r)

v+l n o e~ 1
vecteurs colonnes A eoo A sont combinaisons linBaires des r vecteurs A,

2 3

ATy oo AT, Chacune des (n-r) dgalitds : Z aiAl + 43 =0 (3 = v+l, +es n)
. i=1 :
peut s'écrire matriciellement ad =0 (j = r+l, .., n)., Chaque vecteur v

2me
est un vecteur colomne dont la j  composante vaut 1 et dont les composantes

me)

- . &
r+l, r+2, ... n sont nulles (3 1'exception de la j s Ces (n~r) vecteurs Uj

sont donc linZairement indépendants entre eux,

; . P
D'autre part AU = 0 entratne AiU“ =0 Vi, Les vecteurs Uj sont donc
orthogonaux aux vecteurs lignes de la matrice A, Les vecteurs Uj forment une

matrice U (de dimensions (ngn=-x)}.
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; S A . P oAz

La matrice k\ ) est de rang maximum (colomnes lingairement indépendantes).
u*

En effet, supposons qu'il existe un vecteur x # O tel que

(4)
\U* x =0
]

Ax = 0 entraine que x appartient I l'espace engendré par les U,
UPrx= 0 entralne que x appartient 3 1'espace orthogonal 3@ l'espace engendré par
q pp p T g p

ies U9, D'oll 1"impossibilité,

On peut démontrer de la méme facon qu'il existe une rmatrice V (de dimen~
sions (m,m-r)) telle que

V*A = 0

ot que (AV) est de rang maximum (lignes linfairement indépendantes entre elles),

Les vecteurs lignes de la matrice V¥ sont linéairement indépendants entre
eux et orthogonaux aux vecteurs colennes de la matrice A (car V?A = 0 pour

ie= 1’ 2, soe m"r)o

La matrice (A V) est carrée de dimensions (mtn-r, mn-r).
0

Cette matrice est rdgulilre car les colomnes de V sont linéairement
indZpendantes de celles de A et les lignes de U* linZairement ind&pendants de

celles de A,

D'aprés le théoréme 1, son inverse a la forme :

('A v>"1 <A+ (m‘«)")
Uk 0 “\vto /S

Conollaire

S{ A est de dimensions (m,n) et de rang r, et 44 V est une matrnice de
nang maximum, de dimensdions (m,m-r) telle que V*A = 0, alons

+ ) e oy
4 = AN(ALT + VW) 1°
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Démonsthation

B'aprés le théoréme précédent, il existe une matrice V de rang maximum
et de dimensions (m,m-r) telle que VWA = 0, et la matrice (A,V) est de rang
maximum,

-+
D'aprads le théoréme 1, (A,V)+ =<A+) .

. . - . A% o 2es
La matrice (A,V) €tant de rang maximum, (A’V)<V*) est carrée régulidre

et N
A’ = &) (ank + VV""‘)-l (& > .
A, v \ v
+ s, A e _1

Donc : AT = AF(ANY + VY)Y T,

II DESCRIPTION de METHODES de PSEUDO-INVERSION

Les méthodes que nous allons exposer, basées sur les thiorZmes précédents,

utilisent 1'algorithme classique d'inversion de Jordan.

1) Rappel

Seit Ann une matrice carrée régulire. Pour résoudre 1'Equation matricielle
AX = I par la méthode de Jordan, on transforme par pré-multiplications matriciel-
les successives 1'&quation AY - I, de facorn X obtenir em fin de calculs 1'&quation
équivalente QAX = Q, avec CA = I, (La matrice ( est une matrice réguliére qui est

un produit de matrices d'élimination et de permutation),

Pratiquement, on range les matrices A et I dans un tableau & n lignes et
2n colonnes et on transforme ce tableau par combinaisons lin&aires de lignes, de

-
N

fagon 3 faire apparaltre vne matrice unité Z la place de la matrice 24 :
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2) Adapiation de La méthode de Jorndan

Soit A une matrice de dimensions (m,n) et de rang r, Fangeons dans un

tableau 3 m lignes et (m+n) colonnes la matrice A et 1n matrice unité d’ordre m @

n n

=~

e

Transformons les lignes de ce tableau en utilisant la méthode de Jordan ; la
matrice A Etant de rang r, on peut faire apparaitre une matrice unité d'crdre r,

provenant de r lignes linfairement ind@pendantes entre elles ; les autres lignes,

combinaisons linéaires des r premidres, scnt transformées en lignes d'éléments

nuls., Le tableau prend la configuration suivante 3
I B 0

r < h 1
!

m-r ( LO { 0 Qz
I |

La matrice I a été transformfe en une matrice réguliére O (qui sc partitiomnne en

]
I
|

0, et QZ) tclle que 3

L]

QA

2
5>
1
O

La sous-matrice QZ’ qui est une sous-matrice de la matrice riguliére Q, est une

nmatrice de rang maximum ; elle a pour dimensions (m-r,m). Cette matrice est donc

la matrice V¥ qui intervient dans les théorémes précédents (telle que : V*A = 0),
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On procdde d’une manidre analogue pour obtenir U telle que AU = 0

m n
transformation r Ir h Ql
par
n * I >
méthode de n=x | 0 o Q

Jordan

o= AN =
QZ.A 0 entraine A s 0,

La matrice de rane marimum 0OF zgst de dimensions (n,n-r). C'est 1z matrice U
4 :37] H

i

cherchée.

3) Méthodes de pseudo-Anversion

a) Méthode fondamentale : Extension de 1l'algorithme de Jordan

T

I1 s'agit de rechercher U et V et de calculer /A V>-1 pour en tirer
+ K\U 0

La recherche de U et V se fait par adaptation de la méthode de Jordan,

comme il a &té indiqué précédemment,

Disposition pratique:

‘a5 - P . T
On considire la matrice carrée (mtn, m+n) formée A partir des matrices A, A",

1 I,
m’ n n m
it} J?‘a I
| A— -
T
o I A
n

{

|

i

i




- 15 -

On transforme par la méthode de Jordan les matrices A, Im, In’ de facon &

obtenir U et V telies que AU = O et VA =0

Y
1 B C
by
0 ) 7t
m+n=-r

!"f.‘

0 U A

| t

ntn-r

Apré&s transformation on trouve dans la matrice, la sous-matrice réguligre

oV
U AT

b) gggmiére variante de la méthode fondamentale

T
< ), qu’'il suffit d'inverser (par 1'algcrithme de Jordan par exemple).

Cette variante est basde sur le corollaire du théoréme fondamental :

At = ATl + whHL,

T . - «
La recherche de V tel que V4 = 0 se fait de la méme maniére que

dans la méthode précédente., On range les matrices A et Im dans un tableau &

m liesnes et (mtn) colonnes, que 1'on transforme par la méthode de Jordan

>
]
l
)
~
H
o)
N

|

Ayant obtenu la matrive V, il suffit de calculer (4A" + VVT),
d'inverser cette matrice par une méthode quelconque et de calculer
aTeanT + why™t,

. T+ T T,-1
Pratiquement, on calcule directement A~ = (AA” + VV') ~ A sans

par 1l'intermédiaire de (AA? + VVT)~1.

°
Y

passer
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c) Deuxidme variante de la méthode fondamentale : Extension de 1'algorithme des

moindres carrés

Cette varlante est basée sur la formule 3

A = Tyt AL,

+ . ~ P
se fait d'une manidre znalogue aux méthodes précédentes,

Le calcul de (A"2)
La recherche de U et de V tels que (ATA)U =9 et VT(ALA) = 0 se sim-

T
plifie car ATA dtant symétrique U = V,
n n

tableau : T est transformé par la
n ATA I

b
[0

méthode de Jordan, pour donner au bout de r &tapes le tableau :

lous devons mafntenant inverser la matrice réguliére :

Pour cectte inversion, utilisons la méthode du Jordan, L'inversion compléte
de cette matrice par la méthode de Jordan comsisterait & faire la transforma-~

tion @

-

n ATA v I 0 I o | 't Wiy

+
7
e v o | 0 L o I, : 0
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\ T, + -
Nous voulons seulement obtenir (A A) ; nous pouvons donc nous borner 3 faire

. 5 . T
apparaltre 1s matrice I a la place de la matrice A™A @

? |
Alr | S 1 5[ Iny?
f n
poTT |
VT o 0 i v
R R

. T. . -
La matrice A"/ est de rang ¥ ; elle est transformée au bout de r &tapes :

T I_ | 3B c
ATA In r &tapes | ! .
Ea— 0 VT
VT 0 VT 0

Pour continuer le processus de Jordan, il faut utiliser les lignes de la

. T s as . . .
matri e V' (c'est-d-dire faire une permutation de lignes),

C ] |
1|8 ¢ e BC
r i r_|
] permutation :
T T
v — v °
v o ° "
| ‘ I

1 8 éme

Il suffit de continuer le processus de Jordan de la (r+i)~ ligne &8 lan
pour faire apparaltre la matrice In dans le tebleau de gauche et (ATA)+ dans
le tableau de droite,

1
I B c ‘
1 T+
— n (47 4)
v 0 —_—
i
(8] VT 0 VT
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En fait, seules les n premiéres lignes de ce tableau ont &té transformées.
Pratiquement, on utilise un tableau 3 n lignes ¢t 2n colonnes, que 1'on trans-

forme de la maniére suivante 3

- 2 -~ +
ATA 1 r &tapes |I_| Bl C | pormutation |[I B | C | n=v &tapes |1 (ATA)
n - L 7 — L ——— L
0 |V v 0

+
Nous voulons N (A¢A) A: s au lieu de partir de I_ pour obtenir (ATA)+ par

3]

p s o4 B T\t
pré-multiplications, nous partons de A pour obtenir (A74) A: :

aprés
T T r étapes (I |3 D |C | permutation + T (*
ATA A In s Y . , In A a4
0 o v
>

. . . 2 g ; T
Variante : Pour la résolution de Ax = b, il suffit de mettre lc vecteur A'Db

d 1a place de Aie

1

R PR , . T =1 .
Remarque 3 Si A4 est réguligre, 17alporithme fournit (A"A) "A", solution du

probldme classique de résoluticn au sens dos moindres carrés.

Nombre d'opérations des différentes méthodes

Taisons le dicompte du nombre de multiplicaticns pour chacune des deux

méthodes. La matrice Amn est de rang r 3 supposons m £ N

a) Méthode fondamentale (extension de 1'algorithme de Jordan)

. + . :
11 favt nrim+n+l = Eil-] rmultinlications pour trouver U et V ; on doit

ajouter un nombre de multiplications de 1'ordre de (m+n—r)3 pour inverser
<A v>
°
U* 0

5. m=n=r (matrice carrée, régulidre) le nombre de multiplications
serait de 1fordre de 2,5m3 (alors qu’une inversion par la méthode de Jordan

demande m3 multiplications).
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b) Variante (extension de 1°aigorithme des moindres carrés)

calcul de A 3 Egﬁ%ill (m=-1) [ —~—— m(m 1) + E&E%ll ] multiplications.,

Calcul de A+b (résclution directe de Ax = b)

nm (3Zm) + (-1} Eﬁ;:ll +m o+ Eiéill multipiications.

. . 3 . . " +
Sim=n=r, i1 faut environ 2,5m" mulciplications pour calcuier &

Pour m,n,r &levis et sensibhlement &paux, le calcul de A'b demande
environ 1, 5m3 multiplicationu 3 (alors que le calcul de la sclution du probléme
de moindres carrés ((A NS A k) demanderait mJ multiplications),

o
TN

III CALCUL de PSEUDO-INVERSES sur ORDINATEUR

Pour utiliser les mZthodeos décrites précédemment, nous avons &crit deux

procédures,

-~ La premidre procédure (utile pour les deux premisres méthodes) permet
de trouver les matrices U et V telles que /A V) soit réguliére (avec

T Lo o

AU = 2, V'A = 0),

Cette procédure doit Etre svivi@ d'une procédure d'inversion (pour
inverser soit (A V\ , soit (AA + V- M.
\uvl o)

- La seconde proc&dure est relative 3 la troisiéme méthode et permet
. . . . +, s
dfobtenir directement le pseudo-inverse de 4, ou bien A b solution de

Ax = b,

Le listage de ces deux procédures est reproduit en annexe.
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Exemples numériques

1
[ 1
|

1

{1

.
\
\ 1 /j

La valeur exacte du pseudo-inverse est :

L
WO N NN

2. 3. 3. 3. 4
12 12 12 12
+ ~1 1 1 1
A= 3 "3 "3 73 1 }
5 5 5 5
\% % W 0/

Résultat donné par la premiére procidure :

-+

1° ligne de A 2° ligne 3° ligne
0,416666666662 -~ 0,333333333331 0,0833333332325
0,416666666662 - 0,333333333231 0,0833333333325
0,416666666661 = 0,333333333331 0,0833333333325
0,41666666£564 - 0,333332333334 0,0833333333325
- 1,00000000000 1, 00000000000 0,0000000006000

Résultat donné par la seconde procédure @

1° lipne de A" 2° ligne 3° ligne
0,416666666697 - 0,333333323322 0,0333333333116
0, 416666666657 - 0,333333333322 0,0833333333116
0, 416666666607 - 0,333333332322 0,7333223333116
0,416666666697 - 0,333333333322 0,0933333333116
-10

- 1,00000000005 0,999999929951 0,5= = = = 10



L
[\
[

}

. 1 1 1 1\
/ 10 1 1 1 1 \ /3 e 375 T %7 T 97\
/1 10 1 1 1 | oy L L L L \
- ] | : 9 27 27 T 27\
A= 11 1 111 | PR HU S S N & R | §
Ll 11 1 o 27 27 81 81 I
} / !
V111 S R W b A R O
\ "27 77 BT 3 B

oL .r n u u/

\"27 27 3 Bl 81

La premiére colonne du pseudo-inverse, calculfe par les deux proc&dures est :

1° procédure 2° procédure

0,111111111118 0,111111111110

0,0000000000 0,68 = = 10712
- 0,370370370367 - 0,370370370354
- 0,370370370367 - 0,37037037C3€64
~ 0,370370370367 - 0,370370370364

Divers résultats obtenus par variaticn du zéro machine

Le "rang numdrique’ d'unc matrice est fonction du zéro machine que 1'on se
fixe. Pour un zdro machine donné, une matrice carrée peut &tre considérée comme
régulidre alors que pour une autre valeur du z&ro machinc, elle peut 2tre consi-

dérée comme singuliére.

Nous avons rdésolu le systdme Ax = a par la seconde méthode (algorithme des

moindres carrés) en faisant varier le zéro machine ¢

/0,990 1 1 1 1\ / 5\

1 0,992 1 1 1 \ / 5 |
A= 1 1 0,994 1 1 a = { 5
\\ 1 1 1 0,996 1 / \ s
1 1 1 1 0,999 / \\n



Zéro machine

x (solution)

risidus a-Ax

0,30983571 0,00000097
107° 0,29330913 0,000047
0,52483740 0,000050
(calcui de 4™ la) 0,77552250 0,000003
2,9995336 0,000099
] 0,55080339 0,0006
1077
0,71200920 0,0008
(calcul de 5,038740690 15,0010
pseudo-inverse) 1,5986901 5,0020
1,1560253 59,0003
» 0,33438510 0,003
10
1,1317816 0,004
(calcul de 1,0144855 0,001
pseudo-inverse) 1,0133660 0,201
1,0116869 0,004
1,0003317 0,005
1073
1,0007136 0,903
(calcul de 1,0011151 0,001
pseudo—inverse) 1,0015167 0,001
1,0021195 0,904




METHODE

-~
ema

3

PARTIE

~ oy -~

DE

RELAXATION

~ oy .~



Intrnoduc tiLon

Les méthodes précédentes, de type élimination, sont mal
adaptées aux grands systZmes (nombre &levé d'opératiomns), Pour
les grandes matrices crcusas, on £tudie comment se présente le
probléme de la psecudo-résolution d'un systfme en utilisant les

méthodes classiques de relaxation pour le traitement de ces

matrices,
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RESOLUTION d'un SYSTEME COMPATIELE Ax = a

Soient (m,n) les dimensions de A et r son rang,

3

£

Soient x., une solution particuliére de Ax = a et x X ces X
0 B 19 9 n-1°

n-r vecteurs linéairement ind@pendants entre eux tels aue Ax, = 0 i=1,2,000 =T,
& 4 i  Raslt |

s 3. ; + ¢ - - =
Cherchons d déterminer z = A a, meilleure solution du systime, D'apris les
résultats du chapitre 1 sur la résolution des &quations, la solution cherchée z se
met sous la forme ¢

=T
Z2 =x_+ A, X..
0 .z i
i=1
Les scalaires A; sont déterminfs par la condition :
|i2|| minimale,

Cette condition s'écrit matriciellcment, cn appelant X la matrice [x

/

f
et N le vecteur f 5 g
A /
n-r

\

x x ]
1°72 **° “per

||xq + XA|| minimale

A est donc la meilleure solution approchée du systéme

Az = -
XA xo
* T, .-1 T
A=-2’ B K.& \ .,
) UX) T Xxy
2z se met donc sous la forme :
zZ=XxX + X\ =x_ - Xv+y
.Q A 4 lo Fs Vo' 7‘1
o
z=(l-3%X) x,
Remargue
Une telle formule est intéressante lorsque les Xy tels que Axi =0 et X

= * .
tel que Axrj = a sont faciles 3 obtenir, et lorsque le calcul de X est plus facile
= i . * ~ 1 ¢
a effectuer que celui de A , Ce peut &tre le cas, notamment, lorsque la matrice A

est de grande dimension et de rang assez Zlevé,
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II RESOLUTION d'un SYSTEME LINEAIRE COMPATIBLE par UTILISATION d°une METHCDE

de RELAXATION

Honthéses

1) La matrice A cst de dimensions (m,n) ¢t de rang r.
2) Le systéme Ax = a est compatible,

+
3) La matrice A se décompose en A = B+D telle que p(D+B) <1 (p(bB)

désigne le rayon spectral de la matrice D+B)

A) ETUDE THEORIGUE

B T e dad

n e . + . ~
Propnilite 1 ¢ La matrice D A ot la matrice D ont méme rang.

Démons tration

+ + + . . -
Les matrices D D, DB et D A sont carrées de dimensions (n,n). L'hypothése

+ S + . .= .z
0(D B) < 1 entrafne que la matrice (I + D B) est réguliére., On peut &crire 3
+ +
(I+028)=(L-DD+D4.
Soit ry le ranpg de D et r, celui de D'A

+
rang (D+A) < win (rang D , rang &),

. o+ +
En particulier rang (2 A) < rang D
r, €1,
] I'd +1\ +.~ -
D'autre part rang ((I1 ~-DB)+DA)gn -~ Xyt T,
<n- +
nosn-r, tr,
<
1 05

Donc rl = rz.

+
Le rang de T est égal 3 celui de D A,
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Prophi8lZ 2 : Lorsqu'on connait la solution générale de Dx = O, on peut en

- . . +,
déduire la solution génirale de D Ax = 9O,

Démons thation

- P + ~ .
D'aprés la propriété 1, D et D A ont méme rang. Soit s ce rang,.

I1 existe (n-s) vecteurs z, lintairement indépendants entre eux tels que

+
Dzi = 0, et (n-s} vecteurs vy tels que D Ayi = 0,

L¥indice i &étant fixé, utilisons une formule itdrative :

(n+1) + @

= - 0N
vy z; nB v

s * . £ 2 5 ;
Le rayon spectral de la matrice D B &étant inférieur 3 1, il y a ccnvergence vers
v tel que @

nt =
(I+UB) yi"zic

+ +
Le vecteur y, vérifie D D(I + D 3) y; = D+DZ; = 0,
Corme D'D(T + D'B) = D'A on a D'a y, = O.

L S+
De chaque z; tel que Dzi = 0, on peut déduire v tel que D Ayi = 0, Les vy
se d&duisent des z, par multiplication par ume matrice réguliére :
+ o =1
. = + 1 . e
y; = T+ DB gy
Les zg forment un systéme de (n~s) vecteurs linfairement indépendants entre

eux, i1 en est donc de méme pour les Vi

2 ot ry - - +
Propniété 3 : Lorsqu'on connait la solution générale de B Ax = 0, on peut en

déduire la soluticn générale de Ax = C,

Démons thation

+
Soit 5 le rang de D A et r celul de A,

. s + P - ~ .
Le rang du produit de matrices D A est inférieur ou &gal i celui de chacune

. +
des deux matrices D et A,
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+
En particulier : rang (D A) € rang (A)
§ £ T

On en conclut que n~-s 2 n=-r,

(n=s) représente le nombre de vecteurs v indépendants entre eux tels que
+
D Ayi =0

(n-r) représente le nombre de vecteurs X, indépendants entre eux tels que

Axi = 9,

+
D'autre part, chaque vecteur X, tel que Ax, = O vérifie D Axi = 0,

i

Donc 1'espace vectoriel El engendré par les x, est inclus dans 1l'espace

i
vectoriel E engendré par les y, tels que D Ay, = 0
g P y1 q Y3

-+
v tels que D Ay, =0 j By } X tels que Ax, =0 rang (n=-r)
E
rang (n=s) z\ E, } ¥, tels que Ax, £ 0

Soit EZ =} - E1 le complémentaire de E1 ; c'est un sous-espace vectoriel
de E de rang (r-s). Il existe (r-s) vecteurs X, indépendants entre eux tels que
Ax, # 0,

Les vecteurs Ax, correspondant aux (r-s) vecteurs base de E,, sent indé~
pendants entre eux, car s'il existait une combinaison linfaire telle que
r-s r=s
2 By ix; = 0, le vecteur z = .2 BiXys
i=1 i=1
combinaison linéaire de vecteurs appartenant 3 EZ’ serait tel que Az = 0 ; il

appartiendrait donc 3 E,, D'ol 1°'impossibilité.

1.
Ce résultat nous permet de d&duire une méthode de recherche des X, tels
5 5 + \ . -
que Ax, = 0, 2 partir des y, tels que D Ay, = 0. Aprés avoir formé les (n-s)
produits Ayi, il faut rechercher le rang de ce systéme de vecteurs., Soit p = r=-s
ce rang. Supposons que les p premiers vecteurs sont linéairement indépendants

entre eux,
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I1 existe n-s-p vecteurs ij tels que 3

A.,‘ - E OL}Ay.‘"O j ”"p"‘l see N™E
». 3 1

On doit donc faire des combinaisons linfaires de vecteurs Ayi pour obtenir

ij - E j Ayi = 0, Ces mémes combinaisons lindaires effectuées sur les vecteurs
i=1
Yy correspondants fournissent les n-s-p = n~r vecteurs X, tels que Axi = 0,

On donne plus loin une méthode pratique permettant d'obtenir effectivement

les x_,
i

B) METHODE de RESOLUTION de Ax =

P e e e e e R

- . .+ . : -
La détermination de A a, meilleure solution approchée de Ax = a, se fait en

deux &tapes 3

+ +
1) Détermination de la sclution générale de D Ax = D a

2) Détermination de la solution générale de Ax =
s P .. e +
Connaissant la sclution génrale de Ax = a, on en d&duit A a,

1) Deteoumination de £a solution géndrale de ptax = D'a

a) Solution particuliére de pTAx = D' a

+ + .
Pour obtenir Y5 tel que D Ayn = 35 a, utiliscns la formule itérative :

(1) . (@)
Vg = Da-DB Y5

Cet algorithme est convergent; il y a convergence vers Yo tel que 3
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]

yo, = D'a-D'By,
(1 +DBly,=D"a

+
D'D(I + D'B)y, = D'DD’a

+
D Ayﬂ = D a

b) Solution générale de D+Ax = 0

Nous avons vu dans 1'@tude thorique qu'on pouvait déduire les (n-g)

: +
vecteurs y, tels que D Ayi = 0, des (n-s) vecteurs z, tels que Dz, = O,
L

i

Nous utiliserons les formules :

(n+l) (n

+
yg =23 - DBy,

2) Déterundnation de fa solution générale de Ax = a

a) Solution particulidre de Ax = a

Nous cherchons X, tel que Ax0

: « + + 5
est aussi une solution particuliére de D Ax = D a, Il suffit d'imposer 3 une

= a, Une solution particuliére de Ax = a

. .- + + - s
solution particuliére de D AXx = D a de vérifier Ax = a,

n-s
Soit X5 =¥, + z Aiyi une solution particulidre de D Ax = D+a.
1

Déterminons les scalaires Ay de telle fagon que AXO =a 3
n=-s
as= AyO + % Ai Ayi,

n-s
T & ° A = -
Les Ai sont donnés par 3 Z Ai Ayi a AyO.
1
C'est un probléme de pseudo-inversion (en effet, les y; sont lindairement
indépendants entre eux, mais en général, on ne peut en dire autant pour les

vecteurs Ayi).
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A \
Soit Y 1a matrice [y1 ees ¥ 1 et A la matrice . )
n-=s L )\
\ A5/
AYA = a—AyO
o+
A= (&Y) (a = Ayo)
=y, + VAN (a - ay,)
on a2 Xy = ¥y + V(AY a Yo

b) Solution générale de Ax = O

I1 faut former les produilts Ayi (i=1, 2, +s. n~s), chercher le

rang de ce systéme de vecteurs, et en déduire les X tels que Ax, = 0,

i
Pratiquement, nous utilisons une méthode inspir&e de la méthode
d'élimination de Jordan. Rangeons les vecteurs lignes Ayi et yy dans deux

tableaux de (n~s) lignes et n colonnes chacun,

n n
Ayq Y1
Ay, Yy
n-s . .
Ayn- 5 yn— S

Appliquons 1'algorithme de Jordan dans le tableau de gauche (combi-
naisons linaires de lignes), les lignes du tableau de droite subissant la
méme transformation. D&s qu'une ligne du tableau de gauche a tous ses &léments

nuls, la ligne correspondante du tableau de droite fournit yk tel que Ayk = O,
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Procédons en (n—~s) &tapes @

Etape 4

Recherche d'un él3ment # 0O
éne

dans la i ligre du tableau de¢ gauche
il existe un &léuent il n'existe pas
# O en colonne j d'éléments # O
P P éme
Par combinaisons linfaires de Le vecteur de la i ligne

éme . -
lad ligne des Z tableaux du tableau de droite est

avec chacune des autrcs lignes,
. 1z v, tel que
faire apparaitre des €léments i 4

. ére
nuls dans la j = colonne Ay,

1
(]

¢) Meilleure sclution approchée de Ax = =

Ayant la solution générale de Ax = a, il suffit d'appliquer le

. . +
résultat du début de ce chapitre pour obtenir z = 4 a,

, +
z = (I - X{) X

.



o 32 =

3) Ongandgharime générnal

r 2 rang de A

s ¢ rang de D et 2 A

Détermination de M

-+ D+ 1 relaxation

1Yv = a
Y A
T

D

Ditermination des ¥y
+ n—-s) axations
D Ayi = 0 ( ) relaxation

(les vy forment la matrice Y)

Détermination de Xq
éxO = g 1 pseudo-inversion
bt X .
Xy = yo + Y(AY) (a-hy,) (natrice (m,n-s))
Détermination des Xi ti{éthode de Jordan
Axi = 0 sur matrice (n-s,2n)
Ditermination de 1 pseudo-inversion

o, (matrice (n,n-r))
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Remarques pratiques

En général, une mithode de relaxation n'offre d'intdr8t quc lorsque la
matrice ¥ (provenant de¢ lz d8cemposition A = B + D, et dont on utilise 1'inverse

(n;r(l) - p L, - pl (n),

dans 1'itération D "B 'x ) remplit les conditions (a) 3

1) le calcul de D-l ast facile

(@)

-1 ez <
2) on peut s’assurer que p(D B) est inférieur i 1.
Le cas le plus courant est celui d'une matrice fortement diagonale,

Lorsque nous voulons utiliser 1'itération :

(n+1) . (n)

Xx =2=DL x,

la matrice D doit remplir les conditions (8) :

1) le czlcul de p* doit @tre facile
+
8) 2) on peut s'assurer que p(D B) est inférieur 3 1

3) le calcul des z tels que Dz = O .oit Etre facile,

Un cas ol les conditions (B) scont remplies est celui d’une matrice A ayant

une sous-matrice carrée réguliére Al se d&composant en Al = Bl + Dl’ D1 remplis-

sant les conditions (o)

>
"
>
Pl
Q
@]
>
"
ez
o~

o
Q&
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IIT EXEMPLES NUMERIQUES

Hous avons &crit un programme utilisant la méthode de Jacobi
, . +, +
pour chercher la solution gZnérale de D ix = D a. Ce programme est donc

utilisable lorsqu'unc sous-matrice carrie de A est fortement diagonale.

Résolution de

321 1 3 2 1 0 1 39
1 362 3 51 1 ¢ 43
1 1 31 2 0 ©0 © 35
11 1 303 2 1 4 x = 43
9 0 5 5 300 3 2 45
1 111 11 11 g
c 4 5 0 0 1 1 13

La matrice D utilisée est 300 0 0 0 0 O O

0 3060 9 0 ¢ 0 ©

0 0 302 0 9 0 0

0 ¢ 0 320 2 0 0

0O 00 29 30 0 ©

8 0 0 ¢ 0 C 0 0

3 0 ¢ ¢ 0 9 0 9

La solution trouvée est

1, 00000000000
0, 999999999952
955999999995
50000000000
999999999525
999999999951
1, 90000000002
1, 00000000001

O O = O
- 2 v v




Expérionces de résolution de Ax = a en feisant différents chcix pour la matrice D
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Hous avons résolu 3

101 1 1 1 14
1 161 1 1 14
1 1 1 11 X = 5
11 1 11 5
11 1 1 1 5
en prenant ¢
10 0 6 G 109
g 0 2 0 ¢ 10
D=2 G < 0 0 ’ g 0
2 0 9 0 O o 0
S 0 ¢ 9 O 0 0
cas 1
nombre total de
cas 1 11
cas 2 27
cas 3 73

[}
o O O
oo

iy
Nt

(&)
> O
o QO

0 ¢

cas 2

relaxations

100 0 O
O 100 ¢
2 1 9
c 0 0 ¢
0 0 0 O

o0 O W

cas 3
solution trouvée
0000000000 L
00000000004
999999999937
s 999999999537
999999999937

1
1
0
S

Q

s 299929959988
999999999938
00000000002
00000006002
00000000002

-

©

et O D
-

£0000000004
00000000004
GON00000008
00000000001
, 00000000005

w

e
L

8
°



ANNEXES
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1) Premidne procidune

PROCEDURE BORD (T,i4,N,6) : TABLEAU T ; ENTIER M,,G ;

COMMENTAIRE A partir de¢ la matricae T de dimensions M et N, cette procédure

construit une matrice réguli&re de dimensions H+G, N+ ;

DEBUT ENTIER I,J,K,L,P ; REEL S ; TABLEAU Al1 s 4N, 1 ¢ M+N]1
POUR I s= M+l PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
AlT,J] 3= SI I = J+M ALORS 1 SINON O 3
POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J := N+1 PAS 1 JUSQUA M+ FAIRE
Al1,7) ¢= SI J = I+¥ ALORS 1 SINON O
POUR I s= 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
POUR J s= 1 PAS 1 JUSQUA § FAIRE
Al1,3) = ADM+I, N+I) = TIZ,3] ;

K =0 3
POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA M=K FAIRY
DEBUT X : SI aBs(alr,1l) < 1o~7 ALORS
DEBUT POUR J := I+l PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE
AlT,J7 o= AlT,33/4[01,17 § AlZ,I] =1
POUR L := 1 PAS 1 JUSQUA I-1, I+l PAS 1 JUSQUA M-K FAIRE
POUR J := I+l PAS 1 JUSQUA 14+, I FAIRE
AlL,J1 = AlL,J) - alL,1] * Al1,J]

°

wo

FIN

SINON

DEBUL P := I+l 3 W ¢ SI P 5 N ALORS

DEBUT SI A[I,P] = O ALORS

DEBUT P := P+l 3 ALLERA W
TIN
SINON POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE
DEBUT § := AlJ3,I] ; AlJ,1] := AlZ,?] ; ALJ,P]
FiN
ALLERA X

00
ft
o
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SINON POUR J s= 1 PAS 1 JUSQUA iM+T FAIRE

DEBUT S := A[T,3] 5 AQT,3] ¢= AIM-K,J] ; AlM=Z,J] :=S
FIf 3
K := K+1 3 SI I s M=K ALORS ALLERA X
FIN
2l s
G =K ;

I s= 11+ 1 PAS 1 JUSQUL M+N FAIRE
POUR J =3 - K + 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT S := 0 5 POUR L s= 1 PAS 1 JUSQUA M-K FAIRE
§ ¢= 5 + AlT, Ll * AlL,J]
TII,J} := A[L,J] := Al1,3] - §

POUR I &= M=K+l PAS 1 JUSQUA M+ FAIRE
POUR J &= M~K+1 PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE
Tl1,3] 3= Al1,J]

FIN

Utilisation de cette procédure pour obtenir un pseudo-inverse., Nous avons employé une

procédure 4°'inversion de matrices ncmmée INVERT,

Programme 2
DERBRUT

PROCEDURY INVERT (MN,A) 3 commentaire Inversion de la matrice A de dimensions

N ; corps de procédure

PROCEDURE BORD (T,M,M¥,G) 3 corps de procédure ;
ENTIER M,N¥,I,J,K ; LIRE (1,N) ;
DEBUT TABLEAU Al1:M+1, 1sm+N] g

POUR. T ¢= 1 PAS 1 JUSQUA ¥ FAIRE

POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

LIRE (AlI,J1)

BORD (A, N,K) ;




DECUT TABLEAU B [1 ¢ W+K, 1 : n+¥l ;
POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA N+¥ FAIRE
POUE J := 1 PAS 1 JUSQUA N+K FAIRE

o

BII,J] s= A[T+M-K,J+M=R] ;
INVERT (N+E,R)
POUR I := 1 PAZ 1 JUSQUA M+F FAIRE

POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N+K FAIDE
LiPRLER (3[1,50)

FIN
FIN
FIN

2) Scconde procidwie

PROCEDURE PSEUDO INV (B,N,i1} ; TABLEAU B ; ENTIER W,M ;

DEBUT ENTIER R,I,J,K,F : PEEL S,T ; T4BLEAU A [1:W, l:M+2*N]
POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT POUR R := 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE A [I,r+N] := B[I,R];
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT Al1,31 :=0 ;
POUR K := 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
ALT,JY 2= Alx,J3]1 + AlT,x+n] * B[J,x] ;
AT, J+N+M] := 8I I = J ALORS 1 SINON O

w3

FIN
FIN ;
OUR R 3= 1 PAS 1 JUSOUA N FAIRE

DEBUT H := O 3 W : ST ABS(A[R#H,R]) < | -7 ALORS
DEEUT SI R+H=Il ALORS
DEBUT POUR J := R PAS 1 JUSQUA M+N FAIRE
DEBUT AfR,J3 3= SI J = R ALORS A[R,.N+R] SINON O ;
POUR X s= 1 PAS 1 JUSQUA R-1 FAIRE

AIR,JY 5= AIR,T] - AlZ,J] * AIR M+N+K]

1]

=]

I

.
?
ALLERA Y ¢




FIN

FIN

°

?

TFIN

SINON

DEBUT ¥ ¢= H+1 ; ALLERA W
FIN

SI H # O ALORS POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA M+2*N FAIRE
DEBUT S := AIR,I] ; AIR,I] := A[R+H,I1 ; AIRHH,I] = S

Y:

°
3

T

3

s= A[R,RI]

3
POUR J := R PAS 1 JUSQUA M+2*N FAIRE
AlR,J) &= A[R,J1/T ;
POUR I 1 1J

USGUA R-1, R+1 PAS 1 JUSQUA W FAIRE

POUR J := R+l PAS 1 JUSQUA M+2*N, R FAIRE
AlT,J3) := Al1,3] - AlT,R] * AIR,J]

FIN ;

POUR I

POUR J

BL1,3] :
FIN

°
e

1
1
AlT

PAS 1 JUSQUA N FAIRE
PAS 1 JUSQUA M FAIRE
{I,J+N]

Utilisation de cette procédure 3

DEBUT

PROCEDURE PSEUDG INV (B, N,M) :; corps de procédure
ENTIER I,M,N,J 3 LIRE (M,N)
DEBUT TABLEZAU A [1:N, 1:M] ;

FIN

FIN

POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J 3= 1 PAS 1 JUSQUA M FAIRE
LIRE (AiI,J])

PSEUDO INV (A,N,1) ;

POUR I 3= 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRG
POUR J s= 1 PAS 1 JUSQUA il FAIRE
TMPRIMER (AlI,J]1),




BIBLIOGRAPHIE

BEN-TSRAEL
An iterative methodr for computing the g-i of an arbitrary
matrix
Math. of Computation 19 July 1965 pp. 452-455

BEN-ISRAEL et CHARNES

L1] Contributiocns to the theory of generalized inverses
J. SIAM, 1963, vol. 11, n° 3 pp. 667-699

BEN-TSRAEL et (JERSAN

rn An elimination method for computing the generalized inverse of
an arbitrary complex matrix
J. ACH 1963, vol. 10, n° 4 pP. 532-537

BEUTLER

(11 The operator theory of the pscudo-inverse
J. SIAM vol. 10, 1963, pp. 451-470

BLATTNER J.W.,

111 Bordered matrices
J. SIAM 1962 vol. 10 n°® 3 pp. 528-536

PECELL

Ln An application of the Cayley Hemilton theorem to the generalized
matrix inversion
SIAM Review 1965, vol. 7 Pp. 526-528

C.A. DESOER et B.H. WHALEN

{1 A note on pseudo-inverses
J.SIAM vol. 11, n° 2, 1963 pp. 442-447

GREVILLE
(1] The pscudo-inverses of a rectangular or regular matrix and its
applications to the solution of systems of lincar equations
SIAM Review vol. 1, 1959, p. 38-43
[2] Some applications of the pseudo-inverse of a matrix

SIAM Review vol. 2, n° 1, Jan. 1960



HESTENES

[1] Inversion of matrices by biorthozonalization and related results
J. SIAM, 1958, col. 6, n° 1 p. 51-90

A. KORGANOFF et M. PAVEL-PARVU

(1l Mcthodes de calcul numérique tome 2
Eléments de théorie des matrices carré@es et rectangles en analyse
numérique
DUNOD 1967
PENROSE
{1 A generalized inverse for matrices

Proc. Cam. Phil. Soc. (1955) wveol. 51 pp.406-413

(2] On best approximate solutions of linear matrix equations
Proc. Camb. Phil. Soc. (1956) vol. 52 pp.17-19

L.D. PYLE

(1 Generalized inverse computations using the gradient projection method
J. ACH, 1964, vol. 11, n°® 4 pp. 422-428

C.A. RHODE
(1] Contributions to the theory, computation and applications of

generalizced inverses
Ph. D. Thesis- University of North Caroline at Raleigh, 1964

2] Generalized inverses of partitioned matrices
J. SIAM - 1965, vol. 13 n° 4  pp. 1033-1035

B, RUST et W.R, BURRUS

A simple algorithm for computing the generalized inverse of a matrix.
Corm. fo ACM ¢(1966) pp. 381-385

.,

S
Rs

I
UNIVE

a"f
rd g




