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Mais, Messdieuns, qu'il y a de difficultis dans cette necherche ! can,
engdn, ce n'est pas assez pour nous de donner une vErité, iL faut qu'elle soit
nouvelle ...

Cependant Les découventes sont devenues bien ranes; LL semble qu'il y
alt une espice d'dpuisement et dans Les observations et dans Les observateurs ...

Nous sommes presque r@duits A plewwen, comme Alexandre, de ce que nos
p2res ont tout fait, et n'ont nien Laisst & notre gloinre.

C'est ainsd que ceux qui découvrinent un nouveau monde dans Le silele
passt, &'emparrent des mines et des ndichesses qui y Etodent consenvies depuls
&4 Longtemps, et ne LadlssPrent & Lewrs saccessewrs que des forlts & découvnin et
des sauvages & reconnoitre.

Cependant, Messiewns, ne perdons point courage : que savond-nous de ce
qui nous est nésenvé ? peut-etne y a-t-il encore mille secnets cachls : quand Les
glognraphes sont parvenus au terme de Leurns connoissances, {Ls placent dans Lewrs
cantes des mens immenses et des climats sauvages; mais peut-2tre que dans ces
mens et dans ces climats AL y a encorne plus de nichesses que nous n'en avons,

Qu'on se défasse surtout de ce préjugé, que La paa&inca n'est point
en tat de perfectionnen f£es sciences, et que ce n'est que dans Les capitales
que Les acadimies peuvent fLeunin,
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INDEX DES NOTATIONS

o - -y o -

R corps des réels

Z anneau des entiers

N ensemble des entiers positifs ou nuls

N* ensemble des entiers strictements positifs,

Pour n dans B . & est 1'espace euclidien & n dimensions.

. n - © .

Pour toute partie A d&e R , A, A&, [A , fr(A) désignent

respectivement 1'adhérence de A , son intérieur, son complérentaire et sa

frontidre.

Pour & et b dans N , & b d8signe la partie entidre du
quotient a/b , c'est-d-dire le plus grand &lément x de N tel que

xsa/bo

D'autres notations sont définies dans le texte,



0 - INTRODUCTION

Ce qui suit est une introduction générale., On pourra se reporter pour

plus de précision aux sommaires mis en t&te de chacun des chapitres.,

On sait que la "Géométrie des Nombres" fut introduite par MINKOWSKI
pour traiter des problémes provenant de la théorie des corps de nombres algébri-
ques. Elle s'est développée ensuite de fagon autonome sous l'impulsion de divers
asuteurs parmi lesquels on peut citer : J,W.S. CASSELS, (1, CHABAUTY, H., DAVENPORT,
E. HLAWKA, K, MAHLER, L.J., MORDELL, C.,A. ROGERS et W, SCHMIDT,

A ses progrés les plus récents sont 1liés d'autre part cartains problé=-

mes d'empilement et de recouvrement dans les espaces euclidiens ],

On peut remarquer, par exemple, que la détermination de la constante
d'cmpilement régulier d'une partie A de R° est 1iée A celle de la constante
critique de "l'cnsemble différence” de A qui est 1'homothétique de A dans

le rapport 2 quand A est une jauge.

On peut évidemment considérer des empilements non réguliers et en parti=-
culier des empilements dont la base est un réseau multiple, c'est-8-dire l'union

d'un réseau et d'un nombre fini de ses translatés,
On peut aussi considérer les réseaux multipermis et multicritiques,

Toutes ces notions sont rappelées au chapitre 1 ol l'on introduit aussi
la notion d'empilement au sens de ZASSENHAUS indispensable dans certains cas .

On y montre aussi l'existence de certains empilements de densité maximum,
mp

Une caractéristique générale de beaucoup de résultats de la Géométrie
des Nombres est qu'ils sont souvent obtenus par des méthodes particuliéres valae
bles uniquement pour le cas envisagé, une de ces méthodes étant de considérer
séparément un nombre fini de cas possibles. I1 en résulte en général une complexie

té grandissante quand n augmente.



En conséquence, sauf pour des problémes particuliérement choisis, il
est illusoire d'espérer la plupart du temps des résultats valables pour tout n ,
en dehors de certaines estimations. Nous nous sommes le plus souvent limité aux

petites valeurs de n .

Au chapitre 2, on étudie les réseaux multipermis et notamment comment
les méthodes connues pour le détermination des constantes critigues des parties
convexes bornées s'étendent pour la considération des constantes critiques
d'ordre supérieur. La détermination effective peut se faire dans R pour un

ordre suffisamment petit.

On détermine aussi tous les réseaux multicritiques du cube unité de
]® , gfnéralisant un résultat célébre de HAJOS,

Un r8le essentiel est joué dans ce chapitre par le résultat de CASSELS
qui permet de lier les constantes multicritiques d'un corps étoilé & sa constane

te critique ordinaire.

On connalt la "conjecture des produits" selon laquelle la constante

eritique du produit de deux jauges serait €gale au produit des constantes cri-
tiques de chacun des facteurs. Cette conjecture vépifiée pour n =2 et 3
n'est actuellement infirrmée par aucun contre exemple., Une conjecture plus res-

trainte, dite "conjecture des cylindres", concerne 1*&ventualité de la méme

€galité dans le cas particulier d'un “cylindre" construit sur une jauge.

WooDS [32] a montré que la conjecture est exacte dans le cas du

cylindre de R construit sur la boule unité de R3 + Le pas suivant peut &tre

5

de calculer la constante critique du cylindre de R” construit sur la boule

de Bh .

Or, quend on gborde la détermination de la constante critique d'une

jauge J de R , on est confronté au probléme suivant :

On sait qu'un réseau critique de J poss@de sur la frontiére de J
n points linfairement indépendants A s soit M 1le réseau ayant pour base
les A; , Q "1'octaddre" enveloppe convexe ouverte des points ¢ A s il est
utile de déterminer les "types" des réseaux appartenant:.d la famille L des ré-

seaux contenant le réseau M et permis pour "1'octa@dre" puisqu'un réseau



critique de J appartient & L ; on peut aussi considérer la famille [ des
réseaux contenant M et dont 1'intersection avee § est {0} U { A;} cer un

réseau critique de J appartient & [ si J est strictement convexe.

C'est le'probléme des Octaddres” que nous considérons au chapitre 3 .

On sait déjd que l'indice de M dans un réseau A de L est borné supérieure=
ment par n! d'aprés les théorénes généraux de MINKOWSKI, On considére d‘'abord
le cas oi A/M est cyclique et on montre comment on peut programmer le problénme,
Cela permet notamment d'obtenir pour une valeur fixée de n et pour A dans L
(resp. [), avec A/M cyclique, la borne supérieure exacte P, (resp. §n) de
1'indice de M dans A, si 1l'on dispose d'une machine & calculer suffisamment
puissante. On a pu ainsi, 3 1l'aide de la machine Bull M 40 du Laboratoire de

Calcul de 1'Université de Lille, montrer que P et 55 valent respectivement
h8 et hl .

Nous avons exposé ailleurs le cas n = 4 de ce probléme, Cf. [2] et
[3] s et pour n = 1,2,3 1les résultats sont substantiellement connus depuis
MINKOWSKI,

Aux chapitres 4 et 5 on considdre des problémes d'empilement et de

pavement régulier et non régulier,

On sait que si A est une partie convexe bornée de 82 on ne peut
empiler A avec une densité plus grande que la densité d'empilement régulier,
On connalit d'autre part 1'exemple dans R2 d'empilements au sens de ZASSENHAUS
non réguliers d'indice 2 plus denses que l'empilement régulier associé le plus
dense., On peut d‘abord remarquer que ces derniers exemples conduisent irmédiate=

3 de base &toilée centrée bornée dont la

ment 3§ des exemples de cylindres de R
constante critique est plus petite que celle de la base. Autrement dit la

"conjecture des cylindres" est infirmée pour une base &toilée centrée qui n'est

pas une jauge,
On considére alors deux questions.,

La premidre est de déterminer dans R° des parties dont la densité

d'empilement est strictement plus grande que la densité d'empilement régulier.



On considére plus particuliérement les parties pavantes de R qui ne sont pas
des parties pavantes réguliéres et on en détermine certaines classes. On s'est
attaché au cas des parties non convexes et servi de certains résultats concernant
les parties pavantes convexes compactes introduites par VORONOI sous le nom de
paralléloédres,

La seconde est de lier de fagon plus précise la détermination de la

~

constante critique d'un cylindre & celle de certaines constantes d'empilement

concernant sa base, Le probléme de la "eonjecture des cylindres" est ainsi ramené

& la détermination 4"un nombre fini de densités d'empilement de la base. On peut
donner quelques précisions dans le cas des cylindres "sphériques" en utilisant
les résultats de ROGERS [25] sur la densité d'empilement des boules.

Au chapitre 5, en vue d'une application pour n = 2 , on étudie de
fagon plus précise certaines notions indispensables pour 1l'étude des pavements de
' et notamment la notion d'adjacence. On les applique a l'€tude du pavement de
R2 par des corpacts de JORDAN. On donne notarment une caractérisation de ces
compacts au moins dans le cas ol ce sont des parties pavantes réguliéres, On
trouve l'exerple de telles parties pavantes et aussi de parties fondamentales
pour les groupes d'isométrie de R2 en regardant 1l'ceuvre graphique de

M.C. ESCHER (cf. [18]) . Le lecteur intéressé pourra s'y reporter.



CHAPITRE 1

- - — " -

NOTIONS FONDAMENTALES

- - o o —— > - — o -

1.0.- SOMMAIRE.

Dans tout ce chapitre, l'espace considéré est l'espace euclidien R
désigné par la lettre E ., Un réseau G est un sous=~groupe discret de E de
dimension n j; wune base de G est un ensemble de n vecteurs linéairerment in-
dépendants tel que G coincide avec l'ensemble des corbinaisons linaires 3
coefficients dans 2 de ces vecteurs. O est l'origine de E et si A et B
sont deux parties disjointes de E , on d8signe par A® B 1l'union de ces par-

ties,

Au paragraphe 1l.l. on rappelle la définition de la densité d'une
partie discréte de E et son expression quand cette partie est un heréseau,
c'est-d=dire 1'union disjointe d'un réseau et de h~l1 de ces translatés, On défi=
nit les empilements, les empilements au sens de ZASSENHAUS et leur densité, Quand
on empile dans E des translatés d'une partie donnée K d'une fagon déterminée,
la constante d'empilement de K est la borne supérieure des densités possibles
pour un tel empilement. Les définitions précises qui nous serviront sont données
au paragraphe 1.,2., On donne aussi quelques propriétés immédiates et on introduit

la notion de pavement,

Comme on le sait la détermination des empilements réguliers de densité
maximum est li€e 3 1'€tude des constantes critiques. Les notions concernant les
réseaux permis et multipermis, ainsi que les réseaux critiques associés sont
définies au paragraphe 1.3. Ie théoréme bien connu de MAHLER sur 1l'existence

de réseaux critiques sec généralise facilement au cas des résesux multicritiques.



Se pose alors naturellement le probléme d'étendre éventuellement les
théorémes d'existence au cas ol on considdre un h-réseau permis ou un empilement
ayant pour base un h-réseau. Ces problémes 1iés pour h = 1 ne le sont plus

pour h >1 . On les exanmine respectivement aux paragraphes 1.4, et 1.5. .
On obtient notarment le résultat suivant :

81 K est un ouvert borné mesurable contenant O , pour tout h > 1
il existe un empilement A'indice strict h d'ensembles congrus & K par transe

lation et de densité maximum (Corollaire du théoréme l.5.1.).

Par contre on ne peut affirmer en général, pour un tel K et pour
h>1 , 1'existence d'un réseau d'indice strict h permis pour K et de den=-
sité maximum, méme si 1%on suppose K centré, quoique, dans ce dernier cas, on

soit assuré du résultat pour h =2 ,
1.1.- DENSITE,

X é&tent une partie discréte de E , 1la densité de X , notée

dens(X) se définit de la fagon suivante :

Pour t > 0 soit A(t) 1le nombre de points de X contenus dans

1'hypercube C d'&quation |xil <t (i=1,ie4on) ; 1la densitd® de X est

2t
la limite supérieure de A(t)/(2t)" quand t augmente indéfiniment, La densitd

possé€de les propriétés suivantes
dens(f) = 0 , dens(A @ B) = dens(A) + dens(B) ;
dens(X) = dens(oX) si o est we isométrie de B> .

Si G est un réseau, on désigne par d(C) 1la valeur absolue du déter=
ninant de ce réseau, c'este-d-dire du déterminant des n vecteurs d'une de ses

bases,

Si a; (i =1,..4,h) sont h points de E tels que a, =0,

a; = & ¢ G pour i, = l,esesh alors, pour i#j, G+ a; et G+ 85 sont

disjoints et X = .

2 (G + a;) qui contient G est appelé réseau multiple




d'indice h (Cf. [8]). On ait d'un tel réseau qu'il est d'indice strict h

s'il est d'indice h sans &tre d'indice k pour aucun k < h autrement dit

s'il est impossible de trouver un réseau G' et des points ai (i = 1,000,k)

avec a! =0, al =al! é G' pour 1i,j = 1,ee.,k tels que X =@ (G' + al) et
i i J i=1 i

ce pour gucun k vérifiant 1 s k <h ., Le translaté d'un réseau nultiple

d'indice h (resp. d'indice strict h) est appelé grille multiple d'indice h

(resp. d'indice strict h).

Proposition 1.1.7.-

h
Si X= {il(G + ai) est un réseau hmultiple d'indice h , on a

dens(X) = n/da(G) .

Preuve., -

Corme G + a; et G+ aj sont disjoints pour i # j, il suffit de
prouver dens(G) = 1/a(G) . Or, soit B1seees8y(4) les A(t) points de
G F\Czt et P un parallélotope fondamental associé & G . A g; associons
. Pi parallélotope ouvert translaté de P et de centre gi : Pi et Pj sont
disjoints si i # j . Soit 2d 1le c6té du plus petit hypercube homothétique

de C1 contenant P ; on a, pour t > 24 ,

Alt)
v Sy
Co(tma) igl P; C Cogeq) @70

(tuzd)n < Alt)ala) < (t+d)n .

I1 en résulte que 1im A(t)/(2t)" existe et vaut 1/a(c) .
n-eo

K &tant une partie d¢ E, x un point de E , on désigne par K,
le translaté K+ x de K par x et par rK, pour r dans R, l'homologue
de K dens 1l'homothétie de centre O de rapport r . On d&signe par DK
1'ensemble différence de K qui est 1l'cnsemble des x =y quand X et y
parcourent K . On appelle jauge de E tout ouvert convexe borné centré en O,
Notons que si K est une partie convexe de E , il en est de méme de DK et

que si K est une jauge DK = 2K .

S1 K et X sont deux parties de E , on pose U(K,X) = igx L



On dit que U(K,X) est un empilement de parties congrues & X par translation,
de base X si, pour tout couple (x,y) de points distincts de X , K, et K&
sont disjoints.

Proposition 1.1.2.-

L'€noncé "U(K,X) est un cripilement" &quivaut & 1'énoncé
"DX N DK = {0}" .

Preuve .-

Elle s'appuie sur le

Lerme 1.1,17.-

L'énoncé "Kx(ﬂ Ky # @" é&quivaut & 1'énoncé "y -~ x«€ DK" .

Compte tenu du lemme, si U(K,X) est un empilement, pour tout couple
(x,y) de points distincts de X ona y = x ¢ DK , autrement dit tout &lément

-

de DX différent de O n'appartient pas & DK. La réciproque est immédiate,

Preuve du Lemme,-

Si Kx et K& sont disjoints, on peut trouver 2z dans Kxfﬁ K done
k et £ dans K avec 2z wux =k, z-y=4 donnant y-x=k -L € DK,
Réciproquerent, si y =~ x appartient & DK, ona ywx=k=£ avec k et £

dans K j; posant z =x+k , on abien z € K.N Ky .

Dans la suite, lorsque nous considérerons l'ensemble U(K,X) , nous
supposerons toujours que K est une partie nesurable de E de mesure non nulle

vol(K) et que X est une partie discrdte de E .

Soit X 1l'ensemble des parties discrétes de E, X° T X 1'ensemble

des parties discrétes de E contenant 0O .

8i ¢ est une partie de X (resp., X°) un élément de X (resp. X°)
est dit o-permis s'il appartient & o,



En particulier, si S est une partie d¢ E contenant O, on désigne par
Qm(S) (resp. @;(S) ) , pour m dans n* » l'enserble des éléments X de X
(resp. X°) pour lesquels on a card(XM S) ¢ m et toute partie @m(S)-permise
est dite wm~S-permise, toute partie 1=-S-permise est dite Se-permise, @8(8)
est vide et QE(S) non vide ;3 si S est de mesure non nulle, pour tout m 3 1

¢§(S) est non vide.

Pour le couple (K,X) ol X est dans X° et K contient O, consi=-

dérons les trois propriétés

(i) knx= {0} ,
(ii) DXnNnK = {6} ,

(iii) DXNDK = {0} .

La velidité de (i) s'exprime par "X est K-permis" , 1a validité

de (iii) é&quivaut, d'aprds la proposition 1.1.2, & 1'énoncé "U(K,X) est un
empilement” , la validité de (ii) qui équivaut au fait que, pour tout couple
(x,y) de points distincts de X, ona y ¢ K. s ce qui peut s'exprimer en
disant que "X est séparé par les translatés de K" sera exprimfe en disant que
"U(K,X) est un Za-empilement (empilement au sens de ZASSENHAUS (Cf. [33]))".

R@m@ﬁgu@&.-

l.~ Lorsque K est un ouvert convexe, 1l'égalité DQ% DK) = DK montre
1'équivalence entre les énoncés "U(K,X) est un empilement" et “UG%'DK,X) est
un empilement” ce qui permet, dans certains cas, de ramener 1'étude des empile=

ments d'ouverts convexes § celui des jauges.

2.=~ Lorsque K est une jsuge, 1'égalité DK = 2K montre que les

énoncés "U(K,X) est un empilement" et "U(2K,X) est un Za=empilement" sont

équivalents. Les notions d'empilement et de Za-empilement ne sont donec pas
substantiellement distinctes pour les jauges. Fn particulier, si X est un

réseau G, ona DX=C et "U(K,G) est un empilement" &quivaut 3 "G est

permis pour 2K" ,




3.~ L'équivalence entre les égalitds DXN K = {O} et
DX N(K U (=K)) = {0} montre aussi que U(K,X) et U(K U (-K),X) sont simul-

tanément des Za-empilements,

Pour un couple (K,X) on définit la densité de U(K,X) par
dens(U(K,X)) = dens(X,X) = vol(K) « dens(X) . Sont ainsi définies, en particu-
lier, les densités d'un empilement ou d'un Za~empilement de parties congrues 3

K par translation.

Proposition 1,1,3,~

Si K est borné et si F = U(K,X) est un erpilement, on a

vol(F r\cgt)
vol(02£7

dens(K,X) = linm sup
t >+

£1 .

Preuve , -

Soit & 1le diamétre de X . Si ByseeesBy(y) sont les A(t) points
de X (“)C2t on g :

A;t)
igl Kgi C Co(tus)
d'ou
vol(F rxcg(t+6)) : A(t) . vol(k) .

Divisant par 2 (t+8)" et passant & la limite supérieure pour t-+» cela donne

vol(F F)Cz )
VOl(CEt)

lim sup 3 vol(K) ., dens(X) .

1t >+

D'autre part, si gi,...,gi,(t) sont les A'(t) points de X tels que

Kgi{W C2t #¢, ona
A'(t)
K ,C C

< d'oi  A'(t) s A(t+8) .
i=1 1

2(t+§)

vol(F f\CQt) g A'(t) . vol(K) < A(t+6) . vol(X) donne, en divisant par (2t)"



- 10 =

et, cen pessant & la limite supérieure pour t-o+ o ,

vol(F r}cgt)

vol(CQt)

linm sup < vol(K) . dens(X) .

t >+

1.2,- CONSTANTES D'EMPILEMENT,

On suppose dans la suite, sauf mention expresse du contraire, que K

est une partic bornéec contenant © .

Soit ¢(K) (resp. =(K)) 1a partie de X° formée des X discrets qui
sont la base d"un empilement (resp. d'un Zawcmpilement) de parties congrues &
K par translation. sup dens(X,X) pour X parcourant ¢(K) (resp. =(X)) est
la constante d'empilemént relative & ¢(K) (resp. =(K)) . On la désigne par
n*(K) (resp. ;*(K)) . On pourra distinguer ces deux constantes en parlant de

corstante d'empilement (resp. de Za-empilement) relative & K .,

On peut définir Eviderment les constantes d'erpilement relatives 3
toute partie de ¢(K) . Nous considérons en particulier Eh(K) (resp. $h(K))
qui est la partie de ¢(K) formée des réseaux d'indice h (resp. d'indice
strict h). Les constantes d'empilement correspondantes sont notées ﬁh(K)
(resp. Rh(K)). On pose ﬁh(K) = 5% ﬁk(K) ; on pose aussi nl(K) = n(K) ;
cette derniére constante, qui correspond au cas ol la base est un réseau, est
appelée constante d'empilement régulier, On définit de fagon analogue les constantes

de Za~empilement notées Eh(K) . Eh(K) . gh(K) s, r(K) respectivement.

Les @éfinitions et la proposition 1l.1l.3. ecntrainent les inégalités

n(K) s n(K) € voe 0 (K) £ oo snu(K) g1

2 T
On a aussi

2(K) < g,(K) < won g g (K) € oo 5 L (K)
mais c*(K) peut ne pas &tre borné : il en est ainsi, par exemple, si K est
un ouvert d'intérieur non vide tel qu'il existe une droite D avee DMK = {0}
car alors, pour tout € > O , existe un réseau G permis pour K avec
a(G) < € d'ol résulte la non-finitude de ¢(X) .



On dit qu'un réseau X d'indice h est linéaire si 1'on a
X = iél(G + (i=l)a) oll G est un réseau et a un point de E ., On peut consi-
dérer les constantes d'empilement (resp. de Za-erpilement) de parties K pour
des réseaux linéaires d'indice h . On les note T-‘lfx(K) R Et'z(K) resp. On pose

ng(K) = S EIE(K) .« Ona
nj(X) = n(X) , nA(K) =n,(K) , ni(K) =n,(K) .

On peut, dans la dernidre phrase, remplacer n par [ . On note aussi ;ﬂ(K) .
;;1'1(K) les densités relatives aux empilements par des réseaux linéaires d'indice

Strict h .

Un probléme dfempilement sera considéré cormme résolu si 1l'on a déter=
miné la constante d'empilement et si 1'on a exhibé, s'il en existe, des parties
de X° pour lesquelles la densité d'ermpilement est égele 4 la constante d'erpile=-
ment, A défaut, on cherchera & trouver des bornes pour la constante dfempilement
et & exhiber des parties de X° pour lesquelles la densité d'empilement est la

plus grande possible.

Les différentes constantes d'empilement gque nous avons définies sont

des invariants affins.

On dit qu'un cmpilement est 3 motif si sa base est un réseau multiple,

Propoddition 1.2.1.-

Pour toute partie K , on a les égalités

,Eh(DK) - z;ﬁ(DK) _ £y (DK) _ yol(pK)

(x) wvol (K)

(K) ot (K) n,

"

En particulier, si K est une jauge de R , On a

R AN CO R

R niE) o (K)



~

Preuve -

Les prenifres égalités sont immédiates d'aprés les définitions, Si K
@st une jauge, DK = 2K et vol(DK) = 2% vol(K) . On a alors, par exermple,
;*(QK) = o8 n*(K) ; or c*(QK) est égal & c¥(K) par invariance affine.

I1 résulte de cette proposition que si X est un ouvert borné mesursa-
ble contenant ©O , ;*(K) est borné, En effet K contient alors une jauge J

et on a
vol(K) n vol(K)
2.(K) ¢ 557 %9 s 2 T3

puisque n,(J) est borné supdrieurerent par 1 .
*

C &tant une partic d¢ B , . D une partie de B, ¢ xD aési-

gne lfensemble des (c,d) avec c dans et & dans D, le couple (c,d)

+ =
de R aéfini par 1z, =c;, pour

désignent respective=-

c
P"'Q.)
1g1ic¢g z. = d. our $igptq.0,0,0
ment l'origine de R*, R%, 82", Pour les ensembles produits ainsi définis, on

étant identifié au point z = (zl,...,z

a la

PILOEOA»(:U:OH. 1.1.20-

B8i K est une partie de & » L une partie de g ., On 8 quels gue

soient les entiers positifs k et £, les inégalités,

ﬁk(K) HK(K) S ﬁM(K x L) s ER(K) EK(L) £ Ek‘c(K x L)

N (K) n (L) < n (K x L) ¢ min(n,(K) , n,(L))

g, (K) ¢ (B) « ¢ (K xL) .

De plus, si L est une jauge, on a

g (K x 1) « 2% g (%) .



Preuve -

Notons que, pour K C RP , LCRY, ona

dens(X x Y) = dens(X) x dens(Y)

et que, si X est d'indice k et Y d'indice £ , X x Y est d'indice k£ .
Par ailleurs "DXNY = {Op} et DYNL = {eé}" est équivalent 3

"DX x DY) N(X x L) =D(X x ¥) N (K x L) = {& +q}" « Mnsi U(K x L, ¥ xY)
est un Za-empilement si et seulement si U(K,X) et U(K,Y) sont des Za=crpi-
lements. De plus dens(K x L 4 X x Y) = dens(K,X) x dens(L,Y) .,

Si L est une jauge, on a
dens(L,Y) £ g, (L) = 2% n, (L) < 21 et aens(K,X) < 2, (X) ;
on en déduit
g (K x L) 28 ¢ (x) .

Si U(K,X) et U(K,Y) sont des Za-empilements d'indice k et &
U(Kx L, XxY) est un Za-empilement d'indice k£ ; on en déduit par passa-

ge & la limite
To(K x L) 2 T (K) Tp(L) et g (K xL) s g (K) xg (L) .

Un raisonnement analogue conduit aux infgalités concernant les n ,

par ailleurs connues (Cf. [8]) .

On dit qu'un empilement U(K,X) est un pavement si U(XK,X) couvre E
d un enserble de mesure nulle prds. K est une partie pavante de E si 1'on
peut trouver X discret tel que U(K,X) soit un pavement ; dans le cas oi,
pour X , on peut prendre un réseau, on dit que X est une partie pavante

réguliére, sinon que c'est une partie pavante non régulidre ; si 1'on peut

prendre pour X un réseau d'indice h , resp., d'indice striect h , on dit que



que K est une partie pavante d'indice h , resp., d'indice strict h .

Si U(K,X) est un pavement, on a dens(K,X) =1 , Réciproquement,
tout cmpilement de densité 1 n'est pas un pavement (enlever un norbre fini de
parties d'un empilement déterminé donne wn empilement de rére densité), Cepen-
dant, on & la

P’LOEOAW;O"- 1.2.30‘

Tout erpilement & motif de densité 1 est un pavement.

P/LQLLUQ [

Soit X = {gl(G + ai) la base de l'empilement F = U(K,X) et P un
parallélotope fondamental de G . Il suffit de prouver que si F a pour densi-
t€ 1, donc si d(G) = h vol(K) , alors F couvre P & un enserble de mesure
nulle prés, donc de montrer que yol(P NF) = vol(P) = h vol(X) . Or, corme F

est un empilement, on a

h

vol(PNF) = ) L vol(x, N P)
. x
1=l xeG+a.
i
et il suffit de montrer que, pour u dans E , on a 1'8galité :
}  wvol(k, 0 P) = vol(K) .
X
xeG+u

or :

y vol(K, N P) = } vol(K NP _ )= Y vol(K, NP ) = vol(k, N (U P)) =
xeGru xeG+u =X yeG J yeG

= vol(Ku) = vol(K) .

1.3.- RESEAUX MULTIPERMIS. CONSTANTES CRITIQUES.

Soient (El,...,E ) et E' = (El,...,E ) deux n-uples de points

de E ; posons ¢(Z,E') = sun(i' - E; )2



Si G désigne 1l'ensemble des réseaux de E et H une partie de G,

on dit que H est un voisinage d'un réseau G si,

{11

étant une base de G ,
on peut trouver ¢ > O tel que H contienne tous les réseaux ayant une base

z' vérifiant ¢(5,2') < ¢ 3 on dit aussi que le réseau G est adhérent 3

Hal

H si, pour tout ¢ > 0 , on peut trouver G' dans H et des bases 3=,5' resp.

pour G,G' avec ¢(5,5') < ¢ .

Précisons, dans le cas des réseaux, la notion de o-permission intro=-

duite au paragraphe 1.1, .

81 ¢ est une partic d&¢ G, un réseau C est ¢-permis s'il appar-
tient & ¢ . On dit 4'wn réseau G qu'il est o-extrémal s'il est o=-permis et
si 1'on peut trouver un voisinage V de G tel que, pour tout réseau H de
NV, onait da(H) 3 a(c) .

o} % ) o4
appelée la constante o¢-extréme (ou o¢-critigue) et les réseamx A , s'il en

Posons A, = %ng a(A) si o#¢@, A, =w si o=@ : A, est
€

existe, qui sont o¢-permis et tcls que d(A) = a sont les réseaux o-critiques.

0]
Tout réseau ¢=critique cst o-extrémal.

Soit (Qm)mem une suite infinie croissante (c'est-d-dire telle que,

pour tout n, on ait o C o ) de parties de G ; alors tout réseau

m+l
¢ ~permis est @P-permis pour p:n . On dit d'un réseau @m-permis qu'il est

strictement ¢_~-permis (en abrégé gﬁrémfpermis) s'il n'est pas ¢_ .-permis,

=1
Em désignant 1l'ensemble des réseaux st-@mfpermis, Aw  est appelée la constane

te Egyémfextréme et les réseaux A , s'il en existe, qlii sont st-cmfpermis et
pour lesquels d(A) = Az sont les réseaux gzr@mfextrémes. Par ailleurs, un ré-

seau est dit Egyémfextrgkal s8'il est 5m—extrémal.

On a

By = inf A= =inf(A® ,Aa) .
m ogksm 'k n=-1 n

Les notions précédentes s'appliquent en particulier au cas ou .
coincide avec 1'enscmble ém(S) des réseaux A pour lesquels card(ANg) s m,

ol S est une partie de E contenant l'origine. O . On a alors eo(s) = @
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et on s'attache en général au cas ol @l(S) est non vide, Les réseaux
ém(S)-permis, resp. Sm(S)—permis, om(S)-extrémaux, resp. Em(s)-extrémaux,
@m(S)-extrémes, resp. gm(S)-extrémes, sont alors dits m~S-permis, resp.

st-m-S-pernis, m-S-extrémaux, resp. Sst=S-extrénaux, m=S-critiques, resp.

st=m=S=cxtrémes. On pose

A@m(S) = Am(S) . Asm(S) = Em(s) .

Pour m=1, on pose A(S) = Al(s) : c'est la constante critique de S,

Notons que si S a une mesure non nulle, les constantes d'empilement
z(S8) et n(S) s'expriment en fonction des constantes critiques de S et de

DS par les formules

vol(S) (s) = vol(S)

t(8) = ZEy o = TA(DS)

pourvu qu'il existe des réseaux Sepermis, resp. DS-permis.,

En effet, si G est un réseau, on a DG =G et "U(S,G) est un empi-
lement" &quivaut & "GN DS = {8}" , c'est-d-dire & "G est permis pour DS"
d'aprés la proposition 1.1.2., , d'ol lc résultat pour n(S) , compte tenu des

définitions et de la proposition l.1.l. .
Un raisonnerent analogue &tablit le résultat pour g(S) .

Dans la suite, on suppose quc S est ouvert ; alors si A est un
réseau st-m=S-permis, on peut trouver un voisinage de A ne contenant, parmi
les réseaux m=Sepermis qu'il contient, que des réseaux st-meS-permis, ce qui en=-

tralne qu'un réseau sten=S-extrémal est n=S-extrémal,

Soit f(x) une fonction continue & valeurs réelles, non négative du
point x de E telle que, pour tout x et pour tout A > 0, on ait
£(ax) = Af(x) ; on pose S, = {x]£(x) <1} . Alors si §= Sp s S est &toild
par rapport & © , son adhérence est S = {x|f(x) 5 1} et sa frontidre
S = {x|£(x) = 1} .,



Dans la suite, on suppose toujours que S est l'enserble ouvert &toiléd
associé 4 une fonction f comme ci-dessus : on dit alors que 5 est un corps

8toilé . S est un corps convexe si, de plus, la fonction f est convexe,

c'est-d=dire si, pour tout couple (x,y) de points de E , on a 1'inégalité
f(x +y) < £(x) + £(y) . S est dit centré si la fonction =f cofncide avee f.

Si S est convexe centré et borné, c'est une jauge.

Dans ce qui suit, on donne des &nonc®s cui sont l'extension & m 3 1

de propriétés connues pour m =1 . On suit des méthodes dliles & CASSELS (cf. [T]).

Pour A dans G et m dans N » Dposcns
fm(A) = inf(t|t > 0 , cara(tSNA) > m) .

On a la

Phogaéition 1.3.1.-

Pour tout s réel, s #0 , on a fm(sA) = Islfm(A) .

Corollaine .~

(r,(sn))/a(sh) = (£,(a))"/a() .

Preuve ..~

Pour s <0, ona sh=(-s)\ ; on peut donc se ramener au cas
8§ >0, mais alors £ _(sA) = inf(t|t > 0 , card(tS N sA) > m) =
= inf(t|t > 0 , card(t-; MA) >n) =s .inf(§+§ >0, cardég SNA) >mn) = sfm(A).

Posons Gm(f) = Gm(S) = sup(fm(A))n/d(A) .
AeG

P’lDBOéw,On 103.2.’

(i) "6m(f) # 0" Equivaut & "6m(f) 1/Am(s) . @m(s) #Q"

.. " - 1] P . b " "
(ii) Gm(f) = 0" équivaut 3 Qm(s) g" .,
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Preuve ,~

(1) si Gm(f) n'est pas nul, on peut se borner 3 considérer les

réseaux A pour lesquels, on a fm(A) > 0 et méme, grice & 1l'homogénéité, ceux

pour lesquels fm(A) =1 . Ces derniers sont m=S-permis et on a donc
-]
[ ~
a(a) Am(S) d'od Sm(f) < (Am(S)) .

D'autre part, si A est meS-permis, on a fm(A) > 1 et puisqu'il existe des
réseaux m~S-pernis dont le déterminent est arbitrairement proche de Am(S),

on a

6m(f) 2 Aezu%s) (d(A))-l 2 (Am(S))~l .
m

(ii) si 5m(f) est nul, alors fm(A) est nul pour tout réseau A .,
S ne peut alors avoir de réseaux re3-permis car si Aq €tait un tel réseaun
on aurait Gm(f) P (d(AO))-l . Réciproquement, si S n'a pas de réseaux
n=permis, alors pour tout réseau A et tout t > O le réseau tA n'est pas
m=permis et on a fm(tA) = tfm(A) <1, Faisant tendre t vers + = , cela
donne fm(A) =0, pour tout A, et donc Gm(f) =0,

On dit que f et S, sont de type fini si Sl(f) est strictement

positif.

Lm 7.3010-

. * . .
Quel que soit me€ N , on a pour tout réseau les inégelités :

fl(A) S fm(A) < mfl(A) .

Preuve .-
Elle est immédiate,

_ * . .
I1 résulte de ce lemme, que pour tout m de N , il existe des

réseaux m=Sepermis si S est de type fini.



On dit qu'wme suite H = {Hr}reN de réseaux converge vers un résecau
G si seulement un nombre fini d'éléments de #H ne sont pas contenus dans tout

voisinage de G .

Théon2me 1.3.1.~ (de compacits)

Soit {Ar}rell une suite infinie de résecaux vérifiant, pour m fixé
* .y s 2
dans N , les conditions d(Ar) <M, fm(Ar) 3Q>0 , M et Q Etant des

constantes données. Alors on peut extraire de la suite {Ar} une suite convergente,

Preuve .~

Pour m=1, c'est le théoréme de compacité de MAHLER (Cf. p. ex.

[7] ps 139 ); le cas m > 1 s'en déduit irmddiatement & 1'aide du lemme 1.3.1..

Théoltém@. 1.3.2.'

Soit f(x) une fonction distance de type fini, S 1'ouvert &toilé

. *
associé; alors on peut, pour tout mn de N, +trouver des réseaux A tels que

fm(A) =1 et 4a(a) = (<sm(f))""l = Am(S) .

Par suite S posséde des réscaux m~critiques.

Preuve , -

Soit {A}  une suite de réseaux meS-permis vérifient fm(Ar) 21
et linm d(Ar) = Am(S) « On extrait de cette suite une suite {Ai}ieN convergeent
vers A avec d4(A) = An(S) .

S8i 1'on a fm(A) > 1, on peut trouver 6 < 1 tel que fp(OA) 31
avec d(eA) = o™ a(A) < Am(s) : c'est exclu.

Si 1'on a f (A) <1, soit Bty s eeest (ao = 0) mtl points dis-
tincts de A NS ; tout 8 (3 = 0yeee,m) est limite d'une suite de points

a%,...,ag,... ol a; € Ai 3 S &tant ouvert, on peut trouver € > 0 tecl que

toutes les boules de rayon € centrées en Baseessl soient intérieures & S



et donc un p tel que, pour i > p , tous les ar soient intérieurs & S 3
mais alors, pour i >p, on a card(Ai(\ S) >m et fm(Ai) <1 : c'est
exclu,

Ainsi fm(A) =1 et da(p) = Am(S) .

Rgmgggue.-

On a aussi les :

Théoneme 1,3.3.-

S8i K est un voisinage de O et {Ar}reN une suite de réseaux véri-

fiant, pour tout r , les conditions

(a) A, est m=-K-permis,

(b) il existe une constante M telle que d(Ar) <M, alors, on peut

extraire de la suite {Ar} une suite convergente.

Theoneme 1,3.4.-

5i K est un voisinage de O et si K posséde des réseaux m-permis,

alors il posséde aussi des réseaux nm=critiques.

Ces théorémes sont des variantes des théorémes 1.3.1. et 1.3.2.

connues dans le cas m=1 ,

Si K est une partie ouverte bornée contenant O, le th€oréme 1.3.3.
montre que K et DK admettent des réseaux critiques. Par suite, il existe
un empilement, resp. un Za~empilement de densité n(X) , resp. ¢(K) . Pour
h > 1 1l'existence de réseaux d'indice h de densité maximum parmi les réseaux
d'indice h permis pour une partie bornée K et l'existence d'un Za-empilement
de densité ch(K) ne sont plus 1liés comme pour h =1 et on doit considérer
ces deux problémes d'existence séparément., C'est ce que nous faisons aux para-
graphes suivants.,



1.4.- h-RESEAUX PERMIS, h-RESEAUX CRITIQUES.

Soit G la famille des réseeux de &’ s, G la famille des réseaux

h
d'indice h et G, = U G,
1gk<h

A tout couple (G, t) formé d'un élément G de G et d'un
(h=1)~uple By o (t2,...,th) de points de B , on associe

dﬁ (G + s ) (t, = ®) qui appartient 3 G, car G+t coincide

X(6,*) ~ 1
avec G + tJ si tJ - t, est dans © tandis que, sinon, G + t. et G+ 1%,
sont disjoints., Inversement a tout élément de G <5 (G + ts ) (t = @),
on associe le couple (G, t) formé d'un &lément G de G et d'wn (k-l)-uple

h

ke = (t2"°"tk) et pour tout h > k 1le couple (G, t) oi 't = ( t,O) avec

une notation évidente,

Soit alors X(G kt) un élément de Gk ;3 on dit qu'une partie H ae
]
Gh (h 3 k) est un voisinage de X(G,kt) = X(G,ht) 81 = étant une base de G,

on peut trouver ¢ > O tel que H contienne tous les X(G' ht') , o G' a

]
we base E' , tels que sup(e(z,3') , ¢(ht,ht')) <eg ol ¢ est la fonction
définie en 1.3, .

On dit qu'une suite {Xr}rem d'éléments de Gh converge vers 1'é1é-

ment X de Gh si tout voisinage de X dans Gh contient tous les X, sauf

peut=-€tre un nombre fini d‘entre eux,

Si K est une partie de R contenant o, on désigne par Gh(K)
la famille des réseaux d'indice h permis pour ¥ , On pose Gh(K) = lith ék(K).
Si Gh(K) est non-vide, on pose Eh(K) = up. dens (X) et on dit que
1'élément X de Gh(K) est critique si 1'on'a dens(X) = Eh(K) . Pour h=1,
on retrouve &videmment la notion habituelle de réseau critique puisque si le

réseeau G est K~critique on a

a(e) = 1/g, () = int a(c) .
GeG,) (X)
Dans 1l'espace Rn+h'l avec h >1 , on prend pour base €1900098 »

1 ' N : 1 1 '
€1seeesSpy 4 ho§ el,...,en est la base canonlquenii lR et €1aeeesCy g
celle de R et on désigne un point x de R par (y,z) ol
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Yy=Ly;e , z=3 zj e! . Avec ces notations, introduisons l'app%ication de
G,(R*) aens 6 (R

t, =0, kgh, Qe Gk(Rn) s, le réseau Gy engendré par les points

- : '~ -~ '/ rd =
p t X > Gy qui associe & 1'61ément X {Ql(G + ti) .

(al’o') , (ae,ov) seses (an,O') 5 (te,ei) seasy (tj,eg_l) sevey (th’eﬁ-l) »

oi O' est l'origine de gh-1

, ol 8yseess8,  e5t une base de G et ol

*h-1 ayant une base de la forme

Inversement, a tout réseau T de R°
(bl,O') seees (bn,O') . (uz,ei) seces (uh,eﬂ_l) on associe 1'é1lément
o(r) = XP = igi(H + ui) s Wy =0, ol H est le réseau de R° ayent pour
base byyeesyb o o(r) est un élément de Gh(Rn) et il est facile de voir

que les applications p et ¢ sont réciproques,

On désigne par 2 _q > " Yoctaddre” de RO d@éfini par EIYJ' <1,

Pﬂoeaéiiion 194o10-

Si K est une partie centrée de R® , 1l y a équivalence entre les

énoncés :

(i) X est un 81ément Qe Gh(Rp) permis pour X ;

.. P n+h-l - \
(ii) Gx est un &lément de Gl(R ) permis pour K x (2ﬂh_l, .
Preuve . -

h
. ” e n — ] é
Soit X un élément de Gh(R ), X= f@l(G + ti) 3 81sess,8 Etont

une base de G , un point de Gy s'éerit :

121: hﬂil hil
A. a. + Al t. + Al e!
Y = ST = R

ol les A; et les Aj sont entiers et ce point est dans K x (2Qh_l) si et

seulement si, simultanérent :



hel
(%) lglx SRSV R
h=l
(**) z IA!I < 2 °
j=1 !

I1 est immédiat que (#%) n'est possible que si un au plus des )! est diffé=-
rent de O , ce qui entraine que les seuls points du réseau Zh-l situés dans
2q, , sont ©' et les points ¢ e3 (3 =1,e0e,b=1) . Exprimant la condition
(%) on voit alors irmédiatement qu'il y a équivalence entre le fait pour Gy

d'&tre permis pour K x (20, ,) et le fait pour X U(~X) d'étre Kepermis,

h=1
Mais, quand X est K-permis, X U (=X) est aussi K-permis puisque K est

centré : d'ou le résultat.

Des définitions résulte facilement quune suite {Xr}rd-l d'éléments de
Gh(Rn) converge vers 1'élément X de G (") si, et seulement si, la suite

{Gx } é1léments de N Coalien 1) ( n+h-l)
r rell

converge vers 1'élément Gy Qe G

Cependant, il faut remarquer que, si l'on a,dans les conditions de
convergence ci=-dessus,toujours dens(G ) = llm dens(G ) , on peut avoir
dens(X) # llm dens(X ) car, par exemple, vme suite d'elements de Gh(Rn) peut

converger vers un element de G (R") avec k <h .

Considérons, par exemple, une partie bornée K ouverte centrée en ©
n . . . . . s
de R et cherchons s'il est possible d'affirmer l'existence de réseaux d'indice

h critiques powr K . On suppose h 22,

K #&tant bornée, il existe des réseaux d'indice h permis pour K et
on peut considérer Eh(K) + De plus, du fait que K est ouvert, un réseau G
pernmis pour K a un déterminant borné inférieurement par une constante stricte-
" ment positive, ce qui montre que Eh(K) est borné supérieurement, On peut trou-
ver une suite de réseaux d'indice h , permis pour K , {Xr}nem telle que

lin dens(X ) = E (K) . Alors, d'aprds la proposition 1.4.1., la suite {G, }

re n+hel . Xr reM

est une sulte de résesux de R parnis pour K x (2Qh_l) telle que

11m dens(G ) = Eh(K)/h . D'aprds le théoréme de MAHLER, on peut donc extraire
Xy

de cette suite une suite partielle convergeant vers un réseau GX qui est

(k * (20 h_l))-perms et tel que dens(GX) = h(K)/h . On pourra donc affirmer
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l'existence d'un réseau d'indice h critique pour K de densité Eh(K) si
o(GX) = X est un réseau d'indice h . Il est évident que GX est un réseau T

engendré par des points du type
(bl’o') gsdeey (bn’o') ] (uzﬁei) g0y (%,eé-l)

et o(GX) est d'indice h si et seulement si H étant dans Bn le réseau de

bage by3aee,d oOn a, pour i, = l,e00,h=1 et u, = 0, uy =y éH,

1

On est assuré de U ¢ H pour j = 2,e.e,h=1 car u, ¢ H entraine
eg_l € T ce qui est exclu, puisque T est (K x (QQh_l))-permis. Mais
u.'j -u € H pour j > i > 1 ne parait pas exclu, On ne peut donc affirmer dans
tous les cas l'existence de réseaux d'indice h critiques pour K bien que cela

soit possible dens le cas particulier de h =2 ,

1.5.- EMPILEMENTS D'INDICE h ©DE DENSITE MAXIMUM,

Le probléme de l'existence d'empilements d'indice h de densité maximum

est résolu par le :

ThéOll.Eme 10 5. 1"_

8i K est un ouvert borné mesurable contenant O , pour tout h 3z 1,

existe un Za-empilement d'ensermbles congrus 3 K par translation d'indice h
et de densité Zh(K) .

CO/‘LOMCUULQ. -

Sous les mémes hypothdses, il existe un empilement d'ensermbles congrus

& X par translation d'indice h et de densité ﬁh(K) .

Preuve du conollaine,-

D'aprds le théordme, comme DK est borné, il existe un Za-empilement
"d'ensembles congrus & DK et de densité Eh(DK) eyent pour base X un réseau

d'indice h . X est aussi la base d'un empilement d'ensembles congrus & K de



densité
volK) = -
o1(DK) en(PK) = np(K) .
Preuve du théonrgme. -
. hel ' .
Soit, dans . Eh-l l'enveloppe convexe ouverte des points
ei - eé pour i,j = 0,1,...,h=1 avec eé =0 L.y est ausgl 1l'enserble

différence DT du sirmplexe T ayant pour sormets les ei (i =0,14000,h=1) .

Nous utiliserons, en employant les notations du paragraphe 1l.hk., la

P’LOEOé'('ﬂOH. 1.501¢-

S8i X est une partie de ®®  contenant 0, 1l y & Equivalence entre

les &noncés :

(i) X est un élément de G (Rn) base d'un Za-erpilement d'ensem=
h =1p

bles congrus & K

(ii) Gy = 0{X) est un réseau de Rn+h=l permis pour S X (2Eh_l) .

Preuve de La proposition,-

Elle utilise le :

Lemea 1.5.1'.-’

2N (ezh_ ) = {ei - es} (1,5 = 041,.00sh=1) .

1

jurg

On sait que (i) &quivaut & 1'égalité DX N K = {6} avec pour
X = f§1(G +t;) 1'8galité DX = éjg - l,...,h(G - ts)

Dlautre part, un point de Gy s'éerit :

n n hel

bt it gy

ol les A; et les A5 sont entiers et ce point appartient & K % (2Zh_l) si
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et seulement si

n h=l
1]
(%) Lot 321 Aj b€ K
h-l
ek !t et 2 .

Utilisant le lerme 1.5.l1., on voit que (%%%) est vérifié seulement pour les
points e! - eé (i, = 041,444,h=1) et pour un de ces points (%) est vérifié

1 o . + . - . K 3 L >
81 s Ay 8y t1+1 t3+l est dans K , ce qui n'est possible que pour un

=1
point E A; &, appartenant & K (DX ,
| o1

Ainsi (ii) entrafne (i) . Que (i) entraine (ii) se prouve de

fagon analogue.

Preuve du Lemme,-

Soit a un point de Zh-l distinet de O' et des points ei - eé
(i, = 0,1,00e,h=1) . La droite ©'a coupe une face de I3 enun point b
qui appartient & l'enveloppe convexe fermée de h-l sormets convenablement

choisis de Zh—l soit ni,...,n’ o Or il est possible de vérifier que si

h=1
1'on considére h~l points linéairement indépendants pris parmi les ei - e5
ces points forment une base de Zh-l ;3 dans ces conditions, on peut &crire
h-l
a= ) £ n!
j=1 Jd J
ou les Ej sont des entiers 3 0 et on a
h-1 hel
Se= 1 |
— E.l= Z E. .
1
0'v =1 J 521 J

I1 est exclu gque tous les Ej soient nuls car alors a serait confondu avec O

si au moins deux des Ej sont différents d¢e O, on a

h-z-l
E. 22
j=1 Y

si un seul des gj est différent de O , disons Ei s, a=E&., ni et Ei =1

.
s



gétant exclu puisque, par hypothése, a est distinct de n{ , On a encore

hel
.22 .
:1;1 K

Ainsi, dens tous les cas, on a
o
o'b

o

> 2

a'ou le résultat,

La preuve du théoréme est maintenant irmédiate. K &étant borné mesu~

rable, il existe des réseaux d'indice h bases de Za-empilements d'enserbles
congrus & K et Zh(K) est bien défini, De plus K &tant ouvert Eh(K) est
borné supérieurement., On considére alors une suite de réseaux d'indice h

- {Xr} telle que, pour tout r , U(K,Xr) soit un Za-empilement et telle

relN
que 1lin dens(xr) = Eh(K)/vol(K) . Alors, d'aprds la proposition 1.5,1. , la
o - )
suite {C, } est une suite de réseaux de ROTOTL permis pour K x (25 .)
X reN t hel
telle que

lin dens(GX
] T

) =z, (K)/ n vol(K) .

D'aprds le thiordme de MAHLER on peut extraire de cette suite une suite partielle

convergeant vers un réseau Gy qui est K x (2 zh_l)) permis et tel que
dens(Gy) = ';'h(K)/h vol(K) .

Le théoréme sera établi si 1l'on prouve que c(GX) = X est un réseau d'indice h

car alors on aurs
dens(X) = h dens(GX) = Eh(K)/vol(K)

et X sera la base d'un Za-empilement U(K,X) avec
dens(K,X) = vol(K) . dens(X) = Zh(K) .

Or Gy estun réseau T engendré par des points du type
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(bl,O'),...,(bn,OJ) . (u2,ei),...,(uh,eﬂ_l) et c(GX) est d'indice h si et
seulement pour i,j = l,.ee,h=1 , 1 #3j , et w =6, ona u; = ¢H ol
H est,dans Rn, le réseau de base biseessd o Or, si us = Uy est dens H ,
- ei_l) qui est dans T , ce qui est exclu puisque

. +h- . e . . . el .
- ei_l) est un point de R® h-1 distinct de l'origine qui est situé

on a aussi (O,e3

1]
(O’ej-l
dans K x (2 % ;) et que le réseau T est (K x (2 L,y Wpermis. Ainsi o(GX)

est bien d'indice h .



CHAPITRE 2

- an ar - -

- ——— - o = -~ = -

2,0.- SOMMAIRE.
Dans tout ce chapitre E désigne 1'espace euclidien R" .

D'aprés le paragraphe 1.3., on sait que si S est 1l'ouvert &toilé
associé & wne fonction distance de type fini (ce qui est le cas, en particulier,
si S est borné) alors, quel que soit m dans N s 11 existe des réseaux
n=-Sepermis et des réseaux m=S-critiques, On se propose l'étude de ces réscamx,

On désignera par S la frontidre de S .

Au paragraphe 2,1, on rappelle le théordme de CASSELS qui permet de
lier la constante m-critique de S & sea constante critique. On sait qu'un pre-
mier point dans 1'étude des réseaux critiques de S est de déterminer, si possi=-
ble, la disposition des points d'un tel réseau situds sur S . On étend wn cer=
tain nombre de résultats de cette nature au cas des réseaux mecritiques pour S
borné ou S convexe, En particulier on &tudie les bornes inférieures et supé-

~

rieures du nombre de points d'un réseau meS-extrémal situés sur S .

On généralise ainsi dans la proposition 2.1.2., au cas des réseaux
m-S-extrémaux le résultat de SWINNERTON-DYER [27] qui permet d'affirmer que
tout réseau cxtrémal d'une jauge J a au moins %—n(nﬂ) paires de points * p
situés sur J .

La proposition 2.1.3., elle, montre que si S est borné et strictement
convexe, un réseau Sepermis a au plus "1 paires de points * p situés sur S
résultat connu depuis MINKOWSKI [19] dans le cas oi S est, de plus, centré,



De méme s'étend la généralisestion donnée par WOODS [31] du résultat de MINKOWSKI.

On sait que HAJOS [14] a déterminé tous les réseaux critiques du cube
unité C de E, € n'a pas d'autres réseaux critiques que ceux qui "triviale-
ment" sont critiques. On trouve de méme facilement, pour C , une famille de ré-
seaux multicritiques "triviale". On montre, au paragraphe 2.2., que C n'a
pas d'autres réseaux multicritiques. Le résultat méme de HAJOS et le théordme de

CASSELS sont des intermédiaires indispensables,

On sait que la détermination de la constante critique d'une partie S
déterminée conduit, en général, & des celculs assez lourds, Nous montrons, au
paragraphe 2.3., comment, pour n = 2 , on peut déterminer les réseaux mecriti-
ques d'une jauge J pour m pas trop grand., I1 faut, pour cela, &tudier les

dispositions que peuvent occuper, sur J , les points d'un réseau m=J=critique,

Signalons aussi le théoréme 2.3.1. qui donne une caractérisation des
parallélogrammes dans l'ensemble des jauges et la proposition 2,3.3. qui montre

le rOle particulier joufé par les hexagones affinement réguliers.

2.1,~ RESEAUX m-S-PERMIS, RESEAUX m=S-EXTREMAUX,

ThZongme 2.1,1.~ (CASSELS)

Soient Biseeeslp des points primitifs d'un réseau A et soient

jl""’jR des entiers positifs, Il existe un réseau M d‘'indice , dans A

au plus égal & J + 1 ol J = j. + 4es + j,, qui ne contient aucun des points
] — l R,

3 &, » gg r et ir sont des entiers variables avec 1l £ r <R,

Conollasine., -

8i S est un corps étoilé de type fini, on a, quel que soit n dans

* N - . .
N, Am(s) 3'3};“5(8) . Si, de plus, S est centré, on &, quel que soit s dans

W (8) 3 2 A(8) .

’ A2s--l



Preuve , -

Pour le théoréme, il suffit de consulter [7] p. 187. Prouvons le
corollaire, Il suffit de montrer que si A est un réseau vérifiant
a(a) < % A(8) on a card{A NS) >m . Supposons, au contraire,
card(A{}S) < m . Les points distincts de O de A M S peuvent s'écrire,
puisque S est &toilg, sous la forme ¢ ir a, ol les ir et les a, vérifient
les conditions du théoréme 2,1. et ol, de plus, jpa. e ANS,
(jr + 1) a, é ANS . Les J points i, e, appartiennent & A NS et donc
Jgml, Soit M un réseau d'indice, dans A, au plus égal & J + 1 , donc
& n qui ne contient aucun des points ir a. .« M est S-permis et 1'on a
a(M) ¢ ma(a) < A(8) ¢+ c'est exclu.

Dans le cas o S est centré, pour un réseau A , les points de
A NS se couplent par points symétriques par rapport & O et le résultat se

prouve par la méme méthode.

Rgmgggue.-

On voit facilement que le résultat Am(S) P -IJQ A(S) est encore valsble

si (8) U (=8) est étoilé de type fini méme si S n'est pas &toilé.
Dans la suite, on suppose que S est borné.

PMEOAM” 2;'. ’c-

. = . . *
Si S est un corps €toilé borné, guel que soit me § , un réseau

A meSeextrémal a, sur la frontidre s de S, n points linfairement indépen-

dants.

Preuve .~

Soit r le nombre meximum de points de A 1linfairement indépendants

situés sur S . Prouvons que T =n .

S8i l'ona r<n, soit 8yaeeety, les r points linéairement indé-

pendants de A NS et Hr le sous-espace qu'ils engendrent, On choisit une base

1



orthonormée €1seee5e, de E telle que ©sevese,, congendrent I, . Soit H

r
un parallélotope contenant S et x un point de (2H) M A n'appartenant pas

S
a Hr 3

n centréeen x , on ait B{x,n) CS si x est dans S et Bl(x,y) NS =¢

on peut trouver n > 0 tel que, B(x,n) désignant la boule de rayon

8i x n'est pas dans S, D'autre part, si 1L est une borne supérieure de
{xi| (i=1,...,n) pour les x = Ix; e considérés, on peut trouver ¢ > O
tel que (L + ¢)™l -1 =g vérific 1'infgalité |a| ¢ min(1/2, n/L /&) . Soit
alors T 1la transformation linaire qui transforme Iy; e; en Zyi e; ol les

yi sont donnés par yi =y. pour i = l,..4,r, y{ = (1 + e)-l y; pour

i=1r+l,..0,n et soit A' i T(A) . Montrons quc A' est m=S-permis, Il suffit
de prouver card(A'() S) = card(ANS) . Comme |a| ¢ 1/2 entraine

7™Y(s) C 28 s les seuls y de A tels que T(y) soit dens S sont parmi les
y de (2H) M A . Il suffit donc de montrer que, pour ces points,y et T(y)
sont simultandment, soit dans § , *bit dens (8 . Or, conme T agit corme
1'identité dans I, s il suffit de vérifier cettc propriété pour ceux d'entre
eux qui n'appertiennent pas 3 n,; or, pour ces points x , on a

2, 2

a (X

2 2 .2 2

(Tx) =~ x)° te v xX) & () ¥ 12 e ne® 1P g0

On a, de plus a(A’) = (1 + €)™ a(A) < a(A) . Ainsi, dans tout voisinage de

A , on peut trouver un réseau A' ayent un déterminant strictement plus petit

que celui de A et neS-permis : c'est cxclu puisque A est m=S-extrémal,

Rappelons quelques définitions concernant les variétés de contact et
d'appui,

Une variété linfaire &4 r dimensions Lr de E est variété de contact

pour l'ouvert U &de E si Lr est disjoint de E mais rencontre la frontiére

-~

U de U, Si r=n~l c'est un hyperplan de contact., S1 U est un domaine

(ouvert connexe) et I un hyperplan de contact pour U, U est entiérement
situé d'un méme c8té de N . De plus, pour r 3 2 , si L. est variété de
contact pour le domaine U tout segment ouvert ]A'B[ contenu dans U et
contenant un point A de erﬁ U est lui-rdme contenu dens L. . Une variété

linéaire L. est variété localement de contact en A pour l'ouvert U de E

81 A est un point de er3 U et si on peut trouver un voisinage V de A tel



que L soit une variété de contact pour UMV , Si L. est une variété de
contact pour U, c'est une variété localement de contact pour U en tout
point de Lrﬂ u.

Une variété Lr est variété d'appui en A pour un domaine U de E

si
(1) L, est variété de contact pour U
(ii) A est wm point de L.N U,

(iii) Tout segment ouvert JA'B[ contenu dans U et contenant A

est lui-méme contenu dans Lr .

Pour r % 2 , une variété de contact L. pour le domeine U est
aussi une variété d'asppui. Il n'en est pas de méme pour r =0 ni pour r =1
(sauf si n =2) . Tout hyperplan de contact est hyperplean d'appui. Tout point
de U est variété de contact de dimension O ; les points de U qui sont
variétés d'sppul sont les points extrémaux de U . Tout domaine convexe borné

admet en chaque point de sa frontiére un hyperplan d'appui,

La proposition suivante donne des indications sur le nombre minimum de
points situés sur la fronti€re S de S d'un réseau m-S-extrémal dans le cas
ol on a des renseignements sur les él8ments de contact de S et particuliérement

dans le cas oi S8 est convexe.

PMEQAM"- 2.1.2.-

() 8i K est une jauge, tout réseau A me-K-extrémal a au moins

-]2-"-n(n+l) paires de points * p situés sur K .

(v) Si K est un domaine convexe borné, tout réseau A meK-extrémal

- l - - st
a_eu moins 3 n(n+l) points situés sur K ,

(¢) 8i K est un domaine convexe borné, tout réseau (2s-1)-extrémal

pour K U (=K) a au moins (n(n+l) + 1) + 4 paires de points
- I S
* p situés sur la fromtidre X U (=K) de K U (-K) .




Preuve -

(a) Supposons A engendré par les points de coordonnées
(1,05000s0) 5 (031500e40) 5 eoe 5 (0y000,0,1) et considérons le réseau A'
engendré par les points de coordonnées

(1 + a,d 5 a,d 5 ey alnd) s see s (ahld s eee s By d, 1+ ahnd) ol les

oN=l
ay; sont récls et 4 un nombre réel de valeur absolue suffisarment petite,

On a
A(A') =1 + Ad + Ba° +
avec
A=Ya. , B= ] a.a.= ) a.a.
§ ii i3 11 33 i< 1] Ji
donnant

2B-A2=-Z a?i—Q ] a,. a..
1 i< U

Si la matrice (aij) est symétrique et non nulle, on a

2B =~ A2 <0
et alors
-2 < Ad <O entralne Ad + Bd2 < Ad +-% A2 d2 <0 .,

Ainsi, quelle que soit la matrice symétrique (aij)’ on peut trouver
sign(d) tel que, pour |d| suffisarment petit et différent de O , on ait

a(A') < d(A) et alors, corme A est m=Keextrémal, A' n'est pas m-K-permis,

Appelons équivalents deux points de K symétriques par rapport 3 ©
soit N 1le norbre de points non &quivalents PyseeesPy de ANK,

Imposons au réseau A' les conditions supplémentaires que les homolo=-
gues Pi""’Pé des points PyseeesPy dens l'application linfaire T qui
transforme A en A' solent respectivement situés dens des hyperplans de
contact pour K en PyssessPy o

Aux ~% n(n+l) parandtres qui caractérisent la matrice (aij) on



impose ainsi les N conditions linéaires homogénes (indépendantes de d) qui
expriment que pi est dans un hyperplan de contact pour K en P;

(i =121,00es) . Sil'0na N <~% n(n+l) , on peut trouver une matrice non nulle
répondaent & ces conditions et on obtient une contradiction si l'on prouve qu'il

est possible de choisir |d| de fagon que A' soit m=K-permis.

Or les homologues des points de A MK appartenant 2 LK s 1l suffit
de montrer que, pour les points x de A distincts des ¢ P; » x et T(x)
sont simultanément, soit dams K , soit dans LK ; cela a lieu, du fait que K

est borné, pour |d| suffisemment petit.

(b) La preuve est analogue.

(¢) Avec les notations dec (a) , supposons le réseau A' défini &
1'aide de la matrice symétrique (a..) et soit N 1le norbre de points non équi-
lJ T
valents (par symétrie) de A situés sur K U (=K) . Parmi ces points, distin-
BUONS Pysese,P, appartenant 3 K et n'appartenant pas & K N (=K) et
N ; _~ , ~ '
P4 s+ esPy @ppartenant & K N («K) . Imposons & A
(i) que les homologues pi,...,p; de Dyseessp, DAT 1'applice=
tion T appartiennent respectivement & des hyperplans de

contact & K en DyseeesPy »

s = 1 ]
(ii) que les homologues PlypseeesDy 98 D seeeypy Dpar T
appartiennent respectivement i la variété de contact

v V. ol Vj est défini comrme 1l'intersection d'un

I‘+l,...’ n
hyperplan de contact & K en P; et du symétrique par rape

port & & d'un hyperplan de contact en K en = pj .

Ces conditions imposent r + 2(N-r) = 2§ = r conditions linéaires homogenes et

sil'ona 2N - r <-% n(n+l) , on aboutit & une contradiction : en effet, les

variétés que nous avons considérées sont localement de contact pour K (U (=K)

et dens la preuve de (a) intervenalent seulement les propriétés locales des
r
2
en tenant compte du fait que N est entier (le symbole + désigne la division

éléments de contact., On a donc N 2-% n(n+l) + et 1'énoncé (c) en déeoule

entidre).



Remarque .-

Pour m =1 1le résultat (a) est dfi & SWINNERTON~DYER [27] . D'autre
part (c) donne simplement un exemple du type de résultat auquel on aboutit par
la considération des &léments de contact locaux. CLEAVER [9] a considéré les
réseaux extrémaux de l'ensemble différence de la partie S' de E formée par
1'union de deux boules unités tangentes. Pour DS' et aussi pour DS" ou s"
est l'unioﬁ d'une jauge et d'une translatée de cettec jauge ayant en commun un

hyperplan de contact, la méthode de (c¢) peut s'appliquer.

On dit gqu'un domaine convexe est strictement convexe si sa frontiére

ne contient aucun segment linéaire,

Les résultats qui suivent concernent 1'étude du nombre maximum de
points d'un réseau S-permis situés sur S quand S est un domaine convexe

borné.

MINKOWSKI [ii] a montré que si K est une jauge, un réseau K-permis
a, au plus, GRS points situés sur K . En contraste, avec ce résultat, si
K est convexe non centré et non strictement convexe, on ne peut donner, pour le
nombre de points de A NK ol A est K=permis, d¢ borne supérieure ne dépen-
dent que de n . En effet, soit, dans R2 , les points A,B,C de coordonnées
respectives (0,-1/(q~1)) , (1,-1) , (1,1) et le triangle T ayant ces points
corme sormets (q estun entier au moine &gal & 2), Si a;, et a, sont les
points de coordonnées respectives (1/q,0) et (0,1) , le réseau de base
&y s 8, T
et est T-permis, Un exemple analogue se construit facilement dans .

a, en cormmun avee T , les 2q + 3 points * 8y 853 iiai (1 £1i54q)

Proposdition 2,1.3.-

S8i K est un domaine borné strictement convexe, tout réseau K=-permis

& _au plus R | paires de points * p situés sur K .

Preuve ., -

Elle est immédiate par la considération des classes modulo 2 A des

points d'un réseau A K-permis, compte tenu du



Lerme 2,1.1.-

8i A est un réseau K-permis et si x ot x' sont deux points dis=

tincts d¢ ANK, x = x' est prinitif ou sinon x et x' sont équivalents

(par symétrie).

Preuve .~

Si x = x' n'est pas primitif, on peut trouver wn entier 4 au moins
égal & 2 avee '%(x ~x') e A . Comme K est strictement convexe, les points
x* +-%(x -x') et x +-%(x' - x) appartiennent & K et comme A est Kepermis,

ces deux points,.doénc aussi leur somme x + x' , sont confondus avee O .,

Dans le cas oi K est une jauge strictement convexe, le résultat de
la proposition 2,1.3., est afi & MINKOWSKI [19]. Ce résultat de MINKOWSKI a &té
généralisé par WOODS [31]. Nous allons montrer que le résultat de WOODS s'étend

lui aussi au cas ol le domaine convexe K n'est nas suppcsé centré.
&

Rappelons que si S est dans R° un ouvert étoild contenant O et
A un réseau quelconque, les minime successifs de 8 par rapport & A ,
Al,...,kn sont définis de la fagon suivante : A; est la borne inférieurc des
A tels que AS contienne i points de A linéairement indépendants. On peut

alors trouver n points lin€airement indépendants de A , Brsvessdy tels que

Ai§ contient @ysesesdy DOUr i=1,...,0n et une base €130005€, de A telle

que les variétés linfaires [él,...,ai_ ] et [él,...,ei_l]R engendrées res-

R

pectivement par Gisecesd 3 et @ seeese; o coincident pour i = l,...en &

Si f(x) est la fonction distance associée &8 S, "xe A et f(x) < xi"

entralne alors x e [él,...,ai_ ]R .

Appelons i-gquivalents deux points x et x' de R" pour lesquels

X+ x' est dans |8, 4..0,4. et désignons par r. le nombre de points de
1 1=l 1

R
[él,...,ai]RfW A F\Xi 8 qui ne sont ni i-8quivalents entre eux ni i-8quivalents

3 eux=-nméres, On & alors la



Proposition 2.1.4.~-

Si S est un ouvert strictement convexe contenant ©, on a

i iaml v n
r, g 27 -2 . Zr.52-l.
i . i
1=1

Preuve ., -

Elle est immédiate par le considération des classes modulo 2 A des

points x = S' X; ej de A pour lesquels X # O compte tenu du
J=1

Lerme 2.1,2.-

S8i x et x' sont deux points distincts de [al,...,ai]Rﬂ AN Ai's' .

x = x' est primitif ou sinon x et x' sont i-fquivalents.

Preuve., -

Si x = x' n'est pas primitif, il existc un entier d au moins égal

=3

& 2 avec %i-(x -x") e A . K &étant convexe, on a
£(x + F(x'=x)) € He(x') + (a-1) £(x))
£(x' + $x=x')) € Fe(x) + (a-1) £(x"))

Montrons que #£(x + -é-(x-x')) et f(x* + i(x'-x), sont tous deux sirice-
tement inférieurs & A; ce qui entrainera que x + -d-(x'-x) et x' + %(x-x')
donc aussi leur somme x + X' &appartiecnnent 3 [al""’ai-l]ﬁ » Comme on a
f(x) < Ai et f(x') g li » les inégalités sont évidentes si f(x) ou f(x')
est strictement infériecur 3 A; mais, d'autre part, si f(x) = £(x') = g
ni f(x + -}i(x'-x)) ni f£(x' + %(x—x')) ne peut &tre égal 3 A; car, sinon,
on aurait sur )‘i K +trois points alignés, ce qu'exclut la stricte convexité
de K.



Remargue .~

n
Ce qu'a montré WOODS est la validité de 1'inégalité 2 r. g Mo

. i=1
lorsque S est une jauge.

Nous n'avons pas epprofondi la recherche d'une borne supérieure pour
le norbre de points situés sur la frontidre de S d'un réseau m=S=permis quand

S est un ouvert convexe dans le ces oli 1'on a nm > 1 . Signalons cependant la

Proposdition 2.1.5.-

8i S est une jauge strictement convexe, tout réseau 3-S-permis a

au plus 2 =1 naires de points * p situés sur K .
au paus Situcs sur

Preuve, -

Elle est immédiate par la considération des classes modulo 2 A des
points d'un réseau 3~S-permis en remarguant que, pour s =2 , on a
(28 + 1) + 3 =1 et en utilisant le

Le«”me 2.1.3."

Si S est une jauge strictement convexe et A un réseau

(25 = 1)=S~permis, pour deux points distincts x et x' de S NA ou bien

(i) on vpeut trouver un entier u vérifiant 1l ¢ u g (25 +1) + 3

tel que -%(x - x') soit primitif dans A , ou bien

(ii) x+x* =0 .,

Preuve .~

Si (i) n'est pas vrifié, soit v entier avec v > (2s + 1) # 3
tel que (x' = x)/v soit primitif dans A . Montrons que x + x' # @ conduit
4 une contradietion, Soit v' = v # 2 ; les points

2

x +-$(x'-x) , =x' +-%(x’-x) . -%(x'-x) (1 = 1yeeeyv=l 3 J =0, tl,00eytv")
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au nombre de N = 2v + 2v' = 1 sont, si x + x' est distinet de &, tous dis=
tincts et eppartiennent & S M A & cause dé la stricte convexité. On doit done
avoir N < 2s -1 . Il est immédiat que cette inégalité est incompatible avec
1'inégalité v > (25 +1) ¢ 3,

2,2.- RESEAUX MULTICRITIQUES DU CUBE.

On rapporte l'espace R’ i une base orthonormale ej (3 =1,0e.,n),
Si ¢ est une permutation de [1,n] s on luil fait correspondre la perrmutation
de R® définie par

n n
x= § x e, olx) = } x5 c(ei)
1= i=1

avec °(ei) = (1) ©t» pour toute partie .A de R, on pose

o(a) = U olx) .
XeA
Si A est un réseau de base (ai) (i =1,00e5n) , ofA) est un réseau de

base o(ai) .

Soit, dans R, le cube C d'équation Ile <1 (j = 1lyeeasn) .
Soit (aij) ol les couples (i,j) parcourent tous les entiers tels que
1<j<1ign une famille de norbres réels ; associons~-lui les n points
a) = (1,0,40450) 2, = (azl,l,O,...,O) s eee s B = (anl,...,an’n_l,l)
et, pour tout & de N , le réseau As((aij)) = As(al,...,ah) = A de base

/8 4 8_.5eees8 o« On désigne par L 1la famille des réseaux ainsi obtenus,
% 2 n s

Le théordme de HAJOS [14] permet d'affirmer que si A est un réseau
critique de C , il existe une permutation o de [1,n] et n points a;
corme ci-dessus tels que A = o(Al(al,...,an)) . La famille o(ai) correspon=-
dant & la famille (ai) dont le théoréme de HAJOS affirme 1'existence sera

appelée base de HAJOS du réseau critique A .

Le résultat de HAJOS se généralise aux réseaux (2se-l)=C=critiques

et 1'on & le
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Théoneme 2.2.1,-

- * - e, .
Quel que soit s dans N , un réseau A est (2s-l)=critique pour

le cube C si et seulement si 1'on ncut trouver n points a; comme ci~dessus

et une permutation ¢ de [1,n] tels que A = c(A$(a1,...,an)); les

. . 3 -
2s-1 points de A C sont alors les points of E-al) (1 = 0,1 000,8=1) .

Preuve , -
Pour s =1 c'est le théoréme de HAJOS., On suppose s > 1 ,

I - Les réseaux As(al,...,an) sont (2s-1)=-Cwcritiques.

(a) A, est (2s=1)-C=permis,

On procéde par récurrcnce sur n . Clest vrai pour n =1 . Supposons donc que
al/s,az,...,an_l forment la base d'un réseau A; permis pour l'hypercube C!'
d'équation lle <1 (3 =1,..0.,0=) , les seuls points de AL CT étant les
points % %-al (i = 0,1,00058=1) « Tout point x de A s'écrit

x=x'+ An & oi x' appartient & A; et An est entier , Si l'on s

A # 0 la derniére coordonnée X, de x a wne valeur absolue supérieure ou
égale & 1 donc x n'est pas dans C ; au contraire, si l'on a An =0 ou

bien x n'est pas dans C, ou bien x est un des points * — a, d'aprés

1

ol

1l'hypothése de récurrence,
(b) As est (2s-1)~C~critique.

Comme l'on a d(As) =1/s et A(C)=1, ona A(C) = sd(As) ; or l'on a

A(C) £ s Boe1

d(AS) < AES l(C) ; comme As est (2s=l)=-permis, il est (2s~1l)=critique et
? =

1'on a AQS-l(C) 1/s .

(C) a‘'aprds le corollaire du théoréme 2.1.1. d'ol

II - Tous les réseaux (2s=l)=C=critiques sont du type

o(h, (agseeesn )

Soit A un résecau (2s-1)~C-critique. D'aprds lc théordme 2.1l.1l. il existe un

sous~-réseau M de A d'indice au plus égal & s qui est permis pour C ,



- 42 -

Comme l'on a d(M) ¢ 1, M est C=critique et l'indice vaut s . Pour prouver
que l'on a A = c(As (al,...,qn)), il suffit donc de prouver que tout réseau A'
qui contient un réseau C=critique M avec un indice &gal & s ou bien est

du type o(As) ou bien n'est pas (2s~l)=Cepermis,

On peut se ramener au cas o M a pour base de HAJOS Byrecesl o

On peut alors trouver une base bl,...,bn de A' avec

v = v D, + see + VvV b

8 = V3 by a8y F Vyy By + Yoy Bosenya) SV by nn “n

ou les Vij définis pour j < i sont des entiers soumis aux conditions

- I n .
>0 , O0x <v pour j <i et jgl Vis T Bs et la matrice (vij)

V.. V.. .
J4d 1] il
caractérise le réseau A" contenant M avec 1l'indice s

Nous allons alors prouver pour le réseau A'

n
A~ card(A'N C) 3z T (2v,, = 1)
n j=1 9
Be I (2v..=1)>2s «1 sauf si la matrice (vij) et les
J=1
a; correspondent a Aé = o(As) ol o est une permutation

convenable et As un &lément de LS .

I1 est immédiat que la conjonction de A et de B entraine II ,

Preuve de A.

Montrons plus généralement que si D est un cube congru & C par

translation, on a

(ev.. = 1) .

card(A* N D) 2
=] Jd

J
On procéde par récurrence sur n ,

N = 3

Pour n =1, c'est immédiat, tout segment de longueur 2 ayant

i son intérieur au moins 2vll

les intersections de D avec les hyperplans Hk d'€quation x = k/vhn ol

k est eantier. Il existe au moins 2vnn = 1 wvaleurs de k pour lesquelles

- 1 points Aquidistants de l/vll . Considérons



nk(W D est un hypercube cuvert & n=-l1 dimensions. Les points de A" situés

dans Hk

du réseau de base byseessbd

suivant la "grille" déduite

1 K ol tk

de kbn sur HO 3 l'hypothlse de récurrence permet alors de conclure que 1'on

se projettent orthogonalement sur Ty

par la translation t est la projection

a
Ne]
card(A'N N0, ND) 2 1 (2v.,. =1
(A' A 1, N D) Y

J=1

pour au moins 2v . =1 valeurs distinctes de k , ce qui entralne le résultat.,

Preuve de B..
Lerme 2.2.1.-

Si des entiers ¢, ,.e05C Vérifient les in€galités
12 > n

2C 2 see 2 c, 3 1, on a aussi

n
(1) i (2ci ~1)sz2 @ cy =1 .
i=1 i=1

De plus, dans (1) , 1'8galité n'est possible, pour n 3 2 , que si tous les

c; distincts de c; sont égaux & 1 .

Preuve , -

Par récurrence, Pour n =1, il y a évidemment &galité entre les

deux membres de (1) quel que soit ¢ Pour n=2, ona

l *
(2c1 - 1)(2c2 -1) = 2c; ¢, + 1= 2(cl - l)(c2 -1)20 ,
la nullité n'étant possible que si c, =1 . Supposons alors 1'inégalité
Nl nel
(2. =1)22 I ¢, =1
i=1 i=1 *
vérifiée avec €galité possible seulement pour Ch = eea=¢ . % l1; ona
n n ne=l n
(2, =1)=2 T c,+122(70 ¢, =1)2¢c_ =1) =2 T ¢, +1
i=1 * i=1 1 i=1 t n i=1 *

N1
=2( 0 c; = l)(cn =1) 20
i=1



12 cis g . . - - - =
et 1'égalité n'est possible que si ¢y ese 1" % 1.

8i 1%on pose c; = o(vii) ol o0 est une permutation convenable de
n
[1,n] , on déduit du lerme 2.2.1. et de 1%égalité T vi; =8 1'inégalité
‘o1
card(A* M C) > 25 = 1 sauf peut-Etre si un des Vi Yaut s s, les n=l

autres étant égaux & 1 ,

Reste donc i examiner ce dernier cas.

Si clest vy, qui vaut s, A' colncide avec As(al,...,an)

Supposons donc que 1'on a vjj =g pour un Jj différent de 1 et Vi

L}
[

pour i # j . La base b seeesb de A" est alors telle que

n
.= V., bt L.+ V. . . . + sb. a. = b, i#3 .
ad vbl 1 VJ.J-l bJ—l sbJ > 8 bl pour 1 # j
Soit ¥ = a.j - vjl 8y = ees = vj,j-l aj-l » 83=a;, pour i #3 . Les a,
forment une base de M et 1'on a 5j = sbj . ai =b. pour i#d.

Montrons alors que, ou bien card(A'NC) > 25 =1

ou bien %(sbj - ej) appartient au sous=groupe

Mﬁ-l de M engendré par al”"’aj-l

Dens ce dernier cas, bl"”’bj—l s ej/s . bj+l”"’bn forment
une base de A' et cette base est de la forme o(A;) ol Aé est dans Ls et

o la traasposition (1j) .

Il nous reste donc & montrer que card(A*M C) =2s = 1 n'est possible
que si sbj - ej appartient & SMj-l . Or, c'est 13 une conséquence immédiate

du

LQM'IIQ 2.2.2.0"

Py N ~
Le réseau AS de base BlseeesB 1 s an/s ou les s forment une

base de HAJOS n'est (2s=l)=C-permis que si &, = e appartient au sous-groupe

SM n -l .
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Preuve ,~

Pour k entier avec = s < k < s , chaque hyperplan Hk d'équation

x = k/s contient au moins un point de T\.Sﬂ C ; donc on a

card(zsfﬁ C) 225 =1 . Il suffit donc de montrer que si a, - e, n'appartient
pas & sM Ty contient au moins deux points de stW C .

n=1 ?
n=1
Soit x= ) A; a, +a/s ollles ), sont entiers, un point de
i®] 1 1
a

i n
n,n-l/S . 51

Asrﬂ Hl . La (n-l)-idme coordonnée de x vaut Xhal = An-l +
n'est pas divisible par s on peut trouver deux valeurs distinctes de

a
Ny Ne=l

A, telles que lxnul! <1, et, pour chacun de ces choix, déterminer succes=
sivement A _,seessd; de fagon que |xn§21 <1, eee s lel <1 . On obtient

1 . S1 an ’n-l
alors modulo sMnml on peut remplacer a, par aﬁ de fagon que la (n-l)-ilme

ainsi au moins deux points dans &ncrm est divisible par s ,

coordonnée de a', aﬁ nel soit nulle, al,...,gn_l,aﬁls étant une nouvelle
]

- n
base de AS .

n=1 N
. - P g, 4 gt . .
Ecrivant x izl Al al an/s pour un point de As(W C on voit que
' 1 i1 t = = - ,
l'on a lxn-ll > 1 sauf si l'on prend An_l 0 donnant X1 0. Avec ce
. 9 = 9 + ¢ - .-
choix de An-l ona x o, An-z an’n;a/s ¢t on ralsonne comme ci=dessus en

distinguant le cas ou a'

S nep 5t divisible par s de celui ol il ne 1'est pas.
,n=

Dans le deuxiéme cas, on obtient au moins deux points dans

. : - y v "
As(\ c f\H1 3 dans le premier cas, on rerplace, modulo sP%_z,ah par a 5 ce

dernier point ayant ses coordonnées d'ordre nel et d'ordre n-2 toutes deux

nulles et on poursuit le raisonnement.

Finalement, on voit que
ou bien, on peut trouver au moins deux points dans Aslﬂ c F\Hl

ou bien, on peut, modulo sMn_l, remplacer a, bpar e, de fagon

que al,ag,...,ahnl,en/s forment une base de A_ .

2.3.- RESEAUX MULTICRITIQUES D'UNE JAUGE PLANE.

Dans tout ce paragraphe n =2 et S est un ouvert &toilé centré,

de frontidre S . Pour tout couple (s,k) afentiers vérifiant 1'inégalité



(¥) s =k 3k +1 et tout couple (p,q) de points linéairement indépendants,

onpose r=q = (1+k) p « Soit Cs k(S) = Cs la famille de réseaux ayant
] £}

k
une base (p,q) vérifiant la condition

(CS k) t(ssk) pe S , tqeB , tres .
?

On 8) = i a(M) . Un ré a de dbtermi
pose As,k( ) ﬁggs,k (M) n réseau de C_ et de déterminent A k(S)

’k' 9

est appelé (C, k)mcritiqpe pour S .
]

Un des buts de ce paragraphe est de montrer que si S est une jauge
et s suffiserment petit, on a Bog l(S) = Ag O(S) ce qui est bien connu pour
- s
s =1, On montrera aussi que 1'égalité s A2s-l(S) = A(8) caractérise les

parallélogrammes dans l'ensemble de toutes les jauges.,

Proposition 2.3.1,~

S5i S est une jauge, tout réseau M de Cs x &5t (28=1)=8=permis ;

de plus, si S est strictement convexe, M est st-(2s-l)=S-permis et SAM

se réduit aux 6 points énumérés dens la condition (CS k) .
2

va¢o -

Soit Du 1l'ensemble des points Ap + pg oi u est fixé., Pour
[ul > 2, Du ne rencontre pas S : en effet les droites joignant = (s=k)p
AgP * Hyd
avec i, = 2(s=k)/(2s=3k=1) , ce qui entraine, pour un point £p + nq de S,

et r d'une part, (s-k)p et g d'autre part, se coupent en ¢

1'inégalité |n| < "y & 2 d'aprds (%) et la convexité, Si 1'on a s=k # k+l ,

ona |n] <2 et sinon D, ne rencontre § que si S est un parallélograrme.

les points * ip (i = O,lf...,(s-k—l)) sont les seuls points de SN Dy N M,
Les points * (q=jp) (j = 1,ev.,k) appartiennent & SN M si le segment ouvert
]qr[ est inclus dans S . Par suite SN M contient au plus les 2s-1 points
qu'on vient d'énumfrer et les contient exactement si S est strictement convexe,
Dans ce dernier cas les six points * (s=k)p , * ¢, * r escnt évidemment les

seuls points de’ sNu .,

Le résultat suivant concerne le cas s = 1 et précise un résultat

connu,



P/LOEOAM”- 2.3.2 [ 3

8i 8 est une jauge, tout réseau Se-critique appartient & C

1.0 ? e
?
plus, si H désigne un hexagone centré dont les cOtés sont portés par des droi-

tes de contact & S en *p, tgq, tr

(a) 8i H n'est pas un parallélogramme, p, g, r sont milieux de

cdtés de H ,

(b) Si H est un parallélogramme, S colncide avec H .

Preuve .~

La premiére partie qui entraine A(S) = A, .(S) est connue, Prouvons

1,0
(a) et (b) . Soit A wun réseau Se-critique,

(a) L'inciusion SCH implique a(A) s A(H) mais, d'aprds la pro=
position 2.3.1. appliquée & H , A est Hepermis donc d(A) > A(H) . A est
donc H-critique et corme H n'est pas dégénéré, il admet comme seul réseau

critique celui engendré par les milieux de ses cOtés.,

(b) Si H est un paralldlogramme, on peut supposer que les segments
joignant p et -r d'une part, -p et r d'autre part, appartiennent & HNS
et que g est le milieu d'un cSté de H . Soit alors Py le milieu du cdté

of de H qui contient p et -r et p' un point intérieur au segment PoP o

~

8i q' et r' =gq' = p' sont sur l'arc 56} de 8, la distance de 0 &
a'r' est inférieure i la distance de q 2 Op' sauf si q' est en q et rt
sur la droite D Joignant r et =-p . Si 1'on n'est pas dans ce dernier cas,
le réseau A' de base p* , q' est S-permis et vérifie d(A') < da(A) :

c'est exclu 3 si, pour tout p', la paralléle & Op' passant par q coupe S

en un point de D, S colncide avec H .

On sait que si S est de type fini, on a s Aes_l(S) 3 A(S) (corol-
laire du théoréme de CASSELS). De plus, on a s A2s_l(S) = A(8) si S est mn
parallélogramme (Cela se vérifie facilement et résulte d'ailleurs du cas n = 2
du théordme 2.2.1.). D'autrc part, on peut trouver des corps étoilés non-con-

vexes tels que 2 A3(S) = A(8) .
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Un exemple est en effet le suivant :

R2 étant rapporté & une base orthonormée, on prend pour S 1'ensernble

de points de coordonnées (xl,xz) défini par
min(]xll . Ile) <1l , max(|x1| , [x2|)< 3/2 .

On sait (Cf. [T] p. 87) que 1'on a A(S) =2 , 1les seuls réseaux
critiques &tant les réseaux A, de base (1,1) et (1,-1), A, de base
(3/2,=1/2) et (=1/2,3/2) , Ag de base (3/2,1/2) et (1/2,3/2) . Les ré=
seaux M, de base (1,1) et (1/2,-1/2) et M, de base (1,-1) et (1/2,1/2)
sont 3=S~permis et de déterminant 1 = A(S)/2 ; ils sont donc 3=S=critiques

(ce sont d'ailleurs les seuls réseaux 3-Secritiques de 8),

Cependant, on & la caractérisation suivante :

Théo}‘m 2.3. 1.0"

5i la jeuge S n'est pas un perellélogramme, on & s A, .(8) > A(s) .

Preuve, -
Elle utilise 1le
Lerme 2.3.1.-

Si un polygone ouvert P a pour frontidre P . une courbe de JORDAN
et si les sommets de P agppartiennent & un réseau A , on & entre les nombres
de points N(P) resp. N(P) de PNA, resp. PN A 1la relation

vol(P)/a(a) = N(p) + 3 N(B) ~ 1 .
vae.'

Ce lemme est bien connu. On peut, par exemple, consulter £16] .



Pour prouver le théoréme, nous supposons que S est une jauge pour
laquelle 1'8gelité (#) A(S) = s Azs-l(s) est vérifiée, I1 faut montrer que
S est alors un parallélogramme,

Soit M un réseau (2s=1)=S-critique; d'aprés le théordme de CASSELS,
on peut trouver un sous-réseau A de M d'indice s8' ¢ s qui est S-permis ;
(#) entrafne alors s' =s et da(A) = aA(8) ; A est donc S-critique. Soit
alors (p,q) une base de A vérifiant (Cl,O) et H' 1'hexegone ouvert de
sormets +p, *tq, *r, Appliquant le lerme 2,3,1. au couple (H',M) ,
on obtient, puisque 1'on a N(H') ¢ 2s=1 et vol(H') = 3sd(M), 1'inégalité
N(H') = 2(3s+1 = N(H')) 3 2(s+2) .

Si 8 ne contient pas un des cOtés de H' , N(H') 3 2s+4 entraine
card(M MS) 3 28+1 : c'est exclu. Si S contient un des c6tés de H' , disons
PqQ , il existe un parallélogramme circonserit & S , les points p, q, r du
réseau critique A &tant points de contact. D'apr@s la proposition 2.3.2.,

S est alors un parallélograrme.

On peut se proposer de borner supéricurement le quotient

A2s_1(S)/A(S) . On répond & la question par 1la

Proposition 2,3.3.-

8i S5 est une jauge, on a 1l'inégalité

b, L (8)/A(8) ¢ (s = 5k = 1)/3(s=k)®

L'inégalité précédente est une &galité quand S est un hexagone affinement

régg;ier.

COMMQ-

Sous les mémes conditions, on a

by (8)/8(S) € (hs-1)/387 .
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Preuve .-

Le corollaire est immédiat puisque 1'on a A2S_1(S) < (s) . Pour

As,O
prouver le théoréme, nous utilisons le

Lemme 2.3.2.-

Soit H un hexagone non croisé centré de sormets consécutifs

oy By ¥s a's B's ¥ (o' = =0,B® = =B,y' = ~y) , I, J, K les milieux respectifs

~ N

les_distences respectives de y 3 OI , o« & OJ,
oJ ,

de aB, By, vo', hY’ ha’ h

0K éd,a,d
B ] _Y’ a’ B
I OK ; on a

B8
les distances respectives de J & OI , K

lor o
jor

min(hY/dY . ha/da . hB/dB) s /3 .

De plus, ce minimum est strictement inférieur & L4/3 si H n'est pas affine-

ment régulier.

Preuve du Lemme,-

Elle résulte de 1'égalité hY/dY + ha/da + hB/dB =4 , Le minirum est
strictement inférieur & U/3 sauf si les trois quotients considérés sont égaux
ce qui entraine det(a+8,y) = det(B+y,a') = det(y+a',B') soit encore 1'égalité
de det(a,B) , det(B,y) , det(e,y) ;3 or, - cela n'est pceeibie '
que pour Yy =8B ~a , cas ou H est le transform: affine d'un hexagone régu-

lier.

On peut supposer S distinct d'un parallélograrme et, eppelant
*IT,*J, tK les points d'un réseau S-critique, situés sur s , Tfixer les
notations de fagon que K =J + I et que l'hexagone H , circomserit d S
en *tI,*J,*K ait des sormets a,B,y liés a I, J, K par les conditions
du lerme ci-dessus, et ce grdce au (a) de la proposition 2,3.2. . De plus, on
peut supposer hy/dy s 4/3 . Pour (s~k)p = I considérons le réseau de base

(p,q) vérifient (CS ) . On peut supposer q et r sur l'arc KI de §

k
]
donc deans le triangle KyJ . Corme la droite déduite de KJ dans 1'homothétie

de centre y de rapport (k+1)/(s-k) découpe sur ce triangle un segment de



longueur (k+1)0p , la distance § de O & qr vérifie 1'inégalité

§ ¢ b = (k+1)(h_~d )/(s=k) s (4s-5k-1) d _/3(s=k) . On a alors

det(p,q)/a(8) = §/(s=k) dy ¢ (bs=5k=~1) dy/3(s-k)2 d'ol la premi@re partie du
résultat,

~

Reste 4 justifier 1'égalité dans le cas d'un hexagone H affinement
régulier, Pour cet hexagone, employons les notations du lerme 2.,3.2, avec en
plus 1'égalité (#) g =oq + y .

Posons k' = k+l,s' = s=k , On peut supposer, sans restreindre la gé-
néralité, que s'p est confondu avec o ou est intérieur au segment of . Dans
le premier cas q et r peuvent &tre pris sur By et on obtient
det(p,q)/det(a,y) = 1/s' : ce qui suit montrera que, dans ce cas, on a
det(p,q) > As,k(H) . Dans le second cas, posons s'p = \a + (1=A)8 avec
0 <x<1; onpeut supposer q intérieur au segment By, soit q = uB + (L=p)y
eavec 0 <y <1l,et r intérieur au segment vya' . Grécc & (%) , on a
g=ua+vy,s'p=a+ (I-A)y d'cl s'r = (k' - yusDa' + (s'=k'(1-1))y, et que
r appartient & ya' s'exprime par k' - us' + s' - k'(1-2) = s' soit
k*x = ps' . det(p,q)/det(a,y) = (1=p{1=1))/s® = ('A% = k'A + 8')/s'>  atteint
sa borne inférieure pour A = 1/2 et 1'on a As’k(H)/det(u,y) = (hs'-k')/hs'2
d'ol le résultat, puisque det(a,y) = A(H) . Remarquons que H admet trois
réseaux distincts de déterminant As,k(H) t ce sont ceux correspondent respec=

tivement & s'p confondu avec les milieux de aB, By, Yo .

RQMQL(ZUZ. -

On peut se demander si, pour un hexagone centré quelconque H ,
As,k(H) est atteint lorsque s'p est confondu avec un des milieux des cdtés de
1'hexagone, comme c'est le cas si H est affinement régulier, ou, pour H quel-
conque, pour s =1 , k = 0 ., La réponse est négative, comme le prouve la

roposition suivante dont nous donnons simplement 1'é&noncé.
prop p

Proposition 2.3.4.-

Soit HZ un hexegone centré de sormets o, 8, vy vérifiant
y = £(B=a) avec 1 s L2 . Ona




by olHy)/det(a,p) = (T€% + b2 = 4)/16(28 = 1) .

Pour £ =2, HZ admet une infinité de réseaux (C2 O)-critiques 3 pour
]

l<fg<2, HE edmet deux réseaux (02’0

une base (p,q) avec 2p = Ag + (1-A)y pour A = (32 = 2)/2(2¢ ~-1) ; pour
L=1, H, admet trois réseaux (CZ,O
dernier cas, qui est celui d'un hexagone affinement régulier que 2p coincide

)=critiques, 1'un d'entre eux ayant

)=c ritigues, C'est seulement dans ce

avec le milieu d'un des cOtés de H

2 L

lous allons maintenant montrer corment on peut déterminer les réseaux

(2s=1)~S-critiques d'une jauge S pour s = 2,3,4 .
Nous utiliserons, sans référence, le

Lerme 2,3.3.~

Tout réscau A permis pour le parallélogramme ouvert P de sommets

tp, tq admet comme base (p,q) s'il n'a en commun avec P que les points

tp, tq.

PfLQu\)Q "~

C'est immédiat et c'est d'ailleurs le cas n = 2 du "probléme des

octadédres" considéré au chapitre 3 .

Proposition 2.3,5.~

81 S est une jauge et s = 2,3,4 , tout résecau ste=(2s=l)=S-cxtrime

gppartient & C

8,0 °
P)LQLWQ. 3

On considére tout d'abord les réseaux st=(2s~1)=S-permis de la famile
le 1;,k (@¢finie pour un couple (s,k) d'entiers positifs vérifiant
s=k > k+1) des réseaux ayant une base (p,q) vérifiant pour k = 0 ,
(TS,O) représente l'ensemble de conditions O0,*p,...,*(s=1)p € S et

(TS k) l'ensermble des conditions simultandes 0,%*p,...,*(s=k=l)p € S et
?
$Qyeeest(qm(p=l)p) € 8 .



Un réseau A de Ts,k est éviderment st=(2s5-1)=~S-permis si les
seuls points de AN S sont ceux énumérés dans la condition (Ts,k) . Soit
alors T 1le réseau de base (s=k)p et p+q . Il est immédiat que T ne con-
tient aucun des points de (Ts,k) 3y comme c'est un sous-réseau de A , 1l est
donc Sepermis si A est (2s<l)-permis et 1'on a (s-k) a(A) = a(r) 3 a(s8) .
On a, d'aprds la proposition 2.3.3.,, 1'inégalité Ag O(S)/A(S) < (hs-l)/BS2 .
L'inégalité (hs-l)/352 < 1/(s=1), valable pour s g h: nous donne pour k 3 1
1'inégalitd a(Aa)/a(s) > AS,O(S)/A(S) et, par conséquent, pour s g 4% et k 3

aucun réseau de Té ne peut &tre st=(2s=l)=S=cxtréme,

ok

I1 est immédiat qu'un résecau A st=(2s-l)=S-permis pour 1 < s g 4
appartient & Té’o ’ T3,O R T3,l s Th,o . Th,l ou Th,e . Ce qui précide mon=-
tre qu'un réseau st-(2s=l)-extréme pour 1 < s g 4 ne peut appartenir qu‘'a
T o T ou T, o * Qu'il doive effectivement appartenir & C résulte,

2 T

2 3’0 S,O
immédietement si S est strictement convexe et assez facilement sinon, du fait

3

que l'on doit avoir, d'eprds la proposition 2,1.2,, card(AMNS) : 6 .,

Rw U o~
On peut montrer que la proposition 2.3.5. s'8tend aucas s =5 ,

Donnons, d'autre part, un exerple de calcul, Si D est le disque de

centre 0, de rayon 1 , on voit facilement que l'on a

Vhs2—l
= .
2s

As,O(D) =
On en d&duit les valeurs :
a(p) = v¥3/2 64(D) = /i5/8 A5(D) = /35/18 8,(D) = /B3/32 .

Notons, d'autre part, que PRACHAR [23] a montré que 1'on a
AZS-l(D) = As,O(D) pour s suffisamment grand.



CHAPITRE 3
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3.00- SOWAIREo

Nous avons indiqué, dens 1'introduction, corment la résolution de ce
probléme est une premiére étape vers la détermination de la constante eritique

d'une jauge de g .

L'8tude des réseaux de l'espace euclidien permis pour un octaddre et
en contenant les sommets a &té considérée d8s MINKOWSKI [20] pour n ¢ 3 puis
pour n = k4 par divers auteurs (Cf. [21] et [29]) . Nous-mémes (Cf. [2] et
[3]) avons exeming pour n s L, le cas général ol les réseaux peuvent avoir des
points dans les faces de l'octaédre, distincts de ses sommets (deuxidme cas) ot
non seulement le cas ol cela est exclu (premier cas)., LAUB, dans un gros travail,
[15] , a abordé, pour n =5 , le premier cas dans 1l'hypothdse ol A/M est
cyclique. Il n'est guére possible d'aller plus loin que lui sans utiliser des
moyens modernes de calcul. On s'est donc proposé, dans 1l'hypoth&se ol A/M est
cyclique, et en considérant & la fols le premier ct le second cas, de présenter
une méthode qui permette notamment de fixer un programme de calcul valable pour
tout n . On n'est plus alors limité que par les possibilités des machines

électroniques.,

Les contingences pratiques sont cependant contraignantes et nous avons

di nous limiter 2 la considération du cas n =5 ,

Notons une distinction entre le premier et le second cas. Si 1l'on sup-

pose gqu'un point A ='% a; €., ol 81s 8ps 833 8)3 255 P sont des entiers
i=1



strictement positifs, premiers entre eux, est "permis" pour l'octaddre envel

P R P D oppe
convexe des points e; » on peut "o priori", dans le premier cas, se limiter
& la considération du cas ol a. veut 1 ; au contraire, cette limitation n'est

5

plus possible dans le second cas,

I1 a fallu, pour éviter des temps de calcul trop longs, profiter d'une
analyse en profondeur permettant d'éliminer "en bloc" certaines possibilités,
Les moyens techniques mis & notre disposition (Machine BULL M 40 du Leboratoire
de Calcul de 1'Université de Lille) ont permis de résoudre le cas n =5 ., Les
machines existant actuellement seraient incapables de donner une solution corme

pléte pour n plus grand,

Corme résultet, on obtient que le point

1
Iif(la e, + 16 e, + 10 eq + 4 ey, + es)

est "permis" dans le premier cas
1
g(@3 ey +13 e, + 7 ey + hoey, + es)

"permis" dans le second cas, 41 et L8 &tant respectivement le meximum des p
possibles pour chacun de ces cas., On compldte ainsi, en particulier, les résul-
tats de LAUB,

Les propriétés en jeu étant fort simples et bien connues pour n = 1
ou 2, on suppose dans la suite n 3 3 ,

3.1.- ETUDE GENERALE.

Soient ey (1 £isn), n points linéairement indépendants de
1'espace g 3 ﬁn désigne l'enveloppe convexe des 2n points ¢ e; s O son
intérieur 3 M est le réseau de base e; « Onm désigne par N 1l'ensemble des

réseaux de R° contenant M .

-

Soit L 1la famille des réscaux A de N tels que A/M soit un
groupe cyclique; A est alors engendré par les points €1s0ees8, et par



point A =-§- .2 a; e ol les a; sont entiers et p un entier positif, D'autre
part, & un systeme {p;al,...,an} ol p est un entier positif et les a; en=-
tiers, on peut associer le point A 8&crit ci-dessus et le réseau A(A) engendré
Par €1sesesey et A, On dit que le point A et le point A' =%, z a{ e,
de méme que les systémes de nombres qui les représentent sont (P)-égui;{ilents

si A(A) colncide avec A(A') . On appelle ordre du point A 1'indice de M
dans A(A) ; cet indice vaut p/6§ ol § est le p.g.c.d. des nombres
Biseces® oD o On dit que le point A est réduit si son ordre est p , autre-
ment dit si les nombres Bypesest oD sont premiers entre eux dans leur ensemble,
On désigne par (pl,...,pr) le p.g.ced. des r nombres pj,eee,d, o La note-
tion p|g pour wn couple d'entiers (p,q) signifiec que p divise q .

P’LOEOAM"— 30 101."

Les points A et A' corme ci-dessus, supposés réduits, sont (P)-égui-
valents si et seulement si est vérifiée la condition

(P*) On peut trouver s premier avec p tel que A' soit

congru modulo M au point sA .

De plus, on & alors p = p' .

PILQU.UQ ™

Tout d'abord A(A) et A(A') coIncident si et seulement si 1'on peut
trouver des entiers s et s' tels que, pour chaque 1 , on ait le systéme
de congruences

a; s'a,:.l ai sa,
* -z (mod 1) < =— (mod 1
(+) P p' * p' P )

puisque, quend i varie de 1 & n , ccs congruences expriment respectivement
que A appartient & A(A') et que A' appartient & A(A) . On a alors, pour
chaque i ,

a.
-i)l (ss' = 1) =20 (mod 1)



atou (sg' - 1)(al,...,an) 0 (mod p)

et, corme le point A est réduit, on a2 ss' 1 (mod p) et s est premier
avec p . De plus p'[pai done p'|p(ai,...,a£) et, comme le point A' est
réduit, p'|p . Intervertissent le rSle de p ct de p' on voit que p=1p',

De plus, la condition (P') est bien vérifiée,

Inversement, si (P') est vérifiée, on a, pour chaque i ,

a! sa,

5%‘E<—55 (mod 1) avec, SS,p) =1, Si s8' est tel que ss' =1 (mod p) , on
s'a. 8.

a, pour chaque i , p,l 5-3} (mod 1) ; par suite A(A) colncide avec A(A')

et p=p'.,

La proposition 3,1.,1. montre qu'il y a correspondance bijective en=
tre les classes de points réduits A par rapport 4 la relation d'équivalence

(P') et les réseaux de L.

Un réseau est permis pour Qn 8'il n'a en cormun avec Qn que l'Ofi~
gine © , On désigne par M resp. L 1l'ensemble des réseaux de N resp, L
permis pour Q, et par M resp. I 1la partie de M resp. L formée des rée
seaux n'ayant en commun avec ﬁn que O et les sormets {% ei} + On se pro=

pose "en gros" de déterminer L et L.

0 étant wne permutation de [l,n] et 4(ei) une suite de n nombres
valant * 1, on associe 3 tout couple ¢ = (c,(ei)) la permutation de R"
définie par

n
Lo e, » ¢(x) = izl x; ole;)

»4
1}
fl o118

avec ¢(ei) =€ ec(i) . On pose, pour toute partie H de R .
o(H) = ;gH $(x) « L'ensermble {¢ ei} et @ sont invariants par toute parrmuta-

tion ¢ . Il en résulte qu'un réseau A appartient &8 N, L, L, T respective-

ment si et seulement s'il en est de méme pour ¢(A) quel que soit o .

L'ensemble ¢ des couples ¢ considérés ci-dessus est un groupe pour
le loi de composition (6,4°) » ¢¢' avec ¢¢' = (oc',(ei ei)) et ce qui précade
montre que 1l'on peut remplacer 1'étude des réseaux de L , resp. L par 1'étu-

de des classes d'intransitivité de L, resp. [ modulo ¢ .



n
A tout "point" A = {pja;,...,8 } on associe ||Al[ =-% izl
ry étent le reste de valeur absolue ninirmum du nombre ay nodulo p .

Ona [[alf >1

‘ril ’

, resp. ||A]] 21, =i et seulement si A n'est congru,

modulo M , & aucun point de 2, » Tesp. Qn .
On désigne par Sp le systéme de restes de valeur absolue minirmum
module p et par EP l'enserble des entiers s vérifiant les inégalités

0<2SSP.

On dit qu'un point A est

admis si, pour tout s de I, , ona {Isal} > 1 ,
semi-admis si, pour tout s de I , ona Ilsall 21 .

Un point A semi-adnis est semi-adnis strictement si 1'on peut trouver

s dans I tel que ||sA]] =1 . Un point A semi-admis strictement est un
point frontidre si 1'on a ||A|] =1 .

P’LOEOAW»O” 30 1.2._

(i) Tout point semi-admis est réduit .

(ii) Le point A est admis, resp. semi-admis si et seulement si A(A)
appartient & L , resp. L

Preuve . -
(i) si ¢ = (al,,..,a sp) est différent de 1, on a

A=2
D

Ne~as B
o
[1)]
f

© j-

ol 1'on a posé p = 8q , a; = &b, , et lqal]l = 0 avec 2q s §qg =p ; par

conséquent, le point A n'est pas semi-admis., D'ailleurs, en &tablissant une
réciproque, on voit que 6 # 1 équivaut & 1l'existence de s dans Ep tel que
|lsall = 0.



(ii) On a montré, dans [2] , que,pour les points A réduits, A(A)
appartient & | (resp. L) si et seulement si, pour tout s appartenant 3 Sp’
on e ||sA]| 21 (resp. |[sA|] > 1) d'od le résultat, corpte tenu de (i)
et en remarquant qu'il suffit d'8tendre les conditions d'inégalité portent sur

[|sA]| aux s de In puisque ||sA|| = ||= sA]] .

Pour étudier les points {P;al,...,an} conduisant i des réseaux de
£ , resp. L s 11 résulte des considérations précédentes que 1l'on peut consi-
dérer les points modulo les relations d'équivalence obtenues par les opérations

suivantes :

(a) Réduire les points modulo M, ce qui revient & prendre les a;

dens un systéme de restes modulo p par exemple SP .

(b) Associer & chaque point son point réduit en divisant p et les

ai par (al,...,&n,P)

(¢c) Considérer les points modulo la relation (P')

(d) Considérer les points modulo o .

Si 1'on se contente d'@tudier les points de rang n c'est=d-dire les
points pour lesquels aucun des a; n'est divisible par p (ce qui est justifié

si 1'on suppose le probléme déjd résolu dens Rn-l) s

8tudier les points modulo
la conjonction de (a) et de (d) revient & étudier les points {p;al,...,an}
ol les a; et p sont des entiers vérifiant les inégalités

0 < 2&n.§ 2&n;l € se0 € 28:1 SP .

De plus, d'aprés les théordmes généraux de MINKOWSKI ou par application
de la proposition 1,1.3, , on voit irmmédiatement que, si un point appartient
& L, sonordre p vérifie 1'indgalité p < n! ; nous avons montré dans [3]
qu'on & mére 1l'inégelité stricte p < n! .

-~

Dans la suite, on désigne par A 1'ensemble des points {p;al,...,an}
ou les a; et p sont des entiers vérifiant les inégalités
0 < Ean $2 o €. 2 £p<nl, A, resp. A est l'enserble des points
de A qui sont admis, resp. semi-admis. D'aprés la proposition 3.1.2. 1les
points de A, resp. A sont réduits et conduisent & des résecaux de L ,

resp. L .,
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On dit que deux points réduits appartiennent au r€me cycle si et seule=
ment s'ils sont équivalents modulo la conjonction de (P') et de ¢ autrenent
dit les points A = {p;al,...,ah} et A' = {p';ai,...,a%} appertiennent au
méme cycle si et seulement si 1'on peut trouver s prenmier avec p et
¢ = (o,(ei)) dens ¢ tels que A' soit congru & s ¢(A) modulo M (ceci
nécessite p' = p et on peut supposer que s est dans zp Yo

On se propose alors de déterminer tous les éléments de A resp. A
ou, ce qui suffit, de déterniner tous les éléments d'une partie B de A ,

resp. B de A contenant au moins un représentent de chaque cycle,

Dans la suite, corme on est amené & considérer les familles L, [ ,

A A our des valeurs différentes de l'entier n on indexe ces familles

’ s P s

per 1'indice n . On indexe aussi, si nécessaire, les quantités ||B|] assocides
. n

dwn point B de R .,

On désigne par D, s TesD. Bn 1'ordre maximum d'un €lément de An s

resp. zh .

On désigne aussi par m, s Tesp. En 1'ordre maximum pour G dens

M, resp., M du groupe G/M .

Pour n = 3,4 , on peut énoncer la

Proposition 3.1.3.-

(i) Dy = T 53 = 2 ; une liste de points semi-admis, de rang 3 ,

contenant un et un seul représentant de chaque cycle des points

ge A3 est :
{23 1,1,1} , {3; 1,1,1} , {4; 2,1,1) .

(ii) D, = 16 , 5& = 5 : une liste dec points semi-admis, de rang L ,

contenant un et un seul représentant de chaque cycle des points

de Ah est la liste des 20 points :
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{23 1,1,1,1} , {33 1,1,1,1} , {4; 1,1,1,1} , {4; 2,1,1,1}
{43 2,2,1,1} , {5; 2,1,1,1} , {5; 2,2,1,1} , {6; 2,2,1,1}
{6; 3,1,1,1} , {63 3,2,1,1} , {63 3,2,2,1} , {T; 3,2,1,1}
{8; 3,2,2,1} , {83 3,3,1,1} , {8; 4,2,1,1} , {8; 4,3,2,1}
93 4,3,2,1y , {10; h,3,2,1} , {12; 5,4,2,1} ,

{16 5 7,5,3,1} .

Preuve .-

Elle est, en substance, dans [2] . En particulier, pour n=L4 , on
’ H » P

y a déterminé la liste B), des points de Ah vérifiant les conditions

< 28

5 £p< Ml

< 2a

2= 2ah < 2a 1

3

et montré que B, contient un représentant au moins de chaque cycle, B, con-
I L4

tient les 20 points cités ci~dessus et les 3 points
{55 2,2,2,1} , (T3 3,2,2,1} 5, {73 3,3,2,1}
or, il est facile de voir que les points
{5; 2,1,1,1} et {5; 2,2,2,1}
de méme que les trois points
{73 3,2,1,1} , {73 3,2,2,1} , {73 3,3,2,1}

appertiennent 4 un méme cycle, tandis que les cycles des autres points de Bh

sont distinects,

Pour déterminer une partie Bn de An contenant au meins un représen=

tant de chaque cycle, on utilise la
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Proposition 3.1.4.-

Tout point A' = {p'; ai,...,aﬂ} est (P)=fquivalent & un point
A= {p; 8jseeepa } tel que a = (aﬁ,p) .

Conollaine.-

Si_le point A" appartient 3 An s resp. Rn » oOn peut trouver
3 T = 1 ]
dens An s TEEp. Kn un point A du cycle de A' tel que a 12f(ai,p) .

P/LQ.LLUG «

D'aprés la proposition 3.l1,l., il suffit de montrer que 1l'on peut
trouver s premier avec p tel que le point A soit congru 4 sA' modulo M
et vérifie a = (aﬂ,p) . Cela a lieu s'il est possible de trouver s premier
avec p vérifiant la congruence sa) & (ah,p) (mod p) et résulte du

Lerme 3.1.1.-

51 m est un entier positif, a un entier quelconque, la congruence

(1) ax 2 (a,m) (mod m)

admet au moins une solution x telle que (x,m) =1 .

Preuve du Lemme,-

Si 1'on pose (a,m) = d,a = da',m = dm' , 1la congruence (1) est

équivalente 4 la congruence
(1) a'x 21 (medm') .

8i X, est la solution unique de (1') prise modulo mf, les solutions de

(1) prises modulo m sont au nombre de d et de la forme X, + An' ol A

parcourt un systéme complet de restes modulo d . Si a # 1 divise

(xl,xg,m) ol x; =x,+ Am' o, x, = x,+ An' sont deux solutions de (1),



on a “I(Az = Al)m' 3 come 1 = (XO,M') = (xlgm-') entralne (a,m') =1,
on a al(kg - Al) et, par conséquent, parmi les solutions de (1) prises modulo m,
il yen @ au plus dfq telles que of(x,m) . De plus, un tel o est nécessai-

rement un diviseur de (a,m) .

% %

a
Soit 4 = P Dp ees pze ol les norbres p; sont premiers et distincts;
les.solutions de (1) prises modulo m telles que, pour un i , on ait
pi](x,m) et que, pour touc. j # i, on ait P; [ (x,m) sont au plus (& vrai

dire on peut montrer que le qualificetif, au plus, peut &tre supprimé) au

nombre de
1 1 1 1
m— - + Z " sese ) = d(l - H("l - —) )
; Py ';.J PiPi ik PiPsPx i Py

= d - ¢(a) oli, ici, ¢ est la fonction A'EULER de l'entier d ., Ce norbre &tant
inférieur & @ pour d#1 , on a bien au moins une solution x pour laquelle
(xym) =1,

Preuve du cornollaine .-

Mu point A' associons A" = {p; a{,...,a;} ol les ag

sont une per-
mutation des ai telle que (a D) = 1nf(a',p) Au point A" associons le
point B" = {pj l,...,b '} (P)-equlvalent A" et tel que b; = (a;,p); on
peut supposer, de plus, que lcs bg sont dans Sp et il est irmédiat que, pour
tout i de [1,n], on a (b¥,p) 2 ) . Or, le point B" est o-Equivalent au
point A = {p; al,...,ah} de An défini par 8, = bg et ol les a. , pour

J = 1l,s.esn=1 sont une pernutation convensble des !bg| (3 = 1,400yn=1)

La proposition 3.l.4. et son corollaire rendent utile la détermina-
tion d'une borne supérieure de inf (ai,p) pour les points A = {p; al,...,ah}
1

de An s TESp. Kn .

I1 est &vident que 1nf (d sP) =1 si p est premier, ou la puissance
d'un nombre premier. La preuve de la proposition 3.1.3. (ii) passait d'autre

part par la remarque que, pour les points de Ah s On avait aussi igf(ai,P) =1,
i

Un premier résultat est la
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Propos ition 3.1.5.~

Pour les points A EEV_An , on a s%p(ai,p) € D,_1 b pour les
points A de Kn . sgp(ai,p) €D g °

P’LQLLUQ «~

En ce gqui concerne les points de An s la preuve est dans [2] . Elle

est anelogue pour les points de Kn .

On a aussi la

P’wEOAw:on 3. 1060-

(i) Pour un point A de An ,» on a, pour tout n 3 3 , 1'inégalité

(%) 1gf(ai,P) 'S SUP(Pn_3 s 1nf(Pn_2’Pn,1 -1, Ppa1 T 2)

ct, pour tout n , 1'inégalité

(%) inf(a;,p) s suwplp, 5 s 0 ; =0+ 1) .
1

(ii) Pour un point A de An on a, dans des conditiona analogues,

les inégalités ci=dessus dans lesquelles les Py sont rerplacés

par ﬁk .
P)LQ.LLUQ. =~

(i) Prouvons d'abord (%) . A une permutation pré@s, on peut supposer

(1) (a,_osp) ¢ (& _,,p) < (a ,p)
avec

(an,p) = sgp(ai,p) $Ppo_q -

Si, dans (1), toutes les inégalités sont strictes, on &



(a ,sp) s (ap)=2g¢gp , =2 .
N2 n

n=1

8i, dans (1) , il y & une seule égalité (aj,p) = (aj+l,p) =r,

alors le point -g'A est congru modulo M au point

I 7 e
T
i=]
qui est réduit d'ordre r ct corme ce point doit appartenir au cycle d'un point
de An-2 s ona rgp , . Comme, de fagon évidente, on a aussi r ¢ Ppoy = 1,

on a alors

-

(8, ,P) s inflp 0, =1) .

8i, dans (1) , on a deux signes d'égalité, alors, pour r = (ah_a,p)

le point g-A est congru modulo M au point réduit d'ordre r ,

1 %%
=)

3
3. €,
i=1 11

qui appartient au cycle d*un point de Ah—3 et on a r g Po.3 *
Corme pour n 2 3 on a
igf(ai,p) s (a8 _,op)

on a bien (%) .

Prouvons maintenant (#%) , Supposons les (ai,p) ordonnés dans

1l'ordre croissant., Si toutes les in&galités sont strictes, on a bien
(al’P) £ pn-l =n+1
et, si 1'on a au moins une &galité

(ai’p) = (ai+l,p) alors (ai,p) D,

d'ol le résultat,
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(ii) La preuve se fait de fagon analogue.

Notons aussi la

PILOEOALU:OH 301070-

[ 354 -, ., 0 -
Pour tout n on a 1l'inégalité pn 3 anl °

Preuve .~

Soit A = {p; al,...,ah_l} un point semi-admis de reng n=1 et

B = {p; 850058 1,1} . Pour tout s de I,s Oona Sp[lsB[l = s + p||sa||
et, corme on a ||sA|] 31, on a aussi ||sB|]| 21+ 3 > 13 cela prouve que
le point B est admis, Comme on peut prendre p = Pyoy » cela prouve qu'il
existe des points admis, de rang n , Ad'ordre Pl ®

3.2,~ CONSIDERATIONS PRATIQUES., LE CAS n =5,

I1 est possible, compte tenu des résultats du paragraphe 3,1, ,

d'établir un programme, en langage ALGOL, permettant de déterninerA An ou Kn .
Pour cela, on fait parcourir 3 un point A tous les éléments de Ah et, pour
chaque A = {p; al,...,ah} on considdre successivement POUr S = l,.ee,D * 2 ,

la quentité ||sa}| . 8i 1'on a ||sA||] 21, on considdre ||(s+1)A]| apras
avoir affccté une étiquette significative si ||sA|] =1 ; si l'ona ||si]| <1,
on €limine le point passant alors au point suivant, relativement & 1l'ordre dont

a été muni Kn « On détermine ainsi Ah en distinguant les points admis et les
points semi-admis strictement. Pour la détermination directe de An , on procéde

de fagon analogue, en &liminant les cas ol 1'on a ||sAll €1 4.

- -

Evidemment, on peut remplacer An par une partie Bn convenable, en

tenant compte des proposition 3.l.b. , 3.1.5. et 3.1.6. .

Des essais sur la machine IBM 1620, du Laboratoire de Calcul de 1'Uni-
versité de Lille, ont montré que cette méthode demande d83jd, pour n = 4 , mlme
si 1'on tient compte que, dans ce cas, on peut prendre pour ﬁh 1l'ensermble des

{p3 a,,8.58,,8)} vérifiant 2 =2a, £ 2a_, < 2a, $2a, $p <23, un temps de
12727737 i 3 2 1

calcul trop long.



I1 est donc nécessaire, si possible, de tenir cormpte de propriétés
permettant d'éliminer, en bloc, des parties de An .

On peut, pour cela, tenir compte de la

Proposition 3,2.1,-

n

= : =1
Pour t = 0,1,.44yn=1 le point A = D il a; € ol les a, sont

entiers strictement positifs et p un entier au moins &gal & 3 , vérifie s'il

est semi-adnis, les inégelités

p s p||A]] £ (n=t-1)(p/2) + 2 inf( ] Iail)
I iel

et, s'il,est admis, les inégalités

» < pl|A|] < (n=t=1)(p/2) + 2 inf( § lail)
I iel

od I décrit les parties & t Eléments de [l,n] si t#0 ,I=¢ si t=0,

Preuve .-

Dans le cas des points semi-adnis, elle est dans [2]. Elle est analo-
gue pour les points admis,

Dans 1a suite, pour p < n! , on désigne par Zﬁ 1l'ensemble des
points {p; al,...,an} de Kn pour les entiers a; vérifiant

0 < 28, € e0e £ 2&1 § P« Pour q entier supérieur ou égel & 1 , on désigne

-

»

par A resp. A’ 1'enserble des éléments de A resp. AP pour lesquels
nq nq n . n

a =4 . En particulier, si le point A appartient & Ahl s le réseau A(A)
e pour base el,..,;en_l,A .

Anq resp. Aﬁq désigne 1'ensemble des éléments de Anq resp, Zﬁq
qui sont semi-admis an resp. Aﬁq enserbles de points admis, ont une

signification analoguc.

D'aprés le corollaire de la proposition 3.l.4., tout point de An
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TESD. Kn d'ordre p , appartient au méme cycle qu'un point de Anq resp. an
ol q est un diviseur de p ., On pourra, en conséquence, au lieu de déterminer
An , déterminer la partic U Aﬁ' et de mépe &Sterminer la partie U Zﬁ de
7 glp " ajp ™
n *

On désigne par Ppq TOSP Enq , l'ordre maxinum d'un &lément de

U A resp. UZX . o pourra limiter q en tenant compte, par exemple,
|p nd .. alp B¢
3 la prop051tlon‘§.l.6. .

De toute fagon, une premildre &tape consiste & déterminer Anl et Dq s

Anl et Ppy e

On désigne par Fn l'enserble des points frontidre; on pose
Fﬁ = Fth Aﬁ 3 on désigne par £ 1l'ordre meximum d'un point de Fn . Ona
éviderment f_ < Dp_ .
n n

On dit que le nombre p est un indice possible relativement a Anq
] : P P P P
resp. an resp. Fn s1 Ahq resp. th resp,. Fn est non vide, pnl resp.

gnl est le maximum des indices possibles pour Anl resp. Knl 5 D, » Tesp, D

n
resp. T » est le maxirun des indices possibles pour LfAn resp. U Anq .

a
resp. Fn . 4

Dans la suite, on suppose n =5,

Proposdition 3.2,2.-

Pour un point A de AS , on a igf(ai,n) = 1 ; par conséquent,

on a PS = Psl .

P/lwve [

Notons que la proposition 3.1.6. nous donne

i?f(ai,p) s sup(pssp), = ) =2

puisque 1l'on & 53 =2 5h = 5 , Supposons



(a;5P) < (azsp) < (a3,1'>) s (g,,p) ¢ (asgp)

ce qui est possible & une pernutation prés, On a (as,p) £ 5. Si, dans les
inégalités (%) (a3,p) < (ah,p) < (as,p) il y & au moins un signe d'égalité,
alors on a (a3,p) < 53 =2 et, ou bien (al,P) =1, ou bien

(al,p) = (ae,p) = (a3,p) =2, ce qui est exclu par 52 =1, Si, dans (%) ,
les inégalités sont strictes, on a (a3,p) <3 (a2,p) ne peut &tre égal 3
3 car cela ne serait possible qu'avec (ag,p) = (a3,p) qui entraine

(a2,p) < 53 3 on a donec (az,p) €23 si (al,p) est différent de 1, on
voit que 2 divise au moins trois des (ai,p) ce qui est exclu par 1'égalité:

P2=l"
Dans tous les cas on a bien (al,P) =1,
On se propose alors

(a) La détermination d'une liste des p possibles pour A

51

avec, pour chaque p possible, l'exernple d'un point de Agl ¢ cela nous donne-

ra, en particulier, la valeur de Psy -

(b) La détermination de le . La proposition 3.2.2. nmontrant

que tout point de A_ appartient au méme cycle qu'un point de A on résoud

5 51 °
ainsi complétement le probléme des octaddres pour n = 5 dans le cas fermé, On

utilise (a) notarment pour borner les p possibles pour ASl puisque 1'on a
551 R LAUB [lh] ayant déternming Kgl pour p § 37 , on vérifie ainsi
et compléte ses résultats,

(c) La détermination d'une liste des p possibles nour F5 .

(d) La détermination de p5 .

On est amené aussi 4 utiliser le corollaire de 1la

P)LOEOAWH 30203.0-

Pour tout point A = {p; al,,..,an} de An on s nécessairement, pour

nzh, 1'inégalité



Conollaine .-

Pour tout point A = {p; al’a2’a3’&h’q} de qu s on a nécessairement

g, ta=-13z (p-1) = 16 et, cn perticulier, a), (p=1) + 16 pour tout point

b
A e AL .

Preuve du conollainre,-

Elle résulte de la remarque que

n n
p g 16 .Z a; équivaut & p =1 < 16 .Z a;
1=1+ 1=1¢
n
donc & 1+ (p=1) +16 5 } =,
i=h t

du fait que les a; et p sont entiers,

Remarque . -

I1 résulte immédiatement de la proposition 3.2.3. que, pour un point
A ge Ahl , ona D g 16, et la proposition 3,2.3. n'est autre qu'une géné-
ralisation du lerme 5 de [2].

Preuve de £a proposition.-

Considérons plusieurs cas :

(i) 5i 1'on a ~% P22, alors p = 3a; 20 pour i=1,2,3 et,

considérant le point 3A, on a

n
ol i34l < (p-=3a1) + (p-=3a.2) + (p—3a3) + 3 izh a;
n
=3p = 3pliall +6 ] e .
i=h

n
L'inégalité p||A|| > p entralne donc p|(34|]| < 6 ] e; et 1'indgalité

pIISAII 2 p ne peut avoir lieu que pour =

]
P$6 a. °
i=y t



. . 1 .
(ii) S8i 1'on a 3P s ey alors 3a; =p320 pour i=1,2,3 et,

considérant le point 3A, on a

PII38]] ¢ (3a=p) + (32,=p) + (3a;=p) +3 [ a. = 3(p|]4|| =p) .

e~

i=k
Or, la proposition 3.2.1. , appliquée pour t = n=3 , nous donne
n
pl[All < 2(p/2) +2 [ a
i=h
d'ol
n n
pllal] =p <2 .Zh a. et p||34]] <6 z a; .

1
1= 1=

n
L'inégalité p||3A|| > p ne peut donc avoir lieu que pour p £ 6 Z a;

i=h

(ii1) Si 1'on a ay < %-p $ a, , pour le point 3A, on a

n
pl134]] < (3a;-p) + (3a,=p) + (p-385) + 3 iZ 2; = 3p|[al] -~ 62y -p .

Or, la proposition 3.2.l. , appliquée pour t = n-2 , nous donne

n n
pllAl] < p/2 + 204 + 2 .z a; d'ol pll3a]] < 3(p/2) « p + 6 .Z a;

i= i=k
n
et 1'inégalité p||34|| > » ne peut avoir lieu que pour p s 12 ) a; .
i=h
(iv) Si l'on a &, < %~p € a, , pour le point 3A, on a
n
pl13ul] < (Gayp) ¢ (om30y) + () + 3 [ o

n
=6, + 6 1 oy v o sl

et 1'inégalité pllal] 2 p entratne

n
vl13al] < 6o, + 6 igh a; = 2p .



L'inégalité p||34|] 3 p ndcessite alors

n
(%) ay + ] a; 3p/2
i=h
appliquons alors la proposition 3.2.1. au point 24 - e, Dpour t = n-2 en
prenant pour partie & n-2 &léments de [l,n] , les entiers différents de 2
et 3. On doit avecir

n
p s pl|2af| < p/2 + 2((p-2a)) + 2 Zh a;) .
1=
n

Or (%) entraine p = 2a; 52 ) e; ct on doit donc avoir
i=h

n
Psp/2+8 7§ a
1=
n
ce qui ne peut se produire que pour p 5 16 2 a; .
i=h

Pour un point de A.n on se trouve nécessairerment dans 1'un des quatre

cas considérés ci-dessus, ce qui achéve la démonstration.

Le corollaire de la proposition 3.2.3. donne une borne inférieure de

&), pour un point de ASq . Une borne supérieure est donnée par le

Lterme 3.2.7.-

Pour un point de A’ on e 8, < p/3 pourvu que l'on ait p > 12 q ,

°q

P’LQU.VQ‘ -

Supposons que, pour un point A de A?q s oOn ait a) 3 p/3 . On e
alors 3a;, =p 20 pour i = 1,2,3,4 , d'ol

vl 134l s (3al=P) + (3a2=p) + (3a3-P) + (3ah—p) +3a. = 3pl||a|] = 4p .

5

Or, la proposition 3.2.1. , appliquée pour t = 1 , nous donne

pIIAI| € 3(p/2) + 2a <“§oit_ p'|3A|| < p/2 + 6a5 .

5{



L'inégalité p||34|] » p n'est alors possible que pour p/2 ¢ 6a soit

= 12q .

5 ]
P € l2a.5

Les divers prograrmes de calcul que nous avons &tablis ont utilisé les

propositions 3.2.1. et 3.2.3. et le lerme 3.2.1. .

On a donné, deans l'annexe, le prograrme SEMIPERM, qui permet la déter=

nination de A51 s le programme PERM, qui permet celle de ASl s €t le program-
me FRONT, qui permet la détermination de Fn .

Donnons maintenant les résultats,

La détermination des p possibles pour A est donnée par le

51
Théoreme 3.2.1.-

Aucun p > 48 n'est possible pour A_. . Pour p g 48, toutes les

51
valeurs de p > 2 sont possibles sauf les valeurs de 42, 43, bh, 45, 46 et

L7 . La liste suivante donne, pour chaque valeur possible de p , wn point

seni-admis de Agl .
est possible, c'est=d-dire pour les valeurs de p possibles distinctes de 2,

Un tel point est choisi semi-admis strictement quand cela

3 et 41 ; il est choisi point frontidre quand cela est possible, clest=d=dire
—— H]

pour les valeurs de p possibles distinctes de 2, 3, 4, 33, 35, 38, 39, k1 ,

* * *
{2; 1,1,1,1,1} , {33 1,1,1,1,1} , {43 2,2,2,1,1} .

{5; 1,1,1,1,1} , {63 2,1,1,1,1} » {73 3,1,1,1,1} R
{8; 4,1,1,1,1} » {93 4,2,1,1,1} » {10; 5,2,1,1,1} s
{11; 5,3,1,1,1} , {125 6,3,1,1,1} , {13; 6,3,2,1,1} .
{1k; 7,3,2,1,1} , {153 T,k,2,1,1} , {163 8,4,2,1,1} .
{175 7,5,3,1,1} s 1{18; 8,5,3,1,1} , {19; 8,6,3,1,1} .
{203 9,6,3;1,1} , f{21; 9,6,4,1,1} , {223 9,7,4,1,1} .

{23; 10,7,4,1,1} , {24y 11,7,4,1,1} , {255 10,8,3,3,1} .
{26; 11,8,5,1,1} , {27; 11,7,5,3,1} , {283 12,9,5,1,1} s
{29; 13,7,5,3,1} , {303 13,9,5,2,1} , 131; 14,9,5,2,1} )
{32; 14,10,6,1,1} , {33; 15,12,8,2,1}" , {34; 15,10,6,2,1} ,
{35; 17,14,5,3,1}" , 136; 16,11,6,2,1} , {37; 17,9,6,%,1}
{38; 18,12,7,3,1}° , {39; 17,15,10,4,1}* , {4o; 18,12,7,2,1} ,
{41; 18,16,10,4,1}% , {148; 23,13,7,4,1} .

Y

“s



Dans la liste ci-dessus, les points marqués de # sont les seuls points

qui ne sont pas points frontidre. Parmi eux, les points
{2; 1,1,1,1,1} , {33 1,1,1,1,1} et {41; 18,16,10,4,1}

sont admis, les autres &tant semi-admis strictement,
Preuve , -

On commence par ¢teblir, 3 la machine, la liste des p possibles pour
2 ¢<p <83, On obtient les p indiqués ci-dessus, Pour B4 ¢ p ¢ 119 , 1les
pairs différents de 96 ne sont pas possibles car si, pour un tel p, il existait
un point semi-admis A = {p; al,ag,a3,ah,l} le point 2A serait aussi un point
semi-admis, d'ordre p/2 avec U2 < p/2 £ 59 et p/2 # U8, ce qui est exclu

-~

par les résultats déjd obtenus.

-~

Reste alors d vérifier que p =96 et v impair aveec 85 ¢ p g 119

ne sont pas des p possibles.

Ce qu'a fait la machine., On a utilisé ici le prograrme SEMIFERM
dans sa variante LIST SEMIPERM,

La détermination de p_ est donnée par le

“5

Theoneme 3.2.2,-

On a 55 =41 , Aucun p > 42 n'est possible pour un point de le .
Pour p ¢ 41 , toutes les valeurs de p sont possibles pour le s sauf
27, 28 et 30 < p s 40 . Une liste compl@te des cycles des points de Ks est

la liste des cycles des points :




{2; 1,1,1,1,2y , {3; 1,31,1,1,1}y , {h4; 1,1,1.1,1} , (%; 2,1,1,1,1y ,
{k; 2,2,1,1,1y ., {5; 2,1,2,1,%}y , {5; 2,2,1,1,1} , {63 3,1,1,1,1} ,
{65 2,2,1,1,1y , {63 3,2,1,1,1}y , {6; 3,2.2,1,1} , {T; 3,2,1,1,1} ,
{73 3,3,1,1,1} , {T; 3,2,2,1,12} , {8; 4,2,1,1,1}y , {8; 3,3,1,1,1} ,
{8; 3,2,2,1,1} , {8; 3,3,2,1,1} , {83 4,3,2,1,1} , {9; 4,3,1,1,1} ,
{9; 4,2,2,1,1y , {9; 4,3,2,1,1} , {10; 5,2,2,1,1} , {10; 4,3,2,1,1} ,
{10; 5,3,2,1,1} , {10; 5,3,3,1,1} , {10; 4,%,3,1,1} , {10; 5,4,3,2,1} ,
{11; 5,3,2,1,1} , {11; Lk,k,2,1,1}y , {11; 5.4,2,1,1} , {11; 5,4,3,1,1} ,
{11; 5,4,3,2,1y , {12; 5,4,2,1,1}y , {12; 5,5,3,1,1} , {12; 5,3,2,2,1} ,
{12; 5,4,3,2,1} , {13; 6,k,2,1,1} . {13; 5,5,2,1,1} , {133 6,4,3,1,1} ,
{13; 6,5,3,1,1} , {13; 5,4,3,2,1} , {1k; 6,4,3,1,1}y , {1k; 6,5,3,1,1} ,
{14; 5,4,3,2,1} , {15; 7,5.3,1,1} ., {15; 7,4,3,2,1} , {15; 7,5,4,2,1} ,
{163 7,5,3,1,1} , {163 T,6,4,1,1} , {16; 7,4,3,2,1} , {163 6,5,3,2,1} ,
{165 7,5,3,2,1} {17; 8,5,3,1,1} , {17; 8,6,4,1,1} , {1T; 8,4,3,2,1} ,
{17; 8,5,3,2,1} {17; 7.6.3.2,1} , {18; 7,5,4,2,1} , {193 9,5,3,2,1} ,
{193 8,7,3,2,1} , {19; 8,5,4%,2,1} , {20; 8,7,3,2,1} , {20; 9,8,5,2,1} ,
{205 9,7,5,3,1} s 121;9,8,5,2,1y , ({225 9,6,5,2,1} , {22; 9,8,5,2,1} ,
{225 9,7,5,3,1} , {23; 10,7,h4,2,1} , {23; 11,7,%,2,1} , {23; 10,9,6,2,1} ,
{24; 11,7,5,3,1} , {25; 12,7,4,2,2} , {25; 11,9,6,2,1} , {26; 12,8,5,3,1} ,
{29; 13,9,6,2,1} , {i1; 18,16,10,k,1} .,

©

w

we

Preuve .-

La liste ci=dessus, sauf le point d'ordre U1 , est dle & LAUB
(cf. [15] p. 50) . D'aprds le théordme 3.2.1., et la proposition 3.2.2,, 1l
suffit de déterminer Kgl pour p ¢ 48 , ce que fait la machine i 1'aide du
programme PERM, On range ensuite les points obtenus par cycles.

Notons aussi gque les p possibles pour F5 sont tous les p g 48
distincts de 2, 3, 4, 33, 35, 38 et des p vérifient U1 < p ¢ 47 . On obtient
pour chaque valeur de p possible pour FS un point frontidre d'ordre p en
consultent la liste des peints frontiére incluse dans la liste donnfe dans le
théordme 3.2.1. et en y ajoutant le point frontidre {39; 19,8,7,3,2} . Pour
obtenir les résultats concernant F_ on a utilisé le programme FRONT pour

>
p < 48,



u
48<p<120

p

On aborde maintenant la déternination de p

Corme, &éviderment, on a 1'inézalité p

D
ASl =

Pour

AP appartient

q = il}f(ai,p)
1
iglf(aisp) =1

que AP

5

=¢.

On 2o

5 .

3 et que 1'on a prouvé

I_)
ror. U2
$ , il nous suffit de considérer 48<p<120 ASq .

@1,q|p
p fixé, 48 < p <120, wn point A = {p; al,az,aB,ah,a5} de
nécessalirement au rfrie cycle qu'un point de qu avec
. In particulier, si, pour p fixé, on est assuré que 1l'on a

pour wn point A de A2 s les résultats précédents montrent

Nous dirons d'un tel p que ce n'est pas un p possible,

alors le

LQWHQ 3.2.2‘0-

Pour

(i)

(ii)

(iii)

48 < p < 120 ,

si p est premier, puissance d'un nombre premier ou produit de

deux norbres premiers distinects, » n'est pas possible,

=

si p est produit de trois nombres premiers, r, s, t avec

ES

r<sst, t211, et re#6, 10, p n'est pas possible.

63, 75, 88, 98, 104 et 105 ne sont pas des p possibles.

Notons que le (i) du lerme montre que les 40 valeurs suivantes de

P ne sont pas possibles :

4o = (7)2,51 = 3,17,53,55 = 5.11,57 = 3.19,58 = 2,29,59,61,62 =
2.31,64 = (2) ,65 = 5,13,67,69 = 3.23,71,73,74 = 2.37,77 = 7.11,79,81 =
(3)h,82 = 2,41,83,85 = 5.17,86 = 2,43,87 = 3.29,89,91 = 7.13,

93 = 3,31, 94 = 2.47, 95 = 5,19,97,101,103,106 = 2,53,107,109,111 =
= 3.37,113,115 = 5.23,1138 = 2.59,119 = T,17 .

La partie (ii) au lemme, elle, montre que les 7T valeurs suivantes

de p ne sont pas possibles :



(2)2.13,68 = (2)2.17,76 = (2)2.19,8h = (2)2021,
(2)2.23,99 = (3)2.11,126 = (2)%.29,117 = (3)° x 13 .

52
92

]

Ainsi, en &cartant les 54 valeurs de p couvertes par le lemme

3.2.1. , restent & examiner les 17 valeurs suivantes de p :
50, 54, 56, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 90, 96, 100, 102, 108, 110, 112, 11k ,

Considérant alors individuellement chacune des valeurs de p cie-dessus
énurérées, on peut, pour chaque p , donner une borne supérieure du igf(ai,p)
associé & un point A de Ag s ce qui permet d'affirmer que seules ce;taines
valeurs de q divisent p (q # 1) sont & considérer. Nous appelons ces va-

leurs de q des valeurs possibles. On a alors le

LQMHQ 3.2.3.-

Pour p = 60,72,96 et 108 les seules valeurs possibles de q sont

2,3 et Lo, pour p =90 , les seules valeurs possibles de q sont 2 et 3

pour p =80 et 112 , 1les seules valeurs possibles de q sont 2 et b ;
pour p = 50, 54, 56, 66, 70, 78, 100, 102, 110 et 114 , 1la seule valeur.

possible de q est 2.,

Notons la méthode employée pour prouver les lemmes 3.2.1. et 3.,2.3.
On associe toujours au point A de Ag considéré, le point
7 = « nt r At ? ? 35 ? 5 ~ . Y e
A {p; 813 85 a3, ay s as} ou les a: sont une pernutation des a; choisie

.de fagon que l'on ait :
(af,p) ¢ (&é’P) b3 (aésp) < (a)lsp) N (aésp) .
D'aprds 1'&tude du problime des octaldres en dimension 4 , (aé,p)

doit &tre inférieur ou émal & p), = 16 et différent de 11, 13, 14 ou 15 ;

de plus, deux des (a{,p) ne peuvent &tre &saux sans &tre inférieurs ou égaux

& p
3
épaux 3§ P, = 2 et quatre des (ai,p) ne peuvent &tre égaux sans &tre égaux

L, trois des (ai,p) ne peuvent &tre égaux sans &tre inférieurs ou

o7

pl=lo



Les preuves des deux lermes se servent essentiellement de la remarque
ci=dessus et de la dlcomposition explicite en produit de facteurs premiers des
p entiers vérifiant U8 < p < 120 , 1'examen de cette décomposition permettant
pour chague valeur de p d'aller plus loin que les résultats qu'on peut dédui=-

re de la proposition 3.1.6. .

Nous donnons ci=dessous le preuve du lerme 3.2.2. , laissant cclle

du lemme 3.2.3. & la patience du lecteur.,

Preuve du Lemme 3,2.2.-

(i) si 1'ona p = o avec r prenier et si (ai,p) est différent
de 1, r divise tous les (ai,p) done (al,ag,a3,ah,a5) ce qui est exclu .
Si p est produit des deux nombres preniers distinets r et s, r €s, on
a s35 pour p# 6 ; (ai,p) ne peut prendre que les valeurs l, r ou s
et donc (a',p) s 3 on ne peut avoir (aL,p) = (a',p) = s puisque 25,
done nécessalrement (aﬁ,p) ¢ r 3 on ne peut avoir (al,p) = r donc nécessai=

rement (a',p) =1.

(ii) On e nécessairement rs € 10 car, sinon, rst 2 (11)2 > 120 ,
Corme 1'hypothése &linine, pour (r,s) , 1les couples (2,3) et (2,5) on a
r=s=22 ou r=8=3, (ai,p) peut prendre comme valeurs 1 , r ou r2

et on a nécessairement (al,p) =1 car, sinon, r diviserait (al,ag,as,ah,as,p) .

(iii) on e 63= (3)2.7 ; les valeurs possibles pour (a{,p) sont
1,3, 7 ou 9. On a (aé,p) € 9 ; on ne peut avoir (aﬂ,p) = 9 donc
(ah,p) 7 3 on ne peut avoir (a',h) = (ai,p) = 7 donc (a',p) ; on ne

peut avoir (ai,p) p) =3 donc (ai,p) =1,

39;.

On a 75 = 3, (5)2 ; les valeurs possibles pour (a',p) sont 1, 3
ou 5. Ona (a',p) € 5 ; on ne peut avoir (ah,p) = 5 donc (ah,p) 3

on ne peut avoir ( Q,P) 3 done (a',p)

On a 88 = (2)3.11 et les valeurs possibles pour (a',p) sont 1, 2,
2
(2)" ou (2) atou (al,p)



tn a 98 = 2.(7)2 ; les valeurs possibles pour (ai,p) sont 1, 2

ou T ; on en dédduit (aﬂ,p) £ 2 et (ai,p) =1,

On a 10k = (2)3.13 et les valeurs possibles pour (ai.P) sont 1,
2, (2)% ou (2)3 a'od (a},p) = 1.

On a 105 = 3.5.7 ; les valeurs possibles pour (ai,p) sont 1,3, 5
ou T+ Ona (ag,p) ¢ 7 puis (af,p) £ 5 puis (ag,p) 3 et (aj,p) = 1.

Indiquons maintenant le résultat final,

Les calculs fondés sur les considérations précédentes et utilisant des

) P .
h8§5?i20 ASq est vide., On peut

donc énoncer le a1, q|p

variantes du programme SEMIPERM montrent que

Théolléme 392030_
On e Pgy = Py = 4, 551 = 55 =41 ,

Pour terminer, donnons la table des valeurs connues de in s Dy Ty oo

n 2 3 L 5
P, 1 2 5 5y
P, 2 4 W | @
En 1 2 5
n 2 4 )

Notre contribution a été de déterminer les nombres encerclés.,
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Remargue .-

l.= Pour &valuer le terps que demandent les calculs & la machine,

il est utile de connaltre le nombre d'8léments 2(n) , resp. v¥(n) de An .

-~

resp. A . . On trouve

nl
2 Y T
a(n) = T i:il (= +1i) ,
nel
¥(n) == 1 Bei) .
i==]

Les quotients w(6)/¥(5) et o(6)/0(5) sont de l'ordre de plusieurs
nmillions, ce qui exclut toute possibilité de détermination compldte du cas

n =6 & l'aide des nmoyens techniques existant actuellement,

2.= Les résultats obtenus pour n = 3, 4, 5 mnontrent que, pour
ces valeurs de n , n! =1 est une borne supéricure de Py qui n'est pas trés
bonne, La détermination éventuelle de P, bour n 3 6 serait facilitée si 1'on
pouvait trouver une borne supérieure meilleure. Comme on a prouvé, dans [3] N
que 1'on a m < n(Qn) n! ol n(Qn) est la densité a'empilement régulier de
Qn » 1l suffirait pour cela de donner de n(Qn) une borne supérieure meilleure
que 1 . Les seuls résultats de cette nature que l'on connaisse sont dfis 3
BLICHFELDT [6] et & RANKIN [éh] et ne sont valables que pour n suffisarment
grand.,
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CHAPITRE 4

- o - —— - — -~ > 2 -

4.0.- SOMMAIRE.

M paragraphe 4,1, nous nontrons cormment le probléme envisaré, pour
n = 2, par VON WOLFF [SQ] pernet de trouver des Zawerpilerents plus denses que
le Za-empilement répgulier associé,le plus dense est 1ié & la comparaison entre
les constantes critiques respectives d'une partie K de B® ot du cylindre
C(K) de g+ construit sur K ., Ce dernier problime a &t& envisagé par
ROGERS et DAVENPORT (Cf. [?6] et EL{]) . La liaison entre ces deux problémes
fait intervenir les constantes d'empilement Zﬁ(K) définies au paragrarhe 1,2,
et relatives aux Za=empilements ayant pour basc un réseau lindaire union d'un
réseau G et des h=l translatés de G par it (t est une translation et
i =1,.eeyh=1), En particulier, si 1'on pecut trouver h tel que Eﬂ(K) > z(K)
alors la constante critique du cylindre est strictement plus petite que celle de

la base, C'est par ce procédé que l'on montre que la "conjecture des cylindres"

est infirmée pour les cylindres de R3 a base &toilée, On montre, en passant,
corment 1l'exemple de VON WOLFF , correspondant & h = 2 , se pgénéralise pour
h=3 et 4 et comment ces questions sont lides aux considérations de GROEMER
dens [12].

Au paragraphe 4.2, on considdre le probldme snalogue concernant les
constantes d'erpilement ordinaires, La constante dfempilement répulier du cyline
dre C(K) est strictement supéricure & la constante d'ecmpilement régulier de K
si 1'on peut trouver h > 1 tel que ﬁﬂ(K) soit strictement supérieur & n(K) .
On considére, en particulier, la possibilit? de construire des parties K de

. pour lesguelles la densité d'ermpilement correspondant au cas ol la base est
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un 2=-réseau est strictement plus grande que la densité d'empilement régulier,

On s'est attaché surtout au cas des parties qui sont des parties pa=
ventes d'indice 2 sans &tre des parties paventes régulidres., Nous signalons
d'une part des exemples pour n = 2 et montrons, d'autre part, corment, pour n
quelconque, on peut construire des classes de parties possédant ces propriétés
soit & partir des paralléloddres, soit & partir des pavements "en damier”, Cette
derniére construction permet, pour n > 3, dfobtenir des parties possédant les

propriétés woulues et qui sont, de plus, connexes,

Au paragraphe U4,3. on compléte 1'étude faite au paragraphe U4,1, de
la relation entre la constante r(C(K)) et les constantes cﬁ(K) lides aux
Ze~empilements de K et du cylindre C(X), dans le cas particulier ol est

un corps &toilé centré borné,

On & prouvé que, pour tout h>1, ona 2 gﬁ(K) < g(c(x)) (Corol-
laire de la proposition k4,1,1.,) . On montre, dans le cas considéré, qu'il
existe une constante H , dépendent seulement de K , telle que
g(C(K)) < 2 cé(K) . Cela résulte du fait que le cylindre C(X) possdde des
réseaux critiques ayant n + 1 points lindairement indépendants dans une de ses
bases, La constente H est bornée suplrieurement par l'indice d'un tel réseau
critique par rapport au réseau engendré par les n + 1 points précédents, Cela
entraine que, dans le cas particulier oii K est une jauge, on peut prendre
H=mn oi n est la constante définie au chapitre 3 . On a alors &galement

n+l n+l
1'inégalité n(C(K)) ¢ ny(K) .

On &tudie ensuite le cas ol K est la boule unité s, de g . on
peut alors prendre pour H 1la partie entidre d'une constante Bn+l définie dans
la proposition k4,3.4, et lide de fagon simple 2 la densité maximum d'empilement

quelconque de la boule Sn .

Les considérations précédentes permettent d'aborder le probldme de la

"conjecture des cylindres" pour les cylindres construits sur une jauge; en effet,

si 1'on prouve nﬁ(K) = n(K) , alors la constante d'ermpilement répulier du
cylindre construit sur K ainsi que sa constante critique, sont respectivement

-~

égales aux mémes constantes relatives & K (Cf. Remarque 1).



Dans le cas des "cylindres sphériques" on peut ainsi retrouver le

résultat de WOODS concernant le cylindre & 4 dimensions construit sur la boule

~ ~

& 3 dinmensions. Pour le cylindre & 5 dimensions, construit sur la boule Sh ’

-

on est ramené & chercher si n%(sh) = ”(Sh) . Nous ne sommes pas assuré actuel-

lement de cette &galité,

Nous avons joint une table des valeurs de Bn+l #1 pour n g 12 ,

4.1.~ CYLINDRES ET 2a-EMPILEMENTS.

1385000098 dtant la base de R s on prend pour baselde g
. : s n n+ .
el,...,en,en+l 3 Oh est l'origine de R , ®h+l celle de R e Sl
a . n+l PR .
X = (xl""’xn’xn+l) est un point de R s on désigne par x le point

) .

(xl,...,xn) et on pose % = (x,xn+l

K &tent une partie de R contenant G, » le cylindre C(X) de base
K est 1'ensemble C(K) = {% € Rn+l|x €K, lxn+l' <1},

On suppose, dans la suite, que X est un ouvert borné de mesure non
nulle,

De la proposition 1.2.2., résultent les égalités n*(C(K)) = n*(K) .
6, (C(K)) = 2 ¢, (K) . On o, d'autre part, A(C(K))/A(K) = 2 g(K)/Z(c(K)) ,
a(D(c(x))/a(DK) = 2 n(K)/n(C(K)) et, dans le cas particulier d'une jauge J ,
A(c(J))/a(3) = n(J)/n(C(J)) . Sont ainsi établies des relations entre les conse—
tantes critiques et les constantes d'empilement répgulier des parties X ,
c(k) , D(C(X)) , DK . On a aussi la

Proposition 4.1.1.-

Pour tout indice h , vaut 1l'inégalité

A(C(K))/8(K) € L(R)/E(K)
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Preuve, -
Il suffit de prouver 1l'inégalité A(C(K)) ¢ vol(K)/Zﬁ(K) .

h
Soit X = 591 (¢ + (i-1)t) un réseau d'indice h 1linfaire tel que
1= -~
U(K,X) soit un Zasempilement. Considérons le réseau G de Rn+l engendré par
byaboseeesd 5 o+ ﬂ:l ol b sesssb  est une base de G . Il suffit de

prouver que G est C(K)=permis. En effet, on a alors

alc(k)) ¢ a(@) = %-d(G) = 1/dens(X) = vol(K)/dens(K,X)

et, comme dens(K,X) peut &tre aussi proche que 1l'on veut de z!(K) , le résul-
h

tat est acquis.

Or, si %= (x )} est un point de G, on a

’xn+l
n

X = z A: b, + )
i=1 101 n+

L S An+l/h

ol les A; sont dans Z pour 1=1,40e4ntl .

Sil'on a |A :h, ona 1 et ® n'est pas dans C(X) .

n+l| -

W

lxn+ll

-

Si 1l'on a Aa1 = e(i=1) avec € =t et 1 sigh, x ou =x
appartient & G + (i-1)t donc x est dans DX =X U (- X) ; or, 1'on a
DXMN K= {0} cequi donne x=0_ ou x ¢ K; x¢ K entralne X ¢ C(K)

n
tandis que x = o entralne X = Gh

+1 °

Ainsi G est bien C(K)=permis.

Conollaine .~

(a) Si 1l'on peut trouver h tel que 1l'on ait Eﬁ(K) >¢(K) , ona
aussi A(C(K)) < A(X) .

(b) L'6galité A(C(K)) = A(K) entraine, pour tout h de B s 1'éro~

1ité Cﬂ(K) = ¢(K)

it

(¢) On a, pour tout h , 2 CQ(K) < £(c(K)) .




Preuve .-
C'est &vident si 1'on se rappelle que z)(K) = sun gk(K) + Dans le
cas oi K est une jauge, A(C(K)) = A(K) entraine aussi (K) alK) .

Proposition 4.1.2.-

Dans R2 s pour h =2, 3, bk, on peut trouver des polygones &toilés

poy

centrés P & 14 cOts, pour h =2, & 18 cOtés, pour h =3 ou L, tels
que 1l'on ait Zﬁ(P) > z{(P) . On a alors aussi, pour le cylindre C(P) , 1'iné-
galité A(C(P)) < a(p) .

Preuve. -

On suit la méthode employée par VON WOLFF dans [30]. On construit
un polygone étoilé centre P tel que A(P) > 1/h teadis que le réseau linéaire
d'indice h , X

G) 72 + (i=-1)t , ol 2° est le réseau des points & coor=
données entidres et t convenablement choisi, de densité h, est P=-permis,
Corme on a DX = X U (=X) 1la symétrie de P entraine alors DX NP = {6}

et U(P,X) est un Za-crpilement; on a

dens(P,X) = h vol(P) > vol(P)/A(P) = z(P)

d'ol le résultat,

On peut construire le polygone P de la fagon suivante,

-~

On rapporte le plan B2 d un systdme de deux axes orthogonaux Ox ,
Oy 3 u &tant un paramdtre soumis aux conditions O < u s 2/h(3h+2) , on prend
pour P le polygone ouvert connexe contenant O, admettant Ox et Oy comme
axes de symétrie et dont une partie de la frontidre est la ligne brisée

Ql R Sl T, Ul ol les points consicdérés ont pour coordonnées respectives

2(1=hu) + h2u l=hu 2(1-=hu)+ h2u 1
( 2 . ] —+l) ;
2(1-hu) = hu

h 2(1=hu) = h2u h
1 1
s Sy - usp)

Pl(O,l) SN

1 1l 1
Rl(-ﬁ - 10,1l = '1'1‘) H Tl(l’-h-) ’ Ul(l,O) .
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>
On prend pour +t la translation OS1 . (si PI'L est le translaté de Pl par
t et Rj le trenslaté du point (1,2) par =(h-1)t , Q, est 1'intersection
des droites P.P! et R,R! et la condition u £ 2/h(3h+2) exprime que 1l'or-

11 11 1 5
donnée y; de & vérifie l+_ﬁ<y151+'ﬁ) .

On rmontre slors

(i) que XNP= {0} : c'est facile en tenant compte de ce que P
est contenu dans le rectangle |x| <1 , |yl <1 +% 5

(ii) que 1'on a A(P) > -Il-l- : corme le rectangle R défini par
x| <1, |yl <-I]-;- est contenu dans P, on a A(P) 2 A(R) 3 comme A(R)
vaut % il suffit de montrer que A(K) est différent de %— et pour cela qu'au-

cun réseau critique pour R n'est P=permis. On le vérifie pour h =12, 3, L
(ce n'est plus vrai pour h = 5) , en considérant séparément chaque valeur de

h , par des calculs longs mais faciles,

On vérifie facilement que P est étoilé, sauf pour h =4 et
2 et u=1/16 ,

u=1/28 , L'exemple donné par VON WOLFF correspond & h

Nous avons construit (Cf. figure a) le cas h =3, u=1/13 .

On peut remarquer que l'exemple donné par ROGERS dans [26] est aussi ce-

lui d'un polygone étoilé centré P & 1k c8tés, pour lequel on a ri(P) > z(P) .
2

Pnogmx’,tion 4,1.3.-

* PR
Dans £Re » on peut, pour tout h de N | trouver un ensemble &toilé

centré K, pour leguel on a

(1) e (K) > b og(K) .

Conollaine .-

Pour tout § > 0 , on peut trouver, dans IR2 , un enserble &toilé

centré K pour lequel c*(K_ ) 3 5t (K) .




Preuve , =

I1 suffit de remarquer que, pour construire, pour tout ¢ > O donné,
wn cylindre C(K) de R s vVérifiant 1'inéegalité A(C(K)) < ¢ A(K) , DAVENPORT
et ROGERS, dans [11],ont construit en réalité, pour chaque h de v , uUn en-
semble 8toilé K = vérifiant (1) .

Le corollaire, qui, sous une forrmlation différente, résume un résultat
récent de GROEMER (Cf. [12]) , cst immédiat puisque 6 &tant donné, il suffit de
S a4 2N ¥ P
considérer 1l'ensemble Kh agssocié aun h de N <vBrifiant h < 1/6 pour

avoir c*(Kh) 2 Cﬁ(Kh) 5 5t c(Kh) .
Remanque .~

Il est facile de voir, par les méthodes employées au paragraphe 1.k,
et en utilisant la correspondance entre un réseau linéaire d'indice h de R™

1

+ . . <.
et un réseau de R , introduite dans la preuve de la proposition Lk.l1.1.,

que l'on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.4.-

Si K est un ouvert borné mesurable, contenant © , pour tout h 2 1

existe un Zae-empilement d'ensembles congrus & X par translation linaire

d'indice n et de densité Eﬁ(K) .

Conollairne .~

Sous les mémes hypothdses il existe un empilement d'ensermbles congrus

3

& K par translation linéaire d'indice h et de densité ﬁﬁ(K) .
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4.2,- EMPILEMENTS ET PAVEMENTS NON REGULIERS.

Proposition 4.2.1.-

Quelle gue soit la partie K de R , on a l'inégalité

np(K) < n(c(x)) .

Prouve .~

Le corollaire (c) de la proposition UL4,1.1. nous donne
2 g} (K)/z(c(DK)) s 1 . Or, 1'on &

vol(DK)

L;I(DK) = Yol (%) nI;(K) s

g{Cc(DK)) = z(D(c(K))) par invariance affine

et
e(n(c()) = X2BEED (o)) = 239K (¢ (x))
d'ol

2 ¢} (DK) /e (c(DK)) = np(K)/n(C(K)) ¢ 1 .

Il résulte de cette proposition que, alors qu'on a toujours
n(C(k)) = n*(K) » ona n(C(X)) > n(K) si l'on peut trouver h > 1 tel que
1l'on ait ﬁﬂ(K) > n(K) .

On s'attache, dans le reste de ce paragraphe, 4 montrer comment on
peut construire, dans R , des parties K pour lesquelles on = né(K) > n(K) .
On étudie plus particulidrement le cas ol l'on a né(K) =1, n(K)#1, c'est
8=dire le cas ol K est une partie pavante d'indice 2 sans &tre une partie
. pavante réguliére,

Avent d'aborder le cas de n quelconque, signalons d'abord quelgues

N

exemples pour n = 2 , On rapporte R2 & sa base canonique e e, supposée

1°? 2
orthonormée et au systéme d'axes Ox, Oy associé. (Ces exemples sont représen-

tés dans le figure b oli tout polygone hachuré est 3 considérer comme ouvert),



Deux exerples typiques sont les suivants :

(i) Soit H un hexagone ouvert non croisé, centré en O, f 1le
milieu d'un de ses cBtés, alors l'enserble (H + 2f) @ (H - 2f) est une partie

pavante de R non régulidre (Figure b , exemple 1).

(ii) 8i C est le carré !xll <1l/2 , |x2| < 1/2 alors, pour
1l'enserble "en damier" d'adhérence comnexe, K = | 3 (c + bj) , ol by ==&
J:-'.
b,=e , by=-g, , b =e,, oma nz(K) =1 , n(K) =4/5,
(Figure b , exemple 2),

Nous montrons plus loin comment on peut gfénéraliser ces deux exemples

n . . . . ‘s
dans R . Les affirmations ci-dessus seront alors justifiées,

Signalons encore les exerples suivants, On emploie, pour les décrire,
la convention suivante : un point de R2 étant dé€signé par une lettre affectée
de 1'indice 1, 1la m@me lettre affectée des indices 2, 3, 4 désigne les symé-
triques de ce point par rapport & Ox, O, Oy . Soit alors A1 ’ Bl ’ Cl les
points de coordonnées respectives (1,2) , (2,4) , (2,2) , T, le triangle fermé

4 oL i g
de sormets Ai ’ Bi s Ci s @ resp., Q' 1le triangle fermé 0A1A s OAEAB °

(iii) S8i K est 1l'ensemble en Zdouble cornette" d'adhérence connexe
défini comme 1'intérieur de QU Q'VU (Lil Ti) on a ne(K) =1 , n(K)=2/3
1=
(Figure b , exemple 5).

(iv) Si X' est l'ensermble en "cornette 3 pied" intérieur de
QUQUT UT, , ona nz(K') 23/ , n(X') =1/2 (Figure b , exemple 6) .

La justification de ny(K) =1 , n(K) 2 2/3 , n(K') 2 3/4

n(K') 2 1/2 est irmédiate, On voit en effet facilerment :

(a) que si G est le réseau ayant pour base soit les vecteurs
(4,0) et (0,4) soit les vecteurs (2,0) et (0,8) et si t = (1,2),
X=G@® (G#t) est 1la base d'un pavement d'ensembles congrus &8 XK , d‘ol
nz(K) =1 et d'un empilement d'ensembles congrus & K' de densité 3/4 d'ol
ﬂz(K) : 3/
(suite p. 92)
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(b) que si G est le réseau ayant pour base, soit les vecteurs
(2,0) et (1,6) , soit les vecteurs (3,2) et (O,4) , G empile K avec la
densité 2/3 et X' avec la densité 1/2 d'ou n{K) 2 2/3 , n(K') zx1/2.

Pour prouver n(K) =2/3 , n(K') = 1/2 il suffit de montrer que les
constantes critiques de DK et de DK' wvalent 12 , 1les réseaux critiques de
DK et de DK' é&tant 3 une syrétrie prés par rapport & Ox les réseaux décrits
en (b) . Ce n'est pas difficile une fois déterminé DK et DK' que nous nous

contentons de décrire. (Cf. Figure c¢).

DK est le polygone ferré connexe & 34 cBtés, contenant 0 , admet-
tant Ox et Oy comme axes de symétrie, et dont une partie de la frontidre est

la ligne brisée a d ol les points considérés ont

1Pr e 4 e By By Yy gy
pour coordonnées respectives

o, (0,8) , by (1,6) , ¢ (3,6) , a; (4,8) , e (b,4)

£G4, g (5/2,3) , n (3,2) , i (B2) , §, (B,0) .

DE' est le polygone fermé comnexe & 26 cOtés, contenant 0 , admet=
tant Ox et Oy corme axes de symétrie et dont une partie de la frontiSre est

: : b " 5 ' ;
la ligne brisée a bl 1 f 8 hl 1 l ol aj est le point a1/2 .

A
DK est le complémentaire par rapport & DK des points ai s A1 R
i1 s Ay s aé > Ay jé » Ay, ol j! est le point jl/2 tandis que DK' est
le complémentaire par rapport & DK' des points Al R ji » A, A3 , jé , Ah .

Reppelons que, si K est une partie de R . Kx désigne le translaté .-

de K paer x .

Dans R° , considérons, pour un couple (L,G) formé d'une partie
bornée L et d'un réseau G , les propriétés
(suite p. 94)
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