


MCtid, Meb4-, q u ' a  y a de cü&f.h&U dans c W  h 4 . s  I cm, 
en@, ce n 'es t  p u  a64ez p o a  nou6 de h n n m  une v u ,  q u ' m e  b o i t  

nouveeee 0 . .  

Moud d o m  w q u e  h.&h.i& Zl  p h a m ,  cornine Aeex*, de ce que no4 

peite6 ont &ut bu.& et n'ont rUen .&L.~A?! à no- &&. 
C ' u t  h i  q w  c m  qui d E w u v & w t  un nouveau wwnde àan.6 le a&&e 

passé, b1-arr2lhent deb &ed & de6 & h % 4 ~  qUk y m a  wnbmv&eb &PU.& 

4.4 bng-pb, et ne UbetrevLt à b a c c u b w  que des b o a  à déwuv/uh 
des dauvaged à ~tewnnoh. 

Cep-, Me64&uu, ne p d o u  p o h t  wwLage : que bavons-nou de ce 
qw noud est &mvE 4 p e u l t - h  y a-t-U enwu W e  secne;tb : quand U 
giloguphe6 bont pahvenud au .teme de &m connodaances, d& p&cent dand &am 
caittes d u  miva . hwueb  e.t des cRimats bauvagu; mdis pe.u,t-i!.W que dans ceb 
mehs d dand ce6 cRimzitb y a enww peL(4 de / U c h u 4 ~  que notu n'en avons. 

&'on be d & d a s e  btm3u.t de ce pltéjugd, que kh pnovhce n ' u t  pu& 
en état de pa~ecltionnm tes  s c k n c e s ,  e.t que ce n ' u t  qw dana la capitule6 
que & u  &W peuvent @e.dJt. 



Nous ltenonb a macien id ceux q u i  noub ont auié 
d m  nom he&&e, 

Ce @uxvaie ntau/rai;t même p u  comnevtcd &ans G, Po&u, 
te a i~uj'ouhb &au* tm  nob ebbohts de han ~~n v&iXanite, 

Le C.N.R,S, a pmnb d'y wnbacrrw un itemp4 p d c i e r t x ,  

ECne Remy nota a aidé poutt ih papaha;tion at t 'exp.loi- 
~ta;tion da p m g m e s  de &CU&. 

End&, ma ~~e e;t nokarmcwt Fmce ont &uppo&tE 

man hwneur vagaboncle, 
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R corps des rée ls  

2 anneau des ent iers  

N ensemble des ent iers  pos i t i f s  ou nuls 

N* ensemble des ent iers  s t r ic tenents  posi t i fs .  

* 
Pour n dans , Etn e s t  l'espace euclidien à n dimensions. 

O 

pour toute par t ie  A de a , À , A , [A , f r ( ~ )  désignent 

respectivement l'adhérence de A , son intér ieur ,  son complémentaire e t  sa  

frontière . 
itc 

Pour a e t  b dans 11 , a + b désigne l a  part ie  ent ière  du 

quotient a/b , cvest-$-dire l e  plus grand élément x de 8 t e l  que 

x d a/b . 
D'autres notations sont définies dans l e  texte. 



Ce  qui s u i t  e s t  une introduction générale. On pourra se  reporter pour 

plus de précision aux sommaires mis en t ê t e  de chacun des chapitres, 

On s a i t  que l a  " ~ é o n é t r i e  des Nombres" f u t  introduite par MINKOVSKI 

pour t r a i t e r  des problèmes provenant de l a  théorie des corps de nombres algébri- 

ques. El le  s ' es t  développée ensuite de façon autonome sous l'impulsion de divers 

auteurs parmi lesquels on peut c i t e r  : J.W.S. CASSELS, Cl. CHABAUTY, H. DAVENPORT, 

E. HLAWKA, K. l.IAIILE8, L, J. MORDELL, C.A. ROGERS e t  14. SCB4IDT. 

A ses progrès l e s  plus récents sont l i é s  dqaut re  part  cartains problè- 

mes d'empilement e t  de recouvrement dans 12s espaces euclidiens . 
On peut remarquer, par exenple, que l a  détermination de l a  constante 

d'onpilemcnt régulier d'une pa r t i e  A de e s t  l i é e  à ce l le  de l a  constante 

cr i t ique de "l'ensenible diff6rence1' de A qui e s t  l'homothétique de A dans 

l e  rapport 2 quand A e s t  une jauge. 

On peut évidemment considérer des empilements non réguliers e t  en par t i -  

cu l ie r  des empilements dont l a  base e s t  un réseau multiple, c'est-&-dire l'union 

d'un réseau e t  d'un nombre f i n i  de ses translat6s. 

ûn peut aussi  c o n s i g r e r  les réseaux multipermis e t  r iult icri t iques,  

Toutes ces notions sont rappelées au chapitre 1 02 l 'on introdui t  aussi  

l a  notion d'empilement au sens de ZASSEmUS indispensable dans certains cas . 
On y montre aussi lqexis tence de certains empilements de densité maximum, 

Une caractéristique génErde de beaucoup de résu l ta t s  de l a  Géométrie 

des Nombres est qu ' i ls  sont souvent obtenus par des méthodes part icul ières  vala- 

b l e s  uniquement pour l e  cas envisagé, une de ces méthodes étant de considérer 

séparenent un nombre f i n i  de cas possibles. Il en résul te  en & n é r d  une coriplexi- 

te grandissante quand n augmente. 



En conséquence, sauf pour des problèmes particulièrement choisis, il 

est i l luso i re  d'espérer la. plupart du tenps des résu l ta t s  valables pour tout  n , 
en dehors de certaines estimations, Hous nous sonmes l e  plus souvent l i m i t &  aux 

pe t i t e s  valeurs de n . 
-4u chapitre 2, on étudie les réseaux multipermis e t  notamuent cornent 

l e s  méthodes connues pour l a  déternination des constantes cr i t iques des par t ies  

convexes bornées s'étendent pour l a  considération des constantes cr i t iques 

d'ordre supérieur. La détermination effective peut se f a i r e  dans El2 pour un 

ordre suffisament p e t i t .  

On d6te-e aussi  tous l e s  réseaux multicritiques du cube unité de 

iRn généralisant un ré su l t a t  célèbre de HAJOS. 

Un rôle  essent ie l  e s t  jou6 dans ce chapitre par l e  résu l ta t  de CASSELS 

qui pemet de l i e r  l e s  constantes multicritiques d'un corps é to i l é  à s a  constan- 

t e  crit ique ordinaire. 

On connaît l a  "conjecture des produits'' selon laquelle l a  constante 

cr i t ique du produit de deux jauges se ra i t  égale au produit des constantes cri-  

t iques de chacun des facteurs. Cette conjecture véeifiée pour n = 2 e t  3 

n'est  actuellement infirmée par aucun contre e x e q l e .  Une conjecture plus res- 

t r a in t e ,  d i t e  " conjecture des cylinüres" , concerne 1' éventualité de l a  même 

égal i té  dans l e  cas pa r t i cu l i e r  d'un "cylindre" construit  sur  une jauge. 

l?OODS [32] a nontré que l e  conjecture est exacte dans l e  cas du 
4 

cylindre de R construi t  sur l a  boule unité de R~ . Le pas suivant peut ê t r e  

de calculer l a  constante cr i t ique du cylindre de ?R5 construit  sur l a  boule 
4 de rR . 

O r ,  quand on aborde l a  déternination de la constante cr i t ique d'une 

jauge J de tln , on est confronté au p r o b l è ~ e  su iwnt  : 

C h  sait quPun réseau cr i t ique de J possède sur l a  f ront ière  de J 

n points l inéairenent ind6pcndants Ai ; s o i t  ?I l e  réseau ayant pour base 

l e s  Ai , Q "lloctaèdre" envelo2pe convexe ouverte des points * Ai ; il e s t  

u t i l e  de determiner les "ty-pes" des réseaux appartenant:.à l a  famille L des ré- 

seaux contenant l e  réseau 14 e t  pernis pour "l'octaèdre" puisqu'un réseau 



- 
critique de J appartient à L ; on peut aussi considérer ln fanille L des 

réseaux contenant M et dont l'intersection avec 5 est {O) U {f Ai) car un - 
reseau critique de J appartient à L si J est strictement convexe, 

C'est le 'kroblème des Octaèdres" que nous considérons au chapitre 3 . 
On sait d6jà que 19indice de M dans un reseau A de L est borné supérieure- 

rient par nl d'après les théorèmes généraux de IilINEiOI~SKI, On considère dvabord 

le cas aii A/M est cyclique et on nontre comnent on peut programer le problème. 

Cela permet notamment d'obtenir pour une valeur fixée de n et pour A dans L 
(resp. 1). avec Al11 cyclique, la borne supérieure exacte p (retsp. Fn) de n 
l'indice de M dans A , si l'on dispose d'une machine à càlculer suffisamnent 

puissante. Qn a pu ainsi, à l'aide de la machine B u ï l  M 40 du Laboratoire de 
Calcul de lV~niversit6 de Lille, montrer que p et cg valent respectivement 

5 
48 et 41 . 

gous avons exposé ailleurs le cas n = 4 de ce problème, Cf. [2] et 

131 , et pour n = 1,2,3 les résultats sont substantiellement connus depuis 

fQNKOWSK1 . 
Aux chapitres 4 et 5 on considère des problèmes d'empilement et de 

pavement régulier et non régulier. 

On sait pue si A est une partie convexe bornée de Ft2 on ne peut 

empiler A avec une densité plus grande que la densité dqempilenent régulier. 

On connaît d'autre part lvexenplc dans R* d'empilements au sens de ZASSmIUS 

non réguliers dvindice 2 plus denses que l'empilenent régulier associé le plus 

dense. On peut dqabord remarquer que ces derniers exemples conduisent inmédiate- 

ment à des exemples de cylindres de !R3 de base étoilée centrée bornée dont la 

constante critique est plus petite que celle de la base. Autrement dit la 

"conjecture des cylindres'' est kfirnée pour une base étoilée centrée qui n'est 

pas une jauge. 

On considère alors deux questions. 

La première est de déterainer dans !Rn des parties dont la densité 

d'empilemnt est strictenent plus grande que la densité dsenpilenent régulier. 



On considère plus p a r t i c u l i è r c ~ e n t  les part ies  pavmtes de 4? qui ne sont pas 

des par t ies  pavantes r6guïières e t  on en détemine certaines classes. On s q e s t  

attaché au cas des par t ies  non convexes e t  servi de certains résu l ta t s  concernant 

l e s  pa r t i e s  pavantes convexes conpactes introduites par VORONOT sous l e  nom de 

paralléloèdre S. 

La  seconde e s t  de l i e r  de façon plus précise l a  dkternination de l a  

constante cr i t ique dvun cylindre à ce l l e  de certaines constantes dleqi lement  

concernant sa base. Le problèiïie de l a  "conjecture des cylindres" e s t  a ins i  ramené 

à l a  détermination dsun nombre f i n i  de densités d'enpilement de l a  base. On peut 

donner quelques prgcisions dans l e  cas des cylindres "sphériques" en u t i l i s a n t  

l e s  r é su l t a t s  de ROGERS [25] sur  l a  densité d9eqilement des boules. 

Au chapitre 5 ,  en vue d'une application pour n = 2 , on étudie de 

façon plus pr6cise certaines notions indispensables pour l sé tude  des pavements de 

et  notamment l a  notion ds  adjacente. On l e s  applique à lsétude du pavenent de 

R~ par des corrgacts de JORDAN. On donne notannent une caractérisation de ces 

compacts au noins dans l e  cas oa ce sont des par t ies  pavantes &gulières, On 

trouve llexenple de t e l l e s  par t ies  pavantes e t  aussi  de par t ies  fondamentales 

pour l e s  groupes dvisonétr ie  de R~ en regardant lvoeuvre graphique de 

M.C. ESCHER (cf. Cl81 ) . Le lecteur  intéress6 pourra sv y reporter. 



1.0,- SOMMAIRE. 

Dans tout ce chapitre,  l'espace considér6 e s t  l'espace euclidien R~ 

désigné par l a  l e t t r e  E . Un réseau G e s t  un sous-groupe discret  de E de 

dimension n ; une base de G e s t  un ensemble de n vecteurs l inéairenent in- 

dependants t e l  que Cr colncide avec l'ensenble des corzbinaisons l inéa i res  & 

coefficients dans Z de ces vecteurs. 8. e s t  l vo r ig ine  de E e t  s i  A e t  B 

sont deux par t ies  dis jointes  de E , on désigne par A 8  B l'union de ces par- 

ties. 

Au paragraphe 1.1. on rappelle l a  définit ion de l a  densité dPune 

pa r t i e  discrète de E e t  son expression quand ce t t e  par t ie  est un h-réseau, 

c'est-à-dire l'union dis jointe  dvun réseau e t  de h-1 de ces translatés.  On défi- 

n i t  les  empilements, l e s  empilements au sens de ZASSENHAUS e t  leur  densité. Quand 

on empile dans E des t rans la tés  d'une part ie  donnée K d9une façon déterminée, 

l a  constante dvenpilenent de K e s t  l a  borne supérieure des densités possibles 

pour M t e l  empilement. Les définit ions précises qui nous serviront sont données 

au paragraphe 1.2.. On donne aussi quelques propriétes inmédiates e t  on introdui t  

l a  notion de paverient. 

Comme on l e  s a i t  l a  diternination des e q i l e n e n t s  réguliers de densité 

maximm e s t  l i é e  à l 'étude des constantes crit iques.  Les notions concernant l e s  

réseaux permis e t  multipermis, a ins i  que l e s  rjseaux cr i t iques associés sont 

d6finies au paragraphe 1.3. Le théorsne bien connu de IVJILER sur l 'existence 

de réseaux cr i t iques se généralise facilenent au cas des rdseaux multicritiques. 



Se pose alors  naturellement l e  problèrie d'&tendre éventuellement l e s  

th6orèrnes d'existence au cas 03 on considère un h-réseau permis ou un empilement 

ayant pour base un h-réseau. Ces problèmes l i é s  pour h = 1 ne l e  sont plus 

pour h > 1 . On l e s  exanine respectivement aux paragraphes 1.4. e t  1.5. . 
On obtient notanment l e  résu l ta t  suivant : 

S i  Y, e s t  un ouvert borné nesurable contenant 0 , pour tout  h > 1 

il exis te  un empilement dqindice s t r i c t  h dsensembles congrus à K par t r m s -  

la t ion  e t  de densité m a x h  (corol la ire  du théorème 1.5.1.). 

Par contre on ne peut affirmer en général, pour un t e l  K e t  pour 

h > 1 l'existence dvun réseau d'indice s t r i c t  h permis pour K e t  de den- 

s i t 6  naxinum, mêne s i  lq on suppose K centré, quoique, dans ce dernier cas, on 

s o i t  assuré du résu l ta t  pour h = 2 . 

X é t a t  une p a r t i e  discrète  de E , l a  densité de X , notée 

dens(X) se def in i t  de l a  façon suivante : 

Pour t > O s o i t  ~ ( t )  l e  noabre de points de X contenus dans 

lvhypercube Cat d'équation lxi\ < t (i = . . n  ; l e  densité de X e s t  

l a  l imite  su2érieure de ~ ( t ) / ( 2 t ) "  quand t a-ente indéfininent. La densité 

possède l e s  propriétés suivantes 

d e n s ( ~ )  = d e n s ( o ~ )  s i  a e s t  une i soaé t r ie  de fIn . 
Si G e s t  un réseau, on désigne par d ( ~ )  l a  valeur absolue du dêter- 

ainant de ce &seau, c 'est-&-dire du déterninant des n vecteurs dtune de ses 

bases, 

S i  ai ( i  = 1,. . . .h) sont h points de E te ls  que al = 0 
ai - a.  4 0 pour i ,  = 1 . h  alors ,  pour i # j , G + ai e t  O +  a sont 

J j 
dis jo in ts  e t  X = 8 G + a qui contient G est appelé réseau multiple i=l 



dv  indice f i  (Cf. [a] ). On d i t  dvun t e l  réseau q u q i l  e s t  dvindice s t r i c t  h 

s ' i l  e s t  dv indice h sans ê t r e  dv indice k pour aucun k < h autrement d i t  

s ' i l  e s t  impossible de troliver un r6seau G' e t  des points a! ( i  = 1 ,, . . ,k) 
= h  

avec a ?  = O ,  a! - a! (G' pour i , j  = l,...,k t e l s  que X = . Q  (G1 + a l )  e t  
1 1 J 1=1 

ce pour aucun k vgrif iant  1 6 k < h . Le transiatg dqun réseau multiple 

dqindice h (resp. d'indice s t r i c t  h )  e s t  appelé g r i l l e  nul t iple  d'indice h 

(resp. d'indice s t r i c t  h). 

h 
Si  X = .? ( G  + a. ) e s t  un réseau multiple dv indice h , on a - 1-1 1 - 

dens(x) = h / d ( ~ )  . 

Comme G + ai e t  G + a sont d is jo in ts  pour i # j, il s u f f i t  de 
j 

prouver d e n s ( ~ )  = l/d(~) . O r ,  s o i t  g i s * * * * g n ( t )  les ~ ( t  ) points de 

G n C2t e t  P un parallSlotope fondamental associé à G . A gi associons 

Pi parciJ.16lotope ouvert t rans la té  de P e t  de centre gi : Pi e t  P sont 
j 

d is jo in ts  si i # j . Soit  2d l e  côté du plus p e t i t  hypercube homothétique 

de Cl contenant P g on a,  pour t > 2d , 

Il en résul te  que l i m  ~ ( t ) / ( 2 t ) ~  exis te  e t  vaut l / d ( ~ )  . 
n++=J 

K étant  une pa r t i e  2e E , x un point de E , on désigne par 

l e  t rans la té  fC + x de K par x e t  par r K  , pour r dans 91, lvhonologue 

de K dans lthomoth6tie de centre O de rapport r , On désigne par DK 

l lense&le différence de K qui e s t  lqensenble des x - y quand x e t  y 

parcourent K . On appelle jauge de E tout ouvert convexe bornk centré en 6 . 
Notons que s i  K e s t  une pa r t i e  convexe de E , il en e s t  de même de DK e t  

que s i  K e s t  rule jauge DK = 2K . 
S i  K e t  X sont deux part ies  de E , on pose U(K,X) = u K 

x € X  x 



On d i t  que U(K,X) e s t  un ensilenent de part ies  congrues à K par translation, - 
de base X si,  pour tout  cou2le (x,y) de points d is t inc ts  de X , Kx e t  K 

Y 
sont dis joints .  

L énoncg "u(K,x) e s t  un enpilement" équivaut à 1' 6noncé 

"DX n DK = {QI" . 

Elle  s'appuie sur l e  

L'énoncé "K,n K # $" équivaut à l'énoncé - x i .  DI(<' . 
Y 

Compte tenu du leme,  s i  U(K,X) e s t  un empilement, pour tout couple 

(x,y) de points d is t inc ts  de X on a y - x k DK , autrement d i t  tout élément 

de DX différent de CL n'appartient pas à DIC. L a  réciproque e s t  inmédiate. 

Ptleuve du L m .  - 

S i  Kx e t  K sont dis joints ,  on peut trouver z dans K X n K  donc 
Y Y 

k e t  a. dans K avec z - x = k ,  z - y = L  donnant y - x = k œ R e D K .  

Réciproque~ent, s i  y - x appartient à DK, on a y - x = k - avec k et; 1 
dans K ; posant z = x + k , on a bien z E Kx n K . 

Y 

Dans l a  su i t e ,  lorsque nous considérerons lq ensemble U(K,X) , nous 

supposerons toujours que K est une part ie  nesurable de E de nesure non nul le  

 vol(^) e t  que X e s t  une par t i e  discrète de E . 
Soit  X lqensemble des part ies  discrètes de E , X0 C X l'ensemble 

des par t ies  discrètes de X contenant 6 . 
S i  d es t  une part ie  de X (resp. XO) un élément de X (resp, XO) 

e s t  d i t  9-pemÛs s P i l  appartient à 0 . - 



En part icul ier ,  s i  S e s t  une par t ie  de E contenant Q , on désigne par 
* 

Q,(s) (resp. O:(S) ) , pour m dans D , lqensecble des é l h e n t s  X de X 

(resp. XO) pour lesquels on a c a r d ( ~  ri S )  6 n e t  toute par t ie  ~ ~ ( s ) - ~ e d s e  

e s t  d i t e  n-S-pedse,  toute par t ie  1-S-permise e s t  d i t e  S-permise. Q;(s) 

e s t  vide e t  c$(s) non vide ; s i  S e s t  de cesure non nulle,  pour tout  m 3 1 

O S) e s t  non vide. O,( 

Pour l e  couple (K,X) où X e s t  dans X0 e t  K contient 6 , consi- 

dérons l e s  t r o i s  proprigtés 

( i i i )  DX ri DK = {Q} . 
La val idi t6  de ( i )  sqexpr& par "X e s t  K-permis1' , l a  val idi té  - 

de ( i i i )  équivaut, d'après l a  proposition 1.1.2. à 1°énoncé "u(K,x) e s t  un - 
enpilement" , l a  va l id i té  de ( i i )  qui équivaut au f a i t  que, pour tout  couple 

(x,y) de points d i s t inc t s  de X , on a y # Kx , ce qui peut s'exprimer en 

disant que "X e s t  separé par l e s  t ranslatés  de KT' sera exprimée en disant que 

"u(K,x) e s t  un Za-enpilenent (enpilement au sens de ZASSmmUS ( C f .  [33]))". 

1 1.- Lorsque !C e s t  un ouvert convexe, l ' éga l i té  D ( ~  DIS) = DK montre 
1 lvéquivalence en t re  l e s  6noncés "u(K,x) e s t  un empilenent" e t  " u ( ~  DK,X) e s t  

un enpilenent" ce qui permet, dans certains cas, de r m n e r  l 'étude des empile- 

ments d'ouverts convexes à celui des jauges. 

2.- Lorsque K e s t  une jauge, l ' éga l i té  DK = 2K montre que l e s  

énoncés "u(K,x) e s t  un erq?ilemnt1' e t  "u(~K,x)  e s t  un Za-errpilenent" sont 

équivalents. Les notions dvenpilement e t  de Za-empilement ne sont donc pas 

sa s t an t i e l l enen t  d is t inc tes  pour l e s  jauges. En part icul ier ,  s i  X e s t  un 

rêseau G , on a DX = G e t  "u(K,G) e s t  un enpilement" équivaut à "G e s t  - 
permis pour 2K" . 



3.- Leéquivalence entre l e s  égal i tgs  D X r )  K = {O) e t  

DX 0 (K U (-K) ) = {O) montre aussi  que I;(K,x) e t  u(K U (4) ,x) sont sinul- 

tanément des Za-eqilenents . 
Pour un couple (K,x) on dgfini t  l a  densitg de U(K,X) par 

d e n s ( ~ ( ~ , ~ ) )  = dens(~ ,X)  =  vol(^) dens(x) . Sont a in s i  définies,  en ~ a r t i c u -  

l i e r ,  l e s  densités d'un enpilenent ou d e m  Za-empilerment de par t ies  congrues à 
K par t ransla t ion.  

S i  K e s t  borné e t  s i  F = u(K,x) e s t  un enpilement, on a - - 
 vol(^ ri cet) 

d c n s ( ~ , ~ )  = l i n  sup s l  
t + ~ o l ( C 2 ~ )  

Soit 6 l e  d i d t r e  de K . Si gl,...,g 
h ( t )  

sont l e s  A( t )  points 
de X n C, on a : 

Divisant par 2n(t+6)n e t  passant à l e  l imite  supérieure pour t+c. cela daonne 

vol ( F n c2, ) 
l i n  sup 

vol(  C,, ) vol(K) . dens(x) . 
t + + w  

0 D'autre par t ,  s i  ~ i s * . o s g A l ( t )  sont l e s  A' ( t )  points de X t e l s  que 

 vol(^ n ~ ~ ~ )  r ~ ' ( t )  . vol(K) E ~ ( t + 6 1  . vol(i<) donne, en divisant par (2t)n 



e t ,  en  ass sa nt 2 l a  l imi te  supérieure pour t -+ + w , 
VOI(F n c,,) 

l i n  sup vol (c,, s vol(K) . dens( l )  . 
t + + w  

On suppose dans l a  sui te ,  sauf nention expresse du contraire, que K 

e s t  une par t ie  bornec contenant û . 
Soit $(IO (resp. :(K) ) l a  par t ie  de X0 f o d e  des X discrets  qui 

sont l a  base d'un e q i l e n e n t  (resp. dvun ~ b e q i l e n e n t )  de part ies  congrues à 

K par translation. sup d e n s ( ~ , ~ )  pour X parcourant $(K) (retsp. E(K)) e s t  
Ir, 

l a  constante d'empilement re la t ive  à $(KI (resp, Z(K) ) . On l a  désigne par 

n , ( ~ )  (resp. <,(K)) . On pourra distinguer ces deux constantes en parlant de 

corstante d'empilement (resp. de ~a -eq i l emen t )  re la t ive  à K . 
Ori peut déf inir  evidement l e s  constantes d'enpilement re la t ives  à 

LI 

toute  par t ie  de $(KI . Nous considérons en par t icu l ie r  3; ( K )  (resp. q h ( ~ ) )  
h 

qui e s t  l a  par t ie  de $(K) fornée des réseaux dv indice h (resp. dq indice - 
s t r i c t  h).  Les constantes drenpilement correspondantes sont notées n, (K) 

* &A 

(resp. n h ( ~ ) ) .  & pose i i h ( ~ )  = SUP ; on pose aussi nl(K) = Q(K) ; 
l6kGh 

ce t t e  dernière constante, qui correçpond au cas où l a  base e s t  un réseau, e s t  

appelGe constante dqenpilement régulier.  On déf in i t  de façon analogue l e s  constantes - A 

de Za-empilement notées ch(IS) , S~(K) , ch(::) , <(K) respectivement. 

Les définit ions e t  l a  proposition 1.1 -3. entraînent l e s  inégal i tés  

On a aussi 

< ( K )  6 c 2 ( ~ )  6 ... 4  ch(^) 6 ... E <*(K) 

nais  <,(K) peut ne pas ê t r e  borné : il en e s t  ainsi. par exemple, s i  K e s t  

un ouvert d ' intérieur non vide t e l  q u P i l  exis te  une droi te  D avec D fl K = {QI 
car  a lors ,  pour tout E > O , exis te  un r é s e ~ u  G permis pour K avec 

d ( ~ )  < E dqoÙ résul te  l a  non-finitude de <(K) . 



On d i t  qu'un rdseau X d'indice h e s t  l inéa i re  s i  l'on a 
h 

X = -@ ( G  + ( i-1 )a) 02 G e s t  un réseau e t  a un point de E . On peut consi- 
1=1 

dérer l e s  constantes dgeapilenen.t; (resp. de Za-enpilenent) de par t ies  K pour 
(I 

des réseaux l inéaires  d'indice h . On l e s  note ;A(K) , c ~ ( K )  resp. ûn pose 

A 

Gn peut, dans l a  dernière phrase, renplacer ri par 5 . On note aussi %(K) , 
A 

'(K) l e s  densités re la t ives  aux enpilerlents par des réseaux l inéa i res  d'indice 
rih 
s t r i c t  h . 

Un problène dqenpilement sera consideré conne résolu s i  l 'on a déter- 

min& l a  constante d9eqilement e t  s i  l 'on a. exhibé, s ' i l  en existe, des par t ies  

de X0 pour lesquelles l a  densité dvenpilement e s t  égale à l a  constante dqem]?ile- 

ment. A défaut, on cherchera $ trouver des bornes pour l a  constante d9empilenent 

e t  à exhiber des par t ies  de X0 pour lesquelles l a  densité d9enpilerient e s t  la 

plus grande possible. 

Les différentes constantes d'empilement que nous avons définies sont 

des invariants affins. 

On d i t  qufun enpilenent e s t  à motif s i  s a  base e s t  un réseau multiple, 

Pour toute pa r t i e  K . on a l e s  éga l i tés  

- 
nh (K)  ri; (K) ri. ( K )  vol (K) 

En particulier, - s i  K e s t  une jauge de 'Rn , on a 



Les prenières éga l i tés  sont imédia tes  dqaprès l e s  définitions. S i  K 

e s t  une jauge, DK = 2K e t  V O ~ ( D K )  = 2n vol(K) . On a alors,  par exemple, 

<,(BK) = 2" n , ( ~ )  ; or  5 , ( 2 ~ )  est égal à, s*(K) par invarionce affine. 

Il résul te  de cette proposition que s i  K e s t  un ouvert borné mesura.=- 

b le  contenant B , <,(K) e s t  borné. En e f f e t  K contient a lors  une jauge J 

e t  on a 

vol (K) n V O ~ ( K )  
6 J K )  ;olm 51'") s .;olm 

puisque n,(J) e s t  b o r d  supérieurenent par 1 . 
C étant  une p a r t i e  de # , une pa r t i e  de iRq , C x D dési- 

gne lDensemble des (c,d) avec c dans i' e t  6 dans D , l e  couple (c,d) 

é tan t  ident i f ié  au point z = (ml,. . . ,z ) de #+' défini  par e. = c. pour 
P+9 1 1 

l ~ i s p ,  z r d .  pour p < i s p + q . Q  
P. 69' O*+q 

désignent respective- i l ~ p  
ment l 'or igine de R ,  R', #+q . Pour l e s  ensembles produits a ins i  définis,  on 

Si  K es t  une pa r t i e  de $ , L une par t i e  de R~ , on %quels que - 
soient l e s  en t ie rs  pos i t i f s  k - e t  , l e s  inégalités,  

'% 

De plus, L e s t  une jauge, - on a 



Phwve. - 

Notons que, pour I< C R* , L C W~ , on a 

e t  que, s i  X e s t  d' indice k e t  Y d'indice , X x Y e s t  d'indice ke . 
Par a i l l e u r s  "DX n Y = (Op} e t  DY n L = {Bq}" e s t  équivivalent à 

"(DX x DY) n (K x L )  = D(X x Y) fi (K x L )  = {O ' . Ainsi U(K x L , x x Y) 
I?+q 

e s t  un Za-enpilenent s i  e t  seulement s i  U(K,X) e t  U(K,Y) sont des Za-eqi- 

lenents.  De plus dcns(K x L , X x Y )  = d e n s ( ~ , ~ )  x dens (L ,~ )  , 

S i  L e s t  une jauge, on a 

on en déduit 

S i  U(K,X) c t  U(K,Y) sont des Za-empilements deindice k e t  4 
U(K x L , X x Y )  e s t  un Za-ewileclent dqindice  ke ; on en déduit par passa- 

ge a l a  l im i t e  

Un raisonnement analogue conduit aux inéga l i t es  concernant l e s  ti , 
par a i l l e u r s  connues ( Cf. [8) ) . 

On d i t  qu'un empilement U(K,X) e s t  un pavement s i  U(K,X) couvre E 

à un ensenble de nesure nulle près. K e s t  une pa r t i e  pavante de E s i  l 'on 

peut trouver X d i s c r e t  t e l  que U(K,X) s o i t  un pavenent ; dans l e  cas où, 

pour X , on peut prendre un réseau, on d i t  que K e s t  une pa r t i e  g a v a t e  

régulière, sinon que c ' es t  une pa r t i e  pavante non régul ière  ; s i  l 'on peut 

prendre pour X un réseau d'indice h , resp. d'indice s t r i c t  h , on d i t  que 



que K e s t  une p a r t i e  pavante dqindice  h , resp. d'indice s t r i c t  h . 
S i  U(K,X) c s t  un pavement, on a d e n s ( ~ , x )  = 1 . Réciproquement, 

t ou t  cnpilement dc densi té  1 n ' e s t  pas un pavement (enlever un nonbre f i n i  de 

pa r t i e s  d'an empilement d6terminé donne un empilement de &ne densi té) .  Cepen- 

dant, on a l a  

Tout enpilenent à motif de densité 1 e s t  un pavement. 

h 
Soi t  X = .@ (G + ni) l a  base de lvenpi lenent  F = IJ(K,X) e t  P un 

1=1 
porrall'élotope fondamental de G . Il s u f f i t  de prouver que s i  F a pour densi- 

t e  1 , donc s i  d(G) = h  vol(^) , a lo r s  F couvre P à un ensenble de nesure 

nu l le  près, donc de montrer que vol(P R F) = vol(?) = h  vol(^) . O r ,  corne P 

e s t  un e q i l e n e n t ,  on a 

e t  il s u f f i t  de nontrer que, pour u dans E , on a lvéga,lit6 : 

1 .3.  - RESEAU IiAU LTIPERMIS . CONSTANTES CRITZQUES . 
Soient Z = (cl, .. .,Sn) e t  s' = (~i , .  . . ,5") deux n-uples de points 

n 

de E ; posons $ (E , z ' )  = L 
s u p ( ~ !  1 - ci) i 



Si G désigne l'ensenble 6es rrseawr de E e t  ff une pa r t i e  de G , 
on d i t  que ff e s t  un voisinage d'un réseau G s i ,  étant une base de Cr , 
on peut trouver E > O t e l  que ff contienne tous l e s  réseaux ayant une base 

= vérifiant $ ( E , E ~ )  < E ; on d i t  aussi  que l e  réseau O e s t  adhérent à - 
ff si, pour tout  c > O , on peut trouver G' dans H e t  des bases :,a ' resp. 

pour G,Gt avec o(E,:' ) < E . 
Précisons, dans l e  cas des réseaux, l a  notion de 0-permission intro- 

duite au paragraphe 1.1. . 
Si O e s t  une pa r t i e  de G , un réseau C. e s t  Q - ~ ~ ~ Z T I ~ S  s ' i l  appar- 

t i e n t  $ Q . On d i t  d'un réseau Cr qu' i l  e s t  9-extrénal s ' i l  e s t  @-permis e t  

s i  190n peut trouver un voisinage V de G t e l  que, pour tout réseau H d.e 

Q n V , on a i t  d ( ~ )  3 d ( ~ )  . 
Posons A = i n f d ( A )  s i  O # @ ,  A. - - m  s i  O = @  : 

A 4 
e s t  

Q A€O 
appelée l a  constante O-extrême (ou +crit ique) e t  l e s  réseaux A , s'il cn 

existe,  qui sont @-permis e t  t e l s  que d ( ~ )  = bG sont l e s  réseaux ?-critiques. 

Tout réseau b c r i t i q u e  e s t  0-extrêml. 

so i t  (g)=, une su i te  inf inie  croissante (c'est-à-dire t e l l e  que, 

pour tout  n , on a i t  On C de par t ies  de G ; alors  tout  réseau 

Qmpermis e s t  Q -pernis pour p 3 m . On d i t  d'un réseau Q qu ' i l  e s t  
73 - 

strictement Q,-perais (en abrég6 - st-Q -permis) s ' i l  n 'es t  pas 6n_l-pertris. 
-. m 

On &signant l tensenble des reseaux st-0 -pernis, do e s t  appelée l a  constan- m 
t e  - s t - ~ ~ e x t r ê r e  e t  l e s  &seaux A , s ' i l  en exis te ,  i:i sont st-6 -permis e t  m 
pour lesquels d(A) = A- sont l e s  réseaux ~ ~ ~ s x t r ê n e s .  Par a i l leurs ,  un ré- 

9, 
!+? seau e s t  d i t  - st-On-extrenal s ' i l  e s t  5 -extrênal. m 

A = hf A- = i n f ( ~  , A ; )  • 

'm orkrm 'k onal I I ~  

Les notions précédentes s'appliquent en par t icu l ie r  au cas où O m 
coïncide avec l'ensemble P ~ ( s )  des réseaux A pour lesquels c a r d ( ~  Ti S) c m , 
03 S e s t  une pa r t i e  Se E contenant lgor ig ine .  0' . On a alors  0 (s) - 

O - @ 



e t  on s'attache en général au cas où O1(S) e s t  non vide. Les réseaux 

rn 

~~(s ) -ex t rêmes ,  resp. G,(s)-extrênes, sont a lo r s  d i t s  rrS-permis, resp. 

st-n-S-pernis, m-S-extrênaux, resp. st-S-extrdnaux, n-+critiques, resp. 

st-n-S-extrêmes. On pose 

Pour m = 1 , on pose C(S) = A ~ ( s )  : c'est  l a  constante cr i t ique de S . 
Notons que s i  S a une mesure non nul le ,  l e s  constantes d'enpilenent 

<(s )  e t  n(S) sgexpriment en fonction des constantes cr i t iques de S e t  de 

DS par l e s  fornuies 

pourvu qu ' i l  exis te  &es réseaux S-permis, resp. DS-permis. 

En e f f e t ,  s i  G iist un réseau, on a DG = G e t  "u(s,G) e s t  un e q i -  

lement" équivaut à "G iq DS = CD)" , c'est-à-dire à ' G  e s t  permis pour DS" 

d'après l a  proposition 1.1.2. , d'où l c  r6sul tat  pour v(S) , compte tenu des 

définit ions e t  de l a  proposition 1.1.1. . 
Un raisonna~ent  analogue é t a b l i t  l e  résu l ta t  pour <(S)  . 
Dans l a  sui te ,  on suppose que S e s t  ouvert ; d o r s  s i  A e s t  un 

réseau st-nr-%permis, on peut trouver un voisinage de A ne contenant, parni 

l e s  réseaux n-S-permis q u q i l  contient, que fies réseaux st-m-S-pernis, ce qui en- 

t ra îne qu'un réseau st-m-S-extrémal e s t  r+S-extrémal. 

Soi t  f (x) une fonction continue à valeurs réel les ,  non negative du 

point x de E t e l l e  que, pour tout  x e t  pour tout X 3 O , on a i t  

f (Ax) = A f  (x)  ; on pose Sf = Ixl f (x )  < 11 . Alors s i  S = Çf , S e s t  é to i l é  

par rapport à 6 , son adhérence e s t  S = {xl f (x)  ,< 1 )  e t  s a  front ière  
-, 
S = Exff(x) = 1 )  . 



Dans l a  sui te ,  on suppose toujours que S e s t  19rnsenble ouvert é to i l é  - 
associé à une fonction f c o r n  ci-dessus : on d i t  a lors  que S e s t  un corps - - 
é to i l é  . S e s t  un corps convexe s i ,  de plus, l a  fonction f e s t  convexe, - 
c'est-à-dire si, pour tout  couple (x,y) de points Ge E , on a 1 inégalité 

f ( x  + y) s f (x) + f (y) . Ç e s t  d i t  centré s i  l a  fonction -f coincide avec f.  

S i  S e s t  convexe centré e t  borné, c 'es t  une jauge. 

D a n s  ce qui s u i t ,  on donne des é n o ~ i c a ~  q.::i sont l'extension à n 3 1 

de propriétés connues pour n = 1 . On s u i t  des méthodes dÛes à CASSELS (cf. [7] ) . 
* 

Pour A dans G e t  m dans N , posons 

Pour tout  s réel ,  s # O ,  o n c  f ( S A ) =  Islfn(A) . 
L? 

Pour s < O , on a SA = ( -S)A ; on ?eut donc se ramener au cas 

s > O , nais  a lors  f (SA) = i n f ( t 1 t  > O , card(t~ f7 SA) > n) = 
"s t t  t = inf ( t  lt > O , card( t  ; fl A )  > o) = s . inff-1- > O , c ~ d ( ~  S Q A) > n) = sfn(A). 

S s 

Posons 61;(f) = 6,(S) = ~ u ~ ( f ~ ( A ) ) ~ / d ( A )  . 
A s  G 

( i )  "6,(f) # O" équivaut à "6 ( f )  = l / d  (5) , \(S) # 9 '  , m E 

( i i )  "6,(f) = O" Bquivaut à "4 (s) = $" . m 



( i )  S i  6,(f) n 'es t  pas nul, on peut se borner à considérer l e s  

réseaux A pour lesquels, on a f,(A) > O e t  nêw, grâce à 11honogén6ité, ceux 

pour lesquels A )  = 1 . Ces derniers sont n-S-permis e t  on a donc 

D'autre part ,  s i  A e s t  n-S-pernis, on a $(A) ) 1 e t  puisquqi l  ex is te  des 

réseaux WS-permis dont l e  d é t e r h a n t  e s t  arbitrairement proche de A,(s), 

on a 

( i i )  S i  6,(f) e s t  nul, a lors  f ( A )  e s t  nul pour tout réseau A . 
P 

S ne peut a lors  avoir de réseaux r-%permis car s i  A0 é t a i t  un t e l  réseau 

on aura i t  6,(f) 2 (d(n0) )-l . Réciproquement, s i  S n 'a pas de réseaux 

n-permis, a lors  pour tout  réseau A e t  tout t > O l e  réseau t h  nses t  pas 

m-pernis e t  on a fLl(tA) = tfm(A) < 1 . Faisant tendre t vers + , cela 

donne f,(" = O , pour tout  A , e t  donc 6,(f) = O . 
On d i t  que f e t  Sf sont de type f i n i  s i  61(f) e s t  strictement 

pos i t i f .  

L m  1.3.1.- 
7 

* 
Quel que s o i t  n E N) , on a pour tout réseau l e s  inégelités : 

Elle e s t  imé&iate. 

* 
Il résu l te  de ce lemme, que pour tout 13 de N , il existe  des 

réseaux n-S-permis s i  S e s t  de type f i n i .  



hi d i t  qu'une su i t e  H = de réseaux converge vers un réseau 

G s i  seulement un nombre f i n i  dlélénents de ne sont pas contenus dans tout  

voisinage de G . 
Théanhe 1 .3.7 . - (de cotnpacLtE 1 

Soit  {Ar}re8 - une su i te  inf inie  de réseaux vérif iant ,  pour m fixé 
* 

dans M , l e s  conditions d(Ar) 4 M f ( A  ) 2 Q > O , If e t  (1 é tant  des - m r - 
c o n s t ~ t e s  données. hlors on peut extraire  de l a  su i te  { A }  une su i te  convergente. 

Pour n = 1 , c q e s t  l e  théorsne de corrpacit6 de MAHLER (cf. p. ex, 

[7] p. 139 ) ;  l e  cas .ri > 1 s'en dêduit imédiatetnent à l ' a ide  du l e m e  1.3.1. . 

Soit  f ( x )  une fonction distance de type f i n i ,  S l'ouvert é to i l é  - * 
associé; calors on peut, pour tout  n - de , trouver des réseaux A t e l s  que 

Par su i te  S possêde des réseaux m-critiques. 

Soit {Ar}rrN une su i te  de rgçeaux m-S-permis vér if ient  f (A ) 2 1 m r 
e t  lin d(Ar) = $(s) . On ex t ra i t  de cet te  su i te  une su i t e  { A i ' i r ~  convergeant - 
vers A avec d(A) = A~(s) . 

S i  l'on ;t f ( A )  > 1 , on peut trouver 0 < 1 t e l  que f ( 0 ~ )  2 1 
E r! 

avec d(01) = en d(A) < A,(s) : c 'est  exclu. 

S i  l 'on e fm(A) c 1 , s o i t  a o , î ,  ..., a (no - 8) M l  points dis- 
& & m 

t i n c t s  de A TS S ; tout  a. j = O, . . . e s t  l imite  d'une su i te  de points 
1 i i J 

a , . . . ,a., . . . où a .  e Ai ; S é tan t  ouvert, on peut trouver E > O t e 1  que 
j J J 

toutes les boules de rayon c centrées en aOS. . .,a soient intgrieures 2 S m 



i e t  donc un p t e l  que, pour i > p , tous l e s  a.  soient intér ieurs  à S ; 
J 

mais alors,  pour i > p , on o card(ni f7 S) > n e t  %(ni) < 1 : c 'est  

exclu. 

Ainsi fm(~) = 1 e t  d(b) = A ~ ( s )  . 

On a aussi l e s  : 

S i  K e s t  un voisinage de V e t  - - une sui te  de réseaux véri- 
f i a n t  pour tout r , l e s  conditions 
-9 

(a )  " r - r - K - m ,  

(b)  il exis te  une constante M t e l l e  que d(hr) 6 Ib . alors ,  on peut 

extraire  de l a  su i te  {Ar} une su i te  convergente. - 

S i  K e s t  un voisinage de Q e t  s i  K possède des réseaux m-permis, - -- - 
alors  il possède aussi  des réseaux - a-critiques. 

-a L- 

Ces théorèmes sont des variantes des théorèmes 1.3.1. e t  1.3.2. 

connues dans l e  cas m = 1 . 
Si K e s t  une par t ie  ouverte bornée contenant Q ,  l e  théorème 1.3.3, 

montre que K e t  DK admettent des réseaux cr i t iques.  Par suite,  il exis te  

un empilerzent, resp. un Za-empilement de densité n ( ~ )  , resp. K , Pour 

h > 1 l'existence de réseaux d'indice h de densité riaxi-run parni l e s  réseaux 

d'indice h permis pour une par t ie  bornée K e t  l 'existence d'un Za-empilement 

de densité c~(K) ne sont plus l i é s  corne pour h = 1 e t  on doi t  considérer 

ces deux problèmes d'existence séparénent. Ceest ce que nous faisons aux para- 

graphes suivants. 



Soit  G l n  f a n i l l e  des réseaux de !I? , Eh l a  f an i l l e  des r é s e a u  

d'indice h e t  % = U Gk . 
1Ekdh 

A tout  couple ( ~ , ~ t )  forné d'un élément G de G e t  d'un 

(h-1)-uple ht = (tg, ... ,t ) de points de IFin , on associe 
L h 

= Ü ( G  + t i )  ( t l  = 0') qui appartient à car G + ti coïncide ' ( ~ , ~ h )  i=l 
avec ? + t  s i  t - t .  e s t  dans G tandis que, sinon, G + t i  e t  G + t  

j j 1 j 
sont dis joints .  Inversement, à tout  élément de Gk , X = & (G + t i )  (tl = (Y), 

k i=l on associe l e  couple ( G ,  t) formé d'un $lément 8 de G e t  dqun (k-1)-uple 
k 't = ( t2 ,  ...,tk) e t  pour tout  h > k l e  couple (GSht) où ht = ( t , ~ )  avec 

une notation évidente. 

Soi t  alors X 
(oskt  

un klénent de Gk ; on d i t  qu'une par t ie  /f de 

Gh (h 2 k) e s t  un v o i s i n a ~ e  de X(~:t) = X(G.ht) s i  E é tant  une base de G, 

on peut trouver E > O t e 1  que H contienne tous l e s  X(G, , h t f )  , O G9 a 
h h  une base 5 '  , t e l s  que sup(1$(2,3') , O( t, tg)) c E où 4 e s t  l a  fonction 

définie en 1.3. 

On d i t  quqme su i te  (Xr}rcn d'éléments de Gh converge vers 1'616- 

went X de Gh s i  tout  voisinage de X dans Oh contient tous l e s  Xr sauf 

peut-être un nombre f i n i  d'entre eux. 

S i  K e s t  une part ie  de IFin contenant b , on désigne par   ch(^) 
l a  f an i l l e  des réseaux d q  indice h permis pour K . On pose G h ( ~ )  = lrkrh - U %(KI. 
Si  E h ( ~ )  e s t  non-vide, on pose  ch(^) = 

&&?K> 
dens (x)  e t  on d i t  que 

l'élément % de GJK) e s t  cr i t ique s i  l 'on a dens(?) = Pour h = 1, 

on retrouve évidement l a  notion habituelle de réseau cr i t ique puisque s i  l e  

réseau 8 e s t  K-critique on a 

Dans l'espace Rn+h-l avec h > 1 , on prend pour base el,...,e n '  
I \ 

ei,,..,e ou el,...,e e s t  l a  base canonique de R" e t  ei,...,e t 
h-l h-1 n 

de h-1 ce l le  de R e t  on désigne un point x par (y,~) 03 



y = C yi ei , z = C z .  e ?  . Avec ces notations, introduisons l 'application de 
k 

J p  : x -+ P qui associe à l'élément x = .% (D + t i )  , %(R~) G ~ ( R  
11 

tl = B , k r h , de Ok(~") , l e  réseau ( j ~  engendré par l e s  points 

0i.I Bi e s t  l t o r ig inc  de Rh-l , où al,...,a e s t  une base de G e t  où n 
t = 6  s i  j 2 k + l  . 
j 

Inversement, a tou t  réseau r de Rn+h-l ayant une base de l a  forme 

(bl,O') (bn,oV) , (u2,ei)  ,..., on associe l'élément 

a(I') = XI' = gl(II  + ui) , ul = 6 , oÙ H e s t  l e  réseau de Etn ayant pour 

base bl, ..., b n o  o(r!  est  un élement de $(Rn) e t  il e s t  fac i le  de voir 
que l e s  applications p e t  a sont réciproques. 

On désigne par Rh-l , "ltoctaèdre" de W h51 défini  par C l y j l  < 1 . 

Si  K e s t  une pa r t i e  centrée de R , il y a équivalence entre l e s  - 
énoncés : 

( i )  X e s t  un élément &e G h ( ~ n )  permis pour K ; 

( i i )  GX e s t  un élément de G ~ ( R ~ + ~ - ~ )  pennis pour K x (2  %1) 

h 
Soit X un élément de Gh(Wn) , X = .g (G + ti) ; 

1-1 al, O .  ,a n é tan t  
une base de G , un point de GX s v 6 c r i t  : 

où l e s  A e t  l e s  A! sont en t i e r s  e t  ce point e s t  dans K x (2% ') s i  e t  
J I 

seulement si, simultanément : 



11 est i d d i a t  que (H) n'est  possible que s i  un au plus des A !  e s t  diff'é- 

ren t  de O , ce qui entraîne que les seuls points du réseau $-lJ si tués  dans 

252h-l sont 0" e t  l e s  points * e! j = 1, h l  . Exprimant l a  condition 
J 

(*) on voi t  a lors  im6diatenent q u q i l  y a équivalence entre  l e  fai t  pour GX 
d 'être pernis pour K x e t  l e  f a i t  pour X U (-X) d'être K-permis. 

Mais, quand X e s t  K-permis, X U (9x1 e s t  aussi  K-permis puisque K e s t  

centré : d'où l e  résu l ta t .  

Des définit ions résul te  facilement ququne su i te  
f xr dvéléments de 

% ( R ~ )  converge vers l'élément X de G ~ ( R ~ )  si ,  e t  seulement si,  l a  su i te  

{G 1 d'éléments de G1(~ converge vers lqélément de G1(R 1 • n+h-1 

Xr ~e 
Cependant, il faut  remarquer que, s i  l v o n  a,dans l e s  conditions de 

convergence ci-dessus,toujours dens(~,) = l i n  dens(G, ) , on peut avoir 
A r- A - 

d e n s ( ~ )  # l in  dens(xr) car, par exenple, une su i t e  dvg16nents de Gh(~") peut 
r-w n converger vers un é l é c w t  de $(R ) avec k < h . 
Considérons, par exemple, une part ie  bornée K ouverte centrée en €3- 

de R~ e t  cherchons s9 il e s t  possible d'affirrier l 'existence de réseaux d'indice 

h cr i t iques pour K . On suppose h 2 2 . 
K é tan t  bornée, il exis te  des réseaux d'indice h permis pour K e t  

on peut considérer %(K) . De plus, du f a i t  que K e s t  ouvert, un réseau G 

permis pour K a un déterninant borné inférieurement par une constante s t r i c t e -  - 
ment positive, ce qui montre que %(K) e s t  borné supérieurement. On peut trou- 

ver une sui te  de rrseaux d'indice h , pernis pour K , {XrIiEN t e l l e  que - - - 

l i n  dens(xr) = $ ( K )  . Alors, d'après l a  proposition 1.4.1., l a  su i t e  {O 1 
r-+m n+h-1 Xr r c N  
est une sui te  de réseaax de R parais pour K x (2Gh 1) t e l l e  que - -- 

l i n  d e n ~ ( ~  ) = > ( ~ ) / h  . D'après l e  théorène de MAHLER, on peut donc extraire  
r-+co xr 
de ce t te  su i te  m e  su i te  pa r t i e l l e  convergeant vers un réseau GX qui est 

(K (2nh - l )  )-permis e t  t e l  que d e n s ( ~ ~ )  = % ( ~ ) / h  . hi pourra donc af f i rner  



.I 

l 'existence d'un &seau d'indice h crit ique pour K de densité s~(K) si 

U ( G ~ )  = X e s t  un rEseau d'indice h . Il e s t  évident que GX e s t  un réseau r 
engendré par des points du type 

n 
e t  U ( G ~ )  e s t  d'indice h s i  e t  seulement s i  H é tan t  dans R l e  réseau de 

base b b  on a, pour i , j  = 1 ,..., h-1 e t  u l = B ,  uj - u i  d H .  
n 

On e s t  assuré de u. k H pour j = 2 , , h  car u. c H entraîne 
J J 

e! E ï' ce qui e s t  exclu, puisque i e s t  (K x (2ohe1 ) )-permis. Mais 
J -1 

u. - ui c H pour j > i > 1 ne paraî t  pas exclu. On ne peut donc a f f i m e r  dans 
J 

tous l e s  cas l 'existence de réseaux d'indice h cr i t iques pour K bien que cela  

s o i t  possible dans l e  cas par t icu l ie r  de h = 2 . 
7.5.- EMPILEMENTS D'INDICE h O E  DENSITE MAXIMUM, 

Le problème de l 'existence d9enpilenents d9indice h de densit6 maximum 

e s t  résolu par l e  : 

S i  K e s t  un ouvert borne nesurable contenant 0 , pour tout  h 2 1 , - 
exis te  un Za-enpilenent d'enseribles congrus à K par  translation d'indice h 

e t  de densité th(iX) 

CotroUche, - 
Sous l e s  nênes hypothèses, il exis te  un empilenent d'ensembles congrus 

à K par  translation d'indice h e t  de densité < h ( ~ )  . - 

DPaprès l e  théorème, corne DK e s t  borné, il exis te  un Za-empilenent 

' d 'enseables congrus à DK e t  de densité r h ( ~ ~ )  ayant pour base X un réseau 

d'indice h . X e s t  aussi  l a  base d'un enpilenent dvensembles congrus à K de 



h-1 Soit ,  dms IR Ch-l lqenveloppe convexe ouverte des poinfs 
t e i œ e !  pour i,j = O , l , . , . ,  h-1 avec e V  = € Y ;  

O Ch-l e s t  auski l'ensenble 
J 

différence DT ilu sirrplexe T ayant pour sonnets l e s  ef ( i  = O , l ,  *. ,h-1) . 
Nous ut i l iserons,  en enployant l e s  notations Zu paragraphe l o b , ,  l a  

S i  K est une par t ie  de 9in contenant (3- , il y a 5quiva;Lcnce entre - 
l e s  énoncds : 

( i )  X e s t  un éléraent de g h h n )  base d'un Za-enpilenent dqensen- 

bles congrus à K 

n+h-1 ( i i )  GX = (x) e s t  un réseau de R pernis pour S x ( 2 ~ ~  l )  . - 

Elle u t i l i s e  l e  : 

l., 
On s a i t  que ( i )  équivaut à l ' éga l i t é  DX n K = {BI avec pour 

$ 8  

D9autre par t ,  un point dc C+ s v 6 c r i t  : 

où l e s  hi e t  l e s  A !  sont en t ie rs  e t  ce point appai-tient à K % ( 2 ~ ~ ~ ~ )  s i  
J 



e t  seulenent s i  n h-1 

l!$ilisant l e  l e m e  1.5.1., on voi t  que (f*) e s t  vé r i f i é  seulement pour l e s  

points e! - e! j = O . . h l )  e t  pour un de ces points (*) est vér i f id  
1 J  

s i  A i a i + t i + l - t j + l  e s t  dans K , ce qui n v e s t  possible que pour un 

point i=l E ai appartenant à K DX . 
i=l 

Ainsi ( i i )  entraîne ( i )  . que (i) entraîne ( i i )  s e  prouve de 

façon analogue. 

Soit  a un point de $01 d i s t i n c t  de 0' e t  des points e! - e! 
1 J 

( i  = O l h - 1  . L a  droi te  Q1a coupe une face de =h-1 en un point b 

qui appartient à 1' enveloppe convexe fem6e de h-1 so,mets convenablement 

chois is  de C s o i t  nis . . . ,ri v h-1 h-1 O r  il e s t  possible de v é r i f i e r  que s i  

l 'on considère h-1 points linéairement indépendasts p r i s  p a n 5  l e s  e! - e! 
zh-l 1 J ces points forment une base c k  ; dans ces ccnditions, on peut é c r i r e  

h-1 
8. = 1 S j  ri; 

j =l 

oa l e s  5 sont des en t i e r s  3 O e t  on a 
j 

Of  a 
h-1 h-1 

- =  
olb j =i L I s j l =  j =i 1 sj 

Il e s t  exclu que tous l e s  5 soient nuls car  d o r s  a s e ra i t  confondu avec 9' ; 

s i  au noins deux des 
'j 

sont diff'érents de O , on a 

s i  un seul des 5 e s t  Zifferrnt  fie O , disons 
j 

Si , a = Si 0' e t  Si = 1 i 



Btant exclu ~ u i s ~ u e ,  par hypothsse, e e s t  d i s t inc t  de , on o encore 

Ainsi, dans tous l e s  cas, on a 

La preuve du théorème e s t  maintenant inmédiate. K é tant  borné aesu- 

rable, il existe des réseaux d'indice h bases de Za-empilements d'ensembles - 
congrus à K e t  5 (K)  e s t  bien défini. De plus K 6tant ouvert c ~ ( K )  e s t  h 
borné sup6rieurement. On considère alors  une su i te  de réseaux d'indice h 

{xr}rr~ t e l l e  que, pour tout  r , u(K,x,) s o i t  un Za-enpilement e t  t e l l e  - 
que l i n  d e n s ( r )  = ch(K)/vol(K) . Mors, d'après l a  proposition 1.5.1. , l a  

r- nih-1 
e s t  une su i t e  de réseaux Ce R -mis pour K x (2  zhml) 

r€îJ 
t e l l e  que 

- 
l i n  dens (~ ,  ) = ch(K)/ h V O ~ ( K )  . 
w r 

D'après l e  théorème de ? . I î m  on peut ex t ra i re  de ce t te  su i te  une su i t e  pa r t i e l l e  

convergeant vers un r6seau GX qui e s t  (K x (2 xhw1)) ~>emis e t  tel que 

Le théorème sera é t a b l i  s i  l 'on prouve que U ( G ~ )  = X e s t  un réseau d'inbice h 

car a lors  on aura 

- 
dens(x) = h dens(~,) = qh(~) /vol (K)  

e t  X sera  l a  base dvun Za-empilement u(K,x) avec 

- 
dens(K,~)  = vol(K) . d e n s ( ~ )  =  ch(^) . 

O r  GX e s t  un réseau r engendré par des points du type 



(bl,O' ),. . . , (bn,09 ) , (u2,ei), . .. , (%,eh-l) e t  o ( ~  ) e s t  d' indice h s i  e t  X 
seulenent pour i ,  = l , . h  , i if j , e t  = B ,  on a u - LI,. 4 H où 

j 
H est,6ans R ~ ,  l e  r6seau de base bl, ...,b . O r ,  si u. - U. est  dans B , n J 1 

on a aussi  (osejml - e ?  ) qui est dans ï' , ce qui est-exclupuisque 
1-1 

' - e !  ) e s t u n p o i n t  de R ~ + ~ - ~  (Osej-1 1-1 di s t inc t  de l 'or igine qui e s t  s i tué 
dans  K x (2 Chel) e t  que l e  réseau r e s t  (K x (2 Eh Sbpermis. Ainsi U(G~) 

<II 

est bien df indice h . 



Dans tout  ce chapitre E désigne l'espace euclidien R" , 

D'après l e  para~raphe 1.3., on sait que s i  S e s t  l'ouvert é to i l é  

associé une fonction distance de type f i n i  (ce qui e s t  l e  cas, en par t icul ier ,  

s i  S e s t  borné) alors,  quel que s o i t  n deno H* , il existe  des réseaux 

n-S-pernis e t  Ces réseaux n-S-critiques, On se propose l 'étude de ces r6scaux. 

On désignera par $ l a  f ront ière  de S . 
Au paragraphe 2.1. on rappelle l e  théorème de CASSELS qui permet de 

l i e r  l a  constante m-critique de S à se, constante crit ique. On s a i t  quvun pre- 

mier point dans lP6tude des rêseaux cr i t iques de S e s t  de déterminer, s i  possi- .. 
ble,  l a  disposition des points d'un t e l  réseau s i tués  sur S . On étend un cer- 

t a in  nombre de résu l ta t s  Ce ce t t e  nature au cas des réseaux m-critiques pour S 

borné ou S convexe. En par t icu l ie r  on étudie l e s  bornes inférieures e t  supé- 

r ieures  du nombre de points d'un réseau n-S-extrénal s i tués  sur 5 . 
On g6néralise a ins i  drns l a  proposition 2.1,2. au cas des réseaux 

m-S-extr6naux le.  résu l ta t  de mJNERTON-DY.Q? [27] qui permet dq  aff i rner  que 
1 tout  réseau extrémtxl dvune jauge J a au moins - n(n+l) paires de points * p 2 ." 

s i tués  sur J . 
La pro3osition 2,1.3., e l l e ,  montre que s i  S e s t  borné e t  strictement 

n - 
corlvexe, un &seau S-?errais a au plus 2 -1 paires de points * p s i tués  sur S 

resuitat connu depuis ~ O W K I  [ld dans l e  cas où S es t ,  de plus, centré. 



De même s'étend l a  g6nerdisat ion donnée par TOODS [31] du résu l ta t  de MIM(OIJSK1. 

On s a i t  que HAJOS [lh] a déterminé tous l e s  réseaux cr i t iques du cube 

unité C de E . C n 'a pas d'autres réseaux cr i t iques que ceux q d  "triviale- 

ment" sont crit iques.  On trouve de même facilement, pour C , une famille de ré- 
II 

seaux nul t icr i t iques "triviale".  On montre, au paragraphe 2.2., que C nq a 

pas d'autres réseaux aul t icr i t iques.  Le résu l ta t  nêne de HAJOS e t  l e  théorème de 

CASSELS sont des intermeciaires inclispensables. 

On s a i t  que l a  dgtemination de l a  constante cr i t ique d'une part ie  S 

déterminée conduit, en -.,énGraL, des calculs assez lourds. Nous montrons, au 

paragraphe 2.3,, cornent, pour n = 2 , on peut déteminer l e s  réseaux m-criti- 

ques d'une jauge J pour m pas t rop  grand. Il faut, pour cela, étudier l e s  
... 

dispositions que peuvent occuper, siir J , les points dqun &seau in-J-critique, 

Signalons aussi  l e  théorème 2.3.1. qui donne une caractéris&jon des 

para;llélogrhnnes dans lqensemble des jauges e t  l a  proposition 2.3.3. qui montre 

l e  rôle  par t icu l ie r  joug par l e s  hexagones affinement réguliers. 

2.1. - RESEAUX m-S-PERMIS. RESEAUX m-S-EXTREMAW. 

Soient al,...,% des points pr imi t i f s  d'un réseau A e t  soient 
.3i-i1 

jl, . .. , jR des en t ie rs  pos i t i f s .  Il exis te  un réseau M d'indice , dans A , 
au plus égal a J + 1 , - où J = j 1 

+ . . . + jR, gui ne contient aucun des points 

* ir ar , & r - e t  il sont des en t i e r s  variables avec 1: r : R , 
l r i  s j r .  r 

Si  e s t  un corps é to i l é  de type f i n i ,  on a,  quel que s o i t  n dans - 
1 

N* , A ~ ( s )  3 A'S) . Si, de plus, S e s t  centr5, on a, quel que s o i t  s dons .. 



Pour l e  thdor8me, il s u f f i t  de consulter [7] p. 187. Prouvons l e  

corollaire.  Il s u f f i t  de montrer que si A e s t  un reseau vérif iant  
1 d ( ~ )  < A(S) on a c s r d ( ~  n S) > m . Supposons, au contraire, 

card(h n S )  d m . Les points d i s t inc t s  de Q de A n S peuvent s 'écrire,  

puisque S e s t  é t o i l é ,  sous ln forme * ir ar où l e s  i e t  les  ar & r i f i e n t  r 
l e s  conditions du théoram 2.1. e t  où, de plus, jr ar E A Ti S , 
( j r  + 1 )  ar d A T i S  . Les J points ir ar appartiennent à A n S  e t  donc 

J 6 m-1 . Soit  EI ün rêseau d'indice, dans A , au plus égal$ J + 1 , donc 

à n qui ne contient aucun des points i a . tl e s t  S-pefiais e t  l'on a r r 
d ( ~ )  6 r n & ( ~ )  < A(S)  : c 'est  exclu. 

Dans l e  cas où S est centré, pour un réseau A , l e s  points de 

A n S  se couplent pcs points symétriques par rapport à V e t  l e  résu l ta t  se 

prouve par la  même méthoùe. 

On voi t  facilement que l e  résu l ta t  A ~ ( s )  L $ A(S) est encore valable 

s i  (s)  U (0s)  e s t  é to i lé  de type f i n i  mêm s i  S n 'es t  pas étoi lé .  

Dms l a  su i t e ,  on suppose que S es t  borné. 

* 
S i  8 est un corps é t o i l é  borné, quel que s o i t  rn 6 W , un réseau - 

A m-S-extrénal a, sur l a  f ront iè re  S - de S , n points l inéairenent indépen- 

dants. - 

Soit  r l e  nombre maximum de points de A l inéairenent indépendants ., 
si tués  sur S . Prouvons que r = n . 

S i  l q o n  a r < n , s o i t  al,...a l e s  r points linéairement indé- r 
pendants de A n S e t  IIr l e  sous-espace que i ls  engendrent. On choisi t  une base 



orthonormée el, . O .  ,e de E t e l l e  que el,.. .,e engendrent n c r r Soit  H 

un parallélotope contenant S e t  x un point de ( 2 ~ )  Ti A n1 appartenant pas 

à Ii, ; on peut t r ~ u v e r  n > O t e l  que, B(x,n) désignant l a  boule de rayon 

tl centrée en x , on ait ~ ( x , ~ )  C S si  x e s t  dans S e t  ~ ( x , ~ )  fl S = 
si  x n'est  pas dans S . D'autre part, si L e s t  une borne supérieure de 

lxi! ( i  = l,....n) pour les x = LX. ei 
1 

considC.rés, on peut trouver E > O 

t e l  que (1 + E)-' - 1 = D v6r i f i e  l ' inégal i té  1 1 L . Soi t  

a lors  T l a  trmsformotion l inéa i r e  qui transfome Zyi ei en EY! e. où l e s  
1 1  

y: sont donnés par y: = yi pour i = l,...,r , y: = ( 1  + F)-' yi pour 

i = Hl, .. . ,n e t  s o i t  A' = T(A) . Montrons quc A '  e s t  rri-%permis. Il suffit 

de prouver card(Av f l  S) = card(h 0 S) . Conme 1 al g 1/2 entraîne 

T-'(s) C 2H , les seuls y de A t e l s  que ~ ( y )  s o i t  dans S sont p d  les 

y de (2111 n A . Il su f f i t  donc Se montrer que, pour ces points,  y et ~ ( y )  

sont ~inùltanément, s o i t  PMS S , dit dans [B . O r ,  c o r n  T agit CO- 

l l i d e n t i t é  dans ïïr , il suffit de vér i f ie r  ce t te  proprieté pour ceux d'entre 
-. eux qui n1 appartiennent j as  a nr ; or,  pour ces points x , on a 

2 2 2 2 2 2 2  2 ( ~ ( x )  - XI* = a (xWl +... + x n >  s (n-r) a L r n a  L < r i  

On a, de plus d(Aq) = (1 + E ) ~ - "  h(A) < d(d)  . ilinsi, dans tout voisinwe de 

A , on peut trouver un &seau A' qymt un déterminant strictement plus p e t i t  

que ce lu i  de A e t  nl-S-pernis : c f  e s t  exclu puisque A e s t  es-extrémal. 

Rappelons quelques défini t ions concernant l e s  var iétés  de contact e t  

d ' appui . 
Une variet6 l i n é d r e  ;i r dimensions L de E e s t  variétg de contact r 

pour l'ouvert U -Ir E si Lr e s t  dis joint  de E nais  rencontre l a  f ront iè re  

de U . S i  r = n-1 c1est  un hyperplan de contact. S i  U e s t  un domine 

(ouvert connexe) e t  ïï un hyyerplcui de contact pour U , U e s t  entièrenent 

s i tué  d'un d n e  côté de ïï . De plus, pour r b 2 , si  L, e s t  var iété  de - 
contact pour l e  domine U t ou t  segment ouvert ]A'B[ contenu dans Ü e t  

" 
contenant un point A de L r B  U e s t  lui-&ne contenu dans Lr . Une variétg 

linéaire Lr e s t  variété localement de contact en A pour l 'ouvert U de E 

a i  A e s t  un point de Lr f l  6 e t  si on peut trouver un voisinage V de A t e l  



que L s o i t  une varis té  cle contact pour U ,C7 V . S i  Lr e s t  une variété  de r 
contact pour U , c 9 e s t  une variétE localement de contact pour U en tout  

point de ti . 
Une variété Lr e s t  variété d'appui en A pour un donaine U de E 

si 

( i )  L~ e s t  var iété  de contact pour u , 

%r ( i i )  A e s t  un point de Lm Ü , 

( i i i )    out segment ouvert ] A'B[ contenu dans ü e t  contenant A 

e s t  lui-même contenu dans L , r 

Pour r i 2 , une variété de contact Lr pour l e  d o d e  U e s t  

aussi  une variéte dqappui. Il n9  en e s t  pas de même pour r = O n i  pour r = 1 

(sauf s i  n = 2) . Tout hyperplcn de contact e s t  hyperplan dqappui. Tout point - 
de Ü e s t  variété de contact de dimension O ; l e s  points de U qui sont 

-9 

vasiétés d'appui sont l e s  points extrémaut de U . Tout domaine convexe borné 

admet en chaque point de s a  front ière  un hyperplm dl appui, 

La proposition suivante donne des indications sur l e  nonbre dnimun de 
" 

points s i tués  sur l a  f ront iè re  S de S d'un réseau m-S-extrénal dans l e  cas 

où on a des renseignenents sur l e s  éléments de contact de S e t  particulièrenent 

dans l e  cas 03 S est convexe. 

(a )  S i  K est une jauge, tout  réseau A n-K-extrémal a au m i n s  - 
1 .,, - n(n+l)  paires de points f p si tués  sur K . 2 

(b)  S i  K e s t  un domine convexe borné, tout  rdseau A m-K-extrémal - 
1 - 

a au m î n s  - n(n+l) points s i tués  sur K . 2 

(c )  K e s t  un deonaine convexe borné, tout  rgseau (2s-1)-extrémal 

p u r  K U  (-KI a au moins (n(n+l) + 1 )  + 4 pai res  de points - 
* p s i tues  sur l a  f ront ière  K U (-K) - de K U (4)  . 



(a) Supposons A engendré par l e s  points de coordonnées 

(1,0 ,... *O) , (0,1, ... ,O) , ... , ( 0  ,..., 0 , l )  e t  considérons l e  réseau 

engendre par l e s  points de coordonnées 

( 1  + alid , a d , . . . , ahd) , . . . , ( ~ ~ d  , . . . 12 &n,n-l d , 1 + amd) 03 l e s  

a . .  sont rec ls  e t  d un nombre r ée l  de valeur absolue suff isament  peti te.  
1 J 

avec 

donnant 
2 aB - P-1 a. - 2 -1. a.j a.. . 

1 
i i 

1<J J i  

S i  l a  matrice a . .  e s t  symétrique e t  non nulle,  on a 
1 J 

e t  a lors  

2 1 2 2  - 2 < Ad < 0 entraîne Ad  + Bd < Ad + - A  d < O . 
2 

Ainsi, quelle que s o i t  l a  matrice syd t r ique  (a . .  ) , on peut trouver 
1J 

sign(d) t e l  que, pour 1 dl suffisament p e t i t  e t  diffSrent de O , on a i t  

d ( ~ ' )  < d ( ~ )  e t  alors,  c o r n  A e s t  n-K-extrénal, A '  n'est  pas m-~-pcrnis, 

Appelons 6quivalents deux points de K symétriques par rapport à 9 ; 

s o i t  ii l e  nonbre de points non êquivalents plS. .. ,prJ de A n X . 
Imposons au reseau A'  l e s  conditions suppl6nentaires que l e s  ho~olo-  

gues pi,. . .,p;T des points pl,. . . ,pu dans l 'application l ingaire  T qui 

transfome A en A P  soient respectivement s i tués  dans des hyperplans de 

contact pour K en pl ,..., plT . 
I 

Aux 2 n(n+1) pasarilètres qui cara.ctérisent l a  natr ice (aij ) on 



impose a i n s i  l e s  N conditions l i néa i r e s  homgènes (indépendantes de d) qui 

expriment que p i  e s t  dans un hyperplan de contact pour K en p 
1 

i 
( i  = 1,. . . ,B) . Si  l 'on a N c 5 n(n+l)  , on peut trouver une matrice non nu l l e  

répondant ces conditions e t  on obt ient  une contradiction s i  l 'on prouve qu' il 

e s t  possible de chois i r  1 dl de façon que A g  s o i t  m-K-permis. 

O r  l e s  hormlogues des points de h fl K opportenant à [K , il s u f f i t  

de montrer que, pour l e s  points x de A d i s t i nc t s  des * pi , x et  ~ ( x )  
ii 

sont simüLtan6ment, s o i t  dans K , s o i t  dans I R  ; ce la  a l i eu ,  du f a i t  que K 

e s t  borné, pour \d l  suffisamnent pe t i t .  

( b )  La  preuve e s t  analogue. 

( c )  Avec l e s  notations dc ( a )  , supposons l e  réseau A' défini  à 

l ' a ide  de l a  matrice synétrique a . .  e t  s o i t  J l e  nonbre de points non équi- 
=J ------/ 

valents  (par s p é t r i e )  de A s i t ués  sur K (-K) . P m i  ces points, dist in- 

guons p, , . . . ,p- appartenant à i[ e t  n'appartenant pas à Ï? i? ( - i ( )  et 
J. 

P,+~,. .. ,pH appartenant à k 9 (-k) . inposons à A *  

t ( i )  que l e s  homlogues p i ,  ...,pr de pl,.. .,pr par l 'applica- 

t ion  T appartiennent respectivenent à des hyperplans de 

contact à K en pla.o*,pr , 
9 ( i i )  que l e s  honologues P:+~,...,% de P ~ ~ , . . . , %  per T 

appartiennent respectivexent à l a  vûriétii de contact 

Vela*. .,V où V e s t  déf ini  cornfi l ' in te rsec t ion  d'un n j 
hmerplan de contact à K en p e t  du symétrique par rap- 

j 
port  à f3' d'un hyperplan de contact en K en - Pj 

Ces conditions inposent r + 2(N-r) = 2 N  - r conditions l i néa i r e s  homgènes e t  - 

1 s i  l q o n  a 2 N  - r < - n(n+l)  , on about i t  à une contracliction : en e f f e t ,  l e s  2 
var ié tés  que nous avons considgrées sont localeoent de contact pour K L) (-K) 

e t  dans l a  preuve de (a) intervenaient seulerient l e s  propriétés locales des 
1 r 

éléments de contact. On a donc B > n(n+l) + 2 e t  l'énoncé ( c )  en découle 

en tenant conpte du f a i t  que 1 e s t  en t i e r  ( l e  sy-rïbole + désigne l a  division 

= t i è r e  ) . 



P m  n = 1 l e  r é su l t a t  ( a )  e s t  dû à çrrTIlUSERTû~T-DYER [27] . D'autre 

par t  ( c )  donne simplement un exemple du type de résu l ta t  auquel on aboutit par  

l a  considgration des élgnents de contact locaux. CLEATrER [9] n considéré l e s  

réseaux extrémaux de l'ensemble différence de l a  pa r t i e  Sq de E formée par 

l'union de deux boules unités tangentes. Pour DSq e t  aussi pour DS" où S" 

est l'union d'une jauge e t  dqune t ranslatêe de ce t te  jauge ayant en commun un 

hyperplan de contact, l a  méthode cle ( c )  peut s ' a~~p l ique r .  

On d i t  qu'un domaine convexe est strictement convexe s i  sa  front ière  

ne contient aucun segment l inéaire .  

Les résu l ta t s  qui suivent concernent lPé tude  du nombre maximum de - 
points d'un réseau S-pcrnis s i tués  sur S quand S e s t  un domaine convexe 

borné . 
MINKO\?SKI Cl91 a montré que s i  K e s t  une jauge, un réseau 5perni.s 

a, au plus, 3n - 1 points s i tues  sur i( . En contraste? avec ce résul ta t ,  s i  

K e s t  convexe non centré e t  non s t r ic tenent  convexe, on ne peut donner, pour le 

nombre de points de A ,? k où A e s t  K-pemis, de borne supgrieure ne dépen- 

dant que de n . En e f fe t ,  s o i t ,  dans R* , l e s  points h,B,C de coordonnées 

respectives ( O , - / )  , 1 , l  , 1 1  e t  l e  t r i m g l e  T ayant ces points 

CO- sorrmcts (q e s t  LIU en t i e r  au moins é@ a 2). S i  al e t  a2 sont l e s  

points de coordonnées respectives ( l /q ,0)  e t  0 , l e  réseau de base 
-" 

al , a, en comu.n avec T , l e s  2q + 3 ?oints * al, a*, *in. (1 6 i E q) 
1 

e t  e s t  T-pennis. Un exenple analogue se  construit facilement dms R" . 

S i  K e s t  un donaine borné strictement convexe, tout réseau K-permis - 
-, 

8 au g lus  2 - 1 paires  de points * p s i tués  sur K . 

Elle e s t  i d d i a t e  par l a  considération des cJasses modulo 2 A des 

points d'un r6seau A K-pernis, c o q t e  tenu du 



S i  A e s t  un réseau K-permis e t  s i  x e t  x' sont deux points dis- - - 
t i n c t s  de A f? # , x - x 1  e s t  p in i t i f  ou sinon x e t  x' sont équivalents - 
(par symétrie ) . 

S i  x - x' n g e s t  pas pr imit i f ,  on peut trouver un en t ie r  d au moins 
1 

egal à 2 avec $x - x q )  E A . Corne K e s t  strictement convexe, l e s  points 
1 1 xq + a ( ~  - X'  ) e t  x + -(x' - x )  appartiennent à K e t  corne A e s t  K-permis, d 

ces deux points,. dono auss i  leur  somme x + xv , sont confondus avec W . 
Dans l e  cas 03 K e s t  une jauge strictement convexe, l e  résu l ta t  de 

la  proposition 2.1.3. e s t  dû à I~lINKQI~SKI Cl91 . C e  r é su l t a t  de MIEJKO?dSKI a é t é  

géngralisé pax WOODS [31] . Bous allons montrer que l e  résu l ta t  de WOODS s'étend 

l u i  aussi  au cas où l e  domaine convexe K n q e s t  pas supposé centré. 

Rappelons que s i  S e s t  dans .Rn un ouvert é to i l é  contenant W e t  

A un réseau quslconque, l e s  mininci, successifs de 8 par rapport a A , 
Al, ..., h sont définis de l a  façon suivante : A .  e s t  l a  borne inf'érieure des n 1 

X t e l s  que AS contienne i points de A linéairement indépeniaants. On peut 

d o r s  trouver n points linéairement incépendants de A , al,.. .,a n t e l s  que 

h - 3  contient al,. . . ,n P O U  i = 1,. . . ,n e t  une base 
1 i el, .. .,e n de A t e l l e  

que l e s  var iétés  l inéa i res  [al,...,a ] et. [e l,...,e ] engendréesres- 
i-1 R i-1 R 

pectivement par 4, O . . ,  a i-1 e t  el, ..., e i-1 coïncident pour i = 1,. . . ,n . 
Si  f ( x )  e s t  l a  fonction distance associée à S , "x E A e t  f ( x )  < A," 

I 

entraîne a lors  x E [al, ..., a ] i-1 R 

Appelons i-Gquivnlents deux points x e t  xq de R~ pour lesquels 

x + xq e s t  dans [al,. . ,,,a 1 e t  désignons par ri l e  nonbre de points de i-1 R 
Cal, . ., ,a ] " A n 1 qui ne sont n i  idquivnients  entre eux n i  i-équivalents i R 
à eux-nênes. On a alors l a  



Si  S est  un ouvert strict.ement convexe contenant 6., on a - - 

E l l e  e s t  iméd ia te  par l a  considération des classes modulo 2 A des 

points x = f xj  e j  de A pour lesquels xi # O compte tenu du 
j =l 

Si x e t  x' sont deux points d is t inc ts  de [al,.. . ,a ] ri A n AiS , - - i R 
x - x' e s t  p r in i t i f  ou sinon x e t  xq sont i-équivalents. - - 

Si x - xq n q c s t  pas pr imit i f ,  il existe  un en t ie r  d au noins égal 
1 à 2 avec à(x - xq ) E A . K étant  convexe, on a 

1 1 
Montrons que f (x + $x-xq ) ) e t  f (xv + -(xq-x), sont tous deux s i r ic -  

di 
tenent inférieurs à A ce qui entraînera que x + d(xf-x) e t  xq + a ( ~ - ~ q  1 ) 

donc aussi l eu r  some x + x' appartiennent à [ E ~ S * * * &  1 i-1 fR Comme on a 

f (x)  r Ai e t  f (xV ) i X i  9 l e s  inégalités sont évidentes s i  f (x)  ou f (xf ) 

est strictement inférieur à Ai mais, d'autre par t ,  s i  f ( x )  = f (xt ) = 
1 1 i 

n i  f ( x  + $x'-x)) n i  f (xq + d(x-xf ) )  ne peut ê t r e  égal à A .  car, sinon, - 1 
on aurai t  sur A .  K t r o i s  points alignés, ce quqexclut l a  s t r i c t e  convexité 

1 

de K . 



n n 
Ce qu'a nontré WOODS e s t  l n  vaLidit6 de l ' inégal i té  ri 5 2 - 1 

i=l 
lorsque S e s t  une jauge. 

Nous n'avons pas approfondi l a  recherche dvune borne supérieure pour 

l e  nonbre de points s i tués  sur l a  frontière de S dqun réseau m-S-permis quand 

S e s t  un oumrt  convexe dans l e  ces où l 'on a n > 1 . Signalons cependant 1st 

S i  S e s t  une jauge strictement convexe, tout  réseau 3-S-permis a - 
au plus 2n - 1 ga i re s  de points * p s i tués  sur i( . 

Elle e s t  inmédiate par l a  considération des classes modulo 2 A des 

points dvun réseau 3-S-permis en remarquant que, pour s s 2 , on a 

(2s + 1 )  + 3 = 1 e t  en u t i l i s an t  l e  

S i  S e s t  une jauge s t r ic tenent  convexe e t  A un réseau - 
(2s - l ) - ~ - ~ e r n i s ,  pour deux points d is t inc ts  x e t  x' de S f-l A ou bien - - 

(i) on peut trouver un en t ie r  u vér if iant  1 B u 6 (2s + 1 )  + 3 .. 
i t e l  que ;(x - x') so i t  g r i n i t i f  dans A , ou bien 

( i i )  x + x* - Q . 

Si ( i )  n v e s t  pas vér i f ié ,  so i t  v en t i e r  avec v > (2s + 1 )  9 3 

t e l  que ( x q  - X)/V s o i t  pr imit i f  dans A . 1.lontrons que x + xq # Q conduit 

& une contradiction, Soi t  v' = v + 2 ; l e s  points 



au nombre de N = 2v + 2vv - 1 sont, s i  x + x V  e s t  d i s t inc t  de V, tous dis- 

t i nc t s  e t  appartiennent à S (I A & cause de l a  s t r i c t e  convexité. On doit  donc 

avoir M s 2s - 1 . Il e s t  i d d i a t  que ce t te  inEgaïité e s t  incompatible avec 

l ' inégal i té  v > (2s + 1 )  i 3 . 

On rapporte 1 espace W~ & une base orthonormale e ( j = 1, . . . ,n ) . 
j 

Si a e s t  une pemutation de Cl ,n] , on l u i  f a i t  correspondre l a  pemutation 

de w" définie par 

n avec o(ei)  = e 
a ( i  

e t ,  pour toute par t ie  . A  de R , on pose 

S i  A e s t  un r é seaudebase  (ai)  l , , n  , o ( h )  e s t  un réseaude 

base o(ai)  . 
Sait ,  dans R~ , l e  cube C d'équation lxj/ < 1 (j = l,...,n) . 

Soit (a.  . où l e s  couples ( i ,  j ) parcourent tous l e s  en t i e r s  t e l s  que 
lJ 

1 s j < i s n une famille de nocibres rée ls  ; associons-lui l e s  n points 

= , , a = a , 1 , , . . , 0  , ... , e n - - (anl, ..., a n ,n-1 ** 
e t ,  pour tout  s de 14 , l e  réseau hs((aij))  = h ( a  ,...,a ) = AS de base s 1 n 
4 1 s  , a*, ..., a . Oz désigne par L l a  f&l l e  des réseaux a ins i  obtenus. 

n s 

Le théorème de LUOS [lh] permt  d'affirmer que s i  A e s t  un réseau 

cr i t ique de C , il existe une pemutation o de [l,n] e t  n points ai 

corne ci-dessus t e l s  que A = o ( ~ ~ ( q , .  . . ,an)) . La f a i l l e  o(ai) correspon- 

dant l a  f an i l l e  (ai)  dont l e  théorène de HAJOS aff i rne l 'existence sera 

appelée base de W O S  du &seau cr i t ique A . 
Le résu l ta t  de HAJOS se généralise aux réseaux ( ~ s - l ) - ~ - c r i t i ~ u e s  

e t  l'on a l e  



Quel que s o i t  dans - un réseau e s t  - (2s-1 )-critique pour 

l e  cube C s i  e t  seulement s i  l'on seut  trouver n points ai conme ci-dessus 

e t  une permutation O [l,n] t e l s  que A = U ( A ~ ( $ ,  .,an) 1; 
.P 28-1 points de An C sont a lors  l e s  points O ( *  ;5 al) (5 = ~ , l , . . . , s - l )  

Pour s = 1 c v e s t  l e  théorène de IIRJOS. On suppose s > 1 , 

Les réseaux sont - 
( a )  As -4 (2s-=l)-~=permis. 

On procède par récurrence sur n . Cvest vra i  pour n = 1 . Supposons donc que 

a1/s,a2,. • • ,a n-1 forment l a  base d'un réseau A i  permis pour lqhypercube C g  

d'équation lx. ( < 1 j = 1,. . 1 )  , l e s  seuls points de A& fl C q  é tant  l e s  
i J points * - a i = O , ,  . . . - 1  . Tout point x de As s ' é c r i t  s 1 

x = x' + an où xv appartient à AL e t  An e s t  en t i e r  . S i  l'on a 

An # O l a  dernière coordonnée xn de x a =e valeur absolue supérieure ou 

égale Èi 1 donc x n 'es t  pas dans C ; au contraire, si l 'on a % = O  ou 
i 

bien x n P e s t  pas Cians C , ou bien x e s t  un des points * - s "1 dl  après 

l'hypothèse de récurrence, 

( b )  As (2s-1)-C-critique. 

Comme l 'on a d(As) = l / s  e t  A ( C )  = 1 , on a A(c) = sd(As) ; or  l'on a 

A(c) É s A ( C )  d'après l e  corollaire du thgorène 2.1.1. d905 2s-1 
d ( h  s 1 (c )  9 comme A s e s t  (2s-1)-permis, il e s t  (2s-l)-critique e t  

l'on a A2s-1(~) = l / s  . 
II - Tous l e s  rêseaux (2s-1)-C-critiques sont du ty-pe 

Soi t  A un réseau (2s-1)-C-critique.  après l e  théorème 2.1.1. il exis te  un 

sous-réseau h l  de A d9 indice au plus égal à s qui e s t  permis pour C . 



Corne l 'on a d(M) 6 1 , 1 e s t  C-critique e t  l ' indice vaut s . Pour prouver 

que l 'on a A = u(ns  (a1, ..,,a )) ,  il su f f i t  donc de prouver que tout  réseau A' n 
qui contient un réseau C-critique M avec un indice égal à s ou bien e s t  

du type of") OU bien n 'es t  pas (2s-1.1-~-~ermis. 

On peut se rmener au cas où M s pour base de HAJOS al,...sa . n 
On peut a lors  trouver une base bl,...,b de A q  avec n 

où l e s  v. déf inis  pour j  ;( i sont des en t ie rs  s o k s  aux conditions 
lj n 

V. > O ,- O s v.. < v..  pour j < i e t  5 
j-1 vjj = s, e t  l a  matrice (v. . 

J j XJ 11 13 
caractérise l e  réseau A 9  contenant 61 avec l ' indice s . 

Nous allons plors prouver pour l e  réseau A g  

B - IT (2v - 1 )  > 2s - 1 sauf s i  l a  matrice v .  e t  l e s  
j =1 j j 1~ 

'i correspondent à A: = u( A s )  03 u e s t  une permutation - 
convenable e t  As un 6lénent d-e . 

Il e s t  immédiat que l a  conjonction de A e t  de B entraîne II . 

Montrons plus généralement que s i  D e s t  un cube congru à C par 

translation, on a 

On procède par récurrence sur n . 
Pour n = 1 , c 'est  imed ia t ,  tout  segment de longueur 2 eyant 

à son intér ieur  au moins 2vll - 1 points 6quidistants de v 1  . Considérons 

l e s  intersections de D avec l e s  hyperplons nk d'équation xn = k/vnn 03 

k e s t  ent ier .  Il exis te  au moins 2vnn - 1 valeurs de k pour lesquelles 



\ A D e s t  un hypercube ouvert à n-1 diaensions. Les points de IIq si tués  

dans IIk se projettent orthogonalenent sur " suivant l a  "pril le" déduite 

du réseau de base bl,. . . ,b par l a  translation t où tà e s t  l a  projection n-1 k 
de kbn sur no ; l'hypothèse de récurrence pemet alors  de conclure que l 'on 

pour au moins 2Vnn - 1 valeurs dis t inctes  de k , ce qui entraîne l e  r6sul tat .  

S i  des ent iers  cl,... ,c vér if ient  l e s  i n é g a i t é s  n 
cl >' c2 b . . . b c  2 ,  on a a u s s i  n 

De pl=, dans (1) , l V é g a l i t é  n 'est  possible, pour n a 2 , que s i  tous l e s  

d i s t inc t s  de cl sont égaux à 1 . 

Pas récurrence. Pour n = 1 , il y a évidement 6gal i té  entre l e s  

deux membres de (1)  quel que s o i t  cl . Pour n = 2 , on O, 

l a  n u l l i t é  n'étant possible que si c2 = 1 . Supposons d o r s  l ' inégal i té  

vér i f iée  avec éga l i té  possible seulement pour c2 = . .. = c = 1 ; on a n-1 



e t l f é g a l i t 6  n'est possible que s i  cg = ... = c = c  5 1 .  n-1 n 

S i  l'on pose ci = o(v.  .) où o e s t  une permutation convenable de 
11 n 

[l,n] , on déduit du l e m  2.2.1. e t  de lvég&Lité Ji v. .  = s l s in6ga l i t é  
je1 JJ 

card(Ag /7 C) > 2s - 1 sauf peut-être s i  un des v. . vaut s , l e s  n-1 
J J  

autres Stant égaux à 1 , 

Reste donc à exminer ce dernier cas. 

S i  c'est vil qui vaut s , A' coïncide avec A,(% ,..., a ) . 
n 

Supposons donc que l q o n  a v.. = s pour un j différent  de 1 e t  vii = 1 
.l J - - 

pour i # j . La base bl,. . . ,bn de A v  e s t  a lors  t e l l e  que 

a = v  b +...+ v j jl 1 
b + s b j  , o i = b i  

j,j-1 j-1 pour i # j . 
A = a j  - vjl al Soi t  â - ... - v a , ai = a. pour i # j . Les âi j,j-1 j-1 1 

forment unebase de ET e t l q o n  a 6 = s b  , 8 = b .  pour i f  j . 
j j i 1 

Montrons a lors  que, ou bien card(Av n C) > 2s - 1 

ou bien $( sb - e appartient au sous-groupe 
j J 

de M engzndrê par  alS. . . ,a "j-l - j-1 

Dans ce dernier cas, bl, . . . ,b j -1 , e . / s  J , bj+l,...,b n forment 
une base de A '  e t  ce t t e  base e s t  de l a  fome U(A;) où A L  e s t  dnns f e t  

S 

a l a  trauisposition ( l j )  . 
Il nous r e s t e  donc 2 montrer que ca rd (Aqn  C) = 2s - 1 n'est possible 

que s i  sb - e appartient à sMj_l . O r ,  c v o s t  l à  une conséquence k g d i a t e  
j j 

du 

Le réseau Âs de base 3 ,,.., an-1 , a n / ~  où l e s  ai forment une 

base de HAJOS n'est  ( 2 s - l ) - ~ - ~ e r ù s  que s i  E+, - en appartient au sous-groupe 

. 



Pour k e n t i e r  avec - s < k < s , chaque hyperplan ùk d'équation 
C1 

xn = h/s contient au moins un point de Asn C ; donc on a 

card(is f? C) 5 2s - 1 . Il s u f f i t  donc de m n t r e r  que s i  an - e n'appartient n 
A 

pas à , IIl contient au moins deux points de As f-7 C . 
n-1 

Soi t  x = Ai o. + a /s  0Ù l e s  
1 n sont en t ie rs ,  un point de 

i-1 
As n ù1 . La (n-1)-iène coordonnée de x vaut x = n-1 'n-1 + a n ,n-1 /s . si 
a n 'es t  pas d iv i s ib le  par s on peut trouver deux valeurs d i s t i nc t e s  de n ,n-1 

'n-1 t e l l e s  que x < 1 , e t ,  pour chacun de ces choix, déterminer succes- 

s ivemerit \-2,...,Al de façon que x 1 c 1 , . , x < 1 . On obtient n 2 
a in s i  au moins deux pcints  dans Âsn C 0 nl . S i  e s t  d iv i s ib le  par s , 
a ïors  naduïo SM on peut remplacer a pnr de façon que l a  (n-1)-ième n-1 n 
coordonnée de ai, a i  ,,-, s o i t  nul le ,  a ,  . . . a a' / s  é tan t  une nouvelle 

A n-1' n 
base de As . 

n-1 A 

Ecrivant x = A ?  a. + a q / s  pour un point de Asn C on voi t  que i-1 1 1 n 
l ' c m  a ( > 1 sauf s i  l'on prend = 0 donnant xn = O . 

O 
Avec cc 

choix de - O - - + a q  /s e t  on raisonne comme ci-dessus en 
On a n - 2  'n-2 n.rr-2 

Oistinguant l e  cas où a v  e s t  d iv i s ib le  par s de ce lu i  où il ne l V e s t  pas. n ,na2 

Dans l e  deuxièae cas, on obt ient  au noins deux points dans 

A. fl C n l$ ; dans l e  premier cas, on renplacc, moduïo s% ,a: par a , ce 
3 -. 

dernier point ayant ses coordonnées dvor5re a-l e t  d'ordre n-2 toutes  deux 

nul les  e t  cn poursuit l e  raisonnement. 

Finalement, on voi t  que 

ou bien,  on peut trouver au moins deux points dans As n C n ùl 

ou bien,  en peut, nodulo s?iI n-1 a 
renplacer a par en de façon 

A 

que al,a2,. . .,a e /s foment  une base de As . n-1' n 

2.3. - RESEAUX MULTI CR1 TIOUES D' UNE JAUGE P M E  

Dans tou t  ce paragraphe n = 2 e t  S e s t  un ouvert é t o i l é  centré, 

de f ron t iè re  S . Pour tou t  couple ( s  ,k) dqen t i e r s  vér i f ian t  l v i n 6 g a l i t 6  



(*) s - k 2 k + 1 e t  tout  couple (2 ,q) de points linéairenent indépendants, 

on pose r = q - (l+k) p . Soit C (s) = C l a  famille de réseaux ayant 
s ,k s ,k 

une base (p,q) vér i f ian t  l a  condition 

On pose A (s)  = in6 d(bl) . Un réseau de C 
s ,k 

e t  de déterminant A (s) 
ME s,k s sk s,k 

e s t  appelé ( C  )-critique pour S . 
s,k 

Un des buts de ce paragraphe e s t  de montrer que s i  S e s t  une jauge 

e t  s s u f f i s m e n t  p e t i t ,  on a Azs 1 ( ~ )  = As , 0 ( ~ )  ce qui e s t  bien connu pour - 
a = 1 . On montrera aussi  que l ' éga l i t é  s A2s-l (s) = A(S) caractérise l e s  

parallélogramnes dans 1 "ensemble de toutes l e s  jauges. 

S i  S est une jauge, tout  réseau ?4 de C - - s,k - e s t  (2s-l)-~-pe&s ; - 
de plus, si S e s t  strictement convexe, 14 e s t  st-(2s-1 ) -S-peds  e t  S n M - 
se réduit  aux 6 points énunérés dons l a  condition ( c ~ , ~ )  . 

Soit D lVensembledespoints  A p + p q  où ~i e s t f i x é .  Pour 
lJ 

l J  > 2 9 D,, ne rencontre pas S : en e f fe t  l e s  droites joignant - (s-k)p 

e t  r d'une par t ,  ( s - k ) ~  e t  g d'autre pa r t ,  s e  coupent en $ = Aop + l ~ + q  

avec p = 2(s-k)/(2sE3k-1) , ce qui entraîne, pour un point Sp + vq de S , 
4 

l ' inégal i té  1 ri 1 & (1+ 6 2 d'après (*) e t  l a  convexité. S i  l 'on a s-k # k+1 , - 
on n Iql < 2 e t  sinon D2 ne rencontre S que s i  S e s t  un parallélogramme. 

Les points * i p  ( i  = 0 1  . . . , ( s k  ) sont l e s  seuls points de S n Do n M . 
Les points * (q-jp) ( j  = 1,. . . k appartiennent à S r\ M s i  l e  segment ouvert 

lqr[ e s t  inclus dans S . Par su i te  S !7 M contient au plus l e s  2s-1 points 

qu'on vient dqénumérer e t  l e s  contient exactement s i  S e s t  strictement convexe, 

Dans ce dernier cas l e s  s i x  points * (s-k)p , * q , * r scnt évidelrment les 

aenle points de ' s n tii . 
Le r6sul ta t  suivant concerne l e  cas s = 1 e t  précise un résu l ta t  

connu. 



S i  S es t  une jauge, tou t  réseau S-critique appartient à C ; de - 1,o - 
plus, - si H désigne un hexagone centre dont l e s  côtés sont portés par des droi- 

t e s  de contact à S 2 * p , * q , * r 

(a) S i  H n v e s t  pas un parallélogramme, p, q, r sont milieux de - 
côtés de H , 

(b)  S i  H e s t  un parallélogramme, S coïncide avec H . 
IC 

L a  première p a r t i e  qui entraîne A(S) = AlS0(S) e s t  connue. Prouvons 

(a)  e t  (b)  . Soit A iui réseau S-critique. 

(a)  L'inclusion S C H inplique A s A mais, d'après l a  pro- 

posit ion 2.3.1, appl iqde  à H , A es t  H-permis donc d(A) >, A ( H )  . A e s t  

donc H-critique e t  comme H n v e s t  pas dégénéré, il admet comme seul réseau 

cr i t ique  ce lu i  engendré par l e s  milieux de ses côtes. 

(b)  S i  H e s t  un parallélogratme, on peut supposer que l e s  segments 

joignant p e t  -r d'une part ,  -p e t  r dvaut re  par t ,  appartiennent à n ?! 
e t  que q e s t  l e  n i l i eu  d'un côté de H . Soit alors po l e  n i l i e u  du côté 

of3 de Ii qui contient p e t  -r e t  i;' un point intér ieur  au segment p$ . 
P - 

S i  q1 e t  rP = qv - pq sont sur 19a rc  pqr de S , l a  distance de O à 

q q r q  e s t  inférieure à l a  distance de q à ûp' sauf s i  q' e s t  en q e t  rq  
sur l a  droite D joignant r e t  -p . Si  l q c n  n v e s t  pas dans ce dernier cas, 

l e  réseau A '  de base p P  , q P  e s t  S-permis e t  vdr i f ie  d(At) < d(A) : 

c 'est  exclu ; s i ,  pour tout  p v ,  l a  paral lè le  &. Opq passant par q coupe S 

en un point de D , S coïncide avec H . 
On s a i t  que s i  S e s t  de type f i n i ,  on a s Ags-l(~) 2 A(s) (corol- 

l a i r e  du théorème de CASSELS). De plus, on a s (s )  = A(s) s i  S e s t  un 

parU6logramne (cela se vé r i f i e  facilement e t  résul te  dPa i l l eu r s  du cas n = 2 

du théorèms 2 . 2 1 )  . Dvautre pa r t ,  on peut trouver des corps é to i l é s  non-con- 

vexes t e l s  que 2 A ~ ( s )  = A(s) . 



Un exeqple e s t  en e f fe t  l e  suivant : 

Z R étant rapporté à une base o r t h o n o d e ,  on prend pour S l'ensemble 

de points de coordonnées (%,x2) défini par 

On s a i t  (cf. [7] p. 87) que l'on a A(S) = 2 , l e s  seuls réseaux 

crit iques étant  l e s  réseaux hl de base (1.1) e t  ( 1 - 1  , $ de base 

(3/2,-1/2) e t  1 / 2 3  , A3 de base (3/2,1/2) e t  (1/2,3/2) Les ré- 

seaux % de base (1.1) e t  1 2 , 1 2  e t  % de base , e t  (1/2,1/2) 

sont 3-S-pernis e t  de déterminant 1 = A S  ; i l s  sont donc 3S-crit iques 

(ce sont d'ail leurs l e s  seuls réseaux 3-S-critiques de s). 

Cependant, on a l a  caractérisation suivante : 

S i  l a  jauge S n'est pas un parallélogrannne, on a s A2s O 1 ( ~ )  > A(s) . 

Elle u t i l i s e  l e  

" 
S i  un polygone ouvert P a pour front ière P , une courbe de JORDAM 

e t  s i  l e s  sonmiets de P appartiennent à un réseau A , on a entre l e s  nombres 

de points N(P) resp. ~ ( 5 )  - de P 0 A , r e s ~ .  n A l a  relation 

Ce lemme e s t  bien connu. On peut, par exemple, consulter [16] . 



Pour prouver l e  théorème, nous supposons que S e s t  une jauge pour 

laquelle l 'égalité (*) A(S) = s A ~ ~ - ~  (s) es t  vérifiée. Il faut montrer que 

S est  alors un parallélogceunme. 

Soit M un réseau (2s-1)-S-critique; dlaprès l e  théorsme de CASSELS, 

on peut trouver un sous-réseau A de F I  d'indice s1 ç s q~ es t  S-permis ; 

(+) entraîne alors s' = s e t  d(h) = A(S) ; A es t  donc S-critique. Soit 

d o r s  (p,q) une base de A vérifiant e t  H' l'hexagone ouvert de 

somets i. p , * q , * r . Appliquant l e  lenme 2.3.1. au couple (H' ,M) , 
on obtient, puisquc l'on a I?(IIs) g 2s-1 e t   vol(^^) = 3sd(M), l l inégal i t& 

~ ( i i l )  = 2(3s+l - N(H')) 3 2(s+2) . 
Si g ne contient pas un des côtés de H l  , M ( B ~ )  L 2s+4 entraîne 

c a r d ( ~  n S) 3 2s+1 : c t e s t  exclu. S i  contient un des côtés de H l  , disons 

pq , il existe un parallélogramme circonscrit 3 S , l e s  points p, q, r du 

réseau critique A étant points de contact.  après la proposition 2,3.2., 

S es t  alors un parall6logrme. 

On peut se proposer de borner supérieurement l e  quotient 

*2s-1 (s)/A(s) . On répond à l a  question par l a  

Si  S est  une jauge, on a lPinégali tk - 

L'inégalité phcédente es t  une égalité quand S es t  un hexagone affinenent 

Sous l e s  nhes conditions. on a 



Le corol la ire  e s t  immédiat puisque l'on n h2s-1 (s) 6 A (s) ?OW 
s 90 

prouver l e  théorème, nous u t i l i sons  l e  

Soi t  H un hexagoze non croisé cent& de sonnets consécutifs - 
a, B, Y,  a ' ,  B', = - a , ~ '  = - f i a y '  = -y) , 1, J, K les nil ieux respectifs 

de ab, BY, ~ a ' , h ~ *  h a a h *  - l e s  distances respectives de y O 1  , a - - à OJ , 
B - a 0K , dy9 da, d l e s  distances respectives de J b O 1  , K à O J  , 

B - - 
1 à O K ;  o n a  - - 

De plus, ce minimum e s t  s t r ic tenent  infér ieur  i 4/3 H n 'est  pas affine- 

nent régulier.  

E l l e  résul te  de l légai i t i !  h /a + h d d u  + hg/dB = 4 . Le n i n i m  e s t  
Y Y 

strictement infér ieur  ?i 4/3 sauf s i  l e s  t r o i s  quotients considérés sont égaux 

ce qui entraîne d e t ( a + ~ , y )  = det(f3+y,a1 ) = det(y+av ,f3 '  ) s o i t  encore l s é g a l i t é  
- .  de det(a,@) , det(f3,y) , det(a,y) ; or, ce la  n'est pcseibie 

que pour y = B - a , cas où II e s t  l e  transfo& ~ f f i n e  d'un hexagone ré* 

l i e r .  

On peut supposer S d i s t inc t  d'un parall6lo&ramme e t ,  eppelant .. 
* 1 , * J , * K l e s  points d'un réseau S-critique, s i tués  sur S , f ixer  l e s  

notations de façon que K = J + 1 e t  que l'hexagone H , circonscri t  3 S 

en * 1 , * J , * K a i t  des somets  a,B,y l i é s  & 1, J, K par l e s  conditions 

du l e m  ci-dessus, e t  ce grâce au ( a )  de l a  proposition 2.3.2. . De plus, on 

peut supposer hy/dy s 4/3 . Pour (s-k)p = 1 considérons l e  réseau de base 
n 

(p,q) vér i f ian t  (C . On peut supposer q e t  r sur l q a r c  K J  de 5 s ,k 
donc dans l e  t r iangle  KyJ . Commc l e  droi te  déduite de K J  dans l 'homthét ie  

de centre y de rapport (k+l)/(s-k) découpe sur ce t r iangle  un segment de 



longueur ( k + l ) ~ p  , l a  d i s t a c e  6 de O ?i qr v6r i f ie  l ' inégal i té  

6 6 h - (k+l)(h -d )/(s-k) s (4s-5k-1) d /3(s-k) . On a d o r s  
Y Y Y 

d e t ( p , q ) / ~ ( ~ )  = 6/(s-k) d < (4s-5k-1) d /3(s-k)* d'où l a  première par t ie  du 
Y Y 

résu l ta t .  

Reste à j u s t i f i e r  116galité dans l e  cas d'un hexagone H affinement 

régulier. Pour ce t  hexagone, employons l e s  notations du l e m e  2.3.2. avec en 

plus llég&Lité (*) 8 = a + y . 
Posons k v  = k+l,sl = s-k . On peut supposer, sans restreindre l a  gé- 

néra l i té ,  que s'p e s t  confondu avec a ou e s t  inter ieur  au segment a$ . Dans 

l e  premier cas q e t  r peuvent ê t r e  p r i s  sur By e t  on obtient 

d e t ( ~ , ~ ) / d e t ( a , ~ )  = l / s l  : ce qui s u i t  montrera que, dans ce cas, on a 

det(p,q) > ASsk(H) . Dons l e  second cas, posons s v p  = Aa + (1-X)B avec 

O < x < 1 ; on peut supposer q in té r ieur  au segaent By, s o i t  q = PB + (1-p)y 

evec O < p < 1, e t  r in té r ieur  au segnent . ~ r â c e  à ( , on a 

q = va + y , s l p  = a + (1-h)y d'où s ' r  = ( k v  - Fis')a' + ( s ' - k ' ( l - ~ ) ) ~ ,  e t  que 

r appartient à yag svexprim.e par k q  - + s v  - k v ( l - A )  = s' s o i t  
2 

k q h  = . det(p,q)/det(a,y) = (l-li(l-h))/sv = (k'A2 - kvX + s q ) / s '  a t t e i n t  - 
sa borne inferieure pour A = 1 /2  e t  l 'on a A ( ~ ) / d e t ( a , y )  = (4s'-k1 )/4svz 

s,k 
d'où l e  résu l ta t ,  puisque det(a,y) = A ( H )  . Remarquons que II admet t r o i s  

réseaux d i s t inc t s  de d6terninant A (H)  : ce sont ceux correspondant respec- 
s,k 

tiveilluit a s'p confondu avec l e s  milieux de aB, By, ya . 

On peut se demander si, pour un hexagone centré quelconque H , 
A (H) e s t  a t t e i n t  lorsque s 'p  e s t  confondu avec un des milieux des côtés de 

s,k 
lghexagone, comclc c q e s t  l e  cas s i  II e s t  affinenent régulier,  ou, pour H quel- 

conque, pour s = 1 , k = O . La réponse e s t  négative, comne l e  prouve l a  

proposition suivante dont nous doAuions sinpleirient lqénoncé. 

Soi t  IIt un hexagone centré de sonnets a,  8, y vér if iant  - 
y = t(f3-a) avec 1 s 4. s 2 . ûn e - - 



Pour d = 2 , H admet une i n f in i t é  de réseaux ( C  )-critiques ; pour - e 2.0 
1 < 1 < 2 , He odnet deux réseaux (C )-critiques, l 'un d'entre eux ayant 

2 .O 
une base (p,qj avec 2p = AB + (l-hly -E A = (34 - 2)/2(2e -1) ; - 
1 = 1 , 11 admet t r o i s  réseaux (C )-c ri t iques.  C'est seulement dans ce 

l 290 
dernier cas ,>ui  e s t  celui d'un 2iexagone affinement régul ier  que 2p coïncide 

avec l e  milieu d'un des côtés de H e *  

Uous allons maintenant montrer conment on peut déterminer l e s  réseaux 

(2s-1)-S-critiques dvune jauge S pour s = 2,3,4 . 
Bous ut i l iserons,  sans référence, l e  

Tout réseau A permis pour l e  parai.lélo@;ramme ouvert P de sonnets - 
* p , * q admet comme base (p,q) s q i l  n'a en commun avec P que l e s  points 

* p , * q e  

C'est iméd ia t  e t  c v e s t  d 'a i l leurs  l e  cas n = 2 du '(Eroblème des 

oct&dresW considéré au chapitre 3 . 

S i  S e s t  une jauge e t  s = 2,3,4 , tout réseau st-(2s-1)-S-extrême - 
a p p a r t i e n t à  C . 

s ,O 

On considsre tout dqabord l e s  réseaux st-(2s-1)-S-permis de l a  famil- 

le 's,k (définie pour un couple ( s  ,k) d 'entiers p o s i t i f s  vér if iant  

s-k a k+l)  des réseaux ayant une base ( P , ~ )  vér if iant  pour k = O , 
( T ~ , ~ )  reprgsente l'ensemble de conditions O,*p, . . . ,* (s-l)p E S e t  

(T lsensenble des conditicms simultanées O,*p,...,* (6-k-l)p E S e t  
s ,k 

*q,...,*(q-(p-1)p) 62 S 



Un reseau A de T e s t  évidemment st-(2s-1)-S-permis s i  l e s  
s ,k 

seuls  points de A n Ç sont c é w  é n d r é s  dans l a  condition ( T ~ ,  . Soit  

a lors  r l e  réseau de base (s-k)p e t  p+q . 11 e s t  immédiat que r ne con- 

t i e n t  eucun des points de ( T ~ , ~ )  ; corne c 'est  un sous-réseau de A , il e s t  

donc S-pernis s i  A e s t  ( 2 ~ - l ) - ~ e r m i s  e t  l v o n  a (s-k) d ( ~ )  = ~ ( r )  3 A(S)  . 
On a, d'aprss l a  proposition 2.3.3., l q inéga l i t6  A (s)/A(s) (4s-1)/3s2 . 

2 s ,O 
L'inégalité (4s-l)/3s < 1/( s-11, valable pour s g 4, nous donne pour k 3 1 

l'ini5galité ~ ( A ) / A ( s )  s A ~ , ~ ( s ) / A ( s )  e t ,  par conséquent, pour s ( 4 e t  k a 1, 

aucun ré  seau de 7 ne peut ê t r e  st-(2s-1 )-S-extrêrne. 
s,k 

Il  e s t  i d d i a t  qu'un réseau A st-(2s-l)-S-permis pour 1 < s d 4 

a ~ ? w t i e n t  2 TZs0 T3,0 9 , ou T . Cequipr6cèdemon- 4 92 
t r e  qu'un réseau st-(2s-l)-extrêne pour 1 < s a 4 ne peut appartenir quvà 

T2,0 T3,0 ou T . Qu ' i l  doive effectivenent appartenir 3 C 
L,o 

résul te ,  
s ,O 

-diatement s i  S e s t  s t r ic tenent  convexe e t  assez facilement sinon, du fait 

que l'on doit  avoir, d9apr$s l a  proposition 2.1.2., c a r d ( ~  f? 5) 2 6 . 

On peut montrer que l a  proposition 2.3.5, sv6tend au cas s = 5 . 
Donnons, d8autre par t ,  un e x e q l e  de calcul. Si D e s t  l e  disque de 

centre O , de rayon 1 , on voi t  facilement que l 'on a 

On en déduit l e s  valeurs : 

Notons, dvautre  par t ,  que P R A C W  [23] a montré que l 'on a 

A2s-1 (D) = AsS0(~)  pour s suffisanuent grand. 



LE " PROBLEME P E S  OCTAEVRES" 
---..----------------------- 

Flous avons indiqué, dans lqintroduct ion,  comment l a  résolution de ce 

problème e s t  une première étzpe vers l a  détermination de l a  constante c r i t ique  

d'une jauge de 8 . 
L'étude des réseaux de l'espace euclidien permis pour un octaèdre e t  

en contenant l e s  sonmets t? é té  considérée dès YINKCXJSKI [20] pour n 6 3 puis 

pour n = 4 par divers auteurs (cf. 1211 e t  [29] ) . NOUS-Snes (cf. [2] et 

[3]) avons examin6,pour n s 4, l e  cas général où l e s  râseaux peuvent avoir des 

points dans l e s  faces de l'octaèdre, d is t inc ts  de ses sommets (deuxiène cas) et 

non seulenent l e  cas ou cela  e s t  exclu cas). LAUB, dans un gros t r ava i l ,  

Cl51 , a abordé, pour n = 5 , l e  premier cas dans 1' hypoathèse 03 A/EI e s t  

cyclique. Il n P e s t  guère possible d 'a l ler  plus lo in  que l u i  sans u t i l i s e r  des 

noyens modernes de calcul. On s q e s t  donc proposé, dans lqhypothèse où A/M e s t  

cyclique, e t  en consid6rant a l a  f o i s  l e  prenier e t  l e  second cas, de présenter 

une néthode qui perriette notasment de f ixe r  un programme de calcul valable pour 

tout  n . On n q c s t  plus alors  l imité  que par  l e s  possibi l i tés  des machines 

électroniques. 

Les contingences pratiques sont cependant contraignantes e t  nous wons 

dû nous l imi ter  2 l a  considgration du cas n = 5 . 
Notons une dis t inct ion entre l e  premier c t  l e  second cas, S i  l q o n  sup  

pose qu'un point fi = - O a 1, a2, a3, a4, a*, p sont des en t ie rs  



str ictenent  posi t i fs ,  preniers entre eux, e s t  "permis" pour l'octaèdre enveloppe 

convexe des points * e i s  on peut "a priori", dans l e  premier cas, se  limiter 

à l a  considération du cas où a vaut 1 ; au contraire, cet te  limitation n'est 5 
plus possible dans l e  second cas. 

11 a fallu,  pour Bviter des t e q s  de calcul t rop  longs, prof i te r  d'une 

ar t lyse en profondeur permettant d'éliminer "en bloc" certaines possibili tés.  

Les moyens techniques mis notre disposition (Machine BUU M 40 du Laboratoire 

de Calcul de l'Université de L i l l e )  ont permis de résoudre l e  cas n = 5 . Les 

machines existant actuellement seraient incapables de donner une solution con- 

pl8te pour n plus grand. 

Cormie résul tat ,  on obtient que l e  point 

e s t  "permis" dans l e  p r d e r  cas 

"permis" dans l e  second cas, 41 e t  48 é tant  respectivement l e  m a x i m m  des p 

possibles pour chacun de ces cas. On complète ainsi ,  en particulier,  l e s  résul- 

tats Oe LAUB, 

Les propriétés en jeu étant fo r t  simples e t  bien connues pour n = 1 

ou 2 , on suppose dans l a  sui te  n 3 3 . 

Soient ei ( 1  r< i É n )  , n points linéairement indépendants de 
a. 

l'espace R~ ; En désigne l'enveloppe convexe des 2n points * ei , son 

intér ieur  ; M es t  l e  réseau de base e . On désigne par N l'ensemble des 
a. 

&seaux de E? contenant M . 
6 

Soit L l a  f a n i l l e  des &seaux A de hl t e l s  que A/M so i t  un 

groupe cyclique; A e s t  alors  engendré par l e s  points el,... ,e e t  par un n 



1 point A = -  f a i e  où les ai i sont ent iers  e t  p un ent ie r  pos i t i f ,  D'autre 
P i=& 

part, à un system {p;q,...,a } où p e s t  un en t i e r  pos i t i f  e t  l e s  ai en- n 
t i e r s ,  on peut associer l e  point A é c r i t  ci-dessus e t  l e  réseau A(A) engendfi 

par el,...,e e t  A . On d i t  que l e  point A e t  l e  point A' = p, n ' E  a; e i 
de &ne que l e s  systèmes de nombres qui l e s  reprgsentent sont (P)-ép&hents 

s i  A(A) coïncide avec A(A') . On appelle ordre du point A l ' indice de M - 
dans h ( ~ )  ; cet  indice vaut p/6 où 6 e s t  l e  p.g.c.d. des noliibres 

4, . . . ,g,p . On d i t  que l e  point A est réduit s i  son ordre e s t  p autre- - 
ment d i t  si l e s  nombres q,...,an,p sont premiers entre eux dans leur  ensemble. 

hi b s i g n e  pnr (P~, . . . ,P~) l e  p.~.c.d. des r nonbres q,. . . ,~~ . La nota- 

t ion  pour un cougle d'entiers (p,q) signif ie  que p divise q . 

L e s  points A - e t  A' conme ci-dessus, supposés réduits, sont ( P ) $ ~ &  - 
valents s i  e t  seulement s i  e s t  vérif iée l a  condition 

(P' ) On peut trouver s premier avec p t e l  que A' so i t  

congru mdulo FI au point SA . 
De plus, on a d o r s  p = p' . 

Tout d'abord A(A) e t  A(A' ) coïncident si e t  seulement si l'on peut 

trouver des ent ie rs  s e t  sq t e l s  que, pour. chaque i , on a i t  l e  système 

de congruences 

a. s'ai a! sa. 
(* 

1, - =  ( ~ 1 )  , - 1, 1 
P P ' = - (mod 1 )  

pV P 

puisque, quend i varie de 1 à n , ces congruences expriment respectivement 

que A appartient à A(A9) e t  que A' appartient à A(A)  . On a alors, pour 

chaque i , 



e t ,  c o r n  l e  point A e s t  reduit, on a ssq O 1 (mod p )  e t  s e s t  premier 

avec p . D e  plus p' lpaj donc p .  ,aq e t ,  conne l e  point A' est 
11 

rédui t ,  p' )p  . Intervertissent l e  &le de p e t  de pq on voi t  que p = pl  . 
De plus, l a  condition (ps ) e s t  bien vgrifiée. 

a! sa. Inversement, s i  (P' ) e s t  vér if iée ,  on a, pour chaque i , 
1 $ z p  (nod 1 )  avec {s,pi = 1 . S i  s' e s t  t e l  que ss9 i 1 (mod p) , on 

s al 
a, pour chaque i , - 

P ' s -f ( m d  1 )  ; par sui te  A(A) coïncide avec A(A' ) 

e t  p = pt  , 

La proposition 3.1.1. montre qu ' i l  y a correspondance bi ject ive en- 

t r e  l e s  classes de points rgduits A par rapport & l a  re lat ion d'équivdence 

(P') e t  l e s  réseaux de 2 , 

Un réseau est ,  permis pour s ' i l  n'a en commun avec an que l l o r i -  
A 

gine @ . On désigne par M resp. L lqensemble des réseaux de resp. L 
permis pour Qn e t  par a resp. 1 l a  p m t i e  de M resp. L formée des ré- 

seauxnqayant en comun avec ; que B e t  l e s  sommets { *  ei} n . On se pro- 
pose "en gros" de déterminer L e t  1 . 

o é tant  une permutation de 1 ,  e t  (ci) une su i te  de n nonbres 

vnlant * 1 , on associe à tout couple $ = (".(ci)) l a  permutation de 

définie par 
n n 

x = xi e .  + +(x)  = 1 xi 0(ei) 
i=l 1 i=l 

avec +(ei) = E i "o(i)  ' On pose, pour toute par t ie  H de R" , 
$(H) = gH +(x) . L1ense&le {* ei1 e t  S$, sont invariants par toute parnuta- 

t ion 4 . Il en résulte qu'un réseau A appartient à N, 1, L, respective- 

ment s i  e t  seulenent s ' i l  en e s t  de &me pour $ (A)  quel que s o i t  + . 
L1enserJble (3 des couples O consid66s ci-dessus e s t  un groupe pour 

l a  l o i  de composition (O,@' ) + $4' avec 60' = (ooq ,(ci ~ f ) )  e t  ce qui ~ r é c è d e  

montre que l 'on peut reuplacer lPé tude  des r é s e a u  de L , resp. 1 par lvé tu -  

de des classes d ' in t rans i t iv i té  de L , resp. t nodulo Q . 



I A tout  "point" A = {p;nl,. . . ,a } on associe 1 I A ~  1 = P i=l n C IriI 9 

r é t m t  l e  reste  de valeur absolue niniizun du nombre ai mdulo p . i 
On a 1 ] A I  1 > 1 , resp. 1 I A ~  1 3 1 , s i  e t  seulement s i  A n'est congru, 

modulo M , à aucun point de fin , resp. i$ . 
On désigne par S l e  système de restes  de valeur absolue mininun 

P 
mdulo p e t  par 

C~ 
lqensenble des ent iers  s vér i f ian t  l e s  inégal i tés  

o c 2 s , < p  . 
On d i t  qu'un point î, e s t  

adrais si ,  pour tout  s de C - P '  
on a ~ I s A ~ I  > 1 , 

semi-a&s si ,  pour tout  s de C P' on a I I S A ~ ~  a 1. 

h point A serY-adnis est semi-admis s t r ic tenent  s i  l'on peut trouver 

s dans C t e l  que 1 1  SA^ = 1 . Un point A serni-mis  strictement est un 
P 

point f ront ière  s i  l q o n  a 1 1 = 1 . 

( i )  Tout point serai-adriis e s t  réduit , 

( i i )  Le point A e s t  admis, resp. seni-admis s i  e t  seulement s i  A(A) 

appartient à L , resp. 1 .  

( i )  S i  6 = (al, ..., a ,p) e s t  différent de 1 , on a n 

oil l 'on a posé p = 6g , ai = 6bi , et  I ( q ~ [ l  = O avec Bq E 6q = p ; par 

conséquent, l e  point A. n v e s t  pas semi-admis, DvailJ-eurs, en établissant une 

réciproque, on voi t  que 6 f 1 équivaut à l 'existence de s dans C t e l  que P 
l l s ~ l l  = O . 



( i i )  On a montré, dans [2] , que, pour l e s  points A réduits,  h(A)  

appartient à L (resp. 1 )  si  e t  seulement s i ,  pour tout s appartenant à S 
P* 

on a I ~ S A ( (  3 1 (resp. I ( S A ( ~  > 1) d90a l e  résu l ta t ,  corrrpte tenu de ( i )  

e t  en remarquant q u q i l  suffit dqÉtcndre l e s  conditions d'inégalité portant sur  

1 (SAJ  1 aux s de zp puisque I ~ s A J  1 = J I -  S A ~ J  . 
Pour êtudier l e s  points ; a ,  . a 1 conduisant à des réseaux de - n 

L , resp. L , il résul te  des considérations préc6dentes que l'on peut consi- 

dérer l e s  points nodulo l e s  relat ions d'équivalence obtenues par l e s  opérations 

suivantes : 

( a )  Rdduire l e s  points nodulo 14 , ce qui revient à prendre l e s  ai 
dans un systène de restes  nodulo p par exemple P 

(b) ~ s s o c i e r  à chaque point son point rédui t  en divisant p e t  l e s  

ai par (y,...,an,p) 

( c )  Considgrer l e s  points nodulo l a  relat ion (pq) 

(d) considérer l e s  points nodulo O . 
Si  l son  se contente dqbtudier l e s  points de rang n c'est-&-dire l e s  - 

points pour lesquels aucun des ai n'est  divis ible  par p (ce qui e s t  j u s t i f i é  

si l 'on suppose l e  problène déjà résolu d a s  8-') , étudier l e s  points nodulo 

l a  conjonction de (a)  e t  de ( d )  revient 2 étudier  l e s  points (piala. .. ,a 3 
n 

où l e s  ai e t  p sont des en t ie rs  vér if iant  l e s  inégal i tés  

O c 2an. 5 2%,1 d O r . S 2al '< P • 

De plus, dPaprès l e s  théorèizes généraux de IIINKOWSKI ou par application 

de l a  proposition 1 . 1 3  , on voi t  i d d i a t e m e n t  que, s i  un point appartient 

Èî L , son ordre p vgr i f ie  l ' inégal i té  p s n! ; nous avons montré dans [3] 

qu'on e. nêne l q i n é g d i t é  s t r i c t e  p < n! . 
A 

Dons l a  sui te ,  on désime par A l'ensemble des points {p;al, ..., a } n 
où l e s  ni e t  p sont des en t ie rs  vér if iant  l e s  inégal i tés  

O < 2an "an,_ 6 ... S 2 5  < ~ < n ! .  A , resp. A e s t  lvensemble des points 
A 

de A qui sont adinis, resp, seni-admis, Dqaprès l a  proposition 3.1.2. l e s  

points de A , resp, A sont rédui ts  e t  conduisent à des réseaux de L , 
resp. 1 . 



On d i t  que deux points &duits appartiennent au nêne cycle s i  e t  seule- 

nent s'ils sont équivalents nodulo l a  conjonction de (P' ) e t  de 4 autrenent 

d i t  l e s  points A = {p;al, ..., o } e t  A = p ; a , a q }  appartiennent au n n 
nêne cycle s i  e t  seulement s i  l 'on peut trouver s premier avec p e t  

4 = dans t e l s  que A' s o i t  congru à s +(A) nodulo M (ceci 

n6cessite p' = p e t  on peut supposer que s e s t  dans c 
P 

On se propose alors  de déterrainer tous l e s  616rrents de 51 resp. A 
ou, ce qui su f f i t ,  de déteminer tous l e s  éléments d'une part ie  8 de 3 , 
resp. B de A contenant au moins un représentant de chaque cycle. 

Dans l a  su i te ,  corne on e s t  arien6 2 considérer l e s  f an i l l e s  L , 1 , 
A , il , pour des valeurs differentes de l ' e n t i e r  n , on indexe ces farii l les 

par l ' indice n . On indexe aussi ,  si nécessaire, l e s  quantités ( I B  1 ( associées 

à un point B de R~ . 
- 

On désigne par p n '  ESP* Pn l 'ordre m i n u n  d'un 616mnt de A n '  
resp. A . n 

- 
On désigne aussi  par in n s  resp, r+, l1 ordre m i n u n  pour G dans 

M , resp. f l  du groupe G/M . 
Pour n = 3,4 , on peut énoncer l a  

-. 
(il p3 = 4 , P3 = 2 ; une l i s t e  de points semi-adriis, de rane 3 , 

contenant un e t  un seul représentant de chaque cycle des points 

de A3 e s t  : - - 

( i i )  p4 = 16 , c4 = 5 ; une l i s t e  de points seni-admis, de rang 4 , 
contenant un e t  un seul représentant de chaque cycle des points 

de A4 e s t  l a  l i s t e  des 20 points : - 



El l e  e s t ,  en substance, dans [2) . En par t icu l ie r ,  pour n = 4 , on 

y a déteminé l a  l i s t e  B4 des points de A4 vér i f ian t  l e s  conditions 

e t  mn t r6  que B4 contient un représentant au rioins de chaque cycle. Bq con- 

t i e n t  l e s  20 points c i t é s  ci-dessus e t  l e s  3 points 

or, il e s t  f a c i l e  de voir  que l e s  points 

de même que l e s  t r o i s  points 

appartiennent si un &ne cycle, tandis  que l e s  cycles des autres  points de 

sont d i s t inc t s .  

Pour déterminer une p a r t i e  Bn de A contenant au nains un représen- n 
t an t  de chaque cycle, on u t i l i s e  l a  



1 Tout point A' = {p' ; al,.. . ,an) -4 (p)-équivolent à un  oint 
A = fp; al, ..., a 1 t e l  que an = (.:,P) n 

S i  l e  point Aq appartient à % resp. , on peut trouver 

dans An . 3. un point A du cycle de Aq t e l  que an = inf(ai ,p)  . - i 

D'après l a  proposition 3 . 1 ,  il s u f f i t  de montrer que l'on peut 

trouver s premier avec p t e l  que l e  point R s o i t  congru à SA' modulo M 

e t  vér i f ie  an = (an,p) . Cela a l i e u  s ' i l  e s t  possible de trouver s premier 

avec p vér i f ian t  l a  congruence sa '  . (41,~) ( w d  p )  e t  résu l te  du n .  

S i  m e s t  un en t i e r  pos i t i f ,  a un en t ie r  quelconque, l a  congruence - 
(1)  9 (a,n) (mod rn) 

a b t  au moins une solution x t e l l e  que (x,n) = 1 . 

Si  l 'on pose (a,m) = d,a = dat,m = dm' , l a  congruence (1)  e s t  

équivalente à l a  congruence 

S i  xO e s t  l a  solution unique de (1' ) prise  nodulo m v s  l e s  solutions de 

(1) prises  nodulo m sont au nombre de d e t  de l a  forne xo + hmt où A 

parcourt un système complet de restes  modulo d . S i  cc # 1 divise 

(x ,x ,m) où 5 = xo + A r.' , x = x + h mv sont deux solutions de (1 )  , 1 2  1. 2 O 2 



on a " 1  (A* - S )  e t ,  par conséquent, parai  l e s  solutions de (1 )  p r i ses  rndulo n, 

il y .ep a, au plus d / a  t e l l e s  que al (x,n) . De plus, un t e l  a e s t  nécessai- 

renent un diviseur  de   CL,^) . 
4 4 So i t  d = pl pp ... pt " où l e s  nonbres pi sont preniers  e t  d i s t inc t s ;  

l e s  .solutions de (1 )  p r i ses  modulo m t e l l e s  quz, pour un i , on a i t  

p i \  (x,n) e t  que, pour touc j # i , on a i t  p.  (x,n) sont au plus (à vra i  
J 

d i r e  on peut nontrer que l e  qua l i f i ca t i f ,  au plus, peut ê t r e  suppriné) au 

nombre de 

= d - ~ ( d )  oa, i c i ,  O e s t  l a  fonctior, d'EULER de l ' e n t i e r  d . Ce nonbre é tant  

in fé r ieur  à d pour d # 1 , on a bien au noins une solution x pour laquel le  

(x,rn) = 1 . 

Au point  A' associons A" = {p; al,. . . ,a") où l e s  a: sont une per- 

mutation des aj t e l l e  que (a:,p) = i ~ f ( a j , p )  . Au point A" associons l e  
1 

point B" = {p; b l , .  . .,b1'1 (P)-équivalent .3 n<' e t  t e l  que b" = (a",p); on n n 
peut supposer, de plus,  que l e s  b i  sont dans S e t  il e s t  k 6 d i a t  que, pour 

T 
tou t  i de [l,n], on a b ,  2 b . O r ,  l e  point B" e s t  P-équivslent au 

point A = {p; 4, ..., n ) de \ dé f in i  par an = b i  e t  où l e s  
a j  , n pour 

j = 1,. . . ,n-1 sont une permutation convenable des 1%; 1 ( j  = 1, . . ,n-l) . 
La proposition 3.1.4. e t  son coro l la i re  rendent u t i l e  l a  détermina- 

t i on  d'une borne supérieure de i a f  (ai ,p) pour l e s  points A = {p; $, . . . ,a ) 
1 n 

de An , resp. Xn . 
11 e s t  évident que ief (ai,p) = 1 s i  p e s t  premier, ou l a  puissance 

1 
d'un nombre prerrrier. La  preuve de l a  proposition 3.1.3. ( i i )  passai t  d'autre 

pa r t  par l a  renarque que, pour l e s  points de A4 , on ava i t  auss i  i ~ f ( a . , p )  = 1 . 
1 = 

Un premier r6su l ta t  e s t  l a  



- - e t  pour l e s  Pour l e s  points  .2 de An , on a sUp(ai,P) r Pnml -9 

II 
1 

poin ts  A - de % , s?p(ai ,PI s pnml 
1 

En ce qui concerne l e s  points de % ,  l a  preuve e s t  dans f2] . El l e  

e s t  a c logue  pour l e s  points  de a . 
On a aussi  l a  

Pmpoo-Uon 3.1.6. -  

(i) Pour un poir,t A - de An , on a ,  pour tou t  n i 3 , l ' i néga l i t é  

( a  inf  ( ai ,P ) r s."F (pnm3 > inf ( P ~ - ~ ' P ~ - ~  - 1) , pn-l - 2 1 
i 

e t  pour t ou t  n , l ' i n é g a l i t é  -' 

( i i )  Pour un point  A - de an - on a ,  dans des conditions analogues, 

l e s  inéga l i t és  ci-dessus dans lesquel les  l e s  pk sont remplacés 

m " .  

Phmue. - 

( i )  Prouvons d'abord ( . A une permutation près,  on peut supposer 

avec 

S i ,  dans (l), tou tes  l e s  inégal i tgs  sont s t r i c t e s ,  on a 



Si,  d u s  (1)  , il y a une seule éga l i t é  ( a j  ,pl = (aj+l,p) = r , 
a lo r s  l e  point $ A e s t  congru nodulo !I ou n oint 

qui est réduit  d'ordre r e t  corne ce point do i t  appartenir au cycle dqun point 

de An_2 , on a r p n-2 Conne, de façon évidente, on a aussi  r 6 pnml - 1, 
on a a lors  

Si ,  dans (1)  , on a deux signes dV6gal i t6 ,  a lors ,  pour r = (anm2,p 1 
l e  point  1 A e s t  congru nodulo 14 au point rédui t  d'ordre r , 

qui appartient  au cycle Squn point de n - 3  e t  on a r 4 pnn3 . 
Corne pour n 2 3 on a 

on a bien (*) . 
Prouvons naintenant ( Supposons l e s  (a.,p) ordonnés dans 

1 

l 'ordre  croissant.  S i  t ou t e s  l e s  inégal i tgs  sont s t r i c t e s ,  on a bien 

e t ,  s i  l 'on a au noins une 6gà l i t é  

(~.sP) 1 = (ai+l,p) a lo rs  (oi,p) s pnnp 

d'où l e  rEsultat . 



( i i )  La preuve se f a i t  de façon analogue. 

Notons auss i  l a  

Tour tou t  n on a 1' inéga l i t é  cn 2 pnml 

Soi t  A =  {pi al,...,n } un point  seni-adris de reng n-1 e t  
n-1 

B = { p ; a l , . . . , n - l , l ) .  Pou r tou t  s de B o n a  p l l s 5 1 1 = s + p l ( s ~ I l  
P '  S 

e t ,  conne on a 1 1  SA^ 1 3 1 , on a aussi  1 1 S B ~  1 3 1 + - > 1 ; ce l a  prouve que 
P 

l e  point B e s t  admis. Corne on peut prendre p = pn_l , c e l a  prouve quq il 

exis te  des points admis, de rang n , d'ordre 2 n-1 ' 

3.2. - CONSlPERATlONS PRAflQUES. LE CAS n = 5 . 
Il e s t  possible,  conpte tenu des r é s u l t a t s  du paragraphe 3.1. , 

d 'é tab l i r  un programme, en langage ALGOL, permettant de déteminer  A ou An . n 
Pour cela ,  on f a i t  parcourir à un point A tous l e s  éléments de Â e t ,  ~ o u r  n 
chaque A =  {p; al,...,a 1 on considère successivement pour s = l,...,p * 2 , n 
l a  quanti te 1 1 SA! 1 . S i  l 'on a 1 1 SA! 1 a 1 , on considère 1 1 ( s + l ) ~ l  1 après 

avoir affecté une é t ique t te  s i m i f i c a t i v e  s i  1 1   SA^ 1 = 1 ; s i  l 'on a 1 I s ~ l  ( < 1 , 
on 6l inine l e  point  passmt  a lo r s  au point suivant, relat ivenent à l 'ordre dont 

a é t é  nuni Â . On déternine a i n s i  A en distinguant l e s  points admis e t  l e s  n n 
points seni-adnis s t r i c t emnt .  Pour l a  d6ternination d i rec te  de A on procède n s  
de façon analoppe, en éliminant l e s  cas 0i.I l 'on a 1 ( SA( 1 4 1 , 

Li 

Evidement , on peut remplacer Â per une p a r t i e  8, convenable, en n 
tenant compte des proposition 3.1.4. , 3.1.5. e t  3.1.6. . 

Des essa i s  sur  l a  nachine IB-l 1620, du Laboratoire de Calcul de 1 'Uni- 

vers i té  de L i l l e ,  ont  nontré que c e t t e  &thode demande déjà, pour n = 4 , nêne 

s i  l 'on t i e n t  conpte que, dans ce  cas, on peut prendre pour g4 l'ensemble des 

{p; a a ,a a vgr i f ian t  2 = 2a 6 2a s 2a d 2a d p s 23 , un tenps de 
1' 2 3' 4 4 3 2 1 

calcul  t rog long. 



Il e s t  donc necessaire, s i  possible, de t e n i r  conpte de propriétés 

pemet tan t  d 'é l ininer ,  en bloc, des par t ies  de A n * 

On peut, pour cela, t e n i r  conpte de l a  

Pour t=O,l , . . . ,n-1 l e p o i n t  A = A  1 e o ù l e s  ai sont - p i=$ ai i - - 
ent ie rs  s t r ic tenent  p o s i t i f s  e t  p un en t i e r  au noms égnl à 3 , 6 r i f i e  s ' i l  - 
e s t  seni-adnis, l e s  inégal i tés  

e t  s 'il. e s t  a b i s ,  l e s  in6gali t6s -9 - 

où 1 déc r i t  l e s  pa r t i e s  à t éléments de [l,n] s i  t # O , 1 = t = O . - - 

Dans l e  cas des points seni-adriis , e l l e  e s t  dans [2] . El le  e s t  analo- 

gue pour l e s  points admis. 

D a n s  l a  su i t e ,  pour p < n! , on désigne par l 'ensenble des 

points {p; 5,. ..,an] de Ân pour l e s  en t ie rs  ai vér i f ian t  

O < 2a a .. . a 2al 
6 p . Pour q en t i e r  supérieur ou égal à 1 , on dêsigne 

An 
par  A resp. l'ensemble des é l6wnt s  de Â resp. ÂP p o q  lesquels n nq nq 
a = q . EI pa r t i cu l i e r ,  s i  l e  point A appartient à n l e  réseau A(A) 

a pour base  el,*...)^ n-1 ,A 

A resp. A' d é s i s e  lqensenble 6es éléments de Â resp. 
ncl ncl. ncl 

2P 
n '4 

qui sont semi-adnis ; A resp. ÀP ensenbles de points admis, ont une 
nq nq 

s ignif icat ion analogue. 

D'après l e  coro l la i re  de l a  proposition 3.1.4., tou t  point de An 



I 

resp, A d'ordre p , appartient au même cycle qu'un point de n Anq 'esp. Anq 
oii q e s t  un diviseur de p . On pourra, en conséquence, au l i e u  de déteminer 

% , dcterniner l a  pa r t i e  Ahq e t  de &e &&terminer l n .  partie de 
al P qlp (I 1 . 

I 

On désigne par p resI)* Pnq , l q o r d r e  d r i u m  d'un élément de 

t' W. 

*ns 
resp. U A . ûn pourra l imi ter  q en tenant compte, par exemple, 

nq 
lAPîa p r o p o s i t i o ~ ' ~ . l . 6 .  . 

De toute façon, une prenière étape consiste 3 déterminer et pnl * 

On diisigne par  Fn l'ensemble des points f ront ière;  on pose 

P = F fi A* ; on désigne par fn l9 ordre nexirium d'un point de Fn . On e n n n 
évidement f n  f pn . 

On d i t  que l e  nonbre p e s t  un indice possible relativement à A 
nq 

resp. X rcsp. F s i  A' resp. ÀP resp. F' e s t  non vide. pnl resp. 
0. ncl n nq nq n 

.I 

pnl e s t  l e  nnxinun des indices possibles pour Ani resp. xnl ; Pn s resP* P, 
* l 

resp. fn  , e s t  l e  maxinun des indices possibles rour v! A resp. U A , 
resp, F 

nq 9 nq 
n o .  

Dans l a  su i te ,  on suppose n = 5 . 

Pour un point A - de Ag , - on a i ~ f  (ai ,r;) = 1 ; par conséquent, - - 1 
on 2. p5 = pcjl . - 

Notons que l a  proposition 3.1.6. nous donne 

puisque l 'on a 5 = 2 , Pb = 5 . Supposons 3 



ce qui e s t  possible à une pernutation près. On a (a5,p) * 5 . Si, dans l e s  
inégal i tés  (*) (e3,p) 6 (a4,p) 6 (a5,p) il y a au moins un signe d 'égal i té ,  

a lo rs  on a (a3,p) P3 = 2 c t ,  OU bien (al,p) = 1 , ou bien 

(al,p) = (a2,p) = (a3,p) = 2 , ce qui e s t  exclu a a r  5 = I. . 2 S i ,  dans (*) , 
l e s  inéga l i t és  sont s t r i c t e s ,  on a (ag,p) 6 3 ; (a2,p) ne peut ê t r e  égal  B 
3 car ce l a  ne s e r a i t  possible qu'avec (e2,p) = (a3,p) qui entraîne - 
(a2,p) s p3 ; on n donc (a2,p) 6 2 ; s i  (y , , p )  est d i f fé ren t  de 1 , on 

vo i t  que 2 d i r i s e  au  oins t r o i s  des ( 1 % ~ )  CI qiii e s t  exclu par l q 6 g d i t é  - 
s s = l .  

Dans tous  l e s  cas on a bien (al,p) = 1 

On se  propose a lo r s  

(a) La dêternination dQune l i s t e  des p possibles  pour - A51 
avec, pour chaque p possible, lvexenple  d'un point de A& : ce l a  nous donne- 

ra ,  en pa r t i cu l i e r ,  l a  valeur de p 51 
(b ) La détermination de A 

51 " 
La proposition 3.2.2. nontrant 

que tout  point  de A5 appartient  au même cycle ququn point de 
A51 ' on résoud 

a in s i  conpl6tewnt l e  problène des octasdres pour n = 5 dans l e  cas fer&. On 

u t i l i s e  ( a )  notament pour borner l es  p possibles pour 
'51 puisque l v o n  a - 

p51 s p g l  . LAUB [14] ayant déternine X& pour p 6 37 , on v é r i f i e  a in s i  

e t  complète ses  r é su l t a t s ,  

, ( c )  La  détermination dqune l i s t e  des p possibles  >Our 
F5 

(d) L a  détermination de p 
5 

On e s t  anen6 aussi  à u t i l i s e r  l e  coro l la i re  de l a  

Pour t o u t  point A = fp; al, O . ,a 1 de An on n nécessairement, pour n -  
n 2 4 , l ' i néga l i t é  

n 
p s i 6  1 a. . 

i = 4  L 



Pour t o u t  point A = tp;  ûl,a2,a3,n4,ql A* on a nécessairenent 
5 s  ' 

a4 + q - 1 2 (P-1) + 16 e t ,  en pa r t i cu l i e r ,  a4 >, (p-1) 4 16  pour t ou t  point  - 
P A - de A5. 

E l le  r é s u l t e  de l a  r e m q u e  que 

n n 
i> 1 16 ai êquivaut à p - 1 < 16 1 ai 

i-4 i=4 

donc à 

du fai t  que l e s  a. e t  p sont ent iers .  
1 

Il r é su l t e  imediatement de l a  proposition 3.2.3. que, pour un point 

A de Ah1 , on e p r 16 , e t  i a  proposition 3.2.3. n 'est  au t re  qu'une géné- 

r a l i s a t i on  du leme 5 de [2]. 

Consid6rons plus ieurs  cas o 

1 
( i )  S i  l ' on  o g 13 2 4 a lors  2 - 3ai 2 O pour i = 1.2'3 e t ,  

considérant l e  point  3A , on a 

n 
 inégalité p 1 I A ~  1 2 p entra îne  donc p 1 13~11 r 6 1 ni e t  l ' i n é g a l i t é  

p /( 3 ~ /  1 2 p ne peut avoir l i e u  que pour 
i=4 



1 
(ii) Si l'on a 3 p 6 a3 alors 3ai P 2 O pour i = 1,2,3 et, 

consid6rant le point 3R, on a 

Or, lc, proposition 3.2.1. , appliquée pour t = n-3 , nous donne 

n 
L'inBgalité (3~11 1 p ne peut donc avoir lieu que pour p 6 6 1 a. . 

i=4 1 

1 
(iii) Si l'on a a3 c -j p I a2 pou 18 point 3A, on a 

Or, la proposition 3.2.1. , appliquge pour t = n-2 , nous donne 

AL 

et l'inégdité pl 13~1 1 i 2 ne peut avoir lieu que pur p r 12 1 a. 
i=4 1 

1 
(iv) Si lvon a a2 < - p I n 3 1 ,  gour le point 3A , on a 

et 1 Pinégalité p 1 1 A I  1 2 p entraîne 



Lv inéga l i t é  p 1 1 3AI 1 2 p nécessi te  a lo r s  

appliquons a lo r s  l a  proposition 3.2.1. ou point 2A - el pour t = n-2 en 

prenant pour p a r t i e  à n-2 Cléments de l n  , l e s  e n t i e r s  d i f fé ren ts  de 2 

e t  3 . On do i t  avoir 

Il 

O r  (*) entra îne p - 2al 6 2 ci e t  on do i t  donc avoir  
i=4  

ce qui ne peut s e  produire que pour p 6 16 1 ai . i=4  
Pour un point de A on se trouve n6cessairenent dans l 'un des quatre n 

cas  considérés ci-dessus, ce qui achève l a  d6monstration. 

Le coro l la i re  de l a  proposition 3.2.3. donne une borne inférieure de 

a4 pour un point  de 
A59 

. Une borne supérieure e s t  donnée par  l e  

Pour un point de A' on a n4 < p l 3  pourvu que l 'on a i t  p > 12 q . 5s - 

Supposons que, pour un point A de A' , on o i t  a,+ 2 pl3  . On a 5 s 
a lo r s  3ai - p 2 0 pour i = 1,2,3,4 , d'où 

O r ,  l a  proposition 3.2.1. , appliquée pour t = 1 , nous donne 

p l l h l l  É 3(p/2) + 2 a 5  s o i t  pI13~11 ~ p / 2  + 6 a 5  . - r .  



~ ' i n é g a l i t g  p ( l 3 ~ ( I  2 p n 'es t  a lors  possible que pour p/2 6a 5 ,  
s o i t  

p ,< 12a = 12q . 
5 

Les divers p r o g r m e s  6e calcul que nous avons é t ab l i s  ont u t i l i s é  l e s  

propositions 3.2.1. e t  3.2.3. e t  l e  l e m e  3.2,l. . - 
On a donné, dans l'annexe, l e  p r o g r a i !  SEPIIPERM, qui pernet l a  déter- - 

nination de A 
51 ' l e  progranme PENI, qui pemet ce l le  de A , e t  l e  program- 

51 
Ice FRONT, qui 3 e r m t  l a  dcternination de 

Donnons naintenant l e s  résul ta ts .  

La détemination des possibles pour 
A51 

e s t  donnée par l e  

Aucun 1, > 48 n 'es t  possible pour - . Pour p 6 48, toutes l e s  A51 - 
valeurs de p 2 2 sont possibles sauf l e s  valeurs de 42, 43, 44, 45, 46 e t  - 
47 La l i s t e  suivante donne, pour chaque valeur possible de p , 
seni-admis de A' Un t e l  point e s t  cho i s i  s e n i - a 6 s  strictement quand ce la  

51 
e s t  possible, cqest-&-clire pour l e s  valeurs de r, possibles dis t inctes  l?e 2, 

3 - e t  41 ; il e s t  choisi point f ront ière  qumd cela  e s t  possible, c'est-à-dire 

pour l e s  valeurs de p possibles d is t inc tes  de 2, 3, 4, 33, 35, 38, 39, 41 . 



Dans l a  l is te  ci-dessus, l e s  points  marqués de * sont l e s  seu ls  points 

qui ne sont pas 2oints f ron t iè re .  Pami eux, l e s  points  

sont adais, l e s  autres  &tant seni-a6rd.s strictement. 

On conmence par  Gtablir ,  3 l a  machine, l a  l i s t e  cles p possibles pour 

2 < p s 83 . On obt ient  les p indiqués ci-clessus. Pour 04 s p s 119 , l e s  

pa i r s  d i f fé ren ts  de 96 ne sont pas possibles ca r  s i ,  pour un t e l  p , il e x i s t a i t  

un point seni-edmis d = {p; q,a2,a3,a4,1} l e  r o i n t  2A s e r a i t  aussi  un point  

seni-admis, d'ordre 9 / 2  avec 42 6 p/2 6 59 e t  p l2  # 48 , ce qui e s t  exclu 

par l e s  r é su l t a t s  cléjà obtenus. 

Reste d o r s  à v e r i f i e r  que p = 96 e t  p i q a i r  avec 05 s p s 119 

ne sont pas des p possibles. 

Ce qusa f a i t  l a  machine. On a u t i l i s é  i c i  l e  p r o g r m e  SEF4IFEREf 

dans s a  variante LIST SEMIPERM. 

- 
L a  détermination de 

?5 
e s t  donnée par l e  

On a 5 = 41 . Aucun p 2 42 n ' es t  possible pour un point de - 5 '51 • 

Pour p 6 41 , toutes  l e s  valeurs de p sont possibles pour - s auf A51 - 
27, 28 - e t  30 S p d 40 . Une l i s t e  c o q l è t e  des cycles des points  de a, c& 

l a  l i s t e  des cycles des points : 



La  l i s t e  ci-dessus, sauf l e  point  d 'ordre 41  , e s t  dûe à LAUB 

(cf. [15] p. 50) .  après l e  théorsme 3.2.1. e t  l a  proposition 3.2.2,, il 

suffit de déterminer 3' pour p s 48 , ce que f a i t  l a  machine à l ' a i de  dg 
51 

p r o g r m e  PERV. On range ensuite l e s  points  obtenus par cycles. 

Notons auss i  que l e s  p poss ibles  pour F5 sogt tous l e s  p r 48 

d i s t i n c t s  de 2, 3 ,  4, 3 3 ,  35, 38 e t  des 1-érif icnt  4 1  s p d 47 . On obt ient  

pour chaque valeur de p possib1.e pour F un point  frontikye d'ordre p en 
5 

consu l twt  l n  l i s t e  des pc in t s  f roc t i è r e  incluse d m s  l a  l i s t e  donn6e dans l e  

thEorème 3,2.1, e t  cn 2 ajoutant  l c  point  f ron t i è r e  139; 19,8,7,3,2) . pour 

obtenir  l e s  r é s u l t a t s  concernant 
f5 

on a u t i l i s é  l e  pmgrammf FROi\JT pour 

p s 4 8 .  



On aborde mintenent  l a  &&ternination de p 5 .  

Corne, évidement,  on a l P i n d ~ a ï i t é  J? 5 "1, e t  que l q o n  a prouvé 

A' = , il nous s u f f i t  de consid6rer 48<p<120 5q 48<~<120  51 A~ . 
q.1 SC?! Y 

pour p fixé, 48 < p < 120 , un point 4 = {p; %,a2,a3,a4,n5} de 

A; appar t ient  nécessairenent au nêne cycle qu'un point de A& e;vec 

q = i?f(ai ,p)  . En pa r t i cu l i e r ,  si ,  Dour p f i xé ,  on e s t  assure que l 'on  a 
1 

i ~ f  (ni&) = 1 pour un point  A de A; , l e s  r 6 s u l t a t s  précédents nontrent 
1 

pue A = @ . Rous dirons d'un t e l  p que ce n f  e s t  pas un p possible. 

On s a lo r s  l e  

Pour 48 < p < 120 , - 
(i) - s i  p e s t  ?renier ,  paissance dqun nonbre premier ou proc?uit de 

deux nombres premiers d i s t i n c t s ,  n 9 e s t  pas pcssible.  

( i i )  çi p e s t  proouit  de t r o i s  norribres premiers, m e c  - 
r 6 s d t , t b 11 , 2 rs # 6 , 10 , p n q e s t  pas possible.  

( i i i )  63, 75, 83, 98, 104 - e t  105 ne sont pas des p possibles. 

Botons que l e  ( i )  du l e m e  nontre que l e s  40 valeurs suivantes de 

p ne sont pas possibles : 

La p a r t i e  (ii) du lem.e, e l l e ,  nontre que l e s  7 valeurs suiv~ui tes  

de p ne sont pas possibles : 



Ainsi, en écartcuit l e s  54 valeurs de p couvertes par l e  l e m e  

3.2.1. , res ten t  à examiner l e s  17 valeurs suivantes de p : 

50, 54, 56, 60, 66, 70, 72, 78, 80, go, 96, 100, 102, 108, 110, 112, 114 . 
Considérant a lors  individuellement chacune des valeurs de p ci-cessus 

énunérées, on peut, pour chaque p , 6onner une borne su;iérieure du ii?f (ci,p) 
1 

associé à un point  A de A* ce qui  permet d'affirmer que seules  cer ta ines  
5 ,  

valeurs de q divisant  p (q # 1 )  sont Ei considérer. Nous appelons ces va- 

l eurs  de q des valeurs possibles. On a a lo r s  l e  

Pour p = 60,72,96 e t  108 les  seules valeurs possibles de q sont - - - 
2,3 e t  4 ; JJOU p = 90 , l e s  seules valeurs possibles de q sont 2 e t  3 ; - - - 
pour p = 80 e t  112 , l e s  seules valeurs possibles de q sont 2 e t  4 ; - - - 
pour p = 50, 54, 56, 66, 70, 78, 100, 1.02, 110 e t  114 , l a  seule  valeur 

possible de q e s t  2 . - 
JJotons l a  m6tho6e employée pour prouver l e s  lenmes 3.2.1, e t  3.2.3. . 

On associe toujours cu point h de AT consicléré, l e  point  
5 

hq = {p; ai, a;, a;, a i ,  a;) où les a! sont une pemutat ion des ai 
1 

choisie 

de façon que lv on a i t  : 

D q  après l ' é tude du problème des octaèdres en dimension 4 , (a,!.,p) 

doi t  ê t r e  i n f é r i eu r  ou 6)al à p = 16 e t  d i f fé ren t  de 11 1 3  1 ou 15 ; 4 
de plus,  deux des ( a ?  ,-1 ne peuvent ê t r e  6qaux sans ê t r e  in fé r ieurs  ou étaux 

1 

à p3 = 4 , t r o i s  des (a! ,>) ne peuvent être Égaux sans ê t r e  in fé r ieurs  ou 
1 

égaux à p = 2 e t  quatre des ( a i , p )  ne peuvent ê t r e  égaux sans être égaux 2 



Les preuves des deux l e m e s  se servent esscnt ie l lenent  de l a  remarque 

ci-dessus e t  de l a  dScosrposition exp l ic i t e  en produit de facteurs  premiers des 

p e n t i e r s  vé r i f i an t  48 < p < 120 , l'examen de c e t t e  déco~nposition permettant 

pour chaque valeur de p d v a i l e r  p lus  lo in  que l e s  r 6 s u l t a . t ~  qu'on peut dédui- 

r e  de l a  proposition 3.1.6, . 
TJous donnons ci-dessous Ir, preuve du l e m e  3.2.2, , l a i s s an t  c e l l e  

du l e m e  3.2.3. & l a  patience du lec teur ,  

k ( i )  S i  l 'on a p = r avec r prenier  e t  s i  ( a j , p )  e s t  d i f f i r e n t  

de 1 , r divise  tous l e s  ( a i , p )  donc (al,a2,a3,a4,a5) ce qui  e s t  exclu . 
S i  p e s t  procuit  des deux nombres preniers d i s t i n c t s  r e t  s , r c s , on 

a s 2 5 pour p f 6 ; (al  ,p)  ne peut prendre que l e s  valeurs 1, r ou s 

e t  donc (a;,p) 5 s ; on ne ceut  mir (a j ,p )  = (a;,p) = s puisque s 2 5 , 
donc nécessairement (a(,p) d r ; on ne peut avoir  a ,  = r donc nécessai- 

renent ( a i , p )  = 1 . 
( i i )  ûn c nêccssairenent rs r 10 ca r ,  sinon, rst 2 (11)' > 120 . 

Corne lvhypothèse él ir i ine,  pour r ,  , l e s  couples (2,3) e t  (2,5) on a 

r = s = 2 ou r = s = 3 ; (8l.p) peut prenZre conne valeurs 1 , r ou r 2 

e t  on a necessairenent (al&) = 1 car ,  sinon, r d i v i s e r ~ i t  (al.n2,a3.aq9a59~) * 

2 
( i i i )  On a 63 = ( 3 )  .7 ; l e s  valeurs possibles pour (a? ,p) sont 

1 

1, 3, 7 ou 9 . On a (e5.p) r 9 ; on ne peut avoir  (a i ,p )  = 9 donc 

( a i , p )  r 7 ; on ne peut avoir  a ,  = a ,  = 7 2~onc (a;,p) 6 3 ; on ne 

geut avoir  ( a q  7) = (a;,?) = 3 donc = 1 . 1'l 

On a 75 = 3.(5)2 ; l e s  valeurs poss ibles  pour (a i ,p )  sont 1, 3 

ou 5 . On a (a;,p) 6 5 ; on ne peut avoir (a6.p) = 5 donc (a&,p) f 3 ; 

on ne peut avoir  (a$&) = 3 donc (a$,p) = 1 , 

3 On a 80 = ( 2 )  -1-1 e t  l e s  valeurs poss i5ïes  pour (a?,p)  sont 1, 2, 

(212 ou (213 ciqoù ( a i , p )  = 1 . 



Z 
ûn a 98 = 2. ( 7 )  ; l e s  valeurs possibles pour ( a ?  ,p) sont 1, 2 

1 

ou 7 ; on en déduit ( a i ,p )  r 2 c t  (ai ,p) = 1 . 
ûn a 104 = ( ~ ) ~ . 1 3  e t  l e s  valeurs poss ibles  pour (ni,>) sont 1, 

3 
2, (2)2 ou (2 )  d90Ù (a i ,p )  = 1 . 

On a 105 = 3.5.7 ; l e s  valeurs possibles pour (ai,p) sont 1,3,  5 

ou 7 on a a ,  7 puis  ( a i , p )  r 5 puis  (a5.p) 6 3 e t  (3,~) 9 1 . 
Indiquons maintenant l e  r é s u l t a t  f i n a l .  

Les calculs  fondés sur l e s  consid6rations précedentes e t  u t i l i s a n t  des 

Li est vide. ûn peut var iantes  du programne SEPaPERII m n t r e n t  que 40<p<120 5q 

donc énoncer l e  c f > l ,  I P  

ThZonhe 3,2.3.-  

- - - - - 40 , p51 - ?5 = 41 . On a Pgl P5 - 
- 

Pour terminer, donnons l a  t ab l e  des valeurs connues de tn , 2n!n. n n s  

Notre contribution a é t é  de cl6teminer l e s  nombres encerclés, 



1,- Pour évaluer l e  tenps que derriandent l e s  calculs à l a  machine, 
A 

il e s t  u t i l e  de connaître l e  nonùre dvélénents 3(n) , resp. Y (n)  de An , 
A 

resp. Anl . On trouve 

Les quotients Y 6 ( 5 )  e t  i (6) /0(5)  sont cle l 'ordre de plusieurs 

n i l l ions ,  ce qui exclut toute poss ib i l i té  Se d6ternination conglète du cas 

n = 6 à l v a i d e  des moyens techniques existant actuellement, 

2.- Les resu l ta t s  obtenus pour n = 3,  4, 5 montrent que, pour 

ces valeurs de n , n! - 1 e s t  une borne supéricure de pn qui n D e s t  pas très 

bonne. Ln déternination Qventuelle de .en pour n 2 6 se ra i t  f ac i l i t ée  s i  l q o n  

pouvait trouver m e  borne supérieure meilleure. conne on a. prouvé, dans [3J , 
que l 'on a n s q(52 ) n! où n(f2 ) e s t  l a  densité d'enpilenent régulier de n n n 

'n il s u f f i r a i t  pour cela de donner de une borne supgrieure n t i l l eu re  

que 1 . Les seuls r6sul tats  de ce t te  nature que l v o n  connaisse sont dÛs à 

BLICHFELDT [6] e t  à RJJJKIN [24] e t  ne sont valables que pour n suffisciment 



€MPZLE!dENTS ET PAVEMENTS 

Au parasraphe 4.1. nous montrons cornent l e  poblèae envisa&, pour 

n = 2, par VON WOLFF 1301 pernet de trouver des Za-emilenents plus denses que 

l e  Za-ensilenent régul ier  associ6,le plus dense e s t  l i é  à 1s comparaison entre 

l e s  constantes c r i t iques  respectives dvune pa r t i e  K de IRn e t  du cylindre 

C(K) de ~?+l construit  sur K . Ce dernier problsne a ét6 envisa& par 

ROGERS e t  DAVEMPORT ( cf .  [2q e t  [Il] ) . La l ia ison entre ces deux problsnes - 
f a i t  intervenir l e s  constantes  empilenen ne nt ( K )  définies au paragrarhe 1.2. 

Ch 
e t  re lat ives  aux Za-empilements ayant pour base un &seau l inéa i re  union d 9 m  

réseau G e t  des h-1 t rans la tés  de G par it (t e s t  une t ranslat ion e t  

i = l,...,h-1). h par t icu l ie r ,  s i  l'on peut trouver h t e l  que Z ~ ( K )  > C(K)  

alors  l a  constante c r i t ique  du cylindre est strictement plus pe t i t e  que ce l le  fie 

l a  base. C9est par ce procédé que l'on mnt re  que l a  ''conjecture des cylindres" 

e s t  i n f i d e  pour l e s  ~ y l i n ~ r e s  de R~ à hase 6toilêe.  On montre, en passant, 

coment 19exernple de VOM WOLFF , correspondont à h = 2 , se généralise pour 

h = 3 e t  4 e t  comment ces questions sont l i e e s  aux considérations de GROBrIER 

dans [12] . 
Au parqraphe 4.2. on considère l e  problr'tnc analogue concernant l e s  

constantes d q e q i l e n e n t  ordinaires. La constante dVenpilenent r é p l i e r  du cylin- 

dre C(K)  e s t  strictement supérieure à l a  constante d'cnpilenent régulier de K 

s i  l 'on peut trouver h > 1 t e l  que ;$(K) s o i t  s t r ic tenent  supérieur à n ( ~ )  . 
On considère, en par t icu l ie r ,  l a  possibi l i t6  de construire des par t ies  K de 

tRU pour lesquelles l a  densite dveqi lement  correspondant au cas où l a  base e s t  



un 2-rdscau e s t  s t r ic tenent  plus p m d e  que l a  densité dVeq i l enen t  régulier,  

s ' es t  attachg surtout au cas des pa r t i e s  qui sont des pa r t i e s  pa- 

vantes d'indice 2 sans ê t r e  des par t ies  pavantes régulières, Nous s iwalons  

d'une part  des exenples pour n = 2 e t  montrons, d'autre par t ,  cornent, pour n 

quelconque, on peut construire des classes de par t ies  possédant ces propriétés 

s o i t  à p a r t i r  des paralléloèdres, so i t  à p a r t i r  des pavements "en danier". Cette 

dernière construction permet, pour n 3 3 , dvobtenir des par t ies  possédant l e s  

propriétés voulues e t  qui sont, de plus, connexes, 

Au paragraphe 4.3. on conplète lvé tude  f a i t e  au paragraphe 4 .le de 

l a  relation entre l a  constante ~ , ( c ( K ) )  e t  l e s  constantes t$K) l i é e s  aux 

Za-empilements de K e t  du cylindre c(K), dans l e  cas par t icul ier  où e s t  

un c o q s  é to i l é  centré borné. 

On a prouvé que, pour tout h > 1 , on n 2 C;(K) s z,(c(K)) ( ~ c r o l -  

l a i r e  de l a  proposition 4 . 1 . )  . On montre, dans l e  cas considéré, qu ' i l  

exis te  une constante H , dépendant seulement de K , t e l l e  que 

F(c(K)) 6 2 cH(K) . Cela résu l te  du f a i t  que le cylindre C(K) possède des 

réseaux cr i t iques ayant n + 1 points linéairement in~épendants dans une de ses  

bases. La constmte H e s t  borcée sü~Zrieurement par lq ind ice  d'un t e l  réseau 

cr i t ique par rapport eu réseau engendré par l e s  n + 1 points précédents. Cela 

entraîne que, dans l e  cas par t icu l ie r  où K e s t  une jauge, on peut prendre 

= n + l  ""n+l eu t  l a  constante définie au chayitre 3 . On a a lors  égalenent 

l ' inégal i té  ~ ( c ( K ) )  4 II;(K) . 
hi étudie ensuite l e  cas 03 K est l n  boule unité Sn de R" . On 

peut a lors  prendre pour H l a  part ie  ent ière  d'une cons.t;ante 
n + l  &f in ie  dans 

l a  proposition 4.3.4. e t  l i é e  de façon sirzple à l a  densité maximum d'enpilenent 

quelconque de l a  boule Sn . 
Les considérations précédentes permettent dvaborder l e  problène de l a  

"conjecture des cylinr2res" - pour l e s  cylindres construits sur une jauge; en e f fe t ,  

si l 'on prouve iii(K) = n ( ~ )  , alors l a  constante dvenpilement régul ier  du 

cylindre construit sur K a ins i  que sa  constante cr i t iquz,  sont respectivement 

égales rtux nênes constantes relat ives  à K ( c f ,  Rernasque 1 )  , 



Dans l e  cas des "cylindres sphériques" on peut a ins i  retrouver l e  

résu l ta t  de WOODS coilcernant l e  cylindre à 4 dinensions construit  sur l a  boule 

à 3 dinensions. Pour l e  cylindre à 5 dimensions, construit sur  l a  boule S k '  
on e s t  ramené à chercher s i  n '  (S ) = ( s4 )  . Nous ne somnes pas assur6 actuel- 7 4 
lement de ce t t e  égalité.  

Nous avons joint  une table  des valeurs de + 1 pour n 6 12 . 
4.1. - CYLINDRES ET Za-EMQZLEMENTS. 

n *n+l 
el'e2 , . . . e é t a t  l n  base de W , on prend pour base de n 

el,...'e ,e n n+1 ; 0 -  e s t  l 'origine de IRn , n cel le  ~ . e  R . Si 
n+l  = ( x l , . . . , x , x  ) e s t m p o i n t d e  R , ondés ignepar  x l e p o i n t  n n+l 

(x1,..,xn e t  on pose P = ( X , X ~ + ~ )  . 
K 6tant une par t ie  de R~ contenant Rn , l e  cylindre C(K) de basa 

K e s t  l fense&le C(K) = {k c E K , lxn+ll < 11 . 
On suppose, dans l a  suite,  que K e s t  un ouvert borné de nesure non 

nulle. 

De l a  proposition 1.2.2. résul tent  l e s  égal i tés  n*(C(K)) = V*(K) , 
z*(c(K)) = 2 <*(KI . On a, d'autre pa r t ,  A(c(K))/A(K) = 2 s(K)/s(c(K)) , 
A(D(c(K))/A(DK) = 2 r l ( ~ ) / r i ( ~ ( K )  ) e t ,  dans l e  cas ~ a r t i c u l i e r  d'une jauge 3 , 
A(C(J) ) /A(J)  = ~ ( J ) / ~ ( c ( J ) )  . Sont a ins i  é tab l ies  des relations entre l e s  cons- 

tantes  c r i t iques  e t  l e s  constantes d'empilenent &*lier des past ies  K , 
c(K) , D(C(K)) , DK . On a aussi l a  

Pour tout  indice h , vaut l ' inégal i té  



Il s u f f i t  de prouver l ' i néça l i t é  A(c(K))  v o l ( K ) / ~ ~ ( K )  . 
h 

Soit  X = 8 (G + ( i -1 ) t )  un réseau d'indice h l inga i re  t e l  que 
i=l A n+l  

U(K,X) s o i t  un Za-empilement. ConsiCérons l e  réseau G de R engendré par 
%+l 

bl,b b , t + - h 
où bl, . . ,b e s t  une base de G . Il s u f f i t  de n n 

prouver que G e s t  ~ ( ~ ) - ~ e r n i s .  En e f f e t ,  on a a lo r s  

e t ,  corne dens(K,~)  peut ê t r e  nussi proche que l 'on veut de ;;(K) , l e  résul- 

t a t  e s t  acquis. 

A 

O r ,  s i  2 = ( X , X ~ + ~  ) e s t  un point de G , on R 

où l e s  A sont dans Z ;>Our i = l,.,.,n+l . 
Si  l ' on  a 1%+11 2 h , on a 3 1 e t  2 n 'es t  pas dans c(K) . 
S i l ' o n a  A = ~ ( i - = l )  avec E = *  1 e t  l s i s h ,  x ou -x n+l  

appartient à G + (i-l)t donc x e s t  dans DX = X u (- X)  ; or ,  l 'on a 

D X n  K = {On} ce qui donne x = Bn ou x q! K ; x q! K entraîne P # C(K) 

tandis  que x = €Y entraîne X = On+l . n 
lr 

Ainsi G e s t  bien c(K)-perrzis. 

(a) Si  l 'on peut trouver h t e l  que l s o n  a i t  (K) > S ( K )  , on a h - 
aussi  A(c(K))  < A ( K )  . - 

* 
(b)  Lv6gaïi té A(c(K)) = A(K)  entraîne, pour tou t  h - de , l'&a- 

l i t 6  C$K) = S(K) . - 
(CI  On a, pour tout  h , 2 c ~ ( K )  I c(c(K))  . 



C'est évident s i  l 'on se rappelle que $ ( K )  = sup ;;(KI . Dms l e  
UkSh 

cas où K e s t  une jauge, A(c(K))  = A(K)  entraîne aussi  n p )  = ,,(KI . 

Dans !R2 , pour h = 2, 3, 4 , on peut trouver des polygones é t o i l é s  - 
centrBs P 14 côtés, pour h = 2 , & 18 côtés, pour h = 3 ou 4 t e l s  - - 9 -  - 
s u e  l 'on a i t  c ~ ( P )  > <(P) . On a a lo r s  aussi, pour l e  cylindre C(P) , l ' iné-  

f ia l i t é  A(c(P) )  < A(P)  . 

On s u i t  l a  méthode employée par VON WOLFF dans [30] . On construit  

un polyeone é t o i l é  centré P t e l  que @(P)  > l / h  tandis  que l e  réseau l i néa i r e  
h 2  dqindice h , X = 0 Z + 1 , où Z* e s t  l e  réseau des points a coor- 
i=l 

données entiErcs e t  t convenqblenent choisi ,  de densitg h, e s t  P-permise 

Comme on a DX = X U (-X) l a  synétrie de P entraîne d o r s  DX fl P = (VI 
e t  U(P,X) e s t  un Za-enpilement; on s 

d'oh l e  r é su l t a t ,  

On peut construire l e  polygone P de l a  façon suivante. 

On rapporte l e  plan 3 un systome de deux axes orthogonaux dx , 
6y ; u 6tant  un parcmètre sounis aux conclitions O < u 6 2/h(3h+2) , on prend 

pour P l e  polygone ouvert connexe contenant 6 ,  ailmettant Ox e t  6y corne 

axes de symétrie e t  dont une pnr t ie  de l a  f ront ière  e s t  l a  l igne br isée  

Pl &I q S1 Tl U1 où l e s  points cons id ré s  ont pour coordonnres respectives 



-b 

On prend pour t l a  t ranslat ion OS1 . ( s i  P i  e s t  l e  t ranslaté  de P 1 par 
t e t  R i  l e  translatitÉ du point (1,2) par h l  , Q1 e s t  l ' in te rsec t ion  

des droi tes  P1Pi et RIRi  e t  l a  condition u r 2/h(3h+2) exprime que l1or-  
1 

donnée yl de Ql vé r i f i e  1 + - 2 
h < Y l s l + h )  

On montre a lors  

( i )  que X ri P = (6) : c 'est  f ac i l e  en tenant comnte de ce que P 
2 e s t  contenu dans l e  rectangle 1 xl < 1 , 1 y 1 < 1 + - ; h 

1 ( i i )  que l'on a A(P) > : corne l e  rectan@e R défini par 
1 1x1 < 1 , lyl < 5 e s t  contenu dans P , on a A(P)  2 A ( R )  ; comne A(R)  

1 1 vaut - il s u f f i t  de montrer que A ( K )  e s t  différent  de - e t  pour cela  quvau- 
h h 

cun réseau cr i t ique pour R n 'est  ?-permis. On l e  vCrifie pour h = 2, 3, 4 
(ce n'est  plus vrai  pour h = 5)  , en considérant sépargment chaque valeur de 

h , par des calculs l o n ~ s  mais fac i les ,  

On vér i f ie  facilement que P e s t  é to i l é ,  sauf pour h = 4 e t  

u = 1/28 , L'exemple donné par VON TJOLFF correspond à h = 2 e t  u = 1/16 , 

flous avons construit  (cf. f i w e  a) l e  cas h = 3 , u = 1/18 . 
On peut remarquer que l9exeapie donnE par ROGERS dans [261 e s t  aussi  ce- 

l u i  d'un polygone é to i l é  cent& P à 1 4  côtés, pour lequel on a c;(P) > <(?) . 

2 
Dans R , on peut, pour tout  h IU* , trouver ua ensenble é t o i l é  - 

centré % pour lequel on a 

Pour tout 6 > O , on peut trouver, dans IR2 , un ensemble é to i l é  

centré K pour lequel <,(K ) 2 6-1 C(K)  . 



Il suffit de remarquer que, pour construire, pour tout E > O donné, 

un cylindre C ( K )  de IR3 , vér i f i an t  l q inéga l i t6  A(C(K) ) < E A(K) , DAMPPORT 

e t  ROGERS, dans [ll], ont construit  en r6a l i t6 ,  pour chaque h de N* , un en- 

semble étoi1.6 % v'erifiant (1)  . 
Le corol laire ,  qui, sous une fornulation différente,  r6sme un r é su l t a t  

récent de GROEMER (cf. [12] ) , e s t  im6dia t  puisque 6 é tant  donné, il s u f f i t  de 
* 

considérer llensenble 1% associ6 à un h de DJ vér i f ian t  h < 1 / 6  pour 
Lb 

-1 avoir ( )  ( )  8 5(ICh) . 

Il e s t  f a c i l e  de voir,  par l e s  néthodes employées au parasraphe 1.4, 

e t  en u t i l i s a n t  l a  corrcs]?on6ance entre un réseau l inéa i re  d'indice h de nn 
n+l  e t  un réseau de R , introduite dans l a  preuve de l a  proposition 4.1.1., 

que l'on a l e  r é su l t a t  suivant : 

Si  K e s t  un ouvert bornÉ mesurable, contenant O , pour tout h 2 1 - 
existe un Za-enpilement d'ensembles congrus à K par t ranslat ion l inéaire  

d'indice h e t  de densité ?&(K) . 

Sous l e s  mêmes hypothases il exis te  un empilement d'ensenbles congrus 

$ K pa r  t ranslat ion l inéa i re  d'indice h e t  de densité :;(KI . - 



O : Réseau id 
2 o : Z  + t  

2 * : Z  + 2 t  

FIGURE a 



4.2. - EMPILEMENTS ET PAVEEdENTS EION REûUll€RS, 

Quelle que s o i t  l a  par t ie  K de R~ , on a l ' inégal i té  - 

Le corol la ire  ( c )  de l a  proposition 4.1.1. nous donne 

2 s~(DK)/G(c(DK))  s 1 . O r ,  i f o n  a 

r, ( c (m) ) = (D (C (K) ) ) par invariance affine 

Il résul te  de ce t te  proposition que, a lors  qu'on a toujours 

K = K , on a ~ ( c ( K ) )  . Q(K) s i  l 'on peut trouver h > 1 t e l  que 

l 'on a i t  {;(KI > n ( ~ )  . 
On s'attache, dans l e  reste  de ce przragraphe, à montrer comment on 

peut construire, dans , des par t ies  K pour lesquelles on a r$(K) > n(K) . 
hi étudie plus particulièrement l e  cas où l 'on a K = 1 n(K) # 1 , c'est 

Èi-dire l e  cas où K e s t  une par t ie  pavante d'indice 2 sans être une pa r t i e  

. pavante régulière. 

Avant d'aborder l e  cas de n quelconque, signeions iltabord quelques 
A 

exemples pour n = 2 . On rapporte R= à s a  base canonique el , e suprosée 
2 

orthonormée e t  au système d'axes 6x, ûy associé. (Ces exemples sont représen- 

tés dans l a  figure b oa tout polygone hachuré e s t  à considérer conme ouvert). 



Deux exenples typiques sont l e s  suivants : 

( i  ) Soit  II un hexagone ouvert non croisé, centré en b , f l e  

n i l i e u  d'un de ses côtés, a ïors  l'ensemble ( R  + 2f )  8 (H - 2 f )  e s t  une par t ie  

pavente de  IR^ non régulière ( ~ i g u r e  b , exenpie 1 ) .  

(ii) S i  C e s t  l e  carré x < 1 , Ix21 < 112 alors, pour 
II 

l ' e n s e ~ b l e  "en danier" d'adhérence connexe, K = 6 (C + b . )  , où bl = - el , 
j =l - - J 

b2 - el , b3 - - e2 , b4 = es , on a rle(K) = 1 , Q(K) = 4/5 . 
( ~ i g u r e  6 , exemple 2).  

Tous nontrons plus lo in  conillent on peut &n%rnliser ces deux exemples 

dans IRn . Les affirmations ci-dessus seront a lors  just i f iées .  

Signalons encore l e s  exenples suivants. On emploie, pour l e s  décrire,  

l e  convention suivante : un point de El2 é tant  désigné par une l e t t r e  affectée 

de 1' indice 1 , l a  ~ême l e t t r e  affectée des indices 2, 3, 4 désigne l e s  s y d -  

t r iques de cc point par rapport à bx, 0, 8y . Soit d o r s  Al , B1 , Cl les 

points de coordonnées respectives (1,2) , (2.4) , (2.2) , Ti l e  t r iangle  f e d  
de sonuets , Bi , Ci , Q resp. QQ l e  t r iangle  fermé 5 A 4  , 0 

( i i i )  S i  K e s t  lqensenble en "double cornette'' dqadhérence connexe 
4 

défini  corne lv intér ieur  de Q L! O,' U ( T. ) on a (K) = 1 , T-, (K) = 2/3 
1=1 1 2 

( ~ i g u r e  6 , e x e q l e  5 ) . 
( i v )  S i  K q  e s t  l'ensemble en "cornette à pied" intér ieur  de 

Q U gi U Tl U Th , on a n 2 ( ~ '  ) 2 3/4 , ri(Kv ) = i / 2  ( ~ i g u r e  6 , exemple 6 )  . 
La just i f icat ion de r12(~)  = 1 , n(K) 2 213 , n2(K1) 3 314 , 

~ I ( K ' )  5 1/2 e s t  immédiate. On voi t  en e f f e t  facilement : 

(a) que s i  G e s t  l e  réseau ayant pour base s o i t  l e s  vecteurs 

(4,0) e t  (0,4) s o i t  l e s  vecteurs (2,0) e t  ( 0 ~ 8 )  e t  s i  t = (1.~2) , 
X = G 8 (G * t )  e s t  l a  base d'un pavement d'ensenbles congrus 8, K , dto3 

i I a ( ~ )  = 1 e t  diun enpilenent d'ensembles congrus à Kt  de densité 3/4 d'où 

n2(~) 5 31'4 ; 

( su i te  p. 92) 



--------- Lqensemble "en dwAer" 

La "double cornette" La "cornette à pied" 



(b)  que s i  G e s t  l e  réseau ayant pour base, s o i t  l e s  vecteurs 

(2,0) e t  6 , s o i t  l e s  vecteurs (3,2) e t  ( 0 ~ 4 )  , G enpile K avec l a  

densité 2/3 e t  K t  avec l a  densité 1/2 d'os n ( ~ )  >; 2/3 , T ~ ( K ~ )  3 1/2 . 
Pour prouver n ( ~ )  = 2/3 , K = 1 2  il s u f f i t  de nontrer que l e s  

constantes cr i t iques de DK e t  de DK1 valent 12 , l e s  réseaux cr i t iques de 

DK e t  de DKs é tant  3 une s p i t r i e  près par rapport à 6x l e s  réseaux décr i t s  

en (b) . C e  n 'es t  pas d i f f i c i l e  une f o i s  déterniné DK e t  DKq que nous nous 

contentons de décrire. (c f .  Figure c) . 
DK e s t  l e  polygone fer& connexe à 34 côtés, contenant O , admet- 

t an t  (3% e t  ûy come axes de symétrie, e t  dont une par t ie  de l a  f ront ière  e s t  

l a  l igne brisCe d e f g h i j où l e s  points considérgs ont 
alblcl 1 1  1 1  1 1  1 

pour coordonnées respectives 

DE' e s t  l e  polygone f e d  connexe à 26 côtés, contenant O , adriet- 

t an t  6x e t  Oy come axes de s y d t r i e ,  e t  dont une par t ie  de l a  front ière  e s t  

f g h i j où a i  e s t  l e  point a1/2 . l a  l i g i e  brisée 
a; bl cl 

A 
DK e s t  le complémentaire par rapport à DK des points a i  , , 

,il A2 0; A3 , j; A4 e s t  l e  point j1/2 tandis que DK' e s t  

l e  complémentaire par rapport ' des points , j; , A* , A3 , j; , Ab . 
Rappelons que, si K e s t  une part ie  Ce IRn , Kx désigne l e  t rans la té  . , 

de K par x . 
Dans R~ , considérons, pour un couple (L,G) formé d'une par t ie  

bornde L e t  d'un réseau G , les propriétés 

( su i te  p. 94) 





(1 )  U(G,L) e s t  un pavement , 
(2 )  Il existe un seul  pavement par des ensembles congrus à L par 

translation, qui contienne L , 
De &me, pour une par t ie  bornée K considérons l e s  propriétés : 

( 3 )  K e s t  une pa r t i e  pavante régulière , 
(4) K e s t  une pa r t i e  pavante d'indice s t r i c t  2 . 

S i  l e  couple (L,G) vér i f i e  (1)  & (2)  , alors,  pour tout point 

p r i n i t i f  a de G 

( i )  l'ensemble K = L @ L vé r i f i e  (4)  mais pas ( 3 )  , a -a 
a donc np(K) = 1 , n(K) # 1 , 

( i i )  l e  cylindre C(II) = (c(L)),@ (c(L))  & r i f i e  à l a  f o i s  
-a 

(3) (4)  donc, on a $(c(K)) = ~ ( c ( K ) )  = 1 . 
Le théorème 4.2.1. donne une généralisation de lPexerrple ( i )  donné 

pour n = 2 . En ef fe t ,  appelons, d'après VORO??OT (Cf. [28] ) , parctlléloèdre 

toute par t ie  convexe pavant régulièrenent . Ap. SIMOXJ, dons [lj, a cons- 

t r u i t ,  pour toute valeur de n , des paraLléloèdres L pour lesquels (2) est 

vér i f ié .  Le couple (G,L) t e l  que U(G,L) e s t  un pavement, vé r i f i e  (1)  e t  

(2) e t  l e  ( i )  du théorème montre qu'on peut construire K q~ so i t  une par- 

t i e  pavante d'indice 2 sans ê t r e  une par t ie  pavante régulière. La par t ie  ( i i )  

montre, au contraire, que, quand L vér i f ie  (1) nais  pas (2)  , l a  conclusion 

de ( i )  n 'est  pas assurée. C'est l e  cas, en part icul ier ,  si L e s t  un cylindre 

de !dl+1 construit  sur un paralléloèdrc do (un t e l  cylindre e s t  aussi un 

paralléloèdre ) . 

La par t ie  (i) e s t  un corol la ire  de l a  



S i  l a  par t ie  L - de !$ e s t  t e l l e  que 

(a)  On peut trouver un réseau G empilant L avec l a  densité 

nJL) 

( b )  S i  X enpile L avec l a  densité n(L) e t  a pour indice - 
1 - ou 2 , X cofn,cide avec un t ranslaté  de G 

a ïors ,  pour K = L 8 L 03 a est un point pr imit i f  de G , on a 
'3 -a - 

En ef fe t ,  s i  l e  couple (L,G) vér i f ie  (1) e t  ( 2 )  , G empile L 

avec l a  densité 1 e t  tou t  empilement U(L,X)  de densité 1 a pour base un 
A 

t ranslaté  ae G ; ( a )  e t  ( b )  sont vér i f iés  e t  l'on a Q(K)  < n2(IC) *= 1 . 
D'après l a  proposition 1.2.3. il en résul te  que K vé r i f i e  (4)  mis pas 

(3 )  

La part ie  ( i i )  est un corollaire de l a  

S i  l a  par t ie  L de lRn e s t  t e l l e  que ( 5 )  Q(L) = n * ( ~ )  alors,  pour - 
l e  cylindre C(K)  = (c(L)  )a 0 (c(L) ) -a * - où a e s t  un point p r i n i t i f  d'un rd- 

seau G enpilant L avec l a  densité Q(L) , on a - 

En effet ,  s i  l e  couple (L,G) vér i f ie  (1)  , ( 5 )  e s t  bien vé r i f i é  

e t ,  de plus, L = 1 . La proposition 4.2.3. e t  l a  proposition 1.2.3. en- 

t raînent  a lors  que C(K)  vér i f ie  ( 3 )  e t  (&)  . 

On u t i l i s e  l e  l e m ,  f a c i l e  à démontrer : 



S i  G e s t  un réseau ne contenant pas t , - alors G @ Gt e s t  d'indice 

s t r i c t  2 - s i  2 t  n ' e s t p a s d a n s  G ,  sinon , c 9 e s t  un r6seau. 

On conplète l e  point a en une base de G : a , . . . ,a (Y = eu) . 
A 1 , n, 

Soit  a lors  G l e  réseau de base hal,a2,. . . ,a pour X = 0 8 Ga , 
n '  on a 

U(K,X) = U(L,G) donc X enpile K avec l a  densité n(L) ; X e s t  d'indice 

s t r i c t  2 d'après l e  l e m e  4.2.1. e t  on a i î 2 ( ~ )  3 n ( ~ )  . 
Soit ,  d 'autre par t ,  U(K,G~ ) un enpilenent régulier. Pour 

X q  = G' @ G' on a u(K,G') = u(L,x') ; X q  e s t  une gri1i.e d ' indice 2 car  a -a 
2a n 'es t  pas dms G q  . L'enpilenent U(L,X' ) qui contient La sans contenir 

L2a a , d'après ( b ) ,  une densité infér ieure  à T-I(L) . Corne, de plus, 

d e n s ( L , ~ )  e t  d e n s ( ~ , ~ )  sont égaux e t  que G 9  peut avoir é t é  choisi  de façon 

que dens(K,~)  = n ( ~ )  , on a bien r l ( ~ )  < n(L) . 

D'après l a  proposition 1.2.2., (5 )  entraîne 

S i  X empile C(K) , X' = Xa @ X enpile c ( L )  avec la  nêxe -a 
densité; de plus, l ' ind ice  de X 9  e s t  2h s i  l ' ind ice  de X e s t  h . On a 

donc 

., 
Soit  al,.oo,a (y = a )  une base de G e t  G l e  r h e a u  de base 

. , n  
4al,a2, . . .,a ,e G empile C(Z)  avec l a  densité ~ ( c ( L ) )  . Soit  H l e  n n+l ' 
réseau de base 4alla2,. . .,a ,e n n+l e t  % = fi 8 N qui e s t  dvindice 2 . De 

a 
u(c(L),;) = u(c(K),x) on dgduit 



Soit  6' l e  réseau de base )+$,a2, .. .,a ,a 
n 1 + en+ï et 

?' = Et @ 6' . on a 2' = où dl e s t  l e  réseau de base 
a -a. ' - 2en+l,a2,..e,a ,a + e n 1 n+l e t  X" enpile C(L) avec l n  densité n(L) . De 

u ( c ( K ) , ~ '  ) = u(c(L),?") on déduit alors 

En tenant compte des relat ions 6 , on a 

K , d'où l e  résu l ta t .  

1 , -  Rappelons d'abord que l e s  parall6loèdres considérés par Ap, SIMON 

définis par l a  donnée de n nombres c .  strictement supérieurs à 1 sont l e s  
1 

part ies  dc R" ensemble des x dont l e s  coordonnées vérif ient  l e s  i n 6 g d i t é s  

pour r s  = l , . . n  . S i  L e s t  un t e l  polytopc, l e  réseau G , qui empile L 

avec l a  densité 1 e s t  l e  réseau engendré par l e s  points , . . , a où a. eat 
n 1 

l e  point dont l e s  coordonn6rs valent 4 sauP l a  dernière qui vaut 2(1 + ci) . 
Ap, SIEL40N, dans Cl]  , a prouvé que l e  couple (G,L) vér i f ie  (1)  e t  (2) . 

2 .- L'ensemble K = La 0 L construit  à p a r t i r  <?'un paraJ.l.6loèdre 
-0, 

de Ap. SIKIN , e s t  lqunion de deux ouverts dont l e s  adhérences sont dis jointes ,  

Fbntrons qu ' i l  e s t  possible de trouver des par t ies  K vér if iant  (3) 2 ( 4 )  

e t  dont l'adhêrence e s t  connexe à l ' a ide  de l a  même construction, pour un choix 

convenable du couple ( ~ , a )  . 
Supposons que u(L' ,G) e s t  un pavement régul ier  d'un ouvert L' cen- 

t r é  en Q e t  que l e  point pr imit i f  a de G appartient 6 2xq . i'ï étant un 

hyperplan passant par a e t  B , on a L' = F$ 8 Y Q (JI yi L1) où 75 e t  M2 



sont deux ouverts symétriques par rapport à B e t  où al2 est  dens 75 n 3 2 .  
Considérons a lors  L = (141)-a,2 0 ; l e  couple (L,G) vé r i f i e  (1)  e t  

K = L 8 L a une adhérence connexe. Il s u f f i t  de m n t r e r  qu'on peut trouver n -a 
L' e t  a t e l s  que l e  L construit ci-dessus vér i f ie  également (2) . 

Pour n = 2 c 'es t  l e  cas, si L t  e s t  

(a) l e  carré C avec a = el + e (on trouve d o r s  i i ( ~ )  = 2/3) 
2 

(8) un hexagone centré non crois6 avec a = 2f où f est un des 

milieux des côtés de l'hexagone (cf.  Figure b, exemple 3 e t  4) .  

Pour n quelconque, c 'es t  l e  cas s i  Lt e s t  

( y )  l e  polytope d6fini par (*) en prenant pour a un des points 

ai - a e t  pour lthyperplan l e s  contenant tous. 
j 

La &ri f ica t ion  que l e  L construit  vé r i f i e  bien (2)  e s t  fac i le  dans 

l e  cas (a) . Pour les cas ( B )  e t  (y)  il s u f f i t  de prouver que 

(10) si X e s t  l a  base d'un pavement dqense&les congrus à L , 

331 e f fe t ,  a lors ,  si X empile L , X errpile aussi Lq e t  s i  LP 

ver i f i e  (2)  il en e s t  de même pour L ; or,  l a  propriété (2)  e s t  valable 

pour L' dans l e s  cas (8) e t  (y) . 
Prouvons naintenant (10) dans l e  cas ( y )  ( l a  nêrre méthode vaut 

pour l e  cas (8 ) ) . Il faut  montrer que s i  x e s t  dans X il en est de même 

de x + a e t  de x - a . Prouvons-le pour x + a e t ,  en nous ranenant à 

x = 9 ,  autrement d i t ,  montrons que tout empilement qui contient L e t  pave 

R~ contient aussi La 

Soit 3 l a  face de contenue dans ii , R2 = A n ( M ~ ) ~ , ~  , 
Rl = n (Y )a,Z . Corne ïï n'est  paral lé le  3 aucune des faces de Lt  , s i  X 

empile L , contient L e t  pave d , un point de R2 appartient à un trans- 

l a t é  de R1 par un point de X ; on en déduit que des t ranslatés  disdoints de 

R1 doivent paver n e t  il s u f f i t  de montrer qufun t e l  pavenent contient ( ~ ~ 1 ,  



en même texqs que Rl . Co~ne 1' on a ( R ~ ) ~ , ~  = iiP = L t  n il s u f f i t  de 

montrer que t o u t  pavement de II par des t rans la t6s  de R' cokc ide ,  5 une 

t rans la t ion  près, avec ce lu i  ayant pour base l e  réseau de il engendré par l e s  

a - a , O r ,  l 'on a R P  = C v  ,q n: OU C l  e s t  l e  cylindre d'équation i j 

Rq e s t  l a  projection sur n ,  p r i se  parallélenent à l a  di rect ion des génératrices 

de C P  de CP n R,, où il, e s t  l ' hypeqlon  xn = O . La propriété. pour 

Cl  n R, , d ' ê t r e  l fhomthé t ique  dans l e  rapport (cn-l)/2 d'un polytope de 

Ap. SIMOrJ p e r m t  de conclure, 

2 
Gén6ralisons maintenant dans IRn l ' e x e q ~ l e  "en danier" de W , 

Soi t  C lvhypercube d'équation lxi( c 1/2  ( = n ;  pour - 3, - 
j = l . ,  - s o i t  52i - - - e.  , b g i = e .  e t  K=g1 ( ~ + b . ) .  O n a  

1 1 - J 
f i g ( ~ )  = 1 , n ( ~ )  = 2n1(2n+l) . 

Ptreuve . - 
On pose K v  = K 8 C e t  on m n t r e  que l q o n  a 

Cela s u f f i t  puisque 1 on a vol ( K )  = 2n , vol ( K I  ) = 2n + 1 . 
Ptreuve de (a).- 

il s u f f i t  de v6 r i f i e r  que tou t  réseau G empilant K e m ~ i l e  aussi  K q  

donc de aont re r  que G e s t  permis sinultanénent pour DK e t  DKP . 
O r ,  l P o n  a 



-L - 
avec bo = û . L'inclusion 2 C  + ci C (2c) 'J ( 2 ~  + 2ei) entra îne  DK = DK' . 

- - 
De plus, on v g r i f i e  que DK' e s t  l ' i n t é r i e u r  de DK' e t  que DK e s t  l e  complé- 

mentaire, dans DKv , des 2n points b j = 1,. . 2 . Conrze 2b e s t  
j j 

dans DK, un rêseau permis pour DK . ne peut contenir b e t  e s t  donc per- 
j 

n i s  pour DK' . 

E l l e  s '  appuie sur  l e  

So i t  G , resp.  Gv , l e  réseau de base - 

e s .  a = 2 + 1) el , a ?  = 2e + ep , a! = ( 2 i  - 3) el + ei (2 < i S n )  ; 
2 1 1 

i e t  j d i s t i n c t s  prenant l e s  valeurs 1,. . n , l e  réseau G ne contient  - 
aucun des points  2e. + E e 

1 
, c + e  + c e l  i j  , e i - e  + c e  

j 
où E prend 1 - 

l e s  valeurs -1, 0, +1 e t  l e  r6seau Gf ne contient  aucun des points  e. 
1' 

Pour cicntrer quu<un point y = Z yi e .  n 'appart ient  pas au réseau G , 
1 

il f a u t  v g r i f i e r  que l e  systèrae l i n é a i r e  

n s a  pas de solut ion en nombres en t ie r s .  La  vé r i f i ca t ion  pour l e s  points  c i t é s  

dans l e  l e m e  e s t  f a c i l e .  Une vér i f i ca t ion  malogue donne l'énoncé r e l a t i f  au 

réseau G' . 



Pheuve de 1 7 ( ~ P )  = 1.- 

Avec l e s  notations du l eme  4.2.2., on montre que G' empile K1 ce 

qui donne ~ ( I c ' )  8 dens(K1,G') = 1 puisque d(Gq) = 2n + 1 . 11 faut  prouver 

que s i  x e t  y sont deux points d i s t inc t s  de Gq  , icin K q  e s t  vide, ce qui 
Y 

écpivaut à prouver que K q  ,q Ki es t  vide pour z dans G' dis t inc t  de b . 
Pour u e t  t d is t inc ts  dans Z" on a C n Ct = @ . Par su i te ,  s i  u e s t  u 
dans Z" , ( C  + bi) 0 KA # @ n'est  possible que s i  l'on o C + bi C K: , c 'est  

& a i r e  s l i l e x i s t e  b t e l  que C + b .  + u = C + b i  ce qui exige u = b .  - b  
j J 1 j 

Corne G v  e s t  inclus dans 8 , il s u f f i t  alors dc prouver que G1 ne contient 

aucun ?:es points bi - b ( i  # j , i ,  = 0 , . , 2 n  . Cela résul te  du lenne. 
j 

Avec les notations du l e m e  4.2.2., on montre que X = G 4 ( G  + el) 

enpile K dvoÙ rgsult. ' i 2 ( ~ )  P d e n s ( ~ , ~ )  = 2 v o l ( ~ ) / à ( G )  = 1 puisque 

d ( ~ )  = 4n . Il fau t  prouver que s i  x e t  y sont deux points d i s t inc t s  de X , 
Kxn 5 es t  vide, ce qui équivaut à m n t r e r  que K n Kz e s t  vide pour z dans 

X dis t inc t  de B. . O r ,  pour u dans 2" , (C + bi) 0 Ku # @ n'est  possible 
- 

pue s ' i l  existe b avec u = bi - b . Conne X e s t  inclus dans %" , il 
j j 

s u f f i t  de prouver que DX ne contient aucun des points ti - b.  (i # j , 
-1 
O 

i , j  = 1,. ..,2n) e t ,  compte tenu de DX = G Q (O + el) 0 (O - el) , cela  résul- 

t e  du lenne. 

3.- Avec l e s  ncttrtions du l e m e  4.2,2., G q  empile K q  mais aussi 

l ' in té r ieur  L9 de K q  . Conne X empile K , G enpile K 8  (K + el) mais 

G enpile eussi lv intér ieur  L de K 6 ( K  + cl) . L e t  L' sont des ouverts 

é to i l e s  centrés non convexes de nn qui sont des par t ies  p a v a t e s  ré(.;ulières. 

Dans l e  cas n = 2 , l e s  pavenents par Lv sont l e s  pavenents en "croix de 

St-André" bien connus des peintres d9icÔnes. 

4.- Soi t  D une pa r t i e  de Eln t e l l e  que, o,vec l e s  notations du 

théorème 4.2.2., D + b et D + bg sont d is jo in ts  pour j # k ; on pose 
j 

a lors  K(D) = &n (D + b . ) . On doit à un rapporteur Is remarque que, pour 
j =l J 



n 3 3 , on doi t  pouvoir, en choisissant pour D une modification convenable 

de llhypercube C , obtenir un enseable K(D) qui so i t  connexe e t  pour lequel 

~ , ( K ( D ) )  = 1 , ~ ( K ( D ) )  = 2n/(2n + 1 )  . Il semble qu ' i l  en s o i t  a ins i  si l'on 
?k 

prend pour D lqensenble C décr i t  ci-dessous, associ6 à un E suffisamnent 
E 

pe t i t .  

E é tan t  un nombre vérif iant  O < E < 1 / 4  , on d6siene par S 
E 

1 'union des hypercubes 

on désigne par A lvunion des hypercubes 
E 

* 
On prend alors, pour CE l ' i n t é r i eu r  àe lqensecible des points qui sont 

s o i t  dans C s o i t  dans A nais qui ne sont pas dms S . 
€ & 



4.3. - CYLINDRES A BASE ETOZ LEE. CYLIiUVRES SPflERZ(ZUES, 

Le corollaire ( c )  àe l a  proposition 4.1.1. nous donne une borne 

inferieure pour ~ ( c ( R )  ) . On cherche i c i  à en deterainer une borne s u ~ é r i e u r e ,  

On se l i n i t e  au cas où K est un enselrible é to i lé ,  borné, centré, pour pouvoir 

u t i l i s e r  l e  

S i  K e s t  un ensenble é to i l é ,  centré, borné fie R~ , il exis te  des - - 5 ,  

réseaux cr i t iques pour C ( K )  qui possèdent n+l ?oints linéairerient indéyendmts - 
dans K + en+l . - 

Pheuve . - - 
WOODS en a donné une dans [ 32 ] .  

Si  K e s t  un ensemble é to i l é ,  centré, borné, on peut trouver H - 
que l P o n  a i t  

n A ( a )  On suppose K dans R ; so i t  d o r s  A q  un réseau cr i t ique 

dLms de C(K)  ayant n+l points linéairen-ent indépendants âi, . . a ,a n+ l  A 

I?: + e n+l  e t  s o i t  Gy l e  réseau engendr6 par l e s  â? . L'indice de flv dans 
1 

fiq vaut dv = d(Mv)/d(i ' )  ; or ,  on a 

A 

puisque s,(c(K)) e s t  &al à 2 <,(K) . Dvautre part ~ ( M V )  vaut n ! v o l ( ~ ~ )  
LI A 

où T' e s t  l e  simplexe envelogpe convexe des points â i ,  , , , ,a n+l  Corne A T t  
e s t  inclus dans l'enveloppe convexe de f? ft qui e s t  borné,  vol(^^ ) e s t  



borné supérieurement, disons par II , e t  on a 

s o i t  encore, s i  J e s t  une jauge incluse dans K , 

d'après l a  remarque suivant l a  proposition 1 .2.1 . 
Ir A 

(b)  Soit  hî un r6seau ayant pour base des points al,. . . ,a n+l de 

R ~ + '  avec 

A A A A 

e t  A un réseau contenant Fl . 11 exis te  a lors  une base bly . . .,b n+l de Â 
t e l l e  que l e s  v . .  dgfinis  pour j s i, é tan t  des en t i e r s  soumis aux conditions 

1J ' 
v > O  , O d v .  <v.. p u r  j < i ,  o n a i t  
j j ~j 11 

A n+l A A 

L'indice d de M dons Â e s t  a lors  é ~ a l  à igl vii . Les points bl, .. . ,b n 
ont pour (n+l)-ème coordonnée O e t  sont confondus avec l eu r s  projections 

A 

bl, . . . $8 su r  lqhyperplan lï d'équation x ~ + ~  
O 

= O e t  l e  point bn+l a une 

(n+l)-ène coordonnée égale à l/vn+l,n+l 

Soi t  A , rcsp. M l e s  réseaux (de 8) engendrés par bl,..a,b n 
resp. al,...,a n On a d(A) = vn+l,n*l d(h)  * 

A 

Le réseau A e s t  pernis pour C(K) s i  e t  seulenent si ,  \ désignant, 



Cela a l i e u  s i  e t  seulenent s i ,  pour 

A 

on a DX f i  K = {O,) car  DX coïncir2s cvec X x . Ainsi A e s t  ;>enais 

pour C(K) s i  e t  seulement s i  X e s t  l a  base dPun Za-empilenent d v e n s e ~ b l e s  

congrus à K l i n é a i r e  d'indice v n+l ,n+l 

De plus, on a 

A A 

( c )  S i  l v o n  prend pour A l e  réseau c r i t ique  A' du ( a )  , en po- 

sant  â. 
1 n+l pour i = 1 , n  e t  â n+l = âv n+l , les  8.  vér i f i en t  

1 

l e s  conditions du (3) e t  X e s t  un reseau l i néa i r e  d'indice 1 6 H base d'un 
l. 

Za-empilement de dens i t i  v o l ( K ) / ~  (c(K) ) = 2 < (~(1:) ) . 11 en r é s u l t e  

S i  K e s t  une jauce, on peut p e n d r e ,  dans l a  proposition 4.3.1. , - 
H = n 6 (n+l)!  - ï. n+l  où rn 

9 -  n+l  e s t  l a  constante r e l a t i ve  à l a  dimension 

n+l d6finie en 3.1. 

De plus ,  on a a lors  

Avec l e s  notations de l a  preuve de l a  proposition 4.3.1. , si K 
A 

e s t  une jauge, l e  rEseau A'  c r i t i que  pour C(K)  d6f ini  au (a) de ce t t e  pro- 

posit ion e s t  permis pour t ' l voc to~dre"  enveloppe convexe des po in t s  * â l  
( i = 1, . . . 1 . Par déf ini t ion Mne de mn+l , on en déduit 1 ' i ne sa l i t é  

dt 6 d'ou H 6 nn+l . O r ,  on e prouvé dans [2 ]  que, pour t o u t  n , vaut 



 inégalité concernant l e s  ri r é su l t e  a lo r s  de l a  proposition 1.2.1. . 
On peut, dans cer ta ins  cas, p réc i se r  l a  proposition 4.3.2. . 

S i  K e s t  une jauge str icterient  convexe, on a - - 

où iii - e s t  l a  constante r e l a t i ve  à l o  dimension n+l déf inie  en 3.1. 
n+l 

E l l e  consis te  ?i montrer que, dans l a  preuve de l a  proposition 4,3,1., 

s i  l e s  6: sont cho is i s  de fason que l e  &seau c r i t i que  Â f  l e s  contenant ne 
- 

possède aucun point dans l'enveloppe convexe des âj 2 part l es  af eux-nênes ' 

A .L J. 

(ce la  e s t  toujours possible)  a lors ,  ou bien A'  ne contient aucun point  sur l a  
A 

f ron t i è r e  de l'enveloppe convexe 'n+i des points * â l  à pa r t  l e s  some t s  
A * 

de Qn+l , ou bien, A'  contient l e  point  ( 1 )  . Dans l e  premier cas, 

l D i n d i c e  dg e s t  in fé r ieur  ou égal à n n+l  e t  on a bien ) . Dans l e  second, 

un l e m e  innédiat c?Û à WOODS [32] montre que A ( C ( K )  ) = A ( K )  ce qui entraîne 

Q(C(K))  = n ( ~ )  donc (*) . 
On &tudie naintenant l e  cylindre c(s,) construi t  sur  l a  boule unité 

ouverte Sn de . 
Rappelons ciq abord quelques r é s u l t a t s  concernant l e s  enpilements de 

boules. On désigne par Jn , resp. H l e  volume, resp. l a  surface à n-1 n 
dimensions de Sn ; on a 



03 x -+ r(x) e s t  l a  fonction eulérienne r . On désime par 
On 

l a  constante 

de ROGERS d f i n i e  :éométriquement : Tn gtant, dans R , l e  sinplexe régul ier  

de cÔt6 2 , on pose o = (n+l )  T~ où T~ est l e  rapport du volume de l a  n 
pa r t i e  de Tn couverte par une boule de rayon 1 centr6e en un de ses sonmets 

au volme de Tn . ROGERS n montré, dans [25] , que l 'on a 

-1iorant le r é su l t a t  de BLICHFELT [5] à qui e s t  dÛe l a  borne supérieure 

D v  aut r?  pa r t ,  d q  après COXETEII 1101 e t  LEECH [16], s i  e s t  l a  

fonction de SCHLEFLI qui exprine l a  mesure à n-1 dinensions d'un simplexe 

sphérique régul ie r  ayant un angle dihédral  égal à 2 a  corne vaiant 

2 " n f ~ ~  F ( a )  , on a n 

03 l 'on a posé %(sec 2u) = Fn(a) . On trouve a in s i ,  B p a r t i r  de 

2a 1 1 arc sec 4 2 
F3(a) = 7 - 7 9 F4(4) = ?( . 

7r 
- 

les valeurs 

1T a = l  , = -  1 
1 u3 = 3 6 ( m c  cos - - 

2 n  3 
;1 , "4 = - 3%rc cos - 2) . 2 6 5 

De plus,  LEECH , dans l1.61, a donné l e s  valeurs de a i  pour n E 12 . 



Il s u f f i t  de nontrer que, pour K = Sn , avec l e s  notations de l a  

proposition 4.3.1., on peut prenOre H = fin+1 corne borne supérieure de 

l ' indice ds . O r ,  l e  volune ddOun simplexe i n s c r i t  dans 5 e s t  maximum quand 
n 

ce simplexe e s t  régulier e t  a ses somets  sur l a  f ront ière  de Sn ; l e  côté E q u n  

t e l  simplexe vaut a = - et  ie  vol^ dqun siaplexe régulier de côté a n 
e s t  

cela  donne 
n+l  n+l  

n!  vol(^^) 6 (n+ï )IT- ( n + ï ) 2  ' + ( s ~ )  .,(sn> 
n d'où dv ,< -= 

n %+i - 0 

(n IT (n 1s n 

puisque cr(sn) = 2" nx(sn) d'où d q  ' B ~ + ~  C v a p - ~ s  l e  résu l ta t  de ROGERS sur 

l'empilement des boules. 

ûn a dressé l e  tableau des valeurs de $+1 + 1 pour n s 12 en te- 

nant co-pte des valeurs de an donn6es par LEECH. 





1.-  Lorsque K e s t  un ensemble é t o i ï k  borné de Eln , 1 9 i n é g i l i t é  

<(c(K)) ç 2 < ~ I ( K )  e t  l a  coro l la i re  ( c )  de la  proposition 4.1.1. montrent 

qu'on a a lo rs  < (c (K) )  = 2 S;I(K) ; ce l a  montre auss i  que l o  s u i t e  c ro i ssan te  

de h , <;(K) e s t  s t a t ionna i re  pour h 2 H . 
En pa r t i cu l i e r ,  s i  K e s t  une jauze, l v S g a l i t é  (*) "A(c(K)) = A(K)" 

équivaut à (w) "pour tou t  11 3 1 , ":(K) = ri (K)" e t  il s u f f i t  d1'6tablir 

( * w )  pour h H pour ê t r e  assuré de (*) . 
hi s a i t  que n * ( ~ 2 )  = t - l ( ~  ) pour tou te  jauge J2 2 

a~ R~ , ce qui 

entra îne  non seulenent A ( C (  J ~ ) )  = ,i (J2) na i s  auss i  A ( J ~  x 1 ) = A (J2)  quel  

que s o i t  q en t i e r ,  J2 x I désignant l e  produit  dans R d  de J2 par  
cl 

19hypercube 1 = ( l , + l [ ) q  . 
4 

WOODS [32] a m n t r 6  que A(c(s~) ) = d(s3)  en u t i l i s a n t ,  dans son cas - 
p a r t i c u l i e r  l a  proposition 4.3.3.  ; conne on a m4 = 5 e t  qu'on connaît tous 

l e s  ty-pes cle réseaux permis pour l 'octaèdre à quatre dimensions contenant l e s  

some t s  de ce t  octaadre e t  n'ayant pas d 'autres  points  que l e s  sonnets sur  s a  

f ron t iè re ,  il e s t  rmené à considérer un nombre f i n i  de cas; on peut r66uire l e  

nombre des cas a considérer en u t i l i s a n t  l a  proposition 4.3.4. e t  l a  valeur 

B p 1 = 4  . 
Une conséquence du r e s u l t a t  de WOODS e s t  l g é g a l i t é ,  pour t o u t  h 2 1 , 

9 (S ) = n(S ) qui e s t  un premier pas vers l a  conjecture élgnentaire non clé- 
"h 3 3 
montrée n (S ) = t-l(s3) . * 3 

La valeur B -P 1 = 7 nous donne r~ ( c ( S ~  ) ) = q j (  S4) . POLW i n f i r m r  
5 

ou confirner l a  conjecture n ( c ( s 4 ) )  = n(s4)  on e s t  a l o r s  mené à é tud ie r  

f i i (s4)  pour h = 2,3,4,5,6,7 . CLEAVER 191 a montré que ?i2(s4) = ri(s4) c f e s t -  
4 à-dire que l a  densitk  enpil pile ne nt dvindice  s t r i c t  2 de boules de R e s t  

égale à l a  densité régul ière  d'empilement. Dvautre par t ,  à l ' a i d e  des méthodes 

de WOODS, e t  en considgrant l e s  réseaux de R~ permis pour l'octa&ire nymt  - .- 
ses  some t s  dans S4 + e e t  S4 - e5 

5 
e t  dq ind ice  5 par  rap2ort au réseau 

engendré par les s o m e t s  , nous avons pu montrer qu9 on a fi' (S ) S ri ( s 4 )  ce qui 
5 4 



est un pas supplémentaire vers l a  confirmation ou lv inf i rmat ion  de l a  conjecture, 

l e  chenin à parcourir  r e s t an t  consiclérable. 

2.- Appelons ffh-boule" dans Ftn e t  notons S 
h - l 'union n ,h 
@ (Sn + 2( i -1) t )  où t e s t  un point de l a  f ron t i è r e  de Sn . 
i=1 

On peut 

montrer que l'iné@.ité évidente :'(s ) É n(snSh) e s t  une éga l i t é  au m i n e  h n 
pour h = 2 . Dvautre pa r t ,  l a  dCtermination dé n ( ~  ) revient ce l l e  de 

n ,h 
l a  constante c r i t ique  de 

h 
D(Sn,h) = 1 U (-1) avec 1 = LJ ( B S ~  + 2 ( i - ï ) t )  . 

i=l 

C'est, par exenple, en d&terminant l a  c o n s t a t e  c r i t ique  de D ( s ~ , ~ )  que 

CLEAVER a prouvé l V 6 g e l i t 6  fi (S ) = n(s4) . De plus,  on a, pour tou t  h è 1 
2 4 

e t  pour n = 2,3 , = dsn) . 



CARACERISATION M PAVEMENTS DANS R' 

5.0.- SOMMAIRE. 

On a montré, au chapitre précédent, que l v o n  peut, pour n 2 3 , 
trouver des par t ies  connexes pavantes d'indice 2 gui ne sont pas des par t ies  

pavantes régulières, 

Cela e s t - i l  possible pour n = 2 ? 

On réponi: nézativerient h ce t te  question pour l c s  par t ies  pavantes dont 

If adhérence e s t  un compact de JOWATJ (~ ropos i t ion  5,2.3. ) . 
Pour atteindre ce résu l ta t ,  il feut dqabord, au paragraphe 5.1. 

é tudier  Cie façon précise l a  notion d9adjacence e t ,  en par t icu l ie r ,  l e s  systèmes 

de par t ies  de lIn atljacentes à une par t ie  donnge. 

Un pavenent par des par t ies  congrues à un corps K e s t  ordinaire 

si toute par t ie  du pavement strictement adjacente à un corps du pavement a 

avec l u i  une intersection connexe, O r ,  pour n = 2 , tou t  pavement dvindice 

5 2 par un compact de JORDAN e s t  ordinaire ( ~ r o ~ o s i t i o n  2 1 ) , @n est 
donc amené i étudier l e s  systZmes totalement adjacents à un compact de JORJ3AN 

qui sont dis joints ,  form6s de t ranslct6s  de D e t  or8inaires. 

On connaît l e s  par t ies  pevantes convexes de El2 qui sont l e s  parallé- 

lograzmes e t  l e s  hexagones centrés. De plus, s i  O, e s t  un parallélograme ou 

un hexacone centré non croisé,  liiêne dégénér6, s o i t  C une courbe de JORDAN 

passant par l e s  sommets de Q e t  t e l l e  que l e s  arcs joignant l e s  extrémitês 

de deux côtés paral lê les  e t  é ~ a u  de Q se &dui.sent l v u n  de l ' au t r e  Tar 



translation. & u v i l  existe des courbes C t e l l e s  que l ' intérieur du conpact D 

de frontière C pave régulièrement IR2 es t  presque évident. On étudie l a  réci- 

proque. Si  D e s t  un conpact de JORDAI? dont l ' in ts r ieur  e s t  une part ie  p a m t e ,  

peut-on inscrire dans l a  frontière C de D un polygone Q qui so i t  un pa ra -  

16lograxne ou un hex-ne centré e t  t e l  que l e s  propriétés ci-dessus énoncées 

concernant l e s  arcs de C soient vérifiées ? 

On répond affirnativenent 5 l a  question dans l e  cas où l'on suppose 
O 

que D es t  une part ie  pavante régulière. Cette caract6risation sqktend aux 

compacts de JORDAN qui sont des parties pavantes d'indice 2 e t  ces parties. 

pavantes sont aussi des parties pavantes r%gulières. 

On pourrait, à l 'a ide des r6sultats précédents, caractériser pour 

chacun des groupes dqisométrie du plan, l e s  parties fondamentales dont l e s  adhé- 

rences sont des conxpacts de JORDAN. 

Rappelons que l'union de parties disjointes de R" congrues par trans- 

lation e s t  un empilement. Cet empilement e s t  un pavenent si cet te  union couvre 

Eln à un ensemble de mesure nulle près. On d i t  que c'est un pavement s t r i c t  

s i  cette union couvre k? . L1ensenblc des translation es t  l a  base de l'empile- 

ment, resp. du paveneilt. L'einpilenent, resp, l e  pavement, e s t  rggulier s i  sa 

base e s t  l e  translaté dqun réseau; il es t  d'indice h s i  sa base e s t  une gr i l l e  

d'indice h . 
Soit G un réseau, K une partie de Eln empilée par G . On d i t  

que l a  partie Kg de # e s t  congrue à K nodulo G si l e s  deux conditions 

suivantes sont vérifiées : 

(1) Pour tout kq de K' , on peut trouver k dans K t e l  que 

k1 - k soi t  dans G (un t e l  k e s t  nécessairenent unique). 

(II) Pour tout k de K , on peut trouver dans K' un seul kt 

t e l  que kg - k soi t  dans G . 
On d i t  que K e s t  une part ie  fondamentale du r6seau G si  les 



t ranslatés  de K par G fornent un pavement s t r i c t ,  

Signalons l e  r é su l t a t  suivant dont l a  preuve e s t  facile.  

( i )  S i  l e  réseau G empile K , G empile toute par t ie  congrue à 

K moduïo G . - 
( i i )  S i  l e s  t rans la tés  de K psr G fornent un pavement, il en e s t  

de nêne des t rans la tés  par G de toute par t ie  congrue à K 

( i i i )  - S i  K e s t  une p m t i e  fondamentale de G , K q  e s t  une part ie  

fondamentale de Cr s i  e t  seulement s i  K 2 K q  sont congrues 

On d i t  que deux pa r t i e s  K e t  K s  de sont adjacentes si e l l e s  
O O 

sont non dis jointes  tandis que K e t  K v  d'une part ,  K e t  K q  d'autre part, 

sont disjointes.  Il es t  i d d i a t  que d.eux par t ies  K e t  K q  sont adjacentes 

s i  e t  seulenent s i  leur  intersection non vide e s t  contenue dans lv in tersec t ion  

de leurs  frontières.  Deux pa r t i e s  K e t  K P  sont strictement adjacentes s i  

leur  intersection contient plus dqun nombre f i n i  de points. 

Un système {KiIieI de pa r t i e s  de , toutes adjncentee il une 
O 

&me pa r t i e  K, e s t  d i t  d i s jo in t  s i ,  pour i , j  d is t inc ts  dans I , K. e t  K. 
O 1 J 

d'me par t ,  Ki e t  K d'autre par t ,  sont disjointe;  ce systène e s t  d i t  
j 

totalement adjacent s i  l a  f ront iè re  de K e s t  contenue dans l'adhérence de 

u ieI Ki il e s t  appelé recouvrement loca l  de K s v i l  ex is te  un voisinage U 

de K t e l  que l v o n  a i t  l ' inclusion U C K ( .u K ~ )  ; il e s t  d is jo in t  au 
1sI 

voisinage de K s ' i l  exis te  un wisinage U de K t e l  que l e  systsne 

{ K ~  n ulLI s o i t  disjoint.  

Un systsme de pa r t i e s  e s t  d i t  strictement e t  totalement adjacent 

s i  c 'es t  un système totalement adjacent ne contenant que des par t ies  strictement 

adjacentes. 



On d i t  qu'une pa r t i e  de R" e s t  un corps s i  c 'es t  un coeipnct non vide 

qui coïncide avec lvadh6rence de son intérieur. 

Les définit ions ci-dessus se simplifient dms  l e  cas 03 l e s  par t ies  

considérées sont des corps. Par e x e g l e ,  deux corps sont adjacents s i  leurs  

int6r ieurs  sont dis joints  e t  s ' i ls sont non dis joints .  

( i )  Un recouvrement loca l  de K e s t  totalement adjacent à K . 
( i i )  Tout système d is jo in t  de part ies  t ranslatées  de K e t  adjacentes 

K e s t  f i n i  si K e s t  borné e t  d ' intér ieur  non vide. - 

( i )  Soit U un voisinage de K ; pour tout  x de f r ( ~ )  e t  tou t  

voisinage V de x , s o i t  W = V n U . Choisissons z dans W f7 [K ; s i  
Li - 

i l on  suppose U C K U ( . ' J  K . )  , on a n tz 
1 1  1 i s ~  Ki dqo3 x r Ki . 

( i i )  L'union des par t ies  t ranslatées  de K e t  adjacentes & K e s t  

contenue dans une boule de rayon f i n i  qui ne peut contenir qu'un nombre f i n i  de 

boules de rayon r , s i  r e s t  l e  rayon dvune boule inscr i te  dans K . D'os 

le résu l ta t  puisque Le système e s t  dis joint .  

Soi t  f, = {Li I j r J  une facel le  de par t ies  ne contenant que des pa r t i e s  

bornées dVintd.rieur non vide. Le ( i i )  du l e m e  5.1. svétenC! i d d i a t e m e n t  $ 

un système dis joint  de par t ies  {Ki,}ieI adjacentes à une par t ie  bornée K d'in- 

t é r i eu r  non vide dans l e  cas où. chaque Ki e s t  l e  t rans la té  dqun élément de l a  

famille L . hi peut se proposer dans certains cas, de donner des bornes supé- 

r ieures  du nombre f i n i  card(1) . Nous avons donné des résu l ta t s  de ce t te  nature 

(cf. 131) dans l e  cas où K e t  l e s  L sont des c o q s  convexes. 
j 

Dans l a  sui te  de ce chapitre, on consid5re des eqi lements  de corps 
O 

K . On d i t  que K e s t  une par t ie  pavante s ' i l  en e s t  a ins i  de K . 



S i  l e  corps K e s t  une part ie  pavante e t  X l a  base du pavement 

associé, supposée contenir l vo r ig ine  6- 

l e s  t rans la tés  de couvrent 

( i i )  l e s  pa r t i e s  du pavement dis t inctes  de K e t  rencontrant K 

fornent un recouvrement local  de K , 
( i i i )  l e s  par t ies  du pavement strictement ctfijacentes à K forment un 

systsme to tdenen t  adjacent 5 K . 

( i )  S i  x e t  y sont deux points d i s t inc t s  de X , Kx e t  K 
Y 

sont d is jo in ts  ou adjacents. Le ( i i )  du lemme 5.101, nous montre a lors  que, 

pour toute par t ie  X v  contenue dans X , l e  système {\)XEXI e s t  localement 
3 

f i n i .  Cela entraîne que u(K,P) = u(K,K ' )  e s t  fermé e t  cobcide avec lVadh6ren- 
O 

ce de u(K,x'). Soit a lors  V un vo i s ina~e  d'un point z de R" ; V con- 
O 

t i e n t  un ensemble de mesure strictement posit ive,  donc un point u de U(K,X) , 
O 

CU on a vo l ( f r (1~) )  = O ; il en résulte z s U(K,X) = U(K,X) . 
( i i )  Soit S lvunion des par t ies  considérées. Il s u f f i t  de montrer 

que l ' i n t é r i eu r  de S VK e s t  un voisinage de K e t  pour cela que tout point 

de f r ( ~ )  e s t  intér ieur  à S U K . O r ,  s o i t  z un point de f r ( ~ )  ; si 

tout  voisinage de z rencontrait [(s U K)  , z s e r a i t  adhérent à ce complémen- 

t a i r e  qui coïncide, d' après ( i )  , avec l'union des Kx pour x E X e t  

Kx f l  K = (8 ; ce système de Kx étant localemnt f i n i ,  z se ra i t  adhérent au 

moins Èi l 'un dventre  eux, ce qui e s t  contradictoire, 

( i i i )  D'après ( i i )  e t  l e  (i) dulemme 1 .  , l e  système des 

K, du pavcnent qui sont adjacents à K e s t  un système totalement adjacent. Il 

s u f f i t  a lors  de montrer que s i  card(5f-I K) e s t  f i n i ,  alors, pour tout  u de 

K x n  K , on peut trouver z dans X t e l  que KZ s o i t  strictement adjacent 

à K e t  que u s o i t  dans KZfl K . Cela résu l te  de ce que, dans tout voisina- 

ge de u, on peut trouver un point uv appartenant à KZ9n K 03 z q  e s t  

dans X e t  où KZ, e s t  strictement adjacent à K : en ef fe t ,  l e  nombre de 



 oints de f r ( ~ )  appartenant à des Kx adjacents a K nais non strictement 

adjacents, e s t  f i n i  dqaprès l e  l e m e  5.1.1. ( i i )  . 

7.- Notons que s i  dans un pavement par des corps congrus une pa r t i e  

pavante K , il est possible que les corps s t r ic tenent  adjacents à K forment 

un recouvrement loca l  de K , corne c q e s t  l e  cas dans l e  pavement hexaganal de 

R~ , il n'en e s t  pas toujours ainsi  comme l c  montre l e  cas du pavenent de 

pax un quadrillage de p a r a l l é l o g r ~ s .  

2.- Soient a,B deux constantes vér if iant  les inégal i tés  

O c a s B e t  un corps K de ,Rn contenant Q . Soit  X une pa r t i e  discrète  

ds . A tout  x de X associons ( U ( X ) K ) ~  t rans la té  par x de l'hono- 

thetique w ( x ) ~  fie K 03 l 'on suppose a s w(x) ,< B . Si  
O n U ( ( ~ ( X ) K ) ~ , X )  = U ( o ( x ) ~ ) ~  couvre 8 un ensemble Ce mesure nul le  près, 

QX .. O 

on d i t  que ce t te  union e s t  un pavement de Bi" par des corps homothétique à K . 
Les conclusions ( i i )  e t  ( i i i )  de l a  proposition 5.2. valent pour un t e l  

pavement. 

GROEMER [13] a montré que s i  K e s t  un corps convexe t e l  qu ' i l  
O 

existe  un pavenent de R" par des corps honothétiques à K , a lors  K e s t  un 

polytope centré dont l e s  faces sont centrées. 

On peut se demander si, étant  donné un corps convexe K , lghypothèse 

de l 'existence dPun recouvrement loca l  e t  d is jo in t  de K par des homthêtiques 

de K entraîne l a  sym6tric de K . Que l e  rdponsc e s t  négative résu l te  de 

l'exemple suivant. On prend pour K un hcxwone i n s c r i t  dans l e  disque 3 de 
n P 2n 

sommets a,b,c,d,e,f, où l e s  arcs ab, e t  ef vaient - e t  l e s  arcs 
A 47 9 
bc, % e t  ?& v e n t  Q. On peut a lors  obtenir un recouvrenent loca l  de K 

, n 
par s i x  hexagones, t r o i s  dqentre  eux étant  des t ranslatés  de 2 cos(-)K e t  l e s  

Il -1 9 
t r o i s  autres des t rans la tés  de (2 cos(g) ) K . 

On d i t  qu9un systène totalement adjacent "5. 'j CJ de par t ies  adjacen- 
t e s  à un corps K e s t  ordinaire s i ,  pour tout  j , L . n  K e s t  connexe, De 

J 
même, on d i t  qu'un pavement par un corps pavant K e s t  ordinaire si  toute 



par t ie  du pnvenciit strictement adjacente $ un corps Ki du pavenent, a, avec 

Ki une intersection connexe. 

S i  on a une f en i l l e  f i n i e  {L.) de corps convexes totalenent ad- 
J jsJ 

jacente à un corps convexe K , alors ,  s i  (L. ) e s t  adjacent à K , 
J X  

(L. ) fI K e s t  un convexe de mesure nul le ,  donc contenu dans un hyperplan; 
J x 

Cela nous montre que K e s t  d o r s  nécessairement un polytope e t  que l e  système 

considéré e s t  un systè~ne ordinaire. D e  plus, s i  l P o n  suppose que l a  f an i l l e  

totalerilent adjacente à K e s t  fornée dvhomthétiques de K dans un rapport 

borné inférieurement e t  supérieurement, on voi t  que nécessairement, à toute face 

de K , doit  ê t r e  associée au m h s  une face qui l u i  so i t  paralléle.  

Notons . la 

S i  K e s t  un corps qui so i t  aussi  un polytope s iq ler ien t  connexe - 
e t  s 'il  ex is te  un système dis joint  t o tdenen t  adjacent dshomothétiques de K 

dans un rapport borné inf'erieurement c t  sup6rieurenient, - alors ,  à toute  face de 

K , l u i  e s t  associee au moins une face qui l u i  s a i t  parallSle. 

Soit  1 une face à n-1 dimensions de K e t  a un point intér ieur  

à ce t te  face. On peut trouver xa e t  o(x ) t e l  que a E ( w ( x ~ ) K )  donc une 
n Xa 

hyperface II1 de w ( x a ) ~  t e l l e  que a E ( I Iq  ) . 
Xa 

l.lontrons, ce qui s u f f i t ,  qu'on peut trouver a t e l  que l e s  hy-perplans 

de ïi e t  de (TIf  ) coïncident. Si ,  pour aucun a intér ieur  à II , les hy- 
X - 

perplans de X e t  Xe (IIq ) ne coïncident, c v e s t  que, pour tout  n intér ieur  
X8 à TI , a appartient à une intersection Ji 'q (TI1) contenue dans une variété 

X e  

l inéa i re  à au plus n-2 dirzensions. Co- l e  nonbre des corps du systène dis- 

joint  totalement adjacent $ K e s t  borné, K admet un nombre f i n i  de faces 

e t  l e  nombre des xa possibles e s t  f i n i ,  donc l e  noribre des (I Iq  possibles 
<A 

e s t  f in i .  Il en résu l te  que l a  nesure à n-1 dimensions de l'union II A (IIv), 
a 

pour tous l e s  ( il0 ) possibles e s t  nul le ,  ce qui e s t  contradictoire. 
xa 



On peut noter que, pour n 2 3 , on peut trouver des pavements régu- 

l i e r s  par des corps non convexes simplement connexes qui ne sont pas des pave- 

nents ordinaires. Pour n = 3 un exemple e s t  l c  suivant. 

Soi t ,  dans FiJ , rapporté à s a  base canonique, el, e2, eg l e  cube 
1 1 1 unité C d'équation lx 1 < 5 , 1 xpl c 2 , lx 1 < 2 e t  l e  parallélotope 

3 3 
2 a 

4 P d'équation X C -  lxp/ < F  , lx31 c H .  L'adhérencede P e s t  

l'adhérence de lqunion Q des t rans la tés  de C par l e s  vecteurs b , el , 
* e  , e * e  2 1 2 '  De plus, il e s t  k é d i a t  que s i  G est l e  réseau de base 

2el , 3e2 , -el + e 
3 '  

U(P,G) donc U(Q,G) sont des pavements. Considérons 

alors  l'union L des t ranslatés  de C par l e s  vecteurs 8 . ,  eg , * e2 , el * eS 

e t  l'adhérence K de ce t te  union. Corne C + e = C + el + (e3 - el) , 
3 

L e s t  congrus à K iriodulo G e t  d'après l a  proposition 5.1.1, U(L,G) e s t  un 
0 

pavement. On en déduit iumédiatenent que U(K,G) es t  aussi un pavement. O r ,  

dans l e  pavement a ins i  déterniné, l a  par t ie  K + 2 el e s t  aQacente à K e t  

K f) (K + 2e ) n q e s t  pzs connexe, puisque c 'es t  lPunion de deux carrés disjoints.  
1 

5.2. - PAVEMENTS PE R~ PAR DES COMPACTS DE JORDAN. 

S i  K e s t  un pmallélo8dre t e l  que, dansle pavement de K par l e  

réseau G , deux t ranslatés  non d is jo in ts  de W sont adjacents suivant une 

face de K , ce qui e s t  l e  cas, p r r  exemple, s i  K e s t  un paralléloèdre de 

Ap. SItKlN, on peut faciLement construire des par t ies  Kg congrues à K nodulo 

G qui soient honéonorphes à l a  boule Sn de !Rn . Ces past ies  KP sont a lors  

d'après l a  proposition 5.1.1. des par t ies  pavantes de R~ . 
D'où l e  problème d'essayer de caractériser l e s  pa r t i e s  de W" hoaéo- 

niorphes à Sn e t  qui sont des pa r t i e s  pavantes. Kous n'abordons e t  résolvons 

partiellement ae problèilie que pour n = 2 . 
Pour n = 2 , l e  compact de JORDAN D construit à p a r t i r  dqun parc-1- 

lélogranme ou d9un hexagone centré non croisé Q corne indiqué en 5.0. e s t  

congru à Q mdulo l e  réseau base du pavement de R par l e s  t ranslatés  de Q ; 
r) 

cela nous montre que D e s t  a lors  une pa r t i e  pavante régulière. Le résu l ta t  



p r i n c i p d  de ce paragraphe qui cazactérise l e s  domaines de JORDAN pavant r6gu- 

lièrement R~ e s t  l e  

Soi t  D un conpict de JORDAFJ, de front ière  C , dont l ' i n t é r i eu r  e s t  - 
une s a r t i e  prtvante régulière. On pela trouver un polygone Q qui e s t  un paraiïé- 

logrmme ou un hexagone centre dont l e s  sornets sont sur C e t  t e l  que, s i  à - 
tout  couple de côtés équipollents de Q , on associe l e s  arcs de C wnnt l e s  

uêmes extrémités, ces arcs  sont congrus par translation. 

Dans l a  su i t e  de ce paragraphe, on su2pose n = 2 . On étudie l e s  

pavements de R~ par des compacts de JORDAN e t ,  pour cele,  l e s  systèmes tota- 

lenent adjacents à un t e l  compact D qui sont d is jo in ts ,  formés de t rans la tés  

de D e t  ordinaires. 

Notons dvabord l a  

Tout pavenent d g  indice h i 2 par  un conpact de JORDAN e s t  ordinaire. 

Soi t  D un compact de JORDAN, X l a  base d'un pavement de !Rd sar 
O 

des t ranslatés  de D . Soit  D e t  Dt deux par t ies  adjacentes du pavement. 

On veut prouver que s i  X e s t  un réseau: G , oz s i  l'on a X = G @  (G + t g )  , 
a lors  nécessairement D T; Dt e s t  un arc connexe. 

S i  D n Dt n 'es t  pas connexe, [(D U D ) a plus d'une co~~.piyosante t 
connexe, donc au noins une conposante connexe bornée dont lPadhdrence e s t  un 

conpact de JORDAN D g  . D q  doit  contenir lvunion dvun nonbre f i n i  de t r a n s l w  

t é s  de D par des éléments de X e t  s i  DT e s t  l'un d'ewr, tou t8 .ger t ie  du 

pavement adjacente h DT non confondue avec Dt est contenue aussi  dans D g  . 
On peut trouver tg dans X t e l  que Dt , s o i t  adjacent 6 D avec Dt, C D9 

e t  supposer de plus D ,O D connexe, car s i  un t e l  choix de Dt,  n'&ait pas t 



possible, on pourrait  consti tuer une chaîne in f in ie  de t rans la tés  de D adja- 

cents à D e t  contenus dans D' . 
S i  X es t  un réseau G , tq  est dans G donc aussi  Irtv pour tou t  

k dans Z . Pour k 3 1 , un raisonnement par récurrence sur  k nontre que 

Dkt 
e s t  adjacent a D(kwl)tv e t  contenu dans D q  . Cela nous donne une in f i -  

n i t é  de t r ans l a t é s  de D d' intér ieurs  d i s jo in t s  contenus dans D v  , ce qui est 

exclu. 

S i  X = G O ( G  + t ) distinguons deux cas 
2 

( a )  s i  t g  e s t  dans CI , l e  raisonnement ci-dessus svapplique, 

(b)  s i  t est congru à t2 m0duï.o G , on peut é c r i r e  

X = G 8  ( G  + t q )  . X é tan t  base d'un pavement de R* par des 

t rans la tés  de D , G e s t  base dvim pavement de par des 

transla-tés du conpact de JORDAIT E = D 'LJ (D + t f e t  l e  pavenent 

régul ier  de R~ par E e s t  ordinaire,  d'après ce qui précèhe. 

O r ,  s i ,  pour l a  p a r t i e  Dt adjacente & D , Dt f l  D n <es t  pas 

connexe, Etn E ne peut ê t r e  connexe d'où une contradiction. 

Appelons P* l a  f an i l l e  des polygones de JORDAN aymt  au plus deux 

côtés parallOles à une direction donnée e t  P l a  sous-t'maille de P* des 

polygones de JORDM dont l e s  côtés svassocient  en couples de côtés  équipollents. 

Coiuae prélimifiûire à l a  preuve du thêorème 5.2.1. on étudie l e  cas 

où l e  conpact de JORDAN D appartient à P* . Q u q i l  doive a lo r s  néceasairenent 

appartenir à P résu l te  du 

Lorme 5.2.1'.- - 
S i  P appartient à P* e t  s i  {Pi>ieI - 7 

e s t  un système d is jo in t  de 

t rans la tés  de P strictement e t  totaielrent adjacent à P , - a ïo r s  P appar- 

t i e n t  à P . 



Soi t  ab un côté de P . La nécessité pour P d'avoir au n o h s  un 

côté d i s t inc t  de ab qui l u i  s o i t  paral lè le ,  résulte de l a  proposition 5.1.3. 

ou se voi t  directement. Soit cd ce côté. S i  l a  distance de c 8 d e s t  in%- 

rieure $ l a  distance de a $ b , on peut trouver i e t  j dans 1 t e l s  que 

pi se déduise de Pi par l a  t ranslat ion menant c sur d e t  t e l  que 

P i n  P. n P contienne un point intér ieur  au segment ab . Pi e t  P. nit 
J J 

alors des points in té r ieurs  conmuns, ce qui est exclu. 

On d i t  qu'un système de t rans la tés  d'une pa r t i e  K de R~ contenant 

8. e s t  symétrique s i  X désignant lqenseriùle des t ranslat ions , X cokcide 

avec - X . 
Le cas où D appartient à P e s t  résolu pas. l a  

S i  P e s t  un polygone de P e t  - - un systhme de t ranslatés  

de P t e l  que - 
(a )  le systène e s t  symétrique, 

l e  système e s t  totalement adjacent à e t  dis joint  au 

voisinage de P 

( c )  chaque P. est strictement adjacent à P suivant un arc 
1 

connexe ; 

alors  on a 

Notons que l a  proposition 5.2.2. s'applique au cas où l e  système 

' p i ' i e ~  e s t  supposé vé r i f i e r  l a  condition (b) e t  l a  cmdition 

' c chaque P. est adjacent à P e t  Pi r7 P e s t  une l igne 
1 - 

br isée  connexe ayant pour extrémités deux somets  d is t inc ts  



En e f fe t ,  on voit  facilement que l a  conjonction de (b ) e t  de (c'  ) 

entraîne ( a )  . 

Appelons singuiier tout  point de f r ( ~ )  extrémitd dqun arc connexe 

Pi n P ; s i  d e s t  un point singulier,  l 'angle 2 de P en d vaut r si 

d n'est pas un sommet de P e t  l a  mesure de lgangle  en d de P s i  d e s t  

un sonmet. Appelons "sommtl' de P tout  sommet e t  tou t  point singulier, 
11 cote ~ 1 1  de P tout  scgnent joignant deux  sommet^'^ adjacents de P . - 

On montre quPà tout  ,point singulier d sont associés deux points 

singuliers dl , d2 dis t inc ts  e t  d i s t inc t s  de 6 tels que 

e t  qu'un point singulier se retrouve dans exactement t r o i s  inégal i tés  analogues 

a (*) . 
Au contraire, s i  b e s t  un sommet de P non singulier,  l u i  e s t  

associé un sommet 5' de P non singulier,  t e l  que 

Soit d o r s  n, n t  resp. l e  nombre de "sormnetsl' e t  l e  nombre de points 

singuliers,  o , a 9  resp. l a  some des angles aux "somets" de P e t  la 

sonne des angles aux points singuiiers. On a 

3av r 2n' n en somnant l e s  inégal i tés  (a) , 

en somant l e s  égal i tés  (w)  . 
De o = (n-2) li on déduit d o r s  

3(n1 - 2) r 2nP n so i t  n' a 6 . 



O r ,  on a card(1) = n q  . 
Reste à décrire  l a  façon dont p e t  d2 sont associés à d . Si  

M 
d e s t  un point singulier,  s o i t  alda2 l a  l igne polygonale union des deux 
It * c II cotes joignant d aux "somets" qui l u i  sont adjacents. 

S i  d e s t  un sonnet, s o i t  dl l e  t ranslaté  de d dans l a  t r m s l a -  

t ion qui transforme l e  côté de P contenant dal s o i t  dal en son côté équi- 

S i  d n 'es t  pas un somet  e t  e s t  intér ieur  au côté a 2 q  de P , 
il e s t  i d d i a t  que al e t  a2 sont des somets  singuliers de P . Soit 

a;ai l e  côté de P équipollent % a a ; l n  symétrie de l'ensemble des trans- 2 1 
l a t é s  entraîne que s i  6 e s t  l e  symétrique de d par ragport au centre du 

parallélogratme a2ya;a; , on a, s i  l 'on suppose dal = ( P ) ~ ~  fl P , 
a$ 6 = (P) - ,~  Ti P . Dans ce cas, on prend pour dl l e  point a; qui n 'es t  

autre, i c i  encore, que l e  t rans la té  de d dans l a  t ranslat ion qui transforme 

l e  "côté" d î  de P en son "côté" équipollent a; S . 
Le point dl associé à d corne ci-dessus e s t  singulier. C'est évi- 

dent d'après ce qu'on a d i t  s i  d e s t  intér ieur  au côté a2a1 de P e t ,  sinon, 

on voi t  facilement que s i  dl n ' é t a i t  pas singulier,  l'hypothèse que P e s t  

dans P entraîne que cl ne pourrait pas non plus ê t r e  singulier. 

Eh intervert issant  l e s  rôles  de al e t  de a2 , on associe aussi  au 

point singulier a l e  point singulier a2 L1in6galité ( résul te  de l a  

disjonction des t rans la tes  de P au voisinage du point d . 
P w v e  du Zh5o/rM 5 .2 .1 .  

Soit G un réseau de R* e t  0 19ensenble des conpacts de JORDAN. 

dont l e s  t ranslatés  par G pavent El2 . Pour D daas D , s o i t  l 'ensen- 

b l e  des x de G t e l s  que Dx e t  D soient strictement adjacents ; appelons 

points singuliers de D l e s  extrémités des arcs,  connexes dPapr&s l a  proposi- 

t ion  5.2.1. , DxtT D pour x dans % e t  posons m(D) = card(]b) ; n(D) 

e s t  aussi  l e  nonibre de points singuliers de D . On d i t  que D e s t  un élénent 



convenable de V s i  l 'on a n ( ~ )  s 6 . L a  proposition 5.2.2. entraîne que 

s i  D e s t  dans D f l  P , alors  D e s t  convenable. Dv autre par t ,  il e s t  in&- 

d i a t  que l a  val idi té  du thgorème e s t  é tab l ie  si  lvon  prouve que l'ensenhle des 

conpacts convenables de coïncide avec P . 3n d i t  que deux éléments D 
* et  D* de sont équivalents s i  l'on a n(~) = n ( ~  ) e t  <lue l 'élénent D * 

précède D* s i  l'on a m ( ~ )  s n ( ~  ) . 
Mous prouvons alors,  ce qui su f f i t ,  

( i  ) Si D e s t  dans P , on peut trouver dans 0 un polygone de - 
JORDlW D* t e l  que D précède D* . 

( i i )  Si O e s t  un polygone de JORDAN de ZJ , D e s t  équivalent à 

0 Soit  ab un arc DxT' D pour x dans 5 e t  , 6 des a rcs  
f' 

de l a  f ront ière  C de D non contenus dans ab e t  contenus respectivement. 

dans des disques de rayon e > O de centres s e t  b . Rappelons qu'un point 

dPune courbe de JORDAN C f ront ière  du compact D e s t  linéairenent accessible 
O 

à p a r t i r  de D s ' i l  e s t  extrénité d'un segnent dont tous l e s  points, sauf lu i -  
O 

~.Gme, sont dans D . On s a i t  (cf. [22] p. 162) que ï tense&ie des points 

linéairement accessibles de C e s t  dense dans C . On peut, par sui te ,  trou- 
/1 ver des points l ingairemnt accessibles a e t  B resp. sur ca e t  bC . 

O 

Comne deux points de D peuvent ê t r e  joints  par une l igne polygon contenue 
O 7% 

dans D , a e t  6  peuvent ê t r e  joints  par une l igne polygonale cl6 dont 
O 

tous la6 points sauf a e t  6  eont dans D . Considérons a lors  l e  cowact 
0 N' * 

deJORDAN F d e f r o n t i é r e  c i B V B c l  e tposons  D : = [ F ) U ( F )  . Dl e s t  -x 
congru à D nodulo G e t  par su i te  D: e s t  dans . Il e s t  i d d i a t  que 

.L 

a , B  e t  leurs  t rens la tés  par - x sont points singuliers de D: e t  qu'on 

peut avoir choisi e de façon que l e s  points singuliers de D d is t inc ts  des 

points a e t  b e t  de leurs  t ranslatés  par - x soient encore points singu- * * 
l i e r s  de Dl . On a Lonc n ( ~ )  s n(Il ) (Des exenples où D e s t  un parallé- 

1 
l o g m c  montrent qu'on peut avoir 1 9 i n é g ~ t é  s t r i c t e  m ( ~ )  c n(Df) 1. Corme 

rlc A 

l 'opération D + Dl conserve l e  caractère éventuellement polygonal des a rcs  



connexes D.  n D pour j dans XD e t  que ces arcs connexes sont en nonbre 
J 

f i n i ,  il e s t  M d i a t  que par un n o d r e  f i n i  d'opérations analogues à ce l l e  
* 

décri te  ci-dessus, on aboutira & un polygone de JORDAN D de D t e l  que D 

précède D* . 
P w v e  de (ii) . 
Soit  D un polygone de JORDAN de D , a, b deux points singuliers 

f-' 

consécutifs de l a  f ront ière  C de D , Il exis te  sur  C un arc  aqbq déduit 
0 /1 

de ab par l a  translction - x t e l  que ab = D 11 D , a q b q  = D T\ (D) 
X =x 

Distinguons t r o i s  cas 

( a )  l e  segment ab appertient Ei. C e t  aucun côté de D 6 i s t inc t  
* 

de a v b e  n'est  paral lè le  à ab ; on pose alors  Dl = D 

( B )  l e  segment ab appartient à C e t  il exis te  des côtés de D 

d is t inc ts  de a'b' paral lè les  à ab . On peut d o r s  trcuver 
O 

dans D un point c t e l  que s o i t  une l igne brisée dont 
O 

tous l e s  points sauf a e t  b sont dms D e t  dont l e s  direc- 

t ions ac e t  cb dis t inctes  d'un nombre f i n i  de directions * 
données. On prend alors pour Dl l e  compact de JORDNJ dont l a  * 
front ière  Cl e s t  déduite de C en renplaçant ab par Wb 

W b  m 
e t  a g b e  par l e  t ranslaté  a e c  Ob' de ecb par - x . 

( y )  l e  segment ab n'appartient pas à C . On peut a lors  trouver 

une chaîne f in i e  de p + 2 points consécutifs de 3 s o i t  

(ai) ,  i = O ,i, . . . ,p+1, t e l l e  que a = a , ap+l 
O 

= b de façon 

que ce t t e  chaîne vér i f ie  l e s  conoitions 

n 
(a) Pour i = 0,1,...,? l e s  arcs n a i i + l  e t  l e s  segnents 

a iai+i  n t  ont en connim que ai e t  ai+l ou sont confondus. 

(b ) Pour i = O 1 . . . p l e  coelémentaire par rapport à C de 
n 

l e a r c  aiai+l ne coupe pas l e  segment a a i i + i  

( c )  Les directions des segments de l a  chaîne sont d is t inc tes  

e t  dist.inctes d'un nombre f i n i  de directions données, 

e t  que, de plus, l e  chaîne ( a l  ) t ranslatée de (ai) par - x 



v é r i f i e  l e s  conditions analogues $ ( a )  , (b )  , ( c l  . 
* 

On prend alors  pour Dl l e  conpact de JORDAN dont l a  f ron t i è r e  C: 
/7 f' 

e s t  déduite de C en ranglaçant a3 et  aPb '  respectivement par l e s  l ignes  

br i sées  a? . . . a b e t  aqf  . . . avbt . 
P P 

Dans l e s  t r o i s  cas considérés, D: e s t  dons O e t  e s t  équivalent 
Y 

à D . Tor un nombre f i n i  d'opérations t e l l e s  que D + Dl on about i t  à DI 

équivalent à D e t  on peut supposer que D* n'a pas plus de deux côtés parel- 

l è l e s  à une direct ion donnée par un choix successif dvun nonbre f i n i  de clirec- 
Y 

t ions  i n t e rd i t e s  pour l e s  direct ions  de côtés de D . On a bien, a ïors ,  

D* :c D 0 P e t  n ( ~ )  = n ( ~ * )  . 
Notons encore l a  

Si  D e s t  un compact de JORDAN qui e s t  une pa r t i e  pavante d'indice - 
2 , D e s t  aussi  une pa r t i e  pavante régulière. 

Soit  C 1s f ront iè re  de D . Il s u f f i t  de ~ ion t r e r  que, sous ces 

hypothèses, l a  conclusion c?u théorène 5.2.1. e s t  encore valable car  l e  réseau 

r = 2 l" où r q  e s t  l e  rgseau engendré par l e s  milieux des côtés du ~esatllé- 

logramx ou de l'hexagone Q , e s t  a lors  l a  base d'un gavenent de R~ par D 

puisque D e s t  congru à Q noduïo ï' . 
Soit  X = G @ ( G  + t )  l e  réseau d'indice 2 Cu pavenent de R~ par 

l e s  t rans la tés  de D . Montrons d'abord que l v o n  peut avoir choisi  t de façon 

que Dt s o i t  s t r ic tenent  adjacent à D . S v i l  n'en é t a i t  pas a in s i ,  toutes  

l e s  pa r t i e s  du pavcmnt str icterient adjacentes à D seraient de l a  forme D 
g 

avec g dans G ; on au ra i t  donc un sys tèm S symétrique de t r ans l a t é s  de 

D formant un système d is jo in t  totalement adjacent à D . Des nodifications 



innédiates dans l a  preuve du t h é o r è ~ e  5.2 .1. montrent, vu l a  proposition 

5.2.2., que ï v o n  a d o r s  cnrd(S) ,< 6 . 11 en r é s a t e  d o r s  facilement que G 
2 

e s t  l a  base d9un pavement de gi a D , ce qui e s t  exciu. 

On suppose donc, dons l a  suite,  que Dn Dt e s t  un arc  connexe O& 
e t  on désigne par a , B1 resP* a2 , B2 l e s  t ranslatés  de a , resp. 

par - t , t . On pose D q  = D i f D  t *  

I'lontrons que, nêcessairenent, on peut trouver g dans G t e l  que 

s o i t  adjacent 4 D . RI e f fe t ,  sinon, toutes l e s  par t ies  du pavenent adja- 

centes $ D seraient de l a  forne D 
t+g 

avec g dans G ; or, l'une d'entre 

e l l e s  doi t  ê t r e  adjacente à Dt e t ,  par l a  translation - t , on aboutit à 

une contradiction. 

considércns d o r s  D- Ti D qui e s t  un arc connexe ou e s t  réduit à 
6 

f-' un point. D Ti D ne peut contenir aucun point de lv arc alel de f r ( ~ )  s i  
k2 

ce a1es t  al ou fi1 e t  on peut, sans nuire à l a  gênérali té,  supposer que 

Dg A D e s t  contenu dans lva;rc G1 de C . G es t  l a  base d'un pavement de 

R* par D q  ; c o r n  e s t  adjacent à D 9  , D 9  f i  D q  e s t  connexe e t  contient 
65 

nécessairenent B . D e t  D é tan t  adjacents, il en e s t  de &me de D e t  iz u 

D e t  un raisonnement andogue nous montre que a e s t  dans D' D . Posons 
fi" v 

-g 
d o r s  a' = a + g , a'' = a + g , 

1 = B - g .  

n 
On peut se rmener au cas où a '  appartient 6 l ' a r c  BB2 de Dt ; 

n 
alors  a" eppnrtient à l ' a rc  B&, de D e t  B H 9  à l ' a r c  oa. de D . Les 

r' A 
II t- r' I 

f- II arcs Gvt e t  a'B , alB e t  Ci1'$ , a$ e t  alB1 se déduisent alors l 'un 

de l ' au t re  par translation e t  l e s  s i x  points a ~ a ~ ' S ~ a ~ $  "' forment un hexagone 
- 

i n s c r i t  dans C s o i t  & qui, relativement à C , possède l e s  propriétés vou- 

lues  (ce t  hexagone dêgénère en un parallélogramme quand B v  coïncide avec B 

La  proposition 5.2.3. ne montre pas s v i l  exis te  des compacts de 

JORDAN qui sont des par t ies  pavantes d'indice s t r i c t  2 . On construit  ci-des- 

sous une f a n i l l e  de compacts de JORDAN qui possèGent ce t te  propriété. 



Soit D un compact Cc JORDAM qui s o i t  une par t ie  pnvante régulière 

e t  G un réseau base d'un pavenent de R~ par des t ranslatés  de D . Il 

résu l te  de ce qu'on a vu, que l q o n  peut a lors  trouver une base v e 2  de G 

t e l l e  que 1s condfticn suivante so i t  s a t i s f a i t e  : 

pour o = e - el , Dcg 3 2 
e t  D son tad jacen tesà  D suivant 

el 
d5s arcs connexes, tandis que D, ou bien e s t  adjacente à P sui- 

2 
vant un arc connexe, ou bien n9 a,  avec D , quq un seul point comun. 

J) 
On associe à D l e  corqact de JORDLV D = D LI D e t  on mnt re  que 

D* e s t  d o r s  une par t ie  pavante d'indice s t r i c t  2 . el 

On désigrie par G* l e  réseau de base 2e, ,e, e t  par G** l e  réseau 
* * 2 = G*~B (G** + e2) ; 

On a G = G 9 (G + el) , 
on pose X + cg) . On vér i f ie  imédia temnt ,  à l 'a ide du lenme 4.2.1. 

que X e s t  dg indice s t r i c t  2 . D'autre part ,  on vér i f ie  facilenent que 
3 

U(D ,X) es t  union de par t ies  dont l e s  intér ieurs  sont dis joints  e t  coïncide 
?J! * ?J! * 

avec U ( D  ,G ) tandis que U(D ,G ) = U(D,G) . Ainsi, l'empilement du compact 

de JORDATJ D* par X e s t  un pavement d'indice s t r i c t  2 . Il nous semble 

que l a  famille des conpects D* , oonstruito ci-dessus, coïncide avec l a  fa- 

e l l e  de tous l e s  conpacts de JOXliZN qui sont par t ies  pavantes dqindice s t r i c t  

2 . 
Notons que l a  famille des D* , construite ci-dessus, e s t  aussi cons- 

t i t u é e  de par t ies  p a v a t e s  d'indice s t r i c t  3 . On considère, en e f f e t ,  l e  

réseau H de base 2e 1 I 3e2 - el e t  on ?ose X = H 8 (H + t l )  8 (H + t a )  

avec tl = ep , t = -(el + eg) . 2 On vé r i f i e  que X e s t  bien dsindice s t r i c t  

3 e t  il e s t  i d d i a t  que H empile D*U (D* + t ) U (D* + t ) avec l a  den- 
1 2 

s i t é  1 , donc que l e s  t rans la tés  de D* par X pavent l e  plan. 

On s a i t  qu ' i l  exis te ,  dons El2 , dix-sept g r o q e s  dl iso&tries  dis- 

t i n c t s ,  a;yant des par t ies  fondamentales d'adhérence compacte e t  que, pu r  l e s  

t r e i ze  d'entre eux qui ne sont pas engendrés unique~ent  par des symétries, il 



e s t  possible de trouver des p a r t i e s  fon8mcntales non convexes (cf .  [18] ) . 
On peut, 3 l ' a i de  du théorème 5.2.1. donner, pour chacun de ces t r e i z e  groupes, 

une caractér isa t ion des p a r t i e s  fondmentales dont l e s  adhérences sont des con- 

pacts de JORDAN. 



A N E I E X E  
----------- 

PROGWF.ES DE CALCUL 
------*-------------- 

Ils sont rédigés en langage de référence ALCX)L, où l e s  entrées e t  

so r t i e s  ne sont pas précisées. 

Evidenment, de l a  nachine u t i l i s é e  dépend l a  fqoa  dont doivent ê t r e  

introduites les données e t  i x p r i d s  l e s  r6sultats.  

Les données de cc programne sont : 

T? : ordre s 5 

1 1  : s IJ e t  p r i s  en générctl égal à N-1 

IIiF : borne inf'érieure de D 

SUP : borne supérieure de D 

R : progression de D 

Il a pour but de déterminer notssinent l e s  points de Agi . Un t e l  

point e s t  donné par l e  tableau A[I] , Ce tableau, e t  l a  valeur de TER qui 

y e s t  associée (+ 1 s i  l e  point correspondant e s t  admis, - 1 s'il e s t  seni- 

admis strictement) doivent ê t r e  inprimés avant l q é t i q u e t t e  PERM . L'introduc- 

t ion  de l f instruct icm "go& PAS;" après ces instructions d'impression, trans- 

forne ce progranme en LIST SR4IPERF1 qui détermine une l i s t e  des D possibles 

pour (Cf. Th. 3.2.1.); 



heu& E2, 1*?2 ; 

&egm S, K, I,lT, 111, D, T, SOM, J, INF, SUP, R, TER,D2,W,U; 

u z t e g a a m y  A L - :  53 , B[l: 51 ; 

D := i d  R > O 1x3' &e SUP ; 

DEB : D2 := D a 2 ; E2 := D/2 ; 

U := id D 6 32 then 1 d e  (D-1) + 16 ; 
corn& on peut éventuellement, à l a  place de l ' i n s t ruc t i on  précé- 

dente, introduire l a  vaïeur de U 3 1 ; 

D < IfJF V D > SU!? gofi FRq ; 

OUIL K := 1 sbep 1 untiP. N1 da A[K] := U ; 

do& K := 111 + 1 bbep 1 un;tie Il do A[K] := 1 9 

PROG: S : = l ;  

TER := 1 ; 

RETOUR : doh. K := 1 step 1 d 1T do B[K] := A[K] i S ; 

SOM := O ; 

i a  s = 1 &en e h  i d  w > O .?%.en begh 

A[l] := ~[1] + W - 1 ; 
gotu ?mr4 ; end ; 
V2 := (N-3) * E2 + 2 * ~t?-l] + 2 * B ~ ? J  - SOM ; 

Ld W2 < O dan begh i d  w2 < h[2] - ~[l]  + 2 &em 
1 := 3 eebe 1 := 2 ; gotu BOUCLJI ; end ; 
Ad 2 * B D - ~  > M &en begh W2 := (N-2) t E2 + 2 * B[BT] - SON ; 

A6 W2 < O fi then begh i d  W2 < A[2] - A l 1 1  + 2 

1 := 3 &e 1 := 2 ; go;tol BOUCLE ; end ; encf ; end ; 
4 W > O &n go& P m  ; 

W = O  TER : = - 1  ; 

S : = S + l ;  



- III - 

S d D2 th goil7 RETOUR ; 

PERM : 1 := 1 ; 

BOUCLE : i d  A[I] + 1 6 D2 thon b e g h  ALI] := ALI] + 1 ; 

do& J := 1 4tep i U 1 do A[J] := A[I] ; 

go.?% PROG ; encf ; 
I : = I + l ;  

id D > 12 + ACT?] A ~[1.31] + 1 > D/3 fien 
J 

go.?% PAS ; end ; 

id 1 s N i  &en goka BOUCLE ; 

PAS: D : = D + R ;  

go& DEB ; 

FIN : end 



I V -  

Les données de ce progrmc sont : 

N : ordre 6 5 

Xi : 6 N et pris en généraJ 6gal à N-1 

INF : borne inférieure de D 

SUP : borne supérieure de D 

R : progression de D 

U : entier 1 , fixe le départ du programme. 
- 

Il a pour but de déterminer notanment les points de A 
51 

Un tel 

point est donné par le tableau ALI] . Ce tableau qui donne les points admis, 
doit être inpriné avant lV6tiquette PERkI . Lgintroduction de lqinstruction 
"go;to PAS;" après les instructions dqinpression, transforme ce progr- en 

I 

LIST PERM qui détemine une liste des D possibles pour A51 ; 

Ud! 172, E2 ; 

.h t ega  S, K, 1, N1, D, T, SOM, J, IIW, SUP, R, D2, W, U, N ; 

i k i q m q  ~[l: 5) , ~[l: 51 ; 
D := i$ R > O $!zen Ill')? &e SUP ; 

DEB : D2 := D + 2 ; E2 := D / 2  ; 

PROG : S := 1 ; 

 TOUR : do& K := 1 ~ a p  i & n do B&K] := A[K] s s ; 
SOM := 0 ; 



4 0 ) ~  K := 1 42ep 1 wl;tce 1g do begbz 

T  := B[K] - (B[K] 4 D )  + D ; 

i d  T > D 2  fien T : = D œ T ;  

SOM := SOM + T ; end ; 
W := D - SOM ; 

i d  S = 1 . Z h z  b e g k  i d  w a O t k n  
b e g k  ~[l] := ~[l]  + V ; 
go& PERM ; 2nd ; 
W2 := (N-3) * E2 + 2 * B[N-~] + 2 * B[IT] - SOM ; 

4 W2 6 O &n b e g k  i d  1.72 6 ~ [ 2 ]  - ~[ l ]  + 2 

&.en I := 3 &e I := 2 ; go& BOUCLE ; end ; 
4.8 2 * S[TJ-~] > E 2  &n b e g k  

W2 := (X-2) * E2 + 2 * B[N] - SOM ; 
i $  b E  6 O A D 2  2 2 t h e n  begin 

i d  W2 6 ~ [ 2 ]  - ~[l] + 2 .then 1 := 3 &e 1  := 2 ; 
go& BOUCLE ; end ; end ; end ; 
i d  w s O f ien go& PERM ; 

S : = S + l  ; 

i$ S 6 D 2  . h n  go& RETOUR ; 

PEFW : 1 := 1 ; 

BOUCLE : i d  N[I] + 1 6 D2 Xhen b e g k  A~I] := ALI] + 1 ; 
dofi J := i d a p  1 W I do A[J) := A[I] ; 

gozo PROG ; enci ; 
1  : = I + l ;  

i d  1 = 1  f ien  beg& 

i d  D > 12 * A[U] A ~[ l l l ]  + 1  2 D/3 

&zen go& PAS ; end ; 
i d  1 c 111 .?%en go& BOUCLE ; 

P A S :  D : = D + R ;  

go& DEB ; 

FITf : end 



3 - P i t a g m  FRONT . 
begh wnmW FRONT 

Les donnees de ce p r o g r m e  sont : 

l? : ordre g 10 

INF : borne inférieure de D 

SUP : borne supérieure de D 

R : progression de D 

Il a pour but de déterniner l e s  points de Fn . Un t e l  point e s t  

donné par l e  tableau A[I] . Ce tableau, qui donne l e s  points frontière,  do i t  

ê t r e  impriné avant l ' é t ique t te  PERM . L' introduction de IV instruction 

"go&? PAS ;" après l e s  instructions d'impression, transforme ce prograrme en 

LIST FRONT, qui déterxnine une l i s t e  des D possibles pour les points de Fn ; 

.h&gC% S, K, 1, 11, D, SOEI, J, INF, SUP, D2, W, U, R, T ; 

d g ~  arrhay ~ll :  101 , ~[ l :  101 , ~[ l :  10) ; 

D := i d  R > O f ien INF &e SUP ; 

DEB : D2 := D + 2 ; - 
i d  D < INF V D > -SUP fien 90x0 FIN ; 

dotr K := 1 axep i W2Rcie N do A[K] := 1 ; 

~[ l ]  := D2 ; 

V[N] := D + N ; 
CHANG : fioh 1 := 2 h&p 1 LuZitie. - 1  do 

V[I] := ( D  - (TT-1) * A[NJ ).  + I ; 
PROG : S := 1 ; 
RETOUR : do& K := i a;&p i un;tie N do B [KI := A[K] * s ; 
SOM := O ; 

do& K := 1 a&p i m do begk 

T := B[K] - (B[K] + D) * D ; 

i d  T > D 2  fiUl T : = l 3 - T ;  

SOM := SOM + T ; end ; 



W := D - SOI4 ; 

id s = i A w > O &en n[i] := A[I] + w - 1 ; 
id s = i A I?? < O &en begh 
1 := id t J  < ~ [ 2 ]  - ~[l] + 2 ;thut 3 &e 2 ; 

go& BOUCLF ; utcf ; 

id 17 > O then go& PERM ; 

S : = S + l ;  

i d  S 6 D2 ;thw go& RETOUR ; 

PERM : 1 := 1 ; 

BOUCLE : id ALI] + 1 6 V[I] ;then begin 
A[I]:= A[I] + 1 ; 

do& J : = l  ditep 1 W 1 do 
"IJI := A[I] ; 

U := 02 - (N-2) * ~ [ 3 ]  ; 

.id U > ~ [ 2 ]   fie^ ~ [ 2 ]  := U ; 

.id U > ~[l]  &en ~[l] := U ; 

.id 1 < M fien go& PROG d e  go& C W J G  ; encf ; 

I : = I + l ;  

id 1 6 N &w go& BOUCLE ; 

PAS: D : = D + R ;  

90x0 DE3 ; 

Pm : d 

Il peut aussi être utile d'introduire dans les progrmes précédents 

des instructions suppl6mentaires permettant de connaître l'état du tableau ALI] 
après un temps de calcul linité. 



base de Hajos p. 40 

conjecture des cylindres p. 1 

conjecture des produits p. 1 

constantes crit iques P. 15 

constantes d 'e~pi lenent  p. 10 

cornette à pied P. 91 

cornette double P. 91 

corps p. 115 

corps convexe 17 

corps é to i l é  p. 17 

corps de type f i n i  p. 18 

cycle (de points) p. 60 
densité PP. 5 e t  9 

ensemble différence P. 6 
empilement P. 7 

empilement à mtif p. 11 

Za-enpilenent P. 8 

fonction de SchlUl i  p. 107 

g r i l l e  multiple P. 6 

j auge P. 6 
octaèdre pp. 1, 22 e t  55 

ordre (d'un point) P. 56 

paralléloèdre P. 94 

pwalléloèdre de Ap. Simon p. 37 
par t ie  fondamentale p. 113 

par t ie  p a v a t e  p. 13 

part ies  adjacentes p. 114 

part ies  strictement adjacentes p. 114 

pavenent p. 13 

pavement ordinaire p. U.2 

pavement s t r i c t  p. 113 

point adrris p. 58 

point semi a&s P. 58 

point frontière P. 58 

point de rang n P. 59 

-oint linéairenent accessible p. 125 

points i4quivalents  P. 37 

  oints (~)-é~uimJ.ents  p. 56 

problène des octaèdres p. 2 

p r o g r m e  SE211PERZ P. 1 

programme PERV p. I V  

programne FRûlJT 9. V I  

recouvrement local  p. I l 4  
réseau l inéa i re  p. 11 

réseau multiple P. 5 
réseaux extrdmux P. 15 

réseaux extrêmes p. 15 

réseaux m~-permis  p. 16 

réseauxn-S-critiques p. 16 

reseatur n-~ext rénaux p. 16 
su i t e  de réseaux P. 19 

système totalement adjacent p. 114 
système totalement adjacent ordinaire 

variéte  dq appui p. 3lp* 

variété  de contact p. 32 

variété  localenent de contact p. 32 

voisinage d'un réseau p. 15  
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